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Statistical Properties and Information
Processing in Noise-Driven Excitable Systems

Abstract

This thesis focuses on the behavior of excitable systems subjected to the action of
external noise. Even the simplest systems display nontrivial statistical properties
that account for the topological structure of its phase space. These features arise
in the presence of noise and close to a characteristic bifurcation. For instance, the
two basic types of excitability (class I and II) can be discriminated by means of the
intespike histograms close to their respective bifurcations.

In the first part of this work, we derive analytical and semianalytical expressions
for the interspike histograms of two clasical models: the pendulum with friction and
torque and the FitzHugh-Nagumo equations. The aproximations arise from Kramers’
escape theory and from the theory of stochastic processes. We discuss the potential
impact of our results on the study of the spontaneous activity of neurons.

In the second part of this thesis, we address the issue of coupling excitable
systems. We show how to perform all the logical operations with excitable systems
in a noisy environment and without external synchronization. In order to achieve
this, we make use of the saturation and integration properties of a simplified model
of fast chemical synapse. Finally, we apply information theory to a bursting neuron
model with the aim of revealing some limitations of a straightforward aplication of
the information measures (originally concieved for pasive transducers) to a neural
system, which is active and strongly nonlinear.

KEYWORDS: excitability - escape rates - interspike histograms - noise - infor-
mation theory - computability.



Resumen

Este trabajo se centra en el estudio de los sistemas excitables bajo la accién del
ruido. Aun los sistemas candnicos mas simples presentan propiedades estadisticas
no triviales que dan cuenta de la estructura topoldgica de su espacio de fases deter-
minista. Algunos aspectos estructurales de estos sistemas se revelan en presencia de
ruido y en proximidad de las bifurcaciones que los caracterizan. En particular las dos
clases basicas de excitabilidad (tipo I y II) presentan huellas distintivas diferenciadas
en los histogramas de tiempos entre pulsos cerca de sus respectivas bifurcaciones.

En la primera parte de este trabajo se derivan expresiones analiticas y semi-
analiticas para los histogramas de tiempos entre pulsos excitables de dos sistemas
clasicos: el péndulo con torque y el modelo de FitzZHugh-Nagumo. Las aproxima-
ciones abrevan de la teoria de escapes de un estado metaestable de Kramers y otros
elementos de la teoria de procesos estocasticos. Se discute un posible impacto de los
resultados en el estudio de la actividad espontanea estacionaria de neuronas.

En la segunda parte de esta tesis abordamos algunos aspectos del acople de
sistemas excitables. En particular mostramos cémo es posible realizar operaciones
légicas con sistemas excitables con ruido, sin sincronizacién externa. Para ello uti-
lizamos las propiedades de saturacion e integracién temporal de un modelo simplifi-
cado de sinapsis gqimicas rapidas. Finahmente aplicamos algunos elementos de teoria
de la inforinacién a un modelo de neuronas que producen rifagas con el propésito
de poner en evidencia justamente algunas liinitaciones de la aplicacion estandar de
dicha teoria (concebida originalmente para elementos pasivos de trasduccién) a los
sistemas neuronales que son fuertemente no lineales y activos.



Statistical Properties and Information
Processing in Noise-Driven Excitable Systems

Abstract

This thesis focuses on the behavior of excitable systems subjected to the action of
external noise. Even the simplest systemns display nontrivial statistical properties
that account for the topological structure of its phase space. This features arise in
the presence of noise and close to a characteristic bifurcation. For instance, the two
basic types of excitability can be discriminated by means of the intespike histogras
close to their respective bifurcations.

In the first part of trhis work, we derive analytical and semianalytical expressions
for the interspike histograms of two clasical models: the pendulum with friction and
torque and the FitzHugh-Nagumo equations.
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Capitulo 1

[ntroduccion

“Y has de entender también, inclito Memmio,
que aun cuando en el vacio se dirijan
perpendicularmente los principios
hacia abajo, no obstante, se desvian
de linea recta en indeterminados
tiempos y espacios; pero son tan leves
estas declinaciones, que no deben
apellidarse casi de este modo.

Pues si no declinaran los principios

en el vacio paralelamente,

cayeran como gotas de lluvia,

si no tuvieran su reencuentro y choque,
nada crearia la Naturaleza.”

De rerum natura. Lucrecio.
1.1 Determinismo y Azar en los Sistemas Dinamicos

La evolucién temporal de muchos sistemas fisicos, quimicos y biolégicos puede de-
scribirse, hasta cierto grado de detalle, en términos de un sistema dindmico deter-
minista. Esto es, un conjunto de ecuaciones diferenciales que, a partir de un estado
inicial conocido, determina univocamente la evolucién del sistema en el tiempo a
través del espacio de todos los estados posibles (espacio de fases). Ejemplos clasicos
son la ecuacién del péndulo o de una reaccidon enzimaitica. Las ecuaciones diferen-
ciales pueden derivar de principios mds generales como la Ley de Newton o la Ley
de accién de masas, e intervienen en ella pardinetros especificos del problema, como
ser la masa del péndulo o la velocidad de reaccién. Salvo para unos pocos ejem-
plos canonicos, no es posible conocer la solucién exacta del sistema de ecuaciones
diferenciales (ordinarias o parciales) que mejor describen el sistema natural. Recur-
rimos entonces a la teoria cualitativa de los sistemas dinamicos no lineales, que se
desarroll6 a partir de los trabajos de H. Poincaré, G. Birkhoff y algunas escuelas de
matemdticos de la ex-URSS, como la de A. Andronov. Hoy en dia, las aplicaciones
de la dindmica no lineal son innumerables (véase como referencia [2][50][74][119]).
Sin embargo, es claro que un modelo determinista, al menos cuando se aplica a
escala macroscdpica, tiene varias limitaciones. Por una parte, siempre existen per-



turbaciones externas incontrolables que pueden modificar la dindmica del sistema.
Ademis, todo sistema cstid formado por partes menores que pueden interaccionar
entre si y cuya descripcion escapa al modelo. Si estos problemas se tornan impor-
tantes, es necesario entonces abandonar la descripcidon determinista e incorporar un
ingrediente estocdstico que dé cuenta de las pertubaciones incontrolables o fluctua-
ciones, tanto externas como internas. Un ejemplo ubicuo de esto son las fluctuaciones
térmicas, que pueden ser poco relevantes para la oscilacion de un péndulo de gran
masa, pero definitivamente no lo son para una reaccién quimica desde un estado
metaestable.

La descripcion mas adecuada de la evolucidn temporal del sistema es entonces en
términos de un sistema dindmico con ruido. Si las variables relevantes del sistema
estan contenidas en el vector x, y los parametros en el vector a, la evohicién queda
descripta por:

z'(t) = £(x(t),a,t,£(t)) (1.1)

donde £(t) es una variable estocdstica continua en el tiempo (ruido). En particular, si
nos limitamos al caso en el que el ruido es Gaussiano!, aditivo, blanco, de media nula
y que afecta sélo una variable del problema (z;), el sistema queda completamente
descripto por:

o' (t) = £(x(t),a,t) + e;E(t) (1.2)
(&) =0 (1.3)
(E(t)E(t)) = 2Dé(t - t') (1.4)

donde e; es el vector unitario en la componente j, D es la varianza de la variable
aleatoria y representa una medida de la magnitud del ruido. La funcién vectorial
f describe la evolucion determinista del sistema. La solucion de este sistema sera
{inica para cada realizacién del ruido (es decir, no queda univocamente determinada
por la condicién inicial) y también determina una trayectoria en el espacio de fases 2.

La descripcion mds acertada sera entonces en términos de probabilidades, es
decir proniediando sobre infinitas realizaciones del ruido. La variable relevante es en
consecuencia la probabilidad de encontrar el sistema cn la posicién x en el espacio
de fases a tiempo ¢, habiendo partido de x¢ a tiempo ty, que denotaremos como
P(x,t;x0,%9) y cuya evolucion estd dada por la ecuacién de Kolmogorov o de Fokker-
Planck{106], como se detalla mds adelante.

Sin embargo, también en este caso la solucién exacta es conocida sélo para los sis-
temas mds simples, como el movimiento Browniano (f = 0) o el proceso de Ornstein-
Uhlembeck (f lineal).

A. Andronov y L. Pontryagin estudiaron en detalle el problema mas general en
la década del 30 [99] y lo llamaron con cierto humor el “problema del nadador com-
pletamnente borracho en un canal con corrientes regulares” como una extension de
la “caminata del borracho” que alude al movimiento Browniano. En efecto, el prob-
lema se trata en principio de desviaciones aleatorias de trayectorias deterministas.
Cudn importantes puedan ser estas desviaciones dependera no sélo de la magnitud
del ruido sino de las propiedades del sistema determinista. Los sistemas disipativos

'Esto s, un porceso aleatorio que cuya densidad de probabilidad es una funcién gaussiana,
siendo nulos los cumulantes I, para n > 2 [39].

2Usaremos la palabra trayectoria para la evolucién de un sistema dindmico con ruido distin-
guiéndola de drbita, que reservamos para la evolucién determinista.

(1)



lineales, por dar un ejemplo, tendran trayectorias perturbadas no demasiado difer-
entes de las deterministas. En este caso, el Unico efecto del ruido es el de hacer un
poco mis difusas las trayectorias en el espacio de fases. Sin embargo, las respuestas
de los sisteinas no-lineales frente al ruido resultan ser nada triviales. Ciertas zonas
del espacio de fases donde se apinan muchas orbitas pueden ser muy sensibles al
ruido. El ruido tainbién puede hacer que las trayectorias salten de una cuenca de
atraccién determinista 3 a otra, como es el caso de muchos sistemas biestables o
multiestables. En estos casos es licito hablar de una dindinica inducida por el ruido,
ya que éste modifica el comportamiento cualitativo del sistema.

El propésito de este trabajo es estudiar los efectos no-triviales del ruido en una
clase particular de sistemas: los sistemas excitables, de los cuales es posible encontrar
numerosos ejemplos en los sistemas fisicos, quimicos y biolégicos.

1.2 Sistemas excitables en la Naturaleza

En el proximo capitulo daremos una definicion mas rigurosa de los sistemas excita-
bles, por ahora daremos una definicién cualitativa que es la que mds abunda en la
literatura. Un sistema es excitable si [90]: (1) posee un estado de equilibrio estable
(2) si el sistema cs perturbado por debajo de cierto umbral, permanece cerca del
estado estable (3) si la perturbacién supera el umnbral el sistema es “excitado” y re-
sponde con un larga excursion a través del espacio de fases, retornando finalmente al
estado cstable. Un sistema excitable tiene entonces dos respuestas cualitativamente
diferentes frente a las perturbaciones externas: una respuesta sub-umbral compara-
ble a la magnitud de la perturbacién y otra respuesta supra-unibral que amplifica
la perturbacién. Si la perturbacién externa cs aleatoria, tendremos una dindmica
inducida por ruido. En efecto, sin perturbaciones el comportamiento del sistema es
trivial: permanece en el equilibrio estable. Al perturbarlo puede responder de forma
amplificada.

La respuesta excitable suele ser bastante uniforine, es decir que una vez que
se supera el umbral ¢l sistema realiza una larga excursion por el espacio de fases
siguiendo de cerca alguna érbita determinista que lo leva de vuelta a su estado de
equilibrio estable en un tiempo relativamente breve. Es decir, que si observainos el
comportamiento temporal de una de las variables observaremos picos mis o menos
regulares en forma y tamnano, separados por intervalos irregulares de tiempo. La
irregularidad estd dada por el tiempo que empled al ruido acercar el sistema al
umbral.

Existen innumerables ejeinplos de sistemas excitables de la naturaleza. Algunos
se han convertido ya en cldsicos, como la reaccién oscilante de Belusov-Zabotinskii
o el comportamiento colectivo de el organismo unicelular Dictyostelium discoideum.
Pero sin duda el ejemplo mads conspicuo es el modelo de Hodgkin-Huxley del potencial
de membrana del axén de una neurona del calamar gigante[62]. Hoy en dia los
modelos neuronales se cuentan por docenas [65], pero la mayor parte exhibe una
forma u otra de excitabilidad. La respuesta amplificada de la neuronas se conoce
como potencial de accién y es la unidad basica de intercambio de informacién en
los circuitos neuronales, desde los ganglios de los invertebrados hasta en el cerebro
humano. Precisamente la propagacion de este potencial de accion a lo largo de una

3Una cuenca de atraccién estd forinada por el conjunto de todas las 6rbitas que tienden a un
mismo conjunto de estados o atractor conforme t = oo.



membrana celular constituye la garantia de que las senales eléctricas viajan a través
del axén practicamente sin sufrir pérdidas.

Haremos ahora una descripcién somera de una neurona, con la sola intenciéon de
aclarar algunos térininos y sin entrar en mayor detalle. En la figura ?? se muestra
un esquema de una neurona excitable. La morfologia puede ser muy variable pero en
general consta de tres partes diferenciadas: el cuerpo principal o soma que contiene
al nicleo y las organelas, el drbol dendritico que posee en diversos sitios puntos de
contacto con otras neuronas (sinapsis) y el azon que transporta los potenciales de ac-
cion desde el soma hacia sus propias sinapsis. Las neuronas mantienen una diferencia
de potencial negativa a través de su membrana celular de algunas decenas de mili-
volt con respecto al exterior. Los potenciales de accién representan un aumento de
dicho potencial, alcanzando por lo general valores positivos con relacién al entorno.
Este aumento de potencial se conoce como depolarizacion. Un descenso del poten-
cial (alejandose del umbral excitable) recibe el nombre de hiperpolarizacion. Las
neuronas que estin en contacto con el arbol dendritico son las ncuronas aferentes,
sus potenciales de accidon, a través de las sinapsis generan cambios en el potencial
de membrana en la dendrita de la neurona receptora. El arbol dendritico y el so-
ma integran todos estas perturbaciones y “deciden” si disparar o no un potencial
de accién. Si se genera, el potencial se propaga por el axén unidireccionalmente
hasta alcanzar los terminales sindpticos y entregar su senal a otras neuronas. Esta
descripcién simplificada esconde mucho de la complejidad que conlleva este proceso
donde intervienen canales idnicos, mensajeros moleculares, reacciones enzimaticas,
segundos mensajeros, moduladores quimicos, etc. Para nuestros fines, al menos para
la primera parte de nuestro trabajo, poderemos considerar a una neurona espacial-
mente hommogénea que funciona como un sistema de entrada-y-salida. En la segunda
parte del trabajo nos detendremos con un poco mds de detalle en el proceso de
acople sindptico entre neuronas.

Cémo codifican las neuronas (informacion sensorial por ejemplo) es hoy materia
de intenso debate, pero hay un acuerdo general en que la codificacién es temporal, ya
sea que consideremnos a la variable relevante el intervalo de tiempo entre potenciales
de accién (interspike) o la frecuencia media en una ventana de algunos picos (rate
coding). Dicho de otra forma, la respuesta de la mnayor parte de las neuronas es a
“todo o nada”, sélo importa la ocurrencia de un potencial de accion, no los detalles
del potencial eléctrico. En este sentido es licito decir que el cddigo neuronal es
digital, al menos en amplitud.

Precisainente, a partir del auge de las neurociencias, sobre todo desde la ultima
década del siglo pasado, sc desarrollaron muchos modelos de sistemas neuronales y
se estudiaron las propiedades de los sistemas excitables. Sin embargo, en la mayor
parte de los casos, el énfasis ha sido puesto en aspectos de la dinamica determinista,
como bifurcaciones[52], generacién de rdfagas (o bursts)[5][37], respuestas frente a
diferentes tipos de excitacién periddica[6] y acoples de redes pequeiias[63]. Un caso
aparte lo constituyen los trabajos enfocados en el fenémeno de resonancia estocdstica
en sistemas excitables[43], en los cuales el ruido cumple un papel relevante.

Nuestra aproximacion sera diferente: nos interesan las propiedades estadisticas
de los sistemas excitables bajo la acciéon del ruido, dentro de las cuales el fenomeno
de resonancia estocdstica es un aspecto. La eleccién de los ejemplos en algunos
casos estd sesgada por la prevalencia de ciertos modelos en la literatura como el
de FitzHugh-Nagumo. Algo nds adelante se utilizan expresamente ciertos sistemas
neuronales basados en conductancias de canales iénicos, al estilo de Hodgkin-Huxley.
Si bien éste no es un trabajo de neurociencia, se discute la importancia de la aphi-



cacién de algunos resultados tedricos a los inodelos neuronales y gran parte de lo
que se consideran como observables relevantes de un sistema excitable, proceden del
ambito de la neurociencia.

1.3 Fuentes de ruido en sistemas excitables naturales

Sin pertubaciones externas ni fluctuaciones un sistema excitable permanece en su
estado de reposo. Al recibir un estimulo impulsivo puede responder o no con un
pulso excitable segiin si éste supere (o no) un cierto umbral. Si la perturbacién no
es impulsiva sino continua y de naturaleza aleatoria el estado de reposo puede ser
llevado por difusion a las cercanias del uimnbral y eventualmente disparar un pulso
excitable inducido por ruido.

Los sistemas excitables naturales, y en particular las neuronas estan expuestos
a ambos tipos de perturbaciones. Por una parte, reciben senales impulsivas (a veces
suavizadas en las dendritas, otras veces en forma de pulsos) comno respuesta a poten-
ciales de accion disparados por las neuronas aferentes. Por el otro, estin expuestas a
varias fuentes de ruido [87]. Cada etapa en la transmisién de un potencial de accién
introduce una fuente potencial de ruido. Los canales idnicos (poros en la membrana
celular que pueden variar su permeabilidad a un tipo de iones) se abren y cierran
estocasticamente, las sinapsis liberan mensajeros quimicos (neurotransmisores) de
forma muy variable, existen fluctaciones “de fondo” en las sinapsis y las fluctaciones
térmicas introducen variaciones en la capacidad de la membrana y la conductividad
de los canales.

Desde que comenzaron a realizarse las primeras medidas in vivo del potencial in-
tracelular se sabe que las respuestas de las neuronas aun frente a un mismo estinulo
suele ser muy variable. Neuronas que reciben entradas sensoriales muestran activi-
dad aun sin recibir ningin estiiulo. Por lo general esta actividad es muy desorde-
nada, como la que se observaria en un sistema excitable gobernado por ruido.

La fiabilidad de una neurona aislada como transductor de immpulsos nerviosos
parcce ser muy baja. No obstante, el sistema nervioso como un todo alcanza un
alto grado de cficiencia. El problema de c6mo se logra un sistema nervioso eficiente
a base de neuronas aparentemente poco fiables y cual es el rol que le cabe al ruido
es un tema que atrae hoy la atencién de numerosos grupos. En principio, desde un
enfoque clasico de la teoria de informacion las fuentes de ruido van en detrimento de
la cficiencia de Ia comunicacion. Sin embargo sc ha observado y discutido también la
amplificacién de pequeiias sefiales por medio del ruido [130]. En todo caso, resulta
claro que el sistema nervioso se ha venido desarrollando a lo largo de la evolucion
en un entorno ruidoso y quizas no sélo “a pesar de...” sino también sacando algin
partido en cllo.

Este trabajo se dedica en su primer parte a estudiar la estadistica de sistemas
excitables bajo la accién del ruido, sin recibir estimulos impulsivos. Sibien trabajare-
mos con modelos ny siiplificados, los resultados pueden ser de interés aplicados
al estudio de la actividad espontinea estacionaria de neuronas aisladas. Nuestro
principal observable lo constituye la densidad de probabilidad de tiempos entre pul-
sos excitables que se corresponde con el histograma de tiempo entre potenciales de
acciéon (ISIH) en una neurona. Dicho histograimna se obtiene ficilimente a partir de
la medida de el potencial intracelular que presente un secuencia de varios pulsos.
El ISIH caracteriza las propiedades de la actividad cspontinea suponiendo que se
trate de un proceso estacionario (el histograma de fragmentos largos de la secuencia



de disparos no difiere del histograma de toda la secuencia) y puntual, es decir que
la probabilidad de ocurrencia de un disparo dependa unicamente del tiempo tran-
scurrido desde el 1ltimo disparo y no de la historia previa. Dicho de otro modo la
neurona “olvida” su estado anterior luego de cada pulso.

Nos interesa investigar si las caracteristicas dindmicas de uno u otro tipo de
modelo de excitabilidad conducen a estadisticas diferenciadas en los histogramas de
tiempo entre pulsos. Como dijimos al principio, el ruido en los sistemas no lineales
puede introducir comportamientos no triviales en algunos casos ausentes en el sis-
tema determinista. Si las diferencias entre los diferentes inodelos de excitabilidad
se traslucen en sus histogramas al estar bajo la accién del ruido estos dltimos po-
drian servir eventualmente de guia para clasificar, validar o incluso refutar modelos
a partir de mediciones experimentales.

1.4 Sistemas excitables e Informacion

En la segunda parte de este trabajo nos ocuparcinos del acople entre sistemas excita-
bles y la propagacion de informacion a lo largo de una cadena de celdas excitables.
Los modelos, las aplicaciones y los resultados tendran un sesgo mas fuerte hacia
sistemas bioldgicos reales. Las propiedades de los sistemas excitables se vuelven
mas interesantes al acoplarlos entre si. Y llegado un punto se vuelven fascinantes
si pensamos que estamos recorriendo los primeros pasos en la comprension del fun-
cionamiento del sistema nervioso y, por que no, de nuestro cerebro.

Se ha trabajado mucho sobre redes de sistemas excitables, redes neuronales, ac-
tividades promediadas de neuronas, y a cada paso las preguntas siguen ganando a
las respuestas. Nuestro aporte serd obviamente muy limitado. Deseamos introducir
dos temas no demasiado frecuentes en la literatura: la posibilidad de computabilidad
con dindmica temporal en un entorno ruidoso y sin sincronizacién y algunas carac-
teristicas no triviales cn cl procesamiento de informacion en sistemas neuronales.

El sistema nervioso puede verse como una ultra-sofisticada maquina de proce-
samiento de informacién. Recibe senales sensoriales, quimicas, eléctricas, las filtra,
las depura, las organiza, las procesa, las almacena, las hace interactuar, las com-
para, etc. En base a cstos procesos toma decisiones y esas decisiones provocan
sefales quiniicas que modulan la actividad de todo el sistema y se transmiten al
sistema motor.

Si reducimos este procesamiento complejo a su expresidn mds obvia teneinos
una red neuronal. Cada célula se comunica con otras tantas en una intrincada red
que eventualmente tiene capacidad para modificar (reforzando o inhibiendo) sus
vinculos. Cada célula tiene un valor continuo de “activacidén” que se corresponderia
con la frecuencia media de disparo. Sin embargo, como se dijo anteriormente, existe
evidencia experimental de que no sélo la frecuencia media sino que la dindmica
temporal mds detallada de las neuronas es relevante para su comunicaciéon. Un paso
siguiente posible seria entonces incorporar la dindniica de cada neurona en una celda
excitable sencillo con sus variables acopladas a las de otras celdas.

Se han estudiado numerosas de estas redes [8][88] y se ha mostrado que pueden
realizar desde operaciones légicas elementales hasta tareas de reconocimiento mucho
mads sutiles. Sinembargo, creemos que se ha dedicado poca atencion a la importancia
de que el sistema sea robusto en presencia de ruido y a que pueda realizar sus
operaciones a lo largo del tiempo sin necesidad de un reloj de sincronizacién externo.
Nos propounemos mostrar, mediante un sistema excitable muy sencillo y una conexién
sindptica de inspiracion bioldgica como es posible realizar las operaciones de logica



combinatoria de forma consistente en presencia de ruido y sin sincronizacion.

En el ultimo capitulo introduciremos algunos elementos de teoria de informa-
cién clasica [115][23]. Esta teoria ofrece un clao marco para evaluar la capacidad de
transmitir senales a través de canales de informacion pasivos y detectar correlaciones
no lineales entre diferentes senales. La sugestiva idea de que la teoria de la informa-
cién pudiese ofrecer alguna ayuda para comprender el “cédigo neuronal” llevé a que
desde la década del 60 se aplicase al ainbito de la neurociencia. Sin embargo esta
teoria se ocupa en todo caso de la sintaxis de los mensajes pero no de su conteunido.
Es posible evaluar que una senal compleja tiene una alta capacidad para transmitir
informacion, pero no sabemos si se trata de informacién relevante o de tan sélo ruido
hasta que no la ponemos en correlacién con otra senal que se considera comno “infor-
macién relevante”. Sin embargo estos intentos no han sido infructuosos?. Durante la
década pasada se ha mostrado como ciertas neuronas sensoriales contienen, codifica-
da “digitalmente” en sus potenciales de accién, la informacion necesaria acerca de un
estimulo como para poder reconstruirla luego mediante un filtro de Wiener([102][14].
Esta aproximacién, si bien demuestra que la variabilidad neuronal no es tan solo
ruido y que el cédigo puede ser muy eficiente, tiene a muestro entender dos puntos
débiles: por un lado, para construir el filtro es necesario conocer el estimulo. Dicho
de otro modo para reconstruir el cstimulo es necesario conocer el estimulo. Esta
limitacién es discutida en el libro de Bialek[102] y sus colaboradores y segiin ellos
conduce al problema de decidir qué es un estimulo natural. Si el sistema nervioso
estd preparado para reconocer ciertos tipos de estiinulos naturales este filtro ya esta
incorporado en el hardware neuronal.

El segundo punto débil es el que nos ocupa. Para traducir la dindmica con-
tinua y multidimensional® de una neurona en una secuencia de signos como la que
trabaja la teoria de informacion es necesario escoger una de las variables (el poten-
cial de membrana) y discretizar el tiempo. Ambos son procedimientos razonables
y aparentemente inocuos, ya que estamos asumiendo que la informacion esta codi-
ficada en los potenciales de accion y que todo sistema bioldgico tiene un limite de
resolucion temporal. Sin embargo, mostraremos que esto puede conducir a resul-
tados en aparente contradiccion con teoremas de la teoria de la informacion. Esto
establece a nuestro entender algunos limites de aplicabilidad de dicha teoria, que fue
desarrollada originahmente para canales pasivos de informacién, a las neuronas que
son sistenias activos, fuertemente no lineales y con una dinamica multidimensional.

1.5 Organizacién de la tesis

El capitulo 2 introduce las nociones de cxcitabilidad, define soineramente algunos
elementos de dindmica no lineal y estudia ejemplos de las dos clases de excitabilidad.
Se analiza el comportamiento determinista, algunas aproximaciones a sus soluciones
y el diagrama de bifurcaciones de dos sistemas paradigmaticos: el péndulo con torque
y el modelo de FitzHugh-Nagumo. Ambos fueron elegidos por simplicidad y popu-
laridad. El primero no tiene ninguna relacién aparcute con los sistemas biolégicos,
sin embargo posee una dindmica que es ubicua en muchos modelos neuronales. El
segundo fue desarrollado como una simplificacion del primer modelo biolégicamente
realista de una neurona: el modelo de Hodgkin-Huxley.

En el capitulo 3 se presentan los elementos de los cuales disponeinos para estudiar

“Para dos recientes reviews sobre sisternas neurales y teorfa de la informacién ver [16)(18].
*Por multidimensional queremos decir que posee mas de una variable dindmica.
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los sistemas excitables con ruido: la ecuacidon de Fokker-Planck, algunas ecuaciones
derivadas de ella, la teoria de escapes de un cstado metaestable de Kramers y la
teoria renewal (o de renovacién). Se desarrollan también algunas aproximaciones
que serviran para cstudiar la estadistica de los sistemas excitables en los capitulos
siguientes.

Los capitulos 4 y 5 presentan los resultados de las aproximaciones analiticas y
semianaliticas de las densidades de tiempo entre disparos en los sistemas de Clase I
y Il respectivamente. Se estudian en especial histogramas no triviales que presentan
uno o varios picos en ciertos tiempos caracteristicos. Se discute su origen como una
“huella digital” del sistema determinista revelada por el ruido.

La segunda parte del trabajo se inicia en el capitulo 6 con un modelo de acople
entre sistemas excitables que incorpora dos caracteristicas basicas de las sinapsis
quimicas: la integraciéon temporal y la saturacion. Se muestra como estas dos
propiedades bastan para poder coustruir, con el modelo mmas sencillo de excitabili-
dad, sistemas capaces de realizar todas las operaciones logicas eleinentales aun en
presencia de ruido y sin sincronizacién externa.

El capitulo 7 presenta el fenémeno de recuperacion de informacion pérdida en una
cadena de neuronas que producen rifagas con acoples sindpticos. Esta observacion
delata a nuestro entender algunas limitaciones a la aplicabilidad de la teoria de
inforinacion clisica a los sistemas neuronales.

Finalmente, en las conclusiones se presentan las posibles direcciones de trabajo
futuro, en especial con relacién a la primer parte de esta tesis. Algunas cuentas
adicionales de diagramas de bifurcaciones y algoritmos se detallan en los apéndices.
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Estadistica de Sistemas
Excitables con Ruido
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Capitulo 2

Sistemas Excitables

Este capitulo estd dedicado al andlisis de las propiedades de los sistemas excitables
sin perturbar. Estudiaremos la estructura del espacio de fases determinista y las
variaciones cualitativas de la dindmica al modificar los parametros (bifurcaciones),
para varios sistemas excitables tipicos. Este estudio es una base necesaria para inter-
pretar los fendmenos que aparccen al introducir el ruido. Comenzaremos definiendo
excitabilidad y luego analizaremos y clasificaremos ejemplos de sistemas excitables.

Definicién de sistema excitable: (i) Existe un estado estacionario S global-
mente atractivo con respecto a la porcidn del espacio de fases U donde se desarrolla
la dindmica relevante, (ii) Existe una superficie 7 (umbral) que divide U en dos
regiones:D (decaimiento) y A (amplificacién), (iii) el equilibrio S pertenece a D y
todas las 6rbitas con condiciones iniciales en D retornan S sin ningin crecimiento
sustancial en ninguna de las variables (sub-umbral), (iv) Por el contrario, si una
perturbacion lleva la dindmica a la region A se produce un cambio cualitativamente
relevante en una o mas de las variables (supra-umbral), luego de lo cual el sistema
retorna a la regién D.

Esta definicion es, en esencia, la misma que la que se dié6 en la Introduccidm,
pero nos sirve para identificar los elementos relevantes de un sistema excitable. Por
ejemplo, la superficic umbral 7, que puede ser o no un conjunto invariante del
sistema dinamico'. Si no lo es, 7 puede no ecstar bien definida, todo dependerd
de lo que consideremos una respuesta amplificada. Esta superficie umbral tiene
una dimension menos que el espacio de fases y es un conjunto repulsor, sélo puede
cruzarse mediante una perturbacién. La region de amplificacién A por lo general es
altamente disipativa, lo cual hace que toda trayectoria que cae en eclla siga de cerca
una orbita determinista atractora que se reinyecta en la region D.

Como se dijo en la Introducciéon, el comportamiento temporal de los sistemas
excitables perturbados con ruido (al menos de su variable mas relevante) consiste en
una seric de pulsos similares en amnplitud y forina separados a intervalos irregulares
de tiempo. En virtud de lo anterior, entonces, la dindmica puede separarse en dos
partes bien diferenciadas: (1) el escape del equilibrio localinente estable inducido
por el ruido, asociado al intervalo irregular entre picos, y (2) la reinyeccién cuasi-
determinista en dicho equilibrio, correspondiente al pico en si.

Es oportuno aclarar que el término “sisteina excitable” sc torna algo ambiguo
en el contexto de la teoria de los sistemas dindmicos. Resulta un poco forzado de-
cir que un sistema dindmico dado es excitable. En verdad, existe una region en el
espacio de pardmetros de dicho sistema en la cual el sistema cumple los requisitos

!Se llama conjunto invariante a un conjunto de estados que evoluciona en si mismo, tanto hacia
el futuro como hacia el pasado.



de excitabilidad. Nosostros nos referiremos a sistemas que presentan una regién del
espacio de pardametros con caracteristicas de excitabilidad de tipo I y II como sis-
temas excitables de la clase correspondiente. La ambiguedad se plantea en sistemas
que pucden tener regiones con ambas clases de excitabilidad [128]. Sin embargo, en
los sisteinas que describiremos haremos alusion explicita a la regién del espacio de
pardmetros en la que trabajaremos.

A continuacién veremos algunos cjemplos de sisteinas excitables y estudiareinos
las caracteristicas prineipales de sus conjuntos invariantes en el espacio de fases
(estructura determinista) y los cambios de eomportamiento frente a variaciones de
sus parametros (bifurcaciones)?. Utilizaremos una clasificacién introducida origi-
nalmente por Hodgkin [61], que divide los sistemas excitables mds sencillos en dos
clases.

2.1 Sistemas excitables de Clase I: bifurcacién de An-
dronov

Sin duda ¢l cjemplo mas sencillo que existe de sistema excitable esta dado por la
ecuacién de Adler[22]:

z’' = p — cos(x). (2.1)

donde z € C!, es decir que T es una variable angular y el espacio de fases es la
circunferencia. Cuando p < 1, existen dos puntos fijos en £ = tarcos(u), un nodo
estable S y otro inestable U (ver figura 2.1.a). Si una trayectoria, inicialinente en
el punto fijo estable S es perturbada en la direccidon de U con una amplitud mayor
que la distancia entre los puntos fijos, solo relaja a S luego de una vuelta completa
a la circunferencia (respuesta amplificada). En este caso el umbral estd dado por el
punto incstable U, y la reinyeccion esta garantizada por la topologia del problema.

Cuando p > 1 (Fig 2.1.b), no existen puntos fijos y el flujo sigue una misma
direccion a lo largo de toda la circunferencia, es decir que estamos frente a un com-
portamicuto periédico. La transicion del comportamiento excitable al periddico se
produce para el valor del pardmetro p = 1. Este cambio cualitativo de compor-
tamicuto se conoce como bifurcacion de Andronov(7]. Se trata de una bifurcaciéon
local de nodo-silla (los puntos fijos S y U colapsan) en la que la variedad inestable
del punto fijo inestable coincide con la variedad estable del punto fijo estable 3. Esta
coincidencia de variedades, o conexién heteroclinica, es la que da origen, luego de
la bifurcacién, al ciclo limite estable (érbita cerrada atractora). La bifurcacién de
Andronov, si bien puede estudiarse localimente como una bifurcacién de nodo-silla,
es una bifurcacién global dado que precisa de una conexién global del flujo!.

A los sistemas que poseen una region de excitabilidad para valores de parametros
proximos a una bifurcacién de Andronov se los conoce como sistenias excitables de
Clase I[65]. A la bifurcacién de Andronov se la conoce también como bifurcacién
de nodo-silla sobre un ciclo limite[63] o nodo-silla homoclinica[19).

2Una definicién sencilla de bifurcacién es la de un cambio cualitativo del comportamiento de
sistema dindimico frente a la variacién de uno o mds parametros. Para una definicion mas rigurosa
ver[74].

3Por variedad estable (inestable) de un punto fijo P se entiende el conjunto invariante de los
puntos que tienden a P con t = oo (t = —o00).

1Una bifurcacién global es una bifurcacién que no estd limitada a un entorno pequeiio de un
punto fijo o un ciclo limite.
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Figura 2.1: Retrato de fases del sistema unidimensional de Adler (2.1) sobre la cir-
cunferencia. Para valores del pardimetro 2 menores a uno el sistema posee dos puntos
fijos: uno estable (U) y otro inestable (S). A medida que se aumenta el pardmetro,
los puntos fijos se acercan y se observa el fendmeno de excitabilidad. Cuando ¢l valor
del pardietro supera el valor z = 1 que corresponde a una bifurcacién de nodo-silla
ambos puntos fijos colapsan y dan origen a un comportamiento oscilatorio.

Esta clase de sistemas excitables presenta las siguientes caracteristicas:

¢ La transicién entre el comportamiento excitable y el periddico se produce a
través de una 6rbita de periodo infinito (conexién homoclinica ® del nodo-silla).
Es decir que acercdndose a la bifurcacion desde la regién de comportamiento
periédico es posible obtener oscilaciones de periodos arbitrariamente largos.

¢ Existe un umbral definido que constituye ademas un conjunto invariante del
sistema: la variedad estable del punto silla (es decir el conjunto de todos los
puntos que tienden al punto silla para t - 00).

¢ Si se perturba cl sistema en la direccidon opuesta al umbral la probabilidad de
disparar un pulso excitable disminuye (pulso inhibitorio)

o Los sistemas excitables de Clase I se comportan como integradores temporales
frente a una rafaga de estimulos externos. Es decir, si perturbamos el sistema
con una seric de pulsos cierta frecuencia media, la probabilidad de excitacién
crece con la frecuencia.

El comportamiento cualitativo de esta clase de sistemas estd bien representado
por el sitema de Adler (Eq. 2.1), o dicho de otro modo el sistema de Adler constituye
un modelo canénico (no-local) de la bifurcacién de Andronov (ver [63] Cap. 8). Sin
embargo, es interesante estudiar otros sistemas de dos 0 1inds variables que presentan
una estructura determinista mas compleja. Cuando estudiemos el comportamiento
inducido por ¢l ruido en estos sistemas veremos que se obtienen ademas resultados
nada triviales.

2.1.1 Péndulo con torque y disipacion

Un sistema muy similar al de Adler, pero que incorpora una variable dindmica mds,
es ¢l que describe el comportamiento de un péndulo simnple de masa m y longitud

%Una conexién homoclinica es un conjunto invariante que tiende a un mismo punto singular para
t = too.



Figura 2.2: Sistema excitable de Clase I: péndulo con torque y dispacién. Una
masa m sostenida por un brazo rigido de masa despreciable y longitu € en un campo
gravitatorio g. Al aplicar un torque externno 7 el punto de reposo estable se eleva
hasta N y el cquilibrio inestable de la cina desciende hasta S. Una perturbacion
puede alejar al péndulo desde su posicion de equilibrio estable mds alld del umbral
S, que volvera al equilibrio NV luego de un giro completo.

¢ en un campo gravitatorio constante g bajo la aceion de un torque 7 y efectos
disipativos lincales y(ver Fig.2.2). Si z es cl angulo de elevacién con respecto a la
horizontal y redefinimos los pardmetros d = g/l y F = 7/mé?, el sistema queda
descripto por las ecuaciones:

= v (2.2)

' = —yv+ F - dcos(z) (2.3)

Ahora el espacio de fases es un cilindro: (z,y) € C' x R puesto que z sigue
siendo una variable angular.

Si F < d el sistema tiene un punto de equilibrio estable (F) en un dngulo
acos(F/d) por debajo de la horizontal (ver Fig.2.2) y un punto de equilibrio inestable
(S) en un dngulo equivalente por encima de la horizontal. Como el sistema es de
dos variables (angulo z y velocidad angular v) el equilibrio estable se corresponde
estrictamente con el péndulo en el angulo z,, = —acos(F/d) y con velocidad nula
v = 0, mientras que el punto silla corresponde a: x; = acos(F/d),v = 0. En el
espacio de fases tenemos entonces un nodo o foco atractor F y un punto silla S (ver
Fig.2.3). Como en el modelo anterior, la variedad inestable del punto silla (W*) es
la varicdad estable del nodo, y la reinyeccidn esta garantizada por la topologia del
espacio de fases. Si una trayectoria inicialmente en N es perturbada por encima de
la varicdad estable (W*) del punto silla S y la friccién es alta, retorna a N sélo luego
de un giro completo en la variable angular z. Esto cquivale en el sistema fisico a
una vuelta entera del péndulo.

Si ahora en cambio F > d, el torque es tan intenso como para mantener al sistema
en rotacién constante, pese a la gravedad. Lo que sucede en térmninos del espacio
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Figura 2.3: Espacio de fases, puntos fijos y separatrices (variedades del punto silla)
para el péndulo con torque y disipacion. El espacio de fases corresponde al cilindro
formado por una vbariable angular (el dngulo del brazo del péndulo) y una escalar
(la velocidad del brazo del péndulo).

de fases cuando el valor de F supera al de d es que los puntos fijos colapsan en una
bifurcacién de nodo silla con una conexién heteroclinica (bifurcacién de Andronov),
dejando un cliclo limite atractor. En esta transicién reconocemos el mismo cambio
cualitativo descripto para la ecuacion de Adler.

Si embargo, en cste sistema existe otro régimen dinamico cualitativamente difer-
ente de la excitabilidad y del comportamiento periodico y eso es justamente lo quc
lo hace interesante para su estudio. Si la disipacion c¢s lo suficientemente baja, los
dos puntos fijos coexisten con un ciclo limite estable en la variable angular. Esto
corresponde a la siguiente situacion fisica: si perturbamos el equilibrio estable del
péndulo N por encima del umbral, éste da una vuelta completa y vuelve a pasar por
el angulo de equlibrio estable pero con una velocidad suficiente como para cruzar una
vez nds el uinbral, estableciéndose un comportamiento periédico. Si ahora frenamos
el péndulo en su paso cerca de N, volvemos al equilibrio estable. Esta alternancia
entre dos comportamicntos cualitativamente diferentes sc conoce como biestabilidad.
Por medio de perturbaciones es posible alternar entre un régimen estacionario y uno
oscilatorio.

En términos de la estructura del espacio de fases, lo que sucede en este caso
es que una rama de la variedad inestable del punto silla alimenta un ciclo limite
estable, micntras que la otra rama sigue alimentando al atractor N (ver Fig.2.4).
La variedad estable del punto silla sigue funcionando como umbral pero ahora entre
las dos cuencas de atraccion: la del nodo atractor N y la del ciclo limite C. En la
Figura 2.4 se representan los retratos de fase (esquema de las variedades y conjuntos
limite en el espacio de fases) para cstos tres comportamientos.

Queremos ahora determinar para qué valores de parimetros podemos obtener ca-
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Figura 2.4: Dos regimnenes cualitativamente diferentes para el sistema (2.2)-(2.3).
I: régimen biestable, un ciclo limite estable (C) coexiste con el foco atractor. Las
cuencas de atraccién estan separadas por la variedad estable del punto silla (linea
punteada). II: régimen excitable, las dos ramas de la variedad inestable del punto
silla (linea continua) alimentan el foco, hay un solo equilibrio.

da uno de los comportamientos descriptos. Dicho de otro modo, queremos construir
un diagrama de bifurcaciones en el espacio de parametros. De forma general, si
tenemos N pardmetros relevantes, determinamos las superficies N — 1 dimensionales
para las cuales cl sistema es estructuralmente inestable[50] y que dividen el espacio
de parametros en regiones donde el comportamiento es cualitativamente diferente.

En nuestro caso, podria pensarse que tenemos un espacio de parametros tridi-
mensional, pero luego de hacer el cambio de variables:

t = g‘r (2.4)
d

v o= -y 2.5
- (25)

obtenemos la ecuacién adimensionalizada:
r = v (2.6)

y = 772 (—v + % - cos(a:)) (2.7)

donde ahora z' cs la derivada respecto de 7. Obtenemos por lo tanto sélo dos
parimetros adimensionales: F/d y y2/d. O, de forma equivalente, F/d y v/V4d.
Enla figura 2.5 se presenta el diagrama de bifurcaciones en el espacio de parametros

(Fldy/ V/d) junto con los retratos de fase correspondientes a las diferentes regiones
y bifurcaciones. Las tres regiones mencionadas anteriormente se denominan como
region I (biestable), II (excitable) y III (periédica). La bifurcacién que separa las
regiones II y III es la de Andronov. La transicion entre las regiones I y II corre-
sponde a una bifurcacién global conocida como lazo homoclinico (homoclinic-loop
o saddle-loop) cn la que una rama de la variedad inestable del punto silla coincide
con una rama de la variedad estable del mismo punto formando un lazo, como se
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Figura 2.5: Diagrama de bifurcaciones y retratos de fase correspondientes al
péndulo con torque y disipacion adimensionalizado (2.6)-(2.7). Las regién III (com-
portamiento oscilatorio) estd limitada por una bifurcacién de nodo-silla, que en la
transicién a la region I (excitable) incluye una conexién heteroclinica (bifurcacion
de Andronov). Las regiones II y I estdn separadas por un bifurcaciéon homoclinica.

muestra en la figura. Finalmente, la transicion entre las regiones I y III estd dada
por una bifurcacién local de nodo-silla, fuera del ciclo limite.

El punto en el cual se juntan las tres regiones y las tres curvas de bifurcacion
corresponde a un punto de codimensién dos®. Dicho punto corresponde a la ocur-
rencia simultinea de la bifurcacion de nodo-silla y de lazo-homoclinico, y de alguna
forma organiza la estructura del diagrama de bifurcaciones pues de él emanan todas
las curvas de bifurcaciéon. Podemos llamarlo un punto de bifurcacién nodo-silla-lazo
(saddle-node-saddle-loop). Este punto de codimension dos no puede hallarse estu-
diando las bifurcaciones locales, dado que localmente sélo vemos una bifurcacién de
nodo silla. Si quisieramos clasificarlo usando teoria de singularidades[47] tendriamos
que variar un tercer parametro y encontrar un punto de codimensién tres: la bifur-
cacion de Takens-Bogdanov degenerada. Nuestra bifurcacion de nodo-silla-lazo es
parte del “despliegue” (unfolding) de la Takens-Bogdanov degenerada.

En el Apéndice A se derivan varios resultados analiticos y numéricos para el
cilculo de variedades y curvas de bifurcacién de este modelo.

En el Capitulo siguiente se estudiard la dindmica y estadistica de este sistema
cuando se incorpora ruido blanco aditivo a una de las variables.

*De forma no rigurosa pero adecuada, puede definirse a un punto de codimensién dos en el
espacio de parametros como un punto de inestabilidad estructural (bifurcacién) que precisa de dos
parametros para ser sintonizado. Mientras que las bifurcaciones de Andronov y lazo-homoclinico
pueden cruzarse de manera genérica moviendo un sélo paridmetro, se necesitan ajustar ambos
parametros en el modelo para acceder a el punto de codimensién dos.
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2.1.2 Otros sistemas excitables de Clase 1

Resulta indispensable para los sistemas excitables poder garantizar la reinyeccion del
flujo en el estado estacionario luego de la amplificacién. En los modelos precedentes,
la reinyeccion esta garantizada por la topologia del espacio de fases. En ambos casos
existe una variable angular y un pulso excitable corresponde a un giro completo en
dicha variable. Podriamos preguntarnos cual es el sistema excitable mas simple que
logra la reinyeccion a partir del fiujo mismo. Como es obvio que necesitamnos al
menos dos variables dindmicas, esto equivale a preguntarse por el sistema excitable
més sencillo en el plano (R?).

Si nos restringimos a los sistemas excitables de Clase I, nos interesa entonces
encontrar alguna forma candnica para la bifurcacion de Andronov. La ecuacién
de Adler es una posibilidad, pero si no queremos utilizar una variable angular, la
alternativa cs escribir um sistema plano que tenga al menos las caracteristicas del
de Adler. Esto es, un modo atractor y un punto silla unidos por una conexién
lheteroclinica. A diferencia del espacio de fases cilindrico del péndulo, en donde
dicha conexién separaba dos cilindros que se extendian al infinito, en R? la conexién
heteroclinica divide al plano en una regién que se exitiende a infinito (exterior) y
una region acotada (interior). Como la conexién es globalmente atractora recibe
flujo de la regién exterior (trayectorias que vienen del infinito como en el caso del
péndulo) pero también recibe flujo de la region interior, para lo cual es necesario
que exista un punto repulsor en dicha region.

Por lo tanto un sistema excitable de Clase I en R? tiene al menos tres puntos fijos
en el régimen excitable: un nodo (o foco) atractor, un punto silla y un nodo (o foco)
repulsor. Luego de la bifurcacion de Andronov, el atractor y el punto silla colapsan
dejando un ciclo limite estable como remanente. Dicho ciclo sigue alimentado por
el flujo que proviene de infinito y por el repulsor en su interior.

Cabria preguntarse ademads si, al igual que en caso del péndulo con torque, la
conexién heteroclinica puede transformarse en una conexién homoclinica (saddle
loop) que limite con una regién de biestabilidad. Esto dependera de la cantidad ¢
independencia de los parametros del sistema. Comno vimos en el caso del péndulo,
se necesita al menos un parametro para atravesar la bifurcacién de Andronov y
otro para cruzar la bifurcaciéon homoclinica. Por otro lado estas son las tnicas
dos bifurcaciones globales posibles para los tres puntos fijos de la region excitable
(ver[9] p. 90), y no descamos tener mds bifurcaciones locales. Entonces tendremos,
de forma genérica, un espacio de parametros bidimensional con dos curvas que se
intersectan en un punto de codimension dos: una bifurcacion de nodo-silla-lazo. Un
sistema excitable de Clase I en el plano que sea lo suficientemente general deberia
contencr dicho punto de codimensién dos en su espacio de pardinetros. Por lo tanto,
ademds de la region excitable posee una region de comportamiento periédico y otra
region de biestabilidad entre un nodo atractor y el ciclo limite generado luego de la
bifurcacion homoclinica.

No existe una forma candnica general para la bifurcacién de codimensién dos de
nodo-silla-lazo en el plano, aunque puede armarse un modelo canénico algo artificial
uniendo el sistema de Adler con un mecanismo de reinyeccién global controlado por
un segundo pardmetro[63][65]. Esta bifurcacién de eodimensién dos fue estudiada
originalmente por E. Leontovich(78] (ver también[11][{19][20][112]).

Un sistema muy sencillo que posee dicha bifurcacion, desarrollado originalinente
para modelar la fluctuaciones de baja frecuencia en la intensidad de un liser de semi-
conductor con retroalimentacion 6ptica[30][34](31][135], esta dado por las siguientes
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ecuaciones:

¥ =y (2.8)
Y = z-y+ay—2z° +ez+e (2.9)

El diagrama de bifurcaciones de este sistema cs muy similar al del péndulo[30],

con su punto de codimension dos organizando tres regiones de excitabilidad-periodicidad-

biestabilidad, al menos en una regién del cuadrante positivo. De foria general, cl
pardmetro €; controla la bifurcaciéon de Andronov (o nodo-silla) y €; la de lazo-
homoclinico. La diferencia esencial se encuentra cn cl espacio de fases: un pulso
excitable no corresponde a una vuelta en la variable angular sino a una larga excur-
sién en el plano.

Las propiedades estadisticas de este modelo en la region excitable y bajo la
accién del ruido fueron reportadas en [135). Como una caracteristica adicional este
sistema presenta dos puntos de bifurcacién nodo-silla-lazo: con un lazo homoclinico
que incluye el repulsor, como en el caso del péndulo, pero también con un gran lazo
homoclinico que encierra los tres puntos (big saddle-loop). Luego de la bifurcacion
del gran lazo liomoclinico se entra a otra region biestable pero en la que el ciclo
estable encierra el atractor. Esta secuencia de dos bifurcaciones de lazo homoclinico
es bastante frecuente y volveremos a encontrarla en los sistemas de Clase II aun
sin la bifurcacién de Andronov. Puede verse que esta secuencia es de alguna forma
general para pasar de tener, en un sistema de tres puntos fijos, un ciclo limite cn
torno a uno de los puntos a tener el ciclo limite encerrando los tres puntos.

Muchos modelos excitables de neuronas presentan regiones de parametros en las
que se comportan como los sistemas de Clase I, es decir poseen una bifurcacién de
nodo-silla-lazo. Algunos de estos modelos son el de Wilson-Cowan[63)], el de Morris-
Lecar{104], el de Connor(36], y el de Bower[134]. Estos sistemas son en general del
tipo veloz-lento (fast-slow), esto es, con una variable de activacidon rdpida y una
recuperacién del equilibrio algo mas lenta. También pueden observarse regiones con
excitabilidad de Clase I en modelos tipo Hodgkin-Huxley varaiando el potencial de
equilibrio del potasio {111][51], como veremos en la seccion 2.3.

2.2 Sistemas excitables de Clase II: bifurcacion de Hopf

Otra clase de sistemas excitables en el plano puede formarse con sistemas cerca de
una bifurcacién de Hopf? que colapsa rapidamente a una oscilaciéon de relajacién.
Un ciclo de relajacién bidimensional consiste en una orbita que alterna entre dos
variedades transitoriaimnente atractoras (variedad lenta) con saltos rapidos (relaja-
ciones). La principal diferencia con los sistemas de Clase I reside en la transicién al
comportaniento periodico: las oscilaciones nacen con una frecuencia definida, la del
ciclo limite generado en la bifurcaciéon de Hopf (frecuencia de Hopf).

En la figura 2.6 sc muestran dos series temporales y retratos de fase tipicos para
sistemas excitables de Clase II en los regimenes excitable y periddico (separados por
la bifurcacién de Hopf). En la regién excitable tenemos un solo punto fijo estable
sobre una variedad lenta. EIl punto fijo cs globalniente atractor pero las drbitas
perturbadas en su entorno pueden relajar rapidamente (azul) o saltar a la otra rama
lenta y volver luego de una excursion por el espacio de fases (rojo). Cuando, al mover

"La bifurcacién de Hopf (supercritica) corresponde al cambio de un foco atractor en repulsor
con la consiguiente emision de un ciclo estable.
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Figura 2.6: Series temporales y retratos de fase para un sistema excitable de Clase
IT (FitzZHugh-Nagumo) en las regiones excitable y oscilatoria. En la region excitable
dos trayectorias muy proximas tienen transitorios muy distintos: un pulso sexcitable
(rojo) o el decaimiento al inico atractor (azul). En el régimen oscilatorio todas las
orbitas tienden asintéticamente al un oscilador de relajacién. Se muestra la variable
lenta en linea punteada.

cierto parametro, este punto fijo llega al borde de la variedad lenta se produce la
bifurcacién de Hopf, el punto fijo pierde estabilidad y emite un ciclo limite que
rdpidamente crece hasta ocupar las dos ramas lentas y dar origen a un oscilador de
relajacion (comportamiento periédico).

Las principales caracteristicas de los sistemas excitables de Clase II son:

¢ El ciclo limite nace en la bifurcacién de Hopf con un periodo definido. A
diferencia de los sistemas de Clase I, en los de Clase II al acercarnos a la
region cxcitable desde la regiéon periddica las oscilaciones tienden al periédo
de la Hopf.

e No cxiste un umbral definido como en la Clase I. Al haber un solo punto fijo
atractor en la regién excitable no hay invariantes unidimensionales que puedan
servir de umbral. Lo dnico que hay es una regién muy restringida cerca del
atractor en donde las drbitas se separan en decaimientos y excitaciones. El
hecho de que la zona sea muy restringida da la apariencia de un umbral.

e Si se perturba el sistema en la direcciéon opuesta al umbral, en ciertos casos
se puede aumentar la probabilidad de disparar un pulso excitable (pulso post-
inhibitorio), al contrario de lo que sucede sicimpre en los sistemas de Clase
L

¢ Los sistemas excitables de Clase II se comportan como resonadores frente a
un estimulo externo. Es decir que si perturbamos al sistema con una serie
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de pulsos de frecuencia dada, la probabilidad de excitacién serd maxima para
multiplos y sub-multiplos de la frecuencia de la Hopf.

¢ Estos sistemas cuando son perturbados débilmente presentan oscilaciones sub-
umbral debido a que relajan al equilibrio estacionario con una frecuencia cer-
cana a la Hopf.

Antes de ver cjemplos de sistemas excitables de Clase II, revisamos algunos
conceptos de los sistcmas veloz-lento y los osciladores de relajacion que serdn itiles
mas adelante.

2.2.1 Osciladores de relajacién

Bajo el nombre genérico de osciladores de relajacion se designa a una familia de sis-
temas con dos escalas temporales bien diferenciadas: movimientos rapidos definidos
aproximadamente por un sistema en el que las variables lentas estdn “congeladas”
y una evolucion lenta de estas ultimas variables cuando el sistema rapido relajé al
equilibrio (ver [9] Cap. 4).

Los osciladores de relajacién mds simples consisten en un ciclo atractor alimenta-
do por un foco repulsor interior. Existen al menos dos ramas estables de la nulclina 8
de la variable rapida. Para cualquier condicién inicial es genérico que el sistema
decaiga a un cntorno pequeno de una de esta ramnas estables rapidamente. Este
movimiento se denomina relajacion. Cerca de la nulclina de la variable rapida se da
el movimiento lento de la(s) otra(s) variable(s). Este movimiento es tal que siempre
sigue de cerca a la nulclina hasta un punto donde ésta cambia estabilidad. Al llegar
a este punto la drbita relaja velozmente a otra rama estable de la nulclina ripida
y el proceso se repite. Esta orbita converge al ciclo limite estable que consiste cn
la alternancia entre relajaciones ripidas de una rama estable a otra y movimientos
lentos a lo largo de dichas ramas.

En la figura 2.7 se muestra una nulclina tipica con forma de “N”. Las ramas
derecha ¢ izquierda son estables y la del medio ¢s inestable. La oscilacion en este
caso sc establece porque en la rama derecha el flujo lento es ascendente, hacia cl
codo donde pierde estabilidad y en la rama izquierda es descendente hacia el otro
codo. La orbita periddica relaja alternativamente de una rama estable a la otra.

La forma general de un oscilador de relajacion bidimensional puede escribirse:

e’ = f(x,y) (2.10)
y = ylz,y) (2.11)

donde € es un pardmetro pequeno responsable de la separacion de escalas temporales,
z es la variable rdpida y su nulclina f(z,y) = 0 tienc una forma similar a la de la
figura 2.7. La nulclina g(z,y) = 0 de la variable lenta (y) corta sélo a la rama
inestable de la nuiclina rapida, separando cl flujo lento en ascendente a la derecha y
descendente a izquierda.

Cuando € = 0 el sistema estd gobernado por la ecuacién rapida. Redefinien-
do la escala temporal observamos que el sistema queda reducido a una dindmica
unidimensional que llamaremos sisteina veloz:

' = f(z;y) (2.12)

8Se llama nulclina de una variable z; en un espacio de fases n-dimensional a la superficie n-1
dimensional que es solucién de la ecuacion xj = 0.
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Figura 2.7: Retrato de fase de un oscilador de relajacién. La variable ripida relaja
rapidamente (flechas negras) a alguna de las ramas estables de la variedad lenta (S1
0 52). Sobre la variedad lenta el movimiento es hacia los “codos” donde se pierde
estabilidad y la érbita salta a la otra rama estable. De esta forina existe un dnico
comportamiento asintético: un ciclo limite estable que alterna recorridos lentos en
las ramas S1 y S2 con saltos rapidos de una rama a otra (6rbita verde). Existe un
tnico punto fijo repulsor U que alimenta al ciclo limite.

donde ahora y es un parametro fijo. Este sistema aproxima el movimiento de rela-
jacion cuando € es no nulo, pero pequeio.

La dindmica lenta ocurre en un entorno de las ramas estables de la nulclina
f(z,y) = 0. Llamaremos aprozimacidn singular del flujo lento o sistema slow a la
dindmica dada por:

0 = flzy) (2.13)
y = g(z,y) (2.14)
Si bien es claro que se trata de una aproximacion pues durante el movimien-

to lento la variable ripida tambien evoluciona, aunque mas lentamente. Podemos
aproximar a primer orden el sistema slow derivando respecto del tiempo[109]:

df(z,y) .
T = 0 (2.15)
af(x'by)ml + af(mvy)yl = 0 (216)
oz Jy

of(z,y) , , Of(z,y) _

o T + 3y g(z,y) = 0 (2.17)
de dondc obtenemos el sistema slow de orden uno:
of(z,1 of(x,1

diw = - (L gtan) /2L (2.18)
¥y = g(z,y) (2.19)
(2.20)

Este sistemna describe aproximadamente el flujo lento, excepto cuando el sistema
se acerca al punto en el que la nulclina rapida cambia estabilidad. Es claro que este
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Figura 2.8: Sistema excitable de Clase II. La nulclina de la variable lenta (azul)
corta la rama estable de la nulclina de la variable rdapida (rojo) en el nodo atractor
N. Dos trayectorias muy cercanas (Al y A2) tienen futuros diferentes: una va direc-
tamente al nodo mientras que otra realiza todo un ciclo de relajacién antes de decaer
al punto fijo (pulso excitable). De esta forma un pequeita perturbacién puede ser
amplificada si supera cierto umbral, una caracteristica de los sistemas excitables.

es un punto singular para el flujo del sistema (2.18) - (2.19), pues alli 9f /0x = 0. En
un entorno pequeiio del punto singular el sistema slow puede reducirse a la forma[9]:

' = xC/z+ Ay) (2.21)
y = *1+zA(y) (2.22)
y = 2 (2.23)

donde aproximamos g(z,y) cerca del punto singular como una funcién lineal de
z. De la primera ecuaciéon se desprende que, a medida que el flujo del sistema
slow se aproxima al punto singular, la velocidad del flujo tiende a infinito de forma
inversamente proporcional a la distancia al punto singular.

El comportamiento asintotico de un oscilador de relajacién en el plano podra
describirse entonces en términos de la alternancia entre el sistema veloz (2.12) y el
sistema slow (2.18) - (2.19).

2.2.2 El modelo de FitzHugh-Nagumo

Ahora estamos interesados en obtener un sistema excitable de Clase II como el de-
scripto al comienzo de la seccién 2.2. Necesitamos entonces un equilibrio estable,
para lo cual podemos hacer que la nulclina de las variable lenta corte a una raina
estable de la nulclina de la variable rdpida (ver Fig. 2.8). Obtenemos asi un sisteina
que cumple los requerimientos de excitabilidad formulados al comienzo del capitulo.
Posec una region de decaimiento en un entorno de la rama estable de la nulclina
que conticne al atractor. Si una Orbita, inicialmente en el atractor, es perturbada
sensiblemente por encima de la rama inestable de la nulclina pasa a la region am-
plificada (la otra rama estable de la nulclina) y decae luego de un ciclo completo de
relajacion.
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Figura 2.9: Orbita transitoriamente repulsora del modelo de FitzHugh-Nagumo
(2.24)-(2.25) para valores de parametros € = 0.03, y = 0 y a = 1.1 (trazo grueso).
Perturbaciones muy pequenas de esta drbita conducen a una o otra rama cstable de
la variedad lenta (linea punteada).

En este caso, la rama incstable de la nulclina no es un umbral en el misino
sentido que lo es la variedad estable del punto silla en los sistemas de Clase 1. Por
un lado, no es un invariante del flujo, y por otro sélo designa una “divisoria de aguas”
arbitraria, pues en rigor podrian existir pulsos de amplitudes intermedias. Lo que
hace que la idea de “umbral” siga siendo aplicable es que si las escalas temporales
estan bien diferenciadas (e pequeno), sea muy dificil obtener un pulso de amplitud
intermedia. Las drbitas perturbadas o bien no abandonan la zona de decaimiento,
o bien se amplifican y relajan luego de un pulso excitable. Lo que hace las veces de
umbral, entonces, es una regién del flujo en donde las trayectorias tienen una fuerte
divergencia, hacia una u otra rama de la nulclina.

Alternativamente podeinos hablar, en lugar de variedades que funcionan como
umbral, de la existencia de una érbita singular que posee la particularidad de que un
tramo de ella es repulsor en sentido transversal (ver figura 2.9) [75]. Esta trayectoria
funciona efectivamente como umbral a pesar de ser en si misma una 6rbita mas que
decae al punto fijo, dado que una parte de ella separa las regiones de decaimiento
y amplificacion. La otra orbita singular que se muestra en la figura corresponde
a aquella que tiene dos tramos que son atractores en sentido transversal. Ambas
orbitas si bien no corresponden a un conjunto atractor o repulsor estrictaimnente
hablando pueden verse como conjuntos transitoriamente atractivos o repulsivos [75).

Un modelo sencillo de excitabilidad de Clase II, concebido como una simpli-
ficacion del modelo mas complejo de Hodgkin-Huxley °y que retiene su compor-
tamicnto cualitativo, es el FitzHugh-Nagumo[41] (abreviado FHN)!?. Este modelo

®para una explicacién de su derivacién de un modelo de potencial de membrana ver[67] p. 136

1%Un sistema equivalente para simular pulsos neuronales habia sido propuesto anteriormente por
Bouhoeffer[15], como una generalizacién del oscilador de relajacién de van der Pol[126}, por lo que
el sistema FHN se conoce también como Bonhoeffer-van der Pol
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fue y sigue siendo muy utilizado, desde las matemadticas aplicadas y la neurociencia
a la formacion de patrones.
El modelo puede escribirse de forma general:

ex! = z-233-y (2.24)
y = z-yy-a (2.25)

donde reconocemos la forma de un sistema veloz-lento (2.10) - (2.11). Siempre que
las variables se encuentran lejos de la nulclina y = z — z3/3 la variacién de z es
mucho mayor (del orden 1/¢) que la variacién de y (subsistemna rapido) y relaja a
un entorno de la nulclina. En dicho entorno ambas variaciones son del mismo orden
(subsistema lento).

Un sistema orbitalmente equivalente!! puede obtenerse reescalando el tiempo
como t' = et:

f = z-2%/3-y (2.26)
y = e(z-vy-a) (2.27)

Este sistema presenta una desventaja para el andlisis que realizaremos posterior-
mente: el periodo de las oscilaciones de relajacion y la duracién del pulso excitable
dependen fucrtemente de €. Sin embargo para el estudio de las bifurcaciones po-
dremos usar ambos modelos alternativamente.

Variedades lentas en el FHN

Antes de estudiar el diagrama de bifurcaciones del FitzHugh-Nagumo detengdmonos
a estudiar ¢como es el dindmica de cste sistema en términos de las aproximaciones
para sistemas veloz-lento derivadas en la seccidn anterior. Para simiplificar el andlisis
consideremos el sistema de FitzHugh-Nagumo “reducido” con vy = 0.

En cste modelo las variedades lentas corresponden a las dos ramas estables (ex-
teriores) de la clibica y = z — 23/3 y los saltos en el subsistema rapido se aproximan
a trayectorias que unen los puntos criticos (r = ~1;y = -2/3) y (z = L,y = 2/3)
con los puntos de insercién (z = 2;y = -2/3) y (z = —-2;y = 2/3) respectivamente.

El subsistema slow obedece a las ecuaciones:

Tiow = 1 (2.28)
Y = z+4a (2.29)

Estas ecuaciones se¢ aplican tnicamente a los intervalos -2 <z < -1yl <z <2.

En la ccuacion (2.28) podemos integrar por cuadraturas y obtener de forma
directa la siguiente expresion para el tiempo que ciuplea el sistema en recorrer la
variedad lenta:

. 2 2
tz) = (1 - ad)in (258 ta(e - o) - = + 50 4 4 (2.30)
o+ a 2 2

donde zg cs la posicion inical en el momento inicial ¢g. Notar que nos interesa tomar
el tiempo como variable dependiente. De esta forma los puntos singulares en |z| = 1

"Dos sistemas son orbitalmente equuvalentes si sus érbitas en el espacio de fases coinciden aunque
su parametrizacion en el tiempo sea diferente. Sistemas orbitalmente equivalentes pueden obtenerse
facilmente reescalando el tiempo
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Figura 2.10: Un ciclo de relajacion del sistema FitzHugh-Nagumo (2.24)-(2.25)
con valores de pardmetros € = 0.001, v = 0 y ¢ = 0.9, con el tiempo como vari-
able dependiente de la coordenada z (trazo fino), junto con las dos aproximaciones
analiticas (2.31)-(2.32) (trazo grueso). Las aproximaciones son vilidas en los inter-
valos de la coordenada = [-2,1) y (1, 2] respectivamente. No obstante, se prolongan
fuera de estos intervalos para distinguirlas del resultado numérico.

son puntos de derivada nula y no infinita. De hecho la funcién (2.30) se aproxima
suaveniente a dichos puntos.

Si el pardmetro ¢ que determina la separacién de las escalas temporales en el
sistema veloz-lento es pequeno esta tltima expresion sirve para calcular con bas-
tante precision el tiempo que cmplea tanto una oscilacién de relajacién como un
pulso excitable. Este valor serd de utilidad luego, cuando tratemos de predecir la
estadistica de tiempos entre pulsos en sistemas excitables de Clase II. El tiempo que
emplea una trayectoria que cruza el umbral de excitabilidad estd gobernado por la
dindmica determinista y se conoce como tiempo de reinyeccién o tiempo refractario
(dado que no es posible disparar otro pulso antes de que transcurra dicho intervalo
de tiempo).

Veamos primero el caso oscilatorio, que se obticne cuando la nuiclina del subsis-
tema rapido corta la rama inestable de la nulclina lenta (en particular esto sucede
siy =0y |a] < 1). En ese caso consideramos que las trayectorias en el subsis-
tema rapido son practicamente instantdneas y que cl tiempo empleado en funcién
del desplazamiento cstd dado por (2.30) con condiciones iniciales en los puntos de
insercion. Mds especificamente tendremos:

T+a ‘ z?

ti(z) = (1 - a®)in +a(lz+2)-—+2 (2.31)
a 2

para la rama £ < 0 de la variedad lenta, de donde consideramos que parte una
orbita a t = 0 desde el punto de insercién (—2,2/3) y cvoluciona hasta £ = —1 en
un tiempo ¢ = #;(—1). Y, por otra parte:

2

2

T+ a

2+4+a

ta(z) = (1 — a?)ln +a(z - 2) +24t(-1) (2.32)
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sobre la rama z > 0 de la variedad lenta donde es insertado en el punto (2, —2/3) en
el mismo tiempo en que abandoné la rama anterior: t,(—1). Alli evoluciona hasta
z =1y se cierra la 6rbita con otro salto en el subsistema ripido.

En la figura 2.10 se muestra una érbita completa integrada numéricamente para
e = 0.001 y ¢ = 0.9 con cl tiempo como variable dependiente y ambas funciones
(2.31)-(2.32) en trazo grueso. Se observa que el ajuste es bastante preciso.

Luego, es posible contar con la siguiente expresion analitica para el periodo de
las oscilaciones de relajacién del modelo de FitzHugh-Nagumo.

- _ 2
T(a) =3+ (1 -ca)ln o

(2.33)

a2—1‘

En cl caso excitable las expresiones (2.31)-(2.32) siguen siendo vilidas, sélo que
légicamente ticnen una asintota vertical en el punto fijo. En este caso lo que nos
interesa calcular es el tiempo de reinyeccion desde que una trayectoria cruza cl
umbral excitable (que por aliora podemos suponer cercano a £ = —1) hasta que
retorna a un entorno muy pequeno del nodo. El tiempo de reinycccidn sera muy
sensible a la cleccidn de dicho entorno, dado que a medida que la ébita se aproxima
al punto fijo el tiempo de aproximacién diverge. Para el caso excitable la coordenada
del punto fijo £ = —a se encuentra ligeramente por debajo de £ = —1. Elegiremos
un entorno del punto fijo de radio § y calcularemos el ticimpo que tarda una drbita
que parte del nmbral en ser reinyectada en dicho entorno, utilizando la expresiones
(2.31)-(2.32).

Enla figura 2.11 s¢ muestra un pulso excitable completo integrado numéricamente
para ¢ = 0.001 y a = 1.1 con el tiempo como variable dependiente y las aproxi-
maciones (2.31)-(2.32) en sus intervalos correspondientes (en verdad prolongamos
un poco fuera de los intervalos estas funciones para distinguirlas de la solucién
numérica). El asterisco marca el punto en el que es recesario perturbar cl sisteina
para que genere un pulso excitable.

También en este caso podemos decir que contamos con una expresion analitica
bastante precisa para el tiempo de reinyeccidon en el régimen excitable del modelo
de FitzZHugh-Nagumo:

7 3

T,i(a,8) = = +a — —a® — 26a — %(52 + (1 - a?)in

5 5 (2.34)

a? -4

(5(a+1)‘

donde se ve la fuerte dependencia con la eleccidon del entorno § en el término del
logaritmo. Esta eleccién determinard también la condicion inicial cuando estudiemos
el problema de escape en presencia de ruido. Una eleceion del pardmetro é adecuada
es aquella que corresponde a un entorno del punto fijo en el cual la linealizacion del
campo vector es una buena aproximacion del problema real. De hecho, en el caso
excitable, nuestro expresién aproximada de la evolucién de una érbita estard dada
por la dindmica sobre la variedad lenta acoplada con la del sistema linealizado en
un entorno § del punto fijo.

Estudio de las bifurcaciones

De forma general la nulclina de la variable rdpida (una cibica) y la nulclina de la
variable lenta (una recta) se pueden cortar en uno o tres puntos fijos. Ademas, estos
puntos pueden estar en las ramas cstables o la inestable de la nulclina rapida. Las
separatrices entre las posibilidades enunciadas corresponden a las dos bifurcaciones
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Figura 2.11: Un pulso excitable del sistema FitzHugh-Nagumo (2.24)-(2.25) con
valores de parametros € = 0.001, y =0y e = 1.1, con el tiempo como variable depen-
diente de la coordenada z (trazo fino), junto con las dos aproximaciones analiticas
(2.31)-(2.32) (trazo grueso). El asterisco indica el punto en el cual se perturba el
sistema para obtener el pulso excitable. Laa aproximaciones son vilidas en los inter-
valos de la coordenada z [-2,1) y (1,2] respectivamente. No obstante, la segunda
se prolonga fucra de su intervalo para distinguirla del resultado numérico.

locales genéricas de puntos fijos en sistemas planos: la bifurcacién de nodo silla y la
de Hopf respectivamente. Estas curvas (mds otras bifurcaciones globales)dan lugar
al diagrama de bifurcaciones que se muestra en la figura 2.12 para un valor de € fijo
(e =0.01).

Lo primero que observamos en el diagrama de bifurcaciones es la simnetria para
el parametro a. Esto se debe a la invarianza del modelo de FitzHugh-Nagumo frente
a la transformacion: ¢ - -z, y = —y, a =& —a. El panorama es muy distinto, en
cambio, para < mayor o menor que cero.

Comenzaremos por la situacion mads sencilla, cuando vy = 0y @ = 0. En este
caso el sistema sc reduce al oscilador de van der Pol [126], que constituye el ejemn-
plo paradigmatico de un oscilador de relajacién. Si conservamos v = 0 y variamnos
a, tenemos un sistema FHN “reducido” que posee los ingredientes minimos de ex-
citabilidad. En este sistema, la nulclina de la variable lenta es siempre una recta
vertical en z = a. Si |a|] < 1 esta nulclina corta la rama inestable de la nulclina
ripida y el sistema sigue siendo un oscilador de relajacién. Si, en cambio, |a| > 1,
la recta corta alguna de las ramas estables y se tiene un sistema excitable de Clase
II. Cuando |a| = 1 se produce una bifurcacién de Hopf supercritica en la cual el
nodo atractor que existia en la region excitable pierde estabilidad y emite un ciclo
limite estable. A medida que |a| sigue disminuyendo, este ciclo crece rapidamente,
hasta alcanzar ¢l ciclo de relajacién. Existe, por lo tanto, una region cn el espacio de
pardametros en la cual el sistema es un oscilador comin. Sin embargo estas regiones
son, por lo general, muy pequenas y se hacen despreciables a medida que ¢ — 0.

Esta pequeia region, sin embargo, presenta la poco conocida caracteristica de
tener oscilaciones cuasiarmoénicas de pequena amplitud sin haber perdido las car-
acteristicas de la excitabilidad [86]. En efecto, si bien el tinico comportamiento
asint6tico posible es un ciclo limite estable de pequena amplitud, una perturbacién
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Figura 2.12: Diagrama de bifurcaciones del modelo de FitzHugh-Nagumo (2.24)-
(2.25) en el plano (v, a) para un valor de ¢ = 0.01. En linea continua se representan
las bifurcaciones locales de nodo-silla (SN), Hopf (H) y nodo-silla de ciclos limites
(SNLC). En linea de trazos se representan algunas de las bifurcaciones locales: lazo
homoclinico (Hc). Los puntos de codimensién dos de Bautin (u Hopf degenerada),
cusp y Takens-Bogdanov (a la derecha del grifico) se denotan GH, CP y TB respec-
tivamente. La curva Homoclinica estd algo desviada de su posicién real para poder
visualizarla. El diagrama fue realizado con el programa Content.

que supere el umbral puede conducir a un salto a la otra rama estable de la nulclina
lenta y la consccuente relajacién luego de un pulso excitable. Otra particularidad
de esta region es que el ciclo limite ocupa parte de la rama inestable de la nuliclina
rapida, formando ciclos llamados canard (pato en francés) debido a su forma. La
rapida expansioén del ciclo limite hasta abarcar el ciclo de relajacién (mds rapida
cuanto menor es €), fue estudiada en [10], donde se la Hamna bifurcacién de Hopf
singular, debido a que puede verse como la perturbacién singular de una bifurcacion
de Hopf de periodo nulo.

Esto iltimno se puede observar claramente en el sistema de FHN orbitalmente
equivalente (2.26)-(2.27). Para este sistema, consideremos lo que ocurre en el limite
singular ¢ = 0. Mientras € posee un valor finito se¢ produce una bifurcacién de
Hopf supercritica en |¢| < 1. En dicha bifurcacién se genera un ciclo limite cuya
frecuencia a primer orden es wg = /e. Luego, a medida que el pardmetro que separa
las escalas temporales se hace mdas pequeno, cl ciclo limite de la Hopf surge con un
periodo menor. En el limite singular surge con periodo nulo. Es decir estamos frente
a una bifurcacién de Hopf de periodo cero, umr punto de bifurcacion de codimension
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Figura 2.13: Diagrama de¢ amplitudes en funcién del parametro (a) para la bifur-
cacién de Hopf subcritica (H) y la bifurcacién de nodo-silla de ciclos limites (SNCL).
Si el parimetro aumnenta se pierde estabilidad en la Hopf y se salta al ciclo de re-
lajacién (rojo). En cambio si el pardmetro disminuye el ciclo de relajacién pierde
estabilidad en la bifurcacién de SNCL (verde). Estas dos bifurcaciones determinan
tres regiones: excitable, biestable y periddica.

dos pero de naturaleza muy diferente al que observamos en los sistemas de Clase I.
A este punto de codimension dos corresponde una parte lineal nula. De este punto
de codimensién dos en el espacio (a,€) surge un rama Hopf en la direccion del eje
€>0.

Podemos definir entonces a la clase mas elemental de sistemas excitables de Clase
IT como la perturbacién singular en la direccién € > 0 de una bifurcacién de Hopf
de periodo nulo. Este sistema FHN reducido, con v = 0 presenta los requerimientos
minimos de excitabilidad de Clase II y serd estudiado bajo la accién del ruido en los
capitulos siguientes.

Si ahora estudiamos el semiplano v > 0, obtenemos nuevas bifurcaciones y com-
portamientos. En particular, si seguimos la bifurcaciéon de Hopf a medida que
aumentamos -y, vemos que el valor de a para cl cual ésta se produce disminuye
linealmente. Tenemnos entonces dos curvas de Hopf en el espacio de parametros
aproximadamente rectilineas que se cortan en v = 3/2. En un cierto punto de la
curva (1, = 1/2,a = 2/3), la bifurcacién de Hopf pasa de ser supercritica a sub-
critica'? en un punto de codimensién dos conocido como bifurcacién de Bautin [74].
De la bifurcacidon de Bautin emerge otra bifurcacién de codimensién uno: una bi-
furcacién de nodo-silla de ciclos limites. Esto liace que para v > 4, la transicién del
régimen excitable al oscilatorio cambie cualitativamente. La regién excitable sigue
como antes: un solo atractor y la posibilidad de tener pulsos excitables. Sin embargo
ahora, al disminuir el parametro «, se produce una bifurcacién de nodo-silla de ciclos
limites. El ciclo limite inestable funciona de umbral entre el nodo atractor y el ciclo
limite estable que ocupa el ciclo de relajacion. Estamos, una vez mds, aunque de
forma diferente, en una region biestable. Al seguir disminuyendo a, el ciclo limite

2En una Hopf subcritica un ciclo limite inestable colapsa con un foco atractor transformandolo
en un foco repulsor.
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inestable colapsa con el atractor en una Hopf subcritica, dejando un foco repulsor
que alimenta al ciclo de relajacién (regién oscilatoria). Resumiendo, lo que sucede
para valores de v mayores que la bifurcaciéon de Bautin es que la transicion del com-
portamicnto excitable al oscilatorio se hace a través de una region biestable en la que
un ciclo limite inestable funciona como umbral. Este cambio de comportamiento se
muestra en la figura 2.13.

Veamos ahora la bifurcacién que separa la existencia de uno o tres puntos fijos.
Esto se produce cuando las nulclinas se tocan tangencialmente en una bifurcacién
de nodo-silla. En la figura 2.12 se muestran dos curvas de nodo-silla que parten
de un punto de codimensién dos (cusp) en ¥y = 1 , @ = 0 y cortan la curva de
Hopf en v = 4/3. Notar que tanto en este cruce como en el de las dos curvas
Hopf en 4 =~ 3/2 no hay puntos de codimensién superior pues se cortan curvas de
bifurcaciones correspondientes a puntos fijos distintos. No obstante, las curvas de
Hopf y de nodo silla correspondientes al mismo punto fijo se cortan tangencialmente
(fuera del grafico) en un punto de bifurcacién Takens-Bogdanov [74].

La curva de nodo-silla corresponde en verdad a una bifurcacién de nodo-repulsor.
Este tipo de bifurcacién es idéntica a la de nodo silla sobre la variedad central'3, s6lo
que en este caso la variedad central es repulsora. Cuando esta curva corta la curva
de Hopf y de nodo-silla de ciclos limites se generan dos puntos de nodo-silla-lazo,
como los que encontramos en los sistemas de Clase I, sobre la curva nodo-repulsor.
Como mencionamos en la seccidén anterior, para pasar de la situacion de la region
I con un ciclo limite (inestable, generado en la Hopf subcritica) encerrando a un
punto fijo, a la regién II con el ciclo limite (inestable, que luego colapsara con el
ciclo de relajacion) encerrando los tres puntos fijos, es genérico tener que cruzar
dos lazos homoclinicos (uno pequefo y otro grande). Sin cmbargo, en este caso
no tenemos una bifurcacién de Andronov dado que la conexién homoclinica no da
nacimiento a un ciclo estable de periodo arbitrariamente largo, sino a un ciclo limite
repulsor. No es posible observar una bifurcacién de Andronov en esta region ya
que si v > 0 la nulclina lenta (recta) tiene pendiente positiva y sélo puede tener un
contacto tangencial con la rama inestable de la nulclina rapida, dando origen a una
bifurcacion de nodo-repulsor.

Las bifurcaciones de lazo homoclinico estan muy proximas (mucho mds préximas
de lo que se muestra en la figura 2.12), pero a medida que se alejan divergen a futuros
muy distintos. La curva superior se conecta con el punto de Takens-Bogdanov (el
despliegue de esta bifurcacion posee un lazo homoclinico). La inferior se aniquila
con su par del semiplano inferior en un punto de doble lazo homoclinico [107).

El panorama es cambia por completo en el semiplano ¥ < 0. Las curvas de
bifurcacion de nodo-silla tienen tienen una asintota vertical @ — oo cuando v — 0~
y se aproximan tangencialmente a la curva de Hopf que continuan del semiplano
5 > 0 cn linea recta. Estas dos curvas se cortan finalmente en un punto Takens
Bogdanov yyp &~ —7. Existen ademds numerosas bifurcaciones globales [107], pero
no entraremos en detalles en esta region. Sélo diremos que si bien cuando v < 0 es
posible tener bifurcaciones de nodo-silla, en todos los casos el tercer punto fijo es
también un atractor, por lo tanto es muy dificil que podamos encontrar un escenario
dindmico similar al de los sistemas excitables de Clase 1.

Finalmente, diremos algunas palabras acerca de la precision de el esquema de
clasificacién clasico en dos grandes clases de excitabilidad. En algunos trabajos de

YLa variedad central es el invariante tangente a la autodireccién correspondicnte al autovalor
que se anula en la bifurcacion.
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excitabilidad en laseres [28] [76] se hace alusién a las “tres clases basicas” de ex-
citabilidad, colocando a la excitabilidad cerca de una bifurcaciéon homoclinica como
una novedosa clase de excitabilidad (a veces llamada proceso de avalancha-colapso)
[94] [95]. Nosotros hemos preferido incorporar esta “tercer clase” dentro de la ex-
citabilidad de clase I (de hecho la bifurcacidon que la caracteriza contiene tanto la
Andronov como la homoclinica) debido a la observacion de que es genérico encontrar
bifurcaciones de Anronov que surjan del despliegue de una punto de nodo-silla-lazo
en familias de sistemas de dos parametros. El hecho de que la proximidad a las bi-
furcaciones de Andronov y homoclinica tengan una estadistica diferente dard luego
origen a histogramas bimodales en la estadistica del tiempo entre pulsos, un sello
que nos puede servir para caracterizar esta clase de sistemas. Por otra parte, si
admitiésemos esta tercer clase de excitabilidad, también tendriamos que diferenciar
las regiones de excitabilidad proximas a una bifurcacién de Hopf subcritica o super-
critica, dado que las propiedades topolégicas cambian segin exista o no una region
biestable entre la excitabilidad y el comportamiento periédico. Esto nos remite otra
vez a la ambiguedad en la definicién de “sistema excitable” a la que haciamos men-
cién al principio de este capitulo. Por excitabilidad de clase I o IT hacemos alusion
a regiones cn el espacio de pardinetros cercanas a una bifurcacién de nodo-silla-lazo
con tres puntos fijos y a una bifurcacién de Hopf singular de un inico punto fijo,
respectivamiente. Esto no impide que sea posible encontrar sistemas que presenten
ambas regiones en dominios diferentes de su espacio de pardinetros. Esto es lo que
ocurre en el mmodelo de Hodgkin-Huxley que analizaremos en la seccién siguiente, y
de formna mds general en modelos como el propuesto en el trabajo de Ventura [128],
donde colisionan una bifurcacion cuspide con una Hopf.

2.3 Modelos Neuronales

Muchas células utilizan el mecanismo de excitabilidad para transmitir senales eléctricas:

células del tejido cardiaco, células del tejido muscular, células secretoras y gran parte
de las células nerviosas. La ventaja mds evidente de la excitabilidad es la capacidad
de transmitir senales sin pérdida de intensidad al acoplar varios sistemas espacial-
mente. Un pulso eléctrico excitable puede propagarse a lo largo de una membrana
celular que contenga canales iénicos, siendo reforzado continuamente. Esto permite,
por ejemplo, que un impulso nervioso que parte del sistema nervioso central arribe
sin pérdida de amplitud a un terminal muscular.

En esta seccién presentaremos un tipo de modelo cldsico de neurona excitable y
describiremos brevemente sus principales regimenes dinamicos y bifurcaciones. Este
tipo de modelo considera a la célula nerviosa (o al menos su cuerpo principal o
soma) como espacialmente homogénea y describe los mecanismos por los cuales se
originan pulsos excitables (o potenciales de accidn), pero no su propagacién. Por
otra parte, en lo que sigue consideraremos a las neuronas como sistemas aislados
(0 a lo sumo con una corriente externa continua). Posteriormente, en el Capitulo 6
incorporarcmos un modelo para los acoples sindpticos entre ncuronas.

Pricticamente cualquier libro de Neurociencia con cierta orientacion matemadtica
presenta una derivacion de las ecuaciones clisicas de Hodgkin-Huxley (HH) para el
axén del calamar gigante [67). No la repetiremos aqui, siimplemente daremos una
descripcién de las ecuaciones y presentaremos un somero diagrama de bifurcaciones
para algunos parametros.
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la ecuaciones de HH describen la evolucién del potencial de inembrana'4. Dicho
potencial puede encontrarse en un cstado de reposo estable en el que una diferencia
de cerca de —50mV (este valor puede variar en diferentes clases de neuronas y cs-
pecies) es mantenida con el exterior mediante el bombeo constante de iones de calcio
(Na*) y Potasio (K*), principalmente. Por otra parte, las membranas excitables
poseen canales idnicos selectivos (poros que dejan pasar sélo una especie iénica) cuya
conductividad depende del potencial de membrana.

Las ecuaciones HH se pueden entender en dos etapas: (a) la dependencia de
las conductividades de los canales idnicos con las variaciones del potencial de mein-
brana (b) la variacién del potencial de membrana con el cambio en las distintas
conductividades asociadas a cada canal.

El modeclo original de HH consta de cuatro variables dinamicas: el potencial de
membrana (V), una variable asociada a la activacién de los canales de potasio (n),
una variable asociada a la activacién de los canales de sodio (1) y una variable aso-
ciada a la inactivacion de los canales de sodio (h). El resto son constantes ajustadas
a partir de los experimentos:

CuV' = _gKn4(v -~ Vi) - gNa'mah(V ~ VNa) = aL(V = VL) + 1 (2.35)
2 = (V)1 =n) - Bu(V)n (2.36)
m = an(V)1 -m)-Bn(V)m (2.37)
K = ap(VYQ =h)=Br(V)h (2.38)

(2.39)

donde las funciones (V) y B(V) se ajustan experimentalmente [67):

25 — V
m(V)=01—o L V) = dezp (- ¥
em(V) e-’CP(2_51?)V) -1 Bm(V) = dezp (- 15)
an(V) = 001 —2= V. Ba(V) = 0.125ezp (- %)

e (BD) -1

|

(Yh(V) = 0.0761‘}) <——2‘—/6) ,Bh(V) = W

Los valores de los pardmetros ajustados originalinente por Hogkin y Huxley son:

gk =36 gne =120 g, =03
Vk =12 Vne =115 V. =10.6

Si tomamos todos los valores de pariametros originales de HH y variamos la
corriente I obtenemos un solo punto fijo y tres regiones con dindmica diferenciada:
excitabilidad, biestabilidad y oscilaciones. Esta secuencia ya la encontramos en los
sistemas excitables de Clase II y corresponde a cruzar una bifurcacién de nodo silla
de ciclos limites que da origen a la biestabilidad y luego una Hopf subcritica en la
cual el ciclo limite inestable coalesce con el unico punto fijo que se torna inestable
y pasa a alimentar el ciclo estable. Podriamos clasificar entonces el sistema original
de HH como sistema de Clase II.

Sin embargo, el modelo de HH puede aplicarse a otros tipos neuronas y, en gen-
eral los parametros seran diferentes. Dada la multiplicidad de parametros podemos
estudiar cortes formados por planos que contengan al parimetro I y algun otro
parametro, como ser los potenciales de equilibrio.

"Por potencial de membrana se entiende la diferencia de potencial entre el interior y el exterior
de la célula nerviosa.
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Figura 2.14: Algunas curvas de bifurcacién del sistema de Hodgkin-Huxley var-
iando la corriente I (eje horizontal) y el potencial de equilibrio del potasio Vi (eje
vertical).

Si variamos el potencial de equilibrio del potasio (Vi) podemos encontrar una
gran variedad de comportamientos. Para explorar todas las bifurcaciones debemos
valernos de métodos numéricos. En particular, nosotros utilizamos el paquete CON-
TENT desarrollado por Y. Kuznetsov!®. En la figura2.14 se muestran algunas curvas
de bifurcacién cn este plano. Se observan que para valores menores de Vi las sigu-
ientes bifurcaciones locales: SN, dos curvas de nodo-silla nacen de un punto cispide
y, al igual que en el caso del FHN, dividen en espacio en zonas con uno o tres puntos
fijos. En la zona con un punto fijo el inico cambio cualitativo es la secuencia nodo-
silla de ciclos liinites — Hopf subcritica que encontramos en el HH cldsico (regiones
I, Il y III). En 1a zona con tres puntos fijos, en cambio, hay mayor riqueza de com-
portamiento (regiones IVab Vab y VI). Las curva de Hopf se hace supercritica en el
punto GH (Bautin u Hopf generalizada) para acabar en un punto Takens-Bogdanov
(BT). Esto nos determina regiones completamente andlogas a las que teniamos en ¢l
modelo de FHN. No encontramos, al menos para valores de parametros razonables,
ninguna bifurcacion de Andronov. Las bifurcaciones de nodo silla son o bien fuera
del ciclo limite (entre las regiones III y IV), nodo silla ordinaria (entre VI y I) o
nodo-repulsor (entre IV y I). La bifurcacion de lazo homoclinico que emana de la
Takens-Bogdanov sigue una curva sinuosa (linea punteada en el gréfico) que divide a
las regiones IV y V en dos zonas con comportamiento diferenciado (denotadas como
ayb).

En resumnen, en un corte bidimensional del espacio de pardametros encontramos
una configuraciéon que tiene muchos puntos de contacto con el modelo de FHN.
Sin embargo, si hubiesemos elegido otro pardametro en lugar de Vi, nos hubiésemos

SCONTENT se consigue en http://
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encontrado con un panorama muy diferente. Por ejemplo, de haber elegido elegido la
constante asociada a la conductancia del potasio g, habriamos obtenido un tipico
sistema de Clase I con dos puntos de nodo-silla-lazo organizando cierta regién del
espacio de pardmetros [51]. Luego, sélo podemos afirmar que el modelo original es de
Clase II, pero luego para cada modelo en particular habri que estudiar el diagramma
correspondicnte. Un estudio mas detallado de los diagramas de bifurcaciones del
Hodgkin-Huxley puede encontrarse en [42][12].

Otros modelos de neuronas que desarrollan potenciales de accion presentan el
escenario tipico de Andronov, o un conjunto de bifurcaciones andlogas al sistema
FHN, o bicn una combinacion de ambos escenarios dinamicos. Muchos de estos
sistemas fueron estudiados en detalle durante los anos 80[103)[104][105].
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Capitulo 3

Sistemas dinamicos con ruido

En el capitulo anterior vimos céino, segun los valores de los parametros de los mode-
los excitables, existen una serie de comportamientos cualitativamente diferentes (ex-
citabilidad, oscilaciones, biestabilidad) separados por bifurcaciones bien definidas.
Volviendo a la idea del trabajo original de Andronov([99], nos interesa investigar por
una parte cémo se modifica este panorama al agregar ruido al sistema y por otra
cémo poder predecir las propiedades (ahora estadisticas e inducidas por ruido) que
diferencian a estos sistemnas entre si (por ejemplo, Clase I y II) en sus diferentes
regimenes.

En este capitulo veremos las herramientas analiticas basicas y algunas aproxi-
maciones para el tratamiento de los sistemas dindmicos bajo la accién del ruido, y
de los sistemas excitables en particular.

La evolucién temporal de los sistemas dinainicos con ruido es probabilistica,
pero, confornie la intensidad del ruido tiende a cero, su evolucion se aproxima a la
de un sistema dindmico determinista. Las propiedades del sistema determinista y
las propicdades estadisticas del ruido permiten determinar por completo las prob-
abilidades de evolucién temporal del sistema con ruido. De csta forma, en lugar
de ccuaciones deterministas para las variables dindmicas se tienen ecuaciones deter-
ministas para la evolucién de las densidades de probabilidad. Un cjemplo de estas
ecuaciones (para procesos markovianos) lo constituyen las ecuaciones de Kolmogorov
o Fokker-Planck, que describen la evolucién temporal de la densidad de probabilidad
de trayectorias estocdsticas. Dado que la ecuacién de Fokker-Planck no tiene una
solucién cxplicita para los sistemas cxcitables presentados en el capitulo anterior,
gran parte de nuestro trabajo estara dedicado a encontrar aproximaciones analiticas
o semi-analiticas de dichas soluciones. En particular, nos interesan los observables
tipicos de los sistemas excitables: la frecuencia inedia y la distribucién de tiempo
entre pulsos. Para lo cual nos basaremos fundamentalmente en la teoria de escapes
de estados metaestables, desarrollada a partir del trabajo pionero de Kramers[72).

3.1 La ecuacion de Fokker-Planck

Considerarcimos el sistema dinamico con ruido en dos variables:

= f(z,y) +&(1) (3.1)

y = glz,y) + &(t)
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donde las variables estocdsticas £, y £, ticnen media nula y correlacién:

(€z(t),&(t)) = 0 (3.3)
(‘fr(t)vfx(tl» = 2D16(t_t,) 3.
(&y(t),&y(t)) = 2D,6(t - t') (3.5)

Esto corresponde al ruido llamado blanco, por ser homogéneo en frecuencias. Que la
correlacién vaya a cero para cualquier tiempo finito es una idealizacién de un proceso
estocdstico sin memoria. Es decir, las variables estocdsticas son el analogo continuo
en amplitud de una secuencia aleatoria de tiradas de moneda. Elegiremos ademas
que su densidad de probabilidad en amplitudes P(£,t) sea una funcién gaussiana
de media cero y varianza 2D. En el apéndice C se explica como se simularon estas
variables en un experimento numeérico.

La evolucién de las variables dinamicas = e y estd condicionada por el campo
vector {f(z,v),9(9,v)} pero también por las variables estocdasticas £(t). Como con-
secuencia, estas variables son también estocasticas. Pero, a diferencia de las £(t), son
continuas en el tienipo (aunque no son diferenciables debido a su infinita variacion
en escalas temporales mds y mds pequenas). Para determinar su evolucién, en lugar
de integrar las ecuaciones (3.1)-(3.2), trataremos a las variables z e y como variables
estocasticas del tiempo.

Estudiaremos entonces la evolucién de la probabilidad de transiciéon P(z, y, t; g, yo. o),

que representa la probabilidad de estar a tiempo t en el punto (z,y) del espacio de
fases, sabiendo que se estuvo en el punto (xg,yg) a tiempo tg. Al estar dada la
evolucion temporal en términos de una ecuacion diferencial, sabemos que se trata de
un proceso markoviano, es decir que la probabilidad de transicién entre dos puntos
es independiente de la historia anterior. Esto queda expresado en forma integral por
la ecuacién de Chapinan-Kolmogorov que rige para procesos markovianos:

P($3ay3,t3;$lvylatl) =
[ dx [ dyP(z3,ys,t3; 22, Y2, t2) P(x2, Y2, t2; T1, Y1, 1)

Esta ecuacion puede llevarse a una forma diferencial[44].

Escribiendo las ecuaciones (3.1)-(3.2) en forma integral es posible ademads vin-
cular la ecuacién diferencial de Chapman-Kolmogorov con el campo vector y los
coeficientes de difusion. Para el caso en que las variables £ e y siguen trayectorias
continuas, la ecuacién puede reducirse a la ecuacién de Kolmogorov o de Fokker-
Planck[106]:

orP 0 P 7] p D. 0? D o? P )
== @) = £ GenP) + (Degms + Dy ) P (30

donde para abreviar, P = P(z,y,t,Zo,y0,%0). Necesitamos explicitar ademas la
densidad inicial P(z,y, 0; zo, y0,0) (Debido a la naturaleza del ruido y que el sistema
determinista es auténomo, la eleccién del origen temporal es arbitraria y podemos
tomar 9 = 0 como el tiempo inicial), y las condiciones de contorno, ya sea en el
infinito o en alguna frontera.

Matematicamente, ésta es una ecuacion lincal de segundo orden del tipo parabdlico.

Desde un punto de vista mas fisico, es una ccuacién de difusiéon en P con un
término adicional de drift (o corriente) dado por el campo vector {f(z,¥),9(9,v)},
que aparece en la derivada primera. Volvemos a la idea del “nadador borracho”.
Tenemos un proceso difusivo en un campo de corrientes estacionarias.
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Las formulaciones (3.1) — (3.5) (a veces llamada Ec. de Langevin) y (3.6) son de
alguna forma complementarias. Pero las ecuaciones (3.1) — (3.2) proporcionan una
trayectoria para una realizacion particular del ruido, mientras que (3.6) proporcionan
la evolucion de todo el ensemble.

Caso sencillo: proceso de Wiener unidimensional
Para el caso en que tenemos una sola variable dinamica

2’ = f(x) + &(1) (3.7)
(E(0)E(E)) = 2Ds(t - t') (3.8)
la ecuacion de Fokker-Planck correspondiente es:
OP(x,t;m0) O . o & _ .
o = gz @P(z,t;20))] + D5y Pla, t 20) (3.9)

El caso mds sencillo y popular de esta ecuacién ocurre cuando no existe la fuerza
de drift f, y tencmos una ecuacion difusiva pura. Estamos entonces frente a un
movimiento browniano unidimensional (también llamado proceso de Wiener) cuya
solucién es bien conocida: para una condicion inicial puntual, P(z,0; z¢) = d(z—z0),
obtenemos:

P(z,t; 7o) = M) (3.10)

1
VorDt P ( 2Dt

Se trata de una gaussiana centrada en zg cuya varianza aumenta en el tiempo con
una tasa v2Dt. Al no haber otra fuerza que equilibre la difusion, la varianza de la
densidad diverge con ¢ = oco. Esto implica que las trayectorias, si bien continuas,
son altamnente irregulares y variables de una realizacion del ruido a otra.

3.2 La solucion de Ornstein-Uhlembeck

El ejemplo que sigue en dificultad al proceso de Wiener (f = 0) lo constituye el
de un sistema cuya parte determinista es lineal (f = Az), el proceso de Ornstein-
Uhlembeck. Corresponde a la evolucién de una trayectoria en un entorno de un
punto fijo atractor en el origen, cuya linealizacion es 2’ = —Azx.

En el caso unidimensional, la ccuacién de Fokker-Planck correspondiente es:
2

g 0 .
= /\a—z[ZEP(:L',t,.E()))] + Da?P(I,t,.’L‘o) (311)

OP(z,t; )
ot
que se resuelve haciendo una transformada de Fourier espacial y utilizando el
método de las caracteristicas (ver[44]). La solucién que se obtiene, para la probabil-
idad de transicion es una funcién gaussiana cuyo valor medio y varianza evolucionan
en ¢l tiempo:

ety = L o (== M(@)? -
P(xz,t;xg) = ) ,p( o) ) (3.12)
M(t) = zoe™™ (3.13)
o(t) = %(1—(1-‘“‘) (3.14)
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A diferencia del proceso de Wiener, la varianza tiende a un valor estacionario
0w = 2D/A. Por su parte el valor medio M (t) corresponde a la evolucion deter-
minista hacia el atractor. Observamos ademads que el valor de varianza asintético se
alcanza mds rapidamente que la relajacién al atractor (el tiempo caracteristico de
la exponencial es dos veces menor).

Vamos a resolver en mis detalle el proceso de Ornstein-Uhlembeck en el caso
bidimensional. Si tenemos el sistema lineal en dos variables {z,z;}:

xle = ~AgmTm + £f(t) (315)

donde asumimos la convencién de suma frente a indices repetidos, 1a matriz de 2X2
A tiene dos autovalores con parte real negativa y la parte estocdstica es diagonal en
virtud de las ecuaciones (3.3-3.5).
La ecuacién de Fokker-Planck correspondiente se escribe entonces:
g 0?
= /\,‘ja—zi[xjp(x, t;ﬂ:o))] + Diia,?P(:ltl,:Eg,t) (3.16)

1

(")P(:zl » L2, t)
ot

donde Dy; y Dyy sou las varianzas del ruido en la primera y segunda coordenada.

Notar que en lugar de la probabilidad de transicién hemos escrito directamente la

densidad de probabilidad P(z),z9,t) pues en lo que sigue asumimos una densidad

inicial concentrada en punto (z,z3), es decir P(zy,y1,0) = 8(x; — 29)é(z2 — 19).
Si expresamos P(zx),z9,t) por su transformada de Fourier espacial:

P(zy,T2,t) = #//P(kl,kg,t)ei("““*”’””)dkldkg (3.17)

obtenemos la ecuaciéon de Fokker-Planck en el espacio k:

ap(k[,kQ,t) — —A[ k[ap(kl,k2’t)

P2 Bk k.
Y ok Dggkﬂp(kl,kg,t) (3.18)

Si bien esta ecuacién se puede resolver también por el método de las carac-
teristicas, plantearemos como ansetz una funcion gaussiana bidimensional, con me-
dias M;(t), Ms(t) y matriz de varianza o, (t). Es decir que podemos escribir la
densidad de probabilidad en el espacio (ky, k2) como:

- . 1
Pl k1) = eop |keMe(t) = m(0)ktl| (3.19)

y la densidad de probabilidad en coordenadas espaciales:

1 1 _
P(z),z9,t) = mew [Eagni(t)(xl = Mo(t))(zm - Mm(t))] (3.20)

donde escribimos Det[o] = 011092 — 03y, y:

o) 1 <022 —012> (3.21)

- Det[o] \ —o12 on

El problema de encontrar la densidad de probabilidad se reduce a encontrar las
el vector M (t) = (M, M3) y la matriz o(t) como funciones del tiempo.
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Reemplazando la expresion (3.19) en la ecuacion de Fokker-Planck (3.18), y
asumiendo condiciones naturales de contorno (P — 0 en el infinito), obtenemos el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas({106]:

M; = —XemMy (3.22)
U;m = —=AtnOnm — AmnOne + 2Dgy, (323)

Las condiciones iniciales de la densidad de probabilidad, una funcién delta en
(29,19), se traducen en

M(0) = =z (3.24)
aem (0) 0 (3.25)

Por lo tanto, para el problema de Ornstein-Uhlembeck, en lugar de resolver una
ecuacién en derivadas parciales de una funcién de tres variables, basta con encontrar
la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (3.22)-(3.23).

Notemos adeinas que o, si bien fue definida para la transformada de Fourier
de la densidad de probabilidad espacial, las varianzas de las variables espaciales se
corresponiden con sus elementos diagonales.

(o )
< 2i(t) >= / zP(x), z9, t)dr dzy = ME(t) + 0% (3.26)
— 00

La solucién (3.20) sélo se aplica en el caso de condiciones de contorno naturales:
un solo punto fijo atractor. Coino veremos mas adelante, en algunos casos un sis-
tema excitable puede aproximarse como un proceso de Ornstein-Uhlembeck con una
barrera absorbente. En ese caso la solucién ya no es una gaussiana y su solucién
exacta no tiene una forma analitica conocida.

3.3 Escapes de un estado metaestable

En un sistema cxcitable real, el principal observable no es la densidad de estados
probables sino mas bien la densidad de probabilidad de intervalos de tiempo entre
picos. Como se explicé en la Introduccién, en los casos mds sencillos es posible
separar la dindmica de un sistema excitable con ruido en un proceso de escape de
su estado de equilibrio (de naturaleza estocistica) y en un proceso de reinyeccion
pricticamente determinista. Nos interesa ahora el primer proceso: el “disparo” del
pulso, que puede verse localinente como el escape de un estado metaestable.

Los problemas escape de estados metaestables son de interés en numerosas areas
de investigacién. Por lo cual no es sorprendente que a partir del trabajo pionero de
Kramers en 1940[72] se haya desarrollado una vasta literatura sobre el tema (ver co-
mo referencia los trabajos de P. Hanggi[55] y V. Melnikov([89]). Sin embargo, la gran
mayoria de los trabajos estan enfocados en resolver, o bien un problema particular,
o bien el cilculo de los mnomentos inferiores de la densidad de probables tiempos de
escape, y son muy pocos los resultados que permitan derivar una expresién para la
propia densidad de probabilidad (salvo en los casos mnis sencillos).

En esta seccién presentamos la base de la Teoria de Kramers y alguna estrategias
posibles para calcular la densidad de probables tiempos de cscape de un estado
metaestable. Para mayor simplicidad, supondremos un problema unidimensional,
pero los resultados son fdcilimente generalizables a dos dimensiones en el caso de

una frontera simple (por ejemplo una recta). Definimos las siguientes funciones de
probabilidad:
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e P(z,t;x¢,10): probabilidad de transicién para una trayectoria desde z¢ a tiem-
po to hasta z a tiempo ¢t. También puede verse en funcién de (z,t) como la
densidad de probabilidad de trayectorias para una condicién inicial puntual en
Io.

o Guy(t; zo,t0): probabilidad de encontrar a tiempo ¢ una trayectoria en el in-
tervalo (e, b) sabiendo que partié de ¢ a tiempo 2.

o Wa(t; 2o, t0): densidad de probabilidad de tiempos de escape del intervalo
(a,b) para la misma condicién inicial.

Ga(t; 20, t) se conoce tammbién como la funcién supervivencia, es decir la prob-
abilidad de que una trayectoria que partié de g a ¢t = tp no haya escapado aun
del intervalo. Notar que Wy, (t; zo,t0) es una densidad de probabilidad, luego para
obtener la probabilidad de que una trayectoria haya escapado en un intervalo de
tiempo es preciso integrar la densidad en dicho intervalo.

Si conocemos la probabilidad de transicién P(z,t;xg,tp), podemos calcular la
densidad de tiempos de escape de forma directa. La probabilidad a tiempo ¢ de
estar en ¢l intervalo (a,b), habiendo partido de ¢ a tiempo ¢y es:

b
Gav(t; zo, to) =/ P(z,t;z0,t0)dz (3.27)
a

y por lo tanto la probabilidad de haber escapado es (1 — G). Esta ultiina funcién
corresponde a la funcién distribucién. La densidad de tiempos de escape del intervalo
(a,b) (Wep(t)) serd igual a su derivada temporal:

_ 9Gab(t; o, to)

Wab(t;xO»tO) = ot

(3.28)

Si (a, b) fuese s6lo una caja iaginaria, es decir que no iinpone ninguna condicién
de contorno sobre la densidad de probabilidad, s6lo habria que resolver la ecuacién de
Fokker-Planck correspondiente y calcular W mediante (3.28). En este caso el escape
estaria dado por la forma del potencial (por ejemplo un doble pozo). Sin embargo,
para cl tipo de sistemas en que estamnos interesados (excitables) es mds realista
asumir que todas las trayectorias que avanzan mds alld de uno de los extremos
no retornan (salvo luego de la reinyeccién en los sistemas excitables, pero ahora
estainos estudiando sélo el problema de escape). Por lo tanto, en lo que sigue vainos
a asumir que uno de los extremos (b) es una barrera absorbente, es decir, que
todas las trayectorias que llegan a z = b son absorbidas, lo cual impone ahora una
condicién de contorno en la ecuacién de Fokker-Planck. Esta barrera absorbente
corresponde al umbral en un sistema excitable. Si la trayectoria supera el umbral
entra en la regién excitabble y es arrebatada del entorno del atractor. El otro
extremo (a) puede o bien ser una barrera reflectante o bien estar lo suficientemente
alejado (¢ & —00). En este problema de escape la norina de P en la regién de interés
decrece en el tiempo (dicha norma es justamente de la funcion G(¢; zg,2p)). Por lo
tanto, a diferencia de los probleinas vistos anteriorinente, no existe una distribucién
estacionaria y P(t = 00,x;z9,t9) = 0. La funcién G parte de uno parat = 0y
tiende a cero a medida que las trayectorias van escapando de la regién de interés.
De este hecho sigue también que la norma de W es uno.

Una expresion itit de la densidad de tiempos de escape en funcion de la probabil-
idad de transicion puede obtenerse si reemplazamos G por su definicién (la integral
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spacial de P en el intervalo) en la ecuacién (3.28). Si luego aplicamos la ecuacion
e Fokker-Planck a la derivada temporal obtenemos:
b9 borp
Wa = — —(zP)dz - D | —dz 3.29
ab /a 0:!:( ) . 0x2 (3.29)
Ahora hacemos tender el extremo izquierdo a —oo, entonces la primera integral es
nula y de la segunda obtenemos la siguiente relacién:

W(t;zo) = =D [M] (3.30)
T z=b

para una caja semiinfinita. Esto significa que la densidad de tiempos de escape estd
vinculada directamente con la derivada espacial de la probabilidad de transicién en
la barrera absorbente. Pero las traycctorias que estin sobre la barrera absorbente
escapan instantancamente, luego en ese punto la densidad de probabilidad debe
ser cero P(b,t;zq,t0) = 0 para todo tiempo (esta es justamente una condicién de
contorno en la ccuacion de Fokker-Planck en el problema de escape). De forma que
también podemnos escribir:

W (6 20) = ~= Pz = ¢, t;20) (3.31)

para € suficientemente pequeno.

La probabilidad de transicién en principio se calcula a partir de la ecuacion
de Fokker-Planck unidimensional con las condiciones de contorno adecuadas. Sin
embargo, para estudiar el problema de escape, conviene hacer uso de la ecuaciéon
de Fokker-Planck inversa (la cual puede derivarse de la ecuacién diferencial de
Chapman-Kolmogorov intercambiando z por zo):

52
2I"(:l:,t;:lt(),t()) = f(:l:o)i- +Di— P(z,t;x9,t) (3.32)
ot dzg a:l:g
donde f(xq) es la fuerza de drift (que ahora esta fuera de la derivada espacial). Si
bien esta ccuacién es algo mas sencilla, no tiene solucion analitica salvo para los
casos ya mencionados.

Una posible estrategia para calcular la densidad de tiempos de escape consiste en
transformar la ecuacién de Fokker-Planck inversa en una jerarquia de ecuaciones en
derivadas ordinarias para los momentos de la densidad. Una vez calculados dichos
momentos (al menos hasta cierto orden), seria en principio posible reconstruir la
densidad valiéndose del hecho que los momnentos son los coeficientes del desarrollo
de Taylor de la funcién caracteristica[39].

Los momentos n-ésimos de la densidad de tiempos de escape, T, (zp), se vinculan
con la probabilidad de transicion mediante:

Tuw) = [ eW(zod (3.33)
0 o n 0
- - /0 " S Gt z0)d (3.34)
[o <]
= —[t"G(t;:co)]g°+/ t"G(t, zo)dt (3.35)
0
0o b
To(zo) = / dt/ dzt" P(z,t; z9) (3.36)
0 a
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donde hemos eliminado la dependencia con el tiempo inicial pues para un sistema
autéonomo la probabilidad de transicién depende sélo del intervalo temporal t — ¢
(asumimos to = 0). También asumimos que G(t; zg) tiende a cero en el infinito mds
fuertemente que cualquier potencia.

Si ahora premultiplicamos la ecuacion de Fokker-Planck inversa por t" e inte-
gramos espacialinente en z para cl intervalo (a,b) y en el tiempo, obtenemos una
ecuacion recursiva para los momentos:

2 0o b
f(:co)dT" +p?h _ / dt/ d:z:t"%—f
0 a

dzo ot?
b [o o] 00 b
[t”/ P(z,t;xo)J —n/ dt/ dzt" ™ P(z, t; 20)
a 0 0 a

= —nT,_, (-L'O)

Luego, los momentos de la densidad de tiempos de escape del intervalo (a, b) para
una condicién inicial en z¢ € (a,b) obedecen a la siguiente jerarquia de ecuaciones
diferenciales ordinarias:

d*Tu(zo) = —nT,-1(xo) (3.37)

dTn ($0)
(1.220 +D (i.’l‘%

f(zo)

donde, por definicién Ty = 1 y T es el tiempo medio de escape (llainado MFPT,
mean first passage time).

Buscaremos aliora una solucién explicita de la ecuacién (3.37) para el escape
de un estado metacstable dado por un minimo local de cierto potencial unidimen-
sional U(z). Para ello, debemnos especificar ademas las condiciones de contorno.
Asumimos que las trayectorias que llegan a la barrera absorbente £ = b son ab-
sorbidas instantdneainente y que las trayectorias que llegan a £ = a son reflejadas.
En general, para un sistema excitable, colocaremos el umbral z = b cerca del estado
metaestable y la barrera reflectante lo bastante “cuesta arriba” en el potencial como
para que las trayectorias lleguen a ella muy dificihnente.

Estas condiciones se traducen en términos de la probabilidad de transicién como:

P(z,t;zg) = 0 (3.38)

[ap(zvt;z())]

- = 0 (3.39)

Notar que como trabajamos con la ecuacién de Fokker-Planck inversa, la variable
es ahora xg y no x.

Para ver ¢cémo se reflejan estas condiciones de contorno en los momentos consid-
eremos primero el limite T, (g — b). La densidad de tiempos de escape tiende en
este caso a la funcion delta (el escape sobre una pared absorbente es instantdneo),
por lo tanto:

Ta(b) = /Ooo 1"8(t)dt = 0 (3.40)

Mientras que en el otro extremo z = a, la derivada espacial de P(z,t;xzp), y por lo
tanto la de W(xg), sc anula. Luego:

T,’,(a)=/ ¢ [M] dt=0 (3.41)
0 3170 To=a



Para resolver la ecuacién para los momentos (3.37), con las condiciones de con-
torno (3.40)-(3.41) planteamos a la derivada del momento n-ésimo como el producto
de dos funciones: T, (xo) = ¢(xo)¥(z0), donde ¢(zo) es solucién del problema ho-
mogéneo (independiente de n):

f(zo)¢(z0) + D' () = 0 (3.42)

Dado que ahora f(zp) deriva del potencial f(z¢) = —dU(z¢)/dxg, podemos escribir
¢(z0) = poexp(U(xo)/D). Reemplazando ¢y en la ecuacién (3.37) y eliminando los
términos que resultan de la solucién de ¢, obtenenos:

Dyj(zq)eV )P = —nT,,_ (o) (3.43)

Al integrar por cuadraturas incorporamos la condicién de borde ¥(a) = 0 (que
’
corresponde a T, (a) = 0):

Io
P(zo) = —% / e~ VDT _dz (3.44)

La otra condiciéon de borde se incorpora al integrar ¢ para obtener T;,, lo que
convierte a b en uno de los extremos de integraciéon. Obteneinos entonces la solucién
general para el momento n-ésimo de la densidad de tiempos de escape:

b y
To(z0) = / dyeV /D / VDT, | (20)da (3.45)
o a

Si bien cn principio seria posible calcular los momentos de forma recursiva y
luego intentar reconstruir la fucidn caracteristica, esto no resulta muy prictico para
el tipo de distribuciones que observamos en los sistemas excitables. Sin embargo,
couservareios esta expresion para calcular los momentos inferiores de la densidad
de tiempos de escape a partir del potencial.

Es posible aproximar la solucién formal (3.45) simplificando el potencial y re-
duciendo las integrales a las regiones donde el integrando es relevante. Asumiremos
una forma sencilla para el potencial, que puede ser la ciibica que se muestra en la
figura. Este potencial tiene un atractor en z,, y un repulsor en ;. Conviene asumir
que la barrera absorbente b se encuentra mads alld del repulsor, dado que las trayec-
torias que arriban a s todavia tienen una probabilidad de 1/2 de retornar al estado
metaestable. Dado que el potencial puede estar definido a menos de una constante
(notar que si U = U + cte la eq. 3.45 no cambia), podemos tomar el potencial en el
fondo del nodo atractor como referencia. En ese caso, el valor maximo del potencial
en la caja (a,b) se encuentra en el umbral z; y en el borde reflectante a. Para un
nivel de ruido menor que la altura de la barrera + D < (U(zs) — U(z,)), la exponen-
cial de —U(z)/D en el integrando de (3.45) serd apreciable en un entorno del nodo
T, y cerca de la barrera absorbente b (ver figurad.3), mientras que la exponencial
de U(y)/ D sera relevante en un entorno de la barrera (punto silla)z, y de la barrera
reflectante a.

Si, ademds, aproximamos el potencial con un desarrollo a segundo orden en
un entrono del nodo y del punto silla y a primer orden en los bordes, obtenemos
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funciones gaussianas y exponenciales:

UL~ eap —%(U<z,,)+§U"(x,,)(z—a:,,>2)]+

+exp [ ) + U (b)|(z - b)’ )]
1

O - B(U(:vs)——lU"(ws)l( :vs>2)]+
tezp [ (V@) - 1" (@)l(y - a>2)]

La integral en z puede aproximarse también tomando el limite inferior de integracién
en —oo siempre que D sea pequeiio. Para n = 1 (cdlculo del MFPT) obtenemos:

y N7 D7T U(z,)/D U”(Z 1)
/a V@D, me (@a)/ [1+e7'f< 2—D,(?I—:12") +

e/ (b)/D [IU'(b)]
| o 0]

En el integrando principal se obtienen cuatro términos: un producto de expo-
nenciales, una gaussiana por la funcién error y dos términos cruzados. En el limite
de baja intensidad de ruido las exponenciales se cancelan entre si pues estian en los
extremos opuestos de la caja (a,b) y puede verse que a orden mas bajo, sélo sobre-
vive el producto de la gaussiana por la funcién error. Pero, en el mismo limite, la
funcién error es constante donde la gaussiana es apreciable. Luego, se obtienc la
siguiente aproximacion para la expresién del primer momento (MFPT):

1 * [ 2aD " -
Ti(z)) ~ — _ETY_lU(@)=U(@a))/ D o= |U" (z)l(y=22)*/2D gy,

U"(IE" )

- U"(z,)
elV(@)=U@@)l/D [ _ o Z _\=nj -
Ve | e | [1 crf( 5D (zo a;s))]

El primer término corresponde a la aproximacion derivada por Krainers|72]:

m elU(zs)=U(za))/ D (3.46)

VU" (@)U (z5)]

En este limite, T} es independiente de zg, por lo tanto todos los momentos
superiores pueden calcularse facilinente a partir de (3.37), pues tenemos la misma
integral doble cuyo valor es 77, multiplicada por el momento anterior y por D. Luego
los momentos superiores en la aproxiinacion de Krainers se escriben:

1
' «
T, = n! (7D> (3.47)

y la funcién caracteristica es la serie geométrica:

i (inl )"
n=0 D
1

1- ’iUJTl

Tkramcrs =

¥ (w)
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La densidad de tiempos de escape es transformada de Fourier inversa de ¥. Por
lo tanto, en la aproximacién de Kramers W (t) es una funcién exponencial:

W(t) = =t/ (3.48)
T

Que los momentos sean independientes de la condicién inicial puede interpre-
tarse también en los siguientes términos: si bien no existe una distribucién esta-
cionaria, para tiempos suficientemente largos la densidad de probabilidad alcanza
una distribucién espacial que permanece constante en forma, sélo que su norma va
decrecicndo exponencialmente en el tiempo. En este régimen el sistema ya olvidé
su condicion inicial y tenemos una ley de escape tipo Kramers como (3.48), sélo
que el ticmpo caracteristico de decaimiento no cs el primer momento de la densi-
dad real sino el primer momento que se obtendria si W siguiese la ley exponencial
desde un comienzo. Dicho de otro modo, podemos pensar en una condicién inicial
para la densidad de probabilidad Ps(z,0) tal que al evolucionar en el tiempo sea
P(z,t) = Py(z)exp(—t/7). En ese caso, la densidad de tiempos de escape W (t)
seguird una ley de decaimiento exponencial W (t) = exp(—t/7)/7. Llamaremos a 7
el tiempo de Kramers.

3.4 Solucién aproximada de problemas de escape

Obtencr una solucidon explicita del problema de escape no parece ser una tarea
sencilla, aun el los casos menos complejos (por ejemplo, un proceso de Ornstein Uh-
lembeck con una barrera absorbente), por lo tanto cierta parte de nuestro trabajo
estard dedicada a buscar posibles funciones analiticas o semianaliticas ! explicitas
que aproximen la densidad de tiempos de escape en un rango de parametros razon-
able.

Los sistemas sobre los cuales queremos computar los escapes son no lineales,
bidimensionales y continuos. Y en verdad sélo conocemos la solucién explicita de
un problema lineal (unidimensional o bidimensional) continuo (proceso OUH). Sin
embargo, si la barrera o umbral de excitabilidad se encuentra cerca del estado esta-
cionario podemos suponer que las trayectorias se encuentran la mayor parte del
tiempo en un entorno del atractor en el que la linealizacién del campo vector es una
aproximacién razonable del sistema real 2. La idea mas sencilla entonces es la de
intentar vincular de alguna forma la densidad de escapes del problema no lineal con
la solucion conocida de su linealizacion en un entorno del estado estacionario. En la
seccion 3.4.3 derivaremos una aproximacion siguiendo esta idea.

Otra posibilidad seria aproximar la no linealidad de la barrera excitable con una
barrera absorbente. Las trayectorias en un entorno del atractor son removidas a
medida que arriban por primera vez a la barrera absorbente. Si utilizamos como
campo vector la linealizacidon de nuestro sistema, esto sera equivalente a un proceso
de Ornstein-Uhlembeck con una barrera absorbente. En la seccién siguiente veremos
una solucion explicita de este problema de escape, pero que lamentableinente acarrea
tantos problemas numéricos como la solucién de la ecuaciéon de momentos (3.37).
Por completitud mencionamos este método, no obstante aun la solucién numérica del

!por semianaliticas entendemos expresiones analiticas que dependan de parimetros que scan
funcién de los pardmetros originales o puedan calcularse a partir de ellos mediante algin método
numérico.

?Esto deja de ser ci lelab dad lab itable mis i i

sto deja de ser cierto cerca de la barrera dado que la barrera excitable misma (sea un invariante
de flujo o no) immplica una fuerte no linealidad.
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problema lineal con una barrera absorbente presenta diferencias cualitativas notables
con el problema continuo real, muy probablemente debido a la discontinuidad de su
potencial.

3.4.1 Proceso de Ornstein Uhlembeck con barrera absorbente

El proceso de OUH con una barrera absorbente en una dimensién corresponde a
la ecuacién de Fokker-Planck (3.11) con una condicién de contorno P(b,t;z9) = 0
para todo ticmpo t. En lo que sigue asumiremos adeinds que la condicién inicial es
puntual (§(x — xp)) para un valor de x negativo y que la barrera absorbente se halla
en un valor de z positivo mayor pero del mismo orden de magnitud que la deviacion
standard del proceso de OUH libre equivalente \/(2D/ A). Llamamos proceso de
OUH libre equivalente al problema con condiciones naturales (P(x,t;z0) = 0 para
z = toc) resuclto en la seccién 3.2 con los mnisinos valores de A y D.

Este problema ha sido muy estudiado en el contexto de un esquema ncuronal
muy simplificado: ¢l modelo integrate and fire. En este modelo se deja evolucionar la
trayectoria desde en el nodo hasta que eventualimente alcanza la barrera absorbente
y la neurona dispara, luego de lo cual la trayectoria cs reinyectada en un entorno
del atractor (no hemos incluido este modelo en nuestro andlisis dado que no puede
escribirse como una ecuaciéon diferencial).

El primero en abordar el problema del cdlculo de la densidad de tiempos de es-
cape en un sistema lineal con una barrera absorbente fue Schrodinger en un articulo
publicado en 1915 {114]. Un trabajo posterior de Siegert en 1951 [116] desarrolla mds
extensamente la aproximacién de Schrodinger y deriva la recursion de los inomentos
de la densidad presentada en la seccién anterior. A partir de esta aproximacion,
conocida como renewal [127], es posible calcular explicitamente la densidad de tiem-
pos de escape en funcion de las probabilidades de traunsiciéon del proceso OUH libre
equivalente ya conocidas, (3.12)-(3.14).

La idea de Schirddinger es sencilla y elegante. Consideremos la probabilidad
de transicion del problema libre Py(b,t; z¢) entre la condicién inicial zg a t = 0y
la posicién que corresponderia a la barrera en el problema original b a tiempo ¢.
Podemos scparar las trayectorias que van de un punto a otro en dos etapas: (a) la
trayectoria hasta el primer arribo a b en un tiempo t’ con t' < t ; (b) una trayectoria
que parte de b a tiempo t’' y retorna a b luego de un intervalo ¢t — t'. La densidad
de trayectorias (a) a lo largo del tiempo es precisamente la densidad de escapes del
problema con barrera W (t'; o), dado que estamos refiriéndonos al primer arribo.
Mientras que la parte (b) corresponde a la probabilidad de transicién de b a b en
un intervalo ¢ — t' en el problema libre Ps(b,t — t';b). Finalmente tenemos que
integrar sobre todos los tiempos intermedios posibles ¢’ (ver figura 3.1). Obtenemos
entonces la siguiente ecuacién integral que vincula la densidad de tiempos de escape
del problema con barrera con la probabilidad de transicién del problema libre:

t
Pp(b,t; o) = / Pr(b,t — t';0)W (t'; zo)dt’ (3.49)
0

Dado que esta ecuacion tiene la formna de una convolucién puede resolverse mediante
transforinadas de Laplace. La funciounes transformadas son:

-

o0
P(b,s;z) = / e~StP(b, t; zo)dt (3.50)
0

R o0
W(s;xzo) = / e¢THW (4 mo)dt (3.51)
0
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Figura 3.1: La probabilidad de arribar a la coordenada z = b en tiempo t de un
proceso de Ornstien Uhlembeck puede verse como la convoucion en t' de la proba-
bilidad de arribar por primera vez a la barrera z = b a tiempo t’' y la probabilidad
de volver a la barrera a tiempo t habiendo partido de la barrera a tiempo #'.

La transforinada de la W y sus derivadas evaluadas en el origen contienen los mo-
mentos de la densidad: W (0;z¢) = 1, W/(0,z0) = —T)(z0), etc. Al transformar
Laplace la ecuacién (3.49) la convolucién se transforma en un producto y por lo
tanto la transformada de 1a densidad de tiempos de escape es:

W (s;zo) = M (3.52)
P(b, s;b)

Lo poco que podemos ver en esta solucién de forma inmediata es que W (s;b) = 1,

luego W (t; b) = §(t), es decir que los escapes de una condicién inicial en la barrera

son instantineos. Si queremos obtener la densidad de tiempos de escape podemnos

usar la férnula de Mellin de la antitransformada:

W(t: zo) = L/Hiw ot Pisizo) ) (3.53)
27”’ §—100 P(b» S;b)

El miembro derecho puede calcularse a partir de las soluciones (3.12)-(3.14):

Pb,s,;z9) = /10 25! [@(1 - z2)] o exp [—M] dz (3.54)

A 2D(1 — 22)
. 0 i . -3 2(1 — 2
P(b,s,;b) = /1 257! ¥(1 - zz)] exp [— %] dz  (3.55)

donde hemos introducido el cambio de variable z = e~ .

Un método aproximado para resolver (3.53)-(3.55), posible pero engorroso, con-
sitiria en hacer un desarrollo en serie de los integrandos de (3.54) y (3.55) y luego
hacer una expansion en fracciones simples del cociente de polinomios. Dicha expan-
sion puede antitransformase trivialmente término a término.



Un esquema numérico para resolver la ecuacion integral (3.49) fue desarrollado
por Plesser y Tanaka [98].

De la misma forma que ocurridé con las ecuaciones recursivas de los momentos,
estamos aliora frente a una solucién exacta, formal, que en principio podria calcu-
larse numéricammente pero que nos dice muy poco acerca de las caracteristicas de
la densidad de tiempos de escape. Buscamos una solucién que aunque aproxima-
da, tenga una forma analitica que sirva para predecir propiedades estadisticas sin
necesidad de realizar cémputos casi tan laboriosos como las simulaciones nuinéricas.

3.4.2 La funcidn riesgo

Trataremos entonces de introducir algin ansatz acerca de la densidad de tiempos de
escape para un sistema continuo con una barrera (no absorbente) en z = b.

Partamos de la hipdtesis mds siinple posible: una condicién inicial puntual re-
quiere un tiempo finito para alcanzar la barrera. Dicho tiempo posee una cierta
densidad de probabilidad: la probabilidad de alcanzar a la barrera a tiempo ¢t :W (t).
En el problemma real dicha densidad de probabilidad debe alcanzar un valor apre-
ciable por el mismo tiempo en que la probabilidad espacial en la barrera P(b,t)
del problema linealizado equivalente alcance un valor apreciable. Luego es razon-
able suponer que, en la aproximacién mas burda, el incremento de la densidad de
tiempos de escape (W (t)) del problema real es alguna funcién de la probabilidad
de arribo a la barrera P(b,t) del problema linealizado equivalente. De formna nas
general podemos suponer que la densidad de tiempos de escape puede depender de
la evolucion del valor medio y de la varianza del problema linealizado en torno al
atractor. En ambos casos, si elegimos una funcion suave y monétona, observamos un
crecimicnto en W (t) desde cero. Pero luego se observa un méximo y umr decaimiento
expouencial, tal como predice la ley de Kramers. En esta circunstancia suponemos
que la tasa de escape es constante y la densidad de probabilidad P(z,t) alcanzé un
forma “estacionaria” ? y su valor decae exponencialmente en el tiempo.

Desarrollaremos lo anterior en forma cuantitativa. Comenzaremos introduciendo
una nueva funcién de probabilidad que corresponda a la tasa con la que son removi-
das las trayectorias: la funcién de riesgo h(t) (hazard function'). Mds precisamente
la funcion riesgo expresa la probabilidad (condicional) de escapar tiempo t sabiendo
que aun no se ha escapado del intervalo[24](127]:

W (t)
h(t) = ——= 3.56
v(t) <0 (3.56)
pero conmo W(t) = —dG(t)/dt, 1a funcién de riesgo representa también la tasa de

vaciamiento (dependiente del tiempo) de las trayectorias det intervalo:
G(t) = =h(t)G(t) (3.57)

Podemos tener una idea cualitativa de la forma funcional de h,G y W para el caso de
la ecuacion de Adler a partir de simulaciones numéricas (ver figura 7?7). Observamos
que G(t) tiene la forma de un escaléon suave que pasa de G(0) = 1 y tiende expo-
nencialmente conforime ¢ tiende a infinito. Por lo tanto W (t) tendrd por lo general
la forma de un pico suave que parte de cero, crecerd hasta un maximo y decaera

3Ciertamente P(z,t — oo0) = 0, pero aqui nos referimos a que la densidad de probabilidad
normalizada con el nimero total de trayectorias que no escaparon.

“También llamada “tasa de aniquilacién dependiente de la edad”, dado que indica la tasa a la
cual escapan las trayectorias en funcién del tiempo de sobrevivencia.



exponencialmente para tiempos largos. La funcién de riesgo de escape partird tam-
bién de cero, para tiemnpos cortos crecerd como W y para tiempos largos, cuando
la forma de la densidad de probabilidad ya haya alcanzado su forma estacionaria,
alcanzara un valor constante.

Vamos a expresar la densidad de probabilidad de tiempos de escape en funcién
h para lo cual resolvemos primero (3.57):

G(t) = e~ Jo h()ds (3.58)

resultado que satisface las condiciones en los extremos: G(0) =1y G(t = oo0) = 0.
Utilizando la eq. (3.56) obteneinos:

W (1) = h(t)e Jo hs)ds (3.59)

Luego, si deteriinamos h(t), conocemos la densidad de ticmpos de escape mediante
(3.59). La formula inversa para la funcién riesgo a partir de la densidad de tiempos
de escape es:

W(t)

M) = 1- fot W{(s)ds

(3.60)

Hasta aqui, aparentemente lo 1inico que hicimos fue introducir una funcién nue-
va sin resolver el problema. Sin embargo, en la mayor parte de los casos, la forma
funcional de h(t) es sencilla, por lo tanto nuestra aproximacion se basa en propon-
er funciones de riesgo a partir de la solucidon del problema lineal. Los resultados
derivados anteriormente son estindares en la teoria renewal (24](46].

Veamos primero algunas funciones de riesgo sencillas y las funciones superviven-
cia G(t) y densidad de tiempos de escape W (¢t) correspondientes. En la figura 3.2 se
muestran dichas funciones para cuatro casos diferentes: (a) h(t)=cte (Poisson), (b)
h(t) funcién escalén (Poisson con tiempo refractario), (c) h(t) lineal y (d) h(t) con
crecimiento lineal y saturacion.

En el primer caso se tiene un proceso de Poisson, tanto G(t) como W(t) son
exponenciales decrecientes, este caso representa la aproximacion de orden mas bajo
de un proceso de escape, tal como la desarrollada originalinente por Kramers.

W (t) = hoe ot (3.61)

Eu el segundo se incorpora una caracteristica de los escapes reales (y de los
sistemas cxcitables: la inexistencia de escapes instantaneos o la apariciéon de un
tiempo refractario ¢,.;. Asumimos que durante ese lapso la tasa de escapes es nula
y luego alcanza un valor constante. En ese caso la densidad de tiempos de escape
es nula durante el tiempo refractario y luego decae exponencialinente.

W (t) = O(t — tres)hoeholt=tres) (3.62)

Sin embargo ¢l crecimiento de W(t) cuando t = t,.s es demasiado abrupto, lo
que sc observa en sistemas reales es un escaldn suave seguido por el decrecimiento
exponencial.

Una manera simple de obtener un crecimiento suave en la densidad de tiempos
de escapes es proponer una funcién riesgo lineal h(t) = at. En ese caso obtenemos:

W(t) = ate /2 (3.63)
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Figura 3.2: Algunas funciones riesgo h(t) (trazo continuo fino) y sus correspon-
dientes funciones de supervivencia G(t) (trazo discontinuo) y densidad de tiempos
de escape W(t) (trazo continuo grueso). (a) Proceso de Poisson: funciéu riesgo
constante. (b) Proceso de Poisson con tiempo refractario: funcién riesgo escalén
discontinuo. (c¢) Funcidén riesgo lineal. (d) Funcién riesgo con tiempo refractario,
crecimiento lineal y saturacién exponencial.

que presenta el inconveniente de que a tiempos largos no cumple con la ley de
Kramers (decae como una gaussiana). Ver figura 3.2c.

Una funcién sencilla para que W (t) se ajuste al triple requerimiento de tener un
tiempo refractario, crecer suavemente y decaer exponencialmente se puede obtener
proponiendo una funcién riesgo que empiece en t = ¢,y creciendo linealmente pero
que luego sature en un valor constante. En la figura 3.2d se muestra un ejemplo
posible con la funcién h(t) = ho (1 - e"\("""f)). Esta ultima funcién es la que mis
sc ascineja a la funcion riesgo de un problema de escape real en una dimensién (ver
figura 77).

3.4.3 Aproximaciéon de escapes en barreras realistas.

En la seccién anterior observamos que podiamos separar con cierta arbitrariedad
la evolucién de la densidad de una probabilidad inicial en un entorno de un estado
metaestable en dos etapas:

e (a) para t < ts evolucién del valor medio hacia el nodo y varianza hacia su
valor asintdtico con memoria de la distribucién inicial.

e (b) para t > t; densidad “estacionaria” cuya forma espacial no cambia y cuya
norma decrece exponencialmente en el tiempo con un tiempo caracteristico 7
(tiempo de Kramers), sin memoria de la condicién inicial.
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El tiempo ¢t = t; elegido para separar estos dos regimenes es difuso y por ahora sélo
justificado a partir de simulaciones numeéricas, sin embargo esta diferenciacion nos
servird para entender que existen ciertas restricciones sobre la funcién riesgo h(t).
Durante la etapa (a) h(t) serd una funcion creciente, siempre que la aproxi-
macion al punto fijo sea desde la direccién opuesta a la barrera y unidimensional,
dado que tanto la evolucion del valor medio conmo el ensanchamiento de la varianza
contribuyen a aumentar la probabilidad de un escape. Durante la etapa (b) h(t)
alcanza un valor estacionario, para una densidad de probabilidad que alcanzé una
forma “estacionaria” y que decrece exponencialmente en el ticmpo, tanto G como
W decrecen exponencialinente con la misma tasa. Dicha tasa es justamnente el valor
asintdtico de h(t) que llamaremos ho. En efecto, para tiempos muy grandes:

ty
W(t > t;) = hooezp [—/ h(s)ds] exp (hoots) exp(—heot) (3.64)
0

siendo los tres primeros factores constantes. Luego W (t > t;) sigue la ley de Kramers
con un tiempo de Kramners 7 = 1/ho. Por lo tanto, para el proceso escape unidi-
mensional, h(t) serd una funciéu escalén suave desde cero hasta hoo = 1/7 °. El
escalon sc hace apreciable para el tiempo en que G(t) se aparta sensiblemente de la
unidad, es decir, para cuando la primera fraccion sensible de trayectorias supera la
barrera.

Ahora aplicaremos nuestra hipétesis de que la funcién riesgo del problema de
escape real puede vincularse a la solucién del problema lineal en un entorno del
atractor. Supondremos, en nuestra aproximacion, que la funcién riesgo depende del
tiempo a través de la evolucién del valor medio y la varianza del problema lineal
unicaiente.

Existen varias posibilidades de hacer explicita esta dependencia. Una es hacer
una suposicion razonable acerca de dicha dependencia ¢ intentar ajustar la deusidad
de ticmpos de escape. La otra es no asumir ninguna forma funcional y encontrar la
funcién que mejor ajusta, para un amplio rango de parametros, la dependencia de
la funcion riesgo con el el valor medio y la varianza del problema linealizado.

En el primer caso haremos la suposicion adicional de que la dependencia con el
valor medio y la varianza del problema lineal es a través de su densidad de prob-
abilidad. Mds especiificamente, de su integral entre la barrera e infinito . Esta
aproximacion fue utilizada por primera vez Abeles{3] en el contexto de un modelo
discontinuo, caso en el cual presenta algunas limitaciones (en dicho modelo la densi-
dad real mds alld de la barrera es nula). Nosotros la reformularemos para sistemas
excitables continuos y veremos que brinda una descripcion bastante acertada cerca
de la bifurcacion y para niveles de ruido no demasiado altos.

Existe otra hipdtesis aun mads siiple y que utilizaremos para sistemas excitables
de Clase I: la funcién riesgo es proporcional no a la integral de la densidad de
probabilidad espacial del problema lineal sino a su valor en un punto mds alla de la
barrera. Esta aproximacién se utilizé también en ¢l contexto de modelos integrate
and fire y se la denomina a veces aproximacion de Arrhenius [96).

La segunda posibilidad ¢s no hacer ninguna hipétesis acerca de la forma funcional
de esta dependencia y estudiar posibles expresiones analiticas a partir de resulta-
dos numéricos. Este es el procedimiento que utilizareinos para estudiar sistemas
excitable de Clase II cerca de la bifurcacion de Hopf.

*El valor asintético de la funcién riesgo corresponde a la tasa de Kramers [55), que en el caso
estacionario equivale a la inversa del tiempo medio de escape 7.
®Cuna motivacién de esta eleccién, utilizando ticinpo discreto se encuentra en [46].



Las dos expresiones para la funcién riesgo utilizadas en la literatura reciben los
nowbres de Arrhenius y Abeles [96] y corresponden a las siguientes aproximaciones:

e Solucion tipo Arrhenius[96]: h(t) es proporcional al valor de la densidad de
probabilidad del problemna lincal sobre un punto mas alla de la barrera.

e Solucion tipo Abeles3]: h(t) es proporcional al valor de la integral de la densi-
dad de probabilidad del problemna lineal, desde un entorno de la barrera hasta
infinito.

En este caso, nos reservamos la libertad de ubicar el punto b en la posicién de
la barrera o mds alld (de hecho, en un problema real una trayectoria que arriba a la
barrera ticne una probabilidad 1/2 de volver al a tractor). La coordenada de este
punto queda como un parametro a ajustar segin el problema.

La funcion riesgo de Arrhenius se escibe:

ho (b- a:oe"\‘)2

——mj(t) exp )

con o(t) dada por (3.14) y ho una constante a determinar. El valor asintético de
hyr es:

hur(t) = (365)

A Ab?
hy2 = hy 5= ¢FP (—ﬁ) (3.66)

Este valor corresponde a la inversa del ticmpo de Kramers como vimos anterior-
mente. Por lo tanto la expresién final de la solucién tipo Arrhenius es:

2
1 i A 9 (b - mo(z“’“) o
’I,m-(t) = ;—mcu} —E b — m (-3()7)

Notar que ésta es una funcién creciente de ¢ (siempre que z¢ < 0) y cuyo maximo
coincide con la inversa del tiempo de Krammers. Ademds al comparar con simulaciones
numéricas sc¢ observa que el punto medio de esta funcion “escalén” coincide con el
de la A(t) rcal con menos de un 10% de error.

La funcion riesgo de Abeles corresponde a la integral de la densidad del problema
libre equivalente a partir de la barrera. Plesser{96] cuestiona esta funcién porque en
la distribucién del problema discontinuo la densidad luego de b es cero. Sin embargo,
en cl caso de un problema de escape real esta critica no se aplica porque la densidad
decrece de forma coutinua luego de la barrera.

Al integrar la densidad de probabilidad del problema libre obtenemos:

! b — xge~ M
ha(t) = ? l—erf +((f) (3.68)

h.() A
o _ 01y _ o v == 3.6¢
hoy 5 l—erf|b 5D (3.69)

y su valor asintotico sera:

]
(3,



Luego, teniendo en cuanta el tiempo de Kramers, la expresion final para Abeles es:

- Ab—zoc—M)?
_ - (Vi)

o [l—crf (b\/;;)]

Tal como en el caso anterior esta ¢s una funcion estrictamente creciente si 29 < 0
que tiende a 1/7.

Tanto la funcién riesgo de Arrhenius como la de Abeles surgen de una similitud
funcional y entre la funcién riesgo real y la densidad de tiempos de arribo a la barrera
del problema lineal y de una motivacion de un experimento en tiempo discreto que
no estd probado que sea equivalente a nuestro problema de escape. Sin embargo,

hav(t) (3.70)

como veremos en los dos proximos capitulos, proprcionan una aproximacion sencilla
y muy razonable para la estadistica de tiempo entre pulsos en los sistemas excitables
en probleas de escape unidimensionales.

Los sistemas excitables de Clase II, que poseen una dindmica claramente bidi-
mensional en un entorno del atractor (oscilaciones sub-umbral), no se ajustan a
estas funciones de riesgo clasicas sino que parecen depender mas fuertemente del
valor medio de la densidad de probabilidad (o, de forma equivalente, de la trayecto-
ria determminista). En ese caso veremos ue igualinente es posible escoger una funcion
sencilla que vincula la funcion riesgo del problema real con el problema linealizado.



Capitulo 4

Estadistica de sistemas
excitables de Clase I con ruido

Este capitulo estd dedicado a estudiar las propiedades estadisticas de los sistemas
excitables unidimensionales y bidimensionales cerca de una bifurcacién de Andronov
(Clase I) con ruido. El objetivo es implementar las herramientas desarrolladas en
el capitulo anterior para intentar reproducir los histogramas de tiemnpos entre picos
y poder predecir ¢omo estas distribuciones varian con los pardmmetros del sistema
determinista y ¢l nivel de ruido[32].

En la primera seccion haremos una resena de algunos resultados numéricos. Ver-
emos que, a diferencia de los sistemas excitables unidimensionales, los sistemas bidi-
mensionales cercanos a una bifurcacion de nodo-silla-lazo presentan listogramas no
triviales: para ciertos valores de los paramnetros sc observa una distribucién bimodal.
Es posible dar una interpretacion inmediata de esta bimnodalidad en términos de per-
turbaciones de las drbitas deterministas, pero para tener una prediccién cuantitativa
del histogramma y su variacion con los parametros debemos hacer uso de algunos re-
sultados derivados en el capitulo anterior.

4.1 Seleccidon de resultados numeéricos

En la seccién 2.1.1 presentamos las ecuaciones de un péndulo con torque y disi-
pacién como ejemplo de sistema excitable de Clase 1. Se trataba de un sistema bidi-
mensional sobre un espacio de fases cilindrico con dos pardmetros relevantes y un
punto de bifurcacién nodo-silla-lazo que organizaba tres regiones de comportamien-
to dindmico diferenciado: excitabilidad, biestabilidad y oscilaciones. Estudiaremos
las propiedades cstadisticas de este sistema en presencia de ruido vamos en dos
versiones:

e {(a) El limite de alta disipacién del péndulo con torque, disipacién y ruido,
que resulta ser completamente analogo a la ecuacion de adler (2.1), con la
adicion de un término de ruido. Es decir que se trata de un sistema excitable
unidimensional sobre la circunferencia:

vz’ = F — dcos(z) + &(t) (4.1)

o (b) El caso de disipacidn finita del péndulo con torque y disipaciéon, con la



adicién de un término de ruido en la primer coordenada.

= y+£&(@) (4.2)
2
y = 77 (—'u + g - (:os(m)) (4.3)

En ambos sistemas ¢l ruido es blanco, gaussiano, de media nula y correlacién:
< E(R)E(t) >=2Dé(t - t) (4.4)

En el sistema excitable unidimensional (a) el histograma de tiempo entre pul-
sos presenta la forma tipica de la densidad de tiempos de escape desde un estado
metaestable: para ticimpos pequeiios es igual a cero, luego crece hasta alcanzar un
médximo, mientras que para tiempos largos decae exponencialinente. Esto cs 16gico,
dado que el problema se puede separar en un proceso de escape unidimensional y
una reinyeccion determinista. Lo Gnico que agrega la reinyeccion es un tiempo de
retardo adicional, que es el empleado por la trayectoria en dar una vuelta completa
en la coordenada angular. Este tiempo de retardo a lo sumo puede desplazar el
histograma un poco a la derecha en el eje teniporal, pero no afecta apreciablemente
la forma de la distribucién que queda determinada por el problema de escape. La
existencia de este médximo inducido por ruido fue caracterizada por D. Sigeti [117].

Sin cmbargo en el sistema bidimensional (b) observamos, con ciertos valores
de los pardmetros, la aparicion de un pico, mas agudo, para tiempos ligeramente
menores que ¢l méaxiimo de la densidad de ticinpos de escape. Ver figura 4.1. Este
pico desaparece a medida que la friccién aumenta y nos acercamos a la dindmica del
sistema (a).

Para entender la aparicién de este pico observemos primero lo que sucede con
la parte deterininista del sistema (b) para valores decrccientes del pardmetro de
friccion 4. Ver figura 4.2. Lo quc se observa es que la rama superior de la variedad
estable y la rama dereclia de la variedad inestable del punto silla se aproximan
conforme va decreciendo la disipacion. La rama derecha de la variedad inestable es
la que da vuelta en torno a la variable angular y guia la reinyeccion, mientras que la
variedad estable del punto silla corresponde al minbral para la generacion de pulsos.
Por lo tanto a medida que disminuye la friccién, la reinyeccion se produce cada vez
mas cerca del umbral. Esto aumenta el peligro de lo que Hamaremos un “escape
temprano”: la trayectoria cruza el umbral antes de llegar a un entorno del atractor.
Esto corresponde, en términos del sistema unidimensional, a que la trayectoria estd
siendo reinyectada mas cerca del umbral que del atractor.

Si la friccion dismimuye mds aun, la variedad inestable del punto silla cruza la
rama superior de la variedad estable en una bifurcacion de lazo homoclinico (ver
figura) y entramos en la regién biestable. Por lo tanto, la aparicion del segundo pico
esta condicionada a la existencia de la bifurcacion de lazo homoclinico, es decir a la
proximidad de un pumnto de bifurcacién de nodo-silla-lazo que, como dijimos en el
capitulo 2, es caracteristica de los sistemas excitables de Clase I.

Esta bimodalidad se observa también en otros sistemas excitables bidimension-
ales de Clase I. Para el sistema determinado por las ecuaciones (2.8)- (2.9) ver
[34)[135]. En este sistema también estamos en un entorno del punto de bifurcacién
de nodo-silla-lazo sobre la region excitable.
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Figura 4.1: Serie temporal (a) e histograma de tiempo entre pulsos (b) en la vari-
able z del sistema ... (un pulso corresponde a un giro completo del péndulo). Se
observa la aparicién de un nuevo tiempo caracteristico (azul) superpuesto al his-
tograma con ley exponencial que se observa en los sitemas unidimensionales (rojo).

4.2 El problema unidimensional

4.2.1 El limite de alta disipacién

Si el pardmetro v de las ecuaciones (4.2)-(4.3) es lo bastante grande puede eliminarse
adiabaticamente el térinino inercial de las ecuaciones ¥’ = 0 y obtener el sistema
unidimensional (b):

F d t
' = — — —cos(z) + &) (4.5)
Y Y
si adimensionalizamos el tiempo mediante:
Y
t= =t 4.6
: (4.6)
y definimos una nueva variable estocastica:
&(t)
obtenemos la ecuacién de movimiento:
F
z = i cos(z) + n(t") (4.8)
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Figura 4.2: Varicdades estable (azul) e inestable (rojo) del punto silla para el
péndulo con torque y disipacion. A medida que disminuye el parametro de friccion
7 las vacriedades se aproximann.

Sin emibargo, al reescalar el tiempo también se modifica la correlacion del ruido dado

que:
/é(t)(lt = %f&(t’)d(%t’) o(t) = ;—lé(t') (4.9)

por lo tanto, la nucva correlacion se lee:
< n(t)n(t') >= 2%5@ -t (4.10)

Esta iltima ecuacién junto con (4.8) constituyen el limite de alta friccion del sistema
(4.2)-(4.4). D/~d es el nuevo cocficiente (adimensional) de difusién. Notar que se
han climinado todal las dimensiones fisicas (z es una variable angular). En cste
limite recuperamos un sistema completamente andlogo a la ccuaciéon de Adler (2.1)
si identificamos ¢ = F/d. La disipacion ha contraido el flujo a una estrecha banda
en el cilindro que puede identificarse con la circunferencia.

Estas ccuaciones pueden obtenerse también como el limite de alta friccion de un
movimicento browniano en un potencial periodico sesgado:
Fzx
d
Este potencial se muestra en la figura 4.3 para varios giros cn 27. De este mo-
do es facil ver que las tratyectorias saltan de un estado metaestable a un estado
metacstable (el mismo luego de un giro). Una condicién inical puntual evoluciona
en una distribuctdn estacionaria periddica, que puede calcularse mediante fracciones
continuas (ver[106]), con un maximo cerca del atractor y que decrece en la zona de
la reinyeccion determinista que cs atravasada rapidamente por las trayectorias.

El alto de la barrera puede calcularse a partir del potencial (4.11) y la posicién
de los puntos fijos: x, = —acos(F/d) (atractor) y z, = acos(F/d) (barrera). Esta
altura resulta ser:

U(z) = sin(z) - (4.11)

AU =2 - 2£a(:os (E> (4.12)
d d
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Figura 4.3: Potencial asociado a la ecuacién 4.8 interpretado como el limite de
alta disipacion de una particula Browniana. El proceso de generacidon de un pulso
excitable se puede separa en dos partes: (I) la reinyeccion de las trayectorias en la
caja (-b,b) que cucierra al punto silla (z;) y el atractor (z,), y (II) el proceso de
escape de dicha caja.

Si aproximamos el arco coseno para valores de F/d cercanos a uno obtenemos la

relacién aproximada:
F F F .
AU~2\/1—Z(\/1+E—\/§E) (4.13)

Ahora cstamos interesados en aproximar la distribucién de tiempos de escape
para este sistema. Utilizaremos las aproximaciones del Capitulo anterior basadas en
las soluciones del problema linealizado en un entorno del atractor (3.67),(3.70).

Si lincalizainos la ecuacion 4.8 en el nodo ¢, = —acos(F/d) (F/d < 1) obtenemos
el autovalor real (en médulo) A = /1 — F?/d?. Luego, la evolucién de la densidad de
probabilidad del problema lineal estard dada por la solucidn de Ornstein Uhlembeck:

] _ A M — zoe™M)?
Pz, tiwo) = \/zwu — e )P | ToD (1 = e 2N

(4.14)

En cste problema nuestra aproximacion estara dada por una funcién riesgo pro-
porcional a la densidad de probabilidad de arribo al punto de coordenada £ = b en
el caso lineal (funcién tipo Arrhenius). El punto b se eligié tal que el potencial del
caso lineal en ese punto: Uj(b) = Ab?/2 es igual al alto de la barrera en el problema
real, AU dada por las ecuaciones (4.12) o (4.13).

La densidad de tiempos de escape estard dada por la expresién (3.59) con la
funcién riesgo (3.67). Mas adelante veremos una simplificacién ulterior de estas
formas funcionales. Sin embargo aun nos quedan por determinar dos parainetros de
nuestra solucion:
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e (a) El tiempo de Kramers que da la tasa de decaimiento exponencial (o, de
forma equivalente la inversa del valor asintético de la funcion riesgo).

¢ (b) La coordenada inicial que corresponde al tiempo de reinyeccién determin-
ista. Dadas las condiciones de contorno podemos considerar que las trayec-
torias que escaparon reinician el problema de escape en una coordenada z
negativa a determinar.

4.2.2 Calculo del tiempo de Kramers

El tiempo de Kramers coincide con el primer momento sélo en el caso de una densi-
dad de escapes puramente exponencial. Por otra parte, la integral (3.45) nos permite
calcular ¢l primer momento de la densidad real. Por lo tanto, si aproximamos la
densidad real como cero para t < t. y un decaimiento puramente exponencial con el
tiempo de Kramers para t > t. (una aproximacioén razonable si Tj >> t.), podremos
escribir:

W(t)= Lelte=t)T (4.15)
Ty= [ZtW(t)dt (4.16)
T = te+ T (4.17)

te corresponde al punto medio de la parte creciente de la densidad de escapes, o
bien al punto medio de la funcién de riesgo. En la aproximacién de Arrhenius .
puede calcularse como el tiempo que corresponde al punto medio de la probabilidad
de arribo a la barrera, es decir:

‘ ] J—[( 1 C : ) . ] f: ‘
II(l(.l(,H(l() (,l (,().lllbl() (l(’, var l(’.l)l(! Zz =20 .

1 ; - 19z)?
2(1-2%)"2 =cxp L (bz - %)] (4.19)

Voln(2) - —\g—aln(l - 2% = =% + (b - 202)*(1 - 2%)7! (4.20)
Conio |z9| >> /o, sabemos que t, es mayor que la unidad. Luego z es pequeio. Si

liacemos un desarrollo de Taylor en torno a z = 0 hasta segundo orden obtenemos
la siguente ecuacion cuadratica para z:

b2 + 22 .
Valn(2) + 2zobz + (%‘l - %) 22=0 (4.21)

Mientras que a primer orden tenemos:

__ Voln(2)

3och (4.22)
1 Valn(2) .
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Dadas nuestras elecciones de zg y b, tenemos que /o << |zo|b, luego t. es positivo
y crece a primer orden como el logaritio de |zg|b.

Para el cdlculo del tiempo de Kramers s6lo nos resta calcular el primer momento
mediante la integral (3.45).

b y
T = %/ dyeyz/"/ e #1d, (4.24)
Io — 00

Resolviendo la integral en z con el cambio de variable u = z/,/d y luego haciendo
otro cambio de variable u = y//o obtenemos:

N b/Vo

e 1+ erf(u)]du (4.25)
A Jzo1v7

T

El integrando estd formado por el producto de una funcién que crece exponencial-
mente para |u|] > 1 y una funcién que decrece exponencialmente para u < 0 y se
aproxima a uno para v > 0 (ver figura). El integrando por lo tanto aumenta muy
réipidamente para u > /o, esto estd vinculado con el hecho de que el tiempo medio
de escape también crece violentamente a medida que alejamos la barrera absorbente
del atractor. Por otro lado, para u negativo el integrando decrece suavemente, comno
puede verse utilizando el deasrrollo asintdtico de la funcién error:

erf(lu— —o00)=-1+ %\/—;— 1+ O (Jul*)) (4.26)

Luego el integrando decrece como 1/|u| y el primer momento crece logaritinicamente
con el médulo de la coordenada inicial. Esto mismo puede obtenerse si consideramos
la evolucion del valor medio de la densidad de probabilidad desde z¢ hasta un entorno
de orden /o del atractor. El tiempo de la trayectoria crece logaritmicamente con
la distancia.

Scpararemos nuestra integral en dos partes: (a) desde u = z¢/\/o hasta u = —1
en donde usaremos el desarrollo asintético (4.26) y (b) desde u = —1 hasta uw = b/\/o
que es de orden uno, en donde usaremos el desarrollo cn serie del integrando. Es
facil ver que un desarrollo hasta octavo orden tiene menos del 5% de error en el
intervalo [—1,1.5]. Luego la integral en la parte (a) nos da un primer término del
tiempo medio de escapes:

Tie = %ln ('“—\/‘(’;I> (4.27)

La primitiva del desarrollo en serie de potencias del integrando en la parte (b) hasta
octavo orden, incorporando ademas el factor v/, es la funcién:

V(u)=u’+—+—+—+ /1

wt 4ub 248 wd ot W
u
3 45 105

(4.28)
Por lo tanto el primer momento total serd aproximadamente:
1 I:L‘ol b
== |in | 22 — ) - ¥(- :
T /\[n(ﬁ>+\ll(ﬁ ¥(-1) (4.29)

Determinados los valores de Ty (4.29) y t. (4.23 o 4.21), obtenemos el valor del
tiempo de Kramers 7 mediante (4.17).
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4.2.3 El tiempo de reinyeccion

Nos resta ahora estimar el tiempo que tarda una trayectoria desde que cruza la
barrera hasta que es reinyectada nuevamnente en un entorno del nodo tal que vuelve
a ser vilida la lincalizacion. Este tiempo introduce un retardo en la densidad de
tiempos entre pulsos con relacién a la densidad de tiempos de escape. Por lo tanto
en lugar de ajustar este tiempo con la condicion inicial 2y dejaremos dicha condicion
inicial a una distancia \/o a la izquierda del nodo e introduciremos un corrimiento tp
en la coordenada temporal de nuestra funcién de densidad de escapes aproximada.

Por otro lado debeinos tener en cuenta que la trayectoria que cs reinyectada pasa
por dos situaciones diferentes:

e Un rccorrido guiado por una orbita determinista desde barrera real z; hasta
la barrera « = b donde calculamos la funciéon riesgo. Esta es una regién donde
las nolinealidades siguen siento importantes. El ticmpo medio asociado es tp)

e Mis alld de este punto podemos aproximar una evolucién determinista en
un potencial lineal tipo rampa cuya pendiente sea U'(w). El tiempo medio
asociado es tps.

En el primer caso se obtiene un tiempo de retardo que puede calularse a orden
mas bajo en funcién de los parametros:

1 b -z .

la derivacion de este resultado se hara en la seccion siguiente.
En el scgundo,

4.2.4 Comparacion con las simulaciones numéricas

Llegado a cste punto teneimos una expresion analitica para la funcion riesgo que
depende de pardmetros que también pueden calcularse analiticamnente en funcién de
los parametros originales del problema. Sin embargo para calcular la densidad de
tiempos de escape aun debemos computar una integral que dista de ser simple. Para
los valores de paramctros con los que estamnos trabajando reemplazar esa integral
por su valor asintético no introduce un cambio demasiado apreciable. Es decir, que
podemos introducir la simplificacion adicional de calcular la densidad de tiempos de
escape como:

Wiy(t) = h(t)e™t/ (4.31)

Luego, la funcién riesgo sdlo tiene importancia durante la etapa transitoria en la
que el centro de la distribucion y la varianza de la densidad de probabilidad aun
estin evolucionando sensiblemente. Una vez que la funcién riesgo estd proxima a
su valor asintético se establece el régimen de Kramers (que justamente fue derivado
suponiendo una condicién inical estacionaria). De ahi en adelante la densidad de
probabilidad no variard en su forma (tan solo se ird drenando debido a el escape a
tasa constante de las trayectorias).

Finalmente, la distribucién de tiempos de escape evaluada en una escala temporal
corrida en un tiempo ¢ es nuestra expresion aproximada del histograma normalizado
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Figura 4.4: Distribucion de tiempos de escape desde el atractor en el limite de alta

friccion(4.8),(4.10), para una condicién inicial z(0) = —b, un valor del paradmetro

F/d = 0.9 y diferentes niveles de ruido: R = 0.03 (trazo continuo), R = 0.05
(trazo segmento-punto) y R = 0.07 (trazo segmentado). En cada caso comparamos
el resultado de las simulaciones numéricas (linea mds sinuosa) con las soluciones

analiticas aproximadas (linea mds suave).
de tiempos entre picos para el sistema unidimensional (4.8)- (4.10). La expresion

definitiva se escribe como:

Wis(t) = h(t —tg)e (t-tR)T (4.32)
a2
! A (b2 _ (oo ) )] (4.33)

hit) = —T (1_8—2,\1)6377) Y =)

En la figura 4.4 comparamos los histogramas obtenidos numéricamente para el
sistema (4.8)-(4.10) con F/d=0.9 y tres niveles distintos de ruido con sus corre-
spondientes expresiones analiticas aproximadas (4.32)-(4.33). El acuerdo es muy

notable.
En la figura 4.5 se muestran los histogramas obtenidos numéricamente para un

nivel de ruido fijo R = 0.05 y tres valores distintos del pardmetro junto con sus
correspondientes aproximaciones analiticas. En este caso también se observa un
acuerdo muy razonable.

Observamos que se mantiene un buen acuerdo de la expresion derivada (4.32)-
(4.33) con los datos obtenidos de las simulaciones siempre que se respeten las misias
hipétesis del limite de alta friccion en la aproximacion de Krawmers. Es decir, que la
altura de la barrera AU (4.12) sea mayor que el nivel de ruido R y que la disipacién
sea lo bastante alta (algho que ya asuinimos en la elimninacion adiabatica de la

aceleracion).
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Figura 4.5: Densidad de tiempos de escape desde el atractor el el limite de alta
friccion (4.8)-(4.10), para una condicién inicial (0) = —b, nivel de ruido R = 0.05 y
valores de pardinetros: F/d = 0.88 (linea continua), F/d = 0.90 (linea de puntos y
trazos) y F//d = 0.92 (linea de trazos). Como en la figura 4.4 comparamos los resul-
tados de las simulaciones numéricas (lineas sinuosas) con la solucién aproximadad4.32

(lineas suaves).

4.3 Caso de disipacién finita

Ahora estamos interesados en estudiar cémo cambia la cstadistica del tiempo entre
pulsos en el péndulo con torque y ruido a medida que disininuimos la disipacion.
Como se muestra en la figura 4.2, al disminuir la disipaciéon en la zona excitable
las ramas superiores (y > 0) de las variedades estable e inestable del punto silla
se aproximan hasta coincidir en una bifurcacion de lazo homoclinico. Por lo tanto
habra una zona, antes de la bifurcacién en la que la distancia entre las variedades sera
mucho menor que la distancia entre los puntos fijos y pueden producirse “escapes
tempranos” de las trayectorias que son reinyectadas en el atractor.

Esperammos encontrar entonces dos familias distintas de trayectorias: aquellas
que lucgo de la reinycccion permanecen en un entorno del atractor y luego sufren
un proceso de escape, como en caso de alta disipacién, y aquellas que cruzan el
umbral antes de llegar a un entorno del atractor y escapan tempranamente. Si bien
la separacién entre ambos tipos de trayectorias es difusa es de esperar que en su
conjunto tengan una estadistica diferente. Mientras que las trayectorias que deben
superar la barrera mediante el proceso de escape tienen un ticmpo caracteristico
dado por el tiempo de Kramers, las que escapan tempranamente lo hacen con poca
dispersion y un tiempo medio dado por ¢l tiempo de reinyeccion y el ticmpo de
transito a través de la barrera. La existencia de estos dos tiempos caracteristicos
da origen a la aparicion de histogramas de tiempos entre pulsos bimodales en los
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sistemas cexcitables de Clase 1.

Nuestra distribucion de tiempos entre pulsos para el caso de disipacién finita
tendra entonces dos contribuciones, un pico para cada famnilia de trayectorias. La
forma funcional que da la densidad de tiempo entre pulsos que sufren el proceso de
escape fue desarrollada en la seccion anterior. Corresponde entonces derivar una
expresion analoga para el caso de los escapes tempranos.

4.3.1 Estadistica de escapes tempranos

Las trayectorias que sufren los escapes tempranos son aquellas que no llegan a sentir
la influencia del atractor y son reinyectadas en un entorno del punto silla. En
el mismo ecspiritu de la aproximacion del problema de escape que sélo tenia en
cuenta la linealizacion del campo vector en un entorno del atractor, en este caso
consideraremos la evolucion de las trayectorias en un entorno linealizado del punto
silla.

Para mayor simplicidad supoudremos el punto silla ubicado en el origen de co-
ordenadas (z = 0). El autovalor en la direccién en la que actiia como barrera es
positivo ¢ igual en mdédulo al autovalor del atractor: A = F/d. Es decir, esta-
mos intercsados en obtener la evouciéon de las trayectorias dada por las siguientes
ecuaciones:

' = Az +7(t) (4.34)
< n(t)n(t") >=2R(t - t'), (4.35)

Las cuales corresponden a un proceso de Ornstein-Ulileinbeck inestable. Una condi-
cién inicial puntual evoluciona con valor medio y varianza que crecen exponencial-
mente. Sin embargo no estamos interesados en el comportamiento a largo plazo sino
en la distribucion de tiempos de escape de un entorno del punto silla (mds alld del
cual la linealizacion deja de ser valida y se inicia el proceso de reinyeccion). Adeinds
s6lo nos interesan los escapes hacia la direccion z positiva dado que los que van
hacia la izquicrda vuelven a un entorno del atractor. Es decir, estamos interesados
en la densidad de escapes de una caja que se extiende desde —oo hasta z = § > 0.
Llamaremos Wg(zo,t) a dicha funcién de probabilidad.

La densidad de probabilidad correspondiente a este proceso es la solucién cono-
cida de OQUH pero con un cambio de signo en el tiempo:

A or Az — zgett)?
2R (1 — e?M) P17%R (1 — e2Xt)

Py(z,t;z0) = (4.36)

Por lo tanto la probabilidad de que la trayectoria se encuentre en la caja semi-
infinita (-oc, §) a tiempo t cstard dada por:

A é Mz — Toert)?
€0, t)y | —— ap |- S0 | g .
G.S(E(]’ ) 271'12(1 _ e?,\t) ‘/—w ("BP [ 2R(1 —62'\t) T (4 ‘57)

que pucde calcularse, luego del cambio de variable:

[ A (z — zoe) (4.38)
U=\ = .
2R /1 = e2Xt
como la funcioén error complemeinntaria:

G.(zo,t) = %[1 +erf(A())] (4.39)
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donde hemos definido

X (8 - 20
A=\ e

La densidad de tiempos de escape es la derivada temporal de la probabilidad de
residencia G(xg,t), por lo cual:

[ A3 (6 —zoe™™) A(0- a:oe’\‘)2
W_,-(.Lo, f) = 7R (62,\t _ 1)3/2 CXp 2t — WT]) N (441)

Una expresion similar fue derivada por Stone y Holmes para el caso de un lazo
homoclinico con ruido [121][120).

Esta expresion analitica también resulta de utilidad para calcular el tiempo adi-
cional de transito de la barrera en el problema de escape tp; que introdujimos como
correcion en la seccién anterior. El tiempo medio de pasaje para una condicién
inicial en la barrera puede calcularse comno:

(4.40)

th = Aw erf [A(t)]dt. (4.42)

Si el nivel de ruido no es muy elevado esta integral puede aproximarse para obtener
la ecuacion 4.30.

Hemos obtenido dos densidades de tiempos entre pulsos partiendo de propiedades
locales del sistema (autovalores de los puntos fijos) y del nivel de ruido. Sin embargo,
aun no hemos decidido qué peso le daremos a cada una de estas densidades. Dicho
de otro modo, tenemos una aproximacion para la densidad de escapes del atractor
y para la densidad de tiempos de cruce de la barrera en los escapes temnpranos pero
no sabemos cudl es la probabilidad de que se dé uno u otro caso. En verdad no se
trata de algo que podamos deducir de las propiedades locales sino que depende de
las caracteristicas globales del flujo (concretamente de la distancia a la bifurcaciéon
global de lazo homoclinico). Luego éste serd el inico pardinetro que ajustaremos en
nuestro modelo.

4.3.2 Comparacién con las simulaciones numéricas

El tnico efecto que hemos tenido en cuenta al expandir el flujo desde la circunfer-
encia al cilindro conforme dismunye la disipacidon ha sido la posibilidad de tener
reinyecciones cercanas al punto silla. Esta suposicion es razonable siempre que
permanczcamos en la regidn excitable y no demasiado lejos de la bifurcacion de
Andronov. En ese caso el proceso de escape sigue siendo unidimensional y aprox-
imaremos la estadistica de tiempo entre pulsos como la estadistica de escapes del
potencial unidimensional con un tiempo de retardo mdas un proceso de reinyeccion
bidimensional.

La distribuciéon final de tiempo de escapes para este sistema puede escribirse
como:

Wtat (xOv t) = WO[th(:L‘nv f) + CWS(m()a f)]? (443)

donde Wys(x,,t) es la densidad de tiempos de escape derivada en la seccion
anterior, W(xg,1) es la densidad de tiempos de cruce de la barrera para los escapes
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Figura 4.6: Decnsidad de tiempos de escape desde el atractor el el limite de alta
friccion (4.8)-(4.10), para F/d = 0.9, nivel de ruid R = 0.05 y diferentes condiciones
iniciales: 29 = 0 (linea continua), zo = 0.1 (linea de¢ puntos y trazos) y z¢ = 0.2
(linea de trazos). Se comparan los resultados de las simulaciones numéricas (lineas
sinuosas) con la solucién propuesta 4.43 (lineas suaves). Esta densidad es una summa
pesada de la densidad deducida en el caso de alta friccién (4.32) y la densidad de
escapes tempranos (4.41). El peso relativo se ajusté numéricammente ¢ = 18.33 (para
19 =0), ¢ = 20.62 (g =0.1) y ¢ = 23.34 (29 = 0.2).
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tempranos reinyectados en zg cercano al punto silla, ¢ es ¢l peso relativo de las
funciones y Wy un factor de normalizacion.

En la figura 4.6 se muestra la distribucion de escapes del sistema unidimensional
(4.8)-(4.10) cuando las trayectorias sufren una reinyeccién bidimensional en un en-
torno del punto silla. Se representan también las soluciones semianaliticas (4.43) con
el peso relativo ¢ ajustado en cada caso (ver pic de figura). Como en los casos an-
teriores la funcion aproximada ajusta comodamente los datos obteridos integrando
numéricaniente.

Estamos aliora ¢n condiciones de ajustar la densidad de ticimpos entre pulsos
para ¢l problema “real” del péndulo con disipacion finita. Necesitamos, como antes,
conocer ¢l tiempo de reinyeccidn tp y el punto de reinyeccion zg. Ambos pueden
obtenerse o bien mediante la integracion numérica de la variedad inestable del punto
silla que guia la reinyeccion! o bien con la expresién aproximada (?7).

El dltimo punto que debemos tener en cuenta es invertir el cambio de escala
temporal que introdujimos en la reduccién unidimensional del problema (4.6). Luego
la distribucion de tiempo entre pulsos para el problema con disipacidn finita esta
dada por:

Wpulso(t) = Wtot[fl:Ov t— tR] (4-44)

con t' = td/v el tiempo en la escala original. Notar que esta funcién depende de dos
pardmetros clegidos arbitrariamente: b y 6. Sin cmbargo esta arbitrariedad se ve
compensada {(al menos para valores de b y § razonables) por el tiempo de reinyeccion
tp. Tipicamente colocamos a by § mas alla del punto silla, a una distancia del orden
de la longitud “térmica” dada por:

En la figura 4.7 comparainos la densidad de tiempos entre pulsos para el sistema
bidimensional, en la regién excitable y cercano a la bifuraccion de nodo-silla-lazo
con la forma semi-analitica (4.44). Este acuerdo se mantiene para una region con-
siderable del espacio de pardmetros. La aproximacion deja de ser valida para niveles
de ruido muy intensos o si nos acercamos demasiado a la bifurcaciéon de Andronov,
dado que en ambos casos deja de cumplirse una de las condiciones necesarias para
poder aplicar ¢l calculo de Kramers: el nivel de ruido es superior a la altura de
la barrera. Si bieu esto no parece afectar demasiado al transitorio, ocasiona serias
divergencias en la tasa de decaimiento exponencial. Si ahora nos alejainos bastante
de la bifurcacion, la aproximacion de Kraners sigue siendo valida pero la densidad
de escapes en la parte transitoria es la que se desajusta. Finalmente, debemos tener
en cuanta la proximidad de la bifurcacion homoclinica. La solucién para los escapes
tempranos ¢s mejor cuanto mas cerca del punto silla se reinyecten las érbitas (en un
entorno donde la aproximacion lincal es razonable).

Una caracteristica extensamente cstudiada en los sistemas excitables bajo la
accion del ruido es la resonancia estocastica autonoma o coherence resonace (ver
[21)[54][77][81][82](83] [92]{131]). Los sistemas excitables con ruido se comportan de
forma “mads ordenada” para valores intermedios del nivel de ruido. Si la intensidad
de la perturbacion es muy pequena el tiempo de Kramers es bastante considerable

'Una manera sencilla de encontrar esta variedad es integrar numéricamente una condicién inicial
en un entorno muy pequeno del punto silla y en la direccion del autovector inestable correspondiente.
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Figura 4.7: Densidad de tiempos de escape en el sistema bidimnensional (Egs. 4.2 -
4.4) cerca de la bifurcacién homoclinica (F = 0.9, d = 1.0, v = 0.9 and D = 0.05)
obtenida a partir de simulaciones numéricas (linea de trazos) comparada con la
solucion analitica aproximada Wy, (zo,td/y — t;) (ver 4.43). Todos los parametros,
excepto zg,t, ¥y ¢ poscen expresiones analiticas. xg y ¢, fueron calculated numerica-
mente de las solucidnes deterministas del sistema y c es el Guico pardimetro de ajuste.
Para estos valores de pardmetros se utilizaron zo = 0.3,t, = 4.47 y ¢ = 30.04.
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(comparado con el tiempo de reinyeccién) y se tiene una serie de picos separados
a intervalos irregulares de tiempo. A inedida que crece el nivel de ruido, el tiempo
medio de escape se hace del orden del tiempo de reinyeccién y se obtiene una secuen-
cia de picos menos irregular. Los escapes siguen siendo aleatorios, pero la espera es
tan breve que los pulsos se encuentran separados casi por el teimpo de reinyeccién. A
partir de este punto, un progresivo incremento del nivel de ruido comienza a afectar
la forma de los picos, la duracion de los tiempos de reinyeccién se hace mas irregular
y los picos dejan de tener la misma amplitud. El sisteimna vuelve a comportarse de
forma desordenada.

La primera ctapa de este proceso (los pulsos que se vuelven casi periédicos)
puede cuantificarse con las expresionres derivadas en este capitulo. Sin embargo, para
niveles de ruido mas clevados, la estadistica de escapes no es una buena medida de
desorden, ni tampoco nuestras aproximaciones pueden aplicarse, pues como dijimos
estamos fuera del rango de validez del calculo de Kramers.
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Capitulo 5

Estadistica de sistemas
excitables de Clase II con ruido

En este capitulo intentaremos reproducir algunos histogramas de tiempos entre pul-
s0s en un sistema excitable prototipico de Clase II: el modelo de FitzHugh-Nagumo
reducido (FHN).

A diferencia de los sistemas de Clase I, se necesitan al menos dos variables
dinimicas para observar la excitabilidad de Clase IT !. Dado que estamos interesados
en reproducir las caracteristicas propias de esta clase de sistemas, abordaremos
el problema bidimensional sin reducirlo a un problema de escape umidimensional.
Dichas caracteristicas se ponen en relieve (tal como en el caso de los sistemas de
Clasc I) en la proximidad de la bifurcacién que los distingue. Lejos de la bifurcacion
de Hopf, las caracteristicas propias de los sistemas de Clase II se diluyen, siendo su
estadistica de tiempo entre pulsos muy similar a la del problema unidimensional de
Clase I.

Nuestro propédsito sera entonces vincular la densidad de tiempos de escape cn
el modelo FHN (o de forma equivalente la funcién riesgo correspondiente) con la
solucién del proceso de Ornstein-Uhlembeck en dos variables que corresponde a su
aproximacién lineal bidimensional en un entorno del atractor.

En la primera seccién presentarenios algunos resultados nuinéricos que revelan
que también en el caso de sistemas de Clase II aparecen histogramas no triviales en
ciertas regiones del espacio de pardmetros. Las oscilaciones sub-umbral coherentes?
inducen la aparicién de ciertos picos discretos en multiplos del periodo de la Hopf
que se superponen al conocido pico ancho que decae exponencialmente. En la seccién
siguiente derivaremos la solucion explicita de un proceso de Ornstein Uhlembeck en
dos dimensiones. Como en el caso de sistemas Excitables de Clase I, nos proponemos
dar una explicacién cualitativa y una prediccion cuantitativa en términos de una
expresion analitica aproximada de este fendmeno derivada a partir de la solucién del
problema lincal.

'Esta clase de sistemas estaba definida por la proximidad de una bifurcacién de Hopf y se precisan
al menos dos variables para observar dicha bifurcacién.

2Por coherentes nos referimos a que conservan la fase de un pulso a otro, lo cual sucede sicmpre
que el ruido no sea muy intenso.
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5.1 Seleccion de resultados numéricos

El sistema que estudiaremos es el modelo de FitzHugh-Nagumo “reducido” en un
pardmetro. Si en el sistema original (2.24)-(2.25) fijamos v = 0, obtencmos un
sisteina con la nulclina cibica del sistema rapido y una recta vertical como nulclina
del sistema lento. Por lo tanto liabra un unico punto fijo que serd estable o inestable
dependiendo de si la interseccion de las nulclinas pertenece a la rama estable o
inestable de la cibica.

Si agregamos ruido blanco gaussiano a la variable z, el sistema queda escrito:

3
r = % (z—%—y) + V2DE(t) (5.1)
Yy = z+a (5.2)
(EE)) = éd(t-t) (5.3)

Notar que hemos pasado la varianza del ruido a las ecuaciones. Recordemos que
el diagrama de bifurcaciones en este caso consiste inicamente en una bifurcacion de
Hopf supercritica en |a] = 1 (e particular eligiremos a > 0 dada la simetria del
sistema). Para a > 1 tenemos comportamiento excitable y oscilaciones de relajacion
en ¢l caso en que a < 1.

Los autovalores del tnico punto fijo (z = —a;y = a — ¢3/3;) indican ademsis
que este atractor es un foco cuando 1 < a? < 1 + 2y/e. Es decir, que la érbitas
decaen en espiral hacia él. A medida que nos vamos aproximando a la bifurcacién
este decaimiento es cada vez mas suave y las oscilaciones son mas notorias. El
ruido mantiene estas oscilaciones en torno al foco con un periodo aproximadamente
constante, que en la bifurcacién tiende a la frecuencia de Hopf: o = ¢~ /2. En
la figura 7?7 sc muestra una seric temporal y un retrato de fases para el sistema
(5.1)-(5.3) para los valores de parametros que figuran al pie. En ambos se pone en
evidencia la existencia de estas oscilaciones sub-umbral.

Consideremos una vez mas el problema de la estadistica de tiempo eutre pulsos
en ¢l sistema excitable como la conjuncion de un proceso de escape del atractor con
un proceso de reinyeccion determinista. En lugar de estudiar los pulsos sucesivos de
la serie temporal sigamos de cerca un ensemble de trayectorias que intenta escapar
del foco atractor en el caso en que se observan oscilaciones sub-umbral. Si el ruido
no ¢s demasiado intenso, un conjunto de trayectorias con un origen comun que se
aproxinie al atractor se mantendrd oscilando un tiempo en torno al foco conservando
su fase relativa. Algunas trayectorias escaparan a través del umbral tras un niniero
entero de vueltas sin relajar al atractor, mientras que otras relajaran al atractor y
perderdn progresivanente la memoria de su fase debido al ruido. Eventualinente
escaparan desde un entorno pequeno del atractor. Estos dos escenarios posibles se
corresponden con dos estadisticas de escape diferentes. Mientras que las trayectorias
que relajan obedecewr a una ley de Kramers, las trayectorias que escapan antes de
relajar al atractor conducen a una densidad de tiempos de escape con picos en
mltiplos enteros pequenos del periodo medio de oscilacién en torno al foco. Es
decir que también en este caso, como sucedia e los sistemas de Clase I, ocurren
“escapes tempranos”, s6lo que en los sistemas de Clase II lo que facilita estos escapes
es proximidad del nacimiento de un comportamiento oscilatorio con periodo fijo,
micntras que en el caso anterior era la proximidad de una d6rbita homoclinica de
periodo infinito.

En la figuras 5.1-5.2 se presentan algunos histogramas de ticinpo entre pulsos
para cl sistema FHN cn la region excitable variando a y € para dos niveles de ruido:
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Figura 5.1: Histogramas de tiempo entre pulsos para el sistema FHN reducido
(6.1)-(5.3) con ruido gaussiano en la coordenada x de varianza D = 0.001. Los
valores del parametro de bifurcacion a y el parametro que separa las escalas tempo-
rales € sc presentan en cada grafico. Cerca de la bifurcacién (¢ = 1) se observa la
aparicion de picos en miltiplos de la frecuencia de la Hopf (T =~ 2m\/e).

D = 0.001 y D = 0.01 respectivamente. Si el nivel de ruido es bajo (Fig. 5.1)
se observa claramente cémo, al disminuir el pardmetro de bifurcacién e el tiempo
medio de escape decrece y surgen los picos con mas claridad (dado que nos acercamos
a la Hopf). Al variar ¢, en cambio, se modifica notoriamente la distancia entre
picos del lhistograma. Para observar histogramas similares a los que se obtienen
con un sistema unidimensional es necesario alcjarse de la bifurcacion de Hopf (hasta
que a2 > 1 + 2\/€). Pero en este caso también es necesario aumentar el nivel de
ruido para compensar el crecimiento de la barrera y tener tiempos medios de escape
razonablemente cortos. En la figura 5.2 se muestran histogramas para un nivel de
ruido mayor y mas lejos de la bifurcaciéon. Eu los dos casos com ¢ = 0.001 los
autovalores del atractor son reales y las trayectorias decaen sin oscilar por lo que es
de esperar un comportamiento cualitativamente similar al del problema de escape
unidimensional (decaimiento exponencial tras un tiempo refractario).

5.2 Solucién del sistema lineal

Si en el modelo FHN reducido (5.1)-(5.3) cor ruido en la coordenada z y valores de
pardmetros en la region excitable llevamos el nodo atractor al origen mediante un
cambio de coordenadas obtenemos:

ez! = —(a® - 1)z —y+azx® - 23/3 + V2DE(1) (5.

'}
Yy = =

(4]
[S2 BN
~—

—_
[42]
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Figura 5.2: Histogramas de tiempo entre pulsos para el sistemna FHN reducido
(5.1)-(5.3) con ruido gaussiano en la coordenada z de varianza D = 0.01. Los valores
del parametro de bifurcacion e y el pardmetro que separa las escalas temporales € se
presentan cu cada grifico. Lejos de la bifurcacion se observa una estadistica similar
a la de los sistemas unidimensionales.

Al linealizar las ecuaciones, definiendo o = a2 — 1:

(5)= (5 ) (5) (%)

que corresponde a un proceso de Orustein-Uhlembeck en dos variables. Como se
trata ademas de un sistema veloz-lento, veremos que las propiedades estadisticas de
las variables x ¢ y son diferentes.

Para resolver el proceso de Ornstein-Uhlembeck bidiinensional utilizaremos las
ecuaciones derivadas en la seccién 3.2 (3.22)-(3.23).

Los valores medios evolucionan segiin la matriz de la parte determinista lineal:

()= (5 ") (o) e

Los autovalores (en general complejos conjugados) de dicha matriz son:

(5.6)

Ay = (-af2+w) (5.8)
Ao = (—af2 -w) (5.9)

donde hemos definido la frecuencia (real o imaginaria):

w= (%)2 p (5.10)

Si no estamos muy cerca de la bifurcacién de Hopf en o = 0 y € es muy pequeno,
w serd real y apenas inferior a /2. En ese caso los autovalores (que corresponden
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a las inversas de los tiempos caracteristicos en las direcciones normales) seran muy
diferentes: A, = —2/a? y A_ =~ —a/e. Esta diferencia de escalas temporales es
consistente con el lrecho de que sea un sistema veloz-lento. A_ estd asociado al tiempo
mds corto del sistema rdpido y su autovector correspondiente apunta practicamente
en la direccién lorizontal, mientras que A, corresponde a la variedad slow que es
diagonal y con pendiente —a.

La solucién con condiciones iniciales M (0) = zg y M2(0) = yo puede escribirse
para cl caso en que w es real como:

5 A Q (Azo + 2'_1/0/6) . Q r
erp ( 2t> [a:ocosh (2 t) q sinh Et (5.11)
My(t) = exp (—%t) [ygcosh (%t) + (/\y%fmmnh (%1)] (5.12)

donde para abreviar definimos A = a/e y 2 = 2w/e. En el caso en que a < 2\/e,
w es imaginario y la expresion de los valores medios es la misma reemplazando
las funciones hiperbdlicas por las funciones trigonométricas correspondientes. Este
resultado expresa c6mno evoluciona el valor medio de la gaussiana desde una condicién
inicial puntual en (z, yo) hacia el origen. Puede verse también que si € es pequeiio
el valor medio se acerca al origen asintéticamente segin la direccién de la variedad
slow.

En el caso de las ecuaciones para las varianzas o (3.21) no tenemos un sistema
homogéneo:

M\ (t)

2 2

oy, = ——gan - o +2D (5.13)
« 1

ol = —Fo12 T 0% +on (5.14)
«a 1

oy = 202~ To2 +on (5.15)

0y = 02 +0p (5.16)

donde en realidad las variables o5 y g9; son iguales.

Este sistema posee un tnico punto fijo: a?l = eD/a,a?Q =0,y 082 = e2D/a.
Estos son los valores asintéticos de las varianzas en la direccién « e y. Es oportuno
notar por un lado que la covarianza desaparece, es decir que las curvas de probabil-
idad constantes scrdn elipses alineadas con los ejes, y por otro que la dispersién en
la direccion y es mucho mds pequeina (factor €) que la dispersion en la direccién z,
por lo tanto la densidad de probabilidad sera una nube alargada en esta direccion.

Para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales definamos primero nuevas
variables restindoles a las variables o sus valores asintéticos (puntos fijos):

on = on-€D/a (5.17)
G12 = 012 (5.18)
099 = 099 — €2D/(1 (5.19)

Los valores asintdticos se obtinen fiacilmente igualando a cero las ecuaciones (3.21)
para este sistema. El cambio de variables también afecta las condiciones iniciales.
Si antes teniatnos 01(0) = 012(0) = 022(0) = 0 (condicién inicial puntual), ahora
en cambio 7;,(0) = —eD/a y 522(0) = —e?D/a. Mientras que para t = 00 71,012
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y a4 tienden a cero. El sistema lineal queda escrito:

a, —2afe -2/ 0 an
. | = 1 —afe —1]e a12 (5.20)
(_7.22 0 2 0 o

En este caso los autovalores correspondientes son:

Al = —afe= - (5.21)
A = Qw-a)le= -2+ (5.22)
M = -QQw4+a)le=-2-Q (5.23)

Y las soluciones, volviendo a las variables originales y luego de operar algebraica-
mente se expresan como:

— 2 _ oAt A ? vya '\ r
o (t)y = 3 [1 e (1+(Q) (cosh§at — 1) Q.scnth (5.24)

— eD —At A : 16 A , £ o

op(t) = N l1-e (1 + (Q) (cosh§dt — 1) + Q.s(,nth (5.25)
2

op(t) = 2% - (S_);) (coshit — 1) (5.26)

Como en el caso de los valores medios si w es imaginario la solucidn se obtiene
reeplazando por las funciones trigonométricas ordinarias, pero ademads es necesario
reemplazar 22 por —Q2.

Para el caso oscilatorio entonces los valores medios y las varianzas evolucionan

segin:
A Q Az + 21 AY
cp (_Et) [:n()(:os (Ef) %s‘m (— )] (5.27)
A Ayo + 2 :
M,(t) = cxp <—§t> [?/()(:os <§f) ( Jo —q Z0) st ( )] (5.28)
2
on(t) = % [1 — e M (1 - <(—/\2> (cos§2t — 1) — —s(‘nSZt)] (5.29)

M, (t)

2
on(t) = % 1—e M (1 - (%) (cosit — 1) + —a(’th)]
eD _\, (2
oty = ZT(:_ t (5) (1 = cos§ht) (5.31)

La solucién de la densidad de probabilidad espacial P(x,y,t) estd dada por las
ccuaciones (3.20)-(3.21) junto con los resultados derivados en esta seceion.

Los valores de 1) y 029 expresan las varianzas de la distribucion en la direccion z
¢ y respectivamente. Observamos que los valores asintéticos de las varianzas dificren
en un factor €. Es decir, que para un sistema veloz lineal con ruido en la coordenada
x (direccion rapida), como el que estamos estudiando, la varianza es mucho mayor
en dicha coordenada

Es interesante estudiar también el sistema FHN lincalizado con ruido en la coor-
denada y. Si bien no trabajaremos con simulaciones con ruido en esta coordenada,
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es importante remarcar que en este caso se obtience una densidad de probabilidad
cuya expresion asintética es muy diferente de la obtenida con ruido en la coordenada
&Z.

El sistema de ccuaciones para los valores medios y sus soluciones son los mismos
que antes puesto que no hemos cambiado la parte determinista. Eun cambio, las
ccuaciones para las varianzas son diferentes que en el caso anterior. Sin cmbargo,
si definimos como antes nuevas variables & como las variables ¢ menos su valor
asintotico:

(_7'“ = a1 — D/(l’ (532)
gi2 = op+D
gy = oxp—-€eD/a+aD (5.34)

obtenemos un sistema lineal eon la misina matriz que en (5.20).

Podemos obtener las soluciones para las varianzas en funcion del ticmpo, sin
cmbargo aqui nos interesan inicamente los valores asintéticos. Notar que a2 # 0
y que tanto &) como gy ticnen términos independientes de e. Esto implica que,
a diferencia del sistema con ruido en la coordenada z, las varianzas no tienden
a cero en el limite singular. Otro punto a notar es que mientras la densidad de
probabilidad en el sisteina con ruido en z se elonga en la direccién horizontal, en
este caso la densidad es aproximadainente paralela a la nulclina rapida, lo cual hace
que para el limite de € muy pequeno este sca un proceso de escape verdaderamente
unidimensional. En acuerdo con esto, la forina de la densidad de tiempos entre picos
1o es la misma si se aplica ruido en una u otra coordenada.

5.3 Calculo de la tasa de Kramers

Antes de proponer una funcién riesgo para nuestro problema a partir de la solucion
del problema libre, veremos como calcular el valor asintotico de dicha funciéon. Como
vimos en el Capitulo 3 este valor corresponde a la inversa del tiempo de Kramers (o
mas precisamente a la tasa de Kramers[55]), cuando el sistema ya relajé al equilibrio
en torno al estado metaestable.

El problema que se presenta en ¢l modelo de FitzHugh-Nagumo es que no hay
un umbral en el sentido estricto del término, ni disponcmos de un potencial de equi-
librio del cual podamos calcular curvaturas. Sin embargo, como se mostré en la
figura 2.9, existe una orbita transitoriamente repulsora que se aproxima a la rama
inestable de la nulclina rapida. Esta d6rbita funciona como umbral y la curvatura
de su seudopotencial estarda dada por el logaritino de la divergencia transversal de
perturbaciones de condiciones iniciales cercanas. En efecto, para tiempos cortos, las
orbitas perturbadas en un pequeino entorno se alejan exponencialmente con un ex-
ponente A (exponente de lyapunov) que se corresponde con la curvatura que tendria
un potencial si estuvieramos escapando de un maximo local.

Esta tasa de divergencia puede calcularse numéricamente a partir de simula-
ciones cercanas a la trayectoria repulsora. En la figura 5.3 se muestran dos de esas
trayectorias junto con la orbita repulsora.

Por otra parte es posible aproximar, al orden mas bajo, la érbita repulsora con
la expresion de la nulclina. En ese caso, evolucionamos de condiciones iniciales que
se encuentran aproximadamente a la misma distancia del punto critico £ = —1 que
el atractor x,, = —a, pero sobre la rama inestable, dado que se trata de un punto
muy probable de cruce de trayectorias perturbadas por ruido. Mas precisamente,
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Figura 5.3: Divergencia de perturbaciones de la trayectoria repulsora que funciona

como umbral en el sistema FitzHugh-Nagumo. En linea punteada se representa la
nulclina ciibica (1) y en linea de trazos la aproximacion (5.38) del umbral (7).

una condicidn inicial corrida levemente de la nulclina, en £ = 29 + § tiene un campo
vector en la coordenada z que puede escribirse:

~
M| -

[6(4a — a® - 3) = *(a - 2) - 67/3] (5.35)

Lucgo, la tasa de divergencia de traycctorias, o bien la curvatura de la barrera
del seudopotencial es a orden mas bajo:

4a —a® -3
A= ———mM8M8M— (5.36)
€
Al orden siguiente es posible aproximar la orbita repulsora como aquellos puntos
en los que el campo vector es paralelo a la tangente de la nulclina. Es decir aquellos
puntos que satisfacen:

;’—, =1- 2 (5.37)
que se encuentran sobre la curva
x3 T+a
y=w—?—em (5.38)

En la figura 5.3 se observa que esta ultima es uma aproximacion bastante precisa de
la orbita repulsora. Sin embargo, sobre csta trayectoria, la tasa de divergencia no
es segin la direccion z sino segin la direecidn transversal. Seria necesario entonces
hacer un cambio de coordenadas. Sin embargo, observamos que la divergencia segiin
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Figura 5.4: Orbita determinista para el sistema FHN reducido valores de
parametros € = 0.001 y ¢ = 1.001. La condicion inicial se¢ encuentra proxima al
umbral excitable (linca a trazos) y decae hasta ¢l foco atractor obicado sobre la
nulclina (linca punteada).

z en la nulclina es una buena aproximacion para valores de € no demasiado grandes,
por lo que usaremos la expresiéon 5.36 para la curvatura de la barrera.

Nos resta aun estimar la altura de la barrera con respecto al atractor. Si evolu-
cionamos una traycctoria deterininista que decae al atractor desde la barrera (5.38)
obtenemos una orbita que puede aproximarse como el decaimiento en un pozo cu-
dritico de poteneial (sistema dindmico lineal) con valores pequenos o moderados
de friccion. En la figura 5.4 se muestra una de esas Orbitas para los valores de
parametros que figuran al pie. Esta dérbita se puede aproximar razonablemente bien
como un deacimiento a un pozo cuadritico de potencial:

r = v (5.39)

"= “dr-qv (5.40)
donde, si compramos con la linealizacion del FHN (5.6), resulta A = 1/e y v =
(a® = 1)/e.

El tiempo medio de escape de este pozo cuadritico pode estudiarse en el lmite
de alta friccion[55), si tenemos en cuenta que se cumplen las condiciones que siguen.
En primer lugar, supondremos que la densidad de probabilidad ya relajo a su forma
“estacionaria’, dada por las expresiones de la seccion anterior. Luego supondremos
que la varianza ¢s menor o del orden del tamano de la distancia del nodo a la bar-
rera. Finalmente consideraremos que el parametro € es pequeno (e < 0.01). Luego
la densidad de probabilidad es una gaussiana muy estirada en la direccién z (en
un factor 1/€) y cuya cola toca apenas el umbral excitable. Si bien las trayectorias
continuan oscilando y, estrictamente hablando, se trata de un proceso de escape de
alta friccion, podemos aproximar ¢l escape como un proceso uniditnensional en la
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Figura 5.5: Histograma de cruces del umbral excitable a lo largo de la coordenada
y, para cl sistema FHN reducido valores de pardametros € = 0.001 y a = 1.007 con
nivel de ruido D = 0.01.

direccion . Hemos insistido con el cardcter bidimensional del proceso de escape du-
rante ¢l transitorio, cuando las trayectorias conservaban la memoria de fase. Ahora
asumiremos que las traycctorias cscapan del pozo bidimensional segin la direccion
z. Algo que cs consistente con lo observado en la simulaciones numéricas, en la
figura 5.5 se puede ver un histograma del sitio a lo largo del umbral por el cual
cruzan las trayectorias que escapan del pozo. Se observa una distribucion ligera-
mente asimétrica pero de una varianza que es cerca de dos drdenes de magnitud
menor que la distancia del nodo a la barrera.

Luego, nuestra expresion para el tiempo de Kramers (inversa de la tasa de
Kramers en la parte “estacionaria”) seguird conservando la forma que escribimos
para ¢l proceso de escape unidimensional en el capitulo anterior.

Tr .
T'r — 6(A(/)/l) 5.41
T U @)U (@) (&4
T a? — 1)b?
Tyr = ﬁem) ((W)——> (5.42)

En la segunda ccuacion hemos utilizado la curvatura de la barrera (5.36) y del
atractor (parte rcal del autovalor). El pardmetro b representa la distancia a la
barrera y puede calcularse a partir de la expresién para el uibral (5.38).

5.4 Ajuste de funciones de riesgo
La solucién del problema lineal en un entorno del atractor nos proporciona una
buena aproximacion para cl problema real siempre que el pardmetro € sea pequeno

y ¢l nivel de ruido no sea muy intenso. No obstante, es necesario introducir las
coordenadas iniciales (zo, ¥0). Es necesario tener en cuenta ademds que, como en el
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Figura 5.6: Orbita del sistema FitzHugh-Nagumo determinista aproximindosc
al foco atractor integrada numéricamente (linea de trazo fino), comparada con la
solucién del sistema slow (2.34) empalmada con la solucién del problema linealizado
en un entorno del atractor (linea de trazo grueso).

caso de los sistemas de Clase I, la varianza inicial no es cero y que por lo tanto puede
ser necesario evolucionar la densidad de trayectorias desde un tiempo anterior, para
obtener una varianza inicial dada. Estos parametros iniciales en verdad dependen
de la evolucién anterior de las trayectorias, a lo largo de la variedad lenta, desdc el
punto de insercién (-2,2/3).

En la seccidén 2.2.2 derivamos una expresion para la trayectoria determinista
sobre la variedad lenta, con el tiempo como variable dependiente. Es posible utilizar
la expresion (2.34) para obtener el tiemnpo correspondiente a cada coordenada desde
el punto de insercién hasta un entorno 4 del punto fijo. Esta trayectoria puede
empalmarse con la solucién del problema lincal presentada en la seccién anterior con
condiciones iniciales en el borde del entorio de radio §. En la figura 5.6 se muestra
un ejemplo de una evolucion determinista integrada numéricamente comparada con
la trayectoria sobre la variedad lenta calculada analiticamente con (2.34) y que fue
empalmada con la solucién del problema lineal correspondiente. Se observa que,
mds alli de una ligera no-linealidad en las oscilaciones de la solucién numeérica, el
acuerdo cs satisfactorio.

Estamos ahora en condiciones de estimar nuestra funcién riesgo a partir de la
solucién del problema aproximado: variedad lenta + sistema lincal. Sin einbargo no
usaremnos ninguna de las funciones riesgo propuesta en la literatura. En esta seccion
asumniremos que la tasa de escape depende fuertemente de la evolucion determinista y
en meuor medida de la evolucion de la matriz de varianza 0. Por lo tanto asumiremos
que, a orden mds bajo, la funcién riesgo es una funcién de la coordenada espacial
(mds precisamente de la coordenada con respecto al punto fijo). Es decir que la
funcién riesgo depende del tiempo inicamente a través del valor medio de la densidad
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Figura 5.7: Funcién riesgo de escape en funcién de la coordenada z en escala
semilogaritinica y su ajuste exponencial h(z) = 0.022exp(235 * (z + 1.005)) para
valores de parametros € = 0.001, ¢ = 1.005, D = 0.0005.

de probabilidad:
h(t) = K(a,¢, D) f(z(t) + a;a,¢, D) (5.43)

Si f es una funcién que tiende a 1 cuando t = 00 y = —a, K(a,¢, D) es la tasa
de Kramers (o la inversa del tiempo de Kramers para el caso estacionario).

No haremos ninguna hipétesis sobre la forma funcional de f. Procederemnos de
forma inversa. A partir de las simulaciones numéricas obtendremos h(t) para difer-
entes valores de €, a y D. Luego computarcmos las trayectorias analiticas del sistema
variedad lenta + sistema lineal para obtener z(t). Finalinente, representamos cur-
vas h(x) utilizando el tiempo como parametrizacion. En la figura 5.7 se muestra un
cjemplo para los valores de pardmetros que se detallan al pie. Lo primero que ob-
servamos ¢s que h(z) se mueve practicamente sobre una curva unidimensional. Esto
indica que hay una correspondencia biunivoca entre la tasa de escape instantdnea
y la coordenada del valor medio. Los picos de la funcién riesgo siguen a las oscila-
ciones de la coordenada, al menos al principio, luego un ligero defasaje hace que
la curva h(z) describa elipses. Notablemente, al ver la curva en gréafico logaritmico
vemos que todos los picos (maximos locales de h que coinciden con maximos locales
de z) estan alineados. es decir que en una primera aproximacion diriamos que la
dependencia de la funcidn riesgo con la coordenada respecto al punto fijo es de tipo
exponencial.

Lo mismo se observa en una amplio rango de parametros en los que las fun-
ciones de riesgo presentan oscilaciones. En particular, se rcalizaron ajustes para
- =(.001, 0.003,0.01, @ = 1.001, 1.003, 1.005, 1.007 y se vario la intensidad del ruido
desde D = 0.00005 hasta D = 0.05. En todos los casos, s6lo hubo un parametro
de ajuste: ¢l factor del exponente. Como dijimos anteriormente, el prefactor K es
la tasa de Kramers y puede calcularse directamente a partir de los parametros del
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Figura 5.8: Pardmctro de ajuste 8 en la cxpresién (5.44) para la funcién riesgo
en funcion de la intensidad del ruido. Sc muestran el lineas de trazos los valores
obtenidos para € = 0.001 y ¢ = 0.003 y diversos valores de a. Se observa una
dependencia inversa con el nivel de ruido, la linea continua corresponde a la funcion
0.1/D.

0.05 -
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25 3 35 4 4.5 5 55 6

Figura 5.9: Ajuste de la funcién ricsgo para valores de parametros € = 0.001, ¢ =
1.005, D = 0.0005. Curva tedrica (rojo) y curva obtenida a partir de simulaciones
numéricas (negro).

probleia, como se mostré en la secciéon previa. Con esto queremos decir que la
funcion riesgo para nuestro problema tiene la forma:

h(t) = K(a,€, D)exp [(«(t) + «)B(a, €, D)] (5.44)

con una funcién fS(a, €, D) a determinar.

En la figura 5.8 se reprecsentan algunas curvas de el pardmetro ajustado 3 en
funciin del nivel de ruido D para diferentes valores de a y €. En general se observa
un buen acuerdo con umna dependencia tipo ley de potencias de exponente —1. Es
decir que en la funcidn riesgo, el exponente ¢s inversamente proporcional al nivel de
ruido.

5.5 Comparacion con las simulaciones numéricas

Una vez obtenida nuestra funcidn riesgo semi-analitica (5.44) con un inico parametro
de ajuste 8, podemos compararla con las soluciones numnéricas del FitzHugh-Naguio.
Si queremos contrastar con funciones riesgo numéricas de probabilidades entre dis-
paros del sistema excitable debemos agregarle al tiempo de muestra expresion el
tiempo de transito en la otra rama cstable. Para valores del pardmmetro e pequenos
sabemos que las expresiones (5.42) y (5.44) nos dan valores bastante aceptables.
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Figura 5.10: Ajuste de la funcién riesgo para valores de parametros € = 0.001, a¢ =
1.001, D = 0.0001. Curva tedrica (rojo) y curva obtenida a partir de simulaciones
numéricas (ncgro).
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Figura 5.11: Ajuste de la funcién riesgo para valores de pardmetros ¢ = (.01,
a = 1.005, D = 0.002. Curva teérica (rojo) y curva obtenida a partir de simulaciones
numéricas (negro).
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Luego nuestra curva de riesgo tedrica estard dada por dichas ecuaciones desplazadas
un tiempo dado por la ecuacién (2.32).

En las figuras 5.9-5.12 se muestran algunos resultados representativos. En el
primer caso (figura 5.9) se observa un muy buen ajuste a lo largo de toda la funcién.
Los valores de pardmetros son los mismos que los que corresponden a la figura 5.7.
La altura del primer pico es algo menor en la curva tedrica, esto se repetird para
todos los ajustes. Si nos acercamos a la bifurcacién sin mover los otros parametros
aumentan la cantidad de picos. Las no-linealidades hacen que los picos del ajuste
tedrico y las simulaciones se defasen luego de un primer acuerdo. Esto se aprecia en
la figura 5.10 para un valor del parametro ¢ muy cercano a la bifurcacién. Si ahora
aumentamos ¢l pardmetro e las no-lincalidades se hacen mds evidentes y la forma
exacta de los picos no puede ser reproducida. Sin embargo los primeros picos se
pueden aproximar razonablemente, como se aprecia en la figura 5.11. Finahlmente,
veamos una solucién un poco mds alejada de la bifurcacién (5.12), en la que volvemnos
a obtener un resultado muy favorable.

Los ajustes cmpceoran a medida que se incrementa el nivel de ruido o nos aprox-
imamos demasiado a la bifurcacion. En este caso deja de valer la aproximacion de
Kramers. Pero también empceora si nos alejamos demasiado de la bifurcacién pues
en ese caso deja de ser valido el limite de baja friccion para aproximar el escape del
foco atractor a través del umbral excitable. Por otra parte, también es necesario
mantener el valor del pardmetro e pequeno para obtener oscilaciones de poca ampli-
tud aproximadamente armonicas. Para € > 0.01 las no lincalidades cinpiezan a ser
importantes en el proceso de escape.

Los resultados desarrollados en este capitulo constituyen una primera aproxi-
macion al problema de la prediccidon cuantitativa de la estadistica de sistemas ex-
citables condicionada por las oscilaciones sub-umbral, por lo tanto son suceptibles
de mucha mejoras. Una pieza esencial del problema que aun falta para completar el
programa cs incorporar la evolucion de la varianza. Los resultados obtenidos depen-
den del nivel de ruido clegido tnicamente a través de la tasa de Kramers K y del
parametro de ajuste S. No obstante, se observa también que el ancho de los picos
depende también de la intensidad del ruido. Luego la correspondencia entre = y h
no basta para ajustar la funcion riesgo sino que es necesario incorporar la evohucion
de la varianza. Las trayectorias reales forman un ensanble que evoluciona con su
valor medio sobre la 6rbita determinista y una varianza que tiende asintdticamente
hacia el equilibrio, como se mostré en la seccion 5.2. Luego deberiamos proponer
una funcidn riesgo que dependa no sélo del valor medio sino también de su varianza
calaculada en la region lineal mediante las expresiones de la seccién 5.2.

Finalmente, nuestro parametro de ajuste tienc una dependencia suave con los
parametros del problema. En particular es inversaimmente proporcional al nivel de
ruido, algo cquivalente a lo que se observa en el exponente de la expresion derivada,
derivada por Kramers (factor de Arrhenius). Esto resulta sugestivo, pues podriamos
estar tentados de contemplar nuestro proceso de escape como un escape cldsico de
Kramers pero con el estado metestable evolucionando como la érbita determinista.
Sin embargo, hemos preferido dejar 8 como un pardmetro de ajuste. Un estudio
mas cutdadoso de su dependencia con los pardmetros del problema seria necesario.

5.6 Recapitulaciéon

En esta primera parte de nuestro trabajo hemos expuesto la base tedrica necesaria
para cstudiar las propiedades estadisticas de los sistemas excitables con ruido y
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Figura 5.12: Ajuste de la funcién riesgo para valores de pardmetros ¢ = (0.001,
a = 1.007, D = 0.001. Curva tedrica (rojo) y curva obtenida a partir de simulaciones
numnéricas (negro).

presentado dos aproximaciones diferentes para la excitabilidad de Clase Iy IT segin
la clasificacion clasica. Hemnos priorizado la transparencia de las soluciones antes
que el rigor de su derivacion. En el caso de los sistemas excitables de Clase IT hiemos
dejado inchiso un parametro de ajuste libre.

En el caso de los sistemas excitables de Clase I observamos que la cercania a una
bifurcacion de codimension dos de nodo-silla-lazo inducia la aparicion de dos tiempos
caracteristicos. Uno de cllos se observa también en sistemas excitables unidimen-
sionales (como el de Adler) y estd asociado a trayectorias que relajan al atractor.
El otro obedece a un proceso de reinyeccion bidimensional, que en la cercania de
la bifurcaciéon homoclinica provoca que las traycectorias visiten un entorno punto
silta. Hemos separado estas dos clases de trayectorias y computado la estadistica
de escapes lincalizando en un entorno de los puntos fijos correspondientes. Pese a
tener en cuenta la reinyeccion bidimensional, el proceso de escape para esta clase de
sistemas es unidimensional.

Para los sistemas de Clase IT hemos seguido un linca diferente. En este caso
las propiedades que nos interesan reproducir, la aparicion de histogramas multipico
cerca de la bifurcacion de Hopf, obedecen a un proceso de escape bidimensional.
La aproximaciones ”clisicas”del problema (funciones de riesgo de Abeles y Arren-
liius) no nos proporcionan una respuesta aceptable, por lo que elegimos ajustar la
dependencia de la funcién de riesgo con la evolucidn de la trayectoria determinista,
observando que existe una dependencia tipo exponencial. Sugestivamente, obten-
cmos algo similar a lo que se observa en un proceso de escape estacionario como
el estudiado por Kramers pero con el estado metaestable evolucionando como la
trayectoria determinista.

Si bien las propicdades de los sistemas excitables, extensos y de baja ditnensidn,
se vienen estudiando hace décadas y si bien se hia avanzado bastante en la caracter-

88



izacion de los diferentes modelos y sus posibles bifurcaciones, las dos caracteristicas
mds relevantes reportadas en este trabajo no habian sido estudiadas previamente.
Mucho se ha hablado de la resonancia estocdstica en sistemas excitables y resonan-
cia "coherente”[92], pero creemos que la aparicién de otros tiempos propios y su
dependencia con el ruido merece explorarse con mas detalle.
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Parte 11

Sistemas Excitables con Acoples
Sinapticos
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Capitulo 6

Puertas Logicas Excitables

La utilidad de los sistemas excitables, es decir aquellas caracteristicas que a través
de la evolucion hicieron que los individuos con células nerviosas excitables fuesen
favorecidos hasta llegar a desarrollar un cercbro de la complejidad del nuestro, no es-
triban tanto en sus propiedades como sistemas aislados sino en la asombrosa riqueza
de comportamientos que exhiben al acoplarse entre si. Las redes de sistemas excita-
bles acoplados coustituyen un capitulo aparte en el cual no entraremos en detalle,
pero resulta evidente que si queremos ir mas alld del comportamiento casi artifi-
cial de neuronas aisladas in vitro y avanzar hacia la comprension de los sistemas
nerviosos reales mas simples debemos abordar el problema de las redes.

A partir del trabajo de McCullochs y Pitts de 1943[88] se desarrollé una nue-
va disciplina basada en la esperanza de emular ¢l funcionamiento de los sistemas
nerviosos mediante redes de celdas con un rango de estados, discretos o continuos,
pero sin dindmica temporal. Hoy en dia las Redes Neuronales son ampliamente uti-
lizadas en problemas de ingenieria o estudiadas desde un punto de vista puremente
teorico, pero dado que existe numerosa evidencia experimental de que en muchos
casos la informacion relevante se codifica en el tiempo, no podemos despreciar la
dindmica temporal de las neuronas. Mds aun, sabemos que el sistema nervioso debe
operar en un entorno naturalmente ruidoso[69]. Por lo tanto el problema del cerebro
puede verse como el problema de una red muy compleja de sistemas con dindmica
temporal que operan en un entorno con ruido.

En los capitulos anteriores hemos mostrado que los sistemas excitables, con al-
gunos modelos neuronales entre ellos, poscen regimences en los que la estadistica de
ticinpo entre disparos no puede reproducirse mediante procesos estocdsticos sencitlos
(por cjemplo Poisson). Si admitimos que en muchos casos cierta informacion “esta-
cionaria”™ puede estar codificada en el perfil de los histogramas ISI, la pregunta que
sigue naturahmente es cémo se ven modificados estos histogramas al pasar de una
neurona a otra a través de las conexiones sindpticas. Sin detenernos en la cuestion
mis general de la dindmica de una red de sistemas excitables acoplados, podemos
cipezar a hacernos preguntas mas acotadas desde una perspectiva informacional:
"7 Coémo se propaga la informacion contenida en los intervalos de tiempo cntre
pulsos a través de las sinapsis? Aunque no conozcamos o no exista un cédigo neu-
ronal “universal” podemos estudiar la sintaxis informacional sin preocuparnos por
su significado, o bien mostrar que existen codigos sencillos mediante los cuales re-
des de sistemas excitables acoplados sindpticamente pueden procesar eficientemente
informacion aun en un entorno ruidoso.

Desde un comienzo, el estudio de redes se abordé desde dos perspectivas difer-
entes: una vision estadistica mas general que utiliza teorias de campo medio, con
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foco en tdpicos tales como la sincronizacién de sistemas extensos (ver por ejemnp-
lo los trabajos de Kuramoto[73]), y una pespectiva mds cercana a la dindmica de
pequenas redes con dindinica temporal, por ejemplo CPG (central pattern genera-
tors), utilizando herramientas de Teoria de Informaciion y dindmica no lineal (ver
por cjemplo el trabajo clisico de Ermentrout y Kopell[133]). Nuestra aproximacién
scerd mucho mds cercana a la segunda linea: trabajarcmos con cadenas muy sencillas
de sistemas excitables acoplados y trataremos de ver desde una perspectiva informa-
cional, ciertos casos de procesamicento “util” de la informacién. Con procesamiento
“atil® nos referimos a todas las funciones necesarias para la computabilidad mads
clertas caracteristicas activas del proceamicento como autoamplificacion.

En este capitulo mostraremos que usando el modelo continuo mas sencillo de
excitabilidad (ecuacidn de Adler) y acoples que modelan sinapsis quimicas es posible
rcalizar cualquier operacién légica aun en presencia de ruido. No estamos diciendo
que un sistema nervioso sea equivalente a un diagrama de puertas logicas, pero si
que para las operaciones mdas elementales debe ser al menos eso.

El trabajo original de McCullochs y Pitts mostraba algo similar: una red de
sistemas cxcitables es capaz de cfectuar cualquier operacién légica. Sin cmbargo
en su modelo hay dos requerimicntos que no existen en nuestro esquema ni en el
sisteimna nervioso: la ausencia de fluctuaciones y la presencia de un reloj externo.

En el proximo capitulo mostraremos un aspecto del procesamiento activo de
la informacién en una cadena de sisteinas excitables y sinapsis quimica. Vercinos
un ¢jemplo que muestra de forma dramdtica que en algunos casos el sistema neu-
rona+sinapsis 1o puede considerarse un mero transductor de informacion a la usanza
del enfoque cldsico de la teoria de la informacién [33).

6.1 Modelos de conexiones sindpticas

Hasta aqui hemos presentado algunos ejemplos de sistemas excitables, analizado dos
casos canonicos y citado algunos sistemas excitables que son modelos clisicos de
comportamiento de ncuronas aisladas. Para cstudiar el comportamiento de estos
sistemas en redes o cadenas sencillas debemos decidir cémo han de acoplarse.

Una posibilidad es asumir acoples lineales, lo cual si los acoples son débiles puede
ser una aproximacion razonable[63]. Pero la realidad es que gran parte del proce-
samiento de informacién en las redes neuronales tiene que ver de una u otra forma
con cierta dindmica inherente a las conexiones, ya sea por plasticidad, saturacion,
supresion sindptica, ctc. Esto nos lleva a pensar si en verdad no son las sinap-
sis (conexiones) las veraderas encargadas de procesar informacién en los sistemas
neurales (discusion).

Sin embargo el estudio detallado de las sindpsis y la elaboracién de modelos
matemnéiticos de las mismas es mas bien escaso si lo comparamos con su contraparte
cn las neuronas.

Desde que un potencial de accidon arriba a un terminal axénico de la neurona
presindptica hasta el efecto final del cambio cn el potencial de imembrana post-
sindptico se suceden una serie de procesos que, en el caso de una sinapsis quimnica
pueden separarse en las siguientes reacciones:

1. Cuando un potencial de accidn arriba a un terminal abre canales de calcio lo
cual provoca una corriente de Ca*t hacia adentro.

2. El ammento de calcio intracelular activa una proteina que liga calcio.
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3. Dicha proteina liga con las vesiculas que conticnen moléculas de neurotrans-
misor. La vesicula libera el neurotransmisor eu el espacio entre neuronas
(synaptic cleft).

4. Las moléculas de neurotransmisor difunden hasta la neurona postsindptica y
ligan con receptores especificos en canales iénicos o bien son removidos por
difusion u otros agentes.

5. Los canales que ligan neurotransmisor se activar y cambian la conductividad
de la membrana post-sindptica

Evidentemente se trata de una secuencia muy compleja y no hay un tinico mod-
clo que ajuste todo este proceso. Las etapas 1-4 correspouden a la liberacion de
neurotransmisor y pueden modelarse mediante un esquema cinético como el de Ya-
mada y Zucker[136]. Sin embargo, aun en ese caso la descripcién se torna muy
complicada. Necesitamnos rescatar los elementos csenciales de la dindmica del pro-
ceso de liberacidn. Se observa que la liberacion de neurotransmisor luego del arribo
de un potencial de accién es en general mucho mds rapida que su remocioén, por
lo que un cuando se tiene un pico en el potencial presindptico la concentracién de
neurotransmisor es un pico con un flanco de decrecimiento suave. Este proceso re-
aliza entonces una integracion temporal con un tiempo caracteristico. En efecto, si
arribasen dos potenciales de accién muy cercanos cn el ticmpo la concentracion de
neurotransmisor s¢ veria reforzada.

La ccuacién que escribiremos para la concentracién de neurotransmisor serd en-
tonces:

n' =y0(V) - an (6.1)

donde © s la funcion positiva, es decir sélo se libera neurotransmisor si el potencial
pre-sindptico supera cierto umbral, y « es la tasa de remocion de las moléculas.

Por otra parte, la iltima etapa corresponde a ia apertura de canales post-
sindpticos y puede modelarse con un sencillo esquema cinético, si suponemos que
cada canal puede estar en solo dos estados, A abierto y C cerrado:

k
pT+C = A (6.2)

Nuestra variables serin n = [T, la concentracién de neurotransinisor, N, la densidad
de canales cerrados y N, la densidad de canales abiertos. Se necesitan p moléculas de
neurotransmisor para abrir un canal. Si asumimos que la densidad total de canales
es N y que la reaccion ocurre lo bastante rapido como para tender al equilibrio en
una escala temporal muy rapida, entonces la densidad de canales abiertos puede
calcularse:

n?

=—N "
nP + ky (6 J)

(]
donde kg = k'/k. Esta es una funcién que satura para d > 1. 'Y aqui nos encontraimos
con la segundo caracteristica de la sindpsis quimica (al menos en su versién simpli-
ficada): la saturacion. Si aumentamos la frecuencia de los potenciales de accién que
arriban al terminal presindptico la concentracién de neurotransmisor sumard cada
vez mds (podemos suponer un reservorio inagotable de vesiculas). Sin embargo,
dado que la cantidad de canales post-sindpticos es finita llega un punto en que la
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eventual liberacion de neurotransimisor no aumenta la densidad de canales abiertos.
Por lo tanto tammpoco aumentard la conductancia de la membrana.

Por iltimo necesitaremos escribir edmo se modifica el potencial postsinaptico con
el cambio en la densidad de canales abiertos. En general, si siguieramos un modelo
tipo Hodgkin-Huxley deberiamos escribir que la variacion temporal del potencial
de membrana es la conductancia por el potencial mnenos el potencial de reposo.
El potencial de reposo determinard si la sinapsis es inhibitoria o excitatoria. Sin
embargo recordemos que nuestra intencion es trabajar con el modelo excitable mas
sencillo (ecuacion de Adler), luego no es immediato que nuestra nica variable sea
exactamente el potencial de membrana, sélo podemos asumir que un giro en la
coordenada angular corresponderia a un potencial de accion y que el aumento en la
conductividad (st suponemnos la sinapsis excitatoria) tiene el unico efecto de facilitar
el disparo de un potencial de accién. Por lo tanto la conductancia o el potencial post-
sinaptico deben aumentar el pardmetro de la celda excitable que facilita el disparo
de un pulso.

Asumiremos que el potencial post-sindptico (dendritico) tienc un término de
ganancia proporcional a la densidad de canales abiertos y un término de pérdida
debido a corrientes de fuga y otros canales activados por voltaje:

=K—— - iz (6.4)

donde K es una constante positiva para una sinapsis excitatoria y negativa para una
inhibitoria. El esquema presentado es similar al propuesto en [27], pero incorpora
dinamica en la concentracion de neurotransmisores.

Este potencial dendritico suponemos que se propaga pasivamente hasta el soma
y alli tendrd el efecto de facilitar (o inhibir) el disparo de un potencial de accién.

Si bien se trata de un modelo simplificado posee dos de las caracteristicas mas
sobresalientes de las sindpsis qimicas: la integracion temporal y la saturacion. Como
veremos en este capitulo, estas dos propiedades nos serviran para poder implementar
pucrtas logicas capaces de realizar operaciones de forma robusta frente al ruido y
usando cadenas de cualquier longitud.

6.2 Puertas Ldgicas excitables

Nuestro modelo ncuronal excitable estard dado por su expresion mds simple: la
ccuacion de Adler! con ruido blanco Gaussiano:

! jto — cos(z) + (1) (6.5)
(@) =0 .
(EmEE)) = 2Ds(t - t) (6.7)

Recordemos que el sistema era excitable para jz9 < 1y oscilatorio en caso contrario.
Vamos a asociar ¢l disparo de una neurona con un giro completo en la variable
angular x. Valores de z cercanos a 0 (o 27) corresponden al estado de reposo
micntras (ue valores cercanos a 7 corresponden a un potencial de accion.

Cada una de estas celdas excitables puede estar acoplada a varias otras mediante
sinapsis quimicas. Si usamos el modelo presentado en la seccidn anterior con p = 2

"también conocida como VCON: Voltage controlled oscillator neuron
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cl sistema completo de ecuaciones que describe una neurona mds su dendrita es:

¢
n = ; lzzl O(x;) — an (6.8)
' n? .
z = Km — Bz (6.9)
' = o+ vz - cos(x) + £(t) (6.10)

la suma en la primer ccuacidon es sobre los terminales sindpticos de las neuronas
aferentes (o inputs) La funcién O(z) = z en un entorno de x = 7 y cero en otro
caso. St consideramos mdas de un aferente la variable n corresponde entonces a la
concentracion promedio en todas las sinapsis y z ¢l potencial dendritico promedio.

El térinino vz en la ecuacién de la celda excitable (6.10) representa la propagacion
pasiva del potencial dendritico. Notar que el efecto de este término es el de re-escalar
el pardametro que caracteriza la bifurcacién de Andronov. De esta forma vz puede
cambiar el comportamiento de la neurona de excitable a oscilatorio y viceversa.

Definiremos el pardimnetro efectivo i = 19 + vz como el que caracteriza el estado
logico de la celda excitable. Asociaremos a cada uno de los dos posibles estados
logicos (Verdadero o Falso) con dos regiones disjuntas en el espacio de pardmetros.
El estado Verdadero corresponderd a un valor de ¢ > py (en general oscilatorio)
mientras que si g < g diremos que el estado 16gico es Falso (en general csto
corresponde al régimen excitable). Como hemos visto en capitulos anteriores si
bien la transicén del régimen excitable al oscilatorio a través de la bifurcacion de
Andronov es suave, los perfiles de los histogramas de ticmpo entre pulsos en ambas
regiones son cualitativamente diferentes.

Mostraremos ahora como es posible realizar todas las operaciones logicas de for-
ma robusta y globalmente consistente acoplando sistemas ncurona+sinapsis (6.8)-
(6.10). Para realizar todas las operaciones logicas bastaria construir algo andlogo
a una pucrta NOR o NAND y el resto seria s6lo un problema de “cableado™. Sin
cmbargo resulta mdas natural construir dos puertas logicas primitivas: OR y NOT
con sinapsis excitatorias ¢ inhibitorias respectivamente. La dualidad de las puer-
tas logicas se puede vincular con la dualidad excitatoria-inhibitoria de los sistemas
HCIVIOSOS.

6.2.1 Puerta OR

La puerta l6gica OR se define con las ecuaciones (6.8)-(6.10) y £ = 2 (es un operador
binarto). La ecuacién 6.8 integra los potenciales de accién de las dos entradas,
alcanzando un valor asintético que c¢s aproximadamente proporcional a la suma de
las frecuencias medias de disparo de ambas. De esta forina, n alcanza difercntes
valores segun el estado de las neuronas aferentes.

Si la duraciéon de cada potencial de accidén 7 es mucho menor que el intervalo
wedio entre disparos T, el valor asintético de n tiende a:

'Il(t - W) = l-f-(-(%

(6.11)
donde (©), es la concentracion de neurotransmisor liberada promedio por cada po-
tencial de accion pre-sindptico.

Dependiendo del tiempo niedio entre disparo de los aferentes T, tendrenios en-
tonces en general tres valores asintdticos diferentes en orden creciente: npp,ny g
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Figura 6.1: Esquema de puertas légicas excitables en presencia de ruido. (a) Esque-
ma del disyuntor o compuerta OR: dos entradas con histogramas correspondientes
a celdas falsas y verdaderas actuan sobre una celda excitable cuyo comportamiento
corresponde al valor verdadero. El estado l6gico de las entradas estd dado por el
parametro efectivo . = p0+z. Un valor menor de p da origen a un histograma mads
ancho (valor Falso) mientras que un valor de g alto estd asociado a un histograma
mas estrecho (valor Verdadero). Las ecuaciones estan dadas por (6.8)-(6.10). (b)
Esquema del inversor o compuerta NOT: una entrada falsa es transformada en una
verdadera y viceversa. Las ecuaciones correspondientes son (6.12)-(6.14).
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Figura 6.2: Evolucién temporal de la variable z de la puerta OR dadaa por las
ccuaniones (6.8)-(6.10) con o = 0.01,8 = 10~1, K = 107% k4 = 0.233 y tres entradas
diferentes: Falso-Falso, Verdadero-Falso y Verdadero-Verdadero.

y nyy, que corresponderdn a valores de entrada Falso-Falso, Falso-Verdadero y
Verdadero-Verdadero respectivamente.

Sin cmbargo, cl valor asintético del potencial post-sindptico z es, como vimos,
una funcién no-lineal con saturaciéon de la concentracion de ncurotransmiisor. En
particular el punto medio de dicha funcién se encuentra en n = /kg. Luego, es
posible elegir ¢l valor de kg tal que npp sea menor que kg, mientras que nyp y
nyy- sean ambos bastante mayores que kg, de tal forma que se encuentren en la
zona de saturacion. Con esto, logramos que diferentes valores de n correspondan
a valores similares de z (zyp = z11vv). Si recordamos que el estado 16gico de la
neurona esta dado por pu = g + vz, resulta que también podemos ajustar y para
que ¢l estado resultante de tener inputs ny-g 0 ny'y en la presinapsis sea en ambos
casos entre dentro de la region que hemos definido como verdadera, mientras que
el estado resultante de tener un input falso ajuste en la region de valor de verdad
Falso.

En la figura 6.2 se muestra la correspondencia entre el ticmpo medio entre dis-
paros en los aferentes y el potencial postsindptico que muestra como inputs con
valores de T correspondientes a aferentes VEF y VV dan como resultado un valor
similar de z, por lo tanto del estado 16gico de la puerta OR en la region Verdadero,
mientras que un input FF couduce a un valor de z notablemente menor, quedando
el estado 16gico de la puerta en la region Falso.

Veamos como se traducen estas condiciones en los valores de los parametros.
Debeinos satisfacer, en general, al menos dos condiciones:

1. npp < Vkg << nyp. Siclegimos un valor de « tal que aTpp > 1 > oy g
entonces npp = (0), y nvp = (0), /oy y la condicién anterior se traduce

en oTyvp << (©), /VEe < 1.

2. jg + yzpp < Yy po+ yzve > pyv. BEsto se hace ajustando simultdaneamente
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Figura 6.3: El pardmetro cfectivo g = p19 + vz de la puerta OR con po = 0.94905
y v = 0.47101 como funcion de los parametros de las entradas: py y pp. Definimos
dos regiones: A, para ambos entradas falsas j1; < g = 0.96 y B, para al menos una
entrada verdadera p; > py = 0.98. Toda entrada en A produce una salida en la
region falsa ;2 < pp y toda entrada en B conduce a una estrecha regién dentro de la
zona verdadera 11 > py.

los valores de e, v, v y .

Estos requerimientos garantizan la consistencia global de las puertas OR. Es decir,
podemos encadenar un nimero arbitrario de puertas y los estados Verdadero y
Falso seguiran acotados en los misinos intervalos originales del pardmetro p. Esto se
ilustra en la figura 6.3 Introducimos inputs al azar en las regiones Veradero y Falso
y observamos que la salida queda dividida en dos planos, uno dentro de la region F
y otro en la region V.

La puerta OR puede verse como un mapa de R? en R. Si este mapa toma la
region del plano FF y la mapea en un intervalo incluido en ¢l intervalo Falso y
mapea las regiones VF y VV en un intervalo inchiido en el intervalo Verdadero se
satisfacen las condiciones de consistencia global.

Otra forma de ver la consistencia global es encadenar N puertas logicas con
inputs siempre F. Si la cualidad de Falso se fuese degradando de alguna forma a lo
largo de la cadena (es decir si no hubiese consistencia global), tendriainos en algun
lado una celda verdadera y luego de ella todas serian verdaderas. De la misina forma
una cadena que incorpora siempre inputs falsos pero cuya primer celda ¢s verdadera
¢s verdadera todo a lo largo.

Existe un rango de parametros razonablemente amplio donde se satisfacen las
condiciones mencionadas anteriormente para la puerta OR. En particular, nosotros
clegimos los siguientes valores de parametros: « = 0.1, 8 = 107, K = 1073,
kg = 0.233, ji0 = 0.94905, v = 0.47101, ppy = 0.98 y pp = 0.96.

6.2.2 Puerta NOT

Para poder realizar todas las operaciones logicas necesitamos también un inversor
o puerta NOT. Una puerta NOT debe ser una celda que alcance un valor de g el
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Figura 6.4: El paramectro cfectivo p"*! del inversor NOT dado por las ecuaciones

(6.12)-(6.10) como funcién del valor del parametro de la entrada p". La region falsa
(1e < pp- = 0.96) se mapea en la region verdadera (i > g2y = 0.98) y viceversa.

la region V si su tnico aferente es F y viceversa. Esto puede lograrse utilizando las
ccuaciones (6.8)-(6.10) con € = 1, los mismos pardmetros que para la puerta OR,
s6lo que ahora el acople es inhibitorio: K = —107° y el estado sin inputs es diferente
jo = 0.99481.

n' = Ox;) - an (6.12)
J o= k" Bz (6.13)
- n? + ky '

' = po+vz - cos(x) + E(t) (6.14)

De esta forma, la curva de z vs. 7 es la misma que en la puerta OR pero cambiada
de signo. El valor de jo fue elegido expresamente para que esta curva re-cscalada
con ¢l mismo y que la puerta OR sumada a g mapease la region V dentro de la
region F y viceversa.

Como es sabido, con las compuertas l6gicas NOT y OR es posible construir todas
las restantes compuertas de logica combinatoria 2. Como un cjemplo, en la figura 6.5
se¢ muestra la configuracion de una puerta XOR (disyuncion exclusiva). La evolucion
temporal de la variable z se muestra en la figura 6.6, donde se puede apreciar que
luego de un transitorio las entradas con un valor veradero y uno falso saturan en la
region verdadera mientras que las otras dos clases de entrada (ambos verdaderos o
ambos falsos) permanecen en la region falsa.

?En verdad bastaria una sola puerta NAND O NOR para construir todas las compuertas. Hemos
preferido mantener la dualidad OR- NOT inspirados en la dualidad excitacion - inhibicion de las
sinapsis reales.
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Figura 6.5: El parametro efectivo p"*! del inversor NOT dado por las ecuaciones
(6.12)-(6.10) como funcion del valor del pardmmetro de la entrada p™. La regién falsa
(1 < e = 0.96) se mapea en la region verdadera (g > 1y = 0.98) y viceversa.
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Figura 6.6: El parametro cfectivo p"*! del inversor NOT dado por las ccuaciones
(6.12)-(6.10) como funcién del valor del pardinetro de la entrada p". La region falsa
(e < pepr = 0.96) se mapea en la regiéon verdadera (g2 > juy- = 0.98) y viceversa.
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De esta forma, hemos mostrado que es posible resolver un problema basico en
¢l procesamiento de inforinacién en sistemas vivos (poder realizar opcraciones de
logica combinatoria) usando medios bioldgicos (sinapsis quimnicas rdpidas) en un
medio realista (ambiente ruidoso). Lo cual no implica que esta sea necesariamente
la solucién eclegida por la naturaleza. El propdsito de este capitulo es mds bien
mostrar cuales son los ingredientes minimos (y en verdad son pocos): excitabilidad
saturacion e integracion temporal, para poder computar con herramientas biolégicas.
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Capitulo 7

Procesamiento de informacion
en sistemas excitables con
acoples sinapticos

El sistema nervioso es producto del refinamiento sucesivo, a lo largo de la evolu-
cién, de mecanismos de procesamiento de informacion ambiental. Senales quimicas,
térmicas, sonoras y lnminosas son capturadas por sensores nerviosos y transportadas
a lo largo de cadenas de neuronas hacia los centros de reaccidn o decision. Estos
canales de informacién en su mas rudimentaria aproximacion podian verse conmo
meros transductores o a lo sumo filtros que eliminan informacién redundante o ir-
relevante. En ese contexto es razonable utilizar las herramientas desarrolladas por
Sannon y Weaver para el andlisis de canales pasivos de informacién[115].

Sin emibargo, como hemos visto, tanto las neuronas como las sinapsis poseen una
dindinica temporal en varias escalas diferentes de tiempo y su comportamiento es
fuertemente no-lineal. Como consecuencia, cierta informacion que en cierta escala
temporal es facilmente extraible, durante la transmisiton puede quedar muy imbri-
cada en la senal y en términos practicos ser indistinguble del ruido. En esto no se
diferencian los canales nerviosos de los canales pasivos. Pero, como las neuronas
poscen “energia propia” para amplificar pequeias senales cerca de su umbral de
excitabilidad, puede lograrse el efecto paradéjico de que informacion aparentemente
perdida a lo largo de la cadena (al menos para una medida externa con precision
finita) sca ulteriormente recuperada gracias a la amplificacién no-lincat de unidades
neurona-sinapsis.

En este capitulo veremos un modelo muy sencillo de cadena compuesto por
dos nceuronas unidas por una sindpsis quimica, y una entrada “sensorial” ¢n forina
de un tren de pulsos. Mostraremos que para un rango razonablemente amplio de
pardmmetros obtenemos la “paradoja” de que informacion sobre la senal sensorial
perdida en la primer neurona de la cadena reaparcce en la segunda, algo en principio
prohibido por la Teoria de la Informacién. La idea no apunta a que algo no sea
correcto en la Teoria de Shannon sino a su aplicacién irreflexiva a los sistemas
neuronales.  Las neuronas tienen una dindmica temporal continua, por lo tanto
cualquier traduccién de un tren de pulsos en una secuencia de signos (como los
que trabaja la teoria de Shannon) implica perder de vista ciertos aspectos de su
comportamiento.

En la primer seccion daremos algunas definiciones de la teoria de la informacion
y veremos ¢omo se aplica al estudio de las series de pulsos neuronales. Discutire-
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mos brevemente tambien algunos puntos vinculados al problema de deteriminar un
codigo neuronal. En la seccién siguiente presentarcmos los modelos utilizados y difer-
entes espacios de eventos asociados a las series temporales de la variable mensurable
del modelo: el potencial de membrana. Finalinente veremos cémo una aplicacion
estandar de la teoria de la informacion en nuestro modelo conduce resultados que
contradicen el teorema de procesamiento de schales y daremos una interpretacion
de este efecto y su posible importancia en sistemas neuronales reales[35].

7.1 Cébdigo Neuronal y Teoria de la Informacién

7.1.1 Coémo codifican informacién las neuronas

Una de las preguntas csenciales de la neurociencia (si no la mads importante) esti
aun sin responder, salvo en algunos casos aislados: cudl es la naturaleza de la repre-
sentacién de la informacion en el sistema nervioso. Dicho de otro modo, si existe un
codigo neuronal mediante el cual la informacion sensorial o de otro tipo es traducida
en impulsos eléctricos.

A partir de los trabajos electrofisiolégicos de Adrian [4] comenzé a desarrollarse
la idea de que la variable relevante de un tren de pulsos era su frecuencia media.
Adrian observd que una mayor intensidad del estimulo se traducia en una frecuencia
media de disparo mayor en algunas ncuronas. De este modo, sélo parece importar
el promedio de la senal en una ventana con varios potenciales de accién, pero no
el tiempo exacto de ocurrencia de cada pulso ni el valor preciso de todos los inte-
valos entre pulsos. Esta hipétesis se conoce como rate coding y aun hoy cucuentra
sustento en ciertos experimentos. Aparentemente para ciertas funciones sélo parece
ser relevante la frecuencia nedia de disparos. Por otro lado una neurona implica-
da en un proceso sensorial responde de formas muy diversas aun frente al mismo
estimulo. Este alto grado de variabilidad soportaria la idea de que lo que importa
es el coniportamiento promediado y no su detalle.

Sin embargo en muchos otros casos la ncuronas actuan como “detectores de
coincidencia”. Veamos un ejemplo sencillo: supongamos que una neurona tiene
dos neuronas aferentes con conexiones excitatorias, y que el disparo de una sola de
ellas es insuficiente para facilitar ¢l disparo de la neurona receptora. Pero si ainbas
aferentes disparan casi simultaneamente (con una precision de orden de la integracion
temporal que realiza la sinapsis) la neurona receptora tiene una alta probabilidad de
disparar un potencial de accién. En este caso es claro que el tiempo de ocurrencia
del pulso en las neuronas aferentes si es una variable relevante. Podemos imaginar
muchos otros casos en los que el ticinpo exacto, dentro de los tiempos de resolucion
de una ncurona, cs la variable relevante. La hipétesis de un temporal coding cuenta
con un solido sustento experimental

Paralclanente a estas dos hipédtesis encontradas existe otra disyuntiva, acerca si
la codificacion se realiza al nivel de la unidad individual (sigle neuron coding) o si el
codigo tiene sentido sdlo si observaimos un conjunto de neuronas (population coding).
Una vez mds hay experimentos que sustentan ambas hipdtesis.

Sumado a esto, en muchos casos las neuronas disparan cortas rafagas de poten-
ciales de accion separados por largas hiperpolarizaciones. Existe evidencia experi-
mental de que en el hipocanpo, la informacion relevante sc encuentra en el tiempo de
ocurrencia de las hiperpolarizaeiones inds que en el detalle de los pulsos[80]. Es decir
que tampoco es general que siempre los potenciales de accién sean los portadores de
inforinacion.
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Figura 7.1: La representacion de clisica de senales neuronales como una serie de
signos. La variable correspondiente al potencial de membrana es discretizada con
un intervalo de ticinpo At y es puesta en correspondencia con una serie de digitos
binarios.

Frente a esto, muchos investigadres han optado con buen tino asumir que muy
bien puede no existir un “cédigo neuronal universal” al estilo del codigo del ADN,
sino que difercntes partes y funciones del sistema nervioso utilizan diferentes es-
trategias de cddificacion, dependiendo del tipo de tarea, la intensidad del estimulo,
cl aprendizaje del individuo u otros factores ambientales. Sin embargo es claro que
en todos los casos sc observa una alta variabilidad de respuestas y que la corre-
spondecia estimulo-respuesta dista mucho de ser uno a uno aun en los sistemas mas
sencillos. En esta variabilidad el ruido no cumple un papel menor (87).

7.1.2 Representando senales neuronales

Dada la ambiguedad que existe en la definicion del “cédigo neuronal”, es de esper-
ar que cxista una variabilidad (dependiente del modelo) a la hora de cuantificar la
informacién que se transmite en una cadena neuronal. Algunos métodos se basan
simplemente en transformar la serie temporal de potenciales de accién en una secuen-
cia de unos y ceros discretizando el ticmpo y asignando un uno cada vez ue ocurre
un pulso[14][122][102]. Otro método, desarrollado por J. Victor y K. Purpura[129],
se independiza de la arbitrariedad de la discretizacion y recurren a algoritmos que
computan distancias entre series de pulsos en un espacio métrico de requeriinien-
tos minimos. Nosotros adoptaremos el método clasico de discretizar el tiempo para
ver justamente sus limitaciones al aplicarlo a los sistemas dindmicos no lineales que
modeclan neurona+sinapsis.

En el modelo que trabajaremos nosotros, una de las variables dinamicas corre-
sponde al potencial de membrana en el soma. Asumiremos que toda la informacion
estd contenida en la serie temporal de esta variable, dado que es la inica que estd
acoplada en la sinapsis. En principio se trata de una serie continua, por lo que en
principio deberiamos usar la teoria de la inforincaion para senales continuas [71}. Sin
cmbargo utilizaremos un tratamiento discreto ya que: (a) El tratamiento continuo
de senales complejas con distribuciones desconocidas no puede implementarse en la
practica. (b) Las sciales reales, en un contexto ruidoso, no pueden trausinitirse i
decodificarse con precision infinita. (¢) La cvidencia experimental indica que los
detalles de amplitud del potencial de membrana no son relevantes.
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El dltimo punto nos habilita a utilizar un codigo binario: 1=potencial de accion,
0 en otro caso. Los dos primeros en principio justifican la traduccién de la serie
temporal en una secuencia discreta de simbolos (sy, s2, s3,...). Tipicamnte cada
simbolo ocurre a un tiempo t;, pero pueden contener informacién acerca del pasado.

Nuestra signo sera una palabra formada por L digitos (1 o 0) de duracién T (ver
figura 7.1). Asignamos un valor 1 o 0 a cada bin de anchos At = T/L segin si
ocurra o no un evento en dicho intervalo. Usainos la palabra “evento” en lugar de
potencial de accién dado que como veremos en nuestro sistema a veces el evento pude
ser la ocurrencia de una rafaga o de una hiperpolarizacién. Entonces, si tenemos
una serie de longitud M At, podemos tener M — L + 1 palabras de L bits, contando
intervalos que se solapan.

Para una dada serie temporal necesitamos definir T', At y qué es un evento. Esta
eleccion define lo que llamaremos un espacio de cddigo en el que las medidas usuales
de informacién tales como la entropia y la informacién mutua estan bien definidas.

7.1.3 Elementos de Teoria de la Informacion

Consideraremos un sistema simple de entrada-salida con una secuencia de signos
como estimulo S = {s;} en la entrada que provoca una secuencia de respuesta
R = {rj} en la neurona.

La autoinformacion , también llamada entropia informacional (que debe distin-
guirse de la entropia termodindmica pese a la similitud de su definicién[64]) propor-
ciona una medida de la complejidad de una secuencia, tanto si porta informacion
“itil” como si est4 compuesta con ruido! . Si p(s;) es la probabilidad de ocurrencia
de la palabra o simbolo s;, la entropia inforniacional de la secuencia del estimulo
S = {s;} en bits es:

H(S) == _p(si) logz p(s:) (7.1)

donde la suma se realiza sobre todos los signos s; posibles siempre que p(s;) > 0. En
nuestro caso tenemos que los signos son sccuencias de L bits, luego la suma se efectua
sobre los 2% signos posibles siempre que su probabilidad sea distinta de cero. Si las
probabilidades deben estimarse a partir de series experimentales o de simulaciones
numnéricas (como es nuestro caso) deben tenerse varias precauciones para computar
esta suina, como veremos en la seccion7.3.

Una expresion completamente andloga sirve para calcular la entropia informa-
cional de la respuesta R = {r;}:

H(R) = =Y _ p(r;) log, p(r;) (7.2)

J

La entropia condicional da una medida de cuanto de la complejidad de una senal
es debida a la transduceidn de una senal compleja y cuanto debido a otros factores
(por ejemplo ruido). El ejemplo mas claro lo constituye la entropia de la respuesta
condicionada por cl estimnulo o entropia RS:

H(RIS) = = 3" p(s2) 3 plr1s:) logy plrslsi), (7.3)

Sy Ty

'En nuestro caso la definicén de itil vendra dada por la inforinacién acerca del estimulo o input.
Es decir, en el caso de la serie de pulsos de entrada toda informacion es “atil”.
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doude p(rj|s;) es la probabilidad condicional de ocurrencia de la palabra r; en la
respuesta, sabiendo que se produjo la palabra s; en el estimulo.

En principio, si la respuesta del sistema sigue de alguna forma al estimulo pero
cou un cierto retardo, deberiamos considerar una entropia RS como funcién de un
tiempo de retardo discreto 7, como la probabilidad condicional de tener la respuesta
7 sabiendo que se tuvo el estimulo s; 7 signos antes. Pero por el momento traba-
jaremos con la hipétesis de que el retardo de la respuesta es menor que el intervalo
de discretizacion del tiempo. De hecho si representaimos H(S|R) en funcién de 7
para nuestro sistema obtenemos en general un maximo en 7 = 0.

La entropia RS también se conoce como entropia del ruido[16], dado que cuan-
tifica la variabilidad de la respuesta frente a un mismo estimmulo.

De forma simétrica podemos definir la entropia del estimulo dado que conozx-
camos la respuesta, o entroia SR:

H(SIR) = =Y " p(r;) Y plsilrs) logs p(silr;) (7.4)

aqui p(s;]r;) es la probabilidad condicional para la aparicion de la palabra s; da-
do que la respuesta en ese tiempo es 7;. En este caso parece haberse invertido la
dircccion causa-efecto (como puede un estimulo que precede a una respuesta con-
tener informacion sobre dicha respuesta). Sin embargo la teoria de la informacion no
hace distincionaes de causa-efecto, la direccionalidad del flujo no estd contem,plada,
al menos en su aproximacion bésica. A pesar de esto la entropia SR tiene una
interpretacion razonable desde ¢l punto de vista del individuo. Supongamos que
“observamos” la respuesta 75 (abusando de la idea del “hominculo”, ver[14]). Cudl
es la probabilidad de poder reconstruir el estitnulo que la ocasion? O bien, cuantas
estimulos diferentes pudicron ocasionar la respuesta observada y con que probabili-
dad. A mayor entropia SR menor probabilidad de reconstruir ¢l estimulo. Por eso
esta entropia condicional se conoce también como “equivocacion del estimulo” [115].
Ambas entropias condicionales son semidefinidas positivas y cumplen:

H(5|R) < H(S) (7.5)
H(R|S) < H(R) (7.6)

dado que la observacion de la respuesta no puede incrementar la incerteza acerca
del estimulo y viceversa.
La cantidad que permite evaluar la transferencia de informacién estimulo-respuesta

(o viceversa dado que no hay direccionalidad) es la infornacién mutua I(S, R) =
I(R,S). Su valor indica cudnto de la complejidad (o autoinformacion) de una se-
ric es producto de la influencia de otra secuencia. La informacién mutua cs una
generalizacion de la correlacion usual en estadistica, sélo que a diferencia de ésta
puede detectar correrfaciones no lineales. Al estar definida con el logaritino comple
las condiciones de monotonia y aditividad que permiten tomarla como una medida
universal (en bits) de informacién transmitida.

La informaciion mutua admite varias expresiones. Aqui adoptaremos las dos que
utilizan las entropias condicionales:

I(S,R) = H(S)- H(SIR) (7.7)
I(R,S) = H(R)- H(R|S). (7.8)
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Estas cantidades también son semidefinidas positivas, como se sigue de las de-
sigualdades (7.6).

Las expresiones (7.7)-(7.8) admiten dos interpretaciones ligeramente diferentes.
Por una parteH(S) representa la informaciéon mixima que puede ser codificada en
cl estimulo, niientras que H(S|R) cra la “entropia del ruido”, es decir la informeién
perdida en el proceso de comunicaciéon. Desde este punto de vista la informacién
transmitida es la informacién original menos la que se perdid. Por otra parte H(R)
representa la informacion maxima que puede ser recibida y H(R|S) pude verse como
una medida de cuanto de csa informacion es independiente del estitnulo. Entonces
segin esta segunda interpretacion la informacion mutua es la inforiaciéon que tengo
a la salida menos la parte de ésta que no estd correalcionada con el estimulo.

La informaciéon mutua estd por lo tanto limitada por la menor de las autoin-
formaciones o entropias (H(S) o H(R)). Si queremos cuantificar la eficiencia en la
transmision de informacion necesitamos una medida de la informaciéon transmitida
relativa al contenido total de informacion. Definimos entonces eficiencia o informa-
cion mutua norinalizada como:

E(R,S)=1I(R,S)/H(S) (7.9)

que es una cantidad adimensional entre 0 (nada de la senal original se transinite)
y 1 (se transmite todo sin pérdida). Notar que una eficiencia igual a uno no significa
que la respuesta sea idéntica a la entrada ni que esté desprovisat de ruido sino que
toda la informacion del estimulo se encuentra en la respuesta mas eventualinente
informacion que nada tiene que ver con dicho estimnulo. La entropia de la respuesta
puede ser mayor que la del estimulo.

Supongamos ahora que tenemos una cadena informacional muy simple: el estimnulo
es aplicado a un primer receptor-emisor con respuesta RR1 y éste a su vez transmite
su scnal a un segundo receptor que da comno resultado una respuesta R2. Existe un
teorema conocido como la desigualdad del procesamiento de datos que afirma:

I(S, R2) < I(S, R1) (7.10)

donde I(S, R1) es la informacién mutua entre el estimulo y la respuesta del primer
receptor ¢ I(S, R2) es informacion mutua entre el estimulo y el segundo receptor.
Esta desigualdad tiene un signifixcado claro e intuitivo: la informacion que no se
transmitié al primer receptor no puede estar presente en el segundo. La pérdida de
informacion es irreversible.

En la scccion siguiente presentamms un modelo de tres neuronas acopladas que
funciona como una cadena informacional en la cual, bajo ciertas circunstancias csta
desigualdad obvia parece no cumplirse.

7.2 Modelo de cadena neuronal

A difereucia de las puertas 16gicas del Capitulo anterior, en este caso utilizaremos un
modelo neuronal algo mas sofisticado y con mds puntos de contacto con una ncurona
real. Necesitamos una senal algo mds compleja donde entren en juego varios tieinpos
caracteristicos en la senal determinista. Un ejemplo de esto lo constituyen las neu-
ronas que producen rifagas o bursts de potenciales de accidn acopladas la dindmica
de calcio intracelular. M. Rabinovich y colaboradores desarrollaron un modelo para
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Figura 7.2: Esquema del modelo de cadena neuronal. El estimulo sindptico S
entra como una corriente en la neurona N1 que estd acoplada unidireccionaliente
con una neurona N2 similar mediante una sinapsis quimica excitatoria CH. Ambas
neuronas estan gobernadas por un sistema de cuatro ecuaciones (7.11)-(7.14). El
comportamicnto del estimulo y las sinapsis esta determinado por la ecuaciones (7.15)
y (7.16)-(7.17) respectivamente.

neuronas del ganghio estomacogastrico de la langosta de mar californiana (panulius
interruptus) que cumple con estos requerimientos. En su version ‘polinomial es una
extension del modelo original de Hindmarsh-Rose copn una variable adicional que da
cuenta de la lenta (en relacion a los tiempos de activacion de los canales) dindmica
del calcio intracelular. Este modelo se escribe[93]:

o = y+32t -2 -z T+ J1) (7.11)
Yy = 1-562—y—guw (7.12)
2 = pl-z+4(x+h)) (7.13)
w = v(-w+3(y+7°)) (7.14)

donde g, h, €, 1 y v, son pardmetros que ajustan los valores experimentales: g =
0.0278,h = 1.605,¢ = 1.619, 2 = 0.00215 y v = 0.0009. J4 representa la corriente
inyectada y serd nuestro pardinetro de control, mientras que J(t) es la corriente
sindptica en la neurona. La variable dindimica z representa cl potencial de mem-
brana. y es la corriente de recuperacion rapida, mientras que z y w son dos variables
de adaptacion lenta (v < 0 << 1). w(t) representa el lento intercambio de calcio
intracchular entre el reticulo endoplasindtico y el citoplasma (citas calcio).

La neurona aislada con J(t) = 0 presenta una gran variedad de comportaiientos,
controlados por el parametro Jy.. Para los valores de pardametros mencionados
anteriormente se observan los siguientes regimenes:

e (a) Jyo < 0.73 Comportamiento estacionario.

0.73 < Jye < 0.82 Biestabilidad.

e (a

(a) 3.0 < Jye < 3.25 Rafagas irregulares o cadticas.

)
)
e (a) 0.82 < Jy < 3.0 Rafagas periddicas.
)
)

(a) Jye > 3.25 Disparo continuo de pulsos a tiempos regulares. Este
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El dltimo régiien es excitable si lo miramos en el espacio de fases. Su atractor
estable es la érbita periddica que da origen a los pulsos regulares. Si perturbamos
esta secuencai regular de pulsos podemos obtener una hiperpolarizacién mas o me-
nios larga lo cual implica un recorrido en una zona amplificada del espacio de fases.
Luego en este caso la excitabilidad hace que el sistema abandone el régimen periddico
y recorra una hiperpolarizacion que es una gran vuclta en el espacio de fases. Es-
ta serd la region excitable en donde estudiaremos la cficiencia de transmisiion de
informacion.

Nuestra senal de estimulo serd un tren de pulsos que arriba a la primer neurona
de la cadena:

Ji(t) = JOZ@(t - t;) (%) e~ (t=t)/7 (7.15)

Los pulsos tienen amplitud Jy, tiempos de disparo ¢; y un ticinpo de decaimiento
caracteristico 7. ©(x) es la funcién de Heaviside. Usaremos un estimulo inhibitorio
Jo < 0. Los tiempos de disparo son extraidos de una distribucién de intervalos entre
picos dada. Utilizaremos distribuciones exponenciales pero también veremos como
se transmiten a lo largo de la caden las distribuciones menos triviales que estudiamos
en los Capitulos 4 y 5.

El modeclo que utilizaremos para las sinapsis quimicas es simnilar que desarrollam-
0s y explicamos en el capitulo anterior. Frente a un potencial de accién presinaptico
la concentracién de neurotransmisor varia como:

n' = Oz, - wm)(ﬂfl — T) — am, (7.16)

donde ahora la funcién de Heaviside sigue al potencial de accidén si este supera un
cierto umbral z,,. En respuesta a la liberacion de neurotransmisor la conductan-
cia de la membrana post- sindptica aumenta y la corriente que sale de la neurona
receptora puede escribirse:

_ go(z) — Ircv)
T 1+exp[-An(t) — ng)]

J2 (7.17)

Notar que utilizamos una corriente “tipo Hodgkin-Huxley” y que el efecto de
saturacion de la sinapsis estd dado por una funcion sigmoidea. El pardinetro z,e,
representa el umbral para la inversién de corriente.

De esta forma tenemos un sistema de nueve variables dinamicas para nuestra
cadena (cuatro por cada neurona mds la concentracion de neurotransmisores en la
linica sinapsis). La corriente del estimulo estd determinada mientras que la otra
corriente sindptica Jo depende de ) y n. Escribimos explicitamentc todas las ecua-
ciones:
para la primer neurona(N1)

Ty = yi+3% -2} - 21(t) + Juer + ()
¥y = 1=5zf -y - gw

721 = pl(-z1 +4(z; + h))

wy = v(—w +3(y +0)),

para la sinapsis quimica

n' = O(z, — xy) - an,
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and for N2

Th = yo+3x;—a3—z0+ Juz + J2
yp = 1-05z5 -1y —gw
zy = p(-—z2+4(z2 + 1))
wy = v(—wy+3(y2+ ),

with

— 9o(T2 — Trev)
1 +exp[-A(n = ng)]

Jp

En la figura7.3 se muestra un parte de la serie temporal del estimulo J; y los
potenciales de membrana z; y zo. Ambas neurona, en ausencia de estimulos, se
encuantran en el régimen de pulsos periddicos. Las corriente sindpticas inhibitoria
J1 induce hiperpolarizaciones en la neurona N1. Esto estimula a su vez hipermolar-
izaciones en la neurona N2 a través de la sinapsis excitatoria.

Inmediatamente después de la hiperpolarizacion el periédo de los pulsos dismin-
uye, lo cual dificulta una segunda hiperpolarizacién. El resultado es un periodo
refractario como el que se observa en la excitabilidad de potenciales de accién. Si
consideramos que la informacién puede codificarse en la ocurrencia (o no ) de una
hiperpolarizacién, este tiempo refractario impone un limite a la cantidad maxima
de informacién que es viable transmitira por el canal.

7.3 El espacio de codificaciéon

Cuando discutimos cémo representar la dindmica neuronal mediante una secuencia
de signos dijimos que nuetra eleccién de la discretizacién del tiempo At, el ancho
de la ventana temporal T y la definicién de “evento” determinaban nuestro espacio
de codificacién. Todas nuestras medidas informacionales cambian de un espacio a
otro, por lo tanto debemos considerar varios espacios posibles antes de asegurar
de que las conclusiones cualitativas de nuestras medidas de informacién no sean
espacio-dependientes (aqui nos referimos claro estd al espacio de codificacién).

Las uinica variable observable de nuestro modelo es el potencial de membrana =
(por otro lado es latinica que interviene en el acople). Siobservamos la serie temporal
de csta variable advertimos que hay dos eventos posibles: hiperpolarizaciones o
(en una escala mas fina) potenciales de accién. Esto define nuestros dos posibles
espacios de codificacién: el espacio de codificacion de las rifagas (o BCS, bursting
conding space) y el espacio de codificacion de los pulsos (o SCS, spiking coding space).
Estudiaremos las medidas de informacién en ammbos espacios para diferentes valores
de At y T. En ambos casos un “evento” en la serie del estimulo (J)(t)) es un pulso
inhibitorio.

Para cada espacio de codificacion el proceso de traduccién a palabras binarias
es el que se ilustra en la figura.... Se divide la serie temporal en M bins de At de
duracién y se asigna un 1 si ocurre uno o mas eventos ¢n dicho intervalo y 0 en otro
caso. Luego se van tomando sucesivamente palabras de L bits, solapando intervalos
hasta completar M — L + 1 palabras.

Las probabilidades de ocurrencia de cada una de las 2F palabras posibles se
estiman a partir de las frecuencias de aparicién de cada palabra. En el limite M — oo
las frecuancias coinciden con las probabilidades. Sin embargo para toda muestra
finita el cdlculo con las frecuencias conduce en promedio a una subestimacion de la
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Figura 7.3: Serie temporal del estimulo .J;(t), el potencial de membrana de la
primer neurona z(t) y el potencial de membrana de la segunda neurona zs(t) para
el modelo dado por las ecuaciones (7.11)-(7.17).
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entropia®. Esta subestimacién es mayor cuanto mds corta es la serie. Ademas de este
error sistemdtico, el calculo de la entopia tiene un error aleatorio que también decrece
a medida que se aumenta la duracién de la secuencia. Por lo tanto para disponer
de medidas adecuadas una vez elegida la discretizacion temporal y la longitud de
la palabra L, es necesario estimar cuan largas deben ser las simulaciones como
para que cl muestreo en el espacio de todas las 2" palabras posibles de un error
no demasiado considerable. Por razones computacionales nos vimos limitados a
longitudes maximas de palabra de L = 16. Aun en ese caso el niimero de palabras
posibles es lo bastante grande 2!® = 65536 como para que se precisen mas de diez
millones de palabras M > 107,

Tanto el error sistematico como el aleatorio pueden calcularse en funcién de M,
por lo que c¢s posible obtener versiones corregidas con su incerteza tanto para la
entropia como para la informacién mutua. Si Hps(R) e Ipn(R|S) son las versiones
sesgadas calculadas reemplazando las probabilidades por las frecuencias ® las cor-
reciones a orden mds bajo estan dadas por:

Cr-1
Csp—Cs-Cr+1
I(R|S) =~ In(R|S)- (Csr=Cs = Cr+1) (7.19)

2M In2 ’

donde las C (Cp,Cs y Csgr) son el mimero de palabras que aparecen al menos una
vez en cada secuencia (R,S y la combinacién SR).

Los errores aleatoris o, al orden mas bajo, las varianzas de las medidas de infor-
macion observadas también pueden estimarse a partir de los resultados numéricos[110].
Si escribimos la frecuencias de cada palabra como q(s;), ¢(r;) y q(si, ;) (en la se-
cuencia S, en la R en en ambas a la vez respectivamente), las varianzas se expresan
conio:

C
on = \%Z(logzq(m+HM>2q(r,-)(1—q(r,-» (7:20)
PR q(s:)q(r;) 2
T \V,:Zl;(%mﬂm) a(si,m)(1 - qlsinry)) (7.21)

Eu nuestras simmulaciones tomamos un M tal como para obtener errores menores
al 1%.

7.4 Recuperacion de informaciéon “perdida”
P P

En esta seccion presentaremos los resultados obtenidos y una discusion sobre su
posible importancia. Trabajaremos en el espacio en el que las hiperpolarizaciones
en las series de los potenciales de membrana (z; y z2) corresponden a eventos (1)
en la sccuencias de respuesta (R) y R3) o espacio BCS, y en el espacio en el que los
eventos cn dichas secuencias corresponden a potenciales de accion en las variables,
o espacio SCS.

%Si la seric temporal es corta algunas palabras raras no apareceran luego les asignaremos prob-
abilidad cero lo cual desminuye el valor de la entropia calculada mediante (7.1)

9La frecuencia de ocurrencia de la palabra r; es n;/M, donde n; es el nimero de veces que
aparcce la palabra i y M es el nimero total de palabras de la secuencia.
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7.4.1 Espacio BCS

St la primer neurona de la cadena (N1) se encuentra en el régimen de pulsos regulares
no demasiado lejos del régimen de rafagas (por cjemplo Jyo = 3.25), los pulsos del
estimulo inhibitorio (J;) pueden inducir hiperpolarizaciones. Los pulsos regulares de
la primer neurona generan una concentracion de neurotransinisor n(t) practicamente
constante, lo cual provoca una continua excitacion de la segunda neurona a través de
la corriente sinaptica J. Puede elegirse un valor de Jy tal que la segunda neurona
dispare un tren regular de pulsos mientras reciba la excitacién continua, pero que si
la concentracién de neurotransmisor baja de un cierto umbral (por ejemplo, cuando
la neurona N1 hiperpolariza), se induzca una hiperpolarizacién en la neurona N2.
De esta forma un evento en el estimulo S (pulso) puede ocasionar (o no) un evento
en la respuesta de la primer neurona R1 (hiper) que a su vez puede ocasionar (o no)
un evento en la respuesta de la segunda neurona R2.

La descripcion del parrafo anterior es consistente con la desigualdad de proce-
samiento de informacion (7.10). Sin embargo, cuando la transmisién del evento
“pulso” del estiinulo al evento “hiper” en la primer ncurona falla, la informacion
no sc pierde por completo sino que se refleja en una escala temporal menor. Por
cjemplo, se¢ pude ver reflejada en un ligero aumento del intervalo entre picos. Dicha
variacion no se detecta en nuestro espacio BCS porque no llegd a producirse una
liiperpolarizacidn, pero puede traducirse en una ligera reduccién de la concentracion
de neurotransmisor (recordar que las sindpsis quimicas funcionan como integradores
temporales). Esta ligera disminucion, si la variable se encuentra cerca del umbral
de la funcion sigmoidea (ng) puede amplificarse no-linealmente en la conductancia,
cou el resultado de disminuir el efecto excitatorio de la sinapsis sobre la neurona
N2. Si esta amplificacidn es lo suficientemente grande puede Hegar a producirse una
hiperpolarizacién (por desexcitacién) en la neurona N2 sin que haya habido una
hiperpolarizacién en N1.

Desde el punto de vista del espacio BCS, informacién acerca del estimulo que fue
perdida en la primer neurona fue recuperada ulteriormente en abierta eontradiccién
con la desigualdad (7.10).

En la figura 7.3 se muestra un ¢jemnplo de una segunda neurona “sensible” a los
cambios en los intervalos entre picos de la primmera. Notar que en una escala gruesa,
algunos pulsos que desaparecen en N1 reaparecen en N2 como hiperpolarizaciones.
Los valores de parametros utilizados son: para el estiinulo Jp = —0.05 (inhibitorio)
y 7 = 10, y para la sinapsis zy, = —1, « = 0.05, go = 0.2, ;e = -4, A =50y
ng = 4. Los valores de corriente continua utilizados, que colocan a Ny y Ns en la
region excitable son: Jyop = 3.4y Jyo = 2.3.

El fenémeno de recuperacion de informacion “perdida” no depende de la resolu-
cion temporal. En verdad el evento “perdido” no puede verse en N1 para ninguna
resolucion temporal, dado que no se produjo la hiperpolarizacién. Para verificar esto
calculamos las informaciones mutuas normalizadas E(S|R1) y E(S|R2) en funcién
de la resolucion temporal. La desigualdad (7.10) es violada en todo el rango (ver
figura 7.4).

Como puede verse de la figura 7.4 la informmacién mutua normalizada depende
suavemente de la resoluciéon temnporal, con un maximo en At =~ 40, lo cual corre-
sponde a la resolucién temporal éptima para es espacio BCS.

Por otra parte, estudiainos la dependencia de las informaciones mutuas F(S, R1)
y E(S, R2) con la longitud de la palabra L. Los resultados se muestran en la figura
7.4. Observamos que la informacién crece monétonamente con L, aproximanndose a
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Figura 7.4: Dependencia de la informacién mutua normalizada en el espacio BCS
(a) como funcién de la resolucién temporal At y (b) como funcién del tamaino
de la palabra L. En (a) se muestra la informacién mutua entre el estimulo y la
primer neurona E(S|R1) en linea continua, entre el estimulo y la segunda neurona
E(S|R2) en linca punteada y entre la respuesta de ambas neurona E(R1|R2) en linea
segmentada. En (b) se representan sélo E(S, R1) (rombos) y E(S, R2) (cruces). Las
lincas muestran el ajuste de cuadrados minimos a la funcién Ey — Ege~L/Lo,
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un valor asintético. Para estudiar esta dependencia utilizamos At = 40 y ajustamos
mediante cuadrados minimos la forma funcional: Eo — Ege~%/Lo con Ex(S,R1) =
0.148 £ 0.001 y E(S, R2) = 0.564 £ 0.001.

En lo que sigue, los valores de la informacion mutua normalizada se calculan
tomando el intervalo de discretizacion éptimo At = 40 y por extrapolacion L — oc.
De esta forma nuestro espacio de codificacion sélo depende de la eleccién del evento.

En verdad la eficiencia de transmisién de informacion también depende de las
caracteristicas del estimulo. Por lo tanto necesitamos explicitar las propiedades del
tres de pulsos que estainos introduciendo. Los resultados anteriores fueron obtenidos
usando una senal de entropia maxima para un dado intervalo medio entre pulsos.
Como s¢ muestra en [14], esto corresponde a una distribucién exponencial en la
probabilidad de ticmpos entre pulsos. El tiempo medio entre pulsos se tomé como
cl tiempo medio de las rafagas en la region cadtica, es decir cerca de 400 unidades
arbitrarias de tiempo.

Aliora queremos estuciar un estimulo menos trivial. Elegiremos una distribucion
bimodal al estilo de las que observamos cn los siteias excitables de Clase I cerca de
una bifurcacion se nodo-silla-lazo.

-t t— 1
W(t) = Wy =) —e-tym +(:12Me_("_‘2)/” (7.22)

T T2
donde ¢, y t, son los tiempos caracteristicos, 7 y 72 los tiempos de decaimiento para
los picos, 12 es el pardmetro que controla la altura relativa y Wy la constante de
normalizacion. Los valores utilizados fueron: ¢, = 100, ¢, = 300, 1, = 100, 72 = 300
y ¢12 = 0.6.

En la figura7.5 se muestra el histograma de intervalos entre pulsos (ISIH) del
estimulo sindptico y los histogramas de tiempos entre eventos (hiperpolarizaciones)
en cada neurona. Esta figura ilsutra claramente la recuperacion de la informacion
perdida para el espacio BCS. La estructura bimodal se picrde completamente en
la primer neurona pero cs recuperada en la segunda. Los histogramas muestran
también una estructura de multiples picos que corresponde a la estructura fina de
los potenciales de accién dentro de las rifagas (cada rifaga tiene un nimero entero
de pulsos).

7.4.2 Espacio SCS

En la seccidn anterior sugerimos que la informacion “perdida” para el espacio BCS
podia estar alimacenada en modulaciones del intervalo entre picos dentro de una
rafaga y luego ser recuperada en la neurona N2 a través de la accién integradora y
amplificadora de la sinapsis. Un andlisis detallado de las series temporales parece
apoyar fuertemente csta hipdtesis. Podria esperarse entonces que si consideramos
eventos a los potenciales de acciéon mismos (espacio SCS) volveriamos a verificar
la desigualdad de procesamiento de informacién (7.10). Es decir, que no habria
informacion “perdida” de la neurona N1 que pucda ser recuperada luego.

En esta seccidn veremos que este no es siempre el caso. Por una parte, al con-
siderar los pulsos la autoinformacion de las respucstas es considerablemente mayor
que la del estimulo (recordar que un pulso en la entrada se traduce eventuahnente
cn una hiperpolarizacion y entre una hiperpolarizacion y otra hay miltiples pulsos
con intervalos de ocurrencia variables). Luego si queremos ir a una escala de detalle
para detectar la sutil modulaciéon que encierra la informacién oculta en N1 debemos
disminuir mucho At. Pero para un At dado la resolucion sigue sicbdo finita. Es
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Figura 7.5: Transmision de una sciial con una distribucién de tiempos entre eventos
biomodal a lo largo de la cadena neuronal. La estructura bimodal original (linea
continua) se¢ pierde en la primer neurona (linea segmentada) pero es recuperada por
la scgunda (linca scgmentada. Los histogramas se obtuvieron sumando cerca de
5 x 10 eventos en ¢l estimulo

posible ajustar mejor nuestros pardmetros para que cl efecto de modulacién sea mds
sutil y vuelva a producirse ¢l ocultamiento de la informacion en N1. Nuevamente
podriamos disminuir nuestra discretizacion pero, al menos para valores razonables
de resolucion 1) siempre es posible elegir una combinacién de parametros que oculta
la informacion en N1. Esta “sintonizacion adrede” parece un poco artificial, pero
como veremos en la seccion siguiente el fenémeno de recuperacion de informacion
perdida para nuestrio sistema es robusto frenete a variaciones de parametro e incluso
frente la adicién de ruido. De hecho cuando observamos las otras variables dindmicas
(algo que no puede hacerse en un experimento) advertimos que el “ocultamiento”
en la ncurona N1 no sucede en todas las variables. Tanto nuestra neurona como las
biolégicas obedecen a una dindmica multidimensional. Luego si nuestro espacio de
codificacidn ticne en cuenta sélo la variable observable y con una resolucidn finita
(ambas limitaciones obvias en cualquier experimento), no deberiammos sorprendernos
que informacién aparentemente perdida sca recuperada ulteriormented.

En la figura 7.6 sc muestra las informaciones mutuas normalizadas en funcién
de la resolucion temporal (en todos los casos L = 16). Notar que el fenémeno de
recuperacion de informacion (E(S|R1) < E(S|R2)) se sigue verificando aun para

‘Elegir una resolucion menor que el ancho de un pulso no es biolégicamente razonable, aun
ncuronas detectoras de coincidencia no pueden resolver tiempos por debajo del milisegundo.

%Este hecho también podria advertirnos sobre el uso indiscriminado del teorema de
Embbeding[119]) a las series experimentales. Se asume que en los sisteinas no lineales es posi-
ble, dada la imbricacién mutua de las variables, reconstuir el espacio de fases a partir de una sola
variable. Esto es, la informacion de todo el sistema se halla de alguna manera “comprimida” en cada
una de esas variables. Pero si esa compresion se hace de una escala temporal a otra muy distinta
podemos tener almacenada eventos dindmicos muy importantes en una escala temporal tan fina de
la variable observacional como para que no sea posible advertirla en una medicion experimental.
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Figura 7.6: Dependencia de la informacién mutua normalizada E(S|R1) (linea
continua) y E(S, R2) (segmentada) con la discretizacién temporal At en el espacio
SCS para la misma regién dindmica que la figura 7.4.

resoluciones tan bajas como el ancho de los pulsos. Existe una region intermedia
(6 < t < 12) en donde las funciones se cruzan y vuelve a valer la desigualdad 7.10.
Sin embargo en este caso se trata de un problema de resolucién como se explica a
continuacién. En la neurona N2 hay mds hiperpolarizaciones que en N1. Luego de
una hiperpolarizacion el tren de pulsos es mds rdpido (con un tiempo entre picos
minimo cercano a 4) y luego la frecuencia va disiminuyendo. La neurona N2 tiene por
lo tanto mds intervalos entre picos cortos que la neurona N1. Para una resolucion
temporal mayor que 5 se pierden por falta de resolucion mds eventos en N2 que en
N1. Recién cuando la resolucién supera el minimo intervalo entre picos tenemos
una medida de informacién aceptable.

7.4.3 Robustez de los resultados

En esta seccidn estudiamos como varia el fenéineno de recuperacién de informacion
en nuestra cadena neuronal con los pardmetros de control (Jyc1, Jyc2) ¥ con la adicién
de ruido.

Calculamos primero el cociente de las informaciones mutuas normalizadas:

E(S, R2)

8(']([(:1 y Jdc‘Z) = _EW,

(7.23)

en el espacios BCS con At =40 y L = 10. Esta cficiencia de transformacién relativa
deberia ser siempre £ < oo segin la aplicacidn ortodoxa de la teoria de la informna-
cion. calculamos la variacién con respecto a los pardinetros (Jyc1, Jycz2) puesto que
cstos son los que controlan el régimen dindmico de las neuronas y pueden representar
la accién promediada de varios aferentes excitatorios e inhibitorios. Todos los otros
pardmetros se consideran parte del hardware.
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Figura 7.7: Curvas de nivel para la eficiencia relativa E definida por (7.23) en
funcion de los parametros de control (Jge1,J4c2). En la regién sombreada £ <1 <y
se satisface la desigualdad (7.10). En las regiones sin sombrear se observa el fenémeno
de recuperacion de la informacién “perdida” en el espacio BCS. Se indican algunos
regimenes: (A) disparos continuos, (B) rafagas periddicas (ver texto).

En la figura 7.7 se muestra un grafico con curvas de nivel para la eficiencia relativa
E en funcién de los pardametros (Jye1, Jac2) en donde se ha sombreado las regiones
donde vale la desigualdad 7.10. Puede advertirse que existe un area muy extensa
sin sombrear en donde se observa el fenémeno de recuperacion de la Luego este
fenémeno no es consecuencia de una eleccion fortuita de los pardametros de control.

Es notable también como el fenémeno se observa para regimenes dindmicos muy
distintos. La region estudiada corresponde a la region etiquetada como “A” en el
grafico, pero también tenemos regiones de rafagas periddicas (B). Existe una zona
en la cual el fenémeno de recuperacién de informacion en el BCS tiene una expresion
dramatica (C). En este régimen la primer neurona tiene una aparente indiferencia
frente al estimulo, permaneciendo en el régimen de disparo continuo (con modula-
ciones muy sutiles) pero cada tanto la neurona N2 sufre una hiperpolarizacion en
coincidencia con un pulso inhibitorio del estimulo. En este caso la eficiencia relativa
diverge.

En la figura 7.8 se muestra un ejemplo de la recuperacién de informacién en un
régimen dinamico diferente (B). Se representan las series temporales del estimulo
y las respuestas de ambas neuronas con los valores de parametros Jy.; = 1.2 y
Jieo = 3.7. En ausencia de estimulo ambas se encuentran sincronizadas en un
régimen de rafagas periédicas. Cuando se introduce un pequeno estimulo de pulsos
inhibitorios (Jy = 0.05), las rafagas peridédicas en N1 practicamente no se modifican
pero el cambio de comportamiento de N2 cambia notablemente: algunas hioperpo-
larizaciones desaparecen en respuesta a los pulsos de los estimulos (en este caso hay
una correlacion estiimulo-respuesta negativa).

Ahora estudiaremos como se modifican las medidas de informacion al agregar
ruido aditivo al sistema. Como se diho al principio de esta tesis, es razonable in-
cluir el ruido en la corriente sinaptica. Luego sumaremos una variable estocdstica
gaussiana de media nula y varianza D a las corruientes J(t) y J2(t). Las medidas
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Figura 7.8: Serie temporal del estimulo Ji(t), el potencial de membrana de la
primer neurona z(t) y el potencial de membrana de la segunda neurona z,(t) para
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de informacién se calculan tanto en el espacio BCS como en el SCS.

En la figura 7.9.a se representan los valores de £(S|R1) y E(S|R2) en funcién de
la intensidad del ruido D, a lo largo de cinco 6rdenes de magnitud, para la regién de
disparos continuos (Jg) = 3.4,J4c2 = 2.3). Se observa que, salvo un pequeno cruce,
la informacién es mayor en la segunda neurona aun en presencia de ruido. Dado
que en csta regiéon dinamica la eficiencia es 6ptima cabe esperar que en gencral la
adicién de ruido la empeore. Sin embargo llama la atencién el pico relativo cerca de
D = 0.01.

Para ver si esto puede corresponer a un fenémeno de refuerzo de transmision
sintonizado por ruido ( como una resonancia estocistica aperiédica) repetimos las
medidas en un régimen en el que la eficiencia informacional no es tan grande: Jy, =
2.4, Jye2 = 3.4. Los resultados se muestran el la figura 7.9.b y se puede advertir
claramente un nivel de ruido éptiino para ambas eficiencias cerca de D = 0.01 en
el cual sigue sucediende el fenémeno de recuperacién de informacién en la segunda
neurona.

7.5 Recapitulacién

En este ultimo capitulo hemos mostrado que un modelo realista de cadena neuronal
con acoples sindpticos se comporta como un procesador activo de informacién en
diversas escalas temporales, lo cual conduce a aparentes paradojas cuando proyecta-
mos la dindmica multidimensional en un espacio de codificacién de resolucion finita.
Seleccionando sélo una caracteristica de la senal y discretizando el tiempo estamos
despreciando otros grados de libertad y permitiendo el ocultamiento y posterior
recuperacién de informacién acerca del estimulo.

Estos resultados podrian sugerir que al menos algunas neuronas no actuan como
meros transductores de informacidn sino que a su vez pueden enriquecer las senales,
comunicarse en diferentes escalas temporales y codificar-decodificar de un espacio
de codificacién a otro. Como ejemplo de esto dltimo hemos visto como una senal
codificada en marcadas hiperpolarizaciones podia traducirse a sutiles modulaciones
del tiempo entre disparos dentro de una rifaga y de alli otra vez en hiperpolariza-
ciones. Esta “traduccion simultanea” es muy sugestiva en vista de la cada vez mayor
evidencia experimental de que el cerebro no utiliza un cddigo neuronal dnico.

Estos resultados podrian apuntar también a cuestionar a la informacidon mutua
clisica como medida de la interdependencia de seiiales nerviosas [53]. Sin cmbargo,
un trabajo de P. Tiesinga escrito comno continuacion del nuestro [123] muestra que
es posible tener una medida continua para computar la informacién mutua en la
que desaparece la “paradoja” de la recuperacién de la informacién. La critica en-
tonces apunta a la versién discreta convencionalmente usada para obtener medidas
de entropia ¢ informacién mutua [102].

Finalmente, hemos observado el fenémeno de recuperacién de informacién en
presencia de ruido notando ademds que este fendmeno se ve reforzado particular-
mente para un nivel dado de ruido.

120



o
N
|
1

0.05

le-06  le-05 00001 000l 001 0.l
D (arb. units)
b)

™ T T T T T T T T T T M e

0.12 BN -

le-06  1e:05 0000 000 001 0.l

D (arb. units)
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reforzada por ruido el la region de rifagas periddicas Jyop =24y Jygp = 3.4
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Capitulo 8

Conclusiones

La complejidad de los sistemas bioldgicos es un hueso dificil de roer para el pen-
samiento reduccionista. Cualquier intento de describir la dindmica de un sistema
vivo desde primeros principios muy pronto trepa los limites de lo computacional-
mente accesible, por no hablar de la propia comprensién. Por otra parte, resulta
cada vez mds evidente, que modelos aparentemente sencillos o que obedecen a reglas
que se pueden escribir en pocas lineas disponen de un repertorio de comportamien-
tos asombroso. Esto alimenta la esperanza de que, en definitiva, quizas las “reglas
bédsicas” no sean tan complejas, hasta tanto no scan puestas en interacciéon con
un entorno cambiante (un claro ejemplo de csto lo encontramos en el principio de
seleccién natural).

En particular, sistemas dindmicos muy simples con ruido pueden generar pa-
trones complejos que, de observarse en la Naturaleza podrian ser interpretados como
el producto de diversos procesos concurrentes[90]. La primera parte de este traba-
jo es una contribucion a esta idea. La aparicidn de ciertos ticmpos caracteristicos
cu la dindmica de sistemas con ruido obedece a una dindmica determinista suby-
acente muy simple. Las dos clases basicas de excitabilidad presentan una huella
determinista diferenciada si estan proximas a la bifurcacion que las caracteriza.

Si bien trabajamos con nodelos muy simplificados, la prediccion de las propiedades
estadisticas de ambas clases de excitabilidad bajo la accién del ruido desde primeros
principios es sumamente ardua. Nuestro objetivo fue derivar expresiones aproxi-
madas que pudiesen caracterizar y diferenciar de forma sencilla las dos clases de
excitabilidad. Al menos en un entorno de las bifurcaciones que las caracterizan y
para niveles bajos y moderados de ruido, hemos encontrado formas analiticas y sc-
manaliticas que ajustan razonablemente bien los datos obtenidos de simulaciones
numcéricas y permiten caracterizar ambas clases de excitabilidad.

Los modelos excitables que analizamos son muy sencillos si lo comparamos con
una neurona real (paradigma de excitabilidad en la naturaleza). Pero contienen los
ingredientes dindmicos minimos que intercsan en nuestra descripcion: basicamente,
estadisticas no triviales en el tiempo entre disparos. Asi que estimamos que nuestros
resultados pueden ser de alguna relevancia para el estudio de sistemas neuronales
aislados con actividad espontdnea estacionaria. Por ejemplo, las propiedades es-
tadisticas de las oscilaciones sub-umbral en los modelos de Clase II, y la apari-
cion de un muevo tiempo caracteristico en los sistemas de Clase I no habian si-
do estudiadas previamente y pueden vincularse eventualimmente con obscrvaciones
experimentales[101].

Existen, sin duda, métodos mas rigurosos y exhaustivos de estudiar las propiedades
estadisticas de los sistemas excitables. Nosotros hemos elegido el que a nuestro
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parccer era el mas sencillo y el que mds contribuia a la comprension intuitiva del
problema.

El acuerdo de las formas analiticas derivadas es bastante razonable. No obstante,
se trata de una primera aproximacion al problema e indudablemnente es posible mcjo-
rar mucho los resultados con un posterior estudio mas sistematico. En particular,
los resultados para los sistemas excitables de Clase II merecen un poco mas de de-
sarrollo. La dependencia de los diferentes parametros de la densidad de probabilidad
de tiempo entre picos con el nivel del ruido y la proximidad a la bifurcacién no estd
completamente establecida.

Otra linea posible de trabajo futuro es el estudio de las propiedades estadisticas
de sistemas que generan rafagas bajo la accion del ruido. En este caso, el zoologico
de modelos es mucho mds diverso [65]. O bien el estudio de las propiedades de los
sistemas excitables bajo la accion conjunta de forzados periddicos y ruido, o la de
sistemas excitables bajo la accién de ruidos mas realistas (con color). En definitiva,
crecios que es importante extender un plan de estudio taxondmico similar al que se
realizé a partir de los trabajos de Ermentrout en los anos 80 con los diversos modelos
ncuronales (deterministas), pero aliora incorporando el ruido de forma omnipresente.

Existe una creencia bastante difundida de que el ruido en los sisteinas dindmicos
no agrega nada nuevo, salvo hacer un poco mas difusas las trayectorias. Hemos visto
que esto no es cierto. Ciertas caracteristicas del sistema determinista se difuminan
con ¢l ruido, ciertas se hacen mas robustas y ciertas otras aparecen de la combinacion
ruido+determinismo. Es posible que para muchos sistemas naturales después de
todo el ruido no sea tan relevante, pero ese no parece ser ¢l caso del sistema nervioso.
Por lo tanto, es conveniente disponer de un “mentd” variado de modelos excitables
con ruido a la hora de interpretar un experimento.

Algo similar sucede en el caso de las redes de neuronas. Se ha insistido mucho en
la redundancia del sistema nervioso, la necesidad de robustez de los procesos neurales
y la baja fiabilidad de las sinapsis individuales. Sin embargo hasta no hace mucho se
seguia pensando en redes neuronales en términos del modelo de McCullochs y Pitts
con silcronizacion externa y cn ausencia de ruido. Nuestra pequeiia contribucion es
un modelo sencillo de red excitable de inspiraciéon neuronal ue puede realizar todas
las operaciones logicas. En este caso la neurona es un mero trasductor y la tarca
de computar le corresponde mis a la sinapsis quimica (lo cual es una simplificacién
no muy alcjada de la realidad). La propicdades de integracion temporal de las
sinapsis excitatorias traducen frecuencias de disparo en niveles de depolarizacion y la
saturacion de los canales activados por neurotransmisores proporcionan la disipacion
necesaria para operar con logica irreversible. Para un amplio rango de parametros
es posible ademds realizar todas las operaciones de la 1dgica combinatoria de forma
globahnente consistente.

Una extension natural de las puertas 16gicas excitables presentadas en este tra-
bajo, seria 1a construccion de celdas para operar con ldgica secuencial en presencia
de ruido y su combinacién con las puertas 1dgicas combinatorias. El principal incon-
veniente s que en este caso si es necesaria una medida externa de tiempo (un reloj
externo) como en los dispositivos flip-flop electrénicos. También seria interesante
trabajar con modelos mas realistas de neuronas y sinapsis y ver si los pardmetros
que permiten operar logicamente de forma consistente son bioldgicamente razon-
ables. Finalmente, asi como para operar légicamente se sacé partido de la propiedad
estadistica de orden mds bajo (la frecuencia media de disparos), las estadisticas no
triviales estudiadas en los primeros capitulos podrian servir de base para operaciones
logicas mds sofisticadas, en presencia de ruido.
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Nuestro tltimo capitulo abre un panorama ligeramente diferente. A diferencia de
los capitulos anteriores, trabajamos con modelos algo mais realistas de una neurona
y no estamos interesados primordialimente en la accion del ruido sino en la capacidad
de la neuronas en codificar-decodificar informacion en distintos espacios y sus carac-
teristicas activas y fuertemente no-lineales que las diferencian de los canales pasivos.
Los resultados obtenidos, si bien no estd probado que existan en neuronas reales,
son una advertencia contra una aplicacion sinplista de la teoria de la informacién a
los sistemas neuronales.

La metafora del cerebro como una ultra-sofisticada maquina de procesar infor-
macidon ha sido 1itil para entender muchos procesos neuronales. Sin embargo es
necesario también poder reconocer los limites de esa metdfora. Los ingenios con-
struidos por el ser lhnnano son sencillos mecanos comparados con nuestro cerebro.
Por lo tanto no tendria que sorprendernos que herramientas desarrolladas para ex-
plicar nuestras maquinas (por cjemplo la teoria de la informacion) tengan que ser
reformuladas para explorar aun los sistemas neuronales mds sencillos.

Uno de los desafios de la biofisica y la matemadtica aplicada a la biologia es cl
de disponer las herramientas necesarias para abordar los problemas de complejidad
creciente que reporta lo vivo. El procesamiento de informacion, la excitabilidad y
la omnipresencia del ruido son tan sélo un aspecto. Nuestra intencién fue la de
mostrar que aun en un campo donde escasean los resultados clegantes y gencrales a
las que nos acostumbro la fisica es posible llegar a soluciones simples y con poder
predictivo.
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