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Statistical Properties and Information
Processing in Noise-Driven Excitable Systems

Abstract

This thesis focuses on the behavior of excitable systems subjected to the action of
external noise. Even the simplest systems display nontrivial statistical properties
that account for the topological structure of its phase space. These features arise
in the presence of noise and close to a characteristic bifurcation. For instance, the
two basic types of excitability (class I and II) can be discriminated by means of the
intespike histograms close to their respective bifurcations.

In the first part of this work, we derive analytical and semianalytical expressions
for the interspike histograms of two clasica] models: the pendulum with friction and
torque and the FitzHugh-Nagumo equations. The aproximations arise from Kramers’
escape theory and from the theory of stochastic processes. We discuss the potential
impact of our results on the study of the spontaneous activity of neurons.

In the second part of this thesis, we address the issue of coupling excitable
systems. We show how to perform all the logica] operations with excitable systems
in a noisy environment and without external synchronization. In order to achieve
this, we make use of the saturation and integration properties of a Simplified model
of fast chemical synapse. Finally, we apply information theory to a bursting neuron
model with the aim of revealing some limitations of a straightforward aplication of
the information measures (originally concieved for pasive transducers) to a neural
system, which is active and strongly nonlinear.

KEYWORDS: excitability - escape rates - interspike histograms - noise - infor­
mation theory - computability.



Resumen

Este trabajo se centra en el estudio de los sistemas excitables bajo la.acción del
ruido. Aun los sistemas canónicos más simples presentan propiedades estadísticas
no trivialesque dan cuenta de la estructura topológica de su espacio de fases deter­
minista. Algunos aspectos estructurales de estos sistemas se revelan en presencia de
ruidoy en proximidad de las bifurcaciones que los caracterizan. En particular las dos
clasesbásicasde excitabilidad (tipo I y II) presentan huellas distintivas diferenciadas
en los histogramas de tiempos entre pulsos cerca de sus respectivas bifurcaciones.

En la primera parte de este trabajo se derivan expresiones analíticas y semi­
analíticas para los histogramas de tiempos entre pulsos excitables de dos sistemas
clásicos: el péndulo con torque y el modelo de FitzHugh-Nagumo. Las aproxima­
cionesabrevan de la teoría de escapes de un estado metaestable de Kramers y otros
elementosde la teoría de procesos estocásticos. Se discute un posible impacto de los
resultadosen el estudio de la actividad espontánea estacionaria de neuronas.

En la segunda parte de esta tesis abordamos algunos aspectos del acople de
sistemasexcitables. En particular mostramos cómo es posible realizar operaciones
lógicascon sistemas excitables con ruido, sin sincronización externa. Para ello uti­
lizamoslas propiedades de saturación e integración temporal de un modelo simplifi­
cadode sinapsis qímicas rápidas. Finalmente aplicamos algunos elementos de teoría
de la información a un modelo de neuronas que producen ráfagas con el propósito
de poneren evidencia justamente algunas limitaciones de la aplicacion estándar de
dichateoría (concebida originalmente para elementos pasivos de trasducción) a los
sistemasneuronales que son fuertemente no lineales y activos.



Statistical Properties and Information
Processingin Noise-Driven Excitable Systems

Abstract

This thesis focuses on the behavior of excitable systems subjected to the action of
external noise. Even the simplest systems display nontrivial statistical properties
that account for the topological structure of its phase space. This features arise in
the presenceof noise and close to a characteristic bifurcation. For instance, the two
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Capítulo 1

Introducción

“Y has de entender también, i'nclito Memmio,
que aun cuando en el vacío se dirijan
perpendicularmente los principios
hacia abajo, no obstante, se desvían
de línea recta en indeterminados

tiempos y espacios; pero son tan leves
estas declinaeiones, que no deben
apellidarse casi de este modo.
Pues si no declinaran los principios
en el vacío paralelamente,
cayeran como gotas de lluvia;
si no tuvieran su reencuentro y choque,
nada crearía la Naturaleza. ”

De rerum natura. Lucrecio.

1.1 Determinismo y Azar en los Sistemas Dinámicos

Laevolucióntemporal de muchos sistemas físicos, químicos y biológicos puede de­
scribirse,hasta cierto grado de detalle, en términos de un sistema dinámico deter­
minista.Esto es, un conjunto de ecuaciones diferenciales que, a partir de un estado
inicialconocido, determina unívocamente la evolución del sistema en el tiempo a
travésdel espacio de todos los estados posibles (espacio de fases). Ejemplos clásicos
sonla ecuación del péndulo o de una. reacción enzimática. Las ecuaciones diferen­
cialespueden derivar de principios más generales como la Ley de Newton o la Ley
deacciónde masas, e intervienen en ella parámetros específicos del problema, como
ser la masa del péndulo o la velocidad de reacción. Salvo para unos pocos ejem­
ploscanónicos,no es posible conocer la solución exacta del sistema de ecuaciones
diferenciales(ordinarias o parciales) que mejor describen el sistema natural. Recur­
rimosentoncesa la teoría cualitativa de los sistemas dinámicos no lineales, que se
desarrollóa partir de los trabajos de H. Poincaré, G. Birkhoff y algunas escuelas de
matemáticosde la ex-URSS, como la de A. Andronov. Hoy en día, las aplicaciones
de la dinámica no lineal son innumerables (véase como referencia [2][50][74][119]).

Sinembargo,es claro que un modelo determinista, al menos cuando se aplica a
escalamacroscópica,tiene varias limitaciones. Por una parte, siempre existen per­



turbaciouesexternas incontrolables que pueden modificar la dinámica del sistema.
Además,todo sistema está formado por partes menores que pueden interaccionar
entre sí y cuya descripción escapa al modelo. Si estos problemas se tornan impor­
tantes, es necesarioentonces abandonar la descripción determinista e incorporar un
ingredienteestocástico que dé cuenta de las pertubaciones incontrolables o fluctua­
ciones,tanto externas como internas. Un ejemplo ubicuo de esto son las fluctuaciones
térmicas, que pueden ser poco relevantes para la oscilación de un péndulo de gran
masa, pero definitivamente no lo son para una reacción química desde un estado
metaestable.

La descripción más adecuada de la evolución temporal del sistema es entonces en
términosde un sistema dinámico con ruido. Si las variables relevantes del sistema

están contenidas en el vector x, y los parámetros en el vector a, la evolución queda
descripta por:

I'U) = f(x(t)1avt1¿(t)) (1-1)

dondefi(t) es una variable estocástica continua en el tiempo (ruido). En particular, si
noslimitamosal caso en el que el ruido es Gaussianol , aditivo, blanco, de media nula
y que afecta sólo una variable del problema (Ij), el sistema queda completamente
descripto por:

I'(i) = f(x(t),ayt) + Gif“) ( 2)
(¿(0) = 0 3

(¿(t)€(t')) = 2DW - t') 4

donde e]-es el vector unitario en la componente j, D es la varianza de la variable
aleatoria y representa una medida de la magnitud del ruido. La función vectorial
f describe la evolución determinista del sistema. La solución de este sistema será.
únicapara cada realización del ruido (es decir, no queda univocamente determinada
por la condición inicial) y también determina una trayectoria en el espacio de fases 2.

La descripción más acertada será entonces en términos de probabilidades, es
decirpromediando sobre infinitas realizaciones del ruido. La variable relevante es en
consecuenciala probabilidad de encontrar el sistema en la posición x en el espacio
de fases a tiempo t, habiendo partido de x0 a tiempo to, que denotaremos como
P(x, t; xo, to) y cuya evolución está dada por la ecuación de Kolmogorov o de Fokker­
Planck[106],como se detalla más adelante.

Sinembargo, también en este caso la solución exacta es conocida sólo para los sis­
temas más simples, como el movimiento Browniano (f = 0) o el proceso de Ornstein­
Uhleinbeck (f lineal).

A. Andronov y L. Pontryagin estudiaron en detalle el problema más general en
la década del 30 [99]y lo llamaron con cierto humor el “problema del nadador com­
pletamente borracho en un canal con corrientes regulares” como una extensión de
la “caminata del borracho” que alude al movimiento Browniano. En efecto, el prob­
lemase trata en principio de desviaciones aleatorias de trayectorias deterministas.
Cuán importantes puedan ser estas desviaciones dependerá no sólo de la magnitud
(lelruido sino de las propiedades del sistema determinista. Los sistemas disipativos

lEsto es, un porceso aleatorio que cuya densidad (le probabilidad es una función gaussiana,
siendo nulos los cumulantes K .. para 11> 2 [39].

2Usaremosla palabra trayectoria para la evolución de un sistema dinámico con ruido (listin­
guiéndolade órbita, que reservamos para la evolución determinista.
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lineales,por dar un ejemplo, tendrán trayectorias perturbadas no demasiado difer­
entes de las deterministas. En este caso, el único efecto del ruido es el de hacer un
pocomás difusas las trayectorias en el espacio de fases. Sin embargo, las respuestas
de lossistemas no-lineales frente al ruido resultan ser nada triviales. Ciertas zonas
del espacio de fases donde se apiñan muchas órbitas pueden ser muy sensibles al
ruido. El ruido también puede hacer que las trayectorias salten de una cuenca de
atracción determinista 3 a otra, como es el caso de muchos sistemas biestables o
multiestables. En estos casos es lícito hablar de una dinámica inducida por el ruido,
ya que éste modifica el comportamiento cualitativo del sistema.

El propósito de este trabajo es estudiar los efectos no-triviales del ruido en una
claseparticular de sistemas: los sistemas excitables, de los cuales es posible encontrar
munerososejemplos en los sistemas físicos, químicos y biológicos.

1.2 Sistemas excitables en la Naturaleza

En el próximo capítulo daremos una definición más rigurosa de los sistemas excita­
bles, por ahora daremos una definición cualitativa que es la que más abunda en la
literatura. Un sistema es excitable si [90]: (1) posee un estado de equilibrio estable
(2) si el sistema es perturbado por debajo de cierto umbral, permanece cerca del
estado estable (3) si la perturbación supera el umbral el sistema es “excitado” y re­
spondecon un larga excursión a través del espacio de fases, retomando finalmente al
estadoestable. Un sistema excitable tiene entonces dos respuestas cualitativamente
diferentesfrente a las perturbaciones externas: una respuesta sub-umbral compara­
ble a la magnitud de la perturbación y otra respuesta supra-umbral que amplifica
la perturbación. Si la perturbación externa es aleatoria, tendremos una dinámica
inducidapor ruido. En efecto, sin perturbaciones el comportamiento del sistema es
trivial: permanece en el equilibrio estable. Al perturbarlo puede responder de forma
amplificada.

La respuesta excitable suele ser bastante uniforme, es decir que una vez que
se supera el umbral el sistema realiza una larga excursión por el espacio de fases
siguiendo(le cerca alguna órbita determinista que lo lleva de vuelta a su estado (le
equilibrioestable en un tiempo relativamente breve. Es decir, que si observamos el
comportamiento temporal de una de las variables observaremos picos más o menos
regularesen forma y tamaño, separados por intervalos irregulares de tiempo. La
irregularidad está (lada por el tiempo que empleó al ruido acercar el sistema al
umbral.

Existen innumerables ejemplos de sistemas excitables de la naturaleza. Algunos
se han convertido ya en clásicos, como la reacción oscilante de Belusov-Zabotinskii
o el comportamiento colectivo de el organismo unicelular Dictyostelium discoideum.
Perosinduda el ejemplo más conspicuo es el modelo de Hodgkin-Huxley del potencial
de membrana del axón de una neurona del calamar gigante[62]. Hoy en día los
modelosneuronales se cuentan por docenas [65], pero la mayor parte exhibe una
formau otra de excitabilidad. La respuesta amplificada de la neuronas se conoce
como potencial de acción y es la unidad básica de intercambio de información en
loscircuitos neuronales, desde los ganglios de los invertebrados hasta en el cerebro
lnnnano. Precisamente la propagación de este potencial de acción a lo largo de una

3Una cuenca de atracci(')n está formada por el conjunto de todas las órbitas que tienden a un
inisnioconjunto (lc estados o atractor conforme t —)oo.



membranacelular constituye la garantía de que las señales eléctricas viajan a. través
del axón prácticamente sin sufrir pérdidas.

Haremosahora una descripción somera de una neurona, con la sola intención de
aclarar algunos términos y sin entrar en mayor detalle. En la figura ?? se muestra
unesquemade una neurona excitable. La morfología puede ser muy variable pero en
generalconsta de tres partes diferenciadas: el cuerpo principal o soma que contiene
al núcleoy las organelas, el árbol dendrítico que posee en diversos sitios puntos de
contactocon otras neuronas (sinapsis) y el azo’nque transporta los potenciales de ac­
cióndesdeel soma hacia sus propias sinapsis. Las neuronas mantienen una diferencia
de potencial negativa a través de su membrana celular de algunas decenas de mili­
voltcon respecto al exterior. Los potenciales de acción representan un aumento de
dichopotencial, alcanzando por lo general valores positivos con relación al entorno.
Este aumento de potencial se conoce como depolarizacio'n. Un descenso del poten­
cial (alejándose del umbral excitable) recibe el nombre de hiperpolan'zacio’n. Las
neuronasque están en contacto con el árbol dendrítico son las neuronas aferentes,
sus potenciales de acción, a través de las sinapsis generan cambios en el potencial
de membrana en la dendrita de la neurona receptora. El arbol dendrítico y el so­
ma integran todos estas perturbaciones y “deciden” si disparar o no un potencial
de acción. Si se genera, el potencial se propaga por el axón unidireccionalmente
hasta alcanzar los terminales sinápticos y entregar su señal a otras neuronas. Esta
descripciónsimplificada esconde mucho de la complejidad que conlleva este proceso
donde intervienen canales iónicos, mensajeros moleculares, reacciones enzimáticas,
segundosmensajeros, moduladores químicos, etc. Para nuestros fines, al menos para
la primeraparte de nuestro trabajo, poderemos considerar a una neurona espacial­
mentehomogéneaque funciona como un sistema de entrada-y-salida. En la segunda
parte del trabajo nos detendremos con un poco más de detalle en el proceso de
acoplesináptico entre neuronas.

Cómocodifican las neuronas (informacion sensorial por ejemplo) es hoy materia
de intensodebate, pero hay un acuerdo general en que la codificación es temporal, ya
sea que consideremosa la variable relevante el intervalo de tiempo entre potenciales
de acción (interspike) o la frecuencia media en una ventana de algunos picos (rate
coding).Dicho de otra forma, la respuesta de la mayor parte de las neuronas es a
“todoo nada”, sólo importa la ocurrencia de un potencial de acción, no los detalles
del potencial eléctrico. En este sentido es lícito decir que el código neuronal es
digital,al menos en amplitud.

Precisamente,a partir del auge de las nenrociencias, sobre todo desde la últirna
décadadel siglo pasado, se desarrollaron muchos modelos de sistemas neuronales y
se estudiaron las propiedades de los sistemas excitables. Sin embargo, en la mayor
parte de loscasos, el énfasis ha sido puesto en aspectos de la dinámica determinista,
comobifurcaciones[52], generación de ráfagas (o bursts)[5][37], respuestas frente a
diferentestipos de excitación periódica[6] y acoples de redes pequeñas[63]. Un caso
aparteloconstituyen los trabajos enfocados en el fenómeno de resonancia estocástica
en sistemas excitables[43], en los cuales el ruido cumple un papel relevante.

Nuestra aproximación será diferente: nos interesan las propiedades estadísticas
de lossistemas excitables bajo la acción del ruido, dentro de las cuales el fenómeno
de resonancia estocástica es un aspecto. La elección de los ejemplos en algunos
casosestá. sesgada por la prevalencia de ciertos modelos en la literatura como el
de FitzHugh-Nagumo. Algo más adelante se utilizan expresamente ciertos sistemas
neuronalesbasados en conductancias de canales iónicos, al estilo de Hodgkin-Huxley.
Si bienéste no es un trabajo de neurociencia, se discute la importancia de la apli­



caciónde algunos resultados teóricos a los modelos neuronales y gran parte de lo
quese consideran como observables relevantes de un sistema excitable, proceden del
ámbito de la neurociencia.

1.3 Fuentes de ruido en sistemas excitables naturales

Sin pertubaciones externas ni fluctuaciones un sistema excitable permanece en su
estado de reposo. Al recibir un estímulo impulsivo puede responder o no con un
pulsoexcitable según si éste supere (o no) un cierto umbral. Si la perturbación no
es impulsivasino continua y de naturaleza aleatoria el estado de reposo puede ser
llevadopor difusión a las cercanías del umbral y eventualmente disparar un pulso
excitable inducido por ruido.

Los sistemas excitables naturales, y en particular las neuronas están expuestos
a ambos tipos de perturbaciones. Por una parte, reciben señales impulsivas (a veces
suavizadasen las dendritas, otras veces en forma de pulsos) como respuesta a poten­
cialesde acción disparados por las neuronas aferentes. Por el otro, están expuestas a
variasfuentes de ruido [87]. Cada etapa en la transmisión de un potencial de acción
introduce una fuente potencial de ruido. Los canales iónicos (poros en la membrana
celular que pueden variar su permeabilidad a un tipo de iones) se abren y cierran
estocasticamente, las sinapsis liberan mensajeros químicos (neurotransmisores) de
forma muy variable, existen fiuctaciones “de fondo” en las sinapsis y las fluctaciones
térmicasintroducen variaciones en la capacidad de la membrana y la conductividad
de los canales.

Desdeque comenzaron a realizarse las primeras medidas in vivo del potencial in­
tracelular se sabe que las respuestas de las neuronas aun frente a un mismo estímulo
sueleser muy variable. Neuronas que reciben entradas sensoriales muestran activi­
dad aun sin recibir ningún estímulo. Por lo general esta actividad es muy desorde­
nada, como la que se observaría en un sistema excitable gobernado por ruido.

La fiabilidad de una neurona aislada como transductor de impulsos nerviosos
parece ser muy baja. No obstante, el sistema nervioso como un todo alcanza un
alto grado de eficiencia. El problema de cómo se logra un sistema nervioso eficiente
a base de neuronas aparentemente poco fiables y cuál es el rol que le cabe al ruido
es un tema que atrae hoy la atención de numerosos grupos. En principio, desde un
enfoqueclásico de la teoría de información las fuentes de ruido van en detrimento de
la eficienciade la comunicación. Sin embargo se ha observado y discutido también la
aniplificackín de pequeñas señales por medio del ruido [130]. En todo caso, resulta
claro que el sistema nervioso se lia venido desarrollando a lo largo de la evolución
en un entorno ruidoso y quizas no sólo “a pesar de...” sino también sacando algún
partido en ello.

Este trabajo se dedica en su primer parte a estudiar la estadística de sistemas
excitablesbajo la acción del ruido, sin recibir estímulos impulsivos. Si bien trabajare­
mos con modelos muy simplificados, los resultados pueden ser de interés aplicados
al estudio de la actividad espontánea estacionaria de neuronas aisladas. Nuestro
principal observable lo constituye la densidad de probabilidad de tiempos entre pul­
sos excitables que se corresponde con el liistograma de tiempo entre potenciales de
acción (ISIH) en una neurona. Dicho histograma se obtiene fácilmente a partir de
la medida de el potencial intracelular que presente un secuencia de varios pulsos.
El ISIH caracteriza las propiedades de la actividad espontánea suponiendo que se
trate de un proceso estacionario (el liistograma de fragmentos largos de la secuencia



de disparosno difiere del histograma de toda la secuencia) y puntual, es decir que
la probabilidadde ocurrencia de un disparo dependa unicamente del tiempo tran­
scurridodesde el último disparo y no de la historia previa. Dicho de otro modo la
neurona“olvida” su estado anterior luego de cada pulso.

Nos interesa investigar si las caracteristicas dinámicas de uno u otro tipo de
modelode excitabilidad conducen a estadísticas diferenciadas en los liistogramas de
tiempoentre pulsos. Como dijimos al principio, el ruido en los sistemas no lineales
puedeintroducir comportamientos no triviales en algunos casos ausentes en el sis­
tema determinista. Si las diferencias entre los diferentes modelos de excitabilidad

se traslucenen sus llistogramas al estar bajo la acción del ruido estos últimos po­
dríanservireventualmente de guia para clasificar, validar o incluso refutar modelos
a partir de mediciones experimentales.

1.4 Sistemas excitables e Información

Enla segundaparte de este trabajo nos ocuparemos del acople entre sistemas excita­
blesy la propagación de información a lo largo de una cadena de celdas excitables.
Los modelos, las aplicaciones y los resultados tendrán un sesgo más fuerte hacia
sistemas biológicos reales. Las propiedades de los sistemas excitables se vuelven
más interesantes al acoplarlos entre sí. Y llegado un punto se vuelven fascinantes
si pensamosque estamos recorriendo los primeros pasos en la comprensión del fun­
cionamientodel sistema nervioso y, por que no, de nuestro cerebro.

Se ha trabajado mucho sobre redes de sistemas excitables, redes neuronales, ac­
tividadespromediadas de neuronas, y a cada paso las preguntas siguen ganando a
lasrespuestas. Nuestro aporte será. obviamente muy limitado. Deseamos introducir
dostemasno demasiado frecuentes en la literatura: la posibilidad de computabilidad
condinámica temporal en un entorno ruidoso y sin sincronización y algunas carac­
teristicasno triviales en el procesamiento de información en sistemas neuronales.

El sistema nervioso puede verse como una ultra-sofisticada máquina de proce­
samientode información. Recibe señales sensoriales, químicas, eléctricas, las filtra,
las depura, las organiza, las procesa, las almacena, las hace interactuar, las com­
para, etc. En base a estos procesos toma decisiones y esas decisiones provocan
señalesquímicas que rnodulan la actividad de todo el sistema y se transmiten al
sistema motor.

Si reducimos este procesamiento complejo a su expresión más obvia tenemos
una red neuronal. Cada célula se comunica con otras tantas en una intrincada red
que eventualmente tiene capacidad para modificar (reforzando o inhibiendo) sus
vínculos.Cada célula tiene un valor continuo de “activación” que se correspondería
conla frecuenciamedia de disparo. Sin embargo, como se dijo anteriormente, existe
evidenciaexperimental de que no sólo la frecuencia media sino que la dinámica
temporalmás detallada de las neuronas es relevante para su comunicación. Un paso
siguienteposiblesería entonces incorporar la dinámica de cada neurona en una celda
excitablesencillo con sus variables acopladas a las de otras celdas.

Se han estudiado numerosas de estas redes [8][88] y se lia mostrado que pueden
realizardesde operaciones lógicas elementales hasta tareas de reconocimiento mucho
mássutiles. Sin embargo, creemos que se ha dedicado poca atención a la importancia
de que el sistema sea robusto en presencia de ruido y a que pueda realizar sus
operacionesa lo largo del tiempo sin necesidad de un reloj de sincronización externo.
Nosproponemosmostrar, mediante un sistema excitable muy sencillo y una conexión
sináptica (le inspiración biológica cómo es posible realizar las operaciones de lógica



combinatoriade forma consistente en presencia de ruido y sin sincronización.
En el último capítulo introduciremos algunos elementos de teoría de informa­

ciónclásica [115][23].Esta teoría ofrece un clao marco para evaluar la capacidad de
transmitirseñales a través de canales de información pasivos y detectar correlaciones
no linealesentre diferentes señales. La sugestiva idea de que la teoría de la informa­
ciónpudieseofrecer alguna ayuda para comprender el “código neuronal” llevó a que
desde la década del 60 se aplicase al ámbito (le la neurociencia. Sin embargo esta
teoríase ocupa en todo caso de la sintaxis de los mensajes pero no de su contenido.
Esposibleevaluar que una señal compleja tiene una alta capacidad para transmitir
información,pero no sabemos si se trata de información relevante o de tan sólo ruido
hasta que no la ponemos en correlación con otra señal que se considera como “infor­
maciónrelevante”. Sin embargo estos intentos no han sido infructuosos“. Durante la
décadapasada se ha mostrado como ciertas neuronas sensoriales contienen, codifica­
da “digitalmente”en sus potenciales de acción, la información necesaria acerca de un
estímulocomo para poder reconstruirla luego mediante un filtro de Wiener[102][14].
Esta aproximación, si bien demuestra que la variabilidad neuronal no es tan solo
ruidoy que el código puede ser muy eficiente, tiene a nuestro entender dos puntos
débiles:por nn lado, para construir el filtro es necesario conocer el estímulo. Dicho
de otro modo para reconstruir el estímulo es necesario conocer el estímulo. Esta
limitaciónes discutida en el libro de Bialek[102] y sus colaboradores y según ellos
conduceal problema (le decidir qué es un estímulo natural. Si el sistema nervioso
está preparado para reconocer ciertos tipos (le estímulos naturales este filtro ya está
incorporadoen el hardware neuronal.

El segundo punto débil es el que nos ocupa. Para traducir la dinámica con­
tinua y multidimensional5 de una neurona en una. secuencia (le signos como la que
trabaja la teoría de información es necesario escoger una de las variables (el poten­
cial de membrana) y (liscretizar el tiempo. Ambos son procedimientos razonables
y aparentemente inocuos, ya que estamos asumiendo que la información esta codi­
ficadaen los potenciales de acción y que todo sistema biológico tiene un límite de
resolucióntemporal. Sin embargo, mostraremos que esto puede conducir a resul­
tados en aparente contradicción con teoremas de la teoría de la. información. Esto
establecea nuestro entender algunos límites de aplicabilidad de dicha teoría, que fue
desarrolladaoriginalmente para canales pasivos de información, a las neuronas que
sonsistemas activos, fuertemente no lineales y con una dinámica multidimensional.

1.5 Organización de la tesis

El capítulo 2 introduce las nociones de excitabilidad, define someramente algunos
elementosde dinámica no lineal y estudia ejemplos (le las (los clases de excitabilidad.
Seanalizael comportamiento determinista, algunas aproximaciomes a sus soluciones
y eldiagramade bifurcaciones de dos sistemas paradigmáticos: el péndulo con torque
y el modelo (le FitzHugh-Nagumo. Ambos fueron elegidos por simplicidad y popu­
laridad. El primero no tiene ninguna relación aparente con los sistemas biológicos,
sin embargo posee una dinámica que es ubicua en muchos modelos neuronales. El
segundofue desarrollado como una simplificación del primer modelo biológicamente
realista (le una neurona: el modelo de Hodgkin-Huxley.

En el capítulo 3 se presentan los elementos de los cuales disponemos para estudiar

‘Para (los recientes reviews sobre sistemas neurales y teoría de la información ver [16][18].
5Pornmltidimensional queremos decir que posee más (le una variable dinámica.



lossistemasexcitables con ruido: la ecuación de Fokker-Planck, algunas ecuaciones
derivadasde ella, la teoría de escapes de un estado metaestable de Kramers y la
teoría renewal (o de renovación). Se desarrollan también algunas aproximaciones
queserviránpara estudiar la estadística de los sistemas excitables en los capítulos
siguientes.

Loscapítulos 4 y 5 presentan los resultados de las aproximaciones analíticas y
semianalíticasde las densidades de tiempo entre disparos en los sistemas de Clase I
y II respectivamente. Se estudian en especial histograinas no triviales que presentan
unoo variospicos en ciertos tiempos característicos. Se discute su origen como una
“huelladigital” del sistema determinista revelada por el ruido.

La segunda parte del trabajo se inicia en el capítulo 6 con un modelo de acople
entre sistemas excitables que incorpora (los características básicas de las sinapsis
químicas: la integración temporal y la saturación. Se muestra como estas dos
propiedadesbastan para poder construir, con el modelo más sencillo de excitabili­
dad, sistemas capaces de realizar todas las operaciones lógicas elementales aun en
presenciade ruido y sin sincronización externa.

Elcapítulo7 presenta el fenómeno de recuperación de informacion pérdida en una
cadenade neuronas que producen ráfagas con acoples sinápticos. Esta observación
delata a nuestro entender algunas limitaciones a la aplicabilidad de la teoría de
informaciónclásica a los sistemas neuronales.

Finalmente,en las conclusiones se presentan las posibles direcciones de trabajo
futuro, en especial con relación a la primer parte de esta tesis. Algunas cuentas
adicionalesde diagramas (le bifurcaciones y algoritmos se detallan en los apéndices.



Parte I

Estadística de Sistemas
Excitables con Ruido



Capítulo 2

Sistemas Excitables

Este capítulo está dedicado al análisis de las propiedades de los sistemas excitables
sin perturbar. Estudiaremos la estructura del espacio (le fases determinista y las
variacionescualitativas de la dinámica al modificar los parámetros (bifurcaciones),
paravariossistemas excitables típicos. Este estudio es una base necesaria para inter­
pretar los fenómenos que aparecen al introducir el ruido. Comenzaremos definiendo
excitabilidady luego analizaremos y clasificaremos ejemplos de sistemas excitables.

Definición de sistema excitable: (i) Existe un estado estacionario S global­
menteatractivo con respecto a la porción (lel espacio de fases U donde se desarrolla
la dinámica relevante, (ii) Existe una superficie T (umbral) que divide LI en dos
regioneszD(decaimiento) y .A (amplificación), (iii) el equilibrio S pertenece a 'D y
todas las órbitas con condiciones iniciales en 'D retornan S sin ningún crecimiento
sustancial en ninguna de las variables (sub-umbral), (iv) Por el contrario, si una
perturbación lleva la dinámica a la región .Ase produce un cambio cualitativamente
relevanteen una o más de las variables (supra-umbral), luego de lo cual el sistema
retorna a la región D.

Esta definición es, en esencia, la misma que la que se dió en la Introducción,
pero nos sirve para identificar los elementos relevantes de un sistema excitable. Por
ejemplo, la superficie umbral T, que puede ser o no un conjunto invariante del
sistema dinamicol. Si no lo es, T puede no estar bien definida, todo dependerá
(le lo que consideremos una respuesta amplificada. Esta superficie umbral tiene
una dimensión menos que el espacio de fases y es un conjunto repulsor, sólo puede
cruzarsemediante una perturbación. La región de amplificación A por lo general es
altamente disipativa, lo cual hace que toda trayectoria que cae en ella siga de cerca
una órbita (leterminista atractora que se reinyecta en la región 'D.

Como se dijo en la Introducción, el comportamiento temporal de los sistemas
excitablesperturbados con ruido (al menos de su variable más relevante) consiste en
una serie de pulsos similares en amplitud y forma separados a intervalos irregulares
de tiempo. En virtud de lo anterior, entonces, la dinámica puede separarse en dos
partes bien diferenciadas: (l) el escape del equilibrio localmente estable inducido
por el ruido, asociado al intervalo irregular entre picos, y (2) la reinyección cuasi­
(l(»3terministaen dicho equilibrio, correspondiente al pico en sí.

Es oportuno aclarar que el término “sistema excitable” se torna algo ambiguo
en el contexto de la teoría de los sistemas dinámicos. Resulta un poco forzado de­
cir que un sistema dinamico dado es excitable. En verdad, existe una región en el
espacio de parametros de dicho sistema en la cual el sistema cumple los requisitos

lSe llama conjunto invariante a un conjunto de estados que evoluciona en sí mismo, tanto hacia
el futuro como hacia el pasado.



deexcitabilidad. Nosostros nos referiremos a sistemas que presentan una región del
espaciode parámetros con características (le excitabilidad de tipo I y II como sis­
temasexcitablesde la clase correspondiente. La ambiguedad se plantea en sistemas
quepueden tener regiones con ambas clases de excitabilidad [128]. Sin embargo, en
lossistemas que describiremos haremos alusión explícita a la región del espacio de
parámetrosen la que trabajaremos.

A continuack’mveremos algunos ejemplos de sistemas excitables y estudiaremos
las características principales de sus conjuntos invariantes en el espacio de fases
(estructura determinista) y los cambios de comportamiento frente a variaciones de
sus parámetros (bifurcaciones)2. Utilizaremos una clasificación introducida origi­
nalmente por Hodgkin [61], que divide los sistemas excitables más sencillos en dos
clases.

2.1 Sistemas excitables de Clase I: bifurcación de An­
dronov

Sin duda el ejemplo más sencillo que existe de sistema excitable está dado por la
ecuación de Adler[22]:

:r' = ,u —cos(:r). (2.1)

donde ¿r E Cl, es decir que a: es una variable angular y el espacio de fases es la
circunferencia. Cuando [1.< 1, existen dos puntos fijos en :r = :l:a1'cos(u), un nodo
estable S y otro inestable U (ver figura 2.1.a). Si una trayectoria, inicialmente en
el punto fijo estable S es perturbada en la dirección de U con una amplitud mayor
que la distancia entre los puntos fijos, sólo relaja a S luego de una vuelta completa
a la circunfm'micia(respuesta amplificada). En este caso el umbral está dado por el
punto inestable U, y la reinyección está garantizada por la topología del problema.

Cuando p > 1 (Fig 2.1.b), no existen puntos fijos y el flujo sigue una misma
dirección a lo largo de toda. la circunferencia, es decir que estamos frente a un com­
portamiento periódico. La transición del comportamiento excitable al periódico se
produce para el valor del parámetro p. = 1. Este cambio cualitativo de compor­
tamiento se conoce como bifurcación de Andronov[7]. Se trata de una bifurcación
local de nodo-silla (los puntos fijos S y U colapsan) en la.que la variedad inestable
del punto fijo inestable coincide con la variedad estable del punto fijo estable 3. Esta
coincidencia (le variedades, 0 conexión heteroclínica, es la que (la origen, luego de
la bifurcación, al ciclo límite estable (órbita cerrada atractora). La bifurcación de
Andronov, si bien puede estudiarse localmente como una bifurcación de nodo-silla,
es una bifurcación global dado que precisa de una conexión global del flujo“.

A los sistemas que poseen una región de excitabilidad para valores de parámetros
próximos a una bifurcación de Andronov se los conoce como sistemas excitables de
Clase I [65]. A la bifurcación de Andronov se la conoce también como bifurcación
de nodo-silla sobre un ciclo límite[63] o nodo-silla homoclínica[19].

2L'na definición sencilla de bifurcación es la de un cambio cualitativo del comportamiento de
sistema dinámico frente a la variación de uno o más parámetros. Para una definición más rigurosa
\'er[T-'l].

3Por variedad estable (inestable) de un punto fijo P se entiende el conjunto invariante (le los
puntos que tienden a P con t —)oo (t -) -oo).

"Una bifurcación global es una bifurcación que no está limitada a un entorno pequeño (le un
punto fijo o un ciclo limite.



Figura 2.1: Retrato de fases del sistema unidimensional de Adler (2.1) sobre la cir­
cunferencia.Para valores del parámetro ¡Lmenores a uno el sistema posee dos puntos
fijos:unoestable (U) y otro inestable A medida que se aumenta el parámetro,
lospuntos fijos se acercan y se observa el fenómeno de excitabilidad. Cuando el valor
delparámetro supera el valor [L= 1 que corresponde a una bifurcación de nodo-silla
ambospuntos fijos colapsan y dan origen a un comportamiento oscilatorio.

Esta clase de sistemas excitables presenta las siguientes características:

o La transición entre el comportamiento excitable y el periódico se produce a
través de una órbita de período infinito (conexión homoclínica 5 del nodo-silla).
Es decir que acercándose a la bifurcación desde la región de comportamiento
periódicoes posible obtener oscilaciones de períodos arbitrariamente largos.

Existe un umbral definido que constituye además un conjunto invariante del
sistema: la variedad estable del punto silla (es decir el conjunto de todos los
puntos que tienden al punto silla para t —)oo).

Si se perturba el sistema en la dirección opuesta al umbral la probabilidad de
disparar un pulso excitable disminuye (pulso inhibitorio)

Lossistemas excitables de Clase I se comportan como integradores temporales
frente a una ráfaga de estímulos externos. Es decir, si perturbamos el sistema
con una serie de pulsos cierta frecuencia media, la probabilidad de excitación
crece con la frecuencia.

El comportamiento cualitativo de esta clase de sistemas está bien representado
porel sitema de Adler (Eq. 2.1), o dicho de otro modo el sistema de Adler constituye
un modelo canónico (no-local) de la bifurcación de Andronov (ver [63] Cap. 8). Sin
embargo,es interesante estudiar otros sistemas de dos o más variables que presentan
una estructura determinista más compleja. Cuando estudiemos el comportamiento
inducidopor el ruido en estos sistemas veremos que se obtienen además resultados
nada triviales.

2.1.1 Péndulo con torque y disipación

Un sistema muy similar al de Adler, pero que incorpora una variable dinámica más,
es el que describe el comportamiento de un péndulo simple de masa m y longitud

“Unaconexión homoclínica es un conjunto invariante que tiende a un mismo punto singular para
t —>:too.



Figura 2.2: Sistema excitable de Clase I: péndulo con torque y dispación. Una
masam sostenida por un brazo rígido de masa despreciable y longitu e en un campo
gravitatorio g. Al aplicar un torque externo 7' el punto de reposo estable se eleva
hasta N y el equilibrio inestable de la cima desciende hasta S. Una perturbación
puedealejar al péndulo desde su posición de equilibrio estable más allá del umbral
S, que volvera al equilibrio N luego de un giro completo.

i en un campo gravitatorio constante g bajo la acción de un torque T y efectos
disipativos lineales 'y(ver Fig.2.2). Si a: es el ángulo de elevación con respecto a la
horizontaly redefinimos los parametros d = g/l y F = T/7nÉ2, el sistema queda
descripto por las ecuaciones:

:v’ = v

v' = -'yv + F —dcos(:z:)

Ahora el espacio de fases es un cilindro: (1:,y) E Cl x R puesto que :v sigue
siendouna variable angular.

Si F < d el sistema tiene un punto de equilibrio estable (F) en un ángulo
acos(F/d) por debajo de la horizontal (ver Fig.2.2) y un punto de equilibrio inestable
(S) en un ángulo equivalente por encima de la horizontal. Como el sistema es de
(losvariables (ángulo x y velocidad angular 1))el equilibrio estable se corresponde
estrictamente con el péndulo en el ángulo (En= —acos(F/d) y con velocidad nula
v = 0, ¡mientras que el punto silla corresponde a: ms = acos(F/d),v = 0. En el
espaciode fases tenemos entonces un nodo o foco atraetor F y un punto silla S (ver
Fig.2.3). Como en el modelo anterior, la. variedad inestable del punto silla (W") es
la variedad estable del nodo, y la reinyección está garantizada por la topología del
espaciode fases. Si una trayectoria inicialmente en N es perturbada por encima de
la variedadestable (WS) del punto silla S y la fricción es alta, retorna a N sólo luego
de un giro completo en la variable angular 11:.Esto equivale en el sistema físico a
una vuelta entera del péndulo.

Siahora en cambio F > d, el torque es tan intenso como para mantener al sistema
en rotación constante, pese a la gravedad. Lo que sucede en términos del espacio
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Figura 2.3: Espacio de fases, puntos fijos y separatrices (variedades del punto silla)
para el péndulo con torque y disipación. El espacio de fases corresponde al cilindro
formadopor una vbariable angular (el ángulo del brazo del péndulo) y una escalar
(la velocidad del brazo del péndulo).

de fasescuando el valor de F supera al de d es que los puntos fijos colapsan en una
bifurcaciónde nodo silla con una conexión heteroclínica (bifurcación de Andronov),
dejandoun cliclo límite atractor. En esta transición reconocemos el mismo cambio
cualitativo descripto para la ecuación de Adler.

Siembargo,en este sistema existe otro régimen dinamico cualitativamente difer­
ente de la excitabilidad y del comportamiento periódico y eso es justamente lo que
Io hace interesante para su estudio. Si la disipación es lo suficientemente baja, los
dos puntos fijos coexisten con un ciclo límite estable en la variable angular. Esto
correspondea la siguiente situación física: si perturbamos el equilibrio estable del
pénduloN por encima del umbral, éste da una vuelta completa y vuelve a pasar por
elángulode equlibrio estable pero con una velocidad suficiente como para cruzar una
vezmás el umbral, estableciéndose un comportamiento periódico. Si ahora frenamos
el péndulo en su paso cerca de N , volvemos al equilibrio estable. Esta alternancia
entredos comportamientos cualitativamente diferentes se conoce como biestabilidad.
Por mediode perturbaciones es posible alternar entre un régimen estacionario y uno
oscilatorio.

En términos de la estructura del espacio de fases, lo que sucede en este caso
es que una rama de la variedad inestable del punto silla alimenta un ciclo límite
estable, ¡mientrasque la otra rama sigue alimentando al atractor N (ver Fig.2.4).
La variedadestable del punto silla sigue funcionando como umbral pero ahora entre
las dos cuencas de atracción: la del nodo atractor N y la del ciclo límite C. En la
Figura2.4 se representan los retratos de fase (esquema de las variedades y conjuntos
limiteen el espacio de fases) para estos tres comportamientos.

Queremosahora determinar para qué valores de parámetros podemos obtener ca­
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Figura 2.4: Dos regímenes cualitativamente diferentes para el sistema (2.2)-(2.3).
I: régimenbiestable, un ciclo límite estable (C) coexiste con el foco atractor. Las
cuencasde atracción están separadas por la variedad estable del punto silla (línea
punteada). II: régimen excitable, las dos ramas de la variedad inestable del punto
silla (línea continua) alimentan el foco, hay un solo equilibrio.

da unode los comportamientos descriptos. Dicho de otro modo, queremos construir
un diagrama de bifurcaciones en el espacio de parámetros. De forma general, si
tenemosN parametros relevantes, determinamos las superficies N —1 dimensionales
para las cuales el sistema es estructuralmente inestable[50] y que dividen el espacio
de parámetrosen regiones donde el comportamiento es cualitativamente diferente.

En nuestro caso, podría pensarse que tenemos un espacio de parámetros tridi­
mensional,pero luego de hacer el cambio de variables:

t = gr (2.4)
d

'u = —y 2.5
7 ( )

obtenemosla ecuación adimensionalizada:

I
:z: = v (2.6)

y' = 772(-v + g —cos(a:)) (2.7)

donde ahora :v’ es la derivada respecto de 7'. Obtenemos por lo tanto sólo dos
parámetrosadimensionales:F/d y 72/d. O, de forma equivalente, F/d y 'y/

En la figura 2.5 se presenta el diagrama de bifurcaciones en el espacio de parámetros
(F/dgy/fl) junto con los retratos de fase correspondientes a las diferentes regiones
y bifurcaciones. Las tres regiones mencionadas anteriormente se denominan como
regiónI (biestable), II (excitable) y III (periódica). La bifurcación que separa las
regionesII y III es la de Andronov. La transición entre las regiones I y II corre­
sponde a una bifurcación global conocida como lazo liomoclínico (homoclinic-loop
o saddle-loop)en la que una rama de la variedad inestable del punto silla coincide
con una rama de la variedad estable del mismo punto formando un lazo, como se
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Figura 2.5: Diagrama de bifurcaciones y retratos de fase correspondientes al
péndulocon torque y disipación adimensionalizado (2.6)-(2.7). Las región III (com­
portamientooscilatorio) está limitada por una bifurcación de nodo-silla, que en la
transicióna la región II (excitable) incluye una conexión lieteroclínica (bifurcack'm
de Andronov). Las regiones II y I estan separadas por un bifurcación homoclínica.

muestraen la figura. Finalmente, la transición entre las regiones I y III está dada
por una bifurcación local de nodo-silla, fuera del ciclo límite.

El punto en el cual se juntan las tres regiones y las tres curvas de bifurcación
correspondea un punto de codimensión dosG. Dicho punto corresponde a la ocur­
renciasimultánea de la bifurcación de nodo-silla y de lazo-liomoclínico, y de alguna
formaorganiza la estructura del diagrama de bifurcaciones pues de él emanan todas
lascurvasde bifurcación. Podemos llamarlo un punto de bifurcación nodo-silla-lazo
(saddle-node-saddle-loop). Este punto de codimensión dos no puede hallarse estu­
diandolas bifurcaciones locales, dado que localmente sólo vemos una bifurcación de
nodosilla. Si quisieramos clasificarlo usando teoría de singularidades[47] tendriamos
quevariar un tercer parametro y encontrar un punto de codimensión tres: la bifur­
caciónde Takens-Bogdanov degenerada. Nuestra bifurcación de nodo-silla-lazo es
parte del “despliegue” (unfolding) de la Takens-Bogdanov degenerada.

En el Apéndice A se derivan varios resultados analíticos y numéricos para el
cálculode variedades y curvas de bifurcación de este modelo.

En el Capítulo siguiente se estudiará la dinamica y estadística de este sistema
cuandose incorpora ruido blanco aditivo a una de las variables.

GDeforma no rigurosa pero adecuada, puede definirse a un punto de codimensión dos en el
espaciode parámetros como un punto de inestabilidad estructural (bifurcación) que precisa de dos
parámetros para ser sintonizado. Mientras que las bifurcaciones de Andronov y lazo-homocli'nico
puedencruzarse de manera genérica moviendo un sólo parámetro, se necesitan ajustar ambos
parámetrosen el modelo para acceder a el punto de codimensión dos.



2.1.2 Otros sistemas excitables de Clase I

Resultaindispensable para los sistemas excitables poder garantizar la reinyección del
flujoen el estado estacionario luego de la amplificación. En los modelos precedentes,
la reinyecciónestá garantizada por la topología del espacio de fases. En ambos casos
existeuna variable angular y un pulso excitable corresponde a un giro completo en
dichavariable. Podríamos preguntarnos cuál es el sistema excitable más simple que
logra la reinyección a partir del flujo mismo. Como es obvio que necesitamos al
menosdos variables dinamicas, esto equivale a preguntarse por el sistema excitable
más sencillo en el plano (R2).

Si nos restringiinos a los sistemas excitables de Clase I, nos interesa entonces
encontrar alguna forma canónica para la bifurcación de Andronov. La ecuación
de Adleres una posibilidad, pero si no queremos utilizar una variable angular, la
alternativa es escribir un sistema plano que tenga al menos las características del
de Adler. Esto es, un nodo atractor y un punto silla unidos por una conexión
heteroclínica. A diferencia del espacio de fases cilíndrico del péndulo, en donde
dichaconexiónseparaba dos cilindros que se extendían al infinito, en R2 la conexión
heteroclínicadivide al plano en una región que se exitiende a infinito (exterior) y
una región acotada (interior). Como la conexión es globalmente atractora recibe
flujode la región exterior (trayectorias que vienen del infinito como en el caso del
péndulo)pero también recibe flujo de la región interior, para lo cual es necesario
que exista un punto repulsor en dicha región.

Por lo tanto un sistema excitable de Clase I en R2 tiene al menos tres puntos fijos
en el régimenexcitable: un nodo (o foco) atractor, un punto silla y un nodo (o foco)
repulsor.Luego de la bifurcación de Andronov, el atractor y el punto silla colapsan
dejando un ciclo límite estable como remanente. Dicho ciclo sigue alimentado por
el flujo que proviene de infinito y por el repulsor en su interior.

Cabría preguntarse además si, al igual que en caso del péndulo con torque, la
conexiónheteroclínica puede transformarse en una conexión liomoclínica (saddle
loop)que limite con una región de biestabilidad. Esto dependerá. de la cantidad e
independenciade los parámetros del sistema. Como vimos en el caso del péndulo,
se necesita al menos un parámetro para atravesar la bifurcación de Andronov y
otro para cruzar la bifurcación homoclínica. Por otro lado estas son las únicas
dos bifurcaciones globales posibles para los tres puntos fijos de la región excitable
(ver[9]p. 90), y no deseamos tener mas bifurcaciones locales. Entonces tendremos,
de forma genérica, un espacio de parámetros bidiinensional con dos curvas que se
intersectanen un punto de codimensión dos: una bifurcación de nodo-silla-lazo. Un
sistemaexcitable de Clase I en el plano que sea lo suficientemente general debería
contenerdicho punto de codimensión dos en su espacio de parámetros. Por lo tanto,
ademásde la región excitable posee una región de comportamiento periódico y otra
regiónde biestabilidad entre un nodo atractor y el ciclo límite generado luego de la
bifurcacion homoclínica.

Noexiste una forma canónica general para la bifurcación de codimensión dos de
nodo-silla-lazoen el plano, aunque puede armarse un modelo canónico algo artificial
uniendoel sistema de Adler con un mecanismo de reinyección global controlado por
un segundo parámetro[63][65]. Esta bifurcación de codimensión dos fue estudiada
originalmente por E. Leontovicli[78] (ver también[11][19][20][l12]).

Un sistema muy sencillo que posee dicha bifurcación, desarrollado originalmente
para modelar la fluctuaciones de baja frecuencia en la intensidad de un láser de semi­
conductor con retroalimentación óptica[3()][34][31][l35],está. dado por las siguientes
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ecuaciones:

a," = y (2.8)

y, = (1:—y + —113+ 62:52+ El

El diagrama de bifurcaciones de este sistema es muy similar al del péndulo[30],
consupuntode codimensión dos organizando tres regiones de excitabilidad-periodicidad­
biestabilidad,al menos en una región del cuadrante positivo. De forma general, el
parámetro el controla la bifurcación de Andronov (o nodo-silla.) y 62 la de lazo­
homoclínico.La diferencia esencial se encuentra en el espacio de fases: un pulso
excitableno corresponde a una vuelta en la variable angular sino a una larga excur­
sión en el plano.

Las propiedades estadísticas de este modelo en la región excitable y bajo la
accióndel ruido fueron reportadas en [135]. Como una característica adicional este
sistemapresenta dos puntos de bifurcación nodo-silla-lazo: con un lazo homoclínico
queincluyeel repulsor, como en el caso del péndulo, pero también con un gran lazo
homoclínicoque encierra los tres puntos (big saddle-loop). Luego de la bifurcación
del gran lazo homoclínico se entra a otra región biestable pero en la que el ciclo
estableencierra el atractor. Esta secuencia de dos bifurcaciones de lazo homoclínico
es bastante frecuente y volveremos a encontrarla en los sistemas de Clase II aun
sin la bifurcaciónde Andronov. Puede verse que esta secuencia es de alguna. forma
generalpara pasar de tener, en un sistema de tres puntos fijos, un ciclo límite en
tornoa uno de los puntos a tener el ciclo límite encerrando los tres puntos.

Muchosmodelos excitables de neuronas presentan regiones de parámetros en las
quese comportan como los sistemas de Clase I, es decir poseen una bifurcación de
nodo-silla-lazo.Algunos de estos modelos son el de Wilson-Cowan[63], el de Morris­
Lecar[104],el de Connor[36], y el de Bower[l34]. Estos sistemas son en general del
tipo veloz-lento(fast-slow), esto es, con una variable de activación rápida y una
recuperacióndel equilibrio algo mas lenta. También pueden observarse regiones con
excitabilidadde Clase I en modelos tipo Hodgkin-Huxley varaiando el potencial de
equilibriodel potasio [lll][51], como veremos en la seccion 2.3.

2.2 Sistemas excitables de Clase I I : bifurcación de Hopf

Otra clasede sistemas excitables en el plano puede formarse con sistemas cerca de
una bifurcaciónde Hopf7 que colapsa rápidamente a una oscilación de relajación.
Un ciclode relajación bidimensional consiste en una órbita que alterna. entre dos
variedadestransitoriamente atractoras (variedad lenta) con saltos rápidos (relaja­
ciones).La principal diferencia con los sistemas de Clase I reside en la transición al
comportamientoperiódico: las oscilaciones nacen con una frecuencia definida, la del
ciclolímitegenerado en la bifurcación de Hopf (frecuencia de Hopf

En la figura 2.6 se muestran dos series temporales y retratos de fase típicos para
sistemasexcitables de Clase II en los regímenes excitable y periódico (separados por
la bifurcaciónde Hopf). En la región excitable tenemos un solo punto fijo estable
sobreuna variedad lenta. El punto fijo es globalmente atractor pero las órbitas
perturbadasen su entorno pueden relajar rápidamente (azul) o saltar a la otra rama
lentay volverluego de una excursión por el espacio de fases (rojo). Cuando, al mover

7Labifurcación de Hopf (supercrítica) corresponde al cambio de un foco atractor en repulsor
con la consiguiente emisión de un ciclo estable.
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Figura 2.6: Series temporales y retratos de fase para un sistema excitable de Clase
II (FitzHugh-Nagumo) en las regiones excitable y oscilatoria. En la región excitable
dostrayectorias muy próximas tienen transitorios muy distintos: un pulso sexcitable
(rojo)o el decaimiento al único atractor (azul). En el régimen oscilatorio todas las
órbitastienden asintóticamente al un oscilador de relajación. Se muestra la variable
lenta en línea punteada.

cierto parámetro, este punto fijo llega al borde de la variedad lenta se produce la
bifurcaciónde Hopf, el punto fijo pierde estabilidad y emite un ciclo límite que
rápidamentecrece hasta ocupar las dos ramas lentas y dar origen a un oscilador de
relajación(comportamiento periódico).

Las principales características de los sistemas excitables de Clase II son:

El ciclo límite nace en la bifurcación de Hopf con un período definido. A
diferencia de los sistemas de Clase I, en los de Clase II al acercarnos a la
región excitable desde la región periódica las oscilaciones tienden al periódo
de la Hopf.

No existe un umbral definido como en la Clase I. Al haber un solo punto fijo
atractor en la región excitable no hay invariantes unidimensionales que puedan
servir de umbral. Lo único que hay es una región muy restringida cerca del
atractor en donde las órbitas se separan en decaimientos y excitaciones. El
lieclio(le que la zona sea muy restringida (la la apariencia (le un umbral.

Si se pertnrba el sistema en la dirección opuesta al umbral, en ciertos casos
se puede aumentar la probabilidad de disparar un pulso excitable (pulso post­
inliibitorio), al contrario de lo que sucede siempre en los sistemas de Clase
I.

Los sistemas excitables de Clase II se comportan como resonadores frente a
un estímulo externo. Es decir que si perturbamos al sistema con una serie
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de pulsos de frecuencia dada, la probabilidad de excitación será. máxima para
¡múltiplosy sub-multiplos de la frecuencia de la Hopf.

o Estossistemas cuando son perturbados débilmente presentan oscilaciones sub­
mnbral debido a que relajan al equilibrio estacionario con una frecuencia cer­
cana a la Hopf.

Antes de ver ejemplos de sistemas excitables de Clase II, revisamos algunos
conceptosde los sistemas veloz-lento y los osciladores de relajación que serán útiles
más adelante.

2.2.1 Osciladores de relajación

Bajoel nombre genérico de osciladores de relajación se designa a una familia de sis­
temascon dos escalas temporales bien diferenciadas: movimientos rápidos definidos
aproximadamente por un sistema en el que las variables lentas están “congeladas”
y una evolución lenta de estas últimas variables cuando el sistema rápido relajó al
equilibrio (ver [9] Cap. 4).

Lososciladoresde relajación más simples consisten en un ciclo atractor alimenta­
dopor un foco repulsor interior. Existen al menos (los ramas estables de la nulclina 3
de la variable rapida. Para cualquier condición inicial es genérico que el sistema
decaigaa un entorno pequeño de una de esta ramas estables rápidamente. Este
movimientose denomina relajación. Cerca de la nulclina de la variable rápida se da
el movimientolento de la(s) otra(s) variable(s). Este movimiento es tal que siempre
siguede cerca a la nulclina hasta un punto donde ésta cambia estabilidad. Al llegar
a este punto la órbita relaja velozmente a otra rama estable de la nulclina rápida
y el proceso se repite. Esta orbita converge al ciclo limite estable que consiste en
la alternanciaentre relajaciones rápidas de una rama estable a otra y movimientos
lentos a lo largo (le dichas ramas.

En la figura 2.7 se muestra una nulclina típica con forma de “N”. Las ramas
derechae izquierda son estables y la del medio es inestable. La oscilación en este
caso se establece porque en la rama derecha el flujo lento es ascendente, hacia el
cododonde pierde estabilidad y en la rama izquierda es descendente hacia el otro
codo.La órbita periódica relaja alternativamente de una rama estable a la.otra.

La forma general de un oscilador de relajación bidimensional puede escribirse:

ez' = f(a:,y) (2.10)
d = Nam (2M)

dondee es un parámetro pequeño responsable de la separación (le escalas temporales,
a:es la variable rápida y su nulclina. f(:l:, y) = 0 tiene una forma similar a la de la
figura 2.7. La nulclina g(:r,y) = 0 de la variable lenta (y) corta sólo a la rama
inestablede la nulclina rápida, separando el flujo lento en ascendente a la derecha y
descendente a izquierda.

Cuando e = 0 el sistema está gobernado por la ecuación rapida. Redefinien­
do la escala temporal observamos que el sistema queda reducido a una dinámica
unidimeusional que llamaremos sistema veloz:

f=fhw) (ZR)
BScllama nulclina (le una variable :r¡ en un espacio (le fases n-dimensional a la superficie n-l

dimensionalque es solución (le la ecuación = 0



Figura 2.7: Retrato de fase de un oscilador de relajación. La variable rápida relaja
rápidamente(flechas negras) a alguna de las ramas estables de la variedad lenta (Sl
o 82). Sobre la variedad lenta el movimiento es hacia los “codos” donde se pierde
estabilidady la órbita salta a la otra rama estable. De esta forma existe un único
comportamientoasintótico: un ciclo límite estable que alterna recorridos lentos en
las ramas Sl y 82 con saltos rápidos de una rama a otra (órbita verde). Existe un
únicopunto fijo repulsor U que alimenta al ciclo límite.

dondeahora y es un parámetro fijo. Este sistema aproxima el movimiento de rela­
jacion cuando e es no nulo, pero pequeño.

La dinámica lenta ocurre en un entorno de las ramas estables de la nulclina
f (1:,y)= 0. Llamaremos aproximación singular del flujo lento o sistema slow a la
dinámica dada por:

0 = f(rv,y) (2.13)

y' = (Kay) (2-14)

Si bien es claro que se trata de una aproximación pues durante el movimien­
to lento la variable rápida tambien evoluciona, aunque más lentamente. Podemos
aproximara primer orden el sistema slow derivando respecto del tiempo[109]:

df(-'v,y) _ r
dt —— 0 (2.10)

01.05711) I 0f(zyy) / _ .
az a: + ay y — 0 (2.16)

3f(a:,y) , ó’f(rv,y) _

de donde obtenemos el sistema slow de orden uno:

, 8 z,1 8 3:,1
Islow= _(NT/flg(may))

y’ = amy) (2-19)
(2.20)

Este sistema describe aproximadamente el flujo lento, excepto cuando el sistema
seacercaal punto en el que la nulclina rápida cambia estabilidad. Es claro que este
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Figura 2.8: Sistema excitable de Clase II. La nulclina de la variable lenta (azul)
corta la rama estable (lc la nulclina de la variable rápida (rojo) en el nodo atractor
N.Dostrayectorias muy cercanas (A1 y A2) tienen futuros diferentes: una va direc­
tamenteal nodo mientras que otra realiza todo un ciclo de relajación antes de decaer
al punto fijo (pulso excitable). De esta forma un pequeña perturbación puede ser
amplificadasi supera cierto umbral, una característica de los sistemas excitables.

es nn pimto singular para el flujo del sistema (2.18) - (2.19), pues allí Üf/Üzv = 0. En
unentorno pequeño del punto singular el sistema slow puede reducirse a la forma[9]:

12' = :tC/II: + A(y) (2.21)

y' = :tl + IA(y) (2.22)
y = z2 (2.23)

donde aproximamos g(z,y) cerca del punto singular como una función lineal de
1:. De la primera ecuación se desprende que, a medida que el flujo del sistema
slowse aproxima al punto singular, la velocidad del flujo tiende a infinito de forma
inversamenteproporcional a la distancia al punto singular.

El comportamiento asintótico de un oscilador (le relajación en el plano podra
describirseentonces cn términos de la alternancia entre el sistema veloz (2.12) y el
sistema slow (2.18) - (2.19).

2.2.2 El modelo de FitzHugh-Nagumo
Ahoraestamos interesados en obtener un sistema excitable de Clase II como el de­
scripto al comienzo de la sección 2.2. Necesitamos entonces un equilibrio estable,
para lo cual podemos hacer que la nulclina (le las variable lenta corte a una rama
estable(le la nulclina de la variable rápida (ver Fig. 2.8). Obtenemos así un sistema
quecumple los requerimientos de excitabilidad formulados al comienzo del capítulo.
Poseeuna región de decaimiento en un entorno de la rama estable de la nulclina
quecontieneal atractor. Si una órbita, inicialmente en el atractor, es perturbada
sensiblementepor encima de la rama inestable de la nulclina pasa a la región am­
plificada(la otra rama estable de la nulclina) y decae luego de un ciclo completo de
relajación.

-’.:‘ 1"



Figura 2.9: Orbita transitoriamente repulsora del modelo de FitzHugh-Nagumo
(2.24)-(2.25)para valores de parámetros e = 0.03, 'y = 0 y a = 1.1 (trazo grueso).
Perturbacionesmuy pequeñas de esta órbita conducen a una o otra rama estable de
la variedad lenta (línea punteada).

En este caso, la rama inestable (le la nulclina no es un umbral en el mismo
sentidoque lo es la variedad estable del punto silla en los sistemas de Clase I. Por
un lado, no es un invariante del flujo, y por otro sólo designa una “divisoria de aguas”
arbitraria, pues en rigor podrían existir pulsos de amplitudes intermedias. Lo que
haceque la idea de “umbral” siga siendo aplicable es que si las escalas temporales
están bien diferenciadas (e pequeño), sea muy dificil obtener un pulso de amplitud
intermedia. Las órbitas perturbadas o bien no abandonan la zona de decaimiento,
o bien se amplifican y relajan luego de un pulso excitable. Lo que hace las veces de
umbral,entonces, es una región del flujo en donde las trayectorias tienen una fuerte
divergencia,hacia una u otra rama de la nulclina.

Alternativamente podemos hablar, en lugar de variedades que funcionan como
umbral,de la existencia de una órbita singular que posee la particularidad de que un
tramode ella es repulsor en sentido transversal (ver figura 2.9) [75]. Esta trayectoria
funcionaefectivamente como umbral a pesar (le ser en si misma una órbita más que
decaeal punto fijo, dado que una parte de ella. separa las regiones de decaimiento
y amplificación. La otra órbita singular que se muestra en la figura corresponde
a aquella que tiene dos tramos que son atractores en sentido transversal. Ambas
órbitas si bien no corresponden a un conjunto atractor o repulsor estrictamente
hablandopueden verse como conjuntos transitoriamente atractivos o repulsivos [75].

Un modelo sencillo de excitabilidad de Clase II, concebido como una simpli­
ficacióndel modelo más complejo (le Hodgkin-Huxley gy que retiene su compor­
tamientocualitativo, es el FitzHugh-Nagumo[4l] (abreviado FHN)“. Este modelo

9para una explicación de su derivación de nn modelo (le potencial (le membrana ver[67] p. 136
loUnsistema equivalente para simular pulsos neuronales habiá sido propuesto anteriormente por

Borilioefler[15],como una generalización del oscilador de relajación de van der Pol[126], por lo que
el sistema FHN se conoce también como Bonlioeffer-van der Pol
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fuey siguesiendo muy utilizado, desde las matemáticas aplicadas y la neurociencia
a la formación (le patrones.

El modelo puede escribirse de forma general:

ez, — z —arg/3 —y (2.24)

J = z-vy-a 02m

dondereconocemos la forma de un sistema veloz-lento (2.10) - (2.11). Siempre que
las variables se encuentran lejos de la nulclina y = a: —23/3 la variación de ¿ves
muchomayor (del orden l/e) que la variación de y (subsistema rápido) y relaja a
unentornode la nulclina. En dicho entorno ambas variaciones son del mismo orden
(subsistema lento).

Un sistema orbitalmente equivalente!l puede obtenerse reescalando el tiempo
como t’ = et:

:r' = a: —x3/3 —y (2.26)

y = dI-vy-a) 22H

Estesistema presenta una desventaja para el analisis que realizaremos posterior­
mente:el período de las oscilaciones de relajación y la duración del pulso excitable
dependenfuertemente de e. Sin embargo para el estudio de las bifurcaciones po­
dremosusar ambos modelos alternativamente.

Variedades lentas en el FHN

Antesde estudiar cl diagrama de bifurcaciones del FitzHugh-Nagumo detengámonos
a estudiar cómo es el dinámica de este sistema en términos de las aproximaciones
parasistemasveloz-lento derivadas en la sección anterior. Para simplificar el analisis
consideremosel sistema de FitzHugh-Nagumo “reducido” con 'y = 0.

En este modelo las variedades lentas corresponden a las dos ramas estables (ex­
teriores)de la cúbica y = :1:—2:3/ 3 y los saltos en el subsistema rápido se aproximan
a trayectoriasque unen los puntos críticos (a: = -l;y = -2/3) y (a: = 1;y = 2/3)
con lospuntos de inserción (a: = 2;y = —2/3) y (a: = —2;y = 2/3) respectivamente.

El subsistema slow obedece a las ecuaciones:

:E+ a

mision)= (2-28)
y' = a: + a (2.29)

Estas ecuaciones se aplican únicamente a los intervalos -2 5 :1:< —1y l < a: 5 2.
En la ecuación (2.28) podemos integrar por cuadraturas y obtener de forma

directa la siguiente expresión para el tiempo que emplea el sistema en recorrer la
variedad lenta:

:L'+a
zo+a

,2 2

)+a(m—x0)—%+%+to (2.30)t(;c) = (1 —a2)ln(

donde2:0es la posición inical en el momento inicial to. Notar que nos interesa tomar
el tiempocomovariable dependiente. De esta forma los puntos singulares en = l

llDossistemas son arbitalmentc equualentes si sus órbitas en el espacio de fases coinciden aunque
suparametrizaciónen el tiempo sea diferente. Sistemas orbitalmente equivalentes pueden obtenerse
fácilmentereescalando el tiempo
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Figura 2.10: Un ciclo dc relajación del sistema FitzHugli-Nagumo (2.24)-(2.25)
con valores de parametros e = 0.001, 'y = 0 y a = 0.9, con el tiempo como vari­
abledependiente de la coordenada z (trazo fino), junto con las dos aproximaciones
analíticas(2.3l)-(2.32) (trazo grueso). Las aproximaciones son válidas en los inter­
valosde la coordenada :r [-2, 1) y (1,2] respectivamente. No obstante, se prolongan
fuerade estos intervalos para distinguirlas del resultado numérico.

son puntos de derivada nula y no infinita. De hecho la función (2.30) se aproxima
suavemente a dichos puntos.

Si el parámetro e que determina la separación de las escalas temporales en el
sistemaveloz-lento es pequeño esta última expresión sirve para calcular con bas­
tante precisión el tiempo que emplea tanto una oscilación de relajación como nn
pulsoexcitable. Este valor será de utilidad luego, cuando tratemos de predecir la
estadísticade tiempos entre pulsos en sistemas excitables de Clase II. El tiempo que
empleauna trayectoria que cruza el umbral de excitabilidad esta gobernado por la
dinámicadeterminista y se conoce como tiempo de reinyección o tiempo refractario
(dadoque no es posible disparar otro pulso antes (le que transcurra dicho intervalo
de tiempo).

Veamosprimero el caso oscilatorio, que se obtiene cuando la nulclina del subsis­
temarápido corta la rama inestable de la nulclina lenta (en particular esto sucede
si 7 = 0 y |a| < l). En ese caso consideramos que las trayectorias en el subsis­
tema rápido son practicamente instantáneas y que el tiempo empleado en función
del desplazamiento está dado por (2.30) con condiciones iniciales en los puntos de
inserción.Más específicamente tendremos:

. :1:+ a 3:2

mx) = (1-a2)ln —a +a(1:+2)—í+2 (2.31)

para la rama m < 0 de la variedad lenta, de donde consideramos que parte una
órbita a t = 0 desde el punto de inserción (-2, 2/3) y evoluciona hasta a: = —1en
un tiempo t = t¡(—1). Y, por otra parte:

t2(:¡:)= (1 —a2)ln
¿E2

+a(1:—2)—ï+2+t¡(—1) (2.32)
(L

(1.
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sobrela rama x > 0 de la variedad lenta donde es insertado en el punto (2, -2/3) en
el mismotiempo en que abandonó la rama anterior: tl (-1). Allí evoluciona hasta
.1:= l y se cierra la órbita con otro salto en el subsistema rápido.

En la figura 2.10 se muestra una órbita completa integrada numéricamente para
e = 0.001 y a = 0.9 con el tiempo como variable dependiente y ambas funciones
(2.31)-(2.32)en trazo grueso. Se observa que el ajuste es bastante preciso.

Luego,es posible contar con la siguiente expresión analítica para el período de
las oscilacionesde relajación del modelo de FitzHugh-Nagumo.

_- 2 aT(a)—3+(1-a)ln_ 1} (2.33)

En el caso excitable las expresiones (2.31)-(2.32) siguen siendo válidas, sólo que
lógicamentetienen una asíntota vertical en el punto fijo. En este caso lo que nos
interesa calcular es el tiempo de reinyección desde que una trayectoria cruza el
umbral excitable (que por ahora podemos suponer cercano a a: = —1) hasta que
retorna a un entorno muy pequeño del nodo. El tiempo de reinyección será muy
sensiblea la elección (le dicho entorno, dado que a medida que la óbita se aproxima
al punto fijoel tiempo de aproximación diverge. Para el caso excitable la coordenada
del punto fijo z = —ase encuentra ligeramente por debajo de z = -l. Elegiremos
un entorno del punto fijo de radio ó y calcularemos el tiempo que tarda una órbita
queparte del umbral en ser reinyectada en dicho entorno, utilizando la expresiones
(2.31)-(2.32).

En la figura 2.11 se muestra un pulso excitable completo integrado numéricamente
para e = 0.001 y a = 1.1 con el tiempo como variable dependiente y las aproxi­
maciones(2.3l)-(2.32) en sus intervalos correspondientes (en verdad prolongamos
un poco fuera de los intervalos estas funciones para distinguirlas de la solución
numérica). El asterisco marca el punto en el que es recesario perturbar el sistema
para que genere un pulso excitable.

Tambiénen este caso podemos decir que contamos con una expresión analítica
bastante precisa para el tiempo de reinyección en el régimen excitable del modelo
de FitzHugll-Nagumo:

Tn-(a,ó) = Z + a —ga2 —26a —¿62 +(1 - a2)ln2 (2.34)a2—4¿(0+ l)‘

donde se ve la fuerte dependencia con la elección del entorno 6 en el término del
logaritmo.Esta elección determinará. también la condicion inicial cuando estudiemos
elproblemade escape en presencia de ruido. Una elección del parámetro (5adecuada
esaquellaque corresponde a un entorno del punto fijo en el cual la linealización del
campovector es una buena aproximación del problema real. De hecho, en el caso
excitable,nuestro expresión aproximada de la evolución de una órbita estara dada
por la dinámica sobre la variedad lenta acoplada con la del sistema linealizado en
un entorno ó del punto fijo.

Estudio de las bifurcaciones

De forma general la nulclina de la variable rápida (una cúbica) y la nulclina de la
variablelenta (una recta) se pueden cortar en uno o tres puntos fijos. Además, estos
puntospueden estar en las ramas estables o la inestable de la nulclina rápida. Las
separatricesentre las posibilidades enunciadas corresponden a las dos bifurcaciones
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Figura 2.11: Un pulso excitable del sistema FitzHugh-Nagumo (2.24)-(2.25) con
valoresde parámetros e = 0.001, 'y = 0 y a = 1.1, con el tiempo como variable depen­
dientede la coordenada :1:(trazo fino), junto con las dos aproximaciones analíticas
(2.3l)-(2.32)(trazo grueso). El asterisco indica el punto en el cual se perturba el
sistemapara obtener el pulso excitable. Laa aproximaciones son válidas en los inter­
valosde la coordenada x {-2, l) y (l, 2] respectivamente. No obstante, la segunda
seprolongafuera de su intervalo para distinguirla del resultado numérico.

localesgenéricas de puntos fijos en sistemas planos: la bifurcación de nodo silla y la
de Hopfrespectivamente. Estas curvas (más otras bifurcaciones globales)dan lugar
al diagrama(le bifurcaciones que se muestra en la figura 2.12 para un valor de e fijo
(e = 0.01).

Loprimero que observamos en el diagrama de bifurcaciones es la simetría para
elparámetroa. Esto se debe a la invarianza del modelo de FitzHugh-Nagumo frente
a la transformación: a: —)-:v, y —>—y, a —)-a. El panorama es muy distinto, en
cambio,para 7 mayor o menor que cero.

Comenzaremospor la situación más sencilla, cuando 'y = 0 y a = 0. En este
casoel sistema se reduce al oscilador de van der Pol [126], que constituye el ejem­
ploparadigmático de un oscilador de relajación. Si conservamos 7 = 0 y variamos
a, tenemosun sistema FHN “reducido” que posee los ingredientes mínimos de ex­
citabilidad. En este sistema, la nulclina de la variable lenta es siempre una recta
verticalen a: = a. Si [al < 1 esta nulclina corta la rama inestable de la nulclina
rápiday el sistema sigue siendo un oscilador de relajación. Si, en cambio, |a| > 1,
la rectacorta alguna de las ramas estables y se tiene un sistema excitable de Clase
II. Cuando lal = l se produce una bifurcación de Hopf supercrítica en la cual el
nodoatractor que existía en la región exeitable pierde estabilidad y emite un ciclo
límiteestable. A medida que IaI sigue disminuyendo, este cielo crece rápidamente,
hastaalcanzar el ciclo de relajación. Existe, por lo tanto, una región en el espacio de
parámetrosen la cual el sistema es un oscilador común. Sin embargo estas regiones
son,por lo general, muy pequeñas y se hacen despreciables a medida que e —)0.

Esta pequeña región, sin embargo, presenta la poco conocida característica de
teneroscilacionescuasiarmónicas de pequeña amplitud sin haber perdido las car­
acterísticasde la excitabilidad [86]. En efecto, si bien el único comportamiento
asintóticoposible es un ciclo límite estable de pequeña amplitud, una perturbación
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Figura 2.12: Diagrama de bifurcaciones del modelo de FitzHugh-Nagumo (2.24)­
(2.25)en el plano ('y,a) para un valor de e = 0.01. En línea continua se representan
las bifurcacioues locales de nodo-silla (SN), Hopf (H) y nodo-silla de ciclos límites
(SNLC).En línea de trazos se representan algunas de las bifurcaciones locales: lazo
homoclíuico(He). Los puntos de codimensión dos de Bautin (u Hopf degenerada),
cuspy Takens-Bogdanov (a la derecha del gráfico) se denotan GH, CP y TB respec­
tivamente.La curva Homoclínica está algo desviada de su posición real para poder
visualizarla.El diagrama fue realizado con el programa Content.

quesupereel umbral puede conducir a un salto a la otra rama estable de la nulclina
lentay la consecuente relajación luego de un pulso excitable. Otra particularidad
de esta región es que el ciclo límite ocupa parte de la rama inestable de la nulclina
rápida, formando ciclos llamados canard (pato en francés) debido a su forma. La
rápida expansión del ciclo límite hasta abarcar el ciclo de relajación (más rápida
cuanto menor es e), fue estudiada en [10], donde se la llama bifurcación de Hopf
singular,debido a que puede verse como la perturbación singular de una bifurcación
de Hopf de período nulo.

Esto último se puede observar claramente en el sistema de FHN orbitalrnente
equivalente(2.26)-(2.27). Para este sistema, consideremos lo que ocurre en el límite
singular e = 0. Mientras e posee un valor finito se produce una bifurcación de
Hopfsupercrítica en Ial < 1. En dicha bifurcación se genera un ciclo límite cuya
frecuenciaa primer orden es wo= Luego, a medida que el parametro que separa
lasescalas temporales se hace más pequeño, el ciclo límite de la Hopf surge con un
periodomenor. En el límite singular surge con período nulo. Es decir estamos frente
a una bifurcación de Hopf de período cero, un punto de bifurcación de codimensión
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Figura 2.13: Diagrama de amplitudes en función del parámetro (a) para la bifur­
cación(le Hopf subcrítica (H) y la bifurcación de nodo-silla de ciclos límites (SNCL).
Si el parámetro aumenta se pierde estabilidad en la Hopf y se salta al ciclo de re­
lajación (rojo). En cambio si el parámetro disminuye el ciclo de relajación pierde
estabilidaden la bifurcación de SNCL (verde). Estas dos bifurcaciones determinan
tres regiones: excitable, biestable y periódica.

dospero de naturaleza muy diferente al que observamos en los sistemas de Clase I.
A este punto de codimensión dos corresponde una parte lineal nula. De este punto
de codimensión dos en el espacio (a, e) surge un rama Hopf en la dirección del eje
e > O.

Podemosdefinir entonces a la clase más elemental de sistemas excitables de Clase
II como la perturbación singular en la dirección e > 0 de una bifurcación de Hopf
deperíodo nulo. Este sistema FHN reducido, con 'y = 0 presenta los requerimientos
mínimos(leexcitabilidad de Clase II y será estudiado bajo la acción del ruido en los
capítulos siguientes.

Si ahora estudiamos el semiplano 7 > 0, obtenemos nuevas bifurcaciones y com­
portamientos. En particular, si seguimos la bifurcación de Hopf a medida que
aumentamos 'y, vemos que el valor de a para el cual ésta se produce disminuye
linealmente. Tenemos entonces dos curvas de Hopf en el espacio de parámetros
aproximadamente rectilíneas que se cortan en 'y z 3/2. En un cierto punto de la
curva (7,, z 1/2,a z 2/3), la bifurcación de Hopf pasa de ser supercrítica a sub­
crítica12en un punto de codimensión dos conocido como bifurcación de Bautin [74].
De la bifurcación de Bautin emerge otra bifurcación de codimensión uno: una bi­
furcaciónde nodo-silla de ciclos límites. Esto hace que para 'y > 'ybla transición del
régimenexcitable al oscilatorio cambie cualitativamente. La región excitable sigue
comoantes: un solo atractor y la posibilidad de tener pulsos excitables. Sin embargo
ahora,al disminuir el parámetro a, se produce una bifurcación de nodo-silla de ciclos
límites.El ciclo límite inestable funciona de umbral entre el nodo atractor y el ciclo
límiteestable que ocupa el ciclo de relajación. Estamos, una vez más, aunque de
formadiferente, en una región biestable. Al seguir disminuyendo a, el ciclo límite

l2B" una Hopf subcrítica un ciclo límite inestable colapsa con un foco atractor transformándolo
en un foco repulsor.
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inestablecolapsa con el atractor en una Hopf subcrítica, dejando un foco repulsor
quealimenta al ciclo (le relajación (región oscilatoria). Resumiendo, lo que sucede
paravaloresde 7 mayores que la bifurcación de Bautin es que la transición del com­
portamientoexcitable al oscilatorio se hace a través de una región biestable en la que
unciclolímite inestable funciona como umbral. Este cambio de comportamiento se
muestra en la figura 2.13.

Veamosahora la bifurcación que separa la existencia de uno o tres puntos fijos.
Estose produce cuando las nulclinas se tocan tangencialmente en una bifurcación
de nodo-silla. En la figura 2.12 se muestran dos curvas de nodo-silla que parten
de un punto (le codimensión dos (cusp) en 7 z 1 , a = 0 y cortan la curva de
Hopfen 7 z 4/3. Notar que tanto en este cruce como en el de las dos curvas
Hopfen 7 z 3/2 no hay puntos de codimensión superior pues se cortan curvas de
bifurcacionescorrespondientes a puntos fijos distintos. No obstante, las curvas de
Hopfy de nodo silla correspondientes al mismo punto fijo se cortan tangencialmente
(fueradel gráfico) en un punto de bifurcación Takens-Bogdanov [74].

Lacurva(le nodo-silla corresponde en verdad a una bifurcación de nodo-repulsor.
Estetipo (lebifurcación es idéntica a la de nodo silla sobre la variedad central”, sólo
queen este caso la variedad central es repulsora. Cuando esta curva corta la curva
de Hopfy de nodo-silla de ciclos límites se generan dos puntos de nodo-silla-lazo,
comolos que encontramos en los sistemas de Clase I, sobre la curva nodo-repulsor.
Comomencionamos en la sección anterior, para pasar de la situación de la región
I con un ciclo límite (inestable, generado en la Hopf subcrítica) encerrando a un
punto fijo, a la región II con el ciclo límite (inestable, que luego colapsara con el
ciclode relajación) encerrando los tres puntos fijos, es genérico tener que cruzar
dos lazos homoclínicos (uno pequeño y otro grande). Sin embargo, en este caso
no tenemosuna bifurcación de Andronov dado que la conexión homoclínica no (la
nacimientoa un ciclo estable de período arbitrariamente largo, sino a un ciclo límite
repulsor. No es posible observar una bifurcación de Andronov en esta región ya
quesi 7 > 0 la nulclina lenta (recta) tiene pendiente positiva y sólo puede tener un
contactotangencial con la rama inestable de la nulclina rápida, dando origen a una
bifurcación(le nodo-repulsor.

Lasbifurcaciones (le lazo homoclínico están muy proximas (mucho más próximas
deloquese muestra en la figura 2.12), pero a medida que se alejan divergen a futuros
muydistintos. La curva superior se conecta con el punto de Takens-Bogdanov (el
despliegue(le esta bifurcación posee un lazo homoclínico). La inferior se aniquila
consn par del semiplano inferior en un punto (le doble lazo homoclínico [107].

El panorama es cambia por completo en el semiplano 7 < 0. Las curvas de
bifurcación(le nodo-silla tienen tienen una asíntota vertical a. —)oo cuando 7 —)(l­
y se aproximan tangencialmente a la curva de Hopf que continuan del semiplano
7 > 0 en linea recta. Estas dos curvas se cortan finalmente en un punto Takens
Bogdanov7'“; z -7. Existen además numerosas bifurcaciones globales [107], pero
noentraremos en detalles en esta región. Sólo diremos que si bien cuando 7 < 0 es
posibletener bifurcaciones de nodo-silla, en todos los casos el tercer punto fijo es
tambiénun atractor, por lo tanto es muy difícil que podamos encontrar un escenario
dinámicosimilar al de los sistemas excitables de Clase I.

Finalmente, diremos algunas palabras acerca de la precisión de el esquema (le
clasificaciónclásico en dos grandes clases de excitabilidad. En algunos trabajos de

l3Lavariedad central es el invariante tangente a la autodirección correspondiente al autovalor
quese anula en la bifurcación.



excitabilidad en láseres [28] [76] se hace alusión a las “tres clases básicas” de ex­
citabilidad,colocando a la excitabilidad cerca de una. bifurcación homoclínica como
unanovedosaclase de excitabilidad (a veces llamada proceso de avalancha-colapso)
[94][95]. Nosotros hemos preferido incorporar esta “tercer clase” dentro de la ex­
citabilidadde clase I (de hecho la bifurcación que la caracteriza contiene tanto la
Andronovcomo la homoclínica) debido a la observación de que es genérico encontrar
bifurcacionesde Anronov que surjan del despliegue de una punto de nodo-silla-lazo
en familiasde sistemas de dos parámetros. El hecho de que la proximidad a las bi­
furcacionesde Andronov y homoclínica tengan una estadística diferente dará luego
origena histogramas bimodales en la estadística del tiempo entre pulsos, un sello
quenos puede servir para caracterizar esta clase de sistemas. Por otra parte, si
admitiésernosesta tercer clase de excitabilidad, también tendríamos que diferenciar
lasregionesde excitabilidad próximas a.una bifurcación de Hopf subcrítica o super­
crítica,dado que las propiedades topológicas cambian según exista o no una región
biestableentre la excitabilidad y el comportamiento periódico. Esto nos remite otra
veza la ambiguedad en la definición de “sistema excitable” a la que hacíamos men­
ciónal principio de este capítulo. Por excitabilidad de clase I o II hacemos alusión
a regionesen el espacio de parámetros cercanas a una bifurcación de nodo-silla-lazo
con tres puntos fijos y a una. bifurcación de Hopf singular de un único punto fijo,
respectivamente.Esto no impide que sea posible encontrar sistemas que presenten
ambasregionesen dominios diferentes de su espacio de parámetros. Esto es lo que
ocurreen cl modelo de Hodgkin-Huxley que analizaremos en la sección siguiente, y
de formamás general en modelos como el propuesto en el trabajo de Ventura [128],
dondecolisionan una bifurcación cúspide con una Hopf.

2.3 Modelos Neuronales

Muchascélulasutilizan el mecanismo de excitabilidad para transmitir señales eléctricas:
célulasdel tejido cardíaco, células del tejido muscular, células secretoras y gran parte
de lascélulasnerviosas. La ventaja más evidente de la excitabilidad es la capacidad
de transmitir señales sin pérdida de intensidad al acoplar varios sistemas espacial­
mente. Un pulso eléctrico excitable puede propagarse a lo largo de una membrana
celularque contenga canales iónicos, siendo reforzado continuamente. Esto permite,
porejemplo,que un impulso nervioso que parte del sistema nervioso central arribe
sinpérdida (le amplitud a un terminal muscular.

En esta sección presentaremos un tipo de modelo clásico de neurona excitable y
describiremosbrevemente sus principales regímenes dinámicos y bifurcaciones. Este
tipo de modelo considera a la célula nerviosa (o al menos su cuerpo principal o
soma)corno espacialrnente homogénea y describe los mecanismos por los cuales se
originanpulsos excitables (o potenciales de acción), pero no su propagación. Por
otra parte, en lo que sigue consideraremos a las neuronas como sistemas aislados
(oa lo sumo con una corriente externa continua). Posteriormente, en el Capítulo 6
incorporaremosun modelo para los acoples sinápticos entre neuronas.

Prácticamente cualquier libro de Neurociencia con cierta orientación matemática
presentauna derivación de las ecuaciones clásicas de Hodgkin-Huxley (HH) para el
axóndel calamar gigante [67]. No la repetiremos aqui, simplemente daremos una
descripciónde las ecuaciones y presentaremos un somero diagrama de bifurcaciones
para algunos parámetros.



la ecuaciones de HH describen la evolución del potencial de membrana“. Dicho
potencialpuede encontrarse en un estado de reposo estable en el que una diferencia
de cerca de —50mV (este valor puede variar en diferentes clases de neuronas y es­
pecies)es mantenida con el exterior mediante el bombeo constante de iones de calcio
(Na+) y Potasio (K +), principalmente. Por otra parte, las membranas excitables
poseencanales iónicos selectivos (poros que dejan pasar sólo una especie iónica) cuya
conductividaddepende del potencial de membrana.

Las ecuaciones HH se pueden entender en dos etapas: (a) la dependencia de
lasconductividades de los canales iónicos con las variaciones del potencial de mem­
brana (b) la variación del potencial de membrana con el cambio en las distintas
conductividadesasociadas a cada canal.

El modelo original de HH consta de cuatro variables dinámicas: el potencial (le
membrana(V), una variable asociada a la activación de los canales de potasio (n),
una variable asociada a la activación de los canales de sodio (m) y una variable aso­
ciadaa la inactivación de los canales de sodio (h). El resto son constantes ajustadas
a partir de los experimentos:

Cmv’ = -gxn4(v - VK)—¿Num‘wv —VN“)—mv - VL)+ I (2.35)

n' = (yn(V)(l —n) —fi,¡(V)1L (2.36)

1n' = am(V)(l - m) —Bm(V)m (2.37)

h' = ah(V)(l —h) —fih(V)h (2.38)

(2.39)

dondelas funciones a(V) y {3(V) se ajustan experimentalmente [67]:

25 — V(Ym(V)=01+ fim(V)=4ezp—L
exp(%) _1 ( 18)

an(V) = 0-01 10 _ V fin(V) = 0.125e:1:p(—%)
exp <%> —1

V

(Y[¡(V)=0.07631) fih(V)= W
Losvalores de los parámetros ajustados originalmente por Hogkin y Huxley son:

ÜK = 36 ÜNa = 120 ÜL = 0-3
VK = 12 VNa = 115 VL = 10.6

Si tomamos todos los valores de parámetros originales de HH y variamos la
corrienteI obtenemos un solo punto fijo y tres regiones con dinámica diferenciada:
excitabilidad,biestabilidad y oscilaciones. Esta secuencia ya la encontramos en los
sistemasexcitables de Clase II y corresponde a cruzar una bifurcación de nodo silla
de cicloslímites que da origen a la biestabilidad y luego una Hopf subcrítica en la
cual el ciclo límite inestable coalesce con el único punto fijo que se torna inestable
y pasa a alimentar el ciclo estable. Podríamos clasificar entonces el sistema original
de HH como sistema de Clase II.

Sin embargo, el modelo de HH puede aplicarse a otros tipos neuronas y, en gen­
eral los parámetros serán diferentes. Dada la multiplicidad de parámetros podemos
estudiar cortes formados por planos que contengan al parámetro I y algun otro
parámetro, como ser los potenciales de equilibrio.

HPor potencial de membrana se entiende la diferencia de potencial entre el interior y el exterior
(le la célula nerviosa.
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Figura 2.14: Algunas curvas de bifurcación del sistema de Hodgkin-Huxley var­
iando la corriente I (eje horizontal) y el potencial de equilibrio del potasio VK (eje
vertical).

Si variamos el potencial de equilibrio del potasio (VK) podemos encontrar una
gran variedad de comportamientos. Para explorar todas las bifurcaciones debemos
valernosde métodos numéricos. En particular, nosotros utilizamos el paquete CON­
TENT desarrollado por Y. Kuznetsovl‘r’. En la figura2.l4 se muestran algunas curvas
de bifurcación en este plano. Se observan que para valores menores de VK las sigu­
ientesbifurcaciones locales: SN, dos curvas de nodo-silla nacen de un punto cúspide
y,al igual que en el caso del FHN, dividen en espacio en zonas con uno o tres puntos
fijos. En la zona con un punto fijo el único cambio cualitativo es la secuencia nodo­
silla (le ciclos límites —>Hopf subcrítica que encontramos en el HH clásico (regiones
I, II y III). En la zona con tres puntos fijos, en cambio, hay mayor riqueza de com­
portamiento (regiones IVab Vab y VI). Las curva de Hopf se hace supercrítica en el
puntoGH (Bautin u Hopf generalizada) para acabar en un punto Takens-Bogdanov
(BT).Esto nos determina regiones completamente análogas a las que teníamos en el
modelode FHN. No encontramos, al menos para valores de parámetros razonables,
ningunabifurcación de Andronov. Las bifurcaciones de nodo silla son o bien fuera
del ciclo límite (entre las regiones III y IV), nodo silla ordinaria (entre VI y I) o
nodo-rcpulsor (entre IV y I). La bifurcación de lazo liomoclínico que emana (le la
Takens-Bogdanovsigue una curva sinuosa (línea punteada en el gráfico) que divide a
las regionesIV y V en dos zonas con comportamiento diferenciado (denotadas como
a y b).

En resumen, en un corte bidimensional del espacio de parámetros encontramos
una configuración que tiene muchos puntos (le contacto con el modelo de FHN.
Sinembargo, si hubiesemos elegido otro parámetro en lugar de VK, nos hubiésemos

15CONTENTse consigue en littp://
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encontradocon un panorama muy diferente. Por ejemplo, de haber elegido elegido la
constanteasociada a la conductancia del potasio 5K, habríamos obtenido un típico
sistema(le Clase I con dos puntos de nodo-silla-lazo organizando cierta región del
espaciode parámetros [51]. Luego, sólo podemos afirmar que el modelo original es (le
ClaseII, pero luego para cada modelo en particular habrá que estudiar el diagrama
correspondiente. Un estudio más detallado de los diagramas de bifurcaciones del
Hodgkin-Huxley puede encontrarse en [42][12].

Otros modelos de neuronas que desarrollan potenciales de acción presentan el
escenariotípico de Andronov, o un conjunto de bifurcaciones análogas al sistema
FHN,o bien una combinación de ambos escenarios dinámicos. Muchos de estos
sistemasfueron estudiados en detalle durante los años 80[103][104][1()5].
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Capítulo 3

Sistemas dinámicos con ruido

Enelcapítulo anterior vimos cómo, según los valores (le los parámetros de los mode­
losexcitables,existen una serie de comportamientos cualitativamente diferentes (ex­
citabilidad,oscilaciones, biestabilidad) separados por bifurcaciones bien definidas.
Volviendoa la idea del trabajo original de Andronov[99], nos interesa investigar por
una parte cómo se modifica este panorama al agregar ruido al sistema y por otra
cómopoder predecir las propiedades (ahora estadísticas e inducidas por ruido) que
diferenciana estos sistemas entre sí (por ejemplo, Clase I y II) en sus diferentes
regímenes.

En este capítulo veremos las herramientas analíticas básicas y algunas aproxi­
macionespara el tratamiento de los sistemas dinámicos bajo la acción del ruido, y
de lossistemas excitables en particular.

La evolución temporal de los sistemas dinámicos con ruido es probabilística,
pero,conforme la intensidad del ruido tiende a cero, su evolución se aproxima a la
de un sistema dinamico determinista. Las propiedades del sistema determinista y
laspropiedadesestadísticas del ruido permiten determinar por completo las prob­
abilidadesde evolución temporal del sistema con ruido. De esta forma, en lugar
deecuacionesdeterministas para las variables dinámicas se tienen ecuaciones deter­
ministaspara la evolución de las densidades de probabilidad. Un ejemplo de estas
ecuaciones(para procesos markovianos) lo constituyen las ecuaciones de Kolmogorov
o Fokker-Planck,que describen la evolución temporal de la densidad de probabilidad
de trayectorias estocásticas. Dado que la ecuación de Fokker-Planck no tiene una
soluciónexplícita para los sistemas excitables presentados en el capítulo anterior,
granparte de nuestro trabajo estará dedicado a encontrar aproximaciones analíticas
o semi-analíticas (le dichas soluciones. En particular, nos interesan los observables
típicosde los sistemas excitables: la frecuencia media y la distribución de tiempo
entrepulsos. Para lo cual nos basaremos fundamentalmente en la teoría de escapes
deestados metaestables, desarrollada a partir del trabajo pionero de Kramers[72].

3.1 La ecuación de Fokker-Planck

Considerarcmosel sistema dinámico con ruido en dos variables:

I' - f(-'v,y)+61“)
y = g(=v,y)+6y(t) (3.2
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dondelas variables estocásticas ¿r y {y tienen media nula y correlación:

(62(t)a€y(t')) 0

(51(t)a€1(tl)) = 21315“ _' il)

<¿y(t)a6y(tl)) - 2131/6“_ ti)

Estocorresponde al ruido llamado blanco, por ser homogéneo en frecuencias. Que la
correlaciónvaya a cero para cualquier tiempo finito es una idealización de un proceso
estocásticosin memoria. Es decir, las variables estocásticas son el análogo continuo
enamplitud de una secuencia aleatoria de tiradas de moneda. Elegiremos además
quesu densidad de probabilidad en amplitudes P(€, t) sea una función gaussiaua
de mediacero y varianza 2D. En el apéndice C se explica cómo se simularon estas
variablesen un experimento numérico.

La.evolución de las variables dinámicas a: e y está condicionada por el campo
vector{f(a:,y),g(g, y)} pero también por las variables estocásticas E(t). Como con­
secuencia,estas variables son también estocásticas. Pero, a diferencia de las E(t), son
continuaseu el tiempo (aunque no son diferenciables debido a su infinita variación
enescalastemporales más y más pequeñas). Para determinar su evolución, en lugar
deintegrar las ecuaciones (3.1)-(3.2), trataremos a las variables :r e y como variables
estocásticas del tiempo.

Estudiaremos entonces la evolución de la probabilidad de transición P(:v, y, t; 11:0,yo, to),
querepresenta la probabilidad de estar a tiempo t en el punto (1:,y) del espacio de
fases,sabiendo que se estuvo en el punto (230,310)a tiempo to. Al estar dada la
evolucióntemporal en términos de una ecuación diferencial, sabemos que se trata de
un procesomarkoviano, es decir que la probabilidad de transición entre dos puntos
esindependientede la historia anterior. Esto queda expresado en forma integral por
laecuaciónde Chapman-Kolmogorov que rige para procesos markovianos:

P(33,y3,t3;1ïl,yl,tl) =
fdïfdyplflïawm'33;932,312,t2)P(I2,!/2,12;931,y1,t1)

Esta ecuación puede llevarse a una forma diferencial[44].
Escribiendo las ecuaciones (3.1)-(3.2) en forma integral es posible además vin­

cular la ecuación diferencial de Chapman-Kolmogorov con el campo vector y los
coeficientesde difusión. Para el caso en que las variables z e y siguen trayectorias
continuas,la ecuación puede reducirse a la ecuación de Kolmogorov o de Fokker­
Planck[106]:

0P _ i) P 0 P D . 02 D 82 ,
Tdï—-Ü—I(Í(Z,y)l-ïyÜlIJJ) )+( :W'l' 3/372)P (3-6)

dondepara abreviar, P = P(1:,y, t,zo,yo,to). Necesitamos explicitar además la
densidadinicial P(a:, y, 0; zo, yo,O) (Debido a la naturaleza del ruido y que el sistema
deterministaes autónomo, la elección del origen temporal es arbitraria y podemos
tomar to = 0 como el tiempo inicial), y las condiciones de contorno, ya sea en el
infinitoo en alguna frontera.

Matematicamente, ésta es una ecuación lineal de segundo orden del tipo parabólico.
Desdeun punto de vista más físico, es una ecuación de difusión en P con uu
términoadicional de drift (o corriente) dado por el campo vector {f (1:,y), g(g, y)},
queaparece en la derivada primera. Volvemos a la idea del “nadador borracho”.
Tenemosun proceso difusivo en un campo de corrientes estacionarias.
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Lasformulaciones (3.1) - (3.5) (a veces llamada Ec. de Langevin) y (3.6) son de
algunaforma complementarias. Pero las ecuaciones (3.1) —(3.2) proporcionan una
trayectoriapara una realización particular del ruido, mientras que (3.6) proporcionan
la evolución (le todo el ensemble.

Casosencillo: proceso de Wiener unidimensional
Para el caso en que tenemos una sola variable dinámica

x' = ¡(aa + ¿(o
(¿mar > = 2D6<t —t')

la ecuaciónde Fokker-Planck correspondiente es:

1 . I I 2=¿imponen +057mm) (3.9)
El casomás sencillo y popular de esta ecuación ocurre cuando no existe la fuerza

de drift f, y tenemos una ecuación difusiva pura. Estamos entonces frente a un
movimientobrowniano unidimensional (también llamado proceso (le Wiener) cuya
soluciónes bien conocida: para una condición inicial puntual, P(a:, 0;:130)= ¿(z-xD),
obtenemos:

, 2

P(m,t;:1;0)=¿exp (-M) (3.10)21rDt 2Dt

Setrata (le una gaussiana centrada en 1:0cuya varianza aumenta en el tiempo con
unatasa Al no haber otra fuerza que equilibre la difusión, la varianza (le la
densidad(liverge con t —)oo. Esto implica que las trayectorias, si bien continuas,
sonaltamente irregulares y variables de una realización del ruido a otra.

3.2 La solución de Ornstein-Uhlembeck

El ejemploque sigue en dificultad al proceso de Wiener (f = 0) lo constituye el
de un sistema cuya parte determinista es lineal (f = Am),el proceso de Ornstein­
Uhlembeck. Corresponde a la evolución de una trayectoria en un entorno de un
punto fijo atractor en el origen, cuya linealización es x' = —A:c.

En el caso unidimensional, la ecuación (le Fokker-Planck correspondiente es:

0P ((12,t; x0) 3 (92,—=/\,—:1:P:E,t;:c +D,—.P1L‘,t;.’E 3.11

que se resuelve haciendo una transformada de Fourier espacial y utilizando el
método(le las características (ver[44]). La solución que se obtiene, para la probabil­
idad(letransición es una función gaussiana cuyo valor medio y varianza evolucionan
en el tiempo: ‘7.’

, _ 2

mmm”) = x/«i7(t)”’(_u oiga”) (3'12)
M(t) = mac-M (3.13)

a(t) = %(l—c_2’\‘) (3,14)
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A diferencia del proceso de Wiener, la varianza tiende a. un valor estacionario
aoo= ZD/A. Por su parte el valor medio M (t) corresponde a la evolución deter­
ministahacia el atractor. Observamos además que el valor de varianza asintótico se
alcanzamás rápidamente que la relajación al atractor (el tiempo característico de
la exponencial es dos veces menor).

Vamosa resolver en más detalle el proceso de Ornstein-Uhlembeck en el caso
bidimensional.Si tenemos el sistema lineal en dos variables {221,22}:

mii= _/\lm-'Em+ ¿[(t)

dondeasumimos la convención de suma frente a índices repetidos, la matriz de 2X2
Atienedos autovalores con parte real negativa y la parte estocástica es diagonal en
virtud de las ecuaciones (BB-3.5).

La ecuación de Fokker-Planck correspondiente se escribe entonces:

Muüálqmzmonlwü P(31,I2=t) (3.16)
02at i

dondeD“ y D22 son las varianzas del ruido en la primera y segunda coordenada.
Notarque en lugar de la probabilidad (le transición hemos escrito directamente la
densidadde probabilidad P(:c 1,32, t) pues en lo que sigue asumimos una densidad
inicialconcentrada en punto (wing), es decir P(:1:¡,y¡,0) = ¿(1:1—12(1))ó(12—

Si expresamos P(a:1, 1:2,t) por su transformada de Fourier espacial:

P(zl,:1:2,t)= fif/13(k1,k2,t)ei(k'1‘+k”2)dkldk2 (3.17)

obtenemosla ecuación de Fokker-Planck en el espacio k:

3P(kl)k21t) = _A[ keaP(klik27t)
l .7". Ük’ldf _ Dllkgpwhkzat)

Si bien esta ecuación se puede resolver también por el método de las carac­
terísticas,plantearemos como ansatz una función gaussiana bidimensional, con me­
diasM¡(t), M2(t) y matriz de varianza a¿m(t). Es decir que podemos escribir la
densidadde probabilidad en el espacio (k1, k2) como:

. l

P(klyk21t)= €1p[1k€Ml(t)_Eaim(t)k[km:|

y la densidad de probabilidad en coordenadas espaciales:

P(:El,.’L‘2,t) (tx-Te -‘ M[(t))(zm _ M1n(t))] (3'20)
-———1 ea: la"l
_ 27n/Det[a(t)] p [2 [m

dondeescribimos Det[a] = 011022- of” y:

0-1 1 (022 -012) (321)=Det[a] -012 011

El problema de encontrar la densidad de probabilidad se reduce a encontrar las
elvector M(t) = (M1, M2) y la matriz a(t) como funciones del tiempo.

41



Reemplazando la expresión (3.19) en la ecuacion (le Fokker-Planck (3.18), y
asumiendocondiciones naturales de contorno (P —)0 en el infinito), obtenemos el
siguientesistema de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas[106]:

= _AEmMm
02m = _’\Rnanm_ Anillo-11€+ 2Dtm

Las condiciones iniciales de la densidad de probabilidad, una función delta en
(2?,33), se traducen en

M¿(0) = m2 (3.24)

aem(0) 0 (3.25)

Por lo tanto, para el problema de Ornstein-Uhlembeck, en lugar de resolver una
ecuaciónen derivadas parciales de una función de tres variables, basta con encontrar
la solucióndel sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (3.22)-(3.23).

Notemos además que a, si bien fue definida para la transformada de Fourier
de la densidad de probabilidad espacial, las varianzas de las variables espaciales se
correspondencon sus elementos diagonales.

oo

< >=/ :BÏP(:I:¡,x-¿,t)dzrldzv2= + 0?, (3.26)—oo

La solución (3.20) sólo se aplica en el caso de condiciones de contorno naturales:
un solo punto fijo atractor. Como veremos más adelante, en algunos casos un sis­
temaexcitable puede aproximarse como un proceso de Ornstein-Uhlembeck con una
barrera absorbente. En ese caso la solución ya no es una gaussiana y su solución
exactano tiene una forma analítica conocida.

3.3 Escapes de un estado metaestable

En un sistema excitable real, el principal observable no es la densidad de estados
probablessino más bien la densidad de probabilidad de intervalos de tiempo entre
picos. Como se explicó en la Introducción, en los casos más sencillos es posible
separar la dinámica de un sistema excitable con ruido en un proceso de escape de
su estado de equilibrio (de naturaleza estocástica) y en un proceso de reinyección
prácticamentedeterminista. Nos interesa ahora el primer proceso: el “disparo” del
pulso,que puede verse localmente como el escape de 'un estado metaestable.

Losproblemas escape de estados metaestables son de interés en numerosas áreas
de investigación.Por lo cual no es sorprendente que a partir del trabajo pionero de
Kramersen 1940[72]se liaya desarrollado una vasta literatura sobre el tema (ver co­
moreferencia los trabajos de P. Hánggi[55] y V. Melnikov[89]). Sin embargo, la gran
mayoría(le los trabajos están enfocados en resolver, o bien un problema particular,
o bienel calculo de los momentos inferiores de la densidad de probables tiempos de
escape,y son muy pocos los resultados que permitan derivar una expresión para la
propiadensidad de probabilidad (salvo en los casos mas sencillos).

En esta sección presentamos la base de la Teoría de Kramers y alguna estrategias
posiblespara calcular la densidad de probables tiempos de escape de un estado
metaestable. Para mayor simplicidad, supondremos un problema unidimensíonal,
pero los resultados son fácilmente generalizables a dos dimensiones en el caso de
una frontera simple (por ejemplo una recta). Definimos las siguientes funciones de
probabilidad:
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o P(a:, t; zo, to): probabilidad de transición para una trayectoria desde ¿1:0a tiem­
po to hasta :1:a tiempo t. También puede verse en función de (:r, t) como la
densidad de probabilidad de trayectorias para una condición inicial puntual en
11:0.

o Gab(t;x0,t0): probabilidad de encontrar a tiempo t una trayectoria en el in­
tervalo ((1,1))sabiendo que partió de :ro a tiempo to.

o ab(t;xo,to): densidad de probabilidad de tiempos de escape del intervalo
(a, b) para la misma condición inicial.

Gab(t;2:0,to) se conoce también como la función supervivencia, es decir la prob­
abilidadde que una trayectoria que partió de zo a t = to no haya escapado aun
del intervalo. Notar que Wab(t;a:0,to) es una densidad de probabilidad, luego para
obtener la probabilidad de que una trayectoria haya escapado en un intervalo de
tiempoes preciso integrar la densidad en dicho intervalo.

Si conocernos la probabilidad de transición P(a:,t;mo,t0), podemos calcular la
densidadde tiempos de escape de forma directa. La probabilidad a tiempo t de
estar en el intervalo (a, b), habiendo partido de 1:0a tiempo to es:

b

cubano, to) = f P(z,t;xo,to)dz (3.27)a

y por lo tanto la probabilidad de haber escapado es (1 —G). Esta última función
correspondea la función distribución. La densidad de tiempos de escape del intervalo
(a,b) (W,,¡,(t))sera igual a su derivada temporal:

Wab(t;ívo,to) = —Éfli’ïgtfl’ï’) (3.28)

Si (a, b) fuese sólo una caja imaginaria, es decir que no impone ninguna condición
decontornosobre la densidad de probabilidad, sólo habría que resolver la ecuación de
Fokker-Planckcorrespondiente y calcular W mediante (3.28). En este caso el escape
estaría dado por la forma del potencial (por ejemplo un doble pozo). Sin embargo,
para el tipo de sistemas en que estamos interesados (excitables) es más realista
asumir que todas las trayectorias que avanzan más allá. de uno de los extremos
no retornan (salvo luego de la reinyección en los sistemas excitables, pero ahora
estamosestudiando sólo el problema de escape). Por lo tanto, en lo que sigue vamos
a asumir que uno de los extremos (b) es una barrera absorbente, es decir, que
todas las trayectorias que llegan a a: = b son absorbidas, lo cual impone ahora una
condiciónde contorno en la ecuación de Fokker-Planck. Esta barrera absorbente
correspondeal umbral en un sistema excitable. Si la trayectoria supera el umbral
entra en la región excitabble y es arrebatada del entorno del atractor. El otro
extremo(a) puede o bien ser una barrera reflectante o bien estar lo suficientemente
alejado(a —>—oo). En este problema de escape la norma de P en la región de interés
decreceen el tiempo (dicha norma es justamente de la función G(t; 3:0,t0)). Por lo
tanto,a diferencia de los problemas vistos anteriormente, no existe una distribución
estacionaria y PU, —)oo,x;xo,t0) = 0. La función G parte de uno para t = 0 y
tiendea cero a medida que las trayectorias van escapando de la región de interés.
Deeste hecho sigue también que la norma de W es uno.

Unaexpresión útil de la densidad de tiempos de escape en función de la probabil­
idadde transición puede obtenerse si reeinplazamos G por su definición (la integral
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espacialde P en el intervalo) en la ecuación (3.28). Si luego aplicamos la ecuación
ie Fokker-Plancka la derivada temporal obtenemos:

b a b 821)
W = — — :rP dz —D —.d:c 3.29

"b /a az( ) /a 03:2 ( )

Ahorahacemos tender el extremo izquierdo a —oo,entonces la primera integral es
nulay de la segunda obtenemos la siguiente relación:

8P(:v, t; 1120)]:I:=baz (3.30)Wfind=-D[
parauna caja semiinfinita. Esto significa que la densidad de tiempos de escape está
vinculadadirectamente con la derivada espacial de la probabilidad de transición en
labarrera absorbente. Pero las trayectorias que están sobre la barrera absorbente
escapaninstantáneamente, luego en ese punto la densidad de probabilidad debe
sercero P(b,t;x0,t0) = 0 para todo tiempo (esta es justamente una condición de
contornoen la ecuación de Fokker-Planck en el problema de escape). De forma que
también podemos escribir:

WUWM=-€Hu-amm) om)
para e suficientemente pequeño.

La probabilidad de transición en principio se calcula a partir de la ecuación
de Fokker-Planck unidimensional con las condiciones de contorno adecuadas. Sin

embargo,para estudiar el problema de escape, conviene hacer uso de la ecuación
de Fokker-Planck inversa (la cual puede derivarse de la ecuación diferencial de
Chaprnan-Kolmogorov intercambiando :1:por zo):

Épemnmmh=feaíï+n
81120

a2
—ï P(:1:,t;a:0, to) (3.32)

at 0az

dondef (x0) es la fuerza de drift (que ahora está fuera de la derivada espacial). Si
bienesta ecuación es algo más sencilla, no tiene solución analítica salvo para los
casosya mencionados.

Unaposibleestrategia para calcular la densidad de tiempos (le escape consiste en
transformarla ecuación de Fokker-Planck inversa en una jerarquía de ecuaciones en
derivadasordinarias para los momentos de la densidad. Una vez calculados dichos
momentos(al menos hasta cierto orden), sería en principio posible reconstruir la
densidadvaliéndose del hecho que los momentos son los coeficientes del desarrollo
deTaylor de la función característica[39].

Losmomentos n-ésimos de la densidad de tiempos de escape, Tn(xo), se vinculan
conla probabilidad de transición mediante:

neo = f wwennm oso
0 a) fl a

= _/0 taG(t,zo)dt (3.34)
oo

= —[t"G(t;a;0)]3°+/ t"G(t,m0)dt (3.35)0
oo b

T,,(a:0) = / dt/ dzt"P(:c,t;1:0) (3.36)0 a
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dondehemos eliminado la dependencia con el tiempo inicial pues para un sistema
autónomo la probabilidad de transición depende sólo del intervalo temporal t —to
(asumimosto = (l). También asumimos que G(t; :ro) tiende a cero en el infinito mas
fuertementeque cualquier potencia.

Si ahora premultiplicamos la ecuación de Fokker-Planck inversa por t" e inte­
gramosespacialmente en ¿r para el intervalo (a,b) y en el tiempo, obtenemos una
ecuaciónrecursiva para los momentos:

. 2 oo b

¡(:vo)?fi + D0 T" = / dt/ dzt"aa—1:0 a0:50 al?
b °° oo b

[t"/ P(:r,t;z0)] -n/ dt/ dzt"_lP(:c,t;a:0)a 0 0 a

= _nTn—l(:EO)

Luego,los ¡momentosde la densidad de tiempos de escape del intervalo (a, b) para
una condición inicial en :ro e (a, b) obedecen a la siguiente jerarquía de ecuaciones
diferencialesordinarias:

dT d2T,
¡(IM-M + DM = —1LT,._¡(:vo) (3.37)

(1120 (1170

donde, por definición To = 1 y Tl es el tiempo medio de escape (llamado MFPT,
meanfirst passage time).

Buscaremos ahora una solución explícita de la ecuación (3.37) para el escape
de un estado metaestable (lado por un mínimo local de cierto potencial unidimen­
sional U(3:). Para ello, debemos especificar además las condiciones de contorno.
Asumimosque las trayectorias que llegan a la barrera absorbente :1:= b son ab­
sorbidasinstantáneamente y que las trayectorias que llegan a :5 = a son reflejadas.
Engeneral, para un sistema excitable, colocaremos el umbral :r = b cerca del estado
metaestabley la barrera reflectante lo bastante “cuesta arriba” en el potencial como
para que las trayectorias lleguen a ella muy difícilmente.

Estas condiciones se traducen en términos de la probabilidad de transición como:

P(a:, t;a:0) = 0 (3.38)

[0P(a:,t;a:o)]amo = o (3.39)

Notar que como trabajamos con la ecuación de Fokker-Planck inversa, la variable
es ahora arg y no m.

Para ver cómo se reflejan estas condiciones de contorno en los momentos consid­
eremosprimero el límite T,¡(a:o —)b). La densidad de tiempos de escape tiende en
estecaso a la función delta (el escape sobre una pared absorbente es instantáneo),
por lo tanto:

oo

Tn(b) = f t"ó(t)dt = 0 (3.40)0

Mientrasque en el otro extremo :r = a, la derivada espacial de P(z, t; 11:0),y por lo
tanto la (le W(x0), se anula. Luego:

I °° ' , t

Tn(a)=/ t” dt=o (3.41)0 Io-a01120



Para resolver la ecuación para los ¡momentos (3.37), con las condiciones de con­
torno(3.40)-(3.41) planteamos a la derivada del momento n-ésimo como el producto
de dos funciones: T;(mo) = Ó(Io)'I/)(Io), donde ¿(10) es solución del problema ho­
mogéneo(indeptmdiente de n):

f(330)</)(l‘o)+ DMIo) = 0 (3-42)

Dadoque ahora f (zo) deriva del potencial f (zo) = —dU(z0)/d320,podemos escribir
45(1'0)= (/)0(3111])(U(.’L‘0)/D).Reemplazando (ln/1en la ecuación (3.37) y eliminando los
términosque resultan de la solución de d),obtenemos:

Dw(zo)e“<=‘°>/D= —nTn_l(zo) (3.43)

Al integrar por cuadraturas incorporamos la condición (le borde 1/¡(a) = 0 (que
corresponde a T,"(a) = 0):

Io

1/¡(m0)= —%/ e_U(zVDT,¡_¡dz (3.44)ll

La otra condición de borde se incorpora al integrar W para obtener Tn, lo que
conviertea b en uno de los extremos de integración. Obtenemos entonces la solución
generalpara el momento n-ésimo de la densidad de tiempos de escape:

b y

Tn(330)=%/ dyeu‘w/D/ €—U(2)/DTn—1(10)dz (3.45)120 a

Si bien en principio sería posible calcular los momentos de forma recursiva y
luegointentar reconstruir la fución característica, esto no resulta muy práctico para
el tipo (le distribuciones que observamos en los sistemas excitables. Sin embargo,
conservareinosesta expresión para calcular los momentos inferiores de la densidad
de tiempos (le escape a partir del potencial.

Es posible aproximar la solución formal (3.45) simplificando el potencial y re­
duciendolas integrales a las regiones donde el integrando es relevante. Asumiremos
una forma sencilla para el potencial, que puede ser la cúbica que se muestra en la
figura.Este potencial tiene un atractor en az"y un repulsor en ms. Conviene asumir
quela barrera absorbente b se encuentra más allá del repulsor, dado que las trayec­
toriasque arriban a 3:5todavía tienen una probabilidad de 1/2 de retornar al estado
metaestable. Dado que el potencial puede estar definido a menos de una constante
(notar que si U = U + cte la eq. 3.45 no cambia), podemos tomar el potencial en el
fondodel nodo atractor como referencia. En ese caso, el valor máximo del potencial
en la caja (a,b) se encuentra en el umbral ms y en el borde reflectante a. Para un
nivelde ruido menor que la altura de la barrera + D < (U (ms)—U(2,1)), la exponen­
cialde —U(z)/ D en el integrando de (3.45) será apreciable en un entorno del nodo
x" y cerca de la barrera absorbente b (ver figura4.3), mientras que la exponencial
deU(y)/ D será relevante en un entorno de la barrera (punto silla)ms y de la barrera
reflectante a.

Si, además, aproximamos el potencial con un desarrollo a segundo orden en
un entreno del nodo y del punto silla y a primer orden en los bordes, obtenemos
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funcionesgaussianas y exponenciales:

e4WW)z wp—¿ Umn+hflune-%V +
D 2

1 .

+emp [-5 (U(b) + |U'(b)|(z —b)2)]

emm” z mm-ï Uüd-¿WWhfiw-zdz +
D 2

1

+em[5(Umr4Umme—aVfl

Laintegralen z puede aproximarse también tomando el límite inferior de integración
en —oosiempre que D sea pequeño. Para n = l (cálculo del MFPT) obtenemos:

!I . Í D1r (¡I/(x ) |—l D N U In D .

/a (Í ¡(z)/dz N me ( I 67f ( 2D" _ 171))1
¿«w/D , ¡Urwl

+IUKMI6“’i D (y‘bd

En el integrando principal se obtienen cuatro términos: un producto de expo­
nenciales,una gaussiana por la función error y dos términos cruzados. En el límite
de baja intensidad de ruido las exponenciales se cancelan entre sí pues están en los
extremosopuestos de la caja (a, b) y puede verse que a orden más bajo, sólo sobre­
viveel producto de la gaussiana por la función error. Pero, en el mismo límite, la
funciónerror es constante donde la gaussiana es apreciable. Luego, se obtiene la
siguienteaproximación para la expresión del primer momento (MFPT):

l b 277D II 2_ ,__ il¡(Is)-U(ïn)i/Dj-IU (Ia)l(y-Is)/2Dd
D »/1:o (¡I/(¿510€ P y

7T [U(:c,)—ll(a:,.)]/D l_ , U"(-'Bn) _
‘flTREJKFWLHe i "f( 20 (3° “J

El primer término corresponde a la aproximación derivada por Kramers[72]:

ZZT1 (130)

+6[U(I,)-U(In)]/IJ (3.46)
U”(mn)|U”(Ïs)I

Tkrmners =

En este límite, T1 es independiente de zo, por lo tanto todos los momentos
superiorespueden ealcularse fácilmente a partir de (3.37), pues tenemos la misma
integraldoble cuyo valor es T1, multiplicada por el momento anterior y por D. Luego
losmomentos superiores en la aproximación de Kramers se escriben:

T1 Il= | — ‘
Tn n. < D) (3.47)

y la función característica es la serie geométrica:

w - n
ZUJT]

tng }:( D )11:0

1

1- inl

47



La densidad de tiempos de escape es transformada de Fourier inversa de \II. Por
lo tanto, en la aproximación de Kramers W(t) es una función exponencial:

1 ,_

we) = ¿ía-WI (3.48)

Que los ¡momentos sean independientes de la condición inicial puede interpre­
tarse también en los siguientes términos: si bien no existe una distribución esta­
cionaria,para tiempos suficientemente largos la densidad de probabilidad alcanza
unadistribución espacial que permanece constante en forma, sólo que su norma va
decreciendoexponencialmente en el tiempo. En este régimen el sistema ya olvidó
su condición inicial y tenemos una ley de escape tipo Kramers como (3.48), sólo
queel tiempo característico de decaimiento no es el primer momento de la densi­
dad real sino el primer momento que se obtendría si W siguiese la ley exponencial
desdeun comienzo. Dicho de otro modo, podemos pensar en una condición inicial
para la densidad de probabilidad Ps¿(:v,0) tal que al evolucionar en el tiempo sea
P(:r,t) = Psg(I)C:L‘p(-t/T). En ese caso, la densidad de tiempos de escape W(t)
seguiráuna ley de decaimiento exponencial W(t) = 612p(-t/T)/T. Llamaremos a T
el tiempo de Kramers.

3.4 Solución aproximada de problemas de escape

Obtener una solución explícita del problema de escape no parece ser una tarea
sencilla,aun el los casos menos complejos (por ejemplo, un proceso de Ornstein Uh­
lembeckcon una barrera absorbente), por lo tanto cierta parte de nuestro trabajo
estarádedicada a buscar posibles funciones analíticas o semianalíticas l explícitas
queaproximen la densidad de tiempos de escape en un rango de parámetros razon­
able.

Los sistemas sobre los cuales queremos computar los escapes son no lineales,
bidimensionalesy continuos. Y en verdad sólo conocemos la solución explícita de
un problema lineal (unidimensional o bidimensional) continuo (proceso OUH). Sin
embargo,si la barrera o umbral de excitabilidad se encuentra cerca del estado esta­
cionariopodemos suponer que las trayectorias se encuentran la mayor parte del
tiempoen un entorno del atractor en el que la linealización del campo vector es una
aproximaciónrazonable del sistema real 2. La idea más sencilla entonces es la de
intentarvincular de alguna forma la densidad de escapes del problema no lineal con
lasoluciónconocida de su linealización en un entorno del estado estacionario. En la
sección3.4.3 derivaremos una aproximación siguiendo esta idea.

Otra posibilidad sería aproximar la no linealidad de la barrera excitable con una
barreraabsorbente. Las trayectorias en un entorno del atractor son removidas a
medidaque arriban por primera vez a la barrera absorbente. Si utilizamos como
campovector la linealización de nuestro sistema, esto será equivalente a un proceso
deOrnstein-Ulilembeckcon una barrera absorbente. En la sección siguiente veremos
unasoluciónexplicita de este problema de escape, pero que lamentablemente acarrea
tantos problemas numéricos como la solución de la ecuación de momentos (3.37).
Porcompletitud mencionamos este método, no obstante aun la solución numérica del

lpor semianalíticas entendemos expresiones analíticas que dependan de parámetros que sean
funciónde los parámetros originales o puedan calcularse a partir de ellos mediante algún método
numérico.

2Estodeja de ser cierto cerca de la barrera dado que la barrera excitable misma (sea un invariante
de flujoo no) implica una fuerte no linealidad.
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problemalinealcon una barrera absorbente presenta diferencias cualitativas notables
conel problema continuo real, muy probablemente debido a la discontinuidad de su
potencial.

3.4.1 Proceso de Ornstein Uhlembeck con barrera absorbente

El procesode OUH con una barrera absorbente en una dimensión corresponde a
la.ecuación de Fokker-Planclc (3.11) con una condición (le contorno P(b, t;:r:0) = 0
para todo tiempo t. En lo que sigue asumiremos además que la condición inicial es
puntual(¿(a:—xo)) para un valor de a: negativo y que la barrera absorbente se halla
enun valor (le mpositivo mayor pero del mismo orden de magnitud que la deviación
standarddel proceso de OUH libre equivalente fl2D/A). Llamamos proceso de
OUHlibre equivalente al problema con condiciones naturales (P(x, t; 9:0) = 0 para
a:—):too) resuelto en la sección 3.2 con los mismos valores de A y D.

Este problema ha sido muy estudiado en el contexto de un esquema neuronal
muysimplificado: el modelo inter/rate and fire. En este modelo se deja evolucionar la
trayectoriadesde en el nodo hasta que eventualmente alcanza la barrera absorbente
y la neurona dispara, luego de lo cual la trayectoria es reinyectada en un entorno
delatractor (no hemos incluido este modelo en nuestro análisis dado que no puede
escribirsecomo una ecuación diferencial).

El primero en abordar el problema del cálculo de la densidad de tiempos (le es­
capeen un sistema lineal con una barrera absorbente fue Scliródinger en un artículo
publicadoen 1915 [114]. Un trabajo posterior de Siegert en 1951 [116] desarrolla más
extensamentela aproximación de Schródinger y deriva la recursión de los momentos
de la densidad presentada en la sección anterior. A partir de esta aproximación,
conocidacomo renewal [127], es posible calcular explícitamente la densidad de tiem­
pos(leescape en función de las probabilidades de transición del proceso OUH libre
equivalenteya conocidas, (3.12)-(3.l4).

La idea de Scln‘ódinger es sencilla y elegante. Consideremos la probabilidad
de transición del problema libre P¡(b, t;.’l)0)entre la condición inicial ¿1:0a t = 0 y
la posiciónque correspondería a la barrera en el problema original b a tiempo t.
Podemosseparar las trayectorias que van de un punto a otro en dos etapas: (a) la
trayectoriahasta el primer arribo a b en un tiempo t' con t' 5 t ; (b) una trayectoria
queparte de b a tiempo t' y retorna a b luego de un intervalo t —t’. La densidad
de trayectorias (a) a lo largo del tiempo es precisamente la densidad de escapes del
problemacon barrera W(t';x0), dado que estamos refiriéndonos al primer arribo.
Mientrasque la parte (b) corresponde a la probabilidad de transición de b a b en
un intervalo t —t’ en el problema libre P¡(b,t —t’;b). Finalmente tenemos que
integrarsobre todos los tiempos intermedios posibles t' (ver figura 3.1). Obtenemos
entoncesla siguiente ecuación integral que vincula la densidad de tiempos (le escape
delproblemacon barrera con la probabilidad de transición del problema libre:

t

P¡(b,t;:ro) = / P¡(b,t - t';b)W(t';a:o)dt' (3.49)0

Dadoque esta ecuación tiene la forma de una convolución puede resolverse mediante
transformadasde Laplace. La funciones transformadas son:

oo

P(b,s;:r0) = / c’stPU), t;:1:o)dt (3.50)A
W(s;:r0) = / (:_“‘W(t;:1:0)dt (3.51)0
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Figura 3.1: La probabilidad de arribar a la coordenada :1:= b en tiempo t de un
procesode Ornstien Uhlembeck puede verse como la convoución en t' de la proba­
bilidadde arribar por primera vez a la. barrera a: = b a tiempo t’ y la probabilidad
de volvera la barrera a tiempo t habiendo partido de la barrera a tiempo t’.

La transformada de la W y sus derivadas evaluadas en el origen contienen los mo­
mentos de la densidad: W(0;a:o) = 1 , W’(0,1:o) = —T1(a:o),etc. Al transformar
Laplacela ecuación (3.49) la convolución se transforma en un producto y por lo
tanto la transformada de la densidad de tiempos de escape es:

" ,1: = 13(basizO) 5
W(S, o) —P(b,s;b) (3- 2)

Lopoco que podemos ver en esta solución de forma inmediata es que W(s; b) = l,
luegoW(t; b) = 6(t), es decir que los escapes de una condición inicial en la barrera.
son instantáneos. Si queremos obtener la densidad de tiempos de escape podemos
usar la fórmula de Mellin de la antitransformada:

“m stP(ba3;íEO) .l
Wtza; =—./ e .—d 3.’3( o) 2m Hoc Pm“) a ( o)

El miembro derecho puede calcularse a partir de las soluciones (3.12)-(3.14):

13(b,s,;:ro)- [1025-1 —z?)]_ïezp[ dz (3.54)A ’ 20(1- 22)

13(b,s,;b)= /0 25"l —22)]_ïexp dz (3.55)
1

dondehemos introducido el cambio de variable z = e'M.
Un método aproximado para resolver (3.53)-(3.55), posible pero engorroso, con­

sitiría en hacer un desarrollo en serie de los integrandos de (3.54) y (3.55) y luego
haceruna expansión en fracciones simples del cociente de polinomios. Dicha expan­
siónpuede antitransformase trivialmente término a término.



Un esquema numérico para resolver la ecuación integral (3.49) fue desarrollado
por Plesser y Tanaka [98].

De la misma forma que ocurrió con las ecuaciones recursivas de los momentos,
estamosahora frente a una solución exacta, formal, que en principio podría calcu­
larsenuinéricamente pero que nos dice muy poco acerca de las características de
la densidadde tiempos de escape. Buscamos una solución que aunque aproxima­
da, tenga una forma analítica que sirva para predecir propiedades estadísticas sin
necesidadde realizar cómputos casi tan laboriosos como las simulaciones numéricas.

3.4.2 La función riesgo

'Il'ataremosentonces de introducir algún ansalz acerca de la densidad de tiempos de
escapepara un sistema continuo con una barrera (no absorbente) en :5= b.

Partamos de la hipótesis más simple posible: una condición inicial puntual re­
quiereun tiempo finito para alcanzar la barrera. Dicho tiempo posee una cierta
densidadde probabilidad: la probabilidad de alcanzar a la barrera a tiempo t :W(t).
Enel problema real dicha densidad de probabilidad debe alcanzar un valor apre­
ciablepor el mismo tiempo en que la probabilidad espacial en la barrera P(b, t)
delproblema linealizado equivalente alcance un valor apreciable. Luego es razon­
ablesuponer que, en la aproximación más burda, el incremento de la densidad de
tiemposde escape del problema real es alguna funciónde la probabilidad
de arribo a la barrera P(b, t) del problema linealizado equivalente. De forma más
generalpodemos suponer que la densidad de tiempos de escape puede depender de
la evolucióndel valor medio y de la varianza del problema linealizado en torno al
atractor. En ambos casos, si elegimos una función suave y monótona, observamos un
crecimientoen W(t) desde cero. Pero luego se observa un maximo y un decaimiento
exponencial,tal como predice la ley de Kramers. En esta circunstancia suponemos
quela tasa de escape es constante y la densidad de probabilidad P(m, t) alcanzó un
forma“estacionaria” 3 y su valor decae exponencialmente en el tiempo.

Desarrollaremoslo anterior en forma cuantitativa. Comenzaremos introduciendo
unanuevafunción de probabilidad que corresponda a la tasa con la que son removi­
daslas trayectorias: la función de riesgo h(t) (hazard function‘). Más precisamente
la funciónriesgo expresa la probabilidad (condicional) de escapar tiempo t sabiendo
queaun no se ha escapado del intervalo[24][127]:

W(t)l t = — ' .’ '
L( ) GU) (.3 ob)

perocomo W(f,) = —dG(t)/dt, la función de riesgo representa también la tasa de
vaciamiento(dependiente del tiempo) de las trayectorias del intervalo:

G'(t)' = —h(t)G(t) (3.57)

Podemostener una idea cualitativa de la forma funcional de IL,Gy W para el caso de
laecuaciónde Adler a partir de simulaciones numéricas (ver figura ??). Observarnos
queG(t) tiene la forma de un escalón suave que pasa de G(0) = l y tiende expo­
nencialmenteconforme t tiende a infinito. Por lo tanto W(t) tendrá. por lo general
la formade un pico suave que parte de cero, crecerá hasta un máximo y decaerá

JCiertamente P(1:,t —)oo) = 0, pero aqui nos referimos a que la densidad de probabilidad
normalizadacon el número total de trayectorias que no escaparon.

4 ' ' . . , (1 .. ' ' ' ' I 1 n I . — cTambienllamada tasa de aniquilacron dependiente de la edad , dado que indica la tasa a la
cualescapan las trayectorias en función del tiempo de sobrevivencia.



exponencialmente para tiempos largos. La función (le riesgo de escape partirá. tam­
bién de cero, para tiempos cortos crecerá como W y para tiempos largos, cuando
la forma de la densidad de probabilidad ya haya alcanzado su forma estacionaria,
alcanzará un valor constante.

Vamosa expresar la densidad de probabilidad de tiempos de escape en función
h para lo cual resolvemos primero (3.57):

G(t) = e“ fo'"(slds (3.58)

resultado que satisface las condiciones en los extremos: G(0) = 1 y G(t —)oo) = 0.
Utilizando la eq. (3.56) obtenemos:

We) = h(m- fo'“SMS (3.59)

Luego,si determinamos h(t), conocemos la densidad de tiempos de escape mediante
(3.59).La fórmula inversa para la función riesgo a partir de la densidad de tiempos
de escape es:

WH)

Hasta aquí, aparentemente lo único que hicimos fue introducir una función nue­
va sin resolver el problema. Sin embargo, en la mayor parte de los casos, la forma
funcionalde h(t) es sencilla, por lo tanto nuestra aproximación se basa en propon­
er funcionesde riesgo a partir de la solución del problema lineal. Los resultados
derivadosanteriormente son estandares en la teoría renewal [24][46].

Veamosprimero algunas funciones de riesgo sencillas y las funciones superviven­
ciaG(t) y densidad de tiempos de escape W(t) correspondientes. En la figura 3.2 se
muestrandichas funciones para cuatro casos diferentes: (a) h(t)=cte (Poisson), (b)
h(t) función escalón (Poisson con tiempo refractario), (c) h(t) lineal y (d) h(t) con
crecimiento lineal y saturación.

En el primer caso se tiene un proceso de Poisson, tanto G(t) como W(t) son
exponencialesdecrecientes, este caso representa la aproximación de orden más bajo
de un proceso de escape, tal como la desarrollada originalmente por Kramers.

W(t) = ¡L0e""" (3.61)

En el segundo se incorpora una característica de los escapes reales (y de los
sistemasexcitables: la inexistencia de escapes instantáneos o la aparición de un
tiemporefractario tr”. Asumimos que durante ese lapso la tasa de escapes es nula
y luegoalcanza un valor constante. En ese caso la densidad de tiempos de escape
es nula durante el tiempo refractario y luego decae exponencialmente.

W“)= e“ _ tre!)hOe-h0(t_t”¡)

Sin embargo el crecimiento de W(t) cuando t = tre; es demasiado abrupto, lo
que se observa en sistemas reales es un escalón suave seguido por el decrecimiento
exponencial.

Una manera simple de obtener un crecimiento suave en la densidad de tiempos
de escapeses proponer una función riesgo lineal h(t) = at. En ese caso obtenemos:

W(t) = ute-"W? (3.63)



Figura 3.2: Algunas funciones riesgo h(t) (trazo continuo fino) y sus correspon­
dientes funciones de supervivencia G(t) (trazo discontinuo) y densidad de tiempos
(le escape W(t) (trazo continuo grueso). (a) Proceso de Poisson: función riesgo
constante. (b) Proceso de Poisson con tiempo refractario: función riesgo escalón
(liscontinuo. (c) Función riesgo lineal. (d) Función riesgo con tiempo refractario,
crecimiento lineal y saturación exponencial.

que presenta el inconveniente de que a tiempos largos no cumple con la ley de
Kramers (decae como una gaussiana). Ver figura 3.2c.

Una función sencilla para que W(t) se ajuste al triple requerimiento de tener un
tiempo refractario, crecer suavemente y decaer exponencialmente se puede obtener
proponiendo una función riesgo que empiece en t = tre; creciendo linealmente pero
que luego sature en un valor constante. En la figura 3.2d se muestra un ejemplo
posiblecon la función h(t) = ho (1 —e"\(""d)). Esta última función es la que más
se asemeja a la función riesgo de un problema de escape real en una dimensión (ver
figura ??).

3.4.3 Aproximación de escapes en barreras realistas.

En la sección anterior observamos que podíamos separar con cierta arbitrariedad
la evolución de la densidad de una probabilidad inicial en un entorno de un estado
metaestable en dos etapas:

o (a) para t < ts evolución del valor medio hacia el nodo y varianza hacia su
valor asintótico con memoria de la distribución inicial.

o (b) para t > ts densidad “estacionaria” cuya forma espacial no cambia y cuya
norma decrece exponencialmente en el tiempo con un tiempo característico T
(tiempo de Kramers), sin memoria de la condición inicial.
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El tiempo t = ts elegido para separar estos dos regímenes es difuso y por ahora sólo
justificado a partir de simulaciones numéricas, sin embargo esta diferenciación nos
servirapara entender que existen ciertas restricciones sobre la función riesgo h(t).

Durante la etapa (a) h(t) será una función creciente, siempre que la aproxi­
maciónal punto fijo sea desde la dirección opuesta a la barrera. y unidimensional,
dado que tanto la evolución del valor medio como el ensanchamiento de la varianza
contribuyen a aumentar la probabilidad de un escape. Durante la etapa (b) h(t)
alcanza un valor estacionario, para una densidad de probabilidad que alcanzó una
forma “estacionaria,” y que decrece exponencialmente en el tiempo, tanto G como
W decrecenexponencialmente con la misma tasa. Dicha tasa es justamente el valor
asintótico de h(t) que llamaremos hoc. En efecto, para tiempos muy grandes:

la

W(t > ts) = hooezp [-/ h(s)ds] ez¡)(ltoots)ez1)(-Izoot) (3.64)0

siendolos tres primeros factores constantes. Luego W(t > ts) sigue la ley de Kranrcrs
con un tiempo de Kramers 7' = l/hoo. Por lo tanto, para el proceso escape unidi­
mensional,h(t) sera una función escalón suave desde cero hasta hoc,= l/T El
escalónse hace apreciable para el tiempo en que G’(t) se aparta sensiblemente de la
unidad, es decir, para cuando la primera fracción sensible de trayectorias supera la
barrera.

Ahora aplicaremos nuestra hipótesis de que la función riesgo del problema de
escape real puede vincularse a la solución del problema lineal en un entorno del
atractor. Supondremos, en nuestra aproximación, que la función riesgo depende del
tiempo a través de la evolución del valor medio y la varianza del problema lineal
unicamente.

Existen varias posibilidades de hacer explícita esta dependencia. Una es hacer
unasuposiciónrazonable acerca de dicha dependencia e intentar ajustar la densidad
de tiempos de escape. La otra es no asumir ninguna forma funcional y encontrar la
funciónque mejor ajusta, para un amplio rango de parámetros, la dependencia de
la función riesgo con el el valor medio y la varianza del problema linealizado.

En el primer caso haremos la suposición adicional de que la dependencia con el
valor medio y la. varianza del problema lineal es a través de su densidad de prob­
abilidad. Más especiíficamente, de su integral entre la barrera e infinito G. Esta
aproximack'mfue utilizada por primera vez Abeles[3] en el contexto de un modelo
(liscontinuo,caso en el cual presenta algunas limitaciones (en dicho modelo la densi­
dad real más alla de la barrera es nula). Nosotros la reformularemos para sistemas
excitablescontinuos y veremos que brinda una descripción bastante acertada cerca
de la bifurcación y para niveles de ruido no demasiado altos.

Existe otra hipótesis aun más simple y que utilizaremos para sistemas excitables
de Clase I: la función riesgo es proporcional no a la integral de la densidad de
probabilidad espacial del problema lineal sino a su valor en un punto mas allá de la
barrera. Esta aproximación se utilizó también en el contexto de modelos integrate
andfire y se la denomina a veces aproximación de Arrhenius [96].

Lasegunda posibilidad es no hacer ninguna hipótesis acerca de la forma funcional
de esta dependencia y estudiar posibles expresiones analíticas a partir de resulta­
dos numéricos. Este es el procedimiento que utilizaremos para estudiar sistemas
excitable de Clase II cerca de la bifurcaci(')n de Hopf.

'"El valor asintótico de la función riesgo corresponde a la tasa de Kramers [55], que en el caso
estacionario equivale a la inversa del tiempo medio de escape 1'.

"Una motivación de esta elección, utilizando tiempo discreto se encuentra en [4G].



Las dos expresiones para la función riesgo utilizadas en la literatura reciben los
nombresde Arrlienius y Abeles [96]y corresponden a las siguientes aproximaciones:

o Solución tipo Arrlienius[96]: h(t) es proporcional al valor de la densidad de
probabilidad del problema lineal sobre un punto más alla de la barrera.

o Solución tipo Abeles[3]: h(!.) es proporcional al valor de la integral de la densi­
dad de probabilidad del problema lineal, desde un entorno de la barrera hasta
infinito.

En este caso, nos reservamos la libertad de ubicar el punto b en la posición de
labarrera o más alla (de hecho, en un problema real una trayectoria que arriba a la
barrera tiene una probabilidad 1/2 de volver al a tractor). La coordenada de este
puntoqueda como un parametro a ajustar según el problema.

La función riesgo de Arrllenius se escibe:

ho (b —1:05“)2

hur(t)= Mmm”? - a“)
(3.65)

con (¡(1!)dada por (3.14) y ho una constante a determinar. El valor asintótico de
ha, es:

A Ab?cx)= _ y, __ . . . .
ha, ha” 27rDcrp( 2D) (.3bb)

Este valor corresponde a la inversa del tiempo de Kramers como vimos anterior­
mente. Por lo tanto la expresión final de la solución tipo Arrlienius es:

I (t) 1 A b2 (b —WT“)? (3 67)La,-, = ——-—íe;1:p —— —— .
T (1 _ (¿-2M) 2D (1_ (¿-2At)

Notar que ésta es una función creciente de t (siempre que 1:0< 0) y cuyo máximo
coincidecon la inversa del tiempo de Kramers. Ademas al comparar con simulaciones
numéricasse observa que el punto medio de esta función “escalón” coincide con el
de la h(t) real con menos de un 10% de error.

Lafunción riesgo de Abeles corresponde a la integral de la densidad del problema
libreequivalente a partir de la barrera. Plesser[96] cuestiona esta función porque en
la(listribuci(')ndel problema discontinuo la densidad luego de b es cero. Sin embargo,
enel caso de un problema de escape real esta crítica no se aplica porque la densidad
decrecede forma continua luego de la barrera.

Al integrar la densidad de probabilidad del problema libre obtenemos:

I b - ': 3"“

haha)= g 1—e1‘f+5!) (3.68)

¡Lg = hïo l- e7'f by} 24:5 (3.69)

y su valor asintótico sera:

(,1 Cn



Luego,teniendo en cuanta el tiempo de Kramers, la expresión final para Abeles es:

Mi)=[1’ (
T[1-61]

Tal como en el caso anterior esta es una función estrictamente creciente si 1:0< 0
que tiende a 1/7'.

Tanto la función riesgo de Arrlienius como la de Abeles surgen de una similitud
funcionaly entre la función riesgo real y la densidad de tiempos de arribo a la barrera
del problema lineal y de una motivación de un experimento en tiempo discreto que
no esta probado que sea equivalente a nuestro problema de escape. Sin embargo,
comoveremos en los dos próximos capítulos, propreionan una aproximación sencilla
y muy razonable para la estadística de tiempo entre pulsos en los sistemas exeitables
en probleas de escape unidimensionales.

Los sistemas excitables de Clase II, que poseen una dinamica claramente bidi­
mensional en un entorno del atractor (oscilaciones sub-umbral), no se ajustan a
estas funciones de riesgo clásicas sino que parecen depender más fuertemente del
valormedio de la densidad de probabilidad (o, de forma equivalente, de la trayecto­
riadeterminista). En ese caso veremos que igualmente es posible escoger una función
sencillaque vincula la función riesgo del problema real con el problema linealizado.

(3.70)



Capítulo 4

Estadística de sistemas
excitables de Clase I con ruido

Estecapítulo esta dedicado a estudiar las propiedades estadísticas de los sistemas
excitablesunidimensionales y bidimensionales cerca de una bifurcación de Andronov
(ClaseI) con ruido. El objetivo es implementar las herramientas desarrolladas en
elcapítulo anterior para intentar reproducir los histogramas (le tiempos entre picos
y poder predecir cómo estas distribuciones varían con los parámetros del sistema
determinista y el nivel de ruido[32].

En la primera sección haremos una reseña de algunos resultados numéricos. Ver­
emosque, a diferencia de los sistemas excitables unidimensionales, los sistemas bidi­
mensionalescercanos a una bifurcación de nodo-silla-lazo presentan histogramas no
triviales:para ciertos valores de los parámetros se observa una distribución bimodal.
Esposibledar una interpretación inmediata de esta bimodalidad en términos de per­
turbacionesde las órbitas deterministas, pero para tener una predicción cuantitativa
delhistograina y su variación con los parametros debemos hacer uso de algunos re­
sultadosderivados en el capítulo anterior.

4.1 Selección de resultados numéricos

En la sección 2.1.1 presentamos las ecuaciones de un péndulo con torque y disi­
pacióncomo ejemplo de sistema excitable de Clase I. Se trataba de un sistema bidi­
mensionalsobre un espacio de fases cilíndrico con dos parámetros relevantes y un
puntode bifurcación nodo-silla-lazo que organizaba tres regiones de comportamien­
to dinamicodiferenciado: excitabilidad, biestabilidad y oscilaciones. Estudiaremos
las propiedades estadísticas de este sistema en presencia de ruido vamos en dos
versiones:

o (a) El límite de alta disipación del péndulo con torque, disipación y ruido,
que resulta ser completamente análogo a la ecuación de adler (2.1), con la
adición de un término de ruido. Es decir que se trata de un sistema excitable
unidiinensional sobre la circunferencia:

'yzr' = F —d(:os(:r) + ¿(1) (4.1)

o (b) El caso de disipación finita del péndulo con torque y disipaci(')n, con la



adición de un término de ruido en la primer coordenada.

Il = y + ¿(il (4-2)
2

y' = 77 (-'u + g —cos(z)) (4.3)

En ambos sistemas el ruido es blanco, gaussiano, de media nula y correlación:

< €(t)€(t) >= 2Dó(t —t') (4.4)

En el sistema excitable unidimensional (a) el histograma de tiempo entre pnl­
sos presenta la forma típica de la densidad de tiempos de escape desde un estado
metaestable: para tiempos pequeños es igual a cero, luego crece hasta alcanzar un
maximo, mientras que para tiempos largos decae exponencialmente. Esto es lógico,
dado que el problema se puede separar en un proceso de escape unidimensional y
una reinyección determinista Lo único que agrega la reinyección es un tiempo de
retardo adicional, que es el empleado por la trayectoria en dar una vuelta completa
en la coordenada angular. Este tiempo de retardo a lo sumo puede desplazar el
liistogramaun poco a la derecha en el eje temporal, pero no afecta apreciablemente
la forma de la distribución que queda determinada por el problema de escape. La
existencia de este maximo inducido por ruido fue caracterizada por D. Sigeti [117].

Sin embargo en el sistema bidimensional (b) observamos, con ciertos valores
de los parametros, la aparición de un pico, mas agudo, para tiempos ligeramente
menoresque el máximo de la densidad de tiempos de escape. Ver figura 4.1. Este
picodesaparece a medida que la fricción aumenta y nos acercamos a la dinámica del
sistema (a).

Para entender la aparición de este pico observemos primero lo que sucede con
la parte determinista del sistema (b) para valores decrecientes del parámetro de
fricción'y. Ver figura 4.2. Lo que se observa es que la rama superior de la variedad
estable y la rama derecha de la variedad inestable del punto silla se aproximan
conformeva decreciendo la disipación. La rama derecha de la variedad inestable es
la que da vuelta en torno a la variable angular y guía la reinyección, mientras que la
variedadestable del punto silla corresponde al umbral para la generación de pulsos.
Por le tanto a medida que disminuye la fricción, la reinyección se produce cada vez
más cerca del umbral. Esto aumenta el peligro de lo que llamaremos un “escape
temprano”: la trayectoria cruza el umbral antes de llegar a un entorno del atractor.
Estocorresponde, en términos del sistema unidimensional, a que la trayectoria esta
siendoreinyectada más cerca del umbral que del atractor.

Si la fricción disminuye más aun, la variedad inestable del punto silla cruza la
rama superior de la variedad estable en una bifurcación de lazo homoclínico (ver
figura)y entramos en la región biestable. Por lo tanto, la aparición del segundo pico
está condicionada a la existencia de la bifurcackín de lazo liomoclínico, es decir a la
proximidad de un punto de bifurcación de nodo-silla-lazo que, como dijimos en el
capitulo 2, es característica de los sistemas excitables de Clase I.

Esta bimodalidad se observa también en otros sistemas excitables bidimension­
ales de Clase I. Para el sistema determinado por las ecuaciones (2.8)- (2.9) ver
[34][l35].En este sistema también estamos en un entorno del punto de bifurcación
de nodo-silla-lazo sobre la región excitable.
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Figura 4.1: Serie temporal (a) e histograma (le tiemp o entre pulsos (b) en la vari­
ablex del sistema (un pulso corresponde a un giro completo del péndulo). Se
observala aparición de un nuevo tiempo característico (azul) superpuesto al lliS­
togramacon ley exponencial que se observa en los sitemas unidimensionales (rojo).

4.2 El problema unidimensional

4.2.1 El límite de alta disipación

Siel parámetro 'y de las ecuaciones (4.2)-(4.3) es lo bastante grande puede eliminarse
adiabáticamente el término inercial de las ecuaciones

unidimensional (b):

F d t
:v' = — ——cos(:1:)+ M

'Y 'Y

si adimensionalizamos el tiempo mediante:

7 It = -t
d

y definimosuna nueva variable estocástica:

¿(0t' = —
n( ) d

obtenemos la ecuación (le movimiento:

F
(13'= :1- - cos(:z:) + 1](t’)
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y’ = O y obtener el sistema

(4.7)

(4.8)
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Figura 4.2: Variedades estable (azul) e inestable (rojo) del punto silla para el
péndulocon torque y disipación. A medida que disminuye el parámetro de fricción
7 las vaeriedades se aproximan.

Sinembargo, al reescalar el tiempo también se modifica la correlación del ruido dado
que:

/ó(t)dt = ¿“(t/MGv) ó(t)= 36M) (4.9)

por lo tanto, la nueva correlación se lee:

< 1)(t)1)(t’)>= 2%ó(t —t') (4.10)

Esta última ecuación junto con (4.8) constituyen el límite de alta fricción del sistema
(4.2)-(4.4). D/7d es el nuevo coeficiente (adimensional) de difusión. Notar que se
han eliminado todal las dimensiones físicas es una variable angular). En este
límiterecuperamos un sistema completamente análogo a la ecuación de Adler (2.1)
si identificamos ,U,= F/d. La disipación ha contraído el flujo a una estrecha banda
en el cilindro que puede identificarse con la circunferencia.

Estas ecuaciones pueden obtenerse también como el límite de alta fricción de un
movimientobrowniano en un potencial periódico sesgado:

= sin(a;)— (4.11)
d

Este potencial se nmestra en la figura 4.3 para varios giros en 217. De este mo­
do es fácil ver que las tratyectorias saltan de un estado metaestable a un estado
¡netaestable (el mismo luego de un giro). Una condición inical puntual evoluciona
en una distribución estacionaria periódica, que puede calcularse mediante fracciones
continuas (ver[106]), con un maximo cerca del atractor y que decrece en la zona de
la reinyecci(')ndeterminista que es atravasada rápidamente por las trayectorias.

El alto de la barrera puede calcularse a partir del potencial (4.11) y la posición
de los puntos fijos: 11:"= —acos(F/d) (atractor) y .123= acos(F/d) (barrera). Esta
altura resulta ser:

F 2 F F
— —2(—l(l.(,0.5
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Figura 4.3: Potencial asociado a la ecuación 4.8 interpretado como el límite de
alta disipaciónde una partícula Browniana. El proceso de generación de un pulso
excitablese puede separa en (los partes: (I ) la reinyección de las trayectorias en la
caja (-b,b) que encierra al punto silla (1:3)y el atractor (mn), y (II) el proceso de
escapede dicha caja.

Siaproximamosel arco coseno para valores de F /d cercanos a uno obtenemos la
relaciónaproximada:

F F F .

AUN2‘/1—É(‘/1+ï—\/íï) (4.13)

Ahoraestamos interesados en aproximar la distribución de tiempos de escape
paraeste sistema. Utilizaremos las aproximaciones del Capítulo anterior basadas en
lassolucionesdel problema linealizado en un entorno del atractor (3.67),(3.70).

Silinealizamos la ecuación 4.8 en el nodo as" = —a.cos(F/d) (F/d < 1) obtenemos
elautovalorreal (en módulo) /\ = ‘/1 —F 2/ (12. Luego, la evolución de la densidad de
probabilidaddel problema lineal estará dada por la solución de Ornstein Uhlembeck:

P(I. two) =
, _, ,—At 2

/\ )‘JP[ /\(.1: Loc ) (4.14)27d) (1 —e-w _ 20 (1 —e-w)

Eneste problema nuestra aproximación estará dada por una función riesgo pro­
porcionala la densidad de probabilidad de arribo al punto de coordenada a: = b en
elcasolineal (función tipo Arrhenius). El punto b se eligió tal que el potencial del
casolineal en ese punto: U¡(b) = M2/ 2 es igual al alto de la barrera en el problema
real,AU dada por las ecuaciones (4.12) o (4.13).

La densidad de tiempos de escape estará. dada por la expresión (3.59) con la
funciónriesgo (3.67). Más adelante veremos una simplificación ulterior de estas
formasfuncionales. Sin embargo aun nos quedan por determinar dos parámetros de
nuestra solución:
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o (a) El tiempo de Kramers que da la tasa de decaimiento exponencial (o, de
forma equivalente la inversa del valor asintótico de la función riesgo).

o (b) La coordenada inicial que corresponde al tiempo de reinyección determin­
ista. Dadas las condiciones de contorno podemos considerar que las trayec­
torias que escaparon reinician el problema de escape en una coordenada z
negativa a determinar.

4.2.2 Cálculo del tiempo de Kramers

El tiempo de Kramers coincide con el primer momento sólo en el caso de una densi­
dad de escapes puramente exponencial. Por otra parte, la integral (3.45) nos permite
calcular el primer momento de la densidad real. Por lo tanto, si aproximamos la
densidad real como cero para t < te y un decaimiento puramente exponencial con el
tiempode Kramers para t > tc (una aproximación razonable si Tl >> tc), podremos
escribir:

W(t) = ¿«(ic-WT .15

T1 = _f:°tW(t)dt
Tl = te + T

tr corresponde al punto medio de la parte creciente (le la densidad de escapes, o
bien al punto medio de la función de riesgo. En la aproximación de Arrlienius t,,
puedecalcularse como el tiempo que corresponde al punto medio de la probabilidad
de arribo a la barrera, es decir:

—Atc)2-% - :n e _1 2

[nu/a1—e‘z’u‘fl exp[-fi] = á [nfi] 2czrp[—3—E](4.18)

Haciendo el cambio de variable z = (:‘M":

. _.l l . (b — ¿1:0z)2_2 2:” __ (¿_— 4.19
2(1 z) (:1p[ fi() (1_z,¿) ( )

filn(2) —lgílnfl —22) = -b2 + (b —zoz)2(l —Z2)_l (4.20)

Como |:1:0|>> fi, sabemos que tc es mayor que la unidad. Luego z es pequeño. Si
hacemosnn desarrollo de Taylor en torno a z = 0 hasta segundo orden obtenemos
la siguente ecuación cuadratica para z:

12 .2 1 .

film) +2:1:0bz+ —5) 22:0 (4.21)

Mientras que a primer orden tenemos:

_ film?)
2- _ 2:1:ob (4.22)

t- 11 [—‘/El"(2)] (4.23)“ ’ ’X " 2|x0|b
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Dadas nuestras elecciones de 1:0y b, tenemos que fi << IxOIb,luego tc es positivo
y crece a primer orden como el logaritmo de IxOIb.

Para el cálculo del tiempo de Kramers sólo nos resta calcular el primer momento
mediante la integral (3.45).

b y

T1= dyeyz/a/ (dz/“dz (4.24)Io -00

Resolviendola integral en z con el cambio de variable u = 2/ fi y luego haciendo
otrocambiode variable u = y/fi obtenemos:

b/x/E .

Tl = (¿"2[1+ erf(u)]du (4.25)A ira/fi

El integrando está formado por el producto de una función que crece exponencial­
mente para |u| > l y una función que decrece exponencialmente para u < 0 y se
aproximaa uno para u > 0 (ver figura). El integrando por lo tanto aumenta muy
rápidamentepara u > fi, esto está vinculado con el hecho de que el tiempo medio
deescapetambién crece violentamente a medida que alejamos la barrera absorbente
delatractor. Por otro lado, para u negativo el integrando decrece suavemente, como
puedeverse utilizando el deasrrollo asintótico de la función error:

¡’112

¡LT/7 [1+ o (|u|")] (4.26)

Luegoel integrando decrece como 1/ |u| y el primer momento crece logaritmicamente
conel módulo de la coordenada inicial. Esto mismo puede obtenerse si consideramos
laevolucióndel valor medio de la densidad de probabilidad desde zo hasta un entorno
de orden JE del atractor. El tiempo de la trayectoria crece logaritmicamente con
la distancia.

Scpararemosnuestra integral en dos partes: (a) desde u = mo/fi hasta u = —l
endondeusaremos el desarrollo asintótico (4.26) y (b) desde u = —1hasta u = b/fi
que es de orden uno, en donde usaremos el desarrollo en serie del integrando. Es
fácilver que un desarrollo hasta octavo orden tiene menos del 5% de error en el
intervalo[-l, 1.5]. Luego la integral en la parte (a) nos da un primer término del
tiempo medio de escapes:

e7‘f(u—-) —oo) = —1+

_ 1 IxolT1“—xl”
Laprimitiva del desarrollo en serie (le potencias del integrando en la parte (b) hasta
octavoorden, incorporando además el factor fi, es la función:

11.4 4u6 2u8 u3 u5 u7q, = 2 _ _ — — — 4.2(u) u+3+45+105+fi(u+3+10+42) ( 8)
Por lo tanto el primer momento total será aproximadamente:

1 |10| bT = - l — \II — —‘II-l .2' Al"(fi)+ («a ( ) (49)
Determinados los valores de T1 (4.29) y tc (4.23 o 4.21), obtenemos el valor del

tiempo de Kramers -r mediante (4.17).
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4.2.3 El tiempo de reinyeceión

Nosresta ahora estimar el tiempo que tarda una trayectoria desde que cruza la
barrerahasta que es reinyectada nuevamente en un entorno del nodo tal que vuelve
a ser válida la linealización. Este tiempo introduce un retardo en la densidad de
tiemposentre pulsos con relación a la densidad de tiempos de escape. Por lo tanto
en lugar de ajustar este tiempo con la condición inicial 11:0dejaremos dicha. condición
iniciala una distancia JE a la izquierda del nodo e introduciremos un corrimiento tu
en la coordenada temporal de nuestra función de densidad de escapes aproximada.

Porotro lado debemos tener en cuenta que la trayectoria que es reinyectada pasa
por dos situaciones diferentes:

o Un recorrido guiado por una órbita determinista desde barrera real m3hasta
la barrera x = b donde calculamos la función riesgo. Esta es una región donde
las nolinealidades siguen siento importantes. El tiempo medio asociado es tm

o Más allá de este punto podemos aproximar una evolución determinista en
un potencial lineal tipo rampa cuya pendiente sea U’(1r). El tiempo medio
asociado es tm.

En el primer caso se obtiene un tiempo de retardo que puede calularse a orden
másbajo en función de los parámetros:

l b-a:9t z-l —'. 4.30
’“ “(x/271?) ( )

la derivación de este resultado se hará. en la sección siguiente.
En el segundo,

4.2.4 Comparación con las simulaciones numéricas

Llegadoa este punto tenemos una expresión analítica para la función riesgo que
dependede parámetros que también pueden calcularse analíticamente en función de
losparámetros originales del problema. Sin embargo para calcular la densidad de
tiemposde escape aun debemos computar una integral que dista de ser simple. Para
losvaloresde parámetros con los que estamos trabajando reemplazar esa integral
porsu valor asintótico no introduce un cambio demasiado apreciable. Es decir, que
podemosintroducir la simplificación adicional de calcular la densidad de tiempos de
escape como:

wwe) = une-VT (4.31)

Luego,la función riesgo sólo tiene importancia durante la etapa transitoria en la
queel centro de la distribución y la varianza de la densidad de probabilidad aun
están evolucionando sensiblemente. Una vez que la función riesgo está próxima a
su valorasintótico se establece el régimen de Kramers (que justamente fue derivado
suponiendouna condición inical estacionaria). De ahí en adelante la densidad de
probabilidadno variará en su forma (tan sólo se irá drenando debido a el escape a
tasa constante de las trayectorias).

Finalmente, la distribución de tiempos de escape evaluada en una escala temporal
corridaen un tiempo t¡t es nuestra expresión aproximada del llistograma normalizado
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Figura 4.4: Distribución de tiempos de escape desde el atractor en el límite de alta
fricción(4.8),(4.10),para una condición inicial :r(0) = -b, un valor del paraámetro
F/d = 0.9 y diferentes niveles de ruido: R = 0.03 (trazo continuo), R = 0.05
(trazosegmento-punto) y R = 0.07 (trazo segmentado). En cada caso comparamos
el resultado de las simulaciones numéricas (línea más sinuosa) con las soluciones
analíticasaproximadas (línea más suave).

de tiempos entre picos para el sistema unidimensional (4.8)- (4.10). La expresión
definitiva se escribe como:

W,,¡(t) = h(t - tR)e‘(“‘")/T (4.32)

1 ,\ (b _ “ge-M)? ' iW637) _ñ(b2— (4.33)
En la figura 4.4 comparamos los histogramas obtenidos numéricamente para el

sistema (4.8)-(4.1()) con F/d=0.9 y tres niveles distintos de ruido con sus corre­
spondientes expresiones analíticas aproximadas (4.32)-(4.33). El acuerdo es nmy
notable.

En la figura 4.5 se muestran los liistogramas obtenidos miméricamente para 1m
nivelde ruido fijo R = 0.05 y tres valores distintos del parámetro junto con sus
correspondientes aproximaciones analíticas. En este caso también se observa un
acuerdo muy razonable.

Observamos que se mantiene un buen acuerdo de la expresión derivada (4.32)­
(4.33)con los datos obtenidos de las simulaciones siempre que se respeten las mismas
hipótesisdel límite de alta fricción en la aproximación de Kramers. Es decir, que la
altura de la barrera AU (4.12) sea mayor que el nivel de ruido R y que la disipación
sea lo bastante alta (alglio que ya asumimos en la eliminack'm adiabática de la
aceleración).
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Figura 4.5: Densidad de tiempos de escape desde el atractor el el límite de alta
fricción(4.8)-(4.l()), para una condición inicial z(0) = -b, nivel de ruido R = 0.05 y
valoresde parámetros: F/d = 0.88 (línea continua), F/d = 0.90 (línea de puntos y
trazos)y F/d = 0.92 (línea de trazos). Como en la figura 4.4 comparamos los resul­
tadosde las simulaciones numéricas (líneas sinuosas) con la solución aproximada4.32
(líneas suaves).

4.3 Caso de disipación finita

Ahoraestamos interesados en estudiar cómo cambia la estadística del tiempo entre
pulsosen el péndulo con torque y ruido a medida que disrninuimos la disipación.
Comose muestra en la figura 4.2, al disminuir la disipación en la zona excitable
las ramas superiores (y > 0) de las variedades estable e inestable del punto silla
se aproximan hasta coincidir en una bifurcación de lazo homoclínico. Por lo tanto
habrauna zona, antes de la bifurcación en la que la distancia entre las variedades sera
muchomenor que la distancia. entre los puntos fijos y pueden producirse “escapes
tempranos” de las trayectorias que son reinyectadas en el atractor.

Esperamos encontrar entonces dos familias distintas de trayectorias: aquellas
que luego (le la reinyección permanecen en un entorno del atractor y luego sufren
un proceso (le escape, como en caso de alta disipación, y aquellas que cruzan el
umbralantes (le llegar a un entorno del atractor y escapan tempranamente. Si bien
la separación entre ambos tipos de trayectorias es difusa es (le esperar que en su
conjuntotengan una estadística diferente. Mientras que las trayectorias que deben
superar la barrera mediante el proceso (le escape tienen un tiempo característico
(ladopor el tiempo (le Kramers, las que escapan tempranamente lo hacen con poca
dispersión y un tiempo medio dado por el tiempo de reinyección y el tiempo de
tránsito a través (le la barrera. La existencia (le estos (los tiempos característicos
da origen a la aparici(')n de histogramas de tiempos entre pulsos bimodales en los
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sistemasexcitables de Clase I.

Nuestra distribución de tiempos entre pulsos para el caso de disipación finita
tendrá entonces dos contribuciones, un pico para cada familia de trayectorias. La
formafuncional que da la densidad de tiempo entre pulsos que sufren el proceso de
escapefue desarrollada. en la sección anterior. Corresponde entonces derivar una
expresiónanáloga para el caso de los escapes tempranos.

4.3.1 Estadística de escapes tempranos

Lastrayectorias que sufren los escapes tempranos son aquellas que no llegan a sentir
la influencia del atractor y son reinyectadas en un entorno del punto silla. En
el mismo espíritu de la aproximación del problema de escape que sólo tenía en
cuenta la linealización del campo vector en un entorno del atractor, en este caso
considerarernosla evolución de las trayectorias en un entorno linealizado del punto
silla.

Para mayor simplicidad supondremos el punto silla ubicado en el origen de co­
ordenadas (a: = 0). El autovalor en la dirección en la que actúa como barrera es
positivoe igual en módulo al autovalor del atractor: /\ = F/d. Es decir, esta­
mosinteresados en obtener la evoución de las trayectorias dada por las siguientes
ecuaciones:

1:, = /\:r:+ 7¡(t) (4.34)

< 1¡(t)1¡(t’) >= 2Ró(t —t’), (4.35)

Lascualescorresponden a un proceso de Ornstein-Uhlembeck inestable. Una condi­
cióninicial puntual evoluciona con valor medio y varianza que crecen exponencial­
mente.Sin embargo no estamos interesados en el comportamiento a largo plazo sino
en la distribución de tiempos de escape de un entorno del punto silla (más allá del
cualla linealización deja de ser válida y se inicia el proceso de reinyección). Además
sólonos interesan los escapes hacia la dirección m positiva dado que los que van
haciala izquierda vuelven a un entorno del atractor. Es decir, estamos interesados
en la densidad de escapes de una caja que se extiende desde —oohasta a: = 6 > 0.
LlamaremosWs(m0,t) a dicha función de probabilidad.

La densidad de probabilidad correspondiente a este proceso es la solución cono­
cidade OUH pero con un cambio de signo en el tiempo:

11(3):
/\ [_ Mm —zoe“)2 (4.36)2m (1 —em“? 212(1 —e‘w)

Por lo tanto la probabilidad de que la trayectoria se encuentre en la caja semi­
infinita(-00, ó) a tiempo t estará dada por:

/\ ó Ma: —mor/“yz: t —— N —— d 4.‘
G.9(an) _ ezxt)Áwcxl)[ _ CQAL)a: (

que puede calcularse, luego del cambio de variable:

l A (a: —zoe“) (4 38)u = ————— .
212 ,/1 _ 62M

como la función error cornplemernntaria:

Gs(«'50,t)= ¿[1+ erf (Aem (4.39)
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donde hemos definido

¿ (ó- zoe“)212
La densidad de tiempos de escape es la derivada temporal de la probabilidad de

residencia G'(:r0, t), por lo cual:

/ A3 (ó - zoe-M) A (6 —xoe’hlzws5:si= _—.. 5 t-— , .
'(IO ) 27rR(62,\t_1)-5/2 (Xp 2A 2R(e2’\‘ —l) (4 41)

Una expresión similar fue derivada por Stone y Holmes para el caso de un lazo
homoclínicocon ruido [l21][120].

Esta expresión analítica también resulta de utilidad para calcular el tiempo adi­
cionalde tránsito de la barrera en el problema de escape tm que introdujimos como
correciónen la sección anterior. El tiempo medio de pasaje para una condición
inicialen la barrera puede calcularse como:

A(t) = (4.40)

t,“ = /0°° CTf[A(t)]dt. (4.42)

Siel nivelde ruido no es muy elevado esta integral puede aproximarse para obtener
la ecuación 4.30.

Hemosobtenido dos densidades de tiempos entre pulsos partiendo de propiedades
localesdel sistema (autovalores de los puntos fijos) y del nivel de ruido. Sin embargo,
aun no hemos decidido qué peso le daremos a cada una de estas densidades. Dicho
de otro modo, tenemos una aproximación para la densidad de escapes del atractor
y para la densidad de tiempos de cruce de la barrera en los escapes tempranos pero
nosabemos cual es la probabilidad de que se dé uno u otro caso. En verdad no se
trata de algo que podamos deducir de las propiedades locales sino que depende de
lascaracterísticas globales del flujo (concretamente de la distancia a la bifurcación
globalde lazo homoclínico). Luego éste será el único parametro que ajustaremos en
nuestro modelo.

4.3.2 Comparación con las simulaciones numéricas

El único efecto que hemos tenido en cuenta al expandir el flujo desde la circunfer­
encia al cilindro conforme dismunye la disipación lia sido la posibilidad de tener
reinyeccionescercanas al punto silla. Esta suposición es razonable siempre que
permanezcamos en la región excitable y no demasiado lejos de la bifurcación de
Andronov. En ese caso el proceso de escape sigue siendo unidimensional y aprox­
imaremosla estadística de tiempo entre pulsos como la estadística de escapes del
potencial unidimensional con un tiempo de retardo más un proceso de reinyección
bidimensional.

La distribución final de tiempo de escapes para este sistema puede escribirse
como:

wm, t) = Woiwmxn, t) +cws(mo,t)1, (4.43)

donde Wh¡(:1:,,,t) es la densidad de tiempos de escape derivada en la sección
anterior, Ws(;ro,t) es la densidad de tiempos de cruce de la barrera para los escapes
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Figura 4.6: Densidad de tiempos de escape desde el atractor el el límite de alta
fricción(4.8)-(4.10), para F/d = 0.9, nivel de ruid R = 0.05 y diferentes condiciones
iniciales: 11:0= 0 (línea continua), 9:0 = 0.1 (línea de puntos y trazos) y zo = 0.2
(línea(le trazos). Se comparan los resultados de las simulaciones numéricas (líneas
sinnosas)con la solución propuesta 4.43 (líneas suaves). Esta. densidad es una suma
pesada de la densidad deducida en el caso de alta fricción (4.32) y la densidad (le
escapestempranos (4.41). El peso relativo se ajustó nuinéricainente c = 18.33 (para
zo = 0), c = 20.62 (¿no= 0.1) y c = 23.34 (¿no= 0.2).
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tempranos reinyectados en ¿vocercano al punto silla, c es el peso relativo de las
funciones y Wo un factor de normalizack’m.

En la figura 4.6 se muestra la distribución (le escapes del sistema unidimensional
(4.8)-(4.1())cuando las trayectorias sufren una reinyección bidimensional en un en­
tornodel punto silla. Se representan también las soluciones semianalíticas (4.43) con
el peso relativo c ajustado en cada caso (ver pie de figura). Como en los casos an­
terioresla función aproximada ajusta cómodamente los datos obteridos integrando
numérica]nente.

Estamos ahora en condiciones de ajustar la densidad de tiempos entre pulsos
para el problema “real” del péndulo con disipación finita. Necesitamos, como antes,
conocer el tiempo de reinyección tu y el punto de reinyección m0. Ambos pueden
obtenerseo bien mediante la integración numérica de la variedad inestable del punto
sillaque guía la reinyecciónl o bien con la expresión aproximada (??).

El último punto que debemos tener en cuenta es invertir el cambio de escala
temporalque introdujimos en la reducción unidimensional del problema (4.6). Luego
la distribución de tiempo entre pulsos para el problema con disipación finita está.
dada por:

WpulsaU) = WtotLTOat, _ tR] (4.44)

cont' = txt/7 el tiempo en la escala original. Notar que esta función depende de dos
parametros elegidos arbitrariamente: b y (5. Sin embargo esta arbitrariedad se ve
compensada (al menos para valores de b y (5razonables) por el tiempo de reinyección
tg. Típicamente colocamos a b y ó más alla del punto silla, a una distancia del orden
(lela longitud “térmica” dada por:

En la figura 4.7 comparamos la densidad de tiempos entre pulsos para el sistema
bidimensional, en la región excitable y cercano a la bifuracción de nodo-silla-lazo
conla forma semi-analítica (4.44). Este acuerdo se mantiene para una región con­
siderabledel espacio de parámetros. La aproximación deja de ser válida para niveles
de ruido muy intensos o si nos acercamos demasiado a la bifurcación de Andronov,
dadoque en ambos casos deja de cumplirse una de las condiciones necesarias para
poder aplicar el cálculo (le Kramers: el nivel de ruido es superior a la altura de
la barrera. Si bien esto no parece afectar demasiado al transitorio, ocasiona serias
divergenciasen la tasa (le decaimiento exponencial. Si ahora nos alejamos bastante
de la bifurcación, la aproximación de Kramers sigue siendo valida pero la densidad
deescapesen la parte transitoria es la que se desajusta. Finalmente, debemos tener
en cuanta la proximidad de la bifurcacn'm llomoclínica. La solución para los escapes
tempranoses mejor cuanto más cerca del punto silla se reinyecten las órbitas (en un
entornodonde la aproximación lineal es razonable).

Una característica extensamente estudiada en los sistemas excitables bajo la
accióndel ruido es la resonancia estocástica autónoma o coherence resonace (ver
[21][54][77][8l][82][83][92][131]). Los sistemas excitables con ruido se comportan de
forma“más ordenada” para valores intermedios del nivel de ruido. Si la intensidad
de la perturbación es muy pequeña el tiempo de Kramers es bastante considerable

lUna manera sencilla de encontrar esta variedad es integrar mune'ricamente una condición inicial
enunentorno muy pequeño del punto silla y en la dirección del autovector inestable correspondiente.
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Figura 4.7: Densidad de tiempos de escape en el sistema bidimensional (Eqs. 4.2 ­
4.4)cerca de la bifurcación homoclínica (F = 0.9, d = 1.0, 7 = 0.9 and D = 0.05)
obtenida a partir (le simulaciones numéricas (línea de trazos) comparada con la
soluciónanalítica aproximada W¿a¿(:vo,td/7 —tr) (ver 4.43). Todos los parámetros,
excepto:vg,tr y c poseen expresiones analíticas. 9:0y t, fueron calculated numerica­
mentede las soluciónes deterministas del sistema y c es el único parámetro (le ajuste.
Para estos valores (le parámetros se utilizaron 21:0= 0.3,tr = 4.47 y c = 30.04.



(comparado con el tiempo de reinyección) y se tiene una serie de picos separados
a intervalos irregulares de tiempo. A medida que crece el nivel (le ruido, el tiempo
mediode escape se hace del orden del tiempo de reinyección y se obtiene una secuen­
cia (le picos menos irregular. Los escapes siguen siendo aleatorios, pero la espera es
tan breve que los pulsos se encuentran separados casi por el teimpo (le reinyección. A
partir de este punto, un progresivo incremento del nivel (le ruido comienza a afectar
la forma (le los picos, la duración de los tiempos (le reinyección se hace más irregular
y los picos dejan de tener la misma amplitud. El sistema vuelve a comportarse (le
forma desordenada.

La primera etapa de este proceso (los pulsos que se vuelven casi periódicos)
puedecuantificarse con las expresiones derivadas en este capítulo. Sin embargo, para
niveles(le ruido más elevados, la estadística de escapes no es una buena medida de
desorden, ni tampoco nuestras aproximaciones pueden aplicarse, pues como dijimos
estamos fuera del rango de validez del cálculo de Kramers.
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Capítulo 5

Estadística de sistemas
excitables de Clase II con ruido

Eneste capítulo intentaremos reproducir algunos histogramas de tiempos entre pul­
sosen un sistema excitable prototípico de Clase II: el modelo de FitzHugh-Nagumo
reducido (FHN).

A diferencia de los sistemas de Clase I, se necesitan al menos dos variables
dinámicaspara observar la excitabilidad de Clase II l. Dado que estamos interesados
en reproducir las características propias de esta clase (le sistemas, abordaremos
el problema bidimensional sin reducirlo a un problema de escape unidimensional.
Dichas características se ponen en relieve (tal como en el caso de los sistemas de
ClaseI) en la proximidad de la bifurcación que los distingue. Lejos de la bifurcación
(leHopf, las características propias de los sistemas de Clase II se diluyen, siendo su
estadística (le tiempo entre pulsos muy similar a la del problema unidimensional de
Clase I.

Nuestro propósito sera entonces vincular la densidad de tiempos (le escape en
el modelo FHN (o de forma equivalente la función riesgo correspondiente) con la
solucióndel proceso de Ornstein-Ulilembeck en dos variables que corresponde a su
aproximack'mlineal bidimensional en un entorno del atractor.

En la primera sección presentaremos algunos resultados numéricos que revelan
que también en el caso de sistemas de Clase II aparecen llistogramas no triviales en
ciertas regiones del espacio de parámetros. Las oscilaciones sub-umbral coherentes2
inducen la aparición de ciertos picos discretos en múltiplos del período de la Hopf
quese superponen al conocido pico ancho que decae exponencialmente. En la sección
siguiente(lerivaremos la solución explícita de un proceso de Ornstein Uhlembeck en
(losdimensiones. Como en el caso de sistemas Excitables de Clase I, nos proponemos
(lar una explicación cualitativa y una predicción cuantitativa en términos de una
expresiónanalítica aproximada de este fenómeno derivada a partir de la solución del
problema lineal.

lEsta clase (le sistemas estaba definida por la proximidad de una bifurcación (le Hopf y se precisan
al menos (los variables para observar dicha bifurcación.

IPor coherentes nos referimos a que conservan la fase de un pulso a otro, lo cual sucede siempre
que el ruido no sea muy intenso.



5.1 Seleccion de resultados numéricos

El sistema que estudiaremos es el modelo de FitzHugh-Nagumo “reducido” en un
parámetro. Si en el sistema original (2.24)-(2.25) fijamos 7 = 0, obtenemos un
sistema con la nulclina cúbica del sistema rápido y una recta vertical como nulclina
del sistema lento. Por lo tanto habrá un único punto fijo que será estable o inestable
dependiendo de si la intersección de las nulclinas pertenece a la rama estable o
inestable de la cúbica.

Si agregamos ruido blanco gaussiano a la variable 1:, el sistema queda escrito:

:r’ = 1 — —y) + x/2_D€(t) (5.1)e .3

y' = az+a (5.2)

(aerea) = ¿(t-t!) (5.3)
Notar que hemos pasado la varianza del ruido a las ecuaciones. Recordemos que

el diagrama de bifurcaciones en este caso consiste únicamente en una bifurcación de
Hopf supercrítica en |a| = l (en particular eligiremos a 2 0 dada la simetría del
sistema). Para a > 1 tenemos comportamiento excitable y oscilaciones de relajación
eu el caso en que a < l.

Los autovalores del único punto fijo (z = —a;y = a —a3/3;) indican además
que este atractor es un foco cuando 1 < a2 < 1 + 2\/E. Es decir, que la órbitas
decacn en espiral hacia él. A medida que nos vamos aproximando a la bifurcación
este decaimiento es cada vez más suave y las oscilaciones son más notorias. El
ruido mantiene estas oscilaciones en torno al f0co con un período aproximadamente
constante, que en la bifurcación tiende a la frecuencia de Hopf: 00 = E_l/2. En
la figura. ?? se muestra una serie temporal y un retrato de fases para el sistema
(5.1)-(5.3) para los valores de parámetros que figuran al pie. En ambos se pone en
evidencia la existencia de estas oscilaciones sub-umbral.

Consideremos una vez más el problema de la estadística de tiempo entre pulsos
en el sistema excitable como la conjunción de un proceso de escape del atractor con
un proceso de reinyección determinista. En lugar de estudiar los pulsos sucesivos de
la serie temporal sigamos de cerca un ensemble de trayectorias que intenta escapar
del foco atractor en el caso en que se observan oscilaciones sub-umbral. Si el ruido
no es demasiado intenso, un conjunto de trayectorias con un origen común que se
aproximeal atractor se mantendrá oscilando un tiempo en torno al foco conservando
su fase relativa. Algunas trayectorias escaparán a través del umbral tras un número
entero de vueltas sin relajar al atractor, ¡mientrasque otras relajarán al atractor y
perderán progresivamente la memoria de su fase debido al ruido. Eventualmcnte
escaparán desde un entorno pequeño del atractor. Estos dos escenarios posibles se
corresponden con dos estadísticas de escape diferentes. Mientras que las trayectorias
que relajan obedecen a una ley de Kramers, las trayectorias que escapan antes de
relajar al atractor conducen a una densidad de tiempos de escape con picos en
múltiplos enteros pequeños del período medio de oscilación en torno al foco. Es
decir que también en este caso, como sucedía en los sistemas de Clase I, ocurren
“escapes tempranos”, sólo que en los sistemas de Clase II lo que facilita estos escapes
es proximidad del nacimiento de un comportamiento oscilatorio con período fijo,
mientras que en el caso anterior era la proximidad de una órbita homoclínica de
período infinito.

Eu la figuras 5.1-5.2 se presentan algunos histogramas de tiempo entre pulsos
para el sistema FHN en la región excitable variando a y e para dos niveles de ruido:
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Figura 5.1: Histogramas de tiempo entre pulsos para el sistema FHN reducido
(5.l)-(5.3) con ruido gaussiano en la coordenada ¿vde varianza D = 0.001. Los
valoresdel parámetro de bifurcación a y el parámetro que separa las escalas tempo­
rales e se presentan en cada gráfico. Cerca de la bifurcación (a = 1) se observa la
aparición (le picos en múltiplos de la frecuencia de la Hopf (T z 21r\/É).

D = 0.001 y D = 0.01 respectivamente. Si el nivel de ruido es bajo (Fig. 5.1)
se observa claramente cómo, al disminuir el parámetro de bifurcación a el tiempo
mediode escape decrece y surgen los picos con más claridad (dado que nos acercamos
a la Hopf). Al variar e, en cambio, se modifica notoriamente la distancia entre
picos del llistograma. Para observar histogramas similares a los que se obtienen
conun sistema unidimensional es necesario alejarse de la bifurcación de Hopf (hasta
que a2 > l + 2\/E). Pero en este caso también es necesario aumentar el nivel de
ruidopara compensar el crecimiento de la barrera y tener tiempos medios de escape
razonablemente cortos. En la figura 5.2 se muestran histogramas para un nivel de
ruido mayor y más lejos de la bifurcación. En los dos casos con e = 0.001 los
autovalores del atractor son reales y las trayectorias decaen sin oscilar por lo que es
(leesperar un comportamiento cualitativamente similar al del problema de escape
unidimensional (decaimiento exponencial tras un tiempo refractario).

5.2 Solución del sistema lineal

Si en el modelo FHN reducido (5.l)-(5.3) con ruido en la coordenada a: y valores de
parámetros en la región excitable llevamos el nodo atraetor al origen mediante un
cambio (le coordenadas obtenemos:

m H II' —(a2—1):1:—y + azrz —3:3/3 + fiat) (5.4)

y = :r (5.5)
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Figura 5.2: Histogramas de tiempo entre pulsos para el sistema FHN reducido
(5.1)-(5.3) con ruido gaussiano en la coordenada a:de varianza D = 0.01. Los valores
del parámetro de bifurcación a y el parámetro que separa las escalas temporales e se
presentan en cada gráfico. Lejos de la bifurcación se observa una estadística similar
a la (le los sistemas unidimensionales.

Al linealizar las ecuaciones, definiendo a = a2 —1:

(::>=(-(:/6 -r/€><::>+(¿s>>
que corresponde a un proceso (lc Ornstein-Ulilembeck en dos variables. Como se
trata además de un sistema veloz-lento, veremos que las propiedades estadísticas (le
las variables a: e y son diferentes.

Para resolver el proceso de Ornstein-Uhlembeck bidimensional utilizaremos las
ecuaciones derivadas en la sección 3.2 (3.22)-(3.23).

Los valores medios evolucionan según la matriz de la parte determinista lineal:(zw-rmr)
Los autovalores (en general complejos conjugados) de dicha matriz son:

(5.6)

/\+ = (-a/2+w) (5.8)
¡L = (-a/2-w) (5.9)

donde hemos definido la frecuencia (real o imaginaria):

a 2
w: (—) —€ (5.10)2

Si no estamos muy cerca de la bifurcación de Hopf en a = 0 y e es muy pequeño,
w será real y apenas inferior a (1/2. En ese caso los autovalores (que corresponden
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a las inversas de los tiempos característicos en las direcciones normales) serán muy
diferentes: /\+ z —2/a2 y /\_ z —a/e. Esta diferencia de escalas temporales es
consistente con el liecliode que sea un sistema veloz-lento. /\_ esta asociado al tiempo
más corto del sistema rápido y su autovector correspondiente apunta prácticamente
en la dirección horizontal, mientras que /\+ corresponde a la variedad slow que es
diagonal y con pendiente —a.

La solución con condiciones iniciales M l(0) = zo y M2(0) = yo puede escribirse
para el caso en que w es real como:

t A Q (Afro + 2110/6) . Q r
erp(-5t) [mocosh —Tsmh ït (0.11)

._ , ’\ . . Q (AZ/0+230) _. Q r
M2(t) erp ( zi) [yocosh( 2t) + Q .sznh (0.12)

donde para abreviar definimos /\ = (¡I/e y (2 = 2w/e. En el caso en que a < 2\/E,
w es imaginario y la expresión de los valores medios es la misma reemplazando
las funciones liiperbólicas por las funciones trigonométricas correspondientes. Este
resultado expresa cómo evoluciona el valor medio de la gaussiana desde una condición
inicial puntual en (30,310)hacia el origen. Puede verse también que si e es pequeño
el valor medio se acerca al origen asintóticamente según la dirección de la variedad
slow.

En el caso de las ecuaciones para las varianzas a (3.21) no tenemos un sistema
homogéneo:

MIU)

0'“ = —2—:—a“— 5021 + 2D (5.13)

0i2 = ’3012 - E022+ 011 (5.14)

051 = -%021-%022 + 011 (5.15)
a'22 = 021+ 012 (5.16)

donde en realidad las variables 012 y 021 son iguales.
Este sistema posee un único punto fijo: 091 = eD/a,a?2 = 0, y 032 = e2D/a.

Estos son los valores asintóticos de las varianzas en la dirección ¿re y. Es oportuno
notar por un lado que la covarianza desaparece, es decir que las curvas de probabil­
idad constantes seran elipses alineadas con los ejes, y por otro que la dispersión en
la dirección y es mucho más pequeña (factor e) que la dispersión en la dirección rr,
por lo tanto la densidad de probabilidad será una nube alargada en esta dirección.

Para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales definamos primero nuevas
variables restándoles a las variables a sus valores asintóticos (puntos fijos):

Ü“= all-eD/a
512 = 012 (5-18)

6’22 = 0’22- 62D/(1 (5.19)

Los valores asintóticos se obtinen fácilmente igualando a cero las ecuaciones (3.21)
para este sistema. El cambio de variables también afecta las condiciones iniciales.
Si antes teníamos 0¡1(0) = a¡2(0) = 022m) = 0 (condición inicial puntual), ahora
en cambio ¿“(0) = —eD/a y 622m) = -62D/(1. Mientras que para t —)oo (711,012
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y ¡722tienden a cero. El sistema lineal queda escrito:

6'“ —2(r/€ —2/f 0 ñ“
6’12 = l -(lr/€ —l/c 612 (5.20)
5122 Ü 2 Ü 5'22

En este caso los autovalores correspondientes son:

/\¡ = —(r/€ = —)\ 5.21)

A2 = (2o.: —(r)/6 = —/\ + S2 (5.22)

A3 = -(2w + (y)/€ = —/\ —Sl (5.23)

Y las soluciones, volviendo a las variables originales y luego de operar algebraica­
mente se expresan como:

_ D -/\t /\ 2 . . A . r

a¡1(t) — A 1 c (1+ (Q) (Lasth 1) Qscnhílt (0.24)

. A 2

022“) = % l _ e-M (1 + (cos/Lili—1)+ ¿sc7thflt):| (5.25)
2

0120,) = 2%6_M (cos/¿SM—l) (5.26)

Como en el caso de los valores medios si o.)es imaginario la solución se obtiene
reeplazaudo por las funciones trigonomótricas ordinarias, pero además es necesario
reemplazar S22 por —S22.

Para el caso oscilatorio entonces los valores medios y las varianzas evolucionan
según:

M¡(f,)= (3:51)(-2t) [mocos —Msin (’27)
/\ S2 A1 +2' . Sl

M2(t)= exp(-5!) [yocos +Msn» (5.28)
D ,\ 2 ,\

rr“(t) = í 1 —6”“ (1 — (c0th —1) —ñscnSZt):| (5.29)

_ (D -—M A 2 , , A ., r ‘

022“) — A [l c (l (Q) (¿oth 1)+ Qscht (0.30)
D ,\ 2

(Il-¿(0 = ZéïcwV (l - cosílt) (5.31)

La solución de la densidad de probabilidad espacial P(a:,y, t) esta dada por las
ecuaciones (3.20)-(3.21) junto con los resultados derivados en esta sección.

Los valores de a“ y 0‘22expresan las varianzas de la distribución en la dirección :1:
e y res})ectivamente. Observamos que los valores asintóticos de las varianzas difieren
en un factor e. Es decir, que para un sistema veloz lineal con ruido en la coordenada
a: (direcci(')nrapida), como el que estamos estudiando, la varianza es mucho mayor
en diclia coordenada

Es interesante estudiar también el sistema FHN linealizado con ruido en la coor­
denada y. Si bien no trabajaremos con simulaciones con ruido en esta coordenada,
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es importante remarcar que en este caso se obtiene una densidad de probabilidad
cuya expresión asintótica es muy diferente de la obtenida con ruido en la coordenada
IL'.

El sistema de ecuaciones para los valores medios y sus soluciones son los mismos
que antes puesto que no hemos cambiado la parte determinista. En cambio, las
ecuaciones para las varianzas son diferentes que en el caso anterior. Sin embargo,
si definimos como antes nuevas variables 6 como las variables 0 menos su valor
asintótico:

Ü“ = (TH-D/(l’
(-712= (712+D

5'22 = 0'22 —€D/(Y+(YD

obtenemos un sistema lineal con la misma matriz que en (5.20).
Podemos obtener las soluciones para las varianzas en función del tiempo, sin

embargo aquí nos interesan únicamente los valores asintóticos. Notar que 6|; 76(l
y que tanto FI“ como (ir-¿2tienen términos independientes de 6. Esto implica que,
a diferencia del sistema con ruido en la coordenada 11:,las varianzas no tienden
a cero en el límite singular. ()tro punto a notar es que mientras la densidad de
probabilidad en el sistema con ruido en :1:se elonga en la dirección horizontal, en
este caso la densidad es aproximadamente paralela a la nulclina rapida, lo cual hace
que para el límite de e muy pequeño este sea un proceso de escape verdaderamente
unidimmisional. En acuerdo con esto, la forma de la densidad de tiempos entre picos
no es la misma si se aplica ruido en una u otra coordenada.

5.3 Cálculo de la tasa de Kramers

Antes de proponer una función riesgo para nuestro problema a partir de la solución
del problema libre, veremos cómo calcular el valor asintótico de dicha función. Como
vimosen el Capítulo 3 este valor corresponde a la inversa del tiempo de Kramers (o
mas precisamente a la tasa de Kramers[55]), cuando el sistema ya relajó al equilibrio
en torno al estado metaestable.

El problema que se presenta en el modelo de FitzHugb-Nagumo es que no hay
un umbral en el sentido estricto del término, ni disponemos de un potencial de equi­
librio del cual podamos calcular curvaturas. Sin embargo, como se mostró en la
figura 2.9, existe una órbita transitoriamente repulsora que se aproxima a la rama
inestable (le la nulclina rápida. Esta órbita funciona como umbral y la curvatura
de su seudopotencial estara dada por el logaritmo de la divergencia transversal de
perturbaciones de condiciones iniciales cercanas. En efecto, para tiempos cortos, las
órbitas perturbadas en un pequeño entorno se alejan exponencialmente con un ex­
ponente /\ (exponente de lyapunov) que se corresponde con la curvatura que tendría
un potencial si estuvieramos escapando de un máximo local.

Esta tasa de divergencia puede calcularse numéricamente a partir de simula­
ciones cercanas a la trayectoria repulsora. En la figura 5.3 se muestran dos de esas
trayectorias junto con la órbita repulsora.

Por otra parte es posible aproximar, al orden más bajo, la órbita repulsora con
la expresión de la nulclina. En ese caso, evoluciouamos de condiciones iniciales que
se encuentran aproximadamente a la misma distancia del punto crítico z = —1que
el atractor :i:,l= —a, pero sobre la rama inestable, dado que se trata de un punto
muy probable de cruce de trayectorias perturbadas por ruido. Más precisamente,
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Figura 5.3: Divergencia de perturbaciones de la trayectoria repulsora que funciona
como umbral en el sistema FitzHugh-Nagumo. En línea punteada se representa la
nulclina cúbica (1/) y en línea de trazos la aproximación (5.38) del umbral (7').

una condición inicial corrida levemente de la nulclina, en :r = 21:0+ ó tiene un campo
vector en la coordenada :1:que puede escribirse:

[ó(4a —a2 —3) —¿2m —2) —63/3] (5.35)
N

nah-n

Luego, la tasa de divergencia de trayectorias, o bien la curvatura de la barrera
del seudopotencial es a orden más bajo:

_4a—a2-—3
6

/\ (5.36)

Al orden siguiente es posible aproximar la órbita repulsora como aquellos puntos
en los que el campo vector es paralelo a la tangente de la nulclina. Es decir aquellos
puntos que satisfacen:

I
.7/ ' .

—, = 1 — 1-2 (5.37)
:1:

que SC(EllCllCIltI‘íUlsobre li), curva

1:3 :v + a. r ‘y = x —_ — (0.38)_ E l
3 1 — :1:¿

En la figura 5.3 se observa que esta última es una aproximackin bastante precisa de
la Órbita repulsora. Sin embargo, sobre esta trayectoria, la tasa de divergencia no
es según la direcci(')n a: sino según la dirección transversal. Sería necesario entonces
hacer un cambio de coordenadas. Sin embargo, observamos que la divergencia según
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Figura 5.4: Orbita determinista para el sistema FHN reducido valores de
parametros e = 0.001 y a = 1.001. La condición inicial se encuentra próxima al
umbral excitable (línea a trazos) y decae hasta el foco atractor obicado sobre la
nulclina (línea punteada).

a;en la nulclina es una buena aproximación para valores de e no demasiado grandes,
por lo que usaremos la expresión 5.36 para la curvatura de la barrera.

Nos resta aun estimar la altura de la barrera con respecto al atractor. Si evolu­
cionamosuna trayectoria determinista que decae al atractor desde la.barrera (5.38)
obtenemos una órbita que puede aproximarse como el decaimiento en un pozo cu­
drático de potencial (sistema dinamico lineal) con valores pequeños o moderados
de fricción. En la figura 5.4 se muestra una de esas órbitas para los valores de
parámetros que figuran al pie. Esta órbita se puede aproximar razonablemente bien
como un deacimiento a un pozo cuadrático de potencial:

w’ = v (5.39)

v' = —/\z—'yv (5.40)

donde, si compramos con la linealización del FHN (5.6), resulta A = 1/6 y 'y =
(a2 — l)/€.

El tiempo medio de escape de este pozo cuadratico pode estudiarse en el límite
de alta fricción[55], si tenemos en cuenta que se cumplen las condiciones que siguen.
En primer lugar, supondremos que la densidad de probabilidad ya relajo a su forma
“estacionaria”, dada por las expresiones de la sección anterior. Luego supondremos
que la varianza es menor o del orden del tamaño de la distancia del nodo a la bar­
rera. Finalmente consideraremos que el parametro e.es pequeño (e < 0.01). Luego
la densidad de probabilidad es una gaussiana nmy estirada en la dirección a: (en
uu factor l/e) y cuya cola toca apenas el umbral excitable. Si bien las trayectorias
continuan oscilando y, estrictamente hablando, se trata de un proceso de escape de
alta fricción, podemos aproximar el escape como un proceso unidimensional en la
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Figura 5.5: Histograma de cruces del umbral excital)le a lo largo de la coordenada
y, para el sistema FHN reducido valores de parametros e = 0.001 y a = 1.007 con
nivel de ruido D = 0.01.

dirección Hemos insistido con el caracter bidimensional del proceso de escape (lu­
rante el transitorio, cuando las trayectorias conservaban la memoria de fase. Ahora
asumiremos que las trayectorias escapan del pozo bidimensional según la dirección
2:. Algo que es consistente con lo observado en la simulaciones numéricas, en la
figura 5.5 se puede ver un llistograma del sitio a lo largo del umbral por el cual
cruzan las trayectorias que escapan del pozo. Se observa una distribuck’m ligera­
mente asinnitrica pero de una varianza que es cerca de dos órdenes de magnitud
menor que la distancia del nodo a la barrera.

Luego, nuestra expresión para el tiempo de Kramers (inversa de la tasa de
Kramers en la parte “estacionaria”) seguirá. conservando la forma que escribimos
para el proceso de escape nnidimensional en el capítulo anterior.

Tk,= +4303”) (5.41)
U”(5En)lU"(Is)l

7T a“ ((a2 —1)b2)V4a-a2—3ul 26D

En la segunda ecuación hemos utilizado la curvatura de la barrera (5.36) y del
atractor (parte real del autovalor). El parametro b representa la distancia a la
barrera y puede (:alcnlarse a partir de la expresión para el umbral (5.38).

Tkr

5.4 Ajuste de funciones de riesgo

La solución del problema lineal en un entorno del atractor nos proporciona una
buena aproximación para el problema real siempre que el parametro e sea pequeno
y el nivel de ruido no sea muy intenso. No obstante, es necesario introducir las
coordenadas iniciales (10,310). Es necesario tener en cuenta además que, como en el
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Figura 5.6: Orbita del sistema FitzHugh-Nagurno determinista aproxiinandose
al foco atractor integrada numéricarnente (línea de trazo fino), comparada con la
solución del sistema slow (2.34) empalmada con la solución del problema linealizado
en nn entorno del atractor (línea de trazo grueso).

caso (le los sistemas de Clase I, la varianza inicial no es cero y que por lo tanto puede
ser necesario evolucionar la densidad de trayectorias desde un tiempo anterior, para
obtener una varianza inicial dada. Estos parámetros iniciales en verdad dependen
de la evolución anterior de las trayectorias, a lo largo de la variedad lenta, desde el
punto de inserción (-2,2/3).

En la sección 2.2.2 derivamos una expresión para la trayectoria determinista
sobre la variedad lenta, con el tiempo corno variable dependiente. Es posible utilizar
la expresión (2.34) para obtener el tiempo correspondiente a cada coordenada desde
el punto de inserción hasta un entorno ó del punto fijo. Esta trayectoria puede
einpalinarse con la solución del problema lineal presentada en la sección anterior con
condiciones iniciales en el borde del entorno de radio 6. En la figura 5.6 se muestra
un ejemplo de una evolución determinista integrada lnunéricamente comparada con
la trayectoria sobre la variedad lenta calculada analíticamente con (2.34) y que fue
einpalmada con la solución del problema lineal correspondiente. Se observa que,
más alla de una ligera no-linealidad en las oscilaciones de la solución numérica, el
acuerdo es satisfactorio.

Estamos ahora en condiciones de estimar nuestra función riesgo a partir de la
solucióndel problema aproximado: variedad lenta + sistema lineal. Sin embargo no
usaremos ninguna de las funciones riesgo propuesta en la literatura. En esta sección
asumiremos que la tasa de escape depende fuertemente de la evolución determinista y
en nienor medida de la evolución de la matriz de varianza a. Por lo tanto asumirernos
que, a orden más bajo, la función riesgo es una función de la coordenada espacial
(más precisamente de la coordenada con respecto al punto fijo). Es decir que la
funciónriesgo depende del tiempo únicamente a través del valor medio de la densidad
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Figura 5.7: Función riesgo de escape en función de la coordenada a: eu escala
semilogarítmica y su ajuste exponencial h(m) = 0.022ezp(235 * (a: + 1.005)) para
valores de parámetros e = 0.001, a. = 1.005, D = 0.0005.

de probabilidad:

h(t) = K(a,e, D)f(:1:(t) + a;a,e, D) (5.43)

Si f es una función que tiende a 1 cuando t —)oo y :1:—)—a, K(a,e,D) es la tasa
de Kramers (o la inversa del tiempo de Kramers para el caso estacionario).

No haremos ninguna hipótesis sobre la forma funcional de f. Procederemos de
forma inversa. A partir de las simulaciones numéricas obtendremos h(t) para difer­
entes valores de e, a y D. Luego computaremos las trayectorias analíticas del sistema
variedadlenta + sistema lineal para obtener Finalmente, representamoscur­
vas h(x) utilizando el tiempo como parametrización. En la figura 5.7 se muestra un
ejemplo para los valores de parámetros que se detallan al pie. Lo primero que ol)­
servamos es que h(z) se mueve prácticamente sobre una curva unidimensional. Esto
indica que hay una correspondencia biunívoca entre la tasa de escape instantánea
y la coordenada del valor medio. Los picos de la función riesgo siguen a las oscila­
ciones de la coordenada, al menos al principio, luego un ligero defasaje hace que
la curva Mm) describa elipses. Notablemente, al ver la curva en gráfico logaritmico
vemos que todos los picos (máximos locales de h que coinciden con máximos locales
de at) estan alineados. es decir que en una primera aproximación diríamos que la
dependencia de la función riesgo con la coordenada respecto al punto fijo es de tipo
exponencial.

Lo mismo se observa en una amplio rango de parámetros en los que las fun­
ciones de riesgo presentan oscilaciones. En particular, se realizaron ajustes para
e = 0.001, 0.003, 0.01, a = 1.001, 1.003, 1.005, 1.007 y se varió la intensidad del ruido
desde D = 0.00005 hasta D = 0.05. En todos los casos, sólo hubo un parámetro
de ajuste: el factor del exponente. Como dijimos anteriormente, el prefactor K es
la tasa de Kramers y puede calcularse directamente a partir de los parámetros del
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Figura 5.8: Parámetro de ajuste B en la expresión (5.44) para la función riesgo
eu función de la intensidad del ruido. Se muestran el líneas de trazos los valores
obtenidos para e = 0.001 y e = 0.003 y diversos valores de a. Se observa una
dependencia inversa con el nivel de ruido, la línea continua corresponde a la función
0.1/ D.

h(t) ().l5 - “

().l ­

0.05 ‘

Figura 5.9: Ajuste de la función riesgo para valores de parámetros e = 0.001, a =
1.005, D = 0.0005. Curva teórica (rojo) y curva obtenida a partir de simulaciones
numéricas (negro).

problema, como se mostró en la sección previa. Con esto queremos decir que la
función riesgo para nuestro problema tiene la forma:

h(t) = K(a,e,D)c;cp[(:1:(t) + u)/3(a,e,D)] (5.44)

con una función Ma, e, D) a determinar.
En la figura 5.8 se representan algunas curvas de el parámetro ajustado fl en

funciin del nivel de ruido D para diferentes valores de a y e. En general se observa
un buen acuerdo con una dependencia tipo ley de potencias de exponente —1. Es
decir que en la función riesgo, el exponente es inversamente proporcional al nivel de
ruido.

5.5 Comparación con las simulaciones numéricas

Una vezobtenida nuestra función riesgo semi-analítica (5.44) con un único parametro
(leajuste {3,podemos compararla con las soluciones numéricas del FitzHugli-Nagumo.
Si queremos contrastar con funciones riesgo numéricas de probabilidades entre dis­
paros del sistema excitable debemos agregarle al tiempo de nuestra expresión el
tiempo de transito en la otra rama estable. Para valores del parámetro e pequeños
sabemos que las expresiones (5.42) y (5.44) nos dan valores bastante aceptables.
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Figura 5.10: Ajuste de la función riesgo para valores de parámetros e = 0.001, a =
1.001, D = 0.0001. Curva teórica (rojo) y curva. obtenida a partir (le simulaciones
numéricas (negro).
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Figura 5.11: Ajuste (le la función riesgo para valores de parametros e = 0.01,
a = 1.005, D = 0.002. Curva teórica (rojo) y curva obtenida a partir de simulaciones
¡numéricas (negro).
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Luegonuestra curva de riesgo teórica estara dada por dichas ecuaciones desplazadas
un tiempo dado por la ecuación (2.32).

En las figuras 5.9-5.12 se muestran algunos resultados representativos. En el
primer caso (figura 5.9) se observa un muy buen ajuste a lo largo de toda la función.
Los valores de parametros son los mismos que los que corresponden a la figura 5.7.
La altura del primer pico es algo menor en la curva teórica, esto se repetirá para
todos los ajustes. Si nos acercamos a la bifurcación sin mover los otros parametros
aumentan la cantidad (le picos. Las no-linealidades hacen que los picos del ajuste
teórico y las simulaciones se defasen luego de un primer acuerdo. Esto se aprecia en
la figura 5.10 para un valor del parámetro a muy cercano a la bifurcación. Si ahora
aumentamos el parametro e las no-linealidades se hacen mas evidentes y la forma
exacta de los picos no puede ser reproducida. Sin embargo los primeros picos se
pueden aproximar razonablemente, como se aprecia en la figura 5.11. Finalmente,
veamos una solución un poco más alejada de la bifurcación (5.12), en la que volvemos
a obtener un resultado muy favorable.

Los ajustes empeoran a medida que se incrementa el nivel de ruido 0 nos aprox­
iinamos demasiado a la bifurcación. En este caso deja de valer la aproximación de
Kramers. Pero también empeora si nos alejamos demasiado de la bifurcación pues
en ese caso deja de ser válido el límite de baja fricción para aproximar el escape del
foco atractor a través del umbral excitable. Por otra parte, también es necesario
mantener el valor del parámetro e pequeño para obtener oscilaciones de poca ampli­
tud aproximadamente armónicas. Para e 2 0.01 las no linealidades empiezan a ser
importantes en el proceso de escape.

Los resultados desarrollados en este capítulo constituyen una primera aproxi­
mación al problema de la predicción cuantitativa de la estadística de sistemas ex­
citables condicionada por las oscilaciones sub-umbral, por lo tanto son suceptibles
de mucha mejoras. Una pieza esencial del problema que aun falta para completar el
programa es incorporar la evolución de la varianza. Los resultados obtenidos depen­
den del nivel de ruido elegido únicamente a través de la tasa de Kramers K y del
parametro de ajuste ,6. No obstante, se observa también que el ancho de los picos
depende también de la intensidad del ruido. Luego la correspondencia entre a: y h
no basta para ajustar la función riesgo sino que es necesario incorporar la evolución
de la varianza. Las trayectorias reales forman un ensamble que evoluciona con su
valor medio sobre la órbita determinista y una varianza que tiende asintóticamente
hacia el equilibrio, como se mostró en la seccion 5.2. Luego deberiamos proponer
una función riesgo que dependa no sólo del valor medio sino también de su varianza
calaculada en la region lineal mediante las expresiones de la sección 5.2.

Finalmente, nuestro parametro de ajuste tiene una dependencia suave con los
parametros del problema. En particular es inversamente proporcional al nivel de
ruido, algo equivalente a lo que se observa en el exponente de la expresión derivada
derivada por Kramers (factor de Arrhenius). Esto resulta sugestivo, pues podríamos
estar tentados de contemplar nuestro proceso de escape como un escape clásico de
Kramers pero con el estado metestable evolucionando como la órbita determinista.
Sin embargo, hemos preferido dejar [í como un parámetro de ajuste. Un estudio
mas cuidadoso de su dependencia con los parametros del problema sería necesario.

5.6 Recapitulación

En esta primera parte de nuestro trabajo hemos expuesto la base teórica necesaria
para estudiar las propiedades estadísticas de los sistemas excitables con ruido y
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Figura 5.12: Ajuste de la función riesgo para valores (le parametros e = 0.001,
a = 1.007, D = 0.001. Curva teórica (rojo) y curva obtenida a partir de simulaciones
numéricas (negro).

presentado dos aproximaciónes diferentes para la excitabilidad de Clase I y II según
la clasificación clásica. Hemos priorizado la transparencia de las soluciones antes
que el rigor de su derivación. En el caso de los sistemas excitables de Clase II hemos
dejado incluso un parametro de ajuste libre.

En el caso (le los sistemas excitables de Clase I observamos que la cercanía a una
bifurcaci(')ude codimensk’m (los de nodo-silla-lazo inducía la aparición de dos tiempos
característicos. Uno (le ellos se observa también en sistemas excitables unidimen­
sionales (como el (le Adler) y esta asociado a trayectorias que relajan al atractor.
El otro obedece a un proceso (le reinyecci(')n bidimensional, que en la cercanía (le
la bilin‘cacnin liomoclinica provoca que las trayectorias visiten un entorno punto
silla. Hemos separado estas dos clases de trayectorias y computado la estadística
de escapes linealizando en un entorno (le los puntos fijos corresporidientes. Pese a
tener en cuenta la reinyecci(')nbidimensional, el proceso (le escape para esta clase de
sistemas es unidimensional.

Para los sistemas de Clase II hemos seguido un línea diferente. En este caso
las propiedades que nos interesan reproducir, la aparición de histogramas multipico
cerca de la bifurcaci(')n de Hopf, obedecen a un proceso de escape bidimensional.
La aproximaciones ”clásicas”del problema (funciones de riesgo de Abeles y Arren­
liius) no nos proporcionan una respuesta aceptable, por lo que elegimos ajustar la
dependencia de la función de riesgo con la evolución de la trayectoria (let(‘,i'iiiiiiista,
observando que existe una dependencia tipo exponencial. Sugestivamente, obten­
emos algo similar a lo que se observa en un proceso de escape estacionario como
el estudiado por Kramers pero con el estado metaestable evolucionando como la
trayectoria (leterminista.

Si bien las propiedades de los sistemas excitables, extensos y de baja dimensión,
se vienen estudiando hace décadas y si bien se lia avanzado bastante en la caracter­
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ización de los diferentes modelos y sus posibles bifurcaciones, las dos características
más relevantes reportadas en este trabajo no habían sido estudiadas previamente.
Mucho se ha. hablado de la resonancia. estocástica en sistemas excitables y resonan­
cia ”colierente” [92], pero creemos que la aparición de otros tiempos propios y su
dependencia con el ruido merece explorarse con más detalle.
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Parte II

Sistemas Excitables con Acoples
Sinápticos
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Capítulo 6

Puertas Lógicas Excitables

La utilidad de los sistemas excitables, es decir aquellas características que a través
de la evolución liicieron que los individuos con celulas nerviosas excitables fuesen
favorecidos hasta llegar a desarrollar un cerebro de la complejidad del nuestro, no es­
triban tanto en sus propiedades como sistemas aislados sino en la asombrosa riqueza
de coinportamientos que exhiben al acoplarse entre sí. Las redes de sistemas excita­
bles acoplados constituyen un capítulo aparte en el cual no entraremos en detalle,
pero resulta evidente que si queremos ir mas alla del comportamiento casi artifi­
cial de neuronas aisladas in vitro y avanzar hacia la comprensión de los sistemas
nerviosos reales más simples debemos abordar el problema de las redes.

A partir del trabajo de McCulloclis y Pitts de 1943[88]se desarrolló una nue­
va disciplina basada en la esperanza de emular el funcionamiento de los sistemas
nerviosos mediante redes de celdas con un rango de estados, discretos o continuos,
pero sin dinamica temporal. Hoy en día las Redes Neuronales son ampliamente uti­
lizadas en problemas de ingeniería o estudiadas desde un punto de vista puremente
teórico, pero dado que existe numerosa evidencia experimental de que en muclios
casos la inlormaci(')n relevante se codifica en el tiempo, no podemos despreciar la
dinamica temporal de las neuronas. Más aun, sabemos que el sistema nervioso debe
operar en un entorno naturalmente ruidoso[69]. Por lo tanto el problema del cerebro
puede verse como el problema de una red nmy compleja de sistemas con dinámica
temporal que operan en un entorno con ruido.

En los capítulos anteriores liemos mostrado que los sistemas excitables, con al­
gunos modelos neuronales entre ellos, poseen regímenes en los que la estadística de
tiempo entre disparos no puede reproducirse mediante procesos estocasticos sencillos
(por ejemplo Poisson). Si admitimos que en muchos casos cierta informackin “esta­
cionaria" puede estar codificada en el perfil de los histogramas ISI, la pregunta que
sigue naturalmente es cómo se ven modificados estos liistogramas al pasar de una
neurona a otra a través de las conexiones sinapticas. Sin detenernos en la cuestión
mas general de la dinámica de una red de sistemas excitables acoplados, podemos
empezar a hacernos preguntas mas acotadas desde una perspectiva informacional:
"f Cómo se propaga la información contenida en los intervalos de tiempo entre
pulsos a traves de las sinapsis'.’ Aunque no conozcamos o no exista un código neu­
ronal “universal” podemos estudiar la sintaxis informacional sin preocuparnos por
su significado, o bien mostrar que existen códigos sencillos mediante los cuales re­
des de sistemas excitables acoplados sinápticamente pueden procesar eficientmnente
informackin aun en un entorno ruidoso.

Desde un comienzo, el estudio de redes se abordó desde dos perspectivas difer­
entes: una visión estadística más general que utiliza teorías de campo medio, con
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foco en tópicos tales como la sincronización de sistemas extensos (ver por ejemp­
lo los trabajos (le Kuramoto[73]), y una pespectiva más cercana a la dinámica de
pequeñas redes con dinámica temporal, por ejemplo CPG (central pattern genera­
tm's), utilizando herramientas de Teoría de Informaciion y dinámica no lineal (ver
por ejemplo el trabajo clásico de Ermentrout y Kopell[l33]). Nuestra aproximación
será mucho más cercana a la segunda línea: trabajaremos con cadenas muy sencillas
(lesistemas excitables acoplados y trataremos de ver desde una perspectiva informa­
cional, ciertos casos de procesamiento “útil” de la información. Con procesamiento
“útil” nos referimos a todas las funciones necesarias para la computabilidad más
ciertas características activas del proceamiento como autoamplifieación.

En este capítulo mostraremos que usando el modelo continuo más sencillo de
excitabilidad (ecuación de Adler) y acoples que modelan sinapsis químicas es posible
realizar cualquier operación lógica aun en presencia de ruido. No estamos diciendo
que un sistema nervioso sea equivalente a un diagrama de puertas lógicas, pero sí
que para las operaciones más elementales debe ser al menos eso.

El trabajo original de McCullocbs y Pitts mostraba algo similar: una red de
sistemas excitables es capaz de efectuar cualquier operación lógica. Sin embargo
en su modelo hay dos requerimientos que no existen en nuestro esquema ni en el
sistema nervioso: la ausencia de fluctuaciones y la presencia de un reloj externo.

En el proximo capítulo mostraremos un aspecto del procesamiento activo de
la información en una cadena de sistemas excitables y sinapsis química. Veremos
un ejemplo que muestra de forma dramática que en algunos casos el sistema neu­
rona+sinapsis no puede considerarse un mero transductor de información a la usanza
del enfoque clásico de la teoría de la información [33].

6.1 Modelos de conexiones sinápticas

Hasta aquí hemos presentado algunos ejemplos de sistemas excitables, analizado (los
casos canónicos y citado algunos sistemas excitables que son modelos clásicos de
comportamiento de neuronas aisladas. Para estudiar el comportamiento de estos
sistemas en redes o cadenas sencillas debemos decidir cómo han de acoplarse.

Una posibilidad es asumir acoples lineales, lo cual si los acoples son débiles puede
ser una aproximación razonable[63]. Pero la realidad es que gran parte del proce­
samiento de información en las redes neuronales tiene que ver de una u otra forma
con cierta dinámica inherente a las conexiones, ya sea por plasticidad, saturación,
supresión sináptica, etc. Esto nos lleva a pensar si en verdad no son las sinap­
sis (conexiones) las veraderas encargadas de procesar información en los sistemas
neurales (discusión).

Sin embargo el estudio detallado de las sinápsis y la elaboración de modelos
matemáticos de las mismas es más bien escaso si lo comparamos con su contraparte
en las neuronas.

Desde que un potencial de acción arriba a un terminal axónico de la neurona
presinaptica hasta el efecto final del cambio en el potencial de membrana post­
sináptico se suceden una serie de procesos que, en el caso de una sinapsis química
pueden separarse en las siguientes reacciones:

l. Cuando un potencial de acción arriba a un terminal abre canales de calcio lo
cual provoca una corriente de Ca++ hacia adentro.

2. El aumento de calcio intracelular activa una proteina que liga calcio.
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3. Diclia proteina liga con las vesículas que contienen moléculas de neurotrans­
misor. La vesícula libera el neurotransmisor en el espacio entre neuronas
(synaptic cleft).

.1; Las moléculas de neurotransmisor difunden hasta la neurona postsináptica y
ligan con receptores específicos en canales iónicos o bien son removidos por
difusión u otros agentes.

Los canales que ligan neurotransmisor se activar y cambian la conductividad
de la membrana post-sinaptica

C71

Evidentemente se trata de una secuencia muy compleja y no hay un único mod­
elo que ajuste todo este proceso. Las etapas 1-4 corresponden a la liberación de
neurotransmisor y pueden modelarse mediante un esquema cinético como el de Ya­
mada y Zucker[l36]. Sin embargo, aun en ese caso la descripción se torna muy
complicada. Necesitamos rescatar los elementos esenciales de la dinámica del pro­
ceso de liberaci(')n. Se observa que la liberación de neurotransmisor luego del arribo
de un potencial de acción es en general mucho más rapida que su remoción, por
lo que un cuando se tiene un pico en el potencial presinaptico la concentración de
neurotransmisor es un pico con un flanco de decrecimiento suave. Este proceso re­
aliza entonces una integración temporal con un tiempo característico. En efecto, si
arribasen dos potenciales de acción muy cercanos en el tiempo la concentración de
ueurotransmisor se vería reforzada.

La ecuación que escribiremos para la concentración de neurotransmisor sera en­
tonces:

n’ = 79(V) —an (6.1)

donde (-)es la función positiva, es decir sólo se libera neurotransmisor si el potencial
pre-sinaptico supera cierto umbral, y a es la tasa (le remoción de las moléculas.

Por otra parte, la última etapa corresponde a la apertura de canales post­
sinapticos y puede modelarse con un sencillo esquema (:inótico, si suponemos que
(tada canal puede estar en sólo dos estados, A abierto y C cerrado:

k

pT + C A (6.2)

Nuestra variables seran n = [T], la concentración de neurotransmisor, NCla densidad
de canales cerrados y Na la densidad de canales abiertos. Se necesitan p moléculas de
neurotraiismisor para abrir un canal. Si asumimos que la densidad total de canales
es N y que la reacción ocurre lo bastante rapido como para tender al equilibrio en
una escala temporal muy rápida, entonces la densidad de canales abiertos puede
calcularse:

1L”—N .'
1Lp+ kd (6 J)

a =

donde lcd= k'/k. Esta es una.función que satura para d 2 l. Y aquí nos encontramos
con la segundo característica de la sinápsis química (al menos en su versión simpli­
ficada): la saturación. Si aumentamos la frecuencia de los potenciales (le acción que
arriban al terminal presináptico la concentración de neurotransmisor sumará cada
vez mas (podemos suponer un reservorio inagotable de vesículas). Sin embargo,
dado que la cantidad de canales post-sinapticos es finita llega un punto en que la
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eventual libcraci(')nde neurotransmisor no aumenta la densidad de canales abiertos.
Por lo tanto tampoco aumentara la conductancia de la membrana.

Por último necesitaremos escribir cómo se modifica el potencial postsinaptico con
el cambio en la densidad de canales abiertos. En general, si siguieramos un modelo
tipo Hodgkin-Huxley deberíamos escribir que la variación temporal del potencial
de membrana es la conductancia por el potencial menos el potencial de reposo.
El potencial de reposo determinara si la sinapsis es inliibitoria o excitatoria. Sin
embargo recordmnos que nuestra intención es trabajar con el modelo excitable más
sencillo (ecuación de Adler), luego no es inmediato que nuestra única variable sea
exactamente el potencial de membrana, sólo podemos asumir que un giro en la
com‘demrdaangular correspondería a un potencial de acción y que el aumento en la
conductividad (si suponemos la sinapsis excitatoria) tiene el unico efecto de facilitar
el disparo de un potencial de acción. Por lo tanto la conductancia o el potencial post­
sinaptico deben aumentar el parametro de la celda excitable que facilita el disparo
de un pulso.

Asmniremos que el potencial post-sináptico (dendrítico) tiene un término de
ganancia proporcional a la densidad de canales abiertos y un termino de pérdida
debido a corrientes de fuga y otros canales activados por voltaje:

= K—_ —[32 ((5.4)

donde K es una constante positiva para una sinapsis excitatoria y negativa para una
inliibitoria. El esquema presentado es similar al propuesto en [27], pero incorpora
dinamica en la concmitrackin de neurotransmisores.

Este potencial dendrítico suponemos que se propaga pasivamente hasta el soma
y allí tendra el efecto de facilitar (o inhibir) el disparo de un potencial de acción.

Si bien se trata de un modelo simplificado posee dos de las características más
sobresalientes de las sinápsis qímicas: la integrack’mtemporal y la saturación. Como
veremosen este capítulo, estas dos propiedades nos servirán para poder implementar
puertas lógicas capaces de realizar operaciones de forma robusta frente al ruido y
usando cadenas de cualquier longitud.

6.2 Puertas Lógicas excitables

Nuestro modelo neuronal excitable estará dado por su expresión más simple: la
ecuación de Adlerl con ruido blanco Gaussiano:

fl: = ¡LO-cos(:r)+{(t) (6.5)
(l

(¿(t)€(t’)) = 2Dó(t—t’)
A J‘ñ z-x

s.
V V

||

Recordemos que el sistema era excitable para [1.05 1 y oscilatorio en caso contrario.
Vamos a asociar el disparo de una neurona con un giro completo en la variable
angular :r. Valores de a: cercanos a 0 (o 21r) correspondmr al estado de reposo
mientras que valores cercanos a 7rcorresponden a un potencial de acción.

Cada una de estas celdas excitables puede estar acoplada a varias otras mediante
sinapsis químicas. Si usamos el modelo presentado en la sección anterior con p = 2

ltambién conocida como VCON: Voltage controlled oscillator ncumn
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el sistema completo de ecuaciones que describe una neurona más su dendrita es:

Í
l

l ._ _ , _ .

1L — O(.L‘,)—(m (0.8)1:1
2I .= — —3 .<

2 Kn2+kd [2 (0 J)
13' = [to + 72 —c0s(u:) + {(t) ((5.10)

la suma en la primer ecuación es sobre los terminales sinápticos de las neuronas
aferentes (o inputs) La función (-)(:1:)= :1:en un entorno de :1:= 7r y cero en otro
caso. Si consideramos más de un aferente la variable n corresponde entonces a la
concentraci(')n promedio en todas las sinapsis y 2 el potencial dendrítico promedio.

El término 72 en la ecuación de la celda excitable (6.10) l‘Opl‘CSOIltZ).la propagación
pasiva del potencial dendrítico. Notar que el efecto de este término es el de re-escalar
el parametro que caracteriza la bifurcación de Andronov. De esta forma 72 puede
cambiar el comportamiento de la neurona de excitable a oscilatorio y viceversa.

Definiremos el parámetro efectivo ¡1,= [to + 72 como el que caracteriza el estado
lógico (le la celda excitable. Asociaremos a cada uno de los dos posibles estados
lógicos (Verdadero o Falso) con dos regiones disjuntas en el espacio de parámetros.
El estado Verdadero corresponderá a un valor de [1.> [Lv (en general oscilatorio)
mientras que si [L < ¡Lp diremos que el estado lógico es Falso (en general esto
corresponde al regimen excitable). Como hemos visto en capítulos anteriores si
bien la trausicón del régimen excitable al oscilatorio a través de la bifurcación de
Audronov es suave, los perfiles de los liistogramas de tiempo entre pulsos en ambas
regiones sou cualitativamente diferentes.

Mostraremos ahora como es posible realizar todas las operaciones lógicas de for­
ma robusta y globalmente consistente acoplando sistemas neurona+sinapsis (6.8)­
(6.l()). Para realizar todas las operaciones lógicas bastaría construir algo análogo
a una puerta NOR o NAND y el resto sería sólo un problema de “cableado”. Sin
embargo resulta más natural construir dos puertas lógicas primitivas: OR y NOT
con sinapsis excitatorias e inhibitorias respectivainente. La dualidad (le las puer­
tas lógicas se puede vincular con la dualidad excitatoria-inhibitoria de los sistemas
nerviosos.

6.2.1 Puerta OR

La puerta lógica OR se define con las ecuaciones (6.8)-(6.10) y e = 2 (es un operador
binario). La ecuación 6.8 integra los potenciales de acción de las dos entradas,
alcanzando un valor asintótico que es aproximadamente proporcional a. la suma de
las frecuencias medias (le disparo de ambas. De esta forma, 'n alcanza diferentes
valores según el estado de las neuronas aferentes.

Si la duración de cada potencial de acción T es mucho menor que el intervalo
medio entre disparos T, el valor asintótico de n tiende a:

(e)?n(t—)oo)= (6.1 l)

donde ((-))Tes la concentración de neurotransmisor liberada promedio por cada po­
tencial de acción pre-sinaptico.

Dependiendo del tiempo medio entre disparo de los aferentes T, tendremos en­
tonces en general tres valores asintóticos diferentes en orden creciente: TLF';‘,'II.\,'¡.'



0.02 FALSE

É
a0.0|

oo ¡00 200 \ TRUE
T e 0.|

fl­

0.05

TRUE / ° '30 2o
e o.|

0.05

n ¡oo 2 ¡o
T

b)

0.02 FALSE l: 0| TRUE
E E ­
c"0.0| 0.05

0 no l00 2 Io
o ¡oo 200

T T

Figura 6.1: Esquema de puertas lógicasexcitables en presencia de ruido. (a) Esque­
ma del disyuntor o compuerta OR: dos entradas con histograrnas correspondientes
a celdas falsas y verdaderas actuan sobre una celda excitable cuyo comportamiento
corresponde al valor verdadero. El estado lógico de las entradas está dado por el
parámetro efectivo ¡L= [to+72. Un valor menor de p (la origen a un histograma más
ancho (valor Falso) mientras que un valor de y alto está asoeiado a un histograma
más estrecho (valor Verdadero). Las ecuaciones están dadas por (6.8)-(6.10). (b)
Esquema del inversor o compuerta. NOT: una entrada falsa es transformada en una
verdadera y viceversa. Las ecuaciones correspondientes son (6.12)-(6.14).
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Figura 6.2: Evolución temporal de la variable z de la puerta OR dadaa por las
ecuaniones (6.8)-(6.10) con (y= 001,5 = 10", K = 104,1“ = 0.233 y tres entradas
diferentes: Falso-Falso, Verdadero-Falso y Ver(ladero-Verdadero.

y nur, que corresponderán a valores de entrada Falso-Falso, Falso-Verdadero y
Ver(ladero-Verdadero respectivamente.

Sin embargo, el valor asintótico del potencial post-sináptico z es, como vimos,
una función no-lineal con saturación de la concentración de neurotraiismisor. En
particular el punto medio de dicha función se encuentra en n = Luego, es
posibleelegir el valor de kd tal que nm: sea menor que , mientras que 1va' y
ayy sean ambos bastante mayores que \/k_d,de tal forma que se encuentren en la
zona de saturación. Con esto, logramos que diferentes valores de n correspondan
a valores similares de z (zvp z ¡zi-y). Si recordamos que el estado lógico de la
neurona esta dado por ¡L= ug + 7z, resulta que también podemos ajustar 'y para
que el estado resultante de tener inputs nvp o nm» en la presinapsis sea en ambos
casos entre dentro de la región que hemos definido como verdadera, mientras que
el estado resultante de tener un input falso ajuste en la región de valor de verdad
Falso.

En la figura 6.2 se muestra la correspondeneia entre el tiempo medio entre dis­
paros en los aferentes y el potencial postsináptico que muestra como inputs con
valores de T correspondientes a aferentes VF y VV dan como resultado un valor
similar de z, por lo tanto del estado lógico de la puerta OR en la región Verdadero,
mientras que un input FF conduce a un valor de z notablemente menor, quedando
el estado lógico de la puerta en la región Falso.

Veamos como se traducen estas condiciones en los valores de los parametros.
Debemos satisfacer, en general, al menos dos condiciones:

,­ Hp]: S «lcd << nvp. Si elegimos un valor de a tal que (YT/rp‘> l > (¡Ti-¡2­
entonces 11,“: z (®)T y nvp z ((-))T/(rT\-¡: y la condición anterior se traduce
en (¡Ti/¡r << ((9),,/\/kd S l.

2. [to + 72Hx < [L]:y [L0+ '72“: > uy. Esto se hace ajustando simultaneamente
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Figura 6.3: El parametro efectivo p = [L0+ '7z de la puerta OR con [1.0= 0.94905
y 7 = 0.47101 como función de los parámetros de las entradas: ¡ul y IL). Definimos
dos regiones: A, para ambos entradas falsas [Li< ¡1.1:= 0.96 y B, para al menos una
entrada verdadera [Li > ¡Lv = 0.98. Toda entrada en A produce una salida en la
región falsa ¡L< [Lpy toda entrada en B conduce a una estrecha región dentro de la
zona verdadera [L> flv.

los valores de ¡L0, 'y, ,uv y [L].‘.

Estos requerimientos garantizan la consistencia global de las puertas OR. Es decir,
podemos encadenar un número arbitrario de puertas y los estados Verdadero y
Falsoseguiran acotados en los mismos intervalos originales del parámetro p. Esto se
ilustra en la figura 6.3 Introducimos inputs al azar en las regiones Veradero y Falso
y observamos que la salida queda dividida en dos planos, uno dentro de la region F
y otro en la región V.

La puerta OR puede verse como un mapa de R2 en R. Si este mapa toma la
región del plano F F y la mapea en un intervalo incluido en el intervalo Falso y
mapea las regiones VF y VV en un intervalo incluido en el intervalo Verdadero se
satisfacen las condiciones de consistencia global.

Otra forma de ver la consistencia global es encadenar N puertas lógicas con
inputs siempre F. Si la cualidad de Falso se fuese degradando de alguna forma a lo
largo de la cadena (es decir si no hubiese consistencia global), tendriamos en algun
lado una celda verdadera y luego de ella todas serían verdaderas. De la misma forma
una cadena que incorpora siempre inputs falsos pero cuya primer celda es verdadera
es verdadera todo a lo largo.

Existe un rango de parámetros razonablemente amplio donde sc satisfacen las
condicionesmencionadas anteriormente para la puerta OR. En particular, nosotros
elegimos los siguientes valores de parametros: a = 0.1, fi = 10-4, K = 10‘s,
lcd= 0.233, [to = 0.94905, 'y = 0.47101, [LV= 0.98 y ¡Lp = 0.96.

6.2.2 Puerta NOT

Para poder realizar todas las operaciones lógicas n(-3cesitamostambién un inversor
o puerta NOT. Una puerta NOT debe ser una celda que alcance un valor de ¡Lel
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Figura 6.4: El parametro efectivo /¿"+' del inversor NOT dado por las ecuaciones
(6.12)-(6.l()) como función del valor del parámetro de la entrada [1". La región falsa
(¡L< ¡Lp = 0.96) se mapea en la región verdadera (/1.> [LV= 0.98) y viceversa.

la región V si su único aferente es F y viceversa. Esto puede lograrse utilizando las
ecuaciones (6.8)-(6.10) con É = 1, los mismos parámetros que para la puerta OR,
sólo que ahora el acople es inliibitorio: K = —1()’5y el estado sin inputs es diferente
¡1,0= 0.99481.

n' = (-)('J:,-)—(m (6.12)

' K "2 fl (6 13)
z 71.2+ lcd z l

:L‘I = [to + 'yz —cos(a:) + EU.) (6.14)

De esta forma, la curva de z vs. 1Les la misma que en la puerta OR pero cambiada
de signo. El valor de ¡L0fue elegido expresamente para que esta curva re-escalada
con el mismo 'y que la puerta OR sumada a [Lomapease la región V dentro de la
región F y viceversa.

Como es sabido, con las compuertas lógicas NOT y OR es posible construir todas
las restantes compuertas de lógica combinatoria 2. Como un ejemplo, en la figura 6.5
se ¡nuestra la configuración de una puerta XOR (disyunck’mexclusiva). La evolución
temporal de la variable z se muestra en la figura 6.6, donde se puede apreciar que
luegode un transitorio las entradas con un valor veradero y uno falso saturan en la
región verdadera mientras que las otras dos clases de entrada (ambos verdaderos o
ambos falsos) permanecen en la región falsa.

2En verdad bastaría una sola puerta NAND O NOR para construir todas las compuertas. Hemos
preferido mantener la dualidad OR- NOT inspirados en la dualidad excitación - inhibición de las
sinapsis reales.
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Figura 6.5: El parametro efectivo if“ del inversor NOT (lado por las ecuaciones
(6.12)-(6.10) corno función del valor del parámetro (le la.entrada. p". La región falsa.
([L< ¡Lp = 0.96) se mapea en la región verdadera ([1.> [Lv = 0.98) y viceversa.
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Figura 6.6: El parametro efectivo “"7” del inversor NOT (lado por las ecuaciones
(6.12)-(6.l()) eonio función del valor del parámetro (le la.entrada u". La región falsa
(,u < ¡Lp = 0.96) se mapeo, en la región verdadera. (/L > [Lv = 0.98) y viceversa.
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De esta forma, hemos mostrado que es posible resolver un problema básico en
el procesamiento de información en sistemas vivos (poder realizar operaciones de
lógica combinatoria) usando medios biológicos (sinapsis químicas rápidas) en un
medio realista (ambiente ruidoso). Lo cual no implica. que esta sea necesariamente
la solución elegida por la naturaleza. El propósito (le este capítulo es más bien
mostrar cuales son los ingredientes mínimos (y en verdad son pocos): excitabilidad
saturack'me integración temporal, para poder computar con herramientas biológicas.

l()l



Capítulo 7

Procesamiento de información
en sistemas excitables con
acoples sinápticos

El sistema nervioso es producto del refinamiento sucesivo, a lo largo de la evolu­
ción, de mecanismos de procesamiento de información ambiental. Señales químicas,
térmicas, sonoras y luminosas son capturadas por sensores nerviosos y transportadas
a lo largo de cadenas de neuronas hacia los centros de reacción o decisión. Estos
canales (le información en su más rndimentaria aproximación podían verse como
meros transductores o a lo sumo filtros que eliminan información redundante o ir­
relevante. En ese contexto es razonable utilizar las herramientas desarrolladas por
Sannon y Weaver para el analisis de canales pasivos de información[115].

Sin embargo, como hemos visto, tanto las neuronas como las sinapsis poseen una
dinamica temporal en varias escalas diferentes de tiempo y su comportamiento es
fuertemente no-lineal. Como consecuencia, cierta información que en cierta escala
temporal es fácilmente extraíble, durante la transmisiion puede quedar muy imbri­
cada en la señal y en términos prácticos ser indistinguble del ruido. En esto no se
diferencian los canales nerviosos de los canales pasivos. Pero, como las neuronas
poseen "energía propia” para amplificar pequeñas señales cerca de su umbral de
excitabilidad, puede lograrse el efecto paradójico de que información aparentemente
perdida a lo largo de la cadena (al menos para una medida externa con precisión
finita) sea ulteriormente recuperada gracias a la amplificación iio-lineal de unidades
neurona-sinapsis.

En este capítulo veremos un modelo muy sencillo (le cadena compuesto por
dos neuronas unidas por una sinápsis química, y una entrada “sensorial” en forma
de nn tren de pulsos. Mostraremos que para nn rango razonablemente amplio de
parametros obtenemos la “paradoja” de que informaci(')n sobre la señal sensorial
perdida en la primer neurona de la cadena reaparece en la segunda, algo en principio
prohibido por la Teoría de la Información. La idea no apunta a que algo no sea
correcto en la Teoría de Shannon sino a sn aplicación irrefiexiva a los sistemas
neuronales. Las neuronas tienen una dinámica temporal continua, por lo tanto
cualquier traducción de un tren de pulsos en una secuencia de signos (como los
que trabaja la teoría de Shannon) implica perder de vista ciertos aspectos (le su
conlportamiento.

En la primer sección daremos algunas definiciones de la teoria de la información
y veremos cómo se aplica al estudio de las series de pulsos neuronales. Discutire­
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mos brevemente tambien algunos puntos vinculados al problema de determinar un
código neuronal. En la sección siguiente presentaremos los modelos utilizados y difer­
entes espacios de eventos asociados a las series temporales de la.variable mensurable
del modelo: el potencial de membrana. Finalmente veremos cómo una aplicación
estandar de la teoría de la información en nuestro modelo conduce resultados que
contradicen el teorema de procesamiento de señales y daremos una interpretación
de este efecto y su posible importancia en sistemas neuronales reales[35].

7.1 Código Neuronal y Teoría de la Información
7.1.1 Cómo codifican información las neuronas

Una de las preguntas esenciales de la neurociencia (si no la más importante) esta
aun sin responder, salvo en algunos casos aislados: cuál es la naturaleza de la repre­
sentación (le la información en el sistema nervioso. Dicho de otro modo, si existe un
código neuronal mediante el cual la información sensorial o de otro tipo es traducida
en impulsos eléctricos.

A partir de los trabajos electrofisiológicos de Adrian [4]comenzó a desarrollarse
la idea de que la variable relevante de un tren de pulsos era su frecuencia media.
Adrian observó que una mayor intensidad del estímulo se traducia en una frecuencia
media de disparo mayor en algunas neuronas. De este modo, sólo parece importar
el promedio (le la señal en una ventana con varios potenciales de acción, pero no
el tiempo exacto de ocurrencia de cada pulso ni el valor preciso de todos los inte­
valos entre pulsos. Esta hipótesis se conoce como rate coding y aun hoy encuentra
sustento en ciertos experimentos. Aparentemente para ciertas funciones sólo parece
ser relevante la frecuencia media de disparos. Por otro lado una neurona implica­
da en un proceso sensorial responde de formas muy diversas aun frente al mismo
estímulo. Este alto grado de variabilidad soportaria la idea de que lo que importa
es el comportamiento promediado y no su detalle.

Sin embargo en muchos otros casos la neuronas actuan como “detectores de
coincidencia”. Veamos un ejemplo sencillo: supongamos que una neurona tiene
dos neuronas aferentes con conexiones excitatorias, y que el disparo de una sola de
ellas es insuficiente para facilitar el disparo de la neurona receptora. Pero si ambas
aferentes disparan casi simultáneamente (con una precisión de orden de la integración
temporal que realiza la sinapsis) la neurona receptora tiene una alta probabilidad de
disparar un potencial de acción. En este caso es claro que el tiempo de ocurrencia
del pulso en las neuronas aferentes si es una variable relevante. Podemos imaginar
muchos otros casos en los que el tiempo exacto, dentro de los tiempos de resolución
de una neurona, es la variable relevante. La hipótesis de un temporal coding cuenta
con un sólido sustento experimental

Paralelamente a estas dos hipótesis encontradas existe otra disyuntiva, acerca si
la codificación se realiza al nivel de la unidad individual (sigle nem‘on coding) o si el
código tiene sentido sólo si observamos un conjunto de neuronas (population coding).
Una vez mas hay experimentos que sustentan ambas hipótesis.

Sumado a esto, en muchos casos las neuronas disparan cortas ráfagas de poten­
ciales de acción separados por largas hiperpolarizaciones. Existe evidencia experi­
mental de que en el hipocampo, la información relevante se encuentra en el tiempo de
ocurrencia de las hiperpolarizaciones más que en el detalle de los pulsos[80]. Es decir
que tampoco es general que siempre los potenciales de acción sean los portadores de
informaci(')n.
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Figura 7.1: La representación de clásica de señales neuronales como una serie de
signos. La variable correspondiente al potencial de membrana es discretizada con
un intervalo de tiempo At y es puesta en correspondencia con una serie de dígitos
binarios.

Frente a esto, muchos investigadres han optado con buen tino asumir que muy
bien puede no existir un “código neuronal universal” al estilo del código del ADN,
sino que diferentes partes y funciones del sistema nervioso utilizan diferentes es­
trategias de codificación, dependiendo del tipo de tarea, la intensidad del estímulo,
el aprendizaje del individuo u otros factores ambientales. Sin embargo es claro que
en todos los casos se observa una alta variabilidad de respuestas y que la corre­
spondecia estímulo-respuesta dista mucho de ser uno a uno aun en los sistemas más
sencillos. En esta variabilidad el ruido no cumple un papel menor [87].

7.1.2 Representando señales neuronales

Dada la ambiguedad que existe en la definición del “código neuronal”, es de esper­
ar que exista una variabilidad (dependiente del modelo) a la hora de cuantificar la
información que se transmite en una cadena neuronal. Algunos métodos se basan
simplemente en transformar la serie temporal de potenciales de acción en una secuen­
cia de unos y ceros discretizando el tiempo y asignando un uno cada vez ue ocurre
un pulso[14][l22][102]. Otro método, desarrollado por J. Victor y K. Purpura[129],
se independiza (le la arbitrariedad de la discretización y recurren a algoritmos que
computan distancias entre series de pulsos en un espacio métrico de requerimien­
tos mínimos. Nosotros adoptaremos el método clásico de discretizar el tiempo para
ver justamente sus limitaciones al aplicarlo a los sistemas dinámicos no lineales que
modelan neurona+sinapsis.

En el modelo que trabajaremos nosotros, una de las variables dinámicas corre­
sponde al potencial de membrana en el soma. Asumiremos que toda la información
esta contenida en la serie temporal de esta variable, dado que es la única que está
acoplada en la sinapsis. En principio se trata de una serie continua, por lo que en
principio deberiamos usar la teoría de la informcaión para señales continuas [71]. Sin
embargo utilizaremos un tratamiento discreto ya que: (a) El tratamiento continuo
de señales complejas con distribuciones desconocidas no puede implementarse en la
práctica. (b) Las señales reales, en un contexto ruidoso, no pueden transmitirse ni
decodificarse con precisión infinita. (c) La evidencia experimental indica que los
detalles de amplitud del potencial de membrana no son relevantes.
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El último punto nos habilita a utilizar un codigo binario: 1=potencial de acción,
0 en otro caso. Los dos primeros en principio justifican la traducción de la serie
temporal en una secuencia discreta de símbolos (.9¡,32,33,...). Tipicamnte cada
símbolo ocurre a un tiempo t1, pero pueden contener información acerca del pasado.

Nuestra signo será. una palabra formada por L digitos (1 o O)de duración T (ver
figura 7.1). Asignamos un valor l o 0 a cada bin de anchos At = T/L según si
ocurra o no un evento en dicho intervalo. Usamos la palabra “evento” en lugar de
potencial de acción dado que como veremos en nuestro sistema a veces el evento pude
ser la ocurrencia de una ráfaga o de una liiperpolarización. Entonces, si tenemos
una serie de longitud MAt, podemos tener M —-L + 1 palabras de L bits, contando
intervalos que se solapan.

Para una dada serie temporal necesitamos definir T, At y qué es un evento. Esta
elección define lo que llamaremos un espacio de código en el que las medidas usuales
de información tales como la entropía y la información mutua están bien definidas.

7.1.3 Elementos de Teoría de la Información

Consideraremos un sistema simple de entrada-salida con una secuencia de signos
como estímulo S = {si} en la entrada que provoca una secuencia de respuesta
R = {1'j} en la neurona.

La autoinformack’m , también llamada entropía informacional (que debe distin­
guirse de la entropía. termodinámica pese a la similitud de su definición[64]) propor­
ciona una medida de la complejidad de una secuencia, tanto si porta información
“útil” como si está compuesta con ruidol . Si p(s,-) es la probabilidad de ocurrencia
de la palabra o símbolo si, la entropía informacional de la secuencia del estímulo
S = {si} en bits es:

ms) = —2pm) log-ms» (7.1)

donde la suma se realiza sobre todos los signos s,-posibles siempre que p(s¿) > 0. En
nuestro caso tenemos que los signos son secuencias de L bits, luego la suma se efectua
sobre los 2L signos posibles siempre que su probabilidad sea distinta de cero. Si las
probabilidades deben estimarse a partir de series experimentales o de simulaciones
numéricas (como es nuestro caso) deben tenerse varias precauciones para computar
esta suma, como veremos en la sección7.3.

Una expresión completamente análoga sirve para. calcular la entropía informa­
cional de la respuesta R = {rj}:

H(R) = —2pm) logmrj) (7.2)

La entropía condicional da.una. medida de cuánto de la complejidad de una señal
es debida a la transducción de una señal compleja y cuanto debido a otros factores
(por ejemplo ruido). El ejemplo más claro lo constituye la entropía de la respuesta
condicionada por el estímulo o entropía RS:

mms) = —2pm) Emu-¡sn lomo-Asi), (7.3)

lEn nuestro caso la definicón de útil vendrá dada por la información acerca del estímulo o input.
Es decir, en el caso de la serie de pulsos de entrada toda información es “útil”.
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donde p(1'j|s¡) es la probabilidad condicional de ocurrencia de la palabra rj en la
respuesta, sabiendo que se produjo la palabra s,-en el estímulo.

En principio, si la respuesta del sistema sigue (le alguna forma al estímulo pero
con un cierto retardo, deberiamos considerar una entropía RS como función de un
tiempo de retardo discreto 7', como la probabilidad condicional de tener la respuesta
1'}-sabiendo que se tuvo el estímulo s,- T signos antes. Pero por el momento traba­
jaremos con la hipótesis de que el retardo de la respuesta es menor que el intervalo
de discretizackín del tiempo. De hecho si representamos H(S|R) en función de 7'
para nuestro sistema obtenemos en general un maximo eu T = 0.

La entropía RS también se conoce como entropía del ruido[16], dado que cuau­
tifica la variabilidad de la respuesta frente a un mismo estímulo.

De forma simétrica podemos definir la entropía del estímulo dado que conozx­
camos la respuesta, o entroía SR:

msm) = —2])(7'1') Emmy) log2p(si|1'j) (7,4)

aqui ])(.s¡|1'j) es la probabilidad condicional para la aparición de la palabra s,- da­
do que la respuesta en ese tiempo es rj. En este caso parece haberse invertido la
dirección causa-efecto (como puede un estímulo que precede a una respuesta con­
tener informaci(')nsobre dicha respuesta). Sin embargo la teoría (le la información no
hace distincionaes de causa-efecto, la direccionalidad del flujo no está contem,plada,
al menos eu su aproximación básica. A pesar (le esto la entropía SR tiene una
interpretación razonable desde el punto de vista del individuo. Supongamos que
“observamos” la respuesta 1'J-(abusando de la idea del “bonninculo”, ver[14]). Cual
es la probabilidad (le poder reconstruir el estínmlo que la ocasionó? O bien, cuantas
estímulos diferentes pudieron ocasionar la respuesta observada y con que probabili­
dad. A mayor entropía SR menor probabilidad de reconstruir el estímulo. Por eso
esta entropía condicional se conoce también como “equivocack'm del estímulo” [115].

Ambas entropías condicionales son semidefiuidas positivas y cumplen:

H(SIR) S H(S) (7-5)
HUÏIS) S HUÏ)

dado que la observación de la respuesta no puede incrementar la incerteza acerca
del estímulo y viceversa.

La cantidad que permite evaluar la transferencia de información estímulo-respuesta
(o viceversa dado que no bay direccionalidad) es la informaci(')n mutua [(5,12) =
I(R,S). Sn valor indica cuanto de la complejidad (o autoinformación) de una se­
rie es producto (le la influencia (le otra secuencia. La informaci(')n mutua es una
generalización de la correlación usual en estadística, sólo que a diferencia de ósta
puede detectar correrlaciones no lineales. Al estar definida con el logaritmo coniple
las condiciones de monotonía y aditividad que permiten tomarla como una medida
universal (en bits) de informaci(')n transmitida.

La informaciion mutua admite varias expresiones. Aqui adoptaremos las dos que
utilizan las entropías condicionales:

¡(5,12) = H(S)—H(S|R)
12,5) = H(I?.)—H(R|S).
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Estas cantidades también son sernidefinidas positivas, como se sigue de las de­
sigualdades (7.6).

Las expresiones (7.7)-(7.8) admiten dos interpretaciones ligeramente diferentes.
Por una parteH (S) representa la información máxima que puede ser codificada en
el estímulo, mientras que H(S|R) era la “entropía del ruido”, es decir la informción
perdida en el proceso de comunicación. Desde este punto de vista la información
transmitida es la información original menos la que se perdió. Por otra parte H (R)
representa la información máxima que puede ser recibida y H (RIS) pude verse como
una medida de cuanto de esa información es independiente del estímulo. Entonces
según esta segunda interpretack’m la información mutua es la información que tengo
a la salida menos la parte de ésta que no esta correalcionada con el estímulo.

La informaci(')nmutua está por lo tanto limitada por la menor de las autoin­
formaciones o entropías (H(S) o H(R)). Si queremos cuantificar la eficiencia en la
transmisión de información necesitamos una medida de la información transmitida
relativa al contenido total de información. Definimos entonces eficiencia o informa­
ción mutua normalizada como:

E(R, S) = I(R,S)/H(S) (7.9)

que es una cantidad adimensional entre 0 (nada de la señal original se transmite)
y l (se transmite todo sin pérdida). Notar que una eficiencia igual a uno no significa
que la respuesta sea idéntica a la entrada ni que esté desprovisat de ruido sino que
toda la información del estímulo se encuentra en la respuesta más eventualmente
información que nada tiene que ver con dicho estímulo. La entropía de la respuesta
puede ser mayor que la del estímulo.

Supongamos ahora que tenemos una cadena informacional muy simple: el estímulo
es aplicado a un primer receptor-emisor con respuesta R1 y éste a su vez transmite
su señal a un segundo receptor que da como resultado una respuesta R2. Existe un
teorema conocido como la desigualdad del procesamiento de datos que afirma:

¡(5,122) 5 ¡(5, R1) (7.10)

donde ¡(8,121) es la información nmtua entre el estímulo y la respuesta del primer
receptor e I(S, R2) es información mutua entre el estímulo y el segundo receptor.
Esta desigualdad tiene un signifixcado claro e intuitivo: la informack’m que no se
transmitió al primer receptor no puede estar presente en el segundo. La pérdida de
información es irreversible.

En la sección siguiente presentams un modelo de tres neuronas acopladas que
funciona como una cadena informacional en la cual, bajo ciertas circunstancias esta
desigualdad obvia parece no cumplirse.

7.2 Modelo de cadena neuronal

A diferencia de las puertas lógicas del Capítulo anterior, en este caso utilizaremos un
modelo neuronal algo más sofisticado y con mas puntos de contacto con una neurona
real. Necesitamos una señal algo más compleja donde entren en juego varios tiempos
caractm‘ísticos en la señal determinista. Un ejemplo de esto lo constituyen las neu­
ronas que producen ráfagas o bursts de potenciales de acción acopladas la dinamica
de calcio intracelular. M. Rabinovicli y colaboradores desarrollaron un modelo para
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Figura 7.2: Esquema (lel modelo (le cadena neuronal. El estímulo sináptico S
entra como una corriente en la neurona N1 que esta acoplada unidireccionalmente
con una neurona N2 similar mediante una sinapsis química cxcitatoria CH. Ambas
neuronas estan gobernadas por un sistema (le cuatro ecuaciones (7.11)-(7.l4). El
comportamiento (lelestímulo y las sinapsis esta determinado por la ecuaciones (7.15)
y (7.16)-(7.l7) respectivamente.

neuronas (lel ganglio estomacogástrico (le la langosta (le mar californiana (panulius
interrulnus) que cumple con estos requerimimrtos. En su versión ‘polinomial es una
extensk'm (lel modelo original de Hindinarsli-Rose copn una variable adicional que (la
cuenta (le la lenta (en relación a los tiempos (le activación (le los canales) dinámica
(lel calcio intracelular. Este modelo se escribe[93]:

x = y+3272 —:1:3—z+.Ídc+J(t) (7.11)

y' = 1 — 51:2 — y —gw (7.12)

z' = [L(-Z+4(:L‘+h)) (7.13)
w' = I/(—w+ 3(y + (7.14)

donde g,IL,1?,/Ly 1/, son parámetros que ajustan los valores experimentales: g =
().()278,IL = 1.605,1? = 1.619,;L = 0.00215 y 1/ = 0.0009. .IdCrepresenta la corriente
inyectada y sera nuestro parámetro de control, mientras que J es la corriente
sinaptica en la neurona. La variable dinámica a: representa. el potencial (le mem­
brana. y es la corriente (le recuper'ack'm rapida, mientras que z y w son (los variables
(le adaptación lenta (1/ < ll. << l). w(t) representa el lento intercambio (le calcio
intracelular entre el reticulo endoplasmatico y el citoplasma (citas calcio).

La neurona aislada con .I(t) = 0 presenta una gran variedad (lecomportamientos,
controlados por el parametro Jdr. Para los valores de parametros mencionados
anteriormente se observan los siguientes regímenes:

o (a) .Lh.< 0.73 Comportamimrto estacionario.

o (a) 0.73 < Jd‘. < 0.82 Biestabilidad.

o (a) 0.82 < Jd‘. < 3.0 Rafagas periódicas.

o (a) 3.0 < Jdc < 3.25 Rafagas irregulares o caóticas.

o (a) .Idc > 3.25 Disparo continuo de pulsos a tiempos regulares. Este
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El último régimen es excitable si lo miramos en el espacio de fases. Su atractor
estable es la órbita periódica que da origen a los pulsos regulares. Si perturbainos
esta secuencai regular de pulsos podemos obtener una hiperpolarización más o ine­
nios larga lo cual implica un recorrido en una zona amplificada del espacio de fases.
Luego en este caso la excitabilidad hace que el sistema abandone el régimen periódico
y recorra una hiperpolarización que es una gran vuelta en el espacio de fases. Es­
ta será la región excitable en donde estudiaremos la eficiencia de transmisiion de
información.

Nuestra señal (le estimulo será un tren (le pulsos que arriba a la primer neurona
de la cadena:

J¡(t)= JOZGU —ti) e-U-WT (7.15)

Los pulsos tienen amplitud Jo, tiempos de disparo ti y un tiempo de decaimiento
característico T. (-)(:r)es la función de Heaviside. Usaremos un estímulo inhibitorio
Jo < 0. Los tiempos de disparo son extraídos de una distribución de intervalos entre
picos dada. Utilizaremos distribuciones exponenciales pero también veremos cómo
se transmiten a lo largo de la caden las distribuciones menos triviales que estudiamos
en los Capítulos 4 y 5.

El modelo que utilizaremos para las sinapsis químicas es similar que desarrollam­
os y explicainos en el capítulo anterior. Frente a un potencial de acción presináptico
la concentraci(')n de neurotransmisor varía como:

nl = (-9(:1:1— m¿¡1)(:1:1— wm) - un, (7.16)

donde ahora la función de Heaviside sigue al potencial de acción si este supera un
cierto umbral mm. En respuesta. a la liberación de neurotransmisor la conductan­
cia de la membrana post- sinaptica aumenta y la corriente que sale de la neurona
receptora puede escribirse:

{10(1‘1- Ircv)

J2 = 1+ exp[—/\(n(t) - 710)].
(7.17)

Notar que utilizamos una corriente “tipo Hodgkin-Huxley” y que el efecto (le
saturaci(')n de la sinapsis está dado por una función sigmoidea. El parámetro zm,
representa el umbral para la inversión de corriente.

De esta forma tenemos un sistema de nueve variables dinámicas para nuestra
cadena (cuatro por cada neurona más la concentración de neurotransmisores en la
única sinapsis). La corriente del estímulo está determinada mientras que la otra
corriente sináptica J2 depende de 1:1y n. Escribimos explícitamente todas las ecua­
ciones:
para la primer neurona(N1)

¿Ei = yl + 31i‘ - 21(t)+ Jdci+ JIU)
y'l = 1 - Mi - yn - gw]

z'l = /L(-Zl + 4(z¡ + 11))

wi = V(—w1+ 3(1J1+ El),

para la sinapsis química

n' = G(z¡ —wm) —(m,
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and for N2

= y2 + 335%- ac;s- 22 + Jdc2 + J2

y; = 1-515-112-9102
z; = u(-22 + 4(rv2+ h))

w'2 = 1/(-w2 + 3(y2 + el),

with

90(22 - Ïrev)
J2 = 1+ exp[—/\(n —no)]'

En la figura7.3 se muestra un parte de la serie temporal del estímulo J¡ y los
potenciales (le membrana m1 y ¿52. Ambas neurona, en ausencia de estímulos, se
encuantran en el régimen de pulsos periódicos. Las corriente sinápticas inliibitoria
Jl induce biperpolarizaciones en la neurona N1. Esto estimula a su vez hipermolar­
izaciones en la neurona N2 a través de la sinapsis excitatoria.

Inmediatamente después de la hiperpolarización el periódo de los pulsos dismin­
uye, lo cual dificulta una segunda liiperpolarización. El resultado es un período
refractario como el que se observa en la excitabilidad de potenciales de acción. Si
consideramos que la información puede codificarse en la ocurrencia (o no ) de una
hiperpolarización, este tiempo refractario impone un límite a la cantidad máxima
de información que es viable transmitira por el canal.

7.3 El espacio de codificación

Cuando discutimos cómo representar la dinámica neuronal mediante una secuencia
(le signos dijimos que nuetra elección de la discretización del tiempo At, el ancho
(le la ventana temporal T y la definición de “evento” determinaban nuestro espacio
de codificación. Todas nuestras medidas informacionales cambian de un espacio a
otro, por lo tanto debemos considerar varios espacios posibles antes de asegurar
(le que las conclusiones cualitativas de nuestras medidas de información no sean
espacio-dependientes (aqui nos referimos claro está al espacio de codificación).

Las única variable observable de nuestro modelo es el potencial de membrana :1:
(por otro lado es la única que interviene en el acople). Si observamos la serie temporal
(le esta variable advertimos que hay (los eventos posibles: hiperpolarizaciones o
(cu una escala más fina) potenciales de acción. Esto define nuestros dos posibles
espacios (le codificación: el espacio de codificación (le las ráfagas (o BCS, bursting
(:onding space) y el espacio de codificación (le los pulsos (o SCS, spiking coding space).
Estudiaremos las medidas de información en ambos espacios para diferentes valores
de At y T. En ambos casos un “evento” en la serie del estímulo (J1(t)) es un pulso
inllibitorio.

Para cada espacio de codificación el proceso de traducción a palabras binarias
es el que se ilustra en la figura... Se divide la serie temporal en M bins de At de
duración y se asigna un 1 si ocurre uno o más eventos en dicho intervalo y 0 en otro
caso. Luego se van tomando sucesivamente palabras de L bits, solapando intervalos
hasta completar M —L + 1 palabras.

Las probabilidades de ocurrencia de cada una (le las 2L palabras posibles se
estiman a partir de las frecuencias de aparición de cada palabra. En el límite M —)oo
las frecuancias coinciden con las probabilidades. Sin embargo para toda muestra
finita el cálculo con las frecuencias conduce en promedio a una subestimación de la
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Figura 7.3: Serie temporal del estímulo J1(t)7 el potencial de membrana de la
primer neurona m1(t) y el potencial de membrana de la segunda neurona m2(t) para
el modelo dado por las ecuaciones (7.11)-(7.17).
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entropía2. Esta subestimación es mayor cuanto más corta es la serie. Además de este
error sistemático, el cálculo de la entopía tiene un error aleatorio que también decrece
a medida que se aumenta la duración de la secuencia. Por lo tanto para disponer
de medidas adecuadas una vez elegida la discretización temporal y la longitud de
la palabra L, es necesario estimar cuan largas deben ser las simulaciones como
para que el muestreo en el espacio de todas las 2" palabras posibles de un error
no demasiado considerable. Por razones computacionales nos vimos limitados a
longitudes máximas de palabra de L = 16. Aun en ese caso el número de palabras
posibles es lo bastante grande 216 = 65536 como para que se precisen más de diez
millones de palabras M > 107.

Tanto el error sistemático como el aleatorio pueden calcularse en función de M,
por lo que es posible obtener versiones corregidas con su incerteza tanto para la
entropía como para la información mutua. Si HM(R) e IM(R|S) son las versiones
sesgadas calculadas reemplazando las probabilidades por las frecuencias 3 las cor­
reciones a orden más bajo están dadas por:

CR-lNHM(R)+W
C- —C —C +1mas)z mas)- (7.19)

donde las C (CR, Cs y CSR) son el número de palabras que aparecen al menos una
vez en cada secuencia (R,S y la combinación SR).

Los errores aleatoris o, al orden más bajo, las varianzas de las medidas de infor­
mación observadas también pueden estimarse a partir de los resultados numéricos[110].
Si escribimos la frecuencias de cada palabra como q(3¡), (¡(rj) y q(s,-,rj) (en la se­
cuencia S, en la R en en ambas a la vez respectivamente), las varianzas se expresan
como:

Mo
a” = \fi (log2q(rj)+HM)2q(rj><1wm» (7.20)i l

c c

s R (l (¡(Si)(I(7'j)
0g2—_.

\ ¿:1 j=l (¡(81.911)

En nuestras simulaciones tomarnos un M tal como para obtener errores menores
al 1%.

2

a, = +1“) «sarna-quin») (7.21)KIH [VJ M

7.4 Recuperación de información “perdida”

En esta sección presentaremos los resultados obtenidos y una discusión sobre su
posible importancia. Trabajaremos en el espacio en el que las hiperpolarizaciones
en las series de los potenciales de membrana (xl y 22) corresponden a eventos (1)
en la secuencias de respuesta (Rl y R2) o espacio BCS, y en el espacio en el que los
eventos en dichas secuencias corresponden a potenciales de acción en las variables,
o espacio SCS.

2Si la serie temporal es corta algunas palabras raras no apareceran luego les asignaremos prob­
abilidad cero lo cual desminuye el valor de la entropía calculada mediante (7.1)

“La frecuencia (le ocurrencia (le la palabra 1-.-es "¡/M, donde n.- es el número (le veces que
aparece la palabra r.- y M es el mimero total de palabras (le la secuencia.
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7.4.1 Espacio BCS

Si la primer neurona de la cadena (N 1) se encuentra en e] régimen de pulsos regulares
no demasiado lejos del régimen de ráfagas (por ejemplo Jdcl z 3.25), los pulsos del
estímulo inhibitorio (Jl) pueden inducir liiperpolarizaciones. Los pulsos regulares de
la primer neurona generan una concentración de neurotransmisor n(t) prácticamente
constante, lo cual provoca una continua excitación de la segunda neurona a través de
la corriente sináptica Jg. Puede elegirse un valor de Jdcg tal que la segunda neurona
dispare un tren regular de pulsos mientras reciba la excitación continua, pero que si
la concentración de neurotransmisor baja de un cierto umbral (por ejemplo, cuando
la neurona N1 hiperpolariza), se induzca una lliperpolarización en la neurona N2.
De esta forma un evento en el estímulo S (pulso) puede ocasionar (o no) un evento
en la respuesta de la primer neurona R1 (hiper) que a su vez puede ocasionar (o no)
un evento en la respuesta de la segunda neurona R2.

La descripción del párrafo anterior es consistente con la desigualdad de proce­
samiento de informacion (7.10). Sin embargo, cuando la transmisión del evento
“pulso” del estímulo al evento “hiper” en la primer neurona falla, la información
no se pierde por completo sino que se refleja en una escala temporal menor. Por
ejemplo, se pude ver reflejada en un ligero aumento del intervalo entre picos. Dicha
variación no se detecta en nuestro espacio BCS porque no llegó a producirse una
liipmpolarización, pero puede traducirse en una ligera reducción de la concentración
de rieurotransmisor (recordar que las sinapsis químicas funcionan como integradores
temporales). Esta ligera disminución, si la variable se encuentra cerca del umbral
de la función sigmoidea (no) puede arnplificarse no-linealmente en la conductancia,
con el resultado de disminuir el efecto excitatorio (le la sínapsis sobre la neurona
N2. Si esta amplificación es lo suficientemente grande puede llegar a producirse una
liiperpolarización (por desexcitación) en la neurona N2 sin que haya habido una
liiperpolarización en N1.

Desde el punto de vista del espacio BCS, información acerca del estímulo que fue
perdida en la primer neurona fue recuperada ulteriormente en abierta contradicción
con la desigualdad (7.10).

En la figura 7.3 se muestra un ejemplo de una segunda neurona “sensible” a los
cambios en los intervalos entre picos de la primera. Notar que eu una escala gruesa,
algunos pulsos que desaparecen en N1 reaparecen en N2 como liiperpolarizaciones.
Los valores de parámetros utilizados son: para el estímulo Jo = —0.05(inliibitorio)
y T = 10, y para la sinapsis ar“, = —l, a = 0.05, go = 0.2, :rrw = —4, /\ = 50 y
no = 4. Los valores de corriente continua utilizados, que colocan a N1 y N2 en la
región excitable son: Jdcl = 3.4 y Jdcz = 2.3.

El fenómeno de recuperación de información “perdida” no depende de la resolu­
ción temporal. En verdad el evento “perdido” no puede verse en N1 para ninguna
resolución temporal, dado que no se produjo la hiperpolarización. Para verificar esto
calculamos las informaciones mutuas normalizadas E(S|R1) y E(S|R2) en función
de la resoluck’m temporal. La desigualdad (7.10) es violada en todo el rango (ver
figura 7.4).

Como puede verse (le la figura 7.4 la información mutua normalizada depende
suavemente de la resolución temporal, con un máximo en At z 40, lo cual corre­
sponde a la resolución temporal óptima para es espacio BCS.

Por otra parte, estudiamos la dependencia de las informaciones mutuas E (S, R1)
y E(S, R2) con la longitud de la palabra L. Los resultados se muestran en la figura
7.4. Observamos que la información crece monótonamente con L, aproximanndose a
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Figura 7.4: Dependencia de la información mutua normalizada en el espacio BCS
(a) como función de la resolución temporal At y (b) como función del tamaño
(le la palabra L. En (a) se muestra la información mutua entre el estímulo y la
primer neurona. E(S|R1) en línea continua, entre el estímulo y la segunda neurona
E(S|R2) en línea punteada y entre la respuesta de ambas neurona E(R1|R2) en línea
segmentada. En (b) se representan sólo E(S, R1) (rornbos) y E(S, R2) (cruces). Las
líneas muestran el ajuste (le cuadrados mínimos a la función E0° - Eoe’ °.
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un valor asintótico. Para estudiar esta dependencia utilizamos At = 40 y ajustamos
¡mediante cuadrados mínimos la forma funcional: E00—Ene-“LO, con E00(S, R1) =
0.148 :t 0.001 y EOO(S,R2) = 0.564 i 0.001.

En lo que sigue, los valores de la información mutua normalizada se calculan
tomando el intervalo de discretízación óptimo At = 40 y por extrapolación L —)oo.
De esta forma nuestro espacio de codificación sólo depende de la elección del evento.

En verdad la eficiencia de transmisión de información también depende de las
características del estímulo. Por lo tanto necesitamos explicitar las propiedades del
tres de pulsos que estamos introduciendo. Los resultados anteriores fueron obtenidos
usando una señal de entropía máxima para un dado intervalo medio entre pulsos.
Como se nmestra en [14], esto corresponde a una distribución exponencial en la
probabilidad de tiempos entre pulsos. El tiempo medio entre pulsos se tomó como
el tiempo medio de las ráfagas en la región caótica, es decir cerca de 400 unidades
arbitrarias de tiempo.

Aliora queremos estudiar un estímulo menos trivial. Elegiremos una distribución
bimodal al estilo de las que observamos en los sitemas excitables de Clase I cerca de
una bifurcaci(')n se nodo-silla-lazo.

= WO——(t- il)e_(t_t‘)/T‘+ cl-¿_(t_ tHe-(“mhz (7.22)
T1 72

donde tl y 1,2son los tiempos característicos, 7-1y 72 los tiempos de decaimiento para
los picos, (:¡2 es el parámetro que controla la altura relativa y Wo la constante de
normalización. Los valores utilizados fueron: tl = 100, tg = 300, T1= 100, 72 = 300
y (:¡2 = 0.6.

En la figura7.5 se muestra el bistograma (le intervalos entre pulsos (ISIH) del
estímulo sináptico y los histogramas de tiempos entre eventos (liiperpolarizaciones)
en cada neurona. Esta figura ilsutra claramente la recuperación de la informack'm
perdida para el espacio BCS. La estructura bimodal se pierde completamente en
la primer neurona pero es recuperada en la segunda. Los liistogramas muestran
también una estructura de múltiples picos que corresponde a la estructura fina de
los potenciales de acción dentro de las ráfagas (cada ráfaga tiene un número entero
de pulsos).

7.4.2 Espacio SCS

En la sección anterior sugerimos que la informaci(')n “perdida” para el espacio BCS
podía estar almacenada en modulaciones del intervalo entre picos dentro de una
ráfaga y luego ser recuperada en la neurona N2 a través de la acción integradora y
amplificadora de la sinapsis. Un análisis detallado de las series temporales parece
apoyar fuertemente esta hipótesis. Podría esperarse entonces que si consideramos
eventos a los potenciales de acción mismos (espacio SCS) volveríamos a verificar
la desigualdad de procesamiento de información (7.10). Es decir, que no habría
información “perdida” de la neurona N1 que pueda ser recuperada luego.

En esta sección veremos que este no es siempre el caso. Por una parte, al con­
siderar los pulsos la autoinformación de las respuestas es considerablemente mayor
que la del estímulo (recordar que un pulso en la entrada se traduce eventualmente
en una liiperpolarización y entre una liiperpolarización y otra liay múltiples pulsos
con intervalos de ocurrencia variables). Luego si queremos ir a una escala de detalle
para detectar la sutil modulación que encierra la información oculta en N 1 debemos
disminuir nmcbo At. Pero para un Ai dado la resolución sigue siebdo finita. Es
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Figura 7.5: Transmisión de una señal con una distribución de tiempos entre eventos
biomodal a lo largo de la cadena neuronal. La estructura bimodal original (línea
continua) se pierde en la primer neurona (línea segmentada) pero es recuperada por
la segunda (línea segmentada. Los histogramas se obtuvieron sumando cerca (le
5 x l() eventos en el estímulo

posible ajustar mejor nuestros parametros para que el efecto de modulación sea más
sutil y vuelva a producirse el ocultamiento de la información en Nl. Nuevamente
podríamos disminuir nuestra discretización pero, al menos para valores razonables
de resolución 4, siempre es posible elegir una combinación (le parámetros que oculta
la inforniaci(')nen N1. Esta “sintonización adrede” parece un poco artificial, pero
como veremos en la sección siguiente el fenómeno de recuperación de información
perdida para nuestrio sistema es robusto frenete a variaciones de parámetro e incluso
frente la adición de ruido. De liecliocuando observamos las otras variables dinamicas
(algo que no puede hacerse en un experimento) advertimos que el “ocultamiento”
en la neurona N1 no sucede en todas las variables. Tanto nuestra neurona como las
biológicas obedecen a una dinámica multidimensional. Luego si nuestro espacio de
codificack'm tiene en cuenta sólo la variable observable y con una resolución finita
(ambas limitaciones obvias en cualquier experimento), no deberiamos sorprendernos
que información aparentemente perdida sea recuperada ulteriormenteü.

En la figura 7.6 se muestra las informaciones mutuas normalizadas en función
(le la resolución temporal (en todos los casos L = 16). Notar que el fenómeno de
recuperación de información (E(S|R1) < E'(S|R2)) se sigue verificando aun para

4Elegir una resolución menor que el ancho de un pulso no es biológicamente razonable, aun
neuronas detectoras de coincidencia no pueden resolver tiempos por debajo del milisegundo.

SEste lieclio también podria advertimos sobre el uso indiscriminado del teorelna (le
EmbbedingIllQ} a las series experimentales. Se asume que en los sistemas no lineales es posi­
ble, dada la imbricación nmtua de las variables, rcconstuir el espacio de fases a partir (le una sola
variable. Esto es, la información de todo el sistema se lialla (le alguna manera “comprimida” en cada
una (le esas variables. Pero si esa compresión se hace (le una escala temporal a otra muy distinta
podemos tener almacenada eventos dinámicos muy importantes en una escala temporal tan fina de
la variable observacional como para que no sea posible advertirla en una medición experimental.
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Figura 7.6: Dependencia de la información mutua normalizada E(SIRI) (línea
continua) y E(S, R2) (segmentada) con la discretización temporal At en el espacio
SCS para la misma región dinámica que la figura 7.4.

resoluciones tan bajas como el ancho de los pulsos. Existe una región intermedia
(6 < t < 12) en donde las funciones se cruzan y vuelve a valer la desigualdad 7.10.
Sin embargo en este caso se trata de un problema de resolución como se explica a
continuación. En la neurona N2 hay más híperpolarizaciones que en N1. Luego de
una hiperpolarización el tren de pulsos es más rápido (con un tiempo entre picos
mínimo cercano a 4) y luego la frecuencia va disminuyendo. La neurona N2 tiene por
lo tanto más intervalos entre picos cortos que la neurona N1. Para una resolución
temporal mayor que 5 se pierden por falta de resolución más eventos en N2 que en
N1. Recién cuando la resolución supera el mínimo intervalo entre picos tenemos
una medida de información aceptable.

7.4.3 Robustez de los resultados

En esta sección estudiamos como varía el fenómeno de recuperación de información
en nuestra cadena neuronal con los parámetros de control (Jdcl , Jdcg)y con la adición
(le ruido.

Calculamos primero el cociente de las informaciones mutuas normalizadas:

8 J J - E(S’R2) 7 23
( (lcl)dc2)—mi ( ' )

en el espacios BCS con At = 40 y L = 10. Esta eficiencia de transformación relativa
debería ser siempre E S oo según la aplicación ortodoxa de la teoría de la informa­
ción. calculamos la variación con respecto a los parámetros (Jdcl, Jdcg) puesto que
estos son los que controlan el régimen dinámico de las neuronas y pueden representar
la acción promediada de varios aferentes excitatorios e inhibitorios. Todos los otros
parámetros se consideran parte del hardware.
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Figura 7.7: Curvas de nivel para la eficiencia relativa E definida por (7.23) en
función de los parámetros de control (Jdcl,Jdc2). En la región sombreada 8 S 1 < y
se satisface la desigualdad (7.10). En las regiones sin sombrear se observa el fenómeno
de recuperación de la información “perdida” en el espacio BCS. Se indican algunos
regímenes: (A) disparos continuos, (B) ráfagas periódicas (ver texto).

En la figura 7.7 se muestra un gráfico con curvas de nivel para la eficiencia relativa
8 en función de los parámetros (Jd01,Jdcz) en donde se ha sombreado las regiones
donde vale la desigualdad 7.10. Puede advertirse que existe un área muy extensa
sin sombrear en donde se observa el fenómeno de recuperación de la Luego este
fenómeno no es consecuencia de una elección fortuita de los parámetros de control.

Es notable también como el fenómeno se observa para regímenes dinámicos muy
distintos. La región estudiada corresponde a la región etiquetada como “A” en el
gráfico, pero también tenemos regionesde ráfagas periódicas Existe una zona
en la cual el fenómeno de recuperación de información en el BCS tiene una expresión
dramática En este régimenla primer neurona tiene una aparente indiferencia
frente al estímulo, permaneciendo en el régimen de disparo continuo (con modula­
ciones muy sutiles) pero cada tanto la neurona N2 sufre una hiperpolarización en
coincidencia con un pulso inhibitorio del estímulo. En este caso la eficiencia relativa
diverge.

En la figura 7.8 se muestra un ejemplo de la recuperación de información en un
régimen dinámico diferente Se representan las series temporales del estímulo
y las respuestas de ambas neuronas con los valores de parámetros Jdcl = 1.2 y
Jdcz = 3.7. En ausencia de estímulo ambas se encuentran sincronizadas en un
régimen de ráfagas periódicas. Cuando se introduce un pequeño estímulo de pulsos
inhibitorios (Jo = 0.05), las ráfagas periódicas en N1 prácticamente no se modifican
pero el cambio de comportamiento de N2 cambia notablemente: algunas hioperpo­
larizaciones desaparecen en respuesta a los pulsos de los estimulos (en este caso hay
una correlación estiímulo-respuesta negativa).

Ahora estudiaremos como se modifican las medidas de información al agregar
ruido aditivo al sistema. Como se diho al principio de esta tesis, es razonable in­
cluir el ruido en la corriente sináptica. Luego sumaremos una variable estocástica
gaussiana de media nula y varianza D a las corruientes J1(t) y J2(t). Las medidas
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Figura 7.8: Serie temporal del estímulo J1(t), el potencial de membrana de la
primer neurona 31(t) y el potencial de membrana de la segunda neurona 3:2(t) para
el modelo dado por las ecuaciones (7.11)-(7.17) en un régimen de ráfagas periódicas.
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de información se calculan tanto en el espacio BCS como en el SCS.
En la figura 7.9.a se representan los valores de E(S|Rl) y E(S|R2) en función de

la intensidad del ruido D, a lo largo de cinco órdenes de magnitud, para la región de
disparos continuos (Jdcl = 3.4,Jdcg = 2.3). Se observa que, salvo un pequeño cruce,
la información es mayor en la segunda neurona aun en presencia de ruido. Dado
que en esta región dinámica la eficiencia es óptima cabe esperar que en general la
adición de ruido la empeore. Sin embargo llama la atención el pico relativo cerca de
D = 0.01.

Para ver si esto puede corresponer a un fenómeno de refuerzo de transmisión
sintonizado por ruido ( como una resonancia estocástica aperiódica) repetimos las
medidas en un régimen en el que la eficiencia informacional no es tan grande: Jdcl =
2.4, Jdcz = 3.4. Los resultados se muestran el la figura 7.9.b y se puede advertir
claramente un nivel de ruido óptimo para ambas eficiencias cerca de D = 0.01 en
el cual sigue sucediende el fenómeno de recuperación de información en la segunda
neurona.

7.5 Recapitulación

En este último capítulo hemos mostrado que un modelo realista de cadena neuronal
con acoples sinápticos se comporta como un procesador activo de información en
diversas escalas temporales, lo cual conduce a aparentes paradojas cuando proyecta­
mos la dinámica multidimensional en un espacio de codificación de resolución finita.
Seleccionando sólo una característica de la señal y discretizando el tiempo estamos
despreciando otros grados de libertad y permitiendo el ocultamiento y posterior
recuperación de información acerca del estímulo.

Estos resultados podrían sugerir que al menos algunas neuronas no actuan como
meros transductores de información sino que a su vez pueden enriquecer las señales,
comunicarse en diferentes escalas temporales y codificar-decodificar de un espacio
de codificación a otro. Como ejemplo de esto último hemos visto como una señal
codificada en marcadas hiperpolarizaciones podía. traducirse a sutiles modulaciones
del tiempo entre disparos dentro de una ráfaga y de allí otra vez en hiperpolariza­
ciones. Esta “traducción simultánea” es muy sugestiva en vista de la cada vez mayor
evidencia experimental de que el cerebro no utiliza un código neuronal único.

Estos resultados podrían apuntar también a cuestionar a la información mutua
clásica como medida de la interdependencia de señales nerviosas [53]. Sin embargo,
un trabajo de P. Tiesinga escrito como continuación del nuestro [123] muestra que
es posible tener una medida continua para computar la información mutua en la
que desaparece la “paradoja” de la recuperación de la información. La crítica en­
tonces apunta a la versión discreta convencionalmente usada para obtener medidas
de entropía e información mutua [102].

Finalmente, hemos observado el fenómeno de recuperación de información en
presencia de ruido notando además que este fenómeno se ve reforzado particular­
mente para un nivel dado de ruido.
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Capítulo 8

Conclusiones

La complejidad de los sistemas biológicos es un hueso difícil de roer para el pen­
samiento reduccionista. Cualquier intento de describir la dinámica de un sistema
vivo desde primeros principios muy pronto trepa. los límites de lo computacional­
mente accesible, por no hablar de la propia comprensión. Por otra parte, resulta
cada vez más evidente, que modelos aparentemente sencillos o que obedecen a reglas
que se pueden escribir en pocas líneas disponen de un repertorio de comportamien­
tos asombroso. Esto alimenta la esperanza de que, en definitiva, quizás las “reglas
basicas” no sean tan complejas, hasta tanto no sean puestas en interacción con
un entorno cambiante (un claro ejemplo de esto lo encontramos en el principio de
selección natural).

En particular, sistemas dinámicos muy simples con ruido pueden generar pa­
trones complejos que, de observarse en la Naturaleza podrían ser interpretados como
el producto de diversos procesos concurrentes[90]. La primera parte de este traba­
jo es una contribución a esta idea. La aparición de ciertos tiempos característicos
en la dinamica de sistemas con ruido obedece a una dinamica determinista suby­
acente muy simple. Las dos clases básicas de excitabilidad presentan una huella
determinista diferenciada si están próximas a la bifurcación que las caracteriza.

Si bien trabajamos con modelos muy simplificados, la predicción de las propiedades
estadísticas de ambas clases de excitabilidad bajo la acción del ruido desde primeros
principios es sumamente ardua. Nuestro objetivo fue derivar expresiones aproxi­
madas que pudiesen caracterizar y diferenciar de forma sencilla las dos clases de
excitabilidad. Al menos en un entorno de las bifurcaciones que las caracterizan y
para niveles bajos y moderados de ruido, hemos encontrado formas analíticas y se­
manalíticas que ajustan razonablemente bien los datos obtenidos de simulaciones
numéricas y permiten caracterizar ambas clases de excitabilidad.

Los modelos excitables que analizamos son muy sencillos si lo comparamos con
una neurona real (paradigma de excitabilidad en la naturaleza). Pero contienen los
ingredientes dinámicos mínimos que interesan en nuestra descripción: básicamente,
estadísticas no triviales en el tiempo entre disparos. Así que estimamos que nuestros
resultados pueden ser de alguna relevancia para el estudio de sistemas neuronales
aislados con actividad espontánea estacionaria. Por ejemplo, las propiedades es­
tadisticas de las oscilaciones sub-umbral en los modelos de Clase II, y la apari­
cion de un nuevo tiempo característico en los sistemas de Clase I no habían si­
do estudiadas previamente y pueden vincularse eventualmente con observaciones
experiinentales[101].

Existen, sin duda, métodos más rigurosos y exhaustivos de estudiar las propiedades
estadísticas de los sistemas excitables. Nosotros hemos elegido el que a nuestro
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parecer era el más sencillo y el que más contribuía a la comprensión intuitiva del
problema.

El acuerdo de las formas analiticas derivadas es bastante razonable. No obstante,
se trata de una primera aproximación al problema e indudablemente es posible mejo­
rar mucho los resultados con un posterior estudio más sistemático. En particular,
los resultados para los sistemas excitables de Clase II merecen un poco más de de­
sarrollo. La dependencia de los diferentes parametros (le la densidad de probabilidad
de tiempo entre picos con el nivel del ruido y la proximidad a la bifurcación no está
completamente establecida.

Otra línea posible de trabajo futuro es el estudio de las propiedades estadísticas
de sistemas que generan ráfagas bajo la acción del ruido. En este caso, el zoologico
de modelos es nmcho más diverso [65]. O bien el estudio de las propiedades de los
sistemas excitables bajo la acción conjunta de forzados periódicos y ruido, o la (le
sistemas excitables bajo la acción de ruidos más realistas (con color). En definitiva,
creemos que es importante extender un plan de estudio taxonóinico similar al que se
realizó a partir de los trabajos de Ermentrout en los años 80 con los diversos modelos
neuronales (deterministas), pero ahora incorporando el ruido de forma omnipresente.

Existe una creencia bastante difundida de que el ruido en los sistemas dinámicos
no agrega nada nuevo, salvo hacer 1mpoco más difusas las trayectorias. Hemos visto
que esto no es cierto. Ciertas características del sistema determinista se difumiuan
con el ruido, ciertas se hacen más robustas y ciertas otras aparecen de la combinack’m
ruido+determinismo. Es posible que para muchos sistemas naturales después de
todo el ruido no sea tan relevante, pero ese no parece ser el caso del sistema nervioso.
Por lo tanto, es conveniente disponer de un “menú” variado de modelos excitables
con ruido a la hora de interpretar un experimento.

Algo similar sucede en el caso de las redes de neuronas. Se ha insistido mucho en
la redundancia del sistema nervioso, la necesidad de robustez de los procesos neurales
y la baja fiabilidad de las sinapsis individuales. Sin embargo hasta no hace nmcho se
seguía pensando en redes neuronales en términos del modelo de McCullochs y Pitts
con sincronizack’mexterna y en ausencia de ruido. Nuestra pequeña contribución es
un modelo sencillo de red excitable (le inspiración neuronal que puede realizar todas
las operaciones lógicas. En este caso la neurona es un mero trasductor y la tarea
de computar le corresponde más a la sinapsis química (lo cual es una simplificación
no muy alejada de la realidad). La propiedades de integración temporal de las
sinapsis excitatorias traducen frecuencias de disparo en niveles de depolarización y la
saturación de los canales activados por neurotransmisores proporcionan la disipación
necesaria para operar con lógica irreversible. Para un amplio rango de parametros
es posible además realizar todas las operaciones de la lógica combinatoria de forma
globalmente consistente.

Una extensión natural de las puertas lógicas excitables presentadas en este tra­
bajo, sería la construcción de celdas para operar con lógica secuencial en presencia
de ruido y su combinación con las puertas lógicas combinatorias. El principal incon­
veniente es que en este caso si es necesaria una medida externa de tiempo (un reloj
externo) como en los dispositivos flip-flop electrónicos. También sería interesante
trabajar con modelos más realistas de neuronas y sinapsis y ver si los parámetros
que permiten operar lógicamente de forma consistente son biológicamente razon­
ables. Finalmente, asi como para operar lógicamente se sacó partido de la propiedad
estadística de orden mas bajo (la frecuencia media de disparos), las estadísticas no
triviales estudiadas en los primeros capítulos podrían servir de base para operaciones
lógicas mas sofisticadas, en presencia de ruido.
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Nuestro último capítulo abre un panorama ligeramente diferente. A diferencia de
los capítulos anteriores, trabajamos con modelos algo más realistas de una neurona
y no estamos interesados 1n'irnordialmente en la acción del ruido sino en la capacidad
de la neuronas en codificar-decodificar información en distintos espacios y sus carac­
terísticas activas y fuertemente iio-lineales que las diferencian de los canales pasivos.
Los resultados obtenidos, si bien no esta probado que existan en neuronas reales,
son una advertencia contra una aplicación simplista de la teoría de la información a
los sistemas neuronales.

La metáfora del cerebro como una ultra-sofisticada maquina de procesar infor­
mación lia sido útil para entender muchos procesos neuronales. Sin embargo es
necesario también poder reconocer los límites de esa metáfora. Los ingenios con­
struidos por el ser humano son sencillos mecanos comparados con nuestro cerebro.
Por lo tanto no tendría que sorprendernos que herramientas desarrolladas para ex­
plicar nuestras maquinas (por ejemplo la teoría de la informack’m) tengan que ser
reformuladas para explorar aun los sistemas neuronales más sencillos.

Uno de los desafíos (le la biofísica y la matemática aplicada a la biología es el
de disponer las herramientas necesarias para abordar los problemas de complejidad
creciente que reporta lo vivo. El procesamiento de información, la excitabilidad y
la onmipresencia del ruido son tan sólo un aspecto. Nuestra intención fue la de
mostrar que aun en un campo donde escasean los resultados elegantes y generales a
las que nos acostumbr(') la física es posible llegar a soluciones simples y con poder
predictivo.
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