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Descomposicion equidimensional efectiva
de variedades algebraicas

Resumen

Presentamos algoritmos para el cdlculo de la descomposicién equidimensional de una va-
ricdad algebraica alin a partir de un conjunto finito de polinomios que la define:

IEn primer lugar, se prueba la existencia de un algoritmo deterministico no uniforme que
calcula en tiempo polinomial una descripcién de la componente equidimensional de di-
mension maxima de una variedad algebraica. Aplicando este algoritmo se obtiene un
procedimiento para decidir si una variedad es equidimensional o no. A continuacién, se
construye un algoritmo probabilistico que da en tiempo polinomial, para cada compo-
nente cquidimensional de una varicdad dada, un conjunto finito de polinomios que la
define. Para terminar, se desarrolla otro algoritino probabilistico, que calcula la forma de
Chow de cada una de las componentes equidimensionales de una variedad. La cota para
la complejidad de este algoritmo también es -en el pcor caso- polinomial en el tamano
del input. Sin embargo, bajo ciertas condiciones genéricas, pucde darse una cota para su
complcjidad sccuencial en términos del grado geométrico del sistema de polinomios que
define la variedad y, por lo tanto, puede ser de orden muy inferior.

Palabras clave: Sistemas de ccuaciones polinomiales, algoritmos, complejidad, variedades
cquidimensionales, descomposicion equiditnensional, forina de Chow.

Effective equidimensional decomposition
of algebraic varieties

Abstract

We present algorithms for the computation of the equidimensional decomposition of an
alline algebraic variety from a finite set of polynomials defining it:

First, we prove the existence of a nou-uniform deterministic algorithm whicl computes a
description of the equidimensional component of imaximal dimension of an algebraic variety
in polynomial time. Applying this algorithm we obtain a procedure to deterinine whether
a variety is equidimensional or not. Then, we construct a probabilistic algorithm which
gives a finite set of polynomials defining each equidimensional component of a given variety
in polynomial time. Finally, another probabilistic algorithm is developed. It computes
the Chow form of cach equidiinensional component of a varicty. The complexity bound
for this algorithm —in the worst case- is also polynomial in the input size. However, under
certain gencricity conditions, a complexity estimate in terms of the gecometric degree of
the polynomial systein defining the variety can be given and, thercfore, it may result in a
much lower complexity order.

Key words: Polynomial cquation systems, algorithms, complexity, equidimensional vari-
elies, equidimensional decomposition, Chow form.
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Introduccion

Muchos problemas que surgen en diversas ramas de la ciencia y la tecnologia estan
relacionados con sistemas de ecuaciones polinomiales. Algunos de estos problemas
pucden resolverse simplecinente deterininando si el sisteina de ecuaciones polinomiales
asociado es consistente (es decir, si las ecuaciones ticnen una solucién en comiin).

Si fi,...,fs € k[X1,...,Xn] son polinomios en n variables con coeficientes en un
cuerpo k, el Teorema de los Ceros de Hilbert establece que el sistema de ecuaciones
filz) =0,..., fs(z) = 0 es inconsistente en k™ (donde k denota una clausura alge-
braica de k) si y solo si existen polinomio gy,...,gs € k[Xy,..., X;] tales que

s
1=) g fi
i=1

Este cnunciado establece solamente la ezistencia de polinomios ¢y, ..., g, que veri-
fican la igualdad anterior. Mads atn, las demostraciones usuales del mismo no dan
informacion sobre los polinomios g;,...,gs. Desde el punto de vista de la efectivi-
dad, surgid entonces la cuestién de dar cotas de grados para los polinomios gy, ..., gs.
Un resultado de este tipo permitiria traducir el problema de la consistencia de un
sisteina de ecuaciones polinomiales arbitrario en un problema de dlgebra lineal: la
consistencia del sistema lineal obtenido al considerar en la igualdad anterior los
coeficicntes de los polinomios gy, . .., gs como incdgnitas.

Esta situacién fue considerada en primer lugar por G. Hermann (21] quien, uti-
lizando tcoria de eliminacion, dio una cota --doblemente exponencial en la cantidad
de variables- para los grados de los polinomios g, ..., g;. A partir de ese momento,
se han dado distintas versiones efectivas del Teorema de los Ceros de Hilbert, que
constituyeron sucesivas mejoras a la cota de Hermann. Entre ellas podemos men-
cionar los trabajos de J. Kolldr [23] y de Noai Fitchas y A. Galligo [9] en los cuales
se prucba una cota simmplemente exponencial (esencialmente éptima).
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En el caso de problemas que involucran sisteinas de ecuaciones polinomiales que son
consistentes, puede ser necesario dar una descripcion del conjunto de sus soluciones,
es decir, de la variedad algebraica definida por los polinomios en cuestién.

Un resultado conocido establece que toda variedad algebraica V' sobre un cuerpo
algcbraicamente cerrado puede descomponerse univocamente como unién (finita)
de variedades algebraicas irreducibles Cj,...,C, tales que C; ¢ C; para i # j.
Una forma de describir la variedad V' cs entonces caracterizando cada una de sus
componentes irreducibles. Sin embargo, aun en cl caso mas simple de una variedad
en un cspacio de dimensién 1, el problema de obtener una descripeion de este tipo
estd intimamente relacionado con la factorizacion de polinomios cuya resolucidn,
desde el punto de vista algoritmico, suele ser demasiado costosa.

Uno de los invariantes asociados a una variedad algebraica es su dimensién. Si todas
las componentes irreducibles de una variedad algebraica tienen la misma dimension,
la variedad se llama equidimensional. Una variedad algebraica V afin o proyectiva
arbitraria pucde tener comnponentes irreducibles de distintas dimensiones, pero siem-
pre puede descomponerse como una unién de variedades equidiinensionales: si r es
la dimensién de V, ]
Vv=UV
=0

donde, para cada 0 < ¢ < r, V; es o bien vacia o bien la unién de las componentes
irreducibles de V' de dimensién £. Esta descomposicion se llama la descomposicién
equidimensional de V' y las variedades V, (0 < ¢ < r) se Haman las componentes
equidimensionales de V. Esto provee otra manera posible de describir la variedad
V. caracterizando cada una de sus componentes cquidimensionales.

El problema es entonces, dados polinomios fi,..., fs € k[X},...,Xs] que definen
una variedad algebraica V/, obtener una descripcion de cada una de las componentes
equidimensionales de V.

Entre los primeros algoritmos construidos que calculan la descomposicién equidi-
mensional de una variedad podemos nencionar ¢l de A. Chistov y D. Grigor’ev (ver
[4)) v el que presentan M. Giusti y J. Heintz en (12]. En ambos casos, si la variedad
estd dada como el conjunto de los ceros comunes de s polinomios en n variables de
grados acotados por d, la complejidad del algoritmo es de orden s®(1)go®*),

El siguiente objetivo era obtener algoritmos que rcsuelvan el mismo problema con
complejidad polinomial en el tamaiio del input, es decir, de orden s2(\do™,
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Los algoritmos de descomposicion equidimensional manipulan principalmente poli-
nomios en varias variables que, en el caso de los algoritmos mencionados, son co-
dificados en forma densa, es decir, como el vector de todos sus cocficientes en un
orden preestablecido de los monomios. Esto ocasiona un problcma desde el punto
de vista de la complejidad, debido a la gran cantidad de coeficientes que posee cada
uno de los polinomios que aparecen como resultados intermedios o como output del
algoritmo.

Se planted entonces la posibilidad de cambiar esta forma de codificar a los polinomios
por otra estructura de datos: los straight-line programs, que son programnas que,
utilizando solamente las operaciones aritméticas de suma, resta y producto, permiten
evaluar al polinomio codificado en cualquicr punto.

Esta estructura de datos ya habia sido utilizada con éxito en la construccién de
algoritmos para resolver diversos problemas de Geometria Algebraica y Algebra
Conmutativa, por ejemplo, para la caracterizacién de los puntos aislados de una
variedad algebraica (ver [13]), para el cilculo de los polinomios que dan la escritura
del 1 en ¢l Teorcma de los Ceros de Hilbert (ver [15]) y para el problema general de
la climinacién de cuantificadores (ver [29]), entre otros.

En este trabajo se construyen algoritmos que, dada una variedad algebraica como el
conjunto de los ceros comnunes de un sistema finito de polinomios con coeficientes en
un cuerpo efectivo k de caracteristica 0, resuelven el problema del calculo de la des-
composicion equidimensional de la variedad con cotas de complejidad polinomiales
cn el tamaio del input.

Hay distintas maneras de describir las componentes equidimensionales de una va-
riedad algebraica. Una de ellas, es por medio de un conjunto finito de polinomios
que la define. Otra forma de describir una variedad equidimensional es por medio
de su forma de Chow. La forma de Chow de una variedad equidimensional V' de
dimensién r dcfinida sobre un cuerpo k, es un polinomio en varias variables con
coclicientes en k que (salvo factores escalares) estd univocamente determinado por
la variedad. Este polinomio caracteriza las variedades lincales de codimensién menor
o igual que 7 + 1 que intersccan a V. Esta propiedad, a su vez, permite caracterizar
completamente la variedad equidimensional V' a partir de su forina de Chow.

En vista de esto, en la primera parte de este trabajo se considera el problema del
calculo algoritmico de la forma de Chow de una variedad proyectiva equidimensional
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y su aplicacién para el cdlculo de componentes cquidimensionales de una variedad
afin o proyectiva.

El primncro de cstos problemas ya habia sido cstudiado por L. Caniglia que da en
[3] un algoritmo que calcula la forma de Chow en el caso equidimensional, por M.
Giusti y J. Heintz, que presentan en [12] un algoritmo para el caso general, y por S.
Puddu y J. Sabia, quienes dan en {29] un algoritmo que calcula formas de Chow de
variedades irreducibles. En todos estos algoritinos las complejidades son de orden
mayor o igual que s2()do"?"),

En el Capitulo 2 de este trabajo sc presenta un algoritmo que calcula la forma de
Chow dec la componente equidimensional de dimension maxima de una variedad
algebraica proyectiva arbitraria a partir de un sistema finito de polinomios que
define la variedad. Si la variedad estd dada como el conjunto de los ceros comunes
de s polinomios homogéneos en n + 1 variables de grados acotados por d > n,
la complejidad del algoritmo es de orden s°(")d9(™.  El algoritino se basa en el
algoritimo de eliminacién de cuantificadores de [29] para férmulas de primer orden
con un solo bloque de cuantificadores existenciales. En particular, el algoritmo
resuclve el problema del cédlculo de la forma de Chow de una variedad proyectiva
equidimensional sin necesidad de informacion adicional (es decir, sin necesidad de
saber de antemano que la variedad es equidimensional) y con complejidades menores
que las de los algoritmos conocidos que realizan la misma tarea ([3], [12], [29]).

Utilizando este algoritmo se muestra cémo, dada una variedad V afin o proyectiva
como el conjunto de ceros de una familia finita de polinomios, puede obtenerse un
conjunto finito de ecuaciones que define la componente equidimensional de V de
dimensién maxima con cotas de complejidad de orden s°(Md9M, Finalmente, como
aplicacién de este segundo algoritmo, se muestra un procedimiento que permite de-
cidir en tiempo secuencial del mismo orden, si una variedad dada es equidimensional
o no. En todos los casos, las complejidades de los algoritmos construidos son esen-
cialimente mejores que las de los otros algoritmos conocidos para resolver los mismos
problemas.

Cabe destacar que los algoritinos presentados en el Capitulo 2 son deterministicos, es
decir, producen la solucién exacta del problema para todas las posibles instancias, y
no uniformes en el sentido que su construccién depende de cierto preprocesamiento
cuyo costo no cstd considerado en las cotas dec complejidad exhibidas.
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El Capitulo 3 se centra en el problema del calculo algoritmico de la descomposicién

equidimensional de una variedad. Mas precisamente: dados polinomios fi,..., fs en
k[X),...,Xs) que definen una variedad algebraica V, se considera el problema de
obtener, para cada 0 < ¢ < dimV, un conjunto finito de polinomios en k[X|, ..., X;]

cuyo conjunto de ceros comunes sea la componente equidimensional de V' de di-
mensioén 2.

La iteracion del algoritmo exhibido en el Capitulo 2 para el cdlculo de las com-
ponentes equidimensionales de dimensién no maximnal de una variedad algebraica,
produce cotas de complejidad que no son polinomiales en el tamafio del input. Te-
niendo en cuenta esto, el problema de hallar todas las componentes equidimensio-
nales de una variedad ya no fue encarado dentro del contexto de la eliminacién de
cuantificadores.

Se construve un algoritmo probabilistico -funciona bajo ciertas condiciones genéricas
que dependen de pardmetros que se eligen aleatoriamente— que calcula la descom-
posicion equidimensional de V. Con las hipdtesis y notacién anteriores, si los grados
de los polinomios f,..., fs, cuyo conjunto de ceros comunes es la variedad V, estdn
acotados por un entero d > n, el algoritmo calcula en tiempo polinomial en sd"
(tamafio del conjunto input), para cada 0 < ¢ < dimV, un conjunto de n + 1
polinomios que define la componente equidimensional de dimensién ¢ de V'.

Mediante un preprocesamiento de los datos de entrada (que se efectiia aleatoria-
mente), se suponen buenas condiciones de interseccién y posicién de Noether de las
variables con respecto a ciertas variedades involucradas en el proceso. Esto permite
pasar de situaciones de dimension positiva a problemas cero-dimensionales. El pro-
ceso se basa entonces en el algoritmo de [13] aplicado a variedades cero-dimensionales
convenientemente elegidas.

El algoritmo disenado caracteriza todos los puntos de cada componente equidimen-
sional de la variedad y las cotas de complejidad del algoritmo son menores que las
de los otros algoritmos que resuelven el mismo problema.

Otro algoritmo probabilistico para el cdlculo de la descomposicién equidimensional
de una variedad algebraica fue presentado por G. Lecerf en [27]. La complejidad del
algoritmo construido por Lecerf -que fue desarrollado simultinea e independiente-
mente de los que se presentan en csta tesis— también es, en el peor caso. polinomial
en el tamano del input. Sin embargo, este algoritmo no caracteriza todos los puntos
de cada componente equidimensional de la variedad, sino que describe de manera
parameétrica un abierto denso de cada una de ellas.
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Habiéndose obtenido un algoritmo que resuelve el problema del cdlculo de la descom-
posicién equidimensional en tiempo polinomial en el tamafio del input, el siguiente
paso natural consiste en el diseiio de un algoritmo cuya medida de complejidad tenga
en cuenta el aspecto geométrico del problema considerado, es decir, que dependa no
sblo de pardmetros de cardcter sintdctico (grado y cantidad de polinomios de en-
trada, cantidad de variables) sino también de invariantes intrinsecos (geométricos).
Esto se debe a que se ha observado que en diversos problemas de Geometria Alge-
braica hay muchas instancias particulares que, desde el punto de vista algoritmico,
pueden resolverse mas facilmente que el caso general. Esta observacién motivé la
introduccion de parametros asociados al sistema de polinomios que identifiquen es-
tos casos particulares y el disefio de algoritmos que distingan (a nivel complejidad)
estas instancias del problema.

En el Capitulo 4 se construye un algoritmo probabilistico que calcula la forma de
Chow de cada una de las componentes equidimensionales de una variedad algebraica
afin arbitraria a partir de un conjunto finito de polinomios que la define, cuya com-
plejidad puede medirse en términos de la complejidad del input y de un invariante
relacionado mads intrinsecamente con el problema considerado: el grado geométrico
del sistema de polinomios de entrada. Teniendo en cuenta que la forma de Chow
caracteriza completamente la variedad equidimensional a la que estd asociada, este
algoritmo provee una forma alternativa de dar la descomposicién equidimensional
de una variedad algebraica arbitraria.

El algoritmo se basa en un resultado auxiliar que permite calcular la forma de
Chow de una variedad afin equidimensional V' bajo ciertas hipdtesis (que valen
genéricamente) a partir de un conjunto finito de polinomios que define la variedad y
una resolucién geométrica de una fibra cero-dimensional de V' por una proyeccién: Si
V es una variedad equidimensional de dimensién r y grado D definida en un espacio
n-dimensional por n — 7 polinomios de grados acotados por d dados por un straight-
line program de longitud L, el subalgoritmo produce un straight-line program para la
forma de Chow de V con complejidad (nd D)°V L. Esta subrutina es deterministica.
Estd basada en una {érmula multiplicativa que permite expresar la forma de Chow
como un cociente de dos series de potencias, las cuales son aproximadas por medio
de la aplicacién simbdlica del algoritmo de Newton (ver [11]).

En forma andloga al caso del algoritmo presentado en el Capitulo 3, el algoritmo
disefiado para el calculo de las formas de Chow de todas las componentes equiditnen-
sionales de una variedad depende de un preprocesamiento de los datos de entrada que
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se realiza aleatoriamente. Este preprocesamiento permite la aplicacién recursiva de
la subrutina anterior para el cdlculo de las formas de Chow de una descomposicién
equidimensional no minimal de la variedad, de la que finalmente se obtienen las
formas de Chow de las componentes equidimensionales.

Si todos los pardmetros aleatorios elegidos durante la ejecucién del algoritmo satis-
facen las condiciones de genericidad apropiadas (lo que sucede con alta probabilidad)
el algoritmo finaliza su ejecucién produciendo una respuesta correcta en tiempo se-
cuencial acotado por s(ndd§)°VL donde & es el grado geométrico del sistema de
polinomios fy,...,fs € k[X1,...,Xx] de entrada (nocién que se define generali-
zando la definicién dada en [14]), d es una cota superior para los grados de estos
polinomios y L es la longitud del straight-line program dado como representacion
de los polinomios.

La complejidad del algoritmo construido es, en el peor caso, del mismo orden que
la de los algoritmos que no dependen de parametros intrinsecos, pero en el caso
de sistemas polinomiales con ciertas propiedades geométricas particulares el tiempo
necesario para la ejecucion del algoritmo es sustancialmente menor.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Definiciones y notacion

1.1.1 Nociones basicas

Seca k un cuerpo de caracteristica 0. Supondremos que k es cfectivo: es decir, que
las operaciones aritméticas (adicién, sustraccién, multiplicacion y divisién) y las
comparaciones entre elementos de k son realizables por medio de algoritinos.

Sean X1, ..., X, indeterminadas sobre k y sca f € k[Xy,..., X,] un polinomio. El
grado total de f sera denotado por deg f. Dircinos que f es monico en la variable X,
si, considerado como polinomio en la variable X,, con coeficientes en k[ X}, ..., Xn-1),
su cocficiente principal es 1; y diremos que es monico salvo por un factor constante
si su coeficiente principal es un clemento de k.

Si f € k[X\,...,X.], rad(f) denotard un polinownio en k[ X}, . . ., X,] libre de cuadra-

dos cuyos ceros son exactamente los ceros de f. Bn el caso en que n = 1, rad(f)
scrd considerado monico.

Dados polinomios g,...,9s € k[X1,...,Xua], ged(g1,---,9s) denotard un maximo
conuin divisor de los polinomios gy, ..., g,. Eneclcason =1, ged(qy, .. ., g5) denotara
el maximo comuin divisor ménico de los polinomios.

Sea k una clausura algebraica de k. Denotaremos por A™(k) (o A™) y P*(k) (o IP™)
a los espacios n-dimensionales afin y proyectivo sobre k respectivamente. Si K es
un subcuerpo de k, diremos que un subconjunto ¥V C A" es una variedad algebraica
afin definible sobre I o una I -variedad si V es el conjunto de los ceros comunes en
I\ de una familia de polinomios en K[X), ..., X,].

12
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Pucsto que mediante uniones finitas ¢ intersecciones arbitrarias de I{-variedades se
obtienen nucvamente I{-variedades, sc pueden considerar las I{-variedades como los
conjuntos cerrados de una topologia en A", que se llama la topologia de Zariski de
A" respecto de K.

En forma andloga se define una K -variedad proyectiva como ¢l conjunto de los ceros
comunes cn IP"* de una familia de polinoniios homogéneos en K[Xo,...,Xy], y el
conjunto de las I{-variedades en IP" induce la topologia de Zariski de P™ respecto
de K. Cuando se considere I = k, dircinos simplemente la topologia de Zariski de
"™ o IP".

Si S C A" (0 S C IP"), denotaremos por S a la clausura de S con respecto a la
topologia de Zariski de A™ (o IP" respectivamente).

Para cada I C k[Xy,..., X,), denotaremos por V (I) a la varicdad afin de A" (k) for-
mada. por los ceros comunes de los polinomios que pertenecen a I. Dados polinomios
Ny oy sy la variedad V({f1,..., fs}) € A" serd llamada la variedad definida por
f, ..., fs y serd notada por V(fy,..., fs).

Si V es una varicdad afin en A"(k), denotarcmos por I(V) al ideal de k[ Xy, ..., X,]
formado por todos los polinomios que se anulan sobre V. Dec la misina manera, si
V C IP" cs una variedad proyectiva, I(1) denotard el ideal homogéneo de todos los
polinomios de k[Xy, ..., X,) que se anulan sobre V.

Diremos que una propiedad se verifica para z € A" (o IP") genérico o simplemente
que sc verifica genéricamente si existe un abicrto de Zariski U C A™ no vacfo
(respectivamente U C IP™) tal que la propicdad vale para todo z € U.

1.1.2 Variedades algebraicas

Las variedades algebraicas son los objetos basicos involucracdos en los distintos pro-
bleinas que se tratardn en este trabajo. A continnacidon damos algunas definiciones
y propiedades sobre variedades algebraicas que nos seran de utilidad. Para mas
detalles ver por ejemplo [32], [26] o [16].

Nociones geométricas elementales

Uno de los parainctros mas importantes asociados a una variedad algebraica es su
dimension.
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Sca V C ™ una variedad algebraica afin. Sc define 1la dimension de V, que serd
denotada por dim V, como la dimensién de Krnll de k[V] := k[X,, ..., Xa)/I(V), el
anillo de coordenadas de V: es decir, dimV es ¢l mdximo enlero » tal que existe
una cadena de ideales primos Py G P1 G ... G Pr de k[V] de longitud r + 1.
Andlogamente, para una variedad proyectiva V' C IP" puede considerarse el anillo
graduado asociado a la variedad definido por k[V] := k[Xo, ..., X,]/I(V). Entouces
la dimensién proyectiva de V' puede definirse como dim V' = dimyeg E[V] - 1.

IEs un hecho conocido que la dimension de una variedad algebraica afin o proyectiva
V es el entero » tal que una variedad lincal genérica en A™ (respectivamente en
IP") de codimension 7 interseca a Voen un ntimero finito de puntos. Observamos
que una variedad lineal de codimension 7 es la interseccion de » hiperplanos y pucde
representarse entonces por medio de un elemento en A™ ) (cada fila representa los
cocficientes de una ccuacién de uno de los hiperplanos), y en este sentido hablamos
de gencricidad.

Una I(-variedad algebraica V se dice irreducible si verifica la siguicnte propiedad: si
para dos I{-variedades V} y Vo vale V = ViU V,, entonces V =V, 0o V = V5.

Para una K-variedad algcbraica afin arbitraria V' C JA™, existe una unica repre-
t
sentacion V = (U C;j, donde, para cada 1 <1 <t, C; es una I{-variedad irreducible

de A™, y C; Si_bj para ¢ # 7. Llamarcmos a csta representacion, univocamente
determinada por V', la descomposicion irreducible (minimal) de V y a las variedades
C; (1 <1i<t) las componentes irreducibles dec V.

Si r = dimV, llamaremos la descomposicion equidimensional de V a la repre-
sentacion V = LrJ Ve donde, para cada 0 < ¢ < 7, V, ¢s o bien el conjunto vacio o
bien la unién dé_t?odas las componentes irreducibles de V' de dimensién £.

De la misma manera se definen las componentes irreducibles y equidimensionales en
el caso de una variedad proyectiva.

Dircimos que las variables X1, ..., X, cstdn en posicion de Noether con respecto a la
variedad V definida sobre k si el morfismo candnico

KXy, X)) = k(X X/ I(V),

donde r = dimV e I(V) es el ideal de todos los polinomios de k[X},...,X5] que
sc anulan sobre V, ¢s un monomorfismo entero. [En otras palabras, la proyeccién
7w : V — IA" sobre las primecras r coordenadas es un morfismo finito de variedades
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afines. Obscrvamnos que, si la variedad V es equidimensional (es decir, todas las
componentes irreducibles de V tienen la misina dimensién) y las variables estin en
posicién de Noether con respecto a V, entonces estan en posicién de Noether con
respecto a cada componente irreducible de V.

Otro de los pardmetros intrinsccos asociados a una variedad algebraica es su grado.

La nocién de grado de una variedad se define en primer lugar para el caso de una
variedad afin irreducible y luego se extiende al caso gencral.

Si V C JA™ cs una variedad algebrica afin irreducible de dimensién r, el grado de V
es
degV :=sup{#H,Nn...NnH,NV ; Hy,...,H, hiperplanos afines
en A" tales que HyN...N H, NV es un conjunto finito }.

Este suprerno es finito (ver [17]).

Para una variedad algebraica afin arbitraria V C JA™, se define deg V como la suma
de los grados de todas las componentes irreducibles de V.

Con esta definicién de grado, vale la siguiente propiedad (ver [17]):

Desigualdad de Bézout. Sean X,Y C A" dos variedades algebraicas. Entonces
deg(X NY) < deg X. degY

El concepto de grado puede extenderse al caso proyectivo: SiVV C IP" es una variedad
proycctiva irreducible, el grado de V es la cantidad de puntos en la interseccién de
V con una subvariedad lineal genérica de IP" de codimensidén igual a la dimensién
de V. Para una variedad proyectiva arbitraria el grado es, nucvamente, la suma
de los grados de sus componentes irreducibles. Al igual que en el caso afin, vale la
desigualdad de Bézout.

Variedades algebraicas cero-dimnensionales

En el caso de variedades algebraicas de dimension cero, una forma de describir la
variedad, muy importante desde el punto de vista algoritinico, cstd dada por la
nocién de resolucion geométrica que introducimos a continuacion.

Sca Z C IA™(k) una variedad cero-dimensional de grado D definida sobre k. Una
resolucion geométrica de Z se define como una formalineal € = u; X; +-- -+ u, X, €
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k[X1,...,Xu] junto con n + 1 polinomios univariados p, vy, ...,vn € k[T] que satis-
facen las siguicntes condiciones:

e La forma lincal ¢ separa los puntos de Z, es decir, si £ # £ € Z, entonces

0(€) # e(¢').

e [1 polinomio p es el polinomio minimal (inénico) de ¢ con respecto a Z, es
decir,

1(2) N E[e] = (n(0)).

e Los polinomios vy, ..., v, verifican la condicién degw; < D (1 <4< n)ydan
la parametrizacion de los puntos de Z por los ceros de p, mds precisamente,

Z = {(vl(n), o) in €k, p(n) = ()} .

Diremos que la resolucién geométrica de Z estd dada cuando estan dados el vector
de coeficientes de € y los vectores de cocficientes de los polinomios py vy, ..., vn.

Los polinomios p, vy, . . ., v, € k[T'] estdn univocamente determinados por la variedad
Z y la forma lincal £.

1.2 Modelo algoritmico

1.2.1 Nocidén de algoritmo

Los algoritinos que se exliiben en este trabajo seran descriptos por medio de fami-
lias dc redes aritméticas con entradas en el cuerpo de base k. Una red aritmética
sc representa mediante un grafo orientado aciclico: los nodos externos representan
la entrada y la salida de la red; a cada nodo interno le corresponde la ejecucién
de una opcracién elemental, y cada rama indica cl cnvio de la salida del resul-
tado de la operacion correspondiente al primero de los nodos involucrados para que
sirva como entrada para el segundo. Las operaciones elementales a las que corres-
ponden los nodos internos son las signicntes: eleccion de un clemento fijo de k,
operaciones aritméticas entre elementos de k (adicién, sustraccién, multiplicacién y
divisién), comparaciones entre clementos de k seguidas por un sclector y operaciones
booleanas.

La complejidad secuencial de un algoritmo sc define como el tamaiio de la red,
cs decir, la cantidad de nodos de su grafo asociado sin tener en cuenta los nodos
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de entrada. Esta nocién de complejidad, que corresponde a considerar que cada
operacién o comparacion tiene costo unitario, provee una primera estimacién del
tieinpo necesario para la ejecucion del algoritmo.

En las estimmaciones de la complejidad sccuencial de los algoritmos presentados
utilizarcinos la siguiente notaciéon: si C y C son funciones de IN en IN, escribire-
mos C(n) = O(C(n)) si existe una constante ¢p > 0 (independiente de n) tal que

-~

C(n) < ¢oC(n) para todo n € IN.

El siguiente grafo representa un algoritino que, dados escalarcs a y b, resuelve la
ecuacion a.x = b:

Todo x es La ecuacién no La dnica solucién

solucién tiene solucién es x=Db/a

Esencialmente trabajaremos con dos tipos de algoritinos:

e Algoritinos que producen siempre la solucién exacta del problema considera-
do para todas las posibles instancias, a los que llamarcmos algoritmos deter-
ministicos.

El modelo que ya hemos descripto corresponde a esta clase de algoritmos.

e Algoritimos que producen el resultado correcto bajo cicrtas condiciones genéri-
cas que dependen de paramcetros, los cuales no pueden ser seleccionados deter-
ministicamente sin provocar un aumento demasiado grande de la complejidad.
Se supone dado entonces un proceso aleatorio para seleccionar elementos de un
subconjunto fijo del cuerpo de basc k, el cual se utiliza para clegir los valores
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de los parametros involucrados. Estos valores no nccesariamente satisfacen las
condiciones requeridas, con lo cual el algoritimo puede producir una respuesta
errénea. o finalizar su ejecucion sin haber obtenido una respuesta para el proble-
ma (devuelve “error” porque no puede efectuar la siguicnte operacién), pero
la probabilidad de que esto suceda es baja. En cstos casos hablaremos de
algoritmos probabilisticos.

Este tipo de algoritmos se represenian mediante grafos en forma andloga a lo
explicado anteriormente: la unica modificaciéon al modelo anterior consiste en
agregar nodos para representar cada una de las elecciones alcatorias efectuadas
durante ¢l algoritino. Estos nodos no seran tenidos en cuenta para el cilculo
de la complejidad.

1.2.2 Codificaciéon de polinomios

Un aspecto importante a tener en cuenta en la construccion de un algoritmo es la es-
tructura de datos utilizada, es decir, la mnancra de representar los objetos con los que
trabaja cl algoritino. En nuestro caso surge la necesidad de codificar los polinomios
que aparccen como entrada, salida o resultados intermedios de los algoritmos.

[En los algoritmos que se presentan en este trabajo, los polinomios en varias variables
seran codificados de alguna de las siguientes mancras:

e Forma densa, es decir, representados por el vector de todos sus coeficientes
(adn los nulos) en un orden precstablecido de los monomios.

Considereinos por ejemplo, el polinomio f = (X + 1)2d y el orden en los monomios
dado por el orden creciente de las potencias de X. Observamos que la codificacién
de este polinomio en forma densa esta dada por el vector de 2¢ + 1 coordenadas

d
(1,2“,...,(1),...,2“,1)

Sin embargo, este polinomio puede ser cvalunado en sélo d + 1 pasos: dado z, se
calcula la suma z + 1 y lucgo se eleva el resultado al cuadrado d veces. Obtenemos
asi otra mancra de codificar el polinomio f: dando un algoritmo que permite calcular
f(z) para cada z.

La situacion que hemos visto en el ejemplo anterior dio lugar al uso de otra estructura
de datos para codilicar polinomios: Dado un polinomio f € k[X,,...,X,] se lo
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representa por medio de un algoritmo (con ciertas propiedades) que permite calcular
f(z) para cada z € k™. Esto sc formaliza con la nocién de

e Straight-line programs, que son circuitos aritméticos (redes sin ramas), que no
conticnen ni selectores ni operaciones booleancas.

Mais precisamente: Denotemnos por +, —, - a las operaciones de suma, resta y
multiplicacién en k[X),. .., X,]. Consideraremos tainbién, para cada A € k, la
suma +, y la multiplicacién -, definidas, para cada f € k[X),..., Xa], como
HA)=Ff+Ay (f)=r-f.

Un straight-line program sin divisiones en k[.X},..., X,] es una sccuencia de
instrucciones y = (v, ...,7.) de la forma

(wis K26 siw; € {+,-,)
Yi =
(wi; kD) siw; € {+,,-, : A €k}

donde, para cada 1 < ¢ < L, kgi) y kg) (o k@) son enteros que verifican
—n+1<k? KD <i-1.

Llamaremos longitud del straight-line program v a la cantidad L de instruc-
ciones de 7.

Dado un straight-line program vy = (i, ...,7:) se define la sucesidn de resul-

tados de y como

f—n+1 = X fo = Xa

f o {wi(fk(l.-),fk;.-)) siw; € {+,—,}

' wilfeo) siw; € {+,, - : A€k}

Diremos que el straight-line program < calcula (o representa) un polinomio

f € k[X1,..., Xy]si f es alguno de los polinomios de la sucesién de resultados
de v. (En general serda f = fy,).

Obsecrvaimmos que un straight-line program representa, en clecto, un procedimiento
para cvaluar el polinomio que codifica.

Para una definicién mds precisa y propicdadcs elementales de la nocién de straight-
linc programn ver [18] o [19].
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Volviendo al cjemplo, un posible straight-line program para [ = (X + 1)24 en
k[X], que corresponde a la forma que hemos descripto antes para evaluar f, es

¥=(7,---,%a+1) donde

M = (+|;O)
v = (-;i1-1,1-1) 1i=2,...,d+1

y la sucesion de resultados de este straight-line programn es
(X, X +1L,(X+12,.. ., (X+1D%, .., (X +1%).

Observamos que, micntras que para represcntar este polinomio cu forina densa se
necesita un vector de 2%41 coordenadas, el polinomio puede codificarse por medio de
un straight-line prograin de longitud d + 1, que estd dado por un vector de O(d + 1)
coordenadas.

Cabe destacar que la codificacion de polinomios mediante straight-line programs per-
mite en muchos casos una disminucion en la complejidad de los algoritmos, debido a
que ciertos polinomios que aparecen en las aplicaciones pueden ser evaluados con una
cantidad de opcraciones que es de orden considerableinente menor que la cantidad
de coclicientes del polinomio (como sucede en el ejemplo que hemos mostrado).

Finalimente, en algunas ocasiones 1os serd conveniente combinar la representacion
de polinomios en forina densa y straight-line prograns. Utilizaremos entonces la

e Representacion mizta, es decir, codificando al polinomio en forma densa con
respecto a algunas variables distinguidas y dando sus cocficientes, que son
polinomios c¢n las restantes, por medio de un straight-line program.

1.3 Manejo de straight-line programs

1.3.1 Tests de nulidad

Un problema que surge al trabajar con polinomios codificados mediante straight-line
programs c¢s el de la verificacion de identidades polinomiales o, equivalentemente,
dado un straight-line program que representa un polinomio f € k[X,,..., Xy, de-
terminar si f es el polinomio nulo.
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Si bicn es posible obtener todos los coelicientes de f a partir del straight-line program
que lo representa y determinar si son cero o no, cste procedimiento puede dar lugar
a un aumento excesivo en la complejidad.

Se busca entonces un método alternativo que permita resolver este problema.

En el caso de polinomios en una variable, si f € k[X] tiene grado acotado por d,
para decidir si f es el polinomio nulo o no, basta evaluarlo en d + 1 puntos distintos:
J cs ¢l polinomio nulo si y sélo si ¢l valor obtenido en todos los casos es cero.

En ¢l caso multivariado aplicaremos un método andlogo al anterior, que consiste
en evaluar cl polinomio en una sucesion adecuada de puntos con coordenadas cn k.
El cardinal de esta sucesion serd polinomial en la longitud del straight-line program
que evaliia el polinomio y la cantidad de variables, lo cual permite mantener acotada
la complejidad del algoritmo. La existencia de tales sucesiones, a las que llamare-
mos sucesiones de prueba (correct test sequences), estd ascgurada por el siguiente
resultado:

Lema 1.3.1 ([19, Theorem 4.4]) Sea W(D,n, L) el conjunto de los polinomios de
k[X\,..., X, de grado menor o igual que D que pueden ser evaluados por medio
de un straight-line program de longitud a lo sumo L. Sea " un subconjunto de k de
cardinal 2L(1 + D)%. Entonces eziste un subconjunto Q(D,n,L,T) = {71,...,¥m}
de I'*, donde m = G(L + n)(L + n + 1), que verifica: todo polinomio de W(D,n, L)
que se anula sobre {y1,...,vm} es el polinomio nulo.

Aunque la cleccidn de cstas sucesiones de puntos podria hacerse algoritmicamente,
el costo de hacer esto excederia la clase de complejidad considerada en este trabajo.
Sin embargo, para parametros de entrada fijos (cantidad de indeterminadas, can-
tidad y grados de los polinomios involucrados), esta eleccién es independiente del
problema. Por lo tanto, se supondra que las sucesiones de prucba estdn dadas por
un preprocesamiento cuyo costo no serd considerado en las cotas de complejidad
obtenidas. En cste sentido diremos que los algoritmos son no-uniformes: su cons-
truccién depende de un preprocesamicnto cuyo costo excede la complejidad de la
¢jecucion del algoritmo en cuestion.

En los algoritmos probabilisticos que se presentarian, serda necesario elegir valores de
algunos parametros para que satisfagan cicrtas condiciones genéricas que determinan
el buen funcionamiento del algoritmo. En cada caso la condicién genérica estd dada
por la no anulacién de un polinomio f € k[X,, ..., X,] — {0} de grado acotado. La
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eleccion de los valores de los parametros sc hara alcatoriamente de un subconjunto
fijo de k sulicientemente grande, de manera que la probabilidad de que al evaluar f
en los valores escogidos el resultado dé cero, sea chica.

Para estimar las probabilidades de éxito de nuestros calculos se utilizard el siguiente
resultado:

Lema 1.3.2 ([31, Lemma 1]) Sea E un dominio integro y sea R C E un conjunto
finito. Sea f un polinomio no nulo en E[X,,..., X,). Fntonces, paraay,...,a, € R
elegidos alealoriamente, se tiene que

deg(f)
Prol Lyeeoytiy) = 0) < A
(J fin) ) = card (1)
El resultado anterior se utilizard también para decidir probabilisticamente si un
polinomio dado es el polinomio nulo o no.

1.3.2 Algoritmos basicos con straight-line programs

En los algoritmos descriptos en este trabajo se utilizaran como subrutinas distintos
algoritmos auxiliares que periniten trabajar con polinomios representados mediante
straight-line programs. Estas subrutinas son:

e Cilculo de los coeficientes de un polinomio con respecto a una (o un grupo)
de sus variables.

Calculo de las componentes homogéneas de un polinomio.

Calculo de un straight-line prograin (sin divisiones) para el cocicnte exacto
entre dos polinomios.

Calculo del maximo comun divisor entre dos polinomios.

Célculo del radical de un polinornio.

Coeficientes de un polinomio con respecto a una variable

El siguicnte lema nos permitird efectuar cambios de codificacion en los resultados
intermedios de nuestros algoritmos: a partir de un straight-line program que evalia
un polinomio f, calcula un straight-line program para los coclicientes de f con
respecto a una variable. Iterando este procedimiento sc puede obtener la escritura en
forma densa de un polinomio respecto de un subconjunto cnalquicra de sus variables.
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Lema 1.3.3 Sea f € k[X,,..., Xn, Y] un polinomio dado por medio de un straight-
line program de longitud L, y sea d el grado de f con respecto a la variable Y.
Entonces eziste un straight-line program de longitud O(d* L) que calcula todos los
coeficientes de f con respecto a la variable Y.

Demostracién. Sea f = aq(X1,...,Xn) Y%+ -+ + ap(Xy,...,X,). Para calcular
los cocficientes aq4,...,a9 de f, se aplica un proceso de interpolacién con respecto
a la variable Y: se especializa Y en d + 1 puntos distintos a,, ..., aq para obtener
Bi(X1,. ., Xn) = f(X), ..., Xn, ;) (0<1i<d),y se resuelve el sistemna, lineal

1 [&7)) (.Yg (Lo /}(l(/Yla ey 4‘.")

1 Qq az a4 ﬁd(Xl)"')Xn)

La solucidn del sistema es el vector (ag(Xy, ..., Xn),--.,aa(Xy,...,Xy)) de los co-
cficientes de f con respecto a la variable Y.

Desde ¢l punto de vista algorilmico, aplicando por ejemplo el algoritmo descripto
en [1], se calcula con O(d') operaciones, el vector de coeficientes del polinomio
caracteristico de la mmatriz de Vandermonde quc aparece, y luego se calcula su inversa
usando el teorema de Cayley-Hamilton.

Finalmente, se obtiene un straight-line programn que evalhia los cocficientes de f con
respecto a la variable Y, a partir del algoritmo subyacente a la multiplicacién de
la matriz calculada por el veclor de resultados: Si A = (A;;) € k@HDX(A+D) o5 ]
inversa de la matriz de Vandermonde, entonces

d
ai(Xl)---:Xn) =2Aijﬁj(xl;---)xn)

3=0
y el straight-line program que evalia a; (0 < 7 < d) sc obticne de la igualdad anterior

y los straight-line prograins que calculan las entradas A;; de A y los polinomios
ﬂj(Xl) o 7X1l) (O S ] S 71)-

La longitud del straight-line program obtenido es de orden Q(d' L).

Componentes homogéneas de grados acotados

Otra herramicnta que se utilizard en distintas etapas de los algoritinos construidos
cs el siguientc lema que construye un straight-line program para cada una de las
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componentes homogéneas hasta grado prefijado de un polinomio.

Lema 1.3.4 Sea f € k[X),...,X,] un polinomio calculable por medio de un straight-
line program de longitud L, y seca d € IN. Entonces eziste un straight-line program
de longitud O(d? L) que calcula todas las componentes homogéneas de f de grados
acolados por d.

Demostracion. Sean hy, ..., h;, los polinomios que calcula el straight-line program
que evalia f. Modificaremos el straight-line program input de inanera que el nuevo
straight-line programn calcule todas las componentes homogéneas de grados acota-
dos por d de cada uno de los polinomios intermedios hy, ..., hy, en particular del
polinomio f.

Denotemnos por A" la componente homnogénca de grado r de un polinomio & dado.
Supongamos calculadas todas las componentes homogéncas de grados acotados por
d de los polinomios hy,..., k. Sec ticne que hxy = h; x hj con * € {+,—,-} e
1,7 < k. Entonces si x = + 0 * = —, se tiene que

h = n{) x h{) 0<r<d

con lo cual se calculan todas las componcentes homogéneas de hy de grado acotado por
d agregando d + 1 operaciones al straight-line program obtenido hasta el momento.

En el caso en que * = - se tiene, para cada 0 <1 < d,

n =3 P nl,

s+i=r

de donde cada componente homogénea sc puede calcular agregando r + 1 sumas y
7 4+ 1 productos. Por lo tanto, para calcular todas las componentes homogéneas de
hi hasta grado d basta agregar Y 2(r + 1) < (d + 2)2 operaciones.

r<d+1

La longitud del straight-line program que se obticne finalimente para cl cilculo de las
componentes homogéneas de f de grados acotados por d, estd acotada por (d+2)%L.

o

Elusion de divisiones

El siguicnte resultado, debido a Strassen [33] y conocido como Vermeidung von Divi-
sionen (elusién de divisiones) mucstra cémo recimplazar en un straight-line program
una division exacta de polinomios por snmas y productos.
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Lema 1.3.5 Sean f,g € k[X1,...,X,] dos polinomios tales que g divide a f en
k[Xi,...,Xn]. Supongamos que f y g se pueden calcular por medio de un straight-
line program sin divisiones de longitud L, y que se conoce un punto £ € k™ tal que
g(&) # 0. Entonces, si deg(f/g) = d, existe un straight-line program de longitud
O(d® L), sin divisiones en k[X\,...,X,), que calcula el polinomio f/g.

Detnostracién. Sca h := f/g.

Analicemos en primer lugar el caso en que ¢g(0) = 1. Consideremos a g como
elemento del anillo de serics formales k[[X]] = k[[X, ..., X,]]. Escribimos g = 1—g,
donde gy pertencce al ideal (X,..., X,) € E[[X]].

Entonces 1/g = ¥ g en k[[X]], es decir,
K30

h=1 (3 o)
k>0
Como degh = d y gF € (Xy,...,X.)* para cada k € INg, para calcular h basta

calcular §:= ¥ gF, efectuar el producto h:= f §y truncar el resultado en orden
0<k<d
d.

La longitud del nuevo straight-line prograin se obticne observando lo siguiente: en
primer lugar, se calcula g, en longitud L + 1, luego se calculan las potencias gf, 2 <
k < d, lo que agrega d — 1 pasos, y se obtiene § sumando todas cstas potencias, lo
que requiere d pasos adicionales. Finalmente se efecttia el producto de f y g. Se
ticne entonces un straight-line program que calcula & cuya longitud es L + 1 + 2d.
A continuacion se aplica el Lema 1.3.4 para calcular todas las componentes ho-
mogéneas de grado acotado por d del polinomio I en (d+2)?(L + 1+ 2d) pasos, y

sc las suma con d operaciones mas, obteniéndose de este modo el polinomio h.

La longitud final del straight-line programn es de orden O(d? L).

Para el caso general en que g(€) # 0, sca § := g(€)~! g(X +£), que satisface §(0) = 1.
Aplicando cl procedimicnto del caso anterior, se calcula un straight-line programn sin
divisiones que evalia f(X + £)/3(X) = g(&) h(X + £). Especializdndolo en (X — £)
y dividiendo el resultado por g(€) se obtiene el straight-linc program para h. Esto
no modifica el orden de la longitud del straight-linc program.
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Maéximo comun divisor de polinomios

En primer lugar, mostraremos un algoritmo para el calculo del maximo comin di-
visor de dos polinomios en una variable basado en subresultantes (ver [5, 2]).

Lema 1.3.6 Sea R = k[X),...,X,] y sea K el cuerpo de fracciones de R. Sean
[, 9 € R[Y] dos polinomios de grados acotados por d en la variable Y, dados en forma
densa en la variable Y y cuyos coeficientes, que son polinomios en k[X,,..., X,
tienen grados acotados por D y estdn representados por medio de un straight-line
program de longitud L. Entonces existe un algorilmo de complejidad secuencial de
orden O(d'}(n+ L)*) que produce un un straight-line program. de longitud O(d" -+ L)
que calcula los coeficientes de un mdzimo comiin divisor de f y g en K[Y]. Estos
coeficientes son polinomios en k[X,,..., X,] de grados acotados por 2dD.

Demostracion. El primer paso del algoritino consiste en la determinacién de los
grados de f y ¢g: Para esto basta evaluar los coeficientes de f y g en una sucesioén de
prueba apropiada, que tendrd cardinal 6(L +n)(L +n + 1) y comparar con cero los
resultados obtenidos. Luego, este paso puede realizarse con complejidad secuencial
de orden O((L + n)?(L + 2d + 2)).

Sean d; = degy f y d2 = degy g. Entonces
f=faY "+ +fo vy g=gu,Y"+ - +g

¥, por hipdtesis, 0 < dy,d; < d.

Para cada 0 < i < max{d,, d,}, se considera la submatriz cuadrada S; (de tamaiio
d; + dy — 2i) de la matriz de Sylvester de f y g, que consiste de las primeras dy — %
columnas de cocficientes de f, las primcras d; — 7 columnas de cocficientes de g y
las primecras dy + d2 — 2t filas.

A partir de los coeficientes de f y g se obtiene, para cada 0 < ¢ < max{d,,d;}, un
straight-line program de longitud acotada por O(d* + L) para det(S;) utilizando el
algoritmo de Berkowitz. Este paso requiere O(d®) operaciones adicionales.

El minimo valor k tal que dct(Sk) # 0 es cl grado del méaximo comiin divisor de
fy gen K[X]. Este grado puede determinarse cspecializando, para cada 0 <
i < max{d;,d,}, cl straight-line program obtenido para det(S;) en una sucesién
de prucba, cuyo tamaiio serd de orden O((d' + L 4 n)?). Luecgo, la complejidad
secuencial de este paso estd acotada por O(d(d* + L)(d" + L + n)?).
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Luego se calcula la dltima columna (ag,—k—1,- - -, @0, bdy—k-1,- - -,bo) de la matriz
adjunta de la matriz Si. Esto puede cfectuarse a partir del polinomio caracteristico
de S con complejidad de orden Q(d'). Sec obtiene un straight-line program de
longitud O(d' + L) para las entradas de la iltima columna de adj(Sk), que son
polinomios de grados acotados por (2d — 1)D.

El polinomio
S = (a‘dg—k—l y(lz—k—l 4o+ aO) f + (b(ll—k—l Y(ll—k—l 4o bo) ge II[}/]

es un maximo comin divisor de [ y g en I([Y]. Sus coeficientes son polinomios de
grados acotados por 2dD quc pueden calenlarse por medio de un straight-line pro-
gram de longitud O(d*+L). Este tltimo paso no modifica el orden de la complejidad
del algoritmo.

La complcjidad total del algoritmo estd acotada por O(d"3(n + L)?).

Observaciéon 1.3.7 Con las mismas técnicas utilizadas en la decmostraciéon del
Lema 1.3.6, se construye un algoritio que calcula ¢l maximo commin divisor de s poli-
nomios de grados acotados por d en una variable con cocficientes en k[ X1, ..., Xy,
a partir de un straight-line program de longitud L que evalia sus coeficientes. La
complejidad de este algoritmo es de orden (sdnL)°®) y produce un straight-line

program de longitud O((sd)® + L) para los cocficientes de un méaximo comiin divisor
de los polinomios input.

A continuacién enunciamos y demostramos una variante del algoritmo probabilistico
de Kaltofen para el cdlculo del maximo comun divisor de dos polinomios en varias
variables dados por straight-line programns (ver [22]), que se obtiene a partir del
algoritmo presentado en el lema anterior para el caso de polinomios e una variable.

Lema 1.3.8 Sean f,g € k[X),...,X,] polinomios de grados acotados por d cal-
culables por medio de un straight-line program de longilud L. Entonces, existe un
algoritmo probabilistico de complejidad d°") (n+ L) que calcula un straight-line pro-
gram de longitud de orden d°M) (n + L) pare un mdzimo comin divisor de f y g.
St los pardmetros aleatorios se eligen de un subconjunto de N eclementos de k, la
probabilidad de ézito del algoritmo (es decir, la probabilidad de que el straight-line

programn obtenido sea en efecto un mdrimo comin divisor de f y g) es al menos
1 — 2d(d+1)
T
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Demostracién. El primer paso del algoritino consiste en efectuar un cambio lineal
de variables con el objeto de obtener polinomios del mismo grado que los originales,
pero que sean mdnicos con respecto a alguua variable:

Si F'y G denotan las componentes homogénecas de maximo grado de f y g respec-
tivamente, la condicién (F G)(Ay, ..., An-1, 1) # 0 implica que los polinomios

f(Yh e ;Yn) = f(Yl + /\lYn, ey Yn—l + /\n—lYm Yn)
iY,...,YR) = gVi+ MY, ... . Yoo+ 0110, Y

son ménicos (salvo por un factor escalar) con respecto a la variable Y, y de grados
iguales a los grados totales de f y ¢ respectivamente.

Entonces, eligiendo al azar Ay,..., ,_; de un subconjunto de N clementos de k y
cfectuando el cambio de variables X, =Y,y X;i =Y+ Y, paral <i<n-1, los
polinomios f y § obtenidos son ménicos en la variable Y;, con probabilidad al menos
1- d—gg%“. A partir del straight-line program de longitud L quc evaltia f y g se
obtiene un straight-line programn de longitud 2 (n — 1) + L para f and §.

Ahora se aplica el Lema 1.3.3 para obtcuner straight-line programs para los coefi-
cientes de f y § con respecto a la variable Y,: esto agrega O(d* (n + L)) pasos.

A continuacion se determinan los grados d; y d; de f y g respectivamnente, en la
variable Y,,: se especializan los straight-line programs para los cocficientes de f y §
con respecto a Y, en cualquier (n — 1)-upla & = (§,...,& 1) ¥ se toma el maximo
término no nulo obtenido en cada caso. Observemnos que si los polinomios f y g son
monicos, los numeros hallados son efectivamente los grados de dichos polinomios.

Finalmente, se calcula un maximo comun divisor de
; d ~ d
S=fa 3ttt fo Yy G=9a,Y "+ + g0

con respecto a la variable Y, utilizando subresultantes, en forma anéloga a lo hecho
en el Lema 1.3.6.

Observaimos que el grado del maximo comiin divisor puede calcularse probabilisti-
camente especializando los straight-line programs obtenidos para los determinantes
det(S;) (0 < 1 < max{d;,dz}) de las submmatrices de la matriz de Sylvester de fy
g en un punto clegido al azar p := (y¢,...,fta—1). Puecsto que para cada 0 < 7 <
max{d,,d,}, deg(det(S;)) < deg f (degg — 1) + degg(deg f — 7) < 2 deg f degg,
concluinos que si las coordenadas de ;¢ se cligen al azar de un subconjunto de £ con

N clementos, la probabilidad de hallar ¢l grado correcto es al menos 1 — 29e&Ldegs
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El polinomio S € k[Y), ..., Ya_1][Ya] calculado por el algoritmo es un méximo comin
divisor de f y g en k[Y3,...,Yy] multiplicado por det(Sk).

Se aplica entonces el Lema 1.3.5 a S y det(Si) para obtener un straight-line program
que calcula ged(f, §).

La complejidad de estos pasos estd acotada por d°(V(n + L).

Para terminar, se realiza el cambio de variables Y, = X, y Y; = X; — \; X, para
1 <i<n-1con el objeto de obtener el mdximo comiin divisor de f y g buscado.

La complejidad del algoritmo probabilistico y la longitud del straight-line program
obtenido para el maximo comtin divisor de f y g son ambas de orden d°M(n + L).

La probabilidad de éxito del algoritimo cs al menos

deg f + degyg 2dcg fdegg 1
(1_T—)(1——N—) > 1—N(degf+degg+2degfdegg)
S 1_2d(d+1)‘
= N

Observaciéon 1.3.9 El algoritmo probabilistico construido en el Lema anterior pue-
de ser transformado en un algoritmo deterministico de complejidad secuencial de
orden (d(n + L))°" reemplazando las clecciones aleatorias por la utilizacién de
sucesiones de prueba:

Eleccion del cambio de variables y determinacion del grado de los polinomios f y
g: Se calculan todas las componentes homogéncas de f y g de grados acotados
por d mediante un straight-line program de longitud O(d? L) (ver Lema 1.3.4). Se
busca, para cada uno de los polinomios, la coinponente hoinogénea no nula de grado
mas alto evaluando los straight-line prograimns obtenidos en una sucesién de prueba
apropiada. El cardinal de dicha sucesién de prucba cs de orden O(d* L2 +d? n L+n?).
En consecuencia, se determina las componentes homogéneas I' y G de grado méximo
de f y g respectivamente con complcjidad de orden Q(ad® L? + d'n L? + n2d? L).
Finalmente se hallan Ay, ..., Ao € k tales que (F.G)(\y, ..., An_1,1) # 0 evaluando
¢l polinomio no nulo (F.G)(Xy, ..., Xn-1,1) en una sucesién de prucba, cuyo tamaio
es del mismo orden que el de la sucesion de prucba del paso anterior. Esto no cambia
cl orden de la complejidad.

Determinacion del grado de ged(f, g): Procediendo como en la demostracién del
Lema 1.3.6 se obtiene, para cada 0 < 7 < max{dcg f, deg g}, un straight-line pro-
gram de longitud O(d'(n + L)) que calcula det(S;). Para determinar el minimo
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k tal que det(Sk) # 0, basta evaluar cada uno de estos straight-line programs en
una sucesién de prueba apropiada, cuyo tamaifio serd de orden O(d®(n + L)?). La
complejidad de este paso es de orden O(d'3(n + L)?).

Radical de un polinomio

Del Lema 1.3.6 se deduce inmediatamente el siguiente resultado sobre el cilculo del
radical de un polinomio en una variable:

Lema 1.3.10 Sea R = k[X,,...,X,] y sea f € R[Y] un polinomio de grado acotado
por d en la variable Y y cuyos coeficientes son polinomios de grado acotedo por D
representados por medio de un siraight-line program de longitud L. Entonces existe
un algoritmo de complejidad secuencial de orden O(d'3(n + L)*) que produce un
straight-line program de longitud O(d' + L) que calcula un elemento @ € R y los
coeficientes de un polinomio f* € R[Y] que satisface:

f‘=0-#

ged(f, ')

El elemento 8 y los coeficientes del polinomio f* son polinomios de grados acotados
por 2d(d + 1)D.

Demostracion. En primer lugar se obtiene un straight-line program que calcula los
coeficientes del polinomio derivado f' (con respecto a la variable ) de f. A con-
tinuacion sc aplica ¢l Lemma 1.3.6 para obtener un straight-line program para los
cocficicntes de un méaximo comin divisor de f y f’. Finalmente, se resuelve el
sistema lincal que resulta de la relacion

f=ged(f,f) f*

considerando los coeficientes del polinomio f* como incégnitas.

Se obtiene asi un straight-line prograin de longitud O(d* + L) que representa los
cocficientes de f* y el elemento § € R, que es un menor de la matriz de cocficientes
del sistema.

La cota para la complejidad del algoritmo se deduce de la dada en el Lema 1.3.6
para el cilculo del mmaximo comnun divisor y de la complejidad para la resolucion del
sisterna lineal involucrado.
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El algoritmo dado en el Lema 1.3.8 para el cdlculo del maximo comiin divisor nos
periite construir un algoritmo que calcula el radical de un polinomio multivariado:

Lema 1.3.11 Sea f € k[X,, ..., Xy] un polinomio de grado acotado por d dado por
un straight-line program de longitud L. Entonces eziste un algoritmo probabilistico
que produce un straight-line program para un rad(f). La complejidad secuencial del
algoritmo y la longitud del straight-line program obtenido son de orden d°)(n+ L).
Si los pardinetros aleatorios son elegidos de un subconjunto de k con N elementos,

la probabilided de ézito del algoritmo es al menos 1 — WT”‘".

Demostracion. Obscrvamos que si [ € k[.X,...,.X,] s ménico en la variable X,
(salvo por un factor constante), entonces

f

El algoritmo se desarrolla como siguc:

Paso 1. Efectuar un cambio de variables de la forma X, = Y,, X; = Y; + L)X,
para cada 1 < i < n— 1, de manera que el nuevo polinomio f(Yy,...,Y,) sea
moénico con respecto a la variable Y;, (ver la demostracién del Lema 1.3.8).

Paso 2. Calcular gcd(f, 53;,-&) aplicando el Lema 1.3.8. El polinomio f es calculable
por medio de un straight-line program de longitud 2n + L y, es un hecho
conocido que 53-,-,% se puede calcular entonces por medio de un straight-line
program de longitud acotada por 6(n + L).

Paso 3. Elegir aleatoriamente las coordenadas de un punto 7 := (m,...,7,), con

el objeto de que ged(f, a—a‘%)(n) # 0 y calcular rad(f) segtin la férmula (1.1)
aplicando el Lemna 1.3.5.

Paso 4. Realizar nuevamente un cambio de variables para obtencr
rad(f) = rad(f) (X1 — MXu, - -» Xnc1 = Anc1 Xy Xn)-

Las cotas para la complejidad, para la probabilidad de éxito del algoritmo y para la
longitud del straight-linc program que produce se deducen ficilmente de las corres-
pondientes a los algoritmos usados en los pasos intermedios.
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Observacién 1.3.12 En forma andloga a lo explicado en la Observacién 1.3.9, el
algoritmo probabilistico construido en el lema anterior puede transformnarse en uno
deterministico de complejidad secuenciat de orden (d(n + L))°(".

1.4 Algunas herramientas algoritmicas

Los algoritmos que se construyen en este trabajo estin basados en técnicas conocidas
de Algebra Lineal efectiva y en distintos algoritinos existentes para la resolucién de
problemas de Geoinetria Algebraica.

En esta scccidon presentamos las herramientas algoritmicas basicas que se utilizardn.

1.4.1 Calculo de la dimension de una variedad algebraica

En los algoritmos presentados en los Capitulos 2 y 3 se necesitarda calcular la di-
mensién de una variedad algebraica proyectiva o afin a partir de un conjunto finito
de polinomios que la define. Para hacer esto se aplicard cl algoritmo dado en [13].

Por otro lado, las técnicas desarrolladas en [13] y [24] se utilizan también como base
del algoritmo para cl calculo de la descomnposicion cquidimensional de una variedad
alin que se describe en el Capitulo 3.

Comentamos brevemente estas técnicas.

Descripcién de los puntos aislados de una variedad

El algoritmo descripto en [13] calcula la dimensién de una varicdad algebraica a
partir de un procedimiento que permite caracterizar los puntos aislados de una
variedad afin arbitraria V dada por un sistema de ecuaciones polinomiales.

Este procedimicnto obtiene una resolucion geométrica de una variedad de dimensién
cero incluida en V y que contiene a los puntos aislados de V, y se desarrolla como
sigue:

(i) Dada una forma lineal £ arbitraria determina un polinomio p tal que p(€) se
anula sobre los puntos aislados de V.

(ii) Determina un elemento primitivo para los puntos aislados de V, es decir, una
forma lincal y tal que y(z) # y(z') para z,z' puntos aislados de V.
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(iii) A partir del elemento primitivo hallado, sc obtienen las parametrizaciones que
satisfacen las coordenadas de los puntos aislados de V, y una ecuacién para y,
lo que da la resolucién geométrica.

El paso fundamental de este algoritmo es (i), que puede verse como una forma débil
de resolucidn simbdlica (y que es equivalente en complejidad al problema general del
célculo de una resolucién geométrica).

Se considera una variedad algebraica V := V(fy,..., f;) C A", donde f,...,fs €
k[X1,...,Xn], con s > n, son polinomios de grados acotados por d > n dados en
forma densa. En un primer paso, s¢ reemplaza el sistema input por n combinaciones
lineales gencéricas fl, ceey f,, de fi,..., fs. Esta preparacion del input conserva todas
las componentes irreducibles de V' y anade, eventualmente, algunos puntos aislados,
pero reduce el problema al caso en que los puntos aislados forman localinente una
interseccién completa.

A continuacioén, se reduce el problema al caso proyectivo cero-dimnensional mediante
técnicas de liomotopia: Se considera una sucesién regular de polinomios homogéneos
auxiliares Gy,...,Gn € k(€)[Xo, X1,--.,Xn] que define una variedad proyectiva

cero-dimensional en IP"(k(e)) sin puntos en cl infinito. Méds precisamente, si F;
denota el homogeneizado de f; en la variable Xy, se define

Gi:=XoF:+eX*®/i  (1<i<n).

Se observa que especializando los polinomios Gy,...,G, en € = 0, se obtiene una
varicdad en IP"(k) que contiene a los puntos aislados de V' como componentes irre-
ducibles.

Finalmente, se hallan ecuaciones de dependencia para formas lincales sobre ide-
ales homogéneos cero-dimensionalcs sin ceros en el infinito como polinomios carac-
teristicos dc morfismos apropiados, y se muestra como calcular a partir de ellas la
ecuacion p que anula a la forma lincal £ sobre los puntos aislados de V.

En cuanto a la eleccion del elemento primitivo y el cdlculo de las parametrizaciones,
se considera en primer término la situacion para un caso particular en dos variables.
En el caso general, se toma una forma lincal genérica Y = TY X, + -+ T, X, v
se reduce el problema a analizar n situaciones que satisfacen las condiciones del
caso particular estudiado de dos variables. Esto permite determinar un polinomio
F € k[T, ...,T,] tal que para cada n-upla (\;,...,A,) € k™ con F(Ay,...,A,) #0,
la forma lincal inducida separa los puntos aislados de la variedad. Finalmente, se
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considera una forma lineal cuyos coeficientes no anulen al polinomio F y se calculan
las paramectrizaciones a partir de los resultados obtenidos en el caso de dos variables.

El resultado que se prueba es el lema del elemento primitivo que enunciamnos a con-
tinuacién en un contexto mas genecral (ver la Seccién 3.4.7 de [13] y [24, Proposition
27)):

Lema 1.4.1 Sea IR un anillo de polinomios sobre k y sea K la clausura algebraica del
cuerpo de fracciones de R. Sean fy,..., fs € R|X),..., Xn] polinomios de grados (en
X1,---,X,) acotados por d > n dados en forma densa con respecto a Xy,..., X,.
Denotemos por V.C K™ a la variedad definida por estos polinomios. Fntonces,
eziste un algoritmo de complejidad acotada por s®Vd°™ que calcula una forma
lineal y = M X, + -+ + A\ X € k[Xy,...,X,], un elemento p € R y polinomios
univariados v; € R[Y] (1 < i < n) de grados acotados por d°™ tales que

e La forma lineal y separa los puntos aislados de V.

e Las coordenadas z = (z,,...,%,) de los puntos aislados de V wverifican las
ecuaciones pz; = vi(y(z)) (1 <i<n)

Tanto p como los coeficientes de los polinomios v; (1 < i < n) son polinomios en los
coeficientes de fy,...,[s de grados acotados por d°™ gque pueden ser evaluados a
partir de dichos coeficientes por medio de un straight-line program de longitud d°™.

Obscrvamos que, de la demostracién del lema (ver [24]), se deduce la existencia de
un polinomio F € R[T},...,Ty] de grado acotado por d°™ que verifica:

e Toda forma lincal y = A\ X, + -+ + A, X cuyos coeficientes satisfacen la
condicién F(Ay,...,A,) # 0 separa los puntos aislados de V.

e El algoritino dado para cl cédlculo de las parametrizaciones puede aplicarse a
cualquier forma lineal y cuyos cocficientes no anulen a F.

Sean y una forma lineal, p € k y v,...,v, € k[Y] los elementos que produce el
algoritmo dado por el Lema 1.4.1 aplicado a los polinomios fy, ..., f; que definen la
variedad V.

Considcremos los polinomios

1 1 )
Fj = pdfj(; "UI(Y),...,;"U"(Y)) 1<j<s (1.2)
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y sea q su maximo comin divisor en k[Y].

Se verifica:

e Si la variedad V' contiene puntos aislados, cutonces q # 1.

e Si g # 1, entonces la variedad V' es no vacia.

El polinomio q cs de grado d°™ y se pueden calcular los coeficientes de un miltiplo
escalar de q por medio de un straight-line program sin divisiones en ticmpo secucencial
$0()gom),

La forma linecal y, el polinomio libre de cuadrados cnyos ceros coinciden con los
de ¢, y los polinomios vy,...,v, € k[Y] dan una resolucién geométrica de una
variedad cero-dimensional incluida en V' quec contiene a los puntos aislados de V.
En particular, si ditn V' = 0, se obticnc una resolucion geométrica de V.

Observaciéon 1.4.2 Con las notaciones anteriores, si V' ¢s una variedad que o bien
cs vacia o bien conticne puntos aislados, se verifica

V =0 <= q cs constante.

Modificando convenientemente la construccién anterior podernos resolver este prob-
lema en un caso mds general: Sean fi,..., fs,g9 € k[X),...,Xy] polinomios tales
que deg f; < dy (1 <i<3s)ydegg <dp. SeaV =V(fy,...,f,) C A" y sea
U= {ze€k":g(z) #0}.

Sean y una formna lineal, p € k y vy,...,v, € k[Y] dados por el Lema 1.4.1 aplicado
a los polinomios fi,..., fs; que definen la variedad V. Sean Fy,...,F, € k|Y] los
polinomios construidos como en la ecuacion (1.2) tomando d = d, y sca g € k[Y] su
médximo comun divisor. Sea ¢ tal que deg [; < § para todo 1 < j < s. Consideremos

cl polinomio

1 , 1 o\ 9
G:= (pd’.g(; vy (} ),...,;-v,,()' ))) .

Entonces, si V NU tiene a lo sumo puntos aislados de V, es ficil ver que

VNU=0 < ¢divideaG.
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Calculo de la dimensién

El algoritmo de Giusti y Heintz que calcula la dimensidn de una variedad algebraica
afin se basa en el lema del elemento primitivo que hemos enunciado y en la si-
guicnte observacion: si la variedad V' tienc dimension 7, la interscccion de V con r
hiperplanos genéricos tiene dimensién 0.

En un primer paso se considera, para cada i (0 < h < n), la variedad V,, que
consiste de los ceros comunes de los polinomios que definen a V' y h formas lincales
genéricas. Se aplica el Lema 1.4.1 para obtener un polinomio g, de grado d°™ que
verifica:

1. Si la variedad V), contiene puntos aislados, entonces g, no es constante.

2. Si q;, no cs constante, entonces V, ¢s no vacia.

A continuacidén se determina para qué valores de h el polinomio ¢, no es constante.

El valor r = dim V es el maximo A tal que el polinomio ¢, no es constante, o —1 si
todos lo son.

Se deduce entonces el siguiente Teorema (ver la Seccién 3.5 de [13]).

Teorema 1.4.3 Salvo por una preparacion previa, se puede calcular la dimension
de una variedad afin V definida por polinomios f\,..., fs € k[Xy,..., X,] de grado
acotado por d > n, en tiempo secuencial s9VdO™) mediante un algoritmo bien
paralelizable que no contiene divisiones.

1.4.2 Eliminacion de cuantificadores

En los algoritmos que se exhiben en el Capitulo 2 sc utiliza de manera fundamental el
algoritmo efectivo para eliminacién de cuantificadores sobre cuerpos algebraicamente
cerrados descripto en [29).

Antes de presentar los resultados que se utilizardn y las ideas en que se basan los
algoritmos involucrados, daremos algunas definiciones elcmentales.

Sea k un cuerpo y sea k una clausura algebraica de k. El lenguaje de primer orden
o lenguaje elemental sobre k con constantes en k, denotado por £, consta de los
siguientes simbolos no légicos:
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i) Para cada a € k, una coustante que también llamaremos a.
ii) Los simbolos de funciones: +, —, .

iii) El simbolo de relacién =

Las variables de £ scran consideradas como indeterminadas Xy, ..., Xy, ... sobre k
(infinitas numerables), y los términos del lenguaje, representados por polinomios en
esas indeterminadas con cocficientes en k (notar (ue cada término involucra finitas
variables).

Dec e¢sta mancra, un término tipico sera un polinomio multivariado I? con coeficientes
en k y una férmula atémnica tipica sera I' = 0. Para la negacion de esta formula
escribiremos F' # 0.

El lenguaje £ se construye a partir de las fériulas atdimicas usando los concctivos
logicos A,V y =, y los cuantificadores de primer orden 3 y V aplicados a clementos
de k (no a conjuntos, relaciones ni predicados de mayor orden de k).

Se llama variables ligadas o cuantificadas a aquéllas que aparecen en una férmula
acompaimnadas por un cuantificador, ya sca cxistencial o universal. A las restantes
variables que aparecen en la [6rmula sc les dice variables libres.

Diremos que dos férmulas & y ¥ del lenguaje £ son equivalentes con respecto a k si
se verifican las dos condiciones siguicntes:

i) ® y ¥ ticnen el misino nimero de variables libres

i) Si m cs la cantidad de variables libres de ® (y de ¥) entonces, para cada m-
upla z = (z1,...,Zm) € k™, &(z) cs verdadera si y sélo si ¥(z) lo es (donde
d(x) significa reemplazar las m variablcs libres de ® por z;,...,Zm).

La longitud de una {érmula &, que notaremos |®|, cs la cantidad de simnbolos nece-
sarios para escribir a ®.

Es un hecho clésico de la teoria de modelos que ¢l lenguaje de primer orden L sobre
k admite climinacién de cuantificadores, es decir, para toda férmula & € £ existe
una féormula ¥ € L, sin cuantificadores, equivalente a . Ademads, esta eliminacién
pucde hacerse en forma algoritmica (ver, por cjemplo [20] y [17]).

Un caso fundamental de eliininaciéon de cuantificadores es el de una férmula con
un solo bloque de cuantificadores que ¢s una conjuncion de formulas atomicas (y
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ncgaciones de férmulas atémicas), que corresponde a la proyeccién de un conjunto
cerrado algebraico (resp. localmente cerrado). Nos restringircmos a analizar este
caso, quc es ¢l tipo de férmulas con las que trabajarcimos mas adelante.

Un bloque de cuantificadores existenciales sin desigualdades

Sean F,...,F, € k[Xy,...,X,] polinomios de grados acotados por d > m en las
variables X, _m+1,-- -, Xn y de grados acotados por ¢’ en las variables Xy, ..., Xn_m,
codificados en forma densa en las variables X;_u41,...,Xn con coeficientes poli-
noinios en k[X\,..., X,_n] dados por uu straight-line program de longitud L.

Sca P C A"™™ cl conjunto

P={(z1,.. ) Tn-m) €™ / I(Tn_ms1,---1Tn) € k™ -
Fi(zi,...,22) =0 A ... A Fy(z4,...,2,) = 0}.
Observemos que para cada punto (£i,...,&—m) € K"~™ se tiene (£, ... yén-m) EP
si y solo si
{(zn—m+1, oo )xn) € Em . Fl(fl) e afn—m)zn—m+l)- .. ,17,;) = 0 A
Ao A Fa(fla---)En—m)zn—m+l’---)xn) = 0} # @

Consideremos el anillo R = k[&y,...,&u—m)- Sean fi,...,fs € R[Xn_ms1y.-.,Xn)
los polinomios definidos por

fi(Xm—m+l)- . )Xn) = Fi(fl)' . -,gn—m,Xn—m+lv- . )Xn) i= 1) <0y 8.

Sea K una clausura algebraica del cuerpo de fracciones de @ y sea V la variedad
algebraica definida por los polinomios fi,..., f; en I{™. Entonces

(€1y.. Enm) EP <= V#0 < dimV >0

La idea es hallar una condicién polinomial equivalente a que la variedad V sea
vacia por medio del algoritmo de Giusti y Heintz para el cdlculo de la dimensién
(ver Teorema 1.4.3). Sin embargo, no es posible aplicar el algoritino directamente
debido a la imposibilidad de decidir si un clemento dado de R es cero o no, puesto
que (&, ...,&x—m) es arbitrario. Se lo modifica entonces convenientemente:

1. Cada vez que se necesita decidir si un elemento 8 del anillo de base es cero
o no, se consideran las dos posibilidades: § =0y B # 0, lo que da lugar a
ramificaciones en el algoritmo.
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2. Teniendo en cuenta que para cada uno de los polinomios que se obtienen como
resultados intermedios del algoritmo se conocen cotas para su grado y para
la longitud del straight-line program que lo evalia, la condicién de que un
polinomio sea el polinomio nulo se reemplaza por la de que se anule sobre
todos los elementos de una sucesién de prueba apropiada.

Asi se obtiene el siguiente resultado (ver [29, Theorem 3.2.1]):

Proposicién 1.4.4 Con las notaciones e hipdlesis anteriores, salvo por una pre-
paracién previa, se puede hallar por medio de un algoritmo bien paralelizable y sin
divisiones de complejidad secuencial I 4+ sOMdO0™ una formula W libre de cuantifi-
cadores que verifica

P={(z1,. s Tn-m) €™/ ¥(T1,...,Tn-m)}-

La longitud de la formula ¥ es de orden L+ s9(NdOM™) y en ella aparecen a lo sumo
s9Mdotm) polinomios de grados acotados por d' d°™), dados por un straight-line
program de longitud L + s9(1)gom),

Un bloque de cuantificadores existenciales con desigualdades

Scan Fy,...,F, € k[X,,...,X,] polinomios de grados acotados por d > m en las
variables Xp—in41,- - -, Xn y de grados acotados por @ en las variables restantes. Sean
Gy,...,Gg € k[X},...,X,] polinomios con grados en las variables Xp_m41,- .., Xn
acotados por & y grados acotados por ¢’ en las variables X,,..., X,,_m. Los poli-
nomios Fy,..., F;,G,,...,Gy se suponen dados por un straight-line program de
longitud L.

Sca P C A" ™ el conjunto definido por

P={(z1,.-.-,Zn-m) €K™/ NTp-ms1,---»Tn) €K™ : Fi(Z1,...,%Ta) =0 A...
A...ANFy(zy,...,20) =0AG1(Z1,...,Zp) #FOA ... AGg(zy,...,24) # 0}

De manera analoga a lo que sucede en el caso sin desigualdades, la idea dcl algoritmo
es ver el problema de la eliminacién como ¢l de decidir, para cada punto del espacio
de parametros, si cierto conjunto algebraico (en este caso la interseccién de un
cerrado con un abicrto) es vacio o no. Para resolver este dltimo problema se adaptan
los 1nétodos de Giusti y Heintz para el calculo de la dimension, teniendo en cuenta
la segunda parte de la Observacion 1.4.2.

Dec csta manera, sc obtiene el siguicnte resultado (ver (29, Theorem 3.4.1)):
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Proposicion 1.4.5 Con las notaciones e hipitesis anteriores, salvo por una prepa-
racion previa, se puede hallar mediante un algoritmo bien paralelizable y sin divi-
siones de complejidad secuencial de orden L?(ss'6)°(NdOM™) una formula ¥ libre
de cuantificadores que verifica

P={(z1,-..,%n-m) € En_m/\l’("vlv - "T"-m)}

La longitud de la férmula U, asi como también la cantidad de polinomios que apare-
cen en ella, es de orden L?(s s' §)°MNd9t™) . Ademds, los polinomios de salida son de
grado acotado por §'d'(s' §)°MNdOM™) y estin dados por un straight-line program de
longitud L?(s s’ §)°MdO0m,

1.4.3 Método de Newton

La tercera de las herramientas algoritmicas principales que se utilizaran es una
aplicacidon simbdlica sin divisiones del algoritmo de Newton-Hensel, que representa
una version algoritmica del Teorema de la Funcion Implicita.

Presentamos en primer lugar el resultado tedrico en que se sustenta el algoritmo.

SeanTy,...,Tm, Xi,..., X, indeterminadas sobre k. Escribiremos T := (T3,...,Ty)
y X :=(X),...,Xn). Dado t € k*, notaremos T — t := (T} — t;,..., Tin — tm).

Sean fy,..., fa € k[T, X] polinomios. Notaremos f := (f1,..., fn) y Df ala matriz
jacobiana de f con respecto a las variables X, es decir

an 9N
X 9Xn
Df:=| :
AUn Ofn
X1 dXn

Finahnente, Jf denotard al determinante de la matriz Df.
Lema 1.4.6 Sean fy,..., fn € k[T, X], y sea (t,£) € A™ x A" tal que
[it,8) =0,...,.[a(t,6) =0 y Jf(t,£) #0.
Entonces eziste una n-upla R = (Ry,...,Ry) € k|[T — t]]* que verifica:
e i(T,R)=0,...,fn(T,R)=0

o R(t) := (Ri(t),...,Ra(t)) =§.
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Demostracion. Sea f(X) := (fi(T, X),..., [u(T, X)).

Se define el opcrador de Newton asociado a f como

JF(X). Xt — adj(DF)(X) . f(X)"
57153 (19

donde adj(Df) denota la matriz adjunta de la matriz Df.

Np(X)t = Xt = DF(X)™" f(X)t =

Observamos que Jf(X) # 0, puesto que considerandolo como polinomio en las
variables T, ... Tpn, X1, - . ., X, se ticne que Jf(¢,&) # 0.

Se define la siguiente sucesion de vectores de funciones racionales:

RO .= ¢
{R(k) = N](R(k-l)) = N}’({) para k € IN

Teniendo en cuenta la férmula (1.3) para el operador de Newton, para ver que la
sucesion (R®))iew, estd bien definida, basta con verificar que Jf(R¥)) # 0 para
cada k € INp.

Supongamos que R*) € k(T)* y que R*¥)(t) = £ (es claro que esto vale en el caso
k = 0). Entonces J f(R®) # 0 € k(T), puesto que

[ 9h(t, RO (1)) 20 (¢, R® (1))
JF(RENY(t) = det :
\ &=(t, R®)(2)) 2 (¢, R®(1))
(2t €) 20-(t,€)
= det : : = Jf(t,€) #0
&a(t,€) 2 (¢,¢)

por hipdtesis.
En consccuencia, se puede definir R**Y) := N;(R®) € k(T)" y, del hecho que
REN(t) =€y f(t,&) =0, se deduce que

RE+D (1) = Ny(R®)(t) = ¢ — Df(1,€)"".f(¢t,€)t = €

Esto muestra la buena definicién de la sucesién (R®))en.

Por la definicién del operador Ny, como J f(t,£) # 0, resulta que los denominadores
de las coordenadas de cada uno de los vectores R*), k € IN, no se anulan en t. Por
lo tanto, considerados como elementos de k[[T' — t]], son inversiblcs.
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Luego, R*¥) € k[[T — t]]" para cada k € INy.
Veamos que para cada k € INg valen las siguientes condiciones:
(i) £;(T,R®) e (T — t)** C k[[T — t]] para cada 1 < j < 7.
(i) R**Y — R® e (T — )2 c k[T - t]] para cada 1 < i < m.
donde (T — t) denota el ideal de k[[T" — t]] generado por Ty — t1,...,Tip — tpm.

Para k = 0, dado que f;(t,€) =0 paracadal1 < j<m,
fj(T)R(O))=fj(Tv£)€ (T_t) j=1..,n

y, como RV — ¢t = —Df(£)~. f(€)t, vale R — ¢ € (T — t) para cada 1 < i < n.

Supongamos que las condiciones (i) y (ii) valen para k € INy.

Para cada 1 < j < n, considerando el desarrollo de Taylor centrado en R*) del
polinomio f; (visto como polinomnio cn las variables X) se ticne que

ST, R*) — (1, 1) - 3 237, o), () - RP) € (D - RO,
-

i=1 i

donde (R*+1 — R()) es el ideal
(R*+D — g0y .= (R**) — R®) .1 < i < n) CE[T - 1]).
De la definicién de R(+)) se deduce que
Df(R¥).(R**Y — R®) = — f(R®)

y por lo tanto

fj(T, R(k+l)) - fj(T, Rk) - i %(T’ R(k))‘ (ng+1) _ ng)) — fj(T, R(k"'l)).
{

i=1

Por hipdtesis inductiva, REkH) - R,(k) € (T - t)zk para todo 1 < i < n, de donde se
deduce que (R*+) — RON2 (T — )2*'. Lucgo

fi(T, R**Y e (T — )",
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Para probar la validez de la condicidn (ii), basta observar que por definicion
R(k+2) _ R(k+l) — —Df(R(k+l))_l.f(R(k+l))t
y tener cn cuenta que vale (i) para k = 1.

La condicion (ii) implica que para cada 1 < i < n la sucesion (R,(k))kem converge a
un elemento R; € k[[T —t]). Sea R := (Ry,...,Ry).

Es claro que R(t) = €. Finalmente, la condicién (i) implica que f;(7',R) = 0 para
cadal<j<n

[s]

Desde el punto de vista algoritmico, se utilizard cl operador de Newton introducido
en la demostracién del Lema 1.4.6 con el objeto de aproxitnar soluciones en k[[T —¢t])"
de sistemas de ccuaciones polinomiales en k[T][ X4, ..., X,].

Se considerard la siguiente nocién de aproximaciéon: Dadas ¢ y ¢ en k[[T —t]] y
M € Ny, dircinos que @ aprozima a ¢ con precision M si ¢ — ¢ € (T — t)M.
Si® = (p1,...0n) y ® = (G1,...Pn) son vectores en k([T — t]]*, diremos que ®
aprozima a ® con precision M si ¢; — p; € (T — )M para cada 1 < i < n.

Sean fy, ..., fn € k[T, X] polinomios tales que cl determinante de la matriz jacobiana
D f es un polinomio no nulo. Se considera ¢l operador de Newton asociado a f :=

(fly- . -,fn)
Ny(X) = X* = DJ(X)™". /(X)"

Como se vio en la demostracién del Lemna 1.4.6, si (t,£) € A™ x A" satisface

fl(tvf) = 0,...,fn(t,f) =0y ]f(t,f) 7&0

para cada k € N, el vector R%®) := N§(£) € k[[T — t]]* aproxima con precisién 2*
a un vector R € k([T — t]] que es solucién del sistema f,(X) =0,..., fu(X) =0.

Observainos que N;(X) estd dado por un vector de n funciones racionales en (T, X),
al igual que NF, la k—ésima iteracion de Ny. En otras palabras, para cada k € IN
existen numeradores ¢\, . . ., g\ € k[T, X] y un denominador no nulo 1) € k[T, X]

tales que
gt &
Nf = (3o i) € KTX).
En cl siguicnte lema se describe un straight-line program sin divisiones que evalia
cstos polinomios.
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Lema 1.4.7 ([11, Lemma 80]) Con las mismas hipdtesis y notaciones que en el
Lema 1.4.6, supongamos que los polinomios fi,..., fa € k[T][X] tienen grados aco-
tados por d y estdn dados por un straight-line program de longilud L. Sea k € IN.
Entonces eziste un straight-line program de longitud O(kd?n’L) que evalia poli-
nomios g\, ..., g%, h(® en k[T)[X] con hW(t,£) # O que representan los numer-
adores y un denominador de las funciones racionales que se obtienen en la k-ésima
iteracion del operador de Newton.

Demostracion. El operador Ny puede escribirse como

Jf(X). Xt = adj(Df)(X).f(X)!
Jf(X)

Denotemos por a;; (1 < 4,5 < n) a las eutradas de la matriz adj(D f). Consideremos
los polinomios

Ny(X)t =

gi:'_—Jf-Xi_Zaijfj (1<i<n).

i=1
Observamos que las entradas (a;;) de la matriz adj(Df) son polinomios en k[T, X]
de grados acotados por (n — 1)(d — 1) y que Jf € k[T, X] tiene grado acotado por

n(d — 1). Luego, v := nd+ 1 es una cota superior para los grados de los polinomios
g1y---,9n € k[T’X]

Para cada 1 < 7 < n, sea §i(Xo,X1,...,Xn) el polinomio en k[T][X,,...,Xy)
que se obticne al homogeneizar g; por una nucva variable Xo. Andlogamente, sea
Jf(Xo,...,Xa) el homogeneizado de Jf. Finalmente, sean

Gi(Xo,-- s Xn) = Xg™™®%.5  (1<i<n)
H(Xo,...,X,) = Xg*/ITf

Las entradas de la matriz adj(Df) y el polinomio Jf pueden ser evaluados por
medio de un straight-line program de longitud O(n® + nL) (calculando un straight-
line progran para las derivadas parciales de los polinomios fy, ..., f, y aplicando el
algoritmo de Berkowitz a Df). Esto perimite obtener un straight-line program de
longitud de orden O(d?(n” + n3L)) para los polinomios Gy,...,G, y H.

Definimos recursivamente los siguientes polinomios:

gV = Gil,X1,..., Xa) (1<i<n)
R = H(1,X,,...,X,)
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Parak > 2: g = Gi(h®*D, gV, .. g¢M) (1<i<n)
R® = H(RED, g+, glk=D)
Es facil ver que para cada k € IN los polinomios g{®, . . ., ¢ son numeradores y h(®)

es un denominador para la k-ésima iteracion del operador de Newton Ny, y teniendo

en cuenta que
(k) (k) gt (k-1
—_— v n
h*) = (h®) .Jf(h(k_l),...,h(k_l)
se deduce que h*%)(t,£) # 0 para cada k € IN.

Fijado k € IN, iterando  veces el straight-line program que calcula G,,...,G, y H,

se obtiene un straight-line program de longitud O(k d*n” L) que evaliia los polinomios
(x) (x) %)

g1 .- ,gn y RV




Capitulo 2

Forma de Chow. Algoritmos
deterministicos

En este capitulo se muestra la existencia de un algoritmo bien paralelizable que,
tomando como entrada un conjunto de s polinomios hotnogéneos en n + 1 variables
de grados acotados por d > n que define una variedad proyectiva V', produce un
straight-line program que calcula la forma de Chow de la componente equidimnen-

sional de V de mayor dimensién. La complejidad secuencial del algoritino es de
orden s9)do(m),

Aplicando este algoritmo se obtiene otro (ue, dada una variedad V (afin o proyec-
tiva) produce polinomios que definen su componente equidiinensional de mayor di-
mension con cotas de complejidad del mismo orden. Como aplicacion, se exhibe un
algoritmo para decidir si una variedad cs equidimensional o no.

2.1 Forma de Chow de una variedad proyectiva

La construccién de la forma de Chow para variedades proyectivas equidimensionales
ticue por objeto caracterizar variedades de dimension y grado dados por medio de
coordenadas en cierto espacio proyectivo.

Un caso en ¢l que esto puede hacerse facilinente es el de las hipersuperficies: cada
hipersuperficie de grado D en IP™ tiene asociado univocamente (salvo por un factor
constante) un polinoinio homogéneo de grado D en n+ 1 variables: un generador de
su ideal de anulacion. Los coeficientes de este polinomio pueden considerarse como
un punto en un espacio proyectivo.

46
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El problema al intentar parametrizar varicdades en IP" en un caso mds gencral es que
una variedad de codimensién mayor que 1 no estd definida por un tinico polinomio,
es decir, su idcal de anulacién no estd gencerado por un solo polinowio. Adeinds
pucden clegirse distintos sistemas de generadores para dicho ideal. La idea para
resolver el problema en el caso de una variedad V C IP* equidimensional arbitraria
es reducirlo al de una hipersupetrficie, asociando a cada varicdad equidimensional V
una hipersuperficic en un espacio proyectivo adecuado.

Comenzarcinos por el caso de una variedad proyectiva irreducible (ver [32}):

Scan Xo, ..., X, indeterminadas sobre k. Sea V C IP™ una variedad proycctiva
irreducible definible por polinomios en k[ Xy, ..., Xy,], y sea 7 la dimensién proyectiva
de V.

Para cada i, 0 < 72 < 7, denotamos por U; a un grupo de n 4+ 1 nuevas variables
U; := (Ui, Uy, - - ., Uin) asociado a una forma lincal genérica

Li(U,',X) =Ujg Xo+Un Xi+---+U;n X

donde X = (Xy,...,X,).
Sea I'(V) C (IP"*)™+! x IP" el conjunto

L(V) = {(uo,...,ur,z) € (P xP*:z €V, Lo(up,z) =0,..., L (u,,z) = 0}.

Consideremos la proyeccién canénica my : (IP*)™! x P* — (IP*)™*!. Se tiene que
m1(C'(V)) es un conjunto cerrado en (IP*)"+!.
Veamos que 7 (I'(V)) es una hipersuperficie (esta serd la hipersuperficie que asocia-

remos a la variedad V):

Para csto, considercmos la proyeccion m, : (V) — V sobre las iltimas coordenadas.
Es claro que mo(I'(V)) = V.

Dado € € V, el conjunto m3'(€) consta de los sistemas (ug, ..., u,, €) tales que €
pertenece a cada uno de los hiperplanos de ecnacion ui Xo + -« - + iy X = 0 para

0 < i < 7. Puesto que el conjunto de losy € IP” tales que & € {yoXo+- + “+ynXn = 0}
cs un hiperplano en IP", resulta que

my ' (€) = (™)™ x {¢}

Lucgo, 75 '(£) es una variedad irreducible de dimensién (n — 1)(r + 1).
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En consecuencia, I'(V) es irreducible y
dim(T(V)) = dim7;'(€) +dimV=(n—-1)(r+1)+r=n(r+1) -1

Consideremos ahora m; (I'(V)) C (IP*)™*!, que es por lo tanto un cerrado irreducible.

Obscrvamos que cste conjunto consta de los puntos (ug, ..., u,) € (P") *! tales que
la interseccion de los 7 + 1 hiperplanos de ecuaciones

U,'OJY0+"'+Uian=0 i=0,...,7‘

con la variedad V es no vacia.

Pucsto que dim ¥V = r, existen r hiperplanos H,, ..., H, C IP" tales que la variedad
Hin---NH, NV es de dimension 0.

Scape HiNn---NH, NV y consideremos un hiperplano Hy que contcuga a p. En-
tonces, si ug, . .., u, son los vectores de coeficientes de las ecuaciones de Hy, ..., H,,
sc tiene que 71 ! (ug, ..., u,) es de dimensién 0.

Del teorcma de dimension de las fibras, deducimos que
dim(m (F(V)) = dim(T'(V)) = n(r +1) - 1,

es decir, que m;(I'(V)) es una hipersuperficic en (IP*)7+!.

Por lo tanto, m;(['(V)) es el conjunto de los ceros de un dnico polinomio libre de
cuadrados Fy € k[Uy,...,U;] (univocamente determinado por V salvo por un fac-

tor constante) irreducible y homogéneo en cada uno de los sistemas de variables
Uo,. .., Us.

Llamaremos a cualquier polinomio Fy que satisfaga lo anterior, una forma de Chow
de la variedad proyectiva irreducible V.

De la definicién de Fy se deduce que dados hiperplanos Hy,..., H, C IP", cuyas
ecuaciones estan determinadas por los vectores de coeficientes uy,...,u, € IP", se
ticne que

fv(Uo,...,ur)=0 — VﬂHoﬂ...ﬂHraéV).

La variedad V estd univocamente dcterminada por su forma de Chow Fy en el
siguiente sentido: un punto £ € IP™ pertenece a V si y sélo st dados 7+ 1 hiperplanos
Hy, ..., H, que conticnen a z, cuyas ecuaciones cstan dadas por uy,...,u, € IP", se
tiene que Fy(uo,...,u,) =0.
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En efecto, de la definicién de la formma de Chow sec deduce que para cada z € V, se
tiene que Fy(uo, ..., u,) = 0 para cnalesquiera 1wy, . .., u, tales que

;
T E ﬂ{'ltio /Yo + -+ Uy /Yn = 0}
1=0
Por otro lado, si z ¢ V, existen r + 1 hiperplanos Hy, ..., H, que conticnen a z

tales que HoN...NH, NV = . Luego, si ug,...,u, son los cocficientes de estos
hiperplanos, serd Fy(uo,...,u,) # 0.

Una forma de Chow Fy de V' es un polinomio liomogénco del mismo grado en cada
uno de los grupos de variables Uy, . . ., Uy, puesto que caracteriza un conjunto deter-
minado por una condicién que es simétrica con respecto a los grupos de variables.
Mis ain, este grado coincide con el grado de la variedad V:

Si se consideran r hiperplanos genéricos I, .. ., H, cuyas ecuacioncs estian dadas por
Uy, ..., U, la interseccion de V con Hy,..., H, counsiste de exactamente D = degV
puntos p(V, ..., pP). Ademss (uo,...,u,) € m([(V)) si y sélo si el hiperplano H
cuya ccuacion estd determinada por up conticne a alguno de dichos puntos. Luego,
sip® = (p,...,p) para cada j (1 < j < D),

FyUo,u,. .. u) = 1‘[ (P + - - - + pP Uy )7

para algln a € k y ciertos 7; € N (1 < j < D).

Tenicndo en cuenta que Fy es libre de cuadrados, el polinomio Fy(Uy,uy,...,u,)
genéricamente no tiene factores multiples. Lucgo degy, Fy = D = degV para cada
0<i1<r.

Para terminar, considereinos el caso de una varicdad proyectiva equidimensional:

Sea V C IP™ una variedad equidimensional definible por polinomiosen k[ Xy, ..., Xy).
[4
Sca r la dimension proycctiva de V y sea V = U C; la descomposicion de V' oen
i_
componentes irreducibles.

Con la miqma notacion utilizada en el caso (le varicdades irreducibles, se tiene que
(V) = U [(C;) y, por lo tanto m (I'(V)) = U T (T(Cy)).

Por lo dcmostlado para variedades lrreducﬂ)les, se tiene que 7 (I'(C;)) es una hiper-
superficic irreducible en (IP*)™*!. Lucgo, m;(I'(V)) es una hipersuperficie en (IP*)"+!



CAPITULO 2. FORMA DE CHOW. ALGORITMOS DETERMINISTICOS 50

y por lo tanto estd definida por un polinomio Fy € k[U,, ..., U,] libre de cuadrados,
unfvocamente determinado por V salvo por un factor constante, al que llamaremos
una forma de Chow de la variedad proyectiva equidimensional V.

Observamos que si Fy es una forma de Chow de V, entonces Fy = H Fc;, donde

para cada 1 < ¢ < t, F¢, es una forma de Chow de C;, y Fy es un polinomio
multihomogéneo de grado deg V' en cada uno de los sistemas de variables Uy, ..., U,.

Como en el caso de una variedad irreducible, una forma de Chow de una variedad
proyectiva equidimensional V de dimensién  contiene toda la informacién de la
varicdad. Mas aiin, mas adelante veremos como ntilizando la equivalencia

eV < (u.-oa:o+---+uina:,,=0 VOSi§r=>}'v(uo,...,ur)=0)

se puede recuperar la variedad V' a partir de una forma de Chow Fy .

2.2 Resultados conocidos acerca del calculo de la
forma de Chow

El calculo de la forma de Chow de una variedad proyectiva puede hacerse al-

goritmicamente. Entre los algoritinos que realizan esta tarca podemos mencionar
los exhibidos en (3], [12] y [29].

El algoritmo descripto en {3] calcula la forma de Chow de un ideal homogéneo
equidimensional dado por un sistema de generadores, micntras que el algoritmo
de Puddu y Sabia ([29]) produce la forma de Chow de una variedad proyectiva
irreducible a partir de un conjunto finito de polinomios homogéneos que la define. Un
inconvenicnte que presentan estos dos algoritmos es que uno debe saber de antemano
que el ideal o la variedad considerados verifican la condicién de equidimensionalidad
o irreducibilidad necesaria para la aplicacion del algoritmo.

Giusti y Heintz construyen en [12] un algoritino que se desarrolla en dos pasos: En un
primner paso, calcula la descomposiciéon equidimensional de una variedad algebraica
V' a partir de un sistema finito de polinomios que la define. Luego, utilizando las
ecuaciones obtcnidas para cada una de las componentes equidimensionales de V,
calcula la forma de Chow de cada una de dichas componentes cquidimensionales.

Las complcjidades de los algoritmos mencionados dependen de los siguientes para-
metros:
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e La cantidad de polinomios homogéneos de entrada s
e El mimero de variables n + 1 de estos polinomios
e Una cota superior d para el grado de los polinoinios

e La dimension = del ideal o la variedad considerados

y son de érdenes s3d2("=")?) en el caso de [3], s2MdO™) para el algoritmo de [29]
y (sd)**" en [12].

2.3 Resultados obtenidos

Scan I,..., F, polinomios homogéncos cn k[ Xy, ..., X,] y sea V C IP*(k) la varie-

dad proyectiva formada por los ceros comunes de estos polinomios, es decir
V={zelP*k)/ Fi(z)=0A...AF,(z) = 0}.

Sea r = dimV y sca V; la componente equidimensional de V de dimensién r.

En un primer paso, se construird un algoritmo de complejidad sccuencial de orden

s9MdoM que produce un straight-line program de longitud del mismo orden para

una forma de Chow de V;. A continuacién, utilizando la forma de Chow calculada,

se obtendra un conjunto finito de polinomios que define V.

Luego se adaptara convenientemente el algoritmo para calcular la componente equi-

dimensional de mayor dimensién para el caso de una variedad afin, con cotas de

complejidad del misino orden.

Finalmente se describird un algoritmo que decide si una variedad algebraica es

equidimensional o no.

Cabe destacar que el algoritmo para el cdlculo de la forma de Chow que exhibire-

mos realiza la misma tarea que los algoritmos dados en [3] y [29], pero con cotas

de complejidad menores a las de dichos algoritmos y sin necesidad de informacién
adicional sobre la variedad considerada.

2.3.1 Calculo de una forma de Chow de la componente equi-
dimensional de V de dimension dimV

En esta scccion se describe un algoritmo que, a partir de polinomnios que definen una
variedad proyectiva V de dimension r, calcula una forma de Chow de su componente
equidimensional de dimensién r.
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Para comenzar, probaremos un lema que nos permitira obtener, dada una variedad
proyectiva arbitraria V, una relacién entre un conjunto finito de polinomios que
la define y una forma de Chow de su componente cquidimensional de dimensién
maxima.

Lema 2.3.1 Sea V C IP™ una variedad proyectiva de dimension r y sea V, la com-
ponente equidimensional de V de dimension r. Para cada 0 < i < r, sea U; =

(Uio, - - -y Uin) un grupo de n+ 1 nuevas variables y sea L; := Ujp Xo + - - - + Uin Xp.
Consideremos el conjunto I'(V) C (IP")™*! x IP" definido por

T(V) = {(u,z) € (IP*)™*' xP" /x € V A Ly(ug,z) = OA ... A Ly (1, 2) = 0}

y la proyeccidon my : (IP™)™*! x IP* — (IP*)™*! sobre las primeras coordenadas.
Entonces, m(T(V)) tiene codimensién 1 en (P*)™+! y cualquier polinomio libre de

cuadrados que define su componente equidimensional de codimension 1 es una forma
de Chow de V.

Demostracion. DPara cada componente irreducible C de V, consideremos el conjunto
['(C) C (IP*)™*! x IP" definido por

[(C) = {(u,z) € (P")* x P* / 2 € C A Lo(ug,z) = OA ... A L,(ug,z) = 0}.

Observemos que I'(V) = |JT(C), donde la unién recorre todas las componentes

C
irreducibles de V.

Sean m; : (P™")™*! x P* - (P")"*!' y mp : (P")™*! x P* — IP" las proyecciones
candnicas. Se tiene entonces que m(['(V)) = |Jm(T(C)) (unién sobre todas las
componentes irreducibles de V). ¢

Sca C una componente irreducible de V. Analicemos el conjunto m (I'(C)).

Sidiin C = r, entonces 7, (I'(C)) es un conjunto cerrado de codimensién 1 en (IP")r+1
(ver Scecién 2.1).

Consideremos ahora el caso en que dim C < r. Como m,(['(C)) = C y paracadaz €
C, 77 (z) = (P"!)"+! x {z} es un conjunto irreducible de dimensién (n—1)(r+1),
entonces ['(C) es irreducible y dimI'(C) = dimn;'(z) + dimC < n(r + 1) — 1.
Lucgo, dim 7 (I'(C)) < n(r +1) — 1.

Sca

I'(V;,) := {(u,z) € (IP*)™* x P* / 2 € V; A Lo(u0,z) = OA ... A L. (uy, ) = 0}.



CAPITULO 2. FORMA DE CHOW. ALGORITMOS DETERMINISTICOS 53

Puesto que V; es la unién de todas las componentces irreducibles de V' de dimensién r,
resulta que m; (I'(V;)) es la componente equidimensional de m (I'(V')) de codimensién
1.

Teniendo en cucnta que una forma de Chow de V; es, por definicién, un polinomio
libre de cuadrados cuyo conjunto de ceros cs m(I'(V;)), resulta que cualquier poli-

nomio libre de cuadrados que defina la componente cquidimensional de codimension
1 de m(I'(V)) es una forma de Chow de V;.

El principal resultado de este capitulo se enuncia cn el siguiente tcorema.

Teorema 2.3.2 Sean Fy,...,F, € k[Xy,..., X,] polinomios homogéneos y sea d >
n un entero tal que deg F; <d (1 <i<s). Sea

V:={zeP*k)/ Fi(z) =0A...A Fy(z) = 0}.
Sea r la dimension proyectiva de V y sea V, la componente equidimensional de V

de dimension r.

Entonces existe un algoritmo bien paralelizable de complejidad secuencial acotada
por s9NdoM) que, tomando como entrada el conjunto de polinomios {F,...,F}
codificados en forma densa produce un straight-line program de longitud s°(\)do")
que calcula una forma de Chow Fy, de V.

Demostracion. El algoritmo consta de varios pasos.

- Cdlculo de la dimensién de V.

El primer paso del algoritmo consiste ¢n calcular 7 = dim V/, lo que puede hacerse por

medio del algoritmo bien paralclizable de Giusti y Heintz con complejidad secuencial
de orden s°MdoM (ver [13]).

- Eliminacion de cuantificadores.
El scgundo paso del algoritmo consiste en la aplicacién del algoritmo de eliminacion
de cuantificadores de [29] (ver Scecion 1.4.2) a ciertas formulas relacionadas con la

definicién de la forma de Chow que se obtendrian a partir de la relacién dada en el
Lema 2.3.1.

Introducimos r + 1 grupos Uy, ..., U, de n + 1 nuevas variables, donde para cada
0<i<r U:=(Uyp,...,Up). Paracadai, 0<i<r,seca

Li = UiO XO +---+ Uin /Yn-
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Considercmos el conjunto I'(V) C (IP")™+! x IP" definido por

(V) = {(u,z) € (P*)™* x P* / Fi(z) =0A...AFy(z) =0 A
A Lo(ug, ) =0A ... A L. (ur,z) = 0}.

Sca my : (IP*)™+! x IP™ — (IP™)"*! la proyeccién candnica sobre las primeras coorde-
nadas.

Por el Lema 2.3.1, el conjunto m; ('(V)) es un cerrado de codimensién 1 en (IP*)"+
y una forma de Chow Fy, de la componente equidimensional V; de V' de dimensién

r es un polinomio libre de cuadrados que define la componente cquidimensional de
codimensién 1 de m(F(V)).

Con el objeto de aplicar el algoritimo de eliminacién de cnantificadores mnencionado,
considcraremos las coordenadas homogéneas de los puntos en 7 (I'(V)) como puntos
en el espacio afin AM+D(r+1),

Sca ¢ la férmula

dzg... 3z, (Lo #OV... V2, #0) A Fi(zg,...,Zn) =0A ... A Fy(zo,...,24) =0
=0

ALO("‘OO)"'1u01bI0)"'1I'Il) =OA"'ALr(“‘rOr")urn)mO’"')In)

y sea W C A1)+ ¢] conjunto
Z(nt1)(r+1
W = {(u0,...,u) € B/ o(ug, . un)}

Observemos que los polinomios en k[Uy,...,U;] que definen m\([(V)) in (IP?)"*!,
también definen W en A(+D+1) y por lo tanto, W es un conjunto cerrado. Mas
aun, la forma de Chow Fy, que se quicre calcular es el polinomio libre de cuadrados
que define la componente equidimnensional de codimensién 1 de W en AM®+D(r+1),

Dado que los polinomios Fy, ..., Fy, Ly, ..., L, son homogéneos, la siguicnte férmula
es equivalente a ¢:

<=

Pk
k

0
donde ¢y es la formula,

3zo...3 0,13 Th41-. .20 Fi(Zoy s Th=1, 1, Tkt 150 Zn) = 0A LA
Fs(:BO) ey Th—1, 11 Tk41y - 17") =0A LO(uOO) -y Uony Ty -y Tk—1, 11 Tky1y 9 In) =0

A A L,-(‘U.,-o, vy Urny Loy -y Th—1, 1, Thtly -y .’L'n) = 0.
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Para cada k, 0 < k < n, sea W, C A*+D+1) ¢f conjunto definido por ¢y.

Como W es un conjunto cerrado, sc ticne que

En consecuencia, las componentes irreducibles de W de codimension 1 son precisa-

mente las componentes irreducibles de codimension 1 de cada uno de los conjuntos
Wi (0 < k < n).

Luego, para hallar el polinomio que define la componente cquidimensional de codi-
mension 1 de W, trabajarcmos con los conjuntos Wy (0 < k < n).

Fijemos k, 0 < k < n. La férmula ¢ es una conjuncién que involucra sélo férmulas
atdomicas del tipo f = 0 con un solo bloque de cuantificadores existenciales. Obser-
vamos que @, involucra s + 7 + 1 polinomios en (n + 1)(r + 1) + n variables, cuyos
grados con respecto a Xo, ..., Xk—1, Xk+1,- - -, Xn €stdn acotados por d > n y cuyos
grados con respecto a las variables restantes cstan acotados por 1.

Aplicando el algoritmo descripto en {29, Theorem 3.2.1.] (ver Proposicién 1.4.4) se
obtienc una férmula i, libre de cuantificadores, cquivalente a ¢y, ¢s decir, tal que

Wi = {(uo,...,ur) € AR / k(o - ., ur)}

que involucra ¢ < sPVdOM polinomios de grados acotados por d°™ (1 <i<t)y
estos polinomios estan dados por un straight-line program de longitud s9(Vgo®),

La complejidad secuencial de este paso estd acotada por s9(1go(n),

- Componente equidimensional de codimension 1 de Wy, (0 < k < n).

En cste paso se calculara, para cada 0 < k < n, un polinomio Gy € k[Uy,...,U;]
que define la componente equidimensional de codimensién 1 del conjunto W.

Sea k con 0 < k < n. Para caracterizar las componentes irreducibles de codimensién
1 de W, haremos uso de la existencia de una formula cscrita en forma normal
disyuntiva, equivalente a la férmula ¥, que define Wy, obtenida en el paso anterior.

Scan Hy,...,H; € k[Uy, ..., U] los polinomios que aparecen en .
Sea I = {1,2,...,t}. Para cada M C I sca

Zy={ve F"* ) =0Vie M A Hj(u) £0VYj e I - M)}.
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Entonces existe un subconjunto S de {M C I / Z) # 0} tal que

W, = U Zp.
MeS
En consecuencia
We= U 2u
Mes

y concluimos entonces que las componentes irreducibles de Wy de codimensién 1 son
las componentes irreducibles de codimensién 1 de los conjuntos Zy; con M C S.

Sca
S':={MCI/ZyCWA codim Zy = 1}.

Obscrvamos que entonces la componente equidimensional de codimensiéon 1 de W,
es la union de las componentes de codimension 1 de todos los conjuntos Zy, M € S'.

Entonces, si para cada M € S, Gy denota un polinomio libre de cuadrados que
define la componente equidimensional de codimension 1 de Zyy, resulta que

Gk = H GM
Mes'
define la componente equidimensional de codiinension 1 de W,. Mds atin, teniendo
en cucnta que si M; # Mj, los conjuntos de componentes irreducibles de 2y, y Zay,
son disjuntos, concluimos que Gy es libre de cuadrados.

El siguicnte paso del algoritmo consiste en determninar cudles de los conjuntos Zyy,
M C I, tienen codimension 1. El algoritmo que mostraremos encontrard también,
para cada uno de estos conjuntos, un polinomio Gy € k[Uy, ..., U] cuyo conjunto
de ceros sea la componente equidimensional de codimensién 1 de Zy;.

En primer lugar se obtendrd una cota superior para la cantidad de conjuntos M C
{1,2,...,t} tales que Z) tiene codimensién 1, lo que nos permitira hallar una cota
para la cantidad de pasos a realizar en esta ctapa del algoritmo.

Sea M C I uno de tales conjuntos, y sca C una componcnte irreducible de codi-
mensién 1 de Zp. Entonces, existe 7 (1 < i < t) tal que C es una componente
irreducible de V(H;). Teniendo en cucnta que la cantidad de componentes irre-
duciblets de un conjunto cerrado estd acotacda por su grado, concluimos que hay a lo
sumo Z deg H; componentes irreducibles de codimensidn 1 entre todos los conjuntos

i=1

Zy con M C 1.
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Puesto que si M, # M, los conjuntos de componcentes irreducibles de Zp, y Zp,
son disjuntos, la cantidad de conjuntos M C I tales que codim(Zy) = 1 también

t
estd acotada por »_ deg H;.

=1

Para simplificar la notacién, dados M, N C I, el conjunto
{ue ™Y Hw)=0Vie M A H;(u) £0VYj € N}

serd. dcnotado por

{A\Hi=0A A\ H;#0}.

ieM JEN
Podemos suponer que la cantidad ¢ de polinomios que aparecen cn i es de la forma

2" para un entero positivo h (considerando H; = 0 para t + 1 < 1 < 21+lo&(t-1)] ep
caso de no serlo).

Para determninar los conjuntos M que nos interesan, se adapta un método que
aparcce en [10]:

En un primer paso se consideran los conjuntos
AP = ({H; =0}, {H; #0}} (1 <i<t).

Se determina cudles de los conjuntos {H; =0} y {H; # 0} (1 < i < t) son no vacios
para obtener

BO:={AecAD JA#£0} (1<i<t).

En el siguiente paso, se consideran los conjuntos

AV = (A NA ) A €BR AN eBD}  (1<i<i).

N o~

: , 1 . . .y
Se determina cudles de los elementos de AE ) ticnen clausuras de codimensién a lo
sumo 1 para obtener

B .= {Ae AN / codim & < 1) 1<i< =)

N =~

; t
Suponiendo hallados los conjuntos Bf’) (1<j<logt—1,1<1i< =),seconsideran

. 29
los conjuntos

AT = (A ND; [ Dre B AD B} (1<

IA

t
)
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. , . i+1 . .
y se determina cudles de los elementos del conjunto A,(J ) ticnen clausuras de codi-
mensién a lo sumo 1 para obtener

: - = . _
BO*Y .= {Ae AP JcodimA<1) (1<i< o)

Observemnos que de esta mancra, en 1 + logt pasos, sc obtendra un iinico conjunto
q )

log ¢ . —_— . . .
Bf°g ) cuyos elementos son los conjuntos Z,s tales que Zp tiene codimnension a lo
sumo 1.

Queda por ver como se deterinina si la clausura de un conjunto A de la forma
A={ A\ H=0A A Hj;#0}
ieM jEN
donde M, N son subconjuntos disjuntos de I, tiene codimension a lo sumo 1.

Observemos que A = A" si y s6lo si A cs un conjunto abierto y no vacio, lo que es
equivalente a que

e M=0 o H;=0VieMy

e Hi#0 VjeN

Estas condiciones pueden chequearse facilinente, puesto que en el primer paso se
determina cudles de los polinomios es el polinomio nulo. (Esto puede efectuarse por
medio de una sucesion de prueba.)

Supongamos entonces que M # @ y que existe £ € M tal que H, # 0.

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que
H;#0 VieM y H; #0 VjeN
Veamos cémo decidir si codim(A) = 1 0 no:

ng
. Sca H = [[ Hj y, paracadai € M, sea H; = [[ H' la factorizacién irreducible de
_ JEN =1

H; en k[Uy,...,U,]. Supongamos que M = {i,...,im} y sea Py = {1,...,n4} X
oo X {1,...,n,-m}.

Entonces

m

A= U {AHyuy=0AH+#0)

(ll ,...,lm)EPM i=1
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y, por lo tanto, la componente cquidimensional de codimensién 1 de A es la unién
de las componentes equidimensionales de codimensién 1 de los conjuntos

(A Hiy;, =0 A H#0)
j=1

con (ll,. oo ,lm) € PM

Observamos que, como los polinomios I, son irreducibles y ademds

{7\ Hijl.i =0A H :'é 0} g {7\ Hijlj = 0}1 (21)
=1 i=l1

J=

m

si existe una componente de codimensién 1 en { A H;y;;, =0 A H # 0}, entonces

i=1
todos los polinomios Hj;;; que aparecen en (2.1) son el misino (salvo por un factor

constante).

Por otro lado, si existe un polinomio G tal que I{;;;; = A\;G para cada 1 < j < m,
entonces G cs irreducible y en consecuencia,

0 siG|H

{G=OAH¢O}={{G=O} si no

Por lo tanto, una componente irreducible de A de codimensién 1 estd definida por
un factor comun no constante de los polinomios H;, i € M, que no divide a H.

Luego, para determinar si A tienc codimension 1 sdlo se necesita decidir si el poli-
noinio

_ rad(ged(H;, 1 € M))
"~ ged(rad(ged(H;, i € M)), H)
es una constante no nula o no.

HA : (2.2)

Mas aun, cn el caso en que Ha no sca constante, la componente equidimensional de
A de codimension 1 es el conjunto de los ceros en k*+D(r+1) el polinomio Ha.

Desde el punto de vista algoritmico, para calcular cl polinomio Ha se procede de la
siguiente manera:

1. Se consideran dos combinaciones lineales genéricas H, y Hz de los polinomios
H;conie M
Hl = Z C!iffg Hg = Z ﬂiHi

ieM ieM
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donde (;)iem ¥ (Bi)iem son nuevas indeterminadas. Aplicando la version
deterministica del Lema 1.3.8 (ver Observacion 1.3.9), se calcula un straight-
line program para el maximo comin divisor entre H, y H,. Este polinomio
coincide con ged(H;, 1 € M).

2. Aplicando el Lema 1.3.11 segin la Observacion 1.3.12, se obtiene un straight-
line program que calcula rad(ged(H;, i € M)).

3. A partir del straight-line program calculado en 2. y de un straight-line program
para H, se obticne un straight-line programm para ged(rad(ged(H;, i € M)), H)
por medio del Lema 1.3.8 deterministico.

4. Sc aplica el procedimiento de Vermeidung von Divisionen (ver Lema 1.3.5)
para obtener un straight-line program que calcula un miltiplo cscalar de Ha.

Finalinente, utilizando una sucesion de prucha apropiada, se determina si Ha es
una constante no nula.

Para estimar la complejidad de este paso, recordemos que la cantidad de polinomios
H,, ..., H, involucrados en la definicién de A estd acotada por t < s®MNd9™M) y que
deg H; < d°™ para cada 1 < 4 < t. Estos polinomios estan dados por medio de un
straight-linc program de longitud s®(Vdo,

Tenicndo en cuenta las cotas de complejidad de los algoritmos utilizados en los pasos
intermedios, concluimos que es posible determinar si A tiene codimensién a lo sumo
1 en tiempo secuencial s9M oM,

El algoritmo anterior se utiliza para determinar en cada uno de los pasos 0 < j <

S ¢ 7 . ) b
logt y paracadal <1 < 55 cudles de los elementos de los conjuntos A,(’) tienen
clausuras de codimensién azlo sumo 1.

. .t . i
Como paracada 0 < j <logtycadal<i< % la cantidad de clementos de B,(’)

estd acotada por la cantidad de conjuntos M C I tales que Zjs ticne codimensién
a lo sumo 1, de la cota obtenida antecriormente para el mimero de estos conjuntos,

. i . . t ,
resulta que la cantidad de elementos de Bf’) (0<j<logt1<i< E) esta

t .
acotada por 3" deg H; + 1 < s°Md°™ . Lucgo, para cada uno de los conjuntos A{)

i=1
el algoritino para decidir si la clausura de uno de sus elementos A tiecne codimensién
1 se aplica a lo sumo s%()d%( veces.
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Observemos también que la cantidad de conjuntos A?) (0<j<logt1<i< ét;)
est4 acotada por 2t < s9(Nd0M),

Por lo tanto, el conjunto Bf"’w = {Zym / M C I, codim Z) < 1} se obtiene en
ticmpo secuencial s9(Vg%M),

Ademds, para cada M C I tal que codim Z,; = 1, el algoritmo produce como resul-
tado intermedio, un straight-line progran de longitud s?Vd°™ (ue representa un

polinomio Gy := Hgz,, libre de cuadrados que define la componente equidimensional
de codimension 1 de Zy.

Finalmente se determina, para cada uno de los clementos del conjunto Bfl"“ " haltado,
cuales de sus clementos son subconjuntos del conjunto Wy. Esto se hace utilizando
la formula libre de cuantificadores i, que define Wy, con cotas de complejidad del
mismo orden que las de los pasos anteriores.

Recordemos que, si
S'={MCI/ Zy C WA codim Z) =1},

el polinomio

es un polinomio libre de cuadrados que define la componente equidimensional de
codimension 1 de W.

Teniendo en cuenta que el cardinal de S’ est4 acotado por s9Vd°™ y las longitudes
de los straight-line programs obtenidos para los polinomios Gps con M € S’, vemos
que G} pucde evaluarse por medio de un straight-line program de longitud sV go®),
La complejidad total de este paso es de orden s@(N) oM,

- Cdlculo de la forma de Chow de V.

El iltimo paso del algoritino consiste en el cdlculo de una forma de Chow Fy, para
la componente equidimensional V, de dimensién r de V, a partir de los polinomios

Gr (0L k <n).

Recordemos que la forma de Chow Fy, es un polinomio libre de cuadrados que
n

define la componente equidimensional de codimension 1 de W = U Wy. Lucgo, el

. . k=0
polinomio

Fv, = m(l( ﬁ G'k)
k=0
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es una forina de Chow para V.

A partir de los straight-line prograins que evahian los polinomios Gx (0 < k < n) se
calcula un straight-line program para 1'1 G\ y finalmente, aplicando el Lema 1.3.11
y la Observacién 1.3.12, se obtiene un stralght-lmc prograin para Fy,.

De las cotas para la longitud de los straight-line programs que representan a los
polinomios G (0 < k < n) y del resultado enunciado en el Lema 1.3.11, se deduce
que la longitud del del straight-line program que calcula Fy, y la complejidad de
este ltimo paso del algoritmo estdn acotadas por s9()go(m,

La complejidad secuencial total del algoritmo es de orden s@(Vgo™),

2.3.2 Calculo de la componente equidimensional de V de
mayor dimension

En esta seccién se mostrard cémo obtener a partir de una forma de Chow de una
variedad proyectiva equidimensional, un conjunto finito de polinomios que la define.
Este procedimiento, junto con el algoritino exhibido en la seccién anterior nos per-
mitird, dada una variedad proyectiva arbitraria, encontrar polinomios que definen
su componente equidimensional de mayor dimension.

Lema 2.3.3 Sea V C IP" una variedad proyectiva equidimensional de dimensién r
y sea Fy € k[Uy,...,U;] una forma de Chow de V. Supongamos que el polinomio
Fv estd dado por un straight-line program de longitud L.

Entonces ezisten N < 6(L+2(r+2)n(n+ 1))2 polinomios Qy, ...,QN cuyos grados
estdn acotados por (r+1) degV, cada uno de los cuales puede ser evaluado mediante
un straight-line program de longitud de orden L + 2(r + 1) n(n + 1), tales que

V={zelP":Qi(z) =0A...AQn(z) = 0}.

Demostracion. Por la definicion de forma de Chow para una variedad proyectiva
equidimensional (ver Seccién 2.1), vale la siguiente equivalencia en IP™:

z ¢V < 3ug,...,ur € P": Ly(up,z) =0A... A
AL (ur,z) = 0A Fy(ug,y...,ur) #0
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A partir de esta equivalencia sc obtendrd una férinula libre de cuantificadores que
describe el conjunto P™ — V.

Fijemos 2 € IP" y sea (zg : ... : z,,) un sistema de coordenadas homogéneas fijo de z.
. . Tn+l . e
Consideremos el subespacio de & definido por la ecuacion zoYp+ -+ z,Y, = 0.

Denotamos por e; € " ala (n + 1)-upla cuyas coordenadas son 0 excepto por la
j-ésima que cs 1. Para cada par (j,1),0< j <! < n, sea

T = Tie; — Tj€.

Observamos que {z;;; 0 < j <! < n} es un sistema de generadores del subespacio
considerado. Entonces, para cada 0 < i < 7, la condicién L;(u;, 2) = 0 s equivalente
a

308, 0< 5 <1</ w= T alny
il
y en consecuencia
¢V Baﬁ), 0<i<r,0<j<l<n/ fv(zagf)a:j,,...,Zaﬁf)xﬂ) #0.
ad g

Para cada 0 < i <rsca A; := (Ag'?)osjdsn un grupo de nuevas variables.
Sca Q € k[A,,...,Ar, Xo, .., Xn] el polinomio

Q = fV ( Z A;?) (Xgej - Xje,), ey z Ag-;)(X,ej - Xje,)).
gl g
Este polinomio puede evaluarse por medio de un straight-line program de longitud
acotada por L+ 2(r + 1)n(n +1).

Sca © := {w,...,wn} una correct test sequence para polinomios en las variables
Ay, ..., A,, de grado acotado por (r+1) deg V, que pueden ser evaluados por medio
de un straight-line program de longitud acotada por L+2(r+1)n(n+1). Entonces
N<6(L+2(r+2)n(n+1))?y

N
¢V <=V Qw,1)#0
k=1

Para cada 1 < k < N, sea Q := Q(wg, X). Es claro que los polinomios Qy,...,Qn
verifican las condiciones requeridas.
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Estamnos ahora en condiciones de deducir el secgundo resultado del presente capitulo,
que es una consecuencia inmediata del Tcorema 2.3.2 y el Lema 2.3.3.

Proposicién 2.3.4 Sean F\,..., I, polinomios homogéneos en k[Xo, ..., X,] y sea
d > n un entero tal que deg F; < d (1 <i<s). Sea

Vi={zeP": Fi(z) =0A...A Fs(z) = 0}.

Sear =dimV y sea V, la componente equidimensional de V de dimension r.

Entonces existe un algoritmo bien paralelizable de complejidad secuencial acotada

por sPMdO9™) cuyo input es el conjunto de polinomios {Fy,..., F} codificados en
forma densa y cuyo output es un conjunto de N < s°MNd°™ polinomios Qy,...,Qn

de grados acotados por (r + 1) degV,, dados por un straight-line program de longitud
s9M oM - tales que

Vi={zeP":Qi(z) =0A...AQn(z) = 0}.

2.3.3 El caso afin

A continuacion se adaptard el algoritmo dado en el Teorema 2.3.2 con el objeto
de obtener, en el caso de una variedad algebraica afin, polinomios que definen la
componente equidimensional de mayor diinension de la variedad.

Considercmos la ininersién ¢ : A™ — IP" definida por
Uy, o yZn) =1 :izy .0 zp)

Si W C A™ es una variedad afin, llamaremos clausura proyectiva de W, y la de-
notaremos por W, a la clausura de (W) en IP". Se tiene que dimW = dimW y
deg W = degW.

Scan fy,..., fs € k[X\,..., X,] polinomios de grados acolados por un entero d > n
y sea

V={zeA": fi(z) =0A...A [,(z) = 0}.
Sea r =dimV y sea V, la componente equidimensional de V de dimensién r.

La componente equidimensional V, de V se obtendra a partir de la componente
equidimensional V, de mayor dimensién de la clausura proyectiva de V.



CAPITULO 2. FORMA DE CHOW. ALGORITMOS DETERMINISTICOS 65

En una primera ctapa, se calculard una forma de Chow para V, a partir de los
polinomios fi,..., fs que definen la variedad afin V y, utilizando la forma de Chow
calculada, se obtendrd un conjunto finito de polinomios que define V.

Lema 2.3.5 Sean fi,..., fs polinomios en k[X,,...,X,] y sea d > n un entero tal
quedeg f; <d (1 <i<s). SeaV={zel": fi(x) =0A...A fy(z) =0} y sea
r = dim(V).

Entonces eziste un algoritmo bien paralelizable de complejidad secuencial acoteda
por s9Md%M) gque, tomando como entrada el conjunto de polinomios {fy,..., fs}
codificados en forma densa, produce un straight-line program de longitud sO1do™
que calcula una forma de Chow para la componente cquidimensional V, de V de
dimension r.

Demostracién. Para cada 1 <1 < s, sca I € k[ Xy, ..., Xy} cl polinomio que resulta
de homogeneizar el polinomio f; € k[X),..., Xy con respecto a una nueva variable
Xo.

Sea U el conjunto
U={zelP*k)/ F(z)=0A...AFy(z) =0Az, #0}.

Observamos que el conjunto U es la clausura proyectiva de -V y, en consecuencia,
dimU = dimV =r.

Para un conjunto dado A C IP™ denotarcmos por I'(A) al conjunto
T(A) = {(u,z) € (P*)*' xIP* / 2 € A A Lo(ug,z) =0A...AL.(u,,z) = 0}.

Sea m: (P™)™*! x IP® — (IP")™*! la proyeccién sobre las primeras coordenadas.

Con esta notacidn, los argumentos dados en la demostracién del Teorema 2.3.2
implican que la forma de Chow de la componente equidimensional V, de V de
mayor dimension es un polinomio libre de cuadrados cuyo conjunto de ceros es la

componente equidimensional de codimension 1 de #(I'(U)).

Caracterizarcmos entonces el conjunto n(I'(U)).

Afirmacién: T'(U) = L'(U).
Consideremos la variedad proyectiva V*) C IP" definida por

v .= {z e P*(k) / Fi(x) =0A...A Fy(z) = 0}
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Sea C cl conjunto de las componentes irreducibles de V), es decir, v = U Cla
CceC
descomposicién de V{* en componentes irreducibles.

Sea C':= {C € C:C C {X, =0}}. Entonces

U= J(@Cn{Xe#0}) y T=LcC
cgc cgc

Teniendo en cuenta que, para cada conjunto cerrado irreducible C, el conjunto I'(C)
es irreducible, se sigue que

[0 = U TCn (X #0) = U I(C) = L(D).
cgc cgc

Como la proyeccion 7 es una aplicacion cerrada, resulta que

n(0(U)) = =(C(V)) = =(T(V))

Luego, para obtener una forma de Chow de V., basta calcular un polinomio libre
de cuadrados cuyo conjunto de ceros sca la componente equidimensional de codi-
mensién 1 de 7(T'(U)). Para hacer esto, s¢ utilizardn las mismas técnicas que en la
demostracion del Teorema 2.3.2.

Se tiene que 7(I'(U)) es el conjunto definido en (IP")™*! por la férmula

Jzo...dzn: Fi(zo,...,Zp) =0A...AFy(zp,...,Zn) =0AZo #0A

A Lo(ugo, - - -, Uon, Toy -+ -y Zn) = O0A ... A L (upoy- .y Upny Toy -+ ., Tp) = 0
que cs cquivalente a

Hxl...aa:n:fl(zl,...,a:n)=0/\.../\f3(:1;1,.,_,:1;n)=0/\

/\Lo(uoo,...,uo,,,l,xl,...,:1:,,) =0/\.../\L,.(u,.o,...,um,l,:z:l,...,:z:n) =0

En un primer paso se aplica a esta formula el algoritmo de eliminacién de cuantifi-
cadores descripto en [29] (ver Proposicién 1.4.5) para obtener una férmula libre de
cuantificadores equivalente a la anterior. Luego se procede como en la demostracién
del Teorema 2.3.2 para calcular un polinomio libre de cuadrados F cuyo conjunto
de ceros es la componente equidimensional de codimensién 1 de w(T(U)). Este
polinomio F es, por lo tanto, una forma de Chow de V,.

La complejidad secuencial del algoritmo est4 acotada por s9Md°™ y produce un
straight-line program de longitud del mismo orden para F.
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Con la notacién anterior, observamos que, aplicando los Lemas 2.3.5 y 2.3.3, se
pueden obtener polinomios @y, ...,Qn tales que

Vi={(zo:...:2p) €EP": Qi(z0,...,Zn) =0A ... AQn(0,.-.,Zs) =0}

a partir de los polinomios fj,..., fs que defincn la variedad V.

Por lo tanto, podemos recuperar la componente equidimensional V, de V' de maxima
dimensiéon como

V,=V,.NnA"={z € A": Q,(1,71,...,2,) =0A...AQn(1,2),...,2,) = 0}.

En consccuencia, hemos demostrado la signiente Proposicion:

Proposicién 2.3.6 Sean f,..., fs polinomios en k[Xy,...,X,] y sea d > n un
entero tal que deg f; < d (1 <i<s). Sea

Vi={zeA": fi(z) =0A...A f(z) = 0}.

Sea r = dinV y sea V, la componente equidimensional de V de dimensién r.

Entonces existe un algoritmo bien paralelizable de complejidad secuencial acotada por
sOMdOM™ cuyo input es el conjunto de polinomios {fy,..., f,} codificados en forma
densa y cuyo output es un conjunto finito de N < s9MVd9™) polinomios qy,...,qn de

grados acotados por (r + 1) deg(V,) dados por un straight-line program de longitud
9 oM | tales que

Vi={zeA":qi(z) =0A...Agn(z) = 0}.

Observacion 2.3.7 A partir de los resultados anteriores y del algoritmo de elim-
inacion de cuantificadores para conjunciones con un solo bloque de cuantificadores
existenciales dado en la Proposicion 1.4.5, se deduce la existencia de un algoritmo
bicn paralclizable que, dados polinomios fi, ..., fs € k[ Xy, ..., X.] de grados acota-
dos por d > n que definen una variedad algebraica V, decide si V' es equidiinensional
o no. La complejidad secuencial del algoritmo es de orden s?(Nd0(").

Aplicando el algoritmo descripto en la Proposicién 2.3.6, se obtienen N < s@(1)go(n)
polinomios qi,...,gn que definen V;, la coniponente equidimensional de mayor di-
mension de V.



CAPITULO 2. FORMA DE CHOW. ALGORITMOS DETERMINISTICOS 68

Observamos que V es equidimensional si y sélo si V — V, = 0.

Pucsto que
V-V,={z€A": fi(z) =0A...Af(z) =0A (qi(z) #0V...Van(z) # 0)}

aplicando el algoritmo de eliminacién de cuantificadores mencionado a la férmula

N
3zy...3z.(\/ LA =0A...Afy=0Aq(z)#0)

k=1

se puede decidir si V — V. es vacio o no.

Teniendo en cuenta que, para cada 1 < k < N, degqr < (r + 1) d*, resulta que la
complejidad secuencial del algoritmo est4 acotada por s@(1)go™m),

Este procedimiento puede ser aplicado en el caso proyectivo con las mismas cotas
de complejidad.



Capitulo 3

Descomposicion equidimensional
efectiva

3.1 Descomposicion de variedades algebraicas

Una manera de describir el conjunto de las soluciones de un sistemna de ecuaciones
polinomiales consistente, es decir la variedad algebraica V' que definen dichos poli-

nomios, es caracterizar cada una de las componentcs irreducibles o equidimensionales
de la variedad V.

Si V esta definida por polinomios con coeficientes en un cuerpo k£ que no es alge-
braicamente cerrado, las componentes irreducibles (sobre k) de V' no necesariamente
estan definidas por polinomios con cocficientes en k. Esto dice que, trabajando en
el cuerpo de base k, no es siempre posible obtener algoritmicamente polinornios que
definen cada una de las componentes irreducibles sobre k de V.

Una posibilidad es entonces describir las componentes de V' irreducibles sobre k.
Chistov y Grigor’ev exhiben en [4] un algoritimo para el cédlculo de la descomposicién
de una variedad en componentes irreducibles sobre k, que depende de manera funda-
mental de la existencia de un algoritmo de factorizacién de polinomios multivariados
a coeficientes en k.

Otra forma de describir una variedad es por medio de sus componentes equidimen-
sionales. Cabe destacar que, si V estd definida por polinomios con coeficientes en
un cuerpo k, cada una de las componentes equidimensionales de V' puede definirse
también por polinomios a cocficientes cn k.

Giusti y Heintz presentan en [12] un algoritmno que obtiene la descomposicién equidi-

69
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mensional de una variedad algebraica V' a partir de un conjunto finito de polinomios
que la define. Si la variedad V estd definida por s polinomios en n variables de gra-
dos acotados por d, la complejidad de este algoritmo es de orden s2)d°"). Cabe
destacar que el algoritmo de [4] obtiene la descomposicién equidimensional con cotas
de complejidad del mismo orden.

Elkadi y Mourrain dan en [7] un algoritmo probabilistico basado en matrices be-
zoutianas, pero la descomposicién que obtienen no es minimal, es decir, las subva-
riedades equidimensionales de V' que caracterizan pueden tener componentes irre-
ducibles que no son componentes irreducibles de V' (sino que estdn contenidas en
componentes irreducibles de V' de dimensién mayor).

En [27], Lecerf construye un algoritmo, también probabilistico, que produce en
tiempo polinomial la descomposicién equidimensional de una variedad arbitraria
por medio del cdlculo de una resolucién geométrica de cada una de sus componentes
equidimensionales.

Una de las principales diferencias entre los trabajos mencionados es la forma en que
se describe cada componente equidimensional de la variedad: en 7] y [27] las varie-
dades se describen en forma paramétrica y esta descripcion es genérica (caracteriza
todos los puntos que estdn fuera de cierta hipersuperficie), mientras que en [12] las
variedades estdn dadas como el conjunto de los ceros comunes de un conjunto finito
de polinomios lo que caracteriza todos los puntos de la variedad. Chistov y Grigor’ev
obtienen en [4] descripciones de los dos tipos.

En este capitulo consideraremos el problema de calcular la descomposicién equidi-
mensional de una variedad V' obteniendo una descripcion exacta de cada componente
equidimensional, més precisamente:

Dados polinomios fi,..., fs € k[X),..., Xa] que definen una variedad algebraica
V={ze€k": fi(z)=0,..., f,(z) =0},

obtener, para cada 0 < ¢ < dimV, un conjunto finito de polinomios cuyo conjunto
de ceros comunes sea la componente equidimensional V; de dimensién £ de V.

3.2 Resultados obtenidos

Se construye un algoritmo probabilistico que calcula, a partir de un conjunto finito
de polinomios que define una variedad algebraica V, la descomposicion de V' en
componentes equidimensionales.
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Si V esta definida por s polinomios en n variables de grados acotados por un entero

-
d>nyV = Ves la descomposicién equidimensional de V, el algoritmo obtiene
=0

en tiempo secuencial acotado por s2Md%(™) para cada 0 < ¢ < r, un conjunto de
n + 1 polinomios de grados acotados por deg(V;) que define V,.

Observamos que la complejidad de este algoritmo es menor que la de los algoritmos
conocidos que resuelven este mismo problema.

3.3 Preprocesamiento de los datos

3.3.1 Modificacion de los polinomios de entrada

El primer paso del algoritmo consiste en definir la variedad afin cuya descomposicion
equidimensional se quiere calcular por medio de n + 1 polinomios. Mas auin, pedi-
remos que estos n + 1 polinomios satisfagan ciertas condiciones adicionales sobre
dimension.

Esto se conseguird eligiendo combinaciones lineales aleatorias de los polinomios de
entrada. En el siguiente lema, que es una adaptacién de un lema de [13], se prueba
la existencia y genericidad de combinaciones lineales que satisfacen las condiciones
requeridas.

Lema 3.3.1 Sean fi,...,fs € k[Xh,..., Xn] polinomios y sea V la variedad afin
V={zek: fi(z) =0 A...A f(z) = 0}. Entonces ezisten elementos t;; € k
(1<i<n+1,1<j<s) tales que los polinomios Fiveoy fas1 definidos por

-~

fi=tafi+- +tif, (1<i<n+1)

satisfacen la siguiente condicion para cada h, 1 < h<n+1:
(¥) La dimension de toda componente irreducible de

Vi, ..o fa)={z €k filz) =0A ... A fu(z) =0}
que no estd incluida en V es n — h.
Demostracion. Probaremos, por induccién en h, la existencia de elementos t;; € k

(1 <i< h,1< 7<) tales que los polinomios fi, ..., fu definidos por

-

fi=tafi+ -+t fs (1<i<h)

satisfacen la condicién (x).
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Sean T; (1 < j < s) nuevas indeterminadas sobre k.

Sih=1scape A* -V ysea P, € k[T},...,T;] el polinomio

P[ =T1.f1(]7) +°“+T3.f,(p).

Entonces, para cada eleccién de tyy, ..., #, tal que Py(ty, ..., t1s) # 0, el polinomio
1 satisface la condicién (x).

Supongamos ahora que existen elementos ¢;; (1 < i < h, 1 < j < s) tales que los
polinomios fy,..., fu satisfacen la condicién (x). Consideremos la varicdad

V(fi,..n fo) ={z €k™: fi(z) =0A... A f(z) = 0}.
Sea Cp, el conjunto de las componentes irreducibles de V(fl, cey fh) no contenidas

en V.

Si C,, = 0, cualquier eleccién de tj411,---,the1s da lugar a un polinomio fry que
satisface la condicion requerida.

Si C, # 0, para cada C € (), consideremos un punto p¢c € C — V. Sea Phy €
k[T:,...,Ts] el polinomio

Poi= [[ (T1.filpc) + -+ + Ts. f5(pc)).

CeCy
Este polinomio no es el polinomio nulo y todo punto (¢th411,--.,%h+15) €n k™ tal
que Puy1(ther1s---rthsrs) # 0 define un polinomio fh4; que no es idénticamente

nulo sobre ninguna componente C € C,. Luego, para cada C € C, se tiene que
CNV(frs1) = 0 0 dim(C NV (fr41)) = n— h — 1, de donde se deduce que los
polinomios fy, ..., fr4) satisfacen la condicién (x).

Observacién 3.3.2 La condicién que define los elementos ¢;; (1 < j < s) para
los cuales f, satisface la condicién (*) del Lema 3.3.1 es abierta. Para cada h
(1 £ h < n), si se han elegido t;; (1 < i < h,1 < j < s) tales que los polinomios

Ny--es fh satisfacen (x), la condicién para clegir t441; (1 £ j < s) de manera que
fi, -5 Jn, [ne1 satisfagan (%) también cs abierta.

Mas ain, si los grados totales de los polinomios fj,..., f; estdn acotados por un
entero d, de la desigualdad de Bézout se deduce que, paracada h (1 < h<n+1),el
grado del polinomio I, que aparece en la demostracion del Lema 3.3.1 esta acotado
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por d*~!. Entonces, por el Lema 1.3.2, si los elementos ¢ (1 <i<n+1,1<j<s)
se eligen aleatoriamente de un subconjunto de k con N elementos, la probabilidad
de que los polinomios fl, ey an satislagan la condicién (*) enunciada en el Lema
3.3.1 para todo 1 < h <n+1, es al menos

n+l dh 1 n+l dh—l 24"
H(l— )21—?::l v 215

3.3.2 Posicion de Noether de las variables

Supongamos dados s polinomios fi, ..., fs € k[X),..., X,] con grados totales aco-
tados por un entero d > n. Denotamos por V al conjunto de sus ceros comunes en
A™. Aplicando el Lema 3.3.1 podemos suponer, por medio de una eleccién aleatoria
de combinaciones lineales genéricas de los polinomios de entrada, que tenemos n+1
polinomios fi,. .., fus1 € k[X1,..., X,] de grados acotados por d tales que:

P V(fi, . far) = V.

(P2) Para cada 0 < ¢ < n — 1, la dimension dc cada comnponente irreducible de
V(fi,-.., fn-e) noincluida en V es ¢.

Sea r :=dimV ysea V = U V; la descomposicion equidimensional de V/, donde,
para cada 0 < i < 7, o bien V ® o bien V; es equidimensional con dim V; = 1.

Observamos que, como consecuencia de la condicién (P2), la descomposicién equidi-
mensional de V(fy,..., fn—¢) para £ <7 es

V(fh---).fn—t)=VrU---UVt+lUV¢I:

donde V; = VU Z, y Z; es o bien vacia o bien una variedad cquidimensional de
dimension £ sin componentes irreducibles en comin con V.

Elegircimos ahora un cambio lineal de variables de mancra que las nucvas variables
X1,..., X, verifiquen simultidneamente:

(V1) La proyeccién 7, : V, U Z, = A" definida por n,.(z) = (%),...,Z,) es finita.

~

(V2) Para cada ¢ (1 <l < r-1),s Zyy NV (fae) es no vacia, la proyeccién
: Zogy NV (fag) = A definida por me(z) = (Zy,. .., %) es finita.
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Esto signilica que las nuevas variables X, 1 ...,:\7,, estan en posicion de Noether
con respecto a las variedades V, U Z, y Zyy) NV (fa—e) paracada1 < € <r—1,
sitnultancamente.

El siguiente lema garantiza la existencia de este cambio de variables:

Lema 3.3.3 Sea W C A™ unae variedad equidimensional definida sobre k y sea
¢ la dimension de W. Sean U;; (1 <1 < n, 0 £ j < n) indeterminadas sobre
k[X1,...,Xn]. Entonces eziste un polinomio G € k[U"j]o’EjE,‘. — {0} con degG <
2¢(deg W)? tal que, si G(uy;) # 0, el morfismo mw : W — IA® definido por

m(z) = (wo +unzy + -+ UpnTn, - .-, Ugo + U1 T) + ¢ - + UgnTn)

es finito.

Demostracién. Es una consecuencia inmediata de {25, Proposition 4.5, Lemma 2.13).

a

El lema antcrior provee una condicién para obtener un conjunto de variables libres
con respecto a una variedad equidimensional dada, que pueda extenderse a un sis-
tema completo de variables que se encuentre en posicion de Noether con respecto a
la varicdad. Para obtener el conjunto completo de nuevas variables, consideraremos
también el polinomio H := det(U;;) 1gign.

Aplicando el Lema 3.3.3 a nuestra situacion y la desigualdad de Bézout para acotar
los grados de las variedades que aparecen, se deduce la existencia de

e un polinomio G, con deg G, < 27 (deg(Z, UV;))? < 2rd®™") y,
e paracada ¢ (1 <{¢<r—1) un polinomio G; con

deg Gy < 22(deg(Zesy N {fre = 0}))? < 22429
tales que, si H (uy;). Ir] Ge(uij) # 0, entonces las nucvas variables
t=1

)A(—,-=u,~o+u,~1X1+---+Uian (1<i<n)

verifican las condiciones (V1) y (V2).
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Observacién 3.3.4 La condicién que asegura que un cambio de variables verifica
las condiciones de posicién de Nocther requeridas es abierta. Como d > n, el
grado del polinomio H. 1'[ Ge € k[U‘,]n<.<,. estd acotado por d?. Entonces, si

los elementos u;; (1 < 4 < n 0<j<n)se ehgcn alcatoriamente de un subconjunto
de k con N eclementos, la probabilidad de que el cambio de variables que definen

satisfaga las condiciones (V1) y (V2) es al inenos 1 — Tﬂ

3.4 Descomposicion equidimensional

3.4.1 Descripcién de variedades equidimensionales

El algoritmo para la descomposicién equidimensional que se presentara se basa esen-
cialmente en la posibilidad de describir una variedad equidimensional arbitraria en
A" como el conjunto de los ceros comuncs de n + 1 polinomios de grados acotados.
En esta seccion mostraremos cémo puede obtenerse una descripcion de este tipo.

Sca W < IA™(k) una variedad equidimensional de dimensién ¢ < n definible por
polinomios en k[X},...,X,]. Supongamos que las variables X),..., X, estdn en
posicién de Noether con respecto a W (es decir, que la proyeccién m : W — RA*
definida por w(z) = (z,,..., ) es finita).

Dada una forma lineal y = Aps) Xog1 +- - -+ A Xn con Aggyq, ..., An € k, consideramos
el morfismo m, : A™ = A**! definido por my(z) = (z1,...,%¢,y(z)). La imagen
de W por m, es una hipersuperficie en I\ y, en consecuencia, estd definida por
un polinomio libre de cuadrados m, € k[X},..., X, Y] univocamente determinado
salvo por un factor constante. Mds ailn, m, es ménico en la variable Y y su grado
total estd acotado por el grado de la variedad W (ver [17, Lemmas 2 y 3] o [30,
Proposition 1]). Llamaremos a my, cl polinomio minimal de y con respecto a W.

A continuacion mostraremos que W puede definirse a partir de los polinomios mi-
nimalcs de n + 1 formas lineales convenientemente clegidas.

Lema 3.4.1 Sea W C IA™ una variedad equidimensional de dimensiin ¢ < n.
Supongamos que las variables X, ..., X,, estin en posicion de Noether con respecto
a W. Entonces ezisten n + 1 formas lineales

=2 Xep +--+29X,  (1<i<n+1)



CAPITULO 3. DESCOMPOSICION EQUIDIMENSIONAL EFECTIVA 76

con )\g-i) €Ek(1<i<n+1,8+1<j<n) tales que W es el conjunto de los ceros
comunes de los polinomios que resultan, para cada 1 < i < n+ 1, de especializar en
la forma lineal y;, el polinomio minimal de y; con respecto a W, es decir

W ={z €k :my(z1,...,26,51(x)) = 0,...,my,,, (%1, .., Te, Yns1(z)) = O}

Demostracion. La existencia de las formas lineales se probard inductivamente:
Sea y; = ,\g’lxm 4+ 4+ /\Sll)X,l una forma lineal no nula, y sea m,, su polinomio
minimal con respecto a W. Entonces V(my,) = V(my, (X1,...,Xe,11)) € A" es
una variedad equidimensional de dimensién n — 1 tal que W C V(m,,).
Supongamos que se tienen j formas lincales y,, . . ., y; tales que W es un subconjunto
de

V(my,,...,my;) = V(my, (X1,..., Xe,¥1)s- -y my; (X1, - -3 Xo, 45))

y cada componente irreducible de V' (m,,,...,m,;) que no estd incluida en W tiene
dimensién n — j.

Sea C; el conjunto de las componentes irreducibles de V(my,;...,m,;) no incluidas
en W.

SiCj =0, sea yj41 = M Xy + -+ + MG+ X, una forma lineal arbitraria.
Si C; # 0, para cada componente C € C;, consideremos un punto z¢c € C — W.

Sca 7 : A™ — A’ la proyeccién canénica sobre las primeras f-coordenadas. Para
cada C € C;, consideremos el conjunto finito Mc = 7~ (n(zc)) N W.

Tomamos cualquier forma lineal y;4; = ,\gf:‘,"xm + -+ AU X tal que
y,-+1(:c) # yj+1(a:c) Vze Mg VC € Cj.

Observemos que esta condicién implica que, para cada z¢ (C € C;), el polinomio
minimal my,,, de y;;, con respecto a W, especializado en y;41, no se anula en z¢.

Luego, cada componente irreducible de

V(my,...,my;,,) =V, (X, .., Xey )y oo My (Xay o0, Xey 9541))

que no estd incluida en W tiene dimensién n — j — 1.

En el paso n + 1 se tendrd entonces una varicdad V' (my,,...,m,, ,,) que contiene a
W y que no posee componentes irreducibles que no estdn incluidas en W, de donde
W =V(my,...,my,,)
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Observacion 3.4.2 Analicemos las condiciones dadas en el Lema anterior para la
eleccion de las formas lineales:

e y; pucde ser cualquicr forma lincal no nula.

e Supongamos elegidas j formas lineales y,,...,y; tales que cada componente
irreducible de V(my,,...,my,) no incluida en W tiene dimensién n — j. Con
la notacién del Lema, la condicién que se pide a y;4) es equivalente a

II II yjsr(z—zc) #0,

CeCj zeMc
quc s una expresién polinomial cn /\S{,'_'i'),...,/\slj*') de grado acotado por
(deg W)7+1,
Entonces, si los coeficientes /\5’21, AP (1 <4< n+1) se eligen aleatoriamente

de un subconjunto de k con N elementos, la probabilidad de que la variedad W
quede definida por los polinomios minimales de las n + 1 formas lincales asociadas
(evaluados en las formnas lincales correspondicntes) es al menos

| _ 2(deg )™
=

3.4.2 Cambio del cuerpo de base

En esta seccidon mostraremos la relacion existentc entre la descomposicién irreducible
de una varicdad algebraica y la descomposicién irreducible de la variedad definida

por los mismos polinomios en un espacio afin asociado a una extension del cuerpo
de base.

Como esta situacion serd considerada en distintas ctapas del algoritmo, la estudia-
remos cn ¢l caso general.

Notacidn: Sea £ < n'y sea S = k[X},..., X — {0}. Dada una variedad W C
A (k), denotaremos por W € W*~4(k(X1, .. ., X)) la variedad definida por el ideal
S-(W).

Notar que si la variedad W C A™(k) esta definida por un ideal J C k[X\,..., Xa),
entonces W ¢ A" 4(k(X, ..., X,)) ostd definida por §-1J.

Sea I un ideal en k[Xy,...,Xn] y seca V(I) la varicdad definida por I en A™(k).
Sca £ un entero tal que, para cada componente irrcducible C de V(I), dimC > ¢.
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Supongamos que las variables X}, ..., X, son libres con respecto a cada componente
irreducible de V (1).

Sea V(I) = ltJ C; la descomposicién irreducible minimal de V(I) en A™(k). En-
i=1

tonces, consié:érando los ideales asociados, se tiene que
t
rad(l) = ﬂ I(C;) en k[Xy,...,X.)
i=1

Cormno las variables X, ..., X, son libres con respecto a cada componente irreducible
de V(I), entonces para cada i, 1 < i < ¢, se tiene que SN I(C;) = 0. Localizando
en S se obtiene

S~'rad(I) = ﬁ S~I(Cy),

que es una descomposicién minimal de S™!'rad(l) en k(Xi,..., Xe)[Xes1,-- -, Xn)
como interseccion de ideales primos.

Entonces, la descomposicion irreducible minitnal de V(I) en la k(X;,. .., X,)-topolo-
gia de Zariski de A" ¢(k(X},..:, X¢)) es

() = U1 &

~

Observar que, para cada 1 < i < t, dim(C;) = dim(C;) — £.

Consideremos ahora la k(Xj,. .., X¢)-topologia de Zariski de A" ¢(k(X),..., X))
Para cada i (1 < ¢ < t), todas las componentes irreducibles de C; tienen la misma

dimension (que es dim(C;)). Mds adn, cs facil ver que, si 7 # j, ninguna componente
irreducible de C; estd incluida en Cj.

t
En otras palabras, dada la descomposicién irreducible de V(I) = U C;, la descom-
i=1

posicién irreducible irredundante de V (I) sobre k(X,..., X,) estd formada por la
unién de todas las componentes irreducibles de las variedades C; (1<i<t).
3.4.3 Resultado principal

El resultado principal de este capitulo es el siguiente Teorema:

Teorema 3.4.3 Sean fi,..., f, polinomios en k[X\,...,Xn], y sea d un entero tal
qued>n ydeg fi <dparatodol <i<s. Sca

V={ze€k: fi(z) =0A...A fi(z) =0}
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y sea v = dimV. Entonces, eziste un algoritmo probabilistico de complejidad se-
cuencial de orden s°Md9™ que calcula la descomposicidon equidimensional de V:
tomando como entrada a los polinomios f,,. .., fs dados en forma densa produce un
straight-line program de longitud d°™ que calcula polinomios gJ(-') 0<e<n1<
J <n+1) tales que, para cada 0 < £ < 7, la componente equidimensional de V' de
dimension £ es

Vi={zek*: g®z)=0A...A g (z) =0}.

Para cada 0 < € < r, los grados de los polinomios gJ(-") (1 <7 <n+l) estdn acotados

por deg Vp < d™~¢.

Demostracion. La idea general del algoritmo es la siguiente:

Mediante una modificaciéon convenicnte de los datos de entrada, se intenta obtener
un sistema de ecuaciones para la variedad V' que satisfaga ciertas condiciones sobre
dimensién de intersecciones.

A continuacién, el algoritmo calcula, para cada 0 < £ < dim V, un conjunto finito de
polinomios que define una subvariedad de V' de dimensién € que contiene la compo-

nente equidimensional de V de dicha dimensién, y un conjunto finito de polinomios
que define una varicdad cquidimensional auxiliar.

Finalmente, a partir de todos los polinomios calculados en- la etapa anterior, el
algoritino obtiene, para cada componente equidimensional de V, un sistema finito
de polinomios que la define.

— Calculo de la dimension de V.

El algoritmo comienza calculando 7, la dimensién de V. Esto puede hacerse apli-
cando el algoritmo descripto en [13] en ticinpo secuencial s(do®),

(Este paso pucde evitarse, como explicaremos en la Observacion 3.4.5 después de la
demostracion, pero se incluye aqui para que el desarrollo del algoritmo resulte més
claro.)

- Preparacion de los datos de entrada.
En esta etapa del algoritino sc modifican los datos de cntrada en el sentido de la
Seccién 3.3:

Por mnedio de una eleccién aleatoria de n+1 combinaciones lincales de los polinomios
de entrada, se puede suponer que la variedad V estd definida por n + 1 polinomios
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de grados acotados por d que satisfacen las condiciones (P1) y (PP2) enunciadas en
el Lema 3.3.1. Haciendo un cambio lineal aleatorio de variables, se puede suponer
que las nuevas variables satisfacen las condiciones (V1) y (V2) dadas en la Seccién
3.3.2. Con el objeto de simplificar la notacion, denotaremos a las nuevas variables
por Xi,..., X, y a las combinaciones lincales de los polinomios de entrada en estas
nuevas variables por f,..., fat1-

Resumiendo, si los coeficientes de las combinaciones lineales de los polinomios y de
las combinaciones lineales de las variables se eligen al azar de un subconjunto de k

de N clementos, se obtienen n+1 polinomios f, ..., fo41 en las variables X,..., X,
que satisfacen con probabilidad
2dn d2n d2n + 2d"
P.2(1-F)(1-F)21-—F—

(ver Observaciones 3.3.2 y 3.3.4) las siguientes condiciones, que en lo sucesivo lla-
maremos condiciones de normalizacion:

(P1) V=V(fi,..., fas1)

(P2) Para cada ¢, 0 < ¢ < n, la dimensiéon de cada componente irreducible de
V(f1,..., fa—e) no incluida en V es ¢.

(V1) La proyeccién 7, : V(fy,..., fan-r) = AT (donde 7 = dinV) definida por
7(z) = (z41,...,%,) es finita.

(V2) Para cada j, 0 < j < r, sea Z; la unién de las componentes irreducibles de

V(f1,.-., fa=j) no incluidas en V. Entonces, para cada 1 < ¢ < r -1, si
Zesr NV (faze) # 0, la proyeccién my @ Zeyy NV (fn-e) = A% definida por
me(z) = (21,...,Z¢) es finita.

— Descomposicion auziliar de V.

.

Sea V = | V; la descomposicién equidimensional de V y supongamos que los poli-
=0

nomios fi,..., fay1 en las variables Xj,..., X, obtenidos aleatoriamente satisfacen

las “condiciones de normalizacién” (P1), (P2), (V1) y (V2).
En esta etapa el algoritmo calcula, en un primer paso, polinomios que definen V, y
polinomios que definen Z,. Luego calcula, en pasos intermedios para { =r-1,...,0,
polinomios que definen Z, y polinomios que definen una subvariedad V, UV, de V,
con V, C 0 Vi ydimVe <t

h=€+1
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PRIMER PASO (dimensién 7)

En este paso se calculan polinomios que definen V; y polinomios que definen Z,.
Mids precisamente, V; y Z, serdn definidas por medio de los polinomios minimales
con respecto a V; y Z, de n+ 1 formas lineales convenientemente elegidas (ver Lema
3.4.1). Para calcular estos polinomios, se consideraran variedades cero-dimensionales
en el sentido de la Seccién 3.4.2.

Consideremos fy,..., fn—r como polinomios en k(Xj,...,X:)[Xr41,..-,Xn). Sea
k(Xi,...,X,) una clausura algebraica de k(X,,...,X,) y sea V(fl,...,f,,_,) el
conjunto de los ceros comunes de fi, ..., fu_r en k(X1,..., Xr) . Observamos que

dim V(fl, ooy Jnr) =0y, como V(fy,..., fnor) = V. U Z,, entonces
V(fla"-;fn-—r) = erZr

donde 17, y Z, no tienen componentes irreducibles en comiin.

Adaptando el algoritmo de [24, Proposition 27] (ver también [13, Sections 3.4.7
y 3.4.8]), presentado en la Seccién 1.4, calcularemos los polinomios minimales de
una forma lineal apropiada con respecto a v, y Z, respectivamente. Los polinomios
minimales que se obtendran coinciden con los polinomios minimales de la forma
lineal con respecto a V. y Z,.

El algoritmo en [24] calcula un polinomio F; € k[X\,..., X;)[Tr41,. .-, Tn) de grado

en las variables T;41, . .., T, acotado por d<™~") (donde c es una constante positiva)
tal que, si I.(Arq1,-.-,2n) # 0, la forma lineal y = Ay Xsq1 + -+ + A X, €5 un
elemento primitivo para V(fi, ..., fa-r); es decir, la forma lineal y separa los puntos

de v(fl’ cet fn—-r)-'
Sea y = Ar1 Xp41 + -+ + A X, una forma lineal tal que Fr(Ar41,...,A1) # 0.

Paso 1. Aplicando el algoritmo descripto en [24, Proposition 27] se calculan un
elemento p € k[X\,..., X,] y polinomios

’U,-+1(Y), P ,’Un(Y) € k[X], N ,X,.][Y]

con degy v; < d°-7), tales que las coordenadas (,4q,...,2,) de los puntos
de V(fi,..., fa—r) verifican las ecuaciones

oz; = vi(y(z)) i=r+1,...,n (3.1)

es decir, se calcula una resolucién geométrica de la variedad cero-dimensional

V(fla oo vfn-—-r)-
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La complejidad secuencial de este paso es d°™ y p y los coeficientes de
Ur41(Y), ..., va(Y) son polinomios de grados acotados por d°"~") dados por
un straight-line program de longitud d°™ (ver Lema 1.4.1).

El célculo del polinomio minimal de y con respecto a V; se basa en el hecho que V; C
V (fa-r+1) Pero ninguna componente irreducible de Z; estd contenida en V(fn—ri1)-
En consecuencia, los puntos de 17, son exactamente los puntos de 17( fiy-eos fner)
en los que se anula f,_,4;, de donde V, cs el conjunto de los ceros comunes en
k(Xy,..., X)) delos polinomios fi, ..., furs fa—r+1. Ademds estos ceros comunes
satisfacen (3.1).

Considercmos los polinomios

r Y n Y .
FO(Y) ;=pdfj(xl,...,xr,”+'( ), )) j=1,...,n—r+1.

) ’

p p

Utilizando estos polinomios, el algoritmo calcula el polinomio minimal de y con
respecto a V. como sigue:

Paso 2. Se calcula, utilizando cl algoritmo presentado en el Lema 1.3.3, la repre-
sentacion densa de los polinomios I 1('), ceey F,(f_),H con respecto a la variable

Y. El algoritino produce un straight-line program de longitud d°™ que calcula
dichos coeficientes, que son polinomios en k[X},. .., X;].

Paso 3. Se calcula un méaximo comdn divisor en k[X}, ..., X,][Y] de los polinomios
‘1(')(}’), . .,F,(,'_),H(Y) (considerados como polinomios en la variable Y con
coeficientes cn el anillo k[Xy,...,X;]). Para csto se aplica el algoritmo del
Lema 1.3.6 adaptado convenientemente para el cilculo del méximo comin
divisor de mas de dos polinomios (ver [24, Lemma 11]). Este algoritmo produce
un straight-line program de longitud d°™ para los coeficientes de un maximo
comun divisor de los polinomios considerados.

Paso 4. Por mcdio del algoritmo dado en ¢l Lema 1.3.10, sc obticne un straight-line
program de longitud d°C" que calcula los cocficientes de un polinomio H(Y)
que ¢s un miltiplo por un polinomio no nulo en k[X,,..., X;] de

p(Y) = rad(ged(FO(Y), ..., 0. (Y)) € K[X, ..., X][Y),

el polinomio minimal de y con respecto a V.
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Paso 5. Usando el procedimiento Vermeidung von Divisionen (ver Lema 1.3.5) se
divide el polinomio f(Y’) por su coeficicnte principal. De esta forma se obtiene
un straight-line program de longitud d°® que calcula los cocficientes de p(Y)
con respecto a la variable Y. Observamos que degp(Y) < deg V;.

Para calcular el polinomio minimal de y con respecto a Z,, basta observar que los
puntos de Z, son exactamente los puntos de V' (fi,..., fn—r) en los que no se anula

fn—r+l-
Por lo tanto, el polinomio minimal de y con respecto a Z, es

_ rad(ged(F{"(Y), ..., K2 (V)
rad(ged(F{"(Y), ..., F{2H(Y), B, 11 (Y)))

(3.2)

A partir dc esta férmula se deriva, como antes, un algoritmo que calcula ¢(Y):

Paso 6. En forma andloga a lo hecho en los pasos 3 y 4, se obtiene un straight-

line program que calcula los cocficicntes de un miiltiplo por un factor en
k[ X\, ..., X;] del polinomio

Fo(Y) = rad(ged (F(Y), ..., FO (V)

Paso 7. Se calculan los grados con respecto a la variable Y de los polinomios 5(Y)
y Po(Y). Para esto se evalian los straight-line programs que calculan sus
coeficientes en sucesiones de prueba apropiadas.

Paso 8. Se obtiene un straight-line program que calcula los coeficientes de un poli-

nowmio (YY) € k[Xy,...,X,][Y] que es un miltiplo por un factor no nulo en
k[Xy,...,X;] de q(Y).

El polinomio (Y’) se obtiene como un muiltiplo por un factor en k[X,,..., X;]
del cociente en la divisién de H(Y’) por po(Y) en k(X;,..., X,)[Y].

La divisién de H(Y) por fip(Y) se efectiia considerando los coeficientes del
cociente como indeterminadas y resolviendo el sistema lincal que resulta (lo
que involucra sélo cdlculos de deteriinantes).

Paso 9. Se divide el polinomio g(Y) por su coeficiente principal utilizando el algo-
ritmo del Lema 1.3.5.

De esta manera, se obtiene un straight-line program de longitud d°™ que
calcula los coeficientes de ¢(Y) € k[X},..., X/][Y].
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La complejidad secuencial de todo el proceso (pasos 1 a 9) es de orden dom),

El algoritmo descripto cn los pasos 1 a 9 anteriores se aplica a nn + 1 formas lineales
elegidas aleatoriamente. Si los coeficientes de estas formas lincales se eligen de un
subconjunto de k de N elementos, las n + 1 formas lineales lineales y(r) . ,y,(,'+),
obtenidas satisfacen las siguientes condiciones, a las que ¢n lo sucesivo nos referire-
mos como condiciones sobre las formas lineales en el paso r, con probabilidad

1
- — c(n-r) (n—r)(n+1)
P >1 N((n+1)d +2d )
(ver Observacién 3.4.2):

(L1) Los coeficientes de y( n.. ,y,(,ll no anulan al polinomio F, (que garantiza la
condicién de ser un elemento primitivo)

(L2) Z, cs cl conjunto de los ceros comunes de los polinomios minimales de y( ) <o
y,(1+)1 con respecto a Z, (cvaluados en y( ). y,(,+)1 respectivamente).

(L3) V; cs el conjunto de los ceros comunes de los polinomios minimales de y( )

y,(lll con respecto a V; (evaluados en y( 0. y,(l 121 respectivamente).

AR |

Entonces, suponiendo que el cambio de variables y las combinaciones lineales de
los polinomios de entrada satisfacen las “condiciones de normalizacién” (P1), (P2),
(V1) y (V2) y que las formas lincales satisfacen las condiciones (L1), (L2) y (L3)

para las formas lineales en el paso r, el algoritmo produce polinomios p(lr) ey pf,'ll
y qg ). ,qn_,,l en k[X,,..., X;][Y] tales que

V, = {z e k" : p{ (.. xr,yﬁ’( ))—OA...ApS.L(n, Ty (2)) = 0}
Ze={z ek : ¢ zy...,2,8(@) = 0A ... Ad (21, ..., 2, 300 (2)) = 0}
(ver Lema 3.4.1).

PASOS INTERMEDIOS (dimensién ¢, con 0 < €< r — 1)

En cstos pasos se calculan, para ¢ = » — 1,...,0, polinomios que definen ciertas
subvariedades de V(fy,..., fn-¢). Estos polinomios se utilizaran en la ltima etapa
del algoritmo para obtener la descomposicion equidimensional de la variedad V.

Recordemos que, para cada 0 < ¢ < r — 1, la descomposicion equidiinensional de

V(fi,..., fnzt) es
V(fiy,-- s o) =V,U...UV UV,
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donde V) = V, U Z,, para cada £ < h < 7, V},, es la componente equidimensional de
V de dimensién h (eventualmente Vi, = @) y Z, es o bien vacia o bien una variedad
cquidimensional de dimension £ sin componentes irreducibles en comiin con V4.

Para £ = r — 1,...,0, se calculard, a partir de los polinomios fi,..., fa_es1, UN
conjunto de n + 1 polinomios que define Z,. Simultineamente se calculard, a partir
de los polinomios que definen Zy,, y los polinomios fi,..., fr—¢+1, un conjunto de

-~ ~ T ~
n + 1 polinomios que define una variedad V, UV, con V, C U Wy dimV, <4
h=¢+1
M3s atin, los polinomios que se calcularan se obtendran especializando los polinomios

minimales (con respecto a ciertas variedades equidimensionales) de formas lineales
convenientemente clegidas, en las correspondientes formas lineales.

Sea ¢ fijo,0<¢<r-1.
Consideremos la variedad definida en k™ por los polinomios fy, ..., fa—s. Se tiene
que

V(fi, oy fne) =V U...UVmu U VU Z,

donde Z, es o bien vacia o bien una variedad equidimensional de dimensién ¢£.
Sea V(fi,-.., face) © A" 4(k(X,..., Xp)) la variedad afin definida por fy,..., fa_e
considerados como polinomios en k(Xy, ..., X¢)[Xes1,-- -, Xn)-
Entonces

Vifireos fame) = VoU.. .UV UV, U Z,
donde, para cada £ < j < r, V; =0 (si V; = 0) o dimV} =dimV,~—€,yZ¢=@o
dim Z, = 0 (ver Secci6n 3.4.2).
La informacién acerca de Vi y Zs necesaria para nuestros cdlculos se obtendr4 con-
siderando el conjunto de los puntos aislados de la variedad V' (fy, ..., fn-t¢), es decir
Ve U Z,.
Adaptaremos el algoritmo dado para el cdlculo de los polinomios minimales en el
primer paso (es decir, el caso en que V(fi,..., fa-r) ¢s una variedad de dimensién

cero) a esta situacién mas general. Nuevamente, el algoritmo se basa en las técnicas
presentadas en la Seccion 1.4.

El algoritmo en [24, Proposition 27] trabaja con una forma lineal que es un elemento
primitivo para los ceros aislados de fy,..., fn_e. Para obtener formas lineales que
cumplan esta condicidn, el algoritmo calcula un polinomio

Fl € k[Xl)'"1X5][T¢4-1,"')Tn]
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tal que, si Fe(Aes1,---,An) # 0 entonces la forma lineal y = Agp 1 Xog + -+ - + A X,
separa los puntos aislados de ‘7( fis- -y fazt). El grado de F, est4 acotado por <"~
donde ¢ es una constante positiva.

Sea y = Mgy 1 Xeg1 + + -+ + An X, una forma lineal tal que Fy(Aety,...,An) # 0.

Paso 1. Aplicando el algoritmo dado por el Lema 1.4.1 se calculan un elemento
p € k[X,..., X y polinomios

‘U[.H(Y), ce ,U,,(Y) (S IC[X-l, s ,X[][Y]

con degy (v;) < d°™-9, tales que las coordenadas de los puntos aislados de
V(fi,..., fu-e) verifican las ecuaciones

pz; = vi(y(z)) i=€+1,...,n. (3.3)

La complejidad secuencial de cste paso es d°™) y p y los coeficientes de los
polinomios ve4 (Y), ..., va(Y) son polinomios de grados acotados por d°™-4
dados por un straight-line program de longitud d°™.

El célculo del polinomio minimal de y con respecto a Z, se realiza como en el primer
paso:

Consideremos los polinomios

'Ue+1(y) v"(Y)) j=1...,n—€+1. (3-4)

FOy =t (X, X
5 (Y) fi(Xy o p

Teniendo en cuenta que Z, es el conjunto de los puntos de ‘7( fiy--+y fa=e¢) en los
cuales f,_¢41 no se anula, y que todos los puntos de Z, son ceros aislados de

fiy-- s fn-e, concluimos que
o rad(eed(FOY), ..., F2,())
rad(gcd(Fl(t)(Y), cen F,Et_)e(Y), F'S‘_)H_I(Y)))

q( € k(Xy,..., X)[Y] (3.5)

es ¢l polinomio minimal de y con respecto a Z;.

Las “condiciones de normalizacion” implican que las variables estan en posicion de
Noether con respecto a Z;, de donde deducimnos que ¢(Y") es el polinomio minimal
de y con respecto a Z,.

El polinomio ¢(Y’) se obtiene algoritmicamente utilizando las mismas técnicas de
calculo de méaximo comin divisor y radicales aplicadas en el paso correspondiente a
dimension 7r:



CAPITULO 3. DESCOMPOSICION EQUIDIMENSIONAL EFECTIVA 87

Paso 2. Teniendo en cuenta la férmula (3.5), se calcula primero un miiltiplo de
q(Y) por un factor en k[X), ..., X, y luego se obtiene ¢(Y) como el cociente
en la divisidén (exacta) de este polinomio por su coeficiente principal.

El resultado de este procedimiento es el polinomio ¢(Y) dado en forma densa
con respecto a Y y sus coelicientes, que son polinomios en k[X), ..., X,], dados
por medio de un straight-line program de longitud d°™.

Nos gustaria obtener polinomios que definan V; de la misma manera en que se hizo
en cl primer paso, pero la aplicacién del mismo procedimiento puede llevar a la
aparicion de componentes irreducibles que no son componentes de V.

Para controlar en cierta forma el conjunto en que se anulan los polinomios que
seran calculados, tendremos en cuenta que las componentes irreducibles de V' que
pertenecen a V; estdn incluidas en Zg, 1, lo que se sigue de las igualdades

V(fisoo s face-1) = VeULL UV U Zpy (3.6)
V(fiy-- s faceets fame) = VUL.UVU VU Z,. (3.7)

Sean ¢ '(H )(Xl,... Xn) = q§t+l)(X1, ,X¢+1,y( + )) 1 < j <n+1, los polinomios
que definen Ze41 obtenidos por el algoritmo en el paso correspondicnte a dimensién
¢+1,y sea Zyy, la variedad que definen estos polinomios en k(X7 ... ,Xl)"_l (con-
siderandolos como polinomios en k(.Xj,. .., X¢)[Xet1,-- -, Xn))-

Como V, C Z,,;,, los puntos de V, son también puntos de Zg.H Por otro lado, los
puntos en V, son los puntos aislados de V( fiy---, fu-e) en los que se anula fr_pqy.
Luego, los puntos aislados que estamos buscando son algunos de los ceros comunes
de fi,. .., fa—t fa-es1 €0 Zt+1-

Los puntos de V,, siendo ceros aislados de fy,..., fu—¢, satisfacen las ecuaciones
(3.3). Consideremos entonces los polinomios

)/ n }/ .
QI (v) =,,desﬁf-”"qg””(x,,...,X,"‘“p( ) .Y fo )) j=1,...,n+1
(3.8)
y sea
p(Y) = rad(ged(F{O(Y), ..., F20 (1), @V (), ..., @5 (V).  (3.9)

El polinomio ménico p(Y) € k(X),..., X¢)[Y] verifica que p(y(z)) = 0 para cada
T € V,. Més aitin, si v € k(Xl, ..,X¢) es una raiz de p, entonces y = y(z) para
algin z en Zgy N (V, U...UT)).
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Sea W, C A" la variedad formada por la unién de las componentes irreducibles de
dimensidn £ de Zgyy N (V- U...UV,). Entonces W, es una variedad equidimensional
de dimensién £ y las igualdades (3.6) y (3.7) implican que todas las componentes
irreducibles de W, son también componentes irreducibles de Zy4y N V(fr—¢). En
consccuencia, las variables estdn en posicién de Noether con respecto a W,.

Sea W, la variedad correspondiente a W, en A*~¢(k(Xy, ..., X¢)). Como ya hemos
observado, el polinomio ménico separable p(Y) € k(X),...,X¢)[Y] satisface que,
si v € k(X1,..., Xe) es una raiz de p, entonces ¥ = y(z) para algin z en W,.
En consecucncia, p(Y) es el polinomio minimal de y con respecto a una variedad
incluida en W, (ver Seccién 3.4.2). Sea m,, € k[X|,..., Xg][)/].(}l polinomio minimal
de y con respecto a Wy. Entonces p(Y') es un polinomio en k[X,,..., X[Y] que es
un factor de m,,.

Como p(Y') evaluado en y se anula en los puntos aislados de ¥y, el polinomio minimal
de y con respecto a V, divide a p(Y) y en consecuencia

p(Xl)“ '1Xlsy(Xi+l)- . ;Xn))

se anula sobre V,.

Una vez mads, el algoritmo que produce el polinomio p(Y) se basa en célculos de
maximo comun divisor y radicales:

Paso 3. Teniendo en cuenta la férmula (3.9), se calcula primero un miiltiplo de

p(Y) por un elemento en k[X),..., X¢] y lucgo el cociente de este polinomio
por su coeficiente principal.

Se obtiene de esta manera, la representacién densa de p en la variable Y y sus
coeficientes dados por un straight-line program de longitud d°™.

Resumiendo, dada una forma lineal y = Agp1 Xogq + - - - + A\ X, cuyos coeficientes
satisfacen Fy(Aet1,...,An) # 0, el algoritmo dado por los pasos 1, 2 y 3 anteriores
calcula el polinomio minimal de y con respecto a Z, y un polinomio p(Y) que es
un factor del polinomio minimal de y con respecto a Wy y, evaluado en y, se anula
sobre V;. La complejidad secuencial de este algoritino es de orden ¢,

El procedimiento descripto en 1, 2 y 3 se aplica a n + 1 formas lineales elegidas
aleatoriamente. Si los coeficientes de las forinas lineales se toman aleatoriamente de
un subconjunto de k con N elementos, las formas lineales obtenidas satisfacen las
condiciones
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(L1’) Fy no se anula en los coeficientes de las formas lineales

(L2’) Z, es el conjunto de los ceros comunes en A™ de los polinomios minimales de
las n + 1 formas lineales con respecto a Z, (cvaluados en las correspondientes
formas lineales),

(L3') V¢ es el conjunto de los ceros comunes cn A" de los polinomios minimales de
las n + 1 formas lineales con respecto a V, (evaluados en las correspondientes
formas lineales), y

(L4") W, es el conjunto de los ceros comunes cn A" de los polinomios minimales de
las n + 1 formas lineales con respecto a W, (evaluados en las correspondientes
formas lineales)

que en lo sucesivo llamaremos condiciones sobre las formas lineales en el paso ¢, con
probabilidad

1
- — e(n—£) (n—-8)(n+1)
P> 1 N((n+1)d +4d )
(ver Observacién 3.4.2).

La condicién (L1’) implica que se puede aplicar ¢l algoritmo en [24] a las formas
lincales clegidas. La condicién (L2') garantiza que los n + 1 polinomios calculados
con respecto a Z, la definen. Finalmente, las condiciones (L3’) y (L4’) nos permitirdn
construir, a partir de los polinomios calculados en las distintas etapas, un conjunto
de n + 1 polinomios que define V4.

Sean y(e) ,yn +1 las formas lineales elegicdas, y sean p(e) ,pffll y qge)’ 9

<1 qn41
los polinomios en k[X), ..., X,][Y] calculados por el algoritmo.

Entonces, suponiendo que se satisfacen las “condiciones de normalizacién” (V1),

(V2), (P1) y (P2), y que las formas lineales y{?, .. y,(H)_l verifican las condiciones
(L1’) y (L2’) anteriores, se ticne que

Zl = {IE (S E" : (e)(xln . axbygc)( )) 0,' LR 1%(3-1(:1:1’ xl)yi-z-l( )) - 0}'

Queda por caracterizar el conjunto de los ceros comunes de los polinomios

(t)(Xh bel (X¢+l; . n)) )pn-i-l(le 1XZ,:'/1(3-1(X¢+11' vXn))
Sean m(lt),. m 1 los polinomios minimales de y() ..,yfh)q con respecto a W,.

Como ya hemos visto, paracada 1 <j<n+1,

VeC {zek™: (e)(:cl, :rg,yje)(a:)) =0} C{zek™: (e)(:zl, . 73 yjt)(a:)) =0}
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y, en consecuencia,

IR 4 [4 [4
Ve {-’" € K" ipge)(xl,---,me,?lf )(-’")) =0A... /\PﬁL(ﬂ?h---,mt, ?/S:ll(x)) = 0}

-
C {zek™: m(le)(:z:l,...,:zzt, y92))=0A... /\mﬂl(ml,...,xg,yffll(:c)) =0}

Por otro lado, si valen las “condiciones de normalizacién” y las formas lineales

y§‘> yeoo ,y,(fil satisfacen la condicién (L4’) resulta que

{gek®:mP(z,...,2690(2) = 0A ... A (21, ..., 20, Y01 (2)) = 0} = W

.
Pucsto que Vp y W; son variedades cquidimensionales de dimension €,y W, C U W,
=

concluimos que el conjunto de los ceros comunes de los polinomios
e ¢ ¢ ¢
p(l )(Xl) e tXb yg )(Xl+l) o "Xn))) oo ’pg,ll(xh ceey Xl’?/'flll(xl-l-l) oo )Xn))

~ —~ T o~
es una variedad VUV, donde V; C U VyaydimV,< /¢
h=¢+1

- Calculo de la descomposicion equidimensional de V.

En esta tltima etapa del algoritmo se obtendrd, para £ =r —1,...,0, un conjunto
finito de polinomios que define la componentes equidimensional V, de dimensién £ de

V. Estos polinomios se calcularan a partir de los polinomios obtcnidos en la etapa
anterior.

Fijemos ¢ < 7.

Sca y una de las formas lineales elegidas en el paso correspondiente a dimensién £
de la etapa anterior, es decir y = yg-t) (1<j<n+1).

Sea p(Y) = pgt)(Y) € k[X1,...,X][Y] el polinomio calculado previamente para y,
que es el polinomio minimal de la forma lineal y con respecto a una variedad formada
por los puntos de V, y un subconjunto de Vo  U...U V.

Daremos a continuacién un algoritmo que calcula el polinomio minimal de y con

respecto a Vp a partir de los polinomios calculados en los distintos pasos de la ctapa
anterior.

En un primer paso, el algoritmo obticne el factor de p(Y’) que no corresponde a los
puntos de V.

Sea p € k[X\,..., X y sean vey (Y),..., v (Y) € k[ X}, ..., X(][Y] tales que valen
las ecuaciones (3.3).
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Paracada ¢+1<i<r, seanp (X,, oy Xp) = pg-i)(Xl, .. X,,y(')) (1<j<n+l)
los polinomio calculados en la etapa anterior que satisfacen

{zek: @) =0A... A, (z) =0} = VU T,

con V; C U Vj.

j=i+l
Consideremos los polinomios

) 7
(1)()/) _ pdeg it )ﬁ(l)(xh X, 'U£+l() ),. ., ’Un(Y))

p p

j=1,...,n+1
y los polinomios definidos en (3.4) y (3.8).

Paso 1. Aplicando las mismas técnicas utilizadas en la etapa anterior, se calcula,
para cada £+1 < i < r, un polinomio 2;(Y) que es un miltiplo, por un factor
en k[X1,...,Xq, de

rad(ged(F{O(Y), ., F{2 1 (V), QI (V) ., QG0 (V), PE(Y), ., PO (V).

Paso 2. A partir de los polinomios h; (¢ +1 < i < r) se obtiene un miiltiplo, por
un factor en k[X), ..., X,], del polinomio

h(Y) = rad( ﬁ hi(Y))

i=0+1

Este polinomio h(Y') es el factor de p(Y’) que corresponde a los puntos en la variedad
V¢+1 U...UV,, es decir, que no pertenecen a 173

Finalmentc se obteniene el polinomio minimal de y con respecto a V, separando del
polinomio p(Y’) el factor calculado:

p(Y)
h(Y)
y el polinomio G(Y') que es el cocicente cn la division de este polinomio por su
coeliciente principal.

Paso 3. Se calcula un multiplo del polinomio

por un factor en k[Xj,..., X

El polinomio G(Y') obtenido es exactamente el polinomio minimal de y con respecto
a Vg, y por lo tanto, su grado total cstd acotado por deg V4.

Observamos que todo el procedimiento anterior se realiza en tiempo secuencial %™,
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Aplicando el procedimiento descripto en los pasos 1, 2 y 3 a las n + 1 formas lin-
(e) (©

eales ¥, ’,...,¥nt1 clegidas en la etapa anterior del algoritmo se obtienen los n + 1
polinomios minimales G(lt)(Y),...,Gfﬂ_l(Y) asociados a cllas. Entonces, si valen
las “condiciones de normalizacién” y las formas lineales yil) Yoo ,y,(ﬂl verifican la

condicién (L3’) para las formas lineales en dimensién ¢, los polinomios
g§t) = Gg-e)(Xl, ceey Xo, y](-e)()(g.u, ceey X,,)) j=1,...,n+1

satisfacen
Vi={zek":¢%@) = OA.../\g,(fl,(a:) = 0}.

Repitiendo cl procedimicnto anterior para cada € con 0 < ¢ < r — 1 se obtiene la
descomposicion equidimensional de V.

Teniendo en cuenta las complejidades de cada una de las etapas del algoritmo resulta
que la complejidad secuencial total del algoritmo para descomposiciéon equidimen-
sional que hemos descripto es de orden s°()go®),

Observacion 3.4.4 Supongamos dado un proceso aleatorio para seleccionar ele-
mentos de un subconjunto fijo de k con N elementos, que se utiliza para elegir
los pardmetros aleatorios en las distintas etapas del algoritmo: para obtener las
combinaciones lineales de los polinomios de cntrada, el cambio de variables y los
coeflicientes de las formas lineales utilizadas en los pasos intermedios. Entonces, te-
niendo en cuenta las probabilidades de éxito calculadas P, para la preparacion de
los datos de entrada, y Po, ..., P, para los pasos intermedios del algoritmo, resulta
que la probabilidad de éxito del algoritino construido es mayor o igual que

. dn’+n 4 de2-(n+1)
- N

1

donde ¢, y c; son constantes positivas.

Observacién 3.4.5 El cilculo de la ditnensién de la variedad V realizado al princi-
pio del algoritmo no es necesario: dada una variedad V # A", pucde comcenzarse el
algoritmo en la instancia n — 1 en lugar de la instancia r = dim V. La complejidad
secuencial es, en este caso de orden (1 + 1)(2s — 1)d™ + d°").

Por otro lado, si los polinomios de entrada estin codificados por medio de un
straight-line program de longitud L, la complejidad secuencial del algoritmo puede
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estimarse por (L + (n + 1)(2s — 1))°1d°(), M4s aiin, si sélo se quiere calcular
polinomios que definan V,, la componente equidimensional de V' de dimensién ¢, la
complejidad secuencial es de orden (L + (n — £ + 1)(2s — 1))9(1gon-0),



Capitulo 4
Calculo de formas de Chow

En este capitulo se presenta un algoritmo probabilistico que obtiene la descom-
posicidon equidimensional de una variedad algebraica afin arbitraria por medio del
calculo de la forma de Chow de cada una de sus componentes equidimensionales.
Bajo ciertas condiciones genéricas, la complejidad de este algoritmo depende de un
invariante geométrico: el grado geométrico del sisteina de polinomios dado que define
la variedad, lo que permite obtener estitnaciones mds precisas sobre la complejidad
del célculo de la descomposicién equidimensional de variedades.

4.1 Forma de Chow de una variedad afin equidi-

mensional

4.1.1 Definicién

La dcflinicion de forma de Chow presentada en la Secciéon 2.1 para una variedad
proycctiva equidimensional puede extenderse al caso de una variedad afin equidi-
mensional: Sea V C A™ una variedad afin equidimensional. Una forma de Chow
Fv de V sc define como una forma de Chow de su clansura proyectiva V C IP™.

Una forma de Chow Fy de V estd univocamente determinada por V salvo por
un factor constante. Ademas, como dimV = dimV y degV = degV, resulta
que si 7 = dimV, Fy es un polinomio en 7 + 1 grupos de variables Uy,...,U,,
multihomogénco de grado deg V' en cada grupo de variables.

En el caso en que V es irreducible, 7y es un polinomio irreducible, y en el caso

94
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general de una variedad equidimensional, es el producto de las formas de Chow de
las componentes equidimensionales de V.

A continuacion mostramos otras formas equivalentes de definir una forma de Chow
de una variedad afin equidimensional V' de dimension r.

Para cada 0 < i < 7 sea U; := (Uy,-..,U;,) un grupo de n + 1 nuevas variables y
sea L;(U;, X) :=Up + Uy Xy + - - - + Uin Xpn. Consideremos la variedad afin

Far(V) = {(uo,. ey Upy g;) c (mn+1)r+l x B\n'H :
z eV, Lo(uo,:r) = 07---er(Ur,$) — 0}'

Sea m : (A™+1)r+l x A+l 5 An*! 1 proyeccién candnica sobre las primeras coor-
denadas. Entonces la clausura de Zariski m([a(V')) de la proyeccién de (V') es

una hipersuperficie en (A™*!)™! y F, es un polinomio libre de cuadrados que la
define (ver la demostracién del Lema 2.3.5).

Si V es definible sobre k, una forma de Chow de V puede obtenerse también a partir
del ideal I(V) C k[X),...,Xy) formado por los polinomios de k[X\, ..., X,] que se
anulan sobre V:

Lema 4.1.1 Sea I C k[X,,...,X,] un tdeal radical. Sea U := (Uy,...,U,) un

grupo de n + 1 nuevas variables y sea L := Uy + U1 X} + + -+ + UnX,. Entonces el
ideal T = (I, L) C k[U, X] es un ideal radical de k[U, X].

Demostracién. Sea f € k[U, X] un polinomio que se anula sobre V(Z).

Consideremos el polinomio F € k[Uy, ..., Uy, X] definido por
F(Ul)"-)Unvx) = f(_(UIXl +--+ Uan)le)"')Un)X)'

Puesto que f se anula sobre V(Z), el polinomio F se anula sobre A™ x V(I), luego
F e (I) C k[U, X] (que es un ideal radical).

Sea Fy := f — F € k[U, X]. Observamos que V(L) C V(Fp), de donde Fy € (L).
En consccuencia, f =F + g€ (I)+ (L) =T.
Luego, T es un ideal radical de k[U, X].
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Observamos que el ideal (I(V)+ (Lo,...,L:)) N k[Uy,...,U,;] define la variedad
ﬂ(Faf(V)).
Por otro lado, aplicando recursivamente el Lema 4.1.1, resulta que el ideal (I(V) +

(Lo, ---,L,)) es un ideal radical de k[Uy, ..., U, X]. Luego, una forma de Chow Fy
de V puede definirse también como un generador del ideal (principal)

(I(V) + (Lo, - .., L)) N k[Us, - .., Uy).

4.1.2 Normalizacion de formas de Chow

Sea V C JA™ una variedad afin equidimensional de dimensién 7 y grado D definida
sobre un cuerpo k. Una forma de Chow Fy de V estd univocamnente determinada
salvo por un factor constante.

Bajo cicrtas hipotcesis, esta indeterminacién puede evitarse fijando uno de los coefi-
cientes de Fy.

Sea V C IP" la clausura proyectiva de V. En el caso en que
Va{zo=0}n...0n{z, =0} =0,

si e; denota el (¢ + 1)-ésimo vector de la base canénica de k"*! (que representa el
vector de coeficientes de la forma lineal Xj;), se ticne que

fV(eOV")er)'-léO

para cualquier forma de Chow Fy de V. Se define entonces la forma de Chow
normalizada de V, que denotaremos por Chy, como la forma de Chow de V que
satisface la condicién

Chy(eo,...,e;) = 1.

En otras palabras, Chy es la forina de Chow de V para la cual el coeficiente del
monomio UR ... UR es 1.

Para una variedad V de dimension cero, se ticne que la forrna de Chow normnalizada

de V es
Chv = H Lo(Uo,f).

feV
Observainos también que la forma de Chow normalizada de una variedad afin equidi-

mensional es el producto de las formas de Cliow normalizadas de sus componentes
irreducibles.
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4.2 Un caso fundamental

En esta seccion se presenta un algoritmo que, bajo ciertas hipotesis, calcula la forma
de Chow de una variedad afin equidimensional V' a partir de un sistema finito de
polinomios que define la variedad y una resolucion geométrica de una fibra cero-
dimnensional de V por una proyeccién.

4.2.1 Enunciado del resultado

Sea V C A™ una variedad equidimensional de dimensién r. Supondremos que la
variedad V satisface la siguiente hip6tesis:

Hipétesis 4.2.1 La proyeccién my : V — AT definida por z — (z4,...,Z,) verifica
#7,'(0) = deg V (es decir, deg(V NV (X;,..., X)) =degV).

La hipdtesis 4.2.1 implica, por el teorema de la dimension de las fibras, que la
proyeccion my : V. — A" es un morfismo dominante. Mas ain, la proyeccién my es
finita, es decir, las variables X},..., X, estdn en posicién de Noether con respecto
a V (ver [25, Lemnma 2.14)), y es un morfismo de grado D := deg V.

Observamos que la condiciéon 4.2.1 puede obtenerse mediante un cambio lineal
genérico de variables (ver [25, Proposition 4.5]).

De la condicién #my,'(0) = degV se desprende que, si V C IP" es la clausura
proyectiva de V, la variedad VN {z; = 0} N...N {z, = 0} es una variedad cero-
dimensional sin puntos en el hiperplano {zo = 0} del infinito, es decir

Vﬂ{xo=0}ﬂ{z1=0}...ﬂ{:c,.=0} =0.
Tienc sentido entonces hablar de la forma de Chow (normalizada) de V.

Para la aplicacion de nuestro algoritmo necesitarcinos también ciertas condiciones
técnicas adicionales sobre la variedad V' y sobre los polinomios dados para definirla.

Definicién 4.2.2 Sea V C A™ una variedad equidimensional de dimensién r. Di-
remos que V es una interseccion completa reducida en un abierto U C A™ si ezisten
n — 1 polinomios fi, ..., for € k[X1,..., Xy] tales que

e V=V{1,.  far)NU
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e 51 Q es una componente primaria del ideal (f\,..., fa-r) tal que V(Q)NU # 0,
entonces Q es un ideal primo de k[X,,..., X,].

St f1,..., fa-r € k| X1, ..., X,] verifican las condiciones anteriores, diremos también
1) ? H
que estos polinomios forman una interseccion completa reducida para V en el abierto

U.

Observamos que en el caso en que U = {g # 0} es un abierto bdsico de A™, la

sequnda condicion de la definicidn equivale a que el ideal (fi,..., fn-r)g Sea un ideal
radical de kX4, ..., Xn],-

Con estas definiciones e hipdtesis, podemos enunciar el resultado principal de esta
seccion:

Proposicion 4.2.3 Sea V C A" una variedad equidimensional de dimension r que
satisface la hipdtesis 4.2.1. Supongamos que V es interseccion completa reducida en
un abierto bdsico {g # 0} de A™ que contiene a VNV (X,,...,X;). Entonces eziste
un algoritmo que tomando como entrada:

e un conjunto de polinomios {fi,..., fu-r}, dados por un straight-line program,
que forman una interseccion completa reducida para V en el abierto {g # 0}
y

e una resolucion geométrica de VNV (Xy,..., X,)

produce un straight-line program que representa la forma de Chow Chy de V.
SiD:=degV, d:=max{deg fi: 1 <i<n-—r} yL eslalongitud del straight-line
program que codifica los polinomios fi,..., fn—r, la complejidad del algoritmo y la
longitud del straight-line program que produce son de orden (ndD)°\VL.

Antes de dar la demostracién de esta proposicion, necesitamos probar algunos re-
sultados auxiliares en los que se hasa ¢l algoritino construido:

En la Scccion 4.2.2 se probara una formula multiplicativa para la forma de Chow.
A continuacién (Seccidén 4.2.3) se verd que esta férmula permite escribir dicha forma
de Chow como un cociente de dos series y luego (Seccion 4.2.4) se dard un algoritmo
que a partir de los desarrollos de las series hasta cierto grado calcula el polinomio
cociente. Finalmente, en la Seccion 4.2.5 se demostrard la Proposicién 4.2.3.
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4.2.2 Una férmula multiplicativa para la forma de Chow

En esta seccién se prucba una férmula multiplicativa para la forma de Chow de
una variedad algebraica afin equidimensional que satisface la hipdtesis 4.2.1. Esta
férmula es andloga a la férmula clésica de Poisson para la resultante [6, Ch.3, Theo-
rem 3.4] y es uno de los resultados técnicos bésicos para el algoritmo para el calculo
de la forma de Chow que se presentara.

Sea V C A™(k) una variedad equidimensional de dimensién 7 y grado D definible
sobre k. Sea I(V) el ideal de k[X}, . .., Xy] formado por los polinomios que se anulan
sobre V. Sean Uy, ..., U, grupos de n+ 1 nucvas variables cada uno y consideremos
las formas lincales asociadas

Li:=Ui0+Uile+"'+Uian 1=0,...,7
Consideremos el ideal I° definido por
Io = (I(V), Lo, ey L,-_l) C :’C(Uo, ey Ur_l)[X]

y la variedad

VO =V{I% c A™(k(U,,...,Uro1)).
Observamos que si I(V)¢ denota el ideal extendido de I(V) al anillo de polinomios

k(Us,...,Ur1)[X1, ..., Xn], entonces V° = V(I(V)¢) NV (Ly,...,Lr,), de donde
se deduce que dim(V%) =dim(V)—r =0y degV® =degV = D.

Lema 4.2.4 Con las hipdtesis y notaciones anteriores, sea Fy € k[Uy, . ..,U,] una
forma de Chow de V y sea Fyo € k(Uy,...,U,_1)[U] una forma de Chow de V°
(donde U denota un grupo de n + 1 nuevas variables).

Entonces eziste un elemento P € k(Uy,...,U,_) — {0} que satisface:
fv(Uo, U1, ey U,-) = P(Uo, ey Ur—l) fvo(U,-).

Demostracion. Denotemos por X al grupo de variables (X, ..., X,).

Sea I := I(V) + (Lo, ...,L,;) C k[Uy,..., U, X]. De acuerdo a lo visto en la Seccién
4.1.1, el ideal I es radical y una forma de Chow Fy de V es un polinomio en
k[Us, - .., U] que satisface

(Fv) = INk[Us,..., U,
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Consideremos el conjunto multiplicativainente cerrado S := k[U,...,U,4] — {0}.
Se tiene que S~'(I(V) + (Lo, - .., Lr—1)) es un ideal radical del anillo de polinomios
k(Us,...,Ur—1)[X1,-..,Xn] ¥ coincide con el ideal I°.

Entonces, si U := (00,(71, ..., Uy) denota un grupo de n + 1 indeterminadas sobre
k(Uo,...,Ur—1) ¥y L:=Uy+ U X, + -+ UpnXyn es la forma lineal asociada, una
forma de Chow Fyo de V? es un polinomio en k(Uy, ..., U,_l)[U ] que satisface

(Fyo) = (I°, L) N k(U, ..., U,_1)[0).
Por otro lado, vemos que
(IO) Lr) = (S—I(I(V) + (L01 RN Lr—l)), Lr) = S_I(I(V) + (L01 RS ) Lr)) = S_lI

de donde, teniendo en cuenta que U, es un grupo de n + 1 indeterminadas sobre
k(Us,...,Us_1) y que L, es la forma lincal asociada a U,, resulta que

(Fyo(Up)) = (I°% L) Nk(Us, ..., U,_1)[Ur) = ST O KU, . .., Uy]) = S™HFv).

De esta dltima igualdad concluimos que existe P € k(Uy, ..., U,-;) — {0} que satis-
face

Fv(Uo,...,Ur) = P(Uy,...,Ur_1) Fyo(Uy).

El siguiente lema relaciona la forma de Chow de una variedad afin equidimensional
V con la forma de Chow de la interseccion de V con un hiperplano adecuado.

Lema 4.2.5 Sea V C A" una variedad equidimensional de dimensién r y grado D
que satisface la hipdtesis 4.2.1. Entonces:

(1) La variedad V NV (X,) es equidimensional de dimension r — 1 y grado D, y
satisface la hipdtesis 4.2.1.

(2) Si Chy € k[Uy, ..., U] y Chyvay(x,) € k[Uo, . .., Ur—1] son las formas de Chow
normalizadas de V y VNV (X,) respectivamente, y e, denota el (r + 1)-ésimo
vector de la base candnica de k™!, se tiene que

Chv(Uo, ey U,-_.l,e,-) = ChVnV(X.-)(UO) veny U,-_l).
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Demostracion.

(1) Sea my : V — A" la proyeccién sobre las priineras r coordenadas.
Por hipétesis, #;,' (0) = deg V. Se tiene que

751 (0) = Jng'(0)
C

donde la unidén recorre el conjunto de las componentes irreducibles de V.

Cada una de las componentes irreducibles C de V verifica dimC = r. Ademas
CNnV(X,,...,X,) es un conjunto finito con #C' NV (X,,...,X;) < deg C puntos.
Entonces

degV = #my1(0) < Y _#n5'(0) =D _#CNV(Xy,...,Xr) <Y degC =degV
c c c

de donde resulta que #CNV(X,,..., X,) = deg C para toda componente irreducible
CdeV.

En particular, si C es una componente irreducible de V, resulta que CNV'(X,) # 0,y
entonces es equidimensional de dimensién 7—1. Luego VNV (X,) es equidimensional
de dimensién 7 — 1.

Por otro lado,
degV > deg(VNV(X,)) > deg(VNV(X,)NV(Xy,..., X,_1)) = #7,'(0) =deg V
lo que implica que deg(V NV (X,)) = degV.

(2) Sca Chy la forma de Chiow normalizada de V y consideremos el polinomio

Chy(Uy,...,Ur_1,€) que se obtiene al evaluar el grupo de variables U, en el (r +1)-
ésimo vector de la base candnica de k™*!.

Para i = 0,...,r, notaremos por L; := UjpXo + Uy X, + -+ + UinX,, la homo-
geneizacion de L; con respecto a la variable Xj.

Por la definicién de la forma de Chow, se tienc que Chy(ug,...,%r—1,€) = 0siy
sélo si

V h {L_O(uo,l') = 0) AR | Lr—l(ur—lyz) = 0} n V(Xr) # 0
0, equivalentemente, C’anV(x,)(UO» ceyUpy) =0.

Puesto que Chiny(x,) €s un polinomio libre de cuadrados, la equivalencia anterior
implica que Ch’VnV(X,)(UOv ..., Ur—y) divide a Chy (Uy, ..., Uy, €;).

Observamos que las variedades proyectivas VNV (X,) y VN V(X,) coinciden:
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Como VNV(X,) c VNV (X,), se tiene que VNV (X,) C VNV (X,). Ademis, de lo
demostrado en (1) se deduce que V NV (X,) y VNV (X,) son cquidimensionales de la
misina dimensién (r—1) y el mismo grado (deg V). Luego, VNV (X,) = VNV (X,).
En consecuencia, Chyny(x,)(Uo, - - ., Ur-1) = Chvav(x,)(Uo, . . ., Ur-1).

Teniendo en cuenta que el grado del polinomio Chy (U, . ..,U;_1,e,;) en cada grupo
de variables estd acotado por D = deg V' y que cl grado de Chynay(x,)(Us, - .., Ur-1)
en cada grupo de variables es deg(V NV (X,)) = D, concluimos que los polinomios
coinciden salvo por un factor constante, es decir, cxiste ¢ € k — {0} tal que

Chv(Uo, .. -:Ur—l)er) =CcC. ChvnV(X,)(Uo, . '~)Ur—l)

Finalmente, las normalizaciones impuestas a Chy y Chyny(x,), implican que ¢ = 1,
de donde

Chv(Uo, ooy U,-_l, e,.) = ChVnV(X..)(UO; N ,U,._l).

Los Leinas 4.2.4 y 4.2.5 se aplicardn recursivamentc para obtener una férmula mul-
tiplicativa para la forma de Chow de una variedad equidimensional V.

Comenzamos estableciendo algunas notaciones que utilizaremos en lo que sigue:

Sea V C A"(k) una variedad equidimensional de dimensién 7 y grado D definible
sobre k que satisface la hipdtesis 4.2.1.

Para cada i con 0 < i < 7, definimos
V(,') =Vn V(Xi.H, ce ,X,-) C len(E)

Notaremos también V,,, := V.

Denotemos por I(V,;) al ideal de k[X1, ..., X,] formado por los polinomios que se
anulan sobre V;,.

Sea i con 1 < i < 7. Consideremos el cuerpo IS; := k(Uy,...,U;_;). Sea I(V,;))¢ la
extensién del ideal I(V};) al anillo de polinomios I;[ Xy, ..., X,]. Finalmente, sea

VS == VI (V) NV(Lo,..., Licy) € R*(K).
Aplicando el Lema 4.2.5 sucesivamente a las variedades V,,,, ..., V4 se deduce que:

Observacion 4.2.6 Para 7 = 0,...,7, V;, es una variedad equidimensional con
dim(V;,) = i y deg(Vy,;) = degV = D, que satisface la hipétesis 4.2.1.



CAPITULO 4. CALCULO DE FORMAS DE CHOW 103

De esta observacion se desprende que:

Observacién 4.2.7 Para cada 0 < ¢ < 7, V) € A™(K;) es una variedad de di-
mensién dim(V)) = dim(V;;)) — ¢ = 0 y grado deg(V)J)) = deg(V;;)) = D, es decir

O

(l) {'7 R 'YD)}

En consecuencia, si U; denota un grupo de n + 1 indeterminadas sobre I; y L la

forma lineal asociada a U;, la forma de Chow normalizada de Vg es

L(T;, v").

':10

Chya Oy =
1

J

Para cada 1 < i < r, notaremos también

(3)

Fl' = 7];1

=

1]
—-

J

donde 7 (1 < k < n) denota la k-ésima coordenada del vector 'y() (1<j<D.
Observamos que, paracada 1l <i <7, I'; = Ch (e;) y, por lo tanto, es un elemento
@)

de k(Uo, ceey Ui—l)-

Proposicién 4.2.8 Sea V C A"(k) una variedad equidimensional de dimensidn

r y grado D, definible sobre k, que satisface la hipdtesis 4.2.1. Entonces, con las
notaciones anteriores, vale la siguiente igualdad en k(U, ..., U,_,)[U;):

Chv(q)(Ui)

Chy(Us, - .., Ur) = Chyy, (Uo) I —=—

1<i<r I

Demostracion. Sea 2 con 1 < 72 < r. Por el Lema 4.2.4 aplicado a la variedad
Viy = VNV (X1, ..., X:) (ver Observacién 4.2.6), existe P; € k(Uy, . ..,U;—1) — {0}
tal que

Chv(..)(Uo, U) = (U(), . U.'_l) Ch'V(‘})(Ui)- (41)

Especializamos en la igualdad anterior U; = e¢;, donde e; denota el (i + 1)-ésimo
vector de la base canénica de k™*!. Teniendo en cuenta la Observacién 4.2.7, se
obtiene

C’LV(I.)(U(),...,U,'_I,C,') = R(Uo, , 1) H'YJl
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Como V;_1, = VNV (X;), utilizando la relacién dada por el Lema 4.2.5 (2) aplicado
a Vi;, y la definicién de T';, esta igualdad puede reescribirse como

Chyy_yy (o, .-, Uina) = Bi(Uy, ..., Ui-1) T (4.2)

Finalmente, las ecuaciones (4.1) y (4.2) nos dan la siguiente relacién:

Chv(l.)(Uo, cey U,) _ C’LV(“!)(Ui)
ChvgWor o Ui) T

Aplicando la igualdad anterior para i = 1,...,7 se obtiene la férmula

r Chy, (Us,...,U)
Chy(Uo, ..., Us) = Chy, (Uo) -
v(Uo ) Vw) 0) x=1_IlChV( 1)(Uo, . Uich)

T C’L‘/((‘I)(U;)
ChV(o)(UO) . H F—

i=1

4.2.3 La forma de Chow como un cociente de dos series

En la seccién anterior probamos una formula multiplicativa que relaciona la forma
de Chow de una variedad equidimensional V de dimensién r y grado D que satisface
la hipétesis 4.2.1 con las de las variedades definidas, para cada 0 < ¢ < r, como:

‘/(i) = Vn V(Xi+l) e ,X,—) C E\"(E)
V(?) = V(I(V(,;))e) N V(Lo, ceey Li—l) C An(k(Uo, ceey Ui—-l))

Dicha férmula multiplicativa nos permitird calcular la forma de Chow de V como un
cociente de dos series, las que seran aproximadas utilizando el método de Newton
presentado en la Seccién 1.4.3.

Para hacer csto, cl algoritino de la Proposicion 4.2.3 trabaja con una familia de
polinomios { f1, ..., fa—r} que es una interseccién completa reducida para la variedad
V considerada en un abierto {g # 0}.

El siguiente lema prueba que la hipétesis 4.2.1 mas la condicién adicional V N
V(X1,...,X,) C {g # 0} aseguran que todos los cdlculos intermedios pueden lle-
varse a cabo trabajando en el abierto {g # 0}.
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Lema 4.2.9 Sea V C A™ una variedad equidimensional de dimension r que satis-
face la hipdtesis 4.2.1. Sea g € k[X), ..., X,] un polinomio tal que

VA{g#£0}=V y  VAV(Xy,...,X,) C {g#0}.

Finalmente, para cada 0 < 1 < 1, sean Vi C A™(k) y VY C BA*(k(U,,...,Ui-1))
definidas como antes. Entonces:

(1) Viy N {g #0} =V, para todoi con 0 <i<r -1

(2) Para cada 0 <i<r, V) C {g#0}.

Demostracion.

(1) Consideremos en primer lugar el caso i = 0. Se ticne que
VooN{g#0}=VNV(Xy,..,. X, )N{g#0} =V NnV(Xy,...,X;) =V

donde la segunda igualdad es consecuencia de que VNV (Xy,...,X,) C {g # 0}.
Luego, Vioy N {g # 0} = V(o).
Pasemos ahora al caso general:
Sea i con 1 < i < r. Es claro que vale la inclusién Vi, N {g # 0} C V.
Como la variedad V;, es equidimensional de dimensién 7 (ver Observacién 4.2.6),
entonces Vj;, N {g # 0} es o bien vacia o bien equidimensional de dimensién 1.
Ahora,

Vion{g #0}nV(Xy,...,Xi) = Vio N {g # 0} = Vj, (4.3)

de donde se deduce en particular que Vi;, N {g # 0} # 0 y entonces Vi; N {g # 0} es
equidimensional de dimensién i.

Més aln, la igualdad (4.3) implica que deg(Vy, N {g # 0}) > degV,g,. Teniendo
en cuenta que degV,;, = degV|q, (Observacién 4.2.6), la inclusién que ya hemos
demostrado y la igualdad de dimensiones, concluimos que Vi; N {g # 0} = V.

(2) Por lo demostrado en (1) y la Observacién 4.2.6, basta considerar el caso de
una variedad equidimensional V' de dimensién r que satisface la hipétesis 4.2.1 y un
abierto {g # 0} con:

Vn{g#0}=V y VnV(X,...,X;)C {g#0}.
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Sean Uy, ...,U,_, grupos de n + 1 variables y sean Ly, ...,L,_, las formas lineales
asociadas. Sea

Vo = VI(V),Le,...,Le—y) C A™(k(Uy,...,Ur-1))-
Consideremos la variedad
V0= {(u,2) € AT s Bm ez eV, Lo(1g,7) =0, ... ,L.,._l(‘u,,_l,:l:) =0}

Observainos que I(V?) se obtiene localizando en el conjunto multiplicativamente
cerrado k[Uy, ..., U,—1] — {0} el ideal I(V°).

La condicién V N {g # 0} = V equivale a que g no se anula idénticamente sobre
ninguna componente irreducible de V, lucgo, tampoco se anula idénticamente en
ninguna coinponente irreducible de V°.

En consecuencia, g no se anula en ningtin punto de V°.

A continuacién probamos un resultado técnico acerca del ideal de una variedad
equidimensional intersecciéon completa reducida que satisface la hipétesis 4.2.1. De
este resultado se deduce la validez de las hipdtesis que posibilitan la aplicacién
del algoritmo de Newton (ver 1.4.6) para aproximar los puntos de las variedades
cero-dimensionales involucradas en la férmula multiplicativa dada en la Proposicién
4.2.8.

Lema 4.2.10 Sea V C A" una variedad equidimensional de dimensién r que satis-
face la hipdtesis 4.2.1 y es interseccidn completa reducida en un abierto {g # 0} que
contiene a VNV (Xy,...,X;). Entonces, el ideal I(V) + (X1,...,X;) es un ideal
radical de k[X,, ..., Xy).

Demostracion. Sean fi,..., fa_r € k[X\,...,Xys] polinomios que forman una in-
tersecciéon completa reducida para V en el abierto {g # 0}, es decir, tales que

IV)e = (f1,---) fa=r)g-
Para cada 1 <i<rsea l;:=I(V)+ (Xig1,..., Xy) Ck[Xy,..., Xa)

Veremos recursivamente para i = 7,7 — 1,...,0, que el ideal (I;); C k[Xy,..., Xn],
es radical. Mds precisamente, si Vj;) := VNV (Xiy1,..., X;), se probara que (I;), =
I(V(i))y-
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En primer lugar observamos que (I;)y = (f1,..., fa=r, Xit1,--.,X;), €5 un ideal de
codimensién n — i generado por n — % polinomios en el anillo k[X},..., X,],, que
es Cohen-Macaulay. Por lo tanto, todo primo asociado a (I;), es minimal (ver (8,
Corollary 18.14]). Entonces, las componentes primarias de (I;), se corresponden
biycctivamente con las componentes irreducibles de la variedad V() N {g # 0} =
Viiy- Por otro lado, puesto que V,;, satisface la hipétesis 4.2.1, para cada componente
irreducible C de V};, se tiene que J(C) N k[X},..., X;] = {0}. Entonces para cada
componente primaria @ del ideal (I;), vale @ N k[X},...,X;] = {0}, y lo mismo
sucede para cada componente de I(V),.

Esto implica que, si &; := k(Xj,..., X;) y consideramos las extensiones If y I(V;;)®
de los ideales (1;)g y I(Vi), al anillo de polinomios k;[Xiyy, .- ., Xy)g, vale

(Ii)y=1ienk[Xla---:Xn]y y I(V(i))y=I(V(i))enk[Xh---:Xn]g'

En consecuencia
(Ii)g = I(Viy)y <= It =1(Vy)* (4.4)

Por definicién, I, = I(V) es radical, luego ([;), también lo es.

Sea ahora i con 0 <7 <7 — 1y supongamos que (Ii41)g = I(Viit1))g-

De acuerdo a (4.4), basta ver que I = I(V,;)¢, lo que es equivalente a la condicién
dimk.. k,'[X,'.H, oy Xn]g/Iie = dimk.. ki[X,;.H, e ,Xn]g/Iﬂ/(,;))e,

puesto que rad(If) = I(V,;)® y son ideales cero-dimensionales de k;[Xi41, ..., Xa),.

Sean ay,...,an € k[X\,...,X,] tales que @y,...,an € ki[Xit1,...,Xn]o/If €s un
conjunto k;-linealmente independicnte. Veamos que las clases de a;,...,ay en
kis1[Xis2y ..., Xn)g/IE, son kiyy-linealinente independientes.

Si no lo fucran, existirian gy,...,gn € ki4; tales que gia; + ... + gvay € If,.
Multiplicando por un polinomio no nulo en k[Xj, ..., Xi4+1] podemos suponer que

g1a1 + -+ gvan € (fig1)g

Por hipétesis inductiva, se ticne que (fi+1)g = I(Vii+n)e ¥» cOmo Xi41 no se an-
ula idénticamente en V41, resulta que X;;, no es divisor de cero médulo (fiyy),.
Podemos suponer entonces que cn la suma anterior gj,(Xy, ..., X;, 0) # 0 para algin
1<jo<N.
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Entonces, poniendo g; := g;(Xy,...,X;,0) € k[X,,...,X;] paracada 1 <j < N, se
obtiene
Giay + -+ gnvan € (Iigr)g + (Xia) = (L),

de donde
§1&1 +"'+§N&N =0 en ki[X.'.;.l,...,Xn]g/If

con §j, € k; — {0}, lo que contradice la independencia lineal de @,,...,an.

En consecuencia,

dimg; ki[Xiy1, - - -, Xnlg/If < dimg,, kipi[Xigo, o, Xalo/TE-
Por otro lado, como rad((f;)¢) = I(V;)¢, se tiene que

dimy, K[ Xt - - Xal /I8 > dimy, kil Xovts - - - Xnlo/T (V)%

Finalmente, teniendo en cuenta que, por la hipdtesis inductiva, If,; = I(Viiy1))° y
que la hipdtesis 4.2.1 implica que, paracada 0 < ¢ <7,

dimg, ke[ Xe+1,- .-, Xal/I(Vie))® = deg V,
concluimos que
dimk_. ki[X,'.H, ceey Xn]g/Il-e = dimk_. ki[Xi+l) ey Xn]g/f(‘/(i))e

y, por lo tanto, If = I(Vj;,)®.

Para terminar, observamos que, como VNV (X,,...,X,) C {g # 0}, se tiene que
IV)+ (X1,---, X)) = (Io)g N k[ X1, ..., Xn)-

La radicalidad de I(V) + (X3,..., X,) se sigue entonces de la de (/p),.

En lo que sigue notaremos U := (Uy,...,U;) y U’ := (U,,...,U,_1), donde para
cada 0 < i <, U; := (Ujo,--.,Uin) es un grupo de n + 1 variables que forma el
conjunto de los coeficientes de una forma lincal genérica L;. Escribiremos también
e := (ey,...,e;) donde e; es el (i + 1)-ésimo vector de la base canénica de k™*!

(asociado a la forma lineal X;).
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Proposicion 4.2.11 Sea V C A™ una variedad equidimensional de dimension r que
satisface la hipdtesis 4.2.1 y es interseccion completa reducida en un abierto {g # 0}
que contiene ¢ VNV(Xy,...,X,). Para cada 1 <i <1, sea V§ = (...,
D .
definida como antes, y sea I'; = 'Hx 'y](-’,-).
J:

Entonces Chy(U) puede ezpresarse como

_ %)
Chy(U) = Uy’
donde
YU) = Chyy(Uo) T Chyg (V) € F(IU' - €Jl[Us)
rw) = JI T € B -]l

Demostracién. Paracada 0 <i<rsea Vg :=VNV(Xiyy,...,X,) C A™(k). Sea
tconl<:<rysean

K; .= k(Uo, ceey Ui—l) y V(?) = V(I(V(i))e) NV(Ly,..., Li—l) C An(I{,‘),
donde I(V,;))¢ denota la extensidn del ideal de la variedad V;, al anillo de polinomios
KiXy,...,Xn)

Por hipétesis, Vo, es una variedad cero-dimensional del mismo grado que V, luego
sidegV = D, V4, := {'y§0),. ..,759’ }.
Sea fy,..., fn—r una familia de polinomios en k[Xj,..., X;] que forman una inter-

seccién completa reducida para V en el abierto {g # 0}. Entonces

V=V Jon) N g £0)

¥y (fi,.-., fa=r)g s un ideal radical de k[X,..., Xy,
Mais aun, por el Lema 4.2.9, se verifica también

1/(i) = V(fla"')fn—r’Xi+l7'--,Xr)n{g#0} - A"(E)
Ve = V(fi,-o s faerr Loy ooy Licty Xigry -, Xo) N {g # 0} € A™IG)

Fijemos i, 0 < i < r — 1, y consideremos la aplicacién F; : A("+Di x A» 4 A"
definida por

F\i(UO) 0y Ui—lv X) = (fl (X)a -y fn—r(x)’ LO(UO) X)) S Li—l(Ura X)) Xi+l) ) Xr)
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F,
Consideremos la matriz Dy F; := (6 2 ) dada por
an 1<7,k<n

( n N 8h h oh oh \
84X\ 0X; 9Xi+1 X, 2D, G R 8Xn
Ofus Ofucs  Ofncs Oface  Ofucs Ofncs
9X 0X; 8Xis1 X, X4 dXn
Uo1 Usi  Upist Usr  Uor41 Uon

DxF; = : : : : : :
Ui-11 Uic1i Uic1in Uicir Uicirn Ui-1in
0 0 1 0 0 0
\ 0 0 0 1 0 0 )

Observamos que para cada 'y§°) € Vo) se verifica
0 0 0 0) (0 0
F‘i(el) en’Y; )) (f ( ( ))a )fn— ( ( )) 'Y_S l)) )’Y_-S;))'Y_-S;Ll) )7_5:')) - O)

puesto que 'yJ € Vigy=V(fty- s fars X1y, X) 0 {g # 0}
Ademas se tiene que

afi (0 [ (0
8X'+1 (’YJ )) c'?x (’Y.s ))
det(Dx Fi(er, . .-, €;, 1Y) = % det :
ln—r 0 ln—r 0
8Xr41 ('YJ ’) 3Xn ('7 )

Por el Lema 4.2.10, I(V)+(X}, ..., X;) es un ideal radical de k[X), ..., X,]. Luego,
I(V)g+ (Xi,...,X;)g es un ideal radical de k[Xj,..., Xn]y. Pero como fi,..., far
forinan una interseccién completa reducida para V en el abierto {g # 0}, se tiene
que I(V)y = (f1,- -, fa=r)g, de donde resulta que (fi,..., fa=r, X1,...,X;) €5 un
ideal radical de k[X\,...,Xy)s. Del criterio del jacobiano (ver 8, Theorem 18.15)),
concluimos que

0) 0
ax,+.( %) 20 ()
det : #0,
fn— 0) fn—r (..(0)
X1 ('YJ( ) ()

es decir,
det(DxFi(es, .- -, e;,7")) # 0.
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Entonces, del teorema de la funcién implicita para polinomios demostrado en el Lema
1.4.6, deducimos que para cada 1 <7 < 7y para cada 1 < j < D, existe un vector
de scries de potencias 'yJ(-’) € E[[Uo -ey,...,Ui1 — ¢]]* que verifica simultdneamente

o fl(’YJ('i)) =0,..., fn—r('YJ('i)) =0, Lo(Uo,'Y,('i)) = 0,-.-,Li-1(Ui-1,’Y,(-i)) =0,
=0, =0
o We,...,e) =1

En particular, como 9(7.5‘0)) # 0, se verifica también .‘](’YJ('i)) # 0.

Observamos que, para cada i con 1 <7 < 7, los vectores de series de potencias '75-"),
1 < 5 < D, son todos distintos, puesto que difieren en su término constante. Por lo
tanto, como deg V) = deg Vj;, = D, si consideramos una clausura algebraica K; de
K; que contenga a k[[Uy — ey, ..., Ui_; — €], cstos vectores son todos los puntos de
la variedad cero-dimensional V). (Por cste motivo los hemos denominado 'yJ(-i) como
en la Observacién 4.2.7.)

Finalmente, por la Proposicién 4.2.8, tenemos que

Chys (Us)
ChV(Uo,...,U,.) =ChV(0)(U0) H ;‘)
1<iLr i

D .
donde, paracada 1 <i<r, I := I 'YJ('?-

Para cada 1 < 7 < r, como 'yg-i,.) € k[[Uy — ei1,...,Uiy — €], resulta que T; €
E[[Uo —Cly.- oy Ui—l had e,-]].

Por otro lado, paracadal < i < r, V(?) es una varicdad cero-dimensional, y en

consccuencia b
Chye (U) = [] LU ),
Jj=1
que es un polinomio en U; con coeficientes en k[[Uy — ey, ...,U;-1 — ¢;]]. En el caso
i = 0, definimos V, := Vq, y vale la férimula anterior para Chv(%)(Uo) € k[Uy).
Sea entonces 2 con 0 <7 < 7—1. Como 75-?+1 =...= 7;‘3 =0 paracadal <j <D,

cada uno de los factores de Chv(g)(U,-) cs de la forma

LUy %) = Uo + /Uit + ... + 9 Ui + Y0 Uirsa + ... + 22 Ui,
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con lo cual, no depende de la variable U;;,;. Por lo tanto, el desarrollo de Chv(?)(U,-)
como polinomio en potencias de U; — e;4; coincide con su expansién como polinomio
en U;.

En consecuencia, para cada 0 < 7 < r — 1, podemos considerar a Ch.v(g) (U;) como
una serie de potencias en k[[Up — ey,...,U; — e;11]]. En el caso i = r, tenemos
Chv(c:)(U,.) € K[[Uo —ery---,Uroy = &) [Ur)-

Con la notacién U := (U,,...,U,), U = (Uy,...,Ury) vy € = (ey,...,e), con-
cluimos que

Chy(U) = ﬁ((g,)),
donde
o(U) = 0<H< Chyo (U) € k([U' - €))[Us]
rw) = ] T e W -]}

4.2.4 La forma de Chow como un cociente de dos polinomios

El siguiente paso para la construccion del algoritmo que calcula la forma de Chow
de V es expresar Chy como un cociente de dos polinomios en lugar de un cociente
de dos series de potencias, para efectuar lucgo la division aplicando el Lema 1.3.5.

Probaremos un resultado general mediante el cual, a partir de los desarrollos de dos
serics de potencias cuyo cociente es un polinomio, se obtienen (algoritmicamente)
dos polinomios cuyo cociente exacto es el polinomio dado.

Sea U un conjunto de N indeterminadas sobre el cuerpo k y sea u € kV.

Recordamos que, dada una serie de potencias ' := 3. D[y (U — u)* € k[[U — u]],
aeNY
se define el orden de I' en u como ord,(I") := min {|a| : T #0}.

Proposicién 4.2.12 Sea U un conjunto de N variables sobre k, sea u € kN y sean

b= > SU-u)?* y Ti= > ToU-u)* € k[[U-u]

aeNYy ae N}

series de potencias tales que ®/T" es un polinomio en k[U] de grado §.
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Sea m := ord,(I"). Supongamos que todas las componentes homogéneas de grado
menor o igual que m+§ de las expansiones de ® y I alrededor de u estdn dadas por
medio de un straight-line program de longitud L.

§+1
Sea G := ( > T(U - u)") . Entonces:

lal=m

(1) Existe un straight-line program de longitud O(6° L) que calcula un polinomio

F € kU] que satisface
® _F
r G
(2) Si se conoce un punto @ € kN tal que G(i) # 0, eziste un straight-line program
de longitud O(68 L) que calcula el polinomio cociente ®/I.

Demostracion.

(1) Sea Q(U) := ®(U)/T(U) € k[U) el polinomio cociente y sea ¢t una nueva
indeterminada. Consideremos el polinomio

Q. t) == Q(t (U - ) +u) € k[U, 1],

que verifica Q(U) = Q(U, 1).
Sea T'(U, t) := I'(t (U — u) + u). Como ord(T') = m se tiene que
N (/) Zr (U —w)tlel = ¢ Y A;(U

j>o0

donde, para cada j > 0, A;(U) € k[U — u] es la componente homogénea de grado

m + j en la expansién de I' alrededor de u. En particular, tenemos que G(U) =
AO(U)6+1.

Considereinos los polinomios
P(U,t):= A (U)**'QU,t) y F(U):=P(U,1).

Es claro que
pU,1) _ FU)

Q) = QU1 = 4=mr = G-

Describiremos entonces una forma alternativa de calcular P(U,t) a partir de las
componentes homogéneas de grado menor o igual que m + § de las expansiones de
las series de potencias & y I' alrededor de u.
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Sea

LUTEED> ’:Ogg; ¥ e k(U -

Observamos que

" 1 1

0D = SAGE ~ ROTN00) = A 500

750 k>0

Consideremos ahora ®(U,t) := ®(t (U — u) + u). Puesto que &(U)/T'(U) € kU],
deducimos que ord,(®) > ord,(I') = m. Entonces

&, (U —u)* il =™ Y By(
Z

320

donde, para cada j > 0, B;j(U) € k[U — u] es la componente liomogénea de grado
m + j en la expansion de ® alrededor de u.

Finalmente, observemos que valen las siguientes igualdades en k(U — u)[[t]):

PU,t) = AU)™ Q1)
_ 1 8(U,)
= Ay(U)** FU.0)
= U)‘(gB U)ti)(kzq:(u,t)k)

(X B;) #) (T A(U)*~*(Ao(U) T (U, 1)).

3>0 k>0

Ahora, teniendo en cuenta que deg, P(U,t) = deg,Q(U,t) = 6, vemos que para
calcular P(U, t) basta obtencr los desarrollos hasta grado é en t de las dos series

B Yy Y AU (AU, 1),

3>0 k>0
efectuar el producto y finalinente truncar el resultado en grado § con respecto a la
variable t.

Como ¥(U,t) tiecne orden mayor o igual que 1 en t, lo que implica que ¥ (U, t)*
tiene orden mayor o igual que k, el polinomio P(U,t) puede obtenerse a partir de
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los polinomios

~

oU,t) = > BiU)¥ (4.5)
0<5<6
YU) = - X AU y (4.6)
1<5<8
OU,t) = Y A(U)**u(U, ¢k, (4.7)
0<k<s

calculando el producto ®(U,t) ©(U,t) y truncando el resultado en grado § con res-
pecto a t.

Para terminar, se calcula el polinomio F como IF(U) = P(U, 1).

A continuacién se resume el algoritmo que obtiene el straight-line program para F
y se calcula su complejidad:

Para cada 0 < j < 4, sean

Ai(U):= > T (U=-uw* y BjilU):= > &4(U—u).
|la|=m+j |la|=m+j
Por hipétesis, estos polinomios estin dados por medio de un straight-line program
de longitud L.

Algoritmo

Paso 1. Calcular los polinomios (U, t), ¥ (U,t), ©(U,t) dados por las férmulas
(4.5), (4.6) y (4.7) respectivamente, y el producto ®(U,t) O(U, t). La longitud
del straight-line program que se obtiene es O(d) + L.

Paso 2. Aplicando el Lema 1.3.3, obtener un straight-line program para todos los
coeficientes hasta grado § del producto ®(U,t) 8(U, t) considerado como poli-
nomio en la variable t con coeficicntes en k[U]. Observamos que, si P;(U)
(0 < j < 8), son los coeficientes calculados, entonces P(U,t) = 0<Z_j<6Pj(U ).

J

La longitud del straight-line program obtenido para los coeficientes de P(U, t)
es O(8° L).

Paso 3. Calcular F(U) := P(U,1) = ¥ P;(U). La longitud del straight-line
0<5<é

program final es O(4° L).
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(2) Si se conoce un punto @ tal que G(i) # 0, para calcular el cociente F/G se
aplica el Lema 1.3.5 a estos polinomios.

Teniendo en cucnta que deg(F"/G) = 4, la longitud del straight-line program obte-
nido para F en (1), y el hecho que G(U) := Ao(U)?*! es calculable por medio de
un straight-line program de longitud § 4+ L, resulta que la longitud del straight-line
program final que calcula F/G es de orden O(4® L).

Recordemos la notacion utilizada en la secciones anteriores: Para cada 0 < i < r,
U; es un grupo de n + 1 nuevas indeterminadas sobre k, U := (Uy,...,U,) y U’ :=
(Us, - .-, Ur—y). Por otro lado, €' := (ey,...,e;), donde e; cs el (i + 1)-ésimo vector
de la basc canédnica de k**!. Finalmente, notaremos e := (¢, 0), donde 0 denota un
vector con 1 + 1 coordenadas iguales a 0.

La Proposicién 4.2.11 asegura la existencia de dos series ®(U) € k[[U’ — €'])[U;]
y T(U") € k[[U’ - €']] cuyo cociente es el polinomio Chy(U). Podemos considerar
ambas series como elementos de k[[U — ¢]]. Finalmente observamos que deg ®/T" =
degChy = (r + 1) deg V es conocido.

Vemos entonces que, para poder aplicar la proposicion anterior a nuestra situacion,
nos resta calcular ord,(I"), que es el orden de T € k[[U' —€']] en ¢'.

Proposicion 4.2.13 Bajo las hipétesis y notaciones de la Proposicion 4.2.11,

LPU) = (1) [ ChyyU:) + O((U' - ¢')P*)

0<i<r-1
donde D := degV. En particular

orde(T') = orde (') = r D.
Demostracion. Recordemos que, paracadal <:i<r,
Vo = V(i(X),..., facr(X), Lo(Uo, X), .. ., Licy(Ui1, X), Xig1, ., X¢) N {g # 0}
es la variedad cero-dimensional

V(?) = {’Yfi), e ,’Yg)} C k[[Uo — ey, .., Uic1 — &]".

Se tieneque I'= [] I'; donde, paracadal <:<r,Ii= T[] 'y}i,-).
1<i<r 1<j<D
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Fijemosicon 1 <i<r.
Sea j con 1 < j < D. Para simplificar la notacién escribiremos «y; := ny()

La i-ésima coordenada v;; € k[[Uy—ey, . .., Ui—) —&;]] de y; puede considerarse como
un elemento de k{[U’ — €']] y entonces es de la forma

=Y a.(U' =€) ek[U' - ¢

Probaremos que orde(+y;;) = 1 y calcularemos la parte lincal del desarrollo de esta
serie alrededor de €'

En primer lugar, observamos que v;j(e;,...,¢;) = 3( ) (ver la demostracién de la
Proposicién 4.2.11). Entonces ap = v;i(e') = 'y;,) = 0, puesto que 'y( ) € Vi =

J
VNnV(Xy,...,X;)y 1 £i<r. En particular, orde (y;:) > 1.
Calcularemos aliora la parte homogénea de grado 1 en la expansién de v;; centrada

. . ) i :
en ¢, es decir, para cada a con || = 1, el cocficiente a, = z7i&(e') (en otras

palabras, las derivadas parciales de ;; con respecto a cada una de las variables Uk,,
0 < k < r,0 < ?< n especializadas en ¢').

Como v; € V3, se tiene que L;_;(Ui-1,v;) = 0, es decir
Uicto + Uict1 751+ -+ Uic1a%in = 0. (4.8)
Derivando esta ecuacion respecto de la variable U;_;¢ se obtiene la igualdad

. Ov.
1+U;- a’YJl +...4Ui_1n Yin = 0.

" 8U:-10 Ui-10
Especializando U’ en €' = (ey,...,e,) resulta que aU’YJ' (¢') = —1. Esto implica
i-10

que orde (v;:) = 1.

Consideremos ahora en (4.8) la derivada con respecto a U;_j¢ con £ > 1:

67-1 a’Y'n
. U._ J . i—11 —n 0
7Jt+ i llaui—ll+ +Ut ltaui—lt
av;
de donde obtenemnos, especializando U’ en €/, que BU (e) —7e(e') = —'ygo).
i-1¢

Finaliente, para 0 < k < i—-1y 0 < ¢ < n, derivando la igualdad (4.8) con
respecto a Ug g resulta

07; 0v;
'YJl +"'+Ui—1n 'an

Ui-nn O0Uk¢ OUk

=0,
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lo que implica que 5= 7’ - (e ) =

Teniendo en cuenta que 7;i no involucra las variables U;, ..., U,, resulta que para
vji

todo k >iytodo0<¢<nvale ——=0.
3Uke

En definitiva, paracadal <i<rycadal<j<D:

-1  si k=i-1,£=0
€)= ¢ -1? si k=i-1,1<¢€<n
0 si k#£i—-1,0<¢<n

a,),(i)
Uk

En consecuencia, concluimos que paracadal <i<r,1<j < D, la parte lineal de

1) es

—(Ui—10+U—11’Y,(1)+ + (Uia1i — 1)’)’1(2) R o 1n’7,n))
Teniendo en cuenta que 'y( )=...= 'yJ, = 0, resulta que la parte lineal de 'y
~(Uicto + Uimiy %0 + -+ Uictri1 Yoy + -+ + Uicia?in) = —Li—1(U‘—1,'YJ('0))-

Luego
1) = —Liss(Uicr, 1Y) + O((U' - €)?).

Finalmente, como Chy,, (U) = I L(U, 'yJ(-o)), concluimos que

1<j<D
o= J1 A= I1 (= Lo, ") + O(U' - €)%)
1<5<D 1<5<D

= (=1)°Chyg, (Uim) + O((U' - €)P+),
de donde resulta que

LU = ] Ti=(-1)" II Chy, (Uie1) + o((U’—e')'D+‘)

1<i<r 1<i<r

= (=17 JI Chyy(U:) + O((U"—€)PH).
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4.2.5 Demostracion del resultado principal

Utilizando los resultados y algoritmos presentados en las sccciones anteriores, po-
dremos construir el algoritino para el cédlculo de la forma de Chow y demostrar la
Proposicién 4.2.3.

Hemos visto que la forma de Chow Chy que quercinos calcular puede expresarse
como un cociente de dos polinomios. KEstos polinomios se calculan a partir de
las scries que representan las coordenadas de los puntos de las variedades cero-

dimensionales auxiliares V) = {'yfi), ... ,75;"} conl<i<r.

La aplicacién simbdlica del algoritmo de Newton (ver Lema 1.4.7) nos permitird
obtener algoritmicamente las componentes homogéncas de las scries ®(U) y ['(U")
involucradas en el cdlculo de los polinomios mencionados.

Finalinente, aplicaremos la Proposicién 4.2.12 para obtener un straight-line program
que evalia la forma de Chow de V.

Demostracion de la Proposicién 4.2.3. A lo largo de esta demostracion, manten-
dremos las notaciones utilizadas en las secciones anteriores.

Recordemos que, por las Proposiciones 4.2.11 y 4.2.13, Chy(U) = &(U)/T(U'),
donde

W) = I Cho@) = I I Li(Us) € KU - €U

0<i<r 0<i<r 1<;j<D
ru) = [T o=11 I
1<i<r 1<i<r 1<<D
= (—l)rD H Ch\’(o)(Ui) + 0((U’—6’)rD+l) € E[[U'—e’]].
0<i<r-1

Aplicaremos la Proposicién 4.2.12 para calcular Chy como el cociente de dos poli-
nomios F' y G € k[U] relacionados con ® y I'.

Puesto que degChy = (r + 1) D y, por la Proposicién 4.2.13, orde(I') = r D,
necesitarcmos un straight-line program para las componentes homogéneas de grado
menor o igual que (2r + 1) D de los desarrollos de las serics de potencias ¢ y I’
alrededor de e := (€', 0) (considerando a ambas series como elementos de k[[U — ¢])).

Observamos también que, de la Proposicion 4.2.13, se desprende que

G(Ul)=((_1)rD H C”'lf(o)(Ui))(r+l)D+l (49)

0<i<r—1
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puesto que este polinomio es la ((r + 1) D + 1)-ésima potencia de la componente
homogénea de grado minimo del desarrollo de I' alrededor de €'

Entonces, conocemos también un punto que no anula a G: si ¢ := (1,0,...,0) €
k"+1 se tiene que G(eg,...,e) = (1) #0.

Pasamos aliora al calculo del straight-linc programm que cvahia las componentes ho-
mogéneas de & y I

Fijemos 2 con 1 < 7 < r. Fijemos también una base del espacio vectorial D-
dimensional k[V;))]. Para cada 0 < k < n, sea 1\I§() la matriz de la multiplicacién

por X en esta base. Entonces valen las siguientes igualdades (ver por ejemplo (6,
Proposition 2.7]):

I LiU,"?) = det(Uoldp + Uy MQ +--- + U M) (4.10)
1<j<D

I det(M$). (4.11)
1<j<D

Calcularemos las expansiones como series de potencias de (4.10) y (4.11) alrededor
de e hasta grado (2r + 1) D.

Recordemos que, de la demostracion del Lema 1.4.6, se desprende que, para cada
1 < j < D, el vector de series de potencias 'yj() puede obtenerse por medio del
operador de Newton asociado a la aplicacién F; : A"+ x A™ — A" definida por

F‘i(UO) ey Ui—la X) = (fl (X)) ey fn—r(X)) LO(U01 X)) ooy Li—l (Ui—h X): Xi+17 ey Xr))
es decir
Ne(X)! = Xt — (Dx F(U, X)) (F(U, X)),
conlio siguc:

Dado 'y( ) e Vio) se tiene que Fi(ey, ..., e;,7; )) = 0y det(DxFi(ey, - - e,,'yjo))) # 0.

Se define recursivamente
7§1.D) — 7;0)

para obtener una sucesion de vectores de funciones racionales

(1 ¥ = (’Y;tlk)) 17;11;,:)) € E(UO) ceey Ui—l)n-
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Como los denominadores de estas funciones racionales no se anulan en (ey,...,€;),

pueden invertirse como series de potencias en k[[Uy — ey, ..., U;—) — &].

Ahora, para cada 1 <! < n, la sucesion de serics dec potencias (’YJ('i"k))po converge a

la serie de potencias 'yJ(-i,) € k[[Uo — ey, ...,Ui_1 —¢;]]. Més adn, para cada k € N, la

serie de potencias 'y(.‘, ) aproxima a fy(-’) con precisién 2% (es decir, los coeficientes de

J il : )
los desarrollos alrededor de (ey, ..., ¢;) de 'yy,'k) y 'y§’,) coinciden hasta grado 2% — 1).

0 0 .
Como no conocemos los puntos 'yf ), .. .,fy},) de Vo), simularemos este proceso por

medio de una aplicacion simbdlica del operador de Newton tomando como “punto
inicial” la resoluciéon geométrica de Vg, que contiene la informacién de todos los
puntos de esta variedad.

Sean p,vy,...,Un € k[T] y £ = M1 X1 + -+ + A\ X, los elementos de la resolucién
geométrica dada de Vg,.

Sca M la matriz compaiiera del polinomio p, que es la matriz de la multiplicacién por
Cenlabase {1,¢,¢2,...,6P~1} del espacio vectorial D-dimensional k[V,g,]. Entonces,
para cada 1 < k < n, Mx, := v(M) es la matriz de la multiplicacién por X con
respecto a la misma base.

Observamos que la matriz M es semejante a la matriz diagonal D(E('yfo)), ce E('yg)))
¥, por lo tanto, para todo 1 < k < n, la matriz My, es también semejante a una

matriz diagonal Dy, := D(’yf?, R 7g)l)c :

Sea k := [log((2r + 1) D + 1)].

Aplicando el Lema 1.4.7 obtenemos, a partir de un straight-line program que calcula
F;, un straight-line program que evalia polinomios

g,(f),...,gg:) y hS"’ek[Uo,...,U,-_l][X]

quc representan los numeradores y un denominador de la k-ésiina iteracién del ope-
rador de Newton Np,, es decir, tales que

(x) ()
K Ji Gin
NS (X) = (h(;) (X),..., oo (X)) :

Consideremos las matrices

H; = h(Mx,,...,Mx,) (4.12)

Gu = g (Mx,,....Mx,) (1<k<n) (4.13)
Ny = H'Gy (1<k<n). (4.14)
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Como el polinomio det(H;) € k[U’] no se anula en €', det(H;)~! es una serie de
potencias en k[[U’—¢]]. Més aiin, del hecho que M, es semejante a Dy, , deducimos
que det(Ny;) = (det(H;))~'det(Gy;) € k[[U' — €']] aproxima (4.11) con precisién
2> (2r +1) D + 1.

Andlogamente
det(UmID +UgNjy+---+ UinNin) = (det(H,-))‘l (lct(U,;oHi + UG+ + UinGin)

aproxima (4.10) en k[[U — e]] con precisién del mismo orden.

Alora, la siguicnte igualdad vale en k[[U’ — ¢']]

_ = (det(H;)(U") — det(H:)(e')\’
det(H)™ = o0 H E( dot(H;)(e) ) !

y por lo tanto el desarrollo de det(H;)~! alrededor de €' puede ser aproximado con
precisién (2r + 1) D + 1 mediante el polinomio

) —1 @D (et (H,)(U') — det(H )(e)
)= amye & ( Aot (T () )

(4.15)

Concluimos que basta calcular los polinomios
Hi det(G,-i) y ﬁi det(U,‘oI{i + UilGil +---+ UinGin),
que aproximan (4.11) y (4.10) respectivamente con precisién (2r + 1) D + 1.

La forma de Chow Chy,, (Up) de Vig), que es uno de los factores de ®(U), se calcula
(exactamente) a partir de la formula

ChyUo) = [I Lo(Us, %) = det(Unoldp + Upi Mx, + - -+ + UpnMx, ).

1<5<D

Finalmente, las componentes liomogéneas de los desarrollos de ® y I' alrededor de
e hasta grado (2r + 1) D, se calculan considerando los productos

(I’O(U) = Ch.v(o)(Uo) H Fi det(UioHi + UGy +---+ UinGin) (4.16)

1<i<r

FO(U,) = H ﬁi det(G,-,-H) ’ (417)

1<i<r
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que aproximan con precisién (2r +1)D+1 a ® y ¥ respectivamente, y extrayendo,
por medio del Lema 1.3.4, todas las componentes homogéneas de grado menor o
igual que (2r + 1) D (de los desarrollos alrededor de e) de estos polinomios.

De esta manera obtenemos la aproximacion requerida de @ y I' y las componentes
homogéneas que sirven como input para el algoritino de la Proposicién 4.2.12 (1).

Como dijimos al comienzo de la demostracidn, el algoritmo de la Proposicion 4.2.12

(1) produce entonces un polinomio F € k[U] tal que F/G = Chy, donde G es el
polinomio delinido en (4.9).

Para terminar, teniendo en cuenta que G(ep,...,e) # 0, la parte (2) de la Propo-
sicién 4.2.12, da como output el cociente ®/I" = Chy.

Resumimos el algoritmo y calculamos la longitud del straight-line program obtenido:

Algoritmo

Paso 1. Sea « := [1 + log((2r + 1) D)].

Paracadal<i<r:

(a) Aplicar el Lema 1.4.7 a F; para calcular los polinomios g,(,':) (1<k<n)
y hf") que representan los numeradores y el denominador de N,(;-':) (X).
El algoritmo produce un straight-line program cuya longitud es de orden

(nd)°M log(D) L.
(b) Dada la resolucién geométrica de Vg, calcular un straight-line program

para las matrices H; y Gi, 1 < k < n, definidas por (4.12) y (4.13). La
longitud de este straight-line program es de orden (nd D)W L.

(c) Calcular det(H;), det(Gy;) y det(UipH; + U; Gy + - - - + Uin Gin) por medio
del algoritmo descripto en [1]. Esto no modifica el orden de la longitud
del straight-line program.

(d) A partir de det(H;) calcular I7; segiin la férmula (4.15).

Paso 2. Efectuar los productos definidos por ° y I’ en (4.16) y (4.17). La longitud
del straight-line program para ®° y I'? es de orden (nd D)°(V) L.

Paso 3. Aplicar el Lema 1.3.4 para calcular todas las componentes homogéncas de

grado menor o igual que (2r + 1) D dc los desarrollos de ®° y I'? alrededor de
e.
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Paso 4. Mediante el algoritmo dado en la Proposicién 4.2.12 (1), calcular el poli-
nomio F tal que F/G = Chy.

Paso 5. Teniendo en cuenta que G(ey, ..., ep) # 0, obtener un straight-line program
para el cociente Chy por medio del Lema 1.3.5. La longitud total del straight-
line program es (nd D)9 L.

Obscrvamos que la complejidad del algoritmo es del misino orden que la longitud
del straight-line program que produce.

4.3 Forma de Chow de cada componente equidi-
mensional de una variedad afin

En esta seccion se construye un algoritmo probabilistico para el cdlculo de la forma de
Chow de cada una de las componentes equidimensionales de una variedad algebraica
afin arbitraria V C A™.

El algoritmo toma como entrada un conjunto finito de polinomios dados por medio
de un straight-line prograin cuyo conjunto de ceros es la variedad algebraica V' y
produce un straight-line program que evalia las formas de Chow de cada una. de las
componentes equidimensionales de V. Si la variedad estd definida por s polinomios
en n variables de grados acotados por d codificados por un straight-line program de
longitud L, la complejidad del algoritmo y la longitud del straight-line program que
produce son de orden s n®MdoM [,

Veremos también que, bajo ciertas condiciones, la complejidad del algoritmo es
polinomial en la longitud del straight-line program input y en el denominado grado
geométrico del sistema de polinomios dado que define la variedad, pudiendo resultar
entonces de orden considerablemente menor.

Cabe destacar que este algoritmo provec una forina alternativa de calcular la des-
composicion equidimensional de una varicdad algebraica afin.

4.3.1 Formas de Chow generalizadas y polinomios carac-
teristicos

Un paso fundamental dentro del algoritmo principal que presentaremos en esta
seccion es el cdlculo de la forma de Chow de la interseccion de una variedad equidi-
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mensional V con una hipersuperficie que no contiene ninguna componente irreducible
de V, a partir de cierta informacion sobre V' y un polinomio f que define la hipersu-
perficie. La subrutina que realiza esta tarea se basa en una nocién teérica que per-
mite estudiar la interseccion de la variedad V con una hipersuperficie en la situacién
mencionada: la forma de Chow generalizada de la variedad V.

Otra herramienta tedrica en que se sustenta el algoritmo que presentaremos es la
nocion de polinomio caracteristico de una varicdad equidimensional.

A continuacién se introducen estas nociones y se prucban ciertos resultados auxilia-
res que se utilizardn para la demostracion del resultado principal.

Para un tratamiento mds completo de estos temas ver [25, Scctions 2.1.1, 2.3.1).

Forma de Chow generalizada

Presentamos a continuacién el concepto de forma de Chow generalizada de una
variedad equidimensional.

Sea V C A" una variedad afin equidimensional de dimensién 7 y grado D definida
sobre un cuerpo k.

Como en las secciones anteriores, para cada 0 < i < r—1, U; = (Uy, ..., U;,) denota
un grupo de n + 1 variables asociadas a una forma lineal genérica

L,‘(Ui,X) :=Ui0+UﬂX1+"'+Uian (Osst—l)

Para d € IN, denotamos por U(d), a un nuevo grupo de (d : n) nuevas variables y
por
FU(d)r, X) :== > U(d)re X°*

lal<d
al polinomio genérico de grado d en n variables asociado a U(d),.

Sea N :=r(n+1)+ (d:") y sea W C AN x V la variedad de incidencia de
Lo,...,L._, F con respecto a V, es decir

W = {(ug,.-.,ur-1,u(d),; z) € AY x \™; z eV,
LO(UO,z) = 0, .- -)Lr—l(ur—lax) = 0, F(U(d)r,l') = 0}

Sim: ANxA™ —» A" denota la proyeccién canénica sobre las primeras coordenadas,

se tiene que m(W.) es una hipersuperficie en AN (ver [28, Prop. 1.5]).
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Una d-forma de Chow de V es cualquier polinomio F4y € k[Uy,...,Ur_1,U(d),]
libre de cuadrados que define la hipersuperficie 7(W) C AV,

Como en el caso de la forma de Chow usual, una d-forma de Chow esta univocamente
determinada salvo por un factor escalar.

Ademds, si V cs una variedad irreducible, Fy v cs un polinomio irreducible y, si la
varicdad V' es equidimensional, su d-forina de Chow coincide con cl producto de
d-formas de Chow de sus componentes irreducibles.

Sea I(V) el ideal de k[Xj,..., X, formado por los polinomios que se anulan sobre
V. Se tiene la siguiente igualdad en k[Uy,...,U,_1,U(d),]

(Fav) = UWV) + Loy -, Lyers F)) N k[Us, - .., Uy, U(d),)- (4.18)

El siguiente resultado, que es una generalizacion del Lema 4.2.4, relaciona una d-
forma de Chow de una variedad V con una d-forma de Chow de una variedad
cero-dimnensional asociada a V.

Lema 4.3.1 Sea V C IA™(k) una variedad equidimensional de dimensidn r definible
sobre k y sea Fyy € k[Uy, . ..,Ur—1,U(d),] una d-forma de Chow de V.

Consideremos el ideal I° definido por
I° := (I(V), Lo(Uo, X), ..., Ly 1 (Ur—1, X)) C k(Uy, - .., Up 1) [ X]

y la variedad cero-dimensional

VO = V(1% C A"k, ..., Ur)).

Finalmente, sea Fyyo € k(Uy,...,U,-1)[U(d);] una d-forma de Chow de V°.

Entonces eziste un polinomio Q € kU, ...,U,—y] — {0} que satisface
fd,V(Uo, ceay Ur—l, U(d)r) = Q(U(), ceey Ur—l) fd'vo(U((l),-).

Dermostraciéon. Sc prueba a partir de la igualdad (4.18), localizando en el conjunto
multiplicativamente cerrado S = k[Uy,...,U,-1] — {0}, en forma aniloga al Lema
4.2.4.
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Una d-forma de Chow Fyy € k[Uy,...,U,-1,U(d);] de V es un polinomio multiho-
mogéneo de grado D en el grupo de variables U(d), y de grado d D en cada uno de
los grupos de variables U; (0 < i <1 —1) (ver [28, Lemme 1.8]).

Si V c IP" denota la clausura proyectiva de V y, L; (0 < i < r—1) y F son los
homogeneizados de los polinomios L; (0 < i <r —1) y F con respecto a la variable
Xo respectivamente, el polinomio Fyy verifica

fd,v(uo, .. .,ur_l,u(d),.) =0
V 0 {To(uo, X) =0} n---N {L,—y (ur, X) =0} N {F(u(d)o, X) =0} #0

paraw € B (0 <i<r—1)yu(d), e B

La d-forma de Chow de una variedad V se relaciona con la forma de Chow usual de
la siguiente manera:

Supongamos en primer lugar que V es una variedad irreducible.

Sea U, un nuevo grupo de n + 1 variables, y sea L.(U,, X) la forma lineal genérica
asociada a U,.

Consideremos el polinomio fd,v(Uo,...,Ur) = Fav(Uo,- -, Ur-1,(Ls)%), que re-
sulta de especializar las variables U(d), en los coeficientes del polinomio (L, )¢, y sea
Fv € k[Uy,. .., U] una forna de Chow de V. Se tiene que

Fav(ug,...,u;) =0 <
VN {Lo(uo,z) =0,...,Li_1(ur1,2) = 0} N {L,(ur,2)? =0} #0
= Fy(ug,...,ur) =0.

Esto dice que los conjuntos de ceros de fd,v y Fv coinciden. Entonces, como Fy es
irreducible, existen ¢ € k — {0} y @ € IN tales que

j:-d,V(UO) ceey Ur) =¢ fV(Uo, ceny U,.)a.
Teniendo en cuenta que degy, Fy = dD y degy, F3 = aD, resulta que o = d. Luego

FavWUo,-..,Up) = c- Fy(Us, ..., Up)*. (4.19)

Finalmente, del hecho que una forma de Chow de una variedad equidimensional es
el producto de formas de Chow de sus componentes irreducibles y que lo mismo vale
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para d-formas de Chow, se deduce que la igualdad (4.19) es también vélida en el
caso de una variedad equidimensional.

Supongamos ahora que la variedad V satisface la hipdtesis 4.2.1. ISntonces
Vn{zy=0}n...n{z,y =0}N {z, =0} =N

. . . d"" .
[isto implica que, si e(d), es el vector de k(") con un 1 en el lugar correspondiente
al monomio X? y las demds coordenadas 0 y, para cada 0 <7 <7 -1, ¢; ¢s ol
(i 4 1)-ésimo vector de la base canénica de k™,

Fav(coy ..o en 1ye(d),) # 0.

Definimos entonces la d-forma de Chow normalizada Chyy de V' como la d-forma
de Chow de V que satisface Chqy(eo, ..., er-1,e(d);) = 1.

Bajo estas hipdtesis, la forma de Chow nornalizada Chy y la d-forma de Chow
normalizada Chgy estin relacionadas por la igualdad (4.19) como

ChayvUo, ..., Ur_1,(L;)Y) = Chy (U, ..., Uy)".

Dec esta igualdad deduncimos, como consccuencia del Lema 4.3.1, el siguiente resul-
tado:

Lema 4.3.2 Sea V C A" una variedad equidimensional de dimension r definible
sobre k que satisface la hipdtesis 4.2.1 y sea VO C A™(k(Uy, ..., U,_))) la variedad
cero-dimmensional asociada a V como en el Lema /.3.1.

Sean Chy € k[Uy,..., U] y Chay € kU, ..., U,\,U(d),] la forma de Chow nor-
malizada y la d-forma de Chow nonnalizada de V' respectivamente, y sean Chyo €
k(Us,...,Un))[Ur] y Chayo € k(Uy, ..., U [U(d),] la forma de Chow normnali-
zada y la d-forma de Chow normalizada de VO, respectivamente.

Entonces

d Ch,‘ 7 U l r
Cll,l.‘,'((j(), ey (j.,.,,_ Iy U((I),) = (Ch‘\'flV(,\',—)((](), ‘e Uf'——l)) -.-—..{l%f_:.ll.
76‘,0 r
Demostracion. En primer lugar observainos que el Lema 4.3.1 garantiza la existen-
cia de un polinomio Q € k[Uy, ...,U,_1] — {0} tal que Chqy = QChgyo.
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Por otro lado, si P € k[Uy, ..., U,_;] satisface
Chy(Us,...,U;) = P(Uy,...,Ur_y) Chyo(U,),
se tiene que
P(Us, ..., Ur1)*Chyo(U,)* = Chy (Us, - . ., U.)* = Chay (Uy, ..., Ur—1, (L,)%) =
= QUo, - - -, Ur_1) Chayo((L:)*) = QUo, - . ., Ur_y) Chyo(U,)?,
de donde Q = P4,

Finalmentc observamos que de la demostracion de la Proposicion 4.2.8 se desprende

que

PU,...,Ur_)) = Chyov(x,)(Uo, -, Ur 1)

‘YGVO
lo que termina la demostracion.

Polinomio caracteristico de una variedad

Seca V C A™ una variedad equidimensional de dimnensiéon r y grado D definible sobre
k. Scan Uy, ..., U, grupos de n + 1 indeterminadas sobre k, y sean

Li(Ui, X) = U + Un X1 + - - + Uin X, (0<i<r)
las formas lincales genéricas asociadas.
Introducimos un nuevo grupo de r + 1 variables (Ty, ..., T;) que corresponden a las
funciones coordenadas de AT+!,
Sca M := (r +1) (n + 1). Consideremos la aplicacién 9 : AM x A™ - AM x AT+
definida por

¥(uo,- . ., Ur, z) = (o, ..., ur, Lo(ug, z), Ly (w1, 2), - . ., Lr(ur, 7).

La clausura dc Zariski (AM x V) C AM x A™! cs una hipersuperficie. Sc llamna
polinomio caracteristico de V' a cualquier polinomio Py € k[U,Ty,...,T;] libre de
cuadrados que define p(AM x V).

Cuando V ecs irreducible, un polinomio caracteristico de V' es irreducible, y si V
es cquidimensional, un polinomio caracteristico de V' coincide con el producto de
polinomios caracteristicos de sus componentes irreducibles.

El siguicnte lema, extraido de [25, Lemma 2.12], relaciona el polinomio caracteristico
de una variedad equidimensional con su forina de Chow.
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Lema 4.3.3 Sea V C A" una variedad equidimensional de dimension r y grado D
definible sobre k y sea Fy una forma de Chow de V. Para 0 < i <7, consideremos
el cambio de variables §; := (U — T;, Ui, ...,Uir). Finalmente, consideremos el
polinomio

P = fv((o, PP )(1‘) G k[U, To, PPN ,Tr].

Entonces P es un polinomio caracleristico de V.

Demostracion. Basta considerar el caso en que V' es una variedad irreducible.
Sea Py € k[Uy,...,Ur, Tp, ..., T;] un polinomio caracteristico de V.

Sea (u,€) := (ug,...,ur,&) € AM x V, y para cada 0 < i < 7, definamos #; :=
Li(u;,€). Sea t := (to,...,1,) € A"+, Entonces ¥(u,€) = (u,t), de donde
Py (u,t) =0.

Alora, se ticue que
£ € VN {Lo(ug,x) =to,...,Lr(ur,z) =t,}

de donde se deduce inmediatamente que la forina de Chow Fy de V se anula al
especializar, para cada 0 < ¢ < r, el grupo de variables U; en (ujo — to, Uip, - - - Uin)-

Equivalenteinente, el polinomio P(Uy,...,U,, Ty, ..., T;) = Fv((o,---,¢;) se anula
cn el punto (u,t).

Luego, el polinomio P se anula sobre $(AM x V).

Teniendo en cuenta que Py es un polinomio libre de cuadrados que define Ia hiper-
superficiec Y(AM x V), deducimos que Py | P.

Por otro lado, como Fy es irreducible, resulta que P es también irreducible.

En consecuencia, P y Py coinciden salvo por un factor escalar, de donde P es un
polinomio caracteristico de V.

Observamos que el polinowmio caracteristico Py de V' oes multihomogéneo de grado
D en cada grupo de variables U; U {T;} (0 <i < 7).

Si la variedad V satisface la hipdtesis 4.2.1, se define el polinomio caracteristico
normalizado de V' como

7)V = (_I)D Ch‘V(CO; e ,Cr)’
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donde Chy es la forma de Chow normalizada de V.

En este caso, el grado con respecto a Tp del polinomio caracteristico (normalizado) es
D = deg V' y su cocficiente principal a;) con respecto a Ty coincide con el cocficiente
de Ugj en la forma de Chow normalizada Chy de V. Lucgo, ap € k{Uy,..., U] y
verifica ap(ey, ..., e,) =1 (ver [25, Section 2.3.1] para mas detalles).

Calculo de resoluciones geométricas a partir de polinomios caracteristicos

En el préoximo lema mostramos como recuperar, a partir del polinotnio caracteristico
de una variedad equidimensional V' de dimensién 7, una resohicion geoimnétrica de
una [ibra genérica de V' con respecto a una proyeccion lineal genédrica de V oen AT,

Para csto, observamos en primer término que una resolucion geométrica de una
variedad cero-dimensional Z C JA™ pucde darse de la siguiente mnanera (equivalente
a la presentada cn la Seccidn 1.1.2): Ademds de una forma lincal ¢ que separa los

puntos de Z y su polinomio minimal p € k[T, en lugar de dar polinomios v; € k[T,
1 < < n, tales que Z esté descripta por

Z={),...,v) :n€F, p(n) =0},

se pueden exhibir polinomios w; € k[T], 1 <1 < n, que verifican

Z={<1z—)((:—)),...,%) :n €k, p(17)=0}.

Del hecho que ged(p,p’) = 1, deducimos que a partir de esta dltima descripcion

pucde recuperarse la primera (es decir, se pueden calcular los polinomios v; € k[T,
1<i<n)

Obscrvamos que la condicion ged(p,p’) = 1 equivale a que la resultante Res(p, p')
cutre p y p' sea no nula.
Sea D :=decgp y sea S € kP-1)x(2P-1) |3 matriz de Sylvester de p y p'.

Consideremos el vector (ap_a,. .., a1, a0,bp_1, ..., b1, by) correspondiente a la iltima
columna de la matriz adjunta de S y los polinomios asociados

@ = ap2TP2+.--+aq

g2 = b])_l TD_l ++b]T+bo

Se tiene que
Res(pp)=q-p+q 7.
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Observamos que de esta ignaldad se deduce que, para cada 1 € k tal que p(n) = 0,

vale
wi(n) _ qa(mwi(n)
P'(n)  Res(p,p)

Para cada 1 < i < n sea v; € k[T el resto de la divisién de Tﬁ(lp—,pfj‘h“’i por p.
Entonces v; € k[T tiene grado acotado por D — 1 y se verifica

1=1,...,n.

En consccuencia

w (1) wn (1) ) - -
i€k, p(n) =0 ={(i(n),-..,va(n)) : n € k, p(n) =03,
{(P'(’)) P'(n) {(e " }
es decir, vy, ..., v, completan una resolucién geométrica de Z.

Desde el punto de vista algoritmico, se calculan la resultante Res(p,p’) y los co-
eficientes del polinomio g, en tiempo secuencial de orden O(D') por medio del
algoritmo de Berkowitz para cl cdlculo de determinantes. A continnacion se ob-
tienen los polinomios mqﬂui (1 < i < n) en tiempo O(n D?) y finalmente los
restos v; (1 < i < n) de las divisiones de estos polinomios por p con O(n D*) pasos
adicionales. La complejidad secuencial de todo ¢l proceso es de orden O(n D).

Lema 4.3.4 Sea V C A™ una variedad equidimensional de dimension r y grado
D definible sobre k que satisface la hipétesis 4.2.1. Sea Py € k[U,Ty,...,T;] el
polinomio caracteristico normalizado de V' y denotemos por p € k|U,T),...,T,] su
discriminante con respecto a 1.

Entonces, para cada (u,ty,...,t,) € ATDO+D) » AT 4] que p(u,ty, ..., t) #0, la
variedad

VAV (w1, X) =ty ..., Lo, X) = t)

es cero-dimensional de grado D y admile la siguiente resolucion geomélrica:

e la forma lineal £(X) := Lo(uo, X),

e cl polinomio minimal p(1y) := Py (u, 1,81, ...,t:) € k[10] ¥

a:
e para cada 1 < i < n, w(Ty) := —%(U,To,tl, corte).
0i
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En otras palabras

VnV(Ll(uhX) _tl)"er(ur,X) —tr) = {(w_l("’l Wally ) : t() € E, p(to) = 0} .

P'(lo) Yoy mln)'

Demostracion. Sea V C A" la clausura proyectiva de V y sea t’ := (t,...,%,) €
AT. De la ignaldad Py = (=1)PChy (¢, . . ., ¢) deducimos que

Pyo(uto,t) =0 <= VN {T(z) =0,...,0(z) =0} #0

donde G;(7) = (uip — t;) To + 4 %) + - - - + w2y para cada 0 < i < n.

Consideremos ahora un elemento (u,t') € ATHDEH) 5 AT tal que p(u,t') #0, y
sca p(15) := Py (u,To,t').

La no anulacién del discriminante p de Py en (u,t') implica que si ap € k[U,, ..., U]
denota el cocliciente principal de Py con respecto a la variable 7y, ap(w,,...,u,) #
0. Entonces, comno ap es el coeficiente de U} en Chy, deducimos que

ChV(CO) (ulO - tl)ull» e )uln)a ceey (urO - tr, Urly - - - ,urn)) # 0

0, equivalentemente,
VNn{z=0,7%(z)=0,...,6(z) =0} = 0.

En particular, esto significa que VN{¢,(x) =0,...,%.(z) = 0} consta de un nimero
finito de puntos incluidos en el abierto afin {zo # 0}. Luego

V{L(w,z)=t,...,L(u,z) =1t}

es una varicdad cero-dimensional, de grado acotado por D, puesto que degV = D.

Por otro lado,
pto) =0 & VN {Lo(w, ) = to, L(u1,z) =t1,..., L (us,x) =t,} #0, (4.20)

lo que implica que para cada £ € VNV (Li(w, X) = ty,..., Le(u,, X) = £,), 1p :=
Ly (g, &) cs una raiz de p(1p), y reciprocamente, para cada lg vaiz de p(1y), existe al
menos un punto é € VNV (Ly(uy, X)—t,..., L (u,, X) —t;) que verifica Lo(ug, &) =
to.

Ahora, la condiciéon sobre el discriminante asegura que p(7p) es un polinomio libre
de cuadrados, es decir, p(Tp) tiene exactamente D raices distintas. Entonces V N
V(Ly(uy,X) — t,...,Le(ur, X) — t,) cs una varicdad cero-dimensional de grado
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exactamente D, y para cada ty raiz de p(7Ty), existe exactamente un punto € €
VNV(Li(u,X)—ty,..., Le(uy, X) — £,) que verifica Lo(wg, §) = to.
Concluimos entonces que la forma lincal € := Lg(up,X) separa los puntos de la

variedad V NV (L (u1, X) — t1,..., Ly(ur, X) = t,) y que p(Tp) es, salvo un factor
escalar, el polinomio minimal de £ con respecto a esta variedad cero-dimensional.

Aliora construiremos los polinomios que caracterizan las coordenadas (€,...,§,) de
cada punto £ € VNV (L (uy, X) - t1,..., Le(uy, X) — t,).

Cousideremos el polinomio

P(U, X) := Py (U, Lo(Us, X), ..., L(Us, X)) € K[U, X].

Obscrvamos que si se escribe P(U, X) = ¥ aq(X)U?, los cocficientes aq(X) €
a

k[X1,...,Xy) se anulan sobre V' y por lo tanto, para cada «, cl polinomio a,(X)
pertencce al ideal I(V).

De lo anterior deducimos que, si I := k[U] ®; I(V), se tiene que P(U,X) € I y

ademds, para cada1<i<n, —(U,X) € I.
OUo;
Seaiconl <i<n.
. . P A . .
La derivada parcial 30 (U, X) se expresa en térininos de derivadas parciales del
0i

polinomio caracteristico Py como

0Py 0Py

a_ly_o:(U, LO(UO) X)1 RN Lr(Ur) X)) + a_]wo(U) LO(UO, X), sy Lr(Ur) X)) Xi'

Se sigue que

Py . _ 0Py ,
T U Lo(Uo, X), .., Ly (Ur, X)) Xo = =55 (U Lo(Up, X), .., Ly (Ur, X))
(mod I).

En particular, para cada £ € VNV (L (uy, X) — ty,..., Le(ur, X) — ¢;), tomando
to = Lo(uo, £), resulta que p(to) = 0, p'(ty) = Py /dT(u, to, t') # 0 y la coordenada
&; se cscribe en términos de £p como
€i = %E:L(u’ to, tl)
P (to)
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Lucgo, para cada 1 <7 < n, consideramos

0Py
Ui

w;(Ty) = — (w, Ty, t'),
y los polinomios wy,...,w, € k[Tp] completan una resolucién geométrica de la
varicdad cero-dimensional VAV (L, (uy, X) — ty,..., Lo (v, X) — ;).

Observacion 4.3.5 Bajo las hipétesis y notacién del enunciado del Lena 4.3.4, sca
ap € k|Uy,..., U] el coeficiente principal con respecto a la variable 7y del polinomio
caracteristico de V. Entonces, de la primera parte de la demostracion de dicho lema,
sc deduce que, para uy,...,u, € A"*! tales que ap(uy, ..., u,) # 0, sc tiene que

VN {L(uv,z)=0,...,L(u,z) =0}

es una variedad cero-ditnensional en A™.

4.3.2 Preparacion del input

El primer paso dcl algoritmo que presentaremos para el cilculo de las formas de
Chow de cada una de las componentes equidimensionales de una variedad alge-
braica V' (a partir de un conjunto finito de polinomios que la define) consiste en un
preprocesainicnto de los datos de entrada con el objeto de obtener condiciones que
permitan la aplicacién del algoritino para el calculo de formas de Chow de variedades
equidimensionales presentado cn la seccién anterior, a ciertas varicdades auxiliares.

Modificacion de los polinomios que definen la variedad

Consideraremos combinaciones lineales de los polinomios que definen la variedad V,
con el objeto de obtener, con alta probabilidad, un conjunto de n+1 polinomios que
defina la misma varicdad V, pero que satisfaga también ciertas condiciones sobre la
dimension de las variedades intermedias que definen (comparar con Seccidn 3.3.1) y
sobre la radicalidad de ciertos ideales involucrados en la construccion del algoritino.

Sean fy,..., f, polinomios en k[Xy,...,X,]. Paracadai, 0 < i < n, sea T; :=
(Ti1,- - -, Tis) un grupo de nuevas variables y sea

Gi = ilfl +"'+Tisfs € k[ﬁ][XI))Xn]
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Lema 4.3.6 Con las hipdiesis y notacidn anteriores, para cada 0 <r <n-1:

(1) La variedad

Z.:=V(G1,...,Gur) = V(f1,..., [s) C W x A"
es irreducible de dimension s(n —r) +r.

(2) El ideal I(Z,) C k[Ti,..., Ta=r, X1,-..,Xn] es una componente primaria del
ideal (Gy,...,Gp-r). Mds ain, es la inica componente primaria Q de este
ideal que satisface V(Q) ¢ V(f1,--., fs)-

Demostracion.
(1) Fijemos r, 0 <r < n— 1. Cousideremos la proyeccion m : A*™=7) x A™ — A"
tal que (t1,...,tn—r,T) — Z.
Sean U := A" = V(fy,..., f,) y U := A" x U.
Observamos que para cada £ € U existe un indice ¢, 1 < i < s, tal que f;(z) # 0.
Resulta entonces que 7~} (z) N Z, = AG-D(™=7) en particular, es no vacio, de donde
deducimos que 7 : Z, — JA™ es dominante. Por el teoreina de la dimension de las
fibras,

dimZ, =(s—1)(n—-r)+n=s(n—1r)+r.

Por otro lado, el hecho que Z, C A5~ x A" es la unién de algunas de las com-
ponentes irreducibles de la variedad V(G,,...,Gy-;) definida por n — r polinomios,
implica que cada componente irreducible de Z, tiene dimensién mayor o igual que
s(n—r)+r.

En consecuencia, Z, es equidimensional de dimeunsién s(n —7) + 7.

Veamos que, mas ain, Z, es irreducible:

Supongamos que 2, = Cy U...UC,; es la descoinposicién de Z, en componentes
irreducibles.

Aplicando nuevamente ¢l tcorema de la dimension de las libras, se obticne que, para
cada compounente irreducible Cy de Z, vale

s(n—=7)+r=dimC < (s—1)(n - r) + dimn(Cs)

y en consecucncia, dim7(Cx) = n o, equivalentemente, 7(Cy) = A™.
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Observamos que w(Cy) = n(Cr NU), y que la condicién 7(Cx NU) = A™ implica la
existencia de un abierto Uy con U, C 7(Ci NU) tal que para cada x € Uy

dim(z~Y(z)NCy) = dimCy —dimA"=s(n—r)+r—n
= (s=1)(n—-7r)=dim(r"(z) N Z,),

puesto que € U. Ademéds 771 (2)NCr C 7' (z) N Z, y 7~ (z) N Z, =2 AG-Din-r),
con lo cual es irreducible, de donde

' (2)NCr =17 (2) N Z,.
En consccucncia
{(t,z) € Cr: z € Ux} = {(t,2) € Z, : z € Uy}.

Considerando las clausuras de Zariski de estos conjuntos se obticne que

Ci = Z, N (P01 x Uy).

Andlogamente, si C; es otra componente irreducible de Z,, existe un abierto U; C
m(C;) NU tal que C; = Z, N (As*-7) x U;), y entonces

Zr N (ms("—r) X (Uk N U])) C Z,- N (As(n—r) X Uk) = Ck
Z N (A x (UenUj)) € 2N (A7) x Up) = C;

de donde concluimos que

Z. N (A1) x (U N U_-,)) C CyNC;. (4.21)

Pero como Z, N (A*™7) x (U N U;)) es un abierto no vacfo de Z,, su clausura es
la unién de algunas componentes irreducibles de Z,, lo que contradice (4.21).

(2) De lo demostrado en (1) se sigue inducivamente, comenzando con 7 = n — 1,
que los polinomios Gy, ..., G, verifican: para toda componente primaria @ del
ideal (Gy,...,Gn-r) que verifica V(Q) ¢ V(fi,...,[s) sc liecne que dimV(Q) =
s(n — r) + r (en otras palabras, excepto quizds por componentes primarias cuyos
ceros estén incluidos en V(f,..., f,), el ideal (Gy,...,Gn_,) N0 tiene componentes
inmersas).

El resultado enunciado se sigue entonces de la demostracién de [27, Lemma 2].
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Del Lema 4.3.6 se desprende la siguiente version efectiva del Primer Teorema de
Bertini, que generaliza la demostrada en [25, Proposition 4.3] y cuya prueba es
andloga a la dada en [25]:

Lema 4.3.7 Sean fy,..., fs polinomios en k[ X}, ..., X,] de grados acotados por d,
yseaV:=V(fi,...,fs) CIA". Entonces, para cada 0 < 7 < n cxiste un polinomio
no nulo Q, € k[Ti,...,Tu-r] de grado acotado por 2(d+1)2"~") tal que la condicion
Qr(tij) # 0 implica que si

a

fi=tafit o Ftiofs, 1<i<n-—r,

lo variedad 7, :=V(f\,..., fu-r) =V C A" ¢s 0 bien vacia o bien ecquidimensional

de dimension r y es interseccion completa reducida en el abierto A™ — V.

Mis aiin, si Z, # B, los polinomios f,..., [u_r forman una interseccion completa
reducida para Z, en el abierto A" — V.

Como consccuencia del Lema 4.3.7 se obticne:

Lema 4.3.8 Sean f,..., fs polinomios (no todos nulos) en k[X),...,X,] que de-
finen una variedad V = V(fy,...,fs) C A™. Sea V = VyU...UV,_, la descom-
posicién equidimensional (minimal) de V, donde para cada 0 <r<n-1,V,=0o0
V; es una variedad equidimensional de dimensidn r.

Entonces, ezisten elementos t;; € k (1 < i < n+1,1 < j < s) tales que los
polinomios

-

fi=tafit o +tisfs, 1<i<n+1,
satisfacen las condiciones
(pl) V= V(flv sy fn+l)'

(p2) Para cada 0 < r <n -1, la variedad

Z, = V(flw . -)fn—r) N {fn—r+l # 0}

es, o bien vacia, o bien equidimensional de dimension r y los polinomios
f1y...y Jan—r forman una interseccion completa reducida para Z, en el abierto

{fn—r-l-l # 0}

De la validez de las condiciones (p1) y (p2) se deduce que, para cada 0 <r <n-1,
se verifican:
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(03) V(fi,-.., facr) = Z, UV, U... UV,

(p4) Zrs1 N V(f,,_,.) = Z, UV, UV,, donde V, es la unién de las componentes
irreducibles de Z,y 1 NV (fn-r) incluidas en Vo U... UV, .

Demostracién. Paracada0 <r < n-1,seaQ, € k[Ti,..., To—r]— {0} el polinomio
n-1

dado por el Lema 4.3.7, y sca Q := [] Q, € k[Ty,...,Th].
r=0

Scan t;; € k (1 < i< n, 1 <j < s) tales que Q(t;) # 0. Consideremos los
polinomios

-~

fi Z=ti|f1+°"+tisf.n ]_SZS?Z

Entonces, para cada 0 < r < n — 1, la variedad

Zo=V(fi,-. s for) =V (4.22)
es o bien vacia o bien equidimmensional de dimensién 7 e interseccién completa re-
ducida en el abierto A™ — V.

En particular, para r = 0, se tiene que Zg es o bicn vacia o bien un conjunto finito
de puntos que no pertenccen a V. Observamos que, por la desigualdad de Bézout,
#2Zy < d", puesto que Z, estd fortnada por algunos de los puntos aislados de la
variedad V(fl, oo f)y deg(f,-) <dparatodol <i<n.

Sea To41 := (Ths11y---» Tns1s) un grupo de nuevas variables y sea

Q =11 (Tn+11f1(’)')+"'+Tn+1sfs('¥)) € k[Tas},

7€Z0

que cs un polinowmio no nulo, puesto que para cada v € Z, se tiene que y ¢ V' y, en
consecuencia, f;() # 0 para algin 1 <i <s.

Entonces, para cualquier s-upla t,4) := (tpt11,- - -, tnt1s) que verifica Q*(tn41) # 0,
se tiene que el polinomio

fn+l = lus11 fl S SRKRE ol ST fa

no se anula en ningin punto de Zy. Luego

V(fh' . ')fn’ jn-l-l) = V)

que es la condicién (pl).
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Veamos que también vale (p2).
Para cada 0 <7 <n -1, sea Z, C A" la variedad definida en (4.22).

Observamos que, como V C V(fl, ey f,._,), vale

V(fi, - s far) = Vi, s far) =V U V=2, UV. (4.23)

Fijemos r con 0 < r < n — 1. De la igualdad (4.23) y el hecho que V C V(fzry1)
se deduce que

V(fl) v ’fn—r) N {fn—r+l 7£ 0} = Zr N {fn—r+l 3’é 0}- (424)

Dy

Sca C una componcente irreducible de Z,. IEntonces dimC = r y C esta incluida en
V(f1, -+, fa=r). Si C C V(fu—rs1), entonces

C C V(fl)' . -,fn-n fn—f-l-l) = Zf—-l UV

que es consecuencia de la validez de (4.23) para r — 1. Como dimZ,_, =1 -1,
la condicién anterior implica que C C V, lo que contradice el hecho que C es una
componente irreducible de V(f),..., fa-y) = V. Luego, C N {fu-ry1 # 0} # 0.

En consecuencia Z, N {f_ry1 # 0} = Z, y entonces de la igualdad (4.24) se sigue
que

V(fh ceey An—r) N {fn—r+1 ?I: 0} = Zr-

Finalinente observamos que si los polinomios fl, cees f,,_, forman una intcrseccion
completa reducida para Z, en el abierto A™ — V, lo mismo vale en el abierto
{fn-r+1 # 0} C A™ — V. Esto concluye la prueba de (p2).

La validez de (p3) se sigue por induccién en r:

Para r = 0, observamos que

V(.il,---,fn) = V(fl'---,fn+l)uv(fly---)fn)n{fn+l#0}
= VUZ()

que es la condicién (p3) para r =0.
Sea ahora r > 1 y supongamos que (p3) vale para 7 — 1.

En primner lugar, observamos que toda componente irreducible de V(fi,..., far)
tiene dimension mayor o igual que 7.
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Por otro lado

V(fh---v'.fn—r) = V(fla---vfn—r)n{fn—r+l#O}Uv(fh“-)fn—r+l)
= Z,UZ,-,UV,_IUVrU...UV,,_l.

Consideremos una componente irreducible C de V(f,..., fu-,). Por la igualdad

anterior y ¢l hecho que dim C > 7, resulta que C es una componente irreducible de
ZrU‘/rU..-UVn_l.

Por lo tanto, como también se tienc que Z, UV, U...UV,_, C V(fl,...,f,l_,),
concluimos que vale

V(fiye oy fuor) = Z: UV UL.UV,_,.

Para terminar, veamos que se verifica (p4). Para cada 0 < r < n—1, de la condicién
(p3) y del hecho que Vi C V(fy-r+1) para todo k, deducimos que

Z,UViUVig U, . .UVar = V(fi,e.r, facr)
= V(fi,- . faerc)) OV (faer)
= (Z, 11UV U... UV )NV (far)
= (Zen NV (fasr)) UVeU.. .U Vit

Puesto que fn_, no es divisor de cero médulo I(Z,4;), concluimos que
Ze NV (faer) = Z, UV, UV,

donde V; es una variedad equidiinensional de dimensién r formada por las comnpo-
nentes irreducibles de Z,4, N V(f,-,) que estdn incluidas en V4 U...UV,_,.

Observacién 4.3.9 Sca 2 C k un coujunto de N clementos. Con las hipdtesis
y notacion del Lemna 4.3.8, sca ademas d una cola superior para los grados de los
polinomios fi,..., fs.

Observamos que entonces, por el Lema 4.3.7, el grado del polinomio @ que determina
la condicién sobre los elementos ¢;; (1 <7< n,1 <3< s) estd acotado por

n-1
deg @ < Y 2(d+ 1)) < 4(d + 1)

r=0
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Una vez elegidos elementos ¢;; (1 <7 < n,1 < j < 38) tales que Q(t;) # 0, la

condicién para los elementos tn41; (1 < j < s) estd dada por un polinowmio de grado
acotado por d™.

Entonces si los elementos t;; (1 <7< n+1,1<j <s) se eligen aleatoriamente de

Q, los polinomios fy,. .., fay; satisfacen las condiciones (p1) y (p2) con probabilidad
mayor o igual que

4l+12" n 4l+12"-|-(["
L

Cambio de variables

Para el desarrollo del algoritino seran necesarias también algunas condiciones sobre

proyecciones, las que se obtendran con alta probabilidad mediante un cainbio linecal
de variables.

Lema 4.3.10 Sean fy,..., fas1 € k[ Xy, ..., X,] polinomios que satisfacen las condi-
ciones (pl1) y (p2) del Lema 4.3.8, y sea d := max{deg f; : | < i < s}. Para cade
0<r<n-1sea

Zr = ‘/(fl)' .o ,fn—r) - ‘,(fl" "’f""‘l)’

y sea Z, := I\".

Entonces eziste un polinomio no nulo G € k[lUn; 1 < k < n,0 <l < n] de grado
acotado por n2d*"~V) tal que la condicion G(uy) # 0 implica que si, para cada
1 < k < n, se definen las nuevas variables

Yi = ugo + ve1 X1 + - - + U X,
y se consideran las proyecciones
M A = N me(z) = (-5 %)
entonces, para cada 1 < r < n—1, se verifican las condiciones
(v1) #(Zrpr OV (faer) 0771 (0)) = deg(Zrsr OV (faer))
(v2) #(Z, N m71(0)) = deg(Z,)

(v3) Z, 0771 (0) € {fumrsr # 0}
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Demostracién. En primer lugar, mostraremos la existencia de un polinomio no nulo
G® € k[U; 1 < k < n—-1,0 <1 < n tal que la condicién G(ug) # 0 implica
que, tomando como nuevas variables Y := upy X1 + -+ U Xn 1 <k <n-1)y
considerando las proyecciones m;, : A" — IAF definidas por me(z) = (y1,...,y), se
verifica la condicién (vl1) paracada 1 <r<n-1.

Sea r con 1 <r <n—1. De la condiciénu (p2) para Z,4; se deduce que la variedad
Zrsy NV (fu-r) cs una varicdad equidimeunsional de dimensién 7.
Entonces, por [25, Prop. 4.5], existe un polinomio no nulo G, € k[Uy; 1 < k <
7,0 <! < n]con

deg Gy < 27 deg(Zr1 NV (far))?

tal que la condicién G,(ux) # 0 implica que para las variables Y, 1 < k< r,yla
proyeccion 7, definidas en el enunciado se verifica

#(Zf+l N V(fn—r) N 7rr_1(0)) = (.ng(Z,-_H N V(fn—r))‘

Teniendo en cuenta que Z,4, es la unién de algunas de las componentes irreducibles

de V(f1,..., fa—r-1), deducimos que deg Z,4+, < degV(/1,..., fu-r+1). Finalmente,
aplicando la designaldad de Bézout, estimamos deg(Z,+; N V(fn_r)) < d*7, de
donde resulta que

deg G, < 27d%*-7),

n-1
Definimos G? := I'[l Gr€klUu;1<k<n-1,0<1<n].

Observamos que la condicién G®(ux) # 0 implica que para las proyecciones my
definidas con las nuevas variablcs, se verifica (v1) para todo 1 <r < n—1. Ademas
se ticne que

(leg GO < Z 2Td2(n—r) < (n _ 1) ndz(n_l)'

1<r<n-1

Veamos que tammbién se verifica la condicién (v2) para todo 1 <r <n-—1:

Para cada 7 con 1 < r < n -1, por la coudicién (p4) del Lema 4.3.8, sc ticne que
Zegt NV (fuer) = Z, UV, UV, (4.25)

donde V, es la unién de las componentes irreducibles de Z, 1 NV (f,—,) incluidas en
ViptU... UV,

En particular

deg(Zr41 NV (fn-r)) = dog Z, + deg V; + deg V; (4.26)
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y
#(Zr 1OV (far )7 1(0)) < #2071 (0)+# (Vo (0))+# (Vw1 (0)) (4.27)

Como por la condicién (v1), los micinbros izquierdos de las igualdades en (4.26) y
(4.27) coinciden y cada sumando del miembro derecho de (4.26) cs una cota superior
del sumando correspondiente en (4.27), concluimos que la ignaldad vale térinino a
tériino y, en particular, deg Z, = #(Z, N w1 (0)).

A countinuacién definiremos un polinomio G* € k[Ux;; 1 < k <n-1,1 <! < n]-{0}
(independicnte de G°) tal que la condicién G*(ug) # 0 implique que, para cada
1 <r <n-1,se verifique la condicién (v3).

Scar con 1< r <n-—1. Consideremos ¢l morfistmo ¢, : A™ x Z, — IN™ x A"

definido por

¢r(u’1’ ,u',,f) = (ulla s ,’U,Ir,’U.nEl +-- +u1n§m- . )url‘fl + e +“'rn.£n)

donde uj := (ugy,...,Ukn) paracadal <k <n.

La aplicacién ¢, es un morfismo dominante y, como dim(Z, N V(fp_ry1)) =7 -1,
resulta que

¢r(Am X Zr N V(fn—r+l)) g A™ x AT
es una hipersuperficie, de grado acotado por deg(Z, NV (fp_ry1)) < d*7HL

Para cada 1 < k < r,sea Uj := (U1, --,Ukn). Sea G; € k[U{,...,U., U, -..,Us
un polinomio, de grado acotado por deg(Z,NV (fn—-r+1)), que define la hipersuperficie
d)r(ﬂ\rn x W, N V(fn—r-!-l))-

Eutonces, para u := (u},...,u., —tjg,..., —Uno) tal que Gr(u) # 0, se verifica

u ¢ ¢r(mrn X Zr N ‘/(fn-r+l))-
Consideremos las nuevas variables
Vi = ugo + v X1 + - - + 2 X, 1<k<r

asociadas a u, y la proyeccion =, : (zy,...,Z4) = (¥1,...,¥r). Observamos que
si £ € Z, N 1(0), entonces ugp &y + -+ + wknéy, = —ugo paracadal < k <ry
£ € Z;, de donde v = @, (uy,...,u;,§) € ¢.(A™ x Z;). Teniendo en cuenta que
v ¢ (A™ x Z, NV (fr-rs1)), deducimos entonces que € ¢ V' (fur+1).
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Esto significa que
Z. 7' (0) € {fa-rs1 # 0},

que es la condicién (v3).

n-1
Definimos G* := [] Gt € k[Uki;1 <k <n—1,0 <! < n]. Dela construccién de G*
r=1
se deduce inmediatamente que la condicion G*(ug) # 0 implica la validez de (v3)
para cada 1 < r < n - 1. Ademnds, sc tiene que

n-1

degG* < ) d" " < (n—1)d".
r=1

Para ascgurarnos que las combinaciones lineales Y1,..., Y, scan cfectivamente un
cambio de variables, considerarcmos también el polinomio G,, := det(Ukt) 1<k 1<n-

Finalmente tomamos G := G°G* G,,. Es claro, a partir de las propicdades de los
polinomios G°, G* y G,, que G(ux) # 0 implica que las combinaciones lincales
Y1,..., Y, asociadas a {ug; 1 < k < n,0 <! < n} son un cambio de variables y que
para las proyecciones mg, 1 < k < n, definidas con estas nucvas variables se verican
las condiciones (v1), (v2) y (v3) del enunciado.

A partir de las cotas para los grados de los polinomios G°, G* y G,, se obtiene una
cota superior para el grado de G:

degG < (n = 1)nd®™ V) 4 (n = 1)d" + n < n2d°0*D,

Observacion 4.3.11 Con las hipdlesis y notacion del Lema 4.3.10, si los clementos

ut (1 £ k <n,0 <1 < n) se cligen aleatoriamente de un subconjunto Q@ C k de

N clementos, la probabilidad de que se verifiquen las condiciones (v1), (v2) y (v3)
nzdz(n—l)

paracada 1 <r <n-—1es al menos 1 — 25—,

Preparacion de los datos

Como consecuencia de los Lemas 4.3.8 y 4.3.10, y de las Observaciones 4.3.9 y 4.3.11
se obtiene el siguiente resultado que provee una estimacion de la probabilidad de
éxito de la modificacion aleatoria que realizaremos en los polinomios dados como
entrada al algoritino:
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Proposicién 4.3.12 Sea V C A"(k) una variedad algebraica afin definida por poli-
nomios fy,..., [s € k[X1,...,Xn] de grados acotados por d. Sea 2 C k un conjunto
de N elementos. Entonces, si se eligen aleatoriamente elementos {t;;,1 < i <
n+1,1<j<s}y{un,l<k<n0<1l<n} deQ, los polinomios

fi=tafi+-+tsfs, 1<i<n+1,

verifican las condiciones (pl) y (p2) del Lema 4.3.8 y para las variables y proyec-
ciones

Yk = "I:0+“'IcIXI +"'+7Lkn.Xn y ﬁk(m) = (yli""yk)l 1 < k < n,

se cumplen las condiciones (v1), (v2) y (v3) del Lema 4.8.10, con probabilidad mayor
o igual que

4(d + 1) + d" + n2d*-1
1- N .

4.3.3 Algunas herramientas

El algoritmo que presentaremos utiliza varios algoritmos auxiliares en los pasos
intermedios. En esta seccién describiinos dos de estos algoritmos.

Calculo de intersecciones

Sea V C A™ una variedad equidimensional de dimensién r y sea f € k[X},..., X,]
un polinomio que no es un divisor de cero médulo el ideal (V). Entonces, VNV (f)
es una varicdad equidimensional de dimension r — 1.

En el préximo lema se construye un algoritino que bajo ciertas hipétesis técnicas

(ver Seccidn 4.2.1) calcula, a partir de una resolucion geométrica de una fibra de V,
la forma de Chow de la variedad V N V(f).

Lema 4.3.13 Sea V C A™ una variedad equidimensional de dimension r que satis-
face la hipdtesis 4.2.1. Supongamos que V es interseccion completa reducida en un
abierto {g # 0} de A™ que contiene a VNV (Xy,...,X;). Sea f € k[X,,...,X,]
un polinomio que no es divisor de cero mddulo I1(V'). Entonces eziste un algoritmo
probabilistico que tomando como entrada:

e el polinomio f dado por un straight-line program,
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e un conjunto de polinomios {fy,..., fu-r}, dados por un straight-line program,
que forman una interseccidn completa reducida para V en el abierto {g # 0}

y

e una resolucidn geométrica de VNV(X,,..., X;)

produce un straight-line program que representa una forma de Chow Fyny(y) de
Vnv(f).

Sean D :=degV, d :=max{deg f; : 1 <i<n—r} y L la longitud del straight-line
program que codifica los polinomios f, [y, ..., fu—r. Entonces la complejidad del algo-
ritino y la longitud del siraight-line program que produce son de orden (nd D)°M L,
St los pardmelros alealorios se eligen de un subconjunto de k con N elementos, la
probabilidad de ézito del algorilmo es al menos

rdD (2rdD + 3)
N :

1

Demostracién. Para cada 0 < i < r, sca U; := (U, ..., Uin) un grupo de nuevas
variables asociado a una forma lineal afin genérica L;(U;, X); y sea U(d), un grupo
de (":”) variables asociadas a un polinomio genérico F' de grado d. Notaremos
U= (Uo, ooy U,-_l).

Sea Chqy € k[Us, . ..,Ur—1,U(d),] la d-forina de Chow norimnalizada de V.
Denotamos por Chq v (f) € k[U’] al polinomio que resulta de especializar las variables
U(d), de Chqy en los coelicientes del polinomio f.

Cousidercmos la variedad proyectiva VNV (f), donde V C IP" ¢s la clausura proyec-

tivade V y f € k[Xo, X1,...,X,] es la homogencizacién de f, con respecto a la
variable Xy, hasta grado d.

El hecho que f no es un divisor de cero médulo I(V) implica que V N V(f) es una
variedad cquidimensional de dimension » — 1.

Se tiene que

Chav(f)(10,.- . ur-) =0 &=
Vo {Lo(ug,z) = 0,..., Ly (ur-y, ) = 0} N {J(z) = 0} # 0,

donde L; denota la homogencizacion de L; con respecto a la variable X.

La segunda de cstas condiciones es equivalente al hecho que

fvnv(T) (“;0, e ,'U.,-_1) = O,
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para una forma de Chow Fy,y, 5 de VN V(f). Se sigue que el polinomio Chay (f)
definc la misma hipersuperficie en (IP")" que Fyny (-

Por lo tanto, si VN V(f) = U C es la descomposicién irreducible minimal de
cec

VnV(f) y, para cada componente irreducible C, Fe denota una forma de Chow de
C, existen una constantc no nula a € k y enteros positivos mg tales que

Chd,v(f)(U,) =a H }-c(U')mc.

cec

Teniendo en cuenta que las componentes irreducibles de V NV(f) son las compo-
nentes irreducibles C de VNV (f) que no estan incluidas en el hiperplano {zo = 0},
concluimos que
Fevin = I Fe
CgZ{x0=0}
es una forma de Chow de V NV (f).

Para calcular esta forma de Chow, se obtendra en primner lugar el polinomio Chq vy (f)
y luego se eliminardn las multiplicidades y los factores correspondicntes a formas de
Chow de componentes irreducibles incluidas en el hiperplano del infinito.

- Cdlculo de Chayv(f)

Sea VO = {y,...,7n} C A"(k(Uy,...,U,_))) la variedad cero-dimensional definida
por el ideal I° := (I(V), Ly, ..., L,_1). Por el Lema 4.3.2, se tiene que

d Chyyo(U(d),) .

d
1 Yr
1<5<D

Chav (U, U(d),) = (Chvav(x,)(U"))

Puesto que V° es una varicdad cero-dimensional, la d-forma de Chow normalizada
de VO es

Chdvo U(d H F ,-,’)’j),
1<5<D
donde F(U(d);, X) := ¥ U(d)ra X™ ¢s el polinomio genérico de grado d cn n
lal<d

variables.

Se obticne entonces la igualdad

Chd.v(U',U(d)r) = (Ch,vnv(xr)(U’))d H F(U( )r,')'g)/ H 7‘;'{r

1<5<D 1<j<D
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y especializando las variables U(d), en los cocficientes del polinomio f

Chay(NW) = (Chvewexy @) TI £/ TT - (4.28)

1<5<D 1<5<D

Esta férmula nos permitird obtencr Chy v (f)(U’) utilizando las mismas técnicas que
cn la Seccion 4.2.

Obscrvainos que, de los Lemas 4.2.9 y 4.2.10, y de la demostracion de la Proposicién
4.2.11, se deduce que puede oblenerse un straight-line programm para la forma de
Chow Chyny(x,) por medio del algoritmo dado en la Proposicion 4.2.3.

Por otro lado, con las mismas téenicas de aproximacion via el operador de Newton
utilizadas en la demostracion de dicha Proposicién, se pueden obtener las compo-
nentes homogéneas de grado prefijado de las series

H f(’Yj) y H ’Y_gr'

1<j<D 1<5<D

Finalmente, teniendo en cuenta que de la demostracion de la Proposicion 4.2.13 sc
deduce que

H 7_;ir — (_l)dDCht‘i,o(Ur_l) + O((U’ _ el)dl)+l)’
1<j<D
donde Vo :=VnNV(Xy,...,X;) y & =(ey,-..,¢), y que el resultado final de (4.28)
es un polinomio de grado conocido, se aplica la Proposicion 4.2.12 para obtener un
straight-line program que representa cl cocicute dado en (4.28).

- Eliminacién de multiplicidades y componentes en el infinito

El siguiente paso en el calculo de Fyny () consistira en elitninar los factores miltiples
del polinomio Chqy(f), asi como también los factores correspondicntes a las formas
de Chow de las compounentes incluidas en el hiperplano del infinito.

Afirmacién: Para una variedad proycctiva irreducible C € IP" de dimensién ¢, se
tiecne que C C {zp = 0} si y sélo si la forma de Chow Fe(Uy,...,U;) de C no
depende de las variables Uy, 0 < i < L.

En efecto, supongamos que C' C {zo = 0}. Entonces podemos considerar la forma de
Chow de C como subvariedad de IP"~!. Si para cada 0 < i < ¢, U; := (Uy, ..., Uin)
es un grupo de n variables, se obtienc un polinomio Fc € k[Uy, . .., Us que verifica

Feliig, ... i) =0 <= CnO{Lo(tio,z) =0,...,Le(tig,x) =0} # 0
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donde L; son las formas lineales genéricas asociadas a las variables U;.

Por otro lado, si ug, ..., us € IP", como C = C N {z = 0}, se tiene que
C N {Lo(uo,z) =0,..., Le(ug, z) = 0} = C N {Lo(tig,2) =0, ..., Ly(iie, ) = 0}

de donde F¢ es la forma de Chow de C como varicdad en IP™ (y en consecuencia
esta forma de Chow no depende de las variables Uy).

Reciprocamnente, supongamos que F¢ no depende de las variables Uy (0 < ¢ < 0).
Sea z € IP" — {zo =0} y sea (o, ..., %) tal que Fe(io,. .., ) # 0.

Entonces, tomando u; 1= —-(u.n% + -+ 1l,i,l§:) se obtienen ug,...,u, € P" que
satisfacen
Li(uj,z) =0 V0<i<?¢ y Fel(uo,-...,ur)#0,

de donde z ¢ C.

Sea U:={U;;:0<i<r—1,1<j<n}.

El polinomio F(U') := Chqy(f)(U') admite una descomposicién
F(U') = A (U)F0)

donde F,(U’) no tiene ningin factor que dependa sélo de las variables U.

La afirinacion anterior implica que rad(F;) (es decir, el polinomio libre de cuadrados
cuyos ceros coinciden con los de F;) es una forma de Chow de V NV (f).

Darcinos ahora una identidad que nos permitird calcular rad(F;) a partir del poli-
nomio F(U'): observamos que

oF 0F,

5= (V) = 5 (W) 7a()

y entonces, teniendo en cuenta que cada factor irreducible de F; depende de la
variable Uy, se obtiene rad(F,) como

F F

rad(F) = = .
) = S, )~ gel(F )

(4.29)

A continuacién se resume el algoritino, se calcula su complejidad y se estima la
probabilidad de que el polinomio obtenido sea la forma de Chow de VNV (f) si los
parametros aleatorios se extraen de un conjunto de N elementos de k.
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Algoritmo

Paso 1. Obtener, a partir de la resolucién geométrica de VNV (X,,..., X,) dada,
un straight-line program de longitud (nd D)°M L para el polinomio F(U') =
Chav(f)(U’) scgin la ignaldad (4.28) como sigue:

(a) Aplicar la Proposicién 4.2.3 para obtener un straight-line program para
(Chvav(x,))? y calcular las componentes homogéneas de grados acotados
por (r + 1)d D de cste polinomio.

(b) Calcular las componentes homogéneas de grados acotados por (r+1)d D
de 1/ (), H'y;-i, (aplicando el operador de Newton para aproximar las
series) y del producto Ch“',m,(x') I1/(v5).

(c) Obtener F(U') aplicando la Proposicién 4.2.12, como el cociente de series
dado cn la ignaldad (4.28).

La complejidad secuencial de este paso es de orden (nd D)°L.

Paso 2. Calcular el polinoio rad(F;), que es la forma de Cliow de V N V(f), de
acucrdo al miemnbro derccho de la ignaldad (4.29):

(a) Obtener un straight-line prograin para ged(F, ;{,—’:ﬁ) por medio del algo-
ritino probabilistico dado en el Lema 1.3.8.

Dado que deg F < rdD, la complejidad de este paso es de orden
(rdD)°Y(r(n + 1) + (nd D)°ML) = (nd D)°WL

y la probabilidad de que el straight-line programn obtenido represente al

polinomio ged(F, 2Z-) es al menos

2rdD (rdD + 1)
- N ’
(b) Para cada 0 < i <7 — 1, elegir las coordenadas de u; := (u,. .., uin) al
azar del conjunto de N elementos de k prefijado, y considerar el punto
u' = (1o, .. ., Uroq) € K" Si ged(F, 5‘%)(1]/) # 0, clecbuar la division
de F por gcd(F, %) aplicando el Lema 1.3.5.

1

La longitud del straight-line program obtenido ¢s de orden (nd D)9W[
y, por el Lema 1.3.2, Ia probabilidad de que el polinomio no se anule en

1’ es al menos 1 ~dD
N
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La complejidad total del algoritmo y la longitud del straight-line program que
produce son de orden (nd D)°(M),

La probabilidad de éxito de todo el proceso es al menos

2rdD (rdD + 1) rdD rdD (2rd D + 3)
1- 5 >1- 5 .

Separacién de componentes

El algoritmo construido cn el siguiente lema calcula, dados la forma de Chow Chy de
una variedad equidimensional V C JA™ y un polinomio f € k[X),..., X,], el factor
de Chy que corresponde al producto de las formas de Chow de todas las commponentes
irreducibles de V incluidas en V(f). Esto permite separar la forina de Chow de V
cn el producto de dos polinomios: ¢l primero corresponde a la forma de Chow de la
unién de las componentes irreducibles de V' incluidas en la hipersuperficie prefijada
y ¢l scgundo, al producto de las formas de Chow de las componcntes irreducibles de
V' que no estdn incluidas en dicha hipersuperficie.

Este resultado se utilizara en el algoritino principal para obtener las foras de Chow
de las componentes equidimensionales de la variedad dada a partir de las forias de
Chow de una descomposicién equidimensional no minimal de la variedad.

Lema 4.3.14 Sea V C A™ una variedad equidimensional de dimension r y grado
D que satisface la hipdtesis 4.2.1, y sea f € k[zy,...,z,] un polinomio de grado

acotado por d que define la hipersuperficie V(f) C RA". Sea V la unién de las
componentes irreducibles de V incluidas en V(f).

Supongamos que Chy y [ son calculables por medio de un straight-line program de
longitud L.

Entonces eziste un algoritmo probabilistico de complejidad secuencial (nd D)°M) L
que calcula un straight-line program (de longitud del mismo orden) para la forma
de Chow Chy; de V. Si los parémetros aleatorios se eligen de un subconjunto de N
elementos de k, la probabilidad de éxito del algoritmo es al menos

| _ 2d(r+1)2D"

N
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Demostracion. Comno en las secciones anteriores, sean Uy, ..., U, grupos de n + 1
variables, U := (Uy,...,U;), y sea T := (Tp,...,7}) un grupo de r + 1 variables.
Andlogamente, dado (u,t) € R+D0+) 5 AT+ potaremos u := (ug,...,u,) ¥
t := (to,t') donde t' := (ty,...,¢).

Sea Py = (=1)PChy(Co,...,¢) € k[U,T) el polinomio caracteristico nornalizado
de V definido en la Seccién 4.3.1.
Delinimos los siguientes polinomios en k[U, T'):

aPv\* ([ _0Pv/0Un  _ 9Pv/dUsm
aTo 9Py /01, ' 0Py /0T,

F(U,T) :

P(U,T) := ged(Py(U,T),F(U,T))

Afirmamos que P(U,T) es un polinomio caracteristico de V.

Como en el Lema 4.3.4, sea p el discrimninante de Py con respecto a la variable Ty.

Para cada (u,t) € Ar+D®+) x AT+l ta] que Py (u,t) = 0 y p(u,t') # 0 se tiene,
por el Lema 4.3.4, que

{ = ( GP\//aUm( ,t), . 8P‘//6Uo,l (‘ll,, f))

9Py /0T, Wbl = 9Py /0T, (4.30)

pertenece a V' y verifica Lo(tg, §) = to, - - ., Lr(ur, &) = t,.

En primer lugar, veamos que Py divide a P = ged(Py, F).

Como V C V, se siguc inmediatamente de la definicién de polinomio caracteristico
que Py divide a Py.

Sea (u,1) € IWEHIEHD 5 AT+ qal que Py (u,t) = 0y p(u,t') # 0. En particular,
como Py divide a Py, resulta que el punto £ € A™ definido en (4.30) pertenece a V.
Por otro lado, como el coeficiente principal de Py con respecto a la variable Ty no
se anula en u (pucsto que divide a p), de la equivalencia (4.20) de la demostracién
del Lema 4.3.4 aplicada a V, se deduce que, para cada to raiz de Py (u, Ty, '), existe
al menos un punto

¢ e VnV(Li(w,z)~ty,..., Lo(uy, ) —t,) C VOV(Ly(uy,2)—t1,..., Le(uy, ) —t,)

que verifica Lo(ug, () = to. Pero aplicando cl mismo lemna a V, resulta que £ es el
Unico punto en V N {Lg(uo,z) = to,...,Lr(u,,z) = ¢}, de donde se deduce que
£ € V. Lucgo f(€) =0, y por lo tanto F'(u,t) = 0.
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En consecuencia,

V(Py) N {p(u,t’) # 0} C V(F)
lo que implica, teniendo en cuenta que V(Pg) ¢ V(p), que Py divide a F.
Concluimos que Py divide a ged(Py, F) =: P.

Veamos ahora que P divide a Py.

Sea 3 : AT+ o pn _y PO+ AT+ ] morfismo asociado a la definicién
de polinomio caracteristico, es decir, ¢l morfisio definido por

"J)(u) 5) = (’lL, LO(“O) f)v L](U],f), LA | Lr(ura E))

En primer lugar mostraremos que
V(P)N {p # 0} C (AT 5 (Vv AV (f))).

Sca (u,t) € Ar+)+) » AT+l ta] que P(u,t) =0y p(u,t') # 0. Como P divide a
Py, se tiene que Py (u,t) = 0 y en consccuencia, el punto £ € A" definido en (4.30)
pertenece a V' y verifica Ly(ug, &) = to, - . ., Lr(ur, &) = ¢,

Ademads, como P divide a F, también vale F(u,t) = 0. Por otro lado, teniendo
en cuenta que p(u,t’) # 0, deducimos que %”!{)’-(u, t) # 0. Concluimos entonces que
f(&) =0, es decir £ € V().

Luego, (u,t) = 9(u,€) € (AT x (VN V(f))).

Puesto que p no depende de la variable Tp, ninguna componente de V(P) estd
incluida en V(p), y por lo tanto V(P) N {p # 0} = V(P). Lucgo

V(P) € p(AFHN0HD 5 (V NV (f))).

Mis alin, como V (P) C Ar+)(m+1) 5 ;Ar+! o5 una hipersuperficie, se tiene que V(P)

estd incluida en la componente equidimensional de codimension 1 de la variedad
YATFHOH) x (VN V(f))), que es

PUATHDH) f/) = V(Pf/)-
Teniendo en cuenta que P es libre de cuadrados, concluimos entonces que P divide
a Ps.
%

Finalinente observamos que para obtcner una forma de Chow de ¥ a partir del poli-
nomio Py = P(U,T), basta especializar las variables Ty, ..., T, en 0. Normalizando
la forina de Chow calculada de esta manera, se obtiene Chy; (U).
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Para terminar, resumimos el algoritimo que calcula la forma de Chow Chy; a partir de
Chy, calculamos su complejidad y su probabilidad de éxito al clegir los parametros
al azar de un conjunto dado de N elementos de k.

Algoritmo

Paso 1. A partir de un straight-line programn para Chy, obtencr un straight-line
program para Py := Chy((o, ..., () y sus derivadas parciales con respecto a
las variables Ty y Uy, . . -, Uon. Esto requicre O(n L) pasos.

Paso 2. Aplicando el Lema 1.3.4, calcular las componentes homogéncas de grados
acotados por d del polinomio f. Fsto agrega d°ML pasos.

Notacion: Para cada 0 < ¢ < d, f; denotard la componente homogénea de

grado ¢ de f.

Paso 3. Obtener un straight-line program para F(U,T) de acuerdo a la siguicnte
igualdad:

d d-i
0Py 0Py 0Py
F(UT) = —_— il-—=—,...,— .
La longitud del straight-line prograin obtenido y la complejidad del algoritmo
hasta este paso son de orden (nd)°ML.

Observamos que deg F < d((r +1)D - 1).

Paso 4. Calcular probabilisticamente un straight-line program para el polinomio
Py = ged(Py, F) aplicando el Lema 1.3.8.

La complejidad es de orden (nd D)9V L y y la probabilidad de éxito del algo-
ritmo (ver la demostracién del Lema 1.3.8) es al incnos
2d (r + 1)2D?

! N

Paso 5. Espccializar las variables (Tp, ..., T;) = 0 en Py y normalizar la forma de
Chow asi obtenida dividiéndola por su especializacion en (e, ..., e;).

La complejidad total del algoritino y la longitud del straight-line program que
produce son de orden (nd D)?WL. La probabilidad de éxito del algoritino es
la estiimada en el paso 4.
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4.3.4 El algoritmo

En el siguiente Teorema se prucba el resultado principal presentado en este capitulo:
la existencia de un algoritmo probabilistico que calcula las formas de Chow de cada
una de las compounentes equidimensionales de una varicdad algebraica afin, a par-
tir de un conjunto finito de polinomios que la define, con complejidad secuencial
polinomial en el tamnafio del input.

Teorema 4.3.15 Secan fy,..., f; € k[Xy,...,X,] polinomios (no todos nulos) de
grados acotados por d dados por medio de un straight-line program. de longitud L.

Sea V := V(fi,..., [s) C A" la variedad algebraica afin definida por estos poli-
nomios y sea
V=Wu...uV,,

la descomposicién equidimensional minimal de V' (donde, para cada 0 <r <n -1,
V; es o bien vacia o bien una variedad equidimensional de dimension r).

Entonces, erxiste un algoritmo probabilistico de complejidad secuencial acotada por
snPWdOoM [ que produce un straight-line program de longitud s n°MdOM L que re-
presenta las formas de Chow de cada una de las componentes equidimensionales V,
deV (0<r<n-1).

Demostracion. El algoritmo consta de tres ctapas:

En la primera etapa, sc modifican los polinomios de entrada cun ¢l sentido de la
Seccion 4.3.2 con el objeto de obtener un nuevo sistema de polinomios que defina
la varicdad V, pero que satisfaga también ciertas condiciones adicionales necesarias
para la aplicacidon de las subrutinas que realizan los cdlculos intermedios del algo-
ritmo.

En la scgunda etapa, el algoritmo calcula recursivamente las formas de Chow de las
componentes equidimensionales de una descomposiciéon equidimensional no minimal
de V. El algoritmo presentado en ¢l Lema 4.3.13 es la herramienta principal en que
se basa el procedimiento recursivo.

Finalmente, cn la tercera etapa, cl algoritmo obticue, a partir de las formas de Chow
calculadas en la ctapa anterior, las formas de Chow de cada una de las compouentes
equidimensionales de V' por medio del Lema 4.3.14 aplicado a formas de Chow
calculadas previamente e hipersuperficies convenientemente elegidas.
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- Preparacion de los datos.

Seca © un subconjunto de k con N elementos. Se cligen al azar del conjunto 2
elementos {t;;,1 <i<n+1,1<j<s}y {un,1<k<n, 0<1<n},ysedefinen
los polinomios

a

fi:=tilfl+"'+tisfs; IS’lSS,
y las nuevas variables

Yii=upo+unXi+ -+ up X, 1<k<n

Para simplificar la notacién, renombramos a las nuevas variables Yj,..., Y, como
X1,...,Xn, y a los nuevos polinomios fl,...,f,1+1 cn las nuevas variables como
fla---)fn+l-

Por la Proposicién 4.3.12, los nuevos polinomios fy, ..., foy1 cn las nuevas variables
satisfacen, con probabilidad al menos

4(d + 1)*" + d* + n2d*"-Y)

U\ —-1-
P 1 N

las condiciones:
(pl) V= V(fl)' "’fn+l)’
(p2) Para cada 0 <r < n -1, la variedad

Ly = ‘/(flv R fn-r) N {fn—-r+l # 0}

es equidimensional de dimension 7 y los polinomios fy,..., fn_, forman una
interseccién completa reducida para Z, en el abierto { fn-r4+1 # 0}

y, paracada 0<r <n—1,
(V1) #(Zrar OV (faer)) NV (X1, ., Xr)) = deg(Zrar NV (fur)),
(v2) #(Z. NV (X,,..., X,)) = deg(Z,),

(v3) Z, NV (X1,..., Xs) C {facran #0}.

De ahora en maés supondremos que los valores de los pardinetros han sido elegidos
de mancra que valgan las condicioues (pl), (p2), (v1), (v2) y (v3) anteriores.
Obscrvamos que, en particular, las variedades Z, (0 < r < n — 1) verifican las
hipétesis necesarias para la aplicacidén de los algoritmos dados en la Proposicion
4.2.3 y el Lema 4.3.13. Ademas se verifican las siguientes propiedades derivadas de
(p1) y (p2) (ver Lema 4.3.8):
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(P3) V(fl,---)fn-—r) =Z,UV,U...UV,,

(p4) Zrg N V(fn_,) = Z,UV,UV., donde V, es la unién de las componentes
irreducibles de Z,4; NV (fa-,) incluidasen V4 U... U V,_;.

- Formas de Chow de una descomposicion equidimensional no minimal de V.

En csta etapa el algoritmo calcula, para cada 0 < r < n — 1, la forma de Chow
de una varicdad equidimensional incluida en V y que contiene a la componente
equidimensional de dimensién r de V.

Recordemos que, para cada 0 < 7 < n — 1, por la propiedad (p4) se liene que
Zr+l N V(fn-r) = Zr U ‘/r U ‘/r

donde V; es una variedad equidimensional de dimensién r incluida en V; 4 U. ..UV, _;.

Para cada 0 < r < n — 1, se calculard la forma de Chow de la variedad equidimen-
sional V; U V;. Este calculo se hara recursivainente.

PRIMER PASO Se comicnza por r:=n — 1.

En este paso se calculan la forma de Chow Chy, _, de la componente equidimensional
Va-1 ¥y una resolucién geométrica de la variedad cero-dimensional

Z(n-l,O) =, —1 N V(Xl, “ee an.-l)-

Se tiene que V(f1) = Z,-1 U V,_ donde V,_; es la unién de las componentes
irreducibles de V(f,) incluidas en V(f;) y Z,-1 es la unién de las componentes
irreducibles restantes.

Entonces, si considerainos los polinomios libres de cuadrados

rad(fy)
ged(rad(fi), f2)’

(donde rad(f)) es un polinomio libre de cuadrados cuyos ceros coinciden con los de
f1), se tiene que

fi i=ged(rad(fi), f2) y fo:=

Vi =V() ¥y Zua =V(fo)
y, mas aiin, f; y f2 son generadores de los ideales de V;,_; y Z,_; respectivamente.

De la férmula para la forma de Chow en cl caso de una hipersuperficie se sigue
que, si My, ..., M, denotan los menores maximales de la matriz (Ui;)oci<n-1,0<j<n
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(donde M; es el menor que se obticue al suprimir la j-ésima columna de la matriz),
y si d; := deg f}, entonces

Fyo_, = M& fi(=M, /My, My/ M, ..., (—1)" M, /M,) (4.31)

es una forma de Chow de V,,_;. Normalizando csta forma de Chow, es decir, di-

vidiéndola por su especializacién en (eo,...,e,—1), se obtiene la forma de Chow
Ch.v“_I de Vn—l-

Para obtener una resolucién gecométrica de la variedad cero-dimensional Z,_y,0) =
Zni NV (X4, ..., Xno1), basta observar que por hipétesis deg Z—1,0) = deg Z,,_.
En conseccuencia, la forma lineal X, separa los puntos de Z,, .y,0y y su polinomio
minimal es simplemente f>(0,...,0, X,).

Resumimos el algoritmo que calcula Chy,_, y una resolucién geométrica de Z—1,0,,
calculamos su complejidad £,,_, y su probabilidad de éxito P,_, al clegir los para-
metros aleatorios de un subconjunto de N elementos de k.

Algoritmo

Paso 1. Calenlar rad(fy) aplicando el Lema 1.3.11. Esto puede realizarse con com-
plejidad de orden d°)(n + L) y probabilidad de éxito mayor o igual que
1— 2d%+3d
aedse,
Paso 2. Calcular fl y fg aplicando los Lemas 1.3.8 y 1.3.5. La complejidad de este
paso es de orden d°M(n + L) y la probabilidad de calenlar fi y fa (si en el
primer paso el calculo de rad(f,) es correcto) es mayor o igual que

2d(d+1 q 2d? + d
(-2 ()5 2ed

Observamos que el algoritmo del Lema 1.3.8 calcula también d, := deg f;.

Paso 3. Obtencr los menores My, ..., M, en (n + 1)n? pasos. Aplicando el Lema
1.3.4 homogeneizar el polinomio f; y obtener un straight-line program para la
forina de Chow Fy,_, segun la férmula (4.31). Finalinente, dividir esta forma
de Chow por su cspecializacién en (e, . .., e,-1) para obtener Chy,_,.

Este paso cs deterministico y su complejidad es de orden (nd)?(VL.
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Paso 4. A partir del straight-line program para f2, obtener un straight-line program
para ¢l polinomio univariado p(X,) = f2(0,...,0,X,) ¥, por medio de un
proceso de interpolacidn, obtener ¢l vector de sus coeficientes.

Este célculo agrega (nd)°ML operaciones.

Por lo tanto, la complejidad total del primmer paso de la recursion es de orden £,,_; =
(nd)°ML y la probabilidad de haber calculado los objetos correctos cs

Pay > (1- zdzT”d)(l - 2d2N+ d) >1-— %(d2+d).

PASOS INTERMEDIOS

Sea ahora 0 < r < n—2, y supongatnos calculada cn el paso anterior, una resolucién
geométrica de Zy41,0) := Zrs1 NV (X1, .oy Xrt1)-

A partir de esta resolucién geométrica se calculara una forma de Chow de la variedad
Zry1 NV (fu—r). Con esta forma de Chow, se obtendrd una resolucién geométrica
de la variedad Z.,, = Z, N V(X],...,X,), nccesaria para el préximo paso de
la recursion. Finalmente, usando la forma de Chow y la resolucién geométrica
calculadas se obtendr4 la forma de Chow de V, U V..

Aplicando el Lema 4.3.13 se calcula, a partir de la resolucién geométrica de Z, 41,0,
la forina de Chow de la varicdad cquidimmensional Z, . NV (fn_;) = Z, UV, U V..

Observamos que vale la igualdad

ChZ,.+|nV(fn_r) = chz" ) Ch",rU";r.

La idea del algoritmo consiste en separar la forma de Chow Chz, . ,nv(s,_,) calculada
en los dos factores del miembro derecho de la igualdad anterior.

Consideremos la variedad
Z0 = Z, NV (fusr) N V(XL ., X)),

Por la condicién (v1), Z2 (") es una varicdad cero-dimensional formada por deg(Z, 41N
V(fn-r)) < d" " puntos. Esto nos permite calcular la forma de Chow de Z como

Chzm = Chz,+.n!'(f,,_,)(Uo, €ly---y€r).
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A partir de csta forma de Chow, podemos obtener el polinomio caracteristico de
Z) por medio de un cambio de variables

Pain 1= (=1)4B8Z)Ch 0y (Uso — To, Uor, - - - ; Uom)-

Sea p € k[Uy] el discriminante de Py con respecto a la variable Tp. Entonces,
para cualquier u = (ug,uy,...,un) € k™! tal que p(u) # 0, por el Lema 4.3.4 se
puede obtener una resolucién geométrica de Z(). (La eleccién del punto u se hace

alcatoriamente y, si p(u) # 0, se calcula una resolucién geométrica de acuerdo al
lema mencionado).

Moslraremos ahora cono obtener una resolucion geométrica de
Z(r,()) = Zr ﬂ V(Xl, ceey Xl‘)

a partir de una resolucién geoinétrica de Z():
Puesto que por la condicién (v3) se tiene que Z, NV (Xy,...,X;) C {fa-rt1 #0} ¥y
por otro lado V; UV, C V(f,_,), valen las siguientes igualdades

Z,0V(Xy,.. . X)) = ZO0{farp #0}
VuV)nV(Xy,.. 0. X,) = ZONV(fuor).

Supongamos que la resolucién geométrica de Z(") esta dada por la forma lineal ¢ =
uo+uy Xy +- - -+upXp, su polinomio minimal p € k[T] y polinomios vy, ..., v, € k[T
tales que

ZO = {(wi(n),--.,va(m) : 7 € k, p(n) = 0}.
Es claro que la forma lineal ¢ es también un elemento primitivo con respecto a las
varicdades Z, 0= ZO N {fucrs1 0} Y ZO AV (facrsr)-

Observamos que el polinomio mininal de ¢ con respecto a Z NV (fa_ry1) €

pu(T) = ged (P(T), farir(1(T), .., 0a(T))),

y por lo tanto el polinomio minimal con respecto a Z, o, ¢s p2 1= p/p.

Luego, la forma lincal ¢, su polinomio minimal p, con respecto a Z,,o,, y los poli-
nomios vy, ...,v, € k[T] reducidos médulo p; dan una resolucién geométrica de
Z(T,O)‘

Ahora, el algoritmo dado en la Proposicién 4.2.3 obtiene, a partir de la resolucién
geométrica de Z, o, calculada, la forma de Chow Chz, de la variedad Z,.
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Finalmente, se obtiene la forma de Chow Ch,, ¢ como el cociente en la divisién
r r

exacta
Ch. = := Chz 10V (fu-r)
Wub: - Cha,

la que puede efectuarse mediante cl Lema 1.3.5.

A continuacién se resume el algoritino presentado para el cdlculo de la resolucién
geométrica de la variedad Z,o, y la forina de Chow Chy, o a partir de la resolucién
geométrica de la variedad Z, 44,0y := Zr41 N V(Xy, ..., Xr41) obtenida en el paso
antcrior de la recursién. Se calculan también la complejidad £, de este paso y la
probabilidad de éxito P, del cémputo efectuado cligiendo los parametros aleatorios
de un subconjunto 2 C k con N clementos.

Algoritmo
Paso 1. Aplicar el Lema 4.3.13 para calcular, a partir de la resolucién geométrica

de Z 41,0y, la forma de Chow Chz , qv(s._,)-

Teniendo en cuenta que deg(Z,4,) < d* ™71, la complejidad de este paso
resulta de orden (nd™")°WL y la probabilidad de éxito es al menos

(r+1)d*"(2(r +1)d* "+ 3)
N .

Paso 2. Con la forma de Chow calculada en el paso 1., obtener un straight-line pro-

1 -

gram para Chzy = Chz,, av(s._.)(Uo, €1,- . ., €:) y luego uno para el polinomio
caracteristico P,y de Z().

Este paso es deterministico y su complejidad es de orden (nd* ") L.

Paso 3. Elegir elementos uy,...,u, € §2 al azar y considerar u := (ug,...,un) €
kn+1'

Obtener un straight-line program para el discriminante p del polinomio Py
con respecto a la variable T y evaluar p en el punto u. Si p(u) # 0, calcular
una resolucion geométrica de Z( aplicando el Lema 4.3 .4.

La complejidad de este paso es de orden (nd*T)°VL y, tenicndo en cuenta
que degy, p < 2(deg ZM)? < 2d*™~7), la probabilidad de que p(u) # 0 (es
decir, la probabilidad de calcular la resolucién geométrica de Z(M) es mayor
que
2d2(n—r)
N




CAPITULO 4. CALCULO DE FORMAS DE CHOW 163

Paso 4. A partir de la resolucién geométrica de Z() calcular el polinowmio p, (T') :=
gcd(p(T), fa-r+1(01(T), ..., va(T))).
Para esto, obtener en primer término el vector de coeficientes del polinomio

fro—rs1(01(T), ..., va(T)) mediante el Lema 1.3.3 y aplicar lucgo el Lema 1.3.6
para calcular el maximo comin divisor.

Efectuar la divisién p; := p/p, para obtener el polinomio minimal de ¢ con
respecto a la variedad Z, o) y calentar los restos de los polinomios vy, ..., v,
en la division por p;. Estos polinoniios, junto con la forina lineal ¢, dan una
resolucién geométrica de Z,,q).

Este paso ¢s deterministico y su complejidad no modifica el orden de las com-
plejidades obtenidas hasta el momento.

Paso 5. Utilizando la resolucion geomnétrica obtenida en el paso anterior, aplicar el
algoritmo dado en la Proposicion 4.2.3 para obtencr un straight-line program
para Chy, .

Este paso también es deterministico y su complejidad es de orden (nd™ )M L,

Paso 6. Aplicar el Lema 1.3.5 para obtener un straight-line program para el co-

ciente
Ch ~ = ChZ,..,_lﬂ\’(f"_,.)
VeUVe Ch,zr '

Teniendo en cuenta que Chy, (eq,...,e,) = 1, este proceso, cuya complejidad
es de orden (nd"")°WL, resulta tanbién deterministico.

En consccuencia, el costo total de cste paso de la recursion es de orden L, =
-ryo(1 , . .

(nd*")°MWL. Observamos quc la longitud del straight-line program para Chv,uV,

que produce el algoritmo es del mismo orden que la complcjidad del proceso de

calculo.

La probabilidad de éxito de los cdlculos efectuados, suponiendo que los datos pro-
vistos por el paso recursivo anterior son correctos, es

2(r + 1)2d*"=7) 4+ 2d%"") 4 3(r + 1)d" "

>
P >1 N

Concluimos que la complcjidad total del algoritmo probabilistico que calcula las
formas de Cliow de las variedades equidiinensionales V, U V, 0<r<n-1)es
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Lo_t+ -+ Ly = (nd*)°VL. Suponiendo que los polinomios y variables satisfacen
las condiciones (p1), (p2), (v1), (v2) y (v3), el algoritmo produce, con probabilidad
mayor o igual que

P? = I[P

1 n-2

> 1-5 (4(c® + d) + Y 2(r + 1)2d%"") + 2d°") 4 3(r + 1)d"")
r=0

) 4n%d® + 6nd"
N

un straight-line programn que representa cada una de las formas de Chow Ch
0Lr<n-1

2

V.uv,

Observamos que, para cada 0 < r < n — 1, la longitud del straight-liue programn
para Ch,, ; es de orden (nd*~")9(L.

- Calculo de las formas de Chow de las componentes equidimensionales de V.

La tltima etapa del algoritino consiste en obtener las formas de Chow de cada una
de las componentes equidiinensionales V; (0 < r < n — 1) de la variedad dada V, a
partir de las formas de Chow de las componentes de la descomposicién no minimal
calculadas en la etapa anterior.

Sea r con 0 < r < n — 2. En la segunda etapa dcl algoritmo se calculé la forma de
Chow

Ch = Chy,.Chsy ,

ViUt
donde V; cs la componente equidimensional de dimensién r de V' y V, ¢s una variedad
equidimensional de dimension r cuyas componentes irreducibles estan incluidas en
componentes irreducibles de V' de dimensién mayor que 7.

Para extraer el factor Chy, dec esta forma de Chow, se construird un polinomio
Gr € k[ X, ..., X, que defina una hipersuperficie V(G,) que (probabilisticamente)
verifique: V, es exactamente la union de las componentes irreducibles de V, U V,
incluidas en V(G,).

Lucgo, se aplicard el Lema 4.3.14 para calcular Chg; y finalmente se efectuard la

divisién de Ch,, ;& por Chy para obtener la forma de Chow Chy, dc la componente
r r r
cquidimensional V.

Vercmos ahora como sc construye el polinomio G,.
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Recordemos que, para cada 0 < k < n — 2, se tiene
Vi C Vi U...UV,_,.
Se deduce entonces que
V. C ViU UVl = (Vi UV ) UL U (Vaca U V) U (Vaoy U V),

(donde V,_; = 0).
Por otro lado, por la minimalidad de la descoinposicion, ninguna componente irre-
ducible de V; esta incluida en la variedad de la derecha.

Para cada 74+ 1 < k < n — 1, s¢ delinird un polinomio Gy, € k[Xy, ..., X] que
cumpla las siguientes hipétesis:

(h1) Vi UV C V(G.),

(h2) ninguna componente irreducible de V; estd incluida en V(G),

n-1
y se considerara luego el polinomio G, := [] Gpi.
k=r+1
Bajo estas condiciones, la hipersuperficie definida por G, contiene a la variedad V;,
pero no contiene a ninguna de las comnponentes irreducibles de V; y, por lo tanto,

nos permitird separar las componentes de dichas variedades.
Fijemos k talquer+1<k<n-1.

Puesto que Zgyy NV (fak) = Zx U Vi U Vk, las condiciones (v1) y (v2) dadas por la
preparacion de los datos implican que

deg(Ve UV) NV (X, ..., Xi)) = deg(Vi U Vi),

es decir, que la variedad V, U Vk satisface la hipdtesis 4.2.1.

Denotamos por Py, € k[Uy, . . ., Ui)|Ty, - - ., Tk] al polinomio caracteristico normaliza-
do de la varicdad Vi U V.

Seau:= (0,uy,...,u,) € A" ysea € :=u; X, +- - -+u,X, la forma lincal asociada
a u.
Como el cocficiente principal del polinomio P, con respecto a la variable Ty es-
pecializado en (ey,...,ex) es 1, de la Observacién 4.3.5 deducimos que, para cada
(t1,...,te) € K,

(VkUVk)ﬂV(Xl — b1y, Xk — tr)
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es una variedad cero-dimensional (de grado acotado por deg(Vi U Vk)) Mis ain, la
equivalencia (4.20) en la demostracién de del Lema 4.3.4 establece que, para cada
(t1,...,tx) € I\, vale

’Pk(u,el,...,ek)(to,tl,...,tk) =0& (Vkka)r\V(e—to,Xl -ty Xk —tk) # 0.
Esto implica, en particular, que el polinomio
'Pk(u,el,. ..,ek)(e,Xl,...,Xk) S k[Xl,.. .,Xn]

se anula sobre Vi U Vi, es decir que Vx U Vi C V(Pr(u,er,...,ex)(l, Xy, ..., Xx))-

Por lo tanto, para que valga la condicion (hl) podemos definir el polinomio Gy
como

G,-k = 'Pk(u,el, .. .,Ck)(e,}(l, ven ,Xk) :

para una forma lineal £ cualquiera.

Ahora elegiremos la forma lineal ¢ de manera que valga la condicién (h2).

Sea C una componente irreducible de V. Por la minimalidad de la descomposicion
equidimensional considerada se tiene que, para cadar +1 < k <n -1, C no esta
incluida en V, U ‘7;.

Existe entonces un punto &€ := (£€,...,€9) € C - (Vi U V). Consideremos la
variedad cero dimensional

VU nVv(X, —£5,..., X - £5).

Observamos que, para cada forma lineal ¢ := v, X; + - -- + u, X, que satisface la
condicién

£(¢) # £(¢°) paratodo £ € (eUV) NV(X, —£F,..., X —€5)  (4.32)

se verifica:
Pe(u,en,...,ee)(0(EC), €T, .. €5) # 0.

En consecuencia, C no esta incluida en V(Pi(u,ey,...,ex)(¢, X1,...,Xk)), puesto
que la condicién antcrior dice que £€ no pertcnece a esta hipersuperficie.
Luego, si se elige la forma lincal £ de manera que valga la condicién (4.32) para un
punto £€ de cada una de las componentes irreducibles C de V, (simultineamente),
el polinomio

Grk = 'Pk(u,e,, .. .,ek)(e, Xl, v ,/Yk)
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satisface el requisito (112).

Observamos que para cada componente irreducible C de V;, fijado €€ € C, la
condicién (4.32) es una condicién abierta sobre los coeficientes uy,...,u, de £ de-
terminada por el polinomio [1¢(¢(¢) — €(¢€)) (donde el producto recorre los puntos
£ e (ViuV)NV (X —€5,..., Xk — £9)) de grado acotado por deg(Vi UV;) < d**.
Comno deg(V;) < d*~", la condicion final sobre los coeficientes de la forma lineal csta
determinada por un polinomio de grado acotado por d*~" - d"~*.

Para terminar, se resume el algoritmo probabilistico que calcula la forma de Chow
Chy, para 7 fijo (0 < r < n — 2), se calcula su complejidad £, en términos
de la longitud £M de un straight-line program que evalia las formas de Chow
CthUOk’ r < k < n-—1,y se estima su probabilidad de éxito P, al tomar los
parametros aleatorios de un subconjunto §2 C k& de N elementos.

Algoritmo

Paso 1. Elegir al azar {us;,7+1 <k <n-1,1<j < n} cn el conjunto , y
considerar las formas lineales asociadas £,44,...,¢,_1, definidas por

O = X1 + - + UknXn k=r+1,...,n—1.

La probabilidad de que cstas forinas lincales satisfagan la condicién (4.32) para
un punto £¢ de cada una de las componentes irreducibles C de V, y para todo
r4+1<k<n-1,csal menos

n—1 dn-T . dnk dn-T " r—1 92d2(n-r)-1
I )2 (R 025

Paso 2. Parar +1 < k < n— 1, obtener un straight-line prograimn que representa
al polinomio Gy = Pr(u, ey, ..., ex)(l, X1, ..., Xk), y lucgo un straight-line

n-—1
program para G, := [] Gjp.
=r4-1

Esto puede hacerse en O(n? 4+ nL™) pasos.

Paso 3. Aplicar el Lema 4.3.14 a la forma de Chow Ch,  y el polinomio G,

obtenido en el paso antcrior, para obtener un straight-line program que evalia
Ch.";r .
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Teniendo en cuenta que deg(V; U 17r) <d*" y que

n-1
degG, = > (k+1)d** < 2nd™ ",
k=r+1
resulta que la complejidad de este paso (probabilistico) del algoritmo es de
orden (nd™=")PMLE) y la probabilidad de calcular la forma de Chow Chy,

es al menos
L (r + 1)2g%n-r)-1

N

Paso 4. Finalmente, aplicando el Lema 1.3.5, se calcula Chy, := Chv,u?,/Ch?,'

Como Ch,f,r (€oy...,€r) = 1, cste paso es deterministico. La complejidad de
este 1iltimo paso es de orden (nd™~")0M L),

La complejidad total del algoritmo probabilistico que calcula Chy, a partir de las
formas de Chow Chy, o, 7 < k < n— 1 cs de orden L, = (nd*m)ot e,

Teniendo en cuenta las estimaciones dadas para la complejidad de la scgunda etapa
del algoritmo, concluimos que £ = (nd"~")°ML y, por lo tanto, la complejidad
L, de este paso es también de orden (nd" ")V L,

La probabilidad de éxito de este paso del algoritmo es

~ 2(n—-r)-1 . 2 J3(n—-r)-1
B> (1_2d )(1_411(1+1)d )

N N
4n (T + 1)2d3(n—r)—l +2 d2(n—r)—1
N .

\Y

1 -

La complejidad total dc esta etapa final del algoritmo es L="Lpo+ FLy =
(nd™)°M L. Suponiendo que el input de esta etapa, provisto por la segunda etapa
del algoritmno, son las formas de Chow dc las variedades V, UV, (0 <7 <n—1) se
obticne, con probabilidad mayor o ignal que

n-2 n-2
P(3) = H ﬁr >1- %,_ (Z4n(r+ 1)2d3(n-—r)—l + 2d2(n—r)—l)

r=0 r=0
8 n(n _ 1)2d3n-—1 +4 d2n—l
- ~ ,
un straight-line program que representa las forinas de Chow Chy, de cada una de
las componcentes equidimensionales V;. (0 < r < n — 1) de la variedad V.

2
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De las estimaciones hechas para la complejidad de cada una de las etapas del algo-
ritmo, concluimos que la complejidad secuencial total del algoritino probabilistico
descripto es de orden (nd"*)°W L.

Para cada 0 < r < n — 1, la longitud del straight-line program que (proba-
bilisticainente) produce el algoritmo para representar la forma de Chow Chy, de
la componente equidimensional V; de dimensién 7 de V es de orden (nd"~")°(WL,

=]

Observacion 4.3.16 Supongamos dado un proceso aleatorio para seleccionar ele-
mentos de un subconjunto fijo §2 de k£ con N clementos, que se utiliza para elegir
los pardametros aleatorios en las distintas ctapas del algoritmo.

Entonces, teniendo ¢n cuenta las probabilidades de éxito estiinadas

4(d +1)> + d" + n2d*-1

Py > 1
- N
4n%d*™ +6nd”
P® 1-—
N
P(s) 2 1— 8n(n - 1)2d13\:_1 + 4d2n_1

para la preparacién de los datos dec entrada, el cdlculo de las forinas de Chow de una
descomnposicién equidimensional no minimal y la obtencién de las forinas de Chow de
las componentes equidimensionales a partir de las de la descoinposicion no minimal,
respectivamente, resulta que la probabilidad de éxito del algoritino construido es
mayor o igual que

4(d + 1) + 8n3g®-!

— p() p@ p®) > 7 _
P:=pPY PY Py >1 N

4.4 Complejidad y grado geométrico

La cota obtenida para la complejidad secuencial del algoritino presentado en la
seccion anterior para cl caculo de las forinas de Chow de cada una de las componentes
equidimensionales de una variedad algebraica afin V C A®, depende de parametros
de caracter sintdctico: la cantidad s de polinomios input que definen la variedad V,
el nimero de variables n, y una cota superior d para los grados de los polinomios
input.
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Sin embargo, la variedad V' puede ser definida por distintos conjuntos de polinomios
con distintos grados y propiedades, mientras que las formas de Chow calculadas
dependen tnicamente de la varicdad.

Para evitar en parte esta depcndencia de la complejidad del algoritmo en el factor
d" (ndmero de Bézout) asociado a la familia particular de polinomios elegida para
definir la variedad input, se considerard un invariante mds geomsétrico: el grado
geométrico del sistema de polinomios. Este pardmetro estd rclacionado no sélo
con la forma sintactica de los polinomios, sino también con la geometria de cier-
tos conjuntos algebraicos —involucrados en ¢l desarrollo del algoritmo- que define el
sistema de polinomios en cuestion. Por este motivo, el grado geométrico del sistema
de polinomios input de un algoritino permite identificar instancias particulares del
problema que, desde el punto de vista algoritmico, pueden resolverse mucho mas
facilmente que el caso general.

4.4.1 Grado geométrico de un sistema de polinomios

La siguicnte definiciéon de grado geométrico de un sistema polinomial generaliza la
presentada en [14]:

Definicién 4.4.1 Sean fy,..., fs polinomios en k[X,,...,X,]. Para cada1 <<
n, sea T; := (Tiy, ..., Tis) un grupo de nuevas variables, y sean

8
j=1

las combinaciones lineales genéricas de los polinomios f\, ..., fs asociadas a los gru-
pos de pardmetros Ty,...,Ty.

Se define el grado geométrico del sistema fy,..., f, como
6 := max{deg(V(Gy,...,G¢)) 1<€<n}

donde, para cada 1 < € < n, V(G,,...,Gy) es la variedad definida por los poli-
nomios Gy,...,Ge en el espacio afin n-dimensional sobre una clausura algebraica
de k(T;;,1<i<n,1<j<s).

De la desigualdad de Bézout se deduce que, si d es una cota superior para los grados
de los polinomios fy,..., fs, paracada 1 < €< mn,

ngV(Gl, s 1Gt) < dt,
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de donde se obtiene la siguiente cota para cl grado geométrico del sistema de poli-
nomios fy,..., f
0 <d".

El proximo lema relaciona ¢l grado geométrico de un sistema de polinomios fi,.. ., fs
con los grados de ciertas variedades involucradas en el desarrollo del algoritmo pre-
sentado en la seccion anterior:

Lema 4.4.2 Sean fy,..., f, polinomios en k[ X\, ..., X, y sea § el grado geométrico
del sistema {f1,..., fs}.

Entonces existe un abierto U C A™ tal que para cada (ty,...,tp) € K*" NU, si se
consideran los polinomios

a

fi=tafi+ -+t fs, 1<i<n,

vale
max{deg V(f1,...,fo): 1< €< n} <.

Demostracién. Para cada 1 < i < n, sca T; := (Tj,...,T;) un grupo de s nuevas
variables. Consideremos los polinomios

s
GiZ=ZTijfj, ISiSn.
j=1

Por definicion, el grado geométrico del sistena fi,..., f, es
§ = max{deg(V(Gy,...,Ge)) 1<€<n}

donde, para cada 1 < ¢ < n, V(G),...,G¢) es la variedad definida por los poli-

nomios Gy, ..., G¢ en el espacio afin n-dimensional sobre una clausura algebraica de
k(T 1<i<n1<j<s).

Paracada 0 <r <n-—1,scaQ, € k[Ty,..., Ta—y] — {0} el polinomio dado por cl
n—1

Lema 4.3.7. Sca Q := [1 Q, € k[Th,...,Ta] - {0}.
r=0

Sea t := (t1,...,t,) € A" tal que Q(t) # 0.

Fijemos £ con 1 < €< n. Sea K = k(Ti,...,T¢) y sea I una clausura algebraica de
K.
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Mostraremos que, para (¢;,...,%) vale
deg V(G (t1,X), ..., Ge(te, X)) < degV(Gy,...,Gy)

donde la primera es la variedad definida por los polinomios Gy(t1, X), ..., Ge(te, X)
en A"(k) y la segunda, la definida por los polinomios Gy,...,Gy en A™(K).

Por el Lema 4.3.6, la variedad

Z2:=V(G,,...,G) = V(fi,...,fs) C A** x \"

es irreducible de dimensién s+ n — € y el ideal I(Z) C k[Ty,...,Te, X1, - - -, Xa)
cs la tinica componente primaria Q de (Gy,...,G¢) C k[Ti, ..., Te, Xu,y - - -, X que
satisface V(Q) Z V(f1,..-, fs)-

Sea g € k[Xji,...,X,] un polinoniio tal que V(fi,...,f,) C V(g). Lo anterior
implica que o bien V(Gy,...,G¢) C V(g) o bien (Gy,...,G¢)g = I(2), es un ideal
primo de k[Ty,...,Te, X1, .., Xzl (localizacién del anillo k[Ty,...,Te, Xy, ..., X;)
en el conjunto multiplicativamente cerrado {g* : k € INp}).

Consideraremos g := tgy11f1+ « -+teg1sfs, que satisface la condicién V(fy,..., f,) C
V(g), donde teyy := (teg11,-- -, ter1s) € k° esel (€+1)-ésimo vectorent = (¢4, ...,1,)
si £ < n, o tyy1 € k* es tal que el polinomio g no se anula en ningin punto de
V(Gi(t1, X),...,Gn(ta, X)) =V sil=n.

Sean

zZM = V(G,,...,Gy)n{g #0} c A"(K)
Z(t) = V(G\(t1,X)),...,Gu(te, X)) N {g # 0} C A™(k).

Observamos que, si consideramos las variedades definidas por fy,..., f, en A™(k) y
A"(I{) respectivamente, y

V(fi,....fs) = VoeuWViu...uV,., C A™(k)
V(fi.nfs) = R uvPu uyl] ¢ mv®)

son las descomposicioncs equidimensionales minimales de estas variedades, se tiene
que

V(Gl(tl,X),...,Gg(tg,/\—)) = Z(t)UVn_eU...UVn_l
V(Gy,...,G) = ZMuvDu...uv.
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Ademas, para cada 0 < 7 < n — 1, vale deg V, = deg V(1.
Queda por ver que deg Z(t) < deg Z(T.

En primer lugar, obscrvamos que ZM) = @ si y sélo si I(Z) Nk[Ti,...,Te] # {0}
y, en el caso que I(Z) Nk[Ty,...,Te) # {0}, el polinomio @, dado por el Lema
4.3.7 (que cs un factor de ()) es un polinomio no nulo de grado acotado por deg Z
que pertenece a esta interseccion. Por lo tanto, la condicion Q(t) # 0 implica que
Qn-e(t1,...,te) # 0y, por lo tanto, Z(t) = 0.

Supongamos ahora que Z™) # 0. Puesto que I(Z) Nk[T;,...,Te] = {0} y dim Z =
sl +n — ¢, resulta que dim Z7) =n — ¢,

Scan U; := (Uip, Uiy, .-, Uin) (0 <2 < =€) grpos de o -1 1 variables asociados a
las forinas lineales genéricas

L,'I=Uio+Ui1X1+"’+Uian US‘LSR—E

Notaremos T = (T1,...,Te), U= (U, ..., Un—e) y X = (X1,..., Xu).

Sea I = (Gy,...,Ge, Loy ..., Lu_t)g C k[T, U, X],, donde k[T, U, X], denota la lo-
calizacién del anillo de polinomios k[7,U, X] en el conjunto multiplicativamente
cerrado {g* : k € Ny}, y sca I'T) C K[U, X], el extendido de I.

Por el Lema 4.1.1, I es un ideal radical de k[T, U, X|, (inds aiin, como (Gy,...,G¢),
es primo, I también lo es) y, por lo tanto, I‘T) también cs radical.

Entonces F,r € I(|U] es una forma de Chow de Z() si y sélo si
(Fzm) = I'D 0 K[U).
Multiplicando por un denominador en k[7]— {0}, podemos suponer que el polinomio

F ey pertencee a k[T, U] y no tience factores en £[7T].

Como (Gy,...,Ge)g cs un ideal primo cuya interseccién con k{7] es {0}, resulta
que el ideal primo I verifica I N k[T] = {0}. Entonces, para I™ N K[U], que es el
extendido de I N k[T, U], vale

(1™ N KUJ) N k[T, U] = I N k[T, U].

Luego
(fz('r)) =InN /C[T, U]. (4,33)

Por los Lemas 4.3.7 y 4.3.8, cl ideal (G(ty, X), ..., Ge(te, X))y C k[X], cs radical y
define la variedad Z(t) ¢ A"(k) cquidimensional de dimensién n — €.
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Sea Fz(y € k[U] una forma de Chow de Z(t). Entonces

(Fz) = (Gi(t1, X), ..., Ge(te, X), Lo, - .., Ln-2)g N k[U].
Ahora, de la igualdad (4.33) se deduce que Fmn = F,n(T,U) € I, de donde

Fazm(t) = Fan(t,U) € (Gi(t1, X),...,Ge(te, X), Lo,y . .., Ln—t)g,
y por lo tanto F,a)(t) € (Fz(y). En consccuencia
deg Z(t) = degy,(Fz() < degy,(Fzn(t)) < degy,(Fzen) = deg ZM).

Esto concluye la prucba de la designaldad

deg V(G1(t1, X),...,Ge(te, X)) < degV(Gy,...,Ge) <6 (4.34)

para los vectores ty,...,t, que forman las primeras sf coordenadas de un punto
t=(t,...,t,) € k*" tal que Q(t) # 0.

Puesto que la desigualdad (4.34) vale para cada 1 < ¢ < n, resulta que si 4 C A*"
es el abierto definido por U := {Q # 0} se tienc que: para (¢y,...,t,) € k**NU vale

max{deg V(G(t;, X),...,Ge(te, X)) : 1 < €< n} <4

Con la notacién del enunciado del Lema, los polinomios f; = Gi(t;, X) (1 < i < n)
verifican

max{degV(fl,...,fe) 11<¢<n} <4

4.4.2 Cotas de complejidad que dependen del grado geomé-
trico

Dados fy,..., fs € k[X1,...,Xn], el algoritmo dado en el Teorema 4.3.15 trabaja
con un conjunto de n + 1 combinaciones lincales de fy,..., f,

-

fi:=tilfl+"'+ti3f81 i=l)"'1n+11

donde los elementos t;; (1 <i<n+1,1< j < s) se cligen al azar, y con subvarie-
dades de las variedades

V(fl,...,f,._,.), r=n-1,...,0.
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Las complejidades de las subrutinas utilizadas en los distintos pasos del algoritmo
(ver Proposiciéon 4.2.3, Lema 4.3.13 y Lema 4.3.14) dependen polinomialinente de
la cantidad de variables n, de la longitud del straight-line program que representa
los polinomios input de la subrutina, de una cota superior para el grado de es-
tos polinomios y del grado de las variedades algebraicas involucradas. Mas aun,
las longitudes de los straight-line programs que producen dependen de los mismos
parainetros.

Miés precisamente: Suponiendo que la preparacion de los datos de entrada ha sido
realizada con éxito, en la segunda etapa del algoritmo (cdlculo recursivo de las

formas de Chow de una descomposicién no minimnal) las complejidades dependen
esencialmente de los grados de las variedades

Zy = V(fh- .- )fn—r) N {fn—r+l 7& 0}

y de los grados de las variedades V, U V;,. Por otro lado, en la tercera ctapa del
algoritmo (célculo de las formas de Chow de las componentes equidimensionales),
las complejidades dependen de los grados de las variedades V, U V; 0<r<n-2).
Estas variedades verifican la igualdad

Ze NV (foer) = Z, UV, UV,

y, mas aln, cada una de las variedades Z,, V; y V, es unién de componentes irre-
ducibles de Z,y N V(f,—;), de donde, para cada 0 < r < n — 2, se tiene que
deg(V; U 17r) < deg(Z,41 N ‘/(fn_r)). Finalinente, si d es una cota superior para
los grados de los polinomios f,..., fs, por la desigualdad dc Bézout, concluimos
que deg(V, U V,) < d deg(Z,41), es decir, que el grado de las variedades V, U V.
(0 < 7 £ n—2) puede estimarse en términos de d y de los grados de las variedades
Z.(1<r<n-1).

Como consccuencia del Lema 4.4.2 deducimos que, para cada 0 <r < n — 1 vale:
deg Z, < deg V(f1,..., far) < 6
y, paracada 0 <7 <n -2,

deg(V; UV;) < d deg(Z,41) < dé.

Observamos entonces que, si se conoce de antemano el grado geométrico del sis-
tema de polinomios que define la variedad V (input del algoritmo), el algoritmo
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probabilistico dado en el Tcorema 4.3.15 pucde ser modificado de nanera que la
complejidad secuencial resulte de orden s(nd§)°(VL.

La modificacidn consiste esencialnicute en reemplazar, paracada 0 <r <n-—1, en
cada etapa en que la complejidad dependa de una cota para el grado de la variedad
Zy, la cota dada por la desigualdad de Bézout deg Z, < d*~" (utilizada en el caso
gencral cn que se desconoce cl grado geomeétrico) por deg Z, < 4.

Por otro lado, aunque no se conozca el grado geométrico del sistema input, la modi-
ficacién anterior puede efectuarse estitmando (probabilisticamentce) los grados de las
varicdades Z, (0 < r < n — 1) a partir de las resoluciones geométricas de las va-
ricdades cero-dimensionales asociadas a cada una de estas variedades obienidas en
la segunda etapa del algoritino (para esto basta calcular el grado del polinomio mi-
nimal univariado que el algoritmo produce en cada caso). Comparando, para cada
0 <r <n-1,el grado de Z, calculado por el algoritino con la cota superior d*~"
dada por la desigualdad de Bézout, se garantiza que la complejidad secucncial del
algoritmo serd, en el peor caso, de orden s(nd*)°VL. (En el caso en que el grado
estimado para Z, supere la cota d*~", el algoritmo finaliza su ejecucién, puesto que
alguna de las elecciones aleatorias antcriores debe ser errénea).

De esta manera, se obtiene que, en cualquier caso, si todos los paramctros aleato-
rios elegidos durante la cjecucion del algoritino satisfacen las condiciones de gene-
ricidad apropiadas -lo que sucederd con alta probabilidad- el algoritmo finalizara
su ejecucion produciendo una respuesta correcta en tiempo sccucncial acotado por
s(nd§)°MWL donde § es el grado geométrico del sistema de polinomios fy, ..., f, €
k[X1,...,Xn] input, d es una cota superior para los grados de estos polinomios y L
es la longitud del straight-line program daco como representacion de los polinomios.

Observamos también que la longitud de los straight-line programs que el algoritmo
produce para las formas de Chow de cada una de las componentes equidimensionales
de la variedad V sera también de orden s(ndd)°(VL.

Tenicndo en cuenta la estimacion § < d* dada por la desigualdad de Bézout, sc
recuperan las cotas s(n d*)?" L enunciadas en el Teorema 4.3.15 para la complejidad
del algoritino y la longitud de los straight-line programs que produce. Sin embargo,
cabe destacar que en muchos casos el grado geométrico del sistema es mucho menor
que d", dando lugar a cotas de complejidad de orden sensibleinente menor.
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Una tltima observacién con respecto a la complejidad del algoritmo: Si G; :=
L

. T;; fj son combinaciones lineales con pardmetros T;; (1 < i < n, 1 < j < s) de los

=

polinomios de entrada f,..., f,, de las observaciones anteriores y la demostracion
del Lema 4.4.2, se desprende que (en el caso en que todas las elecciones aleatorias
sean correctas) tanto el tiempo de cjecucién total del algoritmo como la longitud
del straight-line program para las formas de Chow que produce, en realidad pueden
estimarse en términos de los grados de las variedades

ZM .=V(Gy,...,Gny) = V(f1,..-, f5) C A"(k(Ty))-

Hemos considerado sin cmbargo ¢l grado geométrico § (ver Definicion 4.4.1) para
medir la complejidad, puesto que este parimetro es la generalizacion natural de
una nocién que ya ha sido utilizada con éxito en diversos problemas de Geoinetria
Algebraica efectiva.



Referencias

]

2]

(3]

(4

(5]

(6]

(7]

(8]

(9l

(10]

S. J. BERKOWITZ, On computing the determinant in small parallel time using a small
number of processors, Inform. Process. Lett. 18 (1984), 147-150.

W. S. BROWN Y J. F. TRAUB, On Euclid’s algorithm and the theory of subresultants,
J. ACM 18 (1971), 505-514.

L. CANIGLIA, How to compute the Chow Form of an unmized polynomial ideal in
single exponential time, AAECC J. (1990), 25-41.

A. L. Cuistov Y D. Y. GRIGOR’EV, Subezponential time solving systems of algebraic
equations, LOMI preprint E-9-83, E-10-83, Steklov Institute, Leningrad (1983).

G. E. CoLLINS, Subresultants and reduced polynomial remainder sequences, J. ACM
14 (1967) 128-142. Univ. Nice-Sophia Antipolis, 1996.

D. Cox, J. LITTLE Y D. O’SHEA, Using algebraic geometry, Grad. Texts in Math.
185, Springer-Verlag (1998).

M. ELKADI Y B. MOURRAIN, A new algorithm for the geometric decomposition of a
variety, Proceedings of the 1999 International Symposium on Symbolic and Algebraic
Computation (1999).

D. Ei1seNBUD, Commutative Algebra with a view toward Algebraic Geometry, Grad.
Texts in Math. 150, Springer-Verlag (1995).

NoAl Frrcnas, A. GALLIGO, Nullstellensatz effective et conjecture de Serre

(Théoréme de Quillen-Suslin) pour le calcul formel, Math. Nachr. 149 (1990), 231-
253.

NoAi FiTcHAs, A. GALLIGO Y J. MORGENSTERN, Precise sequential and parallel
complezity bounds for quantifier elimination over algebraically closed fields, J. Pure
Appl. Algebra 67 (1990), 1-14.

178



REFERENCIAS 179

(11]

12]

[13]

(14)

[15)

(16]

(17)

18]

[19]

(20]

(21]

(22]

M. GiusTi, K. HAGELE, J. HEINTZ, J. L. MONTANA, J. E. MORAIS Y L. M.

PARDO, Lower bounds for diophantine approzimation, J. Pure Appl. Algebra 117 &
118 (1997), 277-317.

M. GiusT! Y J. HEINTZ, Algorithmes -disons rapides- pour la décomposition d’une
variété algébrique en composantes irréductibles et équidimensionnelles, Effective
Mecthods in Algebraic Geometry (T. Mora, C. Traverso, Eds.), Progr. Math. 94,
Birkhauser (1991), 169-193.

M. GiusTi Y J. HEINTZ, La déterminalion des points isolés et de la dimension
d’'une variété algébrique peut se faire en temps polynomial, Computational Algebraic
Geometry and Comnnulative Algebra, Proceedings of the Cortona Conference on
Computational Algebraic Geometry and Comnmutative Algebra, Sympos. Math., Vol
XXXIV (1993), 216-256.

M. GiusTl, J. HEINTZ, J. E. MORAIS, J. MORGENSTERN Y L. M. PARDO, Straight
line programs in geometric elimination theory, J. Pure Appl. Algebra 124 (1998),
101-146.

M. GiusTi, J. HEINTZ Y J. SABIA, On the cfficiency of cffective Nullstellensdtze,
Comput. Complexity 3 (1993), 56-95.

J. HARRIS, Algebraic geometry, Grad. Texts in Math. 133 Springer (1992).

J. HEINTZ, Definability and fast quantifier elimination in algebraically closed fields,
Theorct. Comput. Sci. 24 (1983), 239-277.

J. HEINTZ, On the computational complezity of polynomials and bilinear mappings,
a survey, L. Huguet, A. Poli (Eds.), Proc. 5th Internat. Conf. AAECC 5, Menorca,
1987, Lecture Notes in Comput. Sci. 356, Springer (1989), 269-300.

J. HEINTZ Y C. P. SCHNORR, Testing polynomials which are easy to compute, Mono-
graphie 30 de I'Enseignement Mathématique (1982), 237-254.

J. HEINTZ Y R. WUTHRICH, An cfficient quantifier elimination algorithm for alge-
braically closed fields, SIGSAM Bull. 9 (1975), 11.

G. HERMANN, Die Frage der endilch vielen Schritte in der Theorie der Polynomide-
ale, Math. Ann. 95 (1926), 736-788.

E. KALTOFEN, Greatest common divisors of polynomials given by straight line pro-
gramms, J. ACM 35 No. 1 (1988), 231-264.



REFERENCIAS 180

23]

[24]

[25)

(26)

27]

(28]

[29]

(30]

J. KOLLAR, Sharp effective Nullstellensatz, J. Amer. Math. Soc. 1 No.1 (1988), 963-
975.

T. KriCK Y L. M. PARDO, A computational method for diophantine aeprozimation,
Progr. Math. 143 (1996), 193-253.

T. KRIiCcK, L. M. PARDO Y M. SOMBRA, Sharp estimates for the arithmetic Null-
stellensatz, Duke Math. J. 109 No. 3 (2001), 521-598.

E. KuNz, Introduction to commulative algebra and algebraic geometry, Birkauser
Boston (1985).

G. LECERF, Compuling an equidimensional decomposition of an algebraic variely by

means of geometric resolutions, Porceedings of the ISSAC 2000 Conference (ACM)
(2000).

P. PHILIPPON, Critéres pour l'indépendance algébrique, Inst. Hautes Etudes Sci.
Publ. Math. 64 (1986), 5-52.

S. PUDDU Y J. SABIA, An effective algorithm for quantifier elimination over alge-

braically closed fields using straight line programs, J. Pure Appl. Algebra 129 (1998),
173-200.

J. SABIA Y P. SOLERNO, Bounds for traces in complete intersections and degrees in
the Nullstellensatzy AAECC J. 6 (1995), 353-376.

[31] J. T. SCHWARTZ, Fast probabilistic algorithms for verification of polynomial identi- +  +

[32)

(33]

ties, J. ACM 27 (1980), 701-717.
I. R. SHAFAREVICH, Basic Algebraic Geometry, Springer-Verlag (1974).

V. STRASSEN, Vermeidung von Divisionen, Crelle J. Reinc Angew. Math. 264 (1973),
184-202.



	Portada
	Resumen//Abstract
	Agradecimientos
	Índice
	Introducción
	1. Preliminares
	2. Forma de Chow. Algoritmos deterministicos. 
	3. Descomposición equidimensional efectiva.
	4. Cálculo de formas de Chow.
	Referencias

