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Descomposición equidimensional efectiva
de variedades algebraicas

Resumen

Presentamos algoritmos para el cálculo de la descomposición equidimensional de una va­
riedad algebraica afín a partir (le un conjunto finito de polinomios que la define:
En primer lugar, se prueba la existencia de un algoritmo dcterminístico no uniforme que
calcula en tiempo polinomial una descripción de la componente equidimensional de di­
mensión máxima de una variedad algebraica. Aplicando este algoritmo se obtiene un
procedimiento para decidir si una variedad es equidimensional o no. A continuación, se
construye un algoritmo probabilistico que (la en tiempo polinomial, para cada compo­
nente equidimensional de una variedad dada, un conjunto Íinito de polinomios que la
define. Para terminar, se desarrolla otro algoritmo probabilístico, que calcula la forma de
Chow de cada una de las componentes equidimensionales de una variedad. La cota. para
la complejidad de este algoritmo también es —enel peor caso- polinomial en el tamaño
del input. Sin embargo, bajo ciertas condiciones genéricas, puede darse una cota para su
complejidad secuencial en términos del grado geométrico del sistema de polinomios que
define la variedad y, por lo tanto, puede ser de orden muy inferior.

Palabras clave: Sistemas de ecuaciones polinomiales, algoritmos, complejidad, variedades
cquidimcnsionales, descomposición equidimensional, forma de Chow.

Effective equidimensional decomposition
of algebraic varieties

Abstract

We present algorithms for the computation of the equidimensional decomposition of an
alline algebraic variety from a finite set of polynomials defining it:
First, we prove the existence of a non-unifornr detcrrniuistic algoritlnn which computes a
description of the equidimensional component of maxiinal dimension of an algebraic variety
in polynomial time. Applying this algoritlnn we obtain a procedure to determine whether
a variety is equidimensional or not. Then, we construet a probabilistic algorithm which
gives a finite set of polynomials defining each equidimensional component of a given variety
in polynomial time. Finally, another prohahilistie algoritlnn is developed. It computes
the Chow form of each equidimensional component of a variety. The complexity bound
for this algorithm —inthe worst case- is also polynomial in the input size. IIowever, under
certain genericity conditions, a complexity estimate in terms of the geometric degree of
the polynomial system defining the variety can be given and, therefore, it may result in a.
much lower complexity order.

Key words: Polynomial equation systems, algorithms, complexity, equidimensional vari­
eties, equidimensional decomposition, Chow form.
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Introducción

Muchos problemas que surgen en diversas ramas de la ciencia y la tecnología están
relacionados con sistemas de ecuaciones polinomiales. Algunos de estos problemas
pueden resolverse simplemente determinando si el sistema de ecuaciones polinomiales
asociado es consistente (es decir, si las ecuaciones tienen una solución en común).

Si f¡, . . .,f, e k.[X¡, . . . ,Xn] son polinomios en n variables con coeficientes en un
cuerpo k, el Teorema de los Ceros de Hilbert establece que el sistema de ecuaciones

f1(:5) = 0,. . . , ¿(12) = 0 es inconsistente en Ïc" (donde IÏ:denota una clausura alge­

braica de k) si y sólo si existen polinomio gl, . . . ,g, E k[X1, . . . , Xn] tales que

3

1= 2:91"fi­
i=l

Este enunciado establece solamente la existencia de polinomios gl, . . . , g, que veri­
fican la igualdad anterior. Más aún, las demostraciones usuales del mismo no dan

información sobrelos polinomios gl, . . ., gs. Desde el punto de vista de la efectivi­
dad, surgió entonces la cuestión de dar cotas de grados para los polinomios gl, . . . , 9,.
Un resultado de este tipo permitiría traducir el problema de la consistencia de un
sistema de ecuaciones polinomiales arbitrario en un problema de álgebra lineal: la
consistencia del sistema lineal obtenido al considerar en la igualdad anterior los
coeficientes de los polinomios 91,. . . , g, como incógnitas.

Esta situación fue considerada en primer lugar por G. Hermann [21] quien, uti­
lizando teoría de eliminación, dio una cota -r-doblementeexponencial en la cantidad
de variables- para los grados de los polinomios gl, . . . , 9,. A partir de ese momento,
se han dado distintas versiones efectivas del Teorema de los Ceros de Hilbert, que
constituyeron sucesivas mejoras a la cota de Hermann. Entre ellas podemos men­
cionar los trabajos de J. Kollár [23]y de Noaï Fitclias y A. Galligo [9] en los cuales
se prueba una cota simplemente exponencial (esencialmente óptima).
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En el caso de problemas que involucran sistemas de ecuaciones polinomiales que son
consistentes, puede ser necesario dar una descripción del conjunto de sus soluciones,
es decir, de la variedad algebraica definida por los polinomios en cuestión.

Un resultado conocido establece que toda variedad algebraica V sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado puede deseomponerse unívocamente como unión (finita)
de variedades algebraicas irreducibles C¡,...,C¿ tales que C,- gZ Cj para i 7€ j.
Una forma de describir la variedad V es entonces caracterizando cada una de sus

componentes irreducibles. Sin embargo, aún en el caso más simple de una variedad
en un espacio (le dimensión 1, el problema de obtener una descripción de este tipo
está íntimamente relacionado con la factorizaeión de polinomios cuya resolución,
desde el punto de vista algoritmico, suele ser demasiado costosa.

Uno de los invariantes asociados a una variedad algebraica es su dimensión. Si todas
las componentes irreducibles de una variedad algebraica tienen la misma dimensión,
la variedad se llama equidimensional. Una variedad algebraica V afín o proyectiva
arbitraria puede tener componentes irreducibles de distintas dimensiones, pero siem­
pre puede descomponerse como una unión de variedades equidimensionales: si r es

la dimensión de V, r

V = U V¿
(:0

donde, para cada 0 5 É S r, V¿es o bien vacía o bien la unión de las componentes
irreducibles de V de dimensión e. Esta descomposición se llama la descomposición
equidimensional de V y las variedades V¿ (0 5 e 5 r) se llaman las componentes
equidimensionales de V. Esto provee otra manera posible de describir la variedad
V: caracterizando cada una de sus componentes equidimensionales.

El problema es entonces, dados polinomios f1, . . .,f3 E k[X1, . . . ,Xn] que definen
una variedad algebraica V, obtener una descripción de cada una de las componentes
equidimensionales de V.

Entre los primeros algoritmos construidos que calculan la descomposición equidi­
mensional de una variedad podemos mencionar el de A. Chistov y D. Grigor’ev (ver
[4]) y el que presentan M. Giusti y J. Heintz en [12]. En ambos casos, si la variedad
está dada como el conjunto de los ceros comunes de s polinomios en n variables de

grados acotados por d, la complejidad del algoritmo es de orden sollldOW).

El siguiente objetivo era obtener algoritmos que resuelvan el mismo problema con
complejidad polinomial en el tamaño del input, es decir, de orden somdom.
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Los algoritmos de descomposición equidimensional manipulan principalmente poli­
nornios en varias variables que, en el caso de los algoritmos mencionados, son co­
dificados en forma densa, es decir, como el vector de todos sus coeficientes en un

orden preestablecido de los monomios. Esto ocasiona un problema desde el punto
de vista de la complejidad, debido a la gran cantidad de coeficientes que posee cada
uno de los polinomios que aparecen como resultados intermedios o como output del
algoritmo.

Se planteó entonces la posibilidad de cambiar esta forma de codificar a los polinomios
por otra estructura de datos: los straight-line programs, que son programas que,
utilizando solamente las operaciones aritméticas de suma, resta y producto, permiten
evaluar al polinomio codificado en cualquier punto.

Esta estructura de datos ya había sido utilizada con éxito en la construcción de
algoritmos para resolver diversos problemas de Geometría Algebraica y Álgebra
Conmutativa, por ejemplo, para la caracterización de los puntos aislados de una.
variedad algebraica (ver [13]), para el cálculo de los polinomios que dan la.escritura
del 1 en el Teorema de los Ceros de Hilbert (ver [15]) y para. el problema general de

la eliminación de cuantificadores (ver [29]), entre otros.

En este trabajo se construyen algoritmos que, dada una variedad algebraica como el
conjunto de los ceros comunes de un sistema finito de polinomios con coeficientes en
un cuerpo efectivo k de característica 0, resuelven el problema del cálculo de la des­
composición equidirnensional de la variedad con cotas de complejidad polinomiales
en el tamaño del input.

Hay distintas maneras de describir las componentes equidimensionales de una va­
riedad algebraica. Una de ellas, es por medio de un conjunto finito de polinomios
que la define. Otra forma de describir una variedad equidimensional es por medio
de su forma de Chow. La forma de Chow de una variedad equidimensional V de
dimensión r definida sobre un cuerpo k, es un polinomio en varias variables con
coeficientes en k que (salvo [actores cscalarcs) está unívocaincnte determinado por
la variedad. Este polinomio caracteriza las variedades lineales de codimensión menor
o igual que r + 1 que intersecan a V. Esta propiedad, a su vez, permite caracterizar
completamente la variedad equidimensional V a partir de su forma de Chow.

En vista de esto, en la primera parte de este trabajo se considera el problema del
cálculo algorítniico de la forma de Chow de una variedad proyectiva equidimensional
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y su aplicación para el cálculo de componentes equidimensionales de una variedad
afín o proyectiva.

El primero de estos problemas ya había sido estudiado por L. Caniglia que da en

[3] un algoritmo que calcula la forma de Chow en el caso equidimensional, por M.
Giusti y J. Ileintz, que presentan en [12]un algoritmo para el caso general, y por S.
Puddu y J. Sabia, quienes dan en [29] un algoritmo que calcula formas de Chow de
variedades irreducibles. En todos estos algoritmos las complejidades son de orden
mayor o igual que sollldolnzl.

En el Capítulo 2 de este trabajo se presenta un algoritmo que calcula la forma de
Chow de la componente equidimensional de dimensión máxima de una variedad
algebraica proyectiva arbitraria a partir de un sistema finito de polinomios que
define la variedad. Si la variedad está dada como el conjunto de los ceros comunes

de s polinomios homogéneos en n + 1 variables de grados acotados por d 2 n,
la complejidad del algoritmo es de orden saludo”). El algoritmo se basa en el
algoritmo de eliminación de cuantificadores de [29] para fórmulas de primer orden
con un solo bloque de cuantificadores existenciales. En particular, el algoritmo
resuelve el problema del cálculo de la forma de Chow de una variedad proyectiva
equidimensional sin necesidad de información adicional (es decir, sin necesidad de
saber de antemano que la variedad es equidimensional) y con complejidades menores

que las de los algoritmos conocidos que realizan la misma tarea ([3], [12], [29]).

Utilizando este algoritmo se muestra cómo, dada una variedad V afín o proyectiva
como el conjunto de ceros de una familia finita de polinomios, puede obtenerse un
conjunto finito de ecuaciones que define la componente equidimensional de V de
dimensión máxima con cotas de complejidad de orden somdol"). Finalmente, como
aplicación de este segundo algoritmo, se nmestra un procedimiento que permite de­
cidir en tiempo secuencial del mismo orden, si una variedad dada es equidimensional
o no. En todos los casos, las complejidades de los algoritmos construidos son esen­
cialmente mejores que las de los otros algoritmos conocidos para resolver los mismos
problemas.

Cabe destacar que los algoritmos presentados en el Capítulo 2 son determinístz'cos,es
decir, producen la solución exacta del problema para todas las posibles instancias, y
no uni ormes en el sentido que su construcción depende de cierto preprocesamiento
cuyo costo no está considerado en las cotas de complejidad exhibidas.
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El Capítulo 3 se centra en el problema del cálculo algoritmico de la descomposición
equidimensional de una variedad. Más precisamente: dados polinomios f1, . . . , fs en

k[X 1, . . .,X,,] que definen una variedad algebraica V, se considera el problema de
obtener, para cada 0 5 É 5 dim V, un conjunto finito de polinomios en k[X1, . . . , Xn]
cuyo conjunto de ceros comunes sea la componente equidimensional de V de di­
mensión (Z.

La iteración del algoritmo exhibido en el Capítulo 2 para el cálculo de las com­
ponentes equidimensionales de dimensión no maximal de una variedad algebraica,
produce cotas de complejidad que no son polinomiales en el tamaño del input. Te­
niendo en cuenta esto, el problema de hallar todas las componentes equidimensio­
nales de una variedad ya no fue encarado dentro del contexto de la eliminación de
cuantificadores.

Se construye un algoritmo probabilístico-funciona bajo ciertas condiciones genéricas
que dependen de parámetros que se eligen aleatoriamente- que calcula la descom­
posición equidimensional de V. Con las hipótesis y notación anteriores, si los grados
de los polinomios f1, . . . , fs, cuyo conjunto de ceros comunes es la variedad V, están

acotados por un entero d 2 n, el algoritmo calcula en tiempo polinomial en sd"
(tamaño del conjunto input), para cada 0 5 í? 5 dim V, un conjunto de n + 1
polinomios que define la componente equidimensional de dimensión Éde V.

Mediante un preprocesamiento de los datos de entrada (que se efectúa aleatoria­
mente), se suponen buenas condiciones de intersección y posición de Noether de las
variables con respecto a ciertas variedades involucradas en el proceso. Esto permite
pasar de situaciones de dimensión positiva a problemas cero-dimensionales. El pro­

ceso se basa entonces en el algoritmo de [13]aplicado a variedades cero-dimensionales
convenientemente elegidas.

El algoritmo diseñado caracteriza todos los puntos de cada componente equidimen­
sional de la variedad y las cotas de complejidad del algoritmo son menores que las
de los otros algoritmos que resuelven el mismo problema.

Otro algoritmo probabilístico para el cálculo de la descomposición equidimensional
de una variedad algebraica fue presentado por G. Lecerf en [27]. La complejidad del
algoritmo construido por Lecerf —quefue desarrollado simultánea e independiente­
mente de los que se presentan en esta tesis- también es, en el peor caso, polinomial
en el tamaño del input. Sin embargo, este algoritmo no caracteriza todos los puntos
de cada componente equ¡dimensional (le la variedad, sino que describe de manera
parametrica un abierto denso de cada una (le ellas.
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Habiéndose obtenido un algoritmo que resuelve el problema del cálculo de la descom­
posición equidimensional en tiempo polinomial en el tamaño del input, el siguiente
paso natural consiste en el diseño de un algoritmo cuya medida de complejidad tenga
en cuenta el aspecto geométrico del problema considerado, es decir, que dependa no
sólo de parámetros de carácter sintáctico (grado y cantidad de polinomios de en­
trada, cantidad de variables) sino también de invariantes intrínsecos (geométricos).
Esto se debe a que se ha observado que en diversos problemas de Geometría Alge­
braica hay muchas instancias particulares que, desde el punto de vista algoritmico,
pueden resolverse más fácilmente que el caso general. Esta observación motivó la
introducción de parámetros asociados al sistema de polinomios que identifiquen es­
tos casos particulares y el diseño de algoritmos que distingan (a nivel complejidad)
estas instancias del problema.

En el Capítulo 4 se construye un algoritmo probabilístico que calcula la forma de
Chow de cada una de las componentes equidimensionales de una variedad algebraica
afín arbitraria a partir de un conjunto finito de polinomios que la define, cuya com­
plejidad puede medirse en términos de la complejidad del input y de un invariante
relacionado más intrínsecamente con el problema considerado: el grado geométrico
del sistema de polinomios de entrada. Teniendo en cuenta que la forma de Chow
caracteriza completamente la variedad equidimensional a la que está asociada, este
algoritmo provee una forma alternativa de dar la descomposición equidimensional
de una variedad algebraica arbitraria.

El algoritmo se basa en un resultado auxiliar que permite calcular la forma de
Chow de una variedad afín equidimensional V bajo ciertas hipótesis (que valen

genéricamente) a partir de un conjunto finito de polinomios que define la variedad y
una resolución geométrica de una fibra cero-dimensional de V por una proyección: Si
V es una variedad equidimensional de dimensión r y grado D definida en un espacio
n-dimensional por n —r polinomios de grados acotados por d dados por un straight­
line program de longitud L, el subalgoritmo produce un straight-line program para la
forma de Chow de V con complejidad (n d D)0(‘)L. Esta subrutina es determinística.
Está basada en una fórmula multiplicativa que permite expresar la forma de Chow
como un cociente de dos series de potencias, las cuales son aproximadas por medio

de la aplicación simbólica del algoritmo de Newton (ver [11]).

En forma análoga al caso del algoritmo presentado en el Capítulo 3, el algoritmo
diseñado para el cálculo de las formas de Chow de todas las componentes equidimen­
sionales de una variedad depende de un preprocesamiento de los datos de entrada que
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se realiza aleatoriamente. Este preprocesamiento permite la aplicación recursiva de
la subrutina anterior para el cálculo de las formas de Chow de una descomposición
equidimensional no minimal de la variedad, de la que finalmente se obtienen las
formas de Chow de las componentes equidimensionales.

Si todos los parámetros aleatorios elegidos durante la ejecución del algoritmo satis­
facen las condiciones de genericidad apr0piadas (lo que sucede con alta probabilidad)
el algoritmo finaliza su ejecución produciendo una respuesta correcta en tiempo se­
cuencial acotado por s(ndó)o(l)L donde ó es el grado geométrico del sistema de
polinomios f1,..., f, e k[X1,...,Xn] de entrada (noción que se define generali­
zando la definición dada en [14]), d es una cota superior para los grados de estos
polinomios y L es la longitud del straight-line program dado como representación
de los polinomios.

La complejidad del algoritmo construido es, en el peor caso, del mismo orden que
la de los algoritmos que no dependen de parámetros intrínsecos, pero en el caso
de sistemas polinomiales con ciertas propiedades geométricas particulares el tiempo
necesario para la ejecución del algoritmo es sustancialmente menor.



Capítulo 1

Preliminares

1.1 Definiciones y notación

1.1.1 Nociones básicas

Sea k un cuerpo (le característica 0. Snponrlremos que lc es efectivo: es decir, que

las operaciones aritméticas (adición, sustracción, ¡multiplicación y división) y las
comparaciones entre elementos de k son realizal.)lcspor medio (le algoritmos.

Sean X1, . . . ,Xu indeterminadas sobre k y sea f e k[X1, . . .,X,,] un polinomio. El
grado total (le f será denotarlo por (legf. Diremos que f es mónico en la variable Xn
si, considerarlo como polinomio en la variable Xn con coeficientes en k[X¡, . . . ,Xn_¡],
su coeficiente principal es 1; y diremos que es mónico salvo por un factor constante
si su coeficiente principal cs un elemento (le

Si f E k[X¡, . . . , Xn], rad(f) denotara un polinomio en k[X¡, . . . , XM]libre de cuadra­
(los cuyos ceros son exactamente los ceros (le f. En el caso en que n = l, ra(l(f)
sera considerado móuico.

Dados polinomios 91,...,g,, E k[X¡,...,X,,], g(',(l(_q¡,...,gs) denotará un máximo
común divisor delos polinomios gl, . . . ,gs. En el caso n = 1, ge(l(_q¡,. . . ,gs) (leuotará
el máximo común divisor mónico (le los polinomios.

Sea una clausura algebraica (le k. Denotarenms por EVO?) (o IA") y IPN/É) (o 1P")
a los espacios n-dimensionales afín y proyectivo sobre IÏ:respectivamente. Si K es
un subcucrpo (le Ïc,diremos que un subconjunto V g IA" es una variedad algebmica
afín definiblc sobre K o una K -variedad si V es el conjunto de los ceros comunes en

IA” (le una familia (le polinomios en K[X¡, . . . , X,,_].

12
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Puesto que mediante uniones finitas e intersecciones arbitrarias de K-variedades se
obtienen nuevamente K-variedades, se pueden considerar las K-variedades como los
conjuntos cerrados de una topología en IA", que se llama la topología de Zariski de
A" respecto de K.

En forma análoga se define una K -variedad proyectiva como el conjunto de los ceros
comunes en IP" de una familia de polinomios homogéneos en K[X0, . . . ,Xn], y el
conjunto de las K -variedades en 1P" induce la topología de Zariski de P" respecto
de K. Cuando se considere K = I},diremos simplemente la topología de Zariski de
IA" o 1P".

Si S g El" (0 S g IP"), denotaremos por 3‘ a la clausura de S (ton respecto a la
topología de Zariski de A" (o IP" respectivamente).

Para cada I C k[X¡, . . . ,Xn], denotaremos por V(I) a la variedad afín de EVO-C)for­
mada por los ceros comunes de los polinomios que pertenecen a I. Dados polinomios
f1, . . .,f3, la variedad V({f¡, . . .,fs}) g IA" será llamada la variedad definida por
f1, . . .,fs y será notada por V(f¡, . . .,fs).

Si V es una variedad afín en INK/É),denotaremos por I(V) al ideal de HX], . . . , Xn]
formado por todos los polinomios que se anulan sobre V. De la misma manera, si

V g 1P" es una variedad proyectiva, I (V) denotará el ideal homogéneo de todos los

polinomios de Ïc[X0,. . . , Xn] que se anulan sobre V.

Diremos que una propiedad se verifica para a: E A" (o IP") genérico o simplemente
que se verifica genéricamente si existe un abierto de Zariski U g A" no vacío
(respectivamente U g 1P") tal que la propiedad vale para todo a: e U.

1.1.2 Variedades algebraicas

Las variedades algebraicas son los objetos básicos involucrados en los distintos pro­
blemas que se tratarán en este trabajo. A continuación damos algunas definiciones
y propiedades sobre variedades algebraicas que nos serán de utilidad. Para más
detalles ver por ejemplo [32], [26] o [16].

Nociones geométricas elementales

Uno de los parámetros más importantes asociados a una variedad algebraica es su
dimensión.
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Sea V g A" una variedad algebraica afín. Se define la dimensión de V, que será
denotada por dim V, como la dimensión de Krnll de Ïc[V]:= IÉ[X¡,. . . ,Xn]/I(V), el
anillo de coordenadas de V: es decir, dim V es el maximo entero 7‘tal que existe

una cadena de ideales primos 'Po g 'P¡ g g 'P, de Ïc[V]de longitud 1' + 1.
Auálogamente, para una variedad proyectiva V g lP" puede considerarse el anillo
graduado asociado a la variedad definido por MV] := Ïc[Xo,. . . , X,,]/I(V). Entonces
la dimensión proyectiva (le V puede definirse como dim V = (limeu Ïr,[V]-—1.

Es un llCCllOconocido que la dimensión (le una variedad algebraica afín o proyectiva

V es el entero 1' tal que una variedad lineal genérica en El" (respectivamente en
1P") de codimensión r interseea a V en un número finito de puntos. Observamos
que una variedad lineal de codimensión 1'es la intersecci(')n (le 7‘liiperplanos y puede

representarse entonces por medio de un elemento en Arx("“) (cada fila representa los
coeficientes de una ecuación de uno (le les liiperplanos), y en este sentido hablamos
de genericidad.

Una K -variedad algebraica V se dice irreducible si verifica la siguiente propiedad: si
para dos K -varie(la(les V1y V2 vale V = V1U V2, entonces V = Vl o V = V2.

Para una K-variedad algebraica afín arbitraria V g 1A", existe una única repre­

sentación V = Ci, donde, para cada 1 S i 5 t, C,-es una K-variedad irreducible

(le A", y Ci SLI-C,-para i 76 j. Llamaremos a esta represontacióu, unívocamente
determinada por V, la descomposición irreducible (minimal) de V y a las variedades
C,- (1 5 i 5 t) las componentes irreducibles (le V.

Si r = dim V, llamaremos la descomposición equidimcnsional de V a la repre­

sentación V = ü V¿donde, para cada 0 5 e 5 1', V¿es o bien el conjunto vacío o

bien la unión de—toodaslas componentes irreducibles de V de dimensión e.

De la misma manera se definen las componentes irreducibles y equidimensionales en
el caso de una variedad proyectiva.

Diremos que las variables X1, . . . , X" están en posición de Noel/¿(27‘con respecto a la
variedad V definida sobre k si el morfismo (tanóuico

k[X1, . . .,X,] —>k[X¡, . . . ,,\',,]/I(V),

donde 7' = dim V e I(V) es el ideal de todos los polinomios de k[X¡, . . . ,Xn] que
se anulan sobre V, es un monomorfismo entero. En otras palabras, la proyección
7r : V —)BV sobre las primeras 7' coordenadas es un morfismo finito de variedades
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afines. Observamos que, si la variedad V es equidirnensional (es decir, todas las
componentes irreducibles de V tienen la misma dimensión) y las variables están en
posición de Noether con respecto a V, entonces están en posición de Noether con
respecto a cada componente irreducible de V.

Otro de los parámetros intrínsecos asociados a una variedad algebraica es su grado.

La noción de grado de una variedad se define en primer lugar para el caso de una
variedad afín irreducible y luego se extiende al caso general.

Si V g IA" es una variedad algebrica afín irreducible de dimensión 1‘,el grado de V
es

deg V := sup {#Hl n . . . ñ HTn V ; Hl, . . . , H, liiperplanos afines

en A" tales que Hl ñ . . . n H, n V es un conjunto finito

Este supremo es finito (ver [17]).

Para una variedad algebraica afín arbitraria V g A", se define deg V corno la suma
de los grados de todas las componentes irreducibles de V.

Con esta definición de grado, vale la siguiente propiedad (ver [17]):

Desigualdad de Bézout. Sean X, Y g A" dos variedades algebraicas. Entonces

deg(Xñ Y) 5 degX. dng

El concepto de grado puede extenderse al caso proyectivo: Si V g IP" es una variedad
proyectiva irreducible, el grado de V es la cantidad de puntos en la intersección de
V con una subvariedad lineal genérica de IP" de codimensión igual a la dimensión
de V. Para una variedad proyectiva arbitraria el grado es, nuevamente, la suma
de los grados de sus componentes irreducibles. Al igual que en el caso afín, vale la
desigualdad de Bézout.

Variedades algebraicas cero-dimensionales

En el caso de variedades algebraicas de dimensión cero, una forma de describir la
variedad, muy importante desde el punto (le vista algorítmieo, está dada por la
noción de resolución geométrica que introducimos a continuación.

Sea Z g AHF) una variedad cero-dimensional de grado D definida sobre k. Una
resolución geométrica.de Z se define como una forma lineal e = ule + - - -+u,,Xn E
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k[X¡, . . . , X,,] junto con n + 1 polinomios univariados p, v1, . . . , vn E k[T] que satis­
facen las siguientes condiciones:

o La forma. lineal E separa los puntos de Z, es decir, si E 7‘:E' e Z, entonces

¿'(6) 96 ¿(6’)­

o El polinomio p es el polinomio minimal (mónico) de f, con respecto a Z, es
decir,

¡(2) 0 klfl = (17(3))­

o Los polinomios 121,.. .,v,, verifican la condición (lego,- < D (1 5 i 5 n) y dan
la parametrización de los puntos de Z por los ceros dc p, más precisamente,

Z = {(v¡(7¡), . . . ,v,,(1¡)) : 71E E, ])(77) = 0}.

Diremos que la resolución geométrica de Z está darla cuando estan dados el vector
(le coeficientes de e y los vectores de coeficientes de los polinomios p y v1, . . . ,vn.

Los polinomios p, v1, . . . , vn e HT] están unívocamente determinados por la variedad
Z y la forma lineal É.

1.2 Modelo algorítmico

1.2.1 Noción de algoritmo

Los algoritmos que se exhiben en este trabajo serán descriptos por medio de fami­
lias de redes aritméticas con entradas en el cuerpo de base k. Una red aritmética
se representa mediante un grafo orientado acíclico: los nodos externos representan
la entrada y la salida de la red; a cada nodo interno le corresponde la ejecución
de una operación elemental, y cada rama indica el envío de la salida del resul­
tado de la operación correspondiente al primero de los nodos involucrados para que
sirva como entrada para el segundo. Las operaciones elementales a las que corres­
ponden los nodos internos son las siguientes: elección de un elemento fijo de k,
operaciones aritméticas entre elementos de k. (adición, sustracck'm, ¡multiplicación y
división), comparaciones entre elementos de k seguidas por un selector y operaciones
booleanas.

La complejidad secuencial de un algoritmo se define como el tamaño de la red,
es decir, la cantidad (le nodos de su grafo asociado sin tener en cuenta los nodos
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de entrada. Esta noción de complejidad, que corresponde a considerar que cada
operación o comparación tiene costo unitario, provee una primera estimación del
tiempo necesario para la ejecución del algoritmo.

En las estimaciones de la complejidad secuencial de los algoritmos presentados
utilizaremos la siguiente notación: si C y C son funciones de IN en lN, escribire­

mos C(n) = O(C(n)) si existe una constante co > O (independiente de n) tal que
a.

C(n) 5 coC(n) para todo n e lN.

El siguiente grafo representa un algoritmo que, dados escalares a y b, resuelve la
ecuación aa: = b:

Todo x es La ecuaCiÓnnO La única solución

solución tiene solución es x = b/a

Esencialmente trabajaremos con dos tipos de algoritmos:

o Algoritmos que producen siempre la solución exacta del problema considera­
do para todas las posibles instancias, a los que llamaremos algoritmos deter­
minísticos.

El modelo que ya hemos descripto corresponde a esta clase de algoritmos.

Algoritmos que producen el resultado correcto bajo ciertas condiciones genéri­
cas que dependen de parámetros, los cuales no pueden ser seleccionados deter­
minísticamente sin provocar un aumento demasiado grande de la complejidad.
Se supone (lado entonces un proceso aleatorio para seleccionar elementos de un
subconjunto fijo del cuerpo de base k, el cual se utiliza para elegir los valores
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de los parámetros involucrados. Estos valores no necesariamente satisfacen las
condiciones requeridas, con lo cual el algoritmo puede producir una respuesta
errónea o finalizar su ejecución sin haber obtenido una respuesta para el proble­
ma (devuelve “error” porque no puede efectuar la siguiente operación), pero
la probabilidad de que esto suceda es baja. En estos casos hablaremos de
algoritmos probabilísticos.

Este tipo de algoritmos se representan mediante grafos en forma análoga a lo
explicado anteriormente: la única modificación al modelo anterior consiste en
agregar nodos para representar cada una de las eleccionesaleatorias efectuadas
durante el algoritmo. Estos nodos no serán tenidos en cuenta para el cálculo
de la complejidad.

1.2.2 Codificación de polinomios

Un aspecto importante a tener en cuenta en la construcción de un algoritmo es la es­
tructura de datos utilizada, es decir, la manera de representar los objetos con los que
trabaja el algoritmo. En nuestro caso surge la necesidad de codificar los polinomios
que aparecen como entrada, salida o resultados intermedios de los algoritmos.

En los algoritmos que se presentan en este trabajo, los polinomios en varias variables
serán codificados de alguna de las siguientes maneras:

o Forma densa, es decir, representados por el vector de todos sus coeficientes
(aún los nulos) en un orden preestablecido (le los monomios.

Consideremos por ejemplo, el polinomio f = (X + 1)?! y el orden en los monomios
dado por el orden creciente de las potencias de X. Observamos que la codificación
de este polinomio en forma densa está dada por el vector de 2d+ 1 coordenadas

d

(1,2d,...,(i),...,2d,1)
Sin embargo, este polinomio puede ser evaluado en sólo d + 1 pasos: dado :r, se
calcula la suma :1:+ 1 y luego se eleva el resultado al cuadrado d veces. Obtenemos
así otra manera de codificar el polinomio f: dando un algoritmo que permite calcular
f (51:)para cada .72.

La situación que hemos visto en el ejemplo anterior dio lugar al uso de otra estructura
de datos para codificar polinomios: Dado un polinomio f E k[X¡,...,X,,] se lo
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representa por medio de un algoritmo (con ciertas propiedades) que permite calcular
f (:5) para cada :1:G k". Esto se formaliza con la noción de

o Straight-line programs, que son circuitos aritniéticos (redes sin ramas), que no
contienen ni selectores ni operaciones booleaneas.

Más precisamente: Denotemos por +, —,- a las operaciones (le suma, resta y

¡multiplicación en k[X¡, . . . ,Xn]. Consideraremos también, para cada A E k, la
suma +A y la multiplicación 3 definidas, para cada f G k[X¡, . . . ,Xn], como
+i(f) =f+/\ y 'i(f) =/\-f­
Un straight-line program sin divisiones en k.[X¡, . . . ,Xn] es una secuencia de
instrucciones 'y = (71, . . . ,7L) de la forma

(wi; kíi),k;"’) si wi e {+, —,-}

(wgkw) si wi G {+¿,-X : /\ E k}

donde, para cada 1 S i 5 L, kli) y kg) (o km) son enteros que verifican
—n+1 g kl‘),ká‘)51-1.

Llamaremos longitud del straight-line program 'y a la cantidad L de instruc­
ciones de 'y.

Dado un straight-line program 'y = (71,. . . nn) se define la sucesión de resul­
tados de 'y como

f-n+l ï= X1,---,fo ï= Xn

f '_ {wdfkí-‘nfkgnl Siwi € {+, -,’ '_ “mas si wi e {+A, .Á; Ae k}

Diremos que el straight-line program 'y calcula (o representa) un polinomio
f e k[X¡, . . . , Xn] si f es alguno de los polinomios de la sucesión de resultados
de 'y. (En general será f = fb).

Observainos que un straight-line program representa, en efecto, un procedimiento
para evaluar el polinomio que codifica.

Para una definición más precisa y propiedades elementales de la noción de straight­
line program ver [18] o [19].
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Volviendo al ejemplo, un posible straight-line program para f = (X + 1)?! en
k[X], que corresponde a la forma que hemos descripto antes para evaluar f, es
'y = ('yl, . . . md“) donde

en == (+.;0)
7,- := (-;i—1,i—1) 12=2,...,d+1

y la sucesión (le resultados de este straight-line program es

(X,X+1,(X+1)2,...,(X+1)2¡,...,(X+1)2").

Observamos que, ¡mientras que para representar este polinomio en forma densa se
necesita un vector de 2d+1 coordenadas, el polinomio puede codificarse por medio de

un straight-line program de longitud d+ 1, que esta. dado por un vector de 0(d+ 1)
coordenadas.

Cabe destacar que la codificación de polinomios mediante straight-line programs per­
mite en muchos casos una disminución en la complejidad de los algoritmos, debido a
que ciertos polinomios que aparecen en las aplicaciones pueden ser evaluados con una
cantidad de operaciones que es de orden considerablemente menor que la cantidad

de coeficientes del polinomio (como sucede en el ejemplo que hemos mostrado).

Finalmente, en algunas ocasiones nos será conveniente combinar la representación
de polinomios en forma densa y straight-line programs. Utilizaremos entonces la

o Representación mixta, es decir, codificando al polinomio en forma densa con
respecto a algunas variables distinguidas y dando sus coeficientes, que son
polinomios en las restantes, por medio de uu straight-line program.

1.3 Manejo de straight-line programs

1.3.1 Tests (le nulidad

Un problema que surge al trabajar con polinomios codificados mediante straight-line
programs es el de la verificación de identidades polinomiales o, equivalentemente,
dado un straight-line program que representa un polinomio f e MX], . . .,X,,], de­
terminar si f es el polinomio nulo.
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Si bien es posible obtener todos los coeficientes de f a partir del straight-line program
que lo representa y determinar si son cero o no, este procedimiento puede dar lugar
a un aumento excesivo en la complejidad.

Se busca entonces un método alternativo que permita resolver este problema.

En el caso de polinomios en una variable, si f e k[X] tiene grado acotado por d,
para decidir si f es el polinomio nulo o no, basta evaluarlo en d+ 1 puntos distintos:
f es el polinomio nulo si y sólo si el valor obtenido en todos los casos es cero.

En el caso multivariado aplicaremos un método análogo al anterior, que consiste
en evaluar el polinomio en una sucesión adecuada de puntos con coordenadas en k.
El cardinal (le esta sucesión será polinmnial en la longitud del straight-line program
que evalúa el polinomio y la cantidad de variables, lo cual permite mantener acotada
la complejidad del algoritmo. La existencia de tales sucesiones, a las que llamare­

mos sucesiones de prueba (correct test sequences), está asegurada por el siguiente
resultado:

Lema 1.3.1 ([19, Theorem 44]) Sea W(D,n, L) el conjunto de los polinomios de
k[X 1,. . .,X,,] de grado menor o igual que D que pueden ser evaluados por medio
de un straight-line program de longitud a lo sumo L. Sea 1"un subconjunto de k de

cardinal 2L(1 + D)2. Entonces existe un subconjunto Q(D,n, L, 1‘) = {71, . . . ,7m}
de F”, donde m = 6(L + n) (L + n + 1), que verifica: todo polinomio de W(D, n, L)
que se anula sobre {71, . . . ,7m} es el polinomio nulo.

Aunque la elección de estas sucesiones de puntos podría hacerse algorítmicamente,
el costo de hacer esto excedería la clase de complejidad considerada en este trabajo.
Sin embargo, para parámetros de entrada fijos (cantidad (le indeterrninadas, can­
tidad y grados de los polinomios involucrados), esta elección es independiente del
problema. Por lo tanto, se supondrá que las sucesiones de prueba están dadas por
un preprocesamiento cuyo costo no será considerado en las cotas de complejidad
obtenidas. En este sentido diremos que los algoritmos son rio-uniformes: su cons­
trucción depende de un preprocesamiento cuyo costo excede la complejidad de la
ejecución del algoritmo en cuestión.

En los algoritmos probabilísticos que se presentaran, será necesario elegir valores de
algunos parámetros para que satisfagan ciertas condiciones genéricas que determinan
el buen funcionamiento del algoritmo. En cada caso la condición genérica está dada
por la no anulación de un polinomio f G k[X1, . . . , Xn] —{0} de grado acotado. La
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elección de los valores de los parámetros se hará aleatoriamente de un subconjunto
fijo de k suficientemente grande, de manera que la probabilidad (le que al evaluar f
en los valores escogidos el resultado de' cero, sea chica.

Para estimar las probabilidades de éxito (le nuestros cálculos se utilizará el siguiente
resultado:

Lema 1.3.2 (/31, Lemma 1 Sea E nn dominio íntegro y sea R C E un conjunto
finito. Sea f un polinomio no nulo en E[X¡, . . . , Xn]. Entonces, para a1, . . . ,an E R
elegidos aleatoriamente, se tiene que

dos“)Prol) (1.,...,u. --() <
(N I n) ) " card(R)

El resultado anterior se utilizará también para decidir probabilísticamente si un
polinomio dado es el polinomio nulo o no.

1.3.2 Algoritmos básicos con straight-line programs

En los algoritmos descriptos en este trabajo se utilizarán como subrutinas distintos
algoritmos auxiliares que permiten trabajar con polinomios representados mediante
straight-line programs. Estas subrutinas son:

Cálculo de los coeficientes de un polinomio con respecto a una (o un grupo)
(le sus variables.

Cálculo de las componentes homogéneas de un polinomio.

Cálculo de un straight-line program (sin divisiones) para el cociente exacto
entre dos polinomios.

Cálculo del máximo común divisor entre dos polinomios.

Cálculo del radical de un polinomio.

Coeficientes de un polinomio con respecto a una variable

El siguiente lema nos permitirá efectuar cambios de codificación en los resultados
intermedios de nuestros algoritmos: a partir de un straight-line program que evalúa
un polinomio f, calcula un straight-line program para los coeficientes de f con
respecto a una variable. Iterando este procedimiento se puede obtener la escritura en
forma densa de un polinomio respecto de un subconjunto cualquiera de sus variables.
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Lema 1.3.3 Sea f E k[X1, . . . ,Xn, Y] un polinomio dado por medio de un straight­
line program de longitud L, y sea d el grado de f con respecto a la variable Y.

Entonces existe un straight-line program de longitud O(d" L) que calcula todos los
coeficientes de f con respecto a la variable Y.

Demostración.Sea f = a¿(X¡,...,Xn) Yd+ + ao(X¡,...,X,.). Para calcular
los coeficientes ad, . . . ,ao de f, se aplica un proceso de interpolación con respecto
a la variable Y: se especializa Y en d + 1 puntos distintos a0, . . . ,ad para obtener

fi¿(X¡, . . .,Xn) := f(X¡, . . . ,Xmai) (0 5 i 5 cl), y se resuelve el sistema lineal

.l. (lo (lg (¡.0 /l()(/‘(I, . . . , ly")

1 Old a2 (1d fid(Xh - - - an)

La solución del sistema es el vector (a0(X¡, . . . , X"), . . . ,a¿(X¡, . . . , Xn)) de los co­
eficientes de f con respecto a la variable Y.

Desde el punto de vista algorítmico, aplicando por ejemplo el algoritmo descripto

en [1], se calcula con O(d4) operaciones, el vector de coeficientes del polinomio
característico de la matriz de Vandermonde que aparece, y luego se calcula su inversa
usando el teorema de Cayley-Hamilton.

Finalmente, se obtiene un straight-line program que evalúa los coeficientes de f con
respecto a la variable Y, a partir del algoritmo subyacente a la multiplicación de
la matriz calculada por el vector de resultados: Si A = (Aij) e kld'“)x(d+l) es la
inversa de la matriz de Vandermonde, entonces

d

ai(X1, . . .,Xn) = 214.3 fij(/Y¡, . . .,Xn)
j=o

y el straight-line program que evalúa ai (0 5 i 5 d) se obtiene de la igualdad anterior

y los straight-line programs que calculan las entradas Aü de A y los polinomios
fij(X¡, . . . ,zYn) S S 71).
La longitud del straight-line program obtenido es de orden O(rl4L).

Componentes homogéneas de grados acotados

Otra herramienta que se utilizará en distintas etapas de los algoritmos construidos
es el siguiente lema que construye un straight-line program para cada una de las
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componentes homogéneas hasta grado prelijado de un polinomio.

Lema 1.3.4 Sea f e k[X¡, . . . , Xn] un polinomio colculablepor medio de un straight­
line program de longitud L, y sea d E IN. Entonces existe un straight-line program

de longitud O(d2 L) que calcula todas las componentes homogéneas de f de grados
acotados por d.

Demostración. Sean ¡L1,...,hL los polinomios que calcula el straight-line program
que evalúa f. Modificaremos el straight-line program input de manera que el nuevo
straight-line program calcule todas las componentes homogéneas de grados acota­
dos por d de cada uno de los polinomios intermedios 124,.. .,h.¡,, en particular del
polinomio f.

Denotemos por Id") la componente homogénea de grado r de un polinomio h dado.
Supongamos calculadas todas las componentes homogéneas de grados acotados por

d de los polinomios ¡L1,...,hk_1. Se tiene que hk = h,- * ÍLj con * E {+,—,-} e
i,j < k. Entonces si * = + o * = —,se tiene que

ng) = h?) * by) O 5 'r 5 d

con lo cual se calculan todas las componentes homogéneas de hk de grado acotado por
d agregando d + 1 operaciones al straight-line program obtenido hasta el momento.

En el caso en que * = - se tiene, para cada 0 g 1' 5 d,

h}? = Z h?) ng",
s+t=r

(le donde cada componente homogénea se puede calcular agregando r + 1 sumas y
7'+ 1 productos. Por lo tanto, para calcular todas las componentes homogéneas de
¡tk hasta grado d basta agregar X: 2 (r + 1) S (d + 2)2 operaciones.

r5d+l
La longitud del straight-line program que se obtiene finalmente para el cálculo de las

componentes homogéneas de f de grados acotados por (l, está acotada por (d+ 2)2L.
El

Elusión de divisiones

El siguiente resultado, debido a Strassen [33]y conocido como Vermez'dnngvon Divi­
sionen (clusión (le divisiones) muestra cómo reemplazar en un straight-line program
una división exacta de polinomios por sumas y productos.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 25

Lema 1.3.5 Sean f,g e k[X¡,...,X,,] dos polinomios tales que g divide a f en
k[X 1,. . . ,Xn]. Supongamos que f y g se pueden calcular por medio de un straight­
line program sin divisiones de longitud L, y que se conoce un punto á e k" tal que

g({) aé 0. Entonces, si deg(f / g) = d, existe un straight-line program de longitud
O(d3 L), sin divisiones en k[X¡, . . . ,X,,], que calcula el polinomio f/g.

Demostración. Sea l).:= f/g.

Analicemos en primer lugar el caso en que g(0) = 1. Consideremos a g como

elemento del anillo de series formales k[[X]] = k[[X¡, . . . , Xn]]. Escribimos g = 1-gl,
donde g¡ pertenece al ideal (X¡,...,X,.) E lc[[X]|.

Entonces l/g = Z gl“en k[[X]], es decir,
kZO

li=f(z
1:20

Como degli = d y gf 6 (X¡,...,Xn)k para cada k E lNo, para calcular h basta.
calcular g := Z g'f, efectuar el producto li := f g y truncar el resultado en orden

ogkgd
d.

La longitud del nuevo straight-line program se obtiene observando lo siguiente: en

primer lugar, se calcula gl en longitud L+ 1, luego se calculan las potencias gf, 2 S
k 5 d, lo que agrega d —1 pasos, y se obtiene g sumando todas estas potencias, lo

que requiere d pasos adicionales. Finalmente se efectúa el producto de f y g. Se
tiene entonces un straight-line program que calcula Ïi cuya longitud es L + 1 + 2 d.

A continuación se aplica el Lema 1.3.4 para calcular todas las componentes ho­
mogéneas de grado acotado por d del polinomio Ïi en (d + 2)2 (L + 1 + 2 d) pasos, y
se las suma con d operaciones más, obteniéndose de este modo el polinomio h.

La longitud final del straight-line program es de orden O(d3 L).

Para el caso general en que g(€) 7€0, seag := g({)“ g(X+€), que satisface 57(0)= 1.
Aplicando el procedimiento del caso anterior, se calcula un straight-line program sin
divisiones que evalúa f(X + E)/g(X) = g(€) h(X + E). Especializándolo en (X - f)
y dividiendo el resultado por g({) se obtiene el straight-line program para h. Esto
no modifica el orden de la longitud del straight-line program.
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Máximo común divisor de polinomios

En primer lugar, mostraremos un algoritmo para el cálculo del máximo común di­
visor de dos polinomiosen una variable basado eu subresultantcs (ver [5,

Lema 1.3.6 Sea R = k[X¡,...,X,,] y sea K el cuerpo de fracciones de R. Sean
f, g E R[Y] dos polinomios de grados acotados por d en la variable Y, dados en forma
densa en la variable Y y cuyos coeficientes, que son polinomios en k[X 1,. . .,X,,],
tienen grados acotados por D y están representados por medio de un straight-line
program de longitud L. Entonces existe un algoritmo de complejidad secuencial de
orden O(d”(n + L)3) que produce un un straight-line program. de longitud O(d’1+ L)

que calcula los coeficientes de un máximo comun divisor de f y g en K Estos
coeficientes son polinomios en k[X¡, . . . , Xn] de grados acotados por 2dD.

Demostración. El primer paso del algoritmo consiste en la determinación de los
grados de f y g: Para esto basta evaluar los coeficientes de f y g eu una sucesión de
prueba apropiada, que tendrá cardinal G(L+ n)(L + n + 1) y comparar con cero los
resultados obtenidos. Luego, este pase puede realizarse con complejidad secuencial

de orden O((L + n)2(L + 2d + 2)).

Sean dl = degy f y dz = degy g. Entonces

f=fd¡Yd' +"'+fo y 9=9dzydz+°“+90

y, por hipótesis, 05 d1,d2 5 d.

Para cada 0 5 i 5 max{d1,dz}, se considera la submatriz cuadrada S.- (de tamaño
dl + dz —2i) de la matriz de Sylvester de f y g, que consiste de las primeras dz —i
columnas de coeficientes de f, las primeras dl —i columnas de coeficientes de g y
las primeras dl + dz —2i filas.

A partir de los coeficientes de f y g se obtiene, para cada 0 S i 5 max{d¡, dz}, un
straight-line program de longitud acotada por O(d4 + L) para det(S¿) utilizando el
algoritmo de Berkowitz. Este paso requiere O(d‘r’)operaciones adicionales.

El mínimo valor k tal que det(Sk) 9€ 0 es el grado del máximo común divisor de
f y g en [([X Este grado puede determinarse especializando, para cada 0 5
i S max{cl¡,d2}, el straight-line program obtenido para det(S¿) en una sucesión
de prueba, cuyo tamaño será de orden O((d4 + L + n)2). Luego, la complejidad
secuencial de este paso está acotada por O(d(d4 + L)(d4 + L + n)2).
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Luego se calcula la última columna (ad2_k_1,...,a0,b¿¡-k_¡,...,bo) de la matriz
adjunta de la matriz Sk. Esto puede efectuarse a partir del polinomio característico
de Sk con complejidad de orden O(d4). Se obtiene un straight-line program de
longitud O(d4 + L) para las entradas (le la última columna de adj(Sk), que son
polinomios de grados acotados por (2d —1)D.

El polinomio

s ;_—.(ad2_k_1Y"2_k_l + - - . + ao) f + (¡MPH Y‘“"‘" + - - - + bo)g e IIIYI

es un máximo común divisor de f y g en ¡('[Y]. Sus coeficientes son polinomios de
grados acotados por 2dD que pueden calcularse por medio de un straight-line pro­
gram de longitud O(d4+L). Este último paso no modifica el orden de la complejidad
del algoritmo.

La complejidad total del algoritmo está acotada por O(d13(n + L)3).

Observación 1.3.7 Con las mismas técnicas utilizadas en la demostración del

Lema 1.3.6, se construye un algoritmo que calcula el máximo común divisor de s poli­

nomios de grados acotados por d en una variable con coeficientes en k[X1, . . . , Xn],
a partir de un straight-line program de longitud L que evalúa sus coeficientes. La
complejidad de este algoritmo es de orden (sdnL)o(1) y produce un straight-line
program de longitud O((sd)5 +L) para los coeficientes de un máximo común divisor
de los polinomios input.

A continuación enunciamos y demostramos una variante del algoritmo probabilístico
de Kaltofen para el cálculo del máximo común divisor de dos polinomios en varias
variables dados por straight-line programs (ver [22]), que se obtiene a partir del
algoritmo presentado en el lema anterior para el caso de polinomios en una variable.

Lema 1.3.8 Sean f,g e k[X¡,...,X,,] polinomios de grados acotados por d cal­
culables por medio de un straight-line program de longitud L. Entonces, existe un
algoritmo probabili'stico de complejidad do“) (n+ L) que calcula un straight-line pro­
gram de longitud de orden dom (n + L) para un máximo común divisor de f y g.
Si los parámetros aleatorios se eligen de un subconjunto de N elementos de k, la

probabilidad de éxito del algoritmo (es decir, la probabilidad de que el straight-line
program obtenido sea en efecto un máximo comun divisor de f y g) es al menos
1 _ zaga“)

N .
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Demostración. El primer paso del algoritmo consiste en efectuar un cambio lineal
(le variables con el objeto de obtener polinomios del mismo grado que los originales,
pero que sean mónicos con respecto a alguna variable:

Si F y G denotan las componentes homogéneas (le máximo grado (le f y g respec­
tivamente, la condición (F G)()l¡, . . . , A,,_¡, 1) 96() implica que los polinomios

¡(Y1,...,Y,,):= f(h+Aii'n,...,n_1“Him/n)
¿(Y1,...,Yn):= gm“minha/nnMaligna.)

son mónicos (salvo por un factor escalar) con respecto a la variable Yn y de grados
iguales a los grados totales de f y g respectivamente.

Entonces, eligiendo al azar A1,. . . ,/\,,_1 (le un subconjunto de N elementos de k y
efectuando el cambio de variables Xn = Y" y X,- = Y,-+ A,-Y,1para 1 5 i 5 n —1, los

polinomios f y ¿7obtenidos son mónicos en la variable Y"con probabilidad al menos

1 - 995%“. A partir del straight-line program (le longitud L que evalúa f y g se
obtiene un straight-line program de longitud 2 (n —1) + L para f and g.

Ahora se aplica el Lema 1.3.3 para obtener straight-line programs para los coefi­
cientes de f y g con respecto a la variable Y": esto agrega O(d4 (n + L)) pasos.

A continuación se determinan los grados dl y dz de f y á respectivamente, en la
variable Y,,: se especializan los straight-line programs para los coeficientes de f y fi
con respecto a Y“ en cualquier (n —1)-upla fi = (El, . . . ,¿n_¡) y se toma el máximo

término no nulo obtenido en cada caso. Observemos que si los polinomios f y g son
mónicos, los números hallados son efectivamente los grados de dichos polinomios.

Finalmente, se calcula un máximo común divisor (le

' d - df=fd|Ynl+"'+f0 y g=gd2Yn2+“'+go

con respecto a la variable Ynutilizando subresultantes, en forma análoga a lo hecho
en el Lema 1.3.6.

Observamos que el grado del máximo común divisor puede calcularse probabilísti­
camente especializando los straight-line programs obtenidos para los determinantes
(let(S,-) (0 5 i 5 max{d¡,d2}) de las submatrices de la matriz de Sylvester de f y
á en un punto elegido al azar [.L:= (¡11,. . . ,[Ln_¡). Puesto que para cada 0 5 i 5

max{d¡, dg}, deg(det(S,-)) 5 degf (degg —i) + (legg (degf —i) 5 2 degf degg,
concluimos que si las coordenadas de [Lse eligen al azar (le un subconjunto de k con

N elementos, la probabilidad (le hallar el grado correcto es al menos 1 —May-e“.
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El polinomio S e k[Y1,. . . , Yn_l][Yn]calculado por el algoritmo es un máximo común
divisor de f y fi en k[Y1,. . . , Yu] multiplicado por det(Sk).

Se aplica entonces el Lema 1.3.5 a .S'y det(Sk) para obtener un straight-line program
que calcula gcd(f, fi).

La complejidad de estos pasos está acotada por do“)(n + L).

Para terminar, se realiza el cambio de variables Yn = n y Y,-= X,- - MX" para.
1 5 i 5 n —1 con el objeto de obtener el máximo común divisor de f y g buscado.

La complejidad del algoritmo probabilistico y la longitud del straight-line program
obtenido para el máximo común divisor de f y g son ambas de orden d0(1)(n + L).

La probabilidad de éxito del algoritmo es al menos

degf+degg 2degfdegg 1
(1_T)(1———N—) 2 1-Ñ(degf+degg+2degfdegg)

2 1_2d(d+l).N

Observación 1.3.9 El algoritmo probabilístico construido en el Lema anterior pue­
de ser transformado en un algoritmo determinístico de complejidad secuencial de
orden (d(n + L))om reemplazando las elecciones aleatorias por la utilización de
sucesiones de prueba:

Elección del cambio de variables y determinación del grado de los polinomios f y
g: Se calculan todas las componentes homogéneas de f y g de grados acotados
por d mediante un straight-line program de longitud O(d2 L) (ver Lema 1.3.4). Se
busca, para cada uno de los polinomios, la componente homogénea no nula de grado
más alto evaluando los straight-line programs obtenidos en una sucesión de prueba
apropiada. El cardinal de dicha sucesión de prueba es de orden O(d4 L2+d2 n L+n2).
En consecuencia, se determina las componentes homogéneas F y G de grado máximo
de f y g respectivamente con complejidad de orden O(d6 L3 + d4n L2 + n2 d2L).

Finalmente se hallan Al, . . . ,An_1 G k tales que (F.G)(/\¡, . . . , An_¡, 1) 750 evaluando

el polinomio no nulo (F.G)(X1, . . . ,Xn_¡, 1) en una sucesión de prueba, cuyo tamaño
es del mismo orden que el de la sucesión de prueba del paso anterior. Esto no cambia.
el orden de la complejidad.

Determinación del grado de gcd(f, g): Procediendo como en la demostración del
Lema 1.3.6 se obtiene, para cada 0 5 i 5 max{dcg f, deg g}, un straight-line pro­
gram de longitud O(d4(n + L)) que calcula det(S,-). Para determinar el mínimo
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k tal que det(Sk) 7€ 0, basta evaluar cada uno de estos straight-line programs en
una sucesión de prueba apropiada, cuyo tamaño será de orden O(d3(n + L)2). La
complejidad de este paso es de orden O(d‘3(n + L)3).

Radical de un polinomio

Del Lema 1.3.6 se deduce inmediatamente el siguiente resultado sobre el cálculo del
radical de un polinomio en una variable:

Lema 1.3.10 Sea R = k[X¡, . . . , X,,] y sea f E MY] un polinomio de grado acotado
por d en la variable Y y cuyos coeficientes son polinomios de grado acotado por D
representados por medio de un straight-line program de longitud L. Entonces existe
un algoritmo de complejidad secuencial de orden O(d¡3(n + L)3) que produce un
straight-line program de longitud O-(d'1+ L) que calcula un elemento 0 G R y los

coeficientes de un polinomio f‘ G R[Y] que satisface:

f*=g.4
gch, f’)

El elemento 0 y los coeficientes del polinomio f‘ son polinomios de grados acotados
por 2d(cl+1)D.

Demostración. En primer lugar se obtiene un straight-line program que calcula los
coeficientes del polinomio derivado f’ (con respecto a la variable Y) de f. A con­
tinuación se aplica el Lemma 1.3.6 para obtener un straight-line program para los
coeficientes de un máximo común divisor de f y f’. Finalmente, se resuelve el
sistema lineal que resulta de la relación

f = gcd(f,f').f‘

considerando los coeficientes del polinomio j" como incógnitas.

Se obtiene así un straight-line program (le longitud O(d" + L) que representa los
coeficientes de f ‘ y el elemento 6 e R, que es un menor de la matriz de coeficientes
del sistema.

La cota para la complejidad del algoritmo se deduce de la dada en el Lema 1.3.6
para el calculo del máximo común divisor y de la complejidad para la resolución del
sistema lineal involucrado.
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El algoritmo dado en el Lema 1.3.8 para el cálculo del máximo común divisor nos
permite construir un algoritmo que calcula el radical de un polinomio multivariado:

Lema 1.3.11 Sea f E k[X1, . . . , Xn] un polinomio de grado acotado por d dado por
un straight-line program de longitud L. Entonces existe un algoritmo probabilistico
que produce un straight-line program para un rad(f La complejidad secuencial del
algoritmo y la longitud del straight-line program obtenido son de orden dom(n+ L).
Si los parámetros aleatorios son elegidos de un subconjunto de k con N elementos,

la probabilidadde e'zitodel algoritmoes al menos1 -

Demostración. Observamos que si f e k[,\'¡, . . . , Xn] es mónico en la variable Xn
(salvo por un factor constante), entonces

_ f
rad(f) _ ————gcd(f,0%) (1.1)n

El algoritmo se desarrolla como sigue:

Paso 1. Efectuar un cambio de variables de la forma Xn = Y", X; = Y,-+ /\,-X¡

para cada 1 5 i S n —1, de manera que el nuevo polinomio f(Y1,. . .,Yn) sea
mónico con respecto a la variable Y" (ver la demostración del Lema 1.3.8).

Paso 2. Calcular gcd(f, ¿93%)aplicando el Lema 1.3.8. El polinomio f es calculable
por medio de un straight-line program de longitud 2n + L y, es un hecho
conocido que 63%se puede calcular entonces por medio de un straight-line
program de longitud acotada por 6(n + L).

Paso 3. Elegir aleatoriamente coordenadas (le un punto n := (nl, . . . ,17"),con
el objeto de que gcd(f, 7':0 y calcularrad(f) según la fórmula(1.1)
aplicando el Lema 1.3.5.

Paso 4. Realizar nuevamente un cambio de variables para obtener

rad(f) = rad(f)(X¡ —AIJY",. . .,1Yn_1- Án_1Xn,

Las cotas para la complejidad, para la probabilidad de éxito del algoritmo y para la
longitud del straight-line program que produce se (leducen fácilmente de las corres­
pondientes a los algoritmos usados en los pasos intermedios.
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Observación 1.3.12 En forma análoga a lo explicado en la Observación 1.3.9, el
algoritmo probabilístico construido en el lema anterior puede transformarse en uno
determinístico de complejidad secuencial (le orden (d(n + L))0(l).

1.4 Algunas herramientas algoritmicas

Los algoritmos que se construyen en este trabajo están basados en técnicas conocidas
de Algebra Lineal efectiva y en distintos algoritmos existentes para la resolución de
problemas de Geometría Algebraica.

En esta sección presentamos las herramientas algoritmicas básicas que se utilizarán.

1.4.1 Cálculo de la dimensión de una variedad algebraica

En los algoritmos presentados en los Capítulos 2 y 3 se necesitará calcular la di­
mensión de una variedad algebraica proyectiva o afín a partir de un conjunto finito
de polinomios que la define. Para hacer esto se aplicará el algoritmo (lado en [13].

Por otro lado, las técnicas desarrolladas en [13]y [24]se utilizan también como base
del algoritmo para el cálculo de la descomposición equidimensional de una variedad
afín que se describe en el Capítulo 3.

Comentamos brevemente estas técnicas.

Descripción de los puntos aislados de una variedad

El algoritmo descripto en [13] calcula la dimensión de una variedad algebraica a
partir de un procedimiento que permite caracterizar los puntos aislados de una
variedad afín arbitraria V dada por un sistema de ecuaciones polinomiales.

Este procedimiento obtiene una resolución geométrica de una variedad de dimensión
cero incluida en V y que contiene a los puntos aislados de V, y se desarrolla como
sigue:

(i) Dada una forma lineal É arbitraria determina un polinomio p tal que p(€) se
anula sobre los puntos aislados de V.

(ii) Determina un elemento primitivo para los puntos aislados de V, es decir, una
forma lineal y tal que y(1:) 7€y(a:') para :5,.1:’puntos aislados de V.
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(iii) A partir del elemento primitivo hallado, se obtienen las parametrizaciones que
satisfacen las coordenadas de los puntos aislados de V, y una ecuación para y,
lo que da la resolución geométrica.

El paso fundamental de este algoritmo es (i), que puede verse como una forma débil
de resolución simbólica (y que es equivalente en complejidad al problema general del
cálculo de una resolución geométrica).

Se considera una variedad algebraica V := V(f¡, . . .,f,) C A", donde f1, . . . ,f, e
k[X¡, . . .,X,,], con s 2 n, son polinomios de grados acotados por d 2 n dados en
forma densa. En un primer paso, se reemplaza el sistema input por n combinaciones
lineales genéricas f1,” . , fu de f1, . . . , f5. Esta preparación del input conserva todas
las componentes irreducibles de V y añade, eventualmente, algunos puntos aislados,
pero reduce el problema al caso en que los puntos aislados forman localmente una
intersección completa.

A continuación, se reduce el problema al caso proyectivo cero-dimensional mediante
técnicas de liomotopía: Se considera una sucesión regular de polinomios homogéneos
auxiliares G¡,...,G,, e k(6)[X0,X¡,...,X,,] que define una variedad proyectiva
cero-dimensional en WWW) sin puntos en el infinito. Más precisamente, si F,
denota el liomogeneizado de f,- en la variable X0, se define

G,-:= xo + 6X,'+d°g¡‘ (1 g i 5 n).

Se observa que especializando los polinomios G1,...,G',1 en e = 0, se obtiene una

variedad en 1P"(k) que contiene a los puntos aislados de V como componentes irre­
ducibles.

Finalmente, se hallan ecuaciones de dependencia para formas lineales sobre ide­
ales homogéneos cero-dimensionales sin ceros en el infinito como polinomios carac­
terísticos de morlismos apropiados, y se muestra cómo calcular a partir de ellas la
ecuación p que anula a la forma lineal Ésobre los puntos aislados de V.

En cuanto a la elección del elemento primitivo y el cálculo de las parametrizaciones,
se considera en primer término la situación para un caso particular en dos variables.
En el caso general, se toma una forma lineal genéricaY = Tle + + Tan y
se reduce el problema a analizar n situaciones que satisfacen las condiciones del
caso particular estudiado de dos variables. Esto permite determinar un polinomio
F G k[T¡, . . . ,Tn] tal que para cada n-upla (A1,. . .,A,,) e k" con F(/\1, . . .,/\,,) 7’:0,
la. forma lineal inducida separa los puntos aislados de la variedad. Finalmente, se
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considera una forma lineal cuyos coeficientes no anulen al polinomio F y se calculan
las parametrizacioncs a partir de los resultados obtenidos en el caso de dos variables.

El resultado que se prueba es el lema del elemento primitivo que enunciamos a con­

tinuación en un contexto más general (ver la Sección 3.4.7 de [13] y [24, Proposition

27]):

Lema 1.4.1 Sea R un anillo de polinomios sobre k y sea K la clausura algebraica del

cuerpo de fracciones de R. Sean fl, . . . , fs e R[X¡, . . . , Xn] polinomios de grados (en
X1, . . . ,Xn) acotados por d 2 n dados en forma densa con respecto a X1, . . .,Xn.
Denotemos por V C K" a la variedad definida por estos polinomios. Entonces,
existe un algoritmo de complejidad acotado por somdom que calcula una forma
lineal y = A1X1+ + Aan e k[X1,...,X,.], un elemento p e R y polinomios
uniuariados u.-e R[Y] (1 5 i 5 n) de grados acotados por dom tales que

o La forma lineal y separa los puntos aislados de V.

o Las coordenadas :1:= (551,...,.'Bn) de los puntos aislados de V verifican las
ecuaciones px,-= ui(y(a;)) (1 5 i 5 n)

Tanto p como los coeficientes de los polinomios v,-(1 5 i 5 n) son polinomios en los

coeficientes de f1, . . ., f, de grados acotados por dom) que pueden ser evaluados a
partir de dichos coeficientes por medio de un straight-line program de longitud dal").

Observamos que, de la demostración del lema (ver [24]), se deduce la existencia de
un polinomio F E R[T¡, . . . ,Tn] de grado acotado por dom que verifica:

o Toda forma lineal y = AIXI + + Aan cuyos coeficientes satisfacen la
condición F(/\1, . . . , A“) 760 separa los puntos aislados de V.

o El algoritmo dado para el cálculo de las parametrizacioncs puede aplicarse a
cualquier forma lineal y cuyos coeficientes no anulen a F.

Sean y una forma lineal, p e k y 111,.. . ,1)" e k[Y] los elementos que produce el
algoritmo dado por el Lema 1.4.1 aplicado a los polinomios f1, . . . , f, que definen la
variedad V.

Consideremos los polinomios

Fj ;= pdij -v1(Y),...,%-un(Y)) 1 gj 5 s (1.2)
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y sea q su máximo común divisor en k[Y].

Se verifica:

o Si la variedad V contiene puntos aislados, entonces q aé 1.

o Si q 56 1, entonces la variedad V es no vacía.

El polinomio q es de grado dom) y se pueden calcular los coeficientes (le un múltiplo
escalar de q por medio de un straight-line program sin divisiones en tiempo secuencial
30(l)d0(n)_

La forma lineal y, el polinomio libre de cuadrados cuyos ceros coinciden con los
de q, y los polinomios 111,...,vn e k[l’] dan una resolución geométrica de una
variedad cero-dimensional incluida en V que contiene a los puntos aislados de V.
En particular, si dim V = 0, se obtiene una resolución geométrica de V.

Observación 1.4.2 Con las ¡rotacionesanteriores, si V es una variedad que o bien
es vacía o bien contiene puntos aislados, se verifica

V = (0 <=> q es constante.

Modificando convenientemente la construcción anterior podemos resolver este prob­
lema en un caso más general: Sean f1, . . .,f,,g e k[X¡,...,Xn] polinomios tales
que degfi S dl (1 5115 s) y degg 5 dz. Sea V = V(f¡,...,f,) g FX"y sea
U = {m e Ïc" : g(a:) 96 0}.

Sean y una forma lineal, p G k y 1).,. . . ,v" e k[Y] dados por el Lema 1.4.1 aplicado

a los polinomios f1,...,fs que definen la variedad V. Sean F¡,...,F, E k[Y] los
polinomios construidos como en la ecuación (1.2) tomando d = dl, y sea q e k[Y] su
máximo común divisor. Sea ó tal que deg FJ-5 ó para todo 1 5 j S s. Consideremos
el polinomio

1 , 1 , 5

G := (pd’.g(; -v¡(l ),..., B' vn(l .
Entonces, si V n U tiene a lo sumo puntos aislados de V, es fácil ver que

VnU=(D <=> qdivideaG.
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Cálculo de la dimensión

El algoritmo de Giusti y Heintz que calcula la dimensión de una variedad algebraica
afín se basa en el lema del elemento primitivo que hemos enunciado y en la si­

guiente observación: si la variedad V tiene dimensión r, la intersección de V con r
liiperplanos genéricos tiene dimensión 0.

En un primer paso se considera, para cada li (0 5 li 5 n), la variedad Vh que
consiste (le los ceros comunes de los polinomios que definen a V y h formas lineales

genéricas. Se aplica el Lema 1.4.1 para obtener un polinomio qh de grado do“) que
verifica:

1. Si la variedad Vhcontiene puntos aislados, entonces qh no es constante.

2. Si qh no cs constante, entonces Vh es no vacia.

A continuación se determina para qué valores de h el polinomio QI.no es constante.

El valor r = dim V es el máximo h tal que el polinomio qh no es constante, o —1si
todos lo son.

Se deduce entonces el siguiente Teorema (ver la Sección 3.5 de [13]).

Teorema 1.4.3 Salvo por una preparación previa, se puede calcular la dimensión

de una variedad afín V definida por polinomios fl, . . . , f3 G k[X¡, . . . , Xn] de grado
acotado por d 2 n, en tiempo secuencial 30(lld0(") mediante un algoritmo bien
paralelizable que no contiene divisiones.

1.4.2 Eliminación de cuantificadores

En los algoritmos que se exhiben en el Capítulo 2 se utiliza de manera fundamental el
algoritmo efectivo para eliminación de cuantificadores sobre cuerpos algebraicamente
cerrados descripto en [29].

Antes (le presentar los resultados que se utilizarán y las ideas en que se basan los
algoritmos involucrados, daremos algunas definiciones elementales.

Sea lc un cuerpo y sea Ïcuna clausura algebraica de k. El lenguaje de primer orden
o lenguaje elemental sobre k con constantes en k, denotado por L, consta de los
siguientes símbolos no lógicos:
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i) Para cada a e k, una constante que también llamaremos a.

ii) Los símbolos de funciones: +, —, .

iii) El símbolo de relación =

Las variables de L serán consideradas como indeterminadas X1, . . . , X", . . . sobre IÏ:

(infinitas numerables), y los términos del lenguaje, representados por polinomios en
esas indeterminadas con coeficientes en k (notar que cada término involucra finitas
variables).

De esta manera, un término típico será un polinomio multivariado F con coeficientes
en k y una fórmula atómica típica será F = 0. Para la negación de esta fórmula
escribiremos F 9€0.

El lenguaje L‘,se construye a partir (le las fórmulas atómicas usando los conectivos

lógicos A, V y -I, y los cuantificadores de primer orden 3 y V aplicados a elementos

de k (no a conjuntos, relaciones ni predicados de mayor orden de k).

Se llama variables ligadas o cuantificadas a aquéllas que aparecen en una fórmula
acompañadas por un cuantificador, ya sea existencial o universal. A las restantes
variables que aparecen en la fórmula se les dice variables libres.

Diremos que dos fórmulas (I)y \IIdel lenguaje E son equivalentes con respecto a k si

se verifican las dos condiciones siguientes:

i) (I)y \IJ tienen el mismo número de variables libres

ii) Si m es la cantidad de variables libres (le (I) (y de ‘11)entonces, para cada. m­

upla :1:= (51:1,. . .,aïm) G Ïc’", <I>(n;)es verdadera si y sólo si \II(:¡:) lo es (donde

<I>(:1:)significa reemplazar las m variables libres de (I)por 1:1,. . . ,zm).

La longitud (le una fórmula (I),que notaremos I<I>|,es la cantidad de símbolos nece­
sarios para escribir a (I).

Es un hecho clásico de la teoría de modelos que el lenguaje de primer orden L sobre
Ïc admite eliminación (le cuantificadores, es decir, para toda fórnmla (I)e C existe

una fórmula ‘11e L, sin cuantificadores, equivalente a (I). Además, esta eliminación

puede hacerse en forma algoritmica (ver, por ejemplo [20] y [17]).

Un caso fundamental de eliminación de cuantificadores es el de una fórmula con

un solo bloque de cuantificadores que es una conjunción de fórmulas atómicas (y
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negacioncs de fórmulas atómicas), que corresponde a la proyección de un conjunto
cerrado algebraico (resp. localmente cerrado). Nos restringiremos a analizar este
caso, que es el tipo de fórmulas con las que trabajaremos más adelante.

Un bloque de cuantificadores existenciales sin desigualdades

Sean F1, . . . ,F, e k[X¡, . . . ,Xn] polinomios de grados acotados por d 2 m en las
variables Xn_m+¡, . . . ,Xn y de grados acotados por d’ en las variables X1, . . . , Xn_m,
codificados en forma densa en las variables Xn_,,,+1, . . . ,Xn con coeficientes poli­

nomios en k[X1, . . . , Xn_m] (lados por nn straight-line program de longitud L.

Sea 'P g IA"'"‘ el conjunto

'P = {(m¡,...,xn_m) G Ïcn‘m/ 3(a:n_m+¡,...,zn) E Ïc'":

F1(a:¡,...,xn)=0 A A Fs(a:1,...,zn):0}.

Observemos que para cada punto (El, . . . ,{,,_m) e Ïcn‘m se tiene (¿1, . . . ,€n_m) e 'P

si y sólo si

{(Ïn—m+la - - wzn) e Em ZFl(€ly- - -1€n—nnxn-m+ly- ' wzn) = O A

A A Fs({¡,...,¿n_m,zn_m+¡,...,a:n) = 0} 7€0.

Consideremos el anillo R = k[€1,...,{n_m]. Sean f1, . ..,f, e R[Xn_m+1,...,Xn]
los polinomios definidos por

fi(/ ‘m-m+lv-- -1X7!)= Fi(€l)' ' -s€n-maXn—m+lv-' ' aX?!) :11' ' '13'

Sea K una clausura algebraica del cuerpo de fracciones de R y sea V la variedad
algebraica definida por los polinomios fl, . . . ,f, en Km. Entonces

(€11"')€n-m)ep4: <=>
La idea es hallar una condición polinomial equivalente a que la variedad V sea
vacía por medio del algoritmo de Ginsti y lleintz para el cálculo de la dimensión
(ver Teorema 1.4.3). Sin embargo, no es posible aplicar el algoritmo directamente
debido a la imposibilidad de decidir si un elemento dado de R es cero o no, puesto
que ((1,. . . , (Mm) es arbitrario. Se lo modifica entonces convenientemente:

1. Cada vez que se necesita decidir si nn elemento fl del anillo de base es cero

o no, se consideran las dos posibilidades: fl = 0 y fi 7€0, lo que da lugar a
ramificaciones en el algoritmo.
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2. Teniendo en cuenta. que para cada uno de los polinomios que se obtienen como
resultados intermedios del algoritmo se conocen cotas para su grado y para
la longitud del straight-line program que lo evalúa, la condición de que un
polinomio sea el polinomio nulo se reemplaza por la de que se anule sobre
todos los elementos de una sucesión de prueba apropiada.

Así se obtiene el siguiente resultado (ver [29, Theorem 3.2.1]):

Proposición 1.4.4 Con las notaciones e hipótesis anteriores, salvo por una pre­
paración previa, se puede hallar por medio de un algoritmo bien paralelizable y sin
divisiones de complejidad secuencial L + sollldol'") una fórmula \II libre de cuantif­
cadores que verifica

'P ={(a:¡,...,1:n_m) e Ïc"”" / lI!(:r,¡,...,:z:n_m)}.

La longitud de la fórmula \II es de orden L+ .sollldolm) y en ella aparecen a lo sumo
someÜ") polinomios de grados acotados por d’d0("‘), dados por un straight-line
program de longitud L + sollldol'").

Un bloque de cuantificadores existenciales con desigualdades

Sean F1, . . .,F3 e k[X¡, . . .,Xn] polinomios de grados acotados por d 2 m en las
variables Xn_,n+¡, . . . ,Xn y de grados acotados por d' en las variables restantes. Sean

G1, . . . ,Gs: e k[X1, . . . ,Xn] polinomios con grados en las variables X _m+1,. . .,Xn
acotados por ó y grados acotados por 6' en las variables X1, . . . ,Xn_m. Los poli­

nomios F1, . ..,F3,G1,...,G,I se suponen dados por un straight-line program de
longitud L.

Sea 'P g An’m el conjunto definido por

’P: {(xl,...,:z:n_m) GIP-m / 3(:v,._m+1,...,:1:,.)e Ém2F1(:1:1,...,rcn)=0 A...

A.../\Fs(a:¡,...,a:n)=0/\G'1(:v¡,...,:1:n)#0A.../\G,r(z¡,...,zn)960}

De manera análoga alo que sucede en el caso sin desigualdades, la idea del algoritmo
es ver el problema de la eliminación como el de decidir, para cada punto del espacio
de parámetros, si cierto conjunto algebraico (en este caso la intersección de un
cerrado con un abierto) es vacío o no. Para resolver este último problema se adaptan
los métodos de Giusti y Heintz para el cálculo de la dimensión, teniendo en cuenta
la segunda parte de la Observación 1.4.2.

De esta manera, se obtiene el siguiente resultado (ver [29, Theorem 3.4.l]):
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Proposición 1.4.5 Con las notaciones e hipótesis anteriores, salvo por una prepa­
ración previa, se puede hallar mediante un algoritmo bien paralelizable y sin divi­

siones de complejidad secuencial de orden L2(s s’ó)0(‘)do(’"), una fórmula \II libre
de cuantificadores que verifica

P = {(mly- -Mmm-m)e En—m/\P(zli' ' ' “En-ml}

La longitud de la fórmula ‘11,asi como también la cantidad de polinomios que apare­

cen en ella, es de orden L2(s s' ó)0(')d0("‘). Además, los polinomios de salida son de

grado acotado por ó’d’(s’ó)o(l)do(m) y están dados por un straight-line program de
longitud ¡42(33' ó)0(')do("‘).

1.4.3 Método de Newton

La tercera (le las herramientas algoritmicas principales que se utilizarán es una
aplicación simbólica sin divisiones del algoritmo de Newton-Hensel, que representa
una versión algoritmica del Teorema de la Función Implícita.

Presentamos en primer lugar el resultado teórico en que se sustenta el algoritmo.

Sean T1, . . . , Tm,X1, . . . ,Xn indeterminadas sobre k. Escribiremos T := (T1, . . . ,Tm)

y X := (X1,...,Xn). Dado t e le", notaremos T —t := (T1—t1,...,Tm —tm).

Sean f1, . . . , fn e k[T, X] polinomios. Notaremos f := (f1, . . . , fn) y Df a la matriz
jacobiana de f con respecto a las variables X, es decir

QLL EL
x. ax"

Df := 3 I
ÉL». 2h
X1 z n

Finalmente, J f denotará al determinante de la matriz Df.

Lema 1.4.6 Sean f¡,...,fn e k[T,X], y sea (t,€) e A“ x A" tal que

f1(t,€)= 01"‘1ffl(t)€) = 0 y Jf(t,¿) sé0.

Entonces existe una n-upla R = (R1, . . . ,Rn) G Ïc[[T—t]]" que verifica:

o f¡(T,'R,)= 0,...,fn(T,'R) = 0

. 72a) := (R¡(t),...,'Rn(t)) = g.
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Demostración. Sea f(X) := (f1(T,X), . . . , fn(T,X)).

Se define el operador de Newton asociado a f como

J f (X l ’ I

donde adj(Df ) denota la matriz adjunta de la matriz Df.

N¡(X)‘:= x‘ - Df(X)‘1.¡(xy =

Observamos que J f (X ) sé 0, puesto que considcrándolo como polinomio en las
variables T1, . . .Tm,X1, . . .,Xn, se tiene que .If(t,f) 760.

Se define la siguiente sucesión de vectores de funciones racionales:

Rm)1:6

{Rm := N¡(R(’°“)) = Nflé) para k e IN

Teniendo en cuenta la fórmula (1.3) para el operador de Newton, para ver que la
sucesión (le))kemo está bien definida, basta con verificar que J f (Rm) 76O para
cada k e lNo.

Supongamos que RU“)e Ïc(T)" y que R(k)(t) = 5 (es claro que esto vale en el caso

k = 0). Entonces Jf(R('°)) q'É0 e ¡75(T),puesto que

%(t,n"°>(t)) gamma»
Jf(R<'=>)(t) = det 3

%(t,n('°>(t)) %%(t,n<'°>(t))

¿jano 3%“,6)
= det 2 s =Jf(t,€)aéo

9km) gener)
por hipótesis.

En consecuencia, se puede definir le“) := N¡(R(’°)) E Ïc(T)" y, del hecho que
R('°)(t) = á y f(t,¿) = 0, se deduce que

R(k+1)(t)= N¡(R(k))(t) = ¿t _ Df(i,¿)-¡_f(t,{)t = ¿z

Esto muestra la buena definición de la sucesión (le))kem.

Por la definición del operador N¡, como J f (t, á) 960, resulta que los denominadores
de las coordenadas de cada uno de los vectores RU“),k e IN, no se anulan en t. Por

lo tanto, considerados como elementos de Ïc[[T—t]], son inversiblcs.
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Luego, R“) G Ïc[[T- t]]" para cada k e lNo.

Veamos que para cada k e lNo valen las siguientes condiciones:

(i) fJ-(T,R('°)) e (T —t)” C Ïc[[T—t]] para cada 1 53' 5 n.

(ii) REHI) —RE“ e (T —t)” C Ïc[[T —t]] para cada 1 5 i 5 n.

donde (T —t) denota el ideal de EMT —t]] generado por T1 —tl, . . . ,Tm —tm.

Para k = 0, dado que fj(t,E) = 0 para cada 1 5 j 5 n,

fj(T,R(°)) = fj(T,€) e (T —t) j = 1,. ..,n

y, como R“) —¿t = —Df({)“. f(¿)‘, vale RÉ1)—¿,-e (T —t) para. cada 1 S i 5 n.

Supongamos que las condiciones (i) y (ii) valen para k e lNo.

Para cada 1 S j 5 n, considerando el desarrollo de Taylor centrado en Rl") del

polinomio fj (visto como polinomio en las variables X) se tiene que

su", MH”) —MT, RW)—É %(T, 12"”).(125“) - RE“) e (RW) - RW,i=l

donde (leH) - Rm) es el ideal

(12W) —RW) := (129“) —129°): 1 5 i 5 n) g Ïc[[T —t]].

De la definición de le“) se deduce que

Df(R"°’).(R"°“) —RW = —f(R"°>)

y por lo tanto

n a .

fj(T,R(k+l)) - fJ-(T,R") —z a_íJl(T,R(k)).(REkH)_ REM)= han, R(k+1)).i=l

Por hipótesis indnctiva, Rsk“) —RE“ E (T —t)2k para todo 1 5 2'5 n, de donde se
deduce que (R("“) —Ill“)2 C (T —02"“. Luego

fj(T,R('°+1))e (71-02“.
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Para probar la validez de la condición (ii), basta observar que por definición

R(k+2)_ R(k+l) = _Df(R(k+l))—l'f(R(k+l))t

y tener en cuenta que vale para k = 1.

La condición (ii) implica que para cada 1 5 i 5 n la sucesión (ng))kem converge a
un elemento 'R¿ e Ïc[[T— Sea ’R,:= (R1, . . . ,72").

Es claro que ’R(t) = f. Finalmente, la condición (i) implica que fJ-(T,'R) = 0 para
cada 1 Sj 5 n.

D

Desde el punto de vista algoritmico, se utilizará el operador de Newton introducido
en la demostración del Lema 1.4.6 con el objeto de aproximar soluciones en Ïc[[T-t]]"
de sistemas de ecuaciones polinomiales en k[T][X¡, . . . , Xn].

Se considerará la siguiente noción de aproximación: Dadas tp y ó en Ïc[[T—t]] y

M G lNo, diremos que ó aproxima a (p con precisión M si (p —gb E (T —t)“.

Si (I) = (<p¡,...<pn) y <Ï>= (Lñl,...<ñn) son vectores en Ïc[[T —t]]", diremos que (Í)

aproxima a (I) con precisión M si (,51-—(pi G (T - t)“ para cada 1 5 i 5 n.

Sean f1, . , fn e k[T, X] polinomios tales que el determinante de la matriz jacobiana
Df es un polinomio no nulo. Se considera el operador de Newton asociado a f :=
(flv "¡fn)

N¡(X)=X‘- anr‘. ¡(xr
Como se vio en la demostración del Lema 1.4.6, si (t,{) e FV" x A" satisface

¡10,0 = 0,---,Ín(t,€)= 0 y 7/:0

para cada k e lNo, el vector Rl") := NÏ(€) E Ïc[[T—t]]" aproxima con precisión 2"
a un vector 'R e EMT—t]]" que es solución del sistema f1(X) = 0,. . . , fn(X) = 0.

Observamos que N¡(X ) está dado por un vector de n funciones racionales en k(T, X),
al igual que N}, la n-ésima iteración de Nj. En otras palabras, para cada n e IN
existen numeradores gi”), . . . , gil“)e Ic[T,X] y un denominador no nulo Id") E k[T, X]
tales que

(K) (n)n__ gl gn
N, _ (—h(n),...,—hl(x))e k(T,X).

En el siguiente lema se describe un straight-line program sin divisiones que evalúa
estos polinomios.
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Lema 1.4.7 ([11, Lemma 30]) Con las mismas hipótesis y notaciones que en el
Lema 1.4.6, supongamos que los polinomios f1, . . . , fn e k[T][X] tienen grados aco­
tados por d y están dados por un straight-line program de longitud L. Sea n E lN.
Entonces existe un straight-line program de longitud O(Icd2n7L) que evalúa poli­

nomios gl"), . . ., ,(flJil‘) en k[T][X] con li(")(t,{) 7€0 que representan los numer­
adores y un denominador de las funciones racionales que se obtienen en la n-e’sima
iteración del operador de Newton.

Demostración. El operador N¡ puede escribirse como

.I¡(X).X* —a-(l.i(Df)(X)-f(X)"
.1f(X)

Denotemos por aij (1 S i,j 5 n) alas entradas de la matriz adj(Df). Consideremos
los polinomios

NI(X)‘ =

9i1=Jf-Xi_zaijfj
j=l

Observamos que las entradas (aii) de la matriz a<lj(Df ) son polinomios en lc[T,X]

de grados acotados por (n —1)(d —1) y que J f e k[T, X] tiene grado acotado por
n(d —1). Luego, u := nd + 1 es una cota superior para los grados de los polinomios
g¡,...,gn Gk[T,X].

Para cada 1 5 i 5 n, sea g¡(X0,X¡,...,X,¡) el polinomio en lc[T][Xo,...,Xn]
que se obtiene al homogeneizar gi por una nueva variable X0. Análogamente, sea
J-f(Xo, . . . , Xn) el homogeneizado de J f . Finalmente, sean

G,-(X0,...,Xn) := xg-"“'=9‘.g,- (152571)

H(X0, . . . ,Xn) := X¿”"°g” 77

Las entradas de la matriz adj(D f) y el polinomio J f pueden ser evaluados por
medio de un straight-line program de longitud O(n5 + nL) (calculando un straight­
line program para las derivadas parciales de los polinomios f¡, . . . , f" y aplicando el
algoritmo (le Berkowitz a Df). Esto permite obtener un straight-line program de
longitud de orden O(d2(n7 + n3L)) para los polinomios G1, . . . ,Gn y H.

Definimos recursivamente los siguientes polinomios:

i: Gi(1)X1)"')Xn-)
h“) ;= H(1,X¡,...,Xn)
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Para. k 2 2: 95k) G¡(h('°_l),9lk-l), . . . ,gík_l)) (l S i 5 n)
.. k- _.

h“) := H(h<'° “,gí 1),. . . ,99 1))

Es fácil ver que para cada k e lN los polinomios glk), . . . , 95"“)son numeradores y ho“)

es un denominador para la k-ésima iteración del operador de Newton NI, y teniendo
en cuenta que

(le-l) (k-l)(k): (le)v 91_ 9n_
h (h ).Jf(h(k_1),...,h(k_¡)

se deduce que hl")(t,{) 7€O para cada k G IN.

Fijado n e IN, iterando n veces el straight-line program que calcula G1, . . . , G" y H,

se obtiene un straight-line program de longitud O(K.d2n7L) que evalúa los polinomios
gl"), . . . , ¿KL/10‘).



Capítulo 2

Forma de Chow. Algoritmos
determinísticos

En este capítulo se muestra la existencia de un algoritmo bien paralelizable que,
tomando como entrada un conjunto de s polinomios homogéneos en n + 1 variables
de grados acotados por d 2 n que define una variedad proyectiva V, produce un
straight-line program que calcula la forma de Chow de la componente equidimen­
sional de V de mayor dimensión. La complejidad secuencial del algoritmo es de
orden somdoü‘).

Aplicando este algoritmo se obtiene otro que, dada una variedad V (afín o proyec­
tiva) produce polinomios que definen su componente equidimensional de mayor di­
mensión con cotas de complejidad del mismo orden. Como aplicación, se exhibe un
algoritmo para decidir si una variedad es equidimensional o no.

2.1 Forma de Chow de una variedad proyectiva

La construcción de la forma de Chow para variedades proyectivas equidimensionales
tiene por objeto caracterizar variedades (le dimensión y grado dados por medio de
coordenadas en cierto espacio proyectivo.

Un caso en el que esto puede hacerse fácilmente es el de las liipersuperficies: cada
liipersnperficie de grado D en IP" tiene asociado unívocaniente (salvo por un factor
constante) un polinomio homogéneo (le grado D en n+1 variables: un generador de
su ideal de anulación. Los coeficientes de este polinomio pueden considerarse como
un punto en un espacio proyectivo.

46
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El problema al intentar parametrizar variedades en IP" en un caso más general es que
una variedad de codimensión mayor que 1 no está definida por un único polinomio,
es decir, su ideal de anulación no está generado por un solo polinomio. Además
pueden elegirse distintos sistemas de generadores para dicho ideal. La idea para
resolver el problema en el caso de una variedad V g 1P" equidimensional arbitraria
es reducirlo al de una hipersuperficie, asociando a cada variedad equidimensional V
una liipersuperficie en un espacio proyectivo adecuado.

Comenzaremos por el caso de una variedad proyectiva irreducible (ver [32]):

Sean Xo,...,Xn indeterminadas sobre k. Sea V g 1P" una variedad proyectiva
irreducible definible por polinomios en k[X0, . . . ,Xn], y sea r la dimensión proyectiva
de V.

Para cada 2', 0 S i 5 1', denotamos por U,-a un grupo de n + 1 nuevas variables

U,-;= (Um, U“, . . . , Um) asociado a una forma lineal genérica

L¡(U¿,X)=UioXo+Ui1X1+"'+Uian

donde X := (X¡, . . . ,X").

Sea F(V) C_I(113"‘)'+1x IP" el conjunto

[‘(V) = {(uo,...,u,,:1:) e (11)")"l'l x 1P" : .1:E V, Lo(uo,:c) = 0,. . .,L,(u,,:r:) = 0}.

Consideremos la proyección canónica 1r¡ : (IP”)’+1 x 1P" —>(lP")’“. Se tiene que

1r¡(F(V)) es un conjunto cerrado en (lP")'+l.

Veamos que 7r¡(F(V)) es una lripersuperficie (esta sera la hipersuperficie que asocia­
remos a la variedad V):

Para esto, consideremos la proyección 1r2: P(V) —>V sobre las últimas coordenadas.

Es claro que 1r2(l"(V)) = V.

Dado E G V, el conjunto 7rï'(€) consta de los sistemas (71.0,. . . ,1/.,.,¿) tales que f

pertenece a cada uno de los liiperplanos de ecuación uioX0 + - - - + u,-,,X,1= 0 para

0 5 i 5 r. Puesto que el conjunto de losy e 1P"tales quef e {po0+' -+31an = O}
es un hiperplano en 1P", resulta que

"51(6) 2 (“w-WH" ><{6}

Luego, n{'({) es una variedad irreducible de dimensión (n —1)(7'+ 1).



CAPÍTULO 2. FORMA DE CHOW. ALGORITMOS DETERMINÍSTICOS 48

En consecuencia, l"(V) es irreducible y

dim(F(V)) = dim «51(6) + dim V = (n —1)(r +1) + r = n(r +1) —1

Consideremos ahora 1r¡(P(V)) g (ll’")"+', que es por lo tanto un cerrado irreducible.

Observamos que este conjunto consta de los puntos (uo, . . . , ur) e (lP")'+1 tales que
la intersección de los r + 1 hiperplanos de ecuaciones

uioXo+---+u¡nX,,=0 i=0,...,T

con la variedad V es no vacía.

Puesto que dimV = r, existen 'r hiperplanos H l, . . . , H, g 1P" tales que la variedad
H1 ñ - ' -ñ H, n V es de dimensión 0.

Sea p e HI ñ - - -ñ H, ñ V y consideremos un liiperplano Ho que contenga a p. En­
tonces, si uo, . . . ,u, son los vectores de coeficientes (le las ecuaciones de H0, . . . , Hr,

se tiene que 7r{'¡(uo, . . . ,ur) es de dimensión 0.

Del teorema de dimensión de las fibras, deducimos que

dim(7r¡(I‘(V)) = (lim(l"(V)) = n(r + 1) —1,

es decir, que 1r¡(I‘(V)) es una liipersuperficie en (IP")'+'.

Por lo tanto, 1r1(l"(V)) es el conjunto de los ceros de un único polinomio libre de

cuadrados .7-"ve k[U0, . . . , Ur] (unívocamente determinado por V salvo por un fac­
tor constante) irreducible y homogéneo en cada uno de los sistemas de variables
U0, . . . , Ur.

Llamaremos a cualquier polinomio .‘Fvque satisfaga lo anterior, una forma de Chow
de la variedad proyectiva irreducible V.

De la definición de .7-"vse deduce que dados hiperplanos H0, . . . , H, Q 1P", cuyas
ecuaciones están determinadas por los vectores de coeficientes no, . . .,ur e 1P", se
tiene que

Ïv(uo,...,u,) =0 <=> VñHoñ...ñH,. 960).

La variedad V está unívocamente determinada por su forma de Chow fv en el
siguiente sentido: un punto a: G 1P" pertenece a V si y sólo si dados r+ 1 hiperplanos
H0, . . . , H, que contienen a :c, cuyas ecuaciones están dadas por uo, . . . , ur e 1P", se

tiene que 7v(uo, . . .,u,) = 0.
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En efecto, de la definición de la forma de Chow se deduce que para cada :1:G V, se

tiene que fv(uo, . . . ,ur) = 0 para cualesquiera no, . . . ,u, tales que

r

:1:G “{Ttio ¡Yo+ ' ' ' + ¡Lin/Y",=
i=0

Por otro lado, si a: 9! V, existen r + 1 hiperplanos Ho,...,H, que contienen a z
tales que Ho ñ . . . ñ H, ñ V = (0. Luego, si uo, . . . ,u, son los coeficientes de estos

liiperplanos, será .7-'V(uo,. . . , ur) aé 0.

Una forma de Chow Tv de V es un polinomio homogéneo del mismo grado en cada
uno de los grupos de variables U0,. . . , Un, puesto que caracteriza un conjunto deter­

minado por una condición que es simétrica con respecto a los grupos de variables.
Más aún, este grado coincide con el grado de la variedad V:

Si se consideran r hiperplanos genéricos H1,. . . , H, cuyas ecuaciones están dadas por
u1,...,u,, la intersección de V con H‘, . . . , H, consiste de exactamente D = degv
puntos p“), . . . ,pw). Además (110,.. . ,ur) e 7r¡(F(V)) si y sólo si el liiperplano Ho
cuya ecuación está determinada por uo contiene a alguno de dichos puntos. Luego,
si p“) := (pgj),..., paracadaj (1Sj 5 D),

D _ .

fV(U01uh - - - ,Ur) = 01H(Pi)J)Uoo + ' ' ' +P51J)U0u)rj
j=1

para algún a e Ïcy ciertos Tj e IN (1 5 j 5 D).

Teniendo en cuenta que 7-]; es libre de cuadrados, el polinomio fv(Uo,u¡, . . .,u,)

genéricamente no tiene factores múltiples. Luego (legul.Tv = D = degV para cada
0 5 i 5 1‘.

Para terminar, consideremos el caso de una variedad proyectiva equidimensional:

Sea V C_IIP" una variedad equidimensional definible por polinomios en k[Xo, . . . , Xn].

Sea r la dimensión proyectiva de V y sea V = C,- la (lescmnposición de V en
componentes irredueibles. 1:]

Con la misma notación utilizada en el caso de variedades irredueibles, se tiene que

rw) = Úl I‘(C,-)y, por lo tanto mmm = _Úl7r¡(F(C,-)).
Por lo demostrado para variedades irredueibles, se tiene que 1r¡(F(C,-)) es una hiper­
superficie irredueible en (lP")’+1. Luego, 7r.(l‘(V)) es una hipersuperficie en (Il"")'+1
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y por lo tanto está definida por un polinomio .7-"VG k[Uo, . . . , U,.] libre de cuadrados,
unívocamente determinado por V salvo por un factor constante, al que llamaremos
una forma de Chow de la variedad proyectiva equidimensional V.

t
Observamos que si .7-‘Ves una forma de Chow de V, entonces .7-"v= l] SFC“donde'-1z­
para cada 1 5 2' S t, foi es una forma de Chow de Ci, y fv es un polinomio
multihomogéneo de grado deg V en cada uno de los sistemas de variables U0,. . . , U,.

Como en el caso de una variedad irreducible, una forma de Chow de una variedad

proyectiva equidimensional V de dimensión 1' contiene toda la información de la
variedad. Más aún, más adelante veremos cómo utilizando la equivalencia

116V:Ï (uioIo+°"+U¿nIn=0V05i5r=>fv(uo,...,ur):0)
se puede recuperar la variedad V a partir de una forma de Chow .‘FV.

2.2 Resultados conocidos acerca del cálculo de la
forma de Chow

El cálculo de la forma de Chow de una variedad proyectiva puede hacerse al­
gorítmicamente. Entre los algoritmos que realizan esta tarea podemos mencionar
los exhibidos en [3], [12] y [29].

El algoritmo descripto en [3] calcula la forma de Chow de un ideal homogéneo
equidimensional dado por un sistema de generadores, mientras que el algoritmo
de Puddu y Sabia ([29]) produce la forma de Chow de una variedad proyectiva
irreducible a partir de un conjunto finito de polinomios homogéneos que la define. Un
inconveniente que presentan estos dos algoritmos es que uno debe saber de antemano
que el ideal o la variedad considerados verifican la condición de equidimensionalidad
o irreducibilidad necesaria para la aplicación del algoritmo.

Giusti y Heintz construyen en [12]un algoritmo que se desarrolla en dos pasos: En un
primer paso, calcula la descomposición equidimensional de una variedad algebraica
V a partir de un sistema finito de polinomios que la define. Luego, utilizando las
ecuaciones obtenidas para cada una de las componentes equidimensionales de V,
calcula la forma de Chow de cada una de dichas componentes equidimensionales.

Las complejidades de los algoritmos mencionados dependen de los siguientes pará­
metros:
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o La cantidad de polinomios homogéneos de entrada s

o El número de variables n + 1 de estos polinomios

o Una cota superior d para el grado de los polinomios

o La dimensión 1'del ideal o la variedad considerados

y son de órdenes SHOW-TW) en el caso de [3], somdoü") para el algoritmo de [29]
y (.9d)”o(l) en [12].

2.3 Resultados obtenidos

Sean 171,. . . , F3 polinomios homogéneos en k[X0, . . . , Xn] y sea V g 1P"(E) la varie­
dad proyectiva formada por los ceros comunes de estos polinomios, es decir

V = {ze IP"(E)/ F1(:1:)=0/\.../\F,(a:) :0}.

Sea 1'= dim V y sea V, la componente equidimensional de V de dimensión r.

En un primer paso, se construirá un algoritmo de complejidad secuencial de orden
30(lldo(") que produce un straight-line program de longitud del mismo orden para
una forma de Chow de Vr. A continuación, utilizando la forma de Chow calculada,
se obtendrá un conjunto finito de polinomios que define Vr.

Luego se adaptará convenientemente el algoritmo para calcular la componente equi­
dimensional de mayor dimensión para el caso de una variedad afín, con cotas de
complejidad del mismo orden.

Finalmente se (¡escribirá un algoritmo que decide si una variedad algebraica es
equidimensional o no.

Cabe destacar que el algoritmo para el cálculo de la forma de Chow que exhibire­
IIlOSrealiza la misma tarea que los algoritmos dados en [3] y [29], pero con cotas
de complejidad menores a las de dichos algoritmos y sin necesidad de información
adicional sobre la variedad considerada.

2.3.1 Cálculo de una forma de Chow de la componente equi­
dimensional de V de dimensión dimV

En esta sección se describe un algoritmo que, a partir de polinomios que definen una
variedad proyectiva V de dimensión r, calcula una forma de Chow de su componente
equidimensional de dimensión r.
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Para comenzar, probaremos un lema.que nos permitirá obtener, dada una variedad
proyectiva arbitraria V, una relación entre un conjunto finito de polinomios que
la define y una forma de Chow de su componente equidimensional de dimensión
máxima.

Lema 2.3.1 Sea V (_I1P" una variedad proyectiva de dimensión r y sea V, la com­
ponente equidimensional de V de dimensión r. Para cada 0 5 i 5 'r, sea U.-'=

(Uio, . . . , Uin) un grupo de n + 1 nuevas variables y sea L¿ := ¿oX0 + - - - + Uin X".

Consideremos el conjunto F(V) g (lP")'+1 x 1P" definido por

NV) = {(u,:1:) E (117"1)’+1x IP" e V /\ L()(1I.(),í12)=0 A . . . /\ L,(u,.,a:) = 0}

y la proyección vr] : (113")r+1x 1P" —)(IP")'+1 sobre las primeras coordenadas.

Entonces, 7r,(I‘(V tiene codimensión 1 en (IP")'+1 y cualquier polinomio libre de
cuadrados que define su componente equidimensional de codimensión 1 es una forma
de Chow de V,.

Demostración. Para cada componente irreducible C de V, consideremos el conjunto
I‘(C) g (1P")'+1 ><1P" definido por

F(C) = {(u, 11:)G (lP")"H X 1P" / a: G CA Lo(u0,:r:) = OA . . . A L,.(uo,:r:) = 0}.

Observemos que 1"(V) = Ul"(C), donde la unión recorre todas las componentes
C

irreducibles de V.

Sean 1r1 : (IP")r+l x IP" —) (IF"“)'+1 y 1r2 : (lP")’+1 x 1P" -) IP" las proyecciones

canónicas. Se tiene entonces que 7r¡(F(V)) = U7r¡(F(C)) (unión sobre todas las
c

componentes irreducibles de V).

Sea.C una componente irreduciblc de V. Analiccmos el conjunto 1r1(I"(C)).

Si dim C = r, entonces 7r¡(l"(C)) es un conjunto cerrado de codimensión 1 en (1P")'+1
(ver Sección 2.1).

Consideremos ahora el caso en que dim C < 1'. Como n2(F(C)) = C y para cada z e
C, n;1(:r:) E (HW-IY“ x {9:}es un conjunto irreduciblc de dimensión (n- 1)(r+ 1),
entonces I‘(C) es irreducible y dim P(C) = dim 76101:)+ dimC < n(r + 1) —1.
Luego, dim «¡(I‘(C)) < n(r +1) —1.
Sea.

l"(V,) := {(u,:c) G (Ilï"“)'+l x 1P” / a: e V, A Lo(u0,:c) = 0 A . . . A L,(u,,z) = 0}.
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Puesto que V, es la unión de todas las componentes irreducibles de V de dimensión r,

resulta que 7r1(F(V,)) es la componente equidimensional de 7T]([‘(V)) de codimensión
1.

Teniendo en cuenta que una forma de Chow de V, es, por definición, un polinomio
libre de cuadrados cuyo conjunto de ceros es «¡(F(V,)), resulta que cualquier poli­
nomio libre (le cuadrados que defina la componente equidimensional de codimensión
1 de 7r¡(I‘(V)) es una forma de Chow de V,.

El principal resultado de este capítulo se enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.2 Sean F1, . . . , F, E k[X0, . . . , Xn] polinomios homogéneos y sea d 2
n un entero tal que degE- S d (1 5 i 5 s). Sea

V := {:5e 1P"(E) / F¡(:1:)= OA.../\ F,(a:) = 0}.

Sea r la dimensión proyectiva de V y sea V, la componente equidimensional de V
de dimensión r.

Entonces existe un algoritmo bien paralelizable de complejidad secuencial acotada

por somdom que, tomando como entrada el conjunto de polinomios {F1,...,F,}
codificados en forma densa produce un straight-line program de longitud somdol")
que calcula una forma de Chow fvr de V,.

Demostración. El algoritmo consta de varios pasos.

—Cálculo de la dimensión de V.

El primer paso del algoritmo consiste en calcular r = dim V, lo que puede hacerse por
medio del algoritmo bien paralelizable de Giusti y Ileintz con complejidad secuencial
de orden somdom (ver [13]).

—Eliminación de cuantificadores.

El segundo paso del algoritmo consiste en la aplicación del algoritmo de eliminación
de cuantificadores de [29] (ver Sección 1.4.2) a ciertas fórnmlas relacionadas con la
definición de la forma de Chow que se obtendrán a partir de la relación (lada en el
Lema 2.3.1.

Introducimos r + 1 grupos U0,. . . , U, de n + 1 nuevas variables, donde para cada
0 5 i 5 1‘,U,-:= (Uio, . . . , Um). Para cada i, 0 S i 5 r, sea

Li = UiOX0 + ' ' ' + Uiu X11­
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Consideremos el conjunto I‘(V) g (IP")’+l x IP" definido por

F(V) = {(u,a:) e (lF"‘)"'Hx 1P" / F¡(.1:)= OA.../\ Fs(z) = 0/\

A Lo(uo,rv) = 0 A . . . A Lr(u,,:c) = 0}.

Sea 7r1: (lP")'+l x IP“ —)(lP")'+l la proyección canónica sobre las primeras coorde­
nadas.

Por el Lema 2.3.1, el conjunto 7r1(l"(V)) es un cerrado (le codimensión 1 en (lP")'+1

y una forma de Chow fvr de la componente cquidimensional V, de V de dimensión
r es un polinomio libre de cuadrados que define la componente equidirnensional de
codimensión 1 de 1r¡(F(V)).

Con el objeto de aplicar el algoritmo de eliminación de cuantificadores mencionado,
consideraremoslas coordenadas homogéneasde los puntos en 1r¡(F como puntos
en el espacio afín IA("+')(’+‘).

Sea tp la fórmula

31:0...3rcn:(3:0990V...an#0)/\F¡(:1:0,...,:rn)=0A.../\F3(zo,...,a:n)=0
ALo(uoo,...,U0,¡,120,...,I")=0A...AL,.(u,o,...,um,xo,...,zn) :0

y sea W g IA("+1)('+1)el conjunto

— +n .1
w = {(uo,...,u,.) e k‘" X” ’ /tp(uo,...,u,)}.

Observemos que los polinomios en k[Uo,. . .,Ur] que definen 7r1([‘(V)) in (IP")'+1,
también definen W en Alfimr“) y, por lo tanto, W es un conjunto cerrado. Más
aún, la forma de Chow fv, que se quiere calcular es el polinomio libre de cuadrados
que define la componente equidirnensional de codimensión 1 de W en A("+‘)('+1).

Dado que los polinomios F1, . . . , F3, Lo, . . . , Lr son homogéneos, la siguiente fórmula
es equivalente a. cp:

cPI:<3
k o

donde (pkes la fórmula

320...31:k_13:vk+1...3:vn : F¡(:z:o,...,a:k_1,1,azk+¡,...,1:n)= OA . . . A

F5(ÏBOa---azk-la111k+l)---1xn) = 0 A L0(u001 "wuOn)1:0)"'7¿Blc-1111zk'l'l) m)mn) = 0

A... /\ L,(u,0, ...,um,xo, ...,a:k_¡,1,xk“, ...,1:,.)= 0.
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Para cada k, 0 S k 5 n, sea Wk g AÜH‘W“) el conjunto definido por (pk.

Como W es un conjunto cerrado, se tiene que

1| n

W = U Wk = U Wk.
k=0 k=0

En consecuencia, las componentes irreducibles de W de codimensión 1 son precisa­
mente las componentes irreducibles de codimensión 1 de cada uno de los conjuntos
Wk (0 S k _<_

Luego, para hallar el polinomio que define la componente equidimensional de codi­
mensión 1 de W, trabajaremos con los conjuntos Wk (0 g k 5 n).

Fijemos k, 0 5 k 5 n. La fórmula (pkes una conjunción que involucra sólo fórmulas
atómicas del tipo f = 0 con un solo bloque de cuantificadores existenciales. Obser­

vamos que gpkinvolucra s + r + 1 polinomios en (n + 1)('r + 1) + n variables, cuyos
grados con respecto a X0, . . . ,Xk_1, XkH, . . . ,Xn están acotados por d 2 n y cuyos
grados con respecto a las variables restantes están acotados por 1.

Aplicando el algoritmo descripto en [29, Tlieorem 3.2.1.] (ver Proposición 1.4.4) se
obtiene una fórmula 1,0,“libre de cuantificadores, equivalente a tpk, es decir, tal que

wk = {(uO,. . . ,u,) e WMV“) /1/)k(uo,...,ur)}

que involucra t 5 30(lld0(") polinomios de grados acotados por do“) (1 5 i 5 t) y
estos polinomios están dados por un straight-line program de longitud somdm").

La complejidad secuencial de este paso está acotada por someÜ‘).

—Componente equidimensional de codimensión 1 de m (0 5 k 5

En este paso se calculará, para cada 0 S k 5 n, un polinomio G'k E k[Uo,...,U,]
que define la componente equidimensionalde codimensión 1 del conjunto

Sea k con 0 5 k 5 n. Para caracterizar las componentes irreducibles de codimensión
1 de Wk haremos uso de la existencia (le una fórmula escrita en forma normal
disyuntiva, equivalente a la fórmula 1/),cque define Wk, obtenida en el paso anterior.

Sean H1, . . . , H, e k[Uo, . . . , UT] los polinomios que aparecen en 10k.

Sea I = {1,2,...,t}. Para cada M g I sea

ZM := {u e E"‘+‘)"“’ / H,(u) = o Vi e M A ¡{,(u) 9éo Vj e I —M}.
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Entonces existe un subconjunto S de {M g I / ZM 7É(0}tal que

Wk = U Z)”.
Mes

En consecuencia

Wk = U ZM
Mes

y concluimos entonces que las componentes irreducibles de Wk de codimensión 1 son
las componentes irreducibles de codimensión 1 de los conjuntos 25-Mcon M (_ZS.

Sea

S' := {M g I / ZMg WkA codimE: l}.

Observamos que entonces la componente equidimensional de codimensión 1 de W;
es la unión de las componentes de codimensión 1 de todos los conjuntos E, M E S’.

Entonces, si para cada M e S’, GM denota un polinomio libre de cuadrados que
define la componente equidimensional de codimensión 1 de Z, resulta que

Gk Z= H GM
Mes'

define la componente equidimensional de codimensión 1 de Wk. Más aún, teniendo

en cuenta que si M1 aé M2, los conjuntos de componentes irreducibles de 23Mly ZM2
son disjuntos, concluimos que Gk es libre de cuadrados.

El siguiente paso del algoritmo consiste en determinar cuáles de los conjuntos Z,
M g I, tienen codimensión 1. El algoritmo que mostraremos encontrará también,

para cada uno de estos conjuntos, un polinomio GM e k[Uo, . . . , Ur] cuyo conjunto
de ceros sea la componente equidimensional de codimensión 1'de ZM.

En primer lugar se obtendrá una cota superior para la cantidad de conjuntos M g
{1, 2, . . . , t} tales que 7,; tiene codimensión 1, lo que nos permitirá hallar una cota
para la cantidad de pasos a realizar en esta etapa del algoritmo.

Sea M Q I uno de tales conjuntos, y sea C una componente irreducible de codi­
mensión 1 de Entonces, existe i (1 5 i 5 t) tal que C es una componente
irreducible de V(H,-). Teniendo en cuenta que la cantidad de componentes irre­

ducibletsde un conjunto cerrado está acotada por su grado, concluimos que hay a lo
sumo z deg H,-componentes irreducibles de codimensión 1 entre todos los conjuntos

i=l
Z conIll!g I.
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Puesto que si M1 96 M2 los conjuntos de componentes irreducibles de ZM1 y ZM,
son disjuntos, la cantidad de conjuntos M g I tales que c0dim(ñ) = 1 también

z

está acotada por z degHi.
t=l

Para simplificar la notación, dados M, N g I, el conjunto

{u e WWW" / H,-(u) = o Vi e M A HJ-(u)76o Vj e N}

será denotado por

{AH¿=()/\ /\ ¡{J-740}.
ieM jEN

Podemos suponer que la cantidad t de polinomios que aparecen en «pkes (le la forma
2h para un entero positivo h (considerando Hi E 0 para t + 1 5 i S 21+l'°5(“l)l en
caso de no serlo).

Para determinar los conjuntos M que nos interesan, se adapta un método que
aparece en [10]:

En un primer paso se consideran los conjuntos

A5”) := {{Hi = 0}, {Hi 760}} (1 g 2'g t).

Se determina cuáles de los conjuntos {Hi = 0} y {Hi sé 0} (1 5 i 5 t) son no vacíos
para obtener

BE°>;={AeAE°)/A;em} (lgiSt).

En el siguiente paso, se consideran los conjuntos

t
A?) ;= {A1 mA2 / A1 e 33811A A2 e 1333)} (1513 5).

. , l . . . ,
Se determina cuales de los elementos de AS) tienen clausuras (le codunensxon a lo
sumo 1 para obtener

Bi“) ;= {A e A?) / codim Z S 1} (1 S i S

| eo­
Suponiendo hallados los conjuntos 135")(1 S j 5 logt-l , 1 S i 5 j), se consideran
los conjuntos

(0

Asi“) ;= {Al n A2/A16 331).]A A2 e Báí’} (1 S i S



CAPÍTULO 2. FORMA DE CHOW. ALGORITMOS DETERMINÍSTICOS 58

- I . ' l . .
y se determina cuales de los elementos del conjunto AE” ) tienen clausuras de COdl­
mensión a lo sumo 1 para obtener

t
BEÏ+1);={AE ASÍ“)/ codimK S 1} (1 S i É

Observemos que de esta manera, en 1 + logf. pasos, se obtendrá un único conjunto
I t . -—- . . . ,

Bí°g ) cuyos elementos son los conjuntos ZM tales que ZM tiene codunensron a lo
sumo 1.

Queda por ver cómo se determina si la clausura de un conjunto A de la forma

A={ /\ H¡=O/\ /\ ¡JJ-#0}
iGM jeN

donde M, N son subconjuntos disjuntos de I, tiene codimensión a lo sumo 1.

Observcmos que K = A" si y sólo si A cs un conjunto abierto y no vacío, lo que es
equivalente a que

o M=0 o H,-_=.0ViEMy

. Hjséo VjeN

Estas condiciones pueden chequearse fácilmente, puesto que en el primer paso se

determina cuáles de los polinomios es el polinomio nulo. (Esto puede efectuarse por
medio de una sucesión de prueba.)

Supongamos entonces que M sé (0y que existe E e M tal que H¿ sé O.

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que

HiiO VieM y [JJ-¿0 VjEN

Veamos cómo decidir si codim(K) = 1 o no:

. Sea H = H Hj y, para cada i e M, sea H,-= H HQ"la factorización irreducible de
jEN l=l

H,-en E[Uo,...,Ur]. Supongamos que M = {i¡,...,im} y sea 'PM= {1,...,n¡¡} x
X .,n¿m}.

Entonces

K: U {KH¿fl¡=0/\H9é0}
(ll ,...,lm)E'PM j=l
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y, por lo tanto, la componente equidimensional (le codimensión 1 de K es la unión
de las componentes equidimensionales de codimensión 1 de los conjuntos

{AH¿¡¿j=0A 11960}
j=l

COI1(ll,.. . ,lm)e

Observamos que, como los polinomios Him. son irrcducibles y además

{/n'l Hijzj = 0 A H aé 0} S {/nl Hijzj = 0}, (2.1)
j=l j=l

"l

si existe una componente de codimensión 1 en Hijlj = 0 A H 960}, entonces
j=l

todos los polinomios Hijlj que aparecen en (2.1) son el mismo (salvo por un factor
constante).

Por otro lado, si existe un polinomio G tal que H,­
entonces G es irreducible y en consecuencia,

= AjG para cada 1 5 j 5 m,j‘j

(ll siG'IH
{G=0AH7ÉO}={{G=O} sino

Por lo tanto, una componente irreducible de K de codimensión l está. definida por
un factor común no constante de los polinomios H¿, i e M, que no divide a H.

Luego, para determinar si A tiene codimensión 1 sólo se necesita decidir si el poli­
nomio

H __ rad(gcd(H,-, i E M))
A “ gcd(md(gcd(H.-, i e M)), H)

es una constante I'lOnula O no.

(2.2)

Más aún en el caso en ue HA no sea constante la com onente e uidimensional de? i

A de codimensión 1 es el conjunto de los ceros en k("+‘)('+‘) del polinomio HA.

Desde el punto de vista algorítmico, para calcular el polinomio HA se procede de la
siguiente manera:

1. Se consideran (los combinaciones lineales genéricas 'Hl y H2 (le los polinomios
H,- con i e M

H1I= z aiHi H21= z fiiHi
iEM iEM
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donde (aq-LEMy (fl¿)¿EMson nuevas indeterminadas. Aplicando la versión
determinística del Lema 1.3.8 (ver Observación 1.3.9), se calcula un straight­
line program para el máximo común divisor entre 'Hl y H2. Este polinomio
coincide con gcd(H,-, i G M).

2. Aplicando el Lema 1.3.11 según la Observación 1.3.12, se obtiene un straight­
line program que calcula rad(gcd(H,-, i E M)).

3. A partir del straight-line program calculado en 2. y de un straight-line program
para H, se obtiene un straight-line program para gcd(1‘a(l(ge(l(I{¿,i E M)), H)
por medio del Lema 1.3.8 determinístico.

4. Se aplica el procedimiento de Ver1nez'dungvon Divisionen (ver Lema 1.3.5)
para obtener un straight-line program que calcula un múltiple escalar de 11A.

Finalmente, utilizando una sucesión de prueba apropiada, se determina si HA es
una constante no nula.

Para estimar la complejidad (le este paso, recordemos que la cantidad de polinomios
HI, . . . , H¿ involucrados en la definición de A está acotada por t S 30(1)d0(") y que
deg H,- g do“) para cada 1 _<_715 t. Estos polinomios están dados por medio de un

straight-line program de longitud sollldoi").

Teniendo en cuenta las cotas de complejidad de los algoritmos utilizados en los pasos
intermedios, concluimos que es posible determinar si K tiene codimensión a lo sumo
1 en tiempo secuencial 30(1)d0(").

El algoritmo anterior se utiliza para determinar en cada uno de los pasos 0 S j 5
. t ,- . - .

logt y para cada 1 S z S —j,cuales de los elementos de los conjuntos A?) tienen
clausuras de codimensión 3.210sumo 1.

. . t . ­

Como para cada 0 5 J 5 logt y cada 1 5 z 5 E, la cantidad de elementos de B51)
está acotada por la cantidad de conjuntos M g I tales que ZM tiene codimensión
a lo sumo 1, de la cota obtenida anteriormente para el número de estos conjuntos,

. - . . t ,

resulta que la cantidad de elementos de B?) (0 5 _75 log t, 1 5 z 5 a) esta
l .

acotada por z (legH,-+ 1 5 somdoo‘). Luego, para cada uno de los conjuntos A?)
1=l

el algoritmo para decidir si la clausura de uno dc sus elementos A tiene codimensión
1 se aplica a lo sumo somdoo‘) veces.
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Obscrvemos también que la cantidad (le conjuntos A?) (0 5 j 5 logt, 1 5 i S
está acotada por 2t 5 somdoh‘).

Por lo tanto, el conjunto 139°“) = {ZM / M g I, codim Z 5 1} se obtiene en
tiempo secuencial somdoü‘).

Además, para cada M g I tal que codim Í; = 1, el algoritmo produce como resul­
tado intermedio, un straight-line program de longitud somdm") que representa un
polinomio GM := H2Mlibre de cuadrados que define la componente equidimensional
decodimensión1de

Finalmente se determina, para cada uno delos elementos del conjunto Blu)“l) hallado,
cuáles (le sus elementos son subconjuntos del conjunto Wk. Esto se hace utilizando
la fórmula libre de cuantificadores ¡{ikque define Wk, con cotas de complejidad del
mismo orden que las de los pasos anteriores.

Recordemos que, si

Si = {1” g I / ZM Q l'VkA codim Z_M:1},

el polinomio

Gkï= H GM
Mes"

es un polinomio libre de cuadrados que define la componente equidimensional de
codimensión1de
Teniendo en cuenta que el cardinal de S’ está acotado por sollldom y las longitudes
de los straight-line programs obtenidos para los polinomios GM con M e S’, vemos
que Gk puede evaluarse por medio de un straight-line program de longitud 30(lld0(").

La complejidad total de este paso es de orden .9°(‘)do(").

—Cálculo de la forma de Chow de Vr.

El último paso del algoritmo consiste en el cálculo de una forma de Chow .FV,para
la componente equidimensional V, de dimensión r de V, a partir (le los polinomios
Gk (0 S k 5 n).

Recordemos que la forma de Chow .FV, es un polinomio libre de cuadrados que
7|.

define la componente equidimensionnlde codimensión 1 de W = U Luego, el
. . k=0

polinomio

IFV,:= rad( fi G'k)
k=0



CAPÍTULO 2. FORMA DE CI-IOW.ALGORITMOS DETERMINÍSTICOS 62

es una forma de Chow para Vr.

A partir de los straight-line programs que evalúan los polinomios Gk (0 5 k 5 n) se

calcula un straight-line program para ñ Gk y finalmente, aplicando el Lema 1.3.11

y la Observación 1.3.12, se obtiene un Straight-line program para .7-"V,.

De las cotas para la longitud de los straight-line programs que representan a los
polinomios Gk (0 5 k S n) y del resultado enunciado en el Lema 1.3.11, se deduce
que la longitud del del straight-line program que calcula fv, y la complejidad de
este último paso del algoritmo están acotadas por somdom.

La complejidad secuencial total del algoritmo es de orden somdm").

2.3.2 Cálculo de la componente equidimensional de V de
mayor dimensión

En esta sección se mostrará cómo obtener a partir de una forma de Chow de una.
variedad proyectiva equidimensional, un conjunto finito de polinomios que la define.
Este procedimiento, junto con el algoritmo exhibido en la sección anterior nos per­
mitirá, dada una variedad proyectiva arbitraria, encontrar polinomios que definen
su componente equidimensional de mayor dimensión.

Lema 2.3.3 Sea V g 1P” una variedad proyectiva equidimensional de dimensión r

y sea fv G k[Uo, , . . , Ur] una forma de Chow de V. Supongamos que el polinomio
.7-"Vestá dado por un straight-line program de longitud L.

Entonces existen N 5 6(L+2(r+2) 11(n+1))2 polinomios Q1, . . . ,QN cuyos grados
están acotados por (r+1) deg V, cada uno de los cuales puede ser evaluado mediante
un straight-line program de longitud de orden L + 2(r + 1) n (n + 1), tales que

V={12€II’”:Q1(:1:)=O/\.../\QN(:I:)=.0}.

Demostración. Por la definición de forma de Chow para una variedad proyectiva
equidimensional (ver Sección 2.1), vale la siguiente equivalencia en IP":

zgÉV<=>3u0,...,u,GIP":L0(u0,z)=O/\.../\
AL,(u,,a:)=0/\.7-'v(u0,...,u,) #0
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A partir de esta equivalencia se obtendrá una fórmula libre de cuantificadores que
describe el conjunto 1P" —V.

Fijemos a: e 1P" y sea (1:0: . . . : mn) un sistema de coordenadas homogéneas fijo de a2.
. . -n+l . . ,

Consrderemos el subespacro de k definido por la ecuacron :col’o+ ' ' -+ ann = 0.
-n+1

Denotamos por ej e k a la (n + 1)-upla cuyas coordenadas son 0 excepto por la
j-ésirna que es 1. Para cada par (j, l), 0 5 j < l S n, sea

1:11 2= (EICJ' — 31'61.

Observamos ue :r-¿° 0 5 ' < l 5 n es un sistema. (le eneradores (lel subes iacioJ i

considerado. Entonces, para cada O 5 i 5 7', la condición L¿(u,-,.12)= 0 es equivalente
a

Bag-Í),0 Sj < l S n / ui = 2015i)ij
jl

y en consecuencia

1:gtV <=> Bag-12,05 z'5 r, 0 Sj < l 5 n / ¿Fi/(2053555..Hzagïlzfl) 760.
J'J J'J

Para cada 0 S i 5 r sea Ai := “Emos-(¿5" un grupo de nuevas variables.

Sea Q E k[Ao, . . . , AnXo, . . . ,Xn] el polinomio

Q 2: Ag?)(X¿ej-- Xjel),. . . , z AS)(X¡ej—Xj€¡)).
J'.‘ J'J

Este polinomio puede evaluarse por medio de un straight-line program de longitud
acotada por L + 2(r + 1)n (n +1).

Sea Q := {w1,. . . ,wN} una correct test sequence para polinomios en las variables
Ao, . . . , Ar, de grado acotado por (7'+ 1) deg V, que pueden ser evaluados por medio
de un straight-line program de longitud acotada por L+ 2(r+ 1)n (n+ 1). Entonces
N 5 6(L+2(‘r+2)n(n+1))2 y

N

294V<=> VQ(wk,1:)9ÉO
k=l

Para cada 1 5 Is:S N, sea. Qk := Q(wk, X). Es claro que los polinomios Ql, . . . ,QN
verifican las condiciones requeridas.
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Estamos ahora en condiciones (le deducir el segundo resultado del presente capítulo,
que es una consecuencia inmediata del Teorema 2.3.2 y el Lema 2.3.3.

Proposición 2.3.4 Sean F1, . . . , Fs polinomios homogéneos en k[X0, . . . , Xn] y sea
d 2 n un entero tal que degFi 5 d (1 5125 s). Sea

V:={IGan2F1(I)=0/\.../\F3(I)=0}.

Sea 1'= dim V y sea V, la componente equidimensional de V de dimensión r.

Entonces existe un algoritmo bien paralelizable de complejidad secuencial acotado

por somdom cuyo input es el conjunto de polinomios {F¡,...,E,} codificados en
forma densa y cuyo output es un conjunto de N S 30(lldo(") polinomios Q1, . . . ,QN

de grados acotados por (r + 1) degV,, dados por un straight-line program de longitud
somdoo‘), tales que

V,={113€IP":Q¡(:1:)=0A...AQN(1:)=0}.

2.3.3 El caso afín

A continuación se adaptará el algoritmo dado en el Teorema 2.3.2 con el objeto
de obtener, en el caso de una variedad algebraica afín, polinomios que definen la
componente equidimensional de mayor dimensión de la variedad.

Consideremos la inmersión L: A" —)1P" definida por

¿(zl,...,zn) = (1:3:1: ...::vn)

Si W g A“ es una variedad afín, llamaremos clausura proyectiva de W, y la de­
notaremos por W, a la clausura de ¿(l/V)en 11"".Se tiene que dimW = dimW y
deg W = deg W.

Scan fl, . . . , L, e k[X¡, . . . , Xn] polinomios (le grados anotados por un entero d 2 n
y sea

V={:1:€ IA":f¡(1:)=O/\.../\f_,(1:)=0}.

Sea r = dim V y sea V, la componente equidimensional de V de dimensión r.

La componente equidimensional V, de V se obtendrá a partir de la componente
equidimensional V, de mayor dimensión de la clausura proyectiva de V.
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En una primera etapa, se calculará una forma. (le Chow para V, a partir de los
polinomios f1, . . . , f, que definen la variedad afín V y, utilizando la forma de Chow
calculada, se obtendrá un conjunto finito (le polinomios que define V,.

Lema 2.3.5 Sean f1, . . .,f, polinomios en k[X¡, . . .,Xn] y sea d 2 n un entero tal
quedcgfiS d (1 Sig s). SeaV = {1:e M":f¡(.1:)=0A.../\f,(:r)=0}ysea
r = dim(V).

Entonces existe un algoritmo bien paralelizable de complejidad secuencial acotado
por saludo“) que, tomando como entrada el conjunto de polinomios {f¡,..., f,}
codificados en forma densa, produce un straight-line program de longitud sol')(l0(")
que calcula una forma de Chow para la componente cquidimensional V, de V de
dimensión r.

Demostración. Para cada 1 5 i 5 s, sea F,-E k[X0, . . . ,Xn] el polinomio que resulta

de homogeneizar el polinomio fi e k[X1,. . . , Xn] con respecto a una nueva variable
X0.

Sea U el conjunto

U: {2611”(5)/F¡(r1:)=0/\.../\F;(z) =O/\.1:07’—-0}.

Observamos que el conjunto Ü es la clausura proyectiva de -V y, en consecuencia,
dimÜ = dim V = r.

Para un conjunto dado A Q 1P" denotaremos por [‘(A) al conjunto

I‘(A)={(u,:z:)é(]1'-"‘)r+1 x IP" / :1:E A A Lo(no,a:) = 0A . . . A L,(u,,:r:) = O}.

Sea 7l': (lP")'+1 x 1P" —) (lP")'+1 la proyección sobre las primeras coordenadas.

Con esta notación, los argumentos (lados en la demostración del Teorema 2.3.2
implican que la forma de Chow de la componente equidimensional V, de V de
mayor dimensión es un polinomio libre de cuadrados cuyo conjunto de ceros es la

componente equidimensional (le codimcnsión 1 de 7r(l‘(Ü)).

Caracterizaremos entonces el conjunto 7r(l‘(U)).

Afirmación: F(Ü) = ['(U).

Consideremos la variedad proyectiva V("l g 1P" definida por

VW ;= {ase IME) / F¡(.'r,) = o /\ . . . A F3(a:) = o}
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Sea. C el conjunto de las componentes irrcducibles (le VU‘),es (lecir, VU‘)= U C la
Cec

descomposición de VW en componentes irreducibles.

SeaC' := {C e C : C g {X0= Entonces

U=U(Cn{xo;éo}) y Ü=UC.
Cec' cgc'

Teniendo en cuenta que, para cada conjunto cerrado irreducible C, el conjunto F(C)
es irreducible, se sigue que

_P<U)= U r‘(C'—n{X0aeon = U P(C)= F(Ú)­
cgc' Ceci

Como la proyección 7res una aplicación cerrada, resulta que

7r(1‘(Ú)) = 7r(F(U)) = 7T(l‘(U))

Luego, para obtener una forma de Chow de 7,, basta calcular un polinomio libre
de cuadrados cuyo conjunto de ceros sea la componente equidimensional de codi­
mensión1 de Para haceresto,se utilizaránlas mismastécnicasque en la
demostración del Teorema 2.3.2.

Se tiene que 1r(I‘(U)) es el conjunto definido en (lF’")"H por la fórmula

32:0...3zvn:F1(zo,...,:rn)=0A.../\F,(:vo,...,a:n)=0A309É0A
AL0('U,00,...,U0n,1ïo,...,zn)=0A.../\L,(ur0,...,um,:ro,...,zn) = 0

que CSequivalente .3.

331--.3zn:f1(z¡,...,mn)=0/\.../\f5(:c¡,...,zn)=O/\
/\Lo(uoo,...,u0n,1,a:¡,...,a:n)=0A...AL,(u,o,...,um,1,:c1,...,:vn) =O

En un primer paso se aplica a esta fórmula el algoritmo de eliminación de cuantifi­
cadores descripto en [29] (ver Proposición 1.4.5) para obtener una fórmula libre de
cuantificadores equivalente a la anterior. Luego se procede como en la demostración
del Teorema 2.3.2 para calcular un polinomio libre de cuadrados .7: cuyo conjunto
de ceros es la componenteequidimensionalde codimensión1 de Este
polinomio J: es, por lo tanto, una forma (le Chow (le VT.

La complejidad secuencial del algoritmo está acotada por somdom y produce un
straight-line program de longitud del mismo orden para .77.
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Con la notación anterior, observamos que, aplicando los Lemas 2.3.5 y 2.3.3, se
pueden obtener polinomios Q1, . . . ,QN tales que

V,={(1:o:...::rn)€H’":Q1(xo,...,a:n)=0/\...AQN(1:0,...,:vn)=0}

a partir de los polinomios f1, . . . , fs que definen la variedad V.

Por lo tanto, podemos recuperar la componente equidimensional V, de V de máxima
dimensión como

V,=Vrñl¡\"= {meünzQ1(1,:c¡,...,a:n)=0/\.../\QN(1,27¡,...,:5,¡):0}.

En consecuencia, hemos demostrado la siguiente Proposición:

Proposición 2.3.6 Sean f1,...,fs polinomiosen k[X¡,...,Xn] y sea d 2 n un
entero tal que deg f,- < d (1 5 i 5 s). Sea

V:={2€A":f¡(:r)=0/\.../\f,(:1:)=0}.

Sea r = dim V y sea V, la componente equidimensional de V de dimensión r.

Entonces existe un algoritmo bien paralelizable de complejidad secuencial acotada por

somdoo‘) cuyo input es el conjunto de polinomios {f 1, . . . , fs} codificados en forma
densa y cuyo output es un conjunto finito de N 5 somdom polinomios ql, . . . , qN de
grados acotados por (r + 1) deg(V,) dados por un straight-line program de longitud
sollldow, tales que

Vr={1:€fi\”:ql(a:)=O/\...AqN(a:)=0}.

Observación 2.3.7 A partir de los resultados anteriores y del algoritmo de elim­
inación de cuantificadores para conjunciones con un solo bloque de cuantificadores
existenciales dado en la Proposición 1.4.5, se deduce la existencia de un algoritmo
bien paralelizable que, dados polinomios f1, . . . , f, E k[X¡, . . . ,Xn] de grados acota­
dos por d 2 n que definen una variedad algebraiea V, decide si V es equidimensional
o no. La complejidad secuencial del algoritmo es de orden saludo“):

Aplicando el algoritmo descripto en la Proposición 2.3.6, se obtienen N S somdom
polinomios ql, . . . ,qN que definen Vr, la componente equidimensional de mayor di­
mensión de V.
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Observamos que V es equidimensional si y sólo si V —V, = 0.

Puestoque

V—V,={2€A":f¡(z)=0/\...Af,(a:)=0/\(q¡(a:)#0V...VqN(z)9ÉO)}

aplicando el algoritmo de eliminación de cuantificadores mencionado a.la fórmula

N

3:51...31:n(Vf1=0A.../\f,=0/\qk(:c)=,60)
k=l

se puede decidir si V —V, es vacío o no.

Teniendo cn cuenta. que, para cada 1 5 k 5 N, dcg qk 5 (r + 1) d", resulta que la
complejidad secuencial del algoritmo está acotada por 30(1)d°(").

Este procedimiento puede ser aplicado en el caso proyectivo con las mismas cotas
de complejidad.



Capítulo 3

Descomposición equidimensional
efectiva

3.1 Descomposición de variedades algebraicas

Una manera de describir el conjunto de las soluciones de un sistema de ecuaciones
polinomiales consistente, es decir la variedad algebraica V que definen dichos poli­
nomios, es caracterizar cada una de las componentes irreducibles o equidimensionales
de la variedad V.

Si V está definida por polinomios con coeficientes en un cuerpo k que no es alge­
braicamente cerrado, las componentes irreducibles (sobre E) de V no necesariamente
están definidas por polinomios con coeficientes en k. Esto dice que, trabajando en
el cuerpo de base k, no es siempre posible obtener algoritmicamente polinomios que
definen cada una de las componentes irredncibles sobre Ïcde V.

Una posibilidad es entonces describir las componentes de V irreducibles sobre k.
Chistov y Grigor’ev exhiben en [4]un algoritmo para el cálculo de la descomposición
de una variedad en componentes irreducibles sobre k, que depende de manera funda­
mental de la existencia de un algoritmo de factorización de polinomios multivariados
a coeficientes en k.

Otra forma de describir una variedad es por medio de sus componentes equidimen­
sionales. Cabe destacar que, si V está definida por polinomios con coeficientes en
un cuerpo k, cada una de las componentes equidimensionales de V puede definirse
también por polinomios a coeficientes en k.

Giusti y Ileintz presentan en [12]un algoritmo que obtiene la descomposición equidi­

69
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mensional de una variedad algebraica V a partir de un conjunto finito de polinomios
que la define. Si la variedad V está definida por s polinomios en n variables de gra­
dos acotados por d, la complejidad de este algoritmo es de orden somdohz). Cabe
destacar que el algoritmo de [4]obtiene la descomposición equidimensional con cotas
de complejidad del mismo orden.

Elkadi y Mourrain dan en [7] un algoritmo probabilístico basado en matrices be­
zoutianas, pero la descomposición que obtienen no es minimal, es decir, las subva­
riedades equidimensionales de V que caracterizan pueden tener componentes irre­
ducibles que no son componentes irreducibles de V (sino que están contenidas en
componentes irreducibles de V de dimensión mayor).

En [27], Lecerf construye un algoritmo, también probabilístico, que produce en
tiempo polinomial la descomposición equidimensional de una variedad arbitraria
por medio del cálculo de una resolución geométrica de cada una de sus componentes
equidimensionales.

Una de las principales diferencias entre los trabajos mencionados es la forma en que
se describe cada componente equidimensional de la variedad: en [7]y [27] las varie­
dades se describen en forma paramétrica y esta descripción es genérica (caracteriza
todos los puntos que están fuera de cierta hipersuperficie), mientras que en [12] las
variedades están dadas como el conjunto de los ceros comunes de un conjunto finito
de polinomios lo que caracteriza todos los puntos de la variedad. Chistov y Grigor’ev
obtienen en [4] descripciones de los dos tipos.

En este capítulo consideraremos el problema de calcular la descomposición equidi­
mensional de una variedad V obteniendo una descripción exacta de cada componente
equidimensional, más precisamente:

Dados polinomios f1, . . . , f3 e k[X1, . . . ,Xn] que definen una variedad algebraica

V: {ze Ïcnzf1(:r)=0,...,fs(a:) :0},

obtener, para cada 0 _<_é 5 dim V, un conjunto finito de polinomios cuyo conjunto
de ceros comunes sea la componente equidimensional Vede dimensión E de V.

3.2 Resultados obtenidos

Se construye un algoritmo probabilístico que calcula, a partir de un conjunto finito
de polinomios que define una variedad algebraica V, la descomposición de V en
componentes equidimensionales.
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Si V está definida por s polinomios en n variables de grados acotados por un entero

d 2 n y V = ¿ÜOV¿es la descomposición equidimensional de V, el algoritmo obtiene
en tiempo secuencial acotado por someta“), para cada 0 g É 5 1', un conjunto de
n + 1 polinomios de grados acotados por deg(V¿) que define V¿.

Observamos que la complejidad de este algoritmo es menor que la de los algoritmos
conocidos que resuelven este mismo problema.

3.3 Preprocesamiento de los datos

3.3.1 Modificación de los polinomios de entrada

El primer paso del algoritmo consiste en definir la variedad afín cuya descomposición
equidimensional se quiere calcular por medio de n + 1 polinomios. Más aún, pedi­
remos que estos n + 1 polinomios satisfagan ciertas condiciones adicionales sobre
dimensión.

Esto se conseguirá eligiendo combinaciones lineales aleatorias de los polinomios de
entrada. En el siguiente lema, que es una adaptación de un lema de [13], se prueba
la existencia y genericidad de combinaciones lineales que satisfacen las condiciones
requeridas.

Lema 3.3.1 Sean f1,...,fs e k[X1,...,Xn] polinomiosy sea V la variedad afin
V = {z e Ïc" : f1(a:) = 0 A ...A f3(a:) = O}. Entonces existen elementos tij e k
(1 5 i 5 n + 1, 1 53' 5 s) tales que los polinomios f1, . . . ,fn+1 definidos por

fi=tüf1+---+t¿5f3 (15isn+l)

satisfacen la siguiente condición para cada h, 1 5 h 5 n + 1:
(*) La dimensión de toda componente irreducible de

V(f1,...,fh)={a:el_c":f1(:c)=0A...Afh(z)=0}

que no está incluida en V es n —h.

Demostración. Probaremos, por inducción en h, la existencia de elementos tij e k
(1 5 i 5 h, 1 Sj 5 s) tales que los polinomios fl, . . . ,fh definidos por

fi=tiif1+"'+tisfs (ISiSh)
satisfacen la condición (*).
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Sean (1 5 j 5 s) nuevas indeterminadas sobre k.

Si h = 1, sea p e IA" —V y sea P1 e k[T¡, . . . ,Ts] el polinomio

P1= T1-f1(P)+ ' ' ' +T3-fs(p)'

Entonces, para cada elección de tu, . . . , tu tal que P1(t¡¡, . . . ,t¡,) 9€0, el polinomio
fl satisfacela condición

Supongamos ahora que existen elementos ti]- (1 5 2'5 h, 1 5 j 5 s) tales que los
polinomios fl, . . . , fh satisfacen la condición (* . Consideremos la variedad

V(f1,...,f,.) = {z e ic": f¡(m)= 0A...Af,,(a;) = 0}.

Sea Ch el conjunto de las componentes irreducibles de V(f1, . . . , fh) no contenidas
en V.

Si Ch = V),cualquier elección de th“ 1, . . . ,thH, da lugar a un polinomio fh+1 que
satisface la condición requerida.

Si Ch 96 (0, para cada C E Ch, consideremos uu punto pc e C —V. Sea Ph“ G

k[T¡, . . . , T5] el polinomio

Ph+l= H (Ti-f1(PC)+"'+Ts-fs(pC))°
CECh

Este polinomio no es el polinomio nulo y todo punto (th+11,...,th+¡,) en k" tal
que Ph+1(th+1¡,...,th+1,) 7€ 0 define un polinomio fh+1 que no es idénticamente
nulo sobre ninguna componente C E Ch. Luego, para cada C e Ch se tiene que
C ñ V(f¡¡+¡) = 0)o dim(C n V(fh+¡)) = n —h —1, de donde se deduce que los

polinomios f1, . . . , fh+1 satisfacen la condición

Observación 3.3.2 La condición que define los elementos tlj (1 5 j 5 s) para
los cuales f¡ satisface la condición (*) del Lema 3.3.1 es abierta. Para cada h

(1 5 h S n), si se han elegido ti]- (1 5 2'S h,1 g j 5 s) tales que los polinomios
f1, . . . , [Ahsatisfacen (*), la condición para elegir th+1j (1 5 j 5 s) de manera que
f1, . . . , fh, th satisfagan (*) también es abierta.

Más aún, si los grados totales de los polinomios f1, . . ., f, están acotados por un
entero d, de la desigualdad de Bézout se deduce que, para cada h (1 5 h.5 n+ 1), el
grado del polinomio Ph que aparece en la demostración del Lema 3.3.1 está acotado
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por db". Entonces, por el Lema 1.3.2, si los elementos ti,- (1 S i 5 n+ 1,1 S j S s)
se eligen aleatoriamente de un subconjunto de k con N elementos, la probabilidad
(le que los polinomios f1, . . . , an satisfagan la condición (ak)enunciada en el Lema
3.3.1 para todo 1 5 h 5 n + 1, es al menos

n l dll-l n+l dh-l 2d"1- 21- 21- ——.
¿IA N ) N N

3.3.2 Posición de Noether de las variables

Supongamos dados s polinomios f1, . . . , f, e k[X¡, . . . ,Xn] con grados totales aco­
tados por un entero d Z n. Denotamos por V al conjunto de sus ceros comunes en
A". Aplicando el Lema 3.3.1 podemos suponer, por medio de una elección aleatoria
de combinaciones lineales genéricas de los polinomios de entrada, que tenemos n+1
polinomios f1,” .,fn+1 E k[X1, . . . , Xn] de grados acotados por d tales que:

V(flv'°' vín+l>=

(P2) Para cada 0 5 e 5 n —1, la dimensión de cada componente irreducible de

V(f¡, . . . , fn-¿) no incluida. en V es É.

,
Sea r := dimV y sea V = U V,-la descomposición equidimensional de V, donde,

i=0
para cada 0 5 i S r, o bien V,-= (llo bien V,-es equidimensional con dim V,-= i.

Observamos que, como consecuencia de la condición (P2), la descomposición equidi­
mensional de V(f¡, . . . , fn_¿) para e 5 r es

V(fn---,fn—z)=Wu...uw+1uw,

donde V,’= V¿U Ze y Z¿ es o bien vacía o bien una variedad equidimensional de
dimensión e sin componentes irreducibles en común con Vg.

Elegiremos ahora un cambio lineal de variables (le manera que las nuevas variablesA.
X1, . . . ,Xn verifiquen simultáneamente:

(V1) La proyección 1T,-: V, U Z, —)Ar definida por 1r,(a:) = (51,. . . ,Ïr) es finita.

(V2) Para cada Z (1 5 É S r —1), si ZHI n V(fn_¿) es no vacía, la proyección

1r¿: Ze“ ñ V(fn_¿) —)Al definida por 1r¿(:c)= (531,. . . ,Ïg) es finita.
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Esto significa que las nuevas variables :‘Ï¡,...,;\7,, están en posición de Noether
con respecto a las variedades V, U Z, y Z¿+¡ ñ V(f,,_¿) para cada 1 S e 5 r —1,
simultáneamente.

El siguiente lema garantiza la existencia de este cambio de variables:

Lema 3.3.3 Sea W g A" una variedad equidimensional definida sobre lc y sea

Z la dimensión de W. Sean Uij (1 5 i 5 n, O 5 j S n) .indetermz'nadas sobre

k[X1,...,X,,]. Entonces existe un polinomio G E k[U,-J-]01(5;-É:— {0} con degG S
2€(deg W)2 tal que, si G(u,-j) aé 0, el mmfismo 1r : W —)¡lle-definido por

77(93)=(u10+ 1141111+"'+Uiuflïm---,Uto+U¿1-'Ei+"'+utn1ïn)

es finito.

Demostración. Es una consecuencia inmediata de [25, Proposition 4.5, Lemma 2.13].
D

El lema anterior provee una condición para obtener un conjunto de variables libres
con respecto a una variedad equidimensional dada, que pueda extenderse a un sis­
tema completo de variables que se encuentre en posición de Noether con respecto a
la variedad. Para obtener el conjunto completo de nuevas variables, consideraremos

también el polinomio H := det(U,-,-)llá;%:

Aplicando el Lema 3.3.3 a nuestra situación y la desigualdad de Bézout para acotar
los grados de las variedades que aparecen, se deduce la existencia de

o un polinomio G, con deg Gr 5 21' (deg(Z, U V,))2 5 27'd2(”") y,

o para cada e (1 5 É S r —1) un polinomio Gt con

(1€ng S 2€(deg(Z¿+¡ n {f,,_¿ = 0}))2 5 zed2(n—t)

r
tales que, si H (uij). I] G'¿(u,j) 7€O, entonces las nuevas variables

N
X,-=u,-o+u,-1X1+--'+u,-nX,,

verifican las condiciones (V1) y (V2).
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Observación 3.3.4 La condición que asegura que un cambio de variables verifica
las condiciones de posición de Noether requeridas es abierta. Como d 2 n, el

grado del polinomio H. [lil]Ge e k[U,-J-]¿É;É,¿está acotado por dz". Entonces, si
los elementos ui,- (1 S i S 71,0 5 j 5 n) se_el-igenaleatoriamente de un subconjunto
de k con N elementos, la probabilidad de que el cambio de variables que definen

satisfaga las condiciones (V1) y (V2) es al menos 1 —“27".

3.4 Descomposición equidimensional

3.4.1 Descripción de variedades equidimensionales

El algoritmo para la descomposición equidimensional que se presentará se basa esen­
cialmente en la posibilidad de describir una variedad equidimensional arbitraria en
A" como el conjunto de los ceros comunes de n + 1 polinomios de grados acotados.
En esta sección mostraremos cómo puede obtenerse una descripción de este tipo.

Sea W C ¡VU-c) una variedad equidimensional de dimensión É < n definible por
polinomios en k[X¡,...,X,,]. Supongamos que las variables X¡,...,X,, están en
posición de Noether con respecto a W (es decir, que la proyección 7r : W —>A‘

definida por 1r(a:)= (331,.. . ,z¿) es finita).

Dada una forma lineal y = /\¿+1X¿+¡+- - -+/\,,Xn con /\¿+¡, . . . , An e k, consideramos

el morfismo 7ry : A" -—)Ai“ definido por 7r,,(:c)= (21,...,a:¿,y(z)). La imagen

de W por ny es una hipersuperficie en A!“ y, en consecuencia, está definida por
un polinomio libre de cuadrados my e Ic[X1,. . . ,X ¿,Y] unívocamente determinado
salvo por un factor constante. Más aún, my es mónico en la variable Y y su grado
total está acotado por el grado de la variedad W (ver [17, Lemmas 2 y 3] o [30,
Proposition Llamaremos a my el polinomio minimal de y con respecto a W.

A continuación mostraremos que W puede definirse a partir de los polinomios mi­
nimales de n + 1 formas lineales convenientemente elegidas.

Lema 3.4.1 Sea W g A" una variedad equidimensional de dimensión 6 < n.
Supongamos que las variables X ¡, . . . ,X,, están en posición (le Noether con respecto
a W. Entonces existen n + 1 formas lineales

y,-= ASÏ,X¿+,+---+AS:')X,, (1515 n+ 1)
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con A?) e k (1 5 i 5 n + 1, (3+ 1 S j S n) tales que W es el conjunto de los ceros
comunes de los polinomios que resultan, para cada 1 5 i 5 n + l, de especializaren
la forma lineal yi, el polinomio minimal de yi con respecto a W, es decir

W = {1:e Ïc" : my¡(a;1,...,a:¿,y1(:c)) = 0, . ..,1nyn+l(a:1,...,z¿,yn+¡(z)) = O}.

Demostración. La existencia de las formas lineales se probará inductivamente:

Sea yl = AÉÏIXgH + - - - + ASP/Yuuna forma lineal no nula, y sea m5ll su polinomio
minimal con respecto a W. Entonces V(my,) := V(7ny¡(X¡,. ..,X¿,y¡)) g A" es
una variedad equidimensional de dimensión n —1 tal que W g V(mm).

Supongamos que se tienen j formas lineales y¡, . . . ,yj tales que W cs un subconjunto
de

V(my¡,...,myj) := V(my¡(X1,...,X¿,y¡),...,myj(X1,...,X¿,yj))

y cada componente irreducible de V(m,,¡, . . . ,myj) que no está. incluida en W tiene
dimensión n —j.

Sea CJ-el conjunto de las componentes irreducibles de V(myl; . . . ,myj) no incluidas
en W.

Si Cj = (0,sea yJ-H = A21Ï1)X¿+1+ - ' - + Affilan una forma lineal arbitraria.

Si CJ-7’:V),para cada componente C e Cj, consideremos un punto :cc G C —W.

Sea 7r : A" —)A‘ la proyección canónica sobre las primeras É-coordenadas. Para

cada C E Cj, consideremos el conjunto finito MC = 1r“(7r(a:c)) n W.

Tomamos cualquier forma lineal yj+1 = AEÏI)X¿+1 + -- - + A53.“an tal que

yj+1(:c)7é yj+1(1lïc) V1: E IMC VC E Cj.

Observemos que esta. condición implica que, para cada mc (C e Cj), el polinomio
minimal mw+1 de yJ-H con respecto a W, especializado en yJ-H, no se anula en zc.

Luego, cada componente irreducible (le

V(my¡,...,mw+l) := V(my¡(X¡,. ..,}ï'¿,_1/¡),...,myj_H(X¡,...,X¿,yj+¡))

que no está incluida en W tiene dimensión n —j —1.

En el paso n + 1 se tendrá entonces una variedad V(my¡, . . . ,myn+1) que contiene a.
W y que no posee componentes irreducibles que no están incluidas en W, de donde

W = V(1nyl, . . . ,myn“).
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Observación 3.4.2 Analicemos las condiciones dadas en el Lema anterior para la
elección de las formas lineales:

o yl puede ser cualquier forma lineal no nula.

o Supongamos elegidas j formas lineales yl, . . . ,yj tales que cada componente

irreducible de V(my,, . . . ,myj) no incluida en W tiene dimensión n —j. Con
la notación del Lema, la condición que se pide a yJ-H es equivalente a

H II yj+1(I-Ic)#0,
CECJ' SCENIC

que es una expresión polinomial en Agi','),...,/\S{+') (le grado acotado por
(deg W )Ï+1.

Entonces, si los coeficientes A221,. . . , ASÍ)(1 5 i 5 n + 1) se eligen aleatoriamente
de un subconjunto de k con N elementos, la probabilidad de que la variedad W
quede definida por los polinomios minimales de las n + 1 formas lineales asociadas
(evaluados en las formas lineales correspondientes) es al menos

1 2 (degl/V)”H
N .

3.4.2 Cambio del cuerpo de base

En esta sección mostraremos la relación existente entre la descomposición irreducible
de una variedad algebraica y la descomposición irreducible de la variedad definida
por los mismos polinomios en un espacio afín asociado a una extensión del cuerpo
de base.

Como esta situación será.considerada en distintas etapas del algoritmo, la estudia­
remos en el caso general.

Notación: Sea Z < n y sea S = IÏ:[X¡,...,X¿] — Dada una variedad W C
EVO-c),denotaremospor W C An‘efic-m) la variedaddefinidapor el ideal
S"I (W).
Notar que si la variedad W C Ano-c) está definida por un ideal J C Ïc[X¡,. . .,X,,],
entoncesWCAn“(m) estádefinidaporS“J.

Sea I un ideal en HX], . . . ,Xn] y sea l/(I) la variedad definida por I en A"(IÏ:).
Sea É un entero tal que, para cada componente irreducible C de V(I), dimC 2 É.
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Supongamos que las variables X1, . . . , Xgson libres con respecto a cada componente
irreducible de V(I).

z _

Sea V(I) = _UC,- la descomposición irreducible minimal de V(I) en Anos). En­t=l
tonces, considerando los ideales asociados, se tiene que

t

rad(I) = fi I(C¿) en k[X¡,...,X,.].
i=l

Como las variables X1, . . . , X¿ son libres con respecto a cada componente irreducible

de V(I), entonces para cada 2',1 5 i 5 t, se tiene que S n I (Ci) = 0. Localizando
en S se obtiene

z

S’lradU) = r] S’II(C,-),
i=l

que es una descomposición minimal de S‘l rad(I) en IÏ:(X¡,. . . ,X¿)[X¿+¡, . ..,X,,]
como intersección de ideales primos.

Entonces, la descomposición irreducible minimal (le l7(I) en la É(X¡, . . . ,X¿)-topolo­
gía de Zariski de A"’¿(k(X1,...-, X¿)) es

n

vu) = 6.-.
' 1t

N

Observar que, para cada 1 S i S t, dim(C,-) = dim(C,-) —Z.

Consideremos ahora la k(X1, . . . , X¿)-topología de Zariski de A”“(k(X¡, . . . , X¿)).
Para cada i (1 5 125 t), todas las componentes irreducibles de Üi tienen la. misma
dimensión (que es dim(C¿)). Más aún, es fácil ver que, si i 56j, ninguna componente

irreducible de C1-está incluida en Cj.
t

En otras palabras, dada la descomposición irreducible de V(I) = U 0.-, la descom­í=l
posición irreducible irredundante de l7(I) sobre k(X 1,. . . ,Xg) está formada por la
unión de todas las componentes irreducibles de las variedades 6.- (1 5 i 5 t).

3.4.3 Resultado principal

El resultado principal de este capítulo es el siguiente Teorema:

Teorema 3.4.3 Sean f1, . . .,f, polinomios en k[X1, . . . ,Xn], y sea d un entero tal
quedZnydegfi<dpamtod015i53. Sca

V:{IGÉnzf1(:r)=0/\...Af5(a:):0}
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y sea r = dim V. Entonces, existe un algoritmo probabilistico de complejidad 3e­
cuencial de orden somdoo‘), que calcula la descomposición equidimensional de V:
tomando como entrada a los polinomios f1, . . . , fs dados en forma densa produce un

straight-line program de longitud dom que calcula polinomios gy) (0 S É 5 r,1 5
j 5 n + 1) tales que, para cada 0 5 Z 5 r, la componente equidimensional de V de
dimensión É es

V¿= {:1:G Ïc": gl¿)(z) =0/\.../\g,(3_¡(a:) :0}.

Para cada 0 5 Z5 r, los grados de los polinomios gg” (1 5 j 5 n+1) están acotados
por deg V¿5 d““.

Demostración. La idea general del algoritmo es la siguiente:

Mediante una modificación conveniente de los datos de entrada, se intenta obtener
un sistema de ecuaciones para la variedad V que satisfaga ciertas condiciones sobre
dimensión de intersecciones.

A continuación, el algoritmo calcula, para cada 0 5 Z5 dim V, un conjunto finito de
polinomios que define una subvariedad de V de dimensión Zque contiene la compo­
nente equidimensional de V de dicha dimensión, y un conjunto finito de polinomios
que define una variedad equidimensional auxiliar.

Finalmente, a partir de todos los polinomios calculados en- la etapa anterior, el
algoritmo obtiene, para cada componente equidimensional (le V, un sistema finito
de polinomios que la define.

- Cálculo de la dimensión de V.

El algoritmo comienza calculando r, la dimensión de V. Esto puede hacerse apli­
cando el algoritmo descripto en [13]en tiempo secuencial somdom.

(Este paso puede evitarse, como explicaremos en la Observación 3.4.5 después de la
demostración, pero se incluye aquí para que el desarrollo del algoritmo resulte más
claro.)

- Preparación de los datos de entrada.

En esta etapa del algoritmo se modifican los datos de entrada en el sentido de la
Sección 3.3:

Por medio de una elección aleatoria de n+1 combinaciones lineales dc los polinomios
de entrada, se puede suponer que la variedad V está. definida por n + 1 polinomios
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de grados acotados por d que satisfacen las condiciones (P1) y (P2) enunciadas en
el Lema 3.3.1. Haciendo un cambio lineal aleatorio de variables, se puede suponer

que las nuevas variables satisfacen las condiciones (V1) y (V2) dadas en la Sección
3.3.2. Con el objeto de simplificar la notación, denotaremos a las nuevas variables
por X1, . . . , Xn y a las combinaciones lineales de los polinomios de entrada en estas
nuevas variables por f1, . . . ,fn+1.

Resumiendo, si los coeficientes de las combinaciones lineales de los polinomios y de
las combinaciones lineales de las variables se eligen al azar de un subconjunto de k
de N elementos, se obtienen n+1 polinomios f¡, . . . , fu“ en las variables Xl, . . . , Xn
que satisfacen con probabilidad

2d")(1_fi) >1_ d27l+2dn19.2(1-Ï N N
(ver Observaciones 3.3.2 y 3.3.4) las siguientes condiciones, que en lo sucesivo lla­
maremos condiciones de normalización:

(P1) V = V(f1, . . - ,fn+1)

(P2) Para cada Z, 0 5 Z 5 n, la dimensión de cada componente irreducible de

V(f1, . . . , n_¿) no incluida en V es e.

(V1) La proyección 7T,-: V(f1,...,f,,_r) —) IA' (donde r = dim V) definida por
n,(:z:) = (3:1, . . . ,:r:,.) es finita.

(V2) Para cada j, 0 5 j 5 r, sea ZJ-la unión de las componentes irreducibles de
V(f¡,...,f,,¿j) no incluidas en V. Entonces, para cada 1 5 e 5 r —1, si
Zg+1 n V(f,,_¿) 7€ (0, la proyección 7r¿ : Z¿+¡ ñ V(f,,-¿) —) IA‘ definida por

7r¿(:r:) = (2:1, . . . ,a:¿) es finita.

—Descomposición auxiliar de V.

Sea V = Ü V¿la descomposición equidimensional de V y supongamos que los poli­

nomios f1,-. . . , fu“ en las variables X1, . . . ,Xn obtenidos aleatoriamente satisfacen

las “condiciones de normalización” (P1), (P2), (V1) y (V2).

En esta etapa el algoritmo calcula, en un primer paso, polinomios que definen V, y
polinomios que definen Z,. Luego calcula, en pasos intermedios para É= r- 1, . . . ,0,
polinomios que definen Zg y polinomios que definen una subvariedad V¿U Vgde V,

con VgC Ü Vh ydiml7g se.
h=t+1
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PRIMER PASO(dimensión r)

En este paso se calculan polinomios que definen V, y polinomios que definen Z,.
Más precisamente, V, y Z, serán definidas por medio de los polinomios minimales
con respecto a V, y Z, de n+ 1 formas lineales convenientemente elegidas (ver Lema
3.4.1). Para calcular estos polinomios, se considerarán variedades cero-dimensionales
en el sentido de la Sección 3.4.2.

Consideremosj¡,...,f,,_, como polinomiosen k(X1,...,X,)[X,+¡,...,X,.]. Sea
k(X¡,...,X,) una clausuraalgebraicade k(X1,...,X,) y sea V(f¡,...,f,,-,) el
conjunto de los ceros comunes de f¡, . . . , f,,_, en k(,\'¡, . . . ,Xr) hr. Obscrvamos que
dimVU" ' ' "fn-T) = 0 yvcomo V(f1v"'1fn—r) = VrU Zn entonces

‘7(f11' --;fn-—r) = laz-UZ,

donde V, y Z. no tienen componentes irreducibles en común.

Adaptando el algoritmo de [24, Proposition 27] (ver también [13, Sections 3.4.7
y 3.4.8]), presentado en la Sección 1.4, calcularemos los polinomios minirnales de
una forma lineal apropiada con respecto a V, y Z, respectivamente. Los polinomios
minimales que se obtendrán coinciden con los polinomios minimales de la forma
lineal con respecto a V, y Zr.

El algoritmo en [24] calcula un polinomio F, e k[X1, . . . ,X,][T,.+1, . . . ,Tn] de grado

en las variables Tr“, . . . ,Tn acotado por dm") (donde c es una constante positiva)
tal que, si F,(/\,+1, . . .,/\,.) 9€0, la forma lineal y = Ar+1Xr+1+ + Aan es un
elemento primitivo para V(f1, . . . , fn_,); es decir, la forma lineal y separa los puntos
de i7(f1, . . .,f,,_,)..

Sea y = A,+¡X,.+1 + - - - + /\,,X,, una forma lineal tal que F,(/\,+1, . . . , An) 960.

Paso 1. Aplicando el algoritmo descripto en [24, Proposition 27] se calculan un
elementop e lel, . . .,X,] y polinomios

’Ur+1(Y),. . . ,Un(Y) E ICÍX],. . . ,

con (1ng v,-5 doln”), tales que las coordenadas (55,“, . . . ,22") de los puntos
de V(f1, . . . , fn_,.) verifican las ecuaciones

pz,-= v¿(y(z)) i = 7'+ 1,. ..,n (3.1)

es decir, se calcula una resolución geométrica de la variedad cero-dimensional
‘7(f11' - ' ¡fu-r)­
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La complejidad secuencial de este paso es dal") y p y los coeficientes de

vr+1(Y), . . ., v,,(Y) son polinomios (le grados acotados por (1001") dados por
un straight-line program de longitud do“) (ver Lema 1.4.1).

El cálculo del polinomio minimal de y con respecto a V, se basa en el hecho que Vr g
V(f,,_,+1) pero ninguna componente irrcducible (le Z, está contenida en V(fn_,+1).

En consecuencia, los puntos de 17,son exactamente los puntos de 17(f1, . . . , fn_,)
en los que se anula fn_,.+1, de donde X7,es el conjunto de los ceros comunes en

k(X¡, . . . ,Xr) q de los polinomios f1, . . . , f,,_,, f,,_,+1. Además estos ceros comunes
satisfacen (3.1).

Consideremos los polinomios

T r 1, 1 l, 'E7!)(}/)1=pdfj(X11"-t-Xryyiu,u. J=1,...,TL—T+1.
P P

Utilizando estos polinomios, el algoritmo calcula el polinomio minimal de y con
respecto a V, como sigue:

Paso 2. Se calcula, utilizando el algoritmo presentado en el Lema 1.3.3, la repre­

sentación densa de los polinomios 1710),.. .,F,(,r_),+¡con respecto a la variable
Y. El algoritmo produce un straight-line program de longitud dom que calcula.
dichos coeficientes, que son polinomios en k[X1, . . . , Xr].

Paso 3. Se calcula un máximo común divisor en k[X¡, . . . , X,][Y] de los polinomios
Flmfl’), . . .,F,Er_),+¡(Y) (considerados como polinomios en la variable Y con
coeficientes en el anillo k[X¡, . . .,X,]). Para esto se aplica el algoritmo del
Lema 1.3.6 adaptado convenientemente para el cálculo del máximo común
divisor de más de dos polinomios (ver [24, Lemma 11]). Este algoritmo produce
un straight-line program de longitud dm") para los coeficientes de un máximo
común divisor de los polinomios considerados.

Paso 4. Por medio del algoritmo (lado en el Loma 1.3.10, se obtiene un straight-line
program de longitud dom) que calcula los coeficientes dc un polinomio 17(Y)
que es un múltiplo por un polinomio no nulo en k[X¡, . . . , XT] de

po”) = rad<gcd(«l')(Y),...,IaS:’,+1(Y>)) e k[X1,-..,Xrl[Yl,

el polinomio minimal de y con respecto a Vr.
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Paso 5. Usando el procedimiento Vermeidung von Divisionen (ver Lema 1.3.5) se
divide el polinomio 77(Y)por su coeficiente principal. De esta forma se obtiene
un straight-line program de longitud dom que calcula los coeficientes de p(Y)
con respecto a la variable Y. Observainos que deg p(Y) 5 deg V,.

Para calcular el polinomio minimal de y con respecto a Zr, basta observar que los
puntos de Z, son exactamente los puntos de V(f1, . . . , n_,.) en los que no se anula
fn—r+l­

Por lo tanto, el polinomio minima] (le y con respecto a Z, es

radeuu 'f"(v),...,ní'.’r<v))
rad(gcd(Fl"(Y),...,F,E?,(Y),F,í?,+1(v>))

(10’) = (3-2)

A partir de esta fórmula se deriva, como antes, un algoritmo que calcula q(Y):

Paso 6. En forma análoga a lo hecho en los pasos 3 y 4, se obtiene un straight­
line program que calcula los coeficientes de un múltiplo por un factor en
k[X1, . . . ,Xr] del polinomio

¡50m = rad(gcd(Fi"<Y),...,F,S9,<Y))

Paso 7. Se calculan los grados con respecto a la variable Y de los polinomios fi(Y)
y 25'00”). Para esto se evalúan los straight-line programs que calculan sus
coeficientes en sucesiones de prueba apropiadas.

Paso 8. Se obtiene un straight-line program que calcula los coeficientes de un poli­
nomio (KY) e k[X1, . . . ,Xrlll’] que es un múltiplo por un factor no nulo en
k[X¡, . . . ,X,] de q(Y).

El polinomio íí(Y) se obtiene como un múltiplo por un factor en k[X¡, . . . , X,]
del cociente en la división de 77(Y)por 13'00”)en k(X1,. . . ,X,)[Y].

La división de 73(Y) por i500”) se efectúa considerando los coeficientes del

cociente corno indeterminadas y resolviendo el sistema lineal que resulta (lo
que involucra sólo cálculos de determinantes).

Paso 9. Se divide el polinomio 60’) por su coeficiente principal utilizando el algo­
ritmo del Lema 1.3.5.

De esta manera, se obtiene un straight-line program de longitud dom que
calcula los coeficientes de q(Y) e k[X1, . . . , X,][Y].
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La complejidad secuencial de todo el proceso (pasos 1 a 9) es de orden do“).

El algoritmo descripto en los pasos 1 a 9 anteriores se aplica a n + 1 formas lineales
elegidas aleatoriamente. Si los coeficientes de estas formas lineales se eligen de un
subconjunto de k de N elementos, las n + 1 formas lineales lineales 1157),.. “ya,
obtenidas satisfacen las siguientes condiciones, a las que en lo sucesivo nos rcferire­
mos como condiciones sobre las formas lineales en el paso r, con probabilidad

l_ _ c(n—r) (n-r)(n+l)
79,21 N((n+1)d +2d )

(ver Observación 3.4.2):

L1 Los coeficientes de (r), . . ., (r) no anulan al polinomio F, que garantiza layl yn+l

condición de ser un elemento primitivo)

(LZ) Z, cs el conjunto de los coros comunes de los polinomios minimales de yí'), . . .,

yfll con respecto a Zr (evaluados en yl'), . . . ,yfl, respectivamente).

(L3) V, es el conjunto de los ceros comunes de los polinomios minimales de yír), . .

yfll con respecto a V, (evaluados en 319),.. . ,yfíll respectivamente).

Entonces, suponiendo que el cambio de variables y las comlúnaciones lineales de

los polinomios de entrada satisfacen las “condiciones de normalización" (P1), (P2),
(V1) y (V2) y que las formas lineales satisfacen las condiciones (L1), (L2) y (L3)

para las formas lineales en el paso r, el algoritmo produce polinomios py), . . . ,pml
y qír), . . . ,qfll en k[X1,. ..,Xr][Y] tales que

v, = {x e ía"=22S'><xl,...,zr,yí')(z))= o A...Apfrlazh.Manz/531o» = o}

z: = {we ïc" =qí'><z1,...,zr,yí'><m)) = 0A . . . Aqlfldmnn-,xr,ylflr(z)) = o}

(ver Lema 3.4.1).

PASOS INTERMEDIOS(dimensión e, con 0 5 e 5 r - 1)

En estos pasos se calculan, para E = 1' —l,...,0, polinomios que definen ciertas
subvariedades de V(f¡, . . . , fn_¿). Estos polinomios se utilizaran en la última etapa
del algoritmo para obtener la descomposición equidimensional de la variedad V.

Recordemos que, para cada 0 5 e S r —1, la descomposición equidimensional de
V(fl) ' ' '1f71-l) es

V(f1,.--,fn_z)= vru...uvg+1uv;
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donde V¿’= V¿U Zg, para cada e 5 h 5 r, Vh es la componente equidimensional de
V de dimensión h (eventualmente Vh= (D)y Z¿ es o bien vacía o bien una variedad
equidimensional de dimensión e sin componentes irrcducibles en común con Vg.

Para e = r —1,...,0, se calculará, a partir de los polinomios f¡,...,f,,_¿+1, un
conjunto de n + 1 polinomios que define Ze. Simultáneamente se calculará, a partir
de los polinomios que definen Z¿+1y los polinomios f1, . . . ,fn_¿+¡, un conjunto de

A A r A
n + 1 polinomios que define una variedad VgU Vg con V3 (_I U Vh y dimV¿ 5 É.

h=i+l
Más aún, los polinomios que se calcularán se obtendrán especializando los polinomios
minimales (con respecto a ciertas variedades equidimensionales) de formas lineales
convenientemente elegidas, en las correspondientes formas lineales.

SeaZfijo,05€5r—1.
Consideremos la variedad definida en Ït" por los polinomios fl, . . ., f,,_¿. Se tiene
que

V(f1,-.-,fn—e) = VrU---UVZ+1UVlUZt

donde Zg es o bien vacía o bien una variedad equidimensional de dimensión é.

Sea170,,. . . ,f,,_¿)g An“(m) lavariedadafíndefinidapor¡1,. . . ,f“
considerados como polinomios en k(X1, . . . ,X¿)[X¿+¡, . . . , Xn].

Entonces

17(f¡,...,f,,_¿) =\7,u...u17¿+1u\7¿uz"'¿

donde,paracadaéíjír, Vj=0 (sil/J-=(0)odiml7j=dirnVj—€,yZ¿=(Do
dim Zg = 0 (ver Sección 3.4.2).

La información acerca de V¿y Z¿ necesaria para nuestros cálculos se obtendrá con­

siderando el conjunto de los puntos aislados de la variedad V(f1, . . ., ,,_¿), es decir
V; U Z¿.

Adaptaremos el algoritmo dado para el cálculo de los polinomios ininimales en el
primer paso (es decir, el caso en que V(f1, . . . , fn_r) es una variedad de dimensión
cero) a esta situación más general. Nuevamente, el algoritmo se basa en las técnicas
presentadas en la Sección 1.4.

El algoritmo en [24, Proposition 27] trabaja con una forma lineal que es un elemento
primitivo para los ceros aislados de f1, . . . , fn_¿. Para obtener formas lineales que
cumplan esta condición, el algoritmo calcula un polinomio

Fl e klxli' ' ' lellTl-I-lr ' '1Tnl
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tal que, si F¿()\¿+1,. . . , An) 7€0 entonces la forma lineal y = /\¿+1X¿+1+ - - - + Aan

separa los puntos aislados de 17(f1,. . . , f,¡_¿). El grado de Fg está acotado por d‘("")
donde c es una constante positiva.

Sea y = AHIXHI + - ' o+ Aan una forma lineal tal que F¿(/\¿+1,.. ., An) 760.

Paso 1. Aplicando el algoritmo dado por el Lema. 1.4.1 se calculan un elemento

p e k[X¡, . . . ,X¿] y polinomios

'U¿+1(Y),. . . ,‘U,¡(Y)E ¡CLK-1,.. .

con degy(v,-) 5 d0("“), tales que las coordenadas de los puntos aislados de
V(f1, . . . , fn_¿) verifican las ecuaciones

px,-= v¡(y(ac)) i: Z+ 1,. ..,n. (3.3)

La complejidad secuencial de este paso es do“) y p y los coeficientes de los

polinomios v¿+¡(Y), . . . , vn(Y) son polinomios de grados acotados por dan“)
dados por un straight-line program de longitud do“).

El cálculo del polinomio minimal de y con respecto a Z¿ se realiza como en el primer
paso:

Consideremos los polinomios

'Ut+l(Y) UII(Y)
13mm:=pdfj(X1,...,X¿ p ,...,T) j=1,...,n—€+1. (3.4)

Teniendo en cuenta que Zg es el conjunto de los puntos de ‘7(f1, . . ., fn_¿) en los
cuales f,¡_¿+1 no se anula, y que todos los puntos de Z¿ 'son ceros aislados de

f1, . . . , fn_¿, concluimos que

rad<gcd<Ff"(Y),. . . , msm»
(¡(Y) =

rad(gcd(Ff°(Y), . . . , FÁ‘ÉAY),FSB,“ m»
e k(X¡, . . . , 2mm (3.5)

es cl polinomio minimal de y con respecto a Z.

Las “condiciones de normalización” implican que las variables están en posición de
Noether con respecto a Zg, dc donde deducimos que q(Y) cs cl polinomio minimal
de y con respecto a Z¿.

El polinomio q(Y) se obtiene algorítmicamente utilizando las mismas técnicas de
cálculo de máximo común divisor y radicales aplicadas en el paso correspondiente a
dimensión 7':
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Paso 2. Teniendo en cuenta la fórmula (3.5), se calcula primero un múltiple de
q(Y) por un factor en k[X¡, . . . , Xg], y luego se obtiene q(Y) como el cociente
en la división (exacta) de este polinomio por su coeficiente principal.

El resultado de este procedimiento es el polinomio q(Y) dado en forma densa
con respecto a Y y sus coeficientes, que son polinomios en k[X1, . . . , Xg], dados
por medio de un straight-line program de longitud dal").

Nos gustaría obtener polinomios que definan V¿de la misma manera en que se hizo
en el primer paso, pero la aplicación del mismo procedimiento puede llevar a la
aparición de componentes irreducibles que no son componentes de Vg.

Para controlar en cierta forma el conjunto en que se anulan los polinomios que
serán calculados, tendremos en cuenta que las componentes irreducibles de V que
pertenecen a Vgestán incluidas en Z¿+1, lo que se sigue de las igualdades

V(f1,---,fn—¿—1) = VrU---UVt+1UZe+1 (3-6)
V(fli"'ifn—l—lifn—l)=

Sean q}‘+‘)(X1,...,Xn) = q}t+l)(X1,. . . ,X¿+¡,yy+l)), 1 SJ" S n+ 1, los polinomios
que definen Zg+1obtenidos por el algoritmo en el paso correspondiente a dimensión
Z+ 1,y seaZ“ lavariedadquedefinenestospolinomiosenmb! (con­
siderándolos como polinomios en k(X1,. . .,X¿)[X¿+1,. . . , Xn]).

Como VgC Z¿+¡, los puntos de Veson también puntos de Z“. Por otro lado, los

puntos en Ügson los puntos aislados de 17(fl, . . . , f,,_¿) en los que se anula fn_¿+1.

Luego, los puntosaislados que estamos buscando son algunos de los ceros comunes
de fla---vfn-iifn—t+l en ¿1+1­

Los puntos de l7¿,siendo ceros aislados de f1,..., f,,_¿, satisfacen las ecuaciones
(3.3). Consideremos entonces los polinomios

e (¿+I)_ v Y vn Y .

Qgi+l)(Y)=pdgqjq;t+1)(XhH“Xb%rn,#) J:1,...,n+1
(3.8)

y sea

pm = rad(gcd<Fl"(Y), . . . , EE‘.’H1(Y>,QS‘“><Y),. . . ,QSfL”(Y))). (3.9)

El polinomio mónico p(Y) e k(X1,...,X¿)[Y] verifica que p(y(z)) = 0 para cada
a: e Vl. Más aún, si 'y e k(X1,...,X¿) es una raíz de p, entonces 'y = y(z) para
algún a: en Z¿+1f‘l(VrU . . . U
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Sea Wgg A" la variedad formada por la unión de las componentes irreducibles de
dimensión e de Z¿+¡ ñ (V, U. . . U V¿). Entonces l’Vges una variedad equidimensional

de dimensión É y las igualdadcs (3.6) y (3.7) implican que todas las componentes
irreducibles de Wg son también componentes irreducibles de Z¿+¡ ñ V(f,,_¿). En
consecuencia, las variables están en posición de Noether con respecto a W¿.

SeaW¿la variedadcorrespondientea l’Vgen A""(m). Comoyahemos
observado, el polinomio mónico separable p(Y) e k(X 1,. . .,X¿)[Y] satisface que,
si 'y e k(X1,...,X¿) es una raíz de p, entonces 7 = 31(2) para algún a: en WO.
En consecuencia, p(Y) es el polinomio minimal de y con respecto a una variedad

incluida en l/V¿(ver Sección 3.4.2). Sea my e k[X¡, . . . ,X¿][Y].el polinomio minimal

de y con respecto a We. Entonces p(Y) es un polinomio en k[X1, . . . ,X¿][Y] que es

un factor de my.

Como p(Y) evaluado en y se anula en los puntos aislados de Vg,el polinomio minimal
de y con respecto a Vgdivide a p(Y) y en consecuencia

p(Xl)' ' "ixliy(Xi+li' ' '1Xn))

se anula sobre Vg.

Una vez más, el algoritmo que produce el polinomio p(Y) se basa en cálculos de
máximo común divisor y radicales:

Paso 3. Teniendo en cuenta la fórmula (3.9), se calcula primero un múltiplo de
p(Y) por un elemento en k[X1, . . . , Xg] y luego el cociente de este polinomio
por su coeficiente principal.

Se obtiene de esta manera, la representación densa de p en la variable Y y sus
coeficientes dados por un straight-line program de longitud do“).

Resumiendo, dada una forma lineal y = /\¿+¡X¿+¡+ - - - + Aan cuyos coeficientes
satisfacen F¿(/\¿+1,...,)\n) 7€0, el algoritmo dado por los pasos 1, 2 y 3 anteriores
calcula el polinomio minimal de y con respecto a Z¿ y un polinomio p(Y) que es
un factor del polinomio minimal de y con respecto a W¿ y, evaluado en y, se anula
sobre Vg.La complejidad secuencial de este algoritmo es de orden do“).

El procedimiento descripto en 1, 2 y 3 se aplica a n + 1 formas lineales elegidas
aleatoriamente. Si los coeficientes de las formas lineales se tornan aleatoriamente de

un subconjunto de k con N elementos, las formas lineales obtenidas satisfacen las
condiciones
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(Ll’) F¿ no se anula en los coeficientes de las formas lineales

(L2’) Z¿ es el conjunto de los ceros comunes en A" de los polinomios minimales de
las n + 1 formas lineales con respecto a Ze (evaluados en las correspondientes
formas lineales),

(L3’) Vges el conjunto de los ceros comunes en A" de los polinomios minimales de
las n + 1 formas lineales con respecto a Vg(evaluados en las correspondientes
formas lineales), y

(L4’) Wges el conjunto de los ceros comunes en A" de los polinomios minimales de
las n + 1 formas lineales con respecto a W¿ (evaluados en las correspondientes
formas lineales)

que en lo sucesivo llamaremos condiciones sobre las formas lineales en el paso É,con
probabilidad

1> __P‘-1 N
(ver Observación 3.4.2).

((n + 1)dr:(n—t)+ 4d(n-l)(n+l))

La condición (Ll’) implica que se puede aplicar el algoritmo en [24] a las formas
lineales elegidas. La condición (L2’) garantiza que los n + 1 polinomios calculados

con respecto a Z¿ la definen. Finalmente, las condiciones (L3’) y (L4’) nos permitirán
construir, a partir de los polinomios calculados en las distintas etapas, un conjunto
de n + 1 polinomios que define V¿.

Sean 319),.. “31531 las formas lineales elegidas, y sean p)”, . . . ,pfll y q)”, . . . ,qfll
los polinomios en k[X 1,. . . , X ¿][Y] calculados por el algoritmo.

Entonces, suponiendo que se satisfacen las “condiciones de normalización” (V1),
(V2), (P1) y (P2), y que las formas lineales 319),.. . ,yfll verifican las condiciones
(Ll’) y (L2’) anteriores, se tiene que

Zg = {1:e Ïc" : ¿"(121, . . . ,ze,yín(z)) = 0,. . . ,q531(:1:1,.. .,a:¿,y,(,tll(z)) = 0}.

Queda por caracterizar el conjunto de. los ceros comunes (le los polinomios

pi"(xi,...,Xe,yi°(X¿+l,...,Xn)),. ..,pffimxh...,X¿,y53i(xt+1,...,x,,)).

Sean mg”, . . .,m53_1 los polinomios minimales de y)”, . . . ,yfll con respecto a Wg.
Como ya hemos visto, para cada 1 5 j 5 n + 1,

v, g {ase ïc“ 2¿”(21, . . .,zz,y;‘>(x>) = o} g {ase ic" =ing-“(21,. . . #0115005» = o}
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y, en consecuencia,

’1 l l I.w e k1:ple)(xl;'' ' vmhyl = ' ' ' ApSL-z-l(xl1'' ‘Iztiyíll(z)) =S

g {zele":m2‘><zl,...,z¿,yí‘)(z))=0A...Amífileh.semanas»=o}

Por otro lado, si valen las “condiciones de normalización” y las formas lineales

yíe), . . . ,yffll satisfacen la condición (L4’) resulta que

{z E É" : mie)(1:l,. . .,x¿,yíe)(:v)) = 0 A . . . A malta, . . .,z¿,y,(,¿4)_¡(:v))= 0} = W¿.

r
Puesto que V¿y Wgson variedades equidimensionales de dimensión e, y W¿ Q U Vh,

h=l
concluimos que el conjunto de los ceros comunes de los polinomios

e z e t
pl )(Xl) ' ' ' thayi )(Xl+la - ' '1Xn))) ' ' ')p51-ï-1(Xla°- '1Xi1yíll(xi+li °' °aXn»

A A T A

es una variedad VgU Vg, donde l/g g U Vh y dim l/g 5 É.
h=t+l

- Cálculo de la descomposición equidimensional de V.

En esta última etapa del algoritmo se obtendrá, para l?= r —1,. . . ,0, un conjunto
finito de polinomios que define la componentes equidimensional V¿de dimensión Éde
V. Estos polinomios se calcularán a partir de los polinomios obtenidos en la etapa
anterior.

Fijcmos I.’< r.

Sea y una de las formas lineales elegidas en el paso correspondiente a dimensión É

de la etapa anterior, es decir y = y?) (1 5 j S n + 1).

Sea p(Y) = 20(Y) e k[X1, . . . ,X¿][Y] el polinomio calculado previamente para y,
que es el polinomio minimal de la forma lineal y con respecto a una variedad formada
por los puntos de Vey un subconjunto de VHI U . . . U

Dareinos a continuación un algoritmo que calcula el polinomio minimal de y con
respecto a V¿a partir de los polinomios calculados en los distintos pasos de la etapa
anterior.

En un primer paso, el algoritmo obtiene el factor de p(Y) que no corresponde a los
puntosde
Sea p e k[X1, . . . ,X¿] y sean v¿+¡(Y), . . . ,v,,(Y) e k[X¡, . . . ,X¿][Y] tales que valen
las ecuaciones (3.3).
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Para cada ¿+15i5 r, sean fiS-i)(X¡,. . .,Xn) = ¡ví-“(Xh. . . ,X¿,yJ(-i))(1 Sj 5 n+1)
los polinomio calculados en la etapa anterior que satisfacen

{zeknng“(z)=0A...A77531(z)=0}=i4u12

coan-g
J=í+1

Consideremos los polinomios

. _¡ . f

PJÉ‘)(Y)1: pdegpPfiS-IRXH...,Xg,%,...,#) j=1,...,7l+1

y los polinomios definidos en (3.4) y (3.8).

Paso 1. Aplicando las mismas técnicas utilizadas en la etapa anterior, se calcula,
para cada €+ 1 5 i 5 7',un polinomio h,-(Y) que es un múltiple, por un factor
en k[X1, . . . ,X¿], de

rad(gcd<Ff°(Y),..., FÁQHIÜ’),Qi‘+')(Y),--.,QÏÏ1‘)(Y),PÍÜ(Y),---,PÁ21(Y))­

Paso 2. A partir de los polinomios hi (É+ 1 5 2'S r) se obtiene un múltiplo, por
un factor en k[X1, . . . ,X¿], del polinomio

h(Y) = rad( fi lL¿(Y))'.
i=E+l

Este polinomio h(Y) es el factor de p(Y) que corresponde a los puntos en la variedad
ü.“ U . . . U l7,.,es decir, que no pertenecen a

Finalmente se obteniene el polinomio minimal de y con respecto a Vgseparando del
polinomio p(Y) el factor calculado:

12(3’)

¡1,(Y)
y el polinomio G(Y) que es el cociente en la división de este polinomio por su
coeficiente principal.

Paso 3. Se calcula un múltiplo del polinomio por un factor en k[X1, . . . ,X¿]

El polinomio G(Y) obtenido es exactamente el polinomio minimal de y con respecto
a Vg,y por lo tanto, su grado total está acotado por deg Vg.

Observamos que todo el procedimiento anterior se realiza en tiempo secuencial dom.
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Aplicando el procedimiento descripto en los pasos 1, 2 y 3 a las n + 1 formas lin­

eales yíl), . . . ,yffll elegidas en la etapa anterior del algoritmo se obtienen los n + 1
polinomios minimales Gíe)(Y),...,G53_¡(Y) asociados a ellas. Entonces, si valen
las “condiciones de normalización” y las formas lineales 119),.. . ,yfll verifican la
condición (L3’) para las formas lineales en dimensión É, los polinomios

gg!)= Gg-‘l(X¡,. . .,X¿,y}‘)(x,+1, . . .,X,,)) j = 1,. . .,n +1

satisfacen

Vg= {1: E É" : gít)(m) = 0A . . . Agffilfit) = 0}.

chiticndo el procedimiento anterior para cada (,7con (l 5 e 5 7' —1 se obtiene la
descomposición equidimensional de V.

Teniendo en cuenta las complejidades de cada una de las etapas del algoritmo resulta
que la complejidad secuencial total del algoritmo para descomposición equidimen­
sional que hemos descripto es de orden somdom.

Observación 3.4.4 Supongamos dado un proceso aleatorio para seleccionar ele­
mentos de un subconjunto fijo de k con N elementos, que se utiliza para elegir
los parámetros aleatorios en las distintas etapas del algoritmo: para obtener las
combinaciones lineales de los polinomios de entrada, el cambio de variables y los
coeficientes de las formas lineales utilizadas en los pasos intermedios. Entonces, te­
niendo en cuenta las probabilidades de éxito calculadas 'P. para la preparación de
los datos de entrada, y 'Po,. . . ,‘P, para los pasos intermedios del algoritmo, resulta
que la probabilidad de éxito del algoritmo construido es mayor o igual que

cb dn2+n + dc2.(n+l)
1 N

donde c1 y c2 son constantes positivas.

Observación 3.4.5 El cálculo de la dimensión de la variedad V realizado al princi­
pio del algoritmo no es necesario: dada una variedad V 76A", puede comenzarse el
algoritmo en la instancia n —1 en lugar de la instancia 7'= dim V. La complejidad
secuencial es, en este caso de orden (n + 1)(23 —1)d" + dom.

Por otro lado, si los polinomios de entrada están codificados por medio de un
straight-line program de longitud L, la complejidad secuencial del algoritmo puede
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estimarse por (L + (n + 1)(23 —1))°(1)d0("). Más aún, si sólo se quierepalcular
polinomios que definan Vg,la componente equidimensional de V de dimensión l, la.

complejidad secuencial es de orden (L + (n -—É+ 1)(23 —1))O(1)d0("“).



Capítulo 4

Cálculo de formas de Chow

En este capítulo se presenta un algoritmo probabilístico que obtiene la descom­
posición equidirnensional de una variedad algebraica afín arbitraria por medio del
cálculo de la forma de Chow de cada una de sus componentes equidimensionales.
Bajo ciertas condiciones genéricas, la complejidad de este algoritmo depende de un
invariante geométrico: el grado geométrico del sistema de polinomios dado que define
la variedad, lo que permite obtener estimaciones más precisas sobre la complejidad
del cálculo de la descomposición equidimensional de variedades.

4.1 Forma de Chow de una variedad afín equidi­
mensional

4.1.1 Definición

La definición (le forma de Chow presentada en la Sección 2.1 para una variedad
proyectiva equidimensional puede extenderse al caso de una variedad afín equidi­
mensional: Sea V C El" una variedad afín equidimensional. Una forma de Chow
Ïv de V se define como una forma (le Chow de su clausura proyectiva V C IP".

Una forma de Chow Tv de V está unívocamente determinada por V salvo por
un factor constante. Además, como dim V = dimV y degV = degV, resulta.
que si r = dim V, SFVes un polinomio en r + 1 grupos de variables Uo,...,Ur,
multihomogéneo de grado deg V en cada grupo de variables.

En el caso en que V es irreducible, .7-'ves un polinomio irreducible, y en el caso

94
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general de una variedad equidimensional, es el producto de las formas de Chow de
las componentes equídimensionales de V.

A continuación mostramos otras formas equivalentes de definir una forma de Chow
de una variedad afín equidimensional V de dimensión r.

Para cada 0 5 2'5 r sea Ui := (Uio,. . . , Um) un grupo de n + 1 nuevas variables y

sea Li(U,-,X) := Uio+ UflXl + - --+ Uian. Consideremos la variedad afín

Faf(V) Z= {(uo, . . .,ur,:1;) e (An+l)r+l X Am“:

:1:G V, Lo(uo,:1:) = 0,. . .,L,(ur,z) ___o}.

Sea 7r: (EJ‘HY+1 x An“ —>An“ la proyección canónica sobre las primeras coor­
denadas. Entoncesla clausurade Zariskim de la proyecciónde F¿¡(V)es
una hipersuperficie en (fl3r""’l)'+l y .7-"Ves un polinomio libre'de cuadrados que la
define (ver la demostración (lcl Lema 2.3.5).

Si V es definible sobre k, una forma de Chow de V puede obtenerse también a partir

del ideal I(V) C k[X1, . . . ,Xn] formado por los polinomios de k[X1, . . . ,Xn] que se
anulan sobre V:

Lema 4.1.1 Sea I C k[X¡,...,Xn] un ideal radical. Sea U := (U0,...,Un) un
grupo de n + 1 nuevas variables y sea L := Uo+ Ule + H - + Uan. Entonces el
ideal I = (I, L) C k[U,X] es un ideal radical de k[U,X].

Demostración. Sea f e k[U,X ] un polinomio que se anula sobre V(I).

Consideremos el polinomio F e k[U¡, . . . , Un,X] definido por

F(U1, . . . ,UmX) = f(—(U¡X1+---+ U,.X,,),U1,. . . ,UmX).

Puesto que f se anula sobre V(I), el polinomio F se anula sobre A" x V(I), luego
F e (I) C k[U,X] (que es un ideal radical).

Sea Fo := f —F e k[U,X]. Observamos que V(L) C V(Fo), de donde Fo E

En consecuencia, f = F + Fo e (I) + (L) = I.

Luego, I es un ideal radical de k[U,X].
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Observamos que el ideal (I (V) + (L0,...,L,)) n k[Uo,...,U,] define la variedad
7r(I‘a¡(V)).

Por otro lado, aplicando recursivamente el Lema 4.1.1, resulta que el ideal (I (V) +
(Lo, . . . , L,)) es un ideal radical de k[U0, . . . , UT,X]. Luego, una forma de Chow .7-"v

de V puede definirse también como un generador del ideal (principal)

(I(V) + (L0, . . . , L,)) n k[U0, . . . , U,].

4.1.2 Normalización de formas de Chow

Sea V C A" una variedad afín equidirnensional de dimensión 'r y grado D definida
sobre un cuerpo k. Una forma de Chow Tv de V está unívocarnente determinada
salvo por un factor constante.

Bajo ciertas hipótesis, esta indeterminación puede evitarse fijando uno de los coefi­
cientes de .7-"V.

Sea V C IP" la clausura proyectiva de V. En el caso en que

Vñ{:1:o=0}fi...ñ{rc,.=0}:0,

si e,-denota el (12+1)-ésimo vector de la base canónica de k"+1 (que representa el
vector de coeficientes de la forma lineal Xi), se tiene que

fv(€o,...,er) 7€0

para cualquier forma de Chow fv de V. Se define entonces la forma de Chow
normalizado de V, que denotaremos por Chv, como la forma de Chow de V que
satisface la condición

Chv(eo, . . . ,er) = 1.

En otras palabras, Chv es la forma de Chow de V para la cual el coeficiente del

rnonornio Uág . . . U3 es 1.

Para una variedad V de dimensión cero, se tiene que la forma de Chow normalizada
de V es

Chv = II L0(Uo,€).
¿GV

Observamos también que la forma de Chow normalizado. de una variedad afín equidi­
mensional es el producto de las formas de Chow normalizadas (le sus componentes
irreducibles.
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4.2 Un caso fundamental

En esta sección se presenta un algoritmo que, bajo ciertas hipótesis, calcula la forma
de Chow de una variedad afín equidimensional V a partir de un sistema finito de
polinomios que define la variedad y una resolución geométrica de una fibra cero­
dirnensional de V por una proyección.

4.2.1 Enunciado del resultado

Sea V C A“ una variedad equidimensional de dimensión r. Supondremos que la
variedad V satisface la siguiente hipótesis:

Hipótesis 4.2.1 La proyección 7rV: V —>IA' definida por :1:I—)(3:1,. . . ,zr) verifica

#1rf,l(0) = deg V (es decir, deg(V ñ V(X¡, . . . ,X,)) = deg V).

La hipótesis 4.2.1 implica, por el teorema de la dimensión de las fibras, que la
proyección 1rv : V —)IA' es un morfismo dominante. Más aún, la proyección 1rv es

finita, es decir, las variables X1, . . . ,X, están en posición de Noether con respecto

a V (ver [25, Lemma 2.14]), y es un morfismo de grado D := dog V.

Observamos que la condición 4.2.1 puede obtenerse mediante un cambio lineal

genérico de variables (ver [25, Proposition 45]).

De la condición #7r51(0) = degV se desprende que, si V 'C 1P" es la clausura

proyectiva de V, la variedad V ñ {3:1= 0} n . . . ñ {2, = 0} es una variedad cero­
dimensional sin puntos en el hiperplano {zo = 0} del infinito, es decir

Vn{:co=0}n{z1=0}...n{:c,=0} :0.

Tiene sentido entonces hablar de la forma de Chow (normalizada) de V.

Para la aplicación de nuestro algoritmo necesitaremos también ciertas condiciones
técnicas adicionales sobre la variedad V y sobre los polinomios (lados para definirla.

Definición 4.2.2 Sea V C A" una variedad equidimensional de dimensión r. Di­
remos que V es una intersección completa reducida en un abierto U C 1A"si existen

n —r polinomios f1, . . .,f,,_, e k[X¡, . . . ,Xn] tales que

. V=V(j,,...,f,,_,)nU
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o Si Q es una componente primaria del ideal (f1, . . . , fn_,) tal que V(Q)0U 94lll,

entonces Q es un ideal primo de k[X¡, . . . ,Xn].

Si f1, . . . , fn_, e k[X1, . . . , Xn] verifican las condiciones anteriores, diremos también
que estos polinomios forman una intersección completa reducida para V en el abierto
U.

Observamos que en el caso en que U = {g 96 0} es un abierto ba'sico de A", la

segunda condición de la definición equivale a que el ideal (f1, . . . , fn_,)g sea un ideal

radical de k[X1, . . . ,Xn]g.

Con estas definiciones e hipótesis, podemos enunciar el resultado principal de esta
sección:

Proposición 4.2.3 Sea V C A" una variedad equidimensionalde dimensión r que
satisface la hipótesis 4.2.1. Supongamos que V es intersección completa reducida en

un abierto básico {g 9€0} de A" que contiene a VñV(X1,.. . , Xr). Entonces existe
un algoritmo que tomando como entrada:

o un conjunto de polinomios {f1, . . . , f,,_,}, dados por un straight-line program,
que forman una intersección completa reducida para V en el abierto {g 7É0}
y

o una resolución geométrica de V ñ V(X¡, . . . ,Xr)

produce un straight-line program que representa la forma de Chow Cltv de V.

Si D := deg V, d := max{deg f,- : 1 S i 5 n —r} y L es la longitud del straight-line
program que codifica los polinomios f1, . . ., fu-“ la complejidad del algoritmo y la
longitud del straight-line program que produce son de orden (ndD)o(1)L.

Antes de dar la demostración de esta proposición, necesitamos probar algunos re­
sultados auxiliares cn los que se basa el algoritmo construido:

En la Sección 4.2.2 se probará una fórmula multiplicativa para la forma de Chow.
A continuación (Sección 4.2.3) se verá que esta fórmula permite escribir dicha forma.
de Chow como un cociente de dos series y luego (Sección 4.2.4) se dará un algoritmo
que a partir de los desarrollos de las series hasta cierto grado calcula el polinomio
cociente. Finalmente, en la Sección 4.2.5 se demostrará la Proposición 4.2.3.
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4.2.2 Una fórmula multiplicativa para la forma de Chow

En esta sección se prueba una fórmula multiplicativa para la forma de Chow de
una variedad algebraica afín equidimensional que satisface la hipótesis 4.2.1. Esta
fórmula es análoga a la fórmula clásica de Poisson para la resultante [6, Ch.3, Theo­
rem 3.4] y es uno de los resultados técnicos básicos para. el algoritmo para el cálculo
de la forma de Chow que se presentará.

Sea V C IN‘UÉ)una variedad equidimensional de dimensión r y grado D definible
sobre k. Sea I(V) el ideal de k[X1, . . . ,Xn] formado por los polinomios que se anulan
sobre V. Sean U0,. . . , U, grupos de n + 1 nuevas variables cada uno y consideremos
las formas lineales asociadas

L¿:=U¿0+U¡1X1+---+U¿,,Xn i=0,...,r.

Consideremos el ideal I ° definido por

I°:=(I(V),Lo,...,L,_1)c k(Uo,...,U,_1)[X]

y la variedad
V0=VUO)CWWW)­

Observamos que si I (V)e denota el ideal extendido de I (V) al anillo de polinomios
k(Uo,...,U,._¡)[X¡,...,Xn], entoncesV0= V(I(V)°) ñ V(Lo,...,L,-1), de donde
se deduce que dim(V°) = dim(V) —1'= 0 y deg V° = deg V = D.

Lema 4.2.4 Con las hipótesis y notaciones anteriores, sea (FVe k[Uo,. . . , U,] una
forma de Chow de V y sea TV0 e k(Uo,...,U,_1)[Ü] una forma de Chow de V°
(donde Ü denota un grupo de n + 1 nuevas variables).

Entonces existe un elemento P E k(Uo, . . . , U,_¡) —{0} que satisface:

fV(Uo,U1, . . .,U,) = P(Uo,...,U,-_1).7:V0(Ur).

Demostración. Denotemos por X al grupo de variables (X 1,. . . , X").

Sea I := I(V) + (Lo, . . . ,Lr) C k[Uo,. . . , U,,X]. De acuerdo a lo visto en la Sección
4.1.1, el ideal I es radical y una forma de Chow .7-"vde V es un polinomio en

k[Uo, . . . , UT] que satisface

(fv) = I n k[Uo,. . .,U,],
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Consideremos el conjunto multiplicativamente cerrado S := k[U0,. . . ,U,_1] —
Se tiene que S“(I(V) + (Lo, . . . , L,_¡)) es un ideal radical del anillo de polinomios
k(Uo, . . .,U,_¡)[X¡, . . . ,Xn] y coincide con el ideal 1°.

Entonces, si Ü := (Ü0,Ü1,.. ., Ün) denota un grupo de n + 1 indeterminadas sobre
k(Uo,. ..,U,_1) y Í := Üo+ Üle + + Üan es la forma lineal asociada, una
forma de Chow fvo de V° es un polinomio en k(Uo, . . . , U,_1)[Ü] que satisface

(fvo) = (1°,E) n k(Uo,. . .,U,_1)[Ü].

Por otro lado, vemos que

(1°,Lr)= (S"(I(V) + (L0,..-,Lr_1)),Lr)= S"(I(V) + (Lo,---,Lr)) = S"!

de donde, teniendo en cuenta que U, es un grupo de n + 1 indeterminadas sobre
k(Uo, . . . , U,_¡) y que L, es la forma lineal asociada a Un resulta que

(fvo(U,)) = (1°, L,) n k(Uo, . . . , U,_1)[U,] = s-la n k[Uo,. . . , U,]) = .S'"(.7-'V).

De esta última igualdad concluimos que existe P E k(Uo, . . . , U,_¡) —-{0} que satis­
face

.7-‘V(Uo,. . . , U,) = P(Uo, . . . , U,_¡) fvo(U,).

El siguiente lema relaciona la forma.de Chow de una variedad afín equidimensional
V con la forma de Chow de la intersección de V con un hiperplano adecuado.

Lema 4.2.5 Sea V C A" una variedad equidimensional de dimensión 'r y grado D
que satisface la hipótesis 4.2.1. Entonces:

(1) La variedad V ñ V(X,) es equidimensional de dimensión r —1 y grado D, y
satisface la hipótesis 4.2.1.

(2) Si Cliv E k[Uo, . . .,U,] y CÍLVnV(xr)e k[Uo, . . . ,U,_1] son las formas de Chow
normalizadas de V y V n V(X,.) respectivamente, y e, denota el ('r + 1)-ésimo
vector de la base canónica de k'H'l, se tiene que

Chv(Uo, . . . , Ur-1,6,-) = Chvnv(xr)(Uo, . . . , Ur_1).
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Demostración.

(1) Sea 7rv : V —-)Ar la proyección sobre las primeras r coordenadas.

Por hipótesis, #1rf,‘(0) = deg V. Se tiene que

"51(0) = UWEIW)
c

donde la unión recorre el conjunto de las componentes irreducibles de V.

Cada una de las componentes irreduciblcs C de V verifica dimC = r. Además
C n V(X¡, . . .,X,) es un conjunto finito con #C n V(X¡, . . . ,Xr) 5 degC puntos.
Entonces

degV= #7r[,1(0)5 2#1r51(0) = Z#COV(X¡,...,Xr) 5 ZdegC = degV
c c c

de donde resulta que #CñV(X¡, . . . , Xr) = deg C para toda componente irreducible
C de V.

En particular, si C es una componente irreducible de V, resulta que Cn V(X,) 75fl, y
entonces es equidimensional de dimensión r- 1. Luego VOV(X,) es equidimensional
de dimensión r —1.

Por otro lado,

deg V Z deg(V ñ V(X,)) 2 deg(V ñ V(X,) ñ V(X¡, . . . , X,_¡)) = #7r,71(0)= deg V

lo que implica que deg(V n V(X,)) = deg V.

(2) Sea Chv la forma de Chow normalizada (le V y consideremos el polinomio

CIM/(U0,. . . , U,_1, er) que se obtiene al evaluar el grupo de variables U, en el (r+1)­
ésimo vector de la base canónica de 19"“.

Para i = 0,. ..,7‘, notaremospor := UioXo+ Uile + + Uian, la homo­
geneización de L,-con respecto a la variable X0.

Por la definición de la forma de Chow, se tiene que CIM/(ug,. . . ,u,_1,e,.) = 0 si y

sólo si _

VO {L—o(uo,:c)= 0,. . . ,É(u,_1,z) = 0} ñ V(Xr) aé (D

o, equivalentemcnte, Clzvnv(xr)(uo, . . . ,u,_¡) = 0.

Puesto que Chvnwxr) es un polinomio libre de cuadrados, la equivalencia anterior
implica que CÍLVnV(Xr)(Uo,. . . ,U,_1) divide a CIM/(U0, . . . , U,_¡, er).

Observamos que las variedades proyectivas V n V(X,) y V n V(X,) coinciden:
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ComoVñV(X,) C VñV(X,), se tieneque17W C VOV(X,). Además,de lo
demostradoen (1)sededucequem; y VñV(X,) sonequidimensionalesde la
mismadimensión(r- 1)y elmismogrado((legV). Luego,VnV(X,) =

En consecuencia, Chvnv(xr)(Uo, . . . , U,_1) = Chvnv(x,)(U0,...,U,._1).
Teniendo en cuenta que el grado del polinomio ChV(Uo,. . . , Ur_1,er) en cada grupo

de variables está acotado por D = deg V y que el grado de Clzvnv(xr)(U0, . . . , U,_¡)
en cada grupo de variables es deg(V n V(X,)) = D, concluimos que los polinomios
coinciden salvo por un factor constante, es decir, existe c e k —{0} tal que

Chi/(U0, . . . , Ur_1,C,-) = C. CÍLVnV(Xr)(U0, . . . , Ur_¡)

Finalmente, las normalizaciones impuestas a Chv y Chvnwxr), implican que c = 1,
de donde

ChV(U01' ' ' 1Ur-la er) = ChVnV(X..)(U0,' ' '1Ur-l)­

Los Lemas 4.2.4 y 4.2.5 se aplicarán recursivamente para obtener una fórmula mul­
tiplicativa para la forma de Chow de una variedad equidimensional V.

Comenzamos estableciendo algunas notaciones que utilizaremos en lo que sigue:

Sea V C AHF) una variedad equidimensional de dimensión 7' y grado D definible
sobre k que satisface la hipótesis 4.2.1.

Para cada i con 0 S 2'< 1', definimos

1/“)Z=Vñ V(X¡+¡,. . . ,Xr) C

Notaremos también VW:= V.

Denotemos por I(V(,-,) al ideal de k[X1, . . . ,X,,] formado por los polinomios que se

anulan sobre Va).

Sea i con 1 5 i 5 1-. Consideremos el cuerpo K,- := k(Uo, . . . , U,-_¡). Sea I(V(,-,)e la

extensión del ideal I(V(,-))al anillo de polinomios K,-[X1,. . . ,X,,]. Finalmente, sea.

W?)2: V(I(‘/(i))e) n V(L01' ' -yLi-l) C A"(Ñ¿).

Aplicando el Lema 4.2.5 sucesivamente a las variedades VU),. . . , Vw,se deduce que:

Observación 4.2.6 Para 12= 0,...,r, Va, es una variedad equidimensional con
dim(V(,-))= i y deg(V(,-,)= deg V = D, que satisface la hipótesis 4.2.1.
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De esta. observación se desprende que:

Observación 4.2.7 Para cada 0 5 i 5 r, C A"(Ñ¿) es una variedadde di­
mensión dim(V(?)) = dim(V(¿)) —i = 0 y grado dcg(V(í-’))= deg(V(,-,) = D, es decir

V3)= {7{¡’,..-,7S)}­

En consecuencia, si Ui denota un grupo de n + 1 indeterminadas sobre K,- y L la

forma lineal asociada a Ui, la forma de Chow norinalizada de V3)es

Chv° = Mann..mu
u II ...

Para cada 1 S i S r, notaremos también

1i) 1:uF." Z=

kn
II

._.

donde 7192(1 S k 5 n) denota la k-ésima coordenada del vector 71m(1 5 j 5 D).
Observamos que, para cada 1 5 i 5 r, Fi = Cliv(0)(e¿)y, por lo tanto, es un elemento

(a)

de k(Uo, . . . , U¡_1).

Proposición 4.2.8 Sea V C AHF) una variedad equidimensional de dimensión
'r y grado D, definible sobre k, que satisface la hipótesis 4.2.1. Entonces, con las

notaciones anteriores, vale la siguiente igualdad en k(Uo, . _, , Ur_l)[Ur]¡

Chv. (Ui)
Chv(Uo,.. .,U,) = Chwmwo)H L

ISiSr Fi

Demostración. Sea i con 1 5 i 5 r. Por el Lema 4.2.4 aplicado a la variedad

Va) = VnV(X,-+l, . . . ,Xr) (ver Observación 4.2.6), existe P,- E k(Uo, . . . , U,-_1)—{0}
tal que

Chi/majo, . . . , = P¡(U(), . . . , U,‘-1)CÍLV(2)(U¡). (4.1)

Especializamos en la igualdad anterior Ui = ei, donde e,- denota el (i + 1)—ésimo
vector de la base canónica de kn“. Teniendo en cuenta la Observación 4.2.7, se
obtiene

D n

("Wo-KW,---,Ui-1,6i) = Pí(UO)-- in-l) H '75?­
j=l
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Como Va-“ = V(,-,nV(X,-),utilizando la relación dada por el Lema 4.2.5 (2) aplicado
a Va, y la definición de Fi, esta igualdad puede reeseribirse como

Chi/(¡4)(Uo,. . . , Ui_1)= Bajo, . . . , Ui_1)Pi.

Finalmente, las ecuaciones (4.1) y (4.2) nos (lan la siguiente relación:

Chvm(Uo, . . . , _ Chi/(00(Uí)
ChW¡_l)(Uo,...,U,-_1)— r,­

Aplicando la igualdad anterior para 2'= 1,. . . ,7' se obtiene la fórmula

r Ch . U ,. . . , Ui

Chv(Uo,...,U,) Chvmwo). H C V(.)( o )í=l hvfi_¡)(Uo, . . . , U¿_1)

' Chv0. (Ui)
61%)(U0).fl

i=l

4.2.3 La forma de Chow como un cociente de dos series

En la sección anterior probamos una fórmula multiplicativa que relaciona la forma
de Chow de una variedad equidimensional V de dimensión r y grado D que satisface
la hipótesis 4.2.1 con las de las variedades definidas, para cada 0 5 i S r, como:

l/(Ü 2= V ñ V(X,;+1,. . . ,Xr) C

l/(g) 2- V(I(l/(i))e) ñ V(Lo, . . . , L¡‘_1) C An(k(Uo, . . . , U¿_1))

Dicha fórmula multiplicativa nos permitirá calcular la forma de Chow de V como un
cociente de dos series, las que serán aproximadas utilizando el método de Newton
presentado en la Sección 1.4.3.

Para hacer esto, el algoritmo de la Proposición 4.2.3 trabaja con una familia de
polinomios {f1, . . . , fn_r} que es una intersección completa reducida para la variedad
V considerada en un abierto {g 9€0}.

El siguiente lema prueba que la hipótesis 4.2.1 más la condición adicional V n
V(X 1, . . . ,Xr) C {g 96 O} aseguran que todos los cálculos intermedios pueden lle­
varse a cabo trabajando en el abierto {g 760}.
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Lema 4.2.9 Sea V C A" una variedad equidimensional de dimensión r que satis­
face la hipótesis 4.2.1. Sea g e k[X1, . . . ,Xn] un polinomio tal que

Vñ{gaé0}=V y VnV(X1,...,Xr)C{99É0}.

Finalmente, para cada 0 S i 5 r, sean Va, C A”(E) y 17(9)C A"(k(Uo, . ..,U.-_1))
definidas como antes. Entonces:

(1) V(,-)ñ{gaé0}=V(,-)paratodoiconOSiSr-l

(2) Para cada 0 S i 5 r, C {g 760}.

Demostración.

(1) Consideremos en primer lugar el caso i = 0. Se tiene que

1/(0)n{g;¿ = VñV(X1,...,Xr)ñ{gaé = VÑV(X1,...,X,-)= Wo)

donde la segunda igualdad es consecuencia de que V n V(X1, . . . ,Xr) C {g 760}.

Luego; V<o>n {9 7'50} = V(0)­

Pasemos ahora al caso general:

Sea i con 1 5 i < 1'. Es claro que vale la inclusión Va, ñ {g 960} C Va).

Como la variedad V“, es equidimensional de dimensión i (ver Observación 4.2.6),
entonces V“)n {g sé 0} es o bien vacía o bien equidimensional de dimensión i.

Ahora,
Wi)n{97¿0}“V(X1v--aXi-)=Wo)0{9#0}=‘40) (4-3)

de donde se deduce en particular que Va, ñ {g sé 0} 960 y entonces Va)ñ {g 760} es
equidimensional de dimensión i.

Más aún, la igualdad (4.3) implica que deg(V(,-)ñ {g 9€0}) 2 deg Vw). Teniendo

en cuenta que deg Va) = deg Vw, (Observación 4.2.6), la inclusión que ya hemos
demostrado y la igualdad de dimensiones, concluimos que Va, n {g 9€O}= Vu).

(2) Por lo demostrado en (1) y la Observación 4.2.6, basta considerar el caso de
una variedad equidimensional V de dimensión r que satisface la hipótesis 4.2.1 y un
abierto {g sé 0} con:

Vn{g'aé0}=v y an(X1,...,Xr)c {9760}.
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Sean U0, . . . , U,_1 grupos de n + 1 variables y sean Lo, . . . , L,_1 las formas lineales
asociadas. Sea

V0= Lo,. . . ,Lr_1)C An(k(Uo,. . . , Ur_1)).

Consideremos la variedad

V0 := {(u,:1:) G A'("+1)x A" :1: e V,L0(uo,a:) = 0,. . .,L,._¡(1i,_1,:v) = 0}

Obscrvamos que I (V0) se obtiene localizando en el conjunto multiplicativamente
cerrado k[Uo, . . .,U,_1] —{0} el ideal I(v°).

La condiciónm = V equivalea que g no se anula idónticamentesobre
ninguna componente irreducible de V, luego, tampoco se anula idénticamente en
ninguna componente irreducible de V0.

En consecuencia, g no se anula en ningún punto de V0.

A continuación probamos un resultado técnico acerca del ideal de una variedad
equidimensional intersección completa reducida que satisface la hipótesis 4.2.1. De
este resultado se deduce la validez de las hipótesis que posibilitan la aplicación
del algoritmo de Newton (ver 1.4.6) para aproximar los puntos de las variedades
cero-dimensionales involucradas en la fórmula multiplicativa dada en la Proposición
4.2.8.

Lema 4.2.10 Sea V C A" una variedad equidimensional de dimensión 1' que satis­

face la hipótesis 4.2.1 y es intersección completa reducida en un abierto {g 9€0} que
contiene a V ñ V(X1,...,X,.). Entonces, el ideal I(V) + (X1, . . .,X,.) es un ideal
radical de k[X¡, . . . , Xn].

Demostración. Sean f1,...,fn-r E k[X¡,...,X,,] polinomios que forman una in­
tersección completa reducida para V en el abierto {g 7€ 0}, es decir, tales que
I(V)!) = (fl; - 0- ,fn—r)g°

Para cada.1 5 i 5 r sea I,-:= I(V) + (X,-+¡,...,X,) C k[X1,...,X,,].

Veremos recursivamente para i = r,r - 1, . . . ,0, que el ideal (I¡)g C k[X1, . . . ,Xn]g
es radical. Más precisamente, si Vm := Vñ V(¡ ¿+1,. . . , Xr), se probará que (I,-)g=
¡(l/(ñ)?
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En primer lugar observamos que (I¡)g = (f1, . . . , fn_,,X¡+1, . . . ,X,)g es un ideal de

codimensión n —z' generado por n —i polinomios en el anillo k[X1, . . .,Xn]g, que
es Cohen-Macaulay. Por lo tanto, todo primo asociado a (I¡)g es minimal (ver [8,

Corollary 18.14]). Entonces, las componentes primarias de (Ii)g se corresponden
biyectivamente con las componentes irreducibles de la variedad V(I¿) n {g 7€0} =
Va). Por otro lado, puesto que Va)satisface la hipótesis 4.2.1, para cada componente
irreducible C de Va),se tiene que I(C) ñ k[X1,. . . ,Xi] = Entonces para cada
componente primaria Q del ideal (Ii)g vale Q ñ k[X¡,...,X,-] = {0}, y lo mismo
sucede para cada componente de I (Vw)?

Esto implica que, si k,-:= k(X¡, . . . ,Xi) y consideramos las extensiones If y I(V(.-))e

de los ideales (I¿)g y KVM)g al anillo de polinomios k¿[X,-+1,.. . ,Xn]g, vale

(Ii)y = If n lela ---anla y ¡(l/(¡09 = ¡(l/(1'96n lela ---vana'

En consecuencia

(¡ilg = ¡(l/(ola <=> ¡Í = ¡(lee- (4-4)

Por definición, I, = I (V) es radical, luego (1,)9 también lo es.

Sea ahora i con O5 i 5 r —l y supongamos que (I¡+¡)g = I(l/(¿+¡,)g.

De acuerdo'a (4.4), basta ver que If = I (VU-Qe,lo que es equivalente a la condición

dim,“ k¡[X¿+1,. . . , Xn]g/I¿e = dimk‘. k¡[X¡‘+1,. . . ,Xn19/I(V(¡))e,

puesto que rad(I¡-") = I(Vm)° y son ideales cero-dimensionales de k¡[X.-+¡,. . . , Xn]g.

Sean a1,...,aN e k[X1,...,Xn] tales que ('11,...,áN e k¿[X,-+¡,...,Xn]g/If es un
conjunto ¡ci-linealmente independiente. Veamos que las clases de a1,...,aN en

k¡+¡[X,-+g, . . . , Xn]g/I¿"+1son ¡CHI-linealmente independientes.

Si no lo fueran, existirían 91,...,gN e ki“ tales que glal + + gNaN e If“.
Multiplicando por un polinomio no nulo en k[X1, . . . ,X¿+1] podemos suponer que

9101+"'+ 9NaNG (Ii+l)g

Por hipótesis inductiva, se tiene que (I¡+¡)g = I (l/(¡+1))gy, como Xi“ no se an­
ula idénticamente en VM“, resulta que Xi“ no es divisor de cero módulo (I¡+1)g.
Podemos suponer entonces que en la suma anterior gj°(X 1,. . . ,Xi, 0) 7€0 para algún
1 S jo S N ­
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Entonces, poniendo “9',-:= gj(X1,...,X,-,O) e k[X¡, . . . ,X.-] para cada 1 Sj 5 N, se
obtiene

5101+"'+ ÜNGN€ (Ïi+i)g+(/i+l)=(1i)g

de donde

fill-Í]+"'+fiNáN :0 en k¡[X¡+¡,...,X"]g/I¡e

con 57,0e k,-—{0}, lo que contradice la independencia lineal de ('11,.. . ,áN.

En consecuencia,

dimki k,[X,-+1, . . . ,Xn]g/If 5 (Mmm, k¿+¡[,- ¡+2, . . .,, ,,]_,,/If+¡.

Por otro lado, como rad((I¿)°) = I(Vm)°, se tiene que

dimk, k,-[X,-+1,. . . , X,,]/1,.e 2 dimk, k,-[X,-+1, . . . , X,,]g/I(V(.-,)°.

Finalmente, teniendo en cuenta que, por la hipótesis inductiva, [5+1= I(l/(¡+¡))° y
que la. hipótesis 4.2.1 implica que, para cada 0 5 Z 5 1',

dimk,k¿[X¿+1,...,X,,]/I(H¿))° = (legV,

concluimos que

dimkl.k,[X,-+1,. . . , X,,],/I: = dimk,kilXi+1,--.,ang/I(Wn)°

y, por lo tanto, If = (V(,-,)°.

Para terminar, observamos que, como V n V(X¡, . . . ,Xr) C {g aé0}, se tiene que

I(V) + (X1,...,X,) = (10),,n k[X¡,...,X,,].

La radicalidad de I(V) + (X1, . . . ,X,) se sigue entonces de la de (Io)g.

En lo que sigue notaremos U := (U0,...,U,) y U' := (Uo,...,U,._1), donde para.
cada 0 5 i 5 r, U,-:= (U,-o,...,U,-,,) es un grupo de n + 1 variables que forma el
conjunto de los coeficientes de una forma lineal genérica Li. Escribircmos también
e' := (el, . . .,e,) donde e,-es el (i + 1)-e'simo vector de la base canónica de kn“
(asociado a la forma lineal Xi).
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Proposición 4.2.11 Sea V C A" una variedad equidimensionalde dimensiónr que
satisface la hipótesis 4.2.1 y es intersección completa reducida en un abierto {g 7É0}

que contiene a V n V(X1,...,X,). Para cada 1 S i 5 r, sea V3)= {'yí'),...,'yg)}
D .

definida como antes, y sea F,- = I] 71(2).
j=1

Entonces Gin/(U) puede expresarse como

_ (NU)Cth)- m,
donde

<I>(U) ;= Citi/(0)(Uo)l<11< Chv(.¿)(U,-) e E[[U'_er”[U,]

I‘(U’) ;= H r,- €_ï—[[U'—e’]].
lsigr

Demostración. Para cada 0 5 i 5 r sea VU,:= V n V(X,-+¡,. . . ,X,) C AHÍ). Sea
iconlgigrysean

IG2=k(Uo,...,U¡_1) y I=V(I(V(i))e)nV(L0,...,L¡_1)C

donde I (Vu-Qedenota la extensión del ideal dc la variedad Va)al anillo de polinomios

Ifi-[Xh . . . ,Xn].

Por hipótesis, Vw,es una variedad cero-dimensional del mismo grado que V, luego
si degV = D, Vw):= {'yío),.“mg”

Sea f1, . . . ,fn_, una familia de polinomios en k[X¡, . . . ,Xn] que forman una inter­
sección completa reducida para V en el abierto {g 7€O}. Entonces

V= V<jl)°-')f11—r)n

y (f1, . . . ,f,,_,)g es un ideal radical de k[X1, . . . ,Xn]g.

Más aún, por el Lema 4.2.9, se verifica también

l/(i) = V(fl) ' ' ' afn-raXi+l) ' --1Xr) n :Ié C A"(E)

i/(g)= V(fl)"')fn-T)L0)"')Li-1)Xi+l)"'JXT)n{g#0}C

Fijemos i, 0 5 i 5 r —1, y consideremos la aplicación F.- : AMM" x A" —>A"

definida por

'Fí(U01-")Uí-l’ = (f1 "')f‘Il-T(X)iL0(U0)X); "'aLÍ—1(UHX)1Xí+li-"7
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8F¡ ­

Consideremosla matrizDxFi:= dadapora k ingcgn

f ¿a gg 6L. QA ab 2A3X1 aX¡ 8X.-+¡ 6X.- ÜXr+1 8X"

a "L. 05..-, en, en}. a¿;-, o¿¿-,
ax; ax.- ax“l ax, ax,“ ax"
U01 UOi U0i+l UOr U0r+l UOn

DXFi = E í 3 É É 3

Uí-ll Ui-li Ui-li+1 Ui-lr Ui-lr-H Ui-ln
0 0 1 0 0 0

L o o 0 1 o o )

Observamos que para cada 75°)e Vw,se verifica

(0) (0) (0) (0)0 0 0
F'i(eli°"1ei)7_-s = )))--')fn—r(7;))"le ¡"'17ji ,7ji+li°-°97jr):0)

puesto que fio) e Vw)= V(f1,- --,fn—nX1,-.-,Xr) n {9 ïé 0}­

Además se tiene que

¿La (75-0)) ¿Ahí-0))ÜX'.“ axn

det(Dx1«“,-(e1,...,e,.,7j.°))) = :Izdet 5 3
ll'l-I' 0 ¿n-r o

3x,“ (75' )) aaxn (75' ))

Por el Lema 4.2.10, [(V) + (X1, . . . , XT) es un ideal radical de k[X¡, . . . , Xn]. Luego,

I(V)g + (X1, . . . , X,)g es un ideal radical de k[X1, . . .,X,,]g. Pero como f1, . . . ,fn_,
forman una intersección completa reducida. para V en el abierto {g 7€0}, se tiene
que I(V)9 = (f¡,...,fn_,)g, de donderesulta que (f1,...,fn_,,X1,...,X,)g es un
ideal radical de k[X1, . . . ,ang. Del criterio del jacobiano (ver [8, Theorem 1815]),
concluimos que

ag 0) a oax,+1 ) ))
det É 5 iié 0a

ln-r o ¿un-r og,,_+¡ )) ax" ))
es decir,

det(DXF'í(elv' ' ' ¡eii :1.é



CAPÍTULO 4. CÁLCULO DE FORMAS DE CHOW 111

Entonces, del teorema de la función implícita para polinomios demostrado en el Lema
1.4.6, deducimos que para cada 1 5 i 5 r y para cada 1 5 j g D, existe un vectOr

de series de potencias 75-1)E EHUo—el, . . . , U¡_¡ -—e¿]]" que verifica simultáneamente

o mi”) = o, . . sushi”) = o, L0(an7J(-í))= o, . . .,L.--1(U,--1,7,‘-‘))= o,

7;?“ = 0,...,7}‘3 = 0

o 7J(i)(e¡,...,e¿) = 71(0).

En particular, como g('yJ(-°))750, se verifica también g('yJ(-i))7€ 0.

Observamos que, para cada 12con 1 5 i g r, los vectores (lo scrics dc potencias 71m,
1 5 j 5 D, son todos distintos, puesto que difieren en su término constante. Por lo

tanto, como deg = deg V“, = D, si consideramos una clausura algebraica I—(¡de
K,- que contenga a Ïc[[Uo—e1,. . . , U¿_1 —Gil], estos vectores son todos los puntos de

la variedad cero-dimensional (Por este motivo los hemos denominado 75-”como
en la Observación 4.2.7.)

Finalmente, por la Proposición 4.2.8, tenemos que

C'th (Ui)
Chv(Uo,...,Ur)=Chv(o)(U0)H

[SiSr z

D .

donde, para cada 1 5 i 5 r, I“,-:= II 75.:).
.‘Í=1

Para cada 1 5 i ,5 r, como 75-? e FHUO—61,...,U,-_¡ —e¡]], resulta que I} E
Hon —el) - - - , Ui-l -' eill'

Por otro lado, para cada 1 5 i 5 7', es una variedad cero-dimensional, y en

consecuencia D

c1»v¿,<U,-)= H swing”),
J'=1

que es un polinomio en U,-con coeficientes en EHUO—61,...,U¿_1 —e¡]]. En el caso

i = 0, definimos v3) := Vw,y vale la fórmula anterior para Chv(%)(Uo)G HUO].

Seaentoncesicon 0 5 i S r- 1. Como75-?“= = = 0 para cada 1 5 j 5 D,
cada uno de los factores de CÍLi/(q)(U¡-)es de la forma

Li(Uia7ji)) = Uio+ 751.1)Un + . - - + 7;? Uíi + 752+1Uir+l + --- + Uim
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con lo cual, no depende de la variable U,-,-+¡.Por lo tanto, el desarrollo de Chvg)(U,-)
como polinomio en potencias de U,-—e,-+1coincide con su expansión como polinomio
en U,-.

En consecuencia, para cada 0 5 i 5 r —1, podemos considerar a Chv(g)(U,-)como
una serie de potencias en ÍHUO —61,. . .,U,- —e,-+1]]. En el caso i = r, tenemos

Chvg)(Ur) e Elon —61, - - - , Ur-l —erlllUrl­

Con la notación U := (Uo,...,U,), U’ = (Uo,...,U,_¡) y e' = (61,...,e,), con­
cluimos que

ama!) = 3‘53),
donde

<I>(U)= 0[I emm) e ¡FW-aula}

r(U') = Kfl< r,- e FHM-eq].

4.2.4 La forma de Chow como un cociente de dos polinomios

El siguiente paso para la construcción del algoritmo que calcula la forma de Chow
de V es expresar Chv como un cociente de dos polinomios en lugar de un cociente
de dos series de potencias, para efectuar luego la división aplicando el Lema 1.3.5.

Probaremos un resultado general mediante el cual, a partir de los desarrollos de dos
series de potencias cuyo cociente es un polinomio, se obtienen (algoritmicamente)
dos polinomios cuyo cociente exacto es el polinomio dado.

Sea U un conjunto de N indeterminadas sobre el cuerpo k y sea a e k”.

Recordamos que, dada una serie de potencias F := Z Fa (U —u)“ e k[[U —u]],
a INNe o

se define el orden de F en u como 0rd,,(I‘) := min {lal : Fa 960

Proposición 4.2.12 Sea U un conjunto de N variables sobre k, sea u e k" y sean

(1):: z: (Da(U—u)°‘ y P2: z Fa(U—u)°‘ G k[[U-u]]
aelNg’ aemg’

series de potencias tales que <I>/l"es un polinomio en k[U] de grado 6.
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Sea m := ordu(1"). Supongamos que todas las componentes homogéneas de grado
menor o igual que m+ 6 de las expansiones de <I>y l" alrededor de u están dadas por

medio de un straight-line program de longitud L.

Sea G' := ( Z Fa(U —u)°’)6+l. Entonces:
IaI=m

(1) Existe un straight-line program de longitud O(ó5 L) que calcula un polinomio
F G k[U] que satisface

<I>_ F
F _ Ü"

(2) Si se conoce un punto ü E k" tal que G(ü) 750, existe un straight-line program

de longitud O(<58L) que calcula el polinomio cociente <I>/[‘.

Demostración.

(1) Sea Q(U) := <I>(U)/1"(U) G k[U] el polinomio cociente y sea t una nueva
indeterminada. Consideremos el polinomio

Ó(U, t) := Q(t (U —u) + u) e k[U, t],
a.

que verifica Q(U) = Q(U, 1).

Sea Ï‘(U,t) := [‘(t (U —u) + Como ordu(I‘) = m se tiene que

Ï‘(U,t) = z I‘a (U —u)" t'°' = t'" z A,-(U)t1'
a 1'20

donde, para cada j Z 0, Aj(U) E k[U —u] es la componente homogénea de grado
m + j en la expansión de F alrededor de u. En particular, tenemos que G(U) =
A0(U)6+l.

Consideremos los polinomios

P(U,t) := Ao(U)"+1Ó(U,t) y F(U) := P(U,1).

Es claro que ( ) ( )-— P U 1 F U
= 1 = —’——— = ———.) A0(U)5+1

Describiremos entonces una. forma alternativa. de calcular P(U, t) a partir de las
componentes homogéneas de grado menor o igual que m + ó de las expansiones de
las series de potencias <I>y I‘ alrededor de u.



aufivuu.aficwoDEmmmeemmw 1M

Sea

eauy=—zxïg%ieuu—mmu121

Observamos que

t’" 1 1 1

Hua: EfiWfli=Awnu_Wum==EwïZWWfiï

Consideremos ahora ¿(ü t) := <I>(t(U —u) + u). Puesto que <I>(U)/F(U) G HU],
deducimos que ordu(<I>)2 ordu(F) = m. Entonces

Mi) = Zea (U—um“ = t'"z aja!) a,
1'20

donde, para cadaj 2 O, Bj(U) E k[U —u] es la componente homogénea. de grado
m + j en la expansión de <I>alrededor de u.

Finalmente, observemos que valen las siguientes igualdades en k(U —u)[[t]]:

P(th) = A0(U)6+]Ó(Uit)

ó <Í'>(U, t)

A0(U)+1m

= A0(U)6( Bj(U) tí)(kz: ‘II(U,t)k)120 2°

(Ze-(UnixzAo(U)6-k(Ao<U)w(U,t))*).
¡'20 1:20

Ahora, teniendo en cuenta que deg¿P(U,t) = cleg¿Ó(U,t) = ó, vemos que para
calcular P(U, t) basta obtener los desarrollos hasta grado 6 en t de las dos series

Emww y ZMWWWMmMumE
¡20 kzo

efectuar el producto y finalmente truncar el resultado en grado 6 con respecto a la
variable t.

Como \II(U,t) tiene orden mayor o igual que 1 en t, lo que implica que ‘II(U,t)"
tiene orden mayor o igual que k, el polinomio P(U, t) puede obtenerse a partir de
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los polinomios

A

<I>(U,t) := z B,(U)ti (4.5)
05156

iran) == — Z fly-(Uni y (4.6)
15155

é(U,t) = 2: Ao(U)‘-k®(U,t)*, (4.7)
oskgó

calculando el producto <Ï>(U,t) Ó(U, t) y truncando el resultado en grado ó con res­
pecto a t.

Para terminar, se calcula el polinomio F como F(U) = P(U, 1).

A continuación se resume el algoritmo que obtiene el straight-line program para F
y se calcula su complejidad:

Para cada 0 5 j 5 6, sean

Aj(U) := z Fa (U —u)“ y Bj(U) := z (De,(U —u)“.
|a|=m+j |a|=m+j

Por hipótesis, estos polinomios están dados por medio de un straight-line program
de longitud L.

Algoritmo

Paso 1. Calcularllos polinomios <Ï>(U,t), \ÏI(U,t), Ó(U, t) dados por las fórmulas
(4.5), (4.6) y (4.7) respectivamente, y el producto <ÏJ(U,t) (:)(U,t). La longitud
del straight-line program que se obtiene cs O(6) + L.

Paso 2. Aplicando el Lema 1.3.3, obtener un straight-line program para todos los
coeficientes hasta grado ó del producto <Ï>(U,t) Ó(U, t) considerado como poli­

nomio en la variable t con coeficientes en k[U]. Observamos que, si PJ-(U)

(0 5 j 5 ó), son los coeficientes calculados, entonces P(U, t) = o Z<619j(U)tj.
La longitud del straight-line program obtenido para los coeficientlajsdeP(U, t)
es O(ó5 L).

Paso 3. Calcular F(U) := P(U,1) = Z: Pj(U). La longitud del straight-line
OSíSÜ

program final es O(<S5L).
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(2) Si se conoce un punto ü tal que G(ü) aé 0, para calcular el cociente F /G se
aplica el Lema 1.3.5 a estos polinomios.

Teniendo en cuenta que deg(F/G) = 6, la longitud del straight-line program obte­
nido para F en (1), y el hecho que G(U) := A0(U)"+1 es calculable por medio de
un straight-line program de longitud ó + L, resulta que la longitud del straight-line
program final que calcula F/G es de orden ()(ó8 L).

Recordemos la notación utilizada en la secciones anteriores: Para cada 0 S i 5 r,
Ui es un grupo de n + 1 nuevas indeterminadas sobre k, U := (U0,. . . ,U,) y U' :=

(U0,. . . , U,_¡). Por otro lado, e’ := (61,...,c,), donde e,-cs cl (i + 1)-ésimo vector
de la base canónica de kn“. Finalmente, notaremos e := (e', 0), donde 0 denota un
vector con n + 1 coordenadas iguales a 0.

La Proposición 4.2.11 asegura la existencia de dos series <I>(U)E EHU' - e']][Ur]

y I‘(U’) e EHU' —e’]] cuyo cociente es el polinomio Gin/(U). Podemos considerar

ambas series como elementos de EHU —el]. Finalmente observamos que deg <I>/I"=

degChV = (r + 1) degV es conocido.

Vemos entonces que, para poder aplicar la proposición anterior a nuestra situación,

nos resta calcular orde(F), que es el orden (le F e EHU’—e']] en e’.

Proposición 4.2.13 Bajo las hipótesis y notaciones de la Proposición 4.2.11,

I"(U.’)=(-1)'D H Cm,an + 0((U'-e')'D“)
099-1

donde D := deg V. En particular

ordc(I‘) = ordel(I‘) = r D.

Demostración. Recordemos que, para cada 1 5 i 5 r,

Vd!)= V(f1(X), - - '1fn—r(X)iL0(U0iX)v - - -,Li—1(Ui_1,X),Xi+1, - - - ,Xr) n {9 960}

es la variedad cero-dimensional

Vd?)= {'Yli), - - - ,79} C Elon — 81, - ' -,Ui—1 — eilln­

J"Se tiene que F = H l“.- donde, para cada 1 5 i 5 1‘,11.= 1] 70'.)
19'51- 15.750
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Fijemos i con 1 5 z'g r.

Sea j con 1 S j 5 D. Para simplificar la notación cscribiremos 'yj := 75-").

La i-ésima coordenada 73-,-G EHUO—el, . . . ,U,-_1—e¡]] de 7,- puede considerarse como

un elemento de EHU' —e’]] y entonces es de la forma

'yji I= En:aa(U' —e')“ e —6,1].

Probarcmos que order('yj,-)= 1 y calcularemos la parte lineal del desarrollo de esta
serie alrededor de e’.

En primer lugar, observamos que 'yJ-(el,. . . ,ei) = 73(0)(ver la demostración de la

Proposición 4.2.11). Entonces ao = 'yJ-¡(e’) = 73(2)= 0, puesto que 75-0)G Vw, =
V n V(X1, . . .,X,) y 1 Si S 1'. En particular, ordeth-i) 2 1.

Calcularemos ahora la parte homogénea de grado 1 en la expansión de 71-,centrada

en e’, es decir, para cada a con |a| = 1, el coeficiente aa‘ = 373%(6) (en otras
palabras, las derivadas parciales de 71-,-con respecto a cada una de las variables U“,
0 5 k < r, 0 5 ÉS n especializadas en e’).

Como '73-G Vg), se tiene que L,-_1(U-_1,'yj) = 0, es decir

Ui-lo + Url-11"le + °°' + Ui-in'ïjn = 0- (4-8)

Derivando esta ecuación respecto de la variable U¿_¡ose obtiene la igualdad

37'1 37'1 ¡'_ J i- n Jn+U llan-lo+ +U l an-io

a .. . .
Especializando U’ en e' = (e¡,...,e,) resulta que anyJ‘ (e') = —1. Esto implicai-lO
que ordel('yj,-) = 1.

Consideremos ahora en (4.8) la derivada con respecto a U.-_1¿con Z 2 1:

Ü'Yj 1 87­- U-_ +-c-+U._,—’" =0
711+ t ll (Qui-ll t liaUF.”

a ..
dc donde obtenemos, especializando U' en e', que GUI“ (e') = —'y¿(e') = —75°’.i iz
Finalmente, para 0 S k < i- 1 y O 5 l.’5 n, derivando la igualdad (4.8) con
respecto a U“ resulta

3'in 3'an _
Ut-ll aUkt + + Ut-ln au,” “ o)
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3'in
aUkt

Teniendo en cuenta que 'yj,-no involucra las variables U.-,. . . , Un resulta que para

todokZiytodoOSZSnvale 87""EO.
ÜUkz

En definitiva, para cada 1 5 i 5 r y cada 1 g j 5 D:

lo que implica que (e') = 0.

—1 si k=i—1,€=0
30'.)¿(6): a}? sik=i-1,15€5n

0 si k7’=i—1,05€5n

En consecuencia, concluimos que para cada 1 5 2'S r, 1 5 j S D, la parte lineal de

75'? es

_(Ui-10 + (ji-117501)+ ’ ' ' + (Ui-li —“71(0) + ' ' ' + (ji-11.71€?)­

Teniendo en cuenta que 71(0)= . . . = 75-3)= 0, resulta que la parte lineal de 7;? es

0)
“(U-10 + Ui-l 171("1+ ' ' °+ Ui-lr+l 753)“ + ' ' ' + Ui-1n7;?)= -L¡—1(U'-1,'YJ('0))­

Luego I

75-?= —Li-1(U,--1,v,‘-°’)+ 0<<U' —a)?»

Finalmente, como Chvm)(U)= l'I L(U,'y;°)), concluimos que
15150

Pi Z: H = H (—L¡_1(U¡_1,'Y-so))+ _ el)2))
19'50 15150

= (-1)DChV(o)(Ui-l)+ 0((U' - 6')D+l)a

de donde resulta que

rw') ;= H r,-=(—1)'D H Clz%°)(U,-_1)+ o((U'—e')'D+‘)
igigr igigr

= (-1)TD Chi/mah) + O((U'—e')'D+l).
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4.2.5 Demostración del resultado principal

Utilizando los resultados y algoritmos presentados en las secciones anteriores, po­
dremos construir el algoritmo para el cálculo de la forma de Chow y demostrar la
Proposición 4.2.3.

Hemos visto que la forma de Chow Chv que queremos calcular puede expresarse
como un cociente de dos polinomios. Estos polinomios se calculan a partir de
las series que representan las coordenadas de los puntos de las variedades cero­

dimensionales auxiliares V3)= {79), . . . ,79} con 1 S z'5 1'.

La aplicación simbólica del algoritmo de Newton (ver Lema 1.4.7) nos permitirá
obtener algorítmicamente las componentes homogéneas de las series <I>(U)y P(U')
involucradas en el cálculo de los polinomios mencionados.

Finalmente, aplicaremos la Proposición 4.2.12 para obtener un straight-line program
que evalúa la forma de Chow de V.

Demostración dela Proposición 4.2.3. A lo largo de esta demostración, manten­
dremos las notaciones utilizadas en las secciones anteriores.

Recordemos que, por las Proposiciones 4.2.11 y 4.2.13, CIM/(U) = <I>(U)/I"(U'),
donde

<I>(U) = H ChV¿)(U,.) = H H L¿(U¡,7J(-i)) e E[[U'—e']][U,]
ogigr ogigr ¡51'50

P(U') = H Fi= H H 75?
lsisr 19‘51-¡51‘50

= (_1)'D H Chvw)(U,-)+ 0((U'—e')'D+1) e EMV-eq].
05i5r-l

Aplicaremos la Proposición 4.2.12 para calcular Chv como el cociente de dos poli­

nomios F y G e k[U] relacionados con (I)y F.

Puesto que degChV = (r + 1)D y, por la Proposición 4.2.13, orde:(F) = 'rD,
necesitaremos un straight-line program para las componentes homogéneas de grado
menor o igual que (21' + 1) D de los desarrollos de las series de potencias CDy P

alrededor de e := (e’,0) (considerando a ambas series como elementos de ÉHU- e]]).

Observamos también que, de la Proposición 4.2.13, se desprende que

= ((_1)rDH Cth)(Ui))(r+l)D+l
099-1
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puesto que este polinomio es la ((r + 1) D + 1)-e’simapotencia de la componente
homogénea de grado mínimo del desarrollo de F alrededor de e’.

Entonces, conocemos también un punto que no anula a G: si eo := (1,0, . . .,0) e
k"+1, se tiene que G(eo, . . .,eo) = (-1)’D aé 0.

Pasamos ahora al cálculo del straight-line program que evalúa las componentes ho­
mogéneas de <I>y l".

Fijemos 2' con 1 5 i 5 r. Fijemos también una base del espacio vectorial D­

dimensional ¡cn/(9)].Para. cada 0 S k S n, sea MS}: la matriz de la multiplicación
por Xk en esta base. Entonces valen las siguientes igualdades (ver por ejemplo [6,
Proposition 2.7]):

H L,-(U,.,7J(.">)= dec(U,-oIdD+U,-1M;2+---+U¡,.M(‘1) (4.10)
15150

H 75-? = detWÏQÏ). (4.11)
15150

Calcularemos las expansiones como series de potencias de (4.10) y (4.11) alrededor
de e hasta grado (2T+ 1) D.

Recordemos que, de la demostración del Lema 1.4.6, se desprende que, para cada

1 5 j 5 D, el vector de series de potencias 75-1)puede obtenerse por medio del
operador de Newton asociado a la aplicación F,- : AMA)" x A" -—)A" definida por

Fi(Uo,--.,Ui—1,X)= (f1(X))---afn—r(X))L0(UOaX)i---aLi-1(Ui—11X)1Xi+li"-1Xr),

es decir
¡[VE-(X)!2:Xt_ X))t1

como sigue:

Dado 75-0)e Vw, se tiene que F,-(e¡, . . . , (2,750)) = 0 y det(DxF,-(e1, . . . , e¿,'yJ(-°)))76 0.

Se define recursivamente

'.o o
75“ ) — 75- ’
'Jc l i,k7;;+) = )) k20

para obtener una sucesión de vectores de funciones racionales

.Jc .Jc -’k —
7.5.1)= (7.511)’ ' - - 17;!" e k(U01’ ' '1Ui-1)n'
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Como los denominadores de estas funciones racionales no se anulan en (e1,...,e,-),

pueden invertirse como series de potencias en ÍHUO —el, . . . , U,-_¡ —e¿]].

Ahora, para cada 1 5 l 5 n, la sucesión de series de potencias (yfi'kóbo

la serie de potencias 75-? e EHUD—el, . . . , U,-_1—e¿]]. Más aún, para cada k e lN, la

serie de potencias 7;?“ aproxima a 75.“)con precisión 2k (es decir, los coeficientes de

los desarrollos alrededor de (el, . . . , ei) de 75',” y 75.?coinciden hasta grado 2" —1).
o o .

Como no conocemos los puntos 'yí ), . . .gyl} de Vw),Simularemos este proceso por
medio de una aplicación simbólica del operador de Newton tomando como “punto

inicial” la resolución geométrica de Vw),que contiene la información de todos los
puntos de esta variedad.

converge a

Sean p,v¡,...,v,, e k[T] y e = Ale + + AnX"los elementosde la resolución
geométrica dada de Vw).

Sea M la matriz compañera del polinomio p, que es la matriz de la multiplicación por

Een la base {1, (3,(2, . . . , 80“} del espacio vectorial D-dimensional ¡cn/(0,]. Entonces,

para cada 1 5 k 5 n, Mxk := vk(M) es la matriz de la multiplicación por Xk con
respecto a la misma base.

Observamos que la matriz M es semejante a la matriz diagonal D(€('y{°)),. . . ¿(7225)
y, por lo tanto, para todo 1 S k 5 n, la matriz Mxk es también semejante a una
matriz diagonal ka := D('ïí2), . - -17g): ­

Sea K,:= [log((2r + 1) D +1)].

Aplicando el Lema 1.4.7 obtenemos, a partir de un straight-line program que calcula
F,-,un straight-line program que evalúa polinomios

957),...,gE:) y hí”ek[Uo,...,U,--1ux1

que representan los numeradores y un denominador de la n-ésima iteración del ope­
rador de Newton NF“ es decir, tales que

(K) (K)
K gi gin

N‘p,’<X)=( ‘ (X),..., oo).hi") Id")

Consideremos las matrices

H,- := ILS")(1l/Ix,,...,M,n) (4.12)

o”, := 95:)(Mx,,...,Mxn) (lg/cgn) (4.13)

N,- := H,-1G,,, (1gkgn). (4.14)
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Como el polinomio det(H,-) e k[U’] no se anula en e', det(H,-)‘l es una serie de
potencias en k[[U’-e']]. Más aún, del hecho que Mx,‘ eSsemejante a Dxk, deducimos
que det(N,-¿) = (det(H¿))‘ldet(G¡,-) e k[[U' —e’]] aproxima (4.11) con precisión
ZKZQT+DD+L

Análogamcnte

det(U¡oID + UflNi] + ' °' + UinNin) = (det(H,-))'l (lOt(UioHi+ UnGil + °' ' + UinGin)

aproxima (4.10) en k[[U —6]] con precisión del mismo orden.

Ahora, la siguiente igualdad vale en k[[U’ —c’]]

_ —1 °° dct(H.-)(U')—det(H,-)(e') 1'

de‘w“) 1: det(H,.)(eI);,( dct(I-I¡)(e’) ) ’

y por lo tanto el desarrollo de det(H,-)‘l alrededor de e' puede ser aproximado con
precisión (27'+ 1) D + 1 mediante el polinomio

fi,.(U') :
_1 <2r+1>D(det(IIi)(U') —det(H¿)_(e'))" (4.15)= det(H¿)(e’) j=0 dct(H,-)(e’)

Concluimos que basta calcular los polinomios
A A
Hi det(G¿i) y Hi det(U,-0H,-+ UilGil + ' ' ' + U.-nG,-,.),

que aproximan (4.11) y (4.10) respectivamente con precisión (2T+ 1) D + 1.

La forma de Chow Chi/(o)(Uo)de Vw),que es uno de los factores de <I>(U),se calcula
(exactamente) a partir de la fórmula

CIM/(o)(Uo)= H L0(Uo,7;°>)= demoran + Umel + . - -+ UOnMxn).
15130

Finalmente, las componentes homogéneas de los desarrollos de (Dy 1"alrededor de
e hasta grado (27'+ 1) D, se calculan considerando los productos

(DO(U) := Chi/(o)(Uo) H fi,- det(U.-0H,-+ UilGi1+ °' ' + UinGin) (4.16)
¡gigr

F0(U,) Z= H Ñi det(G¡,-+1),,
lSiSr
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que aproximan con precisión (21°+ 1)D + 1 a (I)y \II respectivamente, y extrayendo,
por medio del Lema 1.3.4, todas las componentes homogéneas de grado menor o

igual que (2T+ 1) D (de los desarrollos alrededor de e) de estos polinomios.

De esta manera obtenemos la aproximación requerida de CI)y F y las componentes
homogéneasque sirven como input para el algoritmo de la Proposición 4.2.12

Como dijimos al comienzo de la demostración, el algoritmo de la Proposición 4.2.12
(1) produce entonces un polinomio F e k[U] tal que F/G = Chv, donde G es el
polinomio definido en (4.9).

Para terminar, teniendo en cuenta que G(eo, . . . , eo) 9€0, la parte (2) de la Propo­

sición 4.2.12, da como output el cociente (D/I‘= ChV.

Resumimos el algoritmo y calculamos la longitud del straight-line program obtenido:

Algoritmo

Paso 1. Sea n := [1+log((21' + 1)D)].

Para cada 1 5 i 5 r:

(a) Aplicar el Lema 1.4.7 a F,-para calcular los polinomios 93:) (1 5 k S n)

y ÍLEK)que representan los numeradores y el denominador de NLÏ)(X
El algoritmo produce un straight-line program cuya longitud es de orden
(n d)0(1) log(D) L.

(b) Dada la resolución geométrica de Vw),calcular un straight-line program
para las matrices H,-y Gik, 1 5 k S n, definidas por (4.12) y (4.13). La

longitud de este straight-line program es de orden (nd D)0(1)L.

(c) Calcular det(H,-), det(G,-,-)y det(U,-0H,-+ U¡1G¿1+- - -+U,-,,G¿,,) por medio

del algoritmo descripto en Esto no modifica el orden de la longitud
del straight-line program.

(d) A partir (le (lct(H,-) calcular Ñ,-según la fórmula (4.15).

Paso 2. Efectuar los productos definidos por <I>°y FOen (4.16) y (4.17). La longitud
del straight-line program para <I>°y I‘0 es de orden (ndD)o(‘) L.

Paso 3. Aplicar el Lema 1.3.4 para calcular todas las componentes homogéneas de
grado menor o igual que (21-+ 1) D de los desarrollos de <I>°y P0 alrededor de
e.
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Paso 4. Mediante el algoritmo dado en la Proposición 4.2.12 (1), calcular el poli­
nomio F tal que F/G = ChV.

Paso 5. Teniendo en cuenta que G(eo, . . . , eo) 9‘:0, obtener un straight-line program
para el cociente Chv por medio del Lema 1.3.5. La longitud total del straight­
line program es (ndD)0(‘) L.

Obscrvamos que la complejidad del algoritmo es del mismo orden que la longitud
del straight-line program que produce.

4.3 Forma de Chow de cada componente equidi­
mensional de una variedad afín

En esta sección se construye un algoritmo probabilístico para el cálculo de la forma de
Chow de cada una de las componentes equidimensionales de una variedad algebraica
afín arbitraria V C A".

El algoritmo toma como entrada un conjunto finito de polinomios dados por medio
de un straight-line program cuyo conjunto de ceros es la variedad algebraica V y
produce un straight-line program que evalúa las formas de Chow de cada una de las
componentes equidimensionales de V. Si la variedad está definida por s polinomios
en n variables de grados acotados por d codificados por un straight-line program de
longitud L, la complejidad del algoritmo y la longitud del straight-line program que
produce son de orden sno(1)dol")L.

Veremos también que, bajo ciertas condiciones, la complejidad del algoritmo es
polinomial en la longitud del straight-line program input y en el denominado grado
geométrico del sistema de polinomios dado que define la variedad, pudiendo resultar
entonces de orden considerablemente menor.

Cabe destacar que este algoritmo provee una forma alternativa de calcular la des­
composición equidimensional de una variedad algebraica afín.

4.3.1 Formas de Chow generalizadas y polinomios carac­
terísticos

Un paso fundamental dentro del algoritmo principal que presentaremos en esta
sección es el cálculo de la forma de Chow de la intersección de una variedad equidi­
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mensional V con una liipersuperficie que no contiene ninguna componente irreducible
de V, a partir de cierta información sobre V y un polinomio f que define la hipersu­
perficie. La subrutina que realiza esta tarea se basa en una noción teórica que per­
mite estudiar la intersección de la variedad V con una hipersuperficie en la situación
mencionada: la forma de Chow generalizada de la variedad V.

Otra herramienta teórica en que se sustenta el algoritmo que presentaremos es la
noción de polinomio característico de una variedad equidimensional.

A continuación se introducen estas nociones y se prueban ciertos resultados auxilia­
res que se utilizarán para la demostración del resultado principal.

Para un tratamiento más completo de estos temas ver [25, Sections 2.1.1, 2.3.1].

Forma de Chow generalizada

Presentamos a continuación el concepto de forma de Chow generalizada de una
variedad equidimensional.

Sea V C A" una variedad afín equidimensional de dimensión r y grado D definida
sobre un cuerpo k.

Como en las secciones anteriores, para cada 0 S i 5 r- 1, U,-= (Um,. . . , Uin) denota
un grupo de n + 1 variables asociadas a una forma lineal genérica

L¿(U¿,X)2=Uio+U¿1X1+"'+Uian (03iíT-1).

Para d e lN, denotamos por U(d)r a un nuevo grupo de (d Z n) nuevas variables y
por

F(U(d),,X) := z U(d),aX“
lalsd

al polinomio genérico de grado d en n variables asociado a U(d),.

Sea N := 1-(n + 1) + (“II”) y sea W C A” x V la variedad de incidencia de
Lo, . . . , L,_1, F con respecto a V, es decir

W := {(uo,...,u,_1,u(d)r;x) E IANx A"; a: E V,

Lo(uo,12)= 0,. . . , L,._1(u,._¡,x) = 0, F(U(d)r,11) =

Si 1r: A” XA" —)A” denota la proyección canónica sobre las primeras coordenadas,

se tiene que 7r(W.) es una hipersuperficie en IAN (ver [28, Prop. 1.5]).
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Una d-forma de Chow de V es cualquier polinomio fd'v E k[Uo,. . . ,U,_¡,U(d),]
libre de cuadrados que define la hipersuperficie 7r(W) g A”.

Como en el caso de la forma de Chow usual, una d-forma de Chow está unívocamente
determinada salvo por un factor escalar.

Además, si V cs una variedad irreducible, :de es un polinomio irreducible y, si la
variedad V es equidimensional, su d-l'onna de Chow coincide con cl producto de
d-formas de Chow de sus componentes irreducibles.

Sea I (V) el ideal de k[X1, . . . ,Xn] formado por los polinomios que se anulan sobre

V. Se tiene la siguiente igualdad en k[Uo,. . . , U,_¡, U(d),]

(fly) = (I(V) + (Lo, -- . ,Lr_1,F)) n k[Uo,. . . , U,_1, U(d),]. (4.18)

El siguiente resultado, que es una generalización del Lema 4.2.4, relaciona una d­
forma de Chow de una variedad V con una d-forma de Chow de una variedad
cero-dimensional asociada a V.

Lema 4.3.1 Sea V g AHF) una variedad equidimensional de dimensión r definible
sobre k y sea fdy E k[Uo,. . . , U,_¡, U(d),] una d-forma de Chow de V.

Consideremos el ideal 1° definido por

1°:= (I(V)1L0(U0)X)1"-iLr—l(Ur—1aX))guva, . . .,Ur—1)le

y la variedad cero-dimensional

v°=V(I°)gMW).
Finalmente, sea fd'vo E k(Uo, . . . , Ur_1)[U(d),] una d-forma de Chow de V0.

Entonces existe un polinomio Q e k[Uo, . . . , U,_¡] —{0} que satisface

Ïd,v(Uo, - - -aUr-11U(d)r) = Q(U01°--aUr—l)fd,V°(U(d)r)­

Demostración. Se prueba a partir de la igualdad (4.18), localizando en el conjunto
multiplicativamente cerrado S = k[U0,. . . , U,_1] —{O}, en forma análoga al Lema
4.2.4.
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Una d-forma de Chow fdy e k[Uo,. . . , U,_1, U(d),] de V es un polinomio multiho­
mogéneo de grado D en el grupo de variables U(d), y de grado d D en cada uno de
los grupos de variables U,-(0 S 2'5 r - 1) (ver [28, Lemme 1.8]).

Si V C IP" denota la clausura proyectiva de V y, Í,- (0 S i 5 r —1) y F son los
homogeneizados de los polinomios L,- (0 _<_i 5 r —1) y F con respecto a la variable

X0 respectivamente, el polinomio fd'v verifica

Ïd.v(uo, - --,Ur—1,u(d)r) = 0 <=>

V n {Mm = 0} n ---n {ïr-1<unx> = o} n {F(u<d)o,x) = o} aem
_dn

parauieïc-"H(05i5r-1)yu(d),€k(:).

La d-forma de Chow de una variedad V se relaciona con la forma de Chow usual de

la siguiente manera:

Supongamos en primer lugar que V es una variedad irreducible.

Sea U, un nuevo grupo de n + 1 variables, y sea L,.(U,.,X) la forma lineal genérica
asociada a UT.

Consideremosel polinomio Ï¿,V(Uo,...,U,) := fd,v(Uo,...,U,_¡,(L,)d), que re­
sulta de especializar las variables U(d)r en los coeficientes del polinomio (L,)¿, y sea
.7-"Ve k[Uo, . . . , U,] una forma de Chow de V. Se tiene que

Ïd'V(u0, . . .,u,) = 0 <=>

V“ Gemma) = 0,--. ,Ír_1(ur-1,z) = o}n mans)“ = o} ae0

<=> .7-'V(u0,...,u,.) = 0.

Esto dice que los conjuntos de ceros de Ïdy y Tv coinciden. Entonces, como SFVes
irreducible, existen c e k —{0} y a G IN tales que

¡14,va - - - , UT) = c - fV(U0, . . . , U,)°‘.

Teniendo en cuenta que deguoÏv = dD y deguo 3 = aD, resulta que a = d. Luego

Ïa,v(Uo, - - -,Ur) = c - .7-'V(Uo,. . .,U,)d. (4,19)

Finalmente, del hecho que una forma de Chow de una variedad equidimensional es
el producto de formas de Chow de sus componentes irreducibles y que lo mismo vale



CAPÍTULO 4. CÁLCULO DE FORMAS DE cnow 128

para d-forrnas de Chow, se deduce que la igualdad (4.19) es también válida en el
caso de una variedad equidimensional.

Supongamos ahora que la variedad V satisface la hipótesis 4.2.1. Entonces

VO {.170= ñ . . . ñ{:1:,._¡= ri {ICT1':

. . . 4+" .
Esto nnphca que, sr e(d), es el vector de n ) con un 1 en el lugar correspomhente
al monoinio .\',‘.‘y las demás coordenadas 0 y, para cada O S i 5 r — 1, ci es el

(i -I-1)-ósinio vector de la base (tanónica de h""",

Jam/((1,, . . . , (3,“ h (701),.) Ü.

Defininios entonces la d-forma de Chow normalizado Chdy de l" como la d-fonna
de Chow de V que satisface ChdJ/(co, . . . , e,_1, e(d),) = 1.

Bajo estas hipótesis, la forma de Chow norinalizada Chv y la d-l'ortna de Chow

norinalizada Chdy están relacionadas por la igualdad (4.19) como

Chau/(U0, . . . , U,_., (L,)‘*) = cavwo, . . . , U,.)“.

De esta igualdad deduciinos, como consecuencia del Lema 4.3.1, el siguiente resul­
tado:

Lema 4.3.2 Sea V C h " una variedad equidimensional de dimensión r definible
sobreh quesatisfacelahipótesis4.2.]y seaV0CIr' la variedad
cero-dimensional asociada a V como en el Lema 4.3.1.

Sean Chv E k[U0, . . . , UT] y Chdy G k[U0, . . . , U,._¡, U(d),.] la forma de Chow nor­

malizado y la d-forma de Chow normalizado de V respectivamente, y sean Chvo E

k(U0, . . . , U,._¡)[U,-] y CÍL¿_\/oe k(Uo, . . . , U,_¡)[U(d),.] la forma (te Chow normali­

zado y la d-fonna de Chow normalizado de VO, respectivamente.

Entonces

ll Ch, I U lr
Cha-((10,...,Uta-“(101),.)= (mimi/(xavi),. ..,(1,4))

7€V0 r

Demostración. En primer lugar observamos que el Lema 4.3.1 garantiza la existen­

cia de un polinomio Q e k[Uo, . . . ,U,_1] —{0} tal que Chdy = QChdyo.
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Por otro lado, si P e k[Uo, . . . , U,._¡] satisface

Cia/(Um . . .,Ur) = P(Uo, . . .,U,_¡)Chvo(U,),

se tiene que

P(U0, . . . , U,_¡)“c¡zvn(U,)d = Chi/(U0, . . . , U,)'l = (zm/(Un, . . . , U,_1, (L,)") =

= Q(Uo, - - - , Ur—|)Ch'd,V°((Lr)d) = Q(U01---vUr-I)C,l'\"°(Ur)da

de donde Q = Pd.

Finalmente observamos que de la demostración de la Proposición 4.2.8 se desprende
que

Cl- / U ,.
P(Uo,...,u,._¡)= 'Vf“(Xr)l(_Ie:y ,U I)

76‘1'0

lo que termina la. dcmostraci<'m.

Polinomio característico de una variedad

Sea V C A" una variedad equidimensional de dimensión r y grado D definible sobre
k. Sean U0, . . . , U, grupos de n + 1 indeterminadas sobre k, y sean

Li(Ui,X)=Uio+Ui1X¡+"'+U¡n1Yn (ÜSiST)

las formas lineales genéricas asociadas.

Introducimos un nuevo grupo de r + 1 variables (T0,. . . ,Tr) que corresponden a las
funciones coordenadas de 17V“.

Sea M := (r + 1) (n + 1). Consideremos la aplicación 1/1: A“ x IA" —>¡AM x EV“
definida. por

1,!)(110,...,u,,:c)= (um...,'LL,-,L0(Uo,17),L1(U1,JI),...,L,-('U,,-,I)).

La clausura dc Zariski ¡MAN x V) g A“ x 11V“ es una llipersuperficie. Se llama
polinomio característico de V a cualquier polinomio 'Pv E k[U,Tn, . . . ,Trl libre de
cuadrados que define ¡HAM x V).

Cuando V es irreducible, un polinomio característico de V es irreducible, y si V
es equidimensional, un polinomio característico de V coincide con el producto de
polinomios característicos de sus componentes irreducibles.

El siguiente lema, extraído de [25, Lemma 2.12], relaciona el polinomio característico
de una variedad equidimensional con su forma de Chow.
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Lema 4.3.3 Sea V C A" una variedad equidimensional de dimensión 1' y grado D
definible sobre k y sea fv una forma de Chow de V. Para 0 5 i 5 7', consideremos

el cambio de variables (í 2: (Um- CI},U¿1,...,U¡,.). Finalmente, consideremos el
polinomio

'Pï=-7:V(COa--w(r) e kiUvT0)"'1Tr]'

Entonces 'P es un polinomio característico (le V.

Demostración. Basta considerar el caso en que V es una variedad irredueible.

Sea PV e k[U0, . . . , UHTO,. . . ,Tr] un polinomio característico (le V.

Sea (u,{) := (110,...,n,,€) e MM x V, y para cada 0 5 i < 1-,definmnos t¡ :=
L¿(u¿,f). Seat := (t0,...,t,) G JAH". Entonces ib(u,E) = (u, t), (le donde
Pv(u, t) = 0.

Ahora, se tiene que

6€ V ñ {L0(uo,.1:)= to, . . .,L,(u,,a:) = tr}

de donde se deduce inmediatamente que la forma de Chow TV de V se anula al

especializar, para cada 0 5 i 5 r, el grupo de variables Ui en (nio —to, un, . . . , nm).

Equivalentementc, el polinomio 'P(Uo, . . .,U,,T0, . . . ,Tr) = .7-"V(Co,. . . ,(r) se anula

en el punto (u, t).

Luego, el polinomio 'P se anula sobre 1/)(AMx V).

Teniendo en cuenta que PV es un polinomio libre de cuadrados que define la hiper­
superficieW, deducimosque"PVI"P.
Por otro lado, como fV es irreducible, resulta que P es también irreducible.

En consecuencia, 'P y 'PV coinciden salvo por un factor escalar, de donde 'P es un
polinomio característico de V.

Observamos que el polinomio (:ara<:l.mistico'PV (le V es multiholnogónoo (lo grado

D en cada grupo (levariablesU¡U (0 5 i 5 r).

Si la variedad V satisface la hipótesis 4.2.1, se define el polinomio característico
normalizado de V como

pV i: (-1)D ChV(C01'' '1Cf)!
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donde Chv es la forma de Chow normalizada de V.

En este caso, el grado con respecto a Todel polinomio característico (normalizado) es
D = (leg V y su coeficiente principal a,“ con respecto a T0 coincide con el coeficiente

de Uo'áen la forma de Chow normalizada Chv de V. Luego, ap G k[U¡,...,U,] y
verifica aD(e¡, . . . ,er) = 1 (ver [25, Section 2.3.1] para más detalles).

Cálculo de resoluciones geométricas a partir de polinomios característicos

En el próximo lema mostramos cómo recuperar, a partir del polinomio característico
de una variedad equidimensional V de dimensión 7', una resolución geométrica de
una libra genérica de V con respecto a una proyección lineal genérica de V en FV.

Para esto, observamos en primer término que una resolución geométrica de una
variedad cero-dimmisional Z C IA" puede darse de la siguiente manera (equivalente
a la presentada en la Sección 1.1.2): Además de una forma lineal Z que separa los

puntos de Z y su polinomio minimal p e k[T], en lugar de dar polinomios v,-E k[T],
1 S i 5 n, tales que Z esté descripta por

Z = {(v1(1¡),---,vn(n))217€ F, 72(7))= 0},

se pueden exhibir polinomios wi e k[T], 1 5 i 5 n, que verifican

zueï,19(1)):0}.
Del hecho que gcd(p,p’) = 1, deducimos que a partir de esta última descripción

puede recuperarse la primera. (es decir, se pueden calcular los polinomios v,-E le],
1 5 i S n):

Observamos que la condición gcd(p,p’) = 1 equivale a que la resultante Res(p,p’)
entre p y p' sea no nula.

Sea D := degp y sea S E klzn‘llxm’") la matriz de Sylvester de p y p’.

ConsidermnOS el vector (a¡)_2, . . . ,a¡ , (1.0,bn_¡, . . . ,bh bo) correspondiente a la última
columna de la matriz adjunta de S y los polinomios asociados

._ 0-2
Q1 -— a¡)—2T +—--+a0

qz I: b¡)_1TD_|+ +b1T+bo

Se tiene que
. I _ l

R.<=1=(2),1))—(11'7)+ (12m­
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Observamos que de esta igualdad se deduce que, para cada 17G E tal que p(1¡) = 0,
vale

wi(7l) = {12(7llwi(7l)
p’(n) “08(1), 1/)

i=l,...,n.

Para cada 1 5 i 5 n sea v.- 6 k[T] el resto de la división de “málmqgwi por p.
Entonces v,-E k[T] tiene grado acotado por D —1 y se verifica

wi(7l) .'Ui’l=— i=1,...,n.
(1) WI)

En consecuencia

11110)) 114101)) _ } _
,...,— :nek,p7]=0 = v1;,...,v 1) 21161€,p7¡=() ,{(M M () {( lu n( )) (> }

es decir, ol, . . . ,vn completan una resolución geométrica de Z.

Desde el punto de vista algoritmico, se calculan la resultante R.es(p,p’) y los co­

eficientes del polinomio (12en tiempo secuencial de orden _O(D") por medio del
algoritmo de Berkowitz para el cálculo de determinantes. A continuación se ob­

tienen los polinomiosquwi (1 S i 5 n) en tiempo O(nD2) y finalmentelos
restos v,-(1 5 i 5 n) de las divisiones de estos polinomios por p con O(n D4) pasos

adicionales. La con'iplejidad secuencial de todo el proceso es de orden O(n D4).

Lema 4.3.4 Sea V g A" una variedad equidimensional de dimensión r y grado
D definible sobre lc que satisface la hipótesis 4.2.1. Sea ‘PV e k[U,To,...,T,.] el
polinomio característico normalizado de V y denotemos por p E k[U, T1, . . . ,Tr] su
discriminante con respecto a To.

Entonces, para cada (u,t1,...,t,) e A(’+1)("+‘)x Ar tal que p(u,t1, . . .,t,.) sé 0, la
variedad

Vñ (ul,IY)- tl, .. . ,L,(u,, —tr)

es cero-dimensional de grado D y admite la siguiente resolución geométrica:

o la forma lineal ¿(X) := Lo(uo,X),

o el polinomio minimal p(To) := 'Pv(u,'1'0, ll, . . . , tr) G k['1'0] y

Ü‘Pv

o para cada 1 S i S n, U)¿(To):= —5Ü—(u,T0,t1,...,tr).Oi
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En otras palabras

VnV(L¡(u¡,X) -t1,. . .,Lr(1Lr,JY)—t,.)= wnln) : to e 7€"p(t0)= ."¡(to), . . . , fitoï

Demostración. Sea V C A" la clausura proyectiva de V y sea t’ := (th . . . ,tr) G
EV. De la igualdad 'PV = (-1)DCILV((0, . . . ,(r) deducimos que

Pv(u,to,t') = 0 => V0 {Ï0(x) = 0,...,Ï,.(.7:) = 0} 7€(D

donde E-(rr) = (uio —ti) zo + unan + - - - + amm” para cada 0 5 i 5 n.

Consideremos ahora un elemento (11.,t’)E Air+l)("+1) x IA’ tal que p(u,t’) 76 0, y
sea ¡)(To) := 'Pv(u,’1‘o, t').

La no anulación del (liscriminante p de 'Pv en (u, t’) implica que si (lp G k[U¡, . . . , Ur]
denota el coeficiente principal de 'PV con respecto a la variable T0, aD(u¡, . . . ,u,) fi
0. Entonces, como ap es el coeficiente de Uo’áen ChV, deducimos que

ChV(CO) ("'10 _ tliulli - ' ' a11111))- ' ' ) (urO _ triurli - - - aurn» 7€ 0

o, equivalentemente,

En particular, esto significa que 170 {Ï¡(n:) = O,. . . ,Ï,(.1:) = 0} consta de un número
finito de puntos incluídos en el abierto afín {tro 960}. Luego

V0 {L1(u1,33)= thu-,LrWraïE) = tr}

es una variedad cero-dimensional, de grado acotado por D, puesto que deg V = D.

Por otro lado,

p(t0) = 0 <=> V ñ {Lo(’ll.0,.’lï)= to, L¡(‘U.1,.'E)= th . . . , Lr(‘ll.r, = tr} sé m,

lo que implica que para cada E e V ñ V(L¡(u¡,,\') - t¡, . . . , L,(1I.,,X) —tr), to :=
L0(u0, fi) es una raíz de ¡)('1'0),y recíprocamente, para cada to raíz de ¡)('1'0),existe al
menos un puntofi e VñV(L¡(u¡,X) —t¡, . . . , Lr(u,, X) —t,.)que verifica Lo(uo,€) =
to.

Ahora, la condición sobre el (liscriminante asegura que p(T0) es un polinomio libre
de cuadrados, es decir, p(To) tiene exactamente D raíces distintas. Entonces V n
V(L¡(u¡,X) —t¡,...,L,.(ur,X) —t,) es una variedad cero-dimensional (le grado
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exactamente D, y para cada to raíz de ])(To), existe exactamente un punto E G
V ñ V(L¡(u¡, X) —tl, . . . , Lr(u,., X) —tr) que verifica L0(uo,€) = to.

Concluimos entonces que la forma lineal É := Lo(uo,X) separa los puntos de la
variedad V ñ V(L¡(u1,X) —t¡, . . .,L,(u,,X) —tr) y que 1)(T0)es, salvo un factor
escalar, el polinomio minimal de e con respecto a esta variedad cero-dimensional.

Ahora construiremos los polinomios que caracterizan las coordenadas (¿1, . . . ,5") (le
cada punto é E V ñ V(L1(u¡,X) —t1,...,L,(u,.,X) —t,).

Consideremos el polinomio

’P(U, X) := 'PV(U, LO(U0,X), . . . , L,(U,., X)) e k:[U,X].

Observamos que si se escribe 'P(U,X) = Zaa(X)U", los'coelicientes (La(X) e
0

k[X1, . . .,X,,] se anulan sobre V y por lo tanto, para cada a, el polinomio afl(X)
pertenece al ideal I (V).

De lo anterior deducimos que, si I := k[U] ®k I(V), se tiene que 'P(U,X) E I y

además, para cada 1 S z'5 n, (U,X) E I.
ÜUm

Seaz‘conlgiSn.

La derivada parcial (U,X) se expresa en términos de derivadas parciales delOi

polinomio característico PV como

073 x
¿El-(U,L0(U0,X),...,L,(U,,X))+ ‘ (U,L0(U0,X),...,L,(U,,X))X¡.
ÜUOi aTO

Se sigue que

ü(U, L0(U0,X),. . .,L,(Ur,X)) X,-E —?&(U, L0(U0,X),. . .,L,(U,,X))
aTo aUoi

(mod I).

En particular, para cada 6 E V ñ V(L1(u¡,X) —t1,...,L,(u,,X) —tr), tomando
to = Lo(uo, E), resulta que p(t0) = 0, p’(to) = 8'Pv/8To(u, to, t’) 760 y la coordenada
¿,-se escribe en términos de to como

g. _ ’a‘Ï/ÉHu’tovt')1 _
l/(to)
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Luego, para cada 1 5 i 5 n, consideramos

079/ ,
w,-(T0):= —0U:)'(u,'1},,t),

y los polinomios wl,...,wn E k[T0] completan una resolución geométrica de la
variedad cero-dimensional V ñ V(L¡(1I,¡,X) —t¡, . . . , L,(1I,,, X) —tr).

Observación 4.3.5 Bajo las hipótesis y notación del enunciado del Lema 4.3.4, sea

ap e Ir.[U¡,. . . , U,] el coeficiente principal con respecto a la variable To del polinomio
característico de V. Entonces, de la primera parte de la demostración de dicho lema,
se deduce que, para ul, . . . ,u, e 11V“ tales que (1,)(u1, . . . ,ur) 7€(), se tiene que

V ñ {L1(u1,z) = 0,. . .,L,(u,.,:1:) = 0}

es una variedad cero-dimensional en A".

4.3.2 Preparación del input

El primer paso del algoritmo que presentaremos para el cálculo de las formas de

Chow de cada una de las componentes equidimensionales (le una variedad alge­
braica V (a partir de un conjunto finito de polinomios que la define) consiste en un
preprocesamiento de los datos (le entrada con el objeto de obtener condiciones que
permitan la aplicación del algoritmo para el cálculo de formas de Chow de variedades
equidimensionales presentado en la sección anterior, a ciertas variedades auxiliares.

Modificación de los polinomios que definen la variedad

Consideraremos combinaciones lineales (le los polinomios que definen la variedad V,
con el objeto de obtener, con alta probabilidad, un conjunto de n+1 polinomios que
defina la misma variedad V, pero que satisfaga también ciertas condiciones sobre la
dimensión de las variedades intermedias que definen (comparar con Sección 3.3.1) y
sobre la radicalidad de ciertos ideales involucrados en la construcción del algoritmo.

Sean f¡,...,f,, polinomiosen k[X¡,...,X,,]. Para cada i, 0 5 i 5 n, sea 7; :=
(T,-1,.. . ,Tis) un grupo (le nuevas variables y sea

Gi ï= nf! +"'+Tisfa Gkl7ïllX1,---,an
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Lema 4.3.6 Con las hipótesis y notación anteriores, para cada 0 5 1'5 n - 1:

(1) La variedad

Zr 3: V(G1a' --an-r) - V(f¡,...,f3) C wm") x IA"

es irreducible de dimensión s(n —7') + r.

(2) El ideal I(Zr) C k[7'¡, . . . ,7I,_,,X1, . . . ,Xn] es una componente primaria del
ideal (G¡,...,Gn_,). Más aún, es la única componente primaria Q de este
ideal que satisface V(Q) gZV(f¡, . . . , fs).

Demostración.

(1) Fijemos 1‘,O S r 5 n —1. Consideremos la proyección 1r : IAsln") x A" —)A"

tal que (tl, . . .,t,,_,,a:) l—)3:.

Sean U := 1A"—i/(f1,. ..,f,) y u := ¡Ash-r) x U.

Observamos que para cada a: e U existe un índice i, 1 S i 5 s, tal que f¿(:c) 9€0.
Resulta entonces que 1r‘l(:c)OZ, E fl\(“1)(""), en particular, es no vacío, de donde
deducimos que 7r : Z, —)IA" es dominante. Por el teorema de la dimensión de las
fibras,

dim Z, = (s —l)(n —7') + n = s(n —1') + r.

Por otro lado, el hecho que Z, C ASM") x A" es la unión de algunas de las com­
ponentes irreducibles de la variedad V(G¡, . . . ,G,,_,) definida por n —1'polinomios,

implica que cada componente irreducible de Z, tiene dimensión mayor o igual que
s(n —r) + r.

En consecuencia, Z, es equidimensional de dimensión s(n —7')+ r.

Veamos que, más aún, Z, es irreducible:

Supongamos que Z, = C1 U . . . U Ct es la descomposición de Z, en componentes
irreducibles.

Aplicando nuevamente cl teorema de la dimensión de las libras, se obtiene que, para
cada componente irreducible Ck de Z, vale

s(n —7‘)+ 'r = dim Ck 5 (s —1)(n— r) + dim 77(Ck)

y en consecuencia, dim 7r(Ck) = n o, equivalentemente, 77(Ck)= A".
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Observamos que 7r(Ck) = 1r(C¡cñ U), y que la condición 7r(C,c0L!) = A" implica la

existencia de un abierto Uk con Uk C 1r(C¡cñ U) tal que para cada rc E Uk

diin(1r“‘(z) ñ Ck) = dim Ck —dim IA" = s(n —r) + r —n

(s —l)(n —7') = dim(1r"1(a:) n Z,.),

puesto que .1:E U. Además 7r“(a;) ñ Ck C 7r"(m) n Z, y 7r“(a:) ñ Z, E A("“)(""),
con lo cual es irreducible, de donde

7r’1(.1;)ñ Ck = 77"(.1;)fi Zr.

En consecuencia

{(t,a:) e Ch : a: e Uk} = {(t,x) E Z, : .1:e Uk}.

Considerando las clausuras de Zariski de estos conjuntos se obtiene que0,.=m.
Análogamente, si CJ-es otra componente irreducible de Zr, existe un abierto Uj C
“(cil n U tal que Cj = Zr n (Am-r) X Uj), y entonces

Zr n (¡Ash-r) X (Ukn Uj)) C Zr n (Ash-r) X Uk) = CI:

z, n (Ash-r) x (Ukn Uj)) c z, n (msm-r) x U1.)= CJ.

de donde concluimos que

Z,-n (Ash-Ü X (Ukn C Chn Cj. (4.21)

Pero como Z, ñ (IA’("") x (Ukñ Uj)) es un abierto no vacío de Zr, su clausura es
la.unión de algunas componentes irreducibles de Zn lo que contradice (4.21).

(2) De lo demostrado en (1) se sigue inducivainente, comenzando con 7‘= n —1,
que los polinomios G], . . .,G,,_, verifican: para toda componente primaria Q del
ideal (G¡,...,Gn_,.) que verifica l/(Q) í V(f¡,...,fs) se tiene que dimV(Q) =
s(n —r) + r (en otras palabras, excepto quizás por componentes primarias cuyos
ceros estén incluidos en V(f¡, . . . , fs), el ideal (G1, . . . , Gn_,) no tiene componentes
inmersas).

El resultado enunciado se sigue entonces de la demostración de [27, Lemma 2].
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Del Lema 4.3.6 se desprende la siguiente versión efectiva del Primer Teorema de
Bertini, que generaliza la demostrada cn [25, Proposition 4.3] y cuya prueba es
análoga a la (lada en [25]:

Lema 4.3.7 Sean f1, . . . ,fs polinomios en lc[X1,. . . ,Xn] de grados acotados por d,

y sea V := V(f 1,. . . , fs) C IA". Entonces, para cada 0 5 1' 5 n asiste un polinomio

no nulo Q, E H7], . . . ,7;_,] de grado acotado por 2(d+1)2("") tal que la condición
Qr(t¡j) 960 implica que si

fi 3=ti1f1+"°+tisfs, 15i571—Ta

la. erTicdml Zr := V(f¡, . . . , f,..-r) - V C l " es o bien vacía o bien equidinu'nsional
de dimensión r y es intersección completa reducida en el abierto FX”—V.

Más aún, si Z, aé 0), los polinomios f1, . . . , f,,_,. forman una intersección completa
reducida para Z, en el abierto A" —V.

Como consecuencia. del Lema 4.3.7 se obtiene:

Lema 4.3.8 Sean f¡,...,fs polinomios(no todos nulos) en k[X¡,...,X,.] que de­
finen una variedad V = V(f¡,...,fs) C A". Sea V = VoU . . . U Vn_¡ la descom­

posición equidimensional (minimal) de V, donde para cada O 5 r 5 n —1, V, = Ü o
V, es una variedad equidimensional de dimensión r.

Entonces, existen elementos ti,- E k (1 S i 5 n + 1,1 5 j 5 s) tales que los
polinomios

fi 3=ti1f1+°"+tisfs, 1Siín'i'l,
satisfacen las condiciones

(771)V = V(Í1,..-,Ín+n)­

(p2) Para cada 0 5 r 5 n —1, la variedad

z, := minus/ZM) n {fica aeo}

es, 0 bien vacia, o bien equidimensional de dimensión r y los polinomios
f1, . . . , fn-,. forman una intersección completa reducida para Z, en el abierto

{fn-r-I-l 7€ 0} '

De la validez de las condiciones (pI) y (p2) se deduce que, para cada 0 5 r 5 n - l,
se verifican:
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(p3) V(f1,...,f,,_,) = Z,uV,u...uV,,_1.

(p4) Z,“ n V(Í,._,.) = Z, U V, U 17,, donde 17,.es la unión de las componentes
irreducibles de Z,“ ñ l/(fn_,) incluidas en V,“ U. . . U Vn_¡.

Demostración. Para cada 0 5 r 5 n- 1, sea Q, e k[T¡, . . . ,7;_,]— {O}el polinomio
1 l

lQr e k['T1,...,771]­l,
T=0

Sean tij E k (1 5 i 5 n, 1 S j S s) tales que Q(t,-j) 76 O. Consideremos los
polinomios

dado por el Lema 4.3.7, y sea Q :=

fi ï= inf] +"'+tisf.n 15 i S 7L

Entonces, para cada 0 5 r 5 n —1, la variedad

Z, := V(f¡, . . .,f,,_,) —V (4.22)

es o bien vacía o bien equidilnensional de dimensión r e intersección completa re­
ducida en el abierto A" —V.

En particular, para r = 0, se tiene que Zo es o bien vacía o bien un conjunto finito
de puntos que no pertenecen a V. Observamos que, por la desigualdad de Bézout,
#Zo 5 d", puesto que Zo está formada por algunos de los puntos aislados de la
variedad V(f¡, . . . ,fn) y deg(f,-) 5 d para. todo 1 5 i 5 n.

Sea 7;.“ := (Tn+11,. . .,Tn+¡,) un grupo de nuevas variables y sea

Ci?t3: H (Tn+llfl(7) +°"+Tn+lsfs(7)) e kl7:1+l])
’YEZ0

que es un polinomio no nulo, puesto que para cada cye Z0 se tiene que 'y í V y, en
consecuencia, f,-('y) aé 0 para algún 1 5 i 5 s.

Entonces, para cualquier s-upla tu“ := (th 1,. . . ,tn+1,) que verifica Q'(tn+¡) 7':0,
se tiene que el polinomio

fn+l ¡= tn-I-ll fl 'l' ' ' ' 'l' ¡In-Hsfa

no se anula en ningún punto de Zo. Luego

V(¡l)' ' ').f1l.)fn+l) = V)

que es la condición (pl).
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Veamos que también vale (p2).

Para cada 0 5 r 5 n —1, sea Z, C A" la variedad definida en (4.22).

Observamos que, como V C V(f¡, . . . , Ín-,), vale

V(f1,...,fn_,) = V(f¡,...,fn_,) —v u v = z,uv. (4.23)

Fíjemos r con 0 5 r 5 n —1. De la igualdad (4.23) y el hecho que V C V(fn_,+¡)
se deduce que

V(fl? -' -afn-r) n {fu-r+l 7€0} = Zr n {fu-r+l 7é0}-

Sea C una componente irreduciblc de Zr. Entonces dimC = 1'y C está incluida en

V(f1, . . .,fn_,.). Si C C V(fn_,+1), entonces

C C V(.fl)' °-a.fn—nfn—r+l)= Zr-l U

que es consecuencia de la validez de (4.23) para r —1. Como dim Z,._¡ = r —1,
la condición anterior implica que C C V, lo que contradice el hecho que C es una

componente irreduciblc de l/(fl, . . . , f,,_r) —V. Luego, C ñ {f,¡_,+1 7€O} 76(D.

En consecuencia Zr n {fn_,+¡ 760} = Zr y entonces de la igualdad (4.24) se sigue
que

A

V(f1) -- 'ifn-r) n {fn-r+1 5'1: = Zr­

Finalmente observamos que si los polinomios f1, . . . , fm, forman una intersección
completa reducida para Zr en el abierto A“ - V, lo mismo vale en el abierto

{fn_,+¡ 9€0} C A" —V. Esto concluye la prueba de (p2).

La validez de (p3) se sigue por inducción en r:

Para r = 0, observamos que

V(fi,-.-,fn) = VUL---,Í1.+1)UV(Í1,-.-,Ín)ñ{fim960}
VUZO

que es la condición (p3) para r = O.

Sea ahora. r 2 1 y supongamos que (p3) vale para 'r —1.

En primer lugar, observamos que toda componente irreduciblc de V(f1, . . ., fn_,)
tiene dimensión mayor o igual que r.
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Por otro lado

A

V(fly'--i'fn—r) = V(fli---vfn—r)n{fn-r+l750}Uv(fh---ifn—r+l)
= ZrUZr_1UV,-_1UV,-U...U‘/n_1.

Consideremos una componente irreducible C de V(f1,...,fi,_,). Por la igualdad
anterior y cl hecho que dim C 2 7', resulta que C es una componente irredncible de
Z,.UV,U...UV,¡_¡.

Por lo tanto, como también se tiene que Z, U V, U U Vn_¡ C V(Í¡, . . .,Í,¡_,),
concluimos que vale

V(f],...,f,._,)= Z,uV,u...an_1.

Para. terminar, veamos que se verifica (p4). Para cada 0 5 r 5 n- l, de la condición
(p3) y del hecho que VkC V(fn_,+¡) para todo k, deducimos que

ZrUVrUVr+1Un-UVn—1 = V(f1,---,f11-r)

v(¡1,...,¡n-,-1)nww)
(zm u Vr+1U---Uvn-1)nv(¡n_,)

(Zr+l r'1V(fn—i-))U Vr+1 U - - - U l/n—l­

Puesto que fn_, no es divisor de cero módulo I(Z,+1), concluimos que

zm n VUZH) = z, u M u 17,

donde V, es una variedad equidimensional de dimensión r formada. por las compo­
nentes irreducibles de Z,“ n V(f,,_,) que están incluidas en V,“ U . . . U Vn_¡.

Observación 4.3.9 Sea. Q C k un conjunto (le N elementos. Con las hipótesis
y notación del Lema 4.3.8, son además (l una cota superior para los grados (le los
polinomios fl, . . .,f3.

Observamos que entonces, por el Lema,4.3.7, el grado del polinomio Q que determina.

la.condición sobre los elementos tij (1 5 i 5 n, 1 5 j 5 s) está acotado por

n-l
degQ 5 z 2(d+1)?("-') g 4(d+1)2".

r=0
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Una vez elegidos elementos tij (1 5 i
condición para los elementos tn+1j (1 5
acotado por d”.

5 n, 1 5 j 5 s) tales que Q('Íij) 96 0, la
j 5 s) está dada por un polinomio de grado

Entonces si los elementos tu (1 5 i 5 n + 1, 1 5 j S s) se eligen aleatoriamente de
Q, los polinomios f1, . . . , in“ satisfacen las condiciones (pl) y (p2) con probabilidad
mayor o igual que

4(d + l)2" d" 4(d + 1)2" + d"(1_T)(1_Ñ)21—T'
Cambio de variables

Para el desarrollo del algoritmo serán necesarias también algunas condiciones sobre
proyecciones, las que se obtendrán con alta probabilidad mediante un cambio lineal
de variables.

Lema 4.3.10 Sean f1, . . . ,an E k[X¡, . . .,X,,] polinomios que satisfacen las condi­
ciones (pI) y (p2) del Lema 4.3.8, y sea d := max{deg fi : l S i 5 s}. Para cada
0 S 1' g n — 1 sea

Zr := ‘/(f11' ' wfn-r) - ‘/(fl)' ' "ifn+l)v

y sea Zn := IA”.

Entonces existe un polinomio no nulo G e HU“; 1 S k 5 n,0 5 l 5 n] de grado
acotado por 112d2(""1)tal que la condición G(uk¡) 76 0 implica que si, para cada
1 5 k 5 n, se definen las nuevas variables

Yk:= uko+ule1+---+ uan",

y se consideran las proyecciones

1rk:l¿\"-+N, "k(-'v)=(y1,.-.,yk)

entonces, para cada 1 S r 5 n —1, se verifican las condiciones

(v1) #(Zr+l n V(fn—r)n 7TF'(0))= deg(Zr+1ñ V(fn—r))

(v2) #(Zr n 1rï‘(0)) = deg(Zr)

(v3) Zr n7rr_l(0) g {fu-r+l 76o}
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Demostración. En primer lugar, mostraremos la existencia de un polinomio no nulo
G0 e klUH; 1 5 k 5 n —1,0 5 l 5 n] tal que la condición G°(uk¡) 9': 0 implica
que, tomando como nuevas variables Yk:= ulel + -°- + uann (1 5 k S n —l) y
considerando las proyecciones 7rk : A" —)El" definidas por 7rk(.7:)= (y1, . . . ,yk), se

verifica la condición (v1) para cada 1 5 r 5 n —1.

Sea 7‘con 1 5 r 5 n —1. De la condición (p2) para Z,“ se deduce que la variedad
Z,“ ñ V(f,._,) es una variedad equidimensional de dimensión r.

Entonces, por [25, Prop. 4.5], existe un polinomio no nulo Gr e HU“; 1 5 k 5
130515 n] con

dos Gr 5 21‘dogma“ ñ V(fn_r))2

tal que la condición G,(uk¡) aé 0 implica que para las variables l’k, 1 5 k 5 r, y la
proyección vr, definidas en el enunciado se verifica

#(Zr+l n V(fn—r)n 7rr_1(0))= deg(Zr-H n V(fn—r))'

Teniendo en cuenta que Z,“ es la unión de algunas de las componentes irreducibles

de V(j1, . . . , f,,_,_1), deducimos que deg Z,“ 5 degV(f¡, . . . , f,,_,+¡). Finalmente,
aplicando la desigualdad de Bézout, estimamos deg(Z,.+¡ n V(f,,_,)) g d"", de
donde resulta que

deg G, S 2r dzl"").
—1

Definimos G'0 := un Gr E k[Uk¿;1 5 k 5 n —1,0 S l S n].r=l

Observamos que la condición G°(uk¡) sé 0 implica que para las proyecciones 1T},
definidas con las nuevas variables, se verifica (v1) para todo 1 5 r 5 n —1. Además
se tiene que

degG’05 z 2rd2("") 5 (n —1)nd2("“').
15r5n—1

Veamos que también se verifica la condición (v2) para todo 1 5 1' S n —1:

Para cada 1' con 1 5 r 5 n —1, por la condición (p4) del Lema 4.3.8, se tiene que

Z,+l n V(¡,,_,) = z, u v, u V, (4.25)

donde Ü, es la unión de las componentes irreducibles de Z,“ ñ V(f,,_r) incluidas en
V,“ U . . . U Vu-..

En particular

deg(Z,+1 n V(f,,_,)) = deg Z, + deg V, + (leg i7', (4.26)



CAPÍTULO 4. CÁLCULO DE FORMAS DE CHOW 144

y

#(ZanVUn-rlmrï‘m» S #(Zrnflï‘(0))+#(l4n7rïl(0))+#(ññ7rï'(0)) (4-27)

Como por la condición (v1), los miembros izquierdos de las igualdades en (4.26) y
(4.27) coinciden y cada sumando del miembro derecho de (4.26) es una cota superior
del sumando correspondiente en (4.27), concluimos que la igualdad vale término a
término y, en particular, deg Zr = #(Zr n 7r,“(0)).

A continuación definiremos un polinomio G" E k[Uk¡;1S k 5 n- 1,1 5 l 5 n] - {0}
(independiente de G0) tal que la condición G"(uk¡) aé 0 implique que, para cada
1 5 1-5 n -—1, se verifique la condición (v3).

Sea r con 1 5 r 5 n —1. Consideremos el morfismo d), : FV" x Z, —)IN" x IA'

definido por

(br(u'1,.--,u’,,€) ==(u’1,..-,u’,,un€¡ + -- ' +u1n€n,..-,ur¡€¡ + --' +umán)

donde u;c:= (uk1,...,ukn) para cada 1 5 k 5 n.

La aplicación d), es un morfismo dominante y, como dim(Z, n l/(fn_,+¡)) = r —1,
resulta que

Ór(mrn X Zr n V(fn-r+l)) g Am X Ar

es una hipersuperficie, de grado acotado por deg(Z, n V(f,,_,+¡)) 5 d""+’.

Para cada 1 5 k 5 r, sea U,’c:= (UH, . . .,Uk,,). Sea G: e k[U{, . . . ,U;,U¡o, . ..,U,o]
un polinomio, de grado acotado por deg(ZrñV(f,,_,.+1)), que define la hipersuperficie
Ór(lArn X IIVTn V(.fn-r+1))'

Entonces, para u := (u’l, . . . , u’r, —u¡0, . . . , —u,,o) tal que G;(u) 7€0, se verifica

u í (¡SAI/vnX Zr n V(fn—r+l))'

Consideremos las nuevas variables

71:1:Uko+ ukixi + ' ' ' + uann, 15 k S T

asociadas a u, y la proyección 1r,.: (m¡,...,:c,,) H (y¡,...,y,). Observamos que
si E e Z, ñ 1r,"(0), entonces qul + + uknfn = -'Ll.kopara cada 1 5 k 5 r y
E E Zn de donde u = 47r(u’¡,...,u’r,€) E ¿(Am x Zr). Teniendo en cuenta que
u í qbr(A'" x Z, n V(f,,_,+¡)), dedueimos entonces que fi g!V(f,._,+¡).
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Esto significa que

Zr n”71(0)9 {fn—r+l760}!

que es la condición (v3).
n-l

DefinimosG‘ := I'I G; e k[Uk¿;15 k 5 n- 1,0 5 l S De la construcción de G‘=lr
se deduce inmediatamente que la condición G‘(uk,) 960 implica la validez de (v3)
para cada 1 5 7' 5 n —1. Además, se tiene que

n-l
deg G" 5 z (1"“r+1S (n —1)d".

r=l

Para asegurarnos que las combinaciones lineales i’l, . . . , Y” sean efectivamente un

cambio de variables, consideraremos también el polinomio G" := (let(Uk¡)¡5k,15n.

Finalmente tomamos G := G0G‘ G”. Es claro, a partir de las propiedades de los
polinomios G0, G" y G", que G(uk¡) 76 0 implica que las combinaciones lineales

Y1,. . . , Y" asociadas a {um 1 5 k 5 71,0 5 l 5 n} son un cambio de variables y que
para las proyecciones 7rk,1 5 k 5 71.,definidas con estas nuevas variables se veriean

las condiciones (v1), (v2) y (v3) del enunciado.

A partir de las cotas para los grados de los polinomios G0, G" y G“ se obtiene una
cota superior para el grado de G:

degG S (n —1)n (Ph-1) + (n —1)d" + n 5 ndeÜI-l).

Observación 4.3.11 Con las hipótesis y notación del Lema 4.3.10, si los elementos
uk; (1 5 k 5 n, 0 5 l 5 n) se eligen aleatoriamente de un subconjunto Q C kde
N elementos, la probabilidad de que se verifiquen las condiciones (v1), (v2) y (v3)

n2d2(n-l)
para cada 1 5 1'5 n —1 es al menos 1 —T.

Preparación de los datos

Como consecuencia de los Lemas 4.3.8 y 4.3.10, y de las Observaciones 4.3.9 y 4.3.11

se obtiene el siguiente resultado que provee una estimación de la probabilidad de
éxito de la modificación aleatoria que realizaremos en los polinomios dados como

entrada al algoritmo:
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Proposición 4.3.12 Sea V g IA”(k) una variedad algebraica afín definida por poli­
nomios fl, . . . , f, e k[X¡, . . .,Xn] de grados acotados por d. Sea S2g k nn conjunto
de N elementos. Entonces, si se eligen aleatoriamente elementos {t¡j,1 5 i 5
n + 1,1 S j 5 s} y {ukhl S k 517,,0 g l 5 n} de Q, los polinomios

Afiï=ti1f1+"'+tisfs, líiS7E+L

verifican las condiciones (pl) y (p2) del Lema 4.3.8 y para las variables y proyec­
ciones

Yk1= "ko +“Ichl + ' ' ' +7I-kn.Xn Y Fiel-T)= (1/1,- - - ,ïlk), ÏS k S n)

se cumplen las condiciones (v1), (v2) y (v3) del Lema 4.3.10, con probabilidad mayor
o igual que

4(d+ 1)2n + dn + 7¡,2d2(n-l)
1 N

4.3.3 Algunas herramientas

El algoritmo que presentaremos utiliza varios algoritmos auxiliares en los pasos
intermedios. En esta sección describimos (los de estos algoritmos.

Cálculo de intersecciones

Sea V C A” una variedad equidimensional de dimensión r y sea f e k[X1, . . . , Xn]
un polinomio que no es un divisor (le cero módulo el ideal I(V). Entonces, VñV(f)
es una variedad equidimensional de dimensión r —1.

En el próximo loma se construye un algoritmo que bajo ciertas hipótesis técnicas
(ver Sección 4.2.1) calcula, a partir de una resolución geométrica (le una libra de V,
la forma de Chow de la variedad V n V(f).

Lema 4.3.13 Sea V C A" una variedad eqnidimensional de dimensión r que satis­
face la hipótesis 4.2.1. Supongamos que V es intersección completa reducida en un

abierto {g 7€0} de A" que contiene a V Fil/(X1,...,X,). Sea f e k[X¡,...,X,,]
nn polinomio que no es divisor de cero mo'dnloI Entonces existe nn algoritmo
probabilístico que tomando como entrada:

o el polinomio f dado por un straight-line program,
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o un conjunto de polinomios {f¡, . . . , f,¡_,}, dados por un'straight-line program,
que forman una intersección completa reducida para V en el abierto {g 960}
y

o una resolución geométrica de V ñ V(X1, . . . ,X,)

produce un straight-line program que representa una forma de Chow anVU) de
Vn l/(f
Sean D := dcg V, d := max{deg fi : 1 S i 5 n —r} g L la longitud del straight-line
program que codifica los polinomios f, f1, . . . , fn_r. Entonces la complejidad del algo­

ritmo y la longitud del straight-line program que produce son de orden (nd D)O(')L.
Si los parámetros aleatorios se eligen de un subconjunto de k con N elementos, la
probabilidad de e'zito del algoritmo es al menos

1 __rdD (2rdD + 3)——N .
Demostración. Para cada O S i 5 r, sea Ui := (Uio,. . .,U,-n) un grupo de nuevas

variables asociado a una forma lineal afín genérica L,-(U¡,X); y sea U(d),. un grupo

de ("Z") variables asociadas a un polinomio genérico F de grado d. Notaremos
U' := (Uo,...,U,_¡).

Sea Clidy e k[U0,. . . , U,_1, U(d),] la d-l'orma de Chow normalizada de V.

Denotamos por Ch¿_V(f ) e k[U’]al polinomio que resulta de especializar las variables
U(d)r de Clldy en los coeficientes del polinomio f.

Consideremos la variedad proyectiva VO VU), donde V g IP" es la clausura proyec­
tiva de V y 7 e k[Xo,X1, . . . ,Xn] es la homogeneización de f, con respecto a la
variable X0, hasta grado d.

El hecho que f no es un divisor de cero módulo I (V) implica que V ñ es una
variedad equidirnensional de dimensión r —1.

Se tiene que

Clld'v(f)(1l,o, . . . ,Ur_1) = 0 <=>

Vn {Ï0(uo,:c)= 0,. . . ,Ï,_¡(u,_1,:r:) = 0}ñ = 0} 7€(b,

donde Li denota la homogeneización de Li con respecto a la variable X0.

La segunda de estas condiciones es equivalente al hecho que

...,ur_.1)=0,
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para. una forma de Chow fr,an de VO l/(Ï). Se sigue que el polinomioChau/(f)
define la misma hipersuperficie en (]P")" que Fvnvm.
Por lo tanto, si V ñ V(7) = U C es la descomposición irreducible minimal de

c

VF] y, para cada componenteirredncibleC, .70 denota una formade Chow(le
C, existen una constante no nnla a e k y enteros positivos mc tales que

Chd_\/(f)(U,)= (l H fc(Ul)mc.
CEC

Teniendo en cuenta que las componentes irreducibles de V n V(f ) son las compo­
nentes irrednciblesC de V0 que no están incluidasen el liiperplano {zo= 0},
conclnimos que

ÏanU) == H fc
CZlïo=0}

es una forma de Chow de V n V(f).

Para calcular esta forma de Chow, se obtendrá en primer lugar el polinomio Chd'v(f )
y luego se eliminarán las multiplicidades y los factores correspondientes a formas de
Chow de componentes irredncibles incluidas en el hiperplano del infinito.

—Cálculo de Chau/(f)

Sea V° = {'yl, . . . ,70} C A"(k(Uo, . . . , U,_¡)) la variedad cero-dimensional definida
por el ideal I° := (I(V), Lo, . . . , L,_1). Por el Lema 4.3.2, se tiene que

Chd,V(U,) =(ChVnV(Xr)(U'))d

Puesto que Vo es una variedad cero-dimensional, la d-forma de Chow normalizada
de V0 es

Chd,v°(U(d)r)= H F(U(d)n7j)v
IsJ'sD

donde F(U(d)r,X) := Z UM)", X" es el polinomio genérico de grado d en n

variables. lalSd

Se obtiene entonces la igualdad

I I d
Chd.\’(U1U(d)r)=(Chl’nV(X.-)(U)) H F(U(d)r,7j)/ II 7;,

1<'<I) D_J_ ¡SJ'S
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y especializando las variables U(d), en los coeficientes del polinomio f

d

Chd,V(f)(UI) = (Chv'nV(xr)(Ul)) H f('Yj)/ H 7;!r' (4-28)
lsjsv 1513!)

Esta fórmula nos permitirá. obtener Chd'v(f)(U') utilizando las mismas técnicas que
en la Sección 4.2.

Observamos que, de los Lemas 4.2.9 y 4.2.10, y (le la demostración de la Proposición

4.2.11, se deduce que puede obtenerse un straight-line program para la forma de

Chow Chvm/(xr) por medio del algoritmo dado en la Proposición 4.2.3.

Por otro lado, con las mismas. técnicas de aproxilmuzión vía el operador de Newton

utilizadas en la demostración de dicha Proposición, se pueden obtener las compo­
nentes homogéneas (le grado prefijado de las series

H fm) y H 73-?
15150 15150

Finalmente, teniendo en cuenta que de la demostración de la Proposición 4.2.13 se
deduce que

H 7;},-= (_1)dl)cht‘ilo(Ur_l)+ _ el)dl)+l),
¡52'50

donde Vo:= Vol/(X1,...,X,) y e’ = (el, . . . ,er), y que el resultado final de (4.28)
es un polinomio de grado conocido, se aplica la Proposición 4.2.12 para obtener un
straight-line program que representa el cociente dado en (4.28).

- Eliminación de multiplicidades y componentes en el infinito

El siguiente paso en el cálculo de Jïvnvm consistirá en eliminar los factores múltiples
del polinomio Ch¿y( f ), así como también los factores correspondientes a las formas
de Chow de las componentes incluidas en el hiperplano del infinito.

Afirmación: Para una variedad proyectiva irreducible C C 1P" de dimensión É, se

tiene que C g {.730= 0} si y sólo si la forma de Chow fC(U0,...,U¿) de C no
depende de las variables Uio, 0 5 i 5 K.

En efecto, supongamos que C C {.170= 0}. Entonces podemos considerar la forma de
Chow de C como subvariedad de IP"_1. Si para cada 0 5 i 5 E, Ü,-:= (U,-¡,. . . , Um)

es un grupo (le n variables, se obtiene un polinomio Ïc E k[Ü0, . . . , Üg]que verifica

Ïc(ñ0,...,ü¿) =0 <=> Cn{Í,0(ño,:v)=0,...,E,(ü,,a,-) :0} 760)
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donde Í],-son las formas lineales genéricas asociadas a las variables Ü¿.

Por otro lado, si 11.0,.. . ,ug E 1P", como C = C ñ {m0= O}, se tiene que

C n {L0(1L0,SE)= 0, . . . , L¿(1L¿, = = C n {L0('Üo,flï)= 0, . . . , L¿(‘ÏÍ(,.'B)= 0}

de donde Ïc es la forma de Chow de C como variedad en IP" (y en consecuencia
esta forma de Chow no depende de las variables Uio).

Recíprocamcntc, supongamos que fc no depende de las variables Um (0 5 i S É).

Sea :1:e IP" - {rizo= 0} y sea (170,. . . ,Üt) tal que ZFC(ïï0, . . . ,üp) 7€ 0.

Entonces, tomando nio := —(u¿¡%+ ---+1I,,-,¡Ï:) se obtienen 11.0,...,u.¿ e IP" que
satisfacen

L¡(u¡,:r:) = 0 V0 5 i S e y fc(uo, . ..,u,) 7’:0,

de donde :1:g! C.

SeaÜ:={U,-,-:og¿gr—1,15j5n}.
El polinomio J-'(U') := Chd,V(f)(U’) admite una descomposición

f(Ü’) = fi(U')f2(Ü)

donde 71(U’) no tiene ningún factor que dependa sólo de las variables Ü.

La afirmación anterior implica que rad(.7-'¡)(es decir, el polinomio libre de cuadrados

cuyos ceros coinciden con los de fl) es una forma de Chow de V n V(f ).

Daremos ahora una identidad que nos permitira calcular rad(.7-'¡)a partir del poli­
nomio Ï(U’): observamos que

0.7: , _ 07:1 , -—
aUOO _ ÜUOO )

y entonces, teniendo en cuenta que cada factor irreducible de .7-"1depende (le la
variable Uoo,se obtiene rad(.7-'¡) como

.7-‘1 .7:radJ: = = . 4.29)“l gcdmgsz gcausg) ‘

A continuación se resume el algoritmo, se calcula su complejidad y se estima la
probabilidad de que el polinomio obtenido sea la forma de Chow de V ñ V(f ) si los
parámetros aleatorios se extraen de un conjunto (le N elementos de k.
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Algoritmo

Paso 1. Obtener, a partir de la resolución geométrica de V n V(X 1,. . . , X,) dada,
un straight-line program de longitud (ndD)O“)L para el polinomio .7-"(U’)=
Chd’v(f)(U’) según la igualdad (4.28) como sigue:

(a) Aplicar la Proposición 4.2.3 para obtener un straight-line program para

(Clzvnv(x,))d y calcular las componentes homogéneas de grados acotados
por ('r + 1)d D de este polinomio.

(b) Calcular las componentes homogéneas de grados aeotados por (7'+ 1)d D

de H f('yj), H7}, (aplicando el operador de Newton para aproximar las
series) y del producto Clifmwxr) ll [(73).

(c) Obtener .'F(U’) aplicando la Proposición 4.2.12, como el cociente de series
dado en la igualdad (4.28).

La complejidad secuencial de este paso es de orden (ndD)O(‘)L.

Paso 2. Calcular el polinomio rad(.7-'1),que es la forma de Chow de V n V(f), de
acuerdo al miembro derecho de la igualdad (4.29):

(a) Obtener un straight-line program para gcd(.7-',fi) por medio del algo­
ritmo probabilístico dado en el Lema 1.3.8.

Dado que deg]: 5 rdD, la complejidad de este paso es de orden

(rdD)0(”(r(n +1) +(ndD)°(‘)L) = (ndD)0(‘>L

y la probabilidad de que el straight-line program obtenido represente al

polinomio gcd(.7-',6%; ) es al menos

1 _ 27'dD (rdD + 1)—N ,
Para cada 0 5 i 5 r —1, elegir las coordenadas de u.- := (uio, . . . ,u¡n) al
azar del conjunto de N elementos de k prefijado, y considerar el punto

u’ = (11,0,...,ur_¡) e HW“). Si ged(.7-',5%)(u’) 7€0, efectuar la división
de .7: por gcd(.7-',afin) aplicando el Lema 1.3.5.
La longitud del straight-line program obtenido es de orden (ndD)o(1)L
y, por el Lema 1.3.2, la probabilidad de que el polinomio no se anule en
u' es al menos

(bV

TdD1- —.
N
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La complejidad total del algoritmo y la longitud del straight-line program que
produce son de orden (nd D)0(').

La probabilidad de éxito de todo el proceso es al menos

2rdD (rdD + 1) rdD rdD (2rd D + 3)
_ N

Separación de componentes

El algoritmo construido en el siguiente lema calcula, (lados la forma (le Chow Chv (le

una variedad equidimensional V C A" y un polinomio f e I;[X¡, . . . , Xn], el factor
de Chv que corresponde al producto (le las formas de Chow (le todas las componentes
irreducibles de V incluidas en V(f). Esto permite separar la forma de Chow de V
en el producto de dos polinomios: el primero corresponde a la forma (le Chow de la
unión de las componentes irreducibles de V incluidas en la hipersuperficie prefijada
y el segundo, al producto de las formas de Chow de las componentes irreducibles de
V que no estan incluidas en dicha hipersrmerficie.

Este resultado se utilizará en el algoritmo principal para obtener las formas de Chow
de las componentes equidimensionales de la variedad dada a partir de las formas de
Chow de una descomposición equidimensional no minimal (le la variedad.

Lema 4.3.14 Sea V g A" una variedad equidimensional de dimensión r y grado
D que satisface la hipótesis 4.2.1, y sea f e k[a:¡,. ..,:rn] un polinomio de grado
acotado por d que define la hipersuperficie V(f) g A". Sea V la unión de las
componentes irreducibles de V incluidas en V(f

Supongamos que CÍLVy f son calculablcs por medio de un straight-line program de
longitud L.

Entonces existe un algoritmo probabilístico de complejidad secuencial (ndD)0(l)L
que calcula un straight-line program (de longitud del mismo orden) para la forma

de Chow Ch? de V. Si los parámetros aleatorios se eligen de un subconjunto de N
elementos de k, la probabilidad de éxito del algoritmo es al menos

1 2d (r +1)2D2
N .
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Demostración. Como en las secciones anteriores, sean U0, . . . , U, grupos de n + 1

variables, U := (Uo,...,Ur), y sea T := (T0,. . . ,Tr) un grupo de r + 1 variables.
Análogamente, dado (u, t) e IA('+')("+‘) x AT“ notaremos u := (u0,...,u,) y
t := (t0,t’) donde t’ := (t1,...,t,.).

Sea 'Pv = (-1)DChV((o,...,(,) e k[U,T] el polinomio característico normalizado
de V definido en la Sección 4.3.1.

Delinimos los siguientes polinomios en k[U,T]:

372V) “ (_ 079V/aU01 _ 819V/0U0,,)FlU’T) ‘_ (0'12, a1>v/arb’“" may/aro

P(U,T) := gcd(Pv(U,T),F(U,T))

Afirmamos que P(U, T) es un polinomio característico de V.

Como en el Lema 4.3.4, sea p el discriminante de 'PV con respecto a la variable To.

Para cada (u, t) e EW'HWH‘)x EV“ tal que Pv(u, t) = 0 y p(u,t') 7€0 se tiene,
por el Lema 4.3.4, que

879V/0U0n

OPV/GTO(u,t),..., (u,_ an/aïro (4'30)

pertenece a V y verifica Lo(uo,¿) = to, . . . ,L,(u,,€) = tr.

En primer lugar, veamos que 'PV divide a P = gcd(PV, F).

Como V g V, se sigue inmediatamente de la definición de polinomio característico

que P9 divide a 'PV.

Sea (11,,t) E mlr'l")("“) x IA'“ tal que. 79;;(11,t) = 0 y p(u,t’) 7€ 0. En particular,

como 'Pg divide a PV, resulta que el punto g e IA" definido en (4.30) pertenece a V.
Por otro lado, como el coeficiente principal (le 'Pï; con respecto a la variable To no
se anula en u (puesto que divide a p), de la equivalencia (4.20) de la demostración

del Lema 4.3.4 aplicada a V, se deduce que, para cada to raíz de 79,7(u,'1'0,t'), existe
al menos un punto

4 e VnV(L.(u,,z)—t,,...,L,(u,,m)—t,) g VnV(L,(u.,,x)—t,,...,L,(u,,a:)—t,)

que verifica Lo(uo, C) = to. Pero aplicando el mismo lema a V, resulta que f es el
único punto en V ñ {Lo(u0,m) = to, . . .,Lr(ur,a:) = tr}, de donde se deduce que
E e Luego f({) = O,y por lo tanto F(u, t) = 0.
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En consecuencia,

V(Pv) n {p(u, t') vé0} Q V(F)

lo que implica, teniendo en cuenta que V(Pp) (ZV(p), que 'Pp divide a F.

Concluimos que Pr, divide a gcd('P\/, F) =: P.

Veamos ahora que P divide a 799.

Sea 1p: Al'+l)("+l) x A" —)Alrl’lxn‘“) x Ar“ el morfismo asociado a la definición
(le polinomio característico, es decir, cl morfismo definido por

71b(u) = (ui L0(u0)f)aLl(u11€)a°' ' ¡Lr(ur1

En primer lugar mostraremos que

v<P>n {p7Éo}g www“ x (v n vu»).

Sea (u, t) e flü‘l'lxm“) x AH" tal que P(u, t) = 0 y p(u,t') 7€0. Como P divide a
“PV,se tiene que 'Pv(u, t) = 0 y en consecuencia, el punto E e A" definido en (4.30)
pertenece a V y verifica Lo(uo,{) = to, . . . , L,(u,,{) = tr.

Además, como P divide a F, también vale F (u, t) = 0. Por otro lado, teniendo

en cuenta que p(u, t’) 760, deducimos que ágg-(u, t) 760. Concluirnos entonces que
f(E) = 0, es decir E E V(f).

Luego, (Uni)= MME) G MW'MW“) X (V n V(f)))­

Puesto que p no depende de la variable T0, ninguna componente de V(P) está
incluidaenV(p),y porlotantoW = V(P).Luego

V(P) S 112(1/-\"+')("+"><(VnV(f))).

Más aún, como V(P) g n<r+1><n+l>x IV“ es una hipersupcrficie, se tiene que V(P)
está incluida en la componente equidimcnsional de codiinension 1 de la variedad
w<wr+l><n+l>x (v n vu»), que es

w(]A(r+l)(n-H)x V) = V(pïl).

Teniendo en cuenta que P es libre de cuadrados, concluimos entonces que P divide
a 'PA.v

Finalmente observamos que para obtener una forma de Chow de 17a partir del poli­

nomio 'PV = P(U, T), basta especializar las variables To, . . . ,T,. en 0. Normalizando
la forma de Chow calculada de esta manera, se obtiene ChV(U
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Para terminar, resumimos el algoritmo que calcula la forma de Chow Chr, a partir de
Chv, calculamos su complejidad y su probabilidad de éxito al elegir los parámetros
al azar de un conjunto dado de N elementos (le lc.

Algoritmo

Paso 1. A partir de un straight-line program para Chv, obtener un straight-line
program para 79v := Cia/((0, . . . ,(r) y sus derivadas parciales con respecto a
las variables T0 y U01,. . .,Uo,,. Esto requiere O(n L) pasos.

Paso 2. Aplicando el Lema 1.3.4, calcular las componentes homogéneas de grados
acotados por d del polinomio f. Esto agrega (¿OMCpasos.

Notación: Para cada 0 5 i 5 d, f,- denotará la componente homogénea de
grado i de f.

Paso 3. Obtener un straight-line program para F (U,T) de acuerdo a la siguiente
igualdad:

d 6Pv ““' 079V 079VFU,T = — ¡- ——,...,— .< > ¿(3%) f( wm won)

La longitud del straight-line program obtenido y la complejidad del algoritmo
hasta este paso son de orden (nd)o(¡)L.

Observamos que degF 5 d ((r + 1)D —1).

Paso 4. Calcular probabilístieamente un straight-line program para el polinomio
'Pï; := gcd('PV, F) aplicando el Lema 1.3.8.

La complejidad es de orden (ndD)0(‘)E y y la probabilidad de éxito del algo­
ritmo (ver la demostración del Lema 1.3.8) es al menos

2d (r + 1)2D2
1 N

Paso 5. Especializar las variables (T0, . . . ,Tr) r—)0 en 'PV y normalizar la forma (le
Chow así obtenida dividiéndola por su especialización en (cn, . . . , er).

La complejidad total del algoritmo y la longitud del straight-line program que
produce son (le orden (ndD)O(')L. La probabilidad (le éxito del algoritmo es
la estimada en el paso 4.
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4.3.4 El algoritmo

En el siguiente Teorema se prueba el resultado principal presentado en este capítulo:
la existencia de un algoritmo probabilístico que calcula. las formas de Chow de cada
una de las componentes equidimensionales (le una variedad algebraica afín, a par­
tir de un conjunto finito de polinomios que la define, con complejidad secuencial
polinomial en el tamaño del input.

Teorema 4.3.15 Scan f¡,...,fs E k[X¡,...,X,,] polinomios (no todos nulos) (le
grados acotados por d dados por medio de un straight-line program de longitud L.

Sea V := V(f¡,...,f_,) C IA” la variedad nlgeln'uim nfi'n.definida por estos poli­
nomios y sea

V: VOU...UV,,_1

la descomposición eqnidimensional minimal de V (donde, pam carla 0 5 7'5 n —l,
V, es o bien vacía 0 bien una variedad equidimcnsional de dimensión r

Entonces, existe un algoritmo probabilístico de complejidad secuencial acotada por

sn0(‘)do(")L que produce un straight-line program de longitud 31z0(1)d0(")L que re­
presenta las formas de Chow de cada una de las componentes equidimensionales V,
deV (057"571-1).

Demostración. El algoritmo consta de tres etapas:

En la primera etapa, se modifican los polinomios de entrada en el sentido de la
Sección 4.3.2 con el objeto de obtener un nuevo sistema de polinomios que defina
la variedad V, pero que satisfaga también ciertas condiciones adicionales necesarias
para la aplicación de las subrutinas que realizan los calculos intermedios del algo­
ritmo.

En la segunda etapa, el algoritmo calcula recursivamente las formas de Chow de las
componentes equidimensionales de una descomposición equidimensional no minimal
de V. El algoritmo presentado en el Lema 4.3.13 es la herramienta principal en que
se basa el procedimiento recursivo.

Finalmente, en la tercera etapa, el algoritmo obtiene, a partir de las formas de Chow
calculadas en la etapa anterior, las formas de Chow de cada una de las componentes
emiidimensionales de V por medio del Lema 4.3.14 aplicado a formas de Chow
calculadas previamente e hipersuperficies convenientemente elegidas.
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—Preparación de los datos.

Sea Q un subconjunto de k con N elementos. Se eligen al azar del conjunto Q

elementos {tú-,1 S z'S n+ 1, 1 51's s} y {ukhl S k S n, 0 5 l S n}, y se definen
los polinomios

fi1=ti1fi+“'+tisfs, ISiSS,
y las nuevas variables

Yk3: uk0+ulel +"'+uanm 1S k Sn­

Para simplificar la notación, renombramos a las nuevas variables Yl, . . . , Y" como

X1,...,Xn, y a los nuevos polinomios f¡,...,f,¡+¡ en las nuevas variables como
fl)"')f1l.+l'
Por la Proposición 4.3.12, los nuevos polinomios f1, . . . , fu“ en las nuevas variables
satisfacen, con probabilidad al menos

4(d +1)”1 + d” + n2d2<"-1>(l): _
P 1 N

las condiciones:

V= V(fl)' ' ' afn+l)i

(p2) Para cada 0 5 1' S n —1, la variedad

Zr z: l/(flv -- -afn-r) n {fn-r+1 9,:

es equidimensional de dimensión 1' y los polinomios f1, . . .,fn_,. forman una

interseccióncompleta reducida para Z, en el abierto {fn_,+¡ sé 0}

y,paracadaOSr 511-1,

(v1)#(z,+l n vom) n v<X1,...,Xr))= dogma]n ww»,

(v2) #(zr n von, . . . ,Xr» = deg(z,),

(V3) Zr n V(X1, - - - ,Xr) Q {fn-r-I-l 5'é0}­

De ahora en más supondremos que los valores de los parámetros han sido elegidos
de manera que valgan las condiciones (pl), (p2), (v1), (v2) y (v3) anteriores.

Obscrvamos que, en particular, las variedades Z,. (0 5 r 5 n —l) verifican las
hipótesis necesarias para la aplicación de los algoritmos dados en la Proposición
4.2.3 y el Lema 4.3.13. Además se verifican las siguientes propiedades derivadas de
(pl) y (p2) (ver Lema 4.3.8):
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(P3) V(f1,...,fn-r) = ZrUVru...UVn-1

(p4) Z,“ ñ V(fn_,) = Z, U V, U VT,donde V, es la unión de las componentes
irreducibles de Z,“ ñ V(f,¡_,.) incluidas en V,“ U . . . U V,,_¡.

—Formas de Chow de una descomposición equidimensional no minimal de V.

En esta etapa el algoritmo calcula, para cada 0 5 r 5 n —1, la forma de Chow
de una variedad eqnidimensional incluida en V y que contiene a la componente
equidimensional de dimensión 7' de V.

Recordemos que, para cada (i 5 1‘5 n —1, por la propiedad (p4) se tiene que

Zr+l n V(fn—r) = Zr U 1[1'U W

donde V, es una variedad equidimcnsional de dimensión r incluida en Vr+1U.. .UVn_1.

Para cada 0 5 'r 5 n —1, se calculará la forma de Chow de la variedad equidimen­
sional V, U Vr. Este cálculo se hará rccursivamente.

PRIMER PASO Se comienza por r := n —1.

En este paso se calculan la forma de Chow Chy,”l de la componente equidimensional
Vn_¡ y una resolución geométrica de la variedad cero-dimensional

Z(n_1_o)2= Zn_1r'1 V(X1, . . . ,Xn_1).

Se tiene que V(f1) = Z,,_¡ U Vn_¡ donde V -1 es la unión de las componentes
irreducibles de V(f¡) incluidas en V(f2) y Zn_¡ es la unión de las componentes

irreducibles restantes.

Entonces, si consideramos los polinomios libres de cuadrados

" ,_ " ._ MJU!)
f1-- SCd(rad(f1),f2) Y f2 -- —gcd(rad(fl),f2),

(donde rad(f1) es un polinomio libre de cuadrados cuyos ceros coinciden con los (le
f1), se tiene que

Vn-l = VUI) Y Zn-l = V(f2)

y, más aún, fl y f; son generadores de los ideales de Vn_1y Zn_1 respectivamente.

De la fórmula para la [orina de Chow en el caso de una liipersupcrficie se sigue

que, si Mo, . . . , M" denotan los menores maximales de la matriz (U¡j)05¡5n_1.05j5n
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(donde MJ-es el menor que se obtiene al suprimir la j-ésima columna de la matriz),
y si dl := deg f1, entonces

¡VM = Mg'fi(—llll/1\lo,1\lg/1llo,. . . , (-1)"M,,/Mo) (4.31)

es una forma (le Chow de Vn_¡. Normalizando esta forma de Chow, es decir, (li­

vidiéndola por su especialización en (60,...,en_1), se obtiene la forma de Chow
Cllvn_¡ de Vn_¡.

Para obtener una resolución geométrica de la variedad cero-dimensional Z(n_1_o,=
Zn_¡ ñ V(X1, . . . ,X,¡_¡), basta observar que por hipótesis deg Z(n_¡,o) = deg Zn_¡.
En consecuencia la forma lineal X" se.>ara los mutos de Z,l,.¡ 0 su )()lll|()llll()1 l l ( . ) .Y l

minimal es simplemente f2(0, . . . ,0, X“).

Resumimos el algoritmo que calcula CIM/M,y una resolución geométrica de Z(n_¡'o),
calculamos su complejidad L,“ y su probabilidad de éxito Pn_1 al elegir los pará­
metros aleatorios de un subconjunto de N elementos de k.

Algoritmo

Paso 1. Calcular rad(f¡) aplicando el Lema 1.3.11. Esto puede realizarse con com­
plejidad de orden do(l)(n + L) y probabilidad de éxito mayor o igual que
1 ___2d2+3d.N

Paso 2. Calcular f1 y f2 aplicando los Lemas 1.3.8 y 1.3.5. La complejidad de este
paso es (le orden d0“)(n + L) y la probabilidad de calcular f1 y f2 (si en el
primer paso el cálculo de rad( f1) es correcto) es mayor o igual que

(1-2d(d+1))(1_ d)21_2d2+dN Ñ N '

Observamos que el algoritmo del Lema 1.3.8 calcula también dl := deg

Paso 3. Obtener los menores M0, . . . , Mu en (n + 1)n3 pasos. Aplicando el Lema
1.3.4 homogeneizar el polinomio ñ y obtener un straight-line program para la
forma de Chow fvw, según la fórmula (4.31). Finalmente, dividir esta forma
(le Chow por su especialización en (eo, . . . ,en_1) para obtener Chvnd.

Este paso es determinístico y su complejidad es de orden (n d)o(1)L.
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Paso 4. A partir del straight-lino program para f2, obtener un straight-line program
para el polinomio univariado MX") := f2(0,...,0,Xn) y, por medio de un
proceso de interpolación, obtener el vector de sus coeficientes.

Este cálculo agrega (n d)0(‘)L operaciones.

Por lo tanto, la complejidad total del primer paso de la rccursión es de orden ¿“-1 =
(n d)o(‘)L y la probabilidad de haber calculado los objetos correctos es

_2d2+3d)(1_2d2+dPn—12(1 N N
4

> —— d2 d.)_1 N( +)

PAsos INTERMEDIOS

Sea ahora 0 5 r S n- 2, y supongamos calculada cn el paso anterior, una resolución
geométrica de Z(,+¡'0, := Z,“ n V(X1, . . . , X,+1).

A partir de esta resolución geométrica se calculará. una forma de Chow de la variedad
Z,“ n V(f,,_,). Con esta forma de Chow, se obtendrá una resolución geométrica
de la variedad Zmo) := Zr ñ V(X¡,...,X,.), necesaria para el próximo paso de
la recursión. Finalmente, usando la forma de Chow y la resolución geométrica
calculadas se obtendrá la forma de Chow de V,U

Aplicando el Lema 4.3.13 se calcula, a partir de la resolución geométrica de Z(,+1.o),
la forma de Chow de la variedad equidimensionalZ,“ n V(fn_,) = Z, U V,U

Observamos que vale la igualdad

Cth-l-lnv(ffl-f) = ' CILVI'UVI'.

La idea del algoritmo consiste en separar la forma de Chow Chzrfinvunq) calculada
en los dos factores del miembro derecho de la igualdad anterior.

Consideremos la variedad

Z") := Zr+l n V(f,._,) n V(X¡, . . . , X,).

Por la condición (v1), Zl') es una variedad cero-dimensional formada por dcg(Z,+1n
V(fn_,)) 5 d"" puntos. Esto nos permite calcular la forma de Chow de Z“) como

Chz(r) = Chz,+,n\/(¡,,_,)(Uo, el, . . . ,e,).
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A partir de esta forma de Chow, podemos obtener el polinomio característico de
Zi') por medio de un cambio de variables

pZ(r) 2: (-1)dc5(z(r))C’lz(r)(Uoo -' To,U01, . . . 5U0").

Sea p e k[Uo]el discriminante de sz con respecto a la variable To. Entonces,
para cualquier u = (uo,u1, . . .,u,,) e kn“ tal que p(u) 960, por el Lema 4.3.4 se
puede obtener una resolución geométrica de Z”). (La elección del punto u se hace
aleatoriamente y, si p(u) 96 0, se calcula una resolución geométrica de acuerdo al
lema mencionado).

Mostraremos ahora cómo obtener una resolnchin geormílmicade

Z(r'0):= ZrÑ . . . ,XT)

a partir (le una resolución geométrica de Z“):

Puesto que por la condición (v3) se tiene que Z, n V(X1, . . . ,Xr) g {fn_,+¡ aé0} y
por otro lado V, U 17,g V(f,,_,), valen las siguientes igualdades

Z,nV(X¡,...,X,) = Z(')n{f,,_,+19é0}
(V,UV,)0V(X1,...,X,) = z(r>nV(f,,_,+.).

Supongamos que la resolución geométrica (le Z“) está dada por la forma lineal Z=

uo+u1X1+-'-+u,.Xn, su polinomio minimalp e k[T] y polinomios v1,. . . ,vn e k[T]
tales que

Z“) = {(v1(n), - - .,vn(n)) rn e Ïc, 10(7))= 0}.

Es claro que la forma lineal (3es también un elemento primitivo con respecto a las

variedades ZM), = Z“) ñ {f,,_,+¡ 7É0} y Z(") ñ V(f,,_,+1).

Observamos que el polinomio minimal de e con respecto a Z”) ñ V(fn_,+1) es

pl Z: ng (p(T)1fn—r+l(vl ' ' ' yUn(T))))

y por lo tanto el polinomio minimal con respecto a Zmo, es pg := p/pl.

Luego, la forma lineal E, su polinomio minimal pz con respecto a Zum), y los poli­
nomios v1,...,v,, e k[T] reducidos módulo pz dan una resolución geométrica de
Z(r.0)'

Ahora, el algoritmo dado en la Proposición 4.2.3 obtiene, a partir de la resolución
geométrica de Zmo) calculada, la forma de Chow Chz, de la variedad Z,"
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Finalmente, se obtiene la forma de Chow Chv A como el cociente en la divisiónruvr
exacta

C} A __ Cth-f-lnv(fn—r)
“’rUVr'“ Ch, ’

la que puede efectuarse mediante el Lema 1.3.5.

A continuación se resume el algoritmo presentado para el cálculo de la resolución

geométrica de la variedad Zmo) y la forma de Chow Clzvruf,ra partir de la resolución
geométrica de la variedad ZM“), := Z,“ ñ V(X1, . . . ,XrH) obtenida en el paso
anterior (le la recursión. Se calculan también la complejidad C, de este paso y la
probabilidad de éxito P, del cómputo efectuado eligiendo los parámetros aleatorios
(le un subconjunto Q C k con N elcnnmtos.

Algoritmo

Paso 1. Aplicar el Lema 4.3.13 para calcular, a partir de la resolución geométrica
de Z(r+1,o,,la forma de Chow Chzmnvmq).

Teniendo en cuenta que (leg(Z,.+1) 5 d""“, la complejidad (le este paso
resulta de orden (n d"")o(l)L y la probabilidad de éxito es al menos

(r +1)d""(2(r +1)d"" + 3)
N .

Paso 2. Con la forma de Chow calculada en el paso 1., obtener un straight-line pro­

1_

gram para Chzm = Clzzr+,nv(¡n_,)(Uo,el, . . . ,er) y luego uno para el polinomio
característico'sz de ZM.

Este paso es determinístico y su complejidad es de orden (nd"")0(')L.

Paso 3. Elegir elementos ug, . . . ,u,1 e Q al azar y considerar u := (110,.. . ,un) E
kn+l.

Obtener un straight-line program para el discriminante p del polinomio 'sz
con respecto a la variable To y evaluar p en el punto u. Si p(u) 76O, calcular
una resolución geométrica (lc Z“ aplicando el Lema 4.3.4.

La complejidad de este paso es de orden (n d"")o(l)L y, teniendo en cuenta

que (lcgq.np 5 2(dcg Z“)2 5 2(12(”"), la probabilidad dc que p(u) 7€ 0 (es
decir, la probabilidad de calcular la resolución geométrica de ZM) es mayor
que

2d2(n—r)

N
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Paso 4. A partir de la resolución geométrica de Zl') calcular el polinomio pl (T) :=
ECd(p(T)1fn-r+l(vl(T)v - - -vvn(T)))'

Para esto, obtener en primer término el vector de coeficientes del polinomio

fn_,+1(v¡(T), . . . , vn(T)) mediante el Lema 1.3.3 y aplicar luego el Lema 1.3.6
para calcular el máximo común divisor.

Efectuar la división pg := p/pl para obtener el polinomio minimal de e con
respecto a la variedad Zmo) y calcular los restos de los polinomios 1).,. . . ,vn
en la división por pg. Estos polinomios, junto con la forma lineal 8, dan una

resolución geométrica de Zum).

Este paso es determinístieo y su complejidad no modifica el orden de las com­
plejidades obtenidas hasta el momento.

Paso 5. Utilizando la resolución geométrica obtenida en el paso anterior, aplicar el
algoritmo dado en la Proposición 4.2.3 para obtener un straight-line program
para ChZr.

Este paso también es determinístico y su complejidad es de orden (n d"")0“)L.

Paso 6. Aplicar el Lema 1.3.5 para obtener un straight-line program para el co­
ciente

Ch A = Chzr+ln\/Un_r)
V'UV' Cllzr .

Teniendo en cuenta que Chz,(eo, . . .,e,) = 1, este proceso, cuya complejidad
es de orden (n d"")0(‘)L, resulta también determinístico.

En consecuencia, el costo total de este paso de la recursión es de orden L, =
— 01 . _ . .

(nd" ') l lL. Observamos que la longitud del straight-line program para CthUVr
que produce el algoritmo es del mismo orden que la complejidad del proceso de
cálculo.

La probabilidad de éxito de los cálculos efectuados, suponiendo que los datos pro­
vistos por el paso recursivo anterior son correctos, es

2(r + 1)2d2<"-'>+ MUI-r) + 3(r + 1)d"">P,_1 N

Concluimos que la complejidad total del algoritmo probabilístico que calcula las
formas de Chow de las variedades equidimensionales V, U 17,.(0 5 r 5 n —1) es
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¿"-1 + - - -+ [lo = (n d“)0(1)L. Suponiendo que los polinomios y variables satisfacen
las condiciones (pl), (p2), (v1), (v2) y (v3), el algoritmo produce, con probabilidad
mayor o igual que

19(2) = HP,

11-2

2 1 —%(4(d2 + d) + Z: 2(r + 1)2d2("") + 2d2("") + 3(r + 1)d"")r=0

1_ 477,2d2"+ 6nd"
N

un straight-line program que representa cada una (le las formas de Chow Ch
0 S 7' S n — 1.

2

V,UÏÏ,'

Observamos que, para cada 0 5 7"5 n —1, la longitud del straight-line program

para Chvrupres de orden (n d"")0“)L.

- Cálculo de las formas de Chow de las componentes equidimensionales de V.

La última etapa del algoritmo consiste en obtener las formas de Chow de cada una
de las componentes equidimensionales V, (0 5 1‘5 n —1) de la variedad (lada V, a
partir de las formas de Chow de las componentes de la descomposición no minimal
calculadas en la etapa anterior.

Sea 1‘con 0 5 r 5 n —2. En la segunda etapa del algoritmo se calculó la forma de
Chow

CILVr = Chvr.CÍLí;',uï7,

donde V, es la componente equidimensional (le dimensión 7'de V y V, es una variedad
equidimensional de dimensión 7' cuyas componentes irreducibles están incluidas en
componentes irreducibles de V de dimensión mayor que r.

Para extraer el factor Chvr de esta forma de Chow, se construirá un polinomio
G, e k[X¡, . . .,X,¡] que defina una hipersuperficie V(G,) que (probabilísticamente)
verifique: V, es exactamente la unión de las componentes irreducibles de V, U V,

incluidas en V(G’,).

Luego, se aplicará el Lema 4.3.14 para calcular Clipr y finalmente se efectuará la
división de Cher‘A,’por Ch";r para obtener la forma de Chow ChV, (le la componente
equidirnensional V,.

Veremos ahora cómo se construye el polinomio G,.



CAPÍTULO 4. CÁLCULO DE FORMAS DE CHOW 165

Recordemos que, para cada 0 5 k 5 n - 2, se tiene

17,,c Vw u . . . u V,,_..

Se deduce entonces que

17,c 14+1u...u Vn_1=(V,+¡U VM) u . . . u (Vn_2u 17,,_2)u(v,,_1u 17-1),

(donde 12,4 = (0).

Por otro lado, por la minimalidad de la descomposición, ninguna componente irre­
ducible de V, está incluida en la variedad de la derecha.

Para cada 1'+ l S k 5 n —l, se definirá un polinomio Grk e MX“ . ..,X,,] que
cumpla las siguientes hipótesis:

(111) vk u Vk g V(Grk),

(h2) ninguna componente irreducible de V, está incluida en V(Grk),

l I o o
y se consrderara luego el polinomio G, := H Grk.

k=r+l

Bajo estas condiciones, la liipersuperficie definida por G, contiene a la variedad V“
pero no contiene a ninguna de las componentes irreducibles de V, y, por lo tanto,
nos permitirá separar las componentes de dichas variedades.

Fijemosk tal que r +15 k 5 n- 1.

Puesto que Zk+10 V(f,,_k) = Zk U VkU 17k,las condiciones (v1) y (v2) dadas por la
preparación de los datos implican que

dog((Vk U l7k) n V(X1, - . - ,Xk)) = (1080/1: U Vic);

es decir, que la variedad VkU Üksatisface la hipótesis 4.2.1.

Denotamos por 'Pk e k[Uo, . . . , Uk][To,. . . ,Tk] al polinomio característico normaliza­
do de la variedad VkU 17k.

Sea u := (0,1“, . . . ,un) e AM" y sea (f:= u¡X¡+- - -+u,¡X,, la forma lineal asociada
a u.

Como el coeficiente principal del polinomio 'Pk con respecto a la variable To es­

pecializado en (61,. . . ,ek) es 1, de la Observación 4.3.5 deducimos que, para cada
(t¡,...,t,,) e N,

(VkUÏ/k)nV(X1—t1,...,Xk —t,.)
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es una variedad cero-dimensional(de grado acotado por deg(V,cU Más aún, la
equivalencia (4.20) en la demostración de del Lema 4.3.4 establece que, para cada
(t1,...,tk) E Ak, vale

73k(u,€1,---,€k)(to,t1,---,tk) = 0 4=>(l/kUVkan(3—to,X1—t1,---,Xk -tk) 750­

Esto implica, en particular, que el polinomio

'Pk(u,el,...,ek)(€,X1,...,Xk) E k[X1,...,Xn]

se anula sobre VkU 17k,es decir que VkU l7kg V(’Pk(u,e¡, . . . ,ek)(€, X1, . . . ,Xk)).

Por lo tanto, para que valga la condición (lll) podemos definir el polinomio GH,
como

Grk i= 'Pk(u, 61,. . .,ek)(É,X1,. . . ,Xk)‘

para una forma lineal Zcualquiera.

Ahora elegiremos la forma lineal e de manera que valga la condición (112).

Sea C una componente irreducible de Vr. Por la minimalidad (le la descomposición
equidimensional considerada se tiene que, para cada 'r + 1 S k 5 n —1, C no está
incluida en VkU Vic.

Existe entonces un punto ¿C := (¿(5, . . . ¿2) e C — (V;cU 17k). Consideremos la
variedad cero dimensional

(l/ÍCUVk)nV(‘Yl_E?)"'1Xk

Observamosque, para cada forma lineal e := ule + + 1;an que satisface la
condición

¿(o aeecc) para todo g e m u 17k)n von —¿21..qu —gi) (4.32)

se verifica:

note“...,ek)(e(¿c),¿?,...,¿ï) aé0.

En consecuencia, C no está incluida en V('P,,(u,el, . . . ,ek)(€, X1, . . . ,Xk)), puesto
que la condición anterior dice que ¿C no pertenece a esta hipersuperficie.

Luego, si se elige la forma lineal Ede manera que valga la condición (4.32) para un
punto ¿C de cada una de las componentes irreducibles C de V, (simultáneamente),
el polinomio

GH.:= Pk(u,c¡,...,ek)(€,X¡,...,Xk)
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satisface el requisito (112).

Observamos que para cada componente irreducible C de Vr, fijado ¿C E C, la
condición (4.32) es una condición abierta sobre los coeficientes ul, . . . ,un de É de­

terminada por el polinomio H¿(É(E)—¿(€C)) (donde el producto recorre los puntos
EE (VkU17k)nV(X¡ —{a . . . ,Xk - de grado acotado por deg(V,cU 17k)5 dn’k.

Como deg(V,) 5 d'“', la condición final sobre los coeficientes de la forma lineal está
determinada por un polinomio de grado acotado por dn’r -d"”°.

Para terminar, se resume el algoritmo probabilístico que calcula la forma de Chow
Chvr para r fijo (0 S r 5 n —2), se calcula su complejidad ÍÏ, en términos
(le la longitud Em (le un straight-line program que evalúa las formas de Chow

CthUVk, r _<_k 5 n —1, y se estima su probabilidad de exito fi, al tomar los
parámetros aleatorios de un subconjunto Q C k de N elementos.

Algoritmo

Paso 1. Elegir al azar {uh-,r +1 5 k 5 n - 1,1 S j 5 71,}en el conjunto Q, y
considerar las formas lineales asociadas 6,41,. . . ,€,._1, definidas por

ek3=uk1X1+...+uann k=r+1,...,n—1.

La probabilidad de que estas formas lineales satisfagan la condición (4.32) para
un punto {C de cada una de las componentes irreducibles C de V, y para todo
r+15k Sn- 1,esalmenos

n-l dn-r_dn—k du-r n—r-l _ 2d2(n-r)—l

Paso 2. Para r + 1 5 k 5 n —1, obtener un straight-line program que representa
al polinomio Grk := 'Pk(u,e¡,...,ek)(€, X1, . . .,Xk), y luego un straight-linen-l
program para G’r := H Grk.

Ic=r+l

Esto puede hacerse en O(n2 + n12“) pasos.

Paso 3. Aplicar el Lema 4.3.14 a la forma de Chow CthUf,r y el polinomio G'r
obtenido en el paso anterior, para obtener un straight-line program que evalúa

Chía.
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Teniendoen cuenta que deg(V,U S dn" y que

n-l
degG, = Z (k +1)d""° S 2ndn'r’l,

k=r+l

resulta que la complejidad de este paso (probabilístico) del algoritmo es de

orden (nd(""))0“)fi(’) y la probabilidad de calcular la forma de Chow Chí;r
es al menos

4 n (r + 1)"’d3("")‘l
1 N

Paso 4. Finalmente, aplicando el Lema 1.3.5, se calcula ChV, := Ch. /Ch¡¿.

Como Cligr(eo, . . . ,e,) = l, este paso es deterrninístico. La complejidad de
este último paso es de orden (n d"")0(')L(’).

VrUVr

La complejidad total del algoritmo probabilístico que calcula Chvr a partir de las

formas de Chow ClekUVk,r 5 k _<_n —1 cs de orden Í, = (ndn‘r)0(')fi(').
Teniendo en cuenta las estimaciones dadas para la complejidad (le la segunda etapa
del algoritmo, concluimos que L”) = (n d"")0(‘)L y, por lo tanto, la complejidad
Í, de este paso es también de orden (n d"”)0(‘)L.

La probabilidad de éxito de este paso del algoritmo es

y 2 d2(n—r)-l 4710. + 1)2d3(n—r)—lP,> 1-—————
2 3(n—r)—l 2(n-r)—1

2 1_4n(r+1)cl +2d '
N

La complejidad total de esta etapa final del algoritmo es É = ¿P2 + "HT-Lo =
(n d")o(')L. Suponiendo que el input de esta etapa, provisto por la segunda etapa
del algoritmo, son las formas de Cliow de las variedades V, U 17, (0 5 r 5 n —1) se
obtiene, con probabilidad mayor o igual que

19(3)= 13,2 1—íb- n(r + 1)2d3(""')"+ 2d2("""‘)
8 n(n - 1)2d3""l + 4 d2"‘l

N ’

un straight-line program que representa las formas de Chow Chvr de cada. una de
las componentes equidimensionales V, (O5 r 5 n —1) de la variedad V.

21­
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De las estimaciones hechas para la complejidad de cada una de las etapas del algo­
ritmo, concluimos que la complejidad secuencial total del algoritmo probabilístico
descripto es de orden (n d")o“)L.

Para cada O 5 r S n — 1, la longitud del straight-line program que (proba­
bilísticamente) produce el algoritmo para representar la forma (le Chow Chvr de
la componente equidimensional V, de dimensión 1‘de V es de orden (n d"")0(l)L.

D

Observación 4.3.16 Supongamos dado un proceso aleatorio para seleccionar ele­
mentos de un subconjunto fijo Q de k con N elementos, que se utiliza para elegir
los parámetros aleatorios en las distintas etapas del algoritmo.

Entonces, teniendo en cuenta las probabilidades de éxito estimadas

_ 4(d +1)”1 + d" + 712d2(”‘1)P“) > 1
_ N

4 712d2"+ 6 n d“13(2)1_—
N

Pm 2 l_ 8n(n —1)2d3"-1+4d2n-1N

para la preparación de los datos de entrada, el cálculo de las formas de Chow de una
descomposición equidimensional no minimal y la obtención de las formas de Chow de
las componentes equidimensionales a partir de las de la descomposición no minimal,
respectivamente, resulta que la probabilidad de éxito del algoritmo construido es
mayor o igual que

P:=P“)Pm13(3)>1-M_
‘ N

4.4 Complejidad y grado geométrico

La cota obtenida para la complejidad secuencial del algoritmo presentado en la
sección anterior para el cáculo de las formas de Chow de cada una de las componentes
equidimensionales de una variedad algebraica afin V C A", depende de parámetros
de carácter sintáctico: la cantidad s de polinomios input que definen la variedad V,
el número de variables n, y una cota superior d para los grados de los polinomios
input.
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Sin embargo, la variedad V puede ser definida por distintos conjuntos de polinomios
con distintos grados y propiedades, mientras que las formas de Chow calculadas
dependen únicamente de la variedad.

Para evitar en parte esta dependencia de la complejidad del algoritmo en el factor
d" (número de Bézout) asociado a la familia particular de polinomios elegida para
definir la variedad input, se considerará un invariante más geométrico: el grado
geométrico del sistema de polinomios. Este parámetro está relacionado no sólo
con la forma sintáctica de los polinomios, sino también con la geometría de cier­
tos conjuntos algebraicos -involucrados en el desarrollo del algoritmo- que define el
sistema de polinomios en cuestión. Por este motivo, el grado geométrico del sistema
de polinomios input de un algoritmo permite identificar instancias particulares del
problema que, desde el punto de vista algorítmico, pueden resolverse mucho más
fácilmente que el caso general.

4.4.1 Grado geométrico de un sistema de polinomios

La siguiente definición de grado geométrico de un sistema polinomial generaliza la

presentada en [14]:

Definición 4.4.1 Sean f1, . . .,fs polinomios en k[X1,. . .,X,,]. Para cada 1 S i 5
n, sea 7} := (711,...,T,-s) un grupo de nuevas variables, y sean

3

.‘¡=1

las combinaciones lineales genéricas de los polinomios f1, . . . , f, asociadas a los gru­
pos dc parámetros 71,. . .,7;,.

Se define el grado geométrico del sistema f1, . . . , f, como

6 := max{deg(V(G¡, . . . ,G¿)) 1 S É 5 n}

donde, para cada 1 5 e 5 n, V(G¡,...,G'¿) es la variedad definida por los poli­
nomios G1, . . .,G¿ en el espacio afín n-dimensional sobre una clausura algebraica
dek(T,-¡,132572,1st s).

De la desigualdad de Bézout se deduce que, si d es una cota superior para los grados
de los polinomios fl, . . . , fs, para cada 1 5 e 5 n,

(leg V(Gl) ' ' - iGl) S dt)
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de donde se obtiene la siguiente cota para el grado geométrico del sistema de poli­
nomiosf¡,...,f,:

ó 5 d".

El próximo lema relaciona el grado geométrico (le un sistema (le polinomios fl, . . . , f,

con los grados de ciertas variedades involucradas en el desarrollo del algoritmo pre­
sentado en la sección anterior:

Lema 4.4.2 Sean f1, . . . , f, polinomios en k[X¡, . . . ,Xn] y seaó el grado geométrico
del sistema {f¡, . . .,f_,}.

Entonces existe un abierto Ll C A“ tal que para cada (tl, . . . ,tn) e k“ nu, si se
consideran los polinomios

Afiï=ti1f1+°“+tisfs, líiín,

vale

n1ax{degV(f¡,...,Í¿) : 1 S Z5 n} < 6.

Demostración. Para cada 1 5 i 5 n, sea 7,7:= (Il-1,...,T¡,) un grupo de s nuevas
variables. Consideremos los polinomios

s

Gii=ZTÜfh ISiSn.
j=1

Por definición, el grado geométrico del sistema f1, . . . , f, es

ó = max{deg(V(G¡, . . . ,G¿)) 15 ES n}

donde, para cada 1 5 É 5 n, V(G¡,...,G¿) es la variedad definida por los poli­
nomios G1, . . . , Gg en el espacio afín n-dimensional sobre una clausura algebraica de
k(T.-j,1_<_i5n,15j5 s).

Para cada 0 5 r S n —1, sea Q, e H7], . . . , 7;-r] —{0} el polinomio dado por eln-l
Lema 4.3.7. Sea Q := l] Q, e H7], . . . ,771]—{0}.

r=0

Sea t := (t1,...,t,,) e A“ tal que Q(t) 760.

Fijemos Zcon 1 5 e 5 n. Sea K = k(7'¡, . . . , 72) y sea TCuna clausura algebraica de
K.
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Mostraremos que, para (tl, . . . ,tg) vale

deg V(G1(t1,IY),. . . , G¿(t¿, S (legV(G1,. . . ,Gt)

donde la primera es la variedad definida por los polinomios G¡(t1, X), . . . , G¿(t¿,X)
en A"(Ïc) y la segunda, la definida por los polinomios G1, . . . ,G¿ en AHÍ).

Por el Lema 4.3.6, la variedad

3:: V(G¡,...,G¿)—V(f¡,...,f,)cfl\”xfi\"

es irreducible de dimensión 5€ + n —e y el ideal I(Z) C k[7'¡,. ..,7Z,X¡,...,X,,]
es la única componente primaria Q de ((11,. . . ,Gg) C k[7'1,. . .,7},X¡, . . . ,Xn] que
satisfaceV(Q)í V(f¡,...,f,).
Sea g e k[X¡,...,Xn] un polinomio tal que V(f¡,...,f_,) C V(g). Lo anterior
implica que o bien V(G¡,...,G'¿) C V(g) o bien (G1,...,G¿)9 = I(Z)_,,es un ideal
primo de k[7ï,...,7},X¡,...,Xn]g (localizacióndel anillo k[7ï,...,7Z,X1,...,Xn]
en el conjunto multiplicativamente cerrado {gk : k G lNo}).

Consideraremos g := tg+11f1+' -°+tg+lsf,, que satisface la condición V(fl, . . . , f,) C
V(g), donde t¿+¡ := (t¿+11,. . . ,t¿+1,) e k’ es el (€+1)-ésimo vector ent: (tl, . . . , tn)
si É < n, o t¿+1 E k’ es tal que el polinomio g no se anula en ningún punto de

V(G1(t1,X), . . .,Gn(tn,X)) —V si É= n.
Sean

Z(T)

Z (t) :

v<cl,...,aa n {g#0} c MF)
V(G¡(t1,X)),...,G¿(t¿,X))ñ{g aé0} c mas).

Observamos que, si consideramos las variedades definidas por f1, . . . , f, en AHI?) y
AHÍ) respectivamente,y

V(f1,...,fs) = Vouviu...UVn-1c 1A"(k)
V(f¡,...,j_.,) = Vá7')u1/¡(T’u...uv,fÏl c Nm)

son las descomposiciones equidimensionales minimales de estas variedades, se tiene
que

V(G1(t1,X), . . .,G¿(t¿, Z(t) U Vn_¿U. . . U Vn_1

V(G¡,...,G¿) = zm uV,fÏ3u...u VK}.
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Además, para cada 0 S r 5 n —1, vale (leg V, = (leg Vrm.

Queda por ver que deg Z (t) 5 deg Z (T).

En primer lugar, observamos que Z(T) = (0si y sólo si [(2) ñ k[T¡, . . . ,72] 9€ {0}

y, en el caso que I(Z) ñ H7], . . . ,72] 96 {0}, el polinomio Qn_¿ dado por el Lema

4.3.7 (que es un factor de Q) es un polinomio no nulo de grado acotado por degZ
que pertenece a esta intersección. Por lo tanto, la condición Q(t) 7€0 implica que
Qn_¿(t¡, . . . ,tg) aé 0 y, por lo tanto, Z(t) = 0).

Supongamos ahora que Z(T) 7€V).Puesto que I(Z) r‘lk[7], . . . ,72] = {0} y dim Z =
s É+ n —e, resulta que dim Z(T) = n —e.

Scan Ui := (Ut-0,U“, . . . , Um) (0 5 12S n —Z) grupos (le 7L»I-l variables asociados a

las formas lineales genéricas

L¡Z=U¿0+Ui1X1+"'+Uian

NotaremosT= (7ï,...,7ï), U = (U0,...,U,._¿)y X = (X¡,...,X").

Sea I = (G1, . ..,G¿,Lo,...,Ln_¿)9 C MT, U,X]g, donde HT, U,XL, denota la lo­
calización del anillo de polinomios k[T, U,X] en el conjunto multiplicativamentc

cerrado {gk : k G lNo}, y sea Im C K[U,X]g el extendido de I.

Por el Lema 4.1.1, I es un ideal radical de k[T, U, X]g (más aún, como (G1, . . . , G¿)9
es primo, I también lo es) y, por lo tanto, I (7‘)también es radical.

Entonces IFZm e K[U] es una forma de Chow de Z(T) si y sólo si

(72(7)) = ICT)rl [([U].

Multiplicando por un denominador en —{0}, podemossuponer que el polinomio
.sz pertenecea HT, U]y no tienefactoresen
Como (G1,...,G'¿)g es un ideal primo cuya intersección con k[’T] es {0}, resulta
que el ideal primo I verifica I ñ k[7'] = Entonces, para [(77ñ K[U], que es el
extendido de I ñ HT, U], vale

(1m n K[U]) n k[7', U] = I n k[T, U].

Luego
(ÏZ(7'))= I n HT, (4.33)

Por los Lemas 4.3.7 y 4.3.8, el ideal (G¡(t¡, X), . . . , G¿(t¿, X))g C MX]g es radical y
define la variedad Z(t) C A"(IÏ7)equidimensional de dimensión n - Z.
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Sea Tzu) G k[U] una forma (le Chow (le Z(t). Entonces

(fzm) = (G1(t1,X),---,Ge(t¿,X),Lo,.. .,L,._,¿)gn k[U].

Ahora, de la igualdad (4.33) se deduce que IFZm = fz(r)(T, U) e I, de donde

.‘Fzm(t)= fzn-)(t,U) e (G¡(t¡,X), . ..,G¿(t¿,X),Lo, . ..,Ln_¿)g,

y por lo tanto fzm (t) e (Jim). En consecuencia

deg Z“) = Ciega-(72(0)S deÉl/¡(fZ(T)(t)) 5 “gm-(7mm) = dogzm­

Esto concluye la prueba dc la desigualdzul

deg V(G¡(t1,X), . . .,G¿(t¿,X)) S dcg V(G¡, . . . ,Gg) 5 ó (4.34)

para los vectores t1,...,t¿ que forman las primeras se coordenadas de un punto
t = (t¡,...,tn) G k’" tal que Q(t) 9€0.

Puesto que la desigualdad (4.34) vale para cada 1 5 É 5 n, resulta que si L! C A"
es el abierto definido por U := {Q aé 0} se tiene que: para (tl, . . . , tn) e kmnu vale

max{degV(G1(t¡,X),...,G¿(t¿,X)) : 1 5 É5 n} 5 ó.

Con la notación del enunciado del Lema, los polinomios f,- = G'¡(t¿,X) (1 5 i 5 n)
verifican

max{degV(f1,...,f¿): 1 5 E5 n} 5 6..

4.4.2 Cotas de complejidad que dependen del grado geomé­
trico

Dados f1, . . .,fs e k[X1,...,Xn], el algoritmo dado en el Teorema 4.3.15 trabaja
con un conjunto de n + 1 combinaciones lineales de f1, . . . , f,

Afi3=tilfl+"'+tisfs) i=1)"°)n+1)

donde los elementos tij (1 5 i 5 n + 1, 1 S j 5 s) se eligen al azar, y con subvarie­
dades de las variedades

V(f1)"°)fn-T)) r=n_1)°°')0'
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Las complejidades de las subrutinas utilizadas en los distintos pasos del algoritmo
(ver Proposición 4.2.3, Lema 4.3.13 y Lema 4.3.14) dependen polinomialmente de
la cantidad de variables n, de la longitud del straight-line program que representa
los polinomios input de la subrutina, de una cota superior para el grado de es­
tos polinomios y del grado de las variedades algebraicas involucradas. Más aún,
las longitudes de los straight-line programs que producen dependen (le los mismos
parámetros.

Más precisamente: Suponiendo que la preparación de los datos de entrada ha sido
realizada con éxito, en la segunda etapa del algoritmo (cálculo reeursivo de las
formas de Chow de una descomposición no minimal) las complejidades dependen
esencialmente de los grados de las variedades

Zr = l/(fla- ' win-r) n {fn—r+l3€

y de los grados de las variedades V, U Por otro lado, en la tercera etapa del
algoritmo (cálculo de las formas de Chow de las componentes equidirnensionales),
las complejidades dependen de los grados de las variedades V,.U V, (0 5 1' 5 n —2).

Estas variedades verifican la igualdad

Zr+l n V(fn-r) = Zr U vr U ‘71­

A
y, más aún, cada una de las variedades Zn V, y V, es unión de componentes irre­
(lueibles de Z,“ n V(f,,_,), de donde, para cada 0 5 r 5 n —2, se tiene que
deg(V, U Vr) 5 deg(Zr+¡ n V(f,,_,)). Finalmente, si d es una cota superior para
los grados de los polinomios f1, . . . , f,, por la desigualdad de Bézout, concluimos

que deg(Vr U S d deg(Z,+¡), es decir, que el grado de las variedades Vr U V,
(0 5 r 5 n —2) puede estimarse en términos de d y de los grados de las variedades
Z,(15r5n-1).
Como consecuencia del Lema 4.4.2 deducimos que, para cada 0 5 r 5 n —1 vale:

A

dog z, s dos:Vol, . . . , ¡3.4) s «s

y,paracadaOSrSn-Z,

deg(Vr U Vr) S d dcg(Zr+1) S dó.

Observamos entonces que, si se conoce de antemano el' grado geométrico del sis­
tema de polinomios que define la variedad V (input del algoritmo), el algoritmo
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probabilístico dado en el Teorema 4.3.15 puede ser modificado de manera que la
complejidad secuencial resulte de orden s(ndó)o(‘)L.

La modificación consiste esencialmente en reemplazar, para cada 0 5 r 5 n - 1, en
cada etapa en que la complejidad dependa de una cota para el grado de la variedad
Zn la cota dada por la desigualdad de Bózout dcg Z, 5 tin" (utilizada en el caso
general en que se desconoce el grado geométrico) por deg Z, 5 6.

Por otro lado, aunque no se conozca el grado geométrico del sistema input, la modi­
ficación anterior puede efectuarse estimando (probabilísticamente) los grados de las
variedades Z, (0 5 r 5 n —1) a partir de las resoluciones geométricas de las va­
riedades cero-dimensionales asociadas a cada una de estas variedades obtenidas en

la segunda etapa del algoritmo (para esto basta calcular el grado del polinomio mi­
nimal univariado que el algoritmo produce en cada caso). Comparando, para cada
0 5 r 5 n —1, el grado de Z, calculado por el algoritmo con la cota superior d""'
dada por la desigualdad de Bézout, se garantiza que la complejidad secuencial del
algoritmo será, en el peor caso, de orden 3(n d")o(')L. (En el caso en que el grado
estimado para Z, supere la cota dn‘r, el algoritmo finaliza su ejecución, puesto que
alguna de las elecciones aleatorias anteriores debe ser errónea).

De esta manera, se obtiene que, en cualquier caso, si todos los parámetros aleato­

rios elegidos durante la ejecución del algoritmo satisfacen las condiciones de gene­
ricidad apropiadas —loque sucederá con alta probabilidad- el algoritmo finalizará
su ejecución produciendo una respuesta correcta en tiempo secuencial acotado por
s(nd6)o(’)L donde 6 es el grado geométrico del sistema de polinomios f1, . . . ,f, e
k[X1, . . . , Xn] input, d es una cota superior para los grados de estos polinomios y L
es la longitud del straight-line program dado como representación de los polinomios.

Observamos también que la longitud de los straight-line programs que el algoritmo
produce para las formas de Chow de cada una de las componentes equidimensionales
de la variedad V será también de orden s(nd6)o(')L.

Teniendo en cuenta la estimación 6 5 d" dada por la desigualdad de Bézout, se
recuperan las cotas s(n d")0(')L enunciadas en el Teorema 4.3.15 para la complejidad
del algoritmo y la longitud de los straight-line programs que produce. Sin embargo,
cabe destacar que en muchos casos el grado geométrico del sistema es mucho menor
que d", dando lugar a cotas de complejidad de orden sensiblemente menor.
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Una última observación con respecto a la complejidad del algoritmo: Si G¡ :=
J

Z: Tijfj son combinaciones lineales con parámetros TÜ-(l _<_i 5 n, 1 _<_j 5 s) de los
¡:1
polinomios de entrada f1, . . . , f,, de las observaciones anteriores y la demostración
del Lema 4.4.2, se desprende que (en el caso en que todas las elecciones aleatorias
sean correctas) tanto el tiempo de ejecución total del algoritmo como la longitud
del straight-line program para las formas de Chow que produce, en realidad pueden
estimarse en términos de los grados de las variedades

25“ := V(G¡, . . .,G,,_,) —V(f1, . . .,f,) c N(k(T,-,-)).

Hemos considerado sin embargo cl grado geométrico 6 (ver Definición 4.4.1) para
medir la complejidad, puesto que este parámetro es la generalización natural de
una noción que ya ha sido utilizada con éxito en diversos problemas de Geometría
Algebraica efectiva.
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