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Resumen

Existen diferentes puntos de vista acerca de cómo debería construirse el

formalismo de la cosmología cuántica, y también acerca de la interpretación

de dicho formalismo. Una razón para esto es un problema peculiar que

proviene del hecho de que estamos buscando una teoria para todo el universo:

mientras que lo usual es tratar con sistemas para los cuales la noción de

“evolución” es clara porque es posible suponer que existe algo externo que

juega el papel de reloj, esto no es posible en cosmología. Existen entonces dos

posibilidades: se puede abandonar la idea de una descripción con una noción

clara de tiempo; o se puede asumir que un subconjunto de las variables que

describen el estado del universo pueden usarse como reloj para el resto del

sistema. Aquí se presenta una propuesta para tratar modelos cosmológicos

en este último marco. Esta propuesta consiste en suponer que el vínculo

hamiltoniano de la teoría refleja la existencia de un tiempoescondido entre

las variables canónicas, que es entonces identificado mediante la elección del

gauge, para luego proceder a la cuantización, tanto vía integral funcional

como en la forma canónica.



DEPARAMETRIZATION AND QUANTIZATION
OF HOMOGENEOUS COSMOLOGICAL MODELS

Claudio Simeone

ABSTRACT

There are different points of view about how the formalism of quantum

cosmologyshould be constructed, and also about its interpretation. A reason

for this is a peculiar problem which comes from the fact that we are looking

for a theory of the whole universe: while one usually deals with systems

for which the meaning of “evolution” is clear as it is possible to assume

that there is something external which plays the role of a clock, this is not

possible in cosmology. There are then two possibilities: one could abandon

the idea of a description with a clear notion of time; or we can assume that

a subset of the variables describing the state of the universe can be used as

a clock for the remaining of the system. Here a proposal for dealing with

cosmological models within this last framework is presented. This proprosal

consists in assuming that the Hamiltonian constraint of the theory reflects

the existence of a time hidden among the canonical variables, which is the

identified by menas of gauge fixation; the we proceed to the quantization,

both in the path integral approach, and by canonical methods.

KEY WORDS: Constrained Hamiltonian system - Minisuperspace - Path

integral - Quantum cosmology
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Capítulo 1

Introducción

La obtención de una teoría cuántica consistente para la gravitación, en la cual la función de

onda tenga un significado claro, es todavía un problema abierto; esto es así, en parte, debido

al problema del tiempo [Kuchaï' (1981), Hájícek (1986)]: mientras que en la mecánica

cuántica ordinaria el tiempo tiene un sentido absoluto, en la teoría de la gravitación es

un parámetro arbitrario que identifica hipersuperficies espaciales, y las cantidades físicas

son invariantes ante cambios generales de las coordenadas. Como la evolución se da en

términos de un parámetro 1' que no tiene significado físico, la acción de la gravitación es

la de un sistema parametrizado, con un hamiltoniano canónico que se se anula sobre las

trayectorias físicas del sistema, esto es, con un vínculo 'H z 0.

A partir de esta situación se han seguido principalmente dos caminos. Uno de ellos es

el esquema de cuantización usual de Dirac-Wheeler-DeWitt, cuyo formalismo no contiene

al tiempo de manera explícita y no tiene una forma evolucionaria; esto lleva al problema de

definir una probabilidad conservada que sea definida positiva, dado que la propia noción

del tiempo en el cual dicha conservación se verifican'a no es clara. Otra posibilidad es

obtener una teon’a suponiendo que el tiempo se encuentra de alguna manera escondido

entre las coordenadas y momentos del sistema, que debe entonces ser desparametrizado

como paso previo a la cuantización; aquí adoptaremos este punto de vista.

La propuesta del presente trabajo se basa en el hecho de que la identificación del tiempo



está íntimamente realacionada con la fijación del gauge: en la teoría de la gravitación la

evolución dinámica está. dada por por una hipersuperficie espacial que se mueve en el

espacio-tiempo a lo largo de la dirección temporal. Este movimiento incluye deforma­

ciones locales arbitrarias que dan como resultado una multiplicidad de tiempos. Desde

otro punto de vista, el mismo movimiento puede generarse mediante transformaciones de

gauge, y por lo tanto al fijar un gauge se define una foliación particular del espacio-tiempo

[Barvinsky (1993)].

Para modelos de minisuperespacio tenemos una funcional acción de la forma

. T: di

Slq‘,pi,Nl=/fl (Fé-NH) dr (1.1)

donde N es un multiplicador de Lagrange asociado con el vínculo hamiltoniano cuadrático

H = Güpipj + V(q) z 0, (1.2)

con G‘j la versión reducida de la supermétrica de DeWitt. La condición de extremal 65' = 0

conduce a las ecuaciones canónicas

dqi
dr

tip.­

= qui)Hl) dT = N[p,-,H}. (1.3)

La solución de estas ecuaciones describe la evolución de una superficie espacial a lo largo de

la dirección temporal; debido a la presencia del multiplicador de Lagrange, el movimiento

contiene una arbitrariedad que se asocia con una versión simplificada de lo que, en la teon'a

completa, es una pluralidad de tiempos posibles. Por otro lado, el vínculo 'H z 0 actúa

como un generador de transformaciones de gauge de la forma

¿cgi= e(-r)[q",'H], Sep.-= e(7‘)[p.-,'H], ¿GN= (1.4)

Las ecuaciones (1.3) y (1.4) muestran que la evolución dinámica puede ser reproducida

por una transformación de gauge que evoluciona con el tiempo, es decir, dos puntos cua­

lesquiera sobre cualquier trayectoria clásica están conectados por una transformación de



gauge. Por lo tanto, la fijación de un gauge puede pensarse no solamente como una forma

de seleccionar un camino de cada clase de caminos físicamente equivalentes, sino también

como un prodedimiento de reducción por el cual se identifica un tiempo para el sistema.

Una dificultad importante con un programa de desparametrización basado en esta idea

es que las condiciones de gauge admisibles son aquellas que que pueden alcanzarse desde

cualquier camino mediante transformaciones de gauge que dejan invariante la acción, y la

acción de la gravitación no tiene invariancia de gauge en los extremos [Teitelboim (1982)]:

ante una transformacióm definida por los parámetros 6’“ la acción de un sistema con

vínculos Cm se modifica en

¿ES = [€m(T) (¡n-80m —Cm)]r2 (1.5)3p,- n

Los sistemas de gauge ordinarios contienen vínculos que son lineales y homogéneos en

los momentos, más un hamiltoniano no nulo Ho que es la energía total; por ejemplo, en

el caso del campo electromagnético los momentos son las cuatro cantidades F“°; para

p. = 1,2, 3 tenemos las tres componentes del campo eléctrico, pero para ,u.= 0 tenemos el

vínculo primario F°° = 0 [Dirac (1964)]. Entonces es ¿ES = 0, y los gauges de la forma

x(q,p, T) = 0 (gauges canónicos) son admisibles. En el caso de la gravitación, en cambio,

el vínculo hamiltoniano es cuadrático en los momentos y tendríamos 6.5 960 a menos que

E(T1)= ¿(72) = 0; por lo tanto deberían utilizarse gauges en términos de derivadas de

multiplicadores de Lagrange, como x E dN/dT = 0 [Halliwell (1988)]. Estas condiciones

de gauge no definen un tiempo en términos de las variables canónicas. Al nivel cuántico

esto tiene como consecuencia que los gauges canónicos no podrían usarse para cuantizar el

sistema vía una integral de camino en la manera usual de Fadeev y Popov para sistemas

de gauge ordinarios [Fadeev & Popov (1967), Fadeev & Slavnov (1980)].

Aquí mostraremos, sin embargo, que si la ecuación de Hamilton-Jacobi asociada al

vínculo hamiltoniano es separable, la acción de un sistema parametrizado descripto por

las coordenadas y momentos (q‘,p¿) puede ser convertida en la de un sistema de gauge

6



ordinario descripto por por las variables canónicas (Q‘,P.-) por medio de una transfor­

mación canónica que identifica el vínculo hamiltoniano 'H con uno de los nuevos mo­

mentos, y de esta manera la coordenada conjugada a ese momento puede utilizarse para

fijar el gauge y por lo tanto para definir un tiempo [Simeone (1999)]. Como resultado

de dicha transformación canónica, la acción escrita en términos de las variables originales

contiene términos de superficie que la proveen de invariancia de gauge en los extremos

[Henneaux et al. (1992)]. Una vez identificado un tiempo, la amplitud de transición puede

obtenerse por medio de una integral de camino en una forma simple que muestra clara­

mente la separación entre grados de libertad físicos y tiempo. No es así en la cuantización

con gauges no canónicos, en la cual la noción de evolución no es clara. Por otro lado, el uso

de gauges no canónicos no permite, en principio, visualizar a priori la posibilidad de que

se presente el problema de Gribov [Gribov (1978), Henneaux & Teitelboim (1992)]; esto

se resuelve con nuestro procedimiento. Desde otro punto de vista, veremos que la identi­

ficación de un tiempo global permite también encarar la cuantización canónica evitando

los problemas formales mencionados al comienzo.

Nuestra propuesta muestra también claramente las restricciones que surgen de la ge­

ometría de la superficie de vínculo: puede definirse un tiempo global en términos de

solamente las coordenadas qi (tiempo intrínseco [Kuchaf (1992)]) sólo si el potencial del

vainculo hamiltoniano tiene un signo definido; en este caso la definición depende de la hoja

del vínculo sobre la cual evoluciona el sistema, y la elección se logra a través de un signo

en la elección del gauge. Cuando sólo existe un tiempo en términos de las coordenadas y

los momentos (tiempo eztn’nseco [York (1972), Kuchai" (1971)]) veremos que si queremos

obtener una cuantizacción consistente tanto en el formalismo de integral de camino como

en el formalismo canónico, deberemos incluir los momentos en la definición de los estados,

o abandonar la descripción en términos de las variables originales y pasar a un conjunto

de variables tales que una de las nuevas coordenadas es un tiempo global. Si elegimos



el primer camino se presentarán ciertos problemas que son peculiares de la gravitación,

mientras que si elegimos el segundo la interpretación requerirá de cierto cuidado.

En el presente trabajo se estudian modelos relativistas homogéneos y modelos isótropos

de la teoría de cuerdas. La restricción a modelos de minisuperespacio, esto es, a modelos

cuyo espacio de configuración es de dimensión finita, simplifica notablemente el análisis de

lo que sería realmente un problema de teoría de campos, dado que el número de grados

de libertad de la teoría completa es infinito. Por cierto, por esa simplificación pagaremos

un precio: la interpretación no será necesariamente la de una aproximación a la teoria

completa, dado que congelar grados de libertad antes de cuantizar no está del todo justifi­

cado a partir del carácter especial que tiene la superposición de amplitudes en la mecánica

cuántica [Kuchaf & Ryan (1989)]. Por esto algunos autores han sugerido que no debería

pensarse en los minisuperespacios como una herramienta para hacer predicciones fisicas con

cierta aproximación, sino más bien como modelos en los cuales pueden ponerse a prueba

soluciones para ciertos problemas de la teon'a completa [Halliwell (1990)]. Los modelos

tratados aquí se han elegido con el propósito de ejemplificar los diferentes problemas y

las soluciones propuestas, pero todos ellos tienen en sí mismos un interés fi'sico que los ha

hecho objeto de estudio en diferentes contextos.

El trabajo se organiza así: En el capítulo 2 se introduce el formalismo hamiltoniano para

el campo gravitatorio; se presenta el problema del tiempo, y se discuten los esquemas de

cuantización canónica de Dirac-Wheeler-DeWitt y de cuantización via integral de camino.

El capitulo 3 comienza con la propuesta de identificar el tiempo mediante la fijación

del gauge. Se construye una acción invariante de gauge para un sistema genérico con un

vínculo hamiltoniano cuadrático al cual se puede asociar una ecuación de Hamilton-Jacobi

separable; se muestra cómo utilizar gauges canónicas para desparametrizar el sistema, y

se da la forma general de la integral de camino para el sistema reducido. El procedimiento

se ilustra con con ejemplos simples, como la partícula libre relativista y el reloj ideal; el



capítulo termina con una aplicación de los resultados del reloj ideal a la cuantización de

algunos universos usualmente llamados “de juguete”.

La aplicación directa de nuestro programa de desparametrización y cuantización a mod­

elos cosmológicos comienza en el capítulo 4 con modelos isótropos relativistas (incluyendo

el de de Sitter), que se utilizan para mostrar el resultado de diferentes desparametriza­

ciones y las posible soluciones de problemas que se presentarán en modelos de más interés

físico. Se estudian modelos vacíos y con un campo escalar, con y sin constante cso­

mológica. Después pasamos a modelos anisótropos relativistas. Se desparametriza y se

obtiene la amplitud de transición en el caso de los modelos de Kantowski-Sachs y de

Taub, que es un caso particular del modelo de Bianchi de tipo IX. El modelo de mayor

interés, y por lo tanto el que estudiamos con más detalle, es el de Taub, ya que preesnta el

problrma de la.inexistencia de un tiempo intrínseco. También se identifica un tiempo para

los modelos de Bianchi del tipo I y el de Szekeres homogéneo. Finalmente, extendemos

nuestro análisis más allá del marco relativista, y estudiamos modelos cosmológicos que

se obtienen de la teoría de cuerdas bosónicas en el límite de bajas energías. La cuan­

tización de modelos de la teoría de cuerdas ha recibido recientemente mucha atención

[Gasperini (1999), Gasperini (2000)], y se ha señalado que dicha cuantización requiere de

un tratamineto cuidadoso de las sutilezas que son típicas de la cuantización de sistemas de

gauge [Cavaglia & De Alfaro (1997), Cavaglia & Ungarelli (1999)]. Nos ocupamos aquí de

modelos con un campo dilatónico, una 2-forma, y el campo tensorial gm,que determina la

geometría de fondo del espacio-tiempo. Para esto comenzamos por poner la acción efec­

tiva de la teoría en la forma hamiltoniana, y luego la proveemos de invariancia. de gauge

en los extremos. A partir de ahi los modelos se desparametrizan de la misma forma que

los modelos relativistas. La identificación del tiempo se extiende a modelos no separables

encontrando una prescripción para que un tiempo de un modelo separable lo sea también

de uno no separable.



En el capítulo 5 tratamos la cuantización canónica. de Dirac-Wheeler-DeWitt y de

Schródinger tanto para modelos relativistas como para modelos de la teoría de cuerdas.

Comenzamos por revisar algunas variantes de la cuantización canónica, con y sin previa

desparametrización. El modelo de Taub vuelve a estudiarse en detalle desde distintos

enfoques, pues permite un análisis que lleva a ilustrar claramente el papel que los momentos

juegan en la caracterización de los estados, y también la forma en que se trata el tema. de

las condiciones de contorno. Los modelos de la teoría de cuerdas de bajas energías, por su

parte, permiten estudiar la posibilidad de la identificación de soluciones de las ecuaciones de

Wheeler-DeWitt y de Schródinger, y demostrar que el procedimiento seguido en trabajos

previos con otros modelos, como el de Taub, no es válido en general.

En la Discusión del final se tratan ciertos problemas abiertos del formalismo y de

interpretación de la teoría. En los Apéndices se dan algunos resultados marginales, pero

también se incluye un resumen del formalismo hamiltoniano para sistemas con vínculos y

del método de cuantización de integral de camino.



Capítulo 2

El campo gravitatorio como sistema
hamiltoniano con Vínculos

2.1 Vínculos lineales y cuadrático

Como punto de partida para construir una teoría cuántica de la gravitación es usual

comenzar con la acción clásica de Einstein para el campo gravitatorio. Si no hay cam­

pos de materia la acción S es una funcional de la métrica espacio-temporal 9,“,(X), y la

dinámica que resulta de la condición de extremal 65 = 0 está. dada por una sucesión de

hipersuperficies tridimensionales espaciales en el espacio-tiempo de cuatro dimensiones. Si

se introduce el parámetro temporal T y los puntos sobre cada superficie se identifican con

las coordenadas internas rc" (a = 1,2, 3), las superficies se describen como

X“ = e"(x, T).

En cada punto de una dada hipersuperficie podemos definir los vectores normal y tangentes

n“ y es:

nyc“ = 0, g”"n,_¡nu = —1, ea

La teoría puede ser así reparametrizada cambiando de la métrica espacio-temporal 9,“,(X)

a una nueva base dada por la 3-métrica espacial gd, sobre una hipersuperficie y la velocidad

11



U" con la cual dicha superficie evoluciona en el espacio-tiempo:

ae“ x 7'
gue=esgwez, U"= T

Las componentes normal y tangencial de la velocidad U" son las funciones de lapso y

corrimiento (“shift”)

ae“ a a Üe”
wa? N(xfl)=gberga­Mx, r) = 3T

definidas por Kuchar [Kuchaf (1976)] como una generalización de las introducidas por

Arnowitt, Deser y Misner N = (-g°°)“1/2, N“ = gabgbo[Arnowitt et al. (1962)]. La

deformación de la hipersuperficie espacial embebida en el espacio-tiempo y evolucionando

en la dirección temporal está descripta por la curvatura extn'nseca

_ 1 dgab
Kab—ïv' (VaNb+ VbNa )

donde V denota una derivada espacial covariante. En términos de las funciones de lapso

y shift y de las coordenadas (13x), la forma lagrangiana de la acción de Einstein con

constante cosmológica es

S[g.,.,,N, N"] = f" d-rf daz N(ag)l/2 (KabK‘ú —K2 + “R —2A)

(2.1)

donde 3B es la curvatura escalar del espacio. El conjunto de todas las posibles 3-métricas es

llamado superespacio; este espacio está.dotado de una métrica, la supermétrica de DeWitt

Gabcd= Ï(3g)1/2(gacgbd + gadgbc _ zgabgcd).

Si definimos los momentos canónicos

pub= _2Gabchcd

podemos escribir la acción en su forma hamiltoniana:

S[g...,,p°°,N, N°] = f dr f ¿3: (p°°% —NH —Nm.) (2.2)

12



donde

1

H = EGabcdpubpcd_ (39)1/2(3R _ 2A),

Ha = —29achPCd,

Gubcd = (39)_l/2(gaegbd+ gadgbc_ 2gabgcd)-

Los campos de materia 45pueden incluirse en la acción también mediante una com­

binación de las funciones de lapso y shift, y por lo tanto en la formulación canónica

obtenemos términos adicionales Hmatt y Hanna. Se define entonces el conjunto extendido

de coordenadas y momentos

qi E (gab(x))

'Pi E (P°b(x),Pó(x))- (2-4)

El principio variacional conduce a las ecuaciones de la dinámica para las coordenadas y

momentos, que en la formulación de paréntesis de Poisson tienen la forma

dqí i a idT_
cl .- a

dl; = N[p,-,'H]+N [Ema]. (2.5)

No se obtienen ecuaciones para el lapso y el shift, que quedan entonces como cantidades

arbitrarias; en cambio, al pedir que la acción sea estacionaria ante una variación arbitraria

de N y N“ se obtiene los que se llaman vínculo hamiltoniano y de momentos

H=0) Ha=

La presencia de estos vínculos refleja la covariancia general de la teon'a, esto es, que la

teoría de la gravitación es covariante ante cambios generales de las coordenadas. El lapso

N determina la separación normal entre dos hipersuperficies sucesivas, mientras que Nadr

determina el corrimiento entre sus sistemas de coordenadas internos. La arbitrariedad
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de N y N“ lleva a la existencia de una multiplicidad de tiempos, pues estas funcionas

se asocian con deformaciones locales arbitrarias de la hipersuperficie en evolución. Esto

puede entenderse fácilmente si se considera una dada hipersuperficie y las direcciones

normal y tangentes, y el movimiento en el caso especial de un shift nulo: Dado que el

lapso corresponde a la velocidad del movimiento de la 3-hipersuperficie en la dirección

normal, como N depende de x y 1' la separación entre dos hipersuperficies sucesivas es

diferente en diferentes puntos del espacio-tiempo, y por lo tanto el tiempo tiene un carácter

local.

2.2 Minisuperespacios como sistemas con Vínculos

La restricción a un espacio de configuración de dimensión finita, conocida como aproxi­

mación de minisuperespacio, y la elección de un lapso homogéneo dan como resultado la

acción

2N2 U dr d‘r

donde G'ü es la versión reducida de la supermétrica de DeWitt y V es el potencial, que

5[q‘,1v]= N( 1 G-‘ïflï —V(q)) dv- (2.7)

depende de la curvatura e incluye términos correspondiente a la interacción entre la métrica

y campos de materia; se entiende que ya se ha integrado sobre todo el espacio de manera

que sólo queda la integración sobre 7'. La forma hamiltoniana de la acción es

. ‘r: d i

Slq‘mi, N] = /T (Pizí- - NH) dr, (2.8)

donde

H = G” 1’in + V(q)- (2-9)

Como el shift es nulo los momentos son proporcionales a derivadas de las coordenadas:

1 dqï
p.-= —G,'J'—.N d'r

Por ejemplo, en el caso de un modelo vacío isótropo tendríamos sólo una coordenada,

q = Q N ln a.(1') (a el factor de escala del modelo) y sólo un momento, p = 7m =

14



—(em/N)dQ/d-r. La acción (2.8) describe un sistema que, como veremos inmediatamente,

es invariante ante redefiniciones del parámetro T, esto es, lo que se llama un sistema

parametrizado. La invariancia ante reparametrizaciones es lo que queda de la covariancia

general de la teoría completa. luego de que todos excepto un número finito de grados de lib­

ertad han sido “congelados”. Nótese que aunque el shift es nulo y el lapso es homogéneo,

N sigue siendo una función de T, de manera que la separación entre dos 3-superficies

sucesivas, aunque es globalmente la misma, permanece indeterminada.

Calculemos la variación mas general de la acción (2.8). Ante cambios arbitrarios de las

coordenadas y momentos y del lapso N se obtiene

55 = pági

+le [(dT —Na—p¿)5p.— (dT +Naqí) ¿sq—H5N] d-r.

7‘! +
TI

(2.10)

Si se pide que la acción sea estacionaria cuando se fijan las coordenadas en los extremos,

sobre el camino clásico se obtienen las ecuaciones canónicas

dqi _ i ¿Pi _d_T_quiHl) í—N[an]

y el vínculo hamiltoniano

'H z 0 (2.12)

(usamos k para notar una igualdad débil, esto es, que vale sólo sobre la superficie de

vínculo).

Debemos señalar dos propiedades de la dinámica del sistema. La primera es que el

vínculo hamiltoniano 'H = 0 restringe las condiciones iniciales a las que se encuentran

sobre la superficie de vínculo. La segunda es que la evolución del lapso es arbitraria, ya

que no queda determinada por las ecuaciones canónicas; por lo tanto, existe una familia de

trayectorias clásicas para cada conjunto de condiciones iniciales. El hecho de que la solución
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de las ecuaciones dinámicas no quede completamente determinada. se asocia siempre con

la existencia de una simetría en la acción. Consideremos entonces las invariancias de la

acción (2.8). Esta acción es invariante ante la transformación

6q*=e<r)di ¿za-au)? 51v:¿Ti (2.13)

con ¿(71) = ¿(13) = 0. Esta transformación se llama reparametrización porque es equiv­

alente a cambiar T por T + ¿(7) sobre el camino dado por q‘(‘r) y p,-(-r), manteniendo

T2

f Nd-r.TI

La.invariancia de la acción ante una reparametrizacio'n significa que T no es el tiempo, sino

invariante la integral

un parámetro físicamente irrelevante. Cuando un sistema tiene una. acción como la. (2.8)

la solución de las ecuaciones dinámicas no queda parametrizada por 1' sino que queda en

(w), (¡Mi
de modo que el que podemos llamar “tiempo propio” f Nd-r, en lugar de 1', juerga el papel

la forma

de tiempo. Cuando estas ecuaciones pueden ser resueltas globalmente para f Nd'r, esto es,

si se puede encontrar t(q¡,p¡) = f Ndr, se dice que existe un tiempo global t(q‘,p.—)para

el sistema.

Consideremos ahora una transformación de gauge:

¿aqi = ¿(T)lqi)Hl) ¿Epi = ¿(T)[Pi)Hl) ¿EN = ' (2‘14)

En este caso tenemos

¿eS = Pi 6aqi
n www
TI _ [n dT dr

=Fm@%—@r am
TI

16



Vemos que sobre el camino clásico la reparametrización (2.13) es equivalente a una trans­

formación de gauge de parámetro Ne y con las condiciones de contorno ¿(71) = ¿(7-2)= 0.

Como en el caso de los sistemas como el campo gravitatorio el vínculo no es lineal y

homogéneo en os momentos, la variación de la acción ante una transformación de gauge

es igual a los términos de superficie dados por (2.15); la acción es invariante sólo si se

restringe las transformaciones de gauge a aquéllas que mapean los extremos en sí mismos,

esto es, si restringimos los posibles gauges a los que verifican

¿(73) = ¿(73) = 0. (2.16)

La invariancia de gauge es usualmente considerada como una consecuencia de la exis­

tencia de grados de libertad espúreos. Sin mebargo, la invariancia de gauge de los sistemas

parametrizados se relaciona con que la variable físicamente irrelevante no es una variable

dinámica sino el parámetro temporal T. Para todos los minisuperespacios considerados

aquí, podrá. identificarse un tiempo verdadero, pero esto no es así en general; un ejemplo

de una acción parametrizada a la que no puede asociarse un tiempo es la acción de Jacobi,

cuya variación lleva a curvas del espacio de fases con una dada energía, sin información

sobre la evolución temporal [Lanczos (1986), Brown 8: York (1989)].

2.3 Cuantización

2.3.1 Cuantización canónica

En la cuantización canónica de Dirac-Wheeler-DeWitt se introduce una función de onda

‘IIque debe obedecer la ecuación de vínculo 'H z 0,

'H‘I’ = 0, (2.17)

donde los momentos se reemplazan en la manera usual por operadores en términos de

derivadas de las coordenadas:

. Ü
.-= -z—.

P air
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(en la teoria completa las qi son funciones de las coordenadas espacio-temporales, y se

tienen entonces derivadas funcionales). Como el hamiltoniano es cuadrático en todos los

momentos p; se obtiene una ecuación diferencial de segundo orden, llamada ecuación de

Wheeler-DeWitt [DeWitt (1967)]. Dado que la supermétrica depende de las coordenadas

debeería prestarse atención al ordenamiento de los operadores; si estamos interesados sólo

en una aproximación al orden más bajo este punto puede soslayarse. Es claro que la.

solución ‘IIno depende explícitamente del parámetro temporal 7', sino sólo de las coorde­

nadas q‘, lo cual refleja la invariancia de la teoría ante reparametrizaciones. En el contexto

del presente trabajo debemos señalar que éste es el principal problema con la cuantización

de Dirac-Wheeler-DeWitt, porque la ausencia de una noción clara de tiempo dificulta

definir una probabilidad conservada definida positiva, y por lo tanto garantizar la uni­

tariedad de la teoria. Par construir el espacio de estados físicos se necesita definir un

producto interno que tenga en cuenta que puede haber un tiempo escondido entre las vari­

ables canónicas del sistema. El producto interno debe definirse introduciendo un operador

lineal ,ú que fije el tiempo al efectuar la integración:

(‘I’zI‘I’Os (mmm) = / wgnwldq. (2.18)

Si el tiempo es t(q,p) entonces ¡(lu= 5(t(q,p) —t’), de manera que evalúa el producto al

tiempo fijo t’. Por lo tanto para obtener una teon'a cerrada por este camino necesitamos

una definición de tiempo formalmente correcta.

Si se ha podido aislar el tiempo como una función de las variables canónicas, podría lle­

varse a cabo una transformación a nuevas coordenadas (t, q") y los momentos (p,,p.,). Si la

transformación lleva a un vínculo cuadrático en pt, entonces puede sustituirse p. = —iÜ/6t,

p.7= -i3/3q7 para obtener una ecuación de Wheeler-DeWitt cuya solución depende de t,

de manera que tendrá una forma evolucionaria. Se ha señalado (véase el capítulo 6) que,

dependiendo de la elección de la transformación, sería posible incluso obtener un vínculo

lineal en 1),; en ese caso se obtiene una ecuación de Schródinger con un hamiltoniano
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verdadero h

.ÜW

2-67 = h‘I’.

La relación entre las soluciones de esta ecuación y las correspondientes a la ecuación

de Wheeler-DeWitt requeriría cierto análisis, pues no sólo hay de por medio un cam­

bio de variables, sino que la ecuación de Wheeler-DeWitt es hiperbólica, mientras que

la de Schródinger es parabólica, y por lo tanto su número de soluciones es diferente (de­

mostraremos que este procedimiento será valido sólo para una clase de modelos muy limi­

tada; véase más adelante). Volveremos sobre este punto en el contexto de la cuantización

del modelo de Taub.

2.3.2 Integral de camino

Otra forma de cuantización es la de la integral de camino, que permite calcular el propa­

gador cuántico para el sistema (ver el Apéndice B). Si, la amplitud de transición se calcula

como la suma sobre todas las historias de la exponencial de la acción (2.8), el resulta di­

verge debido a la integración sobre caminos del espacio de fases que son redundantes porque

están conecados por transformaciones de gauge. Esto se resuelve imponiendo condiciones

de gauge que seleccionan un camino de cada clase de caminos equivalentes. La integral de

camino da una amplitud para la transición entre estados caracterizados por por las vari­

ables que se fijan en los extremos en el principio variacional; luego, si pedimos 55' = 0 para

¿qí = 6g; = 0 la integral da la amplitud para la transición —> En su expresiónen

términos de las variables del espacio de fases el propagador toma la forma

(qm) = f Dq‘DpiDN5(x)I[x,H]Iexp (mmm, N1) (2.19)

(-r no aparece porque no tiene sentido físico). x = 0 es una función de fijado del gauge y

[[x,H“ es el determinante de Fadeev y Popov, que hace el resultado independiente de la

elección del gauge (ver el Apéndice B). Las condiciones de gauge admisibles son las que
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pueden alcanzarse desde cualquier camino llevando a cabo una transformación que sea

compatible con las simetrías de la acción. Consideremos una trayectoria que difiere de un

dado gauge en una cantidad infinitesimal A; las transformaciones de gauge que llevan a

las variables sobre la condición de gauge deben ser tales que

56x = —A. (2.20)

Como deben satisfacerse las dos condiciones ¿(73) = ¿(73) = 0, la ecuación (2.20) debería

ser de segundo orden en e. Dado que ¿CN= de/dr, el gauge más simple sería una función

de dN/dr, como
dN

X—í —0
(la forma más general de un gauge admisible es x E dN/dr—x'(qi, p,-,N) = 0 [Halliwell (1988)]).

Cualquier elección particular de N(1') puede llevarse a dN/dr = 0 mediante transforma­

ciones canónicas sucesivas de la forma ¿CN = de/d‘r; estas transformaciones son posibles

porque no existen restricciones sobre de/d‘r, sino sólo sobre el parámetro e en los extremos

Las condiciones de gauge como (2.21) son llamadas “gauges derivativos”. Notemos que

aunque (2.21) no fija el valor de N sino que sólo dice que N es una constante sobre la

trayectoria, su valor queda determinado por el principio variacional cuando los datos en

7-1y T2son suficientes para determinar el tiempo global t(q,p) = f Nd-r en los extremos

[Ferraro & Simeone (1997)]. Efectivamente, entonces tenemos N = At/AT y no quedan

ambigüedades sobre la trayectoria clásica. Una cuantización que involucre gauges deriva­

tivos tiene un problema análogo al mencionado en la cuantización canónica, en el sentido

de que no hay una distinción clara entre grados de libertad verdaderos y tiempo. Por otro

lado, los gauges no canónicos no permiten prever fácilmente cómo evitar el problema de

Gribov.

Señalemos que en la formulación de la integral de camino el problema del ordenamiento

de los operadores se traslada a la esqueletización: los conmutadores de operadores a un
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mismo tiempo son descartados, y son tenidos en cuenta para operadores causalmente

conectados separados por intervalos temporales no nulos.

En la práctica, los caminos en el espacio de fases se dividen en segmentos caracterizados

por dos conjuntos de puntos diferentes , uno para las coordenadas y uno para los momen­

tos. La elección precisa de estos puntos determina el ordenamiento de los operadores en el

hamiltoniano (para los detalles véase [Barvinsky (1993)] y [Henneaux & Teitelboim (1992)]).



Capítulo 3

Desparametrización e integral de
camino

3.1 Identificación del tiempo

Hemos visto que, en el caso de la dinámica del campo'gravitatorio, dada una condición

inicial sobre las variables canónicas todo el conjunto de diferentes trayectorias clásicas en el

espacio de configuración correspondientes a diferentes elecciones del lapso N pueden gener­

arse mediante transformaciones de gauge. Dado un punto sobre una trayectoria clásica

asociado con un lapso N1(T), una transformación de gauge finita cuya forma infinitesimal

es (2.14) lo conecta con otro punto sobre otra trayectoria asociada con un lapso diferente

N2(T). De manera análoga, podemos tornar las condiciones iniciales y partiendo de ellas

construir cualquier trayectoria clásica por medio de una sucesión de transformaciones de

gauge finitas. En otra palabras, la evolución dinámica, que incluye el problema de la mul­

tiplicidad de tiempos asociada con que la separación entre superficies espaciales sucesivas

es arbitraria, puede reproducirse mediante transformaciones de gauge [Barvinsky (1993)].

Es entonces natural pensar que la fijación del gauge debería ser una forma de identificar un

tiempo; pero el hecho de que los gauges admisibles no son de la forma canónica x(q¡, pi, 7'),

debido a la ausencia de invariancia de gauge en los extremos de la acción, impedin'a pasar

de esta idea a un programa concreto de desparametrización [Simeone (1999)].
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3.1.1 Fijación del gauge y desparametrización

La elección de las condiciones de gauge x = 0 adecuadas para seleccionar un camino entre

cada clase de caminos equivalentes está restringida por:

l. Una condición de gauge admisible debe poder alcanzarse desde cualquier camino

mediante transformaciones de gauge que dejen a la acción invariante.

M . Sólo un punto de cada órbita, es decir, de cada conjunto de puntos de la superficie de

vínculo conectados por transformaciones de gauge, debe encontrarse sobre la variedad

definida por X = 0. Esto suele requerir cierto cuidado: si la hipersuperficie definida

por la ecuación H = 0 es topológicamente no trivial, puede ser difícil intersectarla

con una condición de gauge que sea cortada una sola vez por cada órbita. En esto

consiste el llamado problema de Gribov.

Supongamos que es posible llevar a cabo una transformación canónica (q‘, p¿) —>(Q‘, P,-)

tal que el vínculo hamiltoniano 'H se identifica con uno de los nuevos momentos, por ejemplo

Po. Entonces, en términos de las nuevas variables (Q‘, P.-)la funcional acción incluin'a un

vínculo que es lineal y homogéneo en los momentos, y sería invariante de gauge en los

extremos. Esto es equivalente a decir que la variables canónicas (Q¿,P¡) describen un

sistema de gauge ordinario. Serían admisibles así las condiciones de gauge canónicas

i _7Pi)T)_ 0

ya que verifican’anla condición

La condición (2) requiere que una transformación de gauge mueva un punto de una

órbita fuera de la superficie x = 0; como las transformaciones de gauge son generadas por

el vínculo 'H, entonces se debería verificar que

¿ex = e(1')[x,'H] 740 (3.1)
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a menos que e = 0; esto se cumple si

[Xle 9€0- (3.2)

Como Q0 y Po son variables conjugadas,

[620,130]=1 (3-3)

y como hemos identificado 'H E P0, una condición de gauge de la forma

x _=_Q0 — T(-r) = O (3.4)

con T una función monótona es una buena elección. Estrictamente, la. ecuación (3.1)

solamente asegura que las órbitas no son tangentes a la superficie x = O; sin embargo,

como (3.4) define un plano Q0 = constante para cada T, si en algún T cualquier órbita

fuera cortada más de una vez (dando entonces lugar a la existencia de copias de Gribov),

en algún otro 1' debería ser [x, Po] = 0. Por lo tanto esta forma de fijar el gauge evita el

problema de Gribov. Esta elección no es la única posible con esta propiedad: por ejemplo,

podría multiplicarse Qo por cualquier función que conmutara con Po y que fuera no nula

en todas partes.

Desde un punto de vista diferente, dado un sistema parametrizado con coordenadas y

momentos (q‘,p¡) una función suave t(q‘,p¿) que cumple

[t,H] > 0 (3.5)

es un tiempo global para el sistema [Hájícek (1986)], y sus valores a lo largo de cualquier

trayectoria clásica pueden usarse para parametrizar su evolución. Dado que los paréntesis

de Poisson son invariantes ante una transformación canónica, de (3.3) y (3.5) se sigue

que un gauge globalmente bueno dado en términos de la coordenada Q0 del sistema de

gauge puede usarse para definir un tiempo global t para el sistema parametrizado en

términos de sus coordenadas y momentos (qflpi). En otra palabras, una elección de gauge
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para el sistema de gauge define una foliaio'n particular del espacio-tiempo para el sistema

parametrizado [Simeone (1999)]. Si tenemos la seguridad de que hemos encontrado una

elección del gauge que evita el problema de Gribov, entonces dicho gauge provee de una

definición de tiempo que es globalmente buena. Una transformación tal que 'H = Po

puede siempre encontrarse localmente; el punto es obtener una transformación canónica

que funcione en todo el espacio de fases.

La condición para que una función t(q¡, p.-)sea un tiempo global puede entenderse como

sigue: Definamos el vector hamiltoniano

HE H" = (H",H")

= (2%,-2?) (3.6)

Entonces la condición

[t,H] > 0

es equivalente a

Háï>0
324

donde 13A= (q‘,p.-). Esto significa que t(q‘,p,-) crece monótonamente a. lo largo de una

trayectoria dinámica, esto es, cada superficie t = constante en el espacio de fases es

atravesada por una trayectoria dinámica sólo una vez (de manera que las líneas de campo

del vector hamiltoniano H son abiertas): luego, los sucesivos estados del sistema pueden

ser parametrizados por t(qi,p¿).

Supongamos ahora que definimos un vínculo escaleado

H = Ï'I'H, .7:> 0.

Puede mostrarse fácilmente que H y H son vínculos equivalentes en el sentido de que

describen el mismo sistema parametrizado: sus líneas de campo, que coinciden con las
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trayectorias clásicas, son proporcionales sobre la superficie de vinculo. Por lo tanto, si

podemos encontrar una función Í(q‘,p¿) con la propiedad

[L H] > 0,

sabemos que í(q‘,p,-) crece monótonamente a lo largo de las trayectorias dinámicas aso­

ciadas con H y 'H, y es también un tiempo global. El hecho de que si el vínculo es

multiplicado por una función definida positiva se obtiene un vínculo equivalente, puede

a veces simplificar la solución del problema de la desparametrización, ya que ésta estará

basada en la posibilidad de resolver la ecuación de Hamilton-Jacobi asociada con el vínculo

hamiltoniano.

3.1.2 Topología de la superficie de vínculo: tiempo intrínseco y
extrínseco

Como hemos señalado, una función t(q‘,p.-) es un tiempo global si [LH] > O. Como la

supermétrica Gi" no depende de los momentos, una función t(qi) es un tiempo global si

lt(q‘), G‘kpipkl

al ¿k

(9in pk > 0.

Si la supermétrica es diagonal y uno de los momentos se anula en algún punto del espacio

(¿(q‘),Hl

= 2

de fases, entonces ninguna función de solamente su coordenada conjugada puede ser un

tiempo. Para un vínculo cuyo potencial se anula para valores finitos de las coordenadas, los

momentos pl. pueden ser todos nulos simultáneamente, y [t(q¡), 'H] puede anularse. Luego,

puede definirse un tiempo intrínseco t(q‘) sólo si el potencial tiene un signo definido. En el

caso más general un tiempo global debe ser una función de las coordenadas y los momentos;

en este caso se dice que el sistema tiene un tiempo extrínseco t(q‘, p¿), porque los momentos

se relacionan con la curvatura extri'nseca.

Es habitual considerar un tiempo intrínseco como más “natural”, mientras que la

necesidad de trabajar con uno extrínseco suele pensarse como algo de alguna manera
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patológico. Sin embargo, esto es quizá nada ma's que una consecuencia de trabajar usual­

mente con sistemas parametrizados simples, como la partícula relativista (ver más abajo);

el formalismo para estos sistemas, puesto en forma manifiestamente covariante, incluye al

tiempo entre sus coordenadas, y la evolución se da en términos de un parámetro temporal

que carece de sentido fi'sico. Pero mientras para estos sistemas la coordenada temporal

se refiere siempre a un reloj externo, este no es, claramente, el caso de la cosmología;

por ejemplo, en el caso de la dinámica del campo gravitatorio puro, las coordenadas son

los elementos de la métrica. gab sobre superficies espaciales, y en principio no necesaria­

mente existe alguna conexión entre gel,y algo “externo”. En cambio, una relación de ese

tipo podría pensarse que existe para las derivadas dgab/d'r de la métrica, dado que ellas

aparecen en la expresión de la curvatura extrínseca Kab que describe la evolución de las

superficies espaciales tridimensionales en el espacio-tiempo cuadridimensional. Si no hay

materia presente, los momentos canónicos están dados por

_ ab abad
p,- = p = —-2G ch,

y por lo tanto debe esperarse que los momentos aparezcan en la definición de un tiempo

global [Giribet & Simeone (2001b)]. La existencia de un tiempo en términos de solamente

las coordenadas debería entonces entenderse como una suerte de “accidente” relacionado

con el hecho de que, en algunos casos que no representan las propiedades generales de

la teoría de la gravitación, existe una relación que permite obtener las coordenadas en

términos de los momentos sin ambigüedades. Al nivel de la cuantización, esto significa que

tendremos que revisar algunos aspectos a los cuales estamos acostumbrados: como veremos

más adelante, existen modelos cosmológicos para los cuales una decripción cuántica en

términos de solamente las coordenadas originales será. imposible si se quiere trabajar en

una teoría con una noción clara de tiempo.

27



3.2 Acción invariante de gauge para un sistema parametri

En esta sección desarrollaremos un procedimiento para obtener una acción invariante

de gauge para sistemas parametrizados cuya ecuación de Hamilton-Jacobi es separable.

Hemos ya señalado que la variación de la acción de un sistema tal ante una transfor­

mación de gauge es igual a términos de superficie; la acción de la gravitación no tiene

entonces invariancia de gauge en los extremos de la trayectoria, y los gauges canónicos

no serían admisibles. Pero en la sección anterior hicimos notar que si era posible hacer

una transformación canónica tal que el vínculo hamiltoniano se identificaba con un nuevo

momento, el sistema se transformaba en un sistema de gauge ordinario; luego, podrian

usarse condiciones de gauge canónicas para seleccionar un camino de cada clase de equiv­

alencia en el espacio de fases. De hecho, veremos que cuando se puede encontrar dicha

transformación el resultado es equivalente a agregar términos de superficie, y la variación

de estos términos cancela exactamente la variación de la acción original. Desde este punto

de vista, no habría una verdadera diferencia conceptual entre un sistema parametrizado

y uno de gauge ordinario: aunque el valor práctico de tener vínculos lineales ha llevado a

una distinción, la existencia de una simetría de gauge particular no sería nada más que una

consecuencia de una dada elección de las variables con que se describe el sistema, y podría

ser que las que aparecen en primera instancia como más naturales no son las mejores para

construir un formalismo consistente.

3.2.1 Términos de superficie

Consideremos una solución completa [Landau & Lifshitz (1960)] W(qi, a“, E') de la ecuación

de Hamilton-Jacobi
- ÜW

H (q', —.) = E (3.7)Üq‘

done H no es necesariamente el hamiltoniano original, sino que puede es un hamiltoniano

escaleado, esto es, H = Ï‘I'H donde .7:es una función definida positiva de las q". Si E y las
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constantes de integración a“ se igualan a los nuevos momentos Po yP“ respectivamente,

entonces W(q¡,Ï¿) resulta ser el generador de una transformación canónica (q¡,p¡) —>

(Ü, F5) definida por las ecuaciones

ÜW —.' al/V _ _
1.- l, _——, K = NP = NH .

p Üq‘ Q 6P.- ° (3 8)

donde K es un nuevo hamiltoniano. Las nuevas coordenadas y momentos verifican

La acción resultante
_ _.¿_ 77 — _
S[Q ,P.-,N] =/ P.-— —NPo dr (3.9)TI

describe un sistema con un hamiltoniano verdadero nulo, y un vínculo que es lineal y

homogéneo en el momento Po. De esta manera la acción É tiene invariancia de gauge en

los extremos. La acción É puede relacionarse con la original S a partir de que

pidqi= d (W(q‘,ñ) —GE) + Édó‘,

como se deduce de (3.8). Por lo tanto en términos de las variables originales tenemos

_ . T: d‘

Síq‘,p,-,N] = Á (pi-dí —NH) dr
—i i - i i — T?

+ [Q (q ,P¡)P.-(q,pi) - W(q 20]” (3.10)

Vemos que la acción invariante É difiere de la original en los términos de superficie

- —i i — i i - '7
B = [c2(q ,p¿)P¡(q ,pi) —Wu 20]“ (3.11)
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Es sencillo verificar que estos términos efectivamente cancelan la variación de S ante una

transformación de gauge: escribiendo

7'?

¿EB= [afin-wm
_ ÜW . BW —
P _ _.6¿ l —TóePi

le“) o 3‘1' q api l

7'!

TI

y usando que [Ïhïo] = Oy ¿eqi= e(r)[q‘, H] obtenemos

— ÜH TZ
6GB = — e(r) p,-— —H

6p; n

(compárese con la (2.15)). Los términos de superficie dotan a la acción de invariancia de

gauge en los extremos, y no modifican la dinámica, pues pueden incluirse en el integrando

de la acción como una derivada total respecto del parámetro T.

3.2.2 Observables y tiempo

Dado que Ó" y fi” conmutan con Ñ = N-Po entonces son observables conservados que

describen lo que llamaremos el sistema reducido. Su carácter conservado imposibilita car­

acterizar las trayectorias dinámicas del sistema mediante una elección arbitraria de los

valores de Ó" en los extremos T1 y 7-2. Si se quiere obtener un conjunto de observables

tales que la elección de las nuevas coordenadas sea suficiente para caracterizar la evolución

dinámica deberíamos buscar observables no conservados, y por lo tanto deberíamos definir

una nueva transformación canónica dependiente de r, que llevará a un hamiltoniano no

nulo. En otras palabras, se necesita una segunda transformación, ahora en el espacio de ob­

servables. La segunda transformación dará como resultado nuevos términos de superficie;

como la primera (q¡,p¡) —>(Ü,Ï¿) condujo a una acción invariante, los nuevos términos

de superficie deben ser invariantes.

Consideremos la transformación generada por

FW", Pm) = ¡906°+ ¡(Gi Pm). (3.12)
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Entonces

8F_ _ ap af
H=Fo=bï—o, Pu=fi=fi’

ÜF —o ÜF af0——= fl: :—
Q_3Po Q’ Q ap“ 6P,"

La transformación en el espacio de fases reducido está definida por el generador f. Las

coordenadas y momentos (62",P") son observables porque conmutan con el vínculo H = Po,

lQ", Pol = [Pur Pol = 0,

pero son cantidades no conservadas, porque su evolución está dada por el hamiltoniano no

nulo

_ af _ 3_f
K_NP0+;97_NH+6T (3.13)

(ver, por ejemplo, la discusión acerca de “perennials” [Kuchai' (1993)]). En efecto,

¿Qu 6K a f(Ó#(Q#1PI-4)1PLHT)dr ñ = 31'31)”

dP,l _ (9K _ 62 _F y Td_.¡._ TQ“_ )P#)1Pm)) (3.14)

de modo que

h(Q",P#,T) E %f(Ó"(Q“, PF),P,¿,1') (3.15)

juega el papel de un hamiltoniano verdadero para el sistema reducido. La función f y por

lo tanto h no se definirán por el momento; más adelante daremos una prescripción para

elegir f. Para la coordenada conjugada al vínculo se tiene

d o

¿ir = [Q°,K1 = N[Q°, Po}= N. (3-16)

La segunda transformación (Ü,Ï¿) —>(Q‘, Pi) conduce a los nuevos términos de su­

perficie

[Q‘R-- na", Pm]: = [cm - ¡(719%Py),Pm]:
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Estos términos dependen sólo de observables, y por lo tanto son efectivamente invariantes

de gauge. La acción invariante de gauge que resulta de la dos transformaciones (q‘,p¡) —>

(ÚÜÉ) -' (QÜPi) es

SlQ‘,P.-,N] = (R- d? —NPo —:7) dr (3.17)

y en términos de las variables originales se escribe

. 1*: d i

Siqtipl.) = j; _ dT
+ [á‘ñ-—wm?» + cm - ¡(7: Pt,r>],;,

(3.18)

done Ó‘, 75.-,Q“ y P“ deben ponerse en términos de qi y pi. La acción S[Q‘, Pi, N] describe

un sistema de gauge ordinario con un vínculo P0 z 0, de manera que la coordenada Q0 es

puro gauge, esto es, Qo no está. asociada con un grado de libertad físico. Esta coordenada

puede definirse como una función arbitraria de T mediante la elección de un gauge canónico

.. o _

Escribiendo Q0 en términos de qi y p,- tenemos una función de las variablse del espacio

de fases original cuyo paréntesis de Poisson con H = Po está definido positivo; como H

difiere del vínculo original en una función positiva, entonces podemos definir un tiempo

global corno

t(<1",pa)E Q°(q",p.-) (3.19)

pues

[t(q‘,p.-),H(q‘,p¡)] = [Q°,Po] = 1, (3.20)

y por lo tanto

[t(q‘,pi),H(q",p¡)] > 0- (3.21)
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Hemos entonces mostrado que imponiendo una condición de gauge sobre el sistema de

gauge descripto por (Qi, P,-)hemos identificado un tiempo global para el sistema parametrizado

caracterizado por (qi,p¿). El punto clave ha sido que en términos de las variables del sis­

tema de gauge tenemos una elección natural de una función cuyo paréntesis de Poisson

con el vínculo no se anula nunca. Más aún, el paso a las nuevas variables da a la superficie

de vínculo una geometn'a trivial que permite fijar el gauge de una manera que evita las

copias de Gribov. Como veremos mas adelante en el contexto de la cuantización de min­

isuperespacios, la elección del gauge puede relajarse para permitir diferentes definiciones

del tiempo. En general, preferiremos la más simple compatible con la topología de la

superficie de vínculo.

3.2.3 Vínculos no separables

Nuestro método de desparametrización y cuantización se basa en una transformación

canónica generada por una solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi, de manera que, en

principio, no es aplicable cuando dicha ecuación no es separable. Esta es una restricción

importante, pero no estamos más limitados que a nivel clasico, dado que podemos cuantizar

aquellos modelos que son clásicamente integrables. Un punto importante en este sentido es

que en la cosmología de cuerdas los hamiltonianos separables aparecen de manera natural

en el límite de bajas energías; la razón es que en este límite se tienen campos no masivos,

de manera que el vínculo no incluye la combinación de potencias y exponenciales que es

el obstáculo más usual.

Un tratamiento posible para hamiltonianos no separables podría ser buscar una solución

aproximada restringiéndonos a regiones del espacio de fases donde uno u otro término del

potencial puede despreciarse, tal como se hace a veces en la cuantización canónica al

obtener soluciones aproximadas de la ecuación de Wheeler-DeWitt. Por el momento no

nos ocuparemos de este tema (véase el capítulo 5 y, por ejemplo, [Halliwell (1990)]).

33



3.3 Integral de camino

3.3.1 Formalismo general

La acción S[Qi, P¿,N] es estacionaria cuando se fijan las coordenadas Qi en los extremos.

Las variables (Q‘, P5) describen un sistema de gauge con un vínculo lineal, de manera que

esta acciónpermite obtener la amplitud para la transición T1)-> T2)medianteel

método usual de Fadeev y Popov:

(QLnIQLn) = fDQ°DP0DQ"DP,.DN6(X)|[X,p0]|ei5[Q‘.P¡.Nl

S[Q-"P¿,N] = [2 (add? _ ¡va — d‘r, (3,22)

donde x puede ser cualquier gauge canónico. El determinate de Fadeev y Popov [[X,P0“

asegura que el resultado no depende de la elección del gauge. A diferencia de lo que ocurre

con las variables originales (ver la (2.19)), aquí la amplitud depende de T1y T2;esto refleja

que después de la transformación canónica ya no tenemos un sistema parametrizado, sino

que en cambio tenemos un grado de libertad espúreo y el parámetro 7' es un tiempo. Si

integramos sobre N obtenemos

(QáleQ‘im) = [DQ°DQ"DPp5(x)I[x,Po}I

x exp (i [Pflddg —MQ",P“,T)]dr),
(3.23)

donde h E af/ÜT es el hamiltoniano verdadero (no nulo) del sistema reducido. La integral

da la amplitud para la transición entre estados caracterizados por las variables que hacen

que la acción sea estacionaria cuando se las fija en los extremos, de manera que debemos

elegir el gauge para que Q0 quede como función de las otras coordenadas Q“, de 1' y de

constantes;

x E Q0 —T(Q", CWT) = 0. (3.24)
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Luego de una integración trivial obtenemos:

(QáiTZlQiiTl) =

I T: dQF

= /DQ"DP,, exp 1/ ¡On-¿T-—h(Q",P,,,1-) d-r

(Q‘z‘leQ’l‘m). (3.25)

Ahora queremos realcionar esta integral con una amplitud entre estados caracterizados

por las variables originales del sistema. Como la acción original S es estacionaria cuando

se fijan las q‘ en los extremos, es usual buscar un propagador de la forma

(QÉIqÍ), (3-26)

Pero en cosmología no es siempre posible definir un tiempo global en términos de las q‘,

así, la amplitud no es la respuestaa una pregunta como“cuáles la probabilidadde

que un observable del sistema tome un cierto valor a un tiempo t si en un tiempo anterior

tomó algún valor dad07”.

Formalmente esto puede entenderse así: Si queremos que la amplitud ( ’2‘,Tg|Q‘f,-r¡)

sea equivalentea debería verificarseque los caminosfueran pesadosen la integral

de la misma manera por S y por 5 (la función f será. importante en este aspecto), y que

los estados |Q",T) sean equivalentes a Iq‘). Como la integral en las variables (Q‘, P.-) es

invariante de gauge, esto ocurre si es posible elegir un gauge Í = 0 globalmente bueno tal

que defina T = T(q¡). Pero en ese caso t(q‘) sería un tiempo global, y sólo existe un tiempo

intrínseco si el potencial tiene un signo definido, esto es, si la superficie de vínculo se separa

en dos hojas. En el caso ma's general esto no ocurre, y por lo tanto si queremos cuantizar

el sistema con una noción clara de tiempo deberíamos admitir una caracterización de los

estados en términos de las coordenadas ql y también de los momentos p¡.

Esto sugiere que debemos abandonar la idea de obtener una amplitud para estados car­

acterizados por las coordenadas originales. Sin embargo, mientras una desparametrización
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en términos de los momentos puede ser completamente válida a nivel clásico, ha sido

señalado por Barvinsky que al nivel cuántico existe un obstáculo que es peculiar de la

gravitación [Barvinsky (1993)]: Existen básicamente dos representaciones para los oper­

adores, la de coordenadas y aquélla en la cual los estados se dan mediante números de

ocupación asociados a valores de los momentos. Esta última requiere la existencia de

estados asintóticos libres, y en cosmología dichos estados en general no existen. Una

representación adecuada debe ser capaz de manejarse con interacciones no lineales y no

polinómicas, y una representación asi es la de coordenadas. En esta representación los es­

tados están dados por una función de onda.que depende de las coordenadas. El esquema de

cuantización de Dirac-Wheeler-DeWitt, con operadores de momentos en la representación

de coordenadas y actuando sobre ‘I’(q)sigue esta línea; pero, como hemos notado, dicha

formulación, en su forma usual, carece de una noción clara de tiempo y evolución.

Adoptaremos entonces una solución intermedia: cuando el vínculo admite un tiempo

intrínseco aplicaremos directamente nuestro método de desparametrización y cuantización

para obtener una amplitud de transición entre estados caracterizados por las coordenadas

originales; esto nos dará una cuantización con una distinción clara entre tiempo y grados

de libertad físicos, aunque el tiempo puede llegar a ser una función no trivial de las

coordenadas (el modelo de anisótropo de Kantowski-Sachs será. un buen ejemplo de esto

[Simeone (2000)]). Cuando sólo exista tiempo extn'nseco, en cambio, a menos que los

modelos sean lo bastante simples como para entender los resultados a partir de las variables

(Q‘,P.-), procederemos como sigue: para hacer compatible una definición globalmente

buena de tiempo con una representación de coordenadas haremos una transformación

canónica de (q‘,p¿) al conjunto (á‘,fi¡) definido de manera tal que el vínculo de un dado

modelo cosmológico tiene un potencial que no se anula; entonces existe un tiempo intrínseco

en términos de las q‘. La acción S[á¡,fi¡, N] es estacionaria cuando las eii se fijan en los
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extremos, y por lo tanto aplicaremos nuestro procedimiento para obtener la amplitud

-i -¿
(q2Iq1),

que en general dependerá. de las coordenadas y momentos originales. Aunque a primera

vista esto parece oscurecer la interpretación del propagador o la función de onda, veremos

que los momentos originales quedarán confinados a la variable temporal, mientras que las

nuevas coordenadas correspondientes a los grados de libertad físicosdependerán solamente

de las coordenadas originales (una. discusión detallada se dará en el contexto de la cuanti­

zación del modelo anisótropo de Taub, tanto en el formalismo de integral de camino como

en el canónico).

3.3.2 La función f y el hamiltoniano reducido. Unitariedad

Como mencionamos, hasta ahora la función f y el hamiltoniano reducido h. no están

definidos. Haremos uso de esta libertad para elegirf de manera que la amplitud ( ‘2‘,Tle’l‘, T1)

seaequivalentea

1. El hamiltoniano es tal que se puede elegir un gauge i = 0 globalmente bueno que

defina T = TQ"). Esto equivale a la existencia de un tiempo intrínseco en términos

de las coordenadas ái (pero no necesariamente de las qil). Entonces una elección

particular de las coordenadas invariantes Q" y de 1' define un punto en el espacio de

configuración de las á‘.

Esto no asegura que las amplitudes son equivalentes; de hecho, como en términos

de las coordenadas (diji) la acción invariante S contiene términos adicionales de

superficie B, los caminos no son pesados de la.misma forma por S y por S. Entonces

debemos pedir que:
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2. Los términos de superficie B se cancelen sobre la superficie de vínculo en el gauge

X = 0 que define 1' = TQ"), esto es,

"7 = 0. (3.27)
Pu=°.i=°

B: [ÚÏ.-—W+Q"P,,—f]
T)

Como S es invariante de gauge, esto asegura que con cualquier gauge los caminos son

pesados de la misma forma por S y por 5'. Esta condición da una prescripción para el

generador HQ", PMT), y por lo tanto también determina el hamiltoniano reducido h =

Üf/ÜT. Nótese que como f depende sólo de observables, h conmuta con el hamiltoniano

completo K = NPO + h, de forma que

e _ ag
d‘r _ 81'2‘

Luego, si se pudiera definir f como una función lineal en 7'obtendríamos un hamiltoniano

conservado para el sistema reducido

El hamiltoniano reducido podría ser tanto positivo como negativo. La posibilidad se

un doble signo no se necesariamente una dificultad seria: por ejemplo, un doble signo

aparece en la teoría para una partícula relativista, y la interpretación es la de partículas y

antiparti'culas (ver la sección siguiente); a menos que se incluya una interacción que anule

la masa efectiva -y por lo tanto haga que se toquen ambas hojas del vínculo—,se puede

trabajar con dos teorías disjuntas [Barvinsky (1993)]. Por lo tanto si en nuestra formu­

lación aparece un doble signo la podríamos entender de la misma manera (el problema de

un potencial dependiente del tiempo [Kuchaf (1981)] se discutirá más adelante; véanse los

capítulos 4 y 5). Una dificultad importante, en cambio, es la de un hamiltoniano reducido

que se anula o incluso se hace imaginario. Un hamiltoniano imaginario no puede asociarse

a un operador autoadjunto, y la teoría resultante no es unitaria [Hájícek (1986)] (véase el

capítulo 5). Como estamos buscando una teoría unitaria, nuestro análisis se restringirá a

modelos cosmológicos para los cuales existe un momento que no se anula, de manera que
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existe un tiempo intrínseco, o modelos tales que puede llevarse a cabo la transformación

a las coordenadas a? en términos de las cuales puede definirse un tiempo. Como veremos,

los dos signos posibles del momento que no se anula estarán en correspondencia con los

dos posibles hamiltonianos reducidos; el formalismo resultante incluirá dos teorías para

los grados de libertad físicos, una para cada signo de h asociado a cada hoja del vínculo.

La integral de camino dará. como resultado dos propagadores, uno para la evolución de las

funciones de onda de cada teoría; la ecuación de Wheeler-DeWitt dará. como resultado dos

conjuntos de funciones, asociados a energías positivas y negativas (véase [Barvinsky (1993)]

y [Hájícek (1986)]).

3.4 Ejemplos

Ilustraremos nuestro procedimiento con algunos ejemplos usuales, como la partícula rel­

ativista y el reloj ideal. La analogía entre el formalismo hamiltoniano para la partícula

relativista y cosmologías simples, en particular la invariancia.ante reparametrizaciones, ha

llevado a usar a la primera como una. especie de modelo ‘de juguete’ de la gravitación; sin

embargo, recordemos que la partícula relativista libre no puede reproducir el problema del

potencial que se anula, y que lleva a la inexistencia de un tiempo intrínseco.

3.4.1 Propagador de Feynman para la ecuación de Klein-Gordon

Obtendremos el propagador de Feynman para la ecuación de Klein-Gordon asociada a la

partícula libre relativista:
az

(-ÉÏ+V2+m2)1,b=O.

En el formalismo canónico la partícula relativista es descripta por el vínculo

'H = po2 - p2 —m2 z o. (3.28)
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La presencia del vínculo refleja que se ha incluido al verdadero tiempo entre las variables

canónicas: si calculamos el paréntesis de 13°con el vínculo obtenemos

o
[113,H] = 2po,

de manera que el tiempo es 33°sobre la hoja po > 0, y —:c°sobre la hoja p° < O. Obten­

dremos el propagador calculando el promedio funcional de la función de Heaviside 69(5),

donde s es el tiempo propio.

La ecuación de Hamilton-Jacobi para este sistema tiene la solución

Wi(a:,2°,Ï,_o) = F1: :t z°\/Ï2 + Fo + m2.

donde hemos identificado las constantes E = Fo y a = F. La generatriz f que cancela los

términos de superficie en el gauge canónico X E 1:0—T(T) = 0 (que da 1' = 7'(q")) es

Ha, P,T) = 6P q:T(1')\/P2 + m2.

Esta elección de gauge es globalmente buena porque [2,71] 7€0, y entonces 2 puede usarse

para definir un tiempo global t; como ya vimos, podemos definir t = i120. Los términos

de superficie son
"¡206°- T(T))W, (3.29)BEIF

y las nuevas variables están dadas por

mazoo=—
Q j:va + Po+ m2

Pazo PT(T)=i-————szÏ/W
po = :ty/P2+Po+m2

P.P

Luego, en términos de las variables originales la acción invariante de gauge se escribe

T7 dzo da: 2 1:0—T(-r) fi
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y la. amplitud para la transición 1:1 —>2:2es

(22,23|21,I?) = f Dz°DpoDszDNa(x)ux,Hn
T: d °

x exp (170%+173;—NH) dr)
o 7‘:

- 2 33 _ TÚ). —— . 3.31“WÜZ’” ( )
La. integral de camino puede calcularse con cualquier gauge canónico; para. cualquier

función T tenemos |[x,'H]| = 2|pol. La. integración sobre N da una función 6 del vínculo

que puede escribirse

1 1

¿(P3- P2- m2) = mapa — P2+ m2) + mapa + VP”+ m2)­0 0

En un gauge independiente de 7' tenemos (¡(5) = 001:?—37332?) para po > 0 y 0(s) =

9(:t:‘1J—;:(:;)zg) para po < 0; entonces, en el gauge x E 2° = 0 obtenemos

(22,23l0(s)|zhr?) =

= /D:1:Dp a (23 —p°(Tz)zÏ)P0(T1)

x exp (i [Tn PÉ-Ïd-r —2'm2 [—iíT)] )

+/D:1:Dp0(z?- #23)Po 7'2)

1': _ T2

x exp pal-sz+ i m2[ T(T)] ) ,1'¡ dT po Tl

(3.32)

donde

2 r:

fr: pis-dr i [m T(T)] =n dr po

_ 1’? d pT(T) /—2 sz
_/1-¡ [pdr(z; p2+m2)i p+md_1' dT

=/" [Pfiit/—p2+ng]dr1'!
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Notemos que, de acuerdo con la forma de la acción, al nivel del grado de libertad físico

tenemos dos teorías, una para cada signo del hamiltoníano reducido. Esqueletizando los

caminos obtenemos N —1 funciones 5 de la forma ¿(Pm —Pm_1), y como P = p y los valores

de Q en los extremos están dados por la elección que cancela los términos de superficie,

Q(Ti) = 171y Q(T2) = 1:2, y obtenemos

(%fi%MMÜ=

=“fi-wÜ/@am0flu-zú-w&fi-IÜ)

+ “mi —1’3)/dPeXP (¿19(932- 331)+ ¿P0003 —ECD),

(3.33)

que es el propagador de Feynman para le ecuación de Klein-Gordon.

El doble signo que aparece refleja que la ecuación de Klein-Gordon decribe partículas

y antiparti'culas; mientras no se incluya una interacción que haga posible po = 0 la inter­

pretación de dos teorías disjuntas de una partícula puede mantenerse. En otra teon'a con

un vínculo cuadrático, como la gravitación, la interpretación no será en general tan simple.

3.4.2 El reloj ideal

Consideremos un sistema mecánico descripto por las variables canónicas (qk,pk). Su fun­

cional acción se escribe

tz
Slqkmk]=/‘ [mí - Ho(q",pk)]dt, (3.34)

pero como la dinámica no cambia si agregamos al integrando una derivada total de t,

podemos escribir
C1 d k

swfih[[w%-mwflnmfla mw)
Podemos dar la evolución en términos de un parámetro arbitrario 1' incluyendo el tiempo

entre las coordenadas, de manera que aparece un momento conjugado pt. Como la acción
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debe conducir a la misma dinámica que la acción original, debe incluirse el vínculo

H=Pt+Ho—R(t)20;

así, la acción para el sistema parametrizado dado por (q‘,p¿) es

I:. T2 dt d

S[q‘,Pl-, [r +mi]: —N (Pt+ Ho(qk,pk)— dT
1-2 i

[n [Ind-T —NH(q,p1)] dr, (3.36)

donde N es un multiplicador de Lagrange. Variando la acción deberíamos obtener las

ecuaciones canónicas usuales para (q'°,pk). En efecto,

dqi a k

¿T = ¡Va-pi (172+ Ho(q ,Pkl)

dpi a ¡e

¿T = 'NEI-i (Ho(q ,Pk) - RW)

de donde

qu a k— = _H
dt apk O(q )pk)

¿fi 3 y.

dt — -a—quo(q,Pk)

Si eliminamos las variables (qk,pk), obtenemos un sistema con sólo un grado de libertad

y un vínculo, el reloj ideal; su acción es

dt

S[t,p,,N] = f” (pt— —NH) dr (3.37)T¡ dT

'H = pt —R(t) z 0, (3.38)

y las ecuaciones de movimiento son

¿7 - N! ¿T - N_6t



Ejemplificaremos nuestro método de cuantización transformando el reloj ideal en un sis­

tema de gauge ordinario y calculando la.integral de camino imponiendo gauges canónicos.
. . , . . —o —

Para. esto se neceSIatn dos transformacmnes canomcas. La pnmera. (t, pg) —> , Po), es

generada por la. función W solución de la ecuación de Hamilton-Jacobi

ÜW
í “ RU)= E.

igualando E = Fo, un cálculo simple da.

W(t,ïo) = fio t + /R(t)dt,

de manera que

y así 60 puede usarse para fijar el gauge.

La.segunda transformación es generada por

F=Rï+flm

lo cual da

— ÜF o_ ÜF __o
o-‘(fi-Po, Q 6130- ,

y un nuevo hamiltoniano no nulo

_—— af _ af N af
K—K+5;—NP0+6TN6T.

Luego, como funcional de Q0 y Po la acción invariante de gauge se escribe

'rz 0

S[QO)P°»N]=/;l (Po%—NPo-g—i) dr
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y en términos de las variables originales

sm, N1 = fr —No»—Run) dr+ [Bm:Ï,

B(T) = Q°Po —W —¡(a = -/R(t)dt —¡(Ty (3.46)

Para. asegurar que la nueva acción pesa. los caminos de la misma forma que la original, y

que la amplitud en términos de Q0 es equivalente a la.asociada a t elegimos f de manera

que B se anule para 1' = T(t). En el gauge

XEQ°—T=t—T=0 (3.47)

debemos elegir

¡(7) = _ f R(r)d-r. (3.48)

De (3.47) tenemos |[x,H]| = I[Q°,P0]I = 1, 5(x) = ¿(Q0 —T) = ¿(t —T), de manera que la

amplitud es

(¿thll = (QgiTleiJJI)

= /DQ°DP0DN6(Q° —r)
. T? ¿Q0 Üf

xexp(1.v/‘rl[Po-í —NPO— dr)

= f DQ°DP06(PO)5(Q° —1')

xexp [1303+9ro—g-í dr)

= exp (i jr: R(T)dT). (3.49)

Por lo tanto, la probabilidad para la transición de tl en T1a tz en T2es

lllzltlll2 = lngiTleinlllz :1 (3-50)

para t¡ y tz cualesquiera. Esto simplemente refleja que el sistema no tiene grados de

libertad verdaderos, porque dado 1' tenemos sólo un t posible. Notemos que aunque hemos
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usado un gauge que hace esto explícito, podríamos haber usado cualquier gauge canónico,

y el resultado habría sido el mismo. Por ejemplo, hagamos la cuenta con las variables

originales y la acción (3.46), y fijemos el gauge x E t = 0:

(tzltl) = thDpeDN6(x)I[x,HII

x exp(i/n [mí-í - NH] dr)
t(-r) 1':

x exp(4/4; R(t)dt+1]? Bmw)

= f Dwmuxwm - Runux, HH

x exp (1;f1:2zaga)

xexp(4 al?) R(t)dt+i mw)

= exp(i Bmw) . (3.51)

Aunque los términos de superficie no se cancelan en el gauge t = 0, sino con la elección

t = 'r, hemos obtenido la misma amplitud anterior.

3.4.3 Probabilidad de transición para modelos vacíosde Friedmann­
Robertson-Walker

En el próximo capítulo daremos un procedimiento directo para deparametrizar y obtener la

integral de camino para modelos cosmológicos. Sin embargo, podemos ya hacer un análisis

preliminar y obtener algunos resultados sobre la cuantización de ciertos minisuperespacios.

La idea es utilizar que el vinculo hamiltoniano de los modelos de Friedmann-Robertson­

Walker sin materia puede obtenerse a partir del vínculo del reloj ideal mediante una trans­

formación canónica [Beluardi & Ferraro (1995), De Cicco & Simeone (1999b)]. El vínculo

para un modelo vacío (véase el próximo capitulo)

H = —G(Q)1r¡2-,+ vm) z o
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se obtiene del correspondiente al reloj ideal con RU) = tz,

H = pt - tz z 0,

definiendo

- 3 IVI 2/3

vm) = szgn(V)(¿fi/3do) (3.52)
y haciendo

317 o ­7ra=—t%, pg=
Sobre la superficie de vínculo pt —t2 = 0 obtenemos

t: ¿MÍ/(Q), (3.54)

y podemos intentar cuantizar los mminisuperespacios por medio de una integral de camino

en las variables t, pg. Si queremos un amplitud entre estados dados por la coordenada Q,

esta posibilidad claramente depende de que exista una relación

{/(n) H o,

pero, como veremos, la principal restricción vendrá. dada por la geometn’a de la superficie

de vinculo.

La forma más general del potencial para un modelo de Friedmann-Robertson-Walker

vacío es

V(Q) = —ke“+ A8". (3.55)

Consideremos primero los modelos simples con k = 0 o A = 0. Para k = 0 (universo plano

con constante cosmológica no nula) tenemos

V(Q) = A830,

y para A = 0, k = —1(universo abierto) tenemos el potencial

V(Q) = en.
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En ambos casos, así como para el modelo abierto con constante cosmológica A > 0,

V(Q) = en + Aem,

dado V y por lo tanto podemosobtenerQ = en formaunívoca. ComoQ N

ln 41(1),de (3.54) vemos que en los casos más simples nuestro procedimiento es básicamente

equivalente a identificar el factor de escala a(‘r) de la métrica con el tiempo t del reloj ideal.

Como en estos casos el potencial tiene un signo definido, la superficie de vínculo se separa

en dos hojas disjuntas

WO)
G(9)'

Por lo tanto la fijación del gauge en términos de t , que selecciona un único camino en el

1rn=i

espacio de fases (t,p¿) también selecciona un único camino en el espacio (0,1rn); esto hace

que la cuantización de dichos modelos sea trivial, con una probabilidad de transición de

01 a Q; igual a la unidad:

|(92I01H2 = 1- (3-56)

En el caso k = 1, A > 0 (modelo cerrado con constante cosmológica positiva) el

potencial

V(Q) = —e“ + Aem,

no es una función monótona de Q, sino que cambia su pendiente cuando

o=ln (3.57)
donde tiene un mínimo, y entonces para un valor dado de V(Q) se tienen dos valores

posibles de Q. Sin embargo, los estados fi'sicosse encuentran sobre la superficie de vínculo

—G(Q)1r¡2-¡—-en + Aem = 0,

que equivale a



Como G es una función positiva de Q, el movimiento está. restringido a la región

o 2 ln . (3.58)
que es llamada el “tamaño natural” del espacio de configuración [Hájícek (1986)]. Luego,

el potencial no cambia de signo sobre la superficie de vínculo, y se puede obtener

1 Ami/+1

Existe, sin embargo, un problema que resulta del hecho de que el potencial no tiene un

signo definido: Como 1ra = 0 es posible en este modelo, el sistema puede ir de 01 a 02 por

dos caminos. Entonces, dada una condición de gauge en términos de t no obtenemos una

parametrización del modelo cosmológico en términos de únicamente Q, y no podemos decir

que la integral de camino para [t1) —>Itg) es equivalente a la integral para IQI) —>

Esto se relaciona con que, precisamente porque el potencial no tiene un signo definido,

este modelo no admite un tiempo intrínseco.

Como hemos remarcado, la elección del gauge no es solamente una forma de evitar

divergencias en la cuantización de un sistema con vínculos, sino también un procedimiento

de reducción a los grados de libertad físicos. Cuando elegimos un gauge para llevar a

cabo la integración funcional, en cada 1' seleccionamos un punto de cada clase de puntos

equivalentes; si hacemos esto con un sistema que es puro gauge, esto es, que tiene un único

grado de libertad y un vínculo, elegimos un único punto del espacio de fases en cada 1'.

Por ejemplo, el gauge (3.47) de la sección 3.4.2, t —7' = 0, implica que los caminos en

el espacio de fases pueden solamente ir de t] = T1 en T1 a. tz = 1'2 en T2; no hay otra

posibilidad. Luego, la probabilidad de que el sistema evolucione de tl en T1a tz en T2no

puede ser más que la unidad. Así, si podemos escribir el tiempo t en términos de solamente

la coordenada Q de un minisuperespacio, su evolución está parametrizada por Q, hay un

único valor de Q en cada T, y la cuantización del modelo resulta trivial. En le caso de que

O no resulte suficiente para parametrizar la evolución, sin embargo, deberíamos de todos
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modos obtener una. amplitud de transición igual a.la unidad, pues el modelo es puro gauge

y existe un único estado físico. El punto es entonces cómo deben definirse los estados para.

que se obtenga. la.amplitud correcta. Esto se discutirá en detalle en el próximo capítulo.



Capítulo 4

Modelos cosmológicos

4.1 Modelos relativistas isótropos

Un modelo isótrOpo y homogéneo da una descripción aceptable del estado actual del uni­

verso. Por ejemplo, una propiedad esencial de tal modelo es su caracter no estacionario, el

cual constituye una buena explicación para el corrimiento al rojo observado en las galaxias

lejanas. El elemento de distancia de un modelo cosmológico isótropo tiene la forma

¿12 = gabdz°dzb

donde gd, es la métrica espacial, cuyas componentes son funciones del tiempo. La hipótesis

de homogeneidad e isotropía conduce a que la curvatura dependa de un único parámetro:

para k = Otenemos un universo plano, para k = -1 uno abierto, y para k = 1 uno cerrado.

La métrica del espacio-tiempo tiene entonces la forma de Friedmann-Robertson-Walker

[Landau & Lifshitz (1975), Misner et al. (1997)]

21'

1-Ic'r'2ds2 = de-r2 —¿12(7')( + rzdüz + r2 sin2 Údez) , (4.1)

donde a(‘r) es el factor de escala espacial. La dinámica de la parte puramente gravitatoria

del universo de Friedmann-Robertson-VValker está dada por la evolución del factor de

escala; esta evolución está. determinada por la densidad y presión de la materia, por la

curvatura, y por la existencia de una constante cosmológicano nula. Consideraremos aquí
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modelos vacíos con y sin constante cosmológica, y modelos con materia en la forma de un

campo escalar sin presión. En particular, trataremos el modelo de de Sitter cerrado para

introducir el problema de cuantizar con tiempo extrínseco.

4.1.1 Un modelo de juguete

Consideremos un “universo” cerrado, vacío, y sin constante cosmológica. Para trabajar en

el formalismo hamiltoniano definimos la coordenada Q y su momento conjugado como:

_ 4 _ 1 ¿mg
Q—1n(‘/37rga('r)), Trn- Ne dT,

de manera tal que a,2N em. La forma hamiltoniana de la acción es

77 dQ

S[Q,7rn,N] =/ [wnd—T—NH] d'r, (4.2)

donde el vínculo es

'H = —%e’3nvr?1+ en z 0. (4.3)

De acuerdo con el análisis de la sección anterior, encontramos que t = tdt/(Q) N em/a

debe ser un tiempo, dado que t es la única coordenada del reloj ideal. Para reproducir este

resultado será conveniente aplicar nuestro procedimiento al vínculo escaleado H = en/a'H :

H = —íe'an/31rá+ elo/3 a“ 0. (4.4)

Los vínculo H y 'H son equivalentes porque sólo difieren en un factor definido positivo. La

ecuación de Hamilton-Jacobi asociada con H es

2

— + 46m= 4ean/3E (4.5)

e igualando E = fio tenemos

majo) = ¿2 f ¿Oy/em—mean/3, (4.6)
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con + para 1m > 0 y —para 7m < 0. De acuerdo con (4.6), sobre la superficie de vínculo

se tiene
ÜW

_0= = —7]Czn/3
con 1] = sign(7rn). Siguiendo el procedimiento de la sección 3.2.2, para cuantizar este

modelo definimos

F=ïa+flo
de manera que el hamiltoniano reducido y las nuevas variables son

h-af
—a_T) Q0=—Q_0> P0=p0'

El sistema descripto por Q0 y Po tiene un vínculo que es lineal y homogéneo en los momen­

tos. Su funcional acción es entonces invariante ante trasformaciones generales de gauge,

de manera que los gauges canónicos son admisibles. Si elegimos x E Q° —T(T) = 0 con T

una función monótona de 1' podemos definir el tiempo como

t E Q°, (4.8)

porque [Q°, H] = [Q°,Po] = 1. Tenemos así un tiempo global que puede escribirse en

términos de solamente la coordenada Q, mediante una expresión adecuada para cada hoja

de la superficie de vínculo:

“9) = —ezn/3 1rn >0

t(Q) = +e2n/3 1ra < 0. (4.9)

Como sobre la superficie de vínculo tenemos

7m= i280, (4.10)

podemos escribir el tiempo también como

1 —4n/3
t(Q,1rn) = —íe 1m. (4.11)
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Como podemos escribir t = t(Q), la amplitud de transición entre dos estados dados por

Q0 puede identificarse con la amplitud para la transición Ifll) —>Iflg); de acuerdo con la

ecuación (??), como este modelo no tiene grados de libertad genuinos resulta

(Ozlni) = (Q‘z’flleÏm)

_ exp(4 gar). (4.12)

La amplitud es la exponencial de una fase arbitraria; luego, la probabilidad de la transición

101) —>'92) es igual a la unidad. Por cierto, el resultado coincide con el que obtuvimos

anteriormente transformando este modelo en un reloj ideal, y solamente refleja que el

sistema es puro gauge.

4.1.2 Grados de libertad verdaderos. El problema de Gribov

Consideremos un modelo isótropo y homogéneo plano ( = 0) con constante cosmológica

no nula y un campo escalar no masivo 45.Supongamos A > 0, de manera que sin campo

escalar el modelo sería exactamente el universo de de Sitter; este universo no tiene punto

de retorno en su evolución clásica, lo cual se refleja en la forma del vínculo hamiltoniano.

Si definimos el momento asociado con el campo 45como

_ 1 m qu
7%_ Ñe dr

obtenemos la acción

T2 dQ qu

Slgióiïn)ïó)Nl=Ál [FÜE+WÓd_T_NHdT,

con el vínculo

H = ie’anür; —7ra)+ Aem z o. (4.14)

Vemos que mientras 1ra;(y por ende qu/d‘r) puede anularse, 7m (y por lo tanto, lo mismo

con dQ/dr) no se anula sobre la superficie de vínculo. La evolución está restringida a una
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de las dos superficies

7ra = :t‘hri + 4Ae‘sn

separadas por 7ra = 0; desde un punto de vista geométrico esto significa que la. topología

de la superficie de vínculo es la de dos semiplanos disjuntos.

La ecuación de Hamilton-Jacobi asociada con el vínculo H es

2 2

— +4Ae‘sn=4Eem. (4.15)

Igualando las constantes de integración con í y fio obtenemos las soluciones

Wi = m :l: / ¿(h/F2 —4750.90+ 4Ae6"

que son de la forma

W = Chi)? :t w(q°,fimfi)

con q° = Q, q = qS. El doble signo :t corresponde a las dos hojas 1rn > 0 y 1ra < 0 de la

superficie de vínculo. Fijando el gauge mediante la condición canónica

x E 6° —gm T(T)) = o (4.16)

con T(T) una función monótona de T, como 60 = ÜWi/ÜÏO = 6°(q°,Ïo, 7), si elegimos

9mm» = Ó°(q°= T(r), o= of)

en términos de las variables originales tenemos

q° = (2 = T(-r). (4.17)

En el espacio de fases original la superficie definida por la condición x = 0 es entonces un

plano Q = constante para cada.7'. Dado que la topología de la superficie de vínculo es triv­

ial, esto asegura que el gauge (4.16) no produce copias de Gribov [De Cicco & Simeone (1999b)]:

si en algún 1' una. órbita fuese intersectada más de una. vez por la superficie x = 0, en algún
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otro T ambas deberían ser tangentes, con lo cual [x, H] = O. Pero esto no es posible a

partir de la forma de fijar el gauge, porque [60,F0] = 1 y el gauge sólo incluye a 60, T y

P, que es una cantidad conservada. Un tiempo global es entonces

t = 770 (4.18)

con 1] = 1 si el sitema evoluciona sobre la hoja dada. por 7ra < 0, y 1] = —1 si el sistema

evoluciona sobre la hoja 7m > 0.

Para cuantizar el sistema debemos hacer una segunda transformación a observables no

conservados. Esta transformación en el espacio de fases reducido es generada por la función

f, que debe elegirse de manera que los términos de superficie B que proveen de invariancia

de gauge en los extremos se cancelen en un gauge que de como resultado T = T(q¡). Con

la elección de gauge (4.16) l'a generatriz apropiada es

f = 6P q:w(T(T),Fo = 0,? = P).

Luego, en ese gauge y sobre la superficie de vínculo tenemos

af ,­
Q = fi = C(q) (4.19)

que, junto con (4.17), garantiza que Q y T definen una. hipersuperficie en el espacio de con­

figuración original. La forma explicita del grado de libertad verdadero y del hamiltoniano

del sistema reducido descripto por (Q, P) es

Q
n

4>i —a—/ «P2 + 4Aeendn,6P Tu)

h = Ï P2 + 4Ae6T:—T. (4.20)T31' = T

con IF = sign(1rn). En el gauge (4.16) y sobre la superficie de vínculo la integral de camino

tiene la forma simple

- T’ ¿Q 2 sr
(452,02|qb1,01)=/DQDP exp z/T PE :t x/P +4Ae dT , (4.21)
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donde los extremos están dados por T1 = 01 y T2 = (22; como en el gauge (4.16) tenemos

Q = T, los caminos van de Q1 = «¡52a Q2 = 452(nótese que una vez fijado el gauge la

coordenada Q no es más un observable, en el sentido de que QIX=0= gbya no conmuta

con el vínculo). El resultado muestra la separación entre grados de libertad físicos (qS)y

tiempo El sistema reducido está gobernado por un hamiltoniano verdadero (esto es,

no nulo) dependiente del tiempo; esto refleja que el campo 45evoluciona sujeto a condiciones

‘externas’ que cambian, la.métrica que juega el papel de reloj del sistema. El hamiltoniano

del sistema reducido es análogo al de una partícula relativista de masa dependiente de T,

m = 2A1/263T. Para ser precisos, debemos decir que tenemos dos teorías, una para una

“partícula de energía positiva” en la hoja 1ra > 0 y una de una “antipartícula” en la hoja

1m < 0.

La expresión (4.21) permite calcular el propagador infinitesimal correspondiente a cada

uno de los dos hamiltonianos reducidos de la (4.20) (para obtener el propagador finito resta

una integración sobre A partir de la analogía con la partícula relativista y usando los

resultados de la referencia [Ferraro (1992)] (véase la ecuación (68)) con u = 4:1, 7 = 1 y

\/(T2 - T1)2 —(Q2 —Q1)2 se obtiene [De Cicco & Simeone (1999b)]
_l0-2

(ÓLQI + 5lÓ1,91)=
¿Al/26301

i—2H51)(2Ae3"1 j/ez—(qu—¿1)2),
52 - (d’z — 451)

(4.22)

donde Hf‘) es la función de Hankel definida en términos de las funciones de Bessel Jl y

N1 como H9) = Jl + iNl. El doble signo corresponde a los dos signos posibles de 1m que

definen cada hoja de la superficie de vínculo. Este propagador verifica la condición

(452,91 + ¿“51,91) —’ ¿(452 - 451)

cuando e —>0.
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Debemos enfatizar que hemos logrado obtener una amplitud de transición en términos

de las coordenadas originales y con una noción clara de tiempo porque el potencial tiene

un signo definido; esto permite parametrizar el sistema en términos de Q, pero no es éste el

caso general. Un punto no del todo satisfactorio es que hemos desparametrizado el modelo

en una forma tal que el potencial en el hamiltoniano reducido es dependiente del tiempo.

El propagador (4.21) es entonces el que obtendríamos escribiendo la versión escaleada del

vínculo (4.14) como el producto de dos vínculos lineales:

H = (7m+‘/1r;+ A85”) (-7rn + Vw: + Ae‘“) z 0, (4.23)

e identificando directamente qbcomo el grado de libertad físico y :tQ como el tiempo.

Tenemos entonces dos hamiltonianos verdaderos, y obtenemos una teoría para el grado de

libertad fi'sicopara cada uno en la forma de la(s) integral(es) (4.21); cada teon'a es unitaria,

porque cada hamiltoniano reducido es real. Pero como el tiempo aparece en el potencial,

al nivel cuántico el vínculo (4.23) y la forma escaleada de (4.14) no son equivalentes (véase

el capítulo 5).

4.1.3 Un vínculo más general

Consideremos un vínculo hamiltoniano de la forma

'H = G(Q)(1r; —«¡21)4-V(d>,Q) z 0, (4.24)

donde G'(Q) > 0 y V(4S,Q) es el potencial. La acción tiene la forma usual dada en (4.13).

Restringiremos nuestro análisis a los casos en que el potencial V(45,Q) tiene un signo

definido. Como los casos V > 0 y V < 0 son formalmente análogos, considerararemos

solamente V > 0. Definamos las coordenadas

z = 13(45+ 9), y = y(d>- Q) (4-25)
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de modo que (82/345) = (62/30), (ay/(94)) = —(3y/ÜQ). Los momentos 1ra,y 1ryestán

dados por
3:: ay az ay

"ó = 53’“ + W” "" = 3-9“ + 3-9”) (“6)

y entonces
3:: Üy 32 ay2 _ 2 = = __ _ ­

1r4, 1ra 46Ó6Ó1r=1ry 4‘90 agrgry.

Si es posible elegir las coordenadas z e y de forma tal que 4(3:z:/Üqí)(3y/Üqb)= (V/G),

como (V/G’) > 0 entonces podemos multiplicar el vínculo 'H por el factor definido positivo

(4G((9:L'/3qi>)(8y/aqi')))_ly así obtener un vínculo H equivalente a H:

H = 7r,1ry+1 z 0. (4.27)

Transformaremos el sistema descripto por (1:,y,1r:,1ry) en un sistema de gauge ordinario.

La ecuación de Hamilton-Jacobi independiente de T para el vínculo (4.27) es

ÜWÜW
aTaTH’E’

e igualando las constantes de integración a, E a los nuevos momentos P, P0 su solución es

Waz/fo?) =Fr +y(%). (4.23)

Luego

W 6W_fi 1r_aW_Po—1
2_ z _ J y _ fi

Q a o P1 Q z+fiz 0)
Para. pasar del conjunto (5,70 a (Qi, Pi) definimos

F = Ó°Po+ ÓP + «4T? (4.30)

con 17= :tl y T(T) una función monótona. Entonces obtenemos:

Q°=
ws
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Q = a:+ ¡(310- Po)-17T(T)),

Po = 1r,7ry+1,

P = 1r=. (4.31)

No hay problema con P como denominador porque P = 7r: no puede anularse sobre la

superficie de vínculo.

Como [(20,Po] = 1 tenemos [y/7r,, HI : 1; H difiere de 'H en un factor definido pos­

itivo, digamos 7-1, de manera que 1 = [y/rr,,H] = [y/7r,,.7'_‘1'H] = {y/Tr,,.7-“1:'H —I­

[y/TrnHU'"1 2 [y/Trxfiif‘l; luego

[y/rr,,'H] > 0 (4.32)

y un gauge canónicode la forma x E Q0 —T(7') = 0 con T una función monótona de T,

impuesto sobre el sistema. de gauge descripto por Qi y P.-define un tiempo global

h III
fiI"s

para el minisuperespacio descripto por 45,Q, 7rd,,7ra. De (4.26) tenemos vr: = (7rÓ+1rn)(2833/8915)-l

y por lo tanto
(45- Q) 32(4) + 9)

aqb '

La función de T dada por la última ecuación depende de las coordenadas y los momentos,

t(45,0,1r¿,,7rn) = 2 7rd)+ 7m (4.33)

y es por tanto un tiempo extrínseco. También podemos identificar un tiempo intrínseco,

pero, como veremos, la definición depende de la hoja de la superficie de vínculo sobre la

cual se mueve el sistema. La identificación de un tiempo intn'nseco nos permitirá. obtener

la amplitud de transición entre estados caracterizados por las coordenadas. Los términos

de superficie asociados con la transformación canónica (4.31) son

T(T)
7ra:

2Q° —Q°Po —21711;).

y
B = — — — 2

(T) 7T: yn 17
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Estos términos se cancelan con la elección de gauge

x E nQOP —T(T) = 0 (4.34)

que da

lx, Po] = nP = 1m, (4.35)

y dado que nQ°P = ny tenemos [m],H] = mr, Como antes, dado que H y 'H difieren en

un factor definido positivo, si podemos definir 17tal que [1731,H] > 0 entonces [7731,71]> 0 y

t E ny

es un tiempo global. Podemos elegir 32/34) como una función definida positiva (y ajustar

apropiadamente el signo de Üy/Üda)para obtener sign(1r,) = sign(7r¿,+1rn). De la ecuación

1ra= i, +w; (4.36)
y como V/G es positivo, 7ra 7€0 y la evolución del sistema está. restringida a una de las

del vínculo obtenemos

dos superficies disjuntas (4.36), cada una topológicamente equivalentes a un semiplano.

Más aún, de (4.36) tenemos que I7rnI> [1%],o cual asegura que sign(1r,_.)= sign(7rn). Por

lo tanto, tenemos una definición correcta de tiempo sobre cada hoja del vínculo eligiendo

adecuadamente 1]de acuerdo con el signo de 1ra:

KW) = +y(45—0) «n>o

¿(45,0) = —y(gó—Q) 7m < o. (4.37)

No podemos, claro, escribir una única expresión para el tiempo válida en ambas hojas del

vículo si nos restringimos a t(q¡), pero esto es natural, porque las hojas están identificadas

por el signo de un momento. El tiempo extn'nseco (4.33), por eso, no tiene esa dificultad.

De acuerdo con la ecuación (4.30) la función f es igual a ÓP + T]T(T)/P y por lo tanto

el hamiltoniano verdadero para el sistema reducido descripto por (Q, P) es

ndT
h(Q)P)T)= 5;;
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con 17= sign(7rn). Como en el gauge (4.34) los términos de superficie se anulan, la nueva

acción invariante de gauge y la original pesan los caminos de la misma forma. Sustituyendo

h en la ecuación (7?) obtenemos el propagador para la transición “51,01) —>[452,02) en la

forma

(¿hazwhm = fDQDPexp [2' (PdQ—gw”, (4.38)
donde los extremos están dados por T1 = :ty(ó1 —(21) y T2 = :ty(d>2—02). Notemos que

en el gauge (4.34) que define un tiempo intrínseco el observable Q se reduce a una función

de solamente las coordenadas originales:

le=0 = ¡”(45+

De esta manera, los caminos van de Q1 = 1:(451+ 01) a Q2 = z(452+ Qz). El propa­

gador es el de un sistema con un grado de libertad verdadero dado por la coordenada

Observemos que, a diferencia de lo que ocurría con el ejemplo de la sección precedente,

ahora el hamiltoniano reducido es independiente del tiempo, de modo que hemos obtenido

la integral de camino para un sistema conservativo. Considerando ambos signos posibles

del hamiltoniano reducido, la integral da la amplitud de transición para las dos teorías

correspondientes a las hojas 1ra > 0 y 7ra < 0.

o Ejemplo 1: Un modelo cerrado (k = 1) con constante cosmológica A > 0 y un campo

escalar no masivo d),cuyo vínculo hamiltoniano es

1 — n n n

'sze3 (wi-1ra)—e +Ae3 20 (4.39)

no resulta separable en términos de las variables z(q5+ Q), y(45——Q); más aún, su

potencial no tiene un signo definido. Sin embargo, se puede mostrar que el tiempo

extn'nseco obtenido para el caso k = 0 es también un tiempo global para el caso

lc = 1. Consideremos el vínculo

'Ho = -e’3n(7ri —rá) + Aca" z 0
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que es equivalente a

Ho = vr; —7ra +4Ae6n k 0.

Eligiendo y = —(1/3)e"’(n“), :1:= (1/3)63(n+4’)obtenemos el tiempo extn'nseco

2 A 60

t: —(—)e— (4.40)3 7I'4,+7rn.

Sobre la superficie 'Ho = 0 podemos escribir

1

t = ¿(7rd, — 1ra)

(así, hemos obtenido un tiempo extn'nseco para el modelo de la sección anterior; de

hecho, como aquel modelo tiene un potencial simple definido positivo y que crece

con Q, cualquier función de la forma N —7rnes un tiempo: [-7rn, em] = 3€:m > 0).

Notemos, sin embargo, que si queremos verificar que este tiempo vale para el modelo

con k = 1 no debemos escribirlo de la última forma, pues la obtuvimos sobre el

vínculo original. Si calculamos el paréntesis de Poisson de t = —(2/3)Ae6°/(1r¿ +

Trn) con el vínculo H = 4em'H obtenemos [t,H] = [t,Ho] + [t, —4e‘n], que, como

resulta sencillo comprobar, es la suma de dos términos positivos. Como 'H y H son

equivalentes, obtenemos

[t,H] > 0

y t es un tiempo global también para el modelo dado por (4.39).

Esta deparametrizacio'n también nos provee de otro propagado: para el modelo de

la sección 4.1.2; éste se obtiene de (4.38) identificando Ta = iya = IF(1/3)e3(n“4"),

Q0 = za = (l/3)ea(n°+4’°), a = 1,2. Esta cuantización tiene la ventaja de un hamil­

toniano conservado, pero presenta la dificultad práctica de evaluar efectivamente la

integral, dada la forma del integrando.

o Ejemplo 2: Consideremos un universo plano con constante cosmológica A > 0 y un
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campo escalar masivo 45.El vínculo correspondiente tiene la. forma.

1 _

H = ¿e mu; —7ra) + mquz + Aem z 0. (4.41)

Este modelo admite un tiempo intrínseco. En el caso m = 0 obtenemos el vínculo

equivalente Ho del ejemplo precedente. La misma elección de variables permite

definir el tiempo intn'nseco

. 1 . zum-a)
t = —yszgn(1rn) = —5.szgn(7rn)e , (4.42)

y como el término adicional asociado con la masa del campo escalar es positivo (y

depende de solamente las coordenadas) es fácil comprobar que es un tiempo también

para el caso m aé O.

Es interesante señalar lo siguiente: Si eliminamos el campo qb,el momento 1rd,de­

saparece, y el método de desparametrización de la sección anterior conduce a tiempos

extn'nsecos de la forma
eaflt N-—.
770

Esta expresión es análoga a lo que en cosmología clásica es usualmente identificado como

un tiempo en términos de la constante de Hubble H [Kolb ¿a Turner (1988)]: es común

trabajar con el tiempo

tH E H-1

donde H se define como ¿L/a.con a. el factor de escala. Ahora bien, como a N en y

7ra N —em(dQ/dr), entonces
630

tHN __)
1ra

que es análogo al tiempo que obtuvimos. Por cierto, un tiempo tal está globalmente bien

definido mientras el vínculo no permita 1ra = 0.
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4.1.4 Tiempo extrínseco. El modelo de de Sitter cerrado

Nuestro método de desparametrización da una forma simple de investigar cómo las propiedades

geométricas de la superficie de vínculo imponen restricciones en la definición de un tiempo

global. Hasta ahora hemos considerado modelos cuyo hamiltoniano incluye un potencial

que no se anula en ningún punto del espacio de fases. En esta. sección examinaremos un

modelo que, a pesar de su simplicidad, es un buen ejemplo para entender la cuantización

con tiempo extrínseco.

Consideremos el vínculo del modelo vacío, ísótropo y homogéneo más general:

1

H = —4—e-3”7r¿—ke" + Aem z o. (4.43)

Este hamiltoniano corrresponde a un universo con una curvatura arbitraria k = —1,0,1

y una constante cosmológica no nula; supondremos A > 0. En el caso k = 0 obtenemos

el universo de de Sitter; aunque 1a ausencia de materia hace de este universo básicamente

un modelo ‘de juguete’, ha recibido considerable atención porque reproduce el compor­

tamiento de modelos con materia o curvatura no nula cuando el factor de escala a N en

es suficientemente grande [Weinberg (1972)]. La evolución clásica se obtiene fácilmente, y

corresponde a una expansión exponencial. De hecho, desde un punto de vista geométrico,

tanto para k = 0 como para k = —1el momento 7ra no puede cambiar su signo. Para el

modelo cerrado (k = 1), en cambio, 1m = 0 es posible.

Si aplicamos el procedimiento de la. sección 3.4.3 considerando que este modelo es un

reloj ideal después de una transformación canónica, obtenemos que

tw —e-2“1rn (4.44)

es un tiempo global. Para poder comparar los resultados aplicaremos nuestro proced­

imiento al vínculo escaleado H = e’n'H :

l
H = —¿e-4"1rf., —k + Aem z 0. (4.45)

65



La ecuación de Hamilton-Jacobi asociada con H es

_ (ÜW

2

6T) —4ke‘“ + 4Ae5“ = 4e‘mE (4.46)

e igualando E' = fio obtenemos la solución

W(Q,fio) = i2/d0e2°\/Aem —k —fio, (4.47)

con + para 7m > 0 y —para 7m < O. De acuerdo con la ecuación 4,47), sobre la superficie

de vínculo tenemos

6° = [aW = :A-H/Aem —k. (4.48)aPo 50:0

Como antes, introducimos una transformación que define un hamiltoniano verdadero h =

Üf/a'r y las variables Q0 y Po del sistema de gauge en el cual convertimos el modelo. El

gauge puede fijarse mediante una condición dependiente de T como x E Q0 - T(T) = 0.

Entonces podemos definir

t = Q0 = 0(—1rn) A’li/Aezn —k —49(7rn)A'1\/Ae20 —k (4.49)

como un tiempo global para el modelo. Despejando de la ecuación de vínculo

7m = i2emi/Ae2" —k (4.50)

(vemos que en el caso k = 1 el tamaño natural del espacio de configuración es Q 2

—ln(\/K)), podemos escribir

1

t(Q,7rn) = —5A_le'm1rn, (4.51)

que concuerda con (4.44). Surge aquí una importante diferencia entre los casos k = —1y

k = 1: para k = —1el potencial tiene un signo definido, y el vínculo se separa en dos hojas

disjuntas. En este caso la evolución puede parametrizarse con una función de solamente

la coordenada Q. La desparametrizacio'n del modelo con k = 0 es totalmente análoga.
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Para el modelo cerrado, en cambio, el potencial se anula en un punto y la topología de la

superficie de vínculo ya no es la de dos semiplanos disjuntos. Aunque para Q = - ln(\/K)

tenemos V(Q) = 0 y 1ra = 0, es fácil verificar que d7rn/d7' 7€0 en este punto. Luego, en

este caso la coordenada Q no es suficiente para parametrizar la evolución, ya que el sistema

puede ir de (0,7111)a (Q, -—1rn);es necesario entonces definir el tiempo global como una

función que incluya al momento.

El sistema tiene un único grado de libertad y un vínculo, de manera que es puro

gauge. En otras palabras, hay un único estado físico, en el sentido de que desde un punto

dado del espacio de fases podemos alcanzar cualquier otro mediante una transformación de

gauge. Esto nos provee de una forma de probar la consistencia de nuestro procedimiento de

desparametrización [Giribet & Simeone (2001b)]: si caracterizamos los estados mediante

una variable que defina un buen tiempo global, debemos obtener una probabilidad de

transición igual a la unidad.

Efectivamente, si procedemos como en el caso de la sección 4.1.1, obtenemos

. T? af

(Qgir2lQïi7-l)= exp(_1' 1r1 T

y por lo tanto la probabilidad para 1a transición de Q? en T1a Q2 en T2es

o o 2

I(Q2,T2IQ1,T1)I =1.

Cuando el modelo es abierto o plano las coordenadas Q y Q0 están relacionadas de forma

unívoca, y el resultado puede entenderse fácilmente en el sentido de que una vez que se ha

fijado el gauge hay un único valor posible del factor de escala para cada T. Pero en el caso

del modelo cerrado hay dos 0 posibles para cada T; en cambio, en cada 1' hay un único

valor posible de 1ra. En efecto, 7ra evoluciona monótonamente con T, ya que [170,H] no se

anula sobre la superficie de vínculo. Luego, la amplitud en términos de Q0 no corresponde

a la evolución de la coordenada Q, sino a la del momento, de manera que

I(""n.2l‘"'n.1)l2 = 1­
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Debemos concluir que ( 3,T2|Q‘1’,T1)corresponde a (7rn'2|1rn_¡).Que en los modelos plano

y abierto ésta a su vez coincida con una amplitud para la coordenada Q no es más que

una peculiaridad de esos modelos, y no algo que deba. tomarse como base de un programa

de desparametrización.

De acuerdo con nuestro análisis previo, el hecho de que en el caso k = 1 la amplitud

(Q2, TZIQCI’,7-1)no sea equivalente a (QZIQI) es natural, ya que la inexistencia de un tiempo

intrainseco hace imposible encointrar un gauge globalmente bueno que de a T como una

función de únicamente Q (véase la sección 3.3.1). Pero precisamente por esta razón,

esto no debería tomarse como una falla del procedimineto de cuantización, ya que una

caracterizaciónn de los estados en términos de solamente las coordenadas originales no es

correcta si queremos mantener una noción correcta de tiempo durante toda la evolución.

4.2 Universos anisótropos

Mientras que los modelos isótropos de Friedmann-Robertson-Walker pueden constituir

una buena descripción del universo presente, al estudiar el universo temprano deberían

considerarse modelos un poco más generales. Por supuesto, cualquier modelo anisótropo

es de o interés físico en tanto evolucione hacia un grado pequeño de anisotropía, de manera

que resulte compatible con el estado actual del universo.

Las hipótesis de homogeneidad e isotropía determinan por completo la forma de la

métrica espacial, dejendo libre sólo la curvatura; si restringimos las hipótesis a únicamente

la homogeneidad la clase se modelos se amplía notablemente. La homogeneidad implica

que las propiedades métricas son las mismas en todo punto del espacio. La definición

matemática precisa de este concepto está.dada por el grupo de transformaciones que dejan

invariante a la métrica. Como el espacio es tridimensional, las transformaciones deben

estar dadas por tres parámetros independientes.

En el espacio eucli'deo la homogeneidad se manifiesta en la invariancia de la métrica
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ante traslaciones del sistema de coordenadas cartesiano. Los tres parámetros que definen

una traslación son las tres componentes del vector asociado a un desplazamiento del origen.

Una traslación deja invariantes tres diferenciales independientes (dz, dy, dz) de los cuales

se obtiene el diferencial de longitud.

Cuando se considera un espacio homogéneo no eucli'deo las transformaciones del grupo

de simetría también dejan invariantes tres formas diferenciales lineales; sin embargo, estas

formas no son diferenciales totales de funciones de las coordenadas, sino

i _ i a
a —eadz

donde a. = 1,2,3 and ei son tres vectores independientes que son funciones de las co­

ordenadas. Las formas diferenciales verifican da"i = Eiijj x 0'" (véase, por ejemplo,

[Schutz .(1980), Schutz (1985)]). La métrica espacial invariante puede entonces escribirse

[Landau & Lifshitz (1975)]

all2 = gay-vivi = 9¡j(eidz“)(eíd==°))

de manera que el tensor métrica espacial tiene las componentes

gab= gijeiei'

Los modelos anisótropos están comprendidos por los de Bianchi y el de Kantowski­

Sachs [Ryan & Shepley (1975)]. En esta sección aplicaremos nuestro plan de desparametrización

al modelo de Kantowski-Sachs [Kantowski & Sachs (1966)], y al de Taub [Taub (1951)],

el cual es un caso particular del tipo IX de Bianchi (estos modelos han merecido consid­

erable atención en diferentes programas de desparametrización y cuantización; véase, por

ejemplo, [Higuchi & Wald (1995)]). Introduciendo la matriz diagonal fiü de 3 x 3, ambas

métricas espacio-temporales pueden ponerse en la forma

ds2 = derz —em(")(e25(’))¡J-aia'j. (4.52)
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Debemos señalar, sin embargo, que la geometría espacial de estos dos modelos es esencial­

mente diferente, en el sentido de que no hay una transformación continua que lleve de una

a la otra (ver más adelante).

4.2.1 El universo de Kantowski-Sachs

El universo de Kantowski-Sachs está. definido por

¿132= de'r'2 —.S'2(1')dz2 - Rz(7')(d€2 + sin2 Bdcpz). (4.53)

El modelo puede cerrarse haciendo 0 S z S 41r (y sustituyendo entonces z por el ángulo

El comportamiento clásicode este modeloes análogo al del de Friedmann-Robertson­

Walker cerrado en el hecho de que el volumen, definido como

V ¿ /d3=v\/-(39),

crece hasta un máximo y luego vuelve a cero. Para aplicar el formalismo hamiltoniano es

conveniente escribir la métrica en la forma (4.52); para eso definimos

.Üij= ¿“SK-fi, -Ú,2fi)

y las formas diferenciales al = ¿9, az = sin 64130,03 = dd). Entonces

ds2 = de'r2 —em“) (ezfi(’)d'gb2+ e"5(1')(d€2 + sin2 041302)). (4.54)

Notemos que aún para fi = 0 el modelo es anisótropo; ésta es la diferencia central con los

modelos de Bianchi.

En ausencia de materia la forma hamiltoniana de la acción es

d ¿o

S[9,fi,vrn,1ra,Nl = ff («pd-f + 7ra; —NH) dr (4.55)

donde 'H = e’mH z 0 es el vínculo hamiltoniano y

H = —1r¡2¡+ 1rÉ — emHB. (4.56)
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El modelo de Kantowski-Sachs tiene la interesante propiedad de que, si bien el potencial

V(Q,B) = —e‘m+25tiene un signo bien definido y por eso puede definirse un tiempo

intrínseco, el tiempo no coincide trivialmente con una función del factor de escala (esto

resulta justamente de que el volumen no evoluciona monótonamente). Aunque en algunos

de los primeros trabajos sobre este modelo se utilizó Q como tiempo, es sencillo ver que

ninguna función GUI) puede ser un tiempo global para el modelo de Kantowski-Sachs:

óWO) —3n
ao e "0’[O(Q), 'H] = —2

y para 1ra= iezfi+n tenemos 7m = O, de manera que [®(Q),'H] se anula. En los trabajos

mencionados el momento 1ra era definido como el hamiltoniano reducido; esto es insat­

isfactorio, porque aún si se restringe el espacio de configuración a su “tamaño natural”

para evitar un hamiltoniano imaginario que lleve a una evolución no unitaria, 1ra = 0 hace

posibles las transiciones de estados de “energía positiva” a estado de “energía negativa”.

El hamiltoniano no es separable en términos de las variables originales; entonces defin­

imos

cam”) E 3:2, cen"3 E 4y,

y obtenemos el vínculo equivalente

H' E —(7r,7ry+ 1) z 0. (4.57)

Siguiendo un procedimiento similar al de la sección 4.1.3 resolvemos la ecuación de Hamilton­

Jacobi
ÜW GW‘Eaï’1=E'

para obtener el generador W de una transformación canónica de (:c,y, 1rz,1ry)a las variables
—¿ — . . . . .

(Q ,P.-) del Sistema de gauge en el cual convertimos al minisuperespacm; luego llevamos

a cabo una transformación dependiente de T en el espacio de observables. Las variables
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canónicas del sistema de gauge son entonces

n-fi

Q° = CTP,

Q = —%e3(n+ü)_ É (8044“ + Po) + TIT(T))7

Po = (vr;3—rms-40'26 —1,

P = ¿(«a + 1ra)e_3(n+fi)

con 1] = il (P = —7r,no se anula sobre la superficie de vínculo). El hamiltoniano del

sistema reducido descripto por (Q‘, P.-)es

hs
“old sale

Luego, la acción invariante de gauge S puede escribirse como

' .- _ T’ ¿Q dQ° 17dT _S[Q,Pg,N]-/;l( dT,
o en términos de las variables originales

d dQ

5[9,fi,7rn,1ra,Nl=/n(1rad—fl + 7md- - NH) dr + B(T2)- B(T1), (4.59)Ti T T

donde

B = 1 [4ea(n+a)(lea-a + nT(T)) + l(_1r2 + ".2 _ 6404-26)7m + 1ra 4 2 0 B

= —[2 (¿2°+ a?) + Q°Po]. (4.60)

Ante una. transformación de gauge generada por 'H tenemos 5GB= —-5¿S,y por lo tanto

¿ES = 0. Sobre la superficie H’ = Po = 0 estos términos claramente se anulan en el gauge

x E QOP + 7]T(T) = 0 (4.61)

que es equivalente a T(T) = :t(1/4)en‘5, y por lo tanto define T = T(Q,fi). Un tiempo

intrínseco t puede definirse escribiendo t = —17Q°P,con 77= :tl, y eligiendo apropiada­

mente 11:

lt! HI] = [-17Q0P) Pol = _77P¡
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y dado que P = —7r, debemos elegir 17 = 1 si 1r= > 0 y 17 = —1 si 7r, < 0; como

1r: = (1/2)(1rn + 1ra)e‘3(n+fil y sobre la superficie de vínculo es Ira] > |1rnl, tenemos

sign(7r,,) = sign(7rn + 7ra) = sign(7rg); por lo tanto el tiempo es

1 ¡Hs .
t(0,fi) = +ïe if 1ra< O,

“(2,5) = —íen’fi if «a > o. (4.62)

Notemos que 1ra no puede cambiar de signo, de manera que el tiempo está bien definido

para toda la evolución del sistema.

Es sencillo comprobar que un tiempo extn'nseco puede definirse imponiendo un gauge

canónico de la forma x E Qo + T(T) = 0. Igualando t = —T se obtiene

o e4n+2at Q = = ————— 4. 3
( ,finrnnrn) Q MW) ( 6)

con [t,'H] > 0. Usando la ecuación de vínculo (4.56) podemos escribir

1

t(7rn,1l'p)= 5070 —WB).

Vemos que un gauge que involucra uno de los nuevos momentos define un tiempo en

términos de solamente las coordenadas originales, mientras que uno que incluye sólo las

nuevas coordenadas da un tiempo extn'nseco, esto es, uno que incluye a los momentos

originales.

Como la integral de camino en las variables (Qi, P,-) es invariante de gauge, podemos

calcularla en cualquier gauge canónico. Con la elección (4.61), sobre la superficie de vínculo

Po = 0, y después de integrar en N, Po y Q0, la amplitud de transición está. dada por

T2

(nbfizmhal) = /DQDPexp (PdQ —%dT)] , (4.65)

donde T1 = :t(1/4)en"‘31 y T2 = :l:(1/4)en”fiz; como sobre la superficie de vínculo y en el

gauge (4.61) el grado de libertad fi'sicose reduce a Q = —:v= —(1/3)e3(n+fi),then the paths
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in phase space go from Q1 = —(1/3)63(n‘+fi‘) to Q2 = —(1/3)e3(n’+52). Hemos obtenido así

la integral de camino para un sistema con un grado de libertad fi'sicoy un hamiltoniano

verdadero. El resultado muestra la.separación entre grados de libertad genuinos y tiempo

que resulta de una elección sencilla del gauge.

Notemos que la coordenada fi es en sí misma un tiempo. Estrictamente, como 7ra no

se anula sobre la superficie de vínculo, tenemos que

[5,11] = 27m 7€ 0

de manera que

t' E flsign(7rg)

es un tiempo global. Esto hace posible una interpretación del propagador como la amplitud

asociada con la transición de 01 al tiempo t; = :tfi1 a Q; al tiempo t; = ifiz:

(02)fi2l01)fl1) = (92,t;l91,ti),

con un signo :l: que depende de la. hoja de la superficie de vinculo definida por el signo de

775.

Si incluimos un campo de materia el hamiltoniano se convierte en

H = —-1r¡2¡+w; + vr; —840+?” + V(qi>)een z 0, (4.66)

y la correspondiente ecuación de Hamilton-Jacobi será resoluble o no dependiendo de

la forma de V(qS). En el caso de un campo escalar sin masa podemos mostrar que el

tiempo intrínseco (4.62) no es más un tiempo global, pero el tiempo extn'nseco (4.63)

sigue siéndolo: si calculanos el paréntesis de Poisson para t(Q,fl) = —(1/4).5"ig17,(1r¡3han"a

obtenemos
l

[t, H] = 55ign(7rp)(1rn + 1r5)en"fi.

El resultado no es definido positivo, porque el signo de 1ray el de 7ra+ 7rano son necesari­

amente el mismo, como resultado del término wi en el nuevo hamiltoniano. En cambio,
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sobre la (nueva) superficie de vinculo tenemos que

2
7l'

Ót: t(1rn,7r5,7r¿)= 1ra—7ra——
1I'n +1I'fi

y si calculamos el paréntesis de Poisson obtenemos

3 2

lt, H] = 2em+2fi(1+ ———7ró )(7m + 75V

que es definido positivo.

Observemos que ahora, cuando incluimos un campo de materia, el grado de libertad

asociado con la anisotropía del modelo deja de ser un buen tiempo. La razón es que como la

materia entra en el formalismo a través de un término definido positivo en el hamiltoniano,

el momento conjugado a la coordenada fi puede anularse.

4.2.2 El universo de Taub

La generalización anisótropa del universo cerrado de Friedmann-Robertson-Walker es el

universo de Bianchi de tipo IX, cuya métrica se de la forma (4.52) con ,Üüla matriz diagonal

de 3 x 3

fiij = diag[fi+ + fifi—,fi+ —dig-i -fi+l'

Los parámetros fi+ y ¡6- determinan el grado de anisotropía. Si fijamos fi- = 0 obtenemos

la métrica del universo de Taub.

r: d ¿o

S=/ (w+%+1rnd—T-—N7i)dr,

con el vínculo hamiltoniano

1

H = e_an(7rí _ 7’31)+ 5en(e’8"3+ —4625+) z 0.

3" es definido positivo, este vínculo es equivalente aComo e­

1

H = 7rÏr—rá + gem(e_m3+ —4645+) z 0.

75
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El universo de Taub es posiblemente el mejor modelo para ejemplificar nuestro método

de desparametrizacio'n y cuantización; nos provee de un sistema con un hamiltoniano

separable pero con un potencial que se anula, de manera que no es posible proceder a la

quantización con un tiempo intrínseco. Como es sencillo comprobar, para B+ = —(1/6) ln 4

el potencial es nulo.

El Hamiltoniano no es separable en términos de las variables originales (Q,fi+,1rn,7r+).

Por lo tanto definimos

2 2 _ 2 2 v ­
de manera que 7r+ - 7rn — 3(7r:B—7ry), y podemos escribir

H = w: —w: + ¿(e43 —4:32”)z 0. (4.71)

El potencial se anula para y = 2:1:—(l/2)ln4 y por eso no existe un tiempo global en

términos de solamente :c,y. Por lo tanto, antes de transformar al modelo en un sistema de

gauge, haremos una transformación canónica a las variables (z,s,1r,,1r,) definidas de tal

manera que el (nuevo) potencial sólo tiene un único término definido positivo. Las nuevas

coordenadas corresponden así a las (ii en términos de las cuales puede definirse un tiempo

global.

El vínculo puede escribirse como H = H¡(:c,1r,) + H2(y,7ry) con H1 > 0 y H2 < 0.

Haremos una transformación que identifique H2(y,1ry) = —1rÏ,de forma tal que 1r, =

:lz‘/—H2(y,1ry). Introducimos la generatriz de primer tipo

2 .

ÍI>¡(y,s)= iíeysmhs. (4.72)

Los momentos están dados entonces por

2

1ry = iaey sinhs
2

vr, = iia” coshs (4.73)
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de donde
4 4

1r2 + —e2” = —ez"(sinh2 s + 1) = TrÏ
y 9 9

y el hamiltoniano puede escribirse

1

H(s,:c,1r,,1r=) = —1r,2+7T:+ 564: z . (4.74)

Como resultado de la transformación canónica (4.73) hemos obtenido un vínculo que, en

términos de las nuevas variables, tiene dos hojas identificadas por el signo del momento

1r,.

Es importante señalar la razón por la cual hermos introducido dos definiciones posibles

para. (I’l: el vínculo puede escribirse

H = (-1r, + r3 + 3€”) (vr,+ “13+ áe‘”) z 0, (4.75)
y de haber elegido un único signo sólo uno de los factores sería nulo. Pero al nivel de las

variables (z, s,1r=,1r,) no hay razón para preferir uno de los signos posibles de 1r,; consider­

aremos el vínculo hamiltoniano (4.74) como el punto de partida para aplicar nuestro pro­

cedimiento, y no volveremos a las variables originales. Un punto que debe resaltarse es que

el potencial dentro de la raíz cuadrada no depende de la coordenada s, sino solamente de

1:. Esto asegura que como operadores las dos formas (4.74) y (4.75) son equivalentes, dado

que así no aparecen términos adicionales asociados con conmutadores (véase el capítulo

5).

La acción S[z,s,1r=,1r,,N] diferirá. de S[Q,fi+,1rn,1r+, N] en términos de superficie D

asociados con la transformación generada por Q1:

S[z,s,1r=,1r,,N] = I/Tz(W=Z_Ï+7r,:—:—NH(z,s,7r,,7r,)) d'r

= Sl01fi+)7rn)7r+)N]+ :Ï)

y cuando transformamos el sistema en uno de gauge ordinario obtenemos términos adi­

cionales B; pero como no estamos interesados en una transición entre estados caracteri­
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zados por las coordenadas originales q", sino por las él, no pediremos D + B = 0, sino

solamente B = 0 en un gauge que defina t = t(á¡).

Introduzcamos las coordenadas

_ 1 2(:+s) _ 1 2(:-a)
u _ 123 ’ v ’ 12e

que llevan al vínculo equivalente

Hl = 7ru7ru+ 1.

Esto permite aplicar directamente el procedimiento de la sección 4.1.3 con la sustitución

1: —>u, y —>v, qS—->1:, Q —>y. Entonces podemos volver a las variables (1:, 3,15, 1r,). Las

variables (Qi, P.-)del sistema de gauge están dadas por

o e2(z—s)
Q - Tzï’

1 2(:+a) 1 1 2(:'—3)
Q = EC + 13(58 —Po)— ,
Po = 9(1r: —«De-4' +1,

P = 3(7r,+ «Je-“2+”,

con 17= :tl. Así tenemos un tiempo extn'nseco

1 e43

t(:c,s,1r,,7r,) = 3-67r + r . (4.76)

La superficie de vínculo se separa en dos hojas dadas por el signo de 1r.. Sobre cada hoja

el tiempo intrínseco se define como

t(:c,s) = ÉsignÜrJezl‘”), (4.77)

el cual se asocia con el gauge canónico nQOP —T(-r) = 0 porque P es proporcional a 1r,+1r,

y sign(7r, + 7r,) = sign(7r,). Los términos de superficie asociados con la transformación

(áiïfii)_’ (Qi) son

Bm = 2Q°-Q°Po—2nTjI)

= —1- 534-:—217e2(‘+‘)T(-r)
3(1r,+ rr) 6
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y con la elección de gauge que define un tiempo intrínseco se anulan sobre la superficie

Po = 0. La expresión para el propagador es

(usan-1,51) = /DQDPexp [i (PdQ —%dT)] . (4.73)

Los extremos son T1 = :t(1/12)e2(“"‘) y T2 = :t(1/12)ez(’?“’). Notemos que en el gauge

que define un tiempo intrínseco la nueva coordenada Q coincide con (1/12)e2(’+‘), de modo

que los caminos van de Q1 = (1/12)e2("‘+“) a Q2 = (1/12)62("2+'7). Hemos obtenido un

propagador con una distinción clara entre el tiempo y el grado de libertad físico. La integral

es la de un sistema conservativo con hamiltoniano n/P. Como 1]= sign(7r,) entonces al

nivel de los grados de libertad físicos tenemos dos teorías disjuntas, una en cada hoja de

la superficie de vínculo.

Análogamente al caso de fi en el modelo de Kantowski-Sachs como' el momento 7r, no

se anula la coordenada .5es también un tiempo (véase la discusión en la sección 3.3.2):

[5,H] = —21r, 9€ 0.

En efecto, sobre cada hoja de la superficie de vinculo podemos definir un tiempo en la

forma

t' E —s sign(1r,).

Aunque en la integral de camino no usamos este tiempo como parámetro de integración,

la interpretación de los resultados se aclara apartir de esta identificación, ya que podemos

escribir la amplitud de transición como

(1:2)t5l21) tí)

con un signo que depende del signo de 7r.. Con esta interpretación el propagador es análogo

al de un sistema mecánico con una coordenada a: cuya evolución se da en función de un

tiempo verdadero t'. Observemos que aunque los momentos originales están necesaria­

mente involucrados en la descripción de los estados, se encuentran confinados a la variable
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que se identifica con el tiempo:

3

3 = :tarcsenh (Euge-y)
1

= :tarcsenli (50m + 1r+)e(’2n+fi+)),

mientras que a: es una función sencilla de solamente las coordenadas Q y fi+.

En este punto resulta natural preguntarse si este timepo no podía obtenerse en forma

directa mediante nuestro método de desparametrización. La respuesta es que sí es posible,

aún en el caso de incluir materia en el modelo. Consideremos el vínculo del modelo de

Taub con un campo escalar no interactuante y cuya masa puede despreciarse:

1

H = —7r¡2-¡+ vr: + 11+ Eem(e’w+ —lle-25+) z 0. (4.79)

Si hacernos el cambio a las cooordenadas :c e y, y llevarnos a cabo la transformación

canónica generada por Q1(y,.s), obtenemos el vínculo equivalente

H _ 2 2 2 1 4::N 4_—1r,+7r¿,+1r:+ge m0, )

donde hemos redefinido 7rda—>wÓ/JÏ. La ecuación de Hamilton-Jacobi correspondiente

aW 2 aW 2 aW 2 1 4_ _ + _ —z= E) 1(65)+(Üz) (aa) +98 (8)
y su solución es claramente de la forma W1(:c,7r,) + W201),1rd,)+ W3(s,1r,). Introduciendo

es separable:

las constantes de integración b2 = wi y a.2tales que a.2+ b2 —E = 1rf obtenemos

W = .si_q11,(‘rr,,)/d:l:‘la.2 — ¿e41

+ .s sign(7r,)\/a2 + b2—E + 45sign(1r¿)\/l;. (4.82)

Si igualamos E = fio resulta

_°- - —sin(1r)——s - —¿‘ afin 30:0 ’ 9 ' 2«—a2+b2’ 2x;
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—0 — . . . . ,
Como ,Po] = 1 entonces podemos inmediatamente definir un tiempo extnnseco como

un.) s 6° = — 5 (4.83)
21r, i

En las variables (s,:c,<fi,1r,,7r,_.,7ró)la superficie de vínculo es topológicamente equivalente

a dos planos disjuntos, cada uno correspondiente a 7r, > 0 y a 1r, < O; luego podemos

definir un tiempo intn'nseco como

t(s) E 27r,sign(7r,)Óo

= -s sign(7r,), (4.84)

que coincide con el tiempo t' encontrado antes (este tiempo resulta de la condición de

gaugecanónicax E 260m —T(T)= 0).

Todos los resultados incluyen el signo del momento 7r,, que proviene del doble signo

en la definición de <I>1.Algunos autores han sugerido, sin embargo, que el vínculo de un

sistema parametrizado típico, que es lineal en el momento conjugado al tiempo, puede

hallarse de alguna manera escondido en el formalismo hamiltoniano para el campo grav­

itatorio [Ferraro (1999), Catren & Ferraro (2001)]. De acuerdo con este punto de vista,

debería elegirse sólo uno de los signos posibles del generador <I>¡,y no habría dos teon'as

coexistentes. Nuestros resultados, en cambio, reflejan que estamos considerando el vínculo

cuadra'tico H(z, s, wz,7r,) como el punto de partida porque nuestro formalismo requiere la

existencia de un conjunto de variables tales que el vínculo admite un tiempo intrínseco, y

al nivel de dicho vínculo no hay razón para elegir un signo para el momento no nulo 7r,.

De todos modos, debemos señalar que, como el hamiltoniano del sistema reducido es una

cantidad no nula conservada, en nuestra interpretación no hay transiciones de estados de

una hoja a estados sobre la otra hoja del vínculo, y por lo tanto ambos puntos de vista

no llevan a una contradicción esencial. Volveremos a este punto en el capitulo 5, en el

contexto de la cuantización canónica del universo de Taub.

81



4.2.3 Otros modelos anisótropos

Existen otros modelos anisótropos cuyos hamiltonianos llevan a una ecuación de Hamilton­

Jacobi aún más sencilla que las encontradas hasta aquí. Un ejemplo es el modelo de Bianchi

del tipo I con 6.-,-una matriz diagonal, cuya métrica es de la forma dada en (4.52) con

las formas lineales iguales a diferenciales de las coordenadas: ai = dz‘. La curvatura

escalar 31-2de este modelo es nula, de manera que en el caso vacío se obtiene el vínculo

hamiltoniano

'H = —1r¡21+ 7rí + 1rÏ z 0. (4.85)

Esta forma del vínculo ha llevado a una interpretación basada en la analogía con una

partícula libre relativista en dos dimensiones. De hecho, esto es correcto en el sentido de

que todos los momentos son constantes de movimiento. Sin embargo, debemos señalar que.

la ausencia de una masa (o un potencial no nulo) impide identificar a Q como el tiempo,

dado que es claro que el paréntesis de Poisson [0,71] se anula para 1m = 0. El tiempo

global debe ser extrínseco, y es fácil ver que el procedimiento de las secciones anteriores

lleva a
Q

——. 4.86
21m ( )

“a: 7ra)= _

(Pueden darse expresiones análogas en términos de fii y 1ri con la propiedad [t, 'H] > 0).

Un ejemplo menos trivial lo provee la versión homogénea del universo de Szekeres

[Szekeres (1975)]. Con una elección adecuada de las coordenadas, este modelo está. de­

scripto por la métrica espacio-temporal

ds2 = ea”) (de-r2 —dzz) —em") (e’dzí + e_pd:cz_), (4.87)

done p es una constante definida positiva que se relaciona usualmente con la presión de

la materia. Esta métrica es invariante ante traslaciones a lo largo del eje z (en su versión

original las funciones a y fi también dependen de z, de manera que el modelo no es
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homogéneo). Podemos redefinir(eP/21:+,e‘P/21:_) —>(1:,y) para. poner la métrica en la

forma axisimétrica

¿y = en“) (de-rz —¿22) —el”) (da:2+ dyz) . (4.88)

Si se desprecia la. materia en la dinámica del modelo, podemos escribir su lagrangiano

como

c = N “RM-(3g) = #56215 —2d2+ 362),

donde hemos descartado derivadas totales que contribuir-Ian con términos de superficie

(hemos usado puntos para designar derivadas respecto de 1'). Notemos que no hay términos

asociados a un potencial, pero las derivadas aparecen mezcladas, de manera que la su­

permétrica no es diagonal. Definimos entonces las nuevas coordenadas u y v tales que

a = v

fi = u —-v

Esto permite ecribir el vínculo

H = e-"+"/5 (gwfi — 15-27r3)z o, (4.89)

que es similar al de una partícula libre no masiva en una dimensión espacial, escaleado

por la función definida positiva e'“+"/5. Como el potencial es nulo, el tiempo no puede

definirse en términos de únicamente las coordenadas a licando nuestro rocedimiento
l

de des arametrización encontramos ue de endiendo de la elección de las variables de
)

separación en la ecuación ed Hamilton-Jacobi, el tiempo extrínseco puede darse como

t('u.,7ru) N u/1ru o como t(v,1r.,) N —v/7r.,.

4.3 Cosmologías de la teoría de cuerdas

Con el objeto de dar ejemplos de desparametrización y cuantización más allá de la rela­

tividad general, aplicaremos ahora las técnicas desarrolladas en las secciones anteriores a
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modelos de minisuperespacios que aparecen como soluciones de la acción efectiva de bajas

energías de la teoría de cuerdas cerradas bosónicas.

4.3.1 Acción efectiva de bajas energías

La acción del modelo a' no lineal que describe la dinámica sobre la hoja de mundo de

cuerdas sobre una variedad curva y en presencia de campos de fondo tiene la forma

1 . ,

sw. = r, / ¿”Wi (haamx)+zapata» awafixv7ra
1

+ï/dadrx/ÍR(X)45(X), (4.90)7T

donde han es la métrica sobre la hoja de mundo de la cuerda, R es el escalar de Ricci

asociado con esta métrica, 9,“, es la métrica del espacio-tiempo que fija la geometría de

fondo, BW es una 2-forma y d)es el dilatón. Estos son los campos de fondo que surgen como

estados del espectro no masivo de las cuerdas bosónicas cerradas. Aquí a,fi identifican la

hoja de mundo bidimensional, mientras que los índices ,u,u,p se reservan para el espacio

D-dimensional. El parámetro a’ se interpreta como la inversa de 1a tensión T = 1/(27ra’),

lo cual introduce la escala de la teoría a nivel cuántico.

La teoría de campos bidimensional definida por (4.90) es invariante ante transforma­

ciones de gauge de la forma

53,“, = ÜHAU— ÜVA“,

¿o = eso, (4.91)

donde A“ es un vector arbitrario y 450es un valor constante.

Definamos el tensor HW, asociado con el campo antisimétrico Bm, como sigue:

HW,p = BME”p—6,3“, + BUE,“ (4.92)

Si requerimos la invariancia de Weyl para la teoría (4.90) sobre la hoja de mundo obtenemos

RW+ vtvuqs —íHmHs‘ = o
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VóHfiuv-VJÓHJMV = 0

1

c —Vuvuqs+ www —¿HWHW = o (4.93)

donde c = 2(D —26)/(3a’). Remarquemos que estas ecuaciones están escritas hasta el

primer orden en el desarrollo en potencias de a’.

Estas ecuaciones pueden entenderse como las de Euler-Lagrange de una teoría de cam­

pos asociada con la siguiente acción:

1

Sd = 167rGN /dD:c‘/—ge"fi (-c + R + V,.d>V"d>—¿HWPHW”). (4.94)

Así, podemos interpretar 5,; como la acción efectiva de bajas energías de la teoría de

cuerdas bosónicas cerradas. De esta manera, los campos deben satisfacer la condición de

ser una solución clásica resultante del principio variacional con la acción (4.94) (al menos

al primer orden en un desarrollo en potencias de a’).

La acción puede ponerse en una forma más familiar redefiniendo

guy_' eógpu,

con lo cual se obtiene

1

5e = _ f ¿D /—_j IGFGN z g

_ 1 eqó/(D_2)

xlR’ “W 2)+mWW ‘ T HWPH‘W" .

(4.96)

Esta es la acción de Einstein-Hilbert con términos particulares de acoplamiento entre el

dilatón y el campo BW.

En el caso particular D = 4, el principio variacional 65' = 0 impuesto a esta nueva

forma de la acción lleva a ecuaciones de movimiento de la forma

VHÜ’WS+ ced’—¿(“H2 = 0 (4.97)
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Vówa + 2V542wa = o (4.98)

C 1 1

29mm" = 5 (Vflóvuó —59",,(Vó)2) +
1

Ruv - 59ml}2

1 -24) p6 1 2

+16 (HypóHu —-6-g¡“,H

(4.99)

y a las identidades de Bianchi

V[#HFP¿] = 0. (4.100)

Así obtenemos en (4.99) las ecuaciones de Einstein con una función cosmológica A(:c) =

ceM‘) y términos de acoplamiento con el tensor energía-momento de los campos de fondo.

4.3.2 Modelos cosmológicos

Las ecuaciones de Euler-Lagrange que resultan de la acción (4.94) admiten soluciones

isótropas y homogéneas en cuatro dimensiones [Antoniadis et al. (1988), Tseytlin (1992),

Tseytlin & Vafa (1992), Goldwirth & Perry (1994)]. Dichas soluciones tienen la forma de

Friedmann-Robertson-Walker

dr2

1 _ds2= N(-r)d-r2—emm + 'rzdü2+ r2 sin2üdgoz). (4.101)7'

Por otro lado, la isotropía y homogeneidad imponen al dilatón 45y al tensor Hum, las

condiciones

45 = 45(7')

Hijk = /\(T)Eijlc (4.102)

donde 6.3,.es el volumen sobre las superficies de tiempo constante y A es un número real.

El requerimiento de satisfacer las identidades de Bianchi (4.100) inmediatamente implica

que /\ no depende del tiempo.

Para /\ = 0 la acción de Einstein en cuatro dimensiones está dada por
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S-l/d‘z —Ne3n—Ï+Ïí—2 Mic-2“ 4103—2 ‘/ g N2 N2 ce e )

(aquí usaremos puntos para denotar derivadas respecto de T). Por otro lado, en el caso

k = 0 podemos escribir

1 4 30 02 ¿2 d: 2 450-2.»
SzífdmÑNe —fi+—fi—2ce —/\e . (4.104)

En ambos casos hemos absorbido el factor (87rGN)‘l mediante una redefinición de los

campos. Si ponemos la acción en la forma hamiltoniana tenemos

5 = fair [n00 + 19545—NH]. (4.105)

Para /\ = 0, que corresponde a BW igual a cero, obtenemos el vínculo hamiltoniano

H1 = ¿e40 (-1r¡2¡+n; + 2am“ —ke‘m) z 0, (4.106)

mientras que para k = Ose obtiene el vínculo

Hz = ¿6-30 (-rá + w; + 2ceen+°+ Aze'u’) a: 0. (4.107)

La forma hamiltoniana de la acción será de utilidad para nuestro analisis de la cuanti­

zación de la teon'a. La presencia del vínculo refleja que la teon'a de cuerdas presenta las

mismas simetrías de la relatividad general, y entonces el problema del tiempo en cosmología

cuántica reaparece en esta teoría.

Si evaluamos las ecuaciones (4.101) y (4.102) para el caso ísótropo y homogéneo obten­

emos

c + 6043 —602 —4'52+ 2A2e’m —6ke'm = o, (4.108)

¿(3- 3Q2 —39 = 0, (4.109)

+392 —9 —04's—ave-6“ + 2ke-2" = o. (4.110)
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Estas ecuaciones admiten soluciones clásicas que representan fases distintas de los mod­

elos cosmológicos de cuerdas. Un aspecto importante de estas ecuaciones es que existe

una dualidad-T [Veneziano (1991), Gasperini & Veneziano (1993)] reflejada en la trans­

formación Q(T) —>—Q(—T). Esta simetría provee de un punto muy importante para

justificar el estudio de la cosmología en el marco de la teoría de cuerdas: la idea de una

singularidad asociada con el big bang es sustituida por la existencia de una transición de

curvatura finita entre una fase pre-big bang y una fase post-big bang, lo cual implica una

diferencia no trivial con la cosmología standard [Gasperini (1999), Veneziano (1999)]. En

la literatura puede encontrarse un análisis bastante completo de las soluciones clásicas.

Entre estas soluciones podemos encontrar el comportamineto del factor de escala como

potencia

a,('r) E en“) = aora (4.111)

con, por ejemplo, a = -1/\/Ï, l/x/Ï, 1/3, Consecuentementepara satisfacer las ecua­

ciones (4.110), el campo dilatónica toma la forma

3

Ó(T) = 5041- a)ln(‘r) + 117'+ 450. (4.112)

Más aún, podemos encontrar un universo estático de Einstein dado por

a. = ao=\/X,

k = 1,

c = 112+?

¿(Ü = nT+<t>o. (4.113)

que es posible por la existencia simultanea del la 2-forma y del parámetro de Weyl anómalo

c [Giribet & Simeone (2001)].
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4.3.3 Acción invariante de gauge

Volvamos a los hamiltonianos (4.106) y (4.107), que reescribiremos como

1

H = 56-3“ (-73, + w; + 2am” —5mm“ + ¿“Ve-2°) (4.114)

donde las 6’s fueros introducidas para considerar los casos plano con 2-forma no nula, y

abierto o cerrado con /\ = 0. Encontraremos un tiempo global y daremos la. amplitud

de transición para los modelos cuya. ecuación de Hamilton-Jacobi es separable; algunos

resultados serán válidos también para modelos más generales [Giribet & Simeone (2001a)].

Comenzaremos nuestro análisis por la siguiente forma genérica del vínculo hamiltoniano

escaleado H E 263071 :

H = 4?, + «3+ 4Ae"n+"‘" :2:o, (4.115)

donde A es una constante real arbitraria y m 9€n. En general, este hamiltoniano no es

separable en términos de las variables originales. Entonces definimos

2

z E ( )e(n+m)(n+Ó)/2’n + m

y s ( 2 )e("-m)(“-‘)/z, (4.116)n-m

de manera que dividiendo por (n2 —m2)zy > 0 podemos redefinir

I _ H N
H=m =—7rz7ry+AN0)

cuya correspondiente ecuación de Hamilton-Jacobi resulta

awaw ,
-a—zí+A—E.

Reproduciendo los mismos pasos de la sección 4.1.3 encontramos que las variables canónicas

(Qí, P,-)están dadas por

26(n-m)(0-d>)/2
Q
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Q _ 26(n+m)(n+d>)/2 1 28(n-m)(0—42)/2
_ (n+m) P2

Po = 4(7rï —rá)e'("+m)(‘fi+n) + A,

(n_m) (¡4‘- P0)+17T(T)))

P = ¿(1ra + r¿)e’("+'")(n+‘),

donde 1] = :tl. Las coordenadas y momentos (Qi,P.-) describen un sistema de gauge

ordinario con un vínculo Po = 0 y un hamiltoniano verdadero Üf/ÜT = (1/P)(dT/dT) que

conmuta con K. Su acción es

.- _ ” ¿Q ¿(2° TIdTS[Q,P¡,N]—Ál dT.
Si escribimos S en términos de las variables originales tenemos

d dQ

S[Q,q5,1rn,1r4,,N]=/n 7r4,—qs+ 1rn—- —NH dT + B(‘r2) —B('rl), (4.119)n dT dT

donde

B(r) = 1 ("i - 7‘?)+ Ham”)1m + 1L, n - m

4Ae(n+m)(fl+dz)/2(26(n-m)(0-ó)/2 T(T))
+ 1; .

7rd,+ 7m n — m A

Como vr: = P = (1/2)(7rn + 1rd,)e’("‘+"')(n+"")/2podemos escribir

T(T)= — oP —2 ° — — .
Bm Q o A(Q nAP)

Ante una transformación generada por 'H tenemos 6,3 = —5,S, de manera que la acción

S efectivamente tiene invariancia de gauge sobre toda la trayectoria y los gauges canónicos

son admisibles.

4.3.4 Tiempo extrínseco

Un tiempo global t debe verificar [t,'H] > 0, pero como 'H = .7:(Q, 4))H’ = .7:(Q, 45)Pocon

.7: > 0, si t es un tiempo global también tenemos [t,Po] > 0. Dado que [Q°,Po] = l, se

puede identificar un tiempo extrínseco imponiendo un gauge de la forma

x E Q0 —T(-r) = 0
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y definiendo

Obtenemos así
46710 +1114:

t(Q,gó,7rn,7rÓ) = (4.120)
('rn - n)(7rn + MY

Usando la ecuación de vínculo (4.115) podemos escribir

1l’ - 7l'n

“WW=¿TH­

Para el hamiltoniano escaleado H = 263071con k = /\ = 0 tenemos 4A = 2C, n = 6, m = 1,

y el tiempo es

O 4CBÜ+Ó 2t = —————. 4.1 1
( )Óy7rn)7rd>) sora +1rú) ( )

Podemos volver al vínculo H con k 7€'0 y evaluar [t, H]. Para un modelo abierto (k = —1)

un cálculo sencillo muestra que [t, H] > O tanto para c < 0 como para c > 0. En el caso

k = 1, en cambio, un tiempo global es

throw) = ¿(n —1m)
5C

si c < 0.

Para el vínculo con c = k = 0 tenemos 4A = A2, n = 0, m = —2,y el tiempo extn'nseco

resulta
26’“

t(Q,d>,1rn,7r¿) = —7rn+ 7ra. (4.122)

Si entonces consideramos c ¡É 0 y calculamos el paréntesis [t,H] encontrarnos que es

definido positivo si c < 0. Luego el tiempo (4.122) también es un tiempo global para este

caso. De hecho, podemos dar una prescripción sencilla para determinar si un tiempo para

un dado hamiltoniano es también un tiempo para un vínculo más general. Como definimos

H’ = g‘¡(q)H con g > 0, y dado que P0 E H’, entonces t E Q0 cumple [t,H'] = 1 (y

por lo tanto [t,H] = g > 0 sobre H = 0). Si consideramos un hamiltoniano extendido
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H = g(q)H’ + h y calculamos el paréntesis, obtenemos

[t, ¡{J = g + H’[t,g] + [t,h].

Usando Ñ z 0 resulta la condición

[LPI] = g —g-1h[t,g] + [t,h] > 0

sobre la nueva superficie de vínculo para que t sea un tiempo para el sistema descripto

por H. Para el sistema asociado al vínculo (4.115), de (4.116) y (4.117) tenemos que

g = 4e"n+’“4’;si agregamos un término de la forma h = ae'm'“ a H la condición de más

arriba queda como

N e’n+‘d’ (n + m) — (1' + 3)

m(7rd, + 7ra)2 n —m
> —1.

Este análisis puede ser útil, por ejemplo, en el caso de que un desarrollo ulterior de la

teoría más allá de la aproximación de bajas energías provea de un potencial efectivo para

el dilatón, que debería incluirse en el hamiltoniano en una descripción de los estados más

tempranos del universo.

4.3.5 Tiempo intrínseco e integral de camino

Sobre la superficie H’ = Po = 0 los términos B(-r) claramente se anulan en el gauge

_ o T(T)_
x=nQ — AP _o (4.123)

que equivale a T(-r) = i2(m —n)‘1Ae(“"“)(n“)/z, y por lo tanto define r = 710,45). Dado

que Q°P = —y(Q,45),se puede definir un tiempo intrínseco

t E nQoP/2

si elegimos apropiadamente 17.Tenemos

[t,H’] = g[Q°P,Po] = gp,
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y dado que P = 7r,,entonces para asegurar que t es un tiempo global debemos elegir

1]= sign(7r,) = sign(7rn + 7g).

Si A > 0 entonces I7rnl > ¡7rqu(de modo que sign(1r,) = sign(7rn)) y la. superficie de

vínculo se separa en dos hojas identificadas por el signo de 1rn; si A < 0 entonces I1r¿.I> [vrn|

y las dos hojas de la superficie de vínculo están dadas por el signo de 7ró.Por lo tanto para.

A > 0 el tiempo extrínseco es

t“), = (m1 n) sign(7rn)e("_m)(n—Ó)/2, (4.124)

y para A < 0 obtenemos

t(Q,d;) = ( 1 )sign(1r¿)e("'m)(n"t)/z. (4.125)m —n

Para el vínculo con lc = /\ = 0 el tiempo intn'nseco es

1

t(Q,qS) = —Esignürnkun-"W2 c > 0,

l
t(Q,q5) = —g.sign('rr‘¡5)es(n"¡0/2 c < 0.

Evaluando [t, H] para H con k 7€0 encontramos que el tiempo para c > 0 es también un

tiempo global para el modelo abierto (k = —1),y que el tiempo para c < 0 lo es también

para k = 1.

En el caso del vínculo con c = k = 0 obtenemos

= __2]:5ign(1r0)e(n_tb))

y un cálculo simple muestra que éste es también un tiempo global para c > 0.

Dado que mostramos que existe un gauge tal que T = -r(q") y en el que se anulan los

términos de superficie, podemos obtener la amplitud de la. transición ¡91,421) —->Iflz, (#2)

mediante una integral de camino en las variables (Q‘, P.-)con la acción (4.118). La integral
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es invariante de gauge, de manera que la podemos calcular en cualquier gauge. De acuerdo

con (??), sobre la superficie P0 = 0 y con la elección de gauge (4.123), la amplitud es

T2

(¿handbag = /DQDP exp (PdQ—%dT)], (4.126)
donde

T, z i( A )e<»-mxn.-«s.m17.
m­

(a. = 1, 2); como sobre la superficie de vínculo y en el gauge (4.123) es Q = z, entonces

QC.= ( 2 )e<n+m><°«+mm.n+m

Para el hamiltoniano con /\ = 0 y curvatura nula tenemos Ta = 42(c/5)es(n“‘Ó“)/2, y

Qu = (2/7)67(n°+°°)/2. En el caso c = k = 0 es Ta = —(/\2/4)e(n“‘°°) y Q, = —e‘(n"+4’“).

Después de fijar el gauge hemos obtenido la integral de camino para un sistema con un

grado de libertad fi'sico. Un punto interesante es el siguiente: aunque hemos identificado

el tiempo como una funcion de ambas coordenadas ó y Q encontrarnos que, dependiendo

del signo de A, también Q o 45por separado pueden utilizarse como tiempo. Para A > 0

tenemos 7m 750 y para A < 0 tenemos 1m760, de manera que también podemos definir

t; = —Qsign(1rn) A > 0,

t; = +453ign(1r¿) si A < 0.

Esto puede hacer más clara la interpretación de la amplitud (452,02|431,01)dada por

(4.126).

Señalemos que en el caso particular /\ = 0, k = —1,c = 0, obtenemos un hamiltoniano

análogo al de la sección 4.1.2,

1

'H = Ee_m(—1r¡2¡+ ri) + en z 0.

Este modelo puede ser desparametrizado y cuantizado en la misma forma que antes, de

manera que podemos definir el tiempo como

t = -Qsign(7rn),
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mientras que el propagador infinitesimal puede ser calculado explícitamente, y cuando se

lo escribe en términos de las funciones de Hankel resulta

(452,91+ ¿“51,91) =
e eznli—H{”(2emu/ez —(452—¿1)2).

52 " (452 — ¿1V

Como antes, el doble signo corresponde a las dos hojas de la superficie de vínculo dadas por

el signo de 1m. (Obsérvese que este prodcedimiento tiene el problema antes mencionado

de un potencial dependiente del tiempo).

4.3.6 Resumen

Hemos así analizado modelos de la teoría. de cuerdas de dos clases: 1) modelos con un

campo dilatóníco homogéneo y campo antisimétrico BW nulo (A = 0); 2) modelos que

representan universos planos (k = 0) con un campo dilatónico homogéneo y campo anti­

simétrico no nulo. Para todos los casos considerados logramos identificar un tiempo global.

Podemos resumir los resultados así:

o Cuando /\ = 0 el hamiltoniano tiene la forma

H _l —3n(_2+ 2+2 60+ó_k m)N01 _ 2a 1rn 7rd, ce e N .

y los tiempos para los distintos casos están dados por

4860+Ó

¿(9,45,7m,7ra)= -m k=—1,0

2

¿(10,7%)= ¿(“a - 7ra)

_ siC>0’k=_1’0
’ _ —(1/5)sign(1r¿,)es(n-ó)/2 Si c < 0’ k = 0,1.

. c>0,k=—1,0
Sl c<0,k=0,1

o En el caso k = 0, el hamiltoniano toma la forma

1

'Hz = Ee’sn (—1r¡?¡+r; + 2cem'Hs + ¡Ve-24’) z 0.
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Para estos modelos podemso clasificar los timepos como sigue:

Q 2e'24’ <
t( Jóiïnywó)__1rn+1ró C_0

2

t(1rn,7rd,) = A—2(7r¿— 7ra) c 2 0

¿(9,49 = -%sign(1rn)e(n—°b) c z o.

El tiempo intrínseco para el caso k = 0, A = 0 es un tiempo también para k = 1, c < 0

and for k = —1, c > 0. El tiempo extri'nseco identificado para el caso k = 0, /\ = 0

también permite desparametrizar el modelo más general con curvatura no nula. Cuando

tanto /\ como c son no nulos, los modelos admiten como tiempo global los encontrados

para el caso c = 0.

Hemos restringido nuestro análisis a los aspectos formales de la cuantización de minisu­

perespacios. Una discusión completa acerca de los límites de dicha aproximación, así como

de la aplicación de nuestro método a las cuestiones relacionadas con los nuevos escenarios

para el universo temprano que propone la teoría de cuerdas, está. fuera del alcance de este

trabajo.
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Capítulo 5

Cuantización canónica

En esta parte estudiaremos la cuantización canónica de modelos relativistas y de la teon'a

de cuerdas. Además de dar un breve repaso de diferentes procedimientos ya. conocidos,

nuestro objetivo es ahora mostrar cómo los desarrollos de los capítulos previos pueden ser

de utilidad en el contexto de la obtención de una función de onda para minisuperespacios.

Comenzamos por revisar un análisis de un modelo isótropo tratado por Halliwell con el

fin de discutir la obtención de soluciones aproximadas, válidas en diferentes regiones del

espacio de fases. Continuamos con una formulación basada en una ecuación de Schródinger

para modelos isótropos con diferentes campos acoplados con la métrica, y que son reducidos

por medio del fijado del gauge. Luego analizamos diferentes tratamientos del modelo

de Taub, con y sin desparametrización previa, incluyendo una solución posible para el

problema de las condiciones de contorno. Esto sirve como introducción para presentar

nuestra propuesta de una ecuación de Wheeler-DeWitt para este modelo trabajando con

una definición formalmente correcta de tiempo, de manera que se obtiene una función de

onda en la cual la noción de evolución es clara y el producto interno entre los estados

puede definirse correctamente; en particular, mostramos que en nuestro tratamiento el

papel de los momentos queda confinado a aparecer en la variable temporal. Finalmente,

resolvemos la ecuación Wheeler-DeWitt con una coordenada en el papel de tiempo global

para una forma genérica de modelo isótropo de la teon'a de cuerdas, y estudiamos la
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elección de las soluciones físicas a partir de la existencia de un límite libre de la teoría;

también estudiamos la posible cuantización vía una ecuación de Schródinger para estos

modelos, y analizamos la relación entre una elección correcta de tiempo y la obtención de

una cuantización unitaria.

5.1 Soluciones aproximadas de la ecuación de Wheeler­
DeWitt

Consideremos el vínculo hamiltoniano de un modelo cerrado (k = 1) isótropo y homogéneo,

con un campo escalar 45y constante cosmológica nula; supongamos una dependencia

genérica del potencial con 45,digamos V(43). La ecuación de Wheeler-DeWitt que se

obtiene reemplazando p —->——i6/6q(y considerendo el ordenamiento trivial) es

az az V 6“ “wn —0 51W-aTszi' (We ’e (,Ó)-- (-)

Halliwell ha analizado la región del espacio de fases tal que |V’/VI << 1 y ha encontrado

soluciones cuya variación con el campo escalar es pequeña, de manera que la derivada

rspecto de 45puede despreciarse. En la región en la cual el factor de escala es pequeño las

soluciones WKB tienen la forma exponencial [Halliwell (1990)]

140,45)N exp(iav¿w)(1— ¿"mw/2) , (5.2)

y se asocian con una región clásicamente prohibida. Cuando el factor de escala es grande,

las soluciones WKB tienen la forma oscilatoria

‘I'(Q,45)N exp (2ta z (emV(qS)-1)3/2) . (5.3)V015)

La última corresponde a la que usualmente se considera la región clásicamente permi­

tida. Ambas clases de soluciones pueden conectarse en la forma WKB usual. En el

caso ¿ml/(da) << 1 puede mostrarse que la función de onda oscilatoria está “concentrada”
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alrededor de una solución de la forma

) ÓNÓO)

que corresponde aun comportamiento inflacionario. (Para. el caso V(ó)=0 se puede en­

contrar una solución exacta en la. forma de una combinación de funciones de Bessel mod­

ificadas; considerando su comportamiento asintótico podrían compararse con la solución

aproximada. Este es también el caso si V(45)=0en un modelo plano (k = 0) con constante

cosmológica no nula). Notemos que, dependiendo de la forma de V015),las regiones consid­

eradas por Halliwell podrían relacionarse con aquellas a las cuales deberíamos restringir el

análisis si uisiéramos definir un tiem o intrínseco “local” esto es no válido lobalmente.
) )

5.2 Fijación del gauge y ecuación de Schródinger para
modelos isótropos

Un enfoque interesante en el marco del formalismo canónico es el presentado en [Cavaglia et

En una línea próxima a la de Barvinsky y Ponomariov [Barvinsky & Ponomariov (1986)],

se reduce el sistema dando un grado de libertad en términos de los restantes y del parámetro

T, y se define un hamiltoniano no nulo que los autores denominan “efectivo”; este hamil­

toniano puede depender, en general, del parametro temporal. El criterio para la elección

del gauge que da un grado de libertad en función de los otros es la simplicidad del hamil­

toniano del sistema reducido. Una vez que se ha llevado a cabo la reducción, entonces el

sistema se cuantiza en el espacio reducido mediante una ecuación de Schródinger.

Los autores analizaron un universo de Friedmann-Robertson-Walker con matyeria en

la forma de un campo escalar conforme (CS) y un campo SU(2) de Yang-Mills (YM)

[Cavagliá & De Alfaro (1994)]. Definen el hamiltoniano correspondiente a cada campo

como

Hcs ¿(Tri + V(X))
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HYM= á + V(€)>,

de modo que si Han es el hamiltoniano del campo gravitatorio puro, el vínculo es

_HGR + Hcs + HYMz 0. (5.4)

Se utilizan entonces diferentes gauges y se exploran las diferentes ecuaciones de Schródinger

que resultan. Para un gauge en términos del campo gravitatorio como [Filippov (1989)]

+ 1 n t 07r —e co 7' =
n 12

se obtiene la ecuación

. a187W(€1X)T)=(HCS
Su solución da una función de onda para ambos campos de materia. Una elección bastante

diferente conecta al tiempo con el campo escalar conforme:

1rx — x cot 1' = 0.

Este gauge lleva a una ecuación de Schródinger para la métrica y el campo de Yang-Mills:

. 6

25W(6,Q,T) = (HYM- HGR)‘I'(E,Q,T). (5.6)

Una solución explícita se da para el caso sencillo de un universo cerrado con un campo

escalar field d)tal que V(qS)= 0. La condición de gauge

1r -12ensinh L) = 0" (¡a
da la ecuación

(¿f-T=F ‘I’(d>,T)= 0 (5-7)

para el único grado de libertad físico d). Las soluciones son de la forma

‘I’(d>,T) = f(Ó i T)- (5-8)
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Una solución particular es \I'(45,T)= Ae‘wifwz", la cual representa un universo cuya

probabilidad máxima sigue el camino clásico 45= :l:T.

Obsérvese que si las condiciones de gauge estuvieran bien definidas globalmente, de

manera que las variables involucradas en la fijación del gauge definieran un tiempo global,

este procedimiento seria en cierta medida similar al que daremos en la sección 5.3.3 para

el modelo de Taub (ver más abajo).

5.3 El universo de Taub

5.3.1 Procedimiento usual

En la literatura pueden encontrarse diferentes soluciones para el universo de Taub. Un

ejemplo importante entre los que no parten de una desparmetrización previa es la solución

encontrada por Moncrief y Ryan [Moncrief & Ryan (1991)] en el contexto de un análisis

del modelo de Bianchi del tipo IX con un ordenamiento general de los operadores en el

vinculo hamiltoniano [Hartle & Hawking (1983)]. En el caso del ordenamiento más trivial

se resuelve la ecuación de Wheeler-DeWitt para obtener un afunción de onda que se da

en la forma de una integral

\I'(Q,fi+) = focodwF(w)K.-w(¿em-45+) Km, (¿em-5+), (5.9)

con Ki“ funciones de Bessel modificadas de argumento imaginario (las funciones modi­

ficadas I son descartadas porque no se comportan bien para. fi+ —>:lzoo). En el caso

particular en que F(w) = wsinh(1rw) se muestra que la función de onda puede escribirse

en la forma (véase también [Martinez & Ryan (1983)])

‘II(Q).B+)= R(Q)B+)e_s

5 = ¿em (e43+ + 285+).
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Una característica. importante de esta función de onda es que para valores de Q cercanos

a la singularidad (esto es, el factor de escala cercano a cero) la probabilidad se dispersa

sobre todos los grados de anisotropía dados por fi+, mientras que para valores grandes del

factor de escala la probabilidad se concentra alrededor del universo isótropo cerrado de

Friedmann-Robertson-Walker.

5.3.2 Condiciones de contorno y ecuación de Schrodinger

Una aproximación al problema bastante diferente, que comienza por la identificación de

un tiempo global puede encontrarse en un trabajo reciente [Catren & Ferraro (2001)], en

el cual los autores obtienen una ecuación de Schródinger y sus soluciones son utilizadas

para seleccionar un subconjunto de soluciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt. La idea

subyacente es que el vínculo típico de un sistema parametrizado, lineal en el momento

conjugado al tiempo, se encuentra escondido en el formalismo de la gravitación. Esto

constituye una extensión de la analogía (que nosotros ya utilizamos más arriba) entre

el reloj ideal y modelos isótropos vacíos [Beluardi & Ferraro (1995), Ferraro (1999)]: El

vínculo del reloj ideal

H = pg —tz k 0

lleva a la ecuación de Schródinger

13%; = —t2‘II (5.11)

que es tipo parabólico, y tiene la única solución ‘I' = cua/3. Como primer paso para obtener

el vínculo de un minisuperespacio se lleva a cabo la transformación canónica Q = pt,

P = —t, tal que

'H = -P2 + Q a: 0.

(El hamiltoniano de modelos isótropos vacíos resulta de la segunda transformación Q =

(¡(9), P = wn(dl7/dQ)‘1, con 17el potencial definido en la sección 3.4.3). La ecuación
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diferencial asociada. al vinculo es ahora de tipo parabólico:

3-3; + Q‘IJ= 0. (5.12)

Como esta ecuación es de segundo orden, tiene dos soluciones independientes, que son las

funciones de Airy Ai(—Q) y Bi(—Q). El punto central es que mientras Bi(—Q) diverge

para Q —>—oo, Ai(—Q) se comporta. bien (de hecho, se anula) en ese límite, y es la

transformada de Fourier de la solución (5.11). Esto provee de un criterio para seleccionar

soluciones de la ecuación hiperbólica: las soluciones fisicas serian las que se encuentran en

correspondencia con las de la ecuación de Schródinger.

Esta linea se sigue entonces para cuantizar minisuperespacios con grados de libertad

verdaderos. En el caso del modelo de Taub, los autores parten de un hamiltoniano como

el de la (4.71) (con una. elección diferente de las constantes) y resuelven una ecuación de

Wheeler-DeWitt

(6-2 —a; —le“ +ge2y)‘11(z,y)= o. (5.13)

Obtienen soluciones de la forma

W =[Más“mean
x [c(w)L-u/2(¿621) + ¿(W)Kiu/2 (¿83” )

(5.14)

donde I y K son las funciones de Bessel modificadas. Entonces consideran una trans­

formación canónica análoga a la (4.73) pero solamente con el signo menos, de modo que

el momento 7r, es definido negativo, y el tiempo es t = s; luego, en la ecuación . (4.75)

el primer factor es definido positivo, y el segundo es un vínculo lineal en 7r, = 1r, que

incluye un hamiltoniano verdadero h. = w: + (1/9)e4" que no depende del tiempo (esta

propiedad hace posible la equivalencia del vínculo lineal y el vínculo cuadrático original;
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ver más adelante). Este vínculo lleva a la ecuación de Schródinger

1 2

ig‘lfiat) = (-aLï-z+ ge“) / What). (5.15)

Esta ecuación permite proponer soluciones de la forma N ó(:c)e"“‘. De acuerdo con

esta interpretación, la contribución de las funciones I¿w/2((1/6)e2‘) es descartada, porque

divergen la región clásicamente prohibida asociada con el potencial exponencial ge“; las

funciones I¿w((2/3)ey), en cambio, no se descartan, porque en este marco la coordenada

y se asocia con la definición del tiempo. De hecho, transformando las soluciones de la

ecuación de Wheeler-DeVVitt se muestra que las que corresponden a las soluciones de

la ecuación de Schródinger son precisamente las funciones I¿w((2/3)ey), mientras que las

K¿w((2/3)ey) deben descartarse porque no pueden asociarse a estados de energia definida

del hamiltoniano verdadero h. Es interesante señalar que las funciones en el subespacio

elegido no decaen en la zona clásicamente prohibida (nótese la diferencia con el resultado

de la sección precedente).

5.3.3 Ecuación de Wheeler-DeWitt con tiempo extrínseco

Consecuentemente con nuestros análisis previos, nuestra idea es ahora aplicar algunos

resultados de la propuesta de desparametrización de los capítulos precedentes en el pro­

cedimiento canónico de cuantización. Comenzamos entonces con una forma del hamil­

toniano tal que un tiempo global se identifica fácilmente entre sus coordenadas; esto se

refleja en la ecuación de Wheeler-DeWitt correspondiente, y por lo tanto la función de

onda contiene una noción clara de evolución y podría interpretarse como es usual en la

mecánica cuántica ordinaria (véase, sin embargo, la Discusión más adelante). Respecto de

la solución de Moncrief y Ryan, nuestro tratamiento tiene esta ventaja, y además la de

que el producto interno entre los estados obtenidos puede definirse correctamente al estar

identificada la coordenada que debe mantenerse constante al efectuar la integración.

104



El vínculo (4.74) permite definir inmediatamente el tiempo como

t = —ssign(7r,).

Como mostramos en la sección 4.2.2, este tiempo se obtiene de un gauge canónico sencillo,

que en las variables (¡í tiene la forma s = nT(-r), 1] = il. Con la sustitución usual

pk —>—i3/3q" obtenemos la ecuación de Wheeler-DeWitt

l 4:
— —— ——e ‘II(:c,s) = 0. (5.16)

Si proponemos una solución de la forma ‘I’(z,s) = A(:c)B(s) obtenemos

1am 14,_ 2 1323
A622 9 ‘” =EÑ' (5'17)

La ecuación para B se resuelve fácilmente, y sus soluciones son de la forma eii“; para

determinar A hacernos la sustitución u = (1/6)eh que conduce a

(92A 1 (9A wz_ __ _ _ _ A= 0. 5.18
Üuz u. au (1 411.2) ( )

Esta. es una. ecuación de Bessel modificada con 1/2 = —w2/4, cuya solución es una com­

binación de funciones de Bessel modificadas L, y Ku (hemos adoptado la convención de

[Gradshteyn & Ryshik (1965)]). Por lo tanto la ecuación de Wheeler-DeWitt tiene el con­

junto de soluciones [Giribet & Simeone (2001c)]

www, s) = [a(w)e‘“ + b(u)e-"W](¿82%
(5.19)

donde is es un tiempo global. El resultado puede entenderse como un conjunto de solu­

ciones de energías positivas y negativas; esta posibilidad se relaciona con que el potencial

no depende del tiempo (la contribución de las funciones LW; debería decartarse porque

no se comportan bien para valores grandes de 1:).

105



Hay dos aspectos que merecen cierto análisis: El primero es que hemos elegido la

constante de separación como —w2;de haber elegido una constante positiva la forma

funcional de las soluciones hubiera sido distinta. La razón para nuestra elección es la

analogía formal entre el vínculo del modelo de Taub en las variables (z,s,1r,,7r,) y el

vínculo de algunos modelos de la teoria de cuerdas, para los cuales tenemos un criterio

natural para elegir una clase de soluciones (ver más adelante). El segundo es que no hemos

descartado las soluciones de energía negativa; esto habría sido equivalente a elegir una hoja

de la superficie de vínculo. Como ya señalamos en el contexto de la cuantización vía integral

de camino, una vez que hemos decidido trabajar y dar los resultados en términos de las

variables (:c,s,1r,,,1r,) no hay razón para elegir un signo para el momento 7r,. Si tomarnos

la forma cuadratica del hamiltoniano como una propiedad esencial de la gravitación, sólo

deberíamos admitir transformaciones canónicas que lleven a un vínculo equivalente al

original; luego, ambos signos de la generatriz deben considerarse simultáneamente para

garantizar que ambos vínculos dan como resultado ecuaciones diferenciales con el mismo

número de soluciones.

La mitad de las soluciones de nuestra ecuación de Wheeler-DeWitt corresponde a las de

la sección precedente, que resultan de una ecuación de Schródinger. Nuestro procedimiento

permite obtenerlas sin necesidad de definir la acción del operador dentro de una raíz

cuadrada, sino sólo con el ordenamiento trivial. La principal ventaja no es esa, sin embargo,

sino la generalidad del método, del cual carece el anterior, como veremos más adelante.

La solución puede extenderse facilmente al caso en que se incluye materia en la forma

de un campo escalar cuya masa puede despreciarse en la dinámica. La adición en el

hamiltoniano del correspondiente término w; sólo modifica el resultado (5.19) en un factor

oscilante que depende de d),de manera que las soluciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt

WW.p(3:Ó,3) = [a(a)e‘°"+b(a)e—ia.]
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X [f(p)ei"” + 9(P)e"’°]

x [c(w)I,-w/2(¿ezü + d(w)K,-w/2(¿ehfl .

(5.20)

donde a = Comomostramosen el capítulo4, la coordenadas siguesiendo

un tiempo si está presente un campo no masivo; por lo tanto la función de onda. sigue

conteniendo una noción clara de tiempo.

Un punto para señalar es que en esta descripción el papel de los momentos originales

(inevitable, dada la. topología de la superficie de vínculo en las variables originales) queda

restringido al tiempo global s = :tarcsenh(%(1rn + 1r+)e(‘m+fi+)); las otras coordenadas

que aparecen en la función de onda son funciones simples de solamente las coordenadas

originales.

5.4 Cosmologías de la teoría de cuerdas

Como señalamos anteriormente, la cuantización de modelos de la teoría de cuerdas es de

interés no sólo por las mismas razones de los modelos relativistas, sino también porque

permiten descripciones conceptualmente nuevas de los estados más tempranos del uni­

verso. Sin embargo, en el contexto del presente trabajo, estamos interesados principal­

mente en cuestiones formales, y en este sentido analizaremos los modelos para obtener

una mejor comprensión de las posibles clases de soluciones de la ecuación de Wheeler­

DeWitt. También usaremos estos modelos para reproducir y ampliar un análisis de Hájícek

[Háji'cek (1986)] en términos de una. ecuación de Schrodinger, con lo que ilustraremos al­

gunas dificultades que se encuentran en la búsqueda de una cuantización unitaria por este

camino.
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5.4.1 Ecuación de Wheeler-DeWitt

Comenzaremos por encontrar soluciones de la ecuación de Wheeler-DeWitt para modelos

cosmológicos en los casos particulares en que el hamiltoniano escaleado tiene la forma

H = —1r¡?¡+vr; + 4Aenn+mó. (5.21)

Esta forma genérica incluye los siguientes casos: {2A = c, 'n.= 6, m = 1}, {4A = A2,n = 0,

m = —2}y el mencionado {4A = —k, n = 4, m = 0}. Definimos ahora las variables a: e y

como

l

a: E 5 (nO + mqb)
1

y E í(m0+nqó). (5.22)

Dado que para los modelos de esta teon'a tenemos n > m, podemos reescalear el hamilto­

niano en la forma siguiente

H —» 2 4 2H (5.23)n —m

y por lo tanto obtener el vínculo equivalente

H = —1r:+ r; + (62’ (5.24)

donde C = 16A/(n2 —m2). Ahora definamos u = ICIe‘. En términos de u e y podemos

escribir la ecuación de Wheeler-DeWitt en la forma

d2 d d2
2 - 2 _ _ —_ .2

(u —du2+u-du + szgn(()u dyz) ‘Il(u,y) 0 (5 5)

ESsta ecuación claramente admite un conjunto de soluciones del tipo ‘Il = A(u)B(y);

volviendo a la variable 1:,para el caso sign(() > 0 obtenemos

my) = [a+(w)e‘w+a-(w)e-‘“y]

x [b+(w)Jt( ICIe’)+ b-<w)N¡ < mew],

(5.26)
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donde Jiu, y Ni“, son las funciones de Bessel y Neumann de orden imaginario respectiva­

mente; para el caso sign(C) < 0, las soluciones son de la forma

1,43)?!) = [a+(W)€íuy+a_(w)e-iwy]

x [b+(w)1¡u(\/I—C_le=) + b_(w)K‘-w( ICIe=)] ’

(5.27)

donde 11-“,y Km, son, como antes las funciones de Bessel modificadas. En el caso C < 0

el momento 1ryno se anula sobre la superficie de vínculo; entonces, a menos de un signo

definido por el signo de 1ry,la coordenada y es un tiempo global, y podríamos separar las

funciones en (5.27) como soluciones de energías positivas y negativas. En el caso C > 0

el tiempo es :tz, y la posibilidad de una interpretación tal ya no resulta clara: en lugar

de los factores usuales N e"M asociados con estados de energía definida, para C > 0 la

dependencia temporal aparece en el argumento de las funciones de Bessel.

Notemos que la forma de las soluciones está. determinada por el hecho de que, para

obtener la solución libre de la ecuación de Wheeler-DeWitt en el límite A —>0, tenemos

que considerar el subconjunto w E R en las soluciones de la ecuación de Bessel resultante

[Giribet & Simeone (2001c)]. Esto es equivalente a la elección de la constante de separación

igual a —w2/4 en el caso del universo de Taub. Si bien el límite libre (potencial nulo)

no tiene significado para el modelo de Taub, queremos obtener soluciones análogas para

hamiltonianos de formas similares.

Es interesante observar que si sustituimos gbpor fi y ponemos A = —1/4, n = 4 y

m = 2 en el hamiltoniano (5.21), obtenemos el universo de Kantowski-Sachs. Por lo tanto

las soluciones halladas (5.27) incluyen las de este modelo, con la coordenada y = 4Q + 2fi

jugando el papel de tiempo.
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5.4.2 Ecuación de Schrüdinger

Hemos visto que, dependiendo del signo de la constante Cen el vínculo (5.21), estos modelos

admiten como tiempo global las coordenadas :co y. En el caso C > 0 el tiempo es t = ias,

de manera que siguiendo la referencia [Hájícek (1986)] podemos definir los hamiltonianos

reducidoscomohi = im, y escribirlasecuacionesde Schródinger

a 32 “2

¿E‘Il(z,y) = 43(-a—y2+ Ce") ‘Il(:c,y) (5.28)

(notemos que en este caso obtenemos un potencial dependiente del tiempo). Si, en cambio,

es C < 0, el tiempo es t = :ty y los hamiltonianos reducidos correspondientes a cada hoja

de la superficiedevínculosonhi = im; lasecuacionesde Schródingerasociadas

SOI].

á a2 “2

iE‘I’Üw)=x (-w — my). (5.29)
De acuerdo con [Hájícek (1986)], tanto para C > O como para C < 0 tendríamos un par

de espacios de Hilbert, cada uno con sus correspondientes funciones de onda. Esto es

análogo a la obtención de dos propagadores, uno para cada teon'a disjunta, mencionado en

el contexto de la cuantización vía integral de camino. En ambos casos el hamiltoniano es

real, de manera que el operador de evolución es autoadjunto y la cuantización resultante

es unitaria. Notemos que un punto crucial ha sido la elección correcta del tiempo; una

elección equivocada, como por ejemplo t = :tz en el caso C < 0, lleva a un hamiltoniano

imaginario para el sistema reducido, y se obtiene una teoría no unitaria.

Hay un punto muy importante, sin embargo, que debe ser señalado. Para cada caso

C < 0 y C > 0 el vínculo puede escribirse como el producto de dos vínculos lineales, y cada

uno de estos vínculos lleva a una ecuación de Schródinger. En el caso C < 0, t = :ty, las

dos ecuaciones de Schródinger son equivalentes a la ecuación de Wheeler-DeWitt, ya que

provienen de hamiltonianos clásicos que en su versión cuántica en términos de operadores

tienen la misma forma. Esto es así porque el potencial en el hamiltoniano reducido es
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independiente del tiempo. En el caso C > 0, en cambio, tenemos t = :tzc y el potencial

depende del tiempo. Por lo tanto el producto que llevaría a dos ecuaciones de Schro'dinger

se escribiría:

H: (-7r=+‘/1r:+Ce2=) («2+‘/7r3+Ce2=) 20. (5.30)

A nivel clásico este producto es equivalente al vínculo (5.21); pero en sus versiones como

operadores ambos vínculos difieren en términos correspondientes a conmutadores entre 7r=

y el potencial (e23. Luego, dependiendo de cuál de los dos hamiltonianos clásicamente

equivalentes tomamos como punto de partida, obtendríamos diferentes cuantizaciones;

buscar una correspondencia entre las soluciones de Schródinger y de Wheeler-DeWitt,

como se ha hecho para el modelo de Taub, carece entonces de sentido. Notemos que

esta peculiaridad surge en el caso en el cual la ecuación de Wheeler-DeWitt tiene una

solución en la cual la identificación de estados de energías positivas y negativas no es

evidente (véase la sección anterior). No está. del todo claro por qué deberíamos preferir

una cuantización ante la otra; sin embargo, la elección usual es la de las soluciones de la

ecuación de Wheeler-DeWitt.
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Capítulo 6

Discusión

La dificultad para definir un conjunto de observables y una noción de evolución dinámica

en una teoría en la cual el espacio-tiempo es en sí mismo una varaibles dinámica, como

es el caso de la Relatividad General, lleva al problema del tiempo en cosmología cuántica.

En el formalismo hamiltoniano para el campo gravitatorio esta. dificultad se refleja en el

hecho de que la evolución dinámica puede ser reproducida por transformaciones de gauge

generadas por el vínculo hamiltoniano H = 0. Como la función de onda del universo debe

ser una solución de HW = O,entonces da solamente una correlación entre las coordenadas,

pero carece de una noción de evolución. Además, la ausencia de una distinción entre

verdaderos grados de libertad y tiempo dificulta definir un producto interno conservado

entre los estados cuánticos.

Esta situación ha llevado a diferentes programas de desparametrización o reducción

a los grados de libetad físicos como paso previo a la cuantización, como por ejemplo

[Hájícek (1986), Barvinsky & Ponomariov (1986), Barvinsky (1986), Barvinsky (1993), Kuchaí' (

Wald (1993), Higuchi & Wald (1995), Cavagliá et al. (1995), Beluardi & Ferraro (1995),

Ferraro (1999), Simeone (1999)]. La dificultad práctica encontrada al intentar construir

el espacio de fases reducido ha llevado a algunos a abandonar el intento, y a sugerir que

la separación entre variables dinmicas verdaderas y tiempo puede ser imposible de re­

alizar en la teoría completa. Sin embargo, las cosas son diferentes en la aproximación
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de minisuperespacio, donde se trabaja con modelos con un número finito de grados de

libertad. Aquí hemos presentado una propuesta basada en la identificación de un tiempo

global comenzando por transformar la acción de modelos cosmológicos en la.acción de un

sistema de gauge ordinario, para luego imponer condiciones de gauge canónicas. Los mod­

elos así desparametrizados pueden ser entonces cuantizados tanto con el prodedimiento

de integral de camino de Fadeev-Popov como con el procedimiento canónico de Dirac­

VVheeler-DeWitt. En el primer caso se obtiene un propagador para el sistema reducido

con una noción de tiempo formalmente correcta; en el segundo caso, el resultado es una

función de onda con una noción de evolución y la existencia de un producto interno bien

definido. Hemos sugerido que, mientras la noción de tiempo más natural debería ser la de

tiempo extn'nseco, la mejor elección para nuestros propósitos es la de un nuevo conjunto de

variables canónicas tales que el tiempo puede darse en términos de sólo las coordenadas.

Hemos comenzado por definir un tiempo y la forma reducida de la integral de camino

para un sistema parametrizado genérico cuyo hamiltoniano cuadrático tiene asociada una

ecuación de Hamilton-Jacobi separable, y hemos ilustrado nuestro procedimiento con sis­

temas simples como la partícula libre relativista y el reloj ideal. Luego hemos estudi­

ado modelos cosmológicos relativistas isótropos y anisótropos, así como modelos de la

teoría de cuerdas de bajas energías; los models han sido elegidos principalmente para

ilustrar las soluciones a los diferentes problemas técnicos que presenta. la teon'a. Una

restricción importante para la aplicación de nuestro método es la separabilidad de la

ecuación de Hamilton-Jacobi asociada con los vínculo (si bien en algunos casos hemos

podido extender la definición del tiempo a modelo no separables); no hemos estudiado

aquí el problema general de la separabilidad, sino que lo hemos analizado en forma

particular para cada modelo considerado. Una discusión acerca. de modelos separables

puede encontrarse, por ejemplo, en [Salopek & Bond (1990), Salopek & Stewart (1992)],

mientras que un análisis riguroso de las propiedades geométricas del vainculo se da en
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[Hájícek (1989), Hájícek (1990), Schón & Hájícek (1990)].

Los modelos más interesantes tratados aquí, debido a los problemas formales que pre­

sentan pero también por su interés físico, han sido los de de Sitter cerrado y el universo

anisótropo de Taub. Ademas de permitir introducir el problema del tiempo extn'nseco, el

primero provee de una prueba de la consistencia de nuestra propuesta de desparametrización

y cuantización; el segundo permite resolver el problema de la cuantización de un modelo

con grados de libertad físicos que no admite una definición de tiempo en términos de las

coordenadas, y esto lleva a la introducción de una transformación canónica que lleva a

un vínculo con diferentes propiedades geométricas. Por otro lado, se ha usado un modelo

isótropo con constante cosmológica y un campo escalar para analizar la resolución del

problema de Gribov.

Como ya hemos dicho, nos hemos ocupado principalmente de problemas formales, y el

estudio de modelos de la toria de cuerdas se ha encarado en ese sentido. Dichos modelos

han sido de utilidad para analizar, en el contexto de la cuantización canónica, el problema

de las condiciones de contorno y la elección de subconjuntos de soluciones de la ecuación de

Wheeler-DeWitt; en particular, han permitido mostrar las restricciones a la aplicación de

propuestas de reducción previas, basadas en la obtención de una ecuación de Schródinger.

Por cierto, la cuantización de modelos de la teoría de cuerdas tiene un interés físico

más allá.de los aspectos puramente formales, fundamentalmente por la predicción de dicha

teoria de escenarios nuevos para el universo temprano. En el contexto de la cosmología

de la teon'a de cuerdas, cuando los modos de energías altas de las cuerdas se tornan

irrelevantes la evolución del universo comenzaría a ser dominada por campos no masivos

que aparecen como fuente de las ecuaciones del campo gravitatorio. Esta fase del universo

se llama era dilato'nica, y está descripta por la teoría efectiva del capítulo 4. Como ya hemos

mencionado, la simetría. de la teoria sugiere que la idea de una singularidad (el big bang)

debería ser sustitituida por la hipótesis de la existencia de una transición de curvatura
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finita entre dos fases pre- y post-big bang; este es uno de los puntos de interés centrales

de la cosmología de cuerdas. Una cuestión abierta importante es la de la dinámica del

universo durante esa transición; una respuesta a esta cuestión requeriría una comprensión

de la teoría más alla'.de la aproximación de bajas energías, de manera de incluir la forma

funcional del potencial efectivo para el dilatón en esa época, que debería surgir de términos

de orden superior de la teoría. La forma de dicho potencial efectivo (aún no conocido)

condicionara la posible aplicación del formalismo desarrollado aquí a la obtención de una

cuantización consistente para esa fase del universo.

Si bien en el presente trabajo hemos dedicado más espacio a la cuantización vía integral

funcional con una distinción entre grados de libertad físicos y tiempo, hemos revisado y

explorado también los métodos canónicos, en particular los que parten de una identificación

previa del tiempo. El interés en este sentido surge de que las expresiones formales obtenidas

aquí por medio del formalismo de integral funcional no permiten, al menos a primera vista,

una comprensión cualitativa de su comportamiento cuántico. Creemos, en cambio, que

una comprensión tal puede ser alcanzada con mas facilidad en el marco de la cuantización

de Dirac-Wheeler-DeWitt si se la provee de una noción clara de tiempo y evolución.

Por lo tanto, si queremos ir más allá. del desarrollo de un formalismo, la mejor línea

a seguir parece ser una combinación de nuestro programa de desparametrización con la

cuantización vía una ecuación de Wheeler-DeWitt o de Schródinger. Hemos hecho esto

en las últimas secciones de este trabajo, donde obtuvimos soluciones con una definición

globalmente buena de tiempo para las ecuaciones de Wheeler-DeWitt correspondientes al

modelo anisótropo de Taub y a modelos dilatónicos. El formalismo canónico también nos

ha permitido analizar el problema de la unitariedad y de la no equivalencia a nivel cuántico

de formulaciones diferentes obtenidas de hamiltonianos que son clásicamente equivalentes.

Más alla de estas consideraciones, queremos enfatizar que cuando nos referimos a una

mejor comprensión de la teon'a estamos hablando de sus aspectos técnicos; llamamos
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una buena defición de tiempo y de observables a una que cumple con las propiedades

matematicas requeridas. Esto no significa, sin embargo, que una descripción diferente

no pueda ser también de interés físico; por ejemplo, la solución para el modelo de Taub

obtenida en [Moncrief & Ryan (1991)], aunque carece de una definición precisa de evolución,

da una predicción definida acerca de la correlación entre las variables que a primera vista

son las más naturales. Sin embargo, nuestro procedimiento del capítulo 5, aplicado al

mismo modelo, es satisfactorio desde ambos puntos de vista: tenemos una noción formal­

mente correcta de tiempo y evolución, y podemos también obtener una correlación entre

las variables originales, leyendo los resultados en términos de ellas. En este sentido, re­

marquemos que la única de las nuevas variables que contiene a los momentos originales

es el timepo global, mientras que las otras variables que aparecen en la función de onda

dependen solamente de las coordenadas originales.

Por supuesto, quedan cuestiones abiertas relacionadas con la interpretación de las ex­

presiones matemáticas mencionadas; mientras que es usual aceptar la noción de tiempo

como la de la variable que fija las condiciones para determinar las probabilidades para

valores dados de las variables dinámicas, la definición misma de probabilidad es prob­

lemática. en cosmología. Además de las razones técnicas, hay una razón evidente que,

como el problema del tiempo, proviene de que estamos tratando de construir una teoría

para todo el universo. Por lo tanto, los dos puntos de vista usuales acerca de la. inter­

pretación de la.mecánica cuántica tienen problemas cuando se los trata de aplicar a la cos­

mología: mientras que la interpretación estadística [Ballentine (1998), Blokhintsev (1964)]

requeriría cierta reformulación, la interpretación standard que requiere de un observador

clásico externo al sistema para hacer colapsar la función de onda carece claramente de sen­

tido para. un sistema que no es un subsistema de ningún otro. Volviendo a cuestiones menos

fundamentales, otro problema no resuelto es que aunque se puede dar un procedimiento

sistemático para desparametrizar minisuperespacios, no es claro si diferentes elecciones de
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tiempo, que son equivalentes a nivel clásico, llevan a teorías cuánticas equivalentes; in­

cluso se ha señalado que esto puede ser un problema insoluble que proviene de las formas

esencialmente diferentes en que se trata el tiempo en relatividad y en mecánica cuántica

[Kuchaf (1981)]. No he discutido estos puntos aquí; aunque el estudio y la resolución de

estas y otras cuestiones acerca de la interpretación del formalismo deberían ser objeto

de un análisis profundo, éste se encuentra claramente más allá. del alcance del presente

trabajo.



Apéndice A

Sistemas hamiltonianos con Vínculos

A.1 Formalismo hamiltoniano para sistemas con vínculos

Para un sistema sin vínculos, el principio variacional 65' = Oescrito en forma hamiltoniana.

d i .

5/(1’67‘1 - Ho(q',Pi)) dt = 0 (A-l)
conduce a las ecuaciones canónicas

dq‘ ÜHo dpi aHo

dt ap; ’ dt óq' ( )

La primera permite obtener las velocidades en términos de las coordenadas y los momentos,

pues Ho es una función de qi y pi. En un sistema con vínculos, en cambio, los momentos

no son independientes, sino que su variación está. restringida a la superficie definida por

las condiciones de vínculo 1,1)",= O. Así, ahora debemos encontrar una extremal para la

funcional S sujeta a las restricciones ¡bm(q‘,p¿)= 0 y debemos hacer

d i . .

6/ _ H0(qtlpi)_ “mwm(qt,Pi))dt= 0)
donde las u'“ son funciones arbitrarias (véase, por ejemplo, [Gelfand & Fornin (1963)”.

Las funciones 1pm(q¡,p¿)son los vínculos primarios. Esto lleva a las ecuaciones

d_q¡ _ 6H0+uma1pm
dt _ 8p,- 6p;

a _ _%_ main
dt _ Üq‘ u aq‘ ’

wm=
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Dado un punto sobre la superficie ¡bm= 0, podemos usar la primera ecuación para obtener

la correspondiente velocidad. Las funciones arbitrarias um se comportan entonces como

coordenadas sobre la variedad de velocidades dq” / dt, haciendo la transformación unívoca

en ambos sentidos.

En la formulación de paréntesis de Poisson (véase [Landau & Lifshitz (1960)]), para

cualquier cantidad física a podemos escribir

3-1”= [(1,110] + um[a.,1,bm]. (A.5)

Sobre la superficie de vínculo tenemos

umlanfim] = lmumwml (A-G)

porque

la, umúm] = u’"[a,wm} +[a,u"‘]1bm (A.7)

y el último término se anula sobre 1,1)",= 0. Por lo tanto podemos escribir la igualdad

“débil” (es decir restringida a la superficie de vínculo)

da.
— z H A.8
dt ia" T] ( )

donde HT = um'qüm+ Ho.

Los vínculos deben preservarse, de modo que

d m m,
% = Mmm] + u [www] z o. (A9)

Obtenemos así m condiciones de consistencia, una para cada vínculo [Dirac (1964)]. Estas

condiciones pueden: i) Verificarse automáticamente. ii) Dar lugar a nuevas ecuaciones de

la forma

901517.")= 0, (A.10)
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que se denominan vínculos secundarios. iii) Llevar a nuevas condiciones sobre las um.

Consideremos las ecuaciones

leiHol “Win/2m] e 0 (A11)

donde ¡bj son todos los vinculos, primarios y secundarios. Su solución general es

u'" = Um + Aal/a’" (.‘-\..12)

donde Va” resuelven las ecuaciones homogéneas

umíwj,1bml= 0; (AA-13)

y U'“ son soluciones particulares. De esta manera podemos ecribir

HT = Ho + Umwm+ ¡VI/amqu (A14)

Las U’" y Va'n son funciones de las q‘ y p¿, pero los A“ son coeficientes arbitrarios cuyo

número es menor o igual que el de las u'". Definiendo

H = Ho + Umtbm, Ra = Vam'tfim, (A15)

la (A.14) puede reescribirse

HT = H + /\°Ra. (A16)

Los coeficientes /\ introducen funciones arbitrarias del tiempo en las ecuaciones de movimiento,

de manera que las variables a un dado tiempo no están completamente determinadas por

sus valores iniciales.

Los Ra son combinaciones lineales de los vínculos primarios 1,12,",y por lo tanto son

también vínculos primarios. Vemosque el número de funciones arbitrarias en las ecuaciones

de movimiento es igual al número de los Ra.

Puede verse fácilmente que el paréntesis de Poisson de los vínculos R con ¡bj = (111m9)

es débilmente nulo:

[30,ij z o. (A.17)
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Cualquier cantidad con esta propiedad se denomina de primera clase. A las que no la

verifican se las llama de segunda clase. Como los 1p,-son las únicas funciones independientes

que se anulan débilmente, entonces el paréntesis [12,115]de cualquier función de primera

clase debe ser una combinación lineal de los iii:

[R, = TJ'J'IÏJÍJ'I.

como los Ra son combinaciones lineales de los 112m,es claro que

[RmR1,]2

A.2 Transformaciones de gauge y fijación del gauge

En términos de H y Ra la evolución de una variable :c que no depende "explícitamente de

t está. dada por

3-: = [1:,H]+ A°[2,Ra] (A20)

donde A son coeficientes indeterminados; la arbitrariedad de su elección hace que la

evolución de a:no esté por completo determinada: Para una condición inicial dada :c(to) =

zo, al tiempo t posterior a to, a: puede tomar diferentes valores de acuerdo con la elección

de A“. Sin embargo, el estado fisico del sistema no puede depender de una elección ar­

bitraria de los coeficientes, y por lo tanto diferentes valores de :c deben corresponder al

mismo estado fisico.

Si a: evoluciona con dos conjuntos diferentes de coeficientes tenemos

2:,\(At) = 1:0+ [2, H]At + A"AT[a:, Ra],

ww) = 1:0+ [2,H]At + A°'At[:c,Ra]. (A.21)

y por lo tanto tenemos una diferencia

a: = (,v —A°')At[:c, Ra]. (A22)
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Una evolución infinitesimal da

6€: = e“(t)[1:,Ra], (A23)

donde e“(t) = (Aa —A"')5t. Esta es la expresión para una transformación de gauge in­

finitesimal; la transformación es generada por la función e“Ra.

Los vínculos secundarios también generan transformaciones de gauge [Hanson et al. (1976),

Sundermeyer (1982), Dirac (1964)]; si {Ca} es el conjunto de todos los vínculos de primera

clase, la transformacón de gauge más general se escribe

5:1: = e“(t)[:c, Ca]. (A24)

Los vínculos Ca cumplen

[0a, = CabCCck 0 (.-\.25)

porque son de primera clase. Si además hay vínculos de segunda clase, el paréntesis

puede redefinirse (paréntesis de Di'rac; ver [Henneaux & Teitelboim (1992)]). Notemos

que (A24) y (A25) implican que ¿(Cbz 0.

Las funciones X cuyo paréntesis de Poisson con los vínculos es débilmente nulo son

invariantes de gauge, y son llamadas observables Los conjuntos de puntos del espacio de

fases conectados por transformaciones de gauge se llaman órbitas; los observables tienen

el mismo valor a lo largo de una órbita, mientras que las funciones que no son invariantes

de gauge contienen información acerca de los diferentes puntos de las órbitas, pero dicha

información es físicamente irrelevante.

En principio es siempre posible eliminar la ambigüedad en la evolución eligiendo una

de todas las configuraciones equivalentes. Esto se logra imponiendo condiciones de gauge

de la forma

x(qi,pi, t) = 0- (A26)

Puede verse que el número de condiciones de gauge necesarias es siempre igual al de

vínculos: si hay m vínculos, la dimensión de cada órbita es m, pues cada puntos se alcanza
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eligiendo m parámetros de gauge e“, y las condiciones de gauge deben definir una variedad

de dimensión 2 x número n de grados de libertad —m para cortar cada órbita sólo una.

vez.

La condición de que sólo un punto de cada órbita se encuentre en la variedad definida

por las condiciones de gauge sisgnifica que una transformación de gauge debe mover un

punto de una órbita fuera. de la superficie x5 = 0:

6x6 = 6°[xb,Ca] 5€0 (A27)

a menos que e“ = 0 (see [Henneaux & Teitelboim (1992)]). Esto significa que

det ([x", 00])76 0. (A.28)

En un sentido estricto, esta condición sólo asegura localmente que la órbita y la condición

de gauge no son tangentes: existe la posibilidad del problema de Gribov, es decir que se

verifique la (A28) pero que una órbita sea cortada. más de una vez.



Apéndice B

Integral de camino y producto
interno

B.1 Sistemas sin vínculos

Una presentación muy clara de la formulación de l'a mecánica cuántica en términos de

integrales de camino puede encontrarse en el libro de Feynman [Feynman (1965)] y en

[Schulman (1981)], mientras que el desarrollo original de la idea puede encontrarse en

[Dirac (1933), Feynman (1948)]. Aqui daremos una introducción a los conceptos más

básicos. Consideremos el hamiltoniano

H(q,p) = Í(P2) + V(q) (13-1)

y evaluemos el propagador, esto, la amplitu de probabilidad de que la coordenada tome el

valor qf al tiempo tf dado el valor qi en ti. Si separamos tf —t,-en intervalos tk“ —tk = e

e insertamos n —1 veces la identidad

1 = ququk,tk)(qk,tkl (3-2)

obtenemos

(qutflqiati) = [dqidth ------dqn—l(QIytflqn-lrtn-l>

X(qn—lytn-ll -----'lq1)t1)(q17t1lqi)ti)'
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Para efectivamente llevar a cabo la integración necesitamos el propagador infinitesimal

(q',t + elq, t) = (q'le"‘”(q"’")lq) (13-4)

que al primer orden en e es igual a

(qlle-í=(f(p’)+V(q))¡q)_ (13.5)

Si introducimos

1 = f dp’lp’)(p’l= /dplp)(pl (B6)

y usamos que (p’lp) = ¿(p’ —p) obtenemos

(get + slq, t) = f dp ¿Wi/¿""(q'P-‘N. (13.7)

Como pdq/dt —H(q, p, t) es el lagrangiano, el argumento de la exponencial es proporcional

a la acción. Tomando el límite, la integral e transforma en una integral funcional que suma

sobre todos los caminos entre (q.-,t¿)y (qf,tf); su notación usual es

K s (wm-,12» = / Dq(t)Dp(t) efs‘q<‘“°“>‘ (BB)

con S la funcional acción de Hamilton. Las variables q y p definen un camino esqueletizado

en el espacio de fases. Para ser precisos, q debe entenderse como el valor de la coordenada

al tiempo tu, mientras que p debería entenderse como el valor del momento a un tiempo

intermedio t, ta < Í < tu“.

La integral permite “propagar” (de ahí su nombre) la función de onda haciendo:

mt) = (mi!) = f dqo(q,tho,to><qo,tolw>

= / dqo (q,tho,to>w(qo,to). (13.9)

Podemos así obtener la funciónde onda a cualquier tiempo t si la conocemos a un dado

tiempo to.
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B.2 Sistemas con vínculos

Sean ZA las variables del espacio de fases de un sistema con vínculos, y supongamos que

(Q", P“) son un conjunto completo de observables:

donde Ca son vínculos de primera clase. Si cuantizamos el sistema definido por las funciones

invariantes de gauge (Q'fiPu) tenemos una integral de camino que es una suma sobre

trayectorias en el espacio de fases reducido:

K = f DQ"DPu(det(ch))1/2exp(iS[Q",PF]),

S[Q",P,¿] [[19 dQ" —h(Q“,P,¿) dt, (13.10)" dt

donde det(afl,,) es el determinante de la inversa de los paréntesis de Poisson de las Q" y

los P“, y h.(Q", P“) es el hamiltoniano invariante de gauge para el sistema reducido.

El espacio de fases reducido puede no ser fácil de identificar. Una forma posible de

obtener el propagador es elegir un camino de cada clase de caminos equivalentes en el

espacio de fases. Defininos entonces condiciones de gauge globalmente buenas

Xa = 0

que junto con los vínculos Ca forman un sistema de vínculos de segunda clase: Xp E

(xa, Ca). Las condiciones de gauge xp cumplen

dethp) Xcrl= (dethai Xbl)2'

Con estas definiciones podemos reescribir la integral en el espacio reducido como

K = fDZ"DA°6(xa)det[Ca,x.,] exp (mz/¡(m —i/AaCadt) (13.11)

donde S’ contiene un término de superficie necesario para asegurar que S’[ZA(t)] es equiv­

alente a S[Q”,PF] sobre la superficie definida por xa = 0 and C'Cl= 0. La. integración
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funcional sobre los multiplicadores A“ lleva a una 5 de Dirac 6 de cada vínculo. (Ver

[Henneaux & Teitelboim (1992)] para más detalles).

B.3 Producto interno para sistemas con Vínculos

Consideremos un sistema con n grados de libertad y un vínculo de la forma Pl = 0. El

producto interno entre los estados a: e y del espacio de Hilbert se define

(zly) = /dQl...dQ'...dQ"z'(Q‘.....Q") y(Q‘.....Q“). (13.12)

Si a:e y verifican el vínculo, el integrando no depende de Q' y la integral diverge. Para evi­

tarlo, la integración sobre Q', que no es un grado de libertad físico, se elimina introduciendo

una condición de gauge x y definiendo el producto interno físico como

(zly)E/dQ1...dQl...dQ" 6(x) |[x,P¡]| 2'(Q1.....Q") y(Q1.....Q"), (B.13)

donde x da a Ql como una función de las demás variables y de T. El jacobiano asegura

que la integral no depende de la elección de x:

5(X)|[x, Pt“ = 5(X)|3x/3Q'l = ¿(621). (13-14)

La ecuación (B.13) puede reescribirse

(Ily) = (zlflly), (B.15)

donde es un operador que elimina la integración sobre las variables que son puro gauge.

El producto (zly) es igual a

/dQl...dQ"1dQ'+1...dQ“:c'(Q1...Ql’1Ql+l...Q") y(Q1...Q"1Q'+1...Q") (B.16)

para los estados físicos, y coincide con el producto escalar en el espacio reducido. Si

escribimos

NQ) = (ZIQ), y(Q) = (Qly),
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el producto interno puede ponerse en la forma

(zly) = f dQ(IIQ)fi(QIy) (8.17)

y esto permite definir el operador identidad en el subespacio de estados físicos:

1 = f dQ!Q)fi(QI- (13.18)

Análogamente, si los vectores [‘I’a) son una base para el subespacio de estados físicos,

tenemos

1 = X ¡mamut (3.19)

B.4 Propagador y núcleo proyectado

El propagador se define como el operador U0(Q’,t'; Q, t) que, aplicado sobre la función de

onda ‘II(Q,t), la transforma en ‘I’(Q’,t’):

‘I’(Q',t') = (Q'onI‘I’(Q,t))- (13-20)

Introduciendo la identidad obtenemos

wav) = z / dQ<Q'Iwa)<waIUoIWa)(Wammm,t). (B21)

Como

(Q'I‘Ï’a) = ‘I’a(Q'), (WalQ) = WHQ),

y z I‘I’a)(‘IIaIes el proyector sobre el subespacio de estados físicos [‘IIa), se define el núcleo

proyectado

UHQÜ t'; Q, t) = X ‘I’a(Q')(‘I’aIUoI‘Ï’a)‘Ï’a'(Q) (13-22)

(ver, por ejemplo, [Henneaux & Teitelboim (1992)]). El núcleo U5 contiene información

sobre la acción del propagador sobre los estados físicos: la función de onda ‘11al tiempo t’
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es el resultado de hacer evolucionar la función '11al tiempo t con el núcleo proyectado, y

podemos escribir:

wear) = f dQ U:(Q',t'; Q,t) ¡L‘1’(Q,t). (13.23)

Cuando se calcula la integral de camino para un sistema con vínculos y la integración se

restringe a la superficie de vínculo el resultado coincide con el núcleo proyectado U5. En

general, el operador [Lpuede identificarse con 5(x)|[x, G]I sólo si el vínculo tiene la forma

8V
G E P1+ —.

3Q:

Si esto no ocurre en las variables originales, puede llegar a verificarse si es posible una

transformación a nuevas variables {Q°, Q", Po, Py} tales que G _=_Po z 0.

o Ejemplo: Consideremos el reloj ideal descripto por el hamiltoniano

H = pg—R(t) z 0. (B24)

t es la única coordenada del sistema, cuyos estados son identificados por el parámetro

no fi'sico T. Los estados fi'sicos no dependen de T y son de la forma

\II(t,r) = eif'mw (13.25)

Como el sistema es puro gauge (hay una coordenada y un vínculo), t no es un

verdadero grado de libertad fi'sico,y entonces

[L= ¿(t-to). (B26)

El producto interno fi'sico entre dos estados ‘IIy ¡II’está. dado por

(Mr) = /dt qm; q; (13.27)

y por lo tanto

(WH?)= / ¿te-if'm‘w‘sa —¿0)eif'"<‘>d‘= 1. (13.28)
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Si usamos la. (B23) para obtener ‘Il(t', 1") resulta:

mw) = fdt U5(t’,r';t,-r)¿(a—to)um), (B29)

y dado que ‘Il no depende de T, entonces

ei!" H(t)dt= Ug(tI,TI;LT) _ to) eíf‘RUMt

= Uá’(t’,r’; ¿017) 64mm)“. (13.30)

Por lo tanto

Ug(t',r'; m) = e-‘L' "(1%", (13.31)

que coincide con el resultado de la. sección 3.4.2 obtenido por medio de una. integral

de camino.
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Apéndice C

Vínculo de partícula libre para
minisuperespacios

En la sección 4.2.3 desparametrizamos dos modelos cosmológicos cuyo hamiltoniano era

análogo al de una partícula libre relativista. Tales vínculos simples pueden obtenerse, por

ejemplo, para modelos con un hamiltoniano que pueda llevarse a la forma

H:-7rï+7r3+AezV20 (G.1)

con A > 0. El momento Tr=no se anula, de modo que :tz es un tiempo intrínseco.

Definiendo una transformación canónica como la de (4.73),

7ry = :tx/Zeysinhz

71', — :h/Zey coshz

podemos poner el vínculo en la forma

H = —7r:+ 132 0, (C2)

que es el de una partícula libre relativista no masiva. De acuerdo con el análisis de la sección

4.2.3, un tiempo extrínseco para tal vínculo es t N —q/p, con q y p cualquiera de ambos

pares de variables conjugadas. A este nivel ambos grados de libertad son equivalentes, en

el sentido de que cualquiera de ellos puede ser el reloj para la evolución del otro.
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Sin embargo, deberiamos tener en mente que, de acuerdo con la forma original del

hamiltoniano, el momento 1r=no podía anularse, de manera que lo mismo vale para 7rz;de

hecho, la definición de '¡rzcomo un producto de una exponencial y un coseno hiperbólico no

permite que se anule. Por lo tanto, la asimetría existente entre :ce y en la forma original

del vínculo lleva a que tanto 1:como z puedan definirse como tiempo global. Aunque esto

no es evidente al nivel del vinculo de partícula libre (G.2), el punto es que la transformación

canónica se define no sólo por la relación entre las viejas y las nuevas variables, sino que

debe incluir una prescripción que preserve el rango de sus posibles valores; este rango

debería entonces darse junto con la expresión del vínculo resultante. Por ejemplo, cuando

desparametrizamos el modelo de Bianchi del tipo I y decimos que sólo admite tiempos

extn'nsecos, estamos teniendo en cuenta que los momentos pueden tomar cualquier valor

entre —oo e +00.
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