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Resumen

En este trabajo se estudian ecuaciones elipticas no lineales, del tipo del
p-Laplaciano. Se introduce una nociéon de funcional uniformemente convexa.
Se encuentran soluciones, en espacios de Sobolev, aplicando principios de
mini-max como el lema del paso de la montana. Sc estudian problemas en
dominios no acotados, utilizando espacios de Sobolev con pesos. Se¢ prueba
la existencia de al menos tres soluciones para un problema en RV, con la
no linealidad préoxima a la resonancia. Se demuestran estimaciones de las
soluciones cn espacios de Lorentz. Finalmente sc estudian sistemas clipticos
de tipo resonante.

Palabras Clave: p-Laplaciano, convexidad uniforme, lema del paso de
la montana, cspacios de Lorentz, resonancia, sistemas elipticos.

Abstract

In this work we study some nonlinear elliptic equations, of the p-Laplacian
type. We introduce a notion of uniformly convex functional. We find solu-
tions, in Sobolev Spaces, using mini-max principles like the mountain-pass
lemma. We also study problems in unbounded domains, using weighted So-
bolev spaces. We prove the existence of at least three solutions to a problem
in RV near resonance. We also prove estimates fot the solutions in the Lo-
rentz spaces. Finally we study nonlinear elliptic systems of resonant type.

Keywords: p-Laplacian, uniform convexity, mountain-pass lemma, Lo-
rentz spaces, resouance, elliptic systems.
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Introduccion

El operador —A,u = div(|Vu|'~?Vu) (1 < p < 00), conocido como el p-
laplaciano, es una generalizacion del laplaciano (usual) (que corresponde al
caso p = 2), v ha sido extensamente estudiado en la literatura cormmo un
modelo de operador eliptico no lineal en forma de divergencia. El hecho
de que este operador sca no lineal (cuando p # 2) hace su estudio mas
dificil que el del laplaciano usual. En lineas gencrales podemos decir que
los métodos basados en el calculo de variaciones funcionan bien para el p-
laplaciano, pero otros métodos que dependen fuertemente de la lincalidad del
operador (como los basados en el analisis armonico) no pueden ser usados.
Al estudiar problemas que involucran el p-Laplaciano es natural trabajar en
el espacio de Sobolev WP,y buscar las soluciones en sentido débil.
Consideremos por cjemplo el problema de Dirichlet:

-Ayu = f(z,u) en Q
{u =0 en 0N (1)

donde 2 C R" es un dominio (acotado), y f € L”' (). Entonces u € W, ?(Q)
es una solucion débil del problema (1) si

/ [VulP~?Vu-Vpdz = / f(z,u)p dz Vo € W, P(Q)
Q Q

Es facil ver que esto ocurre si y sélo si u es un punto critico de la funcional
J : Wy = R dada por:

J(u) = % ) |VulP dz — /Q F(z,u) dz (2)

donde F, = f. En la literatura (|18],[23]), principios de mini-max tales como
el lema del paso de la montaia ([3]), y sus variantes han sido utilizados para
encontrar puntos criticos de esta funcional.
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Uno de los objetivos de este trabajo es extender esta idea a funcionales mas
generales, de la forma:

J(u)=/QA(I,Vu) d:c—/F(:c,u) dx

Q
Al hacer esto aparcce una dificultad: para poder aplicar el lema del paso de la
montana, es necesario demostrar que J satisface alguna condiciéon de compa-
cidad, como la condicién de Palais-Smale o sus variantes. Sin embargo para
el p-laplaciano esto se hace usualmente (ver [18]) utilizando la convexidad
uniforme del espacio W,*(2) provisto de la norma:

fulhs = ([ 19 ds) " 3)

Por cllo nos vemnos llevados a introducir un concepto de funcional uniforme-
mente convexa (definicion 2.2.1), que generaliza la nociéon de norma unifor-
memente convexa. En el capitulo 2 sc introduce este concepto, y se aplica
para demostrar que cl problema

{N(u)z—div(a(:r,vu)) = f(z,u) en Q (4)
" = 0 cn 0N

posee al menos una solucién débil no trivial en el espacio de Sobolev Wol”’(Q),
bajo adecuadas suposiciones sobre a y f (teorema 2.3.1). Veremos que la
hipédtesis de convexidad uniforme de la funcional, permite probar que el
operador N verifica la llamada condicién (S,) (proposiciéon 2.2.9), que es
la propiedad clave necesaria para demostrar que se verifica la condicion de
Palais-Smale.

También sc prueba que si f y a son impares en cl segundo argumento, el pro-
blema admite infinitas soluciones (teorema 2.4.2). La demostracion de este
hecho se apoya cn una versién "simétrica"del lema del paso de la montana.
Nuestros resultados se pueden aplicar, por ejemplo, al operador de curvatura
media gencralizado

My(u) = —=div((1 + |Vu|?)P~2/27y)
P

cuando p > 2.
En el capitulo 3 sc considera un problema analogo, pero e¢n un dominio no
acotado. Tenemos entonces una dificultad adicional, ya que la inmersién de
Sobolev

WPQ)cCcL'(Q)sil<p<N,p<qg<p
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no es compacta si el dominio no es acotado. Tener inmersiones compactas
resulta fundamental para los argumentos variacionales, y en particular para
probar que se verifica la condicion de Palais-Smale. Como veremos, es posible
resolver esta dificultad trabajando en espacios de Sobolev con pesos. De csta
mancra obtenemos un resultado (teorema 3.3.1), que generaliza el obtenido
cn (]24]) para el caso en que p = 2, y A es una forma cuadratica definida
positiva.

En el capitulo 4 se aplican cstas ideas para demostrar que un problema con el
p-laplaciano en RY, en el que la no-linealidad “est4 préxima a la resonancia”
admite al menos tres soluciones distintas (teorema 4.1.3). Esto generaliza los
resultados obtenidos en |31] para el caso de un dominio acotado. Nuevamente,
la principal dificultad es que la inmersién de Sobolev

D'"(RY) c L7 (R")

donde D'?(R" es la completacién de C§°(RY) con respecto a la norma (3),
no es compacta. Sin embargo probamos que D'?(R") esta compactamente
incluido en espacios L7 (con ¢ < p*) con un peso conveniente (proposicion
4.2.1). También utilizamos un teorema sobre la existencia y simplicidad del
primer autovalor para el p-laplaciano con pesos (de |28]).

En el capitulo 5 se demuestra que algunas acotaciones clasicas de las solu-
ciones dc ecuaciones del tipo p-laplaciano en los espacios L?, pueden genc-
ralizarse a los cspacios de Lorentz. Los espacios de Lorentz, introducidos en
[20], son una generalizacion de los espacios de Lebesgue que son ampliamente
utilizados en el analisis armoénico, en relacién con los teoremas de interpo-
lacion (]30], [26]). La demostracion se basa en la técnica de truncamiento
de Stampacchia ([27]), y en una version de la desigualdad de Sobolev en los
espacios de Lorentz (]29]).

Finalmente en el capitulo 6, consideramos un sistema eliptico de tipo gra-
diente, esto es, de la forma:

-Apu = Fy(z,u,v) en
-Ayv = Fy(z,u,v) en §Q (5)
u=v = 0 en OS2

y nos interesamos por cl caso en que el sistema es "de Tipo Resonante", ésto
es, de acuerdo a la nomenclatura introducida en [5]:

|F(z,u,v)| < C(ful” + [v]7)



En dicho trabajo L. Boccardo y D. de Figueiredo introdujeron, para cvitar la
resonancia, una hipotesis relacionada con el primer autovalor de un sistema
eliptico asociado. Nosotros probaimos, en primer lugar, que este tipo de sis-
tema admite infinitos autovalores. Ademads encontramos nuevas condiciones
para la existencia de soluciones de (3), que involucran el primer y el segundo
autovalor del problema asociado. Para hacer esto aplicamos dos tcoremas
abstractos de mini-max (]2] ¥ [11]).
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Pt = N’_vp Exponente critico de Sobolev
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Ayu = div(|VulP~?Vu)  El p-Laplaciano
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Cs(Q) Funciones C' con soporte compacto en
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Capitulo 1

Definiciones y Resultados
Conocidos

En este capitulo presentamos una coleccion de definiciones y resultados que
necesitaremos cn el resto de nuestro trabajo. El proposito de este capitulo es
facilitar la lectura de este trabajo, haciéndolo mas autocontenido. En general
son resultados bien conocidos, por eso omitiremos las demostraciones, que se
pucden encontrar en la bibliografia citada.

1.1 Espacios de Sobolev

Al estudiar ecuaciones que involucran el p-laplaciano por métodos variacio-
nales, es natural trabajar en el espacio de Sobolev W!?(2) cuya definicion
es la siguicnte:

Definici6én 1.1.1 Sean 1 < p < 00 y 2 C RY un abierto. Dada u € L}, ()
se dice que g € L} (Q) es la derivada g_;.- (donde 1 < i < N) en sentido débil
st

[ w15 @) dr = - [ o@)ota) de v € CE)

donde C}(Q) denota el espacio de funciones C'! con soporte compacto en .

El espacio de Sobolev W'P(Q) se define como el conjunto de funciones
de LP(Q2) tales que admiten derivadas débiles bazl.— pertencientes a L*(Q)) para
todo i con 1 < i < N. Provisto de la norma



Capitulo 1: Definiciones y Resultados Conocidos 10

1/p

n P

lullwrpy = {”“”iv(n) + Z }
=1 Lr @)

WP(Q) resulta un espacio de Banach. Para tener en cuenta las condi-
ciones de borde de tipo Dirichlet, se introduce el espacio Wol’p(Q) como la
clausura de Cy(2) en WHP(Q).

ou
oz

i

Las propicdades fundamentales de los espacios de Sobolev que necesita-
mos son las siguientes:

Teorema 1.1.2 (Inmersiéon de Sobolev) Si1 < p < N, eziste una cons-
tante C = C(N,p) > 0 tal que

. 1/p° 1/p
</ |u|? ) <C (/ |Vu|”) Yu € I/V‘"’(RN)
RN 9]

donde p* = -A% se conoce como exponente critico de Sobolev. En consecuen-
cia tenemos la inmersion continua:
whP(RN) ¢ LP" (RV)

Interpolando con el hecho de que WYP(RY) < LP(RN) (por definicion)

deducimos que:
WH(RY) c LY(RY)V q tal quep < ¢ < p*

también con inmersion continua. En el caso limite p = N se tiene la inmer-
sion continua:

I/i/"vP(RN) C L"(RN) Vq tal quep < g < 00

Teorema 1.1.3 (Morrey) Si p > N entonces W'P(RY) C L®(RY) con
inmersion continua. Ademds para toda u € WUP(RN) se verifica que:

[u(z) - u(y)] < Clz — yl*IVullus c.t. 7,y € RY

cona =1- % y C = C(p,N) una constante. En particular cada u €
WLP(RY) tiene un representante continuo y en este sentido W'P(RY) C

C(RV).
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Corolario 1.1.4 Para cualquier Q@ C RY se tienen las inmersiones conti-
nuas:

L) st 1<p<N y p<q<p

L) si p=N y p<g<® (1.1)
C(Q) si p>N

W, P(Q) C

Si Q) es acotado y 8N es C' se verifica que:

LIQ) si 1<p<N y 1<q<p
WP@Q) cq LYQ) si p=N  y 1<g<oo (1.2)
C() si p>N

con inmersion continua.

Para aplicar los métodos variacionales es fundamental saber cuando estas
inmersiones son compactas:

Teorema 1.1.5 (Rellich-Kondrachov) Si Q es acotado y 9Q es C' se
verifica que:

L(Q) si 1<p<N y 1<q<p =35
Wwhr@Q)c¢ LIQ) si p=N y 1<g<oo
cCQ) si p>N

con inmersion compacta.

Referencias sobre espacios de Sobolev: {1],[7[,[12]

1.2 Funciones Convexas y Operadores Monéto-
nos

Definicién 1.2.1 Sea X un espacio de Banach. Se dice que una funcional
A:X — R es conveza si:

A((1 = tu+tv) < (1 - t)A(u) + tA(v) Vu,v € X, t € [0,1]

o sea si el epigrafo de A : Epi(A) = {(z,y) € X xR :y > A(z)} es convezo.
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Definicién 1.2.2 Sea X un espacio de Banach, X* su dual. Un operador
(no lineal) a : X — X* se dice mondétono si

(a(u) — a(v),u —v) > 0Vu,v € X

a se dice estrictamente mondtono si

u,v € X,u#v= (alu) —a(v),u—v) >0
Diremos que a: X — X* es p-fuertemente mondtono (dondep > 2 ) si
verifica que:

(a(u) = a(v),u —v) > cllu — ||’ Yu,v e X
siendo ¢ > 0 una constante.
Una manera dec obtener operadores monétonos es la siguicente:

Proposicion 1.2.3 Sea X un espacio de Banach y A: X — R una funcio-
nal diferenciable en el sentido de Frechet, siendoa= DA =A": X - X* su
dertvada. Entonces A es conveza si y sdlo si a es mondtona.

Por cjemplo si X = WyP(Q) y A(u) = %fn |VulP entonces A cs convexa,
a(u) = —Apu, por lo que el p-laplaciano (como operador de W, ?(Q) en su
dual) es monétono.

1.3 Débil Semicontinuidad Inferior

Definicién 1.3.1 Sea X un espacio de Banach y A: X — R:

e Sc dice que A es coerciva si A(z) = +00 cuando ||z|| = oo .

e Se dice que A es débilmente semicontinua inferiormente (débil-
mente s.c.i.) si cs s.c.i. para la topologia débil de X, o sea: si para
cada ¢ € R el conjunto A~!((c, +00)) es abierto en la topologia débil
de z, o lo que es lo mismo A~™!((-o00,¢]) es cerrado. En términos de
redes: si (Tq)aea €5 una red y o, — z, entonces A(z) < lim inf A(z,)

Proposicién 1.3.2 Sea X un espacio de Banach. St A: X — R es conveza
y continua, entonces es débilmente semicontinua inferiormente.

Teorema 1.3.3 Sea X un espacio de Banach reflezivo y A € C'(X,R) una
funcional que es coerciva y débilmente semicontinua inferiormente. Entonces
A alcanza un minimo en X

Referencias sobre Operadores Monotonos: [17]
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1.3.1 Convexidad Uniforme

Definicién 1.3.4 Se dice que un espacio de Banach X es uniformemente
convezo si para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que si z,y € X , ||zl £ 1,
lyll <1 y ||z — y|| > € entonces ”%-'1” < 1-46. Notamos que esta propiedad
depende de la norma que utilizamos en X (y no sélo de su topologia): un
espacio puede ser uniformemente convero con una norma y no serlo con otra
norma equivalente.

Teorema 1.3.5 Todo espacio de Banach uniformemente convezo es reflexi-
0.

Proposicién 1.3.6 Sea X un espacio de Banach uniformemente convezro,
Yy T, una sucesion en X tal que z, — z (en la topologia débil de X ). Si
limsup ||z.|| < ||z||, entonces x, — x en la topologia fuerte.

Teorema 1.3.7 (Desigualdades de Clarkson) . Sean f,g € LP(X,p)
entonces:

1. 8512 < p < oo entonces:

f+glf Hf -g|” _1
— 1 +{==l <UL +lglls)
” 2 Lr 2 Le 2 g g
2. 511 <p <2 entonces:
f+g v f -g » 1 1 1/(p-1)
Jg__J + [[—2 < |2 p - pp
i R et R T AT

Corolario 1.3.8 Si1 < p < oo, LP(X, ) es uniformemente convero (con
la norma usual). WOl"’(Q) es uniformemente convero si usamos la norma

lull,, = (fy |Vulpdz)'.

Referencias sobre espacios uniformemente convexos: [1],|7],[18]
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1.4 Teorema del Paso de la Montana

Definicién 1.4.1 Sea X un espacio de Banach y ¢ € C'(X,R). Se dice
que ¢ satisface la condicion de Palais-Smale a nivel ¢ (PS). si toda suce-
sion (u,) C X tal que p(u,) = ¢ y ¢'(u,) — 0, contiene una subsucesion
convergente.

En [3] Ambrosctti y Rabinowitz demostraron el siguiente teorema:

Teorema 1.4.2 (del Paso de la montana, [3]) Sean X un espacio de Banach
o €CHX,R),ve X yr>0 tales que|v|| >7 y

b= inf p(u) > ¢(0) > ¢(v)

[lull=r

Si ¢ satisface la condicion (PS), con

¢ = inf sup (v(t))
7€l e(0,1)

donde ' = {y € C([0,1], X) : ¥(0) = 0,%(1) = v}, entonces ¢ es un valor
critico de ¢ .

En este trabajo utilizaremos (ademas de este teorema), diversas generali-
zaciones y variantes, que enunciaremos oportunamentc. Existe una amplia
litcratura sobre este tema (ver por cjemplo [32], |25]).

1.5 Autovalores del p-Laplaciano

Sea 2 C R™ un abierto acotado, y 1 < p < oo. Consideramos el problema
de autovalores:

-Ayu = AMulf"?u en Q
{ u = 0 en OS2 (1.3)
Sca 2 ¢ RY. Definamos:
/\l,p = /\l,p(Q) = inf {/ IVUIP ‘U € Sp} (14)
o
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S, = {u € WyP(Q) : / lulPdz = 1}
Q

La compacidad de la inmersion W,?(2) C LP(Q) permite probar este infimo
sc alcanza para una funcion u = ¢, € W,"?(Q) con JolelP dz = 1. En
particular A, , > 0. Tenemos la desigualdad de Poincaré:

donde

[ulp < — [ |Vul? Yu € W, ?(Q)
0 lp 0

Proposicién 1.5.1 1. A, es el menor autovalor de (1.3), y para cual-
quier v € S,, v realiza el infimo en (1.4) si y sdlo si es una autofuncion
asociada a A p.

2. Las autofunciones asociadas a A, , son o bien positivas, o bien negativas
en €.

3. A1p es simple en el sentido de que las autofunciones asociadas a Ay,
forman un subespacio unidimensional.

Definimos el espectro del p-laplaciano 0,(§2) como el conjunto de los A € R
para los cuales ¢l problema (1.3) posee una solucién u no nula. Entonces
tenemos:

Proposiciéon 1.5.2 A, es aislado, esto es: existe 6 > 0 tal que (A p, Ay p+
(5) N 0'[)(9) = @

Utilizando la teoria de Ljusternik-Schnirelman es posible probar que (1.3)
admite una secuencia no acotada de autovalores. En cl capitulo 6 haremos
esto para un sistema cliptico analogo.

Referencias sobre los autovalores del p-laplaciano: |9]

1.6 Operadores de Nemitsky

En muchos problemas de analisis no lineal es importante saber cuando un
operador u — f(z,u), llamado operador de Nemitsky, es continuo en los
espacios L”. El siguiente teorema da condiciones para que esto ocurra:
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Proposicién 1.6.1 Asumamos que || < 00,1 < p,7 <00, f: QxR - R
es una funcién de Caratheodory, que verifica la condicion de crecimiento:

|f(z,u)] < e(1+ |ul’7)

donde ¢ > 0 es una constante. Entonces, para cada v € LP(Q), f(-,u) €
L™ (Q) y el operador:

Np:LP(Q) - L7(Q) :uw— f(z,u)
es continuo.

Este resultado permite probar por ejemplo lo siguiente:

Proposiciéon 1.6.2 Seang>1, QC RN con |Q < oo, f: xR = R una
funcion de Caratheodory que verifica la condicion de crecimiento

|f(z,8)] < (1 +[s]"™) (¢ > 0)
Entonces la funcional
J(u) =/F($,u) dr
Q
donde s
F(z,s) =/ f(z,t) dt
0

es de clase C'(LY(R2)), y su derivada en el sentido de Frechét viene dada por:

(J'(u),v) = /Qf(a:,u) -vdz Vv € LY(R)

La demostracién de la proposicién 1.6.1 se basa en el siguiente lema, que
también utilizaremos en este trabajo:

Lema 1.6.3 Sea (Q, M, 1) un espacio de medida y 1 < p < oo . Siu, =
u en LP(Q, pu) entonces eriste una sub-sucesion (un,) y una funcidn g €
LP(Q, ) tales que

up(z) 2 u(z) enc.t.px € N

y [un(z)], [u(z)] < g(2).

Diversas generalizaciones de la poposicién 1.6.1 son posibles para el caso
cn que € tiene medida infinita. En el capitulo 3 demostraremos una version
de esta proposicion trabajando en espacios con pesos.

Referencias sobre operadores de Nemitsky: [32],[25)



Capitulo 2

Ecuaciones del Tipo p-Laplaciano

2.1 Introducciéon

En la literatura el lema del paso de la montana ha sido aplicado a ecuaciones

cuasilineales de la forma:
—Ayu = f(z,u)

En este capitulo consideraremos ecuaciones que involucran un operador elip-
tico no lincal en forma de divergencia:

—div(a(z, Vu)) = f(z,u)

Tales operadores aparecen, por cjemplo, cuando escribimos el p-laplaciano
usando coordenadas curvilineas. Para aplicar a estas ecuaciones el teorema
del paso de la montana o sus variantes, debemos verificar que la funcional
asociada verifica la condicién de Palais-Smale. En el caso del p-laplaciano
esto sc hace utilizando la convexidad uniforme de W, () con la norma

1/p
IIuH‘,‘,On.p(Q) = ”u“l,p = (/{; |Vu|P dCE)

Para cxtender csta idea a ecuaciones mas generales, introduciremos una no-
cion de funcional uniformemente convexa.

2.2 Funcionales Uniformemente Convexas

En esta scccion X denotara un espacio de Banach.

17
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Definicién 2.2.1 Diremos que la funcional conveza A : X — R es unifor-
memente conveza sobre el conjunto (convero) C C X si dado € > 0 eziste
un d(e) > 0 tal que

A(xjy)slAur+§«w—a@)

siz,y€ Cyllz—vyl| >e. SiA esuniformemente convera sobre cada bola
de X, diremos que A es localmente uniformemente conveza.

Observacién 2.2.2 Decir que X es uniformemente convezo significa que su
norma es localmente uniformemente conveza.

Lema 2.2.3 Sea F : R = R una funcion C'. Supongamos que F' es fuerte-
mente p-monotona, esto es:

FI _ !
M >cVr,y € R tales quey >
(y — z)p~!
siendo p > 2, entonces F verifica la siguiente desigualdad de tipo Clarkson:
T+y 1 1 c »
F(55Y) < 3P @+ 3P0 - gl =l 2.1)

Dem: Sea z = ZX¥. Tenemos
2

Fl)-Fz) = [ Flo

z

F(z) - F(z) = /z F'(s)ds

T

Restando y haciendo el cambio de variable t = s + ¥5* concluimos que:

SF(@)+ 3 F(y) - F(2) = %/ [F' (s + %) - F'(s)] ds

p—1
1 y—z y y—z
- F >
F(s+ 5 ) (s)_c( 5 )

Deducimos que:

Pero

2\ 2

Ejemplo: x — z” fuertemente p-monétona si p > 2.



Capitulo 2: Ecuaciones del Tipo p-Laplaciano 19

Definicién 2.2.4 Sea A : X — R una funcional. Si A verifica una desi-
gualdad de la forma

IN

F(ZHY) < 340 + 340) - clls - olP 22)

para alguna constante ¢ > 0, diremos que es p-uniformemente-convexa.

Corolario 2.2.5 Supongamos que F : R — R verifica que |F(z)| < ¢(1 +
|z|?), y es fuertemente p-mondtona, y que 2 C RV es un abierto acotado.
Para u € L?(Q) definamos A(u) = [, F(u) entonces A es una funcional
localmente uniformemente conveza.

El siguiente lema es una generalizacion de la primera desigualdad de Clarkson

Lema 2.2.6 Supongamos que A es una funcion p—uniformemente conveza
Y que a > 1, entonces A(z)® es q - uniformemente conveza donde q = ap.

Dem: Como A es por hipotesis p-uniformemente convexa, existe una cons-
tante ¢ > 0 tal que:

A(J:;y) +c

Como « > 1 tenemos

s*+1t* < (s+1t)°Vs,t >0

cligiendo s = 4 (£) y t = ¢|%%|” tenemos:

T * 7 T+y
A @ <
(2)+c _[A(2)+c

Siendo x — 2* creciente, deducimos que:

A(x-;y) +c®

Ahora como z — % es convexa, tenemos que:

:1:+ya
A +c|—=
(%) -

-y
2

<

-y
2

.

1

"< [%A(a:) " §A(y)]a

T -y
2
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Lo que precisamente dice que A* ¢s g-uniformemente convexa.

Ejemplos: 1) Si tomamos A(z) = |z|? vemos que |z|? es p-uniformemente
convexa si p > 2, de lo que se obtienc la desigualdad de Clarkson usual. De
hecho tenemos:

z+ylP |e—ylP _|z|P |yl

2 2 - 2 2

2) Si A € R**" cs una matriz simétrica definida positivay Q(z) = (Az, z)
es la forma cuadratica asociada, entonces ) es 2-uniformemente convexa. De
hecho por la formula de polarizacion:

EEE

Pero

Q(252) 2o

yva que A es definida positiva. Se sigue que

Q(55Y) < 500+ 3Q0) - dla =

lo que dice que @ es uniformemente 2-convexa. Por el lema anterior Q(z)?/?
cs uniformemente p-convexa cuando p > 2.

Una manera mas gencral de obtener funcionales uniformemente 2-convexas
se da cn el siguiente lema:

Lema 2.2.7 Sea A : X — R una funcional de clase C*. Supongamos que
D%A es uniformemente definida positiva en el siguiente sentido: ezxiste una
constante ¢ > 0 tal que

D*A(z)(€,6) 2 clél* Y 2,6 € X
entonces A es uniformemente 2-conveza.

Dem: Tomemos z,y € X y definamos g : [0,1] = R por g(t) = A((1 - t)z +
ty). Entonces por la regla de la cadena:

g'(t) = DA((1 - t)z + ty)(y — z)
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g"(t) = DPA((1 - )z + ty)(y — 2,y — 2) > c|lz — [
por la hipotesis. Del teorema del valor medio se deduce que si s,t € [0, 1]
g'(s) = g'(t
s—t

(donde 8 € [0,1] ). Por el lema (2.2.3) deducimos que:

> clz — y|?

t 1 1
1(55) < 59060+ 5900 - §la = yPls = P

Tomando s = 1 v ¢t = 0 esto nos dice que:

T+y 1 1 c 9
/ < = “Ay) - =|z —
1(ZH) <540+ 340 - Sl -l

Es decir: A es 2-uniformemente convexa.

2.2.1 La condicién (5);

Definicién 2.2.8 Se dice que un operador a : X — X* verifica la condicion
(S4) sic z, = z y limsup,_, (a(z,),z, — ) < 0 implican que z, — =
fuertemente.

Proposicién 2.2.9 Sea A : X — R una funcional C' que es localmente
uniformemente conveza y localmente acotada. Entoncesa = DA: X — X*
verifica la condicion (S,.).

Dem: Sca (z,) una sucesiéon en X tal que z,, =z y

limsup {a(z,),z, —z) <0

n—oo
Como (z,) es débilmente convergente, cs acotada, digamos que ||z,|| < R.
Como A cs localmente acotada deducimos que A(z,) s acotada. Pasando a
una subsucesion podemos asumir que A(z,) — c¢. Por la débil semicontinui-
dad inferior:

A(z) < liminf A(z,) = ¢
v por otro lado como A es convexa, su grafico esta por encima de su hiper-
plano tangente en x,:

A(z) > A(z,) + (a(zn), z — z,)
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Usando entonces la hipotesis de que limsup,,_, ., (a(z,), 2, — ) < 0 dedu-
cimos que: A(z) > c¢. O sca que: A(z) = c. Por otro lado Z2E2 — z, vy
utilizando nucvamente la débil semicontinuidad inferior, tenemos que

c= A(z) < liminf A (l -;I") (2.3)

Si suponemos que z, no tiende a = entonces existe un € > 0 y una subsucesion
zn, que verifica ||z —x,, ]| > €. Sea § > 0 cl que corresponde a € por la
convexidad uniforme de A en la bola B(0, R). Entonces:

1 1 T+ Ty,
FA() + 3AGn) - 4 (T3 240

Cuando k — oo tenemos que

T+ Iy,

limsupA< 5 ) <c-46(e)

lo que cs una contradiccion con (2.3).

2.3 Aplicaciones a ecuaciones del tipo p-laplaciano

Teorema 2.3.1 Asumamos que se verifican las siquientes condiciones:
1. p>2yQCRY es un dominio acotado.

2. Sea A:QxRY -5 R, A= A(z,€) una funcion continua en A x R | y
con derivada continua respecto a £, a = DA = A’ que verifica:

(a) A(z,0)=0V z €.
(b) a satisface la condicion de crecimiento:
la(z, &)l < a1+ Ve, £€RY (2.4)

para alguna constante c¢; > 0.

(c) A(z,-) es uniformemente p-conveza uniformemente en x: Eriste
una constante k > 0 tal que:

1 1 —
A (2 55) < 4O+ jaG ) -He-aP Vs e De € Y
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(d) A es p-subhomogénea:

0<a(z,€) £ <pA(z,€) VzeQ, £€RY

(e) A satisface la condicion de elipticidad:

Az, €) > AEPY 7€ Q,6eRY

siendo \ > 0 una constante.

3. f: 1 xR = R es una funcion continua que verifica:

(a) La condicion de crecimiento subcritico:

If(z,8)| <cl+|s]" ) VzeQseR

23

(2.7)

dondec>0,yp<q<p‘=FN}psip<N,op<q<+oosz'

p>N.

(b) La condicion de Ambrosetti-Rabinowitz: F(z,s) = [; f(x,t) dt es
0-superhomogénea en infinito, es decir que existe sy > 0 tal que:

0 < 0F(z,s) < f(z,s)s Vs € R tal que|s| > sp,z € Q

donde 6 > p.

4. Asumimos que

uniformemente para x € €1, donde

A< )\l‘p(Q)pA

Entonces el problema de Dirichlet:

—div(a(z,Vu)) = f(z,u) en §
u =0 en Of)

tiene al menos una solucién débil no trivial en WyP(Q).

(2.8)

(2.10)
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Ejemplos:

1. Si tomamos A(z,s) = %Isl”, a(z,s) = |s[P~2s, con lo que obtenemos el
p-laplaciano usual.
2. Supongamos que tenemos una matriz (a”(z)) € C(Q, RV*V) simétrica

v definida positiva: 3 )
a’(z) = d*(z)

N
Z al(z) &€ > clfffVz e D€ € RV c¢>0
ij=1

entonces tomando

A(z,€) =

SRl

N
> ai(x) €
1,7=1

vemos que el teorema puede aplicarse al operador eliptico lineal en
forma de divergencia

i,y=1

3. Si consideramos A(z, s) = %(1 + |s|?)?/2 — 1 obtenemos el operador de
curvatura media generalizado

M (u) = div((1 + |Vu[?)P=2/27y)

Para ver que A es p-uniformemente convexa, notemos que 1 + |s|? cs
uniformemente 2 -convexa, luego por la proposicién 2.2.6 (1 + |s|?)P/2
es uniformemente p-convexa, y por lo tanto A es uniformemente p-
convexo. Para p =1 (que no estd incluido en nuestros resultados), este
operador aparece en la ccuacion de curvatura media prescripta para
una superficie en forma no paramétrica. En |19], E. Lami Dozo y M.C.
Mariani aplicaron una variante del lema del paso de la montana a la
ecuacion de curvatura prescripta en forma paramétrica.
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2.3.1 Algunas observaciones sobre nuestras hipétesis

Observacién 2.3.2 Integrando (2.4) deducimos que A verifica la condicion
de crecimiento:

Az, ) S ea(l€] +1€7) Yz € Q€ €RY (2.11)
para alguna constante ¢y > 0.

En efecto, tenemos:

1 d 1
Az, €) = /0 & AGr, t€)dt = /0 alz, t€) - € dt

Y usando la hipotesis (2.4) deducimos que:

I

c
A o [ Qg leld: < alel+ g

0
Observacién 2.3.3 La condicidn (2.5) implica que
Az, s8) < A(z,8)s? Vs > 1,z € Q£ € RY
Definimos g(t) = A(z, t€), entonces
, 1

g'(t) = afx,t8) - € = a(z, ) - (t§) <

’(t
g(t
Integrando entre 1 v s tenemos:

~ "3

Alw,16) = Eg(t)

—

Q&

3

<

N—

log g(s) — log g(1) < plogs

luego
(s)
1

@

<P

—

o
~~

Lo que implica que
Az, s€) < Az, §)s”

Andilogamente tenemos:

Observacién 2.3.4 La condicion (2.8) implica que:

F(z,sv) > F(z,v)s’ Vv tal que [u| > s, s > 1,2 € Q
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2.3.2 Prueba del teorema 2.3.1

Bajo las condiciones del teorema 2.3.1, definimos la funcional:

J(u) = /Q Alz, V) — /Q F(z,u)

J : W,P(€2) — R esta bien definida y es de clase C* (ver proposicion 1.6.2).
Su derivada es dada por:

o) = [ a@ V0 Vo [ fw g
Para demostrar el teorema 2.3.1 aplicaremos a esta funcional ¢l tcorema del

paso de la Montana. Dividiremos la verificacién de las condiciones necesarias
en dos lemas.

Lema 2.3.5 J verifica la condicion de Palais-Smale.

Dem: Si (u,) C W,?(R) es una sucesién de Palais-Smale, verifica que:
J(un) = ¢y J'(u,) = 0. Primero probaremos que (u,) es acotada:

() — %(J'(un),un) - /Q [A(a:,Vun) - %a(I,Vun)-Vun} +

[ |3 wun = Pz

Por la condicién (2.5), vemos que:

() — % (7 (), ) 2 (1 g)/QA(a;, Vi )+

[ |57 - Faw)

(1-5) [ At V) < ) = 5 (7 (un) o)

luego

]
—/ [—f(z,un)un - F(I,un)] + M|Q|
{z€Qlun()>s0} L0
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donde M = sup{|}f(z,s)s — F(z,s)| : z € Q,|s| < so}. Por la condicién de
Ambrosctti-Rabinowitz (2.8), deducimos que:

(1-7) / Az, V) < J(un) = < (I (un), un) + M|Q]
8/ Ja 0
Por la condicién de elipticidad (2.6), deducimos que:
c/ﬁvwwngg-ogm%mug+Aﬂm
Q

donde C = (1 - &) A > 0, o sca:
Cluall < J(ua) + 810 (un)ll, ”un”w&-"(Q) + M|Q|

14
Wy P ()
. 1 .
nde || - ||. es la norma en el espacio dual de . Si u, no es acotada

dond 1 1 dual de W, ?(Q). Si u, tada,
para una subsucesiéon podemos asumir que: ||un|lwon.p(m — 4o00. Entonces

ividien ol | 7 | I 1acien ue n — oo se obtienc un ntradic-
dividiendo po wirg ¥ haciendo — o0 se obtic a contradic

-, 0 ’
cién. Esto prucba que u, esti acotada.

.. 1, ., Ly -
Por la reflexividad de W,?(€Q) podemos extracr una subsucesién débilmente
convergente u,, — u, que por simplicidad seguiremos llainando u,,. Para pro-
bar que u, converge fuertemente a u, notamos que siendo 4 uniformemente
1 )

p-convexa, por la proposicién 2.2.9 se sigue si consideramos la funcional:

Jo(w) = /Q A(z, V)

su derivada Jj verifica la condicion (S,), de modo que basta ver que:

n—oo

lim sup/ a(z,Vu,) - (Vu, — Vu) <0
Q
Ademas
/ a(z,Vu,) - (Vu, — Vu) = (J'(un), up — u) + / [z, up)(u, — u)
0 0

Ahora como la inmersién de Sobolev W, () < L9(f) es compacta, ya que
g < p* en (2.7); obtenemos (tomando nuevamente una subsucesion) que:
up, — u fuertemente en L9(S?), y por la condicién de crecimiento sobre f,
f(z,u,) es acotada en LY (Q). Se sigue que:

/ flz,un)(up, —u) =0
Q



Capitulo 2: Ecuaciones del Tipo p-Laplaciano 28

Por otro lado como J'(u,) — 0 por hipotesis y u, — u s acotada en Wy P(9),
deducimos que

(J' (un),un —u) =0
Concluimos que:

a(z,Vuy,) - (Vu, — Vu) -0
Q

v entonces por la condicion (S4), u, — u fuertemente.

Lema 2.3.6 J tiene la geometria del teorema del paso de la montana, es
decir:

1. Eziste r > 0 tal que:

inf  Ju)=0>0

=r
Wy P ()

(lull

2. FErxiste ugy € 1/V01 P(Q2) tal que

J(tug) = —o0 cuando t — 00

Demostracién: 1. Elegimos ¢ > 0 suficientemente pequeno, de modo
que:

A A+e
p/\l,p

entonces por la condiciéon (2.9), existe § > 0 tal que:

/(z,5)

<A+epara|s| <4z €N
|s|P—2s

por lo que

_ < (A+e)st! si §>0
f(l’s){ > —(A+e)slPt si s<0

Integrando deducimos que:

F(z,s) < =(A+¢)|s|P’ para|s| <6

|-
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En consccuencia, utilizando la hipétesis (2.7):

J(u) 2/.4@, Vu)—/ MW—/ Clul*
0 {ze|ul<s} P {z€S:|u|>6)

q/p
> [(vap- 22 [ IVuI”—C< / qul”> = 6(r)
0 p’\l,p 0 0

con 7 = [, |Vul?, en virtud de la inmersién de Sobolev (1.1), ya que g < p*
Ademas ¢(r) > 0 para r > 0 suficientemente pequeiio, ya que ¢ > p.

2. Como A es p-subhomogénea y F(z, s) es -superhomogénea si |s| > so,
para t > 1 tenemos que:

J (tug) =/QA(:1:, tVuo)—/F(a:, tug)

2

< t”/ A(z,Vu) — to/ F(z,u) + M|Q|
Q

{z€9:|uol>50}

donde M = sup {|F(z,s)|: 2 € Q,|s| < so}.
Como 6 > p, deducimos que J(tug) = —oo cuando t — +00, si clegimos
ug tal que
[{z € Q: up(z) > s0}| >0

por la condicion (2.8).

2.4 Soluciones Multiples

Necesitaremos la siguiente version "Z,-simétrica” (para funcionales pares) del
teorema del Paso de la Montaia (ver [25], teorema 9.12).

Teorema 2.4.1 Sea X un espacio de Banach real de dimension infinita y
sea I € C'(X,R) par, que satisface la condicion de (PS) y I(0) = 0. Si

e (I)) Ezisten constantes p,a > 0 tales que I(x) > a st ||z|| = p.

e (I,) Para cada subespacio de dimension finita X, C X, el conjunto
{x € X, :I(z) > 0} es acotado.

entonces I posee una sucesion no acotada de valores criticos.
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Teorema 2.4.2 Supongamos que las funciones f : QxR - R ya: Q x
RY — RY son impares en el seqgundo argumento:

f($a —S) = —f(:lf, S)) a(a:, —E) = —a(:lf,f)

y que ademds se satisfacen las condiciones del teorema 2.3.1. Entonces el
problema (2.10) posee infinitas soluciones.

Para demostrar este resultado necesitamos cl siguiente lema:

Lema 2.4.3 Las condiciones del teorema 2.3.1 implican que s1 X, C I/Vol P(QQ)
es un subespacio de dimension finita, el conjunto S = {u € X, : J(u) > 0}
es acotado en W, P(Q).

Demostraciéon: Dec la condicién (2.7), F satisface:
|F(z,s)| < Ci(]s|"+1)Vz € Q,s €R (2.12)
Afirmamos que cxiste v € L®(2), v > 0 en €, tal que:
F(z,s) > v(z)|s|’Vz € Q,|s| > so (2.13)
De hecho tencmos, como F' es #-superhomogénea:
F(z,s) 2 n(z)ls’Vz € Q,5 > s

donde v,(z) = H&%). En virtud de (2.12), v € L®(Q) y de la condicion

(2.8) concluimos que v, > 0 en Q.
Un razonamicento similar muestra que

F(z,s) > 12(z)|s|’Vz € Q,s < —s0

donde 7y, = L,“:Tﬂ De nuevo v2 € L*®(2) y 72 > 0. Entonces (2.13) vale
20

con ¥(z) = min(y,(z), v2(z)) para z € {2 como afirmamos.
Probaremos que J satisface una estimacion de la forma:

J(u) < c3 ||u||’;‘,0,_,,(9) + c4||u||W0|.p(Q) - /Q'y(:r)|u|0 + KVu e W,P(Q) (2.14)

con c3, ¢y ¥ K constantes no negativas.
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Sca v arbitrariamente elegido en Wol”’(Q) y notemos:

Qe = {ze€Q: ()] < so}
Q> = Q-Qc

Por (2.12) tenemos:

/ F(z,v) > —cl/ (Jo]?+1) > —Cl/(sg+ 1) = —Ci(sg + 1)IQ] = K,
Nc (293 Q

v por (2.13) vale que:

1;anzLjumV

Entonces por (2.11):

J(v) =/QA(:1:, V) — (/Q F(g;,v)+/QZ F(a:,v))

S@W%W®+MWWMm—/W@WV_M=

Q>

/ [ 9
< o610y + a7 elgoy = [ @l + [ Aol = K
<

< a1l + allohgrey = [ ANl + K

donde K = ||7]l,» s§l1Q = K1 y ¢3 = """, con lo que (2.14) queda
demostrada. La funcional |||, : W,?(2) — R definida por

mm=(éwmwﬁw

1 . . ., .
es una norma cn WP En el subespacio de dimensién finita X, las normas
[IIl,, ¥ lIIl, son equivalentes, luego cxiste una constante K = (X)) tal que:

) 1/0
oy < K ([ 2600
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Consccuentemente en X vale que:
J(v) < e KP||v]” + e K |||, = l|v]l? + K
Por lo tanto
K oll? + esK|olly — o]l + K > 0Vv e S
v teniendo en cuenta que 8 > p concluimos que S es acotado.

Prueba del Teorema 2.4.2: Como las funciones f y a son impares
en cl scgundo argumento, la funcional J es par. Se verifica que J(0) = 0.
Por el lema 2.3.5, J satisface la condicion (PS). Por el lema 2.3.6, existen
constantes a,p > 0 tales que J(u) > a si |luf|,, = p Por el lema previo
{v e X :J(u) >0} es acotado cuando X, es un subespacio de dimension
finita de I'Vol"’(Q). Entonces el tecorema 2.4.1 se puede aplicar a la funcional
J, lo que concluye la demostracion.
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Capitulo 3

Ecuaciones del Tipo p-Laplaciano
en Dominios no Acotados

3.1 Espacios de Sobolev con pesos

Al estudiar problemas en dominios no acotados, es con frecuencia conveniente
trabajar en espacios de Sobolev con pesos. Esto sc debe a que en general el
espacio W!'”(£2) no esta compactamente contenido en L(2) para ningin ¢
si €2 no es acotado, pero esto puede remediarse, como veremos, trabajando
en espacios con pesos.

Sca @ ¢ RY un dominio (no acotado). Un peso es una funcién w €
L}, () tal que w > 0 (en c.t.p.). El espacio LP(€; w) = L2 (Q) es el conjunto
de las (clases modulo igualdad en c.t.p. de) funciones medibles u : @ - R

tales que la norma:
1/p
lll, . = ( / [P (z) d:v)

es finita. Si identificamos el peso w con la medida:
w(E):/wd:v EcQ
E
L? mno cs otra cosa que el espacio L” asociado a esta medida. El espacio de

Sobolev con pesos WHP(Q; wg, wy) se define entonces como el espacio de las
funciones L, (§2) cuyvas derivadas distribucionales %(1 <t < N) pertenecen
]

33
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a L2 (€?). La correspondiente norma se define por:

1/p
lellivro @0 1) = (/QIVul”wn(x)+/QIUI”wo(1:)dar> (3.1)

El espacio W, (€2; wo, w;) se define como la clausura de C}(€2) en Wy ().
Hacemos notar que en la literatura aparecen otras definiciones de espacios de
Sobolev con pesos que no siempre son equivalentes. PPor ejemplo si definimos
HP(2; wo, w,) como la completacion de C°(2) en la norma (3.1) tendremos
que HP(; wo, wy) = WHP(Q; wo, wy) cuando wg y w; estan en la clase A, de
Muckenhoupt (ver [14]).

3.1.1 Inmersiones en espacios con pesos:

En los argumentos variacionales juega un papel muy importante saber cuan-
do el espacio de Sobolev W!P(Q; vg,v)) esta incluido (compactamente) en
un espacio LP(§; w). Existen en la literatura varios resultados sobre esta
cuestion.

3.1.2 El teorema de Kufner-Opic

En esta seccién enunciamos un tcorcma sobre inmersiones ¢n espacios con
pesos que utilizaremos cn lo sucesivo. Aunque el enunciado es algo técnico,
veremos con ejemplos que puede ser aplicado en casos concretos.

Notamos Q, = {z € Q: |[z] <n} = QNB(0,n) y Q" = {z € Q: |[z| > n}.
Asumimos que existe un 7 tal que Q* = {z € R : |z| > 7}, es decir
B(0,7)¢ C Q para algin 7. Sea () una funcién positiva definida en Q" tal
que:

r) < para casi todo ze"
- (y)/r(z) < ¢, paracasitodo z € Q% y€ B(z,r(z))

donde ¢, es una constante.

Teorema 3.1.1 ([24],Teorema 2.1) Sean1 < p < q < oo, %—%+l >0y
supongamos que existen constantes 0 < ko < Ky, 0 < ¢9 < Cp, 0< ¢y <y,
funciones medibles positivas by, b, definidas en 2", tales que los pesos vg, vy, w
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satisfacen:
kovo(z) < v(2)r P(z) < Ko(z)ve(z) p.c.t. T €N
cobo(z) < w(y) < Cobo(z) pct z€Qy€ Bz, r(z))
ab(z) < v (y) < Cib(2) p.ct. z€ Q% y€ B(z,r(z))

Supongamos que la inmersion WP (Q; vo, v)) — LI(Qy; w) es compacta para
todo n € N. Entonces la inmersion

WP (Q; v, v;) <= LY w)
es compacta st y solo si

I/q ' _N
lim B, =0 donde B,, = sup M (F-3+1)
n—oc reqQn b](.’l))l/p

Ademds dicha inmersion es continua si la inmersion W'P(Q;v0,v)) <
Li(§2,; w) es continua para cada n € N y lim,,_,o B, < 00.

Ejemplos de aplicaciones del teorema de Kufner-Opic

Supongamos que € es un dominio que verifica las hipotesis del teorema de
Kufner-Opic.

1. Sean a, 8 € R v definamos
vo(z) = (14 [2))° 77, v (z) = (1 + [2)P, w(z) = (1 + |z|)°

Si clegimos by = w, by = v, y r(z) = (1 + |z|)/6 las hipétesis del
teorema 3.1.1 se verifican si

N N a B N N
— — —+1>0y— -S4+ ——-—41<0

q p g P 49 p
luego la inmersion WP(Q; vg, v;) < LI(Q; w) es compacta.

vi(z) = P y w(z) = el Si clegimos by = w,

2. Definimos vo(z) =
= 1, entonces las hipétesis del teorema 3.1.1 se verifican

by = w; yr(x)

s1 N v 5
T ¥ is0v2-2oo
q p p q
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3.1.3 Desigualdades de Hardy

Otra herramienta que necesitamos para estudiar ecuaciones del tipo p-laplaciano

en dominios no acotados son las desigualdades de Hardy.

Teorema 3.1.2 (|24],Teorema 2.3) Sea 2 C R un dominio, con la pro-
piedad de que st x € Q yt > 1, entonces tx € §). Supongamos que vy y v,
son pesos radiales, o sea de la forma vo(|z|), vi(|z]) y son acotados en cada
subintervalo compacto de (0,00). Asumamos ademds que eristen constantes
k,B,ty > 0 tales que:

vo(t) > kv (£)t7P para c.t. t > ¢

T 1/p 00 - 1/p'
B(z) = {/0 vo(t)tN“dt} {/ n ()"0 5T dt} <B (3.2

Entonces existe una constante C > 0 tal que:

/ |ulPro(z) dz < C/ |VulPv,(z) dz ¥ u € WyP(S; v, v1) (3.3)
Q Q

Ejemplo: Si tomamos
vo() = (L+12])°77, v(z) = (1 + |z|)’

donde 0 < B < p,v N > p- (3, entonces

v la condicion (3.2) se verifica, ya que

T 1/p © s (no1 1/p
B(l‘)S( / tf’-P+N-ldt) (/ a0 dt) <c
0 0

por lo que si § verifica las hipétesis del tcorema 3.1.2, vale la desigualdad
(3.3).



Capitulo 3: ...en Dominios no Acotados 37

3.2 La acciéon de los operadores de Nemitsky
en espacios con pesos

Proposicién 3.2.1 Sea f : 2 x R* =» R" una funcion de Caratheodory.
Sean 1 <p,g<o0oyl<ac< 'qf, y sean w, y wo dos pesos. Supongamos que
f verifica la condicion de crecimiento:

[/ (z,5)] < folz) + fi(2)]s]®
donde fo € LY(Q; wq) y
/(p—ag)(O. ;7 ~ _ . pllp-aq) -—aq/(p-aq) _. 2
o fy € LP/P=20(Q 1) con @ = wy w si0<a<t
e fi(z)luwsy(x) < Cw(z) en c.t.p para alguna constante C si a = ’é

entonces el operador de Nemitsky Ny : u— f(z,u) es continuo de LP(2; ws)
en LI(S2; w,).

Demostraciéon: Primero probamos que Ny manda LP(§2;w;) en LI(€2; w,).
Si 7 > 1 por la desigualdad de Holder:

/ 1f 2, 0) s (2)dz < / 2 fol2)? + fu(2)?|ul*wa(z)dz
(9] Q

1/r 1/r
< C“f”(llﬂ(ﬂ;wg) +C (/ f](z)Qr'u)E'(x)wl_l/(r—l)) (/ luloqrwl(.’L‘)dI)
0 0

Elegimos agr = p,osea: 7= £ . Entonces r' = 22—y - = 2Ly, > ]
aq p—aq r—1 p—aq

si 0 < a < B, Esto prucba que Ny(u) € L(w,)

Cuando a = 3, entonces ' = 0o v podemos acotar asi:

o |f(z, u)["wy(z)dx < C ”f”‘ll,q(n;wz) +C ||fl($)qw2(z)wl_l”1,oo(n) ”u”LP(Q;wl)
luego Ny(u) € L(ws). Ahora probaremos que Ny es continuo de LP(€2; w;) en
L(€; w,). Sea (u,) una sucesion tal que u, — u en LP(Q; w;). Queremos ver
que Ny(u,) converge a Ny(u). Para ello basta ver que cualquier subsucesion
(un,) de (u,) contiene una sub-subsucesion que converge a u. Por el lema
1.6.3 existe una sub-subsucesién Un,, de (u,,) tal que Un,, — uen casi todo
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punto respecto a la medida w, y existe g € LP(Q2; w,) tal que |u,(z)| < g(z).
Entonces:

£ () = f(@,un, I < 20/ (2, 0) |2+ 1@, 1Y

<27 fo(x)? + fi(2)]gl™] = h

Ctilizando la desigualdad de Hélder como antes, tenemos que i € L(€); wy).
Por lo que podemos usar el teorema de la convergencia mayorada de Lebesgue
para ver que:

J10) = £t )z =0

va que f(z, u,,kj) — f(z,u) en casi todo punto (respecto a w; ).
Nos interesa particularmente el caso especial en que ¢ = p' y wy, = wy
wy = w~/P=Y_ Entonces:

W = w P/ p-ed)(p-1)], ,~aa/(p-aq)

P aq P+ aq P(l1+a) 1+a
’ =+ = = ; =
(p-aq)(p-1) p-ag p-og Ppp-1-a) p-l-a
I =Y

p—aq l—aﬁ T p-l-a
y obtenemos:

Corolario 3.2.2 Sea f: Q2 x R* = R" una funcion de Caratheodory. Sean
1<pg<ooyl<a<p-1,ysesw un peso. Supongamos que f verifica
la condicion de crecimiento:

|f(z,9)| < folz) + fi(z)]s|®
donde fo € LY (Q;w=1/®-1)) 4
o f € LP/(P=1=0)(Q: 1) con w = p(1*+e)/(P=1-0) 5i 0 < @ < g
e fi(z) < Cw(z) en c.t.p. para alguna constante C si @ = p— 1 entonces
cl operador de Nemitsky Ny : v — f(z,u) es continuo de LP(§2; w) en

L1(Q; w).

Nota: El caso @ = p — 1 de este corolario es el lema 3.1 en |24].
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3.3 Ecuaciones del tipo p-laplaciano en domi-
nios no acotados

En esta seccion enunciaremos un teorema analogo al teorema 2.3.1 para domi-
nios no acotados, trabajando en cspacios de Sobolev con pesos (con hipotesis
algo diferentes).

Teorema 3.3.1 Asumamos que se verifican las siguientes condiciones:

1.2<p< N, QcCR" es un dominio (posiblemente no acotado), y los
pesos vo,v) y w son elegidos de modo de la inmersion de Sobolev:

WP (Q; v0,v1) C LI w) (3.4)

resulte continua st p < q < p* y compacta st p < q < p* (donde
pt= ,{%), y que valga la desigualdad de Hardy:

/ lu|Pvo(z) dz < C/ |VulPv, (z) dz ¥V u € W P(Q; v, 1))
Q Q

Notamos que entonces

1/p
”““wo'-"(n,u,) = (/Q |VulPv (z) dx)

es una norma equivalente a || - “W()l"'(ﬂ;vo,ul) en Wy P (€% vo, v1).

2. A: QI x RY 5 R es una funcién continua en Q x R, y con derivada
continua respecto a £, a = DA = A’ que verifica:

(a) A(z,0) =0V z € Q.

(b) a satisface la condicion de crecimiento:
la(z,€)] < ao(z) + ar(z)|EPP' V2 € Q, £ € RY (3.5)
donde ag y @, son funciones que satisfacen:

ap € LPI(Q, Ull/(p_l)),ao(ilf) < qui(z), ay(z) < 0201(1?)
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(c) A es uniformemente p-conveza con el peso v)(z), en el siguiente
sentido: Ezxiste una constante c; > 0 tal que:

A (l’§+n) < 1A(ﬂf &)+5 A(a: n)-cov(z)|f-nPVr e Q& neRY

2 2
(3.6)
(d) A es p-subhomogénea:
0<a(x,é) £ <pA(z,&) Vzeq, EeRY (3.7)
(e) A satisface la condicion de elipticidad:
A(z,€) > AEPu(z) ¥V € Q,6 € RY (3.8)

stendo A > 0 una constante.
3. f:Q xR — R es una funcion de Caratheodory que verifica:

(a) La condicion de crecimiento subcritico:
f(2,9) < fol@) + A@)IsI Ve Qs R (39)

donde p < q < p* = Nﬂ%, y fo, fi son funciones positivas que
satisfacen:

fo(z) € LY (Q,w™/7Y), fo(z) < Cw(z) fi(z) < Cu(z)

donde C es una constante.
(b) La condicion de Ambrosetti-Rabinowitz: F(x,s) = [; f(z,t) dt es
@-superhomogénea
0<60F(z,s) < f(z,s)sVse Rz €0 (3.10)
donde 0 > p.

4. Se verifica:

_ flz,t)  _
f(2,0) = lim e (3.11)

uniformemente en x € ).
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5. Existe un abierto no vacio O C Q y un nimero so > 0 tal que

F(z,s) >0Vz € O,|s| > sq. (3.12)
Entonces el problema de Dirichlet:

{—div(a(x,VU) = f(z,u) en Q (3.13)

u =0 en 0N

. .., Ly - .. 1,
tiene al menos una solucién débil no trivial en Wy (§2; v, v1).

3.3.1 Demostracion del teorema 3.3.1

De mancra analoga a lo que hicimos en el capitulo anterior, para demostrar
el teorema 3.3.1, aplicamos el teorema del paso de la montana a la funcional

J(u)=/QA(:1:,Vu)—/QF(a:,u)

pero ahora trabajamos en el espacio de Sobolev con pesos Wol P(Q; v0, 11).

Como consecuencia del colorario (3.2) y de las inmersiones de Sobolev
con pesos que tenemos por hipotesis, es facil ver que J € CY (W, (Q; vo, v1))
(como en en lema 3.2 de |24]), y que:

(J'(u),v) = /Qa(:l:, Vu)-Vv—- [ f(z,u)v

Q
Dividiremos la verificacién de las condiciones necesarias para aplicar el
teorema del paso de la montana en dos lemas:

Lema 3.3.2 J verifica la condicion de Palais-Smale.

Dem: Si (u,) C I/Vol"’(Q; Vo, V1) €s una sucesion de Palais-Smale, verifica
que: J(u,) = cy J'(u,) = 0. Primero probaremos que (u,) cs acotada:

% (J'(un), u,) = /Q [A(a:, Vu,) - %a(m, Vu,) - Vu,,] +

[ |54 wun = Pl

J(up) —
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Por la condicién (3.7), vemos que:

J(uy) — = (J'(un), un) > (1 - g)/ﬂA(I, Vu, )+

/Q [%f(a:, uy)un — F(z, Un)]

Por la condicion de Ambrosetti-Rabinowitz (3.10), deducimos que:

1
6

(1 — g) /QA(:C, Vu,) < J(un) — %(J’(u,,),u,,)

Por la condicion de elipticidad (3.8), deducimos que:

(J'(u,,), Un)

c / VunlPor(z) < J(un) — +
Q 0

donde C = (1 - 8)A >0, o sea:

1
C l]urlllft'o'-"(g;vo'vl) < J(ua) + ] 1 (un)ll, ”Un”WO"”(ﬂ;uO,vx)

donde ||-||, es la norma del espacio dual de W, (§; vg, v;).
. 1, < s
Si (u,) no es acotada en Wy*(Q;v9,v,) , para una subsucesion podemos
asumir que:
”unllwol"’(ﬂ;m,vx) 0

Entonces dividiendo por ||un|]W0|.p(Q;v0,vl) y haciendo que n — oo tenemos
una contradiccion. Esto prueba que u,, esta acotada.

Por la reflexividad de I/Vol”’(Q; vo, v1) podemos extraer una subsucesiéon dé-
bilmente convergente u,, — u. Para probar que u,, converge fuertemente a
u, notamos que por la condiciéon (3.6),

Jo(u) =/QA(1:, Vu)

. . 1,
localmente uniformemente convexa en el espacio Wy (2; vg, vy). Por la pro-
posicion 2.2.9 sc sigue que su derivada Jj- verifica la condicién (S,), de modo
que basta ver que:

n—oo

lim sup/ a(z,Vu,) - (Vu, — Vu) <0
)
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Tenemos que:
/ a(z,Vuy) - (Vu, — Vu) = (J'(u,), u, — w) + / f(z,un)(u, —u) (3.14)
) Q

Como por hipétesis, la inmersion de Sobolev I/Vol’p(Q;vo,vl) — LI(Q;w)
es compacta, obtenemos que: u, — u fuertemente en L9(Q;w), v por la
condicion de crecimiento sobre f, f(z,u,) es acotada en L (Q;w'/(-V),
Se sigue que:

flz,un)(up —u) =0
Q

Por otro lado como J'(u,) — 0 por hipétesis y u,—u es acotada cn WO1 P(82; vo, 1),

deducimos que
(J'(up),up — u) > 0

Por (3.14), concluimos que:
/ a(z,Vu,) - (Vu, — Vu) 2 0
Q

y entonces por la condicion (S, ), u, — u fuertemente en Wol”’(Q; Vo, V1)

Lema 3.3.3 J tiene la geometria del lema del paso de la montana, es decir:

1. Eziste v > 0 tal que:

inf J(u) =b>0VYue WP (Q;v,v)

III‘”W(;"J(ﬂ:vo.vl J=T

2. Eziste uy € I/l«"ol'p(Q; vo, V) tal que

J(tug) = —o0 cuandot — oo

Demostracion: De la condicion (3.11), dado € > 0 tenemos que:
|f(z,t)] < €|t vo(z) si |t] < 6

Integrando deducimos que

L

|F(z,t)] < 671)0(:17) sift] <4
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En consccuencia:

ul? -
/{ LT /Q (o) < Sl g

Por otro lado, de la condicién (3.9), deducimos que:

Pz )] < @)l + A (x)@

y en consccuencia:
ul?
|F(z,u)| < fo(@)u] + fi(z)— <
{z€:|u|>6} {z€:|u|>6} q
C.s/(fo(x) + fi(@))|u]? < C,/ [ul'w(z) dz < Collulliyin(@ug.m)
N 1]

por la inmersion de Sobolev (3.4). En conclusion obtenemos que

J(u)=/QA(I,u)—/QF(I,u)2

£
Ao (D) VulPdr — = p -C q -
/!;"\Ll(l” U| d'l: p“u”LVol','(Qi'UOyUl) 2”u|IPVOI','(Q:vo,U1) ¢(T)

don‘d-c r= ”u”Wo"f(Q;vo,vn)' Como ¢ > p, deducimos que ¢(r) > 0si 7 y € son
positivos v pequenos.

Para probar que se verifica la segunda condicién del enunciado, tomamos
ug € WHP(Q; v, ;) tal que ug(z) > so Vo € O (donde sp y O satisfacen
la condiciéon (3.12)). Entonces como A es p-subhomogénca v F(z, s) es 6-
superhomogénea, para t > 1 tenemos que:

.](tuo)z/QA(I,tVuo)—/QF(I,tuo)

< tp/A(x, Vuo)—to/ F(x,up)
Q o

Como 6 > p, deducimos que J(tug) = —oo cuando t — +oo.
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3.3.2 Un Ejemplo

Consideramos ¢l problema

(3.15)

-Apu = f(z,u) en Q
u =0 en 00

siendo 2 C RY un dominio que satisface las hipétesis de los teoremas 3.1.1
v3.1.2, v2<p< N. En este caso tomamos:

1
A(Ia S) = _Islp
D
Para ¢l ¢jemplo, clegimos los pesos
vo(z) = (1 + [2]) ™, wi(e) = Lw(z) = (1 + [z])™* (a > 0)

v asumimos que f satisface las condiciones del tcorema 3.3.1. Para que la
inmersion

WP (1 + ()™, 1) € LY (1 + [2])™°)
sea compacta debemos pedir que

N N
2o hico

9 9 p

La desiguadad de Hardy se verfica pues 2 < p < N. Bajo cstas condiciones
el teorema 3.3.1 sc aplica a este e¢jemplo, y se concluye que el problema 3.15
tienc al menos una soluciéon débil no trivial.



Capitulo 4

Tres soluciones de algunas
ecuaciones cuasilineales en R
cerca de la resonancia

4.1 Introduccién

4.1.1 Algunos resultados previos

J. Mawhin ¥ K. Smichtt [21], probaron la existencia de por lo menos tres
soluciones para cl problema de contorno:

—u' —u+eu= f(x,u) + h(z), ©(0) = u(r) =0

para £ > 0 suficientemente pequeno, h ortogonal a sin x y f acotada satisfa-
ciendo la condicion de signo: uf(z,u) > 0. En |31, To Fu Ma v L. Sanchez
consideraron cl problema

—Ayu = Mulu+elul "l = f(2,u) + h(z) (4.1)
en 11 P(€2) con 2 € RY un dominio acotado y A, el primer autovalor de:
—Apu = AMulP?uen Q, u=0en N (4.2)
y probaron el siguiente resultado:

Teorema 4.1.1 Supongamos que p > 2 y que se verifican las siguientes dos
condiciones: (H1) f: QxR — R es una funcidn continua y existe 8 > 117 tal
que

46
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Ouf(zr,u) — F(z,u) - —o0 cuando |u| = oo

siendo F(xz,t) fo z,s) ds (H2) Eziste R > 0 que verifica

uf(z,u) >0V € Q|u| > R

Entonces para toda h € L¥ (Q) con [, h(z)pi(z)dz = 0, donde ¢, es la pri-
mer autofuncion de (4.2), la ecuacion (4.1) tiene por lo menos tres soluciones
para € > 0 suficientemente pequeno.

Puede probarse que las suposiciones sobre f implican la siguiente condicién
de crecimiento
|f(z,u)| < e +colul

con o = }, < p. En efecto si |s| es suficientemente grande tendremos:
F(z,ts) < t'°F(z, )

de donde

El marco funcional

Nuestro objetivo es extender este resultado a ecuaciones en RY. Como
WYP(RV) no esta contenido compactamente en LP(RV), vamos a trabajar
en cl espacio D'P(RY),que es la completacién de C3(RY) con respecto a la

norma:
1/p
lull, , = (/ |Vu(:z)|PdI>
RN

Por la desigualdad de Sobolev tenemos:
D" (RY) c L”"(RY)

st p < N, con p* . Esta inmersién no es compacta, pero en la Propo-
sicion 4.2.1 probaremos que la inmersion D'*(RY) C L2(RV) si es compacta

para g € LN/P(RV) 0 L{V/P*¢(RN),
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Simplicidad del primer autovalor con pesos

Recordamos que la simplicidad del primer autovalor del p-laplaciano con
pesos fue probada en |28|. Ellos estudiaron ¢l problema

—Ayu = Ag(z)|uff?uz € RY (4.3)
0<uenR", I |lim u(z) =0
x| +00

donde 1 < p < N, y probaron el siguiente teorema, asumiendo las condiciones
cnumeradas mas abajo:

(G) g es una funcién suave, por lo menos C,O‘;Z(RN) para algan vy € (0,1),

tal que g € LYP(R¥) N L®(RY) y g(z) > 0 en Q*con [QF| >0,y
e (G*) g satisface (G) y g(z) > 0 en c.t.p. en R
e (G7) g satisface (G) y g(z) <0 parax € Q7, con |27| > 0.

Teorema 4.1.1 1. Sea g que satisface (G*). Entonces la ecuacion (4.3)
admite un primer autovalor positivo dado por:

M= inf luff? 4
1= inf iy, (4.4)

con

B(u) = | lu@)Pg(a)is

2. Sea g que satisface (G~). Entonces el problema (4.3) admite dos pri-
meros autovalores de signos opuestos dados por:

/\+ = inf b
! B(u)=1 ”u”l'p
A_ _— i f u p
! B(Sl:_l ” ”l"’

3. En ambos casos, las autofunciones asociadas ¢),p7, @y pertenecen a

D'»(RN) N L®(RN).

4. El conjunto de autofunciones correspondientes a Ay (respectivamente a
M) es un subespacio unidimensional.
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Observacién 4.1.2 Bajo la hipdtesis (G*), la primer autofuncion ¢, no
cambia de signo en RY | por lo que podemos suponer que ¢, > 0.

Demostracion: Tomando ¢; como funcién de prueba en (4.3) con A = A,
vemos que

Lvenr=x [ erpateas

_‘.\
Se sigue que o7 =0 (v ¢ > 0 ), o bien ¢, es también una solucion del
problema de minimizacion (4.4). En este ultimo caso, por la simplicidad del
primer autovalor o] = cyp,. Se sigue que p; = —¢y, lucgo ¢, < 0.

4.1.2 Nuestro principal resultado: Existencia de muilti-
ples soluciones para ecuaciones cuasilineales cerca
de la resonancia.

En este capitulo consideramos la siguiente ecuacion cuasilinecal:
~Apu = (A —€)g(2)|u]P"2u + f(z,u) + h(z) (4.5)
en RY. Suponemos que:
. 1<p<Nye>0
2. Sobre ¢l peso g hacemos las mismas suposiciones (G*) de 28]
3. he LP"(RV) v [ov hprdz =0
4. Asumimos que la no lincalidad f : RV x R — R es continua y satisface:

e (HO) La condiciéon de crecimiento
|f(z,0)] < er(2) + @) |ul”™

cono <pye € LPVRY), ¢ € LE/V(RN) N LPO RN
para algun n > 0.
e (H1) Si F(z,s) = f; f(z,t)dt cntonces

1
—uf(z,u) — F(z,u) - —oo, cuando |u| — oo
o
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e (H2) La siguiente condicién de signo: existe R > 0 tal que:
uf(z,u) >0V € RY ||Ju| >R

Integrando la condicion (HO) obtenemos:

Fa,u) < ey(@)lul + ex(a) -

En la siguiente seccion si queremos que la funcional C(u) = [3v F(x, u)dz
sea de clase C'(D'"?(R")), la condicién (HO) es la natural. EI principal
resultado de este capitulo es cl siguiente:

Teorema 4.1.3 Bajo las hipdtesis anteriores (1 a 4), el problema (4.5) tiene
por lo menos tres soluciones en D'?(RV) para e > 0 suficientemente pequerio.

4.2 Algunos lemas técnicos

Para la prueba del tcorema 4.1.3 necesitaremos los siguicentes resultados:

4.2.1 Un resultado de compacidad en espacios L? con
peso

Siue€ D"”(RN, 1 <gq<p, }+ x_:L =1 yge€L,g >0, entonces de las
desigualdades de Hoélder y Sobolev, tenemos que:

/|mwsc/ Vul? (4.6)
R N R N

y se sigue que D'? C Lj. El siguiente resultado prucba que bajo condiciones
apropiadas, csta inmersion es compacta. (Otros resultados previos pueden
verse en [15)).

Proposiciéon 4.2.1 Sean1< ¢ <p*, i+ L=1g€el™Nn L[+ para algin
e > 0. Entonces la inmersion

D'*(RV)  L}(R")

es compacta.
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Demostracién: Sca (u,) C D'"P(R") una sucesién acotada:
luall,, < C

Entonces, como D"?(R"Y) cs reflexivo, podemos extraer una subsucesién de-
bilmente convergente (u,,). Por simplicidad asumiremos que that u, — u.
Queremos probar que de hecho u,, — u fuertemente. De las desigualdades
de Holder v Sobolev tenemos que:

1/r . p/p* 1/r
[ ol < ( / lgr) ( [ - ) <c ( / |g|f)
|lz[>R |z[>R lz|>R lz|>R

Dado € > 0, como g € L™ podemos elegir R > 0 verificando

/ glu - un|q < a
lz|>R 2

Ahora bien, D'*(RY) ¢ W_LP(RV) continuamente, y por el terorema de
Rellich-Kondrachov

u, — u fuertemente en L*(Bg)

si1 <t < p*. Elegimos s > 1 tal que s’ = r + ¢ entonces s < %., and

1/s' 1/s
[ ot -l < ( / |g|s) ( [ - |) <
[z|<R lz|<R lzl<R

si n > ng(e). Luego u, — u en LE(RY).

N ™

4.2.2 Algunos resultados sobre la funcional asociada

Bajo las mismas hipotesis del teorema 4.1.3, tenemos los siguientes resulta-
dos:

Lema 4.2.2 Sea C : D'""(RY) — R dada por C(u) = [3n F(zx,u)dz. En-
tonces C € CY(D"(RV)) y C'(u)(h) = [z~ f(z, u)h

Por la desigualdad de Holder tenemos que

C < [ aloll+ e

1
ully- + = lleall e oy lully-

ey |
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De la inmersion D'*(RY) c L*"(R") concluimos que C(u) esta bien definido.
De mancra similar,

[ e

-1
< lell ey IRl + lleall e sy Nlello= 111,

y tencmos que fR‘,\. f(z, u)h también estd bien definida. Usando un argumento
similar al de [23], concluimos la demostracion.

_/N e (z)h + ca(z)|u|”~ A

Lema 4.2.3 Supongamos que f(x,u) es una funcion de Caratheodory que
verifica:

[f(z,u)| £ er(z) + o) ul!
donde 1 <o <p*,c, € L"(RV) con sy =p*, ycy € L2 N ijc“(lR“) con
Sp = ;fL. Entonces el operador de Nemitsky Ny : D'"P(RV) — L (RN)
dado por Ny(u) = f(z,u) es compacto.

Demostracioén: Sea (u,) una sucesién en D"?(RY) tal que u, — u débil-
mente en D'?. Podemos suponer, pasando a una subsucesion, que

u, — u en c.t.p.

Como o < p*, aplicamos la proposwlon 421cong=(0c—-1)s; <p*,g=c3".
Notamos que g € L' N LI* con r = ,;L Para una subsucesién obtenemos

loc

que:

u, = u en L]
Por cl lema 1.6.3, obtenemos después de pasar a una subsucesién, una funcion

NY ¢, :

m € LI(R"™) tal que:

|un(z)| < m(z)
en c.t.p. con respecto a la medida g(x)dz. Entonces por la condicion (HO)
deducimos que

|f (2, u) = f (@, wa) [P < 20| f (2, w) [+ (2, ua) 2] S 290 er ()" Hea(2) ! [m] D

y podemos aplicar ¢l teorema de convergencia mayorada a la integral
[ 1w = fzun)lda
RN

para ver que f(z,u,) — f(z,u) in L' (RV).
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Observacién 4.2.4 Las soluciones débiles de la ecuacion (4.5) son los pun-
tos criticos en DVP(RN) de la funcional

1 —
Je(u) = -/ VulPdz — 2= €
P JzyN

/?N lulPg(z)dz — | [F(z,u) + h(z)uy]

RN

Bajo las suposiciones anteriores, es fdcil chequear que J, € C'(D'P).

Sea

W= {w e D'"?(RV): /g(r)lwll”""wxw = 0}

Observamos que como consecuencia de la proposicion 4.2.1, W es un subes-
pacio débilmente cerrado.

Lema 4.2.5 Sie < Ay, J; es coerciva en D'"P(RY), y eziste m > 0 tal que

infuew Je(u) > —m

Demostracién: Suponemos 0 < € < A;, entonces

Je(u) > ! (1 _ AT 5) / |Vul? —/ (F(z,u) + hu)
p /\] RN RN

€
Je(u) 2 o ull}, = C1 = Cellully, = hll ey lull,,

Como o < p, sc siguc que J, es coerciva. Definimos:

Aw = lIlf{/ IVU}|2 W€ W,/ (J(I)|w(l)|p = 1}
RN RN

Afirmamos que Ay > A;. De hecho, si fuera A} = Ay centonces existiria

w € W verificando
[l = [ juptard =1
R\ RN

Luego por la simplicidad del primer autovalor, w = ¢y, pero esto contradice
la definicion de W. Entonces, para u € W tenemos

Aw — A

Je(u) 2 ———
() pAw

lullf,, = Cr = Callully, = Al ey llull,
P
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Luecgo J. es uniformememente coerciva en W respecto a ¢, y en particular cs
uniformemente acotada inferiormente.

Para el proximo resultado necesitamos las siguientes definiciones: Conside-
ramos los conjuntos abiertos:

ot = {w € D'"P(RV) : /g(a:)|<p1|”_2<p1w > 0}

0 = {w e DY) : [ g@loi o < o}

La siguiente es una variante de la condicién de Palais-Smale (PS). Diremos
que una funcional ¢ verifica la condicién (PS)o+ . si cualquier sucesion (uy,)
en Ot (respectivamente en O~) con ¢(u,) — ¢, ¢'(u,) — 0, tiene una
subsucesion convergente (u,, ) = u € O™.

Proposicién 4.2.6 El operador —A, : D'"?(RY) — D'"P(RV)* verifica la

condicion (S4): siu, — u (débilmente en D'P(RY) )ylimsup,_, ., (—Apun, up — u) <

0, entonces u, — u (fuertemente en DVP(RV) )

Demostracién: Esto se sigue de la convexidad uniforme de D'P(R") (ver
[28]). Es un caso particular de la proposicion 2.2.9

Lema 4.2.7 J. verifica la condicion (PS), y verifica (PS)o+ . sic < —m.
Demostracién: Sea (u,) C D'P(R") una sucesién de (PS):
Je(uy) = ¢, Ji{uy) =0

Como J, cs coerciva, sc sigue que (u,) esta acotada en D'P(RV), que es
reflexivo, luego (después de pasar a una subsucesién) podemos asumir que
u, — u débilmente. Queremos mostrar que de hecho, u, — u fuertemente.
Tenemos que

Jl(un)(up—u) =/|Vun|”_2Vu,,-V(un—u)—(/\l—5)/Iunl”‘2un(un—u)g($)d1‘

- [ =) = [ (@, ua)n =)

Claramente [ h(u,—u) — 0, ya que u, — u débilmente. u, — u fucrtemente
en L’;(RN), va que la inmersiéon D'? C L? es compacta. Se sigue que:
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J P~ 1, (u — u)g(z)dz = 0 De la proposicion 4.2.3 y la desigualdad de
Holder deducimos

/f(a:,un)(u"—u)dx = /[f(:v,u)—f(m, un)](un—u)dx+/f(:i:,u)(u,l—u) -0
Como J!(uy)(u, —u) = 0, se sigue que:
/|Vu,,|”_2Vu,, -V(up —u)de > 0

o de mancra equivalente,
(=Apupn,up, —u) =0

Por la condicién (S,), ésto implica que u, — u fuertemente en D'P(RY)
Para probar que J, satisface (PS)p+ . para ¢ < —m, sca (u,) C O* una
sucesion de (PS).. Entonces existe una subsucesién convergente: u,, — u, ¥
basta probar que © € O*, pero si u € J0* = W, entonces ¢ = J(u) > —m,
lo que es una contradiccion.

Lema 4.2.8 Sie¢ > 0 es suficientemente pequeno, existen dos nimeros
t- <0<ttt
tales que J.(t¥p)) < —m.

Demostracién: Como [ h(z)p;(z)dz = 0, tenemos que:

1
Je(to)) = ;/Et"go’l’g(:c) - /F(:::, to) (z))dx
y como ¢; € L, podemos asumir que
0<p(x)<1vVzeRY

Primero, como ¢}g € L', podemos elegir p suficientemente grande como para
que:

1 m

- Phgdr < —

P Jizi>p 2

y partimos la integral J. en dos partes:

Jo=J + J?
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donde J! cs la integral sobre |z] < p, y J? cs la integral sobre |z| > p.
Definimos:

Alt) = {3+ ]2l < p: @r(z) > R/}

B(t)={z:|z| < p: i (z) < R/t}

Entonces

/ [Et”go’l’ — F(z, tcpl(a:))] dz
B(t) LP

cs uniformeinente acotada en ¢ y t para € < €p. Sea

M,(t) = / ) (%tw(x)f(x,wl(x)) _ F(x,tsol(z))) da

€
+/ [—t”go’l’ - F(z, tgpl(a:))] dx
B LP
Entonces, por (H1) y el lema de Fatou
M.(t) < =2m
para t suficientemente grande, y € < €. Por (H2) existe 0 < ¢, < € tal que:
e’ 'g(z) < f(z,u) en B, x [R,t]
Luego, si ¢;(z) > R/t y |z| < p tenemos:
etPlpi(2) " g(z) < f(z,t91)

y entonces,
Jl(ter) < M.(t) < —2m

Por (H2), como F(z,tp;) > 0, si elegimos €, que verifique

1
& < —
tp
entonces,
1 m
JZ (tpr) < —/ etPldr < —
P Jiz|>p 2

y concluimos que
Js[(t(pol) < -m

para cualquier €, < €¢. De modo similar, cligiendo primero ¢ suficientemente
grande, ¥ después €, pequeno, podemos probar que J., (—tp;) < —m
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4.2.3 Demostraciéon del teorema 4.1.3
Para € > 0 suficientemente pequeno, de los lemas 4.2.7 y 4.2.8 se deduce que:

—oco<infJ, < —m
o

y como (PS). o+ vale para ¢ < —m, se sigue del lema de deformaciéon que
los infimos anteriores se alcanzan, digamos en u~ € O~y ut € Ot. Como
O=* son ambos abiertos en D'"P(R"Y), hemos encontrado dos puntos criticos

de J,.
Seca
= inf (~(t
c ;,gl,trg[gf]J(v( ))
con

[ ={yecC(0,1],D'?”(R"): v(0) = u~,v(1) = u*}
Notamos que ([0, 1]) N W # 0 para cualquier v € T, de modo que

c=1inf J, > -m
W

J. verifica (PS), v entonces del teorema del paso de la montafia de Ambrossetti-
Rabinowitz [3] concluimos que ¢ es un tercer valor critico de Jg, y como
Je(u*) < —m, cl correspondiente punto critico es distinto de ut, u~.
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Soluciones de Ecuaciones del tipo
del p-Laplaciano en espacios de
Lorentz

5.1 Introduccion
Consideramos el problema lincal

L(u) = div(M(z)Vu) = divF en (5.1)
u = 0 en 09 o
donde Q@ C R" ¢s un dominio acotado y M (z) es una matriz simétrica en
L®(Q)N*N satisfaciendo la condicion de elipticidad:

M(z)€-€ > alf|* paraz € Q, £ €RY (a > 0) (5.2)

v el problema no lineal

{N(u)Ediv(a(a:,u(:v),Vu(.r))) = divF en Q (5.3)

u = 0 cn 9N
Especificamente, consideramos un operador monétono del tipo de Leray-
Lions (J17},[16]): A(u) = div(a(z,u, Vu)), donde a : 2 x R x RY - R
es una funcion de Caratheodory que verifica las siguientes condiciones:

1. Existen dos constantes a, 3 > 0 v una funcién d(z) en L¥' () (,l, +
1) tal que:

1
v
a(z,s,§)§ > alfl’ (5.4)

58
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la(z, 5,6)] < Bd(z) + |s|P~" + [€P7")
2. Paraé,ne R, £#n,yenctp. paraz € Q:

[a(z,s,€) — a(z,s,n)]- (E—n) >0

Remarcamos que para a(z, s, &) = |€|P~2€, el operador de Leray-Lions A =
div(|VulP~2Vu) es el p-laplaciano.
Los principales resultados de este capitulo son:

Teorema 5.1.1 Sea F € L""’#(Q, RV), con L99* el espacio de Lorentz, que
se define a continuacion , 2 < ¢ < N, ¢* = Nﬂ—qﬁ y q¥ = "(/\,V—__qz). Entonces
eziste una unica solucion u € HL(Q) N LY 9*(Q) de (5.1). Ademds tenemos
la estimacion a-priori:

”u”[,q'.q#(g) < CIFqu-q# (C > 0)

Teorema 5.1.2 Sea F € L""’#(Q, RV), con L99% el espacio de Lorentz y:

, N
p<qg< —
p—1
#_ _(N-p)
q [ S N A —
N-(p—-1)q
Entonces eziste una inica solucion u € WP (Q) N L™(Q) de (5.3) donde:
.- Np—1)q
N-(p-1)g
_(N-plp—1)q
N-(p—-1)g

y ademds tenemos la estimacion a-priori:

Lrs < C||IF|M®2Y (€ > 0)

Laq#

K

Observacién 5.1.3 La formulacidn débil del problema (5.1) es: encontrar
u € H}(Q) tal que

/ M(z)Vu-Vp = / F.-VoVyp e Hy(Q)
0 Q
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Si F € (L*(Q))", entonces divF € H~'(Q) y por el lema de Lax-Milgram
obtenemos la cxistencia de una tnica solucién en Hg(Q).

Cuando F € L9 con ¢ > 2, obtecnemos una mejor sumabilidad de la
solucion de acuerdo al siguicnte teorema de G. Stampachia (|27], Teorema

4.2)

Teorema 5.1.4 Sea F € LY, R")con q > 2, y supongamos que u es una
solucion débil del problema (5.1). Entonces tenemos:

1. Si2 < q< N entoncesu € L7 ()
2. S51q = N entonces u € LP(QQ) para cualquier p < +00

3. Siq> N tenemos que u € L*(Q)

Aqui ¢* = ,—'\;’f—q es ¢l exponente critico de Sobolev.

Como fue observado por Boccardo ([6[), un resultado similar vale en el
caso no lineal para opcradores de tipo mondtono.

En el teorcma 5.1.1, tencmos que ¢#* > ¢, luego LY(Q) C L**(Q), v
q* < ¢*, por lo que L¥*(Q) c L7 (Q)

5.2 Preliminares: Espacios de Lorentz

Los espacios de Lorentz [20] son una generalizacion de los espacios LP y estan
relacionados con varias cuestiones del analisis arménico, en coneccion con el
teorema de interpolacion de Marcinkiewicz (ver [30|, [26]) v los operadores
de convolucion (ver |22]).

En esta seccion recordamos cicrtas definiciones y resultados [29] que son
necesarios para probar los teoremas.

Definicién 5.2.1 Sea (X, M, u) un espacio de medida y u : X — RF una
funcion medible. Supongamos que p(x € X : u(z) > t) < oo para todo t. La
funcion de distribucion de u se define por:

d(t) = du(t) = p({z € X : Ju(z)| > t})

u*, ¢l reordenamiento decreciente de u, se define por u*(s) = min{t > 0 :
d.(t) < s}
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Para 1 < p < oo se define la pseudo-norma

o ds\ /9
[ulpg = |t|Lre = {/ (sl/”u‘(s))"—)
0

S

‘<

|2]p,00 = sup s'/Pu*(s)
s>0

El espacio de Lorentz LP9(X) se define como el conjunto de funciones
medibles con |ul, 4 < co. Definiendo:

tenemos que:
(u+v)tt S utt +vtt

llellpg = (Aw(sl/pU"(s))q%) 1/q

Lema 5.2.2 (ver [29], (4.v))

y entonces

€S una norma.

1. Sip>1 entonces:

p *® 1/p, * dS
u q = —F" u —
s = 25 [ 5109

2. Sip>1yl<q< o entonces:
1
1- > lullire < |ulpra < lullLea

Los espacios de Lorentz LP? coinciden con los espacios L? clasicos:

Proposicion 5.2.3 (ver [22], lemma 2.2) Sean 1 <p < ooy ; + 5 = 1,
entonces tenemos:
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e < S lleee < PIISf Il eo

Usando este resultado y el siguiente podemos ver las diferencias entre el
resultado que se obtiene en L? y el obtenido en los espacios de Lorentz.

Lema 5.2.4 (ver [29], f.vii)) Seap > 1yl < q < r < oo. Entonces
LP9 C LP" con inclusion continua.

En los espacios de Sobolev cs posible mejorar la inmersion de Sobolev:

Teorema 5.2.5 (/29], Teorema 4.A) Sea 1 < p < N entonces W!P(R") C
L*P(RN), donde p* = NN'—Lp’ con inclusidn continua.

Usando un argumento usual de densidad obtenemos:

Corolario 5.2.6 Sea Q C RY, 1 < p < N, entonces Wy (Q) C LPP ()
siendo p* = {[_\—p con inclusion continua, y para 02 € C'tenemos el mismo

resultado para W'P(Q).
También tenemos una desigualdad de tipo Holder:

Lema 5.2.7 Sean f € LP(X)y g € L9 (X), con i +# =
Entonces f - g € L'(X) y vale la siguiente desigualdad:

J 17 gldn < 1ol

Observamos que por ([29], Teorema 1.A) tenemos:

11 -gldn< [7 1 )grts)ds = 50 6) s 57 6) s

sl/aq sl/q

o0 d 1/q 00 ) ' d 1/¢'
< {/0 (""l/pf'(s))q ?S} {/0 (Sl/p g'(s))q _s‘?} = Iflp,qlglp’,q’

donde la dltima desigualdad se sigue de la desigualdad de Holder usual.
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Observacién 5.2.8 Para k > 0 y x € R definimos la funcion de trunca-

miento:
-k si < -k
Ti(z) = z st —k<z<k
kst x>k

Sea u: X — R una funcion medible. Entonces tenemos:
Ti(u®)(2) = (Ti(u))*(z)
Se sigue que st
| T (W)l Lor(xy < C Yk
entonces u € LP(X) yllul| oy < C.
Observacién 5.2.9 Sean f € LP9%y m > 0. Entonces |f|™ € LP™9™

115 q = 1/ lmpma

De hecho tenemos
dlulm(t) = du(tl/m)

m

Se sigue que (Ju|™)* = (u*)
7 * 1 £ * dS l/q ¥
™o = { 6 L) = il
0

5.3 El Problema Lineal. Prueba del Teorema
5.1.1

y por lo tanto:

Elegimos ¢ = 2ml+l |T%(w)|?™ Ty (v) como funcién de prucba cn la formulacion

débil del problema. Luego Vo = |Ti(u)|*™V(Tiu), ¢ € H} v

/ |Tic(u) ™ M (z)Vu - VTi(u) = / T (w)|*™F - VTi(u) (5.5)
N Q

Usando la condicion de elipticidad (5.2), podemos estimar el primer término
de la siguiente manera:

L@@V VT = [ TP M @)VTw - VTi(w)
Q {lul<k}
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= [ M@ "M@ T) - VTil) 2 o [ [9Ta) PP
Q Q

En cuanto al segundo término, obtenemos:

/ Te(w)?"F - VTi(u) < / T ()P F - |V Te(w)|
Q Q

- /Qun(u)r"lﬂ) (@Y Tx(w)])

<(/ ITk(U)I2"'|F|2>l/2 ([ ITk(U)I'"IVTk(u)F)W

De la desigualdad de Holder en los espacios de Lorentz,
/QITk(U)|2m|F|2 < “F|2|Lq/2.q#/2(9) llTk(“)|2mI,,q/(q—z).q#/(q#—n(n)

< IFqu.q#lTkuIi';mq/(q—ﬂqu#/(q#—2)

De modo que el segundo término de (5.5) es mas pequeiio que

1/2
IFllﬂ-‘l#ITkul'lt;"w/(q-2)-2"lq#/(q#-2) (/ |Tk(“)|2m|VTk(U)|2)
Q

v escribiendo todo junto,

1/2
a/{; IVTK(U)PITK(u)l?m S IFIL'J-'J#ITkuIT%lq/(q—?).?"lq#/(q#—2) (/S:l ITk(u)IzmIVTk(u)IQ)

o equivalentemente,

1/2
184 (/ﬂ IVTk(")|2|Tk(“)|2m> < IFlLa-q# lTk“I'anmq/(q—z).zmq#/(q#—2)(Qk)

Por otro lado tenemos que:

2

ITk(U)I"‘“>

m+1

|V T () | Ti ()™ = \v (

cntonces

o (2257)

S IFII,qvq#(Q) ITku|T2mq/(q—2).2mq# /(q#-2)
L2(Q)
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v por la desigualdad de Sobolev en los espacios de Lorentz:
IHTk(U)lmH”L?'-?(Q) < CIFIL«-«*ITk“'T:mq/(q—z).zmq#/(q#—2>

donde C cs una constante que depende de la constante de elipticidad, de la
constante en la desigualdad de Sobolev y de m, pero no de k. Finalmente
tenemos que:

”Tk(u)l ':Z-t-(lm+l).2(m+l)(Qk) S CIFILQ-Q# Iulzl2rqu/(q—2).2mq#/(q#—2))

Ahora elegimos los exponentes de modo de tener la misma norma en ambos

miembros de la desigualdad:
: * _ 2m
i) 2*(m+1) = q—_g#
.. 2
i) 2(m+1) = q%ﬂ—:z.
N{(q-2)

La condicioén i) es la misma del teorema de Stampachia, y nos da: m = AN

Con este valor de m, obtenemos
rim+1) =>4 _ A N(g-2) _ gN -
-2 ¢-22(N-q) N-—g¢

Finalmente, de ii) obtenemos

q#=2(m+1)=q(j\\;—;3))

y entonces
”Tk(u)”Lq"q# < ClFqu.q#

con C independente de k. Concluimos (por la observacion 5.2.8 ) que u €
L79*(Q) y
”u”[,q'-q#(ﬂ) < Clplm-q#

como queriamos demostrar.

5.4 El Problema No Lineal. Prueba del teore-
ma 5.1.2

Recordamos que si F € LP(Q,RY), entonces divF € (W,*(Q))’, de mo-
do que por el teorema de Leray-Lions ([17]) existe una inica solucién del
problema:
N(u) = div(a(z,u(z)Vu(z))) = divF en Q
u =0 en 0N
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en Wy P(2). Para probar el teorema 5.1.2, elegimos:

_ | T (u)|™P T (u)
mp+1

como funcion de prucba en la formulacién débil. Obtenemos:

/ ITo ()™ az, u, Vi) - VTk(u) = / T3 (w)[™F - VT (u)
Q Q

Podemos estimar el primer término de la siguiente manera, utilizando la
condicion (5.4):

/ [Ty (u)|™a(x, w, Vu) - VTi(u) = / | Ty (u)|™Pa(z.u, Vu) - VTi(u)
a {lul<k)

= / [Tk (w)|P"a(x, u, VT (v)) - VTi(u) > a/ IV T (w) |P| T (w) ™
Q Q

v usando la desigualdad de Holder en el segundo miembro, obtenemos:

/Q Te(w)™F - VTi(w) < / (ITi(w) "®D| F) - [T ()| VT (w)

N 1/p
< ( / ITkul""’IFl") ( / ITk(U)I""’IVTkuI”)
Q Q

1 ,
/[Tkul"”’|VTku|” < —/ |Tiu|™|FP
0 ar Jq

De la desigualdad de Hélder v del hecho de que F € L99* (), obtenemos:

v entonces:

La/p' a# [y ” ITk(u) Imp”l,q/(q—n’)-q#/(q#—v’)

[ ey <||iey
Q

o de manera cquivalente:

mp
Lr,s

[ Im@IFY < IFIE, 1Tt

donde
_ mpg _ mpq*
r= 8= — -
q—p q’t —p
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Por otro lado:

/IT mprTkqu_/ ITL mTk( )
m+ 1

> CITe@) " T}, = C T ey
con C = C(m, ), por la desigualdad de Sobolev. Entonces:

mp
Lre

[T () | 2 )P S CIFW, o I1Te(w)]

Lp*(m+1)p(m+1) =

Ahora clegimos m v q#de modo que:
r=p(m+1)= %”—p‘,l, ys=p(m+1)= Z—’P:L,
Resolviendo la primera ecuacién obtenemos el valor de m:

1 1

_-D¢ N
=TT
p (p-l)q
(Para tener que m > 0 suponemos que p’ < ¢ <3 M) v entonces:
N(p—1)q
r=p'(m+1)= ————
N-(p-1)q
(N —-p)(p—1)q
s=p(m+1)=
N-(p-1)g
v de la segunda ecuacién tenemos:
q# — (N - p)g
N-(p-1)g

De la observacion 5.2.8 obtenemos:

[l

Esto concluyve la demostracion.

1 l
1re < CIIFILIZY
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Capitulo 6

Sistemas Elipticos Cuasilineales y
Problemas de Autovalores No
Lineales

6.1 Introduccion

6.1.1 El problema y algunos resultados previos

En este capitulo consideramos un sistema eliptico de tipo gradiente:

{—Apu = Fu(z,u,v) (6.1)

—-Agv = Fy(z,u,v)
Primero describiremos algunos resultados del trabajo de L. Boccardo y D.

de Figuciredo ([3]). Es sabido que las soluciones (débiles) de este sistema en
W = 11, "(Q) x W,(Q) son los puntos criticos de la funcional:

1 1
O(u,v) = —/ [VulP + = [ |Vu|? - / F(z,u,v)
PJa qJa Q

bajo las siguientes suposiciones:

1. © C RY es un dominio acotado, 1 < p,qg < N de modo que tenemos la
inmersion continua:

W, P(Q) C LP°(Q), Wy ¥(Q) € LT (Q)

68
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2. F:OxRxR — ResC'. Para que ® esté bien definida en W, F tiene
que verificar la siguiente condicién de crecimiento:

[F(z,s,t)] <c(l+]s]” +|t]7) (6.2)

® sera C! bajo las siguientes hipétesis mas fuertes:

(6.3)

P e*-1)

|Fi(z,s, )] SCA+t|T " +s| ¢ )

{ IFS(IE, S)t)l S C(]. + lslp._l + ltlﬂ?))

3. La geometria de ¢ depende de los valores de @ y [ en la siguiente
estimacion:
|F(z,5,8)] < (1 +]s]* +[t]") (6.4)

donde o < p*, 8 < ¢*. Nos interesamos en el caso en que o = p, 8 =¢q
(sistemas de tipo resonante).

Para evitar la resonancia, Boccardo y de Figueiredo ([5]) introdujeron una
hipdtesis sobre F' que involucra un problema de autovalores:

- - = p-2
{ Apu — aGy(u, v) AulP~2u (6.5)

—Av — aGy(u,v) = Al

donde a = a(z) € L*(Q) y G es una funcién par C', G : R? - [0, 00), que
verifica:

G(c'?s, ) = ¢ G(s,t) V¢ > 0 (6.6)
1 1
G(s,t) < K (—|s|” + —|t|") (6.7)
p q
Diremos que una funcién G que verifica estas condiciones es (p, ¢)-homogénea.
e Es facil ver que (6.6) implica (6.7)

e Una funcién (p, ¢)-homogénca satisface:

%Gs(s, t)s + (I;Gt(s, t)t =G(s,t) (6.8)

e Algunos ejemplos de funciones (p, ¢)-homogéneas son:
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1. G(s,t) = c1|s|? + coft|?
2. G(s,t) = c|s]®|t|? con S+ g =1
donde ¢, ¢2 constantes.

Es adccuado asumir la siguiente hipotesis sobre F: consideramos la funcién

1 1
L(:E, 3, t) = —FS(CL', S, t)S + (_IF}(:E, S, t)t - F(LL‘, S, t) (69)
p
Entonces suponemos que:
” ll)lrln L(z,s,t) = £ oo uniformemente para r € Q2 (6.10)
s,t)||—o0

Esta suposicion implica que ® satisface la siguiente condicién de compa-
cidad de Cerami:

Definicién 6.1.1 Sea X un espacio de Banach y ® € C'(X,R). Dado
c € R, diremos que ® satisface la condicion (C.), si

i) Toda sucesion acotada (u,) C X tal que ®(u,) — ¢ y ¥'(u,) — 0 tiene
una subsucesion convergente ;

ii) Eristen constantes 8, R,a > 0 tales que

|®' (u)||||u|| > a para cadau € ™' ([c — &, ¢c + 8]) con ||u|| > R.

St & € CY(X,R) satisface la condicion (C.) para todo c € R, diremos que
satisface (C).

Esta condicion fue introducida por Cerami (8. En [4] fue mostrado que esta
condicién (C) es suficiente para obtener un lema de deformacion, lo que es
fundamental para obtener teoremas de mini-max.

Los siguientes teoremas fueron demostrados en [5]:

Teorema 6.1.1 El problema (6.5) tiene un primer autovalor Ai(a), que pue-
de ser caracterizado variactonalmente por:

Ai(a) inf % Ja IVulP + é Ja |Vol* =[5 aG(u, v)
l =
(u0)£(0,0) 5 JalulP + ¢ Jo vl

y depende con continuidad de a en la norma de L.
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Teorema 6.1.2 Asumamos ( 6.3), (6.4) con a = p, = q y las siguientes
condiciones:

1. Emisten ndmeros positivos ¢, R, p y v tales que:

1 1
;sﬂ(:l:, s, t) + atFt(:c, s,t) — F(z,s,t) > c(|s|* + [t|") para |s],|t| > R

) F(z,s,t)
l ——— <afz) e L™
s Glog =€

donde A\ (a) > 0.

Entonces la funcional & es acotada inferiormente y el infimo se alcanza.

6.1.2 La existencia de infinitas autofunciones

Seca C la clase de los subconjuntos compactos y simétricos (C = —C ) del
espacio T1". Recordamos que para C € C el género de Krasnoselskii gen(C)
s¢ define como el minimo entero n tal que existen una aplicacion continua
impar ¢ : C — (R* — {0}) (ver por ejemplo [2] ). Notamos que:

Cr ={C €C:gen(C) >k}

Para un subconjunto simétrico S de W — {0} el género sobre compactos (S)
sc define por:

7(S) = sup{gen(C) : C C S,C € C,C compacto}

Alora enunciaremos nuestro principal resultado sobre el problema de auto-
valores:
Teorema 6.1.2 El problema de autovalores (6.5) tiene infinitos autovalores
dadas por:
_ ;l;fn |VulP + éfn [Vl = [, aG(u,v)
Ar(a) = inf sup - ]
C€Ck (uv)eC 5 JolulP + ¢ [olvle

y Ae(a) = oo cuando k — 0o. Ademds, A\, depende con continuidad de a en
la norma de L.
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Observacién 6.1.3 De manera equivalente si definimos

1 1
S = {(u,v) ew: —/ lulP + —/ lv|9 = 1}
PJa qJa
tenemos:

Ar(a) = inf  sup l/ |Vu|”+l/ IVvl"—/aG(u,v)
CeC,.CCS (yu)ec P Ja qJa Q
6.1.3 El resultado de existencia para sistemas de tipo
resonante

Aplicando el resultado anterior y un principio abstracto de minimax de ([11]),
probaremos el siguiente teorema:

Teorema 6.1.4 Asumamos ( 6.3), (6.4) con a = p, = q, (6.10), y que
ay,ay € L*(82) son tales que:

a() < timinf 25D ¢ i gup £ 8.9

Gi(s,t) Tl ) = 6.11
TR G0 S el Gl S O

con G, and G, dos funciones (p,q)-homogéneas y A\(a;) < 0 < Ao(as).
Entonces el problema (6.1) tiene al menos una solucion en W.

Observacion 6.1.5 Las condiciones anteriores pueden ser reformuladas en
términos de otro problema diferente de autovalores, para a(z) > 0.

-Ayu 1aGy(u,v)
Ay = paGy(u,v)

(6.12)

Este problema también posee infinitos autovalores dados por:

LIVuP+ L [0 |VulP
pi(a) = inf sup £ Jo VUl + ¢ Jo 9]
CeCk (uv)eC fQ aG(u, v)

Entonces la condicion A (a) < 0 es equivalente a y1,(a) < 1, y la condicidn
Ax(a) > 0 es equivalente a py(a) > 1.
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Observacién 6.1.6 Como un ejemplo para el teorema 6.1.4, podemos to-
mar:

Gi(s,t) = Ga(s,t) = [s|°[t]°
donde 3 + g =1,
F(s,t) = As|°|t]® + c|s|*|t]° + h(z)
donde ¢ # 0 es una constante y h(z) € L>®(Q).
(1) < A< pa(l)

yn<a,d<p.

6.2 El Problema de Autovalores

6.2.1 El marco funcional

Aplicaremos el siguiente teorema abstracto de mini-max debido a H. Amman

(12D
Teorema 6.2.1 Supongamos que las siguientes hipdtesis son satisfechas:

o X es un espacio de Banach real de dimension infinita, que es unifor-
memente convezo.

e A: X — X* es un operador potencial impar (lo que significa que A es
la derivada de Gateaur de A: X — R) que es uniformemente continuo
sobre conjuntos acotados y satisface la condicion (S);: Siu; — u y
A(u;) — v, entonces tenemos que uj; — u.

e Para una constante dada a > 0 el conjunto de nivel
M, ={uve X: A(u) =a}

es acotado y cada rayo por el origen intersecta a M,. Ademds, para
cada v # 0, (A(u),u) > 0 y existe una constante p, > 0 tal que
(A(u), 1) > pa en M,.

e La aplicacion B : X = X* es un operador potencial que es fuertemente
secuencialmente continuo (con potencial B) tal que B(u) # 0 implica
que B(u) # 0.
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Sea
Br = sup inf B(u)

CEC,CCM, ¥EC
Entonces si By > 0, existe una autofuncion uy € My con B(u) = Bi. Si
v({u € My : B(u) #0}) = o0 (6.13)

entonces existen infinitas autofunciones distintas.

Trabajaremos cn cl espacio de Banach:
W =W,?(Q) x Wy (Q)

con la norma:
2 2
| (w, V)l = y/lull, + [l

Como cada factor es uniformemente convexo, W también lo es (ver [10]).
Dado (u*,v*) € W~"*" @ W~ podemos pensarlo como un elemento de W*:

((u',v"), (w,0)) = (", u) + (v*, )

’ ! . . ’, .
Entonces tenemos que W* = WP W14 (isomorfismo isométrico) donde
la norma en W* es dada por:

2 2
@™ 0" - =yl + ol

Con las notaciones del teorema previo, definimos:
1 1
Ao(u,v) == | |VulP+ - [ |Vo|?
D Ja qJa

A, v) =A0(u,v)—/QaG(u,v)+M (%/ﬂ|u|”+ %/ﬂw)

donde M cs una constante fija tal que M > K||a||,, siendo K la constante
en (6.7).

Escribimos A4, en lugar de A cuando queremos enfatizar la dependencia
del peso a.

A, v) = (= Apu — aGy(u, v) + MulP"%u, ~Av — aG,(u, v) + M|v|?" %)
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1 1
B, = [ Jap+ [ ol
PJa aq

B(u,v) = (Jul~?u, [v|"*v)

Proposicién 6.2.1 1. A es uniformemente continua sobre conjuntos aco-
tados.

2. A verifica la condicion (S),.

Demostracién: Escribimos A = A, — A,, donde

Ai(u,v) = (=Apu,—Aw)
Ay(u,v) = (aGy(u,v) — MulP~?u, aG,(u, v) — M|v|9"%v)

Afirmamos que A, : W — W* verifica la siguiente condicion: si (uj, v;) —
(u,v) en W, entonces Ap(uj,v;) = Az(u,v) en W*. De hecho si (uj,v;) —
(u,v), entonces

(uj,v;) = (u,v) en LP(2) x LY(R2)

y por lo tanto
Gu(uj,v;) = Gu(u,v) en L”'(Q)

Gy(uj,v;) = Gy(u,v) en LY (Q)

y en consecuencia, Ax(uj,v;) = Az(u,v) in W*. Sea (uj,v;) = (u,v) en W
tal que:
A(uj,v5) = (z,w)

Entonces A;(uj, v;) = A2(u,v) y por lo tanto 4;(u;,v;) = (2, w) — A2(u, v).
Como A, verifica la condicion (S), se sigue que (uj, vj) = (u,v).

Proposicién 6.2.2 1. El conjunto M, = {(u,v) € W : A = «a} es
acotado.

2. Cada rayo t - (u,v) con (u,v) # 0 intersecta a M,.

3. Eziste una constante p, > 0 tal que:

(A(u,v), (u,v)) < pa
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4. La condicion (6.13) se satisface.

Demostracion:

1. Como hemos fijado M > K||a||,=, en M, tenemos:
1 1
a = A(u,v) > -|Vul’ + EIVUI"
P

Esto completa la demostracion.

2. Sea f(c) = A(c(u,v)), f(0)=0

c? c? c? c?
flc)=— |Vu|”+—/ |Vv|"—/ aG(cu, cv)+M (—/ lul? + —/ |v|")
P Ja q Ja 0 P Ja q9 Ja

Como antes
c? c?
f(e) > —/ |Vul? + —/ |[Vv|? = +00
P Ja qa Ja

cuando ¢ = oo. Como f es continua cxiste ¢ € R tal que f(c) = « .

(A(u, v), (u, v))=/Q|Vu|”+/Q|Vv|"—/na[Gu(u, v)u + G, (u, v)v)

+M (/Q |u|”+/ﬂ|v|">

De modo que utilizando (6.8)

(A(u,v), (u,v)) > min(p, q)A(u, v) = min(p, q)

4. Para ver que v(M,) > k, puede mostrarse que M, contienc subcon-
juntos homeomorfos a la esfera unitaria en R* por un homeomorfismo
impar. Esto completa la demostracion.
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6.2.2 La dependencia continua de Ai(a) en a
Proposiciéon 6.2.3 \.(a) depende con continuidad de a en la norma de L™

Demostracién: Tenemos que:

1 1
A1) = At < K lle= 0= (3 [P+ [ i)
PJa qJa

donde K esta dada por la condicion (6.7).
Sca £ > 0. Entonces existe C € Ci,C C S tal que

sup A, (u,v) < Ak(a) +
(u,v)EC

N ™

Entonces para cualquier (u,v) € C, si [|a ~ b]|;» < 8 = 5% obtenemos:
£
Ab(u, U) < Aa(u, b) + § < /\k(a) + €

Se sigue que:

sup Ap(u,v) < Afa) +¢
(u,v)eC

v por lo tanto:
Ar(b) < A+ ¢

Intercambiando los roles de a y b, obtenemos: |[Ap(a) — Ak (b)| < ¢

6.3 La Demostracion del Teorema de Existen-
cia

6.3.1 Un Principio de Minimax
Nuestra principal herramienta para probar el teorema 6.1.4 sera un principio

abstracto de minimax debido a El Amrouss y Moussaoui ([11]):

Teorema 6.3.1 Sea ® una funcional de clase C' en X que satisface la condi-
cion (C), sea Q un subconjunto cerrado y conezo de X tal que 0QNI(—Q) #
0 y sea § € R Asumamos que:

1. VK € C, existe vy € K tal que ®(vg) > 8y (—vi) > 8
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2. a=supyy < B
3. supg ® < co

Entonces ® tiene un valor critico ¢ > 8 dado por:

¢ = inf sup ®(h(z))
hel zeQ

dondeI’'={he C(X,X): h(z) =z VzedQ}.

6.3.2 Condiciones de Compacidad
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Lema 6.3.1 Supongamos que F satisface (6.4), (6.10) y (6.11). Entonces

d satisface la condicion de Cerama.

Demostracién: La prucba de la condicion (C,) i) es similar a la del lema
3.1 en [11). Para probar que se verifica la condiciéon (C,) ii) asumamos por

contradiccién que cxiste una sucesion (un, vn)nen C W tal que:

®(u,,v,) = c
€n = | D (n, va) ||| (n, va)|| = 0
|| (tn, v)|| = 00

En consccuencia:

1 1
I_)<(I>u(um Un)a un) + E(q)v(um vn); Un) - (I)(Un, Un)

o de manera cquivalente:

1 1
lim /—E,(rv,un,vn)un+—Fu(.r,un,vn)vn—F(fv,un,vn) =
n—00 Qp q
Definimos:
{ z, = alfu,
_ 1/q
W, = ap U,
donde

— C

(6.14)

(6.15)
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1
ap=————20
' -AO(um Un)

Ao(zn, wyn) = 1, luego (z,,w,) es acotada en W. Pasando a una subsuce-
sién, podemos asumir que

zp — z cn WHP(Q)

w, = wen WH(Q)

¥y que

2z, > zen LP(Q) y en c.t.p. de Q

w, = wen LYQ) yenc.t.p.de Q

Ahora mostraremos que (z,w) # (0,0):

O(un,vn) | — Jo F(z,un, vy)
Ao(umvn) - AO(unavn)
por (6.11)
/ F(z,up,vy) < /((12(1‘) + €)Ga(un, vn) + Ce|Q]
1) 0
entonces

Jo Fz,un, vp)
AO(um Un)

an/G2(umvn)=/G2(znawn)
0 Q

en cl limite obtenemos que:

0>1- /Q(ag(x) + &)Gy(z, w)

<a, / (a3(z) + €)Calttn, vn) + Ce|Qrn
N

Como

lo que muestra que Ga(z,w) # 0. Sea

1 1
L(z,s,t) = ;Fs(x,s,t)s + EFt(I, s, t)t — F(x,s,t)
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Haremos la demostracion para el caso en que en 6.10 el limite es —oo (siendo
la demostracién para el caso en que es +o0o analoga). Por (6.10) (siendo L
continua): L(z,s,t) < —M

/ L(z,up,,v,) < / L(z,u,,vn) + M|{z : G2(2(z), w(z)) = 0}
Q G(z,w)#0
Notemos que

anG2(un: Un) — G2(zv ’LU)

De modo que en el conjunto {z : Ga(z2(z), w(z)) # 0}, Ga(un,vn) = 400y
entonces por (6.6) tenemos que uy,(z), v,(z) = 0o. Se sigue que L(up,v,) —
—oc¢ por la condicién (6.10). Se sigue que la primer integral tiende a —oo
por el lema de Fatou, de modo que obtenemos:

n—oo

lim / L(z,upn,v,) = —00
Q

Esto contradice (6.15), y concluye la demostracion.

6.3.3 Condiciones Geométricas
Lema 6.3.2 Si se satisfacen las hipdtesis del teorema 6.1.4, entonces:

1. Existe (¢,v) € W tal que ®(c'/Pyp,c'/99) = —oo cuando ¢ - +o0

2. VK € Cy eziste (ug,vx) € K y B € R tal que ®(ug,vg) > By
O(—uk,—v) >

Demostraciéon: 1) Como A (a;) < 0, podemos elegir ¢ > 0 tal que
Ai(a; — €) < 0. Sea (p, ) la primer autofuncién del problema:

-Ayu - (a1(z) — €)Gru(u,v) = Auf"?u en Q
Ay = (a1(z) = €)Gip(u,v) = Ap|?%v en Q
u=v = 0 en 02

1 1

> [ el [ i1

PJa qJa
Entonces:

: Pl ¢ - a)\r)— u,v)= a () —
;/QIVSOI+(I/QIV¢I /Q(l() £)G\(u, v) = Mi(a(z) — €)

normalizada por:
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Por (6.11) tenemos que:
F(z,s,t) > (a\(z) — €)G\(s,t) — C

Se sigue que:

w(c o <3 [1var+ L [1vul - [ (@) -6ito.v) ) +Cn)
PJa qJa 9]

< cAi(a) —€) + Ce|Q
y entonces ®(c!/Py, ¢!/99) = —oo cuando ¢ — +oo

2) Como Ay(a) > 0, podemos clegir € > 0 tal que Ay(a; +¢) > 0. Dado
K € Cy y éste € > 0 afirmamos que existe (uy,vk) € K tal que

A2(ag + €) (%/ﬂ|ukl”+ %/ﬂlvld") <
= [ vu+ < [ ool / 2(z) +€)Galux, k)

F(z,s,t) < (as(z) +€)Ga(s, t) + C.

Por (6.11):

Se sigue que:

b(ug,vk) / |Vug|? + |VvK|" /((12(13) + €)Ga(ug, vg) — Ce|Q|
Q

1 1
> A(ag +¢) (—/ lug|? + —/ |vK|"> -CQ > -C|Q| =8
PJa qJa

Similarmente:
O(—ug, —vk) > —C|Q| =
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6.3.4 Demostracion del teorema 6.1.4:

Aplicamos ¢l teorema anteriormente citado de [11]. Tomamos:
Q={(lc]'"""'eg,|c|'""'cp) : ~R<c< R}

donde (p,%) esta dado por el lema anterior. () es conexo y compacto
(Es la imagen det intervalo [— R, R] por una aplicaciéon continua). Ademas
0Q = 9(-Q) = {(£R/?d,£RY9))} # @ . Por el lema 6.3.2 si clegimos 12
suficientemnente grande tenemos que:

sup ¢ < 3
aQ
Ademés supg ¢ < +00 ya que @ es compacto y ¢ cs continua. Ademas P

verifica la condiciéon (C). Por lo que se cumplen todas las condiciones del
teorema citado, lo que concluye la demostracion.
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