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Resumen

En este trabajo se estudian ecuaciones elípticas no lineales, del tipo del
p-Laplaciano. Se introduce una noción de funcional uniformemente convexa.
Se encuentran soluciones, en espacios de Sobolev, aplicando principios de
mini-max como el lema del paso de la montaña. Se estudian problemas en
dominios no aeotados, utilizando espacios de Sobolcv con pesos. Se prueba
la existencia (le al menos tres soluciones para un problema en RN, con la
no linealidad próxima a la resonancia. Se demuestran estimaciones de las
soluciones en espacios de Lorentz. Finalmente se estudian sistemas elípticos
de tipo resonante.

Palabras Clave: p-Laplaciano, convexidad uniforme, lema del paso de
la montaña, espacios (le Lorentz, resonancia, sistemas elípticos.

Abstract

In this work wc study some nonlinear elliptic equations, of the p-Laplacian
type. We introduce a notion of uniformly convex functional. We find solu­
tions, in Sobolcv Spaces, using mini-max principles like the mountain-pass
lemma. We also study problems in unbounded domains, using weighted So­
bolev spaces. We prove the existence of at least three solutions to a problem
in RN near resonance. We also prove estimates fot the solutions in the Lo­
rentz spaces. Finally we study nonlinear elliptic systems of resonant type.

Keywords: p-Laplacian, uniform convexity, mountain-pass lemma, Lo­
rentz spaces, resonance, elliptic systems.
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Introducción

El operador —A,,u = div(|Vu|”’2Vu) (1 < p < oo), conocido como el p­
laplaciano, es una generalización del laplaciano (usual) (que corresponde al
caso p = 2), y lia sido extensamente estudiado en la literatura como un
modelo de operador elíptico no lineal en forma de divergencia. El hecho
de que este operador sea no lineal (cuando p 7€ 2) hace su estudio más
difícil que el del laplaciano usual. En líneas generales podemos decir que
los métodos basados en el cálculo de variaciones funcionan bien para el p­
laplaciano, pero otros métodos que dependen fuertemente de la linealidad del
operador (como los basados en el análisis armónico) no pueden ser usados.
Al estudiar problemas que involucran el p-Laplaciano es natural trabajar en
el espacio de Sobolev WL”, y buscar las soluciones en sentido debil.
Consideremos por ejemplo el problema de Dirichlet:

—Apu = f(I,u) en Q (1)u = 0 en 89

donde Q C RN es un dominio (acotado), y f e LPI(Q). Entonces u E Wol'pm)
es una solución debil del problema (1) si

/ IV1¿|”_2Vu-Vgo dz = f f(:c, u)<pdz V99G Wol‘p(0)n n

Es fácil ver que esto ocurre si y sólo si u es un punto crítico de la funcional
J : WO“) —) IR dada por:

1

J(u) = -/ IVuI”da:—/ F(J:,u) da: (2)P n o

donde Fu = f. En la literatura ([18|,[23]), principios de mini-max tales como
el lema del paso de la montaña ([3]), y sus variantes han sido utilizados para
encontrar puntos críticos de esta funcional.

2



Uno de los objetivos de este trabajo es extender esta idea a funcionales más
generales, de la forma:

J(u)=/QA(1:,Vu) da:—/(2F(1:,u)da:
Al hacer esto aparece una dificultad: para poder aplicar el lema del paso de la
montaña, es necesario demostrar que J satisface alguna condición de compa­
cidad, como la condición de Palais-Smale o sus variantes. Sin embargo para
el p-laplaciano esto se hace usualmente (ver |18|) utilizando la convexidad
uniforme del espacio Wol'pm) provisto de la norma:

“una: ( IVuIsz)l/p (3)
Por ello nos vemos llevados a introducir un concepto de funcional uniforme­
mente convexa (definición 2.2.1), que generaliza la noción de norma unifor­
memente convexa. En el capítulo 2 se introduce este concepto, y se aplica
para demostrar que el problema

{N(u)z—div<a(z,vu)) = fm) en 9 (4)u = 0 en 30

posee al menos una solución débil no trivial en el espacio de Sobolev Wol’pm),
bajo adecuadas suposiciones sobre a y f (teorema 2.3.1). Veremos que la
hipótesis de convexidad uniforme de la funcional, permite probar que el
operador N verifica la llamada condición (5+) (proposición 2.2.9), que es
la propiedad clave necesaria para demostrar que se verifica la condición de
Palais-Smale.

También se prueba que si f y a son impares en el segundo argumento, el pro­
blema admite infinitas soluciones (teorema 2.4.2). La demostración de este
hecho se apoya en una versión "simétrica"del lema del paso de la montaña.
Nuestros resultados se pueden aplicar, por ejemplo, al operador de curvatura
media generalizado

M (u) = —div((1+|Vu|2 WWW)p

cuando p 2 2.
En el capítulo 3 se considera un problema análogo, pero cn un dominio no
acotado. Tenemos entonces una dificultad adicional, ya que la inmersión de
Sobolev

W'J’(Q) C L"(Q)si15 p < N, p 5 q < p‘
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no cs compacta si el dominio no es acotado. Tener inmersiones compactas
resulta fundamental para los argumentos variacionales, y cn particular para
probar que se verifica la condición de Palais-Smale. Como veremos, es posible
resolver esta dificultad trabajando en espacios de Sobolev con pesos. De esta
manera obtenemos un resultado (teorema 3.3.1), que generaliza el obtenido
en ([24]) para el caso en que p = 2, y A es una forma cuadrática definida
positiva.
En el capítulo 4 se aplican estas ideas para demostrar que un problema con el
p-laplaciano en RN, en el que la no-linealidad “está próxima a la resonancia”
admite al menos tres soluciones distintas (teorema 4.1.3). Esto generaliza los
resultados obtenidos en [31]para el caso de un dominio acotado. Nuevamente,
la principal dificultad es que la inmersión de Sobolev

D""(IRN) c LP'(RN)

donde Dl'P(lRN es la completación de Cg°(lRN) con respecto a la norma (3),
no es compacta. Sin embargo probamos que DWORN) está compactamente
incluido en espacios L" (con q < p‘) con un peso conveniente (proposición
4.2.1). También utilizamos un teorema sobre la existencia y simplicidad del
primer autovalor para el p-laplaciano con pesos (de [28]).
En el capítulo 5 se demuestra que algunas acotaciones clásicas de las solu­
ciones de ecuaciones del tipo p-laplaciano en los espacios Lp, pueden gene­
ralizarse a los espacios de Lorentz. Los espacios de Lorentz, introducidos en
[20],son una generalización de los espacios de Lebesgue que son ampliamente
utilizados en el análisis armónico, en relación con los teoremas de interpo­
lación ([30], [26]). La demostración se basa en la técnica de truncamiento
de Stampacchia ([27]), y en una versión de la desigualdad de Sobolev en los
espacios de Lorentz ([29]).
Finalmente en el capítulo 6, consideramos un sistema elíptico de tipo gra­
diente, esto es, de la forma:

—Apu = Fu(:c,u,v) en Q
—Aqv = Fv(a:, u, v) en Q (5)
u = v = 0 en 80

y nos interesamos por el caso en que el sistema es "de Tipo Resonante", ésto
es, de acuerdo a la nomenclatura introducida en [5]:

IF(I»u,v)I S C(IUI"+ Ivl")
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En dicho trabajo L. Boceardo y D. de Figueiredo introdujeron, para evitar la
resonancia, una hipótesis relacionada con el primer autovalor de un sistema
elíptico asociado. Nosotros probamos, en primer lugar, que este tipo de sis­
tema admite infinitos autovalores. Además encontramos nuevas condiciones
para la existencia de solucionesde que involucran el primer y el segundo
autovalor del problema asociado. Para hacer esto aplicamos dos teoremas
abstractos (le mini-max y [11]).
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Capítulo 1

Definiciones y Resultados
Conocidos

En este capítulo presentamos una colección de definiciones y resultados que
necesitaremos en el resto de nuestro trabajo. El propósito de este capítulo es
facilitar la lectura de este trabajo, haciéndolo más autocontcnido. En general
son resultados bien conocidos, por eso omitiremos las demostraciones, que se
pueden encontrar en la bibliografía citada.

1.1 Espacios de Sobolev

Al estudiar ecuaciones que involucran el p-laplaciano por métodos variacio­
nales, es natural trabajar en el espacio de Sobolev W1"’(Q) cuya definición
es la siguiente:

Definición 1.1.1 Sean 1 5 p < oo y Q C RN un abierto. Dada u e L,‘OC(Q)

se dice que g e L}OC(Q)es la derivada 59-; (donde 1 S i 5 N) en sentido débil
si

ÜÓ

f uma (2:)dx= - f ganar) dzv 90e 03(9)Q Ii Q

donde Cá (Q) denota el espacio de funciones Cl con soporte compacto en Q.
El espacio de Sobolev W"”(Q) se define como el conjunto de funciones

de L"(Q) tales que admiten derivadas débiles 57':pertencientes a LP(Q) para
todo i con 1 S i S N. Provisto de la norma
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n p l/p

“HHH/wn)= {Hullïnm + Z: }¡:1 wm

WI'P(Q) resulta un espacio de Banach. Para tener en cuenta las condi­
ciones de borde de tipo Dirichlet, se introduce el espacio WOI’WQ)como la
clausura de CMS?) en Wl'pm).

ü
81:1'

Las propiedades fundamentales de los espacios de Sobolev que necesita­
mos son las siguientes:

Teorema 1.1.2 (Inmersión de Sobolev) Si 1 5 p < N, existe una cons­
tante C = C(N,p) > 0 tal que

- l/p' l/p

(/ |11|”) 5 C IVuI”) VuE W"”(1RN)RN Q

donde p’ = 7% se conoce como exponente critico de Sobolev. En consecuen­
cia tenemos la inmersión continua:

LVUKRN)c:Lf(RN)

Interpolando con el hecho de que Wl'pGRN) C L”(]RN) (por definición)
deducimos que:

I/Vl”’(]RN)C L"(]RN) V q tal quep 5 q 5 p'

también con inmersión continua. En el caso límite p = N se tiene la inmer­
sión continua:

I/1I/"vP(RN)c L"(RN) Vq tal quep S q < 00

Teorema 1.1.3 (Morrey) Si p > N entonces Wl’P(IRN)C L°°(]RN) con
inmersión continua. Además para toda u e VV""(RN) se verifica que:

IU(I) - u('y)l S CII - ylalquIIL» c.t- I, y E RN

con a = 1 — la, y C = C(p, N) una constante. En particular cada u G
WLPURN) tiene un representante continuo y en este sentido VV‘J’URN)C
can”).
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Corolario 1.1.4 Para cualquier Q C RN se tienen las inmersiones conti­
nuas:

“(9) si ISP<N y quSp’
Wol’p(Q)C Lq(Q) si p = N y p S q < oo (1.1)

(ñ) si p > N

Q0Si Q es acotado y ÜQ es 1 se verifica que:

bh

"(9) si ISP<N y ISqu‘
q(Q) si p=N y 15q<oo (1.2)
(Ó) si p>N

Lvl-Pm) c
Q

con inmersión continua.

Para aplicar los métodos variacionales es fundamental saber cuando estas
inmersiones son compactas:

Teorema 1.1.5 (Rellich-Kondrachov) Si Q es acotado y 89 es Cl se
verifica que:

L"(Q)si15p<Ny15q<p’=%
L"(_(_2)si p=N y15q<oo
C(Q) si p>N

wwm) c

con inmersión compacta.

Referencias sobre espacios de Sobolcv: [1|,|7],|12]

1.2 Funciones Convexas y Operadores Monóto­
nos

Definición 1.2.1 Sea X un espacio de Banach. Se dice que una funcional
A : X —>IR es convezra si:

A((1—t)u +tv) g (1 —t)A(u) + tA(v)Vu,v e X,t e [0,1]

0 sea si el epigrafo de A : Epi(A) = {(z, y) G X x IR: y 2 A(:r)} es convezo.
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Definición 1.2.2 Sea X un espacio de Banach, X" su dual. Un operador
(no lineal) a : X —)X" se dice monótono si

(a(u) —a(v),u —v) Z 0Vu,v E X

a se dice estrictamente monótono si

u,v G X,u 7€v => (a(u) —a(v),u— v) > 0

Diremos que a : X —->X’ es p-fuertemente monótono (donde p 2 2 j si
verifica que:

(a(u) —a(v),u —’U)2 c||u —vIIp Vu,v e X

siendo c > 0 una constante.

Una manera de obtener operadores monótonos es la siguiente:

Proposición 1.2.3 Sea X un espacio de Banach y A : X ——)R una funcio­
nal diferenciablc en el sentido de Frechet, siendo a = DA = A’ : X —)X’ su
derivada. Entonces A es conveza si y so'lo si a es monótono.

Por ejemplo si X = Wol’pm) y A(u) = ¿f9 IVuI" entonces A es convexa,
a(u) = —Apu, por lo que el p-laplaciano (como operador de Wol’p(Q)en su
dual) es monótono.

1.3 Débil Semicontinuidad Inferior

Definición 1.3.1 Sea X un espacio de Banach y A : X —)R:

o Se dice que A es coerciva si A(x) —)+oo cuando —>oo .

o Se dice que A es débilmente semicontinua inferiormente (débil­
mente s.c.i.) si es s.c.i. para la topología débil de X, o sea: si para
cada c G IRel conjunto A”((c, +oo)) es abierto en la topología débil
de z, o lo que es lo mismo A"((—oo,c]) es cerrado. En términos de
redes: si (1:0)aEA es una red y 1:0 —\1:, entonces A(a:) S lim inf A(:ra)

Proposición 1.3.2 Sea X un espacio de Banach. Si A : X —>R es conveza
y continua, entonces es débilmente semicontinua inferiormente.

Teorema 1.3.3 Sea X un espacio de Banach reflexivo y A G C1(X,1R) una
funcional que es coerciva y débilmente semicontinua inferiormente. Entonces
A alcanza un minimo en X

Referencias sobre Operadores Monótonos: [17]
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1.3.1 Convexidad Uniforme

Definición 1.3.4 Se dice que un espaciode Banach X es uniformemente
convezo si para todo e > 0, eziste 6 > 0 tal que si 217,3;E X , 5 1,

5 1 y —y“ Z e entonces < 1- ó. Notamosqueestapropiedad
depende de la norma que utilizamos en X (y no sólo de su topología): un
espacio puede ser uniformemente convezo con una norma y no serlo con otra
norma equivalente.

Teorema 1.3.5 Todo espacio de Banach uniformemente conuezo es reflexi­
vo.

Proposición 1.3.6 Sea X un espacio de Banach uniformemente convero,
y 12,, una sucesión en X tal que :1)"—*:r (en la topología débil de X). Si
limsup 5 entonces1,, —)a: en la topologíafuerte.

Teorema 1.3.7 (Desigualdades de Clarkson) . Sean f,g G LP(X,,u)
entonces:

1. Si 2 5 p < oo entonces:

P -f___gP,rH2
2. Si 1 < p 5 2 entonces:

f +9 1
”—2 S5 +“gllïplLp

p' 1/(P-1)

Hf+9
' 1 1

< _ P _ P
2 Lp _ [2 IlfIILp + 2 “glle

_ P

+Nf 9L’J

Corolario 1.3.8 Si 1 < p < oo, LP(X,¡i) es uniformemente conuezo (con
la norma usual). Wol'p(Q) es uniformemente conuezo si usamos la norma

“un”, = (¡n IVuIszv)‘/".

Referencias sobre espacios uniformemente convexos: [1],[7],[18]
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1.4 Teorema del Paso de la Montaña

Definición 1.4.1 Sea X un espacio de Banach y (,0G Cl(X,lR). Se dice
que (,0satisface la condición de Palais-Smale a nivel c (PS)c si todo suce­
sión (un) C X tal que 99(u") —)c y <p’(u,,) —) 0, contiene una subsucesio'n
convergente.

En [3] Ambrosetti y Rabinowitz demostraron el siguiente teorema:

Teorema 1.4.2 (delPaso de la montaña, SeanX un espaciode Banach
¿pG C'(X,lR), v e X y 1'> 0 tales que > r y

= inf Mu) > 90(0)2 WI)
Ilul|=r

Si (p satisface la condición (PS)c con

c = inf sup me»
76' t€[0,l]

donde F = {7 E C([0,1],X) : 7(0) = 0,7(1) = v}, entonces c es un valor
crítico de (p .

En este trabajo utilizaremos (además de este teorema), diversas generali­
zaciones y variantes, que enunciaremos oportunamente. Existe una amplia
literatura sobre este tema (ver por ejemplo [32], [25]).

1.5 Autovalores del p-Laplaciano

Sea Q C RN un abierto acotado, y 1 < p < oo. Consideramos el problema
de autovalores:

—Apu = Alulp'2u en Q
{ u = O en 8Q (1'3)

Sea Q C RN. Definamos:

A“, = A1,p(Q)= inf{/ IVuI” : u e Sp} (1.4)o
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donde

Sp = {u e Wol'p(Q): / Iulpdsc:1}n

La compacidad de la inmersión Wol’pm)C L”(Q) permite probar este ínfimo
se alcanza para una función u = (pl e Wol’pm) con f0 Igol|Pdz = 1. En
particular A“, > 0. Tenemos la desigualdad de Poincaré:

1

/|u|P 5 —/ IVuI”Vue wo‘r’m)S1 A1.? Q

Proposición 1.5.1 1. A“, es el menor autovalor de (1.3), y para cual­
quier v G S,,, v realiza el infimo en (1.4) si y sólo si es una autofuncio'n
asociada a A“,

2. Las autofunciones asociadas a A”, son o bien positivas, o bien negativas
en Q.

3. A”, es simple en el sentido de que las autofunciones asociadas a A“,
forman un subespaczo unidímensz'onal.

Definimos el espectro del p-laplaciano 0,,(9) como el conjunto de los A G IR
para los cuales el problema (1.3) posee una solución u no nula. Entonces
tenemos:

Proposición 1.5.2 A“, es aislado, esto es: existe 6 > 0 tal que (Alyp,/\1‘p+
6) ñ 0])(9) = (0

Utilizando la teoría de Ljusternik-Schnirelman es posible probar que (1.3)
admite una secuencia no acotada de autovalores. En el capítulo 6 haremos
esto para un sistema elíptico análogo.

Referencias sobre los autovalorcs del p-laplaciano: [9]

1.6 Operadores de Nemitsky
En muchos problemas de análisis no lineal es importante saber cuando un
operador u »—)f(:¡;,u), llamado operador de Nemitsky, es continuo en los
espacios L”. El siguiente teorema (la condiciones para que esto ocurra:
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Proposición 1.6.1 Asumamos que IQI < oo, 1 5 p,r < oo, f : Ó x IR—)R
es una función de Camtheodory, que verifica la condición de crecimiento:

“(1311)!S C(1+|U|”/')

donde c > 0 es una constante. Entonces, para cada u G L”(Q), f(‘,u) G
L'(Q) y el operador:

N¡ : L"(Q) —)L'(Q) : u r—)f(:r,u)

es continuo.

Este resultado permite probar por ejemplo lo siguiente:

Proposición 1.6.2 Sean q 2 1, Q C RN con IQI < oo, f : Ü x R —>IR una
función de Caratheodory que verifica la condición de crecimiento

|f(13,8)| S c(1+ Isla-l) (C> 0)

Entonces la funcional

J(u)=/F(:r,u)da:
donde 0 s

F(:i:,s) =/0 f(:c,t) dt
es de clase C‘(L"(Q)), y su derivada en el sentido de Freche't viene dada por:

(J'(u),v) = /nf(a:,u) - 'Uda:VUG L"(Q)

La demostración de la proposición 1.6.1 se basa en el siguiente lema, que
también utilizaremos en este trabajo:

Lema 1.6.3 Sea (Q,M,,u) un espacio de medida y 1 S p < oo . Si un —>
u en L”(Q,n) entonces existe una sub-sucesión (unk) y una función g G
Lp(Q,/t) tales que

un(x) -) u(:c) en c.t.p:i: e Q

y Iun(-”v)|, Iu(I)| S HCD)­

Diversas generalizaciones de la poposición 1.6.1 son posibles para el caso
en que Q tiene medida infinita. En el capítulo 3 demostraremos una versión
de esta proposición trabajando en espacios con pesos.

Referencias sobre operadores de Nemitsky: [32],|25]



Capítulo 2

Ecuaciones del Tipo p-Laplaciano

2.1 Introducción

En la literatura el lema del paso de la montaña ha sido aplicado a ecuaciones
cuasilineales (le la forma:

_APu = f(I1u)

En este capítulo consideraremos ecuaciones que involucran un operador elip­
tico no lineal en forma de divergencia:

—div(a(a:,Vu)) = f(:c, u)

Tales operadores aparecen, por ejemplo, cuando escribimos el p-laplaciano
usando coordenadas curvilineas. Para aplicar a estas ecuaciones el teorema
del paso de la montaña o sus variantes, debemos verificar que la funcional
asociada verifica la condición de Palais-Smale. En cl caso del p-laplaciano
esto se hace utilizando la convexidad uniforme de H/Ol’p(Q)con la norma

l/p

IIuIIWm,= llulle = (f IVuI"dz)Q

Para extender esta idea a ecuaciones más generales, introduciremos una no­
ción de funcional uniformemente convexa.

2.2 Funcionales Uniformemente Convexas

En esta sección X denotará un espacio de Banach.

17
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Definición 2.2.1 Diremos que la funcional conveza A : X —)IR es unifor­
memente conveza sobre el conjunto (convezo) C C X si dado E > 0 existe
un ¿(5) > 0 tal que

A (I “2Ly) s ¿Am + ¿Am —de)

si 1:,y e C y —yII > e. Si A es uniformemente conueza sobre cada bola
de X, diremos que A es localmente uniformemente conueza.

Observación 2.2.2 Decir que X es uniformemente convezosignifica que su
norma es localmente uniformemente conveza.

Lema 2.2.3 Sea F : IR—)IRuna función C1. Supongamos que F’ es fuerte­
mente p-mónotona, esto es:

F’ — F’M 2 cVar,ye IRtalesguey> :1:
(y —xv-l

siendo p > 2, entonces F verifica la siguiente desigualdad de tipo Clarkson:

:1: + y 1 1 c p

F( 2 )s 5F(z)+¿F(y)—WII-al (2.1)
Dem: Seaz = Tenemos

F(y) —F(z) = fy F’(t)dt2

F(z) —F(a:) = /ZF’(s)dsI

Restando y haciendo el cambio de variable t = s + ¡lg-Iconcluimos que:

gm) + ¿Fun —Fe) = 1/: [e (s + yg I) - F'(s)]ds2

p_¡, y-I , y-xF +_ _F > __
(8 2 ) (s) "c( 2 )

Deducimos que:

¿Fm + ¿Fm —F(z) 2 g (y ’ x)”

Pero

2

Ejemplo: :v v—)ZL‘”fuertemente p-monótona si p 2 2.
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Definición 2.2.4 Sea A : X —>IR una funcional. Si A verifica una desi­
gualdad de la forma

F (I g y) s ¿Am + ¿Am - cua:—yu” (2.2)

para alguna constante c > O, diremos que es p-uniformemente-convexa.

Corolario 2.2.5 Supongamosque F : IR—)IRverifica que S c(1 +
IIIP), y es fuertemente p-monótona, y que Q C RN es un abierto acotado.
Para u e L"(Q) definamos A(u) = f9 F(u) entonces A es una funcional
localmente uniformemente conueza.

El siguiente lema es una generalización de la primera desigualdad de Clarkson

Lema 2.2.6 Supongamos que A es una función p-uniformemente conveza
y que a > 1, entonces A(2:)° es q - uniformemente conversa donde q = ap.

Dem: Como A es por hipótesis p-uniformemente convexa, existe una cons­
tante c > 0 tal que:

A(I:y) +c
Como a > 1 tenemos

s°+t° g (s+t)°\7’s,t20

eligiendos = A y t = clígïlp tenemos:

:v+y a :1:+yA 0‘ —
( 2 ) +c A( 2 )+c

Siendo x r—>21:“creciente, deducimos que:

ACE-gy) +c°‘

Ahora como :1:r—>1° es convexa, tenemos que:

A(x:y) +c°

qCII-"lJ s
2

I-y
2 T

r-y
2 qs [gw +¿Amr
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Lo que precisamente dice que A“ es q-uníformemente convexa.
Ejemplos: 1) Si tomamos A(:v) = |:1:|2vemos que |25|”es p-uniformemente

convexa si p 2 2, de lo que se obtiene la desigualdad de Clarkson usual. De
hecho tenemos:

“y” r-y"<III" Iyl"
2 2 _ 2 2

2) Si A e IRM"es una matriz simétrica definida positiva y 62(1) = (A17,
es la forma cuadrática asociada, entonces Q es 2-uniformemente convexa. De
hecho por la fórmula de polarización:

Q (ar-gy) +Q (I g y) z %Q(I)+ %Q(y)

Pero mami
ya que A es definida positiva. Se sigue que

c2 g y) s ¿62(2)+ geo) - ela:- y?

lo que dice que Q es uniformemente 2-convexa. Por el lema anterior Q(a:)"’/2
es uniformemente p-convexa cuando p 2 2.

Una manera más general de obtener funcionales uniformemente 2-convexas
se da en el siguiente lema:

Lema 2.2.7 Sea A : X —)IR una funcional de clase C2. Supongamos que
D2A es uniformemente definida positiva en el siguiente sentido: existe una
constante c > 0 tal que

D2A(:v)(¿,o 2 CIEI2v 23,6e X

entonces A es uniformemente 2-conveza.

Dem: Tomemos 3;,y G X y definamos g : [0,1] —)R por g(t) = A((1—t)2:+
ty). Entonces por la regla de la cadena:

9'(t) = DA((1-t)1‘ + ty)(y - I)
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9"(t) = D2A((1-t)1r + ty)(y - I, y —I) 2 cII - yl2

por la hipótesis. Del teorema del valor medio se deduce que si s,t E [0, 1]

I _ I

g (3) g (t) = gll(0) 2 CII _ yl2
s — t

(donde 0 E [0,1] Por el lema (2.2.3) deducimos que:

s + t l 1 c 2 2_ < _ _ _ _ _ _
.q( 2 )_ 29m + 29m 4II yl Is tI

Tomando s = 1 y t = 0 esto nos dice que:

x+y 1 1 c 2
.' < - — — — —
4< 2 > _ 2A(a:) + 2A(y) 4|:zc yI

Es decir: A es 2-uniformemente convexa.

2.2.1 La condición (S)+
Definición 2.2.8 Se dice que un operador a : X —>X‘ verifica la condición
(5+) si: 11:" —\ :1: y limsup"_,°o (a(.’13,¡),23n— 1:) 5 O implican que rn —> :1:
fuertemente.

Proposición 2.2.9 Sea A : X —)IR una funcional C1 que es localmente
uniformemente conveza y localmente acotada. Entonces a = DA : X —)X’
verifica la condición (5+).

Dem: Sea (In) una sucesión en X tal que In -—\2: y

lim sup (a(xn),:1:n— 5 0
11-)00

Como (113")es débilmente convergente, es acotada, digamos que “In” < R.
Como A es localmente acotada deducimos que A(:1:,,)es acotada. Pasando a
una subsucesión podemos asumir que A(:rn) —>c. Por la debil semicontinui­
dad inferior:

A(1:) 5 lim inf/{(1,1) = c

y por otro lado como A es convexa, su gráfico está por encima de su hiper­
plano tangente en .77":

A(1:) Z A(1:n) + (a(1:n),:t —In)
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Usando entonces la hipótesis de que lim supn_,oo(a(:1:,¡),1:n— 5 0 dedu­
cimos que: 2 c. O sea que: A(:¡:)= c. Por otro lado —\1', y
utilizando nuevamente la débil semicontinuidad inferior, tenemos que

c= 5limian (2.3)
Si suponemos que ¿rnno tiende a ¿ventonces existe un e > 0 y una subsucesión
Ink que verifica. “:1:—Ink“ 2 e. Sea ó > 0 el que corresponde a e por la
convexidad uniforme de A en la bola B(0, R). Entonces:

1 1 13+ka
5mm)+¿Ama—A 2 ¿(5)

Cuando k —)oo tenemos que

+
limsupA Sc—¿(5)

lo que es una contradicción con (2.3).

2.3 Aplicaciones a ecuaciones del tipo p-laplaciano
Teorema 2.3.1 Asumamos que se verifican las siguientes condiciones:

1. p 2 2 y Q C IRN es un dominio acotado.

2. Sea A : ñ X RN —)IR, A = A(a:,€) una función continua en ñ x RN, y
con derivada continua respecto a E, a = DA = A' que verifica:

(a) A(:c,0) = 0V a: G Q.

(b) a satisface la condición de crecimiento:

Ia(-'B,€)ISol(1+I€|p"l)VI€9, ¿GRN (2-4)

para alguna constante c1 > 0.

(e) A(:L', es uniformemente p-conveza uniformemente en :5: Existe
una constante k > O tai que:

l 1 _

A s ¡A(x,o+¿A(z,n>—kI¿—nIPva:eQáme RN
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(d) A es p-subhomoge'nea:

0<a(a:,€)-fgpA(1:,{)V166, EGRN

(e) A satisface la condición de elipticidad:

A(:1:,¿)2 Amp v :ve Qe e RN (2.6)

siendo .\ > 0 una constante.

3. f : Ó x IR—>IR es una función continua que verifica:

(a) La condición de crecimiento subcrítico:

If(x,s)l5c(1+|s|"—')va;eo,seR (2.7)

dondec>0,yp<q<p'=ïN}psip<N,0p<q<+oosi
p 2 N.

(b) La condición de Ambrosetti-Rabinowitz: F(a:, s) = fosf(1:, t) dt es
0-superhomoge’nea en infinito, es decir que existe so > O tal que:

0 < 9F(I, s) S f(:v,s)s Vs G R tal quelsl 2 30,2 E Ó (2.8)

donde 0 > p.

4. Asumimos que
. f (I, 8)11msu — < /\ 2.9
Ho p Islp‘2s _ ( )

uniformemente para :L‘e Q, donde

/\ < A¡,p(Q)pA

Entonces el problema de Dirichlet:

(2.10)
—div(a(:1:,Vu)) = f(:c,u) en Q
u = 0 en 80

tiene al menos una solución débil no trivial en WOI'WQ).
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Ejemplos:

1.

co . Si consideramos A(1:,s) =

Si tomamos A(:1:,s) = lIsI", a(:r, s) = Islp’zs, con lo que obtenemos el
. p

p-laplacrano usual.

. Supongamos que tenemos una matriz (aij(:v)) e C(Ó, RNxN) simétrica
y definida positiva: H H

a”(:1:) = aJ‘(z)
N

z aij(a:) ¿{J- 2 clfil2VI e QE e RN c > O
i,j=l

entonces tomando

¡“1‘79 = aij(17)¿{j
u III’JZ

1

21'

vemos que el teorema puede aplicarse al operador elíptico lineal en
forma de divergencia

i,J'=1

¿(1 + |s|2)1’/2—1 obtenemos el operador de
curvatura media generalizado

1V1p(u)= div((1 + |Vu|2)(p"2)/2Vu)

Para ver que A es p-uniformemente convexa, notemos que 1 + Is]2 es
uniformemente 2 -convexa, luego por la proposición 2.2.6 (1 + |s|2)"/2
es uniformemente p-convexa, y por lo tanto A es uniformemente p­
convexo. Para p = 1 (que no está incluido en nuestros resultados), este
operador aparece en la ecuación de curvatura media prescripta para
una superficie en forma no paramétrica. En [19], E. Lami Dozo y MC.
Mariani aplicaron una variante del lema del paso de la montaña a la
ecuación de curvatura prescripta en forma paramétrica.
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2.3.1 Algunas observaciones sobre nuestras hipótesis
Observación 2.3.2 Integrando deducimosqueA verificala condición
de crecimiento:

IA(x,€)ISC2(IEI+I€I”) VIEÜÁGRN (2-11)

para alguna constante 62 > 0.

En efecto, tenemos:

d1 1

A(x,€)=/0 aA(z,tf)dt=/0 a(2:,tf)-€dt
Y usando la hipótesis (2.4) deducimos que:

l c

Ane)5m/11+mc%cmamsqmi+jmvo

Observación 2.3.3 La condición5) implicaque

¡{(1,36) 5 A(1:,€)s” Vs 2 1,2; e 6,5 e IR”

Definimos g(t) = A(:c, tE), entonces

yfl)=dnüi€=%dnüifiüí€AWJ0=ÉdÜ

Integrando entre l y s tenemos:

log g(s) - 10gg(1) S plogs

luego

Lo que implica que
¡101386) S A(I,€)S”

Análogamente tenemos:

Observación 2.3.4 La condición implicaque:

F(17,sv) 2 F(I,U)80VU tal que |v| Z so, 3 21,2: E ñ
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2.3.2 Prueba del teorema 2.3.1

Bajo las condiciones del teorema 2.3.1, definimos la funcional:

J(u) = / Au, Vu)—/ Fu, u)o o

J : I'I'g'pm) —>IRestá bien definida y es de clase Cl (ver proposición 1.6.2).
Su derivada es dada por:

(fumo) = f9 a(x,Vu) eVso- f0 f(ar,u)<p

Para demostrar el teorema 2.3.1 aplicaremos a esta funcional el teorema del
paso de la Montaña. Dividiremos la verificación de las condiciones necesarias
en dos lemas.

Lema 2.3.5 J verifica la condición de Palais-Smale.

Dem: Si (un) C VVOI'WQ)es una sucesión de Palais-Smale, verifica que:
J(un) —>c y J’(u,,) —)0. Primero probaremos que (un) es acotada:

J(un)—l(J'(un),un) =/0 [A(I,Vun)—¿dawn-Vw] +o

[o ¡(1, u,¡)un—F(:r,un)]

Por la condición (2.5), vemos que:

J(u,,) —á (J'(u,l),u,¡) 2 (1 — /QA(J:,Vun)+

ja [áfwnun —Fu, un]

(1 —3) [a A(a:,vun)s uuu) —¿(muxas
1

_/ [_f(I1un)un_ FCE,11%)]+{1€Q:|un(1)|>so} 9

luego
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donde M = sup{|%f(1:, s)s —F(:c, 3)] : z E ñ, |s| 5 so}. Por la condición de
Ambrosetti-Rabinowitz (2.8), deducimos que:

1

(1- 73)/ A(I,Vun) 5 .1(u,.)——(J'(un),un) + MIQI0 Q 0

Por la condición de elipticidad (2.6), deducimos que:

c/ |Vu,,|” 5 J(u,,) —e (J'(u,,),u") + MIQIo

donde C = (1 —¡5)A > 0,0 sea:

C nunllifigim,s uu") + o uma)“. “11,41%me+ MIQI

donde - II. es la norma en el espacio dual de Wol’p(Q).Si un no es acotada,

para una subsueesión podemos asumir que: Ilunllwomm)—>+00. Entonces
dividiendo por ||u"||W¿.p(m y haciendo que n —)oo se obtiene una contradic­
ción. Esto prueba que un está acotada.
Por la reflexividad de ¡ri/¿”(9) podemos extraer una subsueesión débilmente
convergente u,“ —\u, que por simplicidad seguiremos llamando un. Para pro­
bar que un converge fuertemente a u, notamos que siendo A uniformemente
p-convexa, por la proposición 2.2.9 se sigue si consideramos la funcional:

J0(u) = / A(a:,Vu)n

su derivada Já verifica la condición (5+), de modo que basta ver que:

lim sup/ a(:r, Vu") - (Vun —Vu) 5 0n-boo Q

Además

/a(a;, Vu") - (Vun —Vu) = (J'(u,,),u,l - U)+ / f(:r,u,,)(un —u)n n

Ahora como la inmersión de Sobolev Wol'pm) ‘—)L"(Q) es compacta, ya que
q < p' en (2.7); obtenemos (tomando nuevamente una subsueesión) que:
un —)u fuertemente en Lq(Q), y por la condición de crecimiento sobre f,
f(:1:,u,,) es acotada en Lq'(Q). Se sigue que:

/f(:v,u,¡)(un —u) —)0n
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Por otro lado como J’(un) —>0 por hipótesis y un —u es acotada en I'VJWQ),
deducimos que

(J'(un),u,, — u) ——)0

Coneluimos que:

/a(1:, Vu") - (Vun —Vu) —)0n

y entonces por la condición (5+), un —)u fuertemente.

Lema 2.3.6 .I tiene la geometría del teorema del paso de la montaña, es
decir:

1. Existe 7' > O tal que:

J(u) = b > 0
llull“,¿.p(m=r

2. Existe ug e Iii/¿”(9) tal que

J(tuo) —) —oo cuando t —)oo

Demostración: 1. Elegimos e > Osuficientemente pequeño, de modo
que:

A + E

p/\l,p

entonces por la condición (2.9), existe 6 > O tal que:

A>

—f(x’s) S /\ + e para IsI 5 6,3: e Q¡sws

por lo que

i S(/\+5)3P-l Si S>0
¡(“fi 2-(A+6)Isl”“ si S<0

Integrando deducimos que:

F(I,s) S (A+6)|s|” para |s| 5 6
1

P
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En consecuencia, utilizando la hipótesis (2.7):

.I(u)Z/A(:L‘,Vu)—/ M|u|p—/ Clul"o {xeflzlulgó} P {IEQ:|u|>ó}

q/p

2 A/ IVuI"-“E / ¡vw-CV IVuI”) =<f>(7‘)n pAlm a n

con r = f9 IVuI”, en virtud (le la inmersión de Sobolev (1.1), ya que q < p"
Además qb(r) > 0 para 1‘> Osuficientemente pequeño, ya que q > p.

2. Como A es p-subhomogenea y F(:1:,s) es B-superhomogénea si 2 so,
para t > 1 tenemos que:

J(tu0) =/QA(1:,tVuo)—/QF(J:,tuo)

S t"/ A(x, Vu) —to/ F(:1:,u0)+ MIQIn {1694140250}

donde M = sup {|F(:v, s)| 21' G Ó, |s| 5 so}.
Como 0 > p, deducimos que J(tuo) —>-oo cuando t —>+oo, si elegimos

no tal que
|{1r e Q : u0(a:) 2 so}| > 0

por la condición (2.8).

2.4 Soluciones Multiples

Necesitaremos la siguiente versión “zz-simétrica” (para funcionales pares) del
teorema (lel Paso (le la Montaña (ver [25], teorema 9.12).

Teorema 2.4.1 Sea X un espacio de Banach real de dimensión infinita y
sea I e C‘(X, R) par, que satisface la condición de (PS) y [(0) = 0. Si

o (Il) Existen constantes p,a > 0 tales que I(:I:)Z a si = p.

o (12) Para cada subespacz'o de dimensión finita X1 C X, el conjunto
{a‘G Xl : 2 0} es acotado.

entonces I posee una sucesión no acotada de valores críticos.
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Teorema 2.4.2 Supongamos que las funciones f : ñ x IR —>R y a : ñ x
RN —>RN son impares en el segundo argumento:

fu"! _s) = _f(xv3)i a(I1 _€) = _a(11€)

y que además se satisfacen las condiciones del teorema 2.3.1. Entonces el
problema (2.10) posee infinitas soluciones.

Para demostrar este resultado necesitamos el siguiente lema:

Lema 2.4.3 Las condiciones del teorema 2.3.1 implican que si X1 C I/Vol’p(Q)
es un subespecio de dimensión finita, el conjunto S = {u G X1 : J(u) Z 0}
es acotado en Wol'p(Q).

Demostración: De la condición (2.7), F satisface:

|F(:L',S)ISC1(ISI"+1)V:E€Q,SGIR (2.12)

Afirmamos que existe 'y E L°°(Q), 7 > 0 en Q, tal que:

F(:L',s) 2 'y(1:)|s|0\7’:ve Q, |s| 2 so (2.13)

De hecho tenemos, como F es 0-superhomogónea:

¡”(138) 2 “/¡(I)IS|0VI G Q, 8 2 so

donde 71(1) = En virtud de (2.12), 71 e L°°(Q) y de la condición
(2.8) concluimos que 'yl > O en Q.
Un razonamiento similar muestra que

F(I,S) 2 72(I)ISI0VI G Q, s S —so

donde 72 = De nuevo72 e L°°(Q)y 72 > 0. Entonces (2.13) vale
50

con 'y(:c) = min(7¡(:1:),72(1:)) para z E Q como afirmamos.
Probaremos que J satisface una estimación de la forma:

J(u) 5 c3||u||ïvá_,,(m +c4||u||W0¡.pm) —/n 7(:I:)|u|0 + K‘v’u e wal-Pm) (2.14)

con c3, c4 y K constantes no negativas.
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Sea v arbitrariamente elegido en Wol’p(Q)y notemos:

Q< {23€Q: < so}
QE = Q—Q<

Por (2.12) tenemos:

/ F(a:,v) 2 —C¡/ (Ivlq+ l) 2 —C¡/(sg + 1) = —C¡(sg+1)|Q] = K1Q< n< Q

y por (2.13) vale que:

Á;Hnw21;wmw”

Entonces por (2.11):

J(v)z/QA(:1:,Vv)— HHH/92 F(I,v))

5 C2IIUIIÏ1/¿.p(m+ C2HVUIILIm)-/Q 7(a:)lv|0 —Kl =2

Sczllvllpfl.» +c2|9|‘/”'Ilvllwl-vn - 7(I)IUI”+ 7(I)IvI”-K1
no (n) o ( ) n Q<

S C2IIUIIÏVJ'HQ)+ C3IIUIIW¿.p(Q)- +

donde K = ||7||L°° SSIQI — K1 y c3 = CQIQIl/p', con lo que (2.14) queda

demostrada. La funcional ||u||7 : Wol'pm) —>IRdefinida por

mm=(ÁflmMÓW
l . . . , .

es una norma en Wo’p. En el subespacno de dlmensmn fimta X1 las normas

II-IIIYPy | -||7 son equlvalentes, luego eXlSteuna constante K = [{(Xl) tal que:

_ 1/0

“mwnm5K(Áwnwfi
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Consecuentemente en X1 vale que:

Ju) g c21‘<v||v||:+ C31?[Ii/“7—“un: + K

Por lo tanto

C21?”“un: + c31.{||v||., — Hung + K 2 OVU e S

y teniendo en cuenta que 6 > p concluimos que S es acotado.

Prueba del Teorema 2.4.2: Como las funciones f y a son impares
en el segundo argumento, la funcional J es par. Se verifica que J(0) = 0.
Por el lema 2.3.5, J satisface la condición (PS). Por el lema 2.3.6, existen
constantes agp > 0 tales que J(u) 2 a si IIuIII'p= p Por el lema previo
{v e Xl : J(u) Z 0} es acotado cuando X1 es un subespacio de dimensión
finita de H/Ol’p((2).Entonces el teorema 2.4.1 se puede aplicar a la funcional
J, lo que concluye la demostración.
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Capítulo 3

Ecuaciones del Tipo p-Laplaciano
en Dominios no Acotados

3.1 Espacios de Sobolev con pesos
A] estudiar problemas en dominios no acotados, es con frecuencia conveniente
trabajar en espacios de Sobolev con pesos. Esto se debe a que en general el
espacio I//V"”(Q)no está compactamente contenido en L"(Q) para ningún q
si Q no es acotado, pero esto puede remediarse, como veremos, trabajando
en espacios con pesos.

Sea Q C RN un dominio (no acotado). Un peso es una función w E
L,‘OC(Q)tal que w 2 0 (en c.t.p.). El espacio L”(Q; w) = LfU(Q) es el conjunto
de las (clases módulo igualdad en c.t.p. de) funciones medibles u : Q —>R
tales que la norma:

l/p

“num = ( Iul"w(:v)dr)

es finita. Si identificamos el peso w con la medida:

w(E)=/wd2: ECQE

L2, no es otra cosa que el espacio LP asociado a esta medida. El espacio de
Sobolev con pesos I'Vl'”(Q; 100,151)se define entonces como el espacio de las
funciones Lfi,0(Q)cuyas derivadas distribucionales gü 5 i S N) pertenecen

33
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a L2”(Q). La correspondiente norma se define por:

l/p

llullwwmwowl)= (/9 Ivurwm) + / Iulpwo(rc)dz) (3.1)Q

El espacio l/lr’0""(Q;100,101)se define como la clausura de C¿(Q) en Wol'pm).
Hacemos notar que en la literatura aparecen otras definiciones de espacios de
Sobolev con pesos que no siempre son equivalentes. Por ejemplo si definimos
H”(Q; wo,wl) como la completación de C°°(Ó) en la norma (3.1) tendremos
que HV(Q;wo, wl) = W'J’m; wo,wl) cuando wo y wl están en la clase Ap de
Muckenhoupt (ver [14]).

3.1.1 Inmersiones en espacios con pesos:

En los argumentos variacionales juega un papel muy importante saber cuan­
do el espacio (le Sobolev Wl'p(Q;vo,vl) está incluido (compactamente) en
un espacio L"(Q;w). Existen en la literatura varios resultados sobre esta
cuestión.

3.1.2 El teorema de Kufner-Opic
En esta sección cnunciamos un teorema sobre inmersioncs en espacios con
pesos que utilizaremos en lo sucesivo. Aunque el enunciado es algo técnico,
veremos con ejemplos que puede ser aplicado en casos concretos.

Notamos Qu = {3:E Q : < n} = QfiB(O,n) y Q" = {1:E Q : |33|>
Asumimos que existe un ñ tal que Qñ = {1: e RN : |33| > ñ}, es decir
É(O, ñ)C C Q para algún ñ. Sea r(:r) una función positiva definida en Qñ tal
que:

% para casi todo a: G Qñ1'(a:)

r )5 c, paracasi todo ¿EE Qñ,y e B(:v,r(:r))
5

S y)/r

donde c, es una constante.

—l
Cr A

Teorema 3.1.1 ([24],Teorema 2.1) Seanl 5 p 5 q < oo, %—%+1 2 0 y
supongamos que existen constantes 0 S ko S Ko, 0 5 co 5 C0, 0 S cl 5 C1,
funciones medibles positivas bo,bl definidas en Q", tales que los pesos 110,121,111
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satisfacen:

k0v0(1‘) 5 v¡(1)r"’(m) 5 Ko(:c)vo(a:) p.c.t. _ x E Qñ
Cobo(13) S (y) S Cobo(I) ¡IC-t- 33G QÍWJ € B(-T,T(33))
c1b1(x) S v¡(y) S C¡b¡(1:) p.c.t. z G Q",y G B(:r,r(:1:))

Supongamos que la inmersión Wl'pmn; 120,121)<—)L"(Qn; w) es compacta para
todo n 6 N. Entonces la inmersión

W"”(Q;vo,v¡) ‘—)L"(Q; w)

es compacta si y sólo si

bo(I)‘/" (ï—%+l)l' Bn=0ddB": —
"¿Halo on e “(xy/PT q

Además dicha inmersión es continua si la inmersión W‘J’(Qn;v0,v¡) <—)
L"(Qn; w) es continua para cada n E N y lim,¡_,oo3,, < oo.

Ejemplos de aplicaciones del teorema de Kufner-Opic

Supongamos que Q es un dominio que verifica las hipótesis del teorema de
Kufner-Opic.

1. Sean 0,13 e IRy definamos

00(1) = (1 + II|)B”’,v1(I) = (1 + III)fl,w(I) = (1 + III)"

Si elegimos bo = w, bl = "uly r(:r) = (1 + las hipótesis del
teorema 3.1.1 se verifican si

N N a fi N N
————+1>0y———+———+1<0
(I P q P q P

luego la inmersión WW“); v0,v1) <—)L"(Q; w) es compacta.

= ¡11(1) = e"?IIIy w(1:) = ealïl. Si elegimos bo = w,
1, entonces las hipótesis del teorema 3.1.1 se verifican

v
Ï—1—+1>0y9—g<0
r1 p p q

2. Definimos vo(:c)
bl = wl y r(.1:) =
si
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3.1.3 Desigualdades de Hardy
Otra herramienta que necesitamos para estudiar ecuacionesdel tipo p-laplaciano
en dominios no acotados son las desigualdades de Hardy.

Teorema 3.1.2 ([24],Teorema 2.3) Sea Q C RN un dominio, con la pro­
piedad de que si :1:E Q y t Z 1, entonces ta: E Q. Supongamos que vo y vl
son pesos radiales, o sea de la forma vo(|x|),v1(|2:|) y son acotados en cada
subintervalo compacto de (0,00). Asumamos además que existen constantes
k,B,to > 0 tales que:

v0(t) 2 kv¡(t)t”’ para c.t. t > to

:r l/p oo N4 l/p’

13(1)= mew-I dt} v1(t)-'/<P-l>t-rndt} 5 B (3.2)O 1

Entonces existe una constante C > 0 tal que:

/ Iulpv0(a')d1: 5 C/ |Vu|”v1(:c) da:V u E i/Vol’p(Q;U0,U¡) (3.3)o o

Ejemplo: Si tomamos

00(1') = (1+ IIEDB’”,¡21(15)=(1+I-'CI)’3

donde O S B 5 p, y N > p —fi, entonces

y la condición (3.2) se verifica, ya que

I l/p oo _fi_(N_l) l/p’

13(2)s t‘s‘IHN‘ldt) t—v—ldt) s C0 0

por lo que si Q verifica las hipótesis del teorema 3.1.2, vale la desigualdad
(3.3).
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3.2 La acción de los operadores de Nemitsky
en espacios con pesos

Proposición 3.2.1 Sea f : Q x IR" —)R" una función de Caratheodory.

Sean 1 5 p, q < oo y 0 < a 5 s, y sean wl y wz dos pesos. Supongamos que
f verifica la condición de crecimiento:

If(13,8)| S fo(I) + f¡(I)|8I°

donde f0 E L"(Q;w2) y

/( —a) . - - _ p/(p-aq) -aq/(p-aq) . 20f¡€L”"” q(Q,w)conw—w2 wl szO<a<q

o f1(;L')"w2(:1:)S Cw¡(a:) en c.t.p para alguna constante C si a = s

entonces el operador de Nemitsky N¡ : u r—>f(:1:, u) es continuo de L”(Q; wz)
en L"(Q; wg).

Demostración: Primero probamos que N¡ manda L”(Q;w1) en L"(Q;w2).
Si r > 1 por la desigualdad de Hólder:

f If(I,u)I"w2(:v)dxs f me)" + f1(:c)"lul°"]w2(r)drQ Q

l/r’ l/r

S C Ilflltlllqmwz)+ C f1(I)Qr’u);'(x)wïl/(T—l)) IuIOQrwl(I)dÏ)Q Q

Elegimos aqr = p, o sea: r = L . Entonces r’ = —L y L = —°‘¡—,y r > 1aq p-aq r-l —aq

si O< a < s. Esto prueba que N¡(u) e Lq(w2)
Cuando a = s, entonces r’ = oo y podemos acotar así:

Á|f(ïv u)lqw2(x)dx S C Ilfllïqmwz) + C“fl(z)qw2(1:)wïl“[,°°(n) “uIILI'(Q;w¡)

luego N¡(u) e L‘7(w2).Ahora probaremos que N¡ es continuo de LP(Q;un) en
Lq(Q; wg). Sea (un) una sucesión tal que un —)u en LP(Q; wl). Queremos ver
que N¡(un) converge a N¡(u). Para ello basta ver que cualquier subsucesión
(unk) de (un) contiene una sub-subsucesión que converge a u. Por el lema

1.6.3 existe una sub-subsucesión unkj de (unk) tal que um.) —)u en casi todo
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punto respecto a la medida wl y existe g e L”(Q; wl) tal que Iu,¡(:r)| 5 g(a:).
Entonces:

mz, u) —¡(2, anal" s 2mm, uw + “(una)qu

S 2"+'[fo(-'v)" + f1 (12)”I9I"°] = h

Utilizando la desigualdad de Hólder como antes, tenemos que h e Ll (Q; wz).
Por lo que podemos usar el teorema de la convergencia mayorada de Lebesgue
para ver que:

/fl mm) —¡(aunkjnqwzam s 0

ya que f(:r, un“) —>f(1‘, u) en casi todo punto (respecto a w2
Nos interesa particularmente el caso especial en que q = p’ y wl = w y
w? = url/0’“). Entonces:

11-}= w-p/[(p-aq)(p-1)]w-aq/(p-nq)

p aq p’+aq p’(1+a) 1+a
, + = = I =(p-aq)(p-1) p-aq p-aq p(p-1-a) p-l-a

pq _ 55 p
p-aq_1—alfi p-l-a

y obtenemos:

Corolario 3.2.2 Sea f : Q ><R" —>R" una función de Caratheodory. Sean
1 5 p,q < oo y 0 < a 5 p —1, y sea w un peso. Supongamos que f verifica
la condición de crecimiento:

If(I,s)| S fo(I) + f1(13)|8|“

donde f0 e L”,(Q;w’l/(p’l)) y

. fl e LP/(P"‘“)(Q;u'2) con u")= v(l+°)/(p’l’°) si o < a < 5

o f1(11:)5 Cw(:c) en c.t.p. para alguna constante C si a = p- 1 entonces
el operador de Nemitsky N¡ : u +—)f(:c,u) es continuo de LP(Q;w) en
L"(Q; w).

Nota: El caso a = p —1 de este corolario es el lema 3.1 en [24].
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3.3 Ecuaciones del tipo p-laplaciano en domi­
nios no acotados

En esta sección enunciaremos un teorema análogo al teorema 2.3.1 para domi­
nios no acotados, trabajando en espacios de Sobolev con pesos (con hipótesis
algo diferentes).

Teorema 3.3.1 Asumamos que se verifican las siguientes condiciones:

I. 2 5 p < N, Q C RN es un dominio (posiblemente no acotado), y los
pesos 120,131y w son elegidos de modo de la inmersión de Sobolev:

WMQ; vom) c Lim; w) (3.4)

resulte continua si p 5 q 5 p' y compacta si p < q < p. (donde

P‘ = y que valgala desigualdadde Hardy."

/|u|”v0(x) dz 5 C/ IVulpv¡(a:)da:Vu E I/Vá’p(Q;v0,v¡)o o

Notamos que entonces

l/p

“uuu/¿"(9,111)= WWW“) dm)

es una norma equivalente a - Ilbvá.p(n;voïul)en Wol’pm; v0, v1).

— r . , . '—' .
2. A : Q x IRA -—>IR es una funczon continua en Q x RN, y con derivada

continua respecto a E, a = DA = A’ que verifica:

(a) A(:1:,()) = 0V x G Q.

(b) a satisface la condición de crecimiento:

la(x,€)l S ao(-”I:)+ (11(-'II)I€I”’lVI G Q, í € RN (3-5)

donde ao y a1 son funciones que satisfacen:

a0 e LPI(Q, vll/(p_l)),ao(z) 5 clv¡(:c), a1(:v) S 02v¡(:v)
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(c) A es uniformemente p-conueza con el peso ¡”(1), en el siguiente
sentido: Existe una constante c2 > 0 tal que:

A ¿ g ”) s ¿A (I,€)+lA(:v,n)-C2vl(I)I€-nl” v a:e ñ 6,72e RN2

(3.6)

(d) A es p-subhomoge'nea:

o<a(x,¿)-ggpA(z,¿) Vxeñ, ¿eRN (3.7)

(e) A satisface la condición de elipticidad:

«406,0 2 A|€|"111(3F)V 17€ QE E RN (3-3)

siendo A > 0 una constante.

3. f : Ó x IR—)R es una función de Caratheodory que verifica:

(a) La condición de crecimiento subcrítico:

If(Ia S)I S fo(1=)+ f1(I)ISI"_lV I G Q, 8 6 R (3-9)

donde p < q < p" = NLVfÉ,y f0, f1 son funciones positivas que
satisfacen:

fo(1‘)G L"'(Q,w_”("_”), fo(I) S Cw(I)f1(-'E)S CMI)

donde C es una constante.

(b) La condición de Ambrosetti-Rabinowitz: F(;1:,s) = f05f(x, t) dt es
Ü-superhomogénea

Ü<0F(ZL',S)Sf(:E,S)SVS€R,I€ñ (3.10)

donde 0 > p.

4. Se verifica:
_ . f(l‘,t) _

f“’°)’%‘36W-° (3“)
uniformemente en a: E Q.
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5. Existe un abierto no vacío O C Q y un número so > 0 tal que

F(:r, s) > 0 V21:e O, |s| Z so. (3.12)

Entonces el problema de Dirichlet:

{-div(a(x,VU) = f(:c,u) en Q (3.13)u =0 en 89

. . , , . . . 1_tiene al menos una soluczon debzl no trzmal en W0 p(Q; vo, U1).

3.3.1 Demostración del teorema 3.3.1

De manera análoga a lo que hicimos en el capítulo anterior, para demostrar
el teorema 3.3.1, aplicamos el teorema del paso de la montaña a la funcional

J(u)=/QA(1:,Vu)—/QF(x,u)

pero ahora trabajamos en el espacio de Sobolev con pesos Wol'pm;v0,v1).
Como consecuencia del colorario (3.2) y de las inmersiones de Sobolev

con pesos que tenemos por hipótesis, es fácil ver que J G Cl(I/Vol’p(Q;vo, 111))
(como en en lema 3.2 de |24|), y que:

(J'(u),v) = Áaht, Vu) -Vv — f(a:,u)vo

Dividiremos la verificación de las condiciones necesarias para aplicar el
teorema del paso de la montaña en dos lemas:

Lema 3.3.2 J verifica la condición de Palais-Smale.

Dem: Si (un) C Wol'pm;vo,v1) es una sucesión de Palais-Smale, verifica
que: J(u") —>c y J'(un) —)0. Primero probaremos que (un) es acotada:

J(u,,) —¿(J'(u"),u,.) = /n [A(13,Vun)—gate, Vu") - Vun] +

[o [área uuu" —Fu, un]
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Por la condición (3.7), vemos que:

J(u,.) — (J’(un),un> 2 (1 —g) ja A(I,Vun)+

f0 ¡(2, u,,)un—Ham]
Por la condición de Ambrosetti-Rabinowitz (3.10), deducimos que:

p 1 ,_ _ < _ _
(1 a) /QA(:C,Vu,,) _ J(u,,) 0 (J (u,,),u,,)

Por la condición de elipticidad (3.8), deducimos que:

1

C/ Ivunlwz) s nun) —5 (mutua)o

donde C = (1 —5) .’\ > 0,0 sea:

1

C Iluïlilï¡,r¿-p(n;vo'vl)S J(un) + á “J’(un)“. “unliwá'meomú

donde es la norma del espacio dual de M/OI‘WQ;vo,v1).
Si (un) no es acotada en I/Vo’p(Q;v0,v¡) , para una subsucesión podemos
asumir que:

“unIIWJ'memvfl _> CX)

Entonces dividiendo por Ilunllwásmwmvl) y haciendo que n ——>oo tenemos
una contradicción. Esto prueba que un está acotada.
Por la reflexividad de WOW“);v0,v¡) podemos extraer una subsucesión dé­
bilmente convergente unk —\u. Para probar que unk converge fuertemente a
u, notamos que por la condición (3.6),

Jo(u) = / A(1:,Vu)o

localmente uniformemente convexa en el espacio WOW“);120,111).Por la pro­
posición 2.2.9 se sigue que su derivada Já- verifica la condición (5+), de modo
que basta ver que:

"HWlim sup/ a(I, Vun) - (Vun —Vu) S 0o
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Tenemos que:

/ (¿(1,Vu") - (Vun - Vu) = (J'(un),un —u) + f f(a:,un)(un —u) (3.14)n o

Como por hipótesis, la inmersión de Sobolev Ï/Vol’p(Q;vo,v¡) ‘—) L"(Q;w)
es compacta, obtenemos que: un —)u fuertemente en L"(Q;w), y por la
condición (le crecimiento sobre f, f(z,un) es acotada en Lq'(Q;w_'/("")).
Se sigue que:

f(:1:,un)(un —u) —>0
a

Por otro lado como J’(u,¡) —)0 por hipótesis y un-U es acotada en Wol'pm; 120,121),
deducimos que

(J'(un),un —u) —>O

Por (3.14), concluimos que:

/a(1‘, Vu”) - (Vun —Vu) —)OQ

y entonces por la condición (5+), un —)u fuertemente en Wol'pm; 'Uo,v1).

Lema 3.3.3 J tiene la geometría del lema del paso de la montaña, es decir:

1. Existe 1' > 0 tal que:

inf J(u)=b>0Vu€W01'p(Q;v0,v¡)
U. =r

II “M’á'p(n;v0.v¡)

2. Existe uo E Wol'p(Q; v0, U1) tal que

J(tu0) —)—oo cuandot —)oo

Demostración: De la condición (3.11), dado e > 0 tenemos que:

|f(a:,t)| < E|t|p_lvo(1:) si |t| < 6

Integrando (leducimos que

tp
IF(1‘,t)| S Elïlvotc) si |t| < 6



Capítulo 3: . . . en Dominios no Acotados 44

En consecuencia:

f Inxw</?M3cn<ñwva _ 0 _ — _ .
{IGQ:|u|<ó} g p p Wo'"(9420411)

Por otro lado, de la condición (3.9), deducimos que:

wmmsmmwmm%
y CII COIISCCUCIICÍÏII

¡wnews iMMHAM-s
{remuizó} {16941425} (I

Q/mm+mmM%a/wwmasanmwmm
Q Q

por la inmersión de Sobolev (3.4). En conclusión obtenemos que

J(u)=/QA(1:,u)—/QF(I,u) 2

E, , . p _ _ p - q _
/n"\”1(l)qu| dx pHuIIPVá'"(Q:vo,v1)Czllullwá‘ünzvomn)_ (W)

donde r = IIuII‘,‘,¿.p(Qwoyvl).Como q > p, deducimos que d)(7‘)> 0 si 7' y 5 son
positivos y pequeños.

Para probar que se verifica la segunda condición del enunciado, tomamos
uo G I*l""’(Q;vo,v1) tal que u0(:v) 2 so VI G O (donde so y O satisfacen
la condición (3.12)). Entonces como A es p-subhomogénca y F(1:,s) es 0­
superhomogénea, para t > 1 tenemos que:

.I(tu0)=/QA(1:, tVuo)—/QF(I,tu0)

5 tp/A(:L‘,Vuo) —t0/ F(3:,uo)n o

Como 0 > p, deducimos que J(tu0) —)—oocuando t —)+oo.
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3.3.2 Un Ejemplo
Consideramos el problema

-Apu = f(:v,u) en Q l.
{u = 0 en 89 (3'10)

siendo Q C RN un dominio que satisface las hipótesis de los teoremas 3.1.1
y 3.1.2, y 2 5 p < N. En este caso tomamos:

1

A(I,s) = -|S|”
P

Para el ejemplo, elegimos los pesos

vo(ar)= (1+IIL‘I)”’,v1(I) = 1,w(r) = (1+ III)” (a > 0)

y asumimos que f satisface las condiciones del teorema 3.3.1. Para que la
inmersión

W'm; (1+ ¡wn-P,1)c Lq(n;(1+ mr“)

sea compacta debemos pedir que

a N N
——+ — - — + 1 < 0

(I (I P

La desiguadad de Hardy se verfica pues 2 5 p < N. Bajo estas condiciones
el teorema 3.3.1 se aplica a este ejemplo, y se concluye que el problema 3.15
tiene al menos una solución débil no trivial.



Capítulo 4

Tres soluciones de algunas
ecuaciones cuasilineales en RN
cerca de la resonancia

4.1 Introducción

4.1.1 Algunos resultados previos
J. .\Iawhin y K. Smiclitt [21], probaron la existencia de por lo menos tres
soluciones para el problema de contorno:

—u" —u + eu = f(.i:, u) + h(:c), u(0) = u(7r) = 0

para e > Osuficientemente pequeño, h ortogonal a sin z y f acotada satisfa­
ciendo la condición de signo: uf(:r,u) > 0. En |31|, To Fu Ma y L. Sanchez
consideraron el problema

—A,,u —A1|u|”_2u + elul”_2u = f(a:, u) + ÍL(:1:) (4.1)

en WOI'WQ)con Q C RN un dominio acotado y A1el primer autovalor de:

—Apu = /\|u|”_2u en Q, u = 0 en 89 (4.2)

y probaron el siguiente resultado:

Teorema 4.1.1 Supongamos que p Z 2 y que se verifican las siguientes dos

condiciones: (HI) f : Q x IR—)R es una función continua y existe 0 > ¡1)tal
que

46
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Buf(:1:,u) —F(1:,u) —) —oo cuando IuI —>oo

siendo F(:L‘,t) = f0!f(a:, s) ds (H2) Existe R > 0 que verifica

uf(a:,u) > 0V1L'E Q 2 R

Entonces para toda h E L”,(Q) con f0 h(I)(p1(I)dIL‘ = 0, donde (pl es la pri­
mer autofunción de (4.2), la ecuación (4.1) tiene por lo menos tres soluciones
para e > 0 suficientemente pequeño.

Puede probarse que las suposiciones sobre f implican la siguiente condición
de crecimiento

If(1', u)l S 61+ czlul"

con o = ¿1,< p. En efecto si |s| es suficientemente grande tendremos:

F(:z:,ts) 5 tl/0F(I,S)

de donde

El marco funcional

Nuestro objetivo es extender este resultado a ecuaciones en RN. Como
VVI'P(]R"’)no está contenido compactamente en L”(1RN), vamos a trabajar
en el espacio D"”(RN),que es la completación de CMR”) con respecto a la
norma:

l/p

“un”,= |Vu(z)|Pda:>¡RN

Por la desigualdad de Sobolcv tenemos:

D"”(]RN) c LP'(RN)

si p < N, con p‘ = N—.Nf’—p.Esta inmersión no es compacta, pero en la Propo­

sición 4.2.1 probaremos que la inmersión D"”(]RN) C LZURN)sí es compacta

para g e LN/”(RN) ñ Liz/pHÏIR/V).
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Simplicidad del primer autovalor con pesos

Recordamos que la simplicidad del primer autovalor del p-laplaciano con
pesos fue probada en |28|. Ellos estudiaron el problema

—A,,u = /\_q(:r)|u|”_2u I G RN (4.3)

0<ueanN, I Ilim u(:1:)=0a: —b+oo

donde 1 < p < N, y probaron el siguiente teorema, asumiendo las condiciones
enumeradas más abajo:

(G) g es una función suave, por lo menos CgflRN) para algún 7 E (0, 1),
tal que g e LN/"(]RN) ñ L°°(]RN) y g(1:) > 0 en Q+con |Q+| > 0, y

o (G+) g satisface (G) y g(a:) 2 0 en c.t.p. en RN

o (G‘) g satisface (G) y g(:1:)< 0 para a: G 0’, con IQ’I > 0.

Teorema 4.1.1 1. Sea g que satisface (G+). Entonces la ecuación (4.3)
admite un primer autovalor positivo dado por:

_ ' P
A] — Egg); llull],p (4-4)

COTL

Bm) = N Iu(a:)|”g(rv)dz

2. Sea g que satisface (G’). Entonces el problema (4.3} admite dos pri­
meros autovalores de signos opuestos dados por:

A+ = - f P
1 “18:1 llull“,

_ _ - p

A1 — _ B(tlll)1=f_l“u“l,p

3. En ambos casos, las autofunciones asociadas <p¡,<p¡+,(pl-pertenecen a
DIHRN) ñ L°°(]RN).

4. El conjunto de autofunciones correspondientes a /\¡ (respectivamente a
Ali) es un subespacio unidimensional.
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Observación 4.1.2 Bajo la hipótesis (G+), la primer autofunción gol no
cambia de signo en RN, por lo que podemos suponer que (pl Z O.

Demostración: Tomando (pl-como función de prueba en (4.3) con /\ = /\¡
vemos que

/ ¡warm / ¡sol-¡”gomas3X RN

Se sigue que pl’ = O (y 9912 0 ), o bien ¿pl- es también una solución del
problema de minimización (4.4). En este último caso, por la simplicidad del
primer autovalor (,91’= cap]. Se sigue que cpf = —Lp¡,luego 9915 0.

4.1.2 Nuestro principal resultado: Existencia de múlti­
ples soluciones para ecuaciones cuasilineales cerca
de la resonancia.

En este capítulo consideramos la siguiente ecuación cuasilineal:

—Apu = (/\¡ —e)g(I)|u|p_2u + f(:1:,u) + h(a:) (4.5)

en RN. Suponemos que:

1.1<p<Ny€>0
2. Sobre el peso g hacemos las mismas suposiciones (G+) de [28]

3. h e L”"(RN) y f3?vhipldx = 0

4. Asumimos que la no linealidad f : RN x IR—>IRes continua y satisface:

o (H0) La condición (le crecimiento

|f(1‘,u)I S c1(:v)+ 02(Illul‘“l

con or < p y cl e L<P'>’(RN),c2 e L(P'/")'(RN) n ¿{gc/"Mmm
para algún 77> 0.

o (H1) Si F(a:,3) = fosf(a:, t)dt entonces

1

—uf(.1:,u) —F(a:,u) —)-oo, cuando —+ooo
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o (H2) La siguiente condición de signo: existe R > 0 tal que:

uf(1‘,u) > OVI G RN ,Iul Z R

Integrando la condición (H0) obtenemos:

Iul"
0'

F(.r,u) 5 c¡(z)|u| + 02(1)

En la siguiente sección si queremos que la funcional C(u) = IRA-F(r, u)dI
sea de clase C‘(D'*”(IRN)), la condición (H0) es la natural. El principal
resultado de este capítulo es el siguiente:

Teorema 4.1.3 Bajo las hipótesis anteriores (1 a 4), el problema (4.5) tiene
por lo menos tres soluciones en D"”(IRN) para e > 0 suficientemente pequeño.

4.2 Algunos lemas técnicos
Para la prueba del teorema 4.1.3 necesitaremos los siguientes resultados:

4.2.1 Un resultado de compacidad en espacios Lp con
peso

Si u e DIY”(1RN,15 q 5 p‘, %+ =1 y g e L’,g 2 0, entonces de las
desigualdades de Holder y Sobolev, tenemos que:

f IulqgsC/ IVuI" (4.6)RN RN

y se sigue que DL” C Lg. El siguiente resultado prueba que bajo condiciones
apropiadas, esta inmersión es compacta. (Otros resultados previos pueden
verseen

Proposición 4.2.1 Sean 1 S (1< p‘, á+ = 1, g e L' ñ LU: para algún
e > 0. Entonces la inmersión

D‘vaN) c LguRN)

es compacta.
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Demostración: Sea (un) C DWORN)una sucesión acotada:

IlunII¡_,, S C

Entonces, como DWORN)es reflexivo, podemos extraer una subsucesión de­
bilmente convergente (unk). Por simplicidad asumiremos que that un —\u.
Queremos probar que de hecho un —)u fuertemente. De las desigualdades
de Hólder y Sobolev tenemos que:

l/r _ p/p' l/r

f qu-unl"s (f Igl’) (f ¡un- ul”) s c (f lar)IIÍ>R lIl>R lïl>R lIl>R

Dado e > 0, como g e LT podemos elegir R > Overificando

6

/ _unlqS _|z|>n 2

Ahora bien, DI'PURN) C l/VIL’CP(RN)continuamente, y por el terorema de
Rellich-Kondrachov

un —)u fuertemente en L‘(BR)

si 1 5 t < p’. Elegimos s > 1 tal que s' = r + e entonces s < É, and

l/s' l/s E

/ gIUn—ur s (j Igl‘) (f lu— 55|I|gn msn |:|<Ic

si n 2 n0(e). Luego un —)u en L'g’(lRN).

4.2.2 Algunos resultados sobre la funcional asociada
Bajo las mismas hipótesis del teorema 4.1.3, tenemos los siguientes resulta­
dos:

Lema 4.2.2 Sea C : Dl'pURN) —)R dada por C(u) = [RNF(1:,u)d:c. En­
tonces C G C1(D"P(IRN)) y C'(u)(h) = [RNf(:v,u)h

Por la desigualdad de Holder tenemos que

IUI"

0'

1

dr S |I61I|(,,-y llullp- + g |I02||(p-/ay IIUIIZ.¡con s N c1(z)lul+¿»(2)
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De la inmersión D“”(IRN) C LP"(RN) concluimos que C(u) está bien definido.
De manera similar,

¡(13u)h
—1

S llclll(p-)' Ilhllp. + II02I|(,,-/ay IIuIIZ- Ilhllp.

y tenemos que IRA.f(x, u)h también está bien definida. Usando un argumento
similar al de [23], concluimos la demostración.

5/ c¡(z)h+C2(:c)|u|""l|h|RN

Lema 4.2.3 Supongamos que f(:L',u) es una función de Caratheodory que
verifica:

|f(13,u)l S 61(17)+ 02(I)IuI"“l

donde 1 S a < p‘, C¡ e L5'(RN) con sl = p”, y 02 E L"2 ñ LÏjc+E(RN) con

82 = Entonces el operador de Nemitsky N¡ : D""(lRN) —>L”. (RN)
dado por N¡(u) = f(x, u) es compacto.

Demostración: Sea (un) una sucesión en DI'PURN)tal que un —*u débil­
mente en DL". Podemos suponer, pasando a una subsucesión, que

u" —)u en c.t.p.

Como o < p‘, aplicamos la proposición 4.2.1 con q = (o —1)sl < p‘, g = 03'.

Notamos que g e L’ ñ Lïot‘lcon 7‘= Para una subsucesión obtenemos
que:

un —) u en Lg

Por el lema 1.6.3, obtenemos después de pasar a una subsucesión, una función
/\' . .

m E LZUR ) tal que.
qu(I)I S m(96)

en c.t.p. con respecto a la medida g(:c)dx. Entonces por la condición (H0)
deducimos que

¡foam-¡(saunw' s 25'[If(r,u)l“+lf(x,un)l”l s 2"“[cx(:v)""+cz(x)"Iml‘”*”“l

y podemos aplicar el teorema de convergencia mayorada a la integral

Á“ ww) —f(I,un)|s‘dI

para ver que f(:1;,un) —>f(a:,u) in L"(lRN).
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Observación 4.2.4 Las soluciones débiles de la ecuación (4.5) son los pun­
tos críticos en D""(]RN) de la funcional

-l u"’:c—u u”:1::¡:— ¿vu Ll'u¿(mV/Ryu p [RNIIMM [RNlFLH/(H
Bajo las suposiciones anteriores, es fácil chequear que JE e C‘(D"P).

Sea

W = {w E Dl'pÜRN) 1/9(I)I991Ip_2991w = o}

Observamos que como consecuencia de la proposición 4.2.1, W es un subes­
pacio dóbilmente cerrado.

Lema 4.2.5 Si e < /\¡, JE es coerciva en Dl'pÜRN), y existe m > 0 tal que

infuewJJ“) Z “m

Demostración: Suponemos 0 < e < A1,entonces

l A —

J¿(u)2 —(1- ‘ 5)/ |Vu|”—/ (F(a:,u)+hu)1) /\¡ RN RN

6

Mu) 2 El IIuII” - Cn - C2 IIuIIL, - IIhII(,,-yIIuIIp.1,1)

Como a < p, se sigue que JE es coerciva. Definimos:

/\w=illf ïweWy/ =RN RN

Afirmamos que AW > A1. De hecho, si fuera /\¡ = AW entonces existiría
w E W verificando

/ le” = M/ le”9(r)dr=1RN RN

Luego por la simplicidad del primer autovalor, w = ccpl pero esto contradice
la definición de W. Entonces, para u E W tenemos

/\w - /\1

Js(u) Z W IIUII'Í_,,- Cn - C2 IIUIIÏ,,,- “¡mw-y llullp­
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Luego JE es uniformememente coerciva en W respecto a e, y en particular es
uniformemente acotada inferiormente.
Para el próximo resultado necesitamos las siguientes definiciones: Conside­
ramos los conjuntos abiertos:

O+ = {w e D“”(RN) : /g(a:)|<p1|”_2golw > 0}

0- = {we D'vpm“)=/ ganar-w < o}
La siguiente es una variante de la condición de Palais-Smale (PS). Diremos
que una funcional q)verifica la condición (P530;C si cualquier sucesión (un)
en 0+ (respectivamente en O’) con Mu") —) c, (Man) —>0, tiene una
subsucesión convergente (unk) —)u E 0+.

Proposición 4.2.6 El operador —Ap: D‘*”(RN) —>D'HRN)‘ verifica la
condición (5+): si un —\u (débilmente en DI'P(RN) )y limsupnfioo (—Apun,un —u) 5
0, entonces un —)u (fuertemente en DWORN) )

Demostración: Esto se sigue de la convexidad uniforme de D"”(1RN)(ver
[28]). Es un caso particular de la proposición 2.2.9

Lema 4.2.7 JE verifica la condición (PS), y verifica (PS)0:!:,C si c < —m.

Demostración: Sea (un) C DWORN)una sucesión de (PS):

J¿(un) —)c, Juan) —)0

Como JE es coerciva, se sigue que (un) está acotada en D"P(RN ), que es
reflexivo, luego (después de pasar a una subsucesión) podemos asumir que
un —->u débilmente. Queremos mostrar que de hecho, un —)u fuertemente.
Tenemos que

J;(un)(u,,—u) =/IVun|p_2Vun-V(un—u)—(/\l—e)/Iun|p_2un(un—u)g(z)d:r

—/ han - u)- f ¡(mom —u)
Claramente [Man-u) —)0, ya que un —iu débilmente. un —>u fuertemente
en LZURN), ya que la inmersión DLP C Lg es compacta. Se sigue que:
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f Iu,l|”_2un(u" —u)_q(x)da: —>0 De la proposición 4.2.3 y la desigualdad de
Hólder deducimos

/f(2:,un)(un—u)da; = /[f(:c,u)—f(z,un)](un-u)dr+/f(a:,u)(u,l—u) —>0

Como Js’(u,,)(u,l —u) —>0, se sigue que:

/|Vun|p_2Vun - V(u,l —u)d.7:—)0

o de manera equivalente,

(—Apu",un —u) —)0

Por la condición (5+), ésto implica que un —)u fuertemente en D"”(RN)
Para probar que JE satisface (PS)Oi,c para c < —m, sea (un) C Oi una
sucesión de (PS)C. Entonces existe una subsucesión convergente: unk —>u, y
basta probar que u G Oi, pero si u E (90i = W, entonces c = J(u) 2 —m,
lo que es una contradicción.

Lema 4.2.8 Si e > 0 es suficientemente pequeño, existen dos números

t‘ < 0 < t+

tales que J¿(ti<p¡) < —m.

Demostración: Como f h(:r)<p¡(1‘)dz= 0, tenemos que:

1

.]¿(t<p¡)= E/Etpcpïgü‘) —/F(I,t<p¡(;1:))dx

y como pl e L°°, podemos asumir que

05901(1')51VI€RN

Primero, como ga’l’ge L1, podemos elegir p suficientemente grande como para
que:

1 m

-/ (pfng< —p lrl>p 2

y partimos la integral JE en dos partes:

¿=A+fi
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donde JEl es la integral sobre |12| 5 p, y JE2es la integral sobre III > p.
Definimos:

AU) = {I =III S p2901(r)> R/t}

Ba) = {x : III 5 paolo) s R/t}
Entonces

/ [ítpcp’l’- F(;z:, t<p¡(1:))] da:13(1) P

es uniformemente acotada en 5 y t para E S 60. Sea

Aut)=m (¿twonnwzn —Hum») da­

+/ [ítpgo’f —F(1:, t<p¡(1:))] da:nu) P

Entonces, por (H1) y el lema de Fatou

M¿(t) < —2m

para t suficientemente grande, y e 5 60. Por (H2) existe 0 < e, 5 60 tal que:

Etu”_lg(a:) < f(:c,u) en B—,,x [12,t]

Luego, si 991w) > R/t y |12|5 p tenemos:

¿ttp_l‘Pl(Ï)p_lg(Ïl < f(:v,t<px)

y entonces,
Juncal) s Mea) < —2m

Por (H2), como F(:¡:, 15901)2 O, si elegimos e, que verifique

1
Et < —

tp

entonces,
1 m

Jfl(trp¡) 5 —/ Ettpgofdzt< —p |I|>p 2

y concluimos que
J€t(t(lol) < _m

para cualquier e, S 50. De modo similar, eligiendo primero t suficientemente
grande, y despues Et pequeño, podemos probar que J¿,(—t<p¡) < —m
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4.2.3 Demostración del teorema 4.1.3

Para 5 > 0 suficientemente pequeño, de los lemas 4.2.7 y 4.2.8 se deduce que:

—oo < inf JE < —m
Oi:

y como (PS)¿.yoi vale para c < —m, se sigue del lema de deformación que
los ínfimos anteriores se alcanzan, digamos en u‘ 6 O‘y u+ G 0+. Como
Oi son ambos abiertos en DIHRN), hemos encontrado dos puntos críticos
de JE.
Sea

=' f E t
c ¿gurglgflJ (7( ))

C011

F = {7 G C([0,1],D"”(IRN) : 7(O) = u_,'y(1) = u+}

Notamos que 7([0, 1]) ñ W aé 0 para cualquier 'y E F, de modo que

c= inf JE 2 —mw

JEverifica (PS), y entonces del teorema del paso de la montaña de Ambrossetti­
Rabinowitz [3| concluimos que c es un tercer valor crítico de Je, y como
J5(ui) < —m,el correspondiente punto crítico es distinto de u+, u‘.
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Soluciones de Ecuaciones del tipo
del p-Laplaciano en espacios de
Lorentz

5.1 Introducción

Consideramos el problema lineal

L(u) Ediv(i\l(:1:)Vu) = divF en S2 (r1)u = 0 en OQ 0'

donde Q C RN es nn dominio acotado y M(:L‘)es una matriz simétrica en
L°°(Q)NXNsatisfaciendo la condición de elipticidad:

M(1‘)€-E 2 alfiI2 para ¿vG Q, ¿e RN (a > 0)

y el problema no lineal

u = O en 052 (0'3)

Específicamente, consideramos un operador monótono del tipo de Leray­
Lions (|17|,IIGI): = div(a(1‘,u,Vu)), donde a : Q x R x RN —)IR
es una función de Caratheodory que verifica las siguientes condiciones:

{N(u)Ediv(a(2:,u(:r),Vu(a:))) = divF en Q

1. Existendos constantesa, B > 0 y una función en L”'(Q) +
1) tal que:

L
p,

(16138,66 2 alfil” (5.4)

58
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Ia(I,8,€)I S B(d(1‘)+ ISI”’l + IEI’H)

2. Para {,77 e RN, fi 9€n, y en c.t.p. para :c e Q:

[Masa-aüfimfllé-m>0

Remarcamos que para a(:¡:,3,5) = IEP-2€, el operador de Leray-Lions A =
div(|Vu|”‘2Vu) es el p-laplaciano.
Los principales resultados de este capítulo son:

Teorema 5.1.1 Sea F G L‘M#(Q,IR“), con L""'# el espacio de Lorentz, que

se define a continuación , 2 < q < N, q" = N1}; y q# = “+21”. Entonces
existe una única solución u e HO‘(Q)ñ L"""#(Q) de (5.1). Ademas tenemos
la estimación a-priori:

unwwwscmMMW>m

Teorema 5.1.2 Sea F e Lq'q#(Q,RN), con L""’#el espacio de Lorentz y:

, NP<Q<—p-l

q# = (N _ p)q
N - (p - 1)q

Entonces existe una única solución u e Wol'pm) ñ LT'3(Q) de (5.3) donde:

N (p - 1)q
N - (p - 1)q

=(N—m@—nq
N - (p - 1)q

y además tenemos la estimación a-priori:

L“ 5 CHFIIV‘P‘“ (o > 0)Lq.q#Ilu

Observación 5.1.3 La formulación débil del problema (5.1) es: encontrar
u E H3 (Q) tal que

/M(:z:)Vu-V<p=/F-V<pV<p€ H¿(Q)n n
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Si F G (L2(Q))N, entonces divF e H"(Q) y por el lema de Lax-Milgram
obtenemos la existencia de una única solución en H0'(Q).

Cuando F G L‘7con q > 2, obtenemos una mejor sumabilidad de la
solución de acuerdo al siguiente teorema de G. Stampachia ([27], Teorema
4.2)

Teorema 5.1.4 Sea F G L"(Q,]RN)con q > 2, y supongamos que u es una
solución débil del problema (5.1). Entonces tenemos:

1. Si 2 < q < N entonces u E L".(Q)

2. Si q = N entonces u G L”(Q) para cualquier p < +oo

3. Si q > N tenemos que u E L°°(Q)

Aquí q‘ = ¡gil-qes el exponente crítico de Sobolev.
Como fue observado por Boecardo ([6]), un resultado similar vale en el

caso no lineal para operadores de tipo monótono.
En el teorema 5.1.1, tenemos que q# > q, luego L"(Q) C L""'#(Q), y

q# < q‘, por lo que L"""#(Q) C Lq'(Q)

5.2 Preliminares: Espacios de Lorentz

Los espacios de Lorentz [20]son una generalización de los espacios L” y están
relacionados con varias cuestiones del análisis armónico, en conección con el
teorema de interpolación de Marcinkiewicz (ver [30], |26|) y los operadores
de convolución (ver [22]).

En esta sección recordamos ciertas definiciones y resultados [29] que son
necesarios para probar los teoremas.

Definición 5.2.1 Sea (X,M,u) un espacio de medida y u : X —>IR" una
función medible. Supongamos que u(:1:e X : u(:1:)> t) < oo para todo t. La
función de distribución de u se define por:

de) = due) = mz e X zIu(x)l > t})

u‘, el reordenamiento decreciente de u, se define por u‘(s) = min{t 2 0 :
du(t) S S}­
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Para 1 < p < oo se define la pseudo-norma

oo ds 1/11

IuIM= IUILP-q= (sl/pu'(s))"—)o 3

|u|,,,oo= sup sl/pu'(s)
s>0

El espacio de Lorentz L"*‘7(X)se define como el conjunto de funciones
medibles con Iulm < oo. Definíendo:

tenemos que:
(u + v)" S u" + v"

Hull” = (/0w(31/pu..(s))q%) l/q

Lema 5.2.2 (ver [29], (4.11)}

y entonces

es una norma.

I. St p > 1 entonces:

p 0° l/ I! dsIIuI,,.x=—/ s Ms)­p P—1 0 S

2. Sip >1y1< q S oo entonces:

(1-29)
Los espacios de Lorentz L” coinciden con los espacios Lp clásicos:

ILWJ S IUIL’W S HUHLM

Proposición 5.2.3 (ver [22], lemma Sean 1 < p < oo y á + = 1,
entonces tenemos:
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Ilfllm S Ilflltw S p’IIfIILv

Usando este resultado y el siguiente podemos ver las diferencias entre el
resultado que se obtiene en L” y el obtenido en los espacios de Lorentz.

Lema 5.2.4 (ver [29], 4.vii)) Sea p > 1 y 1 5 q < 7‘ 5 oo. Entonces
LM C Lp" con inclusión continua.

En los espacios de Sobolev es posible mejorar la inmersión de Sobolev:

Teorema 5.2.5 ([29], Teorema 4A) Sea 1 S p < N entonces W¡*”(R") C
L""”(RN), donde p‘ = fill/fi, con inclusión continua.

Usando un argumento usual de densidad obtenemos:

Corolario 5.2._6Sea o c IR“, 1 < p < N, entonces wwe) c Lw'm)
siendo p‘ = con inclusión continua, y para ÜQG Cltenemos el mismo
resultado para 14/1410).

Tambien tenemos una desigualdad de tipo Holder:

Lema 5.2.7 Sean f e LM(X)y g e Lpl'q'(X), con ¿+1? = ¿+75 = 1.
Entonces f -g E L'(X) y vale la siguiente desigualdad:

/X ' {lid/1S lflp,qlglp',q'

Observamos que por ([29], Teorema LA) tenemos:

_ < t uu = ¡p .l _ lp: nl _
fx If gId/t_ f (sn (sus s f (s)sl,qs 9 (esmas

oo d l/q oo I ¡d l/q'

s{ (s'/"f'(s))"f} { (s‘/Pg‘(s))"—:—}=Ipr,q|9|p',q'
donde la última desigualdad se sigue de la desigualdad de Hólder usual.
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Observación 5.2.8 Para k > 0 y ."L‘e R definimos la función de trunca­
miento:

—k si a: < —k

Tk(:r)= 1‘ si —k5:rík
k si :1:> k

Sea u : X —)IR una función medible. Entonces tenemos:

Tk(u')(I) = (Tk(u))‘(l')

Se sigue que si

IiTk(U)IIL<M>(,\') S CW“

entonces u E L""’(X) yHuIIwaNX) S C.

Observación 5.2.9 Sean f E Lp'qym > 0. Entonces Ifl’" e LWW’"

llfl’"|,,,., = lflïíïmq

De hecho tenemos

dlulm(t)=
"lSe sigue que (IuI"‘)’ = (u‘) y por lo tanto:

l/

“ulml _ {/m(SI/pnlun(8))mqfi) q _ IulmM — 0 S _ 11771.41?"

5.3 El Problema Lineal. Prueba del Teorema
5.1.1

Elegimos cp= filTk(u)|2mTk(u) como función de prueba en la formulación
débil del problema. Luego V99= ITk(u)|2’"V(Tku), cpG H6 vv

f ITk(u)|2"'1\/I(I)Vu-VTk(u)=f ITk(u)|2’"F-VTk(u) (5.5)Q Q

Usando la condición de elipticidad (5.2), podemos estimar el primer termino
de la siguiente manera:

/ ITk(u)|2"‘./\/I(1')Vu' VTk(u) =/ lTk(u)|2'"M(:r)VTk(u) - VTk(u)9 {Iulík}
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= / 1T11u112'"M(x)VTk(u)wm») 2a] IVTk(u)1'-’1Tk(u)12"'Q Q

En cuanto al segundo término, obtenemos:

/ 1T1<u112mF-vn<u) s / 1T11u112m1F1.IVTk(u)IQ Q

=¿(Im/WH)-(1T11u11mIVTk(u)I)

s ( 1Tk(u)12"'1F12)1/2(/0 1Tk(u)1mIVTk(u)12)l/2

De la desigualdad de Hólder en los espacios de Lorentz,

ÁITk(u)I2mIFI2 S IIFI2ILq/2.q#/2(Q)IITk(u)IzmI¡,q/(q-2).q#/(q#—2)(n)

S IFIÏA-q“ ITkulïqu/(q-Z).2mq#/(q# -2)

De modo que el segundo término de (5.5) es más pequeño que

1/2

IFII,q-‘l#ITkuIZZ'HQ/(q-2).2mq#/(q#-2) ITk(u)I2mIVTk(U)I2)n

y escribiendo todo junto,

1/2

a 1vmu>12m<u>12ms ( ITk(u>12m1VTk(u>12)
o equivalenten'1ente,

1/2

01 IVTk(")I2ITk-(U)I2m) S IFILq-q#ITkuIZIqu/(q-2).2mq#/(v#-2)(Qk)

Por otro lado tenemos que:

Tk(u)lm+l 2VT. 2T. 2"‘=V I—
1 111111111101 1 ( m“

entonces

lTk(u)I’"+l

a V ( m + 1 [12(9)S IFILqu#(n)ITkulï2mq/(q-2).2mq#/(q#-2)
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y por la desigualdad de Sobolev en los espacios de Lorentz:

ll lm+l“L2.J(Q) S ClFqu-q# lTkul??mq/(q—2).2mq#/(q#-2)

donde C es una constante que depende de la constante de elipticidad, de la
constante en la desigualdad de Sobolev y de m, pero no de lc. Finalmente
tenemos que:

“Tk(u)IIZIZÍIIYI+Í).2(HI+I)(Qk)S CIFqu,q#IuIÏ2,,¡q/(q—2).2mq#/(q#-2))

Ahora elegimos los exponentes de modo de tener la misma norma en ambos
miembros de la desigualdad:

- t _ 2m
1) 2 (m + 1) — q—_%
.. __ 2m #
n) 2(m+ 1) — —q—q#_2.

La condicióni) es la mismadel teorema de Stampachia, y nos da: m = H.
Con este valor de m, obtenemos

27m1_ 2q ¡Wa-2) (IN .—=—:q
q-2_q-22(N-q) N-q

Finalmente, de ii) obtenemos

2‘(m +1) =

q#= 2(m+1)2 «gi»
y entonces

“Tk(u)lqu'.q# S ClFqu.q#

con C independente de k. Concluimos (por la observación 5.2.8 ) que u E
Lq'WQ) y

lulqu'-4#(n) S ClFqu-ql‘
como queríamos demostrar.

5.4 El Problema No Lineal. Prueba del teore­
ma 5.1.2

Recordamos que si F e LP'(Q,1RN), entonces divF G (Wá’pmn’, de mo­
do que por el teorema de Leray-Lions ([17]) existe una única solución del
problema:

N(u) E div(a(:c,u(I)Vu(:v))) = divF en Q
u = 0 en 09
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en WJ'”(Q). Para probar el teorema 5.1.2, elegimos:

= ¡TL-(Ullmka-(U)
mp + 1

como función de prueba en la formulación debil. Obtenemos:

/ ITk(u)I"‘”a(a:,u, vu) -vmu) = f ITk(u)|’"”F. vmu)9 o

Podemos estimar el primer término de la siguiente manera, utilizando la
condición (5.4):

/ |Tk(u)|'"”a(x,u, Vu) -VTk(u) =/ ITk(u)|’"”a(I.u,Vu) -VTk(u)9 {lulSk}

= / ¡Tumvmaomwnmnvmu) 2a] IVTk(u)I”ITk(u)I2"'Q Q

y usando la desigualdad de Holder en el segundo miembro, obtenemos:

f9 ¡Ti-mw -Vmu) s ¿(ITk(u)I”""‘”IFI) . ¡munmIVTi-(un

I l/p' l/p

s (f ITkulmPIFI") (/ ITk(u)I""’IVTkuI”)Q Q

1 I

/ ITkuIW’IVTkuIPs—, f ITkuImPIFI”o ap o

De la desigualdad de Holder y del hecho de que F e Lq'q#(Q), obtenemos:

y entonces:

ll lmpll[,q/(q-P').q#/(q#-P')/ ITk(u)I"‘PIFI"'í HIFI”Q Lq/p’-q#/p’

o de manera equivalente:

mp
Lnsjo ITk(u)I""’IFI”'s IIFIIÏM umu)

donde #
T = mm 8 = mpq

q - p” (1* —p’
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Por otro lado:

./ ¡Th-("NmprTA-"Ip=/n n

2 C “ITk(u)ImTk(u)“ïp'.p = C “TIC(u)“ï;ljtln)ïl).p(m+l)

con C = C(m, Q), por la desigualdad de Sobolev. Entonces:

p

m+1V (ITk(u)ImTk(u))

mp
LM

+1 I¡Iman s C“FHM¡In-(un
Ahora elegimos m y q#de modo que:

r =p'(m+1)= ys=p<m+1)=
Resolviendo la primera ecuación obtenemos el valor de m:

l_4
p (II-IM

(Para tener que m > 0 suponemos que p’ < q < fi ) y entonces:

N(p-1)q
N-(n-Uq

(N-p)(p-1)q
N-(p-1)q

1‘= p'(m + 1) =

s=p(m+1)=

y de la segunda ecuación tenemos:

De la observación 5.2.8 obtenemos:

Ilul

Esto concluye la demostración.

l —l

w s CIIFIILCÉL;)



Capítulo 6

Sistemas Elípticos Cuasilineales y
Problemas de Autovalores No
Lineales

6.1 Introducción

6.1.1 El problema y algunos resultados previos
En este capítulo consideramos un sistema elíptico de tipo gradiente:

{-Apu = Fu(:v,u,v) (6.1)—Aqv = Fv(a:, u, v)

Primero describiremos algunos resultados del trabajo de L. Boccardo y D.
de Figueiredo Es sabido que las soluciones(débiles) de este sistema en
W = l/Vol'pfll) x I'l’ol'q(Q)son los puntos críticos de la funcional:

1

<I>(u,v)= l/|Vu|”+—/ IVvI"—/F(I,u,v)P o q o o

bajo las siguientes suposiciones:

1. Q C RN es un dominio acotado, 1 < p,q < N de modo que tenemos la
inmersión continua:

“41"(9) C L"'(Q), WOIWQ)c L"'(Q)

68
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2. F : Ó ><R x IR —>IRes Cl. Para que (I)esté bien definida en W, F tiene
que verificar la siguiente condición de crecimiento:

|F(:¡:,s,t)l s c(1+|s|P' +|t|q') (6.2)

<I>será Cl bajo las siguientes hipótesis más fuertes:

¿{12'41
p.

IFs(r,s,t)lSC(I+IsI”'-‘+|tl J (6.3)
|F¿(a:,s,t)|SC(1+|tI""l+Ist '2- )

3. La geometría de (I) depende de los valores de a y fi en la siguiente
estimación:

IF(:E,s, t)! S c(1+ISI° + Itlfi) (6-4)

donde a 5 p’,fi 5 q‘. Nos interesamos en el caso en que a = 13,5 = q
(sistemas de tipo resonante).

Para evitar la resonancia, Boccardoy de Figueiredo introdujeron una
hipótesis sobre F que involucra un problema de autovalores:

{_Apu—aGu(u,v) = Alulp‘zu (6.5)—Aqv—an(u,v) = Alvlq’Qv

donde a = a(:L‘)e L°°(Q) y G es una función par Cl, G : R2 —>[0, oo), que
verifica:

G(cl/"s, cl/qt) = c G(s, t) V c > 0 (6.6)

1 1

G(s,t) 5 K (-Isl” + —|t|") (6.7)P q

Diremos que una función G que verifica estas condiciones es (p, q)-homogénea.

o Es fácil ver que (6.6) implica (6.7)

o Una función (p, q)-homogénea satisface:

¿63(3, t)s + 5Gb, t)t = G(8»t) (6'8)

o Algunos ejemplos de funciones (p, q)-homogéneas son:
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1. G(S, : cllslp + C2Ith

2- GW) = cIsI°ItI” %+5 =1

donde c1,02 constantes.

Es adecuado asumir la siguiente hipótesis sobre F: consideramos la función

1 l

L(:1:,s, t) = —Fs(:r,s, t)s + EFXI, s, t)t —F(a:, s, t) (6.9)p

Entonces suponemos que:

K L(:c,s, t) = :l: oo uniformemente para a: e Q (6.10)| 5,! —>oo

Esta suposición implica que <1)satisface la siguiente condición de compa­
cidad de Cerami:

Definición 6.1.1 Sea X un espacio de Banach y <I>e C‘(X,]R). Dado
c € R, diremos que <I>satisface la condición (Cc), si

i) Toda sucesión acotada (un) C X tal que <I>(un)—) c y (D’(un) —) 0 tiene
una subsucesión convergente ;

ii) Existen constantes ó, 12,01> 0 tales que

2 a paracadaue <Ï>_l([c—ó,c+ 6])con Z R.

Si (I)G C‘(X, R) satisface la condición (Cc) para todo c E IR, diremos que <I>
satisface
Esta condición fue introducida por Cerami En [4]fue mostrado que esta
condición (C) cs suficiente para obtener un lema de deformación, lo que es
fundamental para obtener teoremas de mini-max.
Los siguientes teoremas fueron demostrados en [5]:

Teorema 6.1.1 El problema (6.5} tiene un primer autovalor /\¡(a), que pue­
de ser caracterizado variacionalmente por:

¿f9 Ivuip + ¿f9 IVUIq- f9 aG(u, v)/\ a =
l( ) (u,v);6(0,0) ¿[a IuIP + ¿f9 Ivl‘l

y depende con continuidad de a en la norma de L°°.
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Teorema 6.1.2 Asumamos ( 6.3), (6.4) con a = pj = q y las siguientes
condiciones:

I. Existen números positivos c, R, ¡1 y 1/ tales que:

l 1

Esflkc, s, t) + EtFJI, s, t) —F(a:,s,t) Z c(|s|” + Itl")para ItI > R

_ F(:I:, s, t)l —— < ' L°°cmWE
donde /\¡(a) > 0.

Entonces la funcional (I)es acotada inferiormente y el ínfimo se alcanza.

6.1.2 La existencia de infinitas autofunciones

Sea C la clase de los subconjuntos compactos y simétricos (C = —C ) del
espacio W. Recordamos que para C e C el género de Krasnoselskii gen(C)
se define como el mínimo entero n tal que existen una aplicación continua
impar cp : C —)UR" —{0}) (ver por ejemplo [2] ). Notamos que:

Ck= {CGngen(C) 2 k}

Para un subconjunto simétrico .S'de W —{0} el género sobre compactos “¡(5)
se define por:

7(S) = sup{gen(C) : C C S,C e C,C compacto}

Ahora enunciaremos nuestro principal resultado sobre el problema de auto­
valores:

Teorema 6.1.2 El problema de autovalores (6.5) tiene infinitos autovalores
dadas por:

l IVuI” + l IVqu — aC(u,v)
Ak(a) = inf sup pfn qfn f9

CECk(11,1060 HQ IUI” + ¿f9 Ivl"

y Ak(a) —>oo cuando k —>oo. Además, /\¡c depende con continuidad de a en
la norma dc L°°.
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Observación 6.1.3 De manera equivalentesi definimos

1 1

S: {(u,v)€ W: —/ |u|”+ —/ |qu:1}P n (I n

tenemos:

1 1

Ak(a)= inf sup —/|Vulp+—/ IVvI"—/aG(u,v)CGCkaC5(u,v)ECP n (I n n

6.1.3 El resultado de existencia para. sistemas de tipo
resonante

Aplicando el resultado anterior y un principio abstracto de minimax de ([11]),
probarcmos el siguiente teorema:

Teorema 6.1.4 Asumamos ( 6.3), (6.4) con a = p,fi = q, (6.10), y que
a1,a2 E L°°(Q) son tales que:

t
a1(.r) S liminf F(I’S't) 5 limsup F(I’S’ )— — < 6.11

¡SW-m Gl(s,t) ¡shui-.00G2(s,t) ’an ( )

con Gl and G2 dos funciones (p, q)-homoge'neas y /\¡(a¡) < 0 < /\2(a2).
Entonces el problema (6.1) tiene al menos una solución en W.

Observación 6.1.5 Las condiciones anteriores pueden ser reformuladas en
términos de otro problema diferente de autovalores, para a(a:) > 0.

—Apu = ,uaGu(u,v)
{-Aqv = uan(u,v) (6'12)

Este problema también posee infinitos autovalores dados por:

t (a) —inf su “a IW“ “a 'VU'p
l k _ Ceci-(¡11102€ f0 aG(u,v)

Entonces la condición /\¡(a) < 0 es equivalente a ¡i¡(a) < 1, y la condición
A2(a) > 0 es equivalente a u2(a) > 1.
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Observación 6.1.6 Como un ejemplo para el teorema 6.1.4, podemos to­
mar:

G1(8a 15)= G2(8»t) = Islaltlfl

donde 7-,+ g = 1,

F(s, t) = /\|s|°|tl‘9 + c|s|”|tló + h(:l:)

donde c 7€0 es una constante y h(1:) E L°°(Q).

¡11(1)< /\ < ¡12(1)

yu<a,ó<fl.

6.2 El Problema de Autovalores

6.2.1 El marco funcional

Aplicaremos el siguiente teorema abstracto de mini-max debido a H. Amman
([2])

Teorema 6.2.1 Supongamos que las siguientes hipótesis son satisfechas:

o X es un espacio de Banach real de dimensión infinita, que es unifor­
memente eonuezo.

o A : X —)X’ es un operador potencial impar (to que significa que A es
la derivada de Gateauz de A : X —)IR) que es uniformemente continuo
sobre conjuntos acotados y satisface la condición (S)¡: Si uJ- —\ u y
A(uJ-) —)o, entonces tenemos que uj —>u.

Para una constante dada a > O el conjunto de nivel

Ma={uGX:A(u)=a}

es acotado y cada rayo por el origen intersecta a Ma. Además, para
cada u 7€0, > 0 y existeuna constantepa > 0 tal que
(AW), u) Z pa en Ma­

La aplicación B : X —>X‘ es un operador potencial que es fuertemente
secuencialmente continuo (con potencial B) tal que B(u) 7€0 implica
que B (u) 7€ 0.
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Sea

inf B(u)sup
CEC,CC A1.,"EC

5k =

Entonces si fik > 0, existe una autofuncio'n uk e Ma con B(u) = 5k. Si

“¡({u e Ma =mu) ae on = oo (6.13)

entonces existen infinitas autofunciones distintas.

Trabajaremos en el espacio de Banach:

W = WOWQ)x wg'qm)

con la norma:
2 2

|I(u,v)llw = llullp + Ilvllq

Como cada factor es uniformemente convexo, W también lo es (ver [10]).
Dado (u’, v') E I'V’l’p'63W’l'q' podemos pensarlo como un elemento de W’:

((u'w'), (un/0)= (u’yu)+ (viv)
I I . . , n

Entonces tenemos que W' E W‘l'P 63W""7 (lsomorfismo 150metr1co)donde
la norma en W‘ es dada por:

2 2
|I(u’,v‘)llw- = Ilu‘ll +IIU‘II

Con las notaciones del teorema previo, definimos:

1 1

Ao(u,v) = — IVuI’” + — IVUI"
P o (I n

Ahh”) = AOÜMU)—/QaG(u,v)+ M + É/QIUIq)
donde M es una constante fija tal que M > KIIaIILoo,Siendo K la constante
en (6.7).

Escribimos A“ en lugar de A cuando queremos enfatizar la dependencia
del peso a.

A(u, v) = (-Apu - aGu(u, v) + ¡PHILIP-zu,—Aqv—an(u, v) + M|v|q—2v)
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B(u,v)= 1/ Iul”+/ 1|quP Q nq

B(u,v) = (IuIHu, Ivlq'zv)

Proposición 6.2.1 1. A es uniformemente continua sobre conjuntos aco­
tados.

2. A verifica la condición (S)¡.

Demostración: Escribimos A = A1 —A2, donde

AK”: U) = (‘Apuv ‘Aqw
/ (aGu(u, v) —MIUI”_2u,aGu(U,U) —Ml'vlq‘2v)Il. N F (a Il

Afirmamos que .42 : W —) W’ verifica la siguiente condición: si (uj,vJ-) —\
(11,12)en W, entonces A2(uJ-,vj) —>A2(u,v) en W‘. De hecho si (uj,vJ-) —l
(u, v), entonces

(uj,vj) —)(u,v) en L”(Q) x L"(Q)

y por lo tanto
Gu(uJ-, Uj) —>Gu(u, v) en L”'(Q)

Gv(uja U1)—>Gu(u, v) Cn “(9)

y en consecuencia, A2(uj,vJ-) —)A2(u,v) in W". Sea (uj,vj) —\(u,v) en W
tal que:

A(uJ-,vj) —)(z,w)

Entonces Ag(uJ-, ej) —)A2(u, v) y por lo tanto A1(uJ-,vJ-) —>(z, w) —A2(u,v).
Como A1 verifica la condición (S)¡, se sigue que (¡LJ-,15)—)(11,11).

Proposición 6.2.2 1. El conjunto Mo, = {(u,v) e W : A = a} es
acotado.

2. Cada rayo t ' (u, v) con (11,12)760 intersecta a Ma.

3. Existe una constante pa > O tal que:

<A(u,v), (WO) S pa
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4. La condición (6.13) se satisface.

Demostración:

l.

5°

JA

Como hemos fijado M > KIIaIILco,en Ma tenemos:

1 1

a = .Á(u,v) 2 —|Vu|’D+ —IVv|"
p q

Esto completa la demostración.

Sea f(C) = A(C(uiv))a f(0) = 0

Cp cq Cp Cq

f(c) = —/ IVuI”+-/ IVvI"-/ aG(cu,cv)+M(—/ Iulp+—/ Ivlq)P sz (I Q n P n q n

Como antes

c” c"

f(c) 2 —/ |Vu|p+ —/IV1)|" —>+00P n (I n

cuando (r—>oo. Como f es continua existe c e IRtal que f(c) = a .

(A(u,v),(u, 12))=ÁIVuIP+ÁIVUIq—Áa[Gu(u, v)u+Gv(u,v)v]

+M¡mu/gw)
De modo que utilizando (6.8)

(14(uvv),(u,v)) 2 min(p,q)A(uyv) = min(P,q)a

. Para ver que "/(MO) 2 k, puede mostrarse que Ma contiene subcon­
juntos homeomorfos a la esfera unitaria en IR"por un homeomorfismo
impar. Esto completa la demostración.
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6.2.2 La dependencia continua de Ak(a)en a
Proposición 6.2.3 Ak(a) depende con continuidad de a en la norma de L°°

Demostración: Tenemosque:

1 1

IAa(u,z:) —Ab(u,u)| 5 K [Ia —bIILoo(—/ Iull’+ -/ IUIII)P o (I o

donde K está (lada por la condición (6.7).
Sea 5 > 0. Entonces existe C G Ck,C C S tal que

sup Aa(u,u) 5 Ak(a)+
(u,u)€C MI”)

Entonces para cualquier (u, G C, si “a —bIIL“,< ó = obtenemos:

E

ANA”) S AaÜhb) + 5 S /\k(a) + 5

Se sigue que:
sup Ab(u,u) S A2(a) + 6

(u,v)EC

y por lo tanto:
Ak(b) 5 Ak + 6

Intercambiando los roles de a y b, obtenemos: IAk(a) —Ak(b)| 5 e

6.3 La Demostración del Teorema de Existen­
cia

6.3.1 Un Principio de Minimax
Nuestra principal herramienta para probar el teorema 6.1.4 será un principio
abstracto (le minimax debido a El Amrouss y Moussaoui ([11]):

Teorema 6.3.1 Sea <1)una funcional de clase Cl en X que satisface la condi­
ción (C), sea Q un subconjunto cerrado y conezo de X tal que 8Q08(—Q) 96
0 y sea fi E IR Asumamos que:

1. VK E C2 existe UK G K tal que <I>(UK)2 [3 y <I>(—u¡() 2 B
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2. a = supaQ <1)< B

3. supQ <I>< oo

Entonces (I) tiene un valor crítico c 2 fi dado por:

c = inf sup<I>(h(:r))
hEI‘er

donde F = {h G C(X,X) : h(a:) ZIVIII E 3Q}.

6.3.2 Condiciones de Compacidad
Lema 6.3.1 Supongamos que F satisface (6.4), (6.10) y (6.11). Entonces
<1)satisface la condición de Cerami.

Demostración: La prueba de la condición (Cc) i) es similar a la del lema
3.1 en [11]. Para probar que se verifica la condición (CC) ii) asumamos por
contradicción que existe una sucesión (un, Un)"€NC W tal que:

(Human) —)c
511= “(D/(unaUn)“”(umvn)“ _) 0 (6'14)
“(umvnm _) 0°

En consecuencia:

1 1

13((Du(un7vn)aun> + E<®v(umvn)a vn) _ (I)(uni Un)
—)C

o de manera equivalente:

1 1

lim /—E,(I,un,v,¡)un+—Fv(x,un,vn)v,,-F(:1:,u,,,vn) =c (6.15)n-roo 0p q

Definimos:

Zn = aii/Dun

wn = cul/qa"

donde



Capítqu 6: Sistemas Elípticos Cuasüineanles 79

1an= '—‘—
A0(un1 Un)

Ao(zn, wn) = 1, luego (2:mwn) es aeotada en W. Pasando a una subsuce­
sión, podemos asumir que

—>0

z,l —\z en W"”(Q)

wn —‘w en W“"(Q)

y que

zn —)z en L”(Q) y en c.t.p. de Q

wn —>w en L"(Q) y en c.t.p. de Q

Ahora mostraremos que (z,w) aé (0,0):

<I>(un,v,,)_1_ f9 F(a:,un,vn)
A0(unavn) — A0(unavn)

por (6.11)

/F(:c,un,v,¡) S /(a2(a:) + €)G2(un,vn)+ CEIQIn Q

entonces

f9 F(1', un, vn)
A0(una Un)

an/G2(unavn)=/G2(Znywn)Q Q

en el límite obtenemos que:

0 2 1 —/Q(a2(1:) + 6)G2(z,w)

S an/(a2(:ï) + 6)G2(umUn)+ CEIQIanQ

Como

lo que muestra que G2(z,w) 7€O. Sea

1 l

L(J,‘,S,t) = 5F5(1:,s, t)s + HELL s,t)t —F(a:, s,t)
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Haremos la demostración para el caso en que en 6.10 cl límite es —oo (siendo
la demostración para el caso en que es +oo análoga). Por (6.10) (siendo L
continua): L(.7;,s, t) 5 —M

/L(.r, uma”) 5/ L(:E,un,vn)+ M|{:r : G2(z(2:),w(a:))= 0}|Q G(z,w);¿0

Notemos que
anG2(un, vn) —)G2(z, w)

De modo que en el conjunto {z : G2(z(:v),w(a:)) 7€ 0}, G2(un,vn) —>+00 y
entonces por (6.6) tenemos que u,,(a:), vn(z) —)oo. Se sigue que L(u,,, vn) —>
—oo por la condición (6.10). Se sigue que la primer integral tiende a —oo
por el lema (le Fatou, de modo que obtenemos:

n-voolim /L(:z:,un,vn) = —ooo

Esto contradice (6.15), y concluye la demostración.

6.3.3 Condiciones Geométricas

Lema 6.3.2 Si se satisfacen las hipótesis del teorema 6.1.4, entonces:

1. Existe (99,1/1)e W tal que <I>(cl/pg0,cl/"w) —) —oo cuando c —) +00

2. VK G C2 existe (uK,vk) e K y fi e IR tal que <I>(uK,vK) Z B y
(IW-11K, -Uk) Z Ü

Demostración: 1) Como /\¡(a1) < 0, podemos elegir e > 0 tal que
A1(a1 —E) < 0. Sea (90,11))la primer autofunción del problema:

—Apu —(a¡(:c) —E)G¡u(u, v) = Alulp“2u en Q
—Aqv —(a¡(1:) —e)G¡v(u, v) = Alvlq’zv en Q

u = v = 0 en ÜQ

1 1

-/Isol”+-/le"=1P n q 9
Entonces:

1 pl (l_ aa;- uv= aa:­
E/QIVWI+q/‘;IVLI¡| /n(¡() e)G¡(,) /\1(1() 5)

normalizada por:
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Por (6.11) tenemos que:

F(:1:,s, t) 2 (a¡(x) —E)G¡(S,t) - CE

Se sigue que:

<I>(c1/"<,o,cl/w>s c (1 / ¡vw + 1 / ¡vw —/<a1(a:) - e)Gl(w,w))+CEImP n (J n o

S C/\1(ai —5) + 0:in

y entonces <I>((:'/”<p,cl/‘71,/))—) —oo cuando c —) +00

2) Como A2(a2) > 0, podemos elegir 6 > 0 tal que A2(a2 + 6) > 0. Dado
K E C2 y éste e > 0 afirmamos que existe (uK, UK) e K tal que

1 1

/\2(a2+6) (—/ IUKIp-i-—/ IUKIq)SP o q n

i/flquKIp+¿ÁIVUKW-Ámflz)+6)G2(uK,vK)
Por (6.11):

F(:1:, s, t) S (a2(:1:)+ 6)G2(8, t) + CE

Se sigue que:

1 1

(NUKJIK) 2 -/ IVUKIP+ —/ iVUKIq—/(a2(1ï) +5)G2(UK,UK) —CEIQIP o (I n o

1 1

2 /\2(a2+6) (—f IuKIP+- / val") -C¿IQI 2 —CEIQI:5P o (I n

Similarmente:
¿(-uKa WK) 2 -Ce|QI = B
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6.3.4 Demostración del teorema 6.1.4:

Aplicamos el teorema anteriormente citado de [11]. Tomamos;

Q = mall/Haas, ICIl/q_lcc,9):42 g c g R}

donde (9,1/2) está (lado por el lema anterior. Q es conexo y compacto
(ES la imagen del intervalo [-R, R] por una aplicación continua). Además
8Q = Ü(—Q) = {(iRVPCI),:tR‘/q1,ó)} 7€ (0 . Por el lema 6.3.2 si elegimos R
suficientemente grande tenemos que:

sup <1)< B
0Q

Además supQ (I) < +oo ya que Q es compacto y CI)es continua. Además (I)
verifica la condición (C). Por lo que se cumplen todas las condiciones del
teorema citado, lo que concluye la demostración.
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