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Estabilidad y Estabilización de Sistemas de Control a Datos
Muestreados

Resumen

En este trabajo estudiamos la estabilidad y estabilización de sistemas de control a
datos muestreados. Con tal fin introducimos un tipo de ecuación híbrida que permite
modelar estos sistemas en toda la escala temporal, y estudiamos la estabilidad del sistema
dinámico híbrido determinado por las soluciones de una de tales ecuaciones. Obtenemos
así caracterizaciones de las distintas propiedades de estabilidad en términos de funciones
de Lyapunov. Luego analizamos la estabilidad de sistemas híbridos lineales perturbados
con perturbaciones evanescenteso persistentes y caracterizamos la estabilidad exponencial
del sistema híbrido en términos de la estabilidad exponencial de su linealización (una
extensión del Primer Método de Lyapunov). Aplicando estos resultados al estudio del
problema de la estabilización exponencial de una planta no lineal mediante un controlador
digital, obtenemos condiciones necesarias y suficientes para la existencia de estabilizadores
exponenciales y demostramos la robustez de estos controladores.

También estudiamos la implementación digital de leyes de control estabilizantes vía
muestreo y retención de orden cero. Demostramos que tal implementación estabiliza
semiglobalmente al sistema a un entorno del origen. La técnica de demostración que
empleamos nos permite por un lado obtener cotas para el paso de muestreo y por el otro
derivar una condición suficiente para la estabilización asintótica.

Por último estudiamos la implementación digital de soluciones del problema de segui­
miento de trayectorias. Mostramos un ejemplo en el cual la implementación digital vía
muestreo y retención de orden cero produce un error de seguimiento inaceptable. Inspira­
dos en construcciones desarrolladas por Krasovskii y Subbotin en el contexto de la teoría
de juegos posicionales, presentamos un algoritmo de control que, a partir de una solución
del problema de seguimiento de trayectorias y, empleando los datos muestreados del sis­
tema, asegura la estabilidad práctica semiglobal del error de seguimiento, con error final
arbitrariamente pequeño si el período de muestreo es suficientemente pequeño. También
demostramos que el controlador propuesto es robusto respecto de pequeñas perturbaciones
y de pequeños errores en los actuadores y en las mediciones, aún si la ley original no lo era.

Palabras Claves: Sistemas de Control a Datos Muestreados; Sistemas Híbridos;
Lyapunov; Estabilidad; Seguimiento de Trajectorias.





Stability and Stabilization of Sampled-data Control Systems

Abstract

In this work we study the stability properties and the stabilization of sampled-data
control systems. With this aim we introduce a class of hybrid equations that enables us to
model these systems in the whole time scale and we study the stability properties of the
hybrid dynamical system originated from the solutions of any of these equations. In this
way we obtain, in terms of Lyapunov functions, characterizations of the various stability
properties of this class of systems. Next, we analyze the stability of perturbed hybrid
linear systems for both non-evanescent and evanescent perturbations, and we characterize
the exponential stability of the hybrid system in terms of the exponential stability of its
linearization (an extension of the Indirect Lyapunov Method). These results enable us to
obtain necessary and sufficient conditions for the existence of digital exponential stabilizers
for nonlinear continuous-time plants and to prove the robustness of these controllers.

We also study the digital implementation of stabilizing control laws via Sampling and
Zero-order Hold (SZH), and we show that with this implementation practical semiglobal
stabilization to the origin is obtained. The technic used in the derivation of these results
enables us, on one hand, to obtain bounds for the sampling ratio and on the other, to
establish a sufiïcient condition for the asymptotic stabilization of the origin.

Finally, we study the digital implementation of continuous-time trajectory tracking
laws. We present an example where the SZH-implementation of one of these laws re­
sults in an unacceptable tracking error. Then, and based on certain results obtained
by Krasovskii and Subottin in the context of positional games, we develop a control al­
gorithm that guarantees semiglobal practical stability of the tracking error, with final
error arbitrarin small for small enough sampling periods. This algorithm uses a known
continuous-time solution of the tracking problem and the sampled-data of the system.
We show that this controller is robust to small perturbations and to small errors in the
measurements and in the actuators, even if the original continuous-time law is not so.

Keywords: Sampled-data Control Systems; Hybrid Systems; Lyapunov; Stability;
Trajectory Tracking.





a Esther, Sara, Victoria y María





Reconocimientos

Son muchas las personas que de una u otra forma, directa o indirectamente, colabo­
raron para que este trabajo de tesis fuera posible, a todos ellos les estoy profundamente
agradecido.

Sin embargo, algunos merecen un reconocimiento y agradecimiento especial.
En primer lugar quiero agradecer a.mi familia, especialmente a mi madre y sobre todo

a Esther, mi esposa, por su comprensión y paciencia.
A mis profesores del Departamento de Matemática de la Facultad de Ciencias Exactas

y Naturales de la Universidad de Buenos Aires, por lo que me enseñaron.
Al Departamento de Matemática de la Facultad de Ingeniería de la Universidad de

Buenos Aires, donde se realizó este trabajo, por el apoyo que me brindó y porque me
permitió crecer, humana y profesionalmente.

A mis compañeros de trabajo de la Facultad de Ingeniería, tanto del Departamento
de Matemática como del Laboratorio de Aplicaciones Electrónicas, por su amistad y por
el ambiente que generaron.

A Maria Inés Troparevsky, con quien trabajé en mis comienzos.
Una mención especial merece Rafael García, no sólo por su valiosa colaboración y

por las estimulantes discusiones técnicas que sostuvimos, sino también por su entrañable
amistad.

Por último, deseo agradecer y reconocer a mi Director de Tesis, Carlos Enrique
D’Attellis, quien, además de introducirme en el tema y guiarme sabiamente, me alentó y
estimuló a lo largo de todos estos años.





Índice General

1 Introducción
1.1 Antecedentes bibliográficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1.2 Organización de la tesis

2 Ecuaciones Híbridas
2.1
2.2

2.3

2.4

2.5
2.6

2.7
2.8
2.9

Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ecuaciones híbridas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2.2.1 Notación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2.2.2 Ecuaciones híbridas: definiciones generales . . . . . . . . . . . . . .
Sistemas de control a datos muestreados y ecuaciones híbridas
2.3.1 Caso I: única s.i.m.

2.3.2 Caso II: muestreo múltiple
Teoremas de existencia y continuidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Existencia y unicidad de las soluciones . . . . . . . . . . . . . . . .2.4.1

2.4.2 Continuidad de las soluciones respecto de las condiciones iniciales
2.4.3 Ecuaciones híbridas lineales
Una clase de sistemas dinámicos híbridos . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Estabilidad de sistemas dinámicos híbridos . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Sistema híbrido discretizado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2.6.1

2.6.2 Caracterización de las propiedades de estabilidad de un conjunto
compacto invariante

Conclusiones . . . . . . . . . . . . . .

ApéndiceI . . . . . . . . . . . . . . . . .

Apéndice II

3 Sistemas Lineales Perturbados
3.1
3.2
3.3

Introducción . . . . . . . . . . . . . . .

Estabilidad de sistemas híbridos lineales
Sistemas híbridos lineales perturbados



3.3.1 Perturbaciones evanescentes . . . . 60
3.3.2 Linealización de sistemas híbridos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3.3.3 Perturbaciones persistentes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.3.4 Robustez de la estabilidad exponencial en primera aproximación . . 79

3.4 Estabilización exponencial de sistemas no lineales de control mediante con­
troladores digitales . . . . . . . . . . 82
3.4.1 Período de muestreo único . . . . . . . . 83

3.4.2 Múltiples períodos de muestreo 93
3.5 Conclusiones . . . . . . . 108

Implementación Digital de Leyes de Control Estabilizantes 111
4.1 Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

4.2 Análisis de estabilidad del sistema a lazo cerrado . 113
4.3 Estabilidad asintótica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

4.3.1 Implementación digital de estabilizadores exponenciales . . . . 133
4.4 Conclusiones . . . . . . . 139

Un Algoritmo para el Seguimiento de Trayectorias en Sistemas de Con­
trol a Datos Muestreados 143
5.1 Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

5.2 El problema de seguimiento de trayectorias . . . . . . . . . . . . 144
5.2.1 Notación y terminología adicionales . . . . . . . . . . . 144
5.2.2 El problema de seguimiento de trayectorias . . . . . . . 144

5.3 Seguimiento de trayectorias en un intervalo acotado con datos muestreados 149
5.4 Un algoritmo de control para el seguimiento de trayectorias . 154
5.5 Ejemplos. . . . . . . . . . . . . 160
5.6 Conclusiones . . . . . . . . 164

Sistemas Dinámicos en Tiempo Discreto 167
A.1 Sistemas dinámicos en tiempo discreto: definiciones . 167
A.2 Estabilidad de sistemas dinámicos en tiempo discreto . . . . . . 169

A.2.1 Un teorema inverso de Lyapunov para sistemas lineales 176



Capítulo 1

Introducción

El empleo de la computadora digital para el control de procesos industriales se ha gene­
ralizado en los últimos tiempos debido tanto a la baja en el precio de los equipos digitales
como al incremento en las prestaciones que los mismos brindan. Otros motivos para su
empleo son: a) la fácil implementación y mantenimiento de los controladores que con ella
se construyen, b) la flexibilidad que otorgan al permitir modificar o cambiar el algoritmo
de control, c) la confiabilidad de tales realizaciones.

Todavía existe otra razón para el empleo de la computadora digital en el control dc un
sistema en tiempo continuo: las leyes de control obtenidas mediante la aplicación de los
modernos métodos de control no lineal, (por ejemplo linealización exacta, backstepping,
control inteligente etc.), en general no pueden implementarse en forma analógica por ser
demasiado complejas o por requerir el algoritmo de control la toma de decisiones lógicas
de algún tipo.

Dentro de la teoría de control, los sistemas controlados mediante computadoras di­
gitales forman parte de los denominados sistemas de control a datos muestreados, cuyo
estudio se inició a mediados de los años cincuenta y que son de interés tanto práctico
como teórico por las razones expuestas.

Esta tesis está dedicada al estudio de los sistemas de control a datos muestreados
realimentados, esto es, al estudio de los sistemas de control en tiempo continuo que
en el lazo de realimentación poseen un controlador digital. La figura 1.1 describe la
clase de sistemas que consideraremos. 'P es una planta en tiempo continuo y C es un
controlador digital. Supondremos que tanto la planta 'P como el controlador C pueden ser
descriptos por ecuaciones de estado, diferenciales para la primera y en diferencias para el
segundo, ambas no necesariamente lineales. Las señales en tiempo continuo u(t) e y(t)
son, respectivamente, la entrada y la salida de la planta 'P, mientras que las señales en
tiempo discreto w(k) y v(k) son la entrada del controlador C y la salida del mismo. La
conexión entre la planta y el controlador se efectúa a través del conversor analógico-digital
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Figura 1.1:

A/D y del conversor digital-analógico D/A. El conversor A/D transforma la señal y(t)
en la señal w(k), mientras que el conversor D/A transforma la señal v(k) en la señal
u(t). El conversor A/ D que consideraremos es el denominado muestreador (sampler). En
lo que respecta al conversor D/A, consideraremos el más simple de ellos: el compuesto
por un muestreador seguido de un retenedor de orden cero (zero order hold). En general
supondremos que la frecuencia del muestreador no es necesariamente constante.

Por simplicidad no consideraremos los efectos de cuantización en las descripciones
matemáticas de los conversores. Estos efectos en ciertos casos pueden considerarse como
perturbaciones y estudiarse al analizar la robustez del controlador.

El sistema descripto por la figura 1 es un sistema híbrido en el sentido que algunas
de sus variables evolucionan suavemente en un continuo de tiempo mientras que otras
cambian sólo en un conjunto discreto de instantes. La coexistencia de estas dos escalas
de tiempo, junto con la imposibilidad de modelar estos sistemas mediante un sólo tipo de
ecuación, dificulta su análisis.

El análisis clásico de un sistema a datos muestreados se basa en el estudio del sistema
discretizado asociado, que es un sistema dinámico en tiempo discreto que coincide con el
original en los instantes de muestreo. De esta forma se eluden las dificultades enunciadas,
pero, por otra parte, las conclusiones que se obtienen sobre el comportamiento del sistema
sólo son válidas para los instantes de muestreo. El comportamiento entre muestras debe
estudiarse en forma separada y en general mediante técnicas diferentes a las empleadas
para el estudio del sistema discretizado. Es importante notar en este punto que son pocas
las publicaciones que estudian el comportamiento del sistema también entre instantes de
muestreo.

A nuestro juicio, una de las razones que llevaron a encarar el estudio de los sistemas
a datos muestreados de esta forma es la ausencia de un marco teórico adecuado, es de­
cir, la inexistencia de una teoría matemática que permita tratar sistemas de ecuaciones
diferenciales y en diferencias acoplados.



La presentación de un marco teórico para el estudio de los sistemas de control a datos
muestreados realimentados —alintroducir y estudiar un tipo de ecuación que permite
modelarlos en toda la escala temporal- es una de las contribuciones presentadas en esta
tesis.

Dentro de este marco, en los capítulos siguientes desarrollaremos los siguientes tópicos:

1. El análisis de las propiedades de estabilidad de los sistemas de control a datos
muestreados realimentados.

2. La implementación digital de leyes de control en tiempo continuo.

Sería redundante explicitar la importancia que tienen los análisis de estabilidad, en tanto
y en cuanto, la estabilidad es una propiedad que necesariamente debe acompañar a la.
solución de la mayoría de los problemas de control.

Respecto del item 2, este punto es de particular interés ya que las leyes de control
para sistemas no lineales, obtenidas aplicando los más recientes métodos de control no
lineal, son tan complejas que ineludiblemente deben ser implementadas mediante una
computadora digital. En este trabajo estudiaremos especificamente la implementación
digital de las leyes de control estabilizantes y de las leyes de control que resuelven el
problema de seguimiento de trayectorias.

1.1 Antecedentes bibliográficos
Como fue mencionado anteriormente, la forma clásica de encarar el estudio de los sistemas
de control a datos muestreados consiste en reemplazar el sistema original por el sistema
discretizado y entonces analizar este último empleando las técnicas desarrolladas en el
marco de la teoría de los sistemas de control en tiempo discreto.

En este contexto, la discretización de la planta (o planta discretizada) tiene un papel
fundamental. La planta discretizada es un sistema de control en tiempo discreto que
tiene el mismo comportamiento entrada-estado que la planta original en los instantes de
muestreo, si la entrada de ésta última se mantiene constante entre muestras.

Cuando la planta es lineal y tiempo invariante, la planta. discretizada resulta también
lineal y tiempo invariante; además es posible obtener, en forma explícita y sin mayores
dificultades, una expresión de tal discretización, ya. sea en transferencia o en estados
[4]. Es posible demostrar que, salvo para un número finito de períodos de muestreo, las
propiedades estructurales del sistema original, es decir, la controlabilidad, observabilidad,
estabilizabilidad, detectabilidad, etc., son heredadas por la planta discretizada. (ver [72]
entre otros).

En lo que respecta a los sistemas no lineales de control, en general no es posible obtener
una expresión cerrada de la planta discretizada. Para los sistemas no lineales analíticos,
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Monaco y Normand-Cyrot demuestran en la serie de trabajos [58, 59, 61] que la planta
discretizada admite una representación en serie de potencias del período de muestreo.
Esta representación fue empleada en [11]para el estudio del problema de regulación en
sistemas de control a datos muestreados.

Las propiedades estructurales de la planta discretizada en relación con las de la planta
en tiempo continuo fueron estudiadas durante la década del 80. Todos estos estudios
tienen su base en la teoría geométrica de control, pues emplean de manera fundamental
las caracterizaciones de las diversas pr0piedades estructurales que son obtenidas en esa
teoría.

Sontag en [70] demuestra que la propiedad de accesibilidad se mantiene al muestrear
si el período de muestreo es suficientemente pequeño. El mismo autor estudia en [69] la
relación entre la observabilidad de la planta y la observabilidad de la planta discretizada.

En [23]Grizzle y Kokotovic demuestran que en general la equivalencia por realimenta­
ción y cambio de coordenadas del sistema no lineal con uno lineal se pierde al muestrear.
Posteriormente en [3] Arapostathis et al. llegan a la siguiente conclusión: la propiedad
de equivalencia del sistema no lineal con uno lineal por realimentación y cambio de coor­
denadas, se preserva al muestrear sólo si se imponen condiciones sumamente restrictivas
a la estructura de la planta.

La dinamica de los ceros de un sistema no lineal afín a datos muestreados es estudiada

en [60] por Monaco y Normand-Cyrot. Allí demuestran que tal dinámica siempre es
inestable si el grado relativo del sistema en tiempo continuo es mayor que uno.

A fines de la década del 80 comienzan a aparecer trabajos que consideran el compor­
tamiento del sistema de control a datos muestreados en toda la escala temporal y no sólo
en los instantes de muestreo.

Como es de esperarse, la primera en desarrollarse fue la teoría correspondiente a los
sistemas lineales. Durante la década del 90 esta teoría estuvo en constante crecimiento y
numerosas herramientas y técnicas de estudio fueron introducidas. Como esta tesis trata
con sistemas no lineales, y muchas de las técnicas desarrolladas en la teoría lineal no puede
extenderse a este campo, sólo mencionaremos aquellos trabajos directamente relacionados
con el nuestro.

En [17], Francis y Georgiou consideran el control de una planta lineal tiempo inva­
riante mediante un controlador digital periódicoy analizan en detalle tanto la estabilidad
[,00 entrada-salida como la estabilidad interna del sistema a lazo cerrado. En particular
demuestran que la estabilidad exponencial del sistema a lazo cerrado discretizado implica
la estabilidad exponencial del sistema en toda la escala temporal. Este resultado es ex­
tendido por Iglesias en [35]. Allí se considera que tanto la planta como el controlador son
lineales y tiempo variantes. Los resultados obtenidos en esta tesis generalizan al caso no
lineal algunos de los resultados mencionados .

En [13] Chen y Francis estudian la estabilidad Lp entrada-salida de un sistema de
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control lineal conectado un controlador digital lineal. En la sección III de ese trabajo
demuestran que la implementación digital de un controlador lineal analógico estabilizan­
te, también estabiliza al sistema de control si el período de muestreo es suficientemente
pequeño. Un resultado similar fue obtenido por diferentes medios en [75]. Estos resulta­
dos sobre implementación digital serán consecuencia directa de resultados más generales,
obtenidos para la implementación digital de leyes estabilizantes en sistemas no lineales,
que serán presentados en el capítulo 4. En este contexto, aunque no esté directamente
relacionado con nuestro trabajo, es importante mencionar la publicación [39]de Keller y
Anderson, en la que se presenta un método para la discretización de un controlador lineal
analógico basado en la minimización de cierto criterio que tiene en cuenta la performance
del controlador digital en relación con la.performance del controlador analógico.

La teoría correspondiente a los sistemas no lineales se encuentra mucho menos desa­
rrollada que la de los sistemas lineales y el número de publicaciones que tratan el tema
es bastante más limitado.

En [24],Guillaume et al. diseñan leyes de control digitales para lograr la estabilización
de sistemas no lineales analíticos y afines en el control. El análisis del lazo cerrado
se realiza empleando un modelo aproximado de la discretización de la planta. Como
resultado obtienen estabilidad práctica para el sistema discretizado y acotación entre
muestras. El análisis del mismo lazo cerrado empleando las técnicas propuestas en esta
tesis muestra que tales leyes en realidad estabilizan exponencialmente al sistema.

En la serie de trabajos [80, 79, 81, 55] Michel et al. presentan un modelo general de
sistema dinámico híbrido junto con el esbozo de una teoría de la estabilidad y dan algunas
condiciones suficientes para la estabilidad en términos de funciones de Lyapunov. Algunas
de estas condiciones pueden aplicarse a los sistemas de control a datos muestreados, ya
que éstos son una clase particular de sistemas dinámicos híbridos.

En [79], [29] y [81]se consideran sistemas de control a datos muestreados compuestos
por una planta no lineal afín en el control y un controlador digital lineal, y se obtienen
condiciones suficientes para la estabilidad asintótica del origen en términos de la linea­
lización del sistema. Posteriormente Hu y Michel en [32], para el mismo tipo de planta
y controlador que en los trabajos recién mencionados, estudian la estabilidad del lazo
cerrado cuando se emplean múltiples períodos de muestreo, es decir, cuando la frecuencia
de muestreo empleada para muestrear la salida del sistema en tiempo continuo es diferen­
te de la frecuencia de muestreo empleada para muestrear la salida del controlador. Las
condiciones suficientes para la estabilidad del sistema a lazo cerrado son formuladas en
términos de la linealización de éste. En [55], las condiciones suficientes de estabilidad
obtenidas en [79, 29, 81] en términos de la linealización del sistema son extendidas a una
clase de sistema más general. Allí se supone que tanto la planta como el controlador son
no lineales y que el período de muestreo no es necesariamente constante. En ese trabajo
el sistema de control a datos muestreados es modelado como un sistema de ecuaciones



diferenciales afectadas por impulsos. Esta forma de encarar el análisis de los sistemas
de control a datos muestreados también la emplean Barabanov y Starozhilov en [6] y
Branicky en [9], donde, analizando los sistemas a través de su linealización, obtienen re­
sultados similares a los de [55]. Los fundamentos teóricos de la teoría de la estabilidad
para sistemas con impulsos puede encontrarse en el libro de Bainov y Simeonov

Recientemente en [63] Nesié et al. analizan, con técnicas distintas a las desarrolladas
por nosotros, las propiedades de estabilidad entrada-estado de la interconexión entre un
sistema en tiempo continuo y un sistema en tiempo discreto, suponiendo que ambos son
tiempo variantes y están afectados por perturbaciones. Para el caso en que las perturba­
ciones son nulas, los resultados que obtienen son un caso particular de los que obtenemos
en el Capítulo 2 de esta tesis.

En esta tesis encaramos el estudio de los sistemas de control a datos muestreados
de manera diferente. Presentamos una clase de ecuaciones que permite describir estos
sistemas en toda la escala temporal y como consecuencia del estudio detallado de estas
ecuaciones, obtenemos de manera unificada generalizaciones de algunos de los resultados
mencionados. Nuestros resultados son más generales en varios sentidos: a) consideramos
que tanto la planta como el controlador son tiempo variantes, b) obtenemos condiciones
suficientes y necesarias para los diversos tipos de estabilidad en términos de funciones de
Lyapunov y c) mostramos que la estabilidad exponencial de la linealización del sistema a
datos muestreados es condición necesaria y suficiente para la estabilidad exponencial de
éste.

Respecto del estudio de la implementación digital de leyes de control para sistemas no
lineales, el único antecedente que hemos encontrado es el trabajo de Hsu y Sastry [31]. Allí
los autores estudian el comportamiento de la implementación digital de una ley de control
realimentado que estabiliza un sistema no lineal afín en los controles. Nuestros resultados
generalizan los obtenidos en [31] ya que consideramos sistemas de control generales en
lugar de sistemas afines en el control.

Respecto de la implementación digital de soluciones en tiempo continuo del problema
de seguimiento de trayectorias en sistemas no lineales, no hemos encontrado antecedentes
bibliográficos.

A pesar de no estar directamente relacionados con nuestro trabajo, no podemos dejar
de mencionar las publicaciones [21] y [53]. En [21] Glad demuestra la existencia de un
controlador dead-beat para un sistema no lineal afín, suponiendo que el sistema es mono­
entrada mono-salida y de grado relativo uno. En [53]Mareels et al. presentan un algoritmo
para el seguimiento de salidas en sistemas que admiten una descripción entrada-salida
dada por ecuaciones diferenciales no lineales tiempo variantes de orden uno o superior
en la salida y de orden cero o superior en la entrada. Este algoritmo sólo requiere el
conocimiento en los instantes de muestreo de la salida y de las derivadas de ésta hasta
un orden inferior al orden de la ecuación que describe la planta. Bajo ciertas hipótesis el
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algoritmo logra el objetivo de seguimiento.

1.2 Organización de la tesis
Los lineamientos de organización de esta tesis son los siguientes.

En el capítulo 2 introducimos las ecuaciones híbridas, las cuales nos permiten mode­
lar en toda la escala temporal los sistemas de control a datos muestreados. Incluso
aquellos en los cuales hay involucrados más de un período de muestreo.

A continuación definimos la noción de solución para estas ecuaciones y damos teore­
mas que garantizan la existencia, unicidad y prolongabilidad de éstas. Demostramos,
bajo ciertas hipótesis, la continuidad de las soluciones respecto de las condiciones
iniciales.

Una vez introducido el sistema dinámicos híbrido originado por las soluciones de
una ecuación híbrida, iniciamos el estudio del comportamiento asintótico de las
trayectorias de éste; para ello damos primero la definición de conjunto invariante y
respecto de éste las de estabilidad, estabilidad asintótica, estabilidad exponencial,
etc.

Posteriormente introducimos la noción de sistema discretizado, el cual es un sistema
dinámico en tiempo discreto cuyas trayectorias coinciden con las del sistema híbrido
en el conjunto de instantes de muestreo. Demostramos que bajo ciertas condiciones
las propiedades de estabilidad locales o globales de un conjunto compacto invariante
respecto del sistema dinámico híbrido, son equivalentes a las propiedades de estabi­
lidad locales o globales del mismo conjunto respecto del sistema discretizado. Esta
equivalencia nos permite luego enunciar condiciones suficientes para las distintas
propiedades de estabilidad de un conjunto invariante compacto en términos de fun­
ciones de Lyapunov. Tales condiciones son menos restrictivas que las obtenidas en
[81] y en [9], ya que no presuponen ningún comportamiento especial de la función
de Lyapunov entre muestras. Una de las condiciones suficientes que enunciamos
extiende a los sistemas híbridos que consideramos, una condición formulada eu [1]
para sistemas de ecuaciones diferenciales tiempo variantes.

En el capítulo 3, aplicando los resultados obtenidos en el capítulo 2 estudiamos
algunas propiedades de las ecuaciones híbridas lineales y las propiedades de estabi­
lidad de los sistemas híbridos originados por estas ecuaciones. Los resultados que
obtenemos contienen como caso particular los obtenidos en [35].

Posteriormente analizamos la estabilidad de sistemas híbridos lineales perturbados,
ya sean estas perturbaciones evanescentes o persistentes. Después de analizar el
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caso de perturbaciones evanescentes, introducimos las nociones de ecuación lineali­
zada alrededor de un punto de equilibrio y de sistema híbrido linealizado alrededor
de un punto de equilibrio y demostramos, bajo ciertas hipótesis, que la estabilidad
exponencial del sistema híbrido es equivalente a la estabilidad exponencial del sis­
tema híbrido linealizado. A partir de este resultado obtenemos como corolario las
condiciones suficientes obtenidas en [29, 30, 80, 81, 55] y las de [32] para sistemas
con múltiples períodos de muestreo.

Para el caso de perturbaciones persistentes, demostramos que si el sistema lineal
es exponencialmente estable, entonces el sistema perturbado es uniformemente fi­
nalmente acotado y la cota para el error final tiende a cero si la cota para las
perturbaciones tiende a cero.

Los resultados que obtenemos para sistemas lineales perturbados se aplican luego
al estudio del problema de la estabilización exponencial de una planta no lineal
mediante un controlador digital. Para este problema obtenemos condiciones tanto
necesarias como suficientes para la existencia de un estabilizador exponencial, ya
sea que se empleen uno o más períodos de muestreo para muestrear las salidas y
entradas de la planta. También obtenemos resultados respecto de la robustez de
estos controladores estabilizantes.

En el capítulo 4 estudiamos la implementación digital de leyes de control realimen­
tado tiempo invariantes estabilizantes. Consideraremos que la ley es implementada
digitalmente mediante muestreo y retención de orden cero. A diferencia del trabajo
ya mencionado [31], suponemos que el sistema de control es uno general sin ninguna
estructura adicional.

Demostramos que con la implementación mencionada es posible estabilizar semiglo­
balmente el sistema a un entorno del origen en forma asintótica. Más precisamente,
demostramos que dados un conjunto compacto contenido en el dominio de atrac­
ción de la ley en tiempo continuo y un entorno arbitrario del origen, si el paso de
muestreo es suficientemente pequeño, las trayectorias del sistema que se inician en
ese conjunto compacto convergen asintóticamente al entorno del origen dado. La
técnica de demostración empleada nos permite también obtener cotas para el paso
de muestreo.

Mediante un ejemplo demostramos que en general no puede esperarse la estabilidad
asintótica del sistema si no se imponen condiciones adicionales. Motivados por es­
to último, presentamos una condición suficiente para la estabilidad asintótica. Por
último demostramos que tal condición es satisfecha si la ley que deseamos implemen­
tar estabiliza exponencialmente al sistema; más aún, mostramos que tal tipo de ley
implementada vía muestreo y retención de orden cero estabiliza exponencialmente
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al sistema.

En el capítulo 5 estudiamos la implementación digital de soluciones del problema de
seguimiento de trayectorias por parte de un sistema de control tiempo invariante.

Mostramos un ejemplo en el cual, para una sucesión de períodos de muestreo que
converge a cero, la implementación vía muestreo y retención de orden cero produce
un error de seguimiento inaceptable. Esto nos lleva a considerar un camino alterna­
tivo para solucionar el problema de implementación. En lugar de discretizar la ley
de seguimiento, lo que hacemos es seguir las trayectorias que ésta ley genera en un
modelo del sistema.

Basados en: (a) un conjunto de trayectorias “ideales”que son obtenidas aplicando
la solución en tiempo continuo a un modelo de la planta, (b) el conocimiento de
los estados del sistema en los instantes de muestreo y (c) técnicas desarrolladas en
[42] por Krasovskii y Subbotin en el contexto de la teoría de juegos posicion iles,
diseñamos un controlador que asegura la estabilidad práctica semiglobal del error
de seguimiento, con error final arbitrariamente pequeño si el período de muestreo
es suficientemente pequeño.

También demostramos que el controlador propuesto es robusto respecto de pequeñas
perturbaciones y de pequeños errores en los actuadores y en las mediciones, aún si
la ley original no lo era.

En el Apéndice A damos la definición de sistema dinámico en tiempo discreto que
empleamos a lo largo de esta tesis, como así también enunciamos, en términos de
funciones de Lyapunov, condiciones suficientes para los distintos tipos de estabilidad
de un conjunto invariante respecto de un sistema dinámico en tiempo discreto. Tam­
bién damos algunos teoremas inversos de Lyapunov que utilizamos en los capí'ulos
2 y 3.

Es pertinente puntualizar que los capítulos 2 y 3 contienen como caso particular los
resultados de nuestra publicación [50],que el capítulo 4 extiende los resultados que dieron
origen a nuestras publicaciones [47]y [48]y, por último, que los resultados del capítulo 5
originaron las publicaciones [51], [49] y [52].
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Capítulo 2

Ecuaciones Híbridas

2.1 Introducción

En este capítulo presentamos una clase de ecuaciones que nos permite modelar en toda
la escala temporal, los sistemas de control a datos muestreados que se obtienen al co­
nectar una planta en tiempo continuo con un controlador digital. Estas ecuaciones, que
serán denominadas ecuaciones hi'bn'das,son una combinación de ecuaciones diferenciales
ordinarias con ecuaciones en diferencias.

Después de precisar las nociones de solución de una ecuación híbrida y de solución del
problema a valores iniciales asociado con tal ecuación, presentamos algunos resultados
acerca de la existencia, unicidad y prolongabilidad de estas soluciones. También obtene­
mos resultados que garantizan la continuidad de las soluciones respecto de las condiciones
iniciales.

Con el objeto de estudiar el comportamiento asintótico de las soluciones de una ecua­
ción híbrida, consideramos el sistema dinámico híbrido compuesto por estas soluciones e
introducimos la noción de conjunto invariante respecto de tal sistema dinámico. Luego
de definir las distintas propiedades cualitativas que consideramos para un conjunto inva­
riante, pasamos a su estudio. Para ello introducimos el sistema híbrido discretizado, que
es un sistema dinámico en tiempo discreto relacionado con el sistema dinámico híbrido, y
demostramos, bajo ciertas condiciones, que las propiedades de estabilidad de un conjunto
compacto e invariante respecto del sistema dinámico híbrido son equivalentes a las que
este conjunto posee respecto del sistema híbrido discretizado. Entonces, como consecuen­
cia de la equivalencia establecida obtenemos condiciones tanto suficientes como necesarias
para los distintos tipos de estabilidad. Finalizamos el capítulo formulando estas condi­
ciones en términos de funciones de Lyapunov que se comportan de determinada forma en
los instantes de muestreo.

11



2.2 Ecuaciones híbridas

2.2.1 Notación

En esta sección introducimos parte de la notación y terminología que emplearemos en
éste y en los capítulos siguientes.

Z+ y IR+ denotarán respectivamente al conjunto de números enteros no negativos y
al de números reales no negativos. A lo largo de este capítulo y de los siguientes, t y k,
sub o supra indicados, siempre representarán, respectivamente, números reales y enteros.

Si A y B son conjuntos, A g B significará que A es un subconjunto de B y A C B
que A es un subconjunto propio de B.

X siempre será un subconjunto abierto de R" y sus elementos serán denotados me­
diante la letra :r sub o supra indicada.

Z denotará un conjunto abierto o cerrado de Rm y la letra z, sub o supra indicada,
representará uno de sus elementos.

y (-, denotarán la norma Euclideay el producto interno Euclideo de HÏ'cualquiera
sea l, respectivamente.

Dados los conjuntos X y Z, consideraremos el espacio producto Q = X x Z y deno­
taremos (z, z) = w a sus elementos. En Q consideraremos la distancia d inducida por la
norma = |17|+ Para r > 0 y woGQ, B,(wo)denotará la bola abierta con centro
wo y radio r, mientras que Brlwo] denotará la correspondiente bola cerrada. Si wo = 0
pondremos B, en lugar de B,[w0].

Dado un subconjunto M g Q, no vacío, consideraremos la distancia de w a M,
dM(w) = inf{d(w,á)) : á) E M} y para 1] > 0, Mn será el n-entorno cerrado de M, es
decir, M,, = {w G Q : dM(w) 5 1]}.

Diremos que una sucesión de números reales H = {tk : k e 2+} es una sucesión
de instantes de muestreo (s.i.m.) si 0 = to < tl < «--, supk(tk+1—tk) < +oo y
limk_,+°°tk = +oo; = supk(tk+1—tk)es la norma de H. Si H = {t,c= k6} para algún
ó > 0, diremos que H es una s.i.m. regular y que ó es el período de muestreo. Dada una
s.i.m. l'I, Jn es la clase de intervalos de la forma [tk,t), [tk,t] o [tk,+oo) y JW,o es la
subclase de Jn formada por aquellos intervalos cuyo extremo izquierdo es tko. Cuando no
haya peligro de confusión escribiremos J y Jko en lugar de Jn y de Jake.

Dado un intervalo J g B, AC"(J) es la clase de funciones p : J —>B" localmente
absolutamente continuas.

Para un intervalo J e Jn, E’"(J) es el conjunto de funciones (,ó: J —)Rm tales que
d>(t)= 45(4) para t e [tk,tk+1)ñ J. Para J e Jn, ¿'(J) = AC"(J) x E"'(J). Si J es
cerrado y acotado, consideraremos el espacio funcional 6 (J) dotado con la norma

¡|an = gig ¡mm + rgeaJx|p2(t)|,
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donde p = (pl, pg). Cuando quede claro del contexto quien es J, simplemente escribire­
mos ||p||°°. Observamos que esta norma induce en 8 (J) la topología de la convergr-ncia
uniforme. '

Para un intervalo J g R, L}oc(J)denota el conjunto de funciones medibles localmente
integrables, esto es, el conjunto de funciones a : J -> R tales que para cada intervalo
[a,b]g J, f: |a(t)|dt < +00.

Decimos que una función continua 'y : [0,r] —>R+ es de clase IC si 7(0) = 0 y es
estrictamente creciente. Si además r = +oo y lim,_.+°°7(s) = +oo, decirnos que 7 es
de clase K300. Por último, fi : I x R+ —>R“, con I = [0,r'] ó I = EN, es de clase
¡CL si para cada t e R+ B(-,t) es de clase KSy para cada r e I, fi(r, -) es decreciente y
limg4+°°fl(7‘, =

2.2.2 Ecuaciones híbridas: definiciones generales
Las ecuaciones que presentaremos y que denominaremos híbridas, resultan de la cc nbi­
nación de una ecuación diferencial ordinaria con una ecuación en diferencias en la fo:ma
que a continuación describimos.

Consideremos una s.i.m. H y funciones f1 : R+ x X x Q —)IR" y f2 : Z+ x Q —)Z,
entonces

Definición 2.1 La ecuación

{ IU) fl(taz(t)»z(tk)vz(tk)) te [tkatk+1) (21)30k“) = f2(k»1ï(tk)y2(tk))ke 2+ i

es una ecuación híbrida.

Antes de introducir la definición de solución para esta clase de ecuaciones, explicaremos
brevemente las razones que nos llevaron a adoptarla. En principio, la siguiente definición
de solución parece ser la más natural: una solución de la ecuación (2.1) es un par (p1.p2)
compuesto por una función p1 : J —>R", con J = [tk°,T), J = [tka] ó J = [tkm+oo),
continua y derivable en cada punto de J —l'I, y una sucesión pg = {p2(tk),k e H ñ J},
que verifica

Mi) = f1(t,p1(t),p1(tk),p2(tk)) Vt E (tk,tk+1)0 J (2-2)

P2(tk+1) = f2(kap1(tk)yp2(tk)) Vthtk+1 E H Ñ J- (2-3)

No obstante, esta definición de solución no es del todo conveniente por la siguiente
razón: el dominio de definición de sus componentes es de diferente naturaleza, ya que
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para la primera de ellas es un conjunto continuo mientras que para la segunda es un
conjunto discreto. La forma de sortear el escollo es sencilla, consideramos que la segunda
componente de la solución, pg, en lugar de una sucesión es una función definida en J
constante en cada intervalo de la forma J n [tk,tk+1), es decir, p2(t) = p2(tk) Vt E J ñ
[tk,tk+1), que verifica (2.3). Si adoptamos esta definición, para poder garantizar al menos
la existencia de soluciones de la ecuación, deberemos trabajar con funciones f1 que sean
continuas o, más generalmente, continuas a tramos respecto de t. Como suponer que f1
es continua a tramos respecto de t es algo restrictivo para las aplicaciones, la siguiente
condición sobre pl es más adecuada: p1 es localmente absolutamente continua en J y

P1“): fl(t»p1(t))pl(tk)>p2(tk)) C't'p' t e (tk)tk+l) n J)

en otras palabras, pl restringida al intervalo J ñ [tk,tk+1) es solución de la ecuación
diferencial Si:= f1(t, 2:,p1(tk), p2(tk)) en el sentido de Caratheodory ([15], [72]).

Sintetizando lo discutido, llegamos a la siguiente definición de solución de la ecuación
híbrida (2.1):

Definición 2.2 Una función p = (p1,p2) : J —>Q con J E Jn y p e ¿'(J) es solución de
(2.1) Si:

(a) En cada intervalo [tk,tk+1)nJ no vacío, pl es solución de la ecuación diferencial

i: = fl(t) 1:)P1(tk)»p2(tk))i

es decir, p1(t) = f1(t,p1(t),p1(tk),p2(tk)) para casi todo t E [tk,tk+1)ñ J;

(b) la sucesión {p2(tk) : tk e J} satisface la relación de recurrencia

P2(tk+1) = f2(k,i01(tk)u02(tk))­

Respecto de la noción de solución que recién introdujimos observamos lo siguiente.

Observación 2.1 Si H n J = {tko}, la condición (b) es trivialmente satisfecha. Por lo
tanto, cuando J = [tkmT) con T 5 tkOH,p es solución de la ecuación híbrida si y sólo si
pl es solución de la ecuación diferencial i: = f1(t, z, p1(tk°),p2(tko)).

Observación 2.2 Cuando Z es un conjunto unitario, digamos Z = {z‘}, la ecuación se
reduce a una de la forma

= f(tiz(t)12(tk))i te [tkvtk+l)ak e 2+1

con f(t,z,¿) = f1(t,:c,¿;’,z'). En este caso una solución es una función p : J -) X, con
J E Jn y p E AC"(J), que en cada intervalo [tk,tk+1)ñ J no vacío satisface la ecuación
diferencial

i: = ¡(tvzip(tk))'
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Observación 2.3 Cuando la s.i.m. H es regular y ó es el período de muestreo, siempre
puede suponerse que ó = 1 (caso contrario se considera el cambio de variable t = 76) y
que la ecuación es de la forma

Mi)
z(k + 1)

A continuación introducimos la definición de solución del problema a valores iniciales
(PVI) naturalmente asociado a la ecuación híbrida (2.1).

f1(trz(t),z(k), z(k)) te [k,k +1)
f2(k1z(k)iz(k)) k e 2+ (2.5)

Definición 2.3 Dados tko e H y wo = (20,20), una. función p : J —>0 con J E erco es
solución del problema a valores iniciales

¿(Ü = f1(t,z(t),ï(tk)az(tk)) teitkitkH)
2051:“) = f2(kvz(tk)az(tk)) ¡961+ (2-6)

(z(tko)’z(tko)) = (30’10)

si es solución de (2.1) y p(tko) = wo.

A lo largo del capítulo consideraremos algunas clases particulares de ecuaciones híbridas,
las cuales estarán determinadas no sólo por la forma del lado derecho de la ecuación sino
también por la forma de la s.i.m. H. Específicamente consideraremos las siguientes clases:

Definición 2.4 Una ecuación híbrida es lineal si X = R", Z = IR'" y (2.1) es de la forma

{ :i:(t) = A(t):r(t)+Bu(t)a:(tk)+Blz(t)z(tk) te[tk,tk+1) (2 7)z(tk+1)_ = Bzi(k)3(tk)+322(k)z(tk) ke 2+ l

donde, para cada t e IR+, k e Z+ yj = 1,2, A(t), B¡¡(t) y ngUC) son matrices de
dimensiones apropiadas.

Definición 2.5 La ecuación (2.1) es una ecuación híbrida periódica con período T e W
Si:

o La s.i.m. H es regular con período de muestreo 6.

o f1 es periódica con período T = T6, es decir f1(t + T,z,E,z) = f1(t,:1:,f, z).

o f2 es periódica con período T, es decir, f2(k + T, 1:,z) = f2(k,:1:,z).

Definición 2.6 La ecuación (2.1) es una ecuación híbrida tiempo invariante si es 1­
periódica.
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2.3 Sistemas de control a datos muestreados y ecua­
ciones híbridas

En esta sección mostraremos que los sistemas de control a datos muestreados pueden
modelarse en toda la escala temporal mediante las ecuaciones híbridas que recién intro­
dujimos.

Consideremos el sistema descripto por la figura 1 del capítulo 1 con:

1. 'P un sistema de control en tiempo continuo con espacio de estados X g R", espacio
de controles L4g R" y espacio de salidas y g IR”, descripto por las ecuaciones

' t) f(t,-'B(t),u(t))P : "’( 2.8
l ya) h(t,:c(t)) ( )

donde para cada. t e R+,1:(t)€ X, u(t) e L1,y(t) G y, y f Z3+ x X x LI —>R" es
medible Lebesgue respecto de t y continua en (1:,u);

2. C un controlador digital con espacio de estados Z g IR’", espacio de entradas
W g B’ y espacio de salidas V g IR‘, descripto por las ecuaciones

. Zk+1 = 9(k,zk,wk)
C'{ Uk = T(k,2k,wk) (2-9)

donde para cada k e 2+, 2k e Z, wk E W y vk e V.

Respecto de la forma en que a planta P se conecta con el controlador C, vamos a
considerar dos casos. En el primero consideramos la salida de la planta y la salida del
controlador se muestrean en los mismos instantes. En el segundo caso consideramos que
ambas salidas se muestrean en forma regular pero con diferentes períodos de muestreo.
En otros términos, las s.i.m. que se emplean para muestrear las salidas (de la planta y del
controlador) son regulares pero diferentes. Los sistemas de control a datos muestreados
que resultan en este último caso se denominan en la literatura especializada multimte
sampled-data control systems.

2.3.1 Caso I: única s.i.m.

En este caso consideraremos que los conversores A/D y D/A, a través de los cuales se
conectan la planta con el controlador, admiten la siguiente descripción: para una s.i.m.
II = {t¡c : k e Z +}

1. el conversor A/D transforma la señal en tiempo continuo y(.) en la señal en tiempo
discreto {wk}, con wk = y(tk), tk E H;
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2. el conversor D/ A transforma la señal en tiempo discreto {uk}en la señal en tiempo
continuo con u(t) = 'vkpara t e [tk,tk+1).

Notamos que para poder efectuar la interconexión de esta forma, es necesario que
W = y y que U = V, es decir, que el espacio de salidas de 'P coincida con el espacio de
entradas de C y que el espacio de controles de 'P coincida con el espacio de salidas de C.

Veamos ahora que las trayectorias del sistema de control a datos muestreados satisfacen
una ecuación híbrida.

Supongamos que en el instante tko e H el estado de la planta ’P es z(tko) = zo y el
estado del controlador C es zko= zo. Con el fin de “pensar” a la variable de estado z como
una señal en tiempo continuo, definamos z(t) entre instantes de muestreo de la siguiente
forma z(t) = z(tk) = zh para t e [tk,tk+1). Entonces, si z(-) y z(-) están definidas en el
intervalo J = [tko,T), tenemos que z(-) e AC"(J) y z(-) e E’"(J) y, además, en cada
intervalo [tk,tk+1) n J, si éste no es vacío, z(t) satisface la ecuación diferencial

¿(0 f(t, fit), u(t))
_ f(taz(t))vk)

f(tvz(t)vT(k»z(tk)vh(tk1x(tk))))

y la sucesión {z(tk)} satisface la relación de recurrencia

z(tk+l) = g(kiz(tk)1wk)
g(k1z(tk)ay(tlc))

9(k,2(tk)1h(tkiz(tk)))

con lo cual, si consideramos f1 : R‘“ x X x Q -> R" y f2 : Z+ x Q —>Z definidas de la
siguiente manera:

o f1(t’IJE)z) := f(tazar(krzsh(tk)€))) para t e [tk)tk+1))k e 2+1

o f2(k,:c,z) := g(k,z,h(tk,z)),

tenemos que la trayectoria (z(t), z(t)) es una solución de la ecuación híbrida (2.1).
En algunos casos la ecuación híbrida que describe el sistema de control a datos mues­

treados adquiere una de las formas particulares mencionadas, por ejemplo:

A) Si el controlador C es sin memoria, es decir vk = r(k,wk), la ecuación adquiere la
forma con =f(t)xir(k1h(tkïparat e [tkitk+l)'

B) La ecuación híbrida resulta lineal si tanto la planta 'P como el controlador C son
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lineales, esto es, si X = IR”, Z = IR’“, y = RP, U = R9 y, para cada t e R+ y cada
k e 2+,

f(t,z,u) = A(t)a:+B(t)u
Wiz) (t)

g(k,z,w) = D(k)z+E(k)w
r(k,z,w) = F(k)z+G'(k)w

con A(t), B(t), C(t), D(k), E(k), F(k) y C(k) matrices de dimensiones apropiadas.
En este caso la ecuación es de la forma (2.7) con la misma A(t) que aparece en la defi­

nición de f(t,z,u), Bu(t) = B(t)G(k)C(tk) y Blg(t) = B(t)D(k) para.cada t e [tk,tk+1)
y 3210€)= E(k)C(tk) y 3220€) = F(k) para cada k e 2+.

II Q H

C) La ecuación resulta periódica con período T E W si la s.i.m. H es regular con
período 6, la planta es periódica con período T = T6, esto es, f(t + T, z, u) = f(t, z,u) y
h(t+T, 1:)= h(t, 2:)y el controlador es periódico con período T, es decir, g(k+T, z, w) =
g(k + T,z,w) y 'r(k + T, z,w) = r(k,z,w).

D) La ecuación resulta tiempo invariante si la s.i.m. H es regular y tanto la planta como
el controlador son sistemas tiempo invariantes, o sea, f = f(1:, u), h = h(a:), g = g(z, w)
y r = r(z, w).

2.3.2 Caso II: muestreo múltiple
Como ya hemos dicho, en este caso consideramos que las salidas de la planta y del contro­
lador se muestrean en forma regular pero con diferentes períodos de muestreo. Dentro de
este caso consideraremos dos situaciones diferentes: a) la salida del controlador se mues­
trea con mayor frecuencia que la salida de la planta; b) la salida de la planta se muestrea
con mayor frecuencia que la del controlador. En ambos casos supondremos que uno de
los periodos de muestreo es múltiplo entero del otro.

Caso II.1) En este caso suponemos que P y C satisfacen:

1. W = y;

2. V =UN con N e W, con lo cual

'r(k,z,w) = (71(k,z,w),...,1'N(k,z,w)), r,-(k,z,w)EU, i=1,...,N,

y consideramos que la planta se conecta con el controlador de la siguiente manera:
Para Hl y H2 dos s.i.m. regulares con períodos de muestreo ¿1 y 452respectivamente y
tales que 61 = N62,
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1. el conversor A/D transforma la señal en tiempo continuo y(-) en la señal en tiempo
discreto {wk}, con wk = ¿((1961);

2. el conversor D/A transforma la señal {1),C= (vk,1,vk'2,...,vk_N)} en la seña”?en
tiempo continuo u(-), definida de la siguiente forma, u(t) = vw si t e [1661+ (2'—
1)62, kól + 2'62).

En otros términos, en el instante tk = kól la entrada del controlador es wk = y(tk) y la
salida, obtenida a partir de wk y 2k, es vk = (vk'l, vk'z, . . . , 12km).Por otra parte, la entrada
de la planta u(-) en el intervalo [tk,tk+1) puede describirse de la siguiente forma: si dividi­
mos el intervalo [tk,tk+1) en los N intervalos de longitud 62, 11 = [tb tk+1 + 62), . . . , IN =
[t]c+ (N - 1)62,tk+1), entonces u E v“ en 1.-.

Definiendo z(t) = 2k si tk 5 t < tk“ y tk = kól, se demuestra, al igual que en el caso
anterior, que cada trayectoria (a:(t),z(t)) del sistema a datos muestreados es solución de la
ecuación híbrida (2.1) si se consideran l'I = H1 y f1 : R‘“ x X x Q —>R" y f2 : Z+ x Q --+ Z
definidas de la siguiente manera:

o f1(t,a:,f,z) := f(t,z,r¡(k,z,h(tk,€))) parat E [tk+(i—1)ó2,tk+i62), z"= 1,. . .,N;

o f2(k,a:,z) := g(k,z,h(tk,a:)).

Como en el caso I, si P y C son lineales la ecuación resulta lineal y si P y C son
periódicas, la primera con período T61 y la segunda con período T, la ecuación resulta
T-periódica. Cuando P y C son tiempo invariantes, la ecuación híbrida resulta 1-periódica
y por lo tanto tiempo invariante.

Caso II.2) En este caso, para que la conexión entre la planta P y el controlador C pueda
efectuarse en la forma que describiremos, es necesario que P y C satisfagan las siguientes
condiciones:

1. El eSpaciode salidas de P es un espacio producto, es decir, y = yl x x yp, con
lo cual

y = h(t,z) = (h1(t,z), . ..,hp(t,z)) = (y1,...,yp).

2. V = u y la salida del controlador no depende explícitamente de la entrada de éste,
es decir, r = r(k, z).

3. W=y{"1xu.xy,”vconN.-erv.
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Suponiendo que la planta y el controlador satisfacen las condiciones descriptas, la co­
nexión entre 'P y C se efectúa en la siguiente forma:

Sean 111,1“..,H1,p y H2, s.i.m. regulares con, respectivamente, períodos de muestreo
61,1,. . . ,ól'p y 62 tales que Niólli = 62, entonces:

1. el conversor A/ D transforma la señal en tiempo continuo y(o) en la señal en tiempo
discreto {unc= (wk,1,...,wk_p)}, siendo

ww = (yi(tk)»yi(tk + 5:), -c-mi“): + (Ni - llóf), tk = ¡652:

2. el conversor D/ A transforma la señal en tiempo discreto {vk} en la señal en tiempo
continuo u(-) con u(t) = uk para t e [tk,tk+1).

En otras palabras, durante el intervalo [tk,tk+1), la entrada de la planta 'P es constante
e igual a vk, la k-ésima salida del controlador. Por otra parte, las p componentes de la
salida de la planta, y1(-),...,yp(-), se muestrean en forma regular con, posiblemente,
diferentes períodos de muestreo, todos ellos submúltiplos del período con que se muestrea
la salida del controlador. Entonces, la k-ésima entrada del controlador wk se obtiene a
partir de la salida y(-) de la siguiente forma: si y¡'1,...,y¡_N, son las N,-muestras de y¡(-)
obtenidas durante el intervalo [tk,tk+1),

wk = (y1,1,---,y1,NU---,yp,1,---,yp,N,,)­

En lo que sigue mostraremos que bajo ciertas condiciones, las trayectorias del sistema
de control a datos muestreados descripto satisfacen una ecuación híbrida.

Supongamos en primer lugar que la planta ’P es tiempo invariante, i.e. que las ecua­
ciones que la describen son

. asa) = ¡(suman
'P.{ y“) = MI“) (2.10)

y que se cumple lo siguiente: Para cada 3:0e X y cada uo e L1,

o el problema a valores iniciales

fc= f(z,uo), 1:(0) = 3:0 (2.11)

tiene una única solución :z:(-,:ro,uo) : [lomo —>X, maximalmente definida en el
intervalo 110M,= (T‘(zo,uo),T+(zo,uo));

o :r(-, zo, uo) está al menos definida en [0,62], en otras palabras, T+(uo, 3:0)> 62.
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Para 0 _<_1' 5 62, consideremos la aplicación F,(z,u) : X x U —) X, F,(:r, u) =
:1:(T,:r, u) y tengamos en cuenta lo siguiente:

(01) Si en el instante s 2 0 el estado de la planta 'P es 50(5)= zo y durante el in­
tervalo [5,s + 62) la entrada de la planta es constante e igual a u, entonces la trayectoria
en el espacio de estados a:(t) está definida para todo t e [3,s + 62]y a:(s + T) = F,(a:o, u).

Por último, parai = 1,...,p, j = 1,...,N,-, consideremos HM- : X x U -> 311-,
Hilj Z: h¡OF(J'_1)5¡'¡ y H ZX X U —)W,

H(:c, u) = (H1,¡(:r, u), . . . , H1.N¡(z,u), . . . , Hp,1(:v,u), . . . ,leNp(:v,u)).

Entonces, definiendo z(t) = zh para t e [tk,tk+1), tenemos que cada trayectoria
(a:(t), z(t)) del sistema de control a datos muestreados satisface la ecuación híbrida (2.1)
con H = H2 y f1 : R+ x X x Q —>R“ y f2 : 2+ x X x Q definidas de la siguiente forma:

o f1(t,a:,€,z) := f(z,r(k,z)) para t E [tk,tk+1);

o f2(k,1:,z) := g(k,z,H(z,r(k,z))).

En efecto, en el intervalo [tk,tk+1) = [tk,t¡c+ 62), la entrada a la planta es u(t) =
r(k, zk) = r(k, z(tk)). Por lo tanto :c(t) satisface en tal intervalo la ecuación diferencial

93'“) f(x(t), TU“,Z(tk)))

f1(ti x“), ¿EU/C)!z(tk))'

Por otra parte, debido a (01) y a la definición de H, tenemos para z' = 1, . . . ,‘p y
j=1,...,N¡ que

yi(tk+(J-1)51.i) = hi(z(tk+(J-1)51.i) = Hia(ï(tkar(k, 20km).

Por lo tanto, wk = H(:1:(tk),r(k, z(tk))) y entonces

z(tk+¡) = 90€,2051:),H(x(tk),r(k,z(tk))))
= f2(k)male)!

En general, si la planta 'P es tiempo variante también es posible demostrar que las
trayectorias del sistema de control a datos muestreados satisfacen una ecuación híbrida.
Supongamos que vale lo siguiente:

Para cada tko E 112,20 E X y uo e U,
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o el problema a valores iniciales

ri:= f(t,:r,uo), z(tko) = xo (2.12)

tiene una única solución z(-, tko,:1:o,u): ¡“Nom —>X maximalmente definida en el
intervalo Ilo.uo= (T‘(tko,a:o,uo),T+(tko,zo,uo));

o :r:(-,a:o, U0) está definida en [tk¿,,t,co+ 62], o sea, T+(uo,zo) > tko -_}-62.

Entonces, considerando para O 5 7' S 62 y k G 2+, F,(k,:ro,uo) = :r(tk + T,tk,l‘0,uo), y
para i = 1,...,p, I= 1,...,N¿, HU-1= hi 0F(j_1)¿¡_¡y

H(k,:r:,u)= (H1_1(k,:1:,u),...,H¡,N,(k,z,u),...,Hp,1(k,1:,u),...,leNp(k,:r,u)),

se demuestra en forma similar al caso tiempo invariante que las trayectorias del sistema de
control a datos muestreados satisfacen la ecuación (2.1) con l'I = 1'12y f1 : IR+ x X x Q —>
R" y f2 : Z+ x Q —>Z definidas de la siguiente forma:

o f1(t,a:,{,z) := f(1:,r(k,z)) para t E [tk,tk+1);

o f2(k,:r,z) := g(k,z,H(k,z,r(k,z))).

Al igual que en los casos anteriores, si la planta y el controlador son de alguna clase
determinada, la ecuación híbrida que describe al sistema de control a datos muestreados
pertenece a alguna de las clases particulares que mencionamos. Por ejemplo, si la planta y
el controlador son lineales, la ecuación resulta lineal, si son tiempo invariantes, la ecuación
es tiempo invariante y si la planta es T62 periódica y el controlador es T periódico, la
ecuación resulta T-periódica.

2.4 Teoremas de existencia y continuidad
En esta sección consideraremos el problema a valores iniciales (2.6). Estudiaremos la
existencia de las soluciones, su unicidad y la dependencia de las mismas respecto de las
condiciones iniciales. Demostraremos que bajo ciertas condiciones, las soluciones ma­
ximalmente definidas del PVI son únicas y dependen continuamente de las condiciones
iniciales.

A lo largo de esta sección consideraremos para las funciones que aparecen en el lado
derecho de la ecuación (2.1) alguna de las siguientes condiciones .

(H1) Para cadat e R“ y cada (f, z), f1(t, -,€, z) es continua en X y, para cada (2,6, z) G
X x Q, f¡(-,1:,¿, z) es medible Lebesgue en HW".
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(HlF) Para cada t e R1“, f1(t, -, -, .) es continua en X x Q y, para cada (2,5, z) e X x Q,
f¡(-,:c, fi, z) es medible Lebesgue en R‘“.

(H2) Para cada conjunto compacto K C X y cada (6,2) e Q existen LK 2 0 y o: e
L}“(R+) tales que:

1- |f1(t,z,€,z)l S a(t) Vt € IR”, VI e K,

2' lf1(t)zvgvz)_ f(t)zI)€)Z)lS LKlz_I’l e R+ V311,e

(H2F) Para cada conjunto compacto K C X x Q existen LK 2 0 y a e L}OC(R+)tales
que:

1. |f1(t,m,¿,z)| 5 a(t) Vt E 112+,V(z,€, z) e K,

2° lf1(taz)€)z) _ f(t)z,v€iz)l _<..LKlz _zll e R... V(I)€)z))(x'163z) e

(H3) Para cada k e 2+, f2(k, -, -) es continua en Q.

Como veremos a continuación, las condiciones (H1) y (H2) garantizarán la existencia
y unicidad de las soluciones, mientras que las condiciones más fuertes (H1F) y (H2F),
junto con (H3), asegurarán la continuidad de las soluciones respecto de las condiciones
iniciales.

2.4.1 Existencia y unicidad de las soluciones

Comenzaremos precisando que entendemos por una solución maximalmente definida del
PVI.

Definición 2.7 Una solución p‘ : I ‘ —>Q del problema a valores iniciales (2.6; es
mazimal, o equivalentemente, está maximalmente definida, si satisface lo siguiente: si
p’ : I’ -> Q también es solución de (2.6), entonces I’ g I' y p'Ip = p’.

En el siguiente teorema mostramos que las condiciones (H1) y (H2) son suficientes para
garantizar la existencia y unicidad de la solución maximalmente definida del problema a
valores iniciales (2.6).

Teorema 2.1 Supongamos que f1 en (2.6) satisface (H1) y (H2). Entonces, para cada
par (tkmwo) e H x Q existe una única solución maximal p’ : I' ——>Q del problema a
valores iniciales (2.6).
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Demostración:
a) Consideremos el problema a valores iniciales

á:= f1(taI,zO)ZO)iz(tko)= IO'

Como consecuencia del Teorema 2.13 del Apéndice I, existe una solución pl de (2.13)
definida en un intervalo de la forma. [tk0,'r), con tko < 7' < th“. Definiendo p2(t) = zo
para t e [tk°,1') resulta que p(t) = (p1(t),p2(t)) es una solución de (2.6) debido a la
Observación 2.1.

b) Supongamos que p y p’ son soluciones de (2.1) definidas en, respectivamente, J y
J’ y que p(tk) = p’(tk) = ul para algún tk e I = J n J’, entonces

le[tk.t,.+¡) = P'Imuhtkfl),

pues en I ñ [tk,tk+1), pl = p’l —ambas, pl y p'l, son soluciones del problema a valores
iniciales (2.13) con cul y tk en lugar de wo y tko—, y pz = p’2 = 21. Si tk+1 e I, por
la continuidad de pl y p’1tenemos que p¡(tk+¡) = p'1(tk+1); por otra parte p2(tk+1) =
p’2(tk+1)= f2(k,w1), y, en consecuencia

_ l
pIIÑÍÉkaH] - p Iln[tk.tk+i]'

Entonces, en forma inductiva se deduce que p = p' en I n [th +oo).
c) Consideremos el conjunto S compuesto por los pares ordenados (p, I) con p : I —>Q

solución del problema a valores iniciales (2.6). Por a), S no es vacío. Consideremos
en 8 el orden: (p, I) j (p’,I’) si I g I’ y p’|¡ = p. Por b), j es un orden total.
Escribamos 8 = {(pmla) : a e A} con A un conjunto de índices y consideremos el
intervalo I‘ = UaeAIa y la función p‘ : I’ —)Q definida por p'|¡° = pa. Entonces p‘ es
solución del problema a valores iniciales (2.6), con lo cual (p’,I') G S. De la definición
de I ’ y de p‘ se deduce fácilmente que (p', I ‘) es el único elemento maximal de S, con lo
cual p’ está en las condiciones de la tesis del teorema. I

Observación 2.4 Del Teorema 2.1 se desprenden los siguientes hechos:

1. Si p : I —>Q es la solución maximal del problema a valores iniciales (2.6) con

p(tko) = wo y tkl E H ñ I, entonces p’ = p|¡n[¿kll+m)es la solución maximalmente
definida del problema a valores iniciales (2.6) con p'(tkl) = wl = p(tkl).

2. Si la ecuación es T-periódica, entonces p : [koó,7') —>Q es la solución maxima]
de (2.1) que satisface p(koó) = wo si y sólo si p’ : [(ko + T)ó,'r + T6) -—>Q con
p'(t) = p(t —T6), es la solución maximal de (2.1) que satisface p'((ko + T)6) = wo.

En el siguiente teorema damos una condición suficiente para la existencia de una
prolongación o continuación de una solución.
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Teorema 2.2 Supongamos que f1 en (2.1) satisface (H1) y (H2). Sea p : J —)Q con J e
Jko una solución de (2.1) tal que para algún conjunto compacto K C X, p(J) C K x Z.
Entonces existen J’ e Jho, con J C J', y una solución de (2.1) p’ : J’ —)Q tales que
P'IJ = P­

Demostración: Supongamos en primer término que J = [tko,7'). Sea tk, tal que
tk, < 7' 5 th“, entonces pllmlfl) es solución del problema a valores iniciales i =
f1(t)z)p1(tkl)’p2(tkl))’ 30h) = pl(tki)' como fl SatiSface(H1) y (H2) y Pi“) e K para
todo t e [tk,,'r), por el Lema 2.4 del Apéndice I sabemos que existe lim¿_,,—p1(7-‘) = xl.
Entonces definimos p’ en J' = [tkogr]de la siguiente manera: parat e [tko,r), p’(t) = p(t)
y para t = 1' consideramos dos casos, a) si 7' 9€H, p'1('r) = xl y p’2(‘r)= p2(tk,), b) si
T e II, es decir, T =tk1+1,p’1('r)= 9:1y p'2(T)= f2(k1,pi(tk1),p2(tki))­
Si J = [tkmT], con tk, 5 -r < th“, definimos p’ de la siguiente manera:

, _ (t) it€[to,7']
filo-l Zu) :1 teÓJ')

donde 5 = (51,62), El es una solución del problema a valores iniciales

i = f1(tixip1(tki)ap2(th))a 20-) = pl(tk1)

definida. en [1,7') con 7" < tk,“ y 62(t) = p2(t¡,,) para t e [7,1'). I

Observación 2.5 Sea p‘ = (pï, pg) : I ’ -—>Q, la solución maximal del problema a valores
iniciales (2.6), entonces del Teorema 2.2 se deducen los siguientes hechos:

1. I ' es un intervalo abierto por la derecha, es decir, I ’ = [tko,r) o I ‘ = [tkm+00).

2. Si existe un subconjunto compacto K C X tal que p*(t) E K x Z para todo t e I ',
entonces p’ está globalmente definida, es decir, I’ = [tkm+00).

CO . Si I' = [tko,7'), entonces para cada subconjunto compacto K C X con 1:0 e K
existe t' e [tko,r) tal que p‘(t’) í K x Z. En otras palabras, la. trayectoria p‘(t)
abandona en tiempo finito cada subconjunto de la forma K x Z con K compacto.

4. Si I’ = [tk°,'r) y tk, < 1' 5 tk1+n entonces pïlukvr) es la solución maximal del
problema a valores iniciales

a'v= f1(t,z,zi,zi), z(tk,) = zi

con (21,21) = p’(tk,). Si así no fuese, es decir, si pïIukl'T) no fuese la solución
maxima] de ese p.v.i., p; podría extenderse con continuidad al intervalo [tkm'r] y,
en consecuencia, existiría un conjunto compacto K C Q tal que pï(t) e K Vt e I ',
pero entonces por el punto 2, I ' = [tkm+00) lo cual sería absurdo.
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Como consecuencia de la observación 2.5 y de resultados estándar para la existencia
global de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias (ver por ejemplo Teorema 11.4.3,
pag. 188 de [78]) vale la siguiente:

Pr0posición 2.1 Supongamos que f1 en (2.6) satisface (H1) y (H2) y que X = IR".
Supongamos, además, que para cada wo = (xo, zo) e Q existen 7 e L}OC(R+)y 45: HF -—>
R+ continua y no decreciente, tales que fo+°°da’l(s)ds = +oo y

|f1(t,I,Io,zo)| S 7(t)45(lr|) Vt 2 0 V2 e B".

Entonces las soluciones maximales del problema a valores iniciales (2.6) están global­
mente definidas.

2.4.2 Continuidad de las soluciones respecto de las condiciones
iniciales

En lo que sigue estudiaremos la dependencia de las soluciones del problema a valores
iniciales (2.6) respecto de las condiciones iniciales. Demostraremos que si el lado dere­
cho de la ecuación híbrida satisface las condiciones (HlF), (H2F) y (H3), las soluciones
maximalmente definidas de ésta dependen continuamente de las condiciones iniciales.

Teorema 2.3 Supongamos que en (2.6) f1 y f2 satisfacen las condiciones (HlF), (H2F)
y (H3). Sea {wm : m e 2+} C Q tal que limm_,+°°wm = wo y sea pm la única solución
maximalmente definida del problema a valores iniciales (2.6), con p(tk°) = wm. Entonces
si po está definida en el intervalo J = [tkmT], pm está definida en J para m suficientemente
grande y pm —)po en ¿'(J), es decir,

lim Ilpm- pollm = 0­
m—>+oo

Demostración: Vamos a considerar dos casos:
a) Caso tko S T 5 tkOH. Sean wm = (zmzm) y f,,,(t,:r) = f¡(t,:c,xm,zm) para

m = 0,1,... Debido a las hipótesis sobre la sucesión {wm} y sobre f1, tenemos que
tanto {mm} como {fm} están en las condiciones de la Proposición 2.4 del Apéndice I.

Sea po = (po_1,po‘2), entonces po_1|[,ko_T]= ¿o es solución del problema a valores iniciales
:i:= fo(t,z), :v(tk°) = 9:0. Por la Proposición 2.4 existe M e W tal que gm, la solución
maxima] del problema a valores iniciales z" = fm(t,:r), 12(tk0)= zm, está definida en el
intervalo [tk°,T] si m 2 M y además Em—)fo uniformemente en [tka].

Si T < tkOH, para m _>_M, la función 77m,definida en [tka] mediante 11m(t) =
(€m(t),zm), es solución de (2.1) con nm(tko) = wm y además nm —>po uniformemente en
[tka]. En otras palabras, {nm} converge a po en 8([tk°,T]). Debido al Teorema 2.1,
pmlltkOJ] = 77m­
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Si T = tk°+¡, para m 2 M definimos 17men [tko,tko+1) como antes y nm(tko+¡) =
(Em(tko+1),f2(ko, zm, zm). Razonando como en el caso anterior y teniendo en cuenta ahora
la continuidad de f2, llegamos a la conclusión que 17mconverge a po en ¿([tko, tk°+1])y que

pm|[¿k°,¿ko+,]= nm. Con esto queda probada la validez de la tesis en el caso tko 5 T 5 tkOH.
b Caso T > tha“. Este caso lo demostraremos en forma inductiva. Supongamos

válida la tesis para T 5 tko+k y consideremos tk0+k < T 5 tko+k+1. Entonces po está.
definida en [tkmtko+k]y por lo tanto para m 2 M1,,pm también está. definida en [tkmtk°+k]y
pm -—>po uniformemente en tal intervalo. Sin pérdida de generalidad suponemos Mk = 1 y
consideramos w,’,,= pm(tko+k). Entonces mín—)wa. De acuerdo con la Observación 2.4, la

función pin = pmljmnlgko+h+°°)es la solución maximal del problema a valores iniciales (12.6)
con the“, y a); en lugar tk, y wmrespectivamente. Entonces pg está definida en [tko+k,T],
adn —>wa y tha“, < T 5 tko+k+1. Entonces p', {cuán}y wa están en las condiciones del caso
a) y, en consecuencia, pfinestá definida en [tk°+k,T] para m suficientemente grande y pg,
converge uniformemente a pg en tal intervalo, concluyendo la demostración del teorema.
l

2.4.3 Ecuaciones híbridas lineales

En esta sección estudiaremos algunas propiedades de las soluciones de la ecuación híbrida
lineal (2.7).

En este caso consideraremos que el lado derecho de la ecuación verifica las siguientes
condiciones:

(L1) Las aplicaciones A(o) : 1R+ -> IRM", Bu(-) : R+ —)Rm“ y Blg(-) : R+ —)IRM“
son medibles Lebesgue.

(L2) Las matrices A(t), Bu(t) y B¡2(t) son uniformemente acotadas, esto es, existe una
constante L 2 0 tal que

I|A(t)Il + IlBu(t)|| + IIBn(t)Il S L Vt Z 0.

Observación 2.6 Como las condiciones (L1) y (L2) son necesarias y suficientes para
que el lado derecho de la ecuación híbrida lineal (2.7) satisfaga las condiciones (HlF) y
(H2F), y (H3) se verifica automáticamente, las soluciones maximales de la ecuación (2.7)
son únicas y dependen continuamente de las condiciones iniciales. Además, debido a (L2),
para cada wo = (3:0,zo),

If1(t,17,1?o,20)l = IA(t)a=+ Bumïo + Bl2(t)ZOI S LUIUJOII+ III) Vt 2 0.

con lo cual las hipótesis de la Proposición 2.1 se ven satisfechas y, en consecuencia, las
soluciones maximales están globalmente definidas.
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La siguiente proposición resume lo discutido en la Observación 2.6.

Proposición 2.2 Supongamos que las funciones a valores matriciales que aparecen en
(2.7) satisfacen (L1) y (L2). Entonces vale lo siguiente:

1. La solución maximal p de la ecuación (2.7) que satisface p(tko) = wo está definida
en [tkm+00).

2. Si p y p’ son las soluciones maximalmente definidas de (2.7) que satisfacen p(tk°) =
wo,p’(tko) = culy /\ e R, entonces p” = /\p+p’ es la solución maximalmente definida
de (2.7) que satisface p"(tko) = Awo+ 0.11.

OO . Para cada intervalo cerrado y acotado J E Jko existe una constante C = C(J) tal
que vale lo siguiente: si p es una solución maximal de la ecuación (2.7) entonces
IlleIloo,J S Cllp(tko)ll.

Demostración: Sólo demostraremos el punto 3. ya que el punto 1. fue discutido en la
Observación 2.6 y el punto 2. se verifica directamente comprobando que p” es solución de
la ecuación.

Consideremos el operador AJ : Q —>6 (J) definido por AJ(UJO)= pIJ, con p la solución
maximalmente definida de la ecuación que satisface p(tk0) = wo. Por el punto 2. AJ
es lineal y, por la continuidad de las soluciones respecto de las condiciones iniciales, es
continuo; por lo tanto AJ es acotado y queda demostrado el punto 3.l

2.5 Una clase de sistemas dinámicos híbridos

En esta sección comenzaremos el estudio del comportamiento asintótico de las soluciones
de una ecuación híbrida.

Para llevar a cabo este estudio, consideraremos al conjunto de soluciones de la ecuación
híbrida como un sistema dinámico híbrido y adoptaremos el marco teórico presentado en
[81]y en [55] para el estudio cualitativo de esta clase de sistema dinámico.

De acuerdo a esta teoría, un sistema dinámico híbrido es una familia de trayectorias
parametrizadas por las posiciones e instantes iniciales, que evolucionan en un espacio
métrico a lo largo de un espacio de tiempos abstracto. Es pertinente puntualizar que esta
definición de sistema dinámico híbrido, la que considera que un sistema dinámico híbrido
es una familia de trayectorias o movimientos, es una extensión de la de sistema dinámico
empleada en [56], la cual a su vez está inspirada en la definición de sistema dinámico
adoptada por Hahn en [26].

Los sistemas dinámicos determinados por ecuaciones híbridas son híbridos, no porque
el espacio de tiempos a lo largo del cual evolucionan las trayectorias sea abstracto, ya que

28



éste es EF, sino porque los instantes iniciales, es decir aquellos instantes en los cuales se
inicia alguna trayectoria, no son arbitrarios sino que están restringidos a ser elementos de
la sucesión de instantes de muestreo H.

De aquí en adelante supondremos, sin mencionarlo cada vez, que las funciones que
aparecen en el lado derecho de la ecuación híbrida (2.1) satisfacen las condiciones (H1) y
(H2) que garantizan la existencia y unicidad de las soluciones maximalmente definidas.

Con el objeto de presentar el sistema dinámico híbrido determinado por la ecuación
híbrida (2.1), precisamos introducir cierta notación. Para cada par (tkmwo) e II x Q,
denotemos w(-, tko,wo) = wtkomb) a la solución maxima] del problema a valores iniciales
(2.6) y thom = [tk0,T(ko,wo)) ( T(ko,wo) podría ser +00) al correspondiente intervalo
de definición maximal.

Consideremos el conjunto de soluciones o trayectorias maximalmente definidas ce la
ecuación híbrida (2.1)

S = {whom : Jgkom—)Q: tkoe H,wo e

Entonces, las trayectorias que componen la familia 8 evolucionan en el espacio métrico
Q a lo largo del espacio de tiempos RJ", sus instantes iniciales son elementos de la sucesión
l'I y sus estados iniciales son elementos de Q. Por lo tanto:

Observación 2.7 La penta-upla EH = {Rfi Q,9,8, H} es un sistema dinámico híbrido
en el sentido de Ye et al. ([81]).

Definición 2.8 EH es el sistema dinámico híbrido determinado por la ecuación híbrida
(2.1).

Observación 2.8 Cuando la s.i.m. H asociada a la ecuación híbrida es regular, por lo
expresado en la Observación 2.3, siempre es posible suponer sin pérdida de generalidad
que el período de muestreo ó = 1. Por lo tanto, en tal caso, supondremos por simplicidad
que II = 2+ y que la ecuación es de la forma (2.5).

Los sistemas dinámicos híbridos determinados por ecuaciones híbridas poseen algunas
propiedades que serán de importancia en el desarrollo subsiguiente. Con el objeto de
precisar estas propiedades, consideremos el conjunto

D = {(t,t,,,w) e IR+ x H x Q: tk 5 t < T(k,w)}.

También consideremos para cada par (tko,t) e H x IR+ con t 2 the, el conjunto

'Dtko‘t= {w E Q : (t, tkmw) e D}
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y, si éste no es vacío, las aplicaciones

Alkon!:Dtko.1_) f:(ll‘Llco’tl)!Alko.t(w)(') = w('a tkmw)l[tk°.t]

Pumg ÉDuo]; —)Q, ngo_¿(w) = w(t,tk°,w).

A partir de la Observación 2.4 y de los Teoremas 2.2 y 2.3 se deducen las siguientes
propiedades del sistema dinámico 2”:

Proposición 2.3 Sea EH el sistema dinámico híbrido determinado por la ecuación (2.1).
Entonces vale lo siguiente:

(A1) w(tk,tk,w) = o.)V(tk,w) e H x Q.

(A2) Si K C X es compacto y w(t,tk,w) e K x Z ‘v’t;c5 t < T, entonces T < T(k,w).

(A3) Si tkl E thoowon n y “1 = w(tkivtkovw0) entonces J‘krlwl = J‘ko'“on [tk"+oo) y
W(t,tkl,w1) = w(t1 tkovw0) e Jthuwl'

Si f1 en (2.1) satisface (HlF) y (H2F) y f2 en (2.1) satisface (H3), entonces EH además
verifica:

(A4) ’Des abierto en Utkenm, +oo) x {tk} x Q.

(A5) Fuel, es continua para cada tkoe H y cada t 2 tko.

(A6) Atko’ges continua para cada tko e H y cada t 2 tko.

Demostración: sólo demostraremos (A4) ya que el resto se deduce directamente, como
hemos dicho, de la Observación 2.4 y de los Teoremas 2.2 y 2.3. Sea (t,tk°,wo) e D,

entonces tko < t < T(tk0, wo) y por lo tanto wtko‘woestá definida en [tkmt + At] para algún
At > 0. Si suponemos la inexistencia de 61 > 0 y 7' > 0 tales que

(t - 51,t+ 61) X {tko} X Br(wo) n U [th-FCO) X {tk} X Q g D,
then

necesariamente existe una sucesión (tm, wm) con tm 2 tko, limm_,+ootm = t, limm_,+oowm =

wo y (tm,tko,wo) í D. Por otra parte, debido al Teorema 2.3, wtkO'wmestá definida en
[tkwt+At] para m suficientemente grande. Como tm G [tkmt+At] para m suficientemente
grande, tenemos que (tm, tkmwm) E D si m es suficientemente grande y llegamos a una
contradicción. I

A continuación introducimos algunas clases particulares de sistemas dinámicos híbridos.
La denominación que damos a cada clase particular está en relación directa con el tipo
de ecuación híbrida que la origina.
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Definición 2.9 Diremos que el sistema EH es lineal si la ecuación híbrida asociada es
lineal.

Observación 2.9 Cuando EH es lineal, de la Proposición 2.2 se deduce que:

o Q = IR" x Rm;

o ’D= Utken[tk,+oo) x {tk} x Q;

o DM = Q para cada tk E H y cada t 2 tk;

o 1",“ : Q -) Q y A,” : Q —)¿([tk, t]) son operadores lineales continuos.

Otras clases particulares de sistemas que consideraremos son la de los sistemas T-periódicos
y la de los sistemas tiempo-invariantes.

Definición 2.10 El sistema dinámico híbrido EH es T-pen'o'dz'cosi la ecuación híbrida
que lo determina es T-periódica y es tiempo-invariante si la ecuación es tiempo-invariante.

Observación 2.10 Cuando el sistema EH es T-periódico, por la Observación 2.4, valen:

1. T(k + T,w) = T(k,w) + T, con lo cual t E JHTM si y sólo si t —T e JM, y
w(t, k + T,w) = w(t —T, k,w) Vt e JH-r’w.

2. 'DkH-IHT = 'Dk,‘para cada k E Z+ y cada t 2 k.

3. Fk+r'¿+-r(w) = I‘k',(w) Vw E 'Dk't.

4. Ak+r‘¿+r(w)(7') = Ak'¿(w)(T- T) Vw e D“ y VT6 [k + T, t + T].

Observación 2.11 Si el sistema EH es tiempo-invariante, es decir 1-periódico y deno­
tamos T(w) = T(O,w), Ju, = [O,T(w)) = Jo“, ww(-) = w(-,w) = w(o,0,w), D, = Do'g,
At = AM y I‘, = I‘M, la propiedades 1 a 4 de la Observación 2.10 se traducen en las
siguientes:

H . T(k,w) = T(w) + k, con lo cual t e JW si y sólo si t- k e Ju, y w(t,k,w) =
w(t —k,w) Vt E kaw.

2. D“ = 'D¿_kpara cada k e 2+ y cada t 2 k.

OO . Pk,¿(w) = Fg_k(ü)) VU.)e D¿_k.

a}. . Ak,¿(w)(*r) = A¡_¡.(w)('r —k) Vw E 'D¿_k y VT E [k,t].
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De lo anterior se deduce que todas las trayectorias de S se obtienen transladando en el
tiempo las trayectorias de la familia

S‘={wu:Jw—)Q: uEQ},

compuesta por las trayectorias de S que comienzan en el instante inicial t = 0. Esta es la
razón por la cual hemos denominado tiempo-invariante a esta clase de sistema.

2.6 Estabilidad de sistemas dinámicos híbridos

En esta secciónestudiaremos las distintas propiedades cualitativas de los sistemas dinámicos
híbridos determinados por ecuaciones híbridas. Con tal fin, siguiendo [81], introducire­
mos la noción de conjunto invariante respecto del sistema dinámico híbrido y daremos las
definiciones de las distintas propiedades cualitativas que respecto de éste puede gozar el
sistema dinámico híbrido. Las definiciones de las propiedades cualitativas de los sistemas
dinámicos híbridos que adoptaremos son extensiones naturales de las consideradas para
los sistemas dinámicos determinados por ecuaciones diferenciales, en diferencias, etc. (ver
[26], [25], [40], [56], entre otros).

En el estudio que emprenderemos sobre el comportamiento asintótico de las trayec­
torias del sistema dinámico híbrido determinado por una ecuación híbrida, la noción de
conjunto invariante jugará un rol fundamental.

Definición 2.11 Diremos que un subconjunto no vacío M g Q es invariante respecto
de EH si para cualquier par de condiciones iniciales (tkmwo) e H x M, w(t, tkmwo) e M

Vt E Jgkouo.

En otros términos, un subconjunto M de Q es invariante si las trayectorias que se inician
en M permanecen allí mientras están definidas.

Observación 2.12 En general, de la mera definición de conjunto invariante no es posible
deducir que las trayectorias que en él se inician están globalmente definidas. Sin embargo,
debido a (A2), esta existencia global puede asegurarse si el conjunto invariante M es
compacto en Q, o, más generalmente, si para cada z e Z la sección M, = {:c e X :
(1,2) e M} de M tiene clausura compacta en X.

Una clase de conjuntos invariantes de particular interés es la de los puntos de equilibrio.

Definición 2.12 Diremos que we e Q es un punto de equilibrio de EH si {we} es inva­
riante respecto de EH.
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En términos de la ecuación híbrida (2.1) que determina al sistema híbrido, we= (ze, ze)
es un equilibrio de EH si y sólo si f1(t, ze, :re,ze) = 0 Vt e B+ y f2(k,ze, ze) = ze Vk e 2+.

A continuación definimos las propiedades cualitativas que consideramos para un con­
junto M invariante respecto del sistema EH.

Definición 2.13 Estabilidad: El conjunto invariante M es estable (E) si para cada
e > O y cada k e Z+ existe 6(k,e) > 0 tal que si dM(w) 5 6(k,e), dM(w(t,tk,w)) < e
Vt 2 tk.

Definición 2.14 Estabilidad Uniforme: El conjunto invariante M es uniformemente
estable (UE) si es estable y para cada e > 0 puede elegirse 6 independiente de lc, es decir
ó = 45(5).

Observamos que la definición de estabilidad requiere implícitamente que para cada
instante inicial tk, exista un (Sk-entornocerrado de M tal que las trayectorias que se
inician en tal entorno y en tal instante, se encuentren globalmente definidas. En el caso
de la estabilidad uniforme, tal entorno debe además ser independiente de k.

Definición 2.15 Estabilidad Asintótica: El conjunto invarianteM es asinto’ticamcnte
estable (AE) si es estable y, además, para cada k e Z+ existe n = n(k) > 0 tal que
lim¿_,+oodM(w(t, tk,w)) = 0 si dM(w) 5 n.

Definición 2.16 Estabilidad Asintótica Uniforme: El conjuntoinvarianteM es uni­
formemente asintóticamente estable (UAE) si es uniformemente estable y existe n > 0 para
el cual vale lo siguiente: para cada e > 0 existe T = T(e) 2 0 tal que dM(w(t, tk,wk)) _<_e
si dM(w)5 ny t 2 tk+T.

Definición 2.17 Estabilidad Exponencial: El conjunto invariante M es exponencial­
mente estable (EE) si existen constantes positivas p, n y 17tales que si dM(w) 5 n,
dM(w(t, tk,w)) 5 de(w)e"‘(‘-‘*) para todo t 2 tk.

Es inmediato que la estabilidad exponencial de un conjunto invariante implica la es­
tabilidad asintótica uniforme del mismo.

Definición 2.18 Inestabilidad: El conjunto invariante M es inestable (I) si no es esta­
ble.

En las siguientes definiciones, de caracter global, suponemos X = R“ y Z = IR’" y
Q = R" x Rm.
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Definición 2.19 Estabilidad Asintótica Global: El conjunto invarianteM es global­
mente asintóticamente estable (GAE) si es estable y lim¿_,+°°dM(w(t, tk,w)) = 0 ‘v’t,ce H
y Vw G Q.

Definición 2.20 Estabilidad Asintótica Uniforme Global: El conjuntoinvariante
M es globalmente uniformemente asintóticamente estable (GUAE) si:

1. Es uniformemente estable.

2. Para cada 17> O existe u = 1/(71)tal que si dM(w) 5 n,

dM(W(t,tk,w)) S 11(7))Vtk» Vt 2 tk­

3. Para cada e > Oy cada n > 0 existe T = T(e,n) 2 0 tal que si dM(w) 5 n,

dM(W(t, tk,w)) S 6 Vtk, ‘v’tZ tk +

Definición 2.21 Estabilidad Exponencial Global: El conjunto invariante M es glo­
balmente exponencialmente estable (GUAE) si existen constantes positivas a y Ktales que
Vwe n, dM(w(t,tk,w))s mom-KM Vtky Vt2 tk.

Nuestro principal objetivo de ahora en más será. el de obtener condiciones tanto su­
ficientes como necesarias para las distintas propiedades de estabilidad que consideramos
para un conjunto invariante respecto de un sistema híbrido EH. En la derivación de estas
condiciones el sistema discretizado, que a continuación introduciremos, será.de fundamen­
tal importancia.

2.6.1 Sistema híbrido discretizado

A cada sistema dinámico híbrido EH determinado por una ecuación híbrida le podemos
asociar, de manera completamente natural, un sistema dinámico en tiempo discreto, (en
el sentido dado al término en el Apéndice A) que denominaremos sistema discretizado. El
sistema discretizado es el sistema dinámico en tiempo discreto que se obtiene al considerar
las trayectorias del sistema EH, sólo en el conjunto de instantes de muestreo H. Es decir,
es el sistema dinámico originado por las restricciones de las trayectorias de EH al espacio
de tiempos discreto H.

Este sistema en tiempo discreto jugará un papel fundamental en el estudio de las
propiedades de estabilidad del sistema dinámico híbrido. En efecto, después de probar,
bajo cierta hipótesis, que las propiedades de estabilidad (o de inestabilidad) de un con­
junto invariante M respecto del sistema híbrido, son equivalentes a las que posee M como
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conjunto invariante respecto del sistema discretizado, será posible establecer condicio­
nes, tanto necesarias como suficientes, para los distintos tipos de estabilidad que hemos
considerado. .

Con el objeto de definir formalmente la noción de sistema discretizado asociado al
sistema EH, consideremos para cada tk, e H y cada wo G Q la trayectoria muestreada o

trayectoria discretizada wdgkom : Jun“, n H —)Q, definida por wdtko'wo(tk) = wtko'wofik)
SÍ tk e Jgkowoñ

Sea

Sd = {wdtko'w0: thom ñ H -> Q: tko E H, wo E Q}

el conjunto formado por las restricciones de las trayectorias de EH a H. Entonces, las
trayectorias que componen la familia 8d evolucionan en Q a lo largo del espacio de tiempos
discreto H y sus condiciones iniciales son elementos de Q, por lo tanto la tetra-upla
EHD = {H, Q, 9,8,1} es un sistema dinámico en tiempo discreto.

Definición 2.22 BHDes el sistema discretizado asociado con EH.

Debido a las propiedades (A1) y (A3) de EH, el sistema discretizado BHD está de­
terminado por una ecuación en diferencias. En efecto, si consideramos el conjunto Dd =

Ukez+ k x 0k, con (2k = DM“ +1, y la aplicación F : D4 —>Q definida por

FW“) = Pthtk+1(w)’

de las propiedades (A1) y (A3) y de la definición de la aplicación Pt”, +1, resulta que el
sistema discretizado 2m; está determinado por la ecuación en diferencias

“(tk+1) = F(kaw(tk)), (2-14)

pues, para cada par (tkmwo) e H x Q, wdtko,wo(-)es la única solución maximalmente
definida de la ecuación (2.14) que satisface la condición inicial wdtko_wo(tko)= wo.

Observación 2.13 Cuando el lado derecho de la ecuación híbrida (2.1) satisface las con­
diciones (H1F), (H2F) y (H3), por la Proposición 2.3 valen (A4) y (A5) y, en consecuencia,
el lado derecho de la ecuación en diferencias (2.14) es una función continua cuyo dominio
de definición es abierto en 2+ x Q. En efecto, de (A5) se deduce la continuidad de F y
de (A4) se deduce que Ok es un subconjunto abierto de Q para cada k e 2+.

Observación 2.14 Cuando el sistema híbrido EH es T-periódico, por las propiedades 2.
y 3. de la Observación 2.10, resultan Ok = OHT Vice Z+ y F periódica con período T, es
decir, F(k + T,w) = F (k,w). En consecuencia,el sistema discretizado está determinado
por una ecuación en diferencias periódica.
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Si el sistema EH es tiempo-invariante, por 2. y 3. de la Observación 2.11, resultan
Qk = D1 Vk y F independiente de k, esto es, F(k,w) = F(w), por lo tanto podemos
considerar que F es una aplicación definida en 'Dd = 'Dl en lugar de Dd = Z+ x D1.
Notamos que en este caso el sistema discretizado está determinado por la ecuación en
diferencias autónoma

w(k +1) = F(w(k)). (2.15)

2.6.2 Caracterización de las propiedades de estabilidad de un
conjunto compacto invariante

Ya introducida la noción de sistema híbrido discretizado, comenzamos haciendo la si­
guiente:

Observación 2.15 Si M es un conjunto invariante respecto de EH, es inmediato, a partir
de la definición de sistema discretizado, que M también es invariante respecto de BHD.
Notamos que la recíproca no es necesariamente cierta.

En lo que sigue estudiaremos para un conjunto M invariante respecto de EH, las
relaciones que existen entre las propiedades cualitativas de M como conjunto invariante
respecto de EH y las de M como conjunto invariante respeto de BHD.

No es difícil probar a partir de las definiciones, que algunas de las propiedades cua­
litativas de M como conjunto invariante de EH se mantienen al considerar a M como
conjunto invariante de BHD. Por ejemplo, si M es E, UE, AE, UAE, EE, GAE, GUAE
o GEE, respecto de EH entonces M es, respectivamente, E, UE, AE, UAE, EE, GAE,
GUAE o GEE, respecto de EHD. Por otra parte, en general, la inestabilidad es la única
pr0piedad cualitativa de M como conjunto invariante de BHD que se mantiene al con­
siderar a M como conjunto invariante de EH. Las recíprocas, salvo que se impongan
condiciones adicionales sobre M y sobre EH, no son necesariamente ciertas.

De aquí en adelante supondremos que el conjunto invariante M es compacto en Q.
Tal suposición, no demasiado restrictiva para las aplicaciones, será conveniente por dos
motivos: en primer lugar tendremos asegurada la existencia global de las trayectorias de
2g que se inician en M, con lo cual, debido a que M g Qk Vk, cada Qk no será vacío; en
segundo lugar, podremos establecer la equivalencia entre las propiedades cualitativas de
M respecto de EH y las de M respecto de BHD, imponiendo condiciones no demasiado
restrictivas sobre el lado derecho de la ecuación híbrida que da origen al sistema híbrido
EH.

En el análisis de las relaciones que se pueden establecer entre las propiedades de M
como conjunto invariante del sistema híbrido y las de M como conjunto invariante del
sistema discretizado, consideremos las siguientes condiciones:
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(A7) Existen r' > 0 y 7 : [0,r’] —)B.“ de clase ICtales que
(a) M,. g 9,, wc e 2+,
(b) Vk E 1+ y VwG Mm dm(W(t,tk,w)) S 7(dM(w)) Vt E [tintml

(A8) Igual que (A7) pero con 7(r) = cr.

Si Q = R" x Rm también consideraremos las condiciones de caracter global:

(A7G) Las trayectorias de EH están globalmente definidas y existe 7 : IR+ —>IR+ de
clase K200tal que, Vk y Vw e 9 dM(w(t, tk,w)) 5 'y(dM(w)) Vt e [tk,tk+1).

(ASG) Igual que (A7G) pero con 'y(r) = cr.

La condiciones que recién introdujimos nos permitirán obtener conclusiones sobre el
comportamiento de las trayectorias del sistema híbrido en toda la escala temporal, a
partir del comportamiento de estas trayectorias en los instantes de muestreo. En otros
términos, estas condiciones son las que nos permitirán inferir las propiedades cualitativas
de un conjunto M invariante respecto de EH a partir de las propiedades cualitativas de
M como conjunto invariante respecto del sistema discretizado 2gp.

En los siguientes lemas, cuyas demostraciones se encuentran en el Apéndice II, damos
algunas condiciones suficientes para el cumplimiento de las condiciones recién introduci­
das, en términos del lado derecho de la ecuación híbrida que determina al sistema EH.

Lema 2.1 Sea M un conjunto compacto e invariante respecto del sistema dinámico
híbrido EH determinado por la ecuación híbrida (2.1).

Entonces

1. EH satisface (A7) si verifica la siguiente condición:

(a) Para cada conjunto compacto K C X x Q existen LK 2 0, TK > 0 y 7K :
[0, rK] —>B+ de clase ICtales que V(z,€, z), (122€, 2') e K: Ia:—:1:'|+ |E- E'I+
|z-z’l STKthGIIÏ+,

If1(tvxaévz) —f1(tvz,1€Ivzl)| S [’le _ 1'."+ 7'qu _ ¿II+ Iz _ Z'I)'

2. Si X = IR" y Q = R" x IR’", EH satisface (A7G) si satisface la siguiente condición:

(a) Existen L 2 0 y "yde clase ¡Cm tales que

|f1(t,a:,€, z) —f1(taw',€’,z’)l S LII - fv'l+ 'i(|€ - E'I+ |Z - Z'I)

V(z,€,z), (z’,E’,z’) e X x Q y Vt E 3+.
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3. EH satisface (A8) si f1 es localmente Lipschitz respecto de (LE, z), uniformemente
respecto de t e 112+,esto es: para cada conjunto compacto K C X x Q existe una
constante LK 2 0 tal que V(z,{, z), (:c’,€’,z’) E K y Vt e B+

lf1(tizi€)Z) _ f1(tizI)E,)zI)| S LK(Ix _ z" + _ ¿II+ |Z —Z’I).

4. Si X = R" y Q = R" x Bm, EH satisface (A8G) si f1 es globalmente Lipschitz
respecto de (2:,f, z), uniformemente respecto de t e R‘l, es decir, existe L 2 0 tal
que V(z,f,z), (:r’,f’,z') e X x Q y Vt e HF,

If1(t,z,€, z) —f1(t,z',€’,z’)| s L(Ia: —:c'I + Ig —¿'I + Iz —z'I)

Observación 2.16 La condición 1.(a) del Lema 2.1 se verifica si: i) f1 satisface el punto
2. de (H2F), i.e. es localmente Lipschitz respecto de la.variable a: uniformemente en t y en
compactos de (E,z), y ii) f1 es uniformemente continua en R‘“ x K para cada K C X x Q
compacto.

Entonces, en particular, EH verifica la condición (A7) en el caso en que f1 es continua,
satisface (H2F).2. y es periódica en la variable t, ya que en ese caso f1 verifica i) y ii).

Las condiciones que dimos en el Lema 2.1 para el cumplimiento de (A7), (A7G), (A8)
y (A8G) por parte de EH, pueden debilitarse considerablemente cuando M es un punto
de equilibrio, como lo demuestra el siguiente lema cuya demostración se encuentra en el
Apéndice II.

Lema 2.2 Sea we = (zmze) un punto de equilibrio del sistema dinámico híbrido EH
determinado por la ecuación híbrida (2.1).

Entonces

1. Si existen F > 0, L' 2 0 y 7' : [0,7‘] —) 1R+ de clase IC tales que V(a:,€,z)
|1:—:ce|+I€—:ce|+|z—ze|SFthER+,

|f1(t,z,€, Z)| S L'I-T- Iel + “NIE - mel+ IZ- Zel),

EH satisface (A7) con 7(r) = (r + ||H||7’(r))eL'||n||_

2. Si Q = IR" x Bm y existen L’ 2 0 y 7' de clase ¡Cogtal que Vt E R‘“ y V(a:,€,z) E
JR" x R" x IR”,

|f1(t,I,€, Z)!S L'II - Iel + 7'(I€ - IeI + Il - Zel),

EH satisface (A7G) con la 7(r) de 1.
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9° Si existen 1'"> 0 y L’ 2 0 tales que V(z,{,z) con Irc—ze] + IE—mel+ |z - ze| 5 1"y
Vt e 12+,

|f1(t,I,€,z)I S L‘(II - Iel + I€- ¿vel+ ¡z - Zel),

EH satisface (A8) con 'y(1‘) = c1-y c = (1 + “HIIL—)¿L°IIHII_

¡A . Si existe L’ 2 0 tal que V(a:,€,z) e R" x R" x Rm y Vt e EF,

lf1(tixagvz)lS —zel+ _ mel+ lz _ 26D)

EH satisface (A8G) con 7(r) como en 3.

Por último, cuando EH es T-periódico y valen las propiedades (A4) y (A6), EH verifica
automáticamente (A7). Cuando Q = R" x Rm, (A4), (A6) y la definición global de las
trayectorias de EH son suficientes para que se verifique (A7G). Más precisamente, se tiene
el siguiente lema, cuya demostración también se encuentra en el Apéndice II.

Lema 2.3 Sea M un conjunto compacto e invariante respecto del sistema dinámico
híbrido EH determinado por la ecuación híbrida (2.1). Supongamos que EH es T-periódico
y que verifica (A4) y (A6).

Entonces EH satisface (A7). Si X = R", Z = Bm y las trayectorias de EH están
globalmente definidas, entonces EH satisface (A7G).

En el siguiente teorema establecemos, bajo hipótesis adecuadas, la equivalencia entre
las propiedades cualitativas de un conjunto M compacto e invariante respecto de EH y
las propiedades cualitativas de M como conjunto invariante respecto de EHD.

Teorema 2.4 Sea M un conjunto compacto e invariante respecto del sistema dinámico
híbrido EH determinado por la.ecuación híbrida (2.1).

Entonces

1. Si EH satisface (A7), M es I, E, UE, AE, UAE o GAE respecto de EH si y sólo si
M es, respectivamente, I, E, UE, AE, UAE o GAE respecto de BHD.

N . Si EH satisface (A7G), M es GUAE respecto de EH si y sólo si M es GUAE respecto
de BHD.

o: . Si EH satisface (A8), M es EE respecto de EH si y sólo M es EE respecto de BHD.

4. Si EH satisface (A8G), M es GEE respecto de EH si y sólo M es GEE respecto de
BHD.
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Demostración:
Comenzaremos probando el item 1. Supongamos que EH satisface (A7). Que M es E,
UE, AE, UAE o GAE respecto de BHD si es, respectivamente, E, UE, AE, UAE o GAE
respecto de EH, se deduce directamente de las definiciones. También se deduce de la
definición que M es I respecto de EH si es I respecto de BHD; la recíproca, es decir, que
la inestabilidad de M respecto de EH implica la inestabilidad de M respecto de BHD,
quedará probada una vez que demostremos que la estabilidad de M respecto de BHD
implica la estabilidad de M respecto de EH. Por lo dicho hasta aquí, para concluir la
demostración del item 1. nos resta probar que si M es E, UE, AE, UAE o GAE respecto
de BHD entonces M es, respectivamente, E, UE, AE, UAE o GAE respecto de EH.

Supongamos que M es E respecto de BHD. Sean r' y 7 como en (A7). Fijemos
ko E Z+ y sea 0 < e < 7(1"). Consideremos 0 < e’ = 7-105) y e' = min{6’,r'}. Por ser
M estable respecto de BHD, existe ó = ¿(ko,é) > Otal que

dM(Wd(tk, tk°,w)) < €- Vtk Z tkoVU.)ZdM(UJ)S

Entonces, si dM(w) 5 6, de (2.16), (A2), (A7) y la definición de wd, Vtk 2 tko y Vt e
[tk,tk+1), dM(w(t,tko,w)) 5 7(dM(wd(tk,tko,w)) < 7(€') 5 e. En consecuencia, Vt 2 tko,
dM(w(t, tko,w)) < e y la estabilidad de M respecto de EH queda probada.

Si M es UE respecto de BHD, ó puede elegirse en forma independiente de ko y la
estabilidad de M respecto de EH resulta uniforme.

Antes de demostrar las implicaciones restantes, probaremos lo siguiente:

(Il) lim¿k_,+°°dM(Wd(tk, tk°,w)) = O => lim¿_,+°°dM(W(t, them)» =

Sea w E Q tal que lim¿,c_,+,,odM(wd(tk,tk°,w)) = 0. Consideremos 0 < 6 < 1" y sean
e’ y e"como antes. Sea 7d = Td(e',ko,w) tal que dM(wd(tk,tko,w)) < E si tk 2 tko + rd.
Sea tk, el primer instante de la sucesión H tal que tk, 2 tko+ rd. Entonces, empleando
argumentos similares a los empleados en la demostración de la estabilidad de M respecto
de EH, concluimos que dM(w(t, tko,w)) < e Vt Z th. Como tk, < tko+ Td+ IIHII,resulta

dM(w(t,tko,w)) < e Vt 2 tko + Td+ IIHII (2.17)

y, por la arbitrariedad de e, lim¿_,+°°d_w(w(t,tk°,w)) = 0.
Probaremos ahora las implicaciones restantes. Si M es AE respecto de 2m), M es

estable respecto de EH y, como lim¿k_,+oodM(wd(tk,tko,w)) = 0 para todo w tal que
dM(w) 5 71(k0),por (Il), lim¿_,+0°dM(wd(t,tko,w)) = 0 para todo w tal que dM(w) 5
17(ko);por lo tanto M es AE respecto de EH. Identicamente se demuestra que si M es
GAE respecto de BHD entonces M es GAE respecto de EH.

Por último, si M es UAE respecto de BHD, M es UE respecto de EHD y por lo tanto
M es UE respecto de EH. Por otra parte, como Td en (2.17) puede elegirse en forma
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independiente de ko y de w si dM(w) 5 n y n > 0 es como en la definición de la propiedad
UAE, M resulta UAE respecto de 2”, pues las condiciones de la Definición 2.16 se ven
satisfechas con el mismo n y con 1‘(e) = 73(5) + IIHII.

Probaremos ahora el punto 2. de la tesis del teorema. Sólo demostraremos que sz M
es GUAE respecto de BHD entonces M es GUAE respecto de EH, ya que la recíproca es
inmediata. Supongamos que M es GUAE respecto de BHD. Como (A7G) implica (A7),
2” resulta UE y queda probado el punto 1. de la definición de GUAE. Vamosa demostrar
ahora el punto 2. de tal definición. Fijemos 1]> 0. Entonces existe u‘ = u‘(n) tal que

dM(wd(tk,tko,w)) S V. VtkoVtk _>_tko y Vw ZdM(w) S T].

Sea 7 e ¡Cmcomo en (A7G), entonces de (2.18) y de (A7G),

dM(w(t,tko,w)) 5 'y(u') Vt;coVt 2 the y Vw : dM(w) 5 n, (2.19)

con lo cual, considerando 11(1))= 7(u’(n)), vale 2. de la Definición 2.20. Por último, la
validez del punto 3. de la definición de la propiedad GUAE se demuestra con argumentos
similares a los empleados para demostrar que si M es UAE respecto de BHDentonces M
es UAE respecto de EH.

En lo siguiente probaremos los puntos 3. y 4. de la tesis.
Comenzamos probando 3. Supongamos que vale (A8). Sólo vamos a demostrar que

M es EE respecto de EHD => M es EE respecto de EH ya que la recíproca es trivial.
Supongamos que M es EE respecto de BHD. Entonces existen constantes positivas p', n‘
y 17' tales que

dM(wd(tk,tk°,w)) S p‘dM(w)e-"'(t"-‘*°) Vtko,Vtk Z tkoy VwZdM((d)S 17'.

Sean r‘ y 'y(r) = cr como en (A8) y consideremos n = min{r'/p’,n‘}. De la definición
de n y de (2.20) resulta válida la siguiente desigualdad:

dM(wd(tk, tko,w)) 5 p’dM(w)e_"("‘_"‘0) < r' Vtko, ‘v’t,cZ tko y Vw : dM(w) 5 'r}.(‘¿.21)

Entonces, combinando (2.21) con (A8) resulta Vw: dM(w) 5 n y Vt;co5 tk S t < tk“

dM(w(tv tkmW» Cp’dM (w)e"‘.(‘k—tko)

cflten-(t—tk)dM(w)e_n.(t_tko)

Cp’eK'IIHIIdM(w)e-n°(t—tho)

s
s
s
s ndM(w)e‘""“‘*°)

y la EE de M respecto de EH queda probada.
El punto 4. de la tesis se prueba en forma similar al punto 3. y por lo tanto omitimos

la demostración. l
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Observación 2.17 El teorema precedente muestra que en sistemas de control a datos
muestreados, para determinar las propiedades de estabilidad de un conjunto invariante
compacto en toda la escala de tiempo, es suficiente analizar el comportamiento del sistema
respecto del mismo sólo en los instantes de muestreo.

Observación 2.18 El Teorema 2.4 generaliza los resultados locales que obtuvimos en
nuestro trabajo [50] (Teorema 5), ya que allí consideramos una clase particular de sistema
híbrido tiempo invariante, la de los sistemas determinados por ecuaciones híbridas cuyo
lado derecho no depende explícitamente del tiempo (f1 independiente de t y f2 indepen­
diente de k).

El Teorema 2.4 también contiene como caso particular algunos de los resultados ob­
tenidos en [63] respecto 1a estabilidad asintótica uniforme y exponencial de puntos de
equilibrio de sistemas de control a datos muestreados.

Como veremos a continuación, a partir del Teorema 2.4 y de los resultados para la
estabilidad de sistemas dinámicos en tiempo discreto que presentamos en el Apéndice
A, podremos establecer condiciones, tanto suficientes como necesarias, para algunas de
las propiedades cualitativas que hemos considerado. Tales condiciones serán formuladas
en términos de funciones de Lyapunov que se comportan de determinada forma en los
instantes de muestreo.

Los siguientes teoremas dan condicionessuficientes para las distintas propiedades loca­
les de estabilidad de un conjunto invariante compacto. En el primero de ellos damos con­
diciones suficientes para la estabilidad, la estabilidad uniforme y la estabilidad asintótica
uniforme mientras que en el segundo damos condiciones suficientes para la estabilidad
exponencial.

Teorema 2.5 Sea M un conjunto compacto e invariante respecto del sistema dinámico
híbrido EH determinado por la ecuación híbrida (2.1). Supongamos que EH satisface
(A7).

Entonces, si existe una función V : Z+ x Mr. -) FP“, 1“ > 0, que verifica las siguientes
condiciones:

1) V es continua y existe a1 e IC tal que a1(dM(w)) 5 V(k,w) Vk e Z+ y Vw e M,-;
2) existe 0 < r’ 5 r’ tal que V(k +1,w(tk+1,tk,w)) —V(k,w) 5 0, Vk E Z+ y Vw E Mr],
M es E respecto de EH.

Si en lugar de la condición 1) V verifica la condición:
1’) Existen a1 y a2 de clase IC tales que a1(dM(w)) 5 V(k,w) 5 a2(dM(w)) Vk e Z+ y
Vwe M,”
entonces M es UE respecto de EH.

Por último, si V verifica la condición 1') y la condición:
2’) existen 0 < r’ 5 r' y a3 de clase IC tales que V(k + 1,w(tk+1,tk,w)) —V(k,w) 5
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’(tk+1 - tk)a3(dM(w))I Vk G 2+ y VwE Mr',
M es UAE respecto de EH.

Demostración: se sigue directamente del Teorema A.1 del apéndice A y del punto 1.
del Teorema 2.4.I

Teorema 2.6 Sea M un conjunto compacto e invariante respecto del sistema dinámico
híbrido EH determinado por la ecuación híbrida (2.1). Supongamos que EH satisface
(A8).

Entonces, si existe una función V : Z+ x Mr. -+ R+, 1" > 0, que verifica, para ciertas
constantes positivas c,-,i = 1, 2,3, las condiciones:
1) c1(dM(a;))2 S V(k,w) 5 C2(dM(aJ))2Vk E 2+ y Vw G M,-;
2) existe 0 < r' 5 r‘ tal que V(k + 1,w(tk+1,tk,w)) —V(k,w) 5 -c3(dM(w))2, Vk e 2+
y Vw E Mrz,
M es EE respecto de EH.

Demostración: Se deduce inmediatamente del Teorema A.2 del Apéndice A y del punto
3. del Teorema 2.4. l

Los siguientes teoremas, de caracter global, dan condiciones suficientes tanto para la
estabilidad asintótica uniforme global como para la estabilidad exponencial global de un
conjunto invariante compacto.

Teorema 2.7 Sea M un conjunto compacto e invariante respecto del sistema dinámico
híbrido EH determinado por la ecuación híbrida (2.1). Supongamos que EH satisface
(A7G).

Entonces, si existe una función V : Z+ x Q —>B1“ que verifica las condiciones:
1) a1(dM(w)) 5 V(k,w) Vice Z+ Vw E Q; y
2) VU“+ 1,W(tk+1,tina-1))- V(k,w) S -(tk+1-tk)03(dM(w)) Vwe 9,
con ai, i = 1, 2, 3, de clase K200,entonces M es GUAE respecto de EH.

Demostración: es inmediata a partir de Teorema A.3 del Apéndice A y del punto 2. del
Teorema 2.4. I

Teorema 2.8 Sea M un conjunto compacto e invariante respecto del sistema dinámico
híbrido EH determinado por la ecuación híbrida (2.1). Supongamos que EH satisface
(A8G).

Entonces, si existe una función V : Z+ x Q —)R‘“ que verifica, para ciertas constantes
positivas c,-, 2'= 1, 2, 3, las condiciones:
1) 61(dM(W))2 S VUWÚ) S c2(dM(°-’))2 Vk G 2+ Y Vw G 9; Y
2) V(k +1,w(tk+1,tk,w))- V(k,w) 5 —c3(dM(cu))2Vk e Zl' y Vw€ f2,
M es GEE respecto de EH.
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Demostración: Se deduce inmediatamente del Teorema A.4 del Apéndice A y del punto
4. del Teorema 2.4. I

Observación 2.19 El Teorema 2.5 fue inicialmente probado en nuestro trabajo [50].
Allí se supuso que tanto f1 como f2 eran independientes del tiempo y que la s.i.m. l'I era
regular.

Observación 2.20 Las condiciones dadas en los Teoremas 2.5 y 2.6 para la estabilidad
uniforme, asintótica uniforme y exponencial de un conjunto compacto e invariante res­
pecto de un sistema dinámico híbrido determinado por una ecuación híbrida, son menos
conservativas que las condiciones que dan para los sistemas dinámicos híbridos generales
los Teoremas 4.1 y 4.2 de [81] y el Teorema 3.2 de [55], en tanto y en cuanto los Teoremas
2.5 y 2.6 no presuponen ningún comportamiento especial de la función de Lyapunov V
entre instantes de muestreo.

Observación 2.21 El Teorema 2.5 puede ser considerado como una extensión de las
condiciones obtenidas en [1] y en [65] para la estabilidad asintótica uniforme de puntos
de equilibrio de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Cuando el sistema híbrido EH verifica (A5), es decir, cuando el lado derecho de la
ecuación en diferencias que determina al sistema discretizado es continuo, a partir de los
teoremas inversos de Lyapunov para sistemas dinámicos en tiempo discreto que damos en
el Apéndice A, es posible asegurar la existencia de funciones de Lyapunov V que, además
de satisfacer las condiciones enunciadas en los teoremas que recién presentamos, también
poseen alguna propiedad adicional, por ejemplo son continuas.

Teorema 2.9 Sea EH el sistema dinámico híbrido determinado por la ecuación híbrida
(2.1). Supongamos que EH verifica (A5).

Entonces

1. Si M es un conjunto compacto invariante UE, existe una función V : Z+ x Mr. —>
R43 con 1" > 0, que verifica las condiciones 1’) y 2) del Teorema 2.5.

2. Si M es un conjunto compacto invariante UAE, existe una función continua V :
Z+ x Mr. —>HW, con r' > 0, que verifica las condiciones 1’) y 2') del Teorema 2.5.

Además, tanto en 1. como en 2., la función V puede suponerse T-periódica o indepen­
diente de k si EH es, respectivamente, T-periódico o tiempo invariante.

Demostración: Se deduce inmediatamente del Teorema A.5 del Apéndice A y del punto
1. del Teorema 2.4. l
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Teorema 2.10 Sea EH el sistema dinámico híbrido determinado por la ecuación híbrida
(2.1). Supongamos que EH verifica (A5).

Entonces, si M es un conjunto compacto invariante EE, existe una función continua
V : Z+ x M,- —)R+, con 1" > 0, que verifica las condiciones 1) y 2) del Teorema 2.6.

Si además EH es T-periódico o tiempo invariante, la función V puede suponerse,
respectivamente, T-periódica o independiente de k.

Demostración: Se deduce inmediatamente del Teorema A.6 del Apéndice A y del punto
3. del Teorema 2.4. l

Teorema 2.11 Sea 2;; el sistema dinámico hibrido determinado por la ecuación híbrida
(2.1). Supongamos que EH verifica (A5).

Entonces, si M es un conjunto compacto invariante GUAE, existe una función continua
V : Z+ x Q —)R+ que verifica las condiciones 1) y 2) del Teorema 2.7.

Si además EH es T-periódico o tiempo invariante, la función V puede suponerse,
respectivamente, T-periódica o independiente de k.

Demostración: Se deduce inmediatamente del Teorema A.7 del Apéndice A y del punto
2. del Teorema 2.4. l

Teorema 2.12 Sea EH el sistema dinámico híbrido determinado por la ecuación híbrida
(2.1). Supongamos que EH verifica (A5).

Entonces, si M es un conjunto compacto invariante GEE, existe una función continua
V : Z+ x Q —)R“ que verifica las condiciones 1) y 2) del Teorema 2.8.

Si además EH es T-periódico o tiempo invariante, la función V puede suponerse,
respectivamente, T-periódica o independiente de k.

Demostración: Se deduce inmediatamente del Teorema A.8 del Apéndice A y del punto
4. del Teorema 2.4. l

Observación 2.22 Los teoremas inversos de Lyapunov no sólo son un complemento de
los teoremas directos. A partir de ellos muchas veces es posible establecer otras pro­
piedades de los sistemas dinámicos que son en si mismas importantes. Por ejemplo, los
teoremas inversos son útiles, como veremos en el capítulo siguiente, en el estudio del
comportamiento de sistemas que se encuentran afectados por perturbaciones; estudio que
es de interés en las aplicaciones, pues, en el análisis de un sistema de control a datos
muestreados, una forma de tener en cuenta los efectos de cuantización que introducen los
conversores, los errores en el modelado, en las mediciones y en los actuadores, etc.._es
considerarlos a todos ellos como perturbaciones que afectan el modelo del sistema.
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2.7 Conclusiones

En este capitulo presentamos las ecuaciones híbridas, las cuales nos permiten modelar en
toda la escala temporal los sistemas de control a datos muestreados, incluso aquellos en
los cuales hay involucrados más de un período de muestreo.

Una vez definida la noción de solución hemos dado teoremas que garantizan la exis­
tencia, unicidad y prolongabilidad de éstas y demostrado, bajo ciertas hipótesis, la conti­
nuidad de las soluciones respecto de las condiciones iniciales.

Una vez introducido el sistema dinámicos híbrido originado por las soluciones de una
ecuación híbrida, estudiamos el comportamiento asintótico de las trayectorias de éste;
con tal fin introdujimos la noción de sistema discretizado y demostramos bajo ciertas
condiciones que las propiedades de estabilidad locales o globales de un conjunto compac­
to invariante respecto del sistema dinámico híbrido, son equivalentes a las propiedades
de estabilidad del mismo conjunto respecto del sistema discretizado. Esta equivalencia
nos permitió enunciar condiciones suficientes para las distintas propiedades de estabilidad
de un conjunto invariante compacto en términos de funciones de Lyapunov. Tales con­
diciones son menos restrictivas que las obtenidas en [81] y en [9], ya que no presuponen
ningún comportamiento especial de la función de Lyapunov entre muestras. Una de las
condiciones suficientes que enunciamos extiende a los sistemas híbridos que consideramos,
una condición formulada en [1]para sistemas de ecuaciones diferenciales tiempo variantes.

2.8 Apéndice I
En este apéndice enunciaremos algunos de los resultados sobre ecuaciones diferenciales
ordinarias que empleamos a lo largo del capítulo.

Sea f : I x X —)R" con I g IR un intervalo y X g IR" abierto. Dados zo E X
y to E X, decimos que la función E : J —+X con f e AC"(J), J g I y to e J, es una
solución del problema a valores iniciales

si:= f(t,a:), a:(to) = :co (2.22)

Si ¿(12)= fuga» para C351tOdOt e J Y ¿(150)= zo o, equivalentemente, si Vt e J

t

¿(Ü = 330+/ f(3,€(s))ds.to

En lo que sigue se supone que f satisface la siguientes condiciones:

(D1) Para cada. t E I, f(t,') es continua en X y para cada :r: e X, f(-,z) es medi­
ble Lebesgue en I.
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(D2) Para cada subconjunto compacto K C X, existen a y fi e L}0c(I) tales que se
verifica:

1. |f(t,1ï)lSa(t) VtEIszE Ky

2. ]f(t,1:)-—f(t,:v’)|5,3(t)|1:-z'| Vt€Isz,a:' GK.

El teorema que sigue, cuya.demostración puede encontrarse en [72],Teorema 54, pag.
476, es una versión del Teorema de existencia y unicidad de soluciones.

Teorema 2.13 Supongamos que f satisface las condiciones (D1) y (D2).
Entonces, para cada par (to,:r:o) E I x X existe una única solución del problema

a valores iniciales (2.22), f : J —) X con J 7€ (D,maximalmente definida, esto es: si
E' : J’ —>X es solución de (2.22), entonces J' g J y E = 6' en J’.
Además, J resulta abierto relativo a I.

Observamos que del Teorema 2.13 se desprende inmediatamente que sobre cada inter­
valo J’ g I con to E J’, a lo sumo puede estar definida una solución de (2.22).

Lema 2.4 Supongamos que f satisface las condiciones (D1) y (D2), que 5 : [t0,r) —)X
con [to,7']g I es una solución de (2.22) y que para algún subconjunto compacto K C X,
¿(t) e K para todo t G [to,r).

Entonces existe {(T‘) := lim¿_,,—6

Demostración: Este lema puede deducirse de la Proposición C.3.6, pag 481, de [72]. Sin
embargo preferimos dar una demostración directa.

Por ser fi solución de (2.22), Vt E [to,T)

¿(o = 130+ t f(s, ¿(sms (2.23)

Por hipótesis, f (t) e K para todo t e [to,T). Entonces si a(-) es la función que aparece
en la condición (C2), a partir de (2.23) deducimos para to 5 t' S t < 7' que

I€(t)- ¿(t’)ls «sus.

De esta última desigualdad y de la integrabilidad de a en [to,T] se deduce que IE(t) ­
¿(t’)| —>0 si t',t -—>7-, y, a posteriori, la existencia de limt_,,_ ¿(T‘). I
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Proposición 2.4 Consideremos la familia de problemas a valores iniciales

i: = fm(t,:v), :z:(to)= zm, m = 0, 1,... (2.24)

con fm : I x X —)X, to e I y :cme X. Supongamos que cada fm satisface las condi­
ciones (Dl) y (D2), esta última con funciones a y fi independientes de m. Supongamos
también que limm_,+oofm(t,:r) = fo(t,:v) y que limm_,+oozm = 1:0. Sea Em la solución
maximalmente definida de (2.24).

Entonces si ¿o está definida. en el intervalo [t0,To], ¿m también está definida en [t0,To]
para m suficientemente grande y (m —>{o uniformemente en [to,To].

Demostración:
Primero vamos a demostrar la proposición suponiendo que X = IR" y que además vale lo
siguiente:

(*) Existen a y fi localmente integrables tales que

1. Ifm(t,a:)| S a(t) Vt e I, Va;E IR" y Vm G 2+.

2. lance) —[ÁLz’H S fi(t)|z —z’I Vt E I‘v’z,z’ e R" y Vm e 2+.
Debido a 1., la solución maximal del PVI (2.24) fm está globalmente definida, con lo cual
sólo resta probar que Em —>{o uniformemente en [to,T0].

Sea t e [to,T0], entonces tenemos que

|€m(t) - €o(t)I S l-ïm- rCol+/t Ifm(s,€m(8)) - fo(8,€o(8))|d8

s Izm-zo|+ Ifm(s,¿m(s)>—fm(s,so(s))lds

+ Ifm(s,€o(s))—¡o(s,¿o(s))¡ds

s ¡zm-20H a(s)¡¿m(s)>-so<s)>lds
To

+ Ifm<s,eo(s>>- ¡o<s,¿o(s))lds. (2.25)

Denominando a,n = ft? Ifm(s,€o(s)) - fo(s,€o(s))|ds, de (2.25) y el lema de Gronwall­
Belman resulta que Vt e [to,To]

I€m(t)—¿gun < amlxm_ melenas“

5 amlxm —:COIeÏ':oBm“. (2.26)
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Luego, la convergencia uniforme de Ema ¿o sobre el intervalo [to,To]se deduce inmedia­
tamente de (2.26), si probamos que am —>0 cuando m -—>+oo. Para probar esto último,
consideremos la sucesión de funciones {gm: m e W}, gm(s) = Ifm(s,€o(s)) —fo(s,6o(s))|,
como limm_,+°°gm(s) = 0 y Igm(s)| 5 2a(s), por el teorema de la convergencia mayorada
de Lebesgue tenemos que

To T0

ini-¡31100am = mETOOÁ gm(s)ds = /to "¡211100gm(s)ds = 0,

que es lo que restaba probar.
El caso general se deduce del caso particular de la siguiente forma. Sea K., =

€o([to,To]) C X. Como Ko es compacto y X es abierto, existe r > 0 tal que Ko C
K, C K2, C X. Consideremos una función de clase C°° x : IR" -> IR" tal que x E 1 en
K,,XEOenflï"-K2,y05x51enR"y,paracadame2+,seafm:IXR",
fm(t,z) = x(1:)fm(t,z). Entonces, la familia {fm} se encuentra en las hipótesis de la
proposición y satisface la condición (*), esto último debido a que cada miembro de la
familia {fm} satisface (D2) con a y fi independientes de m. Luego, si É", es la solución
maximal del problema a valores iniciales (2.24) con fm en lugar de fm, tenemos que É",
converge uniformemente a ¿o sobre el intervalo [t0,To].

La demostración de la proposición finaliza teniendo en cuenta lo siguiente:
i) Si en el intervalos J g I, ¿".(J) (_ZK, o É”, g Kr, entonces {m .=_En, en J, pues,
fmsfm enIxK,.
ii) Entonces, como {o([to,To]) Q Ko C KH ¿o E- Éo en [to,To].
iii) Debido a la convergencia uniforme de É”, a {-0y a que 50([to,To]) = 60([to,To]) g Ko,
existe M e 2+ tal que Ém([to,To])g K, Vm 2 M. Entonces por i) 6:" E ¿m en [to,To]
Vm 2 M, con lo cual tenemos que En, está definida en [to,To] si m 2 M y que {m —>¿o
uniformemente en [to,T0]. l

2.9 Apéndice II
Demostración del Lema 2.1:

Supongamos que EH cumple 1.(a). Sea p > 0 tal que el conjunto K = {(1156,z) e
IR" x R" x Z: dM((:r,z)) 5 u y dM((¿,z)) 5 p} g X x Q y es compacto. Sean LK 2 0,
TK > 0 y 7K : [0,1'K] —>R+ como en 1.(a).

Consideremos la función 'y : [0,1'K] -—)R+ definida por

70-) = (r + llnll7K(T))eLK"n"a (2.27)

la cual es evidentemente de clase IC,y sea 0 < r' S TK tal que

1" + 7(T') S min(TK/2, W?)­
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En lo que sigue vamos a demostrar que con tales r‘ y 7 valen los puntos (a) y (b) de
(A7).

Fijemos k e Z+ y consideremos w = (2,2) e Mr. arbitrario. Sean w(t,tk,w) =
(z(t),z(t)) y [tk,t‘) = [tk,T(k,w))ñ[tk,tk+1), entonces w(t,tk,w) = (:v(t),z) si t G [th t‘).
Elijamos (D= (¿2) E M tal que

IIw — ¿Dll= Ia: —:ï:| + Iz — 2| = dM(w) 5 T'. (2.28)

Entonces, por ser M invariante, w(t, tk,C))= (:ï:(t),Z) e M Vt e [tmtk“).
De la definiciónde soluciónde la ecuación(2.1), y satisfacenlas siguientes

igualdades en el intervalo tk 5 t < t‘,

a:(t) = :c+ tf1(s,z(s),:c, z)ds
¿k

t

a':(t)= :c+/ f¡(s,:ï:(s),:ï:,2)ds,tk

por lo tanto, en el mismo intervalo,

t

Ia:(t)— 5 lx- :ï:|+/ |f1(s,:v(s),z,z)- f1(s,Í(s),:E,Z)|ds (2.29)tk

Consideremos el intervalo de números reales

I = {t e [tk,t‘): ‘V’t,c5 s 5 t, (z(s),z,z) GK y |z(s) — 5 rK/2}.

Como (:r(tk),1:,z) = (3,2,2) e K, pues dM((:v,2)) 5 r' 5 p/2 y II(tk)-Ï(tk)l = |:c—a’:|5
dM((:c,2)) 5 r’ 5 rK/2, tk e I, y por lo tanto I no es vacío.

Seat e I. Por la definición de I y la elección de r‘, para todo tk S s 5 t, (:E(s),:E,2) e
K y |x(s) —:ï:(s)|+ Iz-ÍI + |z-ZI g rK/2+r' 5 rK, entoncespor 1.(a), para tk 5 s 5 t

|f1(s,rc(8),a:, z) - f1(s,Í(s),Í, E)IS Lklz(3) - Í(8)I + 7K(|a:- ÍI + IZ- El), (2.30)

y de ésto, (2.29) y el lema de Gronwall-Belman, resulta la acotación

Iz(t) - í(t)l S (lx - í‘l + IIHII7K(II- í'l + Iz - ZI))eL""”" (2.31)

s 7(r‘)- (2.32)

Entonces, de (2.31), la definición de 7 y la arbitrariedad de t e I, deducimos

dmwu, tm) s lz(t) —mn + ¡z—2| 5 ww») w e I. (2.33)
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Si probamos que I = [tk,tk+1), tendremos probada la validez de (A7). En efecto, por un
lado (2.33) prueba la acotación por la función de clase IC. Por el otro (z(t),:r,z) C-K
Vt e [tk,tk+1), con lo cual, Vt e [tk,tk+¡), w(t,tk,w) = (z(t),z) e K’ = {(x’,z') E
R" x Z : 3€ e IR" con (1:25,z’) e K} g Q. Como K’ es compacto por ser la proyección
del conjunto compacto K sobre la primer y tercer componente, resulta por (A2) que
w(-, tbw) está definida por lo menos hasta t = tk+1 o, equivalentemente, que w e DK.
Como w e Mr. era arbitrario, resulta Mr. g Qk.

En primer lugar vamos a probar que I = [th t‘). Supongamos que esto no es cierto.
Entonces I = [tk,t“] con t“ < t’. De (2.32) y la elecciónde r', tenemos que |z(t") ­
:Í(t“)| 5 7(r') < rK/2 y de (2.33)y la elecciónde r‘ tenemos que dM(z(t”), z) 5 'y(r') <
p/2 y dM(a:,z) 5 1" < ,u/2. Entonces, por la continuidad de :c(-) y :ï:(-),existe t" < t’ < t‘
tal que Vt“ 5 s 5 t', (z(s),z,z) e K y |z(s) - :E(s)| S rK/2. Pero entonces t’ E I, lo
cual es absurdo. En consecuencia I = [tk,t’).

Ahora vamos a probar que t‘ = tk“. Si así no fuera, t" = T(k,w). Del hecho que
w(t,tk,w) e K ’ en el intervalo tk 5 t < t‘ y de la compacidad de K" concluimos que
t’ < T(k,w), lo cual es absurdo. Por lo tanto t' = tk“, concluyendo la demostración del
punto 1. de la tesis.

La validez del punto 3. de la tesis del lema se deduce inmediatamente de la demostra­
ción precedente teniendo en cuenta que en ese caso EH satisface 1.(a) con 7K(r) = LKr
y que por lo tanto vale (A7) con 7(r) = (1'+ IIHIILKr)eLK"n"= cr.

Supongamos ahora que nos encontramos en las condiciones del punto 2. Entonces
consideremos la función 7 : [0,+oo) —)IR+ definida por (2.27) con L y 77en lugar de LK
y 7K. En este caso 'y resulta evidentemente de clase Km. Fijemos k E Z+ y tomemos
w e Q arbitrario. Elijamos a; e M de modo tal que dM(w) = ||w —a)”. Empleando la
misma notación y siguiendo los mismos pasos que al principio, de (2.29) y la condición
2.(a), resulta que (2.33) vale para todo t e [tk,t’). Probando que t‘ = tk“ tendremos
probado (A7G), ya que por un lado tendremos la acotación por una función de clase ¡Cm
y por el otro, con argumentos similares a los empleados para demostrar (A7), tendremos
Ok = Q y con ello la definición global de las trayectorias de EH.

Al igual que en el caso anterior supongamos t' < tk“, entonces t" = T(k,w). Por otra
parte, por (2.33), w(t,tk,w) e M,(¿M(w))para todo t e [tb t'). Luego, por la compacidad
de M7(¿M(w))y (A2), t‘ < T(k,w), lo cual es absurdo. Entonces t' = tk.“ y queda probado
(A7G).

La validez del punto 4. de la tesis del lema se deduce inmediatamente de la demostra­
ción punto 3. En efecto, si f1 satisface las condiciones de 4., f1 satisface las condiciones
del punto 3. cOn la misma L y con ’70") = LT; en consecuencia, EH satisface (A7G) con
7(r) lineal, es decir, vale (A8G). I
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Demostración del Lema 2.2:

Como la demostración de este lema se obtiene modificando ligeramente la demostración
de Lema 2.1, sólo indicaremos que modificaciones que hay que efectuar.

La demostración de punto 1. se obtiene a partir de la del punto 1. del Lema 2.1
reemplazando en todos los pasos de dicha demostración, 7K por 'y' y TKpor f, y teniendo
en cuenta que (2.30) sigue valiendo para todo t e I, porque en este caso, (a':(s),a':,2) =
(ze,a:e,ze), f1(t,a:¿,a:e, ze) = 0 y suponemos que vale la acotación |f1(t,a:,¿,z)| 5 L'Ia: —
xel + 'y'(|€ —mel + Iz - zel) para todo t e 1113+y para todo (:r,€,z) e E x Q : Irc—(cel+
l€_zel+lz_zel S7:­

Las demostraciones de los puntos 2., 3. y 4. se obtienen de las demostraciones de los
correspondientes puntos del Lema 2.1 con modificaciones y consideraciones similares a las
que mencionamos para la demostración el punto 1. I

Demostración de Lema 2.3:
Supongamos que EH es T-periódico y que valen (A4) y (A6). Debido a 2., 3. y 4. de

la Observación 2.10, la propiedad (A7) quedará probada si mostramos la existencia de un
número positivo r' y de una función 7 de clase IC tales que los puntos (a) y (b) de (A7)
valenparak: 1,...,T-1.

Sean Tí, . . . ,r}_1 constantes positivas tales que Mr; g Qk. Tales constantes existen
pues, para cada k, M g 0k y Ok es abierto debido a (A4).

Sea T' = min{7",‘c: k = 1,. ..,T —1}. Sin pérdida de generalidad podemos suponer,
por ser Q localmente compacto (X es abierto en IR" y Z es abierto o cerrado en IR’"),
que Mr. es compacto. Por la elección de r', Mr. g Ok si 1 5 k S T —1.

Parak=1,...T-1yr5r' sea

7k(r) = sup{dM(w(t,k,w)): dM(w)5 r, t E [k,k + (2.34)

Entonces 7k : [0,r'] -> IR es no negativa, no decreciente y lim,_,0+ 7k(r) = 0. Sólo
probaremos que 7k(r) está bien definida para todo r e [0,r'] y que lim,_,0+7k(r) = 0,
ya que el resto se deduce inmediatamente de la misma definición de 7k. Consideremos la
aplicación AM“ : Qk —)E([k,k + 1]), que es continua por (A6). Primero mostraremos
que 7k(r) es finita. Sea r 5 r‘. Como Mr es compacto y AM.“ es continua, Aklk+1(M,.)
es acotado en ¿([k, k + 1]) y por lo tanto existe una constante mk('r) tal que

llAk.k+l(w)lloo S mk(7') Vw É Mr,

o, equivalentemente,

||w(t, k,w)|| _<_mk(r) Vt G [k, k + 1] y Vw e Mr. (2.35)
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Sea CM = max{||w|| : w e M}, entonces de (2.35) y de la desigualdad triangular resulta
dM(w(t, k,w)) 5 mk(1')+CM Vt E [k,k+1] y Vwe Mr, con lo cual 7;,(1')5 mk(r)+CM <
+oo.

Ahora vamos a demostrar que lim,._,o+7;,(1') = 0. Sea 6 > 0, entonces, por la conti­
nuidad uniforme de AM“ sobre M,-, existe ¿(6, k) > 0 tal que

||Ahk+¡(w) —A¡c,¡.+1(w')||c,o< 6, si w,w' e Mr. y Ilw —w’” < ¿(6,k).

Fijemos 0 < r < ¿(6, k) y sea w e Mr. arbitrario pero tal que dM(cu)5 r. Sea w' e M tal
que [lu —w'|| = dM(w'). Por ser M invariante, tenemos que w(t, k,w’) E M Vt e [k, k +1]
y, en consecuencia,

dM(w(t,k,w)) 5 ||w(t,k,w) —w(t,k,w')|| Vt e [k,k +1]. (2.36)

Por otra parte, como ||w - w’II= dM(w) 5 r < ¿(6, k), para cada t E [k,k +1] vale

“w(takM) - w(t, kiw')” = IIAk.k+1(w)(t)- AIc,k+1(w')(lï)||

_<. IIAk.k+1(w) - Ak.k+1(w')"oo < 5- (2-37)

Entontes, de (2.36) y (2.37), si w e Mr. y dM(w) 5 1' < ¿(6,k),

dM(w(t, k,w)) < e Vt e [k,k +1]. (2.38)

De esta última desigualdad y de la definición de 7k resulta 7,,(1') < 6 VT< ¿(6, k), por
lo tanto lim,_,0+ 7k(r) = O.

Sea 'y : [0, r’] -—>R‘“ una función de clase IC tal que 7(r) 2 7k(r) para cada r e [0,r’]
y cada k = 1,. . . ,‘I‘ —1. (tal función existe debido a que cada una de las funciones 7k es
no decreciente y lim,_,o+7,,(r) = 0). Entonces Mr. g Ok para k = 1,. . . ,T —1 y

dM(w(tvkvw)) S 7k(dm(w)) S 'Y(dm(w)),

para cada w E M,-, cada t e [k,k +1] y cada k = 1, . . . , T —1. En consecuencia, por lo
dicho al comienzo, queda probado que EH satisface (A7).

Supongamos ahora Q = R" x Rm y que las trayectorias de EH están globalmente
definidas. Entonces, para cada k = 1, . . .,T —1 y cada r 2 0 consideremos, como en el
caso anterior

7;,(1')= sup{dM(w(t,k,w)): dM(w)5 r, t E [k,k +

Observamos que 7,,(1')está bien definida para cada 'r 2 0 por la continuidad uniforme de
Am“ sobre Mr. Además, al igual que en el caso anterior, 7k : B+ —>R es no decreciente,
no negativa y lim,_,o+ 7;,(7') = 0.
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Sea 'y : R+ —>R+, una función de clase ¡(lootal que 'y(r) 2 7k(r) para. cada r 2 0
y cada k = 1,...,T —1. Entonces, para. cada. w e M,-, cada t e [k,k +1] y cada.
k=LHWT—L

dM(w(t1kaw)) S 7k(dM(w)) S 7<dM(w))1

con lo cual queda. probada. la validez de (A7G). I
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Capítulo 3

Sistemas Lineales Perturbados

3.1 Introducción

En este capítulo estudiaremos, aplicando los resultados obtenidos en el capítulo anterior,
la estabilidad de los sistemas híbrido lineales y de los sistemas híbridos lineales pertur­
bados. Demostraremos que la estabilidad exponencial de un sistema híbrido lineal es
una propiedad robusta en dos sentidos: a) si perturbamos el sistema lineal con lo que
denominaremos perturbaciones evanescentes y estas perturbaciones son “suficientemente
pequeñas", entonces el sistema perturbado sigue siendo exponencialmente estable, y, b)
si las perturbaciones que afectan al sistema lineal son persistentes y también “suficiente­
mente pequeñas”, las trayectorias del sistema perturbado son uniformemente acotadas y
uniformemente finalmente acotadas.

Los resultados de robustez respecto de perturbaciones evanescentes serán empleado
luego para justificar el método de análisis por linealización, conocido también como Primer
Método de Lyapunov.

Por último, estudiaremos detalladamente el problema de la estabilización exponencial
de sistemas de control en tiempo continuo mediante controladores digitales, ya sea que se
empleen uno o más períodos de muestreo para muestrear tanto las salidas del sistema de
control como las salidas del controlador.

3.2 Estabilidad de sistemas híbridos lineales

En esta sección estudiaremos las propiedades de estabilidad del origen de coordenadas de
Q = R" x Rm respecto del sistema híbrido lineal Em, determinado por la ecuación

{ :'c(t) = A(t):c(t)+Bn(t)a:(tk)+Blg(t)z(tk) t€[tk,tk+¡) (31)Z(tk+1) = Bgl(k)a:(tk)+ng(k)z(tk) k G 2+ l
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donde A(t), BlJ-(t) y ng(k) son, para cada t 2 0, cada k e 2+ y cadaj = 1 ó 2, matrices
de dimensiones apropiadas .

Para poder aplicar en la presente situación los resultados que obtuvimos en el capítulo
2, supondremos que el lado derecho de la ecuación (3.1) satisface las condiciones (L1) y
(L2) introducidas en ese capítulo, es decir, supondremos que las funciones matriciales A(-),
Bu(-) y B¡2(') son medibles Lebesgue y acotadas. Entonces, debido a la Observación 2.9,
las trayectorias del sistema híbrido lineal EHL estarán globalmente definidas y el sistema
discretizado EH“) asociado a EHLestará determinado por la ecuación en diferencias lineal

“(tk+1) = H(k)w(tk), (3-2)

con H(k)w = F¿k_¿k+1(w)para cada o.) e Q y cada k e 2+. Resolviendo la ecuación
lineal (3.1), es posible obtener una expresión explícita de la matriz H (k). En efecto, si
w = (2,2) y Ftkykfiflu) = w(tk+1,tk,w) = (11,21), tenemos, por la formula de variación
de los parametros, que

tk+1

<1>(tk+1,s)Bu(s)zds + / <ï>(tk+1,s)Blg(s)zds, (3.3)tk

siendo <I>(t,s) la solución de la ecuación diferencial matricial X (t) = A(t)X (t), X (s) = I,
con I la matriz identidad. Por otra parte

21= le(k).’17+ 322002.

tIc+i

171= (Ï’(tk+1,tk)13+/ tk

En consecuencia, de (3.3) y (3.4) resulta la siguiente representación en bloques de la
matriz H (k)

_ HHUC) H1 (k)
H(k)-[H21(k) HM] (3'5)

con

Hnac) = <I>(tk+1,tk)+/ <I><tk+1,s)Bu(s)ds (3.6)

H12(k) = /tk+l©(tk+1,s)312(s)ds (3.7)

H21(k) = Bírac) (3.8)

H22(k) = 3220€). (3.9)

Cuando la ecuación (3.1) es N-periódica, supondremos como en el capítulo anterior
que el período de muestreo ó = 1. Entonces, de acuerdo con la Observación 2.14 la
ecuación en diferencias (3.2) que determina al sistema EHLDresulta de la forma

w(k +1) = H(k)w(k) (3.10)
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con H(k+N) = H(k) Vke 2+.
Notamos que en el caso particular en que (3.1) es tiempo invariante, H (k) = H (0) = H

Vk e Z+ y la ecuación en diferencias (3.10) que determina al sistema híbrido discretizado
se reduce a

w(k +1) = Hw(k). (3.11)

Cuando el sistema es tiempo invariante y las matrices que aparecen en el lado derecho de
la ecuación (3.1) son independientes del tiempo, H en (3.11) admite la siguiente repre­
sentación

eA(I + fole‘A’Buds) e" fole‘A’BlgdsH =
321 B22

(3.12)

Como hemos dicho al comienzo, el origen de coordenadas de Q es un punto de equilibrio
del sistema EHL. El siguiente lema, que se deduce de las propiedades de linealidad de EHL
enunciadas en la Observación 2.9, muestra por un lado que las propiedades de estabilidad
asintótica del origen son globales y por el otro que la estabilidad asintótica uniforme es
equivalente a la estabilidad exponencial.

Lema 3.1 Sea EHL el sistema dinámico hibrido determinado por la ecuación (3.1). Su­
pongamos que el lado derecho de (3.1) satisface (L1) y (L2). Sea wo = 0 el origei de
coordenadas de Q, entonces

1. wo es AE si y sólo si wo es GAE.

2. wo es UAE si y sólo si wo es GUAE.

3. wo es EE si y sólo si wo es GEE.

4. wo es GUAE si y sólo si wo es GEE.

Demostración: sólo demostraremos las partes sólo si de los items 2. y 4. ya que las
restantes implicaciones son triviales o se demuestran en forma similar.

Comenzamos suponiendo que wo es UAE. Lo primero que vamos a demostrar es que
las normas de los operadores lineales I‘M están uniformemente acotadas, es decir, q'le

SUPnllFt..e|l S M (3-13)tZthth

para algún M 2 O.
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Por ser wo UE, existe eo > 0 tal que V||w|| 5 so y ‘v’t;ce l'l,

IIFa.z(w)lI= ||w(t,tk,w)ll S 1 Vt 2 tk­

Entonces, por la linealidad de I‘M, resulta ||F¿k¿(w)|| 5 551 Vt 2 tk, ‘v’t,CE I'l y VIIwII5 1,
con lo cual (3.13) vale con M = 651.

Notamos que de (3.13) se deduce que

||w(t,tk,w)|| = ||Ftht(w)|| 5 M||w|| Vt Z tk ‘v’t;cG H y‘v'w E Q, (3.14)

y que de esto último sigue la validez del punto 2. de la Definición 2.20.
Por último vamos a demostrar que el punto 3. de la Definición 2.20 se verifica.
Fijemos e > 0 y n > 0, arbitrarios. Sea no > 0 como en la definición de estabilidad

asintótica uniforme y sean 1' = 17/110y 6’ = 5/1‘. Sea T = T(e’) tal que

||w(t,tk,w)u < e' w 2 tk + T yvuwn s 770- (3.15)

Entonces, de (3.15) y la linealidad de w(t,tk, -) resulta

||w(t, tk,w)|| = r||w(t,tk,r’1w)|| < 1‘6’= e, Vt 2 tk + Ty VlleI g 17,

que es lo que queriamos demostrar.
Supongamos ahora que woes GUAE y sea T' > 0 tal que

||w(t,tk,w)|| < 1/2 Vt 2 tk +T' yVIIwIIS 1. (3.16)

Entonces, empleando la linealidad de w(t, tk, '), deducimos que

||w(t,tk,w)ll <1/2llw|| Vt2 tk+T' wa E Q,

y de ésto y (A4) que,

“w(t, tinta)“ < (1/2)"|le| Vt 2 tk + n(T' + IIHII)wa E 9- (3-17)

para cada n e W.
Combinando (3.14) con (3.17) llegamos a la desigualdad

||w(t,tk,w)|| < M'(1/2)"||w|| Vt 2 tk +nT" Vn e Z+ y‘v’wE Q, (3.18)

donde M’ = max(1, M) y T" = (T’ + IIl'III). Entonces, si denota la función parte
entera, a partir de (3.18) resulta

||w(t, tk,w)|| < M'e-l‘íá‘lmuwu w 2 tkwa e o,
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y, a posteriori,

In2
Ilw(t,tk,w)ll< 2M'e‘W““*’IIwII Vt 2 tk wa e o,

con lo cual, considerando y = 2M' y rc= ¿5%,estamos en las condiciones de la definición
de estabilidad exponencial global. I

El siguiente resultado, consecuencia inmediata del Teorema 2.4, establece la equiva­
lencia entre las propiedades de estabilidad del origen de coordenadas de Q respectr del
sistema EHL y las propiedades de estabilidad del origen de coordenadas de Q respecto del
sistema EHLD.

Proposición 3.1 Sea EHLel sistema dinámico híbrido determinado por la ecuación (3.1).
Supongamos que el lado derecho de (3.1) satisface (L1) y (L2). Sea wo = 0 el origen de
coordenadas de Q, entonces woes un punto de equilibrio I, E, UE, GAE, GEE de Em, si
y sólo si wo es un punto de equilibrio, respectivamente, I, E, UE, GAE, GEE de EHLD.

Demostración: Por un lado (L1) y (L2) implican (H1) y (H2); por el otro (L2) implica la
Lipschitzcianidad del lado derecho de la primera de las ecuaciones de (3.1) y por lo tanto,
por el punto 4. del Lema 2.1, 2M, satisface la condición (A8G) respecto de M = {wo}.
Entonces Em, está. en las condiciones del Teorema 2.4 y vale la tesis de la proposición. l

El siguiente corolario se deduce inmediatamente de la proposición 3.1 y de resultados
estándar para sistemas lineales periódicos en tiempo discreto.

Corolario 3.1 Sea 2m, el sistema dinámico híbrido determinado por la ecuación (3.1).
Supongamos que (3.1) es N-periódica y que satisface (L1) y (L2). Consideremos la matriz
H = H(0)H(1) . . .H(N —1), con H(k) como en (3.10) y sea woel origen de coordenadas
de Q. Entonces

1. wo es un punto de equilibrio GEE respecto de Em, si y sólo si la matriz H es Schur
estable, es decir, si y sólo si los autovalores de H son de módulo menor que uno.

lo . woes un punto de equilibrio I respecto de Em, si algún autovalor de H tiene módulo
mayor que uno.

3.3 Sistemas híbridos lineales perturbados
En lo siguiente estudiaremos las propiedades de estabilidad del origen de coordenadas de
Q = IR" x Rm respecto del sistema dinámico híbrido EH originado por la ecuación híbrida
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lineal perturbada

{ á:(t) = G1(t,:r(t),a:(tk),z(tk))+gl(t,a:(t),z(tk),z(tk)) te[t,,,t,,+1)Z(tk+1) = G2(kax(tk)»z(tk))+92(kax(tk)vz(tk)) ¡562+
donde

, (3.19)

G1“, 1,6, Z) = A(t)1‘+ Bu(t)€ + Blz(t)2,

G20527,Z) = le(k)I + Bzg(k)2,

gl:H-Z+xH-anfleanygzzll'xQálRm.
Además de suponer, como en la sección anterior, que A(-), Bn(‘) y Blz(') satisfacen

las condiciones (L1) y (L2), supondremos que 91satisface las condiciones (H1) y (H2), con
lo cual la existencia y unicidad de las trayectorias del sistema híbrido EH determinado
por la ecuación (3.19) quedará asegurada.

En lo siguiente interpretaremos al sistema EH determinado por (3.19) como una per­
turbación del sistema lineal EHLdeterminado por (3.1) y, a los términos gl y 92 como per­
turbaciones. Entonces surge naturalmente la pregunta: ¿Qué se puede decir respecto del
comportamiento de las trayectorias del sistema perturbado EH a partir del comportamien­
to de las trayectorias del sistema nominal EHL,si las perturbaciones son suficientemente
pequeñas? Obviamente, para poder brindar una respuesta razonable a tal pregunta, será
necesario por un lado imponer algún tipo de condición sobre el sistema nominal EHL, por
ejemplo la estabilidad exponencial, y, por el otro, precisar que clase de perturbaciones
consideraremos y que entenderemos por perturbaciones suficientemente pequeñas.

En lo subsecuente consideraremos dos clases o tipos de perturbaciones. En primer lu­
gar consideraremos perturbaciones que mantienen al origen como punto de equilibrio del
sistema perturbado. Tales perturbaciones serán denominadas perturbaciones evanescen­
tes, ya que necesariamente deberán anularse en el origen. Los resultados que obtendremos
para esta clase de perturbaciones servirán luego para justificar el análisis de estabilidad
de un punto de equilibrio de un sistema dinámico híbrido por linealización. En segun­
do término consideraremos perturbaciones persistentes, es decir perturbaciones que no
se anulan necesariamente en el origen. En este caso el origen ya no será necesariamente
un punto de equilibrio de EH, y por lo tanto el comportamiento de las trayectorias de
EH ya no podrá ser descripto mediante los conceptos presentados en el capítulo anterior,
sino que será necesario introducir dos nuevos conceptos, el de acotación uniforme y el de
acotación final final uniforme.

3.3.1 Perturbaciones evanescentes

Como ya hemos dijimos, comenzaremos considerando el caso en que las perturbaciones se
anulan en el origen, es decir g¡(t, 0,0, 0) = OVt e R“ y 92(k,0, 0) Vk G 2+, con lo cual el
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origen de coordenadas de f2 = B" x IR’"será un punto de equilibrio de EH.
Nuestro objetivo inmediato será. demostrar que si el origen es un equilibrio exponen­

cialmente estable respecto del sistema nominal EHL, entonces también es un equilibrio
exponencialmente estable respecto del sistema perturbado EH si las perturbaciones gl y
92 son suficientemente pequeñas. Es decir, mostraremos que la estabilidad exponencial
de los sistemas híbridos lineales es una propiedad “robusta”. Con tal propósito con‘ide­
raremos las siguientes condiciones de caracter local sobre las perturbaciones gl y 92.

(Cl) Existen r1 > 0 y L1 2 0 tales que,

Igl(t,:r,€,z)| 5 L1(Iz|+ IEI+ Vt e R+ y V(1:,€,z)e K”, (3.20)

donde K,.l = {(2135,z) e R" x Q: |z| + [6| + |z| 5 r1}.
(02) Existen 1-2> 0 y L2 2 0 tales que,

|g1(k,a:,z)| S (tkH - tk)L2(|zI+ Vke Z+ y V(a:,z) e Bm (3.21)

donde B,2 = {(2,2) E Q: |13|+ |z| 5 r2}.
Observamos que en el caso en que infk(tk+1—tk) > 0, la condición (C2) es equivalente a

(C2’) Existen r2 > Oy L2 2 0 tales que,

Igl(k,z,2)l S L2(|1:|+ Izl) Vk e Z+ y V(a:,z) e B,,. (3.22)

Diremos que 91 satisface (Cl) en K,l cuando nos interese precisar la región en la cual
es válida la desigualdad (3.20), con la misma intención diremos que gg satisface (CZ) (o
(CZ’)) en Bm.

Cuando gl satisface (3.20) para todo (:r,¿,z) e R" x f2, diremos que verifica la con­
dición (C1) globalmente, y, similarmente, si 92 satisface (3.21) (resp. (3.22)) para todo
(1:,z) e Q entonces diremos que verifica la condición (CZ) (resp. (C2’)) globalmente.

Observación 3.1 Si gl en (3.19) satisface (Cl), se verifica

|G1(t,z,€,z) +91(t,z,€,z)| S L'(I1‘I+|€|+|zl)‘*7’t E 13+y V|1=|+|€|+IZI S TI

con L’ = L + L1, L como en (L2) y, L1 y r1, como en (C1). Por lo tanto, debido al
Lema 2.2 el sistema EH determinado por la ecuación (3.19) satisface la condición (A8)
con 7(r) = cr y c = (1 + L‘||H||)eL°"n". Similarmente, cuando 91 satisface globalmente
(Cl), EH satisface (ASG) con la misma 7 del caso anterior.

El siguiente lema sobre la forma de la ecuación en diferencias que determina al sistema
perturbado discretizado BHDserá de utilidad luego.
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Lema 3.2 Sea EH el sistema híbrido determinado por la ecuación híbrida (3.19) y supon­
gamos que las perturbaciones 91 y 92 satisfacen, respectivamente, (C1) y (C2). Entonces
la ecuación en diferencias que determina al sistema discretizado 2gp es de la forma

“(tkm = H(k)w(tk) + ÓUC)w(tk)) (3-23)

con H(k) definida por las ecuaciones (3.5)—(3.9)y Ó : ‘Dd—>Q tal que, para cierto f > 0,

1. 2+ x BF g 'Dd;

2. Vk€Z+wae BF,

IIÜUCM)“S (tk+1-tk)((L1,L2)||wl| (3-24)

con ((L1,L2) = L1(1 + c)eL"n" + L2 y c como en la Observación 3.1.

Si 91 y 92 satisfacen (C1) y (C2) globalmente, Dd = Q y (3.24) vale para todo w e Q.

Demostración: Sólo probaremos el caso local ya que el caso global se demuestra en
forma similar, pero más sencilla. Por la Observación 3.1 vale (A8) con 7(r) = cr, es decir
existe r‘ > 0 tal que

||w(t, thu)“ S cIIwIIVt e [tk,tk+1) Vk E Z+y Vw e B,-, (3.25)

siendo w(t,tk,w) la trayectoria correSpondiente al sistema EH que se inicia en w en el
instante tk. Por lo tanto, Ó(k, w) = w(tk+¡, thu) —H(k)w está definida para todo k e 2+
y todo w = (z, z) G Bro, con lo cual vale el punto 1. de la tesis para cualquier 7'“tal que
0 < 1‘5 1".

Sea f = min{r2,r1/(c + 1),r‘} con r1 como en (Cl) y 72 como en (C2). Sean k E
2+, w = (2:,2) e BF y w(tk+1,tk,w) = (11,21). Entonces, el lema quedará probado si
demostramos que

l-Ti—H11(k)-'5- H12(k)2l S (tk+1_tk)Ll(1+ CleLm-mllïl+ (3-26)

y que

|21—H21(k)13—H22(k)z|S (“+1— +

Como (3.27) es inmediato por hipótesis, pues 21 —H21(k)1: —H22(k)z = gz(k,:c,z) y 92
satisface (3.21), sólo nos resta probar (3.26).

Como :r(-) restringida al intervalo [th tk+1]es solución del problema a valores iniciales

{ = A(t):c(t) + Bu(t):1:+ B¡2(t)z + 91(t,1:(t),1:,z):r(tk) — a:
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y 1:1= a:(tk), empleando la fórmula de variación de parámetros obtenemos las igualdades

tIa+i l ik+i

xl = (<D(tk+1,tk)+/ <I’(tk+1,s)Bn(s)ds):r+/ <I>(tk+¡,s)Blg(s)zdstk ¿le

th+i

+/ <I>(tk+1,s)gl(s, a:(s), 1:,z)dstk
tk+l

= Hn(k):z: + H12(k)z +/ <I>(tk+1,s)gl(s, :r(s), 1:,z)ds (3.28)tk

Por lo tanto,

tk+l

1:1—H11(k)z —H12(k)z = f <I>(tk+1,s)gl(s,z(s),:1:, z)ds. (3.29)tk

Por (3.25) y la elección de 1",Vs E [tk,tk+1)

va(s)l + III + Izl S C(II|+IZI)+|1=I+IZ| = (C+1)(I1=|+|z|) < T1­

Combinando esto último con (3.20), resulta para todo s E [tk,tk+1),

|91(8,I(3),ív,z)| < L1(II(8)I + III + IZI)

S L1(1+c)(lx|+|zI)- (3.30)

Entonces de (3.29), (3.30) y la acotación de la norma de la matriz de transición <1)(ver
[77]),

||<I>(t, S em”) Vt Z s y Vs 2 0,

resulta.

tk+l

¡zi-Hn(k>z-Hn<k>zl s f "wm,s>Iugl(s,z<s>,z,zndsik

s (tk+1_tk)L1(1+ c)eL"““(III+ |in

que es lo que queríamos demostrar]

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado sobre la robustez de la estabilidad
exponencial de los sistemas híbridos lineales que hemos anunciado.

Teorema 3.1 Sea EH el sistema dinámico híbrido determinado por (3.19) y supongamos
que wo= 0 es un punto de equilibrio EE del sistema híbrido lineal EHL determinado por
(3.1). \
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Entonces existe una constante positiva n tal que se verifica lo siguiente. Si las pertur­
baciones gl y 92 satisfacen,respectivamente,(C1) (resp. (Cl) globalmente) y (C2) (resp.
(C2) globalmente) y max(L¡, L2) < n, wo es un punto de equilibrio EE (resp. GEE) de
EH.

Demostración: Consideremos primero el caso local. Como wo = 0 es un punto de
equilibrio EE de 2;”, wo es un punto de equilibrio EE respecto de la discretización de
EHL, EHLD,por lo tanto las normas de las matrices {H(k), k e 1+} están uniformemente
acotadas, es decir, existe M1 _>_0 tal que

IIH<k)IIs Mi wc e 2+.

Por ser wo = O un punto de equilibrio EE de EH“), debido al Teorema A.9 del
Apéndice A existe una función de Lyapunov V : Z+ x Q —)fl?“ tal que, para ciertas
Ci>0,i=1,...,4,

1. cillwll2 s V(k,w) s czllwll2Vice 2+ y Vw e Q;

2. V(k + 1, Hua“) —V(k,w) 5 —c3(tk+1—tk)||a.)||2vr e z+ y Vwe o;

3- IV(k,w) —V(k,w')l s c4IIw+ w’IIIIw—w’IIWe e 2+ y Vw,w' e Q.

Sea Cla función definida en el punto 2. del Lema 3.2 y consideremos M2 = max{((r, s) :
0S TS 1,0 S SS y 05= 64(2M1+

Sea O < 175 1 tal que si 0 5 L1< n y 0 < L2 < n entonces ((L1,L2) < c3/c5. La
existencia de tal 77está asegurada por la continuidad de C y porque ((0, O)= 0. Veremos
ahora que con tal n se verifica la tesis del teorema.

Sean 0 5 L1< 17,0 5 L2 < n y, f y Ó’ como en el Lema 3.2. Sean k G 2+,
w e Q : ||w|| 5 7"y w(-,tk,w) la trayectoria de EH que se inicia en el instante tk en w.
Entonces por el Lema 3.2, w(tk+¡, tbw) = H(k)w + Ó(k,w). Luego

V(k +1,w(tk+1,tk,w)) —V(k,w) = V(k + 1,H(k)w + (k,w)) —V(k,w)
S V(k+1,H(k)w+Ó’(k,w))—V(k+1,H(k)w)

+V(k + 1, H(k)) —V(k,w)

S V(k+1,H(k)w+Ü(/c,w)) —V(k+1,H(k)w)
-c3(tk+1—tk)||w||2. (3.31)

Por otra parte, teniendo en cuenta 2. del Lema 3.2 y la propiedad 3. de V,

V(k + 1,H(k)w + G'(k,w)) —V(k + 1,H(k)w) C4||2H(k)w + Ó(k,w)|||IÓ(k,w)|l5
é am“ —tk)|IwII2 (3.32)
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con a = c4(2M1+I|H||((L¡,L2))C(L1,L2). De las definiciones de M2 y c5, y de la elección
de n, resulta. a < cs. Entonces, considerando fi = c3 —a > 0, de (3.31) y (3.32) y de la
arbitrariedad de k y de w vemos que

V(k + 1,w(tk+1,tk,w)) —V(k,w) 5 43m“ —mua)“2 Vk e z+ V||w|| 5 1'". (3.33)

Entonces las hipótesis del Teorema 2.6 se ven satisfechas y el origen resulta un punto
de equilibrio EE respecto de EH.

Cuando (C1) y (C2) se cumplen globalmente, todos los pasos empleados en la de­
mostración del caso local siguen siendo válidos sin necesidad de suponer ||w|| 5 F. Por
lo tanto (3.33) vale para todo w e Q y, aplicando el Teorema 2.8, resulta la estabilidad
exponencial global. l

Observación 3.2 Cuando la distancia entre dos instantes sucesivos cualesquiera de la
s.i.m. H está acotada inferiormente, es decir, infk(tk+1 —tk) > 0, en el Teorema 3.l la
condición (C2) puede reemplazarse por la condición (C2’).

3.3.2 Linealización de sistemas híbridos

Consideremos el sistema híbrido determinado por la.ecuación híbrida

'(t) f1(t, (t), (t ),z(t )) te t,t )
{ 20:1) f2(k,:(tk)fz(ktk)) [:5 Z+ [k k“ (3.34)

con X = R", Z = Rm y f1 que satisface (H1) y (H2). Supongamos además que el
origen es un punto de equilibrio de la ecuación, es decir, que f1(t, 0, 0, 0) = O‘v'te IR+ y
f2(k,0,0) = 0 Vk e 2+, que f1(t,-,-,-) es diferenciable en (0,0,0) para cada t e Hí+ y,
por último, que f2(k, -, -) es diferenciable en (0,0) para cada k e 2+.

Entonces, si denominamos

A(t) = %¿(t,0,0,0), Bn(t) = %(t,0,0,0), 3120)= %(t,0,0,0), (3.35):1: 3€ 32

3210€)= 3,3020»), 3220€)= 950mm), (3.36)

910,15€,Z)= f1(t,13,€,Z)—A(t)13- Bn(t)€ - Blg(t)Z

Y

gz(k,I,Z) = f2(k,13,2)—Bg1(k).’lï—322002,
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la ecuación (3.34) puede escribirse en la forma (3.19), es decir, puede escribirse como una
ecuación lineal perturbada, en la cual, además, las perturbaciones gl y 92 satisfacen las
condiciones

|1I+I°lflíIlZl->0 = (3'39)
Y

Izlíilïll-vo(tk+1|g—2(tïlll:vl)LIzl) = 0' (3'40)

La discusión previa motiva la siguiente definición.

Definición 3.1 La ecuación híbrida lineal

{ :i:(t) = A(t)z(t) + Bu(t):c(tk) + Blg(t)z(ík) t e [th tk“) (3.41)z(tk+1) = le(k)a:(tk) +ng(k)z(tk) k e Z

con A(t), Bn(t), B12(t), Bgl(k) y Bzg(k) definidas por (3.35) y (3.36), es la linealización
de (3.34) alrededor del origen y EHL, el sistema híbrido lineal determinado por (3.41), es
el sistema linealizado o linealización de EH.

Lo que nos proponemos ahora es determinar las propiedades de estabilidad del origen
respecto del sistema EH a partir de las propiedades de estabilidad del origen respecto del
sistema linealizado, es decir, nuestro objetivo es establecer para los sistemas híbridos de­
terminados por ecuaciones híbridas, un análogo al Primer Método de Lyapunov o Método
Indirecto de Lyapunov para los sistemas dinámicos determinados por ecuaciones diferen­
ciales o en diferencias.

Con este fin, consideremos el sistema lineal perturbado determinado por la ecuación
lineal perturbada (3.19). Supongamos que la parte lineal de ésta satisface las condiciones
(L1) y (L2), que la perturbación gl satisface (H1), (H2) y la condición

(C3)

t , ­
l —l91("T’Ez“ = 0 uniformementerespectode t E R43 (3-42)

III+IEI+IzI->0le + IEI + IZI

y que la perturbación 92 verifica

(C4)

k
|92( 'I’ 2M = 0 uniformemente respecto de k e 2+. (3-43)lim————

I:I+I=Iao(tk+1 —tk)(lzl + Izl)
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Observamos que en el caso en que inf(tk+1 —tk) > 0, (C4) es equivalente a.

(04’)

lg2(kiza z)|
im = 0 uniformemente respecto de k e 2+. (3.44)

I=I+Iz|->° III + Izl

Entonces vale el siguiente resultado.

Teorema 3.2 Sean EH el sistema dinámico híbrido determinado por (3.19) y Em, el
sistema dinámico híbrido lineal determinado por (3.1). Supongamos que gl y 92satisfacen,
respectivamente, (C3) y (C4).

Entonces el origen de coordenadas de Q es un punto de equilibrio EE respecto de EH
si y sólo si es un punto de equilibrio EE respecto de EHL.

Demostración: La parte side la tesisdel teorema se deduce inmediatamente del Teorema
3.1 ya que al verificarse las condiciones (C3) y (C4), se verifican, respectivamente, las
condiciones (C1) y (C2) con constantes L1 y L2 arbitrariamente pequeñas.

Pasamos a demostrar la parte sólo si. Como valen (Cl) y (C2), tenemos por el Lema
3.2 que para algún 'F> 0, si k E Z+ y S F, w(-,tk,w), la trayectoria de EH que en el
instante tk se inicia en w, verifica

w(t,,+1,t,,,w) = H(k)w + Ó’(k,w). (3.45)

Además, debido a que valen (C1) y (C2) con, respectivamente, constantes L1 y L2
arbitrarias y a que lim(L,,L,)_,(olo)€(L1, L2) = 0, G(k,w) verifica lo siguiente:

Ó(k,w)lim——— = 0, 3.46
uuu-m (tm —t¡e)|lw|l ( )

uniformemente respecto de k E 2+. Entonces, la aplicación Fk(w) := w(tk+1, tk, w) resulta
diferenciableen el origen y su diferencialDFk(O)= H

Fijemos ko e 2+, k1 e Z+ con k1 > ko y w E Q. Entonces, para r > 0 suficientemente
pequeño,

w(tk11 tk01Tw) = Fin-1 o ° ' . o Fko+l o Fko(Tw)
1' T

Teniendo en cuenta la diferenciabilidad en el origen de cada Fk, resulta

hr?+ = H(k1—1).. .H(ko+ 1)H(ko)w. (3.47)
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Por otra parte, por ser el origen un equilibrio EE del sistema EH, para ciertas constantes
positivas p, n y 17,||w(t, tk,w)|| 5 ¡ue-“(HH Vk e Z+ Vt 2 tk y VIIw“< n. Por lo tanto

III-[UCI_1)“'H(k0+1)H(ko)wI|= W
r->0+ T

|/\ ¡Le-“ml“"°’||wll­

Teniendo en cuenta que w(tk,) = H(k1 —1) . . . H(tk°)w es la trayectoria del sistema
lineal discretizado EHLD evaluada en el instante th, hemos demostrado que el origen es
un punto de equilibrio EE de EH“) y por lo tanto, por el Teorema 3.1 es un punto de
equilibrio EE de EHL, que es lo que queríamos probar. I

Observación 3.3 Cuando la distancia entre dos instantes sucesivos cualesquiera de la
s.i.m. H está acotado inferiormente, es decir, infk(tk+1 —tk) > 0, el Teorema 3.1 sigue
siendo válido si se considera la condición (C4) en lugar de la condición (C4’).

Del Teorema 3.2 se deduce inmediatamente el siguiente resultado sobre la equivalencia
entre la estabilidad exponencial del orígen respecto del sistema híbrido y la estabilidad
exponencial del origen respecto del sistema híbrido linealizado.

Teorema 3.3 Sea EH el sistema híbrido determinado por la ecuación (3.34) y sea ZHL
el sistema híbrido lineal determinado por la ecuación linealizada (3.41). Supongamos que
las matrices A(t), Bu(t) y Biz(t) están uniformemente acotadas y que los términos no
lineales gl y gg, definidos respectivamente en (3.37) y (3.38), satisfacen, las condiciones
(CB) y (C4), respectivamente.

Entonces el origen de coordenadas de Q es un punto de equilibrio EE respecto de EH
si y sólo si es un punto de equilibrio EE respecto de EHL.

Definición 3.2 Diremos que el sistema dinámico EH determinado por la ecuación (3.34)
es exponencialmente estable en primera aproximación, si satisface las condiciones del Teo­
rema 3.3, es decir, si las matrices de derivadas parciales A(t), Bu(t) y Blz(t) son acotadas,
los términos no lineales gl y gg, definidos respectivamente en (3.37) y (3.38), satisfacen
respectivamente las condiciones (CS) y (C4), y su linealización es exponencialmente esta­
ble.

Observación 3.4 Las hipótesis del Teorema 3.3 se ven satisfechas, por ejemplo, en los
dos siguientes casos:

1. Para cadat e R+ y cada k e Z+ las funciones ff(:r,€,z) = f1(t,:r,E,z) y fzk(a:,z)=
f2(k,:c, z)(tk+1 —tk)“1 son diferenciables con continuidad y, además, las correspon­
dientes matrices jacobianas fo(:r,€,z) y Df2k(z,z) satisfacen lo siguiente:
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a) para algún r1 > 0, fo(a:,€, z) es acotada y Lipschitzen {(z,€, z) : |2|+I€I+|z| 5
r1}, uniformemente respecto de t E R43
b) para algún r2 > 0, Dfá°(1:,z) es acotada y Lipschitz en {(1,2) : III + Izl 5 r2},
uniformemente respecto de k e 2+.

2. infk(tk+1 —tk) > 0 y f1 y f2 son, respectivamente, independientes de t y k.

Cuando EH es tiempo invariante y f1 y f2 en (3.34) son, respectivamente, indepen­
dientes de t y de k, a partir del Teorema 3.3, el punto 2. de la Observación 3.4 y el punto
1. del Corolario 3.1, resulta la siguiente caracterización de la estabilidad exponencial del
origen.

Teorema 3.4 Supongamos que EH, el sistema híbrido determinado por la ecuación
(3.34), es tiempo invariante y que f1 y f2 son, respectivamente, independientes de t y
de k.

Entonces el origen de coordenadas de Q es un punto de equilibrio EE de EH si y sólo
si la matriz

H = ¿AU + fol:IAsBllds) ¿Afol6-:3312ds ] (3.48)2

con
8 3 a

A= 3-me Bum = ¿(0), Bum = ¿(0), (3.49)

Bank)= gm 322m = 35(0), (3.50)
es estable en el sentido de Schur.

Observación 3.5 El Teorema 3.3 extiende el Teorema 8 de nuestro trabajo [50],el-cual
trata con sistemas determinados por ecuaciones tiempo invariantes cuyo lado derecho es
independiente del tiempo, es decir, f1 independiente de t y f2 independiente de k.

Observación 3.6 Los resultados que presentamos respecto de la linealización de siste­
mas híbridos, contienen, como casos particulares, resultados obtenidos por otros autores.
La parte si del Teorema 3.3 contiene como caso particular algunos de los resultados re­
cientemente obtenidos por A.N. Michel et al. en la serie de trabajos [81], [55] y [32]. En
efecto, por un lado generaliza el Teorema 5.1 de [81] al considerar una clase más amplia
de sistemas, por el otro, contiene como casos particulares las condiciones suficientes para
la estabilidad asintótica uniforme del sistema híbrido dadas en el Corolario 2.1 de [55]y
en el Teorema 2.1 de [33],ya que estas condiciones implican, casi en forma inmediata, la
estabilidad exponencial de la discretización del sistema híbrido linealizado.

La parte si del Teorema 3.4 también generaliza el Teorema 1 de [66], el cual fue
demostrado para sistemas determinados por ecuaciones de la forma (2.4).
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3.3.3 Perturbaciones persistentes
Pasaremos ahoara a considerar el caso en que las perturbaciones 91 y 92 que aparecen
en la ecuación (3.19) no se anulan necesariamente en el origen. Entonces wo = 0 no
es necesariamente un punto de equilibrio del sistema lineal perturbado EH, y por lo
tanto las propiedades cualitativas que introdujimos en el capítulo 2 ya no nos serviran
para. describir el comportamiento de las trayectorias de EH. Los conceptos de acotación
uniforme y acotación final uniforme que a continuación introduciremos, y que son análogos
a los que se definen para sistemas dinámicos determinados por ecuaciones diferenciales
ordinarias o en diferencias (ver por ej. [40], [55]), serán útiles para nuestros propósitos.

Definición 3.3 Las trayectorias del sistema dinámico híbrido EH determinado por la
ecuación (2.1) son uniformemente acotadas si existen b > Oy c > 0 tales que

Ilw(t,tk,w)ll Sb Vt 2 tk Vk e Z+ y VIleI s c. (3.51)

Diremos que las trayectorias de EH son globalmente uniformemente acotadas si para
cada c > 0 existe b = b(c) 2 0 tal que vale (3.51).

Definición 3.4 Las trayectorias del sistema dinámico híbrido EH determinado por la
ecuación (2.1) son uniformemente finalmente acotadas si existen b > 0 y c > 0 tales que
para cada a e (0, c) existe T(a) 2 0 tal que

||w(t, thai)" S b Vt 2 tk + T(a) Vk e z+ y vuwll s a. (3.52)

Diremos que las trayectorias son globalmente uniformemente finalmente acotadas si
c = oo, es decir, si vale (3.52) con a arbitrario.

Nuestro objetivo será demostrar que si el sistema nominal es exponencialmente esta­
ble y las perturbaciones son pequeñas en magnitud —lo cual querrá decir en el caso
inf(tk+¡ —tk) > 0, |91| < e y |92| < e con e “pequeño”—, entonces las trayectorias de
EH son uniformemente acotadas y uniformemente finalmente acotadas. Como nuestra
intención será la de extender este resultado a sistemas no lineales perturbados, vamos a
suponer que las perturbaciones satisfacen condiciones un poco más generales que la aco­
tación uniforme, a saber:

(CS) Existen r1 > 0, L1 2 0 y fil 2 0 tales que,

|91(t,ïv,€,z)l S L1(II| + IEI+ IZI)+fi1 Vt E 113+y V(I,E,z) G Kn- (3-53)

(06) Existen r2 > O, L2 2 0 y B2 2 0 tales que,

Igg(k,a:, z)| 5 (tkH —tk)(L2(|:c| + Izl) +B2) Vk e Z+ y V(a:,z) e Brz. (3.54)
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Al igual que para perturbaciones evanescentes, diremos que 91 satisface (C5) en K.l si
estamos interesados en precisar la región en la cual vale (3.53), con la misma intención
diremos que gg satisface (C6) en B”. Si (3.53) vale para todo (1,6, z) e R" x Q diremos
que 91 satisface globalmente la condición (C5) y, similarmente, si (3.54) vale para todo
(z, z) e Q diremos que gg satisface globalmente (CG).

Comenzaremos considerando, por simplicidad, el caso global, es decir, el caso en que
las perturbaciones que afectan al sistema lineal satisfacen globalmente (C5) y (C6). Los
resultados locales serán deducidos luego a partir de los que obtengamos para el caso global.

Los siguientes lemas técnicos serán útiles para lo que nos proponemos demostrar.

Lema 3.3 Sea EH el sistema híbrido determinado por la ecuación híbrida (3.19) y su­
pongamos que 91 satisface globalmente (Cl) con constantes L1 y fll.

Entonces, si w(-, thu) es la trayectoria de EH que en el instante tk e I'I se inicia en
w e Q,

||w(t,tk,w)|| 5 a1I|w||+ a2 Vk e 2+ Vt E [tk,tk+1) y Vwe Q (3.55)

con a1 = L’eL'Lllln"(1+IIHII(L + L1)), a2 = eL'L‘ImHL’IIHIIfil,L como en (L2) y L’ =
¿LumL

Demostración: Como la parte lineal de (3.19) satisface (L2) con constante L y 91 satis­
face (C5) globalmente, para cada (E,z) e Q existe una constante d tal que ||G1(t, cc,f, z) +
g1(t,1:,€ , z)” 5 L|1:|+d VJ:e R". Entonces por la Proposición 2.1 las trayectorias de EH
están globalmente definidas.

Fijemos k E 2+, w = (13,2)e f2 y sea w(t,tk,w) = (:1:(t),z(t)). Entonces, para todo
t e [tk,tk+1), z(t) = z y, con los mismos argumentos y la misma notación que empleamos
en la demostración del Lema 3.2,

a:(t) = (cp(t,t,,)+ /tm<1>(t,s)3n(s)ds) 2+ ftk+l<1>(t,s)B¡2(s)zds

+/tk+1 <I>(t,s)gl(s,z(s),z,z)ds. (3.56)

Teniendo en cuenta (L2), (C5) y la acotación de la matriz de transición ||<I>(t,s)|| 5
em”) 5 cum” = L‘, resulta, para t E [tk,tk+1), la desigualdad

t

lz(t)l S (L’III + L’IIHII(L+ L1)Ilwll+ L’IIHIIfii)+/ L'L1II(S)|ds,tk

y de ésta y el Lema de Gronwall-Bellman, la acotación

II(t)I S (L‘III + L'IIHII(L+ L1)llw||+ L’Ilnllflikvh'm". (3-57)
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Entonces, teniendo en cuenta (3.57), que L‘ 2 1 y la arbitrariedad de k y w, resulta

||w(t, thu)“ |I(t)l + IZI
S alllwll + 02

Vk e Z+ Vt e [tk,tk+1) y Vw e Q, que es lo que queríamos probar]

Lema 3.4 Sea EH el sistema híbrido determinado por la ecuación híbrida (3.19) y su­
pongamos que 91 satisface globalmente (C1) con constantes L1 y [31y que gg satisface
globalmente (C2) con constantes L2 y [32.

Entonces el sistema discretizado BHDestá determinado por una ecuación en diferencias
de la. forma

w(tk+1) = H (k)w(tk) + Ó(k,w(tk)) (3-58)

con H(k) definida por las ecuaciones (3.5) a (3.9) y Ó : Z+ x Q —)Q que verifica

||Ó(k,w)|| S (tk+1—tk)(aallw||+ a4) Vk G 1+ y Vw E 9 (3-59)

con a3 = L'L1(a1 + 1) + L2, a4 = L'(L1a2 +fi2) +fi2 y, a1, a2 y L' como en el Lema 3.3.

Demostración: Para k e Z+ y w = (rr,z) e Q fijos, sea w(tk+1,thu) = (21,21).
Entonces G(k,w) = (21,21) —H (k)w. Siguiendo los pasos empleados en la primera parte
de la demostración del Lema 3.2, tenemos que

3:1—H11(k):c —H12(k)z = ftp” <I>(tk+1,s)gl(s,a:(s),z, z)ds. (3.60)tk

y que

21 —H11(k)a: —H12(k)z = 92(k,:r,z).

Entonces, por (C6) es inmediato que

I21- Hn(k):v - H12(k)zl S (tk+1-tk)(L2(I-'v|+lz|)+ 62)
S (“+1—tk)(L2||w|I+

Por otra parte, de (3.60), la acotación ||<I>(t,s)“ S eL'm”= L’, (C5) y (3.55) resulta que

Iï1— H11<k>5€—H12(k)ZI S (tk-¿.1—tk)L’(L¡(a1 + + Llaz + fiz)

S (tk+1 - tk)(á1llwll + ¿12), (3-62)

con

(“111= L'L1(01+1) Y ¿21: Lt(¿11112+ 62)­
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Entonces, combinando (3.61) con (3.62) y teniendo en cuenta la arbitrariedad de k y w,
resulta (3.59), que es lo que queríamos demostrar. I

Ahora estamos en condiciones de demostrar que si el sistema nominal es exponencial­
mente estable y las perturbaciones satisfacen cierta condición, las trayectorias del sistema
perturbado son globalmente uniformemente acotadas y globalmente uniformemente final­
mente acotadas, más precisamente.

Teorema 3.5 Sea EH el sistema dinámico híbrido determinado por (3.19). Supongamos
que el origen de coordenadas de Q es un punto de equilibrio EE del sistema dinámico
híbrido lineal EHL determinado por (3.1).

Entonces existen dos constantes positivas n y p y funciones continuas b,-= b¡(fi¡, flz) 2
0, z'= 1, 2, que verifican lo siguiente.

1. bl —)0 y bg—)Ocuando (,3hfi2) —)

2. Si gl satisface globalmente (CS), gg satisface globalmente (C6) y max(L1, L2) < 17,
entonces:

(a) Si w(t,tk,w) es la trayectoria de EH que en el instante tk e H se inicia en
w e Q,

||w(t, tk,w)|| < max(b1,pl|w|| + bz) Vt 2 tk Vk E 2+ y Vw E Q. (3.63)

(b) Para cada a > 0 existe T = T(a) 2 0 tal que

||w(t, thu)“ 5 bl Vt 2 tk + T Vk e 2+ y vllwll s a. (3.64)

Antes de demostrar el Teorema 3.5 necesitamos el siguiente resultado para sistemas
en tiempo discreto.

Proposición 3.2 Consideremosel sistema en tiempo discreto determinado por la ecua­
ción en diferencias

“(tk+1) = F (k,w(tk)) (3-65)

con F : Z+ x Q —>Q y supongamos la existencia de una función p : IR+ —>1R+ no
decreciente tal que ||F(k,w)|| _<_p(||w||) Vw e Q.

Supongamos también que existen una función V : Z+ x Q -—>R+ y una constante
R 2 0 tales que. para ciertas constantes positivas c,-,i = 1, 2, 3,

(a) quin“2 5 V(k,w) S Cgllnzll2Vk E Z+ y Vw E Q;
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(b) VUv+1,F(k,w))- V(k,w) S -cs(tk+1 - tk)llwll2Vk € 1+ y Vllwll2 R.

Por último,sea É = max(R,fipm».
Entonces vale lo siguiente

1. Si w(tk,tk0,w) es la trayectoria de (3.65) que en el instante the e H se inicia en
w e Q,

“w(tk, tkmw)“5 max(É, ‘v’t;c2 tkoVkoE Z+ y Vwe Q. (3.66)
1

2. Para cada a > 0 existe T = T(a) 2 Otal que

“WUk,tkmw)“S É VtkZ tko+ T VkoE 2+ y S a.

Demostración: Para ko e Z+ y w e Q, definamos

t(ko,w) = inf{tk 2 tko2 ||w(tk,tko,w)|| <

Fijemos a > O, entonces
1) Existe T(a) > Otal que

tkoS t(k0)w)S tko+ Vkoe 2+ y S a'

En efecto, sea T(a) = 53%;+ IIHII.Para ko e Z+ y w e Q con S a fijos, sea tk- el

primer instante de la sucesión H tal que tk. 2 tko+ 3%; Notamos que tk- 5 tko+ T(a).
Supongamos t(ko,w) > tko+T(a), entonces, necesariamente ||w(tk,tko,w)|| > R para
tko5 tk 5 tk. Sea v(k) = V(k,w(tk, tko,w)). Entonces, empleando (a), resulta

O< c1R2 5 01||w(t¡,,-,tkmw)“2 5 v(k').

Por otra parte, empleando (a) y (b)

k.

"(kv = ”(ko) + z v(k) —v(k —1)
k=ko+l

Czllwllz —63(tk- - tko)R2l/\

C20
5 0202 —ca—2R2 = 0,

C3R

que es una contradicción. Por lo tanto t(ko,w) 5 tko+ T(a).

2) ||w(tk,tk°,w)|| 5 max(R, , lala) Vtko< tk 5 t(ko,w) y V||w|| 5 a.
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Si t(ko,w) = tko no hay nada que probar. Supongamos tk- = t(ko,w) > the, entonces
||w(tk,tko,w)|| > R para the 5 tk < thu Por lo tanto, debido a (b), v(k) 5 v(ko) para
ko 5 k < k‘ y entonces por (a), ||w(tk,t¡,o,a.2)||2 5 ÏÏ'IIMIIZ5 30:2 para k0 5 k < k'.
La demostración del punto 2) finaliza teniendo en cuenta que por la definición de tko,
“wait” tkmw)“ S R'

Ahora, a partir de 2) vamos a demostrar:

3) Si 5 R, ||w(tk,tk°,w)|| 5 max(R, Ïp(R)) = R Vt,c_>_tko.

Sea tk: > tkotal que ||w(tkr,tk°,w)|| > R. Entonces existe tk, 5 tk: tal que ||w(tk,_1,tko,w)|¡ '_<
R y ||w(t¡,, tkmw)“ > R para tk, 5 tk _<_ty. Sea ¿al = w(tk,,tko,w), entonces wl = F(k1—
1,w(tk,_1,tko,w)) y por lo tanto ||w1|| 5 ||p(R)||. Entonces, aplicando 2) con a = p(R)
y wl y k1 en lugar de w y ko, y teniendo en cuenta que w(tk, tkmw) = w(t¡,, tk,,w¡) para

tk Z th Y quet(k1awl) > thu reSUÏta I|W(tk',tkmw)|| = “w(tk'itknw1)“ S V S¡PUEÜ­Cl

De 1), 2) y 3) se deducen inmediatamente los puntos 1. y 2. de la Proposición. I

Demostración del Teorema 3.5

Por ser wo= 0 un punto de equilibrio EE de Em, existen M 2 0 tal que ||H(k)|| 5 M
Vk e Z+ y una función escalar V : 2+ x Q —)R+ como la de la demostración del Teorema
3.1.

Elijamos n > 0 que verifique lo siguiente:

max(L1,L2)5 n => c4a3(2M+ ||H||a3) 5 (3.68)

siendo a3 = a3(L1, L2), la función definida en el Lema 3.4.
Como a3 —>0 cuando (L1,L2) —>(0,0), es segura la existencia de algún n en tal

condición.
Consideremos, además de la función a3 que ya mencionamos, las funciones a1 = a1('L1)

y a2 = a2(L1,fi1) definidas en el Lema 3.3, la función a4 = a4(L1,Bl,fi2) definida en el
Lema 3.4, las constantes

¿'11 = max{a1(L1) : 0 5 L1 5 17}, (3.69)

¿la = max{as(L1, L2) 3 0 S L1 S 77, 0 S L2 S 71} (3-70)

y las funciones

52(51) = max{a2(L1,fii) Í 0 S L1 S TI}, (3.71)

á4(filafi2) = max{a4(L1nB11fi2) 1 0 S L1 S 7]}. (3.72)
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Supongamos que gl satisface globalmente (C5), que gg satisface globalmente (C6) y
que max(L1,L2) < n. Sea F(k,w) = H(k)w + Ó(k,w) con Ó como en el Lema 3.4.
Entonces, el sistema discretizado asociado a EH está determinado por la ecuación (3.65).
Veamos que el sistema discretizado satisface las hipótesis de la Proposición 3.2.

Consideremos

P(T) = (M + IIHIIáa)T+ Ilnllá4, (3-73)

claramente p es no decreciente y ||F(k,w)|| 5 p(||w||) Vk e Z+ y VwE Q.
Veamos que el sistema discretizado verifica (a) y (b) de la Proposición 3.2 con la

función escalar V mencionada al principio de la demostración. Como V verifica (a),
bastará probar que se verifica (b) con cierto R 2 0.

Con tal fin, consideremos k e 2+, w e Q y 6k = (tkH —tk). Entonces, de las
propiedades 2. y 3. de V resulta la desigualdad

V(k +1,F(k,w)) - V(k,w) S C4||H(k)w+ F(k,w)|I||Ü(k,w)II - C3ókllwll2)

y, de ésto, la acotación ||H(k)|| S M, (3.59), (3.68), (3.71) y (3.72), resulta

V(k + 1, F(k,w)) —V(k,w) 5 —ók("2—3||w||2—c5|lw|| —c5) (3.74)

con Cs = 2C4áaá4l|H|| y Ce = áÏIIHII­
Entonces, si consideramos R = 2(c5+ Mcg+ c5), a partir de (3.74) se deduce fácilmente

que

V(k + 1, F(k,w)) —V(k,w) 5 —5k:—3||w“2Vk e z+ y VIIwII2 R,

con lo cual V verifica (b) y, en consecuencia, el sistema discretizado asociado a 2” verifica
las hipótesis de la Proposición 3.2.

Entonces, por dicha proposición,

“wm, tkmw)“ 5 max(É,1/:—2||w||) w, 2 tk, Vkoe z+ wa e o,
1

con É = max(R, p(R)).
Entonces, combinando esto último con (3.55), (3.69) y (3.70) obtenemos

||w(t, tkmw)“ S max(b1,p||w|| + bg) Vt 2 tkoVkoE Z+ wa E Q, (3.75)

COIlbl = á1É+á2, ¡U= Ü.ng y bg= ág.
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Por otra parte, invocando nuevamente la Proposición 3.2, fijo a > 0, existe T =
T(a) > 0 tal que

"w(tkatkoaw)”S R VtkZ tko+ e z+ S a)

con lo cual, teniendo nuevamente en cuenta (3.55), (3.69) y (3.70), resulta

||w(tk, tkmw)" 5 bl Vt 2 tko+ T Vko e 2+ yVIIwII5 a.

La demostración del teorema concluye notando que tanto la continuidad de bl y bgrespecto
de B1y [32como la validez del punto 1. de la tesis del teorema se deducen inmediatamente
de las mismas definiciones de BI y figl

En lo que sigue consideraremos el caso en que (C5) y (CG) se verifican localmente.

Teorema 3.6 Sea EH el sistema dinámico hibrido determinado por (3.19). Supongamos
que el origen de coordenadas de Q es un punto de equilibrio EE del sistema dinámico
híbrido lineal EHL determinado por (3.1).

Entonces existen constantes positivas n y p y funciones continuas bi = b,-(fi1,B2)2 0,
z'= 1, 2, que verifican lo siguiente.

1. b1—) O y bg —) 0 cuando (’31,,32) —>(0,0).

2. Para cada r > 0 existen c = c(1') > 0 y 77’= n'('r) > 0 tales que, si gl satisface (C5)
en KT, gg satisface (C6) en B, y, además, max(L1, L2) < n y max(fi1,fi2) < n’, vale
lo siguiente:

(a) Si w(t,tk,w) es la trayectoria de EH que en el instante tk e H se inicia en
w e Q,

||w(t, thu)“ 5 max(b¡,u||wll + bz) Vt 2 tk Vk e 2+ y VIlwII< c. (3.76)

(b) Para. cada a E (0,c) existe T = T(a) 2 Otal que

||W(t,tk,w)ll S bl Vt 2 tk + T Vk G 1+ y Vllwll S 0t- (3-77)

Demostración: Sean 1),p, y bi, 2'= 1, 2 como en la tesis Teorema 3.5.

Para 7'> 0 sean 1"= r/2, c = á y elijamos n’ > 0 con la siguiente propiedad:

1 1

max<filafi2) < 77’ => bl < zï‘ y bz < 27“­

La existencia de tal 17'está. garantizada por el punto 1. del Teorema 3.5.
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Ahora vamos a demostrar que con tales constantes y funciones se verifica la tesis del
teorema.

Supongamos que gl satisface (C5) en Kr, que 92satisface (C6) en Br, que max(L1, L2) <
n y que max(fl2,fl2) < n’­

Sean xl : R" x Q —)R y x2 : Q —>R funciones de clase C°°, tales que:

a) xl(:r,¿,z) E 1 en KF, 0 5 x1 5 1 en Kg, —K; y X1(:c,€,z) E 0 en R" x Q —Ka-;ir

b) x251ean,OSX2Slentr-nyxzíoenn_3%’”

y consideremos gl = xlgl y ¿72= x292. Entonces gl satisface globalmente (C5) con
constantes L1 y B1 y ¿72satisface globalmente (CG) con constantes L2 y B2. Por lo tanto
el sistema EH determinado por la ecuación (3.19) con 571en lugar de 91 y 572en lugar de
gg verifica el punto 2. de la tesis del Teorema 3.5, es decir, si denotamos v'v(t,tkm) a la
trayectoria de ÉH que en el instante tk e H se inicia en w, tenemos
(i)

||v'v(t, tk,w)|| 5 max(b1,,u||wI| + bg) Vt 2 tk Vk e Z+ y Vo.)E Q (3.78)

Y

(ii) para cada a > 0 existe T = T(a) 2 0 tal que

||v'v(t,tk,w)|| 5 bl Vt 2 tk +T Vk e z+ y vuwll s a. (3.79)

Si demostramos que las trayectorias de EH que se inician en la bola Bc coinciden con las
trayectorias de É” que se inician en la misma bola, tendremos demostrados (a) y (b) del
punto 2. de la tesis del teorema y con ello el teorema, ya que en ese caso valdrían (i) con
w en lugar de v'vy BC en lugar de Q y (ii) para a E (0, c) y w en lugar de v'v.

Fijemos k E Z+ y w e BC. Sea W(t,tk,w) = (a:(t),z(t)). Entonces de (i) y de las
elecciones de c y n’, resulta la acotación

||W(t,tk,w)|l = Iw(t)l+ |z(t)l S Vt 2 tk,
7­

2

y de ésta, la acotación II(tj)I + |z(t)| + |z(t)| < F th 2 tk y Vt e [tj, tj“).
Entonces, de la definición de solución de ecuación híbrida y de las condiciones que

satisfacen las funciones xi, 2‘= 1, 2, tenemos para t G [tj,tj+1) que

13(t) = G1(t, Mt), 33(6),z(tj)) + ¿71(t.IU), IW), Z(tj))



y VtJ- 2 tk que

Z(tj+1) G20}20;), z(tj)) + ¿20",201-),z(tj))

- G2(J}3(t:¡),z(tj))+92(j,17(tj)12(tj))

lo cual muestra que (a:(t), z(t)) es solución de (3.19), que es lo que queríamos comprobar.

3.3.4 Robustez de la estabilidad exponencial en primera apro­
ximación

Consideremos además de la ecuación híbrida (3.34), la ecuación híbrida perturbada

{ ut) = 1<t,z<t),z(tk>,z<tk)>+gl(t,z<t),x<tk),z<tk))tEItmm) (380)z(tk+1) '— f2(kvz(tk)iz(tk))+g2(kiz(tk)iz(tk)) ¡962+ .

y supongamos, como hemos hecho habitualmente, que f1 y gl satisfacen, ambas, las condi­
ciones (H1) y (H2). Al igual que en el caso de una ecuación lineal perturbada, pensaremos
al sistema híbrido EH determinado por la ecuación (3.80) como una perturbación del sis­
tema nominal 21m determinado por la ecuación libre de perturbaciones (3.34).

Aplicando los resultados que obtuvimos sobre la robustez de la estabilidad exponencial
de sistemas híbridos lineales, mostraremos en lo inmediato que la estabilidad exponencial
en primera aproximación también es robusta. Más precisamente, demostraremos que la
estabilidad exponencial en primera aproximación del sistema nominal EH”, implica la
estabilidad exponencial del sistema perturbado EH cuando las perturbaciones son eva­
nescentes y suficientemente pequeñas y la acotación final uniforme de las trayectorias de
EH cuando las perturbaciones son persistentes y suficientemente pequeñas. En efecto, se
tienen los siguientes resultados.

Teorema 3.7 Sea EH el sistema híbrido determinado por la ecuación (3.80). Suponga­
mos que el sistema nominal EHN determinado por la ecuación (3.34) es exponencialmente
estable en primera aproximación.

Entonces existe una constante n > 0 que verifica lo siguiente. Si 91 satisface (Cl), 92
satisface (CZ) y max(L1, L2) < n, entonces wo= 0 es un punto de equilibrio EE de EH.

Demostración: Sea EHNLla linealización del sistema nominal EH”. Por hipótesis,
EHNLes exponencialmente estable, las matrices jacobianas A(t), Bn(t) y B¡2(t) definidas
en (3.35) son uniformemente acotadas y

51(É,Z,E,Z)= f1(t,l’,€,Z)— — - Blg(t)Z
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satisface (C3) mientras que

5206,12,Z) = f2(k,I, Z) - Bgl(t)ílï —Bzz(k)2

con Bgl(k) y Bgz(k) las matrices jacobianas definidas en (3.36), satisface (C4).
Como el sistema EHNL satisface las condiciones del Teorema 3.1, existe n > 0 que

verifica la tesis de dicho teorema, es decir, para tal n vale lo siguiente: si el sistema
híbrido 2 es una perturbación de EHNLy las perturbaciones satisfacen las condiciones
(Cl) y (C2), ambas con constantes menores que 17,2 es exponencialmente estable.

Veremos que con tal n se verifica la tesis del teorema. Supongamos que gl satisface
(Cl), que gg satisface (C2) y que max(L1,L2) = n' < n. La demostración concluye si
probamos que EH es exponencialmente estable. Con tal fin comenzamos notando que EH
puede pensarse como una perturbación de ZHNL. En efecto, la ecuación (3.80) puede
escribirse en la forma (3.19) considerando en lugar de las perturbaciones 91 y 92, las
perturbaciones 571= 571+ 91 y Q2 = 572+ gg. Por otra parte, por satisfacer gl y gg
respectivamente (C3) y (C4), resulta que 571satisface (C1) con constante L’ = (7)—17‘)/2
y que 372satisface (C4) con la misma constante L’. Pero entonces 571verifica (C1) con
constante L; = L1 + L‘ < n y ¿'72verifica (C2) con constante L; = L2 + L’ < n, por lo
tanto, por la elección de n, EH resulta exponencialmente estable. l

Teorema 3.8 Sea EH el sistema híbrido determinado por la ecuación (3.80). Suponga­
mos que el sistema nominal ZEN determinado por la ecuación (3.34) es exponencialmente
estable en primera aproximación.

Entonces existen constantes positivas 7;y u y funciones continuas b,-= b¡(fi1,fig) Z O,
i = 1, 2, que verifican lo siguiente.

1. (71-) 0 y bz —)Ocuando (fi1,fi2) —)

2. Para cada r > 0 existen c = c(r) > 0 y n' = n’(r) tales que, si 91 satisface (C5) en
K,, gg satisface (CG) en B, y, además, max(L1, L2) < 17y max(fl1,fi2) < 17’,vale lo
siguiente:

(a) Si w(t, thu) es la trayectoria de EH que en el instante tk se inicia en w E Q,

||w(t, tw)“ 5 max(b1,ul|w|| + bg) w 2 tk Vk e z+ y VIIwII< c. (3.81)

(b) Para cada a E (0,c) existe T = T(a) 2 0 tal que

||w(t,tk,w)|| < bl w 2 tk +T Vk e z+ y vuwll s a. (3.82)
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Demostración: Con los mismos argumentos que empleamos en la prueba del Teorema
3.7, tenemos que EHNL, la linealización del sistema nominal EHN, se encuentra en las
condiciones del Teorema 3.6 y por lo tanto existen n > 0 y funciones continuas b,-,i = 1,2
que verifican la tesis de dicho teorema. Tomemos n‘ = 71/2. Afirmamos que la tesis del
teorema que queremos demostrar se verifica con tal 77’y con las funciones bi, i = 1,2,
mencionadas. Como el punto 1. de la tesis se verifica automáticamente por la elección de
las bi, pasamos a demostrar el punto 2.

Sean 571y 572como en la demostración del Teorema 3.7. Entonces, por hipótesis, ¿71
satisface (C3) y 572satisface (C4). En consecuencia es posible elegir f > 0 tal que 571
satisface (Cl) en K; con constante 17'y 572satisface (CZ) en BF también con constante 17’.

Fijemos r > 0 y sean c(r) y n’(r) como en la tesis del Teorema 3.6. Sea r‘ = min(r, f)
y consideremos c’ = c'(r) = c(1") y n" = 1;”(1') = 17’(1"). Vamos a demostrar que el
punto 2. de la tesis del teorema se cumple con c‘ en lugar de c y 11' en lugar de 77'. En
efecto, supongamos que 91 satisface (CS) en Kr, 92 satisface (CG) en Br, max(L1, L2) < 17'
y max(fi1,fi2) < n". Entonces, como en la demostración del Teorema 3.7, EH es una per­
turbación del sistema EHNL con las perturbaciones 5'71= gl + gl y 5'72= ¿72+ gg. Además
5'71satisface (Cl) en Kro con constantes Lï y [31siendo L; = L1 + 77', 572satisface (C2)
en Br. con constantes L; y fiz siendo L; = L2 + 17’,max(Lï, L5) < 277‘= n y por último
max(,31,fi2) < 17"= n’(r‘). Entonces, valen (a) y (b) del punto 2. del Teorema 3.6, con c‘
en lugar de c y con ello queda demostrado el punto 2. de la tesis, que es lo que queríamos
probar. l

Del teorema que recién demostramos se deduce inmediatamente que los sistemas ex­
ponencialmente estables en primera aproximación poseen la siguiente propiedad, análoga
a la propiedad de estabilidad total o estabilidad respecto de perturbaciones persistentes
de los sistemas dinámicos determinados por ecuaciones diferenciales o en diferencias, (ver,
entre otros [26], [82], [41]).

Corolario 3.2 Sean EH el sistema híbrido determinado por la ecuación (3.80) y EHN el
sistema híbrido determinado por la ecuación (3.34). Supongamos que EHN es exponen­
cialmente estable en primera aproximación.

Entonces vale lo siguiente. Para cada e > 0 existen dos números positivos 61 = 61(6)
y 62 = 62(6) tales que si 91 y 92 en (3.80) satisfacen

lgl(tizi€iz)l < 62 v(z)€)z) e K6

y

Mi” < ¿2 V(:c,z)e BE,
tk+1 - tk
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entonces, w(-, thu), la trayectoria de EH que en el instante tk se inicia en w, verifica la
desigualdad

||w(t,t,,,w)|| < e Vt 2 tk Vk e z+ y V||w|| < 61.

3.4 Estabilización exponencial de sistemas no lineales
de control mediante controladores digitales

En esta sección, basandonos en los resultados que obtuvimos en las secciones anteriores,
obtendremos algunos resultados sobre la estabilización exponencial de sistemas no lineales
de control en tiempo continuo mediante controladores digitales. Específicamente, estu­
diaremos en detalle el problema de la estabilización exponencial de una planta en tiempo
continuo mediante un controlador digital, considerando que ambos, la planta y el contro­
lador, son no lineales y tiempo invariantes, y que los conversores A/D y D/A a través
de los cuales se conectan la planta con el controlador operan con uno o más períodos de
muestreo. También analizaremos el efecto que producen en el comportamiento del sistema
a lazo cerrado, la existencia de errores o perturbaciones en las entradas y salidas de la
planta y del controlador, como así también la existencia de errores en los modelos de la
planta y del controlador. Dentro de este análisis quedarán contempladas las cuantizacio­
nes producidas por los conversores A/D y D/A tanto en la entrada como en la salida del
controlador digital, ya que estas cuantizaciones pueden considerarse como perturbaciones
(ver, entre otros, [16] y [57]).

Consideremos el sistema de control en tiempo continuo:

. w) = ¡(suman
7" {ym = how) (3'83)

donde para cada t E R“, z(t) e R" es la variable de estado, u(t) e IR" es la variable
de control, y(t) e RP es la variable de salida. Supondremos de aquí en adelante que
f : R" x Rq —) B" es continua y localmente Lipschitz en la variable de estado x,
uniformemente en compactos de la variable de control u, y que h : IR” —)RP es continua.

También supondremos que f(0, 0) = 0, es decir que el par 1:= 0, u = 0, es un equilibrio
del sistema de control, que h(0) = 0 y que ambas, f y h son diferenciables en (0,0) y en
0, respectivamente.

Consideremos también el controlador digital

c: {ZM = 9(Z'°’wk) (3.84)’Uk = 1'(zk,wk)

donde para cada k e 2+, zk e Rm, wk E R3 y vk e IR' son, respectivamente, las variables
de estado, entrada y salida del controlador, g : Rm x R3 —)Rm y r : Rm x R’ —->R‘.
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Supondremos de aquí en más, que g(0,0) = 0, 1'(0,0) = 0 y que ambas, g y r, son
diferenciables en el origen.

Respecto de la forma en que la planta 'P se conecta con el controlador C, considera.­
remos, como dijimos al principio, dos casos: a.) los conversores A/D y D/A trabajan con
el mismo período de muestreo, b) los conversores A/D y D/A trabajan con más de un
período de muestreo.

Por conveniencia, ya que serán empleadas en el análisis de los casos mencionados,
introducimos la. linealización de la planta ’P alrededor del par (0,0),

. ¿(o
7’“ l ya)

donde A = %é(0,0), B = ¿[(0,0) y C = %(0), y la linealización del controlador C
alrededor del par (0,0),

Az(t) + Bu(t)
Cm) ’ (3.85)

_ 2k.“ = Dzk+Ewk
CLI { 'Uk= sz+ka ’ (3.86)

dondeD = 350,0), E = 585w,0), F = gmc) y G = ¿(0,0)
Tambén será conveniente introducir la siguiente notación: para T > 0, A e RM" y

B e RM",

A, = eA’ y B, = f eA(T-’)Bds, (3.87)o

y recordar el criterio de “Kalman-Ho-Narendra”para la estabilizabilidad y detectabilidad
de sistemas de control lineal a datos muestreados (ver [72]):

Estabilizabilidad: El par (AT,B,) (T > 0) es estabilizable si (A,B) es estabilizable y
no existe un par de autovalores de A, A,p tales que A .76p y para algún k e Z,
T(/\ —p) = 2k1rz'.

Detectabilidad: El par (AT,C) (7' > 0) es detectable si (A, C) es detectable y no existe
un par de autovalores de A, A,p.tales que A aép y para algún k e Z, T(/\-p) = 2km'.

3.4.1 Período de muestreo único

En primer témino estudiaremos el caso en que la interconexión entre el sistema de control
'P y el controlador digital C se efectúa a. través de conversores A/D y D/A que operan
de la forma descripta en el apartado 2.3.1 del capítulo 2, según una única sucesión de
instantes de muestreo regular H = {t¡e= kóM : lc e 2+}, donde 6M > 0 es el período de
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muestreo. Por lo tanto, en este caso, el espacio de salidas de la planta debe coincidir con
el espacio de entradas del controlador, es decir p = s y el espacio de entradas de la planta
debe coincidir con el espacio de salidas del controlador, por lo tanto l = q.

De acuerdo con lo desarrollado en el apartado que recién mencionamos, el sistema
a lazo cerrado que se obtiene al conectar 'P con C, y que denominaremos (79,C,óM), es
tiempo invariante y está determinado por la ecuación híbrida.

i‘(t) = f1(fb‘(t),1v(t).z(t )) te[t ,t +1)
{z(tk+l) = f2(I(tk),Z(I;k)) ¡2262+ k k (3-88)

con Q = R" x Rm, f1 : H2" x Q —)R" definida por f1(:c,f,z) = f(:c,r(z,h(€))) y
f2 : Q —>IR'" definida por f2(I,Z) = g(1:,h(:r)). Además, el origen de Q, wo = 0, es un
punto de equilibrio de ('P,C, 6M).

Definición 3.5 El controlador digital C estabiliza exponencialmente la planta P con
período de muestreo 6M si wo= 0 es un punto de equilibrio exponencialmente estable del
sistema a lazo cerrado ('P,C, 6M).

Teniendo en cuenta que

afl _ afl _ afl _
—ax(0) — A —a¿(0) — BGC —az(0) — BF

y que

afz _ afz _
37(0) —EC 52(0) _ D’

como consecuencia inmediata del Teorema 3.4 tenemos que el controlador digital C esta­
biliza exponencialmente la planta 'P con período de muestreo 6M si y sólo si la matriz

H (3.89)__ AóM+ BJMGC B¿MF
_ EC D

es estable en el sentido de Schur.

Por otra parte, si consideramos la interconexión de 'PL con CL, un simple cálculo mues­
tra que el sistema lineal a lazo cerrado ('PL,CL,(5M)está determinado por la linealización
de la ecuación (3.88), con lo cual (PL,CL,6M) resulta ser la linealización de (73,C,6M)
alrededor del origen. Por lo tanto, C estabiliza exponencialmente la planta. 'P con período
de muestreo 6M si y sólo si CL estabiliza exponencialmente la planta "PLcon período de
muestreo 6M.
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Consideremos ahora la óM-discretizaciónde la planta linealizada PL,

= A z +B u
P6“: Ik+1 6M k 5M lc 390

L { y, = 0,, < )

que es el sistema de control en tiempo discreto que describe la evolución de los estados
de 'PL en los instantes de muestreo tk = kóM, cuando la entrada de ‘P es constante entre
instantes sucesivos de muestreo, es decir, si en el instante tk el estado de la planta 'PL es
:2:(tk)= xk y en el intervalo [tk,tk+1) la entrada de la planta 'PL es constante e igual a uk,
el estado de la planta 'PL en el instante tk“ es 1:(t¡,+1)= zh“ = Aman, + BaMuk. (ver
[72])

Entonces, si consideramos la interconexión de 'PÉMcon C, obtenida al considerar wk =
yky uk = vk, resulta que el sistema a lazo cerrado resultante tiene por matriz de transición
a la matriz H. Por lo tanto la matriz H es de Schur si y sólo si C estabiliza 'Pi“ .

De lo discutido hasta aquí se desprende la validez del siguiente teorema.

Teorema 3.9 Sea 6M> 0 un período de muestreo. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

1. El controlador digital C estabiliza exponencialmente la planta 'P con período de
muestreo 6M.

2. El controlador digital lineal CLestabiliza exponencialmente la planta lineal 'PL con
período de muestreo 6M.

3. La matriz H definida en (3.89) es estable en el sentido de Schur.

4. El controlador digital lineal CLestabiliza exponencialmente la planta lineal en tiem­
po discreto 'PÉM.

Observamos que a partir de la equivalencia 1. <=>2. del teorema recién establecido, se
deduce la siguiente condición necesaria para la existencia de un controlador digital C que
estabilice exponencialmente la planta P con período de muestreo «5M.

Teorema 3.10 Supongamos que la planta 'P es estabilizada exponencialmente por el
controlador digital C con período de muestreo 6M> 0. Entonces la planta linealizada 'PL
es estabilizable y detectable.

Demostración: En primer lugar demostraremos que el sistema lineal 'PLes estabilizable.
Para ello emplearemos la siguiente caracterización de la propiedad de estabilizabilidad (ver
[72])­
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El sistema lineal 'PL es estabilizable si y sólo si para cada :ro e R" existe un control a
lazo abierto u : [0,+00) —>H2”tal que, si es la trayectoria del sistema 'PL correspon­
diente al control u(-) y a la condición inicial zo, z(t) —) 0 cuando t —> +oo.

Sea zo e R" y sea (z(t), z(t)) la trayectoria del sistema a lazo cerrado ('PL,CL,6M)
que verifica la condición inicial (z(O), z(0)) = (170,0). Entonces z(t) —> 0 si t -—>+oo,
pues, por el Teorema 3.9, el controlador digital CL estabiliza exponencialmente 'PL con
período de muestreo 6M. Como por otra parte z(t) es la trayectoria de ’PLcorrespondiente
al control a lazo abierto definido mediante la igualdad u(t) = Fz(tk) + GCa:(tk)
Vt e [tk,tk+1), y a la condición inicial zo, la cual es arbitraria, concluimos que el sistema
'PL es estabilizable.

Vamos a probar ahora la detectabilidad de 'PL. Sea S el subespacio no observable de
'PL. Entonces AS g .S'y S g Ker(C) = {:z:e IR" : Cx = 0}. La detectabilidad de 'PL
quedará establecida si demostramos que Als es Hurwitz, o, equivalentemente, si probamos
que para cada 1:0 e S, emma —) 0 cuando t ——)+oo.

Sea 3:0e S. Entonces, una vez que se tiene en cuenta que CeA‘zo = 0 para todo t 2 0,
es fácil verificar que (z(t), z(t)) = (eA‘zo,0) es la trayectoria del sistema (PL,CL, 6M) que
en el instante t = 0 se inicia en (120,0). Por lo tanto emro -—) 0 cuando t —> +oo y la
detectabilidad de 'PL queda demostrada. l

Basandonos en el criterio de Kalman-Ho-Narendra para la estabilizabilidad o detec­
tabilidad de la ó-discretización de una planta lineal, y en la equivalencia 1. <=>4. del
Teorema 3.9, establecemos la siguientes condiciones suficientes para la existencia de un
controlador C que estabilice 79 con período de muestreo 6M.

Teorema 3.11 Sea 6M > 0. Supongamos que ’PLes estabilizable, detectable y que no
existe un par de autovalores de A, p y A, tales que p aé /\ y ¿Mm - /\) = 2k1r2'para algún
k e Z.

Entonces existe un controlador digital C que estabiliza exponencialmente 79con período
de muestreo 6M.

Demostración: Si 'PL satisface las hipótesis, por el criterio de Kalman-Ho-Narendra,
’PÍMes estabilizable y detectable. Por lo tanto, existen matrices D, E, F y G, tales que
el controlador digital lineal CL definido en (3.86), estabiliza exponencialmente ‘PÍM. Pero
entonces, por el Teorema 3.9, el mismo controlador estabiliza exponencialmente la planta
'P con período de muestreo 6M]

Los resultados que hemos presentado hasta aquí respecto de la estabilización de plantas
en tiempo continuo mediante controladores digitales, sólo son válidos en el caso “ideal”, es
decir, en el caso en el que el modelo matemático de la planta 'P es perfectamente conocido,
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las señales de entrada y de salida, tanto de la planta como del controlador, están libres de
perturbaciones, no existen errores de medición, los conversores A/ D y D/ A son ideales y
por lo tanto las señales no son cuantizadas, no se cometen errores al efectuar los computos
necesarios para calcular la salida del controlador, etc. Una forma de tener en cuenta en
el análisis del comportamiento del sistema a lazo cerrado planta-controlador los items
que hemos mencionado, y, por lo tanto, efectuar un análisis más realista, consiste en
considerar que las entradas y salidas, tanto de 'P como de C, se encuentran afectadas por
perturbaciones aditivas al igual que los modelos matemáticos que describen la planta y el
controlador. Más precisamente, consideremos en lugar de 'P, la planta perturbada,

I. ic(t) f(a:(t),u(t))+n1(t)
P. {y(t) = h(z(t)) i (3.91)

en lugar del controlador digital C, el controlador perturbado

6,. zk+1 = g(zk)wk)+n2k (3 92)
' vk = T(Zk,wk) '

con g y r continuas y supongamos que las entradas de P’ y de C’ están afectadas por
perturbaciones, es decir, que la k-ésima entrada al controlador perturbado C’es

wk = y(tk) + 7731:) (3-93)

y que la entrada a la planta perturbada 'P’ durante el intervalo [tk,tk+1) es

u(t) = 'vk+ n4(t). (3.94)

No consideraremos explícitamente el error en el modelado de la función de salida h,
ni los errores o perturbaciones que afectan la salida de la planta, ya que en el análisis
del sistema a lazo cerrado, éstos pueden considerarse parte de la perturbación mk que
afecta la entrada del controlador. Por razones similares a las recién expuestas, tampoco
consideraremos explícitamente los errores en el modelado de r ni la existencia de errores
o perturbaciones en la salida del controlador.

De aquí en más suponemos que las perturbaciones son desconocidas pero acotadas,
con cotas que conocemos. En otras palabras, suponemos el conocimiento de números
e,-2 0, i = 1,...,4, tales que |n1(t)| 5 e1Vt2 0, Iflgkl5 62 Vk e 2+, |773k|5 e3 VicE Z+
y In4(t)| 5 e4 Vt 2 0. También suponemos, por razones técnicas, que 771(-)y n4(-) son
funciones medibles en el sentido de Lebesgue.

En lo inmediato, basados en los resultados obtenidos sobre la robustez de la estabilidad
exponencial en primera aproximación, demostraremos que si el controlador C estabiliza
exponencialmente la planta 'P con período de muestreo 6M, y la magnitud de las per­
turbaciones no supera una determinada cota, las trayectorias del sistema a lazo cerrado
('P’,C’, 6M) son uniformemente finalmente acotadas y, además, el error final tiende a cero
si las cotas de las perturbaciones tienden a cero.
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Teorema 3.12 Supongamos que el controlador digital C estabiliza exponencialmente la
planta 'P con periodo de muestreo 6M.

Entonces existen constantes positivas e‘, p' y c‘, y dos funciones continuas de clase IC,
p,-: [0, n') -—>R4", i = 1, 2, tales que vale lo siguiente. Si maxi=lm4 ei = e < e‘ entonces

1. Si w(t, tkmw) es la trayectoria del sistema a lazo cerrado ('P’,C’,óM) que se inicia
en w e Q en el instante tko = koóM,

l|W(t, tkmw)“ S max(pi(e),#llwll + p2(e)) Vt 2 tio Vk G 1+ y Vllwll< c'- (3-95)

2. Para cada a e (0, c') existe T = T(a) tal que

||w(t,tko,w)|l S p1(e) Vt 2 tko+TVko E Z+ y VIlwII5 a. (3.96)

Demostración: En primer lugar probaremos el teorema suponiendo que las fuciones f,
g y r son uniformemente continuas en sus dominios de definición.

Sea w(t, tko,w) = w(t) = (z(t), z(t)) la trayectoria del sistema a lazo cerrado ('P’,C’,6M)
que se inicia en w = (3:,z) e Q en el instante tko. Entonces, teniendo en cuenta las ecua­
ciones (3.91)-(3.94), (a:(t) z(t)) satisface la ecuación híbrida

{ ¿(il f(ï(t), T(z(ti-),h(x(tk)) + 773k)+ 7140))+ ni(t) te [tmtm)z(tk+1) 9(Z(tk),T(Z(tk)ah 13tkll + 77%))+ 772k k E 2+

la cual puede escribirse en la forma

{ ¿(tl = f1(I(t),:c tk),z(tk)) +n(t) t e [tk,tk+l) (3 97)z(tch) = f2(a:(tk),z(tk))+y(k) ke z+ , .

con f1(z)€12) = f(I1T(zvh(€)))i f2(IiZ) = g(z)h(z))v

n(t) = f(x(t),T(z(tk),h(z(tk)) + 773k)+ n4(t)) + n1(t)
-f(z(t),r(2(tk),h(x(tk))) teltkitkH) (3-98)

V00) = 9(z(tk),1'(z(tk)ih(x(tk)) + 71%))+ 772]:- 9(Z(tk), T(z(tk), h(z(tk))). (3-99)

De la continuidad uniforme de f, g y r en sus respectivos dominios de definición, se deduce
fácilmente la existencia de una función ,6de clase ICque verifica lo siguiente: si w(-) está
definida en el intervalo [tkmt’), entonces

In(t)líñ(6) Vteltko,t’) y ¡”(kllíi5(6) Vtkosn<tk
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Como por hipótesis C estabiliza exponencialmente a 'P con período de muestreo 6M, el
sistema a lazo cerrado ('P,C, 6M), cuya ecuación es (3.88), es exponencialmente estable y,
a fortirz'on', es exponencialmente estable en primera aproximación; por lo tanto, ('P, C, 6M)
verifica las hipótesis del Teorema 3.8. Sean n, u, bl, bz, c, n’ y T como en la. tesis de dicho
teorema.

Consideremos 'r’ > 0 arbitrario. Elijamos e‘ > 0 tal que p(e’) 5 17’(r') y definamos
para r e [0,e‘],

p1(r) = max{b¡(r1,r2) : 0 S r1 < fi(r), 0 < r2 < fi(r)}

p2('r) = max{b¡(1'1,1'2) : 0 5 rl 5 ,ñ(r), 0 S r2 S fi(1‘)}.

Es claro que tanto pl como pz son continuas, no decrecientes y nulas en el origen.
Supongamos, sin perder generalidad, que además son estrictamente crecientes, y por lo
tanto de clase IC. (Caso contrario se reemplazan por funciones de clase ICque las acoten
superiormente). Por último, sea c’ = c(r’).

Afirmamos que con tales c', e’, ,u, T, pl y pg se verifican los items 1. y 2. de la tesis
del teorema que queremos demostrar.

En efecto, si maxi=1'_,_,4(e,-)= e < e', w(t) satisface la ecuación perturbada (3.97) con
In(t)l S 13(6)< fi(e’) S n’(T’) y IVkIS fi(e) < ñ(e’) S n'(r'), entonces por el punto 2.(a)
de la tesis del Teorema 3.8, si ||w|| < c’, w(-) está definida en [tkm+00) y

Ilw(t)I| S max(bi(ñ(e),fi(e)),flllwll + bz(fi(e),fi(e)))

S max(p1(e),#llwll + 02(6)) Vt 2 tkO'

Además, si ||w|| < a < c', por el punto 2. (b) del teorema citado, resulta

||w(t)|| S p1(e) Vt 2 tko+ T(a)­

_ Ahora deduciremos el caso general. Para 'F > 0 arbitrario, consideremos funciones
f : El" x R4 —)R", g : Rm x RP —>Rm y f : Rm x R” —)R4, uniformente continuas y
tales que:

a) f(:v,u) = ¡(2,11) VIII S F y VIUIS F,

b) g(z,w) = g(z,w) y r(z,w) = 1‘(z,w)V|z| 5 1"y V|w| 5 f.

Por ejemplo, puede considerarse, f = x f , con x de clase C°° tal que x E 1 en Bf x Bi
y X E O fuera de By x By, y, en forma. similar, 5']y F.
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Consideremos la planta 75y la planta perturbada 15’que se obtienen reemplazando f
por f en las ecuaciones de ‘P y 'P’, y el controlador (Ï y el controlador perturbado (Ï’ que
se obtienen reemplazando g y 'r por, respectivamente, g y f en las ecuaciones de C y C’.
Denominemos v’v(t,tkmw) a la trayectoria del sistema a lazo cerrado ('P’, Ú’,6M) que en el
instante tko se inicia en w. Entonces, como Ó estabiliza exponencialmente 75con período
de muestreo 6M, existen e', u’, c’, T, pl y pg para los cuales los puntos 1. y 2. de la tesis
del teorema se verifican con v'v(t,tkmw) en lugar de w(t, tkmw).

Sean 0 < c“ S c‘, 0 < e" < e‘ y 0 < ro < F tales que:

Í) P1(€") < To;

ii) c“ + p2(e”) < ro;

iii) max{|Ï1(a:)| : III S ro} + e" = r1 < 1'“;

iv) max{|ï(z,w)|: |z| 5 r1, |w| S r1} + e“ < F.

Ahora vamos a demostrar la tesis del teorema con 'P y C. Consideremos los mismos
p’, T, pl y pg que para 'P y C, y c" en lugar de c’ y e“ en lugar de e‘.

Es claro que los puntos 1. y 2. de la tesis del teorema se verán satisfechos si mostrarnos
que w(-,tk°,w) coincide con v'v(-,tko,w) si las cotas para las perturbaciones satisfacen
é<e“ y <c“.

Supongamos entonces é < e", ||w|| < c“ y denotemos v‘v(t,tkmw) = ¿D(t)= (:E(t),2(t)).
Entonces,

|Í(t)| + ¡50)! = Ilïï'(t)|| S max(p1(é),u'llwl| + p2(€)) S To< 1‘",

pues é < e" < e’, < c“ < c' y valen i) y ii). En consecuencia,para todo t 2 tko,
|í(t)| 5 ro < f y |Z(t)| 5 r0 < 1‘. De la acotación obtenida para |:E(t)| y iii), resulta
IwkI= |h(:E(t)) + 773kl5 1-15 1‘;entonces de ésta última acotación, la acotación obtenida
para |z(t)| y iv), resulta que en el intervalo [tk,tk+¡), |u(t)| = |1"(Í(t),wk) + n4(t)| < 1"y,
por lo tanto, en el mismo intervalo, u(t) = r(í(t),wk) + n4(t). Luego, en [tk,tk+¡), :ï:(-)
satisface la ecuación diferencial

I¿('5) = ¡(Í(t),u(t)) + 77103)

f(-’ï(t), u(15))+ n1(t)

f(í'(t), T(Í(t), h(Í(t)) + 7130+ 7740))+ m(t)

y, para k 2 ko, Z(-) satisface la ecuación en diferencias

im“) = É(Ï(tk),wk)+ 7m.
9(Ï(tk)vwk) + 772k

= glzltk)» h(ï(t)) + 7731;)+ flzk,
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con lo cual v‘v(-,tkmw) es la trayectoria del sistema a lazo cerrado ('P’,C',6M) que en el
instante tko se inicia en w, que es lo que queríamos probar. I

Observación 3.7 Los resultados sobre el problema de estabilización exponencial me­
diante controladores digitales que presentamos en los Teoremas 3.9, 3.10 y 3.11, fueron
demostrados en nuestro trabajo [50], suponiendo que las funciones que intervienen en la
descripción del controlador son continuas.

Un ejemplo

Para ilustrar los resultados obtenidos, consideraremos como ejemplo la interconexión
de dos redes neuronales de Hopfield, la primera en tiempo continuo y la segunda en tiempo
discreto.

Consideremos el sistema de control no lineal afín descripto por las ecuaciones

Él = -1,‘1(t) + tanh(aua:1(t) + 01222(t))
'P : :i:2(t) = —:I:2(t) + tanh(a211:1(t) + 0.221'2(t) + (3.100)

y(t) = 31(t)

Estas ecuaciones describen la evolución de una red neuronal continua compuesta de dos
neuronas, cuyos estados son 9:1y 3:2y cuyos pesos sinápticos son aij, i, j = 1,2 ([28]).

Consideremos también el sistema en tiempo discreto descripto por las ecuaciones

zlk+l = tanh(bllzlk + bizzzk+ dlwk)
C Z 22k.“ = tanh(b2¡zlk+ (22222;:+ dz'wk)

Uk = dazik

las cuales describen la evolución de una red neuronal discreta de dos neuronas cuyos
estados son zl y 22, y cuyos pesos sinápticos son bij, i, j = 1, 2 ([28]).

Por último, suponemos que u y w pueden ser manipuladas con el objeto de alterar la
topología de la red.

Estos modelos son simplificaciones de redes continuas (discretas) más complejas donde
un cierto grupo de nueuronas ocultas, representadas aquí mediante 22 (22), modifican los
puntos de equilibrio de la red completa, forzando el recuerdo de memorias diferentes de
las usuales (ver [12]).

El sistema resultante de la interconexión de 'P con C via u(t) = vk, kóM = tk 5 t <
(k + 1)6M = tk“, y vk = y(tk), modela la inhibición de ciertos recuerdos de la “mente
conciente” ('P) mediante el “controlador de pensamientos” (C), el cual altera los puntos
de equilibrio de P de acuerdo a la actividad “consciente”(representada por y(t)) y a sus
propios parámetros.

Para este modelo simplificado suponemos que los pesos sinápticos de la red ‘P son
conocidos, pues ellos son determinados por las memorias que la red es capaz de recordar
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([28], [27]) y que tenemos dados los pesos sinápticos y el coeficiente da del controlador C.
Entonces el problema que planteamos consiste en encontrar, si ello es posible, valores de
los pesos dl y dz para que C estabilice exponencialmente a P con período de muestreo 6M.

Supongamos los pesos sinápticos de las redes son: au = —10.8, an = an = 5.33,
a22 = —1.83 y bn = 0.125, bn = bm = —O.3,b22= 0.0625, y el coeficiente correspondiente
a la salida de C, da = 0.8.

Con estos valores tenemos que la linealización de la planta 'P alrededor del origen esÉl = +
79: i2(t) = 5.3321(t) - 2.83220) + u(t) (3.102)

y(t) = I1(t)

que es controlable y observable, y por lo tanto estabilizable y detectable. Además, los
autovalores de la matriz

A _ {-11.8 5.35]5.35 —2.83

son A1= —14.281 y A2= 0.35. Entonces, de acuerdo con el Teorema 3.11, para cualquier
período de muestreo 6M existe un controlador digital que estabiliza exponencialmente a
'P.

Por supuesto, este resultado no garantiza para el problema que hemos planteado la
existencia para un período de muestreo arbitrario 6M, de un controlador que, con la
arquitectura impuesta a C, estabilice exponencialmente a 'P.

Tomemos 6M = 1. Para tal período de muestreo H en (3.89) resulta

0.125 0.2698 0.2369 0

H = 0.2698 0.5797 0.5650 O
dl 0 0.125 —O.3
dz 0 —O.3 0.0625

Entonces, nuestro problema quedará resuelto, de acuerdo con el Teorema 3.9, si encontra­
rnos valores de las constantes dl y dg tales que H resulte estable en el sentido de Schur;
por ejemplo con dl = 0.5 y dz = —0.4los autovalores de H resultan 0.9338, 0.0582, 0.1134
y —0.2132.

En las siguientes figuras se muestran dos simulaciones del comportamiento del sistema
interconectado, considerando las condiciones iniciales 21(0) = —3,32(0) = 1.5, 21(0) = 2
y ¡22(0)= —4y los pesos para el controlador: dl = 0.5 y dz = —0.4.

En la primera de ellas no se consideraron ni perturbaciones en los modelos de la planta
y del controlador, ni errores en los actuadores y en las mediciones de la salida y(t).

La figura 3.1 muestra la evolución de las variables de estado 2:1y 1:2de la red neural
en tiempo continuo, mientra que en la figura 3.2 muestra el comportamiento de las va­
riables de estado zl y 22 del controlador. Como puede apreciarse, las figuras muestran la
estabilidad del sistema a lazo cerrado predicha.
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Figura 3.1: Evolución de los estados de la red en tiempo continuo

En la segunda simulación consideramos a la planta 'P afectada por una perturbación
aleatoria aditiva 171(t) = (n11(t), n12(t)), con Thj(t) uniformemente distribuida en [—0.1, 0.1]
para j = 1,2, al controlador C afectado por otra perturbación aleatoria aditiva 1m =
(nglknmk) con n1j(t) uniformemente distribuida en [—O.2,0.2]paraj = 1,2, un error
aleatorio 773,cen la medición de la salida y(t) en el instante tk, uniformemente distribuido
en el intervalo [-0.2,0.2], con lo cual wk = y(tk) + mk y, por último, un error aleatorio
n4(t) en la entrada de la planta, uniformemente distribuido en [—0.1,0.1], con lo cual
u(t) = vk + n4(t) si t e [k,k +1).

La figura 3.3 muestra la evolución de las variables de estado 1:1y 3:2de la red neural
en tiempo continuo perturbada, mientra que en la figura 3.4 muestra el comportamiento
de las variables de estado 21y zz del controlador perturbado. Como puede apreciarse, las
figuras muestran la acotación final del sistema a lazo cerrado.

3.4.2 Múltiples períodos de muestreo
Consideraremos ahora el caso en el que el período (o los períodos) con que se muestrean
las salidas de 'P es distinto al período (o los períodos) con que se muestrea la salida de
C. Más precisamente, consideraremos que la conexión entre la planta y el controlador se
efectúa de una de las dos formas descriptas en el apartado 2.3.2 del capítulo 2. En primer
lugar trataremos el caso en que la salida del controlador se muestrea con mayor frecuencia
que la salida de la planta (Caso II.1 del apartado 2.3.2); el caso en que las salidas de la
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Figura 3.2: Evolución de los estados de la red en tiempo discreto

planta se muestrean con mayor frecuencia que la salida del controlador será tratado en
último término (Caso II.2 del apartado 2.3.2).

1. La salida de C se muestrea con mayor frecuencia que la salida de P

Consideremos la planta P descripta en (3.83), el controlador digital C descripto en (3.84)
y supongamos que la interconexión se efectúa como en el Caso II.1 del apartado 2.3.2. Por
lo tanto las salidas de la planta y del controlador se muestrean regularmente con períodos
de muestreo 61 para la primera y 62 para la segunda, y 61 es un múltiplo entero de 62,
esto es, 61 = N62 con N e W. Recordemos que en este caso, para que la conexión entre
P y C pueda efectuarse en esta forma, el espacio de entradas de C debe coincidir con el
espacio de salidas de P, es decir, p = s, y el espacio de salidas del controlador digital
debe ser el producto cartesiano de N copias del espacio de entradas de la planta, y, por
lo tanto, identificando (qu)N e IR‘V",Nq = l. Por conveniencia particionamos la función
de salida de C, r : IR“ x RP —>IR' en la formar = (T1,...,TN) con r,- : Rm x IRP —-)B”,
i = 1,. . . , N.

De acuerdo con lo desarrollado en el Caso II.1 del apartado del capítulo 2 que ya
mencionamos, el sistema a lazo cerrado que obtenemos al interconectar de esta forma P
con C, y que denominaremos (P, C, 61,62)o más brevemente (P, C) cuando no haya peligro
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Figura 3.3: Evolución de los estados de la red en tiempo continuo con perturbaciones

de confusión, está determinado por la ecuación híbrida tiempo-invariante,

H' A
eo­ ¡.3

A V
H

A
e1­

V
N

z-s
eo­ 7P V V

H­ m
0—\

H­ ¡'r H­ H“+ H V'(t) t
{z(t:+1) = f2(z(tk),z(tk;) kez+ (3-103)

conH={tk=k51: k€Z+},Q=Rnxfl-Ïmyf1:R+XR"XQ—)HÏ"yf2:Q->Bm
definidas como sigue:

o f1(t,z,E,z) = f(z,1‘¡(z,h(€))) si t G [t¡c+(z'—1)óg,t¡c +2152),i = 1,...,N;

0 f2(-'B,Z) = 9(z,h(=v))­

Notamos además que el origen de Q, wo= 0, es un punto de equilibrio de éste sistema.
La siguiente definición es análoga a la que introdujimos en el caso anterior.

Definición 3.6 El controlador digital C estabiliza exponencialmente 'P con períodos de
muestreo (61,62)si el origen es un punto de equilibrio exponencialmente estable del sistema
a lazo cerrado (79,6, 61,62).

Al igual que en el caso en que se emplea el mismo período de muestreo para muestrear
las salidas de la planta y del controlador, que es un caso particular de éste si se considera
61 = 62 = 6M, daremos condiciones necesarias y suficientes para que el controlador C
estabilice exponencialmente la planta 'P con períodos de muestreo (61,62), en términos de
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Figura 3.4: Evolución de los estados de la red en tiempo discreto con perturbaciones

la estabilidad Schur de cierta matriz; también daremos algunas condiciones para que la
planta ‘Padmita un estabilizador exponencialdigital para un determinado par de períodos
de muestreo (61,62). Por último analizaremos el caso en que las salidas y entradas de los
sistemas están afectadas por errores.

Consideremos la linealización de la planta P alrededor del par (0,0), 'PL, dada por la
ecuación (3.85) y la linealización del controlador C, también alrededor del origen (0,0),
CL, dada por la ecuación (3.86). Teniendo en cuenta la partición r = (r1, . . . ,rN), las
matrices F y G que aparecen en (3.86) pueden escribirse en la forma F = [F1, . . . , FN]
con F,-= %’;(0,0) e Iqu’" y G = [G1,...,GN] con G,-= %(0,0) e R7”.

Entonces, la ecuación de la linealización del sistema a lazo cerrado ('P,C) resulta

{ z( 330:) _ A1:(t)+Bua:(tk)+Biz(t)Z(tk)) te ltkitkH) (3.104)tk“) = Bglz(tk) + BzzZ(tk)) tk e H

con le = EC, ng = D y Bn(t) y Blg(t) tales que

o Bu(t) = BG,-C Vt e [t,c+(i-1)62,tk +z'52), 2'= 1,. . .,N, y

o B12(t)= BF,-Vte [tk+(i-1)62,tk+i62),i=1,...,N.

Como (3.104) también es la ecuación del sistema a lazo cerrado ('PL,CL,61,62) y f1
y f2 satisfacen, respectivamente, las condiciones (C3) y (C4), aplicando el Teorema 3.3
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resulta que C estabiliza exponencialmente ’P con períodos de muestreo (61,62) si y sólo si
CL estabiliza exponencialmente “PLcon períodos de muestreo (61,62).

Por otra parte, el sistema a lazo cerrado ('PL,CL) además de lineal es tiempo invariante,
con lo cual su discretización está determinada por una ecuación en diferencias de la forma

w(tk+1)= H“(tk)

con H e 1R("+”‘)x("+'"). Entonces, por el Corolario 3.1, resulta que ('PL,CL) es exponen­
cialmente estable si y sólo si la matriz H es estable en el sentido de Schur.

Para continuar con el análisis es conveniente introducir el siguiente sistema de control
lineal en tiempo discreto, '

Pili" {al}; : ÉÏÏk+Bó""Uk ’ (3-105)

donde xk e R", Uk = (uk1,uk2,...,ukN)con u“ E R",i=1,...,N,y¡c e R” y
351,5,e BMW es la matriz en bloques

351.52= [Ag-1362, ¡tg-23521 - ' '13521)

y tener en cuenta la siguiente:

Observación 3.8 Si en el instante tk el estado de la planta 'PL es :r(tk) = xk y en el
intervalo [tk,tk+1), u(t) es tal que

u(t) = uki Vte [tk+-1)(52,tk +262), i: 1,. . .,N,

entonces en el instante tk.“ el estado de la planta :r(tk+1)= xk“ es

Ik+1 = A5131:+ Bó¡.62Uk­

Ahora estamos en condiciones de calcular la matriz H cuyas propiedades de estabi­
lidad determinan la estabilidad exponencial de la interconexión (PL,CL) y por ende la
estabilidad exponencial de ('P,C).

Fijemos w = (2,2) e Q y sea w(t,0,w) = (a:(t),z(t)) la trayectoria de ('PL,CL)que se
inicia en w en el instante t = 0. Entonces (:1:(t1),z(t1))= Hu. Por otra parte, z(t) es la
trayectoria del sistema de control PL correSpondiente a la condición inicial z(0) = a: y al
control u(t) definido en el intervalo [0,t1) de la siguiente manera:

u(t) = ’Uoi= EZ + GiCZ = 110i Vi G —1)52,‘¿62), = 1, . . . ,N.

Por lo tanto, si U0 = (u01,. . . ,uON), por la Observación 3.8, tenemos que

z(t1) = A5117+ B¿¡_5,Uo,

97



y, como U0= F z + GCz, resulta

:c(t1) = (A6l + B¿,_¿,GC)1: + B¿,I¿,Fz.

Entonces, teniendo en cuenta que de la ecuación (3.103) resulta

z(t¡) = ECI + Dz,

obtenemos la siguiente expresión de H,

(¡4,5l+ B¿,I¿,GC) Ból’ózF
ECH= D (3.106)

Por otra parte, H es la matriz del sistema lineal que se obtiene al conectar P?“ con CL
considerando Uk = vk y wk = yk, con lo cual H es estable en el sentido de Schur si y sólo
si el controlador CL estabiliza la planta PL" 2.

El siguiente teorema resume los resultados obtenidos en el análisis precedente.

Teorema 3.13 Sea (61,62) un par de períodos de muestreo con 62 > 0 y 61 = N62 con
N e W.

Entonces las siguientes afirmaciones resultan equivalentes.

1. C estabiliza exponencialmente P con períodos de muestreo (61,62).

2. CL estabiliza exponencialmente PL con períodos de muestreo (61,62).

3. La matriz H definida en (3.106) es estable en el sentido de Schur.

4. CLestabiliza P?“

Al igual que en el caso tratado anteriormente, es posible enunciar condiciones tanto
necesarias como suficientes para la existencia de un controlador digital que estabilice la
planta P para un determinado par de períodos de muestreo (61,62).

En efecto, supongamos la existencia de un controlador digital C tal que (P, C,61,62) es
exponencialmente estable. Entonces, de la equivalencia 1. <=>2., resulta que CL estabiliza
exponencialmente PL con períodos de muestreo (61,62) y, a posteriori, con demostra­
ción similar a la dada para el Teorema 3.10, deducimos que la planta linealizada PL es
estabilizable y detectable.

Respecto de la existencia de un controlador que estabilice exponencialmente la planta
con períodos de muestreo (61,62), ésta quedará garantizada si el sistema de control lineal
en tiempo discreto PÉM’ es estabilizable y detectable, ya que en ese caso existirá un con­
trolador lineal C que estabilice Pi"62, que a la vez, por la equivalencia 1. <=>4., estabilizará
P con períodos de muestreo (61,62). Por lo tanto, de esta discusión se desprende que dar
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condiciones suficientes para la existencia de un controlador que estabilice P con períodos
de muestreo (61,62) es equivalente a dar condiciones suficientes para la estabilizabilidad
y detectabilidad de Pimz, que es lo que haremos a continuación.

Por un lado tenemos que una condición suficiente para la detectabilidad del par
(AMC) es, por el criterio de Kalman-Ho-Narendra, la siguiente:
(A,C) es detectable y no existe un par de autovalores de A, A y y, tales que A 9€ p, y
61(/\ - ,u) = 2km" para algún k G Z.

Por otra parte, teniendo en cuenta la siguiente:

Observación 3.9 El par (A51,351,52)es estabilizable si (A5,,352) es estabilizable.
La validez de esta afirmación es consecuencia directa del siguiente hecho:

Si consideramos el sistema de control en tiempo discreto

12k.“ = A5212];+ Bazuk,

entonces {ik = zm} es la trayectoria del sistema de control P15)"52correspondiente al
control {Uk = (uNk, uNk+1, . . . ,uNk+N_1)} y la condición inicial Ío = 170;
y de la siguiente caracterización de estabilizabilidad (ver [72]):
El sistema de control en tiempo discreto xk“ = Azk + Bu,c es estabilizable si y sólo si
para cada condición inicial zo existe un control {uk} tal que la trayectoria del sistema
{xk} correspondiente'a tal control y tal condición inicial satisface: xk —> 0 si k —) +oo.

Entonces, también por aplicación del criterio de Kalman-Ho-Narendra, obtenemos la ¿
siguiente condición suficiente para la estabilizabilidad del par (¡451,351,62):
(A, B) es estabilizable y no existe un par de autovalores de A, /\ y ,u, tales que /\ 76p y '

|
Oa . l I‘

62(/\ —u) = 2k7ri para algún k e Z.
Como 61 = N62, esta última condición se cumplirá si (A,B) es estabilizable y se ¿J

cumple la condición suficiente que dimos para la detectabilidad de (ANC).
Lo discutido en los párrafos anteriores puede resumirse en el siguiente teorema, el cual t

da condiciones para la existencia de un controlador digital que estabilice exponencialmente
una planta no lineal para un par de períodos de muestreo dado.

Teorema 3.14 Sea (61,62) un par de períodos de muestreo con 62 > 0 y N62 = 61 con
N e W.

Entonces, si el controlador digital C estabiliza exponencialmente la planta P con
período de muestreo (61,62), la planta linealizada PL es estabilizable y detectable.

Recíprocamente, si PL es estabilizable y detectable y, además, no existen un par de
autovalores de A, A y ,u, tales que /\ 76u y para algún k e Z, 61(/\ —,u) = 2k1rz',existe un
controlador digital C que estabiliza exponencialmente la planta P con período de muestreo
(61, 62).
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Notamos que el Teorema 3.14 que recién establecimos extiende los resultados obtenidos
para el caso en que existe un único período de muestreo (Teoremas 3.10 y 3.11) al caso
considerado en esta sección.

También pueden extenderse a este caso, los resultados de robustez respecto de pe­
queños errores en las entradas y salidas tanto de la planta como del controlador, que
obtuvimos en el Teorema 3.12 para los controladores digitales que estabilizan exponen­
cialmente una planta no lineal con un único período de muestreo.

En efecto, consideremos, como en la sección anterior, la planta perturbada P’ dada en
(3.91), el controlador perturbado C’dado en (3.92), con g y r continuas y supongamos que
tanto la entradas de 'P’ como las entradas de C’están afectadas por errores, es decir, que
la k-ésima entrada del controlador wk está dada por (3.93) y que la entrada de la planta
u(t) en el intervalo [tk,tk+1) está dada por (3.94). Supongamos también que todos los
errores están acotados por constantes conocidas, es decir, que conocemos números e,-2 0,
2': 1,...,4, tales que |n1(t)] 5 €1Vt2 0, Ingkl _<_62 Vk E Z+, Iflgkl 5 e3 Vk e Z+ y
|n4(t)| 5 e4 Vt 2 0 y que 171y 114son medibles Lebesgue.

Entonces, empleando argumentos similares a los empleados en la demostración del
Teorema 3.12, (esencialmente que las trayectorias del sistema a lazo cerrado perturbado
verifican una ecuación híbrida perturbada con perturbaciones cuyas magnitudes tienden
a cero si las cotas de los errores tienden a cero y el Teorema 3.8), es posible probar el

¿. zsiguiente teorema.

'“Teorema 3.15 Supongamos que el controlador digital C estabiliza exponencialmente la
¡“"planta 'P con períodos de muestreo (61,62).

o Entonces existen constantes positivas e’, u’ y c’, y dos funciones continuas de clase IC,
“Hp,- : [0,17’) —)RJ", z' = 1, 2, tales que vale lo siguiente. Si maxi=1____,4e,- = e < e" entonces

1. Si w(t, tkmw) es la trayectoria del sistema a lazo cerrado ('P',C', 61,62) que se inicia
en w e Q en el instante tko = koól,

|lw(t,tko,w)|| 5 max(p1(e),,u'||w|| + p2(e)) Vt 2 tkoVk G Z+ y V||w|| < c'(3.107)

2. Para cada a e (0, c‘) existe T = T(a) tal que

“w(t, tko,w)ll S ¡91(6) Vt 2 tk, + T Vko e 2+ y Vllwll S a. (3.108)

2. La salida de 'P se muestrea con mayor frecuencia que la salida de C

Por último, consideramos el caso en que la planta P se conecta con el controlador C
en la forma descripta en el Caso II.2 del apartado 2.3.2. En este caso suponemos que
cada componente de la salida de P, y¡(t) = h¿(:r(t)) e R, 2' = 1,...,p, se muestrea
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regularmente con período de muestreo ón. Respecto de la salida de C, que en este caso
no debe depender de la k-ésima entrada de C, es decir, vk = r(zk), suponemos que se
muestrea regularmente con período de muestreo 62, el cual debe ser múltiplo entero de
cada uno de los períodos 6m, es decir, 62 = Niólli con N,- E W. Entonces, de acuerdo
con lo desarrollado en 2.3.2, para que la conexión entre 'P y C pueda efectuarse, por un
lado el espacio de entradas de 'P debe coincidir con el espacio de salidas de C, con lo cual
q = l, y por el otro, el espacio de entradas del controlador debe coincidir con el producto
cartesiano RN! x x BNP E RlNl+"'+NP)P,y por lo tanto s = (N1 + -- ' + Np)p.

Además de las hipótesis que hicimos sobre f en el comienzo de la sección 3.4, supon­
dremos, por el momento, que f satisface la siguiente condición:

(CL) Para cada a: e IR" y cada u e R7, a:(t,as,u), la trayectoria de 'P correspondiente al
control u(t) = u Vt e IR+ que satisface la condición inicial :1:(0,:c,u) = 1:, está al menos
definida en el intervalo [0,62].

Entonces, como consecuencia de resultados estándar sobre la continuidad y diferencia­
bilidad de las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias respecto de las condiciones
iniciales y de parámetros, (ver por ej.: [72], [15], [40]), para cada 0 5 T 5 52, la aplica­
ción F, : B" x IR" —>R", definida por FT(a:,u) = :1:(T,:r,u), es continua en R" x R" y
diferenciable en el origen, siendo

aF, _ aF,
8:1:(am-AT y au (0,0) = 3,, (3.109)

con A = gm), B = 3:5(0)y A, y B, como en (3.87).
Por último, consideremos las aplicaciones Hu = h,-o F‘(j_1)¿,_¿,i = 1,..., p, j =

1,. ..,N,-, y H = (Hu, . . .,H1,N,,. ..,Hp,1,. ..H,,'Np),y denominemos61=(61,1,...,61'p),
entonces, de acuerdo con lo desarrollado en 2.3.2, el sistema a lazo cerrado que se obtiene
conectando 'P con C en la forma allí descripta, y que denominaremos ('P,C, 51,62) o más
brevemente ('P, C) cuando quede claro del contexto quien es (51,62), está determinado por
la ecuación

= f1(-’B(t),z(t te [t ,t +1)
{z(tk+1) = f2(:r(tk),z(:k)) kekz+lc (3.110)

con H = {t¡c = kóz : k E 2+}, Q = R" x IR'", f1 : Q —) R" definida. por f1(1:,z) =
f(:c,r(z)) y f2 : f2 -—)Rm definida por f2(:c,z) = g(z,H(z,r(z))).

Observamos que al igual que en los dos casos que ya analizamos, wo = 0 también resulta
un punto de equilibrio de ('P,C ,51, 62). Entonces, en forma análoga a lo desarrollado en
dichos casos, introducimos la siguiente:
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Definición 3.7 El controlador digital C estabiliza exponencialmente la planta 'P con
períodos de muestreo (61,62) si wo= Oes un punto de equilibrio exponencialmente estable
de(p,C,51,

En lo que sigue veremos que para este caso es posible establecer resultados análogos
a los que probamos para el caso en que la salida del controlador se muestrea con mayor
frecuencia que la salida de la planta, es decir, es posible dar teoremas análogos a los
Teoremas 3.13, 3.14 y 3.15.

Comenzamos estableciendo el análogo del Teorema 3.13. Consideremos las respectivas
linealizaciones de 'P y C, PL y CL. En este caso, debido a que suponemos que r sólo

depende de z tenemos que G = 3-;(0) = 0, y que C,- = %'—'Ii(0),i = 1,. . . ,p, es la i-ésima
fila de la matriz C. Entonces, teniendo en cuenta (3.109) y las definiciones de f1 y f2,
resultan las igualdades

afl _ ü _ ü _
az (0) —A 8€ (0) _o al (0) —BF (3.111)

Üfz _ - 3f2 _
az (0) _ EC az (0) _ D + EJF (3.112)

COII

01 ' o '
ClAóm 01351.1

CIA(N1—1)61.1 CIB(N1-1)61_1

— ÜH ÜH É

Cp o

CPAóm C1135“

_ CpA(Ni—1)ói., _ _ CpB(N1—1)61.p _

Por lo tanto, la ecuación

{ (¿(t) = AI(t)+BFz(tk) te[tk,tk+1) (3.114)tk“) = ECz(tk) + (D + EJF)z(tk) k e Z+

es la linealización de (3.110) alrededor del origen. _
Como (3.114) es la ecuación del sistema a lazo cerrado ('_PL,CL,61,62),resulta que

también en este caso, ('PL, CL,61,62) es la linealización de ('P, C, 51,62) alrededor del origen.
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Entonces, por un lado, aplicando el Teorema 3.4, resulta que ('P,C, 51,62) es exponen­
cialmente estable si y sólo si la matriz

A5, Bó, F ]EÓ D + EJF (3-115)H‘ = [

es estable en el sentido de Schur; por el otro, C estabiliza exponencialmente 'P con períodos
de muestreo (51,62)si y sólo si CLestabiliza exponencialmente 'PLcon períodos de muestreo
(611 62) '

Para completar la analogía con el Teorema 3.13, consideremos el sistema de control
lineal en tiempo discreto

31.62. xk+1 = 4ózzk+Bózuk

Entonces, H ’ resulta la matriz de transición del sistema a lazo cerrado que se obtiene al
conectar P?“ con CL haciendo wk = yk y uk = uk, y, en consecuencia, H ' es de Schur si
y sólo si CL estabiliza 'Píhóz.

Hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.16 Sea (51,62) un par de períodos de muestreo con 51 = (61,1,. . . , 614,),62 > 0
YNi51,i=52,Ni E W,i=1,...,p.

Entonces las siguientes afirmaciones resultan equivalentes.

1. C estabiliza exponencialmente 'P con períodos de muestreo (51,62).

2. CL estabiliza exponencialmente 'PL con períodos de muestreo (51,62).

3. La matriz H ‘ definida en (3.115) es estable en el sentido de Schur.

4. CL estabiliza 192W.

A continuación estableceremos un teorema análogo al Teorema 3.14. Con argumentos
similares a los empleados en los dos casos ya analizados, de la equivalencia 1. 4:) 2. del
Teorema 3.16 se deduce que la existencia de un controlador C que estabiliza exponencial­
mente P con períodos de muestreo (51,62) implica la estabilizabilidad y detectabilidad de
la planta linealizada 'PL. Por otra parte, de la equivalencia 1. <=>4. se concluye que la
existencia de un controlador C que estabiliza exponencialmente 'P con períodos de mues­
treo (51,62), queda garantizada si el sistema PEN” es estabilizable y detectable, lo cual
sucede, por ejemplo, si 'PL es estabilizable, detectable y no existen autovalores de A, A y
p, tales que /\ 7€ ,u y 62(A —y) = 2k7ri con k e Z. En efecto, si se cumple esta condi­
ción, por el criterio de Kalman-Ho-Narendra, tenemos por un lado que el par (A52,B52)
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es estabilizable y, por el otro, que el par (A5,, C) es detectable, con lo cual el par (A5,, C_)
resulta también detectable, pues las filas de la matriz C son a su vez filas de la matriz C.

Por lo tanto, vale el siguiente teorema.

Teorema 3.17 Sea (51, 62) un par de períodos de muestreo con 51 = (61,1,. . . ,61_p),62 > 0
YN¡61_¿=62,Ni GW,Í=1,...,p.

Entonces, si el controlador digital C estabiliza exponencialmente la planta 'P con
período de muestreo (51,62), la planta linealizada 'PL es estabilizable y detectable.

Recíprocamente, si 'PL es estabilizable y detectable y, además, no existen un par de
autovalores de A, A y u,tales que /\ 75u y para algún k e Z, 62(A- ,u) = 2km, existe un
controlador digital C que estabiliza exponencialmente la planta 'P con período de muestreo
(51,62).

Finalizaremos el estudio de este caso analizando la robustez de un controlador digital
C que suponemos estabiliza exponencialmente la planta P. El resultado que obtendremos
es análogo al que obtuvimos para el caso que analizamos anteriormente, es decir, para el
caso en que la salida del controlador se muestrea con mayor frecuencia que la salida de la
planta.

Consideremos la planta perturbada 73’dada por (3.91), el controlador perturbado C’
dado por (3.92) con g y r continuas y 1'= r(z), y supongamos que la k-ésima entrada del
controlador es

wk = (y1(tk),-- -,y1(tk + (N1 - 1)51.1)»- - -vyp(tk)a - - - ,yp(tk + (Np ’1)51.p))+ 773/:

y que la entrada de la planta en el instante t e [tk,tk+1), u(t), está dada por (3.94).
Supongamos como en los casos anteriores, la existencia de constantes e,-2 0, 2'= 1,... ,4
tales quel771(t)lí €1Vt2 0» [TM-lS 62 Vk e 2+» lïlakl S 63 Vk G 1+,l774(t)l5 64 Vt Z 0,
y, por último, que 171y 174son medibles Lebesgue.

Entonces vale el siguiente teorema, que es análogo al Teorema 3.15.

Teorema 3.18 Sea (51,52) un par de períodos de muestreo con 51 = (61_1,.. . ,61_p),62 > 0
y Niólli = 62, N,- € W, i = 1,. .. ,p. Supongamos que el controlador digital C estabiliza
exponencialmente la planta P con períodos de muestreo (6-1,62).

Entonces existen constantes positivas e', ,u’ y c', y dos funciones continuas de clase IC,
p,- : [0,n') —+EW, z"= 1, 2, tales que vale lo siguiente. Si maxi=1'.__,4e.- = e < e’ entonces

1. Si w(t, tko,w) es la trayectoria del sistema a lazo cerrado (P',C’, 51,62) que se inicia
en w e Q en el instante tko = koóg,

“Vi/(t,tkovw)“ S max(pr(€),#'llwl| + P2(6)) Vt Z tkoVk E 1+ YVllwll < ¿(3117)
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2. Para cada a e (0,c') existe T = T(a) tal que

||w(t,tk°,w)|| 5 p1(e) Vt 2 tko+T Vko E Z+ y VIIwIIS a. (3.118)

Demostración: Como este teorema puede demostrarse básicamente de la misma forma
que el Teorema 3.12, sólo haremos un esbozo de la demostración.

Comenzamos demostrando el teorema en el caso en que f, g y h son uniformemente
continuas en su dominio de definición y f, además, es globalmente Lipschitz respecto de
2:, uniformemente respecto de u, i.e. existe L 2 Otal que |f(a:, u) —f(:c’,u)| 5 Llsc- z'I
para todo :c,:r' e IR" y para todo u e R4.

Sea w(t, tkmw) = w(t) = (1:(t),z(t)) la trayectoria del sistema a lazo cerrado (‘P',C’)
que se inicia en w en el instante tko. Entonces w(t) está definida Vt 2 tkoy es solución de
la ecuación perturbada

¿”(t) = f1(z(t),z(t))+ (t) te[t ,t+1)
{z(tk+l) = f2(z(tk),z(’;k)) +nl/(k) tk Eknk ’ (3'119)

Siendo f1 y f2 las funciones que aparecen en la ecuación (3.110) que describe el lazo
cerrado ('P, C) y 171y u las perturbaciones definidas como sigue

11(t)= f (z(t),T(z(tk)) + 7740))+ 17105)- f1(I(t), T(z(tk)) tE [tkatk+1) (3-120)

1/(k) = 9(z(tk), wk)) + 7m - 9(z(tk), H(x(tk), T(z(tk))))- (3.121)

Una vez demostrada la existencia de una función fi de clase ICque verifica lo siguiente:

|n(t)l S ñ(e) Vt 2 tko y |V(k')| S ¡63(6) Vk 2 ko,

la validez de la tesis del teorema se demuestra prosiguiendo igual que en la primera parte
de la demostración del Teorema 3.12.

Debido a la continuidad uniforme de f y g, la existencia de tal función fi que­
dará demostrada si probamos la existencia de una función 7 de clase IC tal que lu),c­
H(I(tk),r(z(tk)))| S 7(é) Vk Z ko­

Veamos la existencia de tal 7. Primero vamos a estimar el módulo de la diferencia entre
las componentes de wk y las correspondientes componentes de H (a:(tk),r(z(tk))). Por un
lado, wki'j = y¿(tk+—1)6i'j) = hi(I(tk + - 1)(51_j)),por el otro, H¡_j(:lï(tk),Z(tk)) =
h¡(F(J-_1)¿¡_J.(z(tk), r(z,k))). Entonces, por la continuidad uniforme de h, existe 71 de clase
IC tal que

Iwkij —Hi.j(17(tk), Z(tk))l _<_71(|I(tk + (j —1)51_j) —F(¡_1)¿¡_j(a:(tk),r(z¿k))|). (3.122)
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Ahora vamos a estimar |z(tk + (j —1)ó¡lJ-)—F(j_1)¿u(z(tk),T(ztk))|. Por una parte, por
ser (a:(t), z(t)) solución de la ecuación híbrida. (3.119), tenemos que para T E [0,62),

ac(t,c+ r) = x(tk) + f; f(1:(tk + s),r(z(tk)) + n4(t,c+ s))ds + n1(tk+ r),

por la.otra, de la definición de la aplicación F,, tenemos que

FT(I(tk),T(z(tk))) = ¿(Ü = 3031:)+ for f(€(s), T(Z(tk)))ds­

Por lo tanto,

II(tk + T) - ¿(TM |/\
[of mm + s>,r<z(tk))+ mm + s» —¡<¿(s),r<z(tk)>)lds

+ T ln1(s)|ds

|/\
for |f(-'v(tk+ S),T(z(tk)) + n4(tk+ 8)) - ¡(9:(tk + S),T(z(tk)))|ds

+ /OTlf(=1c(t¡c+ s),r(z(tk))) —f(€(s),r(z(tk)))|ds + ¿52. (3.123)

Teniendo en cuenta que f es uniformemente continua, y por lo tanto existe 72 de clase IC
tal que

If(=v,u) - f(1=',u')| S 72(¡11- fc'l+ lu - u'l) er’ G IR" y Vu,u’ E IRq,

resulta la siguiente acotación

[OT “(15051:+ S),T(Z(tk)) + 714W+ 3)) —f(33(tk + 8),T(Z(tk)))ids _<_720-3752. (3-124)

Por otra parte, por ser f globalmente Lipschitz en 1:,

for msm + s),r<z<tk>)>—f(€(s),T(z(tk)))lds s T lem + s) —¿<s>1ds. (3.125)

Entonces, de (3.123), (3.124), (3.125) y el lema de Gronwall-Belman, para todo T e [0,62)

|:c(t¡c+ T) —F,(x(tk),r(z(tk)))| = |1:(tk+ T) —¿(T)| 5 (é + 72(é))52e“2. (3.126)

En consecuencia, llamando 73 a. la.función de clase IC,73(T) = (1‘+')’2(T))626L62,obtenemos
la.estimación

Iz(tk + (j - 1)51.j) - F(j-1)61,¡(I(tk)a7'(ztk))lS 73(5),
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que combinada con (3.122) permite deducir la desigualdad

Iwkíd —Hi¿(ï(tk)a z(tk))l S 71 0 73(6),

con lo cual, llamando 7(r) = (N1+ . . . + Np)71073(r), resulta Iwk—H(x(tk), r(z(tk)))l 5
7(é), que es lo que queríamos probar.

Una vez probado el teorema para el caso particular en que f, g y h son uniforme­
mente continuas y f es globalmente Lipschitz en :r, uniformemente respecto de u, el caso
general se demuestra, con modificaciones obvias, de la misma forma que se probó el caso
general a partir del caso particular en el Teorema 3.12. Sintéticamente, se consideran
funciones f, Ïzy g que coincidan con, respectivamente, f, h y g en entornos del origen del
correSpondiente espacio, y que además satisfagan las condiciones de la primer parte de la
demostración. A continuación se consideran, como en la demostración del Teorema 3.12,
la planta 75, la planta perturbada 15’,el controlador (Í y el controlador perturbado Ü.
Entonces, la demostración concluye teniendo en cuenta que el teorema vale para 75' y Ú’
y que las trayectorias del lazo cerrado (75’,(Ï') coinciden con las del lazo cerrado (P’,C’),
si las cota para las perturbaciones y la norma de condición inicial son suficientemente
pequeñas. l

Observación 3.10 Todos los resultados que hemosobtenido para el caso que analizamos,
i.e. los Teoremas 3.16, 3.17 y 3.18, a diferencia de los otros casos, han sido demostrados
suponiendo que la planta satisface la condición adicional (CL). La razón por la cual
hicimos la hipótesis (CL) es de caracter técnico. Con ella, la aplicación H que interviene
en la expresión de la ecuación híbrida que satisfacen las trayectorias del sistema a lazo
cerrado planta-controlador, está globalmente definida, y el análisis se ve notablemente
simplificado.

Sin embargo, todos los resultados —que recordamos son de caracter local—, perma­
necen válidos sin la hipótesis (CL). Los argumentos para sostener esta afirmación son los
siguientes.

Fijemos F > 0. Consideremos x : R" —>B" de clase C°° tal que x E 1 en B; y x E 0
fuera de Bzf, f : H2" x Rq —>R", f(z,u) = x(1:)f(z, u) y la planta 75 que se obtiene
considerando en la ecuación (3.83) de la planta 'P, f en lugar de f. Observamos que
es inmediato el cumplimiento de (CL) por parte de 75, pues, para un control arbitrario
u : R+ —)B”, las trayectorias de esta planta están globalmente definidas.

Por otra parte, por la forma en que definimos f, resulta inmediato que para un control
dado, las trayectorias de la planta 1-7que evolucionan dentro de Br son trayectorias

de 'P y que, recíprocamente, las trayectorias de la planta 'P que evolucionan en B; son
trayectorias de 75;como consecuencia de ésto, las trayectorias del lazo cerrado ('P, C) que
evolucionan en B; x IR’"son a su vez trayectorias del lazo cerrado (15,C) y viceversa, con lo
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cual se deduce inmediatamente que C estabiliza exponencialmente 'P si y sólo si C estabiliza
exponencialmente 75. A partir de esta equivalencia, del hecho que las linealizaciones de
las plantas P y 15 coinciden y de la validez de los teoremas 3.16 y 3.17 para la planta 75,
se deduce la validez de dichos teoremas para la planta P.

Por último, la validez del Teorema 3.18 resulta de la validez del mismo para la planta
15y del hecho que las trayectorias del sistema a lazo cerrado perturbado (P’,C’) que evo­
lucionan en Bi x Rm coinciden con las trayectorias del sistema a lazo cerrado perturbado
(75’,Ü’)que evolucionan en la misma región.

Observación 3.11 Los resultados que hemos presentado para el problema de estabi­
lización de plantas en tiempo continuo mediante controladores digitales, ya sea que se
empleen uno o varios períodos de muestreo, contienen como casos particulares algunos
resultados reportados en la literatura. En efecto, nuestro Teorema 3.9 contiene como caso
particular el Teorema 6 de [45], el cual fue demostrado con técnicas muy diferentes a las
que empleamos nosotros aquí. Por otra parte, los resultados de los trabajos [29], [30] y
[32] también son casos particulares de los que hemos obtenido, ya que en todos ellos se
considera que la planta es lineal en el control y que el controlador digital es lineal.

3.5 Conclusiones

En este capítulo, aplicando los resultados obtenidos en el capítulo 2, estudiamos las propie­
dades de estabilidad de los sistemas híbridos originados por ecuaciones híbridas lineales.
Los resultados obtenidos contienen como caso particular los de [35].

También analizamos la estabilidad de los sistemas híbridos lineales perturbados, ya
sean estas perturbaciones evanescentes o persistentes. Para el caso de perturbaciones
evanescentes demostramos que la estabilidad exponencial del sistema lineal implica la
estabilidad exponencial del sistema perturbado si las perturbaciones satisfacen cierta con­
dición. A partir de ese resultado obtuvimos, bajo ciertas condiciones, la equivalencia entre
la estabilidad exponencial del sistema y la estabilidad exponencial del sistema linealizado
(“Primer Método de Lyapunov”). Nuestros resultados sobre perturbaciones evanescentes
contienen como corolarios las condiciones suficientes obtenidas en [29, 30, 80, 81, 55] y las
de [32] para sistemas con múltiples períodos de muestreo.

Para el caso de perturbaciones persistentes, demostramos que si el sistema lineal es
exponencialmente estable entonces el sistema perturbado es uniformemente finalmente
acotado y que la cota para el error final tiende a cero si la cota para las perturbaciones
tiende a cero.

Los resultados obtenidos para sistemas lineales perturbados fueron luego aplicados al
estudio del problema de la estabilización exponencial de una planta no lineal mediante
un controlador digital. Para ese problema obtuvimos condiciones tanto necesarias como
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suficientes para la existencia de un estabilizador exponencial, ya sea.que se empleen uno
o más períodos de muestreo para muestrear las salidas y entradas de la planta.

También obtuvimos resultados respecto de la robustez de estos controladores estabili­
zantes.
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Capítulo 4

Implementación Digital de Leyes de
Control Estabilizantes

4.1 Introducción

Durante las dos últimas décadas la teoría de control no lineal se desarrolló enormemente,
motivada por problemas fundamentales como el de estabilización, seguimiento de trayec­
torias o salidas, desacoplamiento de perturbaciones, diseño de observadores, etc. Estos
problemas fueron estudiados por diferentes autores, y diferentes teorías y métodos fueron
desarrollados con el objeto de resolverlos, por ejemplo: control geométrico y linealización
exacta ([36], [64]), estabilidad entrada-estado (ISS) y sus variantes ([71], [37]), backstep­
ping ([43]), pasividad ([67]), sliding-mode ([76]), etc.

Sin embargo, las leyes de control realimentado que resultan de la aplicación de estos
métodos de diseño son tan complejas, que es prácticamente inevitable su implementa­
ción en forma digital ([23], [64]); por lo tanto, resulta de interés tanto práctico como
teórico determinar el efecto que produce la implementación digital de una ley de control
realimentado en el comportamiento de un sistema de control en tiempo continuo.

Usualmente la implementación digital de una ley de control en tiempo continuo consiste
en una ley de control constante por tramos que la aproxima en algún sentido. Comun­
mente, esta ley de control aproximada se obtiene discretizando la ley original mediante
la técnica de muestreo y retención de orden cero (sampling and zero order hold), que
abreviaremos MROC y que consiste en lo siguiente: si la le),rde control a implementar es
u = 7(t,:r), entonces la aproximación que se emplea es u(t) = 'y(tk,z(tk))Vt e [tk,tk+1),
donde tk e H y H es el conjunto de instantes de muestreo.

A lo largo de este capítulo estudiaremos el comportamiento del sistema dinámico
híbrido que surge al emplear en un sistema de control en tiempo continuo, la implementa­
ción digital vía MROC de una ley de control realimentado estabilizante, específicamente
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en el caso en que ambos, el sistema de control y la ley, son tiempo invariantes.
Más precisamente, consideremos el sistema de control no lineal

P : i = fc(z,u) (4.1)

con :r E R" la variable de estado, u e IR" la variable de control y f(0, 0) = 0, y una ley
de control realimentado estática 'y : IR" —>R1 que estabiliza a P, es decir, una ley tal
que el sistema (4.1) sujeto a la realimentación u = 7(z),

2:1: = fc(:c,7(x)) := g(:r), (4.2)

tiene al origen como un punto de equilibrio asintóticamente estable.
En este capítulo estudiaremos el comportamiento del sistema dinámico híbrido En,

En 3¿(Ü = fc(z(t)a7(z(tk)) 1: f(3(t)»ï(tk)) te ltk,tk+1)k e 2+, (4-3)

que surge de aplicar en (4.1) la implementación digital mediante MROC de la ley 7.
No consideraremos explícitamente el caso en que la ley de control estabilizante es

dinámica, i.e., aquel en el que la ley de control es de la forma

z' = N(z,:r)
{ u = M(z,:z:) ’ (4'4)

con z e R’, y el sistema a lazo cerrado (4.1)-(4.4)

:i: = fc(1:, M(z,1:))
{ á = N(z,a:) (4'5)

tiene a (0,0) como un punto de equilibrio asintóticamente estable, porque el estudio de
la implementación digital vía MROC de la ley dinámica (4.4) se reduce al estudio de
la implementación digital vía MROC de cierta ley de control estabilizante estática. En
efecto, si consideramos la implementación digital vía MROC de (4.4),

{ á(t) N(z(t),z(tk))u(t)
t e t.,t. , 4.6

M<z(tk),x(tk)) h “1) ( l

resulta que el sistema a lazo cerrado (4.1)-(4.6)

Mt) = fc(1ï(t),M(z(tk),z(tk)))
lá“) = N(2(t),z(tk)) teltkatkH), (4.7)

coincide con el sistema a lazo cerrado que resulta de emplear en el sistema de control
ampliado

i = fc( i )

l: = N<Ï,Ï) (4'8)
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la implementación digital vía MROC de la ley de control estática (u,v) = (M (z,:c),a:),
que es estabilizante para (4.8).

En las secciones siguientes vamos a demostrar que las trayectorias del sistema En son:
a) semiglobalmente uniformemente acotadas y, b) uniformemente finalmente acotadas con
error final que tiende a cero cuando ||H|| tiende a cero. A partir de las construcciones
que efectuemos para demostrar este resultado, obtendremos por un lado cotas explícitas
para el paso de muestreo y por el otro una condición suficiente para la convergencia de las
trayectorias al origen en lugar de a un entorno de éste, i.e., una condición suficiente para
que la implementación digital vía MROC estabilice el sistema. Por último, mostraremos
que esta condición es satisfecha, por ejemplo, por las leyes de control realimentado que
estabilizan exponencialmente al sistema.

4.2 Análisis de estabilidad del sistema a lazo cerrado

Como dijimos en la introducción, estudiaremos el comportamiento del sistema híbrido En
determinado por la ecuación (4.3), bajo la hipótesis que 7 es un estabilizador del sistema
'P, es decir, suponiendo que el origen es un punto de equilibrio asintóticamente estable de
2.

Con el objeto de asegurar la existencia y unicidad de las trayectorias del sistema 2, de
aquí en más supondremos que tanto fc : R" x B" —)R" en (4.1) como 7 son funciones
localmente Lipschitz. Con tales hipótesis, g en (4.2) resultará localmente Lipschitz y la
existencia y unicidad de las trayectorias de 2 quedará asegurada.

En primer lugar estudiaremos el caso en que 7 es un estabilizador global de 'P, es
decir, el caso en el que el origen es un punto de equilibrio globalmente uniformemente
asintóticamente estable (GUAE) de E.

En lo que sigue, vamos a demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4.1 Supongamos que 7 es un estabilizador global de 'P.
Entonces existen M de clase ¡Cmy 0 < 3(s,'r), 0 < s 5 r, tales que se verifica lo

siguiente: dados 0 < e S R y 0 < 6 < 30€,R), si IIHIIS 6 y :1:(t,tk°,:ro) es la trayectoria
de En que en el instante tko se inicia en zo e BR entonces:

1. |:1:(t,tko,:ro)|S VtZ tko;

2. existe T = T03, R,ó) 2 0 tal que |1:(t, tko,:ro)| 5 e Vt 2 tko+ T.

Observación 4.1 En otras palabras, el Teorema 4.1 afirma lo siguienteLdadas las re­
giones del espacio de estados BR y Be, con 0 < e S R, existe una cota ó para el paso
de muestreo tal que si éste no la supera, entonces las trayectorias que se inician en BR,
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además de permanecer uniformemente acotadas, luego de transcurrido cierto tiempo in­
gresan en la bola BE y permanecen allí para siempre. Entonces, si pensamos a la s.i.m.
H como un parámetro, tenemos que la familia de controladores compuesta por las imple­
mentaciones digitales vía MROC de 7 estabiliza a P semiglobalmente —pues R puede
hacerse tan grande como se quiera- y prácticamente —pues e puede elegirse tan pequeño
como se quiera.

La demostración que haremos del teorema estará basada en una serie de resultados que
iremos probando alo largo de la sección. Si bien es posible dar demostraciones más cortas
del teorema, preferimos dar ésta por dos razones: 1) permite obtener cotas explícitas para
el paso de muestreo, 2) permite derivar una condición suficiente para la convergencia de
las trayectorias al origen.

Demostración del Teorema 4.1:
Como estamos suponiendo que 'y es un estabilizador global de 79, el origen de coorde­

nadas es un punto de equilibrio GUAE de 2 y por lo tanto, por los teoremas inversos de
Lyapunov (ver por ej. [54], [44], [26]), existe una función de Lyapunov global para 2, es
decir, existe una función escalar V : IR" —>B‘“ de clase C1 tal que para ciertas funciones
a1, a2 y a3 de clase ¡Com

1. a1(|:r|) 5 V(:r) 5 a2(|z|) Va:E H";

2. VV(I).g(:c) S —a3(|a:|)VI e R".

Fijemos una de tales funciones V de Lyapunov para E y consideremos para cada par de
números 0 5 r 5 r’ los siguientes conjuntos:

J(r) = {I E H": V(a:) 7'

6J(r) = {:ce IR": V(:c) = 7'

Km, = {1:6an TSVI)ST’},

los cuales resultan compactos, pues, son cerrados por la continuidad de V y acotados por
la propiedad 1.

Debido a las propiedades 1. y 2. de la función de Lyapunov V, los conjuntos J(r) que
recién introdujimos gozan de las siguientes propiedades con respecto a 2:

1. Para cada r 2 0, J(r) es positivamente invariante;

2. para cada r 2 0, J (r) es globalmente uniformemente asintóticamente estable.
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Estas propiedades de los conjuntos J (r), la invariancia y la estabilidad asintótica, no
se mantienen al reemplazar 2 por En, pues, ni J (r) resulta necesariamente invariante
respecto de En para 'r > 0, ni J (r) resulta necesariamente GUAE en caso de resultar
invariante con respecto a En. Sin embargo, si en lugar de considerar las propiedades de
los conjuntos J (r) respecto del sistema En cuando H es una s.i.m. arbitraria, consideramos
las propiedades de estos conjuntos respecto de los sistemas En cuando ||H|| —>0, se tiene
el siguiente resultado.

Proposición 4.1 Sea V una función de Lyapunov global para 2.
Entonces, para cada par 0 < e S R existe ó’ = 6’(s, R) > 0 tal que:

1. Para cada r E [6,R], J (r) es invariante respecto de En si ||H|| < 6'.

2. Para cada 0 < ó < 6’ existe T‘ = T’(E, R, ó) tal que si III'III5 6 entonces

z(t, tkmzo) e J(e) Vt 2 tko+ T’ y V20 e J(R). (4.9)

Con el objeto de demostrar la Proposición 4.1, consideremos la función h : IR" x R" ->
R

Mi, y) = VV(-'v)-(9(I) + y) (4-10)

y las funciones no negativas G, P y L definidas para 'r > 0 de la siguiente manera:

G(7‘) = max{|g(x)|: a: E J(r)}, (4.11)

É(r) = sup{ : 1:,Ee J(r), :r- 67€0}

L(r) = ¡1311+LM) (4.12)

P(r) = sup{n G HF : 3J(r) x B” C h’1(B<o)}, (4.13)

donde 9(z,€) = f(I,€) - g(='=)y 1R<o= (-oo,0)­
Notamos que de las definiciones de las funciones G, L y P se deduce inmediatamente

que

|g(z)l s G(r) v2 e J('r), (4.14)
l0(x,€)l s L(r)lzv- ¿I VM e J(r), (4.15)
h(x,y) < 0 Va:E 6J(r) y VIyI < P(T). (4.16)

Las propiedades de las funciones G, P y L que enunciamos a continuación serán utilizadas
más adelante.
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Lema 4.1 G es no decreciente y continua, L es no decreciente y continua por la derecha
y P es positiva y semicontinua inferiormente.

Demostración: Que G es no decreciente se deduce inmediatamente de la definición de
G y de la inclusión J(r') g J(1') si 0 5 r’ 5 'r. Veamos la continuidad de G. Sea ro > 0 y

probemos que liero+ G(r) = G(1'3')= lim a G(r) = G(r0') = G(ro).
Comenzamos probando que G('r¿*)= G(ro). Como G(r) 2 G(ro), bastará probar

que G(Td) S G(ro). Primero vamos a demostrar lo siguiente: para cada. e > 0 existe
Ar > 0 tal que J('r + Ar) Q [J(r)]¿, donde [J(r)]¿ es el e-entorno cerrado de J(r), i.e.
[J(r)]¿ = {z e IR" : dJ(,)(:r) 5 e}. Si no fuese cierto, para cada Arn = 1/n, existe un :rn
tal que V(:r,.) S r + l/n y dJ(,)(:rn) > e. Por compacidad, existe una subsucesión {znk}
tal que Ink —>:c‘. Entonces, por la continuidad de V, V(:z:') 5 r y por lo tanto 13'G J(r).
Por otra parte, d_¡(,)(:c’)= limk_,+oodJ(1-)(Ïnk)2 E, con lo cual x' í J(r) llegando a una
contradicción. Por lo tanto la existencia de tal Ar > Oqueda asegurada.

Sea a > 0. Entonces, por la continuidad uniforme de g en [J(T)]i, existe 0 < e < 1 tal
que |g(z) —g(a:’)| < e para todo par :r,:r’ e [J(r)]1 tal que la:—:r’I 5 e. Sea Ar > 0 tal
que J(r + Ar) g [J(r)]¿. Si probamos que para todo r0 < r 5 1-0+ Ar, G(r) 5 G(ro) + e,
la continuidad por derecha de G quedará establecida. Fijemos r con ro < r 5 ro + Ar y
sea :r, tal que |g(:vr)| = G(r). Como J(r) g [J(ro)]¿, existe 1:e J(ro) tal que Irc—xr] 5 e
y por lo tanto G(r) 5 |g(1:)| + e S G(ro) + e.

Ahora probaremos que G(r0’) = G(ro) (suponiendo 'ro > 0). Por la monotonía de G,
bastará probar que G(ro’) 2 G(ro). Sea 9:0e J (ro) tal que |g(:co)| = G(ro). Consideremos
la función 12(3) = V({(s)), donde ¿(3) es la curva ¿(3) = zo + 39(10). Como 13(0) =
VV(xo)g(zo) < 0, tenemos que 12(3)es estrictamente decreciente en el intervalo [0,8‘]
para algún s' > O suficientemente pequeño. Por lo tanto, para cada r e [v(s'),ro]
existe un único s = s(r) tal que s e [0,5'] y 12(3)= r. Entonces, teniendo en cuenta

que E(s(r)) E J(r) y que s —)0 cuando T ——>ro, resulta que G(1'0_)= lier; G(r) 2
lier; |g(E(s(r))| = |g(xo)l = G(ro), con lo cual queda demostrada la continuidad de G.

Pasamos a demostrar ahora las aseveraciones hechas sobre de P. Fijemos r > 0. A
partir de la propiedad 2. de V es inmediato que 8J(r) x {0} C h’1(IR<0). Entonces, de la
compacidad de 6J('r) y del hecho que h‘1(R<o) es abierto, por el lema del tubo (ver por
ej.[62]) se deduce la existencia de n > 0 tal que 8J(1') x B” C h’1(R<o); en consecuencia
O< n S P(r) y la positividad de P queda probada.

Veamos ahora la semicontinuidad inferior. Fijemos ro > 0. La semicontinuidad inferior
de P en ro quedará probada, si probamos que para cada n > 0 tal que n < P(ro),
existe Ar > 0 tal que P(7') _>_7; para todo r E [r0 —Arm, + Ar]. Sea entonces n
tal que 0 < n < P(r0). Como 8J(ro) x B,7 C h‘1(flï<o), existe un conjunto abierto
U tal que J(ro) C U y U x B,7 C h‘1(IR<0). En efecto, si a: e J(ro), de la inclusión
{1:} x 3,, C h‘1(1R<o) y del lema del tubo, se deduce la existencia de r: > 0 tal que

r->r
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3,, (1:)x B” C h'1(B<o). Entonces, U = U36J(,.o)int(B,., es abierto y se verifica la
inclusión U x B77C h’1(R<o).

Con argumentos similares a los que empleamos en la primera parte de la demostración,
se deduce la existencia de Ar > 0 tal que para cada 'r e [r0 —Arm) + Ar], 8J(r) C U.
Por lo tanto, VTe [ro - Ar, ro + Ar], óJ (1-)x B” C h’1(fl2<o), y, en consecuencia, de esto
y de la definición de P resulta P(r) 2 n Vr e [ro- Ar, ro + Ar], que es lo que queríamos
demostrar.

Por último, respecto de L sólo demostraremos la buena definición de Í, para cada
r > O, ya que el resto es inmediato de las mismas definiciones y de las relaciones de
inclusión que verifican los conjuntos J (r).

Fijemos r > 0. Entonces, como 7 es Lipschitz en J (r) y fc es Lipschitz en J (r) x
'y(J(r)), existe una constante M 2 O tal que |0(:c,¿)| = Ifc(1:,'y(€)) —fc(1:,'y(:r) | S
MIa: —¿I Vz,¿ e J(r), y por lo tanto L(r) resulta finita. I

Ya introducidas las funciones G, L y P, consideremos para cada par e, R con 0 < e S
R,

ALE= {6 2 0 : 663w”< fiat/1‘ E [€,R]}
y

6‘(6, R) = sup ALE. (4.17)

Observamos que ó’(e, R) > 0, pues, G y L son acotadas en (0, R] y

min{P(r) :1‘ e [€,R]} > O

por la positividad y semicontinuidad inferior de P.
También observamos que de la definición de ó' resultan las siguientes propiedades de

monotonía que será empleadas más adelante,

6’(e, R) 5 ó’(e, R’) VR 2 R' (4.18)

6’(s',R) 5 6’(8,R) V0 < 6’ 5 e. (4.19)

En lo que sigue vamos a demostrar que con tal 6’ se verifica el punto 1. de la Propo­
sición 4.1.

Antes necesitamos el siguiente lema técnico.

Lema 4.2 Supongamos que para cierto t e [tb tkH], la trayectoria :r(T) = 12(7',tko,1:0)de
En verifica I(T) E J(7‘) Vt;c5 7' < t S tk“.

Entonces

|0(:c(t),1:(tk))| 5 L(r)G(r)(t —tk)eL(')(""‘). (4.20)
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Demostración: Como 93(7)en el intervalo [tk,t) es solución de la ecuación diferencial
:t = f(1:,z(tk)) = g(:r) + 6(z,x(tk)), para todo 7' E [tk,t)

:r(T) - a:(t,,) = ftr g(z(s))ds + T0(:c(s),a:(tk))ds.tk

Entonces, tomando módulo y teniendo en cuenta que z(s) e J (1') para tk 5 s 5 7' < t,
(4.14) y (4.15), tenemos que para todo T e [th t)

INT) " 3(tk)l S (t ' tleÜ') +/ L(T)l-'5(3)—z(tk)ld3itk

en consecuencia, por el lema. de Gronwall-Belman, |z(t) —a:(t,,)| 5 (t —tk)G(r)eL(’)("‘*).
Combinando esta última desigualdad con (4.15) resulta (4.20)]

Demostración de 1. de la Proposición 4.1

Supongamos que la s.i.m H es tal que < ó’(e, R). Que J(T) es invariante respecto
de En para e 5 1- 5 R, quedará probado si mostramos que para cada 2:0 e J(r) con
E S T S R, I(t,tk°,1ïo) E Vt E [tko,tko+1]y VtkoG

Fijemos tko G H y :coE J(r) y consideremos x(t) = x(t, tkmxo). Consideremos también
el intervalo de números reales

I = {t E [tko,tk°+1]2 11(7')G J(T)VT G [tk0,t]}. (4.21)

Notamos que Í 7€(Dpues tkoe I, y que I es cerrado, i.e. I = [tkmt‘], por ser continua
y J (r) cerrado. Si probamos que t‘ = tkOH,quedará demostrado el punto. Supongamos
por el contrario que t“ < the“. Entonces debido a la continuidad de :z:(-),a:(t‘) e 8J(r),
en otras palabras, V(a:(t‘)) = r. Definiendo v(t) = V(a:(t)), resulta

Ú(t') = VV(I(t’))-f(x(t’),15%))
VV(z(t'))-[9(x(t)) + 9(I(t'), I(tko))]
h(x(t.)16(z(t')im(tko))'

Como :1:(t‘)e J(r) y, por el Lema 4.2 y la definición de 6',

l6(x(t.)ix(tko))l S IIHI|L(T)G(7')€L(')"IIII< P(T),

por (4.15),i)(t') = h(a:(t'),6(:r(t'),z(tk°)) < 0. Por lo tanto existet“ con t' < t“ 5 tu“,
tal que v(t) 5 v(t‘) = r para todo t e [t’,t“]. En consecuencia, :r(t) e J(1') para todo
t E [t’, t"] y por ende [tkwt"] C I, llegando a un absurdo. Por lo tanto t' = tko+1que es
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lo que queríamos probar. l

Nos resta demostrar el punto 2. de la Proposición 4.1. Es decir, nos resta probar que
todas las trayectorias que se inician en J (R) llegan en tiempo finito a J (e), y que este
tiempo está uniformemente acotado si ||H|| pertenece al intervalo (0, 6] con ó < 6’.

Para ello vamos a necesitar un par de lemas técnicos.

Lema 4.3 Sea O < 6 < 5‘(s, R), entonces existen constantes positivas K y E tales que
para cada 1' e [6,R] se verifica:

1. —max{h.(z,y) : :1:e K _¡_,., |y| 5 óL(‘r)G(r)eL("5} = c(r) 2 E;

2. óL(r)G(r)eL(')" < P(r’) para todo r’ e [1'—3,1'].

Demostración: Consideremos la función 11(1')= 5L(r)G(T)eL(')5. Notamos que V es no
decreciente y continua por la derecha debido a las propiedades de L y G.

En primer lugar vamos a mostrar que para cada 'r e [6,R], existe A(r) > 0 tal que:

o —max{h(:1:,y) :1: E K,_A(,.)_,+A(,.), |y| 5 11(1‘+ A('r))} = E(T) > O.

o 1/(1'+ A(r)) < P(r’) para todo r' G [1'—A0"), 1'+ A(r)].

Fijemos T e [6,R]. Como ó < ó'(e, R), existe 17,> 0 tal que

1/(1') < 1),.< P(r).

Entonces, por la semicontinuidad inferior de P, existe A1 > 0 tal que 17,.< P(r') para
todo r’ e [r —A1, r + A1]. Por otra parte, debido a la continuidad por derecha de u existe
A2 > 0 tal que u(r + A2) < 11,. Entonces, tomando A(r) = min(A1, A2) y teniendo en
cuenta la monotonía de u respecto de r, resulta

u('r + A(r)) = 17:< 17,.< P(r') Vr’ e [1'—A('r),'r + A(r)], (4.22)

con lo cual el segundo item queda demostrado.
Respecto del primer item, observamos que de (4.22), la monotonía de u y (4.16), se

deduce que h(:c, y) < 0 si 1: E K,_A(,.)_,+A(r)y IyI 5 77,1.Por lo tanto K,_A(,)',+A(,) x B”; C
h_l(R<0) Y

E(7") = - max{h(-'B,y) = (muy) E Kr—A<r).r+A<r) ><Bm} > 0­

Consideremos el cubrimiento por abiertos de [6,R], {(r —A(r)/2, r + A(r)/2)}. Como
[6, R] es compacto, existen 1-1,. . . ,rN, con e 5 1',-_<_R, tales que

N

[5,12]c Um- —A(r,-)/2,r,- + A(r,-)/2).
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SeanK: min{A(r¿)/2:z'=1,...,N}>2y E
que la tesis del lema se verifica con tales A y E.

Fijemos r e [6,R]. Entonces para algún 1 5

= min{E(r,-) : 2'= 1, . ..,N} > 0. Veamos

i 5 N,

[1' —3,7‘] g [1“,-— A(r¡), 1',-+ A(ri)].

En consecuencia u(r) 5 1/(73-+ A(r,-)) < P(r') para todo r' e [ri —A(r¡),r,- + A(r¡)] y por
lo tanto se verifica el punto 2. de la tesis del lema.

Por otra parte,

c(T) = - max{h(rv,y) I I G ¡{han IyI S 11(7)}

Z _ max{h(z)y) Zx e KT-A(T¡),T+A(T¡)) S V(T+
= E(T,‘) 2 E > 0,

con lo que queda verificado el punto 1. de la tesis del lema, que era lo que nos restaba
demostrar. l

Lema 4.4 Para 0 < ó < ó’(6, R), sean
Entonces, si definimos c'(r) = min

1. c'(r) 2 min{E,Ï/ó} > 0.

, E y c(r) como en el Lema 4.3.
6,c(r } para r e [6,R], vale lo siguiente:

K
K

2.Si||H||56yV(zo)=Tcon€5rSR,

V(I(tk+1,tk,xo)) - V(1:0)S -C’(T)(tk+1-tk).

Demostración: La validez del punto 1. es inmediata, pues, por el Lema 4.3, c(r) 2 E > 0.
Pasamos a demostrar el punto 2.

Supongamos S 6 y V(a:o) = 1' con E 5 r 5 R. Sean 12(t) = z(t,tk,xo) y
v(t) = V(:c(t)), entonces vale lo siguiente:

(a) Si 33(7)e K,_¡'r Vtk 5 7' < t 5 tk“ entonces v(t) —v(tk) 5 —c(r)(t —tk).

(b) Si para algún t‘ e [tk,tk+1),v(t‘) = r-K, entoncesv(t) 5 r-K‘v’t e [t‘,tk+1].

Veamos (a) Por el Lema 4.2 tenemos que para todo tk 5 T < t,

|9(I(T),=r(tk)l S (7'—tk)L(T)G(T)eL(T)(T—tk)

S 6L T)G(T)eL(')5.

Entonces, por el punto 1. del Lema 4.3,

19(7)= h(Z(T),Ü(I(T),I(tk)) 5 -c(r) VTe [tk,t),
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y, por ende, v(t) - v(tk) = ‘Ú(T)d’r5 c(r)(t —tk).
Veamos ahora (b) Supongamos que para algún t’ e [tk,tk+1), 'u(t‘) = r —K. Conside­

remos el conjunto

A={t€ [t',tk+1]:v(r)Sr-K Vt'Srgt}.

Por la continuidad de v, .A resulta un intervalo cerrado, i.e. A = [t’,t"]. Entonces, si
t” = tk“, quedará demostradoel punto Supongamospor el contrarioque t" < tk“.
Entonces necesariamente v(t“) = r —K o, equivalentemente, a:(t“) e 6J(r —K). Como
además |9(z(t’),z(tk)| S óL(r)G(’r)eL(')ó,por el punto 2. del Lema 4.3, |0(z(t'),z(tk)| <
P(r —K) y por lo tanto, por (4.16), 1)(t") = h(:r(t"),6l(a:(t’),:r(t )) < 0. Pero entonces
para algún At > 0 suficientemente pequeño, v(t) 5 v(t“) = 1'—K para todo t“ 5 t 5
t“ + At < tk“, con lo cual [t’,t“ + At] Q A, llegando a una contradicción. Luego
t“ = tk“ y el punto (b) queda demostrado.

Ahora, de (a) y (b) vamos a demostrar la validez del punto 2. de la tesis del lema, i.e.
que 'u(tk+1) —v(tk) 5 -c'(r)(tk+1 —tk).

Consideremos dos casos:

cl) c‘(r) = c(r), es decir c(r)6 S K;
02) c’(r) = K/ó < c(r).

Supongamos que nos encontramos en el caso cl). Entonces tenemos dos posibilidades,
i) para algún tk < t‘ < tk“, v(t') = r —K, ii) v(t) > r —K para todo t E [tk,tk+1]. Si
estamos en el caso por el punto (b) recién demostrado, v(tk+1) 5 1-- K. Por lo tanto
v(tk+1) —v(tk) 5 -A 5 —c(r)ó 5 —c'(r)(tk+1 —tk).

Si por el contrario sucede ii), entonces a:(t) e XFX, Vt e [th tk+1]y por lo tanto, por
el punto (a), v(tk+1) —v(tk) 5 —c(r)(tk+1 —tk) = —c'('r)(tk+1 —tk). _

Si nos encontramos en el caso c2) y sucede i), tenemos que v(tk+1) S r —A. Por lo
tanto v(tk+¡)—v(tk) 5 -K S —(Z/ó)(tk+1—tk) = —c’(r)(tk+1)—tk). Si sucede ii), con los
mismos argumentos que empleamos en el caso c.2) ii), v(tk+1) —'u(tk)5 -c(r)(tk+1 —tk) =
‘C'(T)(tk+1 - tk)- l

Demostración de 2. de la Proposición 4.1:

Sea c'(r) como en el Lema 4.4. Recordemos que debido al punto 1. de tal lema,
infrqe’nlc'h) = c‘ 2 min{E,K/ó} > O. Entonces afirmamos que el punto 2. de la tesis
de la Proposición 4.1 se verifica con T' = T’(E, 12,6) = (R —€)/c‘ + ó. En efecto, fijemos
1:0e J(R). Si V(a:o) 5 e, z(t,tko,zo) e J(r-:) para todo t 2 tko y no hay nada que probar.
Supongamos entonces que 1:0e J (R) —J (e), o, equivalentemente, que s < V(:co) 5 R.
Sea tk. el primer instante de II tal que tk. 2 tko+ (R —e)/c‘, entonces, necesariamente
tk. 5 tko+T'. Sean a:(t) = z(t, tko,1:0)y v(t) = V(z(t)), entonces por ser J(R) invariante,
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v(t) 5 R para todo t 2 tko. Supongamos que v(tk) = rk > e para todo tko 5 tk 5 tk..
Entonces, por el punto 2. del Lema 4.4,

k'-1

m.) = v(tk°)+ z v(tk+1)—mk)
k=ko

k'—1

_ To- z C'(Tk)(tk+1- tk)
k=ko

s To—c’(tk- - the)

S To- R + E

S 6,

lo cual es absurdo. Por lo tanto, para algún tk con tko 5 tk 5 tk- 5 tko+ T', v(tk) 5 e,
i.e. z(tk) e J(e), con lo cual, por la invariancia de J(e), :c(t) e J(e) para todo t 2 tk. l

Una vez demostrada la Proposición 4.1, concluimos la demostración del Teorema 4.1.

Conclusión de la demostración del Teorema 4.1

Sean al y a2 funciones de clase K0° tales que a¡(|a:|) 5 V(:v) 5 a2(|zl) Va: e IR".
Para 0 < e 5 R consideremos las constantes positivas

e' = (11(6) y R' = a2(R), (4.23)

y notemos que con ellas se verifican las inclusiones J (6’) g BE y BR Q J (R’).
Entonces la tesis del Teorema 4.1 se verifica con M (r) = 05100120"),3(e, R) = ó'(e’, R’)

y T(e, R, ó) = T’(e', R’, 6), con los mismos 6' y T’ de la Proposición 4.1.
En efecto, supongamos que |lH|| _<_6 < 3(€,R) y que xo e BR. Entonces, como

xo e J(R’), por el punto 1. de la proposición 4.1, tenemos que |V(:c(t,tko,:co))| 5 R’
Vt 2 tko. Pero entonces a1(|:r(t,tko,:vo)|) 5 |V(:c(t,tko,xo))| 5 R’ Vt 2 tko, o, lo que es
equivalente, |:c(t, tk°,1:o)| 5 aï1(R’) = M(R) Vt 2 tko.

Por otra parte, por el punto 2. de la misma proposición, tenemos que :r(t, tkmzo) e
J(e’) Vt 2 tko+ T'(€', R’,ó). Pero entonces :r(t,tk°,:ro) e BEVt 2 tko+Ï(€,R,ó). l

Observación 4.2 Observamos que de la demostración del Teorema 4.1 se desprende que
si V es una función de Lyapunov global para E y a1 y a2 son funciones de clase ¡Caotales
que a1(|a:|) 5 V(:c) 5 a2(|a:|) para todo a: e R", entonces la tesis de dicho teorema se
verifica con

M(T) (11-1o 02(r), (4.24)

305,R) = 5'(01(E),02(R)), (4-25)

donde 6' está dado por (4.17).
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Observación 4.3 El Teorema 4.1 generaliza los resultados dados en el Teorema 4 de [31]
respecto de la implementación digital vía MROC de leyes de control estabilizantes para
sistemas no lineales afines en el control.

Cuando la ley de control 7 estabiliza localmente a 'P, es decir, cuando el origen es un
punto de equilibrio localmente asintóticamente estable de E, con demostración similar a
la del Teorema 4.1 es posible demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4.2 Supongamos que 7 es un estabilizador local de 'P. _
Entonces existen un entorno del origen U y una función positiva ó : (0,6'] -> R tales

que, dados 0 < e 5 6' y 0 < ó < ¿(6), si ||HII S 6 y zo e U se verifican:

1. I(t,tko,xo) E U Vt 2 tko;

2. existe T = T026) tal que Iz(t,tko,zo)l S EVt 2 tko+7

Demostración: Como la demostración de este resultado es esencialmente la misma que
la que dimos para el Teorema 4.1, sólo haremos un esbozo de ella.

Consideremos una función V de Lyapunov local para E, es decir, una función conti­
nuamente diferenciable V : B,- —)IR+, con 'r’ > 0, que verifica

1- OKI-TI)S WI) S 02(III) V35E Br;

2- VV(1ï)-9(3) S -aa(|93l) V-TE Br‘a

con ai, i = 1,2,3 de clase IC. La existencia de V está garantizada por los teoremas
inversos de Lyapunov al igual que en el caso de la estabilidad asintótica global uniforme.
Para tal función V consideremos 0 < R’ < a1(r*) y definamos, para 0 5 r 5 R’, P(r),
G’(r) y h(a:, y) de la misma forma que en el caso global. Consideremos, para 0 < e 5 R’,

PÜ')
. = > 2 L(r)6

6 (e) sup{ó_0 óe < L(T)G(T)VT e [6,R'1} , (4.26)

y notemos que 6'05) > O. Entonces, teniendo en cuenta que para 0 5 r S R’, por la
elección de R’, 8J(r) = {:5 e Br- : V(:I:) = r}, pues J(R’) ñ 83,. = 0 debido a que
R’ < min{V(:1:) : lx] = r'}, tenemos, con demostración idéntica a la de la Proposición
4.1, que vale la siguiente:

Proposición 4.2 Sea V una función de Lyapunov local para 2.
Entonces, para cada 0 < e 5 R’ se verifica:

1. Si ||H|| < ó’(s), J (7') es invariante respecto de En para cada r e [6,R’].
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2. Para cada 0 < ó < 6' existe T’ = T‘(e,ó) tal que si ||H|| 5 6 entonces

I(t,tk°,170)E VtZ tko+ T. y V130E (4.27)

La demostración del teorema concluye de la siguiente manera. Para 0 < e S E =
af1(R’), sea e = (11(5), con lo que se verifica la inclusión J (e) g BE. Entonces la tesis
del teorema se verifica con U = J(R’), ¡(6) = 6'(c) y Ï(e,ó) = T'(e,ó). En efecto, si
HHHS 6 < 3, por el punto 1. de la Proposición 4.2 3:0 e U, :c(t,tko,zo) E U para todo
t 2 tko y por el punto 2. de la misma proposición :r(t,tko,a:o) E J(e) g BE para todo
t 2 tko+ TI

Observación 4.4 De la prueba del Teorema 4.2 se deduce que si V : Br. —>R+ es una
función de Lyapunov local para 2, a1 es una función de clase IC tal que a1(|:z:l) 5 V(:r)
para todo a: e B,- y R’ > 0 es tal que R’ < a1(r‘), entonces la tesis de dicho teorema se
verifica con

U = J(R') y 3(e) = 6'(a1(e)), 0 < e 5 E= af1(R'),

y 6' definido en (4.26).

Observación 4.5 A partir del Teorema 4.2 es posible deducir los resultados obtenidos
en [24]respecto de la estabilización práctica de sistemas de control muestreados (Teorema
4).

Observación 4.6 Los teoremas 4.1 y 4.2 extienden respectivamente los Teoremas 3.1 y
3.2 de nuestro trabajo [48] (ver tambien [47]), en los cuales sólo se consideraron s.i.m.
regulares.

Ejemplo 4.1 Consideremos el sistema de control

'P : { {El = ul (4-28)952 = U2

y la ley de control realimentado

'y(:vl,:1:2) = (1:2 — (IÏ + 1:3)251,—xl — (IÏ + 55%)“),

la cual estabiliza globalmente a P, pues el sistema a lazo cerrado que se obtiene al consi­
derar en (4.28) (uhuz) = 'y(a:1,:cz),

il = 9:2 — (:1:2 + 9:2)121
2 : . 1 2 .

{ 1:2 — -:cl — (IÏ + 3%)22 (4 29)
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tiene al origen como un punto de equilibrio globalmente asintóticamente estable, lo cual
se comprueba fácilmente verificando que la función V(:1:1,3:2)= :tÏ + 2%es una función de
Lyapunov global para 2.

De acuerdo con el Teorema 4.1, dados O< e < R, existe una cota 3 = 3(R,s) tal que
si el sistema (4.28) se controla mediante la implementación digital de 'y(:c)vía MROC, y
la s.i.m H que se emplea para tal implementaciónsatisface la condición < 3, cada
trayectoria del sistema a lazo cerrado En que se inicia en BR llega en tiempo finitoa BEy
permanece allí para siempre.

Siguiendo los pasos de la demostración del teorema mencionado, vamos a determinar
3(R, e) para este caso.

En el cálculo de 3 emplearemos la función de Lyapunov V(a:1,:1:2)= 1:?+ mg, con lo
cual podemos considerar a1(r) = a2(r) = r2 y, por lo tanto, de acuerdo con la observación
4.2 305,R) = ó'(62, R2), con ó‘ dado por (4.17).

Teniendo en cuenta que en este caso g(z) = (1:2—|:c|2:1:1,-1‘1—III21L'2),0(a:, f) = g(¿) y
MM!) = (-23,9(I)+y) = -2le4+2(z,y) y que JO")= {acGR2: III S x/ï} y 3J(T) =
{1: e R2 : III = fi}, G(r), L(1') y P(r) en (4.11)—(4.13)resultan G(1‘) = (1 +r2)r,
L('r) 5 1 + 3T y P(r) = 73/2. Por lo tanto

305, R) = ó’(62, R2)
P
T— sup {6 Z 0: 66W” < #8“) VTe [€2aR21}

WVT€[€,R]}.
3/2

IV

sup {ó 2 0 : óe(1+3')5 <

En el caso particular R = 1, e = 0.1, obtenemos 3 2 0.01 y para R = 1, e = 0.05,
obtenemos 3 2 0.0025.

Las siguientes figuras muestran simulaciones del sistema (4.28) controlado por la im­
plementación digital de 7 vía MROC, considerando primero una s.i.m regular de período
ó = 0.01 y luego una s.i.m regular de período 6 = 0.0025. En ambos casos se consideró la
condición inicial 12(0)= (0,1).

La figuras 4.1 muestra la trayectoria del sistema a lazo cerrado correspondiente al
período de muestreo ó = 0.01. En la figura 4.2 se observa la evolución del módulo del
vector de estados de dicho sistema. Como puede apreciarse, la trayectoria ingresa en Bom
aproximadamente en el instante t = 60 permaneciendo allí para t 2 60.

Las figuras 4.3 y 4.4 muestran, respectivamente, la trayectoria y el módulo del vec­
tor de estados del sistema a lazo cerrado correspondiente ahora al período de muestreo
6 = 0.0025. Como puede observarse en la figura 4.4, la trayectoria ingresa en 30.005
aproximadamente en el instante t = 250 permaneciendo allí para instantes posteriores.
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Figura 4.1: Trayectoria correspondiente a 6 = 0.01

Como puede apreciarse, en ambos casos la trayectoria no converge al origen. Estas
simulaciones nos sugieren que el sistema a lazo cerrado En no es asintóticamente estable
para los períodos de muestreo empleados en la simulación. En lo que sigue probaremos
que cualquiera sea el período de muestreo 6 > 0, la implementación digital vía MROC de
'y, empleando la s.i.m regular H5de período 6, nunca estabiliza asintóticamente al sistema
(4.28), pues, como veremos, el origen siempre resulta un punto de equilibrio inestable del
sistema a lazo cerrado Enó.

En efecto, consideremos el sistema discretizado asociado a 21-15,EnóD, el cual, debido
a que las trayectorias de Enó verifican la ecuación híbrida

) 32(tk) - (wifi) + x3(tk))ï1(tk)
1'52“) - ‘Ii(tk) —(IÏÚÏk)+ ¿(tkllïzfikl te [thatk+1)i

está determinado por la ecuación en diferencias

¿“(t +1) = 31(t‘) + (32W)— )+ 1%(tk))xl(tk))ó
mat/2+1) = mi) —(mk) +< í k - (4-30)

Como la linealización de la ecuación (4.30) alrededor del origen

31(tk+1) = x1(tk)+xz(tk)ó
x2(tk+1) = 582W)-I1(tk)5
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Figura 4.2: |z(t)| para ó = 0.01

es inestable, pues los autovalores de la correspondiente matriz de transición son A1= 1+i6
y A2 = 1 - ió, el origen es un punto de equilibrio inestable respecto de Enóp y, en
consecuencia, también es un punto de equilibrio inestable respecto de En, como habíamos
afirmado.

4.3 Estabilidad asintótica

Como lo demuestra el Ejemplo 4.1, en general no es posible obtener resultados más fuer­
tes que los dados por el Teorema 4.1, en el sentido que sin hipótesis adicionales no puede
demostrarse la convergencia de los estados al origen, es decir, no puede probarse la esta­
bilidad asintótica del origen. En consecuencia, para asegurar la estabilidad asintótica del
origen es necesario el cumplimiento de condiciones adicionales. Una de tales condiciones,
sugerida por la demostración del Teorema 4.1, es la siguiente.

D Existe una función de Lyapunov local para E tal que

P (T)

L(T)G(T) > 0’ (4'31)
Iim inf

r—>0+

con G(r), P(r) y L(r) como en (4.11), (4.13) y (4.12) respectivamente.
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Figura 4.3: Trayectoria correspondiente a ó = 0.0025

En lo que resta de la sección demostraremos que la condición D es suficiente para
asegurar la estabilidad asintótica uniformedel origen respecto de En si es suficien­
temente pequeña. En primer lugar trataremos el caso en que 7 es un estabilizador global
de 73y demostraremos el siguiente resultado.

Teorema 4.3 Supongamos que 7 estabiliza globalmente a "Py que vale la condición D.

_ Entonces existen una función M de clase ¡CCCy una función positiva y no decreciente
ó : (0, +00) -—>1R+ tales que se verifica lo siguiente: dado R > O,si < ¿(12) entonces

1. |:1:(t,tko,xo)| S M([Io]) Vt Z tko y Vzo E BR;

2. para cada O < ó < 3(R), limT_,+oo]m(T+ tko, tko,:z:0)| = Ouniformemente en tko E H,
zOEBRyH:|IH||56.

Observación 4.7 Del Teorema 4.3 se deduce inmediatamente que si < 6*(R) en­
tonces el origen es un punto de equilibrio uniformemente asintóticamente estable respecto
de En y que BR se encuentra contenida en el dominio de atracción de este punto de
equilibrio. En efecto, del punto 1. del teorema se deduce que el origen es un punto de
equilibrio uniformemente estable respecto de En, mientras que del punto 2. se concluye
que las trayectorias de En que se inician en BR en algún instante inicial tko e H son
uniformente atraídas por el origen.
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l

Figura 4.4: |1:(t)| para 6 = 0.0025

Demostración del Teorema 4.3: Comenzamosnotando que debido al siguiente lema,
cuya demostración daremos más adelante, siempre puede suponerse, sin perder generali­
dad, que la función de Lyapunov con la cual se verifica la condición D es una función de
Lyapunov global para 2.

Lema 4.5 Supongamos que el origen es un punto de equilibrio asintóticamente estable
de 2 y que W : Br. —>R+ es una función de Lyapunov local para 2.

Entonces existe una función V de Lyapunov global para 2 tal que WIB, = VIE, para
cierto 0 < 1'5 r’.

En efecto, si el origen es un punto de equilibrio globalmente estable de 2 y W es una
función de Lyapunov local que satisface (4.31), por el lema precedente existe una función
de Lyapunov global V que coincide con W en un entorno del origen. Por lo tanto V
también verifica (4.31) y la condición D se ve satisfecha con una función de Lyapunov
global para 2.

Sea entonces V una función de Lyapunov global para 2 que satisface (4.31); Para
tal función V consideremos ó‘(e, R) como en (4.17). Entonces, para R > 0 sea ó(R) =
lim¿_,o+6‘(e,R) > 0. Notamos que la existencia del límite está garantizada por (4.19)
mientras que su positividad resulta de (4.31). Observamos también que de (4.18) se deduce
que ¿(1%)5 3(R’) si R 2 R’, mientras que de (4.19) se desprende que 3(R) S ó'(e,R)
para todo e e (0, R).
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Afirmamos que la tesis del teorema se verifica con

M(7‘) = 01-1° a2('r) y 3(R) = ¿(02(R)),

donde a1 y a2 son funciones de clase ¡Caotales que a1(|a:|) 5 V(:r) S a2(|a:|) para todo
:1:e R". Notemos que debido a que 6 es no creciente y C12es monótona creciente, 3 resulta
no creciente.

Antes de probar que con M y 3 se verifica la tesis del teorema, notamos que debido
a la Observación 4.2, la tesis del Teorema 4.1 se verifica con la función M que recién
definimosy con 3(s,r) = ó'(a1(s), a2(r)).

Fijemos R > 0. Vamos a demostrar primero el item 1. Supongamos que ||I'I|| < ¡(12)
y que 1:0e BR — Entonces

IIHII< WR) S 5'(01(|on/2),02(R)) S 5'(al(|IoI/2),02(|Iol)),

donde la última desigualdad se debe a (4.18). Por lo tanto, ||H|| < Ï(|a:o|/2, |10|) y, en
consecuencia, por el punto 1. del Teorema 4.1 (considerando |10|/2 en lugar de e y |10|
en lugar de R), tenemos que |1:(t, tk°,:ro)| 5 M(|:co|) para todo t 2 tko.

Con el objeto de demostrar el punto 2. de la tesis, fijemos 0 < 6 < 3(R). Sea
0 < e 5 R, entonces ó <' 3(R) 5 5'(al(s),a2(R)) 5 ¡(5, R). Por lo tanto, por 2. del
Teorema 4.1 existe T = T(E, 12,6) tal que para cualquier H con 5 6, cualquier tkoE H
y cualquier 1:0e BR,

|:_1:(7'+ tko,tko,zo)| 5 6 VT 2 T.

Entonces Ia:(7'+ tko, tko,:ro)| —>0 cuando 7' —)+oo uniformemente en tko G H, 1:0 e BR y
H : IIHIIS ó y el teorema queda demostrado. I

Observación 4.8 De la demostración del Teorema 4.3 se desprende que si V es una
función de Lyapunov global para E que satisface (4.31) y al y a2 son funciones de clase
ICC,otales que a1(|:c|) 5 V(:1:) 5 a2(|x|) para todo a: e R", entonces la tesis de dicho
teorema se verifica con

M(T) = afl o a2(r) y HR) = irái+ó'(€,a2(R)) (4.32)_.)E

con 6‘ como en (4.17).

Demostración del Lema 4.5: Sea V1una función de Lyapunov global para E y sea
(p : R" —>[0, 1] de clase C1 tal que <pE 1 en B,-/2 y cpE 0 fuera de Bar-¡4. Consideremos
las siguientes constantes

1-1 = min_V1(1:)
IïIZ'ï

m = min -VV1(:r).g(z)
alsmsízi

M = max W(1:)|ch(:r).g(a:)|.
'ïSIzls°+
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Observamos que por ser V1una función de Lyapunov para E, tanto r1 como m resultan
positivas.

Sea a : R“ —>R+ una función continuamente diferenciable tal que a E 0 en [0,r1/ 2],
a’(r) es estrictamente creciente en [TI/2,+OO), lim,_.+ooa'(r) = +oo y a’(1"1)> M/m.
Por ejemplo, a(r) = for qb(s)ds con 45(1‘)= 0 para todo r e [0,1‘1/2] y 45(1')= c('r —1‘1/2)2
para r 2 1-1/2 con c positivo y tal que 45(1‘1)> M/m. Entonces la función V(z) =
go(a:)W(z) + a o V1(1:)se encuentra en las condiciones del lema. Primero probaremos que
V es de Lyapunov global para E. Como la existencia de funciones de clase ¡Caoque acoten
a V tanto por arriba como por abajo es equivalente a que V sea definida positiva, i.e.
V(0) = 0 y V(z) > 0 si 1: 7€0, y radialmente no acotada, i.e. limIZHmV(1:) = +oo (ver
[40]), probaremos que V verifica estas dos últimas propiedades.

Veamos la positividad de V. Como es inmediato que V(0) = 0, pasamos a comprobar
que V(z) > 0 si a: 7€0. Supongamos que 0 < |12|S r'/2, entonces V(a:) = (p(1:)W(:r) +
a(V1(a:)) = W(:z:)+ a(V1(:¡:)) > 0. Si por el contrario |z| > r’/2, V(:v) = 9p(z)W(1:) +
a(V1(:v)) 2 a(V1(:v)) > 0 pues V1(:v)2 r1.

La no acotación radial de V se deduce inmediatamente de la desigualdad V(x) 2
a(V1(:c)) para |z| > 'r’/2, de la no acotación radial de V1 y de que a(r) —>+oo si
'r —)+00.

Para concluir que V es una función de Lyapunov global para 2, resta probar que
D(z) = —VV(:r).g(z) está. acotada inferiormente por una función de clase K200,o, equi­
valentemente, que es definida positiva y radialmente no acotada.

Como en la región 0 < |m| 5 1"/2,

DCC) - [VW(z)-9(-'B) + a'(V1(1=))VV1(-'B)-9(iv)]

2 —VW(:z:).g(a:) > 0 (4.33)

y en la región 37“/4 5 Izl, D(:v) = —a'(V1(a:))VV1(1:).g(a:)> 0, la positividad de W
quedará probada si mostrarnos que W(z) es positiva para todo :1:: r’/2 < III < 31"/4.
Sea a: e R" tal que r‘/2 < |22|< 31"/4, entonces

D(I) - - [W(I)V<P(I)-9(z)+ 90(I)VW(z)-9(I) + a'(V1(I))VV1(Z)-9(I)]
2 - [W(-'B)V<P(I)-9(I)+ a'(V1(I))VV1(m).9(x)l

2 —M + a'(V1(a:))m
> 0,

pues, como V1(a:)2 'rl, a'(V1(1:)) 2 a’(r1) > M/m.
Por otra parte, la no acotación radial de D se deduce inmediatamente de la igualdad

D(z) = —'a’(V1(1:))VV1(:r).g(:c)para |z| 2 37"/4, de la no acotación radial del término
—VV1(1:).g(z)y de la monotonía de a'(r).
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Para finalizar la demostración, sea 0 < r 5 r'/2 tal que V1(a:)5 71/2. La existencia
de 1' en tales condiciones se deduce de la continuidad de V1en el origen y del hecho que
V¡(0) = 0. Entonces, si :c e Br, 30(93)= 1 y a(V¡(:r)) = 0, y, por lo tanto, V(:r) = W(1:). I

En el caso en que 7 es un estabilizador local y se verifica la condición D, es posible
demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4.4 Supongamos que 'y estabiliza localmente a 'P y que vale la condición D.
Entonces existen un entorno del origen U y una constante positiva 30 que verifican

lo siguiente: si “H” < 30 entonces el origen es un punto de equilibrio uniformemente
asintóticamente estable de En y U está contenido en el dominio de atracción de éste. Más
aún, para cada 0 < ó < 30, limH+°° |z('r + tko,tko,zo)| = 0 uniformemente en tko e H,
zerylïz||HIISó.
Demostración: Sea V : Br. —)R+ una función de Lyapunov local para 2 que verifica
(4.31) y sean a1 y a2 de clase IC tales que a1(|a:|) 5 V(z) 5 a2(|a:|) para todo a: e B,-.
Para tal función V consideremos 0 < R’ < a¡(r') y, para 0 < e 5 R’, ó'(e) como en (4.26);
recordemos que con tales R’ y 6’ se verifica la tesis de la Proposición 4.2. Consideremos
también U = J(R’) y 305) = e’(a¡(e)) y notemos que con ellos, debido a la Observación
4.4, se verifica la tesis del Teorema 4.2.

Sea 30 = lim¿_,o+ó'(e) = limHo+ 30€), entonces debido a (4.31), 30 > 0.
En consecuencia la tesis del teorema se verifica con U = J (R’) y 30.
Sólo nos limitaremos a demostrar que si lll'lll < 30 el origen es un punto de equilibrio

uniformemente estable respecto de En, pues, la parte de la tesis referente a la convergencia
de las trayectorias de En que se inician en U se demuestra con argumentos similares a
los empleados en la prueba del Teorema 4.3, invocando en esta ocasión al Teorema 4.2 en
lugar del Teorema 4.1.

Con el objeto de probar la estabilidad uniforme del origen, supongamos que ||H|| < 30.
Fijemos O < n < 1" y consideremos 0 < 6' 5 R’ tal que J(r-:’) g B,7 y 0 < e 5 r‘ tal
que BE g J (5’) (cualquier par 6’, e positivos y tales que 6’ _<_(11(7))y (12(5) < E’ sirve).
Sea. zo e BE, entonces 3:0 e J(e’). Como III'III< 30 5 ó‘(6'), (recordemos que ó' es
no decreciente), por la Proposición 4.2 J (6’) es invariante respecto de En y por lo tanto
:z:(t,tko,:1:o)e J(€’) g B” para todo t 2 tkol

Observación 4.9 Si V : Br. —)H+ es una función de Lyapunov local para 2, a1 es
una función de clase IC tal que a1(|:c|) 5 V(:c) para todo :c e Br- y R' > 0 es tal que
R’ < a1(r‘), entonces la tesis de dicho teorema se verifica con

U = J(R’) y 30 = lil};+6‘(e)

con 6' dado por (4.26).
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4.3.1 Implementación digital de estabilizadores exponenciales
En lo siguiente estudiaremos el comportamiento del sistema En en el caso particular en
que la ley de control 'y estabiliza localmente exponencialmente a 'P, i.e., en el caso en que
el origen resulta un punto de equilibrio localmente exponencialmente estable de 2.

En este caso, además de las hipótesis sobre fc y 'y que venimos sosteniendo desde el
comienzo, supondremos que g es diferenciable en el origen. Con tal suposición adicional
veremos que es posible mostrar que si 'y estabiliza exponencialmente a 'P, entonces se
verifica D. Antes hacemos la siguiente observación.

Observación 4.10 Cuando el origen es un punto de equilibrio exponencialmente estable
de E y g es diferenciable en el origen, existe una función de Lyapunov V : Br. —)R" para
E que verifica:

1. c¡|:1:|2 5 V(:z:) 5 c2|:l:|2 Vz e B,.,

2. VV(1:).g(a:) 5 —c3|:L:|2V21:E Br. y

3. |VV(:z:)| 5 c4|z| Va:G B,­

con c.- > 0 para 2'= 1, . . . ,4 (ver [40], [41]).

Lema 4.6 Supongamos que 7 estabiliza localmente exponencialmente a ’P y que g en
(4.2) es diferenciable-en el origen. Entonces vale D.

Demostración: por ser el origen un punto de equilibrio exponencialmente estable de E y
g diferenciable en O,existe una función de Lyapunov local para 2 que verifica los puntos
1. a 3. de la Observación 4.10. Veamos que tal función también verifica (4.31). Sea
0 < R’ < clr‘2 y sea p tal que |g(z)| 5 plxl para todo a: e J(R’). Entonces, empleando
las desigualdades 1. a 3. vamos a demostrar que para cada 0 < r 5 R’,

Pm 2 iwal-r (4.34)
62 C4

G(1‘) S iq/g (4.35)

Veamos ahora (4.34) y (4.35). Antes conviene tener en cuenta que para cada a: e J (r),

de 1. se deducenlas desigualdades:a) |:c|5 fi y b) |z| 2

Entonces, de a) resulta que para todo a:e J(r), |g(z)| 5 plzl 5 p‘ /á y de esto sigue
(4.35).

Respecto de (4.34), denominemos n al lado derecho de tal desigualdad. Entonces la
validez de (4.34) quedará verificada si probamos que h(z, y) = VV(a:).(g(:r) +y) < 0 cada
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vez que :v e 8J(r) y lyl < 17.Veamos esto último. Sean :v e 8J(r) y |y| < n arbitrarios.
Entonces, empleando 2., 3. a) y b) resulta la cadena de desigualdades

VV(93).9(I)+VV(x)-y S “Calflïl2+lVV(-"3)llyl
C3T T

< -—" + C4 —7]
C2 C1:0,

y con ello la validez de (4.34).
Una vez probadas (4.34) y (4.35), la demostración del lema finaliza, pues de éstas se

deduce inmediatamente que V verifica (4.31), es decir, que lim inf,_,o+ ¿7387) > 0. I

Combinando el Lema 4.6 con el Teorema 4.4 se deduce inmediatamente que si 7 es
un estabilizador exponencial de 'P y g es diferenciable en ze = 0, entonces existe una
constante positiva 3 tal que ze es un punto de equilibrio uniformemente asintóticamente
estable de En si ||H|| < 3.

A continuación vamos a demostrar un resultado más fuerte que éste, vamos a demostrar
que si ||H|| es suficientemente pequeña, el origen es un equilibrio exponencialmente estable
de 211.

Teorema 4.5 Supongamos que 7 estabiliza localmente exponencialmente a 'P y que g en
(4.2) es diferenciable en el origen.

Entonces existen un entorno del origen U y una constante positiva 31 tales que si
||H|| < 31, el origen es punto de equilibrio exponencialmente estable de En y U está
contenido en el dominio de atracción de éste .

Demostración: Sea V Br- ——)R+ una función de Lyapunov para E que verifica
los puntos 1. a 3. de la Observación 4.10. Tomemos R’ > O tal que R’ < clr'2 y
U = J(R’). Consideremos u 2 0 tal que |g(a:)| 5 ,ulzl para todo 1: E U y L > 0 tal que
|9(1:,f)| S LII —¿I para todo 9:,E G U.

Sea

3 =sup ó'óe“<ï (436)
1 . Lkz , .

con k1 = cif y k2 = Teniendo en cuenta que valen (4.34) y (4.35) VTe (0, R’] (ver
la demostración del Lema 4.6), se deduce fácilmente que 31 5 30, con 30 la constante de la
Observación 4.9. Como U también se encuentra en las condiciones de dicha observación,
resulta que el origen es un punto de equilibrio uniformemente asintóticamente estable de
En y que U está contenido en el dominio de atracción de éste, si IIHII< 31.
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Ahora vamos a demostrar que el origen es un punto de equilibrio exponencialmente
estable si ||1'I|| < 31. Como se verifica la propiedad (A8) del capítulo 2, pues el lado
derecho de la ecuación híbrida (4.3) es localmente Lipschitz, por el Teorema 2.6 del mismo
capítulo bastará mostrar la existencia de una función de Lyapunov en las condiciones de
ese teorema.

Supongamos ||H|| < 31 y consideremos a: e U —{0} y tk e H, arbitrarios. Entonces,
si :c(t) = x(t,tk,a:) y v(t) = V(a:(t)), v(tk) = V(a:) = r e (O,R’]. Como J(r) es invariante
respecto de En V1"e [0,R’], pues 30 se encuentra en las condiciones de la demostración
del Teorema 4.4 y ||H|| < 30, tenemos que v(t) 5 r para todo t 2 tk y que, de acuerdo
con (4.20) y (4.35), |0(I(t),=v(tk))l S LIIHlIG(T)eL""" S LIIHIIkzx/FeL'm'l

Entonces, como por las propiedades de V, h en (4.10) satisface para todo :1:e U la
desigualdad

V

h(z, y) 5 -AV(a:)+ e,” g) ly],

con A = c3/c2, tenemos que para cada t e [tk,tk+1)

Mt)= hera),mama)» s -Av<t>+cifilemtmm

—Av(t) + C4\/CÏLIIHIIIC26LIIHIIT

= ——Av(t)+ c4\/_cïfik1r, (4.37)1

con fi = L||H||k2eL"mI/k1 < 1, esto último debido a la definición de 31 y a que IIHII <
61. Entonces, de (4.37) y de resultados bien conocidos para inecuaciones diferenciales,

obtenemos la acotación v(tk+1) 5 v(tk)e"‘A* + fi-cïlkflrfl—rm"), donde Ak = (tkH —tk).

Teniendo en cuenta que v(tk) = V(a:) = r y 516%= 1, la desigualdad anterior se puede
escribir

IA

V(z(tk+1,tk,:r)) 5 (e'mk + B(1 —e'm"))V(z).

Entonces, denominando /\’ = (1 —fi) inf,€(o_"nm(1—6"")3’1 > 0 y restando en ambos
miembros de la última desigualdad el término V(a;), obtenemos la siguiente acotación
para el incremento de V entre dos instantes sucesivos de muestreo,

V(I(tk+1,taz» - VCF) -(1- fi)(1 - 6_AA*)V(9=)
—,\'A,,V(z). (4.38)|/\l/\



Luego, empleando la propiedad 1. de V, (4.38) y teniendo en cuenta la arbitrariedad de
a: G U y tk E H, se llega finalmente a que Vk e Z+ y Vx e U vale la desigualdad

V(z(tk+1,tk,1)) —VCD)S -/\"Ak|ïI2, (4.39)

con A“ = /\’/c2. Entonces, por el Teorema 2.6 del capítulo 2, el origen resulta un punto
de equilibrio exponencialmente estable del sistema discretizado. I

Observación 4.11 De la demostración del Teorema 4.5 se desprende los siguientes he­
chos.

1. Si conocemos una función de Lyapunov V para E en las condiciones de la Observa­
ción 4.10, U y 31 en el Teorema 4.5 pueden determinarse de la siguiente manera:
Como U podemos tomar cualquier conjunto de la forma U = J(R’), siempre que
0 < R’ < cl'r’z. Una vez elegido U en la forma descripta, para determinar 31
consideramos constantes p > 0 y L > 0 tales

|9(I)I S nlxl VI e U y |0(x,€)| s LII - El VIÁ e U, (4-40)

y tomamos

- _ . L6 Cacl

61- sup {ó . ¿e < Lflczc4}. (4.41)

Sin embargo es importante notar dos cosas: por un lado, que el entorno U y la
cota 31 obtenidos de este modo dependen fuertemente de la función de Lyapunov
empleada para su cálculo y, por el otro, que el valor de 31 puede ser demasiado
conservativo, lo cual es de esperar en tanto y en cuanto surge de un análisis de
“peor caso”.

2. Cuando existe una función de Lyapunov V que satisface las condiciones 1. a 3. de la
Observación 4.10 globalmente y tanto fc en (4.1) como 'y son globalmente Lipschitz,
el origen es un punto de equilibrio globalmente exponencialmente estable de En si
IIHII < 31 y 31 está dado por (4.41) con, en este caso, ¡.Ly L constantes positivas
tales que

|9(I)| S #III VfBG R" Y |9(I,€)I S LII - El Vivi E R".

En efecto, si HHH < 31, siguiendo los mismos pasos que en la demostración del
Teorema 4.5, llegamos a la conclusión que (4.39) vale para todo :c e R". Por otra
parte, como fc y 7 son globalmente Lipschitz, f en (4.3) también resulta globalmente
Lipschitz, y por lo tanto En satisface (A8G) (ver Lema 2.2). Entonces, En verifica
las hipótesis del Teorema 2.8 y, en consecuencia, el origen es un punto de equilibrio
globalmente exponencialmente estable respecto de En.
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3. Cuando el sistema de control 'P es lineal, i.e., fc(a:,u) = Aa:+ Bu con A e RM"
y B e En“, y 7 es un estabilizador de 'P también lineal, es decir 'y(a:)= F1: con
F e E2an y por lo tanto g(z) = 32-31:con É e RM" estable en el sentido de Hurwitz,
la implementación digital vía MROC de la ley "yestabiliza exponencialmente a 'P si
el paso de muestreo es suficientemente pequeño.

En efecto, por un lado tenemos que tanto fc como 7 son globalmente Lipschitz por
ser lineales. Por otra parte, si P e RM" es la única solución simétrica y definida
positiva de la ecuación de Lyapunov ÉTP + PÏ = —Q,con Q una matriz simétrica
definida positiva, se tiene que V(:z:)= ITP: es una función de Lyapunov para E
que verifica globalmente los puntos 1. a 3. de la Observación 4.10 con constantes

c1 = AMP), 62= MAP), ca = -/\m(Q) y 64= 2lIPII,

donde Am(P) y AM(P) son, respectivamente, el mínimo y el máximo autovalor de
P, Am(Q) es el mínimo autovalor de Q y ||P|| denota la norma inducida de P al
considerarla. como operador lineal.

Entonces, por lo discutido en el punto anterior, existe una constante positiva 31 tal
que si ||H|| < 31, el origen es un punto de equilibrio globalmente exponencialmente
estable de En. Más aún, teniendo en cuenta que |g(:c)| = IÉzI _<_IIÉIIIxIVI e R"
y que |0(:v,€)l = IBF(E - Ir)l S IIBFIIII - El V135 E IR", tomando u = IIÏÏIIy
L = ||BF||, se tiene, de acuerdo con (4.41), que puede tomarse

_ Am<P>Am(Q) }
a = a:a"BW——_ .

1 S“p{ e < 2IIBFIIIIEIHIPIIAMP)

Observación 4.12 Los resultados que hemos dado para el caso de estabilizadores ex­
ponenciales, extienden, con demostración diferente, los resultados obtenidos en [31] para
sistemas no lineales afines en el control (Teorema 3). Sin embargo, es importante obser­
var que en dicha publicación también se analizan los efectos que producen los errores de
truncación y, para el caso de leyes dinámicas, los efectos que producen los errores que
aparecen al integrar numéricamente la ecuación diferencial que aparece en (4.6).

Respecto de los resultados dados en el punto 3. de la Observación 4.11 para el caso
lineal, estos fueron obtenidos por otros medios en [13] (Teorema 3) y en [75] (donde
también se dan cotas para el paso de muestreo), para el caso en que la s.i.m. H es regular.

Ejemplo 4.2 Consideremos el sistema de control no lineal

¡B1 = 152. 4.42
{ 2:2 = I1I2 + (1 + zÏ)u ( )
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La ley de control realimentado u = 'y(x¡,a:2) con

2122 23:1 + 3:02

WW?) = _1_Ïz_ï 1+1?

es un estabilizador global del sistema (4.42), ya que el sistema a lazo cerrado es

9'31 = 352

{ig = —21-1-322 (4'43)

yla matriz

2=[_g ¿13] (4.44)

es estable en el sentido de Hurwitz.
De acuerdo con el Teorema 4.5, existen un entorno del origen U -y una cota 31 > 0

tales que la implementación digital vía MROC de la ley de control a, empleando en tal
implementación una s.i.m H con ||H|| < 31, estabiliza exponencialmente al sistema (4.42)
y además U está contenido en el dominio de atracción.

Consideremos la función V(1:)= ITPI con

1 —o.5

P ‘ l —o.5 0.5]

la única solución simétrica y definida positiva de la ecuación ETP + P2 = —I. Entonces
V(a:) es una función global de Lyapunov para el sistema (4.43) que verifica los puntos 1.
a 3. de la Observación 4.10 en todo el espacio de estados con las constantes c1 = 0.191,
c2 = 1.309, c3 = 1 y c4 = 2.618.

De acuerdo con el punto 1. de la Observación 4.11, como U podemos tomar cualquier
conjunto de la forma U = J(R). Consideremos por ejemplo R = 0.19, es decir U =
J (0.19).

Para calcular 31, emplearemos la fórmula (4.41). Como p y L en (4.40) resultan
,u = 3.702 y L = 3.621, obtenemos 31 = 0.0041.

Las siguientes figuras muestran los resultados de la simulación del sistema (4.42) con­
trolado por la implementación digital de la ley de control realimentado a vía MROC,
considerando una s.i.m. regular de período 0.004; la condición inicial considerada fue
zd(0) = (:cld(0),zzd(0)) = (0.5257,0.8507).

En las mismas figuras mostramos también, a modo de contraste, la trayectoria a:(t)
del sistema (4.42) controlado por la ley a. La figura 4.5 muestra las evoluciones 9:1y 93M
del primer estado del sistema, que como se puede apreciar, prácticamente coinciden.
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Figura 4.5: Evolución de 3:1y zm, ó = 0.004

En la figura 4.6, y con un comportamiento similar, se pueden ver las evoluciones 2:2y
zu del segundo estado del sistema. La figura 4.7 muestra las diferencias el = :vld—9:1y

62 = 132,1- 172. _
Como dijimos en el punto 1. de la Observación 4.11, la cota 61obtenida puede resultar

demasiado conservativa. Las figuras 4.8, 4.9 y 4.10, se obtuvieron simulando el sistema
controlado por la implementación digital de a con una s.i.m regular de período de muestreo
6 = 0.04. En las figuras 4.8 y 4.9 se observa la convergencia al origen de los estados del
sistema controlado por la implementación digital ((zld,z2¿)). En las mismas figuras se
observa que ahora esta trayectoria coincide con la del sistema controlado por a para
instantes posteriores a t = 6, como puede apreciarse también en la figura 4.10, que
muestra los errores el = 931,1—:cl y 62 = 332d- 9:2..

4.4 Conclusiones

A lo largo del capítulo hemos estudiado la implementación digital de leyes de control
estabilizantes mediante muestreo y retención de orden cero, en el caso en que ambas, la
planta y la ley, son tiempo invariantes. El siguiente es un resumen de los resultados más
importantes del capítulo.

Si la ley de control estabiliza globalmente al sistema de control se puede asegurar:

o Acotación final con error final arbitrariamente pequeño y región de atracción arbi­
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Figura 4.6: Evolución de 1:2y 22d, ó = 0.004

trariamente grande, si el paso de muestreo es suficientemente pequeño. (Teorema
4.1)

o Con hipótesis adicionales (condición D), el origen resulta un punto de equilibrio
uniformemente asintóticamente estable y la cuenca de atracción puede hacerse ar­
bitrariamente grande si el paso de muestreo se achica convenientemente. (Teorema
4.3)

o Estabilidad exponencial local si la ley de control es un estabilizador exponencial
local y el paso de muestreo es suficientemente pequeño. (Teorema 4.5)
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O1-I1d-x1

Figura 4.8: Evolución de 2:1y 12M,ó = 0.04
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OI-IÍd-IÍ

Figura 4.10: Evolución de los errores el y 62, 6 = 0.04
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Capítulo 5

Un Algoritmo para el Seguimiento
de Trayectorias en Sistemas de
Control a Datos Muestreados

5.1 Introducción

En el capítulo anterior hemos estudiado la implementación digital de leyes de control
realimentado estabilizantes, específicamente en el caso en que ambos, el sistema y la
ley de control, son tiempo invariantes y la implementación digital se efectúa mediante
muestreo y retención de orden cero (MROC). Una de las conclusiones que obtuvimos en
ese capítulo fue la siguiente: tal tipo de implementación estabiliza al sistema en forma
práctica semiglobal, en el sentido que el error final puede hacerse arbitrariamente pequeño
achicando convenientemente el paso de muestreo (Observación 4.1). En cierto sentido, este
resultado nos dice que la implementación digital mediante MROC de una ley de control
tiempo invariante que estabiliza a un sistema de control también tiempo invariante, se
comporta satisfactoriamente si el paso de muestreo se elige en forma adecuada.

Como la estabilización, i.e. la regulación a un punto de equilibrio del sistema de con­
trol, es un caso particular de seguimiento de trayectorias, se podría conjeturar que para
la implementación digital vía MROC de leyes de control realimentado que resuelven el
problema de seguimiento de trayectorias pueden obtenerse resultados similares. Desafor­
tunadamente esos resultados no pueden generalizarse, como será mostrado en la siguiente
sección. Es decir, en general, no hay razones para esperar un “buen” comportamiento de
la implementación digital vía MROC de una ley de control realimentado que resuelve el
problema de seguimiento de trayectorias en un sistema de control tiempo invariante.

Por otra parte, tampoco puede esperarse que la implementación digital vía MORC de
leyes de control que resuelven el problema de seguimiento de trayectorias a lazo abierto
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se comporte en forma adecuada, debido a la fragilidad de esta clase de controles respecto
de pequeños cambios en las acciones de control ([72]).

Estos hechos motivan la búsqueda de un camino alternativo para el diseño de un
controlador digital para el seguimiento de trayectorias basado en una ley de control en
tiempo continuo que resuelve el problema, es decir, basado en una ley de control que
resuelve el problema de seguimiento suponiendo que se conoce el estado del sistema en
todo instante. En lugar de discretizar la ley de control en tiempo continuo, lo que haremos
es diseñar un controlador digital que hará que el sistema siga las trayectorias que le
proporciona un modelo del sistema controlado por la ley en tiempo continuo.

Entonces, basados en: (a) un conjunto de trayectorias “ideales”que se obtienen apli­
cando la solución en tiempo continuo a un modelo de la planta, (b) el conocimiento de los
estados del sistema en los instantes de muestreo y (c) técnicas desarrolladas en [42] por
Krasovskii y Subbotin en el contexto de la teoría de juegos posicionales, en lo que resta
del capítulo diseñaremos un controlador que asegura la estabilidad práctica semiglobal del
error de seguimiento, con error final arbitrariamente pequeño si el período de muestreo es
suficientemente pequeño.

También demostraremos que el controlador propuesto es robusto respecto de pequeñas
perturbaciones y de pequeños errores en los actuadores y en las mediciones, aún cuando
la ley original de control no lo sea.

5.2 El problema de seguimiento de trayectorias

5.2.1 Notación y terminología adicionales
En esta breve sección introduciremos notación y terminología adicionales a las que intro­
dujimos en .el apartado 2.2.1 del capítulo 2.

Dados dos conjuntos X y U, (p : X —>2” denota una multifunción de X en U, es
decir, para cada a: e X, 90(2)es un subconjunto de U.

Diremos que una función u : I —)R1, con I g JR un intervalo, es un control a lazo
abierto si u es medible Lebesgue y localmente acotada. Una función 7 : R+ x H2"-) R7
es una ley de control realimentado si para cada :c e IR", 'y(-,:c) es medible Lebesgue y
para cadat e HW, 7(t, -) es continua. Por último, dada una curva z : I —)R", con I <_:IR
un intervalo, z(I) es la imagen de I por z y [z(I)],, para r 2 0, es el conjunto de puntos
de R" cuya distancia a z(I) es igual o menor que 1'.

5.2.2 El problema de seguimiento de trayectorias
Un problema que surge con frecuencia en las aplicaciones es el de encontrar controles que
fuercen a un sistema de control dado a seguir una determinada trayectoria z‘(t) en el
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espacio de estados. Para establecerlo con precisión, consideremos el sistema de control no
lineal

:i:= f(:r,u) (5.1)

con :r E R" la variable de estado, u e R4 la variable de control y f : IR" x JR‘Ílocal­
mente Lipschitz en :1:uniformemente en conjuntos compactos de u, i.e., para cada par de
conjuntos compactos K C R" y U C R9, existe una constante l“, 2 0 tal que

|f(:r,u) —f(:r’,u)| 5 [RJ/III:- :r'l Vzr,z' G K, Vu e U. (5.2)

Diremos que una curva en el espacio de estados :r’ : I —)R", con I g 112+, = [to,t¡]
ó I = [to,+00) es una referencia o trayectoria admisible del sistema (5.1) si es acotada,
i.e. existe un conjunto compacto K C IR" tal que :r’(I) Q K, y existe un control a lazo
abierto u‘ : I —>R4 tal que :c‘ es solución de la ecuación diferencial zi:= f (z, u’(t)). En
tal caso nos referiremos a u’ como un generador de z‘.

Entonces el problema de seguimiento de trayectorias consiste en, dada una referencia
x'(t) definida en [0,+oo), hallar una ley de control tal que la trayectoria z(t) del sistema
(5.1) controlado por esa ley sea tal que el error de seguimiento

e(t) = la:(t) —:r"(t)| —->0 cuando t —>+oo. (5.3)

Claro está, aún nos falta precisar que entendemos por “ley de control”. Nosotros
consideraremos dos tipos diferentes de leyes de control y por lo tanto dos tipos diferentes
de soluciones para el problema de seguimiento de trayectorias, a saber: soluciones a lazo
cerrado y soluciones a lazo abierto. Comencemos estableciendo que entendemos por una
solución a lazo cerrado.

Definición 5.1 (Solución a lazo cerrado): Dada una referencia 12' : [0,+oo) —>IR",
decimos que una ley de control realimentado 'y(t, 2:)es una solución lazo cerrado (SLC) del
problema de seguimiento de trayectorias si la ecuación que verifica el error de seguimiento
¿(0,

e'= f(:r'(t) + e,7(t,:z:‘(t) + e)) —f(z'(t),u‘(t)) := G(t, e) (5.4)

tiene solución única para cada condición inicial y e = Oes un punto de equilibrio global­
mente uniformemente asintóticamente estable.

La existencia de soluciones a lazo cerrado para el problema de seguimiento de trayec­
torias ha sido extensamente estudiada en el campo de la robótica, incluso considerando
restricciones en el control y el empleo de estimadores de los estados en el lazo de reali­
mentación (ver [8, 10, 68, 74]). Para sistemas linealizables exactamente, el problema fue
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resuelto en [36]y [64] e, incluyendo restricciones en los controles y empleando estimadores
para los estados, en [46], [19] y [20].

Sin embargo, como al presente no hay razones para esperar que siempre existan solu­
ciones a lazo cerrado para el problema de seguimiento de trayectorias en sistema generales
de control, es razonable buscar definiciones de solución que sean más generales que la de
SLC pero que retengan algunas de sus propiedades. Inspirados en la noción de presíntesis,
que surge en el contexto de la teoría de control óptimo (ver [7]), justamente debido a la
imposibilidad de asegurar la existencia de leyes de control realimentado óptimas, introdu­
cimos la definición de solución a lazo abierto que, como veremos enseguida, bajo ciertas
condiciones contiene como caso particular a la de solución a lazo cerrado. Antes de pre­
sentar la definición formal de solución a lazo abierto, preferimos discutirla brevemente.

Supongamos que 7 es una SLC del problema de seguimiento de trayectorias, y consi­
deremos para cada condición inicial (to, :co)el control a lazo abierto ü(t; to,1:o) = 7(t,:1:(t))
con a:(t) = a:(t;to,:ro) la única solución de la ecuación diferencial ¿"r= f(a:,7(t,1:))
tal que a:(to) = :co. De este modo obtenemos una familia de controles a lazo abierto
.7: = {ü(-,to,:ro) : [to,+oo) —>Rq : (to,:ro) e R“ x En} tal que para cada condición
inicial (to,:ro), el control ü(t; to,:co) genera la trayectoria a:(t; to, :co). Además, como e = 0
es un punto de equilibrio globalmente uniformemente asintóticamente estable de la ecua­
ción (5.4), cada trayectoria a:(-;zo,to) verifica Ia:(T+ to; to,l‘0) —:c‘(T + to)| —>0 cuando
T —)+oo, y la convergencia es uniforme reSpecto de to e R+ y de zo E K si K C R" es
compacto, o, equivalentemente (ver [40]), es posible hallar una función fi de clase ICCtal
que

|z(t;to,zo) —z‘(t)| 5 fi(|:co —z‘(to)l,t - to) Vt 2 to, ‘v’toflÏJry on e R”. (5.5)

Teniendo en cuenta lo anterior, parece razonable considerar como solución a lazo
abierto a una familia de controles a lazo abierto .7: = {ü(-,to,xo) : [to,+oo) —) R1 :
(t0,1:o) e EN x En} tal que para alguna función fi de clase ICC,toda trayectoria x(-; to, xo)
del sistema (5.1) generada por ü(-, to, 1:0)con z(to; to, 2:0)= 2:0,satisface la acotación (5.5).

Sin embargo, por cuestiones técnicas, es conveniente además imponer que cada control
ü sea acotado por una cota que sólo dependa del error inicial, es decir, que exista una
función a : IR+ —)HW, que sin pérdida de generalidad puede suponerse no decreciente,
tal que

I'Ü,(t,t0,170)l S a(|170 - I‘(t0)|) Vt Z to, VtoR-l- yVZL‘oE IR”.

De esta forma llegamos a la siguiente

Definición 5.2 (Solución a lazo abierto): Dada una referencia z' : [0,+oo) —) B",
decimos que una familia de controles a lazo abierto .7: = {ü(-, to,:ro) : [t0,+oo) —>R? :
(to,zo) e R+ x Rn} es una solución a lazo abierto (SLA) del problema de seguimiento de
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trayectorias si existen una función fi de clase ICEy una función no decreciente a : R+ —)
R" tales que valen (5.6) y (5.5), esta última con a:(-;to, 1:0)la trayectoria del sistema (5.1)
generada por ü(-; to,zo) que verifica a:(to;to,:ro) = zo.

Observación 5.1 Como se desprende de la discusión precedente a la definiciónde SLA,
una SLC 'y del problema de seguimiento de trayectorias no genera necesariamente una SLA
del mismo problema, pues la familia de controles a lazo abierto determinada por la SLC
no satisface necesariamente (5.6) para alguna función a. Por lo tanto, para considerar a
una SLC como SLA es necesario imponer condiciones adicionales sobre 7, por ejemplo la
siguiente:
Existe una función d) : IR+ —>IR+ no decreciente tal que I'y(t,a:)| 5 ¿(lx —:c‘(t)|) para
todo t e R+ y para todo a:e R".

En efecto, para todo t 2 to tenemos que |ü(t;to,:ro)| = |7(t,:1:(t))| 5 ó(|e(t)|). Como
¡e(tll S fl(|e(to)I,t - to) S B(|e(to)l,0), tenemos que Iü(t; tow'lïollS ó(fi(|e(to)I, 0)), con 10
cual (5.6) se verifica con a(r) = d)(fi(r,0)).

La existencia de soluciones a lazo abierto para el problema de seguimiento de trayec­
torias puede caracterizarse en término de funciones de Lyapunov a partir del trabajo de
Albertini y Sontag [2] sobre controlabilidad asintótica al origen de sistemas de control
tiempo variantes. Más precisamente, para una trayectoria admisible z‘ del sistema (5.1)
y un generador u‘ de la misma, consideremos la ecuación diferencial que satisface la di­
ferencia e(t) = a:(t) —:c’(t) entre una trayectoria :r(t) de (5.1) generada por un control
u(t) = u"(t) + v(t) y la trayectoria z'(t),

e = G(t, e, v) (5.7)

con G(t, e, v) = f(z’(t) +e,u"(t) +v) —f(:z:‘(t),u‘(t)), e interpretémosla como un sistema
de control tiempo-variante con variable de estado e y variable de control v.

Entonces, siguiendo la terminología empleada en ([2]), es fácil ver que la existencia
de una SLA del problema de seguimiento de la trayectoria z' es equivalente a que el
sistema (5.7) sea globalmente asintóticamente controlable al origen (GACO). Por otra
parte, el sistema (5.7) es GACO si y sólo si tal sistema admite una función de Lyapunov
de control, lo cual, en términos del sistema (5.1) y del par (:c’,u') significa la existencia
de una función continua V : R+ x R" —)R+ que verifica:

1. a1(|a: —:r’(t)|) 5 V(t,a: —:c‘(t)) 5 a2(|:r —z’(t)|) para todo a: e IR" y para todo
t e 112+, con a1 y a2 de clase ICOO.

2. Existen d) : IR+ -> R+ continua y creciente y a3 de clase IC tales que para cada
(to,a:o) E R+ x R" existe t1 > to y un control a lazo abierto ü : [to,t1) -—>R4 con
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|ü(t) - u'(t)l S 45(Irvo- I’(to)l) para todo t E [to,t1) tal que

liminf V(t,:r(t) —:1: —V(to,zo)
t-¡tg‘ t— to

5 —aa(|zo- 2'00)“

siendo a:(t) la trayectoria de (5.1) generada por el control ü que verifica a:(t0) = 3:0.

Las soluciones a lazo abierto del problema de seguimiento de trayectorias no han sido
tratadas en la literatura, quizá debido a que su implementación directa exhibe ausencia de
robustez en presencia de errores en el modelado, en la condición inicial y en los actuado­
res, y de perturbaciones externas. Sin embargo, como veremos más adelante, el algoritmo
que presentaremos para la.implementación digital de una SLA, eliminará las deficiencias
mencionadas.

Cerraremos la sección mostrando, mediante un ejemplo, que la implementación digital
de una SLC del problema de seguimiento de trayectorias vía MROC no siempre funciona
adecuadamente.

Consideremos el sistema de control lineal descripto por

1305)= UU) (5-8)

con a:(t) e IR y u(t) G R. Sea u' : [0,+oo) —>R un control a lazo abierto acotado que
verifica lo siguiente:

Para cada N e W existe k‘ = k(N) e IN tal que para todo tk = kZ’N con k e IN
y k 2 k' vale lo siguiente:

1. U'(tk) = 1;

t . _
2. ft:+‘u (t) dt _ 0.

Por ejemplo puede considerarse el control u‘ definido como sigue:

ParaNe17V,j=0,1,...,2N—1yIf’=[N—1+j2-N,N—1+(j+1)2-N),

1sit€INyjespart = J
u (t) { —1 si t e IJNy j es impar. (5'9)

Si la referencia z‘ a seguir es la trayectoria generada por u’ y 13(0) = 0, es decir, es
la solución del problema a valores iniciales

"(0 = Wi)
{:(O) = 0 (5.10)
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es claro que x‘ es acotada y por lo tanto admisible, y que la ley de control realimentado
'y(t,:1:) = u'(t) - (z —z’(t)) es una SLC, pues, para tal ley, la ecuación del error de
seguimiento es

é = -e. (5.11)

Sin embargo la implementación digital de 'y vía MROC no produce un error final de
seguimiento aceptable cuando el período de muestreo es ¿N = 2‘” con N = 1, 2, . . ..

En efecto, fijemos N‘ e W y consideremos el período de muestreo 6 = 6N., los
instantes de muestreo tk = k5 y la implementación digital de 7 vía MROC, es decir,
u(t) = 'y(tk,a:(tk)) = u‘(t¡.) —(:r(tk) —z'(tk)) para t e [tk,tk+1). Entonces usando 1. y 2.
es fácil ver que para k 2 k’(N'), la sucesión de errores e(tk) = z(tk) —z’(tk) satisface la
ecuación en diferencias

¿(tk+1) = (1 - ó)e(tk) + 5

y, por lo tanto, e(tk) —)1 cuando 2'—)oo. Es decir, independientemente de N E W, si
el período de muestreo es 6 = 2‘”, la implementación digital vía MROC de 7 no puede
producir un error final de seguimiento inferior a 1.

5.3 Seguimiento de trayectorias en un intervalo aco­
tado con datos muestreados

En esta sección presentaremos un algoritmo de control para el seguimiento de una trayec­
toria admisible del sistema (5.1) a lo largo de un intervalo de tiempo acotado, que emplea
los datos muestreados del sistema. Este algoritmo ha sido inspirado por ciertas técnicas
desarrolladas por Krasovskii y Subbotin en el contexto de la teoría de Juegos Posicionales
([421).

Con el objeto de tener en cuenta en los análisis que efectuemos la posible existencia de
errores de modelado, perturbaciones externas y errores en los actuadores, consideremos
asociado a (5.1) el sistema perturbado

á: = f(a:,'u,) + n1(t), (5.12)

donde 111(t) es una perturbación externa al sistema que suponemos medible Lebesgue y
acotada para todo t 2 0. No consideramos explícitamente los errores en los actuado­
res ya que al ser f en (5.1) uniformemente continua en conjuntos compactos, cualquier
perturbación acotada de u puede ser considerada como parte de la perturbación externa
771“)­

En lo que sigue supondremos, por simplicidad, que la sucesión de instantes de muestreo
es regular, es decir, que tk = k6, con 6 > 0 el período de muestreo, y que disponemos
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de mediciones del estado x(t) del sistema en esos instantes, es decir, supondremos que en
lugar z(tk) conocemos

Ï(tk) = 55(tk)+ 772W) (5.13)

y que el error de medición n2(tk) es acotado para todo k 2 0.
Con el objeto de describir el algoritmo de control que pr0ponemos para seguir una

trayectoria admisible del sistema (5.1), asociemos a cada conjunto compacto U C IR" del
espacio de controles, la multifunción de seguimiento <pu: IR" x R" —)2” definida como
Sigue:

<pU(:r,z)= {u e U: (z —1:,f(a:,u)) = 152%(2—z,f(x,v))}. (5.14)

Entonces, dados

o un conjunto compacto U C Rq dentro del cual variará la variable de control;

o un período de muestreo ó > 0;

o la longitud T > 0 del intervalo en el cual se efectuará el seguimiento;

o una trayectoria admisible de (5.1) z’ definida en un intervalo de la forma [t“, t" +T]
con t" = k‘ó.

el algoritmo de control que proponemos para el seguimiento de z' en el intervalo [tr , t" +
T] por parte del sistema de control, usando los datos muestreados {Í(tk)} y que de aquí
en adelante denominaremos .A(U,ó,T, 2'), es el siguiente.

Algoritmo de control A(U, 6,T, z’):

Sean tk = k6 k 2 k" los instantes de muestreo, entonces el control u(t) a ser aplica­
do en la planta perturbada (5.12) durante el intervalo [tz',t" + T] = [tk-,tk- + T], se
define recursivamente mediante:

"(tkl E ‘PU(Z'(tk)aÏ(tk)) (5-15)

u(t) = 'U.(tk)tk S t < tk+1.

En otras, palabras, en cada instante de muestreo tk, se elige el control u(tk) que se aplicará
en la planta durante el intervalo [tk,tk+1), de modo tal que de los productos internos
(f(í:(tk),v),z‘(tk) —¿(tk)), con v E U, el producto (f(:E(tk),u(tk)),2'(tk) —zi(tk)) sea
máximo (Figura 5.1).

Antes de iniciar el análisis del comportamiento del sistema (5.12) controlado por
A(U, ó,T, z‘) creemos conveniente puntualizar los dos siguientes hechos respecto de la
implementación práctica del algoritmo.
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f(1‘=(ti).u(ti))

f(Í(t¡).v)

V = {f(:ï:(t.-).v)/v 6 U}

Figura 5.1:

El algoritmo requiere sólo los valores de la referencia z‘ en los instantes de muestreo
tk y estos valores pueden ser obtenidos integrando numéricamente la ecuación (5.1)
si se conoce un generador de z'.

No es necesario conocer explícitamente la multifunción de seguimiento pu, ya que
los valores u(tk) pueden ser calculados on-line. Sin embargo debemos reconocer que
en el caso de sistemas f(:c,u) demasiado complejos el tiempo de cómputo puede
ser excesivamente largo. En el caso en que el sistema es afín en el control, es decir
f(:1:,u) = 90(2) + G(:z:)u,y U es la cápsula convexa de un número finito de puntos,
la evalución de u(tk) se reduce a un problema de programación lineal; más aún, en
ciertos casos es posible encontrar una expresión explícita para una selección de Lpu.

Con el objeto de estudiar el seguimiento de una trayectoria admisible z' por parte
del sistema perturbado (5.12) controlado por A(U, ó,T, z’), es conveniente definir para un
conjunto compacto K C R", las siguientes constantes y funciones:

mm = ¿giga |f(:r,u)| (5-17)

A1 = 4m(2m+771)+4l(m+n1)
A2 = 4(m+l), (5.18)

donde m = mm; y l = lK'Usiendo [Kg la constante de Lipschitz que aparece en (5.2).
Finalmente, para 1' 2 0, sea

(6211_ 1/2

PK,U(7'16,771,772)= 77:62h+ TMM + A2772+ 2771)] (5-19)
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Observación 5.2 Notamos que I‘m; es creciente respecto de cada una de sus variables
y que además

F T,ó, , = 0
lól+lml+ln2|40 ( nl 772)

uniformemente en conjuntos compactos de T.

También será conveniente introducir, para K, U, T y ó como arriba, la subclase
Adm(K , U,T, 6) de la clase de trayectorias admisibles de (5.1), definida como sigue:
2’ G Adm(K, U,T, ó) si z" es una trayectoria admisible de (5.1) definida en un intervalo
de la forma [t",t‘° + T] con tz' = k‘ó, [z([t",t" + T])]2 C K y existe un generador de
z', v‘ tal que v'(t) E U para todo t e [t",t" + T].

El siguiente lema, que es una variación de uno debido a Krasovskii y Subbotin (ver
[42],pag. 66), describe el comportamiento del sistema (5.12) controlado por A(U, ó,T, z')

Lema 5.1 Sean U C B? y K C R” conjuntos compactos, sean T > 0, ó > O, 1112 0 y
7722 0 tales que I‘K_U(T, ó, 771,772)< 1 y sea z‘ E Adm(K, U, T, 6).

Entonces, si n1(t) en (5.12) verifica |n1(t)| 5 171,Vt" S t 5 t" + T, n2(tk) en (5.13)
verifica |n2(tk)| S 112,Vt“ 5 tk 5 t" + T y x(t) es una trayectoria del sistema (5.12)
controlado por A(U, ó,T, z') tal que |:c(t") —z(tz')| 5 772,se tiene que para todo t" _<_
t < t" + T,

_ S 1-\I{,U(t_ tz.)¿7711712)
S I‘K.U(Ti(5,771,772).

Demostración: Sea a:(t) una trayectoria del sistema (5.12) controlado por A(U, ó,T, z')
tal que Ia:(tz°) —z(t")| 5 172y sea e(t) = a:(t) —z’(t).

Sea I = {t e [t",t" +T] : |e(r)| 5 IVT e [t‘, EntoncesI es un intervalocerrado,
es decir, I = [t",tz] y, además, tI > t" debido a que |e(tz')| 5 nz 5 (I‘K,U(T,6,771,112»<
1. Si demostramos que (5.20) vale para todo t e I, quedará demostrado el lema, pues en
ese caso necesariamente tI = t" + T. En efecto, si tI < t" + T, de (5.20) se deduce que
|e(t‘)l S Fra/(T, ó, 171,172»< 1; entonces, por la continuidad de e(t) existe t’ > tr tal que
|e(t)| 5 1 para todo tI S t 5 t’ y, en consecuencia, [tz',t’] g I, lo cual es absurdo.

Con el objeto de probar que (5.20) vale para todo t e I, consideremos s(t) = |e(t)|2.
s(t) es absolutamente continua en I y, para casi todo punto t de I,

¿(15) S 2(e(t), f(-'E(t),u(t)) + 771(t)_ f(z'(t), v'(t)))

S 2|e(t)I|171(t)I+ 2(e(t), f(-’v(t),u(t)) - f(z'(t),'v'(t)))

S 2171+2(e(t), f(ï(t),u(t)) - f(z‘(t),v'(t))> (5-22)

Con el objeto de acotar el término c(t) = (e(t), f(:c(t),u(t)) —f(z'(t),v‘(t))), escribamos

CU)= C1(t) + 62(t)+ C3(t)+ C4(t)+ C5(t)
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61(t) = (¿(t),f(x(t),v'(t))-f(z’(t),v'(t)))
cz(t) = (¿(t),f(z(t),u(t))-f(Í(tk), (t))+f(ï(tk),v'(t))-f(x(t)av’(t)))
ca(t) = (GU)-€(tk),f(Í(tk),u(t))-f(Í(tk),v'(t)))
04(t) = (11th)-Í(tk),f(Í(tk),u(t))-f(ï(tk),v‘(t)))
cs(t) = (¿(tk)-z'(tk),f(Í(tk),u(t))-f¿(tk),v’(t))),

donde tk es el instante de muestreo tal que tk 5 t < tk“.
Para proseguir es necesario notar que para todo t E I y todo tk E I, z’ (t) e K

v'(t) e U por hipótesis, u(t) e U por definición, y, como |z(t) —z‘(t)| 5 1 y |:ï:(tk)
2.051€)!S IIÏI(tk)- 17(tk)l+ [12(tk)- ¡{.(tk)! S 772+1 < 2 y [Z'ltz., tz. + C K, :L'(t)G
y :ÏI(tk) E K.

Entonces, de (5.2) con l = IK” resulta

C1(t) S l|e(t)||6(t)| = ¿805). (5-24)

Por otra. parte de (5.2), (5.17) con m = mg,” y de las acotaciones

|I(t) - I(t¡=)| S /t (|f(z(8),u(s))| + |771(s)|)d8
S (m + 771M,

|I(t) - ¿(MI S Mi) - I(tk)l + Ix(tk)- Í(tk)l
S (m + 1706 + 172,

Y

Iz’(t)—¡(tk)! s (If(z(s).v‘(s))lds s ma,

obtenemos

62(t) S 2le(t)|llz(t) - Í(tk)l
S 2l[(m+7h)5+772], (5-25)

63(t) S 2¡6305)- e(tk)|m

5 2m(2m + 1206, (5.26)

c4(t) 5 2mm. (5.27)

Por último, de (5.15), (5.16) y de la definición de Sou,resulta.

c5(t) S 0- (5.28)
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Entonces, combinando (5.23) con las desigualdades (5.24)-(5.28) tenemos que

c(t) 5 ls(t) + 2l[(m + 1106+ 112]+ 2m(2m + 171M+ 2mm,

con lo cual, volviendo a (5.22), resulta

s'(t) 5 2ls(t) + (A16 + A2172+ 2171)

para casi todo t E I. En consecuencia, por resultados conocidos para inecuaciones dife­
renciales, para todo t e I

(¿21(t—t=') _ 1)

2l

a 21(t-t") _ 1

"gema-t- )+ (e 21 )

_ tz. 16)711,772))21

su) s s<t=‘>e2‘<‘-“'>+ (A16+A2n2+2n1)

l/\ (A15 + A2712+ 27h)

o, equivalentemente,

|e(t)| S I"(t - t‘°,ó, 711,172» Vi G I

que es lo que queríamos demostrar. I

Observación 5.3 Del Lema 5.1 y de la Observación 5.2 se deduce inmediatamente lo
siguiente: dados T’ > 0 y e > O arbitrarios, existen números positivos 6’, nf y 17;tales
que dados O < T < T‘, 0 < ó < 6' y z(-) e Adm(K,U,T,6), si n¡(t) en (5.12) verifica
|n1(t)| 5 nf, Vtz' 5 t 5 t" +T,172(tk) en (5.13) verifica |772(tk)|5 77;,Vtï 5 tk S tz. +T,
y a:(-) es una trayectoria del sistema (5.12) controlado por A(U,ó,T,z(-)) que satisface
|x(tk-) —z(tk-)| S 7); entonces:

|a:(t) —z(t)I S e Vt e [t",t" + T].

En efecto, basta elegir números positivos 6’, nf y n; tales que FKIU(T',6’,nI,ng) <
min(5, 1), los cuales existen debido a que lim¡¿¡+¡,,,¡+¡,,,¡_,oF(T‘,ó,n1,n2) = 0, tener en
cuenta que FK'U es creciente respecto de cada una de sus variables y aplicar el Lema 5.1.

5.4 Un algoritmo de control para el seguimiento de
trayectorias

Si nuestro objetivo es que el sistema perturbado (5.12) siga asintóticamente una trayec­
toria admisible de (5.1), es claro que el algoritmo presentado en la sección precedente
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tiene dos desventajas: a) el estado inicial del sistema debe estar suficientemente cerca del
estado inicial de la trayectoria que se pretende seguir y b) el intervalo temporal en el cual
se quiere seguir la trayectoria debe ser acotado. La limitación que impone la restricción
b) no reside en el hecho que el intervalo sobre el cual se quiere seguir la trayectoria sea
infinito, ya que siempre puede suponerse que el proceso finalizará en tiempo finito, sino
en que el período de muestreo necesario para asegurar un error de seguimiento aceptable
resulte tan pequeño que el algoritmo no pueda ser implementado.

En esta sección presentaremos un algoritmo de control que basado en los datos mues­
treados del sistema y en una SLA del problema de seguimiento de trayectorias, soluciona
las desventajas que presenta el algoritmo descripto en la sección anterior.

El algoritmo propuesto dependerá de los siguientes parámetros:

o un conjunto compacto U C R“ dentro del cual variará la variable de control;

o un período de muestreo 6 > 0;

o un período de conmutación T > 0;

o una SLA .‘Fdel problema de seguimiento de la trayectoria admisible :r’ por parte
del sistema (5.1)

y será denominado C(U, ó,T, .7:).

Con el objeto de describir la idea en la que se basa el algoritmo C(U,6,T, IF), supon­
gamos que el período de conmutación T es un múltiplo entero del período de muestreo ó,
digamos T = T(ó) = nTó y consideremos los instantes de conmutación TN(6) = NT(6)
con N = 0,1,..., y la sucesión de intervalos consecutivos de longitud T, [0,T1(ó)),
[T1(ó),T2(ó)),.... Entonces, la idea consiste en seguir en cada uno de los intervalos
[TN(6),TN+1(6)) una referencia admisible zN que se elige en el instante TN(ó), mediante
el algoritmo A(U, ó,T, zN) descripto en la sección anterior. Para ilustrar como procede el
algoritmo, mostraremos su evolución durante los dos primeros intervalos (Figura 5.2):

o En el primer intervalo [0,T1(6)), consideramos como referencia a la trayectoria zo
que resulta de aplicar en (5.1) el control a lazo abierto de la SLA .77correspondiente
a la condición inicial (O,í(0)), e intentamos seguirla mediante el algoritmo de control
A(U, ó,T(ó), zo) hasta el instante T1. Más precisamente, con la notación de la sección
anterior:
durante el intervalo [0,T1(6)) aplicamos a la planta el control dado por el algoritmo
A(U, ó,T(ó), zo), con zo : [0,T1(ó)] —)R” la solución del problema a valores iniciales

{ ¿o = f(zo,ü(t;0,-'ï(0)))20(0) - Í(0)
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o En el instante T1(ó) cambiamos la referencia zo por la referencia 21 que resulta de
aplicar en (5.1) el control a lazo abierto de SLA .‘Fcorrespondiente ahora a la condi­
ción inicial (T1(6), í:(T1(6))), e intentamos seguirla durante el intervalo [T1(ó),Tg(ó))
empleando A(U, 6,T(ó), 21), es decir:
En el intervalo [T1(ó),T2(ó)) aplicamos el control dado por A(U,6,T(ó),zl), con
21 : [T1(6),T2(6)] —>R” la solución del problema a valores iniciales

f(21,Ü(t;T1(5)»Ï(T1(5))))
Í(T1(5))

¿1

{ 21(T1(<5))

¿(TÚ = HT!)

z(0) = ¿(0)

:(0)

Figura 5.2:

Entonces, la estrategia de control descripta es la siguiente:

Algoritmo de control C(U, ó,T, .‘F):

o En el intervalo [TN(6),TN+1(6)), con TN = NT(6), N = 0,1,. . ., aplique el control
u(t) dado por el algoritmo A(U,ó,T(ó),zN), con zN : [71v(ó),'I‘N+1(6)] —>R" la
solución del problema a valores iniciales

{ ¿N = f(ZN;ü(t;TN(ó)vÏ(TN(ó))))zn(TN(¿)) = Í(TN(5))­

En el caso general, es decir, si T/ó gÉIN, se considera el primer número natural r
tal que r6 2 T y el algoritmo se implementa de la misma forma que antes, pero con
T(ó) = r6.

Observación 5.4 El controlador que proponemos consta de dos componentes a) un gene­
rador de referencias que se obtienen a través de un modelo interno de la planta controlado
por una SLA 7:, y que se actualizan a períodos de longitud T(ó) y, b) un algoritmo que
proporciona el control necesario para el seguimiento de la referencia dada por el generador
de referencias.
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Observación 5.5 Si en lugar de una SLA, conocemos una SLC 'y(t,z), que es el caso
más frecuente, y ésta se encuentra en las condiciones de la Observación 5.1, en el intervalo
[TN(ó),TN+1(ó)) se emplea la referencia zN : [TN(6),TN+1(6)] —>R", que es la solución
del problema a valores iniciales

{ á = f(z,7(t,z)z(Tn/(5)) ¿(TWD)­

A continuación demostraremos que el controlador propuesto asegura la estabilidad
práctica semiglobal del error de seguimiento, y que además es robusto respecto de per­
turbaciones externas, errores en los actuadores y errores en las mediciones, cuando todos
éstos son suficientemente pequeños. Más precisamente, demostraremos que dados un
conjunto de condiciones iniciales acotado y un número positivo eo, el error final de segui­
miento puede hacerse menor que eo si se eligen adecuadamente U, T y ó, y 771y ng son
suficientemente pequeños.

Teorema 5.1 Sea .7:una SLA y sean Ro y 50 números reales positivos.
Entonces existen un conjunto compacto U C R" y números reales positivos T, 6', nf

y n; tales que si n1(t) en (5.12) verifica |n1(t)| 5 17;Vt 2 0 y n2(t¡,) en (5.13) verifica
|n2(tk)| 5 n; Vtk 2 0, se verifica lo siguiente:
Existen \II de clase IC y T’ > O tales que si a:(t) es una trayectoria del sistema (5.12)
controlado por C(U, <5,T, 7-")con O < 5 5 6’ que verifica |a:(0) —a:’(0)| 5 Ro, entonces a:(t)
satisface:

1. |z(t) —:r‘(t)l S ‘I’(Ro+60) +60 Vt 2 O;

2. |1:(t) —ar"(t)| S eo Vt 2 T'.

Demostración: Sean a y fi como en la Definición 5.2 de SLA y sea U C B” un con­
junto compacto tal que Bamofl) g U. Elijamos un número positivo e},que verifique las
siguientes condiciones:

1. 56 < min(Eo/2,Ro/2a1)i

2. fl(3ef,,0) S 50/2­

Con el objeto de elegir T, procedemos como sigue: para. cada 7' > 0 consideremos la
sucesión definida recursivamente mediante

{To=RoTj+1 = fi(7'j+5l)»7')+5l)
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y el conjunto T = {7' > O : Vj rj 5 R0 y limsupJ-_,0°rj S 3/263}. Elijamos cualquier
T E T (T 76 (Dpues si 7' es tal que B(Ro + 63,1) 5 65/2 entonces T e T). Para el T
elegido consideremos la sucesión {ri} definida arriba.

En lo que sigue vamos a determinar las constantes positivas óo, n; y ng. Con tal fin,
consideremos un conjunto compacto K C H2”tal que para cualquier par to 2 O, zo E ü?"
con Izo—:c'(t0)| 5 Ro +55, la trayectoria z(t) de (5.1) generada por ü(t; to, zo) que verifica
z(t0) = zo, satisfaga la condición: [z([to,+oo))]2 C K.

Es fácil comprobar que, debido a la acotación de :r’, el conjunto K = [:r’([0,+oo)]¿, con
9 = fi(Ro + 6', 0) + 2 sirve. En efecto, sea [zo—:c'(t0)| S Ro + e' y sea E E [z([to, +oo))]2.
Fijemos e > 0 y elijamos te 2 to tal que IE—z(t¿)| 5 2 + e. Entonces If - x'(t¿)| S
lá —z(t¿)| + |z(t¿) - rr‘(t¿)| 5 2 + fl(Ro + ¿(rte —to) + e S p + e; como e es arbitrario, la
distancia de 5 a :r'([0, +oo)) resulta menor o igual a p y por lo tanto E e K.

Para los conjuntos U y K considerados, sean l y m como en (5.2) y (5.17) respectiva­
mente, y sea I‘ como en (5.19). Entonces elegimos 60, 1]; y n; positivos y tales que

775S E'o Y P(T+óo,óo,flï,fl5) S 66- (5-29)

Habiendo ya seleccionado U, T, 60, n; y 17;,procedemos a probar la tesis del teorema.
Fijemos 0 < ó 5 60 y supongamos que n¡(t) en (5.12) verifica |771(t)| 5 nf, Vt 2 0 y

n2(tk) en (5.13) verifica |n2(tk)| 5 ng, Vtk 2 0. Sea :I:(t) una trayectoria del sistema (5.12)
controlado por C(U, 6, T, JF) tal que la condición inicial verifica |:r(0) —:r’(0)| S Ro.

Primero vamos a probar por inducción en N que

(a) II(TN) - a3'(TN)| S TNVN;

(b) '95“) —ZN(t)l S Eo Vt G [TN,TN+il,

donde, para simplificar la notación, TN = TN(ó).
Si N = 0, |:r(0) —:c'(0)| 5 Ro = ro, y por lo tanto vale (a). Con el objeto de

probar (b), notamos que la trayectoria zo restringida al intervalo [0,T1] pertenece a la
clase Adm(K, U,ó,T1), pues [20([0,T1])]2g K y el generador ü(t;0,í:(0)) e U Vt e [0,T1],
ya que |:ï:(0)—:c'(0)| 5 |Í(0) - a:(0)| + |z(0) - :v‘(0)| S 17;+ Ro 5 Ro +1 y por lo tanto
|ú(t; 0,Í(0))| 5 a(Ro +1), con lo cual ü(t; 0,5:(0)) e Edna“) C U. Como :r(t) restringida
a [0,Tl] está generada por el control dado por A(U,6,T1,zo) y además Irc(0)—20(0)| =
|:E(0)—:r(0)| 5 n; y FK_U(T1,6,17I,71;)5 I‘K'U(T+óo,óo,nf,n5) S es < 1, nos encontramos
en las condiciones del Lema 5.1, y, por lo tanto

lx“) —20(tll _<_PK,U(T1,5,77I,175) S 62) Vt G [0,T1).

Supongamos ahora que (a y (b) valen para N. Como TN5 Ro, |zN(TN) —:r'(TN)| 5
|13(TN)-I'(TN)| + |2N(TN)-I(TN)I = II(TN)-I'(TN)|+ IÍN(TN)-I(Tlv)| S TN+775S
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Ro + ef). Por lo tanto para todo t e [TN,TN+¡], IzN(t) —:c’(t)| 5 fi(Ro + 65,t —TN). En
consecuencia IzN(TN+1) —:c‘(TN+1)| 5 ,B(Ro+ 56,T1). De esta última acotación y de la.
validez de (b) para N, deducimos que |z(TN+1) —z'(TN+1)| 5 |2(TN+1) —zN(TN+1)| +
|2N(TN+1) - I’(TN+1)| S fl(Ro + 66,T1) + 66 S B(Ro + 66,7") + 66 = TN+1aquedando
probado que (a) vale para N + 1.

De la validez de (a) para N + 1 y del hecho que TN.“ 5 Ro, es posible deducir en
forma similar al caso N = 0, que la trayectoria zN+1restringida al intervalo [TN+1,TN+2]
pertenece a la clase Adm(K , U,ó,T1); entonces usando los mismos argumentos que en el
caso N = 0, se deduce que (b) vale para N + 1.

Ahora, de (a) y (b) probaremos los items 1. y 2. de la tesis. Sea \Il(r) = fl(r,0).
Entonces, para t e [TN,TN+1),

Iz(t) - fv'(t)| lI(t) - zn(t)| + IzN(t)- Iv'(t)l
56+ Ú(IZN(TN)- ï'(TN)I,0)

66+ fi(lÍ(Tzv)- I'(TN)I,0)

e},+ ,3(Ro + es, 0)

\II(R0 + eg) + eg,

II|/\IA

|/\

y 1. queda probado.
Sea N" tal que TN 5 253 si N 2 N'. Entonces, para t e [TN,TN+1)con N 2 N',

tenemos que

|11(t)- ZN(t)l+ IZN(t)- I'(t)|

66+ fl(|ZN(TN)- I'(TN)|,0)
58+ fi(IÏ(TN) - 3'(TN)L 0)

es + B(rN + es, 0)
et +fi(3et.0)
63 + 60/2 5 eo.

|x(t) - I'(t)l

II|/\|/\

|/\|/\|/\

Tomando T’ = N'(T + 60) y notando que TN. = N'T1(ó) 5 N‘(T + 60) = T‘, queda.
demostrado el item 2. y con ello el teorema. I

Observación 5.6 De acuerdo con la demostración del Teorema 5.1, la única condición
que debe cumplir el período de conmutación T es su pertenencia al conjunto T. Para la
implementación práctica del algoritmo es conveniente que T sea lo más pequeño posible,
pues, teniendo en cuenta (5.29) y la monotonía de FK_Urespecto de cada una de sus
variables, tal elección permite mayores margenes para las cotas 60y nf.
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Observación 5.7 La demostración del Teorema 5.1 es un argumento matemático que
valida el algoritmo presentado, es decir, afirma la existencia de un conjunto de parámetros
para los cuales queda asegurado el cumplimiento del objetivo de control. Si bien puede
servir de guía para la selección de tales parámetros, no puede considerarse un método de
diseño pues, como veremos en las simulaciones que presentaremos en la siguiente sección,
los parámetros que resultan siguiendo los pasos de la demostración, sobre todo en lo que
respecta al período de muestreo, pueden ser demasiado conservativos.

Observación 5.8 Puede mostrarse que en el caso en que fl en (5.5) es una función
exponencial, B(1‘,t) = ce‘"‘r con c 2 1 y n > 0, i.e, cuando la convergencia del error de
seguimiento es exponencial, T puede elegirse como T = ln(5c)/n, independientemente de
los valores de Ro y eo.

5.5 Ejemplos
En esta sección aplicaremos el algoritmo presentado en la sección anterior a dos ejemplos:
en el primero de ellos, la planta y la referencia son las del contraejemplo dado en la sección
5.2, donde mostramos que la implementación vía MROC de la ley de control realimentada
que resuelve el problema de seguimiento a lazo cerrado, no produce un error final aceptable
si el período de muestreo es ¿N = 2‘".

En el segundo ejemplo el modelo de la planta es una ecuación de Van der Pol con el
agregado de un término de entrada y de un término de perturbación, y las mediciones se
suponen ruidosas. En este caso, la referencia a seguir está generada por un sistema lineal
de segundo orden tiempo invariante.

Como veremos, en ambos casos el algoritmo produce la estabilidad práctica semiglobal
del error de seguimiento.

Ejempo 1

Para el sistema (5.8) consideramos el control u' definido en (5.9) y la referencia z'(t)
generada por u" que verifica x'(0) = 0. Como hemos visto en la sección 5.2, la ley de
control realimentado 'y(t, :c) = u'(t) —(1:—:c‘(t)) es una SLC del problema de seguimiento
de trayectorias, ya que el error de seguimiento verifica la ecuación (5.11).

Para la simulación consideramos que la cota para el error inicial Ro = 0.3 y la cota
para el error final 60 = 0.3. Debido a (5.11), podemos elegir fi(t,r) = e“r y, como
|7(t,1:)| S 1 + Izr—:r‘(t)|, resulta, de la Observación 5.1, a(r) = 1+ r.

Siguiendo los pasos de la demostración del Teorema 5.1 y teniendo en cuenta la Ob­
servación 5.8, obtenemos U = [-1.3, 1.3], T = 1 y óo = 0.0007. Como afirmamos en
la Observación 5.7, el valor 60 obtenido a partir de la demostración del teorema podría
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ser demasiado conservativo, por lo tanto usaremos un periodo de muestreo más grande,
ó = 2‘5.

Con los valores obtenidos para U, T y ó, hicimos dos simulaciones, ambas con condición
inicial z(0) = 0.3. En la primera de ellas no se consideraron ni perturbaciones en el sistema
ni errores en las mediciones de los estados.

En la Figura 5.3 se muestra la trayectoria del sistema junto con la referencia :c‘.

A nv.v

Figura 5.3: Ej. 1. Seguimiento de trayectoria sin errores de medición

La Figura 5.4 muestra el error de seguimiento. Allí se observa que el módulo del error
de seguimiento es inferior a 0.025 despues de aproximadamente 5 unidades de tiempo.
Observamos que esta cota es considerablemente menor que la cota teórica eo = 0.3.

En la segunda simulación consideramos una perturbación en el modelo de la planta
n1(t) aleatoria, uniformemente distribuida en el intervalo [-0.05,0.05] y que el error de
medición de los estados es una variable aleatoria n2(tk), también uniformemente distri­
buida en el intervalo [-0.05,0.05].

En la figura 5.5 se muestra la trayectoria del sistema junto con la referencia.
La figura 5.6 muestra que en este caso el módulo del error de seguimiento permanece

acotado por 0.15 después de aproximadamente 6 unidades de tiempo.
Ejemplo 2

En este caso consideramos el sistema descripto por la ecuación

W) = (1 - y(t))2ú(t) + "(0 + 7710€), (5-30)
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y:1.a

O

Figura 5.4: Ej. 1. Error de seguimiento sin errores de medición

donde la perturbación está dada por: n1(t) = 0 si t < 10 o t > 30 y n1(t) = 0.5 si
10 5 t 5 30.

La referencia considerada es la solución del sistema lineal tiempo invariante de segundo
orden

¿>(t) = —2.2w(t) —2.25w(t) + v(t) (5.31)

con entrada de referencia v(t) = cos(t) y condiciones iniciales nulas.
Realizando las transformaciones usuales en (5.30) y en (5.31) obtenemos las ecuaciones

diferenciales de primer orden que describen la planta y la referencia, respectivamente:

{331m = x2(t) (5.32)iz“) = (1- (21(t>)2)x2<t)—mt) + uu) + mor)

y

t = 1:;t
{iíltl = -2(.2)z;(t)-2.2sz;(t)+v(t). (5.33)

Suponemos además que las mediciones del vector de estado 1:en los instantes de nuestreo
son ruidosas, es decir 93(tk)= 12(tk)+ n2(tk), con n2(tk) un vector aleatorio compuesto por
dos variables aleatorias uniformemente distribuidas en {-0.05, 0.05].
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A a.—v..

¡hi-(m)

Figura 5.5: Ej.1. Seguimiento de trayectoria con errores de medición

La ley de control realimentado

7(t,:1:) = —(1 —11:93:;+ 2:1- 2.2(121- :rï(t)) —2.25013; —z;(t))

-2.25zï - 2.2:;(t) + 'U(t)

es una SLC del problema de seguimiento de la referencia :r‘ por parte del sistema (5.30)
no perturbado (i.e, con 171(t) E 0), pues con tal ley, la ecuación del error de seguimiento
e(t) = a:(t) —z’(t) resulta

.1“) = 2(t)
{220) = e—4Ael(t)-4.5e2(t), (5.34)

que es uniformemente asintóticamente estable, más aún, la norma del error de seguimiento
tiene un decaimiento exponencial dado por Ie(t)I S 3.2|e(0)|e’1‘125‘. Siguiendo el mismo
procedimiento que en el ejemplo anterior, obtenemos T = 2.46 y, para la cota del error
inicial R0 = 1, determinamos U = [-5.5,5.5]. Para la cota del error final so = 0.3, que
es compatible con las cotas para la perturbación 17;= 0.5 y para el error de medición
n; = 0.05 obtenemos para el período de muestreo la cota 60 = 4 10'5. Nuevamente el
valor obtenido 60 es demasiado conservativo, como lo muestra la simulación.

Para la simulación usamos el período de muestreo 60 = 0.02 y la condición inicial
a:(0) = (-0.8, 0.9).
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Figura 5.6: Ej.1. Error de seguimiento con errores de medición

La Figura 5.7 muestra los errores de seguimiento 9:1—xï (linea punteada) y el error
21 —:5; (linea de trazos). Se observa que el módulo del error 2:1-—9:; permanece acotado
por 0.1 despues de 5 unidades de tiempo.

La Figura 5.8 muestra la referencia w = 9:; (linea de trazo) junto con la variable y = 9:1
(linea punteada).

5.6 Conclusiones

En este capítulo hemos presentado un algoritmo de control que, basado en una solución
en tiempo continuo del problema de seguimiento de trayectorias, resuelve el problema de
seguimiento de trayectorias en sistemas generales de control a datos muestreados. En ese
sentido, el algoritmo presentado puede considerarse como la implementación digital de la
ley en tiempo continuo en la cual está. basado. Este algoritmo garantiza la estabilidad
práctica semiglobal del error de seguimiento con error final arbitrariamente pequeño si el
período de muestreo es suficientemente pequeño. También demostramos que el algoritmo
es robusto respecto de pequeñas perturbaciones en la planta y de pequeños errores en las
mediciones de los estados, aún cuando la ley de control en tiempo continuo en la cual éste
se basa no lo sea. Con el objeto de ilustrar el comportamiento del controlador propuesto,
presentamos dos ejemplos de aplicación, ambos incluyendo perturbaciones en el modelo de
la planta y errores en las mediciones de los estados. Las simulaciones presentadas mues­
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Figura 5.7: Ej. 2. Errores de seguimiento

tran un comportamiento aceptable del error de seguimiento. Sin embargo es importante
puntualizar que el algoritmo presenta algunas deficiencias cuando es aplicado en sistemas
afines en el control y el eSpacio de controles es la cápsula convexa de un número finito
de puntos; en tal caso, al surgir el control de un proceso de maximización, éste toma. sus
valores en los vértices del convexo, lo cual en ciertas ocasiones origina un efecto de chat­
tering que es indeseable. Actualmente se está trabajando para mejorar tales deficiencias
y ya se han obtenido algunos resultados positivos en tal sentido (ver [14]).
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Apéndice A

Sistemas Dinámicos en Tiempo
Discreto

En este breve apéndice damos la definición de sistema dinámico en tiempo discreto que
empleamos a lo largo de esta tesis, como así también enunciamos, en términos de funciones
de Lyapunov, condiciones suficientes para los distintos tipos de estabilidad de un conjunto
invariante respecto de un sistema dinámico en tiempo discreto. También damos algunos
teoremas inversos de Lyapunov que utilizamos en los capítulos 2 y 3.

A.1 Sistemas dinámicos en tiempo discreto: defini­
ciones

La definición de sistema dinámico en tiempo discreto que adoptamos es una ligera genera­
lización de la dada por Michel y Wang en [56]. Empleamos esta definición pues, en vista
de la definición de sistema dinámico híbrido que consideramos a lo largo de este trabajo,
creemos que es la más adecuada para introducir la noción de sistema dinámico híbrido
discretizado.

En términos informales un sistema dinámico en tiempo discreto es simplemente una
familia de trayectorias que evolucionan dentro de un espacio métrico (Q, d) a lo largo de
una s.i.m. H. Para ser más precisos, consideremos la siguiente

Definición A.1 Sean (Q,d) un espacio métrico y H una s.i.m. Entonces una trayectoria
es una aplicación wd : I —)Q, donde I = {t¡c e l'I: tko 5 tk 5 tkl} ó I = {12,cE H : tk 2
tko}. Diremos que tko es el instante inicial y que wo= wd(to) es la condición inicial.

Dado un subconjunto Oo g Q, denotemos con 7,710al conjunto de trayectorias con condi­
ción inicial en Oo.
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Dadas estas definiciones, estamos en condiciones de dar la definición de sistema dinámico
en tiempo discreto que emplearemos.

Definición A.2 Sean (Q,d) un espacio métrico, H una s.i.m, Qo un subconjunto no
vacío de Q y S g 75° una familia no vacía de trayectorias, entonces la tetra-upla 2d =
{11,Q, Qo,S} es un sistema dinámico en tiempo discreto.

Nótese que esta definición de sistema dinámico no requiere de la existencia de al menos
una trayectoria para cada par de condiciones iniciales (to,wo), ni de su unicidad en caso
de que exista alguna.

Una clase particular de sistemas dinámicos en tiempo discreto es la de los determinados
por ecuaciones en diferencias, es decir, la de aquellos en los que Oo = Q y S es el conjunto
de soluciones maximalmente definidas de una ecuación en diferencias.

Más precisamente, dadas una s.i.m H y una aplicación F : Dd —)Q con 'Dd g 2+ x Q,

sea wdtkwo : Ikwo -—)Q, con tko e II y wo e Q, la solución maximalmente definida de la
ecuación en diferencias

“(tk+1)= F(k1w(tk)) (A-I)

que verifica wdgko'“,o(tko) = wo. Observamos que en caso que (tko,wo) qÉ'Dd, consideramos
Iko'wo= {tko} y wtko_wo(tko)= wo, i.e., consideramos que la solución maximal whom, sólo
está. definida en el instante inicial tko. De este modo permitirnos que para un determinado
k E 2+, la sección Qk = {w e Q : (k,w) e D} pueda ser vacía; en tal caso, toda solución
maximal de la ecuación cuyo instante inicial sea menor o igual que tk estará definida a
lo sumo hasta el instante tk. En el caso extremo en que Dd = (0, todas las soluciones
maximales de la ecuación estarán sólo definidas en el instante inicial.

Denominemos SU“) = {wdtko‘wo: tkoG H, wo E Entonces

Definición A.3 La tetra-upla Ed = {H,Q,Q,S(A_1)}es el sistema dinámico en tiempo
discreto determinado por la ecuación en diferencias (A.1).

Definición A.4 Diremos que un sistema en tiempo discreto determinado por una ecua­
ción en diferencias es T-periódico con período T e W, si H es regular, Ok” = 9L.Vk E Z+
y F(k + T,w) = F(k,w) Vw E Qk y Vk e 2+; diremos que es tiempo-invariante si es 1­
periódico. En tal caso Qk = Q VicE Z+ y F no depende de k, es decir F(k,w) = F(w).

Observación A.1 Observamos que en el caso en que el sistema es T-periódico, resulta

wdtk°+r_wo(tk)= wdtk0_uo(tk—tr) Vwoe Q, Vko e Z+ y Vk e 2+ con k 2 ko. Por lo tanto,
el conjunto de trayectorias S(¿1) está determinado por las trayectorias correspondientes
a los primeros T instantes iniciales to,t1, . . . ,t1-_1. En el caso particular en que el sistema

es tiempo invariante, i.e. T = 1, wd¿ko_wo(tk)= wdo_w°(tk —tko) Vwo e Q, Vko E Z+ y
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Vice Z+ con k 2 ko,de donde se desprende que todas las trayectorias del sistema dinámico
se obtienen transladando en el tiempo las trayectorias correspondientes al instante inicial
to=

A.2 Estabilidad de sistemas dinámicos en tiempo dis­
creto

Para los sistemas dinámicos en tiempo discreto que estamos considerando, es posible
extender de forma natural las definiciones de conjunto invariante y de punto de equilibrio
y, respecto de éstos, las de inestabilidad, estabilidad, estabilidad uniforme, estabilidad
asintótica, etc., que se consideran para los sistemas en tiempo discreto clásicos. En lo que
sigue enunciaremos algunas condiciones suficientes, como asi también algunas necesarias,
para los distintos tipos de estabilidad de un conjunto invariante respecto de un sistema
dinámico en tiempo discreto. '

Los teoremas que enunciaremos a continuación, dan condiciones suficientes para los
distintos tipos de estabilidad de un conjunto invariante de un sistema dinámico en tiempo
discreto determinado por una ecuación en diferencias, en términos de funciones de Lyapu­
nov. Estos teoremas son extensiones de teoremas estándar en la teoría de la estabilidad
de Lyapunov de sistemas dinámicos en tiempo discreto clásicos, y sus demostraciones se
obtienen modificando ligeramente las demostraciones de esos teoremas (ver por ejemplo
[38], [56])­

Teorema A.1 Sea M un conjunto invariante respecto del sistema dinámico en tiempo
discreto 2d determinado por la ecuación en diferencias (A.1). Entonces, si existe una
función V : Z+ x Mr —>R“, con r‘ > 0, que verifica las siguientes condiciones:
1) V es continua y existe a1 e ICtal que a1(dM(w)) 5 V(k,w) Vk e Z+ y Vw e M,-;
2) existe O < r’ 5 7" tal que V(k +1,F(k,w)) —V(k,w) 5 0, Vk e Z+ y Vwe Mri,
M es estable respecto de Ed.

Si en lugar de la condición 1) V verifica la condición:
1’) Existen a1 y a2 de clase IC tales que a1(dM(w)) S V(k,w) 5 a2(dM(w)) Vk e 2+ y
Vw E M,-,
M es uniformemente estable respecto de 2d.

Por último, si V verifica la condición 1') y la condición:
2’) existen 0 < r’ 5 r" y a3 de clase IC tales que V(k + 1,F(k,w)) —V(k,w) 5 —(tk+1—
tk)a3(dM(w)), Vk E Z+ y Vw E Mrr,
M es uniformemente asintóticamente estable respecto de Ed.

Teorema A.2 Sea M un conjunto invariante respecto del sistema dinámico en tiempo
discreto 2d determinado por la ecuación en diferencias (A.1).

169



Entonces, si existe una función V : Z+ x Mr. —)3+, con r’ > 0, que verifica, para
ciertas constantes positivas ci, i = 1,2, 3, las condiciones:
1) c1(dM(t.u))2 5 V(k,w) 5 c2(dM(cu))2 Vk E Z+ y Vw E M,.;
2) existe 0 < r’ 5 1" tal que V(k + 1,F(k,w)) —V(k,w) 5 —c3(tk+¡ —tk)(dM(w))2,
Vk e Z+ y Vw E MTI,
M es exponencialmente estable respecto de 2d.

Los siguientes teoremas, de caracter global, dan condiciones suficientes tanto para la
estabilidad asintótica uniforme global como para la estabilidad exponencial global de un
conjunto invariante.

Teorema A.3 Sea M un conjunto compacto e invariante respecto del sistema dinámico
híbrido EH determinado por la ecuación en diferencias (A.1).

Entonces, si existe una función V : Z+ x Q —>EN que verifica las condiciones:
1) 01(dM(w)) S V(k.w) S C12(dllr!(¿")))‘v,l‘7e 2+ Vw e 9; Y
2) VU“+1,F(kaw)) —VW“) S “(tm -tk)013(dM(w))Vwe Q,
con ai, i = 1, 2, 3, de clase ¡ComM es globalmente uniformemente asintóticamente estable
respecto de Ed.

Teorema A.4 Sea M un conjunto invariante respecto del sistema dinámico en tiempo
discreto determinado por la ecuación en diferencias (A.1).

Entonces, si existe una función V : 2+ x Q —>R+ que verifica, para ciertas constantes
positivas ci, z'= 1, 2, 3, las condiciones:
1) c1(alM(w))2 S V(k,w) S c2(dM(w))2 Vk E 1+ y Vw e Q; y
2) V(k +1,F(k,w))— V(k,w) 5 —ca(tk+1—tk)(dM(u.¡))2Vk e Z+ y VwE Q,
M es globalmente exponencialmente estable respecto de 2d.

Cuando F en (A.1) es continua, es posible demostrar que algunas de las condiciones
suficientes que hemos dado para los distintos tipos de estabilidad, también son necesarias.
En lo que sigue daremos algunos teoremas inversos de Lyapunov, los cuales extienden a la
clase de sistemas en tiempo discreto que estamos considerando, algunos resultados cono­
cidos para sistemas en tiempo discreto clásicos (Teoremas 4.5.2 y 4.5.3 de [56], Teorema
3 de [22]).

Dado que la validez de estos teoremas no se obtiene modificando en forma obvia
las demostraciones de los teoremas mencionados, y con el objeto de hacer el trabajo
autocontenido, incluimos también sus demostraciones.

Teorema A.5 Sea Ed el sistema dinámico en tiempo discreto determinado por la ecua­
ción en diferencias (A.1). Supongamos que F en (A.1) es continua.

Entonces
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1. Si M es un conjunto invariante uniformemente estable, existe una función V : Z+ x
M - —>EN, con 'r‘ > 0, que verifica las condiciones 1’) y 2) del Teorema A.1.

2. Si M es un conjunto invariante uniformemente asintóticamente estable, existe una
función continua V : 2+ x Mr. —>El“, con r' > 0, que verifica las condiciones 1’)
y 2’) del Teorema A.1.

Además, tanto en 1. como en 2., la función V puede suponerse T-periódica o indepen­
diente de k si Ed es, respectivamente, T-periódico o tiempo invariante.

Teorema A.6 Sea Ed el sistema dinámico en tiempo discreto determinado por la ecua­
ción en diferencias (A.1). Supongamos que F en (A.1) es continua.

Entonces, si M es un conjunto invariante exponencialmente estable, existe una función
continua V : Z+ x M,- —>3+, con 1" > 0, que verifica las condiciones 1) y 2) del Teorema
A.2.

Si además Ed es T-periódico o tiempo invariante, la función V puede suponerse, res­
pectivamente, T-periódica o independiente de k.

Teorema A.7 Sea 2,1el sistema dinámico en tiempo discreto determinado por la ecua­
ción en diferencias (A.1). Supongamos que F en (A.1) es continua.

Entonces, si M es un conjunto invariante globalmente uniformemente asintóticamente
estable, existe una función continua V : Z+ x Q —)1R+ que verifica las condiciones 1) y
2)delTeorema

Si además Ed es T-periódico o tiempo invariante, la función V puede suponerse, res­
pectivamente, T-periódica o independiente de k.

Teorema A.8 Sea Ed el sistema dinámico en tiempo discreto determinado por la ecua­
ción en diferencias (A.1). Supongamos que F en (A.1) es continua.

Entonces, si M es un conjunto invariante globalmente exponencialmente estable, existe
una función continua V : Z+ x Q —)R+ que verifica las condiciones 1) y 2) del Teorema
A.4.

Si además Ed es T-periódico o tiempo invariante, la función V puede suponerse, res­
pectivamente, T-periódica o independiente de k.

En las demostraciones de los teoremas inversos emplearemos las siguientes caracteri­
zaciones de los distintos tipos de estabilidad en términos de acotaciones por funciones de
clase IC y ICC, cuyas demostraciones son similares a las correspondientes a sistemas en
tiempo continuo determinados por ecuaciones diferenciales (ver por ejemplo [40]). Deno­
temos para cada tko e H y wo e Q, wd(-,tko,wo) = wd,k°.w°(-).
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Lema A.1 Sea Ed el sistema dinámico en tiempo discreto determinado por la ecuación
(A.1) y sea M un conjunto invariante respecto de Ed.

Entonces

1. M es uniformemente estable si y sólo si existen r' > 0 y una función a : [0,7"] —)IR+
de clase IC tales que d¡w(Wd(tk, tk°,wo)) S a(dM(wo)) Vtk Z tko, Vtko y Vwoe Mr.

2. M es uniformemente asintóticamente estable si y sólo si existen r’ > 0 y una función
[3 : [0, r‘] xflï+ —>R+ de clase ¡CL tales que dM(wd(tk, tk0,wo)) S fi(dM(wo), tk—tk°)
Vtk 2 tkm Vtko y V020E Mro.

3. M es globalmente uniformemente asintóticamente estable si y sólo si existe una fun­
ción fl : IR+ x R+ —>112+de clase ¡CL tal que dM(wd(tk,tk0,wo)) 5 fi(dM(wo), tk ­
tko) Vtk Z tko, Vtko y V020G

También emplearemos el siguiente resultado debido a Sontag (Proposición 7 de [73]):

Lema A.2 Sea fi : I x R+ —)R'l, con I = [0,1“] ó I = R1“, una función de clase ICC,
entonces existen a y d) de clase ICootales que

a(fi(r,t)) 5 e"qS(r) Vt2 0 er e I. (A2)

Demostración de los Teoremas A.5 y A.7

Demostración de 1. de la tesis de Teorema A.5:

Supongamos que M es un conjunto invariante uniformemente estable. Entonces, por 1.
del Lema A.1, existen a G IC y 7“ > 0 tales que

dM(Wd(tk,tko,wo)) S a(dm(wo)) Vtk 2 tko, Vtkoy VaioE Mro.

Para k E Z+ y w e M,- consideremos las función no negativa

V(k,w) = sup{dM(wd(t,-,tk,w)): tj 2 tk},

la cual está bien definida por (A.3).
Entonces, para k e Z+ y w e M,-, de la igualdad wd(tk, thu) = w y de la definición

de V, resulta V(k,w) 2 dM(w); por otra parte, de (A.3) y de la definición de V, se
obtiene la desigualdad V(k,w) 5 a(dM(w)). En consecuencia, considerando a¡(r) = r
y a2(r) = a(-r), a1(dM(oJ)) S V(k,w) 5 a2(w) Vk e 2+ y Vw e Mr. y por lo tanto V
satisface la condición 1’) del Teorema A.1.
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Sea r’ > 0 tal que a(r') 5 r‘. Fijemos k e 2+ y w e Mr]. Como dM(wd(tk+1,tk,w)) 5
a(dM(w))) 5 a(r’) 5 'r’, tenemos que wd(tk+1,tk,w) = F(k,w) e Mr. y por lo tanto
V(k + 1,F(k,w)) está definida. Además

V(k+1,F(k,w)) = sup{dM(wd(tJ-,tk+1,F(k,w)):tJ-ZtHl}
SUP{dM(Wd(tj)tkaw))ï tj 2 tk+1}

sup{dM(wd(t_,-,tk,w)): t,- 2 tk}

V(k,w),IlIAIl

con lo cual V(k + 1, F(k,w))— V(k,w) 5 0 Vk e Z+ y Vwe Mr], y V verifica la condición
2) del Teorema A.1.

Si Ed es T-periódico, de la definición de V y de la igualdad wd(t¡+r,tk+y,w) =
wd(tJ-, thu) se deduce inmediatamente que V resulta T-periódica. En efecto

V(k,w) = sup{dM(wd(tJ-,tk,w)): tj 2 tk}
= SUP{dM(Wd(tj+'r,tk+r,w)) i tj 2 tk}

= SUP{dM(Wd(tj,tk+r,w)) Í tj 2 tk+T}
= V(k + T,w).

Teniendo en cuenta que el caso Ed tiempo inveriante es un caso particular del anterior,
(T = 1), se deduce que V resulta independiente de k si Ed es tiempo invariante.

Demostración de 2. de la tesis del Teorema A.5:
De acuerdo con 2. del Lema A.1, por ser M un conjunto invariante uniformemente
asintóticamente estable, existen fi de clase lCfi y 1" > Otales que

dM(Wd(tk,tko,wo)) S fi(dM(w0)i tk - tico) Vtk Z tico, VtkoY Vwo€ Mr. (A.4)

Sean a y 45funciones de clase ICOocomo en el Lema A.2. Definamos, para k e Z+ y
w e M,-, las funciones no negativas

V1(k,w) = max{dM(wd(tJ-,tk,w)): tj 2 tk},

V2(k,w) = 20141 - tj)0(dM(Wd(tjitknw)))
jzk

V(k,w) = V1(k,w) + V2(k,w).

Notamos que V1(k,w) está bien definida porque dM(Wd(tj, tk,w)) —>0 cuando j —>+oo.
Empleando los mismos argumentos que en el punto anterior, concluimos que, denomi­

nando a('r) = fi(r, 0) y tomando 1"> 0 con a(r’) 5 r', VI verifica:
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i) dM(w) S V1(k,w) 5 a(dM(w)) Vk E Z+ y Vw E Mr- y
ii) V(k +1,F(k,w)) —V(k,w) 5 0 Vk G Z+ y Vwe MH.

Veamos que V1es continua. Como la continuidad de V1para cada w e Ñ se deduce
inmediatamente de i), bastará demostrar que V1(k,-) es continua en Mr”. = {w e Q :
0 < 1-1< w 5 'r'}. Fijemos 0 < r1 < 1" y consideremos T > 0 tal que B(r‘,t) 5 11/2.
Entonces, teniendo en cuenta que

r1 5 dM(w) 5 V(k,w) Vk e Z+ y Vw E Mr”.

y que, th > tk + T, Vk e Z+ y VwE Mmm

dM(Wd(tjutk»w)) S .B(dM(w)itj - tk) S .B(dM(°-’))T)S 7‘1/2,

resulta la igualdad

V1(k,(d)= max{dM(wd(tJ-,tk,w)):tk S tj S tj +T} GZ+ y VU.)e Mrhr,

y de ella, la continuidad de V1(k,w) respecto de w en M,,_,-. En efecto, por (A.5),
V1 restingida a Mrhr- resulta el máximo de un número finito de funciones continuas
(wd(tJ-,thu) es continua respecto de w por serlo F) y por ende continua.

Consideremos ahora V2.Observamos que parak e 2+ yw e M,-, (¡(dM(wd(tJ-,tk,w))) S
a(fl(dM(w),tj —tk)) 5 e’(‘¡“")d)(dM(w)). Entonces, para k e Z+ y w e M,-,

www) = 2am-tj>a(dM(wd(tj,tk,w>)>
¡2k

Zea-+1 - tj)e’("'“")<25(dM(w))
J'Zk

(20m * tj)€_("_"‘)) <15(dm(w)) (A5)J'Zk

|/\

|/\
(Em-+1 —tae-"1"“-‘*)e<*i+l-*i>)«Mu»J'Zk

(/+°° e"dt) e|'n¡'d(d,w(w))o

= elll'llld,(dM(w))_

En consecuencia, V2(k,w) está bien definida y 0 5 V(k,w) S a’(dM(aI)) Vk E Z+ y
Vw E M,., siendo a‘ la la función de clase ICoodefinida por a'(r) = e""“q&(r).

Además, como la serie que define V2converge uniformemente respecto de w en M,-,
(se desprende de (A.6)), y cada uno de sus términos depende continuamente de w, V2
resulta continua respecto de w en M,-.

|/\
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Por último, si w E Mrl, con r' como antes, F(k,w) e Mr: y además

V2(k+1,F(k,w))-V2(k,w) = ¿31(th -tj)0(dM(Wd(tiatk+hWW”)

fica,“ _ tj)a(dM(Wd(tj,tw)»

= :5th —t,-)a(dM(wd(t,-,tk,w))

1-2201.“ _ tj)0(dM(Wd(tj,tw»)
= —(tk+1_ tk)a(dM(w))'

Entonces, combinando lo que dedujimos para V1y V2,obtenemos inmediatamente que V
resulta continua en Mr. y que verifica las condiciones 1’) y 2) del Teorema A.1 con las
funciones de clase ¡Caoa1(r) = 1',02(7‘)= a(r) + a'(r) y a3(r) = a(r).

Para finalizar la.demostración del Teorema A.5, observamos que por construcción, V
resulta T-periódica si Ed es T-periódico e independiente de k si Ed es tiempo invariante.

Demostración del teorema A.7:
Supongamos que M es un conjunto invariante globalmente uniformemente asintóticamente
estable y consideremos fi como en 3. del Lema,A.l y a y 43como en el Lema A.2. En­
tonces, definiendo para k e Z+ y w e Q, V1(k,w), V2(k,w) y V(k,w) como en la prueba
del punto 2. de la tesis del Teorema A.5, y empleando los mismos argumentos que en
la demostración del caso local, se concluye que V es continua respecto de w en Q, y que
valen 1) y 2) del Teorema A.3 con a1(r) = r, a2('r) = fi(r, 0) + e'm'ld)(r)y a3(r) = a(r),
que son funciones de clase K200.Además, por construcción, V resulta T-periódica si el
sistema dinámico lo es, e independiente de k si el sistema es tiempo invariante. l

Demostración de los Teoremas A.6 y A.8

Como las demostraciones de estos teoremas son similares, sólo demostraremos el caso
local. Supongamos que M es un conjunto invariante exponencialmente estable. Entonces
existen ,u, K,y r’ positivos tales que dM(wd(tJ-,tk,w)) 5 pe"(‘i"*)dM(w) Vj 2 k, Vk e Z+
y Vw e Mro.

Para k E 2+ y w E Mr- definamos las funciones:

V1(k,w) = max{(dM(wd(tJ-,tk,w)))2: t,- 2 tk},

V2(k,w)= 20141 - tj) (dM(Wd(tjatk,w)))2
¡2k
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V(k,w) = V1(k,w) + V2(k,w).

Entonces, procediendo de forma similar a como lo hicimos en la demostración del Teorema
A.5, se demuestra que: i) V1es continua respecto de w, (dM(w))2 5 V¡(k,w) S ;¿2(dM(uJ))2
Vw E Mr. y V1(k +1,F(k,w))— V2(k,w) _<_0 Vw e Mr, con 7" = T'/p,, y ii) V2es continua
respecto de w, 0 5 V2(k,w) 5 ¡12e2’°"""/(2kc)(dM(o.J))2Vw E Mr. y V¡(k +1,F(k,w)) —
V2(k,w) S —(tk+1 - tk)(dM(w))2 VU.)E Mrl.

A partir de i) y ii) es inmediato que V es continua en Mr. y que verifica 1) y 2) del
Teorema A.2 con las constantes c1 = 1, 02 = uz + fichlln'I/(Zn) y 63 = 1.

Por último, por construcción, si el sistema en tiempo discreto es T-periódico V resulta
T-periódica. Similarmente, si el sistema es tiempo-invariante, V resulta independiente de
k . l

A.2.1 Un teorema inverso de Lyapunov para sistemas lineales
Cuando el sistema en tiempo discreto es lineal y el origen es un punto de equilibrio
exponencialmente estable, es posible demostrar la existencia de una función de Lyapunov
localmente Lipschitz que satisface las condiciones 1) y 2) del Teorema A.8.

Consideremos el sistema lineal en tiempo discreto

w(tk+1) = A(k)w(tk) (A-7)

con w(tk) e IR" y A(k) E En“ para cada k e Z+. En este caso la solución maximalmente
definida de la ecuación correspondiente a la condición inicial (tkmwo), wd(tk,tko,wo) =
<I>(tk,tko)w0, donde <I>(tk,tko) es la matriz de transición, que verifica

. Q(the) tko) = I y

O (19(tk, tko) = Ak_1Ak_2 ' - - Ako Vk > ko.

Si el origen es un equilibrio exponencialmente estable del sistema lineal y cIIes una norma
en R", existen constantes positivas p y n tales que, ||wd(tk,tko,wo)|| = ||<I>(tk,tk°)wo|| 5
uIIMOIIe‘"(‘k“*o)para todo k 2 ko y todo wo e IR"; por lo tanto, la norma inducida de la
matriz de transición verifica la acotación ||<I’(tk,tko)“ 5 pe‘"(‘k"ko) para todo k 2 ko.

El siguiente teorema inverso de Lyapunov se emplea en el Capítulo 3.

Teorema A.9 Supongamos que el origen es un punto de equilibrio exponencialmente
estable del sistema lineal en tiempo discreto determinado por (A.7).

Entonces existe V : Z+ x R" —)E!“ que verifica, para todo k e 2+ y para todo par
w,w' G R":
aL)cillwll2 S V(k,w) S Czllwllz;
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b) V(k + 1, A(k)w) —V(k,w) 5 -(tk+1 —tk)C3||w||2;
C) |V(k,w) - V(k,w')| S C4||w+ w’llIlw- w’ll,
con c1, . . . , c4 positivas.

Demostración: Para k e 2+ y w e IR" consideremos las funciones V1,V2y V, definidas
en la demostración del Teorema A.8. Como en este caso M = {0} y dM(w) = “w”, V1y
V2resultan

V1(k,w)=max{ll(wd(tj,tk,w))llz= tj 2 tk}, y

V2(k,w)= 20141 " tj)HWd(tjrtIn°-’)“2­
J'Zk

Por la demostración del Teorema A.8, V = V1+ V2resulta continua y además satisface a)
y b)­

Con el objeto de probar c), vamos a suponer, sin pérdida de generalidad por la equi­
valencia de todas las normas de R", que || - || es la norma Euclídea.

Entonces, teniendo en cuenta que wd(t¡,tk,w) = (I>(tj,tk)wy que ||wd(tJ-,tk,o.2)||2=
wT@T(tJ-,tk)<ï>(tj,tk)w,

V1(k,w) = mka wT<I>T(t,-,tk)<I>(tJ-,tk)wJ­
y

V2(k,w) = wTP(k)w

con P(k) la matriz simétrica y definida positiva

PUC)= 20141 - tj)‘Ï’T(tj,tk)‘Ï’(tj,tk)­
J'Zk

Como V verifica a) y V25 V, resulta 0 5 wTP(k)w = V2(k,w) 5 c2||aJ||2 Vw e R", y, en
consecuencia, ||P(k)|| 5 c2Vk e 2+. Sean w,w' e R", entonces

|V2(k,w) —V2(k,w')| = IwTP(k)w —w’TP(k)w’|

|(w + w')TP(k)(w + w')|
C2|lw + w'IIIIw —w'II. (A.8)|/\Il

V1también satisface una acotación similar. Sea k 2 0; entonces para cada w e IR"
existe j’ = j’(w) 2 k tal que

V1(k,w) = wT<I>(t,-.,tk)T<I>(t,-.,tk)w.

En consecuencia, para w, w’ e IR",

V1(k,w) —V1(k,w') g wT<I>(tj-,k)T<I>(tj-,k)w —w'T<1>(tj-,lc)T<I>(tj-,k)w'

S uzllw + w'llllw - w'll,
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con p, como antes. Como por simetría, V¡(k,w’) —V1(k,w) 5 p2||w +w'||||w —w'll, resulta

|V1(k,w) - V1(k,w’)| S #zllw + w'llllw - w'll­

Entonces, combinando esto último con (A.8) demostramos que V verifica c) con c4 =
c2+ pz, y con ello el teorema. l
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