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Estabilidad y Estabilizacién de Sistemas de Control a Datos
Muestreados

Resumen

En este trabajo estudiamos la estabilidad y estabilizacién de sistemas de control a
datos muestreados. Con tal fin introducimos un tipo de ecuacién hibrida que permite
modelar estos sistemas en toda la escala temporal, y estudiamos la estabilidad del sistema
dindmico hibrido determinado por las soluciones de una de tales ecuaciones. Obtenemos
asi caracterizaciones de las distintas propiedades de estabilidad en términos de funciones
de Lyapunov. Luego analizamos la estabilidad de sistemas hibridos lineales perturbados
con perturbaciones evanescentes o persistentes y caracterizamos la estabilidad exponencial
del sistema hibrido en términos de la estabilidad exponencial de su linealizacién (una
extensién del Primer Método de Lyapunov). Aplicando estos resultados al estudio del
problema de la estabilizacion exponencial de una planta no lineal mediante un controlador
digital, obtenemos condiciones necesarias y suficientes para la existencia de estabilizadores
exponenciales y demostramos la robustez de estos controladores.

También estudiamos la implementacién digital de leyes de control estabilizantes via
muestreo y retencién de orden cero. Demostramos que tal implementacién estabiliza
semiglobalmente al sistema a un entorno del origen. La técnica de demostracién que
empleamos nos permite por un lado obtener cotas para el paso de muestreo y por el otro
derivar una condicién suficiente para la estabilizacién asintética.

Por dltimo estudiamos la implementacién digital de soluciones del problema de segui-
miento de trayectorias. Mostramos un ejemplo en el cual la implementacién digital via
muestreo y retencién de orden cero produce un error de seguimiento inaceptable. Inspira-
dos en construcciones desarrolladas por Krasovskii y Subbotin en el contexto de la teoria
de juegos posicionales, presentamos un algoritmo de control que, a partir de una solucién
del problema de seguimiento de trayectorias y, empleando los datos muestreados del sis-
tema, asegura la estabilidad prdctica semiglobal del error de seguimiento, con error final
arbitrariamente pequeno si el periodo de muestreo es suficientemente pequeno. También
demostramos que el controlador propuesto es robusto respecto de pequeiias perturbaciones
y de pequeifios errores en los actuadores y en las mediciones, ain si la ley original no lo era.

Palabras Claves: Sistemas de Control a Datos Muestreados; Sistemas Hibridos;
Lyapunov; Estabilidad; Seguimiento de Trajectorias.






Stability and Stabilization of Sampled-data Control Systems
Abstract

In this work we study the stability properties and the stabilization of sampled-data
control systems. With this aim we introduce a class of hybrid equations that enables us to
model these systems in the whole time scale and we study the stability properties of the
hybrid dynamical system originated from the solutions of any of these equations. In this
way we obtain, in terms of Lyapunov functions, characterizations of the various stability
properties of this class of systems. Next, we analyze the stability of perturbed hybrid
linear systems for both non-evanescent and evanescent perturbations, and we characterize
the exponential stability of the hybrid system in terms of the exponential stability of its
linearization (an extension of the Indirect Lyapunov Method). These results enable us to
obtain necessary and sufficient conditions for the existence of digital exponential stabilizers
for nonlinear continuous-time plants and to prove the robustness of these controllers.

We also study the digital implementation of stabilizing control laws via Sampling and
Zero-order Hold (SZH), and we show that with this implementation practical semiglobal
stabilization to the origin is obtained. The technic used in the derivation of these results
enables us, on one hand, to obtain bounds for the sampling ratio and on the other, to
establish a sufficient condition for the asymptotic stabilization of the origin.

Finally, we study the digital implementation of continuous-time trajectory tracking
laws. We present an example where the SZH-implementation of one of these laws re-
sults in an unacceptable tracking error. Then, and based on certain results obtained
by Krasovskii and Subottin in the context of positional games, we develop a control al-
gorithm that guarantees semiglobal practical stability of the tracking error, with final
error arbitrarily small for small enough sampling periods. This algorithm uses a known
continuous-time solution of the tracking problem and the sampled-data of the system.
We show that this controller is robust to small perturbations and to small errors in the
measurements and in the actuators, even if the original continuous-time law is not so.

Keywords: Sampled-data Control Systems; Hybrid Systems; Lyapunov; Stability;
Trajectory Tracking.






a Esther, Sara, Victoria y Maria






Reconocimientos

Son muchas las personas que de una u otra forma, directa o indirectamente, colabo-
raron para que este trabajo de tesis fuera posible, a todos ellos les estoy profundamente
agradecido.

Sin embargo, algunos merecen un reconocimiento y agradecimiento especial.

En primer lugar quiero agradecer a mi familia, especialmente a mi madre y sobre todo
a Esther, mi esposa, por su comprensién y paciencia.

A mis profesores del Departamento de Matematica de la Facultad de Ciencias Exactas
y Naturales de la Universidad de Buenos Aires, por lo que me ensefiaron.

Al Departamento de Matematica de la Facultad de Ingenieria de la Universidad de
Buenos Aires, donde se realizé este trabajo, por el apoyo que me brindé y porque me
permitié crecer, humana y profesionalmente.

A mis compaiieros de trabajo de la Facultad de Ingenieria, tanto del Departamento
de Matematica como del Laboratorio de Aplicaciones Electrénicas, por su amistad y por
el ambiente que generaron.

A Maria Inés Troparevsky, con quien trabajé en mis comienzos.

Una mencién especial merece Rafael Garcia, no sélo por su valiosa colaboracién y
por las estimulantes discusiones técnicas que sostuvimos, sino también por su entranable
amistad.

Por 1ltimo, deseo agradecer y reconocer a mi Director de Tesis, Carlos Enrique
D’Attellis, quien, ademds de introducirme en el tema y guiarme sabiamente, me alenté y
estimulé a lo largo de todos estos anos.






Indice General

1 Introduccién

1.1
1.2

Antecedentes bibliograficos . . . . . . .. ... .. L L oL oL
Organizacién de la tesis

2 Ecuaciones Hibridas

2.1
2.2

2.3

24

2.5
2.6

2.7
2.8
2.9

Introduccidn . . . . . . . .. e
Ecuaciones hibridas . . . . . ... .. ... ... ... ... ... . ... .
221 Notacidn . . . . . . . . ... e
2.2.2 Ecuaciones hibridas: definiciones generales . . . . .. ... ... ..
Sistemas de control a datos muestreados y ecuaciones hibridas
231 Casol:tnicasim. .. ..... ... . .. ... ... ...
2.3.2 Caso II: muestreo multiple . ... ... .. ... ... ........
Teoremas de existencia y continuidad . . . . .. ... ... .........
2.4.1 Existencia y unicidad de las soluciones . . . . ... ... ... ...
2.4.2 Continuidad de las soluciones respecto de las condiciones iniciales
2.4.3 Ecuaciones hibridas lineales . . . ... . ... ............
Una clase de sistemas dindmicos hibridos . . . . . ... ... ... ... ..
Estabilidad de sistemas dindmicos hibridos . . . . .. ... ... ... ...
2.6.1 Sistema hibrido discretizado . . . . . .. ... ... ... .. ....
2.6.2 Caracterizacién de las propiedades de estabilidad de un conjunto
compacto invariante
Conclusiones . . . . ... ... ....
Apéndice I . . . . ... ... ... ....
Apéndice II

3 Sistemas Lineales Perturbados

3.1
3.2
3.3

Introduccién . . . . .. ... ... ...
Estabilidad de sistemas hibridos lineales
Sistemas hibridos lineales perturbados

11
11
12
12
13
16
16
18
22
23
26
27
28
32
34

36
46
46
49

55
35
55
59



3.3.1 Perturbaciones evanescentes . . . . 60

3.3.2 Linealizacién de sistemas hibridos . . . . . . . .. ... ... ... 65
3.3.3 Perturbaciones persistentes . . . . ... ... ... ......... 70
3.3.4 Robustez de la estabilidad exponencial en primera aproximacién . . 79
3.4 Estabilizacién exponencial de sistemas no lineales de control mediante con-
troladores digitales . . .. ... ... 82
3.4.1 Periodo de muestreo unico . . . . .. .. 83
3.4.2 Multiples periodos de muestreo 93
3.5 Conclusiones . . . . ... 108
Implementaciéon Digital de Leyes de Control Estabilizantes 111
4.1 Introduccidén . . . . . . . . . e e e e 111
4.2 Analisis de estabilidad del sistema a lazo cerrado . 113
4.3 Estabilidad asintética . . . ... ... ... .. ... ... .. ... ... 127
4.3.1 Implementacidn digital de estabilizadores exponenciales . . . . 133
4.4 Conclusiones. . . . . . . 139
Un Algoritmo para el Seguimiento de Trayectorias en Sistemas de Con-
trol a Datos Muestreados 143
51 Introduccién . . . . . . . .. .. e 143
5.2 El problema de seguimiento de trayectorias . .. ... ... ... 144
5.2.1 Notacion y terminologia adicionales . . . . . . . . .. . 144
5.2.2 El problema de seguimiento de trayectorias . . . A V¥
5.3 Seguimiento de trayectorias en un intervalo acotado con datos muestreados 149
5.4 Un algoritmo de control para el seguimiento de trayectorias . 154
55 Ejemplos. 160
5.6 Conclusiones. . . . . . .. 164
Sistemas Dindmicos en Tiempo Discreto 167
A.1 Sistemas dindmicos en tiempo discreto: definiciones . 167
A.2 Estabilidad de sistemas dindmicos en tiempo discreto . . . . . . 169

A.2.1 Un teorema inverso de Lyapunov para sistemas lineales 176

i



Capitulo 1

Introduccion

El empleo de la computadora digital para el control de procesos industriales se ha gene-
ralizado en los ltimos tiempos debido tanto a la baja en el precio de los equipos digitales
como al incremento en las prestaciones que los mismos brindan. Otros motivos para su
empleo son: a) la facil implementacién y mantenimiento de los controladores que con ella
se construyen, b) la flexibilidad que otorgan al permitir modificar o cambiar el algoritmo
de control, c) la confiabilidad de tales realizaciones.

Todavia existe otra razén para el empleo de la computadora digital en el control de un
sistema en tiempo continuo: las leyes de control obtenidas mediante la aplicacién de los
modernos métodos de control no lineal, (por ejemplo linealizacién exacta, backstepping,
control inteligente etc.), en general no pueden implementarse en forma analdgica por ser
demasiado complejas o por requerir el algoritmo de control la toma de decisiones 1égicas
de algin tipo.

Dentro de la teoria de control, los sistemas controlados mediante computadoras di-
gitales forman parte de los denominados sistemas de control a datos muestreados, cuyo
estudio se inicié a mediados de los anos cincuenta y que son de interés tanto practico
como tedrico por las razones expuestas.

Esta tesis estd dedicada al estudio de los sistemas de control a datos muestreados
realimentados, esto es, al estudio de los sistemas de control en tiempo continuo que
en el lazo de realimentacién poseen un controlador digital. La figura 1.1 describe la
clase de sistemas que consideraremos. P es una planta en tiempo continuo y C es un
controlador digital. Supondremos que tanto la planta P como el controlador C pueden ser
descriptos por ecuaciones de estado, diferenciales para la primera y en diferencias para el
segundo, ambas no necesariamente lineales. Las sefiales en tiempo continuo u(t) e y(¢)
son, respectivamente, la entrada y la salida de la planta P, mientras que las senales en
tiempo discreto w(k) y v(k) son la entrada del controlador C y la salida del mismo. La
conexioén entre la planta y el controlador se efectia a través del conversor analdgico-digital
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u(t) y(t)

v(k) w(k)
— D/A ¢ A/D —

Figura 1.1:

A/D y del conversor digital-analégico D/A. El conversor A/D transforma la sefial y(t)
en la sefial w(k), mientras que el conversor D/A transforma la sefial v(k) en la sefial
u(t). El conversor A/D que consideraremos es el denominado muestreador (sampler). En
lo que respecta al conversor D/A, consideraremos el mas simple de ellos: el compuesto
por un muestreador seguido de un retenedor de orden cero (zero order hold). En general
supondremos que la frecuencia del muestreador no es necesariamente constante.

Por simplicidad no consideraremos los efectos de cuantizacién en las descripciones
matematicas de los conversores. Estos efectos en ciertos casos pueden considerarse como
perturbaciones y estudiarse al analizar la robustez del controlador.

El sistema descripto por la figura 1 es un sistema hibrido en el sentido que algunas
de sus variables evolucionan suavemente en un continuo de tiempo mientras que otras
cambian sélo en un conjunto discreto de instantes. La coexistencia de estas dos escalas
de tiempo, junto con la imposibilidad de modelar estos sistemas mediante un sélo tipo de
ecuacién, dificulta su anélisis.

El analisis cldsico de un sistema a datos muestreados se basa en el estudio del sistema
discretizado asociado, que es un sistema dinamico en tiempo discreto que coincide con el
original en los instantes de muestreo. De esta forma se eluden las dificultades enunciadas,
pero, por otra parte, las conclusiones que se obtienen sobre el comportamiento del sistema
s6lo son validas para los instantes de muestreo. El comportamiento entre muestras debe
estudiarse en forma separada y en general mediante técnicas diferentes a las empleadas
para el estudio del sistema discretizado. Es importante notar en este punto que son pocas
las publicaciones que estudian el comportamiento del sistema también entre instantes de
muestreo.

A nuestro juicio, una de las razones que llevaron a encarar el estudio de los sistemas
a datos muestreados de esta forma es la ausencia de un marco teérico adecuado, es de-
cir, la inexistencia de una teoria matemadtica que permita tratar sistemas de ecuaciones
diferenciales y en diferencias acoplados.



La presentacién de un marco tedrico para el estudio de los sistemas de control a datos
muestreados realimentados —al introducir y estudiar un tipo de ecuacién que permite
modelarlos en toda la escala temporal- es una de las contribuciones presentadas en esta
tesis.

Dentro de este marco, en los capitulos siguientes desarrollaremos los siguientes tépicos:

1. El andlisis de las propiedades de estabilidad de los sistemas de control a datos
muestreados realimentados.

2. La implementacién digital de leyes de control en tiempo continuo.

Seria redundante explicitar la importancia que tienen los anélisis de estabilidad, en tanto
y en cuanto, la estabilidad es una propiedad que necesariamente debe acompanar a la
solucién de la mayoria de los problemas de control.

Respecto del item 2, este punto es de particular interés ya que las leyes de control
para sistemas no lineales, obtenidas aplicando los mas recientes métodos de control no
lineal, son tan complejas que ineludiblemente deben ser implementadas mediante una
computadora digital. En este trabajo estudiaremos especificamente la implementacién
digital de las leyes de control estabilizantes y de las leyes de control que resuelven el
problema de seguimiento de trayectorias.

1.1 Antecedentes bibliograficos

Como fue mencionado anteriormente, la forma clasica de encarar el estudio de los sistemas
de control a datos muestreados consiste en reemplazar el sistema original por el sistema
discretizado y entonces analizar este Ultimo empleando las técnicas desarrolladas en el
marco de la teoria de los sistemas de control en tiempo discreto.

En este contexto, la discretizacién de la planta (o planta discretizada) tiene un papel
fundamental. La planta discretizada es un sistema de control en tiempo discreto que
tiene el mismo comportamiento entrada-estado que la planta original en los instantes de
muestreo, si la entrada de ésta ultima se mantiene constante entre muestras.

Cuando la planta es lineal y tiempo invariante, la planta discretizada resulta también
lineal y tiempo invariante; ademads es posible obtener, en forma explicita y sin mayores
dificultades, una expresién de tal discretizacién, ya sea en transferencia o en estados
[4]. Es posible demostrar que, salvo para un nimero finito de periodos de muestreo, las
propiedades estructurales del sistema original, es decir, la controlabilidad, observabilidad,
estabilizabilidad, detectabilidad, etc., son heredadas por la planta discretizada. (ver [72]
entre otros).

En lo que respecta a los sistemas no lineales de control, en general no es posible obtener
una expresion cerrada de la planta discretizada. Para los sistemas no lineales analiticos,
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Monaco y Normand-Cyrot demuestran en la serie de trabajos [58, 59, 61] que la planta
discretizada admite una representacion en serie de potencias del periodo de muestreo.
Esta representacién fue empleada en [11] para el estudio del problema de regulacién en
sistemas de control a datos muestreados.

Las propiedades estructurales de la planta discretizada en relacién con las de la planta
en tiempo continuo fueron estudiadas durante la década del 80. Todos estos estudios
tienen su base en la teoria geométrica de control, pues emplean de manera fundamental
las caracterizaciones de las diversas propiedades estructurales que son obtenidas en esa
teoria.

Sontag en [70] demuestra que la propiedad de accesibilidad se mantiene al muestrear
si el periodo de muestreo es suficientemente pequefio. El mismo autor estudia en [69] la
relacion entre la observabilidad de la planta y la observabilidad de la planta discretizada.

En (23] Grizzle y Kokotovic demuestran que en general la equivalencia por realimenta-
cién y cambio de coordenadas del sistema no lineal con uno lineal se pierde al muestrear.
Posteriormente en [3] Arapostathis et al. llegan a la siguiente conclusién: la propiedad
de equivalencia del sistema no lineal con uno lineal por realimentacién y cambio de coor-
denadas, se preserva al muestrear sélo si se imponen condiciones sumamente restrictivas
a la estructura de la planta.

La dinamica de los ceros de un sistema no lineal afin a datos muestreados es estudiada
en [60] por Monaco y Normand-Cyrot. Alli demuestran que tal dindmica siempre es
inestable si el grado relativo del sistema en tiempo continuo es mayor que uno.

A fines de la década del 80 comienzan a aparecer trabajos que consideran el compor-
tamiento del sistema de control a datos muestreados en toda la escala temporal y no sélo
en los instantes de muestreo.

Como es de esperarse, la primera en desarrollarse fue la teoria correspondiente a los
sistemas lineales. Durante la década del 90 esta teoria estuvo en constante crecimiento y
numerosas herramientas y técnicas de estudio fueron introducidas. Como esta tesis trata
con sistemas no lineales, y muchas de las técnicas desarrolladas en la teoria lineal no puede
extenderse a este campo, sélo mencionaremos aquellos trabajos directamente relacionados
con el nuestro.

En [17], Francis y Georgiou consideran el control de una planta lineal tiempo inva-
riante mediante un controlador digital periddico y analizan en detalle tanto la estabilidad
L, entrada-salida como la estabilidad interna del sistema a lazo cerrado. En particular
demuestran que la estabilidad exponencial del sistema a lazo cerrado discretizado implica
la estabilidad exponencial del sistema en toda la escala temporal. Este resultado es ex-
tendido por Iglesias en [35]. Alli se considera que tanto la planta como el controlador son
lineales y tiempo variantes. Los resultados obtenidos en esta tesis generalizan al caso no
lineal algunos de los resultados mencionados .

En [13] Chen y Francis estudian la estabilidad £, entrada-salida de un sistema de
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control lineal conectado un controlador digital lineal. En la seccién III de ese trabajo
demuestran que la implementacién digital de un controlador lineal analdgico estabilizan-
te, también estabiliza al sistema de control si el periodo de muestreo es suficientemente
pequeiio. Un resultado similar fue obtenido por diferentes medios en [75]. Estos resulta-
dos sobre implementacidén digital serdn consecuencia directa de resultados mds generales,
obtenidos para la implementacion digital de leyes estabilizantes en sistemas no lineales,
que seran presentados en el capitulo 4. En este contexto, aunque no esté directamente
relacionado con nuestro trabajo, es importante mencionar la publicacién [39] de Keller y
Anderson, en la que se presenta un método para la discretizacion de un controlador lineal
analdgico basado en la minimizacién de cierto criterio que tiene en cuenta la performance
del controlador digital en relacién con la performance del controlador analégico.

La teoria correspondiente a los sistemas no lineales se encuentra mucho menos desa-
rrollada que la de los sistemas lineales y el nimero de publicaciones que tratan el tema
es bastante mas limitado.

En [24], Guillaume et al. disefian leyes de control digitales para lograr la estabilizacién
de sistemas no lineales analiticos y afines en el control. El andlisis del lazo cerrado
se realiza empleando un modelo aproximado de la discretizacién de la planta. Como
resultado obtienen estabilidad practica para el sistema discretizado y acotacién entre
muestras. El andlisis del mismo lazo cerrado empleando las técnicas propuestas en esta
tesis muestra que tales leyes en realidad estabilizan exponencialmente al sistema.

En la serie de trabajos (80, 79, 81, 55] Michel et al. presentan un modelo general de
sistema dindmico hibrido junto con el esbozo de una teoria de la estabilidad y dan algunas
condiciones suficientes para la estabilidad en términos de funciones de Lyapunov. Algunas
de estas condiciones pueden aplicarse a los sistemas de control a datos muestreados, ya
que éstos son una clase particular de sistemas dindmicos hibridos.

En [79], [29] y [81] se consideran sistemas de control a datos muestreados compuestos
por una planta no lineal afin en el control y un controlador digital lineal, y se obtienen
condiciones suficientes para la estabilidad asintética del origen en términos de la linea-
lizacién del sistema. Posteriormente Hu y Michel en [32], para el mismo tipo de planta
y controlador que en los trabajos recién mencionados, estudian la estabilidad del lazo
cerrado cuando se emplean miultiples periodos de muestreo, es decir, cuando la frecuencia
de muestreo empleada para muestrear la salida del sistema en tiempo continuo es diferen-
te de la frecuencia de muestreo empleada para muestrear la salida del controlador. Las
condiciones suficientes para la estabilidad del sistema a lazo cerrado son formuladas en
términos de la linealizacién de éste. En [55], las condiciones suficientes de estabilidad
obtenidas en (79, 29, 81] en términos de la linealizacién del sistema son extendidas a una
clase de sistema mas general. Alli se supone que tanto la planta como el controlador son
no lineales y que el periodo de muestreo no es necesariamente constante. En ese trabajo
el sistema de control a datos muestreados es modelado como un sistema de ecuaciones



diferenciales afectadas por impulsos. Esta forma de encarar el andlisis de los sistemas
de control a datos muestreados también la emplean Barabanov y Starozhilov en (6] y
Branicky en [9], donde, analizando los sistemas a través de su linealizacién, obtienen re-
sultados similares a los de [55]. Los fundamentos tedricos de la teoria de la estabilidad
para sistemas con impulsos puede encontrarse en el libro de Bainov y Simeonov {5].

Recientemente en [63] Nesié¢ et al. analizan, con técnicas distintas a las desarrolladas
por nosotros, las propiedades de estabilidad entrada-estado de la interconexién entre un
sistema en tiempo continuo y un sistema en tiempo discreto, suponiendo que ambos son
tiempo variantes y estan afectados por perturbaciones. Para el caso en que las perturba-
ciones son nulas, los resultados que obtienen son un caso particular de los que obtenemos
en el Capitulo 2 de esta tesis.

En esta tesis encaramos el estudio de los sistemas de control a datos muestreados
de manera diferente. Presentamos una clase de ecuaciones que permite describir estos
sistemas en toda la escala temporal y como consecuencia del estudio detallado de estas
ecuaciones, obtenemos de manera unificada generalizaciones de algunos de los resultados
mencionados. Nuestros resultados son mds generales en varios sentidos: a) consideramos
que tanto la planta como el controlador son tiempo variantes, b) obtenemos condiciones
suficientes y necesarias para los diversos tipos de estabilidad en términos de funciones de
Lyapunov y ¢) mostramos que la estabilidad exponencial de la linealizacién del sistema a
datos muestreados es condicién necesaria y suficiente para la estabilidad exponencial de
éste.

Respecto del estudio de la implementacién digital de leyes de control para sistemas no
lineales, el tnico antecedente que hemos encontrado es el trabajo de Hsu y Sastry [31]. Alli
los autores estudian el comportamiento de la implementacién digital de una ley de control
realimentado que estabiliza un sistema no lineal afin en los controles. Nuestros resultados
generalizan los obtenidos en [31] ya que consideramos sistemas de control generales en
lugar de sistemas afines en el control.

Respecto de la implementacién digital de soluciones en tiempo continuo del problema
de seguimiento de trayectorias en sistemas no lineales, no hemos encontrado antecedentes
bibliograficos.

A pesar de no estar directamente relacionados con nuestro trabajo, no podemos dejar
de mencionar las publicaciones [21] y [53]. En [21] Glad demuestra la existencia de un
controlador dead-beat para un sistema no lineal afin, suponiendo que el sistema es mono-
entrada mono-salida y de grado relativo uno. En [53] Mareels et al. presentan un algoritmo
para el seguimiento de salidas en sistemas que admiten una descripcién entrada-salida
dada por ecuaciones diferenciales no lineales tiempo variantes de orden uno o superior
en la salida y de orden cero o superior en la entrada. Este algoritmo sélo requiere el
conocimiento en los instantes de muestreo de la salida y de las derivadas de ésta hasta
un orden inferior al orden de la ecuacion que describe la planta. Bajo ciertas hipdtesis el
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algoritmo logra el objetivo de seguimiento.

1.2 Organizacion de la tesis

Los lineamientos de organizacién de esta tesis son los siguientes.

e En el capitulo 2 introducimos las ecuaciones hibridas, las cuales nos permiten mode-
lar en toda la escala temporal los sistemas de control a datos muestreados. Incluso
aquellos en los cuales hay involucrados mds de un periodo de muestreo.

A continuacién definimos la nocién de solucién para estas ecuaciones y damos teore-
mas que garantizan la existencia, unicidad y prolongabilidad de éstas. Demostramos,
bajo ciertas hipétesis, la continuidad de las soluciones respecto de las condiciones
iniciales.

Una vez introducido el sistema dindmicos hibrido originado por las soluciones de
una ecuacién hibrida, iniciamos el estudio del comportamiento asintdtico de las
trayectorias de éste; para ello damos primero la definicién de conjunto invariante y
respecto de éste las de estabilidad, estabilidad asintética, estabilidad exponencial,
etc.

Posteriormente introducimos la nocién de sistema discretizado, el cual es un sistema
dindmico en tiempo discreto cuyas trayectorias coinciden con las del sistema hibrido
en el conjunto de instantes de muestreo. Demostramos que bajo ciertas condiciones
las propiedades de estabilidad locales o globales de un conjunto compacto invariante
respecto del sistema dindmico hibrido, son equivalentes a las propiedades de estabi-
lidad locales o globales del mismo conjunto respecto del sistema discretizado. Esta
equivalencia nos permite luego enunciar condiciones suficientes para las distintas
propiedades de estabilidad de un conjunto invariante compacto en términos de fun-
ciones de Lyapunov. Tales condiciones son menos restrictivas que las obtenidas en
[81] y en [9], ya que no presuponen ningin comportamiento especial de la funcién
de Lyapunov entre muestras. Una de las condiciones suficientes que enunciamos
extiende a los sistemas hibridos que consideramos, una condicién formulada en [1]
para sistemas de ecuaciones diferenciales tiempo variantes.

e En el capitulo 3, aplicando los resultados obtenidos en el capitulo 2 estudiamos
algunas propiedades de las ecuaciones hibridas lineales y las propiedades de estabi-
lidad de los sistemas hibridos originados por estas ecuaciones. Los resultados que
obtenemos contienen como caso particular los obtenidos en [35].

Posteriormente analizamos la estabilidad de sistemas hibridos lineales perturbados,
ya sean estas perturbaciones evanescentes o persistentes. Después de analizar el
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caso de perturbaciones evanescentes, introducimos las nociones de ecuacién lineali-
zada alrededor de un punto de equilibrio y de sistema hibrido linealizado alrededor
de un punto de equilibrio y demostramos, bajo ciertas hipétesis, que la estabilidad
exponencial del sistema hibrido es equivalente a la estabilidad exponencial del sis-
tema hibrido linealizado. A partir de este resultado obtenemos como corolario las
condiciones suficientes obtenidas en [29, 30, 80, 81, 55] y las de [32] para sistemas
con multiples periodos de muestreo.

Para el caso de perturbaciones persistentes, demostramos que si el sistema lineal
es exponencialmente estable, entonces el sistema perturbado es uniformemente fi-
nalmente acotado y la cota para el error final tiende a cero si la cota para las
perturbaciones tiende a cero.

Los resultados que obtenemos para sistemas lineales perturbados se aplican luego
al estudio del problema de la estabilizacién exponencial de una planta no lineal
mediante un controlador digital. Para este problema obtenemos condiciones tanto
necesarias como suficientes para la existencia de un estabilizador exponencial, ya
sea que se empleen uno o mas periodos de muestreo para muestrear las salidas y
entradas de la planta. También obtenemos resultados respecto de la robustez de
estos controladores estabilizantes.

En el capitulo 4 estudiamos la implementacion digital de leyes de control realimen-
tado tiempo invariantes estabilizantes. Consideraremos que la ley es implementada
digitalmente mediante muestreo y retencion de orden cero. A diferencia del trabajo
ya mencionado {31], suponemos que el sistema de control es uno general sin ninguna
estructura adicional.

Demostramos que con la implementacién mencionada es posible estabilizar semiglo-
balmente el sistema a un entorno del origen en forma asintética. Mdas precisamente,
demostramos que dados un conjunto compacto contenido en el dominio de atrac-
cién de la ley en tiempo continuo y un entorno arbitrario del origen, si el paso de
muestreo es suficientemente pequenio, las trayectorias del sistema que se inician en
ese conjunto compacto convergen asintéticamente al entorno del origen dado. La
técnica de demostracidn empleada nos permite también obtener cotas para el paso
de muestreo.

Mediante un ejemplo demostramos que en general no puede esperarse la estabilidad
asintética del sistema si no se imponen condiciones adicionales. Motivados por es-
to ultimo, presentamos una condicidn suficiente para la estabilidad asintética. Por
ltimo demostramos que tal condicién es satisfecha si la ley que deseamos implemen-
tar estabiliza exponencialmente al sistema; mas ain, mostramos que tal tipo de ley
implementada via muestreo y retencidn de orden cero estabiliza exponencialmente
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al sistema.

e En el capitulo 5 estudiamos la implementacidon digital de soluciones del problem.. de
seguimiento de trayectorias por parte de un sistema de control tiempo invariante.

Mostramos un ejemplo en el cual, para una sucesion de periodos de muestreo que
converge a cero, la implementacién via muestreo y retencién de orden cero produce
un error de seguimiento inaceptable. Esto nos lleva a considerar un camino alterna-
tivo para solucionar el problema de implementacién. En lugar de discretizar la ley
de seguimiento, lo que hacemos es seguir las trayectorias que ésta ley genera en un
modelo del sistema.

Basados en: (a) un conjunto de trayectorias “ideales”que son obtenidas aplicando
la solucién en tiempo continuo a un modelo de la planta, (b) el conocimiento de
los estados del sistema en los instantes de muestreo y (c) técnicas desarrolladss en
[42] por Krasovskii y Subbotin en el contexto de la teoria de juegos posicior les,
disenamos un controlador que asegura la estabilidad practica semiglobal del ecror
de seguimiento, con error final arbitrariamente pequeiio si el periodo de muestreo
es suficientemente pequeno.

También demostramos que el controlador propuesto es robusto respecto de pequeiias
perturbaciones y de pequenos errores en los actuadores y en las mediciones, ain si
la ley original no lo era.

e En el Apéndice A damos la definicién de sistema dindmico en tiempo discreto que
empleamos a lo largo de esta tesis, como asi también enunciamos, en términos de
funciones de Lyapunov, condiciones suficientes para los distintos tipos de estabilidad
de un conjunto invariante respecto de un sistema dindmico en tiempo discreto. Tam-
bién damos algunos teoremas inversos de Lyapunov que utilizamos en los capi-ulos
2y3.

Es pertinente puntualizar que los capitulos 2 y 3 contienen como caso particular los
resultados de nuestra publicacién [50], que el capitulo 4 extiende los resultados que dieron
origen a nuestras publicaciones [47] y [48] y, por tltimo, que los resultados del capitulo 5
originaron las publicaciones [51], [49] y [52].
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Capitulo 2

Ecuaciones Hibridas

2.1 Introduccion

En este capitulo presentamos una clase de ecuaciones que nos permite modelar en toda
la escala temporal, los sistemas de control a datos muestreados que se obtienen al co-
nectar una planta en tiempo continuo con un controlador digital. Estas ecuaciones, -jue
serdn denominadas ecuaciones hibridas, son una combinacién de ecuaciones diferenciales
ordinarias con ecuaciones en diferencias.

Después de precisar las nociones de solucién de una ecuacién hibrida y de solucién del
problema a valores iniciales asociado con tal ecuacidn, presentamos algunos resultados
acerca de la existencia, unicidad y prolongabilidad de estas soluciones. También obtene-
mos resultados que garantizan la continuidad de las soluciones respecto de las condiciones
iniciales.

Con el objeto de estudiar el comportamiento asintético de las soluciones de una ecua-
ciéon hibrida, consideramos el sistema dindmico hibrido compuesto por estas soluciones e
introducimos la nocién de conjunto invariante respecto de tal sistema dindmico. Luego
de definir las distintas propiedades cualitativas que consideramos para un conjunto inva-
riante, pasamos a su estudio. Para ello introducimos el sistema hibrido discretizado, que
es un sistema dinamico en tiempo discreto relacionado con el sistema dindmico hibrido, y
demostramos, bajo ciertas condiciones, que las propiedades de estabilidad de un conjunto
compacto e invariante respecto del sistema dindmico hibrido son equivalentes a las que
este conjunto posee respecto del sistema hibrido discretizado. Entonces, como consecuen-
cia de la equivalencia establecida obtenemos condiciones tanto suficientes como necesarias
para los distintos tipos de estabilidad. Finalizamos el capitulo formulando estas condi-
ciones en términos de funciones de Lyapunov que se comportan de determinada forma en
los instantes de muestreo.
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2.2 Ecuaciones hibridas

2.2.1 Notacidén

En esta seccién introducimos parte de la notacién y terminologia que emplearemos en
éste y en los capitulos siguientes.

Z* y IR* denotaran respectivamente al conjunto de niimeros enteros no negativos y
al de nimeros reales no negativos. A lo largo de este capitulo y de los siguientes, ¢t y &,
sub o supra indicados, siempre representaran, respectivamente, nimeros reales y enteros.

Si Ay B son conjuntos, A C B significard que A es un subconjuntode By A C B
que A es un subconjunto propio de B.

X siempre serd un subconjunto abierto de IR" y sus elementos seran denotados me-
diante la letra = sub o supra indicada.

Z denotard un conjunto abierto o cerrado de JR™ y la letra z, sub o supra indicada,
representarda uno de sus elementos.

|| y (-,-) denotardn la norma Euclidea y el producto interno Euclideo de R’ cualquiera
sea [, respectivamente.

Dados los conjuntos X y Z, consideraremos el espacio producto @ = X x Z y deno-
taremos (z,z) = w a sus elementos. En 2 consideraremos la distancia d inducida por la
norma ||lw|| = |z| + |z|. Para T > 0y wp € Q, B,(wp) denotara la bola abierta con centro
wp y radio r, mientras que B,[wy) denotard la correspondiente bola cerrada. Si wy = 0
pondremos B, en lugar de B [wy).

Dado un subconjunto M C 2, no vacio, consideraremos la distancia de w a M,
dy(w) = inf{d(w,d) : @ € M} y para n > 0, M, serd el n-entorno cerrado de M, es
decir, M, = {w € Q : dy(w) < 7}

Diremos que una sucesién de nimeros reales I[1 = {t; : k € Z*} es una sucesidn
de instantes de muestreo (sim.) si 0 = to < & < -+, supg(tesr — tx) < +00 y
limy 400 bk = +00; ||TI|| = supy(te+1 — tk) es la norma de I1. Si Il = {¢, = kd} para algiin
d > 0, diremos que II es una s.i.m. regular y que ¢ es el periodo de muestreo. Dada una
s.im. II, Jq es la clase de intervalos de la forma [tx,t), [te,t] O [tk, +00) ¥y T, €S la
subclase de Jp formada por aquellos intervalos cuyo extremo izquierdo es tx,. Cuando no
haya peligro de confusién escribiremos J y Ji, en lugar de Jn y de Jmk,-

Dado un intervalo J C IR, AC™(J) es la clase de funciones p : J — IR" localmente
absolutamente continuas.

Para un intervalo J € Ju, E™(J) es el conjunto de funciones ¢ : J — IR™ tales que
#(t) = P(t) para t € [t teq1) NJ. Para J € Jn, E(J) = AC™(J) x E™(J). Si J es
cerrado y acotado, consideraremos el espacio funcional £(J) dotado con la norma

lelloos = max oy (t)] + max|ps(¢)],
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donde p = (p1,p2). Cuando quede claro del contexto quien es J, simplemente escribire-
mos ||p|l- Observamos que esta norma induce en £(J) la topologia de la converge ncia

uniforme.

Para un intervalo J C IR, L}, (J) denota el conjunto de funciones medibles localmente
integrables, esto es, el conjunto de funciones a : J — IR tales que para cada intervalo
[a,8) C J, [ |a(t)|dt < +oo.

Decimos que una funcién continua 4 : [0,7] — IR* es de clase K si ¥(0) = 0 y es
estrictamente creciente. Si ademds 7 = 400 y lim, ;. Y(s) = +00, decimos que 7 es
de clase K. Por iltimo, 8 : I x Rt — IR*, con I = [0,7*] 6 I = R*, es de clase
KL si para cada t € R* ((-,t) es de clase K y para cada r € I, B(r,-) es decreciente y

lim;y 400 B(r,t) = 0.

2.2.2 Ecuaciones hibridas: definiciones generales

Las ecuaciones que presentaremos y que denominaremos hibridas, resultan de la cc nbi-
nacién de una ecuacién diferencial ordinaria con una ecuacién en diferencias en la fo:ma
que a continuacién describimos.

Consideremos una s.i.m. [ y funciones fy : R* x X xQ - Ry f,: Zt xQ = Z,
entonces

Definicién 2.1 La ecuacién

{ :E(t) = fl(taz(t)’z(tk)'z(tk)) te [tk;tk+1) (2 1)
z(tke) = falk,z(te), 2(tk)) k € ZF '

es una ecuacion hibrida.

Antes de introducir la definicién de solucién para esta clase de ecuaciones, explicaremos
brevemente las razones que nos llevaron a adoptarla. En principio, la siguiente definizién
de solucidn parece ser la mds natural: una solucién de la ecuacién (2.1) es un par (p,.p2)
compuesto por una funcién p; : J = R", con J = [tg,, T), J = [tky, T) 6 J = [tre, +00),
continua y derivable en cada punto de J — II, y una sucesién p, = {p2(ts),k € [IN J},
que verifica

p(t) = filt, ;r(t), pr(te), p2(tk)) Yt € (tr trrr) N T (2.2)

p2(te+1) = fa(ky pr(t), p2(te)) Vir,teqr € IINJ (2.3)

No obstante, esta definicién de solucién no es del todo conveniente por la siguiente
razén: el dominio de definicién de sus componentes es de diferente naturaleza, ya que
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para la primera de ellas es un conjunto continuo mientras que para la segunda es un
conjunto discreto. La forma de sortear el escollo es sencilla, consideramos que la segunda
componente de la solucién, p;, en lugar de una sucesién es una funcién definida en J
constante en cada intervalo de la forma J N [tg, teq1), €s decir, pa(t) = po(tx) YVt € J N
[tk, tk+1), que verifica (2.3). Si adoptamos esta definicién, para poder garantizar al menos
la existencia de soluciones de la ecuacién, deberemos trabajar con funciones f; que sean
continuas o, mas generalmente, continuas a tramos respecto de ¢. Como suponer que f;
es continua a tramos respecto de ¢ es algo restrictivo para las aplicaciones, la siguiente
condicion sobre p; es mas adecuada: p; es localmente absolutamente continua en J y

p1(t) = fi(t, p1(t), pr(tk), p2(tk)) c.t.p. t € (t, trar) N,

en otras palabras, p, restringida al intervalo J N [tx, tx41) es solucién de la ecuacién
diferencial £ = f,(t, z, p1(tx), p2(tr)) en el sentido de Caratheodory ([15], [72]).

Sintetizando lo discutido, llegamos a la siguiente definicién de solucién de la ecuacién
hibrida (2.1):

Definicién 2.2 Una funcién p = (p1,p02) : J > Qcon J € Tny p € E(J) es solucién de
(2.1) si:
(a) En cada intervalo [ty, tx+1)NJ no vacio, p; es solucién de la ecuacién diferencial
:i: = fl(t) z, Pl(tk)» p2(tk)))
es decir, p;(t) = fi(t, p1(t), pr(tk), p2(tk)) para casi todo t € [tk tey1) N J;
(b) la sucesién {pa(ty) : tx € J} satisface la relacién de recurrencia

p2(tes1) = fa(k, pr(tx), p2(te))-

Respecto de la nocién de solucién que recién introdujimos observamos lo siguiente.

Observacién 2.1 Si IINJ = {t,}, la condicién (b) es trivialmente satisfecha. Por lo
tanto, cuando J = [tx,,T) con T < tx,+1, p €s solucién de la ecuacién hibrida si y sélo si
p1 es solucién de la ecuacién diferencial £ = fi(¢, z, p1(tko), P2(tko))-

Observacién 2.2 Cuando Z es un conjunto unitario, digamos Z = {z*}, la ecuacién se
reduce a una de la forma

.’L‘(t) = f(t$x(t)1z(tk))) te [tk:tk+l)a k € Z+’ (24)

con f(t,x,&) = fl(t$
JE€Tnype AC™
diferencial

z,€,z"). En este caso una solucién es una funcién p: J = X, con
), que en cada intervalo [tx,tr+1) N J no vacio satisface la ecuacién

= f(t’z’p(tk))'
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Observacién 2.3 Cuando la s.i.m. II es regular y § es el periodo de muestreo, siempre
puede suponerse que § = 1 (caso contrario se considera el cambio de variable ¢t = 74) y
que la ecuacién es de la forma

z(t)
{ z(k+1)

A continuacién introducimos la definicién de solucién del problema a valores iniciales
(PVI) naturalmente asociado a la ecuacién hibrida (2.1).

fi(t,z(t), z(k), z(k)) t € [k, k+1)

fa(k,z(k), 2(k)) k€ Z* (2.5)

Definicién 2.3 Dados tx, € Il y wy = (29, 2p), una funcién p: J = Q con J € Tk, €S
solucion del problema a valores iniciales

(t) = A z(t), z(te), z(t)) t € [te, tesr)
2(ter1) = fa(k,z(te), 2(tk)) k€ ZT (2.6)
(z(tko)) z(tko)) = (:BO) ZO)

si es solucién de (2.1) y p(tx,) = wo.

A lo largo del capitulo consideraremos algunas clases particulares de ecuaciones hibridas,
las cuales estaran determinadas no sélo por la forma del lado derecho de la ecuacién ~ino
también por la forma de la s.i.m. II. Especificamente consideraremos las siguientes clases:

Definicién 2.4 Una ecuacién hibrida es linealsi X = IR*, Z = IR™ y (2.1) es de la forma

{ s

A(t).’B(t) + Bu(t).’r(tk) + Blz(t)Z(tk) t € [tk, t;¢+1) (2 7)
By (k).’L‘(tk) + Bzz(k)z(tk) keZt '

donde, para cada t € R*, k € Z% y j = 1,2, A(t), Bij(t) y Bsj(k) son matrices de
dimensiones apropiadas.

Definicién 2.5 La ecuacién (2.1) es una ecuacidén hibrida periédica con periodo T € IN
si:

e La s.i.m. II es regular con periodo de muestreo 4.
e f, es periédica con periodo T = T4, es decir fi(t + T, z,§,z) = fi(t, z,§, 2).
e f, es periédica con periodo T, es decir, fo(k + T, z,2) = fo(k, z, 2).
Definicién 2.6 La ecuacién (2.1) es una ecuacién hibrida tiempo invariante si es 1-

periddica.
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2.3 Sistemas de control a datos muestreados y ecua-
ciones hibridas

En esta secciéon mostraremos que los sistemas de control a datos muestreados pueden
modelarse en toda la escala temporal mediante las ecuaciones hibridas que recién intro-
dujimos.

Consideremos el sistema descripto por la figura 1 del capitulo 1 con:

1. P un sistema de control en tiempo continuo con espacio de estados X C IR", espacio
de controles U C IR y espacio de salidas Y C IRP, descripto por las ecuaciones

) = fe),u)
il '{ym = ht,z(t) (28)
(t

donde para cadat € R*, z(t) e X, u(t) eU, y(t) eV, y f : R* X X xU = R" es
medible Lebesgue respecto de ¢ y continua en (z,u);

2. C un controlador digital con espacio de estados Z C IR™, espacio de entradas
W C IR® y espacio de salidas V C IR!, descripto por las ecuaciones

L) k41 = g(k,zk,wk)
C.{ v = r(k, ze, we) (2.9)

donde paracada k€ Z*, 2, € Z, wy e Wy v € V.

Respecto de la forma en que a planta P se conecta con el controlador C, vamos a
considerar dos casos. En el primero consideramos la salida de la planta y la salida del
controlador se muestrean en los mismos instantes. En el segundo caso consideramos que
ambas salidas se muestrean en forma regular pero con diferentes periodos de muestreo.
En otros términos, las s.i.m. que se emplean para muestrear las salidas (de la planta y del
controlador) son regulares pero diferentes. Los sistemas de control a datos muestreados
que resultan en este ultimo caso se denominan en la literatura especializada multirate
sampled-data control systems.

2.3.1 Caso I: unica s.i.m.

En este caso consideraremos que los conversores A/D y D/A, a través de los cuales se

conectan la planta con el controlador, admiten la siguiente descripcién: para una s.i.m.
M= {t: ke Zt}

1. el conversor A/D transforma la sefial en tiempo continuo y(-) en la sefial en tiempo
discreto {wy}, con wr = y(tk), tx € IT;
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2. el conversor D/A transforma la sefial en tiempo discreto {v;} en la sefial en tiempo
continuo u(-), con u(t) = vy para t € [tg, tes1)-

Notamos que para poder efectuar la interconexién de esta forma, es necesario que
W =Y yqueld =V, es decir, que el espacio de salidas de P coincida con el espacio de
entradas de C y que el espacio de controles de P coincida con el espacio de salidas de C.

Veamos ahora que las trayectorias del sistema de control a datos muestreados satisfacen
una ecuacién hibrida.

Supongamos que en el instante ¢, € II el estado de la planta P es z(ty,) = zo y el
estado del controlador C es z;, = z;. Con el fin de “pensar” a la variable de estado z como
una sefial en tiempo continuo, definamos z(¢) entre instantes de muestreo de la siguicnte
forma z(t) = z(tx) = 2z para t € [tg,trs1). Entonces, si z(-) y z(-) estén definidas en el
intervalo J = [tk,,T), tenemos que z(-) € AC™(J) y z(-) € E™(J) y, ademds, en cada
intervalo (tg, tx4+1) N J, si éste no es vacio, z(t) satisface la ecuacién diferencial

£(t) = f(¢2(t), u(t))
= f(t,z(t), ve)
= f(t’x(t)’r(k)z(tk)vh(tk)z(tk))))

y la sucesién {z(ty)} satisface la relacién de recurrencia

z(ter1) = g(k, z(tk), w)
gk, z(te), y(te))
= g(k, z(tk), h(tk, z(tk)))

con lo cual, si consideramos fi : R* x X x Q@ =+ Ry fo: Z* x Q = Z definidas de la
siguiente manera:

o filt,z,€, 2) == f(t,z,7(k, 2, h(ts, €))) para t € [tk, tis1), k € Z¥,
) fg(k,ﬂ?, Z) = g(k, z, h’(tkv:r))’

tenemos que la trayectoria (z(t), z(t)) es una solucién de la ecuacién hibrida (2.1).
En algunos casos la ecuacién hibrida que describe el sistema de control a datos mues-
treados adquiere una de las formas particulares mencionadas, por ejemplo:

A) Si el controlador C es sin memoria, es decir v, = r(k,wy), la ecuacién adquiere la
forma (2.4) con f(t,z,€) = f(t,xz,r(k, h(ts,£))) para t € [tk, tr+1)-

B) La ecuacién hibrida resulta lineal si tanto la planta P como el controlador C son
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lineales, esto es, si X = IR", Z =R™,)Y = IRP, U = R y, para cada t € R* y cada
keZ*

ft,z,u) = A(t)z+ B(t)u

hit,z) = C(t)z

g9(k,z,w) = D(k)z+ E(k)w

r(k,z,w) = F(k)z+G(k)w
con A(t), B(t), C(t), D(k), E(k), F(k) y G(k) matrices de dimensiones apropiadas.

En este caso la ecuacién es de la forma (2.7) con la misma A(t) que aparece en la defi-

nicién de f(t,z,u), Bi1(t) = B(t)G(k)C(tx) y Bi2(t) = B(t)D(k) para cada t € [tx, txs1)
y Bai(k) = E(k)C(tx) y Ba2(k) = F(k) para cada k € Z*+.

C) La ecuacidén resulta periédica con periodo T € IV si la s.im. II es regular con
periodo 4, la planta es periédica con periodo T' = T4, esto es, f(t + T, z,u) = f(t,z,u) y
h(t+T,z) = h(t,z) y el controlador es periédico con periodo T, es decir, g(k+ T, z,w) =
gk+7T,z,2w)yr(k+7T,z,w) =r(k, z,w).

D) La ecuacién resulta tiempo invariante si la s.i.m. I es regular y tanto la planta como
el controlador son sistemas tiempo invariantes, o sea, f = f(z,u), h = h(z), g = g(z, w)
y r =r(z,w).

2.3.2 Caso II: muestreo multiple

Como ya hemos dicho, en este caso consideramos que las salidas de la planta y del contro-
lador se muestrean en forma regular pero con diferentes periodos de muestreo. Dentro de
este caso consideraremos dos situaciones diferentes: a) la salida del controlador se mues-
trea con mayor frecuencia que la salida de la planta; b) la salida de la planta se muestrea
con mayor frecuencia que la del controlador. En ambos casos supondremos que uno de
los periodos de muestreo es miltiplo entero del otro.

Caso II.1) En este caso suponemos que P y C satisfacen:
1. W=,
2. V=UY con N € IN, con lo cual
r(k,z,w) = (r1(k, z,w),...,7n(k, 2z,w)), 7i(k,z,w) €U, i=1,...,N,

y consideramos que la planta se conecta con el controlador de la siguiente manera:
Para II, y I, dos s.i.m. regulares con periodos de muestreo §, y d, respectivamente y
tales que §; = N,
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1. el conversor A/D transforma la sefial en tiempo continuo y(-) en la sefial en tiempo
discreto {wyx}, con wy = y(kd,);

2. el conversor D/A transforma la sefial {vx = (vg,1,Vk2,--.,% )} en la sefia’ en
tiempo continuo u(-), definida de la siguiente forma, u(t) = ve; si t € (kd, + (i —
1)62, ké; + 162)

En otros términos, en el instante t, = ké, la entrada del controlador es wy = y(tx) y la
salida, obtenida a partir de wy y 2k, €s Vg = (Vg,1,Vk,2, - - -, Uk,m). PoOr otra parte, la entrada
de la planta u(-) en el intervalo [t, tx41) puede describirse de la siguiente forma: si dividi-
mos el intervalo [tx, k1) en los N intervalos de longitud 62, Iy = [tk, tks1 + 02),...,In =
[te + (N — 1)82, ti41), entonces u = vy en ;.

Definiendo z(t) = 2, si tp <t < tg41 ¥ tx = k), se demuestra, al igual que en el caso
anterior, que cada trayectoria (z(t), z(t)) del sistema a datos muestreados es solucién de la
ecuacién hibrida (2.1) sise consideran I =11, y f; : R*xXxQ =5 Ry f,: Zt*xQ -+ Z
definidas de la siguiente manera:

o fi(t,z,&,2) = f(t,z,7i(k, 2, h(tk, €))) parat € [tx+ (: —1)82, tx +183), 1 =1,..., N;
o fo(k,z,2) := g(k, z, h(tk, T)).

Como en el caso I, si P y C son lineales la ecuacidn resulta lineal y si P y C son
periddicas, la primera con periodo Y4, y la segunda con periodo T, la ecuacién resulta
T-peridédica. Cuando P y C son tiempo invariantes, la ecuacién hibrida resulta 1-periédica
y por lo tanto tiempo invariante.

Caso I1.2) En este caso, para que la conexidn entre la planta P y el controlador C pueda
efectuarse en la forma que describiremos, es necesario que P y C satisfagan las siguiertes
condiciones:

1. El espacio de salidas de P es un espacio producto, es decir, Y = Y x --- X ), con
lo cual

y = h(t,z) = (hi(t, ), ..., hp(t, 7)) = (31, .., %p)-

2. V = U y la salida del controlador no depende explicitamente de la entrada de éste,
es decir, 7 = r(k, 2).

3. W=YMx...x Y con N; e IN.
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Suponiendo que la planta y el controlador satisfacen las condiciones descriptas, la co-
nexion entre P y C se efectia en la siguiente forma:

Sean Il ,...,I1I,, y Iz, s.i.m. regulares con, respectivamente, periodos de muestreo
011,-..,01p y 02 tales que N;d;; = d,, entonces:

1. el conversor A/D transforma la sefial en tiempo continuo y(-) en la sefial en tiempo
discreto {wx = (Wg,1, ..., Wkp)}, siendo

wii = (Yi(te), vilte +67), . vi(te + (N; = 1)8]),  tx = kbo;

2. el conversor D/A transforma la sefial en tiempo discreto {v,} en la sefial en tiempo
continuo u(-) con u(t) = vy para t € [tg, tet1)-

En otras palabras, durante el intervalo [, t+1), la entrada de la planta P es constante
e igual a v, la k-ésima salida del controlador. Por otra parte, las p componentes de la
salida de la planta, y1(-),...,y,(), se muestrean en forma regular con, posiblemente,
diferentes periodos de muestreo, todos ellos submiiltiplos del periodo con que se muestrea
la salida del controlador. Entonces, la k-ésima entrada del controlador wy se obtiene a
partir de la salida y(-) de la siguiente forma: si y;1,...,¥:n, son las N; muestras de y;()
obtenidas durante el intervalo [tx, te41),

We = (Y11, Y1 N - Ypido e - 1 YpiN,)-

En lo que sigue mostraremos que bajo ciertas condiciones, las trayectorias del sistema
de control a datos muestreados descripto satisfacen una ecuacién hibrida.

Supongamos en primer lugar que la planta P es tiempo invariante, i.e. que las ecua-
ciones que la describen son

y(t) = h(z(t)

y que se cumple lo siguiente: Para cada 5 € X' y cada uy € U,

D - { I(t) = f(x(t))u(t)) (2.10)

e el problema a valores iniciales
T = f(z,u), z(0) =2 (2.11)

tiene una tnica solucién z(-,Zo,u) : Ipyu, — X, maximalmente definida en el
intervalo I, 4, = (T (20, wo), T* (20, uo));

e z(-, g, up) estd al menos definida en [0, d,], en otras palabras, T (ug, zo) > 6..
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Para 0 < 7 < 4, consideremos la aplicacién Fr(z,u) : X x U = X, Fr(z,u) =
z(7,z,u) y tengamos en cuenta lo siguiente:

(O1) Si en el instante s > 0 el estado de la planta P es z(s) = o y durante el in-
tervalo [s, s + 8;) la entrada de la planta es constante e igual a u, entonces la trayectoria
en el espacio de estados z(t) estd definida para todo t € [s,s + 8] y z(s + 7) = F;(z0, u).

Por idltimo, para i = 1,...,p, j = 1,...,V;, consideremos H;; : X xU — )},
Hi,j = h,'OF(J'_l)Jl". y H:XxU-> W,

H(z,u) = (H(z,u),..., Hin(z,4),. .., Hyi(z,u), ..., Hp N, (2, u)).

Entonces, definiendo z(t) = 2z, para t € [t,tx41), tenemos que cada trayectoria
(z(t), 2(t)) del sistema de control a datos muestreados satisface la ecuacién hibrida (2.1)
conlI=ILy fi: R*xXxQ—3 Ry f,: Z* x X x Q definidas de la siguiente forma:

L fl(t’x’ 6, z) = f(I’T(k’Z)) para te [tk) tk+1);
o fo(k,z,2) = g(k,z, H(z,r(k, 2))).

En efecto, en el intervalo (t,tx+1) = [tk,tx + 02), la entrada a la planta es u(t) =
r(k, zx) = r(k, z(tx)). Por lo tanto z(t) satisface en tal intervalo la ecuacién diferencial

it) = f(z(t),r(k, 2(t)))
= fl(tix(t)’x(tk)vz(tk))'

Por otra parte, debido a (O1) y a la definicién de H, tenemos para i = 1,...,p y
j=1,...,N; que

Yi(te + (7 = 1)01) = hi(z(te + (7 — 1)d1;) = Hij(z(tk, 7(k, 2(tk))))-
Por lo tanto, wx = H(z(t), (k, 2(tx))) y entonces

z(ter1) = g(k, 2(tc), H(z(t), (K, 2(t))))
= f2(k’x(tk)!z(tk))'

En general, si la planta P es tiempo variante también es posible demostrar que las
trayectorias del sistema de control a datos muestreados satisfacen una ecuacién hibrida.
Supongamos que vale lo siguiente:

Para cada ty, € II;, 2o € X y yo € U,
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e el problema a valores iniciales
T = f(t,I,UO), .’E(tko) =T (212)

tiene una dnica solucién z(-, tky, Zo,v) : Joy zomo — & maximalmente definida en el
intervalo Iy 4, = (T~ (tke, To, o), T (tky, Zo, Uo));

e z(-,To, o) estd definida en [tx,, t, + 03], 0 sea, TF(ug, zo) > tx, + 2.

Entonces, considerando para 0 < 7 < 8, y k € Z%, F,(k,zo,u0) = z(tx + 7, t, To, Uo), ¥
parat=1,...,p,=1,...,N;, Hyj:=hio F_1ys,, ¥

H(k,z,u) = (Hy1(k,z,u),..., Hin(k,z,u),..., Hpi(k,z,u),..., Hyn, (K, z,u)),

se demuestra en forma similar al caso tiempo invariante que las trayectorias del sistema de
control a datos muestreados satisfacen la ecuacién (2.1) conII =1Ly fy : R* x X xQ —
Ry fy: Z* x Q — Z definidas de la siguiente forma:

o fi(t,z,&, 2) := f(z,r(k,2)) para t € [tk,trs1);
o fo(k,z,2):= g(k,z, H(k,z,7(k, 2))).

Al igual que en los casos anteriores, si la planta y el controlador son de alguna clase
determinada, la ecuacién hibrida que describe al sistema de control a datos muestreados
pertenece a alguna de las clases particulares que mencionamos. Por ejemplo, si la planta y
el controlador son lineales, la ecuacién resulta lineal, si son tiempo invariantes, la ecuacién
es tiempo invariante y si la planta es Td, periddica y el controlador es T periddico, la
ecuacion resulta Y-periddica.

2.4 Teoremas de existencia y continuidad

En esta seccién consideraremos el problema a valores iniciales (2.6). Estudiaremos la
existencia de las soluciones, su unicidad y la dependencia de las mismas respecto de las
condiciones iniciales. Demostraremos que bajo ciertas condiciones, las soluciones ma-
ximalmente definidas del PVI son unicas y dependen continuamente de las condiciones
iniciales.

A lo largo de esta seccidn consideraremos para las funciones que aparecen en el lado
derecho de la ecuacién (2.1) alguna de las siguientes condiciones .

(H1) Paracadat € R*ycada (£, 2), fi(t,-, &, z) es continua en X y, para cada (z,£,z) €
X xQ, fi(-,z,€, z) es medible Lebesgue en R*.
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(H1F) Paracadat € R*, f(¢,-,-,*) es continua en X x Q y, para cada (z,£,z) € X xQ,
fi(-,z, &, z) es medible Lebesgue en R*.

(H2) Para cada conjunto compacto K C X y cada (£,2) € Q existen Ly > 0y 2 €
L}, .(IR*) tales que:
L [fi(t,z,6,2)| < a(t) Vi€ R*, Vz €K,
2. |fi(t,T,€,2) — f(t,7',&,2)| < Lglz — 2’| Vt € R* V1,7’ € K.

(H2F) Para cada conjunto compacto K C X x Q existen Lx >0y a € L},.(IR*) tales
que:

L. |A(tz,€6 2)| < a(t) Vte R, Y(z,£,2) € K,
2. |fi(t,z,€,2) — f(t,2',€,2)| < Lk|z — z'| Vt € R* V(z,€,2),(2',€,2) € K.

(H3) Para cada k € Z*, f,(k,-,-) es continua en Q.

Como veremos a continuacién, las condiciones (H1) y (H2) garantizaran la existencia
y unicidad de las soluciones, mientras que las condiciones mds fuertes (H1F) y (H2F),
junto con (H3), aseguraran la continuidad de las soluciones respecto de las condiciones
iniciales.

2.4.1 Existencia y unicidad de las soluciones

Comenzaremos precisando que entendemos por una solucién maximalmente definida del
PVL

Definiciéon 2.7 Una solucién p* : I* —  del problema a valores iniciales (2.6: es
mazimal, o equivalentemente, estd mazimalmente definida, si satisface lo siguiente: si
p : I' =  también es solucién de (2.6), entonces I' C I* y p*|p = p'.

En el siguiente teorema mostramos que las condiciones (H1) y (H2) son suficientes para
garantizar la existencia y unicidad de la solucién maximalmente definida del problema a
valores iniciales (2.6).

Teorema 2.1 Supongamos que fi en (2.6) satisface (H1) y (H2). Entonces, para cada
par (tk,,wo) € II x  existe una unica solucién maximal p* : I* —  del problema a
valores iniciales (2.6).
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Demostracién:
a) Consideremos el problema a valores iniciales

Si: = fl(t,x,l‘o,Zo), I(tko) = Xy. (213)

Como consecuencia del Teorema 2.13 del Apéndice I, existe una solucién p; de (2.13)
definida en un intervalo de la forma [t,,7), con tx, < T < txo41. Definiendo po(t) = 2
para t € [t,, T) resulta que p(t) = (p1(t), p2(t)) es una solucién de (2.6) debido a la
Observacién 2.1.

b) Supongamos que p y o’ son soluciones de (2.1) definidas en, respectivamente, J y
J' y que p(tx) = p'(tx) = w para algin t, € I = JN J', entonces

A
plm[‘k.tkﬂ) =p |m[t:=-tk+1)'

pues en I N [tx,tks1), p1 = py —ambas, p; y py, son soluciones del problema a valores
iniciales (2.13) con w; y tx en lugar de wo y tyy—, ¥ p2 = p5 = z1. Si tgs1 € I, por
la continuidad de p; y p} tenemos que pi(tk41) = pj(tk+1); por otra parte py(tr41) =
po(tes1) = fo(k,w1), ¥, en consecuencia

— A
pl[n[tk,t;,+1] - p |In[tg,tk+1]'

Entonces, en forma inductiva se deduce que p = p’ en I N [ty, +00).

c¢) Consideremos el conjunto S compuesto por los pares ordenados (p,I) conp: I = Q
solucién del problema a valores iniciales (2.6). Por a), S no es vacio. Consideremos
en S el orden: (p,I) X (¢, I')siI C I'y p|r = p. Por b), < es un orden total.
Escribamos & = {(pa,1ls) : @ € A} con A un conjunto de indices y consideremos el
intervalo I* = Uqcals ¥ la funcién p* : I* — Q definida por p*|;, = po. Entonces p* es
solucién del problema a valores iniciales (2.6), con lo cual (p*,I*) € S. De la definicién
de I" y de p* se deduce ficilmente que (p*, I'*) es el tinico elemento maximal de S, con lo
cual p* estd en las condiciones de la tesis del teorema. 1

Observacion 2.4 Del Teorema 2.1 se desprenden los siguientes hechos:

1. Si p: I = Q es la solucién maximal del problema a valores iniciales (2.6) con
p(te,) = wo ¥ tx, € IIN I, entonces p' = p| In[ty, +00) €S 1a solucién maximalmente
definida del problema a valores iniciales (2.6) con p'(tx,) = w; = p(tx,)-

2. Si la ecuacién es T-periddica, entonces p : [kod,7) — 2 es la solucién maximal
de (2.1) que satisface p(kod) = wo si y sblo si p* : [(ko + T)é,7 + L) —  con
p*(t) = p(t — T4), es la solucién maximal de (2.1) que satisface p*((ko + T)d) = wy.

En el siguiente teorema damos una condicién suficiente para la existencia de una
prolongacién o continuacién de una solucién.
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Teorema 2.2 Supongamos que f; en (2.1) satisface (H1) y (H2). Seap:J = Qcon J €
Jk, una solucién de (2.1) tal que para algin conjunto compacto K C X, p(J) C K x Z.
Entonces existen J' € Ji,, con J C J', y una solucién de (2.1) p' : J' — Q tales que
Pli=p

Demostracién: Supongamos en primer término que J = [tx,,7). Sea ty, tal que
tky, < T < tg,41, entonces p1|[¢kl,,) es solucién del problema a valores iniciales £ =
fl(tix)pl(tkl)’pz(tkl))’ I(th) = pl(th)' Como f, satisface (Hl) y (HZ) y pl(t) € K para
todo t € [tx,, ), por el Lema 2.4 del Apéndice I sabemos que existe lim;_,,- p;(77) = z;.
Entonces definimos p’ en J' = [ty,, 7] de la siguiente manera: para t € [ty,,7), p'(t) = p(t)
y para t = 7 consideramos dos casos, a) si 7 € II, pi(7) = 21 ¥ p5(7) = pa(ts,), b) si
T € 11, es decir, 7 = tg, 41, P1(7) = 21 y Po(7) = fa(k1, p1(tk,), P2(tky))-

Si J = [tky, 7], cON tg, < T < bk 41, definimos p’ de la siguiente manera:

ey (t) si t€ [try, 7]
”(t)‘{ fo o te (rr)

donde ¢ = (£, &2), & es una solucién del problema a valores iniciales

T= fl(t,’—",Pl(th),Pz(tkl)), .’L‘(T) = pl(tk1)
definida en [7,7') con 7' < ti, 41y &2(t) = p2(ty,) parat € [r,7'). 1

Observacién 2.5 Sea p* = (p}, p3) : I'* — R, la solucién maximal del problema a valores
iniciales (2.6), entonces del Teorema 2.2 se deducen los siguientes hechos:

1. I* es un intervalo abierto por la derecha, es decir, I* = [ty,,7) 0 I* = [tk,, +00).

2. Si existe un subconjunto compacto K C X tal que p*(t) € K x Z para todot € I"*,
entonces p* estd globalmente definida, es decir, I* = [t,, +00).

3. Si I" = [tx,, T), entonces para cada subconjunto compacto K C X con z5 € K
existe t* € [tx,, 7) tal que p*(t*) ¢ K x Z. En otras palabras, la trayectoria p*(t)
abandona en tiempo finito cada subconjunto de la forma K x Z con K compacto.

4. Si I" = [tey,7) ¥ tky, < T < try41, €ntonces le[tkl.T) es la solucién maximal del

problema a valores iniciales
I= fl(t)zlzl’zl)) I(tkl) =I

con (z1,2z1) = p*(te,). Si asi no fuese, es decir, si PI|[:,=1.T) no fuese la solucién
maximal de ese p.v.i., p} podria extenderse con continuidad al intervalo [tk,, 7] ¥,
en consecuencia, existiria un conjunto compacto K C 2 tal que pj(t) € K Vt € I*,
pero entonces por el punto 2, I* = [tx,, +00) lo cual seria absurdo.
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Como consecuencia de la observacién 2.5 y de resultados estdndar para la existencia
global de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias (ver por ejemplo Teorema I1.4.3,
pag. 188 de [78]) vale la siguiente:

Proposicién 2.1 Supongamos que f, en (2.6) satisface (H1) y (H2) y que X = IR™.
Supongamos, ademas, que para cada wo = (o, 29) € 2 existen v € L}, (R*) y ¢ : Rt —
IR* continua y no decreciente, tales que f0+°° ¢~ 1(s)ds = +oo y

|f1(t, 2, 2o, 20)| < ¥(t)o(|z]) VE>0Vze R"

Entonces las soluciones maximales del problema a valores iniciales (2.6) estan global-
mente definidas.

2.4.2 Continuidad de las soluciones respecto de las condiciones
iniciales

En lo que sigue estudiaremos la dependencia de las soluciones del problema a valores

iniciales (2.6) respecto de las condiciones iniciales. Demostraremos que si el lado dere-

cho de la ecuacién hibrida satisface las condiciones (H1F), (H2F) y (H3), las soluciones
maximalmente definidas de ésta dependen continuamente de las condiciones iniciales.

Teorema 2.3 Supongamos que en (2.6) f) y f» satisfacen las condiciones (H1F), (H2F)
y (H3). Sea {w, : m € Z*} C Q tal que limypoy 100 Wm = Wo ¥ S€& pr, la dnica solucién
maximalmente definida del problema a valores iniciales (2.6), con p(tx,) = wn. Entonces
si po estd definida en el intervalo J = [t,, T}, pm esté definida en J para m suficientemente
grande y p,, — po en £(J), es decir,

lim |lpm — polleo,s = 0.

m—+00

Demostracién: Vamos a considerar dos casos:

a) Caso ty, < T < tipt1- Sean wy = (Tm,zm) ¥ fm(t,z) = fi(t,z,Zm, 2m) para
m = 0,1,... Debido a las hipétesis sobre la sucesién {wn} y sobre f;, tenemos que
tanto {zm} como {fn} estdn en las condiciones de la Proposiciéon 2.4 del Apéndice I.
Sea po = (po1,po,2), entonces P0.1|[tko.T] = & es solucién del problema a valores iniciales
i = fo(t, ), z(tx,) = To. Por la Proposicién 2.4 existe M € IN tal que &, la solucién
maximal del problema a valores iniciales £ = f,(¢,z), z(tx,) = Zm, estd definida en el
intervalo [tx,,T] si m > M y ademais &,, — & uniformemente en [t,, T)].

Si T < ty41, para m > M, la funcién 7, definida en [tx,, T] mediante nn,(t) =
(ém(t), zm), es solucién de (2.1) con Nm(ty,) = wm y ademds 7, — po uniformemente en
[tko,»T). En otras palabras, {nm} converge a py en £([ty,,T]). Debido al Teorema 2.1,
pml[tko.T] = Tm-
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Si T = tgy41, para m > M definimos 7y, en [ti,, tko+1) cOMo antes y Nm(tkg+1) =
(ém(tko+1), f2(Ko, Zm, zm). Razonando como en el caso anterior y teniendo en cuenta ahora
la continuidad de f2, llegamos a la conclusién que 7, converge a po en & ([tx,, tko+1]) ¥ que
Pm|[tuo,tko +1] = Mm- Con esto queda probada la validez de la tesis en el caso tx, < T < tg,41.

b) Caso T > ty,4+1- Este caso lo demostraremos en forma inductiva. Supongamos
valida la tesis para T' < txo4x y consideremos try1x < T < tio4k+1. Entonces py estd
definida en [t,, tko+x) y Por lo tanto param > My, pm también estd definida en [tx,, teg+x] ¥
Pm — po uniformemente en tal intervalo. Sin pérdida de generalidad suponemos M =1y
consideramos w;, = pm(tk,+k). Entonces w), — wy. De acuerdo con la Observacién 2.4, la
funcién pj, = Pm|snn(tey 4x.+00) €8 la solucidn maximal del problema a valores iniciales (22.6)
con tr,+k Y Wi, €n lugar tg, y wm respectivamente. Entonces pj estd definida en [te,+x, T,
wl, = Wy Y tkgtk < T < tigrr+1. Entonces o, {w],} y wj estan en las condiciones del caso
a) y, en consecuencia, pl, estd definida en [ti,+k, 7] para m suficientemente grande y pl,
converge uniformemente a pf, en tal intervalo, concluyendo la demostracién del teorema.
]

2.4.3 Ecuaciones hibridas lineales

En esta seccion estudiaremos algunas propiedades de las soluciones de la ecuacién hibrida
lineal (2.7).

En este caso consideraremos que el lado derecho de la ecuacién verifica las siguientes
condiciones:

(L1) Las aplicaciones A(:) : Rt — R™", By(-) : R* = R™™y Bys(-) : Rt - R
son medibles Lebesgue.

(L2) Las matrices A(t), Bi1(t) y Bi2(t) son uniformemente acotadas, esto es, existe una
constante L > 0 tal que

NA@I + 1 Bu @)l + |Bi®l| < L VE>0.

Observacién 2.6 Como las condiciones (L1) y (L2) son necesarias y suficientes para
que el lado derecho de la ecuacién hibrida lineal (2.7) satisfaga las condiciones (H1F) y
(H2F), y (H3) se verifica automaticamente, las soluciones maximales de la ecuacién (2.7)
son unicas y dependen continuamente de las condiciones iniciales. Ademas, debido a (L2),
para cada wy = (o, 20),

| f1(t, z, 2o, 20)| = |A(t)z + Bi1(t)zo + Bi2(t)z0| < L(||wo|l + |z|) Vt >0,

con lo cual las hipétesis de la Proposicién 2.1 se ven satisfechas y, en consecuencia, las
soluciones maximales estdn globalmente definidas.
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La siguiente proposicién resume lo discutido en la Observacién 2.6.

Proposicién 2.2 Supongamos que las funciones a valores matriciales que aparecen en
(2.7) satisfacen (L1) y (L2). Entonces vale lo siguiente:

1. La solucién maximal p de la ecuacién (2.7) que satisface p(tx,) = wo estd definida
en [ty,, +00).

2. Si py p son las soluciones maximalmente definidas de (2.7) que satisfacen p(t,) =
wo, P'(tk,) = w1 y A € IR, entonces p” = Ap+p' es la solucién maximalmente definida
de (2.7) que satisface p"(tx,) = dwp + wy.

3. Para cada intervalo cerrado y acotado J € Ji, existe una constante C = C(J) tal
que vale lo siguiente: si p es una solucién maximal de la ecuacién (2.7) entonces

lpsloos < Cllo(tro)l-

Demostracién: Sélo demostraremos el punto 3. ya que el punto 1. fue discutido en la
Observacién 2.6 y el punto 2. se verifica directamente comprobando que p” es solucién de
la ecuacién.

Consideremos el operador A, : @ — £(J) definido por A;(wo) = p|s, con p la solucién
maximalmente definida de la ecuacién que satisface p(tx,) = wo. Por el punto 2. Ay
es lineal y, por la continuidad de las soluciones respecto de las condiciones iniciales, es
continuo; por lo tanto A; es acotado y queda demostrado el punto 3.1

2.5 TUna clase de sistemas dinamicos hibridos

En esta secciéon comenzaremos el estudio del comportamiento asintético de las soluciones
de una ecuacién hibrida.

Para llevar a cabo este estudio, consideraremos al conjunto de soluciones de la ecuacién
hibrida como un sistema dinamico hibrido y adoptaremos el marco tedrico presentado en
[81] y en [55] para el estudio cualitativo de esta clase de sistema dindmico.

De acuerdo a esta teoria, un sistema dinamico hibrido es una familia de trayectorias
parametrizadas por las posiciones e instantes iniciales, que evolucionan en un espacio
métrico a lo largo de un espacio de tiempos abstracto. Es pertinente puntualizar que esta
definicién de sistema dinamico hibrido, la que considera que un sistema dinamico hibrido
es una familia de trayectorias o movimientos, es una extension de la de sistema dindmico
empleada en [56], la cual a su vez estd inspirada en la definicién de sistema dindmico
adoptada por Hahn en [26].

Los sistemas dindmicos determinados por ecuaciones hibridas son hibridos, no porque
el espacio de tiempos a lo largo del cual evolucionan las trayectorias sea abstracto, ya que
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éste es IR*, sino porque los instantes iniciales, es decir aquellos instantes en los cuales se
inicia alguna trayectoria, no son arbitrarios sino que estdn restringidos a ser elementos de
la sucesién de instantes de muestreo II.

De aqui en adelante supondremos, sin mencionarlo cada vez, que las funciones que
aparecen en el lado derecho de la ecuacién hibrida (2.1) satisfacen las condiciones (H1) y
(H2) que garantizan la existencia y unicidad de las soluciones maximalmente definidas.

Con el objeto de presentar el sistema dindmico hibrido determinado por la ecuacién
hibrida (2.1), precisamos introducir cierta notacién. Para cada par (tg,,wp) € II x Q,
denotemos W (-, txy, Wo) = W, wo(-) 2 la solucién maximal del problema a valores iniciales
(2.6) y Jtegro = (tko» T'(ko,wo)) ( T'(ko,wq) podria ser +00) al correspondiente intervalo
de definicién maximal.

Consideremos el conjunto de soluciones o trayectorias maximalmente definidas ce la
ecuacién hibrida (2.1)

S = {We, o : Jtgwo = 1 by € Il wo € N}

Entonces, las trayectorias que componen la familia S evolucionan en el espacio métrico
Q a lo largo del espacio de tiempos IR*, sus instantes iniciales son elementos de la sucesién
IT y sus estados iniciales son elementos de Q2. Por lo tanto:

Observacién 2.7 La penta-upla Xy = {R*,Q,Q, S, 11} es un sistema dindmico hibrido
en el sentido de Ye et al. ([81]).

Definicion 2.8 Xy es el sistema dindmico hibrido determinado por la ecuacién hibrida
(2.1).

Observacién 2.8 Cuando la s.i.m. II asociada a la ecuacién hibrida es regular, por lo
expresado en la Observacién 2.3, siempre es posible suponer sin pérdida de generalidad
que el periodo de muestreo § = 1. Por lo tanto, en tal caso, supondremos por simplicidad
que IT = Z* y que la ecuacién es de la forma (2.5).

Los sistemas dindmicos hibridos determinados por ecuaciones hibridas poseen algunas
propiedades que serdn de importancia en el desarrollo subsiguiente. Con el objeto de
precisar estas propiedades, consideremos el conjunto

D={(t,tx,w) E R* xIIx Q: t, <t <T(k,w)}.
También consideremos para cada par (t,,t) € IT x IR* con t > ty,, el conjunto
Dtkovt = {(4) eN: (t, tko,UJ) (S D}
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y, si éste no es vacio, las aplicaciones

Atko.t . Dtko.t - “:([tkmt])) Atko.t(w)(') = W(-, tkoaw)lltko.tl

Ptko,t : ngo'g — Q, Ptko.t(w) = W(t, tko,(l.)).

A partir de la Observacién 2.4 y de los Teoremas 2.2 y 2.3 se deducen las siguientes
propiedades del sistema dindmico Zg:

Proposicién 2.3 Sea Xy el sistema dindmico hibrido determinado por la ecuacién (2.1).
Entonces vale lo siguiente:

(A1) w(t, bk, w) = w V(t,w) €I x Q.
(A2) Si K C X es compactoy w(t,tx,w) € K x ZVt, <t < T, entonces T < T(k,w).

(A3) Si by, € tho.wo NIy w = w(tkntko:wo) entonces Jth-““ = tho,wo n [tk“+oo) y
w(t,tklawl) = w(t, tkmwO) Vi € thluwl'

Si f1 en (2.1) satisface (H1F) y (H2F) y f» en (2.1) satisface (H3), entonces £y ademads
verifica:

(A4) D es abierto en (J,, ¢q[tk, +00) x {tx} x Q2.
(A5) T, . es continua para cada ty, € IT'y cada t > tx,.
(A6) A, . es continua para cada ty, € [Ty cada t > ty,.

Demostracién: sélo demostraremos (A4) ya que el resto se deduce directamente, como
hemos dicho, de la Observacién 2.4 y de los Teoremas 2.2 y 2.3. Sea (t,tx,,wo) € D,
entonces ty, <t < T (tx,,wp) y por lo tanto Wi wo estd definida en [ty,, t + At] para algiin
At > 0. Si suponemos la inexistencia de §; > 0y 7 > 0 tales que

(t - 51,t+ 61) X {tko} X B,.(wo) N U [tk,+00) X {tk} x Q D,
t €Il

necesariamente existe una sucesion (tm,wm) CON tm > tiy, Mmoo tm = ¢, liMypny oo Wm =
wo ¥ (tm,tke,wo) € D. Por otra parte, debido al Teorema 2.3, Wiy, wm €5t definida en
[tk,, t+ At] para m suficientemente grande. Como ¢, € [tx,, t+ At] para m suficientemente
grande, tenemos que (tm,tk,, wm) € D si m es suficientemente grande y llegamos a una
contradiccién. 1

A continuacién introducimos algunas clases particulares de sistemas dindmicos hibridos.

La denominacién que damos a cada clase particular esta en relaciéon directa con el tipo
de ecuacién hibrida que la origina.
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Definicién 2.9 Diremos que el sistema g es lineal si la ecuacién hibrida asociada es
lineal.

Observaciéon 2.9 Cuando g es lineal, de la Proposicion 2.2 se deduce que:
e O =R"x R™,
e D =J,cnlte, +00) x {tx} x Q;
o D, . =S paracada ¢, € [ y cada t > t;;

ol Qo Qy A, Q— E([tr, t]) son operadores lineales continuos.

Otras clases particulares de sistemas que consideraremos son la de los sistemas T-periédicos
y la de los sistemas tiempo-invariantes.

Definicién 2.10 El sistema dindmico hibrido Xy es T-periddico si la ecuacién hibrida
que lo determina es Y-periddica y es tiempo-invariante si la ecuacion es tiempo-invariante.

Observacién 2.10 Cuando el sistema Ly es T-periddico, por la Observacién 2.4, valen:

1. T(k+ T,w) = T(k,w)+ T, con locual t € Jeyr siysélosit—T € Jru, ¥
w(t,k+ T, w)=w(t—T,kw)Vt € Jryrw-

2. Diyresr = Die paracadak € Zt y cada t > k.
3. I-\k+‘1"t+‘r(w) = Fk'g((d.)) Yw € ch,t'

4. Aprrprr(W)(T) = Ake(W)(r = T)Vw €Dy y VT € [k + T, 8+ T).

Observacién 2.11 Si el sistema ¥y es tiempo-invariante, es decir 1-periédico y deno-
tamos T(w) = T(0,w), J, = [0,T(w)) = Jow, Wu(-) = W(-,w) = w(-,0,w), D; = Dy,
A: = Age y Tt = Ty, la propiedades 1 a 4 de la Observacién 2.10 se traducen en las
siguientes:

1. T(k,w) = T(w)+ k, conlocual t € Jp, siysélosit—k € J,, y w(t,k,w) =
w(t — k,w) Vt € Jrp.

2. Dy, = Dy paracada k € Z* y cada t > k.
3. Fk,g(QJ) = I‘,_k(w) Yw € Dy_.
4. Ap(w)(1) = Ak (w) (7 — k) Vw € Dy y VT € [£, ).
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De lo anterior se deduce que todas las trayectorias de S se obtienen transladando en el
tiempo las trayectorias de la familia

S'={w,:J,o0: weN}

compuesta por las trayectorias de S que comienzan en el instante inicial ¢t = 0. Esta es la
razén por la cual hemos denominado tiempo-invariante a esta clase de sistema.

2.6 Estabilidad de sistemas dinamicos hibridos

En esta seccidon estudiaremos las distintas propiedades cualitativas de los sistemas dindmicos
hibridos determinados por ecuaciones hibridas. Con tal fin, siguiendo [81], introducire-
mos la nocién de conjunto invariante respecto del sistema dindmico hibrido y daremos las
definiciones de las distintas propiedades cualitativas que respecto de éste puede gozar el
sistema dindmico hibrido. Las definiciones de las propiedades cualitativas de los sistemas
dindmicos hibridos que adoptaremos son extensiones naturales de las consideradas para
los sistemas dindmicos determinados por ecuaciones diferenciales, en diferencias, etc. (ver
(26], [25], [40], [56], entre otros).

En el estudio que emprenderemos sobre el comportamiento asintdtico de las trayec-
torias del sistema dinamico hibrido determinado por una ecuacién hibrida, la nocién de
conjunto invariante jugara un rol fundamental.

Definicién 2.11 Diremos que un subconjunto no vacio M C 2 es invariante respecto
de Ty si para cualquier par de condiciones iniciales (t,,wo) € IT X M, w(t, ty,, wo) € M
Vt € Ju, wo

En otros términos, un subconjunto M de 2 es invariante si las trayectorias que se inician
en M permanecen alli mientras estan definidas.

Observacién 2.12 En general, de la mera definicién de conjunto invariante no es posible
deducir que las trayectorias que en él se inician estan globalmente definidas. Sin embargo,
debido a (A2), esta existencia global puede asegurarse si el conjunto invariante M es
compacto en §, o, més generalmente, si para cada z € Z la seccién M, = {z € X :
(z,2z) € M} de M tiene clausura compacta en X.

Una clase de conjuntos invariantes de particular interés es la de los puntos de equilibrio.

Definicién 2.12 Diremos que w, € Q es un punto de equilibrio de Ly si {w,} es inva-
riante respecto de X y.
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En términos de la ecuacién hibrida (2.1) que determina al sistema hibrido, w, = (z., z.)
es un equilibrio de Ty si y sélo si fi (¢, Te, Te, 2.) = 0Vt € R* y fo(k, Te, 2.) = 2z, Vk € Z*.

A continuacién definimos las propiedades cualitativas que consideramos para un con-
junto M invariante respecto del sistema Y.

Definicién 2.13 Estabilidad: El conjunto invariante M es estable (E) si para cada
€ > 0ycada k € Z" existe §(k,e) > 0 tal que si dyr(w) < 8(k,€), du(w(t, te,w)) < €
Vt > i

Definicién 2.14 Estabilidad Uniforme: El conjunto invariante M es uniformemente
estable (UE) si es estable y para cada € > 0 puede elegirse ¢ independiente de k, es decir
d =46(e).

Observamos que la definicidn de estabilidad requiere implicitamente que para cada
instante inicial ¢, exista un J-entorno cerrado de M tal que las trayectorias que se
inician en tal entorno y en tal instante, se encuentren globalmente definidas. En el caso
de la estabilidad uniforme, tal entorno debe ademas ser independiente de k.

Definicién 2.15 Estabilidad Asintética: El conjunto invariante M es asintdticamente
estable (AE) si es estable y, adem4s, para cada k € Z* existe n = n(k) > 0 tal que
limg_,+°° dM(W(t, tk,UJ)) =0si dM(w) < n.

Definicién 2.16 Estabilidad Asintética Uniforme: El conjunto invariante M es uni-
formemente asintdticamente estable (UAE) si es uniformemente estable y existe n > 0 para
el cual vale lo siguiente: para cada ¢ > 0 existe T = T'(¢) > 0 tal que dp(W(t, tx,wi)) <€
sidy(w)<nyt>t+T.

Definicién 2.17 Estabilidad Exponencial: El conjunto invariante M es exponencial-
mente estable (EE) si existen constantes positivas u, & y 7 tales que si dy{w) < 7,
dp(W(t, tr,w)) < pdpr(w)e "% para todo ¢ > 4.

Es inmediato que la estabilidad exponencial de un conjunto invariante implica la es-
tabilidad asintética uniforme del mismo.

Definicién 2.18 Inestabilidad: El conjunto invariante M es inestable (I) si no es esta-
ble.

En las siguientes definiciones, de caracter global, suponemos X = R"y Z = R™ y
Q=R"x R™
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Definicién 2.19 Estabilidad Asintética Global: El conjunto invariante M es global-
mente asintdticamente estable (GAE) si es estable y limy_, 400 dps(w(t, tr,w)) = 0 Vi € T1
y Vw € Q.

Definicion 2.20 Estabilidad Asintética Uniforme Global: El conjunto invariante
M es globalmente uniformemente asintdticamente estable (GUAE) si:

1. Es uniformemente estable.

2. Para cada n > 0 existe v = v(n) tal que si dj(w) < 7,

dM(w(t) tkvw)) S V(U) Vtk) vt Z Lk

3. Para cada € > 0 y cada n > 0 existe T = T'(e,n) > 0 tal que si dy(w) < 7,

dM(W(t, tk,w)) <€ Vi, Vt >t +T.

Definicién 2.21 Estabilidad Exponencial Global: El conjunto invariante M es glo-
balmente exponencialmente estable (GUAE) si existen constantes positivas p y & tales que
Vw € Q, dy(W(t, te,w)) < pdpr(w)e %) Vi y VE > ¢

Nuestro principal objetivo de ahora en mds serd el de obtener condiciones tanto su-
ficientes como necesarias para las distintas propiedades de estabilidad que consideramos
para un conjunto invariante respecto de un sistema hibrido £g. En la derivacién de estas
condiciones el sistema discretizado, que a continuacién introduciremos, sera de fundamen-
tal importancia.

2.6.1 Sistema hibrido discretizado

A cada sistema dinamico hibrido £z determinado por una ecuacién hibrida le podemos
asociar, de manera completamente natural, un sistema dindmico en tiempo discreto, (en
el sentido dado al término en el Apéndice A) que denominaremos sistema discretizado. El
sistema discretizado es el sistema dindmico en tiempo discreto que se obtiene al considerar
las trayectorias del sistema X, s6lo en el conjunto de instantes de muestreo II. Es decir,
es el sistema dindmico originado por las restricciones de las trayectorias de £y al espacio
de tiempos discreto II.

Este sistema en tiempo discreto jugard un papel fundamental en el estudio de las
propiedades de estabilidad del sistema dinamico hibrido. En efecto, después de probar,
bajo cierta hipétesis, que las propiedades de estabilidad (o de inestabilidad) de un con-
junto invariante M respecto del sistema hibrido, son equivalentes a las que posee M como

34



conjunto invariante respecto del sistema discretizado, serd posible establecer condicio-
nes, tanto necesarias como suficientes, para los distintos tipos de estabilidad que hemos
considerado. .

Con el objeto de definir formalmente la nocién de sistema discretizado asociado al
sistema L, consideremos para cada ty, € Il y cada wy € Q la trayectoria muestreada o
trayectoria discretizada wdy, w, : Jo, wo NT1 — €, definida por wd,  wo (t) = w,,‘o,wo(tk)
si e € Jgko,wo N II.

Sea

Sq= {Wdtko.wo : Jlko,wo NII—-Q: tko € II, wp € Q}

el conjunto formado por las restricciones de las trayectorias de £y a II. Entonces, las
trayectorias que componen la familia S, evolucionan en 2 a lo largo del espacio de tiempos
discreto Il y sus condiciones iniciales son elementos de 2, por lo tanto la tetra-upla
Lup = {I1,Q,Q,8;} es un sistema dindmico en tiempo discreto.

Definicién 2.22 X yp es el sistema discretizado asociado con Xg.

Debido a las propiedades (Al) y (A3) de Iy, el sistema discretizado Zgp estd de-
terminado por una ecuacion en diferencias. En efecto, si consideramos el conjunto Dy =
Uk€z+ k x Q, con Q = Dy, 4,.., ¥y la aplicacién F : Dy — Q2 definida por

F(k)w) = Ptlntk-}-l (UJ),

de las propiedades (A1) y (A3) y de la definicién de la aplicacién Iy, ., .,, resulta que el
sistema discretizado ¥ g p estd determinado por la ecuacién en diferencias

w(tk+l) = F(k)w(tk))) (214)

pues, para cada par (tg,,wo) € II X ©, wdy, () es la dnica solucién maximalmente
definida de la ecuacién (2.14) que satisface la condicién inicial wd, wo(tk,) = wo.

Observacién 2.13 Cuando el lado derecho de la ecuacién hibrida (2.1) satisface las con-
diciones (H1F), (H2F) y (H3), por la Proposicién 2.3 valen (A4) y (A5) y, en consecuencia,
el lado derecho de la ecuacién en diferencias (2.14) es una funcién continua cuyo dominio
de definicién es abierto en Z* x Q. En efecto, de (A5) se deduce la continuidad de F' y
de (A4) se deduce que £ es un subconjunto abierto de 2 para cada k € Z*.

Observacién 2.14 Cuando el sistema hibrido £g es T-periddico, por las propiedades 2.
y 3. de la Observacién 2.10, resultan Q, = Qi Vk € Z* y F periédica con periodo T, es
decir, F(k + T,w) = F(k,w). En consecuencia, el sistema discretizado estd determinado
por una ecuacién en diferencias periddica.
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Si el sistema Yy es tiempo-invariante, por 2. y 3. de la Observacién 2.11, resultan
Q% = D; Vk y F independiente de k, esto es, F(k,w) = F(w), por lo tanto podemos
considerar que F es una aplicacién definida en Dy = D, en lugar de Dy = Z* x D,.
Notamos que en este caso el sistema discretizado estd determinado por la ecuacién en
diferencias auténoma

w(k +1) = Fw(k)). (2.15)

2.6.2 Caracterizacion de las propiedades de estabilidad de un
conjunto compacto invariante

Ya introducida la nocién de sistema hibrido discretizado, comenzamos haciendo la si-
guiente:

Observacién 2.15 Si M es un conjunto invariante respecto de Ly, es inmediato, a partir
de la definicidén de sistema discretizado, que M también es invariante respecto de Lyp.
Notamos que la reciproca no es necesariamente cierta.

En lo que sigue estudiaremos para un conjunto M invariante respecto de Ty, las
relaciones que existen entre las propiedades cualitativas de M como conjunto invariante
respecto de Ly y las de M como conjunto invariante respeto de Ty p.

No es dificil probar a partir de las definiciones, que algunas de las propiedades cua-
litativas de M como conjunto invariante de £y se mantienen al considerar a M como
conjunto invariante de Xy p. Por ejemplo, si M es E, UE, AE, UAE, EE, GAE, GUAE
o GEE, respecto de £y entonces M es, respectivamente, E, UE, AE, UAE, EE, GAE,
GUAE o GEE, respecto de Zgp. Por otra parte, en general, la inestabilidad es la unica
propiedad cualitativa de M como conjunto invariante de £yp que se mantiene al con-
siderar a M como conjunto invariante de Xy. Las reciprocas, salvo que se impongan
condiciones adicionales sobre M y sobre ¥ g, no son necesariamente ciertas.

De aqui en adelante supondremos que el conjunto invariante M es compacto en Q.
Tal suposicién, no demasiado restrictiva para las aplicaciones, serd conveniente por dos
motivos: en primer lugar tendremos asegurada la existencia global de las trayectorias de
Yk que se inician en M, con lo cual, debido a que M C Q, Vk, cada {2 no serd vacio; en
segundo lugar, podremos establecer la equivalencia entre las propiedades cualitativas de
M respecto de Ey y las de M respecto de L gp, imponiendo condiciones no demasiado
restrictivas sobre el lado derecho de la ecuacion hibrida que da origen al sistema hibrido
Ty

En el analisis de las relaciones que se pueden establecer entre las propiedades de M
como conjunto invariante del sistema hibrido y las de M como conjunto invariante del
sistema discretizado, consideremos las siguientes condiciones:
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(A7) Existen r* >0y «v:[0,7*] = IR* de clase K tales que
(a._) M,.. CQ Vk € Z+,
(b) Yk € Z* y Yw € M., dp(W(t, e, w)) < Y(dm(w)) VE € [ti, trsr).

(A8) Igual que (A7) pero con ¥(r) =cr.
Si 2 = IR™ x IR™ también consideraremos las condiciones de caracter global:

(A7G) Las trayectorias de Ly estdn globalmente definidas y existe v : Rt — IR* de
clase K, tal que, Vk y Yw € Q dpr(w(t, tr,w)) < v(dp(w)) VE € [te, trs1)-

(A8G) Igual que (A7G) pero con (1) = cr.

La condiciones que recién introdujimos nos permitirdn obtener conclusiones sobre el
comportamiento de las trayectorias del sistema hibrido en toda la escala temporal, a
partir del comportamiento de estas trayectorias en los instantes de muestreo. En ctros
términos, estas condiciones son las que nos permitirdan inferir las propiedades cualitativas
de un conjunto M invariante respecto de Ly a partir de las propiedades cualitativas de
M como conjunto invariante respecto del sistema discretizado L gp.

En los siguientes lemas, cuyas demostraciones se encuentran en el Apéndice II, damos
algunas condiciones suficientes para el cumplimiento de las condiciones recién introduci-
das, en términos del lado derecho de la ecuacién hibrida que determina al sistema .

Lema 2.1 Sea M un conjunto compacto e invariante respecto del sistema dindmico
hibrido ©g determinado por la ecuacién hibrida (2.1).
Entonces

1. Iy satisface (A7) si verifica la siguiente condicién:

(a) Para cada conjunto compacto K C X x  existen Lg > 0, 7 > 0y vk :
[0,7x] = IR* de clase K tales que ¥(z,&,2), (¢',€,2) e K : [z —2'|+ |6 - €|+
|z — 2| < rg y Vt € RY,

|fi(t,z,6,2) — fi(t, 2, €, 2)| < Lil|z — 2’| + vk (I€ = €| + |z = 2)).
2. SiX=R"y Q= IR"x IR™, Ly satisface (A7G) si satisface la siguiente condicién:

(a) Existen L > 0y 4 de clase K, tales que

Ifl(taz’f’ z) - fl(t,.'l,",fi, zl)l < le - :l?'l + &(IE - Ell + IZ - zll)

Y(z,&,2),(¢,€,2) e X xQy Vt € R*.
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3. Ty satisface (A8) si f; es localmente Lipschitz respecto de (z, €, z), uniformemente
respecto de t € IR*, esto es: para cada conjunto compacto K C & x {2 existe una
constante Ly > 0 tal que V¥(z,§,2),(z',€,2') e KyVt € R

|f1(t,z,€,2) — fit,2',€,2)| < Lg(|lz — 2| + |€ = €| + |2 = 2']).

4. Si X = R"y Q = R* x R™, Ly satisface (A8G) si f; es globalmente Lipschitz
respecto de (z,¢, z), uniformemente respecto de t € IR*, es decir, existe L > 0 tal
que Y(z,§,2),(z',§,z2') € X x QyVt € Rt

|f1(t,:v,€,2) - fl(t,x',f',z’)l < L(I.’.C - xll + |E - fll + IZ - Z'D

Observacién 2.16 La condicién 1.(a) del Lema 2.1 se verifica si: i) f) satisface el punto
2. de (H2F), i.e. es localmente Lipschitz respecto de la variable z uniformemente en ¢ y en
compactos de (£, z), y ii) f1 es uniformemente continua en R* x K paracada K C X xQ
compacto.

Entonces, en particular, Ty verifica la condicién (A7) en el caso en que f; es continua,
satisface (H2F).2. y es periddica en la variable ¢, ya que en ese caso f, verifica i) y ii).

Las condiciones que dimos en el Lema 2.1 para el cumplimiento de (A7), (A7G), (A8)
y (A8G) por parte de Xy, pueden debilitarse considerablemente cuando M es un punto
de equilibrio, como lo demuestra el siguiente lema cuya demostracién se encuentra en el
Apéndice II.

Lema 2.2 Sea w, = (z.,2.) un punto de equilibrio del sistema dindmico hibrido Ty
determinado por la ecuacién hibrida (2.1).
Entonces

1. Si existen 7 > 0, L* > 0y ~* : [0,7] = IR* de clase K tales que V(z,¢, 2)
|z — ze| + | — 2| + |2 — 2| < Ty Vt € RY,

|f1(t,2,€,2) < L¥|z = ze| +77([€ — 2e| + |2 — z|),
Ty satisface (A7) con y(r) = (r + |||y (r))eL M.

2. SiQ=R"x IR™ y existen L* > 0 y v* de clase K, tal que Vt € R* y V(z,£,2) €
IR" x R* x R™,

[fi(t, 2, €, 2)| < L*|x — ze| + 7 (1€ — ze| + |2 — 2e]),
Ly satisface (A7G) con la y(r) de 1.
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3. Siexisten ¥ > 0y L* > 0 tales que V(z,§,2) con |t — x|+ [ —z| +|2— 2| < Ty
Vt € R,
|f1(t,2,€,2)| < L*(J2 — 2| + € — ze| + |2 — z]),

Ty satisface (A8) con y(r) = cr y ¢ = (1 + ||II||L*)eL M,
4. Si existe L* > 0 tal que Y(z,§,2) € R* x R" x R™ y Vt € R*,
|f1(t 2, €, 2)] < L*(|z — ze] + 1§ — ze| + |2 — 2]),
Ly satisface (A8G) con v(r) como en 3.

Por dltimo, cuando g es T-periddico y valen las propiedades (A4) y (A6), Ly verifica
automaticamente (A7). Cuando 2 = IR® x IR™, (A4), (A6) y la definicién global de las
trayectorias de Ly son suficientes para que se verifique (A7G). Mas precisamente, se tiene
el siguiente lema, cuya demostracién también se encuentra en el Apéndice II.

Lema 2.3 Sea M un conjunto compacto e invariante respecto del sistema dindmico
hibrido X5 determinado por la ecuacién hibrida (2.1). Supongamos que Xy es T-periédico
y que verifica (A4) y (AS6).

Entonces Xy satisface (A7). Si X = R*, Z = IR™ y las trayectorias de Xy estén
globalmente definidas, entonces Xy satisface (A7G).

En el siguiente teorema establecemos, bajo hipdtesis adecuadas, la equivalencia entre
las propiedades cualitativas de un conjunto M compacto e invariante respecto de Ly y
las propiedades cualitativas de M como conjunto invariante respecto de L gp.

Teorema 2.4 Sea M un conjunto compacto e invariante respecto del sistema dindmico
hibrido Ly determinado por la ecuacién hibrida (2.1).
Entonces

1. Si Xy satisface (A7), M es I, E, UE, AE, UAE o GAE respecto de T si y sé!o si
M es, respectivamente, I, E, UE, AE, UAE o GAE respecto de Lgp.

2. Si Ly satisface (A7G), M es GUAE respecto de Ly si y sélo si M es GUAE respecto
de EHD'

3. Si Xy satisface (A8), M es EE respecto de X si y sélo M es EE respecto de Xy p.

4. Si Ty satisface (A8G), M es GEE respecto de Ty si y sélo M es GEE respecto de
EHD .
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Demostracion:
Comenzaremos probando el item 1. Supongamos que Zy satisface (A7). Que M es E,
UE, AE, UAE o GAE respecto de T gp si es, respectivamente, E, UE, AE, UAE o GAE
respecto de Ty, se deduce directamente de las definiciones. También se deduce de la
definicién que M es I respecto de L g si es I respecto de L yp; la reciproca, es decir, que
la inestabilidad de M respecto de Ly implica la inestabilidad de M respecto de T yp,
quedard probada una vez que demostremos que la estabilidad de M respecto de gp
implica la estabilidad de M respecto de £y. Por lo dicho hasta aqui, para concluir la
demostracién del item 1. nos resta probar que si M es E, UE, AE, UAE o GAE respecto
de yp entonces M es, respectivamente, E, UE, AE, UAE o GAE respecto de £g.
Supongamos que M es E respecto de Lyp. Sean r* y vy como en (A7). Fijemos
ko € Z* ysea 0 < ¢ < v(r*). Consideremos 0 < ¢ = y71(¢) y € = min{e,7*}. Por ser
M estable respecto de Ly p, existe § = 8(ko,€) > 0 tal que

dM(Wd(tk, tko,w)) <€ Vi > tko Yw : dM(w) < d. (216)

Entonces, si dy(w) < 4, de (2.16), (A2), (A7) y la definicién de wd, Vi, > ty, y Vt €
[tkr tesr), dp(w(t, try, w)) < v(dm(wd(tk, thy, w)) < ¥(€) < €. En consecuencia, Vt > ty,,
dy(w(t, te,,w)) < €y la estabilidad de M respecto de Ly queda probada.

Si M es UE respecto de Lgp, 6 puede elegirse en forma independiente de kg y la
estabilidad de M respecto de ¥y resulta uniforme.

Antes de demostrar las implicaciones restantes, probaremos lo siguiente:

(Il) limgk_,.,.oo dM(Wd(tk, tko,w)) =0 = limt_.+°° dM(W(t, tko,w)) = 0.

Sea w € Q tal que limg, 400 drr(Wd(tk, tky,w)) = 0. Consideremos 0 < € < 7* y sean
¢’y € como antes. Sea 74 = 74(E, ko,w) tal que dpr(wd(tx,tx, w)) < € si by > by, + Ta
Sea ti, el primer instante de la sucesién II tal que ¢, > tx, + 74. Entonces, empleando
argumentos similares a los empleados en la demostracién de la estabilidad de M respecto
de Ty, concluimos que dp(W(2, ty, w)) < € Vt > tr,. Como t, < ty, + 74 + [|I1]|, resulta

du(w(t, tey,w)) <€ VYt 2>ty + 72+ ||| (2.17)

y, por la arbitrariedad de €, lim;, 400 @y (W(E, txy, w)) = 0.

Probaremos ahora las implicaciones restantes. Si M es AE respecto de £yp, M es
estable respecto de Xy y, como limy, 400 dpr(Wd(tk, ey, w)) = 0 para todo w tal que
dy(w) < n(ko), por (I1), limyte0 dpr(wd(t, tiy, w)) = 0 para todo w tal que dpy(w) <
n(ko); por lo tanto M es AE respecto de Ly. Identicamente se demuestra que si M es
GAE respecto de Xy p entonces M es GAE respecto de .

Por ultimo, si M es UAE respecto de £yp, M es UE respecto de £gp y por lo tanto
M es UE respecto de Zy. Por otra parte, como 74 en (2.17) puede elegirse en forma
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independiente de ko y de w si dyr(w) <7y 7> 0 es como en la definicién de la propiedad
UAE, M resulta UAE respecto de Xy, pues las condiciones de la Definicién 2.16 se ven
satisfechas con el mismo 7 y con 7(¢) = 74(€) + ||T1}].

Probaremos ahora el punto 2. de la tesis del teorema. Sélo demostraremos que s: M
es GUAE respecto de Lyp entonces M es GUAE respecto de £y, ya que la reciproca es
inmediata. Supongamos que M es GUAE respecto de £gp. Como (A7G) implica (A7),
Ty resulta UE y queda probado el punto 1. de la definicion de GUAE. Vamos a demostrar
ahora el punto 2. de tal definicién. Fijemos 7 > 0. Entonces existe v* = v*(n) tal que

dM(Wd(tk, tko,w)) S v* Vtko Vtk _>_ tko y Vw : dM(w) S n. (218)
Sea v € Ko como en (A7G), entonces de (2.18) y de (A7G),
dar(wW(t, tey, w)) < (V') Vig, VE 2 by, y Vw : dpr(w) < 7, (2.19)

con lo cual, considerando v(n) = y(v*(n)), vale 2. de la Definicién 2.20. Por dltimo, la
validez del punto 3. de la definicién de la propiedad GUAE se demuestra con argumeatos
similares a los empleados para demostrar que si M es UAE respecto de ¥y p entonces M
es UAE respecto de L.

En lo siguiente probaremos los puntos 3. y 4. de la tesis.

Comenzamos probando 3. Supongamos que vale (A8). Sélo vamos a demostrar que
M es EE respecto de Egp => M es EE respecto de £y ya que la reciproca es trivial.
Supongamos que M es EE respecto de £y p. Entonces existen constantes positivas u*, k*
y n* tales que

dpr(wd(tk, try, w)) < prdy(w)e™™ G t) vtV > the ¥ Yw : dy(w) < 71°. (2.20)

Sean r* y v(r) = cr como en (A8) y consideremos 7 = min{r*/u*,n*}. De la definicién
de n y de (2.20) resulta vélida la siguiente desigualdad:

dar(wd(te, ey, w)) < u‘dM(w)e""(“‘""o) <T* Vi, Vie >t y Yw @ dy(w) < 1.(2.21)

Entonces, combinando (2.21) con (A8) resulta Vw : dpy(w) < 7y Vig, <t <t < g

dM(W(t, 7998 w)) cu'dM(w)e""(‘*"‘ko)
c#-en‘(t—tk)dM(w)e—K'(t—tko)
c#‘e"‘."n"dM (w)e—n.(t_tko)

pdp (w)e™ ¢to)

INIAN ININ T

y la EE de M respecto de £y queda probada.
El punto 4. de la tesis se prueba en forma similar al punto 3. y por lo tanto omitimos
la demostracién. 1
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Observacion 2.17 El teorema precedente muestra que en sistemas de control a datos
muestreados, para determinar las propiedades de estabilidad de un conjunto invariante
compacto en toda la escala de tiempo, es suficiente analizar el comportamiento del sistema
respecto del mismo sélo en los instantes de muestreo.

Observacion 2.18 El Teorema 2.4 generaliza los resultados locales que obtuvimos en
nuestro trabajo [50] (Teorema 5), ya que alli consideramos una clase particular de sistema
hibrido tiempo invariante, la de los sistemas determinados por ecuaciones hibridas cuyo
lado derecho no depende explicitamente del tiempo (f; independiente de ¢ y f, indepen-
diente de k).

El Teorema 2.4 también contiene como caso particular algunos de los resultados ob-
tenidos en [63] respecto la estabilidad asintética uniforme y exponencial de puntos de
equilibrio de sistemas de control a datos muestreados.

Como veremos a continuacidén, a partir del Teorema 2.4 y de los resultados para la
estabilidad de sistemas dinamicos en tiempo discreto que presentamos en el Apéndice
A, podremos establecer condiciones, tanto suficientes como necesarias, para algunas de
las propiedades cualitativas que hemos considerado. Tales condiciones serdn formuladas
en términos de funciones de Lyapunov que se comportan de determinada forma en los
instantes de muestreo.

Los siguientes teoremas dan condiciones suficientes para las distintas propiedades loca-
les de estabilidad de un conjunto invariante compacto. En el primero de ellos damos con-
diciones suficientes para la estabilidad, la estabilidad uniforme y la estabilidad asintética
uniforme mientras que en el segundo damos condiciones suficientes para la estabilidad
exponencial.

Teorema 2.5 Sea M un conjunto compacto e invariante respecto del sistema dindmico
hibrido £y determinado por la ecuacién hibrida (2.1). Supongamos que Ly satisface
(AT7).

Entonces, si existe una funcién V : Z* x M,. — R*, r* > 0, que verifica las siguientes
condiciones:
1) V es continua y existe a; € K tal que oy(dy(w)) < V(k,w) Vk € Zt y Yw € M,.;
2) existe 0 < 7' < r* tal que V(k+ 1, W(tpyr, tr,w)) = V(k,w) <0, Vk € ZT y Yw € M.,
M es E respecto de Xy.

Si en lugar de la condicién 1) V verifica la condicién:
1'} Existen a; y a, de clase K tales que a;(dy(w)) < V(k,w) < as(dy(w)) Vk € Z% y
Yw e M,.,
entonces M es UE respecto de Ly.

Por dltimo, si V verifica la condicién 1') y la condicién:
2') existen 0 < r' < 7* y a; de clase K tales que V(k + 1, w(tks1, tr,w)) — V(k,w) <
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—(tesr = tr)as(dm(w)), Yk € Z* y Vw € My,
M es UAE respecto de Xg.

Demostracion: se sigue directamente del Teorema A.1 del apéndice A y del punto 1.
del Teorema 2.4.1

Teorema 2.6 Sea M un conjunto compacto e invariante respecto del sistema dindmico
hibrido X5 determinado por la ecuacién hibrida (2.1). Supongamos que Xy satisface
(A8).

Entonces, si existe una funcién V : Z* x M,. — R*, r* > 0, que verifica, para ciertas
constantes positivas ¢;, ¢ = 1,2, 3, las condiciones:
1) ci(dm(w))® S V(k,w) < c2(dy(w))? Vk € Z y Yw € M,-;
2) existe 0 < 7' < 7* tal que V(k + 1, W(tgqr, tk,w)) — V(k,w) < —cs(dy(w))?, Vk € ZF
y Vw € Mr',
M es EE respecto de Xy.

Demostracién: Se deduce inmediatamente del Teorema A.2 del Apéndice A y del punto
3. del Teorema 2.4. 1

Los siguientes teoremas, de caracter global, dan condiciones suficientes tanto para la
estabilidad asintética uniforme global como para la estabilidad exponencial global de un
conjunto invariante compacto.

Teorema 2.7 Sea M un conjunto compacto e invariante respecto del sistema dindmico
hibrido Xy determinado por la ecuacién hibrida (2.1). Supongamos que Xy satisface
(A7G).

Entonces, si existe una funcién V : Z* x Q = IRt que verifica las condiciones:
1) oy(dp(w)) S V(k,w)Vk e Z* Vw € Q; y
2) V(k+ 1, w(tes1, te,w)) — V(k,w) € —(tey1 — te)aa(dy(w)) Vw € Q,
con a;, t = 1,2, 3, de clase K, entonces M es GUAE respecto de L.

Demostracién: es inmediata a partir de Teorema A.3 del Apéndice A y del punto 2. del
Teorema 2.4. 1

Teorema 2.8 Sea M un conjunto compacto e invariante respecto del sistema dindmico
hibrido £y determinado por la ecuacién hibrida (2.1). Supongamos que Xy satisface
(A8G).

Entonces, si existe una funcién V : Z* x Q — R* que verifica, para ciertas constantes
positivas c;, ¢ = 1,2, 3, las condiciones:
1) c1(dm(W))? S V(k,w) < ca(dm(w))’* VEEZY yVw e Qs y
2) V(k+ 1, w(trgr, tr,w)) = V(k,w) < —ca(dy(w))? Vk € Zt y Vw € Q,
M es GEE respecto de Zp.
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Demostracién: Se deduce inmediatamente del Teorema A.4 del Apéndice A y del punto
4. del Teorema 2.4. 1

Observacién 2.19 El Teorema 2.5 fue inicialmente probado en nuestro trabajo [50].
Alli se supuso que tanto f; como f, eran independientes del tiempo y que la s.i.m. II era
regular.

Observacién 2.20 Las condiciones dadas en los Teoremas 2.5 y 2.6 para la estabilidad
uniforme, asintética uniforme y exponencial de un conjunto compacto e invariante res-
pecto de un sistema dindmico hibrido determinado por una ecuacién hibrida, son menos
conservativas que las condiciones que dan para los sistemas dindmicos hibridos generales
los Teoremas 4.1 y 4.2 de [81] y el Teorema 3.2 de [55], en tanto y en cuanto los Teoremas
2.5 y 2.6 no presuponen ningin comportamiento especial de la funcién de Lyapunov V
entre instantes de muestreo.

Observaciéon 2.21 El Teorema 2.5 puede ser considerado como una extension de las
condiciones obtenidas en [1] y en [65] para la estabilidad asintética uniforme de puntos
de equilibrio de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Cuando el sistema hibrido Ly verifica (A5), es decir, cuando el lado derecho de la
ecuacion en diferencias que determina al sistema discretizado es continuo, a partir de los
teoremas inversos de Lyapunov para sistemas dindmicos en tiempo discreto que damos en
el Apéndice A, es posible asegurar la existencia de funciones de Lyapunov V' que, ademas
de satisfacer las condiciones enunciadas en los teoremas que recién presentamos, también
poseen alguna propiedad adicional, por ejemplo son continuas.

Teorema 2.9 Sea Xy el sistema dindmico hibrido determinado por la ecuacién hibrida
(2.1). Supongamos que Ly verifica (A5).
Entonces

1. Si M es un conjunto compacto invariante UE, existe una funcién V : Z* x M,. —
IR*, con r* > 0, que verifica las condiciones 1) y 2) del Teorema 2.5.

2. Si M es un conjunto compacto invariante UAE, existe una funcién continua V :
Z* x M,. = IR*, con r* > 0, que verifica las condiciones 1') y 2') del Teorema 2.5.

Ademads, tanto en 1. como en 2., la funcién V' puede suponerse T-periédica o indepen-
diente de k si Ly es, respectivamente, T-periédico o tiempo invariante.

Demostracién: Se deduce inmediatamente del Teorema A.5 del Apéndice A y del punto
1. del Teorema 2.4. 1
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Teorema 2.10 Sea Ly el sistema dindmico hibrido determinado por la ecuacién hibrida
(2.1). Supongamos que Ty verifica (A5).

Entonces, si M es un conjunto compacto invariante EE, existe una funcién continua
V:Z* x M,. = IR*, con r* > 0, que verifica las condiciones 1) y 2) del Teorema 2.6.

Si ademds £y es T-periddico o tiempo invariante, la funcién V puede suponerse,
respectivamente, T-periddica o independiente de k.

Demostracién: Se deduce inmediatamente del Teorema A.6 del Apéndice A y del punto
3. del Teorema 2.4. 1

Teorema 2.11 Sea Ly el sistema dindmico hibrido determinado por la ecuacién hibrida
(2.1). Supongamos que L verifica (A5).

Entonces, si M es un conjunto compacto invariante GUAE, existe una funcién contiaua
V:Z* x 2 = R* que verifica las condiciones 1) y 2) del Teorema 2.7.

Si ademas Ly es T-periddico o tiempo invariante, la funcién V' puede suponerse,
respectivamente, T-periédica o independiente de k.

Demostracién: Se deduce inmediatamente del Teorema A.7 del Apéndice A y del punto
2. del Teorema 2.4. 1

Teorema 2.12 Sea Xy el sistema dindmico hibrido determinado por la ecuacién hibrida
(2.1). Supongamos que Ly verifica (A5).

Entonces, si M es un conjunto compacto invariante GEE, existe una funcién continua
V:Z* x Q = R* que verifica las condiciones 1) y 2) del Teorema 2.8.

Si ademds Ty es T-periddico o tiempo invariante, la funcién V puede suponerse,
respectivamente, Y-periddica o independiente de k.

Demostracién: Se deduce inmediatamente del Teorema A.8 del Apéndice A y del punto
4. del Teorema 2.4. 1

Observacién 2.22 Los teoremas inversos de Lyapunov no sélo son un complemento de
los teoremas directos. A partir de ellos muchas veces es posible establecer otras pro-
piedades de los sistemas dindmicos que son en si mismas importantes. Por ejemplo, los
teoremas inversos son utiles, como veremos en el capitulo siguiente, en el estudio del
comportamiento de sistemas que se encuentran afectados por perturbaciones; estudio que
es de interés en las aplicaciones, pues, en el andlisis de un sistema de control a datos
muestreados, una forma de tener en cuenta los efectos de cuantizacién que introducen los
conversores, los errores en el modelado, en las mediciones y en los actuadores, etc.. es
considerarlos a todos ellos como perturbaciones que afectan el modelo del sistema.

45



2.7 Conclusiones

En este capitulo presentamos las ecuaciones hibridas, las cuales nos permiten modelar en
toda la escala temporal los sistemas de control a datos muestreados, incluso aquellos en
los cuales hay involucrados mas de un periodo de muestreo.

Una vez definida la nocidn de solucién hemos dado teoremas que garantizan la exis-
tencia, unicidad y prolongabilidad de éstas y demostrado, bajo ciertas hipdtesis, la conti-
nuidad de las soluciones respecto de las condiciones iniciales.

Una vez introducido el sistema dindmicos hibrido originado por las soluciones de una
ecuacion hibrida, estudiamos el comportamiento asintético de las trayectorias de éste;
con tal fin introdujimos la nocién de sistema discretizado y demostramos bajo ciertas
condiciones que las propiedades de estabilidad locales o globales de un conjunto compac-
to invariante respecto del sistema dindmico hibrido, son equivalentes a las propiedades
de estabilidad del mismo conjunto respecto del sistema discretizado. Esta equivalencia
nos permitié enunciar condiciones suficientes para las distintas propiedades de estabilidad
de un conjunto invariante compacto en términos de funciones de Lyapunov. Tales con-
diciones son menos restrictivas que las obtenidas en [81] y en [9], ya que no presuponen
ningin comportamiento especial de la funcién de Lyapunov entre muestras. Una de las
condiciones suficientes que enunciamos extiende a los sistemas hibridos que consideramos,
una condicién formulada en [1] para sistemas de ecuaciones diferenciales tiempo variantes.

2.8 Apéndicel

En este apéndice enunciaremos algunos de los resultados sobre ecuaciones diferenciales
ordinarias que empleamos a lo largo del capitulo.

Sea f: Ix X — IR" con Z C IR un intervalo y X C IR™ abierto. Dados z, € X
y to € X, decimos que la funcién £ : J = X con £ € AC™(J), J CTyty€ J,esuna
solucién del problema a valores iniciales

T = f(t,z), z(ty) = zo (2.22)

si £(t) = f(¢,&(t)) para casi todo t € J y £(to) = 7o o, equivalentemente, si Vt € J
t
£(t) =zo + t f(s,€(s))ds.

En lo que sigue se supone que f satisface la siguientes condiciones:

(D1) Para cada t € Z, f(t,-) es continua en X y para cada z € X, f(-,z) es medi-
ble Lebesgue en .
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(D2) Para cada subconjunto compacto K C X, existen a y 8 € L},.(T) tales que se
verifica:

L |[fit, )| <at)VteTIyVzeKy
2. |f(t,z) - f(t,2")| < B(t)lz— 2| Vte Ty Vz,7' € K.

El teorema que sigue, cuya demostracién puede encontrarse en [72], Teorema 54, pag.
476, es una versién del Teorema de existencia y unicidad de soluciones.

Teorema 2.13 Supongamos que f satisface las condiciones (D1) y (D2).

Entonces, para cada par (ty,zp) € Z x X existe una tnica solucién del problema
a valores iniciales (2.22), £ : J = X con J # 0, maximalmente definida, esto es: si
& :J — X es solucién de (2.22), entonces J'C Jy E=¢&"en J'.
Ademds, J resulta abierto relativo a Z.

Observamos que del Teorema 2.13 se desprende inmediatamente que sobre cada inter-
valo J' C T con ¢y € J', a lo sumo puede estar definida una solucién de (2.22).

Lema 2.4 Supongamos que f satisface las condiciones (D1) y (D2), que £ : [to,7) = X
con [tg, 7] € T es una solucién de (2.22) y que para algin subconjunto compacto K C X,
£(t) € K para todo t € [ty, 7).

Entonces existe £(77) := lim,,,- £(t).

Demostracién: Este lema puede deducirse de la Proposicién C.3.6, pag 481, de [72]. Sin
embargo preferimos dar una demostracién directa.
Por ser £ solucién de (2.22), V¢ € [to, 7)

Et)=zo+ tt f(s,&(s))ds. (2.23)

Por hipétesis, £(t) € K para todo t € [to, 7). Entonces si a(:) es la funcién que aparece
en la condicién (C2), a partir de (2.23) deducimos para t, < t' <t < 7 que

t

I€(t) - £(t')] < / o(s)ds.

De esta tltima desigualdad y de la integrabilidad de « en [t, 7] se deduce que [£(¢) —
£(t')] = 0sit',t — 7, y, a posteriori, la existencia de lim;,,- §(77). |
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Proposiciéon 2.4 Consideremos la familia de problemas a valores iniciales
= fu(t,z), z(to) =2m, m=0, 1,... (2.24)

con frn 1 IXX = X, to €Ty, €A. Supongamos que cada f,, satisface las condi-
ciones (D1) y (D2), esta dltima con funciones & y 8 independientes de m. Supongamos
también que limpy, 400 fm(t, 2) = fo(t, ) ¥ que limp 400 T = To. Sea &, la solucién
maximalmente definida de (2.24).

Entonces si & estd definida en el intervalo [to, Tp], {m también estd definida en [tg, Tp)
para m suficientemente grande y &, — & uniformemente en [tg, Ty].

Demostracion:
Primero vamos a demostrar la proposicién suponiendo que X = IR" y que ademas vale lo
siguiente:
(*) Existen a y B localmente integrables tales que
1. |fm(t,z)| < a(t)Vt€ I, Vz€ R"yVme Zt.
2. Ij;’gt,a:) - ['St,a:’)l <Bt)z-7|Vte IV, ' € R*"yVme Z*.

Debido a 1., la solucién maximal del PVI (2.24) &, estd globalmente definida, con lo cual
s6lo resta probar que &, — & uniformemente en [to, Tp).
Sea t € [to, To), entonces tenemos que

[€m(t) = &o(t)] < |Tm — zo| + t |fm(5,€m(s)) = fo(s, &o(s))]ds
< |$m - $0| + . Ifm(siém(s)) - fm(S,fo(S))ldS

+ . lfm(s)€0(s)) —fO(s!EO(s))lds

t

< |zm — o] + t B(s)1€m(s)) = &o(s))|ds

To
¥ / (5, 60(5)) = fols, €a(s))1ds. (2.25)

to

Denominando e, = f::’ [ fm (s, €0(8)) = fo(s,&o(s))|ds, de (2.25) y el lema de Gronwall-
Belman resulta que Vt € [to, To)

lem(t) = €0(t)] < am|Tm — zo|efio PO
T
S amlxrn — Ioleftoo ﬁ(s)dﬂ. (226)
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Luego, la convergencia uniforme de &, a & sobre el intervalo (¢, Tp] se deduce inmedia-
tamente de (2.26), si probamos que a,, — 0 cuando m — +oo. Para probar esto dltimo,
consideremos la sucesién de funciones {gn : m € IN}, gm(s) = |fm(s, &0(5)) = fo(s, &0 (8))],
como limy, 400 gm(S) =0y |gm(s)| < 2a(s), por el teorema de la convergencia mayorada
de Lebesgue tenemos que

To To
lim @, = lim / gm(s)ds=/ lim gn,(s)ds =0,
¢ t

m—+00 m—+00 o 0 m—+00

que es lo que restaba probar.

El caso general se deduce del caso particular de la siguiente forma. Sea K, =
([0, To)) € X. Como K, es compacto y X' es abierto, existe r > 0 tal que Ky C
K, C K3, ¢ X. Consideremos una funcién de clase C*® x : R® — IR" tal que x =1 en
K, x=0en R"— K5, y0 < x <1len Ry, para cada m € Z*, sea f, : T x R",
fm(t,2) = x(z)fm(t,z). Entonces, la familia {f,} se encuentra en las hipétesis de la
proposicién y satisface la condicién (*), esto dltimo debido a que cada miembro de la
familia {f,.} satisface (D2) con a y S independientes de m. Luego, si &, es la solucién
maximal del problema a valores iniciales (2.24) con f, en lugar de f,,, tenemos que &y,
converge uniformemente a & sobre el intervalo [to, To).

La demostracién de la proposicién finaliza teniendo en cuenta lo siguiente:

i) Si en el intervalos J C I, £n(J) C K, 0 €n C K, entonces £, = &, en J, pues,
fn=fmenIx K.

ll) Entonces, como fo([to,To]) _(_: Ko - K,-, fo = E-o en [to,To].

iii) Debido a la convergencia uniforme de &, a & y a que &([to, To]) = &([to, To]) Ko,
existe M € Z* tal que &n([to, To)) C K, Vm > M. Entonces por i) &n = & en [to, To]
V¥m > M, con lo cual tenemos que &, estd definida en [to,Tp] si m > M y que &n — &
uniformemente en (tp, Tp). §

2.9 Apéndice II

Demostraciéon del Lema 2.1:

Supongamos que Xy cumple 1.(a). Sea p > 0 tal que el conjunto K = {(z,§,2) €
R*x R*x Z: dy((z,2)) <pydu((§2) <p}CXxQy es compacto. Sean Lxg > 0,
e >0y vk : [0,7x] = Rt como en 1.(a).

Consideremos la funcién v : [0,7x] — R* definida por

7(r) = (r+ [ Tlyi(r))et<Im, (2.27)
la cual es evidentemente de clase K, y sea 0 < 7* < g tal que
™ +v(r*) < min(rg /2, 1/2).
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En lo que sigue vamos a demostrar que con tales 7* y v valen los puntos (a) y (b) de
(A7).

Fijemos k € Z* y consideremos w = (z,z) € M,. arbitrario. Sean w(t,t;,w) =
(z(t), z(t)) y [k, t*) = [te, T(k,w))N[t, te+1), entonces w(t, b, w) = (z(t), z) sit € [tx,t*).
Elijamos @ = (Z, z) € M tal que

lw—a|| =|z-Z|+ |z -2 =du(w) < 7°. (2.28)

Entonces, por ser M invariante, w(t,tx,@) = (Z(t),Z) € M Vt € [tk, tks1)-
De la definicién de solucién de la ecuacién (2.1), z(-) y Z(-) satisfacen las siguientes
igualdades en el intervalo ¢, <t < t*,

z(t) =z + /t fi(s,z(s), z, z)ds

)=z +[ fi(s, Z(s), Z, Z)ds,

por lo tanto, en el mismo intervalo,

|z(t) - 2(8)| < |z - Z| + [ |f1(s,2(s), 2, 2) — fi(s,Z(s), 2, 2)|ds (2.29)

Consideremos el intervalo de niimeros reales
I={te€ [te,t*): Yt <s<t, (z(s),z,2) € Ky|z(s) — Z(s)| < rk/2}.

Como (z(tk),z,z) = (z,z,2) € K, puesdy((z,2)) <7 < p/2y|z(te)-Z(te)| = |z—-%| <
dy((z,2)) <1 <71K/2 t, € I,y por lo tanto I no es vacio.

Seat € I. Por la definicién de I y la eleccién de r*, para todo ¢, < s <'t, (%(s),%,2) €
Kylz(s)—Z(s)| + |z — Z| + |z — 2| < Tk /2+7* < rk, entonces por 1.(a), para ty < s <t

|fi(s,2(s),z, z) — fi(s,%(s),Z, 2)| < Li|z(s) — z(s)| + vk (lz — Z| + |2 - 2[), (2.30)
y de ésto, (2.29) y el lema de Gronwall-Belman, resulta la acotacién

z(t) - 2(t)] < (lz = 2|+ Tk (lz — 2| + |2 - 2]))e <M (2.31)
< (). (2.32)

Entonces, de (2.31), la definicién de v y la arbitrariedad de ¢t € I, deducimos

du(w(t, b, w)) < |2(t) - Z()| + 12 — 2| < y(dm(w)) VEe T (2.33)
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Si probamos que I = [tk, tx+1), tendremos probada la validez de (A7). En efecto, por un
lado (2.33) prueba la acotacién por la funcién de clase K. Por el otro (z(t),z,z) = K
Vt € [tk,tk+1), con lo cual, Vt € [ti,te41), W(t, tk,w) = (z(t),2z) € K* = {(z,2') €
IR"x Z:36 € R"con (z/,£,2') € K} C Q. Como K* es compacto por ser la proyeccién
del conjunto compacto K sobre la primer y tercer componente, resulta por (A2) que
w(:, t,w) estd definida por lo menos hasta ¢t = tx4; 0, equivalentemente, que w € Q.
Como w € M,. era arbitrario, resulta M,. C .

En primer lugar vamos a probar que I = [t,t*). Supongamos que esto no es cierto.
Entonces I = [t,t**] con t** < t*. De (2.32) y la eleccién de r*, tenemos que |z(t**) —
Z(t**)| < v(r*) <rx/2yde (2.33) y la eleccién de 7* tenemos que dp(z(t**),2) < y(r*) <
k/2ydm(z,z) <1 < p/2. Entonces, por la continuidad de z(-) y Z(-), existe t** < ¢ < ¢t*
tal que Vt** < s < t/, (z(s),7,2) € K y |z(s) — Z(s)| < rx/2. Pero entonces t' € I, lo
cual es absurdo. En consecuencia I = [t,t*).

Ahora vamos a probar que t* = ti4;. Si asi no fuera, ¢* = T(k,w). Del hecho que
w(t,ty,w) € K* en el intervalo tx <t < ¢* y de la compacidad de K* concluimos que
t* < T(k,w), lo cual es absurdo. Por lo tanto ¢* = t,,,, concluyendo la demostracién del
punto 1. de la tesis.

La validez del punto 3. de la tesis del lema se deduce inmediatamente de la demostra-
cién precedente teniendo en cuenta que en ese caso Ly satisface 1.(a) con yx(r) = Lgr
y que por lo tanto vale (A7) con y(r) = (r + ||| Lgr)el«Ml = ¢,

Supongamos ahora que nos encontramos en las condiciones del punto 2. Entonces
consideremos la funcién v : [0, +00) — IR* definida por (2.27) con L y 4 en lugar de Lg
Yy 7x. En este caso v resulta evidentemente de clase K. Fijemos k € Z* y tomemos
w €  arbitrario. Elijamos @ € M de modo tal que djy(w) = ||w — @||. Empleando la
misma notacién y siguiendo los mismos pasos que al principio, de (2.29) y la condicién
2.(a), resulta que (2.33) vale para todo t € [tx,t*). Probando que t* = ;4 tendremos
probado (A7G), ya que por un lado tendremos la acotacién por una funcién de clase Ko,
y por el otro, con argumentos similares a los empleados para demostrar (A7), tendremos
Q. = Q y con ello la definicidn global de las trayectorias de X y.

Al igual que en el caso anterior supongamos t* < t41, entonces t* = T'(k,w). Por otra
parte, por (2.33), w(t, tx,w) € My, (w)) Para todo t € [tx,t*). Luego, por la compacidad
de M4y w) Y (A2), t* < T(k,w), lo cual es absurdo. Entonces ¢* = tx;, y queda probado

A7G).

La validez del punto 4. de la tesis del lema se deduce inmediatamente de la demostra-
cién punto 3. En efecto, si f; satisface las condiciones de 4., f; satisface las condiciones
del punto 3. con la misma L y con 4(r) = Lr; en consecuencia, Ly satisface (A7G) con
v(r) lineal, es decir, vale (A8G). §
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Demostraciéon del Lema 2.2:

Como la demostracidn de este lema se obtiene modificando ligeramente la demostracién
de Lema 2.1, sélo indicaremos que modificaciones que hay que efectuar.

La demostraciéon de punto 1. se obtiene a partir de la del punto 1. del Lema 2.1
reemplazando en todos los pasos de dicha demostracidn, v por ¥* y rx por 7, y teniendo
en cuenta que (2.30) sigue valiendo para todo ¢t € I, porque en este caso, (Z(s),Z,2) =
(ZTe, Ze,y 2e), fi(t, Te, Te, ze) = 0 y suponemos que vale la acotacién |fy(t,z,&, z)| < L*|z —
Te| + v (|€ — ze| + |z — 2z¢|) para todo t € IRT y para todo (z,£,2) € € X Q: |z — .| +
€ — Te| + |2 — 2| < 7.

Las demostraciones de los puntos 2., 3. y 4. se obtienen de las demostraciones de los
correspondientes puntos del Lema 2.1 con modificaciones y consideraciones similares a las
que mencionamos para la demostracién el punto 1. §

Demostracién de Lema 2.3:

Supongamos que Ly es Y-periddico y que valen (A4) y (A6). Debido a 2., 3. y 4. de
la Observacion 2.10, la propiedad (A7) quedard probada si mostramos la existencia de un
namero positivo r* y de una funcién v de clase K tales que los puntos (a) y (b) de (A7)
valen parak=1,...,T - 1.

Sean rj,...,Ty_, constantes positivas tales que M,. C Q. Tales constantes existen
pues, para cada k, M C Q; y ) es abierto debido a (A4).
Sea r* = min{r; : k=1,...,T —1}. Sin pérdida de generalidad podemos suponer,

por ser 2 localmente compacto (X es abierto en IR" y Z es abierto o cerrado en R™),
que M,. es compacto. Por la eleccién de r*, M. C Qe si1 <k<T-1.
Parak=1,.. T—-1yr<r*sea

Ye(r) = sup{dm(w(t, k,w)) : dy(w) <, te€k,k+1]} (2.34)

Entonces 7, : [0,7*] = IR es no negativa, no decreciente y lim,o+ y(r) = 0. Sélo
probaremos que v;(r) estd bien definida para todo r € [0,7*] y que lim, o+ 1(r) = 0,
ya que el resto se deduce inmediatamente de la misma definicién de 7. Consideremos la
aplicacién Ay k41 : Q% — E([k, k + 1]), que es continua por (A6). Primero mostraremos
que 7x(r) es finita. Sea r < r*. Como M, es compacto y Ay x4+ es continua, Ay 41 (M,)
es acotado en £([k, k + 1]) y por lo tanto existe una constante my(r) tal que

Ak k+1(@) oo £ mui(r) Yw € M,,
0, equivalentemente,
lw(t, k,w)|| < my(r) Vtelkk+1lyVwe M,. (2.35)
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Sea Cp = max{||w|| : w € M}, entonces de (2.35) y de la desigualdad triangular resulta
dy(w(t k,w)) < me(r)+Cu Vt € [k, k+1] y Yw € M;, con lo cual vx(r) < mi(r)+Cy <
+00.

Ahora vamos a demostrar que lim,_,o+ vx(r) = 0. Sea € > 0, entonces, por la conti-
nuidad uniforme de A+, sobre M,., existe (e, k) > 0 tal que

Ak +1(w) = Akpr1(W)]loo < €, Siw,w' € Mpe y |lw — &'|| < d(e, k).

Fijemos 0 < r < d(e, k) y sea w € M,. arbitrario pero tal que dps(w) < r. Sea w' € M tal
que |lw — '|| = dp(w’). Por ser M invariante, tenemos que w(t, k,w') € M Vt € [k, k+ 1]
y, en consecuencia,

du(w(t k,w)) < |lw(t, k,w) — w(t, k)| Vtelkk+1]. (2.36)
Por otra parte, como ||w — o'|| = dy(w) < 7 < é(e, k), para cada t € [k, k + 1] vale
Iw(t, k,w) = w(t, k)| = [|Akks1(@)(t) = Aepsr (@) O]
< NAkesr (@) = A (@)l <. (2.37)
Entonces, de (2.36) y (2.37), siw € M,. y dy(w) < 7 < 8(¢, k),
du(w(t,k,w)) <e Vtelkk+1] (2.38)

De esta tltima desigualdad y de la definicién de v, resulta vx(r) < € Vr < (e, k), por
lo tanto lim, o+ x(r) = 0.

Sea v : [0,7*] = IR* una funcién de clase K tal que ¥(r) > y(r) para cada r € [0, 7*]
ycadak=1,...,T — 1. (tal funcién existe debido a que cada una de las funciones 7 es
no decreciente y lim, o+ 7x(r) = 0). Entonces M. C Q, parak=1,...,T -1y

dm(w(t, k,w)) < ni(dm(w)) < v(dm(w)),

para cada w € M,., cadat € [k,k+1]ycadak=1,...,T — 1. En consecuencia, por lo
dicho al comienzo, queda probado que £y satisface (A7).

Supongamos ahora 2 = IR" x JR™ y que las trayectorias de Ly estdn globalmente
definidas. Entonces, para cada k =1,...,T — 1 y cada r > 0 consideremos, como en el
caso anterior

Yi(r) = sup{dm(w(t, k,w)) : dy(w) <, t€ [k k+1]}.

Observamos que x(r) estd bien definida para cada r > 0 por la continuidad uniforme de
A k41 sobre M,. Ademds, al igual que en el caso anterior, 7y, : IR — IR es no decreciente,
no negativa y lim, o+ 7¢(r) = 0.
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Sea v : R* — IR*, una funci6n de clase K, tal que y(r) > y(r) para cada r > 0
ycada k = 1,...,T — 1. Entonces, para cada w € M,., cada t € [k,k + 1] y cada
k=1,...,T-1,

du(w(t, k,w)) < 1(dm(w)) < v(dm(w)),

con lo cual queda probada la validez de (A7G). I
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Capitulo 3

Sistemas Lineales Perturbados

3.1 Introduccion

En este capitulo estudiaremos, aplicando los resultados obtenidos en el capitulo anterior,
la estabilidad de los sistemas hibrido lineales y de los sistemas hibridos lineales pertur-
bados. Demostraremos que la estabilidad exponencial de un sistema hibrido lineal es
una propiedad robusta en dos sentidos: a) si perturbamos el sistema lineal con lo que
denominaremos perturbaciones evanescentes y estas perturbaciones son “suficientemente
pequeiias”, entonces el sistema perturbado sigue siendo exponencialmente estable, y, b)
si las perturbaciones que afectan al sistema lineal son persistentes y también “suficiente-
mente pequenas”, las trayectorias del sistema perturbado son uniformemente acotadas y
uniformemente finalmente acotadas.

Los resultados de robustez respecto de perturbaciones evanescentes seran empliado
luego para justificar el método de andlisis por linealizacién, conocido también como Primer
Método de Lyapunov.

Por 1ltimo, estudiaremos detalladamente el problema de la estabilizacién exponencial
de sistemas de control en tiempo continuo mediante controladores digitales, ya sea que se
empleen uno o mas periodos de muestreo para muestrear tanto las salidas del sistema de
control como las salidas del controlador.

3.2 Estabilidad de sistemas hibridos lineales

En esta seccion estudiaremos las propiedades de estabilidad del origen de coordenadas de
Q = IR™ x IR™ respecto del sistema hibrido lineal £g; determinado por la ecuacién

{ i(t) = A(t)z(t) + Bu(t)z(tx) + Bia(t)z(tx) t € [ti, tes1) (3.1)
2(tes1) = Ba(k)z(te) + Bao(k)2(te) k € Z* '
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donde A(t), Byj(t) y Ba;(k) son, paracadat >0, cada k € Z* y cada j = 1 4 2, matrices
de dimensiones apropiadas .

Para poder aplicar en la presente situacién los resultados que obtuvimos en el capitulo
2, supondremos que el lado derecho de la ecuacién (3.1) satisface las condiciones (L1) y
(L2) introducidas en ese capitulo, es decir, supondremos que las funciones matriciales A(-),
B11(+) y Bi2(+) son medibles Lebesgue y acotadas. Entonces, debido a la Observacién 2.9,
las trayectorias del sistema hibrido lineal £ g, estardn globalmente definidas y el sistema
discretizado ¥y p asociado a Ly estara determinado por la ecuacidn en diferencias lineal

w(tkr1) = H(K)w(ts), (3.2)

con H(k)w = Ty, p,,,(w) para cada w € Q y cada k € Z*. Resolviendo la ecuacién
lineal (3.1), es posible obtener una expresién explicita de la matriz H(k). En efecto, si
w = (z,2) ¥ Tty (W) = W(tks1,tk,w) = (21, 21), tenemos, por la formula de variacién
de los parametros, que

Lkt

L1
£y = (tesn, )T + / (tesr, $)Buy ()zds + / B(tesr, s)Brals)zds,  (3.3)

t 7

siendo ®(t, s) la solucién de la ecuacién diferencial matricial X (t) = A(t)X(t), X(s) = I,
con [ la matriz identidad. Por otra parte

2] = B21 (k):c + Bgz(k)z. (34)

En consecuencia, de (3.3) y (3.4) resulta la siguiente representacién en bloques de la
matriz H (k)

B0 = 5 e | 9
con
Hu(k) = (p(tk+1,tk)+/tk+l ‘p(tk.H,S)Bu(S)dS (36)
le(k) = /‘tk+l @(tk.H,S)Blg(S)dS (37)
Ha(k) = Bu(k (59
Hgg(k) - ng(k) (39)

Cuando la ecuacién (3.1) es N-periddica, supondremos como en el capitulo anterior
que el periodo de muestreo § = 1. Entonces, de acuerdo con la Observacién 2.14 la
ecuacion en diferencias (3.2) que determina al sistema Xy p resulta de la forma

w(k +1) = H(k)w(k) (3.10)

56



con H(k+ N) = H(k) Vk € Z*.

Notamos que en el caso particular en que (3.1) es tiempo invariante, H(k) = H(0) = H
Vk € Z* y la ecuacién en diferencias (3.10) que determina al sistema hibrido discretizado
se reduce a

w(k +1) = Hw(k). (3.11)

Cuando el sistema es tiempo invariante y las matrices que aparecen en el lado derecho de
la ecuacién (3.1) son independientes del tiempo, H en (3.11) admite la siguiente repre-
sentacion

eA(I + fol e"4*B;1ds) e# fol e~43B,.ds

H=
By B

(3.12)

Como hemos dicho al comienzo, el origen de coordenadas de §2 es un punto de equilibrio
del sistema X g . El siguiente lema, que se deduce de las propiedades de linealidad de £y,
enunciadas en la Observacién 2.9, muestra por un lado que las propiedades de estabilidad
asintética del origen son globales y por el otro que la estabilidad asintdtica uniforme es
equivalente a la estabilidad exponencial.

Lema 3.1 Sea Ly el sistema dindmico hibrido determinado por la ecuacién (3.1). Su-
pongamos que el lado derecho de (3.1) satisface (L1) y (L2). Sea wy = 0 el orige1 de
coordenadas de §2, entonces

1. wy es AE si y sélo si wy es GAE.
2. wy es UAE si y sélo si wg es GUAE.
3. wyp es EE si y sélo si wy es GEE.
4. wg es GUAE si y s6lo si wy es GEE.

Demostracion: sélo demostraremos las partes sdlo si de los items 2. y 4. ya que las
restantes implicaciones son triviales o se demuestran en forma similar.

Comenzamos suponiendo que wy es UAE. Lo primero que vamos a demostrar es que
las normas de los operadores lineales I';, ; estdn uniformemente acotadas, es decir, q'ie

sup n”rt"'t" <M (3.13)

>t b€

para algin M > 0.
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Por ser wy UE, existe g9 > 0 tal que V||w|| < g y Vi, €11,
ITee@)ll = lIw(t, te, )l ST V2 >t

Entonces, por la linealidad de T, 4, resulta ||T, (w)|| < €52 VE > 8, V&, € Ty V|lw| < 1,
con lo cual (3.13) vale con M = ¢;’.
Notamos que de (3.13) se deduce que

[lw(t, te, w)|l = [T, e(W)l| < Mjw]| VE>t Vi e MyVwe Q, (3.14)

y que de esto tltimo sigue la validez del punto 2. de la Definicién 2.20.
Por iltimo vamos a demostrar que el punto 3. de la Definicién 2.20 se verifica.
Fijemos € > 0 y > 0, arbitrarios. Sea 79 > 0 como en la definicién de estabilidad
asintética uniforme y sean r =n/ny y € =¢/r. Sea T = T(¢’) tal que

Iw(t, te,w)ll < €' VYt >t +T yVl|lw| < no. (3.15)
Entonces, de (3.15) y la linealidad de w(t, tx, -) resulta
lw(t, tr, w)|| = rllw(t, te, 77 'w)|| < 7€' =€, Vt>te +TyV|w| <

que es lo que queriamos demostrar.
Supongamos ahora que wg es GUAE y sea T* > 0 tal que

lw(t, te,w)|| <1/2 VE> te+T* yV|w| < 1. (3.16)
Entonces, empleando la linealidad de w(t, ¢y, -), deducimos que
w(t, te, w)ll <1/2lw|| V¥t >t +T"yVweQ,
y de ésto y (A4) que,
[lw(t, tr,w)|| < (1/2)™|w]| VYt 2>t +n(T* +||1]]) y Vw € Q. (3.17)

para cada n € IN.
Combinando (3.14) con (3.17) llegamos a la desigualdad

lw(t, te,w)|| < M*(1/2)"|w|| Vt >t +nT"*VneZt yVweQ, (3.18)

donde M* = max(1,M) y T** = (T* + ||I1||). Entonces, si [-] denota la funcién parte
entera, a partir de (3.18) resulta

W, te,w)|| < M*e THm2w|| Ve >t yVYw € Q,
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y, & postertort,

[w(t, te, w)l| < 2M*e™FEE ]| V>t yVw € Q,
con lo cual, considerando y = 2M* y k = -IT“%, estamos en las condiciones de la definicién
de estabilidad exponencial global.

El siguiente resultado, consecuencia inmediata del Teorema 2.4, establece la equiva-
lencia entre las propiedades de estabilidad del origen de coordenadas de 2 respectc del
sistema g y las propiedades de estabilidad del origen de coordenadas de 2 respectc del
sistema g1 p.

Proposicién 3.1 Sea Ly el sistema dindmico hibrido determinado por la ecuacién (3.1).
Supongamos que el lado derecho de (3.1) satisface (L1) y (L2). Sea wy = 0 el origen de
coordenadas de 2, entonces wy es un punto de equilibrio I, E, UE, GAE, GEE de Ty si
y sélo si wg es un punto de equilibrio, respectivamente, I, E, UE, GAE, GEE de 4 p.

Demostracién: Por un lado (L1) y (L2) implican (H1) y (H2); por el otro (L2) implica la
Lipschitzcianidad del lado derecho de la primera de las ecuaciones de (3.1) y por lo tanto,
por el punto 4. del Lema 2.1, £y, satisface la condicién (A8G) respecto de M = {wp}.
Entonces L estd en las condiciones del Teorema 2.4 y vale la tesis de la proposicién. I

El siguiente corolario se deduce inmediatamente de la proposicién 3.1 y de resultados
estandar para sistemas lineales periédicos en tiempo discreto.

Corolario 3.1 Sea Xy, el sistema dindmico hibrido determinado por la ecuacién (3.1).
Supongamos que (3.1) es N-periddica y que satisface (L1) y (L2). Consideremos la matriz
H=H()H(1)...H(N — 1), con H(k) como en (3.10) y sea wy el origen de coordenadas
de Q. Entonces

1. wyg es un punto de equilibrio GEE respecto de Xy si y sélo si la matriz H es Schur
estable, es decir, si y sélo si los autovalores de H son de médulo menor que uno.

2. wg es un punto de equilibrio I respecto de £, si algtin autovalor de H tiene médulo
mayor que uno.

3.3 Sistemas hibridos lineales perturbados

En lo siguiente estudiaremos las propiedades de estabilidad del origen de coordenadas de
2 = IR™ x IR™ respecto del sistema dindmico hibrido g originado por la ecuacién hibrida
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lineal perturbada

I

{ i) = Gi(t z(t), z(t), 2(t)) + 918, (), 2(tk), 2(8)) ¢ € [th, trsr)
2(tee1) = Ga(k,z(te), 2(t)) + g2k, 2(te), 2(te)) k€ ZF

donde

, (3.19)

Gi(t,z,&,2) = A(t)z + Bu(t)€ + Bio(t)z,

Gg(k,.’r, Z) = Bg]_(k)lf + Bzg(k)z,

gi:R*xR*xQ—R'yg:Z*'xQ— R™

Ademés de suponer, como en la seccién anterior, que A(:), Byi(:) y Bi2(-) satisfacen
las condiciones (L1) y (L2), supondremos que g, satisface las condiciones (H1) y (H2), con
lo cual la existencia y unicidad de las trayectorias del sistema hibrido ¥y determinado
por la ecuacién (3.19) quedard asegurada.

En lo siguiente interpretaremos al sistema £y determinado por (3.19) como una per-
turbacién del sistema lineal £y, determinado por (3.1) y, a los términos g, y g, como per-
turbaciones. Entonces surge naturalmente la pregunta: ;Qué se puede decir respecto del
comportamiento de las trayectorias del sistema perturbado £y a partir del comportamien-
to de las trayectorias del sistema nominal Xy, si las perturbaciones son suficientemente
pequeiias? Obviamente, para poder brindar una respuesta razonable a tal pregunta, serd
necesario por un lado imponer algin tipo de condicién sobre el sistema nominal X, por
ejemplo la estabilidad exponencial, y, por el otro, precisar que clase de perturbaciones
consideraremos y que entenderemos por perturbaciones suficientemente pequeiias.

En lo subsecuente consideraremos dos clases o tipos de perturbaciones. En primer lu-
gar consideraremos perturbaciones que mantienen al origen como punto de equilibrio del
sistema perturbado. Tales perturbaciones serain denominadas perturbaciones evanescen-
tes, ya que necesariamente deberan anularse en el origen. Los resultados que obtendremos
para esta clase de perturbaciones servirdn luego para justificar el andlisis de estabilidad
de un punto de equilibrio de un sistema dindmico hibrido por linealizacién. En segun-
do término consideraremos perturbaciones persistentes, es decir perturbaciones que no
se anulan necesariamente en el origen. En este caso el origen ya no serd necesariamente
un punto de equilibrio de g, y por lo tanto el comportamiento de las trayectorias de
T ya no podra ser descripto mediante los conceptos presentados en el capitulo anterior,
sino que serd necesario introducir dos nuevos conceptos, el de acotacién uniforme y el de
acotacion final final uniforme.

3.3.1 Perturbaciones evanescentes

Como ya hemos dijimos, comenzaremos considerando el caso en que las perturbaciones se
anulan en el origen, es decir g,(¢,0,0,0) = 0Vt € IR* y g»(k,0,0) Vk € Z™, con lo cual el
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origen de coordenadas de 2 = IR™ x IR™ serd un punto de equilibrio de Zj.

Nuestro objetivo inmediato serd demostrar que si el origen es un equilibrio exponen-
cialmente estable respecto del sistema nominal £y, entonces también es un equilibrio
exponencialmente estable respecto del sistema perturbado £y si las perturbaciones ¢; y
g2 son suficientemente pequenas. Es decir, mostraremos que la estabilidad exponencial
de los sistemas hibridos lineales es una propiedad “robusta”. Con tal propdsito con:ide-
raremos las siguientes condiciones de caracter local sobre las perturbaciones g, y gs.

(C1) Existen r; > 0y L, > 0 tales que,
lg1(t, z,€,2)| < Lyi(lz] + 1€ + |2]) Vte R*yV(z,¢,2) € K,,, (3.20)

donde K,, = {(z,£,2) € R* x Q: |z| + €| + |z} < 7}
(C2) Existen r, > 0y L, > 0 tales que,

lg1(k, 2, 2)| < (tear — ti) La(lz] + |2]) Yk € Z* y ¥(z,2) € By, (3.21)

donde B,, = {(z,z) € Q: |z| + |z| < 2}
Observamos que en el caso en que infy (tx41—2x) > 0, la condicién (C2) es equivalente a

(C2’') Existen 12 > 0y L > 0 tales que,
lg1(k,z,2)| < Lo(|z| + |2]) Vk € Zt yV(z,2) € B,,. (3.22)

Diremos que g; satisface (C1) en K,, cuando nos interese precisar la regién en la cual
es vélida la desigualdad (3.20), con la misma intencién diremos que g, satisface (C2) (o
(C2)) en B,,.

Cuando g, satisface (3.20) para todo (z,£,2) € R" x Q, diremos que verifica la con-
dicién (C1) globalmente, y, similarmente, si g, satisface (3.21) (resp. (3.22)) para todo
(z,z) € Q entonces diremos que verifica la condicién (C2) (resp. (C2')) globalmente.

Observacién 3.1 Si g; en (3.19) satisface (C1), se verifica
IGi(t,7,&,2) + 91 (t,7, &, 2)| < L*(|z] + €] + |2]) Vt € R* y V|z| + [€] +]2] <1

con L* = L+ L,, L comoen (L2) y, L, y 1, como en (Cl). Por lo tanto, debido al
Lema 2.2 el sistema Ly determinado por la ecuacién (3.19) satisface la condicién (A8)
con v(r) = cr y ¢ = (1 + L*||TT||)eX" M. Similarmente, cuando g; satisface globalmente
(C1), Ty satisface (A8G) con la misma + del caso anterior.

El siguiente lema sobre la forma de la ecuacién en diferencias que determina al sistema
perturbado discretizado Xgp serd de utilidad luego.
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Lema 3.2 Sea Ly el sistema hibrido determinado por la ecuacién hibrida (3.19) y supon-
gamos que las perturbaciones ¢, y g, satisfacen, respectivamente, (C1) y (C2). Entonces
la ecuacién en diferencias que determina al sistema discretizado Xy p es de la forma

w(tp) = Hk)w(te) + Gk, w(te)) (3.23)
con H(k) definida por las ecuaciones (3.5)-(3.9) y G : Dy — § tal que, para cierto 7 > 0,
1. Z* x B; C Dy;
2. Vke€ Zt y Yw € B;,
IG(E, )l < (brsr = t)S(La, La)l|w]] (3.24)
con ((Ly, Ly) = Ly (1 + c)e!™ + Ly y ¢ como en la Observacién 3.1.
Si g1 y g» satisfacen (C1) y (C2) globalmente, Dy = Q y (3.24) vale para todo w € Q.

Demostracién: Sélo probaremos el caso local ya que el caso global se demuestra en
forma similar, pero mds sencilla. Por la Observacién 3.1 vale (A8) con v(r) = cr, es decir
existe r* > 0 tal que

lw(t, tr,w)|| < cllw|| V¢ € [tx,tes1) Vk € Z1y Vw € B, -, (3.25)

siendo w(t, tx,w) la trayectoria correspondiente al sistema Ly que se inicia en w en el
instante t. Por lo tanto, G(k,w) = W(tk41, tk,w) — H (k)w estd definida para todo k € Z*
y todo w = (z, z) € B,., con lo cual vale el punto 1. de la tesis para cualquier 7 tal que
O0<rF<r.

Sea 7 = min{ry,7/(c + 1),7*} con r; como en (Cl) y r, como en (C2). Sean k €
Z" w = (z,z) € Bf y W(te41,tk,w) = (Z1,21). Entonces, el lema quedarad probado si
demostramos que

|2y — Hiu(k)z — Hia(k) 2| < (beer — te) Li(1 + C)eL"n"(|$| + |2]) (3.26)
y que
|21 — Ha(k)z — Hyz(k)z| < (tke1 — tr))La(|z| + |2]). (3.27)

Como (3.27) es inmediato por hipétesis, pues zy — Hyy(k)z — Hoo(k)z = go(k,z,2) y 92
satisface (3.21), s6lo nos resta probar (3.26).
Como z(-) restringida al intervalo (¢, tx4+,] es solucién del problema a valores iniciales

{ (t) = A(t)z(t) + Bu(t)r + Biz(t)z + g1 (t, z(t), 7, 2)
z(ty) =
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y 71 = z(tx), empleando la férmula de variacién de pardmetros obtenemos las igualdades
L+l

Lkt ,
T = (@(tk+1,tk)+/ <I’(tk+1,s)Bn(s)ds>:c+/ ®(tey1, 8)Bra(s)zds
t

tk k

tet1
+ / ®(trs1, 8)91(s, z(s), 2, 2)ds
t

k

= Hu)r+ Ha®e+ [ Blinin,)anls,5(6),, )ds (3.28)

1

Por lo tanto,

z, — Hyjy(k)z — Hyp(k)z = /ml ®(tis1, 8)91(s, z(s), z, z)ds. (3.29)

tk

Por (3.25) y la eleccién de 7, Vs € [tx, tks1)
|z(s)| + |z| + |2] < (|2 + |2]) + |z + |2z] = (¢ + 1)(|z]| + |2) < 7,
Combinando esto ultimo con (3.20), resulta para todo s € [tx, tx41),

lg1(s,z(s), 2, 2)l < La(le(s)] + |z] + |2])
< L1 +¢)(|z] + |2]). (3.30)

Entonces de (3.29), (3.30) y la acotacién de la norma de la matriz de transicién @ (ver

[77)),
|®(t,s)|| < ¥ vt > sy Vs >0,

resulta

|zy — Hu(k)x — Hyp(k)z|

IN

Lt
/ 12 (teer, )91 (5, 2(s), 2, 2)]ds
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< (trsr — te)La(1 + ) MM(|z| + |2]),

que es lo que queriamos demostrar.l

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado sobre la robustez de la estabilidad
exponencial de los sistemas hibridos lineales que hemos anunciado.

Teorema 3.1 Sea Ty el sistema dindmico hibrido determinado por (3.19) y supongamos
que wg = 0 es un punto de equilibrio EE del sistema hibrido lineal £y determinado por
(3.1). N
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Entonces existe una constante positiva 7 tal que se verifica lo siguiente. Si las pertur-
baciones g, y g» satisfacen,respectivamente, (C1) (resp. (C1) globalmente) y (C2) (resp.
(C2) globalmente) y max(L;, L,) < 7, wp es un punto de equilibrio EE (resp. GEE) de
Ty

Demostracion: Consideremos primero el caso local. Como wy = 0 es un punto de
equilibrio EE de £y, wy es un punto de equilibrio EE respecto de la discretizacién de
TyL, ZrLp, por lo tanto las normas de las matrices { H(k), k € Z*} estdn uniformemente
acotadas, es decir, existe M; > 0 tal que

IH) < My VkeZ*.

Por ser wy = 0 un punto de equilibrio EE de Zg;p, debido al Teorema A.9 del
Apéndice A existe una funcién de Lyapunov V : Z* x @ — IR* tal que, para ciertas
¢>0,t1=1,...,4,

1. gllw)|? < V(kw) < c||w||? Vk € Z* y Vw € Q;

2. V(k+1,H(k)w) = V(k,w) < —c3(tis1 — t)|lw]|? Vk € ZF y Yw € Q;

3. [V(k,w) = V(k,u')| < cg]lw + '||||lw — '|| Vk € ZF y Vw,w' € Q.

Sea ( la funcién definida en el punto 2. del Lema 3.2 y consideremos M, = max{({(r, s) :
0 _<_ T _<_ 1, 0 _<_ S S 1} Yy Cs = C4(2M1 + “H”Mg)

Sea0<np<1ltalquesi0O< L, <ny0< L, <nentonces ((Ly,Ly) < c3/cs. La
existencia de tal n estd asegurada por la continuidad de ¢ y porque ¢(0,0) = 0. Veremos
ahora que con tal i se verifica la tesis del teorema.

Sean 0 < L, <17, 0< L, <ny 7y G como en el Lema 3.2. Sean k € Z*,

we€ Q: |jw|| <7y w(,t,w) la trayectoria de Ty que se inicia en el instante ¢ en w.
Entonces por el Lema 3.2, w(tx41, tr,w) = H(k)w + G(k,w). Luego

V(k+1,w(tis, te,w)) = V(kw) = V(k+1,Hk)w+Gk,w)) - V(k,w)

< V(k+1,H(k)w+G(k,w)) — V(k + 1, H(k)w)
+V(k+1,H(k)) - V(k,w)
V(k+1,H(k )

—c3(tes1 — tx

IN

Jw+ Gk,w)) = V(k+1, H(k)w)
wl?. (3.31)
Por otra parte, teniendo en cuenta 2. del Lema 3.2 y la propiedad 3. de V,

Vk+1,Hk)w+ Gk,w)) = V(k+1, Hk)w) call2H (k)w + G(k, w)||||G(k, w)]|

<
< otips — t)|wlf? (3.32)
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con a = ¢4(2M; + ||IT}|¢(Ly, L2))¢(Ly, L2). De las definiciones de M, y cs, y de la elec:ién
de 7, resulta a < c;. Entonces, considerando 8 = ¢ — a > 0, de (3.31) y (3.32) y de la
arbitrariedad de k y de w vemos que

Vik + 1, Wtk tew) = V(k,w) < ~Btess — t)|lwl? VE € Z* V||| < 7. (3.33)

Entonces las hipétesis del Teorema 2.6 se ven satisfechas y el origen resulta un punto
de equilibrio EE respecto de £ y.

Cuando (C1) y (C2) se cumplen globalmente, todos los pasos empleados en la de-
mostracién del caso local siguen siendo validos sin necesidad de suponer |lw| < 7. Por
lo tanto (3.33) vale para todo w € §2 y, aplicando el Teorema 2.8, resulta la estabilidad
exponencial global.

Observacion 3.2 Cuando la distancia entre dos instantes sucesivos cualesquiera de la
s.i.m. II estd acotada inferiormente, es decir, infx(tx+1 — tx) > 0, en el Teorema 3.1 la
condicién (C2) puede reemplazarse por la condicién (C2').

3.3.2 Linealizacién de sistemas hibridos

Consideremos el sistema hibrido determinado por la ecuacién hibrida

i(t) = fu(t,z(t), z(t), 2(tk)) t € [th, terr)
{ z(t:+1) = fz(k,z(tk)fz(ktk)) llcce y Al B i (3.34)

con X = R*, Z = R™ y f, que satisface (H1) y (H2). Supongamos ademds que el
origen es un punto de equilibrio de la ecuacién, es decir, que f;(¢,0,0,0) =0Vt € R* y
f2(k,0,0) = 0 Vk € Z*, que fi(t,-,-,-) es diferenciable en (0,0,0) para cada t € R+ y,
por tltimo, que f,(k,-,-) es diferenciable en (0, 0) para cada k € Z*.

Entonces, si denominamos

Alt) = ‘Zf‘ (£,0,0,0), Bu(t) = ‘Z’;‘ (£,0,0,0), Buy(t) = af‘ 1,000,  (339)
Bak) = 221,0,0), Bath) = P2(k,0,0), (3.36)
alt,z,€,2) = fi(t,z,£, z) — A(t)z — By (t)€ — Bia(t)z (3.37)

y
gg(k,:z:,z) = fz(k,.’r, Z) - le(k).’t - ng(k)z, (338)
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la ecuacién (3.34) puede escribirse en la forma (3.19), es decir, puede escribirse como una
ecuacién lineal perturbada, en la cual, ademds, las perturbaciones g, y g, satisfacen las
condiciones

|=|+|e|+|z1—»o||a:gll_(r|%%zl_lll B (3.39)
y
el +le1-0 (tk+1|‘(']‘2(tlfc,)a;7)'|*' E (340)
La discusién previa motiva la siguiente definicién.
Definicién 3.1 La ecuacién hibrida lineal
{ (t) = A(t)z(t) + Bu(t)z(t) + Blz(t)z(ik) t € [tk trsr) (3.41)
2(tes1) = Ba(k)z(te) + Bao(k)z(ty) ke Z

con A(t), By (t), Bi2(t), Ba1(k) y Baa(k) definidas por (3.35) y (3.36), es la linealizaci6n
de (3.34) alrededor del origen y Ly, el sistema hibrido lineal determinado por (3.41), es
el sistema linealizado o linealizacién de X.

Lo que nos proponemos ahora es determinar las propiedades de estabilidad del origen
respecto del sistema Ly a partir de las propiedades de estabilidad del origen respecto del
sistema linealizado, es decir, nuestro objetivo es establecer para los sistemas hibridos de-
terminados por ecuaciones hibridas, un andlogo al Primer Método de Lyapunov o Método
Indirecto de Lyapunov para los sistemas dindmicos determinados por ecuaciones diferen-
ciales o en diferencias.

Con este fin, consideremos el sistema lineal perturbado determinado por la ecuacién
lineal perturbada (3.19). Supongamos que la parte lineal de ésta satisface las condiciones
(L1) y (L2), que la perturbacién g, satisface (H1), (H2) y la condicién

(C3)
t) 1 b .
im lou(t,2.€,2) =0 uniformemente respecto de t € IR*; (3.42)
lal+lel+1z1-0 || + |€] + |2
y que la perturbacién g, verifica
(C4)
k
19:(k 7, 2)] =0 uniformemente respecto de k € Z*. (3.43)

1m
lzl+]z1-0 (tx1 — te) (2] + |2])
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Observamos que en el caso en que inf(te4+1 — ;) > 0, (C4) es equivalente a
(C4)

Ig2(ka z, Z)l

=0 uniformemente respecto de k € Z*. (3.44)
lal+lz1-0 7] + 2|

Entonces vale el siguiente resultado.

Teorema 3.2 Sean Ly el sistema dindmico hibrido determinado por (3.19) y Ty el
sistema dindmico hibrido lineal determinado por (3.1). Supongamos que ¢; y g satisfacen,
respectivamente, (C3) y (C4).

Entonces el origen de coordenadas de 2 es un punto de equilibrio EE respecto de Ly
si y sélo si es un punto de equilibrio EE respecto de £y .

Demostracién: La parte side la tesis del teorema se deduce inmediatamente del Teorema
3.1 ya que al verificarse las condiciones (C3) y (C4), se verifican, respectivamente, las
condiciones (C1) y (C2) con constantes L, y L, arbitrariamente pequeiias.

Pasamos a demostrar la parte sélo si. Como valen (C1) y (C2), tenemos por el Lema
3.2 que para algin 7 > 0,si k € Z* y ||lw|| < 7, w(, t,w), la trayectoria de £ que en el
instante ¢ se inicia en w, verifica

W(tes1, te,w) = H(k)w + Gk, w). (3.45)

Ademi4s, debido a que valen (Cl) y (C2) con, respectivamente, constantes L, y L,
arbitrarias y a que lim(z, 1,)-(0,0) €(L1, L2) = 0, G(k,w) verifica lo siguiente:

- Glkw)
lwll=0 (te41 — t)|lwl|

0, (3.46)

uniformemente respecto de k € Z*. Entonces, la aplicacién Fi(w) := W(tg41, b, w) resulta
diferenciable en el origen y su diferencial DF(0) = H(k).

Fijemos ko € Z*, ky, € Z* con k; > ko y w € Q. Entonces, para r > 0 suficientemente
pequeno,

w(tku tkosrw) — Fkl—l ©:-+0 Fko+l o Fko(rw)

T T

Teniendo en cuenta la diferenciabilidad en el origen de cada Fj, resulta

Witk tky, TW
lim ( k1s “ko )
r—0+ T

67



Por otra parte, por ser el origen un equilibrio EE del sistema X g, para ciertas constantes
positivas i, K y 0, ||W(t, tx, w)|| < pe ¢t Yk € Z* ¥t > t; y V||w|| < 7. Por lo tanto

w(tkl) tko) T(U)
T

|H (ki —1)... H(ko + )H(ko)w| = lim

r—=0+

< pemhto)uw.

Teniendo en cuenta que w(ty,) = H(ky — 1)... H(tx,)w es la trayectoria del sistema
lineal discretizado g p evaluada en el instante t;,, hemos demostrado que el origen es
un punto de equilibrio EE de ¥g.p y por lo tanto, por el Teorema 3.1 es un punto de
equilibrio EE de g1, que es lo que queriamos probar. 1

Observacién 3.3 Cuando la distancia entre dos instantes sucesivos cualesquiera de la
s.i.m. II estd acotado inferiormente, es decir, infy(tc4) — tx) > 0, el Teorema 3.1 sigue
siendo vélido si se considera la condicién (C4) en lugar de la condicién (C4').

Del Teorema 3.2 se deduce inmediatamente el siguiente resultado sobre la equivalencia
entre la estabilidad exponencial del origen respecto del sistema hibrido y la estabilidad
exponencial del origen respecto del sistema hibrido linealizado.

Teorema 3.3 Sea Ly el sistema hibrido determinado por la ecuacién (3.34) y sea Ly,
el sistema hibrido lineal determinado por la ecuacién linealizada (3.41). Supongamos que
las matrices A(t), By1(t) y Bia(t) estdn uniformemente acotadas y que los términos no
lineales g, y g2, definidos respectivamente en (3.37) y (3.38), satisfacen, las condiciones
(C3) y (C4), respectivamente.

Entonces el origen de coordenadas de §2 es un punto de equilibrio EE respecto de Xy
si y sélo si es un punto de equilibrio EE respecto de Ly.

Definicién 3.2 Diremos que el sistema dindmico £y determinado por la ecuacién (3.34)
es exponencialmente estable en primera aproximacion, si satisface las condiciones del Teo-
rema 3.3, es decir, si las matrices de derivadas parciales A(t), By, (t) y Bi2(t) son acotadas,
los términos no lineales ¢, y g», definidos respectivamente en (3.37) y (3.38), satisfacen
respectivamente las condiciones (C3) y (C4), y su linealizacién es exponencialmente esta-
ble.

Observacion 3.4 Las hipétesis del Teorema 3.3 se ven satisfechas, por ejemplo, en los
dos siguientes casos:

1. Paracadat € Rt y cada k € Z* las funciones f(z,€,2) = fi(t,z,€,2) y f¥(z,2) =
f2(k, , z)(te41 — t) ! son diferenciables con continuidad y, ademds, las correspon-
dientes matrices jacobianas Df!(z,&,2) y Df¥(z, z) satisfacen lo siguiente:
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a) para alginr, > 0, Dff(z, €, z) es acotada y Lipschitz en {(z,£,z) : |z]|+|€|+|2| <
71}, uniformemente respecto de t € IR*;

b) para algin 7, > 0, Df§(z, z) es acotada y Lipschitz en {(z,2) : |z| + |2] < 72},
uniformemente respecto de k € Z*.

2. infy(tes1 — ) > 0y fi y fo son, respectivamente, independientes de ¢ y k.

Cuando Iy es tiempo invariante y f; y f» en (3.34) son, respectivamente, indepen-
dientes de ¢ y de k, a partir del Teorema 3.3, el punto 2. de la Observacién 3.4 y el punto
1. del Corolario 3.1, resulta la siguiente caracterizacién de la estabilidad exponencial del
origen.

Teorema 3.4 Supongamos que Xy, el sistema hibrido determinado por la ecuacién
(3.34), es tiempo invariante y que f, y f, son, respectivamente, independientes de t y
de k.

Entonces el origen de coordenadas de §2 es un punto de equilibrio EE de £y si y sélo
si la matriz

i< [ e+ [ e A Buds) e [} e4*Byads ] (3.48)
821 B22
con
8 d 9
A=Z20. Bu)= 20, Bal) = Z0) (3.49)
By (k) = -f,—’;z-(O), By(k) = %’-}(O), (3.50)

es estable en el sentido de Schur.

Observacién 3.5 El Teorema 3.3 extiende el Teorema 8 de nuestro trabajo [50], el-cual
trata con sistemas determinados por ecuaciones tiempo invariantes cuyo lado derecho es
independiente del tiempo, es decir, f; independiente de ¢ y f, independiente de k.

Observacion 3.6 Los resultados que presentamos respecto de la linealizacién de siste-
mas hibridos, contienen, como casos particulares, resultados obtenidos por otros autores.
La parte si del Teorema 3.3 contiene como caso particular algunos de los resultados re-
cientemente obtenidos por A.N. Michel et al. en la serie de trabajos [81], [55] y [32]. En
efecto, por un lado generaliza el Teorema 5.1 de [81] al considerar una clase mas amplia
de sistemas, por el otro, contiene como casos particulares las condiciones suficientes para
la estabilidad asintética uniforme del sistema hibrido dadas en el Corolario 2.1 de [35] y
en el Teorema 2.1 de [33], ya que estas condiciones implican, casi en forma inmediata, la
estabilidad exponencial de la discretizacién del sistema hibrido linealizado.

La parte si del Teorema 3.4 también generaliza el Teorema 1 de [66], el cual fue
demostrado para sistemas determinados por ecuaciones de la forma (2.4).
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3.3.3 Perturbaciones persistentes

Pasaremos ahoara a considerar el caso en que las perturbaciones g, y g» que aparecen
en la ecuacién (3.19) no se anulan necesariamente en el origen. Entonces wy = 0 no
es necesariamente un punto de equilibrio del sistema lineal perturbado £y, y por lo
tanto las propiedades cualitativas que introdujimos en el capitulo 2 ya no nos serviran
para describir el comportamiento de las trayectorias de ¥ 4. Los conceptos de acotacién
uniforme y acotacién final uniforme que a continuacién introduciremos, y que son anilogos
a los que se definen para sistemas dindmicos determinados por ecuaciones diferenciales
ordinarias o en diferencias (ver por ej. [40], [55]), serdn dtiles para nuestros propésitos.

Definicién 3.3 Las trayectorias del sistema dindmico hibrido £y determinado por la
ecuacién (2.1) son uniformemente acotadas si existen b > 0 y ¢ > 0 tales que

[w(t, te,w)| <b VE> 8 VE€Z yV|w| < c. (3.51)

Diremos que las trayectorias de £y son globalmente uniformemente acotadas si para
cada ¢ > 0 existe b = b(c) > 0 tal que vale (3.51).

Definicién 3.4 Las trayectorias del sistema dindmico hibrido ¥y determinado por la
ecuacién (2.1) son uniformemente finalmente acotadas si existen b > 0 y ¢ > 0 tales que
para cada a € (0, c) existe T(a) > 0 tal que

\w(t, tr,w)|| <b Vt>t+T(a)Vk € Z* y V||| < a. (3.52)

Diremos que las trayectorias son globalmente uniformemente finalmente acotadas si
¢ = 00, es decir, si vale (3.52) con a arbitrario.

Nuestro objetivo sera demostrar que si el sistema nominal es exponencialmente esta-
ble y las perturbaciones son pequenas en magnitud —lo cual querrd decir en el caso
inf(tes1 — tk) > 0, |g1] < € ¥ |92] < € con € “pequeno”—, entonces las trayectorias de
Ly son uniformemente acotadas y uniformemente finalmente acotadas. Como nuestra
intencion serd la de extender este resultado a sistemas no lineales perturbados, vamos a
suponer que las perturbaciones satisfacen condiciones un poco més generales que la aco-
tacién uniforme, a saber:

(C5) Existen r; > 0, L; > 0y B, > 0 tales que,
lg1(t, 7,6, 2)] < Li(lz] + [€] + |2]) + 1 Vi€ RT yV(z,€,2) € K. (3.53)

(C6) Existen 75 > 0, Ly > 0 y B, > 0 tales que,
|92k, 7, 2)| < (tesr — te)(La(|z] + |2]) + B2) Vk € ZT yV(z,2) € B;,.  (3.54)
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Al igual que para perturbaciones evanescentes, diremos que g; satisface (C5) en K., si
estamos interesados en precisar la regién en la cual vale (3.53), con la misma intencién
diremos que g- satisface (C6) en B,,. Si (3.53) vale para todo (z,§,2) € R™ x Q diremos
que g; satisface globalmente la condicién (C5) y, similarmente, si (3.54) vale para todo
(z, z) € Q diremos que g; satisface globalmente (C6).

Comenzaremos considerando, por simplicidad, el caso global, es decir, el caso en que
las perturbaciones que afectan al sistema lineal satisfacen globalmente (C5) y (C6). Los
resultados locales seran deducidos luego a partir de los que obtengamos para el caso global.

Los siguientes lemas técnicos serdn ttiles para lo que nos proponemos demostrar.

Lema 3.3 Sea Xy el sistema hibrido determinado por la ecuacién hibrida (3.19) y su-
pongamos que g; satisface globalmente (C1) con constantes L, y ;.

Entonces, si w(-,t,w) es la trayectoria de £ que en el instante ¢, € II se inicia en
w € N,

lw(t, te,w)l| < arllw|l + a2 VEk € Z¥ Vt € [t trs1) y Yw € Q (3.55)

con ay = L*eL L1 4 |TI|(L + Ly)), az = X" LITIL*ITT||B,, L como en (L2) y L* =
LI

Demostracién: Como la parte lineal de (3.19) satisface (L2) con constante L y g, satis-
face (C5) globalmente, para cada (€, z) € § existe una constante d tal que ||G, (¢, z, €, 2) +
a(t, z,€ 2)|| < Llz|+d Vz € IR". Entonces por la Proposicién 2.1 las trayectorias de £y
estdn globalmente definidas.

Fijemos k € Z¥, w = (z,2) € Q y sea w(t, tx,w) = (z(t), z(t)). Entonces, para todo
t € (tk, te+1), 2(t) = z y, con los mismos argumentos y la misma notacién que empleamos
en la demostracion del Lema 3.2,

799

z(t) = <<I>(t,tk)-l-/t“+l (¢, s)Bu(s)ds> a:+/ ®(t, s) Bya2(s)zds
+/t“+l ®(t, s)g1(s, z(s), z, z)ds. (3.56)

Teniendo en cuenta (L2), (C5) y la acotacién de la matriz de transicién ||®(t,s)|| <
el(t=9) < oLl = [* resulta, para t € [t, tg+1), la desigualdad

t
|l=(t)] < (L*|e| + LTTN(L + Ly)llwll + L*TT)1By) + [ L7 Lafz(s)|ds,

Lk

y de ésta y el Lema de Gronwall-Bellman, la acotacién

|2(£)] < (L*)e| + L IT(L + La)llwll + L* |11 By )= 1M, (3.57)
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Entonces, teniendo en cuenta (3.57), que L* > 1 y la arbitrariedad de k y w, resulta

lw(t,te, )l = |z(2)] + 2|

< aflw|| + a2
Yk € Z* Vt € [tr,tr+1) Y Yw € Q, que es lo que queriamos probar.l

Lema 3.4 Sea Iy el sistema hibrido determinado por la ecuacién hibrida (3.19) y su-
pongamos que g, satisface globalmente (C1) con constantes L, y 3, y que g, satisface
globalmente (C2) con constantes L, y f,.

Entonces el sistema discretizado £y p estd determinado por una ecuacién en diferencias
de la forma

W(tks1) = H(k)w(te) + Gk, w(te)) (3.58)

con H(k) definida por las ecuaciones (3.5) a (3.9) y G : Z* x Q — Q que verifica
IG(k,w)ll < (tesr = te)(aallwll + as) VE€Z* yVweQ (3.59)
con ay = L*Ly(a; + 1) + Lo, ay = L*(Lya2 + B2) + B2 ¥, a1, a2 y L* como en el Lema 3.3.

Demostracién: Para k € Z? y w = (z,2) € Q fijos, sea W(tis1,te,w) = (21,21).
Entonces G(k,w) = (z1, z21) — H(k)w. Siguiendo los pasos empleados en la primera parte
de la demostracién del Lema 3.2, tenemos que

21 — Hy(K)z — Hip(k)z = / ™ B(terr, 8)au(s, 2(5), 7, 2)ds. (3.60)

7

y que
z1 — Hn(k)z — Hia(k)z = g2(k, 7, 2).
Entonces, por (C6) es inmediato que

|21 — Hu(k)z — Hha(k)zl < (trsr — ) (La(|z] + |2]) + B2)
< (tesr = te)(Laf|lw]| + B2). (3.61)

Por otra parte, de (3.60), la acotacién |®(t, s)|| < ™M = L* (C5) y (3.55) resulta que

|I1 - Hu(k)l‘ - le(k)ll _<_ (tk+1 - tk)L‘(Ll(al + 1)”0.)“ + L1a2 +ﬁ2)
< (ke = te)(@illw]l + a2), (3.62)

con
ay:=L"Li(ay+1) y & :=L"(Liaz+ B).
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Entonces, combinando (3.61) con (3.62) y teniendo en cuenta la arbitrariedad de k y w,
resulta (3.59), que es lo que queriamos demostrar. §

Ahora estamos en condiciones de demostrar que si el sistema nominal es exponencial-
mente estable y las perturbaciones satisfacen cierta condicién, las trayectorias del sistema
perturbado son globalmente uniformemente acotadas y globalmente uniformemente final-
mente acotadas, mds precisamente.

Teorema 3.5 Sea Xy el sistema dindmico hibrido determinado por (3.19). Supongamos
que el origen de coordenadas de 2 es un punto de equilibrio EE del sistema dindmico
hibrido lineal ¥z determinado por (3.1).

Entonces existen dos constantes positivas 77 y 1 y funciones continuas b; = b;(8, 52) >
0, 7 = 1, 2, que verifican lo siguiente.

1. b1 -0 Yy bz — 0 cuando (ﬂl,ﬂz) - (0,0)

2. Si g; satisface globalmente (C5), g, satisface globalmente (C6) y max(L;, L,) < 7,
entonces:

(a) Si w(t,tx,w) es la trayectoria de £y que en el instante £, € II se inicia en
w € N,

|w(t, tk, w)|| < max(by, pllw|| +b2) VE>t,VkeZtyVwe Q. (3.63)

(b) Para cada a > 0 existe T = T'(a) > 0 tal que

Iw(t, tr, )| <b VE>t +TVk € ZT yV|w| < a. (3.64)
Antes de demostrar el Teorema 3.5 necesitamos el siguiente resultado para sistemas
en tiempo discreto.

Proposicién 3.2 Consideremos el sistema en tiempo discreto determinado por la ecua-
cién en diferencias

w(tks1) = F(k, w(te)) (3.65)

con F: Z* x Q = Q y supongamos la existencia de una funcién p : R* — R* no

decreciente tal que || F(k,w)|| < p(|lw]l]) Yw € Q2.
Supongamos también que existen una funcién V : Z* x @ — R* y una constante

R > 0 tales que, para ciertas constantes positivas ¢;, ¢ = 1,2, 3,

(a) allwl* < V(kw) < olw|® Vke Z" y Yw € Q;
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(b) V(k+1,F(k,w)) = V(k,w) < —cs(tes1 — t)llwl|* Vk € Z% y V||w|| > R.
Por tltimo, sea R = max(R, \/E-?p(R)).
Entonces vale lo siguiente
1. Si w(tk,tky,w) es la trayectoria de (3.65) que en el instante tx, € II se inicia en

w € N,

1 (t, trgy )| < max(R, ,/ Z—"uwu) Vie > te, Vo € ZV yVw € Q. (3.66)
1

2. Para cada a > 0 existe T = T'(a) > 0 tal que

”W(tk, tko,w)” < R Vi, > tro + T Vky € y Al yV||w|| <a. (367)

Demostracién: Para kg € Z1 y w € 9, definamos
t(ko,UJ) = inf{tk _>_ tko : ”W(tk,tko,LL))” < R}

Fijemos a > 0, entonces
1) Existe T'(a) > 0 tal que

tro < t(ko,w) <t + T(@) Vko € Z* y V|w|| < 0.

En efecto, sea T(a) = fj%zf + ||TI||. Para kg € Z* y w € Q con ||w|| £ « fijos, sea t;- el

primer instante de la sucesién II tal que tg. > ¢, + fg%;. Notamos que tg- < tg, + T ().
Supongamos t(kg,w) > ti, + T(c), entonces, necesariamente ||w(ty,tk,,w)|| > R para
tro <tk < tg-. Sea v(k) = V(k,w(tk,txy, w)). Entonces, empleando (a), resulta

0 < a1 R? < c1||w(tee, trg, w)||? < v(k").

Por otra parte, empleando (a) y (b)

k*

v(k®) = v(ko)+ Y v(k)—v(k—1)

k=ko+1
callwl|? — ealtee — tio) R?

2
Cx

< o’ ———R* =0,
C:;R

IN

que es una contradiccién. Por lo tanto ¢(ko,w) < ty, + T(c).
2) |l (tes to, W)l < max(R, |/ 2a) Vi, <tk < tko,w) y V|jw|| < @
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Si t(ko,w) = tx, no hay nada que probar. Supongamos t;. = t(ko,w) > tx,, entonces
|W(tk, teo, w)|| > R para tg, < tx < tx.. Por lo tanto, debido a (b), v(k) < v(ko) para
ko < k < k* y entonces por (a), [[W(te, try, w)|I* < E|lw||®> < Z0® para ko < k < k.
La demostracién del punto 2) finaliza teniendo en cuenta que por la definicién de ¢,
”w(tk', tkoiw)” < R.

Ahora, a partir de 2) vamos a demostrar:

3) Si [|lw|| < R, [[W(tk, ko)l < max(R, \/§p(R)) = RVt > ty,.

Sea ty > ti, tal que ||W(ty, tk,, w)|| > R. Entonces existe ty, < ti tal que ||lw(tk, -1, tko, w)f; <
Ry ||w(t, txy, w)|| > R para ty, <t < ti. Sea wy = W(ty,, txy, w), entonces wy = F(ky, -
1, w(te,—1, tg,w)) ¥ Por lo tanto |lwi|| < |lp(R)||. Entonces, aplicando 2) con a = p(R)
y wy y k; en lugar de w y ko, y teniendo en cuenta que w(tx,tx,, w) = w(tx, tg,,w1) para

te > te, ¥ que t(ky,wy) > i, resulta ||W(te, tiy, w) || = [|W(tkr, tryr )|l < \/gp(R).
De 1), 2) y 3) se deducen inmediatamente los puntos 1. y 2. de la Proposicién. I
Demostracién del Teorema 3.5

Por ser wy = 0 un punto de equilibrio EE de T, existen M > 0 tal que ||[H(k)|| < M
Vk € Z* y una funcién escalar V : Z* x Q@ — R* como la de la demostracién del Teorema
3.1.

Elijamos 1 > 0 que verifique lo siguiente:

max(LI»LZ) .<_ n = C4(13(2M + ”H“a3) S %) (368)

siendo a3 = a3(L1, L2), la funcién definida en el Lema 3.4.

Como a3 — 0 cuando (L;, L;) — (0,0), es segura la existencia de algin 7 en tal
condicién.

Consideremos, ademds de la funcién a3 que ya mencionamos, las funciones a; = a;'L,)
y a2 = az(Ly,H1) definidas en el Lema 3.3, la funcién a4 = a4(Ly, B, B2) definida en el
Lema 3.4, las constantes

g, = max{a(L,): 0< L, <7}, (3.69)
az = max{a;(Ll, Lz) : 0 S L1 S n, 0 S L2 S 'f]} (370)
y las funciones
a(B1) = max{az(L1,4): 0< Ly < n}, (3.711)
a4(B1,B2) = max{as(L1,P1,B:2): 0< Ly <} (3.72)
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Supongamos que g; satisface globalmente (C5), que g, satisface globalmente (C6) y
que max(Ly,L;) < n. Sea F(k,w) = H(k)w + G(k,w) con G como en el Lema 3.4.
Entonces, el sistema discretizado asociado a Ly estd determinado por la ecuacién (3.65).
Veamos que el sistema discretizado satisface las hipdtesis de la Proposicién 3.2.

Consideremos

p(r) = (M + [TT||as)r + [[TT|as, (3.73)

claramente p es no decreciente y ||F(k,w)|| < p(||lw]]) Vk € Z* y Vw € Q.

Veamos que el sistema discretizado verifica (a) y (b) de la Proposicién 3.2 con la
funcién escalar V mencionada al principio de la demostracién. Como V verifica (a),
bastard probar que se verifica (b) con cierto R > 0.

Con tal fin, consideremos k € Z*, w € Q y 6 = (ti4y1 — tx). Entonces, de las
propiedades 2. y 3. de V resulta la desigualdad

V(k+1, F(k,w)) = V(k,w) < cal| H(k)w + F(k, w)|[|G(k, w)]| — eadillw]f?,
y, de ésto, la acotacién ||H(k)|| < M, (3.59), (3.68), (3.71) y (3.72), resulta
Vik + 1, F(k,w)) = V(k,w) < -ak(%nwu? — csllwl| = ce) (3.74)
con cs = 2¢4a3a4)|TT|| y cs = aZ||I1]].
Entonces, si consideramos R = 2(cs++/c2 + ¢cs), a partir de (3.74) se deduce facilmente
que
V(k+1, F(k,w)) — V(k,w) < —5k%|lw|l2 Vk € Z* y V|w|| > R,
con lo cual V verifica (b) y, en consecuencia, el sistema discretizado asociado a Xy verifica

las hipétesis de la Proposicién 3.2.
Entonces, por dicha proposicién,

W (tx, tro w)|| < max(R, Z—2I|w||) Ve > t, Yho € Zt yWw e Q,
V a

con R = max(R, p(R)).
Entonces, combinando esto ltimo con (3.55), (3.69) y (3.70) obtenemos

lw(t, tro, w)|| < max(by, pllw|| + b)) Vt > ty, Vko € Zt yYw € Q, (3.75)
con b]_ = 61R+§2, H = ﬁl\/gybz = @,.
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Por otra parte, invocando nuevamente la Proposicion 3.2, fijo a > 0, existe T =
T(a) > 0 tal que

Wtk tho, W)l S BVt >ty + T Vko € Z* yV||w|| < @,
con lo cual, teniendo nuevamente en cuenta (3.55), (3.69) y (3.70), resulta
|W(tk, tro, )|l < b1 YVt > th, + T Vo € Z yV|lu| < @

La demostracién del teorema concluye notando que tanto la continuidad de b, y b, respecto
de B; y B> como la validez del punto 1. de la tesis del teorema se deducen inmediatamente
de las mismas definiciones de £3; y (5.1

En lo que sigue consideraremos el caso en que (C5) y (C6) se verifican localmente.

Teorema 3.6 Sea Ly el sistema dindmico hibrido determinado por (3.19). Supongamos
que el origen de coordenadas de 2 es un punto de equilibrio EE del sistema dindmico
hibrido lineal ¥ g determinado por (3.1).

Entonces existen constantes positivas 7 y 1 y funciones continuas b; = b;(6, 52) > 0,
t = 1,2, que verifican lo siguiente.

1. by = 0y b, = 0 cuando (B, 52) — (0,0).

2. Para cada r > 0 existen c =¢(r) > 0 y #/ = /() > 0 tales que, si g; satisface (C5)
en K,, g; satisface (C6) en B, y, ademds, max(L,, L,) < 7y max(f;, B2) < 7, vale
lo siguiente:

(a) Si w(t,tg,w) es la trayectoria de £y que en el instante ¢, € II se inicia en
w € Q,

|w(t, te, w)|| < max(by, pl|lw|| +b2) Vt >t Vke Z yV|w| <c. (3.76)

(b) Para cada a € (0,c) existe T = T(a) > 0 tal que

[w(t, tk, )| < b1 V¢t +T Vk € ZF y V|w|| < a. (3.77)

Demostracién: Sean 7, py b;, 1 = 1,2 como en la tesis Teorema 3.5.
Parar > 0sean f =r/2,c= ﬁ y elijamos 7' > 0 con la siguiente propiedad:

max(8;,3:) <7 = b < %1’" y by < i—f.

La existencia de tal ' estd garantizada por el punto 1. del Teorema 3.5.
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Ahora vamos a demostrar que con tales constantes y funciones se verifica la tesis del
teorema.

Supongamos que g, satisface (C5) en K, que g, satisface (C6) en B,, que max(Ly, L,) <
7'y que max(fs, B2) <17

Sean x1 : R* x Q2 = Ry x2 :  — IR funciones de clase C*, tales que:
a) xi(z,€,z)=1len K5, 0<x1<len K%F - Kryxi(z,&,z) =0en R" x Q — Ka,;

2
b) xzslean,OszslenB%F—BFymEOenQ—B%f,

y consideremos §; = X191 ¥ §2 = X292- Entonces g, satisface globalmente (C5) con
constantes L; y ) y §» satisface globalmente (C6) con constantes L, y ;. Por lo tanto
el sistema £y determinado por la ecuacién (3.19) con §; en lugar de g; y g, en lugar de
g- verifica el punto 2. de la tesis del Teorema 3.5, es decir, si denotamos W(¢, ¢, w) a la
trayectoria de £ que en el instante ¢, € II se inicia en w, tenemos

(i)
|W(t, te, w)|| < max(by, pllw|| +b2) VE>t.VkeZ' yVYwe N (3.78)

y
(i1) para cada a > 0 existe T = T(a) > 0 tal que

|W(t, tr,w)|| <by VE2t+TVkeZ yVw| < e. (3.79)

Si demostramos que las trayectorias de £y que se inician en la bola B, coinciden con las
trayectorias de £ que se inician en la misma bola, tendremos demostrados (a) y (b) del
punto 2. de la tesis del teorema y con ello el teorema, ya que en ese caso valdrian (i) con
w en lugar de w y B, en lugar de Q y (ii) para o € (0,c) y w en lugar de w.

Fijemos k € Z* y w € B.. Sea w(t,t,w) = (z(t),z(t)). Entonces de (i) y de las
elecciones de ¢ y 7', resulta la acotacién

[W(t, te, )|l = |z(O)] +12()] < 5 VE 24,

N

y de ésta, la acotacién |z(t;)| + |z(t)| + |2(t)| < 7 Vt; >t y VE € [t;,t41)-
Entonces, de la definicién de solucién de ecuacién hibrida y de las condiciones que
satisfacen las funciones x;, i = 1,2, tenemos para t € [t;,¢j+1) que

.’It(t) = Gl(t’x(t)rz(tj))z(tj))+§l(trz(t))z(tj)az(tj))
Gl(t,a:(t),s:(tj), Z(tj)) + gl(t,:c(t),a:(tj), Z(tj))
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y Vt; >t que

z(tiv1) = Ga(4,z(t)), 2(85)) + 3207, z(¢5), 2(¢5))
= Ga(4,z(t;), 2(t5)) + 9204, (¢5), z(¢5)),

lo cual muestra que (z(t), 2(t)) es solucién de (3.19), que es lo que queriamos comprobar.
|

3.3.4 Robustez de la estabilidad exponencial en primera apro-
ximacién

Consideremos ademds de la ecuacién hibrida (3.34), la ecuacién hibrida perturbada

{ z(t) = filt,z(t),z(te), 2(t)) + g1 (8, z(t), z(tr), 2(tk)) t € [te, tesr) (3.80)
2(ter1) = fa(k,z(te), 2(tk)) + g2(k, z(tx), 2(te)) k € Z*F '

y supongamos, como hemos hecho habitualmente, que f; y g, satisfacen, ambas, las condi-
ciones (H1) y (H2). Al igual que en el caso de una ecuacién lineal perturbada, pensaremos
al sistema hibrido £y determinado por la ecuacién (3.80) como una perturbacién del sis-
tema nominal £ gy determinado por la ecuacién libre de perturbaciones (3.34).

Aplicando los resultados que obtuvimos sobre la robustez de la estabilidad exponencial
de sistemas hibridos lineales, mostraremos en lo inmediato que la estabilidad exponencial
en primera aproximacién también es robusta. Mds precisamente, demostraremos que la
estabilidad exponencial en primera aproximacién del sistema nominal gy, implica la
estabilidad exponencial del sistema perturbado ¥y cuando las perturbaciones son eva-
nescentes y suficientemente pequefias y la acotacién final uniforme de las trayectorias de
Ty cuando las perturbaciones son persistentes y suficientemente pequenas. En efecto, se
tienen los siguientes resultados.

Teorema 3.7 Sea Ly el sistema hibrido determinado por la ecuacién (3.80). Suponga-
mos que el sistema nominal Xy determinado por la ecuacién (3.34) es exponencialmente
estable en primera aproximacion.

Entonces existe una constante n > 0 que verifica lo siguiente. Si g; satisface (C1), g2
satisface (C2) y max(L,, L) < 7, entonces wy = 0 es un punto de equilibrio EE de Zy.

Demostracion: Sea Ygyp la linealizacién del sistema nominal £gn. Por hipétesis,
L yni es exponencialmente estable, las matrices jacobianas A(t), By (t) y Bi2(t) definidas
en (3.35) son uniformemente acotadas y

gl(t, .T,f, Z) = f]_(t,l',f, Z) - A(t)I - Bu(t)f - Blz(t)z
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satisface (C3) mientras que
§2(kiz! Z) = f2(k1$t Z) - B2l(t)x - BZ2(k)z

con By (k) y B2(k) las matrices jacobianas definidas en (3.36), satisface (C4).

Como el sistema Xyy satisface las condiciones del Teorema 3.1, existe n > 0 que
verifica la tesis de dicho teorema, es decir, para tal 7 vale lo siguiente: si el sistema
hibrido £ es una perturbacién de gy y las perturbaciones satisfacen las condiciones
(C1) y (C2), ambas con constantes menores que 7, X es exponencialmente estable.

Veremos que con tal 7 se verifica la tesis del teorema. Supongamos que g, satisface
(C1), que g, satisface (C2) y que max(L,,L;) = n* < n. La demostracién concluye si
probamos que £y es exponencialmente estable. Con tal fin comenzamos notando que Ly
puede pensarse como una perturbacién de Egy.. En efecto, la ecuacién (3.80) puede
escribirse en la forma (3.19) considerando en lugar de las perturbaciones g, y g, las
perturbaciones g, = G + 1 y §2 = G2 + g2. Por otra parte, por satisfacer § y g
respectivamente (C3) y (C4), resulta que g, satisface (C1) con constante L* = (n —n*)/2
y que g, satisface (C4) con la misma constante L*. Pero entonces § verifica (C1) con
constante L} = L; + L* < ny g, verifica (C2) con constante L; = L, + L* < 7, por lo
tanto, por la eleccién de i, £y resulta exponencialmente estable. I

Teorema 3.8 Sea Ly el sistema hibrido determinado por la ecuacién (3.80). Suponga-
mos que el sistema nominal £y determinado por la ecuacién (3.34) es exponencialmente
estable en primera aproximacion.

Entonces existen constantes positivas 7 y u y funciones continuas b; = b;(6y,82) > 0,
i = 1,2, que verifican lo siguiente.

1. bl -0 y b2 — 0 cuando (,Bl,ﬂg) — (0,0)

2. Para cada r > 0 existen ¢ = ¢(r) > 0 y = 7/(r) tales que, si g, satisface (C5) en
K., g> satisface (C6) en B, y, ademads, max(Ly, L,) < n y max(f,B:2) < 7', vale lo
siguiente:

(a) Siwi(t,ty,w) es la trayectoria de £y que en el instante t; se inicia en w € Q,

|w(t, tr, w)|| < max(by, pl|w|| +b2) VE>t,Vke€ ZT yV|w| <c (3.81)

(b) Para cada a € (0,c) existe T = T'(a) > 0 tal que

lw(t,te,w)| <by VE>te+TVk € ZV yV|ju| < a. (3.82)
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Demostraciéon: Con los mismos argumentos que empleamos en la prueba del Teorema
3.7, tenemos que Y gynr, la linealizacién del sistema nominal ¥ gy, se encuentra en las
condiciones del Teorema, 3.6 y por lo tanto existen n > 0 y funciones continuas b;, 2 = 1,2
que verifican la tesis de dicho teorema. Tomemos n* = /2. Afirmamos que la tesis del
teorema que queremos demostrar se verifica con tal »* y con las funciones b;, 1 = 1,2,
mencionadas. Como el punto 1. de la tesis se verifica automdticamente por la eleccién de
las b;, pasamos a demostrar el punto 2.

Sean g, y g» como en la demostracién del Teorema 3.7. Entonces, por hipdtesis, g
satisface (C3) y g. satisface (C4). En consecuencia es posible elegir 7 > 0 tal que g;
satisface (C1) en K con constante * y g, satisface (C2) en B; también con constante n*.

Fijemos r > 0 y sean ¢(r) y '(r) como en la tesis del Teorema 3.6. Sea r* = min(r, 7)
y consideremos ¢* = ¢*(r) = ¢(r*) y n* = 9*'(r) = 7/(r*). Vamos a demostrar que el
punto 2. de la tesis del teorema se cumple con ¢* en lugar de ¢ y n* en lugar de n'. En
efecto, supongamos que g, satisface (C5) en K, g, satisface (C6) en B,, max(L,, L;) < n*
y max(81, B2) < n*'. Entonces, como en la demostracién del Teorema 3.7, £y es una per-
turbacion del sistema X gxr con las perturbaciones §; = g, + g1 ¥ §2 = G2 + ¢g»- Ademds
& satisface (C1) en K,. con constantes L} y f; siendo L} = L; + 7n°, g satisface (C2)
en B,. con constantes Lj y B2 siendo Ly = L, + n*, max(Lj, L3) < 2n* = n y por dltimo
max(fi, B2) < n*' = 7/(r*). Entonces, valen (a) y (b) del punto 2. del Teorema 3.6, con c*
en lugar de c y con ello queda demostrado el punto 2. de la tesis, que es lo que queriamos
probar. §

Del teorema que recién demostramos se deduce inmediatamente que los sistemas ex-
ponencialmente estables en primera aproximacién poseen la siguiente propiedad, andloga
a la propiedad de estabilidad total o estabilidad respecto de perturbaciones persistentes
de los sistemas dindmicos determinados por ecuaciones diferenciales o en diferencias, (ver,
entre otros [26], [82], [41)).

Corolario 3.2 Sean Ty el sistema hibrido determinado por la ecuacién (3.80) y gy el
sistema hibrido determinado por la ecuacién (3.34). Supongamos que gy es exponen-
cialmente estable en primera aproximacién.

Entonces vale lo siguiente. Para cada ¢ > 0 existen dos nimeros positivos §; = é;(¢)
y 62 = §;(€) tales que si g; y g2 en (3.80) satisfacen

|gl(t)$)£) Z)I < 62 V(I,f,Z) € Ke

|g2(k1 z, Z)l

< 0, V(I,Z) € B,
te+1 — Lk
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entonces, w(-, tx,w), la trayectoria de g que en el instante ¢, se inicia en w, verifica la
desigualdad

lw(t,tr,w)|| <e  Vt>tVkeZ yV|w| < é.

3.4 Estabilizacion exponencial de sistemas no lineales
de control mediante controladores digitales

En esta seccion, basandonos en los resultados que obtuvimos en las secciones anteriores,
obtendremos algunos resultados sobre la estabilizacién exponencial de sistemas no lineales
de control en tiempo continuo mediante controladores digitales. Especificamente, estu-
diaremos en detalle el problema de la estabilizacién exponencial de una planta en tiempo
continuo mediante un controlador digital, considerando que ambos, la planta y el contro-
lador, son no lineales y tiempo invariantes, y que los conversores A/D y D/A a través
de los cuales se conectan la planta con el controlador operan con uno o mas periodos de
muestreo. También analizaremos el efecto que producen en el comportamiento del sistema
a lazo cerrado, la existencia de errores o perturbaciones en las entradas y salidas de la
planta y del controlador, como asi también la existencia de errores en los modelos de la
planta y del controlador. Dentro de este andlisis quedaran contempladas las cuantizacio-
nes producidas por los conversores A/D y D/A tanto en la entrada como en la salida del
controlador digital, ya que estas cuantizaciones pueden considerarse como perturbaciones
(ver, entre otros, [16] y [57]).
Consideremos el sistema de control en tiempo continuo:

a0 = fe),u)
P: {y(t) = h(a(t) (383)

donde para cada t € R*, z(t) € IR" es la variable de estado, u(t) € IR? es la variable
de control, y(t) € IRP es la variable de salida. Supondremos de aqui en adelante que
f : R* x RY — IR" es continua y localmente Lipschitz en la variable de estado z,
uniformemente en compactos de la variable de control u, y que h : IR® — IRP es continua.

También supondremos que f(0,0) = 0, es decir que el par £ = 0, u = 0, es un equilibrio
del sistema de control, que h(0) = 0 y que ambas, f y h son diferenciables en (0,0) y en
0, respectivamente.

Consideremos también el controlador digital

C: {z’”‘ = 9(z,w) (3.84)
Vp = r(zk,wk)

donde para cada k € Z*, z, € IR™, wi € IR® y vx € IR son, respectivamente, las variables
de estado, entrada y salida del controlador, g : R™ x IR* =+ R™ y r : R™ x IR* = IR".
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Supondremos de aqui en mds, que ¢(0,0) = 0, r(0,0) = 0 y que ambas, g y r, son
diferenciables en el origen.

Respecto de la forma en que la planta P se conecta con el controlador C, considera-
remos, como dijimos al principio, dos casos: a) los conversores A/D y D/A trabajan con
el mismo periodo de muestreo, b) los conversores A/D y D/A trabajan con méis de un
periodo de muestreo.

Por conveniencia, ya que seran empleadas en el andlisis de los casos mencionados,
introducimos la linealizacién de la planta P alrededor del par (0, 0),

[ #(t) = Az(t)+ Bu(t)
SRE 8

donde A = %ﬁ(O, 0), B = gu[(0,0) y C = 2(0), y la linealizacién del controlador C
alrededor del par (0, 0),

. 24l = DZk + Ewk
Cu: { v = Fz+ Guy (3.86)

donde D = 2(0,0), E = £(0,0), F = £(0,0) y G = £(0,0).
Tambén serd conveniente introducir la siguiente notacién: para 7 > 0, A € R"*" y
B € R™*9,

A, =et" y B,=/ e~ Bds, (3.87)
0

y recordar el criterio de “Kalman-Ho-Narendra” para la estabilizabilidad y detectabilidad
de sistemas de control lineal a datos muestreados (ver [72]):

Estabilizabilidad: El par (A., B,;) (T > 0) es estabilizable si (A, B) es estabilizable y
no existe un par de autovalores de A, A, u tales que A # p y para algin k € Z,
(A — p) = 2kmi.

Detectabilidad: El par (A,,C) (r > 0) es detectable si (A4, C) es detectable y no existe
un par de autovalores de A, A, i tales que A # p y paraalgink € Z, 1(A—p) = 2kmi.

3.4.1 Periodo de muestreo tinico

En primer témino estudiaremos el caso en que la interconexién entre el sistema de control
P y el controlador digital C se efectia a través de conversores A/D y D/A que operan
de la forma descripta en el apartado 2.3.1 del capitulo 2, seglin una tnica sucesién de
instantes de muestreo regular I1 = {t; = kéjs : k € Z*}, donde 63s > 0 es el periodo de
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muestreo. Por lo tanto, en este caso, el espacio de salidas de la planta debe coincidir con
el espacio de entradas del controlador, es decir p = s y el espacio de entradas de la planta
debe coincidir con el espacio de salidas del controlador, por lo tanto [ = g.

De acuerdo con lo desarrollado en el apartado que recién mencionamos, el sistema
a lazo cerrado que se obtiene al conectar P con C, y que denominaremos (P,C,dys), es
tiempo invariante y estd determinado por la ecuacién hibrida

{ z(t) = fi(z(t), z(te), z(t)) t € [tstesr)
z2(tey1) = fa(z(te), z2(te)) keZ*

con = R* x R™, fi : R* x Q - IR™ definida por fi(z,£,2z) = f(z,7(z,h(£))) ¥y
fa : @ = R™ definida por fo(z,z) = g(z, h(z)). Ademads, el origen de 2, wy = 0, es un
punto de equilibrio de (P, C, dxs).

(3.88)

Definicion 3.5 El controlador digital C estabiliza exponencialmente la planta P con
periodo de muestreo d,s si wp = 0 es un punto de equilibrio exponencialmente estable del
sistema a lazo cerrado (P,C,dy).

Teniendo en cuenta que

3f1 % afl

Lo=1 Fo=8cc Fi0-5r
¥ que
0f2 v _ 0f2 ;v _
L0)=BC 2(0)=D,

como consecuencia inmediata del Teorema 3.4 tenemos que el controlador digital C esta-
biliza exponencialmente la planta P con periodo de muestreo 4, si y sélo si la matriz

_ A5M+BJMGC BJMF

H= fiva s (3.89)

es estable en el sentido de Schur.

Por otra parte, si consideramos la interconexién de P, con Cr, un simple calculo mues-
tra que el sistema lineal a lazo cerrado (Pr,Cyr,8yr) estd determinado por la linealizacién
de la ecuacién (3.88), con lo cual (Pr,Cpr,ds) resulta ser la linealizacién de (P,C,dy)
alrededor del origen. Por lo tanto, C estabiliza exponencialmente la planta P con periodo
de muestreo &, si y sélo si C estabiliza exponencialmente la planta P con periodo de
muestreo .
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Consideremos ahora la §s-discretizacién de la planta linealizada Py,

= A;,zr+ B;s, u
P&M: $k+l dp Lk Om Yk 390
£ { v = Cmi (3.90)

que es el sistema de control en tiempo discreto que describe la evolucién de los estados
de P, en los instantes de muestreo ¢, = ké,s, cuando la entrada de P es constante entre
instantes sucesivos de muestreo, es decir, si en el instante ¢; el estado de la planta P, es
z(tx) = zx y en el intervalo (¢, te41) la entrada de la planta Py es constante e igual a u,
el estado de la planta P, en el instante x4y es T(tey1) = Te41 = Asy Tk + Bsy uk. (ver
[72])

Entonces, si consideramos la interconexién de P con C, obtenida al considerar wy =
Yr Y Uk = U, resulta que el sistema a lazo cerrado resultante tiene por matriz de transicién
a la matriz H. Por lo tanto la matriz H es de Schur si y sélo si C estabiliza PiM.

De lo discutido hasta aqui se desprende la validez del siguiente teorema.

Teorema 3.9 Sea 6y > 0 un periodo de muestreo. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

1. El controlador digital C estabiliza exponencialmente la planta P con periodo de
muestreo 6.

2. El controlador digital lineal C; estabiliza exponencialmente la planta lineal P, con
periodo de muestreo ds.

3. La matriz H definida en (3.89) es estable en el sentido de Schur.

4. El controlador digital lineal C,, estabiliza exponencialmente la planta lineal en tiem-
po discreto PM.

Observamos que a partir de la equivalencia 1. < 2. del teorema recién establecido, se
deduce la siguiente condicién necesaria para la existencia de un controlador digital C que
estabilice exponencialmente la planta P con periodo de muestreo 4.

Teorema 3.10 Supongamos que la planta P es estabilizada exponencialmente por el
controlador digital C con periodo de muestreo ,s > 0. Entonces la planta linealizada P,
es estabilizable y detectable.

Demostracién: En primer lugar demostraremos que el sistema lineal Py, es estabilizable.
Para ello emplearemos la siguiente caracterizacién de la propiedad de estabilizabilidad (ver

[72]).
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El sistema lineal P, es estabilizable si y sélo si para cada o € IR™ existe un control a
lazo abierto u : [0, +00) — IRY tal que, si z(-) es la trayectoria del sistema P, correspon-
diente al control u(-) y a la condicién inicial zy, £(t) — 0 cuando t — +oo0.

Sea o € IR"™ y sea (z(t), 2(t)) la trayectoria del sistema a lazo cerrado (Pp,Cr, )
que verifica la condicién inicial (z(0), z(0)) = (zo,0). Entonces z(t) — 0 si t — +o00,
pues, por el Teorema 3.9, el controlador digital C, estabiliza exponencialmente P, con
periodo de muestreo ;. Como por otra parte z(t) es la trayectoria de Py, correspondiente
al control a lazo abierto u(-) definido mediante la igualdad u(t) = Fz(tx) + GCz(tx)
Vt € [tk,tk+1), ¥ 2 la condicidn inicial zo, la cual es arbitraria, concluimos que el sistema
P_ es estabilizable.

Vamos a probar ahora la detectabilidad de P;. Sea S el subespacio no observable de
P.. Entonces AS C Sy S C Ker(C) = {z € R*: Cz = 0}. La detectabilidad de P,
quedard establecida si demostramos que A|s es Hurwitz, o, equivalentemente, si probamos
que para cada 7o € S, eAtzg — 0 cuando t — +o0.

Sea 7o € S. Entonces, una vez que se tiene en cuenta que Ce4tzy = 0 para todo ¢ > 0,
es facil verificar que (z(t), z(t)) = (e#'zo,0) es la trayectoria del sistema (P, Cr,8x) que
en el instante t = 0 se inicia en (zp,0). Por lo tanto e#*zg — 0 cuando t — 400 y la
detectabilidad de P, queda demostrada. §

Basandonos en el criterio de Kalman-Ho-Narendra para la estabilizabilidad o detec-
tabilidad de la d-discretizacién de una planta lineal, y en la equivalencia 1. & 4. del
Teorema 3.9, establecemos la siguientes condiciones suficientes para la existencia de un
controlador C que estabilice P con periodo de muestreo §,s.

Teorema 3.11 Sea 6§, > 0. Supongamos que Py es estabilizable, detectable y que no
existe un par de autovalores de A, p y A, tales que p # Ay dpr(p — A) = 2kmi para algiin
kel

Entonces existe un controlador digital C que estabiliza exponencialmente P con periodo
de muestreo 6.

Demostraciéon: Si P, satisface las hipétesis, por el criterio de Kalman-Ho-Narendra,
P}f‘“ es estabilizable y detectable. Por lo tanto, existen matrices D, FE, F' y G, tales que
el controlador digital lineal C;, definido en (3.86), estabiliza exponencialmente Pﬁ"’ . Pero
entonces, por el Teorema 3.9, el mismo controlador estabiliza exponencialmente la planta
P con periodo de muestreo dus .8

Los resultados que hemos presentado hasta aqui respecto de la estabilizacién de plantas
en tiempo continuo mediante controladores digitales, s6lo son validos en el caso “ideal”, es

decir, en el caso en el que el modelo matematico de la planta P es perfectamente conocido,
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las sefales de entrada y de salida, tanto de la planta como del controlador, estn libres de
perturbaciones, no existen errores de medicidn, los conversores A/D y D/A son ideales y
por lo tanto las sefiales no son cuantizadas, no se cometen errores al efectuar los computos
necesarios para calcular la salida del controlador, etc. Una forma de tener en cuenta en
el andlisis del comportamiento del sistema a lazo cerrado planta-controlador los items
que hemos mencionado, y, por lo tanto, efectuar un andlisis mds realista, consiste en
considerar que las entradas y salidas, tanto de P como de C, se encuentran afectadas por
perturbaciones aditivas al igual que los modelos matematicos que describen la planta y el
controlador. Mas precisamente, consideremos en lugar de P, la planta perturbada,

a0 = F),u) +m)
P {y(t) = h(z(t) ' (3.91)

en lugar del controlador digital C, el controlador perturbado

- zee1 = g(2k, W) + M2y (3.92)
’ vy = 7(2k, w) .

con g y r continuas y supongamos que las entradas de P’ y de C’ estdn afectadas por
perturbaciones, es decir, que la k-ésima entrada al controlador perturbado C' es

we = Y(tx) + M (3.93)
y que la entrada a la planta perturbada P’ durante el intervalo (¢, te41) €s
u(t) = v + 74(2). (3.94)

No consideraremos explicitamente el error en el modelado de la funcién de salida h,
ni los errores o perturbaciones que afectan la salida de la planta, ya que en el anilisis
del sistema a lazo cerrado, éstos pueden considerarse parte de la perturbacién 7;, que
afecta la entrada del controlador. Por razones similares a las recién expuestas, tampoco
consideraremos explicitamente los errores en el modelado de r ni la existencia de errores
o perturbaciones en la salida del controlador.

De aqui en mds suponemos que las perturbaciones son desconocidas pero acotadas,
con cotas que conocemos. En otras palabras, suponemos el conocimiento de nimeros
e;>0,i=1,...,4, tales que | ()] < e1 VE >0, |mo| < €2 Vk € ZY, |ms,| < e3 Vk € ZT
¥ |na(t)] < eq V¢t > 0. También suponemos, por razones técnicas, que 7;,(-) y n4(-) son
funciones medibles en el sentido de Lebesgue.

En lo inmediato, basados en los resultados obtenidos sobre la robustez de la estabilidad
exponencial en primera aproximacién, demostraremos que si el controlador C estabiliza
exponencialmente la planta P con periodo de muestreo d)s, y la magnitud de las per-
turbaciones no supera una determinada cota, las trayectorias del sistema a lazo cerrado
(P',C’', 85) son uniformemente finalmente acotadas y, ademas, el error final tiende a cero
si las cotas de las perturbaciones tienden a cero.
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Teorema 3.12 Supongamos que el controlador digital C estabiliza exponencialmente la
planta P con periodo de muestreo dy;.

Entonces existen constantes positivas e*, u* y c*, y dos funciones continuas de clase K,
pi - [0,n°) = R*, i = 1,2, tales que vale lo siguiente. Si max;=;, 4€; = e < e* entonces

1. Si w(t,tx,, w) es la trayectoria del sistema a lazo cerrado (P',C’,d5) que se inicia
en w € §2 en el instante i, = kodp,

Iw(t, tho, )l < max(py(e), ullwll + p2(e)) Yt > ty, Yk € Z* y V|Jw]| < c”. (3.95)

2. Para cada a € (0,c") existe T = T(a) tal que

|w(t, teg, W)l < pr(e) VYt >ty +T Yko € ZF y V|| £ . (3.96)

Demostracién: En primer lugar probaremos el teorema suponiendo que las fuciones f,
g y 7 son uniformemente continuas en sus dominios de definicién.

Sea w(t, ty,, w) = w(t) = (z(t), z(t)) la trayectoria del sistema a lazo cerrado (P’,C’, 8 )
que se inicia en w = (z,z) € Q en el instante t;,. Entonces, teniendo en cuenta las ecua-
ciones (3.91)-(3.94), (z(t), z(t)) satisface la ecuacién hibrida

{ £(t) = f(z(t),r(z(t), h(z(te)) + n3e) + 1a(t)) + m(t) t € [ti, tiss)
z(tesr) = g(z(tk),7(2(t), h(z(te)) + Map)) + 2, k€ ZY

la cual puede escribirse en la forma

(t) Filz(t), z(te), 2(t)) +n(t) ¢ € [te,trsn)
{Z(tk+1) fo(z(te), z(t)) + v(k) keZ* o, (3.97)

con fi(z,€,2) = f(z,7(2, h(£))), fa(z,2) = 9(z, h(z)),

n(t) = f(z(t),r(z(te), h(z(tk)) + m3i) + na(t)) + m(2)
—f(z(t),r(2(te), h(z(te)))  t € [tr, tisr) (3.98)

v(k) = g(z(t), 7(2(te), R(z(tk)) + Msx)) + M2k — 9(2(te), 7 (2(t), h(2(8))).  (3.99)

De la continuidad uniforme de f, g y 7 en sus respectivos dominios de definicidn, se deduce
ficilmente la existencia de una funcién p de clase K que verifica lo siguiente: si w(-) estd
definida en el intervalo [tx,,t'), entonces

In(t)] < ple) Vi€ [teo,t') ¥y [v(k)| < ple) ik, <t <t
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Como por hipétesis C estabiliza exponencialmente a P con periodo de muestreo 8y, el
sistema a lazo cerrado (P,C, ), cuya ecuacién es (3.88), es exponencialmente estable y,
a fortiriori, es exponencialmente estable en primera aproximacién; por lo tanto, (P, C, d)
verifica las hipétesis del Teorema 3.8. Sean 7, g, by, b2, ¢, 7' y T como en la tesis de dicho
teorema.

Consideremos r* > 0 arbitrario. Elijamos e* > 0 tal que p(e*) < 7'(r*) y definamos
para r € [0, ¢e*],

p1(r) = max{b;(r;,72) : 0< 7 <p(r), 0 < < p(r)}

p2(r) = max{by(r1,m2) : 0 <7 < p(r), 0 <rp < p(r)}

Es claro que tanto py como p; son continuas, no decrecientes y nulas en el origen.
Supongamos, sin perder generalidad, que ademas son estrictamente crecientes, y por lo
tanto de clase K. (Caso contrario se reemplazan por funciones de clase K que las acoten
superiormente). Por iltimo, sea ¢* = ¢(r*).

Afirmamos que con tales c*, e*, u, T, p; y p2 se verifican los items 1. y 2. de la tesis
del teorema que queremos demostrar.

En efecto, si max;=;, . 4(e;) = e < €*, w(t) satisface la ecuacién perturbada (3.97) con
In(¢)] < Ale) < ple*) < 7'(r*) y |v| < ple) < p(e”) < 7'(r*), entonces por el punto 2.(a)
de la tesis del Teorema 3.8, si ||w|| < ¢*, w(-) estd definida en (tx,, +00) y

o)l < max(bi(a(e), Ae)), ullwll + ba((e), Ae))
< max(py(e), ulwll + pale) VE 2 .

Ademds, si ||w|| < a < ¢*, por el punto 2. (b) del teorema citado, resulta
lw(ll < pr(e) VE 2k, + T(a).
_ Ahora deduciremos el caso general. Para ¥ > 0 arbitrario, consideremos funciones
f R*"xRI >R g:IR" xR - R™y7:IR™ x IRP — IR?, uniformente continuas y
tales que:
a) f(z,u) = f(z,u) Viz| < Ty Vju| < 7,
b) g9(z,w) = §(z,w) y r(2,w) = 7(z,w) V|z| < 7y V|w| < 7.

Por ejemplo, puede considerarse, f = xf, con x de clase C* tal que x = 1 en B; x B;
y x = 0 fuera de Bos X Bss, y, en forma similar, §y 7.
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Consideremos la planta P y la planta perturbada P’ que se obtienen reemplazando f
por f en las ecuaciones de P y P', y el controlador C y el controlador perturbado ' que
se obtienen reemplazando g y r por, respectivamente, § y ¥ en las ecuaciones de C y C’.
Denominemos W (¢, ti,,w) a la trayectoria del sistema a lazo cerrado (?',C’, JM) que en el
instante ¢y, se inicia en w. Entonces, como C estabiliza exponencialmente P con perfodo
de muestreo d,s, existen e*, u*, c*, T, p; y p2 para los cuales los puntos 1. y 2. de la tesis
del teorema se verifican con w(t, tko,w) en lugar de w(t, ty,, w).

Sean0<c** <c*,0<e”<e'y0<ry<T tales que:

i) pr(e™) < 7o;

i) ¢** + pa(e™) < 7;

iii) max{|h(z)|: |z| < o} + e =1 < F;

iv) max{|F(z,w)|: |z| <7, |w| <} +e” < T

Ahora vamos a demostrar la tesis del teorema con P y C. Consideremos los mismos
p*, T, pry p2 que para P y C, y c** en lugar de ¢* y e** en lugar de e”.

Es claro que los puntos 1. y 2. de la tesis del teorema se veran satisfechos si mostramos
que w(-,t,,w) coincide con W(-, ¢k, w) si las cotas para las perturbaciones satisfacen
e<e”y||w|l <c.

Supongamos entonces € < e**, |lw|| < ¢** y denotemos W(t, tx,, w) = @(t) = (Z(t), Z(t)).
Entonces,

1Z(£)] + 12(t)] = ll@(t)]| < max(py(&), p*llwl| + p2(8)) S 70 < 7,

pues € < e** < e*, |lw|| < ¢** < ¢* y valen i) y ii). En consecuencia, para todo t > t,,
IZ(t)| < ro < 7y |Z(t)] < ro < 7. De la acotacién obtenida para |Z(t)| y iii), resulta
lwi| = |h(Z(t)) + ma| < 71 < 7; entonces de ésta dltima acotacion, la acotacion obtenida
para |z(t)| y iv), resulta que en el intervalo [tg, tx+1), |u(t)| = |F(Z(t), wk) + na(t)] < 7y,
por lo tanto, en el mismo intervalo, u(t) = r(Z(t),wx) + na(t). Luego, en [tg,tx+1), Z(*)
satisface la ecuacién diferencial

z(t) = f(@(t),u(®) +m(t)
= f(&(t),u(t)) +m(t)
= f(Z(),7(Z(), h(Z(2)) + m3i) + Ma(t)) +m(t)

y, para k > ko, z(-) satisface la ecuacién en diferencias

L1}

Z(tks1) = g(2(tk), wi) + M2
= g(Z(tx), wk) + My
= g(2(te), M(Z()) + M) + M2x,
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con lo cual W(-,k,,w) es la trayectoria del sistema a lazo cerrado (P’,C’,dx) que en el
instante t, se inicia en w, que es lo que queriamos probar. I

Observacién 3.7 Los resultados sobre el problema de estabilizacién exponencial me-
diante controladores digitales que presentamos en los Teoremas 3.9, 3.10 y 3.11, fueron
demostrados en nuestro trabajo [50], suponiendo que las funciones que intervienen en la
descripcién del controlador son continuas.

Un ejemplo

Para ilustrar los resultados obtenidos, consideraremos como ejemplo la interconexién
de dos redes neuronales de Hopfield, la primera en tiempo continuo y la segunda en tiempo
discreto.

Consideremos el sistema de control no lineal afin descripto por las ecuaciones

i?l (t) = -I (t) + ta.nh(au:t:l (t) + Q1229 (t))
P: ¢ 12(t) = —z2(t) + tanh(az z) () + a2z (t) + u(t)) (3.100)
y(t) = =.(t)

Estas ecuaciones describen la evolucién de una red neuronal continua compuesta de dos
neuronas, cuyos estados son ; y T2 y cuyos pesos sindpticos son a;j, 7,7 = 1,2 ([28]).
Consideremos también el sistema en tiempo discreto descripto por las ecuaciones

g1 = tanh(b1121k + biozop + dlwk)
C: 241 = tanh(bzlzlk + bggsz + dz’wk) (3101)
v = dyzg

las cuales describen la evolucién de una red neuronal discreta de dos neuronas cuyos
estados son z; y z;, y cuyos pesos sindpticos son b, 2,5 = 1,2 ([28]).

Por 1ltimo, suponemos que u y w pueden ser manipuladas con el objeto de alterar la
topologia de la red.

Estos modelos son simplificaciones de redes continuas (discretas) mds complejas donde
un cierto grupo de nueuronas ocultas, representadas aqui mediante z, (23), modifican los
puntos de equilibrio de la red completa, forzando el recuerdo de memorias diferentes de
las usuales (ver [12]).

El sistema resultante de la interconexién de P con C via u(t) = v, kdpyr =t < t <
(k +1)éa = tr41, ¥ vk = y(tx), modela la inhibicién de ciertos recuerdos de la “mente
conciente” (P) mediante el “controlador de pensamientos” (C), el cual altera los puntos
de equilibrio de P de acuerdo a la actividad “consciente” (representada por y(t)) y a sus
propios parametros.

Para este modelo simplificado suponemos que los pesos sindpticos de la red P son
conocidos, pues ellos son determinados por las memorias que la red es capaz de recordar
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([28], [27]) ¥ que tenemos dados los pesos sinapticos y el coeficiente d3 del controlador C.
Entonces el problema que planteamos consiste en encontrar, si ello es posible, valores de
los pesos d; y d, para que C estabilice exponencialmente a P con periodo de muestreo d,y.
Supongamos los pesos sindpticos de las redes son: a;; = —10.8, a12 = a3 = 5.33,
ag2 = —1.83 y by; = 0.125, by = by = —0.3, byy = 0.0625, y el coeficiente correspondiente
a la salida de C, d3 = 0.8.
Con estos valores tenemos que la linealizacién de la planta P alrededor del origen es

£i71 (t) = —11821(t) + 533l‘2(t)
P:{ 2o(t) = 5.33zy(t) — 2.83z(t) + u(t) (3.102)
y(t) = =)

que es controlable y observable, y por lo tanto estabilizable y detectable. Ademas, los
autovalores de la matriz
A= [ -118 5.35 ]

5.35 —2.83

son A\, = —14.281 y A, = 0.35. Entonces, de acuerdo con el Teorema 3.11, para cualquier
periodo de muestreo &, existe un controlador digital que estabiliza exponencialmente a
P.

Por supuesto, este resultado no garantiza para el problema que hemos planteado la
existencia para un periodo de muestreo arbitrario 8, de un controlador que, con la
arquitectura impuesta a C, estabilice exponencialmente a P.

Tomemos dp; = 1. Para tal periodo de muestreo H en (3.89) resulta

0.125 0.2698 0.2369 0

[ — | 0:2698 05797 0.5650 0
d, 0 0125 -03

dy 0 -0.3 0.0625

Entonces, nuestro problema quedara resuelto, de acuerdo con el Teorema 3.9, si encontra-
mos valores de las constantes d; y d; tales que H resulte estable en el sentido de Schur;
por ejemplo con d; = 0.5 y d; = —0.4 los autovalores de H resultan 0.9338, 0.0582, 0.1134

y —0.2132.
En las siguientes figuras se muestran dos simulaciones del comportamiento del sistema
interconectado, considerando las condiciones iniciales z,(0) = —3, z,(0) = 1.5, z,(0) = 2

y z2(0) = —4 y los pesos para el controlador: d; = 0.5y dy = —0.4.

En la primera de ellas no se consideraron ni perturbaciones en los modelos de la planta
y del controlador, ni errores en los actuadores y en las mediciones de la salida y(t).

La figura 3.1 muestra la evolucién de las variables de estado z; y z, de la red neural
en tiempo continuo, mientra que en la figura 3.2 muestra el comportamiento de las va-
riables de estado z; y z; del controlador. Como puede apreciarse, las figuras muestran la
estabilidad del sistema, a lazo cerrado predicha.
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Figura 3.1: Evolucién de los estados de la red en tiempo continuo

En la segunda simulacién consideramos a la planta P afectada por una perturbacién
aleatoria aditiva m (t) = (m11(t), m2(t)), con m;(t) uniformemente distribuida en [—0.1,0.1]
para j = 1,2, al controlador C afectado por otra perturbacién aleatoria aditiva 7, =
(M21g> Te2x) con my;(t) uniformemente distribuida en [-0.2,0.2] para 5 = 1,2, un error
aleatorio 73, en la medicién de la salida y(t) en el instante ¢;, uniformemente distribuido
en el intervalo [—0.2,0.2], con lo cual wx = y(tk) + m3; ¥, por iltimo, un error aleatorio
n4(t) en la entrada de la planta, uniformemente distribuido en [—0.1,0.1}, con lo cual
u(t) = v +ma(t) sit € [k, k+1).

La figura 3.3 muestra la evolucién de las variables de estado z; y z, de la red ncural
en tiempo continuo perturbada, mientra que en la figura 3.4 muestra el comportamiento
de las variables de estado z; y 2, del controlador perturbado. Como puede apreciarse, las
figuras muestran la acotacién final del sistema a lazo cerrado.

3.4.2 Miuiltiples periodos de muestreo

Consideraremos ahora el caso en el que el periodo (o los periodos) con que se muestrean
las salidas de P es distinto al periodo (o los periodos) con que se muestrea la salida de
C. Mas precisamente, consideraremos que la conexién entre la planta y el controlador se
efectiia de una de las dos formas descriptas en el apartado 2.3.2 del capitulo 2. En primer
lugar trataremos el caso en que la salida del controlador se muestrea con mayor frecuencia
que la salida de la planta (Caso II.1 del apartado 2.3.2); el caso en que las salidas de la
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Figura 3.2: Evolucién de los estados de la red en tiempo discreto

planta se muestrean con mayor frecuencia que la salida del controlador serd tratado en
tiltimo término (Caso II.2 del apartado 2.3.2).

1. La salida de C se muestrea con mayor frecuencia que la salida de P

Consideremos la planta P descripta en (3.83), el controlador digital C descripto en (3.84)
y supongamos que la interconexién se efectia como en el Caso II.1 del apartado 2.3.2. Por
lo tanto las salidas de la planta y del controlador se muestrean regularmente con periodos
de muestreo d; para la primera y 4, para la segunda, y 4; es un multiplo entero de §,,
esto es, 0; = Nd, con N € IN. Recordemos que en este caso, para que la conexién entre
P y C pueda efectuarse en esta forma, el espacio de entradas de C debe coincidir con el
espacio de salidas de P, es decir, p = s, y el espacio de salidas del controlador digital
debe ser el producto cartesiano de N copias del espacio de entradas de la planta, y, por
lo tanto, identificando (IR9)N = IR™9, Nq = l. Por conveniencia particionamos la funcién
de salidade C, 7 : R™ x R? — IR' en la forma r = (ry,...,7y) con r; : R™ x R? — IR,
1=1,...,N.

De acuerdo con lo desarrollado en el Caso II.1 del apartado del capitulo 2 que ya
mencionamos, el sistema a lazo cerrado que obtenemos al interconectar de esta forma P
con C, y que denominaremos (P, C, é;,d2) o més brevemente (P, C) cuando no haya peligro
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Figura 3.3: Evolucién de los estados de la red en tiempo continuo con perturbaciones

de confusidn, estd determinado por la ecuacién hibrida tiempo-invariante,

£(t) = fi(t,z(t),z(te), 2(te)) t € [tr,tes1)
{z(tlc+l) = fz(z(tk),z(tk;) IckeZ+ Fe (3.103)

conll={ty=kéy: k€Z'},Q=R*"xR"y fy : R*xR*xQ > R"y f,: @ = R™
definidas como sigue:

o fi(t,z,€,2) = f(z,r:(2,h(£))) sit € [tp + (1 — 1)d2, 8 + 282), i =1,...,N;
o fo(z, z) = g(z, h(z)).

Notamos ademds que el origen de §2, wy = 0, es un punto de equilibrio de éste sistema.
La siguiente definicién es andloga a la que introdujimos en el caso anterior.

Definicion 3.6 El controlador digital C estabiliza exponencialmente P con periodos de
muestreo (4;, d) si el origen es un punto de equilibrio exponencialmente estable del sistema
a lazo cerrado (P,C, 4, 42).

Al igual que en el caso en que se emplea el mismo periodo de muestreo para muestrear
las salidas de la planta y del controlador, que es un caso particular de éste si se considera
0, = 0 = du, daremos condiciones necesarias y suficientes para que el controlador C
estabilice exponencialmente la planta P con periodos de muestreo (4;, §2), en términos de
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Figura 3.4: Evolucién de los estados de la red en tiempo discreto con perturbaciones

la estabilidad Schur de cierta matriz; también daremos algunas condiciones para que la
planta P admita un estabilizador exponencial digital para un determinado par de periodos
de muestreo (41, 4,). Por ultimo analizaremos el caso en que las salidas y entradas de los
sistemas estan afectadas por errores.

Consideremos la linealizacién de la planta P alrededor del par (0,0), P, dada por la
ecuacién (3.85) y la linealizacién del controlador C, también alrededor del origen (0, 0),
Cr, dada por la ecuacién (3.86). Teniendo en cuenta la particién r = (ry,...,7x), las
matrices F y G que aparecen en (3.86) pueden escribirse en la forma F = [Fy,..., Fy]
con F; = %’;(0,0) € R™*™ y G =[Gy,...,Gn| con G; = %(0, 0) € RI*P,

Entonces, la ecuacién de la linealizacién del sistema a lazo cerrado (P,C) resulta

{ (t) = Az(t) + Buz(te) + Bi2(t)z(tx)) t € [tr, tes1)
Z(tk+1) = B21I(tk)+Bzgz(tk)) ty € I1

(3.104)
con B21 = EC, Bzz =D Yy Blz(t) y Blz(t) tales que

e By (t) = BG,CVt € [ty + (i — 1)dp, 8, + i2),1=1,...,N,y

o Blg(t) = BE Vt S [tk+(1,— 1)52,tk+152),2= 1,...,N.

Como (3.104) también es la ecuacién del sistema a lazo cerrado (Pr,Cr,01,82) y f1
y fo satisfacen, respectivamente, las condiciones (C3) y (C4), aplicando el Teorema 3.3
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resulta que C estabiliza exponencialmente P con periodos de muestreo (4, ;) si y sélo si
C. estabiliza exponencialmente P, con periodos de muestreo (6;,4;).

Por otra parte, el sistema a lazo cerrado (P, C) ademas de lineal es tiempo invariante,
con lo cual su discretizacidn estd determinada por una ecuacién en diferencias de la forma

w(tet1) = Hw(ty)

con H € R™+m™)*(»+m)  Entonces, por el Corolario 3.1, resulta que (Pr,CL) es exponen-
cialmente estable si y sélo si la matriz H es estable en el sentido de Schur.

Para continuar con el andlisis es conveniente introducir el siguiente sistema de control
lineal en tiempo discreto, '

A R (3.105)

donde z, € R", Uy = (ugy, Uk, Ukn) CON ux; € RY, ¢ =1,...,N, y» € RP y
Bs, 5, € IR™ N9 es la matriz en bloques

—[4N-1 N-2
351;62 - [A62 Bsz AJ, Bé'z) ceny BJz]a
y tener en cuenta la siguiente:

Observacién 3.8 Si en el instante ¢, el estado de la planta Py es z(t,) = z; y en el
intervalo [tk, te+1), u(t) es tal que

u(t) =u; VLE [tk + (Z - 1)52,tk + 2.(52), i=1,...,N,
entonces en el instante tx4, el estado de la planta z(tx41) = Zg4y €5
Tiy1 = As Tk + Bs, 5,Us.

Ahora estamos en condiciones de calcular la matriz H cuyas propiedades de estabi-
lidad determinan la estabilidad exponencial de la interconexién (Pr,CL) y por ende la
estabilidad exponencial de (P,C).

Fijemos w = (z,2) € Q y sea w(t,0,w) = (z(t), 2(t)) la trayectoria de (P.,C.) que se
inicia en w en el instante ¢ = 0. Entonces (z(t,), 2(t1)) = Hw. Por otra parte, z(t) es la
trayectoria del sistema de control P, correspondiente a la condicién inicial z(0) = z y al
control u(t) definido en el intervalo [0,¢,) de la siguiente manera:

u(t) =vo; = Fiz+ GiCz =wuy; Vte€[(i—1)8,10),i=1,...,N.
Por lo tanto, si Up = (uoy,--.,U%on), POr la Observacién 3.8, tenemos que

z(t1) = A5, + Bs, 5,Uo,
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y, como Uy = Fz + GCz, resulta
z(t,) = (As, + By, 5,GC)z + By, 4, F z.
Entonces, teniendo en cuenta que de la ecuacién (3.103) resulta
2(t) = ECz + Dz,
obtenemos la siguiente expresién de H,

(A6| + BJ[,JQGC) Bgl‘azF

H = EC D

(3.106)

Por otra parte, H es la matriz del sistema lineal que se obtiene al conectar 'Pﬁ"‘s’ con Cp

considerando U = v y wy = yi, con lo cual H es estable en el sentido de Schur si y sélo
si el controlador Cy, estabiliza la planta P,
El siguiente teorema resume los resultados obtenidos en el andlisis precedente.

Teorema 3.13 Sea (6;,0,) un par de periodos de muestreo con §; > 0y &, = N§; con
Ne .
Entonces las siguientes afirmaciones resultan equivalentes.

1. C estabiliza exponencialmente P con periodos de muestreo (4, d,).
2. C. estabiliza exponencialmente P, con periodos de muestreo (6, dz).
3. La matriz H definida en (3.106) es estable en el sentido de Schur.

4. Cp estabiliza Po1%

Al igual que en el caso tratado anteriormente, es posible enunciar condiciones tanto
necesarias como suficientes para la existencia de un controlador digital que estabilice la
planta P para un determinado par de periodos de muestreo (4, d2).

En efecto, supongamos la existencia de un controlador digital C tal que (P,C, d;,4,) es
exponencialmente estable. Entonces, de la equivalencia 1. & 2., resulta que C estabiliza
exponencialmente P, con periodos de muestreo (é,,8.) y, a posteriori, con demostra-
cién similar a la dada para el Teorema 3.10, deducimos que la planta linealizada P, es
estabilizable y detectable.

Respecto de la existencia de un controlador que estabilice exponencialmente la planta
con periodos de muestreo (6,, d,), ésta quedara garantizada si el sistema de control lineal
en tiempo discreto PZ‘ %2 o5 estabilizable y detectable, ya que en ese caso existird un con-
trolador lineal C que estabilice 73,{"62, que a la vez, por la equivalencia 1. & 4., estabilizard
P con periodos de muestreo (4,,d2). Por lo tanto, de esta discusién se desprende que dar
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condiciones suficientes para la existencia de un controlador que estabilice P con periodos
de muestreo (4;,4,) es equivalente a dar condiciones suficientes para la estabilizabilidad
y detectabilidad de ’P,{‘ oz que es lo que haremos a continuacidn.

Por un lado tenemos que una condicién suficiente para la detectabilidad del par
(As,, C) es, por el criterio de Kalman-Ho-Narendra, la siguiente:
(A, C) es detectable y no existe un par de autovalores de A, A y u, tales que A # u y
01 (A — p) = 2kmi para algin k € Z.

Por otra parte, teniendo en cuenta la siguiente:

Observacién 3.9 El par (A, Bs, 5,) es estabilizable si (Ag,, Bs,) es estabilizable.
La validez de esta afirmacién es consecuencia directa del siguiente hecho:
Si consideramos el sistema de control en tiempo discreto

Tgy1 = Ag,.‘rk + Bazuk,

entonces {Z; = zyx} es la trayectoria del sistema de control ’P,{""’ correspondiente al
control {Ux = (unk, UNk+1,-- -, UNk+N-1)} Y 12 condicién inicial Ty = zo;

y de la siguiente caracterizacién de estabilizabilidad (ver [72]):

El sistema de control en tiempo discreto zx41 = Az, + Bu, es estabilizable si y sélo si
para cada condicién inicial zo existe un control {u;} tal que la trayectoria del sistema
{zx} correspondiente a tal control y tal condicién inicial satisface: zy — 0 si k — +o0.

Entonces, también por aplicacién del criterio de Kalman-Ho-Narendra, obtenemos la :-

siguiente condicién suficiente para la estabilizabilidad del par (As,, Bs, 5,):
(A, B) es estabilizable y no existe un par de autovalores de A, A y u, talesque A # u y
02(A — p) = 2kmi para algin k € Z.

Como §; = NJ,, esta iltima condicién se cumplird si (A, B) es estabilizable y se ;-

cumple la condicién suficiente que dimos para la detectabilidad de (A4s,,C).

Lo discutido en los parrafos anteriores puede resumirse en el siguiente teorema, el cual :

da condiciones para la existencia de un controlador digital que estabilice exponencialmente
una planta no lineal para un par de periodos de muestreo dado.

Teorema 3.14 Sea (4;,d2) un par de periodos de muestreo con d; > 0 y Né, = 6, con
NelN.
Entonces, si el controlador digital C estabiliza exponencialmente la planta P con
periodo de muestreo (63, d2), la planta linealizada P, es estabilizable y detectable.
Reciprocamente, si P, es estabilizable y detectable y, ademds, no existen un par de
autovalores de A, A y u, tales que A # v y para algtin k € Z, 6,(\ — ) = 2kmi, existe un
controlador digital C que estabiliza exponencialmente la planta P con periodo de muestreo

(01, 62).
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Notamos que el Teorema 3.14 que recién establecimos extiende los resultados obtenidos
para el caso en que existe un tnico periodo de muestreo (Teoremas 3.10 y 3.11) al caso
considerado en esta seccidn.

También pueden extenderse a este caso, los resultados de robustez respecto de pe-
quenos errores en las entradas y salidas tanto de la planta como del controlador, que
obtuvimos en el Teorema 3.12 para los controladores digitales que estabilizan exponen-
cialmente una planta no lineal con un dnico periodo de muestreo.

En efecto, consideremos, como en la seccion anterior, la planta perturbada P’ dada en
(3.91), el controlador perturbado C’ dado en (3.92), con g y r continuas y supongamos que
tanto la entradas de P’ como las entradas de C’ estan afectadas por errores, es decir, que
la k-ésima entrada del controlador wy estd dada por (3.93) y que la entrada de la planta
u(t) en el intervalo [ty,tx4+1) estd dada por (3.94). Supongamos también que todos los
errores estan acotados por constantes conocidas, es decir, que conocemos numeros e; > 0,
i=1,...,4, tales que |;(t)] < eg Vt > 0, |moi| < €2 Vk € ZV, |my| < esVk € ZT y
|n4(t)] < eq Yt > 0 y que m; y n4 son medibles Lebesgue.

Entonces, empleando argumentos similares a los empleados en la demostracién del
Teorema 3.12, (esencialmente que las trayectorias del sistema a lazo cerrado perturbado
verifican una ecuacién hibrida perturbada con perturbaciones cuyas magnitudes tienden
a cero si las cotas de los errores tienden a cero y el Teorema 3.8), es posible probar el

;--<iguiente teorema.

" Teorema 3.15 Supongamos que el controlador digital C estabiliza exponencialmente la
:"""planta P con periodos de muestreo (4;,d3).

- .. Entonces existen constantes positivas e*, u* y ¢*, y dos funciones continuas de clase K,
. Pit [0,7*) = R*, i = 1,2, tales que vale lo siguiente. Si max;—;, 4€; =e < e* entonces

1. Si w(t,tk,, w) es la trayectoria del sistema a lazo cerrado (P’,C’, 8;,d2) que se inicia
" enw € N en el instante ¢y, = kody,

|w(t, tey, w)|| < max(py(e), u'llw|| + p2(e)) VEt > ty, Vk € Z y V||w|| < ¢%(3.107)
2. Para cada a € (0,¢*) existe T = T'(x) tal que
IW(t, b )| < pr(e) Vet +TVR € Z* yVwll S (3.108)
2. La salida de P se muestrea con mayor frecuencia que la salida de C
Por 1ltimo, consideramos el caso en que la planta P se conecta con el controlador C
en la forma descripta en el Caso I1.2 del apartado 2.3.2. En este caso suponemos que

cada componente de la salida de P, y;(t) = hi(z(t)) € R, i = 1,...,p, se muestrea
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regularmente con periodo de muestreo J,;. Respecto de la salida de C, que en este caso
no debe depender de la k-ésima entrada de C, es decir, vy = r(z), suponemos que se
muestrea regularmente con periodo de muestreo 4;, el cual debe ser miltiplo entero de
cada uno de los periodos 4;;, es decir, 3 = N;§;; con N; € IN. Entonces, de acuerdo
con lo desarrollado en 2.3.2, para que la conexién entre P y C pueda efectuarse, por un
lado el espacio de entradas de P debe coincidir con el espacio de salidas de C, con lo cual
g =1, y por el otro, el espacio de entradas del controlador debe coincidir con el producto
cartesiano RM x .-+ x RN = R(M+-+Ne)P y por lo tanto s = (Ny + - -+ + N,)p.

Ademis de las hipétesis que hicimos sobre f en el comienzo de la seccién 3.4, supon-
dremos, por el momento, que f satisface la siguiente condicidn:

(CL) Para cada z € IR" y cada u € RY, z(t, z,u), la trayectoria de P correspondiente al
control u(t) = u Vt € IRt que satisface la condicidn inicial (0, z, u) = z, estd al menos
definida en el intervalo [0, &,].

Entonces, como consecuencia de resultados estindar sobre la continuidad y diferencia-
bilidad de las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias respecto de las condiciones
iniciales y de pardmetros, (ver por ej.: [72], [15], [40]), para cada 0 < 7 < §,, la aplica-
cién F; : R" x RY — IR", definida por F,(z,u) = z(7,z,u), es continua en IR" x IR? y
diferenciable en el origen, siendo

OF,
oz

0,0)= A, y %(o,m:&, (3.109)

con A= %(O), B = -3—5(0) y A; y B; como en (3.87).

Por iltimo, consideremos las aplicaciones H;; = h; o Fj_1)5,;, ¢t = 1,...,p, j =
1, ey Ni, y H= (HI,I) ceey HI,NU ceey Hp,l, oo Hp.Np)a y denominemos 61 = (61,1, ey 51'1,),
entonces, de acuerdo con lo desarrollado en 2.3.2, el sistema a lazo cerrado que se obtiene
conectando P con C en la forma alli descripta, y que denominaremos (P,C, é;, 82) 0 més
brevemente (P, C) cuando quede claro del contexto quien es (é,, ), est4 determinado por
la ecuacién

i(t) = fi(z(t),2(tk)) t€E [tk tera)
{Z(tk+1) = f:(x(tk),z(:k)) kekz+k+1 (3.110)

conll = {t, = kb, : k€ Z*}, Q=R"x R™ f : Q > R" definida por fi(z,z) =
f(z,7(2)) y fo:Q — R™ definida por fa(z, 2) = g(2, H(z,(z))).

Observamos que al igual que en los dos casos que ya analizamos, wg = 0 también resulta
un punto de equilibrio de (P,C,4;,82). Entonces, en forma analoga a lo desarrollado en
dichos casos, introducimos la siguiente:
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Definicién 3.7 El controlador digital C estabiliza exponencialmente la planta P con
periodos de muestreo (61, 62) si wp = 0 es un punto de equilibrio exponencialmente estable
de (P,c,él,ég).

En lo que sigue veremos que para este caso es posible establecer resultados analogos
a los que probamos para el caso en que la salida del controlador se muestrea con mayor
frecuencia que la salida de la planta, es decir, es posible dar teoremas analogos a los
Teoremas 3.13, 3.14 y 3.15.

Comenzamos estableciendo el andlogo del Teorema 3.13. Consideremos las respectivas
linealizaciones de P y C, P. y C,. En este caso, debido a que suponemos que r sélo
depende de z tenemos que G = g—;(O) =0,yqueC;= %’—'21(0), i=1,...,p, es la i-ésima
fila de la matriz C. Entonces, teniendo en cuenta (3.109) y las definiciones de f; y f2,
resultan las igualdades

af ofr ofr

E(O) =A E(O) =0 5(0) = BF (3.111)
0f2,\ _ oA Of2,\
2(0)=BC 2(0)=D+EJF (3.112)
con
- Cl - r 0 -
CIAJH CIBJU
CIA(N1—1)61,1 CIB(N1—1)51.1
- OH OH :
C, 0
CrA;,, CpBs,,
| CpA(v-1)s,, | | CoBvi-1)si, |

Por lo tanto, la ecuacién

(t) = Az(t)+ BFz(ty) tE€ [tr,trs1) (3.114)
z(tey) = ECz(ty)+ (D+EJF)z(ty) keZ* '

es la linealizacién de (3.110) alrededor del origen. )
Como (3.114) es la ecuacién del sistema a lazo cerrado (’_PL,CL,61,62), resulta que
también en este caso, (Pr,Cr, 8, d2) es la linealizacién de (P, C, é,, §,) alrededor del origen.
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Entonces, por un lado, aplicando el Teorema 3.4, resulta que (P,C, &;,d;) es exponen-
cialmente estable si y sdlo si la matriz

As, BiF }

EC D+EJF (3.115)

H* = [
es estable en el sentido de Schur; por el otro, C estabiliza exponencialmente P con periodos
de muestreo (8,,82) si y s6lo si Cy, estabiliza exponencialmente P, con periodos de muestreo
(01, 942).

Para completar la analogia con el Teorema 3.13, consideremos el sistema de control
lineal en tiempo discreto

56 . | Teen = ApTk+ Bgu
P { O = Crp+ Juy (3.116)

Entonces, H* resulta la matriz de transicion del sistema a lazo cerrado que se obtiene al

conectar 'P,{‘ %2 con C ¢ haciendo wi = ¥ y ux = v, ¥, en consecuencia, H* es de Schur si

y sélo si Cy estabiliza P,{"J’.

Hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.16 Sea (i, d,) un par de periodos de muestreo con §; = (814,...,01p), §2 > 0
y Nibyi =106, NyeIN,i=1,...,p.
Entonces las siguientes afirmaciones resultan equivalentes.

1. C estabiliza exponencialmente P con periodos de muestreo (4}, dz).
2. Cy estabiliza exponencialmente P, con periodos de muestreo (8;, ).

3. La matriz H* definida en (3.115) es estable en el sentido de Schur.

4. Cy estabiliza P,

A continuacién estableceremos un teorema andlogo al Teorema 3.14. Con argumentos
similares a los empleados en los dos casos ya analizados, de la equivalencia 1. & 2. del
Teorema 3.16 se deduce que la existencia de un controlador C que estabiliza exponencial-
mente P con periodos de muestreo (;, ;) implica la estabilizabilidad y detectabilidad de
la planta linealizada P,. Por otra parte, de la equivalencia 1. < 4. se concluye que la
existencia de un controlador C que estabiliza exponencialmente 7 con periodos de mues-
treo (&;,02), queda garantizada si el sistema 'P}‘J‘ %1 o3 estabilizable y detectable, lo cual
sucede, por ejemplo, si Py es estabilizable, detectable y no existen autovalores de A, A y
i, tales que A # py §(A — ) = 2kmi con k € Z. En efecto, si se cumple esta condi-

cién, por el criterio de Kalman-Ho-Narendra, tenemos por un lado que el par (A, Bs,)
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es estabilizable y, por el otro, que el par (As,, C) es detectable, con lo cual el par (A, (_Z)
resulta también detectable, pues las filas de la matriz C son a su vez filas de la matriz C.
Por lo tanto, vale el siguiente teorema.

Teorema 3.17 Sea (J;,6,) un par de periodos de muestreo con & = (011,.-.,61p),02>0
Y Niél,i =62, N,‘ c W,i= 1,...,p.
Entonces, si el controlador digital C estabiliza exponencialmente la planta P con
periodo de muestreo (1, 4,), la planta linealizada P, es estabilizable y detectable.
Reciprocamente, si P, es estabilizable y detectable y, ademads, no existen un par de
autovalores de A, A y pu,tales que A # v y para algin k € Z, §;(\ — p) = 2kni, existe un
controlador digital C que estabiliza exponencialmente la planta P con periodo de muestreo

(81, 82).

Finalizaremos el estudio de este caso analizando la robustez de un controlador digital
C que suponemos estabiliza exponencialmente la planta P. El resultado que obtendremos
es andlogo al que obtuvimos para el caso que analizamos anteriormente, es decir, para el
caso en que la salida del controlador se muestrea con mayor frecuencia que la salida de la
planta.

Consideremos la planta perturbada P’ dada por (3.91), el controlador perturbado C’
dado por (3.92) con g y r continuas y r = r(z), y supongamos que la k-ésima entrada del
controlador es

W = (yl(tk), - ,yl(tk + (N1 - 1)51_1), . ,yp(tk), . ,’yp(tk + (Np - 1)(51,},)) + 73,

y que la entrada de la planta en el instante t € [t,tx41), u(t), estd dada por (3.94).
Supongamos como en los casos anteriores, la existencia de constantes ¢; > 0,i=1,...,4
tales que |m(t)| < ey Vt >0, |moy| < €2 Yk € Z7, |y < e3 Vhk € Z7, |n4(t)] < €4 VE >0,
y, por dltimo, que 7; y 74 son medibles Lebesgue.

Entonces vale el siguiente teorema, que es analogo al Teorema 3.15.

Teorema 3.18 Sea (J;, §2) un par de periodos de muestreo con 6, = (6,1, -.,81,), 62 > 0
y Nibyi =0,, N;€ IN,i=1,...,p. Supongamos que el controlador digital C estabiliza
exponencialmente la planta P con periodos de muestreo (d;, ;).

Entonces existen constantes positivas e*, u* y ¢*, y dos funciones continuas de clase KC,

1. Si w(t,tx,, w) es la trayectoria del sistema a lazo cerrado (P’,C’, 61,682) que se inicia
en w € § en el instante ty, = kod2,

llw(t, tio, w)Il < max(py(e), u"llwll + pale)) Vt > ti, Yk € Z¥ y V||w|| < (3.117)

104



2. Para cada a € (0,¢*) existe T = T'(c) tal que

W, ko w)l| < pr(e) VE> ty, + T Vho € Z* y V]|w|| < (3.118)

Demostracién: Como este teorema puede demostrarse basicamente de la misma forma
que el Teorema 3.12, sélo haremos un esbozo de la demostracién.

Comenzamos demostrando el teorema en el caso en que f, g y h son uniformemente
continuas en su dominio de definicién y f, ademas, es globalmente Lipschitz respecto de
z, uniformemente respecto de u, i.e. existe L > 0 tal que |f(z,u) — f(z',u)| < Ljz — 2’|
para todo z,z' € IR" y para todo v € IR?.

Sea w(t, tk,, w) = w(t) = (z(t), 2(t)) la trayectoria del sistema a lazo cerrado (P',C’)
que se inicia en w en el instante ¢,,. Entonces w(t) estd definida Vt > t;, y es solucién de
la ecuacién perturbada

z(t) = fiz(t), z(te)) + n(t) ¢t € [ti, tesr)
{z(tk+1) = fz(m(tk),z(:k))+u(k) t ekHlc ' (3.119)

Siendo f; y f» las funciones que aparecen en la ecuacién (3.110) que describe el lazo
cerrado (P,C) y m y v las perturbaciones definidas como sigue

n(t) = f(z(®),r(z(t) + m(t)) + m(t) - flz(t),r(2(t)) ¢ € [testerr) (3.120)

v(k) = g(z(tx), wr)) + M2k — 9(2(e), H (z(tk), 7(2(t))))- (3.121)

Una vez demostrada la existencia de una funcién p de clase K que verifica lo siguiente:

In(W) < ple) Vit y (k)] <ple) VEk2 ko,

la validez de la tesis del teorema se demuestra prosiguiendo igual que en la primera parte
de la demostracién del Teorema 3.12.

Debido a la continuidad uniforme de f y g, la existencia de tal funcién p que-
dard demostrada si probamos la existencia de una funcién v de clase K tal que |wy —
H(z(tk), m(2(t)))| < v(€) VK 2 ko.

Veamos la existencia de tal y. Primero vamos a estimar el médulo de la diferencia entre
las componentes de wy y las correspondientes componentes de H(z(t), 7(z(tx))). Por un
lado, wk;; = vi(te + (4 — 1)di5) = hi(z(tc + (4 — 1)61,5)), por el otro, H;;(z(te), z(tx)) =
hi(F(j-1)5,; (z(tx),7(2¢,))). Entonces, por la continuidad uniforme de h, existe v, de clase
K tal que

lweij — Hij((te), 2(te))] < mllz(Ee + (5 — 1)d15) — Fij—nys,; ((te), m(24,))1). (3.122)
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Ahora vamos a estimar |z(tx + (§ — 1)é1;) — F(j-1)s,;((),7(2,))|- Por una parte, por
ser (z(t), z(t)) solucién de la ecuacién hibrida (3.119), tenemos que para 7 € [0, d;),

z(te +7) = z(t) + /; f(z(te + 8),7(2(tk)) + na(tr + s))ds + m(te + 7),

por la otra, de la definicién de la aplicacién F;, tenemos que

Fy(2(te), 7(2(t))) = £(r) = z(t) /f r(z(t)))ds

Por lo tanto,

|z(tx + 7) — €(7)] < /o |f (2(tk + ), 7(2(tk)) + ma(te + 5)) — fE(s), m(2(2k))) ds

" / mu(s)lds

< / " F (et + 5,7 (2(80)) + multi + ) — F(a(te + 5), ((t)))lds
+ /0 T |f(z(te + 8),7(2(tk))) — F(E(s),T(2(te)))|ds + &85  (3.123)

Teniendo en cuenta que f es uniformemente continua, y por lo tanto existe v, de clase X
tal que

|f(z,u) = f(z',¥)| < nllz—-2'|+ |u—-12]) Vz,2’€ R"y Vu,u' € R,
resulta la siguiente acotacion

/OT |f(z(te + 8), (2(t)) + ma(te + 8)) — f(z(te + ), m(2(tk)))lds < 72(€)d2. (3.124)

Por otra parte, por ser f globalmente Lipschitz en z,

[ 1#(at+ 9 r(a(e) = Flelshrieteds < [ Lin(e+9) = ele)lds. (3129
Entonces, de (3.123), (3.124), (3.125) y el lema de Gronwall-Belman, para todo 7 € [0, J2)

l2(tk +7) = Fr(2(te), r(2(te))] = l2(te +7) = ()] < (€ +712(€))82e".  (3.126)

En consecuencia, llamando 73 a la funcién de clase K, y3(r) = (r+72(r))d2¢%%, obtenemos
la estimacién

|2t + (7 = 1)615) = Fii-1s,,5 (2(8e), 7(20))] < 73(e),
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que combinada con (3.122) permite deducir la desigualdad
|lwkij — Hij(z(te), 2(t))] < m 0 73(),

con lo cual, llamando y(r) = (Ny +... + Np)m oy3(r), resulta |we — H(z(t), 7(2(t)))[ <
v(€), que es lo que queriamos probar.

Una vez probado el teorema para el caso particular en que f, g y h son uniforme-
mente continuas y f es globalmente Lipschitz en z, uniformemente respecto de u, el caso
general se demuestra, con modificaciones obvias, de la misma forma que se probé el caso
general a partir del caso particular en el Teorema 3.12. Sintéticamente, se consideran
funciones f, h y g que coincidan con, respectivamente, f, h y g en entornos del origen del
correspondiente espacio, y que ademas satisfagan las condiciones de la primer parte de la
demostracidén. A continuacién se consideran, como en la demostracién del Teorema 3.12,
la planta P, la planta perturbada P’ el controlador C y el controlador perturbado €'.
Entonces, la demostracién concluye teniendo en cuenta que el teorema vale para P’ y C’
y que las trayectorias del lazo cerrado (P’,C') coinciden con las del lazo cerrado (P,C’),
si las cota para las perturbaciones y la norma de condicién inicial son suficientemente
pequeiias.

Observacion 3.10 Todos los resultados que hemos obtenido para el caso que analizamos,
i.e. los Teoremas 3.16, 3.17 y 3.18, a diferencia de los otros casos, han sido demostrados
suponiendo que la planta satisface la condicién adicional (CL). La razén por la cual
hicimos la hipétesis (CL) es de caracter técnico. Con ella, la aplicacién H que interviene
en la expresién de la ecuacién hibrida que satisfacen las trayectorias del sistema a lazo
cerrado planta-controlador, estd globalmente definida, y el andlisis se ve notablemente
simplificado.

Sin embargo, todos los resultados —que recordamos son de caracter local—, perma-
necen validos sin la hipdtesis (CL). Los argumentos para sostener esta afirmacién son los
siguientes.

Fijemos ¥ > 0. Consideremos x : IR* — IR" de clase C® tal que x =len By x =0
fuera de By, f : R® x R? —» R", f(z,u) = x(z)f(z,u) y la planta P que se obtiene
considerando en la ecuacién (3.83) de la planta P, f en lugar de f. Observamos que
es inmediato el cumplimiento de (CL) por parte de P, pues, para un control arbitrario
u: IR* — IRY, las trayectorias de esta planta estdn globalmente definidas.

Por otra parte, por la forma en que definimos f, resulta inmediato que para un control
u(-) dado, las trayectorias de la planta P que evolucionan dentro de B; son trayectorias
de P y que, reciprocamente, las trayectorias de la planta P que evolucionan en B; son
trayectorias de P; como consecuencia de ésto, las trayectorias del lazo cerrado (P,C) que
evolucionan en B; x JR™ son a su vez trayectorias del lazo cerrado (P, C) y viceversa, con lo
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cual se deduce inmediatamente que C estabiliza exponencialmente P si y sélo si C estabiliza
exponencialmente P. A partir de esta equivalencia, del hecho que las linealizaciones de
las plantas P y P coinciden y de la validez de los teoremas 3.16 y 3.17 para la planta P,
se deduce la validez de dichos teoremas para la planta P.

Por 1ltimo, la validez del Teorema 3.18 resulta de la validez del mismo para la planta
P y del hecho que las trayectorias del sistema a lazo cerrado perturbado (P’,C’) que evo-
lucionan en B; x IR™ coinciden con las trayectorias del sistema a lazo cerrado perturbado
(P',C") que evolucionan en la misma regién.

Observacién 3.11 Los resultados que hemos presentado para el problema de estabi-
lizacién de plantas en tiempo continuo mediante controladores digitales, ya sea que se
empleen uno o varios periodos de muestreo, contienen como casos particulares algunos
resultados reportados en la literatura. En efecto, nuestro Teorema 3.9 contiene como caso
particular el Teorema 6 de {45], el cual fue demostrado con técnicas muy diferentes a las
que empleamos nosotros aqui. Por otra parte, los resultados de los trabajos [29], [30] y
[32] también son casos particulares de los que hemos obtenido, ya que en todos ellos se
considera que la planta es lineal en el control y que el controlador digital es lineal.

3.5 Conclusiones

En este capitulo, aplicando los resultados obtenidos en el capitulo 2, estudiamos las propie-
dades de estabilidad de los sistemas hibridos originados por ecuaciones hibridas lineales.
Los resultados obtenidos contienen como caso particular los de [35].

También analizamos la estabilidad de los sistemas hibridos lineales perturbados, ya
sean estas perturbaciones evanescentes o persistentes. Para el caso de perturbaciones
evanescentes demostramos que la estabilidad exponencial del sistema lineal implica la
estabilidad exponencial del sistema perturbado si las perturbaciones satisfacen cierta con-
dicin. A partir de ese resultado obtuvimos, bajo ciertas condiciones, la equivalencia entre
la estabilidad exponencial del sistema y la estabilidad exponencial del sistema linealizado
(“Primer Método de Lyapunov”). Nuestros resultados sobre perturbaciones evanescentes
contienen como corolarios las condiciones suficientes obtenidas en [29, 30, 80, 81, 55] y las
de [32] para sistemas con multiples periodos de muestreo.

Para el caso de perturbaciones persistentes, demostramos que si el sistema lineal es
exponencialmente estable entonces el sistema perturbado es uniformemente finalmente
acotado y que la cota para el error final tiende a cero si la cota para las perturbaciones
tiende a cero.

Los resultados obtenidos para sistemas lineales perturbados fueron luego aplicados al
estudio del problema de la estabilizacién exponencial de una planta no lineal mediante
un controlador digital. Para ese problema obtuvimos condiciones tanto necesarias como
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suficientes para la existencia de un estabilizador exponencial, ya sea que se empleen uno
o mas periodos de muestreo para muestrear las salidas y entradas de la planta.

También obtuvimos resultados respecto de la robustez de estos controladores estabili-
zantes.
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Capitulo 4

Implementacion Digital de Leyes de
Control Estabilizantes

4.1 Introduccion

Durante las dos ultimas décadas la teoria de control no lineal se desarrollé6 enormemente,
motivada por problemas fundamentales como el de estabilizacién, seguimiento de trayec-
torias o salidas, desacoplamiento de perturbaciones, disefio de observadores, etc. Estos
problemas fueron estudiados por diferentes autores, y diferentes teorias y métodos fueron
desarrollados con el objeto de resolverlos, por ejemplo: control geométrico y linealizacién
exacta ([36], [64]), estabilidad entrada-estado (ISS) y sus variantes ([71], [37]), backstep-
ping ([43]), pasividad ([67]), sliding-mode ([76]), etc.

Sin embargo, las leyes de control realimentado que resultan de la aplicacién de estos
métodos de disefio son tan complejas, que es practicamente inevitable su implementa-
cién en forma digital ([23], [64]); por lo tanto, resulta de interés tanto practico como
tedrico determinar el efecto que produce la implementacién digital de una ley de control
realimentado en el comportamiento de un sistema de control en tiempo continuo.

Usualmente la implementacion digital de una ley de control en tiempo continuo consiste
en una ley de control constante por tramos que la aproxima en algin sentido. Comun-
mente, esta ley de control aproximada se obtiene discretizando la ley original mediante
la técnica de muestreo y retencién de orden cero (sampling and zero order hold), que
abreviaremos MROC y que consiste en lo siguiente: si la ley de control a implementar es
u = (¢, ), entonces la aproximacién que se emplea es u(t) = y(tk, z(¢k))VE € [tr, titr),
donde ¢, € IT y II es el conjunto de instantes de muestreo.

A lo largo de este capitulo estudiaremos el comportamiento del sistema dindmico
hibrido que surge al emplear en un sistema de control en tiempo continuo, la implementa-
cién digital via MROC de una ley de control realimentado estabilizante, especificamente
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en el caso en que ambos, el sistema de control y la ley, son tiempo invariantes.
Mads precisamente, consideremos el sistema de control no lineal

P:i=f(z,u) (4.1)

con z € IR" la variable de estado, u € IR la variable de control y f(0,0) =0, y una ley
de control realimentado estdtica v : IR* — IR? que estabiliza a P, es decir, una ley tal
que el sistema (4.1) sujeto a la realimentacién u = y(z),

L1 = f(z,7(2)) := g(z), (4.2)

tiene al origen como un punto de equilibrio asintéticamente estable.
En este capitulo estudiaremos el comportamiento del sistema dindmico hibrido Ly,

S i) = folz () 1(z(te) = f(@(t), z(ts) ¢ € [tr, terr) k € Z*, (4.3)

que surge de aplicar en (4.1) la implementacién digital mediante MROC de la ley «.
No consideraremos explicitamente el caso en que la ley de control estabilizante es
dinamica, i.e., aquel en el que la ley de control es de la forma

z = N(z,1)
{ v = M(zz) "’ (4.4)
con z € IR, y el sistema a lazo cerrado (4.1)-(4.4)
i = fz, M(z,z))
{ z = N(z,1) (4.5)

tiene a (0,0) como un punto de equilibrio asintéticamente estable, porque el estudio de
la implementacién digital via MROC de la ley dindmica (4.4) se reduce al estudio de
la implementacion digital via MROC de cierta ley de control estabilizante estatica. En
efecto, si consideramos la implementacién digital via MROC de (4.4),

z(t) = N(z(t), z(t))
{ u(t) = M(z(t), z(tk)) L€ [t b)) (4.6)
resulta que el sistema a lazo cerrado (4.1)-(4.6)
£(t) = fe(z(t), M(z(t), z(tx)))
{ z2(t) = N(z(t),z(tx)) * t € [t tisr), (4.7)

coincide con el sistema a lazo cerrado que resulta de emplear en el sistema de control
ampliado

T = fC(ZD,U)
{ A Gl (4.8)



la implementacién digital via MROC de la ley de control estética (u,v) = (M(z,z),z),
que es estabilizante para (4.8).

En las secciones siguientes vamos a demostrar que las trayectorias del sistema X son:
a) semiglobalmente uniformemente acotadas y, b) uniformemente finalmente acotadas con
error final que tiende a cero cuando ||[II|| tiende a cero. A partir de las construcciones
que efectuemos para demostrar este resultado, obtendremos por un lado cotas explicitas
para el paso de muestreo y por el otro una condicién suficiente para la convergencia de las
trayectorias al origen en lugar de a un entorno de éste, i.e., una condicién suficiente para
que la implementacién digital via MROC estabilice el sistema. Por iltimo, mostraremos
que esta condicién es satisfecha, por ejemplo, por las leyes de control realimentado que
estabilizan exponencialmente al sistema.

4.2 Analisis de estabilidad del sistema a lazo cerrado

Como dijimos en la introduccién, estudiaremos el comportamiento del sistema hibrido £y
determinado por la ecuacién (4.3), bajo la hipétesis que 7 es un estabilizador del sistema
P, es decir, suponiendo que el origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable de
L

Con el objeto de asegurar la existencia y unicidad de las trayectorias del sistema L, de
aqui en mds supondremos que tanto f, : IR* x IR — IR" en (4.1) como < son funciones
localmente Lipschitz. Con tales hipétesis, g en (4.2) resultard localmente Lipschitz y la
existencia y unicidad de las trayectorias de ¥ quedard asegurada.

En primer lugar estudiaremos el caso en que <y es un estabilizador global de 7, es
decir, el caso en el que el origen es un punto de equilibrio globalmente uniformemente
asintéticamente estable (GUAE) de L.

En lo que sigue, vamos a demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4.1 Supongamos que 7 es un estabilizador global de P.

Entonces existen M de clase Ko ¥ 0 < 3(s,r), 0 < s < r, tales que se verifica lo
siguiente: dados 0 < e < Ry 0< 6 < 8(e,R), si ||TI|| < & y z(¢, tx,, To) es la trayectoria
de £ que en el instante ¢, se inicia en zo € Bg entonces:

1. |I(t,tko,Io)| S M(R) vt Z tko;

2. existe T = T (e, R,8) > 0 tal que |z(t, tx,, To)| < €Vt >ty + T.

Observacién 4.1 En otras palabras, el Teorema 4.1 afirma lo siguiente, dadas las re-
giones del espacio de estados Br y B, con 0 < € < R, existe una cota ¢ para el paso
de muestreo tal que si éste no la supera, entonces las trayectorias que se inician en Bp,
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ademds de permanecer uniformemente acotadas, luego de transcurrido cierto tiempo in-
gresan en la bola B, y permanecen alli para siempre. Entonces, si pensamos a la s.i.m.
IT como un pardmetro, tenemos que la familia de controladores compuesta por las imple-
mentaciones digitales via MROC de « estabiliza a P semiglobalmente —pues R puede
hacerse tan grande como se quiera— y practicamente —pues € puede elegirse tan pequeno
como se quiera.

La demostracidon que haremos del teorema estard basada en una serie de resultados que
iremos probando a lo largo de la seccién. Si bien es posible dar demostraciones mas cortas
del teorema, preferimos dar ésta por dos razones: 1) permite obtener cotas explicitas para
el paso de muestreo, 2) permite derivar una condicién suficiente para la convergencia de
las trayectorias al origen.

Demostracién del Teorema 4.1:

Como estamos suponiendo que -y es un estabilizador global de P, el origen de coorde-
nadas es un punto de equilibrio GUAE de ¥ y por lo tanto, por los teoremas inversos de
Lyapunov (ver por ej. [54], [44), [26]), existe una funcién de Lyapunov global para I, es
decir, existe una funcién escalar V : R® = IR* de clase C! tal que para ciertas funciones
a1, a ¥ a3 de clase K,

L. oy(|z]) € V(z) < az(|z]) Vz € R™;
2. VV(z).9(z) < —as(|z|) Vz € R".

Fijemos una de tales funciones V de Lyapunov para £ y consideremos para cada par de
nimeros 0 < r < 7’ los siguientes conjuntos:

J(r) = {ze R": V(z) <},
dJ(ry = {zeR": V(z)=r},
Ky = {z€eR": r<V(z) <7},

los cuales resultan compactos, pues, son cerrados por la continuidad de V' y acotados por
la propiedad 1.

Debido a las propiedades 1. y 2. de la funcién de Lyapunov V/, los conjuntos J(r) que
recién introdujimos gozan de las siguientes propiedades con respecto a L:

1. Para cada r > 0, J(r) es positivamente invariante;
2. para cada r > 0, J(r) es globalmente uniformemente asintéticamente estable.
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Estas propiedades de los conjuntos J(r), la invariancia y la estabilidad asintética, no
se mantienen al reemplazar ¥ por Ly, pues, ni J(r) resulta necesariamente invariante
respecto de Iy para r > 0, ni J(r) resulta necesariamente GUAE en caso de resultar
invariante con respecto a £y. Sin embargo, si en lugar de considerar las propiedades de
los conjuntos J(r) respecto del sistema £ cuando IT es una s.i.m. arbitraria, consideramos
las propiedades de estos conjuntos respecto de los sistemas X cuando |[IT|| — 0, se tiene
el siguiente resultado.

Proposicién 4.1 Sea V una funcién de Lyapunov global para L.
Entonces, para cada par 0 < € < R existe §* = §*(e, R) > 0 tal que:

1. Para cada r € [g, R}, J(r) es invariante respecto de Xy si ||II|| < &*.

2. Para cada 0 < § < 4" existe T* = T*(¢, R, §) tal que si ||II|| < § entonces

z(t, teo, To) € J(€) VEt 2>ty + T y V2o € J(R). (4.9)

Con el objeto de demostrar la Proposicién 4.1, consideremos la funcién h : IR" x R" —
R,

h(z,y) = VV(z).(9(z) +v) (4.10)

y las funciones no negativas G, P y L definidas para r > 0 de la siguiente manera:

G(r) = max{|g(z)|: z € J(r)}, (4.11)
r |0(x,§)| .

L(r) up{F_—fl. :c,EGJ(r),:c—E#O}

L(r) = lim L(r') (4.12)
P(r) = sup{n€ R*:8J(r) x B, C h™}(R<)}, (4.13)

donde 0(1'.’6) = f(l',f) - g(fL‘) y R(O = (_m) 0)
Notamos que de las definiciones de las funciones G, L y P se deduce inmediatamente
que

l9(z)| < G(r) Vz € J(r), (4.14)
16(z,6)| < L(r)|z — €| Vz,§ € J(r), (4.15)
h(z,y) <0 Vz € dJ(r)yV|y| < P(r). (4.16)

Las propiedades de las funciones G, P y L que enunciamos a continuacién serdn utilizadas
mas adelante.
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Lema 4.1 G es no decreciente y continua, L es no decreciente y continua por la derecha
y P es positiva y semicontinua inferiormente.

Demostracién: Que G es no decreciente se deduce inmediatamente de la definicién de
G y de la inclusién J(r') C J(r) si 0 < 7' < 7. Veamos la continuidad de G. Seary >0y
probemos que lim,_, + G(r) = G(r§) = lim, - G(r) = G(rg) = G(ro).

Comenzamos probando que G(r{) = G(ry). Como G(r) > G(r,), bastard probar
que G(r§) < G(rp). Primero vamos a demostrar lo siguiente: para cada € > 0 existe
Ar > 0 tal que J(r + Ar) C [J(7)]e, donde [J(7)] es el e-entorno cerrado de J(r), i.e.
[J(r))e = {z € R": dy-)(z) < €}. Sino fuese cierto, para cada Ar, = 1/n, existe un z,
tal que V(z,) <7+ 1/ny d;r)(zn) > €. Por compacidad, existe una subsucesién {z,, }
tal que z,, — z*. Entonces, por la continuidad de V, V(z*) < r y por lo tanto z* € J(r).
Por otra parte, dy()(2*) = limg 400 dy(r)(Zn,) = €, con lo cual z* ¢ J(r) llegando a una
contradiccién. Por lo tanto la existencia de tal Ar > 0 queda asegurada.

Sea € > 0. Entonces, por la continuidad uniforme de g en [J(7)];, existe 0 < € < 1 tal
que |g(z) — g(z')| < € para todo par z,z' € [J(r)], tal que |z — 2’| < e. Sea Ar > 0 tal
que J(r + Ar) C [J(r)]. Si probamos que para todo 7y < < 1o+ Ar, G(r) < G(ro) +¢,
la continuidad por derecha de G quedari establecida. Fijemosr con o <7 <19+ Ary
sea z, tal que |g(z,)| = G(r). Como J(r) C [J(r0)]e, existe £ € J(ro) tal que |z —z,| <€
y por lo tanto G(r) < |g(z)| + € < G(ro) + €.

Ahora probaremos que G(ry) = G(rg) (suponiendo 7y > 0). Por la monotonia de G,
bastar4 probar que G(ry ) > G(ro). Sea zo € J(rp) tal que |g(zo)| = G(rp). Consideremos
la funcién v(s) = V(&(s)), donde &(s) es la curva £(s) = zo + sg(zo). Como 9(0) =
VV(zo)g(zo) < 0, tenemos que v(s) es estrictamente decreciente en el intervalo [0, s*|
para algin s* > 0 suficientemente pequefio. Por lo tanto, para cada r € [v(s*), o]
existe un tnico s = s(r) tal que s € [0,s*] y v(s) = r. Entonces, teniendo en cuenta
que &(s(r)) € J(r) y que s — 0 cuando r — 1y, resulta que G(ry) = lim, .- G(r) 2
lim, - lg(€(s(r))| = |g(zo)| = G(r9), con lo cual queda demostrada la continuidad de G.

Pasamos a demostrar ahora las aseveraciones hechas sobre de P. Fijemos r > 0. A
partir de la propiedad 2. de V es inmediato que 8J(r) x {0} C h™!(IRo). Entonces, de la
compacidad de 8J(r) y del hecho que h~!(IRy) es abierto, por el lema del tubo (ver por
ej.[62]) se deduce la existencia de n > 0 tal que 9J(r) x B, C h™'(JR<o); en consecuencia
0 < n < P(r) y la positividad de P queda probada.

Veamos ahora la semicontinuidad inferior. Fijemos ¢ > 0. La semicontinuidad inferior
de P en 1y quedard probada, si probamos que para cada n > 0 tal que n < P(ro),
existe Ar > 0 tal que P(r) > 7n para todo r € [ro — Ar,7o + Ar]. Sea entonces 7
tal que 0 < 7 < P(rp). Como 8J(r¢) x B, C h™'(IRo), existe un conjunto abierto
U tal que J(ro) C U y U x B, C h™'(IR«o). En efecto, si £ € J(rp), de la inclusién
{z} x B, C h™'(R<o) y del lema del tubo, se deduce la existencia de r, > 0 tal que
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B..(z) x By, C h™!'(IR«o). Entonces, U = Ugey(rq)int(Br,(z)) es abierto y se verifica la
inclusién U x B, C h™'(RR).

Con argumentos similares a los que empleamos en la primera parte de la demostracidn,
se deduce la existencia de Ar > 0 tal que para cada r € [rg — Ar, 79 + A7), 8J(r) C U.
Por lo tanto, Vr € [ro — Ar, 1+ Ar)], 8J(r) x B, C h™}(IRo), ¥, en consecuencia, de esto
y de la definicién de P resulta P(r) > n Vr € [ro — Ar, 1o + Ar], que es lo que queriamos
demostrar.

Por dltimo, respecto de L sélo demostraremos la buena definicién de L para cada
r > 0, ya que el resto es inmediato de las mismas definiciones y de las relaciones de
inclusién que verifican los conjuntos J(r).

Fijemos r > 0. Entonces, como v es Lipschitz en J(r) y f. es Lipschitz en J(r) X
v(J(r)), existe una constante M > 0 tal que |0(z,€)| = |fc(z,7(€)) = fo(z,v(z))| <
M|z — €| Vz,€ € J(r), y por lo tanto L(r) resulta finita. §

Ya introducidas las funciones G, L y P, consideremos para cada pare, Rcon 0 < ¢ <
R,

Acp= {6 >0:8el < L—(%T—)Vr € [E,R]}
y
0*(e,R) = sup A, p. (4.17)

Observamos que 6*(¢, R) > 0, pues, G y L son acotadas en (0, R] y
min{P(r):r € [¢,R]} > 0

por la positividad y semicontinuidad inferior de P.
También observamos que de la definicién de é* resultan las siguientes propiedades de
monotonia que serd empleadas mas adelante,

6'(,R) < &(,R) VR> R (4.18)
§*(',R) < 6'(e,R) V0<¢€' <e. (4.19)

En lo que sigue vamos a demostrar que con tal §* se verifica el punto 1. de la Prcpo-
sicién 4.1.

Antes necesitamos el siguiente lema técnico.
Lema 4.2 Supongamos que para cierto t € [tx, tk+1], la trayectoria (1) = (7, tx,, zo) de
X verifica z(7) € J(r) YVt < 7 < t < gt

Entonces

0(z(2), (tx))| < L(T)G(r)(t — ti) el (4.20)
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Demostracién: Como z(7) en el intervalo [t,t) es solucién de la ecuacién diferencial
T = f(z,z(tx)) = g(z) + 6(z, z(¢x)), para todo 7 € [tk,t)

2(r) - 2(ta) = / " gla(s))ds + / " B(a(s), 2(t))ds

Entonces, tomando médulo y teniendo en cuenta que z(s) € J(r) para t, < s < 7 < t,
(4.14) y (4.15), tenemos que para todo 7 € [tk,t)

|z(7) — 2(te)] < (¢ - t)G(r) + /T L(r)lz(s) - z(t)lds,

i

en consecuencia, por el lema de Gronwall-Belman, |z(t) — z(¢

)| < (¢t = )G (r)elt=t),
Combinando esta tltima desigualdad con (4.15) resulta (4.20).1

Demostraciéon de 1. de la Proposicién 4.1

Supongamos que la s.i.m IT es tal que ||TT|| < 8*(e, R). Que J(r) es invariante respecto
de Ty para € < 7 < R, quedard probado si mostramos que para cada zo € J(r) con
€ <1 <R, z(t ty,, To) € J(r) Vt € [thgs tros1] ¥ Vix, € IL.

Fijemos ty, € [1y o € J(r) y consideremos z(t) = z(t, t,, Zo). Consideremos también
el intervalo de nimeros reales

I= {t € [tko; tk0+1] : ( ) € J VT € [tko,t]} (4.21)

Notamos que Z # @ pues tx, € Z, y que T es cerrado, i.e. T = [ty,, t*], por ser z(-) continua
y J(r) cerrado. Si probamos que ¢* = t,;,, quedarad demostrado el punto. Supongamos
por el contrario que t* < tx,41. Entonces debido a la continuidad de z(-), z(t*) € 9J(r),
en otras palabras, V(z(t*)) = r. Definiendo v(t) = V' (z(t)), resulta

o(t) = VV((t")f(z(t), z(to))
= VV(z(t)).[g(z(t)) + 0(z(t"), z(tx,))]
= h(z (t'),g( (t*), (tko))

Como z(t*) € J(r) y, por el Lema 4.2 y la definicién de 4*,
16(z(t"), z(tko))| < ITIL(r)G (r)e" I < P(r),

por (4.15), 9(t*) = h(z(t*),0(z(t*), z(tx,)) < 0. Por lo tanto existe t** con t < t** < ty,41,
tal que v(t) < v(t*) = r para todo t € [t*,t**]. En consecuencia, z(t) € J(r) para todo
t € [t*,¢**] y por ende [tx,,t**] C Z, llegando a un absurdo. Por lo tanto t* = t;,4+; que es
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lo que queriamos probar. 1

Nos resta demostrar el punto 2. de la Proposicién 4.1. Es decir, nos resta probar que
todas las trayectorias que se inician en J(R) llegan en tiempo finito a J(g), y que este
tiempo estd uniformemente acotado si ||II|| pertenece al intervalo (0, 6] con § < &*.

Para ello vamos a necesitar un par de lemas técnicos.

Lema 4.3 Sea 0 < 6 < 6*(¢, R), entonces existen constantes positivas A y € tales que
para cada 7 € [e, R] se verifica:

1. —max{h(z,y):z € K,_z,, [y| < 6L(r)G(r)e!¥} = ¢(r) > T;
2. §L(r)G(r)ek™% < P(r') para todo 7' € [r — A, 7).

Demostracién: Consideremos la funcién v(r) = §L(r)G(r) . Notamos que v es no
decreciente y continua por la derecha debido a las propiedades de L y G.
En primer lugar vamos a mostrar que para cada r € [g, R], existe A(r) > 0 tal que:

eL(r)

o —max{h(z,y) : T € Kr—a@m)r+a(), [y] S v(r+ A(r))} =¢(r) > 0.
e v(r + A(r)) < P(r') para todo ' € [r — A(r),m + A(r)).
Fijemos r € [e, R]. Como § < 8*(¢, R), existe 7, > 0 tal que
v(r) <n. < P(r).

Entonces, por la semicontinuidad inferior de P, existe A; > 0 tal que 7, < P(r') para
todo 7’ € [r — A, 7+ A;]. Por otra parte, debido a la continuidad por derecha de v existe
A, > 0 tal que v(r + Az) < 7. Entonces, tomando A(r) = min(4,, A;) y teniendo en
cuenta la monotonia de v respecto de r, resulta

vir+ A(r)) =nl <n < P(r') V' e€[r—=A(r),r+ A(7))], (4.22)

con lo cual el segundo item queda demostrado.

Respecto del primer item, observamos que de (4.22), la monotonia de v y (4.16), se
deduce que h(z,y) < 0si T € K;_a(r)r+a¢) Y |yl < 07. Porlo tanto K;_a(r)r+a() X By C
h™'(R<o) ¥

e(r) = - max{h(xvy) : (z,y) € Kr—A(r).r+A(r) X Br;;} > 0.

Consideremos el cubrimiento por abiertos de [¢, R], {(r — A(r)/2,7 + A(r)/2)}. Como
[, R] es compacto, existen ry,...,7ry, con € < 7; < R, tales que

N
[e,R] C U(r,- — A(r3) /2,7 + A(r:)/2).
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Sean A = min{A(r;)/2:i=1,...,N} >0y ¢=min{e(r;) :i=1,..., N} > 0. Veamos
que la tesis del lema se verifica con tales A y ©.
Fijemos r € [e, R]. Entonces para algin 1 <i < N,

[r = A7) C [ri = A(ry), i + A1)

En consecuencia v(r) < v(r; + A(r;)) < P(r') para todo ' € [r; — A(r;), i + A(r;)] y por
lo tanto se verifica el punto 2. de la tesis del lema.
Por otra parte,

c(r) —max{h(z,y) : z € K,_g,, |yl < v(r)}
—max{h(z,y) : £ € Kr_a¢ra)r+a(m) 1Y S v(r + A(r))}

E(Ti) >t >0,

[ AVAR

con lo que queda verificado el punto 1. de la tesis del lema, que era lo que nos restaba
demostrar. B

Lema 4.4 Para 0 < § < 4"(¢, R), sean A, Ty ¢(r) como en el Lema 4.3.
Entonces, si definimos ¢*(r) = min{A/é,c(r)} para 7 € [e, R], vale lo siguiente:

1. ¢*(r) > min{g, A/6} > 0.
2. Si||| <8y V(zg)=rcone<r<R,

V(I(tk+1,tk,$o)) - V(.’L‘o) S —C'(T)(tk.H - tk).

Demostracién: La validez del punto 1. es inmediata, pues, por el Lema 4.3, ¢(r) > ¢ > 0.
Pasamos a demostrar el punto 2.

Supongamos |[II|| < d y V(zp) = 7 con e < r < R. Sean z(t) = z(t, tx,Zo) ¥y
v(t) = V(z(t)), entonces vale lo siguiente:

(a) Siz(r) € K,_gz, Vti <7 <t <ty entonces v(t) — v(te) < —c(r)(t — ti).
(b) Si para algin t* € [t, tx41), v(t*) = 7 — A, entonces v(t) < 71— AVt € [t*, tiq)-

Veamos (a) Por el Lema 4.2 tenemos que para todo ¢, < 7 < ¢,

Entonces, por el punto 1. del Lema 4.3,

v(7) = h(z(7),8(z(7), z(tk)) < —c(r) VT € [tr, ),
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y, por ende, v(t) — v(t;) = fti o(r)dr < c(r)(t — ty).
Veamos ahora (b) Supongamos que para algiin t* € [tk, ti41), v(t*) = r — A. Conside-
remos el conjunto

A={te[t' trm]:v(r)<r-A V' <7<t}

Por la continuidad de v, A resulta un intervalo cerrado, i.e. A = [t*,t**]. Entonces, si
t** = t)41, quedard demostrado el punto (b). Supongamos por el contrario que t** < ti,.
Entonces necesariamente v(t**) = r — A o, equivalentemente, z(¢**) € 8J(r — A). Como
ademis |6(z(t*), (te)] < SL(r)G(r)el(4, por el punto 2. del Lema 4.3, |8(z(t*), z(t)| <
P(r — A) y por lo tanto, por (4.16), 9(t**) = h(z(t**),8(z(t*),z(tx)) < 0. Pero entonces
para algin At > 0 suficientemente pequefio, v(t) < v(t**) = r — A para todo t** < ¢t <
t** + At < tg41, con lo cual [t*,t** + At] C A, llegando a una contradiccién. Luego
t** = tr41 y el punto (b) queda demostrado.

Ahora, de (a) y (b) vamos a demostrar la validez del punto 2. de la tesis del lema, i.e.
que ‘U(tk.H) - ’U(tk) S —C'(T)(tk...l - tk).

Consideremos dos casos:
cl) c*(r) = c(r), es decir c(r)d < 4;
c2) c*(r) = A/§ < c(r).

Supongamos que nos encontramos en el caso c1). Entonces tenemos dos posibilidades,
i) para algin t, < t* < teq1, v(t*) =7 — A4, ii) v(t) > r — A para todo t € [tx, tx41). Si
estamos en el caso 1)_, por el punto (b) recién demostrado, v(tx41) < r — A. Por lo tanto
V(teer) — v(te) < —A < —¢(r)d < —c*(r)(tes1 — t)-

Si por el contrario sucede ii), entonces z(t) € K,_z . Vt € [tx,tr41] ¥ por lo tanto, por
el punto (a), v(tes1) — v(te) < —c(7)(te41 — te) = —c*(7)(tk41 — ti)- _

Si nos encontramos en el caso ¢2) y sucede i), tenemos que v(tx41) < 7 — A. Por lo
tanto v(tesr) —v(te) < —A < —(A/8)(tes1—tk) = —c*(7)(te+1) —tk). Sisucede ii), con los
mismos argumentos que empleamos en el caso c.2) ii), v(te41) —v(tx) < —c(r) (te41 — k) =
—c*(7) (tkqr — te). 1

Demostracién de 2. de la Proposicién 4.1:

Sea c*(r) como en el Lema 4.4. Recordemos que debido al punto 1. de tal lema,
infre,p c*(r) = c* > min{¢,A/é} > 0. Entonces afirmamos que el punto 2. de la tesis
de la Proposicién 4.1 se verifica con T* = T*(¢, R,8) = (R —¢€)/c* + 6. En efecto, fijemos
zo € J(R). Si V(zo) <€, z(t, ty, To) € J(€) para todo t > ¢, y no hay nada que probar.
Supongamos entonces que zo € J(R) — J(¢), o, equivalentemente, que ¢ < V(z¢) < R.
Sea t;- el primer instante de IT tal que tx- > ¢, + (R — €)/c*, entonces, necesariamente
tee < tiy+T*. Sean z(t) = z(t, txy, To) y v(t) = V(z(t)), entonces por ser J(R) invariante,
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v(t) < R para todo t > ti,. Supongamos que v(tx) = 1, > € para todo ty, < tx < t-.
Entonces, por el punto 2. del Lema 4.4,

k-1
v(te) = v(te) + Y v(tesa) = v(te)
k=ko
k*-1
< To- Z c"(re) (tes1 — tk)
k=ko
< 10— C (ke — o)
< 19— R+e
< €

lo cual es absurdo. Por lo tanto, para algin ¢ con tx, < tg < tge < ty, + T, v(t:) < €,
i.e. z(tx) € J(€), con lo cual, por la invariancia de J(e), z(t) € J(e) para todo ¢t > t. §
Una vez demostrada la Proposicién 4.1, concluimos la demostracién del Teorema 4.1.

Conclusién de la demostracién del Teorema 4.1

Sean a; y a, funciones de clase K, tales que o;(|z]) < V(z) < aqs(|z|) Vz € R".
Para 0 < ¢ < R consideremos las constantes positivas

e =a(e) y R =oa(R), (4.23)

y notemos que con ellas se verifican las inclusiones J(¢') C B, y Bg C J(R').

Entonces la tesis del Teorema 4.1 se verifica con M (r) = aoay(r), §(¢, R) = §*(¢', R')
y T(e,R,8) = T*(¢', R', 6), con los mismos é* y T* de la Proposicién 4.1.

En efecto, supongamos que ||II|| < § < (¢, R) y que 7o € Bg. Entonces, como
zo € J(R'), por el punto 1. de la proposicién 4.1, tenemos que |V (z(t,tx,, zo))| < R
Vt > t,. Pero entonces a;(|z(t,tk,, Zo)|) < [V(z(8, tro, To))| < R VE > ty,, 0, lo que es
equivalente, |z(t, tx,, To)| < a7 (R') = M(R) Vt > ty,.

Por otra parte, por el punto 2. de la misma proposicién, tenemos que z(t, tx,, Zo) €
J(e') Vt > ty, + T*(¢', R', ). Pero entonces z(t, tx,, To) € Be Vt > tr, + T(e, R, 6). 1

Observacion 4.2 Observamos que de la demostracién del Teorema 4.1 se desprende que

si V es una funcién de Lyapunov global para £ y a; y a; son funciones de clase K, tales

que o1(|z]) < V(z) < az(|z]) para todo z € IR", entonces la tesis de dicho teorema se
verifica con

M(r) = ofloa(r), (4.24)

S(E,R) = 6-(01(6),02(R)), (425)

donde 6* estd dado por (4.17).
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Observacién 4.3 E] Teorema 4.1 generaliza los resultados dados en el Teorema 4 de [31]
respecto de la implementacién digital via MROC de leyes de control estabilizantes para
sistemas no lineales afines en el control.

Cuando la ley de control v estabiliza localmente a P, es decir, cuando el origen es un
punto de equilibrio localmente asintéticamente estable de ¥, con demostracién similar a
la del Teorema 4.1 es posible demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4.2 Supongamos que 7 es un estabilizador local de P. B
Entonces existen un entorno del origen U y una funcién positiva ¢ : (0,¢'] — IR tales
que,dados 0 < e <e'y0<d<é(e),si|I]| <dyzo€ U se verifican:

1. :L'(t,tko,:l?o) ey Vvt> Lkos
2. existe T = T(e, ) tal que |z(¢, txg, To)| < € VE >t + T.

Demostracién: Como la demostracion de este resultado es esencialmente la misma que
la que dimos para el Teorema 4.1, s6lo haremos un esbozo de ella.

Consideremos una funciéon V de Lyapunov local para ¥, es decir, una funcién conti-
nuamente diferenciable V : B,. — IR*, con * > 0, que verifica

L an(lz]) < V(2z) < az(lz]) Vz € Bre;
2. VV(z).9(z) £ —as(|z]) Vz € B,

con a;, ¢ = 1,2,3 de clase K. La existencia de V estd garantizada por los teoremas
inversos de Lyapunov al igual que en el caso de la estabilidad asintética global uniforme.
Para tal funcién V consideremos 0 < R’ < a;(r*) y definamos, para 0 < r < R, P(r),
G(r) y h(z,y) de la misma forma que en el caso global. Consideremos, para 0 < e < R',

P(r)

R >0 el
0*(e) = sup {5 >0:de < —L(r)G(r)

vr € [e, R’]} , (4.26)

y notemos que 6*(¢) > 0. Entonces, teniendo en cuenta que para 0 < r < R/, por la
eleccién de R', 8J(r) = {z € B,- : V(z) = r}, pues J(R') N 8B,. = B debido a que
R' < min{V(z) : |z|] = r*}, tenemos, con demostracién idéntica a la de la Proposicién
4.1, que vale la siguiente:

Proposicion 4.2 Sea V una funcién de Lyapunov local para X.
Entonces, para cada 0 < € < R’ se verifica:

1. Si ||TT]] < 8*(¢), J(r) es invariante respecto de Ly para cada r € [¢, R'].

123



2. Para cada 0 < § < 6" existe T* = T"*(e, ) tal que si ||II|| < é entonces

:v(t,tko,a:o) € J(&‘) vt > Lo +T*yVzy € J(R’) (4.27)

La demostraciéon del teorema concluye de la siguiente manera. Para 0 < ¢ < & =
oy (R'), sea € = o4(e), con lo que se verifica la inclusién J(¢) C B.. Entonces la tesis
del teorema se verifica con U = J(R'), §(¢) = 6*(¢) y T(e,8) = T*(¢,6). En efecto, si
ITI|| < 6 < &, por el punto 1. de la Proposicién 4.2 zo € U, z(t, tx,, o) € U para todo
t > tx, y por el punto 2. de la misma proposicién z(t,tk,, zo) € J(¢) C B, para todo
t>te, + 71

Observacién 4.4 De la prueba del Teorema 4.2 se deduce que si V : B.. — IRt es una
funcién de Lyapunov local para I, a; es una funcién de clase K tal que o (]z]) < V(z)
para todo £ € B,. y R’ > 0 es tal que R’ < a;(r*), entonces la tesis de dicho teorema se
verifica con

U=J(R) y &)=26(aule)), 0<e<z=a7'(R),
y 6" definido en (4.26).

Observacion 4.5 A partir del Teorema 4.2 es posible deducir los resultados obtenidos

en [24] respecto de la estabilizacién practica de sistemas de control muestreados (Teorema
4).

Observaciéon 4.6 Los teoremas 4.1 y 4.2 extienden respectivamente los Teoremas 3.1 y
3.2 de nuestro trabajo [48] (ver tambien [47]), en los cuales s6lo se consideraron s.i.m.
regulares.

Ejemplo 4.1 Consideremos el sistema de control

P:{:':;l =W (4.28)

o = U
y la ley de control realimentado
(1, T2) = (T2 — (22 + 13) 1y, — 1) — (22 + 2) 1),

la cual estabiliza globalmente a P, pues el sistema a lazo cerrado que se obtiene al consi-
derar en (4.28) (uy,u2) = ¥(z1, Z2),

& = 13- (2} + 1%,
PR S .
{ fy = -z - (g +2f)z, (4:29)
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tiene al origen como un punto de equilibrio globalmente asintéticamente estable, lo cual
se comprueba facilmente verificando que la funcién V(z;,z2) = z2 + 23 es una funcién de
Lyapunov global para .

De acuerdo con el Teorema 4.1, dados 0 < € < R, existe una cota § = §(R, ¢) tal que
si el sistema (4.28) se controla mediante la implementacién digital de y(z) via MROC, y
la s.i.m I que se emplea para tal implementacién satisface la condicién ||II|| < &, cada
trayectoria del sistema a lazo cerrado X que se inicia en Bp llega en tiempo finitoa B, y
permanece alli para siempre.

Siguiendo los pasos de la demostracién del teorema mencionado, vamos a determinar
8(R, €) para este caso.

En el célculo de § emplearemos la funcién de Lyapunov V(z1,1;) = z2 + 22, con lo
cual podemos considerar oy (r) = a3(r) = 72 y, por lo tanto, de acuerdo con la observacién
4.2 8(¢, R) = 6*(¢%, R?), con §* dado por (4.17).

Teniendo en cuenta que en este caso g(z) = (2o — |z|*z;, — 71 — |7/?22), 0(z,€) = g(€) ¥y
h(z,y) = (-2z,9(z) +y) = =2|z|*+2(z,y) y que J(r) = {z € R*: |z| < \/T} y 8J(r) =
{z € R?*: |z| = /t}, G(r), L(r) y P(r) en (4.11)-(4.13) resultan G(r) = /(1 + r?)r,
L(r) <14 3ry P(r) = r¥2. Por lo tanto

5(e,R) = 6"(e%, R .
= sup {6 >0: el < % Vr € [¢?, RZ]}

r3/2

(1+3r)y/(1+72)

> sup {6 >0: Jelt+3) < Vr € [6‘2,R2]} :
T

En el caso particular R = 1, ¢ = 0.1, obtenemos § > 0.01 y para R = 1, ¢ = 0.05,
obtenemos & > 0.0025.

Las siguientes figuras muestran simulaciones del sistema (4.28) controlado por la im-

plementacion digital de v via MROC, considerando primero una s.i.m regular de periodo
= 0.01 y luego una s.i.m regular de periodo § = 0.0025. En ambos casos se consideré la
condicién inicial z(0) = (0, 1).

La figuras 4.1 muestra la trayectoria del sistema a lazo cerrado correspondiente al
periodo de muestreo § = 0.01. En la figura 4.2 se observa la evolucién del médulo del
vector de estados de dicho sistema. Como puede apreciarse, la trayectoria ingresa en By ¢
aproximadamente en el instante ¢ = 60 permaneciendo alli para ¢t > 60.

Las figuras 4.3 y 4.4 muestran, respectivamente, la trayectoria y el médulo del vec-
tor de estados del sistema a lazo cerrado correspondiente ahora al periodo de muestreo
d = 0.0025. Como puede observarse en la figura 4.4, la trayectoria ingresa en By gos
aproximadamente en el instante ¢ = 250 permaneciendo alli para instantes posteriores.
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Figura 4.1: Trayectoria correspondiente a § = 0.01

Como puede apreciarse, en ambos casos la trayectoria no converge al origen. Estas
simulaciones nos sugieren que el sistema a lazo cerrado X no es asintéticamente estable
para los periodos de muestreo empleados en la simulacién. En lo que sigue probaremos
que cualquiera sea el periodo de muestreo § > 0, la implementacion digital via MROC de
7, empleando la s.i.m regular Il de periodo §, nunca estabiliza asintéticamente al sistema
(4.28), pues, como veremos, el origen siempre resulta un punto de equilibrio inestable del
sistema a lazo cerrado Xp;.

En efecto, consideremos el sistema discretizado asociado a X, X, p, el cual, debido
a que las trayectorias de ¥, verifican la ecuacién hibrida

ii(t) = z(ts) - (&30 Nalt)
Ta(t) = —zi(te) — (2 L : Bt h

estd determinado por la ecuacién en diferencias

Ty (tes1) = xl(tk)+(il‘z(tk)-($Z(tk)+1‘§(tk))xl(tk)) (4.30)

Ta(tesr) = a(te) — (z1(te) + (2F(t) + 25 (t))z2(tk))

Sy

Como la linealizacién de la ecuacién (4.30) alrededor del origen

:cl(tk) + xg(tk)é
T2(tk) — 71 (tx)0

Ty (tes1)
To(tks1)

126



Figura 4.2: |z(t)| para § = 0.01

es inestable, pues los autovalores de la correspondiente matriz de transicién son A; = 1+14
y A2 = 1 — 44, el origen es un punto de equilibrio inestable respecto de n,p y, en
consecuencia, también es un punto de equilibrio inestable respecto de £y, como habiamos
afirmado.

4.3 Estabilidad asintética

Como lo demuestra el Ejemplo 4.1, en general no es posible obtener resultados mas fuer-
tes que los dados por el Teorema 4.1, en el sentido que sin hipdtesis adicionales no puede
demostrarse la convergencia de los estados al origen, es decir, no puede probarse la esta-
bilidad asintética del origen. En consecuencia, para asegurar la estabilidad asintética del
origen es necesario el cumplimiento de condiciones adicionales. Una de tales condiciones,
sugerida por la demostracién del Teorema 4.1, es la siguiente.

D Existe una funcién de Lyapunov local para ¥ tal que

lim inf P(r)

mit rmem (431)

con G(r), P(r) y L(r) como en (4.11), (4.13) y (4.12) respectivamente.
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Figura 4.3: Trayectoria correspondiente a ¢ = 0.0025

En lo que resta de la seccién demostraremos que la condicién D es suficiente para
asegurar la estabilidad asintética uniforme del origen respecto de Xy si ||II]| es suficien-
temente pequena. En primer lugar trataremos el caso en que vy es un estabilizador global
de P y demostraremos el siguiente resultado.

Teorema 4.3 Supongamos que 7 estabiliza globalmente a P y que vale la condicién D.
Entonces existen una funcién M de clase K, y una funcién positiva y no decreciente
0 :(0,4+00) — IR tales que se verifica lo siguiente: dado R > 0, si [|TI|| < 0(R) entonces

j i l.’L‘(t,tko,.’L‘o)I < JW(IJIol) YVt > tr, y Vo € Bpg;

2. para cada 0 < § < 6(R), lim,,4o0 |Z(T + tiy) tro, To)| = O uniformemente en ¢, € I,
o € Bpy I1: ||TI|| < 4.

Observacion 4.7 Del Teorema 4.3 se deduce inmediatamente que si ||II|| < 6*(R) en-
tonces el origen es un punto de equilibrio uniformemente asintéticamente estable respecto
de X1 y que Bp se encuentra contenida en el dominio de atraccién de este punto de
equilibrio. En efecto, del punto 1. del teorema se deduce que el origen es un punto de
equilibrio uniformemente estable respecto de ¥y, mientras que del punto 2. se concluye
que las trayectorias de Xy que se inician en Bp en algin instante inicial ¢;, € II son
uniformente atraidas por el origen.
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Figura 4.4: |z(t)| para § = 0.0025

Demostracién del Teorema 4.3: Comenzamos notando que debido al siguiente lema,
cuya demostracién daremos mds adelante, siempre puede suponerse, sin perder generali-
dad, que la funcién de Lyapunov con la cual se verifica la condicién D es una funcién de
Lyapunov global para .

Lema 4.5 Supongamos que el origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable
de ¥ y que W : B,. = IR* es una funcién de Lyapunov local para .

Entonces existe una funcién V de Lyapunov global para ¥ tal que W|p, = V|p, para
cierto0 <r <.

En efecto, si el origen es un punto de equilibrio globalmente estable de £ y W es una
funcién de Lyapunov local que satisface (4.31), por el lema precedente existe una funcién
de Lyapunov global V' que coincide con W en un entorno del origen. Por lo tanto V
también verifica (4.31) y la condicién D se ve satisfecha con una funcién de Lyapunov
global para .

Sea entonces V' una funcién de Lyapunov global para ¥ que satisface (4.31). Para
tal funcién V' consideremos 8*(e, R) como en (4.17). Entonces, para R > 0 sea é(R) =
lim,_,0+ 0*(¢, R) > 0. Notamos que la existencia del limite estd garantizada por (4.19)
mientras que su positividad resulta de (4.31). Observamos también que de (4.18) se deduce
que §(R) < §(R') si R > R', mientras que de (4.19) se desprende que 4(R) < &°(e, R)
para todo ¢ € (0, R).
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Afirmamos que la tesis del teorema se verifica con
M(r)=ai'oa(r) y B8(R)=5(ca(R)),

donde a; y a; son funciones de clase Ko, tales que a(|z]) < V(z) < aa(|z|) para todo
z € IR™. Notemos que debido a que § es no creciente y a, es monétona creciente, § resulta
no creciente.

Antes de probar que con M y § se verifica la tesis del teorema, notamos que debido
a la Observacién 4.2, la tesis del Teorema 4.1 se verifica con la funcién M que recién
definimos y con 8(s,r) = 6*(a,(s), az(r)).

Fijemos R > 0. Vamos a demostrar primero el item 1. Supongamos que ||II|| < §(R)
y que zo € Bp — {0}. Entonces

ITI|| < 8(R) < 8*(en(lzol/2), e2(R)) < 6*(ar(|zol/2), ca(|o])),

donde la dltima desigualdad se debe a (4.18). Por lo tanto, ||II|| < 8(|Zo|/2, |Zo|) ¥, en
consecuencia, por el punto 1. del Teorema 4.1 (considerando |zo|/2 en lugar de € y |zo|
en lugar de R), tenemos que |z(t, tx,, To)| < M(|zo|) para todo t > ty,.

Con el objeto de demostrar el punto 2. de la tesis, fijemos 0 < § < 8(R). Sea
0 < € < R, entonces § < §(R) < §*(au(e), az(R)) < 8(e, R). Por lo tanto, por 2. del
Teorema 4.1 existe T = T (e, R, §) tal que para cualquier II con ||II|| < §, cualquier ¢, € I
y cualquier zy € Bp,

|$(T + tko) tko)IO)l S e VT Z T

Entonces |z(T + tk,, tro» Zo)| = 0 cuando 7 — 400 uniformemente en tx, € I, 7o € Br y
IT:||I]| <6y el teorema queda demostrado. I

Observacion 4.8 De la demostraciéon del Teorema 4.3 se desprende que si V' es una
funcién de Lyapunov global para £ que satisface (4.31) y a; y as son funciones de clase
Ko tales que a;(|z]) < V(z) < ao(|z|) para todo z € IR, entonces la tesis de dicho
teorema se verifica con

M(r)=ailoay(r) y &(R)= lir51+ 0*(e,az2(R)) (4.32)

con §* como en (4.17).

Demostracion del Lema 4.5: Sea V) una funcién de Lyapunov global para ¥ y sea
@ : R — [0,1] de clase C! tal que ¢ =1 en B,.;2 y ¢ = 0 fuera de Bj;,./4. Consideremos
las siguientes constantes

r, = min Vi(z)
=125
m = min  —-VVi(z).9(z)
G <lal< 3
M = max W(z)|Ve(z).g9(z)|

o <lr)< 3t
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Observamos que por ser V; una funcién de Lyapunov para L, tanto r; como m resultan
positivas.

Sea a: Rt — R* una funcién continuamente diferenciable tal que @ = 0 en [0,7,/2],
a'(r) es estrictamente creciente en [ry/2,+400), lim,,4000'(r) = +00 y (1) > M/m.
Por ejemplo, a(r) = [ ¢(s)ds con ¢(r) = 0 para todo r € [0,71/2] y ¢(r) = c(r — 1,/2)?
para r > 71/2 con ¢ posmvo y tal que ¢(r;) > M/m. Entonces la funcién V(z) =
¢(z)W(z) + a o Vi(z) se encuentra en las condiciones del lema. Primero probaremos que
V es de Lyapunov global para £. Como la existencia de funciones de clase KCo, que acoten
a V tanto por arriba como por abajo es equivalente a que V' sea definida positiva, i.e.
V(0) =0y V(z) > 0si z #0, y radialmente no acotada, i.e. limygo0 V(z) = +00 (ver
[40]), probaremos que V' verifica estas dos tltimas propiedades.

Veamos la positividad de V. Como es inmediato que V(0) = 0, pasamos a comprobar
que V(z) > 0 si z # 0. Supongamos que 0 < |z| < r*/2, entonces V(z) = ()W (z) +
a(Vi(z)) = W(z) + a(Vi(z)) > 0. Si por el contrario |z| > r*/2, V(z) = o(z)W(z) +
a(Vi(z)) > a(Vi(z)) > 0 pues Vi(z) > ny.

La no acotacién radial de V se deduce inmediatamente de la desigualdad V(z) >
a(Vi(z)) para |z|] > r*/2, de la no acotacién radial de V; y de que a(r) — +oo si
T — +00.

Para concluir que V' es una funcién de Lyapunov global para ¥, resta probar que
D(z) = —=VV/(z).g(z) estd acotada inferiormente por una funcién de clase Ko, 0, equi-
valentemente, que es definida positiva y radialmente no acotada.

Como en la regién 0 < |z| < /2,

D(z) - [VW(z).9(z) +a(V1(-'C))VV1($) 9(z)]
> =VW(z).g(z) > (4.33)
y en la regién 3r*/4 < |z|, D(z) = —a'(Vi(z))VVi(z).9(z) > 0, la positividad de W

quedard probada si mostramos que W(z) es positiva para todo z : 7*/2 < |z| < 3r*/4.
Sea £ € IR™ tal que r*/2 < |z| < 3r*/4, entonces

D(z) = —[W(z)Vo(r).g(z) + 9(z)VW(z).9(z) + &' (Vi(2)) VVi(2).9(z)]
> —[W(z)Ve(z).9(z) + & (Vi(2)) VVi(2).9(2)]
> —M + o (Vi(z))m
> 0,

pues, como V;(z) > 1, o/ (Vi(z)) > o/(r,) > M/m.

Por otra parte, la no acotacién radial de D se deduce inmediatamente de la igualdad
D(z) = =a'(Vi(z))VVi(z).g9(z) para |z| > 3r*/4, de la no acotacién radial del término
—VVi(z).9(z) y de la monotonia de &'(r).
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Para finalizar la demostracién, sea 0 < r < r*/2 tal que Vj(z) < r/2. La existencia
de 7 en tales condiciones se deduce de la continuidad de V; en el origen y del hecho que
V1(0) = 0. Entonces, si z € B,, ¢(z) =1y a(Vi(z)) =0, y, por lo tanto, V(z) = W(z). 1

En el caso en que <y es un estabilizador local y se verifica la condicién D, es posible
demostrar el siguiente resultado.

Teorema 4.4 Supongamos que v estabiliza localmente a P y que vale la condicién D.

Entonces existen un entorno del origen U y una constante positiva 8, que verifican
lo siguiente: si ||TI|| < &, entonces el origen es un punto de equilibrio uniformemente
asintéticamente estable de ¥ y U esta contenido en el dominio de atraccién de éste. Mas
atin, para cada 0 < § < 89, lim; 400 |Z(T + tkys tiy» To)| = O uniformemente en ¢, € II,
Toe Uy Il: | <6.

Demostracién: Sea V : B,. — IR* una funcién de Lyapunov local para £ que verifica
(4.31) y sean oy y a, de clase K tales que a;(|z|) < V(z) < az(|z|) para todo z € B,..
Para tal funcién V consideremos 0 < R' < a;(r*) y, para0 < e < R/, §*(¢) como en (4.26);
recordemos que con tales R' y §* se verifica la tesis de la Proposicién 4.2. Consideremos
también U = J(R') y 8(¢) = €*(au(€)) y notemos que con ellos, debido a la Observacién
4.4, se verifica la tesis del Teorema 4.2.

Sea 8¢ = lim,_,04 0*(€) = lim,_,04 6(€), entonces debido a (4.31), & > 0.

En consecuencia la tesis del teorema se verifica con U = J(R') y 8.

Sélo nos limitaremos a demostrar que si ||TI|| < & el origen es un punto de equilibrio
uniformemente estable respecto de £y, pues, la parte de la tesis referente a la convergencia
de las trayectorias de ¥y que se inician en U se demuestra con argumentos similares a
los empleados en la prueba del Teorema 4.3, invocando en esta ocasién al Teorema 4.2 en
lugar del Teorema 4.1.

Con el objeto de probar la estabilidad uniforme del origen, supongamos que ||II|| < 8.
Fijemos 0 < 7 < r* y consideremos 0 < ¢ < R' tal que J(¢') C B,y 0 < € < 7* tal
que B, C J(¢') (cualquier par €, € positivos y tales que €' < a;(n) y az(€) < €' sirve).
Sea o € By, entonces 7o € J(¢'). Como ||II|| < & < 8*(¢'), (recordemos que &* es
no decreciente), por la Proposicién 4.2 J(¢') es invariante respecto de £ y por lo tanto
z(t, try, o) € J(€') C B, para todo t > ti, 1

Observacién 4.9 Si V : B,. — IR' es una funcién de Lyapunov local para I, a; es
una funcién de clase K tal que o;(|z|) < V(z) para todo z € B,- y R’ > 0 es tal que
R' < ay(r*), entonces la tesis de dicho teorema se verifica con

U=JR) y &= lirg1+ 8* ()

con ¢* dado por (4.26).
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4.3.1 Implementacién digital de estabilizadores exponenciales

En lo siguiente estudiaremos el comportamiento del sistema £ en el caso particular en
que la ley de control « estabiliza localmente exponencialmente a P, i.e., en el caso en que
el origen resulta un punto de equilibrio localmente exponencialmente estable de X.

En este caso, ademads de las hipétesis sobre f. y 4 que venimos sosteniendo desde el
comienzo, supondremos que g es diferenciable en el origen. Con tal suposicién adicional
veremos que es posible mostrar que si < estabiliza exponencialmente a P, entonces se
verifica D. Antes hacemos la siguiente observacién.

Observacion 4.10 Cuando el origen es un punto de equilibrio exponencialmente estable
de ¥ y g es diferenciable en el origen, existe una funcién de Lyapunov V : B,. — IR" para
¥ que verifica:

1. ¢|z|? < V(z) < &;|z|* Vz € B,.,
2. VV(z).9(z) < —cs3|z|*Vz € B, y
3. |VV(z)| £ c4|z| Vz € B,
con ¢; > 0 parai=1,...,4 (ver [40], [41]).

Lema 4.6 Supongamos que 7 estabiliza localmente exponencialmente a P y que g en
(4.2) es diferenciable-en el origen. Entonces vale D.

Demostracion: por ser el origen un punto de equilibrio exponencialmente estable de £ y
g diferenciable en 0, existe una funcién de Lyapunov local para £ que verifica los puntos
1. a 3. de la Observacién 4.10. Veamos que tal funcién también verifica (4.31). Sea
0 < R' < c17*? y sea u tal que |g(z)| < u|z| para todo z € J(R'). Entonces, empleando
las desigualdades 1. a 3. vamos a demostrar que para cada 0 < r < R/,

C3

P(r) 2 a\/cl_r (4.34)
G(r) < u Z—l (4.35)

Veamos ahora (4.34) y (4.35). Antes conviene tener en cuenta que para cada z € J(r),
de 1. se deducen las desigualdades: a) |z| < \/E yb) |z| > \/g

Entonces, de a) resulta que para todo z € J(r), |g(z)| < plz| < 1, /é y de esto sigue

(4.35).
Respecto de (4.34), denominemos 71 al lado derecho de tal desigualdad. Entonces la
validez de (4.34) quedara verificada si probamos que h(z,y) = VV(z).(9(z) +y) < 0 cada
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vez que € 8J(r) y |yl < . Veamos esto dltimo. Sean z € 8J(r) y |y| < n arbitrarios.
Entonces, empleando 2., 3. a) y b) resulta la cadena de desigualdades

VV(z).9(z) + VV(z).y < —cslz> +]|VV(2)llyl

CaT T
< ——+cqy/—n
C2 1

= 0,

y con ello la validez de (4.34).
Una vez probadas (4.34) y (4.35), la demostracién del lema finaliza, pues de éstas se
deduce inmediatamente que V verifica (4.31), es decir, que lim inf, o4 L—(%c'% >0.1

Combinando el Lema 4.6 con el Teorema 4.4 se deduce inmediatamente que si v es
un estabilizador exponencial de P y g es diferenciable en z, = 0, entonces existe una
constante positiva § tal que z, es un punto de equilibrio uniformemente asintéticamente
estable de Ty si ||IT|| < 6.

A continuacién vamos a demostrar un resultado més fuerte que éste, vamos a demostrar

que si ||I1|| es suficientemente pequeiia, el origen es un equilibrio exponencialmente estable
de En.

Teorema 4.5 Supongamos que v estabiliza localmente exponencialmente a P y que g en
(4.2) es diferenciable en el origen.

Entonces existen un entorno del origen U y una constante positiva 8, tales que si
IITT|| < &, el origen es punto de equilibrio exponencialmente estable de £y y U esta
contenido en el dominio de atraccién de éste .

Demostracién: Sea V' B,. — R* una funcién de Lyapunov para L que verifica
los puntos 1. a 3. de la Observacién 4.10. Tomemos R’ > 0 tal que R’ < ¢;7*% y
U = J(R'). Consideremos p > 0 tal que |g(z)| < p|z| para todo z € U y L > 0 tal que
|6(z,€)| < L|z — &| para todo z,£ € U.
Sea
ky

z W7 N
o —sup{d :0e”’ < Lkg}, (4.36)

con ky = %:_' y k2 = £=. Teniendo en cuenta que valen (4.34) y (4.35) Vr € (0, R} (ver

la demostracién del Lema 4.6), se deduce facilmente que 8, < &y, con Jy la constante de la
Observacién 4.9. Como U también se encuentra en las condiciones de dicha observacién,
resulta que el origen es un punto de equilibrio uniformemente asintéticamente estable de
Tn y que U esta contenido en el dominio de atraccién de éste, si ||IT|] < &;.
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Ahora vamos a demostrar que el origen es un punto de equilibrio exponencialmente
estable si ||I|] < &,. Como se verifica la propiedad (A8) del capitulo 2, pues el lado
derecho de la ecuacién hibrida (4.3) es localmente Lipschitz, por el Teorema 2.6 del mismo
capitulo bastara mostrar la existencia de una funcién de Lyapunov en las condiciones de
ese teorema.

Supongamos ||TI|| < &; y consideremos z € U — {0} y ¢, € II, arbitrarios. Entonces,
si z(t) = z(t, tk, z) y v(t) = V(z(t)), v(tk) = V() =7 € (0, R']. Como J(r) es invariante
respecto de Ly Vr € [0, R'], pues 8o se encuentra en las condiciones de la demostracién
del Teorema 4.4 y ||TI|| < &, tenemos que v(t) < 7 para todo ¢ > ¢ y que, de acuerdo
con (4.20) y (4.35), 6(=(t), z(t+))| < L|I|G(r)etIMl < L||TT)|kq/re T,

Entonces, como por las propiedades de V, h en (4.10) satisface para todo z € U/ la
desigualdad

(z3) < —AV (@) + cuy [ S,

con A = c3/c, tenemos que para cada t € [tk, tis1)
o(t) = h(z(t),6(2(t),z(t))) < —Aov(t) + 04\/g|9($(t), z(t)|
< =Xu(t) + ¢4 \/c:llLlll'IllkzeL"n“r
= —M(t)+ c4\/gﬂk1r, (4.37)

con B = L||TI||koe"I™M/k; < 1, esto ltimo debido a la definicién de &; y a que ||If| <
4,. Entonces, de (4.37) y de resultados bien conocidos para inecuaciones diferenciales,
obtenemos la acotacién v(tg41) < v(te)e 2+ -f—/‘—cﬁlkﬂr(l —e~?8%) donde Ax = (tr41 — tk)-
Teniendo en cuenta que v(tx) = V(z) =7y \ﬁ/ic_% = 1, la desigualdad anterior se puede
escribir

V(z(tes1, t, 7)) < (€722 + B(1 — e *2%))V (z).

Entonces, denominando X' = (1 — f)inf,eom(1 — e™**)s™! > 0 y restando en ambos
miembros de la iltima desigualdad el término V' (z), obtenemos la siguiente acotacién
para el incremento de V entre dos instantes sucesivos de muestreo,

V(z(tesr, tr, 7)) = V(z) < —(1-=B) (1= e )V (z)
< =NAV(2). (4.38)
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Luego, empleando la propiedad 1. de V, (4.38) y teniendo en cuenta la arbitrariedad de
z € Uyt €I, se llega finalmente a que Vk € Zt y Vz € U vale la desigualdad

V(2(tes, te, 7)) = V(2) < =A"Alz[?, (4.39)

con A\** = ) /c,. Entonces, por el Teorema 2.6 del capitulo 2, el origen resulta un punto
de equilibrio exponencialmente estable del sistema discretizado. I

Observacién 4.11 De la demostracién del Teorema 4.5 se desprende los siguientes he-
chos.

1. Si conocemos una funcién de Lyapunov V para ¥ en las condiciones de la Observa-
cién 4.10, U y 6, en el Teorema 4.5 pueden determinarse de la siguiente manera:
Como U podemos tomar cualquier conjunto de la forma U = J(R'), siempre que
0 < R < ¢;7*% Una vez elegido U en la forma descripta, para determinar &,
consideramos constantes > 0y L > 0 tales

l9(z)| S ple|l VzeU y [6(z,6)| < Llz - €| vz, €, (4.40)
y tomamos
5 — . §,L6 )
0, = sup {6 10e™? < Luc2c4} . (4.41)

Sin embargo es importante notar dos cosas: por un lado, que el entorno U y la
cota &; obtenidos de este modo dependen fuertemente de la funcién de Lyapunov
empleada para su célculo y, por el otro, que el valor de &, puede ser demasiado
conservativo, lo cual es de esperar en tanto y en cuanto surge de un anilisis de
“peor caso”.

2. Cuando existe una funcién de Lyapunov V que satisface las condiciones 1. a 3. de la
Observacién 4.10 globalmente y tanto f. en (4.1) como 7 son globalmente Lipschitz,
el origen es un punto de equilibrio globalmente exponencialmente estable de g si
ITI{| < &, y 8, estd dado por (4.41) con, en este caso, 1 y L constantes positivas
tales que

l9(2)| < plz| Ve e R* y |6(z,8)| < Llz - | Vz,§ € R".

En efecto, si |[[I]| < &, siguiendo los mismos pasos que en la demostracién del
Teorema 4.5, llegamos a la conclusién que (4.39) vale para todo = € IR". Por otra
parte, como f. y 7y son globalmente Lipschitz, f en (4.3) también resulta globalmente
Lipschitz, y por lo tanto g satisface (A8G) (ver Lema 2.2). Entonces, p verifica
las hipétesis del Teorema 2.8 y, en consecuencia, el origen es un punto de equilibrio
globalmente exponencialmente estable respecto de Xp.
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3. Cuando el sistema de control P es lineal, i.e., f.(z,u) = Az + Bu con A € R***
y B € R**%, y «4 es un estabilizador de P también lineal, es decir y(z) = Fz con
F € R?™ y por lo tanto g(z) = Tz con T € IR™*™ estable en el sentido de Hurwitz,
la implementacidn digital via MROC de la ley « estabiliza exponencialmente a P si
el paso de muestreo es suficientemente pequeno.

En efecto, por un lado tenemos que tanto f, como <4 son globalmente Lipschitz por
ser lineales. Por otra parte, si P € IR"*" es la unica solucién simétrica y definida
positiva de la ecuacién de Lyapunov TP + PY = —Q, con Q una matriz simétrica
definida positiva, se tiene que V(z) = z7 Pz es una funcién de Lyapunov para £
que verifica globalmente los puntos 1. a 3. de la Observacién 4.10 con constantes

a=Mm(P), c2=2Au(P), =-2n(@Q) y cs=2|P|,

donde A (P) y Am(P) son, respectivamente, el minimo y el mdximo autovalor de
P, A\n(Q) es el minimo autovalor de @ y ||P| denota la norma inducida de P al
considerarla como operador lineal.

Entonces, por lo discutido en el punto anterior, existe una constante positiva 4, tal
que si ||II]| < &,, el origen es un punto de equilibrio globalmente exponencialmente
estable de . Mds atn, teniendo en cuenta que |g(z)| = |Zz| < ||Z]||z| Yz € R™
y que |6(z,€)| = [BF( - 2)| < |BFll|z - € Vz,€ € ", tomando 4 = |[] y
L = ||BF||, se tiene, de acuerdo con (4.41), que puede tomarse

(Pl )
2[BFIIZNIPIAm(P)

8, = sup {5 : dellBFlS <

Observacion 4.12 Los resultados que hemos dado para el caso de estabilizadores ex-
ponenciales, extienden, con demostracién diferente, los resultados obtenidos en [31] para
sistemas no lineales afines en el control (Teorema 3). Sin embargo, es importante obser-
var que en dicha publicacién también se analizan los efectos que producen los errores de
truncacion y, para el caso de leyes dindmicas, los efectos que producen los errores que
aparecen al integrar numéricamente la ecuacién diferencial que aparece en (4.6).
Respecto de los resultados dados en el punto 3. de la Observacién 4.11 para el caso
lineal, estos fueron obtenidos por otros medios en [13] (Teorema 3) y en [75] (donde
también se dan cotas para el paso de muestreo), para el caso en que la s.i.m. II es regular.

Ejemplo 4.2 Consideremos el sistema de control no lineal

Ii?l = I3
. 4.42
{ I, = n1z9+ (1+1d)u (4.42)

137



La ley de control realimentado u = y(z;, z2) con

I1T2 _ 211 + 31’2
1+ x? 1+ z?

7(111 I2) =

es un estabilizador global del sistema (4.42), ya que el sistema a lazo cerrado es

) = I
{ i?g = —2I1 —'3132 (443)
y la matriz
5= [ _g _;] (4.44)

es estable en el sentido de Hurwitz.

De acuerdo con el Teorema 4.5, existen un entorno del origen Uy una cota 5, >0
tales que la implementacién digital via MROC de la ley de control o, empleando en tal
implementacién una s.i.m II con ||II|| < &;, estabiliza exponencialmente al sistema (4.42)
y ademds U estd contenido en el dominio de atraccién.

Consideremos la funcién V(z) = 7 Pz con

1 -05
P= [ ~0.5 0.5]

la tnica solucién simétrica y definida positiva de la ecuacién TP + PE = —I. Entonces
V(z) es una funcién global de Lyapunov para el sistema (4.43) que verifica los puntos 1.
a 3. de la Observacion 4.10 en todo el espacio de estados con las constantes ¢; = 0.191,
¢, =1.309,¢c3 =1y cq = 2.618.

De acuerdo con el punto 1. de la Observacién 4.11, como U podemos tomar cualquier
conjunto de la forma U = J(R). Consideremos por ejemplo R = 0.19, es decir U =
J(0.19).

Para calcular §;, emplearemos la férmula (4.41). Como g y L en (4.40) resultan
p=3702y L = 3.621, obtenemos d; = 0.0041.

Las siguientes figuras muestran los resultados de la simulacién del sistema (4.42) con-
trolado por la implementacién digital de la ley de control realimentado o via MROC,
considerando una s.i.m. regular de periodo 0.004; la condicién inicial considerada fue
rd(0) = (214(0), £24(0)) = (0.5257,0.8507).

En las mismas figuras mostramos también, a modo de contraste, la trayectoria z(t)
del sistema (4.42) controlado por la ley a. La figura 4.5 muestra las evoluciones z; y 74
del primer estado del sistema, que como se puede apreciar, practicamente coinciden.
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Figura 4.5: Evolucién de z, y z,4, 6§ = 0.004

En la figura 4.6, y con un comportamiento similar, se pueden ver las evoluciones z, y
T4 del segundo estado del sistema. La figura 4.7 muestra las diferencias e; = 1,4 — zl y
€2 = T2q4 — T23. _

Como dijimos en el punto 1. de la Observacién 4.11, la cota 4, obtenida puede resultar
demasiado conservativa. Las figuras 4.8, 4.9 y 4.10, se obtuvieron simulando el sistema
controlado por la implementacién digital de & con una s.i.m regular de periodo de muestreo
d = 0.04. En las figuras 4.8 y 4.9 se observa la convergencia al origen de los estados del
sistema controlado por la implementacién digital ((z,4,Z24)). En las mismas figuras se
observa que ahora esta trayectoria coincide con la del sistema controlado por a para
instantes posteriores a ¢t = 6, como puede apreciarse también en la figura 4.10, que
muestra los errores e; = 13—zl y €3 = Toy — T5..

4.4 Conclusiones

A lo largo del capitulo hemos estudiado la implementacién digital de leyes de control
estabilizantes mediante muestreo y retencién de orden cero, en el caso en que ambas, la
planta y la ley, son tiempo invariantes. El siguiente es un resumen de los resultados mas
importantes del capitulo.

Si la ley de control estabiliza globalmente al sistema de control se puede asegurar:

e Acotacion final con error final arbitrariamente pequeno y regién de atraccién arbi-
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Figura 4.6: Evolucién de 2 y 24, 0 = 0.004

trariamente grande, si el paso de muestreo es suficientemente pequeno. (Teorema
4.1)

e Con hipétesis adicionales (condicién D), el origen resulta un punto de equilibrio
uniformemente asintéticamente estable y la cuenca de atraccién puede hacerse ar-
bitrariamente grande si el paso de muestreo se achica convenientemente. (Teorema
4.3)

e Estabilidad exponencial local si la ley de control es un estabilizador exponencial
local y el paso de muestreo es suficientemente pequeno. (Teorema 4.5)
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Figura 4.8: Evolucién de z, y Z14, 6 = 0.04
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Figura 4.10: Evolucién de los errores e; y ez, § = 0.04

142



Capitulo 5

Un Algoritmo para el Seguimiento
de Trayectorias en Sistemas de
Control a Datos Muestreados

5.1 Introduccion

En el capitulo anterior hemos estudiado la implementacién digital de leyes de control
realimentado estabilizantes, especificamente en el caso en que ambos, el sistema y la
ley de control, son tiempo invariantes y la implementacién digital se efectia mediante
muestreo y retencién de orden cero (MROC). Una de las conclusiones que obtuvimos en
ese capitulo fue la siguiente: tal tipo de implementacién estabiliza al sistema en forma
practica semiglobal, en el sentido que el error final puede hacerse arbitrariamente pequeiio
achicando convenientemente el paso de muestreo (Observacién 4.1). En cierto sentido, este
resultado nos dice que la implementacién digital mediante MROC de una ley de control
tiempo invariante que estabiliza a un sistema de control también tiempo invariante, se
comporta satisfactoriamente si el paso de muestreo se elige en forma adecuada.

Como la estabilizacidn, i.e. la regulacién a un punto de equilibrio del sistema de con-
trol, es un caso particular de seguimiento de trayectorias, se podria conjeturar que para
la implementacidén digital via MROC de leyes de control realimentado que resuelven el
problema de seguimiento de trayectorias pueden obtenerse resultados similares. Desafor-
tunadamente esos resultados no pueden generalizarse, como serd mostrado en la siguiente
seccion. Es decir, en general, no hay razones para esperar un “buen” comportamiento de
la implementacién digital via MROC de una ley de control realimentado que resuelve el
problema de seguimiento de trayectorias en un sistema de control tiempo invariante.

Por otra parte, tampoco puede esperarse que la implementacién digital via MORC de
leyes de control que resuelven el problema de seguimiento de trayectorias a lazo abierto
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se comporte en forma adecuada, debido a la fragilidad de esta clase de controles respecto
de pequeiios cambios en las acciones de control ([72]).

Estos hechos motivan la bisqueda de un camino alternativo para el diseio de un
controlador digital para el seguimiento de trayectorias basado en una ley de control en
tiempo continuo que resuelve el problema, es decir, basado en una ley de control que
resuelve el problema de seguimiento suponiendo que se conoce el estado del sistema en
todo instante. En lugar de discretizar la ley de control en tiempo continuo, lo que haremos
es disefiar un controlador digital que hard que el sistema siga las trayectorias que le
proporciona un modelo del sistema controlado por la ley en tiempo continuo.

Entonces, basados en: (a) un conjunto de trayectorias “ideales”que se obtienen apli-
cando la solucién en tiempo continuo a un modelo de la planta, (b) el conocimiento de los
estados del sistema en los instantes de muestreo y (c) técnicas desarrolladas en [42] por
Krasovskii y Subbotin en el contexto de la teoria de juegos posicionales, en lo que resta
del capitulo disenaremos un controlador que asegura la estabilidad practica semiglobal del
error de seguimiento, con error final arbitrariamente pequeiio si el periodo de muestreo es
suficientemente pequeio.

También demostraremos que el controlador propuesto es robusto respecto de pequenas
perturbaciones y de pequeiios errores en los actuadores y en las mediciones, ain cuando
la ley original de control no lo sea.

5.2 El problema de seguimiento de trayectorias

5.2.1 Notacion y terminologia adicionales

En esta breve seccién introduciremos notacién y terminologia adicionales a las que intro-
dujimos en el apartado 2.2.1 del capitulo 2.

Dados dos conjuntos X y U, ¢ : X — 2Y denota una multifuncién de X en U, es
decir, para cada £ € X, ¢(z) es un subconjunto de U.

Diremos que una funcién v : I — IR9, con I C IR un intervalo, es un control a lazo
abierto si u es medible Lebesgue y localmente acotada. Una funcién v : R* x R" — IR?
es una ley de control realimentado si para cada z € R™, v(-,z) es medible Lebesgue y
para cadat € IR*, «(t, ) es continua. Por tltimo, dada unacurvaz: I — R*, conI C IR
un intervalo, z(I) es la imagen de I por z y [z(I)],, para r > 0, es el conjunto de puntos
de R™ cuya distancia a z(I) es igual o menor que r.

5.2.2 El problema de seguimiento de trayectorias

Un problema que surge con frecuencia en las aplicaciones es el de encontrar controles que
fuercen a un sistema de control dado a seguir una determinada trayectoria z*(t) en el
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espacio de estados. Para establecerlo con precisién, consideremos el sistema de control no
lineal

= f(z,u) (5.1)

con z € IR" la variable de estado, u € IR? la variable de control y f : IR® x IR? local-
mente Lipschitz en z uniformemente en conjuntos compactos de u, i.e., para cada par de
conjuntos compactos K C IR" y U C IRY, existe una constante Iy > 0 tal que

|f(z,u) — f(z',u)| < lkylz— 2| Vz,7' €K, YueU. (5.2)

Diremos que una curva en el espacio de estados z* : I — R", con I C R*, I = [ty, ]
6 I = [to, +00) es una referencia o trayectoria admisible del sistema (5.1) si es acotada,
i.e. existe un conjunto compacto K C IR" tal que z*(I) C K, y existe un control a lazo
abierto u* : I — IR tal que z* es solucién de la ecuacién diferencial £ = f(z,u*(t)). En
tal caso nos referiremos a «* como un generador de z*.

Entonces el problema de seguimiento de trayectorias consiste en, dada una referencia
z*(t) definida en [0, +00), hallar una ley de control tal que la trayectoria z(t) del sistema
(5.1) controlado por esa ley sea tal que el error de seguimiento

e(t) = |z(t) — z*(t)] = 0 cuando t— +o0. (5.3)

Claro esta, atin nos falta precisar que entendemos por “ley de control”. Nosotros
consideraremos dos tipos diferentes de leyes de control y por lo tanto dos tipos diferentes
de soluciones para el problema de seguimiento de trayectorias, a saber: soluciones a lazo
cerrado y soluciones a lazo abierto. Comencemos estableciendo que entendemos por una
solucién a lazo cerrado.

Definicién 5.1 (Solucién a lazo cerrado): Dada una referencia z* : [0,+00) — IR™,
decimos que una ley de control realimentado (¢, z) es una solucidn lazo cerrado (SLC) del
problema de seguimiento de trayectorias si la ecuacién que verifica el error de seguimiento

e(t),
é= f(z*(t) +e,v(t,z°(t) +e)) — f(z*(t),u*(t)) :== G(t,e) (5.4)

tiene solucién unica para cada condicién inicial y e = 0 es un punto de equilibrio global-
mente uniformemente asintéticamente estable.

La existencia de soluciones a lazo cerrado para el problema de seguimiento de trayec-
torias ha sido extensamente estudiada en el campo de la robética, incluso considerando
restricciones en el control y el empleo de estimadores de los estados en el lazo de reali-
mentacién (ver [8, 10, 68, 74]). Para sistemas linealizables exactamente, el problema fue
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resuelto en [36] y [64] e, incluyendo restricciones en los controles y empleando estimadores
para los estados, en [46], [19] y [20].

Sin embargo, como al presente no hay razones para esperar que siempre existan solu-
ciones a lazo cerrado para el problema de seguimiento de trayectorias en sistema generales
de control, es razonable buscar definiciones de solucidn que sean mas generales que la de
SLC pero que retengan algunas de sus propiedades. Inspirados en la nocién de presintesis,
que surge en el contexto de la teoria de control 6ptimo (ver [7]), justamente debido a la
imposibilidad de asegurar la existencia de leyes de control realimentado éptimas, introdu-
cimos la definicién de solucién a lazo abierto que, como veremos enseguida, bajo ciertas
condiciones contiene como caso particular a la de solucién a lazo cerrado. Antes de pre-
sentar la definicién formal de solucién a lazo abierto, preferimos discutirla brevemente.

Supongamos que 7 es una SLC del problema de seguimiento de trayectorias, y consi-
deremos para cada condicién inicial (g, zq) €l control a lazo abierto 4(t; to, zo) = (¢, 2(t))
con z(t) = z(t;to,zo) la unica solucién de la ecuacion diferencial £ = f(z,7(t,z))
tal que z(tp) = zo. De este modo obtenemos una familia de controles a lazo abierto
F = {a(-, to, o) : [to, +00) = R : (to,z0) € Rt x IR} tal que para cada condicién
inicial (¢o,Zo), €l control @(t; o, Zo) genera la trayectoria z(t; o, o). Ademads, como e =0
es un punto de equilibrio globalmente uniformemente asintéticamente estable de la ecua-
cién (5.4), cada trayectoria z(-; zo, tp) verifica |z(7 + to; tg, Zo) — z*(T + to)| — 0 cuando
T — 400, y la convergencia es uniforme respecto de ¢ty € R* y de o € K si K C IR" es
compacto, o, equivalentemente (ver [40]), es posible hallar una funcién S de clase KL tal
que

|z(t; 80, zo) — z*(t)| < B(|zo — z*(to)],t — to) Vt > to, VEoR* y Vzo € R™. (5.5)

Teniendo en cuenta lo anterior, parece razonable considerar como solucién a lazo
abierto a una familia de controles a lazo abierto F = {a(, ¢, zo) : [to, +00) — RI :
(to, o) € R* x IR"} tal que para alguna funcién j de clase KL, toda trayectoria z(+; to, Zo)
del sistema (5.1) generada por 4(-, to, Zo) con z(to; to, Zo) = o, satisface la acotacién (5.5).

Sin embargo, por cuestiones técnicas, es conveniente ademds imponer que cada control
@ sea acotado por una cota que sélo dependa del error inicial, es decir, que exista una
funcién a : R* — IR*, que sin pérdida de generalidad puede suponerse no decreciente,
tal que

|a(t, to, zo)| < a(|zo — 2*(to)]) Vit 2 to, VH R yVzo € R (5.6)
De esta forma llegamos a la siguiente

Definicién 5.2 (Solucidn a lazo abierto): Dada una referencia z* : [0,400) — R,
decimos que una familia de controles a lazo abierto F = {&(:, to, o) : [to, +00) — R :
(to,To) € R* x IR™} es una solucidn a lazo abierto (SLA) del problema de seguimiento de
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trayectorias si existen una funcién S de clase L y una funcién no decreciente o : R* —
IR* tales que valen (5.6) y (5.5), esta dltima con z(-; to, o) la trayectoria del sistema /5.1)
generada por i(; tg, Zo) que verifica z(to; to, o) = zo.

Observacién 5.1 Como se desprende de la discusién precedente a la definicién de SLA,
una SLC - del problema de seguimiento de trayectorias no genera necesariamente una SLA
del mismo problema, pues la familia de controles a lazo abierto determinada por la SLC
no satisface necesariamente (5.6) para alguna funcién a. Por lo tanto, para considerar a
una SLC como SLA es necesario imponer condiciones adicionales sobre v, por ejemplo la
siguiente:
Existe una funcién ¢ : R* — IR* no decreciente tal que |y(t,z)| < ¢(|z — z*(t)|) para
todo t € IR* y para todo z € IR".

En efecto, para todo t > t, tenemos que |@(t;to, Zo)| = |¥(¢, z(t))| < #(|e(t)]). Como
le(t)] < B(le(to)l, t — to) < B(le(to)], 0), tenemos que |a(t; to, zo)| < #(B(le(to)l, 0)), con lo
cual (5.6) se verifica con a(r) = ¢(5(r,0)).

La existencia de soluciones a lazo abierto para el problema de seguimiento de trayec-
torias puede caracterizarse en término de funciones de Lyapunov a partir del trabajo de
Albertini y Sontag [2] sobre controlabilidad asintética al origen de sistemas de control
tiempo variantes. Mas precisamente, para una trayectoria admisible z* del sistema (5.1)
y un generador u* de la misma, consideremos la ecuacién diferencial que satisface la di-
ferencia e(t) = z(t) — z*(t) entre una trayectoria z(t) de (5.1) generada por un control
u(t) = u*(t) + v(t) y la trayectoria z*(t),

ée=G(tev) (5.7)

con G(t,e,v) = f(z*(t) +e,u*(t) +v) — f(z*(t),u*(t)), e interpretémosla como un sistema
de control tiempo-variante con variable de estado e y variable de control v.

Entonces, siguiendo la terminologia empleada en ([2]), es facil ver que la existencia
de una SLA del problema de seguimiento de la trayectoria z* es equivalente a que el
sistema (5.7) sea globalmente asintdticamente controlable al origen (GACO). Por otra
parte, el sistema (5.7) es GACO si y s6lo si tal sistema admite una funcién de Lyapunov
de control, lo cual, en términos del sistema (5.1) y del par (z*,u*) significa la existencia
de una funcién continua V : R* x IR® — IR* que verifica:

1. ay(|z — z*(t)]) < V(t,z — 2*(t)) < az(|z — z*(¢)|) para todo = € IR™ y para todo
t € R, con o y a; de clase K.

2. Existen ¢ : R* — IR continua y creciente y a; de clase K tales que para cada
(to, zo) € R* x IR™ existe t; > to y un control a lazo abierto @ : [to,t;) — IR? con
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|a(t) — w*(t)] < é(]zo — z*(to)]) para todo t € [to, 1) tal que
lim inf V(t,z(t) — 2°(t)) — V(t, 7o)

totd t—to

< —a3(|zo — z*(to)|)

siendo z(t) la trayectoria de (5.1) generada por el control & que verifica z(ty) = z,.

Las soluciones a lazo abierto del problema de seguimiento de trayectorias no han sido
tratadas en la literatura, quiza debido a que su implementacion directa exhibe ausencia de
robustez en presencia de errores en el modelado, en la condicidn inicial y en los actuado-
res, y de perturbaciones externas. Sin embargo, como veremos mas adelante, el algoritmo
que presentaremos para la implementacion digital de una SLA, eliminard las deficiencias
mencionadas.

Cerraremos la seccién mostrando, mediante un ejemplo, que la implementacién digital
de una SLC del problema de seguimiento de trayectorias via MROC no siempre funciona
adecuadamente.

Consideremos el sistema de control lineal descripto por

z(t) = u(t) (5.8)

con z(t) € Ry u(t) € IR. Sea u* : [0,4+00) — IR un control a lazo abierto acotado que
verifica lo siguiente:

Para cada N € IN existe k* = k(N) € IN tal que para todo t, = k2™" con k € IN
y k > k* vale lo siguiente:

1. u‘(tk) = 1;
t . _
2. [, ut(t)dt = 0.
Por ejemplo puede considerarse el control u* definido como sigue:

Para Ne IV, j=0,1,...,2Y 1y IV = [N =14 527N, N = 14+ (j +1)27%),

1 siteINyjespar
(1) — J
w(t) { -1 site€ I}’ y jes impar. (5.9)

Si la referencia z* a seguir es la trayectoria generada por u* y z*(0) = 0, es decir, es
la solucién del problema a valores iniciales

t(t) = u'(t
{;((0) _ 0 ) (5.10)
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es claro que z* es acotada y por lo tanto admisible, y que la ley de control realimertado
v(t,z) = u*(t) — (z — z*(t)) es una SLC, pues, para tal ley, la ecuacién del error de
seguimiento es

é=—e. (5.11)

Sin embargo la implementacién digital de ¥ via MROC no produce un error final de
seguimiento aceptable cuando el periodo de muestreo es y =2 ¥ con N =1,2,....

En efecto, fijemos N* € IN y consideremos el periodo de muestreo § = dy., los
instantes de muestreo ¢, = ké y la implementacién digital de v via MROC, es decir,
u(t) = v(te, z(te)) = uv*(te) — (z(te) — z*(tk)) para t € [tk, tr+1). Entonces usando 1. y 2.
es facil ver que para k > k*(N*), la sucesién de errores e(ty) = z(tx) — z*(t;) satisface la
ecuacién en diferencias

e(trsr) = (1 —8)e(ty) + 4

y, por lo tanto, e(tx) — 1 cuando ¢ — oo. Es decir, independientemente de N € IV, si
el periodo de muestreo es § = 2=V, la implementacién digital via MROC de 4 no puede
producir un error final de seguimiento inferior a 1.

5.3 Seguimiento de trayectorias en un intervalo aco-
tado con datos muestreados

En esta seccién presentaremos un algoritmo de control para el seguimiento de una trayec-
toria admisible del sistema (5.1) a lo largo de un intervalo de tiempo acotado, que emplea
los datos muestreados del sistema. Este algoritmo ha sido inspirado por ciertas técnicas
desarrolladas por Krasovskii y Subbotin en el contexto de la teoria de Juegos Posicionales
(142)).

Con el objeto de tener en cuenta en los analisis que efectuemos la posible existencia de
errores de modelado, perturbaciones externas y errores en los actuadores, consideremos
asociado a (5.1) el sistema perturbado

z = f(z,u) + m(t), (5.12)

donde 7, (t) es una perturbacién externa al sistema que suponemos medible Lebesgue y
acotada para todo t > 0. No consideramos explicitamente los errores en los actuado-
res ya que al ser f en (5.1) uniformemente continua en conjuntos compactos, cualquier
perturbacion acotada de u puede ser considerada como parte de la perturbacién externa
m(¢).

En lo que sigue supondremos, por simplicidad, que la sucesién de instantes de muestreo
es regular, es decir, que tx = ké, con § > 0 el periodo de muestreo, y que disponemos
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de mediciones del estado z(t) del sistema en esos instantes, es decir, supondremos que en
lugar z(tx) conocemos

2(tk) = z(te) + m2(ts) (5.13)

y que el error de medicién 7,(¢;) es acotado para todo k > 0.

Con el objeto de describir el algoritmo de control que proponemos para seguir una
trayectoria admisible del sistema (5.1), asociemos a cada conjunto compacto U C IR? del
espacio de controles, la multifuncion de sequimiento gy : IR® x IR™ — 2V definida como
sigue:

wu(z,2z) = {u eU: (z—1z, f(z,u)) = r&azlx(z - z,f(:c,'u))} : (5.14)

Entonces, dados

e un conjunto compacto U C IR? dentro del cual variard la variable de control;
e un periodo de muestreo § > 0;
e la longitud T > 0 del intervalo en el cual se efectuara el seguimiento;

e una trayectoria admisible de (5.1) 2* definida en un intervalo de la forma [t*, t*" +T]]
con t*° = k*§.
el algoritmo de control que proponemos para el seguimiento de z* en el intervalo [t*°, ¢*" +

T) por parte del sistema de control, usando los datos muestreados {£(¢x)} y que de aqui
en adelante denominaremos A(U, 4, T, z*), es el siguiente.

Algoritmo de control A(U,§,T,z*):

Sean t;, = ké k > k* los instantes de muestreo, entonces el control u(t) a ser aplica-
do en la planta perturbada (5.12) durante el intervalo [t*',t*" + T}] = [ty-,tx- + T}, se
define recursivamente mediante:

ulte) € wulz"(t), 2(t)) (5.15)
U(t) = u(tk) b <t < lpqr- (516)

En otras, palabras, en cada instante de muestreo £, se elige el control u(¢;) que se aplicara
en la planta durante el intervalo [ti,tx41), de modo tal que de los productos internos
(f(Z(tr),v), z*(tx) — Z(tx)), con v € U, el producto (f(Z(tx),u(tr)),2"(tx) — Z(tx)) sea
méximo (Figura 5.1).

Antes de iniciar el andlisis del comportamiento del sistema (5.12) controlado por
A(U,4,T, 2*) creemos conveniente puntualizar los dos siguientes hechos respecto de la
implementacién préctica del algoritmo.
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f(&(t:), u(ts)

f(i(tl')rv)

V = {f(&(t:),v)/v e U}

Figura 5.1:

e El algoritmo requiere sélo los valores de la referencia z* en los instantes de muestreo
tr y estos valores pueden ser obtenidos integrando numéricamente la ecuacién (5.1)
si se conoce un generador de z*.

e No es necesario conocer explicitamente la multifuncién de seguimiento y, ya que
los valores u(t,) pueden ser calculados on-line. Sin embargo debemos reconocer que
en el caso de sistemas f(z,u) demasiado complejos el tiempo de cémputo puede
ser excesivamente largo. En el caso en que el sistema es afin en el control, es decir
f(z,u) = go(z) + G(z)u, y U es la cipsula convexa de un nimero finito de puntos,
la evalucién de u(tx) se reduce a un problema de programacién lineal; més adn, en
ciertos casos es posible encontrar una expresién explicita para una seleccién de .

Con el objeto de estudiar el seguimiento de una trayectoria admisible z* por parte
del sistema perturbado (5.12) controlado por A(U, 4, T, 2*), es conveniente definir para un
conjunto compacto K C IR", las siguientes constantes y funciones:

myy = max |f(z,u)] (5.17)

A = 4m(2m+nl)+4l(m+n1)
Ay = 4(m+1), (5.18)

donde m = mgy y | = lgy siendo lgy la constante de Lipschitz que aparece en (5.2).
Finalmente, para 7 > 0, sea

(6211 _ 1) 1/2
Tru(T,6,m,m2) = |n2e® + ——21—(/\15 + Agmp + 2771)] (5.19)
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Observacion 5.2 Notamos que 'y es creciente respecto de cada una de sus variables
y que ademas

P(T) 6) T, 772) = 0

uniformemente en conjuntos compactos de .

lim
[6]+[m|+[n2]—0

También sera conveniente introducir, para K, U, T y § como arriba, la subclase
Adm(K,U,T,0) de la clase de trayectorias admisibles de (5.1), definida como sigue:
2* € Adm(K,U,T,¥§) si z* es una trayectoria admisible de (5.1) definida en un intervalo
de la forma [t*",¢*" + T] con t** = k*6, [2([t*",t*" + T])]. C K y existe un generador de
z*, v* tal que v*(t) € U para todo t € [t*",t* + T).

El siguiente lema, que es una variacién de uno debido a Krasovskii y Subbotin (ver
[42], pag. 66), describe el comportamiento del sistema (5.12) controlado por A(U, 4, T, z7)

Lema 5.1 Sean U C IR? y K C IR" conjuntos compactos, sean T > 0,6 >0, >0y
ne > 0 tales que T (T, 6, m,m2) <1y sea z* € Adm(K,U,T,J).

Entonces, si 7;(t) en (5.12) verifica |m(t)| < m, Vt2° <t < t*" + T, na(ts) en (5.13)
verifica |mo(tc)] < m2, V2" <t < t7° + T y z(t) es una trayectoria del sistema (5.12)
controlado por A(U, 4, T, z*) tal que |z(t*") — 2(t*")| < m, se tiene que para todo t*° <
t<t+T,

PK,U(t - tz.)é.) 771)772) (520)

|z(t) — 2(t)] <
< Tru(T,6,m,m)- (5.21)

Demostracion: Sea z(t) una trayectoria del sistema (5.12) controlado por A(U, 6, T, z*)
tal que |z(t*°) — 2(¢* )| < mp y sea e(t) = z(t) — z*(t).

Sea I ={te[t,t> +T]: le(r)] <1Vr € [t*,t]}. Entonces I es un intervalo cerrado,
es decir, I = [t*°,t%] y, ademds, ¢t* > t** debido a que [e(t*")| < 2 < (Ck (T, 8, m,m)) <
1. Si demostramos que (5.20) vale para todo ¢ € I, quedard demostrado el lema, pues en
ese caso necesariamente t* = t** + T. En efecto, si t* < t*" + T, de (5.20) se deduce que
le(t*)] < Tk u(T,6,m,m2)) < 1; entonces, por la continuidad de e(t) existe t' > ¢* tal que
le(t)| < 1 para todo t* <t < t'y, en consecuencia, [t*°,t] C I, lo cual es absurdo.

Con el objeto de probar que (5.20) vale para todo t € I, consideremos s(t) = [e(t)]*.
s(t) es absolutamente continua en I y, para casi todo punto t de I,

$(t) < 2(e(t), f(z(t), u(®)) + m(t) - f(z7(2),v*(2)))
2le(®)lIm(8)] + 2(e(t), f(z(8), u(t)) = f(2*(¢),v" (1))
2m + 2(e(t), f(2(8), u(t)) - f(2"(2), v (2))) (5.22)

<
<

Con el objeto de acotar el término c(t) = (e(t), f(z(¢t),u(t)) — f(z*(t),v*(t))), escribamos

f(z
u(t
c(t) = c1(t) + ca(t) + ca(t) + cq(t) + c5(t) (5.23)
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con

a(t) = (e(t), f(z(t),v*(t)) - F(27(¢), v (¢))
ca(t) = (e(®), f((t),u(t)) - f(E(t), u(®)) + F(2(te), v* (1)) — f(2(2),v"(2)))
cs(t) = (e(t) —e(te), f(2(t), u(t)) — f(2(t), v"(2))

ca(t) = (z(te) — (t), F(E(t), u(?)) — f(2(t),v"(2)))

cs(t) = (B(te) — 2"(te), f(2(tk), u(t)) — f(2(te), v*(1))),

donde t; es el instante de muestreo tal que ¢, <t < tg4q.

Para proseguir es necesario notar que para todot € I y todo ¢, € I, 2*(t) € K y
v*(t) € U por hipétesis, u(t) € U por definicién, y, como |z(t) — 2*(t)| < 1y |Z(t) —
2*(t)] < |2(t) — z(te)| + |2(te) — 2° ()| S e+ 1 < 2y [2*[t5, ¢ +T]]2 CK,z(t)e K
y I(tk) € K.

Entonces, de (5.2) con ! = gy resulta

ci(t) < lle(t)lle(t)] = Ls(2). (5.24)

Por otra parte de (5.2), (5.17) con m = mg y y de las acotaciones

o) =2t < [ (f(als)uls)]+Im(s))ds
S (m + 7]1)5,
|z(t) = 2(te)] < |z(t) — z(te)| + |z(te) — 2(te)]
S_ (m + 171)5 + 79,
y
(0 = @l < [ 1Fe(6) v (@)lds < m,
obtenemos
co(t) < 2le(t)|l|z(t) — Z(te)l
< 2[(m+m)é + m), (5.25)
c3(t) < 2le(t) — e(ty)|m
< 2m(2m + )6, (5.26)
cy(t) < 2mnm,. (5.27)
Por tltimo, de (5.15), (5.16) y de la definicién de ¢y, resulta
cs(t) < 0. (5.28)
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Entonces, combinando (5.23) con las desigualdades (5.24)-(5.28) tenemos que
c(t) < Is(t) + 2U(m + m)é + m2) + 2m(2m + m)d + 2mny,
con lo cual, volviendo a (5.22), resulta
5(t) < 2ls(t) + (A0 + Aame + 2my)

para casi todo ¢t € I. En consecuencia, por resultados conocidos para inecuaciones dife-
renciales, para todo t € I

. 2A(e-¢=") _

(ezl(z-:=‘) _

2l
= (F(t -t ,5)"11,772))2,

0, equivalentemente,

(A10 + Aoy + 2my)

IN

ne?t=t) 4 (A6 + Aamy + 2m1)

le(t)| < T(t—t,86,m,m)) Vtel
que es lo que queriamos demostrar. §

Observacién 5.3 Del Lema 5.1 y de la Observacién 5.2 se deduce inmediatamente lo
siguiente: dados T* > 0 y € > 0 arbitrarios, existen nimeros positivos é*, 0] y n; tales
que dados 0 < T < T*, 0 < 6 < 6" y z(-) € Adm(K,U,T,6), si m(t) en (5.12) verifica
Im()| < np, VE=" <t <t + T, nao(ty) en (5.13) verifica |no(t)| < m3, V&5 <t <t + T,
y z(-) es una trayectoria del sistema (5.12) controlado por A(U, 4, T, z(-)) que satisface
|z(tk-) — z(tx-)| < 3 entonces:

|z(t) — z(t)] <e Ve[t +T).

En efecto, basta elegir nimeros positivos &*, n; y 75 tales que Ty (T, 6%, 71, m;) <
min(e, 1), los cuales existen debido a que limysj4in,|+n1—0 [ (T*,8,71,m2) = 0, tener en
cuenta que 'y i es creciente respecto de cada una de sus variables y aplicar el Lema 5.1.

5.4 Un algoritmo de control para el seguimiento de
trayectorias

Si nuestro objetivo es que el sistema perturbado (5.12) siga asint6ticamente una trayec-
toria admisible de (5.1), es claro que el algoritmo presentado en la seccién precedente
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tiene dos desventajas: a) el estado inicial del sistema debe estar suficientemente cerca del
estado inicial de la trayectoria que se pretende seguir y b) el intervalo temporal en el cual
se quiere seguir la trayectoria debe ser acotado. La limitacidén que impone la restriccién
b) no reside en el hecho que el intervalo sobre el cual se quiere seguir la trayectoria sea
infinito, ya que siempre puede suponerse que el proceso finalizard en tiempo finito, sino
en que el periodo de muestreo necesario para asegurar un error de seguimiento aceptable
resulte tan pequenio que el algoritmo no pueda ser implementado.

En esta seccidn presentaremos un algoritmo de control que basado en los datos mues-
treados del sistema y en una SLA del problema de seguimiento de trayectorias, soluciona
las desventajas que presenta el algoritmo descripto en la seccién anterior.

El algoritmo propuesto dependerd de los siguientes pardmetros:

e un conjunto compacto U C IR? dentro del cual variara la variable de control;
e un periodo de muestreo § > 0;
e un periodo de conmutacién T > 0;

e una SLA F del problema de seguimiento de la trayectoria admisible z* por parte
del sistema (5.1)

y serd denominado C(U, 4, T, F).

Con el objeto de describir la idea en la que se basa el algoritmo C(U, é, T, F), supon-
gamos que el periodo de conmutacién T es un miltiplo entero del periodo de muestreo 4,
digamos T' = T'(8) = nrd y consideremos los instantes de conmutacién Ty (8) = NT(4)
con N = 0,1,..., y la sucesién de intervalos consecutivos de longitud T, [0,7}(d)),
[T1(6), T2(8)),.... Entonces, la idea consiste en seguir en cada uno de los intervalos
[Tn(8), Tn4+1(6)) una referencia admisible zy que se elige en el instante Ty (4), mediante
el algoritmo A(U, §, T, zn) descripto en la seccién anterior. Para ilustrar como procede el
algoritmo, mostraremos su evolucién durante los dos primeros intervalos (Figura 5.2):

e En el primer intervalo [0,7}(6)), consideramos como referencia a la trayectoria 2o
que resulta de aplicar en (5.1) el control a lazo abierto de la SLA F correspondiente
a la condicién inicial (0, £(0)), e intentamos seguirla mediante el algoritmo de control
A(U, 8, T(8), 20) hasta el instante 7). Mds precisamente, con la notacién de la seccién
anterior:
durante el intervalo [0,7;(6)) aplicamos a la planta el control dado por el algoritmo
A(U, 8,T(8), z0), con 2 : [0,T1(6)] = R" la solucién del problema a valores iniciales

{ 2 = f(2,4(t;0,£(0)))
20(0) = :f:(O)
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e En el instante T}(8) cambiamos la referencia zo por la referencia z, que resulta de
aplicar en (5.1) el control a lazo abierto de SLA F correspondiente ahora a la condi-
cién inicial (T1(8), Z(T1(8))), e intentamos seguirla durante el intervalo [T}(6), T2(¢))
empleando A(U, 6, T(8), z1), es decir:

En el intervalo [T;(d),T2(6)) aplicamos el control dado por A(U,§,T(8),z), con
21 : [T1(8),T2(6)] = IR™ la solucién del problema a valores iniciales

f(z1,4(t; Th(6), £2(T1(9))))
£(T1(9))

2y

{ 2(Ti(9))

x(Th) = £(Th)

z(Th)
2(0) = £(0)
z(0)
Figura 5.2:

Entonces, la estrategia de control descripta es la siguiente:

Algoritmo de control C(U, 4, T, F):

e En el intervalo [Tn(8),Tn4+1(6)), con Ty = NT(8), N = 0,1,..., aplique el control
u(t) dado por el algoritmo A(U, 8, T(4),zn), con 2y : [Tn(8),Tn41(8)] = R™ la
solucién del problema a valores iniciales

{ zv = flzn,4(t; Tn(6), 2(Tn(6))))
zn(Tn(0)) = 2(Tn(9)).

En el caso general, es decir, si T/§ ¢ IN, se considera el primer nimero natural r
tal que 76 > T y el algoritmo se implementa de la misma forma que antes, pero con
T(6) = 6.

Observacién 5.4 El controlador que proponemos consta de dos componentes a) un gene-
rador de referencias que se obtienen a través de un modelo interno de la planta controlado
por una SLA F, y que se actualizan a periodos de longitud T'(4) y, b) un algoritmo que
proporciona el control necesario para el seguimiento de la referencia dada por el generador
de referencias.
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Observacién 5.5 Si en lugar de una SLA, conocemos una SLC %(t, z), que es el caso
maés frecuente, y ésta se encuentra en las condiciones de la Observacién 5.1, en el intervalo
(Tn(8), Tn+1(8)) se emplea la referencia zy : [Tn(6), Tn+1(8)] = R", que es la solucién
del problema a valores iniciales

{ z = f(z,7(t2))
2(Tn(d) = Z(Tn(6)).

A continuacién demostraremos que el controlador propuesto asegura la estabilidad
practica semiglobal del error de seguimiento, y que ademads es robusto respecto de per-
turbaciones externas, errores en los actuadores y errores en las mediciones, cuando todos
éstos son suficientemente pequenos. Ma4s precisamente, demostraremos que dados un
conjunto de condiciones iniciales acotado y un nimero positivo €, el error final de segui-
miento puede hacerse menor que g si se eligen adecuadamente U, T 'y 4, y m; y 72 son
suficientemente pequenos.

Teorema 5.1 Sea F una SLA y sean Ry y €9 numeros reales positivos.

Entonces existen un conjunto compacto U C IR? y nimeros reales positivos T, é*, 7y
y 75 tales que si m,(t) en (5.12) verifica |mi(t)] < 77 Vt > 0y n2(tx) en (5.13) verifica
[m2(tk)| < M3 Vit > 0, se verifica lo siguiente:
Existen ¥ de clase K y T* > 0 tales que si z(t) es una trayectoria del sistema (5.12)
controlado por C(U, 4, T, F) con 0 < é§ < 6* que verifica |z(0) — z*(0)| < Ry, entonces z(t)
satisface:

1. |z(t) — z*(t)] < W(Ro +€0) + €0 Vt 2 0;
2. |z(t) —z*(t)| S e VE 2 T™.

Demostracién: Sean o y 8 como en la Definicién 5.2 de SLA y sea U C IR? un con-
junto compacto tal que By(ry+1) € U. Elijamos un nimero positivo €, que verifique las
siguientes condiciones:

1. €5 < min(go/2, Ro/2,1);
2. B(3eh,0) < €0/2.

Con el objeto de elegir T, procedemos como sigue: para cada 7 > 0 consideremos la
sucesién definida recursivamente mediante

{T0=Ro

Tis1 = PB(rj+¢€5,7) +€p
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y el conjunto 7 = {7 > 0:Vjr; < Ry y limsup, ,,7; < 3/2¢;}. Elijamos cualquier
T € T (T # 0 pues si 7 es tal que B(Ro + €5, 7) < €5/2 entonces 7 € T). Parael T
elegido consideremos la sucesién {r;} definida arriba.

En lo que sigue vamos a determinar las constantes positivas &g, 77 y 73. Con tal fin,
consideremos un conjunto compacto K C IR" tal que para cualquier par ty > 0, z9 € IR"
con |z —z*(tg)| < Ro +¢g, la trayectoria z(t) de (5.1) generada por @(t; to, z9) que verifica
z(to) = 2o, satisfaga la condicién: {z([tg, +00))]. C K.

Es facil comprobar que, debido a la acotacién de z*, el conjunto K = [z*([0, +00)], con
0= PB(Ry+¢',0) + 2 sirve. En efecto, sea |29 — z°(tp)| < Ro + €' y sea £ € [z([to, +00)))2-
Fijemos ¢ > 0 y elijamos ¢, > ¢t tal que |€ — 2(¢.)| < 2 +e. Entonces | — z*(t.)| <
|€ — z(t)| + |2(te) — z*(te)] < 2+ B(Ro + €5, te — to) + € < p+¢; como € es arbitrario, la
distancia de £ a z*([0, +00)) resulta menor o igual a p y por lo tanto £ € K.

Para los conjuntos U y K considerados, sean [ y m como en (5.2) y (5.17) respectiva-
mente, y sea [' como en (5.19). Entonces elegimos dg, 7] y 75 positivos y tales que

ns < € y (T + 8o, 80,17, m3) < €5. (5.29)

Habiendo ya seleccionado U, T, éo, 7] ¥ 75, procedemos a probar la tesis del teorema.
Fijemos 0 < 8 < dp y supongamos que 7;(t) en (5.12) verifica |m(t)| < n;, VE >0y

n2(tr) en (5.13) verifica |n2(tr)| < 73, Yt > 0. Sea z(t) una trayectoria del sistema (5.12)

controlado por C(U, 4, T, F) tal que la condicién inicial verifica |z(0) — z*(0)| < R,.
Primero vamos a probar por induccién en N que

(2) |z(Tn) — *(Tn)| S 7~ VN,
(b) |1z(t) — 2n(t)| L €0 Vt € [T, Tn41),

donde, para simplificar la notacién, Ty = Tx(9).

Si N =0, |z(0) — z*(0)] < Ry = 79, y por lo tanto vale (a). Con el objeto de
probar (b), notamos que la trayectoria zy restringida al intervalo [0,7;] pertenece a la
clase Adm(K, U, 4§, Ty), pues [20([0,T1])]. C K y el generador 4(t; 0,%(0)) € U Vt € [0,T1],
ya que |£(0) — z*(0)| < |2(0) — z(0)| + [z(0) — 2*(0)] < 73 + Ry < Ry + 1y por lo tanto
|4(t; 0,2(0))| < a(Ro+1), con lo cual i4(t;0,£(0)) € Ba(ro+1) C U. Como z(t) restringida
a [0, 7] est4 generada por el control dado por A(U, 4, T}, z0) y ademas |z(0) — 20(0)| =
|£(0)—z(0)] < m5 y Tk u(Th,0,m,m3) < Tku(T+80,80,m1,1m5) < €y < 1, nos encontramos
en las condiciones del Lema 5.1, y, por lo tanto

|z(t) — 2o(t)| £ Tru(Th,0,n,m;) <eg VEE€[0,TH).

Supongamos ahora que (a) y (b) valen para N. Como ry < Ry, |z2n(Tn) — 2*(Tn)| <
|z(Tw) — 2" (Tw)l + |zv (Tn) = 2(Tw)| = |z(Tw) — z* (Tn)| + [En (Tw) = 2(Tw)| S 7 + 15 <
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Ro + €5. Por lo tanto para todo t € [Ty, T+, |2n(t) — 2*(t)| < B(Ro + €5,t — Ty). En
consecuencia |zy(Tn41) — *(Tv41)| < B(Ro + €5, T1). De esta tltima acotacién y de la
validez de (b) para N, deducimos que |z(Tn41) — 2*(Tv1)| < |2(Tw41) — z2n(Tvgr)| +
lon(Tws1) — = (Twsa)| < B(Ro + e, Ti) + e < B(Ro + €5, T) + £ = s, quedando
probado que (a) vale para N + 1.

De la validez de (a) para N + 1 y del hecho que ry4; < Ry, es posible deducir en
forma similar al caso N = 0, que la trayectoria zy4; restringida al intervalo [Tn41, Tiv42)
pertenece a la clase Adm(K,U, 4, T}); entonces usando los mismos argumentos que en el
caso N = 0, se deduce que (b) vale para N + 1.

Ahora, de (a) y (b) probaremos los items 1. y 2. de la tesis. Sea ¥(r) = f§(r,0).
Entonces, para t € [Tn,Tn+1),

|z(t) — z*(t)| |z(t) — 2n(B)] + |z (2) — 2*(8)]
eo + B(lzn(Tn) — =*(Tw)|,0)
e+ B(5(Tw) - =" (Tw)1,0)
g0 + B(Ro + €5, 0)

U(Ry + €5) + €5,

I IA A

[ IVAN

y 1. queda probado.
Sea N* tal que ry < 2 si N > N*. Entonces, para t € [Ty, Tn41) con N > N*,
tenemos que

lz(t) —z*(¢)] < |z(t) — an(t)] + |2n(2) — 2* ()]
< gy +B(lzn(Tn) — 2 (Tw)|,0)
= €9+ B(1Z(Tw) — z*(Tn)|,0)
< €y + B(rn +€5,0)
< €+ B(36,0)
< €y +€0/2 < e

Tomando T* = N*(T + ) y notando que Ty = N*Ty(8) < N*(T + &) = T*, queda
demostrado el item 2. y con ello el teorema.

Observacién 5.6 De acuerdo con la demostracién del Teorema 5.1, la dnica condicién
que debe cumplir el periodo de conmutacion T es su pertenencia al conjunto 7. Para la
implementacion préactica del algoritmo es conveniente que T sea lo mas pequeno posible,
pues, teniendo en cuenta (5.29) y la monotonia de 'k y respecto de cada una de sus
variables, tal eleccién permite mayores margenes para las cotas &y y 7.
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Observacién 5.7 La demostracién del Teorema 5.1 es un argumento matemaético que
valida el algoritmo presentado, es decir, afirma la existencia de un conjunto de pardmetros
para los cuales queda asegurado el cumplimiento del objetivo de control. Si bien puede
servir de guia para la seleccién de tales pardmetros, no puede considerarse un método de
diseno pues, como veremos en las simulaciones que presentaremos en la siguiente seccién,
los parametros que resultan siguiendo los pasos de la demostracién, sobre todo en lo que
respecta al periodo de muestreo, pueden ser demasiado conservativos.

Observacién 5.8 Puede mostrarse que en el caso en que # en (5.5) es una funcién
exponencial, f(r,t) = ce™™r con ¢ > 1y n > 0, i.e, cuando la convergencia del error de
seguimiento es exponencial, T puede elegirse como T = In(5¢)/n, independientemente de
los valores de Ry y €.

5.5 Ejemplos

En esta seccién aplicaremos el algoritmo presentado en la seccién anterior a dos ejemplos:
en el primero de ellos, la planta y la referencia son las del contraejemplo dado en la seccién
5.2, donde mostramos que la implementacién via MROC de la ley de control realimentada
que resuelve el problema de seguimiento a lazo cerrado, no produce un error final aceptable
si el periodo de muestreo es §y = 27V,

En el segundo ejemplo el modelo de la planta es una ecuacién de Van der Pol con el
agregado de un término de entrada y de un término de perturbacidn, y las mediciones se
suponen ruidosas. En este caso, la referencia a seguir estd generada por un sistema lineal
de segundo orden tiempo invariante.

Como veremos, en ambos casos el algoritmo produce la estabilidad practica semiglobal
del error de seguimiento.

Ejempo 1

Para el sistema (5.8) consideramos el control u* definido en (5.9) y la referencia z*(¢)
generada por u* que verifica £*(0) = 0. Como hemos visto en la seccién 5.2, la ley de
control realimentado (¢, z) = uv*(t) — (z — z*(t)) es una SLC del problema de seguimiento
de trayectorias, ya que el error de seguimiento verifica la ecuacién (5.11).

Para la simulacién consideramos que la cota para el error inicial Ry = 0.3 y la cota
para el error final ¢, = 0.3. Debido a (5.11), podemos elegir B(t,r) = e~‘r y, como
[v(t,z)| £ 1+ |z — z*(t)], resulta, de la Observacién 5.1, a(r) =1 +r.

Siguiendo los pasos de la demostracién del Teorema 5.1 y teniendo en cuenta la Ob-
servacién 5.8, obtenemos U = [-1.3,1.3], T = 1y § = 0.0007. Como afirmamos en
la Observacién 5.7, el valor §, obtenido a partir de la demostracién del teorema podria
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ser demasiado conservativo, por lo tanto usaremos un periodo de muestreo mas grande,
§ =275,

Con los valores obtenidos para U, T y 4, hicimos dos simulaciones, ambas con condicién
inicial (0) = 0.3. En la primera de ellas no se consideraron ni perturbaciones en el sistema
ni errores en las mediciones de los estados.

En la Figura 5.3 se muestra la trayectoria del sistema junto con la referencia z*.
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Figura 5.3: Ej. 1. Seguimiento de trayectoria sin errores de medicién

La Figura 5.4 muestra el error de seguimiento. Alli se observa que el médulo del error
de seguimiento es inferior a 0.025 despues de aproximadamente 5 unidades de tiempo.
Observamos que esta cota es considerablemente menor que la cota teérica e¢ = 0.3.

En la segunda simulacién consideramos una perturbacién en el modelo de la planta
m(t) aleatoria, uniformemente distribuida en el intervalo [—0.05,0.05] y que el error de
medicién de los estados es una variable aleatoria 7,(¢x), también uniformemente distri-
buida en el intervalo [—0.05,0.05).

En la figura 5.5 se muestra la trayectoria del sistema junto con la referencia.

La figura 5.6 muestra que en este caso el médulo del error de seguimiento permanece
acotado por 0.15 después de aproximadamente 6 unidades de tiempo.

Ejemplo 2

En este caso consideramos el sistema descripto por la ecuacién
§(t) = (1 - y(£))*9(t) +u(t) + m(2), (5.30)
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Figura 5.4: Ej. 1. Error de seguimiento sin errores de medicién

donde la perturbacién estd dada por: m(t) = 0sit < 100t > 30 y m(t) = 0.5 si
10 <t < 30.

La referencia considerada es la solucién del sistema lineal tiempo invariante de segundo
orden

O(t) = —2.20(t) — 2.250(t) + v(t) (5.31)

con entrada de referencia v(t) = cos(t) y condiciones iniciales nulas.
Realizando las transformaciones usuales en (5.30) y en (5.31) obtenemos las ecuaciones
diferenciales de primer orden que describen la planta y la referencia, respectivamente:

{:;;l(t) = 1,(t) (5.32)

2(t) = (1= (z:(8))2)z2(t) — z1(t) + u(t) + m(2t)
y
£1(t) = z3(t)
{ %Etg = —2.2z3(t) — 2.252}(t) + v(t). (5.33)

Suponemos ademads que las mediciones del vector de estado z en los instantes de nuestreo
son ruidosas, es decir Z(tx) = z(tx) + 72(tx), con 72(fx) un vector aleatorio compuesto por
dos variables aleatorias uniformemente distribuidas en [—0.05, 0.05).
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Figura 5.5: Ej.1. Seguimiento de trayectoria con errores de medicién

La ley de control realimentado

v(t,z) = —(1—zH)z0 + 1) — 2.2(2) — T}(t)) — 2.25(2 — Z3(8))
—2.25z] — 2.2z5(t) + v(t)

es una SLC del problema de seguimiento de la referencia z* por parte del sistema (5.30)
no perturbado (i.e, con n;(t) = 0), pues con tal ley, la ecuacién del error de seguimiento
e(t) = z(t) — z*(t) resulta

.1 t) = et
{28 = e—i.z)iel(t)—4.5ez(t), (5.34)

que es uniformemente asintéticamente estable, mds atin, la norma del error de seguimiento
tiene un decaimiento exponencial dado por |e(t)| < 3.2|e(0)|e~!!25¢. Siguiendo el mismo
procedimiento que en el ejemplo anterior, obtenemos T' = 2.46 y, para la cota del error
inicial Ry = 1, determinamos U = [-5.5,5.5]. Para la cota del error final €y = 0.3, que
es compatible con las cotas para la perturbacién nf = 0.5 y para el error de medicién
ns = 0.05 obtenemos para el periodo de muestreo la cota § = 4 107°. Nuevamente el
valor obtenido 8y es demasiado conservativo, como lo muestra la simulacién.

Para la simulacién usamos el periodo de muestreo 6 = 0.02 y la condicién inicial
z(0) = (-0.8,0.9).
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Figura 5.6: Ej.1. Error de seguimiento con errores de medicién

La Figura 5.7 muestra los errores de seguimiento z; — z} (linea punteada) y el error
z; — z] (linea de trazos). Se observa que el médulo del error z; — z} permanece acotado
por 0.1 despues de 5 unidades de tiempo.

La Figura 5.8 muestra la referencia w = z7 (linea de trazo) junto con la variable y = z,
(linea punteada).

5.6 Conclusiones

En este capitulo hemos presentado un algoritmo de control que, basado en una solucién
en tiempo continuo del problema de seguimiento de trayectorias, resuelve el problema de
seguimiento de trayectorias en sistemas generales de control a datos muestreados. En ese
sentido, el algoritmo presentado puede considerarse como la implementacién digital de la
ley en tiempo continuo en la cual estd basado. Este algoritmo garantiza la estabilidad
practica semiglobal del error de seguimiento con error final arbitrariamente pequeiio si el
periodo de muestreo es suficientemente pequefio. También demostramos que el algoritmo
es robusto respecto de pequeiias perturbaciones en la planta y de pequeios errores en las
mediciones de los estados, aun cuando la ley de control en tiempo continuo en la cual éste
se basa no lo sea. Con el objeto de ilustrar el comportamiento del controlador propuesto,
presentamos dos ejemplos de aplicacién, ambos incluyendo perturbaciones en el modelo de
la planta y errores en las mediciones de los estados. Las simulaciones presentadas mues-
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Figura 5.7: Ej. 2. Errores de seguimiento

tran un comportamiento aceptable del error de seguimiento. Sin embargo es importante
puntualizar que el algoritmo presenta algunas deficiencias cuando es aplicado en sistemas
afines en el control y el espacio de controles es la cdpsula convexa de un niimero finito
de puntos; en tal caso, al surgir el control de un proceso de maximizacién, éste toma. sus
valores en los vértices del convexo, lo cual en ciertas ocasiones origina un efecto de chat-
tering que es indeseable. Actualmente se estd trabajando para mejorar tales deficiencias

y ya se han obtenido algunos resultados positivos en tal sentido (ver [14]).

165



o o

N ———

—— o -
—
-

-

e —
- ——

......

x1*

0.5

10

time(sec.)

Figura 5.8: Ej. 2. Seguimiento de trayectoria
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Apéndice A

Sistemas Dinamicos en Tiempo
Discreto

En este breve apéndice damos la definicién de sistema dindmico en tiempo discreto que
empleamos a lo largo de esta tesis, como asi también enunciamos, en términos de funciones
de Lyapunov, condiciones suficientes para los distintos tipos de estabilidad de un conjunto
invariante respecto de un sistema dinamico en tiempo discreto. También damos algunos
teoremas inversos de Lyapunov que utilizamos en los capitulos 2 y 3.

A.1 Sistemas dinamicos en tiempo discreto: defini-
ciones

La definicién de sistema dindmico en tiempo discreto que adoptamos es una ligera genera-
lizacién de la dada por Michel y Wang en [56]. Empleamos esta definicién pues, en vista
de la definicién de sistema dindmico hibrido que consideramos a lo largo de este trabajo,
creemos que es la mas adecuada para introducir la nocién de sistema dindmico hibrido
discretizado.

En términos informales un sistema dindmico en tiempo discreto es simplemente una
familia de trayectorias que evolucionan dentro de un espacio métrico (€2,d) a lo largo de
una s.i.m. II. Para ser mas precisos, consideremos la siguiente

Definicién A.1 Sean (2,d) un espacio métrico y IT una s.i.m. Entonces una trayectoria
es una aplicacibSn wd : I — Q,donde I = {t, € I1: tp, < tp <t} ST ={tx € :t; >
tk, }- Diremos que ty, es el instante inicial y que wp = wd(¢p) es la condicién inicial.

Dado un subconjunto © C §2, denotemos con 7q, al conjunto de trayectorias con condi-
cién inicial en €.
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Dadas estas definiciones, estamos en condiciones de dar la definicién de sistema dindmico
en tiempo discreto que emplearemos.

Definicién A.2 Sean (2,d) un espacio métrico, IT una s.i.m, £, un subconjunto no
vacio de  y S C Tq, una familia no vacia de trayectorias, entonces la tetra-upla £; =
{I1,Q,Q, S} es un sistema dindmico en tiempo discreto.

Nétese que esta definicion de sistema dindmico no requiere de la existencia de al menos
una trayectoria para cada par de condiciones iniciales (tg,wp), ni de su unicidad en caso
de que exista alguna.

Una clase particular de sistemas dindmicos en tiempo discreto es la de los determinados
por ecuaciones en diferencias, es decir, la de aquellos en los que §2g = 2 y S es el conjunto
de soluciones maximalmente definidas de una ecuacién en diferencias.

Més precisamente, dadas una s.i.m Il y una aplicacién F : Dy — Q con Dy C Z% x Q,
sea Wdy, w, Iiowo — §2, con t, € Iy wy € R, la solucién maximalmente definida de la
ecuacion en diferencias

w(tisr) = F(k, w(t)) (A.1)

que verifica wdtko‘wo (tko) = wg. Observamos que en caso que (tx,,wo) ¢ Dy, consideramos
Trowo = {tko} ¥ Wty wo(tko) = wo, i.e., consideramos que la solucién maximal wy, ., sélo
estd definida en el instante inicial ¢x,. De este modo permitimos que para un determinado
k € Z*, la seccién Q = {w € Q: (k,w) € D} pueda ser vacia; en tal caso, toda solucién
maximal de la ecuacién cuyo instante inicial sea menor o igual que ¢, estara definida a
lo sumo hasta el instante ¢;. En el caso extremo en que Dy = 0, todas las soluciones
maximales de la ecuacién estardn sélo definidas en el instante inicial.
Denominemos S4.1) = {wd,ko‘wo . bk, € I1, wp € Q}. Entonces

Definicién A.3 La tetra-upla &4 = {II, 2,9, S4.1)} es el sistema dindmico en tiempo
discreto determinado por la ecuacién en diferencias (A.1).

Definicién A.4 Diremos que un sistema en tiempo discreto determinado por una ecua-
cién en diferencias es T-periédico con periodo T € IV, si [1 es regular, Qv = Q. Vh € Z*
y F(k+ 7T ,w) = F(k,w) Yw € Q. y Vk € Z*; diremos que es tiempo-invariante si es 1-
periédico. En tal caso Q, = Q Vk € Z* y F no depende de k, es decir F(k,w) = F(w).

Observacién A.1 Observamos que en el caso en que el sistema es Y-periddico, resulta
Wdy, 7 wo(tk) = Wd, woltk ~tr) Ywo € Q, Vhy € Z* y Wk € Z* con k > ky. Por lo tanto,
el conjunto de trayectorias S,y estd determinado por las trayectorias correspondientes
a los primeros T instantes iniciales to,?;,...,ty—-;. En el caso particular en que el sistema
es tiempo invariante, i.e. T = 1, wd,ko_wo(tk) = Wdgu,(tk — tk,) Ywo € Q, Vhg € ZT y
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Vk € Z* con k > kg, de donde se desprende que todas las trayectorias del sistema dindmico
se obtienen transladando en el tiempo las trayectorias correspondientes al instante inicial
to =0.

A.2 Estabilidad de sistemas dinamicos en tiempo dis-
creto

Para los sistemas dindmicos en tiempo discreto que estamos considerando, es posible
extender de forma natural las definiciones de conjunto invariante y de punto de equilibrio
y, respecto de éstos, las de inestabilidad, estabilidad, estabilidad uniforme, estabilidad
asintdtica, etc., que se consideran para los sistemas en tiempo discreto cldsicos. En lo que
sigue enunciaremos algunas condiciones suficientes, como asi también algunas necesarias,
para los distintos tipos de estabilidad de un conjunto invariante respecto de un sistema
dindmico en tiempo discreto. ’

Los teoremas que enunciaremos a continuacién, dan condiciones suficientes para los
distintos tipos de estabilidad de un conjunto invariante de un sistema dindmico en tiempo
discreto determinado por una ecuacién en diferencias, en términos de funciones de Lyapu-
nov. Estos teoremas son extensiones de teoremas estindar en la teoria de la estabilidad
de Lyapunov de sistemas dindmicos en tiempo discreto cldsicos, y sus demostraciones se
obtienen modificando ligeramente las demostraciones de esos teoremas (ver por ejemplo
[38], [56]).

Teorema A.1 Sea M un conjunto invariante respecto del sistema dindmico en tiempo
discreto Ly determinado por la ecuacién en diferencias (A.1). Entonces, si existe una
funcién V : Z* x M,. — IR*, con r* > 0, que verifica las siguientes condiciones:
1) V es continua y existe o; € K tal que o;(dy(w)) < V(k,w) Vk € Z* y Yw € M,.;
2) existe 0 < 7' < r* tal que V(k + 1, F(k,w)) - V(k,w) <0,Vk € Z* y Yw € M,
M es estable respecto de Xy.

Si en lugar de la condicién 1) V verifica la condicién:
1) Existen a; y a; de clase K tales que oy (dy(w)) < V(k,w) < az(dp(w)) Vk € ZT y
Yw € M,.,
M es uniformemente estable respecto de ;.

Por dltimo, si V verifica la condicién 1') y la condicién:
2') existen 0 < 7' < 7* y a3 de clase K tales que V(k + 1, F(k,w)) — V(k,w) < —(tr41 —
te)as(dp(w)), Vk € Zt y Yw € My,
M es uniformemente asintéticamente estable respecto de .

Teorema A.2 Sea M un conjunto invariante respecto del sistema dindmico en tiempo
discreto £, determinado por la ecuacién en diferencias (A.1).
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Entonces, si existe una funcién V : Z* x M,. — IR*, con r* > 0, que verifica, para
ciertas constantes positivas c;, ¢ = 1, 2, 3, las condiciones:
1) a1(dy(w))? < V(k,w) < co(dp(w))? Vk € ZF y Yw € M,-;
2) existe 0 < r' < r* tal que V(k + 1, F(k,w)) — V(k,w) < —ca(tesr — t)(dar(w))?,
VkeZt yVYw € M,
M es exponencialmente estable respecto de 4.

Los siguientes teoremas, de caracter global, dan condiciones suficientes tanto para la
estabilidad asintética uniforme global como para la estabilidad exponencial global de un
conjunto invariante.

Teorema A.3 Sea M un conjunto compacto e invariante respecto del sistema dinamico
hibrido £y determinado por la ecuacién en diferencias (A.1).

Entonces, si existe una funcién V : Z* x @ — IR* que verifica las condiciones:
1) a)(dp(w)) € V(k,w) < as(dp(w)) VE € ZT Yw e Q; y
2) V(k+1,F(k,w)) — V(k,w) < —(tes1 — tr)as(dy(w)) Yw € Q,
con ¢, 1 =1,2,3, de clase K, M es globalmente uniformemente asintéticamente estable
respecto de Xg.

Teorema A.4 Sea M un conjunto invariante respecto del sistema dindmico en tiempo
discreto determinado por la ecuacién en diferencias (A.1).

Entonces, si existe una funcién V : Z* x 2 — IR* que verifica, para ciertas constantes
positivas ¢;, 1 = 1, 2, 3, las condiciones:
1) a(dm(w))® S V(k,w) < cadm(w))’ VEEZT yYw e Oy y
2) V(k+1,F(k,w)) — V(k,w) < —ca(trs1 — te)(dm(w))? Vk € Zt y Vw €
M es globalmente exponencialmente estable respecto de Z,.

Cuando F en (A.1) es continua, es posible demostrar que algunas de las condiciones
suficientes que hemos dado para los distintos tipos de estabilidad, también son necesarias.
En lo que sigue daremos algunos teoremas inversos de Lyapunov, los cuales extienden a la
clase de sistemas en tiempo discreto que estamos considerando, algunos resultados cono-
cidos para sistemas en tiempo discreto cldsicos (Teoremas 4.5.2 y 4.5.3 de [56), Teorema
3 de [22]).

Dado que la validez de estos teoremas no se obtiene modificando en forma obvia
las demostraciones de los teoremas mencionados, y con el objeto de hacer el trabajo
autocontenido, incluimos también sus demostraciones.

Teorema A.5 Sea X, el sistema dindmico en tiempo discreto determinado por la ecua-

cién en diferencias (A.1). Supongamos que F en (A.1) es continua.
Entonces
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1. Si M es un conjunto invariante uniformemente estable, existe una funcién V : Z% x
M,. — R*, con r* > 0, que verifica las condiciones 1’) y 2) del Teorema A.1.

2. Si M es un conjunto invariante uniformemente asintéticamente estable, existe una
funcién continua V : Z* x M,. = IR*, con r* > 0, que verifica las condiciones 1')
y 2') del Teorema A.1.

Adema4s, tanto en 1. como en 2., la funcién V' puede suponerse T-periddica o indepen-
diente de k si L4 es, respectivamente, T-periddico o tiempo invariante.

Teorema A.6 Sea X4 el sistema dindmico en tiempo discreto determinado por la ecua-
cién en diferencias (A.1). Supongamos que F en (A.1) es continua.

Entonces, si M es un conjunto invariante exponencialmente estable, existe una funcién
continua V : Z* x M,. — R*, con r* > 0, que verifica las condiciones 1) y 2) del Teorema
A.2.

Si ademds ¥4 es T-periddico o tiempo invariante, la funcién V puede suponerse, res-
pectivamente, Y-periddica o independiente de k.

Teorema A.7 Sea I, el sistema dindmico en tiempo discreto determinado por la ecua-
cién en diferencias (A.1). Supongamos que F en (A.1) es continua.

Entonces, si M es un conjunto invariante globalmente uniformemente asintéticamente
estable, existe una funcién continua V : Z* x @ — R* que verifica las condiciones 1) y
2) del Teorema A.3.

Si ademas ¥4 es T-periddico o tiempo invariante, la funcién V puede suponerse, res-
pectivamente, T-periddica o independiente de k.

Teorema A.8 Sea ¥, el sistema dindmico en tiempo discreto determinado por la ecua-
cién en diferencias (A.1). Supongamos que F en (A.1) es continua.

Entonces, si M es un conjunto invariante globalmente exponencialmente estable, existe
una funcién continua V : Z x Q@ — R* que verifica las condiciones 1) y 2) del Teorema
Ad.

Si ademéds X4 es T-periddico o tiempo invariante, la funcién V puede suponerse, res-
pectivamente, T-periddica o independiente de k.

En las demostraciones de los teoremas inversos emplearemos las siguientes caracteri-
zaciones de los distintos tipos de estabilidad en términos de acotaciones por funciones de
clase K y KL, cuyas demostraciones son similares a las correspondientes a sistemas en
tiempo continuo determinados por ecuaciones diferenciales (ver por ejemplo [40]). Deno-
temos para cada ty, € Il y wg € , wd (-, tx,, wo) = wdtko'wo(-).
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Lema A.l Sea L, el sistema dindmico en tiempo discreto determinado por la ecuacién
(A.1) y sea M un conjunto invariante respecto de Z,.
Entonces

1. M es uniformemente estable si y sélo si existen 7* > 0 y una funcién o : [0,7*] - R*
de clase K tales que dM(Wd(tk,tko,(.Uo)) < a(dM(wo)) Vtk > tko, Vtko y V(do € M,--.

2. M es uniformemente asintoticamente estable si y sdlo si existen 7* > 0 y una funcién
B:[0,7*]x R* — IR* de clase KL tales que dps(wd(y, iy, wo)) < B(dar(wo), ti—tro)
Vi, 2 179 Vtko y Vwy € M,..

3. M es globalmente uniformemente asintéticamente estable si y sélo si existe una fun-
cién B : R* x R* — IR* de clase KL tal que dp(wd(tx, try, wo)) < B(dar(wo), b —
tko) Vi 2 tio, Vike Y Vg € Q.

También emplearemos el siguiente resultado debido a Sontag (Proposicién 7 de [73)):

Lema A.2 Sea 8: I x Rt — R*, con I = [0,7*] 6 I = R*, una funcién de clase KL,
entonces existen o y ¢ de clase K, tales que

o(B(r,t)) < e '¢(r) VE>0yVrel. (A.2)
Demostracion de los Teoremas A.5 y A.7

Demostracion de 1. de la tesis de Teorema A.5:
Supongamos que M es un conjunto invariante uniformemente estable. Entonces, por 1.
del Lema A.1, existen a € K y r* > 0 tales que

dM(Wd(tk, tko,UJo)) < a(dM(wo)) Vie > tiy, Vin, y Vwo € M,-. (A3)
Para k € Z* y w € M,- consideremos las funcién no negativa
V(k,w) = sup{dM(wd(t,-,tk,w)) C b2 tk},

la cual estd bien definida por (A.3).

Entonces, para k € Z* y w € M,., de la igualdad wd(ty, tx,w) = w y de la definicién
de V, resulta V(k,w) > dp(w); por otra parte, de (A.3) y de la definicién de V, se
obtiene la desigualdad V(k,w) < a(dpy(w)). En consecuencia, considerando a;(r) = r
y a2(r) = a(r), ay(dy(w)) < V(k,w) < ao(w) Vk € Z* y Vw € M,. y por lo tanto V
satisface la condici6én 1) del Teorema A.1.
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Sea 7' > 0 tal que a(r') < r*. Fijemos k € Z* y w € M. Como dpr(wd(try1, th,w)) <
a(dy(w))) < a(r') < r*, tenemos que wd(tx4y,tk,w) = F(k,w) € M,. y por lo tanto
V(k +1, F(k,w)) estd definida. Ademds

sup{dp(wd(t;, tes1, F(k,w)) : t; > tes1}
sup{dm(wd(t;, te, w)): tj > tesr}
sup{dp(wd(t;, tk,w)): t; > tx}

V(k,w),

V(k+ 1, F(k,w))

(VAN

con lo cual V(k+1, F(k,w)}- V(k,w) <0Vk € Z* yYw € M, y V verifica la condicién
2) del Teorema A.1.

Si 4 es T-periddico, de la definicién de V' y de la igualdad wd(tir, tesr,w) =
wd(t;, tk,w) se deduce inmediatamente que V' resulta T-periddica. En efecto

V(k,w) = sup{dap(wd(t;,te,w)): t; >t}
= sup{dm(wd(tjsr,tksr,w)) 1 t; > ti}
= sup{dp(wd(t;j, tesr,w)) : ; 2 tesr}
= V({k+Tw).

Teniendo en cuenta que el caso Xy tiempo inveriante es un caso particular del anterior,
(T = 1), se deduce que V resulta independiente de & si £, es tiempo invariante.

Demostracién de 2. de la tesis del Teorema A.5:
De acuerdo con 2. del Lema A.1, por ser M un conjunto invariante uniformemente
asintéticamente estable, existen B de clase KL y r* > 0 tales que

dM(Wd(tk,tko,wO)) < ,B(dM(wo), b — tko) Vi, 2> tko) Vtko y Ywo € M,.-. (A4)

Sean o y ¢ funciones de clase Ko, como en el Lema A.2. Definamos, para k € Z* y
w € M,., las funciones no negativas

Vilk,w) = max{dp(wd(t; tx,w)): t; > tx},
Va(k,w) = Y (tiss — t;)o(dum(wd(t), tr,w)))
izk
V(k,w) = Vi(k,w) + Va(k,w).

Notamos que V;(k,w) estéd bien definida porque dp(wd(t;,tx,w)) — 0 cuando j — +oo0.
Empleando los mismos argumentos que en el punto anterior, concluimos que, denomi-
nando «(r) = B(r,0) y tomando ' > 0 con a(r') < r*, V; verifica:
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i) dy(w) S Vilk,w) < a(dy(w)) V€ ZY yVw e M,- y
i) V(k+ 1, F(k,w)) - V(k,w) <0Vk € Z" y Yw € M,.

Veamos que V; es continua. Como la continuidad de V; para cada w € M se deduce
inmediatamente de i), bastard demostrar que V;(k,-) es continua en M, - = {w € Q :
0 <7 <w<r*}. Fijemos 0 < r <r*y consideremos T > 0 tal que B(r*,t) < r1/2.
Entonces, teniendo en cuenta que

r <dm(w) < V(kw) VkeZ"yYwe M,,,.
y que, Vt; > t, + T, Vk € Z¥ y Vw € M, -,
du(wd(t;, tr,w)) < Bldu(w), tj — ti) < Bldy(w), T) < 11/2,
resulta la igualdad
Vi(k,w) = max{dy(wd(t;, tr,w)): t, <t; <t; +T} Vke€eZ'yVwe M,,,., (A5)

y de ella, la continuidad de Vj(k,w) respecto de w en M, ,-. En efecto, por (A.5),
Vi restingida a M, ,- resulta el maximo de un numero finito de funciones continuas
(wd(t;, tx,w) es continua respecto de w por serlo F) y por ende continua.

Consideremos ahora V,. Observamos que parak € Z¥ yw € M,., o(dp(wd(t;, tr,w))) <
o(B(dm(w), t; — tx)) < et~ ¢(dp(w)). Entonces, para k € Z*V y w € M,-,

Va(k,w) = Y (tie1 = tj)o(dm(wd(ts, b, w)))

ik
< Y (s~ t5)e BT g(dps (w))
ik
= (Z(tjﬂ - tj)e_(t’_t")) ¢(dm(w)) (A.6)
j2k

IN

(Z(tj-l-l - tj)e'(tj+l-tk)e(tj+l—tj)> #(dy (W)

j2k

< </0+°° e"dt) ™ g (dps(w))
= elll'lll¢(dM(w)).

En consecuencia, V,(k,w) estd bien definida y 0 < V(k,w) < a*(duy(w)) Vk € Z% y
Vw € M,., siendo a* la la funcién de clase Ky, definida por a*(r) = el™Mlg(r).

Ademads, como la serie que define V; converge uniformemente respecto de w en M-,
(se desprende de (A.6)), y cada uno de sus términos depende continuamente de w, V,
resulta continua respecto de w en M;..
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Por iltimo, si w € M, con 7’ como antes, F(k,w) € M, y ademds

Va(k + 1, F(k,w)) = Va(k,w) = _;l(tm = tj)o(du(wd(t), e, F(k,w))
J'-ék(t"“ — t;)o(dp(wd(t;, ti, w)))
= _>§k:]_l(t,.+1 - t;)o(dp(wd(ts, ti, w))
J__jz:;(tjﬂ — t;)o(du(wd(tj, tr, w)))

= —(tks1 — tr)o(dp(w)).

Entonces, combinando lo que dedujimos para V; y V,, obtenemos inmediatamente que V
resulta continua en M,. y que verifica las condiciones 1’) y 2) del Teorema A.1 con las
funciones de clase Ko, a1(r) =7, a2(r) = a(r) + *(r) y as(r) = o(r).

Para finalizar la demostracién del Teorema A.5, observamos que por construccién, V
resulta Y-periddica si £4 es T-periddico e independiente de k si L4 es tiempo invariante.

Demostracion del teorema A.7:

Supongamos que M es un conjunto invariante globalmente uniformemente asintéticamente
estable y consideremos 8 como en 3. del Lema.A.1 y 0 y ¢ como en el Lema A.2. En-
tonces, definiendo para k € Z* y w € Q, Vi (k,w), Va(k,w) y V(k,w) como en la prueba
del punto 2. de la tesis del Teorema A.5, y empleando los mismos argumentos que en
la demostracion del caso local, se concluye que V' es continua respecto de w en 2, y que
valen 1) y 2) del Teorema A.3 con a(r) = 7, az(r) = B(r,0) + elMg(r) y as(r) = o(r),
que son funciones de clase K. Ademads, por construccién, V resulta T-periddica si el
sistema dindmico lo es, e independiente de k si el sistema es tiempo invariante.

Demostracion de los Teoremas A.6 y A.8

Como las demostraciones de estos teoremas son similares, sélo demostraremos el caso
local. Supongamos que M es un conjunto invariante exponencialmente estable. Entonces
existen g, k y T* positivos tales que dp(wd(t;, te,w)) < pe™ ™t~ dy (w) V5 > k, Vk € Z*
y Yw € M,..

Para k € Z* y w € M,- definamos las funciones:

V]_(k,w) = I'I'li:l.x{(dM(Wd(tj,tk,(.a.))))2 . tj Z tk},

‘/2(16,0.1) = Z(t]+1 - tJ) (dA\rf(Wd(tj) tk)("))))2

j2k
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V(k,w) = Vi(k,w) + Va(k,w).

Entonces, procediendo de forma similar a como lo hicimos en la demostracién del Teorema
A.5, se demuestra que: i) V; es continua respecto de w, (da(w))? < Vi(k,w) < p2(dyr(w))?
Yw € M. y i(k+1, F(k,w)) — Va(k,w) < 0Vw € My con 7' =7/, y ii) V; es continua
respecto de w, 0 < Vo(k,w) < p2e®MM/(2k)(dps(w))? Yw € M,. y Vi(k + 1, F(k,w)) —
Vg(k,(d) S _(tk+1 - tk)(dM(UJ))2 Yw € Mrl.

A partir de i) y ii) es inmediato que V es continua en M,. y que verifica 1) y 2) del
Teorema A.2 con las constantes ¢; = 1, c; = p? + p2e®IM /(2) y ¢; = 1.

Por dltimo, por construccidn, si el sistema en tiempo discreto es T-periédico V resulta

T-periédica. Similarmente, si el sistema es tiempo-invariante, V resulta independiente de
k.1

A.2.1 Un teorema inverso de Lyapunov para sistemas lineales

Cuando el sistema en tiempo discreto es lineal y el origen es un punto de equilibrio

exponencialmente estable, es posible demostrar la existencia de una funcién de Lyapunov

localmente Lipschitz que satisface las condiciones 1) y 2) del Teorema A.8.
Consideremos el sistema lineal en tiempo discreto

w(terr) = A(k)w(te) (A7)

con w(ty) € R"y A(k) € R™" paracada k € Z*. En este caso la solucién maximalmente
definida de la ecuacién correspondiente a la condicién inicial (tx,,wp), wd(tx, tr,, wo) =
®(ty, tr, )wo, donde P(tx,tk,) es la matriz de transicidn, que verifica

o q)(tkm te) =1 'y
. CI)(tk, tko) = Ap_1Ak_o-- 'Ako Vk > k.

Si el origen es un equilibrio exponencialmente estable del sistema lineal y ||-|| es una norma
en IR", existen constantes positivas p y & tales que, ||wd(tx, tky, wo)ll = ||®(tx, tre)wo|| <
p||wol|e=*(t o) para todo k > ko y todo wy € IR™; por lo tanto, la norma inducida de la
matriz de transicién verifica la acotacién ||®(tx, tx,)|| < pe "t ~to) para todo k > kq.

El siguiente teorema inverso de Lyapunov se emplea en el Capitulo 3.

Teorema A.9 Supongamos que el origen es un punto de equilibrio exponencialmente
estable del sistema lineal en tiempo discreto determinado por (A.7).

Entonces existe V : Z* x IR® — IR* que verifica, para todo k € Z* y para todo par
w,w' € R™:
a) cillw]? < V(k,w) < eollwlf?;
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b) V(k +1, A(k)w) = V(k,w) < —(ti+1 — te)cs||wl]|;
c) [V(k,w) = V(k,o')| < cs|lw + || [lw — o]},
con ¢,...,Cq positivas.

Demostracién: Para k € Z* y w € IR" consideremos las funciones V;, V2 y V, definidas
en la demostracién del Teorema A.8. Como en este caso M = {0} y dy(w) = |||, Vi ¥

Va resultan
Vi(k,w) = max{||(wd(t;, te, w))|I* : ¢; 2 te}, ¥y

Va(k,w) = D (t41 = t)wd(ts, bk, w)|I2.

ik
Por la demostracién del Teorema A.8, V = Vj + V; resulta continua y ademds satisface a)
y b).

Con el objeto de probar c), vamos a suponer, sin pérdida de generalidad por la equi-
valencia de todas las normas de IR", que || - || es la norma Euclidea.

Entonces, teniendo en cuenta que wd(tj, tx,w) = ®(t;, tk)w y que ||wd(t;, &, w)||* =
wT®T (¢, 1) B (¢, t)w,

Vilk,w) = max wT®T (¢, t)D(¢;, t)w
72

y
Va(k,w) = wTP(k)w

con P(k) la matriz simétrica y definida positiva
P(k) =) (tis1 — )87 (¢, te) ®(t), te).
ik

Como V verifica a) y Vo < V, resulta 0 < wTP(k)w = Va(k,w) < ¢;||w||> Vw € R™, y, en
consecuencia, ||P(k)|| < c; Vk € Z*. Sean w,w’ € IR", entonces

[Va(k,w) = Va(k,w")| = [wTP(k)w—w'TP(k)w'|
= |(w+ )T P(k)(w+w')|
< cflw+w||lw - ol (A.8)

V) también satisface una acotacién similar. Sea k > 0; entonces para cada w € RR"
existe j* = j*(w) > k tal que

V]_(k, OJ) = WTQ(tj- , tk)T(D(tj-, tk)w.
En consecuencia, para w, ' € R,

Vi(k,w) = Vi(k,o') < wT®(tj-, k)TO(t}-, k)w — W TO(¢;, k)T B (850, k)’
< Pllw+w'llflw - Wl
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con i como antes. Como por simetria, V; (k,w') — Vi(k,w) < p?||lw + o'|||jw — ||, resulta
Vi(k,w) = Vi(k,o)| < pllw + w'llflw — 'l

Entonces, combinando esto tltimo con (A.8) demostramos que V verifica ¢) con ¢4 =
¢z + p?, y con ello el teorema. I
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