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Aspectos algorítmicos

para el cálculo de bases

de módulos sobre el anillo de polinomios

Resumen
Sea k un cuerpo perfecto infinito, k[a:l, . . . ,zn] el anillo de polinomios en n variables y
F e k[a:1,. . . ,zn]M"M una matriz polinomial de una proyección. Si sus entradas están
dadas por un straight line program de tamaño L y sus grados acotados por D , mostramos
que existe un algoritmo bien paralelizable que computa una base del núcleo y de la imagen
de F en tiempo (nL)O(1)(MD)O(n).
Este resultado nos permite obtener, haciendo uso de la teoría de trazas, un algoritmo
simplemente exponencial que computa una base para un anillo intersección completa en
posición de Noether.
Además, como una consecuencia de nuestras técnicas podemos mostrar un algoritmo sim­
plemente exponencial que decide si un lc[:¡:1,. . . ,azn]-módulo finito dado por una matriz
de presentación es libre y, en ese caso, exhibir una base.

Palabras clave: anillo intersección completa, módulo proyectivo, Teorema de Quillen­
Suslin, straight line program, teoría de trazas, matriz unimodular.

Algorithmics aspects

for the computation of bases

of modules over the polynomial ring

Abstract
Let k an infinite perfect field, k[:c1,. . . ,zn] the polynomial ring in n variables and F e
k[:1:1,...,:cn]MXM a projection polynomial matrix. If the entries of F are polynomials
given by a straight line program of size L and their total degrees are bounded by D,
we show a well parallelizable algorithm which computes a basis for the kernel and for the
image in time (nL)0(l)(MD)O(").
This result allows to obtain, using trace theory, a simple exponential algorithm to compute
a basis of a complete intersection ring in Noether position.
Also, as a consequence of our tecniques we can show a well parallelizable algorithm which
decides if a k[:cl, . . . , mn]-modu1e given by a presentation matrix is free and, in this case,
to exhibit a basis.

Keywords: complete intersection ring, projective module, Quillen-SuslinTheorem, straig­
ht line program, trace theory, unimodular matrix.



Parte I
Introducción

Este trabajo trata sobre el cómputo de soluciones de sistemas de ecuaciones lineales sobre
el anillo de polinomios y en particular sobre el cálculo de bases para ciertos k[:1:1,. . . ,zn]­
módulos libres.

Son conocidos los obstáculos intrínsecos que presentan los métodos de álgebra lineal como
herramienta para el álgebra conmutativa efectiva: por ejemplo, en lo que respecta a los
temas que vamos a tratar, en el bien conocido trabajo de Mayr y Meyer [44] (ver también
[14]) se demuestra entre otros resultados que el problema de encontrar soluciones para
un sistema lineal de ecuaciones sobre k[1:1,...,:rn] requiere tiempo (es decir, cantidad
de operaciones sobre k) doblemente exponencial en el número de variables e involucra
polinomios de grado de orden similar. Más precisamente se demuestra que existen familias
de matrices polinomiales tales que cada sistema de generadores de sus núcleos contiene
un vector con una coordenada de grado doblemente exponencial. El resultado se puede
enunciar como en [14, Corollaire, pag.10]:

Sea e > 0. Sean n y D enteros tales que n Z 10 , D 2 3, D 2 2+ Existe una
sucesión polinomial P1, . . . ,Pn de grados acotados por D en A := k[:z:1,. . . ,zn] (donde
P1 := :cl , P2 := 1:2) tales que cualquier sistema de generadores del A-submódulo de A”
consistente de todas las sucesiones U,- con Z,- UiPi = 0, contiene al menos un vector cuya
primer coordenada tiene grado 2 N, donde log2 log2 N > (¡31-—€)n + logz log2 D —2.

A pesar de lo desalentador de este resultado, bajo ciertas hipótesis sobre la matriz aso­
ciada al sistema de ecuaciones, se pueden hacer estimaciones mejores y más precisas. Por
ejemplo, si la matriz de entrada es tal que sus filas pueden extenderse a una base de todo
el espacio, se conoce una cota simplemente exponencial para el grado de la base de su
núcleo y la complejidad de un algoritmo que la calcula ([9, Corollary 32]).
En cierto sentido el presente trabajo de tesis generaliza este tipo de resultados simplemente
exponenciales para una familia más amplia de matrices para las que buscamos de manera
efectiva bases de su núcleo y de su imagen.
Exhibimos algoritmos simplemente exponenciales para este problema en el caso en que la
matriz de entrada F es una proyección y más generalmente para el caso en que F es una
matriz unimodular (i.e. cuando los menores no nulos de tamaño máximo generan todo
el anillo k[a:¡, . . . ,zn] ), mostrando así que el caracter doblemente exponencial general del
resultado mencionado de Mayr y Meyer no aparece en ese tipo de matrices.
Como consecuencia de estos hechos podemos deducir también nuevos resultados (simple­
mente exponenciales) relativos al cálculo de bases de ciertos módulos libres sobre el anillo
de polinomios: un método que decide si un módulo dado por una matriz de relaciones es
libre o no y un algoritmo que calcula bases de anillos intersección completa en posición de
Noether (cf. la sección que sigue para los enunciados precisos).
La pregunta natural que surge en este punto es si el carácter simplemente exponencial
de los resultados obtenidos es trascendente o no. Sin duda la mejora aunque más no
sea en ciertos casos al descender de la clase “doblemente exponencial” a “simplemente
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exponencial”es un claro avance desde el punto de vista teórico. Sin duda también el
caracter exponencial muestra la imposibilidad aparente de la implementación eficiente de
nuestros algoritmos en casos interesantes.
Sin embargo, tampoco podemos soslayar el hecho de que si, por ejemplo, los polinomios
de entrada de nuestro algoritmo son polinomios de grado d en k[:c¡, . . . ,zn] dados por
sus coeficientes, la sola escritura de los mismos ocupará un espacio del orden d" (es decir,
exponencial).
Para intentar solucionar este problema es que desde hace tiempo se ha trabajado con
otras estructuras de datos (polinomios ralos, “straight line programs”) hechos que hemos
tomado en cuenta en nuestros métodos y estrategias.
Si bien en ciertos casos este cambio de estructura de datos ha dado lugar a algoritmos de
eliminación polinomiales en ciertos invariantes geométricos (ver [24], [26], [23], [25], [28] y
[30]) el carácter complejo de los algoritmos de este trabajo de tesis no permite aparente­
mente un reconocimiento sencillo de invariantes similares y es así que la exponencialidad
parece no poder ser evitada.
En nuestra defensa deberíamos mencionar que nuestro método está fuertemente funda­
do en subalgoritmos de eliminación, para los cuales sobran fuertísimas evidencias de su
comportamiento intrínseco simplemente exponencial (ver [22], [29] y [12]).

Descripción de los resultados:

Tal como lo mencionamos arriba, en nuestro trabajo combinamos dos estructuras de datos
distintas (escritura densa -vector de coeficientes- y programas de evaluación -straight line
programs-) y tal hecho se manifiesta en nuestros enunciados.
En la Parte II se obtienen bases para el núcleo y la imagen de la matriz polinomial de una
proyección. Más explícitamente tenemos:

Teorema A (ver Teorema 25) Sea F e k[:t:1,...,:z:n]MXM una matriz polinomial co­
rrespondiente a una proyección (ile. F2 = F) tal que sus entradas son polinomios de
grados acotados por un entero D y esta'n dados por un straight line program de ta­
maño L. Entonces existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo secuen­
cial (nL)o(1) (MD)O(") que computa dos subconjuntos de k[zl,...,zn]M: {v1,...,v3}
y {v3+1,...,vM} tales que:

1. {v1,...,vM} es una basede k[zl,...,zn]M.

2. {v¡,...,v_,} es una base de Im (F) y {v,+1,...,vM} es una base de Ker (F).

3. Las coordenadas de los vectores v,- son polinomios de grados acotados por (M D)o(")
y están dados por un straight line program de tamaño (nL)o(l) (M D)0(") .

Las técnicas que aplicamos están sin duda inspiradas en las ideas clásicas de Quillen,
Suslin y Vaserstein usadas para resolver la “Conjetura de Serre” (es decir que todo módulo
proyectivo finito sobre un anillo de polinomios sobre un cuerpo es libre). Desde el punto de
vista algorítmico muchas de estas ideas aparecen en artículos relacionados con el cómputo
de bases de módulos libres, combinados con procesos de bases de Groebner (se puede
ver [39], [41], [42]) o con el Nullstellensatz efectivo (ver [18], Nuestro enfoque es el



segundo ya que las cotas teóricas que aparecen con bases de Groebner son muy grandes
para nuestros propósitos.
Si nos permitimos cotas un poco menos satisfactorias obtenemos también un resultado
similar para el caso en que la matriz es unimodular (no necesariamente una proyección):

Teorema B Sea F e k[a:1,...,:1:n]NXM una matriz polinomial unimodular cuyas
entradas son polinomios de grados acotados por un, entero D y están dados por un slp de
tamaño L . Entonces existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo secuencial

(nL)O(l) ((M + N) D)O("4) computando una base {ol,... ,vM} de k[o;1,...,:cn]M y
una base {w1,...,wN} de k[:c1,...,:cn]N tal que:

1. {w1,...,w3} es una base de Im(F) y {v,+1,...,vM} es una base de Ker(F).

2. Las coordenadas de los vectores de ambas bases son polinomios de grados acotados

por ((M + N) D)O(”4) y están dados por un slp de tamaño (nL)0(1) ((M + N) D)O("4) .
I

Con algunas de las herramientas algorítmicas que utilizamos para obtener los resultados
anteriormente citados, podemos además determinar si un k[:cl, . . . ,zn] -módulo finito dado
por generadores y relaciones (es decir, conociendo una matriz de presentación) es libre o
no y en caso afirmativo, exhibir una base:

Teorema C Sea P un k[a:1,...,a:n]-módulo de tipo finito y F e k[a:1,...,a:n]N"M
una matriz de presentación para P (ver Definición 3). Supongamos que las entradas

de la matriz F tienen grados totales acotados por D y esta’n dados por un slp de
tamaño L. Entonces existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo secuencial
(nL)0(1)((M +N)D)0("4) que decide si P es libre y, en caso afirmativo, computo una
base de P.

En la última parte del trabajo abordamos otro problema relacionado con el cálculo de bases
de k[a:1,. . . ,zn] - módulos libres y que aparece de manera natural en la búsqueda de solu­
ciones efectivas de sistemas polinomiales de ecuaciones: sean f1, . . . , fn_r E k[a:1,. . . ,zn]
una sucesión regular sobre el anillo de polinomios sobre un cuerpo perfecto k. Supon­
gamos que las variables estan en posición de Noether, es decir que el morfismo canónico
R := k [121,. . . ,zr] —>.S':= k [21, . . . ,zn] / (f1, . . . ,fn_,) es entero e inyectivo. Se sabe que
bajo estas hipótesis el anillo S es un R- módulo libre de rango finito (ver [17, Corollary
18.17], [27, Lemma 3.3.1], [49]). Este problema ha sido considerado esencialmente en el
caso 0- dimensional, donde el anillo de base R es un cuerpo k y el anillo S no es otra
cosa que un k-espacio vectorial. Para este caso existen buenos algoritmos teóricos que
computan bases de S pero cuyas técnicas no pueden ser generalizadas al menos de manera
obvia para dimensiones mayores.
Haciendo uso de técnicas de dualidad efectiva más o menos conocidas, obtuvimos de
manera algorítmica una R-base para S, aplicando los resultados de la Parte II a una
matriz construida en base a una cierta “función traza”(que es descripta completamente
en la Parte III) . El resultado preciso es el siguiente:



Teorema D (ver Teorema 54) Sean f1, . . . , fn-r G k [221,. . . ,zn] una sucesión regular de
polinomios de grados acotados por un entero d y dados por un straight line program de ta­
maño Z, tal que el morfismo canónico R := lc[a:1,...,:r,] —)S := k[:1:1,.. . ,zn] / (f1,...,fn_,.)
es entero e inyectivo (“posición de Noether”) y supongamos que el anillo S es reducido
(ie. S no tiene nilpotentes). Entonces existe un algoritmo bien paralelizable que co­
rre en tiempo secuencial O (n) Zd0("2) que computo, a partir de los polinomios de input

f1, . . . , fn_,., un straight line program de tamaño n0(1)d0("2) que evalúa una familia de

polinomios en k [21, . . . ,azn] de grados acotados por nd0("2) , y cuyas clases en S son
una R- base.
Si S no es reducido, también es posible computar una R- base de S mediante un algo­
ritmo (no necesariamente bien paralelizable) que corre en el mismo tiempo secuencial.

Este resultado también se puede reinterpretar desde el punto de vista topológico. Sea
V C A" la variedad algebraica definida por los polinomios f1, . . . , fn_,. y sea 1r : V —>A’
la proyección inducida por la inyección R '—>S; en términos de fibrados algebraicos, el
hecho de que S sea libre sobre R dice que la variedad V es un fibrado trivial sobre Ar. En
este sentido el Teorema D da una descripción explícita.y algorítmica de esa trivialización.

Tal como mencionamos brevemente, nuestro método para abordar este problema combi­
na herramientas de la teoría clásica de dualidad con los resultados de bases de núcleos e
imágenes de matrices de la Parte II. En el intento de ofrecer un trabajo lo más autoconte­
nido posible es que desarrollamos en la Parte III una adaptación de la teoría de trazas para
álgebras de Gorenstein (ver [38])para el caso particular de intersecciones completas y que
según nuestros conocimientos no aparece expuesto de manera elemental en la literatura.
En este caso (es decir intersección completa) nos fue posible construir una traza para S
sobre R de manera explícita (que coincide con la llamada “traza asociada a la sucesión
regular”). La Parte III puede ser omitida por aquellos más interesados en comprender el
aspecto algorítmico, tomando en cuenta sólo los resultados centrales.
Tal como fue mencionado, a partir de la traza construida en la Parte III, se obtiene una
matriz F que resulta ser una proyección y de la que, gracias al Teorema A, podemos
encontrar una base para su imagen, que es la base de S buscada. El incremento de las
cotas de complejidad en el Teorema D con respecto al Teorema A se debe al tamaño de
la matriz F (de orden dom).
Con posterioridad a la redacción de la tesis hemos obtenido una manera alternativa para
demostrar el Teorema D que sólo hace uso del Teorema B y del bien conocido Teorema de
Wiebe para sucesiones regulares (ver Teorema 32) que no está. incluida aquí.



Parte II

Algebra lineal efectiva sobre el anillo de
polinomios

En esta parte desarrollaremos la construcción de bases para el núcleo y la imagen de
matrices polinomiales de proyecciones y, más en general, de matrices polinomiales unimo­
dulares.
En la Sección II.1 nos dedicaremos a la descripción del modelo algorítmico y a,la familia de
rutinas básicas que utilizaremos alo largo de este trabajo. Desarrollaremos explícitamente
uno de ellos: se trata de un algoritmo que decide la unimodularidad de una matriz polino­
mial evitando el cálculo de menores superfluos. A partir de esto, obtenemos una manera
nueva de decidir si un k[zl, . . . ,zn]-módulo dado por generadores y relaciones es libre o
no (ver Proposición 4).
En la Sección 11.2nos dedicaremos a la construcción de bases para el núcleo y la imagen
de la matriz de un proyección (ver Teorema 25).
Por último en la Sección II.3 extenderemos el resultado a matrices unimodulares.

II. 1 El modelo computacional

Nuestro modelo computacional sigue aquellos presentados en varios artículos (por ejemplo,
[20], [26], [23]), donde se hace un estudio exhaustivo de sus ventajas y limitaciones con
respecto a otros modelos alternativos. Por esta razón sólo establecemos acá nociones
mínimas acerca de ellos.

Sea k un cuerpo de base perfecto e infinito. Los algoritmos que usaremos se describen
mediante redes aritméticas (cf. [55]) representadas por grafos acíclicos orientados donde
cada nodo representa una constante de k, una variable de input, una operación aritmética
* E {+, —,x, +} en k, una operación booleana, un test de igualdad o selección. Supo­
nemos que nuestras redes aritméticas son siempre libres de divisiones: esto significa que
cuando evaluamos la red en un punto genérico (i.e. en sus variables de input) ejecuta­
mos sólo divisiones por constantes no nulas de k (nuestra red aritmética sólo computa
polinomios con coeficientes en k
Computamos operaciones aritméticas o booleanas, tests de igualdad y selecciones con
costo unitario y así asociamos a una red aritmética dos medidas de complejidad: el tiempo
secuencial o complejidad secuencial, también llamado tamaño (la cantidad de nodos ) y
el tiempo paralelo o complejidad paralela, también llamado profundidad (el tamaño del
camino orientado más largo en el grafo). Una red aritmética sin nodos de selección o
decisión (y por consiguiente, sin operaciones booleanas) se llama un circuito aritmética o
straight-line program (escribimos “slp”). De este modo, nuestros slp computarán siempre
polinomios en las variables de input con coeficientes en lc. Se pueden encontrar definiciones
más precisas y propiedades en [8], [55] y [36].



Decimos que un algoritmo es bien paralelizable si su tiempo paralelo depende polinomial­
mente en logz (tiempo secuencial) y en la profundidad de los Slp de input.

Los polinomios con los que trataremos serán codificados como los circuitos aritméticos
que los evalúan. De todas maneras, consideraremos, a veces, polinomios representados
por un vector de coeficientes (forma densa) y también en una forma mixta: polinomios
codificados en forma densa con reSpecto a variables principales específicas mientras que
los coeficientes con respecto a esas variables están codificados por un circuito aritmético.

Un punto clave en nuestros algoritmos, como en muchos algoritmos de eliminación, es
el problema de decidir si un polinomio es cero o no. La interpolación trivial requiere la
evaluación del polinomio en muchos puntos (si d es el grado del polinomio y n el número
de variables, se necesitan (d + 1)" puntos), de modo que los tiempos de complejidad se
incrementan significativamente.
A pesar de esto, cuando los polinomios están dados por slp se tiene el siguiente resultado
(ver [33] ó [20]):

Teorema (Correct test sequences) Sea W(d,n, L) un conjunto de polinomios en
k[21,...,:c,,] de grados totales acotados por d, que pueden ser evaluados por un slp de
tamaño L. Sea m := 6(L+n)(L+n+l) y l" un subconjuntoarbitrario de k cuyo cardinal
es 2L(d + 1)2. Entonces existe un subconjunto Q = {71, . . . ,7m} C F", que depende sólo
de d, n,L y F , que verifica la siguiente propiedad: un polinomio f E W(d, n, L) es el
polinomio nulo si y sólo si f('y,-) = 0 para todo i = 1,... ,m. I

Los vectores 71, . . . ,7", se llaman una correct test sequence para el conjunto W(d,n, L).
Deasfortunadamente no se conoce un procedimiento eficiente para construir una correct
test sequence (los métodos standard para computarla corren en tiempo de complejidad
exponencial). Como los grados, el número de variables y la complejidad de la evaluación
de todos los polinomios que aparecen en nuestros algoritmos se pueden estimar a priori, en
nuestro modelo supondremos la hipótesis razonable de que una correct test sequence para.
todos estos polinomios es dada en un preproceso (ver también [20]). De todas maneras,
notemos que se puede hacer una adecuada versión aleatoria (“random”) para la elección de
una correct test sequence (ver [20, Section 2.1]); este hecho transforma automáticamente
nuestros algoritmos en algoritmos probabilísticos con las mismas cotas de complejidad (ver
también [43]).

II. 1.1 Algoritmos básicos

A.- Pasaje de straight line programs a forma densa. Cómputo de las compo­
nentes homogéneas
Sea f un polinomio en k [21,. . . ,zn] dado por un slp de tamaño L. Sea m E lN, l 5 m 5
n, y d := degzhmfiwfln (f); entonces existe un algoritmo bien paralelizable que corre en
tiempo secuencial Ldo("‘) cuyo output son los coeficientes del polinomio f visto como un



polinomio en k[:1:1,.. . ,xn_m] [mn_m+1,. . . ,zn] . Más aun, estos coeficientes están dados
por un slp de tamaño Ldo(m) (ver [48, Prop.3.1.1]).
Este procedimiento puede usarse para obtener las componentes homogéneas de un polino­
mio dado: sea f un polinomio en k [z], . . . ,zn] , de grado D, dado por un slp de tamaño
L y sea t una nueva variable; el polinomio g := f(t1:1,...,t:cn) G k[:1:1,... ,zn,t] tiene
grado acotado por D en t y puede ser evaluado por un slp de tamaño L + n. Interpolan­
do con respecto a la variable t, obtenemos las componentes homogéneas de f en tiempo
(L + n) D0“) y podemos evaluarlas mediante un slp de tamaño (L + n) Dom.

B.- Determinante, inversa y rango de matrices polinomiales
Sea F una matriz en k [1:1,. . . ,zn]NXN cuyas entradas son polinomios dados por un slp
de tamaño L. Existen algoritmos bien paralelizables que corren en tiempo (LN )O(1) que
computan:

1. un slp que evalúa el determinante y los coeficientes en k[:1:1,. . . ,zn] del polinomio
característico de F.

2. un slp que evalúa las entradas de F‘l (si F es inversible).

3. el rango de F (como matriz en k (2:1,. . . ,zn)NXN) y una submatriz de rango ma­
ximal.

Los primeros dos ítems se siguen de Berkowitz [5] y el último de Mulmuley [45] (se puede
ver también una suscinta descripción en la sección G); en ambos casos los algoritmos
mencionados se pueden adaptar fácilmente a polinomios multivariados dados por slp.

C.- División polínomial de Euclides
Sean f y g polinomios en k[a:1,...,a:n] , de grados D1 5 D y D2 5 D respectivamente,
dados por un slp de tamaño L, y supongamos que g es mónico en la variable mn. Entonces
existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo (LD)O(1) que produce un slp
que evalúa el cociente y el resto en la división euclideana de f por g con respecto a zn.
Sus grados totales resultan acotados por Dng . Este procedimiento es una consecuencia
directa de la Subrutina A y del algoritmo de Berkowitz.

D.- Nullstellensatz efectivo en nuestro modelo
Sean f1, . . . , f3 polinomios en k [:cl, . . . ,zn] de grados acotados por D, dados por un slp
de tamaño L. Existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo (nL)0(1) DOW
que decide si 1 pertenece al ideal (f1, . . . , f3) y , en ese caso, computa mediante un slp
del mismo tamaño ciertos polinomios p1,...,ps e k [1:1,. . . ,zn] tales que:

1- 1 = Plfl +"'+Ps.fs­

2. max{deg(pj)} 5 3n2Dn+l.
J

Para una demostración se puede ver [20] ó [26, Th.20] y su bibliografía (ver también los
surveys [3] y [53]).



E.- Consistencia de un sistema polinomial de igualdades y desigualdades
Sean f1,... ,f3,gl,...,gsz polinomiosen k[a:1,...,a:n] de grados acotados por D dados
por un slp de tamaño L, y sea P :={f1 = 0,...,f, = 0,91 960,.. . ,gsr 760}. Entonces
existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo L2(ss’)o(l)D0(") que decide si
P es vacío (ver [48, Remark 3.4.3]).

F.- Cómputo de celdas
Sean f1, . . . , f3 polinomios en k [21, . . . ,zn] . Cualquier conjunto no vacío de tipo

{fleloa--'1f3680)si e {:1

se llama una celda. Siguiendo [48]y el argumento de “divide y reinarás” de [19]es posible
enumerar todas las celdas mediante un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo
secuencial L230(1)D0(”), donde D es una cota superior para los grados de los polinomios
f,- y L es el tamaño del slp que los computa.

G.- Eliminación de menores superfluos

Definición 1 Sea F una matriz polinomial en lc[:z:1,...,a:n]NXM de rango s. Deci­
mos que F es unimodular si sus menores de tamaño s x s generan todo el anillo
k[1:1,. . . ,zn]. En la literatura se suele llamar unimodulares a las matrices rectangulares
en k[:cl,...,:z:n]NXM con N S M tales que sus menores de tamaño N x N generan el
anillo de polinomios. Nuestra definición es un poco más general y se corresponde con las
matrices cuyas imágenes son sumando directo de k[:1:1,. . . ,zn]N . Notar que entonces la
imagen resulta libre por el Teorema de Quillen-Suslin.

Si F es unimodular tenemos ) ) menoresde tamaño s x s que generan Ic[a:1,. . . ,zn] .
En el contexto en que trabajamos buscamos algoritmos con complejidad a lo sumo simple­
mente exponencial en el número de variables n. Esta cantidad de menores es intratable
desde este punto de vista porque resulta exponencial en el tamaño de la matriz. Nuestro
propósito, entonces, es poder elegir una cantidad “tratable” (es decir, simplemente expo­
nencial sólo en n) de menores de la matriz que también generen el anillo de polinomios.
Con este propósito describimos aquí un algoritmo que calcula un número admisible de
menores y que decide, además, si la matriz dada como input es unimodular. Nuestro
algoritmo está basado en un procedimiento de K. Mulmuley [45]en el que halla el rango
de una matriz sobre un cuerpo.
Empezamos recordando brevemente el algoritmo de Mulmuley para luego mostrar nuestra
adaptación para obtener una submatriz de F con rango máximo s.
Sea H una matriz en kNXM. Siempre podemos reducirnos al caso de una matriz cuadrada.
y simétrica, tomando

Hi

cuyo rango es dos veces el rango de H . Entonces la matriz

( 0 H) e k(N+M)x(N+M)0

11



1 0 0

0 A 0 0 H

0 0 AN+M—1

donde A es una indeterminada sobre k, verifica la relación

2rk(H) = rk(H'()\)) = N + M —p,

donde a es la máxima potencia de t que divide al polinomio característico P(t) E k(/\)[t]
de la matriz H’(A).
Resumiendo, el algoritmo de Mulmuley para calcular el rango de la matriz H consiste
en calcular el polinomio característico de la matriz auxiliar H’(A) y determinar la mayor
potencia de t que lo divide.
Usaremos lo anterior para, dada una matriz H e kNXMde rango s, obtener una subma­
triz H e k3)“ de rango maxima].
Llamemos R1, . . . ,RN a las filas de H y 01,. . .,CM asus columnas. Usando el algoritmo
de Mulmuley, podemos calcular los rangos de las submatrices H (i) e kiXM para i =
1,...,N formadas por las primeras i filas de H. Consideremos el conjunto I cuyos
elementos son aquellos índices i tales que rk(H(i)) > rk(H(i‘1)) . Es claro que el cardinal
de I debe ser s. Llamemos H1 E k‘xM a la matriz (hij)¿e¡. Haciendo lo mismo con las
columnas de H, obtenemos un nuevo conjunto de índices J de modo que las columnas
Cj con j e J son linealmente independientes. Sólo resta ver que la matriz así obtenida
H = (hij) e k3” con i e I y j e J es inversible. Es claro que la matriz H se puede
reducir por operaciones elementales de filas a una matriz del tipo:

H1 _
( o ) _ UH

donde U e kNXN es una matriz inversible. Como las columnas CJ- para j e J son
linealmente independientes, esto también es cierto para las correspondientes columnas en
UH. Entonces H resulta inversible.

Nuestra tarea ahora es eliminar menores superfluos de una matriz F como sigue:

Lema 2 Sea F una matriz polinomial en k[a:1,...,zn]NXM de rango s cuyas entradas
son polinomios de grados acotados por D y dados por un slp de tamaño L. Entonces
existen ¿1,...,6Q e k[:r¡,...,a:n] menores no nulos de tamaño s x s de la matriz F
donde Q 5 + N)6D)" tales que 1 E (¿1,...,óq) si y sólo si F es una matriz
unimodular.
En términos algoritmicos estos menores se pueden calcular a través de un algoritmo bien
paralelizable en tiempo secuencial Lo(1)((N + M )D)O(") y se pueden dar por medio de
un slp de tamaño (sL)0(l). Más aun, este procedimiento da un método que decide si una
matriz dada es unimodular en tiempo Lo(l)((N + M )D)O(") .

Dem.- Sea F“) e k[:1:1,...,zn]""M la submatriz de F cuyas filas son las primeras i filas
de F para i = 1,. . . ,N. Para aplicar el algoritmo de Mulmuley anteriormente citado,
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necesitamos tener los coeficientes de la matriz en un cuerpo. Consideramos entonces, para.
cada a E k", el rango de F(‘)(a). Por lo anterior, resulta igual a MLÏÜ, donde pi es
la máxima potencia de t que divide al polinomio característico P,-(a, A,t) de la matriz

1 o

¡I 0 A 0 o Irma . .
F()(°‘”\)‘= (F(i)(a)t 0( ))€k[a,/\](M+‘)X(M+‘).

0 0 AN+M-l

Es claro que R-(a, A,t) es un polinomio en las variables /\ y t y también en las coordenadas
del punto a. Podemos escribirlo como sigue:

B-(z, A,t) = tM+i + ap+,_1(z, A)tM+"-1+ . . . + a; (1:,mi"

donde cada (lg-(2,A) e k[a:1,. . . ,zn, A] es una suma de determinantes de las submatrices
cuadradas de tamaño M +z' —j de Full/(rr,/\) . Entonces, se obtiene la siguiente cota para
los grados

- M ' —1 M ' M N 2
degia;(a:,/\)5 1+2+...+(M+z'—1)=( +z 2)( +1) <( É ).

Repitiendo el mismo argumento para las submatrices C“) cuyas columnas son las primeras
t columnas de F obtenemos, de manera análoga, polinomios bf(a:,A) con l = 0,. . . ,N +
t —1 tales que

2

degAbÍ(z,/\)< M
parat=1,...,M.
Consideremos ahora el conjunto 1"C k[a:1,. . . ,zn] cuyos elementos son todos los coeficien­
tes de los polinomios a;- y b,‘en k[:v¡,...,a;n][/\] para 2'= 1,...,N, j= 0,...,M+z'—1,t=1,...,Myl=0,...,N+t-1.
Notemos que el cardinal de 1" está acotado por

N(N+M) +1)+M(N+M) +1)=(N+M)0(1>.
Más aun, observemos que cada condición de signo consistente sobre los polinomios de I‘ de­
termina unívocamente el rango de las submatrices F“) (a), . . . ,F(N) (a), C(1)(a), . . . ,C(M) (a) ,
para cada punto a E É" que verifica tal condición de signo (donde Ïc denota alguna clau­
sura algebraica de k ).
Así, si fijamos una condición de signo consistente sobre I‘ , la elección de filas y columnas
de F como en el procedimiento de Mulmuley antes expuesto es la misma para todos los
a E É" que satisfagan esa condición de signo. En otras palabras, hay una asignación
entre el conjunto de las condiciones de signo consistentes sobre 1" y el conjunto de ciertas
submatrices de F de rango a lo sumo s tales que para cualquier punto a que verifica
una condición fija de signo, su submatriz asociada es inversible cuando se evalúa en a .
Pensemos ahora en la computación de este procedimiento. Como los polinomios a; y b;
se pueden evaluar mediante un slp de tamaño ((N + M )L)0(l) (mediante el algoritmo
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de Berkowitz), interpolando en la variable /\ (c.f. [48] ó subrutina A), obtenemos los
polinomios de I‘ también mediante un slp de tamaño ((N + M )L)0(1). Luego, compu­
tando todas las condiciones de signo consistentes sobre l" por medio del algoritmo en [19]
obtenemos ciertas submatrices distinguidas de F. Tomando en cuenta el cardinal de I",
los grados de sus elementos y el costo de calcularlos , estas submatrices se pueden obtener
en tiempo L0(1)((N + M )D)o("). Como la cantidad de condiciones de signo consistentes
está acotada por ((N + M )6D)" (ver [32]), la cantidad de submatrices se puede acotar
por el mismo número.
Tomamos los polinomios 61,. . . ,óQ como los determinantes de las submatrices asociadas
de tamaño s x s.
Falta verificar que estos 61, . . .,6Q satisfacen lo pedido. Observemos que, si F es uni­
modular, la matriz en FHM obtenida por evaluación en un punto arbitrario a e Ïc"
tiene también rango s independientemente del punto a. En otras palabras, rk(F) =
rk(F(N)(a)) = rk(C(M)(a)) = s para todo a e Ïc" (esto es consecuencia del Nullstellen­
satz y de la definición de unimodular). Por lo tanto, como cada punto a e Ïc" satisface
alguna condición de signo, la submatriz asociada debe tener tamaño s x s y su determi­
nante debe ser no nulo luego de la evaluación en a; entonces los polinomios 61,. . . ,óQ
generan el anillo de polinomios k[:cl, . . . ,zn]. La recíproca es obvia.
Por último, para chequear la unimodularidad de F, es suficiente calcular los polinomios
61, . . . ,6Q y verificar si generan el anillo k[a:1,. . . ,zn] por medio del Nullstellensatz efec­
tivo. Este procedimiento no incrementa significativamente las complejidades previamente
obtenidas. I

Como una consecuencia fácil de este lema podemos describir un test efectivo para decidir
si un k[zl , . . . ,xn] -módulo finitamente generado dado por generadores y relaciones es libre
o no. Este método mejora los resultados previos sobre este problema, al menos desde el
punto de vista de la complejidad. (ver también [42])

Definición 3 Sea P un k[:1:1,...,:1:n]-mo'dulofinitamente generado. Una matriz F E
k[:z:1,...,:cn]N"M se llama una matriz de presentación para P si eziste un morfismo
suryectivo

(p : Ic[1:1,...,1:,,]M —>P

tal que las filas de F son un sistema de generadores para el núcleo de go.

Tenemos el siguiente resultado (ver también Corolario 29):

Proposición 4 Sea P un k[:cl, . . . ,asn]-módulo finitamente generado y sea F e k[:cl, . . . ,zn]NXM
una matriz de presentación para P. Sea D una cota superior para los grados de las
entradas de F y L, para el tamaño del slp que las computo. Entonces existe un al­
goritmo bien paralelizable que decide si P es libre o no que corre en tiempo secuencial
((N + M)D)0<">L0(1).

Dem.- Consideremos la siguiente sucesión exacta

0-)Ker (Lp)—)k[:rl,...,zn]M —>P—>0.
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Por el Teorema de Quillen-Suslin, sobre el anillo de polinomios es equivalente ser libre a ser
proyectivo (es decir, sumando directo de un módulo libre). Entonces P es k[:1:1,. . . ,zn]­
libre si y sólo si la sucesión anterior se parte. Esto es que Ker (<p)es un sumando directo
de k[a:1,... ,xn]M. En este caso, PGBKer (4p)z k[a:1,...,:cn]M.
Por lo tanto, es suficiente decidir si Ker (go)= Im(F‘) es un sumando directo de k[:z:1,. . . ,zn]M
ó, equivalentemente, la unimodularidad de la matriz F. I

H.- Un cambio lineal de coordenadas
Sea F una matriz polinomial de tamaño N x M y rango s cuyas entradas son polinomios
de grados acotados por una constante D dados por un slp de tamaño L. Siguiendo el
algoritmo de Mulmuley mencionado en la Subrutina B ítem 3 es posible obtener, en tiempo
(L(N + M ))0(1), una submatriz no singular de tamaño s x s de F cuyo determinante
p, e k [21, . . . ,zn] puede ser evaluado mediante un slp de tamaño (sL)O(1) .
En lo que sigue, por razones técnicas, necesitaremos que el polinomio p sea mónico
en todas las variables 21,...,:vn. Más precisamente, si ó := deg(p) necesitamos que
p, = 0111:?+ ---+ anzf, + fi donde a1,...,an e k, aj 96 0 Vj=1,...,n y fi E
k [21, . . . ,zn] tiene grado a lo sumo ó —1. Esto se puede conseguir haciendo un cambio
lineal de coordenadas en el anillo de base k [2:1,. . . ,zn] como sigue: sea pk la compo­
nente homogénea de p de maximo grado K 5 sD; este polinomio homogéneo ¡1K se
puede computar a partir de la matriz F por medio de un algoritmo que corre en tiempo
secuencial (Ln(N + M)D)0(1) , cuyo output es un slp de tamaño (3L)O(1)+ n (3D)O(1)

que evalúa px (ver Subrutina A) . Es suficiente exhibir un cambio lineal de coordenadas
haciendo px mónico en todas las variables.

Para esto, consideremos n2

es claro que el polinomio G no es el polinomio nulo en las n2 variables, su grado es
n(K + 1) 5 n(sD + 1) y puede ser evaluado por un slp de tamaño (LnsD)0(l).
Del Teorema de las correct test sequences mencionado en la sección II.1, sabemos que exis­
te un subconjunto Q Q knz, de cardinal 6 ((LnsD)O(l) +122) ((LnsD)O(1) +712 +1) =
(LnsD)O(1), tal que, para todo polinomio H en n2 variables de grado a lo sumo n(sD+1)
y dado por un slp de tamaño a lo sumo (LnsD)0(l), se tiene:

H=O <=>H('y)=0 V'yEQ.

Por lo tanto, fijando 7 = (711,...,71n,...,7n1,...,7m) e Q tales que G('y) 760, las
nuevas variables 21, . . . , 2,, están definidas por medio de las siguientes relaciones:

, j = 1,...(tj := 'yljzl + ' ' ' + 7,32,. ,n.

Este cambio de variables se puede hacer en tiempo (Ln(N + M )D)0(1).
Más aun, si f e k [331,. . . ,zn] está. dado por un slp de tamaño L, su polinomio corres­
pondiente después del cambio de coordenadas puede ser evaluado por un nuevo slp en las
variables 21,...,z,1 de tamaño L + nz.
Observemos que se puede hacer simultáneamente un cambio de coordenadas similar para
una familia finita dada de matrices.
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II.2 Construcción de bases del núcleo y la imagen de la
matriz de una proyección

En esta sección construiremos bases para la imagen y el núcleo de la matriz de una pro­
yección F e k[a;1,. . . ,zn]MXM (i.e. F2 = F). El enfoque que abordamos es similar al de
algunos trabajos relacionados con las demostraciones de la ex-conjetura de Serre. Cons­
truiremos bases y sistemas de generadores para localizaciones convenientes del núcleo y la
imagen de F, que luego pegaremos por medio del Nullstellensatz efectivo y de versiones
cuantitativas del Teorema de Vaserstein. En este procedimiento será clave efectuar las lo­
calizaciones en polinomios en el anillo k[a:1,. . . ,xn_1] (en una variable menos) que luego
serán usadas mediante argumentos recursivos, especializando la última variable en 0.
En lo que sigue denotaremos por A := k[:51,. . . ,asn] y por B := k[:1:1,... ,zn_1]. La matriz
F E k[a:1,. . .,:1:,,]M"M será la matriz de una proyección de rango s que llamaremos la
matriz de input. Las entradas de F serán polinomios de grado total acotado por D,
dados por un slp de tamaño L.
Por simplicidad, suponemos que el primer menor principal u de tamaño s x s es mónico
en las variables 1:1,. . . ,zn. Es decir, asumimos que se ha efectuado un cambio lineal de
coordenadas como en el algoritmo H para que esto ocurra. El costo en la complejidad y la.
variación de los tamaños de los slp al efectuar este cambio de coordenadas sólo se tendrán
en cuenta en los teoremas principales de esta parte (Teorema 21 -construcción de bases
locales- y Teorema 25 -construcción de bases globales-).

II.2.1 Un k[:1:1,. . . ,zn_1]-módulo libre relacionado con la imagen de F

Denotemos por C1, . . .,CM las columnas de la matriz F y sea L el k[a:1,. . . ,zn]-módulo
libre generado por las primeras s columnas Cl, . . . , C,I. Consideramos la sucesión exacta

0—>L—>Im(F)—>Q—>0 (1)

donde Q := Im(F)/LI.
Notar que Q “mide”la diferencia entre Im(F) y E. Se puede observar también que como
F es una proyección, la imagen (y el núcleo) de F son sumandos directos de AM y, por
Quillen-Suslin, son A-libres; así también como B-módulos (aún si en este caso no fueran
más finitamente generados).
Gracias a la regla de Cramer, dado que C1, . . . ,C, son k(a:1,. . . ,azn)-linealmente inde­
pendientes y rk F = s, se tienen las relaciones

,uC3+i = bliCl + - - - + baiCs (2)

donde los bji son polinomios en A unívocamente determinados y y es el primer menor
principal de F. En particular uQ = 0. Dado que p se supone mónico en todas las
variables, Q admite una estructura de k[a:1,... ,zn_¡]-módulo finito generado por las
clasesde zfiCiconk=0,...,d:= deg(p)-1, i=s+1,...,M.
Más aun, Q es libre como lo muestra la Proposición 6.
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Para la demostración necesitamos el siguiente resultado de [37, Ch. IV, Prop.3.4]:
Lema 5 Sea (REIR) un anillo local y sea M un R-módulo finitamente presentable. En­
tonces son equivalentes:

1. M es libre

2. existe una sucesión, exacta de R-módulos 0 —>K —)P —)M —)0 con P proyectivo
tal que el morfismo inducido K /EDIK —)P/EUIP es inyectivo. I

Ahora probamos el resultado sobre Q.

Proposición 6 Q es un k[:z:1,. . . ,zn_1] -módulo libre de rango finito.

Dem.- Mostramos que en cada localización de B la sucesión (1) sigue siendo exacta.
Para esto alcanza con que, para todo p ideal maximal de B, la sucesión de B / ¿«a-espacios
vectoriales

0 —>L/pfi —)Im(F)/501m(F) —)Q/pQ -) 0

sea exacta.
Para probar nuestra afirmación es suficiente demostrar que la inyección L —>Im(F) de la
sucesión (1) se preserva después de tensorizar por B/ p.
Sea w := 01101+ . .. + asC, un elemento de L n goIm(F) . Entonces w puede escribirse
como combinación lineal de las columnas 01,. . . , CM con coeficientes en 30A. Tenemos:

a1C1+...+a_.,C_,=w=filC1+...,BMCM

con aj e A y fii E pA. Multiplicando esta igualdad por p y usando las relaciones que
se deducen de la regla de Cramer (2), obtenemos que

M-s

#aj = #fij + z fis+ibji
i=l

para j = 1,... ,s, ya que C1,. . . ,C3 son linealmente independientes.
Considerando esta fórmula como una identidad polinomial en B[a:n] y comparando coe­
ficientes (recordemos que y es mónico), observamos que los aj pertenecen a pA y que,
entonces, w e pc. Es decir, w = 0 en L/gofi.
Hemos probado la exactitud de la sucesión.
Así, Qp resulta libre sobre B1: para cada maxima] de B. Por lo tanto, Q es localmente
libre como B-módulo y es finitamente generado; de aquí se deduce que Q es proyectivo.
Por el Teorema de Quillen-Suslin, al ser finitamente generado, resulta que Q es un B­
módulo libre de tipo finito. I

Nuestro objetivo ahora es obtener una matriz de presentación del B -módulo Q (es decir,
generadores y relaciones). Para esto construimos la aplicación siguiente:
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Definición 7 Sea (p : B'" —>Q, donde m := (d +1)(M —s) definida como sigue:
si eo_s+1,e1,,+1,...,e¿,s+1,...,e¿_1,M,ed,M es la base canónica de Bm, será <p(ek’,-):=
zfiCi. (Notar que el núcleo de (p también es B- libre por Quillen-Suslin.)

En primer lugar, construiremos un sistema de generadores para el núcleo de (p.
Sea w1,...,wM el sistema canónico de generadores de Ker(F). Esto es, los vectores
w,- := e,-- C,- con 2'= 1,...,M donde {e1,...,eM} es la base canónica de AM. En
particular, sus coordenadas tienen grados acotados por D.
Como ,u es mónico en la variable zn, podemos calcular la división euclidiana de ca­
da coordenada de wj por u en B[:z:n](siguiendo la subrutina C), obteniendo vectores
“cociente” qj y “resto” rj en AM, en tiempo M (DsL)o(l) de modo que

wi = qu + Tj- (3)

El grado en sonde cada coordenada de Tj está acotado por d, mientras que su grado total
está acotado por sD2. Notar que rj puede evaluarse por un slp en tiempo (DsL)0(l) .
Como hay M vectores wj, el tiempo total para calcular los qj y los Tj es M 2(DsL)O(1).
Ahora, para cada zfirj e AM con j = 1,...,M y k = 0,... ,d calculamos nuevamente
la división euclidiana por p,

171°sz= #ij + 7'ch (4)

donde rkj e AM , deg rkj = 2(sD)3 y degzn Tkj S d. Esto se puede computar en tiempo
M2(DsL)0(1) y cada coordenada se puede evaluar por un slp de tamaño (DsL)O(1).
Consideramos ahora, para cada vector rkj el vector formado por sus últimas M —s
coordenadas y lo llamamos ij. Para simplificar la notación, reemplazamos el multiíndice
kj porh=1,...,M(d+1).
Escribiendo los vectores Vh con respecto a 1a variable :cn tenemos:

V},= Vhp+ Ith'l + . . . + (Ef,de

donde cada VM, es un vector en BM" que escribiremos

VM: = (Vh,k,s+1, - - - ,Vh,k,M)­

Todos los polinomios VhM se pueden obtener por medio de la Subrutina A en tiempo
M 2(DsL)O(l) y cada uno se puede evaluar por medio de un slp de tamaño (DsL)O(1) .
Además, se puede ver que:

Proposición 8 Los vectores (VMIsH, Vh_1_3+1,. . . , Vh,¿,,+1,. . . , Vh_¿-1’M,Vh’d'M) e B(d+1)(M‘3) ,
con h = 1,... , M(d + 1), son un sistema de generadores de Ker(tp) .

Dem.— Mostremos, primero, que estos vectores pertenecen a Ker(cp).
Aplicando la definición de gp, tenemos

M

‘P(Vh.0,s+l)Vh.l,s+ly--- , Vh,d,s+1,---,Vh,d,M) = z Vh,k,izÏ.Ci= z Qua­
i,Ic í=s+1

con Qh'i := 2k Vh'kfi-z:.
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Es suficiente ver que 3+1 Qh_¿C¿e L.
Con las notaciones anteriores Vh = (Qh’3+1,. . . , Qh_M), y entonces, volviendo atrás en las
divisiones euclideanas (3) y (4), existen P1, . . . ,Ps e A tales que :

(Pl)"')PSIQh,3+11”')Qh,M)=3iw+flr

donde tEIN, wEKer(F) y TEAM.
Cl

Multiplicando a derecha esta identidad por el vector columna 5 (la traspuesta de
CM

F), obtenemos :

s M M

2362+ z Qh,iCi=MzTiCi,
¡:1 i=li=s+l

ya que w e Ker(F).
Como uCi E L para todo i = 1,... ,M, se deduce que z,- Qh_,-C¿e L, y, por lo tanto,
los vectores están en Ker(tp) .

Ahora, mostraremos que son un sistema de generadores de Ker(<p).
Sea (qo,,+1,q1'3+1,. . . ,chM) un elemento en Ker(<p) C B(d+1)(M“) ; es decir que

q0,3+1Cs+1 + €1,a+1ans+1 + - -- + Qd,M171d¡CME AC.

Escribiendo Qi := 2k gucci, para 2'= s + 1,. . . ,M, sabemos que existen P1, . . . , P3 G A
tales que

Qs+103+1+"‘+ QMCM= P1C1+"'+ PsCs­

Esto quiere decir que el vector (—P1,. . . ,—P3,Q,+1,. . . ,QM) e AM pertenece a Ker(F),
y entonces, si {w1,. . . ,wM} es un sistema de generadores de Ker(F) (por ejemplo el
canónico, recordando que F es una proyección), existen a1, . . . aM e A tales que

(_P1)--')_P3)Q3+1)"'vQM)=
Dividiendo los polinomios oz]-y los wj por p, podemos escribir, para un cierto w e AM

(_Pl,---1—P3)Q3+11“')QM)
donde degzn ,BJ-5 d y los Tj son los definidos en (3).
Repitiendo la división (4) obtenemos

(_P1)"')_P3)Q3+11"'iQM)=fiwl+zfikjrkj
con fikj E B .
Comparando las últimas M —3 coordenadas, y simplificando la notación, tenemos que

(Q3+11"'1QM)=¡”0+leth
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para cierto v e AM" .
Como ,3},E B para todo índice h y como degxn Qi y degzn Vh son estrictamente menores
que degln u, obtenemos que u es cero por la unicidad en el algoritmo de Euclides en el
anillo B[a:,,]. Entonces

(QS+1)"')QM)E + +BVM(d+l)'
La demostración termina desarrollando esta identidad en potencias de mn. I

Resumiendo los últimos resultados, obtenemos que:

Proposición 9 Eziste un sistema de generadores de Ker(<p) que se puede construir a
partir de la matriz de input F por medio de un algoritmo con tiempo de complejidad
(M DL)O(1) . Los coeficientes de los vectores pueden evaluarse mediante un slp de tamaño
(DsL)0(1>.

Podemos reenunciar lo obtenido en términos de matrices como sigue:

Lema 10 Existe una matriz G e Bm” donde m := (M —s)(d +1), p := M(d +1) y
deg (G) S 2(sD)3 tal que Im(G) = Ker(<p). Esta matriz se puede computar a partir de
la matriz de input F en tiempo secuencial (M DL)0(1). Las entradas de G se pueden
evaluar mediante un slp de tamaño (DsL)O(1) .

Dem.- Basta tomar G como la matriz cuyas columnas son los vectores
(Vh,0,s+la Vh,1,s+11- - - ) Vh,d.s+lv °°'1Vh.d,M)1 Para h =1v ' ' ¡p' I

En otras palabras, hemos encontrado una matriz cuya traspuesta es una presentación
del B-módulo Q. Usaremos esta presentación más adelante para calcular presentaciones
locales del A-módulo Im(F).

11.2.2 Una presentación para la imagen localizada de F

Usando argumentos elementales basados en la regla de Cramer y en el Lema de Nakayama,
es posible exhibir bases de la imagen y del núcleo de F bajo ciertas localizaciones en
polinomios convenientes en A. Lamentablemente, no sabemos cómo pegar esas bases
locales para obtener una base global. El principal obstáculo para esto parece ser el hecho
de que los polinomios en los que se localiza están en k[:z:1,. . . , mn] y no en k[a:1, . . . , zn_1] .
Para evitar este problema, mostraremos presentaciones alternativas para la imagen de
F bajo localizaciones de polinomios en B, para poder, allí, aplicar métodos recursivos
inspirados en resultados de Vaserstein .
Recordamos las notaciones usadas hasta aquí. Denotamos por s al rango de la matriz
de la proyección F y por u e A al primer menor principal de tamaño s x s. Luego
del cambio de coordenadas de la subrutina H, u es un polinomio mónico en todas las
variables. Sean d := degu —1 y mz: (d+1)(M —s).
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Sea go: Bm —>Q := Im(F)/L la aplicación B-lineal definida en la base canónica por
<p(ek¿):= zfiC'i, para k = 0,...,d y i = s +1,...,M(donde LI es el A-módulo libre
generado por las primeras s columnas de F, denotadas por 01,. . .,Cs) (ver Definición
7).
Sea G G Bm” la matriz construida en la sección anterior, cuyas columnas son un sistema
de generadores del núcleo de (p y sea q 5 m el rango del B-módulo libre Ker(<p). Los
menores de G tamaño q x q generan el anillo B ya que Im(G) = Ker(<p) es un sumando
directo de Bm. Sus grados están acotados por 2q(sD)3 5 2(M —s)(sD)4. Más aun,
podemos calcular un número admisible (i.e. simplemente exponencial) de ellos, usando el
procedimiento para eliminar menores superfluos y obtenemos:

Lema 11 Es posible construir menores {1p . . ,{g de tamaño q x q de la matriz G tales
que:

.1€(€11--',{l)1

0 f S ((m +10)62(SD)3)"'1 = (MD)O("),

° deg (e) S 2q(sD)3­

Esto se puede hacer con la matriz F como input en tiempo secuencial (nL)0(1)(MD)O(") y
cada menor ¿,- se puede evaluar por medio de un slp de tamaño (quL)o(1) = (MLD)O(1) .
I

Desgraciadamente, a pesar de que los polinomios ¿1,...,¿¿ generan el anillo de polino­
mios B, no sabemos cómo construir una base para el A¿-módulo localizado Im(F¿) y
necesitaremos refinarlos mediante multiplicaciones convenientes.
Fijemos un menor f entre los menores de tamaño q x q construidos en el lema previo.
Sin pérdida de generalidad supondremos que E involucra las primeras q columnas de G,
las que denotaremos por K1, . . . ,Kq (recordar que go(K1)= = <p(Kq)= 0).
De las m - q filas que no fueron usadas en la construcción del menor f , sean
ehh,” . ,ekm_q'¡m_qlos correspondientes m-q vectores de la base canónica de Bm. Por
simplicidad, denotaremos los vectores ekj_¿jpor uj para j = 1,... ,m - q.
Es claro que de este modo {K1,...,Kq,u1,...,um_q} es una base de BE" ya que el
determinante de la matriz Z de tamaño m x m correspondiente es é ó —€. Observemos
que la matriz Z puede construirse directamente a partir de la matriz G. Entonces,
tenemos

Proposición 12 Los vectores <p(ekj,¡j)= af,"Gij con j = 1,. . . ,m —q forman una base
del Bg -mo'dulo QE. I

La definición que sigue nos permitirá mostrar una nueva presentación local para la imagen
de F que nos servirá luego.

Definición 13 Sea 1/): Am’q'“ -> Im(F) la aplicación lineal definida por:

o 1,0(ej)=z:jC,-J.paraj=1,...,m—q

o 1,1;(ej)=CJ-_m+qpara j=m—q+1,...,m—q+s.
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Observar que 1/) depende de la elección del menor fi .

Notar que, por la proposición anterior y la definición de Q (ver sucesión exacta (1)),
la localización 1,11€del morfismo 1/), resulta suryectiva y que, por lo tanto, Ker (710€)es
un A¿-módulo proyectivo porque Im(F¿) es A¿-libre. (De hecho en la Proposición 16
mostraremos que más aun, es libre).

Ahora, vamos a estudiar más en detalle la estructura del morfismo 1/)¿.Estudiaremos, en
primer lugar, el núcleo de este morfismo.
Consideremoslos vectores 2:1C¿¡,...,:r:"“" img, C1,..., 0,.
De la Proposición 12 y de la definición del B-módulo Q, sabemos que, para cada índice

Z , É: 1,...,m-q, existenúnicosfill ,..., ,(flqE BEy 55",...¿9 E A¿ tales que

"H1 '- z k 3 e
-.'1:n:1::c¡t¿t = z ).'1:n"Ci}.+ )C¡. (5)

j=l i=l

En los resultados que siguen nos dedicaremos a describir con más precisión las fracciones

’65!) y ag!)

Proposición 14 Existen polinomios BJ“) e B, j = 1,...,m —q, con grados totales
acotados por 2(M -—s)(3D)4 tales que, para cada índice j se tiene

(l)

¿(o = ¡L _
J á

Estos polinomios se pueden construir a partir de la matriz de input F por medio de un
algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)O(1)(MD)0(") y pueden ser evaluados por
uns slp de tamaño (LMD)O(1).

Dem.- Supongamos primero que kg < d. Tenemos entonces que —a:l.+k‘C,-¿= —<p(e)
para un cierto vector e de la base canónica de Bm (ver Definición 7).
Por otro lado, podemos escribir unívocamente en B2”:

/\1

—6=Á1K1+“'+/\qKq+Áq+1U1+"'+/\mum—q=z
Am

/\1

y, por lo tanto, f = —Z’1e E BE".
m

De este modo, aplicando cp obtenemos

— m-q
-:vn<P(uz) = -:vlz+'°‘Ci, = -<P(e) = Z: l\q+j<.0(uj)

J'=1

(recordar que <p(K¿)= 0 para todo l y que tp(uj) = 1:530,3).
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Así en (5) tenemos que Z332):= Aq+j , para todo j = 1,. . . ,m —q.
En particular, los Aq+j son los últimos m —q coeficientes de la matriz columna —Z‘le.
Como Z pertenece a Bmx’" y det( Z) = ig podemos escribir

.. a“)
B5” = JT (7)

donde los [3]“) pueden calcularse como determinantes de matrices apropiadas en Bmxm
(mediante la regla de Cramer y la subrutina B). Tomando en cuenta el tiempo de com­

plejidad para construir la matriz Z, los polinomios By) pueden computarse en tiempo
(nL)O(1)(MD)0(") y se pueden evaluar por un slp de tamaño (LM D)o(1) .
Para el caso kg = d, en lugar de —a:,1,+k‘C,-¿, podemos escribir (2%“ —i001", (ya que sus
clases son iguales en Q) y la construcción se desarrolla de manera similar.

Las cotas de grado para los polinomios fly) se siguen de manera directa. I

Veremos en la propOSiCionSiguiente un estudio Similar para los polinomios a; ) :

Proposición 15 Existen polinomios org-l)E A, j = 1,...,m —q, con grados totales
acotados por 4(M —s)(sD)4 , tales que para cada índice j tenemos

(i)
¿(o = 0L .

J á

Estos polinomios se pueden construir a partir de la matriz de input F mediante un algo­
ritmo que corre en tiempo secuencial (nL)O(1)(MD)0(") y pueden ser evaluados por un
slp de tamaño (MLD)O(1) .

Dem.- En primer lugar, mostremos que {6250pertenece a A.
Reescribiendo la fórmula (5) y usando la proposición anterior, existen Q1, . . . ,QM_, G
B¿[a:n] tales que vale la igualdad

3

62103“ + . -- + QM_,CM= 262%,­
i=l

en Ag“ y que ¿Q1 son polinomios en A de grados acotados por d+4(M —s)(sD)4 para
todol=1,...,M-s.
Por otro lado, como las primeras s columnas de F son linealmente independientes y el
rango de F es s , los vectores columna uC3+1,. . . , uC'M se pueden escribir como combi­
naciones A-lineales de las columnas 01,. . . , 0,, mediante la regla de Cramer, es decir,

3 b l
03+:= Z ¿Cr , (8)

r=1 y

paraciertosb,¿€A,con15r53y1513M-s.
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Entonces, tenemos,

a b ’ b _

r=l r=1

Como C1, . . . ,C, son 19(21,. . . , mn)-linealmente independientes deducimos que

M_
"(o _ 21:13 bilQlai ———,

p
paratodo 2': 1,...,s.
Sea h, el mínimo exponente tal que ¿ha? e A (h existe porque Est) e AE). Como
{Ql E A para todo l, y los polinomios p y E son coprimos (porque p es mónico en todas
las variables y g pertenece a B), deducimos que h 5 1, y entonces

M-s

¿55” eA y p divide a. ¿z büQ,enA. (9)
l=1

(De esta manera, para construir los polinomios aii) := ga?) procedemos como sigue:

o Reescribiendo —¿zfi‘HCil —27:? BJ“)33:"Ci]. como una combinación A- lineal de
las últimas columnas C3+1,. . . ,CM obtenemos los polinomios {Q1,. . . ,¿QM_, en
A; estos polinomios pueden evaluarse mediante un slp de tamaño (DLM)O(1) y sus
grados están acotados por 2 (M —s) (sD)4 + sD —1.

Reescribiendo pCs+1,.. . ,pCM en términos de las primeras columnas 01,... ,C,
como en la relación (8), usando la regla de Cramer y la subrutina B, obtenemos los
polinomios ba e A,1 _<_2'5 3,1 S l S M - s de grados acotados por sD; estos

- - - 0(1)polinomios pueden ser evaluados por un slp de tamano (3L) .

De los ítems previos calculamos xxl" üEQl y luego obtenemos pay). Siguiendo
las estimaciones anteriores estos polinomios pueden evaluarse mediante un slp de
tamaño (DLM)0(1) y sus grados están acotados por 2 (M —s) (sD)4 + 25D —2.

Finalmente, para obtener a?) efectuamos la división euclideana de page) por p
con respecto a :rn como en la.subrutina C (recordar que p es mónico en todas las
variables).

El tiempo de complejidad de este procedimiento depende esencialmente de la construcción

de los polinomios fly) y por lo tanto es del mismo orden que el establecido en la proposición
previa. I

Más aun, a partir de las construcciones anteriores podemos conseguir una base del núcleo
de 11),:(ver Definición (13)) como sigue:
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Proposición 16 Sea U e A2m_q)x(m_q+s)la matriz cuya É-ész'mafila es el vector

l
aí‘) las“; ase)
€,..., E ,€,oo.,T

(e¿ es el Z-e’simo vector de la base cano'nica de Am‘q+’ ). Entonces U es una matriz
unimodular en A¿ (te. los menores de tamaño (m —q) x (m —q) generan el anillo A¿)
y sus filas son una base de Ker (1,05)(en particular Ker (1/¡¿) resulta libre).
La matriz áU E A(m-q)x(m-q+3) puede ser computada a partir de la matriz de input F por
un algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)o(l) (MD)0("). Más aun, cada entrada
de ¿U se puede evaluar por un slp de tamaño (LMD)0(1) y degáU 5 4(M —s)(.sD)4 .

) + znel

Dem.- Sea S C A?_q+’ el submódulo generado por las filas de la matriz U. De la
relación (5) y de las Proposiciones 14 y 15 se deduce que S C Ker(1j)¿).
Para ver la otra inclusión, observemos que para todo Z= 1,. . . ,m —q y para todo p e A¿
existen 71, . . . ,7m_q e B¿ y 7m_q+1,. . . ,7m_q+, e Af (que dependen de f y de p) tales
que

m—q+3

pe¿ — z 'Yjej G S.
j=1

(Esto se puede hacer directamente mediante un argumento recursivo, desarrollando p en
potencias de la variable ¿En.)
Así si (pl, . . . ,pm_q+,) e Ker(1/;¿) podemos reescribirlo de la siguiente manera

m—q+s

(p17"')pm-q+3)=w + z IYjej
j=1

donde w G S, 71,. . . ,‘ym_q E BG y 7m_q+1,. .. ,7m_q+3 E AE.
Aplicando 1,!)obtenemos la siguiente identidad en Im(F¿) :

m-q k m—q+s
0 = E7j3nJCij+ z 'YjCj—m+q- (10)

j=l j=m—q+1

Analizamos esta igualdad, módulo el A5-módulo libre LE generado por las columnas
C1, . . . , C,J (ver (1) en la subsección 11.2.1). De allí se deduce la relación en Q¿ :

"H' k_
0 = 71'mn]Cíj)

J 1

y, como los elementos 1:5."Ci]., j = 1,. . . ,m —q, son una B¿ -base de Q¿ (ver Proposición
12), tenemos 71-= 0 para j=1,...,m—q.
De este modo la combinación lineal (10) se puede reducir a

m-q+s

J'=m-q+1
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Como los vectores columna C1, . . . , Cs son k(:c¡, . . . ,zn) -linealmente independientes tene­
mos también que 'yj = 0 para j = m—q+1,... ,m—q+s. Entonces (p1,...,pm_q+3) e S
y, por lo tanto, S = Ker(ip¿).
Más aun, las filas de la matriz U son una A¿-base de Ker(i,b¿) : Im(F¿) es AE-libre de
rango s con lo que Ker(1,b¿)es localmente libre de rango m-q; como acabamos de ver que
las filas de la matriz U generan Ker(i,b¿), por el Lema de Nakayama, son una base de la
localización en cada ideal maxima] de A¿ y, por ello, son A¿-linealmente independientes.
La unimodularidad de la matriz U se sigue de la descomposición A2"_q+32 Ker(1/)¿)e
Im(Ff). Las estimaciones de complejidad se siguen de las Proposiciones 14 y 15. I

Observemos que la matriz U corresponde a una presentación del A¿-módulo Im(ibE).

II.2.3 Construcción de bases locales para la imagen de F

El resultado principal de esta parte nos permitirá construir polinomios apropiados en B
para poder obtener bases para localizacionesde Im(F) mediante cambios de coordenadas

convenientes en AÉTM‘H'S).
Por simplicidad, siguiendo las notaciones de las Proposiciones 14 y 15, denotaremos por

[fi] z: (55.0) ul e B(’"“1)"("“‘1) y por [a] z: (aga) xl e A(""‘7)x’.
Siguiendo [37, Ch.IV, Lemma 3.12], podremos hacer una primera simplificación de la
matriz U introducida en la Proposición 16: se trata de usar división con resto entre la.

matriz Ha] (formadapor las últimas s columnasde U) y la matriz andm_q +
(consistente de las primeras m —q columnas de U ) mirando los polinomios con respecto
a la variable zn en la manera obvia:

Proposición 17 Existe una matriz C E A(""‘7+’)"(m’q+’) cuyo determinante es una

potencia de f (por lo tanto C es inversible como matriz en Agm_q+3)x(m—q+s)) y matrices
U1 E A("“9)"(m’q), U2 E B(m"7)x’ , que satisfacen los siguientes items:

UC = (U1 I U2) .

U1= {ZnIdm_q+ .

C, U1 y U2 se pueden obtener a partir de la matriz de input F mediante un
algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)O(1) (M D)O(").

Las entradas de las matrices C, U1 y U2 se pueden evaluar mediante un slp de
tamaño (MLD)Ol .

0(1)Los grados de las entradas de las matrices C y U2 están acotados por (MD) y
los de U1 por 2(M —s) (sD)4.

Dem.- Sea t := 4 (M —s) (3D)4 la cota superior para los grados totales de las entradas de
la matriz [a] . Del algoritmo de división de Euclides, sabemos que existen únicas matrices
(10,.. . ,q¿_1,r e Bon-q)” de modo que se verifica la siguiente fórmula:

¿‘[a]=(¿a:n1dm_q + [19])(¿It-155::1+ --'+ qo) + r. (11)
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Los coeficientes de las columnas de las matrices qo,...,q¿_1,r son las soluciones de s
sistemas de ecuaciones lineales de tamaño (t + 1) x (m —q) sobre el anillo B que tienen
la misma matriz asociada:

¿Id(,,,_q) o 0

[fi] ¿“(m-q)

0

[val ¿Id(m—q) 0

0 Id(m-q)
La parte no homogénea de cada sistema está formada por las columnas de las matrices
{‘a¿,...,¿‘ao, donde [a] = 22,04+ + ao (cada a,- es una matriz en B(m“7)"3); estas
entradas pueden computarse interpolando con respecto a ¿rn los coeficientes de [a] (ver
Subrutina A o [48, Prop. 3.11]). Esto se puede hacer a partir de la matriz de input F
mediante un algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)0(1) (M D)O(") y que evalúa
cada entrada con un slp de tamaño (M LD)O(1).
Como el determinante del sistema es igual a ¿(m-40‘,usando la regla de Cramer sin divi­
siones, obtenemos (sólo computando determinantes) las entradas de las matrices que no
conocemos ¿(m-v)‘qt_1,...,¿(m-0)‘r con las mismas cotas de complejidad que arriba.
Resumiendo, hemos construido dos matrices polinomiales Q e A(m’9)“ y R e B(m'q)"’
tales que

E(m—q)t+t+1_lïl= (andm_q + Q + Rá €

(donde Q := zf,‘1€(m-‘I>‘+1qt_1+ --- +€(m-°)‘+‘qo y R := ¿(m-mr).
A partir de éstas construimos la matriz

C __ ¿[dm-q _Q
'_ 0 E(m—q)t+t+lIde3

que verifica lo pedido. I

La matriz U puede modificarse mediante otro cambio lineal de coordenadas para obtener
así una matriz con entradas en localizaciones convenientes de B para poder pasar a una
matriz equivalente poniendo :rn »—>0. Para esto es útil considerar la matriz UC de la
Proposición 17 como una matriz unimodular en k(:z:1,... ,zn_1)[:rn] para poder aplicar
el procedimiento de reducción de Suslin siguiendo [40]y Desafortunadamente, para
seguir esta estrategia necesitamos construir nuevos polinomios en B que jueguen el rol de
los á ’s. Sobre esto tratan los siguientes dos lemas.

Lema 18 Sea V := UC donde U y C son las matrices definidas en las proposiciones 16
y 17 respectivamente. Existen matrices inversibles A1,... ,AT e k(m'q+3)x(m’q+’), con

T = ((M —s) sD)O(1) , tales que: si V“) := VA¿,A(1‘):= det [140,“ . ,Vnflq] (el menor
de tamaño (m —q) x (m - q) construido a partir de las primeras m —q columnas de

Vw), Ag) ;= det [V,“),...,V(‘) ,,V,S:Zq+1] y c,-:= Reszn (ARA?) (la resultante dem-q­
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Aí‘),Ag‘) con respecto a la indeterminada 1:"), entonces para cada z G fl"'1\{¿ = 0},
existe un índice i, 1 5 i 5 T, tal que c,-(z) sé 0 (en otras palabras, los polinomios
c1, . . . ,cT generan el anillo B¿).
Más aun, estos polinomios, cuyos grados están acotados por (MD) , se pueden cons­
truir a partir de la matriz de input F mediante un algoritmo que corre en tiempo secuencial
(nL)O(l) (M D)O(") y se pueden evaluar por un slp de tamaño (M LD)0(1).

ou)

Dem.- Mostraremos que para cada z e Ein-¡“fi = 0} existe una matriz A (que
depende de z) tal que Res,“ (A1, A2) (z) sé 0. Siguiendo esencialmente la demostración
de ese resultado, podremos exhibir un procedimiento para encontrar un número finito
de matrices A y luego un número finito de resultantes que generen BE. La clave para
la obtención de esta familia finita es la introducción de correct test sequences como las
señaladas en [43, Theorem 26].
Introducimos (m —q + s)2 nuevas indeterminadas sobre k que denotaremos por yu, 1 5
l,j 5 (m —q + s) y sea Y la matriz cuadrada de tamaño (m - q + s) x (m - q + s) cuyas
entradas son las variables ylj.
Sea zo un punto arbitrario (pero fijo) en A"‘1\{{ = 0} y sea PZo E k[y¿j] el poli­

nomio Reszn (A1,A2) det (Y), donde A1 := det [V1',. . . , V,;¡_q es el menor de tamaño
(m - q) x (m —q) construido a partir de las primeras m-q columnas de VI := V (zo,:rn) Y

y A2 := det [VI],. . . , V,;,_q_1,Váhq+1] es construido análogamente.
Afirmación.- El polinomio P,o no es el polinomio nulo.
Prueba de la afirmación: Nos conviene reescribir el polinomio P,o haciendo uso de la
conocida fórmula de Binet-Cauchy (ver, por ejemplo, [21, Ch.2]). Tenemos:

A1 := det[Vl’,. . . , V,;,_q]= z det(V¡) det((‘Y')¡) (12)
I

A2 := det[V1’,. . . , v,;_q_1, v,;,_q+1]= ZdetWI) det((‘Y”)¡)
I

donde I recorre todas las sucesiones (i1,...,im_q) tales que 1 5 il < < im_q 5
m - q + s y escribimos Y’ e Y” para las matrices de tamaño (m —q + s) x (m —q),
[Y1,...,Ym_q] y [Y1,...,Ym-q_1,Ym_q+1] respectivamente.
De la Proposición 17 se deduce inmediatamente que: m —q = degzn (det[V1, . . . , Vm_q]) >
degzn(det(V¡)) para todas las sucesiones de números naturales I = (i1,. . . ,im_q) con 1 5
il < < im_q5 m—q+s y I 76(1,...,m—q). Notar que, además, zo e An'1\{€ = 0}
y que los coeficientes de det(V¡, . . . , Vm_q) con respecto a 33,.no se anulan al evaluar en
zo.
Así, observando la fórmula 12, se deduce que Pz°(Y) = Reszn(A1(zo, zm Y'), A2(zo, z", Y”)).
Supongamos ahora que on(Y) = 0. Entonces existe p E Í[a:n,Y] con degzn(p) 2 1
tal que p divide a ambos A1(zo,:rn,Y’) y A2(zo,:rn,Y”). En particular tenemos que
p E E[zn,Y1,. . . ,Ym_q_1]. Sea h GHz,” Y’] tal que

ph = A1= zdet(V¡(zo,zn))det((‘Y')¡). (13)
l
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Sea I C I;[a:n][Y']el ideal generado por todos los determinantes det((‘Y')¡); I es un
ideal primo homogéneo (ver [7, Ch.2, Th.2.10]). De (13) vemos que p y h deben ser
homogéneos en Y’ y que dng, (p) + degyl (h) = m —q. El polinomio p no pertenece al
ideal 1 dado que es independiente de Ym_q.
Como A1 E I por (13) y I es primo concluimos que h E I y que degyl(h) 2 m —q. De
este modo, degy, (p) = 0, i.e. p e Ham]. Ahora, nuevamente, en virtud de (13), se tiene
que p divide a todos los det(V¡(zo,a:,,)).
El hecho de que V es unimodular (Proposiciones 16 y 17) implica que el ideal generado
por todos los polinomios det(V¡(zo,zn)) es trivial en k[a:,,]. Por lo tanto, p e É, lo que
contradice que degzn(p) 2 1. Esto finaliza la prueba de la afirmación.

Por otra parte, notar que Pzo tiene grado acotado por (m - q + s)2 y puede ser evaluado
por un slp de tamaño /\ := (m —q + s)o(1) . Es claro que estas estimaciones no dependen
del punto zo, y entonces, si zo recorre todos los puntos en An‘1\{¿ = 0}, obtenemos
una familia infinita .7: de polinomios en k [yu] con las mismas cotas superiores para sus
grados y para los tamaños de los slp que los evalúan.
Así (ver Subsección II.1 o [33]), existe una correct test sequence para .7: , digamos

71,...,7T e k(m‘q+’)2, donde T := 6 (A + (m —q+ s)2) (A + (m —q+ s)2 +1); en
otras palabras para cada z e [An‘1\{¿ = 0} existe al menos un 7,- tal que P, (7,) 960. Sea
A,- la matriz cuadrada de tamaño (m —q + s) x (m —q + s) asociada a 7,- ; claramente
las matrices A1, . . . , AT verifican el enunciado del lema.
Las cotas de complejidad se siguen de la manera obvia ya que los cómputos sólo involucran
productos de matrices, cálculo de determinantes e interpolación con respecto a la variable
mn. I

Lema 19 (cf. [9, Lemma 4.5j) Sea V := UC la matriz definida en el Lema 18. Con las
notaciones de ese lema, sea i un índice fijo, 1 5 i 5 T . Entonces existe una matriz
Q,- E A(m’q+‘)x(m’q+’) cuyo determinante es una potencia de c,- (por lo tanto Q,- es

una matriz inversible en Agm‘q+3)*("“q+”), tal que V079,- = c?V(i)(O) (donde V(i)(0)
denota la matriz V“) después de la evaluación 2,, I—)0).
Esta matriz puede computarse a partir de la matriz de input F mediante un algoritmo
que corre en tiempo secuencial (nL)o(1) (M D)o(") . Las entradas de Q,- se pueden evaluar
mediante un slp de tamaño (M LD)O(1) y sus grados son de orden (M D)0(1).

Dem.- Para simplificar la notación escribiremos W := V(i),A1 := Asi),A2 := Ag) y
c := c,-. Dado que c es una resultante, sean g, h E A tales que

c2 = gA1 + hAz y degsn (g) ,degzn (h) < max{degzn (A1) ,degxn (A2)} 5 m —q.

Estos polinomios se pueden obtener calculando determinantes de la matiz de Sylvester de
0

A1, A2 donde alguna columna es reemplazada por la columna 3 (calculamos una
c

representación del polinomio c2 en lugar de la resultante c para evitar divisiones en la
regla de Cramer). Esto puede hacerse a partir del output del algoritmo subyacente al
lema previo, interpolando los polinomios A1, A2 con respecto a mn, obteniendo de esta

29



manera las entradas de la.matriz de Sylvester. Finalmente computamos los determinantes
mencionados y los tiempos de complejidad no incrementan los obtenidos anteriormente.
Consideremos, ahora, las submatrices de W : Bl := [W1,...,Wm_q] E A(m’q)x(m‘q) y
Bz Z= [Wh . . . , Wm_q_1, Wm_q+1] E A(m_q)x(m_q).
Paracadaj, m—q+25j 5m—q+s, tenemos

62(Wj(0) - Wj) = (9A1 + hAz) (Wj(0) - Wi) =

= yBiadj (Bi) (Wim) —Wj) + thadj (32) (Wj(0) - Wi),

donde adj (BI) denota la matriz adjunta de BI, l = 1,2.
Desarrollando esta identidad obtenemos polinomios gkj e A, 1 S k 5 m —q + 1, tales que

62(Wj(0) —Wj) = gle1 + ' ' ' + gm—q+1ij—q+1­

Esto vale para todo índice j, m —q + 2 S j S m —q + s. Así la matriz 9' en
A(m'q+3)"(m‘q+3) definida como:

,._ Idm—q+l (9kj)kj
Q '_ ( 0 c2Id,_1

verifica:

Wa, = [Wla-°-1Wm-q+la 02Wm-q+2(0)a - - - )CZWm-q+s

Ahora sea 9 E A(m“7+1)x(m’q+1)la matriz definida por

W1 Wm_q Wm_q+1 > ( W1(0) Wm_q(0) Wm_q+1(0)9‘=°adj(0 —h y o -h(o> gw)

Como c no depende de mn,se tiene que det(9) = cum-q“), en particular 9 E SLm_q+1(Ac).
Es fácil ver que la matriz 9 verifica

[W1,. . . ,Wm-q+1]e = c2[W1(0), . . . ,Wm_q+1(0)].

9 0 . .

0 Ida-1 ) verifica lo pedido. IAhora se puede chequear que la matriz Q := QI (

De los lemas anteriores podemos mostrar estimaciones locales para el grado de una base de
la imagen de F . Enfatizamos en el hecho de que los polinomios que usamos para localizar
sólo involucran las variables 11:1,. . . ,zn_¡ :

Lema 20 Existe un algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)O(l) (M D)O(") a partir
de la matriz de input F, que computa polinomios 7rl, . . . ,1rH e B tales que

o 16(1r11"')7rH)!

o deg1rj = (MD)O(1) ,

o H= (MD>°<">,
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o cada 1rj puede ser evaluado por un slp de tamaño (M LD)O(1).

Ma’saun, para cada j = 1,. .. ,H, el algoritmo computa una base de Im(F,,J.) formada por
vectores polinomiales de grados de orden (M D)0(1) cuyas coordenadas pueden evaluarse
mediante un slp de tamaño (MLD)0(1).

Dem.- El algoritmo construye los polinomios 1rj como sigue: primero, sea G la matriz
definida en el Lema 10 y sean «51,.. . ,¿l e B los menores de tamaño q x q de G como en

el Lema 11; para cada Sk, sean c1 ,...,oSÏ) e B los polinomios construidos en el Lema
18 para el caso 5 := Ek. Las cantidades l y T son de orden (MD)O(") y (MD)O(1)

respectivamente. Dado que los polinomios ¿1,...,¿¡ generan el anillo B y cgk),... ,cáÏ)

generan el anilllo Ba , inferimos que los polinomios (¿kcgkók . generan todo el anillo B.1

Fijemos los índices k,z' y sean C, A,- y Q,- las matrices definidas en la Proposición 17,

en el Lema 18 y en el Lema 19 respectivamente (para á := ¿Icy c¿ := cgk)).
Como cÏV(i)(0) = V079,- = U (CIL-9,) y las filas de U forman una base de Ker (1/)¿)(ver
Proposición 16), las filas de V(i)(0) forman una base de Ker(1,b¿c‘.)luego del cambio lineal

de coordenadas en Agwfl) dado por la matriz c;2 (CIL-Oi).
Dado que V“) (0) es B¿q -unimodular (porque U es A83-unimodular) sus menores de
tamaño (m —q) x (m —q) generan el anillo BEC? A través del Lema 2, podemos construir
efectivamenteen tiempo admisible, menores p1,...,pQ donde Q = (MD)O("_1) y Ba: =
(pl, . . . , pq) (el hecho de que en este caso el anillo es una localización conveniente de B
en lugar de un anillo de polinomios como en el Lema 2 no provoca inconvenientes ya que
la enumeración de las celdas no vacías se puede hacer de manera similar fuera de una
hipersuperficie; en este caso es suficiente agregar la condición {Eq 760} ). Los grados de
estos menores son claramente de orden (MD)O(1).
Observamos que para cada menor au es fácil computar una base de la imagen de la
aplicación 1p localizada en el polinomios auge,- : es suficiente tomar la imagen por 1p
de aquellas filas de adj(CA¿Q,-) correspondientes a aquellas columnas de V“) (O) que no
fueron consideradas en la construcción de pu.
Tomamos los polinomios 1rj como los polinomios aufikcsk) donde 1 5 k 5 l, 1 S z' 5 T
y 1 5 u 5 Q. Observemos que se tiene la cantidad de (M D)O(") polinomios 1rj y que
generan el anillo B.
De este modo obtenemos una base para la imagen de F localizada en 7rj, cuyos elementos
tienen grados acotados por (MD)0(1) .
Los enunciados sobre complejidad se siguen de las construcciones previas de la manera
natural. I

11.2.4 Pegado de bases

En esta parte exhibiremos un procedimiento que nos permitirá pegar las bases locales cons­
truidas en el Lema 20. Nuestro enfoque hará uso, con algunas adaptaciones, de las técnicas
locales-globales de Vaserstein (ver, por ejemplo, [37, Ch.IV, Th.1.18.]). Remarcamos que,
en este punto, es crucial que los polinomios en los que vamos a localizar 1rj pertenezcan
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al anillo B para obtener un procedimiento recursivo (como en las demostraciones clásicas
de la conjetura de Serre, ver [40] o [37]).
Por razones técnicas necesitamos bases de Im(F) y Ker(F) bajo localizaciones en ele­
mentos del anillo B; dado que Ker(F) = Im(IdM —F), esto puede hacerse aplicando el
Lema 20 para las matrices F y IdM —F simultáneamente:

Teorema 21 Existe un algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)O(1)(M D)o(") a
partir de la matriz de input F, que computo los polinomios 1r1,. . . ,1ry e B tales que

.1€(1rl)°")7rH)J

° degïj =(MD)O(1),

° H: (MD)O("),

o cada 7l'j puede ser evaluado por un slp de tamaño (M LD)O(1).

Más aun, para cada j = 1, . . . , H el algoritmo computa bases de Im (Fri) y Im ((Id —F),rj)
(y por lo tanto también una base de Ker(Ffij)) ) formadas por vectores polinomiales de gra­
dos (M D)0(1) cuyas coordenadas pueden evaluarse mediante un slp de tamaño (M LD)O(1).

Dem.- Como hemos observado en la subrutina H, podemos hacer el mismo cambio de
coordenadas para ambas matrices, F y Id —F, y así obtener menores principales mónicos
en todas las variables 1:1,. . . , mn (este es un punto esencial porque el procedimiento cons­
truido en los pasos anteriores es, en algún sentido, un proceso de eliminación de la variable
a:n). Así podemos aplicar el Lema 20 a las matrices F y Id-F, obteniendo polinomios ir]­
y FL. Tomamos los polinomios del teorema como todos los productos njirjc. Claramente,
esto no incrementa el orden de las consideraciones sobre complejidad. I

El siguiente resultado muestra una equivalencia explícita local sobre B entre las matrices
F y F (0) (recordar que F (O) denota la matriz obtenida reemplazando la variable mn
por 0 en todas las entradas de F).

Lema 22 Existe un algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)o(l) (M D)o(") y que
computo, a partir de la matriz de input F, polinomios 61, . . . ,óH E B y matrices P1, . . . ,PH,
Q1,...,QH E AMXM, donde H = (MD)O("), tales que

0 1€ (61,...,6H) y degój = (MD)0(1).

o det(PJ-) = det(QJ-) = 6;", j = 1,...,H (en particular las matrices Pj y Qj son
inversibles en A5,.) y los grados de sus entradas son de orden (M D)0(1).

o ¿31? = PJ-F (0) Qj.

o cada ó,-y cada entrada de las matrices Pj y QJ-pueden ser evaluadas por un slp de
tamaño (MLD)O(1).
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Dem.- Para cada índice j como en el Teorema 21, sean {v1,...,v,} y {vs+1,. . . ,vM} las
bases de Im(F,,J.) y Ker(F,,J.) construidas allí. Como F es la matriz de una proyección,
BJ-:= {v1,...,v3,vs+1,...,vM} es una base de Ax. Denotemos por Wj la matriz cuyas
columnas son los vectores 121,.. . ,vM; definimos 6]-:= det(WJ-).
Como la matriz Wj es inversible en Ani, el polinomio 6]-es un divisor de una potencia de
1rj , así 6]-pertenece a B y la familia 61,...,6H genera el anillo B (ya que 7r1,...,7rH
tenían esas propiedades).
Definimos, para cada índice j, matrices := adj(W,-)Wj(0) y Qj := adj(Wj(0))WJ-.
Claramente, los polinomios 6]-y las matrices y Qj se pueden obtener directamente
como output del algoritmo subyacente en el Teorema 21 y obtenemos así las estimaciones
para la complejidad enunciadas.
Para terminar la demostración del lema, queda sólo demostrar la validez del tercer ítem.
Para esto, observemos que se tienen las siguientes relaciones:

¿SJ-F= adj(W,-) ( 13‘ 8 ) W,- (14)

y

«SJ-Fw) = adj<Wj (0)) ( 13’ 3 ) W]-(o) (15)

De (15) tenemos que

6]-( 1‘33 3 ) = W;-(o) F(0) adj(Wj (0)) .

Ids 0 .

0 0 ) por medioEntonces, multiplicando la identidad (14) por 6]-y reemplazando ój (
de la última relación, se sigue el resultado. I

Ahora, haremos uso del argumento de Vaserstein (ver [37, Ch.IV, Th.1.18.]) para “pe­
gar”las matrices ’s y QJ-’s.

Lema 23 Existe un algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)O(1)(M D)0(") que
computa, a partir de la matriz de input F, dos matrices inversibles P e AMXM y Q E
AMXM tales que F = PF(0)Q. Las entradas de estas matrices tienen grado de orden
(M D)o(") y pueden ser evaluadas por un slp de tamaño (nL)o(l) (M D)O(") .

Dem.- Fijemos un índice j, j = 1,. . . ,H, y sea y una nueva variable. Con las notaciones
del lema previo, consideremos las matrices con entradas en A51.[y] :

P- P. ‘1 . -l .

Ï‘j ==¿—J_(a=n+5,’-"y) y Aj== %(zn+6JMy),.7 J J J

donde %(a:n + 6;."y) denota la matriz después de la evaluación :1:nr-) mn+ 6My y de
.7 J

manera similar para %(zn + ¿JMy) .j
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Comenzamos mostrando que estas matrices están en A[y]M"M.

Sea pgk'l)e A la (k,l)-entrada de la matriz Pj; podemos escribir

¡ag/“Msn+ ayy) =p;“) + allá-“Rm, (16)

donde filjk’lky) es un polinomio en A[y]. Denotamos por ñj(y) E A[y]M"M la matriz
416.1)

(pj un)“.
Como 6;” es el determinante de Pj, tenemos que

PJ")_1 .(Pj) mijas)_ = ad-l _ = M-l
(¿J 6] ¿j

r, =1dM+ ¿(mmm e AlylMXM­
P- P- ‘1

El mismorazonamientoaplicadoa la matriz P371= 6-] (zn + dry) muestra queJ. .

y, por lo tanto,

J

ésta pertenece a A[y]MXM, y, entonces, I‘j es una matriz inversible en A[y]M"M.
De manera similar se ve que AJ-se puede descomponer como

A, = IdM + adj(Q,-)Ój(y)

donde ÓJ-(y) es una matriz adecuada en A[y]M"M , y también que AJ- es una matriz
inversible en A[y]M"M . N H
Para computar las matrices I‘j y Aj, es suficiente obtener matrices y QJ- : sea z

una nueva indeterminada y consideremos los polinomios pg-k’l)(a:n+ z) —pg“) e A [z].
Claramente, estos nuevos polinomios pueden computarse con la misma complejidad que
la matriz Pj; más aun, interpolando con respecto a la variable z, podemos obtener poli­

nomios r1, . . . ,rd en A (donde d := degzn(pgk.l))= (MD)0(1) ), tales que

d

pS-k'l)(a:n+ z) —pgk’l) = z 13-2i.
i=l

Así, de la relación (16), el polinomio Ék’l)(y) se puede computar evaluando la relación
d . .

previa en z H 5;"y (de hecho z'íljk'l)(y)= Z 13-6}th y‘ ). Análogamente computamos lai=l
matriz Qj.
Ahora procedemos a la construcción de las matrices P yQ.
Del Lema 22, reemplazando :cn por :1:n+ ¿Jl-"ytenemos :

P. .
Fun + ayy) = ¿(su + ayy)F<o)%(zn+ arg)

J .7

. _l . —1

paraj = 1,... ,H. Y entonces,comoF(0)= F (otravezporLemaj J'
22), obtenemos

F(a:n+ ayy) = erAJ- (17)
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para. todo j.
Dado que 1 E (óf’f,...,6¡"{) (ya que por Lema 22, 1 e (61,...,6H)), aplicando el
Nullstellensatz efectivo (ver Subrutina D o [26, Th.20]), se tiene en tiempo secuencial
L0(1)(MD)O(") un slp de tamaño Loa) (MD)O(") , que evalúa los polinomios a1, . . . ,aH e
:vnB que verifican:

zu = alóíw + -- - + 01362} y deg aJ- = (MD)O(") Vj.

H-l

Considerando la identidad (17) para j := H y reemplazando zn H z aqóá” y y H aH ,
q=1

se tiene :

H-l H-l H-l
F =maz agan”) ¡“(z aqag‘)¡mz apra”).

q=1 q=1 q=1

H-2

Aplicando una vez más la fórmula (17), con j := H —1, y reemplazando zn r—)z aqóM
q=1

y y I-) 013-1, se tiene

H-l H-2 H-2 ¡[-2

FTE aqóáw)= FH-1( aqóáMflH-llHz 01153,”)Ali-KE afiá‘flH-i),
q=1 q=1 q=1 q=1

y entonces F se puede escribir como:

3-1 H-2 11-2 H-2 H-l

PAZ aqóáwflHWH-flz aqóáwflH-ÜHZ: aqóáw)Ari-dz aqóáwfiH-ÜAMZthóáwflfll
q=lq=1 q=l qzl q=1

Así, obtenemos para todo índice u, u = 0,. . . ,j, donde j = 1,... , H, la relación :

j H-u-l H-j j H-u-l

F = [H nm Z afirma-11)]HZ agar) [H AH-.,(z aqóramu].
“:0 11:1 q=1 u=0 q=1

En particular, para j = H :
H H-u-l H H-u-l

F= FH-u( Z: aqóá",an_u)]F(0) AH-u( z aqóáwaaH—u)]­
u=0 q=l u=0 q=1

Podemos entonces tomar
H H-u-l H H-u-l

P := H I‘H_u( z aqóáw,ay_u)y Q := H Ay_u( z aqóá",ay_u).
u=0 q=1 u=0 q=l

Las cotas de complejidad se siguen directamente del cómputo de las matrices Pj y AJ-y
de los polinomios ags. I

35



Observando que F(0) está en las mismas condiciones que F (es decir, es una proyección,
los sistemas de generadores del núcleo y la imagen se obtienen poniendo mn= 0 , se puede
evaluar por un slp del mismo tamaño, etc.), aplicamos el mismo argumento de manera
recursiva en el número de variables y se deduce :

Corolario 24 Existe un algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)o(l) (MD)O(")
a partir de la matriz de input F que computa dos matrices inversibles P e AMXM y
Q e AMXM tales que F = PF(0,...,0)Q. Cada entrada de estas matrices tiene grado
de orden (M D)O(") y puede ser evaluada por un slp de tamaño (nL)O(1)(M D)o("). I

Ahora, estamos en condiciones de probar el resultado principal. Subrayamos que las
estimaciones para la complejidad (un poco peores que las anteriores) involucran ahora
también el cómputo de un cambio lineal de coordenadas conveniente que hace que el
menor p, resulte mónico en todas las variables (ver subrutina H).

Teorema 25 Sea F e lc[:z:1,... ,zn]MxM una matriz polinomial correspondiente a una
proyección lineal (ie. F2 = F) tal que sus entradas son polinomios de grados acotados
por un entero D y están dadas por un slp de tamaño L. Entonces existe un algoritmo
bien paralelizable que corre en tiempo secuencial (nL)o(l) (M D)O(") que computo dos
subconjuntosde k[:rl,...,:1:n] :{v1,...,v3} y {v,+1,...,vM} tales que:

1. {vl,...,vM} es una base de k[a:1,...,zn]M.

2. {v1,...,vs} es una base de Im (F) y {v3+1,...,vM} es una base de Ker (F).

3. Las coordenadas de los vectores vi son polinomios de grados acotados por (M D)O(")
y están dadas por un slp de tamaño (nL)O(1)(M D)o(").

Dem.— Por medio de procedimientos elementales de álgebra lineal sobre el cuerpo k, es
fácil construir una base {w1,. . . ,wM} de kM cuyos primeros s vectores son una base de
la imagen de la matriz F (0, . . . ,0) y los restantes, una base de su núcleo (observemos que
la matriz F (0, . . . , 0) e kMXM también corresponde a la matriz de una proyección).
Entonces, del Cororlario 24, tomamos 121,... ,v, como los vectores Pw1,. . . ,Pw3 y 1134.1,. ..
comolosvectoresQ‘lwsH, . . .,Q‘le.
Las estimaciones para los grados y los tiempos de complejidad se siguen inmediatamente
del Cororlario 24 y del cambio lineal de coordenadas descripto en la Sección II.1.1. I

II.3 El caso de una matriz unimodular

En esta sección vamos a dar algunas indicaciones para obtener un resultado similar al del
último teorema de la sección anterior para el caso más general de una matriz polinomial
unimodular (ver Definición 1). No describiremos en detalle los algoritmos para computar
bases del núcleo y la imagen de una matriz unimodular porque son casi los mismos que
usamos para el caso de la matriz de una proyección; de todas maneras, las cotas de
complejidad son peores, aunque siguen siendo simplemente exponenciales.
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El Teorema 25 de la sección anterior es suficiente para obtener bases para anillos intersec­
ción completa en posición de Noether como haremos en la Parte IV. A pesar de ello nos
interesa su generalización a matrices unimodulares. Esto nos permite arribar a un proce­
dimiento efectivo nuevo para saber si los k[a:1,... ,zn]-módulos dados por una matriz de
una presentación son libres o no y en caso afirmativo construir una base (ver Corolario
29).

En esta sección F denotara'. una matriz unimodular en k[a:1,... ,zn]NXM de rango s,
cuyas entradas son polinomios de grados acotados por una constante D , dados por un slp
de tamaño L. El anillo de polinomios k[:z:1,.. . ,zn] será denotado por A.
La primer diferencia entre el caso unimodular y el caso de una proyección, es la construc­
ción de un sistema de generadores para el núcleo de F; mientras que esto es inmediato
para las matrices de una proyección, requiere un tratamiento más cuidadoso para el caso
unimodular.

Lema 26 (cf. [1, Corollary 10] o [54, Corollary 2.4.1j) El núcleo de la matriz F pue­
n,

de ser generado como A-mo'dulo por (M —s) ((M + N )6D) vectores polinomiales que
pueden ser calculados por an algoritmo que corre en tiempo (nL)o(1) ((N + M) D)O(") .
Las coordenadas de estos vectores son polinomios de grados a lo sumo sD que pueden ser
evaluados por un slp de tamaño (sL) 1 .

Dem.- Consideremos los menores de tamaño s x s, 61,. . . , ¿Q como en el Lema 2; entonces
se tiene Q 5 ((M + N)6 D)”.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 61 es el primer menor principal; en este
caso las primeras s columnas 01,. . . , Cs de la matriz F son linealmente independientes
sobre k (3:1,. . . ,mn) , y entonces (por la regla de Cramer) tenemos las relaciones:

óle+i=biiC1+...+b;,-C,,parai=1,...,M-s

donde los bh e A tienen grados acotados por sD y pueden ser computados y evaluados
(por Cramer y la Subrutina B) en tiempo (sL)O(l) .
De esta manera, los vectores

1 ._ l 1w¿.—(b1¿,... ,bsho,“ .,—61,... ,0) ,

donde -61 aparece en la coordenada s + i, pertenecen al Ker (F) .
fl

Repitiendo esta construcción para 62,. . . ,6Q , obtenemos una familia .7: de (M —s) ((M + N )6D)
vectores que están en el Ker (F) .
Afirmamos que esta familia genera el Ker(F).
Para esto es suficiente mostrar que para cualquier ideal maxima] 5mC A estos vectores
generan el núcleo de la aplicación localizada Fgm: Ag —>A51. Es claro que las columnas
01,... , CM generan ImFgm. Por el Lema de Nakayama, dado que ImFgm/EDIIman es un
espacio vectorial de dimensión s , deducimos que existe una base de Iman que consiste
en s columnas apropiadas de la matriz F. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que 01,. . . ,C, es una Am-base de Iman.
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Para cada ideal maximal EDI,existe algún índice j e {1, . . . ,Q}, tal que 6]-gÉim (ya que

1 E (61,. . . , 6Q)), y entonces, los M —s vectores son A/D’JI-linealmente independien­
tes en Ker (Fm) /9flKer (F951)y por lo tanto son una A/DJI-base. Esto significa (gracias
al Lema de Nakayama), que .7: genera Ker (Fm) . Como esto ocurre para cada maxima],
resulta un resultado global. I

A partir de este punto, las construcciones para una matriz unimodular son mutatis mu­
tandis las mismas que las del caso de una proyección hasta el cómputo de bases para la
imagen de F en ciertas localizaciones en el anillo B := k[a:1,...,zn_1] (cf. Secciones
II.2.1, II.2.2 y 11.2.3). El crecimiento de los tiempos de complejidad se debe esencial­
mente a la cota simplemente exponencial para la cantidad de elementos en un sistema
de generadores de Ker(F) del Lema 26, que produce un incremento en el tamaño de la
matriz G (ver Lema 11). Resumiendo tenemos el siguiente resultado (análogo al Lema 22
demostrado para matrices de proyecciones):

Lema 27 Existe un algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)o(1) ((M + N) D)o("2)
a partir de la matriz de input F, que computo polinomios 1r1,. . .,1rH e B tales que

o 1€(1r1,...,1rH),

. deg1rj = ((M + N) D)0(1>,

. H = ((M + N) D)0("2),

o cada 1rj puede ser evaluado por un slp de tamaño ((M + N) LD)O(1).

Más aun, para cada j = 1,...,H, el algotritmo computa una base de Im (F15) formada
por vectores polinomiales de grados ((M + N) D)O(l) cuyas entradas pueden ser evaluadas
por un slp de tamaño ((M + N) LD)0(1). I

Ahora, para ejecutar los procedimientos de pegado de bases como en la Sección 11.2.4
necesitamos también bases localizadas para el núcleo de F (ver Teorema 21); en el caso
de la proyección era suficiente aplicar el mismo argumento para la matriz Id - F, pero,
desafortunadamente, en este caso no sabemos cómo hacer esto de una manera directa.
Para sortear este obstáculo, debemos introducir ciertas matrices unimodulares auxiliares
relacionadas y repetir los argumentos de las Secciones 11.2.1, 11.2.2 y 11.2.3 para ellas.
Para la definición y las propiedades de dichas matrices auxiliares se puede consultar [1,
Definition 14].
Por simplicidad evitaremos la descripción de esos argumentos que, también, incrementan
las cotas de complejidad.
De este modo se puede obtener un análogo del Teorema 25 para matrices unimodulares:

Teorema 28 Sea F e k[a:1,...,a:n]N xM una matriz polinomial unimodular cuyas en­
tradas son polinomios de grados acotados por un entero D y están dados por un slp de
tamaño L. Entonces existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo secuencial

(nL)o(l) ((M+N)D)0("4) computandouna base {u1,...,uM} de k[a:1,...,a:n]M y una
base {w1,...,wN} de k[a:1,...,:z:n]N tal que:
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1. {w1,...,w,} es una base de Im (F) y {v3+1,...,vM} es una base de Ker (F).

2. Las coordenadas de los vectores de ambas bases son polinomios de grados acotados por
((M + N) D)0("4) y están dadospor un slp de tamaño (nL)0(l) + N) D)0("4) .
I

Como corolario de este resultado podemos exhibir un algoritmo que decide si un k[:r¡, . . . ,zn] ­
módulo P finito dado mediante su matriz de presentación es libre y, en ese caso, computar
una base.

Corolario 29 Sea P un k[a:1,...,zn]-módulo de tipo finito y F E k[a:1,...,a:n]NXM
una matriz de presentación para P (ver Definición 3). Supongamos que las entradas
de la matriz F tienen grados totales acotados por D y esta'n dados por an slp de ta­
maño L. Entonces existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo secuencial
(nL)O(1)((M + N)D)O("4) que decide si P es libre y, en caso afirmativo, computa una
base de P.

Dem.—La parte del algoritmo que decide si P es libre ya fue explicada en la Proposición
4. Así si P es libre, la matriz traspuesta F‘ es unimodular y entonces se puede aplicar el
Teorema 28 y obtener una base 101,. . . ,wM de k[a:1,. . . ,zn]M tal que 1.01,.. . ,w_.3es una
base de Im(F‘). Por lo tanto los vectores w3+1,. . . ,wM dan una base de P. Las cotas
de complejidad se siguen directamente. I
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Parte III

Aspectos cuantitativos de la teoría de
trazas en anillos intersección completa

Sean k un cuerpo perfecto infinito, F su clausura algebraica , f1,..., fn_,. polinomios
en k[:1:1,. . . ,zn] de grados acotados por un entero d conformando una sucesión regular

y cuyos ceros definen una variedad afín algebraica V C IAg. Denotamos por deg(V) al
grado “set theoretical” de la variedad V (ver, por ejemplo, [46, Chapter 5] o [32, Definition
1]); la desigualdad de Bezout establece que deg(V) 5 dn" (ver [32, Theorem 1]).
Asumimos que las variables 1:1,. . . ,zn están en posición de Noether con respecto a los poli­
nomios fi; más precisamente, la aplicación natural k[:1:1,. . . ,zr] —>k[:cl, . . . ,zn]/(f1, . . . , fn_,.)
es un morfismo entero e inyectivo.
Escribimos R := k[a:1,...,z,] y S := k[a:1,... ,zn]/(f1,...,fn_,.). Para cada polinomio
f en k[:z:1,...,zn] denotamos por Ï a su clase en S
Se sabe que bajo estas hipótesis el anillo S es un R-módulo libre de rango finito (ver,
por ejemplo, [17, Corollary 18.17] o [27, Lemma 3.3.1]).

Uno de los objetivos de esta parte es construir una traza para anillos intersección completa
y demostrar sus propiedades elementales. Para una visión más general de la teoría de
dualidad, pero no constructiva, se puede ver [38]. Para un tratamiento desde el punto de
vista de residuos complejos se puede ver por ejemplo [13], [31] o [16].
Con las notaciones y las suposiciones de arriba, consideramos al anillo S como una R­
álgebra y denotamos por S‘ al espacio dual HomR(S,R). El R-módulo S’ admite una
estructura natural de S-módulo de la siguiente manera: para cada par (b,B) en .S'x S‘
el producto bfi es la aplicación R-lineal de S‘ definida por (b.fl)(s) := fi(bs), para cada
s en S.
Nuestras suposiciones sobre R y .S' nos permitirán mostrar en el Teorema 35 que los
S -módulos S y S’ son isomorfos y por lo tanto que .5" puede ser generado por un solo
elemento. Un generador or de S' se llamará una traza de S sobre R.
Bajo nuestras hipótesis tenemos la propiedad adicional de que S es un R-módulo libre
finito cuyo rango será denotado por N . Fijemos por un momento una base de este módulo;
cada elemento b e S define, por multiplicación, una matriz cuadrada Mb e RNXN. Si
denotamos por traza(Mb) a la traza de la matriz de Mb, la aplicación b I—>traza(M¿,)
define (independientemente de la base de S) un elemento de S" llamado la traza usual y
denotado por "n.
Desafortunadamente la traza usual que es simple de calcular (ver [27]) no es siempre un
generador de S" (en otras palabras, la traza usual no es necesariamente una traza).
Vamos a ver que bajo nuestras hipótesis siempre podemos construir una traza. Nuestro
enfoque es bastante similar al de [16]reinterpretando las herramientas de residuos comple­
jos desde el punto de vista de la dualidad algebraica. Como una consecuencia, obtenemos
resultados análogos sin restricciones en la característica del cuerpo de base (Teorema 35).
Por otro lado, también generalizamos los resultados cuantitativos de [50](Teorema 46) sin
pedir que el ideal (f1, . . . , fn_,.) sea radical.

40



III.1 Existencia de trazas

Es conocida la traza (de Tate) para anillos de polinomios en una variable. Siguiendo [16],
la estrategia será reemplazar la sucesión regular f1, . . . , fn_,. por otra 91,. . . , gn_,, donde
cada polinomio g,- está en R[:c,+,-]ñ (f1, . . . , fn_,.). En esta situación usaremos la “traza
de Tate”en una variable (ver Proposición 33), y luego, tensorizando, obtendremos una
traza a' de S’ := k[a:1,...,a:n]/(gl,...,gn_,.) sobre R.
Finalmente, reescribiendo los polinomios g,- como combinaciones lineales de los fi me­
diante el uso de polinomios de grados acotados, estamos en condiciones de construir una
traza a para S a partir de 0’ y de allí estimar cotas de grado.

Para hacer una prueba completa, necesitamos un teorema de Wiebe que relaciona los trans­
portadores de dos sucesiones regulares. La lectura de esta demostración puede omitirse
para seguir más fácilmente la construcción explícita de las trazas ya que sólo haremos
uso del enunciado del Teorema 32 (Teorema de Wiebe para polinomios) pero no de su
demostración.

III.1.1 Teorema de Wiebe

Sea O un anillo local con f1,..., fn_,. sucesión regular en O. Sea 91,...,gn_, otra
sucesión regular tal que (91,. . . ,gn_,-) g (f1, . . . , fn_,.). Supongamos que, para cada 1 5

T

i 5 n - r, se tiene la escritura g,-= z aijfj con aij E 0.
j=1

Llamamos pdet<aü>al morfismo O-lineal

Í-‘det(a.-J-)z vfn-T)_) O/(glv'H 1971-7)

que consiste en multiplicar por det(a¿j) .
La prueba de la buena definición del morfismo es sencilla. Sean f,h e O tales que
f —h e (f1, . . . , fn_,). Podemos escribir f —h = Ebkfk. Queremos comprobar que
det(aij)(f - h) e (911'--)9n-—r)­
Notemos que aplicando la regla de Cramer al sistema:

an aln-r f1 91

an-rl an-rn-r fn-r gn—r

se obtiene que det(a¿_,-)f¡c= chgs para k = 1,...,n - r. Así, det(a,¡_,-)(f—h) =
Ebkfk det(aij) = 217142 6591:)G (91,"'19n-r)­

Veamos ahora que pdeqaü) no depende de la escritura de los g,- en función de los fj .
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Lema 30 Sea 0 un anillo local y sean f1, . . . , fn_,. y 91,. . . ,gn_,. sucesiones regularesn-r
en O talesqueg,-=zaijfj coni=1,...,n—r y aij e 0.

j=1
n-r

Si además hay otra escritura g,-= zdÜ-fj , con i = 1,... ,n —r y di,-G O se tiene que
j=1

l‘det(a¡j) = Ndet(d¡,-)­

Dem.- Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que reemplazamos sólo la primera.
ecuación. Entonces, usamos las escrituras para gl :

n-r

ZMU - dlj)fj = 0­
1:1

Llamamos A := det(a,-J-) y A' := det(d.,-J-).
Aplicando la regla de Cramer, obtenemos

e(92)”‘1971-1')
para.j = 1,...,n—r.
Afirmamos que, para. todo a E O

(A - A')a E (92, - - . ,gn—r) C (91, - - - ,9n—r)­

En efecto, supongamos que para. algún a e 0, se tiene (A —A’)a í (gg, . . . , gn_,.) . Como
91 E (f1, . . .,fn_,.) vale que 91(A —A’)a = (91(A —A’))a. e (92,.. . ,gn_,.) en virtud de
(18). Esto es absurdo ya que O es un anillo local y, por lo tanto, culaquier reordenamiento
de la sucesión regular 91,. . . ,gn_, resulta también una sucesión regular. Es decir, 91 es
no divisor de cero en 0/(92, . . . ,gn_,.) . Queda así probada la afirmación.
Entonces Aa = A'a, en 0/(91, . . . ,gn_,.) y, por lo tanto, yA = ,uN. I

Observación: Debido al lema anterior, el morfismo udeqaü) , sólo depende de las suce­
siones regulares f y g. Llamaremos, entonces, también pá a este morfismo. Es claro que
valen las siguientes propiedades:

1. si h1,. . . ,hn_, es una sucesión regular con (h1,. . . ,hn_,.) C (gl, . . . ,gn_,) , entonces

ui ° uf = uf.­

2. si (f1, . . . ,fn_,) = (91,. . . ,gn_,.), ug resulta, un automorfismo.
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Lema 31 Sea O un anillo local. Sean 91,. . . ,gn_,. y f1,. . . , fn_, dos sucesiones regu­
lares en 0 tales que para cada 1 5 i 5 n —r, g,-= Zaijfj con aij e O. Entonces

(det(aij)) = ((91)“ ' vgn-T):(f11"-1fn—r)) y

(flv --)fn-1')= ((911'--agn-T)z

Dem.- La demostración sigue [38, Theorem E.20].
Llamamos A := det(a,-j).
Es suficiente ver que pá = yA, definido como antes, es inyectivo y que su imagen es

{ye O/(gli'-')gn—r)tal que(f1,...,fn_r)g =

Para ello usaremos inducción en la longitud n —r de las sucesiones regulares. Durante la
demostración usaremos indistintamente la notación [JA como ¡ig .
Para n —r = 1 la prueba es sencilla. En este caso, gl = a f1 , con a E O. Notemos que
como 91 es no divisor de cero en 0, a, también lo es.
Para la inyectividad: si af = Ó, entonces af e (gl). Así, af = figl = ,Bafl y, por lo
tanto, f = fifl. Es decir, f e (f1).
Para la imagen: si 57está en la imagen de [JA, se tiene que g = af. Entonces g-a f e (gl)
y, por lo tanto, f1(g - af) = flg - glf E (gl). Así, fly = 0. Inversamente,si fly = 0,
se tiene que flg = flgl = flafl . En consecuencia, y = Ba = pMÉ).
Para n-r > 1. Asumamos que el enunciado es válido para sucesionesregulares de tamaño
n - 1' — 1 .

Afirmacz'o’n: Se puede considerarque f1 no es divisor de cero en O/(gg, . . . , gn_,.).
Dem. de la afirmación Sean p1,...,p3 los ideales primos (irredundantes) asociados al
ideal (92,. . .gn_,-). Como 91 no es divisor de cero en 0/(92, . . ., n_,.), no pertenece a
ninguno de los go,-con i = 1,...,s. Por lo tanto, (f1,...,fn_,.) no está contenido en
ninguno de estos ideales primos. Renumerando, eventualmente, podemos suponer que f1
pertenece a p1,...,pm y no pertenece a pm+1,. . . ,wp3 con (m 2 1).
Sea Emel ideal maxima] de O. Se tiene que (f1, . . . ,fn_,.)ímsom+1 .. . ps no está contenido
en ninguno de los 501,... ,pm. Elegimos entonces un a: e (f1, . . . ,fn_,)9’.ïlpm+1 . . . ¿os de
modo que a: í p1,...,z q?som.
Consideremos fí := f1 + as. Dado que f1 no pertenece a gom+1,.. . ,wps y que a: í
p1,...,:c e pm, es claro que fí é 501,... ,f{ é gos. Por lo tanto ff no es divisor de cero
de 0/(92) - - ' aan-1') '
Falta ver que (f1, . . .,fn_,.) = (f{,f2, . . . ,fn-,). Para ello basta notar que fi = f1+m =
(1 + m)f1 + fizfz + . . . + fin_rfn_r con m e sm y consecuentemente 1 + m unidad.

Como ng, = ug o y; y como y}, es un automorfismo de 0/ (f1, . . . , fn_,.) , es suficiente
mostrar el resultado para pá, . Podemos suponer, entonces, que f1 es no divisor de cero
en O/(g2,.. ., n-r).
Sea A1 el determinante del sistema asociado a las sucesiones regulares f1, gg, . . . , gn_,. y
fl)"')fn-r­

f1 = f1n-r
g¡ = Zaikfkparai=2,...,n—r.

Ic=l
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Aplicando la regla de Cramer al sistema original, obtenemos

91A1_ flA E (92)-- - ¡gn-1')

Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta

0/(f1,--.,fn—r) “¿i 0/(f1,92,---,9n—r)

ná i fl 991l
o/<gl,...,gn-r) 4 o/mgl,gz,...,gn_r)

Aplicando la hipótesis inductiva al anillo local 0/ (f1) y a las imágenes de f,- y g,- en
0/ (f1), vemos que pm es inyectivo y su imagen es

{ye O/(f1192)“') n-r) tal que (f1,..., n_r)g= =

= e o tal que (f11'-')fn-r)g C (f1,92’---19n-r)}/(f1a92v-' a9n-r)­

Dado que f1 y 91 son no divisores de cero en 0/(92, . . . ,gn_,.), los morfismos ph y pm
son inyectivos. El diagrama anterior muestra, entonces, que pá es inyectivo.
Más aun,

{ge --y9n-r)talque(f1,... ,fn_r)g= =
= {g' e 0 tal que (f1,...,fn_r)g' C (91,...,gn_,.)}/(gl,... ,gn_,.).

y, como ph es inyectivo, la imagen de este módulo vía ph es

{flgl tal que g, e 01(f1" -'1ffl-f)flg,c (f1192v-°agn-r)}/(f191,92,- --sgn-r)­

Como pg! es inyectivo, obtenemos

#91(imual) = {919 tal que 9 € 0, (f1, - - -,fn—r)919 C 0191,92, - - - ,9n—r)}/(f191,92, - - - ,9n—r)­

Dado 9’ 6 0 con (f1, - - -,fn—r)f19’ C 0191,92, - - . ,9n—r) tenemos que f39' e (f191,92, - . - ,9n—r)
y por lo tanto

f19' E 919 mod (92, - . . ,9n_r)

con algún 9 G 0 tal que (f1, . - - ,fn_r)919 C (f191,92, - - - ,9n_r)­
Inversamente, si es dado un tal g e 0, entonces, en particular, gÏg G (f191,gz,. . . ,gn_,)
y por lo tanto

919 E f19’ mod (92, - . - ,9n—r).

Esto prueba que la imagen de {57e O/(gl, . . . ,gn_,.) tal que (f1, . . . , n_,)g = 0} vía ph
es

¡1'91(imflAI) = ¿"10‘91 ° IJ'AI) = ¡"f1(imflA)
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y, como ph es inyectivo,

¿mn/1= {s7E 0/(91,--.,9n—r) tal que (f1,-.-,fn-r)57 = 0}­

La inyectividad de yA prueba la inclusión (f1, . . . ,fn_,.) Q ((91,. . . ,gn_,.) : det(a¿j)).
El cálculo de la imagen prueba la igualdad (det(a.ij)) = ((91,. . . ,gn_,.) : (f1, . . . ,fn_,.)).
Para probar la inclusión que falta sólo hay que aplicar la regla de Cramer al sistema

011 aln-r f1 91

an-rl an-rn-r fn-r gn-r

donde obtenemosque det(a¿j)fj E (91,...,gn_,.) para todo j = 1,... ,n —r. I

Ahora, aplicando el resultado al anillo de polinomios, se obtiene:

Teorema 32 (Wiebe) Si 91,...,gn_,. y f1,..., fn_,. son dos sucesiones regulares enn-r

k[a:1,...,:z:n] tales que, para cada 1 5 i 5 n —r, se tiene g,- = zaijfj con ai,- E
j=1

k[a:1,...,:rn], entonces

(det(aij)) =((91a---19n-r) =(f1,-..,.fn—r)) y

(fl! ' °' 1fit-1')= ((91)---agn-r)2

Dem.- La demostración es corolario de la proposición anterior.
Consideramos el anillo de polinomios A := k[a:1,. . . ,zn]. Sea ¿UIun ideal maxima] de
A que contenga a la sucesión regular (f1, . . . , fn_,.) . Aplicando la proposición anterior al
anillo local 0 := Am, se tiene que

#det(a¿¡): Hyfn-r)_) e O/(glau'agn-r)talque(fl)°--,fn-r)g=

es un isomorfismo en cada localización en 2m como arriba. Si DJ!es un maxima] que no
contiene a la sucesión regular, el resultado es trivial ya que tanto 0/ (f1, . . . , fn_,.) como
{57e 0/(gl,...,gn_,.) tal que (f¡,...,fn_,.)g = 0} resultan 0.
Por lo tanto, es un resultado global. La demostración concluye igual que en el lema previo.
I

III.1.2 Construcción de una traza para anillos intersección completa

Empezamos, ahora, exhibiendo una traza en el caso del anillo de polinomios en una variable
de manera. constructiva. Esta traza es conocida como la traza de Tate.
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Proposición 33 Sean R un anillo integro, :1:una indeterminado sobre R y g E R[z] un
polinomio mónico en a: no unidad. Entonces ao : S := R[x]/(g) —) R definida por
00(3) := bd_1 si s = b¿_1:ï:d’l+ + bo resulta una traza en el sentido siguiente: se
cumple que .5" es monógeno con base ao y que para esa traza vale la fórmula (llamada
‘ffórmula de la traza”)

n-l
s = z (700,3)?

i=0

para todo s E S y para ciertos A,-en S (independientes de s

Dem.— Sea g = Id + a¿_1:vd‘1+ + ao E R[:1:].Tenemos que mostrar que ao genera
el S -módulo S‘, que es libre de torsión y que vale la fórmula enunciada.
Notemos que S es un R-módulo libre con base B = {1,53,í:2,...,:7:d‘1}. Sea {ibo,...,1,b¿_1}
la base dual de B. Es decir, 1p¿(:ï:j)= 6,3.
Veamos que para cada wi, existe A,-e S tal que 1/),-= Aiao. Así, dada a E S", tendremos
que si a = 20ml),- con a,- e A, entonces a = 22:11 aiAiao = (22:11 a¿A¿)ao.
Para buscar cada A,-E S, necesitamos que

Ái00(ïïjl= 00(AiÏj)= 10454.):¿ij Paraj = (Lund-1­

Veamos que si definimos A,-:= ¿rd-l" + ¿1,142444 + . . . + ai.“ se verifica lo pedido.
Con esta definición es inmediato que se cumple la relación zi‘l'lAi = g —així —. . . —ao .
Para comprobar que los A,"son apropiados, basta ver que 0001-171.)= ó,“ para j =
0,... ,d —1.
Si i = j, resulta que 000,33")= 00((524-“1+ ¿2.145444 + + (1,41)?) = ao(:ï:d_1+
a¿_1a':d-2 + . . . + (114.151.): 1.
Si i 7€j, consideramos dos casos.
Para j < i, tenemos 00(zïsin)= 00(Ïd’1+j_i+. . .+ai+¡a‘:j)= 0 pues d—1+j—i < d-l.
Para j > i, se tiene (HX-= ¿Ej-(“ÚÏHM = Éj‘(i+ll(g —aiii — —ao). Entonces,
00(Íj/\¿) = 00(Ïj_(i+1)g- aiii-1 - . . . - aoíïïj_i_1)= 00(-a¿:Ïj-l - . . . - GOÍj-i-l) = 0
puesj—1<d—1.

d-l

Por lo tanto los Ai verifican lo pedido y, dado que ao(/\¡s) = ao(/\,-z bjzíj) = bi, se tiene
j=0

la “fórmula de la traza”.
Notar que de esta fórmula se deduce que ao es libre de torsión. I

Sean n,r e IN tales que r < n y sean zr+1,...,a:n variables libres sobre un do­
minio íntegro R. Sean 91,...,gn_r polinomios tales que g,- E R[:z:,-+¿]son mónicos
en la variable 33,.“-de grado positivo. Consideramos S' := R[z,.+1]/(gl) ®R ®R
R[zn]/(gn_,) .Mostraremos ahora un resultado análogo al anterior. Es decir, (S’)* es
S’-monógeno con una traza que es el “producto”de la trazas de Tate en cada variable.

Proposición 34 Sea S’ := R[z,.+1]/(gl)®R. . .®RR[:1:n]/(gn_,.) con gi e R[z,.+¿] mónico
en la variable 2:“..- de grado positivo. Sea a; la traza de Tate para S:- := R[a:,+¿]/(g,-).
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Entonces 0’ e (S’)" definida por a’(31 ® . . . ® sn_,.) := aí(sl) . ..a;¡_,.(sn_r) resulta una
traza para la que vale la fórmula (llamada “fórmula de la traza”)

l_ I I —i —i _s - 20(Au,...,in_.s)z,11®---®zn" '

para todo 3’ E S' y para ciertos A¡¡,___'.-n_,en S’ (independientes de 31 ® . . . ® sn_,.

Dem.- La demostración se sigue de [38,Prop.F.16a y Prop.F.17]. Basta considerar el caso
n = 2, r = 0. Sea Si = R[a:1]/(gl) que tiene una traza oí y S’ := R[22]/(gg) que es
una R-álgebra. En estas condiciones tds; ® oí : Sá ®R Sí —)Sá ®R R = Sá es una traza
de Sá ®R Sí sobre Sé.

Ahora, como Sé ®R Sí tiene traza idsá ®R ai sobre Sá y Sá tiene traza a; sobre R,
resulta que 05(id55 ®R a’l) es traza de Sá ®R Sí sobre R.
Notar que a’2(id5¿ ®R a’l)(sz ® sl) = 05(32 ® a’1(51)) = 05(320’1(31)) = 0,2(82)0"1(81).
Para ver que vale la “fórmula de la traza”, también operamos inductivamente. Con las
notaciones anteriores, consideremos a’ la traza producto de Sé ®R Si definida por

a'(sl ®R .32):= a'1(sl)aá(32).
t 1

Si 31 = Za’l()\}sl):ï:‘í y 32 = 205(AJ2-52)íá, en virtud de la Proposición 33 tenemos
.=0i=0

que

t l

31® 32 = z 0101130591® 20,2(AÏ32)Ï;
i=0 j=0

t l

= Z Z ai (¿231)05(/\Ïs2)a‘váciïe rá
i=0 j=0

t l ' .

= 2200381 ®Aíszmo ag
1;:0j:0

t l I i

= Z ZZ WW ® ÁÏMSI® sz)):ï:‘l® 5;.
¡:0 j=0

La demostración se sigue inductivamente. I

Pasamos ahora al caso general.
Sea f1, . . . , fn_,. una sucesión regular de k[2:1,. . . ,zn] donde las variables 171,.. . ,zn están
en posición de Noether con respecto a los polinomios f,- y los grados de los f.- están
acotados por d. Introducimos una nueva sucesión regular relacionada con f1, . . . , fn._,..
Consideramos, para ello, la sucesión regular 91,. . . ,gn_,. definida por las ecuaciones de
dependencia entera de las variables 2,“, . . . ,zn sobre R := k[a:1,. . . ,z,] respectivamente.
Es claro entonces que g,- E R[:cr+¿]. Dado que (91,.. . ,gn_,.) C (f1,. . . ,fn_,), se tienen-r
una escritura del tipo gi = zaijfj, con los polinomios aij e k[a:1,... ,asn], para 2'=

J'=0
1,...,n—r.
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Notar que gracias a la Proposición 34 ya hemos construido una traza o' sobre R para
S’ = k[zl, . . . ,zn]/(gl, . . ., n_,.) con la sucesión regular 91,. . . ,gn_, ya que es claro que
S’ z R[:1:T+1]/(gl)®R (8mR[:z:n]/(gn_,). Ahora, construiremos una traza para S" a
partir de la traza de (S’)", relacionando ambas sucesiones regulares vía el Teorema 32.
Recordemos que S := k[21, . . . ,zn]/(f1, . . . ,fn_,.)

Teorema 35 Para S, S’ y R como arriba, sea 1r : S' —) S la proyección canónica.
Entonces 0' e S’ definida como sigue

0(7r(f)) ==0'(det(aij)f)

resulta una traza de S sobre R (Recordar que o' es una traza de S’ sobre R).

Dem.- Hay que demostrar que So = S‘ y que S" :5 S. Para lo primero, sea 7-€ S" ,
entonces T07l’e (S’)‘ y, por lo tanto, existe fi e S' tal que T07!"= ¿.a' , ya que a’ es una
traza para .S". Es suficiente ver que á = adet(a¿j) para algún a e S’ (pues, entonces,
T(7T(f))= o’(adet(a,-j)f) = o(1r(a)1r(f)) = (7r(a).a)(1r(f)) , es decir, 'r = 7r(a).a.). Dado
que para cualquier A e S’ vale que 7r(Af_,-)= O para todo índice j, 1 5 j 5 n —r, se
tiene que o'(€/\f_,-)= 0 , para todo j y para todo A; como a’ cumple la fórmula de la
traza se deduce que Efj = 0 en S’ para todo j. En otras palabras, á e ((91,...gn_,.) :
(f1, . . . ,fn_,.)) = (det(aij)) (Teorema 32).
Con esto se tiene que 1 1-) a define un epimorfismo de .S' en S" que es claramente un
monomorfismo pues si 1r(a).a = 0, entonces adet(a¿J-) = 0 en S’ y, por el Teorema de
Wiebe, a e (f1,...fn_,.) con lo que 1r(a) = 0. I

III.1.3 La fórmula de la traza

Esta fórmula (fórmula de dualidad) nos permitirá. reescribir los elementos de S vía un
elemento de su dual. Juega un papel similar a la traza usual en espacios vectoriales de
dimensión finita como generador del dual. Para probar que una tal fórmula se verifica en
el caso de nuestra traza sobre S vamos a dar una nueva descripción que resultará más
apr0piada para nuestros propósitos.
Sea f1, . . . , fn_,. e k[a:1,. . . ,zn] una sucesión regular tal que

R:= k[a:1,...,z,.]98:: k[a:1,...,zn]/(f1,...,fn_,.)

esté en posición de Noether.
Sean 91,... , gn_, e k[a:1,. . . ,zn], tal que gi e R[a:,.+,-]son las ecuaciones de dependencia
entera de cada variable xr.“- 6 S sobre R (1 5 i S n-r) y sean aij e k[a:1,. . . ,zn] talesn-r

quegi= aijfjJ:
Notemos S’ := k[a:1,.. . ,zn]/ (91,...,gn_,.).
Sea a’ e (S’)t la traza asociada al producto tensorial de las trazas de Tate de cada
S; := R[a:,.+¿]/(gi) . Notemos o la traza de S" definida como a(7r (f)) := o’ (det(a¿j)f),
con 1r : S’ —)S la proyección canónica (ver las Proposiciones 33, 34 y el Teorema 35 de
la sección anterior). Queremos ver ahora que las trazas construidas verifican “fórmulas de
la traza” análogas a las de las Proposiciones 33 y 34.
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Ya hemos probado en la sección anterior que siempre existe, bajo nuestras hipótesis, una
traza para S ó S’ .
Consideremos el núcleo del morfismo multiplicación

p,:S®RS—)S

¡»(0,® b) = ab

El núcleo está. generado por {s ® 1 —1 ® s : s e S} (ver [34, Prop. 1.3]). Es claro que
S ® S tiene dos estructuras como S -módulo (multiplicar en el primer o en el segundo
factor). Sobre Ann(ker ,u) esas dos estructuras coinciden, ya que

Ann5®5(ker p.)(s ® l —1 ® s) = 0.

Definimos, ahora, el morfismo

(I): S®R S —)HomR(S‘,S)

<I> am® bm) (T) := Z am'rU’m)

Se tiene que:
Lema 36 11)es un isomorfismo

Dem.- La demostración se basa en el hecho de que bajo nuestras hipótesis S es un R­
módulo libre de tipo finito. Consideremos {01, . . . ,vM} una base de S y sea {71,. . . ,TM}
la base dual de S’.

Veamos que <I>es un monomorfismo. Sea (NZ am®bm)('rj) = 0 para todo j = 1,. . . ,M.
Esto es que si bm= mejvj, entonces Zam'rj(bm) = Z ambmj= 0 para todo j .
Entonces z am ® bm= z am ® z bmjvj = Z(Z ambmj)® 'Uj= 0.
Para ver que es un epimorfismo basta observar que dada F e HomR(S*,S) tal que
F(Tj) = s,-E S, se tiene que tï>(zx=l sm ®vm)(-rj) = si. I
También se puede mostrar que

Proposición 37 (Dinduce un isomorfismo de S-módulos

<I>: Ann(ker ,u) —>Homs(S’, S)

En particular, dado que .5" es monógeno, resulta que Ann(ker p) es principal.

Dem.- Sea a:= z aj ® bj e Ann(kerp).
Si s e S, se tiene que Esaj ® b,-= Zaj ® Sbj (pues coinciden las dos estructuras de
S -módulo sobre Ann(ker p).
Sea le S’ = HomR(S,R).
Veamos que <I>(a:): S” —>S es un morfismo S-lineal. Tenemos, por definición de <I>, que
‘I>(w)(sl)= Zaj(sl)(bj) = Éajusbj) = Zajubfis = 8É ajl(bj) = S‘Ï’(z)(l)­
Más aun, tI>(s:z:)= s<I>(1:)y, por lo tanto, tÏ>restringida al Ann(ker u) es S -lineal.
Veamos ahora que 4Drestringida a Ann(ker y.) es un isomorfismo. Si para z = z aj®bj G
S®RS, el morfismo <I>(:v)es S-lineal, entonces con 2:1:= Esaj ®bj y zz := Eaj®sbj,
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obtenemos para l G S’, que <Ï>(a:1)(l)= <I>(:1:)(sl)= s<I>(a:)(l)= ©(zg)(l) y, por lo tanto,
1:1= 1:2. Es decir, :1:e Ann(kerp). I

De la proposición anterior y del hecho de que <I>es un isomorfismo tiene sentido la defi­
nición siguiente.

Definición 38 Dada una traza arbitraria a e S’ y un generador Eam®bm de Ann(kerp),
diremos que el par (E am ® bm,a) verifica la fórmula de la traza si

1= Zumo (bm).

En otras palabras, MZ am ® bm)(a) = 1.

Observar que dado un generador Ann(ker a) queda unívocamente determinado a G S* tal
que verifica la fórmula de la traza, y recíprocamente (como consecuencia del isomorfismo
de la última proposición).
En el caso de anillos intersección completa es fácil construir un generador del anulador y
con ello conseguir una fórmula de la traza explicita como sigue.
Dada una sucesión regular cualquiera f1,..., fn_,. e k[a:1,... ,zn] con las variables en
posición de Noether siempre se puede obtener una traza que verifique la fórmula de la
traza.
Dado f e k[a:1,...,a:n], si yr+1,...,yn son nuevas variables sobre R := k[:z:1,...,a:,.],
notaremos

f(y) := f(zl) ' -- azul/1+1, ' ' ' ¡yn)'

Mediante el proceso habitual vía el desarrollo de Taylor (ver por ejemplo [37]): se escriben

los polinomios fi“) —fi de la forma:

n-r

f,-(y)- fi = z dij(yr+j - zr+j) (19)
.‘Í=1

con dij e k[a:1,. . . ,zn, yr+1,. . . , yn] , y se considera a det(d¿_,-)como un elemento de S®RS
vía el isomorfismo

S®RS 2 klzli"'1zn1y1'+1i"'¡ynl/ (flv--)fn-r1ffy)1-°-1fygsgr)°

El elemento det(d,-j) no depende de la escritura en virtud del Teorema de Wiebe aplicado

a las sucesiones regulares {flm —f1, . . . , Si), —fn_,} y {y,.+1—2,“, . . . ,yn - mn} en
el anillo k[a:1, . . . ,zn,y,.+1, . . . ,yn] .

Proposición 39 det(d¿j) es un generador de Ann(ker ,u).
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Dem.-Identificando los generadores del ker p de la forma 1® s —s ® 1 con los polinomios

n-r
su) - s = z al(yr+l- zm)

l=1

dondea, e k[zl,...,zn,y,.+1,...,yn].
Se tiene entonces que ker u está generado por la sucesión regular yr.“ —2,.+1,. . . ,yn —¿vn
sobre k[1:1,...,a:my,.+1,...,yn].
Por lo tanto Ann(kerp) = (( 1M- f1,..., Si), —fn_,.) : (y,+1 —z,+1,...,yn —mn)) =
(det(d,-j)), gracias a la escritura (16) y al Teorema de Wiebe. I

Observar que, como det(d,-j) no depende de la escritura (19), entonces la traza asociada
vía el isomorfismo 41>sólo depende de la sucesión regular. Tiene sentido , entonces, llamar
a esta traza la traza asociada a la sucesión regular.

Vamos a ver que la traza a construida en la. Proposición 35 es la traza asociada a la
sucesión regular f1, . . . , fn_,..
Como antes, para comenzar estudiamos el caso de una variable:

Proposición 40 Sean R un anillo íntegro y g e R[:v]un polinomio mónz'co en a: no
unidad. Entonces la traza de Tate ao : S := R[:1:]/(g) —)R definida por 00(3) := b¿_1 si
s = bd_1:ï:d_l+ . .. + bo resulta la traza asociada a la sucesión regular g .

Dem.- Sea g = md+ a¿_la:d‘1+.. . + ao E R[a:].
Escribimos gm —g = yd —Id + a¿_1(yd‘1 - zd-l) + + a1(y —9:). Por lo tanto,

d-l d-2

9"” - 9 = (zy’zd’l’J + ad-l zy’zd’z” + ---+ a1)(y- ac)­j=0
El det(d¿j) de la proposición anterior, en este caso, es

4-1 4-2

®zd_1_j+a¿_1 ®zd'2'j+... +a1e S®RS.
j=o j=o

Veamos que la traza que se induce vía <I>es ao.

Calculamos <I>(det(d¿j)(ao)= 23:; 00(íï)a:d’1’1+a¿_1 22:3 00(ÍJ)í:d‘2‘-7+. . .+alao(1) =
1. Como (Des un isomorfismo, debe ser ao la traza asociada a la sucesión regular. I

Generalizando lo anterior al producto de trazas de Tate, obtenemos:

Proposición 41 Sea S’ := R[z,+1]/(91)®R. . .®RR[zn]/(gn_,.) con g,-e R[a:r+,-]mónico
en la variable 2,“. Sea a; la traza de Tate para S:-:= R[z,+¿]/(g¿). Entonces 0' e (S’)’
definida por a’(31 ® ® sn_,.) := a’1(sl)...a;¡_,.(sn_,.) resulta la traza asociada a la
sucesión regular 91,. . . , gn_,. .

Dem.- Para cada g,-, i = 1,. . . ,n —r, se tiene la escritura

95g)- 912= aii(yr+i - Zr+i)
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donde ai,- G R[:z:,.+¡,y,.+¡]y aij = 0 para 2'76j. Consideramos det (aii) como un elemento
de S’ ®R S’ y lo llamamos A. Resulta A = a“ . . . an_,.n_,.
Notemos que ai,- es el det(d¿j) de la proposición anterior en Si ® Sí. Por lo tanto,
<1>¿(a¡¿)(aí)= 1, donde (I),-: Ann(ker p) —)Homs¡(S:, Si). Calculamos <I>(a11. . . an_m_,.)(a’) =
'Ï’l(all)(0i) ' ' ' Qn—r(an-rn-r)(0iz—r)= 1- '

Ahora, pasamos al caso general.

Teorema 42 Sea of E S" la traza asociada a la sucesión regular f1, . . . , fn_,.. Entonces

af = 0'

donde cr es la traza definida en el Teorema 35 de la sección anterior .

Dem.­
En otras palabras, si, comoantes, det(d.-j)= Z fi ®H definidoen (19), hay que probar
la igualdad en S:

1= zw (H) (20)

dondem E k[21,---,wnl/(f1,---,fn—r)y H e k[z1,.-.,zr,yr+1,-.-,yn]/ (ffy),..., 531),).
Es decir que ‘I>(det(d,-j))(a) = 1.
Usando la definición de a , la fórmula (20), se puede reescribir

1= z md (det(a¿j)bm) (21)

donde det(a,-j)bm es la clase de det(a,-j)bm en el anillo S’ .
De acuerdo a la proposición anterior, la traza 0’ es también la traza asociada a la sucesión
regular 91,. . . ,g,,_r y por lo tanto, se construye así: para cada 2', con 1 5 z'5 n —r se
escribe

n-r
gi= zaikfk

k=l

con age E k[a:1,. . . ,zn] y, por lo tanto,

n-r n-r
95”)- gi = 2029139) - zaikfk­

k=l k=l
n-r

Sumando y restando Z: afffk queda
k=1

n_f n-r

al”)- gi= Zaiï) (fiy) ’ Ïk) + Z (ass)- a“) f’°'
k=1 k=1
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n-r
Usando la escritura fáy) - fk = Z dkj(y,.+j —12,”) para cada k = 1,. . . ,n —1', se tiene

j=1
paracadai: l,...,n—r:

( n-r ( n-r n-r
gig)- gi = za“? zdkj(yr+j - ¡Dv-+1)+ z (af? - aik) f1:

k=1 j=1 k=1

Reescribiendo la primera sumatoria:
n-r n-r n-r

95g)- gi = z tlf-ZM“)(yr+j- ria-+3")+ z (ag) - aye)fl:­j=l k=l k=1

n-r
Por otro lado, se puede escribir ag!) —aik de la forma z hikj(y,.+j —2,“) con hikj E

j=1
flv-1'

k[:v¡,...,:1:n,y,.+1,.. .,yn] y, llamando fiij := z (Zweig, queda la identidad:
k=1

(y) n-r n-r n-r
9,- - gi = fiij(yr+j - Zr+j)+ k2] El hikj(yr+j- Ir+j) fk =J: = J:

n-r n-r

= El (flij + k2]hikjfk) (yr+j - zr+j)­
en el anillo k[a:1, . . . ,zn,y,.+1, . . . ,yn].

Observemos también que la matriz (fiij)¿j es el producto de las matrices ((135))u y (dij)¿j .u
En otras palabras, el elemento

det (fiij + zhikjfk) , (22)Ic=l

al dividir por el ideal generado por los polinomios gi y gíy)
Ann(ker y'), donde p’ : S’ ®R S’ —).S" es la multiplicación.
Escribiendo (22) de la forma Zptqt con pg e k[zl, . . . ,zn] y qt E k[1:1,. . . ,y,.+1, . . . ,yn],
se tiene A’ = Eït ®a donde la barra denota clase en S’.
Observemos que z p¿q¿—det(fiij) pertenece al ideal generado por los polinomios f,- en el
anillo k[a:1,. . . , yf+1, . . . ,yn] y por lo tanto E ptqt puede escribirse de la forma det(fl¡j) +
251160. con ña e (flv ' 'ifn-T) klzl) - - ' azn] y ÏÍue k[zla ' ' - azfvyf+19 ' ' ' iynl'

Teniendo en cuenta que (fiij)ij = ag! (du-LJ.se tiene entonces

, induce un generador A' de

Ü

n-r

det (fiij + z: hikjfk) = ztht = det(a,(-Ï))det(dij) + Zfiu‘ïua (23)k=l

con ííu E (f1,...,fn_r)k[:1:1,...,zn] y íÏue k[a:1,...,z,,y,.+1,...,yn].
Escribiendo det(dij) = Zambm con am E k[a:1,...,:c,.] y bm E k[:z:1,...,y,+1,...,yn]
(por definición de los am y bm), se tiene que (23) puede escribirse así:

n-r

det (m,- + Z: him-xk)= z amdet(a,‘-;-'))bm+ Emu (24)k=1
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con los pu y ¿fu como arriba.
En virtud de la fórmula (24) y dado que 0' coincide la traza asociada a 91,. . . ,gn_,. se
sabe que vale la siguiente identidad en S’ :

1 = Z: ma’ (det(a,-,-)—bm)+ zii-ua (3:) (25)

donde las barras indican tomar las clases en k[zl, . . . ,zn] módulo el ideal (91,. . . , gn_,.) .
Finalmente, mirando la fórmula (25) y pasando al cociente módulo el ideal (f1, . . . , fn_,.)
queda:

1= Ema’ (det(a¿j)bm)= Ema (m
donde ahora las barras significan tomar las clases módulo (f1, . . . , fn_,.) . De esta manera
quedan demostradas las relaciones (21) y (20) y así a es la traza asociada a la sucesión
regularf1,...,fn_,.. I

Resumiendo, tenemos:

Teorema 43 Dados los polinomios f1,..., fn_,. en k[a:¡, ,zn] que forman una suce­
sión regular, consideramos R := k[:c¡,...,z,.] y S := k[:1:1,...,zn]/(f1,...,fn_,.) con las
variables en posición de Noether. Entonces existe una familia finita de polinomios amo”.

M

en k[a:1,... ,zn] tales que A := z ám ® Em es un generador de Anns@s(ker,u) y una
m=l

traza a (que verifica la “fórmula de la traza ”):

para todos e S, s = Zamdcms).

En particular ambas familias (ám)m y (Em)m son sistemas de generadores de S sobre

R. En el caso en que usamos el desarrollo de Taylor de jim —fi, los polinomios ám y
Em verifican la desigualdad deg(am) + deg(cm) 5 (n —r)(d - l) y M < 3(nd)"". I

III.2 Una cota superior para el grado de la traza

Sea a la traza asociada a la sucesión regular f1, . . . , fn_, introducida en el Teorema 4_3
y en el Teorema 35. En esta sección estimaremos una cota superior para el grado de a( f )
que involucra los parámetros deg(f ), d, n, r y deg(V) . Calculamos primero cotas de grado
para las ecuaciones de dependencia entera [15, Prop.1.12]):

Proposición 44 Existen polinomios 91,. . . ,gn_r tales que cada g,- pertenece a R[:1:,-+¿]ñ
(f1, . . . ,fn_,.) , para i = 1,. . . ,n-r y es mónico en la variable 33,“. Es claro que estos po­
linomios forman una sucesión regular en k[:1:1,. . . ,zn] y que si S' := k[.'z:1,. . . , zn]/(gl, . . . ,gn_,.) ,
entonces R H S’ es un morfismo entero e inyectivo. Además se verifica que los grados
de los g,- esta'n acotados por deg(V)a'" .

Dem.- De [50, Prop.1], para cada i = 1,..,n —r, existe un polinomio qi e R[zr+¡] ñ
(f1, . . . , fn_,.) , mónico en 33,.“, cuyo grado total es acotado por deg(V). Así, siguien­

do [35] o [15, Remark 1.6], g,-:= qf" verifica lo pedido. I
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Con las notaciones de la sección anterior, sea S’ := k[1:1,...,zn]/ (91,...,gn_,). Para
cada índice i, i = 1,. . . ,n —r, denotamos por S; al anillo R[a:,.+,-]/(g,-).En este caso la
traza considerada a; es la traza de Tate (ver Proposición 33 y Proposición 34).
Por lo tanto, para cualquier polinomio f e R[zr+i], si 7 es su clase en S;- después de
la división por gi, tenemos que 02(7) es el coeficiente principal de 7 (mirado como un
polinomio en :r,+¡ ). Así, gracias al algoritmo de Euclides, deducimos la desigualdad (ver
Subrutina C):

deg 02(7) S deg(gi) deg(f)- (26)

Ahora, estamos en condiciones de estimar el grado de a’(7), con 7 e .S" :

Preposición 45 Para cada 7 E S’ , se tiene la siguiente desigualdad:

deg0’(7) S deg(f)d" deg(V)­

Proof.- Es claro que S' 2 Sí ®RSá ®R ®RSL, por medio de la correspondencia
natural:

Zap ¿irnzgh' H Zap zfil®...®zfi“",a5e R
fi fl

que baja al cociente.
Por la definición de a’ dada en la sección anterior,

U'Ü)= Zap #5511) --.02-455“),
fi

para cada f = Zap 2511...:LZP' e k[:rl,...,a:n].
Entonces, de la Proposición 44 y la desigualdad (26), se obtiene la siguiente cota de grado:

dega'm maxa {deg(ap) + deg(a’l(531,0) + --. + deg(a;_,(sfin-r))}
maxfi {deg(afi) + deg(91)fil + ’’ ’ + deg(gn-r)fin—r}
max5 {deg(ap) + d" deg(V)fil + --- + d" deg(V)fi,,_,.}
deg(f)d" deg(V). I|/\|/\IAIA

De esta proposición inferimos una cota superior de grado para la traza a como sigue:

Teorema 46 Sean R := k[a:1,...,z,] y S := k[:1:1,...,zn]/(f1,...,f,,_,). Se_aa e S"
la traza asociada a la sucesión regular (Definición 38). Entonces, para cada f e S, se
tiene la siguiente desigualdad:

degam s {deg(n + (n - r) (¿H + d"deg(v))}d" deg(V).

Dem.- Dado que el ideal (91,...,gn_r) está. contenido en (f1, . . . , fn_,), existen poli­
nomios aij e k[a:1,...,zn];i,j = 1,...,n - 'r cuyosgrados están acotados por dn" +
d“ deg(V), tales que

n-r
91'= zaijfi

i=l
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(ver [15, Theorem 5.1]).
Por nuestra definición, para cada polinomio f e k[a:1,... ,zn] se tiene la identidad en
k[a:1,...,:vr]:

0'(7) = a' (det(a¡j)
donde las barras denotan clases en los anillos S y S' respectivamente (ver Teorema 35).
La_Proposición45 y los argumentos de arriba conducen a la cota de grado enunciada para
a( f ) como sigue:

degUÜ) = dega' (de_t(ai,-)7) s deg(det(aij)f)d" degm s
S (degU) + (n - 7')maxij deg(aij))d" degW) S
5 {deg(f) + (n —r)(a'"" + d“ deg(V))}d" deg(V). I

Observación Cuando (f1, . . ., fn_,.) es un ideal radical de k[a:1,. . . ,zn] , las cotas que
acabamos de obtener pueden mejorarse. De hecho, en este caso, en la Proposición 44
tenemos deg(g¿) 5 deg(V) para todo i = 1,. . . ,n —r (ver [50, Prop.1]), y así en el
Teorema 46, se obtendría la desigualdad:

des 0(Ï) S {deg(f) + (n - T)(d"" + deg(V))}(168W)­

De todos modos, en este caso se puede obtener una cota más precisa (ver [50, Theorem
10]):

des 0(f) S (1+ max{deg(f) , (n - r)d}) deg(V)­
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Parte IV
Construcción de bases en anillos
intersección completa en posición de
Noether

IV.1 Cotas de grado para una base

Recordamos la notación de la sección anterior: k es un cuerpo perfecto y 21,... ,zn
son indeterminadas sobre k. Sea f1,..., fn_,. una sucesión regular de polinomios en
k [21, . . . ,zn] de grados acotados por un entero d. Denotamos al anillo k[a:1,. . . ,zn]/(f1,. . . , fn_,.)
por S y por R := k[a:1,. . . ,zf], y asumimos que el morfismo canónico R —)S es entero
e inyectivo.
En esta sección aplicaremos las herramientas de teoría de trazas introducidas anterior­
mente para acotar los grados de una R-base de un anillo intersección completa .S'. Lo
haremos considerando una matriz de una proyección cuya imagen es isomorfa a S.
Siguiendo las notaciones de la Proposición 43, sea F e RMXM la matriz cuyas entradas
están definidas por EJ- := 01W) (donde a es la traza asociada a la sucesión regular
f1, . . . , fu-“ ver Proposición 38). El siguiente lema nos permite aplicar el Teorema 25 de
la sección 2 a la matriz F :

Lema 47 La matriz F e RMXM es la matriz de una proyección cuyas entradas son
polinomios de grados acotados por D := 3(n —7-)d4n‘2’.

Dem.- Para probar que F es la matriz de una. proyección, es suficiente mostrar que
F2 = F. De la R-linealidad de 0' y de la fórmula de la traza (Proposición 43) tenemos:

M M

(F2),-j= 20(Eiak)a(ak5j) = 0(( 0(5i5k)5k)5j)= 0(5¡Ej) = Fij­
k=l k=1

Las cotas de grado obtenidas en el Teorema 46 y en la Proposición 43, además de la
desigualdad de Bezout, nos conducen a las cotas de grado enunciadas como sigue:

S {deg(aicj) + (n —'r)(d"" + d" deg(V))}d" deg(V) 5
S {(n - T)(d- 1) + (n - T)(d"_' + d” deg(V))}d" deg(V)
5 3(n —r)d“"‘2’. I

deg(Fij) = des 0(5i5j)

El siguiente teorema relaciona explícitamente cada base de la imagen de la proyección F
con otra de S. Esta relación nos permite estimar grados de una base de S por medio del
Teorema 25:

Teorema 48 Sea wk = (wk1,...,wkM) e RM, 1 5 k S s, una R- base de Im (F),

entonces los elementos z wkjïj, with. 1 5 k S s, forman una R- base de S.
j=1
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En particular, eziste una R-base de S cuyos elementos son las clases de polinomios en
O((n.—r r

lc[21, . . . ,azn] con grados acotados por (nd) .

Dem.- Consideremos el siguiente diagrama:

o —+ Ker(F) —> RM i) Im(F) —> o
idi idl sol

o—>Ker(G)—>RMí> s —>o
donde G : RM -) S es el morfismo que manda cada elemento ei de la base canónica de

M

RM a E,-€ S y ¿p es la aplicación definida por tp(w) := E wJ-c-jpara cualquier w
j=1

(1.01,... ,wM) e Im(F). Observemos que G es un epimorfismo porque los elementos É,­
son un sistema de generadores de S sobre R (Proposición 43).
Por la fórmula de la traza (38)tenemos para cada e,"la siguiente igualdad:

M

<p(F(ei))=<p(a(m),...,a(m)) =Dame-J: a: Gel).
j=1

M

Por otro lado, (w1,...,wM) e Ker(F) si y sólo si z o(ïcj)wj = 0 para todo i =
J'=1

M

1,. . . ,M, o equivalentemente a (a7-z C_ij') = 0 para todo i = 1,. .. ,M . De la fórmula.=l
ki

M

de la traza (38) esta relación implica que Z C_ij' = 0, en otras palabras (w1,. . . ,wM) e
'-1

Ker (G). Resumiendo, vimos que Ker (F)J= Ker (G).
De este modo el diagrama anterior resulta conmutativo. Por lo tanto (p es un isomorfismo
y si w1,. . . ,w3 e RM es una R- base de Im(F) , los elementos <p(w1),...,<p(ws) forman
una R- base de S.
Para finalizar la demostración, resta ver la existencia de una base de S con las cotas de
grado enunciadas.
Aplicando el Teorema 25 a la matriz de la proyección F, se obtiene una R- base de
Im (F) formada por vectores polinomiales wk con coordenadas wki den grados acotados
por (M D)O(') (recordar que R = k [1:1,. . . ,z,] y D es la cota superior para los grados
de las entradas de F obtenida en Lema 47 ). Tomando en cuenta que M 5 3 (nd)"_r
(Proposición 43), tenemos:

(MDlom < (3 ("dln-r 3(n - 'r)d4"_2")0(r) = (nd)0((n—r)r)_

M .

Así,medianteel isomorfismo(p,loselementos sonuna basede S y tenemosJ'=l
las siguientes cotas de grado para sus representantes en lc[21, . . . ,zn] :

M

deg ( E urzcj) 5 Incaxdeg (wicj) 5 (nd)0(("_')') + (n - r)(d - 1) = (nd)o(("")') . I. JJ=1
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IV.2 Cómputo de bases en tiempo simplemente exponen­
cial

A lo largo de esta sección mantendremos las notaciones introducidas previamente: k
es un cuerpo perfecto y 21,...,a:,. son indeterminadas sobre lc. Sea f1,. . . , fn_,. una
sucesión regular de polinomios en k [271,. . . ,zn] de grados acotados por un entero d y
dados por un slp de tamaño E, que definen una variedad V . Denotamos por S al
anillo Hz], . . . ,zn]/(f1, . . . ,fn_,.) y por R := k[1:1,. . . ,zr], y asumimos que el morfismo
canónico R -> S es entero e inyectivo.
Bajo estas hipótesis S es un R- módulo libre de rango n S dn" S d" (ver por ejem­
plo [27, Corollary 3.3.2] o [2, Corollary 6]). El objetivo de esta sección es el cálculo de
polinomios en k [21,. . . ,zn] cuyas clases sean una R- base de S (ver Teorema 54).
Para esto, siguiendo el Teorema 48 y el Teorema 25, es suficiente construir explícitamnete
la matriz de la proyección F con entradas en R, introducidas al comienzo de la Parte IV.
El primer paso será dar una versión efectiva de la Proposición 43 con el fin de cons­
truir los polinomios am, cm G k [21, . . . ,zn]. Recordemos que estos polinomios no están
unívocamente determinados pero que deben verificar la identidad:

det(l,-j) = z am(1:1,. . . ,z,,a:,+1, . . . ,zn)cm(1:1, . . . ,z,,y,.+1, . . . ,yn). (27)
m

A pesar de que los coeficientes li,"E k [21, . . . ,asn,y,+1, . . . ,yn] tampoco están unívocamnete
determinados, satisfacen las relaciones:

n-r
fi“) _ fi = z lij (yr+j - zr+j) 1 (28)

j=l

para todo i = 1,. . . ,n —r (ver la fórmula (19)).

El desarrollo de Taylor de f5”) —f,- como polinomios con coeficientes en k[:1:1,. . . ,zn]
y variables y,+1, . . . ,yn alrededor del punto (27,“, . . . ,zn) nos asegura la existencia de
los polinomios lij, pero este método no es conveniente para nuestro punto de vista de la
complejidad. Así, para construir los polinomios lij , podemos interpretar las relaciones
(28) como un problema de la pertenencia efectivo de los polinomios fly) —fi con res­
pecto al ideal generado por (yr+j —2,“) en k[:1:1,.. . ,zn, y,+1,. . . ,yn] . Notemos que los
polinomios que encontramos de este modo no son necesariamente los mismos que aque­
llos obtenidos del desarrollo de Taylor. En este punto podemos hacer uso del siguiente
resultado de [26]:

Teorema 49 ([26, Theorem 19]) Sean 91,...,gs y g polinomios de k[:c¡,...,a:,.] ta­
les que 91,. . . ,g, forman una sucesión regular y g pertenece al ideal (91,... ,gs). Para
1 5 j 5 s denotamos por ¿j := deg (V (91,...,gj)) al grado de la variedad afín defini­

da por el ideal (91,“ . ,gj) que suponemos radical. Escribimos 5 := 1<m<agc_l{ój}y e :=

{deg(gj)}. Suponemos que los polinomios g1,. . . ,g,,g son dados p-orun slp de ta­J s
mar-io L. Entonces eziste un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo secuencial
(seóL)o(1) y computo polinomios pl, . . . ,ps e k [21, . . . , zu] con las propiedades siguientes:

1. 9=p191+---+psgs
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2. 11232€{deg (Pj)} s (23% + max{e, deg (9)}) 5_J_s

Más aun, los polinomios p1,...,p3 son dados por un slp de tamaño deg2 (g) (seóL)O(l).
I

Aplicando este teorema tenemos en nuestro caso:

Corolario 50 Existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo secuencial ((n —r) 00(1)
a partir de los polinomios de input f1, . . . , fn_,., cuyo output es un slp de tamaño d2 ((n —r) 00(1)
que evalúa una familia de polinomios lij, i, j = 1, . . . ,n —r que satisfacen las relaciones

(28) y mgfideg am} s 2 (n —r)2 + d.

Dem.— Para cada índice fijo i = 1,...,n —r, es fácil ver que los polinomios gj :=

y,+j -—mr“, j = 1,. . . ,n —r, y g := fly) —f,- verifican todas las hipótesis del teorema
previo sobre el anillo de polinomios k[a:1,...,zn,y,.+1,...,yn]. Más aun, en este caso
tenemos:s=n—r, 6=e=1, deg(g)=d y L=2€+1.
Así, podemos aplicar (n - r) veces el Teorema 49 y obtener polinomios lij que verifican
lo establecido en el corolario. I

Con los polinomios lij obtenidos recién podemos computar los polinomios ame", como
sigue:

Proposición 51 Existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo secuencial
to“) ((n —r) d)o("_') a partir de los polinomios de input f1, . . . , fn_r , cuyo output es un
slp del mismo tamaño que evalúa las dos familias de polinomios: am e k [21, . . . ,zr,,a:,.+1, . . . ,zn]
y cm e k[1:1,...,z,.,y,.+1,...,yn], m =1,...,M:=((n-r)d)o("_'), verificandolo
enunciado en la Proposición 43.

Dem.— Es suficiente encontrar una descomposición de det(l,-J-)como en la igualdad (27).

El polinomio det(l,-j) de grado acotado por (n —r) (2 (n —r)2 + d) se puede hallar por
medio de la subrutina B item 1, en tiempo (d (n —r) 00(1) y está. dado por un slp del
mismo tamaño. Para obtener los polinomios am, cm basta escribir det(l¿j) en forma densa
con respecto a las variables yr“, . . . ,yn mediante la subrutina A, obteniendo de este modo
los polinomios am e k[:1:1,. . . ,azn] en tiempo lo“) ((n - r) d)0("_r) dado por un slp del
mismo tamaño. Los polinomios cm son los monomios correspondientesde grados acotados
por deg (det (lij)) en las variables yr+1,...,yn y pueden ser evaluados en la manerra
obvia por un slp de tamaño (n —r) log (deg (det (lij))) = (n —r)o(1) log (d) . Como hay a
lo sumo deg (det (lij)) ("”') = ((n - r) d)o("_') monomios, obtenemos las cotas. I

El paso siguiente es el cómputo de cada entrada ij , cr(Taj) , de la matriz de la proyección
F (donde a es la traza asociada a la sucesión regular f1, . . . , fn_,. como en la Definición
38) . Este problema, la construcción explícita de la traza, ha sido considerado en artículos
previos (ver por ejemplo [20, Lemma 3.4.1] y [36])para obtener un Nullstellensatz efectivo
eficiente; los resultados mostrados en esos papers son esencialmente suficientes para nuestro
propósitos y por esto sólo repetiremos sus enunciados adaptados a nuestra situación.
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Denotamos por K := k(a:1,...,:v,.) al cuerpo de cocientes de R y Sl := S®R K z
k (2:1,. . . ,z,) [aa-+1,. . . ,zn]/(f1, . . . , fn_,) (observar que bajo nuestras hipótesis É es un
K —espacio vectorial de dimensión n = rank R(S)). Sea o, := o ®R Id : S, —)K la exten­
sión canónica de la traza a. El lema siguiente (ver [20, Section 3.4.1]) computa de forma
explícita una K — base de SI y la matriz de la aplicación a' en esta base. Desafortu­
nadamente este lema requiere la hipótesis adicional de que el anillo S sea radical para
obtener un algoritmo bien paralelizable, si esta condición no es tenida en cuenta la com­
plejidad secuencial sigue siendo simplemente exponencial pero la paralela se incrementa
exponencialmente en n (ver también [20, Section 2.4.1]).

Lema 52 Supongamos que la sucesión regular f1, . . ., fn_, genera un ideal radical. En­
tonces eziste un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo (n —r)ld0(") cuyo input
son los polinomios f1, . . . , fn_,. , y cuyo output son los siguientes items:

1. un slp de tamaño dal") que evalúa un polinomio no nulo r en R de grado do“),

2. un slp de tamaño dm") que evalúa una familia de polinomios el := 1,...,e,, en
k[:z:1,...,:1:n] tales que el conjunto 8 formado por sus clases avui; en SJ es
una K- basede 5,

3. un slp de tamaño dom que evalúa una familia de matrices polinomiales Mr+1,. . . , Mn
en RW" tales que: los grados de sus entradas están acotados por dom y %M,+1, . . . , ¿Mu
son las matrices de los K - endomorfismos de S', inducidos por la multiplicación
por zr+1,...,ñ, en la base8

4. un slp de tamaño dom que evalúa una familia de polinomios 01,.. . ,0” en R de
grados dom tales que la matriz de la traza extendida o, de .S'l en la base 8 es la
matriz (01,...,9,,).

Dem.- Una demostración de este lema.se puede encontrar en [20, Section 3.4.1] para el
caso de polinomios de input dados en representación densa. Nuestra afirmación (inputs
dados por un slp) se sigue inmediatamente de la Subrutina A que nos permite computar
todos los coeficientes de los polinomios f1, . . . , fn_,. en tiempo (n —r)€d0(") . I

Mediante el lema anterior podemos construir explícitamente la matriz F :

Corolario 53 Supongamos que la sucesión regular f1, . . ., fn_,. genera un ideal radical.
Entonces existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo O Zd0(") a partir
de los polinomios de input f1, . . . , fn_,. cuyo output es un slp de tamaño dal”) que evalúa
las entradas de la matriz F.

Dem.- Dado que las entradas de F son polinomios a (aicj) es suficiente computarlos.
De la Proposición 51, podemos computar los polinomios aiCj como una suma de sus
monomios (cuyos grados están acotados por (n —r)(d —1)). Por lo tanto, para computar
a (ch) es suficiente computar la imagen vía a de la clase de cada uno de estos monomios.

n

Sin pérdida de generalidad, podemos computar a ( H 1):") .Ic=l

Para cada f e k[a,'1,... ,zn], denotamos por Mf a la_matriz en K"X" asociada al en­
domorfismo de Sl inducido por la multiplicación por f en la base 8 del Lema 52 item
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n 1' n

2. En el caso particular de que f := H zï" tenemos que Mf = H 23:" n Mg: =
k=1 k=1 k=r+1

1' n 1

H zï" H TM?“ , donde Mk son las matrices obtenidas por mediodel Lema 52 (item
Ic=1 k=r+l 7' "

3). La primer columna de la matriz Mf es un vector de la forma (211:,. . . , donde
T := a,“ + --- + an y cada fit e R, 1 S t S n, se puede computar explícitamente.

n n n fl

Como e’f= 1, deducimosque [I :vï" = E f-¿eï y por lo tanto a ( H 22") = Z f-¿üt Gk=l t=1 Ic=1 t:

R. n fl
El polinomio Z —;.6¿tiene grado dom y está dado por un slp (con divisiones!) det-l 7'
tamaño dom. Evitando las divisionesmediante el procedimiento de Strassen (ver también
[20,Section 22]), podemos computar en tiempo O (r) do“) un slp sin divisiones de tamaño
dom) que evalúa dicho polinomio.
Finalmente, agregando todos los costos de complejidad, obtenemos el tiempo secuencial
establecido. I

Ahora, con lo hecho hasta aquí, estamos en condiciones de calcular una R-base de S:

Teorema 54 Supongamos que la sucesión regular f1,... , fn_,. genera un ideal radical.
Entonces existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo O (n) Maha) a partir
de los polinomios de input f1, . . . , fn_,. cuyo output es un slp de tamaño d0("2) que evalúa
una familia de polinomios en k[a:1,. . . ,zn] de grados acotados por ndo("2) , cuyas clases
en S forman una base de este módulo sobre R.

Dem.- Después de aplicar el algoritmo del Teorema 25 a la matriz F, obtenida en el
corolario anterior, obtenemos una R-base {w1,... ,w3} de la imagen de F en tiempo
0 (n) €d0("2), donde cada wk es un vector polinomial (wkl, . . . ,wkM), con M := dom.
Sus coordenadas tienen grados acotados por do("2) y están dados por un slp de tamaño
n0(1)d0(n2) _

M

Así, los polinomioszwij-j, k = 1,. . . ,s, son una R-base de S. I
j=1

Observación: la hipótesis de que el anillo S sea reducido puede obviarse si no estamos
interesados en la complejidad paralela (basta remitirse a la observación previa al Lema
52).
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