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Aspectos algoritmicos
para el cédlculo de bases

de mdédulos sobre el anillo de polinomios

Resumen
Sea k un cuerpo perfecto infinito, k[z,...,zn] el anillo de polinomios en n variables y
F € k[zy,...,2,JM*M una matriz polinomial de una proyeccién. Si sus entradas estin

dadas por un straight line program de tamano L y sus grados acotados por D, mostramos
que existe un algoritmo bien paralelizable que computa una base del nicleo y de la imagen
de F en tiempo (nL)°M(M D)™,

Este resultado nos permite obtener, haciendo uso de la teoria de trazas, un algoritmo
simplemente exponencial que computa una base para un anillo intersecciéon completa en
posicién de Noether.

Ademais, como una consecuencia de nuestras técnicas podemos mostrar un algoritmo sim-
plemente exponencial que decide si un k[z,...,z,]-médulo finito dado por una matriz
de presentacion es libre y, en ese caso, exhibir una base.

Palabras clave: anillo intersecciéon completa, médulo proyectivo, Teorema de Quillen-
Suslin, straight line program, teoria de trazas, matriz unimodular.

Algorithmics aspects
for the computation of bases

of modules over the polynomial ring

Abstract

Let k an infinite perfect field, k[z1,...,Z,] the polynomial ring in n variables and F €
k[zy,... ,:cn]M XM 3 projection polynomial matrix. If the entries of F are polynomials
given by a straight line program of size L and their total degrees are bounded by D,
we show a well parallelizable algorithm which computes a basis for the kernel and for the
image in time (nL)°M)(M D)™,

This result allows to obtain, using trace theory, a simple exponential algorithm to compute
a basis of a complete intersection ring in Noether position.

Also, as a consequence of our tecniques we can show a well parallelizable algorithm which
decides if a k[zi,...,Zn]-module given by a presentation matrix is free and, in this case,
to exhibit a basis.

Keywords: complete intersection ring, projective module, Quillen-Suslin Theorem, straig-
ht line program, trace theory, unimodular matrix.



Parte 1
Introduccion

Este trabajo trata sobre el cémputo de soluciones de sistemas de ecuaciones lineales sobre
el anillo de polinomios y en particular sobre el cdlculo de bases para ciertos k(zi,...,Zxs]-
modulos libres.

Son conocidos los obstdculos intrinsecos que presentan los métodos de algebra lineal como
herramienta para el dlgebra conmutativa efectiva: por ejemplo, en lo que respecta a los
temas que vamos a tratar, en el bien conocido trabajo de Mayr y Meyer [44] (ver también
[14]) se demuestra entre otros resultados que el problema de encontrar soluciones para
un sistema lineal de ecuaciones sobre k[z),...,z,] requiere tiempo (es decir, cantidad
de operaciones sobre k) doblemente exponencial en el nimero de variables e involucra
polinomios de grado de orden similar. Mas precisamente se demuestra que existen familias
de matrices polinomiales tales que cada sistema de generadores de sus nitcleos contiene
un vector con una coordenada de grado doblemente exponencial. El resultado se puede
enunciar como en [14, Corollaire, pag.10]:

Sea € > 0. Sean n y D enteros tales que n >10 , D >3, D> 2+ ﬁ Eziste una
sucesion polinomial Py,...,P, de grados acotados por D en A := k[zy,...,z,] (donde
P, =1z, , P,:= 1) tales que cualquier sistema de generadores del A -submédulo de A™
consistente de todas las sucesiones U; con ), U;P; = 0, contiene al menos un vector cuya
primer coordenada tiene grado > N, donde log, log, N > (313- —¢e)n + logy logy D — %.

A pesar de lo desalentador de este resultado, bajo ciertas hipétesis sobre la matriz aso-
ciada al sistema de ecuaciones, se pueden hacer estimaciones mejores y mas precisas. Por
ejemplo, si la matriz de entrada es tal que sus filas pueden extenderse a una base de todo
el espacio, se conoce una cota simplemente exponencial para el grado de la base de su
nicleo y la complejidad de un algoritmo que la calcula ([9, Corollary 3.2]).

En cierto sentido el presente trabajo de tesis generaliza este tipo de resultados simplemente
exponenciales para una familia mds amplia de matrices para las que buscamos de manera
efectiva bases de su niicleo y de su imagen.

Exhibimos algoritmos simplemente exponenciales para este problema en el caso en que la
matriz de entrada F' es una proyeccién y mas generalmente para el caso en que F es una
matriz unimodular (i.e. cuando los menores no nulos de tamafio maximo generan todo
el anillo k[z),...,%,]), mostrando asi que el caracter doblemente exponencial general del
resultado mencionado de Mayr y Meyer no aparece en ese tipo de matrices.

Como consecuencia de estos hechos podemos deducir también nuevos resultados (simple-
mente exponenciales) relativos al cdlculo de bases de ciertos mddulos libres sobre el anillo
de polinomios: un método que decide si un mddulo dado por una matriz de relaciones es
libre 0 no y un algoritmo que calcula bases de anillos interseccién completa en posicién de
Noether (cf. la seccién que sigue para los enunciados precisos).

La pregunta natural que surge en este punto es si el cardcter simplemente exponencial
de los resultados obtenidos es trascendente o no. Sin duda la mejora aunque mas no
sea en ciertos casos al descender de la clase “doblemente exponencial” a “simplemente



exponencial”’es un claro avance desde el punto de vista tedrico. Sin duda también el
caracter exponencial muestra la imposibilidad aparente de la implementacion eficiente de
nuestros algoritmos en casos interesantes.

Sin embargo, tampoco podemos soslayar el hecho de que si, por ejemplo, los polinomios

de entrada de nuestro algoritmo son polinomios de grado d en k[z,...,z,] dados por
sus coeficientes, la sola escritura de los mismos ocupara un espacio del orden d" (es decir,
exponencial).

Para intentar solucionar este problema es que desde hace tiempo se ha trabajado con
otras estructuras de datos (polinomios ralos, “straight line programs”) hechos que hemos
tomado en cuenta en nuestros métodos y estrategias.

Si bien en ciertos casos este cambio de estructura de datos ha dado lugar a algoritmos de
eliminacién polinomiales en ciertos invariantes geométricos (ver [24], [26], [23], [25], [28] ¥
[30]) el caracter complejo de los algoritmos de este trabajo de tesis no permite aparente-
mente un reconocimiento sencillo de invariantes similares y es asi que la exponencialidad
parece no poder ser evitada.

En nuestra defensa deberiamos mencionar que nuestro método estd fuertemente funda-
do en subalgoritmos de eliminacién, para los cuales sobran fuertisimas evidencias de su
comportamiento intrinseco simplemente exponencial (ver [22], [29] y [12]).

Descripcién de los resultados:

Tal como lo mencionamos arriba, en nuestro trabajo combinamos dos estructuras de datos
distintas (escritura densa -vector de coeficientes- y programas de evaluacién -straight line
programs-) y tal hecho se manifiesta en nuestros enunciados.

En la Parte II se obtienen bases para el nicleo y la imagen de la matriz polinomial de una
proyeccién. Mas explicitamente tenemos:

Teorema A (ver Teorema 25) Sea F € k[xl,...,:vn]M *M  una matriz polinomial co-
rrespondiente a una proyeccion (i.e. F? = F) tal que sus entradas son polinomios de
grados acotados por un entero D y estdn dados por un straight line program de ta-
mano L. FEntonces eziste un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo secuen-

cial (nL)O(l) (MD)O(") que computa dos subconjuntos de k[a:l,...,:z:,,]M: {v1,...,vs}
y {vs41,...,um} tales que:

1. {v1,...,um} es una base de k[:rl,...,a:n]M.

2. {v1,...,vs} es una base de Im (F) y {vs41,-..,90M} es una base de Ker (F).

3. Las coordenadas de los vectores v; son polinomios de grados acotados por (M D)9
y estdn dados por un straight line program de tamario (nL)O(l) (M D)O(") .

Las técnicas que aplicamos estdn sin duda inspiradas en las ideas clasicas de Quillen,
Suslin y Vaserstein usadas para resolver la “Conjetura de Serre” (es decir que todo médulo
proyectivo finito sobre un anillo de polinomios sobre un cuerpo es libre). Desde el punto de
vista algoritmico muchas de estas ideas aparecen en articulos relacionados con el cémputo
de bases de médulos libres, combinados con procesos de bases de Groebner (se puede
ver [39], [41], [42]) o con el Nullstellensatz efectivo (ver [18], [9]). Nuestro enfoque es el



segundo ya que las cotas tedricas que aparecen con bases de Groebner son muy grandes
para nuestros propoésitos.

Si nos permitimos cotas un poco menos satisfactorias obtenemos también un resultado
similar para el caso en que la matriz es unimodular (no necesariamente una proyeccién):

Teorema B Sea F € k[a:l,...,a:n]N XM una matriz polinomial unimodular cuyas

entradas son polinomios de grados acotados por un entero D y estdn dados por un slp de
tamario L. Entonces eziste un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo secuencial
(nL)°M (M + N) D)O("d) computando una base {vy,...,vm} de k[z1,...,zaJM ¥
una base {w,...,wny} de k[zi,... ,:v,,]N tal que:

1. {wy,...,ws} esunabasede Im(F) y {vs31,...,9m} es una base de Ker(F).

2. Las coordenadas de los vectores de ambas bases son polinomios de grados acotados
por ((M + N)D)O®") y estin dados por un slp de tamasio (nL)°® (M + N) D)°(**) .
[

Con algunas de las herramientas algoritmicas que utilizamos para obtener los resultados
anteriormente citados, podemos ademas determinar si un k[z;,...,Z,]-mdédulo finito dado
por generadores y relaciones (es decir, conociendo una matriz de presentacién) es libre o
no y en caso afirmativo, exhibir una base:

Teorema C Sea P un k[zy,...,z,)-mddulo de tipo finito y F € k[zy,...,z,)V*M
una matriz de presentacion para P (ver Definicién 3). Supongamos que las entradas
de la matriz F tienen grados totales acotados por D y estdin dados por un slp de
tamano L. Entonces existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo secuencial
(nL)°W (M + N )D)O("4) que decide si P es libre y, en caso afirmativo, computa una
base de P.

En la dltima parte del trabajo abordamos otro problema relacionado con el clculo de bases
de k[zi,...,Zn)- mbdulos libres y que aparece de manera natural en la bisqueda de solu-
ciones efectivas de sistemas polinomiales de ecuaciones: sean fy,..., fo—r € k[Z1,...,Z5)
una sucesion regular sobre el anillo de polinomios sobre un cuerpo perfecto k. Supon-
gamos que las variables estdn en posicién de Noether, es decir que el morfismo canédnico
R:=k[z1,...,2;] > S:=k[z1,...,23)/ (f1,..., fa=r) €s entero e inyectivo. Se sabe que
bajo estas hipdtesis el anillo S es un R— mddulo libre de rango finito (ver [17, Corollary
18.17), (27, Lemma 3.3.1], [49]). Este problema ha sido considerado esencialmente en el
caso 0— dimensional, donde el anillo de base R es un cuerpo k y el anillo S no es otra
cosa que un k— espacio vectorial. Para este caso existen buenos algoritmos tedricos que
computan bases de S pero cuyas técnicas no pueden ser generalizadas al menos de manera
obvia para dimensiones mayores.

Haciendo uso de técnicas de dualidad efectiva mds o menos conocidas, obtuvimos de
manera algoritmica una R-base para S, aplicando los resultados de la Parte II a una
matriz construida en base a una cierta “funcién traza”(que es descripta completamente
en la Parte III) . El resultado preciso es el siguiente:



Teorema D (ver Teorema 54) Sean fi,..., fa—r € k[z1,...,2Zn] una sucesién regular de
polinomios de grados acotados por un entero d y dados por un straight line program de ta-
matio ¢, tal que el morfismo candnico R :=k[zy,...,z,] > S:=k[z1,...,Za]/ (f1,. -+, fa=r)
es entero e inyectivo (“posicion de Noether”) y supongamos que el anillo S es reducido
(i.e. S no tiene nilpotentes). Entonces existe un algoritmo bien paralelizable que co-

rre en tiempo secuencial O (n) 2d0(n?) que computa, a partir de los polinomios de input
f1y--+y fn—r, un straight line program de tamano n0(1)g0(n’) que evalia una familia de

polinomios en k[z1,...,z,) de grados acotados por nd® (n?) , y cuyas clases en S son
una R- base.

Si S no es reducido, también es posible computar una R— base de S mediante un algo-
ritmo (no necesariamente bien paralelizable) que corre en el mismo tiempo secuencial.

Este resultado también se puede reinterpretar desde el punto de vista topoldgico. Sea
V C A" la variedad algebraica definida por los polinomios fi,..., fn—r ysea m:V — A"
la proyeccién inducida por la inyeccién R < S; en términos de fibrados algebraicos, el
hecho de que S sea libre sobre R dice que la variedad V es un fibrado trivial sobre A™. En
este sentido el Teorema D da una descripcién explicita y algoritmica de esa trivializacién.

Tal como mencionamos brevemente, nuestro método para abordar este problema combi-
na herramientas de la teoria clasica de dualidad con los resultados de bases de niucleos e
imagenes de matrices de la Parte II. En el intento de ofrecer un trabajo lo mas autoconte-
nido posible es que desarrollamos en la Parte III una adaptacién de la teoria de trazas para
algebras de Gorenstein (ver [38]) para el caso particular de intersecciones completas y que
seguin nuestros conocimientos no aparece expuesto de manera elemental en la literatura.
En este caso (es decir interseccién completa) nos fue posible construir una traza para S
sobre R de manera explicita (que coincide con la llamada “traza asociada a la sucesién
regular”). La Parte III puede ser omitida por aquellos mas interesados en comprender el
aspecto algoritmico, tomando en cuenta sdlo los resultados centrales.

Tal como fue mencionado, a partir de la traza construida en la Parte III, se obtiene una
matriz F que resulta ser una proyeccién y de la que, gracias al Teorema A, podemos
encontrar una base para su imagen, que es la base de S buscada. El incremento de las
cotas de complejidad en el Teorema D con respecto al Teorema A se debe al tamafno de
la matriz F (de orden d9(™)).

Con posterioridad a la redaccién de la tesis hemos obtenido una manera alternativa para
demostrar el Teorema D que sdlo hace uso del Teorema B y del bien conocido Teorema de
Wiebe para sucesiones regulares (ver Teorema 32) que no estd incluida aqui.



Parte II
Algebra lineal efectiva sobre el anillo de
polinomios

En esta parte desarrollaremos la construccién de bases para el nicleo y la imagen de
matrices polinomiales de proyecciones y, mas en general, de matrices polinomiales unimo-
dulares.

En la Seccién I1.1 nos dedicaremos a la descripcién del modelo algoritmico y a la familia de
rutinas bésicas que utilizaremos a lo largo de este trabajo. Desarrollaremos explicitamente
uno de ellos: se trata de un algoritmo que decide la unimodularidad de una matriz polino-
mial evitando el calculo de menores superfluos. A partir de esto, obtenemos una manera
nueva de decidir si un k[z,,...,z,]-médulo dado por generadores y relaciones es libre o
no (ver Proposicién 4).

En la Seccién II.2 nos dedicaremos a la construccién de bases para el niicleo y la imagen
de la matriz de un proyeccién (ver Teorema 25).

Por ultimo en la Seccién I1.3 extenderemos el resultado a matrices unimodulares.

II.1 El modelo computacional

Nuestro modelo computacional sigue aquellos presentados en varios articulos (por ejemplo,
[20], [26], [23]), donde se hace un estudio exhaustivo de sus ventajas y limitaciones con
respecto a otros modelos alternativos. Por esta razdn sélo establecemos acid nociones
minimas acerca de ellos.

Sea k un cuerpo de base perfecto e infinito. Los algoritmos que usaremos se describen
mediante redes aritméticas (cf. [55]) representadas por grafos aciclicos orientados donde
cada nodo representa una constante de k, una variable de input, una operacion aritmética
* € {+,—, x,+} en k, una operacién booleana, un test de igualdad o seleccién. Supo-
nemos que nuestras redes aritméticas son siempre libres de divisiones: esto significa que
cuando evaluamos la red en un punto genérico (i.e. en sus variables de input) ejecuta-
mos sélo divisiones por constantes no nulas de k (nuestra red aritmética sélo computa
polinomios con coeficientes en k).

Computamos operaciones aritméticas o booleanas, tests de igualdad y selecciones con
costo unitario y asi asociamos a una red aritmética dos medidas de complejidad: el tiempo
secuencial o complejidad secuencial, también llamado tamario (la cantidad de nodos ) y
el tiempo paralelo o complejidad paralela, también llamado profundidad (el tamafo del
camino orientado mds largo en el grafo). Una red aritmética sin nodos de seleccién o
decisién (y por consiguiente, sin operaciones booleanas) se llama un circuito aritmético o
straight-line program (escribimos “slp”). De este modo, nuestros slp computardn siempre
polinomios en las variables de input con coeficientes en k. Se pueden encontrar definiciones
m4s precisas y propiedades en [8], [55]) y [36].



Decimos que un algoritmo es bien paralelizable si su tiempo paralelo depende polinomial-
mente en log, (tiempo secuencial) y en la profundidad de los slp de input.

Los polinomios con los que trataremos serdn codificados como los circuitos aritméticos
que los evalian. De todas maneras, consideraremos, a veces, polinomios representados
por un vector de coeficientes (forma densa) y también en una forma mixta: polinomios
codificados en forma densa con respecto a variables principales especificas mientras que
los coeficientes con respecto a esas variables estan codificados por un circuito aritmético.

Un punto clave en nuestros algoritmos, como en muchos algoritmos de eliminacidn, es
el problema de decidir si un polinomio es cero o no. La interpolacién trivial requiere la
evaluacién del polinomio en muchos puntos (si d es el grado del polinomio y n el niimero
de variables, se necesitan (d + 1)* puntos), de modo que los tiempos de complejidad se
incrementan significativamente.

A pesar de esto, cuando los polinomios estdn dados por slp se tiene el siguiente resultado
(ver [33] 6 [20]):

Teorema (Correct test sequences) Sea W(d,n,L) un conjunto de polinomios en
k[z1,...,2zn] de grados totales acotados por d, que pueden ser evaluados por un slp de
tamanio L. Sea m := 6(L+n)(L+n+1) y ' un subconjunto arbitrario de k cuyo cardinal
es 2L(d+ 1)2. Entonces eziste un subconjunto Q = {y1,...,7m} C I'*, que depende sélo
de d,n,L y I', que verifica la siguiente propiedad: un polinomio f € W(d,n,L) es el
polinomio nulo si y sdlo si f(v;) =0 para todo 1 =1,...,m. =

Los vectores <1,...,Ym se llaman una correct test sequence para el conjunto W(d,n, L).
Deasfortunadamente no se conoce un procedimiento eficiente para construir una correct
test sequence (los métodos standard para computarla corren en tiempo de complejidad
exponencial). Como los grados, el nimero de variables y la complejidad de la evaluacién
de todos los polinomios que aparecen en nuestros algoritmos se pueden estimar a priori, en
nuestro modelo supondremos la hipdtesis razonable de que una correct test sequence para
todos estos polinomios es dada en un preproceso (ver también [20]). De todas maneras,
notemos que se puede hacer una adecuada versién aleatoria (“random”) para la eleccién de
una correct test sequence (ver [20, Section 2.1]); este hecho transforma automaticamente
nuestros algoritmos en algoritmos probabilisticos con las mismas cotas de complejidad (ver
también [43]).

II.1.1 Algoritmos basicos

A.- Pasaje de straight line programs a forma densa. Cémputo de las compo-
nentes homogéneas

Sea f un polinomio en k [z1,...,2z,) dado por unslp de tamafio L. Seam € IN, 1 <m <
n,yd:=deg; . .z (f) ; entonces existe un algoritmo bien paralelizable que corre en

tiempo secuencial Ld°(™) cuyo output son los coeficientes del polinomio f visto como un



polinomio en k[z1,...,Zn—m) [Tn-m+1,...,Zn] . Mds aun, estos coeficientes estdn dados
por un slp de tamafio Ld°(™) (ver [48, Prop.3.1.1)).

Este procedimiento puede usarse para obtener las componentes homogéneas de un polino-
mio dado: sea f un polinomio en k|[zy,...,z,], de grado D, dado por un slp de tamafio
L y sea t una nueva variable; el polinomio g := f (tz,...,tz,) € k[z],...,Tn,t] tiene
grado acotado por D en t y puede ser evaluado por un slp de tamano L + n. Interpolan-
do con respecto a la variable ¢, obtenemos las componentes homogéneas de f en tiempo
(L + n) D°() y podemos evaluarlas mediante un slp de tamafio (L + n) D),

B.- Determinante, inversa y rango de matrices polinomiales
Sea F una matriz en k|[zy,... ,:vn]N xN cuyas entradas son polinomios dados por un slp

de tamano L. Existen algoritmos bien paralelizables que corren en tiempo (LN )0(1) que
computan:
1. un slp que evalia el determinante y los coeficientes en k|[zy,...,z,] del polinomio

caracteristico de F'.

2. un slp que evalta las entradas de F~! (si F es inversible).

3. el rango de F (como matriz en k(z1,...,2,)" *") y una submatriz de rango ma-

ximal.

Los primeros dos items se siguen de Berkowitz [5] y el ltimo de Mulmuley [45] (se puede
ver también una suscinta descripcién en la seccién G); en ambos casos los algoritmos
mencionados se pueden adaptar ficilmente a polinomios multivariados dados por slp.

C.- Divisién polinomial de Euclides

Sean f y g polinomios en k|[z),...,Zs], de grados D; < D y D, < D respectivamente,
dados por un slp de tamano L, y supongamos que g es ménico en la variable z, . Entonces
existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo (LD)O(I) que produce un slp
que evalia el cociente y el resto en la divisién euclideana de f por g con respecto a z,.
Sus grados totales resultan acotados por D1D;. Este procedimiento es una consecuencia
directa de la Subrutina A y del algoritmo de Berkowitz.

D.- Nullstellensatz efectivo en nuestro modelo

Sean fi,...,fs polinomios en k[zi,...,z,) de grados acotados por D, dados por un slp
de tamafio L. Existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo (nL)O(l) DO™)
que decide si 1 pertenece al ideal (fi,...,fs) ¥ , en ese caso, computa mediante un slp
del mismo tamaiio ciertos polinomios pi,...,ps € k[Z1,...,Z,] tales que:

L 1= pifi+---+psfs.
2. max{deg(p;)} < 3n2D"*!.
j

Para una demostracién se puede ver [20] 6 [26, Th.20] y su bibliografia (ver también los
surveys (3] y [53]).
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E.- Consistencia de un sistema polinomial de igualdades y desigualdades

Sean fy,...,fs,91,...,9s polinomios en k|[z,,...,z,) de grados acotados por D dados
por un slp de tamafio L, y sea P:={f; =0,...,f; =0,91 #0,...,9 # 0}. Entonces
existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo L2(ss')9()) D) que decide si
P es vacio (ver [48, Remark 3.4.3]).

F.- Cémputo de celdas
Sean fi,..., fs polinomios en k[z},...,z,]. Cualquier conjunto no vacio de tipo

{fleloa . .,f3€30, € € {=) :Ié} VZ}

se llama una celda. Siguiendo [48] y el argumento de “divide y reinaras” de [19] es posible
enumerar todas las celdas mediante un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo
secuencial L2s°()DO() donde D es una cota superior para los grados de los polinomios
fi y L es el tamaio del slp que los computa.

G.- Eliminacién de menores superfluos

Definicién 1 Sea F una matriz polinomial en k[zy,...,z,)"*M de rango s. Deci-
mos que F es unimodular si sus menores de tamarnio s X 8 generan todo el anillo
k[z1,...,zn). En la literatura se suele llamar unimodulares a las matrices rectangulares
en k[a:l,...,a:n]N"M con N < M tales que sus menores de tamano N x N generan el
anillo de polinomios. Nuestra definicion es un poco mds general y se corresponde con las
matrices cuyas imdgenes son sumando directo de k[zy,...,z,])"N. Notar que entonces la
imagen resulta libre por el Teorema de Quillen-Suslin.

Si F es unimodular tenemos (If ) (’: ) menores de tamafio sx s que generan k(z1,...,Zx).
En el contexto en que trabajamos buscamos algoritmos con complejidad a lo sumo simple-
mente exponencial en el niimero de variables n. Esta cantidad de menores es intratable
desde este punto de vista porque resulta exponencial en el tamano de la matriz. Nuestro
propdsito, entonces, es poder elegir una cantidad “tratable”(es decir, simplemente expo-
nencial s6lo en n) de menores de la matriz que también generen el anillo de polinomios.

Con este propdsito describimos aqui un algoritmo que calcula un nimero admisible de
menores y que decide, ademas, si la matriz dada como input es unimodular. Nuestro
algoritmo estd basado en un procedimiento de K. Mulmuley [45] en el que halla el rango
de una matriz sobre un cuerpo.

Empezamos recordando brevemente el algoritmo de Mulmuley para luego mostrar nuestra
adaptacién para obtener una submatriz de F' con rango maximo s.

Sea H una matriz en ¥V*M | Siempre podemos reducirnos al caso de una matriz cuadrada

y simétrica, tomando

Ht

cuyo rango es dos veces el rango de H . Entonces la matriz

( 0 H) € KIN+M)X(N+M)
0

11



1 0 0
goy=|° 0 0 HY _ praj(N+M)x(N+M)
.. Ht 0
0 0 )\N+M—l

donde A es una indeterminada sobre k, verifica la relaciéon

otk(H) = tk(H'(\)) = N+ M —

donde 4 es la maxima potencia de ¢t que divide al polinomio caracteristico P(t) € k())[t]
de la matriz H'()).

Resumiendo, el algoritmo de Mulmuley para calcular el rango de la matriz H consiste
en calcular e] polinomio caracteristico de la matriz auxiliar H'()\) y determinar la mayor
potencia de ¢ que lo divide.

Usaremos lo anterior para, dada una matriz H € kV*M de rango s, obtener una subma-
triz H € k**° de rango maximal.

Llamemos Ry,...,Ry alasfilasde H y C),...,Cp asus columnas. Usando el algoritmo
de Mulmuley, podemos calcular los rangos de las submatrices H® € ki*M para i =
1,...,N formadas por las primeras ¢ filas de H. Consideremos el conjunto I cuyos
elementos son aquellos indices i tales que rk(H®)) > rk(H(~1)). Es claro que el cardinal
de I debe ser s. Llamemos H; € k**M a la matriz (hij)ier . Haciendo lo mismo con las
columnas de H, obtenemos un nuevo conjunto de indices J de modo que las columnas
Cj con j € J son linealmente independientes. Sélo resta ver que la matriz asi obtenida
H = (hij) €k*** con i € I y j € J es inversible. Es claro que la matriz H se puede
reducir por operaciones elementales de filas a una matriz del tipo:

0\ _
(%) =vx
donde U € kV*N es una matriz inversible. Como las columnas C; para j € J son

linealmente independientes, esto también es cierto para las correspondientes columnas en
UH . Entonces H resulta inversible.

Nuestra tarea ahora es eliminar menores superfluos de una matriz F como sigue:

Lema 2 Sea F una matriz polinomial en k[zy,...,z,)"*M de rango s cuyas entradas
son polinomios de grados acotados por D y dados por un slp de tamario L. Entonces
existen 01,...,0Q € k[z1,...,zn] menores no nulos de tamario s x s de la matriz F
donde Q < ((M + N)®D)™ tales que 1 € (81,...,80) si y sélo si F es una matriz
unimodular.

En términos algoritmicos estos menores se pueden calcular a través de un algoritmo bien
paralelizable en tiempo secuencial Lo ((N 4+ M)D)9™ y se pueden dar por medio de
un slp de tamasio (sL)9() . Mds aun, este procedimiento da un método que decide si una
matriz dada es unimodular en tiempo LOW((N + M)D)O®)

Dem.- Sea F) € k[zy,...,2,)"*M la submatriz de F cuyas filas son las primeras i filas
de F para 7 = 1,...,N. Para aplicar el algoritmo de Mulmuley anteriormente citado,
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necesitamos tener los coeficientes de la matriz en un cuerpo. Consideramos entonces, para
cada a € k™, el rango de F(¥(a). Por lo anterior, resulta igual a M;;'ﬂ, donde p; es
la maxima potencia de ¢ que divide al polinomio caracteristico P;(a, A,t) de la matriz

1 0 0
N 0 A 0 0 FO(a - ;
F®'(a,)) := FO)(q)t O( )) € kfa, AJ(MHIX(M+),
0 0 /\N+M—l

Es claro que P;(a, )\, t) es un polinomio en las variables A y ¢ y también en las coordenadas
del punto «. Podemos escribirlo como sigue:

Pz, \t) = tM* talyyi (@, MM 4L 46l (2, Mt

donde cada a} (z,A) € k[z1,...,Zn, )] es una suma de determinantes de las submatrices

cuadradas de tamafio M +:—j de F(i)'(a:, A). Entonces, se obtiene la siguiente cota para
los grados

. ; : 2
degra;(z,A) <1+2+...+(M+i—-1)= (M +i— )M +3) < (M + N) .

2 2
Repitiendo el mismo argumento para las submatrices C® cuyas columnas son las primeras
t columnas de F obtenemos, de manera andloga, polinomios bf(z,\) con [ =0,...,N +

t — 1 tales que

2
degpb(z, \) < M
parat=1,...,M.
Consideremos ahora el conjunto I' C k[z,...,Z,) cuyos elementos son todos los coeficien-
tes de los polinomios @} y b} en k[zy,...,z,)[)\] parai=1,...,N, j=0,...,M+i—1,
t=1,....Myl=0,...,. N+t-1.
Notemos que el cardinal de I" est4 acotado por

N(N +M) (—(N +2M)2 —(N“;M)z

Més aun, observemos que cada condicién de signo consistente sobre los polinomios de I" de-
termina univocamente el rango de las submatrices F(!)(a),..., F(M(a),CN(a),...,CM)(a),
para cada punto a € k™ que verifica tal condicién de signo (donde k denota alguna clau-
sura algebraica de k).

Asi, si fijamos una condicién de signo consistente sobre I', la eleccién de filas y columnas
de F como en el procedimiento de Mulmuley antes expuesto es la misma para todos los
a € k™ que satisfagan esa condicién de signo. En otras palabras, hay una asignacién
entre el conjunto de las condiciones de signo consistentes sobre I' y el conjunto de ciertas
submatrices de F' de rango a lo sumo s tales que para cualquier punto a que verifica
una condicién fija de signo, su submatriz asociada es inversible cuando se evalia en «.
Pensemos ahora en la computacién de este procedimiento. Como los polinomios a_‘;. y b

se pueden evaluar mediante un slp de tamaino ((N + M)L)°()) (mediante el algoritmo

+1)+M(N+M)( +1) = (N + M)°0),
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de Berkowitz), interpolando en la variable A (c.f. (48] 6 subrutina A), obtenemos los
polinomios de I' también mediante un slp de tamafio ((N + M)L)°1). Luego, compu-
tando todas las condiciones de signo consistentes sobre I' por medio del algoritmo en [19]
obtenemos ciertas submatrices distinguidas de F'. Tomando en cuenta el cardinal de T,
los grados de sus elementos y el costo de calcularlos , estas submatrices se pueden obtener
en tiempo LOW((N + M)D)°™ . Como la cantidad de condiciones de signo consistentes
estd acotada por ((N + M)®D)™ (ver [32]), la cantidad de submatrices se puede acotar
por el mismo nimero.

Tomamos los polinomios dy,...,8g como los determinantes de las submatrices asociadas
de tamano s X s.

Falta verificar que estos &y,...,d¢g satisfacen lo pedido. Observemos que, si F es uni-
modular, la matriz en k¥*M obtenida por evaluacién en un punto arbitrario o € k"
tiene también rango s independientemente del punto a. En otras palabras, rk(F) =
tk(F(M) (@) = tk(C™)(a)) = s para todo a € k™ (esto es consecuencia del Nullstellen-
satz y de la definicién de unimodular). Por lo tanto, como cada punto a € k" satisface
alguna condicién de signo, la submatriz asociada debe tener tamano s X s y su determi-
nante debe ser no nulo luego de la evaluacién en «; entonces los polinomios dy,...,dQ
generan el anillo de polinomios k[z),...,z,). La reciproca es obvia.

Por ultimo, para chequear la unimodularidad de F, es suficiente calcular los polinomios
d1,...,0¢q y verificar si generan el anillo k[zy,...,z,] por medio del Nullstellensatz efec-
tivo. Este procedimiento no incrementa significativamente las complejidades previamente
obtenidas. m

Como una consecuencia ficil de este lema podemos describir un test efectivo para decidir
siun k[z],...,z,]-médulo finitamente generado dado por generadores y relaciones es libre
o no. Este método mejora los resultados previos sobre este problema, al menos desde el
punto de vista de la complejidad. (ver también [42])

Definicién 3 Sea P un k[zi,...,Ts)-mddulo finitamente generado. Una matriz F €
k[z1,...,z2)V*M se llama una matriz de presentacidn para P si exziste un morfismo
suryectivo

@ k[z,...,z )M > P

tal que las filas de F son un sistema de generadores para el nicleo de .

Tenemos el siguiente resultado (ver también Corolario 29):

Proposicién 4 Sea P un k[zy,...,zs) -mddulo finitamente generado y sea F € k[zy,...,z,)V*M
una matriz de presentacion para P. Sea D una cota superior para los grados de las
entradas de F y L, para el tamanio del slp que las computa. Entonces eziste un al-

goritmo bien paralelizable que decide si P es libre o no que corre en tiempo secuencial
(N + M)D)°P(m o)

Dem.- Consideremos la siguiente sucesién exacta

0 — Ker (@) = k[z1,...,2,)M = P 2 0.
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Por el Teorema de Quillen-Suslin, sobre el anillo de polinomios es equivalente ser libre a ser

proyectivo (es decir, sumando directo de un médulo libre). Entonces P es k[zy,...,Zn]-
libre si y sélo si la sucesién anterior se parte. Esto es que Ker (p) es un sumando directo

de k[z1,...,Z,)M . En este caso, P® Ker (p) ~ k[zy,...,z,)M.

Por lo tanto, es suficiente decidir si Ker (¢) = Im(F*) es un sumando directo de k[zy,...,zn)™

4, equivalentemente, la unimodularidad de la matriz F. m

H.- Un cambio lineal de coordenadas

Sea F una matriz polinomial de tamafio N x M y rango s cuyas entradas son polinomios
de grados acotados por una constante D dados por un slp de tamafio L. Siguiendo el
algoritmo de Mulmuley mencionado en la Subrutina B item 3 es posible obtener, en tiempo
(LIN+M ))O(l), una submatriz no singular de tamaio s x s de F cuyo determinante
u € k[z1,...,zn] puede ser evaluado mediante un slp de tamafo (sL)O(l) .

En lo que sigue, por razones técnicas, necesitaremos que el polinomio p sea mdnico
en todas las variables zi,...,z,. Mds precisamente, si § := deg(u) necesitamos que
p=oz{+ -+ anzl + @ donde a@y,...,an €k, @ #0Vj =1,....ny § €
k(z1,...,zq] tiene grado a lo sumo § — 1. Esto se puede conseguir haciendo un cambio
lineal de coordenadas en el anillo de base k[z1,...,z,] como sigue: sea pg la compo-
nente homogénea de p de maximo grado K < sD; este polinomio homogéneo pgi se
puede computar a partir de la matriz F' por medio de un algoritmo que corre en tiempo
secuencial (Ln(N + M)D)O(l) , cuyo output es un slp de tamafo ((sL)O(l) + n) (sD)O(l)
que evalia py (ver Subrutina A). Es suficiente exhibir un cambio lineal de coordenadas
haciendo px moénico en todas las variables.

Para esto, consideremos n?2
es claro que el polinomio G no es el polinomio nulo en las n? variables, su grado es
n(K +1) < n(sD + 1) y puede ser evaluado por un slp de tamaifio (LnsD)°(1),

Del Teorema de las correct test sequences mencionado en la seccién II1.1, sabemos que exis-
te un subconjunto Q C k™, de cardinal 6 ((LnsD)°M) 4 n?) ((LnsD)°M +n?2 +1) =
(LnsD)?()| tal que, para todo polinomio H en n? variables de grado a lo sumo n(sD+1)
y dado por un slp de tamafio a lo sumo (LnsD)9(!), se tiene:

H=0 e H(y)=0Vy€eQ.

Por lo tanto, fijando 7 = (11, -, VIns--+»Ynls---»¥nn) € @ tales que G(y) # 0, las
nuevas variables zj,..., 2z, estin definidas por medio de las siguientes relaciones:

xj:=ryljzl+-..+’ynjzn ,j=1,...,n-

Este cambio de variables se puede hacer en tiempo (Ln(N + M)D)°0),

Miés aun, si f € k[z),...,2,] estd dado por un slp de tamafo L, su polinomio corres-
pondiente después del cambio de coordenadas puede ser evaluado por un nuevo slp en las
variables zi,...,2z, de tamafio L+ n2.

Observemos que se puede hacer simultdneamente un cambio de coordenadas similar para
una familia finita dada de matrices.
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11.2 Construccion de bases del niicleo y la imagen de la
matriz de una proyeccion

En esta seccidn construiremos bases para la imagen y el nicleo de la matriz de una pro-
yecciéon F € k[zy,...,z,)M*M (i.e. F?=F). El enfoque que abordamos es similar al de
algunos trabajos relacionados con las demostraciones de la ex-conjetura de Serre. Cons-
truiremos bases y sistemas de generadores para localizaciones convenientes del nicleo y la
imagen de F, que luego pegaremos por medio del Nullstellensatz efectivo y de versiones
cuantitativas del Teorema de Vaserstein. En este procedimiento serd clave efectuar las lo-
calizaciones en polinomios en el anillo k[z;,...,Z,—1] (en una variable menos) que luego
seran usadas mediante argumentos recursivos, especializando la ltima variable en 0.

En lo que sigue denotaremos por A := k[zy,...,z,] y por B := k(z1,...,Zn—1]. La matriz
F € k[zy,...,25]M*M serd la matriz de una proyeccién de rango s que llamaremos la
matriz de input. Las entradas de F serdn polinomios de grado total acotado por D,
dados por un slp de tamano L.

Por simplicidad, suponemos que el primer menor principal z de tamafio s X s es ménico
en las variables z,,...,Z,. Es decir, asumimos que se ha efectuado un cambio lineal de
coordenadas como en el algoritmo H para que esto ocurra. El costo en la complejidad y la
variacién de los tamanos de los slp al efectuar este cambio de coordenadas sélo se tendran
en cuenta en los teoremas principales de esta parte (Teorema 21 -construccién de bases
locales- y Teorema 25 -construccién de bases globales-).

I1.2.1 Un k[z,,...,Zn—1]-médulo libre relacionado con la imagen de F
Denotemos por C),...,Ch las columnas de la matriz F' y sea L el k[zy,...,Z,]-médulo
libre generado por las primeras s columnas Cj,...,Cs. Consideramos la sucesién exacta

0=2L—->Im(F)->Q—0 (1)

donde Q :=Im(F)/L.

Notar que @ “mide”la diferencia entre Im(F) y L. Se puede observar también que como
F es una proyeccién, la imagen (y el nicleo) de F son sumandos directos de AM y, por
Quillen-Suslin, son A -libres; asi también como B-mddulos (ain si en este caso no fueran
mas finitamente generados).

Gracias a la regla de Cramer, dado que Cj,...,C, son k(z,...,z,)-linealmente inde-
pendientes y tk F' = s, se tienen las relaciones

pCsti = b1iCr + ... + bsiCs (2)

donde los bj; son polinomios en A univocamente determinados y u es el primer menor
principal de F. En particular u@ = 0. Dado que p se supone moénico en todas las
variables, @ admite una estructura de k[zy,...,Zn—1]-médulo finito generado por las
clases de zEC; con k=0,...,d :=deg(u) -1, i=s+1,...,M.

Mads aun, @ es libre como lo muestra la Proposicién 6.
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Para la demostracién necesitamos el siguiente resultado de (37, Ch. IV, Prop.3.4):
Lema 5 Sea (R,9) un anillo local y sea M un R-mdédulo finitamente presentable. En-
tonces son equivalentes:

1. M es libre

2. existe una sucesion ezacta de R-modulos 0 - K - P+ M — 0 con P proyectivo
tal que el morfismo inducido K/MMK — P/9MP es inyectivo. m

Ahora probamos el resultado sobre Q.
Proposicién 6 Q es un k(z,...,zn—1]-mddulo libre de rango finito.

Dem.- Mostramos que en cada localizacién de B la sucesién (1) sigue siendo exacta.
Para esto alcanza con que, para todo p ideal maximal de B, la sucesién de B/p-espacios
vectoriales

0= L/pL - Im(F)/pIm(F) - Q/pQ — 0

sea exacta.

Para probar nuestra afirmacién es suficiente demostrar que la inyeccién £ — Im(F) de la
sucesion (1) se preserva después de tensorizar por B/g.

Sea w:= ;C) + ... + a;C; un elemento de £N pIm(F). Entonces w puede escribirse
como combinacidn lineal de las columnas Cj,...,Cuy con coeficientes en pA. Tenemos:

alCl+-.-+ascs=w=ﬂlcl+...ﬂMCM

con aj € Ay B; € pA. Multiplicando esta igualdad por x y usando las relaciones que
se deducen de la regla de Cramer (2), obtenemos que

M-s
pej = pfi+ Y PBotibsi

=1
para j=1,...,s, ya que C},...,C, son linealmente independientes.
Considerando esta férmula como una identidad polinomial en B(z,] y comparando coe-
ficientes (recordemos que p es ménico), observamos que los «; pertenecen a pA y que,
entonces, w € pL. Es decir, w=0 en L/pL.
Hemos probado la exactitud de la sucesion.
Asi, Qp resulta libre sobre Bp para cada maximal de B. Por lo tanto, @ es localmente
libre como B-médulo y es finitamente generado; de aqui se deduce que @ es proyectivo.
Por el Teorema de Quillen-Suslin, al ser finitamente generado, resulta que @ es un B-
médulo libre de tipo finito. =

Nuestro objetivo ahora es obtener una matriz de presentacién del B-médulo @ (es decir,
generadores y relaciones). Para esto construimos la aplicacién siguiente:
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Definicién 7 Sea ¢ : B™ — @Q, donde m := (d + 1)(M — s) definida como sigue:
St €0,54+1€1,541s--+»€d,s+1s---1€d—1,M,€d,M €S la base candnica de B™, serd p(ex;) =
zkC;. (Notar que el nicleo de ¢ también es B - libre por Quillen-Suslin.)

En primer lugar, construiremos un sistema de generadores para el nicleo de ¢.

Sea w,...,wp el sistema canénico de generadores de Ker(F). Esto es, los vectores
w; :=e; —C; con i =1,...,M donde {ey,...,epm} es la base canénica de AM | En
particular, sus coordenadas tienen grados acotados por D.

Como p es moénico en la variable z,, podemos calcular la divisién euclidiana de ca-
da coordenada de w; por p en B(z,] (siguiendo la subrutina C), obteniendo vectores
“cociente” g; y “resto” r; en AM | en tiempo M (DsL)°)) de modo que

wj = pugj + ;. (3)

El grado en z, de cada coordenada de r; estd acotado por d, mientras que su grado total
est4 acotado por sD?. Notar que r; puede evaluarse por un slp en tiempo (DsL)°P(M)
Como hay M vectores w;, el tiempo total para calcular los g; y los 7; es M 2(DsL)°M),
Ahora, para cada a:f,rj €AM con j=1,...,M y k=0,...,d calculamos nuevamente
la divisién euclidiana por u

TRT) = Hakj + Tk (4)
donde ry; € AM | degry; = 2(sD)% y deg, 7j < d. Esto se puede computar en tiempo
M?(DsL)°() y cada coordenada se puede evaluar por un slp de tamafio (DsL)°().
Consideramos ahora, para cada vector r4; el vector formado por sus dltimas M — s
coordenadas y lo llamamos V};. Para simplificar la notacién, reemplazamos el multiindice
kj por h=1,...,M(d+1).

Escribiendo los vectores V}, con respecto a la variable z,, tenemos:

Vi=Vip+zaVhy+... +23Vhq

donde cada V}  es un vector en BM=3 que escribiremos

Vik = Vhkst1r-+r VM)

Todos los polinomios Vj ; se pueden obtener por medio de la Subrutina A en tiempo
M?(DsL)°M) y cada uno se puede evaluar por medio de un slp de tamaio (DsL)9(1).
Ademas, se puede ver que:

Proposicién 8 Los vectores (Vao,5+1, VaLs+1s-- s Vhdist1s - - » Vadm1,M, Vaa,m) € BEHDIM=2)
con h=1,...,M(d+ 1), son un sistema de generadores de Ker(yp).

Dem.- Mostremos, primero, que estos vectores pertenecen a Ker(¢p).

Aplicando la definicién de ¢, tenemos

M
O(Va0,041 Vst Vadsttr -2 VM) = O Vaks®hCi= > QniCi.
i,k i=s+1

con Qh',; = Ek Vh'k,,‘::ﬁ.
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Es suficiente ver que Zf‘:_’_ s+1 @niCi € L.
Con las notaciones anteriores Vi = (Qns+1,--.,@n M), ¥ entonces, volviendo atras en las
divisiones euclideanas (3) y (4), existen Py,...,P; € A tales que :

(Pl)'"7PS$Qh,3+1i"‘$Qh,M) =1'51'w+/1-"°

donde t € IN, w € Ker(F) y r € AM.
Ch

Multiplicando a derecha esta identidad por el vector columna : (la traspuesta de

Cm
F), obtenemos :

s M M
ZPiCi + Z Qn;iCi = #ZTiCi,
i=1

=1 i=s+1

ya que w € Ker(F).
Como uC; € L para todo i = 1,...,M, se deduce que ), Q»;C; € L, y, por lo tanto,
los vectores estin en Ker(yp).

Ahora, mostraremos que son un sistema de generadores de Ker(yp).
Sea (go,s+1,91,s41,--->9d,n) un elemento en Ker(yp) C B@+D(M=3) . eg decir que

90,5+1Cs+1 + Q1,641ZnCs1 + - .. + qaMTECy € L.

Escribiendo Q; := )", qk,izf,, para i =38+1,...,M, sabemos que existen P,...,P; € A
tales que

Qs+ICs+1+"'+QMCM=PICI+"'+PsCs-

Esto quiere decir que el vector (—=P,...,—Ps,Qs41,-..,Qn) € AM pertenece a Ker(F),
y entonces, si {wi,...,wnm} es un sistema de generadores de Ker(F) (por ejemplo el
canénico, recordando que F es una proyeccién), existen ay,...ap € A tales que

(_Plv--’—Ps’Qs-l'lv“aQM) =ZaJwJ

Dividiendo los polinomios «; y los w; por p, podemos escribir, para un cierto w € AM

(—'Plv--"—PsaQ3+la"'vQM) =/.l,'w+zﬁ]7']

donde deg, fB; < d y los r; son los definidos en (3).
Repitiendo la divisién (4) obtenemos

(_P1,~--,_P3,Q3+1,-~~,QM) =l»‘w’+zﬂkj7'kj

con ,Bkj €B.
Comparando las ultimas M — s coordenadas, y simplificando la notacién, tenemos que

(QS+1,"',QM) = pv+ Z.Bhvh
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para cierto v € AM—3.
Como fj € B para todo indice h y como deg, Q; y deg, V. son estrictamente menores
que deg, pu, obtenemos que v es cero por la unicidad en el algoritmo de Euclides en el

anillo B[z,]. Entonces

(Qs+15--+, QM) € BV1 + - + BVpp(a41)-

La demostracién termina desarrollando esta identidad en potencias de z,. m

Resumiendo los 1ltimos resultados, obtenemos que:

Proposicién 9 Eziste un sistema de generadores de Ker(p) que se puede construir a
partir de la matriz de input F por medio de un algoritmo con tiempo de complejidad
(MDL)9M | Los coeficientes de los vectores pueden evaluarse mediante un slp de tamario
(DsL)O()

Podemos reenunciar lo obtenido en términos de matrices como sigue:

Lema 10 Eziste una matriz G € B™*P donde m := (M —s)(d+ 1), p:=M({d+1) y
deg (G) < 2(sD)3 tal que Im(G) = Ker(yp). Esta matriz se puede computar a partir de
la matriz de input F en tiempo secuencial (MDL)9() . Las entradas de G se pueden
evaluar mediante un slp de tamafio (DsL)°(),

Dem.- Basta tomar G como la matriz cuyas columnas son los vectores
(Vh,0.3+1a Vh,l.s+1a cevy Vh.d.s+1’ ey Vh,d.M) y para h = 1, ceyp.

En otras palabras, hemos encontrado una matriz cuya traspuesta es una presentacién
del B-médulo Q. Usaremos esta presentacién mdés adelante para calcular presentaciones
locales del A-médulo Im(F).

I1.2.2 Una presentacién para la imagen localizada de F

Usando argumentos elementales basados en la regla de Cramer y en el Lema de Nakayama,
es posible exhibir bases de la imagen y del nicleo de F bajo ciertas localizaciones en
polinomios convenientes en A. Lamentablemente, no sabemos cémo pegar esas bases
locales para obtener una base global. El principal obstdculo para esto parece ser el hecho
de que los polinomios en los que se localiza estan en k[z;,...,2Z,] y noen k(z1,...,Zn-1].
Para evitar este problema, mostraremos presentaciones alternativas para la imagen de
F bajo localizaciones de polinomios en B, para poder, alli, aplicar métodos recursivos
inspirados en resultados de Vaserstein .

Recordamos las notaciones usadas hasta aqui. Denotamos por s al rango de la matriz
de la proyeccién F y por u € A al primer menor principal de tamafio s x s. Luego
del cambio de coordenadas de la subrutina H, p es un polinomio ménico en todas las
variables. Sean d:=degu—-1y m:=(d+1)(M —3s).
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Sea ¢ : B™ = @ := Im(F)/L la aplicacién B-lineal definida en la base canénica por
o(ex;) := z5C;, para k= 0,...,d y i = s+ 1,...,M(donde £ es el A-médulo libre
generado por las primeras s columnas de F, denotadas por Ci,...,Cs) (ver Definicién
7.

Sea G € B™*P ]a matriz construida en la seccién anterior, cuyas columnas son un sistema
de generadores del nicleo de ¢ y sea ¢ < m el rango del B-médulo libre Ker(p). Los
menores de G tamafio g x g generan el anillo B ya que Im(G) = Ker(y) es un sumando
directo de B™. Sus grados estin acotados por 2¢(sD)3 < 2(M — s)(sD)*. Més aun,
podemos calcular un nimero admisible (i.e. simplemente exponencial) de ellos, usando el
procedimiento para eliminar menores superfluos y obtenemos:

Lema 11 Es posible construir menores £,...,£&¢ de tamano q X q de la matriz G tales
que:

e l€ (£la-'~a§l):
o £< ((m+p)S2(sD)*)*~! = (MD)°™,
o deg (&) <2q(sD).

Esto se puede hacer con la matriz F como input en tiempo secuencial (nL)9)(M D)™ y
cada menor &; se puede evaluar por medio de un slp de tamasio (gsDL)°Y) = (MLD)°(V)
[

Desgraciadamente, a pesar de que los polinomios £;,...,& generan el anillo de polino-
mios B, no sabemos cémo construir una base para el A¢-mdédulo localizado Im(F¢) y
necesitaremos refinarlos mediante multiplicaciones convenientes.

Fijemos un menor £ entre los menores de tamafo g x ¢ construidos en el lema previo.
Sin pérdida de generalidad supondremos que £ involucra las primeras ¢ columnas de G,
las que denotaremos por Kj,...,K, (recordar que ¢o(Ki) =... = ¢(K,) =0).

De las m — g filas que no fueron usadas en la construccién del menor £, sean

€ky1,i1r- - - 2 Chm_qiim_q 108 COITEspondientes m —g vectores de la base candnica de B™. Por
simplicidad, denotaremos los vectores e, ;; por u; para j=1,...,m —gq.

Es claro que de este modo {K),...,Kg,u1,...,um—q} €s una base de Bf* ya que el
determinante de la matriz Z de tamafio m x m correspondiente es £ 6 —¢. Observemos
que la matriz Z puede construirse directamente a partir de la matriz G. Entonces,
tenemos

Proposicién 12 Los vectores @(exjij) = T Ci; con j=1,...,m—q forman una base
del B¢ -mddulo Q¢. m

La definicién que sigue nos permitird mostrar una nueva presentacién local para la imagen
de F' que nos servird luego.

Definicién 13 Sea 9 : A™~9** — Im(F) la aplicacion lineal definida por:
o Ylej) = :z:ﬁjC,-,. para j=1,...,m—gq

o Y(ej) =Cj_msqg para j=m-—qg+1,...,m—q+s.
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Observar que v depende de la eleccion del menor €.

Notar que, por la proposicién anterior y la definicién de @Q (ver sucesién exacta (1)),
la localizacién ¢ del morfismo %, resulta suryectiva y que, por lo tanto, Ker (ve) es
un A¢-médulo proyectivo porque Im(F¢) es A¢-libre. (De hecho en la Proposicién 16
mostraremos que mas aun, es libre).

Ahora, vamos a estudiar mds en detalle la estructura del morfismo %¢. Estudiaremos, en
primer lugar, el nicleo de este morfismo.

Consideremos los vectores zF1C;,, .. ,:vf,"‘"’Cgm_q, C,..., Cs.
De la Proposicién 12 y de la definicién del B-médulo @, sabemos que, para cada indice
£,¢=1,...,m— q, existen Unicos ﬁfe),..., ,(,f)_ €By a(t) ,aﬁ" € A¢ tales que
&) k; > 4
—z, gk C Zﬂ() RC,+ > &lc. (5)
=1

En los resultados que siguen nos dedlcaremos a describir con mas precisién las fracciones
30 =6
Bi”y &

Proposicién 14 Ezisten polinomios ﬂj(-t) €B, j=1,....,m—gq, con grados totales
acotados por 2(M — s)(sD)* tales que, para cada indice j se tiene
(©
5o _ P
7 £

Estos polinomios se pueden construir a partir de la matriz de input F' por medio de un
algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)°((MD)O™ y pueden ser evaluados por
uns slp de tamafsio (LM D)),

Dem.- Supongamos primero que k; < d. Tenemos entonces que — 1'Hc‘C,t = —l(e)
para un cierto vector e de la base canénica de B™ (ver Definicién 7).
Por otro lado, podemos escribir univocamente en Bg‘:

A1
Am
A1
y, por lo tanto, : =-Z"lee B.
Am

De este modo, aplicando ¢ obtenemos

~znp(ue) = —zh Gy, = —p(e) = Z Ag+io(u;)

(recordar que ¢(K;) =0 para todo ! y que p(u;) = z,/C;;).
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Asi en (5) tenemos que E;e) = Ag4j, paratodo j=1,...,m—gq.
En particular, los Ag4; son los dltimos m — g coeficientes de la matriz columna —Z —le.
Como Z pertenece a B™*™ y det(Z) = ££ podemos escribir

o= @
Bmxm

donde los ﬂJ(-t) pueden calcularse como determinantes de matrices apropiadas en
(mediante la regla de Cramer y la subrutina B). Tomando en cuenta el tiempo de com-

plejidad para construir la matriz Z, los polinomios ﬁj(-t) pueden computarse en tiempo

(nL)°)(MD)°™ vy se pueden evaluar por un slp de tamafo (LM D)),
Para el caso k¢ = d, en lugar de —z}**C;,, podemos escribir (z3+! — u)C;, (ya que sus

clases son iguales en Q) y la construccién se desarrolla de manera similar.
Las cotas de grado para los polinomios ,BJ(-e) se siguen de manera directa. =

Veremos en la proposicion siguiente un estudio similar para los polinomios ag- )

Proposicion 15 Ezisten polinomios ag-e) €A j=1,...,m—gq, con grados totales
acotados por 4(M — s)(sD)*, tales que para cada indice j tenemos
<

a
GO = 1

7 £
Estos polinomios se pueden construir a partir de la matriz de input F mediante un algo-

ritmo que corre en tiempo secuencial (nL)°M(M D)™ y pueden ser evaluados por un
slp de tamaro (MLD)OM) .

Dem.- En primer lugar, mostremos que 555-[) pertenece a A.
Reescribiendo la férmula (5) y usando la proposicién anterior, existen Qi,...,Qp—-s €
Beg(zn] tales que vale la igualdad

S
~(&
QCop1+ -+ Qu-,Cu =Y & C;
=1
en Aé"’ y que £Q; son polinomios en A de grados acotados por d + 4(M — s)(sD)* para
todol=1,...,M —s.
Por otro lado, como las primeras s columnas de F son linealmente independientes y el
rango de F es s, los vectores columna pCjyy,...,uCh se pueden escribir como combi-

naciones A-lineales de las columnas Cj,...,C,, mediante la regla de Cramer, es decir,
S b .
C_9+[ = E LCr ) (8)
r=1 K

para ciertos b € A,con 1 <r<sy 1<I<M-s.
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Entonces, tenemos,

d s
b by M—
QuCar1 + -+ +Qu-sCr = Q1Y 0+ 4 Qums Y 22,
r=1 # r=1 K
Como Cj,...,Cs son k(z1,...,Z5)-linealmente independientes deducimos que
agt) = 21_ tlQl
L

paratodo i =1,...,s

Sea h el minimo exponente tal que §h62,(£) € A (h existe porque &E‘) € A¢). Como
£Qq € A para todo [, y los polinomios x y £ son coprimos (porque u es moénico en todas
las variables y £ pertenece a B), deducimos que h < 1, y entonces

M-s
¢al? e y o divide a € byQenA. (9)
=1

© .= {a(z) procedemos como sigue:

De esta manera, para construir los polinomios a;

e Reescribiendo —¢ a:f{“ Z qﬂ(t) a:n’ Ci; como una combinacién A-—lineal de

las 1ltimas columnas C,.H, CM obtenemos los polinomios £Q,...,£QM—-s €n

A; estos polinomios pueden eva.lua.rse mediante un slp de tamafio (DLM )0(1) y sus
grados estan acotados por 2(M — s) (sD)* +sD — 1.

e Reescribiendo pCsqi,...,uCp en términos de las primeras columnas Ci,...,Cs
como en la relacién (8), usando la regla de Cramer y la subrutina B, obtenemos los
polinomios b; € A,1 <1 < 8,1 <1 < M - s de grados acotados por sD; estos

o)
polinomios pueden ser evaluados por un slp de tamafio (sL)

e De los items previos calculamos Z, 1’ bu€Q: y luego obtenemos uag) Siguiendo

las estimaciones anteriores estos polinomios pueden evaluarse mediante un slp de
tamafio (DLM )O(1 y sus grados estdn acotados por 2(M — s) (sD)* +2sD — 2.

¢ Finalmente, para obtener ag) efectuamos la divisién euclideana de pa() por

con respecto a T, como en la subrutina C (recordar que p es mdnico en todas las
variables).

El tiempo de complejidad de este procedimiento depende esencialmente de la construccién
de los polinomios ﬂJ(.t) y por lo tanto es del mismo orden que el establecido en la proposicién
previa. m

Mas aun, a partir de las construcciones anteriores podemos conseguir una base del nicleo
de ¢ (ver Definicién (13)) como sigue:
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Proposicién 16 Sea U € Agm_q) X(m=4+9) 13 matriz cuya £-ésima fila es el vector

ﬁ & i‘) &) + zne
£ IRRES) { ) § [RRRN £ n€e
(e¢ es el £-ésimo vector de la base candnica de A™ 9%%). Entonces U es una matriz
unimodular en A¢ (i.e. los menores de tamasio (m — q) x (m — q) generan el anillo A¢)
y sus filas son una base de Ker (¢) (en particular Ker (y¢) resulta libre).

La matriz £U € AM—9x(m=4+s) pyuede ser computada a partir de la matriz de input F por
un algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)O(l) (M D)O(") . Mds aun, cada entrada

de £U se puede evaluar por un slp de tamario (LMD)O(I) y deg €U < 4(M — s)(sD)4.

(

Dem.- Sea S C AT 9" el submédulo generado por las fllas de la matriz U. De la
relacién (5) y de las Proposiciones 14 y 15 se deduce que S C Ker(y).

Para ver la otra inclusién, observemos que para todo £ =1,...,m —q y para todo p € A,
existen ¥1,...,Ym—q € B¢ ¥ Ym—g+1s---»Ym—g+s € A¢ (que dependen de £ y de p) tales
que

m-—q+s

pee — E vi€éj € S.
Jj=1

(Esto se puede hacer directamente mediante un argumento recursivo, desarrollando p en

potencias de la variable z, .)
Asisi (p1,...,Pm—g+s) € Ker(3¢) podemos reescribirlo de la siguiente manera

m-—q+s
(Pl,n-,Pm-q+s) =w + Z Yi€j
j=1

donde w € S) My 3Tm—q € BE Y Ym—g+1y---yYm—q+s € AE
Aplicando 3 obtenemos la siguiente identidad en Im(Fg) :

m—q m-—q+s

0= Y %G+ Y iCi-mte (10)

j=1 j=m—q+1

Analizamos esta igualdad, mddulo el A¢-mddulo libre £, generado por las columnas
Ci,...,C;s (ver (1) en la subseccién I1.2.1). De alli se deduce la relacién en Q; :

m-—q E
0 = Yi :L‘nJ Cij ,
j=1
y, como los elementos :cf,j Ci;, j=1,...,m—gq,son una B¢-base de Q¢ (ver Proposicién

12), tenemos y; =0 para j=1,...,m —gq.
De este modo la combinacién lineal (10) se puede reducir a

m—q+s

j=m-—gq+l1
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Como los vectores columna Cj,...,Cs son k(zy,...,Z,)-linealmente independientes tene-
mos también que y; = 0 para j =m-—gqg+1,...,m—g+s. Entonces (p1,...,Pm—q+s) €S
¥, por lo tanto, S = Ker(y).

Mis aun, las filas de la matriz U son una A¢-base de Ker(yp¢) : Im(F¢) es A¢-libre de
rango s con lo que Ker(¢¢) es localmente libre de rango m —gq; como acabamos de ver que
las filas de la matriz U generan Ker(y), por el Lema de Nakayama, son una base de la
localizacién en cada ideal maximal de A y, por ello, son A¢-linealmente independientes.
La unimodularidad de la matriz U se sigue de la descomposicién AE""‘”" ~ Ker(y¢) &
Im(F¢). Las estimaciones de complejidad se siguen de las Proposiciones 14 y 15. m

Observemos que la matriz U corresponde a una presentacién del A;-médulo Im(%).

I1.2.3 Construccion de bases locales para la imagen de F

El resultado principal de esta parte nos permitird construir polinomios apropiados en B
para poder obtener bases para localizaciones de Im(F) mediante cambios de coordenadas
convenientes en A,(E"'_Hs) .

Por simplicidad, siguiendo las notaciones de las Proposiciones 14 y 15, denotaremos por
8] := (ﬁ§e)) y € Bm-0x(m=9) y por [o] := (ag_e)) g € Alm-axs,

Siguiendo [3%', Ch.IV, Lemma 3.12], podremos haCé"l: una primera simplificacién de la

matriz U introducida en la Proposicién 16: se trata de usar divisién con resto entre la
matriz %[a] (formada por las ultimas s columnas de U) y la matriz z,ldm—q + %[ﬂ]
(consistente de las primeras m — ¢ columnas de U') mirando los polinomios con respecto
a la variable z, en la manera obvia:

Proposicién 17 Eziste una matriz C € AM—a+9)x(m=a+3) cyyp determinante es una
potencia de £ (por lo tanto C es inversible como matriz en A,(sm—qﬂ) x(m-q+s) ) y matrices
U, € Am=9x(m=a) [, ¢ Bm=9%s  qye satisfacen los siguientes items:

e UC= (Ul l Uz).
o Uy =£z,ldm—g+[f].

o C, Uy y Uy se pueden obtener a partir de la matriz de input F mediante un
algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)O(l) (M D)O(").

e Las entradas de las matrices C, Uy, y Uz se pueden evaluar mediante un slp de
tamano (MLD)O(I).

e Los grados de las entradas de las matrices C y U, estdn acotados por (M D)O(l) y
los de Uy por 2(M —s)(sD)*.

Dem.- Sea t:=4(M — s) (sD)* la cota superior para los grados totales de las entradas de
la matriz [a]. Del algoritmo de divisién de Euclides, sabemos que existen iinicas matrices
0, - - -,qe—1,7 € B{M=0%3 de modo que se verifica la siguiente férmula:

€ o] = ((zaldm-g + [8]) (qe-125" + -+ + qo) + 1. (11)
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Los coeficientes de las columnas de las matrices qg,...,g:—1,7 son las soluciones de s
sistemas de ecuaciones lineales de tamaio (t+ 1) x (m — q) sobre el anillo B que tienen
la. misma matriz asociada:

fldm_y O 0
[.B] gId(m—q)
0

: [ﬂ] sId(m—q) 0

0 0 (8] Id(m-gq)
La parte no homogénea de cada sistema estd formada por las columnas de las matrices
£tay,. .., E%0, donde [a] = zta; + -+ +ap (cada a; es una matriz en B(™~9)%5); estas
entradas pueden computarse interpolando con respecto a z, los coeficientes de [a] (ver
Subrutina A o [48, Prop. 3.11]). Esto se puede hacer a partir de la matriz de input F
mediante un algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)O(l) (M D)O(") y que evalia
cada entrada con un slp de tamafio (MLD)°(Y.
Como el determinante del sistema es igual a £(™-9¢, usando la regla de Cramer sin divi-
siones, obtenemos (sélo computando determinantes) las entradas de las matrices que no
conocemos £m-dtgy_y,...,Ef(m-atr con las mismas cotas de complejidad que arriba.
Resumiendo, hemos construido dos matrices polinomiales Q € A(M-9%s y R ¢ B(m-a)xs
tales que

g(m—q)t+t+1@ — (znldm—q + @) Q +R
£ £

(donde Q =z} 1(m-at+igy ) + ... 4 £im-alttigy y R := {m-akr),
A partir de éstas construimos la matriz

oo [ Edng  —Q
= 0 g(m—q)t+t+1:[déI

que verifica lo pedido. =

La matriz U puede modificarse mediante otro cambio lineal de coordenadas para obtener
asi una matriz con entradas en localizaciones convenientes de B para poder pasar a una
matriz equivalente poniendo z, — 0. Para esto es 1til considerar la matriz UC de la
Proposicién 17 como una matriz unimodular en k(z,...,Zn—1)[zs] para poder aplicar
el procedimiento de reduccién de Suslin siguiendo [40] y [9]. Desafortunadamente, para
seguir esta estrategia necesitamos construir nuevos polinomios en B que jueguen el rol de
los €’s. Sobre esto tratan los siguientes dos lemas.

Lema 18 Sea V := UC donde U y C son las matrices definidas en las proposiciones 16
y 17 respectivamente. Existen matrices inversibles Ai,...,Ar € k(m=ats)x(m=g+s) cop

T=((M-s) sD)O(l) , tales que: si V) .= VAi,Agi) := det [Vl(i),.. . ,V,Sflq] (el menor
de tamanio (m —q) x (m —q) construido a partir de las primeras m — g columnas de
vy, Ag’) := det [Vl(‘), O 743 1,V('l”l] y ¢ := Res,, (Ag’),Ag')) (la resultante de

m—q- m
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Ag’),Ag’) con respecto a la indeterminada z, ), entonces para cada z € A™"!\{¢ = 0},
eziste un indice 1, 1 < 1 < T, tal que ¢;(z) # 0 (en otras palabras, los polinomios
c1,...,cr generan el anillo By).

Mds aun, estos polinomios, cuyos grados estdn acotados por (M D) , se pueden cons-
truir a partir de la matriz de input F mediante un algoritmo que corre en tiempo secuencial
(nL)O(l) (M D)O(") y se pueden evaluar por un slp de tamasio (MLD)9(W),

o(1)

Dem.- Mostraremos que para cada z € A" !\{¢ = 0} existe una matriz A (que
depende de z) tal que Res,, (A1, A2)(z) # 0. Siguiendo esencialmente la demostracién
de ese resultado, podremos exhibir un procedimiento para encontrar un nimero finito
de matrices A y luego un nimero finito de resultantes que generen B¢. La clave para
la obtencién de esta familia finita es la introduccién de correct test sequences como las
sefialadas en [43, Theorem 26).

Introducimos (m — g + 3)2 nuevas indeterminadas sobre k que denotaremos por y;;, 1 <
l,j <(m—gq+s) ysea Y lamatriz cuadrada de tamafio (m — g+ s) x(m — g+ s) cuyas
entradas son las variables y;;.

Sea zp un punto arbitrario (pero fljo) en A®"!\{¢ = 0} y sea P,, € k[y;] el poli-

]

nomio Resz, (A;,Az)det(Y), donde A; := det [Vll oo Vm_q] es el menor de tamaio

(m — q)x(m — q) construido a partir de las primeras m—gq columnasde V' := V (z9,2,)Y
y Ag:=det [Vl' yeoes V,'n_q_l, V,',,_q +1] es construido analogamente.

Afirmacion.- El polinomio P,; no es el polinomio nulo.

Prueba de la afirmacion: Nos conviene reescribir el polinomio P, haciendo uso de la

conocida férmula de Binet-Cauchy (ver, por ejemplo, [21, Ch.2]). Tenemos:

Ay =det[Vf,..., Vgl =) _ det(Vy) det((*Y"))) (12)
1

Dp = det[V},...,Vim_g_1, Vim—gs1) = D_ det(Vy) det((*Y"))
I

donde I recorre todas las sucesiones (i1,...,%m-q) tales que 1 < 4 < -++ < ipyg <
m —q+ s y escribimos Y’ e Y” para las matrices de tamafio (m —q+ s) x (m — q),
(Y1,---,Ym—g] ¥ Y1,...,Ym—g-1, Ym—q+1] respectivamente.

De la Proposicién 17 se deduce inmediatamente que: m — g = deg,_(det(V1,...,Vm_4]) >
deg, (det(Vr)) para todas las sucesiones de mimeros naturales I = (ij,...,im-¢) con 1 <
1< <imq<m—g+syl#(l,...,m—gq). Notar que, ademds, zg € A"!\{¢ = 0}
y que los coeficientes de det(V},...,V;n_g) con respecto a z, no se anulan al evaluar en
2p.

Asi, observando la férmula 12, se deduce que P,,(Y) = Res;, (A1(20,2Zn,Y’), A2(20,2Zn,Y")).
Supongamos ahora que P, (Y) = 0. Entonces existe p € k[zs,Y] con deg, (p) > 1
tal que p divide a ambos A;(29,Zn,Y’) ¥y A2(20,Zn,Y"”). En particular tenemos que
P € k[zy,Y1,...,Ym—g-1]. Sea h €kz,,Y’] tal que

ph= Ay = det(Vi(z0,2n)) det((*Y')). (13)
I
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Sea I C k[z,][Y’] el ideal generado por todos los determinantes det((*Y’);); Z es un
ideal primo homogéneo (ver (7, Ch.2, Th.2.10]). De (13) vemos que p y h deben ser
homogéneos en Y’ y que degy(p) + degy(h) = m — q. El polinomio p no pertenece al
ideal Z dado que es independiente de Y,_,.

Como A; € T por (13) y Z es primo concluimos que h € Z y que degy:(h) > m—gq. De
este modo, degy:(p) =0, i.e. p €k[z,]. Ahora, nuevamente, en virtud de (13), se tiene
que p divide a todos los det(V(zo0,z,)).

El hecho de que V' es unimodular (Proposiciones 16 y 17) implica que el ideal generado
por todos los polinomios det(Vj(zop,zn)) es trivial en k[z,]. Por lo tanto, p €k, lo que
contradice que deg, (p) > 1. Esto finaliza la prueba de la afirmacién.

Por otra parte, notar que P, tiene grado acotado por (m — q + s)2 y puede ser evaluado
por un slp de tamafno A :=(m —q+ s)o(l) . Es claro que estas estimaciones no dependen
del punto 2z, y entonces, si zo recorre todos los puntos en A" !\{¢ = 0}, obtenemos
una familia infinita F de polinomios en k [y;;] con las mismas cotas superiores para sus
grados y para los tamanos de los slp que los evalian.

Asi (ver Subseccién II.1 o [33]), existe una correct test sequence para F , digamos
Y- sYT € k("“"+3)2, donde T := 6 (A +(m-qg+ 3)2) (/\ +(m—g+s)+ 1) ; en
otras palabras para cada z € A" 1\{£ = 0} existe al menos un 7; tal que P; (y;) # 0. Sea
A; la matriz cuadrada de tamafio (m — g+ s) x (m — g + s) asociada a 7; ; claramente
las matrices A;,..., A verifican el enunciado del lema.

Las cotas de complejidad se siguen de la manera obvia ya que los cémputos sélo involucran
productos de matrices, cdlculo de determinantes e interpolacién con respecto a la variable
Tpn. B

Lema 19 (c¢f. [9, Lemma 4.5]) Sea V :=UC la matriz definida en el Lema 18. Con las
notaciones de ese lema, sea 1 un indice fijo, 1 < i < T . Entonces eziste una matriz
Q; € Am=at9)x(m=a+3) ¢y determinante es una potencia de ¢; (por lo tanto Q; es
una matriz inversible en A.(;,'."—q“)x(m_q“)), tal que VOQ; = ZVE(0) (donde V#)(0)
denota la matriz V) después de la evaluacidn z, — 0).

Esta matriz puede computarse a partir de la matriz de input F mediante un algoritmo
que corre en tiempo secuencial (nL)O(l) (M D)O(") . Las entradas de ); se pueden evaluar
mediante un slp de tamano (MLD)O(I) y sus grados son de orden (M D)9V,

Dem.- Para simplificar la notacién escribiremos W := V) A, := Agi) ,Ag = Ag) y
¢:= ¢;. Dado que c¢ es una resultante, sean g, h € A tales que

C2 = gAl + hA, y deg:cn (g) vdegzn (h‘) < ma‘x{degzn (Al) ’degzn (A2)} <m-—gq.

Estos polinomios se pueden obtener calculando determinantes de la matiz de Sylvester de
0

A1, A, donde alguna columna es reemplazada por la columna : (calculamos una
c
representacién del polinomio ¢? en lugar de la resultante ¢ para evitar divisiones en la

regla de Cramer). Esto puede hacerse a partir del output del algoritmo subyacente al
lema previo, interpolando los polinomios Aj, A; con respecto a z,, obteniendo de esta
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manera las entradas de la matriz de Sylvester. Finalmente computamos los determinantes
mencionados y los tiempos de complejidad no incrementan los obtenidos anteriormente.
Consideremos, ahora, las submatrices de W : By := [Wy,...,Wn_4] € Am=a)x(m=q)
By i= (Wi, .. Wnqo1, Win—qu1] € AM=0X(m=0),

Para cada j, m—q+2<j<m-—gq+ s, tenemos

c? (W;(0) — W;) = (981 + hdsz) (W;(0) — W;) =

= gBjadj (B;) (W;(0) — W;) + hBsadj (B2) (W;(0) — Wj),
donde adj(B;) denota la matriz adjunta de By, | =1,2.
Desarrollando esta identidad obtenemos polinomios gx; € A,1 <k <m—gq+1, tales que
c? (Wj(o) - Wj) = 91jW1 +- 4+ gm—q+1ij—q+1-

Esto vale para todo indice j, m — g+ 2 < j < m—qg+ s. Asi la matriz Q' en
Alm=a+s)x(m=a+3) definida como:

"o Idm-—q+l (gkj)kj
€= ( 0 Ald,—;

verifica:

WQ, = [Wl, ey Wm—q+l, 02 Wm—q+2(0)a RS ] czwm—q+s(0)]‘
Ahora sea © € A(M—at)x(m=g+1) 13 matriz definida por

w1 Win-¢ Wm-g+1 ) ( W1 (0) Wm-q(0) Wm—g+1(0) )

e:=cadj< 0 —h g 0 —h (0) g(0)

Como ¢ no depende de z,, se tiene que det(©) = 3™=9+1), en particular © € SLm—g+1(Ac).
Es facil ver que la matriz © verifica

[Wl’ AR Wrn—q+l] 0= 02[W1 (0),... an—q+1(0)]'

© o0

0 Id,_; ) verifica lo pedido. m

Ahora se puede chequear que la matriz Q := Q' <

De los lemas anteriores podemos mostrar estimaciones locales para el grado de una base de
la imagen de F'. Enfatizamos en el hecho de que los polinomios que usamos para localizar
sélo involucran las variables z1,...,Zpn—1 :

Lema 20 Eziste un algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)O(l) (M D)O(") a partir
de la matriz de input F, que computa polinomios m,...,my € B tales que

e 1€ (m,...,7H),
o degm; = (MD)°W,
« H=(MD)°®,

30



e cada m; puede ser evaluado por un slp de tamario (M LD)oM),

Mids aun, para cada j =1,...,H, el algoritmo computa una base de Im(F,,J.) formada por
vectores polinomiales de grados de orden (MD)W cuyas coordenadas pueden evaluarse
mediante un slp de tamasio (MLD)°(),

Dem.- El algoritmo construye los polinomios 7; como sigue: primero, sea G la matriz
definida en el Lema 10 y sean ¢,...,§ € B los menores de tamafio ¢ x ¢ de G como en
el Lema 11; para cada &, sean cgk), ces ,o(I’f ) € B los polinomios construidos en el Lema

18 para el caso £ := £ . Las cantidades | y T son de orden (MD)O(") y (MD)O(I)

respectivamente. Dado que los polinomios £;,...,& generan el anillo B y cgk),... ,c,gf )

generan el anilllo By, , inferimos que los polinomios ({kcgk) )k _ generan todo el anillo B.
1

Fijemos los indices k,7 y sean C, A; y §; las matrices definidas en la Proposicién 17,
en el Lema 18 y en el Lema 19 respectivamente (para £ :=§ry ¢ := c,(.k) ).

Como 2V (0) = VO)Q; = U (CA;Q;) y las filas de U forman una base de Ker (1f¢) (ver
Proposicién 16), las filas de V{)(0) forman una base de Ker (Yec;) luego del cambio lineal
de coordenadas en Ag’:_qﬂ) dado por la matriz ¢; 2 (CA;Q).

Dado que V) (0) es Bg; -unimodular (porque U es Ag, -unimodular) sus menores de
tamafo (m —gq) x (m —q) generan el anillo Bg,. A través del Lema 2, podemos construir
efectivamente en tiempo admisible, menores y;,...,ug donde Q = (MD)O("'I) Y Bee, =
(k1,-..,1Q) (el hecho de que en este caso el anillo es una localizacién conveniente de B
en lugar de un anillo de polinomios como en el Lema 2 no provoca inconvenientes ya que
la enumeracién de las celdas no vacias se puede hacer de manera similar fuera de una
hipersuperficie; en este caso es suficiente agregar la condicién {€c¢; # 0}). Los grados de
estos menores son claramente de orden (M D)°(1),

Observamos que para cada menor u, es facil computar una base de la imagen de la
aplicacién 1 localizada en el polinomios p,fc; : es suficiente tomar la imagen por %
de aquellas filas de adj(CA;£;) correspondientes a aquellas columnas de V) (0) que no
fueron consideradas en la construccién de y, .

Tomamos los polinomios m; como los polinomios uuﬁkcgk) donde 1<k<1!,1<:<T
y 1 < u < Q. Observemos que se tiene la cantidad de (M D)°™ polinomios mj Y que
generan el anillo B.

De este modo obtenemos una base para la imagen de F localizada en m;, cuyos elementos
tienen grados acotados por (M D)°(1),

Los enunciados sobre complejidad se siguen de las construcciones previas de la manera
natural. m

I1.2.4 Pegado de bases

En esta parte exhibiremos un procedimiento que nos permitird pegar las bases locales cons-
truidas en el Lema 20. Nuestro enfoque hara uso, con algunas adaptaciones, de las técnicas
locales-globales de Vaserstein (ver, por ejemplo, [37, Ch.IV, Th.1.18.]). Remarcamos que,
en este punto, es crucial que los polinomios en los que vamos a localizar 7; pertenezcan
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al anillo B para obtener un procedimiento recursivo (como en las demostraciones clasicas
de la conjetura de Serre, ver [40] o [37]).

Por razones técnicas necesitamos bases de Im(F) y Ker(F) bajo localizaciones en ele-
mentos del anillo B; dado que Ker(F) = Im(Idys — F), esto puede hacerse aplicando el
Lema 20 para las matrices F y Idys — F simultineamente:

O(n)

Teorema 21 Eziste un algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)O(l) (MD) a

partir de la matriz de input F, que computa los polinomios my,...,my € B tales que
e 1€ (m,...,my),

degm; = (MD)°W),

e H=(MD)°®,

cada m; puede ser evaluado por un slp de tamanio (M LD)O(I).

Mads aun, para cada j = 1,...,H el algoritmo computa bases de Im (Fy;) y Im ((Id - F)ﬂj)

(y por lo tanto también una base de Ker(Fy,)) ) formadas por vectores polinomiales de gra-
dos (MD)°W) cuyas coordenadas pueden evaluarse mediante un slp de tamario (M LD)°(V),

Dem.- Como hemos observado en la subrutina H, podemos hacer el mismo cambio de
coordenadas para ambas matrices, F y Id— F, y asi obtener menores principales ménicos
en todas las variables z,,...,z, (este es un punto esencial porque el procedimiento cons-
truido en los pasos anteriores es, en algin sentido, un proceso de eliminacién de la variable
Tn ). Asipodemos aplicar el Lema 20 a las matrices F' y Id—F, obteniendo polinomios 7;
y ;. Tomamos los polinomios del teorema como todos los productos m;m;. Claramente,
esto no incrementa el orden de las consideraciones sobre complejidad. =

El siguiente resultado muestra una equivalencia explicita local sobre B entre las matrices
F y F(0) (recordar que F (0) denota la matriz obtenida reemplazando la variable z,
por 0 en todas las entradas de F').

Lema 22 Eriste un algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)O(l) (M D)O(") Y que
computa, a partir de la matriz de input F, polinomios 6,,...,6y € B y matrices P,..., Py,
Q1,...,Qy € AM*M  donde H = (MD)O™), tales que

le (61,... ,6”) ] degéj = (MD)O(I)

det(P;) = det(Q;) = 6;-”, j=1,...,H (en particular las matrices P; y Q; son
inversibles en Aj;) y los grados de sus entradas son de orden (M D)o,

82F = P;F (0) Q.

cada §;y cada entrada de las matrices P; y Q; pueden ser evaluadas por un slp de
tamasio (MLD)OW),
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Dem.- Para cada indice j como en el Teorema 21, sean {vy,...,vs} ¥y {vs+1,...,vm} las
bases de Im(Fy;) y Ker(Fy;) construidas alli. Como F es la matriz de una proyeccion,
Bj := {v1,...,s5,Vs41,--.,VM} €5 una base de A,’}f. Denotemos por W; la matriz cuyas
columnas son los vectores vy,...,vp; definimos §; := det(W;).

Como la matriz W; es inversible en Ar;, el polinomio J; es un divisor de una potencia de
m; , asi 8; pertenece a B y la familia §;,...,0y genera el anillo B (ya que 7y,...,7Ty
tenian esas propiedades).

Definimos, para cada indice j, matrices P; := adj(W;)W;(0) y Q; := adj(W;(0))W;.
Claramente, los polinomios §; y las matrices P; y Q; se pueden obtener directamente
como output del algoritmo subyacente en el Teorema 21 y obtenemos asf las estimaciones
para la complejidad enunciadas.

Para terminar la demostracién del lema, queda sélo demostrar la validez del tercer item.
Para esto, observemos que se tienen las siguientes relaciones:

5;F = adj(W;) ( P ) W, (14)
y
57 0) = aiow; ) (' 9 ) w50 (15)

De (15) tenemos que

5( % 0 ) =W O F ©adiw; 0).

Entonces, multiplicando la identidad (14) por 4; y reemplazando §; ( Ig’ 8 ) por medio

de la tdltima relacidn, se sigue el resultado. m

Ahora, haremos uso del argumento de Vaserstein (ver [37, Ch.IV, Th.1.18.]) para “pe-
gar”las matrices Pj’s y Q;’s.

Lema 23 Eziste un algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)O(l) (M D)O(") que
computa, a partir de la matriz de input F, dos matrices inversibles P € AM*M 4 Q ¢
AM*XM toles que F = PF(0)Q. Las entradas de estas matrices tienen grado de orden
(MD)O™ y pueden ser evaluadas por un slp de tamatio (nL)O(l) (M D)O(") .

Dem.- Fijemos un indice j, j =1,...,H, y sea y una nueva variable. Con las notaciones
del lema previo, consideremos las matrices con entradas en Ag;[y] :

P; P; -1 N -1 .
Tj:= 52 (zn +6}"y) (5—’) y Aji= (%) %(mn +8My),
J J 7 J

donde &(a:n + JJM y) denota la matriz = después de la evaluacién z, — z, + My y de

& &;
manera similar para %(a:n + 6;" y).
]
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Comenzamos mostrando que estas matrices estin en Afy]M*M,
Sea pg-k'l) € A la (k,!)-entrada de la matriz P;; podemos escribir

Py (@n +81y) = o + 6150 ), (16)

donde "g-k’l)(y) es un polinomio en Afy]. Denotamos por ﬁj(y) € Aly)M*M la matriz
().
J k,l

Como 6;“ es el determinante de P;, tenemos que
Pj)“ (PJ) adj(P;)
3. = adj M-1
( 6.7 6] 51'

Tj = Idy + Pj(y)adj(P;) € Aly]M*M.

1_B (5

El mismo razonamiento aplicado a la matriz I';" = 5\

3 3

ésta pertenece a Aly , ¥, entonces, I'; es una matriz inversible en Afy
De manera similar se ve que A; se puede descomponer como

A; = Idy + 2dj(Q;)Q;(y)

donde é] (y) es una matriz adecuada en A[y]M*M |y también que A; es una matriz
inversible en A[y]M*M .
Para computar las matrices I'; y A;, es suficiente obtener matrices P] y QJ : sea z

y, por lo tanto,

-1
) (zn + 6_;“ y) muestra que

MxM ]MxM‘

una nueva indeterminada y consideremos los polinomios p( l)(a:n + z) — jk B e Alz].
Claramente, estos nuevos polinomios pueden computarse con la misma complejidad que
la matriz P;; mds aun, interpolando con respecto a la variable z, podemos obtener poli-

nomios 71,...,7¢ en A (donde d:= deg,, (Pf,'k't)) = (MD)°()), tales que
d .
pg-k’l)(.'z: +2) - (k D= Zr,-z’
i=1

Asi, de la relacién (16), el polinomio pJ (y) se puede computar evaluando la relacién

d . .

previa en z — JJM y (de hecho p '"(k l) =5 r JM"M y*). Andlogamente computamos la
i=1

matriz Q; .

Ahora procedemos a la construccién de las matrices P y Q.

Del Lema 22, reemplazando z, por z, + JJM y tenemos :

B (@n+ 6My) F(0) Y

F(zn+6My) = 6—1 6—’(:1:,, +8My)

para j =1,...,H. Y entonces, como F(0) = (ﬁ>

7 (QJ) (otra vez por Lema
i

o
22), obtenemos
F(zn +6y) =T;FA; (17)
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para todo j.

Dado que 1 € (6M,...,6¥) (ya que por Lema 22, 1 € (éy,...,0y)), aplicando el
Nullstellensatz efectivo (ver Subrutina D o [26, Th.20]), se tiene en tiempo secuencial
LOW (M D)°™ yn slp de tamafio LOW) (M D)°™ | que evaltia los polinomios ay, ..., ay €
z,B que verifican:

Th=a18 +---+apgdlf y  deg aj = (MD)O(") Vj.

H-1
Considerando la identidad (17) para j := H y reemplazando z, — z aqég" y y—ay,
q=1
se tiene :
H-1 H-1 H-1
F = PH(Z aqéy,ay) F(Z aqééw) AH(Z aqééw,ay).
q=1 q=1 q=1
H-2
Aplicando una vez mas la férmula (17), con j := H — 1, y reemplazando z, — Z anM
q=1
y y+— ay_1, se tiene
H-1 H-2 H-2 H-2
FO) ogf)) =Tu_1()” 0gb¥,an-1) F(O_ 0gb)) Au_1()_ 0gM,an_1),
q=1 q=1 q=1 q=1
y entonces F se puede escribir como:
H-1 H-2 H-2 H-2 H-1
Ta() agd),an)Ta_1() o) an_1) F()_ agbd) Ag_a(d agd) o)A (D agd), an).
q=1 g=1 g=1 q=1 q=1
Asi, obtenemos para todo indice u, u=0,...,j, donde 5 =1,...,H, la relacién :
7 H-u-1 H-j 7 H—-u-1
u=0 q=1 g=1 u=0 =1
En particular, para j = H:
H H-u-1 H H-u-1
F= [[ITa-ul 3 e an-u)] FO) [[]An-ul Y ool an-u)|-
u=0 q=1 u=0 q=1
Podemos entonces tomar
H H-u-1 H H-u-1
P:= H | | Z anf,",aH-u) y Q:= H Ay Z aqé.’f,an-u)-
u=0 g=1 u=0 g=1

Las cotas de complejidad se siguen directamente del cémputo de las matrices I'; y A; y
de los polinomios a}s. =
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Observando que F(0) estd en las mismas condiciones que F (es decir, es una proyeccién,
los sistemas de generadores del nicleo y la imagen se obtienen poniendo z, = 0, se puede
evaluar por un slp del mismo tamaifio, etc.), aplicamos el mismo argumento de manera
recursiva en el nimero de variables y se deduce :

Corolario 24 Eziste un algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)O(l) (M D)O(”)
a partir de la matriz de input F que computa dos matrices inversibles P € AM*M
Q € AMXM iles que F = PF(0,...,0)Q. Cada entrada de estas matrices tiene grado
de orden (M D)%™ y puede ser evaluada por un slp de tamasio (nL)O(l) (M D)O("). [

Ahora, estamos en condiciones de probar el resultado principal. Subrayamos que las
estimaciones para la complejidad (un poco peores que las anteriores) involucran ahora
también el computo de un cambio lineal de coordenadas conveniente que hace que el
menor u resulte ménico en todas las variables (ver subrutina H).

Teorema 25 Sea F € k[zy,... ,a:,,]M XM una matriz polinomial correspondiente a una

proyeccion lineal (i.e. F? = F) tal que sus entradas son polinomios de grados acotados
por un entero D y estin dadas por un slp de tamario L. Entonces existe un algoritmo
bien paralelizable que corre en tiempo secuencial (nL)O(l) (M D)O(") que computa dos

subconjuntos de k[:z:l,...,:z:n]M {v1,.. .5} ¥ {vst1,.-., UM} tales que:
1. {v1,...,um} es una base de k[a:l,...,a:ﬂ]M.
2. {v1,...,vs} es una base de Im (F) y {vs31,...,9Mm} es una base de Ker (F).

8. Las coordenadas de los vectores v; son polinomios de grados acotados por (M D)°™
y estdn dadas por un slp de tamafio (nL)O(l) (M D)O(") .

Dem.- Por medio de procedimientos elementales de dlgebra lineal sobre el cuerpo k, es
facil construir una base {w,...,wp} de kM cuyos primeros s vectores son una base de
la imagen de la matriz F (0,...,0) y los restantes, una base de su niicleo (observemos que
la matriz F(0,...,0) € kM*M también corresponde a la matriz de una proyeccién).

Entonces, del Cororlario 24, tomamos vy, ...,vs como los vectores Pwy,...,Pws ¥y V541, ..

como los vectores Q lwgyq,...,Q lwy.
Las estimaciones para los grados y los tiempos de complejidad se siguen inmediatamente
del Cororlario 24 y del cambio lineal de coordenadas descripto en la Seccién 11.1.1. =

I1.3 El caso de una matriz unimodular

En esta seccién vamos a dar algunas indicaciones para obtener un resultado similar al del
ultimo teorema de la seccidn anterior para el caso mas general de una matriz polinomial
unimodular (ver Definicién 1). No describiremos en detalle los algoritmos para computar
bases del nucleo y la imagen de una matriz unimodular porque son casi los mismos que
usamos para el caso de la matriz de una proyeccién; de todas maneras, las cotas de
complejidad son peores, aunque siguen siendo simplemente exponenciales.
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El Teorema 25 de la seccién anterior es suficiente para obtener bases para anillos intersec-
cién completa en posicion de Noether como haremos en la Parte IV. A pesar de ello nos
interesa su generalizacién a matrices unimodulares. Esto nos permite arribar a un proce-
dimiento efectivo nuevo para saber si los k[z1,...,Z,)-médulos dados por una matriz de
una presentacién son libres 0 no y en caso afirmativo construir una base (ver Corolario
29).

En esta seccién F denotard una matriz unimodular en k[z,... ,xn]N *M - ge rango s,
cuyas entradas son polinomios de grados acotados por una constante D, dados por un slp
de tamafio L. El anillo de polinomios k (z,...,Z,) serd denotado por A.

La primer diferencia entre el caso unimodular y el caso de una proyeccién, es la construc-
cion de un sistema de generadores para el nucleo de F'; mientras que esto es inmediato
para las matrices de una proyeccidn, requiere un tratamiento mas cuidadoso para el caso
unimodular.

Lema 26 (cf. [1, Corollary 10] o [54, Corollary 2.4.1]) El nicleo de la matriz F pue-
n
de ser generado como A-médulo por (M —s) ((M + N)® D) vectores polinomiales que

pueden ser calculados por un algoritmo que corre en tiempo (nL)°WY ((N + M) D)™,
Las coordenadas de estos vectores son polinomios de grados a lo sumo sD que pueden ser
evaluados por un slp de tamario (sL)O(l).

Dem.- Consideremos los menores de tamafio sxs, di,...,dg como en el Lema 2; entonces
se tiene Q < ((M + N)® D).

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 4; es el primer menor principal; en este
caso las primeras s columnas Cy,...,Cs de la matriz F son linealmente independientes
sobre k(z1,...,Zn), y entonces (por la regla de Cramer) tenemos las relaciones:

610,+i=b{iCl+...+b§,-C,, para 1=1,.... M —s

donde los b}i € A tienen grados acotados por sD y pueden ser computados y evaluados

(por Cramer y la Subrutina B) en tiempo (sL)O(l) .
De esta manera, los vectores

w} == (b;,...,b%,0,...,—61,...,0) ,

donde —4§; aparece en la coordenada s + i, pertenecen al Ker (F).
n
Repitiendo esta construccién para do, ... ,dq , obtenemos una familia F de (M —s) ((M + N)® D)

vectores que estin en el Ker (F).

Afirmamos que esta familia genera el Ker(F).

Para esto es suficiente mostrar que para cualquier ideal maximal 9t C A estos vectores
generan el niicleo de la aplicacién localizada Fyn : AM — AN. Es claro que las columnas
C1,...,Cp generan ImFyy. Por el Lema de Nakayama, dado que ImFyy/MMImFoy es un
espacio vectorial de dimensién s, deducimos que existe una base de ImFy que consiste
en s columnas apropiadas de la matriz F. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que Ci,...,C;s es una Agp-base de ImFyy.

37



Para cada ideal maximal 91, existe algin indice j € {1,...,Q}, tal que §; ¢ M (ya que
1€ (d1,...,6Q)), y entonces, los M —s vectores w;’ son A/91— linealmente independien-
tes en Ker (Fon) /9Ker (For) y por lo tanto son una A/9M-base. Esto significa (gracias
al Lema de Nakayama), que F genera Ker (Fyn). Como esto ocurre para cada maximal,
resulta un resultado global. =

A partir de este punto, las construcciones para una matriz unimodular son mutatis mu-
tandis las mismas que las del caso de una proyeccion hasta el computo de bases para la
imagen de F en ciertas localizaciones en el anillo B := k(z),...,Zn—1] (cf. Secciones
I1.2.1, 11.2.2 y 11.2.3). El crecimiento de los tiempos de complejidad se debe esencial-
mente a la cota simplemente exponencial para la cantidad de elementos en un sistema
de generadores de Ker(F) del Lema 26, que produce un incremento en el tamafio de la
matriz G (ver Lema 11). Resumiendo tenemos el siguiente resultado (analogo al Lema 22
demostrado para matrices de proyecciones):

Lema 27 Eziste un algoritmo que corre en tiempo secuencial (nL)O(l) (M +N) D)O("z)
a partir de la matriz de input F, que computa polinomios m,...,my € B tales que

o 1€ (m,...,mH),

e degmj = ((M + N)D)°W),

e H=((M+N)D)°"),

e cada m; puede ser evaluado por un slp de tamasio ((M + N) LD)°().

Mads aun, para cade j =1,...,H, el algotritmo computa una base de Im (Fy;) formada

por vectores polinomiales de grados (M + N) D)°() cuyas entradas pueden ser evaluadas
por un slp de tamano (M + N)LD)°), u

Ahora, para ejecutar los procedimientos de pegado de bases como en la Seccién 11.2.4
necesitamos también bases localizadas para el nicleo de F (ver Teorema 21); en el caso
de la proyeccién era suficiente aplicar el mismo argumento para la matriz Id — F, pero,
desafortunadamente, en este caso no sabemos cémo hacer esto de una manera directa.
Para sortear este obstdculo, debemos introducir ciertas matrices unimodulares auxiliares
relacionadas y repetir los argumentos de las Secciones I1.2.1, I1.2.2 y I1.2.3 para ellas.
Para la definicién y las propiedades de dichas matrices auxiliares se puede consultar (1,
Definition 14].

Por simplicidad evitaremos la descripcién de esos argumentos que, también, incrementan
las cotas de complejidad.

De este modo se puede obtener un andlogo del Teorema 25 para matrices unimodulares:

Teorema 28 Sea F € k[a:l,...,a:n]N *M  una matriz polinomial unimodular cuyas en-

tradas son polinomios de grados acotados por un entero D y estin dados por un slp de
tamario L. Entonces existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo secuencial

(nL)°M (M + N) D)O("4) computando una base {vy,...,vnp} de k(z1,...,2n]M y una
base {wi,...,wn} de k[z1,...,z4]" tal que:
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1. {wy,...,ws} es una base de Im(F) y {vs41,-..,Um} es una base de Ker (F).

2. Las coordenadas de los vectores de ambas bases son polinomios de grados acotados por
((M + N)D)°®") y estin dados por un slp de tamasio (nL)o(l) ((M + N) D)O("q) .
[

Como corolario de este resultado podemos exhibir un algoritmo que decide si un k(zy,...,zn)-
médulo P finito dado mediante su matriz de presentacion es libre y, en ese caso, computar
una base.

Corolario 29 Sea P un k(zy,...,z,)-mdédulo de tipo finito y F € klzy,...,z,)V*M

una matriz de presentacion para P (ver Definicién 8). Supongamos que las entradas
de la matriz F tienen grados totales acotados por D y estdn dados por un slp de ta-
manio L. Entonces eziste un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo secuencial
(nL)P°M((M + N)D)°™) que decide si P es libre y, en caso afirmativo, computa una
base de P.

Dem.- La parte del algoritmo que decide si P es libre ya fue explicada en la Proposicién
4. Asisi P es libre, la matriz traspuesta F* es unimodular y entonces se puede aplicar el
Teorema 28 y obtener una base wy,...,wy de k[zy,...,Za)M tal que wy,...,w; es una
base de Im(F*). Por lo tanto los vectores ws41,...,wp dan una base de P. Las cotas
de complejidad se siguen directamente. m
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Parte II1
Aspectos cuantitativos de la teoria de
trazas en anillos interseccion completa

Sean k un cuerpo perfecto infinito, k su clausura algebraica , fi,...,fa—r polinomios
en k(zi,...,z,] de grados acotados por un entero d conformando una sucesién regular
y cuyos ceros definen una variedad afin algebraica V C IA%. Denotamos por deg(V) al
grado “set theoretical” de la variedad V' (ver, por ejemplo, (46, Chapter 5] o [32, Definition
1]); la desigualdad de Bezout establece que deg(V) < d*~" (ver [32, Theorem 1]).
Asumimos que las variables z,,...,z, estin en posicién de Noether con respecto a los poli-
nomios f;; més precisamente, la aplicacién natural k[zy,...,z,] = k(z1,...,Za)/(f1,- .-, fa=r)
es un morfismo entero e inyectivo.

Escribimos R := k[zy,...,2z,] y S := k[z1,...,Zn]/(f1,---, fa-r). Para cada polinomio
f en k[zy,...,z,] denotamos por f asuclaseen S.

Se sabe que bajo estas hipétesis el anillo S es un R-mddulo libre de rango finito (ver,
por ejemplo, {17, Corollary 18.17] o [27, Lemma 3.3.1]).

Uno de los objetivos de esta parte es construir una traza para anillos interseccién completa
y demostrar sus propiedades elementales. Para una visién mds general de la teoria de
dualidad, pero no constructiva, se puede ver [38]. Para un tratamiento desde el punto de
vista de residuos complejos se puede ver por ejemplo [13], [31] o [16].

Con las notaciones y las suposiciones de arriba, consideramos al anillo S como una R-
dlgebra y denotamos por S* al espacio dual Hompg(S, R). El R-médulo S* admite una
estructura natural de S-mdédulo de la siguiente manera: para cada par (b,8) en S x S*
el producto b.8 es la aplicacién R-lineal de S* definida por (b.8)(s) := B(bs), para cada
sen S.

Nuestras suposiciones sobre R y S nos permitirdn mostrar en el Teorema 35 que los
S-médulos S y S* son isomorfos y por lo tanto que S* puede ser generado por un solo
elemento. Un generador o de S* se llamard una traza de S sobre R.

Bajo nuestras hipétesis tenemos la propiedad adicional de que S es un R-médulo libre
finito cuyo rango serd denotado por N . Fijemos por un momento una base de este médulo;
cada elemento b € S define, por multiplicacién, una matriz cuadrada M, € RV*V . Si
denotamos por traza(M,) a la traza de la matriz de M,, la aplicacién b — traza(M,)
define (independientemente de la base de S) un elemento de S* llamado la traza usual y
denotado por Tr.

Desafortunadamente la traza usual que es simple de calcular (ver [27]) no es siempre un
generador de S* (en otras palabras, la traza usual no es necesariamente una traza).
Vamos a ver que bajo nuestras hipdtesis siempre podemos construir una traza. Nuestro
enfoque es bastante similar al de [16] reinterpretando las herramientas de residuos comple-
jos desde el punto de vista de la dualidad algebraica. Como una consecuencia, obtenemos
resultados andlogos sin restricciones en la caracteristica del cuerpo de base (Teorema 35).
Por otro lado, también generalizamos los resultados cuantitativos de [50] (Teorema 46) sin
pedir que el ideal (fy,..., fn—r) sea radical.
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I11.1 Existencia de trazas

Es conocida la traza (de Tate) para anillos de polinomios en una variable. Siguiendo [16],
la estrategia serd reemplazar la sucesion regular fy,..., fn—r porotra g,...,gn—r, donde
cada polinomio g; estd en R[z,4:]N(f1,..-, fa—r). En esta situacién usaremos la “traza
de Tate”en una variable (ver Proposicién 33), y luego, tensorizando, obtendremos una
traza o' de S’ := k[z1,...,24])/(91,--,9n—r) Sobre R.

Finalmente, reescribiendo los polinomios g; como combinaciones lineales de los f; me-
diante el uso de polinomios de grados acotados, estamos en condiciones de construir una
traza o para S a partir de ¢’ y de alli estimar cotas de grado.

Para hacer una prueba completa, necesitamos un teorema de Wiebe que relaciona los trans-
portadores de dos sucesiones regulares. La lectura de esta demostracién puede omitirse
para seguir mds facilmente la construccién explicita de las trazas ya que sélo haremos
uso del enunciado del Teorema 32 (Teorema de Wiebe para polinomios) pero no de su
demostracidn.

II1.1.1 Teorema de Wiebe

Sea @ un anillo local con fi,..., fn—r sucesién regular en O. Sea g;,...,g9n—r oOtra

sucesién regular tal que (g1,-..,9n-r) C (f1,.-., fn—r). Supongamos que, para cada 1 <
n—r

1 < n-—r, se tiene la escritura g; = Z a;jf; con a;; € 0.
=

Llamamos pget(q;;) al morfismo O -lineal

Hdet(ay;) O/(fu,---s fn-r) = O/ (g1, -1 9n—1)

que consiste en multiplicar por det(a;;).
La prueba de la buena definicién del morfismo es sencilla. Sean f,h € O tales que
f—h € (fi,.--, fa-r). Podemos escribir f — h = 3 bifx. Queremos comprobar que

det(ai;)(f —h) € (91,1 9n—r)-
Notemos que aplicando la regla de Cramer al sistema:

ay G1n—r h [}

Qn—rl Qp—rn—r fa-r In-r

se obtiene que det(a;;)fx = Y cfgs para k = 1,...,n —r. Asi, det(a;;)(f — h) =
3" bifrdet(ai) = 3 b(X- chgr) € (91, -, 9n-r) -

Veamos ahora que fget(q;;) DO depende de la escritura de los g; en funcién de los f;.
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Lema 30 Sea O un anillo local y sean f1,...,fn—r ¥ 91,-..,9n—r Sucesiones regulares
n—r

en O tales que g¢=Za¢jfj coni=1,...,n—71 ya;; €0.

j=1
n—r
Si ademds hay otra escritura g; = Ed,-jfj yeoni=1,...,n—r y d;; €O se tiene que
i=1

/»‘det(a.-,-) = ;udet(d;j)'

Dem.- Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que reemplazamos sélo la primera
ecuacién. Entonces, usamos las escrituras para ¢ :

n—r

Y (a1 —dij)f; =0.
J=1

Llamamos A :=det(ai;) y A := det(d;;).

Aplicando la regla de Cramer, obtenemos

fJ(A - AI) € (921 vee )g‘n—r) (18)

para j=1,...,n—r.
Afirmamos que, para todo a € O

(A - Al)a € (921---)gn—r) - (gl,“')gn—r)'

En efecto, supongamos que para algiin a € O, se tiene (A - A')a ¢ (g2,-..,9n—r)- Como
g1 € (f1,---, fa—r) vale que g1(A — A")a = (g1(A — A"))a € (g92,-.-,9n-r) en virtud de
(18). Esto es absurdo ya que O es un anillo local y, por lo tanto, culaquier reordenamiento
de la sucesién regular g;,...,g9n—r resulta también una sucesién regular. Es decir, g; es
no divisor de cero en O/(g2,...,9n—r). Queda asi probada la afirmacién.

Entonces Aa = A’a en O/(g1,---,9n—r) ¥, Por lo tanto, ua = par. =

Observacién: Debido al lema anterior, el morfismo fget(q,;), S6l0 depende de las suce-

siones regulares f y g. Llamaremos, entonces, también p£ a este morfismo. Es claro que
valen las siguientes propiedades:

1. si hy,...,hn—r es una sucesién regular con (hy,...,hn—y) C (91,...,9n-r), €ntonces

udopd = pf.
2. 81 (fiy-oor fn=r) =(915-+-r9n-1), u£ resulta un automorfismo.
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Lema 31 Sea O un anillo local. Sean g1,...,9n—+ ¥ f1,-..,fn—r dos sucesiones regu-
lares en O tales que para cada 1 <i<n—r, gi=) a;jfj con aj; € O. Entonces

(det(aij)) = ((gli" . ,gn—r) : (fl,---,fn—r)) y

(fl»---) n—r) = ((gl’---, n—r) :det(ai_‘i))'

Dem.- La demostracién sigue (38, Theorem E.20].
Llamamos A := det(a;;).
Es suficiente ver que ,u£ = pa , definido como antes, es inyectivo y que su imagen es

{g € 0/(91) )gn—r) tal que (fl,... )fn—r)g = 0}

Para ello usaremos induccién en la longitud n —r de las sucesiones regulares. Durante la
demostracion usaremos indistintamente la notacién pa como u£ .

Para n —r =1 la prueba es sencilla. En este caso, g1 = af;, con a € O. Notemos que
como g; es no divisor de cero en O, «, también lo es.

Para la inyectividad: si af = 0, entonces af € (g1). Asi, af = Bg1 = Baf, y, por lo
tanto, f = Bf1. Es decir, f € (f1).

Para la imagen: si § estd en la imagen de pa , se tiene que § = af . Entonces g—af € (g1)
y, por lo tanto, fi(g9 —af) = fig—ao1f € (g1). Asi, f1g = 0. Inversamente, si f15 =0,
se tiene que f1g = Bg; = Bafi. En consecuencia, § = Ba = ua(B).

Para n—r > 1. Asumamos que el enunciado es valido para sucesiones regulares de tamafio
n—r-—1.

Afirmacidn: Se puede considerarque f; no es divisor de cero en O/(go,...,9n-r).

Dem. de la afirmacidn Sean g,...,ps los ideales primos (irredundantes) asociados al
ideal (g2,...9n-r). Como g; no es divisor de cero en O/(ga,...,9n-r), DO pertenece a
ninguno de los g; con 2 = 1,...,s. Por lo tanto, (fi1,...,fn—r) Do esti contenido en
ninguno de estos ideales primos. Renumerando, eventualmente, podemos suponer que f;
pertenece a pi,...,0m Y NO pertenece a Pm41,...,wWps con (m >1).

Sea 9 el ideal maximal de O. Se tiene que (fi,- .., fn—r)PPEm+1 - - - s NO estd contenido
en ninguno de los gy,...,pm. Elegimos entonces un z € (fi,..., fa—r)MPm+1 .- ps de
modo que z ¢ ©1,...,Z & Pm .

Consideremos f| := fi + z. Dado que f; no pertenece 2 pm41,...,wps y que = ¢
#1,.--,T & pm, es claro que f| ¢ p1,...,f] & ps. Por lo tanto f{ no es divisor de cero
de 0/(92) <. )g‘n—r) .

Falta ver que (f1,...,fn—r) = (fi, f2,..., fn—r). Para ello basta notar que fi = fi+z =
(1+m)fi +Baf2+ ...+ Pn—rfn—r con m € M y consecuentemente 1+ m unidad.
Como p{,l = u£ ) ;Lf y como uf' es un automorfismo de O/(fy,..., fa-r), es suficiente

!
mostrar el resultado para ug . Podemos suponer, entonces, que f; es no divisor de cero

en O/(g2,---,9n-r)-
Sea A; el determinante del sistema asociado a las sucesiones regulares f1,92,...,9n—r ¥

fh--"fn—r'

i = f
n-—r

g = Zaikfkpa.raz'=2,...,n—r.
k=1

43



Aplicando la regla de Cramer al sistema original, obtenemos

A1 - LA € (92,.--19n-r)-

Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta

Of(fis- s famr) =3 Of(f1,92,- - Gner)
/,tg,l, “ /»‘911'
0/(91)‘“) n—r) A 0/(f191)92)---a9n—r)

Aplicando la hipétesis inductiva al anillo local O/(f1) y a las imdgenes de f; y g¢; en
O/(f1), vemos que pa, es inyectivo y su imagen es

{g € O/(fl1g2)- .o ,gn—r) tal que (fl,... )fn—r)g = 0} =

= {g € O tal que (.fh'-').fn—r)g C (fljg%--- 1gn—1')}/(f1$g2"“agn—r)~

Dado que f1 y g1 son no divisores de cero en O/(g,...,9n—r), los morfismos uy, y pg,
son inyectivos. El diagrama anterior muestra, entonces, que usf, es inyectivo.
Maés aun,

{§ € O/(gly"' ’gn—f) tal que (fl)“‘ ).fn—r)g = 0} =
= {g’ € O tal que (fl,' o ,fn—r)gl - (gh“ . ,gn—r)}/(gl,' .- >gn—r)~

Yy, como uj, es inyectivo, la imagen de este médulo via uy, es

{fig' tal que g’ € O, (f1,..., fa—r) 19’ C (f1, 92y -, 9n—-r)}/(f191,92,- - -y Gn—r).

Como pug, es inyectivo, obtenemos

Boi(imy, ) = {919 tal que g € O, (f1,..., fa-r)919 C (f191,92,---,9n-r)}/(f191,92,- . -, Gn—r).

Dado ¢' € O con (fy,---, fa—r)f19' C (f191,92,--.,9n-r) tenemos que f129’ € (f191,92,---+9n-r)
y por lo tanto
frg' = g1g mod(ga,...,9n-r)

con algin g € O tal que (f1,..., fn-r)919 C (191,92, -,9n-r)-
Inversamente, si es dado un tal g € O, entonces, en particular, g2g € (f191,92,---,9n—r)
y por lo tanto

919 = fg' mod (g2, ..., gn-r)-

Esto prueba que la imagen de {§ € O/(g1,--.,9n-r) tal que (f1,..., fn—r)§ =0} via puy,
es

Hg, (im#Al) = 1m(pg, © pa,) = kg, (iMy,)
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¥, como uy, es inyectivo,

imy, = {G € 0O0/(91,...,9n-r) tal que (f1,..., fa-r)g = 0}.

La inyectividad de pa prueba la inclusién (f1,..., fa=r) 2 ((91,...,9n—r) : det(a;j)).
El célculo de la imagen prueba la igualdad (det(a;j)) = ((91,---19n—r) : (f1,-.-) fn=r)).
Para probar la inclusién que falta sélo hay que aplicar la regla de Cramer al sistema

a1 Qln—r h o)1

Qn-rl Qn—rn—r fa-r In—r

donde obtenemos que det(ai;)f; € (91,...,9n—r) Paratodo j=1,...,n—r. =

Ahora, aplicando el resultado al anillo de polinomios, se obtiene:

Teorema 32 (Wiebe) Si 91,...,9n—r ¥ f1,.--»fn—r Son dos sucesiones regulares en
n—r

k[zy,...,zn) tales que, para cada 1 < i < n —r, se tiene g; = Zaijfj con aj; €
i=1

k[zi,...,zpn], entonces

(det(aij)) = ((gl, ,gn—r) . (fh--wfn—r)) y
(fl)“ ~1fn—1') = ((gla"' ,gn—r) : det(au))

Dem.- La demostracién es corolario de la proposicién anterior.

Consideramos el anillo de polinomios A := k[z,...,z,). Sea 9 un ideal maximal de
A que contenga a la sucesién regular (fy,..., fn—r). Aplicando la proposicién anterior al
anillo local O := Agy, se tiene que

Hdet(ai;) * O/ (f1,+ -+, fner) — {3 € O/(91,...,9n-r) tal que (f1,..., fa—r)§ = 0}

es un isomorfismo en cada localizacién en 9t como arriba. Si 9 es un maximal que no
contiene a la sucesién regular, el resultado es trivial ya que tanto O/(f1,..., fn—r) como

{G€ O/(g1,---,9n-r) tal que (f1,..., fn—r)§ = O} resultan 0.
Por lo tanto, es un resultado global. La demostracién concluye igual que en el lema previo.

I11.1.2 Construccion de una traza para anillos interseccion completa

Empezamos, ahora, exhibiendo una traza en el caso del anillo de polinomios en una variable
de manera constructiva. Esta traza es conocida como la traza de Tate.
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Proposicién 33 Sean R un anillo integro, = una indeterminada sobre R y g € R[z]un
polinomio mdnico en z no unidad. Entonces o9 : S := R[z]/(9) = R definida por
oo(s) := bg_y si 8 = bg_1Z% 1 + ... + by resulta una traza en el sentido siguiente: se
cumple que S* es mondgeno con base og y que para esa traza vale la formula (llamada
“formula de la traza”)

n-1
s= 200(&8)1‘:"

1=0

para todo s € S y para ciertos \; en S (independientes de s ).

Dem.- Sea g = ¢ + ad_la:d‘l +...4+4a9 € R[a:]. Tenemos que mostrar que op genera
el S-médulo S*, que es libre de torsidn y que vale la férmula enunciada.

Notemos que S es un R-médulo libre con base B = {1, %,%2,...,29'}. Sea {to,...,%4-1}
la base dual de B. Es decir, 9;(Z7) = §;;.

Veamos que para cada 1;, existe \; € S tal que ¥; = A\jop. Asi, dada o € S*, tendremos
que si 0 =) a;9; con o; € A, entonces o = f;ll a;\iog = (Ef;ll @iA;)og .

Para buscar cada A; € S, necesitamos que

Aioo(27) = oo(M’) = ¢i(#7) = 6;; para j =0,...,d— 1.

Veamos que si definimos \; := 297 17% 4+ a,_1297%"2 4+ ... + a4, se verifica lo pedido.

Con esta definicién es inmediato que se cumple la relaciéon z*+')\; = g —a;z* —... —ag.
Para comprobar que los ); son apropiados, basta ver que og(\;Z’) = J;; para j =
0,...,d—1.

Si i = j, resulta que op(MZ?) = 0o((Z4 "1 + ag_1Z4 2 + ... + a;11)F) = oo(24 ! +
ad_lid_2 +...+ a,'+1a':i) =1,

Si i # j, consideramos dos casos.

Para j < i, tenemos oo(Z'\;) = 0o(Z4 1+ +... +a;4177) =0 pues d—1+j—i <d—1.

Para j > i, se tiene z/); = /- (+Dzgi+l); = z7-(+1)(5 _ q,3* — ... — go). Entonces,
Uo(a_:jA,') = Uo(f:j_(i+1)§ - a,—z‘:j‘l — .= aoa':j‘i‘l) = ao(—a,-:fj‘l - - aof:j_i_l) =0
pues j—1<d-1.
d-1
Por lo tanto los \; verifican lo pedido y, dado que g¢(A;s) = oo(\; 2 b;jz;) = b;, se tiene
7=0

la “férmula de la traza”.
Notar que de esta férmula se deduce que og es libre de torsién. m

Sean n,r € IN tales que r < n y sean Zy41,...,Zn variables libres sobre un do-
minio integro R. Sean gj,...,gn—r polinomios tales que g; € R[z,4+;] son ménicos
en la variable z,;; de grado positivo. Consideramos S’ := R[z;+1]/(91) ®r --- ®r
R[z,]/(gn-r) -Mostraremos ahora un resultado andlogo al anterior. Es decir, (S')* es
S’ -mondgeno con una traza que es el “producto”de la trazas de Tate en cada variable.

Proposicién 34 Sea S’ := R[z;4+1]/(91)®r-..®rR[zn]/(gn-r) con g; € R[z,4i] ménico
en la variable z.4; de grado positivo. Sea o} la traza de Tate para S} := R{z,+i)/(9:)-
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Entonces o' € (S')* definida por o'(51® ... ® sp—r) :=01(81)...0h_,(Sn—r) resulta una
traza para la que vale la formula (llamada “férmula de la traza”)

! ] n=t =tin—
s = Za (Miysinr 8 )T 1 ® ... QT T

para todo s' € S’ y para ciertos N, . i._, en S' (independientes de 3; ® ... ® Sp—y ).

Dem.- La demostracidn se sigue de [38, Prop.F.16a y Prop.F.17]. Basta considerar el caso
n=2, r=0. Sea S| = R[z]/(91) que tiene una traza o] y S5 := R[z2]/(g92) que es
una R-4lgebra. En estas condiciones idg; ® 0 : S, ®r 5] = 5, ®r R = 5 es una traza
de S5 ®Rr S| sobre Sj.

Ahora, como S; ®g S] tiene traza idg; ®g 0] sobre S; y S) tiene traza o) sobre R,
resulta que 03(ids, ®r 01) es traza de S; ®r S| sobre R.

Notar que 05(ids; ®r 01)(s2 ® 51) = 05(s2 ® 01 (51)) = 05(5207(51)) = 05(s2)0(s1) -
Para ver que vale la “férmula de la traza”, también operamos inductivamente. Con las
notaciones anteriores, consideremos o’ la traza producto de S5 ®g S; definida por

o'(s1 ®r s2) := 0] (s1)05(s2).

t !
Si 51 = ZU’I(A}sl):E‘i y 82 = Zaﬁ(z\fsz)a‘%, en virtud de la Proposicién 33 tenemos

i=0 §=0
que

t [
31 ®s8 = Za{(A}sl)j'l®za/2()‘§32)§%
s —~
1t l o '
= Y S ol(Ms)op(Ns)zizi @ 73

=0 j=0

t i
= Y 3 d'(Ms1®Msr)E ® 7

1=0 j=0

t l
= D ) (N ® M) (s1 ®52))7} ® T,

i=0 j=0

La demostracién se sigue inductivamente. m

Pasamos ahora al caso general.

Sea fi,..., fn—r unasucesién regular de k[z,...,z5] donde las variables zi,...,z, estin

en posicién de Noether con respecto a los polinomios f; y los grados de los f; estén

acotados por d. Introducimos una nueva sucesién regular relacionada con fj,..., fn—r.

Consideramos, para ello, la sucesién regular g,...,g9n—r definida por las ecuaciones de

dependencia entera de las variables z,41,...,z, sobre R := k[z,,...,z,] respectivamente.

Es claro entonces que g; € R[z,+;]. Dado que (91,...,9n—r) C (f1,---, fn=r), Se tiene
n-r

una escritura del tipo g; = Zaij fj, con los polinomios a;; € k[zy,...,z,), para i =
7=0

1,...,n—-r.
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Notar que gracias a la Proposicién 34 ya hemos construido una traza o’ sobre R para
S' = k[zy,...,20)/(91,.-.,9n—r) con la sucesién regular g,...,gn—r ya que es claro que
S' ~ R[z,+1]/(91) ®Rr ... ®r R[zn)/(gn-r). Ahora, construiremos una traza para S* a
partir de la traza de (S’')*, relacionando ambas sucesiones regulares via el Teorema 32.
Recordemos que S := k[zy,...,Zn)/(f1,. -+, fa=r)

Teorema 35 Para S,S' y R como arriba, sea w : S’ — S la proyeccidn candnica.
Entonces o € S* definida como sigue

a(m(f)) := o' (det(as;) f)

resulta una traza de S sobre R (Recordar que o' es una traza de S’ sobre R).

Dem.- Hay que demostrar que S.c = S* y que S§* ~g §. Para lo primero, sea 7 € S*,
entonces Tom € (S')* y, por lo tanto, existe £ € S’ tal que Tom = .0, ya que o' es una
traza para S'. Es suficiente ver que ¢ = adet(a;j) para algin a € S’ (pues, entonces,
7(n(f)) = o'(adet(ai;) f) = o(n(a)w(f)) = (n(a).0)(7(f)), es decir, 7 = 7(a).0.). Dado
que para cualquier A € S’ vale que 7(Af;) = 0 para todo indice j, 1 <j<n-r,se
tiene que o’'(é\f;) = 0 , para todo j y para todo A; como ¢’ cumple la férmula de la
traza se deduce que {f; =0 en S’ para todo j. En otras palabras, £ € ((g1,-.-9n-r) :
(f1,-+ -+ fn=r)) = (det(ai;)) (Teorema 32).

Con esto se tiene que 1 +— o define un epimorfismo de S en S* que es claramente un
monomorfismo pues si m(a).c = 0, entonces adet(a;;) =0 en S’ y, por el Teorema de
Wiebe, a € (f1,-.. fn—r) con lo que 7(a) =0. =

I11.1.3 La férmula de la traza

Esta férmula (f6rmula de dualidad) nos permitird reescribir los elementos de S via un
elemento de su dual. Juega un papel similar a la traza usual en espacios vectoriales de
dimensién finita como generador del dual. Para probar que una tal férmula se verifica en
el caso de nuestra traza sobre S vamos a dar una nueva descripcién que resultard mads
apropiada para nuestros propésitos.

Sea fi,..., fn—r € k[Z1,...,Zn] una sucesién regular tal que

R :=k[zy,...,2,] > S:=klzy,...,z,)/ (f1,.--, fn=r)

esté en posicién de Noether.

Sean gi,.-.,9n—r € k[z1,...,2Zp), tal que g; € R[z,4;] son las ecuaciones de dependencia
entera de cada variable Z;;5 € S sobre R (1 <7< n—r) ysean a;; € k[z1,...,Zs]) tales
n—r
que g; = 21 ai;fj
J=

Notemos S’ := k[z1,...,Zn}/ (91,---19n—1) -

Sea o' € (S')" la traza asociada al producto tensorial de las trazas de Tate de cada
S! := R[zr4i)/ (9i) - Notemos o la traza de S* definida como o (7 (f)) := o’ (det(e;)f),
con w:S' — S la proyecciéon candnica (ver las Proposiciones 33, 34 y el Teorema 35 de
la seccién anterior). Queremos ver ahora que las trazas construidas verifican “férmulas de
la traza” andlogas a las de las Proposiciones 33 y 34.
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Ya hemos probado en la seccidén anterior que siempre existe, bajo nuestras hipdtesis, una
traza para S 6 §'.
Consideremos el niicleo del morfismo multiplicacién

pu:S®r S-S

p(a ®b) =ab

El nicleo esta generado por {s®1—-1®s: s € S} (ver [34, Prop. 1.3]). Es claro que
S ® S tiene dos estructuras como S-médulo (multiplicar en el primer o en el segundo
factor). Sobre Ann(ker u) esas dos estructuras coinciden, ya que

Annggg(kerp)(s®1-1®s) =0.

Definimos, ahora, el morfismo
®:S®r S — Hompg(S*,S)
d (Z am ® bm) (1) := z amT(bm)
Se tiene que:

Lema 36 ® es un isomorfismo

Dem.- La demostracién se basa en el hecho de que bajo nuestras hipétesis S es un R-
mddulo libre de tipo finito. Consideremos {v,...,vp} una base de S ysea {m,...,7xm}
la base dual de S*.

Veamos que @ es un monomorfismo. Sea ®(3_ ¢m ®br)(7;) =0 paratodo j=1,...,M.
Esto es que si by, = ) bmjv;, entonces ) am7j(bm) = Y @mbm; = 0 para todo j.
Entonces Y 0m ®@bm = am ® Y bmjv; =Y. (3 ambm;) ® v; = 0.

Para ver que es un epimorfismo basta observar que dada F € Hompg(S*,S) tal que
F(7;) = 3; € S, se tiene que @(E%ﬂ Sm @ Um)(Tj) =s5;. ®

También se puede mostrar que

Proposicién 37 ¢ induce un isomorfismo de S -mddulos

® : Ann(ker u) = Homg(S*, S)

En particular, dado que S* es mondgeno, resulta que Ann(ker ) es principal.

Dem.- Sea £ =) a; ®b; € Ann(ker ).

Si s €5, se tiene que Y sa; ® b; = D> a; ® sb; (pues coinciden las dos estructuras de
S-médulo sobre Ann(ker p).

Sea [ € S* = Hompg(S, R).

Veamos que ®(z): S* = S es un morfismo S-lineal. Tenemos, por definicién de &, que
8(z)(sl) = ¥ a;(s1)(b;) = S ajl(sby) = Tasi(by)s = s T asl(by) = s@(a)(1).

Mis aun, ®(sz) = s®(z) y, por lo tanto, ® restringida al Ann(ker ) es S-lineal.
Veamos ahora que & restringida a Ann(ker 1) es un isomorfismo. Sipara z =3 a;®b; €
S®rS, el morfismo ®(x) es S-lineal, entonces con 1 := Y sa;®b; y z2:= ) a; ®sb;,
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obtenemos para | € S*, que ®(z;)(l) = ®(z)(sl) = s®(z)(l) = &(z2)(!) y, por lo tanto,
z) = z. Es decir, z € Ann(kery). m

De la proposicién anterior y del hecho de que ® es un isomorfismo tiene sentido la defi-
nicidén siguiente.

Definicién 38 Dada una traza arbitraria o € S* y un generador Y, 4 ®by de Ann(ker y),
diremos que el par (3. am ® by, o) verifica la férmula de la traza si

1= amo (bm) .

En otras palabras, (> am ® by)(0) =1.

Observar que dado un generador Ann(ker 1) queda univocamente determinado o € S* tal
que verifica la férmula de la traza, y reciprocamente (como consecuencia del isomorfismo
de la dltima proposicidn).

En el caso de anillos interseccion completa es ficil construir un generador del anulador y
con ello conseguir una férmula de la traza explicita como sigue.

Dada una sucesién regular cualquiera fi,..., fa—r € k[z1,...,Z5] con las variables en
posicién de Noether siempre se puede obtener una traza que verifique la férmula de la
traza.

Dado f € k[z1,...,Zn], Si Yr41,--.,Yn SOD Duevas variables sobre R := k[zy,...,z,],
notaremos

f(y) = f(zh"',zr)yr+la"°ayn)'

Mediante el proceso habitual via el desarrollo de Taylor (ver por ejemplo [37]): se escriben
los polinomios f,-(y) — f; de la forma:

n-r
O = £i= Y dij(yres — Tras) (19)
j=1
con dij € k[z1,...,Zn,Yr+1,---,Yn], ¥ Se considera a det(d;;) como un elemento de S®rS

via el isomorfismo
S®RSzk[zl)"')zn’yr+1)"',y‘n]/ (fl)"')fn—ﬁfl(y))-'-) ,’(;y_)r) .

El elemento det(d;;) no depende de la escritura en virtud del Teorema de Wiebe aplicado

a las sucesiones regulares {fl(y) —fl1y.-, ,(ly_), - fn_,} Y {Yr+1 = ZTr+1,---,Yn — Tn} en

el anillo k[Z1,...,Zn,Yr+1y--->Yn)-

Proposicién 39 det(d;;) es un generador de Ann(ker ).
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Dem.-Identificando los generadores del ker 4 de la forma 1® s—s®1 con los polinomios

n—r
0 =5 = 3 alyrss — 2rsd)

=1
donde a; € k[z1,...,Zn, Yr+1y- -+ Yn)-
Se tiene entonces que ker iz esta generado por la sucesién regular yr41 — Zr41,---,Yn — Zn
sobre k[Z1,...,Zn,Yr+1r-- 1 Yn)-
Por lo tanto Ann(ker p) = ((fl(y) — flyeees ,(f’i), — fa—r) : (YUr41 — Trg1y-+ -y Yn — Zpn)) =
(det(d;;)), gracias a la escritura (16) y al Teorema de Wiebe. m

Observar que, como det(d;;) no depende de la escritura (19), entonces la traza asociada
via el isomorfismo ® sdlo depende de la sucesién regular. Tiene sentido , entonces, llamar
a esta traza la traza asociada a la sucesion regular.

Vamos a ver que la traza o construida en la Proposicién 35 es la traza asociada a la
sucesion regular fy,..., fn—r.
Como antes, para comenzar estudiamos el caso de una variable:

Proposicién 40 Sean R un anillo integro y g € R[z]un polinomio ménico en = no
unidad. Entonces la traza de Tate oqg : S := R[z]/(9) = R definida por oo(s) := bg—, st
8 =by_1Z% 1 + ... + by resulta la traza asociada a la sucesidn regular g.

Dem.- Sea g = % +a4_17% ! +... + ap € R|z].
Escribimos ¢ —g = ¢y? — 2% + ag_; (¥ ' — 2% ) +... + a1(y — z). Por lo tanto,

d-1 a-2
gW —g= (Z Yzi 177 fay_, Ey’zd_z_J +...4+a)(y-1).
7=0 j=0

El det(d;;) de la proposicién anterior, en este caso, es

d-1 d-2
Y ezt T tag Y Yot +.. +a1€S@rS.
=0 =0

Veamos que la traza que se induce via ® es oy.
Calculamos ®(det(d;;)(00) = E?;é oo(Z)z% 1 +ag_y Ej.‘;?, 00(29)z29 277 4. . 4a100(1) =
1. Como @ es un isomorfismo, debe ser og la traza asociada a la sucesién regular. m

Generalizando lo anterior al producto de trazas de Tate, obtenemos:

Proposicién 41 Sea S’ := R[z,41)/(91)®Rr-.-®rR[zn)/(gn-r) con g; € R[z,+i] ménico
en la variable z,4;. Sea o} la traza de Tate para S] := R[z,4i]/(g:). Entonces o' € (S')*

definida por 0'(s1 ® ... @ 8q—;) := 01(81)...05,_.(Sn—r) resulta la traza asociada a la
sucesion regular g1,...,9n—r -
Dem.- Para cada ¢g;, 1 =1,...,n —r, se tiene la escritura

9 — gi = 6ii(Yrai — Trai)
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donde a;; € R[Tr4i,Yr+i) ¥ @ij = 0 para i # j. Consideramos det (a;j) como un elemento

de S'®r S’ ylollamamos A. Resulta A =a;;...8p—rn—r.

Notemos que a;; es el det(d;;) de la proposicién anterior en S! ® S!. Por lo tanto,
®;(ai;)(o;) = 1, donde ®; : Ann(ker #) — Homg, (S}, S;). Calculamos ®(ay; ... an—rn—r)(0’) =
®1(an)(0}) - @n—r(@n-rn—r)(op_;)=1.m

Ahora, pasamos al caso general.

Teorema 42 Sea o5 € S* la traza asociada a la sucesion regular fi,..., fan—r . Entonces
of=0
donde o es la traza definida en el Teorema 35 de la seccién anterior .

Dem.-
En otras palabras, si, como antes, det(d;;) = 3" @, ®by, definido en (19), hay que probar
la igualdad en S':

1= 8o (bm) (20)

donde @, € k[z1,---,Zn)/ (f1y- -+ frer) ¥ Dm € K[Z1,. -+ Try Yra1y -+ - Un)/ (fl(y)v"’ '(11/_)1_)

Es decir que ®(det(d;;))(o) =1.
Usando la definicién de o, la férmula (20), se puede reescribir

1= 3 o (o o) @

donde det(a;j)bm es la clase de det(ai;)bn en el anillo S'.

De acuerdo a la proposicién anterior, la traza ¢’ es también la traza asociada a la sucesién
regular g;,...,9n—r y por lo tanto, se construye asi: para cada ¢, con 1 <i<n-—r se
escribe

n—r
gi = Z aix fx
k=1

con aj; € k[z1,...,25) ¥, por lo tanto,

(y) —gi = z a(!l)f(y) Z aik fx-

Sumando y restando Z a(y) fr queda
k=1

o —a= S alf (19 - 1) + 3 (of) - o) .
k=1

k=1
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n-r
Usando la escritura f,Ey) ~fe =Y dxj(Yr4j — Tr4j) paracada k=1,...,n —r, se tiene
=1
paracada i =1,...,n—r:

n—-r

n-r n-r
oV —gi = Za(y) (Z dij (Yr+j — Tr+5) ) +3° (af) - au) i
i=1 k=1

Reescribiendo la primera sumatoria:

n-—-r

g,(y) —9i= z (Z a; dch) Yr+j = Trij) + Z ( @ - aik) fe-

= k=1

)]

Por otro lado, se puede escribir a;;’ — a;x de la forma Z hikj(Yr+j — Tr4j) con hyj €

]_

k[Z1,... Zn,Yr+15---2Yn) ¥ llamando B;; := E a dk], queda la identidad:

n-r
o —g = X PidlWrss = Zras) + E (E hik; (yr+j — $r+i)> fe =

i=1
n—r
- El <ﬁ"j + kzl hikjfk) (Yr+j — Trej)-
= =
en el anillo k[xl’ 3 ZTnyYr+1, )yn]

Observemos también que la matriz (ﬂ,,) es el producto de las matrices ( (y))ij y (dij)y; -

En otras palabras, el elemento

det (,3,'_-,' + Zhikjfk) ) (22)
k=1

al dividir por el ideal generado por los polinomios g; y gfy), induce un generador A’ de

Ann(ker '), donde p': S'®r S’ = S’ es la multiplicacién.
Escribiendo (22) de la forma Y p:g: con p; € k[z1,...,Zn] ¥ gt € k[Z1,-- -, YUr+1s- - » Yn)s
se tiene A’ =3 P; ® §; donde la barra denota clase en 5.
Observemos que Y p;g; —det(B;;) pertenece al ideal generado por los polinomios f; en el
anillo k[z1,...,Yr41,---,Yn] ¥ Por lo tanto ) p.q; puede escribirse de la forma det(B;;)+
Eﬁu&u con 511 € (fl) ey n—r) k[zl)(' ) 1zn] y ZI'u € k[zla SRR 7 3% 3 PR 7yn]'

y

Teniendo en cuenta que (,Bij)ij = (aij ) (dij)ij se tiene entonces
ij

n—r
det (ﬂ,-j + ) hikj fk> > pege = det(a (”) ) det(di;) + Y Pulus (23)
k=1

con 5‘!‘ € (fl)' . -1fn—r) k[xh' o 1zn] y ‘A]'u € k[xly' e ZryYr4ly - .- ,yn]-
Escribiendo det(d;;) = Y ambm con am € k[z1,...,Zn] ¥ bm € K[T1,.. ., Yr41s-+ -1 Yn)
(por definicién de los a,, ¥ bn ), se tiene que (23) puede escribirse asi:

n-—r
det (ﬂi,- +y h,-k,-fk) > amdet(@¥)bm + Y pud (24)

k=1
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con los p, y g, como arriba.
En virtud de la férmula (24) y dado que o' coincide la traza asociada a g;,...,9n—r se
sabe que vale la siguiente identidad en S':

1= Zama (det a,_,)bm) Zpua (qu) (25)

donde las barras indican tomar las clases en k[zy,...,z,] mddulo el ideal (g1,...,9n-r).
Finalmente, mirando la férmula (25) y pasando al cociente médulo el ideal (fy,..., fa—r)
queda:

1= Zama (det (aij) bm) zama (_)
donde ahora las barras significan tomar las clases médulo (fy,..., fn—r). De esta manera

quedan demostradas las relaciones (21) y (20) y asi o es la traza asociada a la sucesién
regular fi,...,fa—r. ®

Resumiendo, tenemos:

Teorema 43 Dados los polinomios fi,..., fa—r en k[z1,...,Zn] que forman una suce-

sién regular, consideramos R := k(zy,...,z,;] y S:=k[z1,...,2Z4)/(f1,--, fn-r) con las

variables en posicion de Noether. Entonces eziste una familia finita de polinomios am,cm
M

en k[zy,...,zn]) tales que A := Z Gm ® & es un generador de Annggg(kery) y una
m=1

traza o (que verifica la “férmula de la traza”):

para todo s € S, s = Zama(cms).

En particular ambas familias (Gm)m y (Cm)m son sistemas de generadores de S sobre

R. En el caso en que usamos el desarrollo de Taylor de fi(y) — fi, los polinomios G, ¥y
Cm verifican la desigualdad deg(am) +deg(em) < (n—7)(d-1) y M <3(nd)" . m

II1.2 Una cota superior para el grado de la traza

Sea o la traza asociada a la sucesién regular fi,..., fo—r introducida en el Teorema 43
y en el Teorema 35. En esta seccién estimaremos una cota superior para el grado de o(f)
que involucra los pardmetros deg(f),d,n,r y deg(V). Calculamos primero cotas de grado
para las ecuaciones de dependencia entera [15, Prop.1.12)):

Proposicién 44 Ezisten polinomios g1,...,g9n—r tales que cada g; pertenece a R[z,4i]N
(fiy---rfn—r), para i =1,...,n—r y es mdnico en la variable z,;. Es claro que estos po-
linomios forman una sucesion regular en k(zy,...,zn] y que si S’ :=k[z1,...,2:])/(91,---+9n—r),
entonces R — S’ es un morfismo entero e inyectivo. Ademds se verifica que los grados
de los g; estdn acotados por deg(V)d".

Dem.- De [50, Prop.1], para cada ¢ = 1,..,n — r, existe un polinomio ¢; € R[z,4;] N

Vv (f1,..., fan=r), ménico en z,4;, cuyo grado total es acotado por deg(V'). Asi, siguien-
do [35] o [15, Remark 1.6}, g; := ¢ verifica lo pedido. =
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Con las notaciones de la seccién anterior, sea S’ := k[z1,...,za)/(91,.-.,9n-r). Para
cada indice ¢, ¢ =1,...,n —r, denotamos por S] al anillo R[z,4i]/(g:). En este caso la
traza considerada o] es la traza de Tate (ver Proposicién 33 y Proposicién 34).

Por lo tanto, para cualquier polinomio f € R[z,4:], si f es su clase en S! después de
la divisién por g;, tenemos que o’(f) es el coeficiente principal de f (mirado como un
polinomio en z,4;). Asi, gracias al algoritmo de Euclides, deducimos la desigualdad (ver
Subrutina C):

deg o;(f) < deg(g:) deg(f). (26)

Ahora, estamos en condiciones de estimar el grado de o'(f), con f € §' :

Proposicién 45 Para cada f € S, se tiene la siguiente desigualdad:
deg o’ (f) < deg(f)d" deg(V).

Proof.- Es claro que S’ ~ S} ®r Sy ®r ... ®r S,,_, por medio de la correspondencia
natural:

zaﬂ $r+1 zgn-r = Eaﬁ $r+1 ®...8 xﬂ"_r yag €ER
B
que baja al cociente.
Por la definicién de o' dada en la seccién anterior,

Zaﬁ o1z r+1 , (—gn_r))

para cada f =) ag :r:,,r1 ghn-r € k(z1,...,%Zp).
Entonces, de la Proposicién 44 y la desigualdad (26), se obtiene la siguiente cota de grado:

dega’'(f) maxg {deg(aﬁ) + deg(o} (‘fll)) - + deg(o _r(—ﬂn_,))}
maxg {deg(ag) + deg(g1)By + -+ + deg(gn-r)ﬂn_r}

maxg {deg(ag) + d" deg(V)p1 + - -+ + d" deg(V)Bn-r}
deg(f)d" deg(V). m

INIAIA A

De esta proposicion inferimos una cota superior de grado para la traza o como sigue:

Teorema 46 Sean R := k[z1,...,z,] y S := k[z1,...,za)/(f1,---, fn—r). Sea o € S*
la traza asociada a la sucesion regular (Definicion 38). Entonces, para cada f € S, se
tiene la siguiente desigualdad:

dego(f) < {deg(f)+ (n—r) (d* " + d"deg(V))}d" deg(V).

Dem.- Dado que el ideal (g1,...,9n—r) estd contenido en (fy,..., fn—r), existen poli-
nomios a;; € k[z1,...,Zxa);4,5 = 1,...,n — 1 cuyos grados estdn acotados por d"*~" +
d*deg(V), tales que

n—r

9 = Y aijf;
i=1
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(ver {15, Theorem 5.1]).
Por nuestra definicién, para cada polinomio f € k|[zi,...,Z,] se tiene la identidad en
klz1,...,z¢):

o(f)=4 (det(a,-j) -f)
donde las barras denotan clases en los anillos S y S’ respectivamente (ver Teorema 35).
La Proposicién 45 y los argumentos de arriba conducen a la cota de grado enunciada para
o(f) como sigue:
dego(f) = dego’ (det(ay) 7) < deg(det(ay;)f)d" deg(V) <
< (deg(f) + (n — r) max;; deg(ai;))d" deg(V) <
< {deg(f) + (n —r)(d™ " + d" deg(V))}d" deg(V). m

Observacién Cuando (f1,..., fr—r) es un ideal radical de k[z,,...,z,], las cotas que
acabamos de obtener pueden mejorarse. De hecho, en este caso, en la Proposicién 44
tenemos deg(g;) < deg(V) para todo ¢ = 1,...,n — r (ver [50, Prop.1]), y asi en el
Teorema 46, se obtendria la desigualdad:

deg o(f) < {deg(f) + (n —r)(d" ™" + deg(V))} deg(V).

De todos modos, en este caso se puede obtener una cota mds precisa (ver [50, Theorem
10)):
dego(f) < (1 + max{deg (f),(n —r)d}) deg(V).
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Parte IV

Construccion de bases en anillos
interseccién completa en posicién de
Noether

IV.1 Cotas de grado para una base

Recordamos la notacién de la seccién anterior: k es un cuerpo perfecto y zj,...,Zn
son indeterminadas sobre k. Sea fj,..., fn—r una sucesién regular de polinomios en
k[z1,...,2n] de grados acotados por un entero d. Denotamos al anillo k{zy,...,z.]/(f1,-.
por S y por R:=k[z,...,z,], y asumimos que el morfismo candénico R — S es entero
e inyectivo.

En esta seccion aplicaremos las herramientas de teoria de trazas introducidas anterior-
mente para acotar los grados de una R-base de un anillo interseccién completa S. Lo
haremos considerando una matriz de una proyeccién cuya imagen es isomorfa a S.
Siguiendo las notaciones de la Proposicién 43, sea F € RM*M 13 matriz cuyas entradas
estan definidas por Fj; := 0 (@;¢;) (donde o es la traza asociada a la sucesion regular
fis-- - fn—r, ver Proposicién 38). El siguiente lema nos permite aplicar el Teorema 25 de
la seccién 2 a la matriz F :

Lema 47 La matriz F € RM*M ¢s la matriz de una proyeccion cuyas entradas son
polinomios de grados acotados por D := 3(n — r)d*"~7,

Dem.- Para probar que F es la matriz de una proyeccién, es suficiente mostrar que
F? = F. De la R-linealidad de o y de la férmula de la traza (Proposicién 43) tenemos:

M M
(F2),; = D o(@cr)o(@s;) = o((Q_ o(@aick)ar)e) = o(@ic;) = Fyj.
k=1 k=1

Las cotas de grado obtenidas en el Teorema 46 y en la Proposicién 43, ademés de la
desigualdad de Bezout, nos conducen a las cotas de grado enunciadas como sigue:

< {deg(aicj) + (n — 7)(d"" + d" deg(V))}d" deg(V) <
< {(n=r)@-1)+ (n—r)(d*" + d" deg(V))}d" deg(V)
< 3(n-r)dn?r. n

deg(Fi;) = deg o(a;c;)

El siguiente teorema relaciona explicitamente cada base de la imagen de la proyeccién F
con otra de S. Esta relacién nos permite estimar grados de una base de S por medio del
Teorema 25:

Teorema 48 Sea wy = (wky,...,wrkm) € RM, 1 < k < s, una R—base de Im (F),
M
entonces los elementos Y wy;C;, with 1 <k <'s, forman una R— base de S.

j=1
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En particular, eziste una R-base de S cuyos elementos son las clases de polinomios en
k(z1,...,Zn) con grados acotados por (nd)On="r)

Dem.- Consideremos el siguiente diagrama:

0 — Ker(F) — RM 5, mm((F) — 0

idJ id{ vl
0 — Ker(G) — R & 5§ — o0
donde G : RM — S es el morfismo que manda cada elemento e; de la base canénica de
RM a G € S y ¢ es la aplicacién definida por ¢ (w) := % w;€; para cualquier w =
(w,...,wpy) € Im(F). Observemos que G es un epimorﬁ]s:rllo porque los elementos ¢;

son un sistema de generadores de S sobre R (Proposicién 43).
Por la férmula de la traza (38)tenemos para cada e; la siguiente igualdad:

M
=1

M
Por otro lado, (wi,...,wnm) € Ker (F) siy sélo si Y o(@c;)w; = 0 para todo i =
i=1

M
1,...,M, o equivalentemente o (a_,- 3 c_jwj> =0 paratodo i =1,...,M . Dela férmula
j=1

de la traza (38) esta relacién implica que ) ¢jw; = 0, en otras palabras (wy,...,wnm) €
=1

Ker (G). Resumiendo, vimos que Ker (F)J= Ker (G).

De este modo el diagrama anterior resulta conmutativo. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo

ysi wy,...,ws € RM esuna R—base de Im(F), los elementos ¢ (w;),...,¢ (ws) forman

una R—Dbase de S.

Para finalizar la demostracidn, resta ver la existencia de una base de S con las cotas de

grado enunciadas.

Aplicando el Teorema 25 a la matriz de la proyeccién F', se obtiene una R- base de

Im (F) formada por vectores polinomiales wy con coordenadas wyg; den grados acotados

por (M D)O(') (recordar que R = k|z;,...,z;] y D es la cota superior para los grados
de las entradas de F obtenida en Lema 47 ). Tomando en cuenta que M < 3(nd)"™"
(Proposicién 43), tenemos:

(MD)°®) < (3(nd)™" 3(n — r)d*"=2) 2" = (ng)O-"").

M
Asi, mediante el isomorfismo ¢, los elementos (E wlc; | son una base de S y tenemos
=1

las siguientes cotas de grado para sus representantes en k|[zi,...,Zp):

M

deg ( E wicj) < max deg (wicj) < (nd)?=I) 4 (n = r)(d - 1) = (nd)°»=77)  u
; j
=1
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IV.2 Coémputo de bases en tiempo simplemente exponen-
cial

A lo largo de esta seccién mantendremos las notaciones introducidas previamente: k
es un cuerpo perfecto y z1,...,Z, son indeterminadas sobre k. Sea fi,...,fn—r una
sucesi6n regular de polinomios en k[z1,...,z,] de grados acotados por un entero d y
dados por un slp de tamanio £, que definen una variedad V . Denotamos por S al
anillo k(zy,...,za]/(f1,.-, fa=r) ¥y Por R :=k[z1,...,2;], y asumimos que el morfismo
canénico R — S es entero e inyectivo.

Bajo estas hipétesis S es un R— médulo libre de rango n < d*~" < d" (ver por ejem-
plo [27, Corollary 3.3.2] o [2, Corollary 6]). El objetivo de esta seccién es el célculo de
polinomios en k[z1,...,Z,] cuyas clases sean una R—base de S (ver Teorema 54).
Para esto, siguiendo el Teorema 48 y el Teorema 25, es suficiente construir explicitamnete
la matriz de la proyeccién F' con entradas en R, introducidas al comienzo de la Parte IV.
El primer paso serd dar una versién efectiva de la Proposicién 43 con el fin de cons-
truir los polinomios am,cm € k(z1,...,2Zn]. Recordemos que estos polinomios no estan
univocamente determinados pero que deben verificar la identidad:

det(lgj) = Z am(Il, .. ,zr,xr+l, . -,xn)c’n(zl, e oo ,Iijf'f'l) s ,yn). (27)
m

A pesar de que los coeficientes l;; € k[z1,...,Zn,Yr+1,. .., Yn] tampoco estdn univocamnete
determinados, satisfacen las relaciones:

n—r
P -fi= Y b (Wrai — Tra) (28)
i=1
para todo i =1,...,n —r (ver la férmula (19)).
El desarrollo de Taylor de fi(y) — fi como polinomios con coeficientes en k[zy,...,2Zn)
y variables yr41,...,yn alrededor del punto (z,41,...,Z,) nos asegura la existencia de
los polinomios [;;, pero este método no es conveniente para nuestro punto de vista de la
complejidad. Asi, para construir los polinomios l;;, podemos interpretar las relaciones
(28) como un problema de la pertenencia efectivo de los polinomios fi(y) — fi con res-
pecto al ideal generado por (yYr4+j — Zr4j) €n k[T1,...,Zn,Yr+1y---,Yn]. Notemos que los
polinomios que encontramos de este modo no son necesariamente los mismos que aque-

llos obtenidos del desarrollo de Taylor. En este punto podemos hacer uso del siguiente
resultado de [26]:

Teorema 49 ([26, Theorem 19]) Sean g1,...,9s y g polinomios de k[zy,...,z,] ta-

les que ¢1,...,9s forman una sucesion regular y g pertenece al ideal (gy,...,9s). Para
1 £ j £ s denotamos por d; := deg(V (91,...,9;)) al grado de la variedad afin defini-
da por el ideal (g1,...,9;) que suponemos radical. Escribimos § :=  Jnax 1{(5_,-} y e:=
<j<s-

[max {deg (g;)}. Suponemos que los polinomios gi,...,9s,9 son dados por un slp de ta-
<JSs

mano L. Entonces eziste un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo secuencial
(seJL)O(l) y computa polinomios py,...,ps € k[z1,...,Zs) con las propiedades siguientes:

1. g=p1g1 + -+ PsGs
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2. max {deg (p;)} < (25% + max{e, deg (9)}) 6
<j<s
Mds aun, los polinomios py,...,ps son dados por un slp de tamafio deg? (g) (se6L)°V).
[

Aplicando este teorema tenemos en nuestro caso:

Corolario 50 Exziste un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo secuencial ((n — ) 8)0(1)
a partir de los polinomios de input f1,..., far, cuyo output es un slp de tamanio d? ((n —r) K)O(l)
que evalia una familia de polinomios l;j, 4,7 =1,...,n —r que satisfacen las relaciones

(28) y max{deg (1))} < 2(n—r)* +d.

Dem.- Para cada indice fijo ¢ = 1,...,n — r, es facil ver que los polinomios g; :=
Yr4j = Trejy J=1,...,n—1, y g:= f,-(y) — f; verifican todas las hipétesis del teorema
previo sobre el anillo de polinomios k(z1,...,Zn,¥r+1,---,Yn]. Més aun, en este caso

tenemos: s=n—r,d=e=1, deg(g) =dy L=20+1.
Asi, podemos aplicar (n —r) veces el Teorema 49 y obtener polinomios /;; que verifican
lo establecido en el corolario. m

Con los polinomios I;; obtenidos recién podemos computar los polinomios am,,cn como
J
sigue:

Proposicién 51 Eziste un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo secuencial

€00 ((n —r)d)°™ ") 4 partir de los polinomios de input f1,..., far, cuyo output es un

slp del mismo tamano que evalia las dos familias de polinomios: am € k[z1,...,Zr,Tr41,...,%n)
Yem € k[T, s Zr,Yr41s--sYn), m=1,...,M := ((n—r)d)o(”"), verificando lo
enunciado en la Proposicidén 43.

Dem.- Es suficiente encontrar una descomposicién de det(l;;) como en la igualdad (27).
El polinomio det(l;;) de grado acotado por (n —r) (2 (n-r)2+ d) se puede hallar por

medio de la subrutina B item 1, en tiempo (d(n —r) Z)o(l) y estd dado por un slp del
mismo tamaifio. Para obtener los polinomios @, ¢y, basta escribir det(l;;) en forma densa
con respecto a las variables yr.1,...,y, mediante la subrutina A, obteniendo de este modo
los polinomios a, € k|z1,...,Zs] en tiempo 00 ((n—1r) d)o(n_') dado por un slp del
mismo tamano. Los polinomios ¢, son los monomios correspondientesde grados acotados
por deg(det (/;;)) en las variables gr41,...,%n y pueden ser evaluados en la manerra
obvia por un slp de tamafio (n — ) log (deg (det (l;))) = (n — r)o(l) log (d) . Como hay a
lo sumo deg (det (i;;)) ") = ((n-r) d)o("_') monomios, obtenemos las cotas. m

El paso siguiente es el cémputo de cada entrada ij, o (@c;), de la matriz de la proyeccién
F (donde o es la traza asociada a la sucesién regular fi,..., fn—r como en la Definicién
38) . Este problema, la construccién explicita de la traza, ha sido considerado en articulos
previos (ver por ejemplo [20, Lemma 3.4.1] y [36]) para obtener un Nullstellensatz efectivo
eficiente; los resultados mostrados en esos papers son esencialmente suficientes para nuestro
propésitos y por esto sélo repetiremos sus enunciados adaptados a nuestra situacién.
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Denotamos por K := k(zy,...,z,) al cuerpo de cocientes de Ry § := S®r K ~
k(z1,..., %) [Zr41,--»Zn]/(f15-- ., fa=r) (Observar que bajo nuestras hipétesis S’ es un
K — espacio vectorial de dimensién 7 = rankg(S)). Sea ¢ :=c®gld: S — K la exten-
sién candnica de la traza o. El lema siguiente (ver [20, Section 3.4.1]) computa de forma
explicita una K— base de S’ y la matriz de la aplicacién o' en esta base. Desafortu-
nadamente este lema requiere la hipétesis adicional de que el anillo S'sea radical para
obtener un algoritmo bien paralelizable, si esta condicién no es tenida en cuenta la com-
plejidad secuencial sigue siendo simplemente exponencial pero la paralela se incrementa
exponencialmente en n (ver también [20, Section 2.4.1]).

Lema 52 Supongamos que la sucesion regular fi,..., fo—r genera un ideal radical. En-
tonces eziste un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo (n —r)€d°™ cuyo input
son los polinomios fi,..., fa—r, ¥y cuyo output son los siguientes items:

1. un slp de tamasio d°™ que evalia un polinomio no nulo 7 en R de grado do(n),

2. un slp de tamario d°™ que evalia una familia de polinomios e; := 1,...,e5 en
k(z1,...,zn] tales que el conjunto £ formado por sus clases €i,...,&; en S es
una K— base de 3,

3. un slp de tamano d°™ que evalia una familia de matrices polinomiales Myy1,..., My
en R"™7 tales que: los grados de sus entradas estdn acotados por dom) y }M,.H, cee,y }M,,
son las matrices de los K— endomorfismos de S', inducidos por la multiplicacidon
por Tri1,...,Zn, en la base £

4. un slp de tamario d°™ que evahia una familia de polinomios 01,...,6, en R de
grados d°™ tales que la matriz de la traza extendids o de S’ en la base £ es la
matriz (01,...,0,).

Dem.- Una demostracién de este lema se puede encontrar en [20, Section 3.4.1] para el
caso de polinomios de input dados en representacién densa. Nuestra afirmacién (inputs
dados por un slp) se sigue inmediatamente de la Subrutina A que nos permite computar
todos los coeficientes de los polinomios fi,..., fa—r en tiempo (n —r)éd°™ . u

Mediante el lema anterior podemos construir explicitamente la matriz F :

Corolario 53 Supongamos que la sucesion regular fi,..., fn—r genera un ideal radical.
Entonces eziste un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo O (n) 2d°™) g partir
de los polinomios de input fi1,..., fa_r cuyo output es un slp de tamafsio d°™ gue evalia
las entradas de la matriz F.

Dem.- Dado que las entradas de F son polinomios o (@;¢;) es suficiente computarlos.
De la Proposicién 51, podemos computar los polinomios a;c; como una suma de sus
monomios (cuyos grados estan acotados por (n—7)(d—1)). Por lo tanto, para computar
0 (@;¢;) es suficiente computar la imagen via o de la clase de cada uno de estos monomios.

n
Sin pérdida de generalidad, podemos computar o ( IT :vt") .
k=1
Para cada f € k[z1,...,Zs], denotamos por My a la matriz en K"7*" asociada al en-

domorfismo de S’ inducido por la multiplicacién por f en la base £ del Lema 52 item
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n T n
2. En el caso particular de que f := [] z* tenemos que My = [] zi* [] Mg =
k=1 k=1 k=r+1

T n
[Tz I1 1" M* , donde My son las matrices obtenidas por medio del Lema 52 (item
k=1 k=r+1 7T

3). La primer columna de la matriz My es un vector de la forma <%T, f") donde

T:=ar+1+ - +an ycada ﬂt € R, 1 <t <1, se puede computar explic1tamente

n n
Como €7 = 1, deducimos que H D f—;,e_t y por lo tanto o ( I1 :z:ﬁ“) = Z ﬂo, €
k=1 t=1 k=1 =17
R.

El polinomio Z —01 tiene grado d°™ y est4 dado por un slp (con divisiones!) de

tamafio d°(), Ev1ta.ndo las divisiones mediante el procedimiento de Strassen (ver también
(20, Section 2.2]), podemos computar en tiempo O (r) d°™) un slp sin divisiones de tamaifio
d°™ que evalia dicho polinomio.

Finalmente, agregando todos los costos de complejidad, obtenemos el tiempo secuencial
establecido. m

Ahora, con lo hecho hasta aqui, estamos en condiciones de calcular una R-base de S:

Teorema 54 Supongamos que la sucesion regular fi,...,fn—r genera un ideal radical.
Entonces existe un algoritmo bien paralelizable que corre en tiempo O (n) ed°(v’) 4 partir
de los polinomios de input fi,..., fa_yr cuyo output es un slp de tamaro d° (n?) que evalia
una familia de polinomios en k(z,,...,zy] de grados acotados por ndo®?*) , cuyas clases
en S forman una base de este mddulo sobre R.

Dem.- Después de aplicar el algoritmo del Teorema 25 a la matriz F', obtenida en el
corolario anterior, obtenemos una R-base {wj,...,ws} de la imagen de F en tiempo
O(n) 2d0(n%) , donde cada wy es un vector polinomial (wgi,...,wkp), con M = dOM™),
Sus coordenadas tienen grados acotados por do®?) y estdn dados por un slp de tamaio
n0(1)40(n?)

M
Asi, los polinomios Z'LU];J‘C_J', k=1,...,8,s0n una R-basede S. m

=1
Observacién: la hipétesis de que el anillo S sea reducido puede obviarse si no estamos
interesados en la complejidad paralela (basta remitirse a la observacién previa al Lema
52).
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