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Sobre los espacios asociados a primitivas de
d1str1bu010nesen espac10s de Hardy laterales

Resumen: En esta tesis introducimos los espacios Hg; (w), donde 0 < p S 1,
l < q < oo, a > 0 y para ptsos w pertenecientes a alguna de las clases A:
definidas por E. Sawyer. Para definir estos espacios, consideramos una versión
lateral de la maxima] Nq,a(F,1:) definida por A. Calderón. lntroducimos la
noción de p-átomo en HZ; (w), y damos una descomposición atómica de los el­
ementos de ste espacio. Por otro lado, probamos que el potencial lraccionario
Pa se puede extender a un operador acotado desde el spacio de Hardy lateral
Hz enel espacioHZ; Además,enel casoquea es un númeronatural,
probamos que el operador D° (derivar a veces), esencialmente el inverso de Pa,
es un isomorfismo entre los espacios 715;: (w) y Hi (w) . Por último, probamos
que podemos extender en forma continua operadores integrales singulares, aso­
ciados a núcleos de Calderón-Zygmund regulares laterales, sobre los espacios
715:: (w).

Palabras claves: pesos, maximales, espacios de Hardy, atomos,
potencial fraccionado, integrales singulares.

On spaces associated with primitives of
distributions in one-sided Hardy spaces

Abstract: ln this thesis, we introduce the 715:: (w) spaces, where 0 < p S l,
l < q < oo, a > 0, and for weights w belonging to the clas A: defined by
E. Sawyer. For defining these spaces, we consider a one-sided version of the
maxima] function Nq'a(F,1:) defined by A. Calderón. We introduce a notíon of
p-atom in H5; (w), and we prove that we can expres the elements of HZ; (w)
in term of series of multiples of p-atoms. On the other side, we prove that the
lractional potential Pa can be extended to a bounded operator from the one­
sided lIardy Space HZ (w) into 715;: Moreover,if a is a natural number,
we prove that the operator D“ ( derive a times) is an isomorphism between
the spaces 713:;(w) and Hï Furthermore, we show that we can extend
singular integrals operators associated to one-sided regular Calderón-Zygmund
kernels to Hg; (w) spaces in continuous way.

Keywords: weights, maximals, Hardy spaces, atoms, fractlonal
potential, singular lntegrals.
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Introducción

En el trabajo [2]A. Calderón introduce la función maximal

p>0 pNq,m(f;-’c)= sume [m )If(y) —Pam?) dy,zm

para una función f e LÏMÜR")y donde P(y) es un polinomio conveniente de grado menor
o igual que m —1. Esta maxima] le permite definir los espacios de distribuciones M33", los

cuales generalizan los espacios D’. En el mencionado trabajo, entre otras cosas, se prueba que

estos espacios son invariantes bajo la aplicación de operadores integrales singulares regulares.

En realidad, el tipo de maxima] considerada por Calderón aparece por primera vez, en forma

implícita, en el trabajo [3] de A. Calderón y A. Zygmund, en el cual obtienen estimaciones
puntuales de soluciones de ecuaciones en derivadas parciales elfpticas.

Posteriormente, A. E. Gatto, J. R. Jiménez y C. Segovia en [5] consideran una versión

formalizada de la función maximal definida por Calderón, con el objetivo de caracterizar las

soluciones de AmF = f para distribuciones f en los espacios de Hardy HP (O< p 5 1). En ese

trabajo A. E. Gatto, J. R. Jiménez y C. Segovia definen los espacios Hi2", (donde el parámetro
m es un número natural), mostrando que son equivalentes a los espacios HP a través del operador

Am, es decir, Am es una aplicación biyectiva del espacio 71:2", en el espacio H Py ademas, existen

dos constantes positivas y finitas c1 y C2tales que las desigualdades c1 IIFIIHEIMS ||AmF||m S

02 "F "11:2,"
espacio Him, lo cual les permite caracterizar los elementos en Him como las clases que se

valen para toda F E Him. Además, introducen el concepto de p-átomo en el

pueden expresar como series de p-átomos, es decir encuentran una descomposición atómica de

los elementos de estos espacios.

En este trabajo, en primer lugar, generalizamos los espacios y los resultados que se encuen­

tran en [5], considerando versiones pesadas de los espacios que aparecen allí y permitiendo que

el parametro m sea un número real positivo. Los elementos de Haz", se definen pidiendo que
la función maxima] asociada al elemento pertenezca a D"; cuando decimos que consideraremos

versiones pesadas de estos espacios, nos referimos a pedir que la maximal asociada al elemento

se encuentre en LP(w) donde w es un peso, es decir, una función medible Lebesgue no negativa.
Por otro lado, es bien conocido que los espacios de Hardy HP son invariantes bajo la aplicación

de operadores integrales singulares asociados a núcleos regulares. Además, en ciertos casos

(cuando m es un número natural) podemos identificar versiones pesadas de los e5pacios de

Hardy y versiones pesadas de los espacios Hizm. A partir de estos hechos surge la siguiente
pregunta: ¿podemos definir una extensión de operadores integrales singulares directamente sobre

los espacios 71:12",aún cuando m no es un número natural?. La respuesta es afirmativa, y la
respondemos en el último capítulo de este trabajo.

Como hemos mencionado, consideraremos versiones pesadas de los espacios Hz'zm, y pre­
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tendemos que estas clases de pesos sean lo más general posible. Por este hecho, nos restringire­

mos a trabajar en la recta real, puesto que en este caso conocemos una clase bastante general

de pesos ( la clase A: de E. Sawyer, definida en [13],la cual caracteriza los pesos para los que la

maximal de Hardy-Littlewood lateral M + es acotada de L’ (w) en L’(w) (s > 1)), que hacen que
los problemas resulten de mayor interés y para las cuales hemos obtenido resultados similares a

losobtenidosen
La principal dificultad que aparece al considerar pesos en las clases A}, es el hecho que

estos pesos no son necesariamente duplicantes y por lo tanto no es sencillo encontrar descom­

posiciones de tipo Whitney de conjuntos abiertos, las cuales son fundamentales para encontrar

descomposiciones atómicas. Estas dificultades de naturaleza geométrica que aparecen, ya sea

en las teoría de los espacios de Hardy pesados para pesos en la clase A: o en los espacios que

introducimos en este trabajo, por ahora, sólo se han podido superar en dimensión uno.

En el caso n-dimensional no es difícil ver, siguiendo las mismas técnicas que en [5], y con

mínimas variantes, que la mayoría de los resultados que nosotros obtenemos también valen para

pesos en la clase A, de B. Muckenhoupt, definida en [10], clase esta que caracteriza los pesos

para los cuales el operador maxima] de Hardy-Littlewood M es acotado en L’(w) (s > 1).
Los primeros dos capítulos de este trabajo, estan dedicados a recordar resultados conocidos;

en el primer capítulo hacemos una revisión de las clases Aj' de pesos de E. Sawyer, recordando los

principales resultados de estas clases de pesos y mencionando los resultados que necesitaremos en

capítulos posteriores. En el segundo capítulo recordamos la definición y los principales resultados

de los espacios de Hardy laterales HÏ”_+(w)definidos por L. de Rosa y C. Segovia en [11],haciendo
hincapié fundamentalmente en la descomposición atómica de los mismos, que será esencial para

probar los principales resultados del capítulo 4, entre estos la equivalencia (en ciertos casos)

entre los espacios H5_+(w)y los espacios (w) que introduciremos en el capítulo 3.
En la primera sección del capítulo 3 definimos la función maximal NqÏa(F; :v) de una clase

F perteneciente al espacio cociente, Eq , entre las funciones de Lïoc(R) y el subespacio formado
por los polinomios de grado a lo sumo N. Esta maxima], es una versión lateral de la maxima]

considerada en A partir de esta función maxima] introducimos los espacios 718:;(w), (para
0 < p S 1) pidiendo que la mencionada maxima] que depende de los parámetros q y a (l < q <

oo, y a > 0) pertenezcaa LP(w),es decir diremosque F e (w), si

/N;0(F; x)pw(a:)da:< oo,

donde el peso w en general en este trabajo pertenecerá a alguna clase A31 Además, intro­

ducimos la noción de pátomo en 7131200). En la segunda sección probamos propiedades y

resultados sobre la maximal NqÏa(F;2:)y los espacios (w), entre estos la completitud de los
mismos y un lema de descomposición de tipo Calderón-Zygmund lateral (el Lema 3.2.17) que nos

permitira dar una descomposiciónatómicade los espacios Terminamosesta sección,



probando un corolariodel Lema 3.2.17,que nos da la densidad de las clases (w) ñ Aa en el
espacio (w), donde Aa denota el conjunto de las clases F que tienen algún representante
con derivadas continuas hasta el orden N y su derivada N-ésima es Lipschitz (a —N) (donde

0 < a —N 5 1). Este corolario sera de gran utilidad en el último capítulo. En la última sección

del capítulo 3 damos una descomposición atómica de los elementos en el espacio HZ; (w). Para

esto, utilizamos un método similar al que usaron R. Macías y C. Segovia en [7], donde encuen­

tran descomposiciones atómicas de distribuciones en espacios de tipo homogéneo. Para poder

aplicar la técnica de R. Macías y C. Segovia es fundamental el Lema 3.2.17 que mencionamos
anteriormente.

El capítulo 4 está dedicado a estudiar la relación entre los espacios (w) y los espacios

de Hardy H5_+ En la primer sección consideramosel potencial fraccionario Pa y probamos
que Pa se puede extender a una aplicacióncontinua del espacio H5_+(w)en el espaciofi}:
En la primera parte de la segunda sección del mencionado capítulo nos restringiremos al caso

en que a es un número natural, y en este caso probamos que podemos identificar los espacios

Hg";(w) con los espacios de Hardy +(w) a partir del operador diferencial D“ (derivar a
veces), esencialmente el inverso de Pa. Por último, damos un ejemplo que prueba que en el

caso que a no es un número natural falla la identificación entre los espacios +(w) y TQ};(w),
específicamente,probamosque la extensiónde Pa desdeel espacio+ (w)en el espacio (w)
puede no ser sobreyectiva, contrariamente a lo que pasa en el caso que a es un número natural.

Por último, en el capítulo 5 probamos que podemos extender operadores integrales singulares

laterales sobre el espacio HQ; (w), y que además dichos operadores son continuos en este espacio.

Dividimos este último capítulo en tres secciones. En la primera recordamos la definición de un

núcleo de Calderón-Zygmund regular y además recordamos la existencia de este tipo de núcleos

soportados o bien en la semirrecta positiva, o bien en la semirrecta negativa (probada por H.
Aimar, L. Forzani y F. Martín-Reyes en En la segunda sección probamos que podemos
extender explícitamente la definición de un operador integral singular K, asociado a un núcleo

regular lateral, al conjuntodenso(w) n Aaldel espacio(w). En la última sección,
primero probamos que en el caso que a no es natural obtenemos la.siguiente estimación puntual,

Nïa(ÏF;z) S C N;0(F;:v),

siempre que F e Aa, y donde Ï denota la extensión antes mencionada. Por último, probamos

que Ñ se puede extender a un operador acotado en el espacio HZ; Este último hecho, el
de extender operadores integrales singulares directamente a los espacios HZ; (w) es interesante
aún en e] caso que el peso w E 1, es decir, en el caso de la medida de Lebesgue.



1 Pesos

En el artículo [13] E. Sawyer caracterizó los pares de pesos (u, v) para los cuales la función

maximal M + es de tipo débil (s, s) (s > 1), así como los pares de pesos (u,v) para los que M+

está acotada de L’(u) en L’(v) (s > 1). En particular, si en lugar de considerar pesos diferentes,

es decir si se considera el par (w,w) quedan caracterizados los pesos para los cuales la maxima]

M "’ es acotada de L’(w) en L“(w). En este trabajo consideraremos este tipo de pesos, y en este

capítulo recordaremos algunas de las propiedades esenciales de estos pesos, las cuales nos serán

de utilidad en los próximos capítulos.

1.1 Definición y resultados sobre las clases de E. Sawyer

Sea f una función medible Lebesgue definida sobre el conjunto de los números reales R, y que

toma valores reales. Las funcionesmaximales de Hardy-Littlewood laterales M +f y M ’ f están
dadas por

a:+h a:

Mmz) = supj If(t)Idty M-m) = sup/ mout­h>0 z h>0 z-h

Definición 1.1.1 Llamaremos peso a toda función medibleLebesguey no negativa w(:c) definida

sobre R. Además, dado un conjunto medible Lebesgue E C R, definimos su w-medida como

w(E) = [E w(t)dt.

Definición 1.1.2 Diremos que un peso w(:r) pertenece a la clase At, 1 < s < oo, definidas por

E. Sawyer en [13], sz"satisface

1 a: 1 z+h l 3-1

sup(—/ w(t)dt) (—/ w(t)_mdt) Sc,h>0 h 2-); h a:

para todo número real 1:. En el caso de s = 1, diremos que 10(2) pertenece a la clase A1"si existe

una constante C tal que

M_w(a:) S C w(:1:)

para casi todo z.

En forma análoga se define las clases Ag, como los pesos que satisfacen

1 z+h 1 a: 1 3-1

sup(—/ w(t)dt) (—/ w(t)’mdt) 5 c,h>0 h' a: h z-h



para todo número real :c. En el caso de 3 = 1, diremos que w(z) pertenece a la clase A1-si existe
una constante c tal que

M+w(:n)S

para casi todo :c. A partir de ahora daremos propiedades, para pesos en las clases AJ, sin

embargo todos los resultados que daremos, tienen su versión para las clases Ag.

Es una consecuencia inmediata de la definición que si w e AJ, (1 < s < oo) si y sólo si

lll-á e A37,donde 3'denota el exponente conjugado de s, es decir, í + = 1.
Por otro lado, no es difícil ver que la condición que define la clase A? es equivalente a la

condición

1/0 w(t)dt 5 infes 10(2), para todo número real a y h > 0. (1.1)h a_h zela,a+h]

Es bien conocido que si w(:c) es un peso que pertenece a alguna clase de B. Muckenhoupt Aa7

(s 2 1) definidas en [10],entonces 10(2) pertenece a A3”,además es claro a partir de la definición

que toda función creciente no negativa pertenece a las clases A: para 1 S 3 < oo.

Como consecuencia de la desigualdad de Holder resulta de inmediato que las clases A: son

crecientes en s, es decir si un peso w e A}; para algún 1 S so < oo, entonces w e A: siempre
que so < s < oo, la inclusión Ai" C At, para s > 1 es directa a partir de la condición (1.1).

Ahora recordamos uno de los principales resultados sobre las clases A3".

Teorema 1.1.3 ([13]) Sea 1 < 3 < oo. La función maximal M+ está acotada de L"(w) en

L"(w), si y sólo si w e A}.

La demostración original de este resultado se encuentra en [13],sin embargo una demostración
más simple de un resultado más general se puede encontrar en Además Martín-Reyes ha
desarrollado una técnica en el trabajo [8] que permite, entre otras cosas, simplificar conside­
rablemente la demostración de este resultado.

Si x¡(y) denota la función característica del intervalo I = (a, b), una consecuencia inmediata
del Teorema 1.1.3, y del hecho que

M+x¡(:c) 2 l siempre que :z:e I’ UI,

donde I ‘ = (a —(b —a) ,a), es el siguiente lema:

Lema 1.1.4 Si w e A: para algún 1 5 3 < oo, e I = (a, b) es un intervalo acotado, entonces

w (I’ UI) 5 cu,w(I),

donde cu, depende sólo de w.



Otra consecuencia del Teorema 1.1.3, es el siguiente lema:

Lema 1.1.5 Sea s > 1. Supongamos que w G A: y sea I = [a,b] un intervalo acotado tal que

w(I’) > 0. Entonces

oo
j w <oo.b+(b-a) (93- b)‘

Demostración. No es difícil ver que si a: > b + (b —a), entonces

III
M_x¡(:c) 2 Cm _ b.

Luego, como w e A: (donde s > 1) tenemos que w‘Ï e Ag. Ahora teniendo en cuenta la
versión para las clases A; del Teorema 1.1.3, obtenemos que

oo w-f’ a: C oo _ . ­

/ ( Ï-dzs ,- (M mo)‘ :1:-¿(odab+(b-a) (a: - b) |I| b+(b-a)

C j s' C .'
5——.xzw_ïzda:=—.w-7I<oo,

III, ¡() () III, ()

donde la finitud de w’Ï(I), resulta de la definición 1.1.2 y del hecho que w(I’) > 0. I
Decimos que un peso w es duplicante, si

¡”(21)S wa(I),

donde 2I denota el intervalo centrado en el centro de I y de longitud doble. Esta condición es

claramente más fuerte que la condición que asegura el Lema 1.1.4 para un peso w e A}, de
hecho, en general un peso w e A: puede no ser duplicante. Más aún, un peso w perteneciente

a alguna clase A: puede anularse en un conjunto de medida positiva, sin ser el peso trivial
w(:v) E 0. Además, un peso w que pertenece a alguna clase A: puede ser oo en un conjunto
de medida positiva, sin ser el peso trivial w(:c) E oo. A continuación mostramos un peso que

ejemplifica estos hechos.

Ejemplo 1.1.6 Sea a < b números reales y h(a:) una función creciente y estrictamente positiva
0 si —oo < a: S a

en (a, b). Si definimos w(z) = h(z) si a < :1:g b entonces w(a:) pertenece a la clases
oo b < :1:< oo

A: para153<oo.

El peso del ejemplo 1.1.6 tiene una forma bastante particular, se anula en la semirrecta

(—oo,a) y es infinito en la semirrecta (b,oo) . En realidad este hecho no es una propiedad de
este peso en particular, pues se tiene el siguiente lema:



Lema 1.1.7 Sea w e AI, existen dos números 2-00 y ccoo,—ooS 2-00 _<_zoo < oo, tales que

(i) w(a:) E 0 en (-oo,:c_°°),

(ii) w(:1:)E oo en (200,00) y

(iii) 0 < 10(2) < oo casi todo punto a: E (z_°°,a:°°).

Además w es localmente integrable en (-oo,x°.°).

Demostración. Dado que AÏ'C A: para s > 1, suponemos que w e A}, para s > l. Sea

S_ = {2: w(y) = 0 c.t.p. y e (-oo,a:)}. Si S = 0 entonces 2-00 = —oo.Sino, ponemos

(Lao = sup S_.

Si 2-00 = oo, entonces w es el peso trivial w(z) E 0. Consideremos entonces el caso 2-00 < oo.

Sea z > (La, y h > 0, entonces

/Z+hw(y)-ríïdy < oo. (1.2)

En efecto, si existe h > 0 tal que

z+h

/ HIM-¿My = oo,

resulta que para cualquier n natural,

z+nh

/ wen-751131= oo­

Si elegimos n de tal manera que z —nh S a:_°°, si 2-00 > —oo(sino, aplicarfamos sucesivamente

el razonamiento) teniendo en cuenta la condición Aj’ resulta que w(—oo,z)) = 0 lo cual es una
contradicción pues z > 112-00.La estimación 1.2 prueba que w(y) > Oc.t.p. y e [2,2 + h] , donde

z > 93-00y h es cualquier número positivo, luego

w(y) > 0 c.t.p. y e (m_°°,oo) .

8+ = {z e IR: w(y) < oo para c.t.p. y e (-oo,a:)} .

Si S+ = Ü definimos zoo = —-oo,sino

zoo = sup 8+.



Si zoo = oo el lema está probado. Supongamos entonces que zoo < oo. Sea z > zoo, luego existe

un conjunto E C (zoo,1:)de medida positiva tal que w(y) = oo c.t.p. y e E, por lo tanto existe
ho > 0 tal que

f w(y)dy= oo,I-ho

luego debido a la condición A:

z+h

f w(y)‘ï’-‘1dy= 0.1:

para todo h > ho, y este hecho implica que w(y) = oo c.t.p. y G (2:,oo). Y como a: era cualquier

punto mayor que 2:00,tenemos que

w(a:) = oo c.t.p a: E (zoo, oo).

Es claro que -oo 5 a:_°° 5 zoo S oo, y además si consideramos I = [a,b] C (-oo,a:°°), debido

a que d(b,:1:°o)> 0, a partir de la condición A}, tenemos que 10(1) < oo. I

Con el fin de evitar el caso no interesante de 215-00= 2+”, es necesario y suficiente que exista

un conjunto medible E que satisfaga 0 < w(E) < oo. A partir de ahora descartamos los casos
triviales de 15-00 = 11,400.

Como consecuencia de los Lemas 1.1.4 y 1.1.7 resulta que si a es un número real y w e A:
entonces

w((a, 00)) = oo. (1.3)

En efecto, si w((a, 00)) < oo tenemos que

lim [afin w(a:)da:= 0, (1.4)n-ooo 6+"

y por lo tanto por el Lema 1.1.4

w((a,a + n)) S wa ((a+ n,a + 2n)),

luego como consecuencia de (1.4) w ((0,,00)) = 0, por el Lema 1.1.7 w(1:) es el peso trivial nulo.

Bs bien conocido que si un peso w pertenece a una clase de Muckenhoupt, entonces w satisface
la condición de Hólder inversa, es decir



para algún r > 1, y para todo intervalo I C IR,donde cu,no depende del intervalo I. Este hecho

es fundamental para probar que si s > 1, y un peso w e A3entonces existe un número positivo e,

tal que w e APE. Además, si un peso satisface la condición de Holder inversa, entonces w es un

peso duplicante (todas estas propiedades sobre los pesos de Muckenhoupt se pueden encontrar

en [5]).

El hecho de que un peso w satisfaga la condición de Holder inversa implique que dicho peso

sea duplicante, prueba que, en general, un peso en una clase de E. Sawyer A: puede no satisfacer

la condición de Hólder inversa. Sin embargo Martín-Reyes en [8]probó una versión débil de esta
condición para las clases de E. Sawyer.

Lema 1.1.8 Si w pertenecea alguna clase de SawyerA: entonces existen númerosposi­
tivos e y C tal que

feb w1+€(33)d33S C [M- (wX(a.b)) (5)]HE f: w(a:)dz.

Aunque esta condición es más débil, que la condición de Holder inversa, permite probar el

siguiente resultado:

Lema 1.1.9 St1< s < oo y w e A: entonces existe e > 0 tal quew e ALE.

La demostración original de este resultado se encuentra en [13], sin embargo, la prueba de
este resultado usando el lema anterior se debe a Martín-Reyes y se puede ver en
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2 Losespacios+(w)

En el trabajo [11] Liliana de Rosa y Carlos Segovia definieron los espacios de Hardy pesados

laterales Hí n(w) para pesos w en las clases de Sawyer AJ. Estos espacios si bien están formados
por distribuciones, se pueden aproximar por funciones localmente integrables. Además, los

elementos de estos espacios se pueden expresar como una serie de múltiplos de átomos. Estos

resultados, los cuales se encuentran en [l 1], son los que recordaremos en este capítulo.

2.1 Definición y principales resultados de los espacios HÏ_7(w)

Sea —oo S r < oo, denotemos 'D(r, oo) el espacio de todas las funciones 08°(1R) con soporte

contenido en (r, oo) equipado con la topología usual, y por 'D’(r,oo) el espacio de distribuciones

sobre (r, oo) .

Definición 2.1.1 Dado un entero 7 2 1 y :1:e IR, se dice que la función ib(t) en 08°(1R)

pertenece a la clase 45(2) si existe un intervalo acotado [w = [23,c]que contiene el soporte de

1,1)(t)tal que D7il)(t) satisface

HW“ "197100)"0°S 1- (2-1)

Estas clases de funciones son decrecientes en 'y, es decir, si 71, '72 son dos números enteros

positivos tales que '71 < 72 entonces (D72(rc) C (¡>71 Este hecho resulta a partir del siguiente
lema.

Lema 2.1.2 ([11]) Si 1/)(t) pertenece a la clase <I>7(a:),y Id, es el intervalo asociado con 1/)(t)
en esta clase, entonces

IIwI'"+1 IID"‘«/J(t)ll.,o S 1, (2.2)

siempre que 0 S m 5 7.

Demostración. Este lema es el Lema 3.6 de [11]. I

Definición 2.1.3 Sea f una distribución en 'D’(1',oo). Definimos la función maaimal f;,7(:1:)
como

¡17(5) = sup{|(f,1l))l 11!)G ©7075“,

para todo z > r.
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En el caso que f es una función en L}0c(1',oo), como consecuencia del Teorema de Lebesgue,
se tiene la siguiente relación puntual,

|f(:1:)| S f;_,,(z) c.t.p. a: G (r,oo) (2.3)

Recordemos que en el capitulo anterior asociamos a un peso w perteneciente a una clase A: un

número real —oo5 2-00 < oo, con la propiedad que w(a:) E 0 c.t.p a: e (—oo,a:_°°) y w(z) > 0

c.t.p. a: e (z_°°,oo) . A partir de ahora fijamos un peso w en una clase AJ"y denotamos ¿L°° el
número en las condiciones de arriba asociado a dicho peso.

Definición 2.1.4 Sea 10(2) e A3”,para algún s 2 1, y 0 < p S 1. Para todo entero 'y 2 1 que

satisface ('y+ 1)? Z 8 > 1 o (7 + 1)p > 1 sis = 1, decimos que la distribución f en ’D’(:c_°°,oo)

pertenece a Hi” (w) si la ‘p-norma”

oo l/p

"¡Mmm = (j f;fl(a:)’w(a:)dz) ,

es finita.

Se define un p-átomo en el espacio H5_+(w) de la siguiente manera:

Definición 2.1.5 Una función a(y) definida en IRes un p-átomo en Hi,"+(w) con respecto a w,
si existe un intervalo I (no necesariamente acotado} que contiene el soporte de a(y), tal que

(i) I C (z_°°,oo), w(I) < oo

(ii) "allenS “¡m-V"

(iii) Si la longitud de I es menor que la distancia d(a:_°°,I) de 2-00 a I ,
entonces

f! a(y)y’°dy= 0,

vale para todo entero k, 0 S k < 7.

A continuación recordamos un resultado que asegura la existencia de elementos en estos

espacios y además en particular que los p-átomos pertenecen al espacio HÏY"+(w).

Lema 2.1.6 ([11]) Sea w(a:) e AI, 7 2 1 un entero y 0 <p S 1 tal que (7+ 1)p 2 s > 1. Sea
f(:c) e L°° con soporte compacto contenido en un intervalo I C (a:_°°,oo) . Si |I| < d(a:_°°,I)

suponemos que f a(y)y'°dy = 0 para todo entero k, 0 S k < 7. Entonces para cualquier a: > 2-00,
resulta que

rms) s a, "¡um[M+x;(z>]”“
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Más aún,

IIf;.7(z)IIm_+(.U,s cm IIfIIoowU)..7

Las constantesc, y cm, no dependende f

A continuación enunciamos los resultados fundamentales del trabajo [11].

Teorema 2.1.7 ([11] Aproximación de distribuciones en Hf__,1(w)por fimciones) Sea
unpesoweAj', 721 unentero,y0<p5 1 talque(7+1/q)sz>l 0 (7+1/q)p> 1si
s = 1. Entonces, si f e Hïn(w), para cualquier e > 0 dado, existe una función g(x) localmente
integrable en (x_°.°,oo) tal que

oo

f (f —9):” (z)”w(x)dx< e.z-oo

A partir de este último teorema en [11],se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.1.8 ([11] Descomposición atómica) Seaw e Aj, 'y 2 1 un entero, y 0 < p S 1

tal que (7+1/q)p 2 s > l o (7+1/q)p > 1 sis = 1. Entonces, si f e HïnCw) existe
una sucesiónnumérica y una sucesiónde p-átomos con respectoa w(x) tal que
f = ZA¿a¿(x) en D’(x_°°,oo). Más aún, existen constantes c1 y 62 tales que

ClIIFIIZïn(w)S z S c2"FIIï-[ïn(w)

Observemos que en el caso de 33-00= —oo,si algún intervalo I asociado a un p-atomo a(x)

es acotado, por la parte (iii) de la definición 2.1.5, se sigue que el p-átomo a(x) tiene momentos
nulos hasta el orden 'y —1.

Teorema 2.1.9 ([11]) Bajo las Hipótesis del Teorema 2.1.8 y si suponemos que 2-00 = —oo,
entonces los p-átomos en la descomposiciónse pueden elegir de tal manera que los
correspondientes intervalos I,- de la definición 2.1.5 estén acotados. Y por lo tanto todos los
p-átomos de la descomposición tienen momentos nulos hasta el orden 'y - 1.

Para terminar este capítulo observamos el siguiente hecho que nos será. de gran utilidad en
el capítulo 4.

Denotamos por L.‘;°(I) el conjunto de funciones medibles f con soporte contenido en el
intervalo I C (x_°°,oo), tales que f e L°°, y además, si III < d(x_°°,I) requerimos que f
tenga momentos nulos hasta el orden 'y —1. Luego, como consecuencia de los Teoremas 2.1.8 y

2.1.9, el conjunto D1 formado por todas las funciones para las cuales existe un intervalo acotado

I C (x_°°,oo) con w(I) < oo y f e L.";‘°(I),es denso en Hï_.y(w).
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3 Los espacios Hgfiw)

En este capítulo introducimosla maxima] N;a(F;:1:) y a partir de ella, los espaciosHa:
En la primera sección damos gran parte de las definiciones y la notación que usaremos en lo que
resta de este trabajo. En la segunda sección damos propiedades y resultados sobre la maxima]

Nqiya(F;:5)y los espacios713;; Terminamos este capítulo dando una descomposiciónatómica
para elementos de estos espacios.

3.1 Definiciones y notación

Sea w e AJ, y consideramos el punto a3.0° asociado a w en las condiciones del Lema 1.1.7.

Denotamos Lfoc(:v_°°,oo), l < q < oo, el espacio de las funciones f (z) a valores reales definidas
sobre IR,que pertenecen localmente a Lq (para subconjuntos compactos de (3-0.0,00)), dotado
con la topología generada por las seminormas

l/q

Im, = (¡Ir‘ fl mywdy) ,

donde I recorre todos los intervalos cerrados y anotados en (2-00, oo).

Sea f (z) en Lq¡“(2-00, oo) y sea a un número real positivo, definimos la función maxima]

n";a(f ;3:) de la siguiente manera:

z)= supp-alfiq'lz'z1-pl'
p>0

Sea un número entero N 2 0, y 'PN el subespacio lineal de Lïoc(a:_°°,oo) formado por todos
los polinomios de grado a lo sumo N. Este subespacio es de dimensión finita y por lo tanto

es un subespacio cerrado de Lïoc(a:_°°,oo). Llamaremos Efv(z_oo,oo) al espacio cociente de

L?“(2-00, oo) por 'PN. Para simplificar la notación y mientras no se preste a confusión notaremos
EX,en lugar de Ex,(z-°°, oo). Si F e EX“ definimos las seminormas

IIFIIq,¡= inr {mw}­feF

La familia de todas estas seminormas induce sobre EX, la topología cociente. El espacio EX, es
localmente convexo y completo.

Dado un número real a > 0, lo podemos escribir de una única manera a = N + fi, donde N
es un número entero mayor o igual que 0, y B es un número real tal que 0 < fl 5 1. A partir
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de ahora, y en todo lo que resta de este trabajo fijamos a > 0 y por lo tanto también su única
descomposición a = N + fi en las condiciones anteriores.

Para F e EL, definimos la función maxima] Nïa(F; :5)como

Nq+fl(F;z) {n;a(f;a:)}.

Definición 3.1.1 Decimos que un elemento F en EX, pertenece a 713;;(w), 0 < p S 1, si la

funciónmaximalNïa(F;z) e Estoes
oo

f N;a(F;a:)pw(z)d:r < oo,3-00

y además definimos la "p-norma” en 713::(w) como

"Mmm, = IINÏa(F;”’)IILP(w)'

Definición 3.1.2 Diremos que una clase A E EX, es un p-átomo en 713;:(w) si existe un
representante a,(y) de A y un intervalo I (no necesariamente acotado) tal que:

i) I C (z_°°,oo), 10(1) < oo

ii) sop(a) C I

iii) N(A,a:) S w(I)‘1/P para todo a: e (2-00, oo).

Al intervalo I lo llamaremos un intervalo asociado a A. Observemos que en la definición de

p-átomo le pedimos al intervalo I que su w-medida sea finita, condición esta que para un peso

w G A: no asegura que I sea un intervalo acotado. Sin embargo, como vimos en el primer

capítulo, si w(I) < oo, I no puede ser de la forma (a, oo), así si I no es acotado 2-00 = —ooe I

es de la forma (-oo, b) con b < oo.

Definición 3.1.3 Sea 0 < fi 5 1. Diremos que una función f definida en IR es Lipschitz-fl

en un conjunto E C IR, si existe una constante positiva y finita C, tal que para todo 1:, y z’

pertenecientes a E, se cumple que

|f(:c) —f(:1:')| g C la:—z'|fi.

Definición 3.1.4 Sea a = N + fi, donde N es un número entero no negativo y 0 < ,6 S 1.

Denotaremos Aa (a:_°.°,oo) el espacio de las funciones f e CN (1:_°°,oo), para las cuales su

derivada DNf es Lipschitz-B en (a:_°°,oo).

Definición 3.1.5 Sea a = N + fi, donde N es un número entero no negativo y 0 < fi S 1.

diremos que una clase F en EZ, pertenece a Ao,(12-00,oo), si algún nepnesentante f de F pertenece

a Aa (93-00,oo).



A partir del hecho de que dos representantes de una clase F en EX, difieren en un polinomio
de grado a lo sumo N, decir que F pertenece a Aa (2-00, oo) (a = N + fi, donde 0 < ,6 S 1 ),

es equivalente a decir que todos sus representantes pertenecen a Ao,(2-00, oo).

Para simplificar la notación, y mientras no se preste a confusión notaremos Aczen lugar de

Aa(a:_oo, oo).

3.2 Propiedades de la maximal NqTa(F;2:)y de los espacios 715;;(w)

A continuación, daremos propiedades y resultados sobre las funciones maximales nq,a(f ;a:),

Nïa(F;:c) y los espacios Hp; (w), algunos de los cuales son por si mismos interesantes, pero
además, la mayoría serán utilizados para probar los principales resultados de este trabajo.

Algunas de las demostraciones de los resultados que detallaremos a continuación se prueban

usando técnicas similares a las encontradas en los trabajos [2]de A. Calderón y [5]de A. Gatto,
J. Jiménez y C. Segovia.

En lo que sigue del trabajo, las letras c y C representarán constantes, que no necesariamente

serán las mismas en cada ocurrencia, y además si es relevante su dependencia respecto a algún
parámetro, lo haremos notar.

El primer lema que enunciamos, es una mínima variante de un resultado que apareció por

primera vez en [3] (el Lema 2.6), y su demostración se puede hacer en la misma forma.

Lema 3.2.1 Existe qbe 08° soportada en {-1,0}, tal que para todo polinomio P(a:) de grado a
lo sumo N y cualquier número real /\ positivo, vale que

19(2) = / AP(y)d>(A[=c- yndy.

Lema 3.2.2 Sea F en EX“ y sean f1 y f2 mpmsentantes de F, P = f1 —f2. Existe una
constante finita ck tal que

vale para todo 9:1, 2:2 e y en (23-00,oo).

S 0k (n;a(flazl) + nota(f21332))(Izl- yl + ¡12- gl)“

Demostración. Supongamos que n; a(f1, 2:1), 7134,02,3:2)son finitos, sino no hay nada que
probar. Además supongamos que se verifica la condición adicional y 2 1:22 21:1.

Teniendo en cuenta que f1 y f2 son dos representantes de F, su diferencia f1 —f2 es un

polinomio de grado a lo sumo N. Luego, si q)es la función del Lema 3.2.1,

f1 (y) —f2(y) = f A(f1(z) —f2(z))qb(/\[y —2])dz.
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Debido a que d)e 08° derivando bajo el signo integral, obtenemos

Luego sumando y restando f, usando que el sop(qb)C [-1,0] lo cual implica y 5 z 5 y + 1//\, y
la desigualdad de Holder, resulta

d k

PG!)
1/,\ 1/‘7 l/A

o» (A/fi |f1(2)l"dz)+(A/1/+ mmm)y y

Si consideramos 1//\ = (y —1:1+ y —3:2), y p = 2//\, recordando que y 2 2622 zl, resulta que

= f W101 (z) - 13(2))dzwly —21>dz.

5 (3.1)

l/q

21SySy+1/z\=a:1+y-a:1+p/2Szl+p,y
332SySy+1/Á=22+y-Z2+P/2S€62+P­

A partir de estas estimaciones, obtenemos que los intervalos [21,121+ p] , [132,22+ p] contienen

al intervalo [y,y + 1//\] . Usando esta última observación en la desigualdad (3.1) , obtenemos

(%)kp(y) S C l/pk [(l/p/ZÏI+PIf1(Z)|qu) 1A74.(l/pÁ:2+PIf2(Z)Iq dz)1/q]

_<_C (nïaáflazl) + n;a(f2a172))Pa_k­

Reemplazando p obtenemos el lema para y 2 1:22 21:1.

Ahora, eliminamos esta hipótesis adicional. Sin perder generalidad suponemos 1:2 2 2:1.

Dado que Dk(f1(y) —f2 es un polinomiode grado a lo sumo N - k, usando su desarrollo de
Taylor en el punto 2:2,obtenemos

N-k j

kam —f2(y))= Z Dk+i<fl<y)—f2(y))Iy=zzM, (3.2)
j=o J !

y dado que 1:22 2:1,utilizando el lema para y = 2:22 21:1resulta que

¡JW-(my) - r2(y))| (,3,11:22

S C (n;a(fla31) + n;a(f2,32)) Im]_ z2Ia-k—j'

Teniendo en cuenta la identidad (3.2), y usando la estimación (3.3), obtenemos Que

¡”mm - ¡ze/nl (34)

s c (712.413,21)+ n;a(12,22))(32- mi)“ (T —1:21)j=0



Ahora, a partir de las desigualdades

ISI-¿52' S Iy-flïil'l'Iy-Izl, y
Iy-III+Iy-32I

’1 s
12-551

tenemosque

N-k - N-k ' _

z<Iy-22I)J<Z(Iy-21I+Iy-I2|)J<C (ly-IJI+Iy—I2I)Nk
— _ — __N—

¡:0 132-931 ¡:0 552-931 172-551

Reemplazando esta última estimación en (3.4) , y recordando que a = N + fi, resulta que

Ivkwy) —12(y))|
N-k

SC(nq,a(f1,931)+nq,a(f21172))(22_¡Boa-k
5 C(n;¡Ïa(f1,=ti) + nÏa(f2,22)) (932- 931W(ly - a31I+Iy - “HDN-k

g C (n;a(f1,931)+ nïa(f2,€52)) (ly - Ill + ly - QDQ-kr

lo cual prueba el lema. I

Lema 3.2.3 Sea F en Ei, con Nïa(F, zo) < oo. Entonces:

(i) Existe una única f e F tal que n;a(f,zo) < oo y, por lo tanto,
N;a(F;20) = ncïa(f1930)'

(ii) Para todo intervalo I = [a,b] C (a:_°°,oo) con a 2 zo. Existe una
constante finita c que depende de 1:0y del intervalo I tal que si f es

el único representante de F dado en (i), entonces

"Flqu .<_Ifqu S 020,1“¿,ÏÁÍJO) = 01:0,1NÏCÁF, Io)­

La constante o,“ Se puede elegir independiente de 2:0,si :vovaría en
un conjunto compacto.

Demostración. Probemos Supongamosque f1 y f2 pertenecena F y ambosn;a(f1, zo)
y n;a(f1,a:o) son finitos. Llamemos P al polinomio f1 —f2 de gado a lo sumo N. Aplicando el
Lema 3.2.2 con z] = 3:2= zo = y y variando k, 0 5 k 5 N, obtenemos que D"P(:1:o) = 0, lo
cual implica que P E 0, por lo tanto f1 = f2.

Consideremosahora la parte (ii). Por la parte ya probada, sea f el único representante

de F que satisface N;a(F, 1:0) = ngïa(f, 1:0). Para un intervalo I = [(1,b] con a 2 1:0elegimos
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po > 0 el menor valor de p para el cual I C [20,20 + po], luego usando este hecho y por las

definiciones de IIFIIqJ, IfIqJ , 713260,25)y Nga(F;a:) tenemos que

1 b l/q 20+Po l/q

¡wmisvtv=Gñ/¡mwve) surW(/ laura)
1 _ _ _l zo+p0 _

=#“mW%°MU ¡www swmmmúmm)Io

= czo'] N-t‘a(F, 1:0).

Además si ¡to varía en un conjunto compacto, es claro que hay un po máximo que sirve para
todo :Izode ese compacto. I

Corolario 3.2.4 Si es una sucesión de elementosen EX,que conveïyea F en 16;;(w),
0 < p S l, entonces convergea F en EX,.

Demostración. Sea un intervalo I = [a,b]C (a:_°°,oo). Como a > 2-00, d(a:_°°,a) = r > 0.

Sea n el primer número natural n tal que I’ll-l< g, y consideremos el intervalo I; = a —I’ll-l,a] ,
este intervalo tiene longitud 171-}y además está contenido en (1:_°.°,oo). Ahora por (ii) del Lema
3.2.3

"F —Filqu 5 ClNTa(F —F1112)para todo a: en 1;. (3.5)

Por otro lado, teniendo en cuenta que I; C (2-00, oo), resulta que

0 < f w(t)dt. (3.6)Ir:

Luego, elevando a la potencia p, multiplicando por w(:v) e integrando respecto de :1:sobre I; en
la desigualdad (3.5) y teniendo en cuenta (3.6), obtenemos que

C

||F —E-IIPJs WL) fr Ngaw —E,z)Pw(z)dzn n

S chun]; "F _ RIIZÉ:(w) a

lo cual prueba el corolario. I

Antes de enunciar el siguiente lema introducimos la siguiente notación que será. útil en lo

que sigue del trabajo. Dado un representante f de una clase F, y si para un punto a: tenemos

que Nïa(F;a:) es finita, por el Lema 3.2.3 existe un único representante de F que realiza la
maxima] N;a(F ;21:),denotaremos ese representante por f(y) —P(a:,y), donde P(1:,y) denota
un polinomio (en la variable y) de grado a lo sumo N.
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Lema 3.2.5 Seaf un representantede la claseF en SupongamosqueNïa(F; 1:)esfinita y
denotemos por P(:1:,y) el único polinomio de grado a lo sumo N tal que natal f (y) —P(a:,y); 1:)=

NqÏOÁF; Luegof(:v) = P(z,a:) casi todo punto :vpara, el cual Nïa(F;z) es finita.

Demostración. Por el Teorema de Lebesgue

¡(aa-Po: z)= um 1/“P[f(y)—P(zy)1dycnpz (37), Mp2 , .
Aplicando la desigualdad de Holder en (3.7) , tenemos que

. 1 I+p l/q

mx) —P(z,rc)ls hmsup f my)- Po, ynqdy p°p-oO+ P a:

+ . ' a _
5 Nq,a(F,a:) para p ——0.

I

Lema 3.2.6 Sea F} una sucesión de elementos en EÏV, tal que la serie zi NÉQ(F¿,1:) es finita
para casi todo punto :1:en (p-00, oo). Entonces

(i) La serie zi F,-oonverge en EZ, a un elemento F y además

N;a(F;:c) S zNga(F,-,a:) para a:e (35-00,oo). (3.8)
i

(ii) Sea :co tal que ziNáta(F1-¿;ZO) es finita. Si f,- es el único representante

de la clase F,- que satisface NqÏa(F¿;a:o) = n;a(f¿;zo), entonces la
serie zi f,- oonverge en Lfm(z_°°, oo) a una función f que es el único

representante de F que satisface NqÏa(F;3:0)= n;a(f;1:o).

Demostración. Primero probaremos (ii). Sea :coun punto donde zi NqTa(F,-;a:o)es finita.
Luego, por el Lema 3.2.3, para cada i existe un representante f,- de cada clase H que satisface

n;a(f¿;a:o) = N;a(F,-;a:o) < oo. Sea a: e (z_°°,oo) otro punto donde ziNgïa(F,-;m) es finita.
Nuevamente por el Lema 3.2.3 para cada i, existe un polinomio R-(z, y) de grado a lo sumo N

tal que n;a(f¿(y) —R-(z, y);a:) = N;a(F,-;a:). Luego, usando el Lema 3.2.2, resulta que

IFA-'13,y)| = Ifi(y) - [fi(y) - Pi(1=,y)]|

S (NÉAE'WM + Nïa(fl;z)) (ly —Iol + ly - El)“. (3-9)

oo

Probemos ahora que la serie fi converge en Lfoc(:c_°°,oo). Sea un intervalo cualquiera I =2-1

[a, b] C (15-0.0,oo). Consideremos 21 5 a tal que zi N;a(F};:cl) < oo y denotemos laz-(21,14)el
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polinomio de grado a lo sumo N tal que ngïaUt-(y)—R(ml,y);a:1) = N;a(F,-;a:1). Luego, por
(ii) del Lema 3.2.3 y por la estimación (3.9) , resulta que

1 b l/q

¡fi-I.“= (m Ifi(y)l"dy)
1 b l/q 1 b l/q

s(¡¡—¡llfi(y)—e(zl,y)lqdy) +(¡—I| If’i(21,y)lqdy>
1 b l/q

s c¡,z,N.;t.,(n;zl)+ (mmm) + Ngtammn) (m f (Izl —yI+ ¡22—ywdy)aSCI,21,30 + '
A partir de esta estimación tenemos que

k m k k

Efi_zfi S z lf‘iquSCIfllysoz (N{a(fl;zo)+N;Ïa(Fz-;zl)),
i=1 i=l qJ i=m+l i=m+l

m m
lo cual, debido a que las series Z: NÏG(FL;zo) y z NÏO(F2;21) son finitas, prueba quei=l ¡:1

k

la sucesión fi} es de Cauchy en Lfoc(z_°°,oo), luego existe f en quoc(a:_°°,oo)tal quei=l km
Z fi = f en dicho espacio.
' 1

Sea F la clase de f en EL. A partir de la desigualdad

K K

zE-F 212-;
i=1 i=l

S
3

qil q,I

CX)

resultaque F = Z: F}en Además,como
' 11,:

1 1

¡Ta Iflq,l==o,zo+plS X E Ifilq.lzo.zo+pl ’i

resulta que

n;a(f;1:0)S znïa(fiizo) = znáa(Fi;IO) < 0°;

por lo tanto f es el único representante de F que realiza la maxima] N Ïa(F ;zo), oon esto
terminamos de probar (ii).

oo

Probemos Yavimosque F = z F}en Para terminarveamosque
i=1

Nq+ya(F;a:)5 ENJJFBI) para todo a:G(z_°°,oo).
i
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Sea a: G (2-00, oo), si ziNátJFi; z) = oo, no hay nada que probar. Supongamos entonces que

zi Nfa(F,-;a:) es finita. Sea P¿(a:,y) el polinomio de grado a lo sumo N tal que n;a(f¿(y) —
P¿(a:,y);:z:)= N;a(F};a:). Ahora si y varía en un intervalo cerrado y acotado cualquiera J C
(2-00, oo), por la estimación (3.9) resulta que

k k

Z IPi(I,y)IS C(Iy - a=o|+ ly- al7|)”xz (mmm + N;a(E';93))
i=m+l i=m+l

k

s Cm.“ z (Num, zo)+ Ngïama» .
i=m+l

k

Luego,la sucesiónde polinomiosde grado alo sumo N, P¿(a:, convergeuniformementei=1 k
sobre cualquier intervalo cerrado J C (2-00, oo) a un polinomio de grado a lo sumo N (esto

ocurre debido a.que el subespacio de los polinomios de grado a lo sumo N, es de dimensión finita

en el espacio de las funciones continuas en el intervalo J). Denotemos este polinomio P(a:,y).
oo k

Luego, debido a que z: f,- = f en Lïoc(a:_°°,oo) y por lo anterior, la sucesión z [f¿(y) —P¿(a:,y)]
¿:1 i=l

converge en Lfoc(a:_°°,oo) a f(y) —P(a:,y). Ahora la clase en E}, de f(y) —P(:z:,y) es F la misma
que la de f, además

nïa(f(y) - P(I,y);:v)S En},an - Paz) = NÏa(Fi;-'c), (3-10)

por lo tanto f (y) —P(:1:,y) es el único representante de F que realiza la maxima] N;a(F; 1:). A
partir de este hecho y de la desigualdad (3.10) obtenemos

NqÏa(F;z)S ENJJFEI),
i

locualterminade probar l

Corolario 3.2.7 El espacio HQ; (w), 0 < p S l, es completo.

P CS
112:: (w)

Demostración. Essuficienteprobarquesi esuna sucesióntal quez,-

finita, entonces z,- F}convergeen HQ; Observemosque para 0 < p S 1,

f NÏa(F;z)) w(a:)da:S Z/NÉQ(F;z)pw(z)da:< oo.

Esto implica que NqÏQ(F;1:) es finita c.t.p. a: e (¿3-00,oo). Luego, por el Lema 3.2.6, 2,17;­
converge en EX, a un elemento F. Ahora, por la desigualdad (3.8) del Lema 3.2.6, resulta que

K oo

- F’I)S z: N;a(Fiaz)'
i=l i=K+l
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Elevando a la potencia p, e integrando respecto de w(a:) en esta desigualdad obtenemos

Kzn-F
i=l

P m
, Pfake

lo cualmuestraque la seriezi Fi convergea F en HQ: I

Lema 3.2.8 Sea F en Supongamosque qua(F,a:) _<_t para todoa: perteneciente a un con­

junto E. Sea f un representante de F y P(z, y) el único polinomio en 'PN, tal que N; a(F; 1:)=

n;a(f(y) —P(y,a:);:1:). Para cada a: en E definimos Ak(a:) = D5P(:1:,y)|y=z . Entonces,

Aka) —z ¿(a —¡mw-(5) 5 ct la:—E|°"‘, (3.11)

para todo a: yï: en E. Además, La función AN satisface una condición Lipschitz-fl con constante

ct sobre el conjunto E (recordemos que a = N + fi, donde 0 < fi S 1) y si 0 5 k < N, Ak(a:)

satisface una condición Lipschitz-l uniforme sobre todo subconjunto compacto de E.

Demostración. Usandoel desarrollode Tayloren el punto Ï para la función DzP(Ï, y)IF:
resulta que

DEPG, y)
N-k 1

= z ’¡(17- Ï)'Ak+i(Ï)­
11:1: i=0 t.

Luego, aplicando el Lema 3.2.2 poniendo 1:1= E, 1:2= y = as, y usando que NqÏa(F ;1:) S t y

N;a(F,Ï) 5 t, obtenemos la desigualdad (3.11). Si k = N, tenemos que Ak+¿(a:)= 0 parai > 0,
y la suma en (3.11) se reduce a AN(':E),luego

IAN(a:)—AN(5)| 5 ct la:4P.

Ahora nos restringimos a un conjunto acotado y cerrado de E. Consideremos lc = N —j. Si

j = 1, teniendo en cuenta que AN es Lipschjtz-fl,por lo tanto continua en E y usando (3.11)
obtenemos

IAN-1(a:) —AN_¡(E)| 5 ct la:—z|B+1+ AN(E) la:—5|

s (ct ¡z —a" + Am) Irc—ïl
S Cz,Ï,t,ANla:_ 1

donde la constante Guam“, la podemos elegir independiente de a:y E pues a:y í varían en un
subconjunto compacto de E. Argumentando por inducción sobre j y usando nuevamente (3.11)
obtenemos que Ak satisface una condición Lipschitz-l para 0 S k < N, sobre el conjunto E. I
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Lema 3.2.9 La función maximal N ,a(F, 1:) asociada a una clase F E EZ, es semicontinua
infen'onnente.

Demostración. Sea E = {z e (z_°°,oo) : Nq,a(F,a:)5 t}, donde t es un número real.
Probemos que E es cerrado para todo t, lo cual nos da la conclusión del lema. Sea zo un punto

de acumulación del conjunto E' (si E es vacío es trivial), sea {23;} una sucesión en E tal que
:tj —>zo cuando j —>oo. Luego, si f e F, para cada zj existe un polinomio P(a:j,y) de grado a
lo sumo N, tal que

NáÏa(F;mi)= n1a(f(y) - P(=vj,y);zj) S t. (3.12)

Por el lema anterior, para cada k = 0, 1,2, ..., N la sucesión D"P(a:j, y)|y_z. tiene límite cuan­— J

do j -> oo. Luego, notemos P(a:o,y) el único polinomio que satisface, para k = 0,1,2..N,

DkP(a:o,y)|y=20 = limj DkP(a:J-,y)ly=zj . Por lo tanto,

P(a:o, y) = lim P(a:J-,y). (3.13)
J

Por el Lema de Fatou, resulta que

zo+p . {tj-Pp

f my) —13mm" dys Inmsupf my) - Fea-muuy. (3.14)10 J-’°° 11'

Como consecuencia de (3.14) y (3.12) tenemos que

30+]! l

j my) - P(:vo,y)|"dys t pm" ,Io

lo que implica que NÉO(F;a:o) 5 t. I

Lema 3.2.10 Sea f una función con derivadas continuas y acotadas hasta el orden N + 1. Si

F es la clase de f en EL, entonces

NJ"Q(F;1:) 5 0,.

Demostración. Probemosque

N k a:

¡(w —Z %,“(y —xr
k=0

S C |y—a:|°‘. (3.15)

Supongamos primero que Iy —(BI< l. En este caso, usando el desarrollo de Taylor de orden N
de f en el punto as,y teniendo en cuenta que a 5 N + 1, tenemos que

DN+1= (y_z)N+l
N

“zh-ZMQI-fikk!
k=0

s lID”“fII°°Iy —2I°­
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Por otro lado si ly —ml 2 l, usando en este caso, el desarrollo de Taylor de orden N —1 de f

en el punto a: (si N = 0, consideramos el polinomio nulo, como su polinomio de Taylor de grado

—1)y teniendo en cuenta que N < a, resulta que

N-l
N k a: k I N Z

¡(w-2%My-zr s ¡(y)—2%)(y-zr +|D—#(y—z)”k=0 k=0 '

N a:

s DN—¡¿!(¿—)(y-a=)N‘+‘DTJÏ)(y-1=)N

s C IIDNIIIOOly -a:I” s C IIDNfIIw ¡y —zl°‘,

lo que prueba (3.15). Luego teniendo en cuenta esta estimación resulta que

1 2+9

pozq+l Á

lo que implica que Nq‘ta(F;a:)S C. I

N k I
¡(w {3” ,{f )(y—z)'°

k=0

q 1 t+P a

dyS Cpaq+]/ - z) qdyS Ca3

Corolario 3.2.11 Si f es una función de soporte compactocontenido en (2-00, zoo) con derivadas

hasta el orden N +1 wntimtas, y denotamos F la clase de f en E}, entonces existe una.constante
p tal que[JF es un p-átomoen 715;;

Demostración. Sea un intervalo I = [a,b] C (2-00,:coo) que contiene el soporte de f.
Observemos que debido a que I C (:v_°°,a:°.°),0 < 10(1) < oo. Por el lema anterior, sabemos

que existe una constante C tal que

N;a(F;a:) 5 C. (3.16)

Si ponemos ,u,= C“w(l)‘l/P, donde C es la constante de (3.16), tenemos que

NqÏamFm)5 w(I)'l/”.

Y por lo tanto [JF es un p-átomoen 712;; I

Lema 3.2.12 SeanO<p 51,(a+1/q)p2 s >l o (a+1/q)p >1 sis=1, dondew e A}.
Sea A e EX, y supongamos que A es un p-átomo en 113;;(w), donde w G AJ. Entonces

"Allianw _<_Cw, donde Cu, no depende de A.

Demostración. Debido a que A es un p-átomo en HE: (w) existe un representante a(y)
de A con soporte contenido en un intervalo I = (d, b) C (2-00, oo), donde w(I) < oo, luego como

vimos en el primer capítulo resulta que b es finito. Además por la definición de p-átomo,

N;a(A;:1:) 5 w(I)'l/p para todo a: e (a:_°°,oo). (3.17)
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Por otro lado, si z 2 b, como sop(a) C (-oo, b), tenemos que n;a(a;z) = 0. Luego,

Nq+p(A;z) = 0 sia: 2 b. (3.18)

Para el intervalo I tenemos dos posibilidades:

l) I = (-oo, b). En este caso, por (3.17) y (3.18) obtenemos que

b

/Nq+la(A;:c)Pw(a:)d:c= /_°° N;a(A;a:)pw(a:)dz

5 w(1)_l /_:°w(a:)da: = l.

2) I = (d, b) donde d > —oo. Consideremos a: (de existir) tal que 213-00< a: < d —|I| , y p > 0.
Estimemos

z+p l/q

p-° mmm] = rra-W (f Ia(y)l"dy)I

Sea p de forma tal que p + :1:> d sino p’“ a = 0 , por lo tantoq.lI,==+Pl

b-a:
P>III YPET.

Luego, teniendo en cuenta que sop(a) C (d, b), y las últimas estimaciones, resulta que

l/qz+p 1/11 d+lll

p-a-l/q(/ lau/my) sra-W fd m Ia(y)l"dy) (3-19)z _

a+l/q a+|1| 1/‘1

<c( "' ) —1 f Ia(y)|"dy
Observemos que para :1:5 d —II | , el último termino de la anterior estimación es acotado y no

depende de p. Esto prueba que la maxima] 711411,12)es finita si a: S d —III, luego a(y) es el
único representante de A que realiza la maximal en un punto z, siempre que :1:5 d —II Por lo

tanto, a partir de las estimaciones (3.19) y (3.17), obtenemos que

1/ “p l/q III "W" 1 d+|1| V"
’°_ q a qdy) Sc< ) — j ay qdyp ( I (yn ¿H mmm/q HI I ( )|

s c (M+x,(=v))°“/"n;a(a;d - III)= c (M+x,(z))°'“’" Nam; d —III)

s amar“? (M+x:(z))°“/",

lo cual implica que

¡VM/u) s omar”? (M+x,(z>)°““ (3.20)
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Luego, teniendo en cuenta las estimaciones (3.17), (3.18) y (3.20) resulta que
oo

f N;G(A;2)Pw(z)dz (3.21)35-00

d-III b

= / N;a(A;:v)pw(z)dz +/d IIINqÏQ(A;a:)pw(a:)d:t2-00 _

s Cum-1 fH" (M+x,<z))‘°“”"’www + war] [b mmm.2-00 d-I’l

Observemos que si d —|I| 5 :c_°° no consideraríamos la primer integral del segundo miembro.
Ahora, por el Lema 1.1.4

b
—1

w(I) [FUI w(1:)da:S cm,

y debido a que (a + l/q)p > 1 y w e AZLQH/wppor el Teorema 1.1.3, obtenemos que

°° 1

wa)” f (M+xi(x))(°+“Mmmm
12-0900

5 waurl f x¡(z)(°‘+1/q)l’w(z)dz5 Cw.

Luego reemplazando las últimas dos estimaciones en (3.21) , resulta que
oo

f NTQ(A;as)pw(a:)da:S Cw,I-c¡o

lo que nos da el lema. I

Observemos que los dos últimos lemas prueban, siempre que 0 < p S 1, (a + 1/ q) p 2 3 > 1

o (a + 1/ q) p > l si s = 1, donde w G AJ, la existencia de elementos en el espacio H3}: (w), pues

basta con considerar una función f G Cáv+1, con soporte contenido en un intervalo I = [a, b],

tal que I C (2-00, zoo) .

Hemos visto entonces que en las condiciones anteriores los espacios HQ: (w) poseen elementos
no nulos. Ahora probaremos un lema que muestra bajo que condiciones, sobre el peso w, podemos

asegurar que los espacios HQ: (w) tienen a la clase 0 como únioo elemento.

Lema 3.2.13 Sea w e AJ, y supongamos que w satisface la siguiente condición: para cada
número real a > 0,

’a “¡(3) _

Entonces 76;: (w) = {0} .
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Demostración. Observemos que la condición (3.22) implica que 2-00 = —oo,es decir el

peso w(a:) > 0 c.t.p. as. Sea f una función en LÏM(—oo,oo) que no pertenece a 'PN. Probaremos

quesi F es la clasede f en EX,entoncesNqÏa(F;:c)í
Debido a que f í 'PN no es difícil ver que existe un intervalo I = (-r,r) y un número 6 > 0

tal que

( my)—Penny) W> a,
para todo P en 'PN. Por otro parte,

a: 1/0

nieve) - Pc), as)= ¿gp-a "L"my) —P(y)|"dy)

Si elegimos a: tal que a: < —r,tenemos que el intervalo (12,9:+ 2 contiene a (-1‘, r), por lo
tanto, tomando p = 2 |z| resulta que

1 z+2|z| l/q

"Éa(f(y)- P(y),=v)2 (2¡ID-a (mi |f(y) - P(y)|"dv)
r l/q

2 C le“"“/"’ (f If(y)—P(y)|"dy)
2 Có I:I-(a+l/q) _

Como consecuencia de la última estimación resulta que

N;a(F;a:) Z Có |z|_(°‘+l/q) siempre que a: < —r,

luegopor la condición(3.22),NqÏa(F;:c)í I
Es claro, por el Teorema 1.1.3 que la condición (3.22) que pedimos sobre el peso w, si este

pertenece a A: no se satisface si (a + l/q)p 2 s > 1 o (a +1/q)p > 1 sis = 1. Sin embargo, si
(a + 1/q) p 5 1 y si consideramos w(a:) E 1, o en forma más general, si w(a:) es un peso tal que

w(a:) 2 |:1:|d c.t.p a: G (-—oo,—a),

para algún a > 0, y además (a +1/q)p —d 5 1, entonces la condición (3.22) se satisface, es

decir en estos casos el espacio 715;;(10) posee como único elemento a la clase nula.
En los próximos dos lemas detallaremos una forma de descomponer intervalos (acotados o

de la forma (-oo, b)) dada por L. de Rosa y C. Segovia en [11],que nos será muy útil en lo que
sigue de este capítulo.

Lema 3.2.14 (Partición lateral de la unidad ) Sea a < b y consideremosel intervalo I =

(a, b) entonces erm'steuna sucesión {17]- de funciones en 08° que satisfacen las siguientes
condiciones:
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1) 0 S UNC) S 1 Y É,- 77j(-"5)X(a,o)(93)= X(a,b)(-'B)­

2) para cada número natural j, si IJ-= [a + 2‘j (b —a), a + 2’j+2(b —a)]

entonces sop(r]J-)C Ij. Si denotamos rj = 9%92,entonces para todo
a: e IJ- rJ- 5 a: —a. 5 crj. Donde c no depende de j.

3) Si 1,- = (a +2-i-1(b —a),min{a +2-J'+2(b —a),b}) , Ugg] Íj = I.
Además, si :1:e I entonces a:pertenece a lo sumo a tres de los intervalos

13..

4) Si k es un número entero, k 2 0, tenemos que IDknJ-(IH S CerT'C
donde Ch no depende j.

Demostración. Definimosla función

h(y)=f;th
donde p(t) es una función no negativa en Cg°(lR) soportada en [1,2]. Más aún, suponemos

f p(t)dt = 1. Bajo estas condiciones la función h(y) satisface las siguientes propiedades.

a) La hmción h(y) pertenece a C8°(1R), 0 5 h,(y) 5 1 y sop(h) C [1,4].

b) La funciónH(y) = h(2jy) toma lossiguientesvalores:H(y) = 0
si y 5 0 o y 2 2, H(y) = 1 si y G (0,1) y H(y) = h(2y) cuando

y E [1, 2]­

Que a) vale sigue directamente de la.definición de la función h(y).

Probemos b). Si y S 0, como el soporte de h(y) C [1,4] h(2jy) = 0 para. todo j luego

H(y) = 0. Si y 2 2, 21g2 2j+12 4 para todoj 2 l, luegoh(2jy) = 0 para todoj 2 1 y por lo
tanto H (y) = 0 también en este caso.

Si y E [1,2], 2jy G [2j,2j+1], luego si j 2 2 h(2jy) = 0 y por lo tanto en este caso
H (y) = h(2y)­

Si y e (0,1), existe un número natural n tal que 2‘" 5 y < 2’"+1, luego 2"_1y < l y
2"“y 2 2. Teniendo en cuenta. estas estimaciones y que el soporte de p(t) está. contenido en
[1,2] , resulta que

2n+ly2"y

h(2"y)+h<2"“y)= p(t)dt+f para2"y

=/;n+;yp(t)dt=/12p(t)dt= 1.
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Por otro lado, recordando que 2‘" S y < 2_"+1, si j 2 n+2 =>2jy 2 4, por lo tanto h(2jy) = O,

y si j S n —1 =>2jy 5 1 y nuevamente h(2jy) = 0. Luego, delo anterior H(y) = l si y e (0,1).
Ahora definimos para cada j Z l,

y — a- =h .— .
W) (Hb —o)

Veamos que la sucesión de funciones {171-}311satisface lo pedido.
1) Es claro a partir de su definición y de la propiedad a) de la función h(y) que para cada

j, 17].pertenece a 08° y 0 S nj S l. Además en forma análoga a como lo hicimos para probar la
propiedad b) de la función h(y) se prueba que

z "¡(3)X(a,b)(1=)= X(a,b)(93)- (3-23)
¡:1

2) Si y es un punto del soporte de 111-,debido a que el soporte de h(y) está contenido en [1,4],
tenemos que

y-a<.—< ‘J' — < < ‘J'+2—. .
1_2_J(b_a)_4=>a+2 (b a)_y_a+2 (b a) (324)

Además para un y en estas condiciones y —a 2 2'j(b —a) = rj, y y —a, S 4 2’j(b —a) = 4 rj.

3) Las estimación (3.24) muestra que y puede pertenecer a lo sumo a 3 de los Ïj. Además,

teniendoen cuenta.que sop(nj) C [a + 2’j(b —a), a + 2’j+2(b —a)] y la identidad resulta
que

>m
U 1:1­

J=l

4) Sea un entero k 2 0,
0k

2j k k < -kS (H) “MIL-Cer

IDkïïj(y)I =

Lema 3.2.15 Sea I = (—oo,b). Existe una sucesión {uj};°=_°°de funciones en 03° que satis­
facen las siguientes condiciones:

1) 0 S ¡11(3) S 1 y É,- Vj(='=)= X(_oo,b)(I)­
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2) para cada número entero j, si notamos IJ- = [—2'j + b, —2’1.‘2+ b]

entonces sop(1/_,-)C Ij. Sea rj = y}, entonces para todo :1:perteneciente
al intervalo IJ- rJ-5 b - a: S crj. donde c no depende de j.

3) Si a: e I entonces a: pertenece a lo sumo a tres de los Ij.

4) Si k es un entero k 2 0, tenemos que IDkuJ-(zH S Ckrj'k donde Ck no
depende j.

Demostración. Sea

/2

h(y)= f' pmdt,y

Donde p es una función no negativa perteneciente a C3°(IR)con soporte contenido en [—2,—1].

Además, suponemos que f p(t)dt = 1.
Ahora definimos, para cada entero j, la función VJ-de la siguiente manera:

y - b

En forma similar a como lo hicimos en el Lema 3.2.14, se puede ver que estas funciones satisfacen

las 4 condiciones pedidas. I

Sea F E H2: (w) y sea f un representante de F. Dado t > 0, consideremos el conjunto

Q = 01 = {ase (2-00, oo) : N;a(F,a:) > t},

debido a que N;0(F,a:) e Lp(w), 10(9) < oo y además, por el Lema 3.2.9, sabemos que Q
es un subconjunto abierto de (z_°°,oo). Luego Q = U2] Ii, donde los intervalos I,- son las
componentes conexas de Q. Si un intervalo de la forma (az-°°,bl) es una de estas componentes,
lo notaremos Il, sino I 1 será el conjunto vacío. Definimos la función

01(y) = XI](y)(f(y) - P(b1, 24)), (3-25)

donde P(b¡,y) es el único polinomio de grado menor o igual que N tal que Nq+p(F,b1) =

nn my) —P(b1,y».
Por otro lado, para i > l, sean I,-= (ai, bi) las restantes componentes conexas de Q. Sean

{Th-1351,12]las funciones del Lema 3.2.14 asociadas a los intervalos I,-= (ai, bi) y denotemos Ií'j
y Im- los correspondientes intervalos Ij, y IJ-que aparecen en dicho lema. Definimos 1:,-J = b,-si

j = 1,2 y zi'j = a,-para j > 2, y denotamos el conjunto C = (2-0.0,oo) —Q. N;a(F,a:) _<_t para

:1:e C, y los puntos zi'j pertenecen a C, luego Nïa(F, mid) _<_t, y además son los que realizan
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la distancia d(C, Íi'j). Denotamos P(a:,-'j,y) el único polinomio de grado a lo sumo N tal que

N¿ÏO(F,a:,-'j)= naa (f(y) —P(a:,-,j,y)) . Ahora, para cada 1L> l y para cada j, definimos

0i.j(y) = 77i,j(y)Xl¿(y)(!(y) - P(a:¿,j,y)). (3.26)

Observemos que las fimciones 0,“,-y 01 pertenecen a LÏOC(2:_°°,oo), luego podemos considerar

sus clases en Denotemos 9,3].y 91 las clases de 0M y 01 en EX,respectivamente.
Ahora, con la notación anterior, tenemos

Lema 3.2.16 Sea F E 713201)), y f un representante de F. Si g(y) es la función definida en
(2-00, oo) de la siguiente manera

gm = 23:2 23:1 77i,j(y)XI¿(y)P(zi,jay) + XI](y)P(b1, y)) si y e 9
f (y) si y 9É9,

y G denota la clase en EX, de la función g, entonces

N;a(G,z) S ct pam todo :1:G (z_°°,oo).

Demostración.

Probaremos que la función g coincide en casi todo punto de (a:_°o,oo), con una función que tiene
derivadas continuas hasta el orden N, y su derivada N-ésima es Lipschitz-fl, es decir, probaremos

que la clase G e Aa. Por 3) del Lema 3.2.14, para cada y e Q, en la serie que representa
a la función g hay a lo sumo tres términos no nulos, lo mismo es verdad para un entorno

suficientemente pequeño de y. Luego, como las funciones TH’J-(y)son infinitamente diferenciables
y derivar mantiene el soporte, resulta que lo mismo es verdad para cualquier derivada de esos

términos, por lo tanto la función g(y) es infinitamente diferenciable en Q. Y Además,

Dkg(:c) = (3.27)

oo oo k k,

ZXZ—,,.,,_,,.D"ni,J-(z) DLL-hpümy) _ +x:,(-"=)D,'Í"‘P(b1,y)_ ,
i=2j=lh=0 ' ' y-a’ 11-1

siempre que :1:G Q.

Por otro lado, teniendo en cuenta nuevamente la condición 3) del Lema 3.2.14, resulta que
oo oo

z 277i,j(y)x1¿ (y) + XI,(y) = Xn(y)- (3-28)
¿:2 j=l

Sea í GC, multiplicando en (3.28) por P(5:',y) y aplicando la fórmula de Leibnitz tenemos para
un punto z e Q

051%, y) = (3.29)
11:3

k

ÏÏZ Z 3——'°! Dhn'(z) Dk"‘P(5ml +x, (z)DkPe y)¡1.7 y 1 - l y , _
i=2 ¡:1 h=0 Mac _ h)! y-z ¡,_z
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Sea í e C = (a:_°°, oo) —Q,a: e Q y denotemos 5 el punto de C más cercano a 1:. Luego, sumando

y restando D;,‘P(ï,y)|y___aB, y teniendo en cuenta las identidades (3.27) y (3.29), obtenemos para
a: e Q que

Dfige) - D:P(ï,y)|y=z = (3.30)
oo oo k

k!

XXX —D"mj(a=) [Dk’hP(xi¿,y) —D""‘P(ï,y) ]¿:2 j=l h=0 “(k _ h)! y Iy== y Iy=z

Obsérvese que la suma múltiple del segundo miembro de (3.30), para cada :1:fijo, tiene a lo más

3(k + 1) términos no nulos.

Debido a que :c E Q, o a: E Ïiú- = (ai + 2’j(b¿ —ai),min + 2’j+2(b¿ —ai),b¿}) para algún
i > 1 y algún j 2 1, o :c e 11 = (z_°°,b1). Supongamos primero que a: es un punto en

sop(17¿¿x¡i) C [ai +2’-'¡(b¿ - ai),min {ai +2'-'¡+2(b,- —ai),b,-}]. Sea 0 S k 5 N, y denotemos

73-J-= 95-91= Dado que 1:“ = zm = bi y zi),-= a,-para j > 2, y teniendo en cuenta 2) del
Lema 3.2.14, resulta que

IE —2| S laa-¿-—:rI 5 C'I'i'j, y además (3.31)

Izï-azl 5 Im“ —a:|5 eli-ml.

Debido a que mid, E, y E pertenecen a C, tenemos que

N;0(F,z,-,j) 5 t, NqÏa(F,í') 5 t, y Ngamï) 5 t. (3.32)

Ahora, por el Lema 3.2.2, teniendo en cuenta las estimaciones en (3.31) y (3.32) , resulta que

i DS’"P(zi,j,y)I - 05419675,y)Iy=3 yzz

S C(Nïam zu) + NqÏam55))(IÏ - 2| + IIiJ - tha-H"

5 ct ¡a —3|“ 7.217., (3.33)

y además

5 “(la-II + |55-a:|)°‘_kD5P(5,y)| z —05mm)y: y==v

S ct —a:|)°‘_’c.

Debido a que a: 9.!ILen la identidad (3.30) el segundo término del lado derecho es nulo. Luego,
como en el primer término de 1a misma identidad hay a lo sumo 3(N + 1) sumandos no nulos,
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teniendoen cuentalasestimaciones y , y la condición4)del Lema3.2.14obtenemos

Dkg(a:)—05195, y)| 5 ct ¡a —3|“. (3.35)1:y:

Si z e Il = (z_°°,b1), tenemos que 53'= bl, y por lo tanto Ï 2 552 as. Luego la desigualdad

(3.34) también es cierta en este caso. Además, como en el segundo miembro de la identidad

(3.30) todos los términos son nulos con la posible excepción del último, a partir de la desigualdad

(3.34), resulta que la estimación (3.35) también vale para a: e Il. Y por lo tanto (3.35) es válida
para todo punto a: e Q y Ï GC, siempre que 0 5 k S N.

Ahora consideremos k = N + 1. Y supongamos que a: e Ii, para 11> 1. Recordemos que

denotamos E al punto de C más cercano a 2:. Luego, a partir de la identidad (3.30), y teniendo
en cuenta que

DÏ+1P(Ï,y)= DÏ+1P(Ï,y)= DÏ+1P(Ii,jay)= 0»

obtenemos que

D”“9(I) = (3.36)
oo oo N+1

N+1! ,, _ _ y—D .4; DN+1thi., _DN+1th’WN, 1_ h), n,,,( ) y < ,1y)|y=z ,, ( y)|y=z

Debido a que a: e Ii donde i > 1, a: pertenece a ¿- para algún j. Supongamos que esto ocurre

para algún j > 5. Luego Dhn¿,j(a:) = 0 para j = 1,2,3; pues a: gésop(n¿_j)para j = 1,2,3.
Además para j > 3, Si= asm-= ai, por lo tanto la serie en es nula y lo mismole pasa a
DN+1
Si a: e EJ para j S 5, entonces a: gÉE»,-paraj > 7. Además si j S 7, ri'j 2 2‘8 |I,-| . A partir de
esta estimación, y de la condición 4) del Lema 3.2.14, obtenemos para un z en estas condiciones

IDhm,J-(I)Is cIIiI-h.

Además, nuevamente aplicando el Lema 3.2.2 y recordando que a = N + fi, obtenemos para
h 2 1

y==vDáv+l-hP(zi,jay)I _ DÏ+I—hP(EJy)y=z

A partir de la identidad (3.36), las dos últimas estimaciones, y recordando que a: e ñ'j para

j 5 5 (lo que implica que en la serie de la identidad (3.36) sobreviven a lo sumo 3(N + 2)
sumandos) , resulta que

IDN+lg(a:)I 5 ct |I,-|fi'1 siempre que a: e Ii. (3.37)
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Si :v E I], g(a:) = P(b1,a:), y por lo tanto, en este caso DN+lg(a:) = 0 y la estimación (3.37)
también es cierta.

Ahora, para cada k = 0, 1,2, ...N + 1, definimos la función Bk en (2-00, oo) de la siguiente
manera

D"g(a:) si a: e Q

Bkcv) = { Ak(:c) si :1:E C ’

donde Ak(a:)= D5P(Iay)ly
que

ses la función del Lema 3.2.8. Usando la fórmula de Taylor resulta

"4‘ (a:—a"
DÏP(Ï,y)I = z DSMPÉJI)FET

h=011:9:

N-k _ h
_ z —z)=É B"+"(z)(T'

h=0

Luego si a: e Q, y E e C (3.35) se puede reescribir de la siguiente manera

N-k _ h
_ z —a:

BW”)- z Bk+h(z)%
h=0

S ct IE—¿Bla-k,

para 0 S k 5 N. Ahora, por la definición de la fimción Bk(a:) para a: e C y el Lema 3.2.8, la

desigualdad (3.38) también es cierta si a: e C. Luego, procediendo como en la demostración del

Lema 3.2.8, y a partir de la estimación (3.38) obtenemos que Bk es continua para 0 5 k S N,

en todo punto :v perteneciente a C. Además, como Bk(a:) = Dkg(a:) para :1:e 9 la función

Bk(a:) (1 S k 5 N) es continua en todo punto de (1:_°o,oo). Si usamos la desigualdad
para lc= N obtenemos que BN satisface la condición

IBn(I) - Bn(y)l S ct la:- ylfi, (3-39)

siempre que :v, y e (a:_°o,oo) y uno de ellos pertenezca a C.

Ahora probaremos que la estimación (3.39) vale cualquiera sean los puntos a2,y en (33-00,oo).

Consideremos dos puntos 1:1 < :cg pertenecientes a 9, entonces 1:1e Ii, , y 11:2e Ii2. Si i] aé ig, y

04-2es el extremo izquierdo del intervalo Ii, resulta

¡2:1 — ¿za-2|"+ ¡22 — ai2|fi 5 2 ¡22 —az]la. (3.40)

Teniendo en cuenta que ai, G C, usando la desigualdad (3.39) y (3.40) , obtenemos que
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IBN(21) - Bix/(22HS IBN(-'1=1)-Bix/(aa)! + IBMII) - BN(ai2)I

s ct [laa-ai2|fi +122wm] (3.41)
S ct laz] - mglfi.

Por otro lado, si ig = il, es decir 9:1 y 1:2 pertenecen al mismo intervalo componente de Q.

Luego, teniendo en cuenta que BN+1(a:) = DN+1g(a:) para :1:G Q, usando el teorema del valor

medio, la estimación (3.37), y la desigualdad Im]—x2] 5 IL-¡I, resulta que

I —I

¡Bmw - Buscans IBN+1(()II-'vl- zzls (3.42)ii
_ 1-6

S ct las]—zzlfi(—IZI22')IIiII

5 ct Im] -.'122Ifi.

Como consecuencia de (3.39), (3.41) y (3.42) , obtenemos que la función BN es Lipschitz-fl con

constante ct en (2-00, oo). La función Bo es infinitamente diferenciable en 9 y (3.38), muestra
que la función 30(2) tiene desarrollo de Taylor hasta el orden N para todo punto de :v E C, y

además DkBo(:1:)= Bk(a:) para z e C, lo que también es cierto si :1:e Q, por la definición de

Bk(:1:).Además el Lema 3.2.5 permite afirmar que 30(2) = Ao(:1:)= P(1:,:1:) = g(:v) casi todo

punto a: en C. Así concluimos que g(:1:)coincide casi todo punto a: en (zum, oo) con la función

30(2), la cual es derivable hasta el orden N en (2-0.0,oo). Además, su derivada de orden N
satisface una condición Lipschitz-fi con constante ct en (2-00, oo).

Ahora probaremos que N;a(G;z) 5 ct . Como g(:z:)= 30(2) casi todo punto en (2-00, oo), Bo
es un representante de la clase G. Sea a: E (a:_°°,oo), e y > 0 luego a: + y e (:c_°°,oo). Para
:ce Cusando conk = 0, obtenemos

N h

Bo<z+ y) —th<z)% s ct lyl°- (3.43)
h=0 ‘

Para a: G Q, usando la fórmula de Taylor integral, resulta que

N-l h N 1

Bo(z+y) = 234.73% +N%/0 BN(a:+sy)(l—s)N-1ds.H . .

Sumando y restando BN(a:) dentro de la integral en la última expresión resulta que

N yn yN 1

3093+?” ='¡Z=%Bh(3)ï+NÑ/O (BN(a:+sy)-BN(a:))(l —s)N'1ds.
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Teniendo en cuenta la última identidad y usando que IBN(a:'+sy) —BN 5 ct Isy|’6nueva­
mente obtenemos (3.43) . A partir de la estimación (3.43) resulta que para p > 0

p—a

= p—a-]/q fp0

N h

Boca+ y)- ¿Bh(z)% q,l0.pl

h q 1/q

dy)

N

Boo + y)—z: 342%
h=0

p 1/0

S ct p’°"1/" lylaqdy)0

Set.

Debido a que 25:0 Bh(z)% es un polinomio de grado a lo sumo N, de lo anterior obtenemos

que qua(G;a:) 5 ct para todo a: G (33-00,oo). l
Una observación que se desprende de la demostración de este último Lema, es el hecho que

si una clase F E Aa, es decir, cualquier representante f de F tiene derivadas continuas hasta

el orden N y además su derivada N es Lipschitz-fi, entonces la maximal N;a(F; as)es aootada.
Por otro lado, si N;0(F;a:) es aootada, entonces existe t > 0 tal que Q; = {1: e (z_°°,oo) :

Nïa(F,a:) > t} = (Dy por lo tanto todo representante de F tiene derivadas continuas hasta el
orden N y su derivada N es Lipschitz-fi.

Nuevamente tendremos en cuenta la notación previa al lema anterior para el próximo lema.

Lema 3.2.17 (de tipo Calderón-Zyg'mund lateral) Sea F e 715:;(w) y w e Ai, donde
(a + 1/q) p 2 s > 1 o (a + 1/q) p > 1 sis = 1. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen:

(i) si a: ell-,1- = (a,-+ 2'j‘1(b¿ —ai), min {ai + 2’j+2(b¿ —ai), b¿})

N;a(6í,j’z) S C Nota<Fla93),

además para todo a: e (2-00, oo)

NÉJGIJ) S CNIÁF, 2)X1¡(I)­

(ii) Si a: > 2-00 y a: ¿11-J­

N;a(e,-,j, z) s ca [M+x¡¿¿(=v)]a+l/q­

(iii) La serie zm- NÏa(9¿,j;a:) + N; a(91; z) es puntualmente oonvergente
para casi todo punto a: en (23-00,oo). Más aún,

P
oo

f zNga<ei,J-;x)+1vgta<el;z)w<z)dzsc¿NgamwwemT-oo i>1,j
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(iv) La serie Eb] z]. Gia-+91 convergeen EX,a una clase 9, y

N;a(e;z) s Z: Mami-.52)+ mmm), (3.44)
i>1,j

para casi todo punto a: en (33-00,oo).

(v) Además,

j N;a(e,z) pw(z)da:5 cf9 N;a(F,z) pw(a:)da:.

(vi) Si G = F —9, entonces existe un representante de G que tiene

derivadas continuas en (a:_°.°,oo) hasta el orden N, y su derivada N­
ésima satisface una condición Lipschitz-B con constante que no supera

ct en (1:-oo,oo), por lo tanto, NJG(G,:I:) 5 ct. Además G G Hglá(w).

Demostración. Probemos Consideremosprimeroz' > l, y j > 1. Seaa:un punto del in­

tervalo (a,-+ 2’j_1(b¿ —ai), min {ai + 2‘j+2(b¿ —ai),b¿}) = Ïihj. Supongamos que N;a(F;1:) <
oo, en caso contrario no hay nada que probar. Sea P(:c, y) el polinomio de grado menor o igual

a N que satisface n;a(f(y) —P(:1:,y);z) = NqÏQ(F;:1:).

Recordemos que 6bug-(y)= m,,-(y)x;¿(y) (¡(3!) - P(a:¿¿, y))- Ahora como el sop(ni,,-) C Im =

[ai + 2’j(b¿ - ai), a,-+ 2‘j+2(b¿ —a¿)] , tenemos que para j > 1 vale que

9i.í(y) = 77i,j(y) (¡(31) —P0522119» ­

Sea p > 0. Definimos el polinomio

N k (y _ 3),:
Qi,j(a:1y)= z Dylni.j(y)(P(I’y)- Peri-"7.,y))]ly=:t

k=0

Estimemos p-a IGM-(y)—Q¡,j(a:, 3;)Iq'lx’fipl. Por la fórmula de Leibnitz y reordenando la suma,
podemos escribir

Qi,j(z, y) = (3-45)
N k N-k h—a: —a:
Z: D:(P(z,y)—P(b,-,y))|_ M x z mixcwy-a: k. h.k=0 h=0

Denotemos rm- = 5231-91y consideremos y E [2,2 + p]. Luego, recordando que :5 e Ïiú­

(a,-+ 2’j‘l(b¿ —ai),min {ai + 2"j+2(b¿ —ai), b¿}) , teniendo en cuenta que zi“,- = b,-si j = 2

y zm- = a1-si j > 2, y por 2) del Lema 3.2.14 resulta que

Izaj - a«'IS 4m, (3.46)
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luego

ly - a3|+ ly - xml S 2 ly - 1| + Izu - a=lS 4(p + Ti¿)- (3-47)

Ahora usando el Lema 3.2.2, del hecho que NÉQ(F,:c,-¿) S t < N;a(F; 1:) y la desigualdad
(3.47), obtenemos

Dama?!) - P(Ii,jay)) S CNJÏJFHB)(ly - 2| + ly - ¿who-k (3-48)

S CNJÏJF; I) (P+ nada-k­

Supongamos primero que p 2 1331-.Sumando y restando la expresión niJ-(y) P(a:, y) y aplicando
la desigualdad triangular resulta que

|9i¿(y) - Qm-(rc,y)| = Int-¿(11)(f (y) - P(-'c¿,j,31))- Qi,j(=v,y)I (3-49)

S 17.-¿(30If (y) - P(z, y)| + 7h,j(y) |(P(a=,y) - P(zi.j, y)| + IQz-J-(z,y)|­

Para el segundo témIino del lado derecho de esta desigualdad, usando que 0 S Tim-(y)S 1,
tomando k = 0 en (3.48), y como p 2 73",,"tenemos que

77m0!)|(P(=v,y) - P(-'5i,jay)| S c Nïa(F;z)p°‘- (3-50)

Ahora acotemos |Q¿_j(:c, Por el Lema 3.2.2, usando que NÉQ(F;2¿_J-)< NqÏa(F;z) y la
desigualdad (3.46) obtenemos

D:(P<z,y)- P<zi,j,y))|y=zs c Mmmm-.1- —2|“

5 cN;a(F; 2:)1'55".

Teniendo en cuenta esta estimación, la condición 4) del Lema 3.2.14, y la expresión (3.45) del

polinomio Q¿_j(a:,y) sigue que

N N-k

IQi,j(-'Byy)|S ZC Nïa(F;z)TÉÏkak GTZ}h) ­k=0 h=0

Recordando nuevamente que p 2 r¿__,-y como a = N + fi obtenemos

N N-k
_ p

IQi.j(a=,y)Is c Ngaww)2ra;- kpk s emma) r5?ij (3.51)k=0 '

S cNïa(F;a=) p“­
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Elevando a la potencia q e integrando en la estimación (3.49) sobre el intervalo [2,2 + p] y

usando las estimaciones (3.50) y (3.51), obtenemos que para p 2 rifl­

p—a _ Qipjcriy)|q,lz'z+pl

SP-a —13(2)y)|q,[3,z+p]+cz)
S c N;a(F; 1:).

Ahora supongamos p < 113-.Podemos reescribir Qi'j(z, y) como

Qi.j(1:ay) =

_z k N-k _z

(yk!) X D:(P(ziy)_P(zi,jiy))ly=z 'h=0

N

z: [Dkïlu (1’)k=0

Sumando y restando la expresión

N

ata-(Mm) + z: D"n.-¿(z)(yjj” (Pcs,y)—Por,” y»
k=0

a Qu (a3,y)y agrupando convenientemente, obtenemos

|0i,j(y) - Qi,j(m,y)l S nm-(y)If (y) - P(2,y)l

N ( —z)k
+ ni¿(y)-ZD'°ni,,-(z)—yk,—¡(Ham-Patty»

k=0

N _ k

+2 [Dknüm‘y k1”) ] >< (3.53)k=0

a:

N-k ( _z)h
PCE?!)_P(zi,j)y)_ _P(zi»j’y))ly=

S If(y) - P(z,y)| + 51+ 52.

Aootemos 51 y 32. Si y e [2,2 + p], usando la fórmula de Taylor, por la condición 4) del Lema

3.2.14 , la desigualdad (3.48) y recordando que a = N + fi y p < r¿__,-resulta que

_ I)N+l
sl = D”“m,j(¿)(y ¡(Pam - Pot-Jay»N+ll

l-fi

- N+1 N+l F z 1' C qa 1 1 I T< C 112,]g q,a( ; ) iyj <_ N ' ( ; ) (

S CN¿7a(F;z)pa­
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Para 32, argumentando en forma similar que para 81 obtenemos que

N+l—k

s2 = z) ]

N _ I k _

Z}[Dkni,j(z)%] [05+1-k(P(z,y>- P(zi,j,y))|y=¿
N 1-5

S c zrgfpkNMFn) (TM+ p)"+fi’1p”“"° S CN;a(F;z)p°( p )1‘.‘J
Ic=l

S cNïa(F;-'v)p°,

(observemos que el sumando con k = 0 no aparece, pues es la derivada N + 1 de un polinomio

de grado alo sumo N).
Integrandoen y teniendoen cuenta las estimacionespara Sl y 32, obtenemosque la

desigualdad (3.52) también vale para p < ru. Y por lo tanto tenemos que

NqÏa(9,-,j,z) 5 c N;a(F;a:), para a:e Ïid. (3.54)

Ahora consideremos las clases 9,31 con i > 1. Sea a: un punto del intervalo Ïill = (a,-+ 2'2(b,- —

ai), bi). Podemos expresar 0¿,1(y)de la siguiente manera

0i.1(y) = ni,1(y)xi,.(y) (f (y) - P(b¿, 9))

= fit-¿(11)(f (y) - P(bi,y)) - n¿,1(y)xlb,oo)(y)(f (y) - P(b¿,y))

= 03,1(y) - 03,1(y)- (3.55)

Denotamos con 9%,]y 93,1 las clases de 0%l(y) y 03,1(y) respectivamente.

Para la. clase 92'], procediendo en forma análoga a lo hecho para las clases 9M con j > 1
resulta que

N;a(9zl,1r3) s cN¿a(F, as), (3.56)

se verifica para a: G Ïi_1.

Ahora aootemos N;a(9?’1,a:). Sea p > 0, y recordemos que a: e Ï,-_1= (a,- + 2‘2(b¿ —ai),b,-).

Estimemos f:1+p 1(y)|q dy. Debido a que el soporte de 03']esta contenido en [b,-,ai +2(b,- —a.,-)]

(lo cual permite suponer que a:+ p > bi, sino fic“ |021(y)|qdy = 0), por 1) del Lema 3.2.14, y
debido a que zz:S bi, tenemos que

2+9 2 q bHP + +1
f lot-Jon dy s [b If(y) —P(bi»y)lqdys Nmmw p“ ,1: i

desigualdad que prueba que NqÏa(9Ï'1,z) 5 NJQ(F,b,-). Como b,-9! Q, NqÏa(F,b,-) 5 t. Para
a: E Q obtenemos

NJJGÏM) 5 NJQ(F;2:). (3.57)
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A partir de la identidad (3.55),y teniendoen cuenta las estimaciones y (3.57)resulta que

Nq+,a(ei,lvz)S tha(ezl,laz) + N;a(e?,liz)

5 cNá'y’a(F;a:).

Para terminar de probar nos falta mostrar la estimación de Nga(91,:v), lo cual haremos
a continuación. Recordemos que 01(y) = x¡¡(y)(f(y) —P(b1,y)). Sea :1:e 11 = (z_°°,b1).

Definimos el polinomio Q1(:1:,y) = P(:v, y) - P(b1, y). Para estimar p’“ IB](y) —Q1(:1:,y)|q'lz,1+pl
supongamos primero que a:+ p 5 bl. Luego,

’°’I0 ( — - —1 W 0 — 4d l/q
p ly) Q1(I,y)lq,¡z,z+p¡-pa+1/q I1(y) Q1(a=,y)| ya:

3+ l/q

= ( pmy)- P(z,y)l“dy) (3.58)
< Nq‘ÏQ(F;

Sea ahora el caso a:+ p > bl. Partiendo la integral, y usando el Lema 3.2.2 obtenemos

1 b] l/q

p-a lolo) —Q1(z,y)|q,¡z,z+pls W ( my) —Pcs,muy)
1 z+p l/q

+m |P(-'I=,y)- P(bi,y)lqdy) (3.59)l

1 z+p l/q

s m ( my) - P(=v,y)|"dy) + c(N.;ta(F;as)+ mambo)
S CNáÏa(F;-'B),

b] si.Q. A partir de las desigualdades (3.58) y (3.59) obtenemos que si a: e 11, N;a(91,a:) S

Nq+,a(F;a:)x¡l Además, como 01(y) = 0 si y > bl, es claro que N;a(91,a:) = 0 si z 2 bl. Con
este caso completamosla demostraciónde

donde la última desigualdad se debe a que N;a(F,b1) < t < Nga(F;a:), pues a: e Q, y

Ahora probemos (ii). Nuevamente razonamos primero para las clases 91-J-parai > 1 y j > 1.

Sea a: > a:_°°, a: í Íi'j = (ai + 2_j_1(b¿ —ai),a¿ + 2’j+2(bi —a¿)) . Estimemos

p-a laiyjlq,|2,:c+p]

Si a:_°° < a: < a,"+ 2’j’l(b¿ —ai), como el soporte de 0,3].está contenido en [a1-+ 2‘j(b¿ —

ai), a,-+ 2’j+2(b¿— la expresión (3.60)es nula a menosque [33,:1:+ p] + 2‘j(b¿ - ai), ai +
2‘j+2(b¿ —a¿)] aé (0. Luego,

I+P>ai+2_j(bi—ai) =>p>ai+2_j(b¿ —a,i)—a:

=>p > 2’j’1(b¿— ai) = y a:+ 4p z a,-+ 2-J'+2(b,-—ai). (3.61)
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Por otro lado, debido a que

SOP(71m)C Im = [ai + 2_j(bi - ai); ai + 2_j+2(bi - 04)] C [01304+ 4ra],

sumando y restando a 0m-la expresión n¿_j(y)P(ai,y) y teniendo en cuenta que 0 S Tha-(y)5 1,
obtenemos,

1 z+p 1/0

p-a ¡tt-,J-IqJIJH,l= p-°- N (f mw my) —Pez-M) qdy) (3.62)1:

1 a..'+4r¡¿ l/q a.-+4r.-_,- l/q

s a—+¿(j my)- Pots/Muy) + (f ¡Pet-m)—natalia) .P " “1' aa

Como a:in = a,- para j > 2, el segundo sumando de la última línea es nulo, salvo en el caso

j = 2. En este caso rut-,2= bi, y usando el Lema 3.2.2, teniendo en cuenta que Nq,a(F; ai) 5 t,
Nq,a(F; bi) S t, Y Ibi - ai] S 47332,resulta que

ai+4r¿_j l/q a+1/
IP(zi,j,y)-P(ai,y)l"dy) Seta-¿- ".

Luego, reemplazando esta desigualdad en (3.62) y usando que N ¿(17;ai) S t, obtenemos

Tij a+1/q
p c=¡¿9i'j¡q'w'w+plg ct (3.63)

Por las estimaciones en (3.61) obtenemos que

Ti'j 1 a:+4p +

7 S z z X¡¿_j(y-)dyS 4M Xii'j(37)- (3-64)

Luego de (3.63) y (3.64) obtenemos

]a+1/qp_a lai'jlqpl2.1+PlS at [M+Xíi¿(z) ’ (3'65)

lo cual implica que

a+1/q
Miami-.52) s ct [M+X¡¿¿(I)]

,
para 3-0., < a: 5 a,-+ 2‘j’l(b¿ —ai). Además, como el soporte de 01-J-está conteme en

Ii,j = [01'+ 2_j_l(bi - 00,04"+ 2'j+2(bi - 00],

si z 2 ai + 2’j+2(b¿—ai), N;a(9¿,j;a:) = M+xíu (z) = 0. Por lo tanto, la estimación
también es cierta para z 2 a,-+ 2’j+2(b¿ —ai).

Ahora probemos (ii) para las clases 9,31. Sea a: > 2-“, a: é Í“ = (a¿+2’2(b,- —a¿),b¿) y
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supongamos primero que a: S a,-+ 2‘2(b¿ —ai). Como vimos en la demostración de la parte

tenemos que 0¿'1(y) = 03,1(31)—03,1(31),luego

_ - 1 — 2
P alai,llq'¡z,z+p¡SP alegiquz'Hm +P alamlqylíyfipl- (3-67)

Para p’ l procediendo en forma totalmente análoga a como lo hicimos para las clases
a l

lai'l anlzvz‘l'p
0M para j > 1, obtenemos

a+1/q
p—a|02,1Iq,|z,z+p|S Ct [M+XÏ‘.I¡(I)]

Ahora, estimemos p’ Recordemos quea |0311Iq,[z,a:+pl '

03,1(9)= ni,1(y)X|b¡,oo)(y)(f(y) —P(bi,y))­

Supongamos primero que a: + p 5 bi. En este caso p’a I = 0, pues el soporte de 03']
2

. üi'l lqnlznz'l'pl
está contenido en [b¿,b,-+ bi —ai] . Ahora si a: + p > bi, teniendo en cuenta que el soporte de

03'] está contenido en [b,-,b,-+ b,-—ai], recordando que 13,1= gig-“i, Nq,a(F;b,-) 5 t, y teniendo
en cuenta que la estimación (3.64) también es cierta para j = 1, obtenemos que

2 l lui-21'.“ l/q

p’a la“ ¡“mm S p’(°‘+m (ftp |f(y) - P(bi,y)l"dy)
_ a+l/q +1/

s ct 5 ct [M+x¡“(z)]a q. (3.69)

Luego, si ¡13-90< a: < ai + 2_2(b¿ —ai), a partir de las desigualdades (3.67) , (3.68) y (3.69),

resulta que

)

_ a-H/q
p a laiyllq,la:,:t+p]S Ct [M+Xi¡'l

+1/

lo cual implica que Náfa(9¿,1;a:) S c t [M+x¡i l(a:)]a q.
Además, como el soporte de 0,31está contenido en Í“ = [ai + 2_l(b¿ —ai),b¿], si a: 2 b,­

Náïa(9¿,1;a:) = M +x ¿yl(1:)= 0. Con esto hemos terminado de probar (ii) para las clases 9,31.
Probemos la condición (iii). Dado que 0 < p 5 1, (a + l/q) p > 1, donde w e A+ teniendo(0+1/q)p’
en cuenta las estimaciones y (ii), y el Teorema 1.1.3, tenemos que
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p
0° oo oo

f ZZNJ:0(ei,J-;z) +N;:a(el;z) w(z)dz3-00 ¿:2 j=l
oom m m

SZ Z Miami-J;mmm + N;a(el;z)Pw(x)dz¡:2 _°° -oo=l
CD oo w oo

S .NÏa(9i,j;:B)pw(a:)dz+ oo)Í N;a(6¿,j;:c)pw(z)da:¡J -my _ ¿,ji=2 J'=1 " ¡:2 j=l

+/°° NÏa(91;m)pw(a:)d:c5 N:0(F;a:)pw(zv)dz (3.70)
Lc“ 12:2j=l lid '

+c/ll N;a(F;z)pw(zv)da:+ ÏÏctp/ [M+X¡¿'l(a3)(2*m’m)
( +l/

] a q)pw(z)dz

5 c f quam z)pw(z)da:+ ctpwm).Q

Ahora, a partir de (3.70) y usando que N;a(F; z) > t si a: e Q, obtenemos

p
oo oo oo

f (z zNgawm-w) + N;a(91;z)) w(a:)d:c5 c f9 N;a(F;z)Pw(z)dx, (3.71)z-co i=2 j=l

lo cual prueba (iii).

Probemoslacondición(iv). Por (iii)la serie N;a(9¿'j;az)+qua(91; 1:)esfinitapara
casi todo a: e (:1:_°°,oo), aplicando el Lema 3.2.6, obtenemos que existe una clase 9 en EZ, tal
que

OO oo

9 = ZZGiJ' +91 enEïv,
i=2 j=l

y además

N;a(e, z) 5 z N;a(e,-,,-;1:)+ Ngfa(el;z). (3.72)
¿ví

La condición (v) es consecuencia de (iii) y (iv).

Ahora Probemos (vi). Consideremos un punto 21:0í Q, tal que

z N;a(9¡¿;a:o) + N;a(91;20) < CX).
i>l,j

Entonces, por lo probado en la parte (ii), los representantes que realizan la maxima] para las

clases 9M, y 91 en el punto zo son 01-,j(y)y 91(y) respectivamente. Por lo tanto, a partir del
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Lema 3.2.6 la función
oo oo

6’(y)= z z 9i,j(y)+ 01(9)
eIN H H

6'43 z n¿,j(y)X¡,-(y) (f (y) - P(93i,ja31))+ X¡1(y)(f(y) - P(b1, 11))
j=11:N

es un representante de 9. Luego, como
W oo

z Z ni,j(y)x:..(y) + X11(y) = X9(y) (3-73)
i=2 j=l

la función

f(y) si sé9,

es un representante de la clase G = F —9. Observemos que g(y) es precisamente la función

considerada en el Lema 3.2.16. Por lo tanto qu a(G; 11:)5 ct, g(a:) coincide casi todo punto con
una función que tiene derivadas continuas hasta el orden N en (17-00,oo), y además, la derivada

g(y)= { 77i,j(3/)XI.-(9)P(Ii,j,y)+ XI¡(3/)P(bl,y))Si93e 9

N-ésima satisface una condición Lipschitz-fl con constante ct.

Finalmente como por hipótesis F e H2; (w) y teniendo en cuenta que por (v) 9 e 715;;(w),
resulta queG = F —9tambiénpertenecea Hifi Conestohemoscompletadola demostración
del lema. I

A continuación probamos un corolario de este Lema que nos será. muy útil en el último

capítulo de este trabajo.

Corolario 3.2.18 El conjuntode clasesHg; (w)n Aa es densoen H2;

Demostración. Sea F e 715;:(w), y consideremospara cada número natural n, la descom­
posición del Lema 3.2.17 aplicado a la clase F, cuando t = n, es decir F = 9,, + Cn. Ahora por

la condición (vi) del Lema 3.2.17 cada clase G’ne 112;;(w) fiAa , y además por 1acondición (v)
del Lema 3.2.17 tenemos que

f N ,a(F —Gn;=c)”w(=c)dz= f N ,49”; camada:

<
f Nq,a(F;z)Pw<z)dz,{26(2_m,oo):Nq_a(F;a,-)>n}

y por la absoluta continuidad de la integral

/ Nq’a(F; 21:)pw(:v)da:—>0,{26(z_°°,oo):Nq_a(F;z)>n}

cuando n —>+oo. Probando que 1a sucesión {Gn}n converge en 715;;(w) a 1a clase F. I
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3.3 Descomposíción atómica de los espacios 715::(w)

Teorema 3.3.1 Sea w e AJ, y sea F una clase en EX“ que pertenece a ’Hfig(w),0 < p S
1,(a +1/q)p 2 s > 1 o (a +1/q)p > l sis = 1. Entonces existe una sucesión numérica {Ai}

y una sucesión de p-átomos {Ai} en 713;;(w) tales que F = z AiAi en Más aún, la serie
convcïye en Hg; (w), y existen dos constantes c1 y 62 tales que

c1"Www s Z IM”s c2“Fuga”, (3.74)

Recordemos que los p-átomos en quá (w), en el caso que x_°° = —oo,pueden tener intervalos
asociados de la forma (-00, a) . El próximo resultado prueba que podemos elegir a los p-atomos

en H2; (w) de la descomposición de] Teorema 3.3.1 con intervalos asociados acotados.

Observación 3.3.2 Bajo las mismas hipótesis del Teonema 3.3.1. La descomposición de la

clase F, la podemos elegir de forma que los p-átomos A,- tengan intervalos asociados I,- acotados.

Ahora demostraremos el Teorema 3.3.1, para esto usaremos una técnica similar a la que

usaron R. A. Macías, y C. Segovia en el trabajo [7], resultando esencial para la aplicación de
esta técnica el Lema 3.2.17.

A continuación probaremos una versión del Lema 4.2 de [7]adaptada para nuestro objetivo.

Lema 3.3.3 Sea H e EX, tal que Nq‘ta(H;x)5 1 y Lïm N‘ïa(H,x)'w(x)dx es finita para algún

r, donde 0 < 1‘< p S 1, r(a+1/q) > l, y w G AÏWH/q). Entonces existe una sucesión numérica
{Aj} y una sucesión de p-átomos {Aj} en EZ, tales que

H = ZAJ-Aj en Ez, y z: |/\¿¡|pS C/N;a(H,x)rw(x)dx.

Demostración. Sea 0 < e < 1. Construimos recursivamente una sucesión {Hk}‘,:°=0de clases

en EX, de la siguiente manera:
Ho = H. Ahora, si Hk_1 está definida, definimos Hk como la clase G obtenida en el Lema 3.2.17

aplicado ala clase F = HF] con t = ek.

A 5,,
las clases 9M, 91 y 9 y los intervalos Im-y Il respectivamente, considerados en el Lema 3.2.17,
Para cada número natural k, denotamos las clases 9 9’]Cy 9'c y los intervalos y If como

cuando F = Hk_¡, y t = ek. Entonces se verifica que

(a)Hk=Hk-l‘ efij_ei en
(b) qua(Hk; x) 5 cek para todo x E (x_°°, oo).
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l .

(C) Nq+,a(Hk?93)5 Nïa(H;a=)+cZZÏ=1 EnZi,j(M+XÏ¿"¿ (z))°+"+cïfi=1 ¿”Xir­

Que (a) y (b) valen sigue directamente de (vi) del Lema 3.2.17.

Probemos Sea a: e (22-00,oo), y supongamos primero que

a: Q Q" = {9:e (z_°°,oo) : N;a(Hn_1;a:) > en},

luegoa: í (para ningún i > 1, y j 2 l), y tampoco a If. Luego,a partir de las condiciones
(i) y (ii) del Lema 3.2.17, resulta que

N;a(e?1z) = 01puesa:É1?, y

Ngta<ezt,-;z) s ce"(M+x;.n.(z))°+% ya que z e ïzrj.ta

Por lo tanto, teniendo en cuenta (a) y las dos últimas estimaciones, si a: í Q", resulta que

Ngïawnms)s N;a(Hn-1,;m)+ 2 Nam-J; z) + N;a(e?,z) (3.76)
i>l,j

5 N;a(Hn_1;z) + Ce" z (M+x¡,.(a:))°'+%.
i>1j "J

Por otro lado, si a: e On = Iï‘U (Ui>1,j puede pasar que a: e I? o a:pertenezca a algún
intervalo para algúni > l, y algúnj 2 1.
Si a: e I'f‘,por la estimación (b) resulta que

N;a(Hn,z) S wnx,ï.(z). (3.77)
A

Si a: pertenece al interior de I};jo , entonces M +xïn (m) = 1, y por lo tanto, nuevamente a
’ ¡odo

partir de (b)
i

Nam”; z) s Ce"(M+x,¿_,o<z))°+v.

A partir de esta desigualdad y de la estimación (3.77) obtenemos para a: e On que

_ 1

qua(H,.;z)g Cs"[Zwuïüunah +xuxa] . (3.78)i>1,.7' '

Luego, teniendo en cuenta las estimaciones (3.76) y (3.78) resulta que

NqÏa(Hn;a;)5 N;a(H _1;1:)+ Cs" (M+x¡3j(z))°+%+ x¡r(z)] , (3.79)i>1.j
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para todo a: e (z_°°,oo). Esta estimación para n = l da (c) con k = 1. Por lo tanto (c) es

válida cuando k = 1. Ahora argumentemos inductivamente. Supongamos que (c) es cierta para

un k 2 1, usando la estimación (3.79) para n = k + l, y por la hipótesis inductiva, resulta que

l
NJ‘JHHM) S Náa(Hk;=v)+C€'°“ X(M+x¡;=;1(=v))°+v+x¡;e+n(z)

i>1,j

k+l l

s N;a(H,z)+CZe" Z(M+x¡ij(z))°+ï+e"xlln(z) ,
n=l i>l,j ’

lo que prueba (c). Ahora, sustituyendo k por n en (a) y sumando para n = 1,2, ..., k resulta que

k oo oo k

H=Hk+22293j+zeï enE3. (3.80)
n=l i=2 j=l n=l

Dado que e < 1, por (b) y (ii) del Lema 3.2.3 Hk —>0 en EX, cuando k —>oo. Por lo tanto,

oo

H = 93].+ 29'; en Efv. (3.81)
n=l

[V18 .Mg
EM8II Nn l z

Observemosque a partir de la estimación (3.75) para a:qt resulta que

N;a(92j; as)S 05"", (3.82)

y además por la condición del Lema 3.2.17 aplicado al caso F = Hn_1 y (b) resulta que

(3.82) también se verifica si a: e Además, teniendo en cuenta nuevamente la condición
del Lema 3.2.17 y (b) resulta que

N;a(9'l‘;a:)S C (sn-1paratodoa:G(a:_°°,

Definimospara cada número natural i > 1, j 2 l y n 2 1,

A3,.= Ce"'1w(Ï:-:j)l/p y la clase 351,.= 03,)" 93,.

Donde C es la constante que aparece en la desigualdad (3.82) . Y definimos para cada n tal que

I í‘ sé Z

x; = cen-Iman“? y la claseB? = (Am-19?.

DondeC es la constante que apareceen la desigualdad Veamosque las clasesBïj, B?
son p-átomosen Dadoque las funcionesGIL-(z), son representantesde las clases93]­
y 9? respectivamente; las funcionesb3j(1:)= (Mm-l 021.012)y b?(:c)= (Nh-l son repre­
sentantes de las clases sz y B? respectivamente. Luego cada clase BE]-tiene un representante
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con soporte contenido en y cada clase Bï‘ (de existir) tiene un representante con soporte
contenido en Iï‘ y w(I{') < oo.

Además para cadai > l, j 2 1 y n 2 1, teniendo en cuenta (3.82) obtenemos
-1 -l _

NéÏa(BïÏj;x) = ( 31') NÉJeïÏfiz) 5 02.1") Ce 1

s (im-“P,

y en forma análoga,

Nïa(Bï‘;I) S “¡UD-V”­

Lo que prueba que las clases Bf’j,y B? son p-átomosen
A partir de (3.81) obtenemos que

WWW
H= zzzinggj + z A’l‘Bï‘enEfv. (3.84)

n=1i=2 j=1 11:];‘960

Estimemos 212w- IAZJ-Ip+ En: ¡1.9%IAÏIP. Teniendo en cuenta que para cada n, los sen:
pueden intersectar a lo sumo de a tres, resulta que

oo

XX Mil”+ Z: WI”
n=1 i,j nzlfyéz

°° A p p

= zzlcen-1w(13j)l/P| + z ICsn-lw(1;=)l/P| (3.85)
n=1 i,j mmm

C oo C oo

s 5 "ganan" —110+war»= 6-,gema).

Por otro lado, recordando que 0,. = {:1:e (2-00, oo) : N;a(Hn_1;a:) > en} y usando la esti­
mación (c), resulta que

e""w(fln) S [:0 N ,0,(H _¡,a:)r w(1:)da:

5 fm Ngaw, z)'w(:c)da: (3-86)
n-l oo

+028" 2/ (M+xne.(z))(°+i)'w(=v)d=v+w(1i°)k=l i,j ¡"-0° i”

Por hipótesis (a + á) 1' > 1 y w e AZ +1) , luego a partir de (3.86) y por el Teorema 1.1.3,C! - 1'

tenemos que q
n-l

¿”10(0") 5 C [/00 N;a(H,z)rw(a:)da:+ zekrwfilk) . (3.87)3-00 k=l
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SÍ llama-mos bo = Lïm N;a(Ha-’E)rw(flï)dz Y bi = Eikw(9¿) para i 2 1, la estimación (3.87) nos
da

n-l
bng Czbi. (3.88)

'=0

Veamos que una sucesión que cumple (3.88) satisface que

bn 5 bo(C + 2)" para n 2 0. (3.89)

Donde C es la constante que aparece en la estimación (3.88). Argumentemos inductivamente.

Si n = 0 es trivialmente cierto, si suponemos que (3.89) es cierta para n, entonces por (3.88) y
por hipótesis inductiva

n n
- C< .< l< n+l< n-H

bn+¡_CiZ=ob,_CiE=obo(C+2)_C+1bo(C+2) _b0(C+2) .

Luego, la estimación (3.89) prueba que

e"'w(9n) 5 (C + 2)" fo quaw, z)'w(a:)d1:. (3.90)1-00

A partir de la estimación (3.85) y usando (3.90) obtenemos que

oo C oo

X:Z: + z SE_Pz €n(P-r)5nrw(9n)
n=ln=l i,j nzlï‘fio

C °° + Go (p ) "< _ f —‘I' Y '

_ Ep[ha N ¿(11, 2:) w(a:)d:c "2:1:[e (c + 2)]

Ahora, si elegimos e suficientemente pequeño, de manera que la serie en el lado derecho de la

última desigualdad sea convergente, obtenemos la estimación deseada. l
Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 3.3.1, y lo haremos siguiendo la idea de

la demostracióndel Teorema4.3 de
Demostración del Teorema 3.3.1. Dado un número entero k, si aplicamosel Lema 3.2.17

a la clase F con t = 2k, podemos expresar a dicha clase de la siguiente manera:

F = G’k+ 9k (donde denotamos las clases Gk, y 9k como las clases G y 9 respectivamente que
aparecen en el Lema 3.2.17 aplicado a la clase F con t = 2’“).Dado un entero lc, tenemos que

F = GI:+ 9k = Gk+l + 9k+l­

Luego, para cada entero k, definimos la clase

Hk= Gk+1—G];= 9k —9k+1.
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Estimemos N;a(Hk,z). Denotamos

nk={me(z_m,oo)=N;;a(F;z)>2’°}=Ii°U Uïíïj ’
i>l.j

donde los intervalos y If representan a los intervalos Ïi'j y I1 respectivamente considerados
en el Lema 3.2.17 aplicado a la clase F, donde t = 2k. A partir de (3.91) y la condición (vi) del
Lema 3.2.17, resulta que

Ngawhz) 5 Nqïa(Gk+1,2) + N;a(Gk,z) 5 02k. (3.92)

Si a: í 9k, por construcción a: í 9k“. Luego, usando que Hk = 9k —6k.“ y del Lema
3.2.17 resulta que

1\’rq+,ct(lïlkia:)SN;a(ek;m) + Nq+,a(ek+liz)
k+l

502i: Z(M+x,,..<z))°+%+x,ln(=c)sum. (3.93)
n=k i>l,j

Por otro lado, teniendo en cuenta (3.92) y la desigualdad

E(M+x¡k (m))°‘+i+ x,f(z) 2 1, siempre que a:e 9k, (3.94)
i j "j

resulta que

N;a(Hk,:1:) S C2,“ [Z(M+xïk (az))°+%+ x”: para a:e 9k. (3.95)w" "Í

Luego, a partir de (3.95), y (3.93) obtenemos que

k+1 a l

Náïa(Hk;z)S 02" z (M'ixlinj +q+ x¡í1(a:)]para todoa:e (2-00,oo).n=k i>l,j

Ahora por hipótesis p(a + 1/ q) > l y w e A;(a+l/q), entonces por el Lema 1.1.9 podemos elegir
1‘ tal que 0 < T < p, 1‘(a+l/q)> ly w GAáaH/q). Luego, usando que 0 < 1'< 1, la estimación
(3.93), y el Teorema 1.1.3, resulta que

oo

/ Ngtamtzrwumz-cn

s c2” [El fm <M+xn(z)>(°‘+%)'w(z)dz+ wm]n=k i>l,j 1

s czkrÏ; [E MEL)+ mas] (3.96)n=k i>l,j

5 C2k'(w(9k) + w(9k+1)) 5 C2’"w(9k).
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Ahora probaremos que 22°:_°° Hk = F en Eïv. Dado que F = G'k+ 9k y por definición
Hk = Ch“ —Gk, tenemos que

K

F- Z Hk=F—GK+1+G_K=9K+1 +G_K. (3.97)
k=-K

Luego, por la condición (v) del Lema 3.2.17, resulta que

/Q Nq'fa(9K+1;a:)pw(a:)da:S c/ qua(F;a:) pw(z)da:. (3.98)1-00 9K+i

Debido a que F e HÉÉ(w), por la desigualdad de Chebyshev tenemos que w(0K+1) —>0 cuando

K —>+oo, luego, por la absoluta continuidad de 1a integral resulta que
m

/ N+,a(9K+l; 1?)pw(z)dz —>0 cuando K —>+oo.3-00

lo que prueba que GK“ —+0 en HQ; Luego,por el Corolario 3.2.4 tenemos que

9K+1—>0 en (3.99)

Por otro lado, dado que N;a(G_K;a:) S c2’K para todo a: e (a:_°°,oo), de la parte (ii) del
Lema 3.2.3 obtenemos que

CLK—>0en (3.100)

Luego, teniendo en cuenta (3.97), (3.99) y (3.100), resulta que
oo

z Hk = F en Ex, (3.101)
k=-oo

Ahora, si C es la constante que aparece en la estimación (3.92) , por esta estimación obtenemos
que

-1

N;a((C2'=) Hm) 5 1.

Además por la estimación (3.96)
°° —l —-r

/ N;a((C2k) Hk;a:)’w(a:)da:= (02") F N;a(Hk;z)rw(z)dt

5 Cw(9k) < oo. (3.102)

Luego, para cada entero k, podemos aplicar el Lema 3.3.3 a cada clase (C2'°)-l Hk. Entonces

por dicho lema, para cada entero k existe una sucesión de p-átomos {Ak_,-}¿en HQ: (w) y una

sucesión numérica {AW-L.ta] que

Hk = 02k EAN-Ah,- en EL. (3.103)
i
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Y además

°° —1

z|Ak,,-|P 5 c/ N¿f0((c2’°) Hk;a:)’w(a:)da:. (3.104)i 3-00

Luego, si denotamos pk’i= C2kAk'i, teniendo en cuenta (3.104), y (3.102) resulta que

ZZ kafiip=022sz “Hip
k i k i

°° —1

5 022W f qua((C2'°) Hk;:c)'w(:c)da:. (3.105)k La»

g C Z2kpw(flk).
k

Ahora estimemos 2k 2kpw(9k).

Í 2kpw(9k)= Í (2k+1—2k)pw(flk)s Í (2<'=+1>P—2'=P)w(Qk)cp
k=-OO k=-OO k:

=0p 2’°"w(9k_1)- Z kawmk) =Cp [ Z 2k"(w(9I=-1)- 114919]=—oo k=—oo k=-°°

5 cp z j N;a(F;z)pw(m)ir=cp/m N;a(F;z)Pw(z)dz. (3.106)
k=_°°9k—1-9k 2-00

A partir de las estimaciones (3.105) y (3.106) obtenemos que

oo

zz|pk,i|1° s c / Ngja(F;z)Pw(z)dz. (3.107)k i z-ao

Luego, a partir del Lema 3.2.12 y la estimación (3.107) la serie

zz: IIPk,iAk.iII:¿g.;(w)= IPk,iniiAk,iII:¿p.;(w)S Cw IPk,in< °°­
k i ' k i "' k i

Por lo tanto, la serie 2k zi pk'iAk'ioonvergeen TQ: Ahora, debido al Corolario3.2.4 la
serie 2k zi ¡om-A,”-converge en EX, y teniendo en cuenta (3.101) y (3.103) su límite tiene que
ser F, es decir,

F = Ezra-Aki- enHz;:(w).
k 1'.

Por último, como F = 2k zi pk'iAkJ-en EX,por del Lema 3.2.6

Ngtawuv)s ZEN;a(pk,,-Ak.i;z) = zz: ¡pnlMauri-n), (3.108)
k i k i
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para casi todo punto :1:en (a:_°°,oo). Luego, integ'ando a la potencia p respecto de w en la

estimación (3.108) , y usando nuevamente el Lema 3.2.12 resulta que
oo oo

/ Ngtawmrwums ZZ ¡pm-I"/ mmm-momentz-m k i z-oo

SCEE ka,iip­
k i

Obteniendo así ambas desigualdades en (3.74) . I

Nuestro próximo paso es probar la Observación 3.3.2. Para esto probaremos previamente
un lema que permite descomponer apropiadamente un p-átomo A con intervalo asociado de la

forma (-oo, b) como una serie de p-átomos con intervalos asociados aootados.

Lema 3.3.4 Dado un p-átomo A en HZ; (w) existe una sucesión numérica {,uk},y una sucesión

de p-átomos {Ah} en WII (w) que tienen intervalos asociados acotados, tales que

A= ZpkAk en EX, y leklp 5 C,

donde C no depende de A.

Demostración. Si A tiene un intervalo asociado acotado, el resultado es directo consideran­

do Ak = A, ¡1.1= 1, pk = 0, para k 76 1. Luego, podemos suponer que los intervalos asociados a A

son de la forma (-oo, b) . Por lo tanto ¿Leo = -—oo,y w ((——oo,b)) < oo. Sea a(y) el representante

de A que tiene el soporte contenido en I = (-oo, b) . Teniendo en cuenta la condición (iii) de la
definición 3.1.2

N;a(Ai-Ï) S w(I)’l/” para todo 2:, (3.109)

en particular la maxima] Nq+va(A;a:)es finita en todo punto. Luego, denotamos P(:I:,y) el poli­

nomio de gado a lo sumo N, tal que NqÏa(A;2:)= n;a(a(y) —P(a:, y); :5).Como n;a(a(y); b) = 0
resulta que

P(b, y) E o. (3.110)

Consideremos la sucesión de funciones {uj} del Lema 3.2.15 aplicado al intervalo I =
Cb
j=-oo

(-oo, b). Luego, por la condición 1) de dicho Lema
W

a(a:)= z vj(a:)a,(a:)= z: 01(2). (3.111)
j=—m j=-oo

Para cada entero j, denotamos OJ- la clase en Ex, de la función 0_,-(:z:)= uJ-(a:)a(:z:).Afirmamos
que

NJJGJ-w) S Cw(1)’1/p para todo z, (3.112)
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donde C no depende de j. A continuación probaremos (3.112). Teniendo en cuenta la condición

2) del Lema 3.2.15, resulta que sop(yj(y)a,(y)) C IJ- = [-2’j + b, —2’-7"2+ b]. Luego, para
a: 2 —2'j_2 + b, tenemos que

NqÏa(9_,-;a:) = 0.

Ahora supongamos que —2’j+1+b S a: 5 —2’j’2 +b. El argumento que daremos a continuación

es muy similar al que dimos en la demostración de la condición del Lema 3.2.17, de cualquier
manera lo realizaremos en su totalidad, para una lectura más sencilla. Definimos

, _ N k . (ll-11’),c
¿(2,21) —zdylvj(y)P<x,y)1|y=z————k, . (3.113)k=0

sea p > o; y estimen“ 10"“¡91(9) - Pi(%9)|q.lz,m+p]' Dado que —2-J'+1+ b s a: s —2-a'-2+ b,
si y G [132+p],

Ib-yl S Im-yIHb-zl S C[P+lea

donde Tj = Por (3.110), el Lema 3.2.2, (3.109), y la última estimación obtenemos que

IDkP<z,y>I= ¡13"[P(-'c,y)- P(b,y)1Is C war”? [p+51“, (3.114)

y además teniendo en cuenta que Ib—zl S 21-J­

D"P(z,y)| = D" [P(:c,y) —P(b, y)]| 5 C w(I)_1/pr;.’_k. (3.115)y=a: 11:2

Supongamos primero que p 2 Tj. Por la fórmula de Leibnitz, y reordenando la suma, escribimos

P105, y)

N k N —k h
_ k (y — a3) h (y — 1?)_’;DyP(.TB,y)y=zTX .

Teniendo en cuenta que 0 S uj(y) S 1, resulta que

|91(y) - Pj(=v,y)l

S Vj(y) |a(y)| + ¡PA-'15,y)| (3-117)

S Ia(y)- P(:v,y)|+|P(I,y)|+|1?(z,y)|­

Ahora, teniendo en cuenta la expresión (3.116) de Pj(a:, y), usando (3.115) , la condición 4) del

Lema 3.2.15, y el hecho que p 2 rj, resulta que
N N-k

¡PJ-(w)!s cwarm’ïrï‘kr’k (ZZ crïhp")k=0 h=0

N p N-k /
S eN rq‘kp" (—) s C wm-l ¡"pa (3.118)le; J Ti
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Además a partir de (3.114) con k = 0, y p 2 rj, tenemos que

IP(=B,y)IS c w(1)_1/”P°­

Luego, integrando (3.117) sobre el intervalo [2,2 + p], usando la última estimación y (3.118),
obtenemos que

p-a _ y)lq_lg,z+p]
S P’“ Ia(y) - P(z, y)|.,,¡,,,z+,,¡+ cw(I)’1”. (3.119)

Ahora, supondremos p < rj. Observemos que

PJ-(rw) =

N _I k N-k _z h

z [Dkvj(a:)(yk! ) x DZP(:c,y)Iy=z—(yh! ) .k=0 h=0

Sumando y restando la expresión

N (y - IY“
Vj(y)P(Ivy) + z Dkuj(z)_k¡—_P(za y)

k=0 '

a Pj(m,y) y agrupando convenientemente, obtenemos

|01(y) - Pj(=v,y)| S

._ ¿tyE” (
¡JJ-(y)—ZDkuj(z)yT

k=0

"f (y —as)"
P(zay)_ ( D:P(miy)ly=z )h=0

S Ia(y) - P(a=,y)| + 51+ 52.

y¡(3,1)|a(y) - P(z,y)l + IP(=v,y)|

(y - IV‘
Dkl/J'ÜJ) k! x (3.120)

N

+2
k=0

Estimemos Sl y 52. Si y G [2,1:+ p], usando la fórmula de Taylor, por la condición 4) del Lema

3.2.15, la desigualdad (3.114) con k = 0, y recordando que a = N + ,3 y ,0< Tj resulta que

(y_z)N+l
N+ 1!

-N 1 _ _ P I‘B
_<_er( + )pN+1 T?w(1) l/p S Cw(1) l/ppa( )'J‘

51 = ‘DWVJ-(o IP(a:,y)I

5 c w(¡)-l/Pp°.



Para 82 argumentando en forma similar que para S] obtenemos que
N

_ (y_z)N+l-k
52- z E—k!—k=l

-2 I:
Dkuj(z)(y ) Dï+“’°P(z,y)

N l-fi
S c Zrïkpkwarl/P (r,-+ p)'°+fi-1p”“-’°s cp°w(I)-1/P(p)r-J.

k=1

5 Cw(I)’l/”p°.

Ahora integrando (3.120) sobre el intervalo [13,2+ p] y teniendo en cuenta las estimaciones para

51 y Sg, obtenemos que la desigualdad (3.119) también vale para p < rj. Luego, tomando supre­

mo para p > 0 en la desigualdad (3.119), resulta (3.112) para a: e [-2”.+1 + b, —2‘-’"2+ b] .

Por último, sea a: —2‘j+1 b. Estimemos p"? |0j(y)|q,¡z'z+pl. Como el soporte de 0j(y).está
contenido en [-2‘1 + b, —2‘-7-2+ b] y :1:< —2‘J+1 + b, basta oon considerar p + a: > —2‘-7+ b,

pues sino p‘a |0j(y)|q’¡z'z+pl= 0. Luego,

p> —2-J'+b-a: > rj/2.

Además, teniendo en cuenta que a: 5 —2’j + b, si p + a: 2 y 2 —2’j + b, tenemos que

ly- bl S (y - (-Tj +10) +TJ'

5 (a:+p—(-2’j+b))+rj 53,). (3.121)

Recordando que P(b,y) E 0, por el Lema 3.2.2, (3.109), (3.121), y siempre que p + a: 2 y 2
—2-j + b tenemos que

IP(a:,y)I = ¡[Pe-,21)—P(b,y)]I s c war“? [p+ ¡y —bn“ (3.122)

S C w(I)-l/pp°'.

A partir de la última estimación y debido a que a: S —2‘j + b 5 z + p, resulta que
2+p l/q

(f , IP(a:,y)I"dy) soma-“"- (3.123)-2-J+b

Luego, teniendo en cuenta que el soporte de uj(y) está contenido en [-2'j + b, —2’-’.'2+ b] ,

z < —2’j + b, 0 S ¡jj-(3;)S l, (3.123) y (3.109), resulta que

1 2+_a '­
p I0j(y)lq,|z,z+Pi—m ­

;
pa+l/q

p l/q

. luj(y)a(y)l"dy)2 1+5

1 z+p q l/‘l 1 z+p P “gd )1/q
< —— d < — a",
_ p°+1/q (./—2-J'+bla(y)l y) _ POH/q (¿z-¡HI ( y y

l “P l/q 4/
+—pa+l/q(/2 , b|a(y) - P(z,y)|"dy) s Cw(I) P_ —J+

l

+pa+l/q (/zz-i-Plaw) _ P(z’y)|q dy) l/q S Cw(I)’1/p,
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lo cual implica (3.112) para a: 5 —2‘j+l + b.
Para cada entero j, definimos

_ "’(Ij) l/p _ —1
#1._ C y la funCIÓn(¡J-(y)= [LJ-0j(y)a

donde C es la constante que aparece en la desigualdad (3.112) . Además, denotamos AJ-la clase
en EX,de la función aJ- Luego, por la estimación (3.112) , resulta que

NJÏJAJW) = #ïlNáïJefi-T) S “¡UH-“pa

y sop(aj) C IJ-= [-2’j + b,—2’-"‘2+ b]. Por lo tanto, para cada j, la clase AJ-es un p-átomo
en TQ; (w) con un intervalo asociado acotado. Más aún,

W

A = z ,uJ-AJ-en (3.124)
j=—oo

Para probar (3.124) , primero estimemos zzwo Ipjlp . Usando la condición 3) del Lema 3.2.15,
resulta que

¡WIP= CWU)‘l Í w(1j)S 2C. (3.125)
J=—oo j=—oo

Ahora, por el Lema3.2.12 5 C, donde C no dependede j. Por lo tanto la serieP
14:20")

oo oo W

ll/I'jA-Ïllïifi:;(w)= ll‘jlpllAjIIÏimM5 C Il‘jlp< °°­
J=-oo J=-oo J=—OO

Luego,por la completitud del espacioH2; (w), la serie 0° ¡LJ-A,-convergeen 715;:(w), y por
el corolario 3.2.4 la serie converge en EÏV.Llamemos F a la clase límite de la serie 2;:_°° ¡LJ-Aja
Debido a que 01-(y) es el representante de la clase [.LJ-Aj= e, que realiza la maximal N;a(9j; 1:)

para un punto :1:> b, por (ii) del Lema 3.2.6, la serie 2?:_°° 0_,-(y)oonverge en wa(—oo, oo) a
un representante f (y) de la clase F. Luego, como consecuencia de la identidad (3.111), tenemos
que

a(y) = f (y) c-t-p y­

Luego las clases A y F coinciden en EZ, y por lo tanto A = Efiwo ¡LJ-AJ-en EÏV,además con la
estimación (3.125) terminamos de probar el lema. I
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Demostración de la Observación 3.3.2. Sea F e 715;}:(10),por el teorema 3.3.1, tenemos
que

F = 2:4,“ en57v,y EMP s c||F||;g::(w). (3.126)

Ahora, por el Lema 3.3.4, a cada p-átomo Ak lo podemos expresar de la. siguiente manera.

A,c= gym/1“ en Efv,donde Z |pk¿|" 5 C, (3.127)
J J

y además cada p-átomo Ah,- tiene un intervalo asociado acotado. Luego, a.partir de (3.126) y
(3.127) resulta que

F = ZZAkpk_jAk¿ en EÏV,y además
k J

zz ¡mw-I"s z Mz ¡mm-I”s cz: IAkI"s CMmm).
Ic j k j I:

La. desigualdad ||F||:F_+(w) 5 C, zh z,- IAkpkiJ-Ipse prueba igual que en la demostración delq,a
Teorema 3.3.1. l



4 Relación entre los espacios Hifi y los espacios HZÉCw)

Como su título lo indica, en este capítulo estudiamos la relación entre los espacios +(w) y
HQ; Debemosconsiderar dos casos en los cuales se diferencia notablemente lo que ocurre.
Estos casos son considerar a un número natural o no. En la primera sección probamos que en

cualquiera de los casos podemos extender en forma continua el operador Pa (el potencial frac­

cionario) desde los espacios HZHF(w) en los espacios 713;: (w) . En la segunda sección probamos

que en el caso que a es un número natural, en realidad los espacios HÏ‘;HF(w) y 715;:(w) son
equivalentes. Esto lo hacemos probando que el operador derivada de orden a, D“, esencial­

mente el inverso de Pa define un isomorfismo entre los espacios HQ; (w) y Iifi1+(w). Por último
damos un ejemplo que muestra que en general (si a no es un número natural) la aplicación Pa

de HÏy’,+(w) en 715;;(10) no es sobreyectiva.

4.1 Continuidad de la aplicación Pa desde Hï'+(w) en 713;:(10)

Dada una fimción f (y) acotada con soporte contenido en un intervalo acotado por la derecha y
si a es número real positivo, definimos

l °° _

Para) = — / (y—se)“ Wendy para a:e (La, oo),1‘(a) z

donde [‘(a) denota la función Gama. Supongamos que sop(f ) está contenido en (13-00,b], luego

si a: > b, Paf(a:) = O, consideremos entonces :1:G I = [c,d] C (a:_°°,oo), con d 5 b. Ahora,

debido a que a > 0,
b

¡Peron s ¡(y—zw“ my» dy s ca (b—z)“ "¡um < oo.
Hemos probado entonces que si f e L°° y tiene soporte contenido en un intervalo acotado por

la derecha, Paf (as)e Lïj’c(3-00, oo). Escribimos a = N + fl donde 0 < B 5 1 y denotamos É?
la claseen E2,de la funciónPaf

Es una simple aplicación del Teorema de F‘ubiniverificar que si a1 y a2 son números reales

positivos, para una función f acotada y con soporte contenido en un intervalo acotado por la
derecha, vale que

Pulpazflz) = Pal+a2f(97)­

Observamos que en el caso 0 < a < 1, la aplicación Paf es la integral fraccionaria de Weyl.

Lema 4.1.1 Sea f e L°°, con soporte contenido en el intervalo I C (a:_°°,oo) acotado por la

derecha. Entonces

Nq'a(ïf; 1:)S C||f||oo para todo1:e (2-00, oo), (4.1)
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donde C no depende de f.

Demostración. Para a: E (23-00,oo) y z > 0, definimos

305,2): (4.2)

l °° a_ oo N O‘- _

(WH) WWW/z(¿CIM-I) We) ¡(z/My],

donde (25:0 ck'a (y —aja-14° 2k es el desarrollo de Taylor de orden N de la función (y —a: —z)“-1
(en la variable z) en z = 0. Estimaremos p‘a |R(a:, z)|q,¡0'p¡. Recordemos que a = N + fi, y
consideremos primero 0 < fi < 1. En este caso, expresamos

3+

1 a_ N _

“LW/:2; lwfiü) 1_;o°"'°(y‘“’)” randy

22

(y- z - z)°"1f(y)dy

2+2

a:

N 2
1 _ a-l-k lc_

Na) gq”, f (y 1:) f(y)dy z _ A1+ A2 A3. (4.3)

Para A2, usando el Teorema del valor medio y teniendo en cuenta que fl < 1, tenemos que

oo B 2

IA2Is cuina, f (y —z - oz) - dy 2"“ (4.4)z+2z

N+l co 5-2 a
s Guru“, z / ¿y —z) dy= Guru“, z ,:r-I'

Para A3, tenemos que

N 3+2: N

IAaIS C IIfIIooZ f (y - Iv)°’1"° dy z" S C IIfIIoo22°”ka S C IIfIIoo2°- (4-5)k=0 1 k=0

Por último, para A1 el mismo razonamiento que en la última estimación nos da

lAll S C IIfIIooz°- (4-6)

Teniendo en cuenta (4.3) y las estimaciones (4.4) , (4.5) y (4.6) resulta que para fi < 1,

IR(I, 2)I S C IIfIIoo2°, (4-7)

Veamos que (4.7) también vale para fi = 1, es decir cuando a = N + 1. Dado que (y —1:—z)”
es un polinomio de grado N coincide con su desarrollo de Taylor de orden N, luego teniendo en
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cuenta este hecho y la definición de R(a:,z) tenemos que

N oo

RCNFW[üw-rv-zWflz/My- (y-z)”"‘f(y)z'°)dy]
1 É 2+2 N k k=-— CM] (31-93)_ f(y)dyz­I‘(N + 1) k=0 z

Luego, en este caso reiterando el razonamiento de la estimación (4.5), obtenemos que

IR(I, Z)| S C IIflIoo2°, (4-8)

vale para cualquier a > 0. Luego, a partir de (4.8) obtenemos

_ _ 1 p l/q

p ° me, zum = p a (3 f0 IR(z,z)I"dz)
1 P l/q

s C"jump-c"(3 f0 s C"fue,
de donde se deduce (4.1). I

A continuación probaremos un lema con el objetivo de estimar Paa cuando a(y) es un p­

átomo en Hïnüü).

Lema 4.1.2 Sea a(y) un p-átomo en Hï'7(w) con N momentos nulos. Supongamosademás que
I = [20,b] es un intervalo asociado a a(y), es decir sop(a) C I, y IIaIIooS w(I)‘I/P. Entonces,
para cualquier número natural k, y sia: e (2-00, oo) y |a:—zo| > 2|I| vale que

l/p lIIN+2
IDkPaa(:c)lS Ckw(I)_ W

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que I = [0,b]. Debido a

que sop(a) C I, el resultado es trivial si a: > 2b, consideremos entonces a: < —2b,en este caso

Paa(a:) = al?) f: (a:—y)a_l a(y)dy y por lo tanto
b

DkPaacc)= eta [o (y—zw“ a(y)dy,

Observemos que si 0 < 0 < 1, y 0 S y 5 b, se verifica que |(—:1:+ 031)]2 El. Luego, teniendo en

cuenta que a(y) tiene N momentos nulos, por la.fórmula de Taylor y recordando que a = N + fl,
tenemos

|DkPaa(a:)I = cm fb ((y —rc)°'1”° —ic“- (-=v)°’1"°’iyi) a(y)dy0 12:0

|/\
b k N 2 N+1 bN+1 b

c I0y—rcl°‘ Ia(y)I|yI dyscuaumW/o dy

IA
-1

CW“)¡”Wa
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como queríamos probar. I

Lema4.1.3Sea(a+1/q)sz> 1o(a+l/q)p> l sis: 1,dondewGAj,sea0<p51,
y 7 un número natural tal que 7 2 a. Si a(y) es un p-átomo en Hïflfw) entonces

“Fa-“¡Iman 5 C!

donde C no depende del p-átomo a.

Demostración. Sin perder generalidad podemos suponer que 2-00 5 0 y el soporte de

a(y) C I = [0,b]. Sea a: E (a:_°°,oo), y z > 0. Como en (4.2) del Lema 4.1.1, definimos

R(a:, z) =

1 °° a_ 1 oo N a_ _

mi“ (9-1-2) 10(y)dy—m/z (¿Clancy-17) l kzk)a(y)dyz",
Luego, partiendo las integrales interiores a la suma, resulta que

N

R(a:,z) = F; feo [(y —a:—z)°'_1 —Zaha (y —aja-14° 2k] a(y)dy (4.9)(a) 2+2 k=0

1 N 2+2 a-l-Ic d k _ R R(y-I) ae)yz—1+2
Supongamos primero que a: < —4b.Observemos que si existe a: e (2-00, oo) tal que a: < —4b,

entonces d(a:_°°, I) > III = b, luego a(y) tiene 7 —1 momentos nulos y como 7 2 a = N + fi,

a(y) tiene N momentos nulos. A continuación probaremos que valen las siguientes estimaciones

(í) Si z 5 1%,

a+l

|R(a:,z)| s Cw(1)-1/P 2° (4.10)

(ii) Si z > 1-31y la: + zI > 2b entonces

bN+2Rz,z SCwI'l/p——
I ( )| ( ) II+ZI2_,3

a+l

+cw(I)-1/P 2°, (4.11)

iii Siz>Lzly a:+z S2bentonoes2

|R(a:,z)|5 omar”? 2°. (4.12)
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Probemos (4.10). Si z 5 1%1,tenemos que a: + z S 0, luego como sop(a) C [0,b] todas las
integrales en R2 se anulan. Por otro lado, para R1, por la fórmula.de Taylor, teniendo en cuenta

que si 0 < 0 < 1, [2-021 > %1+(J%l—z) 2 1%,esdecirz-Bz < —2bypor el Lema 4.1.2,
tenemos que

_ bN+2

lRll S IDN+1Paa(z_ az” zN+1S Cwu) l/PW2N+1
b a+l z N+1—a b a.“

- C“<’)’1”’(Iï|) (a) z°50w(’>’””(m)
lo que nos da Por otro lado, a partir de 1adefinición de R(a:,z) tenemos que

/\

N

|R(:1:,z)|5 ¡Paa(:c+z)| +02 IDkPaa(a:)I2k (4.13)
k=0

Luego, si consideramos z > 1%1( es decir Izïl> 1/2), nuevamente por el Lema 4.1.2, tenemos que

IDkPaa(a:)I 2’“ (4.14)

< Cw(1)-1/Pb”+2L <Cw(I)‘1/PbN+2(í) ;— III2+k-fi _ III Izl2-B

b N+2 b 0+1
5 Cw(1)_1/p — 2° S Cw(I)_1/p — za.

III III

Para el caso (ii), es decir cuando la:+ 2| > 2b, si aplicamos el Lema 4.1.2 con k = 0, obtenemos

1/ bN+2Paa:+zSCwI_p—,
|a( n <> Iz+dafl

Así, a partir de (4.13) y (4.14) obtenemos (4.11). Para el caso (iii), tenemos que |a:+ 2| S 2b (y

además basta considerar a:+ z S b, pues sino Paa,(a:+ z) = 0) resulta que
b

Ifldwufiscwuj'w—z—fi*@50MD*WMw-4ï2+2

a partir de esta última estimación y teniendo en cuenta que Ia:+ 2| 5 2b y É > 1/2, obtenemos
que

l&dz+als CM04”@°+n+4nscmarV%a
b a

Cw(I)_l/p za,|93|

y teniendo en cuenta (4.13), la última estimación y (4.14), para el caso (iii), tenemos que

Cw(I)’1/p<i)az°‘ + Cw(I)_l/”(¿yx+1 2°|50| III

b a

Cw(I)_1/p za,Izl

l/\

IRCB, z)! |/\

|/\
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donde la última desigualdad vale pues ¿T < 1, así hemos probado (iii).
l/q

A continuación estimaremos p’a (á já) |R(:v,z)|"dz) . Como consecuencia de las estima­
ciones antes obtenidas para R(a:,z), partimos el dominio de integración en tres subconjuntos:

D1={z:0<z<p,251%l}

D2={z:0<z<p,z>l%l, |z+z|>2b},

D3={z:0<z<p,z>l%l, |I+z|52b},

Recordemos que estamos considerando a: < —4b, lo que implica que ¡íbl < 1. Por (4.10),

-a l R 0d l/q < C I -1/P i 0+]P I (3,2)I Z _ w( )
P Dl |55|

así como 1%< 1, tenemos en este caso que

’°‘ l IR( qd 1“<0 I-l/P i “+1” 415p 2,2)I 2 _ w() , (. )
P D. |95|

Ahora, si suponemos que D2 9€(D,p > 13251entonces por (4.11), obtenemos que
l/q

r“ f0 IR(a:,z)I"dz)2

l/q 1
w(I)-1/p bw“)qu _1/ b (1+

Sc—pa-H/qfl W + wa) p |g;_|z+z|>2b Irc+ z

tenemos que

b

le

de esta última estimación y del hecho que ¡:7 < l, resulta que

p-a (É /Dz |R(a:,z)|"dz)l/q (4.16)

1 b a+l/q

Por último, si Da 7€(0,nuevamente p > 1:4,y a partir de (4.12) obtenemos

¡a (í jm |R(z,z)|qdz)l/q Cw(I)-1/P(¿Y (í ¿”mb ¿2)1/q (4.17)
1 b a+l/q

omar ha(a)

5 Cw(I)_l/p N” 2+1/ 1/ b a“- q — p _
(¡H/qu +Cw(I)

|/\

I/\

|/\

|/\
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Las estimaciones (4.15), (4.16) y (4.17) implican que para a: < —4b

_ b a+l/q
Nam“) s Cwarl/P (a) s omar“? (M+x,(z))°‘“/". (4.18)

Es claro que la estimación anterior también es cierta si a: > b, pues Paa(a:) = 0 si a: > b. Por

último, para —4bS a: < b, por el Lema 4.1.1, y debido a que ||a||°° S w(I)_l/P, resulta que

Nq,a(m;17) S CW(I)-l/p- (4.19)

Teniendo en cuenta que M +x¡(a:) 2 1/5 si a: e [—4b,b), y de la última estimación obtenemos

que (4.18) vale para todo a: e (23-00,oo). Luego, la conclusión del lema resulta de (4.18) y del
Teorema 1.1.3.

Observemos que como la estimación (4.19) es consecuencia del Lema 4.1.1, no hemos usado

la condición de momentos nulos de a(y). Por lo tanto, si d(a:_°°, I) 5 III = b, entonces basta
con esta estimación y el Lema 1.1.4 para obtener el resultado del Lema. I

Observación 4.1.4 Sea N un número entero no negativo tal que (N + 1+ á) p 2 s > l o

(N+1+%)p> 1 sis: 1, dondewGAj, y0<p51. Ademássea'yun númeronaturaltal
que 7 2 N + 1. Si a.(y) es un p-átomo en Hifi (w) entonces existe una constante C no nula que

no depende de a(y), tal que CPN+1a es un p-átomo en 713:;+1(w).

En efecto, si suponemos que sop(a) C I = [0,b], a partir del Lema 4.1.1, tenemos que

qua(PN+1a; 1:)S Cw(I)'l/p. (4.20)

Por otro lado, como vimos en la demostración anterior sop(PN+la.) C (a:_°°,b]. Ahora, si

d(:c_°°,I) > III, entonces a(y) tiene N momentos nulos, luego si a: S 0,

19mm)=m (y—z)”candy=o,
es decir, el sop(PN+1a) C [0,b], y si C es la constante que aparece en (4.20) , C‘lPN+1a es un

p-átomo en H€;É(w). Si d(:1:_°°,I) 5 III, tenemos que (z_m,b] C [—b,b] y por el Lema 1.1.4

w((a:_oo,17])S wa(I), luego como consecuencia de este hecho y (4.20), tenemos que

Nïa<PN+m> s Cw<<z-m,b1)-1/v.

Así,tambiénenestecasoexisteC tal queC’lm esun p-átomoen HQ:
Para la demostración de nuestro próximo resultado, será necesario recordar algunas propiedades

de la demostración de la descomposición atómica de los espacios Hsï+(w). Estas propiedades se
encuentran en los trabajos [11] y [12] de L. de Rosa y C. Segovia, y las iremos recordando a
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medida que las necesitemos. Según la notación introducida en [11], si f e Llloc(95-00,oo) y n es
un número entero, denotamos

(2."= {I É:1:> :1:_°°,f;n(a:) > 2”} = Uzllnïi,

donde IM-son las componentes conean de Q".

Teorema4.1.5 SeawGALO<p51, y(a+l/q)p2 s >1 o(a+1/q)p>lsz's=1. Sea
'y un entero tal que 7 2 a. Entonces la aplicación Pa tiene una extensión continua del espacio

Hfil+(w) en el espacio 71512:

Demostración. Como hemos mencionado en el Capitulo 2, el conjunto D1 formado por

todas las funciones f tales que existe un intervalo I acotado, contenido en (2-00, oo) y f e Lg°(1),
es denso en HZ,+ Por lo tanto es suficiente considerar funciones en D1. Fijemos entonces
f E L,°Y°(I),soportada en un intervalo acotado I = (a, b) C (2-00, oo). En [12], se prueba que,
para una función f en estas condiciones, existe un número natural M suficientemente grande,
tal que

M-l

Hz) = z [9n+1(=v)-9n(=v)] +9—K(rv)- (4-21)
n=—K

donde las funciones gn(:1:)están soportadas en I U Q" C (z_°°,b). Además, las fimciones gn
satisfacen

Ign(I)I S C 2", (4-22)

9n+l(y) - 9n(y)= Án,i(y)a (4-23)t=l

donde cada Án'i es un múltiplo de un p-átomo en +(w), el soporte de ÁM-está contenido en
la componente conexa IM- de On y

Ami g C 2". (4-24)
oo

Por las propiedades de las funciones f (1:), gn(a:), y Án,¿(a:) tiene sentido aplicarles Pa, luego

denotamos Pa f , Pag”, y PaÁ'n'i, las clases en EX, de las funciones Pa f (as), Pagn(a:), y PaAM-(as)
respectivamente. Teniendo en cuenta (4.21), resulta que

M-l

Paf= z: IPa9n+l_Pa9nl +Pag—K­
n=-K
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Ahora, aplicando el Lema 4.1.1, y teniendo en cuenta (4.22), tenemos que

qua(Pag_K;1:) —>0 cuando K —>+00,

luego, por el Lema 3.2.3 Pag_K —>0 en Efv, cuando K —>+00. Y por lo tanto

_ M-l
Paf= z IPagnH —Pa nl en Efv. (4.25)

n=—oo

Por otro lado, las funciones Am; están en L°°, y tienen soportes disjuntos todos contenidos en el
intervalo (2-0.0,b), si tenemosen cuenta y por el Teoremade la ConvergenciaDominada,
resulta que para cada a: e (33-00,oo) ,

f°°(y —sar-1 [9n+1(y)—gue/n dy = Z [me —z)a-1Án,i(y)dy,
a; i=1 a”

por lo tanto

oo

Pa9n+1_Pagn= ZPaAnfi en
i=1

Ahora, a partir de (4.25) y por la última identidad, tenemos que

_ M-loo N M-loo —N
Paf = z z PaAn'i= z ZAn’iPa(A;;An,i)enE2],

n=-oo i=l n=-°'° ¿:1

donde AM-= C2" w(I,-,,,)1/p,donde C es la constante que aparece en la desigualdad (4.24) es

decir, elegimosAM-de manera que Axil,“- sea un p-átomo en + Ahora, reiterando el
razonamiento realizado al final de la demostración del Teorema 3.3.1, obtenemos que

M-l oo M-l

Z Zum-¡”sc Z 2"Pw(nn)SCIIfIIZ¿+(w,­
n=-oo i=l n=—oo '7 P

Luego por el Lema 4.1.3 IIPa(/\n,¿An,i) Ha: (w)
5 C, y por lo tanto

-1
m A.

IIïrIItggm Z zumz-IPIIPaoaíAn.»
—ooi=ln:

M-l oo
p .p p
71mm)S 0,.ng “MI S C "fufiï.+(w)’i=1

lo cual nos da la conclusión del Teorema. I
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4.2 Equivalencia entre los espacios H1,”+(w) y 713;:(10)cuando a es un número

natural

En la primera parte de esta sección consideramos a un número natural m, luego N = m —l es
un entero no negativo y fi = 1.

Sea F G Efnq y f e F. Dado que f pertenece a Lïoc(a:_°°,oo), f e 'D'(a:_°°,oo), luego
Dmf está definida en el sentido de distribuciones. Por otro lado, teniendo en cuenta que dos

representantes de F difieren en un polinomio de grado a lo sumo N = m —1 en (z_°°,oo),
resulta que Dmf es independiente del representante f perteneciente a F elegido. Por lo tanto,

para F E Eq _1, definimos DmF como la distribución D'" f , donde f es cualquier representante
de F.

El siguiente lema, por lo menos en el caso m = 1, se encuentra en

Lema 4.2.1 Sea f e 'D’(a:_°°,oo), y supongamos que Dmf E 0. Entonces f coincide con un

polinomio de grado menor o igual que m - 1 en D'(a:_°°, oo).

Demostración. Argumentemos por inducción. Si m = 1, elegimos oo e 'D(a:_°°,oo) tal que

f óo(y)dy = 1- Denotemos Cw= f w(y)dy y co = (f, wo)­
Sea 1,1)G 'D(a:_°°, oo). La función

1/)(2) _ CIPÓOÜÜ’

pertenece a 'D(:c_°°,oo) y además tiene integral nula, debido a esto no es difícil ver que

mas) - (j wendy) mas) = Dd>(=v),

donde 45e ’D(a:_°°,oo). Luego, usando 1a hipótesis resulta que

A partir de la última identidad, obtenemos

(no) = Cv)(f, (Po)= Co[wendy = («-0,1»),

lo cual prueba que f E co en ’D’(a:_°°,oo). Supongamos ahora que m > 1 y que nuestra
afirmación es cierta para todo número natural k < m , es decir si 1 5 k < m y D"f E 0

entonoes f coincide con un polinomio de grado a lo sumo k - 1 en ’D’(a:_°°,oo). Luego, si
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Dmf E 0 resulta que D(Dm-lf) E 0, y por lo tanto Dm‘lf E C en 'D’(1:_°°,oo).Ahora si

expresamos C E Dm‘l [ míl)!:nm’l] en 'D’(z_°o,oo), resulta que

CDm’1 —— "“1 E 0.
if (m —mz

Luego, a partir de la última identidad y de la hipótesis inductiva aplicada a k = m —1, resulta
que

C m-l
f - mi]: E Pm_2(:17)en D’(I_°°,00),

donde Pm_2(z) denota un polinomio de grado a lo sumo m —2, y por lo tanto, tenemos la
conclusión del lema. I

Ahora, estamos en condiciones de enunciar el resultado de identificación entre los espacios

Ham) yHina).

Teorema 4.2.2 SeaO<p 51,7 2m y(m+1/q)p 2 s >1 o(m+1/q)p > 1 cuandos = 1.
Supongamos además que w E AJ. Entonces, el opemdor Dm define una aplicación uno a ano

de Tíg:,Ï.(w)sobre todo Hïnfiu). Más aún, existen dos constantes positivas y finitas c y cl tales
que las desigualdades

CIIFIIug;;(w) S IIDmFIIH2n(w) S c, IIFIIH5;,+,.(w)’

valen para toda clase F G HZ};(w).

Demostración. Sea F G 715;".(10).Dado que N;m(F;:1:) e U’(w), qum(F;a:) es finita
para casi todo punto :1:e (3-00, oo); consideremos un punto a: en estas condiciones y sea f el

representante de F que satisface N;m(F; 1:) = n;m(f;z). Sea d)E <I>,Y(:v)y supongamos que su
soporte está contenido en Ia;= [2,c] . Luego, por la definición de DmF, teniendo en cuenta que
m 5 7, el Lema 2.1.2, y aplicando la desigualdad de Holder, resulta que

l(DmF, ó)| = I(D"‘f,d>)| = I(f,D"‘<b)I= fl ¡(mmm/my

f: f(y)D”‘45(y)dy‘s fi c my»dy

< 1 (1 /CIf()I"d)l/q<N+(F )__ _ y y _ Wr­
Ilóim |14| a: q’m

Porlo tanto,

(D"‘F)1n(a:) 5 Ngmw; 1:). (4.26)
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Ahora, elevando a la potencia p e integrando respecto de w, obtenemos que

||D"’F||H¿n(w) S IIFiiHfi:,Ï,(w)’

y por lo tanto DmF e HÏflCw). El hecho que el operador D’" es uno a uno sigue del Lema 4.2.1.

Para probar que la aplicación es sobreyectiva, consideremos un p-átomo a(a:) en Hïn(w).
Recordemos que su potencial esta dado por

Pma(z) = fi jm“ (y —a:)"'_l a(y)dy para todo :1:e (2-00, oo) .

Como a(y) es una función con soporte contenido en un intervalo acotado, y pertenece a L°°,

no es difícil ver que D’"(Pma) = (-1)”‘a en el sentido de distribuciones. Además, por el Lema
4.1.3, tenemos que

llmllïfiw, s C, (4.27)

donde C no depende de a.

Sea g e HïnCw), por el Teorema 2.1.8 tenemos que

g = gta-(z) y z ¡An-I"s C Ilallïiznw

donde a,- son p-átomos en Hïn(w). Sean Pmai(:1:) los potenciales de los p-átomos 04(3) en
(2-00, oo), y denotemos Pmai sus respectivas clases en Eq _1. Luego, debido a la estimación

(4.27) resulta que

z iAin S0111,"!z <oo“
Por el Corolario 3.2.7, existe F en Hg;m(w) tal que F = ZAiPmai. Debido a que ya hemos

probado que Dm es un operador continuo de Hg;,Ï¡(w)en HÏflCw), obtenemos

DmF= ZAiDumai = (-1)'" Ext-are) = (-1)"‘g,

lo cual prueba que D’" es sobreyectivo. Más aún,

Mmmm) 5 z ¡MP“Bum-"’11,,+(w)s C z IM” s C llyllïúnm,q,mq

CIIDmFIIïp:+nou) ’

con esto finalizamos la demostración del teorema. l

Observemos que este último Teorema, la Observación 4.1.4 y la descomposición atómica de

los espacios Hïn(w) nos dan una descomposición atómica de los espacios HZ;,Ï¡(w),siempre que
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m es un número natural. En efecto, Si F e HÉ;,Ï¡(w),por el Teorema 4.2.2 DmF e HÏ'7(w).
Luego,

DmF= Eng-(x),
i

donde los a,-son p-átomos en Hïn(w), y además

IIFII < 01 IIDmFII1mm) — Zum) s 02 ¡|an (4.28)s IM"s 02IIDmFIIZr Hmwr
1

+_1(w)

Sean Pmai los potenciales de cada ai, y denotamos Pma,¿sus clases en Por la Observación
4.1.4, existe una constante positiva C que no depende de a,- tal que CPmai es un p-átomo en
wm), luego

ZM “Pmaiup ) s EIC-1M" “Gaucín?” ) s 02M < oo,i "almw ,­
.+

i “5.7110”

es decir, la serie zi AJ, e 715:;(w), y además

D’" Mm) = ZAiDumai= (-1)mz,\,a,-.i i i

Por lo tanto, como Dm es inyectivo,

_ ,\¿_
F = (-1)"‘ ziipma, = (-1)"‘z ECPmai en 113;;(10),

i 11

donde cada clase CPmai es un p-átomo en Hp'Ïn w . Además por 4.28q,

P

C IIFII:,_,( ) s z s C’IIFII”
mm "' i 112514112) '

fi
C

Nuestro próximo objetivo es mostrar un ejemplo que a diferencia del caso que a es un número
natural, es decir, cuando a es un número real positivo no natural, el operador Pa en general no
es sobreyectivo; aún en el caso que w E 1. A partir de ahora, y en todo lo que sigue de esta

sección suponemos que 0 < a < 1, y además que w E 1. Con lo cual los espacios Hïnfl) son
los clásicos espacios de Hardy HP. Además suponemos que (a + 1/q)p > 1 para asegurar la

existencia de elementos no nulos en los espacios713::
Sea (t)una función perteneciente a 08°, 0 5 ¿(3,1)5 l, con soporte contenido en el intervalo

[-8,8], y además (My)E 1 en [-4,4] . Para 0 < a < l, definimos la función

(¡(23)= 96(2) 2% cos2"7r:1:).n=1
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Es bien conocido que la serie anterior define una función Lipschjtz-a (por ejemplo, ver [15]),

por lo tanto, como 45(1) G C6”, a(a:) también es Lipschitz-a. Luego, si denotamos la clase de

la función a(a:) en E3 por A, tenemos que Nafa(A,:r) es acotada, y además oomo a.(a:) tiene
soporte contenido en un intervalo acotado, A es un múltiplo de un p-átomo en 713;;

Veremos que A no puede ser la clase en E3 de Paf para ninguna f en HP. Si esto fuera así,
tendríamos que A es el límite en ngáfl) de una sucesión Pafn , donde fn es una sucesión en

D1 que converge a f en Hp, y por lo tanto a(y) es el límite en LÏOCOR)de la sucesión Pafn(y).
Ahora teniendo en cuenta que P1_¿¡P.3,fn= P1fn, por el Teorema 4.1.5 resultaría que la clase

en E3 de la función P1_aa(:v) pertenece a 7113:]+ Luego, por el Teorema 4.2.2 tendríamos que
DP¡_aa 6 HP. A continuación probaremos que esto no es así.

Si denotamos h(:z:)= P1_aa,(a:), tenemos que

Mz)= 422+." ¿”—“ïgïïïydy

_ 1 L °°oos2n7ryd l [1—45(y)]oos2"7ryd’ F(a) 2°" z (y-z)° y P(a)“:12°" z (y-z)° y
= h1(z)-h2(fv)­

Usando identidades trigonométricas y cambiando variables, tenemos que

cos 2"7ra: jm cos 2"7r(y —a2)¿M 1 Í sin 2"7r:v/“7 sin 2"7r(y —3:)¿M2°" a: (y - z)“ “y F(or)":1 2°" a: (y - z)“ “y

cos 2"7ra: °° cos fly 1 °° sin 2"7r:c sin 7rya _ z n a =
2" o y Wa) ":1 2 jo y

¡11(1) = "l
ElD—¡

M8
all

._.

II
'19|“ M8

( ) II
...n

oo .
oos 2"1r:1: , sm 2"7ra:2—" - c“z _2"—’

l n=l
M8 (4.29)_ La

n

donde ca y ca son las constantes finitas y no nulas fila; f6” dy y al?) ja” 3l%z,rïdyrespec­
tivamente. A partir de la última identidad resulta que h¡(a:) es una función aootada. Por otro
lado, teniendo en cuenta que sop(d)) C [—8,8] tenemos que h(:1:)= 0 si a: 2 8. Para —9< a: S 8
obtenemos

8 n

Mdy‘ S¿»(8_my-aSC,a: (y _ I)a

1 °° 1

“(INSWzïmn=1

y por último si a: < —9,

¿—ygrdy.5C: ¿(yms c.
1 °° 1lh(x)lS

74



Luego tenemos que h(1:) es una función acotada.

A continuación estudiaremos la función h2(a:). Debido a que h(:v), y h1(a:) son funciones

acotadas, ¡12(2)es una fimción aootada. Por otro lado, teniendo en cuenta que 1 —d)(y) se anula

en [—4,4], si a: e [—2,2], tenemos que

_¿°°¿°°u<y¿1°°s_2"12
h2(z)‘r(a),;2m/4 (Ill-1’)“ dy’

además ¡22(2) es derivable en el intervalo [—2,2] y no es difícil ver usando el Teorema de la

Convergencia Dominada que su derivada está dada por la función continua y aootada

a Í ¿ f” [1—¿(micos2nnydy,F(a) 2°" 4 (y- now

siempre que :1:E [—2,2]. Luego, teniendo en cuenta que sop(d>(4z)) C {-2,2} y l —¿(423) se

anula en [—1,1], si expresamos

¡22(2) ¿(416)h2(a=)+ (1 - ¿(43))11205)

9(=v)+ b(I),

resulta que tanto g(:c) como b(:c)son funciones aootadas, g(:c) tiene soporte compacto contenido

en [—2,2] y es derivable oon derivada continua y aootada, y b(a:) se anula en [—1,1].

Consideremos una función 1,1)(2)e S (la clase Schwartz) de tal manera que su transformada

de Fourier E 1siz G[—1,l] y sop C [—2,2]. Enparticular = fib(y)dy = l, luego
consideramospara cada t > 0, ¡15(2)= Hemosvisto que las funcionesh(a:), ¡11(2)y
hg(1:) son acotadas, luego podemos derivarlas en el sentido de distribuciones. Veamos que para

todo a: e [—1/2, 1/2], Dhg * 1])¿(z)—>Dg(a:) cuanto t —>0. Teniendo en cuenta que Dg es una

función continua y de soporte compacto y 1])¿(19es una aproximación de la identidad, tenemos
que

Dg * 1p¿(a:) —>Dg(a:) cuando t —>0.

Veamos entonces que Db* 1/J¿(I) —>0, si a: e [—1/2, 1/2].

Db* w¿(:r) = (Db,ïl)¿(z_ = _ (baD("pt(3_
1 _

¿7 lau/ww" t ym.

Ahora teniendo en cuenta que b(y) es acotada y se anula en el intervalo [—1,1], y a: e [—1/2,1/2],
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tenemos que sop(b(y)) C ly —:cI2 1/2. A partir de este hecho y debido a que Dw e S, tenemos

1

’2
t Iy-zI21/2

S Ct/ Iy-IradySCt,Iy—zI21/2

IDb * wz(z)l S Ib(y)l[MQfl dy

lo cual implica que Db * 1p¿(a:)—>O cuando t —>0, y por lo tanto Dhg a:1/2¿(a:)—>Dg(a:) siempre

que z G [—1/2, 1/2].

Supongamos que Dh E HP. Debido a que ¡b G S y f 1p(y)dy = 1, existe el límite en casi

todo punto a: cuando t —>0 de Dh * 1/)¿(z)(este hecho se puede encontrar en [14]), por lo tanto,

teniendo en cuenta que para a: e [-—1/2,1/2] existe el límite de Dhg * 2/;¿(z), tenemos que existe

el límite de Dhl * wt(z) en c.t.p. a: e [-1/2, 1/2] . Veremos a continuación que esto último es
falso. A partir de la identidad (4.29) resulta que la derivada en el sentido de distribuciones Dhl
está dada por 1aserie

oo oo

—7rca E sin 2"1ra: — 7rc'a E cos 2"7r.
n=l 11:1

Luego teniendo en cuenta las identidades

2"1ra:i —2"1rzi 2"1rzi _ —2"1rzi

cos2"7r:z:=%, ysin2"7r:z:=+,
resulta que

a:—y dy e?“i a:- y dy f 64"“i a:—y dy
2n _ = _ _ _ — — 4.30[cosas/Min f2w(t)t+ 2«4J<t)t()

e2"7r:ci,;l\)(2nt)+e-2“1rziï¿(_2nt)
2 7

y en forma análoga

_ 2"7rziA n _ -2"‘rr:l:‘i.A_
sin2"7ry1/)(z y)d—y= e M2 t) e. W 2”), (4.31)t t 2z

Como consecuencia de (4.30) y (4.31) tenemos que

Dhl * 1p¿(a:) (4.32)
°° 2"1ra:iA n —2"1rziA n °° 2"1ra:iA n -2"1rziA n

e 1p 2 t —e 1/)(—2 t) e 1p(2 t) +6 1/)(—2 t)
= maz ( > 21, 44,2 2 .n=l n=l

Si existe el límite de Dhl * 1/);(2) cuando t —>0, en particular existe el límite de Dhl akw2_k(z)

cuando k —>+oo. Sin embargo observemos que por las propiedades de ïp, si t = 24°, tenemos
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que ¿(2%) = ¿(-Tt) = 1 si n 5 k, y ¿(2%) = ¿(-2nt) = 0 si n > k. Luego,a partir de
(4.32) tenemos que

Dh] *1p2-Ic

e2"‘Ir:l:i._ e-T‘mci k e2"1r:¡,-i+ e-2"1r:n'
k

= —1rcazT-7rc'az 2
n=1 n=l

k k
' n , n

= -1rc¿¡I E sm2 «az-fica E 0062 7ra:
n=l n=1

k

= —7r E (ca sin 2"7ra: + c}:cos 2"1ra:) ,
n=1

la cual es una serie divergente en casi todo punto, pues su término general no tiende a cero.



5 Aplicación de operadores integrales singulares laterales a los

espacios 715;;(w)

En [l] H. Aimar, L. Fomani y F. Martín-Reyes prueban la existencia de integrales singulares
asociadas a núcleos de Calderón-Zygmund laterales, es decir operadores integrales singulares con

núcleos asociados soportados o bien en la semirrecta positiva o bien en la semirrecta negativa. En

este capítulo probaremos, bajo una hipótesis adicional de regularidad sobre el núcleo, que dichos

operadores son continuos en los espacios Hágtw). Dividjmos este capítulo en tres secciones, en
la primera recordamos la definición de los operadores que oonsideraremos, mencionamos algunos

de los resultados que obtuvieron H. Aimar, L. Forzam' y F. Martín-Reyes en [1],y probamos que

el tipo de núcleo que ellos encontraron, satisface una condición de regularidad que necesitamos

para probar los principales resultados de este capítulo. En la segunda sección, mostramos que

podemos extender la definición de este tipo de operadores a clases pertenecientes a 713;;(adn/la.
En la última sección probamos la continuidad de los operadores mencionados en los espacios

'Ht’zá(w)­

5.1 Integrales singulares laterales

Definición 5.1.1 Diremos que una función k(a:) G LÏMUR— es un núcleo de Calderón­
Zygmund regular si satisface las siguientes propiedades:

(1) Existe una constante finita 31 tal que

Á<|zl<M “mmm

y además existe el lim¿_.o+f5<|c|<l

531, paratodoeyM, con0<6<M,

(2) Ez‘isteuna constante finita B? tal que
B

|k(:1:)|S fi, para todo a: sé 0.

(3) Existe una constante finita 33 tal que

|k(a: —y) —k(:1:)| S Ba IyI |1:|_2 para todo 1:, e y con Izl > 2 Iyl > 0.

Observemos que la condición (2) de la definición 5.1.1, implica que para cualquier número
real positivo r,

/ ¡Hola/332] IyI-‘dysc. (5.1)TSIyIS2r rSIyIS2r
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La existencia de un núcleo que satisfaga estás condiciones, y que este soportado en la semi­

rrecta (—oo,0),fue probada por H. Aimar, L. Forzani y F. Martín-Reyes en Pues, el núcleo

_ sin(logk _
(z) Izlloglzl X(—oo,0)(z), (5'2)

satisface las tres condiciones de la Definición 5.1.1. En realidad H. Aimar, L. Forzani y F. Martín­

Reyes, prueban que %(k%lx(oyoo)(z), es un núcleo de Calderón-Zygmund, pues trabajan con
pesos en las clase de Sawyer As’. Sin embargo, la teoría para pesos en las clases AJ, es análoga

y necesita que el núcleo k(a:) este soportado en la semirrecta (—oo,0).
Denotaremos

Kf(z) = up. f k(z —y)f(y)dy = Iim f k(z —y)f(y)dy,¿“0+ I='=-y|>s

el operador integral singular asociado al núcleo k, y K "f (z) al operador maxima]

K‘f(-'v) = Sup . (5.3)
e>0 f ka-- y)f(y)dyIz—yl>s

El resultado que recordamosa continuaciónse encuentra en

Teorema 5.1.2 Sea w e Ai, l < s < oo, y sea k un núcleode Calderón-Zygmund,con
soporte contenido en (—oo,0). Entonces

f IK*f(z)I‘w(z)da:s c/ If(z)l’w(a=)drv,

para toda f e L"(w), donde la constante finita C no depende de la función f.

Definición 5.1.3 Diremos que la función k(a:) e Llloc(lR— satisface la condición de regu­
laridad (R) de orden n, si es deriuable fuera del origen hasta el orden n , y satisface

¡Dik(m)|< Li_’ =1,2,u.’n.
Diremos simplemente que la función k(:1:)satisface la condición de regularidad (R), si satisface

la condición de regularidad para cualquier orden n.

Anteriormente mencionamos que la función que aparece en (5.2) es un núcleo de Calderón­
Zygnund regular. A continuación probaremos que además satisface la condición de regularidad

(R)­
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Lema 5.1.4 La función

_ sin(logk _
(z) Izlloglrvl X(—oo,0)(55)a

satisfacela condiciónde regularidad

Demostración. Es claro que solo tenemos que considerar a: < 0. Luego si denotamos

g(t)= y [(t) = logItl.Paraz < 0,

lc(-75)= - (9 ° f (93))Df (I)- (5-4)

Ahora Df(:1:) es á, luego con un simple cálculo, vemos que

Dimas)= (-1)"“(i—1)![D/(z)1", (5.5)

para todo número natural 2'. Afirmamos que si n es un número natural, entonces la derivada

D"k(a:) está formada por una suma de n + 1 términos de la forma

Ch,nD"g ° f (1D)[Df (J"«)]"+1, (5-6)

donde Ch," es una constante y 0 S h 5 n.
Probemos este hecho por inducción. A partir de (5.4) , es claro que si n = 0 la afirmación

es cierta. Supongamos entonces que la afirmación es cierta para n = j, luego Dj k(:1:)se puede
expresar como una suma de j + 1 témlinos de la forma

chJDhgonznnnznj“, (5.7)

donde CM-es una constante y 0 S h,S j. Teniendoen cuenta que Dj+1k(a:)= D (as),si
derivamos (5.7), obtenemos que la derivada de cada sumando de Djk(a:) es de la forma

Cn.jD"+‘go ¡(2) [Df(rv)l"” + (j + 1)D"go ¡(2) [Df(x)]" 02m)

= Cn,J-D"“go ¡(2) [DK-rn“? + CJ-Dhgo ¡(2) [0112)?“

donde la última identidad resulta de (5.5), y por lo tanto cada sumando de Dj+1k(:1:),satisface
la afirmación. A partir de (5.6) y del hecho que para cualquier número natural h, Dhg(t) e L°°,
obtenemos que cada sumando de la derivada D"k(:z:)está controlado por

cg |[D¡<=c>1"+‘|s cg ¡mI-H ,

lo cual nos da la conclusión del Lema. l
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5.2 Extensión de operadores de Calderón-Zygmund laterales a las clases

7113:2110)ñ Aa

En lo que sigue de este capítulo suponemos que w GAJ, donde (0+ 1/q)p 2 s > 1o (a+1/q)p >
1, si s = l. Además, para mayor claridad y sin pérdida de generalidad, supondremos que el

número 3-00 asociado al peso w 6 AJ, es menor que cero.

Fijemos una fimción abperteneciente a 03°, 0 5 (My) 5 1, con soporte contenido en el

intervalo [-2,2], y además 45(y)E 1 en [-1,1]. Sea 7‘> 0, y 1:1e IR. Denotamos

45mm=d> . (5.8)
Luego 4531,,(31)tiene soporte contenido en el intervalo [1:1—27',2:1 + 21-],45(y) E 1 en [11:1—r, 1:1 + r],

además Se verifica que

lDi(Óa:1,r)(y)IS Cir-i, (5.9)

para cualquier número natural i, donde C,-es “Dion”. Si 9:1= 0, denotaremos (350,,(y) simple­
mente por 4),.(y).

A continuación daremos algunos resultados auxiliares; para la mayoría de las demostraciones

de estos resultados, usaremos el comentario que mencionamos en el Capítulo 3, que si una clase

F GAa entonces“NJOÁF; < oo.
El siguiente lema es fundamental en este capítulo.

Lema 5.2.1 Sea ,3 = l, es decir, a = N + 1, y consideremosum clase F e Hácuw) ñAa. Si
f G F entonces

IDN+1f(z)| S N;0(F;:1:), para :1:e (a:_oo,oo) (5.10)

Demostración. A partir del Lema 3.2.16,aplicado a la clase F cuando t = “NJJF; .)“°°,
resulta que la clase F coincide con la clase G que aparece en el mencionado Lema. De la

desigualdad (3.37) del mismo lema resulta que cuando a = N + 1

|D”“f(a:)| 5 C ||N¿fa(F;.)||°°.

Entonces DNHI E L°° (z_m,oo), y por lo tanto DN+lf e Llloc(a:_°°,oo). Luego, por la
desigualdad (2.3) del Capítulo 2, tenemos que

|D”+1f(a:)| s (DN+1mm,“ (1:). (5.11)

Además en la demostración del Teorema 4.2.2 vimos que

(DN+1f):fiN+l (3:)5 N;a(F;z). (5.12)

Luego, a partir de (5.11) y (5.12) resulta (5.10). I
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Lema 5.2.2 Sea F en Aa. Si f(y) es el representante que realiza la maximal en un punto

1:1e (2-00, oo) e y e (2-00, oo), entonces

IDif(y)I S C “qua(F; ly—aula-i , para z'= 0,1, ...,N. (5.13)

Demostración. Nuevamente, la demostración de este resultado, es un corolario de la
demostración del Lema 3.2.16. Pues, con la notación del mencionado lema, si consideramos

t = “NÏQ(F; .)“°°, entonces 94 = my por lo tanto la clase F coincide con la clase G que aparece
allí. Luego (5.13) sigue de la estimación (3.38) del Lema 3.2.16. I

Lema 5.2.3 Sea a = N+ 1, y F en Hgfi(w)ñAa. Sea f(y) el representante de F que matiza la
maximal en el cero. Entonces si Ic(y) es un núcleo de Calderón-Zygmund regular, y está soportado

en (-oo, 0),

.1ir+nfk(-y)D*f(y)D”+1-ioj(y)dy = o, pam i = o, 1, N,-> ooJ

donded>j(y)= es dada comoen (5.8) conr = j.

Demostración. Debido a que f (y) es el representante de F que realiza la maximal en el
punto cero, y por el Lema 5.2.2, resulta que th(0) = 0, para h = 0,1,...,N. Luego, por la
fórmula integral de Taylor y el Lema 5.2.1, obtenemos que

D‘f(y) —g D‘+"¡(0)%
- 1 N+l N+1-i y

(N+1—z)f0D f(ty)(1-t) dim

IDif(y)I =

N+l-i
(5.14)

|/\
1 . .

0/0 NJN+¡(F;ty)(1—t)N“"dt |y|”+“‘.

A partir de esta última estimación, y teniendo en cuenta que sop(k) C (-oo, 0) y sop(DN+1‘id)J-)C
{j 5 |y| S 2j}, tenemos que

l/ k(-y)D‘f(y)D”+"‘ój(y)dy' (5.15)
2.1" . . 1 .

S C/ IDN+1"<15,-(y)y”“"|lk(-y)|/N .a(F;ty)(1- t)”“"dt dy­J' o

Teniendo en cuenta 5.9, resulta que

|D”“’"d>j(y)l IyINH’i S C j’WH’i) IyINH’i S C siempre que IyIS 23‘­
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A partir de esta última estimación y cambiando el orden de integración tenemos que

21 . . 1 .

f ID”““d>j(y)y”““IIk(-y)l N.a(F;ty)(1—t)”+l-*dtdy (5.16)J

|/\
1 _ 2j

0/ (1-t)N+1" / |k(—y)|Nq,a(F;ty)dydt0 j
1/," 2,- 1 21'

[o Ik(-y)lN.a(F;ty)dydt+_Á/jÁ lk(-y)lN.a(F;ty)dydt
S1(J')+52(J')

Probaremos que 51(j) y 52(j) tienden a oero cuando j —>+00, y así a partir de (5.15) y (5.16)

tendremos la conclusión del lema. Teniendo en cuenta (5.1) , resulta que las integrales interiores

en S1(j) y S2(j) están controladas por

IINÍN+1<F;.)|| f” Ik(-y)l dy s CJ,°° .‘Í

y por lo tanto Sl —>0, cuando j —>oo. Por otro lado para Sz(j), basta ver que la integral

interior [ |k(—y)|Nq_a(F;ty)dy] —>0. Usando la condición (2) en la Definición 5.1.1 del
núcleo k, y cambiando variables, tenemos que

zi 2-1 dz
/ Ik(-y)IN,a(F;ty)dysj |¡| NWIW)?J' tj<z<2tj

Si 31 > s 2 1 (recordemos que w e Aj), por la desigualdad de Hólder y debido a que t > 1/ j,
tenemos que

2-1 dz
[f |—| Nq.N+1(F;z)—] (5.17)tj<z<2tj t t

¿L- 1/3l
1/81 u)- .l (z)

S C Nq,N+1(F; z)"‘w(z)dz a , dz
tj<z<2tj z>1 IzI 1

Ahora, a partir del Lema 1.1.5, resulta que

l /s'l
-5}.

f w (.z)dz S C,z>1 IZIsl

l/s

(j quN+¡(F;z)"‘w(z)dz)tj<z<2tj
u l/s

s IIN.N+1(F;-)ll°¿ (j Nq,N+l(F;z)Pw<z)dz)tj<z<2tj

que tiende a cero para cada t 2 0 por la absoluta continuidad de la integal. Luego, por el

además

Teorema de la Convergencia Dominada obtenemos que 82(j) —>0, cuando j —>+00. I

83



Lema 5.2.4 Sea F e 713:;(w) n Aa, y f(y) es el representante de F que realiza la mazm'mal

N;a(F;0). Sea K un operador integral singular asociado a un núcleo k de Calderón-Zygmund
soportado en la semirrecta (-oo,0) y que satisface la condición de regularidad (R) de orden
N + 2. Definimos

N i

91(3)= v-p-f k(r - y)f(y)45,-(y)dy- z / Dik(-y)f(y)(d>j —451(y))dy%, (5-18)i=0 '

donde ój(y) y d>1(y)están dadas como en (5.8). Entonces, existe liquoo gj en Lfoc(2-00, oo).

Demostración. Fijemos un intervalo I = [a,b] C (z_°°,oo), y consideremos un número

natural l tal que I C [—l/2,l/2] . Luego, para todo a: E I, y si j > l podemos expresar a gJ-(zv)
de la siguiente manera

N . Ii

gJ-(z)= 91(2)+ j ko - y)—X f ¿ru-mí] ¡(MJ-(y) - sandy, (5.19)i=0 '

Probaremos que existe el límite del sengdo sumando de (5.19). Distinguiremos dos casos, el
primero cuando a no es un número natural, es decir a = N + fi donde 0 < fi < 1, y el segundo
cuandoa = N +1.

En el primer caso, teniendo en cuenta que (¡b-(y)—d),(y) 5 l —d),(y) y sop(l —dq) C IyI Z l,

tenemos que el segundo sumando de (5.19) está controlado por

Álpl

observemos que sia: e I C [—l/2,l/2] , e y e IyI 2 l, para 0 < á < 1 resulta que |¿z —y| 2 |y| /2.

Luego, por la fórmula de Taylor, teniendo en cuenta que sop(k) C (-oo,0) y el Lema 5.2.2,

N i

k<z- y) - z Dim-gg ¡mm (1—sandy, (5.20)
i=0

tenemos que

/|y|>l
mN+ l

‘/M>lIDN+lk(¿ílï- y)| dy—(N+1), S C/IIM [gm_ yl—(N+2) ¿y IIIN-H' y

a IINJa(F:-)II.,°fI ¡Num-(M |31|wa IIIN“ s o.1/

N i

k<z—y)—Ema-má my» (1- mm (5.21)
2-0

|/\ Nq‘ta(F; < oo,

pues la última integal es convergente siempre que fl < l. Luego, por el Teorema de la Conver­

gencia Dominada el segundo sumando de (5.19) converge a

N I Ii

/ [kee- y)—Z Ira-mí] ¡(ny —GSM/Wy­i=0 '
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Observemos que en este caso, es decir si 0 < fi < 1, no hemos usado que F e H5; (w) para

probar la existencia de lim.,-_,oogj(a:), es decir si 0 < fi < 1, basta con que F' 6 Aa, para poder

asegurarla existenciade limj_.°°gj
En el segtmdo caso, cuando a = N + 1, al segundo término de (5.19), restando y sumando

N

DN“ k(‘y) (12:11)!dentro del integando, lo podemos expresar de la siguiente manera:

N+1

f [Has- y) - z Djk(-y):-;] f (y)(<b,-(y)- ói(y))dyi=0
l

+ f DN+1k(—y)¡<y)(4>,-(y>—«(yndy%. (5.22)

Para el primer sumando de (5.22), procediendo en forma análoga al caso fl < l, vemos que
converge a

iN+1

/ [Hz- y)- z Wifi-30%]f(y)(1- óz(y))dy­i=0 l

Por otro lado, al segïmdo sumando de (5.22), aplicando sucesivamente integración por partes,
lo podemos expresar como

(-1)”+‘ j k(-y)D”“ [f(y)(a>,-(y)- mm] dy.

Teniendo en cuenta 1afórmula de Leibnitz, y que sop(k:) C (-oo, 0) , la última expresión es igual
a

N+1 2‘

(-1)”+12(N¿;.1” fl k(—y)Di¡(y)D"+‘-i(qu(y)-4s,(y))dy (5.23)i=0 '

N+1 N 1! . _i

+(—1)N+1 >21k(-y)D‘f(y)D”“«wm.
Observemosque si j > 2l la primerasumaen coincidecon

N
(N +1)! 2‘ i -i)

(-1)N k(-y)D“3017””l¿MZ/My
21

+(—1)”+1 k<—y)D”+‘¡(y><1 —«¡sm/my, (5.24)

donde el último sumando, a partir de (5.1) y del Lema 5.2.1, está, controlado por

(5.25)CD

21

c IID”“fIIm f, Ik<-y>ldy s c IIDNWIIOOs c "Nm; au
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Por otro lado, teniendo en cuenta el Lema 5.2.2, que |D(N“‘i)d2¡(y)| 5 (Jl-(NH‘i) y la esti­
mación (5.1), obtenemos que cada término de la suma de (5.24) está mayorado por

2!

fl Ik(-y)l ¡Dim/n |D<N+l-i>as.(y>|dy (5.26)
21 . .

S CIIN¿a(F:-)|Im/l Ik(—y)IIyI”““l“”““)dysc||N;a(F;.)||
Para 1asegunda suma en (5.23), por el Lema 5.2.3, los sumandos que corresponden a i < N + 1,
es decir h > 0, convergen a cero, y el término

f k(-y)DN'“f(y)d>,-(y)dy->/ k(—y)D”+lr(y)dy,y>2l y>21

pues la convergencia puntual del integrando es clara, y además por el Lema 5.2.1, y el Lema

1.1.5 (siempre que 31 > s 2 1), tenemos que

f Ik(—y)DN+‘f(y)wj(y)Idy s f lyl“ ID”+‘f(y)I dyIyl>2l y>2l

1/81 l

S(/IIII>2IN‘7+10(F;y)31w(y)dy) (/y)min_31w "(s/My)
L
a l

"5:: (w) '

l /s'l

Ul-P
5

00‘ IIFII5 va‘ “NJÁFi (5.27)

Luego, gj (1:)existe en Lf’g’c(213-00,oo), por lo tanto puntualmente y en LLC(a:_°°, oo) , lo que
nos da la conclusión de lema. I

Teniendo en cuenta la notación del lema anterior, y bajo las mismas condiciones del mismo,
denotaremos

Kon) = ¿lirggjw (5.28)
N .

=j1ig1°[up f k(:i:—y)f(y)45j(y)dy- Z f D‘k(-y)f(y)(4>,-- <b1(y))dyí ’i=0

donde e] límite se considera en Lïc(:1:_°°,oo) . Observemos que, nuevamente con la notación del
lema anterior, para a: e I = [a, b] C [—l/ 2, l/ 2] , hemos probado que

Kof(=t) = 3.113.;sig-(1:) (5.29)

= 91(3)+ j

N i

91(1)= v-p-f k(a=- y)! (y)451(y)dy- Z: / Dik(-y)f(y)(d>i(y)- 451(y))dyi=0

N ' mi

¡ecc- y)- Z f ITM-mí] ¡(ym - mndy,i=0 '

donde
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Así, como consecuencia de las estimaciones (5.21), (5.25), (5.26) y (5.27) , el segundo sumando
del último miembro en (5.29) está. controlado por

°_‘2

’ IooCw,l(IIN;a(F; .)II°°+ IINMF; .)
2

IFIIWÉWQ­

Por otro lado, teniendo en cuenta que sop(k) C (-oo, 0), y que el operador K está acotado en

L", si consideramos un intervalo I = [a, b] C [—l/2,1/2]n (2-00, oo), obtenemos para el primer
sumando de 91(2) la siguiente estimación

Á qu=/,
21

s f words s C IINMF:->IIo.,l"“.a

q

v-p-j k(I-y)f(y)<m(y)dy up- / Ma:-y)f(y)x(a,oo)(y)d>¡(y)dy da:

Ahora, si denotamos Q(z) = ¿[:0f Dik(—y)f(y)(q5,(y) —qbl(y))dy que es un polinomio de
grado a lo sumo N, a partir de la identidad (5.29), y de las últimas observaciones, tenemos que

1 1/4

IKof-qu,¡ = (m fl IKof(93)—Q(=v)|") (5.30)

s cwiqlNgïamolla,+ “Nam .) "Fligmp.
Al final de esta sección veremos una aplicación de esta última estimación.

Dada una clase F G 715;:(w) ñ Aa, hemos elegido un representante f en particular (el

representante que realiza la maxima] NJ,¿(F; 0)) y para esta f pudimos definir una extensión
del operador K, Kof, como una función en La (2-00, oo) . Nuestro próximo paso es probar que
si f es un polinomio de grado alo sumo N en (a:_°°,oo), entonces Kof también es un polinomio
de grado a lo sumo N.

Lema 5.2.5 Si P(y) es un polinomio de grado a lo sumo N, y k(y) es un núcleo de Calderón­

Zygmund en las condiciones del Lema 5.2.4, entonces KoP(a:) (definido como en (5.28) para

f (y) = P(y)) coincide con un polinomio de grado a lo sumo N en (2-00, oo).

Demostración. Sin perder generalidad, y por la linealidad de la integral, podemos suponer
que P(y) = y" donde 0 5 n S N. Fijemos un número natural l, y sea :1:e [—l/2,l/2]ñ(a:_°°, oo).
Luego, a partir de la identidad (5.29), podemos escribir ITPCL')de la siguiente manera

N . z,­

KoP(a=) - v-P-f k(=v-'y)y"d>z(y)dy+ f [ka -y) - XEM-ym y"(1 - dn(y))dyj=0

N I mi

+2 f D‘k(-y) Wan - 451(y))dyí (5-31)i=0 '

= KP1(:B) + KP2(:B) + QCB),
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donde Q(:c) es un polinomio de gado a lo sumo N. Si consideramos 17(y)= y"qb,(y), como

451(y)6 08°, resulta que 71(9)G C8°, luego haciendo un cambio de variables podemos expresar
KP1(a:) de la siguiente manera:

KP1(a:) = lim/ k(z)7](a:—z)dz.¿“o |z|>e

Afirmamos que K1P(a:) es derivable hasta el orden N + 1, y

DN+1KP1(2:) = /k(z)DN+117(a: —z)dz,

donde el valor principal desaparece, pues DN+ln(a: —z) = 0 si |z| es suficientemente pequeño.
Veamos esto, sea Ihl < l/8, y de forma que a: + h > 113-00.Probemos que

lim lim 17(z+h-z) -n(a=-z)
h-tOe—>0 k(z) [ h —Dn(:c —2)] dz = 0. (5.32)|z|>e

Aplicando el teorema del valor medio, teniendo en cuenta que el soporte de D217está contenido

en [-2l, 2l] y a: G [-l/2, l/2], resulta que

flz'xk(z) —D17(a:—25)]dz

= |h , (5.33)
I j k(z)D217(a:+ ¿h —z)dze<|z|<4l

sumando y restando D21](:v+ ¿h —z) f“Mo” k(2)dz, obtenemos que cualquiera de los miembros
de (5.33) está controlado por

lf k(z)dze<|z|<4l

|h| |k(z)| [2| |D3n(a:+ ¿h —TZ)Idz + |D2n(a:+ ¿h)| f k(z)dz]e<|z|<4l E<|z|<4l

Á<|z|<4l k(2)dz i .

Teniendo en cuenta las condiciones (1) y (2) del núcleo k(z) en la definición 5.1.1, obtenemos

|h| j |k(z)| ¡027;(2 + ¿h —z) —D2n(a: + ¿h)| dz + ID211(1:+ ¿h)|e<|z|<4l

|/\
IhI [IIDSnIImf Ik(z)l Izl dz+ IIDanIwe<lz|<4l

que las últimas dos integrales estan aootadas por constantes que no dependen de e. Luego la
identidad (5.32) es cierta. Esto prueba nuestra afirmación en el caso de la derivada primera,
para las derivadas sucesivas se hace un razonamiento totalmente análogo.
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Para KP2(:1:),si derivamos bajo el signo integal (lo podemos hacer pues k(y) es diferenciable

lejos del cero y la integral es finita siempre que a: 6 [—l/2, l/ 2]), tenemos que

DN+1KP2(=B)= /(Dï'+1[k(z-y)l) y"(1-45¡(y))dy (5-34)

(-1)”+’f (Drum-yn) ym -451(y))dy,

Ahora, no es difícil ver, aplicando sucesivamente integración por partes, que el último término

de (5.34) coincide con

/ ¡ecc—ym” lywwndy = —DN+‘KP1(z).

Luego, a partir de (5.31), tenemos que

1)”+1(K0P) a 0,

y por lo tanto K0P(a:) coincide con un polinomio de gado a lo sumo N en (a:_°°,oo) . I

Ahora estamos en condiciones de dar la siguiente definición:

Definición 5.2.6 Sea F e 715;;(w) ñ Aa. Sea K un operador integral singular asociado a un
núcleo k de Calderón-Zygmund soportado en la semirrecta (-oo,0) y que satisface la condición

de regularidad (R) de orden N + 2. Luego, si f(y) es un representante de F, definimos ÏF la

clase en Ex, de la función en LLC(2-00, oo)

N i

Kof(r5)=j1¿{{.1o[vr- f k(z-y)f(y)45j(y)dy-Z/ Dik(-y)f(y)(d>,--d>1(y))dy-Ï.ï - (5-35)i=0

Que esta definición es correcta es consecuencia de los últimos dos lemas. Pues, por el Lema
5.2.5, la clase FF, no depende del representante f de F elegidoy por el Lema 5.2.4 tenemos que

q
para un representante en particular el límite en (5.35) existe en LM (2-0.0,oo) . Por otro lado,
tampoco cambia la clase ÏF, si cambiamos la eleccióndel punto donde centramos el desarrollo

de Taylor del núcleo 16(2),es decir si consideramos un punto zo e (2-0.0,oo) y la definición

Kzof(rv) =
N i

¡132° f k<z- y)¡(y)<z>xo,j<y)dy—z: f Diküïo—y>¡(y)<d>zo,j—amm/MMi=0 z!

donde f es un representante de F. EntoncesK10f(:1:)difierede Kof en un polinomiode gado

a lo sumo N, y por lo tanto sus clases en EX, son las mismas. Veamos esto. Sea un intervalo
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J C (z_°°,oo), y consideremos un número natural l, de forma que los intervalos [-l/2, 1/2],
y [-l/2 +20,20 +l/2] contengan al intervalo J, luego de la misma forma que probamos la
identidad (5.29), resulta que

Kïofct) =

” . (z —z r‘
up.f un:- muymmxym + /[k(=c—y)- Z: M20 - wT‘L] ¡(ym - amm/nda;

N I i=0 (z _ z y
+ Z Í D‘k(rvo- y)f(y)(4>zo,z—d’zoJÜ/Ddy i' o 'i=0 .

Además,

KONG?) =

v-p-/ k(-'I=- y)f(y)d>¡(y)dy+ f
N I z,­

k(-'E- y) - z / D‘k(-y)í] f(y)(1- ó1(y))dyi=0

N I Ii

+2 / ITM-mm. - 4,1(MHz/í.i=0

Luego, tenemos que

Knife”) _ K0f(m)=
N i N i

Z f msm —y)¡(y)<1—amamwyu’Tz") - z f Dim-mama —ó1(y))dy:—,,11:0 ¿:0

que es un polinomio en :1:de grado a lo sumo N.

Recordemos que en el caso que a no es un número natural, es decir 0 < fi < 1, para probar el

Lema 5.2.4, no usamos que la clase F e Hg; (w), es decir, solo necesitamos que F G Aa, por lo
tanto cuando 0 < fl < 1, la Definición 5.2.6 se puede aplicar perfectamente a una clase F e Aa,

sin necesidadde que la mismapertenezcaa 712;:
Antes de pasar a la siguiente sección, en la cual probaremos los principales resultados de este

capítulo, deduciremos una estimación que será de gran utilidad.
A partir de la estimación (5.30) , tenemos que

“FFMM = ggplgIW s IKof —QI“
L
al ).74:20")

|/\
11:2

Cw,l(IIN¿ta(F;.>II°°+IIN;a(F;-) o: |IFII

Ahora, una consecuencia inmediata de esta última estimación, es el siguiente lema:
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Lema 5.2.7 Sea una sucesión en EZ, tal que IIF‘J-IIHZ,:(w)5 C, y Además

- + ..1a<F31 _>0’

entoncesla sucesiónJ- converyea 0 en EXP

5.3 Continuidad de operadores de Calderón-Zygmund laterales en los espa­

cios 715;:(10)

En está última sección probaremos los principales resultados de este capítulo. Recordemos que

en el caso que a no es un número natural, es decir a = N + ,3, donde 0 < fl < 1, la Definición

5.2.6 se puede aplicar a una clase F e Aa, sin necesidad que la misma pertenezca a 713;:
El próximo resultado prueba que en este caso, podemos obtener un estimación puntual entre

NJJÏFW) y NJ0(F;=B)­

Teorema 5.3.1 Sea F E Aa, donde a = N + fi no es un número natural, es decir 0 < fi <

1. Sea Ñ la extensión (como en la definición 5.2.6) de un operador integral singular de tipo

valor principal, asociado a un núcleo k(a:) de Calderón-Zygmund, que satisface la condición de

regularidad (R) de orden N + 1 y además está soportado en la semimecta (-oo,0) . Entonces

NqÏQ(ÏF;z) 5 CN+ (F; 1:) para todo :1:e (z_°°,oo) ,qpa

donde C no depende de la clase F.

Demostración. Fijemos un punto 3:1e (2-00, oo), y sea f (y), el representante de F que

realiza la maxima] qua(F;1:1). Consideremosel siguiente representante de ÏF

K31f(z) =
N i

¡132°[v-p-f HI - y)f(y)d>z,,j(y)dy- z j Dik(zl -y)f(y)(d>=.,,-- «bz,,1(y))dy(¿:.ïl)- ­i=0
i!

Fijemos p > 0, y consideremos la función óxl’p(y). Supongamos además que a: e [21,21 + É] .
Sea

Km(¡(1 - me) = ¡133/ un: - y)¡(y)(1 —al,,,(y)m,,,-<y)dy (5.36)

z!

N . (a: — a: )i

—Z/D‘kccl - y)f(y)(1 _ Ózl,p(y))(Ózi.j_ Ó3111(y))dy_‘—l]'i=0
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Restando y sumando k(:1:—y)f (y)(1 —(pzhp(y))d)2h1(y)dentro de la primer integral obtenemos
que

Km(f (1 - 49,0(2)= f k(=v- y)f(y)(1 - óz,,p(y))óz,,1(y)dy (5.37)
N i

_y)_ _ _Óz¡,p(y))(Óz¡,j_¿21,111:0
i!

Ahora, expresando

Mz - y) =
N i N i

. 1; — a; - :1: — a:

Z: D‘kCBi- ¿OQ + [Mi- y)—z DtkCPi- 33% az. 2.i=0 ¿o

sustituyendo en la primer integral de (5.37) y asociando convenientemente, obtenemos que

(CB- 331),:

i!

N

Knuu —¿mom = Z f D‘km —y)f(y)4>zl,l<y)dyi=0

13-21)iN . (

’ X / DW”?! —y)f(y)4’zl.1(y)<f>z,,p(y)dy (5.38)i=0 z!

(a:_zl)N+1
N .

- i (‘17— 31V

Teniendo en cuenta el Lema 5.2.2 para i = 0, tenemos que

If(y)l S C IINJJF; -)IIooly - mil“­

Luego, a partir de esta última estimación, la propiedad de regularidad (R) del núcleo y que
está soportado en (-oo, 0) , tenemos que las integrales de las primeras dos sumas en (5.38) son
finitas, pues

. 11+? . l

le‘MIl - y)! |f(y)| <iia:,,1(y)alyS C IINc7+,a(F;-)I|°o/ ly - Ill"_ ly - 21|°dy < oo,zi

debido a que a —i —1 > -1 siempre que i = 0, 1, ..., N. Luego, la primer suma del lado derecho

de (5.38) es un polinomio de gado a lo sumo N, que denotaremos Q(a:1,11:).Teniendo en cuenta

que sop(k(:1:1—y)dizhp(y)) C [21,121+ 2p], y nuevamente usando la propiedad de regularidad
del núcleo k(y), obtenemosque cada sumando de la segunda.suma del lado derecho de
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está controlado por

31+2p _i_] _

0/ ly- zll If(y)|dyp‘31

Í 1 31+2_j+lp '5 C —. i / If(y)ldyp‘j=0(2-JP)+1 21+2-a'p

0° 2’j+1p)a_i 1 31+2-J‘+1p l/q ISC ad ‘ 5.39
12:; (2—J+1p)0 (2-1+1p) xl If(y)| y p ( )

m n_’a—t
S C J) N;a(F;zl)pa=CN;0(F;zl)pa,

j=0

donde la serie de la última línea converge, pues a = N + fi > N, y el máximo valor de i es N.

Ahora estimaremos el último término del lado derecho de (5.38). Dado que 21:1S a: 5 as] + ff,
para y sé [3:1—p, 9:1+ p] se verifica que

|21+0(z-21)-ylZIy-aaI-Iz-zll >Iy-zll/2,

luego por el Teorema del Valor Medio, y la condición de regularidad (R) sobre k, resulta que el

último término del lado derecho de (5.38) está controlado por

(a:_ I])N+l

|/ DN+1¡‘:(¡¡;1+ 0(;1;—1:1)- y)(1 " 45:1,p(y))f(y)qszlj(y)dyw
oo

s 0/ ¡y—mr“ my)!dypNH.21+p

Así, partiendo la última integral y tem'endo en cuenta que fi < l, tenemos

l/\
°° N 2 N+1 0° 1 “HH”, N+1

c Iy-aaI- - myndyp scz——. f |f(y)|dyp
“HP ¡:0 (WP)N+2 31+”?

(2jp)a—(N+1)oo 1 21+2j+lp 1/‘7

CZ — (—/ |f(y)|"dy)p’“1 (5-40)j=o 3
IA

(2717)“ (2’17) 1

|/\

OO

C (Z (21)“) Ngawwnp“= CN;a(F;zl)p°,j=0

Luego, a partir de (5.38), (5.39) y (5.40), obtenemos para a: G [21,231+ É] que

|le (f(1 - 45:14,)(1)- Q(1=1,=v)lS CNqÏJF; 2:1)p". (5.41)
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Ahora consideremos

K21(fóa:1,p)(z) = (5.42)

N - (a: — a: )"

v-p-/ k(z —y)f(y)d>z,,p(y))dy+ z j D‘k(:c¡—y)f(y)d>zl,p(y)(1-óz,,1(y))dy—¿, 1 ,¿:0 .

Realizando un razonamiento totalmente análogo al que hicimos en la estimación (5.39), obte­
nemos que

N - (z — x r"
Z j me] —y)¡<y)q>,,,,,(y)(1—¿wendy-.4 z!i=0

S CNÉCÁF; 2:1)p". (5.43)

Para el primer sumando de la última línea de (5.42), teniendo en cuenta que a: > 2:1 y el

sop(k) C (-oo, 0) podemos poner dentro del integrando a la función xwhm)(y), además usando
que el operador K es acotado en L", y que sop(451hp) C ly —2:1]S 2p, resulta que

/z¡ +p/41']

q 1+2!)

s f xa,oo)(z)4>zl,p(z))f(z)|dz s f If(a:)l"dzs CNgamew“. (5.44)

t

mi

A partir de (5.43), y (5.44), resulta que

q

v-p-/k(rv-y)f(y)x(z,,m)(y)ózl,p(y))dy dz

11+P/4 q

/ Ile(fqbzhp(a:)I dz S CNáta(F;zl)qpaq"'l. (5.45)11

Combinando (5.41), y (5.45), obtenemos que

11+P/4

f mmm)- whom s mamar/2M“.
:I: l

Estimación que implica la conclusión del teorema. I

Observemos que este último teorema da una demostración del clásico resultado, que Ope­

radores integrales Sing‘ulares,asociados a núcleos regulares, transforman Aa en Aa.

Nuestro próximo paso es estimar ÏA, donde A es un p-átomo en 713;;(w), y en el caso
a = N + 1.

Lema 5.3.2 Sea a = N + l, y sea í la extensión (como en la definición 5.2.6) de un operador
integral singular de tipo valor principal, asociado a un núcleo k(a:) de Calderón-Zygmund, que

satisface la condición de regularidad (R) de orden N +2 y además está soportado en la semin‘ecta

(-oo, 0). Entonces, si A es un p-átomo en 747;;(w), resulta que

“FA “113;;(w) S C, (5.46)

donde la constante finita C no depende del p-átomo A.
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Demostración. Debido a que A es un p-átomo en 713;:(w), tiene un representante a(y)

con soporte conteme en un intervalo I C (217_°o,oo), y qua(A;z) 5 w(I)‘1/P . Sin perder
generalidad podemos suponer que el soporte de a(y) está contenido en el intervalo I = [0,r].

A continuación probaremos las siguientes dos estimaciones. Sea 3:1e (2-00, oo) entonces

(a) si 2:1í [—2r,r],

N;a(ÏA;a:¡) 5 C (M+x¡(a:1))a+1/qw(1)'1/p.

(b) si 1:1 G [—2r,r],

mmm) s c [www/P+ IK‘(D”+1a)<aa)l],

donde K * está dado como en (5.3).

Probemos (a). Teniendo en cuenta que a(y) es una función acotada y sop(a) C [0,1'], la
función

¡01(1) = lim 16(2- y)a(y)dy,
¿“0+ |y—:c|>s

es un representante de ÏA. Debido a que sop(k) C (-00, 0), si 1:1> 1', tenemos que K a,(a:)= 0

siempre que :1:2 as], lo que nos da (a) para 11:1> r. Supongamos entonces que 11:1< —2T,y por lo

tanto estamos suponiendo que 2-00 < —2r. Razonaremos como en la demostración del Teorema

5.3.1. Fijemos p > 0, y consideremos la función óz¡,p(y). Supongamos que a: G [21,31 + É] ,
luego para z en estas condiciones tenemos que

K(a(1 - (bathI) = f k(z - y)a(y)(1 - 4531,p(y))dy, (5-47)

pues 1 —4),,(y) se anula si y e [1:1—¡0,21 + p]. Ahora, expandiendo k(:z:—y) en potencias de
(rc—2:1), y sustituyendo en (5.47) obtenemos

K010’ ¿zthfi (5.48)
N i N i

= Z/DikCn - y)a(y)dy(3321331)_ Z/Dik(a:1 —-y)a(y)qfizhp(y)dy%i=0 ' ¿:0 .

_ a: N+1

+ f DNHM“ + “a: ’ ‘51)’ y)“ ‘ Óz¡,p(y))a(y)dy'(z(N1:)1)!

Debido a que a(y) es el representante que realiza la maxima] N;a(A;a:1), en forma análoga a
como lo hicimos en la demostración del Teorema 5.3.1 podemos ver que todas las integrales de

la precedente expresión son finitas. Luego, la primer suma de (5.48) es un polinomio de grado a
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lo sumo N que denotamos Q(:1:1,a:).A continuación estimaremos cada sumando de la segunda

suma, y el último término de la expresión (5.48) .

Dado que a(y) es el representante de A, que realiza la. maxima] Na}! (A, —1'), tenemos que

/\r 1 f l/q

[o Ia(y)ldy_ 045/ Ia('y)l"dy)«Nim-av“ (5.49)
C w(I)'l/”r‘"+1|/\

Supongamosprimero que p 2 lil-¿1, y por lo tanto p 2 ¿fl 2 Luego, por la propiedad de
regularidad (R) del núcleo k(y), teniendo en cuenta que sop(a(y)) C [0,r] , (5.49), y la última
estimación, tenemos que

s [o Izl —yI-“ |a(y)ldypi (5.50)i!’f Dík(-'vl- y)a(y)45ïhp(y)dy(z——zl)‘

pi r Ta+l + . 7.c::z+1 1/SC—-.—/a dS—.—N A;. '5—wI'p°’.WH o I (yn y |21|,“ u ,a( >|pr WH < ) p

Por otro lado, dado que |0(a: - 21)] 5 fi, e y e sop(1— (bil!) C {y : |a:1—y| 2 p}

I(xl+0(z—21)—y)lzW 2 g,

razonando como en la estimación (5.50), obtenemos que

(5.51)
z _ a: N+1

/ [DN+lk(:L'1+ 00: —21) ’ 31)](1 - d’zn.p(y))a(y)dy-((N+1)!

|/\
r _ _ C T

cf Izl-yl N 2[1—<bzl.p<y)]la(y)ldyp"+ls—/ la(y)|dyo P 0

T1+a 1 (1+1 T a+l- /p L < _ -l/pa
- ° p w") (|21|) -C(Izll) w”) "°

Consideremosahora el caso p < En este caso, teniendo en cuenta.que 3:1< —2r,tenemos
que [9:1—2p, 21:1+ 2p] n [0, r] = Q),y por lo tanto sop(q‘>zhp)ñsop(a.) = (0, lo que implica que

/\

/ Dik(a=1- y)a(y)óz,,p(y)dy = 0, (5.52)

luego la segunda suma de la identidad (5.48) es nula. Por otro lado, dado que p < JL’F, y

|a; —III S É, para y G [0,1'] , tenemos que

:1:

Ia=1+9(I-21)-y|alzll-Iz-zn-rzlanI-í-rz (5.53)
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Luego, en este caso, teniendo en cuenta (5.53), y razonando como en la estimación (5.50),
obtenemos que

(a;_II)N+1
f [D”'“k(a=1 + (¡(2 - m1)- 31)](1 - ó=,,p(y))a(y)dy (N +1)! (5.54)

|/\
r _ - 1 1'

0/0 Irvx+9(a:—a:1)-yl N 2[1—Ó21.P(y)]ItI(1,I)|dyioN+1SCW/o lat(:t/)I<Ilyp"“rll
I

Tl+a _ T a+l _ 1_fi T (2+1 _

Www ‘”’P”“5C(m) wa)l/Pp°(á) gain) “01”?”­l

Así, a partir de las estimaciones (5.50), (5.51), (5.52) , (5.54) resulta que

0+]

IK(G(1—Óz¡,p)(13)-Q(331,33)IS C w(I)_1/pp°‘siempre que 1:G [31,21+ .1

Luego, como consecuencia de la última estimación y teniendo en cuenta que É < 1, obtenemos
que

1 31+p/4 q l/q

pa+l/q / iK(a(1 _ 45214))(3)_ Q(zlaz)l dz (5.55)
a+l a+l/q

C L ‘1/¡7C -l/pS (|21|) w(I) s (¡Ill 10(1)

Ahora consideremos K (adsl, p)(a:), que esta dada por

v-p-f k(a=- y)a(y)d>z,,p(y)dy­

Si p < Jay-T, tenemos que sop(a) ñsop(sz¡,p) = (0,y por lo tanto en este caso la integral anterior
es nula. Supongamosentoncesque p 2 JE-‘¿ï2 Teniendoen cuenta este hecho, la acotación
en L‘7del operador K, y la estimación (5.49), obtenemos que

1 21+fi q l/q C q 1/4

m IK(aÓz,,p)(z)Ida?) S W ia(17)4>z,,p(ï)l¿”5)
C r q l/q T a+1/q l/p< — da: < C — wI - . 5.56

‘ ¡zum/q Mz“ ) - (ml) ( ) ( )
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A partir de las estimaciones (5.55) y (5.56), resulta que

1 21+fi l/q

pa+1/q f IKGCF)-Q(21,I)quzzi

1 zl+fi 1/? ¿“+5 l/q

5 É (/31 |K(a(1-ózl,p)(rv)—Q(a:1,z)l"dz) +(Á IK(ad>zhp)(:r)|qdz)

L GH“ -l/p + a+l/q —l/p
S C |21| 10(1) SC[M X1051” “¡(1) 1

estimación que implica (a).

A continuación probaremos Sea 1:1e [-21', r] . En este caso elegimos el representante

de A, f(y) = a(y) - P(a:1,y), de forma que NJJAm) = náa(a(y) - P(zi,y);21), y 00m0
representante de ÏA, la función

Kxifcr) =

N - (x — a: )"

1.11.120[v-p-f k(a:- y)f(y)d>m,j(y)dy- z f D‘k(a:1- y)f(y)(45m.j- Óz¡,l(y))dyTl ­i=0 '

Fijemos p > 0, y nuevamente consideremos la función (fishp(y). Supongamos además que a: G

[21,231+ . Luego, si denotamos Q(a:1,a:) el polinomio en a: de grado a lo sumo N

2-Zl)iN

Z: / Bikes]—y)¡(y)wz¡,l(y)dy(i—,,i=0 '

en forma análoga a como lo hicimos en la demostración del Teorema 5.3.1, vemos que

Kc; (f (1 - ¿»(2) —(¿(21,29 (5.57)
N

= {3 f Dimas]-y)f(y)esz,,l(y)<bz,,p(y)dy
12:0

+/
Para la primer suma de (5.57) , procediendo como en 1a estimación (5.39) se obtiene que

(a: - 1:1)i
i!

(a: — 11:1)i
N

Ha:- y)- z Dik(21—y)—] (1- Ó3¡,p(y))f(y)dy­i=0
i!

N i

Z f Dik<zl—www(ymmwfiiï s amamopa s cun-upper.i=0
i!
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Por otro lado, restandoy sumandoDN+1Is:(a:1— dentro del integrando,al término
de la última línea de (5.57) lo podemos expresar como

N+1 . (a: _ a: )i

/ [Mz—y)—z D'k(:l:1- (1_ Ó:¡,p(y))f(y)dyi=0 '

_I N+1

+/ [DNHkCFJ- y)] (1 —Ó211P(y))f(y)dy(z(jv+l)!

Al primer término de (5.58), razonando como en (5.40) lo podemos acotar por

(5.58)

CN;a(A;:cl)p° S Cw(I)_l/pp°‘.

Para el segundo término, aplicando integración por partes y la fórmula de Leibnitz tenemos que

f [DN+lk(1=1—24)](1 - óz,.p(y))f(y)dy‘ = l/ k(rvi - 3/)DN+1 [(1 —45:1.p(y))f(y)] dyl
N+1 (N+1)!
1.:]i!(N+1-i)!

f ke] —y)D”+1a<y)(1 —www) dy

Para 1a suma de la segunda línea de (5.59), teniendo en cuenta que, para i > 1, el soporte

f km - y)D”““'f(y)D" (1- amen) dy (5.59)

+

de Di (l - Óz¡.p(y)) = —Di<f’z¡,p(y)está contenido en p S ly —1:1I 5 2p, sop(k) C (—oo,0),

IDiózhp(y)| S Cip-i, el Lema 5.2.2 y la estimación (5.1), resulta que
N+1 2

(N+1)! [21+ p N+l_. .
É k — D " D‘1_ d

¿:1 Z“N +1— z)! zi+p I (Il y)“ f(y)l I ( 4521.p(y))l y

N+1 1 “Hp '

S 2 CMD-“P; f ¡km - yn¡21muy (5.60)¿:1 21+p
11+2P

s Gwm-“P/ + Ikei-zjndySCwurl/P21 P

Para el último sumando de (5.59), usando el Lema 5.2.1, y (5.1), obtenemos que

zl+2p N

f Ik(a=1-y)IID +1a(y)ldy‘+ f km —y)D"+1a<y)dyzi-ho Iy-:¡l>2p

z1+2p

s Cwurl/P/ Ik(=v1—y)|+sup/ k(z1—y)DN+‘a(y)dyzl+p p>0 |y—:n|>2p

5 Cw(I)’1/p+K‘(DN+la)(a:1). (5.61)

Luego, a partir de (5.57), teniendo en cuenta (5.58), y las estimaciones (5.60) y (5.61), resulta

que para a: e [21,131+ fi]

¡Km(¡<1 —mas) —Q(a:1,:c)ls c [wav/P + K*(D"+1a)(zl)] p°. (5.62)
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Por otro lado, razonando en forma análoga a como lo hicimos para obtener la estimación (5.45)
del Teorema 5.3.1, resulta que

xl+p/4

/ IKzl(fóp(a=)l"dzS Cw(I)“'/Pp‘“'“, (5.63)21

combinando (5.62), y (5.63) tenemos que

l

11+p/4 1/11

(f |K21f(x)-awards) s c [wm-VP+ K*(D”+la)(z1)]P°+1/q,

estimación que implica Para terminar, veremos que las condiciones (a) y (b) implican la
afirmación del lema. Por la estimación (a) y por el Teorema 1.1.3, obtenemos que

/ NqÏa(ÏA;:v)pw(:L-)da:S Cw(I)'1/ [M+x,(:c¡)](a+1/q)p w(:1:)d.1:S C. (5.64)(x_°°,oo)nzíl-2r,r]

Por otro lado, por la estimación (b), la desigualdad de Holder y el Lema 1.1.4, resulta que

/ N;0(ÏA; z)pw(:z:)da:(a:_°o,oo)na:GI-2r,r|

w(I)_1/_;rw(:c)da: + Á; K*(DN+1a)(:z:1)Pw(z)da:
|/\ -4

N+2

cu, + (f K-'(1)"'+1a)(a,-l)P<N+2>w(z)dz)"+2 (Á w(a:)d.7:)l (5.65)
|/\

Por el Teorema 5.1.2, K "‘es un operador acotado en L(N+2)P(w),luego a partir de este hecho y

teniendo en cuenta que sop(DN+1a) C [0,r] obtenemos que

_J__L

(/K”(DIHla)(21)”(N+2)w(:ls)d:¡:)N+2 5 C (f (DN+la)(21))p(N+2)w(z)d:c)"+2 (5.66)0

s c "wlan; wao,rnfiwa-zr, viv-1+”s c Human; w([-2r,r1),

Ahora, por el Lema 5.2.1 y teniendo en cuenta que A es un p-átomo en H2: (w), tenemos que

“DNHa”5 IINLÁÏA; 5 w(I)_l/p.

Así, a partir del Lema 1.1.4, reemplazando esta última estimación en (5.66) y después en (5.65),
obtenemos que

/ N;a(ÏA;a:)pw(z)da:S C.(z-m,oo)nzel—2r,rl

Luego, como consecuencia de esta estimación y (5.64) resulta la conclusión del lema. I
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Lema 5.3.3 Sea a = N + 1, y F e 71€:É(w)ñAa. Con la notación del Lema 3.2.17, conside­

nemos la clase 9 = EJ. ej, asociada a la descomposición de la clase F. Entonces

FG=ZÏGJ-en
J

Demostración. Basta considerar t < “quofiF; .)II°°, pues sino tanto la clase 9 como las
clases 9,- son nulas. Debido a que 9 = F —G, y tanto F como G’pertenecen a Aa, resulta que
9 e Aa. Además,

IIN,N+1(93-)Iloo S IIN,N+1(F;-)II°°+ "N,N+1(G;-)IIoo

“N ,N+1(F; JH“, + Ci S CIIN ,N+1(F; Jiloc­|/\

Por otro lado la condición (v) del Lema 3.2.17 prueba que 9 e 7153011),luego 9 e 713;:(w)ñ

Aa y por lo tanto tiene sentido aplicarle el operador Ñ. Recordemos que cada clase 9,- tiene

un representante (¡J-(y)soportado en un intervalo Ij, los cuales se solapan a lo sumo de a tres,

UJ-IJ-= Q = {1:e (z_°°,oo) : NÉG(F;I) > t}, y w(Q) < oo. Además por las condiciones y
(ii) del Lema 3.2.17 tenemos que

IINÏa(91:-)Iloos CH c Mmm ana, s c "Nm ou“. (5-67)

Por otro lado, en el Lema 3.2.17 vimos que

amy)= Zea-(y), (5.68)

donde la igualdad es puntual y en Lïoc(a:_°°,oo). Además 0(y) da el representante que realiza

la maxima] N;a(9; 1:) siempre que :1:no pertenezca a I].-U IJ-para ningún j = 1,2, ..., y 0_.¡(y)

es el representante de 9,- que realiza la maxima] qua(9j;z). Luego, por el Lema 5.2.2 y la
estimación (5.67), tenemos que

I0j(y)lS CIINáa(91;-)Ilooly- :le+1 S C IINJÏJF; JH“, ly - IINH­

Ahora, a partir de esta última estimación y del hecho que 0_,-(y)esta soportada en Ij, obtenemos
que

N 1
|01(y)| S C IINJÏJF; -)II°°ly - II + x431)­

Teniendo en cuenta esta última estimación y la identidad

z le (y)= Xa(y),
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resulta que

z |01(y)lS C IINMF; JH“, ly - 94”“ 220,19) S C IINJÏa(F;-)II°°ly —ml"+1Xa(y)­
j j

(5.69)

Fijemos un intervalo J C (a:_°°,oo). Sea un punto zo gt I].-U IJ- para. ningún j = 1,2,..., y
elegimosun número natural l tal que J C [-l/2,l/2], y zo e [-l/2,l/2]. Sea a:e J, luego

¡{00(3)= up. f ku:—ywwwym + f
N I z,­

k(w- y) - Z / ITM-Mí] 0(y)(1- d>¡(y))dy,i=0

es un representante de ÏG. Ahora, teniendo en cuenta (5.68), y como 45¿(y)tiene soporte
compacto,

cbz(y)0(y)= z0j(y)d>z(y) en Lq,

y por lo tanto, por la continuidad en Lq del operador K tenemos que

v-p-/ k(z - y)(y)d>¡(y)dy= zv-p- j k(-'v- y)0j(y)óz(y)dy- (5-70)j

Por otro lado, afirmamos que

N I zi

j [ke - y) —Z f D‘k(-y)í] o<y)<1—wendy (5.71)i=0 I

N I
= 2/ [k(z—y)-2/D‘k(-y)í]0j(y)(1-d>z(y))dy..‘Í i=0

Teniendo en cuenta que z e J C [-1/2al/2], y si 0 < C < 1, resulta Que para y Gsop(1 - 451)C

{lil/I> l}, se verifica

ICa:- yl 2 IyI - I-‘BI2 IyI /2­
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Luego, debido a esta última estimación, y a 1adesigualdad (5.69) obtenemos que

f [HI- y)- f Dik(-y):-:]

m

z|91(y)l (1 -dbz(y))dy
J'=l

oo

s clzl”+‘/ Ik((z—y)l Elsa-(y): dy
Iul>l ¡:1

S C IINTa(F;ollo, IrcIN“fl IMlyr“ ly - zoIN+1xn(y)dyy

5 CIINáia(F;-)IIOOIIIN“/ |y|_1xg(y)dyIy|>l

1/81 ' _fl.

S CIINT°(F;')“°°I3INH (/rzw(y)dy) fl l ,IyI’s‘ w 'l (mdy < oo,y >

donde elegimos sl > s. Esta última estimación y la convergencia puntual
m

mmm 91(21)= 0(y),J:
prueban la identidad (5.71). Luego a partir de las identidades (5.70) y (5.71) resulta que

¡{00(2) = 2K00j(:13) en LLC(¿17-00,OO),
.‘i

Ahora, teniendo en cuenta que

m rn

Fea-EFG,- 5 ¡{oo-zKooj
'=] '=l

J J.q J JM

la conclusión del lema sigue. I

Para terminar enunciaremos y demostraremos el principal resultado de este capítulo.

Teorema 5.3.4 Sea K un operador integral singular, asociado a un núcleo k(1:) de Calderón­
Zygmund, que satisface la condición de regularidad (R) de orden N +2 y además está soportado

en la seminecta (-oo, 0). Entonces, K se puede extender a un operador continuo en 715;:

Demostración. En el caso que a no es un número natural, es decir fi < l, es una conse­

cuencia inmediata del Teorema 5.3.1, y del Corolario 3.2.18, que afirma la densidad de HQ; (w)ñ

Aa en 715,21,(w) .

Ahora consideremos e] caso a = N +1, fijemos F e 713;:(w)f'1Aa. Volveremos a la construc­

ción de la descomposiciónatómica de los espacios 703;: A partir de la identidad (3.97) , en
la demostración del Teorema 3.3.1, tenemos que

M

F- z H =F-GM+¡+G'_M,
m=—M
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Donde las clases Gm pertenecen a 715;;(w)ñ Aa y N;a(G_M;:1:) 5 C2‘M y las clases Hm tienen
su maximal Nq’a(Hm;1:) acotadas y en L” (w), donde 0 < 1‘< p, es decir satisfacen las hipótesis

del Lema 3.3.3. Además por la construcción de las clases Gm, y como NJQ(F; z) S C, existe un
número natural Mo tal que GMC,“= F, y por lo tanto

Mo

F: z Hm+G_M,
m=—M

ahora como “NJJGLM; —>0 cuando M —>+00, por el Lema 5.2.7 ÏGLM oonverge a 0
en EX, , luego

Mo

FF = z ÏHm en Efv. (5.72)
m=-oo

Por otro lado, en el Lema 3.3.3, se prueba que

i i oo

Hm= f1m,,-+29mm = HM-+ z Ze?" en 137V,
n=l 11:1j=l

donde las ClasesHm’ie 1.6:;wa A“ y NtÏÁHmfliz) S Cíi, con 0 < e < 1, luego

“IV-tarot"; -> 0 cuando i —>+00,

y nuevamente por el Lema 5.2.7, tenemos que

Few". (5.73)[V18
FH"; =

n l

Además, por su construcción las clases Gm'" satisfacen las hipótesis del Lema 5.3.3, y por lo
tanto

oo

79mm = 2-}?97'", (5.74)
'=1

luego a partir de (5.72), (5.73), (5.74), resulta que

Mo oo oo Mo oo oo _

7P = z ZZÑGT’" = z ZZATW [(AT'")‘19;Ï""]enEfv, (5.75)
m=-oon=l j=1 m=-oon=l j=l

donde elegimos los A?" como en el Lema 3.3.3, es decir las clases (A?'")‘19;Ï"" son p-átomos
en “5:3 (w) y

Mo eo oo p

Z 22h?" scIIFII
m=-oon=l j=l

P

713:: (w)
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Luego, por el Lema 5.3.2

Mo oo oo p

Z ZEN-“I IIK[<A;-"'">-‘e;-"'"]
m=—oon=1

Mo oo OO p

s C Z: zzlxï'"| SCIIFIILEW)
m=—oon=l j=l

P

HEEM)

Por lo tanto, las identidades (5.75) valen en 712:}:(w) y además

“KFHHE::(w) 5 CIIFIIHÉÉW)’

A partir de este hecho el resultado del teorema sigue nuevamente por la densidad de las clases

713;;(w)ñ Aa en HPJÉ(w). I
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