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Sobre los espacios asociados a primitivas de
distribuciones en espacios de Hardy laterales

Resumen: En esta tesis introducimos los espacios H}'¥ (w), donde 0 < p < 1,
1 < g < 00, a > 0y para pesos w pertenecientes a alguna de las clases A}
definidas por E. Sawyer. Para definir estos espacios, consideramos una versién
lateral de la maximal N, o(F,z) definida por A. Calderén. Introducimos la
nocién de p-dtomo en HP'¥ (w), y damos una descomposicién atémica de los el-
ementos de este espacio. Por otro lado, probamos que el potencial fraccionario
P, se puede extender a un operador acotado desde el espacio de Hardy lateral
HY (w) en el espacio HP'Z (w). Ademas, en el caso que a es un nimero natural,
probamos que el operador D (derivar a veces), esencialmente el inverso de Py,
es un isomorfismo entre los espacios %% (w) y HY (w). Por iltimo, probamos
que podemos extender en forma continua operadores integrales singulares, aso-
ciados a micleos de Calderén-Zygmund regulares laterales, sobre los espacios

HES (w).

Palabras claves: pesos, maximales, espacios de Hardy, atomos,
potencial fracclonario, integrales singulares.

On spaces associated with primitives of
distributions in one-sided Hardy spaces

Abstract: In this thesis, we introduce the H2'% (w) spaces, where 0 < p < 1,
1 < g<o0,a>0, and for weights w belonging to the class A} defined by
E. Sawyer. For defining these spaces, we consider a one-sided version of the
maximal function N, o(F,z) defined by A. Calderén. We introduce a notion of
p-atom in H%'} (w), and we prove that we can express the elements of H}:J (w)
in term of series of multiples of p-atoms. On the other side, we prove that the
fractional potential P, can be extended to a bounded operator from the one-
sided Iardy Space HY (w) into Hl'¥ (w). Moreover, if a is a natural number,
we prove that the operator D ( derive a times) is an isomorphism between
the spaces HP'} (w) and HY (w). Furthermore, we show that we can extend
singular integrals operators associated to one-sided regular Calder6n-Zygmund
kernels to H%'3 (w) spaces in continuous way.

Keywords: weights, maximals, Hardy spaces, atoms, fractional
potential, singular integrals.
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Introduccién

En el trabajo (2] A. Calderén introduce la funcién maximal

2 =spk (L _
Nom(f;2) = sup— (,,,, [ P(v)l“) @,

para una funcién f € L] (R*) y donde P(y) es un polinomio conveniente de grado menor
o igual que m — 1. Esta maximal le permite definir los espacios de distribuciones MR, los
cuales generalizan los espacios LP. En el mencionado trabajo, entre otras cosas, se prueba que
estos espacios son invariantes bajo la aplicacién de operadores integrales singulares regulares.
En realidad, el tipo de maximal considerada por Calderén aparece por primera vez, en forma
implicita, en el trabajo (3] de A. Calderén y A. Zygmund, en el cual obtienen estimaciones
puntuales de soluciones de ecuaciones en derivadas parciales elfpticas.

Posteriormente, A. E. Gatto, J. R. Jiménez y C. Segovia en [5] consideran una versién
formalizada de la funcién maximal definida por Calderén, con el objetivo de caracterizar las
soluciones de A™F = f para distribuciones f en los espacios de Hardy H? (0 <p <1). En ese
trabajo A. E. Gatto, J. R. Jiménez y C. Segovia definen los espacios H:zm (donde el pardmetro
m es un nimero natural), mostrando que son equivalentes a los espacios H? a través del operador
A™, esdecir, A™ es una aplicacién biyectiva del espacio 7'{,';'2,” en el espacio H? y adem4s, existen
dos constantes positivas y finitas c; y co tales que las desigualdades ¢, ||F "Hzﬂm S NIA™F|| g <
Co "FIIHZ_zm valen para toda F € 7'[2’_2,,,. Ademds, introducen el concepto de p-4tomo en el
espacio 7{5'2,", lo cual les permite caracterizar los elementos en M} ,,, como las clases que se
pueden expresar como series de p-4tomos, es decir encuentran una descomposicién atémica de
los elementos de estos espacios.

En este trabajo, en primer lugar, generalizamos los espacios y los resultados que se encuen-
tran en [5], considerando versiones pesadas de los espacios que aparecen allf y permitiendo que
el pardmetro m sea un nimero real positivo. Los elementos de H} ,,,, se definen pidiendo que
la funcién maximal asociada al elemento pertenezca a LP; cuando decimos que consideraremos
versiones pesadas de estos espacios, nos referimos a pedir que la maximal asociada al elemento
se encuentre en LP(w) donde w es un peso, es decir, una funcién medible Lebesgue no negativa.

Por otro lado, es bien conocido que los espacios de Hardy HP son invariantes bajo la aplicacién
de operadores integrales singulares asociados a nicleos regulares. Adem4s, en ciertos casos
(cuando m es un nimero natural) podemos identificar versiones pesadas de los espacios de
Hardy y versiones pesadas de los espacios 7'(5'2,,,. A partir de estos hechos surge la siguiente
pregunta: jpodemos definir una extensién de operadores integrales singulares directamente sobre
los espacios H:zm atin cuando m no es un nuimero natural?. La respuesta es afirmativa, y la
respondemos en el dltimo capftulo de este trabajo.

Como hemos mencionado, consideraremos versiones pesadas de los espacios M} ,,,, y pre-
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tendemos que estas clases de pesos sean lo més general posible. Por este hecho, nos restringire-
mos a trabajar en la recta real, puesto que en este caso conocemos una clase bastante general
de pesos ( la clase A} de E. Sawyer, definida en [13], la cual caracteriza los pesos para los que la
maximal de Hardy-Littlewood lateral M* es acotada de L*(w) en L°(w) (s > 1)), que hacen que
los problemas resulten de mayor interés y para las cuales hemos obtenido resultados similares a
los obtenidos en [5].

La principal dificultad que aparece al considerar pesos en las clases A7, es el hecho que
estos pesos no son necesariamente duplicantes y por lo tanto no es sencillo encontrar descom-
posiciones de tipo Whitney de conjuntos abiertos, las cuales son fundamentales para encontrar
descomposiciones atémicas. Estas dificultades de naturaleza geométrica que aparecen, ya sea
en las teorfa de los espacios de Hardy pesados para pesos en la clase A} o en los espacios que
introducimos en este trabajo, por ahora, sélo se han podido superar en dimensién uno.

En el caso n-dimensional no es diffcil ver, siguiendo las mismas técnicas que en [5], y con
minimas variantes, que la mayorfa de los resultados que nosotros obtenemos también valen para
pesos en la clase A, de B. Muckenhoupt, definida en [10], clase esta que caracteriza los pesos
para los cuales el operador maximal de Hardy-Littlewood M es acotado en L*(w) (s > 1).

Los primeros dos capftulos de este trabajo, estdn dedicados a recordar resultados conocidos;
en el primer capftulo hacemos una revisién de las clases A} de pesos de E. Sawyer, recordando los
principales resultados de estas clases de pesos y mencionando los resultados que necesitaremos en
capftulos posteriores. En el segundo capftulo recordamos la definicién y los principales resultados
de los espacios de Hardy laterales HY | (w) definidos por L. de Rosa y C. Segovia en [11], haciendo
hincapié fundamentalmente en la descomposicién atémica de los mismos, que serd esencial para
probar los principales resultados del capftulo 4, entre estos la equivalencia (en ciertos casos)
entre los espacios HY | (w) y los espacios Hja (w) que introduciremos en el capftulo 3.

En la primera seccién del capftulo 3 definimos la funcién maximal N}, (F;z) de una clase
F perteneciente al espacio cociente, E},, entre las funciones de L{  (R) y el subespacio formado
por los polinomios de grado a lo sumo N. Esta maximal, es una versién lateral de la maximal
considerada en [5]. A partir de esta funcién maximal introducimos los espacios HE'E (w), (para
0 < p < 1) pidiendo que la mencionada maximal que depende de los pardmetrosqy a (1 < ¢ <
00, y @ > 0) pertenezca a LP(w), es decir diremos que F € Hj3 (w), si

/ (F; z)Pw(z)dz < oo,

donde el peso w en general en este trabajo pertenecers a alguna clase A7. Ademés, intro-
ducimos la nocién de p-4tomo en M54 (w). En la segunda seccién probamos propiedades y
resultados sobre la maximal Ny, (F; ) y los espacios Ho'd (w), entre estos la completitud de los
mismos y un lema de d%composmlén de tipo Calderén-Zygmund lateral (el Lema 3.2.17) que nos
permitird dar una descomposicién atémica de los espacios HgI (w). Terminamos esta seccidn,



probando un corolario del Lema 3.2.17, que nos da la densidad de las clases Hj'a (w) N A, en el
espacio 7'(,’,’2 (w), donde A, denota el conjunto de las clases F' que tienen algin representante
con derivadas continuas hasta el orden N y su derivada N-ésima es Lipschitz (@ — N) (donde
0 < a— N <1). Este corolario serd de gran utilidad en el ltimo capftulo. En la ltima seccién
del capftulo 3 damos una descomposicién atémica de los elementos en el espacio H5a (w). Para
esto, utilizamos un método similar al que usaron R. Macfas y C. Segovia en (7], donde encuen-
tran descomposiciones atémicas de distribuciones en espacios de tipo homogéneo. Para poder
aplicar la técnica de R. Macfas y C. Segovia es fundamental el Lema 3.2.17 que mencionamos
anteriormente.

El capftulo 4 estd dedicado a estudiar la relacién entre los espacios Hg: (w) y los espacios
de Hardy H? , (w). En la primer seccién consideramos el potencial fraccionario P, y probamos
que P, se puede extender a una aplicacién continua del espacio HY , (w) en el espacio Hod (w).
En la primera parte de la segunda seccién del mencionado capftulo nos restringiremos al caso
en que o es un numero natural, y en este caso probamos que podemos identificar los espacios
HE'3 (w) con los espacios de Hardy H? . (w) a partir del operador diferencial D* (derivar a
veces), esencialmente el inverso de P,. Por ultimo, damos un ejemplo que prueba que en el
caso que & no es un niimero natural falla la identificacién entre los espacios H | (w) y Ho'd (w),
especfficamente, probamos que la extensién de P, desde el espacio HY , (w) en el espacio HEE (w)
puede no ser sobreyectiva, contrariamente a lo que pasa en el caso que a es un mimero natural.

Por iltimo, en el capftulo 5 probamos que podemos extender operadores integrales singulares
laterales sobre el espacio ’H":Z (w), y que ademés dichos operadores son continuos en este espacio.
Dividimos este ultimo capftulo en tres secciones. En la primera recordamos la definicién de un
nicleo de Calderén-Zygmund regular y ademds recordamos la existencia de este tipo de nicleos
soportados o bien en la semirrecta positiva, o bien en la semirrecta negativa (probada por H.
Aimar, L. Forzani y F. Martfn-Reyes en [1]). En la segunda seccién probamos que podemos
extender explicitamente la definicién de un operador integral singular K, asociado a un nicleo
regular lateral, al conjunto denso HE'a (w) N A, del espacio H&'a (w). En la ltima seccién,
primero probamos que en el caso que & no es natural obtenemos la siguiente estimacién puntual,

NIQ(KF;:D) <C N;,-a(F;x))

siempre que F' € A4, y donde K denota la extensién antes mencionada. Por wltimo, probamos
que K se puede extender a un operador acotado en el espacio M5 (w). Este iltimo hecho, el
de extender operadores integrales singulares directamente a los espacios H‘,’,’:; (w) es interesante
ain en el caso que el peso w = 1, es decir, en el caso de la medida de Lebesgue.



1 Pesos

En el artfculo [13] E. Sawyer caracterizé los pares de pesos (u,v) para los cuales la funcién
maximal M+ es de tipo débil (s, s) (s > 1), asf como los pares de pesos (u,v) para los que M+
estd acotada de L*(u) en L°(v) (s > 1). En particular, si en lugar de considerar pesos diferentes,
es decir si se considera el par (w,w) quedan caracterizados los pesos para los cuales la maximal
M es acotada de L*(w) en L°(w). En este trabajo consideraremos este tipo de pesos, y en este
capftulo recordaremos algunas de las propiedades esenciales de estos pesos, las cuales nos serdn
de utilidad en los préximos capftulos.

1.1 Definicién y resultados sobre las clases de E. Sawyer

Sea f una funcién medible Lebesgue definida sobre el conjunto de los mimeros reales R, y que
toma valores reales. Las funciones maximales de Hardy-Littlewood laterales M+ f y M~ f est4n
dadas por

z+h z
M f(@) =sup [ Ife)dty M fe) =sup [ Ife)at
h>0Jz h>0Jz-h

Definicién 1.1.1 Llamaremos peso a toda funcién medible Lebesgue y no negativa w(z) definida
sobre R. Ademds, dado un conjunto medible Lebesqgue E C R, definimos su w-medida como
w(E) = [pw(t)dt.

Definicién 1.1.2 Diremos que un peso w(x) pertenece a la clase A}, 1 < s < 0o, definidas por
E. Sawyer en [18], si satisface

1 /= 1 z+h 1 s—1
sup (— / w(t)dt) (— / w(t)-mdt> <,
k>0 \P Jz—n h Jz

para todo nimero real z. En el caso de s = 1, diremos que w(z) pertenece a la clase A] si eriste
una constante C tal que

M w(z) £ C w(z)

para casi todo T.

En forma andloga se define las clases Ay, como los pesos que satisfacen

1 z+h 1 T 1 8—1
sup (—/ w(t)dt) (—/ w(t)_ﬁdt) <eg,
r>0 \ P Jz h Jzn



para todo mimero real z. En el caso de s = 1, diremos que w(x) pertenece a la clase A si existe
una constante c tal que

Mtw(z) < cw(z)

para casi todo x. A partir de ahora daremos propiedades, para pesos en las clases A}, sin
embargo todos los resultados que daremos, tienen su versién para las clases A; .

Es una consecuencia inmediata de la definicién que si w € A}, (1 < 8 < 00) si y s6lo si
w T € A7, donde s"denota el exponente conjugado de s, es decir, % + % =

Por otro lado, no es diffcil ver que la condicién que define la clase A es equivalente a la
condicién

1 a

= / w(t)dt < infes w(z), para todo nimero real a y h > 0. (1.1)

h Jo_n z€(a,a+h)
Es bien conocido que si w(z) es un peso que pertenece a alguna clase de B. Muckenhoupt A,
(s > 1) definidas en [10], entonces w(z) pertenece a A}, ademés es claro a partir de la definicién
que toda funcién creciente no negativa pertenece a las clases A} para 1 < s < oo.

Como consecuencia de la desigualdad de Holder resulta de inmediato que las clases A} son
crecientes en s, es decir si un peso w € Aj, para algin 1 < sg < 0o, entonces w € A} siempre
que $p < 8 < 00, la inclusién A} C A}, para s > 1 es directa a partir de la condicién (1.1).

Ahora recordamos uno de los principales resultados sobre las clases A}.

Teorema 1.1.3 ([13]) Sea 1 < 8 < 00. La funcién mazimal M+ estd acotada de L*(w) en
L3(w), si y solo si w € Af.

La demostracién original de este resultado se encuentra en [13], sin embargo una demostracién
m4s simple de un resultado m4s general se puede encontrar en [9]. Adem4s Martin-Reyes ha
desarrollado una técnica en el trabajo (8] que permite, entre otras cosas, simplificar conside-
rablemente la demostracién de este resultado.

Si x7(y) denota la funcién caracterfstica del intervalo I = (a,b), una consecuencia inmediata
del Teorema 1.1.3, y del hecho que

Mty (z) > % siempre que z € I~ U I,
donde I~ = (a — (b —a),a), es el siguiente lema:
Lema 1.1.4 $i w € A} para algin 1 < 8 <00, e I = (a,b) es un intervalo acotado, entonces
w(I~Ul) <cuw(l),

donde c,, depende sélo de w.



Otra consecuencia del Teorema 1.1.3, es el siguiente lema:

Lema 1.1.5 Sea s > 1. Supongamos que w € A} y sea I = [a,b] un intervalo acotado tal que
w(I~) > 0. Entonces

—
/ w (m).d:c < 00.
b+(b—a) (T —b)*

Demostracién. No es diffcil ver que si z > b+ (b — a), entonces

- |1|
M z) > C——-.
X[( )— z—b

Luego, como w € A} (donde s > 1) tenemos que w™s € A_. Ahora teniendo en cuenta la
versién para las clases A del Teorema 1.1.3, obtenemos que

00 w—‘:: C 00 5 K
/b (2) 4z < /., (Mx1(2))" w3 (2)de

+o-a) (T =0 T I Jbs(o-a)
C / s C s
< — Tw s (z)dr = —w ™5 (I < 00,
o [ e @de = gumh)

donde la finitud de w™% (I), resulta de la definicién 1.1.2 y del hecho que w(I~) > 0. =
Decimos que un peso w es duplicante, si

w(2I) < cpw(I),

donde 2I denota el intervalo centrado en el centro de I y de longitud doble. Esta condicién es
claramente més fuerte que la condicién que asegura el Lema 1.1.4 para un peso w € A}, de
hecho, en general un peso w € A} puede no ser duplicante. M4s aiin, un peso w perteneciente
a alguna clase A} puede anularse en un conjunto de medida positiva, sin ser el peso trivial
w(z) = 0. Adema4s, un peso w que pertenece a alguna clase A} puede ser co en un conjunto
de medida positiva, sin ser el peso trivial w(z) = oo. A continuacién mostramos un peso que
ejemplifica estos hechos.

Ejemplo 1.1.6 Sea a < b nimeros reales y h(x) una funcion creciente y estrictamente positiva
0 si—ow<z<a

en (a,b). Si definimos w(x) = ¢ h(z) sia<z<b  entonces w(x) pertenece a la clases
00 b<z<oo

A} paral1 < s < oo.

El peso del ejemplo 1.1.6 tiene una forma bastante particular, se anula en la semirrecta
(—o0,a) y es infinito en la semirrecta (b,00). En realidad este hecho no es una propiedad de
este peso en particular, pues se tiene el siguiente lema:
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Lema 1.1.7 Sea w € A}, ezisten dos nimeros T_qo Y Too, —00 < Too < Too < 00, tales que
(i) w(z) =0 en (—00,Z_o0),
(i) w(z) =00 en (Too,00) ¥

(iii) 0 < w(z) < oo casi todo punto = € (T—eo, Too)-

Ademds w es localmente integrable en (—00, ).
Demostracién. Dado que AFC A7 para s > 1, suponemos que w € A7, para s > 1. Sea

S_={z:w(y)=0ct.p. y € (—00,z)}. Si S =0 entonces £_o = —00. Sino, ponemos
T_oo =SUPS_.

Si z_o = 00, entonces w es el peso trivial w(z) = 0. Consideremos entonces el caso Z_q < 00.
Sea z > z_o y h > 0, entonces

z+h
/ wly) idy < co. (1.2)

En efecto, si existe A > 0 tal que

z+h
/ w(y)~RTdy = oo,

resulta que para cualquier n natural,

z+nh
/ w(y) " ™idy = co.

Si elegimos n de tal manera que 2 —nh < T_oo, Si T_oo > —00 (sino, aplicarfamos sucesivamente
el razonamiento) teniendo en cuenta la condicién A} resulta que w(—00,2)) = 0 lo cual es una
contradiccién pues z > Z_o. La estimacién 1.2 prueba que w(y) > 0 c.t.p. y € [z,z + h], donde
Z> T_o ¥ h es cualquier mimero positivo, luego

w(y) >0 c.t.p. ¥ € (T—oo,00).
Sea
Sy ={r €R:w(y) <oo parac.t.p. y € (—00,z)}.
Si S+ = 0 definimos Too = —00, sino

Too = SUP Sy



Si o, = 00 €l lema estd probado. Supongamos entonces que oo < 00. Sea T > T, luego existe
un conjunto E C (z4, z) de medida positiva tal que w(y) = co c.t.p. y € E, por lo tanto existe
ho > 0 tal que

/ w(y)dy = oo,
z—ho

luego debido a la condicién A}

z+h
/ w(y) P Tdy =0
2

para todo h > hg, y este hecho implica que w(y) = 0o c.t.p. y € (z,00). Y como z era cualquier

punto mayor que ro, tenemos que
w(z) = 00 c.t.p T € (Too, ) .

Es claro que —00 < _oo < ZToo < 00, y ademés si consideramos I = [a,b] C (—00,Z), debido
a que d(b,Too) > 0, a partir de la condicién A}, tenemos que w(I) < cc. ®

Con el fin de evitar el caso no interesante de z_o, = T+00, €5 Decesario y suficiente que exista
un conjunto medible FE que satisfaga 0 < w(F) < 0o. A partir de ahora descartamos los casos
triviales de T_qo = T4.00-

Como consecuencia de los Lemas 1.1.4 y 1.1.7 resulta que si a es un mimero real y w € A}

entonces
w((a,00)) = oo. (1.3)

En efecto, si w((a,00)) < oo tenemos que

a+2n
lim w(z)dr =0, (1.4)

n—o0 atn

y por lo tanto por el Lema 1.1.4
w((a,a +n)) < Cyw((a + n,a + 2n)),
luego como consecuencia de (1.4) w((e,00)) = 0, por el Lema 1.1.7 w(z) es el peso trivial nulo.

Es bien conocido que si un peso w pertenece a una clase de Muckenhoupt, entonces w satisface

la condicién de Hélder inversa, es decir

(l—}l /, w(m)'da:)”r < cw|17| [ wizyas,



para algtin r > 1, y para todo intervalo I C R, donde ¢, no depende del intervalo I. Este hecho
es fundamental para probar que si s > 1, y un peso w € A, entonces existe un nimero positivo ¢,
tal que w € A,_.. Adems4s, si un peso satisface la condicién de Holder inversa, entonces w es un
peso duplicante (todas estas propiedades sobre los pesos de Muckenhoupt se pueden encontrar
en (5]).

El hecho de que un peso w satisfaga la condicién de Holder inversa implique que dicho peso
sea duplicante, prueba que, en general, un peso en una clase de E. Sawyer A} puede no satisfacer
la condicién de Holder inversa. Sin embargo Martfn-Reyes en (8] prob6 una versién débil de esta
condicién para las clases de E. Sawyer.

Lema 1.1.8 ([8]) Siw pertenece a alguna clase de Sawyer A} entonces existen nimeros posi-
tivos € y C tal que

/;b w't(z)dz < C [M‘ (wx(a'b)) (b)] 14¢ /;b w(z)dz.

Aunque esta condicién es mds débil, que la condicién de Hotlder inversa, permite probar el
siguiente resultado:

Lema 1.1.9 Si1 < s < oo yw€ A} entonces eziste € > 0 tal que w € A}_,.

La demostracién original de este resultado se encuentra en [13], sin embargo, la prueba de
este resultado usando el lema anterior se debe a Martfn-Reyes y se puede ver en (8.
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2 Los espacios HY | (w)

En el trabajo [11] Liliana de Rosa y Carlos Segovia definieron los espacios de Hardy pesados
laterales HY ~(w) para pesos w en las clases de Sawyer A} . Estos espacios si bien estén formados
por distribuciones, se pueden aproximar por funciones localmente integrables. Ademés, los
elementos de estos espacios se pueden expresar como una serie de miiltiplos de 4tomos. Estos

resultados, los cuales se encuentran en [11], son los que recordaremos en este capftulo.

2.1 Definicién y principales resultados de los espacios H? . (w)

Sea —oo < r < 00, denotemos D(r,00) el espacio de todas las funciones C§°(R) con soporte
contenido en (r, 00) equipado con la topologfa usual, y por D'(r, 00) el espacio de distribuciones
sobre (7,00) .

Deflnicién 2.1.1 Dado un entero v > 1 y z € R, se dice que la funcién ¢(t) en C§(R)
pertenece a la clase ®.(z) si eziste un intervalo acotado Iy = [z,c] que contiene el soporte de
P(t) tal que DYY(t) satisface

L IDY%(#)llo < 1. (2.1)

Estas clases de funciones son decrecientes en 7, es decir, si v,, 75 son dos nimeros enteros
positivos tales que v, < v, entonces ®.,(z) C ®,,(z). Este hecho resulta a partir del siguiente
lema.

Lema 2.1.2 ([11]) Si 9(t) pertenece a la clase ®,(x), y Iy es el intervalo asociado con (t)

en esta clase, entonces
[T ™ ID™ (8o < 1, (2.2)
siempre que 0 <m < 7.
Demostracién. Este lema es el Lema 3.6 de [11]. =

Definicién 2.1.3 Sea f una distribucién en D'(r,00). Definimos la funcién mazimal f} ,(z)

como

fiA(@) = sup{[(f,¥)] : ¥ € Pr(2)},

para todo x > T.

11



En el caso que f es una funcién en L} (r,00), como consecuencia del Teorema de Lebesgue,
se tiene la siguiente relacién puntual,

If(z)| £ fi(z) ct.p. z € (r,00) (2.3)

Recordemos que en el capftulo anterior asociamos a un peso w perteneciente a una clase A} un
nuimero real —o0 < T_o, < 00, con la propiedad que w(z) =0 c.t.p z € (—00,Z_s) y w(z) >0
c.t.p. T € (T—o00,00). A partir de ahora fijamos un peso w en una clase A} y denotamos z_o el
nimero en las condiciones de arriba asociado a dicho peso.

Definicién 2.1.4 Sea w(z) € A}, para algin s > 1, y 0 < p < 1. Para todo entero v > 1 que
satisface (Y+1)p>8>1o(y+1)p>1sis =1, decimos que la distribucién f en D' (z—o0, 00)
pertenece a HY, _ (w) sila “p-norma”

o 1/p
g = ([ fraloPutoas) ™

es finita.

Se define un p-stomo en el espacio HY , (w) de la siguiente manera:

Definicién 2.1.5 Una funcidn a(y) definida en R es un p-dtomo en HY , (w) con respecto a w,
si eziste un intervalo I (no necesariamente acotado) que contiene el soporte de a(y), tal que

(i) I C (T—co,00), w(I) < 00
(i) llallo < w(I)~t/?

(iii) Si la longitud de I es menor que la distancia d(_o0,I) de oo a I,
entonces

/[ a(y)y*dy =0,
vale para todo entero k, 0 < k < 7.

A continuacién recordamos un resultado que asegura la existencia de elementos en estos
espacios y ademds en particular que los p-d4tomos pertenecen al espacio H:.+ (w).

Lema 2.1.6 ([11]) Sea w(z) € Af,y>1unenteroy0<p<1talque(y+1)p>3s>1. Sea
f(z) € L*>® con soporte compacto contenido en un intervalo I C (T_p0,00). Si |I| < d(ZT—co, 1)
suponemos que [ a(y)y*dy = 0 para todo entero k, 0 < k < v. Entonces para cualquier £ > Z_oo,
resulta que

fin(@) < e 1 fllo (M x1(2)]™!
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Mds ain,
1£2@) e, 0y < eriw Iflloo w (D).
Las constantes ¢, y cyw no dependen de f(z).
A continuacién enunciamos los resultados fundamentales del trabajo [11].

Teorema 2.1.7 ([11] Aproximacién de distribuciones en HY . (w) por funciones) Ses
un pesow € AT, ¥ > 1 un entero, y0<p<1ltal que (Y+1/¢9)p>s>10 (y+1/g)p>1 si
s = 1. Entonces, si f € HY, . (w), para cualquier € > 0 dado, existe una funcidn g(x) localmente
integrable en (T_o0,00) tal que

{o o]
[ ¢-on, @ruEs<e
T—o00
A partir de este ultimo teorema en [11}, se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.1.8 ([11] Descomposicién atémica) Sea w € A}, ¥y > 1 un entero, y0 <p <1
tal que (Y+1/g)p > 8> 10 (y+1/q9)p > 1 si s = 1. Entonces, si f € H_’;_n(w) eriste
una sucesién numérica {\} y una sucesién de p-étomos {a;(z)} con respecto a w(z) tal que
f =Y Xiai(z) en D'(T—00,00). Mds aiin, existen constantes c1 y c2 tales que

< "F”‘I’fi.,(w) < Z Ml < ez ”F”Zi L (w)

Observemos que en el caso de z_o = —00, si algin intervalo I asociado a un p-dtomo a(z)
es acotado, por la parte (iii) de la definicién 2.1.5, se sigue que el p-4tomo a(z) tiene momentos
nulos hasta el orden vy — 1.

Teorema 2.1.9 ([11]) Bajo las Hipbtesis del Teorema 2.1.8 y si suponemos que T_qo = —00,
entonces los p-dtomos {ai(x)} en la descomposicién se pueden elegir de tal manera que los
correspondientes intervalos I; de la definicion 2.1.5 estén acotados. Y por lo tanto todos los
p-Gtomos de la descomposicién tienen momentos nulos hasta el orden v — 1.

Para terminar este capftulo observamos el siguiente hecho que nos serd de gran utilidad en
el capftulo 4.

Denotamos por L$°(I) el conjunto de funciones medibles f con soporte contenido en el
intervalo I C (Z_x,00), tales que f € L™, y ademds, si |I| < d(T-00,]) requerimos que f
tenga momentos nulos hasta el orden ¥ — 1. Luego, como consecuencia de los Teoremas 2.1.8 y
2.1.9, el conjunto D, formado por todas las funciones para las cuales existe un intervalo acotado
I C (£—00,00) con w(I) < ooy f € LL(I), es denso en HY _ (w).
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3 Los espacios Hbf (w)

En este capftulo introducimos la maximal N}, (F;z) y a partir de ella, los espacios H. i (w).
En la primera seccién damos gran parte de las definiciones y la notacién que usaremos en lo que
resta de este trabajo. En la segunda seccién damos propiedades y resultados sobre la maximal
N],(F;z) y los espacios HZ:Z (w). Terminamos este capftulo dando una descomposicién atémica

para elementos de estos espacios.

3.1 Definiciones y notacién

Sea w € A}, y consideramos el punto z_., asociado a w en las condiciones del Lema 1.1.7.
Denotamos L (Z—c0,00), 1 < ¢ < 00, €l espacio de las funciones f(z) a valores reales definidas
sobre R, que pertenecen localmente a L? (para subconjuntos compactos de (Z_q0,0)), dotado
con la topologfa generada por las seminormas

Flos = (ur‘ / If(y)l"dy)]/q,

donde I recorre todos los intervalos cerrados y acotados en (z_uo, 00).
Sea f(z) en L]

loc
nt.(f;z) de la siguiente manera:

(=00, o) y sea a un nimero real positivo, definimos la funcién maximal

ndo(f32) =sup o™ 1oz gl -
>0

Sea un nimero entero N > 0, y Py el subespacio lineal de L;’oc(:z_oo, oo) formado por todos
los polinomios de grado a lo sumo N. Este subespacio es de dimensién finita y por lo tanto
es un subespacio cerrado de L] (T—co,00). Llamaremos Ej (Z—oo0,00) al espacio cociente de
L;’oc (£—-00, 0) por Pn. Para simplificar 1a notacién y mientras no se preste a confusién notaremos
E}, en lugar de E},(T-c0,0). Si F € E};, definimos las seminormas

1Pl = inf {1/l }-

La familia de todas estas seminormas induce sobre E}, la topologfa cociente. El espacio E}, es

localmente convexo y completo.

Dado un nimero real a > 0, lo podemos escribir de una tinica manera a = N + 3, donde N
es un mimero entero mayor o igual que 0, y 8 es un nimero real tal que 0 < 8 < 1. A partir
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de ahora, y en todo lo que resta de este trabajo fijamos a@ > 0 y por lo tanto también su tinica
descomposicién a = N + (3 en las condiciones anteriores.
Para F € E},, definimos la funcién maximal N}o(F; z) como

Nia(Fiz) = inf {n},(fiz)}.

Definicién 3.1.1 Decimos que un elemento F en EY, pertenece a Hia(w), 0 < p < 1, si la
funcion mazimal N}, (F;z) € LP(w). Esto es

o0
/ N} (F;z)Pw(z)dz < oo,
T-oo
y ademds definimos la “p-norma” en Hy'a (w) como

||F||u:;;;(w) = || Nga(F; ‘”)HLP(w)'

Definicién 3.1.2 Diremos que una clase A € E%, es un p-dtomo en Hod(w) si eziste un

representante a(y) de A y un intervalo I (no necesariamente acotado) tal que:
i) IC (2-00,00), w(I) < 00
ii) sop(a) C T
iii) N(A,z) < w(I)~'/? para todo z € (Z_eo, 0).

Al intervalo I lo llamaremos un intervalo asociado a A. Observemos que en la definicién de
p-4tomo le pedimos al intervalo I que su w-medida sea finita, condicién esta que para un peso
w € A} no asegura que I sea un intervalo acotado. Sin embargo, como vimos en el primer
capftulo, si w(I) < 0o, I no puede ser de la forma (a, 00), asf si I no es acotado £_oo = —00 € [
es de la forma (—00,b) con b < co.

Definicién 3.1.83 Sea 0 < 8 < 1. Diremos que una funcién f definida en R es Lipschitz-f3
en un conjunto E C R, si eriste una constante positiva y finita C, tal que para todo z, y
pertenecientes a E, se cumple que

If(z) - f&)| < C |z 2.

Definicién 3.1.4 Sea a = N + 3, donde N es un nimero entero no negativo y 0 < g < 1.
Denotaremos Aq (T—o0,00) el espacio de las funciones f € CN (T_o0,00), para las cuales su
derivada DV f es Lipschitz-8 en (T_o0,0).

Definicién 3.1.5 Sea a = N + 3, donde N es un nidmero entero no negativo y 0 < 8 < 1.
diremos que una clase F en E}, pertenece a A, (T_oo0,00), si algiin representante f de F pertenece
aAq (T—co, ).
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A partir del hecho de que dos representantes de una clase F en EJ, difieren en un polinomio
de grado a lo sumo N, decir que F pertenece a Ag (Z—00,0) (@ = N + 3, donde 0 < B < 1),
es equivalente a decir que todos sus representantes pertenecen a Aq (Z—oo, 00).

Para simplificar la notacién, y mientras no se preste a confusién notaremos A, en lugar de
Ao(Z— o0, 00).

3.2 Propiedades de la maximal N/, (F;z) y de los espacios HE'! (w)

A continuacién, daremos propiedades y resultados sobre las funciones maximales ngq(f;z),
N}, (F;z) y los espacios 54 (w), algunos de los cuales son por si mismos interesantes, pero

ademds, la mayorfa serdn utilizados para probar los principales resultados de este trabajo.

Algunas de las demostraciones de los resultados que detallaremos a continuacién se prueban
usando técnicas similares a las encontradas en los trabajos (2] de A. Calderén y (5] de A. Gatto,
J. Jiménez y C. Segovia.

En lo que sigue del trabajo, las letras ¢ y C representardn constantes, que no necesariamente
serdn las mismas en cada ocurrencia, y ademds si es relevante su dependencia respecto a algin
pardmetro, lo haremos notar.

El primer lema que enunciamos, es una minima variante de un resultado que aparecié por

primera vez en (3] (el Lema 2.6), y su demostracién se puede hacer en la misma forma.

Lema 3.2.1 Exziste ¢ € C§° soportada en [—1,0], tal que para todo polinomio P(z) de grado a
lo sumo N y cualquier nimero real A posilivo, vale que

P(z) = / AP@)$(\z — yl)dy.

Lema 3.2.2 Sea F en E'X,, y sean fi y fo represenlantes de F, P = f, — fo. Ezxiste una
constante finita i tal que

(d%)kp(y)

vale para todo x1, T2 e y en (T_oo, 00).

< ¢k (n;,a(fl)xl) + n;;,a(f21x2)) (I:B] - yl + |$2 - yl)a_k

Demostracién. Supongamos que n;a( fi,z1), nj, o(f2,z2) son finitos, sino no hay nada que
probar. Ademé&s supongamos que se verifica la condicién adicional y > z2 > ;.

Teniendo en cuenta que f; y fo son dos representantes de F, su diferencia f; — f> es un
polinomio de grado a lo sumo N. Luego, si ¢ es la funcién del Lema 3.2.1,

h) - foly) = / Afi(2) = Fo(2))6(Aly ~ 21)ds.
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Debido a que ¢ € C§° derivando bajo el signo integral, obtenemos

(2)'ro

Luego sumando y restando f, usando que el sop(¢) C [—1,0] lo cual implicay <2 <y+1/\, y
la desigualdad de Hélder, resulta
d\*
(d_y) P(y)

1/x 1/q /A 1/q
C 2\ (,\/1'+ |f1(z)|qdz> + (,\/1/+1 1f1(2)[? dz) ]
v v

Si consideramos 1/A = (y —z1 +y — z3), ¥ p = 2/, recordando que y > z3 > z, resulta que

= / NHI(fy(2) = fol2)) did(My — 2])dz.

< (3.1)

nn<y<Ly+l/A=zi+y—m1+p/2<T14py
T <y<y+1l/A=z24+y—224+p/2< 22+ p.

A partir de estas estimaciones, obtenemos que los intervalos [z),z1 + p], [z2,Z2 + p] contienen
al intervalo [y,y + 1/)] . Usando esta 1ltima observacién en la desigualdad (3.1), obtenemos

(di;)kP(y) <c 1/t [(l/p [ i) " (ve [ 1 az) ”q]
< C(nd(fu31) + nf o (f2,22)) 275,

1 2
Reemplazando p obtenemos el lema para y > z2 > ;.

Ahora, eliminamos esta hipétesis adicional. Sin perder generalidad suponemos zo > z;.
Dado que D¥(f1(y) — f2(y)) es un polinomio de grado a lo sumo N — k, usando su desarrollo de
Taylor en el punto x3, obtenemos

N—k

DA - A6 = 3 D) - )|, Y2, 62

i=0 7

y dado que z2 > z, utilizando el lema para y = x5 > z; resulta que
D*i((5) - )| (33
y=22

<C (n-qta(fl,zl) + n;’ta(f2,z2)) |$1 _ $2|a—k—j )

Teniendo en cuenta la identidad (3.2), y usando la estimacién (3.3), obtenemos que

[Pt @) - £2))| (3.4)

+ + ack "= [ |y =z \?
< C(nfo(f1,21) +nf o(f2,22)) (T2 — 71) Z <—)
=0

I2—I)
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Ahora, a partir de las desigualdades

ly—zo] < ly—zi|+ly—zof, y
ly — 1] + |y — x5
I9 — I !

1

IA

tenemos que

N-k j N-k i -
3 (==Y ¥ (mmlt =) (=l = )Y
T9 — I - =N

i=0 j=0 I2—I1 zo — T
Reemplazando esta iltima estimacién en (3.4) , y recordando que a = N + 8, resulta que

¥ (@) - £20))|

N-k
< C(ngalf1,41) + nga(fo, T2)) (T2 — 21)>F (Iy - a;zl :LE/I— a:2|)

< C(nf(f1,31) +nto(f2,22)) (z2 — 21)? (Jy — 71| + |y — za )V F
< C (n},(f1,71) + nfo(fo, 7)) (ly — 1] + |y — z2])* 7",

lo cual prueba el lema. ®

Lema 3.2.3 Sea F en Ej, con N}, (F, o) < co. Entonces:

-1

(i) Existe una tnica f € F tal que n},(f,z0) < oo y, por lo tanto,
N;,-a(F; .'170) = n:,a(fa :170)'

(ii) Para todo intervalo I = [a,b] C (z—c0,00) con a > zo. Existe una
constante finita ¢ que depende de zg y del intervalo I tal que si f es
el nico representante de F' dado en (i), entonces

IFll, ; < |flg 1 < oot nba(fT0) = Cao,t Njo(F,x0).
‘Y '}

La constante c;,,; se puede elegir independiente de zg, si o varfa en
un conjunto compacto.

Demostracién. Probemos (i). Supongamos que f1 y f2 pertenecen a F'y ambos nf ,(f1,Z0)
y 7 4(f1,Zo) son finitos. Llamemos P al polinomio fj — f2 de grado a lo sumo N. Aplicando el
Lema 3.2.2 con ] = 29 = g = y y variando k, 0 < k < N, obtenemos que D*P(zo) = 0, lo

cual implica que P = 0, por lo tanto f; = fa.

Consideremos ahora la parte (ii). Por la parte (i) ya probada, sea f el tinico representante

de F que satisface NJ,(F,zo0) = nf,(f,z0). Para un intervalo I = [a,}] con a > zp elegimos
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po > 0 el menor valor de p para el cual I C [zo,z0 + po], luego usando este hecho y por las
definiciones de || FI|, ;, |fl,;» nda(f,2) ¥y Njo(F;z) tenemos que

b l/q Z0+po 1/q
||F||q,,sm.,,,=(|—}| / If(y)l"dy) sur‘”(/ If(y)l"dy)

0
o 20+P0 l/q
= pg TV 1)V gyt ( / |f(y)|"dy) < pgtY Va0 (£, z0)
Zo
= Czo,1 N-ta(Fa 370).

Ademds si zo varfa en un conjunto compacto, es claro que hay un p, méximo que sirve para

todo z¢ de ese compacto. ®

Corolario 3.2.4 Si {F;} es una sucesién de elementos en E%, que converge a F en My (w),

0 < p <1, entonces {F;} converge a F en EX, .

Demostracién. Sea un intervalo I = [a, b] C (£_c0,0). Comoa > T_eo, d(T—c0,a) =7 > 0.

Sea n el primer nimero natural n tal que ]’11_1 < %, y consideremos el intervalo I, = [a — ],11—1, a,] ,

este intervalo tiene longitud I,I—J y ademds est4 contenido en (Z_c0,00). Ahora por (ii) del Lema
3.2.3
|\F — Fill,; < CiNJ,(F — F;; z) para todo z en I . (3.5)
Por otro lado, teniendo en cuenta que I, C (Z_q0,00), resulta que
0< / w(t)dt. (3.6)
I

Luego, elevando a la potencia p, multiplicando por w(z) e integrando respecto de z sobre I, en
la desigualdad (3.5) y teniendo en cuenta (3.6), obtenemos que

Cy
F—FJP, < /N+ F — F.,z)Pw(z)dz
IF = il < o5 [ MalF = FozPuta)
< Crwls ”F - Fi”";{;::(w) ’

lo cual prueba el corolario. =

Antes de enunciar el siguiente lema introducimos la siguiente notacién que ser iitil en lo
que sigue del trabajo. Dado un representante f de una clase F, y si para un punto z tenemos
que qua(F ;x) es finita, por el Lema 3.2.3 existe un unico representante de F' que realiza la
maximal N}, (F;z), denotaremos ese representante por f(y) — P(z,y), donde P(z,y) denota
un polinomio (en la variable y) de grado a lo sumo N.
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Lema 3.2.5 Sea f un representante de la clase F en EJ,. Supongamos que N} (F;z) es finita y
denotemos por P(z,y) el uénico polinomio de grado a lo sumo N tal que n} ,(f(y) — P(z,y);z) =
N} (F;x). Luego f(z) = P(x,z) casi todo punto x para el cual N} (F;x) es finita.

Demostracién. Por el Teorema de Lebesgue

1 z+p
1@ = P@o) = lim -~ [ (1) - Ple,wldy cpa (3.7)

Aplicando la desigualdad de Holder en (3.7), tenemos que

1 z+4p 1/q
/(@) - P(m|<hmsup[pma [ 1w - pera| e

< N} (F;z) hmp = 0.
]

Lema 3.2.6 Sea F; una sucesién de elementos en E},, tal que la serie ), N} (F;, z) es finita
para casi todo punto z en (-0, 0). Entonces

(i) La serie ), F; converge en E}, a un elemento F y ademds

ta(Fiz) < z +a(Fi, 7) para z € (T-co, 00). (3.8)

(ii) Sea zo tal que ), N/}, (F;;zo) es finita. Si f; es el tinico representante
de la clase F; que satisface qua(F,-;:vo) = n;’a(f,-;zo), entonces la
serie Y ., fi converge en Lfoc(:r_w, 00) a una funcién f que es el dnico
representante de F que satisface N}, (F;zo) = n},(f; o).

Demostracién. Primero probaremos (ii). Sea zo un punto donde ), Nf,(Fi;zo) es finita.
Luego, por el Lema 3.2.3, para cada ¢ existe un representante f; de cada clase F; que satisface
nf . (fi;zo) = N} (Fi;z0) < 00. Sea z € (Z-c0,00) otro punto donde ), Nf,(F;;z) es finita.
Nuevamente por el Lema 3.2.3 para cada i, existe un polinomio P;(z,y) de grado a lo sumo N
tal que nf ,(fi(y) — Pi(z,y);z) = Nj,(F;z). Luego, usando el Lema 3.2.2, resulta que

|Pi(z, y)| = | fi(y) — [fi(y) — Pi(=,y)]]
< (N} (Fiszo) + N} o (Fis ) (ly — ol + |y — =) (3.9)

o0

Probemos ahora que la serie Y f; converge en L] (Z_c0,00). Sea un intervalo cualquicra I =
=1

[a,b) C (Z—o00, 00). Consideremos z; < a tal que y_; Nf,(F;;z1) < oo y denotemos P;(z1,y) el

20



polinomio de grado a lo sumo N tal que nf ,(fi(y) — Pi(z1,9);21) = N}, (Fi;z1). Luego, por
(ii) del Lema 3.2.3 y por la estimacién (3.9) , resulta que

1/q
il <|1| / 1fi(w) I”dy>

<|}| . | fi(y) — Pi(wl,y)l"dy) + <m /:IP"(xhy)[‘ldy)l/q

1/q
1 b
< ¢1,0, Nja(Fi321) + (Nga(Fis 70) + Noio(Fi 21)) (m / (21 =yl + |22 — ) dy)
S Cl,:l:),:l!o (N;,-Q(E-)x(')) + Nq-t-a(E;xl)) °

A partir de esta estimacién tenemos que

k m k k
Y fimD 3 i1 S Cram Y. (NialFiizo) + Nio(Fiiz)
i=1 i=1 ol i=m+1 t=m+1

o ] oo
lo cual, debido a que las series Z N}o(Fiszo) y 2 N} o(F;z1) son finitas, prueba que
X =1 =1
la sucesién {Z f,-} es de Cauchy en L] (2_c0,0), luego existe f en LI (z_co,00) tal que

o0
3" fi=f en dicho espacio.
&
Sea F la clase de f en Ej,. A partir de la desigualdad

K

SR

=1

a1 ol

resulta que F' = Z F; en E},. Adem4s, como

=
1 1
p—a |flqvl30)$0+pl S Z ; Ifilq’[xo'a;o-}-pl '
1
resulta que

n o (fi ) < Zn;;a(fi;-tO) = Zn;a(ﬂ;xo) < 00,
: i

por lo tanto f es el unico representante de F' que realiza la maximal NIQ(F ;Z0), con esto
terminamos de probar (ii).

oo
Probemos (i). Ya vimos que F = Y F; en Ej,. Para terminar veamos que
i=1

N} (F;z) < EN;Q(E-;a:) para todo = € (T_o, 00).
i

21



Sea z € (Z_00,00), si Y _; qua(E-; z) = 00, no hay nada que probar. Supongamos entonces que
> i Nio(Fi; ) es finita. Sea P(z,y) el polinomio de grado a lo sumo N tal que nf ,(fi(y) -
Pi(z,y);z) = N} ,(F;;z). Ahora si y varfa en un intervalo cerrado y acotado cualquiera J C
(£-00, 00), por la estimacién (3.9) resulta que

k

k
Y IBEISCy—zol +ly—a))* Y (Niu(Fiizo) + Nio(Fii )

t=m+1 t=m+1

k
<Crzou Y. (Njo(Fiyzo) + Njo(Fi ) .

i=m+l

k
Luego, la sucesién de polinomios de grado a lo sumo N, {Z Py(z, )} converge uniformemente

k
sobre cualquier intervalo cerrado J C (Z_o0,00) a un polinomio de grado a lo sumo N (esto

ocurre debido a que el subespacio de los polinomios de grado a lo sumo N, es de dimensién finita

en el espacio de las funciones continuas en el intervalo J). Denotemos este polinomio P(z,y).

Luego, debido a que Z fi= [ en L] (z_co,00) y por lo anterior, la sucesién 2 [fiy) — Pi(z,y)]
=1

=1

converge en L] (z_c0,0) a f(y)— P(z,y). Ahora la clase en Ej, de f(y)— P(:z: y) es F' la misma
que la de f, ademés

n;;,a(f(y) — P(z,y);z) < Zn;a(fi - B;r) = z qa(Ft;m)i (3.10)

por lo tanto f(y) — P(z,y) es el tnico representante de F que realiza la maximal N}, (F;z). A
partir de este hecho y de la desigualdad (3.10) obtenemos

N} (Fiz) <) Nfo(Fi),
i
lo cual termina de probar (i). ®
Corolario 3.2.7 El espacio Hid (w), 0 < p < 1, es completo.

Demostracién. Es suficiente probar que si {F;} es una sucesién tal que Y_; [|Fi|]? es

Hora (w)
finita, entonces 3", F; converge en H5's (w). Observemos que para 0 < p < 1,

p
/(Z Fa(F;z) ) w(z)dz < Z/N;fa(p;x)pw(ﬂi)dm < oo.

Esto implica que }; N}, (F;z) es finita c.t.p. £ € (Z—c0,00). Luego, por el Lema 3.2.6, 3, F;
converge en E'fv a un elemento F. Ahora, por la desigualdad (3.8) del Lema 3.2.6, resulta que

Q(ZF F,z) < Z talF, 2)-

1=K+1
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Elevando a la potencia p, e integrando respecto de w(z) en esta desigualdad obtenemos

K
S R-F
=1

P

o ]
<Y B,
W(w) i=K+1 @

lo cual muestra que la serie Y_; F; converge a F en Hb'd (w). =

Lema 3.2.8 Sea F en E;’v Supongamos que Nq’fa(F, z) <t para todo x perteneciente a un con-
Junto E. Sea f un representante de F y P(z,y) el dnico polinomio en Py, tal que N} (Fiz) =
ngo(f(y) — P(y,z); ). Para cada x en E definimos Ar(z) = DEP(z, y)|y=z . Entonces,

A2 - Y %(az T Au@)| <t [z -7 ", (3.11)

para todo z yT en E. Ademds, La funcién Ay satisface una condicién Lipschitz-f3 con constante
ct sobre el conjunto E (recordemos que a = N + 3, donde 0 < 3 <1) y si 0 < k < N, Ax(z)

satisface una condicién Lipschitz-1 uniforme sobre todo subconjunto compacto de E.

Demostracién. Usando el desarrollo de Taylor en el punto T para la funcién D;,‘ P(Z,y) |y=:c

resulta que

N-k

- 1 —\i -

DEP(z,y) |,,_3 =Y 5@ -2 @)
- i=0

Luego, aplicando el Lema 3.2.2 poniendo z; = Z, z9 = y = z, y usando que qua(F; ) <ty

N} (F,T) < t, obtenemos la desigualdad (3.11). Si k = N, tenemos que Ax,;(z) = 0 parai > 0,

y la suma en (3.11) se reduce a An(T), luego

|An(z) — An@)| < ct |z —F|°.

Ahora nos restringimos a un conjunto acotado y cerrado de E. Consideremos k = N — j. Si
j =1, teniendo en cuenta que Ay (z) es Lipschitz-3, por lo tanto continua en E y usando (3.11)

obtenemos
|An-1(z) — An—1(T)| S ct |z — 2P + AN(F) |z — T
< (ct lz — 7P + AN(E)) |z — 7|
< C:D,E,t,AN IIB - E7| )
donde la constante Czz ¢ 4, la podemos elegir independiente de = y T pues = y T varfan en un

subconjunto compacto de E. Argumentando por induccién sobre j y usando nuevamente (3.11)
obtenemos que Aj satisface una condicién Lipschitz-1 para 0 < k < N, sobre el conjunto £. =
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Lema 3.2.9 La funcién mazimal Ngo(F,z) asociada a una clase F € E}, es semicontinua

inferiormente.

Demostracién. Sea E = {z € (T—-c0,0) : Nyo(F,z) < t}, donde ¢ es un nimero real.
Probemos que E es cerrado para todo ¢, lo cual nos da la conclusién del lema. Sea z¢ un punto
de acumulacién del conjunto E (si E es vacfo es trivial), sea {zj};il una sucesién en F tal que
zj — zo cuando j — oo. Luego, si f € F, para cada z; existe un polinomio P(z;,y) de grado a
lo sumo N, tal que

Nio(Fiz5) = nj o(f(y) — P(z;,y);25) < t. (3.12)

Por el lema anterior, para cada k = 0,1,2, ..., N la sucesién DkP(mj,y)L’_z. tiene lfmite cuan-
Mt }
do j — oo. Luego, notemos P(zg,y) el unico polinomio que satisface, para k = 0,1,2..N,

DkP(:co,y)| = lim; DkP(a:j,y)|y=zj . Por lo tanto,

Yy=To

P(z0,y) = lim P(a;,) (3.13)

Por el Lema de Fatou, resulta que

T;

Totp it
/ |/(y) — P(z0,9)|* dy < limsup /() - P(z;,9)|" dy- (3.14)

0 J—o0 T;

Como consecuencia de (3.14) y (3.12) tenemos que

To+p
/ 1£(w) = P(zo,y)|"dy < t p™*,
T

0

lo que implica que N, (F;z0) <t. ®

Lema 3.2.10 Sea f una funcién con derivadas conlinuas y acotadas hasta el orden N + 1. Si
F es la clase de f en E},, entonces

N;"a(F; z) < Cy.
Demostracién. Probemos que

N
f@) -3 2L oy

k=0

<Cly-a°. (3.15)

Supongamos primero que |y — z| < 1. En este caso, usando el desarrollo de Taylor de orden N

de f en el punto z, y teniendo en cuenta que a < N + 1, tenemos que

DN+1
(N +f1()£!) (v-2)""

N
1) =Y 2@, gy

k!
k=0

<OV ly =
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Por otro lado si |y — z| > 1, usando en este caso, el desarrollo de Taylor de orden N — 1 de f
en el punto z (si N = 0, consideramos el polinomio nulo, como su polinomio de Taylor de grado
—1) y teniendo en cuenta que N < a, resulta que

N-1

k
-3 B a4

k=0

D"f(&)( ~’ |DNf(-'B)(y_ )~’

k T
1) - 2” TE) (o <

k=0

| f( )(y_ )V

<C[D"fllgly =2l < CID¥fllyy Iy - =I%,

lo que prueba (3.15). Luego teniendo en cuenta esta estimacién resulta que

T+ k T
Pa<11+l/,, p f) - ZD f( )(y z)k

k=0
lo que implica que N}, (F;z) < C. =

1 [t aq
y<C o / (y—2)™dy <C,
T

Corolario 3.2.11 Si f es una funcién de soporte compacto contenido en (T_q0, Zoo) con derivadas
hasta el orden N+1 continuas, y denotamos F la clase de f en E'fv, enlonces eTiste una constante
p tal que pF es un p-dtomo en Ho'd (w).

Demostracién. Sea un intervalo I = [a,b] C (Z_c0,Zoo) que contiene el soporte de f.
Observemos que debido a que I C (T_o0,Too), 0 < w(I) < 00. Por el lema anterior, sabemos

que existe una constante C' tal que
N} (F;z) < C. (3.16)
Si ponemos g = C~'w(I)~'/?, donde C es la constante de (3.16), tenemos que
N} (uF;z) < w(I)~V?.
Y por lo tanto uF es un p-stomo en Hi'd (w). =

Lema 3.2.12 Sean 0 <p < l,(a+1/g)p>s>1o0(a+1/q9)p>1sis=1, donde w € A}.
Sea A € E}, y supongamos que A es un p—dtomo en HOd (w), donde w € A}. Entonces

”A";,{’;'i(w) < Cy, donde Cy no depende de A.

Demostracién. Debido a que A es un p—4tomo en M54 (w) existe un representante a(y)
de A con soporte contenido en un intervalo I = (d,b) C (z_0, 00), donde w(I) < oo, luego como
vimos en el primer capftulo resulta que b es finito. Adem4s por la definicién de p-dtomo,

N} (A;x) < w(I)~/? para todo z € (T_co, 00)- (3.17)
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Por otro lado, si £ > b, como sop(a) C (—o0,b), tenemos que n} ,(a;x) = 0. Luego,
N} (A;z)=0siz >b. (3.18)

Para el intervalo I tenemos dos posibilidades:
1) I = (—o00,b). En este caso, por (3.17) y (3.18) obtenemos que

b
/N;a(A;:r)”w(a:)dx = /_oo N/ o (A; z)Pw(z)dz
Sw([)‘l/b w(z)dz = 1.

—00

2) I = (d,b) donde d > —oo. Consideremos z (de existir) tal que z_oo <z <d—|I|,y p > 0.

Estimemos

z4p 1/q
% lalg iz = P20 ( / |a<y)|qdy)
xr

Sea p de forma tal que p + > d ( sino p™aly ; -4, = 0), por lo tanto

b—=z
p>Uly p2——.

Luego, teniendo en cuenta que sop(a) C (d,b), y las dltimas estimaciones, resulta que

et z+p 1/q y d+|1| 1/q
o (/ |a(y>|"dy) <o [ ey (3.19)
T

_|]

atl/q d+|1| 1/q
N L
= \b-z @) \ Jaoin Y

Observemos que para z < d — |I|, el dltimo termino de la anterior estimacién es acotado y no
depende de p. Esto prueba que la maximal n} (a,z) es finita si z < d — |I|, luego a(y) es el
unico representante de A que realiza la maximal en un punto z, siempre que z < d — |I|. Por lo
tanto, a partir de las estimaciones (3.19) y (3.17), obtenemos que

1 z+p 1/q | a+l/q 1 d+|I| 1/q
—a=i/4 a(y)|?d ) < c( ) _— / a(y)|? d
prein ([ oty ay o) ey e

< C (M*xy(@) "M nifa(aid = 111) = C (M x1(2) ™ Nfo(A3d - 1))

q,a

< Cw(I)™VP (Mtx; ()9,

lo cual implica que

Nia(A32) < Cu(l)™VP (Mt (2)) "+ (3.20)
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Luego, teniendo en cuenta las estimaciones (3.17), (3.18) y (3.20) resulta que
(o o]
/ N} (A;2)Pw(z)dz (3.21)
T—-00
d—|1| b
=/ N;a(A;z)pw(:c)d:t +/d . N:'a(A;z)”w(:v)da:
T-o00 -

<cu) [

T-00

d—|1] b

(M) w(@)do + 0! [ w(a)ds.
d—|1|

Observemos que si d — |I| < z_ no considerarfamos la primer integral del segundo miembro.
Ahora, por el Lema 1.1.4

b
-1
w(I) /d—lll w(z)dz < cy,

y debidoaque (a+1/g)p>1lywe Ai*aﬂ/q)p por el Teorema 1.1.3, obtenemos que

w(I)_l /-oo (M+X1($))(G+I/Q)P w(:v)d:z:

00
< wa(I)'] / x,(a:)("‘“/")pw(m)da: < Cy.

T-oo

Luego reemplazando las dltimas dos estimaciones en (3.21), resulta que
o o]
/ N} o(A; z)Pw(z)dz < Cy,
T-oo
lo que nos da el lema. ®

Observemos que los dos dltimos lemas prueban, siempre que 0 < p<1, (a+1/q)p>s>1
o(a+1/q)p>1sis=1,donde w € A}, la existencia de elementos en el espacio M}’ (w), pues
basta con considerar una funcién f € C{'*?, con soporte contenido en un intervalo I = [a, ],
tal que I C (Z—o0y ZToo) -

Hemos visto entonces que en las condiciones anteriores los espacios Ht,’;; (w) poseen elementos
no nulos. Ahora probaremos un lema que muestra bajo que condiciones, sobre el peso w, podemos

asegurar que los espacios HY'a (w) tienen a la clase 0 como tinico elemento.

Lema 3.2.13 Sea w € A}, y supongamos que w satisface la siguiente condicién: para cada
nidmero real a > 0,

/ @) e (3.22)

oo |$|(a+l/q)p
Entonces Hyd (w) = {0}.
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Demostracién. Observemos que la condicién (3.22) implica que T_o, = —00, es decir el
peso w(z) > 0 c.t.p. z. Sea f una funcién en L] (—00,00) que no pertenece a Py. Probaremos
que si F' es la clase de f en E}, entonces N}, (F;z) ¢ LP(w).

Debido a que f ¢ Py no es diffcil ver que existe un intervalo I = (—r,7) y un mimero § > 0
tal que

T 1/q
([ 1) -preay) >

para todo P en Py. Por otro parte,

T

1/q
74all) — P4),) = supp™ (% / ) - P(y)r'dy)

Si elegimos = tal que x < —r,tenemos que el intervalo (z,z + 2|z|) contiene a (—7,7), por lo
tanto, tomando p = 2|z| resulta que

1 z+2|z| 1/q
ngo(f(y) — P(y),z) > (2]2])™® (m / |/ (y) — P()I* dy)

T 1/q
>C le—(a+l/q) ( 1/ (y) = P(y)|* dy)
-T
>C6 |$|—(a+l/q) .
Como consecuencia de la tltima estimacién resulta que
N} (F;z) > C8s |z}~*1/9) siempre que z < —r,

luego por la condicién (3.22), N}, (F;z) ¢ LP(w). »

Es claro, por el Teorema 1.1.3 que la condicién (3.22) que pedimos sobre el peso w, si este
pertenece a A} no se satisface si (a +1/q)p > s> 10 (a+1/q)p > 1si s = 1. Sin embargo, si
(a+1/q)p < 1y si consideramos w(z) = 1, o en forma m4és general, si w(z) es un peso tal que

w(z) > |z]* c.t.p z € (00, —a),

para algin a > 0, y ademés (o +1/q)p —d < 1, entonces la condicién (3.22) se satisface, es
decir en estos casos el espacio H5'd (w) posee como tinico elemento a la clase nula.

En los préximos dos lemas detallaremos una forma de descomponer intervalos (acotados o
de la forma (—o0,b)) dada por L. de Rosa y C. Segovia en [11], que nos seréd muy itil en lo que
sigue de este capftulo.

Lema 3.2.14 (Particién lateral de la unidad ) Sea a < b y consideremos el intervalo I =
(a,b) entonces existe una sucesion {n;}2, de funciones en C§° que satisfacen las siguientes
condiciones:
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1) 0<n;(z) <1y 325 75(2)X(a,8) () = X(ap)(T)-

2) para cada mimero natural j, si I; = [a +277(b— a),a + 277*2(b — a))
entonces sop(n;) C I;. Si denotamos r; = %92, entonces para todo
z € I; r; <z —a < crj. Donde ¢ no depende de j.

3) Si I; = (a+277"'(b-a),min{a+277*2(b—a),b}) , U2, I; = I
Ademds, si z € I entonces z pertenece a lo sumo a tres de los intervalos
i.

4) Si k es un numero entero, k¥ > 0, tenemos que |D"17j(:c)| < Ckrj"‘
donde Cj, no depende j.

Demostracién. Definimos la funcién

h(y) = /1; PO,

donde p(t) es una funcién no negativa en C§°(R) soportada en [1,2]. M4s ain, suponemos
J p(t)dt = 1. Bajo estas condiciones la funcién h(y) satisface las siguientes propiedades.

a) La funcién h(y) pertenece a C§°(R), 0 < h(y) <1y sop(h) C [1,4].

b) La funcién H(y) = 372, h(2%y) toma los siguientes valores: H(y) =0
siy<0oy>2 H(y) =1siye€ (0,1) y Hly) = h(2y) cuando
y €[1,2].

Que a) vale sigue directamente de la definicién de la funcién h(y).

Probemos b). Si y < 0, como el soporte de h(y) C [1,4] h(27y) = 0 para todo j luego
H(y)=0. Siy>2,2y > 2% > 4 para todo j > 1, luego h(2/y) = 0 para todo j > 1 y por lo
tanto H(y) = 0 también en este caso.

Siy € [1,2], 27y € [27,27%7], luego si j > 2 h(2y) = 0 y por lo tanto en este caso
H(y) = h(2y).

Si y € (0,1), existe un nimero natural n tal que 27" < y < 27"t} luego 2" 'y < 1y
2"ty > 2. Teniendo en cuenta estas estimaciones y que el soporte de p(t) estd contenido en
[1,2], resulta que

n on+1
wer) +h@ ) = [ pwar [ plo
n—ly ny
2n+ly 2
=/2“_'y p(t)dt=£ p(t)dt = 1.
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Por otro lado, recordando que 27" < y < 27"*! si j > n+2 = 27y > 4, por lo tanto h(27y) = 0,
ysij <n—1=> 2y <1y nuevamente h(27y) = 0. Luego, de lo anterior H(y) = 1 si y € (0, 1).
Ahora definimos para cada j > 1,

Veamos que la sucesién de funciones { nj }:’;] satisface lo pedido.

1) Es claro a partir de su definicién y de la propiedad a) de la funcién h(y) que para cada
J» m; pertenece a Cg° y 0 < 7n; < 1. Ademés en forma anédloga a como lo hicimos para probar la
propiedad b) de la funcién h(y) se prueba que

D 1@)X(a)(®) = X(ap)(@)- (3.23)
j=1

2) Si y es un punto del soporte de 7;, debido a que el soporte de h(y) est4 contenido en [1,4],

tenemos que

y—a S —i
<= " < Ib—a)<y< *2(p _ q). .
1_2_J(b_a)_4=>a+2 (b—a)<y<a+2 (b-a) (3.24)

Ademés para un y en estas condiciones y —a > 277 (b—a) =1, yy—a<427(b—a)=4r1;.
3) Las estimacién (3.24) muestra que y puede pertenecer a lo sumo a 3 de los I ;- Ademds,
teniendo en cuenta que sop(nj) C [a +279(b—a),a+277+2(b— a)] y la identidad (3.23) resulta

que

4) Sea un entero k > 0,

() l- @) P (=)

< (525) ol s

|D¥ny0)| =

Lema 3.2.15 Sea I = (—o00,b). Eziste una sucesién {uj}?‘;_wde funciones en C§° que satis-

facen las siguientes condiciones:
1) 0<wj(z) <1y 35 v5(%) = X(=o0,p)(T)-
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2) para cada nimero entero j, si notamos I; = [—277 4+ b, —277-2 4 }]
entonces sop(u_,-) C I;. Sea Ty = —;r, entonces para todo z perteneciente
al intervalo I; 7; < b—x < cr;. donde ¢ no depende de j.

3) Si z € I entonces z pertenece a lo sumo a tres de los ;.

4) Si k es un entero k > 0, tenemos que ID"uj(a:)l < Ckrj"c donde C; no
depende j.

Demostracién. Sea

/2
hy) = f p(t)dt,

Donde p es una funcién no negativa perteneciente a C§°(R) con soporte contenido en [~2, —1].
Ademés, suponemos que [ p(t)dt = 1.
Ahora definimos, para cada entero j, la funcién v; de la siguiente manera:

vi() = h (;’_—;f;) .

En forma similar a como lo hicimos en el Lema 3.2.14, se puede ver que estas funciones satisfacen

las 4 condiciones pedidas. ®

Sea F € 'Hg,’; (w) y sea f un representante de F. Dado ¢t > 0, consideremos el conjunto
Q=0 = {z € (T_co, ) : N} (F,z) > 1},

debido a que N}, (F,z) € LP(w), w(?) < oo y ademds, por el Lema 3.2.9, sabemos que
es un subconjunto abierto de (z_eo,0). Luego 2 = U‘i’il I;, donde los intervalos I; son las
componentes conexas de £2. Si un intervalo de la forma (z_oo, b1) es una de estas componentes,

lo notaremos I, sino I; seré el conjunto vacfo. Definimos la funcién

01(y) = x1, W)(f () — P(b1,9)), (3.25)

donde P(b1,y) es el tinico polinomio de grado menor o igual que N tal que N}, (F,b) =
nta (F(y) = P(b1,9)).

Por otro lado, para ¢ > 1, sean I; = (a;, b;) las restantes componentes conexas de 2. Sean
{n; j}i>1,521 las funciones del Lema 3.2.14 asociadas a los intervalos I; = (ai, b;) y denotemos I; ;
y I; j los correspondientes intervalos I, y I; que aparecen en dicho lema. Definimos z;; = b; si
j=1,2y z;; = a; para j > 2, y denotamos el conjunto C = (Z_o0, ) — Q. N/}, (F,z) < t para
z € C, y los puntos x;; pertenecen a C, luego N}, (F,z;;) < t, y ademés son los que realizan
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la distancia d(C, I; j)- Denotamos P(z; ;,y) el tnico polinomio de grado a lo sumo N tal que
N} o(F iz 5) = nd o (f(y) — P(zi,y)) . Ahora, para cada i > 1 y para cada j, definimos

6:,5(y) = n: ;(¥)x1,(v) (f(y) — P(zi5,9)) . (3.26)

Observemos que las funciones 6; ; y 6) pertenecen a L (Z_oo,0), luego podemos considerar
sus clases en E};,. Denotemos ©; ; y ©; las clases de 6; ; y 6; en E}, respectivamente.

Ahora, con la notacién anterior, tenemos

Lema 3.2.16 Sea F € HY4 (w), y f un representante de F. Si g(y) es la funcién definida en

(=00, ) de la siguiente manera

o(v) Yoioe 2o Mig@)xr, (@) P(i,5,4) + x1, %) P(b1,y)) siy €Q
fly) siy ¢,

y G denota la clase en E';’v de la funcién g, entonces
N}.(G,z) < ct para todo z € (T_co, ).

Demostracién.

Probaremos que la funcién g coincide en casi todo punto de (z_o0, 0), con una funcién que tiene
derivadas continuas hasta el orden IV, y su derivada /N-ésima es Lipschitz-8, es decir, probaremos
que la clase G € A,. Por 3) del Lema 3.2.14, para cada y € 2, en la serie que representa
a la funcién g hay a lo sumo tres términos no nulos, lo mismo es verdad para un entorno
suficientemente pequerio de y. Luego, como las funciones ni’j(y) son infinitamente diferenciables
y derivar mantiene el soporte, resulta que lo mismo es verdad para cualquier derivada de esos
términos, por lo tanto la funcién g(y) es infinitamente diferenciable en 2. Y Ademaés,

D*g(z) = (3.27)
oo oo k
ZEZ hlk hl D"n, ;(z) Dy~ hP(“’tJay) _txn (z) Dy~"P(b1,y) ez’

=2 j=1
siempre que z € 2.
Por otro lado, teniendo en cuenta nuevamente la condicién 3) del Lema 3.2.14, resulta que

[= < B e o}

3D i @xn @) +x1, ) = xal®)- (3.28)

i=2 j=1
Sea T € C, multiplicando en (3.28) por P(Z,y) y aplicando la férmula de Leibnitz tenemos para
un punto z € 2

= (3.29)

=

k —~
Dy P(z, y)

ZZZW—'h—). "15,5(z) Dy~ P(Z, y)| _, Txn(@) D3P, Y|,

1=2 j=1h=0
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Sea T € C = (-0, 0) -8, T € Ny denotemos Z el punto de C més cercano a . Luego, sumando
y restando DL‘P(E, y)|y=z , ¥ teniendo en cuenta las identidades (3.27) y (3.29), obtenemos para
z € §) que

Djg(z) - DyP(Ey)| _ = (3.30)
oo o0 k
gzgh,(k D" a(@) | i PG| - D P@),_|

j=1h
+x,(0) | DiPGu|_ - PG| ] + [ PhP@),_ - Dipaw) |-
y=zx y=z y=z y=z

Obsérvese que la suma muiltiple del segundo miembro de (3.30), para cada z fijo, tiene a lo més
3(k + 1) términos no nulos.

Debido a que z € Q, 0z € Ti,j = (a,- + 277(b; — a;), min {a,- + 279+2(p; — a,-),b,-}) para algin
t>1lyalginj > 1,0z € I = (£-00,b1). Supongamos primero que z es un punto en
sop(n; ix1;) C [ai +279(b; — a;), min {a; + 279+2(b; — a;),b;}]. Sea 0 < k < N, y denotemos
Tij = 9‘%;‘—" = %;J Dado que z;; = z;2 = b; y z;; = a; para j > 2, y teniendo en cuenta 2) del
Lema 3.2.14, resulta que

|Z — x| < |z5; — z| < cryj, ¥ ademds (3.31)

|Z —z| < |zi; —z| < e|T —=].
Debido a que z; j, Z, y T pertenecen a C, tenemos que
N} (Fozij) <t, NfJ(FZ) <t y NJ(FT) <t (3.32)

Ahora, por el Lema 3.2.2, teniendo en cuenta las estimaciones en (3.31) y (3.32), resulta que

Dy e, - Dy PEa)|,_|
< o (NfalFrzes) + Nfa(F)) (1 -] + fouy — )5

<ct |z-z|**rk, (3.33)

y ademés

DiPGY), - DiP@a)|,_ | < ct(m-al+E-s)=*
y= y=z

< ct(z-z|)*F. (3.34)

Debido a que z ¢ I en la identidad (3.30) el segundo término del lado derecho es nulo. Luego,
como en el primer término de la misma identidad hay a lo sumo 3(/N + 1) sumandos no nulos,
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teniendo en cuenta las estimaciones (3.33) y (3.34) , y la condicién 4) del Lema 3.2.14 obtenemos

D¥g(z) — DEP(z, y)L’_z‘ <ct|z—z|*7F. (3.35)
Siz € I} = (T_o00,b1), tenemos que T = by, y por lo tanto T > Z > z. Luego la desigualdad
(3.34) también es cierta en este caso. Ademds, como en el segundo miembro de la identidad
(3.30) todos los términos son nulos con la posible excepcién del dltimo, a partir de la desigualdad
(3.34), resulta que la estimacién (3.35) también vale para z € I;. Y por lo tanto (3.35) es vélida
para todo puntoz € 2y T € C, siempre que 0 < k < N.

Ahora consideremos £k = N + 1. Y supongamos que z € I;, para ¢ > 1. Recordemos que
denotamos T al punto de C més cercano a z. Luego, a partir de la identidad (3.30), y teniendo

en cuenta que
DYYP(z,y) = D) *'P(Z,y) = DY P(zi,y) =0,
obtenemos que

DN*lg(z) = (3.36)

]

T D@ | DY P _ - D pEa)| |-
Debido a que x € I; donde ¢ > 1, = pertenece a T, j para algin j. Supongamos que esto ocurre
para algin j > 5. Luego D"ni'j(a;) = 0 para j = 1,2,3; pues = ¢sop(17,-'j) para j = 1,2,3.
Ademés para j > 3, T = z;; = a;, por lo tanto la serie en (3.36) es nula y lo mismo le pasa a
DN+1 g(x)_

Si z€ T,-d para j < 5, entonces = ¢ Ti‘j para j > 7. Ademés si j < 7, i ; > 278 || . A partir de
esta estimacién, y de la condicién 4) del Lema 3.2.14, obtenemos para un z en estas condiciones

| D (=) < el
Ademds, nuevamente aplicando el Lema 3.2.2 y recordando que a = N + [, obtenemos para
h2>1

SCtTﬁTH‘h <ct IIiIﬁ_1+h

DM Pla ), - DYTPGE

y=t

A partir de la identidad (3.36), las dos ultimas estimaciones, y recordando que z € f,‘,j para
j < 5 (lo que implica que en la serie de la identidad (3.36) sobreviven a lo sumo 3(N + 2)

sumandos), resulta que

|DN“g(a:)| <ct |I|°~! siempre que z € I;. (3.37)
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Si z € I, g(x) = P(b,z), y por lo tanto, en este caso DV*1g(z) = 0 y la estimacién (3.37)
también es cierta.
Ahora, para cada k = 0,1,2,...N + 1, definimos la funcién Bg en (z_o,00) de la siguiente

manera

By(z) = Dkg(z) sizeQ
R Ar(z) sizecC '’

donde Ai(z) = D{,‘P(a:, y)|y=zes la funcién del Lema 3.2.8. Usando la fé6rmula de Taylor resulta

que

(z—3)"

k k+h
DiPEY)| ZD PEY)|

h
= ZB;H.;; :E) :L' :1:)

h=

Luego siz € Q, y T € C (3.35) se puede reescribir de la siguiente manera

<ct |g-z|*7%, (3.38)

Nk (z— E)h
Bi(z) - > B4n(Z)—7—
h=0

para 0 < k < N. Ahora, por la definicién de la funcién Bi(z) para z € C y el Lema 3.2.8, la
desigualdad (3.38) también es cierta si £ € C. Luego, procediendo como en la demostracién del
Lema 3.2.8, y a partir de la estimacién (3.38) obtenemos que Bj. es continua para 0 < k < N,
en todo punto z perteneciente a C. Ademds, como Bi(z) = D¥g(z) para z € Q la funcién
Bi(z) (1 £ k < N) es continua en todo punto de (Z_g0,00). Si usamos la desigualdad (3.38)
para k = N obtenemos que By satisface la condicién

|Bn(z) = Bn(y)l S ct |z —yl°, (3.39)

siempre que z, ¥ € (Z—-00, 00) y uno de ellos pertenezca a C.
Ahora probaremos que la estimacién (3.39) vale cualquiera sean los puntos z, ¥ en (Z—_eo,00).
Consideremos dos puntos =1 < T3 pertenecientes a €2, entonces 1 € I;,, y z2 € I;,. Si 21 # 1o, y

a;, es el extremo izquierdo del intervalo I;, resulta

|1 — @i, | + |32 — 03, < 2|2y — 3|7 (3.40)

Teniendo en cuenta que a;, € C, usando la desigualdad (3.39) y (3.40), obtenemos que
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|Bn(z1) — Bn(z2)| < |Bn(21) — Br(as,)| + |Bn(z1) — Br(as,)]
St [lor - aiy | + foz — ai ] (3.41)

S ct|x1 - leﬁ .

Por otro lado, si ia = 4;, es decir z; y 2 pertenecen al mismo intervalo componente de .
Luego, teniendo en cuenta que By 4i(z) = DV*! g(z) para z € 2, usando el teorema del valor
medio, la estimacién (3.37), y la desigualdad |z; — z9| < |I;,], resulta que

|21 — 25|

|Bn(21) = B (22)] < |Bn+1(Q)l le1 — ] < et™= =7 (3.42)

|L;,

-8
T — X9
<ctl|z1 — 22|’ (%)
i

< et|z ——a:zlﬁ.

Como consecuencia de (3.39), (3.41) y (3.42), obtenemos que la funcién By es Lipschitz-3 con
constante ¢t en (T_oo, 00). La funcién By es infinitamente diferenciable en 2 y (3.38), muestra
que la funcién By(z) tiene desarrollo de Taylor hasta el orden N para todo puntode z € C, y
ademds D*By(z) = By(x) para € C, lo que también es cierto si z € 2, por la definicién de
Bi(z). Adems4s el Lema 3.2.5 permite afirmar que Bo(z) = Ao(z) = P(z,z) = g(z) casi todo
punto z en C. Asf concluimos que g(z) coincide casi todo punto £ en (z_o,00) con la funcién
Bo(z), la cual es derivable hasta el orden N en (z_o0,00). Ademd4s, su derivada de orden N
satisface una condicién Lipschitz-8 con constante ¢t en (z o0, 00).

Ahora probaremos que N, (G;z) < ¢t . Como g(x) = Bo(z) casi todo punto en (r_o0, ), Bo
es un representante de la clase G. Sea £ € (Z—q0,00), € ¥y > 0 luego £ + y € (T_o0,0). Para
z € C usando (3.38) con k = 0, obtenemos

N
Bo(e +3) - Y Bule) | <t Iyl (3.49

h=0

Para z € €2, usando la férmula de Taylor integral, resulta que

1
Bo(z +y) = ZBh(m Wl +Ny / Bn(z + sy)(1 — s)V~1ds.

Sumando y restando By(z) dentro de la integral en la dltima expresién resulta que

Bo(z +3) = th(z )L+ N [ (Bu(o + ) - Bua)) (1 - s,
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Teniendo en cuenta la tltima identidad y usando que |By(z -+ sy) — Bn(z)] < ct|sy|® nueva-
mente obtenemos (3.43) . A partir de la estimacién (3.43) resulta que para p > 0

*|Bo(z + ) - ZBh(a’ —’:
h=0

4,[(0,0]

)l/q
1/q
<ctpola (/ |y|*? dy)
0

<ct.

Bo(z +1) - ZB,.@- yd|

= p—a—l/q /
0

Debido a que Zh -0 B;.(:c) t7 es un polinomio de grado a lo sumo N, de lo anterior obtenemos
que N}, (G;z) < ct para todo z € (T-c0,00). ®
Una observacién que se desprende de la demostracién de este idltimo Lema, es el hecho que
si una clase F' € A,, es decir, cualquier representante f de F tiene derivadas continuas hasta
el orden N y ademés su derivada N es Lipschitz-3, entonces la maximal N/, (F;z) es acotada.
Por otro lado, si N (F;x) es acotada, entonces existe ¢ > 0 tal que @ = {z € (T—o0,0) :
Nt (Fz) >t} = (0 y por lo tanto todo representante de F' tiene derivadas continuas hasta el
orden N y su derivada N es Lipschitz-3.
Nuevamente tendremos en cuenta la notacién previa al lema anterior para el préximo lema.

Lema 3.2.17 (de tipo Calderén-Zygmund lateral) Sea F € M0t (w) y w € A}, donde
(a+1/g)p>s>1o(a+1/q)p > 1sis=1. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen:

(i) sizel;=(a;+277"1(b; —a;), min {a; + 279*2(b; — a;),b;})
N}a(8ij,z) < C N} (F, x),
ademés para todo = € (-0, ®0)
NJa(©1,2) < CNGo(F,2)x4, (2)-
(i) Siz>zT-wyzé¢l;
Nia(©i57) < Ot [Myg @)

(i) La serie 3_; ; Njito(©:,5;2) + Njo(©1; 7) es puntualmente convergente
para casi todo punto z en (Z-o0, 00). Més atn,
P

L= o]
/ Z N;a(ei,j; )+ quo(el;a:) w(z)dz < ¢ LNJQ(EJ,) Pw(z)dz
T-00

i>1,j
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(iv) Laserie) ., ZJ. 6;,;+6; convergeen E;’v aunaclase 9,y

N}o(8;2) < Y N} (©:j;3) + N} o(81;2), (3.44)
i>1,j

para casi todo punto z en (z—-co, 00).

(v) Ademss,
/N -(0,z ”w(:t:)d:z:<c/ N} (F,z) Pw(z)dx

(vi) Si G = F - ©, entonces existe un representante de G que tiene
derivadas continuas en (z_o,0) hasta el orden N, y su derivada N-
ésima satisface una condicién Lipschitz-3 con constante que no supera
ct en (Z—-c0,0), por lo tanto, N} (G,z) < ct. Ademss G € Hod (w).

Demostracién. Probemos (i). Consideremos primeroz > 1,y j > 1. Sea z un punto del in-
tervalo (a; + 27971 (b; — a;), min {a; + 277*2(b; — a;),4;}) = I ;. Supongamos que N} (F;z) <
00, €n caso contrario no hay nada que probar. Sea P(z,y) el polinomio de grado menor o igual
a N que satisface nf ,(f(y) — P(z,y);z) = N}, (F;z).

Recordemos que 8;,;(y) = n; ;(y)xs,(¥) (f(¥) — P(z+;,y)). Abora como el sop(n; ;) C I;; =
[ai +279(b; — a;),a; + 279F2(b; - a,-)] , tenemos que para j > 1 vale que

8:,i(y) = 1:;(y) (f () — P(zi,9)) -
Sea p > 0. Definimos el polinomio

Qi j(z,y) = ZDk[n"J(y (P(z,y) — Pz j,y )]I M

k=0

Estimemos p~% |0; ;(y) — Qs,j(z, y)| afzz+p) - FOT la férmula de Leibnitz y reordenando la suma,
podemos escribir

Qii(z,y) = (3.45)

N
> | DE(P(z.y) - P(b,,y))| (y_z (zDhm,J(x)(y z) )]

k=0

Denotemos r;; = —‘—-9* y consideremos y € [z,z + p]. Luego, recordando que z € f
J

(a + 27971y - a.,),mm {a, + 27942(b; — a;), b; }) teniendo en cuenta que z;; = b; si
Y Zij =a; si j > 2, y por 2) del Lema 3.2.14 resulta que
|zi,; — 2| < 4rij, (3.46)
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luego
ly — | + |y — x| < 2ly — =] + |zij — x| < 4(p+7ij). (3.47)

Ahora usando el Lema 3.2.2, del hecho que N} (F z;;) < t < N} (F;z) y la desigualdad
(3.47), obtenemos

D(P(z,y) — P(z:,9))| < ¢ NJo(Fz) (ly — =] + ly — z4,5])°7" (3.48)

<c¢N, Q(F :L‘) (P + Tz.J)a_k .

Supongamos primero que p > 7; ;. Sumando y restando la expresién 7; ;(y) P(z,y) y aplicando
la desigualdad triangular resulta que

10:5(¥) — Qi.i(z,9)| = [m:;(¥) (f @) = P(xij,9)) — Qij(=z,v)| (3.49)
<0, |f (W) — P(z, )| + ;W) [(P(z,y) — P(z:5,y)| + |Qi,5(z,y)| -

Para el segundo término del lado derecho de esta desigualdad, usando que 0 < ni,j(y) <1
tomando k = 0 en (3.48), y como p > r; ; tenemos que

1:,;(¥) |(P(z,y) — P(x:5,9)| < ¢ N} (F;)p®. (3.50)

Ahora acotemos |Q; j(x,y)|. Por el Lema 3.2.2, usando que N}, (F;z;;) < N} (F;z) y la
desigualdad (3.46) obtenemos

Di(P(e) - Plawsn)|_ | < ¢ WalFia) sy ol
< eNJ o (Fro)rs;

Teniendo en cuenta esta estimacion, la condicién 4) del Lema 3.2.14, y la expresién (3.45) del
polinomio Q; j(z,y) sigue que

N N-k
1Qii(z,y)l < e Nty (Fz)rey W(Z ;"p")

k=0 h=0

Recordando nuevamente que p > r;; y como a = N + 3 obtenemos

N-k
Qi@ )| < ¢ Nfu(Fia) Zr:', (2 ) <Np(Fi) " (35)
1,J

< eNJo(F5z) p°
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Elevando a la potencia g e integrando en la estimacién (3.49) sobre el intervalo [z,z + p] ¥y
usando las estimaciones (3.50) y (3.51), obtenemos que para p > 7; ;

p—a |0"|J(y) - Q‘p](z’ y)'q,lz'z-}-p]
< ¢ If(y) - P(:I:, y)'q,[z,z-{-p] + c N;,-Q(F; 27) (352)
< e N} (F;z).

Ahora supongamos p < 7; ;. Podemos reescribir Q; j(z,y) como

X K (y ) = h _ o (y — $)h
z D ’71.,_7(35 K Z Dy(P(a:a y) — P(zi5,9)) y=z R .
k=0 h=0 )

Sumando y restando la expresién

N ( _ :L')k
m:;(¥) P(z,y) + sz’?u(x)yT

k=0

(P(:L', y) - P(zi.j)y))

a Qi j(z,y) y agrupando convenientemente, obtenemos

16:,(y) — Qi i(z,y)| < m-,j(y) |f(y) — P(z,y)I

ni.;(y) = Z D*n; ;(z) (y

|(P(z,y) — P(zi,j,9)]

_\k
+Z [D"n,- J(z)(“’T"‘)] x (3.53)

R (y—z)*
lP(m’y) - P(a:,',j,y) - (Z Dg(P(a:,y) - P(ﬂ?ij,y))ly:z T)jl
h=0
<|f(y) — P(z,y)| + S1 + Sa.

Acotemos S; y Ss. Siy € [z,z + p|, usando la férmula de Taylor, por la condicién 4) del Lema
3.2.14 , la desigualdad (3.48) y recordando que a = N + 3 y p < 75 ; resulta que

5= Dm0 0T E

N+1

(P(z,y) — P(zi,,9)]

1-8
<e T}”“’ NN (Fia) rEy < eNfu(Fiae ()

< cN*a(F z)p
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Para S;, argumentando en forma similar que para S; obtenemos que

Sy =

ZN: [Dk"i,j(z) s ;!m)k] [D’{’H]_k(})(z’ ¥) = Pleug,y) |y=c W]

_ 1-p5
<cZw NalF5z) (reg + P59V H1F < oY (i) (L)
<c¢N, Q(F z)p°®

(observemos que el sumando con k = 0 no aparece, pues es la derivada N + 1 de un polinomio
de grado a lo sumo N).

Integrando en (3.53) y teniendo en cuenta las estimaciones para Sy y Sz, obtenemos que la
desigualdad (3.52) también vale para p < r; ;. Y por lo tanto tenemos que

Nf.(8ij,z) <c N o(F;z), paraz € I ;. (3.54)

Ahora consideremos las clases ©;; con ¢ > 1. Sea = un punto del intervalo fi,1 = (a; +272(b; -
a;), b;). Podemos expresar 6; 1(y) de la siguiente manera

0:1(y) = m;1(¥)x1, () (f (@) — P(bi,y))
= ;1) (f () — P(6i, %)) — 15,1 (¥)Xpp,00) (%) (f (%) — P(bs,9))
=0}1(y) - 62,(v). (3.55)

Denotamos con ©}; y 62, las clases de 6} ,(y) v 62, (y) respectivamente.
Para la clase 6, 1» procediendo en forma anédloga a lo hecho para las clases ©; ; con j > 1

resulta que
N} (8]1,2) < cN} (F,z), (3.56)

se verifica para = € f, 1.

Ahora acotemos N/}, (©?;,z). Sea p > 0, y recordemos que = € Iiy = (a; + 272(b; — as), by).
Estimemos f Z+p |0 1(y)|q dy. Debido a que el soporte de 0,21 est4 contenido en [b;, a; +2(b —a;)]
(lo cual permite suponer que z + p > b;, sino f”” |0 1(v) |q dy = 0), por 1) del Lema 3.2.14, y
debido a que z < b;, tenemos que

[l s [ 106 - Pousl s < Na(e b7 5,

desigualdad que prueba que N}, (67,,z) < N}, (F,b;). Como b; ¢ Q, N}, (F,b;) < t. Para
z € §2 obtenemos

a(ezlvz) S Nq+,a(F;$)' (3-57)

41



A partir de la identidad (3.55), y teniendo en cuenta las estimaciones (3.56) y (3.57) resulta que
Nga(©i1,7) < NJfo(©]1,2) + Nioa(024,2)
< eN} (F;x).
Para terminar de probar (i) nos falta mostrar la estimacién de N},(61,z), lo cual haremos
a continuacién. Recordemos que 81(y) = x,(¥)(f(y) — P(b1,y)). Sea £ € I} = (T—oo0,b1).

Definimos el polinomio Q1(z,y) = P(z,y) — P(b1,y). Para estimar p™* [61(y) — Q1(2,¥)|, 2,04 4]
supongamos primero que z + p < b;. Luego,

1 z+p 1/q
P~ 101(y) — QT Y)lg iz o4 p) = ot1/g ( / 161(y) — Q1(z,y)I° dy)
T

1 z+p 1/q
= petie ( / [f(y) - P(z,y)l"dy) (3.58)
< N} (F;z).

Sea ahora el caso z + p > b;. Partiendo la integral, y usando el Lema 3.2.2 obtenemos

by 1/q
5100 = e Wlggown < sy ([ U0~ Ple)la)

1 z+p 1/q
i ([ 1P - P a) (3.59)
1 z+p 1/q
< e (/ |f(y) — P(z,y)I° dy) + (N7 o(F; ) + Nj o (F, b))

< CNJo(F;3),

donde la iltima desigualdad se debe a que N/, (F,b1) < t < N}, (F;z), pues z € Q, y
b1 ¢ Q. A partir de las desigualdades (3.58) y (3.59) obtenemos que si x € I, N},(61,z) <
N (F;z)xp, (7). Ademés, como 8;(y) = 0siy > by, es claro que N},(01,z) = 0si z > b;. Con
este caso completamos la demostracién de (i).

Ahora probemos (ii). Nuevamente razonamos primero para las clases ©; ; parat > 1y j > 1.
Sea > T_oo, T ¢ fi'j = (a,,- +27971(b; — a;), a; + 27942(b; — a,-)) . Estimemos

p—a Ioi.jlq,[a:,m+p] (360)

Si T_eo < T < @; + 27971(b; — a;), como el soporte de 0;; esté contenido en [a; + 277 (b; —
a;),a; +277%2(b; — a;)] la expresién (3.60) es nula a menos que [z,z + p] [a; +279(b; — a;), a; +
277%2(b; — a;)] # 0. Luego,
a:+p>a,-+2‘j(bi—a,-)=>p>a,-+2'j(b¢—a,-) -z
=p>279 (b -a;) = ’"_21 y +4p > a; + 2772(b; — a;). (3.61)
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Por otro lado, debido a que
sop (m;,;) C Lij = lai +277(b — @), 05 + 27772(b; — )] C [as, 05 + 474, 5),

sumando y restando a 6; ; la expresién 7, ;(y) P(a:,y) y teniendo en cuenta que 0 < 7, ;(y) < 1,

obtenemos,
) z+p 1/q
P 0l gz = P77 ( L 7:,; ()7 | f () — P(zs5,9)[ dy) (3.62)
1 a;+4r; 1/q a;+dr; ; 1/q
<o | ([ 1w - rewra) ([ 1PE0 - Paita) |
p e o a;

Como z;; = a; para j > 2, el segundo sumando de la \ltima lfnea es nulo, salvo en el caso
J = 2. En este caso z;3 = b;, y usando el Lema 3.2.2, teniendo en cuenta que Ny q.(F;a;) < t,
Ngo(F; b)) <t,y |bi — a;] < 4r; 2, resulta que

a-i+41'¢'j l/q
( / | P(i,5,y) — P(ai, y)I° dy) <ctrifla.

a;
Luego, reemplazando esta desigualdad en (3.62) y usando que N, q(F;a;) < t, obtenemos
Tij atl/q
P~ |9i.j|,,,|,,,z+,,, <ct (7) (3.63)

Por las estimaciones en (3.61) obtenemos que

Tij 1 z+4p +
2 [T, Wy < adh @) (3.64)

Luego de (3.63) y (3.64) obtenemos

]a+1/q

P_a |givjlq'|z’z+pl S d [M_*-Xiza(z) ) (3'65)

lo cual implica que

a+l/q
Nia(®isiz) St [Mixg @) (3.66)

para T_o < z < a; +27771(b; — ;). Ademés, como el soporte de 6; ; estd contenido en
Lij = [a; +27771(b; — a5), 0 + 2772(b; — a5)],

si T > a; +279%2(b; — a;), N}, (8i5z) = M+Xi.<,,- (z) = 0. Por lo tanto, la estimacién (3.66)
también es cierta para £ > a; + 2772(b; — a;).
Ahora probemos (ii) para las clases ©;;. Sea T > Too, = ¢ F;1 = (@i +272(b; — i), bi) ¥
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supongamos primero que z < a; + 272(b; — a;). Como vimos en la demostracién de la parte (i)
tenemos que 6;,1(y) = 0} 1 (y) — 621 (y), luego

—Q

- |g. l — 2
Ll 7S RS 3 ISl -0 I (3.67)

Para p=* |6} |q o2+ Procediendo en forma totalmente ansloga a como lo hicimos para las clases
0;; para j > 1, obtenemos

-

1 a+l/q
P 18] :
tllgle,z+p] = ]

<ect [M+x, (2) (3.68)

Ahora, estimemos p~¢ 0 Recordemos que
p 1 q

alzatp]

62,(y) = 75,1 (Y)Xpi,00)¥) (f (¥) — P(bi,y)) -

Supongamos primero que = + p < b;. En este caso p~° |6? = 0, pues el soporte de 62
,1 %,1

¢[z,z+p]
est4 contenido en [b;, b; + b; — a;] . Ahora si z + p > b;, teniendo en cuenta que el soporte de
021 est4 contenido en [b;, b; + b; — a;], recordando que r;; = 9‘;—‘", Ny o(F;b;) < t, y teniendo

en cuenta que la estimacién (3.64) también es cierta para j = 1, obtenemos que

2 1 b¢+21‘."1 1/q
P10l g S P ~lati/a) ( A ' If(y)—P(bi,y)I"dy>

a+l/q
Ti 1 a+1/q
<ct (j) <ct [M+x, 1(.q,-)] (3.69)
Luego, si T-oo < = < a; + 272(b; — a;), a partir de las desigualdades (3.67),(3.68) y (3.69),
resulta que

a+l/q
= [6il pmaep < € 8 [M+Xl l(a:)]

. . a+1/q
lo cual implica que N, (©;1;z) < ct [M*’x, l(a:)]

Ademds, como el soporte de #;; estd contenido en I,,l = [a; + 271(b; — a;),bi], si z > b,
N}(8i1;z) = Mty i;, () = 0. Con esto hemos terminado de probar (ii) para las clases ©;1.
Probemos la condicién (111) Dadoque0 <p<1,(a+1/q)p>1,dondew € A}

en cuenta las estimaciones (i) y (ii), y el Teorema 1.1.3, tenemos que

(at1/q)p’ teniendo
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P

00 o0 00
/ ZZN;TG(O,-,J-;G:) + N;,a(el; z) | w(z)dz
T-oco

i=2 j=1

<SS [0 MOuiareeie s [ NOraPuei

=2 j=1

Z/ +a(8sj; x)Pw(z)dz + ZZ/ N} (8, j; z)Pw(z)dx
Jj=1

1—2_1 1Y(z- °°'°°)_"

+ / +(01;2)Pw(z)dz < CZZ / + (F;z)Pw(z)ds (3.70)

1=2 j=1
> p n (a+1/q)p
+c [ N} (F;z)Puw(z) dz+Zth [M x,‘“(:c)] w(z)dz
1=2 7=1 (I—m,W) )

SC/ N} (F;z)Pw(z)dz + ctPw(S).
Q

Ahora, a partir de (3.70) y usando que N} (F;z) > t si z € §, obtenemos

P

0o 0o 0o
/ (Z > Nfal@usiz) + Nfu(®1i) | w(@ds <C [ Nfu(FiaPula)dz, (371
F-oo \ =2 j=1
lo cual prueba (iii).
Probemos la condicién (iv). Por (iii) la serie 32y 372, N},(©; ;) + N} o (©1; 2) es finita para
casi todo T € (Z_c0, 00), aplicando el Lema 3.2.6, obtenemos que existe una clase © en EJ, tal

que
o0 00
6= zzei,j +©; en E},
i=2 j=1
y ademés
N},(©,z) < Z N7} .(85j; ) + N} ,(81;2). (3.72)

La condicién (v) es consecuencia de (iii) y (iv).
Ahora Probemos (vi). Consideremos un punto zg ¢ 2, tal que

z Q(G,J,zo N;,a(el;:z:o) < 00.

>1,5

Entonces, por lo probado en la parte (ii), los representantes que realizan la maximal para las
clases ©; ;, y ©1 en el punto zg son 8; ;(y) y 61(y) respectivamente. Por lo tanto, a partir del
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Lema 3.2.6 la funcién

©0

0y) =D 6:i(y) +6:1(y)

=2 j=1
=2

~

= Z > i @xn @) (f@) = Pzs4,9) + x5, @) (f @) — P(by,y))

=1

-

es un representante de ©. Luego, como

[« < B e o]

E zni,j(y)XI.- ®) +xn,®) = xa(y) (3.73)

=2 j=1

la funcién

oy) = | =2 iz @)X )P @i, v) + x1, () P(br,y)) si 2 € Q
fy)si ¢4,

es un representante de la clase G = F — 6. Observemos que g(y) es precisamente la funcién
considerada en el Lema 3.2.16. Por lo tanto N} (G;z) < ct, g(z) coincide casi todo punto con
una funcién que tiene derivadas continuas hasta el orden N en (.o, 0), y ademd4s, la derivada
N-ésima satisface una condicién Lipschitz-3 con constante ct.
Finalmente como por hipétesis F € M54 (w) y teniendo en cuenta que por (v) © € M3 (w),
resulta que G = F—© también pertenece a H5's (w). Con esto hemos completado la demostracién
del lema. m

A continuacién probamos un corolario de este Lema que nos serd muy 1itil en el dltimo

capftulo de este trabajo.
Corolario 3.2.18 E! conjunto de clases HE'd (w) N Ay es denso en HE'd (w).

Demostracién. Sea F € Hg,’; (w), y consideremos para cada nimero natural n, la descom-
posicién del Lema 3.2.17 aplicado a la clase F, cuando t = n, es decir F = ©,, + G,. Ahora por
la condicién (vi) del Lema 3.2.17 cada clase G, € Hy'd (w)N A, , y ademds por la condicién (v)
del Lema 3.2.17 tenemos que

/N a(F — Gp;z)Pw(z)dz = /N .o(BOn; )Pw(z)dz

<

/ Nya(F; 2)Pu(z)dz,
{z€(T - 00,00):Ng,a(Fiz)>n}

y por la absoluta continuidad de la integral

/ Ny o F; z)Pw(z)dz — 0,
{z€(Z - 00,00):Nq,a( F;x)>n}

cuando n — +00. Probando que la sucesién {G,},, converge en H5a (w) a la clase F. m
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3.3 Descomposicién atémica de los espacios Hb'} (w)

Teorema 3.3.1 Sea w € A}, y sea F una clase en E},, que pertenece a Hyd(w),0 < p <
L,(a+1/q9)p>s>10(a+1/q)p > 1 si s = 1. Entonces eriste una sucesién numérica {\;}
y una sucesién de p-dtomos {A;} en My (w) tales que F = 3" M;A; en EY,. Més ain, la serie
converge en H'X (w), y existen dos constantes ¢; y ca tales que

I sy S SONP S 2 I s (374

Recordemos que los p-4tomos en H5'2 (w), en el caso que z_o = —00, pueden tener intervalos
asociados de la forma (—o0, a). El préxlmo resultado prueba que podemos elegir a los p-d4tomos

en M54 (w) de la descomposicién del Teorema 3.3.1 con intervalos asociados acotados.

Observacién 3.3.2 Bajo las mismas hipétesis del Teorema 3.8.1. La descomposicién de la
clase F, la podemos elegir de forma que los p-dtomos A; tengan intervalos asociados I; acotados.

Ahora demostraremos el Teorema 3.3.1, para esto usaremos una técnica similar a la que
usaron R. A. Macfas, y C. Segovia en el trabajo 7], resultando esencial para la aplicacién de
esta técnica el Lema 3.2.17.

A continuacién probaremos una versién del Lema 4.2 de 7] adaptada para nuestro objetivo.

Lema 3.3.3 Sea H € E}; tal que N} ,(H;2) < 1y [7° N (H,z) w(z)dz es finita para algin
r,donde0<r <p<1,r(a+1/q) > 1, yweE Ar(a+l/q)
{A;j} y una sucesion de p-dtomos {A;} en Ej, tales que

Entonces eriste una sucesién numérica

H=Y M4, enE, y S P<C / N;o(H, ) w(z)de

Demostracién. Sea 0 < € < 1. Construimos recursivamente una sucesién { Hx}$2 , de clases
en Ej, de la siguiente manera:
Hy = H. Ahora, si Hy_; estd definida, definimos H), como la clase G obtenida en el Lema 3.2.17
aplicado a la clase F = Hj,_; con t = &F.

Para cada nimero natural k, denotamos las clases 6% ., 0% y 6F y los intervalos I ;Y I¥ como

t,5?
las clases ©;;,©, y © y los intervalos I, 4 Y I1 respectivamente, considerados en el Lema 3.2.17,

cuando F = Hy_;, y t = €*. Entonces se verifica que
(8,) Hk = Hk-—l - 21_2 Zoo 6" 6’; en E?V

(b) Njo(Hg; ) < ce* para todo z € (T—_c0, 00).
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1 .
(c) Njo(Hi;z) < Nq+,a(H5 )+c Zﬁ:] " Zi,j(M+Xipd (-t))°'+"+02ﬁ=1 enXl{"

Que (a) y (b) valen sigue directamente de (vi) del Lema 3.2.17.
Probemos (c). Sea z € (Z-c0, ), ¥ Supongamos primero que

T ¢ = {T € (Too,) : Nfo(Hn-1;z) > "},

luego = ¢ Z"J (para ningin ¢ > 1,y 7 > 1), y tampoco a IT. Luego, a partir de las condiciones
(i) y (ii) del Lema 3.2.17, resulta que

N;,-a(e?am) = 0, pues $¢ I;la y (375)
Nga(87jiz) < C"(M¥xp ()% ya que z ¢ T

Por lo tanto, teniendo en cuenta (a) y las dos tltimas estimaciones, si z ¢ {5, resulta que

N}o(Hn; ) < Nio(Hno1,52) + Y Njo(OF;2) + Nyjo (67, 2) (3.76)
>1,7
1
< N}y (Hp_y;z) + Ce™ Z(M+x;‘,.'j(a:))°‘+q.
i>1,j

Por otro lado, si z € Qy, = IT|J (Ui>1’j T{L), puede pasar que z € IT o z pertenezca a algin

intervalo f{"] para algin z > 1, y algin 7 > 1.

Si z € IT, por la estimacién (b) resulta que
N;;a(Hn, -'B) S Cenxlin (:E). (3.77)

Si z pertenece al interior de fi’(','jo , entonces M+ Xj»  (z) = 1, y por lo tanto, nuevamente a
070
partir de (b)

1
N;"Q(Hn; z) < Cs"(M+x1::)Jo(z))a+q .

A partir de esta desigualdad y de la estimacién (3.77) obtenemos para z € {2, que

1
N/ (Hp;z) < Ce™ [Z(MfoT?j(a:))aﬂ +x,;.(a:)] . (3.78)
i>1,j '
Luego, teniendo en cuenta las estimaciones (3.76) y (3.78) resulta que
1
Ngfo(Hn; %) < Nyio(Hn-1;x) + Ce" [Z (M* X (2)*"7 + x:;'(z)] , (3.79)
i>1,5 |
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para todo £ € (Z_eo,00). Esta estimacién para n = 1 da (c) con £ = 1. Por lo tanto (c) es
vélida cuando k = 1. Ahora argumentemos inductivamente. Supongamos que (c) es cierta para
un k£ > 1, usando la estimacién (3.79) para n =k + 1, y por la hipétesis inductiva, resulta que

1
No(Hep132) < NJfo(Hyiz) + Cet! Z(M"xi;e;n(zv))°+°+x,;«+l(z)
i>1,5 ]
k+1 l i
< Nj(H2)+CY e | 3 (M¥xgn @) +mxnp(@)|
n=1 i>1,j

lo que prueba (c). Ahora, sustituyendo k por n en (a) y sumando para n = 1,2, ..., k resulta que

k oo oo k
H=Hc+Y ) Y 05+ O en E}. (3.80)
1

n=1i=2 j=1 n=

Dado que € < 1, por (b) y (ii) del Lema 3.2.3 Hy — 0 en Ej, cuando k — o0o. Por lo tanto,

n=114

oo o o]
D 61+ 67 en EY. (3.81)

j=1 n=1

NgE

||
)

Observemos que a partir de la estimaci6én (3.75) para z ¢ Z’:J resulta que
N}, (07 2) < Ce (3.82)

y ademés por la condicién (i) del Lema 3.2.17 aplicado al caso FF = H,_; y (b) resulta que
(3.82) también se verifica si z € T,“J Ademss, teniendo en cuenta nuevamente la condicién (i)
del Lema 3.2.17 y (b) resulta que

N;,a(e'f;a:) < C ™! para todo z € (Z_co, 0). (3.83)
Definimos para cada nimero natural: > 1,5>1yn>1,
AL = Ce"'lw(j;’-:j)l/p y la clase B}, = (A?J)—l e,

Donde C es la constante que aparece en la desigualdad (3.82) . Y definimos para cada n tal que
nt#o

AT = Ce™ 'w(I?)/? y la clase B} = (\})™! 7.

Donde C es la constante que aparece en la desigualdad (3.83). Veamos que las clases B!;, BY
son p-dtomos en E},. Dado que las funciones 67 ;(z), 87(x) son representantes de las clases O7;
y O respectivamente; las funciones b7 ;(z) = (/\zj)_l 07;(z) y b3(z) = (A})~ 67(x) son repre-

sentantes de las clases B}'; y BY respectivamente. Luego cada clase B}; tiene un representante
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con soporte contenido en I" y cada clase B} (de existir) tiene un representante con soporte
contenido en I} y w(I}') < oo.
Ademds paracadai > 1,j > 1y n > 1, teniendo en cuenta (3.82) obtenemos
-1y -1 -
Nga(Bijiz) = (N;)™ Naa(®F;2) < (M)~ Ce™
<l
y en forma anéloga,

N} o(BRi) < w(Ip)~1fe.

Lo que prueba que las clases B} *i» Y B son p-dtomos en E;'v
A partir de (3.81) obtenemos que

oo OO0 ©0

H= ZZZX’ BY;+ Y AIBen E. (3.84)

n=11=2 j=1 n: P30

Estimemos z D | AT |p +3 . e AT [P. Teniendo en cuenta que para cada n, los T:"J se

pueden mtersectar a lo sumo de a tres, resulta que

©0
D2 P+ D

n=11j n:Ip£0
> “ P P

=Y Sloetu@yef + Y |centuii) ) (3.85)
n=11; n: 1740

<—Ze"”(w(ﬂn IT) + w(I7)) Ze"pw(ﬂn

Por otro lado, recordando que O, = {z € (T—00,0) : N} (Hn_1;z) > e"} y usando la esti-
macién (c), resulta que

(= o]

e w(y,) < Nyo (Hp-1,z)" w(z)ds

T-oo

< / > N} (H,z) w(z)dz (3.86)

+cr Ze"’ S [ @ e+ uti)

Por hipé6tesis (a + %) r>lywé€ AE +1) , luego a partir de (3.86) y por el Teorema 1.1.3,
atg)r
q

tenemos que
n-—1

" w() < C [ / > N} (H,z) w(z)dz + Y w(@)| . (3.87)
F-oo k=1
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Si llamamos bo = [° N}.(H,z)"w(z)dz y b; = e*w(Q;) para i > 1, la estimacién (3.87) nos
da

b <CY bi. (3.88)
=0

Veamos que una sucesién que cumple (3.88) satisface que
bp, < bo(C + 2)" paran > 0. (3.89)

Donde C es la constante que aparece en la estimacién (3.88) . Argumentemos inductivamente.
Si n = 0 es trivialmente cierto, si suponemos que (3.89) es cierta para n, entonces por (3.88) y
por hipétesis inductiva

bnt1 < Csz < CZbo(c+ 2)' < —bo(C+ 2" < bo(C + 2)"H.
1=0 =0

Luego, la estimacién (3.89) prueba que
(@) < (C +2)" /m N}o(H, 2) w(z)dz. (3.90)
T-00

A partir de la estimacién (3.85) y usando (3.90) obtenemos que

o [o o]
RIS IEE 530
n=1 %, n:Ip n=
< —/ N;fa(H z) w(z)dz (Z [e(p"‘)(C+2)] )

Ahora, si elegimos ¢ suficientemente pequefio, de manera que la serie en el lado derecho de la
dltima desigualdad sea convergente, obtenemos la estimacién deseada. ®

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema 3.3.1, y lo haremos siguiendo la idea de
la demostracién del Teorema 4.3 de [7).

Demostracién del Teorema 3.3.1. Dado un nimero entero k, si aplicamos el Lema 3.2.17
a la clase F con t = 2¥, podemos expresar a dicha clase de la siguiente manera:
F = G\, + 6y (donde denotamos las clases G, y ©x como las clases G y © respectivamente que
aparecen en el Lema 3.2.17 aplicado a la clase F con t = 2¥). Dado un entero k, tenemos que

F=Gr+ 0O =Giy1+ Okq1.
Luego, para cada entero k, definimos la clase

Hk = Gk+1 - Gk = ek - 6k+1. (391)
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Estimemos N} ,(Hy,z). Denotamos

Q= {a: € (T-c0,00) : Nglo(F; 2) > 2"} = iU ( U ),

i>1,5

donde los intervalos Z“J y I¥ representan a los intervalos ;":, j ¥ I respectivamente considerados
en el Lema 3.2.17 aplicado a la clase F, donde t = 2*. A partir de (3.91) y la condicién (vi) del
Lema 3.2.17, resulta que

N} o(Hi, ) < N} o(Grs1,7) + N} o (Gr, 7) < C2F. (3.92)
Si z ¢ O, por construccién z ¢ $%41. Luego, usando que Hy = O — Oy y (ii) del Lema
3.2.17 resulta que
NIQ(H’C;:B) < N;a(ek;m) + N;,‘a(ek+l;$)

k+1
SC2Y | 3 (M, ()5 + xpp(a) | si 2 (3.93)

n=k [t>1,5

Por otro lado, teniendo en cuenta (3.92) y la desigualdad

E(M*'x* (:c))°'+v +xpx(z) 2 1, siempre que z € , (3.94)
1]
resulta que
1
N}, (Hy,z) < C2F I:Z(M*'xﬂc'(az))a)'q +x4(z)| para T € Q. (3.95)
t,J i

Luego, a partir de (3.95), y (3.93) obtenemos que

k+1
Nja(Hiiz) < C2* Y [Z (M X, (@)™ 0 + x:n(x)J para L0do z € (z—ao, 0)-
n=k [>1,5

Ahora por hipétesis p(a+1/q) > 1y w e A}
r talque0<r <p,r(a+1/q) >1ywe AF,
(3.93), y el Teorema 1.1.3, resulta que

o o]
/ N;ja(Hk,x)fw(x)dz

p(a +1/q) entonces por el Lema 1.1.9 podemos elegir

r(a+1/q)" Luego, usando que 0 < 7 < 1, la estimacién

k+1 1
<o 3|3 [ 0t @) uEa+ wu;')]
n=k 1.>1,_7 7
n+l
<C2 NS w(d?) + w(ip )] (3.96)
n=k |i>),j

< C2F (w(%) + w(Qs1)) < C2F w(S).
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Ahora probaremos que Y po_ Hy = F en Ej,. Dado que F = Gj + O y por definicién
Hy = Gy41 — Gy, tenemos que

K
F- Z H.=F-Gg41+G_x =0Ok41 +G_k. (3.97)
k=—K

Luego, por la condicién (v) del Lema 3.2.17, resulta que
/Q N} (©k4157) Pw(z)dz < c/ N} (F;z) Pw(z)dz. (3.98)
T _oo Qx+1

Debido a que F € H5'4 (w), por la desigualdad de Chebyshev tenemos que w(f2x41) — 0 cuando
K — 400, luego, por la absoluta continuidad de la integral resulta que

(o o]
/ N}, (Bk41; ) Pw(z)dz — 0 cuando K — +oo.
T-oco

lo que prueba que Gk ;1 — 0 en Hg,’; (w). Luego, por el Corolario 3.2.4 tenemos que
Ok+1 — Oen Ef,. (3.99)

Por otro lado, dado que N},(G_k;z) < 27K para todo z € (Z_c0, 00), de la parte (ii) del
Lema 3.2.3 obtenemos que

G_x —0en E,. (3.100)
Luego, teniendo en cuenta (3.97), (3.99) y (3.100), resulta que
[= o]
> Hy=FenE} (3.101)
k=—0c0

Ahora, si C es la constante que aparece en la estimacién (3.92), por esta estimacién obtenemos

que
N;:a((C2k)_l Hp;z) < 1.
Adems4s por la estimacién (3.96)
/ Nia((c2¥) ' Hi o) w(z)de = (c2¢)” /@ N7 (Hy; z)"w(z)dz
< Cw(Q) < oo. (3.102)

Luego, para cada entero k, podemos aplicar el Lema 3.3.3 a cada clase (C2’°)_1 H).. Entonces
por dicho lema, para cada entero k existe una sucesién de p—atomos {Ax;}, en 7{”:; (w) y una
sucesién numérica {Ax;}, tal que

Hy=C2*) "M iAri en Ef,. (3.103)
t
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Y ademsés

Z|,\k,|r’ <c / Nya((02¥) ' Hi; )" w(z)dz. (3.104)

Luego, si denotamos py, ; = C2%)\ ;, teniendo en cuenta (3.104), y (3.102) resulta que

zz lox.i|” = CZQkp Z | Ak 5P
PR

< cszP / NE((029) Hyo) w(z)da. (3.105)
<C szpw(ak).
k
Ahora estimemos Y, 2"Pw(§Y;).
i 2kp,w(Qk)= i (2k+1—2")pw(ﬂk) <ep f: (2(k+1)p_2kp) w(%)
k=-o00 k=-co k=—o00
=¢p LZ 2*Pu(Qg-1) - Z 2%Pw(Q) | = [ i 2t (w(ﬂk—l)—w(ﬂk)]
k=-oc0 k=—00
<c Z / N} (F; 2)Pw(z)de = cp/w ta(Fix)Pw(z)de (3.106)
k=—oaq, 1-a

A partir de las estimaciones (3.105) y (3.106) obtenemos que
o0
S Y |l < / N (F;2)Pu(z)dz. (3.107)
ki T-oo

Luego, a partir del Lema 3.2.12 y la estimacién (3.107) la serie

ZZ ”Pk,iAk.i”s.[g:;(w) = Zz |Pk,i|p ”Ak z”Hp * (w) < Cy ZZ |sz| < 00.
ki

ki

Por lo tanto, la serie 3" 3°; p ;Ax,; converge en Hh4 (w). Ahora, debido al Corolario 3.2.4 la
serie 3, >, py i Ar,i converge en E}, y teniendo en cuenta (3.101) y (3.103) su lfmite tiene que
ser F, es decir,

F=Y"%"piAri en Ho} (w).

k

Por iltimo, como F =3, 3. px ;Axi en E}, por (i) del Lema 3.2.6

Ni(Fiz) <3N Nh(oriArssm) = DY ok Nia(Arsi ), (3.108)
k i k 1
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para casi todo punto z en (z_o, ). Luego, integrando a la potencia p respecto de w en la
estimacién (3.108) , y usando nuevamente el Lema 3.2.12 resulta que

(o o] (o o]
/ Ni(FiopPu(@)dz < 33 ol / Nt (A )P l()ds
T-oo ki T-o
< sz ol -
k [

Obteniendo asf ambas desigualdades en (3.74). =

Nuestro préximo paso es probar la Observacién 3.3.2. Para esto probaremos previamente
un lema que permite descomponer apropiadamente un p-4tomo A con intervalo asociado de la
forma (—o00, b) como una serie de p-4tomos con intervalos asociados acotados.

Lema 3.3.4 Dado unp-Gtomo A en H5'& (w) eziste una sucesién numérica {p, }, y una sucesién
de p-dtomos {Ax} en Hf,’,’; (w) que tienen intervalos asociados acotados, tales que

A= Z,u,kAk en B}, y Zlyklp <C,
donde C no depende de A.

Demostracién. Si A tiene un intervalo asociado acotado, el resultado es directo consideran-
do Ay = A, py = 1, py, = 0, para k # 1. Luego, podemos suponer que los intervalos asociados a A
son de la forma (—00,b) . Por lo tanto z_o, = —00, y w ((—00,b)) < 00. Sea a(y) el representante
de A que tiene el soporte contenido en I = (—00,b) . Teniendo en cuenta la condicién (iii) de la
definicién 3.1.2

Nga(A;z) < w(I)™"/? para todo , (3.109)

en particular la maximal N}, (A;z) es finita en todo punto. Luego, denotamos P(z,y) el poli-
nomio de grado a lo sumo N, tal que N}, (4;z) = n} ,(a(y) — P(z,y);z). Como nf,(a(y);b) =0
resulta que

P(b,y) = 0. (3.110)

Consideremos la sucesién de funciones {uj}?°=_°° del Lema 3.2.15 aplicado al intervalo I =
(—o0, b). Luego, por la condicién 1) de dicho Lema

oo

a(z) = Z vi(z)a(z) = Z 0;(x). (3.111)

j:—m j=—oo

Para cada entero j, denotamos ©; la clase en Ej, de la funcién 0;(z) = vj(z)a(z). Afirmamos

que

N} (85;z) < Cw(I)™V/? para todo , (3.112)
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donde C no depende de j. A continuacién probaremos (3.112). Teniendo en cuenta la condicién
2) del Lema 3.2.15, resulta que sop(vj(y)a(y)) C I; = [-2779 + b,—277-2 + b]. Luego, para
z > —277"2 4 b, tenemos que

N;’a(ej;:v) = 0.
Ahora supongamos que —27 71 4+b < z < —2-7-2 1 p. El argumento que daremos a continuacién

es muy similar al que dimos en la demostracién de la condicién (i) del Lema 3.2.17, de cualquier
manera lo realizaremos en su totalidad, para una lectura més sencilla. Definimos

N k
Py =Y. dliwPel| YT (3119
Sea p > 0; y estimemos p~%|6;(y) — PJ;(:z:,y)lqvlm,ﬂ‘,l . Dado que =279+ + b <z < —279-2 1 p,
siy €[z,z+4),
-yl <lz—yl+lb-2z| <Clo+ry],
donde 7 = 5. Por (3.110), el Lema 3.2.2, (3.109), y la tltima estimaci6n obtenemos que
|D*P(a,9)| = |D* [P(2,9) - P,w))| < € w() 777 [p + 7,7+, (3.114)

y ademds teniendo en cuenta que |b — | < 2r;

D* P(z, y)| = | D* [P(z,y) — P(b, y)]| ’ < Cw(I)~Verek, (3.115)
y= y=c
Supongamos primero que p > r;. Por la férmula de Leibnitz, y reordenando la suma, escribimos
Pj(z,y)
[ w-2t, sy @2
= Z Dy P(z, y)| Z D" j(z)~"—— (3.116)
k=0

Teniendo en cuenta que 0 < v;(y) < 1, resulta que
16;(y) — Pj(z, )l
< vi(y) la@)| + |P;(z,y)l (3.117)
< la(y) — P(z,y)| + | P(z,y)| + | Pi(z, )| -

Ahora, teniendo en cuenta la expresién (3.116) de P;(z,y), usando (3.115), la condicién 4) del
Lema 3.2.15, y el hecho que p > r;, resulta que

N N-k
|Pj(z,y)| < cw(I)™/P) " rok gk (Z cr,-‘"p")
k=0 h=0

N
<en Zr;.’_kpk (rﬁ) < Cw(I)~Vrp, (3.118)
k=0 J
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Ademés a partir de (3.114) con k=0, y p > 7, tenemos que
|P(z,y)| < cw(l)~/Pp".

Luego, integrando (3.117) sobre el intervalo [z,z + p, usando la dltima estimacién y (3.118),
obtenemos que

p_a IGJ (y) - R](zi y)lq'lz,g{-pl
< 7% 1a(y) = P&, Y)lg o 04 + (X)) V7. (3.119)

Ahora, supondremos p < r;. Observemos que

Py(z,y) =
N k N-k h
k(Y — %) n (y —z)
Y [D vj(e) - x ( v DyP(z,y)|y=m—hi——)] :
k=0 h=0
Sumando y restando la expresién
viG)P(zy) + Z Dhv@) 8 e,

a Pj(z,y) y agrupando convenientemente, obtenemos
10;(y) - P‘(rc Yl <
vi(y) - Z D*vj(z) (:t: )
y—zx
x| P(a,y) (Z DLPG, y)| (—)

< la(y) — P(z,y)| + S1 + Sa.

vj(y) la(y) - P(z,9)| + | P(z,y)]

D) ;f) (3.120)

+

k=0

Estimemos S; y Sa. Si y € [z, + p, usando la férmula de Taylor, por la condicién 4) del Lema
3.2.15, la desigualdad (3.114) con k = 0, y recordando que a = N + 8 y p < r; resulta que

(y — z)N+!
N+1!

1-p
< CTJ_‘(N+1)pN+l T?w([)_l/p < Cw(l)—l/ppa (5)

< Cw(I)~Pp°
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Para Sy argumentando en forma similar que para S; obtenemos que

N
Sy = Z (y ;!x)k

k=1

N+1—-k (y —z)N+1-F
Dy P(z,y) B

D*vj(z)

N
_ - I ) s
S e Y o ow(D)TVR (4 o)A N IR < epu(D) TP (5)
k=1
< Cu(Iy V7,

Ahora integrando (3.120) sobre el intervalo [z, z + p] y teniendo en cuenta las estimaciones para
51 y S2, obtenemos que la desigualdad (3.119) también vale para p < r;. Luego, tomando supre-
mo para p > 0 en la desigualdad (3.119), resulta (3.112) para z € [-277+! + b, -277-2 1+ }] .
Por 1ltimo, sea < —2-7H1 + b. Estimemos p""‘ 0;(¥)l g 2,2+, Como el soporte de Oj(y).esté
contenido en [—2‘J +b,-279"2 4 b] y £ < —277%! 4 b, basta con considerar p+z > —277 + b,
pues sino p~%|6;(y)| alzztp = 0- Luego,
p>—2"7+b—z>r;/2
Ademds, teniendo en cuenta que £ < —277 4+ b,si p+2z >y > —277 + b, tenemos que
=8 < - (27 +8) +;
< (z+p—(-274b))+1; < 3p. (3.121)
Recordando que P(b,y) = 0, por el Lema 3.2.2, (3.109), (3.121), y siempre que p+z > y >
—277 4+ b tenemos que
|P(z,y)| = |[P(z,y) — P(,y)]| < cw(I)™P[p+ |y —b])* (3.122)
< Cw(I)™VPpe,
A partir de la iltima estimacién y debido a que z < —277 + b < z + p, resulta que
1 z+p . 1/q y )
—_— P(z, d < Cw(I)='/P. 3.123
([ IPere) 0 (

Luego, teniendo en cuenta que el soporte de v;(y) estd contenido en [—2‘j +b,—279-2 4 b] ,
< =277 4+b,0<vi(y) <1, (3.123) y (3.109), resulta que

1 z+p . 1/q
—a . —_—— .
P~ 10i(W)lg 2240 = ati/a ( /_ . lvi(y)a(y)| dy)

1 z4p i g 1/q 1 ( z+p IP( )|qd )l/q
< —_— < — T,

1 z+p . 1/q o
- _ < _
+pa+l/q (/;2_1,” la(y) — P(z,y)| dy) < Cuw(I)

1 z+p 1/q Y
+—t7 (/ la(y) — P(z, y)|° dy) < Cw(I)™/P,
p T
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lo cual implica (3.112) para z < —277+! 4 b,

Para cada entero 7, definimos

w(l;) 1/p _ _
pi=C (ﬁ) y la funcién a;(y) = p;'6;(y),
donde C es la constante que aparece en la desigualdad (3.112) . Ademés, denotamos A, la clase
en E}, de la funcién a;(y). Luego, por la estimacién (3.112), resulta que

N}o(Ajiz) = 7' N} (8557) < w(l;)~P,

y sop(a;) C Ij = [-277 + b,—277=2 4+ b]. Por lo tanto, para cada j, la clase A; es un p—4tomo
en Hb'¥ (w) con un intervalo asociado acotado. M4s axn,

oo
A= Z p;Aj en Ef,. (3.124)
j=—o00

Para probar (3.124) , primero estimemos } 72 _ _ | p.jlp . Usando la condicién 3) del Lema 3.2.15,
resulta que

[o <] oo
> P =cwn)™ Y w(I;) <2C. (3.125)
j=-o00 j=—00
Ahora, por el Lema 3.2.12 ”Ajllz';{"'*(w) < C, donde C no depende de j. Por lo tanto la serie
't~ 4
(oo} ©o0 oo}
P — P P
>0 eiAilgsy = Do Il 145l g 0y SC D7 Il < o0
j=-o00 j=-—o00 j=-o00

Luego, por la completitud del espacio Hf,’;gt (w), la serie 332 _ p;A; converge en Hf,’,’; (w), y por
el corolario 3.2.4 la serie converge en E;'v. Llamemos F a la clase limite de la serie _‘;‘;_oo KiAj.
Debido a que 8;(y) es el representante de la clase p;A; = ©; que realiza la maximal N} ,(8;;z)
para un punto z > b, por (ii) del Lema 3.2.6, la serie Z;‘i_m 6;(y) converge en L] (—o0,00) a
un representante f(y) de la clase F. Luego, como consecuencia de la identidad (3.111), tenemos

que
a(y) = f(y) ct.py.

Luego las clases A y F coinciden en EJ; y por lo tanto A= "3 __ p;A; en Ef;, ademés con la

estimacién (3.125) terminamos de probar el lema. ®
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Demostracién de la Observacién 3.3.2. Sea F € Hb'z (w), por el teorema 3.3.1, tenemos
que

F= zk:,\kAk en Ef,y D M < c||F||;’tg:; " (3.126)
Ahora, por el Lema 3.3.4, a cada p-4tomo A lo podemos expresar de la siguiente manera

Ak = Z#k,jAk,j en E;Iv, donde Z |lu’kd Ip < C, (3127)
J J

y ademds cada p-4tomo Ay ; tiene un intervalo asociado acotado. Luego, a partir de (3.126) y
(3.127) resulta que

F= ZZ’\k#k.jAk,j en EY,, y ademés
k J

SN Punal” <SSP sl <O P < Ol -
2 J

La desigualdad ||F||",;‘,,,'+ ) <C'Y, > |Akp ;| se prueba igual que en la demostracién del
Teorema 3.3.1. w



4 Relacién entre los espacios HY

+(w) y los espacios Hbg (w)
Como su tftulo lo indica, en este capftulo estudiamos la relacién entre los espacios H,’y’, +(w)y
HEd (w). Debemos considerar dos casos en los cuales se diferencia notablemente lo que ocurre.
Estos casos son considerar a un mimero natural o no. En la primera seccién probamos que en
cualquiera de los casos podemos extender en forma continua el operador P, (el potencial frac-
cionario) desde los espacios HY , (w) en los espacios H5'3 (w) . En la segunda seccién probamos
que en el caso que a es un mimero natural, en realidad los espacios H:y +(w)y H’,‘,’:g (w) son
equivalentes. Esto lo hacemos probando que el operador derivada de orden a, D%, esencial-
mente el inverso de P, define un isomorfismo entre los espacios Hy'4 (w) y HY | (w). Por tltimo
damos un ejemplo que muestra que en general (si @ no es un nimero natural) la aplicacién P,
de HY , (w) en Hja (w) no es sobreyectiva.

4.1 Continuidad de la aplicacién P, desde HY , (w) en HP'Y (w)

e 4

Dada una funcién f(y) acotada con soporte contenido en un intervalo acotado por la derecha y
si a es nimero real positivo, definimos

Pal () = a5 / ” (W —2)° f(y)dy para & € (o0, 00),

donde I'(a) denota la funcién Gama. Supongamos que sop(f) estd contenido en (z_oo, b, luego
si z > b, Pof(z) = 0, consideremos entonces z € I = [¢,d] C (£_00,00), con d < b. Ahora,
debido a que a > 0,

b
|Paf(@)| < / i@ — 2" 1/ @) dy < Ca (b —2)° |l < 0.

Hemos probado entonces que si f € L* y tiene soporte contenido en un intervalo acotado por
la derecha, P, f(z) € LS, (-0, 0). Escribimos a = N 4+ 8 donde 0 < 8 < 1 y denotamos P.f
la clase en Ef, de la funcién Py f(z).

Es una simple aplicacién del Teorema de Fubini verificar que si a; y as son mimeros reales
positivos, para una funcién f acotada y con soporte contenido en un intervalo acotado por la

derecha, vale que
Palpazf(z) = P&]'{‘&Qf(x)'
Observamos que en el caso 0 < a < 1, la aplicacién P, f es la integral fraccionaria de Weyl.

Lema 4.1.1 Sea f € L™, con soporte contenido en el intervalo I C (z_00,20) acotado por la

derecha. Enlonces

Nq'a(m; z) < C|fllo Para todo z € (T—o0,0), (4.1)

61



donde C no depende de f.
Demostracién. Para z € (z_x,00) y z > 0, definimos

R(z,z) = (4.2)

S /°° fj (—2)°71* 2| f(g)dy
I-\(a) . £ k,a ’

z+z

donde (Z,’:’:o cha(y—z)* 1k zk) es el desarrollo de Taylor de orden N de la funcién (y — z — z)*~*

(en la variable z) en z = 0. Estimaremos p~*|R(z, z)| Recordemos que a = N + 3, y

%[0,0]°
consideremos primero 0 < 3 < 1. En este caso, expresamos

T+2z
R 2 = s [ P y—e -2 fay

F(C!) +z
N
T f’o —z-2"" = aal@—o)V "2 f@)dy
F(C!) z+22 k=0
1 N T+22 ]k x
T I;Ck,a/z (y — ) f(y)dy z° = A; + Az — As. (4.3)
Para A2, usando el Teorema del valor medio y teniendo en cuenta que 8 < 1, tenemos que
(o o]
Al Ol [ (w02 2y 5 (14)
z+22
o o]
<Clflle ™ [ =22y =Cllflo 22,
T2
Para A3, tenemos que
X et 1-k kK al k_k
A< OMed [ -2 Fay st <Clflle Y. 542 <Clflg . (49)
k=0"7% k=0

Por 1ltimo, para A; el mismo razonamiento que en la iltima estimacién nos da
[A1] £ C||flloo 2°- (4.6)
Teniendo en cuenta (4.3) y las estimaciones (4.4), (4.5) y (4.6) resulta que para 3 < 1,
|R(z, 2)| < C|Ifllo 2% (4.7)

Veamos que (4.7) también vale para 8 = 1, es decir cuando a = N + 1. Dado que (y — z — z)V

es un polinomio de grado N coincide con su desarrollo de Taylor de orden NV, luego teniendo en
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cuenta este hecho y la definicién de R(z, z) tenemos que

N
1 o0
R(z,2) = ——— /my—a:—szydy—/Q Ck, / —g)N-k | d
(z,2) F(N+l)la:+z( )" f(y) A kZ=OkN i (y—=) ) Y
1 iv: /z+z( Nk ( *
= Ck,N y—z) " f(y)dy 2"
NN +1) & ,,
Luego, en este caso reiterando el razonamiento de la estimacién (4.5), obtenemos que
|R(z,2)| < C||fllo0 2% (4.8)

vale para cualquier a > 0. Luego, a partir de (4.8) obtenemos

_ _ 1 r° 1/q
o |R(, D)y o = °(; / |R(x,z)|"dz)

_ 1 P 1/q
< Cllflp (; Ji d) <Clf s

de donde se deduce (4.1). =
A continuacién probaremos un lema con el objetivo de estimar P,a cuando a(y) es un p-
4tomo en HY _ (w).

Lema 4.1.2 Sea a(y) un p-dtomo en HY . (w) con N momentos nulos. Supongamos ademds que
I = [z0,b] es un intervalo asociado a a(y), es decir sop(a) C I, y |lal|,, < w(I)~'/?. Entonces,
para cualquier ndmero natural k, y si £ € (T_oo,00) y | — zo| > 2|I| vale que

|I|N+2

|D’°Paa(:c)| < G w(l)~/P |a:|2+k_ﬁ

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que I = [0,b]. Debido a
que sop(a) C I, el resultado es trivial si £ > 2b, consideremos entonces £ < —2b, en este caso

Poa(z) = ﬁ]a_) f(f (z — y)* ! a(y)dy y por lo tanto
b
D*Poa@) = ko | (0= 20" aw)dy,
0

Observemos que si 0 < § < 1,y 0 < y < b, se verifica que |(—z + 0y)| > Il Luego, teniendo en
cuenta que a(y) tiene N momentos nulos, por la férmula de Taylor y recordando que a = N + 3,

tenemos
b N .
|D'°Paa(rc)| = |cka / ((y —z)®1F =) i (—x) TR y’) a(y)dy
0 i=0
< ¢ [ 1oy —af—t-N-2 Mlg <c AR o
> |6y — z| la(y)| |y} y=s G "a'"oo 21k—73 Y
0 |z| 0
Y bN+2
< Cuw(l) plxlzT_ﬁ,
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como querfamos probar. m

Lema 4.1.3 Sea (a+1/g)p>s>1o(a+1/q)p>1sis=1, donde we A}, sea0<p<1,
¥ v un nimero natural tal que vy > a. Si a(y) es un p-dtomo en HY . (w) entonces

[Pecllsgyzy <
donde C no depende del p-dtomo a.

Demostracién. Sin perder generalidad podemos suponer que z_o, < 0 y el soporte de
a(y) C I =[0,b]. Sea z € (T_o0,0), y z > 0. Como en (4.2) del Lema 4.1.1, definimos

R(z,z) =

1 a— a—
@) J, (y T —2) ]a(y)dy—r( )/ (cha(y zg)* 1=k k)a(y)dyz,

Luego, partiendo las integrales interiores a la suma, resulta que

{e o]

ko) = [

k=0

l(y z-z)* Ec;m(y ) "] a(y)dy (4.9)

1 Ttz a—1-k k
—mgck,a / (y - 2)* " * a(y)dy 2* = Ry + Ry

Supongamos primero que £ < —4b. Observemos que si existe T € (£_xo, 00) tal que z < —4b,
entonces d(T_oo, I) > |I| = b, luego a(y) tiene v — 1 momentos nulos y como v > a = N + f3,
a(y) tiene N momentos nulos. A continuacién probaremos que valen las siguientes estimaciones

@i) Slz<JJ

a+l
|R(z, 2)| < Cw(I)~V/? <I?bl> -~ (4.10)

(ii) Siz> ]-;-l y |z + z| > 2b entonces

N+2 atl
IR(z, 2)| < Cw(f)-l/f'l—b— + Cu(1)~Vr (%) 2, (411)
T4+ 2z

iii Siz>my z + z| < 2b entonces
p)

|R(z, 2)| < Cu(l)~"/7 (l—;)a 2. (4.12)
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Probemos (4.10). Si z < j%l, tenemos que z + z < 0, luego como sop(a) C [0,b] todas las
integrales en K3 se anulan. Por otro lado, para R;, por la férmula de Taylor, teniendo en cuenta
quesi0<O<1,|z—02] > E;1+(E2’1—z) > ]-g-l, es decir z — 6z < —2b y por el Lema 4.1.2,
tenemos que
pV+2

|R]| S |DN+1PQG($ - 02)' ZN+1 S Cw(I)_l/szN+]

Y b atl 2 N+l-a y b at+l

< Cw(I)~/P (—) (—) 22 < Cw(I)="? (—) 2%,

=)\ A\

lo que nos da (i). Por otro lado, a partir de la definicién de R(z, z) tenemos que

N
|R(z,2)| < |Paa(z +2)| +C Y |D'°Paa(a:)| 2 (4.13)
k=0

Luego, si consideramos z > ]‘—;-l ( es decir ﬁ > 1/2), nuevamente por el Lema 4.1.2, tenemos que

|D"Paa(:c)| 2 (4.14)
< C’w(I)‘l/PbN”L < Cw({)—llprH (i)N _1
= o7 el Jal?
l/ b N+2 l/ b a+1
< Cuw(I)~/P (—) 22 < Cw(I)=/? (—) z°.
E =
Para el caso (ii), es decir cuando |z + z| > 2b, si aplicamos el Lema 4.1.2 con k = 0, obtenemos
1/p pV+2
Pya(z + z)| L Cw(l)”™ /P ——s5—,
| Paa(z + 2)| (1) =t 2P

Asi, a partir de (4.13) y (4.14) obtenemos (4.11). Para el caso (iii), tenemos que |z + z| < 2b (y
ademés basta considerar z + z < b, pues sino P,a(z + z) = 0) resulta que

b
[Paa(o+2)| < Clelly | ly =2~ 2" dy < Cult) b=z - 1",
z+z

a partir de esta iltima estimacién y teniendo en cuenta que |z + 2| < 2by Tf;[ > 1/2, obtenemos

que
|Paa(z +2)] < Cw()7/P (6 + |z +2%) < Cu(1)~1/758
Cw(I)~'/P (i> 2%,

||

IA

y teniendo en cuenta (4.13), la dltima estimacién y (4.14), para el caso (iii), tenemos que

|R(z,2)] < Cuw(I)™V/P (i)a 2% + Cw(I)~V/P (i)aﬂ 2

|| ||

Cw(I)_l/” (i)a 2%,

||

IA
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donde la dltima desigualdad vale pues I—;—I < 1, asf hemos probado (iii).

oo : 1/a . :
A continuacién estimaremos p~< % f(f | R(z, z)|qdz) . Como consecuencia de las estima-

ciones antes obtenidas para R(z, z), partimos €l dominio de integracién en tres subconjuntos:
D1={z:0<z<p,z§]%l}
D2={z:0<z<p,z>1%[, |a:+z|>2b},

D3={z:0<z<p,z>]%l, |$+z|§2b},

Recordemos que estamos considerando z < —4b, lo que implica que I?bl < 1. Por (4.10),

pﬂ(1/|maawaf”scmn*”(i)ﬁl
P JD, |-’U|

asf como ]%[ < 1, tenemos en este caso que

tenemos que

(2 |R(z,2)|"d 1/q<C 1-ue (2 e 4.15
p z,z)|'dz} < Cuw(l) , (4.15)
P JD, |z|

Ahora, si suponemos que Dy # 0, p > ]-;1 entonces por (4.11), obtenemos que

1
—a l R qd /9
5 DI (z,2)| dz
2

-1/p (N+2)q 1/a a+l
<o ( / T dz ) +Cw(1)V (%)
|

- Pa+l/q z+z|>2b |:L‘ + z|(2-/3)q
1p N2 p-aii/g Y RANE
< - - - —
LR (=)
de esta iltima estimacién y del hecho que ]:7 < 1, resulta que
1 1/q
e <- / |R(:c,z)|qdz) (4.16)
P Do
Y b a+l/q Y b a+l
< Cw(I)~ p(—) +Cw(I)~ p(—)
(1) izl (1) 2]
1/ b a—H/q
< Cw(I)~'/? (—)
(1) 2]

Por 1ltimo, si D3 # (), nuevamente p > L’;J, y a partir de (4.12) obtenemos

o (l / 3 |R(a:,z)|qdz)l/q < Cuw(I)"'VP ( % )a (%7 /|I+Z|S2bdz) v (4.17)

PJD
b atl/q
Cw(1)~/? (—)

||

IA

66



Las estimaciones (4.15), (4.16) y (4.17) implican que para z < —4b

_ b a+1/q
Ngo(Paa;z) < Cw(1)7V/P (FI) < Cw(I)™VP (M*x () ™7, (4.18)

Es claro que la estimacién anterior también es cierta si z > b, pues Pya(z) = 0si z > b. Por
tltimo, para —4b < z < b, por el Lema 4.1.1, y debido a que ||a||,, < w(I)~!/?, resulta que

N, o(Paa;z) < Cw(I)~1/P, 4.19
9,

Teniendo en cuenta que M*x,(z) > 1/5 si € [—4b,b), y de la dltima estimacién obtenemos
que (4.18) vale para todo = € (2_c0,00). Luego, la conclusién del lema resulta de (4.18) y del
Teorema 1.1.3.

Observemos que como la estimacién (4.19) es consecuencia del Lema 4.1.1, no hemos usado
la condicién de momentos nulos de a(y). Por lo tanto, si d(z_eo, I) < |I| = b, entonces basta
con esta estimacién y el Lema 1.1.4 para obtener el resultado del Lema. ®

Observacién 4.1.4 Sea N un nimero entero no negativo tal que (N +1+ %) p>2s>1lo
<N+1+%)p> 1sis=1, dondew € A}, y0 < p < 1. Ademds sea y un nimero natural tal

quey > N+1. Sia(y) es un p-dtomo en HY | (w) entonces existe una constante C no nula que

no depende de a(y), tal que CPy1a es un p-dtomo en ’Hﬁ:,f, +1(w).

En efecto, si suponemos que sop(a) C I = [0,d], a partir del Lema 4.1.1, tenemos que
N} (Pny1a;z) < Cw(I)~/?. (4.20)

Por otro lado, como vimos en la demostracién anterior sop(Pyi1a) C (Z—oco,b]. Ahora, si
d(z_o0,1) > |I|, entonces a(y) tiene N momentos nulos, luego si z < 0,

Puniale) = s [, -9 alwdy =0

es decir, el sop(Py41a) C [0,b], y si C es la constante que aparece en (4.20), C~1Py1a es un
p-4tomo en HE' (w). Si d(z_oo,I) < |I|, tenemos que (Z—_o0,b] C [—b,b] y por el Lema 1.1.4

w((T-00,b]) < Cyw(I), luego como consecuencia de este hecho y (4.20), tenemos que
qua(PN“a.; z) < Cw((Z-co, b])_l/”.

Asf, también en este caso existe C tal que C~!Py,1a es un p-dtomo en ’I{f,’,’; (w).

Para la demostracién de nuestro préximo resultado, serd necesario recordar algunas propiedades
de la demostracién de la descomposicién atémica de los espacios HY | (w). Estas propiedades se
encuentran en los trabajos [11] y [12] de L. de Rosa y C. Segovia, y las iremos recordando a
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medida que las necesitemos. Segiin la notacién introducida en [11)], si f € L} (Z—c0,0) y 1 €5
un nimero entero, denotamos

Q={r:2>2_c, f},(z)>2"} =UR,];
donde I, ; son las componentes conexas de €,,.

Teorema 4.1.5 Seaw € A}, 0<p<1,y(a+1/q)p>s>1o(a+1/g)p>1sis=1. Sea

v un entero tal que v > a. Entonces la aplicacién P, tiene una ertensién continua del espacio
H? | (w) en el espacio My (w).

Demostracién. Como hemos mencionado en el Capftulo 2, el conjunto D; formado por
todas las funciones f tales que existe un intervalo I acotado, contenido en (z_q0, ) y f € L3([),
es denso en H,’;' +(w). Por lo tanto es suficiente considerar funciones en Dj. Fijemos entonces
f € L(I), soportada en un intervalo acotado I = (a,b) C (Z_00, 0). En [12], se prueba que,
para una funcién f en estas condiciones, existe un nimero natural M suficientemente grande,

tal que

M-1
f@) =Y lon+1(2) - gn(@)] + 9k (). (4.21)

n=—K

donde las funciones gn(z) estdn soportadas en 1 U, C (Z-o0,b). Ademds, las funciones g,

satisfacen
lgn(z)l < C 27, (4.22)
y
m -~
gnt1(¥) — gn(¥) = D Anilw), (4.23)
i=1

donde cada Kn'i es un miltiplo de un p-4tomo en H: +(w), el soporte de Xn'i est4 contenido en

Por las propiedades de las funciones f(z), gn(z), ¥y Zn,i(z) tiene sentido aplicarles Py, luego
denotamos P, f, Pagn, ¥ Paz,,_,-, las clases en E}, de las funciones Py f(z), Pagn(z), y PaAni(z)
respectivamente. Teniendo en cuenta (4.21), resulta que

la componente conexa Iy, ; de Qy, y

An,i

<Cc2™ (4.24)
o ]

M-1

m = Z lPagn+l - PagnJ + Pog-k-
n=-—K
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Ahora, aplicando el Lema 4.1.1, y teniendo en cuenta (4.22), tenemos que

q.a(Pag—Ka-'B) — 0 cuando K — 400,

luego, por el Lema 3.2.3 P,g_x — O en E'fv, cuando K — +o0c. Y por lo tanto

M-1
Pof = Z I_Pagn+l - Pagn] €n E?V' (4.25)
n=—o00

Por otro lado, las funciones Xn',' estdn en L, y tienen soportes disjuntos todos contenidos en el

intervalo (z_q0, b), si tenemos en cuenta (4.23) y por el Teorema de la Convergencia Dominada,
resulta que para cada z € (T_o0, 00)

/ m(y--’c)"’" [gn+1(y) — 9n(y)) dy = Z (y 2)*~ Ani(y)dy,

por lo tanto

kot —_—
Pogni1 — Pagn = ZPaAn,i en E}
=1

Ahora, a partir de (4.25) y por la tdltima identidad, tenemos que

_ M-1 oo _ M-1 oo
Pl = z Y Padni= Y S AniPa(3;1An:) en EY,
n=—00 i=1 n=-o00 i=1

donde \,; = C2" w(Iiyn)l/”, donde C es la constante que aparece en la desigualdad (4.24) es
decir, elegimos A,; de manera que /\;;KM- sea un p-4tomo en

HY , (w). Ahora, reiterando el
razonamiento realizado al final de la demostracién del Teorema 3.3.1, obtenemos que

M-1 oo

Y D maP<c Z 2"Pw(2,) <C||f||H,' )

n=-—00 i=1 n=-00

Luego por el Lema 4.1.3 ”Po,(/\ lA,,,)

<C, r lo tanto
T R

M-1 oo M- 0o
||paf||u,+(w)<n_z_:mzlxml | Pa¥7 3 Ans) HH(W) ; ;Ixn,,-lpgcllfllf,g'+(w),

lo cual nos da la conclusién del Teorema. =
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4.2 Equivalencia entre los espacios Hf , (w) y HP'! (w) cuando « es un mimero

natural

En la primera parte de esta seccién consideramos a un nimero natural m, luego N =m — 1 es
un entero no negativoy 8 = 1.

Sea ' € E},_, y f € F. Dado que f pertenece a L] (T-c0,0), f € D'(T—c0,0), luego
D™ f esté definida en el sentido de distribuciones. Por otro lado, teniendo en cuenta que dos
representantes de F' difieren en un polinomio de grado a lo sumo N = m — 1 en (z-o0, %),
resulta que D™ f es independiente del representante f perteneciente a F' elegido. Por lo tanto,
para F € E],_,, definimos D™F como la distribucién D™ f, donde f es cualquier representante
de F.

El siguiente lema, por lo menos en el caso m = 1, se encuentra en [6].
Lema 4.2.1 Sea f € D'(T_c0, ), ¥ supongamos que D™f = 0. Entonces f coincide con un
polinomio de grado menor o igual que m — 1 en D' (z_oo, 00).

Demostracién. Argumentemos por induccién. Si m = 1, elegimos ¢¢ € D(z—-o00, 00) tal que

J éo(y)dy = 1. Denotemos ¢y, = [%(y)dy y co = (f, do) -
Sea ¥ € D(Z—_00,00). La funcién

¢(:r) - c\b¢0(z)’
pertenece a D(T_,00) y ademds tiene integral nula, debido a esto no es dificil ver que
v(e) - ( [ )y u(o) = Do(o)

donde ¢ € D(z_o,00). Luego, usando la hipétesis resulta que

A partir de la ltima identidad, obtenemos
(£,9) = o, 0) = 0 [ @)y = (o, 9),

lo cual prueba que f = ¢p en D'(z_o,00). Supongamos ahora que m > 1 y que nuestra
afirmacién es cierta para todo mimero natural k < m ,es decirsi 1 < k <my D¥f =0
entonces f coincide con un polinomio de grado a lo sumo k — 1 en D/(z_o0,00). Luego, si
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D™f = 0 resulta que D(D™~1f) = 0, y por lo tanto D™ !f = C en D'(z_x0,00). Ahora si

expresamos C = D™~! mfl)!xm‘l] en D' (z_o0, 00), resulta que

C
D™ f—-— g™ 1| =o.
[f (m—-1)1"
Luego, a partir de la dltima identidad y de la hipétesis inductiva aplicada a k = m — 1, resulta
que
c m—1
f ™! = Pp_s(z) en D/ (2 —o0, ),

T (m=1)!

donde Pr—_2(z) denota un polinomio de grado a lo sumo m — 2, y por lo tanto, tenemos la
conclusién del lema. =

Ahora, estamos en condiciones de enunciar el resultado de identificacién entre los espacios

Hgm(w) y H ,(w).

Teorema 4.2.2 Sea 0 <p<1l,y2my(m+1/q)p>s>1o0(m+1/q)p>1 cuando s = 1.
Supongamos ademdés que w € A}. Entonces, el operador D™ define una aplicacién uno a uno
de Him(w) sobre todo HY, .(w). Més ain, eristen dos constantes positivas y finitas ¢ y ¢ tales

que las desigualdades
IF Nzt uy < ID™Fllz wy < € WPl
valen para toda clase F € Hg;,‘;(w),

Demostracién. Sea F' € Hgm(w). Dado que N}, (F;z) € LP(w), N}, (F;z) es finita
para casi todo punto T € (z_-,00); consideremos un punto z en estas condiciones y sea f el
representante de F' que satisface Nj},,(F;z) = n},.(f;z). Sea ¢ € ®,(z) y supongamos que su
soporte estd contenido en Iy = [z, c]. Luego, por la definici6n de D™ F, teniendo en cuenta que
m < 7, el Lema 2.1.2, y aplicando la desigualdad de Hélder, resulta que

|(D™F, ¢)| = (D™ f, )| = [{f, D™¢)| =

/, f(y) D™ $(y)dy

[ f(y)D%(y)dy] < M;mﬁ ner

<1 (—1 /°|f( ea )l/q<N+ (F;z)
< Y Y s y ).
i Ll . am

Por lo tanto,

(D™F); (=) < Nim(Fi2). (4.26)
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Ahora, elevando a la potencia p e integrando respecto de w, obtenemos que

”DmF"Hin(w) < ”F"H{;;,’;(w)’

y por lo tanto D™F € H’+’,,y(w). El hecho que el operador D™ es uno a uno sigue del Lema 4.2.1.
Para probar que la aplicacién es sobreyectiva, consideremos un p-dtomo a(z) en Hﬁﬁ(w).
Recordemos que su potencial esta dado por

Pra(z) = ﬁ /:o (y — )™ a(y)dy para todo z € (Z_co,00) .

Como a(y) es una funcién con soporte contenido en un intervalo acotado, y pertenece a L,
no es diffcil ver que D™(Ppa) = (—1)™a en el sentido de distribuciones. Ademds, por el Lema
4.1.3, tenemos que

Prall3es oy < € (4.27)

donde C no depende de a.
Sea g € Hﬁn(w), por el Teorema 2.1.8 tenemos que

9= (@) y 3 NP < Cllsl oy

donde a; son p-dtomos en H%  (w). Sean Ppai(z) los potenciales de los p-4tomos a;(x) en
(Z—00,0), ¥ denotemos Ppa; sus respectivas clases en E! . Luego, debido a la estimacién
(4.27) resulta que

Z I’\ilp "Pmat”;’{g:;—l(w) S C‘IU,m z |’\1|p < 00.

Por el Corolario 3.2.7, existe F en Hy'm(w) tal que F = ¥ \;Pna;. Debido a que ya hemos
probado que D™ es un operador continuo de Hjm(w) en H% _(w), obtenemos

D™F =) AD™Prai = (-1)™ ) _ Mas(z) = (-1)™g,
lo cual prueba que D™ es sobreyectivo. Més atn,

P P |IP P P
1By S ZNPIPnal’ <O NP <Clally )
= C||D™F]|

P
HE ,(w)?

con esto finalizamos la demostracién del teorema. ®
Observemos que este dltimo Teorema, la Observacién 4.1.4 y la descomposicién atémica de
los espacios H ’;',y(w) nos dan una descomposicién atémica de los espacios Hg:f;;(w), siempre que
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m es un nimero natural. En efecto, Si F € Hys(w), por el Teorema 4.2.2 D™F ¢ HY (w).
Luego,

D™F =) Mai(x),
i
donde los a; son p-4tomos en H_’;ﬁ(w), y ademds

£ <Gi||D™F

r P
Hph(w) = H? (w) S G|IF|

<Y IMP <G |ID™F (4.28)
:

P P
HY () Hym(w)

Sean Ppa; los potenciales de cada a;, y denotamos Pp,a; sus clases en E';’V Por la Observacién
4.1.4, existe una constante positiva C que no depende de a; tal que CP,,a; es un p-4tomo en
Ho'm(w), luego

) 1P —1y.1P 1P .
2,; WP [Pl < Z TN NCPraill < Cz,-: AP < oo,

es decir, la serie 37, \iA; € Hhm(w), y ademds

pm (Z ,\im) =Y MD™Pnai=(-1)" ) M.
i i i
Por lo tanto, como D™ es inyectivo,
F=(=1)™) A\Pmnai=(-1)")_ %Cm en Mo (w),
i i
donde cada clase CPma; es un p-4tomo en Hy'm(w). Ademss por (4.28)

.|P
CIFP,, <3|zl <ClIFl;
q,m (W g

Ai
C HEh(w)

Nuestro préximo objetivo es mostrar un ejemplo que a diferencia del caso que a es un mimero
natural, es decir, cuando a es un nimero real positivo no natural, el operador P, en general no
es sobreyectivo; auin en el caso que w = 1. A partir de ahora, y en todo lo que sigue de esta
seccién suponemos que 0 < a < 1, y ademés que w = 1. Con lo cual los espacios Hﬁﬂ(l) son
los clasicos espacios de Hardy HP. Ademds suponemos que (a + 1/g)p > 1 para asegurar la
existencia de elementos no nulos en los espacios Hy'a (1).

Sea ¢ una funcién perteneciente a C3°, 0 < ¢(y) < 1, con soporte contenido en el intervalo
[-8,8], y ademés ¢(y) = 1 en [—4,4]. Para 0 < a < 1, definimos la funcién

a(z) = ¢(z) (Z 2% cos 2”71':1:) .
n=1
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Es bien conocido que la serie anterior define una funcién Lipschitz-a (por ejemplo, ver [15]),
por lo tanto, como ¢(z) € C§°, a(z) también es Lipschitz-a. Luego, si denotamos la clase de
la funcién a(z) en Ej por A, tenemos que N},(A,z) es acotada, y ademéds como a(z) tiene
soporte contenido en un intervalo acotado, A es un multiplo de un p-4tomo en HY'(1).

Veremos que A no puede ser la clase en Eg de P, f para ninguna f en HP. Si esto fuera asf,
tendrfamos que A es el lfmite en H5'4 (1) de una sucesién P,f, , donde f, es una sucesién en
D que converge a f en HP, y por lo tanto a(y) es el lfmite en L] (R) de la sucesién Py fn(y).
Ahora teniendo en cuenta que Py_oPqfn = Pifn, por el Teorema 4.1.5 resultarfa que la clase
en E{ de la funcién Pj_,a(z) pertenece a H? ’+(l) Luego, por el Teorema 4.2.2 tendrfamos que
DP,_,a € HP. A continuacién probaremos que esto no es asf.

Si denotamos h(z) = Pj_aa(z), tenemos que

h(z) = LZL/:OM@

M(a) & 2om (y—=x)*
1 & 1 [®cos2"m — 1 —¢(y) oos2"7ry
= T2/, T y W= T sz/m[ ) %y
— = (y—x)° (a) & (y—z)°

Usando identidades trigonométricas y cambiando variables, tenemos que

1 cos 2" /""" cos 2" nr(y — x) 1 <= sin2"nz ./""" sin2"r(y — x)
h = dy — d;
@) = @ ) oo Y@ Lo [, T (y—ae Y

cos 2"z [ cosmy 1 Xsin2nz sin Ty
- Py -y 2 T [ S =
(a) = o Y I'(a) = 2 o ¥
©0 [o o] .
cos 2" sin 2"z
= G Z on G Z on (4.29)
n=1 n=1

00 cosTY

donde ¢; y ¢; son las constantes finitas y no nulas 7—5 0 —y° =T dy YF 7— f°° Ludg,;v respec-
tivamente. A partir de la ltima identidad resulta que h;(z) es una funcién acotada. Por otro
lado, teniendo en cuenta que sop(¢) C [—8, 8] tenemos que h(z) =0si z > 8. Para -9 <z <8
obtenemos

Md 1<C(8—:1:)1_°‘§C,
: (y—z)°

1 =1
|h(z)| < m;ﬁ

y por iltimo si z < -9,

[e ]

o) < ey L e

1

[ 2a|sc [ swasc

s (y—1z)
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Luego tenemos que h(z) es una funcién acotada.

A continuacién estudiaremos la funcién hy(z). Debido a que h(z), y h;(z) son funciones
acotadas, ha(z) es una funcién acotada. Por otro lado, teniendo en cuenta que 1 — ¢(y) se anula
en [—4,4], si z € [-2,2], tenemos que

_ 1 &1 (1= ¢(y)) cos 2wy
hﬁ""-m;zﬁl PR

ademds ha(z) es derivable en el intervalo [~2,2] y no es diffcil ver usando el Teorema de la

Convergencia Dominada que su derivada est4 dada por la funcién continua y acotada

[1 — ¢(y)] cos 2"y
F(a) Z 9an _/m (y — z)oH dy,

siempre que z € [-2,2]. Luego, teniendo en cuenta que sop(¢(4z)) C [-2,2] y 1 — ¢(4x) se

anula en [—1, 1], si expresamos

ho(z) = ¢(4z)ha(z) + (1 — ¢(4x))he(z)
= g(z) + b(z),

resulta que tanto g(z) como b(z) son funciones acotadas, g(z) tiene soporte compacto contenido
en [—2,2] y es derivable con derivada continua y acotada, y b(z) se anula en [—1, 1].

Consideremos una funcién ¥(z) € S (la clase Schwartz) de tal manera que su transformada
de Fourier %(z) = 1siz € [-1,1] y sop(zZ) C [~2,2). En particular $(0) = J ¥(y)dy = 1, luego
consideramos para cada t > 0, ¥,(z) = 1%(%). Hemos visto que las funciones h(z), h(z) y
ha(x) son acotadas, luego podemos derivarlas en el sentido de distribuciones. Veamos que para
todo = € [-1/2,1/2], Dhg * 9,(x) — Dg(z) cuanto ¢ — 0. Teniendo en cuenta que Dg es una
funcién continua y de soporte compacto y ¥,(z) es una aproximacién de la identidad, tenemos
que

Dg x ¢,(z) = Dg(z) cuando t — 0.

Veamos entonces que Db x 3,(z) — 0, si z € [-1/2,1/2].

Dby, (z) = (Db Y(z =) = — (b, D(¥y(z - .)))
b(y) DY(=2)dy

t2

Ahora teniendo en cuenta que b(y) es acotada y se anula en el intervalo [-1,1], y € [-1/2,1/2],
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tenemos que sop(b(y)) C |y — z| > 1/2. A partir de este hecho y debido a que Dy € S, tenemos

1

7l
2 Jiy—zi21/2

< Ct/ ly—=dy < Ct,
ly—al21/2

|Db x3y(z)| < |b(y)|

t

Dw(”‘y)]dy

lo cual implica que Db % %,(z) — 0 cuando ¢t — 0, y por lo tanto Dhy x 3,(z) — Dg(z) siempre
que = € [-1/2,1/2).

Supongamos que Dh € HP. Debido a que ¥ € Sy [¥(y)dy = 1, existe el limite en casi
todo punto z cuando ¢ — 0 de Dh % 9,(z) (este hecho se puede encontrar en [14]), por lo tanto,
teniendo en cuenta que para z € [—1/2,1/2] existe el limite de Dhj * ¥,(z), tenemos que existe
el lfmite de Dh; *9,(z) en c.t.p. z € [-1/2,1/2]. Veremos a continuacién que esto dltimo es
falso. A partir de la identidad (4.29) resulta que la derivada en el sentido de distribuciones Dh;
est4 dada por la serie

oo (= <]
—MCa E sin2"nz — 7e), E cos 2"
n=1 n=1

Luego teniendo en cuenta las identidades

2"zl —2"wzi 2"nxi _ —2"7mTi
cos 2"z = < +26 ,y sin2'nz = e 2: ,
resulta que
r—y. dy ey dy /6'2”"’“' z—y, dy
2“ — | — = —_— - 4.30
[emrmyuEH% = [ @D [Ty TN T @)
_ e2"7r:ci$(2nt)+e—2"1r:ri,$(_2nt)
= 5 ,

y en forma andloga

_ MaTirong\ _ ,—2"mxi Tl
sin2mmy p(E—Y) % - &Y — eTTTRY(=2M) (4.31)
t t 2
Como consecuencia de (4.30) y (4.31) tenemos que
Dhy + ,(z) (4.32)
©o 62""“1,7) ong) 6—2"1\':131'.1?) _ony oo 62"1ra:i17) ony +e—2"1ra:i,‘7) —ong
= —mea} (2") - ( )_m,az (2") : (=2")
n=1 n=1

Si existe el lfmite de Dh; * ¥,(z) cuando t — 0, en particular existe el lfmite de Dh * ¥y« (z)
cuando k — +00. Sin embargo observemos que por las propiedades de 9, si t = 2~*, tenemos
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que @(2’%) = 12(—2’%) =1si n<k,y @(2’%) = @(—Z"t) = 0si n > k. Luego, a partir de
(4.32) tenemos que

Dh] * 1/)2—I¢ (.’B)

2T _ o—2"wzi k. e2twai + 2"z

k
= -mc - — mc,
a ’; 2% ) 2

n=]

k k
= —TCa Z sin2"wrx — wey, Z cos 2"z
n=1 n=1
k
= -7 Z (casin2™nz + ¢, cos2"nz) ,
n=1

la cual es una serie divergente en casi todo punto, pues su término general no tiende a cero.



5 Aplicacién de operadores integrales singulares laterales a los

espacios HP'F (w)

En [1] H. Aimar, L. Forzani y F. Martin-Reyes prueban la existencia de integrales singulares
asociadas a nicleos de Calderén-Zygmund laterales, es decir operadores integrales singulares con
nicleos asociados soportados o bien en la semirrecta positiva o bien en la semirrecta negativa. En
este capftulo probaremos, bajo una hipétesis adicional de regularidad sobre el micleo, que dichos
operadores son continuos en los espacios Hg,’;'(w). Dividimos este capftulo en tres secciones, en
la primera recordamos la definicién de los operadores que consideraremos, mencionamos algunos
de los resultados que obtuvieron H. Aimar, L. Forzani y F. Martin-Reyes en [1], y probamos que
el tipo de micleo que ellos encontraron, satisface una condicién de regularidad que necesitamos
para probar los principales resultados de este capftulo. En la segunda seccién, mostramos que
podemos extender la definicién de este tipo de operadores a clases pertenecientes a ’H’,’,’;g (w)NAq.
En la dltima seccién probamos la continuidad de los operadores mencionados en los espacios

Hya (w).
5.1 Integrales singulares laterales

Definicién 5.1.1 Diremos que una funcién k(z) € L}, .(R— {0}) es un nicleo de Calderén-
Zygmund regular si satisface las siguientes propiedades:

(1) Erziste una constante finita By tal que

/e<|a:|<M k(:z:)da:

y ademds eziste el lim,_ g+ fe<|a:|<1

< By, para todoe yM, con0<e < M,

k(z)dz.
(2) Eriste una constante finita By tal que

|k(z)| < li—T, para todo = # 0.

(3) Eriste una constante finita B3 tal que

|k(z — y) — k(z)| < Bz |y||z| ™2 para todo z,e y con |z} > 2|y| > 0.

Observemos que la condicién (2) de la definicién 5.1.1, implica que para cualquier mimero

real positivo r,

/ Ik(y)| dy < Bo / wl™ dy < C. (5.1)
r<|y|<2r

r<lyl<2r
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La existencia de un nicleo que satisfaga estds condiciones, y que este soportado en la semi-
rrecta (—00,0), fue probada por H. Aimar, L. Forzani y F. Martin-Reyes en [1]. Pues, el nicleo

k() = sin(log |z|)

- Izl loglxl x(—oo,O)(z)’ (5'2)

satisface las tres condiciones de la Definicién 5.1.1. En realidad H. Aimar, L. Forzani y F. Martin-
Reyes, prueban que %(k%lx(o,w)(z), es un nicleo de Calderén-Zygmund, pues trabajan con
pesos en las clase de Sawyer A; . Sin embargo, la teorfa para pesos en las clases A}, es andloga
y necesita que el nicleo k(z) este soportado en la semirrecta (—o0, 0).

Denotaremos

Kf(z) =vp. / k(z —y)f(y)dy = Jim k(z — y) f(y)dy,

* Jlz-yl>e
el operador integral singular asociado al micleo k, y K* f(z) al operador maximal

K* f(z) = sup

: (5.3)
e>0

/ ke - 9)f (v)dy
lz—y|>e

El resultado que recordamos a continuacién se encuentra en [1].

Teorema 5.1.2 ([1]) Sea w € A}, 1 < s < 00, y sea k un nicleo de Calderén-Zygmund, con
soporte contenido en (—00,0). Entonces

/ IK* f(@)|* w(z)dz < C / 1 @)I* w(z)dz,

para toda f € L°(w), donde la constante finita C no depende de la funcién f.

Definicién 5.1.3 Diremos que la funcién k(z) € L] (R — {0}) satisface la condicién de regu-
laridad (R) de orden n, si es derivable fuera del origen hasta el orden n , y satisface

|D*k(z)| < W, parai=12, .., n. (R)

Diremos simplemente que la funcién k(z) satisface la condicién de regularidad (R), si satisface

la condicién de regularidad para cualquier orden n.

Anteriormente mencionamos que la funcién que aparece en (5.2) es un micleo de Calderén-
Zygmund regular. A continuacién probaremos que ademds satisface la condicién de regularidad
(R).
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Lema 5.1.4 La funcién

__ sin(log |z])
(:1:) - |$I log |$| X(—oo,O)(z)a

satisface la condicién de regularidad (R).
Demostracién. Es claro que solo tenemos que considerar z < 0. Luego si denotamos
g(t) =22ty f(t) =log|t|. Para z <0,
k(z) = —(go f(z)) Df (). (5.4)
Ahora Df(x) es %, luego con un simple cédlculo, vemos que
Dif(z) = (-1)'(i - )![Df )], (5.5)

para todo nimero natural ;. Afirmamos que si 7 es un mimero natural, entonces la derivada
D"k(z) est4 formada por una suma de n + 1 términos de la forma

ChaD"go f(z) [Df(z)]"*, (5.6)

donde Cj , es una constante y 0 < h < n.

Probemos este hecho por induccién. A partir de (5.4), es claro que si n = 0 la afirmacién
es cierta. Supongamos entonces que la afirmacién es cierta para n = j, luego D’k(z) se puede
expresar como una suma de j + 1 términos de la forma

ChiD*go f(z)[Df(z)]’*!, (5.7)

donde Ch; es una constante y 0 < h < j. Teniendo en cuenta que D?*1k(z) = D [Dk] (z), si
derivamos (5.7), obtenemos que la derivada de cada sumando de D7k(z) es de la forma

Ch;D"go f(z) [Df@)F1? + (j + 1) D*go f(z) [Df (@)F D*f(z)
= Cn;D"'go f(z) [Df(@)’*? + C;D*go f(z) [Df (z)}’+?

donde la dltima identidad resulta de (5.5), y por lo tanto cada sumando de Di+1k(z), satisface
la afirmacién. A partir de (5.6) y del hecho que para cualquier niimero natural h, D"g(t) € L*,
obtenemos que cada sumando de la derivada D™k(z) estd controlado por

G, [P @] < Gyl ™,

lo cual nos da la conclusién del Lema. =
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5.2 Extensién de operadores de Calderén-Zygmund laterales a las clases

M2t () N Ag

En lo que sigue de este capftulo suponemos que w € A}, donde (a+1/q)p > s > 10 (a+1/q)p >
1, si s = 1. Ademés, para mayor claridad y sin pérdida de generalidad, supondremos que el
nimero z_q, asociado al peso w € A}, es menor que cero.

Fijemos una funcién ¢ perteneciente a C§°, 0 < ¢(y) < 1, con soporte contenido en el
intervalo [-2,2], y ademés ¢(y) =1 en [-1,1]. Sear > 0, y ; € R. Denotamos

oy r(y) = ¢ (y :,m’) : (5.8)

Luego ¢, .(y) tiene soporte contenido en el intervalo [x; — 27,2, + 2], #(y) = len [z1 — 7,21 + 7],

adems4s se verifica que

|D¥($2,,-) )| < Cir ™, (5.9)

para cualquier nimero natural ¢, donde C; es ”Di¢||°°. Si 1 = 0, denotaremos ¢ ,(y) simple-

mente por ¢,(y).

A continuacién daremos algunos resultados auxiliares; para la mayorfa de las demostraciones
de estos resultados, usaremos el comentario que mencionamos en el Capftulo 3, que si una clase
F € Aq entonces || N/, (F;.)| ., < oo

El siguiente lema es fundamental en este capftulo.

Lema 5.2.1 Sea B8 =1, es decir, « = N + 1, y consideremos una clase F' € Hf,’;; (w)NA,. Si
f € F entonces

| DV f(z)] < N} (F;z), para £ € (Z_c0, ) (5.10)

Demostracién. A partir del Lema 3.2.16, aplicado a la clase F cuando t = ”qua(F; .)”oo,
resulta que la clase F' coincide con la clase G que aparece en el mencionado Lema. De la
desigualdad (3.37) del mismo lema resulta que cuando a = N +1

|DY*f(2)] < C || NgialFs Moo -

Entonces DN*!1f € L*®(z_c,00), y por lo tanto DV*!f € L} (z-c0,00). Luego, por la
desigualdad (2.3) del Capitulo 2, tenemos que

|DV*f(z)| < (DY S) v (@) (5.11)
Ademdés en la demostracién del Teorema 4.2.2 vimos que
(DNH1 f)jﬁNJr1 (z) < Njo(F;z). (5.12)

Luego, a partir de (5.11) y (5.12) resulta (5.10). =
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Lema 5.2.2 Sea F en A,. Si f(y) es el representante que realiza la mazimal en un punto

Z] € (T—o00, ) €Y € (T—oo,00), entonces

lDif(y)I <C ”Nq‘fa(F; )ILJo ly — z1|*7%, pamai=0,1,..., N. (5.13)

Demostracién. Nuevamente, la demostracién de este resultado, es un corolario de la
demostracién del Lema 3.2.16. Pues, con la notacién del mencionado lema, si consideramos
t= ”qua(F; )”ao , entonces £, = () y por lo tanto la clase F coincide con la clase G que aparece
allf. Luego (5.13) sigue de la estimacién (3.38) del Lema 3.2.16. =

Lema 5.2.3 Seaa= N+1, y F en H0'2 (w) N Aqy. Sea f(y) el representante de F que realiza la
mazimal en el cero. Entonces si k(y) es un nicleo de Calderén-Zygmund regular, y estd soportado
en (—00,0),

lim
j—+oo

/k(—y)Dif(y)DN“_id)j(y)dy =0, pami=0,1,...,N,
donde ¢;(y) = ¢(¥) es dada como en (5.8) conr = j.

Demostracién. Debido a que f(y) es el representante de F que realiza la maximal en el
punto cero, y por el Lema 5.2.2, resulta que D*f(0) = 0, para h = 0, 1,..., N. Luego, por la
férmula integral de Taylor y el Lema 5.2.1, obtenemos que

N-1 h
!

D) = [P - Y D*RIO%
h=0

N+1-1i

= (N+1-1) /01 DN f(ty) (1 — )N +1-igg- Y (5.14)

(N+1-3)!

1 . -
< c / N1 (Fity)(1 = )V H1=ia [N 13,

A partir de esta iltima estimacién, y teniendo en cuenta que sop(k) C (—00,0) y sop(DV “'igbj) C
{i < ly| £2j}, tenemos que

| Dt DYt (5.15)
25 . . 1 )
< C / | DV (y)y™ 1 [R(—y)| / Noo(Fity)(1 —t)¥+1"*dt dy.
J 0
Teniendo en cuenta 5.9, resulta que

|DV 1=, (y) | Iy VT < € 5V [y NHE < C siempre que Jy| < 2.
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A partir de esta 1ltima estimacién y cambiando el orden de integracién tenemos que

2j . . 1 ,
/ DN+t ()N 15 k()] /0 Nea(Fity)(1 = )"+t dy  (5.16)
7

IN

1 2
c / (1 — N+ / |E(—9)| No.o( F ty)dydt
0 J

IA

1/5 25 1 2j
/0 /J |k(~9)| Noa(F; ty)dydt + /W /J |k (=9)| Nyal(F; ty)dydt
= S1(5)+5:.0)

Probaremos que S1(7) y S2(j) tienden a cero cuando j — +00, y asf a partir de (5.15) y (5.16)
tendremos la conclusién del lema. Teniendo en cuenta (5.1), resulta que las integrales interiores
en S1(j) y Sa2(j) estédn controladas por

|Wivaam [ was <,

y por lo tanto S;(j) — 0, cuando j — oo. Por otro lado para S2(j), basta ver que la integral
interior [ f] 2 |k(—y)| Ng,a(F; ty)dy] — 0. Usando la condicién (2) en la Definicién 5.1.1 del
nicleo k, y cambiando variables, tenemos que

z

2 -1 dz
| kenivaFiwas [ 2T Nawnn(Fia T
J tj<z<2tj

Si 8y > 8 > 1 (recordemos que w € A}), por la desigualdad de Hoélder y debido a que t > 1/7,
tenemos que

z

-1 dz
[/ 27 Nawss(ia) %] (5.17)
tjcz<oty | t

5 1/s,
1/s w o (2)
< C (/ Nq,N+1(F; 2)31 ’IU(Z)dZ) / #dl
ti<z<2tj z>1  |z|?

Ahora, a partir del Lema 1.1.5, resulta que

_ar 1/,
/ nd ls(_z)dz <C,
1 |z|

1/s
( / Nq,NH(F;z)"w(z)dz)
tj<z<2tj

o 1/s
< INowsi(F3 )5S ( / NP z)Pw(z)dz)
J<Z J

que tiende a cero para cada t > 0 por la absoluta continuidad de la integral. Luego, por el

ademads

Teorema de la Convergencia Dominada obtenemos que S3(j) — 0, cuando j — +00. ®

83



Lema 5.2.4 Sea F € HoX(w) N Aq, y f(y) es el representante de F que realiza la mazimal

q,a(F ;0). Sea K un operador integral singular asociado a un nicleo k de Calderén- Zygmund
soportado en la semirrecta (—00,0) y que satisface la condicién de regularidad (R) de orden
N + 2. Definimos

N i
9i(z) = v.p. / Kz —y)f(9)8;)dy - Y / Dk(-y)f(y)(¢; — ¢1(y))dyj—,, (5.18)
=0 :

donde ¢;(y) y ¢1(y) estdn dadas como en (5.8). Entonces, eziste limj_.co g; en L] . (Z-c0,00).

Demostracién. Fijemos un intervalo I = [a,b] C (£—00,0), y consideremos un nimero
natural ! tal que I C [—1/2,1/2] . Luego, para todo z € I, y si j > | podemos expresar a g;(z)
de la siguiente manera

gi(z) = ai(z) + / k(z —y) - Z / D*k(~y) ]f(y)(¢>,(y) $i(y))dy, (5.19)

Probaremos que existe el lfmite del segundo sumando de (5.19). Distinguiremos dos casos, el
primero cuando a no es un nimero natural, es decir a = N + § donde 0 < 3 < 1, y el segundo
cuando a= N + 1.

En el primer caso, teniendo en cuenta que ¢;(y) — ¢;(y) <1 —¢;(y) y sop(1 — ;) C |y| > 1,
tenemos que el segundo sumando de (5.19) estd controlado por

/|y|>l

observemos que si z € I C [-1/2,1/2],ey € |y| > |, para 0 < £ < 1 resulta que [z — y| > |y| /2.
Luego, por la férmula de Taylor, teniendo en cuenta que sop(k) C (—00,0) y el Lema 5.2.2,

k(z — Z D’k(~y If(y)l (1 - ¢i(y))dy, (5.20)

tenemos que

/Iyl>l

N i
k(z —y) — Z Djk(—y)%\ If (@) (1 = ¢y(y))dy (5.21)

N+1
< DN+1k {x — f Y dy SC/ £x — —(N+2) y dy IIJN+1
Jya P Mz U@y <€ [ lem=ul P sl dy e
< CNGENL, [y o < GG < o
14

pues la iltima integral es convergente siempre que 3 < 1. Luego, por el Teorema de la Conver-
gencia Dominada el segundo sumando de (5.19) converge a

=0

N i
/ [k(:c —y) - Djk(—y)f—!] fW)(1 - ¢y(y))dy
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Observemos que en este caso, es decir si 0 < 8 < 1, no hemos usado que F € Hy4 (w) para
probar la existencia de lim;_. g;j(z), s decir si 0 < 8 < 1, basta con que F € A,, para poder
asegurar la existencia de lim;_,o 9;(2)-

En el segundo caso, cuando a = N + 1, al segundo término de (5.19), restando y sumando
DN “k(—y)(‘l’vN—_:l))! dentro del integrando, lo podemos expresar de la siguiente manera:

N+1
/ [k(:c— ZD’k(—y ]f(y)(tb,(y) ¢i(y))dy
=0
+ [ DM 6)0,0) - 86 (5.2

Para el primer sumando de (5.22), procediendo en forma andloga al caso 8 < 1, vemos que

converge a

N+1

/lk(z— ZDJk(—y }f(y)(l—dn(y))

=0

Por otro lado, al segundo sumando de (5.22), aplicando sucesivamente integracién por partes,

lo podemos expresar como

(~1)N+ / K(—y) DV [£(0)(8;@) — 6:(9))] dy.

Teniendo en cuenta la férmula de Leibnitz, y que sop(k) C (—00,0), la dltima expresién es igual
a

N+1

yr S S [ Koot o - oy 629

N+1

+( 1N+IZ o / k(—y)Dif(y)DN+1'i¢j(y)dy.

Observemos que si j > 2l la primera suma en (5.23) coincide con

N 21
US| 0D DN gy
=0
21
=1V / K(—y) DY (5)(1 — 4u())dy, (5.24)

donde el dltimo sumando, a partir de (5.1) y del Lema 5.2.1, est4 controlado por

21
CIDY |, [ e-wldy < CIDY | < CINGalFi - (525)
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Por otro lado, teniendo en cuenta el Lema 5.2.2, que |DN+1=9g,(y)| < CI=(N+1-9) y 15 esti-
macién (5.1), obtenemos que cada término de la suma de (5.24) est4 mayorado por

21
| 104w P90, ay (5.26)

21 ) )
< C|[Ngal(Fs )l /, E(=y)| [yI"+! 7 N H=Ddy < C||NFo(F3 )|

Para la segunda suma en (5.23), por el Lema 5.2.3, los sumandos que corresponden ai < N +1,
es decir h > 0, convergen a cero, y el término

[ HeD* i@y — [ k)" )y,
y>2 y>2

pues la convergencia puntual del integrando es clara, y adem4s por el Lema 5.2.1, y el Lema
1.1.5 (siempre que s; > s > 1), tenemos que

/ Ik(=y) DV 1 (5)6,(3)| dy < / ™ |DVHf )| dy
|1/|>2l y>2

- 1/s » a 1/s,
/I o N} (Fyy)* w(y)dy ” lyl ™" w1 (y)dy
yi> y>

< Cuy IINJQ(F;-)I ;i IIFIIHp +w)” (5.27)

Luego, 11m n g (z) existe en L2, (£_o0, 00), por lo tanto puntualmente y en L] (z_o0,0), lo que

nos da la conclu516n delema. =
Teniendo en cuenta la notacién del lema anterior, y bajo las mismas condiciones del mismo,

denotaremos

Kof(z) = lim g;(x) (5.28)

N . 7
= Jim [v-p- / k(z —y)f(v)$;(v)dy — ) / D*k(=y)f(y)(¢; = &1 (¥))dy—

=0
donde el limite se considera en LY, (Z_c0, 00) . Observemos que, nuevamente con la notacién del

lema anterior, para « € I = [a,b] C [-1/2,1/2], hemos probado que
Kof(z) = lim g;(z) (5.29)
j—oo

N ] IEi
e-n-3 [ D‘k(—y);] £ - i)y,
=0 :

donde

=a@+ [

(@) = vp. f k(e — ) (@) (v)dy — / Dk (-3)[W)(&i8) — & @)y 5
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Asf, como consecuencia de las estimaciones (5.21), (5.25), (5.26) y (5.27), el segundo sumando
del 1iltimo miembro en (5.29) est4 controlado por

CutlINaia(F5 oo + | NgialFs )

s—p 2
NP )

Por otro lado, teniendo en cuenta que sop(k) C (—00,0), y que el operador K est4 acotado en
L9, si consideramos un intervalo I = [a,b] C [—1/2,!/2] () (z-00, 00), Obtenemos para el primer

sumando de g;(z) la siguiente estimacién

J o

21
< [ @it < CINGuE ] 10

q
v.p. / k(z — y)f(y)di(y)dy v.p. / k(z — ) f (Y)X(a,00) ) 1(¥)dy| dz

Ahora, si denotamos Q(z) = E?:o [ Dik(—y) f(y)(du(y) — 61(y))dy %;—, que es un polinomio de
grado a lo sumo N, a partir de la identidad (5.29), y de las dltimas observaciones, tenemos que

1 1/q
1Kof =@l = (177 [[1Kof@ - @) (5.30)
< CudlINGalF5 Moo + INGalFs I 1 )

Al final de esta seccién veremos una aplicacién de esta dltima estimacién.

Dada una clase F € H54(w) N Ay, hemos elegido un representante f en particular (el
representante que realiza la maximal N/, (F;0)) y para esta f pudimos definir una extensién
del operador K, Kof, como una funcién en L{?, (Z-c0,00) . Nuestro préximo paso es probar que
si f es un polinomio de grado a lo sumo N en (z_q, 00), entonces Ko f también es un polinomio
de grado a lo sumo N.

Lema 5.2.5 Si P(y) es un polinomio de grado a lo sumo N, y k(y) es un nicleo de Calderdon-
Zygmund en las condiciones del Lema 5.2.4, entonces KoP(z) (definido como en (5.28) para
f(y) = P(y)) coincide con un polinomio de grado a lo sumo N en (_qo, 00).

Demostracién. Sin perder generalidad, y por la linealidad de la integral, podemos suponer
que P(y) = y" donde 0 < n < N. Fijemos un nimero natural [, y sea z € [-1/2,1/2]N(z_c0, 00).
Luego, a partir de la identidad (5.29), podemos escribir K P(z) de la siguiente manera

N 2
KoP(z) = wvp. / k(z - y)y" o (y)dy + / [k(z -y -, D'k(-y); | v"(1 — 4u(v))dy
=0

N ) a:i
+3 [ Dk 178 - b ) (5.31)
i=0 )
= KP(z)+ KPy(z) + Q(x),
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donde Q(z) es un polinomio de grado a lo sumo N. Si consideramos 7(y) = y"¢;(y), como

&i(y) € C°, resulta que n(y) € C§°, luego haciendo un cambio de variables podemos expresar
K Pi(z) de la siguiente manera:

KP(z) = lim k(z)n(z — z)d=.
€0 Jz|>¢

Afirmamos que K; P(z) es derivable hasta el orden N + 1, y
DNYIKPi(z) = / k(z) DN*n(z — 2)dz,

donde el valor principal desaparece, pues DV+17(z — z) = 0 si |2| es suficientemente pequeio.
Veamos esto, sea |h| < /8, y de forma que z + h > z_o,. Probemos que

n(z+h—2)—nz -2
)

lim lim k(z) [

— Dn(z — 2)| dz=0. 5.32
h—0e—0 z]>¢ 77( )] ( )

Aplicando el teorema del valor medio, teniendo en cuenta que el soporte de D?7 est4 contenido
en [-2,2l) y z € [-1/2,1/2], resulta que

/|z e [”(2 th- ’,Z =@ =2) _ ppir— z)] dz

= |h , (5.33)

| / k(z)D*n(z + &h — 2)dz2
e<|z| <4l

sumando y restando D*n(z +£h—z) [, <lzl<al k(z)dz, obtenemos que cualquiera de los miembros
de (5.33) esté controlado por

k] / Ik(2)| | D?n(z + €h - 2) — Dn(z + £h)| dz + | Dn(z + €R)|
e<|z|<4l

/ k(z)dz
e<|z|<4l

< || / |k(z)| |2| |D*n(z + b — 72)| dz + | D*n(z + £h)| / k(z)dz
e<|z|<al e<|z|<al

/ k(z)dz ] .
e<|z|<4l

Teniendo en cuenta las condiciones (1) y (2) del micleo k(z) en la definicién 5.1.1, obtenemos

< 1 |ID*al [ 1) 1s] d o+ 0Pl
i e<|z|<4l

que las ultimas dos integrales estdn acotadas por constantes que no dependen de €. Luego la
identidad (5.32) es cierta. Esto prueba nuestra afirmacién en el caso de la derivada primera,
para las derivadas sucesivas se hace un razonamiento totalmente anédlogo.
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Para K P5(x), si derivamos bajo el signo integral (lo podemos hacer pues k(y) es diferenciable
lejos del cero y la integral es finita siempre que z € [—1/2,1/2]), tenemos que

DMK Py(a) = / (DY (k(z - 9)]) 3"(1 ~ $(v))dy (5.34)
= (-1t / (D4 [k(z — 3)]) ¥"(1 — &:(y))dy,

Ahora, no es diffcil ver, aplicando sucesivamente integracién por partes, que el tltimo término
de (5.34) coincide con

[ =DM sy = ~DVKR().
Luego, a partir de (5.31), tenemos que
DN*1(KoP) =0,
y por lo tanto KoP(z) coincide con un polinomio de grado a lo sumo N en (z_o0,00). B

Ahora estamos en condiciones de dar la siguiente definicién:

Definicién 5.2.6 Sea F € Hbd(w) N Aq. Sea K un operador integral singular asociado a un
nicleo k de Calderén-Zygmund soportado en la semirrecta (—00,0) y que satisface la condicién
de regularidad (R) de orden N + 2. Luego, si f(y) es un representante de F, definimos KF la
clase en E}, de la funcién en L} (2_co,00)

N i
Kof(a:)=jlj{g ['U-P- / k(z —y)f(¥)¢;(v)dy — Y / D*k(—y) f(y)(¢; —¢1(y))dy% . (5.35)
=0

Que esta definicién es correcta es consecuencia de los dltimos dos lemas. Pues, por el Lema
5.2.5, la clase K F, no depende del representante f de F elegido y por el Lema 5.2.4 tenemos que

para un representante en particular el lfmite en (5.35) existe en L]

(Z-00,00) . Por otro lado,
tampoco cambia la clase K F, si cambiamos la eleccién del punto donde centramos el desarrollo

de Taylor del niicleo k(z), es decir si consideramos un punto zg € (Z-c0,00) ¥ la definicién

Kzof(x) =
N 3
lim [p / Kz — 1) f@)bs @)y - 3 / D'k(z0 ~ 4) F0)(bag ; — bro )y E=ZL |
J—00 i—0 2.

donde f es un representante de F. Entonces K, f(z) difiere de Ko f(z) en un polinomio de grado
a lo sumo N, y por lo tanto sus clases en Ej}, son las mismas. Veamos esto. Sea un intervalo
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J C (T-o00,00), y consideremos un mimero natural !, de forma que los intervalos [—1/2, 1/2],

y [-1/2+ zo,z0 + /2] contengan al intervalo J, luego de la misma forma que probamos la
identidad (5.29), resulta que

Kz f(z) =
N (z — zo)’
p. [ Ko~ 0ons i + [Ile =) = 32 Dblan ) ) £~ by

¢ [ D0 I 0) b ) E2L

=0

Ademss,
Kof(z) =
k(z —y) — Z/D‘k( Y) ]f(y)(l—@(y))dy

=0

v, [ Ko -9 I W)y + /

e [ DRI - 0

1=0

Luego, tenemos que
Kz f(z) — Kof(z) =

N o
Z / D*k(zo — y) f(y)(1 — ¢gy1(¥))dy
=0

@20 5 [ Dik() )1 - )
i=0
que es un polinomio en z de grado a lo sumo N.

Recordemos que en el caso que a no es un mimero natural, es decir 0 < 3 < 1, para probar el
Lema 5.2.4, no usamos que la clase F € M54 (w), es decir, solo necesitamos que F € Aq, por lo
tanto cuando 0 < 3 < 1, la Definicién 5.2.6 se puede aplicar perfectamente a una clase F' € A,,
sin necesidad de que la misma pertenezca a Ho'd (w).

Antes de pasar a la siguiente seccién, en la cual probaremos los principales resultados de este
capftulo, deduciremos una estimacién que ser4 de gran utilidad.

A partir de la estimacién (5.30) , tenemos que

[KFllg, = inf lolos <1Kof = Qg

< Coual(||Nfa(F5 )| o, + |NFo(F5 )

SN )

Ahora, una consecuencia inmediata de esta ltima estimacién, es el siguiente lema:
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Lema 5.2.7 Sea {F;}; una sucesién en EY, tal que ||F}||Hp,+(w) < C, y Ademds
g,
. + (f..
]ll.To [ Ngia(Fi Mg — 0
entonces la sucesion {K Fj}; converge a 0 en E,.

5.3 Continuidad de operadores de Calder6n-Zygmund laterales en los espa-
cios H2} (w)

En est4 dltima seccién probaremos los principales resultados de este capftulo. Recordemos que
en el caso que a no es un nmimero natural, es decir a = N + 3, donde 0 < 3 < 1, la Definicién
5.2.6 se puede aplicar a una clase F' € A,, sin necesidad que la misma pertenezca a ’){f,’ (w).
El préximo resultado prueba que en este caso, podemos obtener un estimacién puntual entre
N} (KF;z) y Nfo(F;z).

Teorema 5.3.1 Sea F € A,, donde a = N + 8 no es un nimero natural, es decir 0 < g <
1. Sea K la extension (como en la definicion 5.2.6) de un operador integral singular de tipo
valor principal, asociado a un nicleo k(z) de Calderén-Zygmund, que satisface la condicién de
regularidad (R) de orden N + 1 y ademés esté soportado en la semirrecta (—o00,0). Entonces

qua(?F; z) < CN;Q(F; z) para todo T € (T—p0,0),
donde C no depende de la clase F.

Demostracién. Fijemos un punto z; € (Z_e0, ), y sea f(y), el representante de F' que

realiza la maximal N, (F;z1). Consideremos el siguiente representante de KF

Kzlf(x) =
(z —z1)°

j—oo 1!

lim [vp / k(z —y)f(¥) ¢z, ;(y)dy — / Dik(z1 — ) f(y)(bz,,; — Bzy1(¥))dy
=0

Fijemos p > 0, y consideremos la funcién ¢xhp(y). Supongamos ademds que = € [:1:1,:1:1 + f] .
Sea

Kz, (f(1 —¢,)(x) = Jim ( / k(@ —9)f (%) (1 = &5,,,(4)02,,;(¥)dy (5.36)

- Z/D"k(:l:] f(y (1 - ¢31,ﬂ(y))(¢21.] d’zl,l(y) (_ﬂ]

2!
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Restando y sumando k(z — y)f(¥)(1 — ¢, ,(y))®, 1(¥) dentro de la primer integral obtenemos
que

Kai(F(1= @) = [ Kz =9)f@)(1 = 82, 0)b0, ) (5.31)
ey [k(z —y)- gvfk(zl - y)(z‘—,“] F@)1 = Gy p )2y, — 2,1 )y
Ahora, expresando
k(z —y) =

i
ZD’k(:c] ) [k(z ) ZD’k(ml a:1) ,
sustituyendo en la primer integral de (5.37) y asociando convenientemente, obtenemos que

Kas(f(1 = 69,,)(2) = / Dk(ar — 4)/ )6z, )y E 2L =)
=0

—Z [ Db~ )@ 018, 180 EEL (5.39)

( zl)N+1

+11m / [k(m y) — ZD’k(:cl (I—I’)] (1 = b2,,,(¥)f (¥) 92, 5(v)dy N+ 1)

=0

Teniendo en cuenta el Lema 5.2.2 para ¢ = 0, tenemos que

|f )] < C||Nt(F; )| v — =]

Luego, a partir de esta udltima estimacién, la propiedad de regularidad (R) del nicleo y que
est4 soportado en (—o0,0), tenemos que las integrales de las primeras dos sumas en (5.38) son
finitas, pues

. T1+2 .
/ |D*k(z1 — )| 1S @) $2y,1()dy < C || NS o (F; -)IIw/ ly — 21| |y — z1|* dy < oo,
z

debido a que a —i — 1 > —1 siempre que ¢ = 0, 1, ..., N. Luego, la primer suma del lado derecho
de (5.38) es un polinomio de grado a lo sumo N, que denotaremos Q(z,z). Teniendo en cuenta
que sop(k(z; — y)q&zhp(y)) C [z1,z1 4+ 2p|, y nuevamente usando la propiedad de regularidad
del micleo k(y), obtenemos que cada sumando de la segunda suma del lado derecho de (5.38)
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estd controlado por

z1+2p —in1 )
c / ly — 22" [ £ (9)] dyp
)

io: 1 z142°7+1p ]
< C) / | £ ()| dyp*
j=0 (2_JP) + z142-9p
—_1+1 a—i z,+2-3+1p 1/q
p) 1 1 . _

s CE (2-3+1p) ((2—j+1p) /zl |/ @)] dy) I (5.39)

w .

—\O—1

< O (@9)° ) Nja(Fim)p® = CNJo(Fy2)p°,

Jj=0

donde la serie de la dltima linea converge, pues a = N + 8 > N, y el méximo valor de 7 es V.
Ahora estimaremos el ltimo término del lado derecho de (5.38). Dado que z; < z < z; + §
para y ¢ [z — p,Z1 + p| se verifica que

|z +0(z —z1) —y| 2 ly — 2| — |z — 1| > |y — 7] /2,

luego por el Teorema del Valor Medio, y la condicién de regularidad (R) sobre k, resulta que el
dltimo término del lado derecho de (5.38) estd controlado por

N+1 (z —z)V*!
|/ DY k(21 + 60(z — 71) — y)(1 = &2, ,(¥)) f ()92, () dy N+ 1)
<o -nl™ 1) e
z1+p
Asf, partiendo la \ltima integral y teniendo en cuenta que 8 < 1, tenemos
< cf w-ml V@) dtt <C —'lN_ /z]m“ | (v)| dyp™+!
z1+p j=0 (2p) *2 Jay+2ip
< e )a (N+1) 1 142941 . "
< Z @) ((2:‘,:) 3 If @)l dy) ral (5.40)

IN

oo
c (2 (2]‘)"‘1) Nfo(F;21)p™ = CNSo(F;1)6%,

Jj=0
Luego, a partir de (5.38), (5.39) y (5.40), obtenemos para = € [z1,7; + §| que

| K2y (f(1 = 6,,,)(x) — Qx1,2)| < CN} (F;21)p°. (5.41)
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Ahora consideremos

Kz, (fds, p)(z) = (5.42)

v.p. / k(z —y)f(Y)bs,,0(%) dy+z / Dk(zy — y)f (¥)2, ,(¥)(1 4545,,1(3/))0!:4,1(:B ),

1=0
Realizando un razonamiento totalmente andlogo al que hicimos en la estimacién (5.39), obte-

nemos que

(-’B)

/ Dik(z1 — )/ ()2, ,¥) (1 — 641 (4))dy
=0

< ONfo(Fiz)o. (5.43)

Para el primer sumando de la iltima lfnea de (5.42), teniendo en cuenta que z > z; y el
sop(k) C (—o0,0) podemos poner dentro del integrando a la funcién Xz, c0)(¥), ademés usando
que el operador K es acotado en L9, y que sop (¢

zhp)
z1+p/4
[
T

< J

A partir de (5.43), y (5.44), resulta que

C |y — z31| £ 2p, resulta que

q
dx

p. / k(= ) S (¥)X(2y,00)(#) Pz, (%)) dy

q z1+2p
X(e100/@ o @)@ do < [ (@)1 < ONJu(Fia) 150t (5.4

E3|

z1+p/4
/ | Kar (f b, ()| dz < ON o (F321)7p%01. (5.45)

1

Combinando (5.41), y (5.45), obtenemos que

z1+pf4
/ |Kz, f(z) — Q(z1,2)|"dx < CN} o (F;21)7p°7H.
T

1
Estimacién que implica la conclusién del teorema. m
Observemos que este tltimo teorema da una demostracién del cldsico resultado, que Ope-
radores integrales Singulares, asociados a micleos regulares, transforman A, en A,.
Nuestro préximo paso es estimar KA, donde A es un p-stomo en M} +(w) y en el caso
a=N+1.

Lema 5.3.2 Seaa = N+1, y sea K la extensién (como en la definicién 5.2.6) de un operador
integral singular de tipo valor principal, asociado a un nicleo k(z) de Calderdn-Zygmund, que
satisface la condicién de regularidad (R) de orden N+2 y ademds estd soportado en la semirrecta
(—00,0). Entonces, si A es un p-dtomo en Hya (w), resulta que

IR Alle uy < (5.46)

donde la constante finita C no depende del p-dtomo A.
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Demostracién. Debido a que A es un p-4tomo en M54 (w), tiene un representante a(y)
con soporte contenido en un intervalo I C (z_o0,00), y Njo(A;2z) < w(I)~1/P . Sin perder
generalidad podemos suponer que el soporte de a(y) est4 contenido en el intervalo I = [0, 7).

A continuacién probaremos las siguientes dos estimaciones. Sea 1 € (-0, 00) entonces

(a) sizy & [-2r7],

qua(?A;a:l) <C (M+x,(:c1))a+l/q w(I)"l/”,

(b) si z; € [-2r,7],
Nya(Bai21) < C [w(1)™7 + |K* (D¥*a) @),
donde K* est4 dado como en (5.3).

Probemos (a). Teniendo en cuenta que a(y) es una funcién acotada y sop(a) C [0,7], la
funcién
Ka(z) = lim k(z — y)a(y)dy,
e=0* Jly—z|>e
es un representante de K A. Debido a que sop(k) C (—00,0), si z; > r, tenemos que Ka(z) =0
siempre que z > z1, lo que nos da (a) para z; > r. Supongamos entonces que T; < —2r, y por lo
tanto estamos suponiendo que z_o, < —2r. Razonaremos como en la demostracién del Teorema

5.3.1. Fijemos p > 0, y consideremos la funcién ¢,, ,(y). Supongamos que z € [a:l,:cl + f] ,

luego para z en estas condiciones tenemos que

K(a'(l - ¢z],p)($) = /k(I - y)a(y)(l - ¢zl,p(y))dy7 (547)

pues 1 — @,(y) se anula si y € [z; — p,x1 + p| . Ahora, expandiendo k(z — y) en potencias de
(z — z1), y sustituyendo en (5.47) obtenemos

K(a(1 - ¢,, ,)(2) (5.48)
N i N i
= Z/Dik(zl - y)a(y)dy(z_Tzl) - Z/Dik(zl - y)a(y)%,,p(y)dy%
i=0 =0
_ g )N+
+ / DN‘”k(zl +6(z—zy) —y)(1 - ¢zl,p(y))a(y)dy%

Debido a que a(y) es el representante que realiza la maximal Nq+' o(A;11), en forma andloga a
como lo hicimos en la demostracién del Teorema 5.3.1 podemos ver que todas las integrales de
la precedente expresién son finitas. Luego, la primer suma de (5.48) es un polinomio de grado a
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lo sumo N que denotamos Q(z,z). A continuacién estimaremos cada sumando de la segunda
suma, y el dltimo término de la expresi6én (5.48) .
Dado que a(y) es el representante de A, que realiza la maximal N&fa (A, —r7), tenemos que

| tatay

Supongamos primero que p > E‘—;‘—', y por lo tanto p > %l > 5. Luego, por la propiedad de
regularidad (R) del micleo k(y), teniendo en cuenta que sop(a(y)) C [0,7], (5.49), y la 1ltima

estimacién, tenemos que

IN

1/q
Cr (21 / |a(y)|qdy) <C N}, (A,-1) rotl (5.49)

< C’LU(I) l/p,'.a+1

| / Dik(zy — y)a(y)q&z,,p(?/)dy(

/lzl = a)dys (5.50)

<Ol [la@ldy < s NGl o < ogrett) e
S ylnaey > —ao1 3 s

I$l|t+l 0 |$l|z+l 9a oo |$1|a+1
Por otro lado, dado que |0(z — z;)| < §, ey € sop(l - ¢z1,p) Cly:|z1—y| = p}

o1+ 0z —z) -9 > 228 5 2

razonando como en la estimacién (5.50), obtenemos que

N+1

| / [DVHk(z) +6(z - z1) —y)] (1 - ¢s,,p(y))a(y)dy($—’)

NI (5.51)

IA

]m ™2 (1= 6., ,0)] laly) | dye™ < /|a(y)|dy

+1 a+l
p |=L'1| Iﬂ:ll

Consideremos ahora el caso p < jz—‘%_—r En este caso, teniendo en cuenta que z; < —2r, tenemos
que [z1 — 2p,z1 +2p] N [0,7] = O, y por lo tanto sop(d)zhp) Nsop(a) = @, lo que implica que

IA

/ Dk(z1 — y)a(y)ds, »(y)dy = 0, (5.52)
luego la segunda suma de la identidad (5.48) es nula. Por otro lado, dado que p < J"_lz‘u, y
|z — 21| < &, para y € [0,7], tenemos que

z
|zy + 0(z — z1) —y| = |z1] = |z — 21| = 7 = |z4] —g—rz |—41—| (5.53)
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Luego, en este caso, teniendo en cuenta (5.53), y razonando como en la estimacién (5.50),

obtenemos que

)N+l
(5.54)

/ [DN k(21 + 8(z — 21) —y)] (1 — %,,,(y))a(y)dy((,\,x—jl).

“N— 1 r
< C /0 |21+ 6(z ~— 1) — g™V 2 [1 - ¢, ,(¥))] |a(y)|dyPN“SC|$|—N+2 /0 la(y)| dyp"*!
1
7.l+a r a+l 1-8 r a1
< ———w(I)"VPpNH < c(—) w(I)~ P> (i> < c(—) w(I)~VPp2
S EEeedTTesC(gg) v () <) 0"

Asf, a partir de las estimaciones (5.50), (5.51), (5.52), (5.54) resulta que

a+tl
|K(a(1 — ¢z, ,,)() — Q(z1,7)| < C (_1|> w(I)~Y/?p* siempre que x € [a:l,zl + g] .

Luego, como consecuencia de la dltima estimacién y teniendo en cuenta que ]z'—l[ < 1, obtenemos

que
1 z1+p/4 . 1/q
pa+l/q (/ IK(O‘(I - ¢$|,p)($) - Q(zlaz)l d-T) (5.55)
r a+l \/p r atl/q 1
<o) womrso(g)” T wo

Ahora consideremos K(a¢,, ,)(z), que esta dada por

v / k(& — 9)a() s, ,(v)dy.

Sip< lﬂ{u, tenemos que sop(a) ﬁsop(qb,:l ’p) = @, y por lo tanto en este caso la integral anterior
es nula. Supongamos entonces que p > m{u > ]’;—'l Teniendo en cuenta este hecho, la acotacién
en L7 del operador K, y la estimacién (5.49), obtenemos que

1 7144 Ya C 1/q
m (A IK(ad’z:.p)(z)lq d":) < |$1|a_+]/q (/ Ia(z)q&zhp(m)lqd'zz)

C r ‘ 1/q r a+l/q 1p
<L —— dz <C|— IN~/P, 5.56
TR (/o la()] ) < <|x1|> w(l) (5.56)
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A partir de las estimaciones (5.55) y (5.56), resulta que

1 zl+2 1/q
presyn (/ |Ka(z) — Q(ﬂ?l,x)lqdfb‘)
p I

T+ 1/q <1+ 2 1/q
paﬂ% [(/ |K (a1 - ¢z,,,,)(z)—ce<z,,z)l"dz) *(/ IK(wz,,,,)(x)l"dx) }

T a+l/q Q+1/
< o (&) wn e <oMixE) w1,

estimacién que implica (a).

A continuacién probaremos (b). Sea z; € [—2r,7]. En este caso elegimos el representante
de A, f(y) = a(y) — P(z1,y), de forma que NJ},(4;z1) = nf,(a(y) — P(z1,9); 1), y como
representante de K A, la funcién

;,,lf(.’l:) =
lim [‘v-p- / k(z — y)f(¥)¢z,,;(y)dy — Z / D'k(z1 — y)f (¥)(¢s,,; — ¢z,,1(y))dy($ ml)

—00
J =0

Fijemos p > 0, y nuevamente consideremos la funcién ¢,, ,(y). Supongamos ademds que z €
[1:1, T + ﬁ] . Luego, si denotamos Q(z;,z) el polinomio en z de grado a lo sumo N

/ Dl — ) 0)he, 2 )y E=ZL
1=0

i!
en forma anédloga a como lo hicimos en la demostracién del Teorema 5.3.1, vemos que
Kz, (f(1 = ¢,)(z) — Q(z1,%) (5.57)
- - Z - [ P =000, 0100, s <l

i T —
+/ [k(w —y) - ZD k(zy — )( =)’ ] (1 = ¢g,,,(¥)) f(v)dy-
i=0
Para la primer suma de (5.57), procediendo como en la estimacién (5.39) se obtiene que

k(21 - )f(y)dﬁx,.l(y)cbz,,p(y)dy(x z1)' < CN} o (A31)p% < Cu(I)~V/Ppe
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Por otro lado, restando y sumando DV +1k(z; — y)% dentro del integrando, al término
de la Wltima lfnea de (5.57) lo podemos expresar como
N+1

/ [k(z y) Z D'k(a:] y)( zl) ] (1- ¢zl,p(y))f(y)dy

N+1

+ / [DV* k() — 9)] (1 - ¢z,,p(y))f(y)dy%'

Al primer término de (5.58), razonando como en (5.40) lo podemos acotar por

(5.58)

CN;,(A;71)p® < Cw(1)~Pp®

Para el segundo término, aplicando integracién por partes y la férmula de Leibnitz tenemos que

/ [DN'Hk(:B] _ y)] (1- ¢31.P(y))f(y)dy‘ = I/k(a:l — y)DN+l [(l - ¢z,,p(y))f(y)] dyl

N+1

< z z|(1(VN++11)' /k(ﬂ:l DN+1—zf(y)Dz ( ¢:l:1,p(y)) dy (5.59)

+| [ ka1 - 9)DYaly) (1 - 6s,,,0) do.

Para la suma de la segunda lfnea de (5.59), teniendo en cuenta que, para i > 1, el soporte
de D* (1 — ¢y, ,(y)) = —D'¢,, ,(y) esté contenido en p < |y — x| < 2p, sop(k) C (—0,0),
|Di¢zhp(y)| < Cip7% el Lema 5.2.2 y la estimacién (5.1), resulta que

N+1

1 z1+2 ] ]
Z .(Lll. plk(wl - |IDV @) |DF (1 - ¢2,,()) | dy
= N+1-%)! Jp 40
N+1

T1+2p .
< ZCw(I ‘/Pp / k(@1 — ) |1 — ol dy (5.60)

T1+p
z1+2p
< Cw(I)‘l/”/ \ |k(z1 — y)| dy < Cw(1)~1/?
Z1tp

Para el ltimo sumando de (5.59), usando el Lema 5.2.1, y (5.1), obtenemos que

z1+2p N1
[ ke -t D a(y)|dy\+
T

/ k(zy — y) DV *la(y)dy
ly—z311>2p

1-tp
z1+2p
< cuy™ [" i@ -yl 4| [ ke -p)D¥Ha@)dy
z14p p>0 [Jly—z1|>2p
< Cw(I)~V? + K*(DV*'a)(z). (5.61)

Luego, a partir de (5.57), teniendo en cuenta (5.58), y las estimaciones (5.60) y (5.61), resulta
que para z € [z1,21 + §]

|Kea(£(1 - 6,)(2) — Q(a1,2)| < C [w(1)™/7 + K*(DV¥1a) @) o (5.62)
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Por otro lado, razonando en forma anédloga a como lo hicimos para obtener la estimacién (5.45)

del Teorema 5.3.1, resulta que
z1+p/4
L Ka (6@t < Cuayorrpent, (5.63)
z)

combinando (5.62), y (5.63) tenemos que
z1+p/4 e
[ K t@) - Q@ oltdz ) < 0wy e+ KDY a)an)] o e,
z
estimacién que implica (b). Para terminar, veremos que las condiciones (a) y (b) implican la

afirmacién del lema. Por la estimacién (a) y por el Teorema 1.1.3, obtenemos que

/ N (B 4; 2)Puw(z)de < Cu(l)™ / [M*x,(22)] P w(z)dz < C. (5.64)
(.‘l: -0 rw)m¢l—2rrrl
Por otro lado, por la estimacién (b), la desigualdad de Holder y el Lema 1.1.4, resulta que

/ N} (KA; z)Pw(z)dz
(2 -00,00)NTE[—21,7)

w(l)~! / ;rw(:c)da:+ /_ 2 K*(DV*a)(z1)Pw(z)dz

IA

< a+(f K*(D”“a)(a:l)P(”“’w(z)da:)ﬁ( [ w(z)dz)l_% (5.65)

-2r

Por el Teorema 5.1.2, K* es un operador acotado en LV +2)"’('w), luego a partir de este hecho y

teniendo en cuenta que sop(D"*'a) C [0, 7] obtenemos que

([ x @ aEr®Dues) " o ([ @10 ™ u(as) ™ (s66)
< C||DV*al2, w([o, r])N+*2w([—2r, 1'])1_1\';+2 < C||DV ol w([-2r 7)),
Ahora, por el Lema 5.2.1 y teniendo en cuenta que A es un p-4tomo en 'Hf,’;; (w), tenemos que
1D 0| < INGa(B A5 ) < w(1)P.

Asf, a partir del Lema 1.1.4, reemplazando esta ultima estimacién en (5.66) y después en (5.65),

obtenemos que

/ N} (KA;z)Pw(z)dz < C.
(Z - 00,00)NTE[—21,7]

Luego, como consecuencia de esta estimacién y (5.64) resulta la conclusién del lema. =
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Lema 5.3.3 Seaa =N +1, y F € Hy'd (w)N A,. Con la notacién del Lema 3.2.17, conside-
remos la clase © = } . ©;, asociada a la descomposicién de la clase F. Entonces

Ko = Z?@i en EY,.

J

Demostracién. Basta considerar ¢ < ”N; o F .)||°°, pues sino tanto la clase © como las
clases ©; son nulas. Debido a que © = F — G, y tanto F como G pertenecen a A,, resulta que
O € A,. Ademss,

[Nov 4185 Moo < INgN41(F; )l + I NgN+1(G5 )l

< INgn+1(F5 )lloe + Ct < C || Ngn-41(F5 )l oo

Por otro lado la condicién (v) del Lema 3.2.17 prueba que © € M54 (w), luego © € HEd (w)N
Aq y por lo tanto tiene sentido aplicarle el operador K. Recordemos que cada clase O; tiene
un representante 6;(y) soportado en un intervalo I, los cuales se solapan a lo sumo de a tres,
Uil = Q = {2 € (T-c0,00) : N}, (F;z) > t}, y w(2) < 0o. Ademss por las condiciones (i) y
(ii) del Lema 3.2.17 tenemos que

INGa(85:-) |y < Ct+ CINLa(F; ) < C INGa(F5 )| - (5.67)
Por otro lado, en el Lema 3.2.17 vimos que

0(y) = Z 0;(v), (5.68)

donde la igualdad es puntual y en L] (Z_o0,0). Ademés 6(y) da el representante que realiza
la maximal Nq’a(e, z) siempre que T no pertenezca a IJ. U I; para ningin j = 1,2,..., y 0;(y)
es el representante de ©; que realiza la maximal N},(8;;z). Luego, por el Lema 5.2.2 y la

estimacién (5.67), tenemos que
;)| < C|INSa (8353 | p ly = 21" < C INFo(Fs )| o ly — 21V

Ahora, a partir de esta 1ltima estimacién y del hecho que 6;(y) esta soportada en I;, obtenemos

que
16,)] < C||Nja(F5 )| o v — 21+ x, (3)-

Teniendo en cuenta esta tltima estimacién y la identidad

ZX}, ) = xa(¥),
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resulta que

ZI(%(y)I S C||NFa(F5 )| Iy — =™ Zx;,.(y) < CINSo(F5 )]l o v = =1V xa ().
(5.69)

Fijemos un intervalo J C (Z_c,00). Sea un punto zg ¢ I7 U I; para ningin j = 1,2,..., y
elegimos un nimero natural ! tal que J C [-1/2,1/2], y z¢ € [-1/2,1/2]. Sea z € J, luego

N . 7
Kof(z) = v.p. / k(z — y)8(y)i(y)dy + / [k(x -y - / D*k(-y) —,] 0(y)(1 — ¢1(y))dy,
=0

es un representante de K©. Ahora, teniendo en cuenta (5.68), y como ¢,(y) tiene soporte

compacto,

$i(v)0(y) = _6;(y)dy(y) en L7,
J
y por lo tanto, por la continuidad en L? del operador K tenemos que

v.p. / k(- y)m)diy)dy =D _vp. / k(z — y)0;(y)éi(y)dy. (5.70)
i

Por otro lado, afirmamos que
N . :I:i
/ [k(z ~0-Y [ D’k(—y)gl o)1 - H1(v))dy (571)
1=0 '

N _ i
> / [’“(” ~9)-2 / D’k(-y)ﬁ] 0;()(1 — di(y))dy.
J 1=0

Teniendo en cuenta que z € J C [-1/2,1/2], y si 0 < ¢ < 1, resulta que para y €sop(l — ¢;) C
{ly] > 1}, se verifica

1<z -yl 2 fy| — |2 2 |y] /2.
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Luego, debido a esta iltima estimacién, y a la desigualdad (5.69) obtenemos que

/[L(z y) — Z/D‘k( y) }

< ClzNH /I LG DO B
Y j=1

#i(y))dy

< C|INFo(F; )] 12V /l o [yl ™2 |y — 20|V ! xo(v)dy
Y

< C|Nj(F3 )|, 2™ / w1~ xe(v)dy

lyl>t

1/s) . s
C||NSo(F5 )|l ( / w(y)dy) / ly| ™ w™ % (y)dy < o0,
Q lyl>1

donde elegimos s; > s. Esta ultima estimacién y la convergencia puntual

llm Z 0i(y) = 6(y),

IA

prueban la identidad (5.71). Luego a partir de las identidades (5.70) y (5.71) resulta que
Kob(z) = Z Kobj(z) en L (T—o0,0),
J
Ahora, teniendo en cuenta que
_ m _ m
Ko-) K6;| <|Kof-)_ Kob;
s=1 Ja 7=l Ja
la conclusién del lema sigue. m
Para terminar enunciaremos y demostraremos el principal resultado de este capftulo.

Teorema 5.3.4 Sea K un operador integral singular, asociado a un nicleo k(z) de Calderdn-

Zygmund, que satisface la condicién de regularidad (R) de orden N +2 y ademds estd soportado

en la semirrecta (—00,0). Entonces, K se puede extender a un operador continuo en Hy s (w).

Demostracién. En el caso que a no es un nimero natural, es decir # < 1, es una conse-
cuencia inmediata del Teorema 5.3.1, y del Corolario 3.2.18, que afirma la densidad de H5'& (w)N

Ao en HEs (w).

Ahora consideremos el caso a = N + 1, fijemos F € Hy'& (w)N A4. Volveremos a la construc-

cién de la descomposicién atémica de los espacios Hb'4 (w). A partir de la identidad (3.97), en

la demostracién del Teorema 3.3.1, tenemos que

M
Z Hp=F—~Gpmiy1+GoM,
m=-M

103



Donde las clases G, pertenecen a HE'd (w)N Aq y N} o(G_m;x) < C2M y las clases Hp, tienen
su maximal N, o(Hm; z) acotadas y en L™ (w), donde 0 < r < p, es decir satisfacen las hipétesis
del Lema 3.3.3. Adem4s por la construccién de las clases G,,, y como N&f «(F;z) < C, existe un
nimero natural Mg tal que G431 = F, y por lo tanto

Mo
Z Hm + G—Ma
m=—M
ahora como ||N‘;fa(G_M; )||00 — 0 cuando M — +00, por el Lema 5.2.7 KG_p converge a 0
en E}, , luego

KF= Y KHpen E}. (5.72)

Por otro lado, en el Lema 3.3.3, se prueba que

Hm—}fmz'i'zemn_ Hm,z+zzemn

n=1 j=1

donde las clases Hp, ; € Hod (w)N Ao y Njo(Hmgx) < Cé', con 0 < £ < 1, luego
” a(Hz, ” — 0 cuando 7 — +00,

y nuevamente por el Lema 5.2.7, tenemos que
— m —
KHn=) Ke™". (5.73)
n=1

Ademds, por su construccién las clases ©™" satisfacen las hip6tesis del Lema 5.3.3, y por lo
tanto

oo
Ko™ =Y "Ke", (5.74)
luego a partir de (5.72), (5.73), (5.74), resulta que

- 52 S5 wern- 51 S uper[oper wat, 67

m=-—oon=1 j= m=—oon=1 j=1

donde elegimos los 7™ como en el Lema 3.3.3, es decir las clases (\]"")~1©7"" son p-dtomos

en q:; (w)y

Mp oo oo p
)IPM I vi

m=—ocon=1 j=1

<ClFlgs
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Luego, por el Lema 5.3.2

Mo o0 o0 p
> 35 PR [ogmter]
n=1 j=1

m=—ocon=] 3=

Mo 00 00
D ID I Vi

m=—ocon=1 j=1

4
Hyx (w)

14
S C "F":{g.z(w)

Por lo tanto, las identidades (5.75) valen en H2'd (w) y ademés

1K Fllaget wy < CNFllpgit uy -

A partir de este hecho el resultado del teorema sigue nuevamente por la densidad de las clases
HEF (w)N Ag en HOE (w). m
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