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A la OMA



S. Ite, missa est.
M. Deo gréatias.

la Misa

Et pourtant, le résultant ne méritait ni
cet excés d’honneur, ni cette indignité...

J.P. Jouanolou

‘‘It’s funny; cause at the rate
I’'m goin when I’m thirty
I’11 be the only person
in the nursin home flirting...’’
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Férmulas Explicitas para el
Célculo de Resultantes y Aplicaciones

Resumen

Presentamos férmulas para calcular resultantes ralas como cociente de dos determinantes,
que extienden a las férmulas de Macaulay clasicas. En el caso homogéneo, presentamos
férmulas a la Macaulay mas compactas. Mostramos ademads que estas férmulas explicitan
el iinico morfismo no trivial de un complejo cuyo determinante es la resultante. Ademds,
se exploran las extensiones a resultantes ralas en dos variables.

Como aplicaciones, se obtiene una familia de operadores de proyeccién aplicando pertur-
baciones a resultantes ralas, que proveen de un método general para calcular todas las
raices aisladas de sistemas polinomiales, alin ante la presencia de componentes de dimen-
sién positiva. También, se estudia la validez de la implicitacién de superficies racionales
por el método de superficies mdviles, mostrando relaciones entre resultantes y algunos
determinantes que se usan en la formulacién del método, y consiguiendo extenderlo al
case de superficies no propiamente parametrizadas, en ausencia de puntos base.

Palabras clave: resultante, formulas de Macaulay, determinante de un complejo, resul-
tante rala, operadores de proyeccion, implicitacién, método de superficies méviles, puntos
base.

Explicit Formulations for the
Computation of Resultants and Applications

Abstract

We present formulas for computing sparse resultants as a quotient of two determinants,
which extend the classical Macaulay formulas. In the homogeneous case, we present
compact Macaulay style formulas. We show that these latter make explicit the unique
non trivial morphism of a complex whose determinant equals the resultant. We also
explore the extensions of these formulas to bivariate sparse resultants.

As applications, we obtain a family of projection operators applying perturbations on
sparse resultants, which yield a general method for computing all isolated roots of poly-
nomial systems, even in the presence of excess components or other degenerate inputs.
In addition, we study the validity of the implicitization of rational surfaces by the method
of moving surfaces, give some relationships among resultants and some determinants
arising in the formulation of that method, and extend it to the case of not properly
parametrised surfaces without base points.

Keywords: resultant, Macaulay formulas, determinant of a complex, sparse resultant,
projection operator, implicitization, method of moving surfaces, base points.



Introduccion

Uno de los problemas principales tanto en el algebra computacional como en la geometria
algebraica efectiva es el problema de eliminacién de variables en sistemas de polinomios.
Un ejemplo tipico de esta situacién se presenta cuando uno “triangula” un sistema de
ecuaciones lineales

a) T =+ Q12T + -+ A1nTp = bl

a1 T) + ATy + -+ apTn = b
(1)

A1 T1 + QoZo + -+ + QunTn = b

para llevarlo a un sistema equivalente a (1), pero de la forma

Anzy, + Apzy + + Az, = B
Axnzs + + Az = B (2)

que, obviamente, es mas facil de resolver. Aqui, lo que se hace es tratar de “eliminar”
una variable por cada ecuacién que aparece. En eso consiste la teoria de la eliminacidn:
en eliminar una o mas variables de un sistema de ecuaciones polinomiales, reduciendo el
problema dado a uno equivalente pero con menos variables en juego.

Por ejemplo, si estamos interesados en resolver

a+a1z+az: = 0 (3)
bo + biz + bz = 0,

con ap # 0 # by, podemos eliminar la variable z de las ecuaciones y obtener la “triangu-
lacién ”
ag + a7 + apz? = 0
a%b% - Cl,oalblbg - 2a0a2b0b2 + aoazb% + a%bobz - a1a2b0b1 + a%b% = 0.

La expresion que aparece en la segunda fila del sistema triangulado se llama la resultante
de (3). Se anula si y solamente si ese sistema tiene una solucién compleja.

La misma idea se puede usar para eliminar z en un sistema de dos ecuaciones genéricas:

a+az+---+a,xz" = 0
bo + bz + - + bpz™ 0,



pero los cdlculos que hay que realizar para “triangular” el sistema son considerables.
El problema se complica aiin mas cuando uno intenta buscar condiciones sobre un sistema
de varios polinomios en varias variables. De manera informal, dado un sistema de n + 1
polinomios en n variables

fo@,-,za) = 0

fil@n, - ,za) = 0

: (@
fa(@y,--y20) =0,

la “resultante” de fo,---, fn sera justamente la condicidén en los coeficientes de los poli-
nomios f; para que el sistema (4) tenga una solucién.

La teoria de la eliminacién estudia técnicas y algoritmos para eliminar variables de un
conjunto de ecuaciones polinomiales. La resultante esencialmente elimina n variables de
un conjunto de n + 1 polinomios. Ella forma parte de una familia de operadores que se
llaman de “proyeccién” ya que, geométricamente, proyectan una variedad de soluciones
en un espacio de cierta dimensién, sobre uno de dimensién menor.

Un problema central en la teoria de la eliminacién y el propdsito de esta memoria es en-
contrar férmulas explicitas y relativamente ficiles de calcular para resultantes. Asimismo
tratamos otros problemas relacionados, como el uso de resultantes en los problemas de
implicitacién, y el calculo de operadores de proyeccion.

En lo que sigue, haremos una introduccién a los problemas que consideramos, junto con
un resumen de los resultados presentados en esta memoria.

0.1 Foérmulas para Resultantes Clasicas

Dados n polinomios homogéneos en n variables fi,..., f, con coeficientes en un cuerpo
k y grados d, .. ., d, respectivamente, la resultante Resy, . 4,(f1,. .., fn) €s un polinomio
irreducible en los coeficientes de f,..., f,, que se anula si y solamente si fi,..., f, tiene
una raiz en comiin en el espacio proyectivo P*~! a valores en la clausura algebraica de k.

El estudio de resultantes se remonta a matematicos clasicos como Sylvester, Cayley,
Macaulay and Dixon. Su uso como herramienta computacional para eliminacion de va-
riables, asi como para el estudio de temas de complejidad de solucién de sistemas polino-

miales en la idltima década, ha renovado el interés en encontrar férmulas explicitas para
su calculo (cf. [AS, Canl, Can2, EM, KPS, Laz, Ren, Roj)).

La complejidad intrinseca del problema de la eliminacién de variables (que incluye el
célculo de resultantes) ha sido estudiada en [HM], quienes han senalado el carécter in-
trinsecamente exponencial del problema, independientemente del tipo de estructura de
datos utilizada.

Por una férmula determinal queremos significar una matriz cuyas entradas sean polinomia-
les en los coeficientes de f,..., fn ¥y cuyo determinante sea igual a Resy, .. 4, (f1,-- -, fn)-
Como estamos interesados en poder calcular la resultante a partir de estas férmulas, queda
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implicito que los coeficientes de estas matrices se deben poder calcular algoritmicamente
a partir de los coeficientes de f,..., fn, y que todas las entradas no nulas de la matriz
deben tener grado estrictamente menor al grado de la resultante.

En el caso en que d; = d; = -+ = d,, todas las formulas determinantales no triviales
conocidas fueron descriptas por Weyman y Zelevinsky en [WZ)]. Esta lista es muy reduci-
da: si d > 2 denota el valor comin de los d;, se tiene que hay férmulas determinantales
para todo d sélo en el caso de formas binarias (dadas por las bien conocidas matrices de
Sylvester), y en tres y cuatro variables. Cuando n = 5, los tinicos posibles valores para
d son 2 y 3; finalmente, para n = 6, sélo hay férmula determinal para el caso d = 2.

Encontramos restricciones similares para n,d, ..., d, generales (ver el lema 3.2).
Por otro lado, dados dy, ..., d,, lamaremos a t, := Y. (d; — 1) “el grado critico”. Las
férmulas cldsicas de Macaulay [Macl] permiten calcular Resy,, . 4, (f1,-- -, fa) como un

cociente explicito de dos determinantes. Estas férmulas involucran una matriz de tamano
mayor o igual que el nimero de monomios en n variables de grado ¢, + 1, y una submatriz
de ella.

El trabajo de Macaulay ha sido reescrito y mejorado por Jouanolou en [Jou2], donde se
presenta una férmula a la Macaulay para la resultante (es decir, como el cociente entre
el determinante de una matriz y un menor de la misma matriz). El tamafo de la matriz
es exactamente el nimero de monomios en n variables de grado ¢, (cf. [Jou2], Corollaire
3.9.7.7). En el mismo trabajo, Jouanolou construye para cualquier grado ¢t > 0, una
matriz cuadrada M, de tamano (’“;'1_11) + i(t, — t) cuyo determinante es un multiplo no
trivial de Resq, .. 4, (f1,- - -, fn) (ver el apartado 3.11.19.7 de [Jou2]), donde i(t, —t) denota
la dimensién del k—espacio vectorial de elementos de grado ¢, — t que pertenecen al ideal

generado por una sucesién regular de n polinomios de grados d,, ..., d, respectivamente.

Uno de los resultados que conseguimos en esta memoria, en el capitulo 1, es una descrip-
cion explicita del factor extrano de la formulacion de Jouanolou, es decir del polinomio
det(M,)/Resq,,. 4. (f1,- -, fa), que nuevamente resulta ser el determinante de una sub-
matriz E, de M,, para cada t. Esto nos permite demostrar nuevas férmulas a la Macaulay

para la resultante
det(Mt)
R vy fn) = ———
€Sd,,...dn (f15+ - -5 fa) det(E,) (5)

en el teorema 1.10. Cuando t > t,, el teorema recupera las férmulas clasicas de Macaulay.
Sit < t,, el tamano de la matriz M, es considerablemente menor. En el apartado 1.3
presentamos estimaciones para este tamano.

Las ideas que usamos para obtener estos resultados son esencialmente las ideas originales
de Macaulay que aparecen en {Macl], y que fueron reutilizadas por Jouanolou en [Jou2].
También utilizamos el trabajo de Chardin sobre subresultantes homogéneas que aparece en
[Cha2, Cha3], donde se introduce una férmula a la Macaulay para calcular subresultantes.

En el capitulo 3, se muestra que los determinantes de matrices de la forma M, son en rea-
lidad menores maximales no nulos de una matriz de tamano mas grande que corresponde
a uno de los morfismos en un complejo de tipo Koszul que en general tiene varios términos
no nulos y cuyo determinante es Resy, .. 4,(f1,--., fn) (teorema 3.1). Estos complejos son



considerados en [WZ] y en [GKZ2] en el caso en que todos los grados son iguales, y se
construyen a partir de la sucesion espectral asociada a un “twisting” del complejo de
Koszul a nivel de haces.

La contribucién que hemos hecho en este caso es dar expresiones explicitas para los mor-
fismos de este tipo de complejos, en términos del bezoutiano asociado a f,..., f, para
aquellos valores de t que se encuentran por debajo del grado critico, de esta manera,
contribuyendo de manera parcial al problema formulado por Weyman y Zelevinsky en
[WZ] (ver también [GKZ2], 13.1.C). En el caso en que t, — min{d;} < t < t,, recupera-
mos resultados que aparecen en [Jou2], que generalizan la férmula de Sylvester para tres
cuddricas en tres variables.

En el capitulo 5 mostramos cémo varias férmulas clasicas se pueden obtener como casos
especiales de las férmulas determinantales que presentamos aqui. Esto puede verse como
una extension de los resultados ilustrados en [GKZ2] y [WZ]. También mostramos que las
féormulas de Dixon para calcular la resultante “afin”, cuya extensién se estudia en [EM],
pueden considerarse como parte de estas féormulas.

Todos los resultados mencionados en este apartado fueron realizados en colaboraciéon con
Alicia Dickenstein, y estdn contenidos en [DD).

0.2 Foérmulas a la Macaulay para Resultantes Ralas

Sean A,, ..., A, conjuntos finitos de Z". Consideremos la familia de polinomios

fi(zy,...,zn) = Zc,-.a:r“ (i=0,...,n).

acA;
La resultante rala Res4(fo,...,fr) es un polinomio irreducible en los coeficientes de
fos -+, fa, que se anula siempre y cuando estos polinomios tengan una raiz en comin

en una compactificaciéon apropiada del espacio afin asociada a la familia de soportes, que
viene a sustituir el rol que tenia el espacio proyectivo en la versién clasica.

La resultante rala hizo su aparicién en la matemdtica muy recientemente, en el estudio de
lugares singulares de funciones hipergeométricas ((GKZ1, GKZ2]). Este objeto generaliza
a la resultante cldsica como se puede ver en el apartado 2.2.4.

El primer método efectivo para calcular Res 4 fue propuesto por Sturmfels en [Stul]. Mas
adelante, en [CE1l, CE2|, Canny y Emiris construyeron generalizaciones de las matrices
clésicas de tipo Sylvester que aparecen en (1.7). Estas matrices son cuadradas, con
determinante no nulo y miltiplo de Res(fo,..., fa). Esta construccién fue mejorada
por Sturmfels en [Stu2], y de hecho se muestra en [CE2] que se pueden aplicar estas
formulas generales al caso homogéneo, y recuperar las férmulas clasicas de Macaulay que
hemos citado en el apartado anterior.
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Una de las cosas que quedaron sin ser estudiadas cn el caso general, es la descripcién
precisa del factor extrafo que aparece al hacer el cociente

det(matriz de Sylvester)
ReSA(fO) ey fn)

Durante algin tiempo se conjeturd que debia ser algin menor de la matriz de Sylvester,
pero nunca se pudo encontrar una prueba de ello.

Al respecto, en el capitulo 7 de [CLO], se puede leer:

However, as of this writing, it is not known if a sparse analog of the third bullet exists -
there is no known systematic way of writing Res 4, or more generally Res 4, ... 4, (fo,---, fn)
as a quotient of two determinants.

Y mas adelante, dentro del mismo capitulo, se encuentra:

One of the major unsolved problems concerning sparse resultants is whether they can be
represented as a quotient of two determinants. In the multipolynomial case, this is true
by Theorem (4.9) of Chapter 3. Does this have a sparse analog? Nobody knows!

Siempre refiriéndose al mismo tema, en el apartado VIII de la introduccién de [GKZ2]
se encuentra la siguiente frase:

Macaulay made another intriguing contribution to the theory by giving an ingenious re-
finement of the Cayley method [Macl]. It would be interesting to put his approach in the
general framework of this book.

Sturmfels también se refiere a este tema varias veces en sus trabajos. En [Stu2], al final
del Corolario 3.1, dice:

It is an important open problem to find a more ezplicit formula for P, s 2 in the general
case. Does there exist such a formula in terms of some smaller resultants?

También en la tesis de doctorado de Ioannis Z. Emiris, y en algunos trabajos suyos con
otras personas (ver por ejemplo [CE1, CE2, DE1, EM)) se encuentran referencias sobre el
tema. La seccién 3.1.4 de [Emil] comienza asi:

A natural step is to establish a formula for the sparse resultant as the quotient of two
determinants, in the fashion of Macaulay.

Aqui hay que hacer notar que la construcciéon de Canny y Emiris tenia un “candidato” a
factor extrafio (ver por ejemplo la conjetura 3.1.19 de [Emil]), que parecia funcionar en
casi todos los casos, pero nunca pudo probarse su veracidad en general.

El resultado central de esta memoria (y también la motivacién inicial del autor) es una
respuesta positiva a esta pregunta. En el capitulo 2, presentamos una generalizacién de
las férmulas cldsicas de Macaulay en el siguiente sentido: damos un algoritmo que produce
matrices de tipo Sylvester generalizadas, cuyos determinantes son miiltiplos no nulos de
Res4(fo,---, fn), y mostramos que el factor extrano es nuevamente el determinante de
una submatriz que puede ser descripta explicitamente.

2P, s es el factor extrafio



En el apartado 2.2 se trata con polinomios “generalizadamente no mixtos”, que pueden
ser considerados como la primera generalizacién del caso cldsico. El teorema 2.12 es el
resultado principal de esa seccién, que dice nuevamente que

det(matriz de Sylvester) = Res4(fo, .- ., fa) det(cierto menor de la matriz)

cuando la familia de polinomios es generalizadamente no mixta. En la seccién siguiente
(apartado 2.3), tratamos el caso mds general, y en ese sentido, el teorema 2.29 sc puede
considerar como una generalizacion del anterior, y ademas una extensién del teorema
clasico de Macaulay, como se ve en el apartado 2.2.4.

Los resultados obtenidos en el capitulo 2 se encuentran en [D2].

0.3 Formulas Involucrando el Jacobiano

Una vez generalizadas las matrices de Macaulay al caso ralo, el paso siguiente es generali-
zar las matrices dadas por Jouanolou en [Jou2] para obtener matrices mds pequeifias cuyo
determinante sea un miiltiplo no trivial de Res4( fo, - - ., fa). El obstdculo principal radica
en la no existencia de un “bezoutiano ralo”. Sin embargo, existe una version generalizada

de “grado critico” y de jacobiano que fue dada por Cox en [Cox1], y subsecuentemente
estudiada en [CCD, CD, CDS2].

En este ultimo trabajo, Cattani, Dickenstein y Sturmfels mostraron que la resultante rala
se puede obtener como el determinante de un complejo similar a los que aparecen en el
capitulo 3 y en “grado critico”. Mads ain, la resultante rala se puede calcular como el
méximo comun divisor de los menores maximales del dltimo morfismo en este complejo.

Nuestra contribucién en esta direccién reside en un algoritmo que calcula un menor maxi-
mal no nulo de este morfismo, y que ademds tiene el mismo grado que la resultante en los
coeficientes de alguno de los polinomios. En el capitulo 4 abordamos el caso de sistemas
de 3 polinomios en 2 variables generalizadamente no mixtos. Esperamos que el método
sea generalizable a dimension arbitraria.

El algoritmo que se describe a lo largo de este capitulo permite construir matrices mas
pequeiias que las de Canny y Emiris, casi 100% de tipo Sylvester, y el resultado principal
en esta direccion es el teorema 4.18, que establece que los determinantes de estas matrices
son multiplos no triviales de la resultante rala. No se sabe ain si el factor extrano en este
caso es nuevamente un menor de las matrices que aqui se proponen.

Los resultados del capitulo 4 fueron realizados en colaboracién con loannis Z. Emiris, y
estan contenidos en [DE2].

0.4 Aplicaciones

Los dos ultimos capitulos de esta memoria se ocupan de algunas aplicaciones de la resul-
tante multidimensional.
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0.4.1 Resultantes y Superficies Méviles (capitulo 6)

Dados cuatro polinomios en dos variables z,(s,t), z2(s,t), z3(s,t) y z4(s,t), si z4 #0
las ecuaciones

_ .’L‘I(S, t) _ IEQ(S, t)
Cm(st) T m(st)

definen una parametrizacién de una superficie racional.

) ©

X1

El problema de la implicitacién consiste en encontrar otro polinomio F(X, X, X3) tal
que F(X) = 0 sea la ecuacién de la menor superficie algebraica que contenga a (6).

Un método clasico para encontrar esta ecuacién implicita es eliminar las variables s y ¢
calculando la resultante de los polinomios

z1(s,t) — X1za(s,t), z2(s,t) — Xox4(s,t), z3(s,t) — X3z4(s,t). (7

El problema es cudl resultante tomar. Podemos, por ejemplo, considerar los polinomios
z; con grado menor o igual que n, y tomar la resultante clasica. Este caso se suele llamar
triangular.

Una situacién muy distinta se presenta si, por ejemplo, consideramos los polinomios z;
con grado menor o igual que m en s, y menor o igual que n en ¢. Aqui podriamos usar la
resultante bthomogénea. Este caso se llama caso de producto tensorial, y la anulacién de
esta resultante significa que el sistema tiene una solucién en P! x P!.

En los dos casos mencionados, la resultante de (7) calcula la ecuacién implicita de la
superficie (en realidad calcula una potencia de ella) en ausencia de puntos base, es decir
cuando no hay un punto (so, tp) en el espacio proyectivo correspondiente (P? para el caso
triangular, o P' x P! para el otro) tal que

z1(S0,to) = Z2(S0, to) = 3(s0, to) = T4(S0,t0) = 0.

En [SC], Sederberg y Chen introdujeron una nueva técnica para calcular la ecuacién
implicita de (6) que se llama el método de las cuddricas mdviles. La ventaja de este
método es que usa determinantes de matrices mds pequenas que las que se usan cn los
métodos clasicos, y ademdas pareciera funcionar incluso en la presencia de puntos basc.

Un anélisis detallado de esta técnica estd dado en [CGZ], donde se establecen condiciones
suficientes para la validez de la implicitacion por el método de cuddricas moéviles para
los dos casos mencionados anteriormente: el del producto tensorial y el triangular. En
ese trabajo, se demuestra que el método funciona en la ausencia de puntos base, y cuan-
do la superficie estd propiamente parametrizada, es decir cuando la parametrizacién es
genéricamente inyectiva. En el trabajo [CGZ], los autores conjeturaron algunas relaciones
entre las matrices de coeficientes de planos méviles y cuddricas méviles (definiciones de
estos objetos se encontrarédn en el capitulo 6)(Conjeturas 6.1 y 6.2 de [CGZ]). La intuicién
que habia detrds de esta conjetura era una relacién similar vilida en el caso planar (ver
por ejemplo, [ZCG]).

En esta memoria presentamos una relacién general entre las matrices de coeficientes de
planos méviles y superficies méviles de cualquier grado. Como caso particular, cuando



el grado es 2, proveemos una demostraciéon de estas conjeturas en los teoremas 6.10 y
6.17. Ademas, en los apartados 6.3 y 6.4.1 demostramos que el método de las superficies
moviles funciona incluso cuando la superficie no estd propiamente parametrizada.

Las técnicas que aqui se usan son bastante elementales: se factoriza el determinante de
la matriz de coeficientes de superficies mdviles como producto de matrices mas simples.
Esto, junto con la formulacién de la resultante como el determinante de un complejo de
Koszul (ver [GKZ2] y el capitulo 3 de esta memoria), nos permite obtener los resultados
antes mencionados. En particular, damos demostraciones alternativas de los teoremas 4.1
y 5.1 de [CGZ]. Adaptando estas técnicas al caso planar, también se pueden producir
demostraciones alternativas de relaciones similares que se dan en [SGD] y en [ZCG].

Los resultados del capitulo 6, estdn contenidos en [D1].

0.4.2 Calculo de operadores de Proyeccién Ralos (capitulo 7)

Supongamos tener n + 1 polinomios en n + m variables de la forma siguiente:

fi(yl,...,ym,:rl,...,mn),i=0,---,n. (8)
Podemos pensar las variables y; como parametros, y eliminar z,,---,z, a través de una
apropiada resultante rala Res4(fo, ..., fn), 0 del determinante de la matriz que da un

miiltiplo no nulo de la resultante. Ambas operaciones determinan un operador de proyec-
cion de un espacio n +m-dimensional a uno de dimensién m. Este operador de proyeccion
puede ser idénticamente cero debido a varias razones:

e la resultante puede ser idénticamente cero debido a que los polinomios de (8) no
son genéricos, usualmente debido a que los coeficientes de los f; pueden depender
de menos parametros,

e la resultante rala se puede anular idénticamente debido a que n de esos polinomios
forman un sistema que tienen infinitas soluciones en la compactificacién asociada,
formando componentes excesivas,

e También puede ocurrir que la resultante rala sea no nula, pero que el determinante de
la matriz resultante sea idénticamente cero debido a la anulacién del factor extrafio.

Este tltimo punto ha sido estudiado en [CE2], aunque los métodos que se proveen alli
requieren de significativos cdlculos adicionales. Canny, en [Can2] pudo dar una respues-
ta efectiva a los tres problemas en el caso clasico a través del polinomio caracteristico
generalizado, o GCP. Hay un trabajo de Rojas en el contexto ralo ([Roj]), pero también
requiere de bastantes calculos auxiliares.

Nosotros estudiamos el caso ralo haciendo una generalizacion eficiente del GCP de Canny.
Lo que presentamos es un simple esquema de perturbacién que se basa en el algoritmo
de levantamiento de politopos (este algoritmo se usa en [CE1l, CE2] para calcular las
matrices a la Sylvester cuyo determinante es un multiplo no trivial de Res4(fo, ..., fa)), ¥
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que nos permite perturbar muy pocos coeficientes para producir operadores de proyeccién
ralos, definidos por un determinante y tales que, si los coeficientes se especializan, estos
operadores no son idénticamente cero pero se anulan sobre las raices de las componentes
propias de la variedad, incluyendo todas las raices aisladas. Hay que destacar que las
perturbaciones realizadas respetan la estructura rala de los polinomios de tal manera
que la cantidad de términos de cada polinomio no se incrementa, y la complejidad del
algoritmo sigue siendo esencialmente la misma.

El capitulo 7 contiene los aportes que hemos hecho sobre este tema. El teorema 7.4 nos
permite concentrarnos luego en las matrices a la Sylvester para calcular la resultante, y
construir a partir de ellas operadores de proyeccién ralos en el apartado 7.2.

Los resultados de este capitulo estdn contenidos en {DE1]
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FORMULAS



Capitulo 1

Formulas a la Macaulay para
Resultantes Homogéneas

1.1 Preliminares

En esta seccién, vamos a trabajar con la resultante cldsica, homogénea o densa, tal como
aparece en [Macl, Mac2, vdW, Joul, Jou2, CLO, GKZ2]. Se dard una definicién de ella,
y férmulas para su calculo efectivo.

Sean d,,...,d, enteros positivos. A cada n—upla a € N} tal que |a| = d;, le asociamos
una indeterminada ¢; o, t =1,...,7n.
Sea A el anillo factorial A := Z|[as,], y sean z,,...,z, indeterminadas sobre A. Conside-
remos la familia de polinomios genéricos:
fi@,. ) = ) ciaz® (i=1,...,n). (1.1)
lal=d;

Teorema 1.1 [Macl, Mac2, vdW, Joul, CLO, GKZ2] Fijados d,,...,d,, eziste un
unico polinomio Resq,, . 4, € A que tiene las siguientes propiedades:

1. Si fi(z),..., fo(z) son polinomios homogéneos de grados dy, . .. ,d, respectivamente,
con coeficientes en un cuerpo cualquiera k, entonces las ecuaciones

filx)=0 i=1,...,n

tienen una solucién no trivial en la clausura algebraica de k si y solamente st

Resg, ... dn(fl,...,f.,,) = 0. Aqui, Resy,, 4, (fl) debe entenderse como el polinomio
Resy, .. 4, especializado en los coeficientes de la familia {fi(m)}lsis,,, o sea, bajo la
especializacion
A - k
Cia — coeficiente de z* de f;(z).
2. Resq, . q. (z¥,...,2%) =1

13
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3. Resy,,...q, €s irreducible, incluso como elemento de A®k, donde k denota la clausura
algebraica de k.

Algunas propiedas del polinomio Resy, .. 4, estdn enumeradas en el siguiente
Teorema 1.2 [CLO, Joul, GKZ2]

1. Fijado j € {1,...,n}, Resq,, 4, €s homogéneo en las variables cjq, |a| = d;, de
grado d; ...d;_1dj;, ...d,. El grado total de Resg,, 4, €3

> di...djdjs ... dn.
=1

2. 8511 <1i<j<n, entonces

R’esdl ..... dn(fl,---,fi,---:fj,---)fn)=
(=19 Resa,..d;,.didn (f1s s fis o5 fis ooy fa)-

3. Si fj = fJ’ f"j es un producto de polinomios homogéneos de grados d; y dj, entonces

Resd,.an(fls--oseoes fin-oor f) =

9

Resd|,... .Ir ..... dn (fl’ R ’fj’ DR :fn)ReSdl,...d_’i',...,d,. (fl) ceey _-;’a oo 3fn)-

En lo que sigue, vamos a dar algoritmos para calcular la resultante, generalizando la idea
dada por Macaulay en [Macl].

Con S, denotaremos el A-mddulo libre generado por los monomios en A[z] de grado u. Si
u < 0, definimos S, := 0. También definimos los submédulos libres E% C S% C S,_g4;,
paratodoj=1,...,n:

St’j = (.’137, I’Yl =t- dj,’)’l < dl,---,')’j—l < dj_1> (12)

EY := (2" € S%,existe i # j : v > d;) . (1.3)

Notar que E*®* =0,y S*!' = S,_4, Vt € Nq.
Sea j, : Sy — (S,)" el isomorfismo asociado con las bases monomiales en S, y denotare-
mos con T, := j,(z”) los elementos en la base dual.

Convenciéon 1.3 Todos los mddulos que estamos considerando tienen una base mono-
mial, o una base dual a la base de monomios. Supondremos que todas estas bases tienen
un orden prefijado. Esto nos permitird definir matrices “en las bases monomiales” sin
ambigtiedad.

Convencién 1.4 A lo largo de todo este trabajo, las matrices que representen transfor-
maciones lineales serdn indezadas de tal forma que las filas estardn en correspondencia
con los elementos de la base del dominio, tal como en [Macl].
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Sea t, := (dy — 1)+ ...+ (dn — 1) el grado critico. Introduzcamos otro conjunto de n
variables yi,...,¥n, ¥y para cada par (¢,5), 1 < ¢,j < n, definamos A;j(z,y) como el
cociente incremental

fi(yl)' < Yi-1,Tj, - .,.’13") - fi(yl’- 2 Y Tign, - - 'amn)
. (1.4)
Tj—Yj

Notar que fi(z) — fi(y) = 35, Aij(z,y)(z; — y;)- El determinante

A(z,y) = det(Aij(z,¥))1<ij<n = z A, () .y (1.5)

YI<tn

es un representante del bezoutiano asociado con la familia (1.1) (cf. [BCRS], [Kun], y
[Jou2] donde aparecen con el nombre de “Formes de Morley”). Es un polinomio ho-
mogéneo en A [z,y] de grado total ¢,.

Sea 1, la transformacién A-lineal

Yie:Sp_, — St
n

T, — A, (1.6)

donde A, (z) es el polinomio definido en (1.5). Sea A, la matriz de ¥, en las bases
monomiales.

Consideremos también la transformacién lineal de tipo Sylvester:

Pou: S B e St — S

(gl ) ) gn) — Z?:] gifia (17)

y denotemos con D, su matriz en las bases monomiales. Como es usual, 95, _, denotard
la transformacién dual de (1.7) en grado ¢, — t.
Notemos también con

Ui (Spa-e)" @ (S @ 0S™) > S0 (S @@ St (1.8)
al morfismo de A-médulos definido por

(Tyg) = (%1(T) + %24(9), Y34, (T)) (1.9)

y llamemos M, a la matriz de ¥, en las bases monomiales.

Llamaremos E; a la submatriz de M, cuyas filas estan indexadas por los monomios en
E“'y...UE"! y cuyas columnas estdn indexadas por los monomios z” que pertenecen
a S; para los cuales existen dos indices diferentes i, j tales que

Y 2 di,y; 2 dj.

Hechas estas elecciones, no es dificil ver que M, y E, (esta dltima cuando exista) son
matrices cuadradas.
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Observacion 1.5 Observar que E, es en realidad una submatriz de D,. De hecho, E,
es la submatriz cuadrada llamada &€ (t) en [Cha3], y cuyo determinante es denominado
A (n,t) en el Teorema 6 de [Macl].

Para cada entero ¢, denotaremos con i(t) a la dimensién del k—espacio vectorial formado
por los elementos de grado ¢ del ideal generado por una sucesioén regular de n polinomios
con grados d,, .. ., d,. Es conocido que i(t) es independiente del cuerpo k, y de la sucesién
regular. Definimos también

p(t) := (t;’: 1) +i(ty —1). (1.10)

Lema 1.6 M, es una matriz cuadrada de tamario p(t).
Demostracion. La asignacién que envia un monomio z™ de S en :vf" z™ produce una
inyeccién de la unién de las bases monomiales de los S** en los monomios de grado ¢ que son
divisibles por algin a:f". Es facil ver que la cardinalidad del conjunto de monomios de grado
t que no estdn en la imagen de esta asignacion es precisamente Hy(t), donde Hy(t) denota
la dimensién de la parte de grado ¢ del cociente del anillo de polinomios sobre k por el
ideal generado por una sucesién regular de polinomos homogéneos de grados d,, . . ., d, (cf.
[Jou2], 3.9.2). Es mds, usando la asignacién (y1,..., ) = (di =1 =7,...,dn — 1 — 1),
se sigue que

Hy(t) = Hy(t, — t). (1.11)

Se puede calcular explicitamente la funcién de Hilbert usando la siguiente férmula (cf.
[Macl], section 2):

n _ vd; 0o
H*’=(‘1(_1Y)f ) _ D Hy(t).Y" (1.12)

Entonces se tiene la siguiente relacién de rangos:

tk (S"' @ .- @ S"™) =1k S, — Hy(t).
Similarmente, se tiene que
k (St - @ St"“'")' =1k (S, -¢)" — Ha(tn — t).
De aqui se sigue que M; es una matriz cuadrada de tamano
rk S; — Hy(t, — t) + rk S, -
Como i(t, — t) =rk Sy, s — H4(t, — t), el tamaio de M, es igual a

rk S; + i(t, — t) = p(t).
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Observacién 1.7 Ordenando convenientemente las bases monomiales, M, es la matriz
que aparece en [Jou2], 3.11.19.7. En ella se puede reconocer la siguiente estructura:

A *Dy,-y
80 D] 019

Observacién 1.8 Dado que 1, = 0 si y solamente si t < min{d;}, se tiene que ¥, =
1/)2_t + 1/)1't sit> tn - min{di}, Yy \I;t = ¢'2,t sit> tn.

Finalmente, denotaremos con E, la submatriz cuadrada de M, formada como sigue:

_ * tEtn—t
E;, = [ E, 0 ] . (1.14)

Estd claro por su definicién que det(E,) = + det(E;) det(E, —¢).

Observacién 1.9 Dualizando la transformacion (1.9) se tiene que, ordenando conve-
nientemente sus filas y columnas, y permutando el orden de las variables z,,- - -, z,,

tMt = Mt.,—t Y tEt = ]Etn—t-

1.2 Foérmulas a la Macaulay Generalizadas

La transformacién 1, definida en (1.7), se puede extender a la suma directa de los

k—espacios vectoriales de polinomios homogéneos de grados t—d;, .. .,t—d,, de la manera
siguiente:
Si-ay @ & Sia, — Sy
" 1.15
(gl ) ) gn) = z:;lgifi- ( )
También la transformacién s, _, se puede extender a la suma directa de los k—espacios
vectoriales de polinomios homogéneos de grados ¢, —t — d,,...,t, —t — d,, obteniéndose

el siguiente morfismo:

(Stnt)" ® (St-dy ® - ® St-0,) B S, ® (Stnmt-ty @+ ® Stpotda)” - (1.16)

Luego, la matriz M, de la transformacién ¥, definida en (1.8), se puede ver como una
elecciéon de una submatriz cuadrada de la matriz de \ilt en las bases monomiales. Enseguida
veremos que, de hecho, su determinante es un menor no nulo de tamano maximo.

La siguiente proposicion serd 1til en lo que sigue:

Proposicién 1.1 Sea M| una matriz cuadrada con coeficientes en A tal que

At Ft ]

Mt = [ t’Ftn_t 0

(1.17)
donde F; tiene i(t) filas y corresponde a una restriccion de la transformacion (1.15. Lo
mismo vale para Fy,_, en grado t, — t. Entonces, det(M,) es un miltiplo (eventualmente

cero) de Resq,, a4, (f1,---, fn)
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Demostracion. Sean N := Y " | #{a; € N* : |a;| = d;}, y k un cuerpo algebraicamente

cerrado. Dado a = (aq,)|a;|=d;, i=1,..n € k", denotaremos la especializacién de fy,..., f,
€n a pOI‘ fl(a)(m)a M fn(a)(l') G k[X]
Debido a la irreducibilidad de Resg,,. 4, (f1,---, fz), la proposicién estard probada si

mostramos que, para todo a € k" tal que el sistema de ecuaciones

fila)(z) =0,..., fa(a)(z) =0

tienen una solucién no trivial en k", el determinante de la matriz especializada M/(a) cs
igual a 0.

Supongamos que (py, - . -, Pn) €s una solucién no trivial. Sin pérdida de generalidad, pode-
mos suponer p; # 0. Como las columnas de M;(a) estan indexadas por todos los monomios
de grado t ademds de otros monomios, una de ellas estd asociada a z{. Reemplacemos
todos los elementos de esa columna como sigue:

1. si el elemento pertenece a una fila indexada por un monomio z7, |y| = t, — ¢,
reemplazarlo con A, (z);

2. si pertenece a una fila indexada por un monomio z” € S,_q4,, reemplazarlo por
z7 fi(a).

No es dificil ver que, el determinante de la matriz modificada es igual a z% det(M;(a)).
Especializando z; — p;, se tiene que el determinante de la matriz modificada sera igual a
cero si y solo si det(M{(a)) = 0.

Para probar esto iltimo, mostraremos que la submatriz de tamaifio (i(t) + 1) x (
siguiente tiene rango menor o igual que i(t) :

Ay -0 Ay(p)
Fi(a)

")

Una vez probado esto, junto con una expansién de Laplace del determinante de la matriz
modificada, obtendremos nuestro resultado.

Si el bloque [*F}(a)] tiene rango menor que i(t), la afirmacién es verdadera trivialmente.
Supongamos que este no es el caso, entonces se tiene que la familia

{27 fi(a)(z), 27 € St-a;}

es una base de (fi(e)(z),..., fa(a)(z)) NS, y la afirmacién serd demostrada, si vemos
que el polinomio }.,_, A,(p)z” pertenece al ideal (fi(a)(z),..., fa(a)(z))-
Debido a (1.4) y (1.5), se tiene que

(z1 — 1) Az, y) € {(fila)(z), ..., fala)(z), fi(a)(y), ..., fula)(¥)). (1.18)
Especializamos y; — p;, entonces (1.18) se lee como sigue:

tn

@ -p)Y [ 3 4,027 | € (h(@ )., fal) ).

7=0 \Ivl=j
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Como el ideal generado por {fi(z)} es un ideal graduado, y dado que p, # 0, se tiene que
Y= Ay (P) X7 € (fi(a)(X), ..., fa(a)(X)) para todo j. O

Antes de enunciar el préximo teorema, estableceremos la siguiente convencién: si la matriz
E; estd indexada por el conjunto vacio, definimos det (E;) = 1.

Teorema 1.10 Para todot > 0, det (M;) # 0 y det(E,) # 0. Ademds, se tiene la siguiente
formula a la Macaulay :

det(Mt)
det(IEt) '

Resy,,..d. (f1,. ., fo) =%

Para la prueba del Teorema 1.10, necesitaremos el siguiente lema auxiliar. Sean D, y E,
las matrices definidas en la seccion anterior.

Lema 1.11 Sea t > 0, y A un anillo que contiene a A. Supongamos tener una matriz
cuadrada M con coeficientes en A que tiene la siguiente estructura:

M = Ml MQ:I’

| D, 0
donde M), M, son matrices rectangulares. Entonces, eziste un elemento m € A tal que
det (M) =m . det (E,)

Demostracion. D, es cuadrada si y solamente si ¢t > ¢,. (cf. [Macl], Section 3). En este
caso,
det(M) =4 det(Mg) det(Dt),

Debido a la férmula de Macaulay (cf. [Macl], Theorem 5), se tiene que el miembro derecho
es igual a
+ det’(M2) det(Et)ReSdl,....dn (fl’ ceey fn))

con lo cual el resultado se sigue facilmente en este caso.

Supongamos ahora que 0 < ¢t < t,. Entonces, D, tiene i(t) filas y i(t) + Hq4 () columnas,
y existe una biyeccién entre la familia F de Hy(t) monomios de grado ¢, y los menores
maximales mr de D,. Explicitamente, mr es el determinante de la submatriz cuadrada
formada por todas las columnas indexadas por monomios no pertenecientes a F.

Se puede verificar que mx es el determinando denotado con ¢% en [Cha3], para calcular
la subresultante asociada con la familia {z7},¢x.

Usando la férmula a la Macaulay para subresultantes (cf. [Cha3d]), se tiene que

my = tdet(E;). A%,

donde A% es la subresultante asociada con la familia F. Es un elemento de A que se
anula bajo una especializacién f)(a)(z),..., fo(a)(z) si y solamente si la familia {z7},cr
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no es una base del k—espacio vectorial formado por la parte de grado ¢ del cociente
kX1, ..., Xal/{fi(a)(X),. .., fa(@)(X)) (cf. [Cha2]).

Sea m$% el menor complementario de mx en M (o sea, el determinante de la submatriz
cuadrada de M formado evitando todas las filas y columnas indexadas por elementos de
myg). Haciendo una expansién de Laplace del determinante de M, se tiene que

det (M) = Zs;-mf'mf;-:det(Et) (Zs;-m}-A;_-)
F F

con sy = 1. Haciendo m := Y, sx - m% - Ay € A, conseguimos el resultado esperado.
O

A continuacion, daremos la demostracion del Teorema 1.10.

Demostracion. En [Macl] estd demostrado que det (E;) # 0, V¢ > 0. Esto implica que
det (E;) # 0. Para probar que det (E;) = det(E;) det(E,,—,) divide a det(M;), usaremos
el siguiente argumento: consideremos el anillo B := Z (bg,) |, |4, i=1,..n+ donde by, son
nuevas variables, y los polinomios

fri= ba, X% €B[Xy,..., Xd].
|aif=d;

Sea D? _, la matriz de la transformacién lineal ¢, _, determinada por la férmula (1.7
tn—t 2,th—t

pero usando la sucesién fy1,..., fon €n lugar de fi,..., fo. Hacemos A := Z[aq,, bs,], ¥
consideremos la matriz M(a, b) con coeficientes en A dada por
— Ay tDll!),.—t
M(a,b) = [ D, 5 .

Claramente se ve que M(a,a) = M,, y por el Lema 1.11, tenemos que det (E;) divide a
det (M (a,b)) en A. Trasponiendo M (a,b) y usando un argumento simétrico, por el mismo
lema se puede concluir que det (Ef _,) divide a det (M (a,b)) en A, donde Ef _, tiene el
significado obvio.

Como el anillo A es un dominio de factorizacién tnica, y los elementos det(E,) y det(E? _,)
no tienen factores comunes no triviales en A porque dependen de diferentes conjuntos de
variables, entonces tenemos que

det (M (a,b)) = P(a,b) det(E,) det(E? _,)

para algun P € A.
Ahora, especialicemos b,, — aq,. El hecho de que det (M;) es un miiltiplo de la resultante
ha sido probado en la Proposicién 1.1 (ver también [Jou2], Proposition 3.11.19.21) para

0 <t <t yen [Macl] para t > t,. Por otro lado, como Resg,, 4,(f1,--.,fn) s irre-
ducible y depende de todos los coeficientes de fi, ..., f,, mientras que tanto det(E;) como
det(E;, ;) no dependen de los coeficientes de f,, podemos concluir que Resg,, . 4.(f1,- .., fn)

divide a p(a,a). Es més, el préximo lema 1.12 muestra que ambos polinomios tienen el
mismo grado. Luego, su cociente es un niumero racional A. Se puede ver que este nimero
es igual a x1, considerando la especializacién Xf‘, e X3 O
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Lema 1.12 Para cadai=1,...,n, grado(aoi) (M,), el grado del determinante de M, en
los coeficientes de f; es igual a

grado(aoi)(Resd,,,,,,d,,(fl,...,fn)) + grado(ao._)(Et) + gradog, ) (Ei,-t)
= dy...di_ydip1...d, + grado(GOi)(Et) + grado(aa'_)(Et"_t).

Demostracién. Llamemos Jy(i) := {27 € Sy, v > di, vj < d;Vj # i}, donde u toma los

valores t y t, —t. De las definiciones de 15, y E, se sigue facilmente que, si é, es un menor
maximal de Dy,

grado,, y (&) — grado,, ) (Ev) = #Ji(2).

Haciendo una expansién de Laplace del determinante, se puede ver que det (M,) se escribe
como

det (M) = > s5-ms- 8- 8y,
6¢,0e, —t

donde s; = %1, &, -, es un menor maximal de *D,, _, y m; es un menor de tamano Hy(t)
de la matriz A,. Como cada coeficiente de A, tiene grado 1 en los coeficientes de algin
fi, el lema quedard probado, si mostramos que

#J0() + #Jopo() + Ha(t) = di .. disy dig ... . (1.19)

Tal como fue observado en la prueba del Lema 1.6, Hy(t) se puede calcular como el
cardinal del siguiente conjunto:

Hy, = {2" € S, v; < d; Vj}, (1.20)
ydy...di—.diy...d, es el cardinal de

R mn Vi1, Ti+1 v . Ry
Li={z]" ... 25 'z .2, v < d; Y5}

Para probar (1.19), alcanza con exhibir una biyeccién entre I'; y la unién disjunta

Je(@) | Jen=e (D) | Hape

En realidad, los conjuntos Jy(¢) y Ji,-¢(2) y Hq. son disjuntos dos a dos, excepto cuando
t = t, — t. Pero lo que sigue muestra que la biyeccion esta bien definida, atin en ese caso.
Sea 27 € Ty, ¥ = (V1y -+ +» Yie1 Yit1s - - -» Yn) CON 7¥; < d;Vj # 2. Si [7] < ¢, entonces hay
un inico v; tal que v := (7, ...,Y) € N§ verifica: |y| =t. Si v; < d;, entonces asignamos
a z7 el monomio 7 € Hy,. Si no fuera asi, le asignamos z7 € Jy(7).

Si |¥] > ¢, sea * el multiindice

(dl -1 —’71""1di—1 -1 _7i—ladi+l -1 _’Yi+l"*')dn_ 1 _’Yn)
Entonces, [7*]| < t, — t, y existe un tnico v; tal que el multiindice  definido por

(dl_1—7l1-")di—l _1_’Yi—l’7i)di+l -1 _7i+la"-adn_ 1_711)
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tiene grado t, — t. Podemos entonces asignar a z7 el monomio =7 € J;, _4(¢) siempre y
cuando 7; > d;. Supongamos que esto ultimo no ocurre, esto implicaria que el monomio
con exponente

’Y' = (71’ e Yi-n di -1- Yir Vit - - - )dn)

tendria grado ¢ contradiciendo el hecho de que |y| > t.
Con estas reglas, es bastante sencillo verificar que se obtiene la biyeccién deseada. (J

Cambiando el orden de la sucesién (fy, .. ., fn), y aplicando nuevamente el Teorema (1.10),
se puede deducir el siguiente

Corolario 1.13 Resy,,. 4.(f1,. .., fn) = med{menores mazimales de \Ilt}.

1.3 Estimacion del tamano de M;

En la seccién anterior hemos construido, para cada entero ¢ > 0, una matriz M, de tamaio
p(t), cuyo determinante es un multiplo no trivial de Resy, .. 4,(f1,.-., fr), ¥ cuyo factor
extrano es un menor de este determinante. En esta seccién estudiaremos cudl es la matriz
de menor tamano que se puede conseguir.

Podemos escribir a p como

o(t) = (n+t—1)+(n+tn—t—1) — Hy(t, - 1).

n-—1 n-—1

Claramente, (**'7') + (**=*"") es la restriccién de un polinomio ¢(t) en una variable
real t. Este polinomio es simétrico con respecto a % (o sea, ¢(% +t) = ¢(‘2 —t) para
todo t). Es mds, ¢ alcanza su minimo en el intervalo [0, ¢,], en el punto t = %1 Dado que

p(t) = ¢(t) — Hu(t) = ¢(tn — t) — Haltn — 1) = p(ta — 1), (1.21)

para estudiar el comportamiento de p, necesitamos entender cdmo varia Hy(t) respecto
de t.
Notaremos con [z] a la parte entera del nimero real z. Notar que cuando t, es impar,

e([%]) = p([3] +1).

Proposicién 1.2 Hy(t) es una funcion decreciente sobre los puntos enteros del intervalo

[0, [%]]-

Demostracién. Vamos a probar este resultado haciendo induccién sobre n. Sin =1, la
afirmacién es evidente dado que ¢t; =d — 1y Hy(t) = 1,Vt =0,...,d — 1. Supongamos
entonces que la afirmacién es verdadera para n variables, y hagamos

d = (di,...,du)) € Ng*,
d = (dl)---)dn)-
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Seat < t+1 < [“£1]. Queremos ver que ¢(t) := Hy(t + 1) — Hz(t) es no negativa.
Teniendo en cuenta la expresién (1.20) se tiene que, para todo ¢t € Ny, H5(t) es igual a la
cardinalidad del conjunto

(yeNgt': |y|=t,0< v <d;-1,i=1,...,n+1}.

Luego, se puede calcular de la siguiente manera:

dn+l"1
D #{7eN;: l=t-4, 0<% <di— 1, i=1,...,n},
j=0
lo cual da la igualdad Hy(t) = Z?;g‘"' Hy(t — 7). De aqui se sigue que
e(t) = Hg(t+ 1) — Hy(t + 1 — dpyy).

Sit+1< [%] , deducimos que ¢(t) > 0 por la hipétesis inductiva. Supongamos entonces

que
tn tn+l
- t+1< .

Como Hy(t+ 1) = Hy(t, — (t + 1)) = Hy(t, — t — 1), es suficiente verificar lo siguiente

tn—t—12t+1—dup
t-to1< (4],

lo cual es inmediato. Luego, el resultado se sigue nuevamente usando la hipétesis induc-
tiva. O

Corolario 1.14 El tamanio de la matriz M, es minimal sobre Ny cuando t = [%] .

Demostracion. La funcién p(t) mide el tamafio de esta matriz. Por (1.21), esta funcién
tiene un minimo absoluto en el punto [%] sobre los puntos enteros de [0, t,). Esto vale
dado que ¢ alli alcanza su maximo, y Hy el minimo. Sit > t,, tenemos que p (t) = (***]')
Para t en este rango, se puede ver facilmente que

n+t,—1
tp) = -1 t).
p(tn) ( n— 1 ) <p(t)
Luego, p(t) > p(t.) > p([%]). O
Sean p := Y1, d;/n el promedio de los grados, y ¢ := p—;’;—l. Notar que excepto en el caso

lineal, que ocurre cuando todos los d; son iguales a 1, se tienequep > 1y g < 1.

Proposicion 1.3 Supongamos p > 1. El cociente entre los tamanios de la menor matriz
M, y la matriz de Macaulay cldsica M, ., se puede acolar por

p([tn/Q]) n—1
pltat1) =20
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Demostracién. Notar que, cuando t, es par, t, — [tn/2] = [tn/2] y cuando t, es impar,
tn — [tn/2]) = [tn/2] + 1. En ambos casos,

olltn/2) < 2050 _ o (tn/2tn).(ta/2042) _
p(tn+l) — ("n+_¢ln (tn+n)...(th +2)
_ (tn/2)+ [tn/2]4n—1 tn/2]+2
2 () (lamenn | (1n22) <
tn/2]+ n-=1
<2 (laftln)
Como t, = np — n, se tiene que
/A+n  F+5 _ 1, 1 _
t,+n — np 2 2p_q'

que es lo que se queria probar. (J

1.4 Bezoutianos y Residuos

En esta seccién vamos a explorar relaciones duales entre bezoutianos y residuos mul-
tidimensionales. Esto nos permitird probar una especie de reciproco del Teorema 1.1,
que nos dird que, para una familia especializada { f,(a)(z),..., fa(a)(z)} C k[z] tal que
Resq, .4, (fi(a)(z),..., fa(a)(z)) # 0, hay una matriz cuadrada M, del tipo (1.17), tal
que det(M/(a)) # 0. Detalles y demostraciones acerca de esta teoria pueden encontrarse
en [BCRS, CDS1, Tsi, Kun].

Supongamos que Resy, . 4, (fi(e)(z),..., fa(a)(z)) # 0. Esto implica que la variedad
algebraica definida por {f;(a)(z) = 0} C k™ consiste del dnico punto O € k". Entonces,
a cada polinomio h € k[z], se le puede asociar el residuo en 0 € k™ de la n—forma
meromorfa:

— h(y)dyi A ... Ady,
fi(a) (). - . fala)(y)
Esto define un operador k—lineal de k[Y] en & :

(Y)dyi A ... Ady, )
(@)(¥) - fala)(y)

Usando la férmula de Weil, junto con la equivalencia entre los criterios de pertenencia
local y global a ideales de funciones analiticas (cf. [CDS1, Wei]), se tienen los siguientes
resultados de dualidad:

h — Ry(h) := resg ( h
fi

1. h(z) = Ry (h(y) A(z,y)) en el anillo cociente k[z]/I(a).
2. h € I(a) si y solamente si Ry(f h) =0, para todo f € k[z].

3. Si h es un polinomio homogéneo de grado t, t # t,, entonces Ry(h) = 0.
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Aplicando estas propiedades a la situaciéon que estamos estudiando, tenemos que, para
cada h(z) € k[z] de grado ¢,

h(z)=Ro [ h(y) D MA@y | =Ro [ h(y) D Ay | =

7<tn 1vl=tn -t

= Y Ro(h(y)y") A ().
[7I=tn—t

De aqui se deduce inmediatamente la siguiente afirmacién:
La familia {Ay(z) }yi=ta—t, (Tesp. Y| =t ) genera la parte graduada del cociente en grado
t (resp. tn, —t).
Recordemos también que el bezoutiano es un objeto bien definido en el cociente de k[z, y]
por el ideal (f,(a)(z), ..., fa(a)(z), fi(a)(¥),..., fa(a)(y)), es decir que, para cada familia
de polinomios p;(z,y), g:(z,y) € k[z,y] i =1,...,n, si hacemos

A(:L" y) = A(CIJ, y) + Zpi(xiy) f,(a)(m) + qi(x’ y) fi(a)(y)’ (122)

usando los resultados de dualidad mencionados anteriormente, se tiene que el polinomio

A(z,y) tiene las mismas propiedades que A(z,y).
Ahora podemos enunciar el resultado principal de esta seccién.

Teorema 1.15 Si Resq,,. 4, (fi(a)(z),..., fu(a)(z)) # 0, eziste una matriz cuadrada M;
como en (1.17) tal que det (M[(a)) # 0.

Demostracion. El hecho de que Resy, .. 4, (fi(a)(z),..., fa(a)(z)) no sea cero, implica que
fi(a)(z), ..., fa(a)(z) es una sucesién regular en k[z]. Luego, las dimensiones de las partes
graduadas del cociente k[X]/I(a) en grados t y t, —t son i(t) e i(t, — t) respectivamente.
Podemos elegir entonces bloques F; y F,_; como en (1.17) de tal manera que F;(a) y
F,, _:(a) tengan rango maximo. Supongamos win pérdida de generalidad que los bloques
Q: ] Qtn—t
R |7 | Rt
son matrices cuadradas inversibles de tamafio maximo. Vamos a probar que, con esta
eleccién de menores, la matriz M;(a) es inversible.

Nuestra matriz especializada sera de la forma siguiente:

A, Qe(a) ] |

F, y F,, _; son de la forma ] respectivamente, donde Q,(a) y @, -¢(a)

M;(a) = l Ri(a)
tQtn—t(a) ‘R, -i(a) 0

Aplicando operaciones lineales en las filas y columnas de M{(a), podemos transformarla
de la manera siguiente:

0 0 Qi(a)
0 At Rt(a) ’
*Qto-t(a) Ry, _i(a) 0
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donde el bloque [A,] es cuadrado y de tamaiio Hy(t).

Pero es facil verificar que A, corresponde a las coordenadas en grado t de otro bezoutiano
A(z,y) (en el sentido de (1.22)). Esto ocurre puesto que cada operacién lineal aplicada
a M/(a), cuando se la aplica al bloque A,, puede interpretarse como una combinacién
polinomial de f;(a)(z) y fi(a)(y) aplicada al bezoutiano A(z,y).

Usando el hecho de que {A,(z)}},/= genera el cociente en grado t, — t, se tiene que

0 A,
det ( ‘Qt,-t(a) *Ry,—t(a) ) #0.

De aqui, el resultado se sigue facilmente. (J

1.5 Ejemplos

Sean n = 3, y (d),d»,d3) = (1,1,2) . Tomemos como polinomios genéricos a
h = )T + a2T2 + a3T3
fa bizy + bazy + b3y

fa c1z? + cozd + 322 + 42122 + 5T T3 + C6T2T3

En este caso, t3 = 1. La matrix clasica de Macaulay (en nuestra notacién, M,) es la
siguiente:

a) 0 0 ao Q3 0
0 a9 0 a) 0 as
0 0 as 0 a; ao
0 b 0 b 0 b3
0 O bg O b1 b2
G C2 C3 G C5 Ce

Su determinante es igual a —a;Res;, 2. Aqui puede verificarse facilmente que el factor
extrano E es la submatriz de tamano 1 x 1 formada por el elemento (2,4) de la matriz.
Por otro lado, si tomamos ¢ = 0, podemos exhibir una férmula determinantal para
tRes), 2. En efecto, el determinante de

ay a2 as
M, = b b2 bs ,
Aaoe D10 Do)

esigual a Res; 2. Aqui, los A, son los coeficientes del bezoutiano (1.5). Mds precisamente,
se tiene

A(I,O,O) = a1bycs — aybyeqy — byascs + biascy + crazby — crazbs
D0 = abacs — ajbsc; — biascs + biascy
Apoy = arbacy — bragcs



1.6. ALGUNAS FORMULAS MAS GENERALES 27

Tomemos ahora n = 4, y (dy,ds,ds,d4) = (1,1,2,3). El grado critico es, en este caso, 3.
La matriz cldsica de Macaulay, My, tiene tamafio 35 x 35. Como el grado de Res; ;23 es
igual a 17, sabemos que su factor extrafio debe ser una submatriz de tamano 18 x 18.
Veremos mas adelante que una de las matrices de menor tamafo posible entre las M; es
M;,de 12 x 12:

( A(12,0,0,0) Azz.o,o,O) Agz,o,o,o) A‘(;2,0,0,0) aa 0.0 0 0 0 0 ¢ \
30,2,0,0) Ago,z,o,o) A§0,2,o,0) A‘(10,2,0,0) 0 a2 0 0 b 0 0 c
Aio,o,z,o) Ago.o,z,O) A50,0,2,0) A§0,0,2,0) 0 0 a3 0 0 b3 0 o3
(0,0,0,2) Ago,o,o,z) A50,0,0,2) A30,0,0,2) 0 0 0 at 0 0 by c4
A(11,1,0,0) ASI'I’O'O) A51,1,0.0) A$1,1,0,0) a2 ¢ 0 0 b 0 0 o5
M, = A(11,0,1,0) A&1,0,1,0) AS1,0.1.0) A51,0,1,0) a3z 0 a1 0 0 b 0 o
(1,0,0,1) ASl,o,o,l) A(1.0,0.1) A00,1) @4 0 ag 0 0 b o
A(10,1.1,0) A&(),1.1,0) Ago.m.O) §0,1,1,0) 0 a3 a2 0 b3 b2 0 ¢
A(10,1,0,1) Ago.l,o,l) Ago,l.o,l) A50,1,0.1) 0 as 0 a2 by 0 by o
A(10,0.1.1) A(0.0.1,1) A(0,0.1.1) A(0,0,1,1) 0 0 a4 a3 0 by b3 cio
a as as a4 0 0 0 0 0 0 0 O
\ b by bs by 0 0 0 0 0 0 0 0
donde
f1 = ay X, + ax Xo + a3 X3 + ag Xy
fo = by X1 + baXo + b3 X3 + by X4

f3 = 61X12 + C2X22 + c3X32 +C4X§ +05X1X2 +CGX1X3
+C7X1X4 + CaXzXa + C9X2X4 + CngXq,

y f1 es un polinomio genérico de grado 3 en cuatro variables. Ademds, para cada v, |y| =
2, escribimos

1
Ay(X) =) ALX;,
Jj=1

El determinante de esta matriz es *a;Res; 23, ¥ el factor extrafio es la submatriz de
tamano 1 x 1 obtenida tomando el elemento en la quinta fila, sexta columna.

1.6 Algunas Formulas mas Generales

1.6.1 Foérmula de Macaulay Generalizada

Siguiendo las ideas originales de Macaulay, se puede ver que hay cierta flexibilidad en
la eleccién de las bases monomiales que definen los conjuntos S% para obtener otros
menores maximales no nulos de ¥,, es decir, diferentes matrices cuadradas M| cuyos
determinantes seran multiplos no nulos de Resy, ... 4,(f1,-.., fn) con diferentes factores
extrafios det(E;), det(Ej _,), para submatrices cuadradas Ej, E; _, de M,. Ademis de la



28 CAPITULO 1. FORMULAS A LA MACAULAY (CASO HOMOGENEO)

elecciéon obvia que se consigue permutando los indices en las variables z,,...,z,, otras
elecciones se pueden hacer como sigue.
Para cada i = 1,...,n, hagamos d; := (d,, ..., di—1,di41, - - .,d,) y definamos H; (t) para

cada entero no negativo ¢ usando la siguiente 1gualdad:

. (1=Y4d i
Hz;_h_( Y)n—l ) = Z Hdi(t)'yt
t=0

Hagamos tambien, para cada t € Np,
A= {/Y‘7 GStZ Y < dj,j= 1,...,n}.

Proposicién 1.4 Sea M| una submatriz cuadrada de la matriz de ¥, en las bases mono-
miales, de tal manera que el tamario de M| es p(t). Denotemos sus bloques como en ( 1.17).
Supongamos que, para cada i = 1,...,n, el bloqgue F; tiene ezactamente H; (t — d;) de
sus filas correspondientes a f; ! en comin con la matriz D, definida en(1.7) y, ademds, el
bloque Fy,_, comparte ezactamente H; ‘,(t,1 — t —d;) filas correspondientes a f; con Dy, ;.
Entonces, si det (M]) no es idénticamente cero, Resgq,, 4.(f1,..., fn) se puede calcular

: (M) : , .
como el cociente Teet((—s"“’ donde E, es una matriz que se forma uniendo dos submatrices

Ej de Fy y E; _, de Fy _,. E} (resp. E| _,) se obtiene omitiendo las filas en comin con
D, (resp. Dy, ) y las columnas indezadas por todos los monomios comunes en D, (resp.
Dy, _t) y todos los monomios en Ay (resp. Ay, —t).

Demostracion. Esta situacién estd considerada en [Macl](Section 6a). Alli se prueba
que, si F| (resp. Fj _,) denota la submatriz formada omitiendo en F; (resp. Fy,_;) las
columnas indexadas por todos los monomios en A, (resp. A, ), y det(F]) # 0 (resp.

det(F] _,) # 0), entonces la subresultante asociada con la familia {z”,y € A;} (resp.

A, —¢) se puede calcular como el cociente %‘% (resp. :%((g‘ﬁ;‘)) En particular, E; y

E; _, son submatrices de determinante no nulo.

Se puede usar entonces la misma idea que aparece en [Cha2],[Cha3] para calcular la
subresultante como un cociente de determinantes, observando que la subresultante es en
realidad el determinante de un complejo de Koszul, y que el factor extrano no depende
de la familia de monomios cuya subresultante se desea calcular.

Por todo esto, podemos concluir que todo menor maximal de F; (resp. F, _;) es un
miltiplo de E} (resp. E; _,). Luego, existe una versién similar del Lema (1.11) con F,
en lugar de D, y E; en lugar de E,. La proposicién queda demostrada, ya que también se
tiene una versién similar del Teorema (1.10). O

1.6.2 Polinomio Caracteristico Generalizado

Dado un sistema de polinomios no homogéneos en n — 1 variables f,..., f, con gra-
dos respectivos d, . ..,d,, agregando una n—ésima variable, podemos homogeneizar es-
tos polinomios y considerar la resultante asociada con sus respectivas homogeneizaciones

lque una fila sea correspondiente a f; quiere decir que, en esa columna, los tinicos elementos no nulos
que pueden aparecer son coeficientes de f;
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fi,-.., fn- Sin embargo, esta resultante puede anularse idénticamente debido a que la

familia uede tener ceros en el infinito del espacio proyectivo P*~! ain cuando
1 yJn P

no haya raices afines comunes al sistema

fii=...=fa=0

En este caso, podemos extender la construccién realizada por Canny en [Can2] del poli-
nomio caracteristico generalizado(PCG) para la matriz de cldsica de Macaulay, M, ., a
matrices M, para cualquier entero no negativo ¢. De hecho, cuando especializamos f; en
:rf" paratodoi=1,...,n,

d)—1 dn—1

dy—1—j --'n j .n
A(:I‘,’,y)=z-..z$ll l-n...m:il" l] y{l...y%,

7n=0 in=0

y M, tiene una unica entrada no nula en cada fila y cada columna que es igual a 1,
asi que det(M;) = £1. Si ordenamos las columnas de M, de tal manera que bajo esta
especializacién sea la matriz identidad, definimos el polinomio Cy(s) como

__ Charpoly (M,)(s)

Ci(s) := Charpoly (E)(s)’

donde Charpoly significa polinomio caracteristico.
Por la observacién previa, tenemos que

Ci(s) = Resy,,.a,.(fi— s :c‘f‘, oy fn—s :v‘li" .

Es mds, esto implica que Cy(s) coincide con el PCG de Canny, C(s), pero para su célculo
hemos usado matrices de menor tamano. Las consideraciones hechas por Canny acerca
de cémo calcular mas eficientemente el PCG también pueden aplicarse a, este caso.
Cerramos esta seccién recordando el Teorema 3.2 de [Can2] que explica por qué esta
nocién es util.

Teorema 1.16 (Canny) Supongamos
fl,...,fn € k[ul,...,um][Xl,. . -)Xn-—l]

y sea W una componente de dimension m — 1 del conjunto de ceros comunes de fi,..., fa
en k™ x P*~1. Entonces, Cy(s) € k[uy, ..., un)[s]). Escribiendo

Ci(s) = ZC{(UI, e Um)E,
—

conr =30 di...di-y-di...dn y Cl(uy, ..., unm) # 0 el coeficiente de menor grado, se
tiene que, dado w € k™ xP*"1, sea m,(w) su proyeccién sobre k™. Entonces, Cf(m,(w)) = 0
para todo w € W.
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Capitulo 2

Foérmulas a la Macaulay para
Resultantes Ralas

2.1 Preliminares

Comenzaremos este capitulo revisando algunas definiciones y propiedades de politopos
convexos y resultantes ralas . Mas detalles y demostraciones pueden encontrarse en [CLO,
EM, GKZ2, Roj, Stul, Stu2].

Sean Ay, ..., A, conjuntos finitos del lattice Z". Hagamos m; := #(A;), m:=) . ;m;y
Q; := conv(A;), 1 =0,...,n. Por conv(') entenderemos “cédpsula convexa” en el espacio
euclideo Lg := L ® R C R", siendo L el lattice afin generado por ., A;.

Para cualquier subconjunto J C {0,1,...,n}, consideremos el lattice afin generado por
Y iesAir ¥ sea 7k(J) el rango de este lattice. Para cada a € A;, introduciremos un
pardmetro ¢;,. Consideremos la familia de polinomios genéricos:

fi(zi,. 0 2a) = ) cigz® (i=0,...,7m). (2.1)

a€A;

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. El vector de coeficientes (c;q) de una tal

aEA;
familia define un punto en el producto de espacios proyectivos sobre K, ]P”;(m_1 X. .. xPg"~ L
Denotaremos con Z al subconjunto de aquellos sistemas de la forma (2.1) que tienen una
solucién en (K*)", donde K* denota el toro K\ {0}. Con Z denotaremos la clausura

Zariski de Z en Pg°~! x ... x Pgn~ 1.

Teorema 2.1 [GKZ2, Stu2] La variedad proyectiva Z es irreducible y estd definida sobre
Q. Su codimension en Pg°~! x ... x Pg~~" es igual a

max{#(I) — rk(I)},

donde I toma valores sobres todos los subconjuntos de {0,1,...,n}. La codimension de Z
es 1 si y solamente si hay una unica familia {A;}ics tal que

31
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1. rk(I) = #() - 1,
2. rk(J) > #(J), para cada subconjunto propio J de I.

Definicién 2.2 [Stu2] Si I satisface las condiciones 1 y 2 dadas en el teorema previo,
entonces la familia {A;}ic; se dice esencial .

Notar que si cada Q; es n—dimensional, es de facil verificacién el hecho de que el tnico
conjunto que satisface las condiciones 1y 2 es I = {0,1,...,n}, asi que en este caso, Z
tiene codimension 1.

La resultante rala mizta Resa(fo,. .., fn) se define como sigue:

e si codim(Z) = 1, entonces Res 4( Josooes fn) es el tnico polinomio irreducible (salvo
signo) en Z|c; 4] que se anula sobre Z.

e Si codim(Z) > 2, entonces Res4(fo, ..., f») se define como el polinomio constante
1.

Teorema 2.3 [PS, Stu2] Si la familia de soportes {A,,...,An} es esencial, entonces
para cada i = 0,...,n, el grado de Res4(fo,- .., fn) en los coeficientes de f; es igual al
volumen mizto normalizado

MV(QO’“ . aQi—l»Qi+1,'. . »Qn) =

Y scio.ictit,..n (=1 FDvol (ZjeJ Qj)
vol(P) ’
donde vol(') quiere decir volumen euclideo en el espacio vectorial real Lg, y P es un
paralelepipedo fundamental con vértices en el lattice L. Mds en general, si existe un unico

subconjunto {A;}ici que es esencial, la resultante rala mizta coincide con la resultante de
la familia {f; : i € I}, respecto del lattice ) ., Ai.

Ejemplo 2.4 Tomemos Ay = A = A, = {(0,0), (0,1)(1,0)(1,1)}, y consideremos los
polinomios

fo = co(0,0) + Co(1,0T1 + Co,0,1)T2 + Co,(1,1)T1 T2,
fi = c00) +c1,a,00T1 + Ci0,1)T2 + C1,1,1)T1 T2,
fa = ca200,0) + C2,1,00T1 + C2,0,1)T2 + C2,(1,1)T1 T2-

Aqui, los politopos de Newton Qq, @1, Q2 son iguales entre si, e iguales al cuadrado uni-
tario C :=[0,1] x [0, 1], cuyos vértices son precisamente los puntos del soporte comin. Se
tiene, entonces,

9radocoeficientes de f; (Resa(fo, f1, f2)) = MV(C,C) =2, i=0,1,2.
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En este caso, la resultante rala se puede calcular usando una formula determinantal pre-
sentada por Dizon en [Diz]:

€000 C0,1,0) Co,01) Co(1) 0 0
€1,00) ©1,1,0 S0 €11 0 0
_ €2,0,0) €2,(1,00 €2,00,1) C2,(1,1) 0 0
Res , 1, = det
alfor s f2) 0 co0) O  Co1) €10 CoL)
0 o 0  cen om0 c1,a.
0 c00 0 c01 C20,0 C2a0)
Ejemplo 2.5 Tomemos ahora
AO - {(0’ 0)) (2) 2)) (1) 3)})
'Al = {(0’ O)v (27 0)1 (1) 2)}’
-A2 = {(3’ 0)) (1’ 1)}’
y consideremos la familia de polinomios
fo = a1+ a2?1i + a3z 13,
f1 = bl +b2$%+b3$1 Ig,
fo = cla::l’ + ¢oxzy Zo.

Usando la formula dada por el Teorema 2.3, se tiene que

MV(QO’ Ql) = 7’MV(Q0) Q?) = 7) Mv(Ql)Q?) = 9.

En este caso, la resultante rala es

a3bice, + 3alasbibicicd + 3ada2bibicicd — 13adazazb?babicic — 7adalb b3bicics
+6a2a3bdbyb3cicd + a?a3bSbacl — a2aZaszb?bicich + 5alayabibdclc, — a?azab b3bscics
+14a2a3b3b3b3c3c2 + a2adblcic§ — 2a,adb3b3b3c?cs — Sajadazbibicic + a3bSbacic
+2a,a2a2b1b3bscicl — 2a1a,a3b3bic3 el — Taajbdbabscics + aZadbbbacic + aSbict
Veremos mas adelante, en el apartado 2.2.4, que la resultante de polinomios homogéneos
presentada en el capitulo anterior puede ser interpretada como una resultante rala.

Definiremos las caras de un politopo ) C Lgr C R™®, como sigue: sea v un vector de R™.
Hagamos

mq(v) = glrgg{@, v)},

y llamemos
Qy:=QN{meR": (m,v) =mg(v)}

la cara de Q) determinada por v. El vector v se llamara un vector normal interior de Q,.
Si dim(@,) = n — 1, entonces Q, se llamara facet.
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2.2 Foérmulas a la Macaulay para polinomios genera-
lizadamente no mixtos

En esta seccion, construiremos matrices a la Macaulay para el caso en el que todos los
politopos @; son miiltiplos enteros de un politopo fijo P, es decir cuando existen nimeros
enteros positivos ko, ki, ..., k, tales que

Qi =conv(A;) =k;P,i=0,...,n.

Este caso aparece en [CDS2], en el contexto de la geometria de variedades téricas. Familias
de polinomios con esta propiedad, se pueden identificar con elementos “homogéneos” en
el anillo de coordenadas de una variedad térica proyectiva (en el sentido de [Cox2]), con
“grados” ay, ..., a,, donde cada a; es un divisor Q—amplio (ver [Ful]). Vamos a llamarlos
polinomios generalizadamente no miztos porque, como caso particular, contienen a las
familias de polinomios no mixtos, que son aquellos para los cuales todos los soportes .A;
coinciden.

Las matrices que se construiran aqui generalizaran las matrices M;, con ¢t > t, dadas en
el capitulo anterior, que en realidad fueron construidas por primera vez por Macaulay en
[Macl). En la nueva terminologia, el caso homogéneo tratado en el capitulo anterior es
en el que todos los conjuntos A; son miltiplos del simplex fundamental

n
Sni={(g1,-.1Gn) ER": 0< g <1, Y g <1},

i=1

Advertencia: Es necesario tener en consideracién los soportes, dado que la resultante
rala depende directamente de la familia de soportes (Ao, As,...,.4,), y estd claro que
diferentes soportes pueden dar los mismos politopos Qo, - .., Q. (see [Stu2)).

Observacion 2.6 Es fdcil ver que, en el caso de polinomios generalizadamente no miztos,
debido al Teorema 2.1, para que la resultante no sea constantemente 1, el politopo P debe
ser n—dimensional. También, estd claro que, en este caso, Lg = R".

Dados A € Q50 y un § € Q" genérico en el sentido de [CE1, CE2, Stu2}, nuestro algoritmo
producird una matriz de tipo Sylvester M cuyas filas y columnas estaran indexadas por
los puntos enteros de

E=(ko+ki+...+k, +NP+)NL, (2.2)

y cuyo determinante serd un multiplo no nulo de la resultante rala. Identificaremos ademds
el factor extrano det(M)/Resa(fo,-- -, fn) como un menor de este determinante.

Tal como en [Macl], el algoritmo serd recursivo sobre la dimensién del politopo P, y en
sus pasos intermedios usara la técnica de subdivisién mixta de Canny y Emiris presentada
en [CE1, CE2, Stu2], y que se detalla en la seccién 7.1.2 de esta memoria.
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2.2.1 Construccion de la Matriz M.

Dados A\ y 6 como antes, hagamos @ := A P. Sea V(Q) C Q" el conjunto de vértices de
Q. Observar que estos puntos no necesariamente tienen todas sus coordenadas enteras.
Elijamos un vértice by € Ap, y consideremos las siguientes funciones de levantamiento:

Wy : .Ao - R
bo — 1
b +— 0 sib#bg

wj A1 - R (23)
b — 0 VWVbe A, i=1,...,n

w: V(Q) — R
b = 0 Vbe V(Q)

Definimos
Q == (wi(b)oeas, i=0,1,...n W(Blrev(q) ) € R™+#V(Q)

y consideramos los politopos levantados en R™*! :

Qia = conv{(a,wi(a)): a € A;}
Qa = conv{(b,w(b)): beV(Q)}.

Al proyectar las caras superiores (es decir aquellas que tienen vector normal interior
con iltima coordenada negativa) de los Q; o (resp. Qq) obtenemos una descomposicion
coherente mizta A; o (resp. Aq) de los politopos Q; (resp. Q).

Similarmente, al proyectar las caras superiores de la suma de Minkowski

Qo+ Qia+...+Qna+ Qa,
obtenemos una descomposicién coherente mixta de
Q=Q+Q1+...+Q,+Q. (2.4)
Cada celda en esta descomposicién es de la forma
F=F+F +...+F,+F,

donde F; (resp. F) es una celda en A;q, (resp. Ag).
Dado que las funciones de levantamiento que usamos en (2.3) son esencialmente triviales,
se pueden reconocer las siguientes celdas en A; q,...,Anq,Aq:

e Los politopos @, ..., @n, @, que son la proyeccion de las caras determinada por el
vector (0,—1) € R* x R;

e Para cada v € R" \ {0}, las caras Q,,...,Q@n,, Qv, que son la proyecciéon de las
caras de los politopos @; x 0,i =1,---,n y Q x 0 determinadas por los vectores
(v, @), donde « es un nimero negativo cualquiera .
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Sobre Agq se tiene lo siguiente: la proyeccién de la cara correspondiente a (0, —1) es el
conjunto formado por el inico elemento {be}. Por otro lado, es ficil de verificar que toda
celda de dimensidén n en la descomposicién es la cdpsula convexa de bg y una facet de
Qo que no contiene a este punto. La llamaremos Fp,, donde v denota la normal interior
entera primitiva correspondiente a la facet.

Luego, podemos caracterizar todas las celdas maximales (de dimensi6én n) en la descom-
posicién de @ como sigue:

e {bo} + @1 + ... + Qn» + Q. Esta celda se dira primaria .

o Foo + Q1, +...+ Qn, + Q,, para algunos v € R™. Estas seran llamadas celdas
secundarias, y estaran asociadas a vectores v € R" no nulos .

El préximo Lema sera 1til para lo que sigue después:

Lema 2.7 Supongamos que dim(Fy,) = n. Entonces, para todo q € Q, si
Fo,Nn{me Lr: (m,v) =q} #0,

eriste un Aq € Q> tal que esa interseccion es un politopo congruente con AyP,.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que by = 0, entonces Fp, serd
la cdpsula convexa del origen de Lg y un conjunto finito de puntos que llamaremos
{v1,...,vm}, todos ellos cumpliendo la propiedad siguiente: (v;,v) = A, < 0, o sea,
perteneciendo a un hiperplano que no pasa por el origen.

La interseccién de Fy, con un hiperplano paralelo a P, serd distinta de vacio si y solamente
si A\, < ¢ < 0. Si esto ocurre, esa interseccién sera la capsula convexa de

{q q

/\_vvl)-"’/\_v'vM})

que es igual a {LQo, = LkoF,. O

La matriz de Sylvester que vamos a construir tendra en cuenta si los puntos estan en un
desplazamiento infinitesimal de la celda primaria o no. La primer suposicién que haremos
sobre § es que todos los puntos de (Q + §) N £ pertenezcan al interior del trasladado en
d de alguna celda maximal (primaria o secundaria)

Puntos en la Celda Primaria Trasladada.

Procederemos como en [CE1, CE2, Stu2]: elegimos funciones de levantamiento genéricas
@y, ...,W,,w con dominios en Ay, ..., A,, V(Q) respectivamente, de manera tal que, al
proyectar las caras del revestimiento superior del politopo levantado en R**!, se produzca
una descomposicion coherente mizta estricta de la suma de Minkowski

Q1 +...+Q.+ Q.
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Esto implica que cada celda n—dimensional F en la descomposicion se escribe como
Fi+F+...+F,+F,
donde F; es una celda de A;;, F es una celda de Ay y
n =dim(F}) + ... + dim(F,) + dim(F).

Como consecuencia, se tiene que al menos una de estas dimensiones es igual a 0.
El contenido de fila de un puntop € ({bo} + Q1 + ... + @ + @ + )N L serd un par (3, a)
definido como sigue:

e si p— § — by estd en una celda que se escribe como ¥ = Fi +...+ F, + F, y
dim(F;) = 0 para algin j € {1,...,n}, i serd el mayor indice tal que dim(F;) = 0,
y a el dnico punto de la celda F; (o sea F; = {a}).

e Si dim(F};) > 0V, (o sea dim(F) = 0), entonces 7 := 0 y a := by.

Diremos que la celda F es mizta de tipo O si la iltima condicion se cumple; de otro modo,
se llamara no mizta.

Observacién 2.8 Los conceptos de contenido de fila (row content), celdas mixtas y no
mixtas (mized and non-mized cells) definidos previamente, se usan con un significado bas-
tante diferente en [CE1, CE2, Stu2]. Veremos algunas relaciones entre ambos conceptos
en el Ejemplo 2.23.

Ahora procederemos a definir los elementos de la matriz M que se encuentren en las filas
indexadas por aquellos puntos p en el conjunto

{bo} +Qi+...+Qu+Q+8)NL

como sigue: cualquiera sea p’' € £, el elemento de M indexado por (p,p') sera igual al
coeficiente de 2P en la expansién del polinomio zP~¢ f;(z) donde (i, a) es el contenido de
fila de p.

Puntos en las Celdas Secundarias Trasladadas.

Sea v € R" tal que
-'F1)=F0,u+Qlu +'--+Qnu+Qv (25)

es una celda maximal en la descomposicién de Q. Esto implica lo siguiente:
e dim(P,)=n-1,Q,=AP,,and Q;, =k; P,, i=0,1,...,n.
e dim(Fp,) = n.
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Intersecando Fy, + 6 con hiperplanos paralelos a P,, y usando el Lema 2.7, se puede ver
facilmente que (F, + &) N L se puede escribir como una unién disjunta de conjuntos del
tipo

(AP + kP + ..+ kP + AP+ 8) ML, X € Qso. (2.6)

Aqui es donde interviene el paso recursivo: escribimos (2.6) como
(kiPy+...+ kP, + AP, + )N L, Xy € Qso (2.7)

y consideramos la familia de polinomios asociada a la v-facet

fin (@1, . 20) = Z CioZ® (1=1,...,n). (2.8)
a€Q;,NA;
Como v es un vector entero primitivo, existe una base de Z™ como Z-mddulo de la forma
{v,v2,- -, v, }. Consideramos la transformacién Z-lineal e inversible:
: Al — 7"
¢ (2.9)
av+ZiZ2aivi = (a’a%"',an)-

Aplicando esta transformacién a los soportes, se puede ver a la familia (2.8) como un
conjunto de n polinomios en n — 1 variables con soporte en un lattice de dimensién n — 1.
Es mas, debido al hecho de que Q;, = k; P,, tiene dimensién exactamente n — 1, es
inmediato verificar que la familia {Q;, N A;}i=1,..». es esencial, lo cual implica que la
resultante rala de los polinomios (2.8) no es constantemente 1. La denotaremos como

Resy(f1ys-- - fny)- (2.10)

Como ahora estamos en una dimensién menos, podremos usar la hipétesis inductiva con
un poco de cuidado: si llamamos £, C L al lattice ortogonal a v, y L4, ,+.4+4,, al
sublattice de £, generado por A;, + - - - + A,,, entonces se tendra que, para cada A\, > 0,
hay [Ly : L4,,++4.,] Matrices cuadradas de la forma M, ,, indexadas por los puntos de
(2.7) cuyos determinantes son multiplos no triviales de (2.10), y cada una de ellas tiene el
mismo grado que Res,(f1,,-.-, fa,) en los coeficientes de f, (fi, hard el papel que tenia
fo en el paso anterior).

Tal como ocurre en la celda primaria , cada una de estas matrices tendrd en la fila
correspondiente a un punto p, las coordenadas en la base de monomios de la expansién
de zP7¢ f; (z) para algin par (a,7). Para definir los elementos que iradn en la fila indexada
por p de la matriz M procederemos como antes, el lugar indexado por (p,p’) lo ocupara
el coeficiente de z*' del polinomio 2P~ f;(z).

Como estamos usando una construccidn recursiva, resta verificar que, en el caso n = 1,
este procedimiento construye una matriz de tipo Sylvester para dos polinomios en una
variable ([Syl, Macl]), lo cual es inmediato (ver el Ejemplo 2.20). Si los soportes generan
el lattice afin Z, la matriz estara indexada por un conjunto de monomios del tipo

{z}, z3%1,...,2}**} a € Z,s € N.
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Observacién 2.9 Observar que, en cada paso de la recursion, necesitaremos imponer
mds condiciones sobre § para garantizar que todos los puntos enteros de £ se encuentren
en el interior de las celdas trasladadas (de cualquier dimension). Estd claro que esto
ocurre para un § genérico.

Observacién 2.10 Sea d, el “v-didmetro” de la celda F, que se define como sigue:
d, := "rzg_xu(m, v) — "rlr‘lslfnv(m, v). (2.11)

Se puede verificar inmediatamente que, el nimero de matrices del tipo M, », es ezacta-
mente dy [Ly : L4, +-+4,,) Ademds, debido al hecho que Fy, F5,...,F,, F son facets
asociadas a v, la diferencia (2.11) se puede calcular también como

rr'?ea.l'g(c)(m, v) — rrnnelpr%(m, v). (2.12)

Observacion 2.11 En cada paso de la recursion, los puntos que se encuentran en las
celdas secundarias trasladadas del paso previo se distribuyen en nuevas celdas primarias o
secundarias de una dimension menos. La nueva celda primaria se subdivide nuevamente
en celdas miztas y no miztas, y asi sucesivamente.

Tendremos en cuenta esta informacion, que nos servird para decir que un punto estard
en una celda mizta de tipo i, si pertenece ol trasladado de una celda mizta de dimension
n — 1. Con esta convencion, se tiene inmediatamente que, si un punto estd en una celda
mizta de tipo i, entonces los elementos no nulos de la fila de M indezxada por este punto
son coeficientes de f;.

También estd claro que, al final de la recursion, todo punto de € tiene asociado un con-
tenido de fila.

2.2.2 Formula a la Macaulay Generalizada.

Antes de enunciar el resultado central de esta seccién, notemos que det(M) estd bien
definido salvo signo, dado que no hemos fijado ningiin orden entre los elementos de £. De
la misma manera, Res4(fo,- .., fn) estd bien definida salvo signo, asi que las relaciones
que apareceran entre estos objetos van a ser siempre “médulo signo”.

Teorema 2.12 La matriz M es una matriz de tipo Sylvester genéricamente no singular.
Ademds, se tiene la siguiente formula a la Macaulay:

det (M) = Res4(fo, ..., fn) det (E),

donde E es la submatriz cuadrada de M formada omitiendo todas las filas y columnas
indezadas por puntos que se encuentren en celdas miztas.
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Observacion 2.13 Por definicion, se tiene que E no contiene coeficientes de fy, asi
que como un corolario inmediato del Teorema 2.12, se tiene que det (M) tiene el mismo
grado que Resa(fo,...,fn) en los coeficientes de fo. Reemplazando el papel de fy por
el de cualquier otro f;, i = 1,...,n, conseguiremos también una formula para calcular

Res4(fo,- - -, fn) como el mdzimo comin divisior de los determinantes de n + 1 matrices
(al respecto, ver [CE1, CE2, EM]).

Demostracion. Antes que nada, probaremos que, dado un punto p € £, si p’ pertenece al
soporte de zP~° f;, (donde (%, a) es el contenido de fila de p ) entonces p’ debe ser también
un punto de £. Esto dara como resultado que M es una matriz de tipo Sylvester.
Veamos las distintas posibilidades que se presentan:

e Si el punto pertenece a la celda primaria trasladada, el mismo argumento dado en
[CE1, CE2] (y usado en [Stu2]) se aplica a esta situacién.

e Si el punto pertenece al trasladado de una celda secundaria, digamos F,, debido a
(2.5), el polinomio zP~¢ f;, tiene su soporte contenido en

Fo,v +Q11} ++an +Q‘U+6

Esto, sumado al hecho de que, en las celdas secundarias, 7 es siempre mayor que 0,
implica que

Pl fiC o+ Qi+ .. +Qic1, + Qi+ Qi1+ .. . Qny + Q@+

y este dltimo es un subconjunto de Q@ + 4. De aqui se sigue inmediatamente la
afirmacion.

Una vez que tenemos que M es una matriz de tipo Sylvester, el hecho de que la resultante
rala Res4(fo,-- ., fn) divide a det (M) sale usando el siguiente argumento, que es el que
se da en [CE1, CE2|, y que repetiremos aqui para conveniencia del lector:

Proposicién 2.14 Sean V; y V, dos Z|c; ,)-mddulos libres con bases de monomios de
Laurent {1,272, -+, z%} {z"M,2%,---, 27} respectivamente, y ¢ : V, — V, un morfis-
mo tal que =% — p;(z) f,,(z) € V2, donde p;(z) es un polinomio, y o; € {0,1,---,n}.
Entonces, el determinante de ¢ respecto de las bases monomiales es un maultiplo de
Resa(fo, -, fn) (eventualmente cero).

Demostracion. Alcanza con ver que cada vez que los polinomios fy,- -+, f, son especial-
izados de tal manera que su resultante se anula, entonces ¢ considerada como transfor-
macién k-lineal, no es sobreyectiva.

Supongamos que fo(z),: - -, fa(z) € k[z] tienen un cero comin % en el toro ¥ Si ¢,
fuera sobreyectiva, ciertamente se tendria una escritura del tipo

2 = Ao(@) fol@) + -+ + An() ful2).
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Especializando ahora v en z, se tiene ¥"M = 0, una contradiccién. Debido a que la
resultante es la ecuacién que define la clausura de la variedad en el espacio de coeficientes
de todos los polinomios que tienen un cero comun en el toro, esto prueba el enunciado. OJ
En nuestro caso, tenemos V, = V, = (z?,p € E), y el morfismo ¢ manda z? en z?~° f;(z),
donde (7,a) es el contenido de fila de p. Las observaciones anteriores garantizan que la
imagen de ¢ esta contenida en V.

En lo que sigue, consideraremos det (M) como un polinomio en Z[c; ,] y probaremos que
no es idénticamente cero, mostrando que su término mas alto con respecto a algin orden
monomial es no nulo. Para ser mas explicitos, veremos que, dado el vector

W= (wp,wy,-..,wn) € R™, (2.13)
donde los w; fueron definidos en (2.3),
initz (det (M)) # 0. (2.14)

Aqui,

z’m’tg(z cqa®) = Z Cao@™.
(@,a0)=max(@,a)

se llama la “forma inicial” de Y coa®. Al escribir det (M) como un polinomio en ¢gp, con
coeficientes en Z[c; . \ {co,bo }), S€ tiene que el término de grado mas alto de este polinomio
es (2.14).

Debido al papel especial que fo ha tenido en la construccién de esta matriz, tendremos
que el nimero de puntos enteros que se encuentren en el interior de alguna celda mixta
de tipo 0 trasladada, es igual a My := MV(Q,,...,Q@xn) que es precisamente el grado de
Res4(fo, - - -, fn) en los coeficientes de f, ([HS, CE1, CE2, Stu2]). Luego, se tiene que

gradocoeficientes de fo (Resa(fo, -+, fa)) = gradocpeficientes de fo (det(M)).

Esto, sumado a la manera particular en la que hemos levantado los politopos (solo levan-
tando el punto bg), implica que

det (M) _ initz (det(M))
ReS.A(fO, RS fn) - antw (ReS_A(fo, SRR fn))

coeficiente de cgo, en det(M)

" coeficiente de c{,‘fgo en Resa(fo, ..., fn)

Para demostrar el teorema, procederemos como en [Macl], mostrando que el numerador
de esta iltima fraccién es no nulo, y que el cociente es det(E). La demostracién serd
nuevamente por induccién sobre n.

El caso inicial (n = 1) estd completamente contenido en las férmulas clasicas dadas en
[Macl]. En el caso general, para calcular initg (det(M)), procederemos como en [CEl,
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CE2, Stu2]: introducimos un parametro t de deformacién, y reemplazamos la familia de
polinomios (2.1) por:

fiw =) cat@z%, i=0,1,...,n, (2.15)
aEA;

y consideremos la matriz modificada M (c,-,,l i (“)) .

Observaciéon 2.15 En realidad, debido a que los w; son todos cero excepto uno de ellos,
se tiene que,

fow = CobotT™ + o 4\ (bo) CiaZ

fiw = fi 12> 1.

Luego, inity (det(M)) serd el coeficiente principal del determinante de la matriz M(c; , t(¥)
pensada como polinomio en t.

Cualquiera sea p € £, sea h(p) el mayor nimero racional tal que

(p—6,h(p)) € Qa=Qoa+Qra+ ...+ Qna+Qa.
Las siguientes observaciones serdn utiles mas adelante:
Lema 2.16 La funcion h verifica lo siguiente:
1. 0 < h(p) <1, para todop € €.
2. h(p) =1 si y solamente si p — & pertenece a la celda primaria .

3. Sip—94 y q— 6 pertenecen ambos a la misma celda secundaria, digamos F,, entonces
h(p) = h(q) <= (p,v) = (q,v).
4. Sip € (F, +6)NL, sucontenido de fila es (i,a), y v' # Av, A > 0, entonces
(P =0 —a,h(p)) + (Qia x {0})) N Qapwy =0, VI' € Reo; (2.16)

donde Qqyry C R™! es la cara de Qq determinada por (v,l').

Demostracion del Lema: Las dos primeras afirmaciones son evidentes. La tercera de ellas
es consecuencia del hecho siguiente: F, es la proyeccién de Qq(,,), donde ! es un niimero
real negativo fijo. Ademads,

p_(s’ q_(se }-v And (p_(svh(p))a(q—(svh'(Q)) € QQ(v,l)-

Luego,
((p—6,h(p)), (v,1)) = {(g — 6,h(q)), (v, 1)),

y de aqui se tiene ficilmente la tercer afirmacién.
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Por iiltimo, notemos con | € R¢q el nimero real tal que la facet Qq(,, se proyecta
biyectivamente sobre F,. Debido a las condiciones de genericidad impuestas sobre 4, se
tiene que el punto pq := (p — 6, h(p)) debe pertenecer al interior relativo de Qq, . Si
v =Av,yl' = Al,con X <0, es implicaria que ' ¢ R, lo cual estd fuera de las hipétesis,
asi que podemos suponer sin pérdida de generalidad que (v',!) no es paralelo a (v, ).
Entonces, se puede desplazar el punto po dentro de la facet Qq(,,), en la direccién de
la proyeccién ortogonal del vector —(v',!’) sobre el hiperplano {{z, (v,!)) = 0}. Pero el
argumento de convexidad dado en [CEl, CE2] implica que para todo punto go que se
encuentre en la facet Qq(,), debe ocurrir que

ga — (a,0) + Qi % {0} C Qq.

Luego, si (2.16) no fuera cierto, los puntos en comin con la facet Qq(, ), después de este
desplazamiento, ya no pertenecerdn a Qgq, lo cual es imposible.

a

Ahora, usaremos el mismo argumento de convexidad dado en [CE1, CE2, Stu2] de la man-
era siguiente: para cada p € £, multiplicaremos todos los elementos la fila correspondiente
a p por tMP)-«i(@)  donde -como es usual- (%, a) denota el contenido de fila de p. Llamemos a
la matriz que se obtiene de esta manera M'(t). No es dificil ver que el coeficiente principal
de det(M'(t)) es initz(det(M)).

Proposicién 2.1 Sean 0 < 7 < 7, < ... < gy = 1 los distintos valores que toma h(p)
al variar p entre los puntos de £. Entonces, el coeficiente principal de det(M'(t)) (como
polinomio en t) se factoriza como

N
[T det M), (2.17)

donde M; es la submatriz cuadrada de M construida eligiendo todas las filas y columnas
inderadas por aquellos puntos p tales que h(p) = ;.
Este producto también se puede factorizar como sigue:

det(My) ] (det(M}) ... det(M&)), (2.18)
Fv

donde la productoria se toma sobre todas las celdas secundarias F,, y las M, son matrices
del tipo M, , definidas en el apartado 2.2.1, es decir, una matriz de tipo Sylvester para
calcular la resultante rala asociada a los polinomios (2.8).

Demostracion de la Proposicion: Para calcular el término de grado mas alto en ¢ de
det(M'(t)), dejaremos en cada columna todos los elementos que tengan la mayor potencia
de t que aparezca en esa columna, y reemplazaremos por 0 todos los elementos que no
tengan esa potencia. Llamaremos a esta matriz mod(M'(t)). Si el determinante de esta
matriz no es cero, sera lo que estamos buscando.
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Para comenzar, se tiene que, en M'(¢), la mayor potencia de t que puede aparecer en
la columna indexada por p' es exactamente h(p’). Luego, en mod(M'(t)), en aquellas
columnas indexadas por aquellos p’ para los cuales h(p') = 7, no pueden haber elementos
no nulos en aquellas filas indexadas por puntos p tales que h(p) # 71, si no se tendria
h(p) > m, con lo cual, la potencia de ¢ que aparece en el lugar (p,p’) de la matriz seria
estrictamente mdas grande que 7, lo cual es imposible.

Esto implica que mod(M'(t)), después de dividirla por alguna potencia de ¢ y reordenar sus
filas y columnas de tal manera que los puntos p' para los cuales h(p') = v, se encuentren
en primer lugar, tiene la siguiente estructura:

M, A
. 2.1
( 0 B ) (2.19)
Repitiendo este argumento recursivamente, se tiene que, ordenando convenientemente sus
filas y columnas, la estructura de mod(M'(t)) es triangular tal como sigue:

Ml * *
0 M2 *
: : * ’
0 O My

con lo cual se tiene la primer parte de la proposicién.

Para demostrar (2.18), fijemos j < N. Entonces, los puntos p para los cuales h(p) = v; < 1,
se encuentran en celdas secundarias trasladadas. Las denotaremos con F,, +4, ... F,,, +9.
Ordenamos las filas y columnas de M; de tal manera que los puntos de F,, + ¢ aparezcan
primero, los puntos de F,, + ¢ inmediatamente después, y asi sucesivamente.

En primer lugar, mostraremos que:

M(j'vl) O 0
0 M, 0
Mj = . (J‘ ? )
0 0 Mj0m)

donde M;,,) denota la submatriz de Mj; cuyas filas y columnas estdn indexadas por
puntos pertenecientes a la celda F,, + 4.

Para probar esto, consideremos la familia deformada (2.15). En R"*! se tiene la relacién
siguiente:

supp (t"P)-wil@gpef ) = (p — a, h(p) — wi(a)) + Qia C Qa + (6,0)
donde (7, a) es el contenido de fila de p. Ademds, el punto
(p — a, h(p) — wi(a)) = (p — a, h(p))

pertenece a la facet del politopo trasladado Qq + (6, 0) determinado por un vector normal
interior del tipo (v, !), | € Reo.
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Debido al ultimo item del lema anterior, no puede haber coeficientes no nulos en la
expansion del polinomio
gh(p)-wila) gp—a g (2.20)

cuyo multigrado en (z,t) esté en contacto con el borde de Qq + (6,0) a menos que corre-
spondan a puntos que se encuentren en la facet determinada por (v, ). Esto implica que,
si el punto (g, s) es un exponente que aparece en la expansién de (2.20) y ¢ no pertenece
a la celda secundaria desplazada F,, + 6, entonces (g, s) debe ser un punto interior de
Qa + (6,0), y esto implica que s < h(q).

Luego, debido a la observacién hecha al principio de esta demostracién, se tiene que el
elemento que ocupa el lugar (p,q) en mod(M'(t)) es cero. Esto da la estructura de M;
que habiamos anunciado.

Ahora, recordando la Observacién 2.10 y usando el tercer item del Lema 2.16, se ve que
M;,) es en realidad una matriz del tipo My, »,, . Es més, todas las matrices de este tipo
aparecen en la productoria, y de aqui el resultado sale directamente. [J

Ahora retornamos a la demostraciéon del teorema. La hipétesis inductiva nos dice que
det(M!) # 0, Vv, i, y usando el levantamiento realizado en la celda primaria con las
funciones @, . .. @, @, (ver apartado 2.2.1), se tiene que det(My) # 0. Es mds,

det(My) = cp2. det(Ex) # 0, (2.21)

donde Ey es la submatriz de My formada por aquellas filas y columnas indexadas por
puntos pertenecientes a celdas no mixtas (see [CE1, CE2]). Esto prueba que det(M) # 0.
Usando nuevamente hipétesis inductiva, tenemos que cada det(M:) se factoriza como

Res(fi1ys - - -+ fny) POr un menor det(E:) formado eligiendo filas y columnas no mixtas en
M. Entonces, se tiene
inity det(M) = ¢y, det(En) [] (Res(fiy -+, fao)™ [ [] det(ES). (2.22)
Fo Fo 1

Eligiendo todas las filas y columnas de M indexadas por puntos pertenecientes a celdas
no mixtas, se puede hacer una versién similar de la Proposicién 2.1 para la matriz E en
lugar de M| y se tendra que E también tiene una estructura de bloques que nos permitira
escribir su determinante de la manera siguiente:

det(E) = det(Ew) [ [ det(E)). (2.23)

Fv 1

Para completar la demostracion del teorema, deberemos mostrar que

init(Resa(fo, - -, fn)) = oy T Reso(frys - fao))™ -
Fv

Para ello, usaremos el Teorema 4.1 de [Stu2], que nos dice que

initz(Resa(fo, - - -» fa)) = = [ [ (Resz(fol s - - - falr)*
F
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donde F varia sobre todas las facets de la descomposicién coherente mixta dada por @ en
la suma de Minkowski

Q:=Q0+Q1+...+Qn.

Explicitamente, tenemos que

f=F0+...+Fn

filr, = Z Cia T%,

acA;

con F; = conv(A}), A C A,

Res; denota la resultante rala asociada a la familia de soportes (Ajg,...,A), y dz es
igual al dnico entero tal que (Resz(fo|ry,-- ., fal £, )% tiene grado total

ZMV(FO)"'v-F‘I—l)F‘I+l)-",Fn)'

=0

Usando las mismas observaciones que en el apartado 2.2.1, se encontrara que la descom-
posicién inducida por @ sobre @ es similar a la que induce sobre Q. Para ser mas precisos,
obtendremos una gran celda primaria de la forma bg + @, + ... + @Q,, y para cada v tal
que F, sea una celda secundaria de @, habra una celda secundaria f-',, en Q Es mas, toda
celda maximal en Q es de este tipo.

Para la celda primaria de Q, tendremos que

— b
folr = copo 2”0,
filFi = fi 1=1,...,n,
lo cual implica que el tinico conjunto esencial en la familia de soportes (Aj,...,.A}) es el
formado por el tinico elemento {bg}, asi que, en este caso, Resz(folry, - - s fr|F.) = Cobo-

Un célculo explicito nos dice ademds que dz = MV(Qy,...,Qn) = M,.
Tomemos ahora un vector v tal que F, sea una celda de dimensién mdxima. Esto dice
que fo|r, tiene un soporte n—dimensional, y que

fil=Fi, i=1,...,n
Luego, en este caso, el tinico conjunto esencial es {A; N Q;, }i=1,..n, ¥
Resz (folry, -+ falr.) = Resy(fiys - -5 fry)-
Sélo queda por probar que dz y d, coinciden. Observemos que
MV(Fy,...,F}) = MV(Q1y,---,@ny) =0

debido al hecho de que los soportes estan en un hiperplano, luego la suma de Minkowski
de cualquier subconjunto de { F}, ..., F,,} no puede tener volumen n-dimensional positivo.
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Para calcular los otros nimeros incolucrados en la definicién de dz , vamos a usar la
relacién recursiva que satisface el volumen mixto ([Ber, CLO]):

Mvn(FO’Fl’--~’E—I’E+I$'--aFn) =
Ev’ aFo(v,) MV;—I ((Fl)v” (Fl—l)v" (Fl+l)v’a ce (Fn)v') )

donde la suma se toma sobre todos los vectores v’ tales que P, es una facet. Aqui,
MV, _, ((F;)y) denota el volumen mixto normalizado con respecto al hiperplano £, C £
ortogonal a v/, y

ap,(v') == —,rglelpr% (m, V).

Como se tenia que F; = Q;,, resulta que
MV;_l ((Fl)v', (Fl—l)v'a (E+l)v” ceey (Fn)‘v’) = O’
a menos que v' = v 0 v' = —v. Luego,

Mvn(Fo,Fl,...,F'[_I,F'[,...,Fn) =
(a'Fo(U) + aFo(_U)) Mv:;—l ((Fl)va (Fl—l)va (Fl+l)v L) (Fn)v)

y, debido a que

grado(Res,) =

ATy ]ZMV (F)os (Fict)os (Fest)o- -, (Fa)a),

obtenemos que
dz, = (ar(v) + ar(—v)) [Lv : Lay,+-tan, )y (2.24)

y esto es exactamente lo que hemos calculado en la observacién 2.10. (I

Corolario 2.17 Cualquiera seai =0,1,...,n, el nimero de puntos que se encuentran en
el trasladado de una celda mizta de tipo i es ezactamente MV(Qo, . .., Qi-1, Qit+1,-- -, @n)-

Demostracion. Se tienen las siguientes igualdades

gradocoeficientes deys; (det(E)) = #{puntos no mixtos de tipo i},
gradocoeficientes de s;(det(M)) = #{puntos no mixtos de tipo i}
+# {puntos mixtos de tipo i}.

O

Observacion 2.18 Al comenzar el algoritmo, pedimos que bg sea un vértice de Ay, pero
esta condicion no es esencial sino que minimiza el nimero de celdas secundarias. Como
una consecuencia inmediata, tenemos que

Si la familia {f;}i=,..» €s esencial, entonces cualquier coeficiente genérico ¢;, aparece en
Resa(fo,---, fn) con potencia mds alta igual a MV(Qo, ..., Qi—1,Qit+1,---,@n)-
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Observacion 2.19 Hemos usado el algoritmo de levantamiento de Canny y Emiris en las
celdas primarias para garantizar la construccién de matrices con determinante no nulo, y
con el mismo grado que la resultante en los coeficientes de algin f;. Se puede ver que el
teorema principal vale si uno garantiza un método que le permita construir recursivamente
matrices de tipo Sylvester cuyo determinante no sea idénticamente cero, y que tenga el
mismo grado que la resultante rala en los coeficientes de algin f;. Esto fue notado por
Macaulay en el caso homogéneo (ver [Macl], section 6a y apartado 1.6 de esta memoria).

2.2.3 Ejemplos
Ejemplo 2.20 (El Caso Unidimensional) Hagamos

Ao = {0,2,4}, A, := {4,8}.

Aqui, el lattice afin L es igual a 2Z, y el politopo P es el segmento unitario [0, 1]. Hagamos
A:=2, §:= 3, y b :=0. Entonces, haciendo cuentas, se tiene:

o £=[4+1,14+ 23 n2Z = {6,8,10,12,14};
3 6

e los puntos que se encuentran en la celda primaria trasladada son 6,8 y 10; los otros
puntos pertenecen a la (inica) celda secundaria trasladada.

e Hay una dnica manera de llenar las filas de la matriz M que estdn indezadas por
puntos que se encuentran en la celda secundaria desplazada. En este caso, tenemos
que

12 4 :
z'* - 2 f, (mizta)
¥ = z%f, (mizta)

o Si bien hay infinitas funciones de levantamiento &, @ sobre Ay y V(Q) = {0,3},
no pueden producir mds que dos tipos de descomposicion coherente mizta estricta
del segmento

5
[4,8+ -2-] =@+ Q.
Ezplicitaremos los dos casos:

1.
% — 28f, (mizta)
2 — 28f,  (mizta)

' — z?f, (no mizta),

que corresponde a los levantamientos que producen la misma particion que

(0,1)
(0, 0);

@ (4, 8)

@(0,3)
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2.
2 — z2f, (no mizta)
2 - 2%f, (mizta)
2% — 8f, (mizta),

que corresponde a los levantamientos que producen la mismo particion que

1(4,8) = (0,0
0,%) = (0,1).

oo

€

[ ]
len

Observar que ambos casos dan esencialmente la misma matriz. La dnica diferencia es que
las filas estdn indezadas con puntos distintos. Tomando

fo = a+bz?+cxi,
fi = dzl+exd, (2.25)
obtenemos la siguiente matriz
a bc 00
0 abco
M:=] 0d e 00
0 0deoO
0 00d e

La submatriz E aqui consiste de la matriz 1 x 1 formada por el elemento e que aparece en
la fila y columna 3 de M. Ezpandiendo det(M) por la iltima columna, se tiene que

a b c 0

0 a b c
det(M) =e 0deol

0 0 d e

y entonces se puede ver fdcilmente que el determinante de la matriz que quedd en el
lado derecho de la igualdad corresponde con una resultante de Sylvester cldsica para dos
polinomios en una variable, que en este caso es la resultante del sistema (2.25).

Observacién 2.21 Esta situacion ocurrird para cualquier sistema de dos polinomios en
una variable, cualquier )\, by y cualquier 6 genérico. El algoritmo producird siempre la
misma matriz de tipo Sylvester dada por Macaulay en [Macl].

Ejemplo 2.22 Vamos a calcular la resultante del sistema dado en el ejemplo 2.4. To-
memos X := 1, as? que Q serd el cuadrado unitario. Elegiremos como vértice bg al punto
(0,0). En este caso, L = Z?, la celda primaria es igual a 3 veces [0,1] x [0,1], y hay dos
celdas secundarias asociadas a los vectores normales interiores (—1,0) y (0, —1).
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Hacemos § := (%,%) y obtenemos que £ consiste de 16 puntos, nueve de ellos en el

trasladado de la celda primaria . Ezplicitamente, tenemos que
E={(a,b) €Z®: 1< a,b<4}.

En este caso, los polinomios facets { f1,, f2,} se pueden considerar (después de un cambio
lineal de coordenadas) como polinomios en una variable, las filas correspondientes a puntos
pertenecientes a celdas secundarias trasladadas pueden completarse a la Sylvester, como
en el ejemplo anterior. Para determinar las entradas de las filas indezadas por puntos en

la celda primaria , usaremos las siguientes funciones de levantamiento sobre los conjuntos
(ordenados)

A =V(Q) ={(0,0), (1,0)(0,1) (1,1)} :

d)l = (O) 17 la 2) >
y (0,0,7,7);
& = (0,14,0,14).

g€
&)
I

Observemos que las funciones de levantamiento son restricciones de funciones lineales so-
bre R?. Usando cualquier algoritmo que calcule cdpsulas convezas, como el que se presenta
en [Emi{], podremos construir la matriz M, que tendrd las siguientes caracteristicas:

fila coeficientes de celda tipo
122 1T fi primaria no mizta
z2zy iz, fo primaria mizta
3z, zizo fy primaria no mizta
z,73 T1T2 fo primaria no mizta
7223 2225 fo primaria no mizta
z3z2 z3z3 fo primaria mizta
1,13 1,73 fy primaria no micta
73z} 7123 fo primaria no mizta
373 ziz3 fy primaria no mizta
ziz3 z3z3 fi (—1,0) — secundaria mizta
zix3 2373 fo (—1,0) — secundaria  no mizta
ziz, 314 fy (—1,0) — secundaria mizta
z,74 1173 fo (0, —1) — secundaria mizta
z2zd iz f, (0, —1) — secundaria  no mizta
z3z} iz} fo (0, —1) — secundaria  no mizta
zizd iz} f) (0, —1) — secundaria mizta

Luego, escribiendo f; = a; + bjx, + c;zo + d;x 122 y ordenando los monomios como en la
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tabla, obtendremos que
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Con la ayuda de Maple, se puede chequear que

o
Q
[X)
o
Q
~
\

det’(M) = :tReSdl ..... dn (an fl, fn) det’(E))
y que det(E) se factoriza como
—c3(—c102 + arc2)ba(crdz — dica)(—bacy + bica).

Tambien podemos verificar en este ejemplo, que el término principal de det(M) como
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polinomio en aqy es el determinante de esta matriz:

( aa b 0 ¢ d4 0 OO O O O O O O 0 O \
0O ago 0 0 0 0O 0O OO O O 0 OO0 000
0O ag by 0 ¢¢ 44 0 0O O O O O O O O O
a bo 0 ¢cg do 0 0 O 0 0 0 0 O O O O
0 a2 b2 0 ¢ d&ob 0 0 O O O O O O O O
0O 0 0 0 0 ao 00O OO O OOTUOOTUO
0 0 0 as bQ 0 Co d2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 O (¢5) b2 0 Co d2 0 0 0 O 0 0 0 (2 9 6)
0 0 0 0 a 1 b 1 0 c 1 d 1 0 0 0 O 0 0 0 ’ )
0o 0 0 0 00O O O d b 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 0 0 O O d b 0 0 0 0O
0O 0 0 0 0 OO O O O dy 52 0 0 0 O
0 0 0 00 0O OO O O O 0 cd 00
0 0 0 00 0O O O O O O 0 ¢ do O
0 0 0 0 0OO O 0 OO0 O0 OO0 0 c d
K 0 0 0 0 0 00 0O O OOOTUOU OO0 ¢ 4 )

y podemos reconocer en esta matriz la estructura de bloques que establece la Proposicion
2.1. FEzplicitamente, tenemos un bloque de 9 x 9 correspondiente a la celda primaria, y
dos bloques asociados a las celdas secundarias, de tamanios 3 X 3 y 4 x 4 respectivamente.
Calculando el determinante de (2.26), obtendremos:

—agcg(—clag + (11C2)b2(—02d1 + d261)2(b1d2 - bzdl)(Czbl - Clbz),
y podemos verificar facilmente que
det(lE) = cg(—clag + (11C2)b2(—'02d1 + dgcl)(Cle - Clbg),

ReS(o__l)(Cl.’L’z + dyx122, Cox2 + dlexz)
ReS(_l,o)(blil?l + dlxl.’tz, b2£1?2 + dQ:L'lIQ)

(_C2d1 + dgcl),
(bydy — bad,y)

como esperabamos.

Ejemplo 2.23 Queremos calcular la resultante rala de la familia

fo = a;+axz; + a3z,
fl = b+ bzilll + b31!2 + b4.’13% + b5:l:1.’112 + bsl‘%, (2 27)
fa = ¢ + et + c3zo + 422 + c571Z + CoTE+ ’

+crz + cgx?Ty + Coz1 T2 + 1073

Aqui, A; = {(a,b) e N3 : a+b< i+ 1}, i1 =0,1,2, el lattice £ es Z? y los politopos Q;
son miiltiplos enteros del simplez unitario S,. La resultante rala coincide con la resultante
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homogénea del capitulo anterior aplicada a las homogeneizaciones de los f; (ver [CLO,
Macl]).

Para calcular esta resultante, hacemos Q := 0 y bg := (0,0). La celda primaria es igual a
58S, y hay una dnica celda secundaria, asociada al vector (—1,—1).

Haciendo § := (e,€), con 1 >> € > 0, tendremos que £ tiene 15 elementos, diez de ellos
en la celda primaria trasladada. Para producir la descomposicion estricta, usaremos las
siguientes funciones de levantamiento definidas sobre los vértices de Q;, ¢ = 1,2 ordenados
como sigue: {(0,0), (k,0), (0,k)} con k = 2,3, y extendidos al resto de los puntos del
soporte por linealidad:

En este caso, el valor de @, la funcion de levantamiento sobre el inico vértice de @, no
afecta a la subdivision. Como en el ejemplo previo, la celda secundaria se llenard a la
Sylvester.

La siguiente tabla muestra como estd conformada la matriz M :

fila coeficientes de celda tipo
z,z3 ,To fi primaria no mizta
1,74 7,73 f) primaria no mizta
z2z3 23z, fi primaria no mirta
x‘}xg T1Z2 fo primaria no mizta
319 z3z9 fo (=1, —1) — secundaria mizta
7,75 73 fi (-1, —1) — secundaria mizta
ziz} 2323 fy (-1, -1) — secundaria mizta
z3z3 3z, fi (-1, -1) — secundaria mizta
ziz? 73 f (=1, —1) — secundaria mizta
T)Tg 122 fo primaria mizta
T),73 7173 fo primaria mizta
z2zy z2z5 fo primaria mizta
z3zy z3z5 fo primaria mizta
z3z3 2322 fo primaria mizta

2.2 2.2 S ;
ziT3 zizs fo primaria mizta
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Indezada con el orden de la tabla, obtenemos que M es igual a

/ be 0 O O O O O O O b by by bsg by O
b3 b bs 0 O O O O O O b O by 0 by
0 0 b b 0 0 O O O O O b by by b
cg clo cg ¢ 0 0 O O O ¢ e¢3 ¢ ¢35 c4 cg
0 0 e ¢4 ¢ 0 co 9 cg 0 0 ¢ c3 ¢ c5
by b3y b 0 0O b bs b4 0 0 O O O O O
0 0 b 0 0 0 b bs b4 0 0 O by 0 b
0 0 O b by 0 O b bs 0 0 0 0 b b
cs ¢ ¢ 0 0 cio co ecg ¢ 0 ¢ 0 ¢c2 0 ¢4
0O 0 0 0 0 0O O O O a a3 az 0 0 O
a3 0 0 O O O O O O O a O a O O
0O 0 0 0 0 0O O O O O 0 a a a2 O
0 0 0 a2 0 0 O O O O O O O a a3
0 0 0 0 O O O a a 0 0 O 0 0 a

\0 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a 0 a)

En este caso, el factor extrario det(E) es el determinante de la submatriz formada eligiendo
las primeras cuatro filas y columnas de M, y cuyo determinante es igual a

bs (C7 bg - b4 be Cco + b4 b5 CIO)-

Observemos que los puntos pertenecientes a celdas no miztas trasladadas provienen en este
ejemplo ezclusivamente de la celda primaria , asi que no hay una estructura de bloques
significante en esta matriz.

Curiosidad: La matriz construida en este ejemplo es exactamente la misma que con-
struyeron Canny y Emiris en la iiltima seccién de [CE2] (ver también la seccién 3.1.4 de
[Emil]) para mostrar que, en los algoritmos que ellos produjeron, el factor extrafo no
siempre es el determinante del menor formado eligiendo todas las filas y columnas index-
adas por puntos pertenecientes a celdas no mixtas. Por supuesto, ellos trabajan con otra
definicion de celdas mixtas y no mixtas.

Para explicitar un poco mas, el algoritmo de Canny y Emiris no es recursivo. En este
ejemplo ellos producen esta misma matriz aplicando un levantamiento a los politopos
Qo, @1 y Q2 usando las siguientes funciones lineales: lp := 10%z; + 10%z,, !, := 10°z; y
ly := 102z, + 10z,. Tomando la tapa inferior de los politopos levantados (Q;, ;(Q:)), se
tiene una descomposicién coherente mixta estricta de la suma de Minkowski Qg+ Q; + Q2.
Usando el mismo é de este ejemplo, se tiene la misma matriz, pero los puntos que se
encuentran en las celdas no mixtas desplazadas estan en correspondencia con los monomios

3 4 .2.3 .5
{123, 2125, TY T3, 2322},

y el determinante de la matriz cuyas filas y columnas estan indexadas por estos puntos
es b cr.
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2.2.4 Una Revision de las Formulas Clasicas de Macaulay

En este apartado veremos cémo las férmulas dadas por Macaulay en [Macl] se pueden
recuperar usando los métodos expuestos en este capitulo. Vamos a adoptar una notacién
mas parecida a la del trabajo original de Macaulay, asi que nuestro marco general serda
el de n polinomios genéricos en n — 1 variables z,,...,z,_, de grados totales menores
o iguales m,,..., m, respectivamente. En el lenguaje de los soportes, esto quiere decir
que los A; son multiplos enteros del simplex unitario S,_;. Denotaremos a los polinomios
como C}, Cy,..., C,. Entonces, se tendra:

supp(C;) = m; Sp_1.

Observacion 2.24 En realidad, en el trabajo de Macaulay se trabajaba con n polinomios
homogéneos en n variables y se daban formulas para calcular su resultante homogénea,
pero la resultante homogénea de estos polinomios coincide con la resultante rala de los C;
tal como la definimos en el apartado 2.1.

Observacién 2.25 Haciendot, = (m;—1)+(me—1)+...4+(m,—1) y usando el algoritmo
de Canny y Emiris, es también posible construir la matriz cldsica de Macaulay M, para
t =t,+ 1. Es mds, el factor ertranio de la formulacion de Macaulay es erxactamente el
menor formado usando todas las filas y columnas indezadas por puntos pertenecientes a
celdas no miztas trasladadas conseguidas con el algoritmo de Canny y Emiris (ver [CE2]

y [Emil)).

En la seccién 3 de [Macl], para cada ¢t > 0, Macaulay construye una matriz de tipo
Sylvester cuyo determinante denota como D(n,t). Las filas y columnas de la matriz de
Macaulay estan indexadas por los monomios de grado total menor o igual que . Ademas,
para t > t,, se tiene que D(n,t) es un miltiplo no trivial de Resg,,. 4,(Ch,...,Cy), que
en ese trabajo recibe el nombre de R(n,t).

Al igual que la nuestra, la construccién de Macaulay es recursiva, en el siguiente sentido:

sea v el vector normal interior (—1,—1,...,—1); entonces se tiene que:
Civy Cayy .., Criy- (2.28)
es un sistema de n— 1 polinomios homogéneos en las variables z,, ..., z,_;. Haciendo z,_;

igual a 1, se puede pensar a estos polinomios como un sistema en una variable menos con
soporte en
my Sp_2,M2 Sp—2,..., Mn_1 Sn-2.

Luego, D(n — 1, 7) serd el determinante de la matriz de Macaulay hecha con las mismas
reglas que D(n, j), pero en n — 2 variables, usando los polinomios (2.28).
En la seccién 5 de [Macl], encontramos el siguiente teorema:

D(n,t) "' D(n—1,t—j) ‘{F

R(n,f) 1% Rn—1,t-) ,H D(n - 1,k), (2.29)
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que es la piedra angular del resultado principal de la seccién 6, que dice que R(n,t) se
puede calcular como el cociente de D(n,t) por el menor obtenido omitiendo las filas y
columnas correspondientes a los monomios reducidos en todas las variables.

En ese trabajo, un monomio z® = z§' ..., z;"7' se dice reducido si existe un tnico ndice

i€ {1,...,n} tal que 2/ divide a 2 231,
Macaulay también dio una estructura recursiva para el factor extrano (con su notacién,
A(n,t)) como sigue:

mp—1 t—mq

Am,t)= [] A(n-1,t-3j) [[ D(n-1,k) (2.30)
7=0 k=1

(ver seccién 6 de [Macl]).

Vamos a ver esta construccién a la luz de los resultados presentados en este capitulo.
Para ello, debemos tomar algunas precauciones ya que el determinante de la matriz de
Macaulay tiene el mismo grado que la resultante en los coeficientes de C,, asi que debe-
remos modificar nuestro algoritmo de tal manera que el lugar de fo lo ocupard aqui Cy;
similarmente, el lugar de f, lo ocupard C,,_,, y asi sucesivamente.

El politopo P en este caso serd el simplex unitario S,_;. Dado t > t,, para definir Q,
hacemos A :=t —t, — 1. Luego, Q serd igual a

(mi+...+Mp+A)Sp1 = {(M,...,mp1)) ER*': 0<m; <t +n—1},

y L=2Z"'. Tomando 6 = (¢,...,€), con 1 >> ¢ > 0, obtenemos que

5:{(a1,...,an_1)€Z"‘1: lgai, Zai§t+n—1}.
i

Haciendo
£ - {BeNg': B <t}

(ary..yanoy) = (0g —1,...,0n0-1 — 1), (2.31)

obtenemos una biyeccién entre los puntos de nuestro soporte y los monomios usados por
Macaulay para construir su matriz. Elegimos bg = (0,...,0), y es ficil ver que tendremos
una unica celda secundaria, que estard asociada con el vector v, y cuyo v—didmetro es
exactamente m,.

Usando funciones de levantamiento w,...,w,_1,w tales como las que se proponen en
la seccién 8 de [CE2], y tomando luego el revestimiento (superior o inferior), se puede
obtener una descomposicién estricta de la celda primaria de tal manera que los puntos
que se encuentren en las celdas n—mixtas desplazadas estén en correspondencia biyectiva
con los monomios reducidos que son divisibles por z**. Funciones de levantamiento con
propiedades similares pueden ser usadas en las etapas recursivas.

Comparando las ecuaciones (2.30) y (2.23), se tiene que

mnp—1

I atr—1,t—j) =] J] det(E:).
7=0 i

Fo
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Luego,

t—mp

det(Ev) = [] D(n-1,k).
k=1

2.3 Formulas a la Macaulay el Caso General

En esta seccién, vamos a lidiar con el caso mas general de todos, que es asumir que la
familia {A;}o<i<n €s esencial, sin ninguna otra condicién adicional sobre los soportes.
Observar que esta hipétesis implica que Res4(f1,- .., fn) €s no trivial.
Como antes, hacemos

Q; = conv(A;), 1=0,...,n,

Q:=Qo+...+Qn.

Se tiene entonces que, como la familia de soportes es esencial, el politopo @ debe ser
n-dimensional. También, estd claro que, en este caso, Lg = R".

Para dar mas generalidad a nuestro algoritmo, consideremos un politopo @ con vértices
en Q", arbitrario.

Fijamos nuevamente un § € Q" genérico en un sentido que precisaremos enseguida. Como
en la seccién anterior, nuestro algoritmo producird una matriz de tipo Sylvester M cuyas
filas y columnas estardn indexadas por los puntos enteros de

E=(Qo+Q1+...+Q,+Q+8NL, (2.32)
y cuyo determinante serd un miltiplo no nulo de la resultante rala. Identificaremos ademas
el factor extrafio det(M)/Res4(fo,-- ., fn) como un menor de este determinante.

Como antes, el algoritmo sera recursivo sobre la dimensién del politopo @, y en sus pasos
intermedios usard la técnica de subdivisién mixta de Canny y Emiris (ver [CE1, CE2,
Stu2]).

2.3.1 Construccion de la Matriz M.

Dados @ y é como antes, sea V(Q) C Q" el conjunto de vértices de Q.
Elijamos un vértice bg € Ay, y consideremos las siguientes funciones de levantamiento:

Wy : .Ao - R
bo = 1
b +— 0 sib#£bg

wi: A —- R (2.33)
b 0 Vbe A, i=1,...,n

w: V(Q) —- R
b — 0 VbeV(Q).
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Definimos
Q:= (wi(b)bGA.',i=0,l,...,n; w(b)bGV(Q) ) e Rm+#V(Q)
y consideramos los politopos levantados en R™+! :

Qi = conv{(a,w;i(a)): a € A;}
Qa = conv{(bw(d)): be V(Q)}.

Al proyectar las caras superiores (es decir aquellas que tienen vector normal interior
con iltima coordenada negativa) de los Q; (resp. Qq) obtenemos una descomposicion
coherente mizta A; o (resp. Agq) de los politopos Q; (resp. Q).

Similarmente, al proyectar las caras superiores de la suma de Minkowski

Qoo+ Qia+...+Qna+ Qq,

obtenemos una descomposicién coherente mixta de

Q:=Qo+Q+...+Qn+Q. (2.34)
Cada celda en esta descomposicién es de la forma

F=Fy+F +...4+ F,+F,

donde F; (resp. F) es una celda en A; g, (resp. Ag).
Dado que las funciones de levantamiento que usamos en (2.3) son esencialmente triviales,
se pueden reconocer las siguientes celdas en A q,...,A,0,Aq:

e Los politopos @, ..., @n, @, que son la proyeccion de las caras determinadas por el
vector (0,—1) € R* x R;

e Para cada v € R™\ {0}, las caras @Q,,,. .-, @n,, Qv, Que son la proyeccién de las
caras de Qq determinadas por los vectores (v, a), donde « es un ntimero negativo.

Sobre Agq se tiene lo siguiente: la proyeccién de la cara correspondiente a (0, —1) es
el conjunto formado por el tinico elemento {bg}. Por otro lado, es ficil de verificar que,
cualquiera sea k > 0, toda celda de dimensién k en la descomposicién es, o bien una cara
de dimensién k que contiene a {bg}, o bien la cdpsula convexa entre bg y una cara de Qo
de dimensién k — 1 que no contiene a este punto. La llamaremos Fy,, donde v denota
alguna normal interior entera primitiva correspondiente a esa cara.

Luego, todas las celdas de la descomposicién de Q son como sigue:

o {bo} + Q1 + ... + @Qn + Q. Esta celda se dird primaria . Observar que siempre
tiene dimensién n debido a que la familia {A4;}i=o,,...» €s esencial.

o Fo, + Qi, +...+ Qn, + Qy, para algunos v € R". Aquellas que tengan dimensién
maxima, serdn llamadas celdas secundarias, y estardn asociadas a vectores v € R*
no nulos .

Tal como en la seccién anterior, la matriz de Sylvester que vamos a construir tendréd en
cuenta si los puntos estan en un desplazamiento infinitesimal de la celda primaria o no. La
primer suposicién que haremos sobre J es que todos los puntos de (Q + §) N L pertenezcan
al interior del trasladado en § de alguna celda maximal (primaria o secundaria)
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Puntos en la Celda Primaria Trasladada.

Procederemos exactamente como en la seccidén anterior: elegimos funciones de levan-
tamiento genéricas wy,...,&,, @ con dominios en A, ..., A,, V(Q) respectivamente, de
manera tal que produzcan una descomposicion coherente mizta estricta de la suma de
Minkowski

Qi +...+Q,+Q

tomando su revestimiento superior. Esto implica que cada celda n—dimensional F en la
descomposicién se escribe como

FF+F+...+F,+F,
donde F; es una celda de A;;, F es una celda de Ay y
n =dim(F}) + ... + dim(F,) + dim(F).

Como consecuencia, se tiene que al menos una de estas dimensiones es igual a 0.
El contenido de fila de un puntop € ({bo} + Q1 + ... + Qn + Q + 6)NL serd un par (i, a)
definido como sigue:

e si p— J — by estd en una celda que se escribe como F = Fy +...+ F, + F, y
dim(F;) = 0 para algin j € {1,...,n}, i serd el mayor indice tal que dim(F;) = 0,
y a el dnico punto de la celda F; (o sea F; = {a}).

e Si dim(F}) > 0V, (o sea dim(F) = 0), entonces 7 := 0 y a := by.

Diremos que la celda F es mizta de tipo 0 si la dltima condicién se cumple; de otro modo,
se llamard no mizta.

Ahora procederemos a definir los elementos de la matriz M que se encuentren en las filas
indexadas por aquellos puntos p que se encuentren en

{bo} +Qi+...+Qn+Q+6)NL

como sigue: cualquiera sea p' € £, el elemento de M indexado por (p,p’) serd igual al
coeficiente de 7' en la expansién del polinomio 2P~ f;(x) donde (4, a) es el contenido de
fila de p.

Puntos en las Celdas Secundarias Trasladadas.

Aqui aparece la parte diferente, y deberemos usar el paso recursivo. Sea v € R* tal que
fu=F0,u+Qlu +---+Qnu+Qv (235)

es una celda maximal en la descomposicién de Q. Consideramos la familia de polinomios
asociada a la v-facet

fin (T1,...,Tp) = Z cioz® (1=1,...,n). (2.36)

a€Q; ,NA;
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Después de un cambio de coordenadas como en (2.9), esta familia se puede tratar como
un conjunto de n polinomios en n — 1 variables con soporte en un lattice de dimensién
n — 1. Lo que no puede afirmarse es que la familia de soportes

{Qi, N Ai}icicn (2.37)

sea esencial, pero seguro que existe una subfamilia de indices 1 < ¢, < i3 < --- <1 < n,
tal que {Q,-J.u N A} es esencial. Tampoco podemos afirmar que sea el tinico subcon-
junto esencial dentro de la familia (2.37) (esta informacién serd necesaria més adelante),
pero podemos suponer sin pérdida de generalidad que hay una subfamilia esencial que es
minimal respecto de la inclusién, y es la siguiente:

{Qiy N Aihicick (2.38)
Esto dice que la resultante rala de los polinomios f,,, f2,, -, fk, respecto de la familia
de soportes (2.38) es distinta de uno. La notaremos como
Resy(fiys-- s fry)- (2.39)
Entonces, la suma
Qiy + Q2+ + Qky (2.40)

esta contenida en una variedad lineal de codimensién n —k+1 y, al igual que en la seccién
anterior, se puede ver que al intersecar

(Fopo + Q1y +-. .+ Qny + Qu+d)NL

con variedades paralelas a (2.40), este conjunto se puede escribir como una unién disjunta
de familias del tipo

(@i + -+ Quu + Qo +8) N Lyttt (2.41)

donde @, es un politopo con vértices en Q", contenido en un hiperplano paralelo a (2.40).
Consideramos la familia

{fio (1, Za) hi<ick- (2.42)

Ahora que bajamos la dimensién, podemos usar la hipdtesis inductiva y construir, para
cada subfamilia (2.41), una matriz cuadrada M, ;5 indexada por todos los puntos de (2.41)
cuyo determinante sera un muiltiplo no trivial de la resultante en (2.39), y con el mismo
grado que Res,(f1,,- .., fk,) en los coeficientes de fi,.

Tal como ocurre en la celda primaria, cada una de estas matrices tendra en la fila cor-
respondiente a un punto p, las coordenadas en la base de monomios de la expansion de
zP~* f;.(z) para algin par (a,i). Para definir los elementos que irdn en la fila indexada
por p de la matriz M procederemos como antes, el lugar indexado (p,p’') lo ocupara el
coeficiente de z?' del polinomio z?~° f;(z).

El procedimiento para decidir cuando un punto estara en una celda mixta o no, también
es diferente en este caso, en parte debido a que hemos elegido un politopo @ cualquiera.
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Definicién 2.26 Diremos que un vector v es “admisible” si hay una dnica subfamilia
esencial dentro de (2.37).

Retomemos la notacién del Teorema 4.1 de [Stu2] que ya hemos visto en la demostracién
del teorema 2.12. Se tiene:

initﬁ(ResA(f(), ey fn)) ==+ H (Res_’;-'(f0|Foa v afan‘..))dj- ’
7

donde F varia sobre todas las facets de la descomposicién coherente mixta dada por w en

Q:=Q+ +...4+Qn.
Como antes, aqui también se tiene

W= (wp,wy,-..,wy) € R™

F=Fy+...+ Fy,

F; = conv(A}), Ai C A,

filF‘,- = ZaGA:- Cia z°,
y Resz denota la resultante rala asociada a la familia de soportes (Ajg,...,A}), y dz es
igual al tnico entero tal que (Resz(fo|r,-- -, fal . ))% tiene grado total

ZMV(F‘M"-1F‘I—I)F‘l+l""an)~

Observacién 2.27 Observar que Resz # 1 si y solamente si F estd asociada a un vector
v admaisible.

En esta situacién, podemos “elegir” los puntos mixtos como sigue:

e Si el vector v no es admisible, entonces todos los puntos de (F, + §) N £ serdn no
mixtos.

e Si el vector v es admisible, entonces elegimos dz de las matrices M, 5 que se con-
siguen al partir la celda F, + é en conjuntos de la forma (2.41). Veremos enseguida,
en la proposicion 2.28, que esto es siempre posible.

— Si un punto pertenece a una de las dz matrices M, 5, y era “mixto” en esa
matriz, entonces serd mixto en la matriz M.
— Los otros puntos de M serdn “no mixtos”.

Nuevamente, es facil ver que el caso n = 1, no es otra cosa que un “reencuentro” con las
matrices cldsicas de Sylvester ([Syl, Macl)).

Proposicién 2.28 Si v es admisible, el nimero de conjuntos (2.41) que se forman al
partir la celda F, 4+ 8 es mayor o igual que dz,
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Demostracion de la Proposicion: Por un lado, se tiene que (Teorema 4.1 de [Stu2]):

initg(Resa(for- - fa)) = £ H (Resz(folryr - - -+ fulFn)) ¥

Por el otro, initz(Res4(fo, - - -, fn)) es en realidad la resultante Res 4 aplicada a la familia

coybozboi fl’ ot an-

Para obtener una férmula més util de dz #,» Usamos la férmula ! dada por Minimair para

calcular Res (oo, f1,-**, fn) (cf. Theorem 1 de [Min]), que en la situacién en la que
nos encontramos se lee asi:

R'eSA(CO,boxboaflv"')fn cOboHR’esAlm'.Anv(flv? . ,fnu)e“,

donde el producto se toma sobre todos los vectores normales interiores primitivos de las
facets del politopo de Newton de A; +---+ A, y

ev = (@R (v) + ar (=) [Lo : Layyttdny) €4 (2.43)
donde
e Fj es la cdpsula convexa de {bp} U Ay,,
e ap, tiene el mismo significado que en la demostracién del teorema 2.12,
e L, es el sublattice de £ ortogonal a v,
e [A: B] denota el indice del lattice B respecto del lattice A4,
e Lc es el lattice afin generado por el conjunto C,

e en el caso en que exista una tnica subfamilia esencial {4;,,-- A;,, } de { A1, -, An, },
e, se define como sigue:

— Hacemos L4+ +4,, = La; +-+4;, @ L'. Sea 7 la proyeccién sobre el segundo
factor.

- €, = MV (7(Qiy))ig iy, im} » donde MV(') denota el volumen mixto normali-
zado a L'

Ahora pasemos a la demostracién de la proposicién. Podemos suponer sin perder gene-
ralidad que Q = 0, ya que agregar un politopo a la suma no puede hacer decrecer la
cantidad de conjuntos de la forma (2.41) en F, + 6. También supongamos s.p.g. que la
unica familia esencial es A,,---, An.

1Observar que estamos dentro de las hipétesis de la férmula de Minimair dado que, como Ao, - - -, An
es esencial, entonces el tinico subconjunto esencial de la familia {bg}, A;,---, A, es {bo}.
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Tomemos v admisible. Esta claro que entonces e, y dx, coinciden. Siguiendo la construc-
cién de la matriz M para el caso generalizadamente no mixto, se tiene que (F, + )N L
se escribe como una unién disjunta de (ag,(v) + apy(—v)) [Ly : La,,+-+4,,) CONjuntos de
la forma

(le +---+ Qﬂu + Qv) N ‘C.Al.,.+~--+An.n

donde @, es un politopo con vértices racionales y paralelo a £,. De cada una de estas
particiones se pueden obtener tantos conjuntos de la forma (2.41) como puntos enteros
hayan en 7(Qm+1,) + - +7(Qn,) + T(Qy). Esta cantidad es siempre mayor o igual que la
cantidad de puntos enteros que hay en W(Q;,,+1v) +---+7(Qn,), y este niimero es siempre
mayor o igual que €,. Esto completa la demostracién. O

2.3.2 Formula a la Macaulay Generalizada

El que sigue puede considerarse como el resultado central de este capitulo, y una extensién
del teorema 2.12:

Teorema 2.29 La matriz M es una matriz de tipo Sylvester genéricamente no singular.
Ademds, se tiene la siguiente formula a la Macaulay:

det (M) = Res4(fo, ..., fa) det (E),

donde E es la submatriz cuadrada de M formada omitiendo todas las filas y columnas
indezadas por puntos que se encuentren en celdas miztas.

Es facil ver que que [E no contiene coeficientes de f, asi que como corolario inmediato
se tiene que det (M) tiene el mismo grado que Res4(fo, ..., fn) en los coeficientes de f.
Reemplazando el papel de fo por el de cualquier otro f;, conseguiremos también una
férmula para calcular Res(fo,- .., fn) como el mdximo comiin divisor de los determi-
nantes de n + 1 matrices resultantes.

Demostracion. La misma demostracién que se hizo en la prueba del teorema 2.12 se
puede aplicar a esta situacién para ver que M es una matriz de Sylvester. De ahi se tiene
inmediatamente que Res4(fo, ..., fa) divide a det (M) usando el argumento usual dado
en la proposicién 2.14.

Tal como antes, probaremos que det(M) no es idénticamente cero mostrando que su
término mads alto con respecto a @ es no nulo.

Es facil verificar que en este caso también se tiene

gradocoeficientes de fo (Resa(fo, - .-, fn)) = gradogseficientes de fo (det(M)) .

Luego,
det (M) _ initz (det(M))

ReSA(f07 ey f'n) B ”uta (ReSA(fO, ceey fn))
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coeficiente de cgfg , en det(M)

" coeficiente de cgfgo en Res4(fo, ..., fn)

Veremos que el numerador de esta wltima fraccién es no nulo, y que el cociente es det(E),
haciendo induccién en n. El caso inicial ya fue cubierto en la seccién anterior. Supongamos
n > 1, e introduzcamos nuevamente un parametro ¢ de deformacién como antes:

fow = CobotT™® + 3 e 4\ (bo) CiraT |
fi,w = fi 12> 1.

Consideramos la matriz modificada M (c“l t“"'(“)) . Para p € £, sea h(p) el mayor niimero
racional tal que

(P—6,h(p) €Qa=Qon+CQio+...+Qna+ Qa.

Para cada p € £, multiplicaremos todos los elementos la fila correspondiente a p por
th(P)-wi(e) " donde -como es usual- (i,a) denota el contenido de fila de p. Llamemos a la

matriz que se obtiene de esta manera M'(t). No es dificil ver que el coeficiente principal
de det(M'(t)) es initz(det(M)).
Los siguientes enunciados se demuestran mutatis mutandis los de la seccién anterior:

Lema 2.30 La funcion h verifica lo siguiente:
1. 0 < h(p) £ 1, para todo p € £.

2. h(p) = 1 si y solamente si p — § pertenece a la celda primaria .
3. Sip—4 yq—6 pertenecen ambos a la misma celda secundaria, digamos F,, entonces
h(p) = hg) <= (p,v) = (g, v).
4. Sip € (F, +8)N L, su contenido de fila es (i,a), y v' # Av, A > 0, entonces
((p =6 —a,h(p)) + (Qia x {0})) N Q@) =0, VI' € Rey; (2.44)
donde Qo) C R**! es la cara de Qq determinada por (v,1').

Proposicién 2.2 Sean 0 < v < 72 < ... < gy = 1 los distintos valores que toma h(p)
al variar p entre los puntos de €. Entonces, el coeficiente principal de det(M'(t)) (como
polinomio en t) se factoriza como

N
[ det (M), (2.45)
7=l

donde M; es la submatriz cuadrada de M construida eligiendo todas las filas y columnas
indezadas por aquellos puntos p tales que h(p) = 7;.
Este producto también se puede factorizar como sigue:

det(My) [ (det(M})...det(M)), (2.46)
Fo
donde
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1. la productoria se toma sobre todas las celdas secundarias F,,
2. dy, es el nimero de conjuntos de la forma (2.41) que hay (para cada v),

3. las M son matrices del tipo M, ; definidas después de (2.42),

Retornando a la demostracién del teorema, por la hipétesis inductiva, det(ML) # 0, Vv, i
y, por la misma razén de antes,

det(My) = c)’3, det(Ey) # 0

donde Ey es la submatriz de My formada por aquellas filas y columnas indexadas por
puntos pertenecientes a celdas no mixtas. Esto dice que det(M) # 0, y que

initz det(M) = o det(En) [ (det(M,‘,l) ... det(M2 )) I1 (det(M,l,z) .. .det(M.‘;’;z)) ,

Fu, va

(2.47)

donde F,, varia sobre las celdas secundarias asociadas a vectores v; admisibles, y F,,
sobre las celdas asociadas a los vectores v, que no lo son.

Ahora, eligiendo todas las filas y columnas de M indexadas por puntos pertenecientes a

celdas no mixtas, se puede hacer una versién similar de la proposicién 2.1 para la matriz

E en lugar de M, y se tendrd que E también tiene una estructura de bloques que nos

permitird escribir su determinante de la manera siguiente:

dg,
det(E) = det(En) [ ] [] det(E:,), J] det(™i) ][] det(Ms,) (2.48)
Foy i=1 >dg Foy i

y de aqui se concluye facilmente la demostracién del teorema, usando la proposicién 2.28.
O

Corolario 2.31 Cualquiera seai =0,1,...,n, el nimero de puntos que se encuentran en
el trasladado de una celda mizta de tipo i es ezactamente MV(Q, . .., Qi-1, Qit1, - - -, @n)-

Corolario 2.32 Si la familia {f;}i=o,.n es esencial, entonces cualquier coeficiente c;,
aparece en Res4(fo, - - -, fa) con potencia mds alta igual a MV(Qo, - .., Qi-1, Qi+1,---,@n)-

Observacion 2.33 Aqui también vale lo comentado en la observacion 2.19: el teorema
principal vale si uno garantiza un método que le permita construir recursivamente matrices
de tipo Sylvester con determinante no nulo y el mismo grado que la resultante rala en los
coeficientes de algin f;.
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2.3.3 Ejemplos

Ejemplo 2.34 Calcularemos la resultante del ejemplo 2.5, tomando by = (0,0), @ = 0

yd = (0, %) Los poligonos Q; son la cdpsula conveza de los A; dados en el ejemplo, y
L =72
La celda primaria serd Q, + Q2, y tendremos cuatro celdas secundarias:

vector asociado tipo

(2,-1) 2-mitta
(-1,-2) 1-mizta (2.49)
(-1,-1) no mizta

(-3,-1) 2-mizta.

Para subdividir la celda primaria , hacemos &, = (0,0,0) y &, = (1,1). Esta subdivision
produce dos celdas: una copia de Q,, y la inica celda 0-mizta de la subdivision. El conjunto
E en este caso tiene 23 elementos, y asociaremos la inica celda no mizta de (2.49) con
fa. Con la ayuda de MAPLE calculamos la matriz M :

coofSfoooooocooo0o0oco0oo0cocoo0oo0oo0o0oo

o
()

¢ 0 0 0 0 O ¢2 0 0 O 0O O OO O O O 0 0 0 0o
O ¢g 0 00O 0O 0O 0 co2 00 0O 0 000 0 0 0 0 0o
0 0 s O 0O OO O OO O OO OOTU O O c 0 0 00
0 0 00 ¢gg 0 O O O O O O 0 O O O O O O ¢ 0 000
0 0 0 0 gg 0O O O OO O O O OO O a 0 0 a o0 o0
0 0 0 0 0 @ 0O O O O O a O O O O O O O O0 a3 O
0O 0 0 0 0 0 a O O O O O O O O O O a 0 0 a 0O
0 0 a2 0 0O 0 0 @@ O O O O O O O O O O O O O a3
O 0 0 0 0 0 0 0 @ O O O O O O O O O a3 0 0 aq
0O 0 0 0 0 0 0 ¢2 0 ¢¢c 0 0OO O0OO O 0 O0 000
0O 0 0 0 0 0 0 O O O cgc 0O 0 O ¢c2 0 000 0 00
0O 0 0 0 0 0O O 0 O O O ¢cg 0 0 O 0 ¢c2 0 0 0 0 o
0 0 0 0 0O OO O O O O O ¢ 00 O OO O ¢ 0 0
0O 0 0 0 0 0 0 O 0 O 0O O 0 ¢cgc 00 0 0 0 0 ¢ o
0O 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0O O O O c 0 0 0 0 0 0 ¢
b 0 0 0 b 0O O O O O O O O 0O O b3 0 0 0 0 0 o
0 o 0 0 0 0 b 0 O O O O O O O O b3 0 0 0 O0 o
0O 0 0 0 0O 0O 0 O b 0O O O O OO O O b3 0 b 0 o
0O 0 0o 0 0O 0O O OO O O O O0OOOTU OTU OO b 0 b o
0 0 0 0 0 b 0 O O b 0 O O O O O O O O b 0 o0
0O 0 0 0 00 0 b 0 O0Ub 0 0 00 0 00 0 0 b o
0O 0 0 0 0 0 0O 0O O O O &b 0 0 O0UDb 0 0 0 0 0 by

| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 OO O OO O OO0 OCG oo

Su determinante es igual a ¢} Res4(fo, f1, f2). Aqui, el factor extrasio es el primer menor

principal de tamano 4 x 4.

Ejemplo 2.35 Calculemos la resultante del mismo sistema dado en el ejemplo anterior,

pero esta vez tomaremos Q como el cuadrado unitario [0,1] x [0,1], y § = (¢,3), con
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0<e<< % El punto inicial by seguird siendo (0,0). La celda primaria ahora serd igual
a Q)+ Q2+ @, y esta vez tendremos 6 celdas secundarias:

vector asociado tipo

(2,-1) 2-mizta
(0,-1) no mizta
(-1,-2) 1-mizta
(-1,-1) no mizta
(-3,-1) 2-mizta
(-1,0) no mizta.

Observar que las nuevas celdas secundarias estdn asociadas a vectores normales interiores
de QQ que no definen ninguna facet en Qo+ @ + Q2. Subdivimos la celda primaria usando

3(0,0)=1, @(1,2)=1, @(2,0)=0,
@a(1,1) = 1, @(3,0) =0,
@(0,0)=8, @(1,0)=4, ®(0,1)=4, &(1,1)=0.

St asociamos las celdas secundarias no miztas con fi, la matriz M es de 36 x 36, su
determinante es igual a c3 b3 c3 b2 veces la resultante. La submatriz E es la siguiente:

bp 0 0 b 0 0 0O O 0 0O 0 0 0 O 0 O O
0 b 0 0 0 0 0 00 OO OO0OOUODT OFWO
0O 0¢g 00O OO O OOOTOT OO OTUOU OTPO
0 0 0¢g OO O 0O ¢c 0 00 0 0 O0O0COTO
0 00 0¢gc OO0 O OOOOTOUOTUOTU OTPWO
0 0 0 0 b 3 0 0 0 0 0 O O O O 0 O
0 0 0 0O 0 b 0 O O O 0 0 0 0 O
0 0 b 0 0 0 O b3 0 O O 0 0 O 0 0 O
0O 0 00O 0O O O0Ubb 0O0O0OOOUOTUOTUOTOQ
0 0 000 O 0o ¢ 0 c 00 0 O0O0OO0TO0
0O 0 000 0 0 OO O e¢O0O0O©O0OO0OTCO0OSF0O0
0O 0 000 OO O OO O cc 0 0 0 00O0
0O 0 000 0O O O OTUOU OUWBB O0O0O00O0
0 0 0 0OOO O O O0Wb 0 O0O0°UDBO0OO0OO0
0 0 00O O O b 0 0 b 0 0 0 b 0 O
0 0000 OO O OOOT OTU OTU OUOUWBBO
| 0 0 0 0 0 b 0 O 0 0O O O 0 0 0 0 b3,

Su determinante es el factor extrano, como era de esperarse.

Ejemplo 2.36 Vamos a ver en este ejemplo que la desigualdad establecida por la proposi-
cion 2.28 puede ser estricta. Consideremos la siguiente familia esencial:

Ao = {(0,0);(1,0); (0,1); (1,1)}
A = {(0,0);(1,1)}
.A2 = {(( )1( al)}
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Notaremos a los polinomios genéricos con esos soportes como

fo = a +ax+ a3y + a4y
fi = biz+by
fa = ¢ +coxy.

Tomaremos bg = (0,0), § = (e, %), con 0 < € << %, y Q como el tridngulo de vértices

(0,0), (1,0)  (1,1).
Entonces, se tiene lo siguiente:

e La celda primaria es Q) + Q2 + Q;
e Hay cinco celdas secundarias, asociadas a (1, -1), (0,-1), (-1,-1), (-1,0) y (-1,1).

o Se tiene que (F(,—1)+8) N Z? consiste de dos puntos, mientras que un cdlculo
ezplicito dice que df”u = 1.

En este caso, (.7-'(1,_1) + 5) NZ2? “se parte” en dos celdas, cada una de ellas contiene un
punto, y puede ser elegida como mizta. Si tomamos las funciones @;, ¢ = 1,2 constan-
temente iguales a 2, y w constantemente igual a 0 y aplicamos el algoritmo dado en el
apartado 2.8.1, se obtendrd la siguiente matriz de 13 x 13 :

cc 00O OO O O 0 0 0 ¢ O
0 cc 0O 0O OO O O O 0 O0 0 ¢
bpb 0 b, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
0O 0 0 b OO O O O O 0 b O
0O 0 0 0 bp 0 0 0 b, 0O 0 0 O
0 0 0 0 0 b 0 O O b 0 0 O
M=|0 4 0 0 0 0 b 0 0 0 O O O
0O 0 0 0 00 0 b 0 b 0 0 O
cgc 0 0 0O OO O O cc OO O O
00 ¢¢c 00O OO O O O cg O 0 O
0 b 0 0 0 0 0 O O 0 b 0 O
ag a3 0 0 0 O a3z 0 0 O O a O
| 0 ag 0 a3 0 0 0 0O O O O a3 ap |

Hemos ordenado las filas y columnas de M de tal manera que los monomios que se en-
cuentran en (.7:(1'_1) + 5) N Z? indezan las filas y columnas 7 y 8. Los otros puntos no
miztos indezan las primeras seis filas y columnas de la matriz.

El determinante de M es igual a

b2 C% b‘; RGSA(fo, fhf?)

y es fdcil verificar que, en este caso, byc2b} se puede obtener o bien tomando el menor
principal de 7 X 7, o bien calculando el menor indezado por los seis primeros monomios
junto con el que ocupa la posicion ocho.



Capitulo 3

La Resultante Homogénea como el
Determinante de un Complejo

En este capitulo volveremos a considerar una familia de n polinomios homogéneos en n
variables fy,..., fa, genéricos y de grados d,, - - -, d, respectivamente, tal como en (1.1).

Consideraremos ademas complejos de Weyman, como los que aparecen en [WZ, GKZ2),
y haremos explicitos los morfismos en estos complejos, los cual nos dardn expresiones
polinomiales para la resultante homogénea via férmulas determinantales en los casos que
se describiran en el Lema 3.2.

Vamos a considerar un complejo que es un “acoplamiento” entre el complejo de Koszul
K*(t; f1,..., fn) asociado con fy,..., f, en grado ¢t y el dual del complejo de Koszul

K*(t, — t, f1,---, fa)* asociado con fy,..., f, en grado t, — t. Este complejo proviene
de una sucesién espectral derivada del complejo de Koszul de haces en P*~! asociado
con fi,..., fn tensorizado con Opn-1(t). Haremos explicito en términos del bezoutiano el

morfismo de conexién Jy (ver (1.9) debajo) producido por obstrucciones cohomoldgicas.
De hecho, la tinica contribucién no trivial estd dada en términos del morfismo %, ; definido

en (1.6).
Para ser mds precisos, con K*(t; f1, ..., fn) denotaremos el complejo
b (n- _
{0 — K(@)™ 25" . 2% k)t 2o k(1)) (3.1)
donde

y 6_; son los morfismos de Koszul usuales.

Similarmente, sea K*(t, — t; f1,..., fa)* el complejo
(K(ta —1)° 5 K(ta —t)' 25 .. 25 K(ta — t)" ), (3.2)
donde

K(tn — t)j = & S:,.—-t—d.', ——di;

11<...<ij

69
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y 47 son los duales de los morfismos de Koszul usuales. Notar que, de hecho, K(t,—t)" =0
para todo ¢t > 0.

Definimos entonces C*(t; fi, ..., fn) como el siguiente complejo doble:
(0— ¢T3y 2ot By 00 &y Seionet L) (3.3)
donde
C7 = K(t)7, i=2,...,n
C! = K(t,—ty+, j=1,...,n—1 (3.4)
C!' = Kit,-t) '@ K(t)™! '
C' = K@) o K(t, —t)!
y los morfismos estan definidos por
8_j = (5_]', j=2,...,n—1
o = 6, i=2,...,n—1
0.1 = 0804, (3.5)
o = ('l,bl'g + 50) (¢7) (56
0 = 0+

Mas preCisamentea aO(T, (gla ceey gn)) = (d)l,t(T) + 60(911 RS gn)a 56(T)) y

Oi1(h, (Th,...,T)) = 8;(Th,...,T,). Observar que Jp es precisamente la transformacién
¥, definida en (1.16).

Para cualquier especializacién de los coeficientes en (3.3), obtenemos un complejo de k-
espacios vectoriales. Sea D el determinante del complejo de A-mddulos (3.3) con respecto
a las bases de monomios de los A-médulos C¢ (la definicién de determinante de un complejo
puede verse con toda generalidad en [GKZ2], Appendix A]. Un caso particular es explicado
con mas detalle en el apartado 6.2.2 de esta memoria ). Este determinante es un elemento
del cuerpo de fracciones de A.

El préximo enunciado, es el resultado principal de este capitulo.

Teorema 3.1 El complejo (3.3) es genéricamente ezacto, y para cada especializacion de
los coeficientes, serd ezacto si y solamente si la resultante no se anula. Para cada entero
positivo t se tiene que

D = Resq,,..d.(f1,---» fa) (3.6)

Mads ain, D es tgual al mdrimo comin divisor de todos los menores mazimales de la
matriz que representa el morfismo de A-mddulos Oy en las bases monomiales.

Demostracion. El hecho de que Resy, . 4,(f1,- .., fa) es el mdximo comun divisor de todos
los menores maximales de la matriz que representa 0y ha sido probado en el corolario 1.13.
Parat > t,, obtenemos el complejo de Koszul en grado ¢, y luego el complejo especializado
en el punto a € kN es exacto si y solamente si f;(a),..., fo(a) es una sucesién regular, es
decir si y solamente si la resultante no se anula. El hecho de que el determinante de este
complejo es la resultante es una idea de Cayley, que ha sido debidamente demostrado en
[De], [GKZ2] y [Chal].
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Supongamos 0 < t < t,. Como §p06_, =} 0d§ = 0, es facil ver que (3.3) es un complejo.
Para cualquier eleccién de polinomios homogéneos fi(a), . . ., fa(a) € k[z] de grados d, . .., d,
respectivamente, tal que su resultante no se anule, los complejos de Koszul especializa-
dos (3.1) y (3.2) seran exactos. Denotaremos médulos y morfismos especializados como
K(t)'(a), do(a), etc.

Luego, dim Im(&y(a)) es igual a i(t) = dim < f,(a),..., fa(a) >, . Similarmente, se tiene
que dim(ker(dg(a)) = i(t, — t). Entonces,

dimker(0p(a)) > dimIm(d_;(a)) = dimIm(é_,(a)) =
= dimker(§p(a)) = dim K (t)~!(a) — i(t).

Por otro lado, debido al Teorema (1.15), hay una matriz cuadrada M;(a) de tamaifio p(t),
que es no singular. Esto se corresponde con la eleccién de un menor de dy(a), e implica
que

dim ker(8p(a)) < dimC~!(a) — p(t) =

=dim K ()" (a) + dim K (¢, — t)°(a) — p(t) =
= ImK (t)~"(a) + dim S, _,(a) — p(t) =

= dim K (t)~*(a) — i(t).

Asi que dimIm(d-,(a)) = dim Ker(8y(a)) y el complejo es exacto a nivel —1.

De una manera similar, se puede verificar que el complejo es exacto a nivel 0, y se obtiene
que (3.3) es exacto.

Reciprocamente, supongamos que Resy, .. 4.(fi(a),..., fn(a)) = 0. Entonces, aiin cuando
los complejos especializados (3.1) y (3.2) fueran exactos, la Proposicién (1.1) nos dice que
no hay posibilidad alguna de encontrar un menor maximal no nulo de dy(a), asi que (3.3)
no puede ser exacto.

Para calcular el determinante del complejo, haremos elecciones adecuadas de subconjuntos
de monomios en cada término del complejo, comenzando con los indices que definen M,
y extendiéndonos tanto hacia la derecha como hacia la izquierda. Se tendra entonces que

_ det Ml

D ,
P1° D2

donde p; (resp. p;) es un producto alternado de menores de los morfismos que aparecen
a la izquierda (resp. a la derecha ).
Tomando en cuenta (3.1) y (3.2), se sigue de [Cha3] that

p1 = det(Ey), p; = det(E,, )

y, por el Teorema 1.10, tendremos que

det(E,)
det(E;) det(Ey, )

D= ReSd],...,d,. (fl’ ceey fn) = Resdl,...,d" (fh ceey fn):
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lo cual implica (3.6), como se queria demostrar.
a

Caracterizaremos ahora aquellas n + 1-uplas n, d,,...,d, para las cuales se obtiene una
formula determinantal.

Lema 3.2 Supongamos d, < dy < ... < d,. El determinante del complejo resultante
provee una formula determinantal para Resq, .. 4,(f1,- .., fn) st y solamente si la siguiente
inecuacion se verifica

di+...+d,—n<dy+dy—1. (37)

Es mds, cuando (3.7) ocurre, hay una formula determinantal dada por el complejo resul-
tante para cada t tal que

d3+...+d, —n<t<d +d,. (3.8)
Observacién 3.3 Cuando todos los d; son iguales a d, (3.7) queda
(n-2d<2d+n-1,

lo cual ocurre para cualquier d sin <4, parad=1,2,3 sin=25, parad=1,2 sin =6,
y nunca ocurre sin > 7 a menos que d = 1.

Demostracion. El determinante del complejo resultante provee una férmula determinantal

para Resg, . 4.(f1,- -, fa) precisamente cuando C~2 = C) = 0. Esto es equivalente a las
inecuaciones

t<d,+d,
y

th—t=d1+...dy,—n—1t<d;+ds,

de las cuales el lema se demuestra facilmente. Hemos hecho decrecer la expresién de la
derecha de (3.7) en una unidad para permitir que un nimero natural ¢ satisfaga (3.8). O

Corolario 3.4 Para todo n > 7 el complejo provee una formula determinantal solamente
cuandod) =dy =dz3=1yn—-3<ds+...+d, <n, lo cual fuerza a que todos los d;
sean 1 o, a lo mds, todos ellos iguales a 1 excepto uno o dos iguales a 2, o todos iguales
a 1 excepto uno igual a 3.

La prueba del corolario es inmediata de la inecuacién (3.7). Es interesante notar que, si
una férmula determinantal para n,d,, - - -, d, existe, tendremos una férmula determinantal
para t = [t,/2], como muestra el pr6ximo corolario.

Proposicién 3.1 Si (d,,---,d,) cumple con las hipétesis del lema 3.2, entonces

det (M{s,/2) = £Resq, . .a, (fis-- -, fa)-
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Demostracion. Para probar que Mj, /9 es determinantal, tendremos que chequear que
tn
d3+...+dn—n<[§]<d1+d2. (39)

Debido al Lema 3.2, como hay una férmula determinantal, entonces se verifica la in-
ecuacidn (3.7), y de alli es inmediato verificar que

t
d3+...+dn—"n< En < d) + d,.
Para ver que también se tiene (3.9), alcanza con chequear que

d3+...+d,,—n+1/2;é%"=d‘+"'2+d"_n.

Pero si las dos primeras expresiones fueran iguales, se tendria d3+...+d, = d,+dy+n—1,
lo cual es una contradiccién. O

En la tabla siguiente, hemos calculado algunos valores de p ([%g]) y p(tn + 1) (el tamaiio

de las matrices clasicas de Macaulay) para distintos valores de n, d,,...,d,.
R Wiedd  p((8)) pltat)
2 (10, 70) 70 80
2 (150, 200) 200 350
3 (1,1,2) 3 6
3 (1,2,5) 14 28
3 (2,2,6) 21 45
4 (1,1,2,3)) 12 35
4 (2,2,5,9) 94 364
4 (2,3,4,5) 90 364
5 (4,4,4,4,4) 670 4845
7 2,3,3,3,3,3,3) 2373 38760
10 3,3,...,3) 175803 14307150

20 (2,2,...,2) 39875264 131282408400

De todos modos, hay que notar que cuanto menor es la matriz M;, mayor es el nimero
de coeficientes del bezoutiano que tiene entre sus entradas.
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Capitulo 4

Férmulas Jacobianas para calcular la
Resultante (n=2)

En este capitulo vamos a exhibir férmulas para calcular la resultante al estilo de Canny
y Emiris (es decir, matrices cuadradas cuyo determinante es un multiplo no nulo de
la resultante y que tiene el grado correcto en los coeficientes de algin f;), usando la
formulacién jacobiana dada en [CDS2]. Alli, ellos consideran sistemas generalizadamente
no mixtos, y definen matrices cuyo determinante es un miltiplo de la resultante, y que
son casi de tipo Sylvester, con la excepcion de una fila que contiene las coordenadas del
jacobiano tdrico.

Este trabajo estd hecho para el caso en que n = 2, es decir cuando hay tres poligonos en el
plano. Sea A = (Ao, A, Az), donde A; C Z? es un conjunto finito, y ademds, conv(A;) =
k; P, siendo P un poligono con vértices en Z2, y k; un entero positivo. Consideremos el
siguiente sistema de polinomios de Laurent genéricos en las variables z = (z;, 1) :

fix) =D ez, ca#0, i=0,1,2,
a€A;

Sea Q; = k; P el poligono de Newton de f;. Supondremos que P tiene drea positiva, y que
la unién de los A; genera afinmente al lattice Z2.

Queremos calcular la resultante rala Res4(fo, f1, f2). Para ello, vamos a construir una
matriz usando el algoritmo de la subdivisién mixta de Canny y Emiris (cf. [CE2]), que
perturba la suma de Minkowski Q = Qo+ @, + Q- agregandole § y asociando a cada punto
entero en £ = (Q + 6) N Z? un monomio multiplo de algin f;. Modificando un poco este
algoritmo, produciremos un menor maximal del complejo que se describe en [CDS2] para
calcular la resultante. Esta matriz estard indexada por los puntos enteros del interior del

poligono Q.

4.1 Jacobianos Todricos y Resultantes

En esta seccion revisaremos, para el caso de 3 polinomios en dos variables, algunos re-
sultados que aparecen en [CDS2] en un contexto mds general. Sea F := int(Q) N Z2,

7
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Q_; = E#i Qi = 0,1,2 y F; := int(Q_;) N Z?, donde int(-) quiere decir “interior”
respecto de la topologia euclidea.

Proposicién 4.1 [CDS2, prop. 1.2] Consideremos el sistema f = (fo, f1, f2) con los
soportes cumpliendo Ay = A; = A, de cardinal |Ao|. El jacobiano térico del sistema
tiene soporte en F y es igual a

fo fi fa
J(f) = det Ilg;% -’L'lg% 171%5‘
- S5 i 5h

1
Z2 8z T2 812 25z,

Cuando Q; = k;P, el jacobiano térico se construye en [CDS2| via una P-homogenizacién.
Para evitar ese proceso, presentamos el siguiente algoritmo valido en general (es decir,
para n arbitrario):

e Sea P un politopo n—dimensional con vértices en Z", dado por las siguientes
ecuaciones:
P:={meR":(mmn)>-b, i=1,---,s},

donde los vectores 7; son los vectores normales interiores primitivos relativos a las

facets de P.
e Sean ko, k,,-- -, k, enteros positivos, y
Ai=k;P NZ"
e Sean fy, fi, -+, fn pPolinomios genéricos tales que supp(f;) = A;, es decir
fi=) ciaz®
acA;

¢ Requerimos que P sea un politopo simplicial (siempre ocurre si n = 2.)!
Algoritmo:

1. Elegir un vértice p € P. Debido al hecho de que P es simplicial, se tendra que hay n
facets cuya interseccién es el vértice p. Supongamos sin pérdida de generalidad que

las normales interiores a estas facets son 7, -+, 7,. Denotaremos a las facets como
Fy,---, F, respectivamente.
2. Paracada¢=0,1,---,n,ycada j=1,---,n— 1, hacer:
Al o= (N2, kiF2) \ kiFj) N 27 (4.1)

Ademis, sea A" := {k; p}. Observar que A} C k; F;,Yj y, si j # 7', AN AT =0.

1En realidad, alcanza con que P tenga un vértice simplicial, como se ve en el algoritmo.
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3. Sea f := ZGGA{ CiaZ®.

4. Calcular
fc: fnl fr;
Ao (z) := det f:" f:‘ f:"
fe It I

Proposicién 4.2 A (z) tiene su soporte contenido en F, es decir en
((ko+ ki +---+ky)P)°NZ",

y corresponde salvo signo a una restriccion al toro del polinomio homogéneo A,, tal como
se lo define en el Teorema 1 de [CD]. En este contezto, o es el cono dual de dimensidn
n cuyas aristas son los “rayos” my, -+, Mn.

Observacién 4.1 En realidad, el polinomio A, estd bien definido mddulo el ideal ho-
mogéneo (Fy, Fy,---, Fy,), donde F; denota la P—homogeneizacion de los f;, asi que lo
que estamos calculando es en realidad un representante de esta clase. Por otro lado, no
es cierto que A, sea igual al jacobiano torico J, pero es bien sabido que

+ (H kj) nlvol(P)A, = J mod(Fy, Fi,---, Fp)

Jj=0
(cf. [CD, DD]). Asi que el polinomio A, tiene las mismas propiedades dualizantes que J.

Demostracion. Esta claro que Ay tiene su soporte contenido en
Q:=(ko+ki+- -+ k))P)NZ"

Para ver que su soporte es disjunto con el borde de la suma de Minkowski, sea v € R*\ {0},
y consideremos el v—borde de Q. Si queremos “alcanzar” el v-borde en una suma de la
forma

P0+Pl+---a+Pm PiekiP,

todo p; debe pertenecer al v-borde de k;P. Pero es facil ver que, para cualquier v # 0,
hay un j € {1,2,---,n} tal que A es disjunto del v—borde de k;P.
Para probar la segunda parte de la afirmacién, sea f} := f; - Z;;l f}. Claramente

foI f1: f,i
Ao(z) = det ff’ f:‘ "

en
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Comparemos este determinante con la construccion del elemento A, de [CD]: por medio
de una homogeneizacién torica, introducimos nuevas variables X,,..., X,, y traducimos
los polinomios f; a polinomios F; que se pueden escribir de la manera siguiente:?

F, = AOiHXi + iAinj.

i>n i=1

Entonces, A, = det(A;j)o<ij<n-

Para j = 1,...,n si un monomio X aparece en la expansion de F;, y es un multiplo de
Xj, entonces su deshomogeneizacién no pertenece al n;—borde del politopo k; P, que es
igual a k; F;. Volviendo a nuestra descomposicién

fi=fi+fl+.+f
tenemos que
1. Cada f; tiene soporte disjunto con k;Fi;
2. Cualquierasea j=1,...,n—1, fij tiene su soporte disjunto con k;Fj1;
3. fI = c;r,pxFiP tiene su soporte disjunto con cualquier facet distinta de las n primeras.

Esto, sumado al hecho de que la homogeneizacion térica preserva la estructura de los
monomios (es decir, manda un monomio en las coordenadas z en un monomio en las
coordenadas X, y que esta transformacion es inyectiva), demuestra el resultado. O

Ejemplo 4.2 Consideremos

fo = Qp + bo.’l?l + CoZT2 + do.’IIlltg
f1 = a+bx +cze+diz172
fo = ag+ bz + coza + doxZ9.

Aqui estamos en el caso Ag = A; = A, = {(0,0),(1,0),(0,1),(1, 1)}, ko =k =ky =1, y
el jacobiano térico se puede calcular como

fg fé faz
8fo aNh af2
0 1 2
T2 dz2 T2 dz2 I 8z,
que es igual a
fo h fa

det boz, + doz122 b1z + diT172 boT) + doTi T2
CoTy + doT1Z2 C1T2 + d1T1T2 CoZTo + doT T2

2estd claro que esta manera de escribirlos no es tnica.
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Elegimos b= (0,0) y m; = (0,1), 7o = (1,0). Entonces, tenemos que
Al =(1,004f = (0,0), i =0,1,2,

y el algoritmo calcula

fo H S
det bo.’L‘l blxl b2$1
Qo a; as

que tiene un soporte mds pequeno.

4.2 El caso n = 2.

Cuando n = 2, el algoritmo se convierte en la siguiente receta:

e Elegir un vértice p € P, obviamente habra dos lados cuya interseccion es igual a p.
Sean e, y ey esos lados.

e Para i = 0,1, 2, notamos con .A} el conjunto de puntos enteros que se encuentran
en k;e;, con excepcion de k;p. A? serd igual a {k;p}.

Definicién 4.3 Llamaremos a

fo fi fo
G(f):=det| fo fi f2
s ft f3

el jacobiano torico discreto.

Debido a la proposicién 4.2, se tiene que G(f) es una restriccién al toro de A,, donde o
es el cono de dimension 2 generado por las normales interiores a e; y es.

La fila especial de nuestra matriz contendra entre sus coeficientes la expansiéon monomial
de G(f). De hecho, el soporte de G(f) es estrictamente mas chico que F.

Sean Sz, el Z[c]-médulo libre generado por los monomios {z%, a € F;}, y Sg, el médulo
libre generado por los monomios que se encuentran en int(Q@;) N Z2. Consideremos el
siguiente complejo de Koszul de médulos:

0 = So, ® So, ® So, 2 Sr, @ Sr, ® Sg, @ Zc] B Sr — 0, (4.2)

donde
¥ (Po, P1,P2) = (P1 f2 + P2 f1,P0 f2 — P2 fo, —=Po f1 — P1 £0,0),

# (90, 91,92, 2) = go fo+ 91 fL + g2 f2 + A J(f).

Se puede verificar facilmente que ¢ estd bien definida, pero no siempre es genéricamente
biyectiva.
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Proposicién 4.3 [CDS2, Prop. 2.1 & Thm. 2.2] El complejo (4.2) es genéricamente
ezacto, y después de una especializacion de los coeficientes en un cuerpo k seguird siendo
ezacto (como complejo de k- espacios vectoriales), si y solamente si Resa(fo, f1, f2) # 0.
En consecuencia, ¢ es genéricamente suryectiva, y todo menor mazimal de la matriz que
representa a ¢ en las bases monomiales es un multiplo de la resultante rala. Debida a
las condiciones impuestas sobre los soportes, se tiene que Res(fo, f1, f2) es el mdzimo
comun divisor de estos menores mazimales.

El objetivo aqui serd construir un menor maximal no nulo de la matriz de ¢ en las bases
monomiales sin calcular todo el complejo. Esto nos permitird obtener un miltiplo no
trivial de la resultante. La técnica que vamos a usar producird un determinante con el
mismo grado en los coeficientes de fy que la resultante. Reemplazando el indice 0 por los
otros dos indices : = 1, 2, tendremos una manera inmediata de obtener Res 4 como el mcd
de a lo més 3 determinantes, lo cual es un avance respecto de la construccién de [CDS2]
que obtiene la resultante como el mcd de tantos determinantes como menores maximales
de la matriz de ¢.

La proposicién nos dice que la matriz de ¢ siempre tiene al menos tantas filas como
columnas.

4.3 Construccion de la Matriz Resultante

Vamos a usar funciones de levantamiento sobre los vértices de los poligonos tal como
en la seccién anterior. Sean V; C Q? el conjunto de vértices de Q;, y w = (wo,w;,ws)
la funcién de levantamiento, con w; € Q™, donde m; es el cardinal de V;, es decir la
cantidad de vértices de Q;. Todo punto a € V; se levanta a a,, = (a,w;(a)) € Q3, que
lo denotaremos simplemente a,,. Consideremos los poligonos levantados Q; ., la cdpsula
convexa de a,,, a € V;, y su suma de Minkowski

Qw = QO.w + Ql,w + Q2.w - R3.

Tomando el revestimiento inferior de (), obtenemos una descomposicién poliédrica mixta
coherente A, de la suma de Minkowski @ := Q¢ + @; + @2, a través de la proyeccion
R?® — R? de Q,: Si el vector w es suficientemente genérico ([Stu2, CE2]), entonces la
subdivision es estricta, es decir, cada facet en el revestimiento inferior es de la forma

F,= FO,w + Fl,w + Fg,u : (43)
dim(Fp,) + dim(F) ) + dim(F3,) = 2,

donde F;, es una cara de Q;,. La proyeccién de F;, en Q; define un poligono F; en el
plano con vértices en V; (eventualmente un segmento o un punto). Si solamente conside-
ramos este poligono, el levantamiento de F; a F;, resulta lineal.

Por una cuestién de dimensidn, si la descomposicién es estricta, uno de los sumandos
de (4.3) debe ser de dimensién cero. Es mds, esa suma al ser evaluada en un punto
Po € F,, minimiza la funcién de levantamiento de cualquier suma de 3 puntos en Q;,
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cuyo resultado sea igual a p,; por eso se la llama a veces suma dptima. La celda F (la
proyeccién de F,,), se llamara mizta de tipo i o i-mizta sidim F; =0, dimF; =1, j # 4.
Sea A, la subdivisién de @ inducida por el revestimiento inferior de la suma de Minkowski
levantada.

Procediendo como en [CE2], elegiremos un vector pequefio § € Q? y consideraremos
Z2N (6 + Q). Vamos a definir la preimagen de cada punto en este tiltimo conjunto como el
punto que se encuentra en la misma vertical, justo en la interseccién con el revestimiento
inferior de la suma de Minkowski de los poligonos levantados, despues de trasladarlos
usando el vector §. Este vector deberia ser.lo suficientemente pequeino de tal manera que
todo punto entero perturbado de @ se desplace a alguna de las celdas maximales que
limiten con este punto. Asumamos que ¢ es suficientemente genérico, y que no es paralelo
a ningun lado de @. Esto nos permitira calcular F, el interior de la suma de Minkowski
de los poligonos, como Z2N (§+ Q)N (=6 + Q).

Definicién 4.4 El contenido de fila RC(F) de una celda de A, es un par (i,a) que
satisface: si F, = Fy, + F\,+ F,,, es la inica facet sobre el revestimiento inferior de Q,
que se proyecta sobre F, entonces i es el indice mds grande tal que dim(F;) = 0, F; = {a}.

También definimos el contenido de fila de los puntosp € F : p € F + 6 de la manera
siguiente: RC(p) = RC(F).

Las filas y columnas de la matriz que vamos a construir estaran indexadas por puntos
enteros, tal como en [CE2].

4.4 Algoritmo de Levantamiento

En el resto de este capitulo supondremos que los poligonos de Newton son idénticos, pero
es facil ver que los argumentos valen trivialmente para multiplos de un poligono fijo.

e Elegir el vector § € Q? suficientemente genérico y pequeiio, con los requerimientos
especificados antes, y un vértice b tal que que el segmento (b, b+§) esté estrictamente
contenido en todos los @Q;.

Tanto @; como @, seran partidos en varias celdas cada uno. Los lados extremales en la
direccién de § (que son aquellos cuya normal exterior forma un dngulo positivo con §)
conformaran el §-borde. Denotaremos a los lados del -borde como ey, ..., e, siguiendo el
sentido de las agujas del reloj, aqui g es el nimero de tales lados. Una celda de @, incluird
unicamente a e, entre esos lados, y se denotara Cj; las otras celdas de ; que involucren
el 6-borde se denotardn C; e incluiran los lados e;, €;4+;, donde 7 > 2 es un nimero par.
La ultima celda incluird los lados e,4_;, e, 0 solamente e, dependiendo de si g es impar o
par. En total, se tendrdn [(g + 1)/2] celdas C; en Q.

Cada celda de Q2 que incluye a los lados e;, €;4, se denota C;, donde ahora ¢ es impar,
mientras que la dltima puede puede incluir o no e, dependiendo de si g es impar o no. En
total, hay [g/2] celdas C; en Q,. Llamaremos a; a los vértices de los lados pertenecientes
al §-borde, donde ¢ = 1,...,g9. Los lados e; son los segmentos a;_;,a;. Casi todas las
celdas C; excepto quizd Cp y C, forman un cuadrildtero con vértices b, a;_, a;, ai4;.
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Lema 4.5 Los vértices en el §-borde de Q, + Q2 (resp. Q) son de la forma 2a; (3a;).
Cualquier otro punto sobre el §-borde de la forma a; + a; (a; + a; + a;) debe satisfacer

{1,5} ={p,p+ 1} ({1,4,5} = {p,p+ 1}), para algin p € N.

Antes de presentar el algoritmo de levantamiento, veamos primero la intuicién que hay
detrds de él. Primero, queremos que )y se levante mucho mas “empinadamente” que
los otros poligonos, de manera tal que siempre contribuya con b a la suma optimal del
revestimiento inferior, tal como se hace en [Emi3]. Los poligonos Q; y @, serdn partidos en
al menos g+1 celdas, cada una de ellas levantada linealmente, definiendo un levantamiento
sobre los vértices b, a;_,, a;, parat=1,...g.

e Para @, @, y cualquier valor de 7 > 0, definimos

wi(b) :== w(b) := 0, wi(a2it1) = walay) =1,
(4.4)

wi(ao) :=2, wy(ay) =2,

donde v = (¢ mod 2)+1. Los a; vértices de @, @2 que no se mencionan en la férmula

anterior, son levantados linealmente respecto de la celda en la que se encuentran.

Notaremos con by (resp. by) a cualquier vértice que pueda haber entre b y a, (resp.
ag) ¥y que no sea extremal en la direccién de é. Si 7' = (y mod 2) + 1, entonces
levantaremos todos los vértices de la forma by (resp. by) de Q2 (resp. Q) a una
celda Cj (resp. C;). Lo haremos dando valores muy altos a estos vértices, de una
manera a ser precisada en la demostracién del lema 4.11.

Notar que los vértices by (resp. by) de @Q; (resp. Q,) pertenecen a Cy (resp. Cy). El borde
de la celda Cj (resp. C;) incluye a by a ao (resp. a,4). A los lados de @1, Q2 que sean
bordes de celdas y que contengan al vértice b los llamaremos b-lados.

Lema 4.6 w)(ag;) > 1 y wa(az41) > 1 para todos los posibles valores i > 0. Ademds,
existen (y son dnicas) celdas C;,Ciy en @, Q2 respectivamente, tal que €, la pendiente
de d, se encuentra entre las pendientes de los b-lados que definen cada celda.

Demostracion. La primer afirmacién sale por convexidad y por la definicién del levan-
tamiento . Lo segundo sale por el primer paso del algoritmo delineado en esta seccion.
O

Definicién 4.7 A las celdas de Q,, Q2 que contienen a b+9, las notaremos como Cy,, Ck,,
respectivamente.

Notar que |k; — k| = 1.
e Para (o, definimos el levantamiento wy de la siguiente manera:

wO(b) = —M: wO(ak) = M:
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donde M > 1 es suficientemente grande (se puede tener una estimacién deter-
ministica acerca de cuan grande debe ser M si uno sigue con cuidado la demostracién
del lema 4.14) y ay es el vértice del §-borde de @y mas cercano a la semirrecta b+ pd,
p > 0. Claramente, k € {k;,k2}. Si el nimero de vértices de Qo es considerable,
wp define 2 celdas, limitadas por el segmento (b, wp(b)), (axwo(ax)) y la condicién de
que los vectores normales interiores, al proyectarse con R?, minimicen el producto
interno sobre los poligonos @; exactamente en los puntos ax, y ak, respectivamente.

Para construir estas normales se puede, -por ejemplo, marcar un punto ¢ dentro del
poligono Q; tal que su proyeccién ortogonal sobre (ay,,ak,) y sus dos lados adyacentes
caiga sobre los lados respectivos. Entonces, se pueden tomar como normales interiores
(C - ak,,)\l) y (C = Qg,, /\2), con ); > 0.

Lema 4.8 [Emi3] La funcién de levantamiento wy garantiza que, si RC(p) = (0, po),
entonces pg = b.

Debido a la definicién de w, la subdivisién poliédrica inducida sobre @, (resp. @2) contiene
al menos las celdas Cy, Cs, ... (Cy, Cs3...). En lo que sigue, normalizaremos los vectores
3-dimensionales que son normales interiores de alguna cara, fijando su dltima coordenada
igual a 1.

Definicién 4.9 Sea V;, € R3 el vector normal interior normalizado correspondiente a la
celda levantada C;, en Q. (resp. Q2,,) St i es par (resp. impar).

Sea V;, = (v1,vs, 1), entonces, si A := wi(a;) > 1 por ejemplo, se tendrd que

a-1—b 1 N 0
a;i-b Al |w]|=]0], (4.5)
Qiy1 — b 1 1 0

donde las entradas de la izquierda de la matriz son vectores de tamafio 1 x 2. En la seccién
siguiente, escribiremos las sumas con el orden que indica el poligono al cual el sumando
pertenece, donde el sumando que ocupa el lugar ¢ viene de Q;,7 = 0,1,2 0¢ = 1,2
dependiendo del contexto.

4.5 Subdivision Mixta

En esta seccién estableceremos las propiedades del levantamiento que hemos definido en
la seccién anterior, y veremos que es apropiada para el fin que nos hemos propuesto.

Lema 4.10 La subdivision A, contiene celdas que no son miztas, cada una de ellas es
copia de uno de los C;, dondei=1,...,9 — 1, sobre el §-borde de b + @, + Q3.
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Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ es un nimero par en el
intervalo 1,...,g — 1 (el caso para nimeros impares en este intervalo es similar). En el §-
borde de Q;, w;(ai4+p) > 1y vale la igualdad si y solamente si p es impar (resp. par), j = 1
(resp. j = 2) y wi(ait1) = wo(ai) = wilai-1) = 1, wi(@) = A, wa(@it1),wa(ai-1) > 1,
por el lema 4.6. Como los puntos a;-; + a;, a; + a; y a;4+1 + a; pertenecen al §-borde
de @, + @2, ellos deben ser la suma de dos puntos del §-borde de Q;, j = 1,2. En el
revestimiento inferior L(Q, . + Q2. ), la menor altura que pueden tener estos puntos es

wi(ai—y) +wa(a;) = 1+1,
wy(a;) +we(a;) = A+1,
wi(@is1) +wala;) = 1+1

lo cual implica que los puntos
(b+ a;— +a,-,—M+2), (b+a,~+a,~,—M+1+/\), (b+a,‘+1 +a,-,—M+2)

pertenecen a L(Q,), donde la notacién (-,-) indica un vector de Q?, con primer compo-
nente igual a un vector de Q2. Al ser multiplicados por el vector V;, de (4.5), los 3 puntos
dan el mismo valor, que es el producto interno {((2b+a;, —M + 1), V). De aqui podemos
deducir que estos puntos se encuentran en un plano con normal V;,, y que su capsula
convexa se proyecta sobre b + C; + a;.

Todavia debemos ver que la celda levantada es una facet de L(Q, ), es decir que minimiza
el producto interno contra V;, sobre el conjunto de todos los vértices de b,,, + Q1w + @2.w-
Entre todos los vértices del levantamiento de @,, este producto interno se minimiza en
los vértices del levantamiento de C; por definicidn, asi que solo resta probar la siguiente
afirmacién:

((a:, 1), Viw) < ((a',w2(a), Viw) Va' € V2\{ai},

donde hemos hecho (b,0) = (0,0,0), sin pérdida de generalidad. Sea V;, = (v,vs,1) =
(v,1), entonces (4.5) se transforma en

(@i-1,v) + 1= (aiy1,v) + 1 = (a;,v) + A =0.

Luego,
(@i—1,v) + waaiy) > 0,
(a,-.H,v) + wg(a,-ﬂ) > 0, (46)
((ai, 1), Viw) = (a;,v) +1 < 0.

Sia'=b=(0,0)0a € {ai-1,a;+1} la afirmacidn es trivial, debido a (4.6). Definamos los
semiespacios abiertos H* := {z € Q* : (z,V,,) > 0} y H™ = {z € Q* : (z,V;,) < 0},
que son disjuntos y convexos. También consideremos el cono F := {r(a;_;,ws(a;~)) +
$(@is1,w2(aiy1)), 1,8 > 0}, que estd completamente contenido en H* por (4.6). Supon-
gamos que (a’,w(a’)) pertenece a H~ para a' € V2 \ {b,a;,a;-1,a;4+1}. Como (a;,1) € H~
by (4.6), entonces el segmento S de (a’,ws(a’)), (a;,1) debe estar totalmente contenido
en H~. Para obtener una contradiccién, debemos verificar que SN F # (. Esto se al-
canza considerando que F' divide (), en dos poliedros convexos. El poliedro “de abajo”
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contiene a;,, mientras que el “de arriba” contiene a' por convexidad. De hecho, la con-
vexidad implica que a’ se encuentra entre los hiperplanos determinados por b,,, @; ., @;-1
(el levantamiento de Ci_1) y by, @i, Gi+1. (€l levantamiento de Cyy;), luego S intersecta
el tridngulo definido por by, @;—1w, Git+1,- O

Lema 4.11 La subdivision A, contiene celdas no miztas, que son copias de cada C; para
i =0,g, sobre el 6-borde de b+ Q, + Q-.

Demostracién. Analizaremos el caso i = 0 porque ¢ = g se puede tratar de manera similar.
Sea w;(ag) := Ao = 2. Por definicién 4.9, V4, = (v,1) con v € Q? normal a Cy,, luego,
Va' € (VinGCy) \ {b, a0, a1},

ag — b /\0 v 0
a—b 1 [1]= 0]. (4.7)
ad-b w(ad) 0

Entonces es suficiente con probar la siguiente afirmacién:
((a07 1)) ‘/0,(4)) < ((a,,w2(al))7 VO,w): Va’ € ‘/2 \ {G’O}'

Sin pérdida de generalidad, hagamos b = 0 y consideremos la posibilidad de que un vértice
a' = by € VoNC] exista entre by ag. Recordar que by se definié en la seccién 4.4. Usando el
hecho de que by € V, N Cy, se puede calcular w; (by) usando (4.7). Entonces, la afirmacién
se reduce a

—/\0 +1< —wl(bo) + wg(bo) == wz(bo) > w,(bo) - /\0 +1= wl(bo) - 1.

Esto ocurre para wy(bg) suficientemente grande. O
Para una mayor facilidad en la exposicién, en lo que sigue supondremos que § € Q2 con
coordenadas &, 3> &, que cumplan € = £ € (0,1).

Lema 4.12 Hay un dnico punto p tal que RC(p) = (0,b) sobre el borde de b+ Q, + Q.

Demostracién. Todos los puntos del 6-borde de b+ @, + Q2 son desplazados dentro de una
copia de alguna celda C; a menos que se encuentren justo en la interseccién de dos de tales
celdas, o sea en C;NCjy, 1 € {0,...,9—1}. Los puntos para los cuales ocurre esto son del
tipo b+a;4; +a;. Vamos a distinguir tres casos. Llamaremos a las pendientes de los b-lados
de la celda C; como 0;_1, 041, los de la celda C;4, seran o;, 0:42, y por las hipétesis sobre
6 inmediatamente antes del enunciado de este lema, vale que g;_; > 0; > 0i41 > Tiqo.

1. o; > € > 0;41: El punto se encuentra entre las dos celdas que denominamos Cy, y
Ck,. Este es el punto p que estamos buscando.

2. € > 0;: las dos pendientes de C;,, son menores que € y b+a;;1+a;—6 € b+a;;1+Cipy
ya que a; — 6 € Ciyy;
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3. ;41 > € las dos pendientes de C; son mayores que ¢, luego b+a;1+a;—é € b+C;+a;
ya que a;4 — d € Cj;

La misma discusién se puede hacer con los puntos ap + ao, a4 + a4, obteniendo resultados
anélogos. Si hubiera puntos de la forma by o b, (definidos en la seccién 4.4), entonces
bo + ao y by + ag4 (0 ay + by) serin puntos del borde de b+ Q, + Q2 pero no pertenecientes

al §-borde. O
Juntando toda la informacién que tienen los lemas anteriores, se tiene el siguiente

Teorema 4.13 La descomposicion A, contiene celdas no mirtas que son copias de cada
C; sobre el 6-borde de b+ Q| + Q.. Ademds, eziste un unico punto p tal que RC(p) = (0, b)
sobre el §-borde de b + @, + Q.

Lema 4.14 La descomposicion A, contiene, sobre el §-borde de Q, dos celdas no miztas
que son copias de las celdas de dimensidn mdrima de QQy. Cada una de estas celdas
contiene los vértices 3ax, y 3ax,. El resto de las celdas que cubre a Q\ (b+ Q) + Q3) son
maiztas de tipo 1 o 2.

Demostracion. Que hay dos celdas no mixtas del tamano de las celdas de Qg sale por la
manera especial en que hemos levantado Qy. De ahi también se desprende el hecho de que
los puntos 3ay, son vértices de estas celdas, k =1, 2.

La ultima parte sale notando que las celdas mixtas de tipo 1 y 2 deben estar contenidas
en @\ (b+ Q1 + Q-), ya que cualquier celda de b + @, + @3 es de la forma b + F, + F5,
luego no puede ser mixta de tipo 7 > 0. Por otro lado, el drea cubierta por celdas mixttas
de tipo i es igual a MV(Q;, Qk), 7 # ¢ # k, y se tiene que

vol (Q\ (Q1 + Q2)) = MV(Qo, Q1) + MV(Qo, Q2) + vol(Qo).
a

Lema 4.15 Supongamos que p € F es tal que p se encuentre en la celda Fy + F\ + F5 + 6,
y dim(Fp) = 0, y p no es el punto p del teorema 4.13. Si RC(p) = (i,a) entonces
(p—a+Q:)NZ2C F.

Demostracion. Supongamos primero que existe 7 > 0 tal que F; es un punto. Debido a
cémo levantamos Qo, se tiene que Fy = b, luego Fy + F) + F> = b + p; + Fj, donde p; es
un vértice del poligono @; (i # 7), y RC(p) = (¢,p;). Asi que

PEFR+F+F+6Cb+p;+Q;+6=>p—pi+Qi Cb+Q1+Q2+6 Cint(Qo+ Q1 +Q2).

La iltima contencién sale debido a que b+46 € int(Qo) (uno de los requerimientos pedidos
en la seccién 4.4).

Supongamos ahora que p se encuentra en una celda mixta de tipo 0, o sea que RC(p) =
(0,b). Debido al teorema 4.13, solo debemos tener en cuenta los puntos enteros que se
encuentren en p € int(b+ Q) + Q2) = b+ int(Q; + Q2). Pero ahi vale lo siguiente:

P—b+ Qo Cb+int(Q,+ Q2) — b+ Qo,
y el conjunto de la derecha es igual a Qg + int(Q, + Q2) = int(Qo + Q, + Q2). O
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Lema 4.16 Cualquiera sea p € F, con excepcion del inico punto p del teorema 4.13,
si p pertenece a la celda Fy + Fi + F» + 4, con dim(Fp) > 0, y RC(p) = (3,a), entonces
(p—a+Q:)NZ*C F.

Demostracién. Notar que siendo p un punto con coordenadas enteras, debido al hecho de
que § es suficientemente pequefio, debe cumplirse que p € Fy + Fy + F5 (posiblemente p
sea un punto del —borde de esta celda).

Afirmamos que F + F, estd contenido en el borde de Q, 4+ Q2. Esto ocurre por el hecho de
haber levantado suficientemente el politopo Q. Supongamos sin pérdida de generalidad
que RC(p) = (2,a). Luego, p = po + p1 + @, donde p; € Q;. Si no fuera cierto que
(p — @+ Q2) N Z? esta contenido en F, entonces esa traslacién de Q2 debe intersecar el
d-borde de Q ya que ciertamente estd contenido en £ (ver, por ejemplo, [CE2]). Sea h un
punto en esa interseccién, entonces

Ip€Q2: h=p—a+p2=(po+p1+a)—a+p2=po+p+po

Notar que h € £\ F implica que h es un punto en algin segmento de la forma (3a;, 3a;41),
para algun j.

Ahora afirmamos que cada p; debe pertenecer al segmento (a;, a;4+1), con lo cual se obtiene
que tanto Fy como F) intersecan el §-borde de Qo y @, respectivamente.

Si Fp fuera alguna de las celdas de dimensidén 2, digamos la que contiene a,, entonces
por el lema 4.14, F, = F> = a;, donde ¢ € {k;, k2}. Pero entonces la segunda afirmacién
que hemos hecho a lo largo de esta demostracién implica que py € {a;_1, ai,a;41} con lo
cual p € F, una contradiccién. Supongamos ahora que Fj tiene dimensién 1. Como F;
es un punto, entonces F) tiene que tener dimensién 1, y no ser paralelo a Fy (es decir,
que la celda Fy + F; + F; +  es 2-mixta). Pero entonces se tendra que Fy = (aj,aj41) y
ac {a]-, aj+1} (de otro modo, Fy + F, no estaria contenido en el borde de @, + Q, como
establece la primer afirmacién). Siendo ademds pp un punto del segmento (a;, a;41), se
concluye nuevamente que p pertenece al borde de @, lo cual es una contradiccién. O
Juntando todos estos lemas, ahora tenemos el siguiente resultado, que nos permitird
construir la matriz resultante.

Teorema 4.17 Cualquiera sea p € F \ {p}, st RC(p) = (i,a) entonces
(p—a+Q;)NZ2C F.

Construiremos ahora la matriz M, de tamafio |F| x |F|, cuyas filas y columnas estarin
indexadas por los puntos p € F, tal como en el capitulo 2.

e Si p € F\ {p} entonces, cualquiera sea p' € F, el elemento de M indexado por
(p, p') serd igual al coeficiente de ¥’ en la expansién del polinomio zP~¢ f;(z) donde
RC(p) = (i,a).

e El elemento (p, ') sera igual al coeficiente de z*" del jacobiano térico dicreto G(f)
definido en la proposicién 4.3.
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Ahora podemos enunciar el resultado principal de este capitulo.

Teorema 4.18
det‘(M) = R'eS.A(an fl) f2) PM,
donde pm no depende de los coeficientes de fo.

Demostracion. El teorema 4.17 nos dice que M es en realidad un menor de la matriz
asociada a la iltima flecha del complejo 4.2. El hecho de que el determinante de M es
un miiltiplo de la resultante se sigue de [CDS2]. Como ademds este determinante tiene el
mismo grado que la resultante en los coeficientes de fy (esto sale de ver que el nimero de
filas donde aparecen términos que involucran a fy es exactamente MV(Q;, Q2), que es el
grado de la resultante en los coeficientes de este polinomio).

Para ver que el determinante no es idénticamente cero, usaremos el mismo argumento
de convexidad dado [CE1, CE2, Stu2| especializando previamente algunos coeficientes a
cero, y usando la estructura de G(f) con un poco de cuidado. Para ello, conviene observar
primero que G(f) estd bien definido mddulo el ideal homogéneo, asi que alcanza con ver
que el determinante es distinto de cero para una eleccién especifica de G(f). Para hacer
esta eleccién, escribimos p = b + a; + a4, esto sale del lemma 4.12. Tomamos entonces:
Al :=e; \ {a;} y A? := {a;}, y con estos soportes calculamos G(f).

Sea V(P) el conjunto de vértices del poligono P. Se tiene que V(P) C A;,7i = 0,1,2.
Hacemos la siguiente especializacion:

f:o = CobIb
Jfl = Ysev(p) ClaT’
fa = EaGV(P) C2aZ®.

Bajo esta especializacion, se tiene que G(f) = cCovCijq,Cisa;y, TP Llamando M'(f) a la

matriz que resulta de eliminar las filas y columnas indexadas por p en M(f), se tiene
que init_, (det(M(f))) serd igual a cosCi,q;Cisa;,, POT €l producto de los elementos que se
encuentran en la diagonal de M'(f), que son siempre coeficientes que corresponden a los

vértices de P si el polinomio a cuyo soporte contribuyen es f; o f2, o bien es cgp (ver

[CE1, CE2]). En todos los casos, son distintos de cero. Por lo tanto, init_,(det(M(f)))
no es cero, luego det(M) # 0, que es lo que se queria demostrar O

Corolario 4.19 El factor extranio pm es un polinomio de contenido 1.
Demostracion. La demostracion del teorema anterior nos dice que
.. 3 MY ) ia
init_,(det(M(f))) = £cg,” 49 [ ciie.
i>0
Por otro lado, se tiene que
.y AN MV(Qu, ia
init_, (Resa(fo, fr), fo) = £cgy @9 ] i
i>0
con 0 < o}, < ai,. Esto puede verse, por ejemplo, construyendo la matriz de Canny

y Emiris para este caso, con esta eleccién de w y 4, y usando los resultados de {Stu2].
Calculando init_, (pm(f)), se sigue el resultado facilmente. O
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4.6 Ejemplos

Ejemplo 4.20 Vamos a calcular la resultante de la familia de polinomios dada en el
ejemplo 2.4. Se tiene

fo = co0,0) + Co 1,001 + Co,0,1)T2 + Co,(1,1)T1 T2,
fi = ci100) + c1,1,00T1 + C1,0,1)T2 + C1,(1,1)T1 T2,
fa = c200) + C2,(1,00Z1 t C2,(0,1)T2 + C2,(1,1) T1 T2.

Tomamos & = (€,€ — &), con 0 < g << €, y b = (0,0). El levantamiento (4.4) produce
una particion de Q, en dos tridngulos cuyo lado comin es el segmento (0,0)(1,1); el otro
cuadrado, )2, no se divide bajo el levantamiento.

En este ejemplo no importa cudl serd el levantamiento que se dé a Qo ya que no hay
puntos enteros fuera de b+ Q) + Q2 + 8. El conjunto F consiste de los puntos

{1,1), (1,2), (2,1), (2,2)}-

Si escribimos G(f) = AunTi1z2 + A2 T1T2 + Ap\Z2Te + Apoyz?z2, resulta
(1,1) (1,2) 2 (2,1)+1 (2,2)+142

Co,(0,0) Co,(1,0) Co,0,1) Co,(1,1)
Agy Az Ay Ap

(0,0)  €2,(1,0) C2,0,1) C2,(1,1)
C1,00,0) C1,(1,0) C1,(0,1) C1,(1,1)

Y det’(M) = iR'eSA(fO’ fl) f2)

Ejemplo 4.21 Queremos calcular la resultante del sistema

fo = ap+ a1y + agys + a3r3zo + ayziz3 + asT) T3
f] = bo + b1$1 + b2y2 + b31’¥$2 + b4$%.'17% + bsl‘ll’g
fa = co+ ey + coyo + cazizy + 47?73 + sz T2

En este caso, el poligono de Newton de cada polinomio es la cdpsula conveza de los puntos

(0,0), (1,0), (0,1), (1,2), (2,1), (2,2).

El interior de la suma de Minkowski tiene 19 puntos enteros. Tomando § = (%,1),
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b=(0,0) y wo(1,0) = wp(0,1) =1, se tiene que M es igual a

by bs o b3 o b b 0 0O O b O O O O O O O O
0 by bs 0 b3 b 0 b 0 O O b O O O O O O O
0 ¢gecs 0 ¢33 ¢4 0 ¢2 0 0 0 g OO 0O O O O O
0 0 O by bs bp O O O b3 O O b, o O 0 O O O
0 0 0 0 by O bs 0O O O by by O by b 0 0 0 O
0 0 0 0 0 by O O O O O bs O b3 O by O by b
0 0 O 0 C4 0 Cs 0 0 0 C3 Co 0 C1 Co 0 0 0 0
0 0 0 0 O by by bs b 0O 0O O O O b b 0 O O
0 0 O 0 0 C3 C4 C; Co 0 0 0 0 0 C1 O 0 0 0
0 0 0 ¢4 ¢s 2 0 0 O ¢33 0 O ¢ ¢g 0O O O O O
¥ Ok K% ¥ Kk ¥ KX X ¥ x ¥ K X ¥ ¥ *x ¥ * ¥
0 0 0O 0 0 ¢g OO O O O ¢cs 0 c3 0 ¢ 0 ¢ ¢
0 0 0O 0 0 ¢s 0 0 O O ¢4 0 c3 0 ¢ 0 ¢ ¢ O
0 0 0 ag as a2 0 0 O a3 0 O a a O O O O O
0 0 0 0 ag 0 as 0 O O a3 a2 0 a a O O O O
0 0 0 0 O a3 a4 as a2 0 0 O O O a a O O O
0 0 0 0O O O O O O by bs 0 0 b, 0O O b 0 O
0 0 0 O 0 as 0 0 O O ag 0 a3 0 a 0 a, ao O
L 0 0 O 0 0 (17 0 0 0 0 0 as 0 asz 0 (12)] 0 a 1 Qo |

En la fila de * van los coeficientes del jacobiano (o el jacobiano discreto). Calculando con
MAPLE, obtenemos que

det(M) = b4(—C5b4 + b5C4)R.eS_A(fo,f1,f2).



Capitulo 5

Formulas clasicas vistas en este
contexto

5.1 Polinomios en una Variable
Sean f(z) = ;"=0 a;z? y foz) = E?:o b;z? polinomios genéricos en una variable (o sus
homogeneizados en dos variables) de grados d; < d,. En este caso, la inecuacién (3.8) se
verifica para todot =0,...,d; +d2 — 1 y tendremos una férmula determinantal para todo
tentre Oy t, + 1. Aqui, t2 =d, +dy; — 2. Cuando t = d; +dy — 1 = ¢35 + 1 recuperamos la
férmula de Sylvester clasica.

Supongamos ahora d; = d; = d, y escribimos

d

f1(z) f2(y) :fl(y)fz(l') — Z cijxiyj_
T y 1,7=0

Entonces, la féormula de Bézout clasica para la resultante entre f; y f, dice que

Resqa(f1, f2) = det(ci;).

Es facil ver que podemos obtener precisamente esta formulacion si tomamos ¢t = d — 1.
Para otros valores de ¢, obtendremos férmulas que interpolan entre Sylvester y Bézout,
como en [GKZ2], Ch.12, aiin en el caso d, # d;. Se puede verificar inmediatamente que
la menor de todas estas matrices tiene tamano d,.

Supongamos, por ejemplo, que d; = 1,d, = 2. En este caso, [t2/2] = [1/2] = 0, y M,
es una matriz de 2 x 2 que representa una transformacién entre S} y Sp @ S;, cuyo
determinante es igual a la resultante

Resi2(fi1, fo) = a2bo — apa1by + boad.

Si escribimos f,(z) = 0z + a1z + ap y usamos la férmula de Bézout cldsica para d = 2,
también obtendremos una matriz de 2 x 2, pero cuyo determinante serd igual a b, -
Res; 2(f1, f2). El exponente 1 en b, es precisamente la diferencia d; — d;.

91
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5.2 Foérmulas de Sylvester para tres Cuadricas

Supongamos n = 3, y d; = d; = d3 = 2. Sea J el jacobiano de los polinomios f, fo, f3.
Una férmula muy bonita debida a Sylvester dice que Resz22(f1, f2, f3) se puede obtener
como la 1/512 parte del determinante de la matriz de tamano 6 x 6 cuyas columnas estan
indexadas por los monomios en 3 variables de grado 2 y en cuyas filas se encuentran las
expansiones, en esta base monomial, de fy, fa, fa, g;:’l , g;_’z y 81:3 (ver [CLO] y las referencias
que se citan allf).

En este caso, [t3/2] = [3/2] = 1, y debido al Lema 3.2, tenemos una férmula determinantal

en este grado, dado que 2 — 3 < 1 < 4. De las ecuaciones de Euler

3

2fi(z Z 61:J’

podemos escribir

2(f(e) - Filw) = T (a2 -y, %)
= T (- ) 2+ (%) - 240

3 a" 3 62 i
= Ej:l ((l‘j = ¥5) 7%2 + Ui 2 a_xf-_éil(xl - yl)) :

Debido a (1.22), podemos calcular el bezoutiano usando

: 2
Ay(z,y) = % (613(':,5;) + Z gx{g;vj)y)

Con esta formulacién, no es dificil ver que se puede recuperar la férmula de Sylvester en
la igualdad Resz22(f1, fo, f3) = det M.

5.3 Formulaciones con el Jacobiano

Podemos reemplazar Ag por J en la férmula de Macaulay (Theorem 1.10) para t =t,, y
tendremos el siguiente resultado:

Teorema 5.1 Consideremos la submatriz M, que se extrae de la matriz de 5 en las bases
monomiales, eligiendo las mismas filas y columnas que M,,. Entonces, det(M,,) # 0, y
se tiene la siguiente formula a la Macaulay:

det(M.,)

dl . .d,,Resdl,__,.d"(fl, ce e afn) = W
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5.4 Foérmulas de Dixon

En esta seccion revisaremos las férmulas clasicas formuladas por Dixon para calcular la
resultante de tres polinomios afines en dos variables de grado d. Haremos un cambio en
la notacién: los polinomios genéricos a considerar (que tienen monomios de grados a lo
mas d en dos variables (z;,z;)) se denotaran con f), fo, f3 y denotaremos con Fi, Fy, F3
sus respectivas homogeneizaciones en tres variables (con variable de homogeneizacién z3).
Dixon (cf. [Dix]) propuso la siguiente férmula determinantal para calcular la resultante
Resqa.4(f1, f2, f3) = Resqaq(F1, Fa, F3):

Sea Bez(z, z2,y1, y2) el polinomio obtenido al dividir por (z; — y;)(z2 — y2) el siguiente

determinante :
fl(irl,-’l?z) f2(131,132) f3($1,$2)
det | fily1,z2) fayr,z2)  fa(y, 22)
flynv2) oy, ve)  fi(v v2).

Notar que, haciendo operaciones en las filas de la matriz, se tiene que Bez(z,, zo, y1, ¥2)
es igual al determinante de la matriz

All A2l A31
det Ajp PSS Asp
filyn,y2) folyn,y2)  fa(y, v2),

donde los elementos A;; se definen como en (1.4). Escribimos

Bez(l‘l’x27yl’ y2) = Z Bﬂ(xl,x2)y‘lgly‘292'
181<2d-2

Hacemos A := Z|[a], donde a denota una indeterminada por cada coeficiente de f}, fa, fa.
Sea S el médulo libre sobre A con base B dada por todos los monomios en dos variables
de grado menor o igual que d — 2, que tiene un isomorfismo obvio con el A-médulo libre
S’ con base B’ dada por todos los monomios en tres variables de grado igual a d — 2. La
base de monomios del espacio de polinomios en dos variables de grado menor o igual que
2d — 2 se denotara C.

Sea M la matriz cuadrada de tamafio 2d?> — d cuyas columnas estan indexadas por C y
cuyas filas contienen, consecutivamente, la expansion en la base C de m - fi;, de m - fo, y
de m - f3, donde m varia en los tres casos sobre la base B, y finalmente, la expansién en
la base C de todos los elementos By, || < d — 1. La férmula de Dixon dice que

Resga,4(f1, f2, f3) = £ det M.

En este caso, dj = d; = d3 = d y n = 3, asi que (3.7) vale, y por (3.8) se tiene que hay
una férmula determinantal para cada ¢ tal que d —3 < t < 2d. Una posibilidad es tomar
t =2d — 2. Luego, t3 —t = d— 1 < d, lo cual implica que < Fy, F;, F3 >,,_,= 0. Ademas,
t—d=d-2<dy, por lo tanto, S* = &', para todo i = 1,2, 3.

Sea A(zy, T2, T3, Y1, Y2, Y3) = ZIvISSd—fi A, (z)y” el bezoutiano asociado con los polinomios
homogéneos F), F, F3. Sabemos que Resqqq4(F1, F2, F3) = tdet Myy_,. En este caso,
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M,4_5 es una matriz cuadrada del mismo tamano que M, y es obvio que sus primeras
3d(d — 1)/2 primeras filas coinciden (si las columnas estdn ordenadas convenientemente).
De acuerdo con (1.6), las dltimas (d + 1)d/2 filas de M;_, contienen la expansién en la
base B’ de todos los elementos A, , |y| =d - 1.

Proposicién 5.1 La matriz “afin” M y la matriz “homogénea” Msoy_o coinciden.

Demostracion. Denotemos con P(z,,zs,Z3,Yy1,¥2,t) al polinomio homogéneo de grado
3d—2 en 6 variables que se obtiene al dividir por (z; —y;)(z2—y2) el siguiente determinante

Ay, (F) Ay, (F) A; 1 (F)
det Al,g(F) A2,2(F) A3'2(F) y
Fi(y,,v2,t) Fa(y,y2,t) F3(y,92,0)

donde

Ai.,l(F‘) = F‘i(zlax%zil) - E(yl,z2)$3)’ 1= 1a2a3
y

Ai2(F) := Fi(y1, z2, 73) — Fi(y1, 92, 23), 1 = 1,2, 3.
Como

(333 - ya)A(Z, y) = P(Il»l‘z,la,yl,yz,za) - P($1a$2ax3»yl>y2>y3)’ (5-1)

y estamos buscando elementos de Bez(z,, =2, ¥1, ¥2) con grado menor o igual que d — 1 en
las variables y;, y», al ser deg, (P(z1, 2, Z3,Y1,¥2,¥3)) = d se tiene que, combinando la
igualdad dada en (5.1), paracada 1< j<d-1:

I3 Z A, (T)y" — ys Z A, (z)y” (5.2)
[vl=3 [vl=3-1

es igual a la parte de grado j en las variables y; de P(z,, 9, T3, ¥1, Y2, Z3) que, COmMO no
depende de y3, resulta ser igual a

T3 Y. Ammo @y, (5.3)

TN +72=J

Luego, el coeficiente de y;"y5* de P(zy, =2, T3, Y1, Y2, Y3) Serd

$3A(’71 .’72,0)(1:1,:1:2, 1:3)- (5.4)

Ademds, usando recursivamente (5.2) se tiene que, para cada par de enteros no negativos
7, tal que y =% +(0,0,k), |y = j :

250, () = As(a). (5.5)

Por otro lado, desarrollando el determinante que define a P por la tercer fila, se observa
que deg,, ... (P(zy, 2, T3, Y1, Y2,t)) > d. Escribiendo

P(z1, 22,23, Y1, 42, t) = D Choss(Tr, T2, T )ty L
Bo+p1+P2<3d-2
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se tendra que, si f; + B2 < d — 1, entonces cg, g,,8, 7 0 implica By > d — ) — fe.
Fijamos B = (8, B2) tal que |B| < d — 1, y consideramos

Zﬂgzg Cﬂg-al,ﬁz(l‘hxz,ﬂ«‘a)t% = PP Y 5020 CBo.p1.82 (1, Ty T)EPOTAE = (5.6)
= t¢~F1=P2 Py(z,, 3, 73, 1). ‘

De las propiedades de P, se deducen las siguientes:
e Pgy(z),z2,23,t) es homogéneo de grado 2d — 2;
o Pg(z1,72,73,0) #0;
e Py(zy,12,1,1) = Bg(zy, z2).

Todo esto dice que Pg(z, T2, 3, 23) es la homogeneizacién de Bg(z,, z2) a grado 2d — 2.
Hacemos t = z3 en (5.6), y comparamos con (5.4). Queda la siguiente igualdad:

d—By1 —
23D (B, 5,,0)(T1, T2, T3) = T3 P 7P Py(31, 29, 73, T3),

y usando (5.5) se concluye la demostracién. O
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Capitulo 6

Implicitacién de Curvas y Superficies
Racionales

En este capitulo, vamos a demostrar algunas relaciones entre la resultante y los menores
maximales que aparecen en la formulacién del método de las superficies méviles, obtenien-
do como consecuencia demostraciones alternativas a las de [CGZ]. Ademads, se extenderd
la validez del método al caso de superficies impropiamente parametrizadas.

6.1 Superficies Mdviles

Comenzaremos revisando algunas nociones bdasicas que son usadas en el “método de
cénicas y cuddricas méviles” que fue formulado en [CGZ, SC, ZCG].

Sea K un cuerpo. Una d-superficie es una ecuacion implicita homogénea en las variables
X1,X2,X3y X4qdegradod:

> X"=0, ¢, €K
|v|=d

Una d-superficie mévil de bigrado (o, 02) es una familia de d-superficies parametrizadas
por s,u,t y v como sigue:

o1 g2

YN D AixT | sunttvr =0, AY e K. (6.1)

i=0 j=0 \ |y|=d

Para cada valor fijo de los pardmetros, la ecuacién (6.1) es una ecuacién implicita de
grado d en K3.
De manera similar de define una d-superficie mévil de grado o como:

S D Aaux|stuii =0, A¥eK (6.2)

i+j<0 \|7l=d

99
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En ambos casos, una 1-superficie mévil se llamara “plano moévil”. Si d = 2, se llamara
“cuddrica movil” ([CGZ]).

Dada una familia de cuatro polinomios bihomogéneos (resp. homogéneos) z;(s,u;v,t)
(resp. z;(s,t,u)) de bigrado (m,n) (resp. grado n) con coeficientes en K, la d-superficie

moévil 6.1) (resp.(6.2) ) se dice que sigue a la superficie racional (ﬂ 2 ﬂ) si

T4 T4’ 24

a1 o2

ZZ Z Af,ja:" sult T I =0

i=0 =0 \ |y|=d
resp.
E E A | st u' T =0
~ .
i+j<0 \ |y|=d

Para calcular el K-espacio vectorial de las d-superficies méviles de un bigrado (resp. grado)
fijo que siguen a la superficie racional, igualamos a cero los coeficientes de los monomios
sy~ tP 9728 (resp. s*t? u~>~P) que aparecen en la ecuacién implicita, y resolvemos
el sistema lineal de ecuaciones en las indeterminadas {A%}.

Ejemplo 6.1 Consideremos la siguiente familia de polinomios homogéneos:

3

ry = S8

Iy = ta,

I (6.3)
T4 = S+ +ud

La superficie paramétrica que ellos definen estd contenida en el hiperplano
X1+ Xo0+X3-X4=0

que es un plano movil de grado 0. Notar que ezxiste un plano mdévil de grado cero si y
solamente si la superficie estd contenida en un plano. En este caso, éste es el inico
plano que contiene a (6.3), asi que es el inico elemento de una base del espacio de planos
moéviles de grado 0.
La siguiente es una familia de generadores del espacio de las cuddricas moviles de grado
cero:
X1 (X1 + X2+ X5 - Xy
Xo(X1+ Xo+ X5 - X4
X3 (X1 4+ Xo+ X3 - Xy)
X4(X1 +X2+X3—X4) =

) =
)

[
cooco

~
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Ejemplo 6.2

Este ejemplo aparece en [CGZ]. Hagamos

Ty, = st+uv,

Iy = S8,

T3 = ut,

4 = sv+ut+uv,

y 0y = 03 = 1. Una base del espacio de los planos mdviles de bigrado (1,1) que siguen la
superficie paramétrica estd dado por :

(X4—X1 —XQ—X3)'ILU+SUX3
(X4 - X, —2X2—X3)U‘U+S‘1)(X4 —XQ)

=

Con la ayuda de MAPLE, hemos encontrado la siguiente base de 24 cuddricas mdviles con
el mismo bigrado.

X1 Xauv—X2sv—Xluv— X2ut+ X, Xost+

+X1X3St+X1X3S‘U = 0,
X2X3U'U-X1X3S'U+X2X3St = 0,
X2X4’U,U—X1X48'U+X2X4St = 0,

X3X4'U'U—X12'U.t—X1X3'ut—X2X4St+3X2X3St—
—2X1X3S'U++X1X3St+X3X4S’U+X223t+X§St = 0,
X%ut—X2X4st+X2X3st+X223t = 0,
Xgut—X2X3st+X1X3sv—2X§st+X3X4sv—
—X) Xzsut+2X, Xsut+ X2ut— X2ut = 0,
Xleut—Xngs = 0,
X1X4ut—XlX33v+X1X33t—X1X3ut—X12ut = 0,
X2X3ut+X2X4St—2X2X3SUt+X1X3S'U—
-X2st— X3 X4sv = 0,
Xquut—-X;;X,;sv = O,
X3X4ut—X42ut+X12ut+X1X3ut—Xngst—
—X%St—X323t+2X1X3S‘U—3X2X3St+X2X43t = 0,
X2sv—-Xisv+ X1 Xqsv—Xo Xgsv+ X, Xost—
—2X223t—X1X3S'U—X2X3St+X2X4St = 0,
X2sv+XoXyst—-2Xo Xast+ X Xzsv— X2st—
—X3X4S'U = 0,
X2sv—-X1 Xqsv—XoXysv— X3 Xgsv+ Xy Xyst = 0,
X1 Xosv+ X2sv—-X1 Xysv—-X, Xost+ X, Xzsv = 0,
XoX3sv—XoXgst+ Xo Xzst+ X2st = 0,
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X2st-3XoX3st+ X1 Xzsv—X2st— X2st—
-2X3X4sv = 0,
X1X4St—X1X3SU—X1X3St—X1X2St = 0,

X3 Xgst— X3 Xgsv—X2st— X2st+ X, X3sv—
—3X2X3St+X2X4St = 0,

X2uv+ X2sv—-X; Xqsv—X; Xost+ X, Xzsv+
+X2st = 0,
X2uv+ X2st— X, Xzut = 0,

X2uv—X2uv—X2sv— X Xysv—-2X?ut—

—X) Xaut+ X1 Xo5t+2X, Xast+2X3 Xysv+ X2st+

+X328t—X1X3S’U+3X2X3St = 0,
XIXQ’U,'U—XIQS’U'FXleSt = 0,
X1X3—X12Ut+X1X3St = 0.

6.2 EIl Caso Bihomogéneo

6.2.1 Notacion

Sean z,, z2, T3y x4 cuatro polinomios bihomogéneos genéricos en dos variables de bigrado
(m,n), es decir

m n
z; (s,u;t,v) =ZZC§-k gumitkynh i=1,...,4.

j=0 k=0

Definimos K := Q(c;-k), y notamos con Sy, al espacio de polinomios de bigrado (k,!) con
coeficientes en K.

Sea ¢ la transformacién K-lineal:

) 4
¢  Smoin-1 = Som-12n-1

6.4
(PI,P2,P3,P4) — Z::l p:iT;. ( )

Para ser consistentes con la notacién de [CGZ], notaremos con M P a la traspuesta ' de
la matriz de ¢ en las bases monomiales. Es una matriz cuadrada, de tamano 4mn.

Observacion 6.3 Con las definiciones establecidas en la seccidn anterior, no es dificil
de ver que M P es la matriz de coeficientes del sistema lineal generado por los planos

mdviles de bigrado (m—1,n—1) que siguen a la superficie racional dada por (%, 2,2

1Debido a la Convencién 1.4, para mantener una coherencia con [CGZ), la mayoria de las matrices en
este capitulo serdn las traspuestas de las matrices asociadas a una transformacién lineal.
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Sea d un entero positivo, y hagamos
[:= {’)’ € Z204 : l’)’l = d}
Consideremos la transformacion lineal

e Sm—-l.n—lr‘ — Sd+1)m—-1,(d+1)n—1

que a cada familia (p,) ~er le asigna el polinomio

2 pyz”. (6.5)

~el

Sea MQ* la traspuesta de la matriz de U? en las bases monomiales También definimos
Fo = {’)’ S Z204 : I’)’I = d, Y4 S 1}

Su cardinal es (d+1)2. Consideramos la transformacién ¢, la restriccién de ¥¢ a S, _; _,"°.
Denotamos con M S? la traspuesta de la matriz de 1)¢ en las bases monomiales. Es una
matriz cuadrada de tamafio (d + 1)?mn.

Observacién 6.4 Sid = 1, entonces y® = ¢ y MS' = MP. Para d = 2, las matrices
MQ? y MS? se llaman MQ y MQ,, respectivamente en [CGZ].

Observacién 6.5 Es inmediato verificar que MS® es un menor mazimal de MQ®. Es
mds, ker(MQ?) es el K espacio vectorial de las d-superficies mdviles de bigrado (m —
1,n — 1) que siguen a la superficie racional.

Consideremos el subconjunto I'; de 'y definido por los v para los cuales se verifica que
v = 0. Sea

pd : Sm—l.n—lrl &b Sdm—l,dn—l — S(d+l)m—l.(d+1)n—l (66)
la transformacién lineal que envia el par ((py)-er,,q) en
E P2 + qz. (6.7)
v€T)

Denotaremos con MT* a la traspuesta de la matriz de p? en las bases monomiales. Es
una matriz cuadrada del mismo tamaifio que M S9.

6.2.2 Calculo de Resultantes usando Complejos de Koszul

Revisaremos brevemente el algoritmo para calcular el determinante de una sucesion exacta
corta de espacios vectoriales ([GKZ2], Appendix A), ya que serd necesario en lo que sigue.
Consideremos el siguiente complejo exacto:

0— A2 BY%Cc —o. (6.8)
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Sean {ai,...,a,}, {b1,...,b}, {c1,...,¢c,} bases en A, B, C respectivamente (p+7 = gq).
En este caso, el determinante del complejo con respecto a estas bases es igual al coeficiente

de proporcionalidad
bi A Ab

do(ar) A...ANdo(ap) NCIA... NG

(6.9)

donde ¢, ... ¢ € B satisfacen: d,(&) = ¢.
Se puede calcular explicitamente (6.9) de la manera siguiente:

1. Calcular las matrices Dy y D,, traspuestas de las matrices asociadas a las transfor-
maciones lineales dy y d, respectivamente, en las bases dadas.

2. Sea D; la submatriz de D; que se forma eligiendo todas las filas (son ) y las primeras
r columnas. Denotemos con Dy a la submatriz de Dy formada por las iltimas p
filas y todas las columnas (que también son p).

3. Se tiene que det(Dg) # 0 <= det(D;) # 0 ([GKZ2]). Si este es el caso, entonces

det(complejo) = — (6.10)

4. Sidet(D,) = det(D,) = 0, entonces otro menor maximal se puede elegir en Dy como
sigue: sea I = {11,...,i,} un subconjunto ordenado de r enteros elegidos dentro del
conjunto {1,...,q}. Sea Dy, (resp. D) la submatriz de Dy (resp. D,) obtenida
eligiendo todas las columnas (resp. filas) y las filas (resp. columnas) indexadas por
{1,...,¢}\ I (resp. I).

Cambiemos el orden en la base de B de tal manera que los ultimos r elementos sean
los indexados por I. Usando la Proposicién 9 de [[GKZ2], Appendix 10] se tiene que

det(Dy ) . det(complejo) = (—=1)° . det(D, ), (6.11)
donde o es la paridad de la permutacién

{its . rin 1,2, iy = i 4+ 1,4 = 1,6+ 1,..., g}

Recordemos la definicién de Resp,a(f1, f2, f3), la resultante bihomogénea de tres poli-
nomios genéricos de bigrado (m,n) ([Dix, GKZ2]): es un polinomio irreducible en los
coeficientes de los f; que se anula al especializar los coeficientes en un cuerpo k si y sola-
mente si el sistema especializado f; = 0 tiene una solucién en in ]P’% X lP’%. Aqui, k denota
la clausura algebraica de k.
El determinante de un complejo puede servirnos para calcular potencias de Resy, »(z1, Z2, 73)
de la manera siguiente: consideremos el siguiente complejo de K-espacios vectoriales:
0— Sm—l,n—12 @ S(d—l)m—l,(d—l)n—l ﬂ) Sdm—l.dﬂ—l2 @ S2m—1,2n—l ﬂ) (6.12)
—S(d+1)ym—1,(d+1)n—1 = 0,
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donde 1, y ¥ son los morfismos de Koszul
(P, q,7) = px1+ gz + 125 (6.13)

Yo (pyg, 1) = (q:c?;"‘ +7T9,p2y " — T, —pTy — qu) . (6.14)

Proposicién 6.1 El complejo (6.12) es ezacto, y si los coeficientes son especializados
en un cuerpo k, continuard siendo ezacto (como un complejo de k-espacios vectoria-
les) si y solamente si la resultante bihomogénea de los polinomios especializados no se
anula. El determinante del complejo con respecto a las bases monomiales es igual a
iReSm,n(zl’:BZ’Iﬁi)d_l‘

Demostracion. Tomemos un polinomio ys(s, u;t,v) que sea bihomogéneo genérico y de
bigrado ((d — 1)m, (d — 1)n) y modifiquemos el complejo reemplazando z4~! por y; en
(6.13) y (6.14).

Debido a que ahora los polinomios z;, z2 e y3 son bihomogéneos, pero ya no tienen
el mismo grado, no se puede calcular la resultante bihomogéneo entre ellos. Pero se
puede calcular la resultante mizta asociada a la familia (z;, z2,y3) (ver [GKZ2], Chapter
3). Es un polinomio irreducible en los coeficientes de z,,z,,ys; que se anula bajo una
especializacion de estos si y solamente si los polinomios especializados tienen una raiz en
P! x P!.

Para calcular esta resultante, podemos aplicar el método de Cayley que se describe en el
Capitulo 3 de [GKZ2]. Sea F(d,, d;) el fibrado lineal sobre X := IP% X IP’% cuyas secciones
son funciones homogéneas de grado d; en las coordenadas (s : u) y de grado d; en las
coordenadas (t : v) sobre cada Py.

Hacemos £, = L, = F(m,n) y L3 = F((d — 1)m,(d — 1)n). Cada L; es muy amplio, y
podemos considerar polinomios de bigrado (m,n) con coeficientes en k como elementos
de H°(X, L;), i = 1,2, y polinomios de bigrado ((d — 1)m, (d — 1)n) como pertenecientes
a HO(X, Lg)

Se tiene entonces que cada especializacién de (z,, zs, y3) define una seccién s del fibrado
E:=L,® L, ® L3. Si hacemos M := F((d+ 1)m — 1,(d + 1)n — 1), y consideramos el
complejo C* (Ly, Ly, L3|M) que se define en el Capitulo 3 de [GKZ2], se puede ver que
lo que se tiene es en realidad el complejo modificado (6.12). Es mads, con esa eleccién
de M, el complejo resulta estable (es decir, no tiene cohomologia no trivial para grado
mayor que cero), asi que valen para este complejo la Proposicién 4.1 y el Teorema 4.2
del Capitulo 3 de [GKZ2], con lo cual, resulta que el complejo serd exacto si y solamente
si la resultante mixta de los polinomios especializados (z;,2,y3) es no nula. Ademads,
se tiene que el determinante del complejo con respecto a las bases monomiales es igual a
+Res(z, 22, y3).

Para recuperar el complejo original, especializamos y; en :cg‘l. Teniendo en cuenta que la
anulacién del determinante de un complejo significa que deja de ser exacto ([GKZ2],
Appendix A), esto implica que el determinante de (6.12) debe ser una potencia de
Resp,n (21, 72, 73).
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Comparando los grados de la resultante bihomogénea y de la resultante mixta en los
coeficientes de z3 e y; respectivamente (ver [CLO, GKZ2]), tendremos que el determinante
del complejo (6.12) serd igual a

)d—l.

:i:Res(xl,a:z,ya)|y3=:§_n = +Resp n(21, 22, T3

a

Usando la receta dada mas arriba, podemos calcular £Res,, ,(z1, T2, T3
algoritmo:

)4=1 con el siguiente

1. Calcular las matrices correspondientes a los mapas lineales ¥y y 3, con respecto a
las bases monomiales;

2. Elegir un menor no nulo maximal m, ; en la traspuesta de la matriz correspondiente
a 11, donde I es un conjunto de (d + 1)2mn columnas correspondientes a vectores
en la base monomial de ®2_, Sym—1.dn-1 ® Som—1,2n-1-

3. Calcular my , el menor maximal en la traspuesta de la matriz que representa 1y,
que consiste de todas las filas no indexadas por I.

m

4. Se tiene que mp; # 0. Calcular m;o: Este cociente es igual al determinante del

complejo, o sea la potencia (d — 1) de la resultante.

Observacion 6.6 Cualquiera sea el conjunto de indices I, se tiene la siguiente igualdad:

my,; = £ReSpa(T1, T2, 23)% " Mg, (6.15)

]

Observacion 6.7 Recordemos que la resultante estd definida salvo signo. Por conven-
cion, estableceremos que

det(complejo) = Resp, n(z1, T2, 73)4 1.
Luego, usando (6.11), la férmula (6.15) dice que:

miy,r = (—1)° Respn (1, T2, 3)* " mo 1. (6.16)

6.2.3 La Relacién entre det(MS9) y det(M P)

Para probar el resultado principal de esta seccién, necesitaremos el préximo lema auxiliar.

Lema 6.8
+ det(MT?) = det(MP)? Resmn(z1, 2, 25) 44/
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Demostracién. La prueba sera haciendo induccién en d. Para d = 1, estd claro que p! y
¢ coinciden, asi que el resultado es inmediato.
Supongamos entonces que d > 2. El morfismo p? puede factorizarse como sigue:

Sm—l,n—lr‘l @ Sdm—l,dn—l 11’_; 'S'dm—l,dn—l2 ® SZm—l.Zn—l ﬂ S(d+1)m—l,(d+l)n—l (6'17)

donde ¥, es el morfismo definido en (6.12) y

Y2 (P, q) = (q, > Pl 2Pl popanTs +P(0,O.d—1,1)334) : (6.18)

1221

Denotemos con M; a la traspuesta de la matriz asociada a 1; en las bases monomiales,
i = 1,2. Estas no son matrices cuadradas (sus tamafios son (d + 1)?mn x (2d? + 4)mn
y (2d® + 4)mn x (d + 1)’>mn respectivamente), pero aplicando la férmula de Cauchy-
Binet (ver por ejemplo [HJ]), se tiene la siguiente relacién entre sus menores maximales
y det(MT?) :
det(MT?) =) " det(M, 1) det(My,), (6.19)
1

donde la suma se realiza sobre todas las familias de niumeros naturales

I = (i], ey i(d+l)2mn)

que verifican 1 < 4; < ... < 4gt1)2mn < (2d? + 4)mn, y M, (resp. My ) es la submatriz
cuadrada de M, (resp. M;) que se forma eligiendo las (d + 1)?>mn columnas (resp. filas)
indexadas por I.

Observacion 6.9 Notar que M, es la traspuesta de la matriz asociada a v, en las bases
monomiales y, para cada I, con la notacion del algoritmo descripto en la seccion anterior
se tiene que det(M, ;) = my.

Usando la observacién 6.6 y la férmula (6.19), se tiene

det(MT?) = (Resmn(21,T2,73))" " Y _(—1)° det(My,) mo,r. (6.20)
I

Un célculo explicito de la matriz de M, nos dice que tiene la siguiente estructura:

I 0 O
M2 = 0 B1 0 y (621)
0 0 B,

donde B, y B, tienen tamarfios d*mn x ﬂ%ﬂlmn y 4mn X 2mn respectivamente, e I denota
la matriz identidad de tamafo d*mn.
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Sea M la traspuesta de la matriz asociada a 1. Esta matriz tiene (2d? + 4)mn filas y
((d—1)2+2)mn columnas. Consideremos M := [M,, M), serd cuadrada, con la siguiente

estructura:
I 0 O 0 qz25!' rm

M=|0 B 0 |pzf' 0 —rz |; (6.22)
0 0 B, —pTy —qI, 0

donde [pz3~'] denota la traspuesta de la matriz asociada a la transformacién lineal
Sm-1n-1 = Sam-1,4n-1 que a cada p le asigna ng'l, y los otros bloques tienen el mismo
significado.

Se puede chequear que [B;, —p z2, —¢ ;] es una matriz cuadrada. Es mds,

det([Q, —pz2, —q1]) = £ det(MP).
De la misma manera, se tiene que
det([By, —r z1])) = £ det(MT¢1).

Luego, el determinante de M es igual a + det(MT?%!)det(MP), y usando la hipétesis
inductiva, se tiene la siguiente igualdad:

det(M) = + (ReSmn(z1, T2, 73)) VD72 det (M P)?. (6.23)

Este determinante también se puede calcular como una suma de productos de menores
maximales de M, por sus menores complementarios en M. Esto es exactamente la suma
que aparece en (6.20), es decir

det(M) =) (—1) det(Ma,) mo,s- (6.24)
I

Reemplazando (6.23) en (6.20), se concluye con la demostracién. O

Teorema 6.10
+ det(MS?) = det(MP)4+V4/2 Res, (), 22, 23)@+HNUE-1/6,

Demostracion. Como en el Lema, la demostracién serd haciendo induccién sobre d. Para
d = 1, se tiene que ¥'! = ¢, asi asi que el enunciado es inmediato.
Tomemos entonces d > 2, y factoricemos ¢ como sigue:

Sm-1,n-1"° SN (Sam—1,4n-1)> ® Sam—1.2n-1 BN S(d+1)m—1,(d+1)n-1 (6.25)
donde
b2 (py) = (Z pyz’, Z Py, D(0,0,4,0)Z3 +P(o,o,d-1,1)1'4) . (6.26)
n21 Y€l ,72>1
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Sea Mg la traspuesta de la matriz asociada a Jz en las bases monomiales. La férmula de
Cauchy-Binet nos da la siguiente expresion:

det(MS?) =Y det(M, ) det(M,), (6.27)
I

donde, al igual que antes, el conjunto de indices I varia sobre todas las familias de enteros
(%15 -+ i(d+1)2mn) que verifican 1 < 4y < ... < dggr1yemn < (242 + 4)mn, y My (resp.
Mg'[) tienen el mismo significado que en (6.19).

Procediendo de una manera similar a la demostracién del Lema, se tiene

det(MS%) = (Resma(z1,2,73))*™" > _(—1)° det(Mzr) mo,r. (6.28)
I

Si ahora juntamos JT/I; con la matriz My, obtendremos una matriz cuadrada con la siguiente
estructura:

. MS1 0 0 0 qzf!' rax,

M= 0 B 0 | pz¥! 0 -—rz |. (6.29)

0 0 B, —pITy —qI) 0

Aqui, B, y B, son exactamente los mismos bloques que aparecen en (6.21), y ahora se
tiene que el bloque [P, r 7] es la matriz MT4-1.
Usando la hipétesis inductiva y el Lema previo, se tienen las siguientes igualdades:

det(M) = + det(MS*™") det(MT*™") det(MP) =
= £ (ReSmn (21, T, 3)) 4~ NE DI/ det(pg p)de+1/2,

Por otro lado, calculando el determinante de M como suma de productos de menores
maximales de M, por los menores complementarios en M, aparece la sumatoria de (6.28).
Reemplazandola con el dltimo display, se concluye la demostracién. O

Corolario 6.11 (Conjetura (6.1) de [CGZ])
det(MS?) = det(MP)? Res, n(z1, T2, T3).

Corolario 6.12 (Demostracién general del Teorema 4.1 de [CGZ])
Dados cuatro polinomios bithomogéneos 7, Ii'g,.' Z3 y T4 de bigrado (m,n) y coeficientes
en C. St Resp o (%1, Z2,%3) # 0, entonces det(MS?) = 0 implica det(MP) = 0.

Con M queremos notar a la matriz M especializada en los coeficientes de Z;. En el lenguaje

de las superficies méviles, el Teorema 6.10 se lee de la manera siguiente:

Si Respn(Z1, Z2,Z3) # 0, y no hay planos méviles de bigrado (m—1,n—1) que siguen a la

superficie racional, entonces el C-espacio vectorial de d-superficies de bigrado (m—1,n—1)
) ) ) i . . (d+1)d(d—1)

que siguen a la superficie racional tiene dimension igual a = mn.
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6.3 La Validez del Método de Cuadricas Moéviles si
la Superficie no esta Propiamente Parametrizada

En esta seccién, vamos a discutir la validez del método de implicitacién usando cuddricas
moviles sin puntos base, sin requerimientos adicionales sobre la parametrizacién de la
superficie. El resultado principal serd una extensién del Teorema 4.2 de [CGZ], lo cual
nos permitira extender la validez del método al caso en el cual la parametrizaciéon no es
genéricamente uno a uno. Como vamos a trabajar con cuddricas, especializaremos el d de
la seccién en 2, y como siempre K serd Q(‘cj-k). Si det(M S?) # 0, entonces ker(MQ?) tiene
dimensién mn. Supongamos sin pérdida de generalidad que MQ? = [MS?, R], donde R
es una submatriz de MQ? de tamafio 9mn x mn.
En [CGZ] (Demostracién del Teorema 4.2 ), se considera una base muy particular del
nicleo de MQ? ( es decir, una matriz T de tamafio 10mn x mn tal que MQ?-T = 0) que
tiene la forma siguiente: ~
T
r]1];

aqui, I es la matriz identidad de orden mn.
Si resolvemos la ecuacion lineal M@ - T = 0, obtendremos

2—1
T = [—MSH -R].

La matriz T tiene sus filas indexadas por los monomios
sz, 0<i<m—-1,0<j<n-1,]y=2,
y las iltimas mn filas corresponden a los monomios
s, 0<i<m-1,0<j<n-1.

Consideremos T, la matriz que resulta de reordenar las filas de T ordenando los monomios
que indexan sus filas de la manera siguiente:

2 2 .2 .2
xry, T3, T3, Ty, T1 T2, T1T3, T1T4, T2T3, T2T4, T3 T4,
2 2 2 .2
3(1?1, T3, T3, Ty, T1T2, T T3, T Ty, T2T3, T2y, -’5314),

2 2 2 2
st(z%, z3, =3, 5, T1Z2, T1Z3, T1Z4, T2T3, T2Lq, T3 Lq),

2 (12 2 2 2
st (:1:1) $27 1:37 1'41 Ty T2, T1 T3, T T4, T2T3, T2T4, T3 $4),

3 2 2 2 2
std (23, 73, 73, i, 2122, 7123, T1T4, T2Z3, ToTq, T3T4),

(6.30)

La tercer fila de T, por ejemplo, estd indexada por el monomio z3; la fila nimero once
estd indexada por sz2.

Sean X,;, X,, X3 y X, indeterminadas sobre K. Consideremos el siguiente vector en
Z [le X2,X37X4]lo :

C:= (X}, X3, X2, X2, X1 Xa, X1 Xa, X1 X4, Xa Xs, X2 X4, X3 X4) . (6.31)
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Sea M € Z[X,, Xa, X3, X4]™*19™" |a matriz que se define como sigue:

c C C C

0 C C C
M=0 0 C C
0 0 O C

Recordemos la construccién hecha en la demostracién del Teorema 4.2 de [CGZ] para cal-
cular la ecuacién implicita de la superficie paramétrica: cada columna T, g de T contiene
las coordenadas en la base monomial de una cuddrica mévil de bigrado (m,n) que sigue
a la superficie. Definimos T, g como sigue:

i<m-1, j<n-1

a,f __ Y
T =) ol

[vI=2

donde

Hacemos ﬁ‘,";ﬂ '= Y |yj=2 81, X7, y consideramos la matriz cuadrada
T.= [:1;‘3‘3] € K[X1, Xa, Xa, XqJ™*m,
donde sus filas estdn indexadas por (i, 7) y sus columnas por (g, 3).

Observacién 6.13 T es la matriz que se llama M en la demostracion del Teorema 4.2

de [CGZ].
Proposicién 6.2 det (T) = tdet(M-T).

Demostracion. Sea R := M - T. Calculando explicitamente la \iltima fila de M - T, debido
al orden que impusimos a las filas de T en (6.30), se obtiene:
[T"'fl'n_l] s
que coincide exactamente con una de las filas en T.
De la misma manera, se puede verificar que la fila antedltima de R es la siguiente
Ta,8 Ta,
[T:;—l,n—z + T::lfl,n—l] )
a,p

asi que, substrayendo de ella la iltima fila, se obtiene otra fila de T.
Una situacién similar ocurre en todas las filas. Esto implica que la matriz R se puede

transformar en la matriz T aplicando operaciones en sus filas que no cambian el determi-
nante. O

La siguiente Proposicién serd 1til en lo que sigue.
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Proposicién 6.3 Sea
P(X1, X2, X3) := Respmn (T1 — X1 74,22 — X274, T3 — X3 24)

Entonces, P(X) es un polinomio irreducible en K[X,, X,, X3] y su grado en las variables
X; es igual a mn.

Demostracion. El hecho de que el grado de P en X; es mn se puede verificar facilmente
con la matriz de Dixon ([Dix]).

Sea Z := Z[C;-k,Xl,XQ,X;;]. Supongamos que P = A(c, X). B(c, X), donde A, B € Z. El
polinomio P es homogéneo en las variables c:fj, lo cual implica que tanto A como B deben
serlo.

Especializando X; — 0, se tendrd que

Resyn(z1, T2, 23) = A(c,0) . B(c, 0).

Pero el miembro de la izquierda es irreducible, asi que alguno de los factores debe tener
grado 0 en las variables c§k, supongamos s.p.g. que es B. Entonces se tiene la siguiente
factorizacién

P = A(c,X) . B(X),

donde B € Z[X),, X1, X3). Pero si gradoy B > 1, entonces la variedad (B = 0) # 0 en C3.
Por otro lado, es conocido el hecho de que, para una familia de polinomios bihomogéneos
Z;(s, u; t,v) que no tienen puntos base, la ecuacién

Resm,n (5,‘1 - X1 534,532 - X2574,.’53 - X3 Z‘l:‘,;) =0

es una potencia de la ecuacién implicita de la superficie racional definida por (f“l, 2, f})
(ver, por ejemplo, el comentario al final del Ejemplo 3 de [CGZ]). Si B tuviera un conjunto
de ceros no vacio, querria decir que toda superficie paramétrica racional de bigrado (m, n)

sin puntos base pasa por los ceros de B, lo cual es claramente imposible. [J

Corolario 6.14 Sea P*(X,, X2, X3, X4) el homogeneizado de P en grado mn. Entonces,
P* es irreducible en Z[cyy, X1, X2, X3, Xa].

Ahora podemos presentar el resultado principal de esta seccién:
Teorema 6.15

Ph
Resm,n(:l:], T, :1:3) .

det(M - T) =

Demostracidn. Comenzaremos demostrando que el cociente entre det(M - T) y P" es un
elemento de K. Notar que hay un entero positivo z tal que

R :=det(MS)*. det(M - T) € Z[cky, X1, X2, X3, X4]

(esto se debe al hecho de que en la construccién de T se necesita la inversa M S.)
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Hacemos R := det(MS).R'. Tanto R" como P" son homogéneos en X, y del mismo
grado, mn, asi que alcanzard con ver que uno de ellos es un miltiplo del otro.
Supongamos que las variables han sido especializadas:

i <y
(¢ X) - (cjk,X)
con las siguientes condiciones:

1. det(MS) # 0, donde MS es la matriz MS bajo la especializacién ¢ +— ¢.

o~

2. P*(&,, X) se anula.

Esto quiere decir que el punto proyectivo (/\7 1 X’z : /\73 : /\74) pertenece a la superficie

racional definida por (ﬂ-, %, %}) )
Usando queM S # 0 se puede aplicar la demostracién del Teorema 4.2 de [CGZ], y resulta
que, si ()?1 : )?2 : z\73 : )?4) pertenece a la superficie racional, el determinante de T se

anula. La proposicién 6.2 implica que, en consecuencia, R" debe anularse. Luego,
(P*=0)c (R"=0) si det(MS)#0.

Si det(MS) = 0, la inclusién se da trivialmente. Entonces, usando el Nullstellensatz de
Hilbert, se puede concluir que una potencia de R" debe ser un miiltiplo de P*. Como P*
es irreducible, R" debe ser un multiplo de P*, asi que

det(M - T) =c. P*

con ¢ € K como se habia afirmado al principio.
Para calcular ¢, hacemos la siguiente sustitucién:

Xl, Xo, X3’—')0, Xy 1.
Entonces, se tendra que
P* — Resm',,(ml,:cg,m;;)
T — | .

si las columnas de T estdn ordenadas convenientemente (ver la demostracién del Teorema
4.2 de [CGZ]). Luego, c es igual a + -

Resm n(z1,22,73)

Corolario 6.16 Dada la familia de polinomios Z;(s,u;t,v) € Cls,u,t,v], 1 < i < 4,
bihomogéneos de bigrado (m,n). Supongamos que la superficie

I, I, I3
T4’ T4 I4
no tiene puntos base, y que no hay planos mdviles de bigrado (m—1,n—1) que siguen a la

superficie. Entonces, el método de cuddricas méviles calcula una potencia de la ecuacion
implicita de la superficie.
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Demostracion. Se puede suponer sin pérdida de generalidad que Res,, »(Z1, Z2,Z3) # 0
(cf. [CGZ]). El método calcula en realidad det(T) = +det(M - T) que es igual a una
constante no nula por }5", debido al Teorema 6.10. Pero P se anula si y solamente el
punto proyectivo (X, X2, X3, X4) pertenece a la superficie implicita. Esto, junto con el
hecho de que la ecuacion implicita de una superficie paramétrica es siempre irreducible,

completa la demostracién. (J

6.4 El Caso homogéneo

Para el caso homogéneo, se tienen resultados similares. Ya que los enunciados formales
son esencialmente los mismos, vamos a usar la misma notaciéon que en la Seccién 6.2
esperando que esto no cause confusién al lector.
Sean
z; (s, t,u) = Z G StFurIR =1, 4
j+k<n
cuatro polinomios genéricos en tres variables, homogéneos de grado n.
Hacemos, tal como antes, K := Q(c;'-k), y sea S; el espacio de polinomios homogéneos en
tres variables de grado /, con coeficientes en K.
Consideremos ahora
¢ : Sﬂ—l4 — SZn—l
(P1,P2,P3,P4) = Yoy PiTi,
y sea M P la traspuesta de la matriz asociada a ¢ en las bases monomiales.
Esta matriz tiene tamafio (2n%+n) x (2n2+2n). Para obtener una submatriz cuadrada de
ella, sea T C {(j,k) :  + k < n} donde |Z| = n. Definimos M Pr sacando las n columnas
de M P que corresponden a,

(6.32)

stVut Iy, (i,5) € T

Como en la Seccién 6.2, M Pr es una submatriz cuadrada maximal de la matriz de coefi-
cientes de un sistema de planos méviles de grado n — 1 que siguen a la superficie racional.
Sean I'' y I’y como antes, y consideremos las transformaciones

e Sn—lr — S(d+l)n—l

que asigna a cada (p,) er la expresion Z-yel‘ Py, y

¢d1 Sn—lro — S(d+1)n—1,

su restriccién. Sean M Q¢ y M S¢ las traspuestas de las matrices asociadas a ¥¢ y ¢ en las
bases monomiales, respectivamente. M S tiene tamaifio ((d“)"*;)(d“)" X (d“)z;("“). Para
obtener una submatriz cuadrada de ella, removemos todas las columnas correspondientes
a sttyu I, (i,j) € I, 74 = 1, y definimos MS¢ como la submatriz remanente,
asociada a la transformacién lineal

¥ SV @ Sani™ = Siginnt (6.33)
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donde S, es el K-espacio vectorial generado por por los monomios cuyos exponentes
no pertenecen a I, y 'y es el conjunto de todos los multiindices v € [’y tales que 4 = 0.
También se puede considerar a M S¢ como una submatriz cuadrada maximal de una matriz
de coeficientes de d-superficies méviles de grado n — 1 que siguen a la superficie racional.
Sea Respna(f1, f2, f3), la resultante homogénea asociada con una terna de polinomios
genéricos de grado n (ver el primer capitulo). En esta situacién, se tiene un resultado
similar al de la seccién anterior:

Teorema 6.17
det(MSZ) = + det(M Py)@+Ddd=1/6 (Reg, (1, 75, 7)) 4+ D4/2

Demostracion. La demostracion sale aplicando mutatis mutandis la construccién hecha
en la Seccion 6.2. Consideremos el siguiente complejo de Koszul:

0 — Sn_12 & S(d—l)n—l -ﬂ) Sdn—12 @D Son—1 ﬂ) S(d+1)n—l — 0. (6.34)

Aqui, ¥ y 1o se definen con (6.13) y (6.14) respectivamente. Se tendrd una versién similar
a la Proposicién 6.1, aplicando la misma técnica usada alli para relacionar el determinante
de un complejo con la resultante (en este caso homogénea) ([Chal, De]).

Proposicién 6.4 El complejo (6.34) es ezxacto, y bajo una especializacion de los coefi-
cientes ), I2, I3 sequird siendo ezacto si y solamente si Res, o n(Z1, Z2, Z3) # 0. El deter-
minante del complejo respecto de las bases monomiales es igual a £Resp, 5 n(z1, T2, z3)4 1.

Se puede factorizar ¥¢ como sigue:

SENA ® St ™ 2 Suni® @ Sznmt 25 Siariya-ty (6.35)

donde 1,7;2 se define como en (6.26).
Para aplicar aqui la demostracién del Teorema (6.10), se necesita una versién “homogénea”
del Lema (6.8). Sea

p%: Sut™ ® Sy = S(d+1)n-1

la transformacién lineal definida como en (6.7), y sea MT¢ la traspuesta de la matriz
asociada a la restriccién de p? a

(ST\3 @ 5aa™™) @ Sy

en las bases monomiales. Es una matriz cuadrada del mismo tamafio que MS¢. Se tiene
entonces la siguiente igualdad:

Lema 6.18
+ det(MTZ‘,'i) = det(MPI)d R-esn,n,n(:rla T2, zs)d(d—l)/2.
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Ahora si, la misma demostracién que se hizo para el Teorema (6.10) en el caso biho-
mogéneo, se puede aplicar al caso homogéneo, y se tiene el resultado esperado. O

Corolario 6.19 (Conjectura (6.2) de [CGZ])

det(MS%) = det(MPI)3 Res,ml,,(zl sy T2, .’L‘3).

Corolario 6.20 (Versién General del Teorema 5.1 de [CGZ])
Si Resy nn(T1,Z2,23) # 0, entonces det(MS$) = 0 implica det(M Pr) = 0.

El Teorema 6.17 tiene la siguiente interpretacion en el lenguaje de las superficies méviles:
Si Respnn(Z1,%2,%3) # 0, y hay ezactamente n planos méviles de grado n—1 linealmente
independientes que siguen a la superficie racional, entonces el C-espacio vectorial de d-
superficies moviles de grado n — 1 que siguen a la superficie racional, tiene dimension
- n(d+l)d(dn+d+5—n)q

igual a 3 .

Demostracion. El hecho de que hayan n planos mdéviles linealmente independientes de
grado n — 1 implica que M P tiene rango méaximo. El Lema 5.2 de [CGZ] dice que existe
un conjunto de indices Z, |Z| = n, para el cual M Pr es una matriz no singular. O

6.4.1 EIl Método de Cuadricas Mdviles cuando la Superficie no
esta Propiamente Parametrizada

En este apartado, veremos que resultados andlogos a la Seccién 6.3 se pueden dar en el
caso homogéneo. El resultado principal serd una generalizacion del Teorema 5.2 de [CGZ)],
que extiende la validez del método al caso en que la parametrizacion no es genéricamente
uno a uno.

Esta generalizacion no sale directamente aplicando las mismas herramientas que en el caso
bihomogéneo ya que, a diferencia de ese caso, aqui el método combina planos mdviles con
cuadricas moviles.

Como antes, haremos d = 2, y supongamos que Z est4 fijo. Si det(MS2) # 0, el niicleo de
M@Q?, es decir, el espacio de cuadricas méviles que siguen a la superficie, tendra dimensién
igual a 2247

Tal como en la Seccién 6.3, supongamos que MQ? = [MS2, Rz|, donde Rz tiene "("T“)+3n
columnas.

En la demostracién del Teorema 5.2 de [CGZ], se eligen (n? — n)/2 vectores linealmente
independiente de una base del niicleo de MQ? considerando una matriz T de tamafio
(5n + 5n2) x (n? —n)/2 tal que MQ?- T = 0 con la siguiente estructura:

T=10
I
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Aqui, 0 es un bloque de 4n filas indexado por los monomios s* #/ :c;-‘:rg, (:,7) €I, b>1,
e [ denota la matriz identidad de tamaio (n? — n)/2, indexada por s*#/ z2 (4,5) ¢ T.
Con esta estructura, se puede chequear que

—MS2' . R;
T= 0 )
I

donde ﬁ; denota un bloque de Rjz.

Debido al Teorema 6.17, el hecho de que det(MS2) # 0 implica que M P} es una matriz
no singular, asi que se pueden encontrar n — 1 planos méviles que siguen a la superficie,
linealmente independientes, al resolver el sistema MP -T' = 0, donde MP = [MPr, R/
y

I

Tal como en la seccion anterior, sea T la matriz que se construye reordenando las filas de
T con el orden definido en (6.30).
Consideremos ademas el siguiente orden:

TI___[_MPI—l'ﬁI].

Z, T2, I3, T4,
S($1, To, I3, I4),
st(z1, T2, T3, T4),
st? (z, T2, T3, T4),

y sea T’ la matriz que se consigue reordenando las filas de T’ con ese orden.

Sean C € Z[X, X2, X3, X4)"° el vector definido en (6.31), y C' := (X1, X2, X3, X4).
Consideremos adem4s las matrices M € Z[X), Xq, X3, X4 (»+1)/2x10n(n+1)/2

M' € Z[ X}, Xa, X3, X4 (n+1)/2x4n(n+1)/2 definidas como sigue:

cC C C C
0 C C C
M=|0 0C C

| 0 0 0 C |
cc
wa.el|0 C C
o0 C

Sea T la matriz cuadrada de tamaifio n(n + 1)/2 construida en la demostracién del Teo-
rema 5.2 de [CGZ] recolectando todos los coeficientes de estos planos méviles y cuddricas
moviles. La siguiente Proposicién se puede demostrar con las mismas argumentaciones
hechas en la Proposiciéon 6.2:
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Proposicién 6.5
det (T) = +det((M-T, M'-T)).

Andlogamente, se pueden formular y probar versiones homogéneas de la Proposicién 6.3,
el Corolario 6.14 y el Teorema 6.15. Esto conduce a la siguiente proposicién:

Proposiciéon 6.6 Supongamos que la superficie

Z) Ty Iy
T4’ %4 Z4
no tiene puntos base, y que hay exactamente n planos mdoviles de grado n—1 que la siguen.

Entonces, el método de cuddricas moviles calcula una potencia de la ecuacion implicita
de la superficie.



Capitulo 7

Calculo de Operadores de Proyeccion

7.1 Operadores de Proyeccién Ralos

7.1.1 Perturbaciones Lineales

Sea A = (Ao, ...,A,), donde A; C Z" es un conjunto finito. Supondremos que la unién
de estos conjuntos genera el lattice afin Z™. Consideramos un sistema de polinomios de

Laurent genéricos en n variables z = (z,...,z,) de la manera siguiente:
fi($)= Zcia xa) Cia7£01 1=0,1,...,n, (71)
a€A;

Supongamos que tenemos una familia p := (po(z)...,pn(r)) de polinomios de Laurent
tales que supp(p:) C A;, y
Resa(po, . .,pn) # 0.

Definicién 7.1 El polinomio caracteristico generalizado torico asociado con la familia
(p01 s ’pn) (P-GCP} es.

Cp(t) :== Res4 (fo — t-po,- .., fn — t.Pn)

Proposicién 7.1 C,(t) es un polinomio en t de grado r := grado(Resa(fo,: - fn)) (en
particular, no es idénticamente cero). Su coeficiente principal es Resa(po, - - ., Pn)-

Demostracion. Debido a las homogeneidades de la resultante rala, se tiene que

CP(t) = ReSA (t(%fo - pO)’ e ,t('lg'fn - pn))
= trReS.A (%fO — Doy -+ %fn - pn) .
Para verificar que

1 1
Res 4 (—t*fo — Doy zfn - Pn) # 0,

hacemos y := %, y se tiene que Resyq (y.fo — Po,---,¥-fn — Pn) # 0 porque al evaluar
en y = 0, se obtiene Res4(po,...,pn) # 0. Este es precisamente el coeficiente de ¢ del
polinomio C,(t). O

119
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Ejemplo 7.2 Cuando A; = {z € N* : 2, + ... + 2, < dp}, si hacemos py = 1 y
p;i = zf‘, i = 1,...,n. Entonces, ResA(l,:r‘f‘,...,:z:ﬁ") = 1, y Co(t) es el polinomio

caracteristico generalizado construido en [Can2].

La u-resultante del sistema fi, ..., f, es la resultante de estos polinomios respecto de sus
soportes, junto con fy := ug + u1T; + * - + U,T,, donde ug, uy,...,u, SON parametros
y Ao = {0,ey,...,e,}. Esta técnica reduce el problema de encontrar las soluciones del
sistema formado por las n ecuaciones a la factorizacién de un determinante [CLO, KLJ.
En esta situaciéon, podemos relajar significantemente el requerimiento original de que

Resa(po, - -.,pn) # 0

Proposiciéon 7.2 Consideremos la construccion de la u-resultante. Supongamos que
Resa(fo,P1,...,Pn) # 0. Si hacemos py := 0 en la Definicion 7.1, entonces Cp(t) re-
sulta ser un polinomio t de grado grado(Res(fi,..., fa)) = MV(f1,..., fu) (en particular
no es idénticamente cero). Su coeficiente principal es Resa(fo,P1,---,Pn)-

Demostracion. La demostracion de la Proposicion 7.1 se puede adaptar a este caso, donde
al hacer y := 0 hay que considerar Res4(fo,p1,---,Pn), qQue serd no nulo a menos que los
parametros u; se especialicen de tal manera que el sistema fo, = p, =:-- = p, = 0 tenga
una solucién. O

Ejemplo 7.3 Elijamospy,...,pn con soporte en la familia (A,, ..., A,), hacemos py := 0
Y fo = 4 A, Ua Z°, donde los {us} son pardmetros. Mutatis mutandis la demostracién
de la proposicidn previa, se tiene que Cp(t) # 0 si Resa(fo,p1,...,Pn) # 0 (¢f. [Main
Thm 2.4(1)]Roj). Cuando el sistema p; = 0 tiene finitas soluciones en la compactificacién
torica dada por sus soportes, el polinomio Cp(t) se llama Toric Generalized Characteristic
Polynomial en [Roj].

El préximo teorema establece la propiedad principal de polinomios de la forma C,(t), y nos
permite considerarlos como una generalizacién del clasico GCP cuyas propiedades estan
caracterizadas en el teorema 1.16. Comenzamos con n+1 polinomios f; (y1,-- -, ¥m,Z1,---,Zn)
con soporte (vistos como polinomios en Z[yi, - -, Ym) [z{‘l, e, :cjf‘]) contenido en A;.

Sea Z el conjunto algebraico V (fo,...,fn) C C™ x T. Aqui, T es la variedad térica
asociada a la suma de Minkowski de los politopos de Newton respectivos. Como 7 es la
clausura de una parametrizacién monomial en un espacio proyectivo PV para algin N € N
[GKZ2], podemos suponer sin pérdida de generalidad que Z es una variedad algebraica
en C™ x PV.

Teorema 7.4 Sea W una componente propia de Z, es decir que la dimensién de W es
m—1. Sea Cp(y1,...,Ym)(t) el p-GCP de la definicion 7.1. Ordenando C,(t) en potencias
det, sea Cpr(y1,-..,Ym) St coeficiente de menor grado en t distinto de cero, donde k es
el exponente de t que acompania a Cpx. Denotamos la proyeccion sobre las coordenadas y;
con m, : C™ x T — C™. Entonces Cpx (my(s)) =0, para todo s € W.
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Demostracion. Hagamos ]: := fi — t.p;, donde ¢ es un nuevo pardmetro. Consideremos
Z' .= V(fo,...,fa) C C™! x T. Dado que f; y f; son idénticos cuando ¢t = 0, la
interseccién de Z' con la hipersuperficie t = 0 es exactamente Z x {0}.

Debido a las hipétesis hechas sobre la sucesion de soportes { Ay, ..., A,} al comienzo, la
variedad térica T tiene dimensién exactamente n (cf. [Stu2]), y usando la inmersién de 7
en PV, se tendrd una versién térica del lema de la dimensién ((Mum, cor. 3.14] o [Can2,
lem. 3.1]). Esto implica que cada componente de Z’ tendra dimensién al menos m, o sea
que la componente W’ que contiene a W x {0} debe ser de dimensién al menos m.
Todo punto de W’ tiene un entorno m-dimensional cuya interseccién con {t = 0} es
(m—1)-dimensional, asi que para cada s € W x{0} hay una sucesién (s;) C W'\(W x{0})
que converge a s. Sea 7 la proyeccién sobre la coordenada t. Se tendrd m(s;)F # 0
porque hemos elegido nuestros s; con iltima coordenada distinta de cero. Entonces,
Cp(my(q))(m(g)) = O para cualquier punto ¢ € Z', y por lo tanto Cp(my(s;))(m(s;)) =0
para todo j. Dividiendo este polinomio por 7rt(sj)", obtendremos

Cri(my(57) + D _(me(55)) *Cpo(my(s5)) = 0.

i>k

C,,i es un polinomio en las coordenadas de s;, es decir una funcién continua de ellas, y se
anula para cualquier s; = s. Luego, también es cero en s. Dado que m,(s) = 0, la suma
para ¢ > k se anula, y el teorema queda demostrado. OJ

Definicién 7.5 El coeficiente C, . de grado minimo en t de el p-GCP Cy(t) dado en la
definicion 7.1 se llama operador de proyeccién. Es un polinomio no nulo en los pardmetros
y (en general los coeficientes del polinomio), que se anula cuando hay una solucién del
sistema especializado (7.1) en alguna componente propia.

7.1.2 Subdivisiones Mixtas y Sistemas con Resultante no Nula

Revisaremos aqui el método de las subdivisiones mixtas para calcular la resultante rala
como un determinante. Esta discusién nos permitird construir una familia de polinomios
ralos (po,...,Pn) con resultante no nula.

Seam; := # (A;), y hagamosm := Y. m;. Paracadaw := (wy, . ..,w,) € R™, w; € R™,
init, (Res,), el término inicial de Res4(f1,..., fn) es un polinomio en los coeficientes de
fi,---, fn (en general, un monomio) [Stu2]. Elegimos un vector w := (wp,...,wy), en el
cual cada w; : A; = Q, i1 =0,...,n. Imponemos sobre w la siguiente condicidn:

wi(a) >0 paratodo a€ A;, i =0,...,n, (7.2)

y supongamos, tal como en [CE2|, que w; es la restriccién de una funcién afin (en la
mayoria de los casos supondremos que es lineal).
Consideramos los politopos levantados Q;,,, que son la capsula convexa de

{(a,wi(a)) : a € A} C R™,



122 CAPITULO 7. CALCULO DE OPERADORES DE PROYECCION

junto con su suma de Minkowski Q. = Qow + ... + @nw. Tomando el revestimiento
superior de @, obtenemos una descomposicién poliédrica coherente A, de la suma de
Minkowski Q := Qo + ... + @, usando la proyeccién natural R**! —» R" de Q,. Es
mads, esta proyeccion, restringida al revestimiento superior de @, se transforma en una
biyeccién. Supongamos que nuestro w es suficientemente genérico ([CE2, Stu2, Emi3)),
entonces tenemos una descomposicién coherente mixta estricta, es decir que cada facet
del revestimiento superior es de la forma

F,=F,+...+ F, (7.3)

donde F;, es una cara de Q;, y n = dim(Fp) + ... +dim(F,). Esto implica que al menos
un sumando tiene dimensién cero, o sea que es un vértice. La celda F, (la proyeccién de
F,) se dice mizta de tipo ¢ o t-mizta si dim F; = 0, y dim F; > 0, j # ¢. Vamos a usar la
construccién matricial que se basa en la subdivision mixta que induce A,. Procediendo
como en [CE2], fijamos un vector § € Q", y hacemos £ := Z" N (§ + Q) . Trabajaremos
con la siguiente

Definicién 7.6 El contenido de fila RC(F) = (i,a) de una celda F de A, serd un par
(2, a) que satisface: st F, = Fo+...+F,, es la facet del revestimiento superior de Q,, que
se proyecta sobre F, sea i el mayor indice para el cual dim(F;) = 0, F; = {a}. Definimos
ademds el contenido de fila de los puntosp € F :p+ 6 € £ como RC(p) = RC(F).

Para ¢ =0,...,n, hacemos:
B;:={a € A;: RC(p) = (i,a), p€ £}.
Ahora definiremos una familia de polinomios con resultante no nula.

Definicién 7.7 Sea A € C* un pardmetro. Hacemos

paii= Y A4z,
a€B;

La préxima proposicién nos asegura que py := (Pro0,---,Prn) tiene resultante no nula
para casi todo A.

Proposicién 7.3 Para todo A € C*, ezxcepto finitos valores, se tiene que Res(ps) # 0.

Demostracion. La forma inicial de Res4(fi,- .., fn) con respecto a w es igual al monomio

] [T e

=0 p;_mixta

donde F = Fy+...+ {ar} + ...+ F, y vol denota volumen euclideo [Stu2, thm 2.1].
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Expandiendo Res4(}_ g A\«i(®) 1) como polinomio en A y usando la condicién (7.2), se
puede verificar facilmanente que su coeficiente principal es £1, con exponente

> Y wilar) vol(F) >0

1=0 i—mixedF

luego, Res4(px) es un polinomio no nulo en A asi que fuera de su conjunto (finito) de
raices, Res4(py) # 0. O

Hay una condicién deterministica que garantiza la validez de un A dado, que es calcular
la resultante de p,.

7.2 Construccion de la Matriz Resultante

En esta seccién mostraremos métodos eficientes para calcular el GCP como determinante
(no nulo) de matrices resultantes.

Por ejemplo, construyamos la matriz cuadrada M, 5 := (mpm’)p.p'es donde my, y = cjor Si
RC(p) = (i,a) y p— a+ d = p'. El determinante de esta matriz es genéricamente un
multiplo no nulo de Res4 [CE2]. Su grado en los coeficientes de f; serd igual al nimero
de filas que contienen los coeficientes de este polinomio. Por la manera en que hemos
definido la funcién RC(-), tendremos que el grado del determinante en los coeficientes de
fo es gradog Resq = MV(fy,..., fa)-

Teorema 7.8 Sea p); tal como en la definicion 7.7. Entonces, para cualquier familia
for--y fa €Clzy, 27", -+, zn, 271 y casi cualquier A € C*, se tiene que

det Mw.6 (fO - t-P,\,o, fl - t-PA.l, oo ,fn - t'pz\,n)

es un polinomio en t de grado #E (en particular no nulo). Este determinante es igual a
C,, (t) multiplicado por un polinomio en t que no depende de los coeficientes de fo ni de
Pxr0, donde Cp, (t) es el py-GCP.

Demostracion. Cualquiera sea el punto g € @, sea g, su Unica preimagen en el reves-
timiento superior de @Q,,. Denotamos con h(g) € Rx¢ la distancia (o altura) entre g, y ¢.
Para cualquier vértice a € Q;, h(a) = w;(a). Tomamos la fila indexada por p en la matriz
M5 = (Mpq)pqee, donde RC(p) = (i,a), sea 8(p) := h(p) — h(a) y definamos

Mg = (mg,q)p,qesy

donde mf , := my q (fi — t.pas) A°P). Afirmamos que para cada columna g de My, la mayor
potencia de A que multiplica a t aparece en el elemento de la diagonal. Por construccion,

asumiendo RC(q) = (4, b),

ml = cpA@ — O+

luego, la potencia de A que multiplica a ¢ tiene exponente igual a h(g). Consideremos otro
elemento de la misma columna, digamos mf,q en la fila indexada por p, donde suponemos
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RC(p) = (4,a): es de la forma cjo A®) 4 tAi(@)40(P) o simplemente c;or A?P). Este iiltimo
no depende de t asi que nos concentraremos en el anterior: su grado en A es igual a
h(a') + h(p) — h(a), donde @’ + p — a = q. Luego q, y a,, + p, — a, estdn en la misma
vertical en R™*!, pero solamente g, puede estar en el revestimiento superior de @Q,, por
[CE2, lem. 5.5]. Luego, h(q) > h(a’) + h(p) — h(a) y nuestra afirmacién estd demostrada.
Es ahora, claro que el producto de los términos principales de los coeficientes de la diagonal
de M, tiene grado 3 .. h(p) en A, grado #& en t, y coeficiente +1. Es mds, si RC(p) =
(i,a), det Mp(A) = det My, 5(2) [T,ee A"P~#@) lo que demuestra la primer parte del
teorema.

Debido a [CE2, CLO, Emi3], det(M,s) es un miiltiplo no nulo de la resultante rala,
y contiene el mismo nimero de filas indexadas por f; que la resultante. La segunda
afirmacion del teorema se demuestra observando que, para todos los valores de A fuera de
un conjunto finito, Cy, (t) # 0 por las proposiciones 7.3 y 7.1. O

Cuando fy = ug + w1y + -+ - + upx, con todos los u; indeterminados, cualquier pertur-
bacién se puede “absorber” con estas indeterminadas haciendo u; — u; — tA“°(%) para el
correspondiente a;. Esto demuestra lo siguiente:

Corolario 7.9 En el caso de la u-resultante de (f1,..., fn), fo se puede tomar sin per-
turbar, y el teorema previo vale mutatis mutandis.

Una construccién obvia de p) consiste en tomar valores aleatorios de A € C*. Es posible
evitar valores aleatorios reemplazando ¢ - py; en la perturbacién en lugar de p,;, si todas
las potencias de A son positivas. El problema es que, al reemplazar el valor A por el
parametro de perturbacién ¢, esta construccién hace crecer, en general, el grado de la
perturbacién en la matriz resultante, y la complejidad del calculo del polinomio.

Corolario 7.10 St alguna pequenia probabilidad de error es aceptable, entonces los poli-
nomios py; no tienen que depender de A y sus coeficientes se pueden tomar completamente
aleatorios. La probabilidad de que esta eleccion sea incorrecta es igual a la probabilidad
de que el vector de coeficientes se encuentre en la superficie definida por la anulacion del
determinante de la matriz de perturbacion.

Sea ¢ el coeficiente de grado més bajo en ¢ de det M, 5(¢). Entonces ¢ es un miiltiplo
de Cpkx. Es un polinomio en las indeterminadas u; en el caso de la u-resultante. Por
otro lado, si hemos “ocultado” alguna variable z; en el espacio de coeficientes (tal como
en [CLO, Emi3]), ¢ es un polinomio en z;. Recordar que la variedad del sistema f tiene
dimensién positiva si y solamente la resultante se anula idénticamente. Debido al teorema
7.4, se tiene que:

Corolario 7.11 El grado de ¢ en la variable oculta o, en el caso de la u-resultante, en
cada indeterminada z;, acota el nimero de raices aisladas del sistema especializado.

Podemos delinear entonces el siguiente algoritmo:
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1. Construir una matriz resultante usando cualquier algoritmo de los dados en [CE2,
Emi3], o en el capitulo 2 de esta memoria. Si el determinante no es cero, entonces
no hay necesidad de proceder con una perturbacién.

2. Construir los conjuntos B; y definir los polinomios p) con coeficientes que son o bien
aleatorios (cor. 7.10), o deterministicos.

3. Calcular la matriz perturbada y el coeficiente de grado mas bajo ¢ de este determi-
nante. Por el corolario 7.11, el grado de ¢ en cualquier u; o en la variable oculta z;
acota el nimero de raices aislada

4. En el caso de la u-resultante, la factorizacién de ¢(u) contiene todas las raices
aisladas. De otro modo, si hemos ocultado z;, el conjunto de ceros de ¢(z;) contiene
las coordenadas i-ésimas de todas las raices aisladas

Observacién 7.12 Si usamos el algoritmo dado en el capitulo 2 de esta memoria para
construir la matriz de Sylvester cuyo determinante es miltiplo de la resultante, entonces
se puede verificar fdcilmente que el p-GCP se puede calcular como un cociente de deter-
minantes. En otras palabras, el factor extrario en det M, 5(fi — t.pr;) es el determinante
de la submatriz MY (f; — t.p;) formada eligiendo aquellas filas y columnas indezadas
por puntos que se encuentren en celdas no miztas. FEsto se puede usar para facilitar el
cdlculo de la resultante rala de un sistema particular cuando el determinante de la matriz
M, s es idénticamente cero, calculando el primer coeficiente no nulo del p-GCP, tal como

en [Can2].
7.3 Cdbdigo y Experimentos

La perturbacion ha sido implementada en MAPLE por Ioannis Emiris, y se puede encontrar
en la siguiente direccion:

www.inria.fr/saga/emiris/soft_alg.html

Debajo reportamos aplicaciones especificas.

Ejemplo 7.13 Consideremos el sistema que aparece en [Stu2, exam. 2.1]:

fo = a) + ar? 12+ 31 3,
fi = B+ Bzt + Bazy 23,
fa = NIy + 7221 22

Hacemos § := (0, —1/3), y usamos las siguientes funciones de levantamiento afin:

wi(a,b) = —a/2-b/4+1,
wo(a,b) = 3a—-5b+7,
w3(a’ b) 01
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esto produce

— 3
Py = At+z1735,
— 13..2
D1 = A Iy,
— 3
DPr2 = I1+.'L'1:L‘2.

Un cdlculo ezplicito muestra que Res4 (py) = £A%. Si tomamos py, = z?, tendriamos
Resa(px) = £M2. Estd claro que A = 1 es una buena eleccién, y produce una buena
perturbacion. También podriamos haber evitado usar A y, en lugar de ello, perturbar con
t2 + tz, 23, tx?, tz} + tz) 0.

Consideremos ahora la especializacion

a=f==-2, m==mn=-"=10%/=u f=2—-u

El determinante det M(t) es un maltiplo escalar de la resultante del sistema perturbado.
Calculando explicitamente la resultante, se ve que el coeficiente constante es cero, y pode-
mos concluir que para todo u, la resultante se anulard, asi que la variedad de ceros del
sistema tiene dimension positiva. De hecho, contiene la recta (1,1,u) ~ C. El coeficiente
lineal ¢(u) tiene la informacion de las 6 proyecciones de las raices aisladas del sistema
sobre el eje u.

Ejemplo 7.14 Consideremos el sistema que aparece en [CE2|:

_ 2

fo = ¢+ cazy Tp + 13T T2 + 147y,
_ 2.2 2

fi = caTo+ cri i + coaTi T2 + cu T,

fa = €31 + C32T3 + C33X) To + C34 1.

Haciendo § := (-3/8,-1/8), L > I > |l > 0, y usando las siguientes funciones de

levantamiento:
wy = (L - l)l‘l + (L - 12)132,

wy = (L+1®)z+ (L +1)z,,
wa = (L—-1z+(L+1)z,,
tendremos que
Prxo = 1)
Pa1 = /\4L+212+2x:l> :1:% + /\3L+2l’+1$% s,
Pr2 = /\l,+l:l:2 _'_/\21,4-!—1.1.1 Zo +/\L—1$l;

2 2 2
+Res 4 (py) = AISLHIIH2 _ g \VTL+4ZHI42 | \18L45I7 421

Observar que A\ = 1 es un cero de este polinomio, asi que hay que tomar algun otro valor,
por ejemplo A = 1/b donde b es un entero par. Por supuesto que cualquier valor aleatorio
seria vdlido con muy alta probabilidad.
En el caso especial
fo=l+zz0 + 3220+ 1,
fo=1l+4+z0+ 2129 + 21,
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la resultante se anula idénticamente debido a que la variedad V (fo, f1) tiene dimensidn
positiva (estd formada por la unidn del punto aislado (1,—1) y la recta {—1} x C). Con
L =10 y ! = 3, se tiene que el coeficiente de t? en el determinante perturbado es

@& = —(c22¢23)(C2a — C21 + €22 — C23)(C24 + C21 — C22 + C23),

y podemnos recuperar en los iltimos dos factores el valor de f; en el cero aislado (1,-1) y
el punto (—1,—1) en la componente de dimensidn positiva.

Ejemplo 7.15 Este ejemplo es considerado en [Roj, sect. 3.2]. Al sistema

142z —22%y —5zy+ 22+ 3z = 0,
2 + 6z — 622y — 1lzy + 422 + 52%y = 0,

le agregamos fy := u\T + ugy + up, que no necesita ser perturbado por el corolario 7.9.
Usamos la funcion spares para construir una matriz de 16 x 16 llamada Mut en los
pardmetros ug,uy,us,t. FEl numero de filas por polinomio es, respectivamente, 4,6,6,
mientras que los volimenes miztos de los subsistemas 2 x 2 son todos iguales a 4.

Mut := spares ([f0,f1,f2], [x,yl):

Dut := det(Mut): # in uO,ul,u2,t
degree (Dut,t); # 12
1dg := ldegree(Dut,t); #1

phi := primpart(coeff(Dut,t,1dg)):
factor(phi);

Para algunos w y 8, hemos usado

pa1 = —3z% + 2%,
DPr2 = 2+ 5.’172.

El determinante perturbado tiene grado ent igual a 12, y el primer coeficiente no nulo tiene
grado 1. ¢(u;) produce dos factores, correspondientes a las soluciones aisladas (1/7,7/4)
y (1, 1):

(49 up + 4 u; + 28 up) (ug + us + up) .

Otros dos factores dan puntos sobre la recta {—1} x C de soluciones, pero los puntos
especificos son muy sensibles a la eleccion de w y 8. Por ejemplo, una tal eleccion produce:

(—up + uy) (27 up + 40 u; — 40 uyp) .

En su trabajo, Rojas obtiene una matriz de tamano 17 X 17 cuyo determinante tiene
grado 8 y de tal manera que el término de menor grado es nuevamente lineal en t, aunque
distinto del nuestro.
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Ejemplo 7.16 En la implementacion del algoritmo “roadmap” de Canny para el proble-
ma del movimiento del robot (c¢f. [HP]), hay que tratar con varios sistemas degenerados.
Ezaminemos un sistema de 3 x 3 donde, ocultando z3, obtenemos polinomios densos de
grados 3,2,1:

fo = 54z,% — 21.6x,%1; — 69.12z, 752 + 41.47215% + (50.625 + 75.4513) =, 2+
+(—92.25 + 32.88x3) 7,75 + (—74.592x3 + 41.4) .2+
+(131.25 + 19.04z3% — 168z3)x; + (—405 + 25.728x32 + 126.4x3) To+
+(—108.8 232 + 3.75 13 +234.375),

fi = =37.725x,%2 — 16.44 1,15 + 37.296 752 + (—38.08z3 + 84) z,+
+ (—63.2 — 51.456x3) T5 + (2.304z3% + 217.6z3 — 301.875),

fg = 15.’51 - 12.’1)2 + 16.’133

Nuestra funcion spares produce una perturbacion dptima a unae matriz singular de tamanio
14 x 14 cuyas entradas son polinomios en 3. En este caso, det M,, 5(t) es de grado 14
y el coeficiente de menor grado tiene grado 2, lo cual provee una cota para el nimero
de soluciones afines. En este caso, la cota de Bézout y la de Bernstein coinciden y son
iguales a 6. Nosotros obtenemos

1434 _ 12815703325
625 3 :

é(z5) = ("”3 T 625 21336

la primer solucion corresponde a la inica solucion aislada del sistema, mientras que la
sequnda es espiurea.
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