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A la OMA



S. Ite, missa est.
M. Deo grátias.

la Aáísa

Et pourtant, le résultant ne méritait ni
cet exces d’honneur, ni cette indignité...

J. P. Jouanolou

“It’s funny; cause at the rate
I’m goin when I’m thirty
I’ll be the only person
in the nursin homeflirting...”

Ehúnenz
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Fórmulas Explícitas para el
Cálculo de Resultantes y Aplicaciones

Resumen
Presentamos fórmulas para calcular resultantes ralas como cociente de dos determinantes,
que extienden a las fórmulas de Macaulay clásicas. En el caso homogéneo, presentamos
fórmulas a la Macaulay más compactas. Mostramos además que estas fórmulas explicitan
el único morfismo no trivial de un complejo cuyo determinante es la resultante. Además,
se exploran las extensiones a resultantes ralas en dos variables.
Como aplicaciones, se obtiene una familia de operadores de proyección aplicando pertur­
baciones a resultantes ralas, que proveen de un método general para calcular todas las
raíces aisladas de sistemas polinomiales, aún ante la presencia de componentes de dimen­
sión positiva. También, se estudia la validez de la implicitación de superficies racionales
por el método de superficies móviles, mostrando relaciones entre resultantes y algunos
determinantes que se usan en la formulación del método, y consiguiendo extenderlo al
case de superficies no propiamente parametrizadas, en ausencia de puntos base.

Palabras clave: resultante, fórmulas de Macaulay, determinante de un complejo, resul­
tante rala, operadores de proyección, implicitación, método de superficies móviles, puntos
base.

Explicit Formulations for the
Computation of Resultants and Applications

Abstract
We present formulas for computing sparse resultants as a quotient of two determinants,
which extend the classical Macaulay formulas. In the homogeneous case, we present
compact Macaulay style formulas. We show that these latter make explicit the unique
non trivial morphism of a complex whose determinant equals the resultant. We also
explore the extensions of these formulas to bivariate sparse resultants.
As applications, we obtain a family of projection operators applying perturbations on
sparse resultants, which yield a general method for computing all isolated roots of poly­
nomial systems, even in the presence of excess components or other degenerate inputs.
In addition, we study the validity of the implicitization of rational surfaces by the method
of moving surfaces, give some relationships among resultants and some determinants
arising in the formulation of that method, and extend it to the case of not properly
parametrised surfaces without base points.

Keywords: resultant, Macaulay formulas, determinant of a complex, sparse resultant,
projection operator, implicitization, method of moving surfaces, base points.



Introducción

Uno de los problemas principales tanto en el álgebra computacional como en la geometría
algebraica efectiva es el problema de eliminación de variables en sistemas de polinomios.
Un ejemplo típico de esta situación se presenta cuando uno “triangula” un sistema de
ecuaciones lineales

0,11111+ 0,121132+ ' ' ' + (1111211,; = bl

(121121+ 0,22122+ ' ' ' + (12,121?” = bg

amlml + amgílïz + - - - + amare" = bm

para llevarlo a un sistema equivalente a (1), pero de la forma

A1117] + A1222 + + Alnílín = B]

A22932 + + A21111711= 32 (2)

que, obviamente, es más fácil de resolver. Aquí, lo que se hace es tratar de “eliminar”
una variable por cada ecuación que aparece. En eso consiste la teoría de la eliminación:
en eliminar una o más variables de un sistema de ecuaciones polinomiales, reduciendo el
problema dado a uno equivalente pero con menos variables en juego.
Por ejemplo, si estamos interesados en resolver

ao + alz + 02132 = O (3)bo + blz + bgz2 = O,

con a2 7€0 76bg, podemos eliminar la variable :1:de las ecuaciones y obtener la “triangu­
lación ”

a0 +alx+a2112 = 0
—aoalblbg- 2aoa2b0b2+ 0,0021)?+ aïbobz—alagbobl+

La expresión que aparece en la segunda fila del sistema triangulado se llama la resultante
de Se anula si y solamente si ese sistema tiene una solución compleja.
La misma idea se puede usar para eliminar z en un sistema de dos ecuaciones genéricas:

ao+a¡:c+---+a,.m" = 0
bo+blzv+---+bma:"‘ 0,



pero los cálculos que hay que realizar para “triangular” el sistema son considerables.
El problema se complica aún más cuándo uno intenta buscar condiciones sobre un sistema
de varios polinomios en varias variables. De manera informal, dado un sistema de n + 1
polinomios en n variables

0
0

fo(z1, -mas")
f1(:v1,"'Jn)

z (4)

fn(17h ' ' °,In) = 0)

la “resultante” de f0, - - - , fn será justamente la condición en los coeficientes de los poli­
nomios f,- para que el sistema (4) tenga una solución.

La teoría de la eliminación estudia técnicas y algoritmos para eliminar variables de un
conjunto de ecuaciones polinomiales. La resultante esencialmente elimina n variables de
un conjunto de n + 1 polinomios. Ella forma parte de una familia de operadores que se
llaman de “proyección” ya que, geométricamente, proyectan una variedad de soluciones
en un espacio de cierta dimensión, sobre uno de dimensión menor.

Un problema central en la teoría de la eliminación y el propósito de esta memoria es en­
contrar fórmulas explícitas y relativamente fáciles de calcular para resultantes. Asimismo
tratamos otros problemas relacionados, como el uso de resultantes en los problemas de
implicitación, y el cálculo de operadores de proyección.

En lo que sigue, haremos una introducción a los problemas que consideramos, junto con
un resumen de los resultados presentados en esta memoria.

0.1 Fórmulas para Resultantes Clásicas
Dados n polinomios homogéneos en n variables f1, . . . , fn con coeficientes en un cuerpo
k y grados dl, . . . ,dn respectivamente, la resultante Resd,_____dn(f1,. . . , fn) es un polinomio
irreducible en los coeficientes de f1, . . . , f", que se anula si y solamente si f1, . . . , fn tiene
una raíz en común en el espacio proyectivo an‘l a valores en la clausura algebraica de k.

El estudio de resultantes se remonta a matemáticos clásicos como Sylvester, Cayley,
Macaulay and Dixon. Su uso como herramienta computacional para eliminación de va­
riables, así como para el estudio de temas de complejidad de solución de sistemas polino­
miales en la última década, ha renovado el interés en encontrar fórmulas explícitas para
su cálculo (cf. [A8, Canl, Can2, EM, KPS, Laz, Ren, Roj]).

La complejidad intrínseca del problema de la eliminación de variables (que incluye el
cálculo de resultantes) ha sido estudiada en [HM], quienes han señalado el carácter in­
trínsecamente exponencial del problema, independientemente del tipo de estructura de
datos utilizada.

Por una fórmula determina] queremos significar una matriz cuyas entradas sean polinomia­
les en los coeficientes de f1, . . . , fn y cuyo determinante sea igual a Resdhmdnfil, . . . , f").
Como estamos interesados en poder calcular la resultante a partir de estas fórmulas, queda



0.1. F ÓRM ULAS PARA RESULTANTES CLÁSICAS 3

implícito que los coeficientes de estas matrices se deben poder calcular algorítmicamente
a partir de los coeficientes de f1, . . . , fn, y que todas las entradas no nulas de la matriz
deben tener grado estrictamente menor al grado de la resultante.
En el caso en que dl = dz = = dn, todas las fórmulas determinantales no triviales
conocidas fueron descriptas por Weyman y Zelevinsky en [WZ]. Esta lista es muy reduci­
da: si d 2 2 denota el valor común de los di, se tiene que hay fórmulas determinantales
para todo d sólo en el caso de formas binarias (dadas por las bien conocidas matrices de
Sylvester), y en tres y cuatro variables. Cuando n = 5, los únicos posibles valores para
d son 2 y 3; finalmente, para n = 6, sólo hay fórmula determina] para el caso d = 2.
Encontramos restricciones similares para n, dl, . . . ,dn generales (ver el lema 3.2).

Por otro lado, dados d1,. ..,dn, llamaremos a tn := SLIM,- —1) “el grado crítico”. Las
fórmulas clásicas de Macaulay [Macl] permiten calcular Resd,,___,dn(f1,. . ., fu) como un
cociente explícito de dos determinantes. Estas fórmulas involucran una matriz de tamaño
mayor o igual que el número de monomios en n variables de grado tn +1, y una submatriz
de ella.

El trabajo de Macaulay ha sido reescrito y mejorado por Jouanolou en [Jou2], donde se
presenta una fórmula a la Macaulay para la resultante (es decir, como el cociente entre
el determinante de una matriz y un menor de la misma matriz). El tamaño de la matriz
es exactamente el número de monomios en n variables de grado tn (cf. [Jou2], Corollaire
3.9.7.7). En el mismo trabajo, Jouanolou construye para cualquier grado t 2 0, una
matriz cuadrada M, de tamaño (“Ji-ll) + z'(tn—t) cuyo determinante es un múltiplo no
trivial de Resdl____,¿n(f1,. . . , f") (ver el apartado 3.11.19.7 de [Jou2]), donde i(tn—t) denota
la dimensión del k-espacio vectorial de elementos de grado tn —t que pertenecen al ideal
generado por una sucesión regular de n polinomios de grados dl, . . . , dn respectivamente.
Uno de los resultados que conseguimos en esta memoria, en el capítulo 1, es una descrip­
ción explícita del factor extraño de la formulación de Jouanolou, es decir del polinomio
det(M¿)/Resdl____,¿n(f1,...,f,,), que nuevamente resulta ser el determinante de una sub­
matriz lE¿de Mt, para cada t. Esto nos permite demostrar nuevas fórmulas a la Macaulay
para la resultante _

ReSd,,...,d,.(f1,---,fn) - W (5)
en el teorema 1.10. Cuando t > tn, el teorema recupera las fórmulas clásicas de Macaulay.
Si t 5 tn, el tamaño de la matriz M, es considerablemente menor. En el apartado 1.3
presentamos estimaciones para este tamaño.
Las ideas que usamos para obtener estos resultados son esencialmente las ideas originales
de Macaulay que aparecen en [Macl], y que fueron reutilizadas por Jouanolou en [Jou2].
También utilizamos el trabajo de Chardin sobre subresultantes homogéneas que aparece en
[Cha2, Cha3], donde se introduce una fórmula a la Macaulay para calcular subresultantes.
En el capítulo 3, se muestra que los determinantes de matrices de la forma M, son en rea­
lidad menores maximales no nulos de una matriz de tamaño más grande que corresponde
a uno de los morfismos en un complejo de tipo Koszul que en general tiene varios términos
no nulos y cuyo determinante es Resdh__,,¿n(f1,. . . , fn) (teorema 3.1). Estos complejos son



considerados en [WZ] y en [GKZ2] en el caso en que todos los grados son iguales, y se
construyen a partir de la sucesión espectral asociada a un “twisting” del complejo de
Koszul a nivel de haces.

La contribución que hemos hecho en este caso es dar expresiones explícitas para los mor­
fismos de este tipo de complejos, en términos del bezoutiano asociado a f1, . . . , f" para
aquellos valores de t que se encuentran por debajo del grado crítico, de esta manera,
contribuyendo de manera parcial al problema formulado por Weyman y Zelevinsky en
[WZ] (ver también [GKZ2], 13.1.C). En el caso en que tn —min{d¿} < t < tn, recupera­
mos resultados que aparecen en [Jou2], que generalizan la fórmula de Sylvester para tres
cuádricas en tres variables.

En el capítulo 5 mostramos cómo varias fórmulas clásicas se pueden obtener como casos
especiales de las fórmulas determinantales que presentamos aquí. Esto puede verse como
una extensión de los resultados ilustrados en [GKZ2] y [WZ]. También mostramos que las
fórmulas de Dixon para calcular la resultante “afín”, cuya extensión se estudia en [EM],
pueden considerarse como parte de estas fórmulas.

Todos los resultados mencionados en este apartado fueron realizados en colaboración con
Alicia Dickenstein, y están contenidos en [DD].

0.2 Fórmulas a la Macaulay para Resultantes Ralas

Sean Ao, . . . ,An conjuntos finitos de Z". Consideremos la familia de polinomios

fi(I1,--.,:vn)=26mm“ (i=0,...,n).
aEA¡

La resultante rala ResA(fo,...,fn) es un polinomio irreducible en los coeficientes de
fo, . . ., f", que se anula siempre y cuando estos polinomios tengan una raíz en común
en una compactificación apropiada del espacio afín asociada a la familia de soportes, que
viene a sustituir el rol que tenía el espacio proyectivo en la versión clásica.

La resultante rala hizo su aparición en la matemática muy recientemente, en el estudio de
lugares singulares de funciones hipergeométricas ([GKZl, GKZ2]). Este objeto generaliza
a la resultante clásica como se puede ver en el apartado 2.2.4.

El primer método efectivo para calcular ResA fue propuesto por Sturmfels en [Stul]. Más
adelante, en [CE1, CE2], Canny y Emiris construyeron generalizaciones de las matrices
clásicas de tipo Sylvester que aparecen en (1.7). Estas matrices son cuadradas, con
determinante no nulo y múltiplo de ResA(fo, . . .,f,.). Esta construcción fue mejorada
por Sturmfels en [Stu2], y de hecho se muestra en [CE2] que se pueden aplicar estas
fórmulas generales al caso homogéneo, y recuperar las fórmulas clásicas de Macaulay que
hemos citado en el apartado anterior.
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Una de las cosas que quedaron sin ser estudiadas en el caso general, es la descripción
precisa del factor extraño que aparece al hacer el cociente

det(matriz de Sylvester)
ResA(f0v ' ' ' afn)

Durante algún tiempo se conjeturó que debía ser algún menor de la matriz de Sylvester,
pero nunca se pudo encontrar una prueba de ello.

Al respecto, en el capítulo 7 de [CLO], se puede leer:
However, as of this writing, it is not known if a sparse analog of the third bullet ezists ­
there is no known systematic way of writing ResA, or more generally ResA0,..._A"(f0, . . . , f")
as a quotient of two determinants.

Y más adelante, dentro del mismo capítulo, se encuentra:

One of the major unsolved problems concerning sparse resultants is whether they can be
represented as a quotient of two determinants. In the multipolynomial case, this is true
by Theorem (4.9) of Chapter 3. Does this have a sparse analog? Nobody knows!

Siempre refiriéndose al mismo tema, en el apartado VI I I de la introducción de [GKZ2]
se encuentra la siguiente frase:

Macaulay made another intriguing contribution to the theory by giving an ingenious re­
finement of the Cayley method [Mac] It would be interesting to put his approach in the
general framework of this book.

Sturmfels también se refiere a este tema varias veces en sus trabajos. En [Stu2], al final
del Corolario 3.1, dice:

It is an important open problem to find a more ezplicit formula for PW; 2 in the general
case. Does there exist such a formula in terms of some smaller resultants?

También en la tesis de doctorado de Ioannis Z. Emiris, y en algunos trabajos suyos con
otras personas (ver por ejemplo [CEL CE2, DEI, EM]) se encuentran referencias sobre el
tema. La sección 3.1.4 de [Emil] comienza así:

A natural step is to establish a formula for the sparse resultant as the quotient of two
determinants, in the fashion of Macaulay.

Aquí hay que hacer notar que la construcción de Canny y Emiris tenía un “candidato” a
factor extraño (ver por ejemplo la conjetura 3.1.19 de [Emi1]), que parecía funcionar en
casi todos los casos, pero nunca pudo probarse su veracidad en general.

El resultado central de esta memoria (y también la motivación inicial del autor) es una
respuesta positiva a esta pregunta. En el capítulo 2, presentarnos una generalización de
las fórmulas clásicas de Macaulay en el siguiente sentido: damos un algoritmo que produce
matrices de tipo Sylvester generalizadas, cuyos determinantes son múltiplos no nulos de
Res,4(fo, . . . , fu), y mostramos que el factor extraño es nuevamente el determinante de
una submatriz que puede ser descripta explícitamente.

2P.“ es el factor extraño



En el apartado 2.2 se trata con polinomios “generalizadamente no mixtos”, que pueden
ser considerados como la primera generalización del caso clásico. El teorema 2.12 es el
resultado principal de esa sección, que dice nuevamente que

det(matriz de Sylvester) = ResA(f0, . . . , f") det(cierto menor de la matriz)

cuando la familia de polinomios es generalizadamente no mixta. En la sección siguiente
(apartado 2.3), tratamos el caso más general, y en ese sentido, el teorema 2.29 se puede
considerar como una generalización del anterior, y además una extensión del teorema
clásico de Macaulay, como se ve en el apartado 2.2.4.

Los resultados obtenidos en el capítulo 2 se encuentran en [D2].

0.3 Fórmulas Involucrando el Jacobiano

Una vez generalizadas las matrices de Macaulay al caso ralo, el paso siguiente es generali­
zar las matrices dadas por Jouanolou en [Jou2] para obtener matrices más pequeñas cuyo
determinante sea un múltiplo no trivial de ResA(f0, . . . , f"). El obstáculo principal radica
en la no existencia de un “bezoutiano ralo”. Sin embargo, existe una versión generalizada
de “grado crítico” y de jacobiano que fue dada por Cox en [Coxl], y subsecuentemente
estudiada en [CCD, CD, CDSZ].
En este último trabajo, Cattani, Dickenstein y Sturmfels mostraron que la resultante rala
se puede obtener como el determinante de un complejo similar a los que aparecen en el
capítulo 3 y en “grado crítico”. Más aún, la resultante rala se puede calcular como el
máximo común divisor de los menores maximales del último morfismo en este complejo.
Nuestra contribución en esta dirección reside en un algoritmo que calcula un menor maxi­
mal no nulo de este morfismo, y que además tiene el mismo grado que la resultante en los
coeficientes de alguno de los polinomios. En el capítulo 4 abordamos el caso de sistemas
de 3 polinomios en 2 variables generalizadamente no mixtos. Esperamos que el método
sea generalizable a dimensión arbitraria.
El algoritmo que se describe a lo largo de este capítulo permite construir matrices más
pequeñas que las de Canny y Emiris, casi 100% de tipo Sylvester, y el resultado principal
en esta dirección es el teorema 4.18, que establece que los determinantes de estas matrices
son múltiplos no triviales de la resultante rala. No se sabe aún si el factor extraño en este
caso es nuevamente un menor de las matrices que aquí se proponen.

Los resultados del capítulo 4 fueron realizados en colaboración con Ioannis Z. Emiris, y
están contenidos en [DE2].

0.4 Aplicaciones
Los dos últimos capítulos de esta memoria se ocupan de algunas aplicaciones de la resul­
tante multidimensional.
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0.4.1 Resultantes y Superficies Móviles (capítulo 6)
Dados cuatro polinomios en dos variables 21(3, t), 22(s,t), x3(s, t) y x4(s,t), si 1:47€0
las ecuaciones

I1(S,t) Ig(3,t) IL‘3(S,t)
= 1 2 = a X3 = 1

34(3)“ 14(3)“ 24(s’t)
definen una parametrización de una superficie racional.

(6)1

El problema de la implicitación consiste en encontrar otro polinomio F (X1,X2, X3) tal
que F(X) = 0 sea la ecuación de la menor superficie algebraica que contenga a (6).
Un método clásico para encontrar esta ecuación implícita es eliminar las variables s y t
calculando la resultante de los polinomios

a:¡(s, t) —X1 x4(s,t), 12(5, t) —X2 34(3, t), 23(s,t) —X3 z4(s,t). (7)

El problema es cuál resultante tomar. Podemos, por ejemplo, considerar los polinomios
:5,-con grado menor o igual que n, y tomar la resultante clásica. Este caso se suele llamar
triangular.
Una situación muy distinta se presenta si, por ejemplo, consideramos los polinomios 11:,­
con grado menor o igual que m en s, y menor o igual que n en t. Aquí podríamos usar la
resultante bihomogénea. Este caso se llama caso de producto tensorial, y la anulación de
esta resultante significa que el sistema tiene una solución en Il”lx IP“.

En los dos casos mencionados, la resultante de (7) calcula la ecuación implícita de la
superficie (en realidad calcula una potencia de ella) en ausencia de puntos base, es decir
cuando no hay un punto (so, to) en el espacio proyectivo correspondiente (P2 para el caso
triangular, o li"l x ll"l para el otro) tal que

21(30, to) = 32(80, to) = ¿53(50,to) = I4(So, to) = 0.

En [SC], Sederberg y Chen introdujeron una nueva técnica para calcular la ecuación
implícita de (6) que se llama el método de las cuádricas móviles. La ventaja de este
método es que usa determinantes de matrices más pequeñas que las que se usan en los
métodos clásicos, y además pareciera funcionar incluso en la presencia de puntos base.

Un análisis detallado de esta técnica está dado en [CGZ], donde se establecen condiciones
suficientes para la validez de la implicitación por el método de cuádricas móviles para
los dos casos mencionados anteriormente: el del producto tensorial y el triangular. En
ese trabajo, se demuestra que el método funciona en la ausencia de puntos base, y cuan­
do la superficie está propiamente parametrizada, es decir cuando la parametrización es
genéricamente inyectiva. En el trabajo [CGZ], los autores conjeturaron algunas relaciones
entre las matrices de coeficientes de planos móviles y cuádricas móviles (definiciones de
estos objetos se encontrarán en el capítulo 6)(Conjeturas 6.1 y 6.2 de [CGZ]). La intuición
que había detrás de esta conjetura era una relación similar válida en el caso planar (ver
por ejemplo, [ZCG]).
En esta memoria presentamos una relación general entre las matrices de coeficientes de
planos móviles y superficies móviles de cualquier grado. Como caso particular, cuando



el grado es 2, proveemos una demostración de estas conjeturas en los teoremas 6.10 y
6.17. Además, en los apartados 6.3 y 6.4.1 demostramos que el método de las superficies
móviles funciona incluso cuando la superficie no está propiamente parametrizada.
Las técnicas que aquí se usan son bastante elementales: se factoriza el determinante de
la matriz de coeficientes de superficies móviles como producto de matrices más simples.
Esto, junto con la formulación de la resultante como el determinante de un complejo de
Koszul (ver [GKZ2] y el capítulo 3 de esta memoria), nos permite obtener los resultados
antes mencionados. En particular, damos demostraciones alternativas de los teoremas 4.1
y 5.1 de [CGZ]. Adaptando estas técnicas al caso planar, también se pueden producir
demostraciones alternativas de relaciones similares que se dan en [SGD] y en [ZCG].

Los resultados del capítulo 6, están contenidos en [D1].

0.4.2 Cálculo de operadores de Proyección Ralos (capítulo 7)
Supongamos tener n + 1 polinomios en n + m variables de la forma siguiente:

f¿(y1,...,ym,:rl,...,a:n),i=0,---,n.

Podemos pensar las variables yi como parámetros, y eliminar 3:1,- - - ,zn a través de una
apropiada resultante rala ResA(f0,. . .,fn), o del determinante de la matriz que da un
múltiplo no nulo de la resultante. Ambas operaciones determinan un operador de proyec­
ción de un espacio n+m-dimensional a uno de dimensión m. Este operador de proyección
puede ser idénticamente cero debido a varias razones:

o la resultante puede ser idénticamente cero debido a que los polinomios de (8) no
son genéricos, usualmente debido a que los coeficientes de los f,- pueden depender
de menos parámetros,

o la resultante rala se puede anular idénticamente debido a que n de esos polinomios
forman un sistema que tienen infinitas soluciones en la compactificación asociada,
formando componentes excesivas,

o También puede ocurrir que la resultante rala sea no nula, pero que el determinante de
la matriz resultante sea idénticamente cero debido a la anulación del factor extraño.

Este último punto ha sido estudiado en [CE2], aunque los métodos que se proveen allí
requieren de significativos cálculos adicionales. Canny, en [Can2] pudo dar una respues­
ta efectiva a los tres problemas en el caso clásico a través del polinomio característico
generalizado, o GCP. Hay un trabajo de Rojas en el contexto ralo ([Roj]), pero también
requiere de bastantes cálculos auxiliares.
Nosotros estudiamos el caso ralo haciendo una generalización eficiente del GCP de Canny.
Lo que presentamos es un simple esquema de perturbación que se basa en el algoritmo
de levantamiento de polítopos (este algoritmo se usa en [CEL CE2] para calcular las
matrices a la Sylvester cuyo determinante es un múltiplo no trivial de ResA(f0, . . . , fn)), y
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que nos permite perturbar muy pocos coeficientes para producir operadores de proyección
ralos, definidos por un determinante y tales que, si los coeficientes se especializan, estos
operadores no son idénticamente cero pero se anulan sobre las raíces de las componentes
propias de la variedad, incluyendo todas las raíces aisladas. Hay que destacar que las
perturbaciones realizadas respetan la estructura rala de los polinomios de tal manera
que la cantidad de términos de cada polinomio no se incrementa, y la complejidad del
algoritmo sigue siendo esencialmente la misma.
El capítulo 7 contiene los aportes que hemos hecho sobre este tema. El teorema 7.4 nos
permite concentrarnos luego en las matrices a la Sylvester para calcular la resultante, y
construir a partir de ellas operadores de proyección ralos en el apartado 7.2.

Los resultados de este capítulo están contenidos en [DEI]
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Parte I

FÓRMULAS



Capítulo 1

Fórmulas a la Macaulay para
Resultantes Homogéneas

1.1 Preliminares

En esta sección, vamos a trabajar con la resultante clásica, homogénea o densa, tal como
aparece en [Mac1, Mac2, vdW, Joul, Jou2, CLO, GKZZ]. Se dará una definición de ella,
y fórmulas para su cálculo efectivo.
Sean dl, . . . ,dn enteros positivos. A cada n-upla a e N3 tal que |a| = di, le asociamos
una indeterminada cm, i = 1, . . . ,n.
Sea A el anillo factorial A := Z [am] , y sean 2:1,. . . ,xn indeterminadas sobre A. Conside­
remos la familia de polinomios genéricos:

f,-(a:¡,...,zn)= 20mm“ (i=1,...,n). (1.1)
|0|=di

Teorema 1.1 [Mac], Mac2, vdW, Jou1, CLO, GKZ2] Fijados d1,...,dn, eziste un
único polinomio Resdh.__,dne A que tiene las siguientes propiedades:

1. Si f1(a:), . . . , fn(x) son polinomios homogéneos de grados dl, . . . , d" respectivamente,
con coeficientes en un cuerpo cualquiera k, entonces las ecuaciones

Í¿(:z:)=0i=1,...,n

tienen una_ solucio'n no trivial en la clausura algebraica de k si y solamente si
Resdl_____¿n(f1,...,fn) = 0. Aquí, Resd¡____,¿n(f¿)debe entenderse como el polinomio
Resdhufln especializado en los coeficientes de la familia {f¿(:c)}15i5n, 0 sea, bajo la
especialización

A —) k

cm r—) coeficiente de 1:“ de f¿(a:).

2. Resdl,“_,dn(z‘1", . . . ,xfi") = 1.
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3. Resdhwdn es irreducible, incluso como elemento de A®É donde E denota la clausura
algebraica de k.

Algunas propiedas del polinomio Resdhwdnestán enumeradas en el siguiente

Teorema 1.2 [CLO, Jou1, GKZ2]

1. Fijadoj e {1,...,n}, Resdhmdnes homogéneo en las variables cm, |a| = dj, de
grado dl . . .dj_1dj+1 . . .dn. El grado total de Resdhmd es

Xd] . . . dj_1dJ-+l . . . d".
J'=l

2. Si 1 5 i <j S n, entonces

Resd],...,dn(fll' ' '1fi)‘ ' ' vfji' - wfn) =
(_1)dlmdnResd¡,...dj,...d¡...,dn(fl!' ' '1fjv' ' ' afi) ' - - a

3. Si f]- = f7’j es un producto de polinomios homogéneos de grados d;- y dá', entonces

.R'esd¡,...¿dn(fli"')"')fj"")fn) =
Resd¡,...dg,...,dn(fl, ' ' ' ,fj1' ' ' ,fn)ReSd¡,...d;.’,...,dn(fl) - ' ') ya ' ' ' 1

En lo que sigue, vamos a dar algoritmos para calcular la resultante, generalizando la idea
dada por Macaulay en [Macl].
Con Su denotaremos el A-módulo libre generado por los monomios en A[:v]de grado u. Si
u < 0, definimos Su := 0. También definimos los submódulos libres E‘J g St'j g S¿_¿J.,
paratodoj = 1,...,n:

St’j 2= (1:7,I'YI= t - dj,')’1 < d1,. . .,')’j_1 < dj_1)

EM ;= (1:7e S"j,existe i aéj 771-2 di). (1.3)

Notar que EL" = 0, y S“ = S¿_¿, Vt e No.
Sea ju : Su —)(Su)' el isomorfismo asociado con las bases monomiales en Su, y denotare­
mos con T7 := ju(a:") los elementos en la base dual.

Convención 1.3 Todos los módulos que estamos considerando tienen una base mono­
mial, o una base dual a la base de monomios. Supondremos que todas estas bases tienen
un orden prefijado. Esto nos permitirá definir matrices “en las bases monomiales” sin
ambigüedad.

Convención 1.4 A lo largo de todo este trabajo, las matrices que representen transfor­
maciones lineales serán indexadas de tal forma que las filas estarán en correspondencia
con los elementos de la base del dominio, tal como en [Mac]
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Sea tn := (dl —1) + . .. + (dn —1) el grado crítico. Introduzcamos otro conjunto de n
variables y1,...,yn, y para cada par (i,j), 1 5 i,j 5 n, definamos A¿j(a:,y) como el
cociente incremental

fill/1a---ayj—1,Ij,---,33n) _ fi(y1,- --,yja17j+1,---,17n)
mi _ yj (1.4)

Notar que f¿(:c) —fi(y) = 29:1 A¿j(:1:,y)(a:j —yj). El determinante

AÚN!) ï= det(Aij(Ïay))15i,j5n = z A7 (3) -y7- (1-5)
I'rlítn

es un representante del bezoutiano asociado con la familia (1.1) (cf. [BCRS], [Kun], y
[Jou2] donde aparecen con el nombre de “Formes de Morley”). Es un polinomio ho­
mogéneo en A [2,1,1]de grado total tn.
Sea 1,01,,la transformación A-lineal

WL; ZS;n_¿ S—) t

T7 H A7 (z), (“5)

donde A7 es el polinomio definido en (1.5). Sea At la matriz de 1/1“ en las bases
monomiales.

Consideremos también la transformación lineal de tipo Sylvester:

ï/J2,tï S“ 63 63 5"" —) St
(gl a 1 gn) H ZZLIgifi’

y denotemos con Dt su matriz en las bases monomiales. Como es usual, rat“, denotará
la transformación dual de (1.7) en grado tn —t.
Notemos también con

qu : (S,,__¿)" ea (8"l e - - - ea 5"") —>St ea (S‘"“" ea . - - e S‘"-"")‘ (1.8)

al morfismo de A-módulos definido por

(T, 9 ) H (71214611)+ 1/)2,t(9)a1/15,t,.—¿i (1-9)

y llamemos Mi a la matriz de \II¿en las bases monomiales.
Llamaremos Et a la submatriz de Mt cuyas filas están indexadas por los monomios en
E"1 U. . .UE‘m‘l, y cuyas columnas están indexadas por los monomios 1:”que pertenecen
a St para los cuales existen dos índices diferentes i, j tales que

'Yi Z dia'Yj Z dj­

Hechas estas elecciones, no es dificil ver que Mt y E, (esta última cuando exista) son
matrices cuadradas.
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Observación 1.5 Observar que E, es en realidad una submatriz de Dt. De hecho, E,
es la submatriz cuadrada llamada 8 (t) en [Cha3/, y cuyo determinante es denominado
A (n, t) en el Teorema 6 de [MacI].

Para cada entero t, denotaremos con i(t) a la dimensión del k-espacio vectorial formado
por los elementos de grado t del ideal generado por una sucesión regular de n polinomios
con grados dl, . . . , d". Es conocido que i(t) es independiente del cuerpo k, y de la sucesión
regular. Definimos también

p(t) := (1th n ’1)+¿(t,. —t). (1.10)n - 1

Lema 1.6 Mt es una matriz cuadrada de tamaño p(t).

Demostración. La asignación que envía un monomio x’" de S“ en If" :v'" produce una
inyección de la unión de las bases monomiales de los S“ en los monomios de grado t que son
divisibles por algún mi“.Es fácil ver que la cardinalidad del conjunto de monomios de grado
t que no están en la imagen de esta asignación es precisamente Hd(t), donde Hd(t) denota
la dimensión de la parte de grado t del cociente del anillo de polinomios sobre k por el
ideal generado por una sucesión regular de polinomos homogéneos de grados dl, . . . , dn (cf.
[Jou2], 3.9.2). Es más, usando la asignación (71, . . .,7n) »—)(dl —1 —71,. . . ,dn — 1 —'yn),
se sigue que

Hd(t) = H¿(tn —t). (1.11)

Se puede calcular explícitamente la función de Hilbert usando la siguiente fórmula (cf.
[Macl], section 2):

n _ d¡ °°

—Hi=(i(_ly)ï/l = sz(t).yt. (1-12)

Entonces se tiene la siguiente relación de rangos:

rk (5“ ea - —- ea 5"") = rk S, —Hd(t).

Similarmente, se tiene que

rk (S‘"“" ea - - - ea S‘"“"‘)‘ = rk (S¿"_¿)’ —Hd(tn —t).

De aqui se sigue que Mt es una matriz cuadrada de tamaño

rk S, —Hd(tn —t) + rk S¿n_¿.

Como ¿(tn —t) = rk St", —Hd(tn —t), el tamaño de Mt es igual a

rk St + i(tn —t) = p(t).
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Observación 1.7 Ordenando convenientemente las bases monomiales, Mi es la matriz
que aparece en [Jou2], 3.11.19.7. En ella se puede reconocer la siguiente estructura:

[ A: tDtn-t ]Dt 0 (1.13)

Observación 1.8 Dado que 1/)” = 0 si y solamente si t < min{d,—},se tiene que \I'¿ =
1/)2't+ ’dJLgSi t > tn — min{d¿}, y qu = 1/)2't Si t > tn.

Finalmente, denotaremos con lEt la submatriz cuadrada de Mt formada como sigue:

_ * tE¿n_¿
[El O ]. (1.14)

Está claro por su definición que det(lE¿) = :t det(E¿) det(E¿n_¿).

Observación 1.9 Dualizando la transformación (1.9) se tiene que, ordenando conve­
nientemente sus filas y columnas, y permutando el orden de las variables 1:1,- - - , 21:",

th = Mtn—t y tE: = Etn—t­

1.2 Fórmulas a la Macaulay Generalizadas
La transformación 1,1)“definida en (1.7), se puede extender a la suma directa de los
¡st-espacios vectoriales de polinomios homogéneos de grados t- dl, . . . , t- dn, de la manera
siguiente:

Se-d, 69 9 St-d —) St" 1.15
(91 i 1 gn) H ZÏ=19ifi- ( )

También la transformación 1/22,", se puede extender a la suma directa de los k-espacios
vectoriales de polinomios homogéneos de grados tn —t —dl, . . . , tn —t —dn, obteniéndose
el siguiente morfismo:

(Sin-t)t 93 (St-dl G3' ' ' G3St-dn) 3 St G3(Sin-t-dl G3‘ ' ' G9St..—t—dn).- (1-16)

Luego, la matriz M, de la transformación \II¿definida en (1.8), se puede ver como una
elección de una submatriz cuadrada de la matriz de \ÏI¿en las bases monomiales. Enseguida
veremos que, de hecho, su determinante es un menor no nulo de tamaño máximo.
La siguiente proposición será útil en lo que sigue:

Proposición 1.1 Sea Mt’una matriz cuadrada con coeficientes en A tal que

A FI __ t tM,._[ o]
donde F, tiene filas y corresponde a una restricción de la transformación (1.15. Lo
mismo vale para F¿"_¿ en grado tn —t. Entonces, det(M¿') es un múltiplo (eventualmente
cero) de Resdh__.,dn(f1,. . .,fn).

(1.17)
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Demostración. Sean N := ZÏ=1#{a¿ E N" : Iail = di}, y k un cuerpo algebraicamente
cerrado. Dado a = (aa¡)¡a¡|=d.-,i=l,...,n G ICN,denotaremos la especialización de fl, . . . , fn
en a Por f1(a)(13),-.-,fn(a)(x) Glel­
Debido a la irreducibilidad de Resd,,..._dn(f¡,..., fn), la proposición estará probada si
mostramos que, para todo a E k” tal que el sistema de ecuaciones

f¡(a)(:r) = 0,...,f,.(a)(a:) = 0

tienen una solución no trivial en k", el determinante de la matriz especializada Mt’(a) es
igual a O.
Supongamos que (pl, . . . ,pn) es una solución no trivial. Sin pérdida de generalidad, pode­
mos suponer pl 7€0. Como las columnas de M[(a) están indexadas por todos los monomios
de grado t además de otros monomios, una de ellas está asociada a m‘l.Reemplacemos
todos los elementos de esa columna como sigue:

1. si el elemento pertenece a una fila indexada por un monomio 17, |7| = tn —t,
reemplazarlo con A7(a:);

2. si pertenece a una fila indexada por un monomio 11:"E S¿_¿¡, reemplazarlo por
1:7f¿(a).

No es difícil ver que, el determinante de la matriz modificada es igual a :v‘ldet(Mt’(a)).
Especializando m,-v—>pi, se tiene que el determinante de la matriz modificada será igual a
cero si y solo si det(Mt’(a)) = 0.
Para probar esto último, mostraremos que la submatriz de tamaño (¿(t) + 1) x (":51)
siguiente tiene rango menor o igual que :

A71(p) An- (p)
Ft(a)

Una vez probado esto, junto con una expansión de Laplace del determinante de la matriz
modificada, obtendremos nuestro resultado.
Si el bloque [‘F¿(a)] tiene rango menor que i(t), la afirmación es verdadera trivialmente.
Supongamos que este no es el caso, entonces se tiene que la familia

{Cv7fi(a)(1=), I" 6 Sz-d.-}

es una base de (f1(a)(:r), . . .,f,,(a)(a:)) ñ St, y la afirmación será demostrada, si vemos
que el polinomiozm“ A7(p):c"pertenece al ideal (f1(a)(:r),...,fn(a)(1:)).
Debido a (1.4) y (1.5), se tiene que

(2:1- y1)A(=v,1/)€(f1(a)(I),m,fn(a)(=r),f1(a)(y),--.,fn(a)(y))- (1-18)

Especializamos yi r—)pi, entonces (1.18) se lee como sigue:

tn

(xl-pnz ZMW e(f1(a>(z),...,fn(a)(a:)>.
J'=° l7l=j
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Como el ideal generado por {f,-(a:)}es un ideal graduado, y dado que pl 7€0, se tiene que

Zhl=j A7(10)X7G (f1(a)(X), ---,fn(a)(X)) para todo j- Ü

Antes de enunciar el próximo teorema, estableceremos la siguiente convención: si la matriz
lEt está indexada por el conjunto vacío, definimos det (lEt) = 1.

Teorema 1.10 Para todot 2 0, det (Mt) 7€0 ydet(IE¿) aé0. Además, se tiene la siguiente
fórmula a la Macaulay : _j:

Resd,,...,d..(f1,---af") _ det(Et) l

Para la prueba del Teorema 1.10, necesitaremos el siguiente lema auxiliar. Sean D¿ y Et
las matrices definidas en la sección anterior.

Lema 1.11 Sea t 2 O, y A un anillo que contiene a A. Supongamos tener una matriz
cuadrada M con coeficientes en A que tiene la siguiente estructura:

D, 0M=I:Ml M2],

donde Ml, M2 son matrices rectangulares. Entonces, existe un elemento m e A tal que

det (M) = m . det (Et)

Demostración. D, es cuadrada si y solamente si t > tn. (cf. [Macl], Section 3). En este
caso,

det(M) = idet(M2) det(Dt);

Debido a la fórmula de Macaulay (cf. [Macl], Theorem 5), se tiene que el miembro derecho
es igual a

i det(Et)ReSd¡,....dn(f1,' -' ,fn),
con lo cual el resultado se sigue fácilmente en este caso.
Supongamos ahora que 0 5 t 5 tn. Entonces, Dt tiene i(t) filas y i(t) + Hd (t) columnas,
y existe una biyección entre la familia .‘Fde Hd (t) monomios de grado t, y los menores
maximales mg: de D¿. Explícitamente, my es el determinante de la submatriz cuadrada
formada por todas las columnas indexadas por monomios no pertenecientes a 7-".
Se puede verificar que m; es el determinando denotado con (1);.-en [Cha3], para calcular
la subresultante asociada con la familia {11:7}.,€;.
Usando la fórmula a la Macaulay para subresultantes (cf. [Cha3]), se tiene que

m}-=Il:
donde A; es la subresultante asociada con la familia 7-".Es un elemento de A que se
anula bajo una especialización f1(a)(a:), . . . , fn(a)(a:) si y solamente si la familia {fiber
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no es una base del k-espacio vectorial formado por la parte de grado t del cociente
k[X1,. . . ,Xn]/(f1(a)(X),...,f,,(a)(X)) (cf. [Cha2]).
Sea mg.-el menor complementario de m; en M (o sea, el determinante de la submatriz
cuadrada de M formado evitando todas las filas y columnas indexadas por elementos de
my). Haciendo una expansión de Laplace del determinante de M, se tiene que

det(M)= Esf-my-m} =det(E¿)(Esf-mij‘Ï).7-' f

con s; = :L-1.Haciendo m := 21.3}- . m;- —A3- e A, conseguimos el resultado esperado.
El

A continuación, daremos la demostración del Teorema 1.10.
Demostración. En [Macl] está demostrado que det (Et) 960, Vt 2 0. Esto implica que
det (Et) 96O. Para probar que det (lEt) = det(Et) det(E¿,__.) divide a det(Mt), usaremos

el siguiente argumento: consideremos el anillo B := Z[ba¡]¡a¡¡=dh¿=1_m'n,donde ba, son
nuevas variables, y los polinomios

fb.iï= z bmx“ €B[X¡,...,X,,].
lail=di

Sea Df", la matriz de la transformación lineal witrt determinada por la fórmula (1.7)
pero usando la sucesión f“, . . .,f¡,,,, en lugar de f1, . . .,f,,. Hacemos A := Z[aa¡,ba,], y
consideremos la matriz M (a, b) con coeficientes en A dada por

_ At tDlrt
M (a, b) — [ Dt 0 .

Claramente se ve que M(a,a) = M¿, y por el Lema 1.11, tenemos que det (Et) divide a
det (M(a, b)) en A. Trasponiendo M(a, b) y usando un argumento simétrico, por el mismo
lema se puede concluir que det (Efrt) divide a det (M(a,b)) en A, donde Efr, tiene el
significado obvio.
Como el anillo A es un dominio de factorización única, y los elementos det(Et) y det(Efn_¿)
no tienen factores comunes no triviales en A porque dependen de diferentes conjuntos de
variables, entonces tenemos que

det (M(a,b)) = P(a, b) det(E.) det(Ef,_t)

para algún P e A.
Ahora, especialicemos ba, I—)aa... El hecho de que det (M¿) es un múltiplo de la resultante
ha sido probado en la Proposición 1.1 (ver también [Jou2], Proposition 3.11.1921) para
0 5 t S tn, y en [Macl] para t > tn. Por otro lado, como Resd,._._,dn(f¡,...,f,,) es irre­
ducible y depende de todos los coeficientes de f1, . . . , fn, mientras que tanto det(Et) como
det(E¿n_¿) no dependen de los coeficientes de fn, podemos concluir que ResallMd"(f1, . . . , fn)
divide a p(a,a). Es más, el próximo lema 1.12 muestra que ambos polinomios tienen el
mismo grado. Luego, su cociente es un número racional /\. Se puede ver que este número
es igual a :tl, considerando la especialización Xi“, . . . ,Xfi". El
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Lema 1.12 Para cada i = 1,. . . ,n, grado(a°_)(Mt), el grado del determinante de M, en
los coeficientes de f,- es igual a

grado(a°¡) (Resdhnqdnul, . . . , fn)) + gradowai) (Et) + gradomi) (E¿n_¿)
= dl . . . di_1di+1. . .dn + gradohoi) + gradohaí) (Egn_t).

Demostración. Llamemos Ju(i) := {3:7e Sum,- 2 di, 73-< dj Vj 96 2'},donde u toma los
valores t y tn —t. De las definiciones de wn y Et, se sigue fácilmente que, si ót es un menor
maxima] de Dt,

gradowoi) (ót) —gradomi) (Et) = #J¿(i).

Haciendo una expansión de Laplace del determinante, se puede ver que det (Mi) se escribe
como

det (Mt) = z .95- m5 oót . ó,n_¿
¿tuótn-t

donde 35 = :tl, 6¡n_¿es un menor maximal de "Dtrt y mg es un menor de tamaño Hd(t)
de la matriz At. Como cada coeficiente de A, tiene grado 1 en los coeficientes de algún
fi, el lema quedará probado, si mostramos que

#J¿(i) + #J,,,_t(i) + Hd(t) = dl...d¿_1.d,-+1...dn. (1.19)

Tal como fue observado en la prueba del Lema 1.6, Hd(t) se puede calcular como el
cardinal del siguiente conjunto:

Hd];Z={1137e St,'YJ'<

y dl . . . d,-_1.d,“ . . .dn es el cardinal de

I“,-:= {:zzï”“41:31-32:31 , 71-< dj Vj}.

Para probar (1.19), alcanza con exhibir una biyección entre F,-y la unión disjunta

J.(z')U J¿n_¿(i)U HM.

En realidad, los conjuntos J¿(i) y Jtn_¿(i) y H,“ son disjuntos dos a dos, excepto cuando
t = tfl - t. Pero lo que sigue muestra que la biyección está bien definida, aún en ese caso.
Sea 17 e Fi, 7 = (71,...,'y¡_¡,7¿+1,...,'yn) con 'yj < dj‘v’j 9€i. Si Iïl 5 t, entonces hay
un único 7,-tal que 'y := (71, . . . ,7”) e N3 verifica: |7| = t. Si 7,-< di, entonces asignamos
a :r”7el monomio 3:7 E H¿_¿.Si no fuera asi, le asignamos m7 E J¿(i).
Si Iïl > t, sea 7‘ el multiíndice

(dl _ 1_'Yl)"'1di-l _ 1_7i—l)di+l_ 1_7i+11---)dn_ 1

Entonces, |77| < tn —t, y existe un único 7,- tal que el multiíndice 'y definido por

(dl -1—'71,---,di—1 _1_'Yi—h7iadi+l —1—'Yi+1,---,dn—1—7n)
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tiene grado tn —t. Podemos entonces asignar a a:ï el monomio 3:7 e J,n_,(i) siempre y
cuando "y,-2 di. Supongamos que esto último no ocurre, esto implicaría que el monomio
con exponente

'Y' 1: (71,---,'7i—1,di - 1 —’Yi,'7i+1,.--,dn)

tendría grado t contradiciendo el hecho de que WI> t.
Con estas reglas, es bastante sencillo verificar que se obtiene la biyección deseada. El

Cambiando el orden de la sucesión (f1, . . . , fn), y aplicando nuevamente el Teorema (1.10),
se puede deducir el siguiente

Corolario 1.13 Resdhwdn(f1,...,fn) = mcd{menores mazimales de \ÏI¿}.

1.3 Estimación del tamaño de Mt

En la sección anterior hemos construido, para cada entero t 2 O,una matriz Mt de tamaño
p(t), cuyo determinante es un múltiplo no trivial de Resd,,____¿n(f1,...,f,,), y cuyo factor
extraño es un menor de este determinante. En esta sección estudiaremos cuál es la matriz
de menor tamaño que se puede conseguir.
Podemos escribir a p como

pa): (n+t—1)+(n+tn—t—1)_Hd(tn_t).n-l n-l

Claramente, + ("mL-1‘")es la restricciónde un polinomiod)(t)en una variable
real t. Este polinomio es simétrico con respecto a 5g (o sea, ¿(Lg + t) = 49%L- t) para
todo t). Es más, d)alcanza su mínimo en el intervalo [0,tn] , en el punto t = Dado que

p(t)= _ Hd“)= (p(tn_ t) _ Hd(tn_ t) = p(tn_ t)!

para estudiar el comportamiento de p, necesitamos entender cómo varía Hd(t) respecto
de t.

Notaremos con [sc]a la parte entera del número real 2:. Notar que cuando tn es impar,
P([%‘]) =P([%‘] +1)­

Proposición 1.2 H¿(t) es una función decreciente sobre los puntos enteros del intervalo
[0, [53]] ­

Demostración. Vamos a probar este resultado haciendo inducción sobre n. Si n = 1, la
afirmación es evidente dado que tl = d —1 y H¿(t) = 1,Vt = 0,. . .,d —1. Supongamos
entonces que la afirmación es verdadera para n variables, y hagamos

Ti := (d1,.--,dn+1) E N3“,
d Z: (d1,...,dn).
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Sea t < t+ 1 5 . Queremos ver que <p(t) := H3(t + 1) —Hd-(t)es no negativa.
Teniendo en cuenta la expresión (1.20) se tiene que, para todo t E No, H3(t) es igual a la
cardinalidad del conjunto

hem“: |7|=t,057,-<d,-—1,i=1,...,n+1}.
Luego, se puede calcular de la siguiente manera:

dn+l-l

Z: #{76N31 I7I=t—j,057,-5di—1,i=1,...,n},
J'=0

lo cual da la igualdad H¡(t) = 2?;3‘4 H¿(t —j). De aquí se sigue que

oa)=IQU+1)—Hut+1—dMn.

Si t+1 S , deducimos que <p(t)2 0 por la hipótesis inductiva. Supongamos entonces
que

tn tn+l— < — .
[2] < t+ 1 _ [ 2 l

Como H¿(t + 1) = Hd(t,, —(t + 1)) = H¿(t,, —t —1), es suficiente verificar lo siguiente

t,,—t—12t+1—al,1+1
tri-15%],

lo cual es inmediato. Luego, el resultado se sigue nuevamente usando la hipótesis induc­
tiva. El

Corolario 1.14 El tamaño de la matriz Mt es minimal sobreNo cuando t = .

Demostración. La función p(t) mide el tamaño de esta matriz. Por (1.21), esta función
tiene un mínimo absoluto en el punto sobre los puntos enteros de [0,tn]. Esto vale
dado que (15allí alcanza su máximo,y Hdel mínimo. Si t > tn, tenemosque p (t) =
Para t en este rango, se puede ver fácilmente que

p(tn)=( )-1<p<t).

Luego, p(t) > p(tn) 2 p ([524) - Ü

Sean p := 221:, di/n el promedio de los grados, y q := ¿2%.Notar que excepto en el caso
lineal, que ocurre cuando todos los d,-son iguales a 1, se tiene que p > 1 y q < 1.

n+m—1
n-1

Proposición 1.3 Supongamos p > 1. El cociente entre los tamaños de la menor matriz
M, y la matriz de Macaulay clásica M¿n+1se puede acotar porn-l

m 52‘?­
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Demostración. Notar que, cuando tn es par, tn —[tn/2] = [tn/2] y cuando tn es impar,
tn —[tn/2] = [tn/2] + 1. En ambos casos,

pg[t..¿2])< 2012/”) = 2 (un/21+n>...<[tn/2J+2)=p(tn+l) - (tn+n)...(tn+2)

tn+n tn+n—l

S 2 (lt-29"?)n-l

Como tn = np —n, se tiene que

w < =1+¿:q,
tn +n _ np 2 2p

que es lo que se quería probar. El

1.4 Bezoutianos y Residuos
En esta sección vamos a explorar relaciones duales entre bezoutianos y residuos mul­
tidimensionales. Esto nos permitirá probar una especie de recíproco del Teorema 1.1,
que nos dirá que, para una familia especializada {f1(a)(a:), . . . , fn(a)(z)} C k[a:] tal que
Resdhwdn(f1(a)(:c), . . .,f,.(a)(z)) 960, hay una matriz cuadrada Mt’del tipo (1.17), tal
que det(M¿'(a)) 7€0. Detalles y demostraciones acerca de esta teoría pueden encontrarse
en [BCRS, CDSl, Tsi, Kun].
Supongamos que Resdhufln (f1(a)(:v),..., fn(a)(a:)) 96 O. Esto implica que la variedad
algebraica definida por {f,-(a)(a:) = O} C k" consiste del único punto 0 E k". Entonces,
a cada polinomio h e k[a:], se le puede asociar el residuo en 0 e k" de la n-forma
meromorfa:

h(y)dy1 A . . . /\ dyn(¿JZ:—.
f1(a)(y) - - -fn(a)(y)

Esto define un operador k-lineal de k[Y] en k :

h(y)dy¡ /\ . . . /\ dyn)f1(a)(y) - - -fn(a)(y)

Usando la fórmula de Weil, junto con la equivalencia entre los criterios de pertenencia
local y global a ideales de funciones analíticas (cf. [CDSL Wei]), se tienen los siguientes
resultados de dualidad:

h r—)Ro(h) := reso(

1. h(:t) = Ro (h(y) A(z,y)) en el anillo cociente k[a:]/I(a).

2. h e I(a) si y solamentesi Ro(f h) = 0, para todo f e

3. Si h es un polinomio homogéneo de grado t, t 7€tn, entonces Ro(h) = 0.
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Aplicando estas propiedades a la situación que estamos estudiando, tenemos que, para
cada h(:v) e k[:v]de grado t,

MI) = Ro(My) Z A7(I)y") = Ro(My) z mmm) =I'rlstn I7I=tn—t

= z Ro (My) 347)A701?)­
I7I=tn-t

De aquí se deduce inmediatamente la siguiente afirmación:
La familia {A7(1:)}¡.,¡=¿n_¿,(resp. I'yl= t ) genera la parte graduada del cociente en grado
t (resp. tn —t).
Recordemos también que el bezoutiano es un objeto bien definido en el cociente de k[z, y]
por el ideal (f¡(a)(a:), . . . , fn(a)(:z:), f1(a)(y), . . . ,f,,(a)(y)), es decir que, para cada familia
de polinomios p,-(:v,y), q¿(:1:,y) e k[z,y] i = 1,. ..,n, si hacemos

fl.

ACB,y) == A0541) + Epi-(93,21) fi(a)(I) + qi(Ivy)fi(a)(y)1 (1-22)
i=l

usando los resultados de dualidad mencionados anteriormente, se tiene que el polinomio
A(x, y) tiene las mismas propiedades que A(:r, y).
Ahora podemos enunciar el resultado principal de esta sección.

Teorema 1.15 Si Resdhmfl"(f¡(a)(x), . . . , fn(a)(:1:)) 7€0, existe una matriz cuadrada M,’
como en (1.17) tal que det (M¿'(a)) 960.

Demostración. El hecho de que Resd,_____¿n(f1 (a) (:c), . . . , fn(a)(x)) no sea cero, implica que
f1(a)(:v),. . . , fn(a) es una sucesiónregularen Luego,las dimensionesde las partes
graduadas del cociente k[X]/ I (a) en grados t y tn —t son e i(tn —t) respectivamente.
Podemos elegir entonces bloques Ft y Ft"; como en (1.17) de tal manera que F¿(a) y
F¿n_¿(a) tengan rango máximo. Supongamos win pérdida de generalidad que los bloques

Ft y Ftn_¿ son de la forma respectivamente, donde Q¿(a) y Q¿n_¿(a)
Q1 :| Qtn-tR; y RW

son matrices cuadradas inversibles de tamaño máximo. Vamos a probar que, con esta
elección de menores, la matriz Mt'(a) es inversible.
Nuestra matriz especializada será de la forma siguiente:

A Ql(a)
M,’(a) = t R¿(a) .

tQt,.-t(a') th,.-t(a) 0

Aplicando operaciones lineales en las filas y columnas de M,’(a), podemos transformarla
de la manera siguiente:

0 Á; Rz(a)
Ü 0 Qt(a) ]thn-Áa) tiza-¿(0) 0 ,
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donde el bloque [Át] es cuadrado y de tamaño Hd(t).
Pero es fácil verificar que Á; corresponde a las coordenadas en grado t de otro bezoutiano
Á(a:,y) (en el sentido de (1.22)). Esto ocurre puesto que cada operación lineal aplicada
a M¿’(a), cuando se la aplica al bloque At, puede interpretarse como una combinación
polinomial de f¿(a)(:c) y fi(a)(y) aplicada al bezoutiano A(:v,y).
Usando el hecho de que {Á.,(a:)}¡.,¡=¿genera el cociente en grado tn - t, se tiene que

0 Á,
det < ‘Qn-Ka) th..-z(a) > 9€0'

De aqui, el resultado se sigue fácilmente. El

1.5 Ejemplos
Sean n = 3, y (d1,d2,d3) = (1,1,2). Tomemos como polinomios genéricos a

f1 = 01171 + (12132+ 03173

f2 = bi-Ti + ¡921172+ (7333

f3 = 611:? + C233 + 031123+ enla» + 051711173+ 0533233

En este caso, ta = 1. La matrix clásica de Macaulay (en nuestra notación, M2) es la
siguiente:

0.1 O 0 a2 (13 0

0 a2 0 a1 0 a3

0 (13 0 a1 a2

0 bg 0 bl 0 ba

0 0 b3 0 bl bg

Cl 02 63 C4 05 05

O

Su determinante es igual a -a1Resl_1,2. Aquí puede verificarse fácilmente que el factor
extraño IEes la submatriz de tamaño 1 x 1 formada por el elemento (2, 4) de la matriz.
Por otro lado, si tomarnos t = 0, podemos exhibir una fórmula determinantal para
iResng. En efecto, el determinante de

al a2 aa
Mo = bl bz ba ,

A(1,0,0) A(0,1,0) A(0,0,1)

es igual a Res¡_¡_2.Aquí, los A7 son los coeficientes del bezoutiano (1.5). Más precisamente,
se tiene

A(1_0’0) = 0112265— alb364 — b1a2C5 + b1a3C4 + Clagbg — c1a3b2

A(0.1,0) = aibzcs - G15302 - l71(1266+ ¿310302

A(0,0,1) = (1113203— bla2c3
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Tomemos ahora n = 4, y (d1,d2,d3,d4) = (1,1,2,3). El grado crítico es, en este caso, 3.
La matriz clásica de Macaulay, M4, tiene tamaño 35 x 35. Como el grado de Resum es
igual a 17, sabemos que su factor extraño debe ser una submatriz de tamaño 18 x 18.
Veremos más adelante que una de las matrices de menor tamaño posible entre las M,-es
M1, de 12 x 12 :

(Ainsa) A22.0,0,0) A32,0,0,0) A‘(12,o,o,0)al 0 0 cl \
0 0

A(10.2,o,o) A302,09) Aguada) A'(1o,2,o,0) 0 a? 0 0 b? 0 0 C2

go,o,2,0) A30,0,29) 80.029) A209,20) 0 o a3 0 0 C3

(o,o,o,2) A o,o,o,2) A80,0,02) o,o,o,2) 0 O 0 a4 0 0 ¿’4 C4
1,1,0,0) A 1,1,0,0) 1,1,0.0) A 1,1,0,0) a2 al 0 0 bl 0 0 CS

Ml = A(1,0,1,0) A 1,0,1,0) A 1,0,1.0) A 1,0,1,0) a3 0 al 0 0 bl 0 CG

A(1,0,o,1) Agnom) A(1,0,o.1) A(1.o,o,1) a4 0 0 al 0 0 bl C7
l A4 (13 (12 0 ba bg 0 Cg
(0,1,1,0) A91.1.0) Agenda) So.1,1,o) 0

(10,1,o,1) áo,1,0.1) 30mm) 20.1,04) 0 a4 O a2 b4 O b? 69
A(10,0,1.1) (o.0,1,r) (o,0,1,1) A(o,o,1,1) 0 0 a4 a3 0 ¿’4 ¿’3 CIO

al (1,2 a3 a4 O 0 0 0 O 0 0 0\bl b2 b3 bqooooooooj
donde

f1 = a1X1+ 02X2 + (13X3+ a4X4
f2 = b1X1+ l)ng + b3X3+ b4X4
f3 = chl2 + C2X22+ c3X32+ C4X42+ chng + 66X1X3

+C7X1X4 + CngXg + CgX2X4+ 010X3X4,

y f4 es un polinomio genérico de grado 3 en cuatro variables. Además, para cada 7, |7| =
2, escribimos

A7(X)= z AíXj,
J'=l

El determinante de esta matriz es :talResl,1_2_3,y el factor extraño es la submatriz de
tamaño 1 x 1 obtenida tomando el elemento en la quinta fila, sexta columna.

1.6 Algunas Fórmulas más Generales

1.6.1 Fórmula de Macaulay Generalizada
Siguiendo las ideas originales de Macaulay, se puede ver que hay cierta flexibilidad en
la elección de las bases monomiales que definen los conjuntos S“ para obtener otros
menores maximales no nulos de \ÏI¿, es decir, diferentes matrices cuadradas Mt’ cuyos
determinantes serán múltiplos no nulos de Resdl____,d,_(f1, . . ., fn) con diferentes factores
extraños det(E{), det(E;n_,), para submatrices cuadradas Ej, Ej", de Mt’.Además de la
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elección obvia que se consigue permutando los índices en las variables 1:1,. . . ,zn, otras
elecciones se pueden hacer como sigue.
Para cada i = 1,. . .,n, hagamos d,-:= (dl, . . .,d,_¡,d,+1, . . . ,dn) y definamos H¿¡(t) para
cada entero no negativo t usando la siguiente igualdad:

Hjaéi (1 _ ydj) oo z
—(1_WH =z H¿¡(t).Y.t=0

Hagamos tambien, para cada t G No,

A, Z: {X'yGSi: 'yj< dj,j=1,...,n}.

Proposición 1.4 Sea M,’una submatriz cuadrada de la matriz de \ÏI, en las bases mono­
miales, de tal manera que el tamaño de M,’es p(t). Denotemos sus bloques como en (1.17).
Supongamos que, para cada i = 1,. . . ,n, el bloque F, tiene exactamente H¿¡(t —di) de
sus filas correspondientes a f,- l en común con la matriz D, definida en(1.7) y, además, el
bloque F,n_, comparte exactamente H¿(tu —t —d,) filas correspondientes a f,- con D,"_,.
Entonces, si det no es idénticamente cero, Resd,____,dn(f1,...,f,,)se puede calcular

como el cociente w, donde IE; es una matriz que se forma uniendo dos submatrices
E; de F, y El”, de F,n_,. E; (resp. Eírt) se obtiene omitiendo las filas en común con
D, (resp. D,n_,) y las columnas indexadas por todos los monomios comunes en D, (resp.
D,n_,) y todos los monomios en A, (resp. A,n_,).

Demostración. Esta situación está considerada en [Mac1](Section 6a). Allí se prueba
que, si Ft' (resp. F’n_¿) denota la submatriz formada omitiendo en F, (resp. F,"_,) las
columnas indexadas por todos los monomios en A, (resp. A,n_,), y det(F,’) 7€ 0 (resp.
det(F,’n_,) 76 0), entonces la subresultante asociada con la familia {937,7 e A,} (resp.

A,n_,)se puede calcularcomoel cocienteW (resp. W) En particular, El y
EQ", son submatrices de determinante no nulo.
Se puede usar entonces la misma idea que aparece en [Cha2],[Cha3] para calcular la
subresultante como un cociente de determinantes, observando que la subresultante es en
realidad el determinante de un complejo de Koszul, y que el factor extraño no depende
de la familia de monomios cuya subresultante se desea calcular.
Por todo esto, podemos concluir que todo menor maximal de F, (resp. F,n_,) es un
múltiplo de E; (resp. Eírt). Luego, existe una versión similar del Lema (1.11) con F,
en lugar de D, y E; en lugar de E,. La proposición queda demostrada, ya que también se
tiene una versión similar del Teorema (1.10). El

1.6.2 Polinomio Característica Generalizado

Dado un sistema de polinomios no homogéneos en n —1 variables f1,...,f,, con gra­
dos respectivos d1,...,d,,, agregando una n-ésima variable, podemos homogeneizar es­
tos polinomios y considerar la resultante asociada con sus respectivas homogeneizaciones

lque una fila sea correspondiente a f,- quiere decir que, en esa columna, los únicos elementos no nulos
que pueden aparecer son coeficientes de f,­
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f1, . . ., fn. Sin embargo, esta resultante puede anularse idénticamente debido a que la
familia uede tener ceros en el infinito del es acio ro ectivo an" aún cuandol) a n p

no haya raíces afines comunes al sistema

f¡,=...=f'n=0.

En este caso, podemos extender la construcción realizada por Canny en [Can2] del poli­
nomio característico generalizado(PCG) para la matriz de clásica de Macaulay, Mth, a
matrices Mt para cualquier entero no negativo t. De hecho, cuando especializamos f,- en
mi"para todo i = 1,...,n,

til-l dn-l
d _l_ l dn- - 'n . .nA<z,y>=z---zzu u yen-ya,

jl=0 jn=0

y M¿ tiene una única entrada no nula en cada fila y cada columna que es igual a 1,
así que det(M¿) = :tl. Si ordenamos las columnas de Mi de tal manera que bajo esta
especialización sea la matriz identidad, definimos el polinomio C¿(s) como

__ Charpoly (MMS)CAS)--
donde Charpoly significa polinomio característico.
Por la observación previa, tenemos que

C¿(s) = Resdh___,¿n(f1 — s 1:1", . . .,f,. — s :c‘lt").

Es más, esto implica que C¿(s) coincide con el PCG de Canny, C(s), pero para su cálculo
hemos usado matrices de menor tamaño. Las consideraciones hechas por Canny acerca
de cómo calcular más eficientemente el PCG también pueden aplicarse a este caso.
Cerramos esta sección recordando el Teorema 3.2 de [Can2] que explica por qué esta
noción es útil.

Teorema 1.16 (Canny) Supongamos

f1, . . “¡in G k[u1,. . . ,Um][X1,. . . ,Xn_l]

y sea W una componente de dimensión m-l del conjunto de ceros comunes de f1, . . . , f"
en k’" x lP’"’1. Entonces, C¿(s) G k[u¡, . . . ,um][s]. Escribiendo

C¿(s)= ZCflul, . . . ,um)tj,
J'=¿

con r = XLI dl . . .d¿_1 -d¿ . ..dn y Cf(u¡, . . .,um) 960 el coeficiente de menor grado, se
tiene que, dado w e k'"le’"‘1, sea nu(w) su proyección sobre km. Entonces, Cf(7ru(w)) = 0
para todo w G W.
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Capítulo 2

Fórmulas a la Macaulay para
Resultantes Ralas

2.1 Preliminares

Comenzaremos este capítulo revisando algunas definiciones y propiedades de polítopos
convexos y resultantes ralas . Más detalles y demostraciones pueden encontrarse en [CLO,
EM, GKZ2, Roj, Stul, Stu2].
Sean Ao, . . . ,An conjuntos finitos del lattice Z". Hagamos m,- := #(Ai), rn := ELO m,-y
Qi := conv(.A¿), 2'= 0, . . . ,n. Por conv(') entenderemos “cápsula convexa” en el espacio
euclídeo LR := L <8)IRC IR", siendo L el lattice afín generado por ELO Ai.
Para cualquier subconjunto J C {0,1,...,n}, consideremosel lattice afín generado por
Eje, Ai, y sea rk(J) el rango de este lattice. Para cada a E Ai, introduciremos un
parámetro cm. Consideremos la familia de polinomios genéricos:

f¿(:r¡,...,:rn)=Z:ci,a:r“ (i=0,...,n). (2.1)
a€A¡

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. El vector de coeficientes (ciya)a€A¡de una tal
familia define un punto en el producto de espacios proyectivos sobre K, PEZ“l x. . .le’fiz” l.
Denotaremos con Z al subconjunto de aquellos sistemas de la forma (2.1) que tienen una
solución en (110)", donde 1K"denota el toro 1K\ Con 7 denotaremos la clausura
Zariskide Z en IPB?“lx x PQ".

Teorema 2.1 [GKZ2, Stu2] La variedad proyectan 7 es irreducz'bley está definida sobre
Q. Su codimensio’n en IPB?“-lx x IPB?"-l es igual a

max{#(1)— rk(I)},

donde I toma valores sobres todos los subconjuntos de {0, 1, . . . , La codimensión de 7
es 1 si y solamente si hay una única familia {AL-e, tal que
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1. rk(I) = #(I) —1,

2. rk(J) 2 #(J), para cada subconjuntopropio J de I.

Definición 2.2 [Stu2] Si I satisface las condiciones 1 y 2 dadas en el teorema previo,
entonces la familia {A¿}¡e¡ se dice esencial .

Notar que si cada Qi es n-dimensional, es de fácil verificación el hecho de que el único
conjunto que satisface las condiciones 1 y 2 es I = {O,1,...,n}, así que en este caso, 7
tiene codimensión 1.
La resultante rala mizta ResA(fo, . . . , f") se define como sigue:

si codim(Z) = 1, entonces ResA(fo,._. . , fn) es el único polinomio irreducible (salvo
signo) en Z[c.-,a]que se anula sobre Z.

Si codim(Z) 2 2, entonces ResA(f0, . . . , fn) se define como el polinomio constante
1.

Teorema 2.3 [PS, Stu2] Si la familia de soportes {A0, . ..,.An} es esencial, entonces
para cada i = 0,. . . ,n, el grado de ResA(f0, . . .,fn) en los coeficientes de f,- es igual al
volumen mixto normalizado

MWQO,“-,Qi—1,Qi+1,...,Qn) ;=

ZJC{0,...,i—l,i+l,...,n}(-1)#(J)v0l(ZjEJ QJ')
uol('P) ’

donde uol(') quiere decir volumen eucli'deo en el espacio vectorial real ER, y 'P es un
paralelepi’pedofundamental con ue’rtices en el lattice C. Más en general, si existe un único
subconjunto {JL-he,-que es esencial, la resultante rala mixta coincide con la resultante de
la familia {fi : i e I}, respecto del lattice 21.6, A4.

Ejemplo 2.4 Tomemos Ao = A1 = A2 = {(0,0), (0,1) (1,0) (1,1)}, y consideremos los
polinomios

fo = Co.(o,0) + Co,(1,0)131+ Co,(o.1)ï52 + Co,(1,1)17112,

f1 = Ci,(o,o) + Ci,(1,0)171+ Ci,(0.1)552+ Ci,(1,1)í5112,

f2 = 02,(0.0) + €2,(1.0)931 + €2.(o,1)-'52 + C2,(1.1)171932­

Aqui’, los politopos de Newton Q0, Q1, Q2 son iguales entre sí, e iguales al cuadrado uni­
tario C := [0, 1] x [0, 1], cuyos vértices son precisamente los puntos del soporte común. Se
tiene, entonces,

gradocoeficientesdef,-(ReSAUO,f1, = MV(C1C) = 2, i: 0,1,2­
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En este caso, la resultante rala se puede calcular usando una fórmula determinantal pre­
sentada por Dixon en [Dirt]:

Co,(0,0) 00.0.0) Co,(o,1) co,(1_1) 0 0

Ci,(o,0) Ci,(1,0) 61,(o,1) Ci,(1_1) 0 0

_ €2.(0,0) C2,(1,o) 02,(o,1) 02,(1,1) 0 0

ResAUo’ fl’ f2) det 0 Co,(o,0) 0 Co,(o,1) Co,(1,0) Co,(1,i)

0 Ci,(o,o) 0 Cl,(o,1) Cl,(1,0) Cl,(1,1)

0 €2,(o,0) 0 €2,(o,1) €2,(1,0) €2,(1,1)

Ejemplo 2.5 Tomemosahora

A0 = {(Oioli (212)) (113)};
A1 = (2,0)!(112)};
A2 = {(3,0)1(1)1)}1

y consideremos la familia de polinomios

fo = a1 + (122%.‘173+ (131711123,

f1 = bl+b213ï+b3131117%,
f2 = clzvÏ + c211 1:2.

Usando la fórmula dada por el Teorema 2.3, se tiene que

MV(QO)Q1) = 71MV(Q0) Q2) = 7) MV(Q1)Q2) =

En este caso, la resultante rala es

aïbgc'lscz + 3aÍa2bgbgc'Ïcg + 3aï‘agb3bgcïcg —13aÏa2a3bÏb2bgcÏcg —7aÏa3blbgbgcÏcg
+6aïagbí‘b2bgcícg + aïagbgbac; —aïagaabïbgcïcá + SaÏagagb‘fbgcÏQ —aÏazagblbgbacÏcÏ}
+14aïagbïbgbgcïcg + aïagbgclcg —Zalaábïbgbgcïcg —SalagagbÏbgcÏ63 + agb‘fbac‘fcg
+2a1aga3b‘fb3b3c‘fcg —2a1a2agbïb‘écïcg —Talagbí’bgbgc‘fcz + agagbïbzcïcg + agbíc'l’

Veremos más adelante, en el apartado 2.2.4, que la resultante de polinomios homogéneos
presentada en el capítulo anterior puede ser interpretada como una resultante rala.

Definiremos las caras de un polítopo Q C CR C IR", como sigue: sea v un vector de IR".
Hagamos

mew) ==33mm},
y llamemos

Qu == Q ñ {m G R": (mm) = mo(v)}

la cara de Q determinada por v. El vector u se llamará un vector normal interior de Qu.
Si dim(Q,,) = n —1, entonces Q1,se llamará facet.
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2.2 Fórmulas a la Macaulay para polinomios genera­
lizadamente no mixtos

En esta sección, construiremos matrices a la Macaulay para el caso en el que todos los
polítopos Q,-son múltiplos enteros de un polítopo fijo P, es decir cuando existen números
enteros positivos ko, k1, . . . , kn tales que

Qi=conv(A,-)=k,-P,i=0,...,n.

Este caso aparece en [CDS2], en el contexto de la geometría de variedades tóricas. Familias
de polinomios con esta propiedad, se pueden identificar con elementos “homogéneos” en
el anillo de coordenadas de una variedad tórica proyectiva (en el sentido de [Cox2]), con
“grados”ao, . . . , an, donde cada a,-es un divisorQ-amplio (ver Vamosa llamarlos
polinomios generalizadamente no mixtos porque, como caso particular, contienen a las
familias de polinomios no mixtos, que son aquellos para los cuales todos los soportes A,­
coinciden.
Las matrices que se construirán aquí generalizarán las matrices Mi, con t > tn dadas en
el capítulo anterior, que en realidad fueron construidas por primera vez por Macaulay en
[Macl]. En la nueva terminología, el caso homogéneo tratado en el capítulo anterior es
en el que todos los conjuntos A,-son múltiplos del simplex fundamental

Sn:={(q1,...,qn)€R"=05‘11'51’2‘55”
i=l

Advertencia: Es necesario tener en consideración los soportes, dado que la resultante
rala depende directamente de la familia de soportes (A0,.Á¡, . . . ,An), y está claro que
diferentes soportes pueden dar los mismos polítopos Q0, . . . , Qn (see [Stu2]).

Observación 2.6 Es fácil ver que, en el caso de polinomios generalizadamente no mixtos,
debido al Teorema 2.1, para que la resultante no sea constantemente 1, el polítopo P debe
ser n-dimensional. También, está claro que, en este caso, LR = R".

Dados A e on y un ó e Q" genérico en el sentido de [CEL CE2, Stu2], nuestro algoritmo
producirá una matriz de tipo Sylvester M cuyas filas y columnas estarán indexadas por
los puntos enteros de

8:=((ko+k¡+...+k,,+/\)P+ó)nc, (2.2)

y cuyo determinante será un múltiplo no nulo de la resultante rala. Identificaremos además
el factor extraño det(M)/ResA(fo, . . . , fn) como un menor de este determinante.
Tal como en [Macl], el algoritmo será recursivo sobre la dimensión del polítopo P, y en
sus pasos intermedios usará la técnica de subdivisión mixta de Canny y Emiris presentada
en [CEL CE2, Stu2], y que se detalla en la sección 7.1.2 de esta memoria.
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2.2.1 Construcción de la Matriz M.

Dados A y 6 como antes, hagamos Q := /\ P. Sea V(Q) C Q" el conjunto de vértices de
Q. Observar que estos puntos no necesariamente tienen todas sus coordenadas enteras.
Elijamos un vértice bo G Ao, y consideremos las siguientes funciones de levantamiento:

wo! Ao —) R
bo H 1
b »—> o sibaébo

(2.3)wi: 3> li oa VbEAi, i=1,...,n

w: V(Q) —) IR
b 0

l
Vb e V(Q).

Definimos

Q 3= (wi(b)beA¡.i=o,1,...,m w(b)bGV(Q) ) G Rm+#V(Q)

y consideramos los polítopos levantados en Rn“ :

Qm := conv{(a,wi(a)): a e
Q9 := conv{(b,w(b)) : b E V(Q)}.

Al proyectar las caras superiores (es decir aquellas que tienen vector normal interior
con última coordenada negativa) de los Qi'n (resp. Q9) obtenemos una descomposición
coherente mixta Am (resp. An) de los polítopos Qi (resp. Q).
Similarmente, al proyectar las caras superiores de la suma de Minkowski

Qon + Qm + ---+ an + Q9,

obtenemos una descomposición coherente mixta de

Qz=Qo+Q1+...+Qn+Q. (2.4)

Cada celda en esta descomposición es de la forma

F=F0+F1+...+Fn+F,

donde F,- (resp. F) es una celda en Am, (resp. Ag).
Dado que las funciones de levantamiento que usamos en (2.3) son esencialmente triviales,
se pueden reconocer las siguientes celdas en A1'9,...,An,g,An :

o Los polítopos Q1, . . . , Qn, Q, que son la proyección de las caras determinada por el
vector (0, —1) e R" x IR;

o Para cada v e IR"\ {0}, las caras Q1”, . ..,an,Q,,, que son la proyección de las
caras de los polítopos Qi x 0, i = 1, -—- ,n y Q x 0 determinadas por los vectores
(v, a), donde a es un número negativo cualquiera .
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Sobre A03 se tiene lo siguiente: la proyección de la cara correspondiente a (0, —1) es el
conjunto formado por el único elemento {bo}. Por otro lado, es fácil de verificar que toda
celda de dimensión n en la descomposición es la cápsula convexa de bo y una facet de
Q0 que no contiene a este punto. La llamaremos Fw, donde v denota la normal interior
entera primitiva correspondiente a la facet.
Luego, podemos caracterizar todas las celdas maximales (de dimensión n) en la descom­
posición de Q como sigue:

o {bo} + Q1 + + Qn + Q. Esta celda se dirá primaria .

o F0.” + Q1” + . .. + an + Qu, para algunos v G R". Éstas serán llamadas celdas
secundarias, y estarán asociadas a vectores v e IR"no nulos .

El próximo Lema será útil para lo que sigue después:

Lema 2.7 Supongamos que dim(F0_,,)= n. Entonces, para todo q G Q, si

F0_,,n {m e LR: (m,v) = q} 7€(0,

existe un Aqe on tal que esa intersección es un polítopo congruente con Aqu.

Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que bo = 0, entonces F0,” será
la cápsula convexa del origen de LR y un conjunto finito de puntos que llamaremos
{v¡,...,vM}, todos ellos cumpliendo la propiedad siguiente: (zh-,22)= /\., < 0, o sea,
perteneciendo a un hiperplano que no pasa por el origen.
La intersección de Fw, con un hiperplano paralelo a Pv será distinta de vacío si y solamente
si Av5 q S 0. Si esto ocurre, esa intersección será la cápsula convexa de

{Alvv1,...,Aiva},

que es igual a ¿Quo = ¡951603.El

La matriz de Sylvester que vamos a construir tendrá en cuenta si los puntos están en un
desplazamiento infinitesimal de la celda primaria o no. La primer suposición que haremos
sobre ó es que todos los puntos de (Q + 6) ñ L pertenezcan al interior del trasladado en
6 de alguna celda maxima] (primaria o secundaria)

Puntos en la Celda Primaria Trasladada.

Procederemos como en [CEL CE2, Stu2]: elegimos funciones de levantamiento genéricas
(1)“. . . ,GJmcDcon dominios en A1, ...,.A,,, V(Q) respectivamente, de manera tal que, al
proyectar las caras del revestimiento superior del polítopo levantado en an“, se produzca
una descomposición coherente mixta estricta de la suma de Minkowski

Q1+...+Qn+Q.
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Esto implica que cada celda n-dimensional .7:en la descomposición se escribe como

R+B+m+fl+E
donde E- es una celda de Am, F es una celda de AL;y

n = dim(Fl) + . . . + dim(Fn) + dim(F).

Como consecuencia, se tiene que al menos una de estas dimensiones es igual a 0.
El contenido defila de un punto p E ({bo} + Q1+...+ Qn + Q + 6)0L será un par (i, a)
definido como sigue:

o sip —ó —bo está en una celda que se escribe como .7: = F1 + + F" + F, y
dim(Fj) = 0 para algún j E {1, . . . ,n}, i será el mayor índice tal que dim(Fi) = 0,
y a el único punto de la celda F,- (o sea F,-= {a}).

o Si dim(Fy) > OVj, (o sea dim(F) = O), entonces i := Oy a := bo.

Diremos que la celda .‘Fes mixta de tipo 0 si la última condición se cumple; de otro modo,
se llamará no mixta.

Observación 2.8 Los conceptos de contenido de fila (row content), celdas mixtas y no
mixtas (mixed and non-mixed cells) definidos previamente, se usan con un significado bas­
tante diferente en [CE], CE2, Stu2]. Veremos algunas relaciones entre ambos conceptos
en el Ejemplo 2.23.

Ahora procederemos a definir los elementos de la matriz M que se encuentren en las filas
indexadas por aquellos puntos p en el conjunto

({bo}+Q1+...+Qn+Q+ó)nL

como sigue: cualquiera sea p’ E 8, el elemento de M indexado por (p,p’) será igual al
coeficiente de Ip, en la expansión del polinomio xp’“ f¿(a:) donde (i, a) es el contenido de
fila de p.

Puntos en las Celdas Secundarias 'I‘rasladadas.

Seav e R" tal que
fv=FO,v+le+---+Qny+Qv

es una celda maxima] en la descomposición de Q. Esto implica lo siguiente:

o dim(Pv) =n— 1, Qu = AP”, and in = ¡cl-PU,i=0,1,...,n.

o dim(F0_,,) = n.
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Intersecando Fw, + ó con hiperplanos paralelos a PU,y usando el Lema 2.7, se puede ver
fácilmente que (.7-"1,+ ó) ñ L se puede escribir como una unión disjunta de conjuntos del
tipo

(APv+k1P.,+...+kan+APv+6)DE, ieozo. (2.6)
Aquí es donde interviene el paso recursivo: escribimos (2.6) como

(¡cva + . . . + knPu + AvPv + ó) n L, /\., e QZO (2.7)

y consideramos la familia de polinomios asociada a la v-facet

f¿v(a:¡,...,a:n)= z emm“(i=1,...,n). (2.8)
aeQ.-,,nA.­

Como v es un vector entero primitivo, existe una base de Z" como Z-módulo de la forma
{1),112,- - - , vn}. Consideramos la transformación Z-lineal e inversible:

: Z" —) Z"
5 (2.9)av+zizzaivi r—)(a,a2,---,a,,).

Aplicando esta transformación a los soportes, se puede ver a la familia (2.8) como un
conjunto de n polinomios en n —1 variables con soporte en un lattice de dimensión n —1.
Es más, debido al hecho de que in = kin, tiene dimensión exactamente n —1, es
inmediato verificar que la familia {in ñ A¿}¿=¡,_._In.es esencial, lo cual implica que la
resultante rala de los polinomios (2.8) no es constantemente 1. La denotaremos como

Resv(f¡v, . . .,f,,v). (2.10)

Como ahora estamos en una dimensión menos, podremos usar la hipótesis inductiva con
un poco de cuidado: si llamamos L1,, C L al lattice ortogonal a v, y LA,v+...+AM al
sublattice de Lv generado por A1,,+ -- -+ AM, entonces se tendrá que, para cada Av2 0,
hay [Lv : LA¡v+...+AM]matrices cuadradas de la forma MM” indexadas por los puntos de
(2.7) cuyos determinantes son múltiplos no triviales de (2.10), y cada una de ellas tiene el
mismo grado que Resv(f1v, . . . , fnv) en los coeficientes de flv (flv hará el papel que tenía
fo en el paso anterior).
Tal como ocurre en la celda primaria , cada una de estas matrices tendrá en la fila
correspondiente a un punto p, las coordenadas en la base de monomios de la expansión
de zp’“ fiv(a:) para algún par (a, Para definir los elementos que irán en la fila indexada
por p de la matriz M procederemos como antes, el lugar indexado por (p,p’) lo ocupará
el coeficiente de Ip, del polinomio :cp‘a f,-(:z:).
Como estamos usando una construcción recursiva, resta verificar que, en el caso n = 1,
este procedimiento construye una matriz de tipo Sylvester para dos polinomios en una
variable ([Syl, Mac1]), lo cual es inmediato (ver el Ejemplo 2.20). Si los soportes generan
el lattice afín Z, la matriz estará indexada por un conjunto de monomios del tipo

{:r‘l‘,xï+l,...,z‘l‘+3} a e Z,s e N.
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Observación 2.9 Observar que, en cada paso de la recursión, necesitaremos imponer
ma’s condiciones sobre ó para garantizar que todos los puntos enteros de 8 se encuentren
en el interior de las celdas trasladadas (de cualquier dimensión). Está claro que esto
ocurre para un 6 genérico.

Observación 2.10 Sea dv el “v-dia'metro” de la celda [Fu que se define como sigue:

dv := 223g<m,v) —"12139.1(mm). (2.11)

Se puede verificar inmediatamente que, el número de matrices del tipo MM” es exacta­
mente d,,[L',,, : LA¡U+...+AM].Además, debido al hecho que F¡, F2,...,Fn, F son facets
asociadas a v, la diferencia (2.11) se puede calcular también como

mea};(m, v) —¿112%(m, v). (2.12)

Observación 2.11 En cada paso de la recursión, los puntos que se encuentran en las
celdas secundarias trasladadas del paso previo se distribuyen en nuevas celdas primarias o
secundarias de una dimensión menos. La nueva celda primaria se subdivide nuevamente
en celdas mixtas y no mixtas, y asi' sucesivamente.
Tendremos en cuenta esta información, que nos servira' para decir que un punto estará
en una celda mixta de tipo i, si pertenece al trasladado de una celda mirta de dimensión
n —i. Con esta convención, se tiene inmediatamente que, si un punto esta' en una celda
mizta de tipo i, entonces los elementos no nulos de la fila de M indexada por este punto
son coeficientes de fi.
También está claro que, al final de la recursión, todo punto de 8 tiene asociado un con­
tenido de fila.

2.2.2 Formula a la Macaulay Generalizada.

Antes de enunciar el resultado central de esta sección, notemos que det(M) está bien
definido salvo si no dado ue no hemos fi'ado nin ún orden entre los elementos de 8. Deg 1 q J

la misma manera Res o, . .. n está bien definida salvo si no, así ue las relacionesa A 1

que aparecerán entre estos objetos van a.ser siempre “módulo signo”.

Teorema 2.12 La matriz M es una matriz de tipo Sylvester genéricamente no singular.
Además, se tiene la siguiente fórmula a la Macaulay:

det (M) = Res/¡(fm . . .,fn) det (IE),

donde IE es la submatriz cuadrada de M formada omitiendo todas las filas y columnas
indexadas por puntos que se encuentren en celdas mixtas.
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Observación 2.13 Por definición, se tiene que IE no contiene coeficientes de fo, asi
que como un corolario inmediato del Teorema 2.12, se tiene que det (M) tiene el mismo
grado que ResA(f0,..., fn) en los coeficientes de fo. Reemplazando el papel de f0 por
el de cualquier otro fi, i = 1,. . .,n, conseguiremos también una fórmula para calcular
ResA(fo, . . . , fn) como el máximo común divisior de los determinantes de n + 1 matrices
(al respecto,ver[CE], CE2,

Demostración. Antes que nada, probaremos que, dado un punto p G 8, si p’ pertenece al
soporte de 12"“ fi, (donde (i, a) es el contenido de fila de p ) entonces p’ debe ser también
un punto de 8. Esto dará como resultado que M es una matriz de tipo Sylvester.
Veamos las distintas posibilidades que se presentan:

o Si el punto pertenece a la celda primaria trasladada, el mismo argumento dado en
[CEL CE2] (y usado en [Stu2]) se aplica a esta situación.

o Si el punto pertenece al trasladado de una celda secundaria, digamos .‘Fv,debido a
(2.5), el polinomio 21”“ fiv tiene su soporte contenido en

F0.v+Qlu +--'+an +Qv+6­

Esto, sumado al hecho de que, en las celdas secundarias, i es siempre mayor que 0,
implica que

¿Ep-“ficFo,”4'le+...+Q¡_1v+Qi+Qi+1v+...an+Qv+ó

y este último es un subconjunto de Q + 6. De aquí se sigue inmediatamente la
afirmación.

Una vez que tenemos que M es una matriz de tipo Sylvester, el hecho de que la resultante
rala ResA(f0, . . . , f") divide a det (M) sale usando el siguiente argumento, que es el que
se da en [CEL CE2], y que repetiremos aquí para conveniencia del lector:

Proposición 2.14 Sean V1 y V2 dos Z[c1-Ia]-mo'duloslibres con bases de monomios de
Laurent {:r‘”,:1:72,- - - ,x"°} {x7ll,:r'75, - - - ,3373} respectivamente, y qb: V1 —>V2 un morfis­
mo tal que 1:7‘ v—)p¿(a:) fm.(1:) E V2, donde p,-(1:) es un polinomio, y 0,- 6 {0,1,---,n}.
Entonces, el determinante de ab respecto de las bases monomiales es un múltiplo de
ResA(fo, - - - , fn) (eventualmente cero).

Demostración. Alcanza con ver que cada vez que los polinomios fo, - . —, fu son especial­
izados de tal manera que su resultante se anula, entonces dbconsiderada como transfor­
mación k-lineal, no es sobreyectiva.
Supongamosque fo(a:), E k[a:]tienen un cero común 1/)en el toro F". Si d),
fuera sobreyectiva, ciertamente se tendria una escritura del tipo

17" = Ao(I)fo(z) + - - - + An(=v)fn(1=)­
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Especializando ahora 1/)en 9:, se tiene 1/27,!= 0, una contradicción. Debido a que la
resultante es la ecuación que define la clausura de la variedad en el espacio de coeficientes
de todos los polinomios que tienen un cero común en el toro, esto prueba el enunciado. El

En nuestro caso, tenemos V1 = V2 = (asp,p e IE), y el morfismo 45manda xp en :v”‘“f¿(:c),
donde (i, a) es el contenido de fila de p. Las observaciones anteriores garantizan que la
imagen de dbestá contenida en V2.

En lo que sigue, consideraremos det (M) como un polinomio en Z[c,-_a]y probaremos que
no es idénticamente cero, mostrando que su término más alto con respecto a algún orden
monomial es no nulo. Para ser más explícitos, veremos que, dado el vector

Ü := (wmwl, . . . ,wn) e Rm, (2.13)

donde los w,-fueron definidos en (2.3),

initw(det 7€0. (2.14)

Aqui,

initflz cua"):= z cana“.
(Ü,ao)=max(ü,a)

se llama la “forma inicial” de z coa“. Al escribir det (M) como un polinomio en cm,o con
coeficientes en Z[c,-,a\ {co,bo}],se tiene que el término de grado más alto de este polinomio
es (2.14).
Debido al papel especial que f0 ha tenido en la construcción de esta matriz, tendremos
que el número de puntos enteros que se encuentren en el interior de alguna celda mixta
de tipo 0 trasladada, es igual a M0 := MV(Q1,. . . , Qu) que es precisamente el grado de
ResA(fo, . . . ,fn) en los coeficientes de fo ([HS, CEI, CE2, Stu2]). Luego, se tiene que

gradocoeficientes de ¡o (ReSAUo, - - - 1f 11))= gradocoeficientes de ¡o (det(M)) '

Esto, sumado a la manera particular en la que hemos levantado los polítopos (solo levan­
tando el punto bo), implica que

det (M) _ imita (det(M))
ReSÁ(f0)“')fn) z'nitü(Riga/¡(fm''-1.fn))

coeficiente de c320en det(M)

_ coeficiente de 03780en ResA(fo, . . . , fu).

Para demostrar el teorema, procederemos como en [Macl], mostrando que el numerador
de esta última fracción es no nulo, y que el cociente es det(IE). La demostración será
nuevamente por inducción sobre n.
El caso inicial (n = 1) está completamente contenido en las fórmulas clásicas dadas en
[Macl]. En el caso general, para calcular init5(det(M)), procederemos como en [CEL
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CE2, Stu2]: introducimos un parámetro t de deformación, y reemplazamos la familia de
polinomios (2.1) por:

fm := z t“‘(“)x“, i: o,1,. . . ,n, (2.15)
aeA.‘

y consideremos la matriz modificada M (cm t“"(“)) .

Observación 2.15 En realidad, debido a que los wi son todos cero excepto uno de ellos,
se tiene que,

.m,=%mm“+zúmmmflfl
fm = fi i 2 1­

Luego, inita (det(M)) será el coeficiente principal del determinante de la matriz M(ci,a t‘”"(“))
pensada como polinomio en t.

Cualquiera sea p E 8, sea h(p) el mayor número racional tal que

(P —5, h(Pll G Qn = Qo.n + Qm + - - - + Qn,n + Qn­

Las siguientes observaciones serán útiles más adelante:

Lema 2.16 La función h verifica lo siguiente:

1. 0 < h(p) S 1, para todop E 8.

2. h(p) = 1 si y solamente si p —6 pertenece a la celda primaria .

3. Si p-ó y q-ó pertenecen ambos a la misma celda secundaria, digamos JF”,entonces

h(p) = h(q) <=> (p, v) = (q, v).

4. Si p e (Ji, + 6) ñ L, su contenido de fila es (i,a), y v’ 96Av, /\ > 0, entonces

((P —5 - aa h(P)) + (Qm X {0}» n Qn(v,t') = Ü, Vl' G Rm; (2-16)

donde valp) C IR“l es la cara de Q9 determinada por (v, l’

Demostración del Lema: Las dos primeras afirmaciones son evidentes. La tercera de ellas
es consecuencia del hecho siguiente: Ji, es la proyección de QQW), donde l es un número
real negativo fijo. Además,

p_óa (1-6 e f1) <=> (p_ 61h(p))a(q—óvh(q)) e Q9(v,l)­

Luego,
((10- <5,h(p)), (v, 0) = ((q - ó,h(q)), (11,0),

y de aquí se tiene fácilmente la tercer afirmación.
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Por último, notemos con l e Rd, el número real tal que la facet QQW) se proyecta
biyectivamente sobre IF”. Debido a las condiciones de genericidad impuestas sobre ó, se
tiene que el punto pg := (p —6,h(p)) debe pertenecer al interior relativo de 9m“). Si
v' = Av, y l’ = /\l, con A 5 0, es implicaría quel’ 5€R4,, lo cual está fuera de las hipótesis,
así que podemos suponer sin pérdida de generalidad que (v', l’) no es paralelo a (u, l).
Entonces, se puede desplazar el punto pg dentro de la facet 9m”), en la dirección de
la proyección ortogonal del vector —(v',l') sobre el hiperplano {(z, (v,l)) = 0}. Pero el
argumento de convexidad dado en [CE1, C132]implica que para todo punto qg que se
encuentre en la facet ng), debe ocurrir que

(In — ((1,0) + Qu) ><{0} C Qa­

Luego, si (2.16) no fuera cierto, los puntos en común con la facet valy), después de este
desplazamiento, ya no pertenecerán a Qn, lo cual es imposible.
D

Ahora, usaremos el mismo argumento de convexidad dado en [CEL CE2, Stu2] de la man­
era siguiente: para cada p e 8, multiplicaremos todos los elementos la fila correspondiente
a p por t"(”)“""(“),donde -como es usual- (i, a) denota el contenido de fila de p. Llamemos a
la matriz que se obtiene de esta manera M’(t). No es difícil ver que el coeficiente principal
de det(M’(t)) es inita(det(M)).

Proposición 2.1 Sean 0 < 71 < 72 < < 'yN= 1 los distintos valores que toma h(p)
al variar p entre los puntos de 8. Entonces, el coeficienteprincipal de det(M' (como
polinomio en t) se factoriza como

N

Hdet (Mi), (2.17)

donde Mi es la submatriz cuadrada de M construida eligiendo todas las filas y columnas
indexadas por aquellos puntos p tales que h(p) = 'yj.
Este producto también se puede factorizar como sigue:

det(MN) H (det(M,‘,). . .det(Mgv)) , (2.18)
fu

donde la productoria se toma sobre todas las celdas secundarias 7-2,,y las Mi son matrices
del tipo Mm,“ definidas en el apartado 2.2.1, es decir, una matriz de tipo Sylvester para
calcularla resultanterala asociadaa lospolinomios

Demostración de la Proposición: Para calcular el término de grado más alto en t de
det(M'(t)), dejaremos en cada columna todos los elementos que tengan la mayor potencia
de t que aparezca en esa columna, y reemplazaremos por 0 todos los elementos que no
tengan esa potencia. Llamaremosa esta matriz mod(M’ Si el determinante de esta
matriz no es cero, será lo que estamos buscando.
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Para comenzar, se tiene que, en M' (t), la mayor potencia de t que puede aparecer en
la columna indexada por p’ es exactamente h(p’). Luego, en mod(M’(t)), en aquellas
columnas indexadas por aquellos p’ para los cuales h(p’) = 71 no pueden haber elementos
no nulos en aquellas filas indexadas por puntos p tales que h(p) 7€ 71, si no se tendría
h(p) > 71, con lo cual, la potencia de t que aparece en el lugar (p,p’) de la matriz sería
estrictamente más grande que 71, lo cual es imposible.
Esto implica que mod(M'(t)), después de dividirla por alguna potencia de t y reordenar sus
filas y columnas de tal manera que los puntos p’ para los cuales h(p’) = 71 se encuentren
en primer lugar, tiene la siguiente estructura:

M1 A
. 2.1

( 0 B ) ( 9)

Repitiendo este argumento recursivamente, se tiene que, ordenando convenientemente sus
filas y columnas, la estructura de mod(M’ es triangular tal como sigue:

M1 * *

0 M2 *

É É * ’

0 0 MN

con lo cual se tiene la primer parte de la proposición.
Para demostrar (2.18), fijemos j < N. Entonces, los puntos p para los cuales h(p) = 'yJ-< 1,
se encuentran en celdas secundarias trasladadas. Las denotaremos con fu, +6, . . .va +6.
Ordenamos las filas y columnas de MJ-de tal manera que los puntos de fu, + ó aparezcan
primero, los puntos de JF”,+ ó inmediatamente después, y así sucesivamente.
En primer lugar, mostraremos que:

MIU-M) 0 0

Mi = Mg'vz) 0 ,

0 0 M<j.vM)

donde Mm,“ denota la submatriz de MJ-cuyas filas y columnas están indexadas por
puntos pertenecientes a la celda fu, + ó.
Para probar esto, consideremos la familia deformada (2.15). En Rn“ se tiene la relación
siguiente:

supp (th(p)'“‘(“)a:p’“f,-'w) = (p —a, h(p) —w,(a)) + Qm C Qn + (6, 0)

donde (i, a) es el contenido de fila de p. Además, el punto

(p - a, h(p) - wi(a)) = (p - a, h(p))

pertenece a la facet del polítopo trasladado Q9 + (ó,0) determinado por un vector normal
interior del tipo (uk, l), l e R<o.
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Debido al último item del lema anterior, no puede haber coeficientes no nulos en la
expansión del polinomio

thlpl-w¡(0)zP-afi w (220)

cuyo multigrado en (11:,t) esté en contacto con el borde de Qg + (6,0) a menos que corre­
spondan a puntos que se encuentren en la facet determinada por ('Uk,l). Esto implica que,
si el punto (q, s) es un exponente que aparece en la expansión de (2.20) y q no pertenece
a la celda secundaria desplazada :ka + ó, entonces (q, s) debe ser un punto interior de
Qg + (6,0), y esto implica que s < h(q).
Luego, debido a la observación hecha al principio de esta demostración, se tiene que el
elemento que ocupa el lugar (p,q) en mod(M' es cero. Esto da la estructura de MJ­
que habíamos anunciado.
Ahora, recordando la Observación 2.10 y usando el tercer ítem del Lema 2.16, se ve que
MU“) es en realidad una matriz del tipo Mu)”. Es más, todas las matrices de este tipo
aparecen en la productoria, y de aquí el resultado sale directamente. El

Ahora retornamos a la demostración del teorema. La hipótesis inductiva nos dice que
det(MÏ,) 7€ 0, Vv, i, y usando el levantamiento realizado en la celda primaria con las
funciones (DI,. . .ch,á), (ver apartado 2.2.1), se tiene que det(MN) 7€0. Es más,

det(MN) = cgng det(lEN) 7Éo, (2.21)

donde EN es la submatriz de MN formada por aquellas filas y columnas indexadas por
puntos pertenecientes a celdas no mixtas (see [CEL CE2]). Esto prueba que det(M) 960.
Usando nuevamente hipótesis inductiva, tenemos que cada det(MÏ,) se factoriza como
ResA(flv, . . . , fu”) por un menor det(lEf,) formado eligiendo filas y columnas no mixtas en
Mi. Entonces, se tiene

initÜ-det(M)= cagodet(]EN)H (Res(f¡v, . . ., fm)“ HHdetGEi). (2.22)
fu 17., i

Eligiendo todas las filas y columnas de M indexadas por puntos pertenecientes a celdas
no mixtas, se puede hacer una versión similar de la Proposición 2.1 para la matriz IEen
lugar de M, y se tendrá que IEtambién tiene una estructura de bloques que nos permitirá
escribir su determinante de la manera siguiente:

det(]E) = det(IEN) H H det(lEf,). (2.23)
.‘Fu i

Para completar la demostración del teorema, deberemos mostrar que

inita(ResA(fo, . . . , = C3320H (Resu(flya' ' '1fnu))du '
fu

Para ello, usaremos el Teorema 4.1 de [Stu2], que nos dice que

mitaResAuo, . . . , In» = i H (ReSj-(folFm. . . ,mande,
í'
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donde .73varía sobre todas las facets de la descomposición coherente mixta dada por Ü en
la suma de Minkowski

Q2=Q0+Q1+...+Qn.
Explícitamente, tenemos que

con F,- = conv(.A;), A; C Ai,

fiIF}1= z Ci.aIa,
aGAfi­

Res,-rdenota la resultante rala asociada a la familia de soportes (A6, . . .,.A;l), y d; es
igual al único entero tal que (ReSj-(folp‘o,. . . , fnlpn))dj- tiene grado total

ZMV(F01---1F‘I—I,E+la-"117111)­
l=0

Usando las mismas observaciones que en el apartado 2.2.1, se encontrará que la descom­
posición inducida por á) sobre Q es similar a la que induce sobre Q. Para ser más precisos,
obtendremos una gran celda primaria de la forma bo + Q1 + . . . + Qn, y para cada v tal
que fu sea una celda secundaria de Q, habrá una celda secundaria .731,en Es más, toda
celda maxima] en Ó es de este tipo.
Para la celda primaria de Ó, tendremos que

_ b
fOIFo —' c0,bo :1: o 1

fiIF¡ = fi Z=11"')n1

lo cual implica que el único conjunto esencial en la familia de soportes (A6, . . . ,Afil) es el
formado por el único elemento {bo}, así que, en este caso, Resj:(fo|p0, . . . , fnlpn) = com.
Un cálculo explícito nos dice además que d - = MV(Q¡, . . . ,Qn) = Mo.
Tomemos ahora un vector 'u tal que fu sea una celda de dimensión máxima. Esto dice
que folpo tiene un soporte n-dimensional, y que

fila. = fiy 2'=1,...,n.

Luego, en este caso, el único conjunto esencial es n in}¿=1_,__,n,y

ReSj-u(folpo,...,fnlpn) = Resv(f¡v, . ..,fnv).

Sólo queda por probar que dÏvy dv coinciden. Observemos que

MV(F1, . . .,Fn) = MV(QIU,. . .,an) = 0

debido al hecho de que los soportes están en un hiperplano, luego la suma de Minkowski
de cualquier subconjunto de {F1,. . . , Fn} no puede tener volumen n-dimensional positivo.
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Para calcular los otros números incolucrados en la definición de df”, vamos a usar la
relación recursiva que satisface el volumen mixto ([Ber, CLO]):

Mvfl(F0)Fl)"‘)E-11E+11"'1F7l)=
Zu’ aF0(v,)Mv;1—l((Fl)v'?(Fl-l)v’1(E+1)v'i' ' ' ) (Fn)v')a

donde la suma se toma sobre todos los vectores u' tales que Pv: es una facet. Aquí,
MV;l ((Fi).,z)denota el volumen mixto normalizado con respecto al hiperplano Lv: C L
ortogonal a v’, y

ap°(v’) := —min (m,v').
mEFo

Como se tenía que F,-= in, resulta que

MVLH((F1)v',(E_1)v',(E+1)uu--.,(Fn)ul) = 0,

a menos que u’ = u o v' = —v. Luego,

MV"(F0,F1,...,E_1,E,...,Fn) =
(04700))+ aFo(_v)) Mv;1—l ((Fl)vs (Fl-1L), (Fl+l)v - --1(Fn)v)

y, debido a que

1gradomesa= Z; Mvim ((F1)v,(n_1)v,(a+1)u...,(Fn)u),
l=l

obtenemos que
dí}, = (apo(v) + aFo(_U)) [Cu =¿Alan-MM], (2-24)

y esto es exactamente lo que hemos calculado en la observación 2.10. El

Corolario 2.17 Cualquiera seai = 0, 1,. . . , n, el número de puntos que se encuentran en
el trasladado de una celda mixta de tipo i es exactamente MV(Q0, . . . ,Q,-_¡, QiH, . . . , Q").

Demostración. Se tienen las siguientes igualdades

gradocoefidentes de¡¡(det(lE)) = #{puntos no mixtos de tipo i},
gradocoeficientesde fi det(M)) = #{puntos no mixtos de tipo

+#{puntos mixtosde tipo

El

Observación 2.18 Al comenzar el algoritmo, pedimos que bo sea un vértice de Ao, pero
esta condición no es esencial sino que minimiza el número de celdas secundarias. Como
una consecuencia inmediata, tenemos que
Si la familia {f,-}¿=0'___'nes esencial, entonces cualquier coeficiente genérico cm aparece en
ResA(f0,. . . , fn) con potencia más alta igual a MV(Q0,...,Q¡_1,Q¿+1,...,Qn).
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Observación 2.19 Hemos usado el algoritmo de levantamiento de Canny y Emiris en las
celdas primarias para garantizar la construcción de matrices con determinante no nulo, y
con el mismo grado que la resultante en los coeficientes de algún fi. Se puede ver que el
teorema principal vale si uno garantiza un método que le permita construir recursivamente
matrices de tipo Sylvester cuyo determinante no sea idénticamente cero, y que tenga el
mismo grado que la resultante rala en los coeficientes de algún fi. Esto fue notado por
Macaulay en el caso homogéneo (ver [Mac1], section 6a y apartado 1.6 de esta memoria).

2.2.3 Ejemplos

Ejemplo 2.20 (El Caso Unidimensional) Hagamos

Ao := {0,2,4}, A1 := {4,8}.

Aqui, el lattice afin L es igual a 2 Z, y el poli'topo P es el segmento unitario [0, 1]. Hagamos
/\ := g, 6 := á, y bo := 0. Entonces, haciendo cuentas, se tiene:

o e: 4+l,14+é n22: 6,8,10,12,14;
3 6

los puntos que se encuentran en la celda primaria trasladada son 6, 8 y 10; los otros
puntos pertenecen a la (única) celda secundaria trasladada.

Hay una única manera de llenar las filas de la matriz M que están indexadas por
puntos que se encuentran en la celda secundaria desplazada. En este caso, tenemos
que

2:12 I—) 1:4 fl (mixta)

:r“ I—) 2:6fl (mixta).

Si bien hay infinitas funciones de levantamiento LD],¿2)sobre A1 y V(Q) = {0, g},
no pueden producir más que dos tipos de descomposición coherente mixta estricta
del segmento

5

[4,8+ 5] = Q1+Q.

Ezplicitaremos los dos casos:

1.

:56 r—) 3:6 fo (mixta)

m8 ¡—) za fo (mixta)
1:10 v—) 1:sz (no mixta),

que corresponde a los levantamientos que producen la misma partición que

JJ1(4,8)=
63(0)?) = (0,0);
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2.
1:6 I—) 552f1 (no mixta)

¿va H 1:6fo (mixta)
21° H 23 fo (mixta),

que corresponde a los levantamientos que producen la mismo partición que

) (0,0
(0,1

oo1(4,
(0,EnEl V.V

NIO"
V

I

Observar que ambos casos dan esencialmente la misma matriz. La única diferencia es que
las filas están indexadas con puntos distintos. Tomando

fo = a+bxÏ+cmÏ,
f1 = dm?+ ezÏ, (2'25)

obtenemos la siguiente matriz

a b c 0 O

0 a b c 0
M = 0 d e 0 0

0 O d e 0

0 0 0 d e

La submatriz IE aqui consiste de la matriz 1 x 1 formada por el elemento e que aparece en
la fila y columna 3 de M. Expandiendo det(M) por la última columna, se tiene que

a b c 0
0 a b c

det(M) —e 0 d e 0 ,
0 O d e

y entonces se puede ver fácilmente que el determinante de la matriz que quedó en el
lado derecho de la igualdad corresponde con una resultante de Sylvester cla'sica para dos
polinomiosen una variable, que en este caso es la resultante del sistema

Observación 2.21 Esta situación ocurrirá para cualquier sistema de dos polinomios en
una variable, cualquier /\, bo y cualquier 6 genérico. El algoritmo producirá siempre la
misma matriz de tipo Sylvester dada por Macaulay en [Mac]

Ejemplo 2.22 Vamos a calcular la resultante del sistema dado en el ejemplo 2.4. To­
memos /\ := 1, asi que Q sera’ el cuadrado unitario. Elegiremos como vértice bo al punto
(0,0). En este caso, C = Z2, la celda primaria es igual a 3 veces [0,1] x [0,1], y hay dos
celdas secundarias asociadas a los vectores normales interiores (-1,0) y (0, —1).
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Hacemos ó := y obtenemos que 8 consiste de 16 puntos, nueve de ellos en el
trasladado de la celda primaria . Ezplz'citamente, tenemos que

8={(a,b)€Z2:15a,b54}.

En este caso, los polinomios facets {fm jgu} se pueden considerar (después de un cambio
lineal de coordenadas) como polinomios en una variable, las filas correspondientes a puntos
pertenecientes a celdas secundarias trasladadas pueden completarse a la Sylvester, como
en el ejemplo anterior. Para determinar las entradas de las filas indexadas por puntos en
la celda primaria , usaremos las siguientes funciones de levantamiento sobre los conjuntos
(ordenados)
Ai = V(Q) = {(0,0) (1,0) (0,1) (1,1)} =

Observemos que las funciones de levantamiento son restricciones de funciones lineales so­
bre ]Rz. Usando cualquier algoritmo que calcule cápsulas convezas, como el que se presenta
en [Emi4], podremos construir la matriz M, que tendrá las siguientes caracteristicas:

fila coeficientes de celda tipo

¿1:12:32 ¿vle f1 primaria no mixta
:cïzg zïzg fo primaria mixta
:cï’xg zïzz f1 primaria no mixta
113123 :0le f2 primaria no mixta
z'ï’zg zïzg f2 primaria no mixta
21:23 35:13::fo primaria mixta
113123 3:13: f2 primaria no mixta
safari} 3:12: f2 primaria no mixta '
233123 xÏx f1 primaria no mixta

afin:f1 (-1,0) —secundaria mixta
:vrl’xf2 (-1,0) - secundaria no mixta

z‘fzg 1:11‘32f2 (-1,0) - secundaria mixta
212; :vlrc f2 (0, —1) —secundaria mizta
zïzá :cÏz f2 (0, —1)—secundaria no mixta
zïzá mía: f2 (0, —1)- secundaria no mixta
21‘23 mía: fl (0, —1) —secundaria mixta

Luego, escribiendo f,- = a,-+ bizl + ng + dilllílïz y ordenando los monomios como en la
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tabla, obtendremos que

( a1 bl 0 Cl dl 0 Ü 0 0 0 0 0 0 0 0 0 \0 ao bo 0 co do O 0 O 0 0 0 0 0 0 0

0 a1 bl 0 Cl dl 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ag bg 0 eg dg 0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0

0 ag bg 0 eg dg 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0

O 0 0 0 O ao 0 O co do bo 0 O 0 0 0

0 0 0 ag bg 0 Cg- dg 0 0 0 0 0 0 0 0

M = 0 0 0 0 ag bg 0 eg dg O O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 a1 bl 0 c1 dl O 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 a1 0 0 cl dl bl 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ag 0 0 eg dg bg 0 0 0 0 0

0 O ag 0 0 eg 0 0 0 0 dg bg 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 ag bg 0 0 0 O eg dg 0 0

0 0 0 0 0 0 0 ag bg 0 0 0 0 eg dg 0

0 0 0 0 0 O 0 0 ag bg 0 0 0 O eg dg

\ o 0 0 o o 0 0 0 al bl o 0 o o c1 d1 j

y

( a1 0 Cl dl 0 0 0 0 0 0 \0 bl 0 cl 0 0 0 0 0 0

ag 0 Cg dg O O O O 0 0

0 bg O Cg 0 0 0 0 0 0

E _ O O 0.2 bg 02 dz 0 0 0 0
0 0 0 0,2 0 62 dz 0 O O

0 O 0 a] 0 Cl dl 0 0 0

0 0 0 0 0 0 eg bg 0 0

0 0 0 0 0 a2 bg 0 02 dz

\ 0 0 0 0 o 0 a2 o 0 c2 j

Con la ayuda de Maple, se puede chequear que

det(M) = iReSd¡,...,d,.(fo, f1, fn) detÜE),

y que det(IE) se factoriza como

—cg(—clag + 0162)b2(cld2 —d162)(—b2C1 + (7162).

Tambien podemos verificar en este ejemplo, que el término principal de det(M) como
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polinomio en ao es el determinante de esta matriz:

f al bl 0 c1 dl 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 W
0 ao O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0

0 a1 bl 0 Cl dl 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ag bg O Cg dg 0 0 0 O 0 0 O 0 0 0 0

0 ag bg 0 Cg dg 0 0 O 0 0 0 0 O 0 0

0 O O 0 O ao O 0 O 0 0 0 0 O 0 0

0 0 0 (12 bg 0 02 dz 0 0 0 O 0 0 0 0

0 0 0 0 ag bg O Cg dg 0 0 O 0 0 O O (2 26)
0 0 0 0 a1 b] 0 C] dl 0 0 0 0 0 O 0 , .

0 0 0 0 0 0 0 0 0 dl bl 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 dg bg 0 0 0 0 0

0 0 0 0 O 0 0 0 O 0 dg bg O 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Cg dg 0 0

0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 eg dg 0

0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 Cg dg

k O 0 O 0 0 0 0 0 O 0 0 0 O 0 c1 dl j

y podemos reconocer en esta matriz la estructura de bloques que establece la Proposición
2.1. Expli'citamente, tenemos un bloque de 9 x 9 correspondiente a la celda primaria, y
dos bloques asociados a las celdas secundarias, de tamaños 3 x 3 y 4 x 4 respectivamente.
Calculando el determinante de (2.26), obtendremos:

—a3cg(—c¡ag + alcg)b2(—02d1 + d261)2(b1d2 —b2d1)(62b1 —Clbz),

y podemos verificar fácilmente que

det(IE) = Cg(—Cl(12+ 0162)b2(-62d1 + d201)(62b1 —Clbg),

(-ngl + (1261),
(bld2 — b2d1)

RGS(0__1)(61172 + (111311112,62172 + (121111112)

Res(_1_o)(blz¡ + dlazlzg, bgzg + dgzlrcg)

como esperábamos.

Ejemplo 2.23 Queremos calcular la resultante rala de la familia

fo = al + (12131+ 03132,

f1 = bl + l)le + bgíliz + (74:17?+ 1151121122+ bsíltg, (2
fg = c1 + ngvl + 031132+ c412?+ 0533112+ 0533+ '

+0711}? + 031131132+ 091311173+ 0101133.

Aquí, A1-= {(a, b) e N3: a + b 5 i+ 1}, i = 0,1,2, el lattice 8 es Z2 y los poli'topos Qi
son múltiplos enteros del simplez unitario Sg. La resultante rala coincide con la resultante
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homogénea del capítulo anterior aplicada a las homogeneizaciones de los f,- (ver [CLO,
Mac1l).

Para calcular esta resultante, hacemos Q := 0 y bo := (0,0). La celda primaria es igual a
5 S2, y hay una única celda secundaria, asociada al vector (—1,—1).

Haciendo ó := (6,6), con 1 >> e > 0, tendremos que 8 tiene 15 elementos, diez de ellos
en la celda primaria trasladada. Para producir la descomposición estricta, usaremos las
siguientes funciones de levantamiento definidas sobre los vértices de Qi, i = 1,2 ordenados
como sigue: {(0, O), (19,0), (0,k)} con k = 2,3, y extendidos al resto de los puntos del
soporte por linealidad:

En este caso, el valor de LD,la función de levantamiento sobre el único vértice de Q, no
afecta a la subdivisión. Como en el ejemplo previo, la celda secundaria se llenará a la
Sylvester.

La siguiente tabla muestra cómo está conformada la matriz M :

fila coeficientes de celda. tipo

17113 112122f1 primaria no mixta
1:11; 171123f1 primaria no mixta
25'23 IÏIg f1 primaria no mixta
33‘22 9:122f2 primaria no mixta
335332 zÏzg f2 (—1,—1) —secundaria mixta
31:03 :rlzvgf1 (—1,—1) —secundaria mixta
21:53 mirá f1 (—1,—1) —secundaria mixta
:c‘xg :vïzvgf1 (—1,-1) —secundaria mixta
:v‘zg x123 f2 (—1,—1) —secundaria mixta
31:02 11122fo primaria mixta
11:33 31:53fo primaria mixta
a: 132 :vïzg f0 primaria mixta
a: ¿1:2 :vÏxg fo primaria mixta
a:‘33 zï’zá f0 primaria mixta
a: 93%:53fo primaria mixta
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Indezada con el orden de la tabla, obtenemos que M es igual a

f bs 0 0 0 0 0 0 0 0 bl b3 bg b5 b4 O
b3 be b5 0 0 0 0 0 0 0 bl 0 bg 0 b4

0 0 bs b4 0 0 0 0 0 0 0 bl b3 bg b5

66 610 69 C7 0 0 0 0 0 c1 63 cz 65 C4 63

0 0 c6 C4 C7 0 clo Cg cs 0 0 c1 63 Cg C5

bl b3 bg 0 0 bs b5 b4 0 0 0 0 O 0 0

0 0 b3 0 0 0 bs b5 b4 0 0 O bl 0 bg

0 O 0 bg b4 0 0' bs bs 0 0 0 0 bl b3

C3 c6 C5 0 0 C10 C9 ca C7 0 c1 0 c2 0 C4

0 0 O 0 0 0 0 0 0 a1 a3 ag 0 0 0
a3 0 0 0 0 0 0 0 0 O al 0 ag 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a1 a3 ag 0
0 0 0 ag 0 0 0 0 0 0 Ü 0 0 a1 a3
0 0 O 0 0 0 0 a3 ag 0 0 0 0 0 a1

\ 0 o a3 0 0 0 0 o 0 0 0 0 a1 o a2 j

En este caso, elfactor extraño det(IE) es el determinante de la submatriz formada eligiendo
las primeras cuatro filas y columnas de M, y cuyo determinante es igual a

be (C7 - b4 bg Cg + b4 (75610).

Obseruemos que los puntos pertenecientes a celdas no mixtas trasladadas provienen en este
ejemplo exclusivamente de la celda primaria , asi que no hay una estructura de bloques
significante en esta matriz.

Curiosidad: La matriz construida en este ejemplo es exactamente la misma que con­
struyeron Canny y Emiris en la última sección de [CE2] (ver también la sección 3.1.4 de
[Emi1]) para mostrar que, en los algoritmos que ellos produjeron, el factor extraño no
siempre es el determinante del menor formado eligiendo todas las filas y columnas index­
adas por puntos pertenecientes a celdas no mixtas. Por supuesto, ellos trabajan con otra
definición de celdas mixtas y no mixtas.
Para explicitar un poco más, el algoritmo de Canny y Emiris no es recursivo. En este
ejemplo ellos producen esta misma matriz aplicando un levantamiento a los polítopos
Q0, Q1 y Qg usando las siguientes funciones lineales: lo := 104931+ 10312, ll := 1052131y
lg := 102151+ 10:52.Tomando la tapa inferior de los polítopos levantados (Q¿,l,-(Q¿)), se
tiene una descomposición coherente mixta estricta de la suma de Minkowski Q0+Q1 + Qg.
Usando el mismo ó de este ejemplo, se tiene la misma matriz, pero los puntos que se
encuentran en las celdas no mixtas desplazadas están en correspondencia con los monomios

3 4 2 3 5
{CE1332,121I132,I¡IE2,I171Z172},

y el determinante de la matriz cuyas filas y columnas están indexadas por estos puntos
es bg c7.
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2.2.4 Una Revisión de las Fórmulas Clásicas de Macaulay
En este apartado veremos cómo las fórmulas dadas por Macaulay en [Macl] se pueden
recuperar usando los métodos expuestos en este capítulo. Vamos a adoptar una notación
más parecida a la del trabajo original de Macaulay, así que nuestro marco general será
el de n polinomios genéricos en n —1 variables 31,...,:z:,,_1 de grados totales menores
o iguales m1, . . .,m,, respectivamente. En el lenguaje de los soportes, esto quiere decir
que los A1-son múltiplos enteros del simplex unitario Sn_1. Denotaremos a los polinomios
como Cl, C2, . . ., Cn. Entonces, se tendrá:

SUPP(Ci) = mi 511-1­

Observación 2.24 En realidad, en el trabajo de Macaulay se trabajaba con n polinomios
homogéneos en n variables y se daban fórmulas para calcular su resultante homogénea,
pero la resultante homogénea de estos polinomios coincide con la resultante rala de los C,­
tal como la definimos en el apartado 2.1.

Observación 2.25 Haciendo tn = (ml-1)+(m2—1)+. . .+(mn—1) y usando el algoritmo
de Canny y Emiris, es también posible construir la matriz clásica de Macaulay M, para
t = tn + 1. Es más, el factor extraño de la formulación de Macaulay es exactamente el
menor formado usando todas las filas y columnas indexadas por puntos pertenecientes a
celdas no mixtas trasladadas conseguidas con el algoritmo de Canny y Emiris (ver [CE2]
y[Emi]

En la sección 3 de [Macl], para cada t Z 0, Macaulay construye una matriz de tipo
Sylvester cuyo determinante denota como D(n, t). Las filas y columnas de la matriz de
Macaulay están indexadas por los monomios de grado total menor o igual que t. Además,
para t > tn, se tiene que D(n, t) es un múltiplo no trivial de Resd,',,_,¿"(Cl,. . . , Cn), que
en ese trabajo recibe el nombre de R(n, t).
Al igual que la nuestra, la construcción de Macaulay es recursiva, en el siguiente sentido:
sea u el vector normal interior (-1, —1,. . . , —1);entonces se tiene que:

Cl”, 02v, . . .,C,,_1v. (2.28)

es un sistema de n- 1 polinomios homogéneos en las variables 1:1,. . . , :cn_1.Haciendo a:,,_¡
igual a 1, se puede pensar a estos polinomios como un sistema en una variable menos con
soporte en

mitin-2,7712 Sn-2, - - -, mn-l STI-2'

Luego, D(n —1,j) será el determinante de la matriz de Macaulay hecha con las mismas
reglas que D(n, j), pero en n —2 variables, usando los polinomios (2.28).
En la sección 5 de [Macl], encontrarnos el siguiente teorema:

D(n,t) ’""“‘D(n- 1,t-j) “m”————. D n-1,k , 2.29
R(n —1,t— J) ¡[[1 ( ) ( )J'=0
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que es la piedra angular del resultado principal de la sección 6, que dice que R(n, t) se
puede calcular como el cociente de D(n, t) por el menor obtenido omitiendo las filas y
columnas correspondientes a los monomios reducidos en todas las variables.
En ese trabajo, un monomio rc“ = mi" . . . ,IZ'ÏI‘ se dice reducido si existe un único índice

ie {1, . . .,n} tal que x?" divide a rc“zii-'04.
Macaulay también dio una estructura recursiva para el factor extraño (con su notación,
A(n, t)) como sigue:

m..—l

A(n,t)= H A(n—1,t—j) finD(n—1,k) (2.30)
j=0 k=l

(ver sección 6 de [Mac1]).
Vamos a ver esta construcción a la luz de los resultados presentados en este capítulo.
Para ello, debemos tomar algunas precauciones ya que el determinante de la matriz de
Macaulay tiene el mismo grado que la resultante en los coeficientes de Cn, así que debe­
remos modificar nuestro algoritmo de tal manera que el lugar de fo lo ocupará aquí Cn;
similarmente, el lugar de f1 lo ocupará Cn_1, y así sucesivamente.
El polítopo P en este caso será el simplex unitario Sn_1. Dado t > tn, para definir Q,
hacernos /\ := t —tn - 1. Luego, Q será igual a

(m1+...+mn+A)Sn_1={(m1,...,mn_¡)€ R"’l: 0 Smi < t+n— 1},

y [Z= Zn'l. Tomando ó = (e, . . . , e), con 1 >> e > 0, obtenemos que

8={(a1,...,an_1)€Z"-l:15ai,2a¿5t+n—1}.
i

Haciendo
8 —>{BGNS’IIZfiz-St}

(01,.. . ,an_1) H (al - 1,.. .,an_1—1),
obtenemos una biyección entre los puntos de nuestro soporte y los monomios usados por
Macaulay para construir su matriz. Elegimos bo = (0, . . . ,0), y es fácil ver que tendremos
una única celda secundaria, que estará asociada con el vector 1/,y cuyo u-diámetro es
exactamente mn.
Usando funciones de levantamiento ázl,...,¿ï)n_1,cb tales como las que se proponen en
la sección 8 de [CE2], y tomando luego el revestimiento (superior o inferior), se puede
obtener una descomposición estricta de la celda primaria de tal manera que los puntos
que se encuentren en las celdas n-mixtas desplazadas estén en correspondencia biyectiva
con los monomios reducidos que son divisibles por 32‘". Funciones de levantamiento con
propiedades similares pueden ser usadas en las etapas recursivas.
Comparando las ecuaciones (2.30) y (2.23), se tiene que

mn—l

H A(n—1,t—j)= HHdetUED.
fu
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Luego, 3t- n

det(lEN) = D(TL—1,
k l

2.3 Fórmulas a la Macaulay el Caso General
En esta sección, vamos a lidiar con el caso más general de todos, que es asumir que la
familia {ik-kgs" es esencial, sin ninguna otra condición adicional sobre los soportes.
Observar que esta hipótesis implica que ResA(f1, . . . , f") es no trivial.
Como antes, hacemos

Qi = conv(.A1-), i: 0,. . . ,n,

Q:=Qo+...+Qn.
Se tiene entonces que, como la familia de soportes es esencial, el polítopo Q debe ser
n-dimensional. También, está claro que, en este caso, LR = IR".
Para dar más generalidad a nuestro algoritmo, consideremos un polítopo Q con vértices
en Q", arbitrario.
Fijamos nuevamente un ó e Q" genérico en un sentido que precisaremos enseguida. Como
en la sección anterior, nuestro algoritmo producirá una matriz de tipo Sylvester M cuyas
filas y columnas estarán indexadas por los puntos enteros de

E:=(Q0+Q1+...+Qn+Q+6)ñL, (2.32)

y cuyo determinante será un múltiplo no nulo de la resultante rala. Identificaremos además
el factor extraño det(M) / ResA(fo, . . . , f") como un menor de este determinante.
Como antes, el algoritmo será recursivo sobre la dimensión del polítopo Q, y en sus pasos
intermedios usará la técnica de subdivisión mixta de Canny y Emiris (ver [CE1, CE2,
Stu2]).

2.3.1 Construcción de la Matriz M.

Dados Q y ó como antes, sea V(Q) C Q" el conjunto de vértices de Q.
Elijamos un vértice bo G Ao, y consideremos las siguientes funciones de levantamiento:

wo: Ao —) R
bo |—) 1

b »—> o sibaébo

w, A1- —> R (2.33)
b H o VbeAh i=1,...,n

w V(Q) —) R
b »—>0 VbeV(Q).
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Definimos

Q := (wi(b)b€.Á¡,i=0,l,...,m“(b)bev(Q) ) e Rm+#V(Q)

y consideramos los polítopos levantados en Rn“ :

Qi'g := conv{(a,w¿(a)):a E
Q9 := conv{(b,w(b)): b e V(Q)}.

Al proyectar las caras superiores (es decir aquellas que tienen vector normal interior
con última coordenada negativa) de los Qm (resp. Q9) obtenemos una descomposición
coherente mixta Am (resp. Ag) de los polítopos Qi (resp. Q).
Similarmente, al proyectar las caras superiores de la suma de Minkowski

Qon + Qm + - - - + Qn,n + Q9,

obtenemos una descomposición coherente mixta de

Q:=Q0+Q1+...+Qn+Q. (2.34)
Cada celda en esta descomposición es de la forma

F=R+E+m+fl+fl
donde F,- (resp. F) es una celda en Am, (resp. Ag).
Dado que las funciones de levantamiento que usamos en (2.3) son esencialmente triviales,
se pueden reconocer las siguientes celdas en A1'9,...,An'Q,AQ :

o Los polítopos Q1, . . . ,Qn, Q, que son la proyección de las caras determinadas por el
vector (0, —1) e R" x IR;

o Para cada v e R" \ {O},las caras le, . . .,an,Qu, que son la proyección de las
caras de Q9 determinadas por los vectores (v, a), donde a es un número negativo.

Sobre Aolg se tiene lo siguiente: la proyección de la cara correspondiente a (0, —1) es
el conjunto formado por el único elemento {bo}. Por otro lado, es fácil de verificar que,
cualquiera sea k 2 0, toda celda de dimensión k en la descomposición es, o bien una cara
de dimensión k que contiene a {bo}, o bien la cápsula convexa entre bo y una cara de Q0
de dimensión k —1 que no contiene a este punto. La llamaremos FOMdonde o denota
alguna normal interior entera primitiva correspondiente a esa cara.
Luego, todas las celdas de la descomposición de Q son como sigue:

o {bo} + Q1 + + Qn + Q. Esta celda se dirá primaria . Observar que siempre
tiene dimensión n debido a que la familia {Ai}¿=0,1’...,nes esencial.

o Fw, + le + . . .+ an + Qu, para algunos v G IR".Aquellas que tengan dimensión
máxima, serán llamadas celdas secundarias, y estarán asociadas a vectores v G IR"
no nulos .

Tal como en la sección anterior, la matriz de Sylvester que vamos a construir tendrá en
cuenta si los puntos están en un desplazamiento infinitesimal de la celda primaria o no. La
primer suposición que haremos sobre ó es que todos los puntos de (Q + ó)DE pertenezcan
al interior del trasladado en ó de alguna celda maxima] (primaria o secundaria)
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Puntos en la Celda Primaria Trasladada.

Procederemos exactamente como en la sección anterior: elegimos funciones de levan­
tamiento genéricas c221,. . . ,¿Dmcbcon dominios en A1, ...,,A,,, V(Q) respectivamente, de
manera tal que produzcan una descomposición coherente mixta estricta de la suma de
Minkowski

Q1 + . . . + Qu + Q

tomando su revestimiento superior. Esto implica que cada celda n-dimensional .7:en la
descomposición se escribe como

F1+F2+...+Fn+F,

donde F,-es una celda de Am, F es una celda de Aa, y

n = dim(F1)+...+ dim(Fn)+ dim(F).

Como consecuencia, se tiene que al menos una de estas dimensiones es igual a 0.
El contenido de fila de un punto p e ({bo} + Q1 + . . . + Q" + Q + 6)ñL será un par (i, a)
definido como sigue:

o sip —ó —bo está en una celda que se escribe como .7: = F1 + + Fn + F, y
dim(Fj) = Opara algún j E {1, . . .,n}, i será el mayor índice tal que dim(E) = 0,
y a el único punto de la celda F,- (o sea F,-= {a}).

o Si dim(Fy) > OVj, (o sea dim(F) = 0), entonces i := 0 y a := bo.

Diremos que la celda .7:es mixta de tipo 0 si la última condición se cumple; de otro modo,
se llamará no mixta.
Ahora procederemos a definir los elementos de la matriz M que se encuentren en las filas
indexadas por aquellos puntos p que se encuentren en

({bo}+Q1+...+Qn+Q+ó)nL’,

como sigue: cualquiera sea p’ G 8, el elemento de M indexado por (p, p’) será igual al
coeficiente de :v'" en la expansión del polinomio 21"“ f,-(a:) donde (i, a) es el contenido de
fila de p.

Puntos en las Celdas Secundarias 'I‘rasladadas.

Aquí aparece la parte diferente, y deberemos usar el paso recursivo. Sea v e IR" tal que

fv=F0,u+le+-.-+an+Qv
es una celda maxima] en la descomposición de Q. Consideramos la familia de polinomios
asociada a la v-facet

f¿v(:c¡,...,:vn)= z ci,a:1:“(i=1,...,n). (2.36)
aeQ.-.,nA.­
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Después de un cambio de coordenadas como en (2.9), esta familia se puede tratar como
un conjunto de n polinomios en n —1 variables con soporte en un lattice de dimensión
n —1. Lo que no puede afirmarse es que la familia de soportes

{in Ñ #4319511 (2.37)

sea esencial, pero seguro que existe una subfamilia de índices 1 5 il < i2 < n - < ik 5 n,
tal que {Qijv n A13} es esencial. Tampoco podemos afirmar que sea el único subcon­
junto esencial dentro de la familia (2.37) (esta información será necesaria más adelante),
pero podemos suponer sin pérdida de generalidad que hay una subfamilia esencial que es
minimal respecto de la inclusión, y es la siguiente:

{in n Ai}lgi5k- (2.38)

Esto dice que la resultante rala de los polinomios flv, f2”, - - -, fkv respecto de la familia
de soportes (2.38) es distinta de uno. La notaremos como

Resv(f1,,, . . . , fkv). (2.39)

Entonces, la suma
Q1”+sz + ---+Qk., (2.40)

está contenida en una variedad lineal de codimensión n —k +1 y, al igual que en la sección
anterior, se puede ver que al intersecar

(Fon;+Q1.,+...+Qn,,+Q,,+ó)nL

con variedades paralelas a (2.40), este conjunto se puede escribir como una unión disjunta
de familias del tipo

(Q1, +...+Q,,, +Qv +5) ncA,,+...+AM. (2.41)

donde Qu es un polítopo con vértices en Q", contenido en un hiperplano paralelo a (2.40).
Consideramos la familia

{fiv(21,...,In)}15¡5k.
Ahora que bajamos la dimensión, podemos usar la hipótesis inductiva y construir, para
cada subfamilia (2.41), una matriz cuadrada Mmq-indexada por todos los puntos de (2.41)
cuyo determinante será un múltiplo no trivial de la resultante en (2.39), y con el mismo
grado que Resv(f1,,,. . . ,fkv) en los coeficientes de flv.
Tal como ocurre en la celda primaria, cada una de estas matrices tendrá en la fila cor­
respondiente a un punto p, las coordenadas en la base de monomios de la expansión de
mp" fiv(a:) para algún par (a, Para definir los elementos que irán en la fila indexada
por p de la matriz M procederemos como antes, el lugar indexado (p,p’) lo ocupará el
coeficiente de mp,del polinomio zp’“ f,-(:1:).
El procedimiento para decidir cuándo un punto estará en una celda mixta o no, también
es diferente en este caso, en parte debido a que hemos elegido un polítopo Q cualquiera.
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Definición 2.26 Diremos que un vector v es “admisible” si hay una única subfamz'lz'a
esencial dentro de (2.37).

Retomemos la notación del Teorema 4.1 de [Stu2] que ya hemos visto en la demostración
del teorema 2.12. Se tiene:

initg(ResA(fo, . . .,f,,)) = :bH (Resj:(f0IFoa---,ntF,.))d’-Ü
Í:

donde JÏ' varía sobre todas las facets de la descomposición coherente mixta dada por a en

Q:= Q0+Q¡+...+Q,,.

Como antes, aquí también se tiene

0.7:: (wo,w1,...,wn) e Rmf=Fo+...+Fn,
F,- = conv(A2), A; C Ai,

filF¡ 1: zaeA; 61'41Ia!

y Res; denota la resultante rala asociada a la familia de soportes (115,“ . , Ag), y dj: es
igual al único entero tal que (ReSj-(folpo, . . . , fnlpn))df' tiene grado total

ZMV(FOJ"'1E-l)E+l)"'1Fn)'
l=0

Observación 2.27 Observar que Res,-r961 si y solamente si Í: está asociada a un vector
v admisible.

En esta situación, podemos “elegir” los puntos mixtos como sigue:

o Si el vector v no es admisible, entonces todos los puntos de (Ji, + 6) ñ L serán no
mixtos.

o Si el vector v es admisible, entonces elegimos dj.” de las matrices Mv’Óque se con­
siguen al partir la celda [Fu+ ó en conjuntos de la forma (2.41). Veremos enseguida,
en la proposición 2.28, que esto es siempre posible.

— iun uno erene un -mri -, r ix nS p t t ec a a de las df" at ces M09 e a “m to” e esa
matriz, entonces será mixto en la matriz M.

—-Los otros puntos de M serán “no mixtos”.

Nuevamente, es fácil ver que el caso n = 1, no es otra cosa que un “reencuentro” con las
matrices clásicas de Sylvester ([Syl, Mac1]).

Proposición 2.28 Si v es admisible, el número de conjuntos (2.41) que se forman al
partir la celda Ji, + 6 es mayor 0 igual que df".
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Demostración de la Proposición: Por un lado, se tiene que (Teorema 4.1 de [Stu2]):

initg(ResA(f0, . . .,fn)) = in (ReSÍ-‘(fOIFoa---,ntFn))d’-r'
í'

Por el otro, init¡(ResA(fo, . . . , fn)) es en realidad la resultante ResA aplicada a la familia

coyboxboa f1) ° ' ° afn­

Para obtener una fórmula más útil de df”, usamos la fórmula 1dada por Minimair para
calcular ResA(co,b°:rb°, f1, - . - , fn) (cf. Theorem 1 de [Min]), que en la situación en la que
nos encontramos se lee así:

b M .,
Res.4(co,box °, f1, - - - , fu) = c030 H ResA,v.....AM(f1,,,-- - ,er ,

v

donde el producto se toma sobre todos los vectores normales interiores primitivos de las
facets del polítopo de Newton de A1 + - - - + A", y

eu = (aah!) + aro(-v)) [Cu 2fiA¡v+...+A..vlein (2-43)

donde

o F0 es la cápsula convexa de {bo} U A0”,

o ap0 tiene el mismo significado que en la demostración del teorema 2.12,

o Lv es el sublattice de L ortogonal a v,

o [A : B] denota el índice del lattice B respecto del lattice A,

o LC es el lattice afín generado por el conjunto C,

o en el caso en que exista una única subfamilia esencial {Am - - -Aim} de {Am -- - , AM},
e", se define como sigue:

- Hacemos LAW+...+AM= LA¡I+...+A¡mGBL’.Sea 7Tla proyección sobre el segundo
factor.

I

- ev = MV («(in))¿¿{¿h____¿m}, donde denota el volumen mixto normali­
zado a C’.

Ahora pasemos a la demostración de la proposición. Podemos suponer sin perder gene­
ralidad que Q = O, ya que agregar un polítopo a la suma no puede hacer decrecer la
cantidad de conjuntos de la forma (2.41) en .71,+ 6. También supongamos s.p.g. que la
única familia esencial es A1, - - - ,Am.

1Observar que estamos dentro de las hipótesis de la fórmula de Minimair dado que, como Ao, -- - ,A"
es esencial, entonces el único subconjunto esencial de la familia {bo},.Á1,-- -, A" es {bo}.
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Tomemos v admisible. Está claro que entonces ev y d}; coinciden. Siguiendo la construc­
ción de la matriz M para el caso generalizadamente no mixto, se tiene que (.771,+ 6) ñ L
se escribe como una unión disjunta de (ap0(v) + apo(—v)) [Cv : LA¡U+...+AM]conjuntos de
la forma

(le + ' ' ' + Qny + Qu) n ¿Alv+"'+Anv)

donde Q1,es un polítopo con vértices racionales y paralelo a Lv. De cada una de estas
particiones se pueden obtener tantos conjuntos de la forma (2.41) como puntos enteros
hayan en 7r(Qm+1v)+- - -+7r(Qn,,) +7r(Q,,). Esta cantidad es siempre mayor o igual que la
cantidad de puntos enteros que hay en 7r(Q),1+1v)+ ---+7r(an), y este número es siempre
mayor o igual que ez. Esto completa la demostración. Ü

2.3.2 Formula a la Macaulay Generalizada
El que sigue puede considerarse como el resultado central de este capítulo, y una extensión
del teorema 2.12:

Teorema 2.29 La matriz M es una matriz de tipo Sylvester genéricamente no singular.
Además, se tiene la siguiente fórmula a la Macaulay:

det (M) = ReSA(fo, - - . , fu) det (IE),

donde IE es la submatriz cuadrada de M formada omitiendo todas las filas y columnas
indexadas por puntos que se encuentren en celdas mixtas.

Es fácil ver que que IE no contiene coeficientes de f0, así que como corolario inmediato
se tiene que det (M) tiene el mismo grado que ResA(f0, . . . , fn) en los coeficientes de fo.
Reemplazando el papel de fo por el de cualquier otro fi, conseguiremos también una
fórmula para calcular Res,4(f0, . . ., fn) como el máximo común divisor de los determi­
nantes de n + 1 matrices resultantes.

Demostración. La misma demostración que se hizo en la prueba del teorema 2.12 se
puede aplicar a esta situación para ver que M es una matriz de Sylvester. De ahí se tiene
inmediatamente que ResA(fo, . . . , f") divide a det (M) usando el argumento usual dado
en la proposición 2.14.
Tal como antes, probaremos que det(M) no es idénticamente cero mostrando que su
término más alto con respecto a w es no nulo.
Es fácil verificar que en este caso también se tiene

gradocoeficientes de jo (ResA(an -- -a = gradocoeficientes de fo (det(M)) ­

Luego,
det (M) inita (det(M))

ResA(fo, . . . , fn) _ initw (RGSAUO,. . . , fn))
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coeficiente de 081480en det(M)

_ coeficiente de 03120en ResA(fo, . . . , fu).

Veremos que el numerador de esta última fracción es no nulo, y que el cociente es det(IE),
haciendo inducción en n. El caso inicial ya fue cubierto en la sección anterior. Supongamos
n > 1, e introduzcamos nuevamente un parámetro t de deformación como antes:

f0.“ = cabo tmbo + ZGEA¡\{bo}cl-’a1;a, I
fm = fi ZZ 1.

Consideramos la matriz modificada M t“"(°)). Para p E 8, sea h(p) el mayor número
racional tal que

(P - 5,MP» G Qu = Qan + Qm + ---+ an + Q0­

Para cada p e E, multiplicaremos todos los elementos la fila correspondiente a p por
t"(”)"‘"(“), donde -como es usual- (i,a) denota el contenido de fila de p. Llamemos a la
matriz que se obtiene de esta manera M’ No es difícil ver que el coeficiente principal
de det(M’(t)) es initg(det(M)).
Los siguientes enunciados se demuestran mutatis mutandis los de la sección anterior:

Lema 2.30 La función h verifica lo siguiente:

1. 0 < h(p) 5 1, para todo p E 8.

2. h(p) = 1 si y solamente si p —6 pertenece a la celda primaria .

3. Si p- ó y q-ó pertenecen ambos a la misma celda secundaria, digamos .77”,entonces

h(p) = h(q) <=> (pm) = (qm)­

4. Si p E (7,, + ó) ñ L, su contenido de fila es (i, a), y v’ 7€Av, /\ > 0, entonces

((10—<5—a, MP» + (Qm X {0}” n Qfl(u,l') = (0, W, G IR<0; (2-44)

donde 99h,“ C Rn“ es la cara de Qg determinada por (v,l’

Proposición 2.2 Sean 0 < 71 < '72< < 7N = 1 los distintos valores que toma h(p)
al variar p entre los puntos de E. Entonces, el coeficiente principal de det(M'(t)) (como
polinomio en t) se factoriza como

N

H det (Mi), (2.45)
j=l

donde Mj es la submatriz cuadrada de M construida eligiendo todas las filas y columnas
indexadas por aquellos puntos p tales que h(p) = 'yj.
Este producto también se puede factorizar como sigue:

det(MN) H (det(Mi) . . .det(Mfi”)) , (2.46)
7"»

donde
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1. la productoria se toma sobre todas las celdas secundarias JF,“

2. dv es el número de conjuntos de la forma (2.41) que hay (para cada u),

3. las Mi, son matrices del tipo MMOdefinidas después de (2.42),

Retornando a la demostración del teorema, por la hipótesis inductiva, det(Mf,) 7€0, Vu, i
y, por la misma razón de antes,

det(MN) = (:3ng det(]EN) 9€o

donde EN es la submatriz de MN formada por aquellas filas y columnas indexadas por
puntos pertenecientes a celdas no mixtas. Esto dice que det(M) 7€0, y que

mua det(M) = cgfgodet(lEN)H (det(M,‘“) . . .det(MÏÏ‘ )) H (det(M¿2) . . .det(M:Ï;2)) ,
Tal ¡v2

(2.47)
donde fu, varía sobre las celdas secundarias asociadas a vectores ul admisibles, y Tv,
sobre las celdas asociadas a los vectores v2 que no lo son.
Ahora, eligiendo todas las filas y columnas de M indexadas por puntos pertenecientes a
celdas no mixtas, se puede hacer una versión similar de la proposición 2.1 para la matriz
IE en lugar de M, y se tendrá que IE también tiene una estructura de bloques que nos
permitirá escribir su determinante de la manera siguiente:

div]

det(]E)= det(]EN)H H det(IEil), H det(MÏ,¡)HHdet(Mfi,2) (2.48)
13,, i=1 ¡»El fu, i

y de aquí se concluye fácilmente la demostración del teorema, usando la proposición 2.28.
El

Corolario 2.31 Cualquiera seai = 0, 1, . . . ,n, el número de puntos que se encuentran en
el trasladado de una celda mixta de tipoi es exactamente MV(Q0, . . . , Q¿_1,Q,-+¡, . . . ,Qn).

Corolario 2.32 Si la familia {fi},=0v__,,,es esencial, entonces cualquier coeficiente cm
aparece en ResA(fo, . . . , fn) con potencia más alta igual a MV(Q0, . . . , Q,-_1,Q,-+¡, . . . , Q").

Observación 2.33 Aqui’también vale lo comentado en la observación 2.19: el teorema
principal vale si uno garantiza un me’todoque le permita construir recursivamente matrices
de tipo Sylvester con determinante no nulo y el mismo grado que la resultante rala en los
coeficientes de algún fi.
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2.3.3 Ejemplos

Ejemplo 2.34 Calcularemos la resultante del ejemplo 2.5, tomando bo = (0, 0), Q = 0
y ó = (0, Los polígonos Qi son la cápsula conveza de los A¿ dados en el ejemplo, y
C = Z2.

La celda primaria sera’ Q1 + Q2, y tendremos cuatro celdas secundarias:

vector asociado tipo
(2, —1) 272m

(—1,—2) I-mizta (2.49)
(—1,—1) no mixta
(-3, —1) 2-mizta.

Para subdividir la celda primaria , hacemos (le = (0,0,0) y c122= (1,1). Esta subdivisión
produce dos celdas: una copia de Q1, y la única celda Ü-mizta de la subdivisión. El conjunto
IE en este caso tiene 23 elementos, y asociaremos la única celda no mixta de (2.49) con
f2. Con la ayuda de MAPLE calculamos la matriz M :

01 0 0 0 0 0 C2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 c1 0 0 0 0 0 0 cz O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 cl 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 c2 0 0 O 0 0
0 0 O c1 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 C2 0 0 0 O

0 0 0 0 a1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a3 0 0 a2 0 O 0

0 0 0 0 0 al 0 0 0 0 0 a2 0 0 0 0 0 0 0 0 a3 0 0
0 0 0 0 0 0 a1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a3 0 0 az 0 0
0 0 a2 0 0 0 0 a1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a3 0
0 0 0 0 0 0 0 0 a1 0 0 0 0 0 0 0 O 0 a3 0 0 a2 0
O 0 0 0 0 0 0 62 0 cl 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 cl 0 0 0 0 02 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 cl 0 0 0 0 C2 0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 c1 0 0 0 O 0 O cz 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 cl 0 0 0 0 0 0 62 0 0
O 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 c1 0 0 0 0 0 0 02 0

bz 0 0 0 bl 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b3 0 O 0 O 0 0 O

0 bg 0 0 0 0 bl 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b3 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 O 0 0 0 bl 0 0 0 0 0 0 0 0 b3 0 bg 0 O 0

O 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b3 0 bz 0 bl

0 0 0 0 0 bl 0 O 0 bg 0 0 O 0 0 0 0 0 O b3 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 bl 0 0 bg 0 0 0 O 0 0 0 0 0 b3 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 bg 0 0 0 b1 0 0 0 O 0 b3 0

_ 0 0 0 0 0 O O 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 c1 0 0 62

Su determinante es igual a c‘}ResA(fo, f1, f2). Aquí, el factor extraño es el primer menor
principal de tamaño 4 x 4.

Ejemplo 2.35 Calculemos la resultante del mismo sistema dado en el ejemplo anterior,
pero esta vez tomaremos Q como el cuadrado unitario [0,1] x [0,1], y ó = (e, á), con
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0 < e << El punto inicial bo seguirá siendo (0,0). La celda primaria ahora sera' igual
a Q1 + Q2 + Q, y esta vez tendremos 6 celdas secundarias:

vector asociado tipo
(2, —1) 2-mizta
(0, —1) no mixta
(—1,—2) 1-mizvta
(—1,—1) no mirta
(-3, —1) 2-mizta
(—1,0) no mixta.

Observar que las nuevas celdas secundarias están asociadas a vectores normales interiores
de Q que no definen ninguna facet en Q0+ Q1+ Q2. Subdivimos la celda primaria usando

a¡(0,0) = 1, 01(1,2)=1, a1(2,0)= o,
02(111)=1, :0,
a(o,0) = 8, o(1,0) = 4, o(o, 1) = 4, a(1,1)= o.

Si asociamos las celdas secundarias no mixtas con f1, la matriz M es de 36 x 36, su
determinante es igual a c?bgcgbg veces la resultante. La submatriz IE es la siguiente:

_ bg 0 0 bl 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ­

0 bz 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 61 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0

0 0 0 c1 0 0 0 0 62 0 0 0 0 0 0 0 0

0 O 0 0 Cl 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 bg bg 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 ba 0 O 0 0 bl 0 0 0 0 0

0 0 bz 0 0 0 0 b3 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 ba 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 cl 0 02 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 62 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 62 0 0 0 O 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ba 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 bl 0 0 0 b3 0 0 O

0 0 0 0 0 0 0 bz 0 0 bl 0 0 0 b3 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O b3 0

_ 0 O 0 0 0 bl 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ba _

Su determinante es el factor extraño, como era de esperarse.

Ejemplo 2.36 Vamos a ver en este ejemplo que la desigualdad establecida por la proposi­
ción 2.28 puede ser estricta. Consideremos la siguiente familia esencial:

Ao = {(OaO);(1,0);(0al);(1,1)}
A1 = {(0,0);(1,1)}
A2 = {((lvo);(0v1)}'
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Notaremos a los polinomios genéricos con esos soportes como

fo = a1 + agzc+ a3y + a4zy
f1 = bl-Ï + 521/
f2 = 61 + czzvy­

Tomaremos bo = (0,0), ó = (e, á), con O < e << á, y Q como el triángulo de vértices
(0,0), (1,0) y (1,1).
Entonces, se tiene lo siguiente:

o La celda primaria es Q1 + Qg + Q;

o Hay cinco celdas secundarias, asociadas a (1, —1), (0, —1), (—1, —1), (—1,0) y (—1, 1).

o Se tiene que (.7:(1__1)+6) n Z2 consiste de dos puntos, mientras que un cálculo

explícito dice que dj-(l__l) = 1.

En este caso, (¡(1,1) + 6) ñ Z2 “se parte” en dos celdas, cada una de ellas contiene un
punto, y puede ser elegida como mirta. Si tomamos las funciones (Di,i = 1,2 constan­
temente iguales a 2, y (Z)constantemente igual a 0 y aplicamos el algoritmo dado en el
apartado 2.3.1, se obtendrá la siguiente matriz de 13 x 13 :

eg 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O c1 0

0 eg 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 cl

bg 0 bl O 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 bl 0 0 0 O 0 0 O bg 0

0 O 0 O bl 0 0 0 bg 0 0 O 0

0 O 0 0 0 bl 0 0 0 bg 0 0 0

M = 0 bl 0 0 0 0 bg O 0 0 0 0 0
O O 0 0 0 O 0 bg 0 bl 0 0 0

c1 0 O O 0 O 0 O eg 0 O 0 0

0 c1 0 0 0 0 0 O 0 eg 0 O 0

0 bg O 0 0 O 0 0 0 0 bl 0 0

a4 ag 0 0 O 0 a3 0 0 0 0 a1 0

0 a4 O ag 0 0 0 0 0 0 O a3 al _

Hemos ordenado las filas y columnas de M de tal manera que los monomios que se en­
cuentran en (f(1__¡)+ 6) ñ Z2 indezan las filas y columnas 7 y 8. Los otros puntos no
mixtos indezan las primeras seis filas y columnas de la matriz.
El determinante de M es igual a

bzcg ResA(f0)fl) f2)

y es fácil verificar que, en este caso, bgcgb‘}se puede obtener o bien tomando el menor
principal de 7 x 7, o bien calculando el menor indexado por los seis primeros monomios
junto con el que ocupa la posicio’n ocho.



Capítulo 3

La Resultante Homogénea como el
Determinante de un Complejo

En este capítulo volveremos a considerar una familia de n polinomios homogéneos en n
variables f1, . . . , fn, genéricos y de grados d1,—--,dn respectivamente, tal como en (1.1).
Consideraremos además complejos de Weyman, como los que aparecen en [WZ, GKZ2],
y haremos explícitos los morfismos en estos complejos, los cual nos darán expresiones
polinomiales para la resultante homogénea via fórmulas determinantales en los casos que
se describirán en el Lema 3.2.
Vamos a considerar un complejo que es un “acoplamiento” entre el complejo de Koszul
K'(t;f1,...,fn) asociado con f1,...,fn en grado t y el dual del complejo de Koszul
K'(tn —t,f1, . ..,fn)' asociado con f1,...,fn en grado tn —t. Este complejo proviene
de una sucesión espectral derivada del complejo de Koszul de haces en Pn’l asociado
con f1, . . . , fn tensorizado con OEM-IU).Haremos explícito en términos del bezoutiano el
morfismo de conexión 30 (ver (1.9) debajo) producido por obstrucciones cohomológicas.
De hecho, la única contribución no trivial está dada en términos del morfismo 1,!)¡_¿definido
en (1.6).
Para ser más precisos, con K°(t; f1, . . . , f") denotaremos el complejo

6- n-l —
{0—> K(t)”‘ ‘—>) L» ¡{(0-1 i) K(t)°}, (3.1)

donde

K(t)—j =. G9 . St-d.-l—...—d¡.
11<...<IJ' J

y 6-1-son los morfismos de Koszul usuales.
Similarmente, sea K’(tn —t; f1, . . . , fn)’ el complejo

{K(tn —t)° i) [((tn —t)‘ i) i) K(tn —t)" }, (3.2)

donde
Kun—tv=. e .

1,¡<...<tj J

69
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y ó;-son los duales de los morfismos de Koszul usuales. Notar que, de hecho, K (tn-t)" = 0
para todo t 2 O.
Definimos entonces C’(t; f1, . . . , fn) como el siguiente complejo doble:

{Gac-"63"...ïc-lïc°i>...ïiC"-l—>o}, (3.3)
donde

C’j = K(t)’j, j=2,...,n
CJ' = K(t,.—t)i+1, j=1,...,n—1 (34)
C-1 = ¡{(22n—t)° ea K(t)’1 '
C0 = K(t)° ea K(tn —t)l

y los morfismos están definidos por

8-1- = ó_j, j=2,...,n—1
aj = 6;, j=2,...,n—1
6_1 = 0696-1 (3.5)
80 = (1,0“ + (so)63
81 = 0 + a;

Más preCisamente)a0(I111(gl)'' ' a = (wl,t(T)+ 60(91,' -' agn); Y
Q1(h,(T1, . . .,T,,)) = ¿{(T1, . . . ,Tn). Observar que 30 es precisamente la transformación
\II¿definida en (1.16).
Para cualquier especialización de los coeficientes en (3.3), obtenemos un complejo de k­
espacios vectoriales. Sea D el determinante del complejo de A-módulos (3.3) con respecto
a las bases de monomios de los A-módulos C‘ (la definición de determinante de un complejo
puede verse con toda generalidad en [GKZ2],Appendix A]. Un caso particular es explicado
con más detalle en el apartado 6.2.2 de esta memoria Este determinante es un elemento
del cuerpo de fracciones de A.
El próximo enunciado, es el resultado principal de este capítulo.

Teorema 3.1 El complejo (3.3) es genéricamente exacto, y para cada especialización de
los coeficientes, será exacto si y solamente si la resultante no se anula. Para cada entero
positivo t se tiene que

D = Resdl....,dn(f1,' ' ' a
Más aún, D es igual al máximo común divisor de todos los menores maximales de la
matriz que representa el morflsmo de A-módulos 80 en las bases monomiales.

Demostración. El hecho de que ReSd¡_“_,dn(f1, . . . , f") es el máximo común divisor de todos
los menores maximales de la matriz que representa 80 ha sido probado en el corolario 1.13.
Para t > tn, obtenemos el complejo de Koszul en grado t, y luego el complejo especializado
en el punto a e k” es exacto si y solamente si f1(a),. . . , fn(a) es una sucesión regular, es
decir si y solamente si la resultante no se anula. El hecho de que el determinante de este
complejo es la resultante es una idea de Cayley, que ha sido debidamente demostrado en
[De], [GKZ2] y [Chal].
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Supongamos 0 5 t 5 tn. Como 6006-1 = ó; 065 = 0, es fácil ver que (3.3) es un complejo.
Para cualquier elección de polinomios homogéneos f1 (a), . . . , fn(a) e k[:r]de grados dl, . . . , dn
respectivamente, tal que su resultante no se anule, los complejos de Koszul especializa­
dos (3.1) y (3.2) serán exactos. Denotaremos módulos y morfismos especializados como
K(t)‘(a),óo(a), etc.
Luego, dim Im(60(a)) es igual a = dim < f1(a), . . . , fn(a) >¿ . Similarmente, se tiene
que dim(ker(65(a)) = ¿(tn —t). Entonces,

dim ker(80(a)) 2 dim Im(6,¡(a)) = dim Im(ó_1(a)) =
= dimker(óo(a))= dimK(t)_1(a) —

Por otro lado, debido al Teorema (1.15), hay una matriz cuadrada Mt’(a) de tamaño p(t),
que es no singular. Esto se corresponde con la elección de un menor de 30(a), e implica
que

Así que dim Im(6_1(a)) = dim Ker(60(a)) y el complejo es exacto a nivel —1.
De una manera similar, se puede verificar que el complejo es exacto a nivel 0, y se obtiene
que (3.3) es exacto.
Recíprocamente, supongamos que Resdh___,dn(f¡(a),. . . ,fn(a)) = 0. Entonces, aún cuando
los complejos especializados (3.1) y (3.2) fueran exactos, la Proposición (1.1) nos dice que
no hay posibilidad alguna de encontrar un menor maxima] no nulo de 80(a), así que (3.3)
no puede ser exacto.
Para calcular el determinante del complejo, haremos eleccionesadecuadas de subconjuntos
de monomios en cada término del complejo, comenzando con los índices que definen M,
y extendiéndonos tanto hacia la derecha como hacia la izquierda. Se tendrá entonces que

D: detMg,
P1'P2

donde pl (resp. pg) es un producto alternado de menores de los morfismos que aparecen
a la izquierda (resp. a la derecha
Tomando en cuenta (3.1) y (3.2), se sigue de [Cha3] that

P1 = det(Et), P2 = det(Etn—t)

y, por el Teorema 1.10, tendremos que

det(lE¿)
D=ReSd,,....d,.(/1,.--,Mmm = Resd|,...,dn(f11 ' ' ' 1f11)!
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lo cual implica (3.6), como se quería demostrar.

Caracterizaremos ahora aquellas n + 1-uplas n, dl, . . . ,dn para las cuales se obtiene una
fórmula determinantal.

Lema 3.2 Supongamos dl 5 dz < 5 dn. El determinante del complejo resultante
provee una fórmula determinantal para Resdmwdn(f1, . . . , f") si y solamente si la siguiente
inecuación se verifica

d3+...+dfi-n<d1+d2-1.
Es ma's, cuando (3.7) ocurre, hay una fórmula determinantal dada por el complejo resul­
tante para cada t tal que

d3+...+dn—n<t<d1+d2. (3.8)

Observación 3.3 Cuando todos los d,-son iguales a d, (3.7) queda

(n-2)d< 2d+n— 1,

lo cual ocurre para cualquier d si n 5 4, para d = 1,2,3 si n = 5, para d = 1, 2 si n = 6,
y nunca ocurre si n > 7 a menos que d = 1.

Demostración. El determinante del complejo resultante provee una fórmula determinantal
para Resdl__'_,¿n(f1, . . . , fn) precisamente cuando C"2 = Cl = 0. Esto es equivalente a las
inecuaciones

t < dl + dz

y
tn-t=d1+...dn-Tt-t<d1+d2,

de las cuales el lema se demuestra fácilmente. Hemos hecho decrecer la expresión de la
derecha de (3.7) en una unidad para permitir que un número natural t satisfaga (3.8). El

Corolario 3.4 Para todo n 2 7 el complejoprovee una fórmula determinantal solamente
cuando d1= dz = da =1y n —3 S d4+ ...+ dn < n, lo cual fuerza a que todos los di
sean 1 o, a lo más, todos ellos iguales a 1 excepto uno o dos iguales a 2, o todos iguales
a 1 excepto uno igual a 3.

La prueba del corolario es inmediata de la inecuación (3.7). Es interesante notar que, si
una fórmula determinantal para n, dl, - . —, dn existe, tendremos una fórmula determinantal
para t = [tn/ 2], como muestra el próximo corolario.

Proposición 3.1 Si (d1,- -- ,dn) cumple con las hipótesis del lema 3.2, entonces

det (Mltn/21)= iReSd|,...,dn(fl""1fn)'
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Demostración. Para probar que Mltn/Q]es determinantal, tendremos que chequear que

d3+...+dn—n<
tg] < d, + dz. (3.9)

Debido al Lema 3.2, como hay una fórmula determinantal, entonces se verifica la in­
ecuación (3.7), y de allí es inmediato verificar que

t
d3+...+dn—ln<ïn<d1+d2.

Para ver que también se tiene (3.9), alcanza con chequear que

_d1+...+dn—ntn- 12 —n(13+ +d 72+ / #2 2

Pero si las dos primeras expresiones fueran iguales, se tendría d3+. . .+d,, = dl +d2+n— 1,
lo cual es una contradicción. El

En la tabla siguiente, hemos calculado algunos valoresde p ( y p (tn + 1) (el tamaño
de las matrices clásicas de Macaulay) para distintos valores de n, (11,.. . ,dn.

n (d1,...,dn) p([%]) p(tn+1)

2 (10, 70) 70 80
2 (150, 200) 200 350
3 (1, 1, 2) 3 6
3 (1, 2, 5) 14 28
3 (2, 2, 6) 21 45
4 (1,1,2,3)) 12 35
4 (2, 2, 5, 5) 94 364
4 (2,3,4,5) 90 364
5 (4, 4, 4, 4, 4) 670 4845
7 (2, 3, 3, 3, 3, 3, 3) 2373 38760
10 (3, 3, . . . ,3) 175803 14307150
20 (2, 2, . . . ,2) 39875264 131282408400

De todos modos, hay que notar que cuanto menor es la matriz Mt, mayor es el número
de coeficientes del bezoutiano que tiene entre sus entradas.
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Capítulo 4

Fórmulas Jacobianas para calcular la
Resultante (n=2)

En este capítulo vamos a exhibir fórmulas para calcular la resultante al estilo de Canny
y Emiris (es decir, matrices cuadradas cuyo determinante es un múltiplo no nulo de
la resultante y que tiene el grado correcto en los coeficientes de algún fi), usando la
formulación jacobiana dada en [CDSZ]. Allí, ellos consideran sistemas generalizadamente
no mixtos, y definen matrices cuyo determinante es un múltiplo de la resultante, y que
son casi de tipo Sylvester, con la excepción de una fila que contiene las coordenadas del
jacobiano tórico.
Este trabajo está hecho para el caso en que n = 2, es decir cuando hay tres polígonos en el
plano. Sea A = (Ao, A1,.A2), donde A1-C Z2 es un conjunto finito, y además, conv(.A¿) =
kiP, siendo P un polígono con vértices en Z2, y ki un entero positivo. Consideremos el
siguiente sistema de polinomios de Laurent genéricos en las variables :v = (21:1,m2):

f¿(a:) = z CiaI“, Cia?É0, i= 0,1,2,
a€A¡

Sea Qi = k,-P el polígono de Newton de fi. Supondremos que P tiene área positiva, y que
la unión de los A,- genera afinmente al lattice Z2.
Queremos calcular la resultante rala ResA(f0, f1, f2). Para ello, vamos a construir una
matriz usando el algoritmo de la subdivisión mixta de Canny y Emiris (cf. [CE2]), que
perturba la suma de Minkowski Q = Q0+Q1 +Q2 agregándole 6 y asociando a cada punto
entero en 8 = (Q + 6) ñ Z2 un monomio múltiplo de algún fi. Modificando un poco este
algoritmo, produciremos un menor maximal del complejo que se describe en [CDSZ]para
calcular la resultante. Esta matriz estará indexada por los puntos enteros del interior del
polígono Q.

4.1 Jacobianos Tóricos y Resultantes
En esta sección revisaremos, para el caso de 3 polinomios en dos variables, algunos re­
sultados que aparecen en [CDS2] en un contexto más general. Sea .7: := int(Q) ñ Z2,

75
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Q_¿ := EjflQJ-J = 0,1,2 y SF,-:= tnt(Q_,-)r'1Z2, donde quiere decir “interior”
respecto de la topología euclídea.

Proposición 4.1 [CDS2, prop. 1.2] Consideremos el sistema f = (f0, f1, f2) con los
soportes cumpliendo Ao = A1 = A2, de cardinal Mol. El jacobiano to'n'co del sistema
tiene soporte en IF y es igual a

f3 fé f3

J(f):=det 215% 315% mig-¡É0 l 2

1:2 31:2 x2 81:2 1:2 3:52

Cuando Qi = kiP, el jacobiano tórico se construye en [CDS2]via una P-homogenización.
Para evitar ese proceso, presentamos el siguiente algoritmo válido en general (es decir,
para n arbitrario):

o Sea P un polítopo n-dimensional con vértices en Z", dado por las siguientes
ecuaciones:

P1= {mGIR":(m,n,-) 2 —b,-,i=1,---,s},

donde los vectores n,-son los vectores normales interiores primitivos relativos a las
facets de P.

o Sean k0, k1, - v- , kn enteros positivos, y

A,-= ki P n Z".

o Sean f0, f1, - - - , f" polinomios genéricos tales que supp(f¿) = A4, es decir

fi = z cmrc“­
aGA.‘

o Requerimos que P sea un polítopo simplicial (siempre ocurre si n = 2.)l

Algoritmo:

1. Elegir un vértice p e P. Debido al hecho de que P es simplicial, se tendrá que hay n
facets cuya intersección es el vértice p. Supongamos sin pérdida de generalidad que
las normales interiores a estas facets son n1,- - - ,nn. Denotaremos a las facets como
F1, - - o, Fn respectivamente.

2. Para cadai= 0,1,---,n, y cadaj = 1,---,n— 1, hacer:

Ai := ((n{=1k,-F,)\k,-Fj+l)nzn. (4.1)

Además, sea A? := {kip}. Observar que Ag C k,-Fj,Vj y, si j 96j’, Ai n A?" = (Z),

lEn realidad, alcanza. con que P tenga un vértice simplicial, como se ve en el algoritmo.
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3. Sea fij := zaeAí emm".

4. Calcular
f0 fl fu

l l l

A0 (1:) := det 2° :1 j‘

fc? f1" f3

Proposición 4.2 Ao tiene su soporte contenido en 17-",es decir en

((ko+ k1+m+ kn)P)°n Z",

y corresponde salvo signo a una restricción al toro del polinomio homogéneo Aa, tal como
se lo define en el Teorema 1 de [CD]. En este contexto, o es el cono dual de dimensión
n cuyas aristas son los “rayos” 771,- - - ,11".

Observación 4.1 En realidad, el polinomio A, está bien definido módulo el ideal ho­
mogéneo (F0,F1,---,Fn), donde F1-denota la P-homogeneización de los fi, asi' que lo
que estamos calculando es en realidad un representante de esta clase. Por otro lado, no
es cierto que A, sea igual al jacobiano to'rico J, pero es bien sabido que

:t ki) n!v0l(P)Aa= J mod(Fo,F1,---,Fn).‘Í=0

(cf. [CD, DDj}. Así que el polinomio Aa tiene las mismas propiedades dualizantes que J.

Demostración. Está claro que Ao tiene su soporte contenido en

Q := ((ko+k1+---+kn)P)nZ".

Para ver que su soporte es disjunto con el borde de la suma de Minkowski, sea u e IR"\{0},
y consideremos el V-borde de Q. Si queremos “alcanzar” el u-borde en una suma de la
forma

p0+P1+---;+Pm piekipi

todo p,- debe pertenecer al u-borde de kiP. Pero es fácil ver que, para cualquier u 9€0,
hay un j e {1,2, -- -,n} tal que A? es disjunto del u-borde de kiP. .
Para probar la segunda parte de la afirmación, sea fi’ := f,-—EL] ff. Claramente

fo: f1: ¡,2

A0(a:)=det f? le n

fo" f1" f}:
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Comparemos este determinante con la construcción del elemento A, de [CD]: por medio
de una homogeneización tórica, introducimos nuevas variables X1, . . . ,Xs, y traducimos
los polinomios f,- a polinomios F,-que se pueden escribir de la manera siguiente:2

n

Fi= AOiHXi + ZAinj.
j>n j=l

Entonces, A, = det(A,-j)05¿_jsn.
Para j = 1,. . .,n si un monomio X ° aparece en la expansión de Fi, y es un múltiplo de
Xj, entonces su deshomogeneización no pertenece al nj—borde del polítopo k,-P, que es
igual a ki Fj. Volviendo a nuestra descomposición

fi =f:+f,-l +..-,+f,-"

tenemos que

1. Cada f; tiene soporte disjunto con kiFl;

2. Cualquiera seaj = 1,. . .,n —1, fij tiene su soporte disjunto con kiFJ-H;

3. fi" = ghpzk'ï’ tiene su soporte disjunto con cualquier facet distinta de las n primeras.

Esto, sumado al hecho de que la homogeneización tórica preserva la estructura de los
monomios (es decir, manda un monomio en las coordenadas a: en un monomio en las
coordenadas X, y que esta transformación es inyectiva), demuestra el resultado. El

Ejemplo 4.2 Consideremos

f0 = ao + b0171+ 60232 + (101171122

f1 = a1+ blzl + c122+ dlxlzvg
f2 = (12 + 1222131+ 62172 + (1211211122.

Aquí estamos en el caso Ao = A1: A2 = {(0,0), (1,0), (0, 1), (1, 1)}, ko = k1: k2 :1, y
el jacobz'ano tón’co se puede calcular como

¡sr C; JBLo A 2
0 l 2

1:2 81:2 m2 81:2 1:1 62:2

que es igual a

fo f1 f2
det b0I1+ dolïlílïg (711131+ (1112132 b2131+ (1211311172

00122+ don:le c132 + dlzlmg 62172+ (1211:1172

2está claro que esta. manera de escribirlos no es única.
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Elegimos b = (0,0) y nl = (0,1), 772= (1,0). Entonces, tenemos que

A}= (1,0)A?= (0,0), i=o,1,2,

y el algoritmo calcula
fo f1 f2

det born 171171 b2171

ao a1 (12

que tiene un soporte más pequeño.

4.2 El caso n = 2.

Cuando n = 2, el algoritmo se convierte en la siguiente receta:

o Elegir un vértice p e P, obviamente habrá dos lados cuya intersección es igual a p.
Sean el y 62 esos lados.

o Para z"= 0,1,2, notamos con A} el conjunto de puntos enteros que se encuentran
en k,-el, con excepción de kip. A? será igual a {hip}.

Definición 4.3 Llamaremos a

fo f1 f2
G(f) 3: det o1 1l 2l

2 2 f2o 1 2

el jacobiano to'rico discreto.

Debido a la proposición 4.2, se tiene que G(f ) es una restricción al toro de Aa, donde or
es el cono de dimensión 2 generado por las normales interiores a el y 62.
La fila especial de nuestra matriz contendrá entre sus coeficientes la expansión monomial
de G( f). De hecho, el soporte de G(f ) es estrictamente más chico que .‘F.
Sean Sri el Z[c]-módulo libre generado por los monomios {:r“, a G fi}, y .S'Qíel módulo
libre generado por los monomios que se encuentran en int(Q,-) n Z2. Consideremos el
siguiente complejo de Koszul de módulos:

0 —>5Qoea 5Q, e st i» sra ea sy, e SE eaZ[c] Á sf —+o, (4.2)

donde
10(P0,P1,P2)= (P1f2 +P2fupof2 -P2fo,—Pof1—P1fo,0),

Ó(90,91,92,/\)=90f0+91f1+92f2+/\J(f)­
Se puede verificar fácilmente que dbestá bien definida, pero no siempre es genéricamente
biyectiva.
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Proposición 4.3 [CDS2,Prop. 2.1 & Thm. 2.2] El complejo es genéricamente
exacto, y después de una especialización de los coeficientes en un cuerpo k seguirá siendo
exacto (como complejo de k- espacios vectoriales), si y solamente si ResA(f0, f1, f2) 7ÉO.
En consecuencia, d) es genéricamente suryectiva, y todo menor mazimal de la matriz que
representa a ó en las bases monomiales es un múltiplo de la resultante rala. Debida a
las condiciones impuestas sobre los soportes, se tiene que ResA(f0, f1, f2) es el máximo
común divisor de estos menores mazimales.

El objetivo aquí será construir un menor maxima] no nulo de la matriz de qben las bases
monomiales sin calcular todo el complejo. Esto nos permitirá obtener un múltiplo no
trivial de la resultante. La técnica que vamos a usar producirá un determinante con el
mismo grado en los coeficientes de fo que la resultante. Reemplazando el índice 0 por los
otros dos índices i = 1,2, tendremos una manera inmediata de obtener ResA como el mcd
de a lo más 3 determinantes, lo cual es un avance respecto de la construcción de [CDS2]
que obtiene la resultante como el mcd de tantos determinantes como menores maximalcs
de la matriz de gb.
La proposición nos dice que la matriz de d) siempre tiene al menos tantas filas como
columnas.

4.3 Construcción de la Matriz Resultante

Vamos a usar funciones de levantamiento sobre los vértices de los polígonos tal como
en la sección anterior. Sean V,-C Q2 el conjunto de vértices de Qi, y o.)= (wo,w¡,w2)
la función de levantamiento, con w,- E Qm", donde m,- es el cardinal de Vi, es decir la
cantidad de vértices de Qi. Todo punto a e V,-se levanta a ami.= (a,w,-(a)) e Q3, que
lo denotaremos simplemente au. Consideremos los polígonos levantados Qw, la cápsula
convexa de au”, a G Vi, y su suma de Minkowski

Qu 2: Q0.w+ Ql,w + Q2,w C R3.

Tomando el revestimiento inferior de Qu, obtenemos una descomposición poliédrica mixta
coherente A“, de la suma de Minkowski Q := Q0 + Q1 + Q2, a través de la proyección
R3 —)R2 de Qu: Si el vector w es suficientemente genérico ([Stu2, CE2]), entonces la
subdivisión es estricta, es decir, cada facet en el revestimiento inferior es de la forma

Fu, = FOM+ Fw + F2,“ : (4.3)

dlm(Fo)w) + dim(F¡_w) + dim(F2,w) = 2,

donde Fw es una cara de Qw. La proyección de Fi,“ en Q,-define un polígono F, en el
plano con vértices en V,-(eventualmente un segmento o un punto). Si solamente conside­
ramos este polígono, el levantamiento de E- a F“, resulta lineal.
Por una cuestión de dimensión, si la descomposición es estricta, uno de los sumandos
de (4.3) debe ser de dimensión cero. Es más, esa suma al ser evaluada en un punto
p“, e Fw, minimiza la función de levantamiento de cualquier suma de 3 puntos en Q“,
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cuyo resultado sea igual a pu; por eso se la llama a veces suma óptima. La celda F (la
proyección de Fw), se llamará mixta de tipo i o i-mirrta si dim Fi = 0, diij = 1, j 76i.
Sea A“, la subdivisión de Q inducida por el revestimiento inferior de la suma de Minkowski
levantada.
Procediendo como en [CE2], elegiremos un vector pequeño ó E Q2 y consideraremos
Zzñ (ó + Q). Vamos a definir la preimagen de cada punto en este último conjunto como el
punto que se encuentra en la misma vertical, justo en la intersección con el revestimiento
inferior de la suma de Minkowski de los polígonos levantados, despues de trasladarlos
usando el vector ó. Este vector debería ser. lo suficientemente pequeño de tal manera que
todo punto entero perturbado de Q se desplace a alguna de las celdas maximales que
limiten con este punto. Asumamos que ó es suficientemente genérico, y que no es paralelo
a ningún lado de Q. Esto nos permitirá calcular IF, el interior de la suma de Minkowski
de los polígonos, como Z2 ñ (ó + Q) ñ (-6 + Q) .

Definición 4.4 El contenido de fila RC(F) de una celda de A“, es un par (i,a) que
satisface: si Fw = Fo,“+ F1,“+ Fu, es la única facet sobre el revestimiento inferior de Qu
que se proyecta sobre F, entoncesi es el índice más grande tal que dim(F,-) = O, Fi = {a}.
También definimos el contenido de fila de los puntos p G .7: : p e F + 6 de la manera
siguiente: RC(p) = RC(F).

Las filas y columnas de la matriz que vamos a construir estarán indexadas por puntos
enteros, tal como en [CE2].

4.4 Algoritmo de Levantamiento
En el resto de este capítulo supondremos que los polígonos de Newton son idénticos, pero
es fácil ver que los argumentos valen trivialmente para múltiplos de un polígono fijo.

o Elegir el vector ó e Q2 suficientemente genérico y pequeño, con los requerimientos
especificados antes, y un vértice b tal que que el segmento (b,(7+6) esté estrictamente
contenido en todos los Qi.

Tanto Q1 como Q2 serán partidos en varias celdas cada uno. Los lados extremales en la
dirección de 6 (que son aquellos cuya normal exterior forma un ángulo positivo con ó)
conformarán el ó-borde. Denotaremos a los lados del ó-borde como el, . . . ,eg siguiendo el
sentido de las agujas del reloj, aquí g es el número de tales lados. Una celda de Q1 incluirá
unicamente a el entre esos lados, y se denotará Co; las otras celdas de Q1 que involucren
el ó-borde se denotarán C,-e incluirán los lados e¿,e¿+¡, donde i 2 2 es un número par.
La última celda incluirá los lados 69-1, eg o solamente eg dependiendo de si g es impar o
par. En total, se tendrán [(g + 1)/2] celdas C,-en Q1.
Cada celda de Q2 que incluye a los lados ei, ei+1 se denota Ci, donde ahora i es impar,
mientras que la última puede puede incluir o no eg dependiendo de si g es impar o no. En
total, hay [g/2] celdas C,-en Q2. Llamaremos a1-a los vértices de los lados pertenecientes
al ó-borde, donde i = 1,...,g. Los lados e,-son los segmentos a,-_¡,a,-. Casi todas las
celdas C,-excepto quizá Co y Cg forman un cuadrilátero con vértices b,a¿_1,ai, ai“.
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Lema 4.5 Los vértices en el ó-borde de Q1 + Q2 (resp. Q) son de la forma 2a,-(3a,).
Cualquier otro punto sobre el ó-borde de la forma a,-+ aj (al + a,-+ aj) debe satisfacer
{M} = {p,p+ 1} ({MJ} = {p,p+ 1}), para algúnp e N.

Antes de presentar el algoritmo de levantamiento, veamos primero la intuición que hay
detrás de él. Primero, queremos que Q0 se levante mucho más “empinadamente” que
los otros polígonos, de manera tal que siempre contribuya con b a la suma optima] del
revestimiento inferior, tal como se hace en [Emi3]. Los polígonos Q1 y Q2 serán partidos en
al menos g+1 celdas, cada una de ellas levantada linealmente, definiendo un levantamiento
sobre los vértices b, a,-_1,ai, para i = 1,. . .g.

o Para Q1, Q2 y cualquier valor de i 2 0, definimos

w] I= w2(b) 2= 0, (¡Jl(0214.1)I= w2(a2,-) Z: 1,
(4.4)

w¡(ao) := 2, w7(ag) := 2,

donde 'y = (g mod 2)+1. Los a,-vértices de Q1, Q2 que no se mencionan en la fórmula
anterior, son levantados linealmente respecto de la celda en la que se encuentran.

Notaremos con bo (resp. bg) a cualquier vértice que pueda haber entre b y a0 (resp.
ag) y que no sea extrema] en la dirección de (5.Si 'y' = (7 mod 2) + 1, entonces
levantaremos todos los vértices de la forma bo (resp. bg) de Q2 (resp. QT) a una
celda Ci (resp. CL). Lo haremos dando valores muy altos a estos vértices, de una
manera a ser precisada en la demostración del lema 4.11.

Notar que los vértices bo (resp. bg) de Q1 (resp. Q7) pertenecen a Co (resp. Ca). El borde
de la celda Ci (resp. Cs) incluye a b y a ao (resp. ag). A los lados de Q1,Q2 que sean
bordes de celdas y que contengan al vértice b los llamaremos b-lados.

Lema 4.6 w1(a2,-)> 1 y w2(a2,-+1)> 1 para todos los posibles valoresi 2 0. Además,
ezisten (y son únicas) celdas C¿,C¿+1 en Q¡,Q2 respectivamente, tal que e, la pendiente
de ó, se encuentra entre las pendientes de los b-lados que definen cada celda.

Demostración. La primer afirmación sale por convexidad y por la definición del levan­
tamiento . L0 segundo sale por el primer paso del algoritmo delineado en esta sección.
El

Definición 4.7 A las celdas de Q1, Q2 que contienen a b+ó, las notaremos como Ck,, Ch,
respectivamente.

Notar que |k1— k2| = 1.

o Para Q0, definimos el levantamiento wode la siguiente manera:

wo(b)= -M, wo(ak) = M,
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donde M >> 1 es suficientemente grande (se puede tener una estimación deter­
minística acerca de cuan grande debe ser M si uno sigue con cuidado la demostración
del lema 4.14) y ak es el vértice del ó-borde de Q0 más cercano a la semirrecta b+ pó,
p > 0. Claramente, k e {k1,k2}. Si el número de vértices de Q0 es considerable,
wo define 2 celdas, limitadas por el segmento (b,wo(b)), (akwo(ak)) y la condición de
que los vectores normales interiores, al proyectarse con R2, minimicen el producto
interno sobre los polígonos Q,-exactamente en los puntos ak, y ak, respectivamente.

Para construir estas normales se puede, -por ejemplo, marcar un punto c dentro del
polígono Q, tal que su proyección ortogonal sobre (aknakz) y sus dos lados adyacentes
caiga sobre los lados respectivos. Entonces, se pueden tomar como normales interiores
(c —ak,,/\¡) y (c —ah, A2), con A,-> 0.

Lema 4.8 [Emi3] La función de levantamiento wo garantiza que, si RC(p) = (0,170),
entonces po = b.

Debido a la definición de w, la subdivisión poliédrica inducida sobre Q1 (resp. Q2) contiene
al menos las celdas Co, C2, . . . (C1, Ca . . .). En lo que sigue, normalizaremos los vectores
3-dimensionales que son normales interiores de alguna cara, fijando su última coordenada
igual a 1.

Definición 4.9 Sea Vi,“e R3 el vector normal interior normalizado correspondiente a la
celda levantada Cm en 6,21,,J(resp. Q2“) si i es par (resp. impar).

Sea Vi,“ = (v1,v2, 1), entonces, si A := w1(a,-)> 1 por ejemplo, se tendrá que

a¿_1 — b 1 v1 0

a,--- b /\ U2 = 0 ,
ai+1 _ b 1 1 0

donde las entradas de la izquierda de la matriz son vectores de tamaño 1 ><2. En la sección
siguiente, escribiremos las sumas con el orden que indica el polígono al cual el sumando
pertenece, donde el sumando que ocupa el lugar i viene de Qi, i = 0,1,2 o i = 1,2
dependiendo del contexto.

4.5 Subdivisión Mixta

En esta sección estableceremos las propiedades del levantamiento que hemos definido en
la sección anterior, y veremos que es apropiada para el fin que nos hemos propuesto.

Lema 4.10 La subdivisión Au, contiene celdas que no son mixtas, cada una de ellas es
copia de uno de los Ci, donde i = 1,. . .,g —1, sobre el ó-borde de b + Q1+ Q2.
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Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad que i es un número par en el
intervalo 1, . . . ,g —-1 (el caso para números impares en este intervalo es similar). En el 6­
borde de Qj, wj(a,-+p)2 1 y vale la igualdad si y solamente si p es impar (resp. par), j = 1
(TeSP- j = 2) y w1(ai+1) = w2(ai) = w1(ai—1) = 1, w101i) ï= /\, w2(ai+1),w2(ai—1) > 1,
por el lema 4.6. Como los puntos a,-_1+ ai, a,-+ a,- y ai“ + a,- pertenecen al ó-borde
de Q1 + Q2, ellos deben ser la suma de dos puntos del ó-borde de Qj, j = 1,2. En el
revestimiento inferior L(Q¡.u + (22,“), la menor altura que pueden tener estos puntos es

w1(ai_1)+.w2(ai) = 1+ 1,
w1(ai) + ¿02(ai) = /\ +1,

“¡(0:41) + w2(ai) = 1+ 1;

lo cual implica que los puntos

(b+a¿_¡+a,-,—M+2), (b+a¿+a,-,—M+1+/\), (b+a,-+1+a,-,—M+2)

pertenecen a L(QU), donde la notación (—, indica un vector de Q3, con primer compo­
nente igual a un vector de Q2. Al ser multiplicados por el vector Vi,“de (4.5), los 3 puntos
dan el mismo valor, que es el producto interno ((2b+ ai, -M + 1), Vw). De aquí podemos
deducir que estos puntos se encuentran en un plano con normal Vw, y que su cápsula
convexa se proyecta sobre b + C,-+ ai.
Todavía debemos ver que la celda levantada es una facet de L(Qw), es decir que minimiza
el producto interno contra Vi", sobre el conjunto de todos los vértices de b“,o+ Qu.) + 622,“.
Entre todos los vértices del levantamiento de Q1, este producto interno se minimiza en
los vértices del levantamiento de C,-por definición, así que solo resta probar la siguiente
afirmación:

((a¡,1),V;-.u) < ((a',w2(a')),Vi,w) Va' G V2\ {ai},

donde hemos hecho (b,0) = (0,0,0), sin pérdida de generalidad. Sea Vw = (111,1)2,1) =
(11,1),entonces (4.5) se transforma en

(a,-_1,v) + 1 = (a¿+¡,v) + 1 = (cn-,12)+/\ = 0.

Luego,
(ai-1,11) + w2(ai—1) > 0,
(a¿+1,v) + w2(a¿+1) > 0, (4.6)

((ai, 1), Vw) = (ahv) +1 < 0.

Si a' = b = (0,0) o a’ E {a,-_1,(1,41}la afirmación es trivial, debido a (4.6). Definamos los
semiespacios abiertos 71+ := {m e Q3 : (al/,3“) > 0} y 'H’ := {x e Q3 : (2,14“) < 0},
que son disjuntos y convexos. También consideremos el cono F := {r(a,-_1,w2(a¿_1))+
s(a¿+1,w2(a,-+¡)), 1',s > 0}, que está completamente contenido en 71+ por (4.6). Supon­
gamos que (a',w(a’)) pertenece a 'H’ para a’ G V2\ {b,a,-,a,-_1,ai+¡}. Como (ai, 1) E 'H“
by (4.6), entonces el segmento S de (a’,w2(a’)), (ai, 1) debe estar totalmente contenido
en 'H‘. Para obtener una contradicción, debemos verificar que S ñ F 76 Q).Esto se al­
canza considerando que F divide Q2,“ en dos poliedros convexos. El poliedro “de abajo”
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contiene ai“, mientras que el “de arriba” contiene a’ por convexidad. De hecho, la con­
vexidad implica que a’ se encuentra entre los hiperplanos determinados por bw,am, a,-_1,,,,
(el levantamiento de C,-_1)y bw,ai'w,a,-+¡_¿,,(el levantamiento de Ci“), luego S intersecta
el triángulo definido por bw,a¿_1,w,ai+1,w.

Lema 4.11 La subdivisión A“, contiene celdas no mixtas, que son copias de cada C,-para
i: 0, g, sobre el ó-borde de b + Q1+ Q2.

Demostración. Analizaremos el caso i = 0 porque i = g se puede tratar de manera similar.
Sea w1(ao) := Ao = 2. Por definición 4.9, VM = (12,1) con v e Q2 normal a CON, luego,
VG, G ñ Co) \ {1),(10,111},

(lo-b /\0

(ll-b 1 |:

0

v] = 0 . (4.7)
a’ — b W101,)

1

Entonces es suficiente con probar la siguiente afirmación:

((a011)’V0,w> < ((aliw2(a,))v VON)! va, e V2\ {a0}'

Sin pérdida de generalidad, hagamos b = 0 y consideremos la posibilidad de que un vértice
a’ = bo e VgñCí exista entre b y ao. Recordar que bose definió en la sección 4.4. Usando el
hecho de que bo e V1ñ Co, se puede calcular w1(bo)usando (4.7). Entonces, la afirmación
se reduce a

—/\o+1 < -w1(bo) + wz(bo) 4:}w2(bo) > w1(bo)— /\o +1 = w1(bo) - 1.

Esto ocurre para w2(bo)suficientemente grande. El
Para una mayor facilidad en la exposición, en lo que sigue supondremos que ó e Q2” con
coordenadas 61 >> 62 que cumplan e = É?E (0,1).

Lema 4.12 Hay un único punto p tal que RC(p) = (0, b) sobre el borde de b + Q1 + Q2.

Demostración. Todos los puntos del ó-borde de b+Q1 +Q2 son desplazados dentro de una
copia de alguna celda C,-a menos que se encuentren justo en la intersección de dos de tales
celdas, o sea en 0,00,“, i e {0, . . . , g- 1}. Los puntos para los cuales ocurre esto son del
tipo b+ai+1+a,-. Vamos a distinguir tres casos. Llamaremos a las pendientes de los b-lados
de la celda C,-como a,-_¡,0,“, los de la celda C,“ serán ai, (Jn-+2,y por las hipótesis sobre
6 inmediatamente antes del enunciado de este lema, vale que 0,;1 > a,- > 0,.“ > 0,42.

1. 0,- > e > ai“: El punto se encuentra entre las dos celdas que denominamos Ck, y
Ckz. Este es el punto p que estamos buscando.

2. e > 0,: las dos pendientes de C,“ son menores que e y b+ai+1+a,-—6 e b+ai+1+Ci+1
ya que a,-—6 E Ci“;
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3. 0,4,1 > e: las dos pendientes de C,-son mayores que e, luego b+ai+1+a¿—ó G b+Ci+ai
ya que ai+1_ 5 G Ci;

La misma discusión se puede hacer con los puntos ao + ao, ag + ag, obteniendo resultados
análogos. Si hubiera puntos de la forma bo o bg (definidos en la sección 4.4), entonces
bo+ ao y bg+ ag (o ag + bg) serín puntos del borde de b + Q1 + Q2 pero no pertenecientes
al ó-borde. El

Juntando toda la información que tienen los lemas anteriores, se tiene el siguiente

Teorema 4.13 La descomposición A“, contiene celdas no mixtas que son copias de cada
C,-sobre el ó-borde de b+Q1 +Q2. Además, existe un único punto p tal que RC(p) = (0, b)
sobre el ó-borde de b + Q1 + Q2.

Lema 4.14 La descomposición Au, contiene, sobre el ó-borde de Q, dos celdas no mixtas
que son copias de las celdas de dimensión máxima de Q0. Cada una de estas celdas
contiene los vértices 3a,cl y 3ak2. El resto de las celdas que cubre a Q\ (b + Q1 + Q2) son
mixtas de tipo 1 o 2.

Demostración. Que hay dos celdas no mixtas del tamaño de las celdas de Q0 sale por la
manera especial en que hemos levantado Q0. De ahí también se desprende el hecho de que
los puntos 3a,“. son vértices de estas celdas, k = 1, 2.
La última parte sale notando que las celdas mixtas de tipo 1 y 2 deben estar contenidas
en Q \ (b + Q1+ Q2), ya que cualquier celda de b + Q1+ Q2 es de la forma b + F1+ F2,
luego no puede ser mixta de tipo i > 0. Por otro lado, el área cubierta por celdas mixttas
de tipo i es igual a MV(QJ-,Qk), j 76i 76k, y se tiene que

v01(Q\(Ql + Q2)) = MWQO, Q1) + MWQO, Q2) + "01(Qol­

Ü

Lema 4.15 Supongamos que p E .77es tal que p se encuentre en la celda Fo+ F1 + F2 +6,
y dim(Fo) = O, y p no es el punto p del teorema 4.13. Si RC(p) = (i,a) entonces
(p—a+Q,-)nZ2 c 7-“.

Demostración. Supongamos primero que existe i > O tal que F,-es un punto. Debido a
cómo levantamos Q0, se tiene que F0 = b, luego Fo + F1 + F2 = b + p.-+ Fj, donde p,-es
un vértice del polígono Qi 96j), y RC(p) = (i,p¿). Así que

p e F0+F1+F2+ó c b+pi+Qj+6 =>p—p,-+Q,-c b+Q1+Q2+6 c int(Qo+Q¡+Q2).

La última contención sale debido a que b+ó G int(Qo) (uno de los requerimientos pedidos
en la sección 4.4).
Supongamos ahora que p se encuentra en una celda mixta de tipo 0, o sea que RC(p) =
(O,b). Debido al teorema 4.13, solo debemos tener en cuenta los puntos enteros que se
encuentren en p E int(b + Q1 + Q2) = b + int(Q1 + Q2). Pero ahi vale lo siguiente:

P—b+Qo C b+int(Q1+Q2)—b+Qo,

y el conjunto de la derecha es igual a Q0 + int(Q1 + Q2) = int(Qo + Q1 + Q2). III
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Lema 4.16 Cualquiera sea p G .7’, con excepción del único punto p del teorema 4.13,
si p pertenece a la celda Fo + F1 + F2 + 5, con dim(F0) > 0, y RC(p) = (i,a), entonces
(p—a+Q,-)r‘IZ2cf.

Demostración. Notar que siendo p un punto con coordenadas enteras, debido al hecho de
que ó es suficientemente pequeño, debe cumplirse que p e Fo + F1 + F2 (posiblemente p
sea un punto del 6-borde de esta celda).
Afirmamos que F1+F2 está contenido en el borde de Q1+Q2. Esto ocurre por el hecho de
haber levantado suficientemente el polítopo Q0. Supongamos sin pérdida de generalidad
que RC(p) = (2,á). Luego, p = po + pl + á, donde p,- € Qi. Si no fuera cierto que
(p —á + Q2) F‘IZ2 está contenido en .‘F,entonces esa traslación de Q2 debe intersecar el
6-borde de Q ya que ciertamente está contenido en 8 (ver, por ejemplo, [CE2]). Sea h un
punto en esa intersección, entonces

31226622: h=p-á+p2=(Po+p1+á)-á+p2=po+p1+p2.

Notar que h E ¿'\.7-' implica que h es un punto en algún segmento de la forma (3aj, 3aj+¡),
para algún j.
Ahora afirmamos que cada p, debepertenecer al segmento (aj,aj+1), con lo cual se obtiene
que tanto Fo como F1 intersecan el ó-borde de Q0 y Q1 respectivamente.
Si F0 fuera alguna de las celdas de dimensión 2, digamos la que contiene ah, entonces
por el lema 4.14, F1 = F2 = ai, donde i G {k1,k2}. Pero entonces la segunda afirmación
que hemos hecho a lo largo de esta demostración implica que po e {a,-_¡,ai, a,-+¡} con lo
cual p e f, una contradicción. Supongamos ahora que Fo tiene dimensión 1. Como F2
es un punto, entonces F1 tiene que tener dimensión 1, y no ser paralelo a Fo (es decir,
que la celda Fo + F1 + F2 + 6 es 2-mixta). Pero entonces se tendrá que F1 = (aj,aj+1) y
á e {aj, aj+¡} (de otro modo, F1 + F2 no estaría contenido en el borde de Q1 + Q2 como
establece la primer afirmación). Siendo además po un punto del segmento (aj, ai“), se
concluye nuevamente que p pertenece al borde de Q, lo cual es una contradicción. El
Juntando todos estos lemas, ahora tenemos el siguiente resultado, que nos permitirá
construir la matriz resultante.

Teorema 4.17 Cualquiera sea p e .7:\ {p}, si RC(p) = (i, a) entonces

(p—a+Q,-)F1Z2CT.

Construiremos ahora la matriz M, de tamaño IFI x |.7-'|,cuyas filas y columnas estarán
indexadas por los puntos p e .7, tal como en el capítulo 2.

o Si p E .7: \ {p} entonces, cualquiera sea p’ G f, el elemento de M indexado por
(p, p’) será igual al coeficiente de 1:1"en la expansión del polinomio zp‘“ f,(:1:)donde
RC(p) = (23a)­

o El elemento (p, p’) será igual al coeficiente de 3:”,del jacobiano tórico dicreto G( f)
definido en la proposición 4.3.
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Ahora podemos enunciar el resultado principal de este capítulo.
Teorema 4.18

= ReSA(f0)fl, f2)pMa
donde pM no depende de los coeficientes de fo.

Demostración. El teorema 4.17 nos dice que M es en realidad un menor de la matriz
asociada a la última flecha del complejo 4.2. El hecho de que el determinante de M es
un múltiplo de la resultante se sigue de [CDS2]. Como además este determinante tiene el
mismo grado que la resultante en los coeficientes de fo (esto sale de ver que el número de
filas donde aparecen términos que involucran a f0 es exactamente MV(Q1, Q2), que es el
grado de la resultante en los coeficientes de este polinomio).
Para ver que el determinante no es idénticamente cero, usaremos el mismo argumento
de convexidad dado [CE1, CE2, Stu2] especializando previamente algunos coeficientes a
cero, y usando la estructura de G(f ) con un poco de cuidado. Para ello, conviene observar
primero que G(f ) está bien definido módulo el ideal homogéneo, así que alcanza con ver
que el determinante es distinto de cero para una elecciónespecífica de G(f Para hacer
esta elección, escribirnos p = b + a,-+ ai“, esto sale del lemma 4.12. Tomamos entonces:
A} := e,-\ {ai} y A? := {ai}, y con estos soportes calculamos G(f).
Sea V(P) el conjunto de vértices del polígono P. Se tiene que V(P) C A4, i = 0,1,2.
Hacemos la siguiente especialización:

{o 2: CObIb

f_l 3: zaevuv) clama
f2 1: zaewp) C2a-Ta­

Bajo esta especialización, se tiene que G(f) = cebcilaicizamxp. Llamando M’(f) a la
matriz que resulta _deeliminar las filas y columnas indexadas por p en M(f), se tiene
que init_w(det(M( f ))) será igual a co¡,c,-,a¡c,-,a¡+1por el producto de los elementos que se
encuentran en la diagonal de M’(Í), que son siempre coeficientes que corresponden a los
vértices de P si el polinomio a cuyo soporte contribuyen es f1 o f2, o bien es cab (ver
[CE1, CE2]). En todos los casos, son distintos de cero. Por lo tanto, init_w(det(M(f)))
no es cero, luego det(M) 9€0, que es lo que se quería demostrar El

Corolario 4.19 El factor extraño pM es un polinomio de contenido 1.

Demostración. La demostración del teorema anterior nos dice que

init_w(det(M(f))) = icáïwm’pz) H c520.
i>0

Por otro lado, se tiene que

¿nz-numerada,f1),¡2)= mmm” H
i>0

con 0 S ag, < ai“. Esto puede verse, por ejemplo, construyendo la matriz de Canny
y Emiris para este caso, con esta elección de w y ó, y usando los resultados de [Stu2].
Calculando initw (pM(f )), se sigue el resultado fácilmente. El
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4.6 Ejemplos

Ejemplo 4.20 Vamos a calcular la resultante de la familia de polinomios dada en el
ejemplo 2.4. Se tiene

fo = Co,(o,0) + Co,(1,0)171 + Co,(o,1)íE2 + Co,(1,1)1131332,

f1 = 01,(o,0) + Cl,(1,0)1?1+ 01,(o,1)332+ Cl,(1,1)I1I2a

f2 = 02,(o,0) + 02,(1,0)í'¿'1+ €2.(o,1)-'02 + C2,(1,1)331172­

Tomamos 6 = (6,6 —eo), con O < eo << e, y b = (0,0). El levantamiento (4.4) produce
una partición de Q1 en dos triángulos cuyo lado común es el segmento (0, 0)(1, 1); el otro
cuadrado, Q2, no se divide bajo el levantamiento.

En este ejemplo no importa cua'l será el levantamiento que se dé a Q0 ya que no hay
puntos enteros fuera de b + Q1 + Q2 + ó. El conjunto .7: consiste de los puntos

{(1,1), (1’2), (2’1), (2’

Si escribimos G(f) = A(1’1)1L’11Ez+ Aumzlfi + A(2_1):cfzg+ Amazïmg, resulta

Co,(o,0) Co,(1,0) Co,(o,1) Co,(1,1)

M: A0.!) A02) A(2.1) A(2.2) ,
02,(o,0) 62.0.0) €2,(o.1) 02,(1,1)

C1,(o,0) 61.0.0) Cl,(o.1) 01.0.1)

y =ÍReSA(f01f1)

Ejemplo 4.21 Queremos calcular la resultante del sistema

fo = ao + alan + (1ng + aamïzg+ a4zïzg + a5zlzg
f1 = bo + blzrl + b2y2+ bgzïzz + b4zvïarg+ bszlmg
f2 = co+ 01:51+ ngg + cazïzg + quizá + cszlzg.

En este caso, el polígono de Newton de cada polinomio es la cápsula conveza de los puntos

(0,0), (1,0), (0,1), (1,2), (2,1), (2,2).

El interior de la suma de Minkowski tiene 19 puntos enteros. Tomando ó = (ig),
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b = (0,0) y w0(1,0) = wo(0, 1) = 1, se tiene que M es iguala

b4 b5 o bg, o bo bg 0 O 0 bl 0 O 0 0 0 0 O 0

0 b4 b5 0 bg bl 0 bg 0 0 0 bo O 0 0 0 0 0 0

0 C4 C5 0 C3 Cl 0 02 0 0 0 CO 0 0 0 0 0 0 0

0 O 0 b4 b5 bg 0 0 O b3 0 0 bl bo O O 0 0 0

0 O 0 0 b4 0 bs 0 O 0 b3 bg 0 bl bo O 0 0 0

O O O 0 0 b4 0 0 0 0 0 b5 O ba O bg 0 bl bo

O 0 0 0 c4 0 c5 0 -0 0 c3 Cg 0 c1 c0 O 0 0 O

O O O 0 0 b3 b4 bs bg 0 0 0 0 0 bl bo 0 0 0

O O 0 0 0 03 C4 c5 eg 0 O O O 0 c1 co O 0 0

O 0 O c4 c5 Cg 0 0 0 c3 0 0 c] co O 0 0 0 0
* * 4: ae * ar 4: ar 4* 4: af ar * ar 4: 4* ae 4: ae

0 0 0 O 0 c4 0 0 0 0 0 05 0 03 0 C2 0 c1 co

0 0 0 0 0 c5 O 0 0 0 c4 O 63 0 eg 0 c1 co O

0 0 0 a4 a5 ag 0 0 0 a3 0 O al a0 0 O 0 0 O

0 0 0 0 a4 0 a5 0 0 0 a3 ag 0 a1 ao O O 0 0

0 0 0 0 0 a3 a4 a5 ag 0 0 O 0 0 a1 a0 O 0 0

0 0 0 0 O 0 0 0 0 b4 b5 0 0 bg 0 O bo 0 0

0 0 0 0 0 a5 0 0 0 0 a4 0 a3 0 ag O al ao 0

_ 0 0 0 O O (14 0 O 0 0 0 a5 0 (13 0 a2 0 a1 a0 _

En la fila de * van los coeficientes del jacobiano (o el jacobz'ano discreto). Calculando con
MAPLE, obtenemos que

det(M) = b4(-Csb4 + bsc4)ReSA(fo,f1,f2)­



Capítulo 5

Fórmulas clásicas 'Vistas en este
contexto

5.1 Polinomios en una Variable

Sean f1 = 2;“:0 ajxj y f2(:c)= 2:10 bjxj polinomiosgenéricosen una variable (o sus
homogeneizados en dos variables) de grados dl S dz. En este caso, la inecuación (3.8) se
verifica para todo t = 0, . . . ,dl + dz- 1 y tendremos una fórmula determinantal para todo
t entre 0 y tn +1. Aquí, tg = d1+ dz —2. Cuando t = d1+ dg —1 = tg +1 recuperamos la
fórmula de Sylvester clásica.
Supongamos ahora dl = d2 = d, y escribimos

d
z - :1: . .

f1( )f2(3/)_f1(y)f2( ) = Z qszy1_
a: y i,j=0

Entonces, la fórmula de Bézout clásica para la resultante entre f1 y f2 dice que

Resd,d(f¡, f2) = det(c,-J-).

Es fácil ver que podemos obtener precisamente esta formulación si tomamos t = d —1.
Para otros valores de t, obtendremos fórmulas que interpolan entre Sylvester y Bézout,
como en [GKZ2], Ch.12, aún en el caso dl 9€dz. Se puede verificar inmediatamente que
la menor de todas estas matrices tiene tamaño d2.
Supongamos, por ejemplo, que dl = 1,d2 = 2. En este caso, [tg/2] = [1/2] = 0, y M0
es una matriz de 2 x 2 que representa una transformación entre Sl‘ y So 6385, cuyo
determinante es igual a la resultante

Resl,2(fla f2) = aÏbo —Goalbi + (320%.

Si escribimos f1(:r) = 0:1:2+ ala: + ao y usamos la fórmula de Bézout clásica para d = 2,
también obtendremos una matriz de 2 x 2, pero cuyo determinante será igual a bg '
Resl_g(f1, f2). El exponente 1 en bz es precisamente la diferencia dz —dl.
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5.2 Fórmulas de Sylvester para tres Cuádricas

Supongamos n = 3, y dl = dz = da = 2. Sea J el jacobiano de los polinomios f1, f2, f3.
Una fórmula muy bonita debida a Sylvester dice que Re52,2_2(f1,f2, f3) se puede obtener
como la 1/512 parte del determinante de la matriz de tamaño 6 x 6 cuyas columnas están
indexadas por los monomios en 3 variables de grado 2 y en cuyas filas se encuentran las

expansiones, en esta base monomial, de f1, f2, f3, 5%, 53-1:y (¿a-á(ver [CLO] y las referencias
que se citan allí).
En este caso, [t3/2] = [3/2] = 1, y debido al Lema 3.2, tenemos una fórmula determinantal
en este grado, dado que 2 —3 < 1 < 4. De las ecuaciones de Euler

podemos escribir

2 (Je-(z)—fi(y)) = 23:1 (21%? - sia-má?

23:1(w;- ya??? +w ’ Mii/Í
3 a.- 3 62.­

: 2,21 ((171'_ yj) 7%? + 3/1"21:15'9333051 - yl))­

Debido a (1.22), podemos calcular el bezoutiano usando

__ 1 aja-(x) 3 32m)

AM1?) '_ 2 ( axj + (2:1:axlazj yl '

Con esta formulación, no es difícil ver que se puede recuperar la fórmula de Sylvester en
la igualdad Resz_2,2(f1,f2, f3) = det M1.

5.3 Formulaciones con el Jacobiano

Podemos reemplazar Ao por J en la fórmula de Macaulay (Theorem 1.10) para t = tn, y
tendremos el siguiente resultado:

Teorema 5.1 Consideremos la submatriz Mt" que se extrae de la matriz de 60 en las bases
monomiales, eligiendo las mismas filas y columnas que Mt". Entonces, det(Mtn) 760, y
se tiene la siguiente fórmula a la Macaulay:

_ det(M¿n)
d1---anesd1.--udn(fl"' "‘fn)_
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5.4 Fórmulas de Dixon

En esta sección revisaremos las fórmulas clásicas formuladas por Dixon para calcular la
resultante de tres polinomios afines en dos variables de grado d. Haremos un cambio en
la notación: los polinomios genéricos a considerar (que tienen monomios de grados a lo
más d en dos variables (m1,a:2))se denotarán con fl, f2, f3 y denotaremos con F1, F2, F3
sus respectivas homogeneizaciones en tres variables (con variable de homogeneización m3).
Dixon (cf. [Dix]) propuso la siguiente fórmula determinantal para calcular la resultante
ReSd,d,d(f1,f2,f3) = Resd.d,d(FlaF2iF3)ï .
Sea Bez(a:1,:2:2,y1,y2) el polinomio obtenido al dividir por (xl —y1)(:1:2—yz) el siguiente
determinante :

f1(í01,132) f2(171,372) f3(331,172)

det fi(y1,552) f2(y1,12) f3(y1,-'C2)
f1(y1,y2) f2(y1,y2) f3(y1,y2)­

Notar que, haciendo operaciones en las filas de la matriz, se tiene que Bez(a:1,:r:2,yl, yg)
es igual al determinante de la matriz

A11 A21 A31

det A12 A22 A32
f1(yl,y2) f2(y1,y2) f3(y1,y2),

donde los elementos Ai,- se definen como en (1.4). Escribimos

BeZ(-'01,I2,y1,y2)= z Bfi(Ii,I2)yf'y€2­
¡HSM-2

Hacemos A := Z[a], donde a denota una indeterminada por cada coeficiente de f1, f2, f3.
Sea S el módulo libre sobre A con base B dada por todos los monomios en dos variables
de grado menor o igual que d —2, que tiene un isomorfismo obvio con el A-módulo libre
S’ con base B’ dada por todos los monomios en tres variables de grado igual a d —2. La
base de monomios del espacio de polinomios en dos variables de grado menor o igual que
2d —2 se denotará C.

Sea M la matriz cuadrada de tamaño 2d2 —d cuyas columnas están indexadas por C y
cuyas filas contienen, consecutivamente, la expansión en la base C de m - f1, de m - f2, y
de m - f3, donde m varía en los tres casos sobre la base B, y finalmente, la expansión en
la base C de todos los elementos BB, lfll S d —1. La fórmula de Dixon dice que

ReSd,d,d(f1,f2, f3) = i det M­

En este caso, dl = d2 = da = d y n = 3, así que (3.7) vale, y por (3.8) se tiene que hay
una fórmula determinantal para cada t tal que d —3 < t < 2d. Una posibilidad es tomar
t = 2d —2. Luego, tg —t = d —1 < d, lo cual implica que < F1, F2, F3 >¿3_¿= 0. Además,
t —d = d —2 < d y, por lo tanto, S"i = S’, para todo i = 1,2,3.

Sea A(a:1,1:2,1:3,y¡,y2,y3) = zh¡53d_3 A7(z)y”’ el bezoutiano asociado con los polinomios
homogéneos F1,F2,F3. Sabemos que Resd_d_d(F1,F2,F3)= :tdet M2¿_2. En este caso,
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M244 es una matriz cuadrada del mismo tamaño que M, y es obvio que sus primeras
3d(d —1)/2 primeras filas coinciden (si las columnas están ordenadas convenientemente).
De acuerdo con (1.6), las últimas (d + 1)d/2 filas de Md_2 contienen la expansión en la
base B’ de todos los elementos A7, I'yI= d —1.

Proposición 5.1 La matriz “afín” M y la matriz “homogénea” M2d_2coinciden.

Demostración. Denotemos con P(a:¡,:z:2,1:3,y], yz, t) al polinomio homogéneo de grado
3d-2 en 6 variables que se obtiene al dividir por (9:1—y¡)(a:2—y2)el siguiente determinante

A1,¡(F) A2,¡(F) A3_1(F)
det A1'2(F) A2,2(F) A3'2(F) ,

F1(y1,y2,t) F2(y11y21t) F3(yl)y2)t)

donde
Ai,l(F|) z: F‘i(zlaz2az3) _ F‘i(ylaz2ax3)a = 11213

y
Ai,2(F) I= E(y1,z2,zs) —E(y1,y2,173),i=1,2,3­

Como
(2:3—y3)A(:v,y) = P(:vl,:vz,:va,y1,y2,:va) - P(I1,rvz,:va,y1,y2,ya), (5-1)

y estamos buscando elementos de Bez(z¡,:vg,y1,y2) con grado menor o igual que d —1 en
las variables yl, yz, al ser degy (P(:rl,:v2,:1:3,y1,y2,y3)) 2 d se tiene que, combinando la
igualdad dada en (5.1), para cada 1 5 j 5 d - 1 :

xaZAmw-ys Z: Avon/7 (5.2)
|7I=j I7I=j-l

es igual a la parte de grado j en las variables yi de P(:cl,a:2,:v3,y1,y2,:vg) que, como no
depende de y3, resulta ser igual a

I3 Z A(7..-n,o)(üv)yl'y;”, (5.3)
71+72=j

Luego, el coeficiente de yY‘yg”de P(:cl,zg,:ca,y1,y2,y3) será

373A<7mz,o)(931,22,33)- (5.4)

Además, usando recursivamente (5.2) se tiene que, para cada par de enteros no negativos
7,5 tal que 7 = ¡1+ (0,0,k),|7| =J'=

ISA-yu) = Año). (5.5)

Por otro lado, desarrollando el determinante que define a P por la tercer fila, se observa
que degyhyz', (P(:1:1,zg,:1:3,y1,y2,t)) 2 d. Escribiendo

P(ml,zz,zs,y1,y2,t) = z cao,p.,,ez(a=1,mz,zs)tfi°yÏ‘y52
fio+fii+5253d-2
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se tendrá que, si fil + fig S d —1, entonces cflofihfiz aé 0 implica fio 2 d —B1 —52.
Fijamos B = (fil, fiz) tal que |/3| 5 d —1, y consideramos

25323 cfiÉ'fil'Bzm’Immafifio = tdflshfiz 25020 Glam/31.52(11,12, la)” °+fll+fird = (5 6)=t ‘ 1' 2Pfl(13¡,132,.’123,t). '

De las propiedades de P, se deducen las siguientes:

o P5(1:1,a;2,:v3,t) es homogéneo de grado 2d - 2;

o PB(11,1172,123,0) 96 0;

o P5(:1:1,a:2, l, 1) = Bfi(.'1:1,.'1:2).

Todo esto dice que P5(zl,:vg,a:3,:53) es la homogeneización de 35(21, 1:2)a grado 2d —2.
Hacemos t = 1:3en (5.6), y comparamos con (5.4). Queda la siguiente igualdad:

d_ _
IaA(fli,az.o)(IhIz,Ia) =933 fi’ BszüïhzmzaJa),

y usando (5.5) se concluye la demostración. El
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Parte II

APLICACIONES



Capítulo 6

Implicitación de Curvas y Superficies
Racionales

En este capítulo, vamos a demostrar algunas relaciones entre la resultante y los menores
maximales que aparecen en la formulación del método de las superficies móviles, obtenien­
do como consecuencia demostraciones alternativas a las de [CGZ]. Además, se extenderá
la validez del método al caso de superficies impropiamente parametrizadas.

6.1 Superficies Móviles
Comenzaremos revisando algunas nociones básicas que son usadas en el “método de
cónicas y cuádricas móviles” que fue formulado en [CGZ, SC, ZCG].
Sea K un cuerpo. Una d-superficie es una ecuación implícita homogénea en las variables
X1,X2,X3 y X4 de grado d :

Z: c7X" = o, c7 e 1K.
|7I=d

Una d-superficie móvil de bigrado (01,02) es una familia de d-superficies parametrizadas
por s, u,t y v como sigue:

al . . . . . . .

zz Z: ,4ng 3' 61-1721vaz-J= o, A1;e K. (6.1)
i=0 j=0 ¡7|=d

Para cada valor fijo de los parámetros, la ecuación (6.1) es una ecuación implícita de
grado d en K3.
De manera similar de define una d-superficie móvil de grado a como:

z z ¡13X7 sití ua-i-J’= o, Ai] e 1K. (6.2)
i+j50 l'1|=d
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En ambos casos, una 1-superficie móvil se llamará “plano móvil”. Si d = 2, se llamará
“cuádrica móvil” ([CGZ]).
Dada una familia de cuatro polinomios bihomogéneos (resp. homogéneos) x¿(s,u;v,t)
(resp. x¿(s,t, de bigrado (m, n) (resp. grado n) con coeficientes en IK,la d-superficie

móvil 6.1) (resp.(6.2) ) se dice que sigue a la superficie racional (a, fi, si

al 172

E E E AÏYJI" s‘u"‘“‘t’ var] = 0
i=0 j=0 |7|=d

resp.

E E Aijz" sitj u”“i‘j = 07 .

i+jsa I7I=d

Para calcular el K-espacio vectorial de las d-superficies móviles de un bigrado (resp. grado)
fijo que siguen a la superficie racional, igualamos a cero los coeficientes de los monomios
s“ u"“°‘ t” un”? (resp. s"lt‘f3ua’a‘fl) que aparecen en la ecuación implícita, y resolvemos
el sistemalinealde ecuacionesen las indeterminadas

Ejemplo 6.1 Consideremos la siguiente familia de polinomios homogéneos:

3
171 = S

112 = ta,

Ia = ua (6.3)
x4 = 33 + t3 + u3.

La superficie parame’trica que ellos definen está contenida en el hiperplano

X1+X2+X3-X4=0

que es un plano móvil de grado 0. Notar que existe un plano móvil de grado cero si y
solamente si la superficie está contenida en un plano. En este caso, éste es el único
plano que contiene a (6.3), asi que es el u'nico elemento de una base del espacio de planos
móviles de grado 0.
La siguiente es una familia de generadores del espacio de las cuádricas móviles de grado
cero:

X1(X1+X2+X3—X4) =
X2(X1+X2+X3 —X4)
X3(X1+X2+X3 —X4)
X4(X1+X2+X3—X4) =

u

Il

poco

v

u



n
13ÉX+199X3X+13VX3X-099X3X

_asïxlx+1sZX1X—asz1X—asgx+asZXIX
19’X3X+09"X9X-09"XZX-09"X‘X-09ZX

asPXEX_
—1S,-ÉX-099X‘X+2SEX3XZ—as"XzX+aS€X

—19"X‘X+199XZX-“92X‘X-19ÉXZ­
—1szxïx+nstZX—asi'Xïx+as¿X—ang

—19’X¿X+199X¿X8-099X‘XZ+195X-132X­
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“Wax-1Msz“S'XcX-NÉX­
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-¡néX-JlncX'X-19°X‘X+“99X‘X-17”X‘X
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18€X+292X+MVX9X+2S°XIX++ns€Xïxz—

_;QEXZX8+1QVXZX_1nEXIX_1ngX_anDXSX
as’XZXHs'XIX-MWZX
lsEXZXHSEXïX-ancxzx

GSEX‘X+1SEX‘X+
+1SZXIX+2nQX-anáx—as¿X—an’X‘X

odóo

n
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Exas+an(gx—¿X-‘X-l'X)
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X}st—3X2X33t+X1X3sv—XÏst-X%st—
—2X3X4sv = 0,

X1X4St—X1X3S'U-X1X3St-X1X28t = 0,
X3X4st—X3X4sv-ngt—X¡Ïst+X¡ngv—

—3X2X3St+X2X4St = 0,
X22uv+XÏsv—X1X4sv—X¡Xzst+X¡ngv+

+ngt = 0,
Xguv+X323t—X1X3ut = 0,

XÏuv—X¡2uv—XÏsv—X1X4sv—2XÏut—
-X1X3Ut+X1X23t+2X1X33t+2X3X4SU+XgSt+

+X328t-X1X38’U'l'3X2X38t = 0,
Xnguv—Xlzsv+X1Xzst

X1X3—X¡2ut+X1X3st=
II 5:

6.2 El Caso Bihomogéneo

6.2.1 Notación

Sean xl, 32, 23 y 2:4cuatro polinomios bihomogéneos genéricos en dos variables de bigrado
(m, n), es decir

m n

I¡(S,U;t,'U)=E E 02,:sJii’7"jt'°'¿)""c i=1,...,4.
j=0 k=0

Definimos 1K:= Q(c;-k), y notamos con S“ al espacio de polinomios de bigrado (k, l) con
coeficientes en IK.

Sea d)la transformación K-lineal:

. 4
45 - Sm-1,n—1 —> S2m-l,2n—1 6.4

(plap2ap3ip4) H 23:1 p,-Ii. ( )

Para ser consistentes con la notación de [CGZ], notaremos con MP a la traspuesta l de
la matriz de o en las bases monomiales. Es una matriz cuadrada, de tamaño 4mn.

Observación 6.3 Con las definiciones establecidas en la sección anterior, no es difícil
de ver que MP es la matriz de coeficientes del sistema lineal generado por los planos

móviles de bigrado (m- 1,n —1) que siguen a la superficie racional dada por (a, a, a!

lDebido a la Convención 1.4, para, mantener una. coherencia con [CGZ], la mayoría de las matrices en
este capítulo serán las traspuestas de las matrices asociadas a una transformación lineal.
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Sea d un entero positivo, y hagamos

F1: {'YÉ Z2041 l'Yl= d}­

Consideremos la transformación lineal

‘I’dï Sm-l,n—1F —) S(d+l)rn—1,(d+l)n—l

le asigna el polinomio

z pqz". (6.5)
761"

que a cada familia (pfiver

Sea M Q“lla traspuesta de la matriz de \Ilden las bases monomiales También definimos

F0Z={7 e Z204: = (1,74S

Su cardinales (d+1)2. Consideramos la transformación 112d,la restricción de 111da Sm_1_,,_¡r°.
Denotamos con M .S'“lla traspuesta de la matriz de 1/24en las bases monomiales. Es una
matriz cuadrada de tamaño (d + 1)2mn.

Observación 6.4 Si d = 1, entonces 1/)d= qSy MSl = MP. Para d = 2, las matrices
MQ2 y MS2 se llaman MQ y MQw respectivamente en [CGZ].

Observación 6.5 Es inmediato verificar que MS“l es un menor maxima! de MQd. Es
más, ker(MQd) es el K espacio vectorial de las d-superficies móviles de bigrado (m —
1, n —1) que siguen a la superficie racional.

Consideremos el subconjunto F1 de F0 definido por los 'y para los cuales se verifica que
71 = 0. Sea

Pd 3 Sm-lm-lrl G3Sdm-l,dn—l —> S(d+1)m—l.(d+l)n—l (6-6)

la transformación lineal que envía el par ((p7).,er,,q) en

z p7z"+ qzl. (6.7)
7€“

Denotaremos con MT"l a la traspuesta de la matriz de pd en las bases monomiales. Es
una matriz cuadrada del mismo tamaño que MSd.

6.2.2 Cálculo de Resultantes usando Complejos de Koszul
Revisaremos brevemente el algoritmo para calcular el determinante de una sucesión exacta
corta de espacios vectoriales ([GKZ2], Appendix A), ya que será necesario en lo que sigue.
Consideremos el siguiente complejo exacto:

0—>Aï>Bi>C—>o. (6.8)
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Sean {ah . . . ,ap}, {b1,...,bq}, {ch . . .,c,} bases en A, B, C respectivamente (p+r = q).
En este caso, el determinante del complejo con respecto a estas bases es igual al coeficiente
de proporcionalidad

bl A . . . A bq

do(a1)A...Ado(ap)/\éïA.../\c’;
donde 81,...(3 e B satisfacen: d¡(¿}) = ci.
Se puede calcular explícitamente (6.9) de la manera siguiente:

(6.9)

1. Calcular las matrices D0 y D1, traspuestas de las matrices asociadas a las transfor­
maciones lineales do y dl respectivamente, en las bases dadas.

2. Sea D_1la submatriz de D1 queïforma eligiendo todas las filas (son 1‘)y las primeras
r columnas. Denotemos con D0 a la submatriz de Do formada por las últimas p
filas y todas las columnas (que también son p).

3. Se tiene que det(ío) 96O <=> det(í1) 9€0 ([GKZ2]). Si este es el caso, entonces

detfi)
deuïo)

det(complejo) = (6.10)

¡{A . Si det(ío) = det(í1) = 0, entonces otro menor maxima] se puede elegir en D0 como
sigue: sea I = {a},. . . ,z'r} un subconjunto ordenado de r enteros elegidos dentro del
conjunto {1,. . . ,q}. Sea m, (resp. la submatriz de D0 (resp. D1) obtenida
eligiendo todas las columnas (resp. filas) y las filas (resp. columnas) indexadas por
{1,...,q}\I (resp.I).
Cambiemos el orden en la base de B de tal manera que los últimos r elementos sean
los indexados por I. Usando la Proposición 9 de [[GKZ2], Appendix 10] se tiene que

deum). det(complejo) = (—1)". det(D—¡,¡), (6.11)

donde a es la paridad de la permutación

{i1,...,i,,1,2,...,i1—1,i1+1,...,i,—1,i,+1,...,q}.

Recordemos la definición de Resm,n(f1,f2, f3), la resultante bihomogénea de tres poli­
nomios genéricos de bigrado (m,n) ([Dix, GKZ2]): es un polinomio irreducible en los
coeficientes de los f,- que se anula al especializar los coeficientes en un cuerpo k si y sola­

mente si el sistema especializado f,-= 0 tiene una solución en in Pi x Pi. Aquí, Í denota
la clausura algebraica de k.
El determinante de un complejo puede servirnos para calcular potencias de Resm,n(:r¡,Ig, 21:3)
de la manera siguiente: consideremos el siguiente complejo de K-espacios vectoriales:

11’ 111

0 —) Sm_1_n_12 GBS(d—l)m—l,(d—l)n—l—°) Sdm-l,dn—12 63 S2m-l,2n—l —l> (612)
—>S(d+1)m—1,(d+1)n—1 —) 0,
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donde ill y wo son los morfismos de Koszul

w1(p,q,r) ==pzi +qa:2 +rrc‘á"; (6.13)
1

¡fio(zum) == («1111"1+ 7112,ng- - 71:1, -p:02 - (1:01)- (6-14)

Proposición 6.1 El complejo (6.12) es exacto, y si los coeficientes son especializados
en un cuerpo k, continuará siendo exacto (como un complejo de k-espacios vectoria­
les) si y solamente si la resultante bihomoge'nea de los polinomios especializados no se
anula. El determinante del complejo con respecto a las bases monomiales es igual a
iResm_n(:r1,:z:2,:z:3)d‘1.

Demostración. Tomemos un polinomio y3(s,u; t,v) que sea bihomogéneo genérico y de
bigrado ((d —1)m, (d —1)n) y modifiquemos el complejo reemplazando Ig" por y3 en
(6.13) y (6.14).
Debido a que ahora los polinomios 3:1, 1:2 e ya son bihomogéneos, pero ya no tienen
el mismo grado, no se puede calcular la resultante bihomogéneo entre ellos. Pero se
puede calcular la resultante mixta asociada a la familia (xl, zz, ya) (ver [GKZ2], Chapter
3). Es un polinomio irreducible en los coeficientes de 121,122,113que se anula bajo una
especialización de estos si y solamente si los polinomios especializados tienen una raíz en
¡Pl x lP‘.

Para calcular esta resultante, podemos aplicar el método de Cayley que se describe en el
Capítulo 3 de [GKZ2]. Sea .7-"(d1,dz) el fibrado lineal sobre X := 113%x Pi cuyas secciones
son funciones homogéneas de grado dl en las coordenadas (s : u) y de grado dz en las
coordenadas (t : v) sobre cada Pl.
Hacemos El = [32= .7-"(m,n) y La = ¡((d —1)m, (d — Cada L,-es muy amplio, y
podemos considerar polinomios de bigrado (m, n) con coeficientes en F como elementos
de H°(X, Li), i = 1, 2, y polinomios de bigrado ((d —1)m, (d —1)n) como pertenecientes
aH0(X,
Se tiene entonces que cada especialización de (31,22, ya) define una sección s del fibrado
E := ¿163 Lg GBL3. Si hacemos M := .7-"((d+1)m —1, (d +1)n —1), y consideramos el
complejo C:(L1, L2, L3IM) que se define en el Capítulo 3 de [GKZ2], se puede ver que
lo que se tiene es en realidad el complejo modificado (6.12). Es más, con esa elección
de M, el complejo resulta estable (es decir, no tiene cohomología no trivial para grado
mayor que cero), así que valen para este complejo la Proposición 4.1 y el Teorema 4.2
del Capítulo 3 de [GKZ2], con lo cual, resulta que el complejo será exacto si y solamente
si la resultante mixta de los polinomios especializados (21,22,y3) es no nula. Además,
se tiene que el determinante del complejo con respecto a las bases monomiales es igual a
:tRes(a:1,zg,y3).
Para recuperar el complejo original, especializamos ygen mg“. Teniendo en cuenta que la
anulación del determinante de un complejo significa que deja de ser exacto ([GKZ2],
Appendix A), esto implica que el determinante de (6.12) debe ser una potencia de
ReSm,n(a:1, 2:2, 173)­
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Comparando los grados de la resultante bihomogénea y de la resultante mixta en los
coeficientes de 23 e ya respectivamente (ver [CLO, GKZ2]), tendremos que el determinante
del complejo (6.12) será igual a

d-l
:lzRes(m¡,zg,y3)|y3=Ig_¡ = :lZRGSm_n(Il,I2,I3)

El

Usando la receta dada más arriba, podemos calcular :lzReSm_n(:L‘1,2:2,2:3
algoritmo:

)‘l‘I con el siguiente

1. Calcular las matrices correspondientes a los mapas lineales 1/20y 1/¡1con respecto a
las bases monomiales;

2. Elegir un menor no nulo maxima] m1,; en la traspuesta de la matriz correspondiente
a 1/21,donde I es un conjunto de (d + 1)2mn columnas correspondientes a vectores
en la base monomial de ®Ï=ISdm_1,dn—163ng_1,2n_¡.

3. Calcular moJ, el menor maximal en la traspuesta de la matriz que representa 1/)0,
que consiste de todas las filas no indexadas por I.

4. Se tiene que m0.! 75 0- calcular
complejo, o sea la potencia (d —1) de la resultante.

. Este cociente es igual al determinante del

Observación 6.6 Cualquiera sea el conjunto de índices I, se tiene la siguiente igualdad:

m1,; = iReSm,n(a:1,:v2,:va)d" mo 1- (6-15))

Observación 6.7 Recordemos que la resultante está definida salvo signo. Por conven­
ción, estableceremos que

det(complejo) = Resm,n(ívr,172,¿Fald-l­

Luego, usando (6.11), la fórmula (6.15) dice que:

m1,! = (-1)‘7 Resm.n(551,152,173)d_1mo l- (6-16)

6.2.3 La Relación entre det(MSd) y det(MP)
Para probar el resultado principal de esta sección, necesitaremos el próximo lema auxiliar.

Lema 6.8
idet’(MTd) = det(Mpld Resm.n(1¡la1132;¿Falda-1)”­
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Demostración. La prueba será haciendo inducción en d. Para d = 1, está claro que pl y
(15coinciden, así que el resultado es inmediato.
Supongamos entonces que d 2 2. El morfismo pd puede factorizarse como sigue:

Sin-1.1.4“ GBSdm-l,dn—l w-ÏSdm-l,dn—l2 69S2m-l.2n—l w-lS(d+l)m—l,(d+l)n—l (6-17)

donde 1/21es el morfismo definido en (6.12) y

lbz (P7, (I) = (q, z maiz-133317474 ,P(o,o,d,0)333+ P(o,o,d—1,1)174)- (6-18)7221

Denotemos con M,-a la traspuesta de la matriz asociada a 1p,-en las bases monomiales,
i = 1,2. Estas no son matrices cuadradas (sus tamaños son (d + 1)2mn x (2d2 + 4)mn
y (2d? + 4)mn x (d + 1)2mn respectivamente), pero aplicando la fórmula de Cauchy­
Binet (ver por ejemplo [HJ]), se tiene la siguiente relación entre sus menores maximales
y det(MTd) :

det(MT“) = Zdet(M1_¡) det(M2,¡), (6.19)
l

donde la suma se realiza sobre todas las familias de números naturales

I = (7:1, . . . , ’i(d+¡)2mn)

que verifican 1 5 il 5 5 i(d+1)2mn5 (2d? + 4)mn, y Mu (resp. M2_¡)es la submatriz
cuadrada de M1 (resp. M2) que se forma eligiendo las (d + 1)2mn columnas (resp. filas)
indexadas por I.

Observación 6.9 Notar que M1 es la traspuesta de la matriz asociada a 1/11en las bases
monomiales y, para cada I, con la notación del algoritmo descripto en la sección anterior
se tiene que det(M1,¡) = mu.

Usando la observación 6.6 y la fórmula (6.19), se tiene

det(MTd) = (Res,,._,,(:1:¡,1:2,a;3))‘l_1Z(—1)‘7det(M2_¡) mw. (6.20)
l

Un cálculo explícito de la matriz de M2 nos dice que tiene la siguiente estructura:

lI 0 0

M2= 0 B] 0 ,
0 0 32

donde BI y B2 tienen tamaños dzmn x fl%Ïmn y 4mn x 2mn respectivamente, e lldenota
la matriz identidad de tamaño d2mn.
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Sea M0 la traspuesta de la matriz asociada a 1/20.Esta matriz tiene (2d? + 4)mn filas y
((d-ï)2 + 2)mn columnas. Consideremos M := [M2,Mo], será cuadrada, con la siguiente
estructura:

II 0 0 O ng" 73:2
M = 0 Bl 0 pxg-l o —r:r¡ ; (6.22)

0 0 B2 —p 1:2 —qxl 0

donde [ng-l] denota la traspuesta de la matriz asociada a la transformación lineal
Sm_1_n_1—>S¿m_1,dn_¡que a cada p le asigna ng-l, y los otros bloques tienen el mismo
significado.
Se puede chequear que [32, —p552,—q1:1]es una matriz cuadrada. Es más,

det([Q, —pa:2,—q:cl])= :l:det(MP).

De la misma manera, se tiene que

det([Bl, —r11]) = :lzdet(MTd").

Luego, el determinante de M es igual a :tdet(MTd“)det(M P), y usando la hipótesis
inductiva, se tiene la siguiente igualdad:

det(M) = :b (Resm_n(a:¡,22,33))(d_1)(d_2)/2det(MP)d. (6.23)

Este determinante también se puede calcular como una suma de productos de menores
maximales de M2 por sus menores complementarios en M. Esto es exactamente la suma
que aparece en (6.20), es decir

det(M) = EH)" det(M2,¡)mw. (6.24)
1

Reemplazando (6.23) en (6.20), se concluye con la demostración. El

Teorema 6.10

i det(MSd) = ¿“(Il/IP)(¿HW2 Resm,n(a:1,932,333)(d+l)d(d_1)/6.

Demostración. Como en el Lema, la demostración será haciendo inducción sobre d. Para
d = 1, se tiene que 1/)1= eS,así así que el enunciado es inmediato.
Tomemos entonces d 2 2, y factoricemos rbdcomo sigue:

Sm-lm-lro fl>(n-c:"¡im—1,aln—1)2G3S2m-l,2n—l fl) S(d+l)m—l,(d+l)n—l (6-25)

donde

17/72(P7) = P7337, z P7157,P(o,o.d,0)553+P(o,o,d—1,1)334)- (6-26)7121 763.7221
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Sea M2 la traspuesta de la matriz asociada a 152en las bases monomiales. La fórmula de
Cauchy-Binet nos da la siguiente expresión:

det(MSd) = z det(M1_¡)det(M2_¡), (6.27)
I

donde, al igual que antes, el conjunto de índices I varía sobre todas las familias de enteros
(i1,...,i(d+¡)2mn) que verifican 1 S il 5 S i(d+¡)2mn< (2d2 + 4)mn, y M1,, (resp.N
M2,) tienen el mismo significado que en (6.19).
Procediendo de una manera similar a la demostración del Lema, se tiene

det(MSd) = (Resm,n(:1:¡,:52,:1:3))al_lZ(—l)" det(M2I¡) moJ. (6.28)
I

Si ahora juntamos M2con la matriz M0,obtendremos una matriz cuadrada con la siguiente
estructura:

N MS‘i‘1 0 0 0 ng" rzg
M := 0 B] O ng-l O —r2:1 . (6.29)

0 0 32 —p 2:2 —q 1:1 0

Aquí, Bl y 32 son exactamente los mismos bloques que aparecen en (6.21), y ahora se
tiene que el bloque [P,rzl] es la matriz MTd‘l.
Usando la hipótesis inductiva y el Lema previo, se tienen las siguientes igualdades:

det(M) = :l:det(MSd‘1) det(MTd’l) det(MP) =

= :l: (Resmn(a:1,a:2,933))(“l-“(d-zx‘iHV6det(MP)d(d+l)/2.

Por otro lado,¿alculando el determinante de M comovsuma de productos de menores
maximales de M2 por los menores complementarios en M, aparece la sumatoria de (6.28).
Reemplazándola con el último display, se concluye la demostración. El

Corolario 6.11 (Conjetura (6.1) de [CGZ])

det(MS2) = det(MP)3 Resm,n(:r¡,22,23).

Corolario 6.12 (Demostración general del Teorema 4.1 de [CGZ])
Dados cuatro polinomios bihomoge'neos 5:1, Í2,_ 5:3 y :54 de bigrado (m, n) y coeficientes
en (C. Si Resm,n(:í¡,íg,:ñg) 960, entonces det(MSd) = 0 implica det(MP) = 0.

Con M queremos notar ala matriz M especializada en los coeficientesde ii. En el lenguaje
de las superficies móviles, el Teorema 6.10 se lee de la manera siguiente:

Si Resm_n(5:¡,52, 5:3)7€0, y no hay planos móviles de bigrado (m- 1, n- 1) que siguen a la
superficie racional, entonces el C-espacio vectorial de d-superficies de bigrado (m- 1,n- 1)
quesiguena la superficieracional tiene dimensióniguala Mu mn
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6.3 La Validez del Método de Cuádricas Móviles si
la Superficie no está Propiamente Parametrizada

En esta sección, vamos a discutir la validez del método de implicitación usando cuádricas
móviles sin puntos base, sin requerimientos adicionales sobre la parametrización de la
superficie. El resultado principal será una extensión del Teorema 4.2 de [CGZ], lo cual
nos permitirá extender la validez del método al caso en el cual la parametrización no es
genéricamente uno a uno. Como vamos a trabajar con cuádricas, especializaremos el d de
la sección en 2, y como siempre 1Kserá (Mcg-k).Si det(MS2) 960, entonces ker(MQ2) tiene
dimensión mn. Supongamos sin pérdida de generalidad que MQ2 = [MSz, R], donde R
es una submatriz de MQ2 de tamaño 9mn x mn.
En [CGZ] (Demostración del Teorema 4.2 ), se considera una base muy particular del
núcleo de MQ2 ( es decir, una matriz T de tamaño lOmn x mn tal que MQ2 -T = 0) que
tiene la forma siguiente: _

T

T ._ [ H l ,

aquí, IIes la matriz identidad de orden mn.
Si resolvemos la ecuación lineal MQ -T = 0, obtendremos

2-1

T=[—MSH .R].
La matriz T tiene sus filas indexadas por los monomios

sitjz",05i5m-1, 05j5n-1,|7|=2,
y las últimas mn filas corresponden a los monomios

sitizfi,05i5m-1, 0992-1.
Consideremos 'JI',la matriz que resulta de reordenar las filas de T ordenando los monomios
que indexan sus filas de la manera siguiente:

mi, 1:3, 2%, IE, 21:2, Inma, 1114, zzzs, x224, 23:04,
sul, 13%,21:3,mi, 2:12:22, 171133; 12124, 22:03, 12m, 232174),

“(mi 3%, 9:3, IE, 21:62, ¡El-7:3,:vlcrq, 2223, 2224, 55334))
st2(a:Ï, 3:3, 1:3, 1:3, 11:52, 21:53, 31:54, 25223, 32:54, 33214),
st3(mï, 23%,2:3, 21:3, :01232, 21123, 93124, 22223, 22124, 22324),

(6.30)

La tercer fila de T, por ejemplo, está indexada por el monomio 2:3;la fila número once
está indexada por 32%.
Sean X1, X2, X3 y X4 indeterminadas sobre 1K.Consideremos el siguiente vector en
ZIX1,X2,X3,X4]‘°:

C := (X3,X%,X3,XZ,X1X2,XIX?”X1X4,X2X3,X2X4,X3x4). (6.31)
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Sea M e Z[X1, X2, X3, X4]""'"l°’"" la matriz que se define como sigue:

CCC C
0 C C C

M2: 0 0 C C

0 0 0 C

Recordemos la construcción hecha en la demostración del Teorema 4.2 de [CGZ] para cal­
cular la ecuación implícita de la superfiCiewparamétrica: cada columna Tala de 'lI‘contiene
las coordenadas en la base monomial de una cuádrica móvil de bigrado (m, n) que sigue
a la superficie. Definimos Ta’fi como sigue:

_ .fi ' 'Tona_ Z: sit],
i5m-l, ¡gn-1

donde
0.5 _ 7 7

Tia' — Z au": ­
I7|=2

"0.15 ._ 7 7 - ­
Hacemos Tiú- .—zhl=2 a¿_jX , y conSIderamos la matriz cuadrada

N

T ;= [13”] e K[X1,X2,X3,X4]"‘"X"'",

donde sus filas están indexadas por (i, j) y sus columnas por (a, fi).

Observación 6.13 Ï es la matriz que se llama M en la demostración del Teorema 4.2
de [CGZ].

Proposición 6.2 det = :tdet (M-'lI‘).

Demostración. Sea R := M -'lI‘.Calculando explícitamente la última fila de M -'lI',debido
al orden que impusimos a las filas de 'lI'en (6.30), se obtiene:

N .B

[Ti-l,n—l:lafi’

que coincide exactamente con una de las filas en
De la misma manera, se puede verificar que la fila anteúltima de 'R es la siguiente

[Trzfm-z + TO'ÉIJI-l] aG.5

así que, substrayendo de ella la última fila, se obtiene otra fila de
Una situación similar ocurre en todas las filas. Esto implica que la matriz 'R, se puede
transformar en la matriz T aplicando operaciones en sus filas que no cambian el determi­
nante. El

La siguiente Proposición será útil en lo que sigue.
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Proposición 6.3 Sea

P(X1,X2,X3) 1= Resm.n(171_ X1 174,152—X2 154,33 —X3 554)

Entonces, P(X) es un polinomio irreducible en K[X 1,X2, X3] y su grado en las variables
X,- es igual a mn.

Demostración. El hecho de que el grado de P en X,- es mn se puede verificar fácilmente
con la matriz de Dixon ([Dix]).
Sea Z := Z[c}k,X1,X2,X3]. Supongamos que P = A(c,X) . B(c,X), donde A, B e Z. El
polinomio P es homogéneo en las variables cfj, lo cual implica que tanto A como B deben
serlo.
Especializando X,-H 0, se tendrá que

Resm_n(a:1,:rg,1:3) = A(c, 0) . B(c, 0).

Pero el miembro de la izquierda es irreducible, así que alguno de los factores debe tener
grado 0 en las variables cg,“ supongamos s.p.g. que es B. Entonces se tiene la siguiente
factorización

P = A(c,X) . B(X),

donde B e Z[X1,X2,X3]. Pero si gradoXB 2 1, entonces la variedad (B = 0) 9€(Den (C3.
Por otro lado, es conocido el hecho de que, para una familia de polinomios bihomogéneos
a":,-(s,u; t, v) que no tienen puntos base, la ecuación

Resm,n(í:1— X12ï74,1-32— X2Í4,IÏJ3 — X3 514) = 0

es una potenciade la ecuaciónimplícitade la superficieracionaldefinidapor gi,
(ver, por ejemplo, el comentario al final del Ejemplo 3 de [CGZ]). Si B tuviera un conjunto
de ceros no vacío, querría decir que toda superficie paramétrica racional de bigrado (m, n)
sin puntos base pasa por los ceros de B, lo cual es claramente imposible. El

Corolario 6.14 Sea Ph(X¡,X2,X3,X4) el homogeneizadode P en grado mn. Entonces,
P" es irreducible en Z[c;k,X¡,X2,X3,X4].

Ahora podemos presentar el resultado principal de esta sección:

Teorema 6.15
Phdt M.’Il‘=——.

e ( ) ReSm,n(xl,:rz,:va)

Demostración. Comenzaremos demostrando que el cociente entre det(M - 'JI')y P" es un
elemento de K. Notar que hay un entero positivo z tal que

72' ;= det(MS)‘. det(M -r) e z[c;ïk,X1, X2, X3, X4]

(esto se debe al hecho de que en la construcción de 'll‘se necesita la inversa MS.)
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Hacemos R" := det(MS) .R'. Tanto 'R" como P" son homogéneos en X, y del mismo
grado, mn, así que alcanzará con ver que uno de ellos es un múltiplo del otro.
Supongamos que las variables han sido especializadas:

(03k,X) H (¿É/cvX)

con las siguientes condiciones:

1. det(ÑS) 760, donde ÑS es la matriz MS bajo la especialización c H é.
N

2. P"(éj-k, X) se anula.

Esto quiere decir que el punto proyectivo (551 : Ïg : Ïa : A74) pertenece a la superficie

racionaldefinidapor gi, .
Usando queM S 960 se puede aplicar la demostración del Teorema 4.2 de [CGZ], y resulta

que, si (Íl : Ïg : 553: X4 pertenece a la superficie racional, el determinante de 'Ï se
anula. La proposición 6.2 implica que, en consecuencia, ’R" debe anularse. Luego,

(Ph = o) c (11" = o) si det(MS) 7ao.

Si det(M S) = O, la inclusión se da trivialmente. Entonces, usando el Nullstellensatz de
Hilbert, se puede concluir que una potencia de 'R,"debe ser un múltiplo de Ph. Como Ph
es irreducible, 7?,"debe ser un múltiplo de Ph, así que

det(M -T) = c.Ph,

con c e 1Kcomo se había afirmado al principio.
Para calcular c, hacemos la siguiente sustitución:

X1, X2, X3 I—>0, X4 r—)1.

Entonces, se tendrá que
11" »—) Resm,n(zr,l2,1?3)
T H Hmn

si las columnas de ’Ï están ordenadas convenientemente (ver la demostración del Teorema
4.2 de [CGZ]). Luego, c es igual a :t 1

Ram." (zi 32.23)

Corolario 6.16 Dada la familia de polinomios :ï:¿(s,u;t,v) e C[s,u, t, v], 1 5 i 5 4,
bihomogéneosde bigrado (m, Supongamos que la superficie

Í] 5:2 53

54’ 54’ 534

no tiene puntos base, y que no hay planos móviles de bigmdo (m- 1,n- 1) que siguen a la
superficie. Entonces, el método de cuádricas móviles calcula una potencia de la ecuación
implícita de la superficie.
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Demostración. Se puede suponer sin pérdida de generalidad que Resm_n(íl,í:2,Í3) 960
(cf. [CGZ]). El método calcula en realidad det(Ï) = idet(M - T) que es igual a una
constante no nula por 15", debido al Teorema 6.10. Pero Eh se anula si y solamente el
punto proyectivo (X1,X2,X3, X4) pertenece a la superficie implícita. Esto, junto con el
hecho de que la ecuación implícita de una superficie paramétrica es siempre irreducible,
completa la demostración. El

6.4 El Caso homogéneo”
Para el caso homogéneo, se tienen resultados similares. Ya que los enunciados formales
son esencialmente los mismos, vamos a usar la misma notación que en la Sección 6.2
esperando que esto no cause confusión al lector.
Sean

a:¿(s,t,u)= z ch sjtku"’j“'c i=1,...,4
j+k5n

cuatro polinomios genéricos en tres variables, homogéneos de grado n.
Hacemos, tal como antes, 1K:= (Mcg-k),y sea S, el espacio de polinomios homogéneos en
tres variables de grado l, con coeficientes en K.
Consideremos ahora

d) 3 Srl-14 —) 521.-1

(P1,P2,P3,P4) H 22:11’1'31',

y sea MP la traspuesta de la matriz asociada a d)en las bases monomiales.
Esta matriz tiene tamaño (2n2+n) x (2122+ 2n). Para obtener una submatriz cuadrada de
ella, sea I C {(j, k) : j+ k S n} donde III = n. Definimos MP1 sacando las n columnas
de MP que corresponden a

(6.32)

sitj un’i’j 11:4,(i,j) G I.

Como en la Sección 6.2, MP1 es una submatriz cuadrada maxima] de la matriz de coefi­
cientes de un sistema de planos móviles de grado n —1 que siguen a la superficie racional.
Sean F y F0 como antes, y consideremos las transformaciones

‘Ild: SPIP -) S(d+l)n—l

que asigna a cada (p7)7er la expresión 2761. 1272",y

10d! Sn-lro —) S(d+1)n—1,

su restricción. Sean M Q“ly M S“llas traspuestas de las matrices asociadas a \II“y 1Men las

bases monomiales, respectivamente. M Sd tiene tamaño ((d+l)"';l)(d+l)"x (d+1)2;("+l).Para
obtener una submatriz cuadrada de ella, removemos todas las columnas correspondientes
a si tj u"""-" x7, (2',j) e I, 74 = 1, y definimos MSg como la submatriz remanente,
asociada a la transformación lineal

11425595; e sus“ —>suma] (6.33)
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donde Sn_1_1es el K-espacio vectorial generado por por los monomios cuyos exponentes
no pertenecen a I, y F4 es el conjunto de todos los multiíndices 'y e F0 tales que 74 = O.
También se puede considerar a M8%como una submatriz cuadrada maximal de una matriz
de coeficientes de d-superficies móviles de grado n —1 que siguen a la superficie racional.
Sea Resn'n'n(f¡, f2, f3), la resultante homogénea asociada con una terna de polinomios
genéricos de grado n (ver el primer capítulo). En esta situación, se tiene un resultado
similar al de la sección anterior:

Teorema 6.17

det(Msg) = idet(MPI)(d+l)d(d—l)/6 (Resn(zl,z2,23))(d+l)d/2.

Demostración. La demostración sale aplicando mutatis mutandis la construcción hecha
en la Sección 6.2. Consideremos el siguiente complejo de Koszul:

Ü
0 —) Sn_12G S(d_1)n_1'—0)Sdn_12e 52,14 A S(d+1)n_1—) 0 .

Aquí, 1121y ¡bgse definen con (6.13) y (6.14) respectivamente. Se tendrá una versión similar
a la Proposición 6.1, aplicando la misma técnica usada allí para relacionar el determinante
de un complejo con la resultante (en este caso homogénea) ([Chal, De]).

Proposición 6.4 El complejo (6.34) es exacto, y bajo una especialización de los coefi­
cientes Íl, 5132,:ïcaseguirá siendo exacto si y solamente si Resn_n_,.(i1,ig, 5:3) 7€0. El deter­
minante del complejo respecto de las bases monomiales es igual a :lzResn1n’n(:r¡,:52,21:3)d".

Se puede factorizar a; como sigue:

«Z w

EBS .11“4—2) Sdn_12GB52,14 —l) S(d+1)n_1, (6.35)

donde zz?se define como en (6.26).
Para aplicar aquí la demostración del Teorema (6.10), se necesita una versión “homogénea”
del Lema (6.8). Sea

pd : Sn_1rl GBSdn-l —>S(d+l)n-l

la transformación lineal definida como en (6.7), y sea MT} la traspuesta de la matriz
asociada a la restricción de pd a

(3591?;eaSMP“) eaSM

en las bases monomiales. Es una matriz cuadrada del mismo tamaño que M5%.Se tiene
entonces la siguiente igualdad:

Lema 6.18
i = det(MPI)dResn,n.n(ml;352,153)d(d_l)/2­
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Ahora sí, la misma demostración que se hizo para el Teorema (6.10) en el caso biho­
mogéneo, se puede aplicar al caso homogéneo, y se tiene el resultado esperado. El

Corolario 6.19 (Conjectura (6.2) de [CGZ])

= det(MPI)3Resn,n_n(a:¡,112,1173).

Corolario 6.20 (Versión General del Teorema 5.1 de [CGZ])
Si Resn_n,n(a:1,22,173)7€O, entonces det(MSg) = 0 implica det(MPz) = 0.

El Teorema 6.17 tiene la siguiente interpretación en el lenguaje de las superficies móviles:
Si Resn,n,n(í:1,5:2,5:3)sé 0, y hay exactamente n planos móviles de grado n -1 linealmente
independientes que siguen a la superficie racional, entonces el C-espacio vectorial de d­
superficies móviles de rado n —1 que siguen a la superficie racional, tiene dimensión
igualaHMMÍ
Demostración. El hecho de que hayan n planos móviles linealmente independientes de
grado n —1 implica que MP tiene rango máximo. El Lema 5.2 de [CGZ] dice que existe
un conjunto de índices I, III = n, para el cual MP1 es una matriz no singular. El

6.4.1 El Método de Cuádricas Móviles cuando la Superficie no
está Propiamente Parametrizada

En este apartado, veremos que resultados análogos a la Sección 6.3 se pueden dar en el
caso homogéneo. El resultado principal será una generalización del Teorema 5.2 de [CGZ],
que extiende la validez del método al caso en que la parametrización no es genéricamente
uno a uno.

Esta generalización no sale directamente aplicando las mismas herramientas que en el caso
bihomogéneo ya que, a diferencia de ese caso, aquí el método combina planos móviles con
cuádricas móviles.

Como antes, haremos d = 2, y supongamos que I está fijo. Si det(MS%) 760, el núcleo de
M Q2, es decir, el espacio de cuádricas móviles que siguen a la superficie, tendrá dimensióniguala
Tal como en la Sección 6.3, supongamos que M Q2 = [M8%,RI] , donde RI tiene M++D+3n
columnas.

En la demostración del Teorema 5.2 de [CGZ], se eligen (n2 —n) /2 vectores linealmente
independiente de una base del núcleo de MQ2 considerando una matriz T de tamaño
(5n + 5n2) x (n2 —n)/2 tal que MQ2 -T = 0 con la siguiente estructura:

T:= 0
lI
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Aquí, 0 es un bloque de 4n filas indexado por los monomios si tj x222, (i,j) E I, b 2 1,
e lI denota la matriz identidad de tamaño (n2 —n)/2, indexada por si tj 1:3(i, j) «¡É1'.
Con esta estructura, se puede chequear que

—MS%‘l - 1732
T = o

11

donde Ïï; denota un bloque de RI.
Debido al Teorema 6.17, el hecho de que det(MS%) 760 implica que M PI2es una matriz
no singular, así que se pueden encontrar n —1 planos móviles que siguen a la superficie,
linealmente independientes, al resolver el sistema MP -T’ = 0, donde MP = [MP1, R’]
y N

T: [ —MPz‘l-R’lI

Tal como en la sección anterior, sea ']I‘la matriz que se construye reordenando las filas de
T con el orden definido en (6.30).
Consideremos además el siguiente orden:

371, 152, ¿133, 154,

S(.'L'1, 11:2, 1173, 11:4),

st(:rl, 1172,:va, 3:4),
st2(a:1, mg, 1:3, 9:4),

y sea 'JI"la matriz que se consigue reordenando las filas de T' con ese orden.
Sean C G Z[X¡,X2,X3,X4]l° el vector definido en (6.31), y C' := (X¡,X2,X3,X4).
Consideremos además las matrices M G Z[X1, X2, X3, X4]"("+l)/2X10"("7Lll/2y
M' E Z[X¡,X2,X3,X4]"("+1)/2X4”("+1)/2 definidas como sigue:

C C C C
0 C C C

M: 0 0 C C ,

0 0 O C

C’ C' C’

M':= 0 C C

0 0 C'

Sea Ï la matriz cuadrada de tamaño n(n + 1)/ 2 construida en la demostración del Teo­
rema 5.2 de [CGZ] recolectando todos los coeficientes de estos planos móviles y cuádricas
móviles. La siguiente Proposición se puede demostrar con las mismas argumentaciones
hechas en la Proposición 6.2:
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Proposición 6.5

det (T) = :tdet([M-']I‘,M’-'11"]).

Análogamente, se pueden formular y probar versiones homogéneas de la Proposición 6.3,
el Corolario 6.14 y el Teorema 6.15. Esto conduce a la siguiente proposición:

Proposición 6.6 Supongamosque la superficie

5:1 532 573

574’ Íq , Í4

no tiene puntos base, y que hay exactamente n planos móviles de grado n-l que la siguen.
Entonces, el método de cuádn'cas móviles calcula una potencia de la ecuación implícita
de la superficie.



Capítulo 7

Cálculo de Operadores de Proyección

7.1 Operadores de Proyección Ralos
7.1.1 Perturbaciones Lineales

Sea A = (Ao, . . . ,An), donde A,-C Z" es un conjunto finito. Supondremos que la unión
de estos conjuntos genera el lattice afín Z". Consideramos un sistema de polinomios de
Laurent genéricos en n variables :1:= (9:1,. . . , a3") de la manera siguiente:

fim=íhn%%#mw4mmm, un
GEA.‘

Supongamos que tenemos una familia p := (po(x) . . . ,pn(a:)) de polinomios de Laurent
tales que supp(pi) C Ai, y

ReSA(po, - . - ,pn) 7€ 0­

Definición 7.1 El polinomio característico generalizado tórico asociado con la familia
(P0,' --ipn) 683

CPU) 3: ReSA (f0 _ t'pO) - - - ,fn _ t-pn)

Proposición 7.1 Cp(t) es un polinomio en t de grado 1' := grado(ResA(f0, ---fn)) (en
particular, no es idénticamente cero). Su coeficiente principal es ResA(po,. . . ,pn).

Demostración. Debido a las homogeneidades de la resultante rala, se tiene que

qm =MuüGh-mhufiGh-mn
= t’ReSA (Ho - po, . - - , Hu - pn)­

Para verificar que
1 1

ReSA _p01'' '1_ffl_pn) # 0)t

hacemos y := %, y se tiene que ResA(y.fo —p0,...,y.fn —pn) 76 O porque al evaluar
en y = 0, se obtiene ResA(po, . . . ,pn) 96 0. Este es precisamente el coeficiente de t” del
polinomio Cp(t). El

119
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Ejemplo 7.2 Cuando A4 = {1: e N“ : 1:1+ + :rn
p,- := IÏ‘, i = 1,...,n. Entonces, ResA(1,a:‘li‘,...,:vfi")
característico generalizado construido en [Can2].

dn}, si hacemos po = 1 y
1, y Cp(t) es el polinomioII|/\

La u-resultante del sistema fl, . . . , fn es la resultante de estos polinomios respecto de sus
soportes, junto con fo := uo + ulzl + + unxn, donde uo, u1,...,un son parámetros
y Ao = {0, el, . . .,e,,}. Esta técnica reduce el problema de encontrar las soluciones del
sistema formado por las n ecuaciones a la factorización de un determinante [CLO, KL].
En esta situación, podemos relajar significantemente el requerimiento original de que
ReSA(P0, . . . ,pn) 96 0:

Proposición 7.2 Consideremos la construcción de la u-resultante. Supongamos que
ResA(fo,p¡,...,p,,) 7€ 0. Si hacemos po := 0 en la Definición 7.1, entonces Cp(t) re­
sulta ser un polinomio t de grado grado(ResA(f1, . . . , fn)) —MV(f1, . . . ,fn) (en particular
no es idénticamente cero). Su coeficiente principal es ResA(f0,p1, . . . ,pn).

Demostración. La demostración de la Proposición 7.1 se puede adaptar a este caso, donde
al hacer y := 0 hay que considerar Res,4(fo,p1, . . . , pn), que será no nulo a menos que los
parámetros u,-se especialicen de tal manera que el sistema f0 = pl = = pn = Otenga
una solución. El

Ejemplo 7.3 Elijamos pl, . . . ,pn con soporte en la familia (A1, . . . ,An) , hacemos po := 0
y f0 := 2;er ua :5“, donde los {ua} son parámetros. Mutatis mutandis la demostración
de la proposición previa, se tiene que Cp(t) sé 0 si ResA(fo,p1,...,pn) 76 0 (cf. [Main
Thm 2.4 (1)]Roj). Cuando el sistema p,-= 0 tiene finitas soluciones en la eompactificacio'n
to'rica dada por sus soportes, el polinomio Cp(t) se llama Toric Generalized Characteristic
Polynomial en [Raj].

El próximo teorema establece la propiedad principal de polinomios de la forma Cp(t), y nos
permite considerarlos como una generalización del clásico GCP cuyas propiedades están
caracterizadas en el teorema 1.16. Comenzamos con n+1 polinomios f,-(yl, . . . ,ym, 3:1,. . . ,2")
con soporte (vistos como polinomios en Z[y1, - - - , ym] [121i1,...,m,fl]) contenido en .A¿.
Sea Z el conjunto algebraico V (f0,..., f") C C’" x T. Aquí, T es la variedad tórica
asociada a la suma de Minkowski de los polítopos de Newton respectivos. Como T es la
clausura de una parametrización monomial en un espacio proyectivo IPNpara algún N e N
[GKZ2], podemos suponer sin pérdida de generalidad que Z es una variedad algebraica
en (Cm x 1P”.

Teorema 7.4 Sea W una componente propia de Z, es decir que la dimensión de W es
m- 1. Sea Cp(y1, . . . ,ym)(t) el p-GCP de la definición 7.1. Ordenando Cp(t) en potencias
de t, sea Cp,k(y¡, . . .,ym) su coeficiente de menor grado en t distinto de cero, donde lc es
el exponente de t que acompaña a CM. Denotamos la proyección sobre las coordenadas y,­
con ny : (Cm x T —-)(Cm. Entonces Cp,k(1ry(s)) = 0, para todo s G W.
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Demostración. Hagamos := f,- —t.p,-, donde tAes un nuevo parámetro. Consideremos
Z’ := V(fo,...,f,.) C Cm“ x T. Dado que f,- y f,- son idénticos cuando t = 0, la
intersecciónde Z’ con la hipersuperficiet = 0 es exactamente Z x
Debido a las hipótesis hechas sobre la sucesión de soportes {A0, . . . , An} al comienzo, la
variedad tórica T tiene dimensión exactamente n (cf. [Stu2]), y usando la inmersión de T
en IPN, se tendrá una versión tórica del lema de la dimensión ([Mum, cor. 3.14] o [Can2,
lem. 3.1]). Esto implica que cada componente de Z’ tendrá dimensión al menos m, o sea
que la componente W’ que contiene a W x {0} debe ser de dimensión al menos m.
Todo punto de W’ tiene un entorno Tri-dimensional cuya intersección con {t = 0} es
(m-1)-dimensional, así que para cada s G Wx {0}hay una sucesión(si) C W'\(W x
que converge a s. Sea 7r, la proyección sobre la coordenada t. Se tendrá 7r,(sJ-)’°76 0
porque hemos elegido nuestros s,- con última coordenada distinta de cero. Entonces,
Cp(1ry(q))(7rt(q))= 0 para cualquier punto q e Z’, y por lo tanto Cp(7ry(sj))(7r¿(8j)) = 0
para todo j. Dividiendo este polinomio por 7r¿(sJ-)",obtendremos

Cp.k(7ry(sj-))+ Z(vri(sj))i-'°Cp_i(7ry(sj)) = o.
i>k

CN-es un polinomio en las coordenadas de sj, es decir una función continua de ellas, y se
anula para cualquier sJ-—) s. Luego, también es cero en s. Dado que 7r¿(s) = 0, la suma
para i > k se anula, y el teorema queda demostrado. El

Definición 7.5 El coeficiente CM de grado mínimo en t de el p-GCP Cp(t) dado en la
definición 7.1 se llama operador de proyección. Es un polinomio no nulo en los parámetros
y (en general los coeficientes del polinomio), que se anula cuando hay una solución del
sistema especializado (7.1) en alguna componente propia.

7.1.2 Subdivisiones Mixtas y Sistemas con Resultante no Nula
Revisaremos aqui el método de las subdivisiones mixtas para calcular la resultante rala
como un determinante. Esta discusión nos permitirá construir una familia de polinomios
ralos (po, . . . ,pn) con resultante no nula.
Sea m,-:= # , y hagamosm := ELO mi. Para cadaw := (wo,. . . ,wn) e Rm, w,-G Rm",
initw(ResA), el término inicial de ResA(f1, . . . , fn) es un polinomio en los coeficientes de
f1, . . . , fn (en general, un monomio) [Stu2]. Elegimos un vector w := (wo,. . . ,wn), en el
cual cada w,-: A4 —)Q, i = 0, . . . ,n. Imponemos sobre w la siguiente condición:

(¿h-(a)> 0 para todo a e .A¿, i= 0,. . .,n, (7.2)

y supongamos, tal como en [CE2], que w,-es la restricción de una función afín (en la
mayoría de los casos supondremos que es lineal).
Consideramos los poli'topos levantados Qw, que son la cápsula convexa de

{(a,wi(a)) =a e Ai} c 1114"“,
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junto con su suma de Minkowski Qu := Q0,w+ + Qu)“. Tomando el revestimiento
superior de Qu, obtenemos una descomposición poliédrica coherente A“, de la suma de
Minkowski Q := Q0 + + Qu usando la proyección natural Rn“ —)R" de Qw. Es
más, esta proyección, restringida al revestimiento superior de Qu, se transforma en una
biyección. Supongamos que nuestro w es suficientemente genérico ([CEZ, Stu2, Emi3]),
entonces tenemos una descomposición coherente mixta estricta, es decir que cada facet
del revestimiento superior es de la forma

Fw =' Fo,“ + . . . + FM, (7.3)

donde Fi'w es una cara de Qm y n = dim(Fo) + . . . + dim(Fn). Esto implica que al menos
un sumando tiene dimensión cero, o sea que es un vértice. La celda F, (la proyección de
Fu) se dice mixta de tipo i o i-mizta si dimF,- = O, y dim Fj > 0, j 96i. Vamos a usar la
construcción matricial que se basa en la subdivisión mixta que induce A“. Procediendo
como en [CE2], fijamos un vector ó E Q", y hacemos 8 := Z" ñ (ó + Q) . Trabajaremos
con la siguiente

Definición 7.6 El contenido de fila RC(F) = (i,a) de una celda F de A“, sera' un par
(i, a) que satisface: si Fw = Fo_w+.. .+Fn_w es la facet del revestimiento superior de Qu, que
se proyecta sobre F, sea i el mayor índice para el cual dim(F,-) = 0, F,-= {a}. Definimos
además el contenido de fila de los puntos p e F : p + 6 e 8 como RC(p) = RC(F).

Para i = 0,. . . ,n, hacernos:

[31-:= {a G Ai: RC(p) = (i,a), p G 5}.

Ahora definiremos una familia de polinomios con resultante no nula.

Definición 7.7 Sea Ae C‘ un parámetro. Hacemos

PM 2= z: Á“‘(“)Ia­
a€B¡

La próxima proposición nos asegura que p,\ := (p,\_o,. . . ,p,\_n) tiene resultante no nula
para casi todo /\.

Proposición 7.3 Para todo A E C", excepto finitos valores, se tiene que ResA(p,\) 760.

Demostración. La forma inicial de ResA(fl, . . . , f") con respecto a w es igual al monomio

iñ H c335“
i=° ¡Fi-mixta

donde F = Fo + . . . + {ap} + . . . + Fn y vol denota volumen euclídeo [Stu2, thm 2.1].



7.2. CONSTRUCCIÓN DE LA MATRIZ RES ULTANTE 123

Expandiendo ResAzaeai /\“"(“):c°)como polinomio en A y usando la condición (7.2), se
puede verificar fácilmanente que su coeficiente principal es :l:1, con exponente

7|

z (¿h-(ap)uol(F) > 0
i=0 i-mixedF

luego, ResA(p,\) es un polinomio no nulo en A así que fuera de su conjunto (finito) de
raíces, ResA(p,\) sé 0. El
Hay una condición determinística que garantiza la validez de un A dado, que es calcular
la resultante de p,\.

7.2 Construcción de la Matriz Resultante

En esta sección mostraremos métodos eficientes para calcular el GCP como determinante
(no nulo) de matrices resultantes.
Por ejemplo, construyamos la matriz cuadrada MW; := (mp_pr)p'p,e¿donde mm: = cia: si
RC(p) = (i,a) y p —a + a’ = p’. El determinante de esta matriz es genéricamente un
múltiplo no nulo de Res,4 [CE2]. Su grado en los coeficientes de f,- será igual al número
de filas que contienen los coeficientes de este polinomio. Por la manera en que hemos
definido la función RC(-), tendremos que el grado del determinante en los coeficientes de
f0 es gradofoResA = MV(f¡, . . .,f,,).

Teorema 7.8 Sea p,\',- tal como en la definición 7.7. Entonces, para cualquier familia
f0, . . .,f,, e (C[a:1,a:f1,- - - ,xn,:r;1] y casi cualquier /\ e C’, se tiene que

det Mw,6 (fo - t-Pm, f1 —t-PA,1,- - - vfn —t-Pm)

es un polinomio en t de grado #8 (en particular no nulo). Este determinante es igual a
Cp¿(t) multiplicado por un polinomio en t que no depende de los coeficientes de f0 ni de
pm, donde Cp,(t) es el pA-GCP.

Demostración. Cualquiera sea el punto q e Q, sea qu,su única preimagen en el reves­
timiento superior de Qu. Denotamos con h(q) e R20 la distancia (o altura) entre qu,y q.
Para cualquier vértice a e Qi, h(a) = w,-(a). Tomamos la fila indexada por p en la matriz
Mm = (mp,q)p_q€g,donde RC(p) = (i, a), sea 0(p) := h(p) —h(a) y definamos

M0 := (mz,q)P,q€€)

donde mg‘q := mm (f,- —t.p,\_,-)A00”).Afirmamos que para cada columna q de M0, la mayor
potencia de /\ que multiplica a t aparece en el elemento de la diagonal. Por construcción,
asumiendo RC(q) = (j, b),

mzq= cijüh) _ tij(b)+0(q)

luego, la potencia de /\ que multiplica a t tiene exponente igual a h(q). Consideremos otro
elemento de la misma columna, digamos mzq en la fila indexada por p, donde suponemos
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RC(p) = (i, a): es de la forma qui/VK”)+ tA“i(“')+0(p)o simplemente quam”). Este último
no depende de t así que nos concentraremos en el anterior: su grado en /\ es igual a
h(a') + h(p) —h(a), donde a’ + p —a = q. Luego qu,y a; + p“l —a“, están en la misma
vertical en Rn“, pero solamente q“Jpuede estar en el revestimiento superior de Qu, por
[CE2, lem. 5.5]. Luego, h(q) > h(a’) + h(p) —h(a) y nuestra afirmación está demostrada.
Es ahora claro que el producto de los términos principales de los coeficientes de la diagonal
de Mg tiene grado zpee h(p) en A,grado #8 en t, y coeficiente :tl. Es más, si RC(p) =
(i,a), det Ma(/\) = det Mu,6(/\) Hp“: Ah(p)’“‘(“)lo que demuestra la primer parte del
teorema.
Debido a [CE2, CLO, Emi3], det(Mw_¿) es un múltiplo no nulo de la resultante rala,
y contiene el mismo número de filas indexadas por f0 que la resultante. La segunda
afirmación del teorema se demuestra observando que, para todos los valores de /\ fuera de
un conjunto finito, Cm (t) 76O por las proposiciones 7.3 y 7.1. El
Cuando fo = uo + ulxl + + unxn con todos los u,-indeterminados, cualquier pertur­
bación se puede “absorber” con estas indeterminadas haciendo u,- I—)ui —t/\“’°(°")para el
correspondiente ai. Esto demuestra lo siguiente:

Corolario 7.9 En el caso de la u-resultante de (f1, . . . ,fn), f0 se puede tomar sin per­
turbar, y el teorema previo uale mutatis mutandis.

Una construcción obvia de p,\ consiste en tomar valores aleatorios de /\ G C‘. Es posible
evitar valores aleatorios reemplazando t -p,\,,-en la perturbación en lugar de pm, si todas
las potencias de /\ son positivas. El problema es que, al reemplazar el valor A por el
parámetro de perturbación t, esta construcción hace crecer, en general, el grado de la
perturbación en la matriz resultante, y la complejidad del cálculo del polinomio.

Corolario 7.10 Si alguna pequeña probabilidad de error es aceptable, entonces los poli­
nomios p,“- no tienen que depender de /\ y sus coeficientes se pueden tomar completamente
aleatorios. La probabilidad de que esta elección sea incorrecta es igual a la probabilidad
de que el vector de coeficientes se encuentre en la superficie definida por la anulación del
determinante de la matriz de perturbación.

Sea qSel coeficiente de grado más bajo en t de det Mu,5(t). Entonces dbes un múltiplo
de CM. Es un polinomio en las indeterminadas u,- en el caso de la u-resultante. Por
otro lado, si hemos “ocultado” alguna variable m,-en el espacio de coeficientes (tal como
en [CLO, Emi3]), 43es un polinomio en zi. Recordar que la variedad del sistema f tiene
dimensión positiva si y solamente la resultante se anula idénticamente. Debido al teorema
7.4, se tiene que:

Corolario 7.11 El grado de qSen la variable oculta o, en el caso de la u-resultante, en
cada indeterminada zi, acota el número de raíces aisladas del sistema especializado.

Podemos delinear entonces el siguiente algoritmo:
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1. Construir una matriz resultante usando cualquier algoritmo de los dados en [CE2,
Emi3], o en el capítulo 2 de esta memoria. Si el determinante no es cero, entonces
no hay necesidad de proceder con una perturbación.

2. Construir los conjuntos B,-y definir los polinomios p,\ con coeficientes que son o bien
aleatorios (cor. 7.10), o determinísticos.

3. Calcular la matriz perturbada y el coeficiente de grado más bajo d)de este determi­
nante. Por el corolario 7.11, el grado de 4)en cualquier u,-o en la variable oculta a3,­
acota el número de raíces aislada

4. En el caso de la u-resultante, la factorización de (Mu) contiene todas las raíces
aisladas. De otro modo, si hemos ocultado ari,el conjunto de ceros de (tm) contiene
las coordenadas i-ésimas de todas las raíces aisladas

Observación 7.12 Si usamos el algoritmo dado en el capitulo 2 de esta memoria para
construir la matriz de Sylvester cuyo determinante es múltiplo de la resultante, entonces
se puede verificar fácilmente que el p-GCP se puede calcular como un cociente de deter­
minantes. En otras palabras, el factor extraño en det Mw_5(f,-—t.p,\_,-)es el determinante
de la submatriz 3:2(fi - tp“) formada eligiendo aquellas filas y columnas indexadas
por puntos que se encuentren en celdas no mixtas. Esto se puede usar para facilitar el
cálculo de la resultante rala de un sistema particular cuando el determinante de la matriz
MW; es idénticamente cero, calculando el primer coeficiente no nulo del p-GCP, tal como
en [Can2].

7.3 Código y Experimentos
La perturbación ha sido implementada en MAPLEpor Ioannis Emiris, y se puede encontrar
en la siguiente dirección:

www.inria .fr/saga/emiris/soft_a1g .html

Debajo reportamos aplicaciones específicas.

Ejemplo 7.13 Consideremos el sistema que aparece en [Stu2, exam. 2.1]:

f0 = a1 + agivï 2:3 + (13111133,
f1 = 51+ 5213+ 33111133,
f2 = 'Ylïvi3+ 72331932­

Hacemos 6 := (0, —1/3), y usamos las siguientes funciones de levantamiento afin:

w¡(a, b) = —a/2 —b/4 +1,
w2(a, b) = 3a —5b + 7,
wa(a, b) = 0;
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esto produce
Pm = /\ + ¿El93%,

pAJ = A132?)

Pm = SC?+ ¿l?1 12

Un ca’lculo explícito muestra que ResA (px) = :EA93.Si tomamos p“ = 22%,tendriamos
ResA(p,\) = :i:/\2. Está claro que A = 1 es una buena elección, y produce una buena
perturbación. También podríamos haber evitado usar /\ y, en lugar de ello, perturbar con
t2 + tml 3:3, tmï, ta)? + tml 1:2.
Consideremos ahora la especialización

al=fla=-2, az=aa=7l=-72=1,B1=u, fi2=2-u­

El determinante det M(t) es un múltiplo escalar de la resultante del sistema perturbado.
Calculando explícitamente la resultante, se ve que el coeficiente constante es cero, y pode­
mos concluir que para todo u, la resultante se anulará, asi que la variedad de ceros del
sistema tiene dimensión positiva. De hecho, contiene la recta (1, 1,u) 2 C. El coeficiente
lineal (Mu) tiene la información de las 6 proyecciones de las raices aisladas del sistema
sobre el eje u.

Ejemplo 7.14 Consideremosel sistemaqueapareceen

_ 2
fo - 011+012331132 +013171112 "FCH-'51,

_ 2 2 2
f1 — 621332 + 6221311132+ 02331 1:2 + 024931,

f2 = 031 + 032932+ 633351132+ 034131­

Haciendo 6 := (-3/8,—1/8), L 2 Z2 > l >> 0, y usando las siguientes funciones de
levantamiento:

¿do = - 0171+ - l2)1‘2,
¿ol = (L+l2):v¡ +(L+1).’112,
0.22— - 1)IL'1+ +0122,

tendremos que
pÁ,0 = 1)

_ 4L 2l2 2 2 2 3L 2l2 l 2
pÁJ _ /\ + + 3132+A + + 312172,
¡”.2 = /\L+l_,L.2+ ¡WLM-11111.2+ AL-lzl;

2 2 2

iReSA (px) = A16L+3l +2 _ 2A17L+4l +t+2 + A18L+51+21_

Observar que A = 1 es un cero de este polinomio, así que hay que tomar algún otro valor,
por ejemplo /\ = 1/b donde b es un entero par. Por supuesto que cualquier valor aleatorio
seria válido con muy alta probabilidad.
En el caso especial

f0=1+x132+xïzg+zh
f2=1+22+2122+xh
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la resultante se anula idénticamente debido a que la variedad V(f0, f1) tiene dimensión
positiva (está formada por la unión del punto aislado (1, —1) y la recta {—1}x C). Con
L = 10 y l = 3, se tiene que el coeficiente de t2 en el determinante perturbado es

45= —(022623)(024 — 021 + C22 — 023X624 + 021 - 622 + C23),

y podemos recuperar en los últimos dos factores el valor de f1 en el cero aislado (1, —1) y
el punto (-1, —1) en la componente de dimensión positiva.

Ejemplo 7.15 Este ejemplo es considerado en [Roj, sect. 3.2]. Al sistema

1+2z-2332y—5:vy+a:2+3a;3y = 0,
2+6z-6122y-1112y+4z2+5:c3y = 0,

le agregamos fo := ulz + ugy + uo, que no necesita ser perturbado por el corolario 7.9.
Usamos la función spares para construir una matriz de 16 x 16 llamada Mut en los
parámetros uo,u1,u2,t. El número de filas por polinomio es, respectivamente, 4,6,6,
mientras que los volúmenes mixtos de los subsistemas 2 x 2 son todos iguales a 4.

Mut := spares ([f0,f1,f2], [x,y]):
Dut := det(Mut): # in u0,u1,u2,t
degree (Dut,t); # 12
ldg := 1degree(Dut,t); # 1
phi := primpart(coeff(Dut,t,1dg)):
factor(phi);

Para algunos w y 6, hemos usado

p,\_1 := —3:v2 + may,

p,\_2 Z: 2 + 52172.

El determinante perturbado tiene grado ent igual a 12, y el primer coeficiente no nulo tiene
grado 1. qb(u,-)produce dos factores, correspondientes a las soluciones aisladas (1/7, 7/4)
y (1,1):

(49u2 +4u, +28uo) (U2+ u, + ua).

Otros dos factores dan puntos sobre la recta {—1} x (C de soluciones, pero los puntos
especificos son muy sensibles a la elección de w y ó. Por ejemplo, una tal elección produce:

(-ua + u¡) (27u2 + 40 u, —40 U0).

En su trabajo, Rojas obtiene una matriz de tamaño 17 x 17 cuyo determinante tiene
grado 8 y de tal manera que el término de menor grado es nuevamente lineal en t, aunque
distinto del nuestro.
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Ejemplo 7.16 En la implementación del algoritmo “roadmap” de Canny para el proble­
ma del movimiento del robot (cf. [HP]), hay que tratar con varios sistemas degenerados.
Ezaminemos un sistema de 3 x 3 donde, ocultando 13, obtenemos polinomios densos de
grados 3, 2, 1:

f0 = 54213 —21.62822 —691221122 + 41.472223 + (50.625 + 75.45153)312+
+ (—92.25 + 32.8833) 1:11:52+ (—74.59223 + 41.4) 222+
+(131.25 + 19.04332 —1682921 + (—405+ 25.723“2 + 126.4503)22+
+(—108.8 1:32+ 3.75 9:3+-23,4.375),

f1 = —37.725 3:12—16.44 21:22 + 37.296 2:22+ (—38.089:3 + 84) 21+
+ (-63.2 —51.45623) (Ez+ (2.304232 + 217.613 —301.875),

f2 = 15171-125122+1613.

Nuestra función Spares produce una perturbación óptima a una matriz singular de tamaño
14 x 14 cuyas entradas son polinomios en 1:3. En este caso, det Mu,s(t) es de grado 14
y el coeficiente de menor grado tiene grado 2, lo cual provee una cota para el número
de soluciones afines. En este caso, la cota de Be’zout y la de Bernstein coinciden y son
iguales a 6. Nosotros obtenemos

_ 1434 12815703325
45(33)- (¿Ea—55-) < a - —21336 ),

la primer solución corresponde a la única solución aislada del sistema, mientras que la
segunda es espúrea.
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