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Abstract

In this work, we present and analyze a new numerical method for the approximation
of solutions of the nonlinear parabolic partial differential equations u, = a(u)., for very
general nonlinearities «.

The method is based on the approximation of & by means of a piecewise constant
maximal monotone graph. We prove that the solution corresponding to this new consti-
tutive relation can be expressed in terms of the solution of a system of ordinary differential
equations.

We present a detailed analysis of the properties of the resulting system of ordinary
differential equations and give several numerical examples of application of the proposed
technique. In particular, we demonstrate the method on the heat equation, the porous
media equations, and Stefan problems.

Finally, we develop error estimates based in the comparison of solutions corresponding
to two different constitutive functions a. These estimates are obtained by means of a
suitable extension of the Kruzkov technique for nonlinear hyperbolic conservation laws.

Resumen

En este trabajo se presenta el desarrollo y anélisis de un nuevo método numérico para la
aproximacion de soluciones de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales del tipo de
difusion no lineal, v, = a(u),, con @ muy general.

El método esta basado en considerar aproximaciones de a(u) por grafos maximales
mondétonos no decrecientes constantes a trozos. Se demuestra que, para ciertos datos
iniciales, la solucion del problema aproximado puede construirse explicitamente, a partir
de la resolucién un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Se presentan numerosos ejemplos de aplicacién de esta técnica a la resolucién de di-
ferentes problemas clasicos de difusién no lineal, asi como un anélisis detallado de las
propiedades del sistema aproximado.

Finalmente, se desarrolla una teorfa de convergencia, basada en obtener estimaciones
de la diferencia entre las soluciones de ecuaciones de difusién no lineal con distintos «,
mediante una extensién adecuada de las técnicas de Kruzkov de duplicacion de variables
para analizar leyes de conservacion hiperb6licas no lineales.
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Capitulo 1

Introduccion

El problema que motiva este trabajo es la aproximacién de soluciones del problema de
Cauchy para ecuaciones en derivadas parciales de tipo parabélico no lineales de la forma:

{ uy = a(u)zz en R x [0, T),

u(z,0) = uo(z) vz € R, (1.1)

donde a(u) es, por ejemplo, una funcién continua no decreciente.

En este trabajo se desarrollard un nuevo método de aproximacién de soluciones de la
ecuacion (1.1), en una generalidad que permitira que la funcién a(u) sea un grafo maximal
mondétono, que posee una serie de caracteristicas tnicas.

El método esta basado en aproximar la funci6n constitutiva a(u) por un grafo maximal
monoétono constante a trozos ay. De este modo, se reemplaza el problema original (1.1) por
un problema aun mas singular. Sin embargo, las soluciones de este nuevo problema tienen
la notable propiedad de que, para cierto tipo de datos iniciales, se reducen a funciones
constantes a trozos, con curvas de discontinuidad que satisfacen un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias muy similar a las condiciones de Rankine - Hugoniot en leyes
de conservacion hiperboélicas. Por lo tanto, la solucién aproximada se obtiene integrando
numéricamente dicho sistema de ecuaciones ordinarias. Una versién preliminar del método
apareci6 en [4]; mientras que en [2], [9], se exponen ideas relacionadas con su motivacién.

Ademas, desarrollaremos estimaciones de la diferencia entre dos soluciones correspon-
dientes a dos ecuaciones de la forma (1.1) con distintos a. De este modo, podremos
analizar la convergencia de las soluciones aproximadas correspondientes a a4, a la solu-
cién correspondiente a «, a medida que la diferencia entre a y oy se hace pequeiia en un
sentido apropiado.

Muchos ejemplos importantes en las aplicaciones caen dentro de este marco general;
los mas conocidos son la ecuacién del calor (a(u) = u), la ecuacién de medios porosos
(a(u) = u™, m > 1), y los problemas de Stefan o de cambio de fase, donde « es constante
en algin intervalo (por c¢jemplo,

u 0<u<l,
cfu) =<1 1<u<?, (1.2)
u—1 2<u<oo,

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

para un problema de Stefan a dos fases).

Si ¢/(u) no se anula para ningiin valor de u, la ecuaci6én se dice no degenerada. En
cambio, si a'(u) es cero, se dice que la ecuacién degenera. En este caso es tipica la aparicién
de interfases o fronteras libres en la solucién, correspondientes a las curvas de nivel de los
conjuntos donde o’(u) = 0. En el caso del problema de Stefan, dichas curvas delimitan
los conjuntos donde el material pasa de estado sélido a estado liquido, por ejemplo. Para
el caso de la ecuacién de medios porosos, donde o'(u) = mu™"! se anula para u = 0, las
fronteras libres corresponden a la evolucién del soporte. Una caracteristica notable de las
soluciones de esta ecuacion, es que poseen soporte compacto para todo ¢t > 0, si el dato
inicial tiene soporte compacto. Esto contrasta con el comportamiento de la ecuacién del
calor, por ejemplo, donde inmediatamente el soporte se extiende hasta infinito.

La presencia de interfases puede comprenderse cualitativamente si se escribe la ecua-
cién en la forma:

up = o (W)usr + au)"ul, (1.3)

y se observa que cuando a ‘(u) = 0 el término correspondiente a una difusién (derivadas
de segundo orden en z) se anula, y resulta una ecuacién de primer orden de tipo Hamilton-
Jacobi [25, 3, 23].

En los conjuntos correspondientes a o(u(z,t)) = 0, ademaés, las soluciones pueden
no ser suaves, y por lo tanto la ecuacién (1.1) debe ser entendida en un sentido débil
adecuado (ver por ejemplo [63, 64, 65, 66, 68, 69, 62]).

El abordaje que serd mas utilizado en esta tesis es el que proporciona la teorfa de
semigrupos no lineales, desarrollada para el caso que nos interesa principalmente por
Brézis, Bénilan y Crandall (ver por ejemplo los trabajos de review (30, 31, 32]). La
ventaja que tiene este marco tan abstracto, es que es posible dar sentido a la ecuacién
(1.1) en un contexto muy general, donde o es un grafo maximal monétono.

Hay pocos ejemplos en la literatura de resultados de continuidad de las soluciones de
problemas parabélicos generales, con respecto a variaciones en sus coeficientes. Los més
relevantes al estudio que nos interesa se hallan en los trabajos de Bénilan y Crandall [20],
Nochetto [33], y Cockburn y Gripenberg [15]. En el primero, los autores demuestran en
condiciones muy generales que si ag — ¢, las soluciones correspondientes a a4 tienden en
L! a las soluciones correspondientes a a. Nochetto [33] analiza la diferencia entre solu-
ciones de problemas parabolicos degenerados y las soluciones a problemas regularizados
estrictamente parabélicos.

Cockburn y Gripenberg desarrollan una extensién de la técnica de Kruzkov y Kuznet-
sov de duplicacién de variables [17] (originalmente aplicada al caso de leyes de conservacién
hiperbélicas) al caso de ecuaciones parabélicas degeneradas. Sin embargo, los resultados
de [15] no son aplicables al contexto del presente trabajo, pues requieren de una suavidad
en a que no es adecuada para nuestros propésitos. En este trabajo extendemos los re-
sultados obtenidos con la técnica de duplicacién de variables al caso en que las funciones
constitutivas pueden ser grafos maximales monétonos.

Este trabajo esta organizado como sigue: en las secciones 1.2 y 1.3 resumiremos los
resultados de la literatura respecto del tipo de ecuaciones considerado que serdn utilizados
mas adelante, y los referentes a su resolucién numeérica, respectivamente.
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El Capitulo 2 esta dedicado a presentar una motivacién del método propuesto, asf como
dos derivaciones formales diferentes, cada una enfatizando distintos aspectos de interés.
Ademas, se demuestran una serie de propiedades importantes del algoritmo propuesto,
como la conservacion de la integral, y un teorema de comparacién. Ademaés, se analiza en
detalle el problema de Dirichlet en la semirrecta para la ecuacién (1.1) con dato inicial
nulo, y se demuestra una férmula implicita para las soluciones al problema con a4 un
grafo maximal monétono no decreciente constante a trozos, aniloga a la discutida por
van Duyn y Peletier [12], Atkinson y Peletier [13, 14], para el problema con a(u) una
funcién suave, y por Bouillet [6, 7], Bouillet, Saravia y Villa [8], Korten [10, 11] para
coeficientes a mas generales. De esta férmula implicita se deducen condiciones para que
las soluciones autosimilares tengan soporte acotado uniformemente. En esas condiciones,
del teorema de comparacién resulta que cualquier solucién con dato inicial de soporte
compacto y constante a trozos, tiene soporte acotado uniformemente (independientemente
de lo cercana que esté a4 de a).

En el Capitulo 3 se describe una implementacién del método numeérico propuesto,
esencialmente destinada a analizar y comprender sus ventajas y desventajas. Para ello
se aplica el método a una amplia variedad de problemas, como soluciones de Barenblatt
para la ecuacion de medios porosos, el problema de Stefan a dos fases, problemas con
tiempos de espera, soluciones autosimilares en la semirrecta, etc, que presentan muchas
de las caracteristicas distintivas de las soluciones de ecuaciones de difusién no lineales. En
los casos donde la solucién exacta es conocida, se hace una comparacién detallada de las
soluciones numeéricas con las exactas, tanto de la diferencia en L!(IR) como del error en
las interfases. En la mayoria de los casos considerados ambos errores son proporcionales
a A, el tamafio de la particién de u en la discretizacién de a(u), aunque el orden de
convergencia puede ser mejorado cuando la solucién exacta tiene soporte compacto. Este
andlisis de error permite comparar el método propuesto con otros métodos existentes en
la literatura, asi como guiar la teoria de convergencia que se desarrolla en el Capitulo 4.
Ademas se muestra una extensién del método propuesto a méas dimensiones espaciales con
simetria radial.

En este dltimo capitulo se extienden trabajos previos de Cockburn y Gremaud [16],
Cockburn y Gripenberg [15], obteniendo estimaciones de error en L! de la diferencia entre
dos soluciones de dos ecuaciones de la forma (1.1) con diferentes «, para coeficientes o
muy generales. De este modo, se obtienen estimaciones de error para la solucién, que
permiten acotar el error en L'(IR) a tiempo T con la norma L! del error del dato inicial
mé4s términos proporcionales a A%%. Se muestra ademés que en el caso en que el soporte
de la soluciéon u es compacto para 0 < ¢t < T, el exponente se puede mejorar y conseguir
convergencia proporcional a A2,

Ademas, utilizando una técnica de Nochetto [35], se obtienen estimaciones de error en
medida en la posicion de la frontera libre suponiendo validos resultados de no degeneracién
de las soluciones del problema exacto. En particular, para la ecuacién de medios porosos
sc obtiene estimaciones del error proporcionales a A(m-1/2m
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1.1 Resultados conocidos

La literatura matemaética referente a extensiones del concepto de solucién clasica, adecua-
das para este tipo de ecuaciones, es extensisima, y dificilmente enumerable en su totalidad.
Asimismo son de gran interés los problemas de regularidad tanto de la solucién como de
las fronteras libres.

Por un lado, los trabajos de Oleinik, Kalashnikov, y Yui-Lin [63], Alt y Luckhaus
[64], Gilding [65, 66], DiBenedetto [68, 69], DiBenedetto y Vespri [67], DiBenedetto y
Gariepy [62], describen distintas formulaciones débiles y analizando la existencia, unicidad,
y regularidad de las soluciones, para ecuaciones bastante generales.

Ademas de estos trabajos generales, existe una gran cantidad de trabajos concernientes
a aplicaciones especificas, principalmente problemas de tipo Stefan [75], y la ecuacién de
medios porosos [23].

Por otro lado, existe una vasta literatura concerniente a extensiones del concepto de
solucidn a espacios de funciones de variacién acotada, originada en el trabajo de Volpert
y Hudjaev [70]. Este trabajo, sin embargo, contenfa algunos errores, que fueron salvados
en trabajos posteriores [72, 71, 73]; ver también [74] para otra aplicacién.

Resultados sobre la teoria clasica de ecuaciones parabélicas pueden encontrarse, por
ejemplo, en el libro de Ladyzenskaya, Solonnikov, Uralceva [41], y en el de Friedman [1].
En particular, necesitaremos en lo que sigue (ver capitulo 4) resultados que garanticen
que las soluciones del problema de Cauchy considerado (1.1) satisfacen ciertas condiciones
de regularidad, al menos cuando el problema es-no degenerado. Para ello, haremos uso
del siguiente resultado de [41] (Teorema 8.1), adaptado al problema que nos interesa

Teorema 1 (Eristencia, unicidad, y reqularidad de soluciones para el caso no degenera-
do)
Sea u una solucion del problema de Cauchy (1.1) en R x [0, T).

Supongamos vdlidas las siguientes condiciones

1. uo(z) € H*P(Q) para cualquier Q € R, y ||uofloo < 00.
2. a'(u) > 0 para todo u.

3. Para cualquier cilindro acotado Qr = Q% (0, T), Q subdominio acotado de R y |u| <
M, la funcidén a(u) satisface las condiciones: Para |u| < M, a es diferenciable con
respecto a u, con dertvada continua, y tanto a ' como a " satisfacen una condicién
de Hélder con exponente 3, y se satisfacen las desigualdades

v<a'(uy<py, v>0, (1.4)
o ()] < g, (1.5)
con constantes dependientes en general de Qr.

Entonces, eriste al menos una solucién u(z,t) del problema de Cauchy (1.1) en R x
[0, T], con |u(z,t)] < M, u€ H¥*PI+BI(RN x [0, T)).
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Si ademds a es tres veces diferenciable con respecto a u, y satisface

m a < 1.

|u|2)/5| (w)] < mN, ( 6)
max a "(u) < 1.7
|u|2)15 (u) £ 2N, (1.7)

para N cualquiera, y con constantes ), po en general dependientes de N, el problema de
Cauchy (1.1) tiene no mds de una solucidn cldsica acotada en R x [0, T, con derivadas
de primer y sequndo orden acotadas.

St la condicion 1. se reemplaza por el requerimiento mds débil de ug continua y acotada,
eziste una solucion acotada u(z,t) € H**P1*8/2(Qr) N C(R x [0, T)) para cualquier
Qr C (Rx [0, T)).

Resumiremos a continuacion los elementos fundamentales de la teoria de semigrupos no
lineales, que ser4 utilizada en este trabajo ya que permite dar sentido al problema de
Cauchy (1.1) en un contexto extremadamente general, en el que a(u) es un grafo maximal
monoétono. Excelentes panoramas de esta teoria se encuentran en los trabajos de Crandall
(30, 31} y Bénilan y Wittbold [32].

Recordemos la definicién:

Definicién 1 Un grafo mazimal mondtono o de R — IR es una aplicacidn, posiblemente
multivaluada, que satisface

(fr = fayu —u2) 20, V[, fi], [us, fo] € o, (1.8)
y tal que la imagen R(I + a) = R, con I la identidad.

Definicién 2 Una aplicacion A : X — 2X (el conjunto de partes de X ) se dice un ope-
rador en X. En particular, las funciones X — X se pueden identificar con los operadores
univaluados, tales que Az es vacio o estd compuesto por un sélo elemento.

Definicién 3 El dominio de un operador, denotado con D(A), estd compuesto por los
x € X con imagen no vacta.

D(A) = {z € X : Az es no vacia}. (1.9)

El problema bésico analizado mediante teorfa de semigrupos no lineales, es el de
resolver el problema de Cauchy abstracto:

{ u'+Au>20 en (0,T),

2(0) = uy, (1.10)

Definicién 4 Sea A un operador, w € IR. Entonces A+ wl es acretivo (lo que denotare-
mos A € A(w)) si se tiene que:

1+ ) ||lz=2| < |lz—2+My—79)|| para todo z, £ € X y € Az, § € AZ, y A > 0. (1.11)

Si A+ 0] es acretivo, se dice que A es acretivo.
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Definicién 5 Sea A € A(w). Entonces A + wl es m-acretivo si R(I + AA) = X para
A>0yw<l.

Definicién 6 Una ’solucidn buena’ (mild solution, bonne solution) del problema abstracto
de Cauchy (1.10) se define como una funcion u € C([0, T); X), con u(0) = up, que
satisface:

Para todo 0 < Ty < T, y € > 0, eriste:

1.0=ty<t) < <th 1 <To<to<T,t;—-ti1<eparai=1,...,n,

2. Tg,...,Zn € X, que verifican |lug — zo|| <€, y
zi——E+Az,-90 parai=1,...,n, (1.12)
t —ti
tal que
||lu(t) —zi|l <€ parate€ (tioy,t), i=1,...,n. (1.13)

Es decir, una buena solucién es una funcién continua que satisface la condicién inicial, y
que es un limite uniforme de soluciones de los problemas aproximados producidos discre-
tizando en tiempo la derivada u/, con el esquema implicito (1.12), enteramente analogo al
método de Euler implicito para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias.

El resultado basico de existencia en este contexto probado por Crandall y Liggett
[43], fue el punto de partida para una teoria mas general (ver por ejemplo los reviews
mencionados). Enunciamos a continuacién un teorema de existencia y unicidad adecuado
para nuestros propositos [44].

Teorema 2 Sea A + wl m-acretivo, ug € D(A). Entonces el problema abstracto de
Cauchy (1.10) tiene una inica buena solucidn en [0, T).

Las soluciones buenas del problema de evolucién (1.10) son, por definicién, continuas,
pero no tienen en principio ninguna regularidad adicional. Es un problema importante

entonces, el de determinar bajo qué condiciones sobre el dato inicial ug € D(A) es posible
obtener una mayor regularidad. Con este objeto, se definen

Definicién 7 Dado un operador A en X, z € X, definimos:
|z|4 = inf{M > 0 tal que 3(zn,yn) € A, con z, = z en X, ||ya|| < M}. (1.14)

Denotaremos como el dominio generalizado, D(A) [32], a
D(A) = {z € X, con |z|4 < o0}. (1.15)

La rclevancia de esta definicién queda manifiesta por el siguiente resultado:
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Teorema 3 (ver Bénilan y Wittbold [32], Teorema 1). Sean A € A(w), w € R, uo €
D(A), u una buena solucion del problema de Cauchy (1.10).
Entonces u es localmente Lipschitz continua en [0, T), y para cada t € [0, T) vale la

estimacion ek ,

lim sup
AN\0

En los espacios de Banach con la propiedad de Radon-Nikodym, las funciones local-
mente lipschitz continuas son derivables, y por lo tanto las soluciones buenas del problema
de Cauchy, con dato inicial en el dominio generalizado D(A) resultan soluciones fuertes.
Sin embargo, el estudio que realizaremos en lo que sigue estard basado en L!, y este
espacio es uno de los ejemplos clasicos que no poseen esta propiedad [32].

La existencia de solucion para el problema de Cauchy para (1.1) en este contexto tan
general, se obtiene a partir de la teoria abstracta de semigrupos no lineales [43, 30, 31, 32,
mediante uso de los resultados sobre ecuaciones elipticas semilineales desarrollados por
Bénilan, Brézis y Crandall [42]. La idea basica es que para cada g € L!(IR"), el problema

u—ANv=g en D'(RM), v(z) € a(u(z)) en c.t.p., (1.17)

tiene una solucién u € L' que es inica dentro de una clase adecuada [42]. En particular,
vale el siguiente teorema (ver [20])

Teorema 4 Sea o un grafo mazimal mondtono en IR, 0 € a(0), y g € L*(RN). Entonces

1. 8i N > 3, eziste una tnica u € L'(RY), y una inica v € MM WV-2(RY), que
satisfacen (1.17).

2. Si N =2 y0 € intD(a), hay una tnica u € L'(IR?) para la cual eziste v € L .(R?),
con v(z) € a(u(z)) en c.t.p., Vv € M2(R®)?, y que satisfacen (1.17).

3. SiN =1, y0 € intD(a), eziste una unicau € L'(R) para la cual ezistev € L .(R),
v(z) € a(u(z)), y que satisfacen (1.17).

Aqui MP(IRY) denota los espacios de Marcinkiewicz, o espacios L? débil, ver Apéndice en
[42].
Esto permite asociar con — A a(u) un operador A, definido como

Aqu = {f € L'(IR") tales que u es la solucién de (1.17) con g = f + u}, (1.18)

para cada v € L'(RV).

Los resultados de [42| demuestran ademés que el operador A, asi definido es m-acretivo
en L'(IR"), con dominio denso en L!(IR"). La teoria general garantiza entonces la exis-
tencia de soluciones del problema (1.1) con dato inicial uo € L'(R") [30, 31, 32].

La unicidad de las soluciones del problema de Cauchy para (1.1) en este contexto tan
general, asi como la relacién con la teoria de existencia, fue demostrada por Brézis y
Crandall [19].
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1.2 Meétodos numeéricos

El problema de aproximacién numérica de las soluciones de ecuaciones de difusién no li-
neales de la forma considerada posee una enorme importancia tanto practica como teérica.
Por esto mismo, la literatura sobre métodos numéricos para ellas, y sus aplicaciones, es
extensisima, tanto para ecuaciones generales [33, 45|, como orientada a algin tipo particu-
lar de problema (Stefan [49, 50], medios porosos [51, 59, 52, 36, 53, 57, 58, 55, 54, 56, 60,
por ejemplo).

Los métodos numéricos desarrollados para este tipo de ecuaciones pueden dividirse en
tres grupos principales, de acuerdo a la forma en que se tratan las interfases.

Por un lado, hay métodos en los cuales la interfase no aparece explicitamente, estando
en cambio oculta en la ecuacién a resolver. A este tipo de método se llega por ejemplo
regularizando la funcién constitutiva a(u) y utilizando elementos finitos [36, 33, 45| o
diferencias finitas {53] para resolver el problema aproximado, o utilizando el marco abs-
tracto de la teoria de semigrupos [48, 47, 46, 50] (por ejemplo, para aproximar la solucién
usando el esquema implicito (1.12)).

Entre las ventajas principales de este tipo de métodos esta el que son naturalmente
multidimensionales. Sin embargo, la manera de recuperar las interfases, y su convergencia
al valor correcto, son temas de gran interés y que continian abiertos en muchos casos
importantes. Esto es debido a que la convergencia de las soluciones no necesariamente
implica la convergencia de los conjuntos de nivel [51, 35]. Sin embargo, cuando la solucién
del problema exacto no degenera cerca de las fronteras libres, Nochetto [35] demuestra
que es posible obtener estimaciones en medida del error de las fronteras libres a partir de
estimaciones en LP del error de las soluciones, a partir de una definicién adecuada de la
frontera libre numérica (ver también la seccién (4.3)). En una dimensi6n espacial, Hoff y
Lucier [51] demuestran convergencia en L™ de la solucién de un esquema en diferencias a la
solucién correcta, para la ecuacién de medios porosos, y muestran c6mo estas estimaciones
conducen a estimaciones de error de las interfases.

A la segunda categoria pertenecen los métodos que siguen interfases (front tracking
methods). Estos métodos estan habitualmente basados en utilizar en forma explicita las
ecuaciones diferenciales ordinarias que gobiernan el movimiento de las interfases. Tienen
la ventaja de que tanto las soluciones como las interfases pueden ser aproximados en L™,
ver por ejemplo los trabajos de Di Benedetto y Hoff [56], Hoff [59], Mimura, Nakaki y
Tomoeda [54], y Tomoeda y Mimura [55]. Sin embargo, son intrinsecamente unidimensio-
nales, debido a la gran complejidad del problema de seguir interfases en mas dimensiones.
Ademas, muchos resultados se obtienen sélo para la ecuacién de medios porosos, pues
utilizan propiedades de homogeneidad del operador Au™.

Este mismo tipo de limitaciones tienen los métodos pertenecientes a la tercer categorfa,
que llamaremos métodos de transformacién. En este caso, la idea basica consiste en
encontrar transformaciones que conviertan el problema en un problema de valores iniciales
y de contorno en un dominio fijo (es decir, hacer desaparecer la interfase mediante un
cambio de variables). A esta categoria pertenecen por ejemplo los trabajos de Rosen [61],
Berryman [58], Gurtin, MacCamy y Socolovsky [60], Bertsh y Dal Passo [57].
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El método presentado en esta tesis puede ser deducido como un método de malla mévil
(ver seccién (2.3)), donde en vez de aproximar la solucién en puntos fijos del espacio, se la
aproxima en en ciertos valores que van evolucionando en el tiempo (ver por ejemplo [76] y
las referencias alli consignadas). De este modo, habitualmente se logra una mejor captura
de las interfases, o de las discontinuidades de la solucién. Sin embargo, el método que
se presenta aqui presenta también grandes similitudes con los métodos de seguimiento de
interfases (’front-tracking’), pucsto que aproxima las curvas de nivel de la solucién.
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Capitulo 2

Método basico

En este capitulo se presentan dos deducciones diferentes del mecanismo béasico de apro-
ximacién que se desarrolla en este trabajo, y se demuestran una serie de propiedades de
las soluciones aproximadas, que poseen interés intrinseco, y que serdn utilizadas en los
capitulos posteriores.

Ambas deducciones tienen interés independiente, pues resaltan distintos aspectos del
método de aproximacién propuesto, y conducen al mismo sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias.

En la primera de las deducciones presentada se muestra cémo suponiendo que la
funcién constitutiva a(u) es una funcién escalera, aparece naturalmente un problema no
clasico cuya solucion es una funcién constante a trozos donde las curvas de separacién
entre intervalos de constancia satisfacen un sistema de ecuaciones diferenciales analogo
a las relaciones de Rankine-Hugoniot para ecuaciones hiperbélicas. De este modo, la
solucién ezacta de este problema aproximado puede obtenerse integrando en tiempo el
sistema de ecuaciones diferenciales que da la evolucién de los saltos de la solucién u.

En la segunda deduccién se muestra cémo el mismo sistema puede obtenerse mediante
una construccién como la que se utiliza para desarrollar métodos de mallas méviles. En
este formalismo se pierde de vista que se trata de una solucién exacta de una ecuacién
en derivadas parciales en algin sentido aproximada a la original, pero es mas evidente
que el método propuesto puede entenderse como un miembro de una familia de métodos
de malla mévil, donde la funcién u se aproxima en el espacio de funciones constantes
a trozos, y v = a(u) en el espacio de funciones continuas lineales a trozos, y que otras
elecciones de espacios conducen a una variedad de métodos distintos.

2.1 Motivacién. Un problema aproximado
Consideremos nuevamente el problema (1.1):

u = o)y, (z,t) € R X Ry,
{ u(z, 0) = uo(z),

21



22 CAPITULO 2. METODO BASICO
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Figura 2.1: Funciones a(u) = u® y regularizacién con ¢ = 0.01 de su aproximacién por
una funcién a saltos correspondiente a d = 0.1.

para el caso tipico de la ecuacién de medios porosos, a(u) = u™, m > 1. Para fijar ideas
utilizaremos el caso m = 3.

Consideremos ahora el problema ’similar’ correspondiente a una funcién constitutiva
a$(u), como la mostrada en la figura 2.1. Esta funcién fue obtenida aproximando la
identidad por una funcién f(u) no decreciente, constante a trozos, regularizando f(u)
para obtener una aproximacién continua f¢, y finalmente calculando a§(u) = a(f¢(u)).
El parametro d regula entonces cuin exactamente la funcién f(u) aproxima a la identidad,
y el pardmetro € describe cudnto se acerca f¢ a la funcién a saltos f.

En particular, la expresién usada en los ejemplos numéricos que siguen es:

1) = dlu/d) + & (1 + tanh(R /A - Y2)y_ 1 ) ,

€ tanh(£)

donde los corchetes denotan la parte entera. La regularizacién ag(u) = (f¢(u))? corres-
pondiente a ¢ = 0.01, d = 1/10 se muestra en la Figura 2.1.

Utilizaremos como ejemplo las soluciones autosimilares de Barenblatt (ver apéndice
A). Param = 3, y t = 0, se tiene up(r) = V1 —z2. Con este dato inicial las solu-
ciones correspondientes a a(u) = u3, y a§(u), calculadas por diferencias finitas con una
discretizaciéon muy fina hasta ¢t = 1 se muestran en la figura 2.2.

Notar que la solucién del problema aj es practicamente constante a trozos, y que los
valores que toma la solucién u en los intervalos de constancia son justamente aquellos
donde la funcién af(u) tiene un salto, y, reciprocamente, que donde la funcién u salta la
funcién of(u) es practicamente constante. Este comportamiento sugiere que la funcién
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Figura 2.2: Soluciéon de Barenblatt para a(u) = u?, a t = 1 (trazo grueso), comparada,
con la solucién por diferencias finitas a t = 1 del problema con funcién constitutiva a§(u),
con € = 0.01 y d = 0.1 (trazo fino).

0.14 /_\
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002

Figura 2.3: Graficos de a(u) a t = 1 para la solucién de Barenblatt con m = 3 (trazo
grueso), y de la solucién numeérica por diferencias finitas a ¢t = 1 del problema con a§(u),
como funciones de z (trazo fino). € = 0.01, d = 0.1.
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aguix. 1),

Figura 2.4: Derivada numérica de a§(u(z)) para el problema con funci6én constitutiva una
escalera, ¢ = 0.01,d =0.1.

af(u(z)) debiera ser suave, lo que se verifica evidentemente en la figura 2.3. Consideracién
del problema limite, donde efectivamente u es constante a trozos, sugiere que a(u(z,-))
debiera ser una funcién lineal a trozos. Esto se puede ver en el ejemplo con la solucién
correspondiente a a§(u), derivando numéricamente la solucién por diferencias finitas (ver
Figura 2.4).

Por dltimo, nétese que a medida que € se hace més pequeiio, la resolucién numeérica
del problema ¢ aproximado se hace cada vez mas dificil utilizando diferencias o elementos
finitos. Esto se debe a que la difusividad maxima es proporcional a 1/¢, y por lo tanto
el radio espectral del sistema de ecuaciones que se debe resolver diverge. Esto obliga a
la disminucién del paso en tiempo si se utiliza un método explicito. Ademas la soluci6én
presenta variaciones muy rapidas cerca de las discontinuidades, y es necesario utilizar
discretizaciones muy finas tanto en £ como en ¢ para poder resolverlas.

Esto constituye una motivacién adicional para considerar el problema limite para
¢ — 0, donde a4(u) es realmente una funcién a saltos creciente, y que veremos admite
una formulacién elegante y mucho més simple de resolver.

2.2 Solucién exacta del problema con «af-) escalera

En lo que sigue escribiremos indistintamente el problema de Cauchy considerado en la
forma (1.1), o en la forma

{ w=A0v , u € B(v), (2.1)

'U.(.'I:, 0) = uO(‘T)7

con 3= a~! en el sentido de grafos.
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ay(u)

S KK

Uy y Y
Figura 2.5: Esquema del grafo maximal moné6tono constante a trozos ag(u).

Supongamos, ademas, que a = a4 es un grafo maximal moné6tono constante a trozos,
con saltos correspondientes a los valores u = U;, Uy < U; < -+ < U; < ---. Denotemos
con V; a los valores que asume ag4(u) en cada uno de los intervalos de constancia, ver
Figura 2.5.

De acuerdo a lo observado en la seccién precedente, vamos a suponer que v(z,t) =
aq(u(z,t)) es lineal a trozos y continua como funcién de z. La condicién de compatibilidad
u € Ba(v), B4 = a7, implica entonces que u es una funcién discontinua, constante a
trozos, y que toma en cada intervalo de constancia uno de los valores U;. En lo que sigue
supondremos que las discontinuidades de u estdn ubicadas sobre curvas suaves z;(t),
y mostraremos que para que la funcién resultante sea una solucién de la ecuacién en
derivadas parciales, las curvas z;(t) deben satisfacer un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias, analogo a las condiciones de Rankine-Hugoniot en leyes de conservacién (ver
por ejemplo {77, 78]).

Estas condiciones de salto han sido ya consideradas en el contexto de soluciones de
variacion acotada de ecuaciones parabélicas degeneradas con un término de transporte
21, 70].

Para describir la soluciéon u, v del problema correspondiente a o4 utilizaremos la si-
guiente notaciéon. Llamaremos z;, ¢ = 1,...,n a las curvas de discontinuidad de u. El
valor constante que toma u en el intervalo z € (z;, Ti31) se llamar4 u;4,/2 (recordar que
este valor debe ser igual a alguno de los U;). Como estamos suponiendo, en base a las ob-
servaciones de la seccién precedente, que la funcién v es lineal en cada intervalo (z;, Ti41)
y es continua en z, queda determinada por los valores que asume en los puntos z;(t), que
seran denotados con v;. Notar nuevamente que estos valores no son arbitrarios, sino que
corresponden a alguno de los valores permitidos V; de la discretizacién. Ademas, como el
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énfasis en este trabajo esta puesto en resultados en L!, supondremos que tanto u como v
tienen soporte compacto, lo que se refleja en las condiciones v; = v, = 0, y la convencién
Uy = Ung1y2 = 0.

Con esta notacién, podemos enunciar el resultado principal de esta seccién.

Teorema 5 Sean u y v como antes. Entonces, si las interfases z;(t) satisfacen el sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias

. 1 UV —
I, = —
Uzje — U2 T2 — T
) 1 Vigl — Vi U — Uiy | .
§ Ti=— - - i=2,...,n—1, (2.2)
Uitz — Ui—1/2 | Ti41 — T Ti — Ti-)
. 1 Un — Up-1
xn =
L Unt1/2 — Un-1/2 Tn — Tp-)

u y v resultan soluciones del problema (2.1) con § = B4, y un dato inicial ug(z) constante
a trozos y con saltos en z;(0), en el sentido de D'. Es decir:

/OT Jl (@le+v 2 @) dzdt + [ u(z,002(z, 0)dz =0, (23)
para toda ®(z,t) € C(R x [0,T)).

Dem. Podemos asumir que no se produce ningin cruzamiento de interfases hasta el
tiempo T. De ocurrir, se repite el argumento que se detalla a continuacién en cada uno
de los intervalos entre cruces, hasta llegara t = T.

La demostracién que sigue es esencialmente igual a la que da las condiciones de
Rankine-Hugoniot en el contexto de leyes de conservacién [77].

u(z,0)®(z,0)dz =

’ ® A &) dzdt
/0 /IR(u ), ) dzdt + R

zi+1(t) Ti41(t)

n-1 .1
B Z/o [/z Uir12®dz + Vit1/2(2, ) Przd | dt

i=1 () zi(t)

zi+1(0)

n-1
+ Z/(O) u,-+1/2<I>(a:, O)da:,
i=1 Y%

donde se usa la notacién v;1)/2(z,t) para la restriccién de la funcién v(z,t) al intervalo
(zi(t), zi+1(t)). Integrando por partes en z en cada intervalo (z;(t), zi41(t)) el término
en &z, y recordando que por ser v lineal en cada intervalo tenemos (viy1/2(z,t)): =
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Figura 2.6: Region de integraciéon, mostrando las normales utilizadas para aplicar el
teorema de la divergencia.

(vit1 — v)/(zip1 — 7:), se obtiene:

/OT /|R (ud, + v A ®)dzdt + |_ u(z,0)®(z,0)dz =

R
n=l T rziga(t) Vigy — Ui

= Z/O / [u,-ﬂ/g@, bl (1—-“_—') (I):‘l dIdt+
im1 zi(t) Tiv1 — T4

zi+1(0)

T
+/0 [Vie1 Pz (Titr, t) — vi®z(zs, t)] dt + E/ ui41/2®(z, 0)dz.

Como u;41/, no depende de ¢, podemos utilizar el teorema de la divergencia en la
integral doble, obteniendo una integral curvilinea sobre los bordes de la regién delimitada
por (z;(t),zi+1(t)), y t =0, T (ver Figura 2.6):

/OT Jl WP+ 8 @) dzdt + [ u(z,008(z,0)dz =

= Z/ ( Citl = (I) u1+1/2¢)

Tiy1 —

=|+1(0)

T
+/(; [U,‘+1(I)I(.Ti+1,t) ’B,, ]dt+ Z u,-+1/2<I>(z, O)dI

Utilizando los valores de las normales dados en la Figura 2.6, cancelando las contribu-
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ciones del dato inicial y utilizando el hecho que ®(z,T) = 0, se obtiene:

/OT /IR (u®; + v A D) dzdt + /IR u(z,0)®(z,0)dz =

Vit — Ui

n-—1 T 1
;/0 ( i+1 )m |:1:i+1 -z i+1/2 t+l]

Vi+1 —

n-1 .1
+ / ®(z;,t [ - U4 :z:l dt +
g 0 ( i ) (—+ 2 |Tip1 — T i+1/244

n-1 .r
+ 2/0 [vit1P2(Tit1, t) — vi® (24, t)] dt.

Observemos ahora que la tltima suma en el miembro de la derecha es telescépica, y que
vp = 0 = v;. Reacomodando los indices de la primera sumatoria, se obtiene finalmente:

/OT /lR (u®; + v A ®)dzdt + [ _ u(z,0)®(z,0)dz =

IR

T 1 V2 — V)
= o t),t [
| 2@,y e o

Un VUp— .
+/ (za(t),t) \/1+ — [ . _z" 1 u,,_l,z:c,,(t)l dt +
_1: n n—

+ U3/2£i71 (t)] dt +

1 v Ui | — Ui— .
+ Z/ a(t) \/1 + g;2 [I:I - :v: - :c:- 11 + (ui+1/2 B ui—l/z)zi(t) dt =0
=2 -

donde la ltima igualdad sale recordando la convencién uy/; = un41/2 = 0, y utilizando el
sistema de ecuaciones 2.2. De este modo obtenemos finalmente (2.3). O

Observacion 1 Nitese que el término de interaccion de una interfase con la otra, en
el sistema de ecuaciones (2.2), se anula si ambas limitan por derecha e izquierda un
mdzimo o un minimo local de u (pues si T; y T;41 limiten un mdzimo o un minimo de
u, Vi1 — v; = 0). Ademds, la interaccion acopla sélo interfases vecinas. Por lo tanto, las
ecuaciones que gobiernan interfases a ambos lados de un mdzimo o un minimo local no
estdn acopladas entre si. Esto serd itil para simplificar algunas de las consideraciones en
lo que sigue.

Si dos interfases contiguas no limitan un mdzimo o minimo local, el término de in-
teraccidn tiene un signo que hace que las interfases se rechacen entre si. En particular,
esto dice que el soporte de la solucion es estrictamente creciente. Una determinacién mds

precisa del soporte saldrd como consecuencia del ejemplo 1 y del principio de comparacion
(Lema 6).
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Lema 1 Sean zi, Tiq1, .- -, Tkem las interfases correspondientes a una porcidn mondtona
de u (es decir, separadas por mdzimos y minimos de u). Entonces, la restriccion del
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (2.2) o i € [k,k + m] tiene una unica
solucion que satisface xx(to) < Trs1(t0) < -+ < Tk+m(to), to € IR, y que eziste para todo
L € (to, +OO).

Dem. Sea 2 € IR™*! el abierto @ = {x € R™"! : z; < 1, < --- < zp}. Clara-
mente, para cualquier dato inicial xg = (zk(o), .- ., Zk+m(to)) € S la funcién que da el
sistema de ecuaciones diferenciales es continua y Lipschitz respecto de z en un entorno
de xg. Por el teorema de extensién de soluciones de ecuaciones diferenciales, de haber
un intervalo maximal de existencia de la forma (t, — ¢,b), b < 400, debe ocurrir que
(zx(t), ..., Tkem(t)) — O cuando t — b~. Es decir, o bien 3j € [k, k + m — 1] tal que
z5401(t) — 2;(t) =5 0, 0 bien Tyym(t) ‘2% +00, 0 bien zx(t) =% —oco. Todos estos casos
se reducen al mismo analisis, que se detalla para el caso zy4m — +00.

. t—b— . . .
Si Tpem — 00, su derivada debe tender a infinito,
1 Vk+m — Uk+m—1 t—ob-
+m +m —

Tham = +00,
Uk+m+1/2 — Uk+m-1/2 Tk+m — Tk4m-1

t—b-
y por lo tanto zxym — Trem-1 — 0. Pero entonces, como

1 Uk+m ~ Ukim-1  Uk4m-1 ~ Vk+m-2

i:k+m—l = - ’
Ukt+m—-1/2 — Uk+m-3/2 | Tk4+m — Tk4m-1  Tki4m-1 — Tk4m-2

. .. t—b= t—b-
se tiene que o bien Zy,m-; —> —oo (lo cual es absurdo pues ZTiim —> +00 ¥ Tkim —

. t—=b" oye . .
Tk+m-1 — 0), 0 bien Zpym-1 — Tkrm-2 —> 0. Repitiendo la misma argumentacién, se
t—=b” . . t2b7
llega a que z44; — 7 — 0, lo que implica que z, — +00 y que
1 Vk4l = Uk t—b-
+ _’_) —_

.’i?k = - 00,
Uk+1/2 — Uk-1/2 Tk+1 — Tk

absurdo. O
Como consecuencia de los argumentos expuestos en la demostracién anterior, se tiene
el siguiente corolario.

Corolario 1 Las interfases sdlo se intersecan en los mdzrimos o minimos de u.

Observacién 2 Cuando dos interfases se intersecan en un mdrimo o un minimo de u,
el conjunto de nivel que delimitan debe desaparecer, y ambas interfases son eliminadas.
Notar que este procedimiento produce discontinuidades en t también para v, aunque v sea
siempre lineal a trozos y continua en z. Ver ejemplo 1.

Observacién 3 Si el dato inicial tiene soporte compacto, el soporte de la solucion numé-
rica es compacto para todo t, y estd determinado en forma natural por las interfases donde
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u salta de U, a cero. Esto constituye una ventaja sobre otros métodos (diferencias finitas,
elementos finitos), que por tener alguna disipacion adicional producen un soporte poco
determinado, y que debe ser calculado mediante extrapolacién a partir de un conjunto
donde u = 6, para algin § adecuado (ver mds en la seccién 4.3).

Observacion 4 Notar que la evolucion continia hasta que toda la masa inicial estd dis-
tribuida a nivel Uy,. Mediante el uso de la conservacidn de la integral de u duraente la
evolucion (ver Lema 2), esto proporciona una cota para el soporte de la formae M/U,
donde M es la masa (integral en IR) del dato inicial, y U, es el primer valor no nulo de la
discretizacion del rango de la solucion u. Mds adelante serd necesario obtener una cota
para el soporte de la solucién a tiempo t, que sea independiente de la discretizacién de
a(u), es decir, que sea independiente de U, (ver teorema 8).

Observacién 5 El nimero de interfases de u es siempre par para un dato inicial con
soporte compacto (por cada interfase donde u salte hacia arriba, hay una donde salta
hacia abajo). El caso de 2 interfases es trivial (no hay evolucién). El siguiente ejemplo
muestra la solucidn exacta en el caso de 4 interfases.

Ejemplo 1 (Solucién exacta para cuatro interfases) Para cuatro interfases la so-
lucion u consta de dos niveles, correspondientes a Uy y U,. Es decir, ugjs = Uy = uyp,
usj2 = Uy. Ademds, v es lineal a trozos, y vale vy =0, v, = Vy, v3 = W}, vg = 0. (Ver
Figura 2.7).

El sistema de ecuaciones a resolver es entonces:

(. 1 vy—
Iy =—-—— )
Uz T2 — I
. 1 V2 — 1)
T2 = )
Us/2 — U3/ T2 — Iy
4 (2.4)
. 1 Vg — U3
I3 = —

1)
Uzj2 — Usj2 T4 — T3

1 v4—vs

i4 = .
. —U7/2T4 — T3

Notese que las ecuaciones para T, y T2 no contienen referencia a T3 y T4, y vViceversa,
debido a que estdn separadas por un mdzimo de u, y que las ecuaciones para T, y T4, ¥
para T, y T3, son andlogas. Vamos entonces a resolver por ejemplo para x3 y =4, y aplicar
el resultado también a la determinacion de x, y z».

Multiplicando la ecuacidn para x3 por dus = (uz/2 — us;2), y la ecuacidén para x4 por
duq = ug/2 — U7/2 = —u7/2, Y sumando, se obtiene (caso particular de conservacidn de la
masa, véase mds abajo el lema 2):

duzts + dugdy = 0,
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Figura 2.7: Solucion u del ejemplo 1 para el caso simétrico.

lo que implica que esa cantidad no cambia, y es por lo tanto siempre tgual a la inicial:

duzz3(t) + duszy(t) = C = duzz3(0) + dugzs(0).

Despejando z3(t) = (C — duqwy(t))/dus, y reemplazando en la ecuacién diferencial para

x4, se obtiene fdacilmente la solucion:

_ duzz3(0) + dugzy(0) " JQ vg — V3 Ous

¥ (M)z duj. (2.5)

(511,3 + (5’(1,4

Ousz + duy duz + duy E
De aqui
(5'&31‘3(0) + (51L4£E4(0) vy — U3 OUg
z3(t) = % e B
Eg(t) (S'Itg = (5“4 (5'&3 + (5‘&4 (5U3

Andlogamente se obtiene la solucion para T, y ;.

g (ﬂo)‘_‘“(o_))z sud.  (2.6)

dug + duy

En el caso en que la discretizacion en U es uniforme, se tiene du, = duy = —duz =
—0uy = 6u = U,. Ademds vy —v; = —(vq — v3) = dv. En este caso las soluciones
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adquieren una gran simetria y sencillez:

zy(t) = M - \/S—Zt + (2(0) _4""'1(0))2’

zo(t) = M + \/g—:it + (z2(0) —411(0))2’
2.7)

_ z3(0) +24(0)  [6v,  (z4(0) — z5(0))?

za(t) = 2 \/6u t+ 4 ’

z4(t) = M + \/gﬁt 4+ (24(0) —413(0))2.

Como se mostré en la observacion 1, las interfases =, y z4 se mueven ’hacia afuera’

del soporte, mientras que z, es estrictamente creciente y z3 estrictamente decreciente.
Eriste ademds un tiempo t* en que z2(t*) = z3(t*), y por lo tanto esas dos interfases se
intersecan y deben ser eliminadas. Para el caso simétrico z,(0) = —z4(0), z5(0) = —z3(0),

To(t*) = z3(t*) implica:
t* = -g—z:ca(O):r.,(O). (2.8)

Es decir, luego de un tiempo finito desaparece la meseta de altura Us,, y la evolucidn se
detiene.

2.2.1 Algunas propiedades del método

Lema 2 Conservacién de masa. La masa total de la solucién u

M= Zn: (z:(t) — zii(t)) vic1/2, (2.9)

1=2

Se conserva.

Dem. Basta ver que la derivada de M respecto del tiempo es cero. Es decir:

A[ Z (:B‘l - -Tt -1 t)) ut—1/2 = Zzi(t)ut 1/2 — zzt—i(t)ul—l/2

) 1=2 1=2
n n—
= Ei(t)uicrye — z Ti()uiz1y2
i=2 i=1
n-—1
= TnlUp-172 — T1U32 + z :i:,-(t) (%‘-1/2 - ‘Ui+1/2) =

=2
n—1
Un — Un_1 Uy — U1 Vit1 — Ui Vi — Vi)
+ + - =0. o
In —Tp-1 T2—I) Tit1 — Ti Ti— Tiq
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Sean u, v y 1, ¥ soluciones del problema (2.1), de la forma asumida en el teorema 5. Es
decir, u y % son funciones constantes a trozos, asumiendo valores uit1/2, £ =1,...,n—1,
@j+1/2, J = 1,...,72 — 1 respectivamente, y con intervalos de constancia separados por
curvas z;(t), Z;(t) respectivamente. En el siguiente teorema se demuestra que si una
esta por debajo de la otra a tiempo inicial, entonces estad por debajo para todo tiempo
posterior.

Teorema 6 (Principio de comparacién) Sean u y @ como antes. Entonces, si para
t = 0 se tiene u(z,0) < u4(z,0), Vz € IR, entonces u(z,t) < @(z,t) para todo t > 0, y todo
T

Dem: Para demostrar lo deseado, basta ver que si z; y Z; limitan a la derecha (izquierda)
intervalos de constancia de u y 4 respectivamente, correspondientes a una misma altura
Uy, entonces z;(t) < Z;(t) (z:(t) > Z;(t)) para todo .

Consideremos el primer caso. Claramente interesa sélo la situacién en que tanto z;
como I; pertenecen a porciones decrecientes de u y u respectivamente. Por lo tanto, se
tiene

Uip1/2 — Uim1y2 = Ujpry2 — Uj-1y2 = 6u < 0.

Razonando por el absurdo, supongamos que 3 ¢* donde dos interfases z; y Z; en las

condiciones anteriores se cruzan por primera vez. Para ello, debe ser

L) = E(t) y &) > E(E). (2.10)
Ademads, por ser el primer cruce y estar u por debajo de i, se tienen
T (t') S Eja(t") 6 Djgy— ;=0 (2.11)
y
i (t*) £ (") 6 v —v =0. (2.12)

Utilizando las ecuaciones que satisfacen z; y Z;, se tiene

: 1 [y — D5 B — e oy e
Ti(t) — z4(t") = [UJ'H Yi _Y%TY 1]+ 1 [Ut+1 Vi VY 1].

du jj+1 - .’f?j .'I-Ij - .’1.7]'_1 du Tiy1 — T Ty —Ti—)

Reordenando
P ) 1 Vip1 — U Uiyl — ¥ Vi —Vioy Ui — D
:l:j(t‘) . Ii(t') - -J+ ._1 _ Y+ 1 + i i _ -_1 ~_1 1 )
ou Tjt1 — Zj Tiy1l — T i —Zi-1 I —ZTj
Analizando los signos de cada uno de los paréntesis en esta expresién, para cada uno de

los cuatro casos (2.11), (2.12), y recordando que por estar en un flanco decreciente de u
es du < 0, se obtiene

Z;(t") — £:(¢*) > 0.
Esto es absurdo, pues se supuso (2.10). Por ejemplo, en el caso 941 —9; =0y v;—v;—y = 0,
en cada término entre paréntesis en la expresién anterior sobreviven sélo los términos que
estan restando, pero los numeradores de ambos son negativos (pues u y @ decrecientes
implica v y ¥ decrecientes). O
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Observacién 6 En la demostracidn anterior se ve también que si z;(t*) = Z;(t*), y las
velocidades de ambas interfases son iguales, entonces z;—1(t*) = Z;—1(t*) y Tia(t*) =
Zj+1(t*). Pero entonces, el argumento del teorema anterior se puede aplicar a Zj—; y
Ti_1, y también a T4, y Tit,. De ello resulta que :1:J 1 = Zio1 Y Tj41 = Tiy1. Repitiendo
el argumento, se obtiene que todas las interfases que correponden a la porcién mondtona
que se estd considerando son iguales para u y u a tiempo t*. Por la unicidad de la solucién
del sistema de ecuaciones diferenciales son iguales entonces también a tiempo t = 0.

Es decir, si el grifico de u(z,0) estd estrictamente por debajo del grdfico de i(z,0),
estd estrictamente por debajo para todo t > 0.

Corolario 2 El soporte de la solucion es siempre creciente, hasta que toda la masa estd
repartida a nivel Uy, cuando la evolucidn se detiene.

Dem: La demostracion sale ficilmente tormando cada componente conexa del soporte de
u(z,tp), y eligiendo como subsolucién la del ejemplo 1 en el caso de que toda la componente
conexa no esté ya a nivel U;. O

A continuacién se muestra cémo pueden implementarse condiciones de Dirichlet con
el método numérico propuesto, y al mismo tiempo proporciona un ejemplo de soluciones
autosimilares, que se pueden utilizar como barreras, via el teorema de comparacién, para
poner por encima de datos iniciales arbitrarios.

2.2.2 Soluciones exactas al problema de Dirichlet en la semirrecta

Consideremos el problema de Dirichlet en la semirrecta IRsg
U = a(u) g, u(z,0) =0, u(0,t) = A, (2.13)

con a(u) una funciébn continua creciente, y A una constante positiva. Este problema
admite soluciones autosimilares de la forma u(z,t) = u(n), n = z/V/t donde u es una
solucién débil adecuada del problema de contorno (ver [12, 13, 14, §]).

1 ' _ " —_ : —

—sm(m) =)',  uw0)=4, lm un)=0.

Con hip6tesis adecuadas (ver (12, 13, 14] para el caso a(u) suave, [8, 7, 6, 10, 11] para
a(u) con saltos e intervalos de constancia), es posible reescribir el problema en forma
implicita utilizando a « como variable independiente, y a 7 como variable dependiente, es

decir, buscando n(u). Resulta ([6, 7]):

2_ 4 4 da(u)
n(s)* = 4/s YY) Zog (2.14)

En particular, si a es una funcién derivable, se tiene

4 / g ’(" )du (2.15)

n(0)® =

u a'(r)dr

n(r)
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de donde surge que el soporte de la solucién es acotado si o/(u)/u es integrable en u = 0.
Para la ecuacion del calor, por ejemplo, a'(u)/u = 1/u, que no es integrable en u = 0.
En cambio, para el caso de medios porosos con a(u) = u™, m > 1, &/(u)/u = mu™ 2 es
integrable en 0 y por lo tanto el soporte de la solucién es compacto para todo ¢.

Consideremos ahora el problema obtenido reemplazando a(u) por una funcién escalera.
Un problema atin mas general ha sido estudiado en la literatura [6, 7, 10, 11], aunque sin
mencién del caso en que la funcién a(u) sélo contiene saltos e intervalos de constancia.
Vamos entonces a analizar este caso particular, de acuerdo con las ideas expuestas hasta
aqui. Se tiene:

u, = og(8)zz, u(z,0) =0, u(0,t) = A. (2.16)

De acuerdo a lo expuesto en la seccién anterior, buscamos la solucién u a este problema
como una funcién constante a trozos, con intervalos de constancia correspondientes a
valores 0 < U, < Uy < --- < U, = A, y donde ¢4(u(z,t)) es una funcién lineal a trozos y
continua en la variable espacial. Como antes, la formulacién débil del problema se utiliza
para hallar las ecuaciones de movimiento de las interfases.

Para mantener cierta homogeneidad con la notacién de la seccién anterior, llamaremos
y1(t) a la interfase donde u salta entre 0 y U, y» a donde u salta entre U y Us, y finalmente
yn a aquella donde la solucién salta entre U,_; y U,. La manera més simple de imponer la
condicién de contorno consiste en tomar la interfase que limita por la izquierda al conjunto
de nivel u = A, inicialmente en y,(0) = 0 y requerir que su derivada temporal sea nula
(para mantener la condicion u = A en £ = 0).

Con la misma notaciéon de la seccién anterior, es decir, utilizando w12, v, y du;
para denotar el valor de u para y; < z < yit1, el valor de v en z = y;(t), y el salto de
u en = = y;(t) respectivamente, se llega al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
(recordando que ahora y, < yp—1 < - <y < y1):

( _ 1 V1 — Vg
' Uz Y1 — yz’
< =~ 1 Vil — U Ui = Uiyl i=2...n—1, (2.17)
Ui—1/2 — Uit1/2 | Yi-1 — Y ¥Yi — ¥Yin
. Yn =0.

Para satisfacer la condici6n inicial u(z,0) = 0 se requiere:

y1(0) = 42(0) = -+ = ¥n-1(0) = yn(0) = 0.

El sistema de ecuaciones diferenciales es por lo tanto singular para ¢t = 0, y se requiere
cierto cuidado para hallar sus soluciones. Sin embargo, considerando que las soluciones
del problema (2.13) tienen la forma autosimilar u(z,t) = u(z//t), es esperable que las
curvas de nivel satisfagan y;(t) = Bivt.
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Reemplazando ese ansatz en el sistema de ecuaciones (2.17), se obtiene el sistema de
ecuaciones algebraicas:

)

%,Blaul = - U_a/;

6’0'_1 2 51‘0' 1/2 . (218)
5 Bidu; 2 Y , 2<i1<n-1,
2 Bi—Bi-r Biy1— B - T
.Bn = 01

cuya solucién debe satisfacer la condicién
Br>2B2:2pP.=0, (2.19)

para que las interfases §;v/t puedan pensarse como curvas de nivel de una funcién.

Una demostraciéon directa de existencia y unicidad de las soluciones del sistema alge-
braico (2.18) se detalla en el apéndice C (ver también [5]). Aqui mencionaremos sélo los
argumentos que permiten demostrar que para un dado a(u), las soluciones de los pro-
blemas aproximados correspondientes a distintas funciones escalera o(u) tienen soportes
acotados uniformemente en k.

Teorema 7 Las soluciones del sistema de ecuaciones algebraicas (2.18) satisfacen la
ecuacion implicita

(ﬁ§_1+2n:( ~ Bj-1) ) —42 0v;- L2 : (2.20)
j=k

i=k 5U:+1 OUit1/2
U; +2
3172 Z .Bt+1.31

andloga a la relacién (2.15) para el problema (2.13).

Dem. Con la convencién dv,/2 = 0, las ecuaciones parai=1,...,n — 1 en el sistema
de ecuaciones (2.18) pueden ser reescritas en la forma
2 [ vy 0vi_1/2 ) .
U —Ui_y1/p = —— - 1=1,...,n—-1. 2.21
2T AR T T, (.Bi+1 -6 Bi—-Bi-1)’ ’ (2.21)

Sumando desde i =1 a j — 1, resulta

OVis1/2 _ dvi—1y2
U2 = Zzﬂ, (ﬁm—ﬂ. Am) (222)

Separando ambas sumas, y reordenando

1 (5'0, _OVi-y/2 1 5'0; 1/2
Z ]

| i=2 ﬂi—l :Bt :Bl— i=1 :Bt ,B‘l .Bt

- [ 1 (s'Uv 1/2 j_l( 1 _i) 6v1_1/2
= -2 e ey AR Dl Uil b e (2.23)

Uj-12 = =2

— o [ 1 dvj_1/2 j_15‘0i-1/2
| Bj-1 85 = Bi-1 = Bibi-1 |’
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de donde o5
—26v;
Bi-1(B; — Bj-1) = - l?v 1/2 (2.24)
i+
- 1/2+2Z : BB
Sumando ahora desde j = k hasta n resulta
z Sv;

Z Bi-1(B; — Bj-1) ; 1= "25U — (2.25)

El primer miembro de esta igualdad puede reescribirse, usando sumacién por partes y el
hecho que 3, = 0:

Xn:ﬁj—l( - Bi-1) = —Bi-, Z(:BJ Bi-1) (2.26)
i=k

Al mismo tiempo, la sumatoria en el miembro derecho puede relacionarse con la sumatoria
del lado izquierdo, de la siguiente manera

n n

> (B = Bi-1) Eﬂa ~ Bi=1) + X (85 — Bj—1)>. (2.27)

i=k j=k

Haciendo uso de las dos ecuaciones anteriores, surge que

Zﬂ, 1(B; — Bj-1) = —5 (ﬂk 1+ E(ﬂ, Bi-1 ) ) (2.28)
y por lo tanto, finalmente
2 . 2 . v 1/2
(ﬂk_l +2 (85— Bj-1) ) =1, T (2.29)
i=k i=k i1y + 22 i+1/2
.Bt+1,31

O

Lema 3 El soporte de la solucion del problema (2.16) satisface la estimacidn

2 = 8vj_1y2
<4y =L (2.30)
j=2 uj‘1/2

Dem. Basta aplicar la estimacién anterior al caso k = 2, haciendo uso de la positividad
estricta del término 37_,(6; — B;-1)%, y teniendo en cuenta que 0vj_y2 > 0 para j =
2,.....,n. O
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Observacién 7 Supongamos que a(s) es derivable en s > 0, y continua en s > 0. Su-
pongamos ademds que o'(s)/s es integrable Riemann, con:

/;A 0{’Es)ds < 00. (2.31)

Supongamos que se aprozima la funcidn a(u) por una funcidén escalera con saltos en
Ui = iU, i = 1,... y que en el salto U;, ay4(u) salta entre a(Ui-,) v a(U;). La cota
anterior muestra entonces que el soporte de la solucion autosimilar correspondiente al
problema con a4 satisface:

512 342‘51’1 /2 _ z": a(U;-2) - i "(€j-3/2)(U;- Uj—z), (2.32)

i= Y-z o UJ 1 = UJ_I

donde &;_3/2 € (Uj—2,U;_1). Por lo tanto, se tiene

:Bl < 42 §J 3/2{7U3/2 Uj—2). (2.33)

Siendo la funcidn o'(s)/s integrable Riemann, el lado derecho tiende, cuando la par-
ticion U; — U;—y — 0, a la integral de Riemann de o'(s)/s entre 0 y A. Por lo tanto,
estd acotada independientemente de n.

De la observacién anterior, y del Teorema de comparacién, surge el siguiente resultado.

Teorema 8 Sea a(s) continua en [0,00), derivable en (0,00), y sea a'(s)/s integrable
Riemann en el origen. Entonces, el soporte de la solucion al problema (2.16) estd unifor-
memente acotado independientemente de du.

2.3 Meétodo de malla moévil

En esta secci6n presentamos una deduccion del sistema de ecuaciones (2.2), en el marco de
elementos finitos con mallas méviles. En este contexto se pierde de vista el hecho de que
las soluciones construidas son en realidad soluciones exactas de un problema aproximado,
donde a(u) fue reemplazada por una funcién escalera a4(u). Sin embargo, se tiene la
ventaja de que el método aqui considerado puede ser incluido dentro de una familia de
métodos, deducidos a partir de formulaciones estdndar de elementos finitos.

El método de elementos finitos para ecuaciones de evolucién consiste habitualmente
en considerar una versién de dimensioén finita del problema escrito en forma débil:

/|R(ut¢ +u.)dz =0, v € afu), (2.34)

para toda ¢ € H}(R).
De acuerdo con las ideas expuestas anteriormente, sea u una funcién constante a
trozos, que toma valores u;.1/2 en el intervalo z € [z;,z;41], y sea v una funcié6n lineal a
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trozos y continua en z. Finalmente, consideremos para cada t la base del subespacio de
H} formada por las funciones 'sombrero’, es decir, funciones ¢;(z,t) definidas por:

T — T
r —1_1) T Ec [Ii—lymi])
i —Ii-
. — r—2I;
¢I(I) = _—H-l_) T € [mi)‘ri+l]1 (235)
I; — Titl
{ 0, T & [Tio1, Tin)-

O sea, estas funciones son lineales a trozos, continuas, y se anulan en todos los z;(t) #
I,‘(t).

Siguiendo con el procedimiento estandar, requerimos que la forma débil se satisfaga,
no para toda funcién de H}(RR), sino para todas las ¢; definidas mas arriba. Entonces,
tenemos para cada i:

Ti41

Je (et + @2z = [ i+ va(80))dz. (2.36)

Zi-1

Para calcular u,, siendo « una funcién discontinua, procedemos formalmente, notando que
se puede escribir

25% (z — z;(2)), (2.37)

donde como antes du; = ;412 — u;j_1/2 es el salto de u al atravesar la interfase z = z;(t),
y © es la funcién salto unitario de Heaviside. Derivando la expresién anterior, resulta:

t(z,t) = Zéu, (z — z;(2)Z;(t), (2.38)
y por lo tanto
/IR wy(z, t)di(z, t)d /R ZJuJ —z;(t));(t)pi(z, t)dr = —bu;;(t).  (2.39)

Como v, y (¢:); son constantes a trozos, la integracién del término v.(¢;). no ofrece
dificultades:

zi(t) — zi+1(t) L — )
/ ‘UI(¢,-)Id:B — / U; Vi-1 dr — / +1 Vi+1 Vi 2d.'lf —
IR o I

i-1(t) (mi - zi—l)2 i(t) ($i+1 - 1::')

(2.40)
_ Ui~V Ui U
i —Ti-1  Tiyl — T4
Recolectando estos resultados, se obtiene:
. Ui — Vi1 Uig1 — U
Ud; + vo(Pi))dT = 0 = —6uyz;(t) + — - . 2.41
/IR( t¢z $(¢I)I) 1 1( ) Ti — Ti1 $i+1 —z; ( )
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Utilizando ahora que v; = a(ui_1p2), ¢ = 1,...,n, resulta que las curvas z;(t) deben
satisfacer el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias anterior (2.2).

Observacién 8 FEsta situacidn, donde u y v se eligen en espacios diferentes, y donde
debe introducirse una condicion de compatibilidad que garantice que la relacion v = a(u)
se satisface de cierto modo, es andloga a la que se presenta en los métodos miztos de
elementos finitos (ver por ejemplo [79], y las citas alli consignadas).

Observacién 9 Este modo de deducir el sistema de ecuaciones da sentido a la solucién
numérica aun cuando se discretice el dato inicial uy como una funcién constante a trozos
que tome valores cualesquiera (y no sdlo los valores donde ay(u) es discontinua). Podrian
entonces considerarse ejemplos mds generales que los analizados hasta ahora, aunque
perdiendo la propiedad de que la solucion sea solucién exacta del problema con ay.

Observacion 10 Los argumentos de este pardgrafo pueden repetirse asumiendo que a(u)
es una funcion lineal a trozos y continua, y que tanto u como v son lineales a trozos, o
en muchas otras situaciones. Los métodos deducidos, posiblemente de mayor orden que el
considerado en este trabajo, permitirian resolver aprozimadamente el problema de valores
iniciales para la ecuacidn en derivadas parciales (2.1), pero no proporcionan soluciones
eractas del problema correspondiente a aq(u).



Capitulo 3

Implementacién numeérica

En el presente capitulo se muestran resultados obtenidos aplicando el esquema bésico
descripto en el capitulo anterior a una serie de ejemplos clasicos de soluciones de ecuaciones
parabélicas, donde la solucién es conocida analiticamente.

En particular, elegiremos ejemplos que presentan muchas de las caracteristicas y difi-
cultades distintivas de las ecuaciones de difusién no lineal. En primer lugar, considerare-
mos la soluciéon fundamental de la ecuacién del calor, infinitamente diferenciable en z para
t > 0, y cuyo soporte no es acotado. Luego, aproximaremos las soluciones fundamentales
de la ecuacién de medios porosos con m = 2, 3 (soluciones de Barenblatt, ver apéndice
A), que poseen soporte compacto para todo tiempo ¢ > 0, y exhiben singularidades en
u; en la frontera que limita el conjunto v = 0. También analizaremos un problema de
Stefan a 2 fases (ver apéndice B), donde la solucién no tiene soporte compacto, tiene una
frontera libre (curva de separacién entre ambas fases), y presenta una discontinuidad en
ella.

Para cada ejemplo, compararemos la solucién numérica con las soluciones exactas,
y presentaremos estimaciones numéricas del orden de convergencia a la solucién exacta,
tanto para u y v, como para las interfases (de existir fronteras libres).

Discutiremos en detalle, ademas, el cdlculo numeérico de las soluciones autosimilares
del problema de Dirichlet en la semirrecta de la seccién 2.2.2.

Otra caracteristica notable de las soluciones de ecuaciones de difusién degeneradas es
la existencia de tiempos de espera, un tiempo finito que necesita la solucién para que su
soporte comience a expandirse. En la seccién 3.1.5 resumiremos los resultados conocidos
en la literatura, y analizaremos el desempeno del método tanto para detectarlos como
para analizar la suavidad en ¢ de la interfase.

Luego, consideraremos algunas de las alternativas posibles para discretizar tanto el
rango de la solucién u, como la funcién constitutiva «(u), asi como otra manera de
recuperar la solucién u (haciendo a~!(v) por ejemplo). Finalmente, se mostrard en un
ejemplo como se generalizan estas ideas a méas dimensiones espaciales, en un caso con
simetria radial.

La discretizacion més simple, que consideraremos inicialmente, consiste en discretizar
el rango de la solucién u, [0, umax] en n intervalos iguales 0 = Uy, Uy = umax/n, Us =

41
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2umax/n,...,Un = umax. Luego se discretiza el dato inicial ug(z), calculando las posi-
ciones z;(0), i = 1,...,n donde uo(z;(0)) = (U; + U;—1)/2 j=1,...,n

Notar que esto corresponde a una integracién por la regla de punto medio del dato
inicial, pensando a £ como una funcién de u. Formalmente, esta regla tiene error de
segundo orden para funciones suficientemente suaves. Es decir, el error en la masa inicial
debiera ser proporcional a 1/n%. Sin embargo, como en los maximos y los minimos la
funcién z(u) tiene derivada infinita, este orden no se observa en los ejemplos que se
muestran a continuacién. En cambio, se observa un orden 3/2, que es el esperado en el
caso de que la derivada segunda en los maximos y los minimos no se anule. En efecto, si
u(z) = 1 — z?, por ejemplo, se tiene z(u) = /1 — u, que tiene una singularidad como /s
en s =1 —u = 0. El error de la regla de punto medio es entonces proporcional a k%2

/ J3ds — h\/_+ \/_ hs/z ha/z — éha/'z_ (3.1)

Se utilizaron también otras alternativas (regla de rectangulos, regla de trapecios) para
calcular la integral, con resultados similares.

Los valores de la discretizacién de v = a(u) se calculan entonces como V) = a; =
0, Vi=as=a(li—), t=2,...,n, Voyu =0.

El esquema numérico desarrollado anteriormente (2.2) fue resuelto numéricamente por
medio de una rutina estdndar que utiliza un método de Runge-Kutta-Fehlberg con control
adaptivo del paso de integracién. También se implementaron programas que utilizan
métodos adaptivos basados en una familia de métodos de Adams, explicitos e implicitos,
que tienen la ventaja de poder cambiar facilmente a un método implicito para adaptarse a
la rigidez (stiffness) del sistema de ecuaciones. En particular, para la ecuacién de medios
porosos, con m grande, al aumentar el nimero de mesetas, la resolucién por un método
explicito se hacfa completamente impracticable, debido a la necesaria reduccién en el paso
de integracién para mantener la estabilidad.

Se utilizaron tolerancias de error muy pequenas, de modo tal que la diferencia entre el
resultado de la integracién numeérica y la solucién exacta proviniera casi enteramente de la
aproximacién de la funcién constitutiva por una escalera y del reemplazo del dato inicial
por una funcién constante a trozos, y en cambio no hubiera una contribucién notable de
la precisién con la que se realiza la integracién en t. Es decir, se respet6 la idea de calcular
la solucién exacta del problema aproximado de las secciones anteriores.

Esta no es, obviamente, la manera 6ptima de generar eficientemente aproximaciones
de la solucién, sirve en cambio para estimar los alcances del método propuesto. Hemos
realizado ya algunas modificaciones al algoritmo bésico descripto en esta seccién, que
permiten mejorar la eficiencia del método, y que serdn reportadas en futuros trabajos.
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3.1 Ejemplos y resultados numeéricos basicos

3.1.1 Ecuacién del calor

Como primer ejemplo, consideremos el problema de valores iniciales para la ecuacion del

calor
Uy = Ugg, (z,t) € R x IRs,

3.2)
_ 1 —:2/4 (
u(z,0) = N e ,
cuya solucién exacta para todo ¢ es
1 —22/4(t+1)
Ue(T,t) = ———¢ . (3.3)
2ym(t+1)

En la figura 3.1 se muestra la funcién constitutiva exacta, a(u) = u, y su aproximacién
por una funcién escalera, para una subdivisién del rango de u en 16 intervalos. Notar que
la funcién a saltos, con esta discretizacién, queda siempre por debajo de a(u). La solucién
u exacta y la numeérica (es decir, la que corresponde a la solucién exacta con la funcién
a(u) escalera mostrada en la figura 3.1), se muestran en la figura 3.2 para tiempos ¢t =0
(dato inicial) y ¢t = 1.

En la Figura 3.3 se muestran en cambio, los valores de v (v € a(u)) exacto, y obtenidos
con el algoritmo descripto, nuevamente para t = 0 y ¢ = 1. Observar que si bien la
aproximacion es buena, los perfiles correspondientes a la solucién del problema aproximado
estan sistematicamente por debajo de los correspondientes a la ecuacién del calor.

Observar en la Figura 3.2 que el soporte de la solucién discreta es compacto para todo
t, aun cuando la solucién exacta tenga soporte infinito. En la Figura 3.4 se muestra la
evolucion del soporte de la solucién numeérica, para la discretizacién en 16 intervalos de las
figuras anteriores. Para el caso de la ecuacién del calor, el soporte de la solucién numérica
no esta acotado uniformemente cuando n — oo, como puede observarse en la Figura
3.5, donde la posicién del soporte de la solucién a ¢ =1 se grafica en funcién de n.

Finalmente, en la Figura 3.6 se muestran los errores en la masa total (circulos), y en
las normas:

€utl = /IR lu(z, t) — ue(z, t)|dz, (3.4)

s = JI0(z1) = uela, Bld, (35)

donde u y v corresponden a la solucién numérica, y u.(z,t), ve(z,t) a las soluciones
exactas, para tiempost =0y ¢t = 1. Los resultados observados con compatibles con los
exponentes de 1/n mostrados en la tabla 3.1 Los errores en la discretizacién del dato inicial
estan afectados por el hecho de que el exacto no tiene soporte compacto, mientras que la
discretizacion si lo tiene. El decaimiento en infinito de la solucién exacta impide entonces
obtener un orden de convergencia en L' mejor que 1 tanto para u como para v. En efecto,
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Figura 3.1: Gréfico de la funcién constitutiva para la ecuacién del calor a(u) = u, y su
aproximacion por una funcién escalera para n = 16.

0.35

03rf
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015 |

o1r
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Figura 3.2: Soluciones u exacta y aproximada de la ecuacién del calor, para tiempos inicial
t =0y final t = 1. Dato inicial u(z,0) = 1/(2\/7) exp(—z%/4).



3.1. EJEMPLOS Y RESULTADOS NUMERICOS BASICOS 45

0.35 T T T ™

03r

025

0.2

0157

o1r

005}

Figura 3.3: Soluciones v(z,t) exacta y aproximada para la ecuacién del calor y tiempos
inicial ¢ = 0 y final ¢ = 1. Dato inicial: u(z,0) = 1/(2/7) exp(—z?/4).

Soporte

Figura 3.4: Evolucién del soporte de la solucién aproximada a la ecuacién del calor, para
n = 16.
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Figura 3.5: Posicion del soporte a tiempo final ¢ = 1 de las soluciones correspondientes a
aproximaciones de a(u) = u con distinta cantidad de intervalos.

Exponente de 1/n
Error en la masa 1
Error inicial de u en L! 0.9
Error inicial de v en L! 0.9
Error final de u en L? 0.9
Error final de v en L! 0.9

Tabla 3.1: Comportamiento del error de la solucién aproximada para la ecuacién del calor.
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Figura 3.6: Errores en la masa de la discretizacién inicial, en la norma L! del dato inicial
y de las soluciones para tiempo final ¢ = 1, para u y v, como funciones del ntimero de
interfases de la aproximacion de a(u) = u.

el error en L! del dato inicial, tanto para u como para v, es mayor que la integral de la
solucién exacta fuera del soporte del dato inicial aproximado. Por lo tanto, como el soporte
Zmaz del dato inicial aproximado esta dado por ug(Zmez) = Umaz/n para la discretizacion

considerada, se tiene e~*mez/4 = C/n, y por lo tanto Tme, = Cy/log(n) + C'. La integral
del dato inicial exacto fuera del soporte del dato inicial aproximado vale entonces:

/oo e /dz = C"erfc(C\/log(n) + C') ~ C";, (3.6)
Tmaz ny/log(n)

donde la dltima estimacién surge del comportamiento asint6tico de la funcién erfc (ver
por ejemplo [80]). Por otro lado, observar que un error de orden 1 en L' para u es el
mejor posible para aproximacién de una funcién suave por una discontinua con saltos de
tamaio 1/n. Sin embargo, como v(z,t) es una funcién lineal a trozos y continua en z, el
mejor orden posible de aproximacion a un dato inicial suave seria 2.

Para los cjemplos que siguen, observaremos un orden de convergencia 3/2 en la masa
cuando el dato inicial ticne soporte compacto, consistente con los comentarios realizados
al comienzo del capitulo.
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Exponente de 1/n, m=2 | Exponente de 1/n, m=3
Error en la masa 1.5 1.5
Error en el soporte 0.8 1
Error inicial de u en L! 1 1
Error inicial de v en L} 1 1
Error final de u en L! 1 1
Error final de v en L! 1 1

Tabla 3.2: Exponentes de 1/n de los errores en la aproximacién de las soluciones de
Barenblatt de la ecuacién de medios porosos, param =2y m = 3.

3.1.2 Ecuacién de medios porosos

Consideremos ahora la ecuacién de medios porosos:
u = (U™)zz, (z,t) € R x IRy,

para m = 2, 3. Utilizaremos como dato inicial, y para comparar a tiempos inicial y final,
las soluciones de Barenblatt del apéndice A. En particular, utilizaremos los siguientes
datos iniciales:

= )
m=3, uz)=+Vv1-22 (37)
y calcularemos las soluciones a t = 1.

En la Figura 3.7 se muestran las funciones a(u) correspondientes a u?, u3, y sus apro-
ximaciones por una escalera, para una discretizacién en sélo 16 intervalos, de manera que
sea posible apreciar los detalles. En las Figuras 3.8 y 3.9 se muestran las correspondientes
soluciones aproximadas, a tiempost =0y t = 1, y las soluciones exactas, param =2y
m = 3 respectivamente.

La evolucién en los soportes para m = 2 y m = 3, y la discretizacién de a(u) en
16 intervalos, puede apreciarse en la Figura 3.10. Cuando el nimero de intervalos de
la discretizacién aumenta, la aproximacién mejora, como muestran las figuras 3.11 para
m = 2,y 3.12 para m = 3. En las figuras ademés estan graficados los errores en la masa
del dato inicial, y las normas en L'(IR) de las diferencias entre la solucién u exacta y
numeérica, y entre v exacta y numérica, a tiempos inicial y final.

Los 6rdenes de convergencia son consistentes con los exponentes mostrados en la tabla
3.2.

Observacién 11 Notar que el método aparentemente sigue con mayor precision la in-
terfase en el caso m = 3, cuando la solucién tiene derivada infinita. Esta es justamente
la situacidn que causa mds dificultades con métodos como diferencias finitas o elementos
finitos.

El error en la masa es en ambos casos consistente con un orden 3/2, que es esperable
para integraci6n por trapecios de una funcién que tiene una singularidad similar a v/1 — 2
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Figura 3.7: Gréafico de las funciones constitutivas para las ecuaciones de medios porosos
con m = 2, 3, y sus aproximaciones por una funcién escalera para n = 16.

25

Figura 3.8: Soluciones u exacta y aproximada correspondientes a la solucién de Barenblatt
para m = 2, a tiempos inicial ¢t = 0 y final ¢t = 1. Dato inicial u(z,0) = (1 — 2?).
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Figura 3.9: Soluciones u exacta y aproximada correspondientes a la solucién de Barenblatt
para m = 3, a tiempos inicial t = 0 y final ¢t = 1. Dato inicial u(z,0) = v/1 — z2.

26
24T 1
221
2 -
e e e T
g_ .. -
A 16} -
14T
8—8 m=2, numérco
12} —0 m=3, numérco
' — m=2,exacto
~~ |- m=3, exacto
18P
0.8 L R L )
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.10: Evolucién del soporte de las soluciones de Barenblatt para m = 2, 3, y las
correspondientes soluciones aproximadas para n = 16.
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Figura 3.11: Errores correspondientes a la ecuacién de medios porosos con m = 2, y dato
inicial la solucion de Barenblatt. Se muestran los errores en la masa de la discretizacién
inicial, y en las normas L' de u y v para tiempos inicial t = 0 y final ¢ = 1, como funciones
del nimero de interfases de la aproximacién de a(u).
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Figura 3.12: Errores correspondientes a la ecuacién de medios porosos con m = 3, y dato
inicial la solucién de Barenblatt. Se muestran los errores en la masa de la discretizacién
inicial, y en las normas L! de u y v para tiempos inicial t = 0 y final ¢t = 1, como funciones
del nimero de interfases de la aproximacién de a(u).
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Exponente de 1/n
Error inicial de u en L 0.93
Error inicial de v en L! 0.90
Error final de u en L' 0.95
Error final de v en L? 0.87
Error en la posicién de la frontera libre 1

Tabla 3.3: Exponentes de 1/n de los errores en la aproximaciéon de las soluciones del
problema de Stefan a dos fases.

en z = 1. El orden de convergencia en L' para u es nuevamente el mejor posible para
aproximacion de una funcién suave por una funcién constante a trozos.

3.1.3 Problema de Stefan a dos fases

Como tercer ejemplo, se considera un problema de Stefan a dos fases, donde la funcién
constitutiva es
u 0<u<l,
a(u)=1¢ 1 1<u<?, (3-8)
u—1 2<u<o0

En la Figura 3.13 se grafica la funcién a(u), junto con su aproximacién numeérica para
una cantidad pequefia de saltos (n = 17). Notar que la aproximacién de los intervalos de
constancia de a(u) es completamente natural en nuestro método.

Se plantea el problema en la semirrecta z > 0, con dato de contorno en z = 0, y un dato
inicial correspondiente a la solucién autosimilar del problema de Stefan a dos fases (ver
Apéndice B). La Figura 3.14 muestra las soluciones exactas y numérica correspondiente
a n = 17, para tiempos inicial y final. Las curvas correspondientes a v(z,t) para las
soluciones exacta y numeérica, para tiempos inicial ¢ = 0 y final ¢ = 1, se muestran en la
Figura 3.15.

Uno de los problemas importantes en el anélisis de un problema de transicién de fase
es la determinacién de la posicién de la frontera libre. En la Figura 3.16 se muestra la
evolucion de la frontera libre para las soluciones exacta y numérica. La concordancia,
dada la pequena cantidad de interfases utilizada en la solucién numérica, es muy buena.

Un estudio mas completo de los errores se muestra en la Figura 3.17 donde los errores
en norma L' de u y v a tiempos inicial y final, y el error en la posicién de la frontera
libre, se muestran en funcién de n. Los resultados son consistentes con las estimaciones:

Como en el caso de la ecuacién del calor, el error tanto en u como en v converge
con un orden ligeramente menor que 1, debido a que la solucién exacta no tiene soporte
compacto. El error en la posicién de la interfase es en cambio, de orden 1.
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Figura 3.13: Grafico de la funci6én constitutiva para el problema de Stefan, y su aproxi-
macién por una funcién escalera para n = 17.

Figura 3.14: Soluciones u cxacta y aproximada correspondientes a la solucién autosimilar
del problema de Stefan (ver texto), a tiempos inicial t =0 y final t = 1.
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Figura 3.15: Soluciones v(z,t) exacta y aproximada correspondientes a la solucién au-
tosimilar del problema de Stefan (ver texto), a tiempos inicial t = 0 y final £ = 1, con
n=17.

Posicién de la interfase

0.7

Fligura 3.16: Evolucién de la frontera libre en las soluciones exacta y aproximada corres-
pondientes a la solucién autosimilar del problema de Stefan, con n = 17.
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Figura 3.17: Errores de las soluciones aproximadas del problema de Stefan, en funcién
del niimero de interfases n. Se muestran los errores en norma L' de u y v para tiempos
inicial t = 0 y final ¢ = 1, y el error en la posicién de la frontera libre a t = 1.

3.1.4 Problema de Dirichlet en la semirrecta

Un caso particular que merece comentario es el de la resolucién del problema de Dirichlet
en la semirrecta (2.13), con dato inicial cero, considerado en el apéndice C y en la seccién
2.2.2 del capitulo 2. En este caso, la autosimilaridad de la solucién exacta se traducfa en
la existencia de una solucién de la forma y;(t) = Biv/t, donde los coeficientes ; satisfacfan
el sistema de ecuaciones algebraicas (2.18). En lo que sigue, presentaremos un algoritmo
muy simple para calcular las soluciones de dicho sistema algebraico, y mostraremos a
continuacién algunos ejemplos de solucién numérica, para la ecuacién de medios porosos,
la ecuacién del calor, y el problema de Stefan.

Para comenzar, obsérvese que las primeras n — 1 ecuaciones de (2.18) pueden ser
satisfechas simultdneamente tomando un valor arbitrario positivo para f;, y calculando

B = oot — 02 2<i<n. (39)

Y Bjdu;
1

Dem: La primera ecuacién de 2.18 puede ser reescrita como

_ 2(5’03/2
ﬁ2 - :Bl ﬂ]5u1 )

de acuerdo con la expresién precedente. Sumando las primeras ¢ — 1 ecuaciones en (2.18),
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y utilizando que la suma es telescépica, resulta

13 6vi_1/2
- Au; = ———
2 ;ﬂj ! Bi — Bi-

de donde despejando §; resulta lo deseado. O

Por lo tanto, se debe buscar el valor de 8, tal que el 3, obtenido mediante la iteracién
(3.9) sea cero, satisfaciendo ademés las condiciones 0 = f, < Bp-1 < -+ < By (ver (2.19)
y los comentarios alli realizados).

El teorema 17 del Apéndice C muestra que es posible hallar un ) adecuado. El
problema de cémo calcularlo puede ser atacado numéricamente utilizando un algoritmo
de biseccién, o de la secante, para encontrar los valores 3, que producen G, = 0.

La dificultad para implementar este procedimiento es que para ) no suficientemente
grande, algunos ; se hacen negativos para ¢ < n, y alin podria ocurrir que el denominador
de (3.9) se anule. El método propuesto para resolver esta dificultad consiste en reemplazar
la iteracién (3.9) por la iteracién

By = fron — V2 2<i<n, (3.10)

>_16;18u;
1

Esta iteracion est4 claramente bien definida, y satisface §, < fn—1 < ... < B2 < ) para
cualquier valor inicial 3,. Adema4s, una vez encontrado un valor §; tal que 8, = 0, como
B: > Bn, i < n, ese mismo valor proporciona también la solucién de (3.9) que satisface
(2.19).

En vez de utilizar un método de biseccién, o de la secante, aplicaremos para mejorar
la eficiencia del algoritmo una rutina de tipo Brent [39], que combina varias técnicas para
obtener una convergencia rapida al valor de 5, que produce B, = 0. La solucién del
sistema de ecuaciones no lineales, con este abordaje, es muy rapida. Se pueden resolver
en segundos sistemas de mas de 100000 interfases.

El algoritmo descripto se aplicé para distintas funciones a(u). En la Figura 3.18 se
muestran las soluciones correspondientes a la ecuacién de medios porosos para m = 2,
m =3, m =5, m= 20, m =50, atiempo ¢t = 2. Notar que el nimero de interfases que se
puede calcular es muy grande (10000 en estos gréficos), y que el método permite reflejar
correctamente las pendientes infinitas con que inciden las soluciones en su soporte (para
m > 2). En otro orden de cosas, el grafico muestra la convergencia, cuando m — o0, a
la solucién al ’problema de la mesa’ (donde a(u) es un grafo maximal monétono, a(u) = 0
para 0 < u < 1, a(u) = +oo para u > 1).

3.1.5 Tiempos de espera

Como es bien conocido, una de las caracterfsticas notables de las ecuaciones parabélicas
degeneradas, es la eventual existencia de tiempos de espera para que el soporte de la
solucién comience a moverse. Es decir, para la ecuacién de medios porosos, por ejemplo,
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1.5

051

25

Figura 3.18: Soluciones del problema de Dirichlet en la semirrecta para la ecuacién de
medios porosos con dato inicial nulo y m = 2, 3, 5, 20, 50, a tiempo t = 2. n=10000.

es posible hallar datos iniciales de soporte compacto, tales que el soporte de la solucién
a tiempo t < t* es igual al soporte inicial, mientras que para tiempos t > t* el soporte es
una funcién creciente de t (ver [23, 24]). Este valor ¢* se denomina tiempo de espera de
la solucién. Ademas, el soporte visto como una funcién de t puede o no ser diferenciable.
Aprovechando el hecho de que el soporte aparece explicitamente en el método numérico
presentado en este trabajo, trataremos de aplicarlo al problema de seguir la evolucién del
soporte de la solucién de la ecuacién de medios porosos con m = 2, y dato inicial

w@)=(1-222[0+1-0)(1-2%*, 0<06<1, zel-1,1] (3.11)

Veremos a continuacién que la teoria desarrollada en [26, 27] (ver también [23]) muestra
que existe tiempo de espera para este dato inicial, y que para § = 0 el soporte no es de
clase C', mientras que para 6* < § <1 sf lo es. Cuando el soporte es C! resulta que el
tiempo de espera debe ser igual a ¢t* = -4%5.

En las figuras 3.19 y 3.20, se muestran las soluciones correspondientesa § =0y 6 = 1.
En el inset de la figura 3.19 se muestra el detalle de la evolucién del soporte, pudiendo
observarse cémo es la solucién cerca del soporte inicial, hasta que la interfase comienza a
moverse. Observar que las soluciones a tiempo final son en ambos casos muy parecidas a
soluciones de Barenblatt. Esta propiedad vale en general para las soluciones de la ecuacién
de medios porosos con dato inicial con soporte compacto [22].

En la Figura 3.21 se muestra la evolucién de los soportes numéricos, para valores
de § = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1. La discretizaci6n de la relacién constitutiva a(u) = u?
se realiz6 con n = 5000 interfases. Obsérvese que para # = 0, § = 0.25 la interfase
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Figura 3.19: Solucién numérica correspondiente a la discretizacién de la ecuacién de
medios porosos con m = 2, dato inicial up(z) = (1 — z2)%, y una discretizaci6n inicial de
5000 interfases. En el inset se muestra el detalle del tiempo de espera.

parece arrancar en forma no suave, mientras que la evolucién para § = 0.5, 0.75, 1,
parece una curva suave. Para obtener una evidencia méas conclusiva, se muestran en las
Figuras 3.22 y 3.23 las derivadas primeras y segundas de los soportes como funciones del
tiempo. Observar que claramente los casos § = 0, 0.25 parecen corresponder a interfases
no C! (la derivada segunda aproxima a una delta de Dirac). Esta evidencia es ain més
conclusiva comparando los gréaficos con los obtenidos para una discretizacién con una
cantidad de interfases diferente. Por ejemplo, comparando con n = 2500 resulta que las
derivadas primeras son esencialmente iguales para 8 = 0.5, 0.75, 1, mostrando que la
suavidad observada no se debe a una aproximacién pobre de la interfase, mientras que
para 8 = 0, 0.25 la derivada correspondiente a n = 5000 es notablemente mas abrupta
que la derivada para n = 2500.

Resumiremos a continuacién algunos resultados generales sobre la existencia de tiem-
pos de espera (una referencia més completa puede hallarse en [23], asf como en los trabajos
[22, 26, 27]). Suponemos que existe una solucién en un intervalo (0,T) al problema para
la ecuacién de medios porosos con exponente m con dato inicial una medida no negativa
concentrada en IR_, y tal que todo entorno a la izquierda del origen tiene medida positiva
respecto del dato inicial:

sup{z € R: /oo uo(z)dz > 0} = 0. (3.12)
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Figura 3.20: Solucién numeérica correspondiente a la discretizacién de la ecuacién de
medios porosos con m = 2, dato inicial up(z) = (1 — z2)?, y una discretizacién inicial de
5000 interfases.
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Figura 3.21: Evolucién de los soportes de las soluciones numéricas de la ecuacién de
medios porosos con m = 2, y datos iniciales ud(z) = (1 — 22)2(8 + (1 - 9)(1 — z%)?).
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Figura 3.22: Derivada numérica del soporte respecto del tiempo, para las soluciones

numéricas de la ecuacién de medios porosos con m = 2, y datos iniciales uj(z) =
(1-2%)2(0+ (1 —-6)(1 — z2)?).
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Figura 3.23: Derivada segunda numérica del soporte respecto del tiempo, para las so-
luciones numeéricas de la ecuacién de medios porosos con m = 2, y datos iniciales
up(z) = (1 — 22)%(6 + (1 - 6)(1 — z)?).
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Definiremos: o
M (z) =/ uo(d€), (3.13)
B =sup|z|mT M(z), Ay =limsup|z|*TM(z), A_ =liminflz|"s M(z). (3.14)
<0 ::/‘0 I/‘O
Utilizaremos las notaciones:
_ 1 m—1 " _ 1-m _ 1-m
=5 <m+ 1) Ts = TuB'"™, Ty, = TnAL™. (3.15)

Observar que T, depende de las propiedades locales de uy(z) cerca del soporte, mientras
que Tp depende del comportamiento global de uy en IR_. Entonces, valen los siguientes
teoremas

Teorema 9 (Ver [2{])
i) Eziste una constante p = u(m) tal que el tiempo de espera t* satisface Tg < t* < uTp.
1) St A_ > 0, entonces t* < Ty4_.

Teorema 10 (Ver [27]).
i) Sit* = T, entonces s(t) € C*(0,T).
1) Sit* < Tg, Ay < 00, yt* < Ty,, entonces s(t) & C*(0,T).

En nuestro ejemplo, es inmediato verificar que Ay = 4/36, T,, = 1/36. Maés dificil es
obtener el valor de B para cada 6. El comportamiento de |s|~3M(s) (donde s = z — 1
para desplazar el soporte del dato inicial a la semirrecta negativa) se muestra en la Figura
3.24. Observar que el supremo para valores de 8 pequefios se obtiene en el interior del
intervalo, mientras que para valores de 8 cercanos a 1 se alcanza en el borde s = 0. El
valor de 6 correspondiente a esta transicion es §* = 0.422629 ... El valor de |s|"3M(s) en
el borde es 4/30. En la Figura 3.25 se muestra el valor del supremo B, como funci6én de
6. Se aprecia que para § € (6*, 1) el supremo se alcanza en el borde, mientras que para
6 € [0, 6*) el supremo es estrictamente mayor que 4/36.

Por lo tanto se desprende que para 6 € (6%, 1) Ay = B y del teorema anterior 9 se tiene
que t* = Tp = 1/(486), y el soporte es de clase C'. En cambio, para 8 suficientemente
pequeiio se tiene que t* < T4, y por lo tanto el soporte s(t) & C!(0,T). De los resultados
numéricos exhibidos parece desprenderse que para § = 0.25 el soporte no es suave. Una
conjetura es que resulta s(t) € C'(0,T) para cualquier 8 € [0, 6*).

3.2 Mejora en la convergencia de a(u(z,t))

Aqui analizaremos numéricamente la influencia que tiene la manera de aproximar la fun-
cién constitutiva a(u) por una escalera, en el orden de convergencia del método. Es claro
que siendo u una funcién constante a trozos, con saltos de orden 1/n, el orden de aproxi-
macién de la solucién numérica u a la exacta u, en norma L!(IR) no puede ser mejor que
1. Sin embargo, veremos que es posible obtener un orden 3/2 en norma L!(RR) para el
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Ms)st®

-2 -1.5 -1 0.5 0
s=x-2

Figura 3.24: Graficos de |s|~3M(s), para el dato inicial u§(z) = (1—-2)2(8+(1-0)(1—22)?)
y 8§ =0, 0.25, 0.5, 0.75, 1

Figura 3.25: Gréficos de B en funci6n de 6 (lfnea continua). La lfnea punteada corresponde
a 4/30 = A;. Dato inicial ©§(z) = (1 — z2)2(0 + (1 - 8)(1 — z2)2).
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Figura 3.26: Gréafico de la funcién constitutiva para la ecuacién de medios porosos con
m = 2, y una aproximacion alternativa por una funcién escalera para n = 16.

error en v, que es lineal a trozos y continua, en los diferentes ejemplos correspondientes a
la ecuaciéon de medios porosos.

En los casos de la ecuacién del calor y el problema de Stefan a 2 fases, el hecho de
que la solucién aproximada no tiene soporte compacto, combinado con el decaimiento en
infinito de la solucién exacta, produce un orden de aproximacién en norma L'(IR) del
dato inicial igual a 1. Por esta razén no es esperable obtener un orden mejor que 1 para
v = ay(u), que coincide con u en todos lados para la ecuacion del calor y en u < 1 en el
caso del problema de Stefan a 2 fases considerado.

Para aquellos casos en que el orden de convergencia de v(z,t) se pudiera mejorar, tiene
sentido tratar de recuperar u de otro modo (en vez de utilizar la aproximacién como una
funcién constante a trozos). En efecto, se puede utilizar la funci6n original a(-), y no su
aproximacioén como una escalera, para definir @ = a~!(v(z,t)) = B(v(z,t)), donde v(z, t)
es la solucién aproximada correspondiente a a(u) escalera.

Ademas, como ya se observo previamente, el hecho de discretizar a(u) con una escalera
que esta por debajo de la funci6én a(u) exacta, produce soluciones que estan aparentemente
por debajo de la soluci6n exacta (ver Figura 3.2 por ejemplo). Por lo tanto, surge la idea de
discretizar a(u) por medio de una escalera que deje 'por el medio’ al grafico de a(u). Para
esto, discretizamos ¢l rango de u como previamente (es decir U; = upqazi/n) y elegimos
Vi = 1/2(a(U;) + a(Ui-1)) — 1/2a(Uq), donde el dltimo término es utilizado para tener
Vi = 0 (ver Figura 3.26).

En la Figura 3.27 sc muestran las normas L' del error de u(z,t) y v(z,t), tanto inicial
como final, el error del soporte de la solucién, y el error de @ = a~!(v(z, t)) = B(v(z, t)),
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Figura 3.27: Errores correspondientes a la ecuacién de medios porosos con m = 2, y dato
inicial la solucién de Barenblatt. Se muestran los errores en la masa de la discretizacién
inicial, en el soporte, y en las normas L! de u y v para tiempos inicial t =0 y final t = 1,
como funciones del nimero de interfases de la aproximacién de a(u). Se muestra también
el error en norma L! para tiempo final de @ = a~(v).

para la solucién de Barenblatt correspondiente a m = 2 y dato inicial 1 — z2. Notar en
la tabla 3.4 que el orden de convergencia en norma L! obtenido para v(z, t), tanto inicial
como final, es consistente con un exponente 3/2, y que este mismo orden de convergencia
se aplica al error en L! a tiempo final de @~!(v). Sin embargo, como se espera a partir
de observaciones anteriores, el error de u en L! sigue siendo de orden 1. Observar ademés
que ha mejorado la convergencia del soporte respecto de la discretizacién de la seccién
3.1.2, siendo ahora de orden 1. Mejoras anédlogas se obtienen para las soluciones de la
ecuacién de medios porosos, y m = 3. '

3.3 Ejemplos en mas dimensiones

En esta seccién mostraremos que la idea del método se puede extender a mas de una
dimensi6n espacial, si bien no hay un algoritmo simple que permita calcular las soluciones
en general. Sin embargo, para el caso particular de soluciones con simetrfa radial, es
posible extender las ideas del capitulo 2, donde u es constante a trozos en funcién del
radio, y donde v es una soluciéon de Av = 0 en cada intervalo de radios donde u es
constante.

Asi, en dos dimensiones espaciales, si u se discretiza como una funcién constante sobre
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Exponente de 1/n
Error en la masa 3/2
Error inicial de u en L! 1
Error inicial de v en L! 3/2
Error final de u en L! 1
Error final de v en L! 3/2
Error en el soporte 1
Error final en a™!(u) 3/2

Tabla 3.4: Exponentes de 1/n de los errores en la aproximacién de las soluciones de
Barenblatt para m = 2.

coronas circulares limitadas por radios r;, repitiendo la argumentacién del Teorema 5 se
obtiene que los r;(t) deben satisfacer el sistema de ecuaciones ordinarias:

(. 1 11.)1—1)2

T = ———

)
UgpoT Ty — T2

1 = Us . —— 9.
7:1.=_ 1 _[Ut 1 'Uz_vz vt+1]’ 1:'——2,...,”—1, (316)

Uj~1/2 — Uig1/2Ti | Ti-1 —Ti Ti — Tiq)

. 1 1 Vi1 — Y4
Th = — — .
\ Up-1/2 — Un41/2Tn | Ti-1 — Ti

En efecto, la condicién anéloga a Rankine-Hugoniot es ahora #; = —[Va(u)]/[u] (es el
salto en el gradiente de a(u) dividido por el salto de u).

Pero v(r,t) = a(u(r,t)) debe ser continua en 7, y en cada intervalo [r;;;,7;] solucién
radial del laplaciano, que satisface v(r;,t) = v;, v(riy1,t) = viy1. De aquf resulta que en
cada intervalo [ry;,,7;] debe ser

Y0 = foglren) — Tog(r)
De aqui resulta facilmente el sistema de ecuaciones (3.16).

En la Figura 3.28 se muestra la solucién numérica correspondiente a dato inicial
uo(z,y) = /1 — 2% — y?, para una discretizacién del rango de uo en una pequeiia cantidad
de intervalos (n=20). Observar que la solucién tiene claramente soporte compacto para
todo t, y que la pendiente con la que incide en el soporte es infinita.

Vit1 — Vi

log(r/r:) + v;. (3.17)

3.4 Conclusiones

Para concluir este capitulo dedicado a experimentos numéricos, resumiremos los puntos
esenciales que a nuestro juicio permiten una valoracién del método numérico presentado.
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Figura 3.28: Soluciones radiales a la ecuacién de medios porosos con m = 3, y a(u)
discretizada con 20 intervalos. Dato inicial: \/1 — 2 — y2. Los graficos a)—f) corresponden
a tiempos t = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1, respectivamente.
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En primer lugar, permite resolver adecuadamente problemas estdndar de ecuaciones
de difusion. Sin embargo, cl hecho de que las soluciones del problema discretizado tie-
nen soporte compacto para todo tiempo, limita el orden de convergencia a 1 cuando las
soluciones exactas no tienen soporte compacto.

En cambio, el método permite determinar de una manera univoca las interfases, tipi-
cas de las ecuaciones parabolicas degeneradas. En particular, el comportamiento parece
incluso mejor en los casos en que las técnicas generales de diferencias finitas o elementos
finitos presentan mayores dificultades, por ejemplo, cuando la solucién tiene fuertes flan-
cos verticales cerca del borde del soporte. Esta habilidad para seguir adecuadamente el
soporte también se ve reflejada en la capacidad para detectar la existencia de tiempos de
espera.

La consideracion de perfiles iniciales distintos de la solucién autosimilar de Barenblatt,
para la ecuacion de medios porosos, realizada en la seccién 3.1.5, muestra en particular
que el método captura la asintética correcta (una solucién de Barenblatt con la misma
masa que el dato inicial). Contribuye a este comportamiento asint6tico adecuado el que
el método conserve masa en forma exacta.

Merece mencién también el hecho de que los problemas de Stefan de varias fases
se encuadran naturalmente dentro del esquema del método, y que el método sigue las
interfases adecuadamente.

Finalmente, cabe observar que la extensién a problemas en més variables espaciales
es muy simple cuando por cuestiones de simetria es facil resolver el problema béasico de
calcular una funcién armoénica en cada regién donde u es constante.
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Capitulo 4

Resultados de convergencia

En este capitulo presentaremos un anélisis de la convergencia del método propuesto. Para
ello, explotaremos el hecho de que la aproximacién numérica es la solucién exacta de otro
problema de evolucién de la forma

B(v), = Av, z €R, u(z,0)=u(x), (4.1)

donde la funcién B(v) es una aproximacién por una funci6én escalera de la funcién 3 del
problema original.

De este modo, lo que nos interesara a continuacién es la obtencién de resultados de
continuidad de las soluciones de la ecuaci6én (4.1) respecto de 8.

El trabajo de Bénilan y Crandall [20] contiene resultados de continuidad en ¢ para
soluciones de u, = Ap(u), suficientemente generales para nuestros prop6sitos (¢(u) puede
ser un grafo maximal monétono). Sin embargo, no proporciona estimaciones explicitas, y
por lo tanto no permite obtener estimaciones del orden de convergencia de las aproxima-
ciones numéricas. De cualquier modo, como su aplicacién proporciona una demostracién
directa de la convergencia del método expuesto en esta, tesis, reproducimos el resultado a
continuacioén, para el caso de una dimensién espacial.

Teorema 11 (Bénilan, Crandall, 1981, caso N = 1)
Sea u, € C([0,00); L'(IR)) N L*((0, 0) x RR) la solucidn de

(un)t — Apn(us) =0 en D'((0,00) x RR), (4.2)
un(0, z) = uon, z € R. '
n=1, 2,...,00, con g, funciones continuas no decrecientes, con ¢,(0) =0,
Jim ¢n(r) = 0o(r) parar € R, (4.3)
y
'!ll'lgo "UOn - u0w||Ll(|R) =0. (44)

Entonces se tiene u, — us en C([0,00); L'(IR)), donde uy, es solucidn de

(Uoo)t — Aoo(teo) =0 en D'((0,00) x RR),
{ Uoo(0, ) =¢uo:, :;ne R. > (4.5)

69
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Observacion 12 En el caso de grafos mazimales mondtonos, la convergencia ¢n, — Qoo
se puede reescribir como ¢} (r) = @3.(r) en casi todo r € R, donde @}(r) denota el
elemento de p;(r) de menor mddulo, y p}(r) = 0o (—00) sir estd por encima (respecti-
vamente por debajo) del dominio de p;. El requerimiento ¢,(0) = 0 debe ser reemplazado
por las condiciones 0 € ¢,(0), 0 € intD(pw). Con estos cambios el resultado del teorema
anterior se mantiene.

Observacion 13 En mds dimensiones el resultado es esencialmente el mismo (el mismo
para 2 dimensiones, si la dimensién es mayor o igual que 8 vale con condiciones adicto-
nales para ¢, 0 controlando de algin modo el decrecimiento en |z| = 00). Ver detalles
en [20].

No existen en la literatura muchos trabajos sobre continuidad de las soluciones de (4.1)
con la generalidad deseada en ¢, méas alld del trabajo de Bénilan ya citado [20]. Entre
ellos podemos citar a Bénilan y Touré [28], donde se analiza la continuidad de soluciones
de u; = p(u)zz — Y(u); + v respecto de ¢, ¥, v, y up, en una dimensién espacial, para ¢
continua no decreciente.

Con una generalidad suficiente para comprender el problema de Stefan, y problemas
de medios porosos, Nochetto [33] obtiene estimaciones en L? y L*®(0,T; H~!(Q2)) de la
diferencia entre u y la solucién a un problema regularizado, utilizando una técnica de
dualidad parabélica originada en [34]. El dominio §2 se supone acotado, y la funci6n 8 de
la forma B(s) = ¢(s) + O(s) con c(s) Lipschitz continua, estrictamente creciente, y © el
grafo de Heaviside.

Conceptualmente mas cercano a los desarrollos de este capitulo, merece mencionarse
el reciente trabajo de Cockburn y Gripenberg [15] que extiende las ideas de Kuznetsov
para el caso de leyes de conservaci6n hiperboélicas [17] (para otros antecedentes en el uso
de este tipo de técnicas, ver [16, 18, 29]).

En dicho trabajo, los autores analizan la ecuacién
{ u, =V -®(u) + Ap(u) en RN x (0, 00),

N (4.6)
u(0, ) = uy, z € R".

con & y ¢ € CY{R), ¢ no decreciente, y demuestran que si u; es la solucién de (4.6),

correspondiente a ®;, ¢;, y dato inicial ug;, j = 1, 2 respectivamente, entonces para ¢t > 0
se satisface

”U1 (ta ) - ‘U.2(t, .)IILI(IRN) < "ulo - u20I|L1(|RN)+

+”“1°”TV(IR”) (t SUPsi<iiurolios 121(8) — B2(8)lleo+  (4.7)

+AVEN SUDy usole [V (5) = /05 (5)])
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.y N,
donde || - “’I‘V(|RN) denota la variacion total en IR™:

/I o h(x)(V - ¥) (x)dx
||h||ﬂ,(|RN) = sup

(4.8)
vec(RV,RYy  SUP, N (x)]l oo
xGIR

Notar que esta desigualdad proporciona una estimacién explicita de la diferencia entre
las soluciones de dos problemas similares. Sin embargo, no es ttil para nuestro caso
particular, debido a que involucra acotaciones de la diferencia entre las derivadas de la
funcién constitutiva, y por lo tanto no permite una generalidad donde ¢ es un grafo
maximal monétono con saltos.

El trabajo de Cockburn y Gremaud [16] contiene una novedad adicional, ya que desa-
rrolla una técnica en la que no es necesario utilizar estimaciones del médulo de continuidad
en tiempo de la solucion aproximada, y sélo se requieren estimaciones del médulo de conti-
nuidad de la solucién exacta. Esto es conveniente, pues nos permite obtener estimaciones
que dependan so6lo del dato inicial del problema exacto.

En lo que sigue, desarrollaremos estimaciones explicitas de la diferencia ||u; —uy|| Li(Ry’

donde u; y u, son soluciones de las ecuaciones (j = 1, 2)
% = Av;, u; € Bj(v;), en IR x (0,00),
ot (4.9)

u;(0,z) = ujo, z€R.

Para introducir la técnica, comenzaremos en la seccién siguiente por una situacién maés
sencilla, donde ) = f3,, y obtendremos estimaciones a priori de las soluciones de (4.9). En
la seccién 4.2 nos dedicaremos al caso 3, # B, y finalmente en la seccién 4.3 aplicaremos
las estimaciones obtenidas, para obtener cotas de error para nuestro método numeérico.

Observacién 14 Para simplificar la notacidn, y debido a que el método expuesto en esta
tesis es vdlido en una dimension espacial, realizaremos las estimaciones para problemas
unidimensionales. Sin embargo, con modificaciones menores, las ideas continidan siendo
vdlidas para problemas en RY.

4.1 Estimaciones a priori

Comencemos comparando dos soluciones v; y v, de (4.9), correspondientes a §; = [, = 8.
Asumamos por ahora que (3 es una funcion suave, estrictamente creciente, y que los datos
iniciales u;9 y ugo satisfacen g, uge € L'(IR) N L*®(IR) N H***(R), b € (0, 1) (ver teorema
1), de modo que las soluciones son clasicas.

Sea U : R — IR una funcién suave, convexa, par y positiva. En lo que sigue haremos
tender csa funciéon a la funciéon modulo, | - |, suponiendo por ejemplo:

U(z) = Uy(z) = 5G (), (4.10)
G suave, convexa, par, |G'| < 1, sop G” C [-1,1], G(0) = 0.
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Multiplicando por U’(v, — v2) las ecuaciones satisfechas por v, y v, ((4.9)), y restando, se
obtiene:

(B(v1) = B(v2))eU' () —v2) = ((V1)az = (v2)2z)U'(v1 — v2)

= U(v) — v2)zz — U"(v1 — v2)((01)z — (02)3)2-

(4.11)

Sea 1 una funcién de corte
¥ € C3°(IR), par, positiva, sop ¥ C [-2,2], ¥(z) <1, ¥(z) =1Vz € [-1,1). (4.12)

Multiplicando la expresion anterior por 1/)(i), m € Ry, e integrando en IR x (0,T), se
tiene:

Je [ % (Z) 5 - 8o~ vrdadt = [ ["9(Z)Ulwr ~ va)eadiadt ~

/R/ < ) (01 = v2)((01)z — (v2)) dzde.

Utilizando que U” > 0, ¥ > 0 se tiene:

AR /OT?J’ (%) (B(v1) = B(v2))U' (v1 — vo)dzdt < /IR /oT‘l,lJ (%) U(vy — v2)zzdzdt. (4.14)

Integrando dos veces por partes el segundo miembro

/IR /osz (_7:7%) (B(v1) = B(v2)) U’ (v1 — vo)dzdt < /IR /OT #UJ" (%) U(v, — v)dzdt.
(4.15)

Sumando y restando U’'(8(v1) — B(vz)) dentro de la integral en el primer término se
tiene

//lR ( ) — B(v2))eU' (v1 — vo)dzdt =
//IR ( ) U(B(v1) — B(v2)))dzdt + (4.16)

+/ /R (i‘) [U' (v — v2) (B(n1) = B(v2))] (B(v1) — B(v2))cdzdt =
= Ja¥ (Z) v - BTNz - [ (Z) U(B0) - Alua(0))de+
+/ /IR (%) [U'(vy — v2) = U'(B(v1) = B(v2))] (B(v1) — B(v2))cdzat.

Por lo tanto, se tiene:

/R ( ) Bn(T)) - dI—/IR ( )U(ﬂ 1(0)) — B(v2(0)))dz+
+/o /IR (E) (v1 — v2) = U'(B(v1) — B(v2))] (B(v1) — B(v2))edzdt <
/ /.R —’»b"( )U(v1 — vy)dzdt. (4.17)

m2

(4.13)

A
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Por el teorema 1 se tiene u; = B(v;) € H>+5144/2(R), i = 1,2, y por lo tanto, para m fijo,
(B(v1) — B(va)) ¥ (ﬁ) € L'(R x [0, T]). Observando que |U'| < 1,0 < U(vy —v2) <
lvy — va|, y utilizando que 0 < ¥ < 1,y que U'(v; — v2) = U'(B(w1) — B(v2)) — 0 cuando
U tiende al médulo, porque § es una funcién estrictamente creciente, es posible utilizar

el teorema de convergencia mayorada para pasar al limite U(-) — |- | (tomando s — 0
en 4.10 por ejemplo) dentro de las integrales. De este modo, resulta
z
h| — - - <
Je# (Z) 18u(T) = BTNz - [ v (= ) 1B(01(0) - B(v2(0))ldz <

< /0 /IR ﬁ”b” (E) |vy — vg|dzdt. (4.18)

Tomando limite ahora cuando m — 0o, como 0 < ¢ < 1y ¢(z/m) — 1, y como por la
teoria general 3(v;) € L'(IR), por convergencia mayorada se obtiene en el lado izquierdo:

S 1B (T)) = BuaT))ldz — [ 18(01(0)) - B(v2(0))da. (4.19)
En el lado derecho, como asumimos a'(u) < i para |u] < M (ver teorema 1), se tiene
v = vo| = |a(w1) — alug)| < plur — ug| (4.20)
y por lo tanto
/0 ! /IR # " (%) v, — va|dzdt ™25 0. (4.21)

De este modo, finalmente se obtiene la propiedad de contraccién en L' de las soluciones:
Jo 1801 1) = Ben(z, THldz < [ 18(n(2,0) - Blua(a, O)lde.  (4:22)

Si v; es una solucién de (4.1), correspondiente a dato inicial vy, y tomamos como v (z) =
vio(z + h), obtenemos a partir de (4.22)

Jg1B1@.T)) = Boa(z + b T))lde < [ 1B(01(,0)) ~ Blua(a + b O)ldz,  (4:23)

de donde sale que
II‘B(UI)“LW(O,T;TVUR)) < ”ﬂ(UIO)”TvdR) (424)

Tomando como dato inicial vye(z) = v1(z,9), se obtiene

[ 1801 @ T = 8) = Bon(z Tlde < [ 18(n(2,0)) - Ao (z,8))lda. (4.25)

Utilizando como dato inicial vye = 0, se tiene la solucién trivial v, = 0, y por lo tanto la
estimacion en L!:

J Bz, D)z < [ 18(v1(2,0))Ids. (4.26)
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4.2 Estimaciones para (; # 0,

Deseamos ahora extender este tipo de resultados a soluciones de dos problemas diferentes
de la forma (4.9), correspondientes a f;, j = 1,2. Las estimaciones que obtendremos, si
bien utilizan técnicas similares, son esencialmente diferentes de las contenidas en Cockburn
y Gripenberg [16|, debido a que no deseamos asumir propiedades de suavidad de la funcién
¢ en (4.6) como las requeridas para obtener (4.7).

Como trabajaremos con la formulacién (4.1), en vez de la versién con o = 37!, tenemos
la ventaja de que el término de segundo orden es simplemente Av. Por este motivo, al
aplicar la técnica de duplicar variables de KruZzkov, no necesitaremos duplicar las variables
espaciales como en [16]. Sin embargo, debido a que las soluciones de (4.9) con B, una
funcién escalera no son continuas en ¢, necesitaremos desdoblar las variables de tiempo
(es decir, comparar £, (v;(z,t)) con B2(vo(z,t'))).

Consideremos entonces las ecuaciones

ﬂl (vl (t))l = A‘Ul (ID, t)’ (427)
.B2(v2(tl))t’ = Av2($’ tl)i (428)
y sea U como antes (ver (4.10)). Multiplicando la primera ecuacién por U'(v; — v2), la
segunda por U’(v; — v;), y sumando, se obtiene
U'(ui(z,t) — va(z, ¢) i (1 (2))e + U' (v2(z, ') — 01 (2, 1)) Bo(wa(t)))r =
= U'(vi(z,t) — va(z, t'))v1(z, )2z + U'(v2(z,t') — v (2, t))va(z, )2z (4.29)
= U(u(z,1) = va(2,1))sz — U"(w1(2, 1) = va(z, ') (01 (2, £)z — v2(z, t')2)*.

Observando que

Bi(ni(®)e = (Bu(vi(t)) = Bi(va(t)))s, (4.30)
Ba(va(t))e = (Ba(va(t) — Ba(ni(t)))e, (4.31)

podemos reescribir el primer miembro como
U'(vi(z,t) = va(z, 1)) (Br(v1(2)) — Bu(va2(t)))e+ (4.32)

+U' (v, ') — 01(2, 1)) (B2 (v2(t))) — Bo(0r($)))e =
= Ulv(z,t) = v2(z,t'))zz — U"(v1(z,t) — vo(z, ') (01 (2, t)z — v2(z, t'))2

Multiplicando ahora por una funcién de corte (z/m) como en la seccién precedente
((4.12)), y por una funcién ®(t — t'), donde ® es una aproximacién a la delta

1 t
B(t) = - (-) , 4.
(t)=wi: (4.33)
donde

w € C*(R;IR), w > 0, no decreciente en IR, par,

sop w C [—1,1], /Ol w(t)dt =1/2,w(0) = 1. (4.34)
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Integrando ahora en z, ¢, t', resulta

/OT/OT/R U'(vi(z,t) = va(2, ) (Bi (i () = Bu(wa(t))) v (%) o(t — t') dzdtdt’ +

+ [ U (a6 = () Balon(®)) = Baler())ew () @(2 ) ddtat =
= /OT/OT/,R U(vi(z,t) = v2(2, t'))azth (%) ®(t — ')dzdtdt’ — (4.35)
B /oT/oT/lR U"(v1(z,t) = va(z, 1) (v1(3, t)s — v2(z, )2) "9 (-T'%) B(t — t')dzdtdt’.

Como U"” > 0, el dltimo término es positivo. Luego de integrar por partes dos veces el
primer término del segundo miembro, podemos escribir

LU i(,0) = v )6, 01(0) = Bin(e ) w () @06 - ) ot +
+/T/T/R U'(va(, ') = ni(z, 1)) (B2(v2(t) — Ba(w1(2)))e (£> &(t — t') dzdtdt’ <
= [ U0 - wa e (£) o - ¢)dsduar. (4.36)

Como £, y B, son funciones estrictamente crecientes, podemos proceder como en la seccién
anterior y tomar limite cuando U(-) — | - |, observando que

U'(Bi(v1(t)) = Bi(v2(2)) — U'(ui(z,8) — va(z,8)) — 0
obteniendo
///R |81 (1 (£)) = Bu(va())]e ¥ (3) ®(t — t') dzdtdt’ +
///R |B2(v2(t)) = Ba(va (2)) e 9 (%) ®(t — t') dzdtdt’ <
mQ///R [vi(z, t) — va(z, t)|¢”( )@(t—t’)dzdtdt'. (4.37)

Integrando por partes en t y t' respectivamente el primer y segundo término del primer
miembro, resulta:

/(;T /R 181 (01 (T)) = Bu(va2(t)) |9 (7—::1-) &(T - t') dzdt’ +
+/ /R 1B2(v2(T) = Ba(wa ()1 (;) &(t — T) dzdt—

_ /OT [ 1B 0)) = Bu(ua(t) %)@ (0 —t') dedt' —
~ [ Ji18:200) = Betwr el (Z) (¢ - 0zt <
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< /oT/oT/IR 6101 (®) = Bu(wa(e)] ¥ (Z) @'(¢ - ¢) dodsde'~
- /T/T/R |B2(v2(t)) = Ba(1(B))] ¥ (i) &'(t — t') dzdtdt’ +

/ / /.R loi(z,8) = ve(z, t)Id»”( ) &(t — t')dzdtdt’. (4.38)

Para aligerar un poco la notacién, llamaremos T, al lado izquierdo de la desigualdad,
puesto que provee el estimador de error. Llamaremos T4 a los dos primeros términos
del lado derecho, puesto que provienen de la diferencia entre ambos B;. Finalmente,
denotaremos con Ty al ultimo término de la derecha, que proviene del término difusivo de
la ecuacién. Con esta notacién la desigualdad (4.38) se escribe

T,< T+ Ty (4.39)

En lo que sigue, trabajaremos con cada uno de los términos T, T, y T4, para obtener
una estimacién util de la diferencia entre f)(v(t)) y B2(v2(t)). A diferencia del caso
desarrollado en la secci6n anterior, ya no sera posible tomar lfmite cuando m — oo, y
las estimaciones provendran finalmente de una minimizacién adecuada del lado derecho
de la desigualdad.

Comenzaremos con un lema muy simple, que es til para acotar varias integrales que
aparecen en las estimaciones que siguen.

Lema 4 Sean ®, 1 como antes (ver (4.33)), y W(t) = J§ ®(s)ds. Entonces se tienen:
1)

| "ot - t)at < 2w (T), (4.40)
ii)
T T
/0 /0 B(t - t')dtdt’ < 2W(T)T, (4.41)
iii)
/ / |®'(t — t')|dtdt’ < 2T +2W(T), (4.42)
i)
To(T - )t = T(b(t’)dt’—W(T) (4.43)
/0 &(T — t')d /0 =W(T), :
v)

dzdtdt < 2mW(T)T|[W® ||, ke No.  (4.44)

I lere=[e (3)

Dem: Trivial. O
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Lema 5 (Estimacion de Ty)
1) En general

1 :
Ty < QEW(T)T”W llt {llvrolloo + llvaolleo}- (4.45)

i) Si ademds a,(s), az(s) < Ks para s € [0, max{||vio|loo, l|v20/loc }], PaT@ una constante
K fija, se tiene:

Ts < 2—W (T)TNY lloo K {181 (v10) |2 + [|B2(w20)] 1 }- (4.46)
Dem: i)
ITal = |— / / /R|v1 (z,1) )" (%) @(t—t’)dzdtdt"g
< — {lvtolln + 1200} / / ol (Z)| @ - ¢ydzasar
< W{”vw“oo + llvaolloo}mll$" || s W(T))T.
ii)

///R lvi(z,t) — vo(z, t')|0" ( ) ®(t — t')dzdtdt' <
(' T + z ¢ dtd
< — 1"l )]l )| t — t')dtdt'.
=S mz” I tg(l(lf){”l’l( Mz + llva(z, )| }/0/0 ( )

Como v; = a;(B;(v;)) < KB;(v;), 7 =1, 2, haciendo uso de (4.26) se tiene finalmente

2
Ta < —K{lIA1(wo)ller + 1 Bo(va)lls Hiv "l W(T)T. O (4.47)
a
En lo siguiente utilizaremos la siguiente notaci6n:
A = sup{|Bi(r) — Ba(r)| : 7 € [0, max{[[v10|oo, llv20ll0 }]}- (4.48)

Lema 6 (Estimacion de Tp)

Ty < 4bmllpll (= + WD) (4.49)

///R{Iﬂl v (1)) = Bu(v2(t))] = 1B2(va(t)) - ﬂz(vl(t))l}w( )<I>’(t t')dzdtdt’' <
s ///Rlﬁ‘ i) = Br(va(t) + Ba(wa(t) —132(U1(t))|¢(5) |9’ (t — t')|dzdtdt’ <
<2A / / /R ( )|<1>'(t t)\dzdtdt' <2 A |l m /OT/OTIQ’(t—t’)ldtdt’g

<4am il {T+wm),
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utilizando las estimaciones del Lema 4. O
Definamos un estimador de error

/R ( )lﬁn (v1(t)) — Ba(v2(t))|dz, (4.50)

que es esencialmente la norma en L' de la diferencia entre §,(v;) y B2(v;). Probaremos
a continuacién una estimacién basica que muestra que T, es més grande que una cierta
expresién que contiene al estimador, y que permitira, por medio de un anélisis cuidadoso,
hallar estimaciones de e(T).

Lema 7 (Cota inferior de T.)
T. > 2¢(T)W(T) — 2e(0)W(T) — 4Aml[p|| . W (T) - (4.51)
-2 /0 ) /IR |Ba(va(2)) — B2(v2(0))|®(t)dzdt — 2 /O g /R 181(v:(2)) = Ba (v1(0))|®(¢)dzdt.
Dem: Con la notacién obvia a partir de (4.38), llamemos
T.=Th+ T+ T3 + T.. (4.52)
Acotando cada término
Ti= [ o9 (2)1B(0) - Aiale)|®(T - )dsdt >
[T (2)18:0:(T) - Balon(T)|@(T — ¥t -
[ % (Z) 18:05(T)) - Baln(eIO(T — ¢zt -
[ % (Z) 18200(6)) ~ Bu(wal)I®(T - ¢zt

Utilizando la definicién de e(T’) en la primera integral del segundo miembro, y observando
que [B2(v2(t')) — Bi(v2(t))] < A, se tiene:

I
m
T

m

(4.53)

T > emW(T) - [ [ (Z) 18:00(T) = Boloa(e)) BT - st ~ mA ]l W (T).

(4.54)
Por otro lado, como || < 1, y utilizando la contraccién en L' (ver (4.25)), se tiene
(haciendo t =6 =T —t', y por lo tanto t' =T — t)

/ /R ( )|ﬂ2 v3(T)) = Ba(v2 ()| (T — ¢)dzdt’ <
/0 /IR |B2(v2(t)) — Ba2(v2(0))|®(t)dzdt. (4.55)
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En total:

79

T, > e(T / / o 182(02(8)) = Bu(v2(0))|@(t)dedt — mAIYILW(T).  (456)

Analogamente se procede con Ty, T3 y Ty:

T, = / Jev (5 )Iﬂz (1)) = Ba( ()I@(t ~ T)dzdt >

TYW(T) - / /Rwl (01(t)) = Bu(v1(0))|@(¢)dzdt —

%) 181(41(0) = By (va(t'))|@(~¢')dzdt’ >

|B2(v2(0)) — B2 (‘Uz(t')) |‘I’(—t')d$dt'—

) 16:1(0)) = B (02(0)) | #(~¢ )zt~
) |B2(v2(t)) — B (va(t'))|®(~¢')dzdt’ >

T

(4.57)

Am||Yl| W (T).

(4.58)

> —eOW(T) - [ [ 18(0a(t)) - Bal2(0))|@ (¢ dadt’ — Am|l gl W(T).

0

) |B2(v2(0)) — B(va (2))|®(¢)dxdt >
|B2(v2(0)) — B (v1(0))|®(t)dzdt—

181 (v1(2)) = B1(1(0))|®(t)dzdt—
|B2(v1(2)) = Br(v1 (2))|@(¢)dzdt >

~ [" 181 ®) - A (0D @(e)azs —

e S N TN

3|8 3|8 3|e &

TN TN TN

IV
5

(4.59)

Am||y|| . W(T).

Recolectando el resultado de estas estimaciones, se obtiene lo deseado. O
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A partir de los resultados de los lemas precedentes, se llega entonces a la siguiente desi-
gualdad basica:

e(T) < e(0) + 2Am||y|| 1+

+ﬁ ( /0 i /IR 181 (v1(2)) = Bu(v:(0))|®(2)dzdt + /o ’ ./IR 1Bo(w2(t)) — ﬂg(vz(O))IQ(t)dzdt)

+ (Ty+Tj). (4.60)

W (T)

Consideremos ahora sucesiones ff — f;, 83 — B2, n > 1, con S7(0) = 0, B7(0) = 0,
0 € intD((B;)~"), i = 1,2, donde la convergencia se entiende en el sentido de grafos (ver
Observacién 12). Sean of = (A7), o = (3)"Y, a1 = (61) 7}, a2 = (B) "

. . e . j R !
Tomemos dos sucesiones de datos iniciales en L'(R) N L%(IR), uly, = uq, u3y = u2o,
uniformemente acotados en L%(IR)

lublloo < M, i=1,2, Vn>1, (4.61)

y supongamos por ejemplo
lai(s)] < Ks, |al(s)| < Ks, parai=1,2,s€([0,M],yneN. (4.62)
Esta ltima condicién garantiza la unicidad de las soluciones y permite simplificar algunos
de los argumentos que siguen, aunque podria ser reemplazada por condiciones més débiles,

como a;, ¢ = 1,2 continuas en el origen ([19]).
Supongamos ademas que se satisface

sup |B7(s) - Bz (s)| < A. (4.63)
s€[0,K M)

Con estas suposiciones, de acuerdo al teorema de Bénilan y Crandall [20] (ver Teorema
11), se tiene la convergencia en C([0, 00); L} (IR)) de las correspondientes soluciones:

Arl) =ul = u,  BF) =u} =F u. (4.64)

Ademas, son vélidas las estimaciones de los lemas 5 ii), 6. Pasando al limite en la estima-
cion basica (4.60), obtenemos una estimacién analoga valida para 3, y Gs.

e(T) < e(0) + 2Am||¢|| .+
T
+ﬁ’r) ( /0 /lR |us(z,t) = ui(z, 0)|B(t)dzdt + ./oT ./IR |ua(z, ) — uz(z,O)I(I)(t)d:cdt)
+m—12'T||¢I’I|ooK{”u10”Ll + |Juzol|L: } + 2Am||¢||L1{W—:(rT-T€- +1}. (4.65)

Llamemos A, y A; a los operadores correspondientes a Aa; y Aas respectivamente.
Suponiendo que u;p € D(4;), i = 1,2, se tiene por el teorema 3 (ver [32], Teorema 1) que
tanto u; como uz son localmente Lipschitz continuas en [0, T), y vale

s 1508) = 6@l
AN\0 h

S |U,‘0|Ai, 1= 1, 2. (466)
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De este modo, ¥ > 0 existen h;, i = 1,2, tales que

llui(h) — ui(0)l L1

h < |ui0|,4_- + 4, 1=1,2, h<hyh,. (467)
Para aliviar la notacion, en lo que sigue obviaremos hacer referencia a 4, y escribiremos
llui(h) = wi(0)|Lr < hluio)a;, (4.68)

entendiendo que esta estimacion vale asint6ticamente cuando h — 0.
Entonces, para i = 1, 2,

/ Ji ) = w(0)|@(t)drdt < / thuiola, @(t)dt < [wiol a,eW (T). (4.69)
Reemplazando en (4.65) se tiene
e(T) < e(0) +4Am|[Y||Lr + €(|urola, + luzola,)+

1, T
+WT||7/J lloo K {Jl2a0ll L2 + lluaol| 1 } + 2Am||9|| 1

W(T)e
Para obtener una estimacion en términos de A, debemos proponer un ¢ y un m adecua-
dos. Claramente, para € suficientemente pequerio, el iltimo término es mucho mayor que

4mAl||¢||r. Proponemos entonces € = AY, m = A™# con v = 2/5, p = 1/5. De este
modo se tiene, a partir de (4.70), el siguiente

(4.70)

Teorema 12 En las condiciones anteriores (4.61), (4.62), y para datos iniciales uy €
D(A;), i = 1,2, se tiene:

e(T) < e(0) + 4A* ||l + A% (juro|a, + uz0]4,)+

T
+AYPT||Y oo K {llwrollr + lluzollr} + 24%5||9|Ize

w(T)

(4.71)

1 1
Observacién 15 Sean 57 — B, 7 = B2, ufy L Ujo, U L Ug0, como antes. Suponga-
mos que las correspondientes soluciones u, y uy tienen soporte compacto para todo t > 0.
Entonces, dado T > 0, existe m tal que

sop (ui(t)) C [-m,m], sop (us(t)) C [-m,m], Vte[0,T]. (4.72)

Para dicho m se tiene

=L / i / ! / P (i) [v}(t) — v3 ()| ®(t — t')dzdtdt’ <

m?Jo Jo R-[-m,m] m 1 2 -

1 T [T
—5 1" () — vz (t)|®(t — t')dzdtdt’
0o [ [ fo o W0 = ()10~ )z
K .. T (T n ,
il [ fo o (RO + DR ~ ¢)dodsae

2K W T n n(y o n—00
Al oW () [ o (R REIN(E - ¢)dsds ™.

IA

IN

I/\
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Por lo tanto, para B, y B2 y datos iniciales u;g € D(A.-) que producen soluciones con
soporte compacto para todo t, se tiene que la contribucidn del término Ty es nula. Por
lo tanto, la estimacidn (4.70) se puede reescribir, para m tal que sop (u;) U sop (uz) C
[-m,m]:

T

e (4.73)

e(T) < e(0) + 4Am|lph|l + €(Jurola, + [u20la,) + 2Am||Y|| 11—

Eligiendo ahora e = A2, se obtiene

Teorema 13 En las condiciones anteriores (4.61), (4.62), para datos iniciales u;p €
D(A;), i = 1,2, que producen soluciones de soporte compacto para todo t > 0, y eligiendo
m suficientemente grande de modo que sop (u,(t)) U sop (uz(t)) C [-m,m] pare todo
t € [0, T] se tiene:

T
e(T) < ¢(0)+ (4l + (ol + ol + 2ol ) A

Observar que en estas estimaciones u; y u, juegan roles similares. A los efectos de
utilizarlas para estudiar la diferencia entre la solucién de un problema dado y el método
propuesto en esta tesis, seria preferible contar con estimaciones donde en el lado derecho
no apareciera |up|a,. Para esto, necesitaremos una leve modificacién del Lema 7, y la
aplicacién de un lema de Cockburn y Gremaud [16]. Comencemos con la modificacién del
lema 7.

Lema 8 (Otra cota inferior de T,)

T.> [ U (T = t)e(t)dt! + e(T)W(T) - | Tet)0(t)dt — e OW(T)—  (475)

T
—AmlllaW(T) ~ 4 [ [ 180(0) - Ai(n(0)|@(t)dzdt.

Dem: Con la notaci6én obvia a partir de (4.38), (4.39), procedemos an4dlogamente al lema

7, llamando
T.=TT+T,+ T3+ Ty. (476)

Acotando cada término

hi= / /IR < )'ﬂl (v(T)) = Br(v2(t))| (T — t')dzdt’ >
/ /.R ( )lﬂn (n(t) = Ba(v2(t))|®(T - ¢')dzdt -

[ 9 (2) 1Boa®) - bulwa@)I®(T ~ )zt~ (477)
-[ v (;) 1B:(1(T)) = Br (0 (EDI(T — £)dzdt’ >
>/ t')dt' — mA| || W(T) -

/ Je# () 18((T)) = Bi(r (¢))|2(T ~ #)drd'
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Por otro lado, como |¢| < 1, y utilizando la contraccién en L! (ver (4.25)), se tiene
(haciendot =6 =T —t', y porlo tanto t' = T — ¢)

/ /R ( ) 1B1(v1(T)) = Br (01 (t)19(T — t')dzdt’ <
[ [ 180 2) = Al O) @zt (4.78)
En total:
T
T > /(; O(T — te(t')dt' — mA||Y||pW(T)-
- /OT /IR |B1(v1(2)) — Bi(v1(0))|@(t)dzdt. (4.79)

Anéilogamente se procede con Ty, T3 y Ty:

To= [ o5 (2)18:0aT)) = Baln ()10 ~ Tdde >
> [* o (Z) 180T - Bu(n(T) 18t — T)dde
) 18:(01(T)) = Bu(wn ()I@(¢ — T)dadt~ (4.80)
) 18:(01(0)) - Ba(a(D)I@(¢ — T)dadt >
> oW (T) - AmliluW(T) - [ [ 1i0(0) - 6 0)@(@)dodt
Z) 18:((0)) - u(wa(e))|@(0 - t)dzdt’ >
181 (v1(t)) — Ba(v2(t'))|B(—t')dzdt' -
1Ba(ca(t)) = Ba(wa(¢))|9(~¥)dadt - (481)
|81(v1(0)) — B (v2(t))|D(—1")dzdt’ >
T ! 1
- [T etrs(erat ~ amiwllW @) - [ 180 (0) - B0 (0)|8(e)dade.

3|la 3|8 J|s €
— — —

< €& @ ©
AN TN N

v

/ /R ( ) |82(v2(0)) — Ba(vi(2))|@(t)dzdt >
/ /R ( ) |82(v2(0)) — Bi(v1(0))|(t)dzdt—
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/ / ( ) |81 (v1(t)) = Ba(v1(2))|®(t)dzdt— (4.82)
/ / ( )lﬂn (1(0)) = Bu (v (1))|®(t)dzdt >
> —e(0)W(T) — Am||p|l . W( )—/OT/|R 181 (v1(2)) = Bu(v1(0))|®(t)dzdt.

Recolectando el resultado de estas estimaciones, se tiene entonces lo deseado. O
Llegamos entonces a la desigualdad

| T(T = t)e(t)dt + e(T)W(T) < | " e(t)®()dt’ + e(0)W (T)+
+aAmlyloW(T) +4 [ ’ [ 1811 (2)) = Ba(wr (0)I@(e)dds + Ta+ Ty, (489

analoga a la desigualdad (4.60). La principal dificultad aquf es que no es una estimacién
puntual de e(T), sino una desigualdad integral.

Tomando sucesiones (7, y datos iniciales u? como antes, se puede pasar al lfmite como
antes, obteniendo que la desigualdad anterior es valida para 3, y B, grafos generales.
Adema4s, son validas las estimaciones de los lemas 5 ii), 6, y se tiene la desigualdad
(correspondiente a (4.65)):

/0T<I>(T De(t')dt' + e(T)W(T) < / £)8(¢)dt’ + e(0)W (T)+

AW (T) + 4 /0 /R lui(z, t) — wi(z,0)|@(t)dzdt +  (4.84)

2 ) T
+§TW(T)II¢ oo K {llz10]lLr + ||uzollze} + 4Amll¢|lu{; + W(T)}.

Procediendo igual que en (4.70), para dato inicial u;o en el dominio generalizado de A,
se tiene:

/OT<I>(T ¥)e(t)dt + e(T)W(T) < / £)0(¢)dt' + e(O)W (T)+
+4Am||1/)||L1W( )+4W( )€|u10|A1+ (4.85)
+ 2 TW ) o sl + i} + 40mle {5+ W(T)).

El problema de hallar una estimacién de e(t) a partir de esta desigualdad integral se
resuelve con el siguiente lema, debido a Cockburn y Gremaud [16], y que reescribimos
para adaptarlo a la situacién de (4.85).

Lema 9 Sea e(t) tal que satisface la desigualdad integral

/OT e(t"Y®(T—t')dt' +W (T)e(T) < e(0)W(T) +/0T e(t)®(t")dt'+W (T)C+DT+TW (T)E,
(4.86)
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con ® como en (4.33). Haciendo tender w a la caracteristica del intervalo [—1/2,1/2], lo
cual denotaremos w — X[-1/2,1/2), s€ obtienen las estimaciones:

e(T) < e(0) + C + De + TE, T< % (4.87)
e(T) < 2(0)+2C +4DT +2TE, T> % (4.88)
Dem: Haciendo w — x(-1/2,1/2), resulta, para T < ¢/2:
1 (T T T 1 (T T T?
- NI L T < 2 A il il
6/0 e(t)dt + —e(T) < ee(O)+€/0 e(t)dt + C + DT + BE—. (4.89)

Simplificando, se obtiene (4.87). Consideremos ahora el caso T' > ¢/2. Se tiene W(T) =
1/2, y por lo tanto (4.86) se escribe:

T 1 (T-¢ 1 1 1 re/2 C 1
"= = <= - Ndt' + — ~-TE. .
/0 e(t)ew( - ) + 2e(T) < 2e(0)+ 6/0 e(t)dt' + 5 + DT + 2TE (4.90)

Como el integrando en el primer miembro es positivo es posible eliminarlo conservando la
desigualdad, y como en la integral del segundo miembro se necesita s6lo una estimacion
de e(t') para t' € [0, ¢/2], utilizando (4.87) se tiene:

e(T) < 2¢(0) + 2C + 2D (% +T) +E (2 + T) . (4.91)

de donde se llega facilmente a (4.88) utilizando T > ¢/2. O
Utilizando este lema, a partir de la desigualdad (4.85) se obtiene, para T > ¢/2

e(T) < 2e(0) + 16Am||9||1 + 8eluio]a,+ (4.92)
4 T
+ﬁfl"lli.b"llooK{llumlll.l + luzollL1 } + 16Am[l9|| s -

Esta desigualdad es enteramente aniloga a (4.70), difiriendo solamente en el valor de
algunas de las constantes. Aplicando la misma técnica que conduce a los Teoremas 12,
13, se obtienen los resultados anélogos

Teorema 14 En las condiciones anteriores ({.61), (4.62), y para datos iniciales u;q €
D(A,), vale:
e(T) < 2¢(0) + 1645 ||y|I1 + 8A%°|usola, + (4.93)
+4APT|["|loo K {Jlusollr + lluzollLr} + 16A%5||3p]| 1 T

Teorema 15 En las condiciones anteriores (4.61), (4.62), para datos iniciales uyy €
D(Al), que producen soluciones de soporte compacto para todo t > 0, y eligiendo m
suficientemente grande de modo que sop (uy(t)) U sop (uz(t)) C [~m,m] para todo t €
[0,T] se tiene:

||ui(T) - u?(T)“Ll(lR) < 2uyg - u20||L1(|R) (4.94)
+ (16ml[9ll 0 AY2 + 8luso|a, + 16Tm|l11 ) A2,
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4.3 Estimadores de error de la solucién y del soporte

Los resultados de los Teoremas 12, 13, y los de los Teoremas 14, 15, son directamente
aplicables al método expuesto en el Capitulo 2, y a los resultados numeéricos del Capitulo
3, donde 3, corresponde a la ecuacién que se desea resolver, y 3, es un grafo maximal
mon6tono constante a trozos como los introducidos en el Capitulo 2. Notar que la unicidad
de las soluciones del problema correspondiente a 3, es necesaria para garantizar que las
estimaciones son validas para la solucién exacta construida mediante las ideas del capitulo
2. La ventaja de los resultados de 14, 15 sobre los de 12, 13 reside en que no es necesario
mostrar acotaciones uniformes en A de |ugo|4,-

En el caso de soluciones con soporte compacto, los resultados del Capitulo 2 (ver
teorema 8), garantizan que el soporte de la solucién numeérica se mantiene acotado uni-
formemente en A. Por lo tanto, en la estimacién (4.94), m puede ser escogido indepen-
dientemente de A.

Modificando un argumento de Nochetto [35], las estimaciones de error en L! de las
soluciones de la forma (4.94), pueden ser utilizadas para obtener acotaciones del error de
la frontera libre. Por claridad, denotaremos u = u, a la solucién exacta, y ua = u, a la
solucién numérica obtenida con nuestro método.

Sean

QY = {(z,t) € [-m,m] x (0, T)/u(z,t) > 0}, (4.95)
QL = {(z,t) € [-m,m] x (0,T)/ua(z,t) > 6}, (4.96)

donde § se ajustara luego apropiadamente.

Nochetto demuestra que si se conoce un resultado de no degeneracién para la solucién
exacta u, de la forma:
existen constantes a, C* > 0 tales que Ve, 0 < € < €, se tiene:

meas({(z,t) € Q:t >t > 0,0 < u(z,t) < e®}) < C’, (4.97)

entonces, a partir de (4.94), se obtiene el siguiente teorema, que adaptamos de Nochetto
[35] para adecuarlo a nuestra situacién.

Teorema 16 Asumiendo (4.94), (4.97), y eligiendo § = AT+, existe una constante
C > 0 que depende sélo de a, tal que:

meas(QTAQY) < CC* AT, (4.98)
con C* y a como en (4.97).

Dem: Como Q*AQY = {Q+\Q%}u{Qf\Q*}, analizaremos cada uno de estos conjuntos
por separado. En primer lugar,

QT\ Q% = {z:0 < u(z) < 26,ua(z) < 8}U{z: u(z) > 26,ua(z) < 6} = AUB. (4.99)
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Pero A C {z: 0 < u(x) < 24}, y por lo tanto, usando (4.97) se tiene meas(A4) < C*(26)'/°.
Como z € B implica u(z) — ua(zx) > 4§, se tiene:

meas(B) < %/Bu(:c) —ua(z) < CT' (4.100)

Como para z € Q% \ Q7 se tiene ua(z) — u(z) > 4, el mismo anéalisis de B nos da
finalmente:

A2 Al/2?
—_— + —_—
) )

Finalmente, eligiecndo § = AT se tiene lo deseado. O
Para el caso de la ecuacién de medios porosos en una dimensién espacial, se conoce el
siguiente resultado:

meas(Q*AQY) < C*2'/e8Y/e 4 (4.101)

meas ({(z,t) € Q:t > 5> 0,0 < u(z,t) < €*}) < C(to)e, (4.102)

con a = 1/(m — 1) |35]. Por lo tanto, combinando (4.102) con (4.98), se obtiene para
soluciones de la ecuacion de medios porosos u, = Au™

meas(Q*AQY) < CC* A% . (4.103)

Observacién 16 Como para medios porosos a = 1/(m — 1), la constante C en (4.98)
crece como 2™°1, lo que da una estimacidn muy pobre si m es grande (cf. los resultados
numéricos de la seccion 3.1.4 para m = 50).

Observar que los resultados numéricos expuestos en el Capitulo 3 para las soluciones
de Barenblatt eran consistentes con exponentes 0.8 y 1 para m = 2, 3 respectivamente,
mejores que los que proporciona la estimacién (4.103) (1/4 y 1/3 respectivamente).

Combinando los resultados de [35, 36, 37], Nochetto obtiene, para el método de ele-
mentos finitos, una cota de la forma

p(m?-1)/m?

con h el diametro maximo de los elementos. Identificando A con h (el nimero de incégnitas
en una dimensién espacial es inversamente proporcional a ambos), vemos que la cota
obtenida para elementos finitos es superior. Sin embargo, la técnica de Nochetto, aplicada
al método presentado en este trabajo, no explota el hecho de que la frontera libre est4
descripta de un modo natural como la interfase donde la solucién salta al valor cero,
identificAndola en cambio con alguna curva de nivel u = 4. Esto es natural en elementos
finitos, o diferencias finitas, donde en principio existe alguna difusioén artificial que hace
que las fronteras libres no estén muy bien definidas, pero resulta artificial en nuestro caso.

Un camino alternativo, que consistiria en la demostracién de la no-degeneracién de la
solucién aproximada |38], constituye un tema de interés, en el que se continda trabajando.
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Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis se desarrolla un método de aproximacién de soluciones de ecuaciones parab6-
licas de forma general, en una dimensién espacial, que presenta una serie de caracteristicas
unicas.

El método est4 basado en aproximar la ecuacién por otro problema ain menos cléasico,
del cual sin embargo es posible hallar una solucién exacta via la resolucién de un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias, analogo a las condiciones de Rankine-Hugoniot.
Este esquema de aproximacién es también factible en mas dimensiones espaciales, como
queda demostrado por el ejemplo presentado en dos dimensiones con simetria radial. Las
principales dificultades en mas de una dimensi6n residen en la complejidad de la evolucién
de las curvas de nivel, que pueden desarrollar singularidades al crecer t, y en la resolucién
de la ecuacién de Laplace en cada una de los conjuntos de nivel de u.

Se presentan una variedad de ejemplos representativos de aplicacién, a problemas
tipicos de ecuaciones de difusién no lineales, que presentan singularidades, fronteras libres,
etc. Se analiza ademé4s en detalle el comportamiento numeérico, estimando 6rdenes de
convergencia en L!(IR) de las soluciones, y de las interfases, con resultados comparables
a otros métodos estandar, como elementos o diferencias finitas.

Ademés, se desarrollan estimaciones de la diferencia entre soluciones de dos problemas
parabdlicos diferentes. Para ello se extiende la técnica de duplicacién de variables, uti-
lizada por Cockburn y Gripenberg [15], al contexto general considerado en este trabajo.
Se utiliza también la técnica de Nochetto [35] para acotar el error en las fronteras libres.

Los 6rdenes de convergencia en L! y en las interfases observados numéricamente re-
sultan en todos los ejemplos analizados mejores que los deducidos. Esta diferencia resulta
comprensible, debido a que el método utilizado para obtener las estimaciones de error uti-
liza s6lo requerimientos muy generales sobre a(u). Se continta trabajando en la manera
de explotar propiedades adicionales de a, asi como en extender el andlisis para abarcar
las ideas presentadas cn la seccién 3.2.

Por otro lado, se concluye que en casos como la ecuacién del calor, o el problema de
Stefan, en que la solucion exacta no tiene soporte compacto, el hecho de que las soluciones
del método propuesto ticnen soporte compacto, limita la convergencia a primer orden en
A. Cuando la convergencia del dato inicial puede mejorarse, existen alternativas para
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mejorar el orden de convergencia, calculando @ = 8~!(v) a partir de la funcién constitutiva
exacta.

Ademas, en el método presentado las interfases aparecen naturalmente, y por lo tanto
seria deseable no utilizar una definicién ad hoc de las fronteras libres. En el caso de
elementos o diferencias finitas esto es natural, debido a la difusi6n artificial que acompaiia
dichos métodos, o cuando se resuelven problemas regularizados [33, 35]. En particular,
los experimentos numéricos sugieren que la aproximacién de la interfase es mejor cuando
la pendiente con que la solucion exacta incide en el soporte es infinita, como en el caso de
las soluciones a la ecuacién de medios porosos con m > 2, y sin embargo las constantes
que surgen de [35] y del analisis presentado en la secciébn 4.3 contienen un factor 2™,
que obligaria, para m >> 1, a una reduccién prohibitivamente grande del paso de la
discretizacién. Esta reduccién podria estar justificada en el caso de elementos o diferencias
finitas, ya que debiera haber una cantidad muy grande de puntos de la malla para poder
resolver adecuadamente los gradientes que aparecen en la interfase, pero parece artificial
en nuestro caso donde en algin sentido se esta calculando z(u), que resulta casi constante
donde u(z) tiene pendiente muy grande.



Apéndice A
Soluciones de Barenblatt

La ecuacién de medios porosos
m
Uy = (u )II’ m > 1,

tiene familias de soluciones autosimilares, que han sido muy estudiadas, y que tienen una
gran importancia en el desarrollo de la teoria.

Una de estas familias es la de soluciones autosimilares de Barenblatt, de la forma
u(x,t) = t*F(|z|t~?), que describiremos en la forma

1

1 z \™
u(z,t) = max O’M [1 - (m) ] , (A.1)
donde el soporte A(t) viene dado por
At) = [%(t + 1)] ~ (A.2)

Estas soluciones corresponden a la evolucién de una delta de Dirac ubicada en el origen a
tiempo ¢t = —1, y muestran una de las caracteristicas més sorprendentes de la evolucién
de las soluciones de la ecuacion de medios porosos: tienen soporte compacto para todo
t, en contraste con las soluciones por ejemplo de la ecuacion del calor, donde el soporte
inmediatamente es todo R.
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Apéndice B

Problema de Stefan

Cuando la funciéon constitutiva a(u) tiene un intervalo de constancia, por ejemplo

u 0<u<],
a(u)=( 1 1<u<2 (B.1)
u—1 2<u<l,

se tiene el clasico problema de cambio de fase, o problema de Stefan. En las formulacién
habitual, la variable a(u) es la temperatura, y la variable u representa la entalpfa o
la energia interna del material. Asi, la funcién constitutiva refleja el hecho de que la
temperatura crece linealmente con la entalpia, hasta llegar a una temperatura fija (la
temperatura de cambio de fase). Luego, se puede incrementar la entalpia sin aumentar la
temperatura, hasta que el material cambia de fase, momento a partir del cual nuevamente
el aumento de temperatura es proporcional al aumento de la entalpia.

La ecuacién en derivadas parciales u, = Ac(u) expresa la conservacién de la energia,
y el hecho de que el flujo de calor es proporcional al gradiente de temperatura Va(u).

En lo que sigue deduciremos la forma de una familia de soluciones autosimilares del
problema de Stefan, correspondientes a la funcién constitutiva (B.1), en una dimensi6n
espacial. Mas informacién sobre soluciones autosimilares del problema de Stefan puede
hallarse en [40], y en las referencias allf recolectadas.

Supongamos que se tiene una solucién, en la cual la temperatura es continua, y a la
izquierda de una curva £(t) es mayor que la temperatura de fusi6n v = 1, y menor que
v = 1 a la derecha. La conservaciéon de la energia a través de la interfase £(t) obliga al
cumplimiento de la ecuacién:

£(t) = —[—a(w)z]eq, (B.2)

donde [-]¢() designa al salto de un lado a otro de la interfase £(t). La iterpretacion fisica es
muy clara: el balance entre los flujos de calor es el que determina la velocidad de avance
de la interfase. Designemos con ul?(xz,t) y u(")(z,t) a las porciones de la solucién u(z, t)
a la izquierda y derecha de la interfase, respectivamente.

Consideremos ¢l problema en la semirrecta z > 0, que satisface u(z = 0,t) = Uy,
u(zx,0) = Up. La ccuacién en derivadas parciales u, = Aa(u) se traduce, en términos de
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u y u("| al cumplimiento de las ecuaciones:

u) =uf), 0<z<E), (B.3)
WD =), £(t) <z < o0, (B.4)
i) =u -l t>0, (B.5)

con las condiciones complementarias

uD(€(t)) = 1 =uD(E(t)), u(0,t) = Up, v (z,0) = Up. (B.6)
Buscaremos una solucién de la forma:
O =A+B fi’ B.7
u 1 1 er 2\/2 ( )
= A +B, erff [—) . B.8
u erf | 2 7 (B.8)
Las condiciones (B.6) se transforman en:
£(t) £(2)
Ail=UL, A, + B, =Uy, Aj+Berf| =] =1, A, +Brerf {—= ] = 1. B.9
! L + 0, At 'er(Q\/E r€r W, (B.9)
Como las dos dltimas deben satisfacerse para cualquier valor de ¢, es necesario que
£(t) = av/i. (B.10)
De aqui surgen las expresiones para las constantes:
1-—
A =Uy, B, = —UL,
erf (2) |
Uperf () — 1 1- U, (B.11)
y=——+—— B=—
erf (8) - 1 erf (£) - 1
La constante a se determina ahora imponiendo el cumplimiento de la condici6n para la
interfase (B.5):
— - 2 .
1=t _1-U = aﬁ exp (a_) . (B.12)
erf(3) -1 erf(g) 2 4



Apéndice C
Problema de Dirichlet en la semirrecta

Consideremos el sistema de ecuaciones (2.18) del Capitulo 2:

dv
%5151“ = - )
sums 8 )
1 Vi—1/2 Vit+1/2 . C.1
3 B:0u; - , 2<i1<n-1,
2 Bi—Bicx By —Bi
ﬁn = 0)
cuya solucién debe satisfacer la condicién
bh2pP22---20n=0. (C.2)

Comencemos por observar que se pueden satisfacer formalmente las primeras n — 1 ecua-
ciones tomando un valor arbitrario §; > 0, y eligiendo:

2 6vi_yp2

Bi =Pt — ;77— 2<i<n. (C.3)
> Bjby
1
Dem: La primera ecuacién de (C.1) dice:
2 6‘02
=B - —= 4
132 :Bl 6ulﬁ1 b} (C )
de acuerdo con (C.3). Sumando las primeras k — 1 ecuaciones (C.1), se tiene:
15 dvk_1/2
= Ou; = —— 1 C.5
Q;ﬂj Y (C3)

y despejando (%, obtenemos (C.3). O

Por lo tanto, el problema csta cn si es posible hallar un 3, adecuado, de modo que se
satisfagan la condicién B, = 0, junto con las relaciones (C.2).

Para ver esto, probaremos primero dos pequeiios lemas:

95
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Lema 10 Dado un n > 1, si B, es suficientemente grande, los f5; calculados segin (C.3)
satisfacen

Bir>P2> 2Py 2 Pn>0. (C.6)
Dem: Sea
2 E i—9 (S‘UJ 1/2
== - C.7
b > \/ 5, (C.7)
Sea k el primer indice tal que ¢ < 0. Si k < n, se tiene:
20Vk_1/2
0> 6k =0k-1 — ———— 2>
> B = Br-1 R
26vk-1/2 20v_3/2  20vk_1p2
> Oy — = Or_9 — - C.8
S ¥ TP /= ¥ TR Y (%)
20vk_1j2  20uk_qp2 2k 0012
> B0 — - > 2 pf - ——— >0,
2 Pe-s Brdu, fouw, — T b B1ouy

donde la altima desigualdad sale de (C.7). O

Lema 11 Sea Bl > 0 tal que Bl > [32 > e 2> 5k > 0. Entonces, para ) € [51,00)
se tiene que Pa,..., 0k calculados segin (8.9) son funciones estrictamente crecientes
continuas de f3;.

Dem: Tomemos 8; > B, y supongamos que existe un j, 2 < j < k+1 tal que §; < ﬁj.
Sea [ el primer indice para el cual §; < ;. Se tiene:

2o 5 Gy 2O g, (c9)

ﬁl=ﬁl—1 Z;—l t E.—l t5u1

una contradicciéon. Repitiendo esta cuenta para dos valores cualesquiera 3, 8, € [B, 00),
se obtiene la monotonfa deseada. La continuidad es inmediata por ser una composicién
de funciones continuas, para lo cual se requiere que no se anulen los denominadores:

3" Bibu; > 3 Bidu; > 0. (C.10)
i=1 j=1

O

A partir de estos dos lemas, es ficil probar la existencia y unicidad de la solucién de
(C.1).

Teorema 17 Para cada n > 2, existe una tnica solucién del sistema algebraico no lineal
(C.1) que satisface (C.2).
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Dem: La demostracion sale por induccién. Sea k = 2, y observemos que

v3/2

26‘03/2 _
- Jul )

Brdu,

Bo = py — 0<=>ﬁl=:i: 2 (Cll)

Tomando 8, = \/2%{3 se tiene la unica solucién positiva. Sean 85 > 35 > ... > gk =0

la tnica solucién de (C.1), (2.19). Se quiere probar que (C.1) con n = k + 1 tiene sélo una
solucion que satisface (C.2). Por el lema 10 existe un S* > 0 tal que el correspondiente
B, > 0. Por hipétesis se tiene §f > --- > 85 =0y por lo tanto

kK _ ok _ 2AI:+1 - _ 2Ak+l <
Br1 = B Ao, A, 0.
Por el lema 11, para 3; > ¥ se tiene que (x4, es una funcién creciente continua de 3,. El
argumento anterior muestra que esta funcién continua es negativa o nula para §; = g%,
y positiva para 8; = A. Por lo tanto, se anula para un tnico f; € [F, B]. Como para
B, < jf algin §;, i < k + 1, debe resultar negativo, y para 8, > A7 resulta fi4y > 0,
existe un unica solucion positiva de {C.1), (C.2). O

, blé
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