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Abstract

In this work, we present and analyze a new numerical method for the approximation
of solutions of the nonlinear parabolic partial differential equations ut = a(u)n for very
general nonlinearities a.

The method is based on the approximation of a by means of a piecewise constant
maxima] monotone graph. We prove that the solution corresponding to this new consti­
tutive relation can be expressed in terms of the solution of a system of ordinary differential
equations.

We present a detailed analysis of the properties of the resulting system of ordinary
differential equations and give several numerical examples of application of the proposed
technique. In particular, we demonstrate the method on the heat equation, the porous
media equations, and Stefan problems.

Finally, we develop error estimates based in the comparison of solutions corresponding
to two different constitutive functions a. These estimates are obtained by means of a
suitable extension of the Kruíkov technique for nonlinear hyperbolic conservation laws.

Resumen

En este trabajo se presenta el desarrollo y análisis de un nuevo método numérico para la
aproximación de soluciones de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales del tipo de
difusión no lineal, ut = Mu):I con a muy general.

El método está basado en considerar aproximaciones de a(u) por grafos maximales
monótonos no decrecientes constantes a trozos. Se demuestra que, para ciertos datos
iniciales, la solución del problema aproximado puede construirse explícitamente, a partir
de la resolución un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Se presentan numerosos ejemplos de aplicación de esta técnica a la resolución de di­
ferentes problemas clásicos de difusión no lineal, así como un análisis detallado de las
propiedades del sistema aproximado.

Finalmente, se desarrolla una teoría de convergencia, basada en obtener estimaciones
de la diferencia entre las soluciones de ecuaciones de difusión no lineal con distintos a,
mediante una extensión adecuada de las técnicas de Kruíkov de duplicación de variables
para analizar leyes de conservación hiperbólicas no lineales.
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Capítulo 1

Introducción

El problema que motiva este trabajo es la aproximación de soluciones del problema de
Cauchy para ecuaciones en derivadas parciales de tipo parabólico no lineales de la forma:

ui = a( ):r:c en IR X [0, T),

{ U(.ï,0) Z uo(:1:) v1; e lR, (1.1)

donde a(u) es, por ejemplo, una función continua no decreciente.
En este trabajo se desarrollará un nuevo método de aproximación de soluciones de la

ecuación (1.1), en una generalidad que permitirá que la función a(u) sea un grafo maximal
monótono, que posee una serie de características únicas.

El método está basado en aproximar la función constitutiva a(u) por un grafo maxima]
monótono constante a trozos ad. De este modo, se reemplaza el problema original (1.1) por
un problema aún más singular. Sin embargo, las soluciones de este nuevo problema tienen
la notable propiedad de que, para cierto tipo de datos iniciales, se reducen a funciones
constantes a trozos, con curvas de discontinuidad que satisfacen un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias muy similar a las condiciones de Rankine - Hugoniot en leyes
de conservación hiperbólicas. Por lo tanto, la solución aproximada se obtiene integrando
numéricamente dicho sistema de ecuaciones ordinarias. Una versión preliminar del método
apareció en [4]; mientras que en [2], [9], se exponen ideas relacionadas con su motivación.

Además, desarrollaremos estimaciones de la diferencia entre dos soluciones correspon­
dientes a dos ecuaciones de la forma (1.1) con distintos a. De este modo, podremos
analizar la convergencia de las soluciones aproximadas correspondientes a ad, a la solu­
ción correspondiente a a, a medida que la diferencia entre a y ad se hace pequeña en un
sentido apropiado.

Muchos ejemplos importantes en las aplicaciones caen dentro de este marco general;
los más conocidos son la ecuación del calor (a(u) = u), la ecuación de medios porosos
(a(u) = u’", m > 1), y los problemas de Stefan o de cambio de fase, donde a es constante
en algún intervalo (por ejemplo,

u OSuSI,
a(u)= 1 1511,52, (1.2)

u-l 2511500,

11



12 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

para un problema de Stefan a dos fases).
Si a’(u) no se anula para ningún valor de u, la ecuación se dice no degenerada. En

cambio, si a’(u) es cero, se dice que la ecuación degenera. En este caso es típica la aparición
de interfases o fronteras libres en la solución, correspondientes a las curvas de nivel de los
conjuntos donde a’(u) = 0. En el caso del problema de Stefan, dichas curvas delimitan
los conjuntos donde el material pasa de estado sólido a estado líquido, por ejemplo. Para
el caso de la ecuación de medios porosos, donde a’ = mum’l se anula para u = 0, las
fronteras libres corresponden a la evolución del soporte. Una característica notable de las
soluciones de esta ecuación, es que poseen soporte compacto para todo t > 0, si el dato
inicial tiene soporte compacto. Esto contrasta con el comportamiento de la ecuación del
calor, por ejemplo, donde inmediatamente el soporte se extiende hasta infinito.

La presencia de interfases puede comprenderse cualitativamente si se escribe la ecua­
ción en la forma:

u, = a’(u)um + a(u)"uÏ, (1.3)

y se observa que cuando a ’(u) = 0 el término correspondiente a una difusión (derivadas
de segundo orden en 3:)se anula, y resulta una ecuación de primer orden de tipo Hamilton­
Jacobi [25, 3, 23].

En los conjuntos correspondientes a a’(u(:r,t)) = 0, además, las soluciones pueden
no ser suaves, y por lo tanto la ecuación (1.1) debe ser entendida en un sentido débil
adecuado (ver por ejemplo [63, 64, 65, 66, 68, 69, 62]).

El abordaje que será más utilizado en esta tesis es el que proporciona la teoría de
semigrupos no lineales, desarrollada para el caso que nos interesa principalmente por
Brézis, Bénilan y Crandall (ver por ejemplo los trabajos de review [30, 31, 32]). La
ventaja que tiene este marco tan abstracto, es que es posible dar sentido a la ecuación
(1.1) en un contexto muy general, donde a es un grafo maxima] monótono.

Hay pocos ejemplos en la literatura de resultados de continuidad de las soluciones de
problemas parabólicos generales, con respecto a variaciones en sus coeficientes. Los más
relevantes al estudio que nos interesa se hallan en los trabajos de Bénilan y Crandall [20],
Nochetto [33], y Cockburn y Gripenberg [15]. En el primero, los autores demuestran en
condiciones muy generales que si ad —>a, las soluciones correspondientes a ad tienden en
Ll a las soluciones correspondientes a a. Nochetto [33] analiza la diferencia entre solu­
ciones de problemas parabólicos degenerados y las soluciones a problemas regularizados
estrictamente parabólicos.

Cockburn y Gripenberg desarrollan una extensión de la técnica de Kruíkov y Kuznet­
sov de duplicación de variables [17](originalmente aplicada al caso de leyes de conservación
hiperbólicas) al caso de ecuaciones parabólicas degeneradas. Sin embargo, los resultados
de [15]no son aplicables al contexto del presente trabajo, pues requieren de una suavidad
en a que no es adecuada para nuestros propósitos. En este trabajo extendemos los re­
sultados obtenidos con la técnica de duplicación de variables al caso en que las funciones
constitutivas pueden ser grafos maximales monótonos.

Este trabajo esta organizado como sigue: en las secciones 1.2 y 1.3 resumiremos los
resultados de la literatura respecto del tipo de ecuaciones considerado que serán utilizados
más adelante, y los referentes a su resolución numérica, respectivamente.
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El Capítulo 2 está dedicado a presentar una motivación del método propuesto, así como
dos derivaciones formales diferentes, cada una enfatizando distintos aspectos de interés.
Además, se demuestran una serie de propiedades importantes del algoritmo propuesto,
como la conservación de la integral, y un teorema de comparación. Además, se analiza en
detalle el problema de Dirichlet en la semirrecta para la ecuación (1.1) con dato inicial
nulo, y se demuestra una fórmula implícita para las soluciones al problema con ad un
grafo maxima] monótono no decreciente constante a trozos, análoga a la discutida por
van Duyn y Peletier [12], Atkinson y Peletier [13, 14], para el problema con a(u) una
función suave, y por Bouillet [6, 7], Bouillet, Saravia y Villa [8], Korten [10, 11] para
coeficientes a más generales. De esta fórmula implícita se deducen condiciones para que
las soluciones autosimilares tengan soporte acotado uniformemente. En esas condiciones,
del teorema de comparación resulta que cualquier solución con dato inicial de soporte
compacto y constante a trozos, tiene soporte acotado uniformemente (independientemente
de lo cercana que esté ad de a).

En el Capítulo 3 se describe una implementación del método numérico propuesto,
esencialmente destinada a analizar y comprender sus ventajas y desventajas. Para ello
se aplica el método a una amplia variedad de problemas, como soluciones de Barenblatt
para la ecuación de medios porosos, el problema de Stefan a dos fases, problemas con
tiempos de espera, soluciones autosimilares en la semirrecta, etc, que presentan muchas
de las características distintivas de las soluciones de ecuaciones de difusión no lineales. En
los casos donde la solución exacta es conocida, se hace una comparación detallada de las
soluciones numéricas con las exactas, tanto de la diferencia en L1(IR) como del error en
las interfases. En la mayoría de los casos considerados ambos errores son proporcionales
a A, el tamaño de la partición de u en la discretización de a(u), aunque el orden de
convergencia puede ser mejorado cuando la solución exacta tiene soporte compacto. Este
análisis de error permite comparar el método propuesto con otros métodos existentes en
la literatura, así como guiar la teoría de convergencia que se desarrolla en el Capítulo 4.
Además se muestra una extensión del método propuesto a más dimensiones espaciales con
simetría radial.

En este último capítulo se extienden trabajos previos de Cockburn y Gremaud [16],
Cockburn y Gripenberg [15],obteniendo estimaciones de error en Ll de la diferencia entre
dos soluciones de dos ecuaciones de la forma (1.1) con diferentes a, para coeficientes a
muy generales. De este modo, se obtienen estimaciones de error para la solución, que
permiten acotar el error en L‘(|R) a tiempo T con la norma L1 del error del dato inicial
más términos proporcionales a A2/5. Se muestra además que en el caso en que el soporte
(le la solución u es compacto para 0 < t < T, el exponente se puede mejorar y conseguir
convergencia proporcional a AW.

Además, utilizando una técnica de Noclietto [35],se obtienen estimaciones de error en
medida en la posición (le la frontera libre suponiendo válidos resultados de no degeneración
(le las soluciones del problema exacto. En particular, para la ecuación de medios porosos
se obtiene estimaciones del error proporcionales a A(’"“)/2"‘.
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1.1 Resultados conocidos

La literatura matemática referente a extensionesdel concepto de solución clásica, adecua­
das para este tipo de ecuaciones, es extensísima, y difícilmente enumerable en su totalidad.
Asimismo son de gran interés los problemas de regularidad tanto de la solución como de
las fronteras libres.

Por un lado, los trabajos de Oleinik, Kalashnikov, y Yui-Lin [63], Alt y Luckhaus
[64], Gilding [65, 66], DiBenedetto [68, 69], DiBenedetto y Vespri [67], DiBenedetto y
Gariepy [62],describen distintas formulacionesdébiles y analizando la existencia, unicidad,
y regularidad de las soluciones, para ecuaciones bastante generales.

Además de estos trabajos generales,existe una gran cantidad de trabajos concernientes
a aplicaciones específicas, principalmente problemas de tipo Stefan [75], y la ecuación de
medios porosos [23].

Por otro lado, existe una vasta literatura concerniente a extensiones del concepto de
solución a espacios de funciones de variación acotada, originada en el trabajo de Volpert
y Hudjaev [70]. Este trabajo, sin embargo, contenía algunos errores, que fueron salvados
en trabajos posteriores [72, 71, 73]; ver también [74]para otra aplicación.

Resultados sobre la teoría clásica de ecuaciones parabólicas pueden encontrarse, por
ejemplo, en el libro de Ladyzenskaya, Solonnikov,Uralceva [41],y en el de Friedman
En particular, necesitaremos en lo que sigue (ver capítulo 4) resultados que garanticen
que las soluciones del problema de Cauchy considerado (1.1) satisfacen ciertas condiciones
de regularidad, al menos cuando el problema es -'nodegenerado. Para ello, haremos uso
del siguiente resultado de [41] (Teorema 8.1), adaptado al problema que nos interesa

Teorema 1 (Existencia, unicidad, y regularidad de soluciones para el caso no degenera­
do)
Sea u una solución del problema de Cauchy (1.1) en IRx [0,T].

Supongamos válidas las siguientes condiciones

1. uo(x) e H2+fi(Q) para cualquier Q e IR, y [Iuo[|oo< oo.

2. a ’(u) 2 0 para todo u.

3. Para cualquier cilindro acotado QT = DX(0, T), Q subdominio acotado de IRy S
M, la función a(u) satisface las condiciones:Para 5 M, a es diferenciablecon
respecto a u, con derivada continua, y tanto a ’ como a ” satisfacen una condición
de Hó'lder con exponente fi, y se satisfacen las desigualdades

u 5 a '(u) 5 u, 1/> 0, (1.4)

la ”(u)l s u, (1.5)

con constantes dependientes en general de QT.

Entonces, existe al menos una solución u(x,t) del problema de Cauchy (1.1) en IRx
[0, T], con [u(x,t)] 5 M, u e H2+B'1+5/2(IRNx [0, T]).
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Si además a es tres veces diferenciable con respecto a u, y satisface

Il < .
¿{'13la (u)l _u1N, (16)

III < I
¡{32,150 (u) _u2N, (17)

para N cualquiera, y con constantes ,ul, ¡“2en general dependientes de N, el problema de
Cauchy (1.1) tiene no más de una solución clásica acotada en IRx [0, T], con derivadas
de primer y segundo orden acotadas.

Si la condición 1. se reemplaza por el requerimiento ma’sdébil de un continua y acotada,
existe una solución acotada u(a:,t) E H2+fi'1+fi/2(QT)ñ C(IR x [0, T]) para cualquier
QT C (IR x [0, T]).

Resumiremos a continuación los elementos fundamentales de la teoría de semigrupos no
lineales, que será utilizada en este trabajo ya que permite dar sentido al problema de
Cauchy (1.1) en un contexto extremadamente general, en el que a(u) es un grafo maxima]
monótono. Excelentes panoramas de esta teoría se encuentran en los trabajos de Crandall
[30, 31] y Bénilan y Wittbold [32].

Recordemos la definición:

Definición 1 Un grafo maximal monótono a de IR—)IRes una aplicación, posiblemente
multiualuada, que satisface

(f1* f2,u1— U2) Z 0, VIUIJIL IU2,f2I G a, (1-8)

y tal que la imagen R(I + a) = IR, con I la identidad.

Definición 2 Una aplicación A : X —>2X (el conjunto de partes de X ) se dice un ope­
rador en X. En particular, las funciones X —)X se pueden identificar con los operadores
uniualuados, tales que Ax es vacío o esta’ compuesto por un sólo elemento.

Definición 3 El dominio de un operador, denotado con D(A), está compuesto por los
a: E X con imagen no vacía.

D(A) = {1: E X : A1: es no vacía}. (1.9)

El problema básico analizado mediante teoría de semigrupos no lineales, es el de
resolver el problema de Cauchy abstracto:

{ u’ + Au 3 0 en (0,T),um) = Ue. (1.10)

Definición 4 Sea A un operador, w e IR. Entonces A + wI es acretiuo (lo que denotare­
mos A E A(w)) si se tiene que:

(1+/\w)||:1:—í'|| S ||a;—.73+/\(y—1j)|| para todo 1:, 1‘:e X y G Arc, y e A93, y /\ 2 0. (1.11)

Si A + OI es acretiuo, se dice que A es acretivo.
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Definición 5 Sea A e .A(w). Entonces A + wI es m-acretivo si R(I + AA) = X para
/\ > 0 y Au) < 1.

Definición 6 Una ’solución buena’ (mild solution, bonne solution) del problema abstracto
de Cauchy (1.10) se define como una función u e C([0, T);X), con u(0) = ug, que
satisface:
Para todo 0 < To < T, y e > 0, existe:

1.0=to<t1<---<tn_¡<T05tn<T,t¿—t¡_1Separai=1,...,n,

2. 10,. ..,:I:,, e X, que verifican ||u0 —xoll 5 e, y

M+Aax30 parai=1,...,n, (1.12)
ti - ti-l

tal que

||u(t) —1:,-||5 e para t e (t¡_1,t,-], i = 1,. . . ,n. (1.13)

Es decir, una buena solución es una función continua que satisface la condición inicial, y
que es un límite uniforme de soluciones de los problemas aproximados producidos discre­
tizando en tiempo la derivada u’, con el esquema implícito (1.12), enteramente análogo al
método de Euler implícito para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias.

El resultado básico de existencia en este contexto probado por Crandall y Liggett
[43], fue el punto de partida para una teoría más general (ver por ejemplo los reviews
mencionados). Enunciamos a continuación un teorema de existencia y unicidad adecuado
para nuestros propósitos [44].

Teorema 2 Sea A + wI m-acretivo, uo G D(A). Entonces el problema abstracto de
Cauchy (1.10) tiene una única buena solución en [0, T].

Las soluciones buenas del problema de evolución (1.10) son, por definición, continuas,
pero no tienen en principio ninguna regularidad adicional. Es un problema importante
entonces, el de determinar bajo qué condiciones sobre el dato inicial uo e D(A) es posible
obtener una mayor regularidad. Con este objeto, se definen

Definición 7 Dado un operador A en X, :1:e X, definimos:

IIIA = inf{M 2 0 tal que 3(:1:,¡,yn) E A, con az"—>:c en X, ||an| S M}. (1.14)

Denotaremos como el dominio generalizado, D(A) [32], a

D(A) = {1:E X, con If.le < oo}. (1.15)

La relevancia de esta definición queda manifiesta por el siguiente resultado:
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Teorema 3 (ver Bénilan y Wittbold [32], Teorema 1 Sean A e A(w), o.)E IR, U0 E
D(A), u una buena solución del problema de Cauchy (1.10).

Entonces u es localmente Lipschitz continua en [0, T), y para cada t G [0, T) vale la
estimación

Ilu(t + h) - u(t)ll
hlim sup 5 e“‘|u(0)|A. (1.16)

h\,0

En los espacios de Banach con la propiedad de Radon-Nikodym, las funciones local­
mente lipschitz continuas son derivables, y por lo tanto las soluciones buenas del problema
de Cauchy, con dato inicial en el dominio generalizado D(A) resultan soluciones fuertes.
Sin embargo, el estudio que realizaremos en lo que sigue estará basado en L1, y este
espacio es uno de los ejemplos clásicos que no poseen esta propiedad [32].

La existencia de solución para el problema de Cauchy para (1.1) en este contexto tan
general, se obtiene a partir de la teoría abstracta de semigrupos no lineales [43, 30, 31, 32],
mediante uso de los resultados sobre ecuaciones elípticas semilineales desarrollados por
Bénilan, Brézis y Crandall [42]. La idea básica es que para cada g e L1(IRN),el problema

u —Av = g en D'(IRN), v(x) e a(u(x)) en c.t.p., (1.17)

tiene una solución u e L1 que es única dentro de una clase adecuada [42]. En particular,
vale el siguiente teorema (ver [20])

Teorema 4 Sea a un grafo maxima! monótono en IR,0 e a(0), y g e Ll(lRN Entonces

1. Si N 2 3, existe una única u E L‘(IRN), y una única v e MN/(N‘2)(IRN), que
satisfacen (1.17).

. Si N = 2 y 0 e intD(a), hay una única u e L1(IR2)para la cual existe v E Llloc(lR2),
con v(x) e a(u(x)) en c.t.p., Vv E M2(|R2)2, y que satisfacen (1.17).

te

3. Si N = 1, y Oe intD(a), existe una única u e L1(IR) para la cual existe v G Llloc(lR),
v(x) e a(u(x)), y que satisfacen (1.17).

Aquí M¡"(IRN) denota los espacios de Marcinkiewicz, o espacios LP débil, ver Apéndice en
[42].

Esto permite asociar con —A a(u) un operador Aa definido como

Aau = {f e L‘(|RN) tales que u es la solución de (1.17) con g = f + u}, (1.18)

para cada u E L1(|RN).
Los resultados de [42]demuestran además que el operador Aa así definido es m-acretivo

en L‘(IRN), con dominio denso en L‘(|RN La teoría general garantiza entonces la exis­
tencia de soluciones del problema (1.1) con dato inicial U0E Ll(|RN) [30, 31, 32].

La unicidad de las soluciones del problema de Cauchy para (1.1) en este contexto tan
general, así como la relación con la teoría de existencia, fue demostrada por Brézis y
Crandall [19].
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1.2 Métodos numéricos

El problema de aproximación numérica de las soluciones de ecuaciones de difusión no li­
neales de la forma considerada posee una enorme importancia tanto práctica como teórica.
Por esto mismo, la literatura sobre métodos numéricos para ellas, y sus aplicaciones, es
extensísima, tanto para ecuaciones generales [33,45], como orientada a algún tipo particu­
lar de problema (Stefan [49, 50], medios porosos [51, 59, 52, 36, 53, 57, 58, 55, 54, 56, 60],
por ejemplo).

Los métodos numéricos desarrollados para este tipo de ecuaciones pueden dividirse en
tres grupos principales, de acuerdo a la forma en que se tratan las interfases.

Por un lado, hay métodos en los cuales la interfase no aparece explícitamente, estando
en cambio oculta en la ecuación a resolver. A este tipo de método se llega por ejemplo
regularizando la función constitutiva a(u) y utilizando elementos finitos [36, 33, 45] o
diferencias finitas [53] para resolver el problema aproximado, o utilizando el marco abs­
tracto de la teoría de semigrupos [48, 47, 46, 50] (por ejemplo, para aproximar la solución
usando el esquema implícito (1.12)).

Entre las ventajas principales de este tipo de métodos está el que son naturalmente
multidimensionales. Sin embargo, la manera de recuperar las interfases, y su convergencia
al valor correcto, son temas de gran interés y que continúan abiertos en muchos casos
importantes. Esto es debido a que la convergencia de las soluciones no necesariamente
implica la convergencia de los conjuntos de nivel [51, 35]. Sin embargo, cuando la solución
del problema exacto no degenera cerca de las fronteras libres, Nochetto [35] demuestra
que es posible obtener estimaciones en medida del error de las fronteras libres a partir de
estimaciones en LP del error de las soluciones, a partir de una definición adecuada de la
frontera libre numérica (ver también la sección (4.3)). En una dimensión espacial, Hoff y
Lucier [51]demuestran convergencia en L°° de la solución de un esquema en diferencias a la
solución correcta, para la ecuación de medios porosos, y muestran cómo estas estimaciones
conducen a estimaciones de error de las interfases.

A la segunda categoría pertenecen los métodos que siguen interfases (front tracking
methods). Estos métodos están habitualmente basados en utilizar en forma explícita las
ecuaciones diferenciales ordinarias que gobiernan el movimiento de las inte’rfases. Tienen
la ventaja de que tanto las soluciones como las interfases pueden ser aproximados en L°°,
ver por ejemplo los trabajos de Di Benedetto y Hofl’[56], Hofi' [59], Mimura, Nakaki y
Tomoeda [54],y Tomoeda y Mimura [55]. Sin embargo, son intrínsecamente unidimensio­
nales, debido a la gran complejidad del problema de seguir interfases en más dimensiones.
Además, muchos resultados se obtienen sólo para la ecuación de medios porosos, pues
utilizan propiedades de homogeneidad del operador Au’".

Este mismo tipo de limitaciones tienen los métodos pertenecientes a la tercer categoría,
que llamaremos métodos de transformación. En este caso, la idea básica consiste en
encontrar transformaciones que conviertan el problema en un problema de valores iniciales
y de contorno en un dominio fijo (es decir, hacer desaparecer la interfase mediante un
cambio de variables). A esta categoría pertenecen por ejemplo los trabajos de Rosen [61],
Berryman [58], Gurtin, MacCamy y Socolovsky [60], Bertsh y Dal Passo [57].
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El método presentado en esta tesis puede ser deducido como un método de malla móvil
(ver sección (2.3)), donde en vez de aproximar la solución en puntos fijos del espacio, se la
aproxima en en ciertos valores que van evolucionando en el tiempo (ver por ejemplo [76]y
las referencias allí consignadas). De este modo, habitualmente se logra una mejor captura
de las interfases, o de las discontinuidades de la solución. Sin embargo, el método que
se presenta aquí presenta también grandes similitudes con los métodos de seguimiento de
interfases (’front-tracking’), puesto que aproxima las curvas de nivel de la solución.
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Capítulo 2

Método básico

En este capítulo se presentan dos deducciones diferentes del mecanismo básico de apro­
ximación que se desarrolla en este trabajo, y se demuestran una serie de propiedades de
las soluciones aproximadas, que poseen interés intrínseco, y que serán utilizadas en los
capítulos posteriores.

Ambas deducciones tienen interés independiente, pues resaltan distintos aspectos del
método de aproximación propuesto, y conducen al mismo sistema de ecuaciones diferen­
ciales ordinarias.

En la primera de las deducciones presentada se muestra cómo suponiendo que la
función constitutiva a(u) es una función escalera, aparece naturalmente un problema no
clásico cuya solución es una función constante a trozos donde las curvas de separación
entre intervalos de constancia satisfacen un sistema de ecuaciones diferenciales análogo
a las relaciones de Rankine-Hugoniot para ecuaciones hiperbólicas. De este modo, la
solución exacta de este problema aproximado puede obtenerse integrando en tiempo el
sistema de ecuaciones diferenciales que da la evolución de los saltos de la solución u.

En la segunda deducción se muestra cómo el mismo sistema puede obtenerse mediante
una construcción como la que se utiliza para desarrollar métodos de mallas móviles. En
este formalismo se pierde de vista que se trata de una solución exacta de una ecuación
en derivadas parciales en algún sentido aproximada a la original, pero es más evidente
que el método propuesto puede entenderse como un miembro de una familia de métodos
de malla móvil, donde la función u se aproxima en el espacio de funciones constantes
a trozos, y v = a(u) en el espacio de funciones continuas lineales a trozos, y que otras
elecciones de espacios conducen a una variedad de métodos distintos.

2.1 Motivación. Un problema aproximado

Consideremos nuevamente el problema (1.1):

ut = a(u)31) (mat) e IR X IR>0)

l amo) = uno),

21
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 2.1: Funciones a(u) = u3 y regularización con e = 0.01 de su aproximación por
una función a saltos correspondiente a d = 0.1.

para el caso típico de la ecuación de medios porosos, a(u) = u'", m > 1. Para fijar ideas
utilizaremos el caso m = 3.

Consideremos ahora el problema ’similar’correspondiente a una función constitutiva
af,(u), como la mostrada en la figura 2.1. Esta función fue obtenida aproximando la
identidad por una funciónf no decreciente,constante a trozos, regularizandof
para obtener una aproximación continua f‘, y finalmente calculando af,(u) = a(f‘(u)).
El parámetro d regula entonces cuán exactamente la función f (u) aproxima a la identidad,
y el parámetro e describe cuánto se acerca f‘ a la función a saltos f.

En particular, la expresión usada en los ejemplos numéricos que siguen es:

e _ d (u-d(lu/dl—1/2)), 1
f —d[u/d]+ 5 (1+tanh( e ,tanh(2%)),

donde los corchetes denotan la parte entera. La regularización a3(u) = (_}"‘(u))3corres­
pondiente a e = 0.01, d = 1/10 se muestra en la Figura 2.1.

Utilizaremos como ejemplo las soluciones autosimilares de Barenblatt (ver apéndice
A). Para m = 3, y t = 0, se tiene uo(m) = V1- 3:2. Con este dato inicial las solu­
ciones correspondientes a a(u) = u3, y af,(u), calculadas por diferencias finitas con una
discretización muy fina hasta t = 1 se muestran en la figura 2.2.

Notar que la solución del problema af, es prácticamente constante a trozos, y que los
valores que toma la solución u en los intervalos de constancia son justamente aquellos
donde la función a‘(u) tiene un salto, y, recíprocamente, que donde la función u salta la
función a‘(u) es prácticamente constante. Este comportamiento sugiere que la función
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0.a
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0.5 - d=0.1
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Figura 2.2: Solución de Barenblatt para a(u) = u3, a t = 1 (trazo grueso), comparada
con la solución por diferencias finitas a t = 1 del problema con función constitutiva a3(u),
con e = 0.01 y d = 0.1 (trazo fino).

0.12 ­

0.1 ­

0.08 ­

a("(1.0)

0.06 ­

0.04 ­

Figura 2.3: Gráficos de a(u) a t = 1 para la solución de Barenblatt con m = 3 (trazo
grueso), y de la solución numérica por diferencias finitas a t = 1 del problema con aá(u),
como funciones de :c (trazo fino). c = 0.01, d = 0.1.
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)X

«¿(uom)

Figura 2.4: Derivada numérica de a;(u(z)) para el problema con función constitutiva una
escalera, e = 0.01, d = 0.1.

a‘(u(z)) debiera ser suave, lo que se verifica evidentemente en la figura 2.3. Consideración
del problema límite, donde efectivamente u es constante a trozos, sugiere que a(u(:c,
debiera ser una función lineal a trozos. Esto se puede ver en el ejemplo con la solución
correspondiente a a;(u), derivando numéricamente la solución por diferencias finitas (ver
Figura 2.4).

Por último, nótese que a medida que e se hace más pequeño, la resolución numérica
del problema e aproximado se hace cada vez más difícil utilizando diferencias o elementos
finitos. Esto se debe a que la difusividad máxima es proporcional a 1/c, y por lo tanto
el radio espectral del sistema de ecuaciones que se debe resolver diverge. Esto obliga a
la disminución del paso en tiempo si se utiliza un método explícito. Además la solución
presenta variaciones muy rapidas cerca de las discontinuidades, y es necesario utilizar
discretizaciones muy finas tanto en :1:como en t para poder resolverlas.

Esto constituye una motivación adicional para considerar el problema límite para
e —>0, donde a¿(u) es realmente una función a saltos creciente, y que veremos admite
una formulación elegante y mucho más simple de resolver.

2.2 Solución exacta del problema con a(-) escalera
En lo que sigue escribiremos indistintamente el problema de Cauchy considerado en la
forma (1.1), o en la forma

u, = Av , E ,Ü(U),

{ u(:r,0) = um), u (2'1)

con fi = of1 en el sentido de grafos.
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“¿(u)

Figura 2.5: Esquema del grafo maximal monótono constante a trozos ad(u).

Supongamos, además, que a = ad es un grafo maxima] monótono constante a trozos,
con saltos correspondientes a los valores u = U,-,U1 < U2 < < UJ-< Denotemos
con V,-a los valores que asume ad(u) en cada uno de los intervalos de constancia, ver
Figura 2.5.

De acuerdo a lo observado en la sección precedente, vamos a suponer que v(z, t) =
ad(u(a:, t)) es lineal a trozos y continua como función de :c. La condición de compatibilidad
u e fid(v), fid = ag‘, implica entonces que u es una función discontinua, constante a
trozos, y que toma en cada intervalo de constancia uno de los valores Ui. En lo que sigue
supondremos que las discontinuidades de u están ubicadas sobre curvas suaves 1:,(t),
y mostraremos que para que la función resultante sea una solución de la ecuación en
derivadas parciales, las curvas a:,-(t)deben satisfacer un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias, análogo a las condiciones de Rankine-Hugoniot en leyes de conservación (ver
por ejemplo [77, 78]).

Estas condiciones de salto han sido ya consideradas en el contexto de soluciones de
variación acotada (le ecuaciones parabólicas degeneradas con un término de transporte
[21, 70].

Para describir la solución u, v del problema correspondiente a ad utilizaremos la si­
guiente notación. Llamaremos zm,i = 1, . . . ,n a las curvas de discontinuidad de u. El
valor constante que toma u en el intervalo :5 G (¿than-+1)se llamará ¡HH/2 (recordar que
este valor debe ser igual a alguno de los Uj). Como estamos suponiendo, en base a las ob­
servaciones de la sección precedente, que la función v es lineal en cada intervalo (:c,,:v,-+1)
y es continua en 2:, queda determinada por los valores que asume en los puntos 12.-(t),que
serán denotados con vi. Notar nuevamente que estos valores no son arbitrarios, sino que
corresponden a alguno (le los valores permitidos VJ-de la discretización. Además, como el
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énfasis en este trabajo está puesto en resultados en L‘, supondremos que tanto u como v
tienen soporte compacto, lo que se refleja. en las condiciones v1 = vn = 0, y la convención
U1/2 = Un+1/2 = 0­

Con esta notación, podemos enunciar el resultado principal de esta sección.

Teorema 5 Sean u y v como antes. Entonces, si las interfases z¿(t) satisfacen el sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias

. 1 ’Ug-‘Ulz =-——
Uri/2 - U1/2 172- Il

. 1 vi+l"vi Ui-vi-l .
mi: — z=2,...,n—1, (2.2)

Ui+1/2 - ui-1/2 Ii+1 — Ii 173i— ¿Bi-1

1 vn —vn-l
n _

Un+1/2 —un-l/2 In —Jin-1

u y v resultan soluciones del problema 1) con fl = fld, y un dato inicial uo(:v)constante
a trozos y con saltos en 13(0), en el sentido de D'. Es decir:

T
= 2.

/0 [IR (ucp, + v A <I>)d1:dt+ [Ru(a:,0)<1>(z,0)d:c o, ( 3)

para toda <I>(:I:,t)6 C8°(IR x [0,T)).

Dem. Podemos asumir que no se produce ningún cruzamiento de interfases hasta el
tiempo T. De ocurrir, se repite el argumento que se detalla a continuación en cada uno
de los intervalos entre cruces, hasta llegar a t = T.

La demostración que sigue es esencialmente igual a la que da las condiciones de
Rankine-Hugoniot en el contexto de leyes de conservación [77].

(21:,0)d>(a:,0)dz =
T

[O/IR(u<I>¿+vA<I>)d:cdt+ ¡Ru

n-l T :I:¡+¡(l) tbn“)

= ui+l/2@td2+ / v¡+¡/2(z,t)<1)udzI¡:1 ¡(0 :i t

"-1 3i+1(0)

+2/(0) Ui+1/2‘I’(ïï,0)dï,I.‘i=1

donde se usa la notación vi+1/2(a:,t) para la restricción de la función v(:1:,t) al intervalo
(a:,-(t),:z¡+1(t)). Integrando por partes en :c en cada intervalo (a:¡(t),a:,-+¡(t)) el término
en <1)”, y recordando que por ser v lineal en cada intervalo tenemos (v¡+1¡2(:z:,t))x=
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l

0,1
T T ( )

(má,- (w x’ (t)

//(-1,5(¡(t))// xmw (1,-)9+1(t))
0 I/(1,-¡9+1(t»//

Figura 2.6: Región de integración, mostrando las normales utilizadas para aplicar el
teorema de la divergencia.

(ul-+1- vi)/(z,-+1 —Ii), se obtiene:

T

jr; [IR (adn + v A (D)dIdt + flR u(a:, 0)<I>(1:,0)d1;=

"-1 T Ii 1(t) ’U' -'U'

= z / f + [u¿+1/2<I>t— oz]dxdt+¡:1 0 :1:¡(t) Ii+1 — (Ei

T "-1 =¡+1(0)

+/0 [valium-+1»)—vi<bz(zi,t)1dt+z/(o) nal/Mama.i=l zi

Como ui+1/2 no depende de t, podemos utilizar el teorema de la divergencia en la
integral doble, obteniendo una integral curvilínea sobre los bordes de la región delimitada
por (m¿(t),z¿+1(t)), y t = 0, T (ver Figura 2.6):

/OTÁR(th + v A e) dxdt + /IR u(:v,0)<p(g;,o)“ =

n-l . _ v.

: (—&H—‘<I>,ui+1/2<I>)' ñ‘l‘i=l r ïi+1 — ÏCi

'r "-1 2.- (o)

+/0 [vi+1‘Í’:(-Ti+1,t)-Ui‘Ï’:(ïBi,t)ldt+2/“: Ui+1/2‘Ï’(3,0)dï­i=l :i

Utilizando los valores de las normales dados en la Figura 2.6, cancelando las contribu­
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ciones del dato inicial y utilizando el hecho que <I>(:1:,T)= 0, se obtiene:

for [IR (qu + u A o) dzdt + [IRu(:c,o)<1>(1;,om =

n-l T 1 v. _ v. l

=— ©(Ii+1,t)— _ui+l/2xi+l] +i‘l ‘/1 + .13?“ Ii+1- Ii

v. _ v. .

L - u¡+1/2-75i]dt+
n-l T 1+ j sz.,t__
iz; ° (t )‘/1+:i:¡?[Ïi+l_3i

n-l T

+ z [o [v¿+1<I>3(a:,-+1,t)—mom-,0] dt.i=l

Observemos ahora que la última suma en el miembro de la derecha es telescópica, y que
vn = O= ul. Reacomodando los índices de la primera sumatoria, se obtiene finalmente:

for/IR(u<1>;+ v A <1>)da:dt+ (z, o)<1>(x,o)“ =¡Ru

U _'U _

2 l + 113/2171 dt += ÁT‘Ï’ÜIÜLÜJÏ? [1:2- ¡51

11-91:­
+/T<I>(z(t)t); —-”—‘—u á:(t) dt+o n 1 In_zn_l n-l/2n

+ï/T@(z.(t) o FL [i’m " v" —”"’ “"1 + (u- 12 —u- 12)á:-(t) dt = o{:2 o i 1 1 1+i? Ii+l_zi zi_zi_l l+/ i—/ 1 a

donde la última igualdad sale recordando la convención u1/2 = uuu/2 = O,y utilizando el
sistema de ecuaciones 2.2. De este modo obtenemos finalmente (2.3). El

Observación 1 Nótese que el término de interacción de una interfase con la otra, en
el sistema de ecuaciones (2.2), se anula si ambas limitan por derecha e izquierda un
máximo o un mínimo local de u (pues si an y mi“ limitan un máximo o un minimo de
u, vi“ —v,-= 0 Además, la interacción acopla sólo interfases vecinas. Por lo tanto, las
ecuaciones que gobiernan interfases a ambos lados de un máximo o un minimo local no
están acopladas entre si. Esto será útil para simplificar algunas de las consideraciones en
lo que sigue.

Si dos interfases contiguos no limitan un máximo o minimo local, el término de in­
teracción tiene un signo que hace que las interfases se rechacen entre si. En particular,
esto dice que el soporte de la solución es estrictamente creciente. Una determinación más
precisa del soporte saldrá como consecuencia del ejemplo 1 y del principio de comparación
(Lema6
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Lema 1 Sean xk, xk“, . . ., zk+m las interfases correspondientes a una porción monótona
de u (es decir, separadas por máximos y mínimos de Entonces, la restricción del
sistema de ecuaciones diferencialesordinarias a i e [k,k + m] tiene una única
solución que satisface Ik(to) < :ck+¡(to) < < zk+m(to), to E IR, y que existe para todo
t G (to, +00).

Dem. Sea Q e IR'"+1 el abierto Q = {x e IR"1+1: 1:1 < 9:2 < < zm}. Clara­
mente, para cualquier dato inicial xo = (zk(to), . . . ,zk+m(to)) e Q la función que da el
sistema de ecuaciones diferenciales es continua y Lipschitz respecto de :1:en un entorno
de xo. Por el teorema de extensión de soluciones de ecuaciones diferenciales, de haber
un intervalo maxima] de existencia de la forma (to —e, b), b < +00, debe ocurrir que
(Ik(t),...,1k+m(t)) —) 89 cuando t —> b‘. Es decir, o bien 33'e [k,k + m -1] tal que

:cJ-+¡(t)—xj(t) ti; O,o bien xk+m(t) ti; +oo, o bien zk(t) ti; —oo.Todos estos casos
se reducen al mismo análisis, que se detalla para el caso :ch —>+00.

Si xk”, ti; oo, su derivada debe tender a infinito,

1 vk+m _ vk+m—l t-rb‘
Ïk+m Z —) +00,

uk+m+l/2 _ uk+m—l/2Ik+m - Ik+m—l

e b­
y por lo tanto Ik+m —xk+m_1 l) 0. Pero entonces, como

1 Uk+m '- vk+m—l _ vk+m—l -' vk+m—2Ïk+m—l = — ’
Uk+m—1/2 r' uk+m—3/2 17k+m- Ïk+m—l Ik+m—1 - 17k+m-2

. . . t-)b_ t-Db’
se tiene que o bien zk+m_1 —) —oo (lo cual es absurdo pues Ik+m —> +00 y zk+m —

. t—)b_ . . . .
:ck+m_¡ —) 0), o bien xk+m_1 —xk+m_2 —) 0. Repitiendo la misma argumentamón, se

t b' . . t-ib‘
llega a que 12k“ —xk l) 0, lo que implica que xk —) +oo y que

1 Uk+1 - 'Ük t-bb‘
— ——) —oo,

uk+i/2 - Uk-i/z 13k+1- II:
ik:

absurdo. El

Como consecuencia de los argumentos expuestos en la demostración anterior, se tiene
el siguiente corolario.

Corolario 1 Las interfases sólo se intersecan en los máximos o mínimos de u.

Observación 2 Cuando dos interfases se intersecan en un máximo o un mínimo de u,
el conjunto de nivel que delimitan debe desaparecer, y ambas interfases son eliminadas.
Notar que este procedimiento produce discontinuidades en t también para u, aunque v sea
siempre lineal a trozos y continua en 1:. Ver ejemplo 1.

Observación 3 Si el dato inicial tiene soporte compacto, el soporte de la solución numé­
rica es compacto para todo t, y está determinado en forma natural por las interfases donde
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u salta de U1 a cero. Esto constituye una ventaja sobre otros métodos (diferencias finitas,
elementos finitos), que por tener alguna disipación adicional producen un soporte poco
determinado, y que debe ser calculado mediante eztrapolación a partir de un conjunto
donde u = 6, para algún ó adecuado (ver más en la sección 4.3).

Observación 4 Notar que la evolución continu’ahasta que toda la masa inicial está dis­
tribuida a nivel U1. Mediante el uso de la conservación de la integral de u durante la
evolución (ver Lema 2), esto proporciona una cota para el soporte de la forma M/U1,
donde M es la masa (integral en IR) del dato inicial, y U1 es el primer valor no nulo de la
discretizacio'n del rango de la solución u. Más adelante será necesario obtener una cota
para el soporte de la solución a tiempo t, que sea independiente de la discretización de
a(u), es decir, que sea independiente de U1 (ver teorema 8).

Observación 5 El nu’mero de interfases de u es siempre par para un dato inicial con
soporte compacto (por cada interfase donde u salta hacia arriba, hay una donde salta
hacia abajo). El caso de 2 interfases es trivial (no hay evolución). El siguiente ejemplo
muestra la solución exacta en el caso de 4 interfases.

Ejemplo 1 (Solución exacta para cuatro interfases) Para cuatro interfases la so­
lución u consta de dos niveles, correspondientes a U1 y U2. Es decir, u3/2 = U1 = u7/2,
u5/2 = U2. Además, v es lineal a trozos, y vale v1 = 0, v2 = V1, v3 = V1, v4 = 0. (Ver
Figura 2.7).

El sistema de ecuaciones a resolver es entonces:

' . 1 112 -' v1-— i
ita/232 - Ii

1 v2 — v11:2=——,
its/2 — ita/2 12 - 171

< (2.4)
1 'U4- v3_——_ y

“7/2 - its/2 334— 153

1 U4 -‘U3
.4 '

i -'U7/2 374- Ia

Nótese que las ecuaciones para ¿1:1y Ig no contienen referencia a 1:3 y 1:4, y viceversa,
debido a que esta'n separadas por un máximo de u, y que las ecuaciones para 1:1 y 3:4, y
para 2:2y 9:3, son análogas. Vamos entonces a resolver por ejemplo para 3:3y 1:4, y aplicar
el resultado también a la determinación de 1:1y 1:2.

Multiplicando la ecuación para 3:3por óua = (um - u5/2), y la ecuación para 11:4por
6u4 = ug/2 —u7/2 =_—u7/2, y sumando, se obtiene (caso particular de conservación de la
masa, véase ma’s abajo el lema 2):

(51131133+ ¿U4IÍ74 = 0,
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Figura 2.7: Solución u del ejemplo 1 para el caso simétrico.

lo que implica que esa cantidad no cambia, y es por lo tanto siempre igual a la inicial:

6U31L‘3(t)+ 6U4I4(t)= C = (SU3III3(Ü)+

Despejando x3(t) = (C —6U4I4(t))/6U3, y reemplazando en la ecuación diferencial para
x4, se obtiene fácilmente la solución:

= 5u313(0)+óu4z4(0)+ JO U4- U36U3+ _ 33(0))26u2
t ‘t II u

x4( ) ¿U3 + ¿U4 ¿U3 + ¿U4 ¿U4 ¿U3 + ¿U4 3

De aqui

6u31cg(0) + 6u4x4(0) o v4 ——v3 ¿uh m4(0) —x3(0) 2= _' u u 6 2.
xau) ¿ug + óu4 6113+ 6114611,3 + ¿U3 + ¿U4 U4 ( )

Análogamente se obtiene la solución para 3:1y 3:2.

En el caso en que la discretizacio'n en U es uniforme, se tiene ¿ul = 611,2= -—6u3—
*óu4 = (Su = U1. Además v2 — v1 = —(v4 — v3) = (SU. En este caso las soluciones
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adquieren una gran simetría y sencillez:

_ 131(0)+ 22(0) ¿o (a: (0) —at1(0))2Il(t)_—2—— ñt+2—4—,

me)= + :7?+_(32<0>121mm,

1:3(t)= M _ gt + _.(z4(0):133(0))2,

_ 33(0) + 24(0) óv (24(0) —:1:(0))2mt)—f +fi __43_.
Como se mostró en la observación 1, las interfases ¿1:1y 3:4 se mueven ’hacia afuera’
del soporte, mientras que 22 es estrictamente creciente y 1:3 estrictamente decreciente.
Existe además un tiempo t‘ en que 1:2(t‘) = 2:3(t‘), y por lo tanto esas dos interfases se
intersecan y deben ser eliminadas. Para el caso simétrica 21(0) = —x4(0), 1:2(0) = —:I:3(0),
3:2(t’) = 11:3(t‘) implica:

t‘ = 2-3340)“ (2.8)
Es decir, luego de un tiempo finito desaparece la meseta de altura U2, y la evolución se
detiene.

2.2.1 Algunas propiedades del método
Lema 2 Conservación de masa. La masa total de la soluciónu

M = Zn:(ha) —z¡-¿(t)) ui-1/2, (29)
í=2

5€ conserva.

Dem. Basta ver que la derivada de M respecto del tiempo es cero. Es decir:

n n n

MU) = z (¿i7¡(t)- á:¡_¡(t))Ui-l/z = zii(t)ui—1/2 —zii-¡(ÜUi-m
i=2 i=2 i=2n n-l

= zi:¡(t)u¡_1/2 - z Íi(t)ui+l/2
i=2 i=l n-l

= ¿Gun-U2- ¿1113/2+ z mi“) (ui-l/z - “HI/2) =
i=2 ln­

vn - 'Un—1 112— v1 vi+1 — 'Ui vi - iii-1=— +— — —_— =0. Ü
¿En — ¿En-1 332 - 171 ¡:2 17i+1 — Ii 13- ¿Ei-1
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Sean u, v y ü, 1')soluciones del problema (2.1), de la forma asumida en el teorema 5. Es
decir, u y ü son funciones constantes a trozos, asumiendo valores u,-+1/2, i = 1, . . . ,n —1,
{LJ-+1¡2, j = 1,. . . ,ñ —1 respectivamente, y con intervalos de constancia separados por
curvas 1:,(t), ¡:J-(t) respectivamente. En el siguiente teorema se demuestra que si una
está por debajo de la otra a tiempo inicial, entonces está por debajo para todo tiempo
posterior.

Teorema 6 (Principio de comparación) Sean u y ü como antes. Entonces, si para
t = O se tiene u(:r, 0) 5 ú(1:,0), VII:e IR, entonces u(:c,t) 5 ü(:c,t) para todo t > 0, y todo
I.

Dem: Para demostrar lo deseado, basta ver que si 1:,-y íj limitan a la derecha (izquierda)
intervalos de constancia de u y ü respectivamente, correspondientes a una misma altura
Uk, entonces :5,(t) 5 Íj(t) (am-(t)_>_:EJ-(t)) para todo t.

Consideremos el primer caso. Claramente interesa sólo la situación en que tanto 3:,­
como 131-pertenecen a porciones decrecientes de u y ü respectivamente. Por lo tanto, se
tiene

ui+1/2 —ui-l/2 = Üj+1/2 —Üj-i/z = ¿u < 0­

Razonando por el absurdo, supongamos que 3 t‘ donde dos interfases z.- y :Ïj en las
condiciones anteriores se cruzan por primera vez. Para ello, debe ser

mr) = W) y ati-(r)> fiar). (2.10)

Además, por ser el primer cruce y estar u por debajo de ü, se tienen

Ïi+l(t‘) S Íj+1(t') Ó Üj+1- 51‘: 0 (2-11)

y

a:,-_1(t’) S :ï:,-_¡(t') ó v,- —v,-_1 = 0. (2.12)

Utilizando las ecuaciones que satisfacen 3:,-y Íj, se tiene

__- , 1 l-Ü' Ü'—'Ü'_1 1 'U' 1-1)’ ’U'—‘U‘_xj(t-)_Ii(tt)=____J+—_J_%+_ #_;¿.
óu Ij+1— (Ej Ij — 171;] ¿u :1:,-+1—¿Ei 3:,-— 11-1

Reordenando

_- . _ _ 1 Ü- —ü. v- —v- v-—v‘_ ¡"r-1');
Ij(t)_xi(t)=__[(_1+‘—_1_L)+'_‘_1_% _¿u 3j+1— 11' 3i+1— 13;" ¡Bi- Ii-r Ij - Ij-l

Analizando los signos de cada uno de los paréntesis en esta expresión, para cada uno de
los cuatro casos (2.11), (2.12), y recordando que por estar en un flanco decreciente de u
es óu < 0, se obtiene _

:aJ-(t') - ria-(F) 2 o.

Esto es absurdo, pues se supuso (2.10). Por ejemplo, en el caso 171-“—'üj= 0 y v,-—v,-_1= 0,
en cada término entre paréntesis en la expresión anterior sobreviven sólo los términos que
están rcstando, pero los numeradores de ambos son negativos (pues u y ü, decrecientes
implica v y Üdecrecientes). El
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Observación 6 En la demostración anterior se ve también que si :r:,-(t‘)= ÍJ-(t‘), y las
velocidades de ambas interfases son iguales, entonces :r¡_¡(t’) = ÍJ-_1(t’) y zi+1(t‘) =
íj+1(t'). Pero entonces, el argumento del teorema anterior se puede aplicar a :ï:,-_1y
z,-_¡, y también a 5:,“ y mi“. De ello resulta que 53-1 = á:,-_¡y ii“ = sisi“. Repitiendo
el argumento, se obtiene que todas las interfases que correponden a la porción monótona
que se está considerando son iguales para u y ü a tiempo t‘. Por la unicidad de la solución
del sistema de ecuaciones diferenciales son iguales entonces también a tiempo t = 0.

Es decir, si el gráfico de u(:r,0) está estrictamente por debajo del gráfico de ü(:v,0),
está estrictamente por debajo para todo t > 0.

Corolario 2 El soporte de la solución es siempre creciente, hasta que toda la masa está
repartida a nivel U1, cuando la evolución se detiene.

Dem: La demostración sale fácilmente tomando cada componente conexa del soporte de
u(a:, to), y eligiendo como subsolución la del ejemplo 1 en el caso de que toda la componente
conexa no esté ya a nivel U1. D

A continuación se muestra cómo pueden implementarse condiciones de Dirichlet con
el método numérico propuesto, y al mismo tiempo proporciona un ejemplo de soluciones
autosimilares, que se pueden utilizar como barreras, vía el teorema de comparación, para
poner por encima de datos iniciales arbitrarios.

2.2.2 Solucionesexactas al problema de Dirichlet en la semirrecta
Consideremos el problema de Dirichlet en la semirrecta |R>o

Ut = a(u)u, u(a:, 0) = O, u(0, t) = A, (2.13)

con a(u) una función continua creciente, y A una constante positiva. Este problema.
admite soluciones autosimilares de la forma u(1:,t) = u(n), 1)= :r/x/t donde u es una
solución débil adecuada del problema de contorno (ver [12, 13, 14, 8]).

1 .

—5nu’(7¡)= a(u)", u(0) = A, "Ego u(n) = 0.

Con hipótesis adecuadas (ver [12, 13, 14] para el caso a(u) suave, [8, 7, 6, 10, 11] para
a(u) con saltos e intervalos de constancia), es posible reescribir el problema en forma
implícita utilizando a u como variable independiente, y a n como variable dependiente, es
decir,buscando Resulta([6,7]):

A da(u)17(5)2=4/ fi. (2.14)
s u + 2]},fi

En particular, si a es una función derivable, se tiene

A ’ d A ’ d

n(0)2= 4 ——————a“[207,d, s f —a(u) u, (2.15)
0 u + 2f0 417,,“ o u
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de donde surge que el soporte de la solución es acotado si a’ (u) /u es integrable en u = O.
Para la ecuación del calor, por ejemplo, a’(u)/u = l/u, que no es integrable en u = O.
En cambio, para el caso de medios porosos con a(u) = u'", m > 1, a’ (u)/u = mu'"‘2 es
integrable en 0 y por lo tanto el soporte de la solución es compacto para todo t.

Consideremos ahora el problema obtenido reemplazando a(u) por una función escalera.
Un problema aún más general lia sido estudiado en la literatura [6, 7, 10, 11], aunque sin
mención del caso en que la función a(u) sólo contiene saltos e intervalos de constancia.
Vamos entonces a analizar este caso particular, de acuerdo con las ideas expuestas hasta
aquí. Se tiene:

u¿ = ad(u)u, u(:l:,0) = 0, u(0, t) = A. (2.16)

De acuerdo a lo expuesto en la sección anterior, buscamos la solución u a este problema
como una función constante a trozos, con intervalos de constancia correspondientes a
valores O < U1 < U2 < - - - < Un = A, y donde ad(u(a:, t)) es una función lineal a trozos y
continua en la variable espacial. Como antes, la formulación débil del problema se utiliza
para hallar las ecuaciones de movimiento de las interfases.

Para mantener cierta homogeneidad con la notación de la sección anterior, llamaremos
y](t) a la interfase donde u salta entre 0 y U1,yz a donde u salta entre U1y U2,y finalmente
y" a aquella donde la solución salta entre Un_1y Un. La manera más simple de imponer la
condición de contorno consiste en tomar la interfase que limita por la izquierda al conjunto
de nivel u = A, inicialmente en yn(0) = 0 y requerir que su derivada temporal sea nula
(para mantener la condición u = A en a:= 0).

Con la misma notación de la sección anterior, es decir, utilizando u,-+1/2,vi, y du,­
para denotar el valor de u para y,-5 a: S y,-+1,el valor de v en a: = yi(t), y el salto de
u en a: = y,(t) respectivamente, se llega al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
(recordando que ahora yn 5 yn_¡ S 5 yz 5 yl):

_ 1 111- v2

u3/2y1- 1/2,

yi=_ 1 vi—l_vi_vi"vi+1 , z_2, .,n_1 (2.17)
ui-1/2 - ui+1/2 yi-l - yr yr - yi+l

yn=

Para satisfacer la condición inicial u(a:,0) = 0 se requiere:

¿11(0)= y2(0) = = yn—1(0)= yn(0) = 0­

El sistema de ecuaciones diferenciales es por lo tanto singular para t = O, y se requiere
cierto cuidado para hallar sus soluciones. Sin embargo, considerando que las soluciones
del problema (2.13) tienen la forma autosimilar u(a:,t) = u(1:/\/Í), es esperable que las
curvas de nivel satisfagan y,-(t) = [in/í.
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Reemplazando ese ansatz en el sistema de ecuaciones (2.17), se obtiene el sistema de
ecuaciones algebraicas:

ó
¿515% = — 03/2 ,

6 BZ 4351 (2 18)¿fiióui= .ï/L__ï/2_, 2<i<n_1, '
2 52'- fli-i fii+1 - fi." — _
¡En = 0a

cuya solución debe satisfacer la condición

flrZflzZ---Zfin=0, (2-19)
para que las interfases Liu/í puedan pensarse como curvas de nivel de una función.

Una demostración directa de existencia y unicidad de las soluciones del sistema alge­
braico (2.18) se detalla en el apéndice C (ver también Aquí mencionaremos sólo los
argumentos que permiten demostrar que para un dado a(u), las soluciones de los pro­
blemas aproximados correspondientes a distintas funciones escalera 015(u) tienen soportes
acotados uniformemente en k.

Teorema 7 Las soluciones del sistema de ecuaciones algebraicas (2.18) satisfacen la
ecuación implícita

" n 612-­

(¡313-1+zwj —Iii-02)=4Z (2.20)
j=k j=Icu __l/2 + 2 óvi+l/2

J ¡:1 fii+lfii

análoga a la relación (2.15) para el problema (2.13).

Dem. Con la convención 6211/2= 0, las ecuaciones para i = 1,. . . , n —1 en el sistema
de ecuaciones (2.18) pueden ser reescritas en la forma

2 ¿”HI/2 ¿vi-V2 ) .
i —i- =-— —--—— , =1,...,n—1. 2.21

u +1/2 u 1/2 fli (fii+l —fis‘ fii - fii — 1 Z ( )

Sumando desde i = 1 a j - 1, resulta

JH 1 ¿”41/2 ¿11‘ 1/2._ =_2 _ ‘— __"_ . 2.22
“J“2 ¿fit-(awa- a-a-l) ( )

Separando ambas sumas, y reordenando:

1 ¿vi-V2 j-l 1 ¿vi-V2u-_ = —2 _
J “2 an a.-- as ¿:1a.-a-—a“

_ ¿M j"(L _L) ¿val/22 [fli-l .Üj- flj-r + [L1 gi gi _ fi¡_l (2.23)

_2 _1_ ¿”1-1/2 +j_15vi-1/2
fij-lfij_fij—l ¡:2 fiifli-i ’
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de donde 26— 0.-] 2

J “2 aaa­
Sumando ahora desde j = k hasta n resulta

n n (Su- 2zfij-l(fij-fij-l)=_2
Fk J—“1-1/2+ 2 BiÏlígi

El primer miembro de esta igualdad puede reescribírse, usando sumación por partes y el
hecho que fin = 0:

É flj-l(flj“ [ii-l) = ‘53-1_ —flj-l)fij- (2.26)
j=k j=Ic

Al mismo tiempo, la sumatoria en el miembro derecho puede relacionarse con la sumatoria
del lado izquierdo, de la siguiente manera

n

(a —om]- =o_1<flj —¡BJ--1)+ m —a4)? (2.27)J=k
M:
j k

Haciendo uso de las dos ecuaciones anteriores, surge que

n 1 n

Efij-dflj - fij-l) = -5 (HE-1+ZUL-- flj-l)2) , (2-28)j=k
y por lo tanto, finalmente

2 n 2 " ¿”1-1/2
file-l+ Em;- - fli-r) = 4 z J._2¿v . (2.29)j=lc j=k i+l/2u-_ +2 —

J 1/2 fli+1fii
El

Lema 3 El soporte de la solución del problema (2.16) satisface la estimación

o? < 4Í ¿”L/2 (230)
l _ ¡:2 “JH/2' '

Dem. Basta aplicar la estimación anterior al caso k = 2, haciendo uso de la positividad
estricta del término Z;‘=k(flj —,Üj_1)2,y teniendo en cuenta que ¿1114/2 > Oparaj =
2,.....,n. El
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Observación 7 Supongamos que 01(3)es derivable en s > 0, y continua en s 2 0. Su­
pongamos ademds que a’(s)/s es integrable Riemann, con:

A I

/ Mds < oo. (2.31)o s

Supongamos que se aproxima la función a(u) por una función escalera con saltos en
U,- = ióU, i = 1,... y que en el salto U,-,ad(u) salta entre a(U¡_1) y a(U¡). La cota
anterior muestra entonces que el soporte de la solución autosimilar correspondiente al
problema con ad satisface:

n 6 _ n , _ _ n I . . _ .

¡:2 url/2 ¡:2 Uj-I ¡:2 Uj-l

donde 5-4/2 e (UJ-_2,Uj_1). Por lo tanto, se tiene

2 n a'(€j-3/2)(Uj-l “ Uj-2)
a,54;;_¿j_m . (2.33)

Siendo la función a’ (s) / s integrable Riemann, el lado derecho tiende, cuando la par­
tición UJ-—Uj_1 —) 0, a la integral de Riemann de a'(s)/s entre 0 y A. Por lo tanto,
está acotada independientemente de n.

De la observación anterior, y del Teorema de comparación, surge el siguiente resultado.

Teorema 8 Sea a(s) continua en [0,oo), derivable en (0,00), y sea a’(s)/s integrable
Riemann en el origen. Entonces, el soporte de la solución al problema (2.16) está unifor­
memente acotado independientemente de 6a.

2.3 Método de malla móvil

En esta sección presentamos una deducción del sistema de ecuaciones (2.2), en el marco de
elementos finitos con mallas móviles. En este contexto se pierde de vista el hecho de que
las soluciones construidas son en realidad soluciones exactas de un problema aproximado,
donde a(u) fue reemplazada por una función escalera ad(u). Sin embargo, se tiene la
ventaja de que el método aquí considerado puede ser incluído dentro de una familia de
métodos, deducidos a partir de formulaciones estándar de elementos finitos.

El método de elementos finitos para ecuaciones de evolución consiste habitualmente
en considerar una versión de dimensión finita del problema escrito en forma débil:

[Rutas + v,q5,)da:= o, v e a(u), (2.34)

para toda 45e H(}(IR).
De acuerdo con las ideas expuestas anteriormente, sea u una función constante a

trozos, que toma valores u¿+¡¡2 en el intervalo :1:e [:v¡,1:¿+1],y sea v una función lineal a
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trozos y continua en rc. Finalmente, consideremos para cada t la base del subespacio de
HC}formada por las funciones ’sombrero’, es decir, funciones d>,-(a:,t) definidas por:

I —:r-_
—‘_l) I elzi-1)IÍ])Ii - l'i-i

(MI) = ï__z"+1_, I e [zhzfll], (2.35)Ii - Ïi+l

0, I í [ii-iiïinl­

O sea, estas funciones son lineales a trozos, continuas, y se anulan en todos los ¿BJ-(t)96
I¡(t).

Siguiendo con el procedimiento estándar, requerimos que la forma débil se satisfaga,
no para toda función de H¿(IR), sino para todas las 45,-definidas más arriba. Entonces,
tenemos para cada i:

[IRM-+wood: = Á (uta.+wanda. (2.36)
Para calcular ut, siendo u una función discontinua, procedemos formalmente, notando que
se puede escribir

n

u(a:, t) = z óuJ-G(:z:—zj(t)), (2.37)
1:1

donde como antes óuj = Uj+1/2—uj_1/2 es el salto de u al atravesar la interfase :1:= ¿EJ-(t),
y 9 es la función salto unitario de Heaviside. Derivando la expresión anterior, resulta:

u¿(:c, t) = —É óuj6(a: —mj(t)):i:j(t), (2.38)
j=1

y por lo tanto

[IR u¿(:c,t)45,-(z,nd; = —[IRÉóujóu —Ij(t)):tj(t)45¡(a:, nd: = —óu,-:i:.-(t). (2.39)

Como vI y (45,): son constantes a trozos, la integración del término 12,01%),no 'ofrece
dificultades:

11(1) ._ .__ 2.- (t) . _ .

flez(Ói):dz=f Midz_/ +1M413:ari-¡(1)(Ii - iii-02 2.-(t) (33:41- Ii)?
(2.40)

_ vi -' vi-l _ 'Ui+l- vi
Ii - ¿Bi-1 117i+1'“ l‘i

Recolectando estos resultados, sc obtiene:

. U' - U'—1 vi+l - viu -+v - drc=0=—óu-1:-t+'—'————. 2.41
tó: 12(Ó1)I) t t( ) mi_ zi_l IH-l _ zi ( )
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Utilizando ahora que v,- = a(u,-_1/2), i = 1,...,n, resulta que las curvas :r¡(t) deben
satisfacer el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias anterior (2.2).

Observación 8 Esta situación, donde u y v se eligen en espacios diferentes, y donde
debe introducirse una condición de compatibilidad que garantice que la relación v = a(u)
se satisface de cierto modo, es análoga a la que se presenta en los métodos mixtos de
elementos finitos (ver por ejemplo ['79], y las citas allí consignadas).

Observación 9 Este modo de deducir el sistema de ecuaciones da sentido a la solución
numérica aún cuando se discretice el dato inicial uo como una función constante a trozos
que tome valores cualesquiera (y no sólo los valores donde a¿(u) es discontinua). Podrían
entonces considerarse ejemplos más generales que los analizados hasta ahora, aunque
perdiendo la propiedad de que la solución sea solución exacta del problema con ad.

Observación 10 Los argumentos de este parágrafo pueden repetirse asumiendo que a(u)
es una función lineal a trozos y continua, y que tanto u como v son lineales a trozos, o
en muchas otras situaciones. Los métodos deducidos, posiblemente de mayor orden que el
considerado en este trabajo, permitirían resolver aproximadamente el problema de valores
iniciales para la ecuación en derivadas parciales (2.1), pero no proporcionan soluciones
exactas del problema correspondiente a a¿(u).



Capítulo 3

Implementación numérica

En el presente capítulo se muestran resultados obtenidos aplicando el esquema básico
descripto en el capítulo anterior a una serie de ejemplos clásicos de soluciones de ecuaciones
parabólicas, donde la solución es conocida analíticamente.

En particular, elegiremos ejemplos que presentan muchas de las características y difi­
cultades distintivas de las ecuaciones de difusión no lineal. En primer lugar, considerare­
mos la solución fundamental de la ecuación del calor, infinitamente diferenciable en :cpara
t > 0, y cuyo soporte no es acotado. Luego, aproximaremos las soluciones fundamentales
de la ecuación de medios porosos con m = 2, 3 (soluciones de Barenblatt, ver apéndice
A), que poseen soporte compacto para todo tiempo t > 0, y exhiben singularidades en
uI en la frontera que limita el conjunto u = 0. También analizaremos un problema de
Stefan a 2 fases (ver apéndice B), donde la solución no tiene soporte compacto, tiene una
frontera libre (curva de separación entre ambas fases), y presenta una discontinuidad en
ella.

Para cada ejemplo, compararemos la solución numérica con las soluciones exactas,
y presentaremos estimaciones numéricas del orden de convergencia a la solución exacta,
tanto para u y v, como para las interfases (de existir fronteras libres).

Discutiremos en detalle, además, el cálculo numérico de las soluciones autosimilares
del problema de Dirichlet en la semirrecta de la sección 2.2.2.

Otra característica notable de las soluciones de ecuaciones de difusión degeneradas es
la existencia de tiempos de eSpera, un tiempo finito que necesita la solución para que su
soporte comience a expandirse. En la sección 3.1.5 resumiremos los resultados conocidos
en la literatura, y analizaremos el desempeño del método tanto para detectarlos como
para analizar la suavidad en t de la interfase.

Luego, consideraremos algunas de las alternativas posibles para discretizar tanto el
rango de la solución u, como la función constitutiva a(u), así como otra manera de
recuperar la solución u (haciendo a’1(v) por ejemplo). Finalmente, se mostrará en un
ejemplo cómo se gencralizan estas ideas a más dimensiones espaciales, en un caso con
simetría radial.

La discretización más simple, que consideraremos inicialmente, consiste en discretizar
el rango de la solución u, [0,umax] en n intervalos iguales 0 = U0,U1 = umax/n, U2 =

41
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2u¡na_x/n, . . . , Un = umax. Luego se discretiza el dato inicial uo(:r), calculando las posi­
ciones :c,-(O),i=1,...,n donde uo(x¡(0)) = (UJ-+ UJ-_¡)/2 j = 1,...,n.

Notar que esto corresponde a una integración por la regla de punto medio del dato
inicial, pensando a a: como una función de u. Formalmente, esta regla tiene error de
segundo orden para funciones suficientemente suaves. Es decir, el error en la masa inicial
debiera ser proporcional a 1/n2. Sin embargo, como en los máximos y los mínimos la
función :r(u) tiene derivada infinita, este orden no se observa en los ejemplos que se
muestran a continuación. En cambio, se observa un orden 3/2, que es el esperado en el
caso de que la derivada segunda en los máximos y los mínimos no se anule. En efecto, si
u(a:) = 1 —22, por ejemplo, se tiene a:(u) = \/1 —u, que tiene una singularidad como JE
en s = 1 —u = 0. El error de la regla de punto medio es entonces proporcional a ha”:

h

f fids —¡1M —3h”? —¿nm = ¿ha/2. (3.1)0

Se utilizaron también otras alternativas (regla de rectángulos, regla de trapecios) para
calcular la integral, con resultados similares.

Los valores de la discretización de v = a(u) se calculan entonces como V1 = al =
0, = a,-= a(U,-_¡), 2,...,n, Vn+1=

El esquema numérico desarrollado anteriormente (2.2) fue resuelto numéricamente por
medio de una rutina estandar que utiliza un método de Runge-Kutta-Fehlberg con control
adaptivo del paso de integración. También se implementaron programas que utilizan
métodos adaptivos basados en una familia de métodos de Adams, explícitos e implícitos,
que tienen la ventaja de poder cambiar facilmente a un método implícito para adaptarse a
la rigidez (stifi'ness) del sistema de ecuaciones. En particular, para la ecuación de medios
porosos, con m grande, al aumentar el número de mesetas, la resolución por un método
explícito se hacía completamente impracticable, debido a la necesaria reducción en el paso
de integración para mantener la estabilidad.

Se utilizaron tolerancias de error muy pequeñas, de modo tal que la diferencia entre el
resultado de la integración numérica y la solución exacta proviniera casi enteramente de la
aproximación de la función constitutiva por una escalera y del reemplazo del dato inicial
por una función constante a trozos, y en cambio no hubiera una contribución notable de
la precisión con la que se realiza la integración en t. Es decir, se respetó la idea de calcular
la solución exacta del problema aproximado de las secciones anteriores.

Esta no es, obviamente, la manera óptima de generar eficientemente aproximaciones
de la solución, sirve en cambio para estimar los alcances del método propuesto. Hemos
realizado ya algunas modificaciones al algoritmo básico descripto en esta sección, que
permiten mejorar la eficiencia del método, y que serán reportadas en futuros trabajos.
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3.1 Ejemplos y resultados numéricos básicos

3.1.1 Ecuación del calor

Como primer ejemplo, consideremos el problema de valores iniciales para la ecuación del
calor

ut = un, (:c, t) E IR x lR>o,

3.2)
_ 1 -:r:2/4 (

u(1:,0) —2fi e ,

cuya solución exacta para todo t es

1 —z’/4(e+l)ue(a:,t) = —— e . (3.3)
2 7r(t + 1)

En la figura 3.1 se muestra la función constitutiva exacta, a(u) = u, y su aproximación
por una función escalera, para una subdivisión del rango de u en 16 intervalos. Notar que
la función a saltos, con esta discretización, queda siempre por debajo de a(u). La solución
u exacta y la numérica (es decir, la que corresponde a la solución exacta con la función
a(u) escalera mostrada en la figura 3.1), se muestran en la figura 3.2 para tiempos t = 0
(dato inicial) y t = 1.

En la Figura 3.3 se muestran en cambio, los valores de v (v e a(u)) exacto, y obtenidos
con el algoritmo descripto, nuevamente para t = 0 y t = 1. Observar que si bien la
aproximación es buena, los perfiles correspondientes a la solución del problema aproximado
están sistemáticamente por debajo de los correspondientes a la ecuación del calor.

Observar en 1aFigura 3.2 que el soporte de la solución discreta es compacto para todo
t, aún cuando la solución exacta tenga soporte infinito. En la Figura 3.4 se muestra la
evolución del soporte de la solución numérica, para la discretización en 16 intervalos de las
figuras anteriores. Para el caso de la ecuación del calor, el soporte de la solución numérica
no está acotado uniformemente cuando n —> oo, como puede observarse en la Figura
3.5, donde la posición del soporte de la solución a t = 1 se grafica en función de n.

Finalmente, en la Figura 3.6 se muestran los errores en la masa total (círculos), y en
las normas:

en“ = [IR |u(:r, t) —ue(:c,t)|d:r, (3.4)

e,“ = [IR |v(1:,t) —ue(1:,t)|d:r, (3.5)

donde u y v corresponden a la solución numérica, y ue(a:, t), ve(a:,t) a las soluciones
exactas, para tiempos t = 0 y t = 1. Los resultados observados con compatibles con los
exponentes de 1/ n mostrados en la tabla 3.1 Los errores en la discretización del dato inicial
están afectados por el hecho de que el exacto no tiene soporte compacto, mientras que la
discretización sí lo tiene. El decaimiento en infinito de la solución exacta impide entonces
obtener un orden de convergencia en L1 mejor que 1 tanto para u como para v. En efecto,
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Figura 3.1: Gráfico de la función constitutiva para la ecuación del calor a(u) = u, y su
aproximación por una función escalera para n = 16.

Figura 3.2: Soluciones u exacta y aproximada de la ecuación del calor, para tiempos inicial
t = 0 y final t = 1. Dato inicial u(1:,0) = 1/(2fi) exp(—:vz/4).
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Figura 3.3: Soluciones v(:2:,t) exacta y aproximada para la ecuación del calor y tiempos
inicial t = 0 y final t = 1. Dato inicial: u(:c,0) = 1/(2fi) exp(—1:2/4).

Sopone

Figura 3.4: Evolución del soporte de la solución aproximada. a la ecuación del calor, para
n = 16.
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1

Soponeat

O)

10' 102 1oa 1o
Número de mesetas n

Figura 3.5: Posición del soporte a tiempo final t = 1 de las soluciones correspondientes a
aproximaciones de a(u) = u con distinta cantidad de intervalos.

Exponente de 1/n
Error en la masa 1
Error inicial de u en L1 0.9
Error inicial de v en Ll 0.9
Error final de u en Ll 0.9
Error final de v en Ll 0.9

Tabla 3.1: Comportamiento del error de la soluciónaproximada para la ecuación del calor.
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o—o Erroren lama
H ErrordeuenL 1H Errordea(u)enL
°—‘ Errorinblalde u en L

Error de Iniclal de a(u) en L1 ­

1

Errores

3

10' 1o2 10° 10‘

Número de mesetas n

Figura 3.6: Errores en la masa de la discretización inicial, en la norma Ll del dato inicial
y de las soluciones para tiempo final t = 1, para u y v, como funciones del número de
interfases de la aproximación de a(u) = u.

el error en Ll del dato inicial, tanto para u como para v, es mayor que la integral de la
solución exacta fuera del soporte del dato inicial aproximado. Por lo tanto, como el soporte
zm, del dato inicialaproximadoestá dado por uo(z,,m) = um/n para la discretización
considerada,se tiene (¿m/4 = C/n, y por lo tanto zm = Cj/log(n) + C'. La integral
del dato inicial exacto fuera del soporte del dato inicial aproximado vale entonces:

feo e“32/4da:= C"erfc(C log(n)+ C') N C”; (3.6)nr/log(n),

donde la última estimación surge del comportamiento asintótico de la función erfc (ver
por ejemplo [80]). Por otro lado, observar que un error de orden 1 en Ll para u es el
mejor posible para aproximación de una función suave por una discontinua con saltos de
tamaño 1/n. Sin embargo, como v(.1:,t) es una función lineal a trozos y continua en 1:, el
mejor orden posible de aproximación a un dato inicial suave sería 2.

Para los ejemplos que siguen, observaremos un orden de convergencia 3/2 en la masa
cuando el dato inicial tiene soporte compacto, consistente con los comentarios realizados
al comienzo del capítulo.
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Exponente de 1/n, m=2 Exponente de 1/n, m=3
Error en la masa 1.5 1.5
Error en el soporte 0.8 l
Error inicial de u en Ll 1 1
Error inicial de u en Ll 1 1
Error final de u en Ll 1 1
Error final de v en Ll 1 1

Tabla 3.2: Exponentes de 1/n de los errores en la aproximación de las soluciones de
Barenblatt de la ecuación de medios porosos, para m = 2 y m = 3.

3.1.2 Ecuación de medios porosos

Consideremos ahora la ecuación de medios porosos:

ut = (um)u, (1:,t) E IRx |R>o,

para m = 2, 3. Utilizaremos como dato inicial, y para comparar a tiempos inicial y final,
las soluciones de Barenblatt del apéndice A. En particular, utilizaremos los siguientes
datos iniciales:

m=2, uo(:1:)=1—a:2, 37m=3, uo(z)=\/1-22,
y calcularemos las soluciones a t = 1.

En la Figura 3.7 se muestran las funciones a(u) correspondientes a uz, ua, y sus apro­
ximaciones por una escalera, para una discretización en sólo 16 intervalos, de manera que
sea posible apreciar los detalles. En las Figuras 3.8 y 3.9 se muestran las correspondientes
soluciones aproximadas, a tiempos t = 0 y t = 1, y las soluciones exactas, para m = 2 y
m = 3 respectivamente.

La evolución en los soportes para m = 2 y m = 3, y la discretización de a(u) en
16 intervalos, puede apreciarse en la Figura 3.10. Cuando el número de intervalos de
la discretización aumenta, la aproximación mejora, como muestran las figuras 3.11 para
m = 2, y 3.12 para m = 3. En las figuras además están graficados los errores en la masa
del dato inicial, y las normas en L1(IR)de las diferencias entre la solución u exacta y
numérica, y entre u exacta y numérica, a tiempos inicial y final.

Los órdenes de convergencia son consistentes con los exponentes mostrados en la tabla
3.2.

Observación 11 Notar que el método aparentemente sigue con mayor precisión la in­
terfase en el caso m = 3, cuando la solución tiene derivada infinita. Esta es justamente
la situación que causa más dificultades con métodos como diferencias finitas o elementos
finitos.

El error en la masa es en ambos casos consistente con un orden 3/2, que es esperable
para integración por trapecios de una función que tiene una singularidad similar a V1 —1:2
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Figura 3.7: Gráfico de las funciones constitutivas para las ecuaciones de medios porosos
con m = 2, 3, y sus aproximaciones por una función escalera para n = 16.

2.5

Figura 3.8: Soluciones u exacta y aproximada correspondientes ala solución de Barenblatt
para m = 2, a tiempos inicial t = 0 y final t = 1. Dato inicial u(a:,0) = (1 —2:2).
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Figura 3.9: Soluciones u exacta y aproximada.correspondientes a la solución de Barenblatt
para m = 3, a tiempos inicial t = 0 y final t = 1. Dato inicial u(a:, 0) = VI —1:2.

2.6

2.4 >

2.2 - ­
J

2 ' .

g 1.8 ' )
3
¿3 1.6 ­

1.4 ­
H m=2.numér‘co

1 2 . °—0 m=3,numér‘co' — m=2.exacto
_ - - - -' m=3, exacto

1 "

0‘3 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.10: Evolución del soporte de las soluciones de Barenblatt para m = 2, 3, y las
correspondientes soluciones aproximadas para n = 16.
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o—o Errorenla mas?H ErrordeuenL
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Figura 3.11: Errores correspondientes a la ecuación de medios porosos con m = 2, y dato
inicial la solución de Barenblatt. Se muestran los errores en la masa de la discretización
inicial, y en las normas Ll de u y v para tiempos inicial t = 0 y final t = 1, como funciones
del número de interfases de la aproximación de a(u).

10 v .

0—0 Errorenla mas‘aH ErrordeuenL
H ErrordeCl(u)enL1 a
0—° Errorenel soporte ¡
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Error inicial de u(u) enL
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10' 102 10° 10‘
Númerode mesetas n

Figura 3.12: Errores correspondientes a la ecuación de medios porosos con m = 3, y dato
inicial la solución de Barenblatt. Se muestran los errores en la masa de la discretización
inicial, y en las normas Ll de u y v para tiempos inicial t = 0 y final t = 1, como funciones
del número de interfases de la aproximación de a(u).
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Exponente de 1/n
Error inicial de u en Ll 0.93
Error inicial de v en Ll 0.90
Error final de u en Ll 0.95
Error final de v en Ll 0.87
Error en la posición de la frontera libre 1

Tabla 3.3: Exponentes de 1/n de los errores en la aproximación de las soluciones del
problema de Stefan a dos fases.

en :1:= 1. El orden de convergencia en Ll para u es nuevamente el mejor posible para
aproximación de una función suave por una función constante a trozos.

3.1.3 Problema de Stefan a dos fases

Como tercer ejemplo, se considera un problema de Stefan a dos fases, donde la función
constitutiva es

u 0 5 u 5 1,
a(u) = 1 1 5 u 5 2, (3.8)

u —1 2 5 u 5 oo.

En la Figura 3.13 se grafica la función a(u), junto con su aproximación numérica para
una cantidad pequeña de saltos (n = 17). Notar que la aproximación de los intervalos de
constancia de a(u) es completamente natural en nuestro método.

Se plantea el problema en la semirrecta a: 2 0, con dato de contorno en a: = 0, y un dato
inicial correspondiente a la solución autosimilar del problema de Stefan a dos fases (ver
Apéndice B). La Figura 3.14 muestra las soluciones exactas y numérica correspondiente
a n = 17, para tiempos inicial y final. Las curvas correspondientes a v(:¡:,t) para las
soluciones exacta y numérica, para tiempos inicial t = 0 y final t = 1, se muestran en la
Figura 3.15.

Uno de los problemas importantes en el análisis de un problema de transición de fase
es la determinación de la posición de la frontera libre. En la Figura 3.16 se muestra la
evolución de la frontera libre para las soluciones exacta y numérica. La concordancia,
dada la pequeña cantidad de interfases utilizada en la solución numérica, es muy buena.

Un estudio más completo de los errores se muestra en la Figura 3.17 donde los errores
en norma Ll de u y v a tiempos inicial y final, y el error en la posición de la frontera
libre, se muestran en función de n. Los resultados son consistentes con las estimaciones:

Como en el caso de la ecuación del calor, el error tanto en u como en v converge
con un orden ligeramente menor que 1, debido a que la solución exacta no tiene soporte
compacto. El error en la posición de la interfase es en cambio, de orden 1.
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0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 3.13: Gráfico de la función constitutiva para el problema de Stefan, y su aproxi­
mación por una función escalera para n = 17.

2.5 '

31.5"

0.5 '

Figura 3.14: Soluciones u exacta y aproximada correspondientes a la solución autosimilar
del problema de Stefan (ver texto), a tiempos inicial t = 0 y final t = 1.
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Figura 3.15: Soluciones v(a:, t) exacta y aproximada correspondientes a la. solución au­
tosimilar del problema de Stefan (ver texto), a tiempos inicial t = 0 y final t = 1, con
n = 17.

Posicióndelainterfase

0.5 1 1.5 2

Figura 3.16: Evolución de la frontera libre en las soluciones exacta y aproximada corres­
pondientes a la solución autosimilar del problema de Stefan, con n = 17.
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Figura 3.17: Errores de las soluciones aproximadas del problema de Stefan, en función
del número de interfases n. Se muestran los errores en norma Ll de u y v para tiempos
inicial t = 0 y final t = 1, y el error en la posición de la frontera libre a t = 1.

3.1.4 Problema de Dirichlet en la semirrecta

Un caso particular que merece comentario es el de la resolución del problema de Dirichlet
en la semirrecta (2.13), con dato inicial cero, considerado en el apéndice C y en la sección
2.2.2 del capítulo 2. En este caso, la autosimilaridad de la solución exacta se traducía en
la existencia de una solución de la forma y.-(t)= [ia/í, donde los coeficientes fi,-satisfacían
el sistema de ecuaciones algebraicas (2.18). En lo que sigue, presentaremos un algoritmo
muy simple para calcular las soluciones de dicho sistema algebraico, y mostraremos a
continuación algunos ejemplos de solución numérica, para la ecuación de medios porosos,
la ecuación del calor, y el problema de Stefan.

Para comenzar, obsérvese que las primeras n —1 ecuaciones de (2.18) pueden ser
satisfechas simultáneamente tomando un valor arbitrario positivo para fll, y calculando

26 -_
51': ,Üi-l —¡_¡vi—l/2, 2 5 i 5 n. (3.9)

2515111"
1

Dem: La primera ecuación de 2.18 puede ser reescrita como

26123/2

(le acuerdo con la expresión procedente. Sumando las primeras i- 1 ecuaciones en (2.18),
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y utilizando que la suma es telescópica, resulta

1 H ¿vi-V2

ígfijAuj = _Üi —¡Hi-l,

de donde despejando fl,-resulta lo deseado. EJ
Por lo tanto, se debe buscar el valor de fi] tal que el fin obtenido mediante la iteración

(3.9) sea cero, satisfaciendo además las condiciones 0 = fin < fln_1 < < ,61(ver (2.19)
y los comentarios allí realizados).

El teorema 17 del Apéndice C muestra que es posible hallar un fil adecuado. El
problema de cómo calcularlo puede ser atacado numéricamente utilizando un algoritmo
de bisección, o de la secante, para encontrar los valores fil que producen fin = 0.

La dificultad para implementar este procedimiento es que para fll no suficientemente
grande, algunos fi,-se hacen negativos para i < n, y aún podría ocurrir que el denominador
de (3.9) se anule. El método propuesto para resolver esta dificultad consiste en reemplazar
la iteración (3.9) por la iteración

¡3.-=am- 2s z's n. (3.10)
Z; Ifljlóuj

l

Esta iteración está claramente bien definida, y satisface fin < ,Ün_1< < [32< fil para
cualquier valor inicial 61. Además, una vez encontrado un valor fil tal que ,Ün= O, como
B,-> fin, z' < n, ese mismo valor proporciona también la solución de (3.9) que satisface
(2.19).

En vez de utilizar un método de bisección, o de la secante, aplicaremos para mejorar
la eficiencia del algoritmo una rutina de tipo Brent [39],que combina varias técnicas para
obtener una convergencia rápida al valor de fll que produce fin = 0. La solución del
sistema de ecuaciones no lineales, con este abordaje, es muy rápida. Se pueden resolver
en segundos sistemas de más de 100000 interfases.

El algoritmo descripto se aplicó para distintas funciones a(u). En la Figura 3.18 se
muestran las soluciones correspondientes a la ecuación de medios porosos para m = 2,
m = 3, m = 5, m = 20, m = 50, a tiempo t = 2. Notar que el número de interfases que se
puede calcular es muy grande (10000 en estos gráficos), y que el método permite reflejar
correctamente las pendientes infinitas con que inciden las soluciones en su soporte (para.
m > 2). En otro orden de cosas, el gráfico muestra la convergencia, cuando m —) oo, a
la solución al ’problema de la mesa’ (donde a(u) es un grafo maxima] monótono, a(u) = 0
para Og u 51,a(u)= +00 para u > 1).

3.1.5 Tiempos de espera
Como es bien conocido, una de las características notables de las ecuaciones parabólicas
degeneradas, es la eventual existencia de tiempos de espera para que el soporte de la
solución comience a moverse. Es decir, para la ecuación de medios porosos, por ejemplo,
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1.5

1 m=50

0.5 '

2.5

Figura 3.18: Soluciones del problema de Dirichlet en la semirrecta para la ecuación de
medios porosos con dato inicial nulo y m = 2, 3, 5, 20, 50, a tiempo t = 2. n=10000.

es posible hallar datos iniciales de soporte compacto, tales que el soporte de la solución
a tiempo t < t' es igual al soporte inicial, mientras que para tiempos t > t‘ el soporte es
una función creciente de t (ver [23, 24]). Este valor t‘ se denomina tiempo de espera de
la solución. Además, el soporte visto como una función de t puede o no ser diferenciable.

Aprovechando el hecho de que el soporte aparece explícitamente en el método numérico
presentado en este trabajo, trataremos de aplicarlo al problema de seguir la evolución del
soporte de la solución de la ecuación de medios porosos con m = 2, y dato inicial

ug(x) = (1- 1:2)2[0+ (1- 0)(1—22V], o s 0 51, a: e {-1,1}. (3.11)

Veremos a continuación que la teoría desarrollada en [26, 27] (ver también [23]) muestra
que existe tiempo de espera para este dato inicial, y que para 0 = 0 el soporte no es de
clase Cl, mientras que para 0‘ 5 0 5 1 sí lo es. Cuando el soporte es Cl resultaque el
tiempo de espera debe ser igual a t‘ = ¡7135.

En las figuras 3.19 y 3.20, se muestran las soluciones correspondientes a 0 = 0 y 0 = 1.
En el inset de la figura 3.19 se muestra el detalle de la evolución del soporte, pudiendo
observarse cómo es la solución cerca.del soporte inicial, hasta que la interfase comienza a
moverse. Observar que las soluciones a tiempo final son en ambos casos muy parecidas a
soluciones de Barenblatt. Esta propiedad vale en general para las soluciones de la ecuación
de medios porosos con dato inicial con soporte compacto [22].

En la Figura 3.21 se muestra la evolución de los soportes numéricos, para valores
(le 6 = O, 0.25, 0.5, 0.75, 1. La discretización de la relación constitutiva a(u) = u2
se realizó con n = 5000 interfases. Obsérvese que para 0 = 0, 0 = 0.25 la interfase
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Figura 3.19: Solución numérica correspondiente a la discretización de la ecuación de
medios porosos con m = 2, dato inicial uo(:z:)= (1 —3:2)4,y una discretización inicial de
5000 interfases. En el inset se muestra el detalle del tiempo de espera.

parece arrancar en forma no suave, mientras que la evolución para 0 = 0.5, 0.75, l,
parece una curva suave. Para obtener una evidencia más conclusiva, se muestran en las
Figuras 3.22 y 3.23 las derivadas primeras y segundas de los soportes como funciones del
tiempo. Observar que claramente los casos 0 = 0, 0.25 parecen corresponder a interfases
no C1 (la derivada segunda aproxima a una delta de Dirac). Esta evidencia es aún más
conclusiva comparando los gráficos con los obtenidos para una discretización con una
cantidad de interfases diferente. Por ejemplo, comparando con n = 2500 resulta que las
derivadas primeras son esencialmente iguales para 0 = 0.5, 0.75, 1, mostrando que la
suavidad observada no se debe a una aproximación pobre de la interfase, mientras que
para 0 = 0, 0.25 la derivada correspondiente a n = 5000 es notablemente más abrupta
que la derivada para n = 2500.

Resumiremos a continuación algunos resultados generales sobre la existencia de tiem­
pos de espera (una referencia más completa puede hallarse en [23],así como en los trabajos
[22, 26, 27]). Suponemos que existe una solución en un intervalo (0, T) al problema para
la ecuación de medios porosos con exponente m con dato inicial una medida no negativa
concentrada en lR_, y tal que todo entorno a la izquierda del origen tiene medida positiva
respecto del dato inicial:

sup{:c e IR: [0° uo(:1:)da:> 0} = 0. (3.12)
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Figura 3.20: Solución numérica correspondiente a la discretización de la ecuación de
medios porosos con m = 2, dato inicial uo(:c) = (1 —22)2, y una discretización inicial de
5000 interfases.

Soportes(t)

Figura 3.21: Evolución (le los soportes de las soluciones numéricas de la ecuación de
medios porosos con m = 2, y datos iniciales ¡13(1) = (1 —1:2)2(0 + (1 -—0)(1 —3:2)2).
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Figura 3.22: Derivada numérica del soporte respecto del tiempo, para las soluciones
numéricas de la ecuación de medios porosos con m = 2, y datos iniciales u3(a:) =
(1- 1:2)2(0+ (1 —0)(1 —22)?)
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Figura 3.23: Derivada segunda numérica. del soporte respecto del tiempo, para las so­
luciones numéricas de la ecuación de medios porosos con m = 2, y datos iniciales
¡18(2) = (1- 1:2)2(0 + (1 —0)(1— 1:2)2).
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Definiremos:
o

MCE)=/ uo(d€), (3.13)

B = sup IIIvÏ-l-HMu), A+ = lim SUpIII%-L;M(I), A- = liminflzIH'iMÜJ). (3.14)
I<0 :c/‘O 2/0

Utilizaremos las notaciones:

Tm 1(m—1
m

= fi TB=TmBl_m,TAi= TmAÏt-m.

Observar que TM depende de las propiedades locales de uo(a:) cerca.del soporte, mientras
que TB depende del comportamiento global de no en IR_. Entonces, valen los siguientes
teoremas

Teorema 9 (Ver [24])
i) Existe una constante ,u = p(m) tal que el tiempo de espera t‘ satisface TB 5 t‘ 5 pTB.

ii) Si A- > 0, entonces t’ S TL.

Teorema 10 ( Ver[27]).
i) Si t‘ = TB, entonces s(t) E C‘(0,T).
ii) Si t' < TB, A+ < oo, y t‘ < TA“ entonces s(t) í CI(O,T).

En nuestro ejemplo, es inmediato verificar que Ai = 4/30, Tm = 1/36. Más difícil es
obtener el valor de B para cada 0. El comportamiento de |s|“3M(s) (donde s = a: —1
para desplazar el soporte del dato inicial a la semirrecta negativa) se muestra en la Figura
3.24. Observar que el supremo para valores de 0 pequeños se obtiene en el interior del
intervalo, mientras que para valores de 0 cercanos a 1 se alcanza en el borde s = 0. El
valor de 9 correspondiente a esta transición es 0‘ = 0.422629. . . El valor de |s|“3M(s) en
el borde es 4/30. En la Figura 3.25 se muestra el valor del supremo B, como función de
0. Se aprecia que para 9 e (9', 1) el supremo se alcanza en el borde, mientras que para
0 e [0, 9‘) el supremo es estrictamente mayor que 4/30.

Por lo tanto se desprende que para 0 E (0', 1) Ai = B y del teorema anterior 9 se tiene
que t‘ = TB = 1/(480), y el soporte es de clase Cl. En cambio, para 0 suficientemente
pequeño se tiene que t' < TA+y por lo tanto el soporte s(t) í C1(0, T). De los resultados
numéricos exhibidos parece desprenderse que para 0 = 0.25 el soporte no es suave. Una
conjetura es que resulta s(t) Q Cl(O,T) para cualquier 0 e [0, 0’).

3.2 Mejora en la convergencia de a(u(:¡:,t))
Aquí analizaremos numéricamente la influencia que tiene la manera de aproximar la fun­
ción constitutiva a(u) por una escalera, en el orden de convergencia del método. Es claro
que siendo u una función constante a trozos, con saltos de orden 1/n, el orden de aproxi­
mación de la solución numérica u a la exacta ue en norma L'(|R) no puede ser mejor que
1. Sin embargo, veremos que es posible obtener un orden 3/2 en norma L¡(|R) para el
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M(s)/Is|3

Figura 3.24: Gráficos de |s|'3M(s), para el dato inicial u3(z) = (1-22)2(0+(1—0)(1—zz)2)
y 0:0, 0.25, 0.5, 0.75, 1

0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 3.25: Gráficos de B en función de 0 (línea continua). La línea punteada corresponde
a 4/30 = Ai. Dato inicial ¡18(2) = (1 —3:2)2(0 + (1 —0)(1 —1:2) ).
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Figura 3.26: Gráfico de la función constitutiva para la ecuación de medios porosos con
m = 2, y una aproximación alternativa por una función escalera para n = 16.

error en v, que es lineal a trozos y continua, en los diferentes ejemplos correspondientes a
la ecuación de medios porosos.

En los casos de la ecuación del calor y el problema de Stefan a 2 fases, el hecho de
que la solución aproximada no tiene soporte compacto, combinado con el decaimiento en
infinito de la solución exacta, produce un orden de aproximación en norma L1(IR) del
dato inicial igual a 1. Por esta razón no es esperable obtener un orden mejor que 1 para
v = ad(u), que coincide con u en todos lados para la ecuación del calor y en u < 1 en el
caso del problema de Stefan a 2 fases considerado.

Para aquellos casos en que el orden de convergencia de v(:1:,t) se pudiera mejorar, tiene
sentido tratar de recuperar u de otro modo (en vez de utilizar la aproximación como una
función constante a trozos). En efecto, se puede utilizar la función original a(-), y no su
aproximación como una escalera, para definir ü = a"(v(:c, t)) = fl(v(:c, t)), donde v(:r, t)
es la solución aproximada correspondiente a a(u) escalera.

Además, como ya se observó previamente, el hecho de discretizar a(u) con una escalera
que está por debajo de la función a(u) exacta, produce solucionesque están aparentemente
por debajo de la solución exacta (ver Figura 3.2 por ejemplo). Por lo tanto, surge la idea de
discretizar a(u) por medio de una escalera que deje ’por el medio’ al gráfico de a(u). Para
esto, discretizamos el rango de u como previamente (es decir U,-= umaxi/n) y elegimos
V,-= 1/2(a(U,-) + a(U,_¡)) —1/2a(U¡), donde el último término es utilizado para tener
V, = (ver Figura 3.26).

En la Figura 3.27 sc muestran las normas L1 del error de u(:r, t) y v(:r:,t), tanto inicial
como final, cl error del soporte de la solución, y el error de ü = a’1(v(:r, t)) = fi(v(x, t)),



64 CAPÍTULO 3. IMPLEMENTACIÓN NUMÉRICA

Errores
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Figura 3.27: Errores correspondientes a. la ecuación de medios porosos con m = 2, y dato
inicial la solución de Barenblatt. Se muestran los errores en la masa de la discretización
inicial, en el soporte, y en las normas Ll de u y v para tiempos inicial t = 0 y final t = 1,
como funciones del número de interfases de la aproximación de a(u). Se muestra también
el error en norma L1 para tiempo final de ü = a'l(v).

para la solución de Barenblatt correspondiente a m = 2 y dato inicial 1 —2:2. Notar en
la tabla 3.4 que el orden de convergencia en norma Ll obtenido para v(a:,t), tanto inicial
como final, es consistente con un exponente 3/2, y que este mismo orden de convergencia
se aplica al error en Ll a tiempo final de a’l('u). Sin embargo, como se espera a partir
de observaciones anteriores, el error de u en L1 sigue siendo de orden 1. Observar además
que ha mejorado la convergencia del soporte respecto de la discretización de la sección
3.1.2, siendo ahora de orden 1. Mejoras análogas se obtienen para las soluciones de la
ecuación de medios porosos, y m = 3. l

3.3 Ejemplos en más dimensiones

En esta sección mostraremos que la idea del método se puede extender a más de una
dimensión espacial, si bien no hay un algoritmo simple que permita calcular las soluciones
en general. Sin embargo, para el caso particular de soluciones con simetría radial, es
posible extender las ideas del capítulo 2, donde u es constante a trozos en función del
radio, y donde v es una solución de Av = 0 en cada intervalo de radios donde u es
constante.

Así, en dos dimensiones espaciales, si u se discretiza como una función constante sobre
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Exponente de 1/n
Error en la masa 3/2
Error inicial de u en L1 1

Error inicial de v en Ll 3/2
Error final de u en Ll 1

Error final de v en Ll 3/2
Error en el soporte 1
Error final en a"(u) 3/2

Tabla 3.4: Exponentes de l/n de los errores en la aproximación de las soluciones de
Barenblatt para m = 2.

coronas circulares limitadas por radios 73-,repitiendo la argumentación del Teorema 5 se
obtiene que los 1',-(t)deben satisfacer el sistema de ecuaciones ordinarias:

l lvl-v2r¡=———
3

lla/271 T1 - T2

. 1 1 [vi-1’ vi vi - vi+1
rl = — — —

Ti-1—Ti Ti -Ti+1 1, i=2,...,n—1, (3,16)Ui-1/2 —Ui+i/2 Ti

. 1 1 Ui-i — Ui
rn = — — .

un-l/2 - un+1/2Tn Ti-i - Ti

En efecto, la condición análoga a Rankine-Hugoniot es ahora 1‘.-= —[Va(u)]/ (es el
salto en el gradiente de a(u) divididopor el salto de

Pero v(r, t) = a(u(r, t)) debe ser continua en r, y en cada intervalo [r.-+1,r.-]solución
radial del laplaciano, que satisface v(r,-,t) = vi, v(r¡+1, t) = 12,41.De aquí resulta que en
cada intervalo [73“, ri] debe ser

v0", t)
_ vi+1 - vi

¡08(Ti+1) — 10803")

De aquí resulta fácilmente el sistema de ecuaciones (3.16).
En la Figura 3.28 se muestra la solución numérica correspondiente a dato inicial

uo(z,y) = m, paraunadiscretizacióndelrangodeuoenunapequeñacantidad
de intervalos (n:20). Observar que la solución tiene claramente soporte compacto para
todo t, y que la pendiente con la que incide en el soporte es infinita.

log(r/'r,-) + vi. (3.17)

3.4 Conclusiones

Para concluir este capítulo dedicado a experimentos numéricos, resumiremos los puntos
esenciales que a nuestro juicio permiten una valoración del método numérico presentado.
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Figura 3.28: Soluciones radiales a la ecuación de medios porosos con m = 3, y a(u)
discretizada con 20 intervalos. Dato inicial: \/1 —x7 —yz. Los gráficos a)—f)corresponden
a tiempos t = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1, respectivamente.
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En primer lugar, permite resolver adecuadamente problemas estándar de ecuaciones
de difusión. Sin embargo, el hecho de que las soluciones del problema discretizado tie­
nen soporte compacto para todo tiempo, limita el orden de convergencia a 1 cuando las
soluciones exactas no tienen soporte compacto.

En cambio, el método permite determinar de una manera unívoca las interfases, típi­
cas de las ecuaciones parabólicas degeneradas. En particular, el comportamiento parece
incluso mejor en los casos en que las técnicas generales de diferencias finitas o elementos
finitos presentan mayores dificultades, por ejemplo, cuando la solución tiene fuertes flan­
cos verticales cerca del borde del soporte. Esta habilidad para seguir adecuadamente el
soporte también se ve reflejada en la capacidad para detectar la existencia de tiempos de
espera.

La consideración (le perfiles iniciales distintos de la solución autosimilar de Barenblatt,
para la ecuación de medios porosos, realizada en la sección 3.1.5, muestra en particular
que el método captura la asintótica correcta (una solución de Barenblatt con la misma
masa que el dato inicial). Contribuye a este comportamiento asintótico adecuado el que
el método conserve masa en forma exacta.

Merece mención también el hecho de que los problemas de Stefan de varias fases
se encuadran naturalmente dentro del esquema del método, y que el método sigue las
interfases adecuadamente.

Finalmente, cabe observar que la extensión a problemas en más variables espaciales
es muy simple cuando por cuestiones de simetría es fácil resolver el problema básico de
calcular una función armónica en cada región donde u es constante.
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Capítulo 4

Resultados de convergencia

En este capítulo presentaremos un análisis de la convergencia del método propuesto. Para
ello, explotaremos el hecho de que la aproximación numérica es la solución exacta de otro
problema de evolución de la forma

fi(v)¿ = Av, 1: E IR, u(:c,0) = uo(:v), (4.1)

donde la función fi(v) es una aproximación por una función escalera de la función fl del
problema original.

De este modo, lo que nos interesará a continuación es la obtención de resultados de
continuidad de las soluciones de la ecuación (4.1) respecto de fi.

El trabajo de Bénilan y Crandall [20] contiene resultados de continuidad en (p para
soluciones de ut = ALp(u),suficientemente generales para nuestros propósitos (30(u)puede
ser un grafo maximal monótono). Sin embargo, no proporciona estimaciones explícitas, y
por lo tanto no permite obtener estimaciones del orden de convergencia de las aproxima­
ciones numéricas. De cualquier modo, como su aplicación proporciona una demostración
directa de la convergencia del método expuesto en esta tesis, reproducimos el resultado a
continuación, para el caso de una dimensión espacial.

Teorema 11 (Bénilan, Crandall, 1981, caso N = 1)
Sea un e C([0,oo); L‘(IR)) n L°°((0,oo) x IR) la solución de

(un), —A<pn(un) = 0 en 'D'((0,oo) x IR), (4 2)
un(0,a:) = no", a: e IR. '

n = 1, 2, . . . , oo, con (pnfunciones continuas no decrecientes, con Lpn(0)= 0,

"131.10w110“)= wav) para r G IR, (4-3)

7.1

"Ingo Iluon —uOOOIIleR) = 0. (4.4)

Entonces se tiene un —> uoo en C([0, oo); L1(IR)), donde noo es solución de

(noob - A oo( oo) = 0 D’((0, )x |R),
{ “MQ-T) ¿01100: íne IR. oo (4.5)

69
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Observación 12 E'n el caso de grafos maximales monótonos, la convergencia cpn—)(poc,

se puede reescribir como gogh) —) 302°(r) en casi todo r E IR, donde ¿pg-(r) denota el
elemento de (,oj(r) de menor módulo, y w2(r) = oo (-oo) si r está por encima (respecti­
vamente por debajo) del dominio de gpj. El requerimiento 30,.(0)= 0 debe ser reemplazado
por las condiciones 0 e 90,,(0), 0 e intD(<p°°). Con estos cambios el resultado del teorema
anterior se mantiene.

Observación 13 En más dimensiones el resultado es esencialmente el mismo (el mismo
para 2 dimensiones, si la dimensión es mayor o igual que 3 vale con condiciones adicio­
nales para (peo,o controlando de algún modo el decrecimiento en III = oo). Ver detallesen

No existen en la literatura muchos trabajos sobre continuidad de las soluciones de (4.1)
con la generalidad deseada en (p, más allá del trabajo de Bénilan ya citado [20]. Entre
ellos podemos citar a Bénilan y Touré [28],donde se analiza la continuidad de soluciones
de u, = <p(u)u —1/)(u)z + v respecto de (p, 1,0,v, y no, en una dimensión espacial, para (,0
continua no decreciente.

Con una generalidad suficiente para comprender el problema de Stefan, y problemas
de medios porosos, Nochetto [33] obtiene estimaciones en L2 y L°°(0,T ;H ’1(Q)) de la
diferencia entre u y la solución a un problema regularizado, utilizando una técnica de
dualidad parabólica originada en [34]. El dominio Q se supone acotado, y la función fl de
la forma fi(s) = c(s) + 9(s) con c(s) Lipschitz continua, estrictamente creciente, y 9 el
grafo de Heaviside.

Conceptualmente más cercano a los desarrollos de este capítulo, merece mencionarse
el reciente trabajo de Cockburn y Gripenberg [15]que extiende las ideas de Kuznetsov
para el caso de leyes de conservación hiperbólicas [17] (para otros antecedentes en el uso
de este tipo de técnicas, ver [16, 18, 29]).

En dicho trabajo, los autores analizan la ecuación

{ ut = V - <I>(u)+ Atp(u) en IR” x (0,00),
N (4.6)u(0,z)=uo, :EEIR .

con <1)y «pe Cl(lR), (p no decreciente, y demuestran que si uj es la solución de (4.6),
correspondiente a CD],(pj, y dato inicial qu', j = l, 2 respectivamente, entonces parat > 0
se satisface

“MU, _ u2(ti ')“L¡(|RN) S “ulo _ u20IIL1(|RN)+

Suplal<llu10II°° _
+4msuplsl<lluiollw IVWS) _ V“¿(8) ’
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. ., N_
donde || - ||TV(|RN) denota la variac10n total en IR .

ÁRN"(")(V"I’)(")dx < >h = su ——_' 4'8
” "Ti/UR“ Manila") Stgflllwxl'bx6

Notar que esta desigualdad proporciona una estimación explícita de la diferencia entre
las soluciones de dos problemas similares. Sin embargo, no es útil para nuestro caso
particular, debido a que involucra acotaciones de la diferencia entre las derivadas de la
función constitutiva, y por lo tanto no permite una generalidad donde 4pes un grafo
maximal monótono con saltos.

El trabajo de Cockburn y Gremaud [16]contiene una novedad adicional, ya que desa­
rrolla una técnica en la que no es necesario utilizar estimaciones del módulo de continuidad
en tiempo de la solución aproximada, y sólo se requieren estimaciones del módulo de conti­
nuidad de la solución exacta. Esto es conveniente, pues nos permite obtener estimaciones
que dependan sólo del dato inicial del problema exacto.

En lo que sigue, desarrollaremos estimaciones explícitas de la diferencia ||u1—u2||L,(¡R),
donde ul y uz son soluciones de las ecuaciones (j = 1, 2)

% = Avj, Uj E [31-(vj), en IRx (0,00),
(4.9)

uJ-(O,:c) = ajo, :1:E IR.

Para introducir la técnica, comenzaremos en la sección siguiente por una situación más
sencilla, donde fi, = fig, y obtendremos estimaciones a priori de las soluciones de (4.9). En
la sección 4.2 nos dedicaremos al caso fl] 96flg, y finalmente en la sección 4.3 aplicaremos
las estimaciones obtenidas, para obtener cotas de error para nuestro método numérico.

Observación 14 Para simplificar la notación, y debido a que el método expuesto en esta
tesis es válido en una dimensión espacial, realizaremos las estimaciones para problemas
unidimensionales. Sin embargo, con modificaciones menores, las ideas continúan siendo
válidas para problemas en IRN.

4.1 Estimaciones a priori

Comencemos comparando dos soluciones v1y v2de (4.9), correspondientes a fi] = fiz = fl.
Asumamos por ahora que fi es una función suave, estrictamente creciente, y que los datos
iniciales um y uzo satisfacen um, U20e L‘(|R) r1L°°(|R) nH2+b(IR), b e (0,1) (ver teorema
1), de modo que las soluciones son clásicas.

Sea U : IR —)IR una función suave, convexa, par y positiva. En lo que sigue haremos
tender esa función a la función módulo, I - I, suponiendo por ejemplo:

U(.1:)= U,(a:) = sG (g), (4.10)
G suave, convexa, par, IG'I g 1, sop G” C [-1,1], G(0) = 0.
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Multiplicando por U’(v1—v2) las ecuaciones satisfechas por v1 y v2 ((4.9)), y restando, se
obtiene:

(M01) —Ü(U2))tU'(v1 - U2) = ((01):: - (02)”)U'Üh - 02)

= U(v1 - v2)” - U"(v1 —U2)((Ul)z- (v2):)2­
(4.11)

Sea 1,!)una función de corte

1,!)e CS°(IR), par, positiva, sop 1,11C [-2,2], Mz) 5 1, 1/)(1) = 1 Va: E [-1,1]. (4.12)

Multiplicando la expresión anterior por Mi), m e |R>o,e integrando en IRx (0,T), se
tiene:

[IR[OTÚ(í) ([3011)—Ü(v2))zU’(v1- v2)d:rdt = [R [0sz U(vl _ v2)ndzdt _m

T z II _ 2
—[IR[o w (a) U (yl v2)((v1): 022),) dzdt.

(4.13)
Utilizando que U” 2 0, 1,02 0 se tiene:

[R ¿TW (í) (M121)- fl(v2))zU'(v1- v2)da:dtS [IRfoTtb U(v1—v2)uda:dt. (4.14)m

Integrando dos veces por partes el segundo miembro
T :c T 1 1:__. _ ' _ < _ ” _ _ _

ÁRÁ Ú< ) (MUI) fl(vz))tU (UI U2)dïdt_ 210 (m) U(vr vz)dz(::t15)
Sumando y restando U'(fl(v¡) —fi(v2)) dentro de la integral en el primer término se

tiene

[0T[.Rw(fi) U(/3(v1)—por)»qu _ wm =

[OT/R43) (U(fi(v1)-fl(v2))),dzdt+ (4,16)

+ ÁT/IR‘r”( ) WI - v2)—U'wm) —¡3mm (mui) —magma =

= ¡naw (É) U WW» - fl<v2<T>Dd=v- flRw (fi) U(fi(v1(0)) —fi(vz(0)))da:+

+ ÁT/IRw ( ÍU'M - v2)—Uxmal) - amm (mui) - fi(v2))¿dzdt.
Por lo tanto, se tiene:

./IRw UWMÜW)- fi(v2(T)))da=- [R w U(fi(v1(0))- fi(vg(0)))da:+

+ ÁT fue‘1’(É) ¡“(v1 - v2)- U'wwo —amm (fi(v¡) _ fi(v2))¿dzdt5

g foT[IR#4)" U(v1'—v2)d:z:dt.(4.17)

3|“

A

EHH
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Por el teorema 1 se tiene u,-= fi(v¿) G H2+b'l+°/2(IR),i = 1,2, y por lo tanto, para m fijo,

(M111)—fi(v2))¿z/) e L‘(|R x [0, Observando que IU'I S 1, 0 S U(v1 - v2) 5
lvl —-v2|, y utilizando que 0 5 w 5 1, y que U'(v¡ —v2) —U’(fi(v1) —fi(v2)) —> 0 cuando
U tiende al módulo, porque fi es una función estrictamente creciente, es posible utilizar
el teorema de convergencia mayorada para pasar al límite U —) | - | (tomando s —)0
en 4.10 por ejemplo) dentro de las integrales. De este modo, resulta

fm w “WT” - fi(v2<T>>Id=v- [IRw (fi) Ifl(v1(0))—Ú(vg(0))|dzg
T 1 :l:< — " — - . .

_ [o flR m2 (m)|v1 vzldzdt (418)

Tomando límite ahora cuando m —>oo, como 0 5 «p5 1 y 1/¡(z/m) —>1, y como por la
teoría general B(v¡) G Ll (IR), por convergencia mayorada se obtiene en el lado izquierdo:

flRmmm —fl(v2(T))IdI —[IRwww) - fl(v2(0))|dz- (4.19)

En el lado derecho, como asumimos a’(u) 5 ,u para Iul S M (ver teorema 1), se tiene

Iv1—v2| = ¡0011) - a(U2)I S #Iui - uzl , (4-20)

y por lo tanto

[T f id)" (í) ¡v1—vzld:1:dt"23oo. (4.21)o IR m2 m

De este modo, finalmente se obtiene la propiedad de contracción en Ll de las soluciones:

[IR Ifl(v1(rv,to) - fl(v2(I,T))Ida= s /|Rw(v1(z,o)) —fl<v2(w,0))Idz. (4.22)

Si v1 es una solución de (4.1), correspondiente a dato inicial vw, y tomamos como Uzo(1ï)=
vlo(1:+ h), obtenemos a partir de (4.22)

[IR Ifl(v1(1:,T)) —fi(v2(a: + h, T))|dz 5 [IR |va (1:,0)) —Muze,- + h, 0))Idz, (4.23)

de donde sale que

Ilfi(vl)IILo-o(o_T¡TV(|R))S "fi(v10)“TV(|R)-

Tomando como dato inicial v20(1:)= v1(17,6), se obtiene

[IR |B(v1(x,T —6)) —fi(vn(x,T))Idx s [IRwww, 0)) - fi(v1(z,ó))ldz- (4.25)

Utilizando como dato inicial 1:20E 0, se tiene la solución trivial v2 E 0, y por lo tanto la
estimación en L‘:

/.R lfl(v1(m,T))Id-'s s ÁRIfl(v1(z,0))Id-'v- (4.26)
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4.2 Estimaciones para 51 74,32

Deseamos ahora extender este tipo de resultados a soluciones de dos problemas diferentes
de la forma (4.9), correspondientes a fij, j = 1,2. Las estimaciones que obtendremos, si
bien utilizan técnicas similares, son esencialmente diferentes de las contenidas en Cockburn
y Gripenberg [16],debido a que no deseamos asumir propiedades de suavidad de la función
(,0en (4.6) como las requeridas para obtener (4.7).

Como trabajaremos con la formulación (4.1), en vez de la versión con a = fi’l, tenemos
la ventaja de que el término de segundo orden es simplemente Av. Por este motivo, al
aplicar la técnica de duplicar variables de Kruíkov, no necesitaremos duplicar las variables
espaciales como en [16]. Sin embargo, debido a que las soluciones de (4.9) con [32una.
función escalera no son continuas en t, necesitaremos desdoblar las variables de tiempo
(es decir, comparar fl1(v¡(z,t)) con fl2(vz(a:,t'))).

Consideremos entonces las ecuaciones

5101103)): Avi (55at), (4'27)

fl2(v2(t'))u = Av2(:r, t'), (4.28)

y sea U como antes (ver (4.10)). Multiplicando la primera ecuación por U' (v1 —v2), la
segunda por U’(v2 - v1), y sumando, se obtiene

U'(U1(Ii t) _ v2(xi tl)).fil(v1(Ü)! + Ul(v2(zit,) _ v1(Ii t))fl2(02(tl))t' =

= U'(v1(1:,t) —02(2, t'))v1(a:, t):s + U'(v2(z,t') —v1(1:,t))v2(z, f)“ (4.29)

= U(v1 (1:,t) —v2(z, t’))=, —U”(v1(1:, t) —v2(:c, t'))(v1(a:, t), - v2(z, t'),)2.

Observando que

fi1(v1(t))t = (fi1(v1(t)) - fi1(v2(t'))):, (4-30)

fi2(v2(t'))u = (fi2(v2(t')) - fi2(v1(t)))u, (4-31)

podemos reescribir el primer miembro como

U’(v1(z, t) - v2(-'r,t'))(fii(v1(t)) - fi1(v2(t')))z+ (4-32)

+U'('02(33,t') —91(3it))(fi2(vz(tl)) —fl2<ülÜ))t' =
= U(v1 (1:, t) —v2(:r, t'))u —U”(v¡(:c,t) —v2(a:, t'))(v¡ (1:,t), —v2(:z:,t')x)2.

Multiplicando ahora por una función de corte ¡Mz/m) como en la sección precedente
((4.12)), y por una función <1>(t—t’), donde <I>es una aproximación a la delta

1 t

<I>t = — 4.33< > ¿w e < >

donde

w G C°°(IR; IR), w 2 0, no decreciente en IRZO,par,

sop w c [-1,1], [o] w(t)dt = 1/2,w(0) = 1. (4.34)
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Integrando ahora en 1:, t, t’, resulta

T 'r I I I

[o /0 [IRu'(v1(z,t>— mz, tax/Mula» —51(v2(t')))tw(;)<1>(t—t> dzdtdt +

+ foT/OT/IRU’(v2(:c,t’) —01(1,t))(fl2(v2(t')) —¿(www <I>(t—t') dzdtdt' =
T T I I I

= /0 [o [IR U(v1(1:,t) —v2(:r,t'))nï,l¡ (a) <I>(t—t)dzdtdt — (4.35)

T T II I I 2 1: I I

— f0 f0 fIR U (U1(:r:,t) —Wu, t ))(v¡(z,t)3 —v2(z,t )=) w (E) <D(t—t )da:dtdt.

Como U" 2 0, el último término es positivo. Luego de integrar por partes dos veces el
primer término del segundo miembro, podemos escribir

[o www, t) —w, tax/Mula» —amy)», w(%)<1>(t—t’)dzdtdt’+
T T

+ /o Á,/.RWW t'>- v1(xit))(fl2<v2(t')>—Mula)»th <I>(t_ y) dzdtdt’ 5

5 i ¿70le U(vl(:c,t) —v2(:c,t'))1p" <I>(t—t')d:rdtdt’. (4.36)m2

Como fil y flz son funciones estrictamente crecientes, podemos proceder como en la sección
anterior y tomar límite cuando U(-) —>| - |, observando que

U’(fi1(v1(t))—fi¡(v2(t)))_ U'(v,(z, t) _ MI, t» _, 0,

obteniendo

T T I I I I
/0/,,/IRlfi1(vl(t))—fi1(v2(t))|¿w(a)<1>(t-t) dxdtdt +

T T I

+ [o /o /IR“Muze,” _ r62(vl(t))lt’1/" ‘I’(t—t') dzdtdt’ g

5 É ÁT/OT/¡R¡“(IW —v2(xat')I1P” <I>(t—t')d:rdtdt’. (4.37)

Integrando por partes en t y t’ respectivamente el primer y segundo término del primer
miembro, resulta:

T I a: I I/0 '-fi](122G _t)dzdt+
T

+/o /IRmmm) “ 52(vl(t))|1/) <I>(t—T) (il-dt­

“¿T/R WWW)—mmm; É

_ /0T/|R WWW) 52(v1(t))ld) <I>(t—0)d1:dt5

) <1>(o— t’) dzdt' —
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s /0 mmm) —monton w(nit) <I>'<t- t'>dxdtdt'—

—foT/OT/IRIfl2(v2(t'))- mmm w (g) <I>'(t- t') dzdtdt' +

+ # ¿JT/07"?|v¡(:z:,t) —02(2, t')|1,b” cI>(t—t’)d:cdtdt'. (4.38)

Para aligerar un poco la notación, llamaremos Te al lado izquierdo de la desigualdad,
puesto que provee el estimador de error. Llamaremos TB a los dos primeros términos
del lado derecho, puesto que provienen de la diferencia entre ambos fij. Finalmente,
denotaremos con Td al último término de la derecha, que proviene del término difusivo de
la ecuación. Con esta notación la desigualdad (4.38) se escribe

Te S Tfi + Td- (4.39)

En Io que sigue, trabajaremos con cada uno de los términos Te, T5, y Td, para obtener
una estimación útil de la diferencia entre fi1(v1(t)) y fi2(v2(t)). A diferencia del caso
desarrollado en la sección anterior, ya no será posible tomar límite cuando m —> oo, y
las estimaciones provendrán finalmente de una minimización adecuada del lado derecho
de la desigualdad.

Comenzaremos con un lema muy simple, que es útil para acotar varias integrales que
aparecen en las estimaciones que siguen.

Lema 4 Sean <1),1/)como antes (ver (4.33)), y W(t) = fat<I>(s)ds. Entonces se tienen:
i)

[0T <1>(t—t’)dt’ g 2W(T), (4.40)

ii)
T T

[o f0 <I>(t—t’)dtdt’ 5 2W(T)T, (4.41)

m")
T T T

[o /0 |<I>’(t—t')|dtdt’ s 2É + 2W(T), (4.42)

iv)
T T

[o <1>(T—t’)dt’ = [o <I>(t’)dt’= W(T), (4.43)

v)

dzdtdt' 5 2mW(T)T||1p(")||Ln, k e No. (4.44)¿707W - t'>lw‘“(á)

Dem: Trivial. El
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Lema 5 (Estimación de Td)
En general

1 I

Td S 2;W(T)TIIL’/ “L‘HIUIOIIOO+ Ilv2olloo}- (4-45)

ii} Si además 01(3), 02(3) 5 KS para s e [0,max{||v¡o||°o,||v20||m}], para una constante
K fija, se tiene:

1

Td S 2ÉW(T)THÍ/)"IlooK{IIÍÏKUIOHILI + Ilflz(v2o)||u}- (4-46)

Dem: i)

1 T T I II I I

ITdI= É/o/o/¡R |v1(r,t)-v2(x,t)lw <I>(t—t)da:dtdt5
1 T T II z I I

s muvmnw uvzouw}[o[o[IR w (a) <I>(t—t)d:cdtdt
2 II

S "n7{“v10“oo + “UZOIIoo}m“w“L’W(T)T'

ii)

— 1 T T I II x , ,
Td - m2 [Ufo/¡R IUI(I,t) - v2(x,t)lw (m) <I>(t—t)d:z:dtdtg

< —1III/2"“ sup {Ilv1(a: t)|| 1+ IIv2(:z:t’)|| 1}/T/T<I>(t—t')dtdt’_ m2 00mm“) ’ L ’ L o o '

Como v]-= aj(flj(vj)) 5 Kfij(vj), j = 1, 2, haciendo uso de (4.26) se tiene finalmente

2

Ta S FK{II51(U10)IILI +“fl2(020)"L1}”w”“°°W(T)T' Ü (4-47)
El

En lo siguiente utilizaremos la siguiente notación:

A = sup{lfin(r) - fi2(r)| =T 6 [0, max{|lvmlloo, Ilvzolloo}l}- (4.48)

Lema 6 (Estimación de T5)

Ta s 4Am||tbllu{€ + wm}. (4.49)
Dem:

T T I I I I I I

f0 [o flR{IB1(m(t)) —fi1(v2(t ))| —¡azota )) —fl2(v1(t))[}1,b(;)<I>(t—t)dzdtdt 5
T T I

S f0 [o [R Ifi1(v1(t)) - fi1(v2(t')) + fl2(v2(t')) —¡32(v1(t))|1,b(-75) |<I>'(t—t')|da:dtdt' 5

5 2 A Ü,wa "W - t’HdIdtdt' s 2 A uwuum[JT/0T|<I>'(t_ t')|dtdt’sTn

s 4 Am Ilwllu +W(T)},
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utilizando las estimaciones del Lema 4. El
Definamos un estimador de error

e<t>= /IRw (g) mula» - flz(v2(t))|dz, (4.50)

que es esencialmente la norma en L1 de la diferencia entre fil (v1) y [32(112).Probaremos
a continuación una estimación básica que muestra que Te es más grande que una cierta
expresión que contiene al estimador, y que permitirá, por medio de un análisis cuidadoso,
hallar estimaciones de e(T).

Lema 7 (Cota inferior de Te)

Te 2 2e(T)W(T) —2e(0)W(T) —4Am||zp||L1W(T)— (4.51)
T T

—2[o [IR |fl2(v2(t)) —fl2(v2(0))l<ï>(t)drcdt —2 [o fR Ifl1(v1(t)) —fi1(v1(0))l<1>(t)dzdt.

Dem: Con la notación obvia a partir de (4.38), llamemos

Te= T1+ T2+ T3+ T4.

Acotando cada término

Tl=./oT/IR1p
T

(4.53)

Utilizando la definición de e(T) en la primera integral del segundo miembro, y observando
que ¡52(v2(t')) —fl1(vz(t'))l S A, se tiene:

T12 e(T)W<T)—[0T[mw (51-) ¡mmm —fl2(v2(t'))l<ï>(T-t')dzdt'- mAuwume.
(4.54)

Por otro lado, como |1,l2|S 1, y utilizando la contracción en Ll (ver (4.25)), se tiene
(haciendo t = ó = T —t', y por lo tanto t’ = T - t)

[0T[R 11’ |Ü2(v2(T))- [32(v2(t’))|<I>(T—t')dzdt' 5
T

f0 /¡R Ifi2(v2(t)) —fl2(v2(0))|<r>(t)dzdt. (4.55)
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En total:

T1 2 e(T)w(T) —[OT/IR mmm) - 62(v2(0))l<1>(t)dxdt—mAIlíPIILIW(T)- (4.56)

Análogamente se procede con T2, T3 y T4:

T2= [0T[IRw (g) ww» - fi2(v1(t))l<í>(t—T>dzdt2
T :1:

2 f0 /IR w (H) mmm) —m (v1(T))I‘1>(t—T>dzdt—

—/0T/IRw ¡mmm —al(vl<t))l<1>(t-T)dzdt— (4.57)

—/0TflR w (á) ¡mmm —fi2(v1(t))l<1>(t—T)dzdt 2
T

2 emwm - [o [R ww» - al(v1<o>)l<1>(t)dzdt—Amuwuuwm.

T3 = —[0T [IR g) ¡51(v1<0))— fi1(v2(t’))I<I>(-t’)drvdt' 2

mmm» —fi1(v2(0))I<I>(-t’)drdt’­

|fi2(v2(0)) —fi2(vg(t'))|<Ï>(—t')dzdt'— (4.58)

VVVÁSIHBIHBIHÉ

Ifl2(v2(tl)) —51(Uz(t'))l<1)(-t')dzdt' Z

2 —e(o)W<T) - 0TflR Ifi2(v2(t’)) —fi2(v2(0))l<1>(t’)d1dt’—Amuwuuwm.

|52(112(0)) - fi1(v1(0))I<I>(t)d:vdt—

¡51(v1(t)) —51(Ul(0))l‘1’(t)dzdt— (459)

VVV/\BIHBIHBIH“3‘

|52(vn(t)) - fl1(v1(t))l<ï>(t)da:dt2

IV
1 fl8É:3, ‘ ÁT ÁR Ifi1(v1(t)) - fl1(v1(0))|<1>(t)d-'Bdt- AmWIIL‘MT)‘

Recolectando el resultado de estas estimaciones, se obtiene lo deseado. D
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A partir de los resultados de los lemas precedentes, se llega entonces a la siguiente desi­
gualdad básica:

e(T) 5 e(0) + 2Am||1,/)||Li+
1 T T

+—W(T) (/0 flR Ifi1(v1(t)) —fl1(v1(0))|<1>(t)dzdt+ /o [Rlfi2(v2(t)) —fl2(v2(0))|<1>(t)dzdt)
1— T T . 4.60

Consideremos ahora sucesiones flï‘ —)[31,fi; —)fig, n 2 1, con = 0, ¿33(0)= 0,
Oe intD((fi,-)“), 2'= 1, 2, donde la convergencia se entiende en el sentido de grafos (ver
Observación 12). Sean a? = (fif)"l, a; = ([33)“, al = (,61)’1,a2 = (fi2)’1.

l l

Tomemos dos sucesiones de datos iniciales en L1(IR) n L°°(|R), u’l‘0í) um, u'2‘0¿b 11.20,
uniformemente acotados en L°°(IR)

Ilui'tlloo< M, 2'=1,2, vn >1, (4.61)

y supongamos por ejemplo

|oz,-(s)|5 Ks, |a?(s)| S Ks, para i = 1,2, s € [0,M], y n G IN. (4.62)

Esta última condición garantiza la unicidad de las solucionesy permite simplificar algunos
de los argumentos que siguen, aunque podría ser reemplazada por condiciones más débiles,
como a,-, i = 1, 2 continuas en el origen ([19]).

Supongamos además que se satisface

sup |fií‘(8) - fiï(s)l < A- (4-63)
3€[0,K M]

Con estas suposiciones, de acuerdo al teorema de Bénilan y Crandall [20] (ver Teorema
11), se tiene la convergencia en C([0, oo); L1(lR)) de las correspondientes soluciones:

BMW) = u'l‘Ü ul, [33013)= u; '23 ug. (4.64)

Además, son válidas las estimaciones de los lemas 5 ii), 6. Pasando al límite en la estima­
ción básica (4.60), obtenemos una estimación análoga válida para fll y fig.

e(T) s e(0) + 2Am||w||Li+
T

+—W:T)(/0 /¡R Iu1(:c,t) —u1(:v,0)|<I>(t)d:cdt+/0T flR ¡uma t) _u2(z,o)|q>(t)dzdt)
1

+ÉTHÚHHOOKHIU'10IIL' + IIuZOIIL'}+ 2AmlIÍIJIIM e + 1}- (4-65)
_T_
W(T)

Llamemos A1 y A2_a los operadores correspondientes a Aal y A012respectivamente.
Suponiendo que uio e D(A,-), i = 1, 2, se tiene por el teorema 3 (ver [32], Teorema 1) que
tanto ul como U2son localmente Lipschitz continuas en [0,T), y vale

,imsup Hut-(h)-hu¿(0)||u S IuioIA.-, i = 1, 2- (4.66)
h\,0
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De este modo, V6 > 0 existen hi, i = 1,2, tales que

Ilui(h) - Ui(0)”u
h S |u,-0IA_.+ ó, =1,2, h < h],hz.

Para aliviar la notación, en lo que sigue obviaremos hacer referencia a ó, y escribiremos

Hui-(h)- ui(0)“Ll S hluwlm, (4.68)

entendiendo que esta estimación vale asintóticamente cuando h —>0.
Entonces, para i = 1, 2,

T T
. _. . < . _ . l _ _

[o [IR |u,(t) u,(0)|<I>(t)d:rdt _ [o tlu,0|A_<I>(t)dt5 ¡MMM/(T) (4 69)

Reemplazando en (4.65) se tiene

€(T) S €(0) + 4Am|IIJJIILl+ 6(Iulolm + |u2o|A2)+
1 u

+FTIWJ IIooK{Ilulo|ILl + Ilu20IIL'} + ZATTIIIÍJIIILl (4'70)

T

W(T)e'

Para obtener una estimación en términos de A, debemos proponer un e y un m adecua­
dos. Claramente, para e suficientemente pequeño, el último término es mucho mayor que
4mA||w||Li. Proponemos entonces e = A”, m = A‘”, con 1/ = 2/5, p, = 1/5. De este
modo se tiene, a partir de (4.70), el siguiente

rI_‘eorema 12 En las condiciones anteriores (4.61), (4.62), y para datos iniciales uio G
D(A,-), i= 1,2, se tiene:

€(T) S f¿(0) + 4A4/5IWHL1+ A2/5(Iu10IA¡ + quoIA2)+
T

+A2’5Tllil)”||ooK{Ilunollu +I|u20|IL1}+ 2A2"r’llwlluW(T)' (4.71)

. Ll L1
Observacrón 15 Sean fi? —-)[31, fl; —)[32, u'l‘o—>um, tigo —)ugo, como antes. Suponga­
mos que las correspondientes soluciones ul y ug tienen soporte compacto para todo t > 0.
Entonces, dado T > 0, existe m tal que

sop (u1(t)) C [—m,m] , sop (u2(t)) C [—m,m] , Vt e [0,T]. (4.72)

Para dicho m se tiene

1 T T :1:=_ ”— "t—"' -'ddtdt'<Td mzfo/o (m>lvl<>ww m —
1 H T T n n I _ ' I

5 513W”“°°/o Á /|R_[_m,mllvl(t) mona t)da:dtdt
K ,,, T 7' n n I _’ l

5,7,3“) “oo/0 [o ÁR_[_m'ml(lu1(t)I+Iu2(t)l)<I>(t t)d:rdtdt

l/\
2K ¡II T n n I _ I n-DOO
FuwuwMN/o ÁR_[_M](Iu1(t)I+Iu2(t)|)<1>(todzdt e o.
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Por lo tanto, para fl] y [32y datos iniciales uio e D(A¡) que producen soluciones con
soporte compacto para todo t, se tiene que la contribución del término T4 es nula. Por
lo tanto, la estimación (4.70) se puede reescribir, para m tal que sop (ul) U sop (uz) C
[-m, m]:

(4.73)
T

e(T) s em) + 4Amuwllu + ¿(|qule + ¡Mol/12)+ 2A““"’”“ w(T)e'

Eligiendo ahora e = Am, se obtiene

Teorema 13 En las condiciones anteriores (4.61), (4.62), para datos iniciales uio G
D(A.-), i = 1, 2, que producen soluciones de soporte compacto para todo t > 0, y eligiendo
m suficientemente grande de modo que sop (u1(t)) U sop (u2(t)) C [—m,m] para todo
t E [0,T] se tiene:

T

em s em)+ (4771”?!)“¿1+ union + ¡amm + mutua wm) AW. (4.74)

Observar que en estas estimaciones ul y ug juegan roles similares. A los efectos de
utilizarlas para estudiar la diferencia entre la solución de un problema dado y el método
propuesto en esta tesis, sería preferible contar con estimaciones donde en el lado derecho
no apareciera |u2|A2. Para esto, necesitaremos una leve modificación del Lema 7, y la
aplicación de un lema de Cockburn y Gremaud [16]. Comencemos con la modificación del
lema 7.

Lema 8 (Otra cota inferior de Te)

Te 2 [qu47" —t’)e(t')dt’ + e(T)W(T) —ÁTe(t')<I>(t’)dt' —e(0)W(T)— (4.75)

—4AmuwuuW<T) —4 [0T[IR mima» - fi1(v1(0))l<ï>(t)dzdt­

Dem: Con la notación obvia a partir de (4.38), (4.39), procedemos análogamente al lema
7, llamando

Te= T1+ T2+ T3+ T4.
Acotando cada término

T1 = f: [IRw (g) ¡al (v1(T)) —fi1(v2(t'))|<I>(T- oda-dt! 2

2 [0T[IRw (g) Ifi1(v1(t’))- fi2(v2(t'))I<I>(T- t')dzdt'­

—[OT[IRw (5;) ¡aman - fi1(v2(t’))l‘ï>(T—t')dzdt'— (4.77)

—[0T[IR¡12(3) ¡mmm - fi1(v1(t’))I<I>(T—t')dzdt' 2

> /0T<I>(T—t'>e(t')dt' —mAuwuuwa‘) ­

‘ loTla '1’(í) “il(v1(Tn —a (v1(mw —muy.
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Por otro lado, como IwI 5 1, y utilizando la contracción en Ll (ver (4.25)), se tiene
(haciendo t = ó = T —t’, y por lo tanto t’ = T —t)

/0T[IRw MMC”) _ Úl(”1(t'))|‘Ï>(T- t')d3:dt'5
T

fo /¡R Ifi1(vl(t)) —51(01(0))I<I>(t)dxdt. (473)

En total:

T

T1 2/0 <I>(T—t’)e(t’)dt' —mA||1p||L1W(T)_

—[OT/¡R |fi1(v1(t)) —[31(v1(0))|<1>(t)d1:dt. (4.79)

Análogamente se procede con T2, T3 y T4;

T2= f: /,Rw (á) mmm) —fi2(v1(t))|<1>(t—mm 2
T

2 fo /.R w (
T

_/o /IR1’b
T

_/0 flRw

2 e(T)W(T

3|“a

Ifil (01(T)) —fl1(v1(t))|<I)(t —T)d;rdt— (430)

Ifil (01(0) —52(v2(t))|<I>(t —T)d:1:dt 2

T

—Amuwuuwm —[o [IRww» —fi1(v1(0))I<I>(t)da=dt.

AA BIHSIH

VVV

É) Ifi1(v1(0)) —fl1(vz(t'))|<1>(0 —t’)da:dt' 2

|fi1(v¡(t')) —fi2(v2(t’))|<p(_tl)dxdtl_

Ifi2('U2(tl))—,Ül('02(t'))l‘p(—tl)dldtl-

G'SÉ
AAA SIHBIHSIHg VVVÁ

¡R Ifll(vl(0)) —51(02(t'))IÓ(-t')dzdt' 2
T T

2 —[o e(t')<1>(t')dt' —Amuwuuwm —[o /¡R|al(v1(t)) —fl1(v1(0))I<I>(t)d:vdt­

T. = - [OTflRw (g) mmm» —fi2(v1(t))|<1>(t)dzdt2

_ j: IR1/, mmm» —fi¡(v¡(0))|<I>(t)da:dt­
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T m

- [o [IR«12(3) Ifl1(v1(t)) - fi2(vl(t))ld><t)dzdt— (4.82)

— T í — <I>(t)d:cdt >
[o [IRw (m) Im (v1(0)) fi1(v1(t))l _

T

2 -e(o)w(T) —Amuwuuwm - / / Ifi1(v1(t))-fll(vl(o))ld><t)dzdt.o IR

Recolectando el resultado de estas estimaciones, se tiene entonces lo deseado. El
Llegamos entonces a la desigualdad

[0T <1>(:r—t’)e(t’)dt' + e(T)W(T) 5 [OTe(t')<I>(t')dt' + e(0)W(T)+

+4Am||w||L1W(T) + 4 [0T [IR ¡al (v1(t)) —fl1(v1(0))|<I>(t)dzdt + Td + Tfi, (4.83)

análoga a la desigualdad (4.60). La principal dificultad aquí es que no es una estimación
puntual de e(T), sino una desigualdad integral.

Tomando sucesiones fit", y datos iniciales u? como antes, se puede pasar al límite como
antes, obteniendo que la desigualdad anterior es válida para fil y [32grafos generales.
Además, son válidas las estimaciones de los lemas 5 ii), 6, y se tiene la desigualdad
(correspondiente a (4.65)):

[OT<I>(T—t’)e(t')dt’ + e(T)W(T) 5 [OTe(t’)<I>(t’)dt'+ e(0)W(T)+

+4Am||w||L¡W(T) + 4 [OT[IR |u1(a:,t) —u¡(z, 0)|<I>(t)dxdt+ (4.34)

+%TW<T)¡IWIIOOMIIumuu+ Iluzollu}+ 4Amuwuu€ + W(T)}.

Procediendo igual que en (4.70), para dato inicial um en el dominio generalizado de A1,
se tiene:

T T

f0 <I>(T—t’)e(t')dt’+e(T)W(T) 5 [o e(t')<I>(t')dt’+e(0)W(T)+
+4Am||w||L1W(T) + 4W(T)c|u10|Al+ (4.85)

2 T
+ÉTW(T)IlïpllllooKflluloHLl + Iluzollu}+ 4Amll‘1’llulï + W(T)}­

El problema de hallar una estimación de e(t) a partir de esta desigualdad integral se
resuelve con el siguiente lema, debido a Cockburn y Gremaud [16], y que reescribimos
para adaptarlo a la situación de (4.85).

Lema 9 Sea e(t) tal que satisface la desigualdad integral

/0Te(t’)<I>(T-t’)dt'+W(T)e(T) g e(O)W(T)+/OTe(t’)<I>(t’)dt’+W(T)C+DT+TW(T)E,
(4.86)
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con (I)como en (4.33). Haciendo tenderw a la característica del intervalo [—1/2, 1/2], lo
cual denotaremos w —> x[_1/2'¡/2], se obtienen las estimaciones:

dns dW+C+DHJÉ, T53, flü)
ea3524m+xn4or+mw, T>%. um)

Dem: Haciendo w —) XH/m/g], resulta, para T S 6/22
1 T T T 1 T 2

z/0 e(t')dt'+ Ée(T) g :e(0) + 2/0 e(t’)dt'+ C; + DT+ (4.89)
Simplificando, se obtiene (4.87). Consideremos ahora el caso T > 6/2. Se tiene W(T) =
1/2, y por lo tanto (4.86) se escribe:

T 1 T — t’ 1 1 1 6/2 C 1
I _ _ < _ _ I I _ _ . .

Áe(t)€w( e )+ 2e(T)_ 2e(0)+ 6/0 e(t)dt + 2 +DT+ 2TE (490)
Como el integrando en el primer miembro es positivo es posible eliminarlo conservando la
desigualdad, y como en la integral del segundo miembro se necesita sólo una estimación
de e(t’) para t’ e [0,6/2], utilizando (4.87) se tiene:

eau524®+2C+2D(%+T)+E(É+T). (4m)
de donde se llega fácilmente a (4.88) utilizando T 2 6/2. El

Utilizando este lema, a partir de la desigualdad (4.85) se obtiene, para T > 6/2

e(T) 5 2e(0) + 16Am||ib||u + BeluIOIA,+ (4.92)
4 T

+WTIIÚ'lllooKlllulollLl + ||U20||L1}+16AmIWIIL1?

Esta desigualdad es enteramente análoga a (4.70), difiriendo solamente en el valor de
algunas de las constantes. Aplicando la misma técnica que conduce a los Teoremas 12,
13, se obtienen los resultados análogos

Teorema 14 En las condiciones anteriores (4.61), (4.62), y para datos iniciales um G
D(A¡), vale:

e(T) s 2e(0) + 16A4/SII1/JIILI+ sAz/Slumlm (4.93)

+4A2/5TII11)"|IooK{Ilulollu+|Iu2o||u}+16A2/5H1PIILIT­

Teorema 15 En las condiciones anteriores (4.61), (4.62), para datos iniciales um G
D(A¡), que producen soluciones de soporte compacto para todo t > 0, y eligiendo m
suficientemente grande de modo que sop (u¡(t)) U sop (u2(t)) C [—m,rn] para todo t G
[0,T] se tiene:

“W(T) - U2(T)IIL¡(|R) S 2“um —u20I|L1(IR) (4.94)

+ (167'7'LII’lJ)IILlAll2+ Slalolm+A1/2.



86 CAPÍTULO 4. RESULTADOS DE CONVERGENCIA

4.3 Estimadores de error de la solución y del soporte
Los resultados de los Teoremas 12, 13, y los de los Teoremas 14, 15, son directamente
aplicables al método expuesto en el Capítulo 2, y a los resultados numéricos del Capítulo
3, donde fi] corresponde a la ecuación que se desea resolver, y flg es un grafo maxima]
monótono constante a trozos como los introducidos en el Capítulo 2. Notar que la unicidad
de las soluciones del problema correspondiente a fig es necesaria para garantizar que las
estimaciones son válidas para la solución exacta construida mediante las ideas del capítulo
2. La ventaja de los resultados de 14, 15 sobre los de 12, 13 reside en que no es necesario
mostrar acotaciones uniformes en A de |u20|A2.

En el caso de soluciones con soporte compacto, los resultados del Capítulo 2 (ver
teorema 8), garantizan que el soporte de la solución numérica se mantiene acotado uni­
formemente en A. Por lo tanto, en la estimación (4.94), m puede ser escogido indepen­
dientemente de A.

Modificando un argumento de Nochetto [35], las estimaciones de error en Ll de las
soluciones de la forma (4.94), pueden ser utilizadas para obtener acotaciones del error de
la frontera libre. Por claridad, denotaremos u = ul a la solución exacta, y uA = uz a la
solución numérica obtenida con nuestro método.

Sean

Q+

Q2

donde ó se ajustará luego apropiadamente.
Nochetto demuestra que si se conoce un resultado de no degeneración para la solución

exacta u, de la forma:
existen constantes a, C‘ > 0 tales que Ve, 0 < e < eo, se tiene:

{(zr,t) E [-m,m] x (0,T)/u(a:,t) > 0}, (4.95)

{(z, t) e [—m,m] x (0,T)/uA(:r, t) > 6}, (4.96)

meas({(:z:,t) e Q : t 2 to > 0,0 < u(z,t) < e“}) 5 C‘e, (4.97)

entonces, a partir de (4.94), se obtiene el siguiente teorema, que adaptamos de Nochetto
[35]para adecuarlo a nuestra situación.

Teorema 16 Asumiendo (4.94), (4.97), y eligiendo 6 = A211+°5,existe una constante
C > 0 que depende sólo de a, tal que:

meas(Q+AQz)5 CC'W n'+«, (4.98)

con C' y a como en (4.97).

Dem: Como Q+AQX = {Q+\QX}U{QZ\Q+}, analizaremoscada uno de estos conjuntos
por separado. En primer lugar,

(2+ \Qg = {:I:: 0 < u(:z:) < 2ó,uA(:r) 5 6} U {1:: u(:r) 2 26,u¿(:1:) 5 6} = AUB. (4.99)
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Pero A C {11:: 0 < u(.r) < 26}, y por lo tanto, usando (4.97) se tiene meas(A) 5 C'(2ó)‘/°.
Como 1: e B implica u(:r) —uA(1:) 2 ó, se tiene:

meas(B) 5 É/Buüz) —uA(a:)5 0%”. (4.100)

Como para a: e Q3 \ (2+ se tiene uA(a:) - u(:r) > 6, el mismo análisis de B nos da

finalmente: 1/2 1/2

meas(Q+AQg)5 cul/"6”" + AT + AT. (4.101)

Finalmente, eligiendo ó = A20"), se tiene lo deseado. El
Para el caso de la ecuación de medios porosos en una dimensión espacial, se conoce el

siguiente resultado:

meas ({(z,t) E Q : t 2 to > 0,0 < u(1:, t) < ¿“D S C(to)6, (4.102)

con a = 1/(m —1) [35]. Por lo tanto, combinando (4.102) con (4.98), se obtiene para
soluciones de la ecuación de medios porosos u, = Au’"

meas(Q+AQg) 5 CC‘Aïn-ï (4.103)

Observación 16 Como para medios porosos a = 1/ (m —1), la constante C en (4.98)
crece como 2m“, lo que da una estimación muy pobre si m es grande (cf. los resultados
numéricos de la sección 3.1.4 para m = 50

Observar que los resultados numéricos expuestos en el Capítulo 3 para las soluciones
de Barenblatt eran consistentes con exponentes 0.8 y 1 para m = 2, 3 respectivamente,
mejores que los que proporciona la estimación (4.103) (1/4 y 1/3 respectivamente).

Combinando los resultados de [35, 36, 37], Nochetto obtiene, para el método de ele­
mentos finitos, una cota de la forma

him” -1)/m2

con h el diámetro máximo de loselementos. Identificando A con h (el número de incógnitas
en una dimensión espacial es inversamente proporcional a ambos), vemos que la cota
obtenida para elementos finitos es superior. Sin embargo, la técnica de Nochetto, aplicada
al método presentado en este trabajo, no explota el hecho de que la frontera libre está
descripta de un modo natural como la interfase donde la solución salta al valor cero,
identificándola en cambio con alguna curva de nivel u = 6. Esto es natural en elementos
finitos, o diferencias finitas, donde en principio existe alguna difusión artificial que hace
que las fronteras libres no estén muy bien definidas, pero resulta artificial en nuestro caso.

Un camino alternativo, que consistiría en la demostración de la no-degeneración de la
solución aproximada [38],constituye un tema de interés, en el que se continúa trabajando.
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Capítulo 5

Conclusiones

En esta tesis se desarrolla un método de aproximación de soluciones de ecuaciones parabó­
licas de forma general, en una dimensión espacial, que presenta una serie de características
únicas.

El método está basado en aproximar la ecuación por otro problema aún menos clásico,
del cual sin embargo es posible hallar una solución exacta vía la resolución de un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias, análogo a las condiciones de Rankine-Hugoniot.
Este esquema de aproximación es también factible en más dimensiones espaciales, como
queda demostrado por el ejemplo presentado en dos dimensiones con simetría radial. Las
principales dificultades en más de una dimensión residen en la complejidad de la evolución
de las curvas de nivel, que pueden desarrollar singularidades al crecer t, y en la resolución
de la ecuación de Laplace en cada una de los conjuntos de nivel de u.

Se presentan una variedad de ejemplos representativos de aplicación, a problemas
típicos de ecuaciones de difusión no lineales, que presentan singularidades, fronteras libres,
etc. Se analiza además en detalle el comportamiento numérico, estimando órdenes de
convergencia en L‘(|R) de las soluciones, y de las interfases, con resultados comparables
a otros métodos estándar, como elementos o diferencias finitas.

Además, se desarrollan estimaciones de la diferencia entre soluciones de dos problemas
parabólicos diferentes. Para ello se extiende la técnica de duplicación de variables, uti­
lizada por Cockburn y Gripenberg [15],al contexto general considerado en este trabajo.
Se utiliza también la técnica de Nochetto [35] para acotar el error en las fronteras libres.

Los órdenes de convergencia en Ll y en las interfases observados numéricamente re­
sultan en todos los ejemplos analizados mejores que los deducidos. Esta diferencia resulta
comprensible, debido a que el método utilizado para obtener las estimaciones de error uti­
liza sólo requerimientos muy generales sobre a(u). Se continúa trabajando en la manera
de explotar propiedades adicionales de a, así como en extender el análisis para abarcar
las ideas presentadas en la sección 3.2.

Por otro lado, se concluye que en casos como la ecuación del calor, o el problema de
Stefan, en que la solución exacta no tiene soporte compacto, el hecho de que las soluciones
del método propuesto tienen soporte compacto, limita la convergencia a primer orden en
A. Cuando la convergencia del dato inicial puede mejorarse, existen alternativas para
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mejorar el orden de convergencia, calculando ú = fi‘l(v) a partir de la función constitutiva
exacta.

Además, en el método presentado las interfases aparecen naturalmente, y por lo tanto
sería deseable no utilizar una definición ad hoc de las fronteras libres. En el caso de
elementos o diferencias finitas esto es natural, debido a la difusión artificial que acompaña
dichos métodos, o cuando se resuelven problemas regularizados [33, 35]. En particular,
los experimentos numéricos sugieren que la aproximación de la interfase es mejor cuando
la pendiente con que la solución exacta incide en el soporte es infinita, como en el caso de
las soluciones a la ecuación de medios porosos con m > 2, y sin embargo las constantes
que surgen de [35] y del análisis presentado en la sección 4.3 contienen un factor 2’",
que obligaría, para m >> 1, a una reducción prohibitivamente grande del paso de la
discretización. Esta reducción podría estar justificada en el caso de elementos o diferencias
finitas, ya que debiera haber una cantidad muy grande de puntos de la malla para poder
resolver adecuadamente los gradientes que aparecen en la interfase, pero parece artificial
en nuestro caso donde en algún sentido se está. calculando :1:(u),que resulta casi constante
donde 11(2)tiene pendiente muy grande.



Apéndice A

Soluciones de Barenblatt

La ecuación de medios porosos

mUt= (u )II, m >1,

tiene familias de soluciones autosimilares, que han sido muy estudiadas, y que tienen una
gran importancia en el desarrollo de la teoría.

Una de estas familias es la de soluciones autosimilares de Barenblatt, de la forma
u(;r, t) = t°F(|a:|t‘5), que describiremos en la forma.

l

1 1: 2 _'l

u(1:,t)= maxmm [1- ] , (A.1)

donde el soporte /\(t) viene dado por

l

2m(m + 1) ""T‘/\ t = —-— t 1 A.2
< ) l m _1 < + )] < )

Estas soluciones corresponden a la evolución de una delta de Dirac ubicada en el origen a
tiempo t = —1,y muestran una de las características más sorprendentes de la evolución
de las soluciones de la ecuación de medios porosos: tienen soporte compacto para todo
t, en contraste con las soluciones por ejemplo de la ecuación del calor, donde el soporte
inmediatamente es todo IR.

91



APÉNDICE A. SOLUCIONES DE BARENBLATT



Apéndice B

Problema de Stefan

Cuando la función constitutiva a(u) tiene un intervalo de constancia, por ejemplo

u OSuSl,
a(u)= 1 15uS2, (B.1)

u-125u51,
se tiene el clásico problema de cambio de fase, o problema de Stefan. En las formulación
habitual, la variable a(u) es la temperatura, y la variable u representa la entalpía o
la energía interna del material. Así, la función constitutiva refleja el hecho de que la
temperatura crece linealmente con la entalpía, hasta llegar a una temperatura fija (la
temperatura de cambio de fase). Luego, se puede incrementar la entalpía sin aumentar la
temperatura, hasta que el material cambia de fase, momento a partir del cual nuevamente
el aumento de temperatura es proporcional al aumento de la entalpía.

La ecuación en derivadas parciales ut = Aa(u) expresa la conservación de la energía,
y el hecho de que el flujo de calor es proporcional al gradiente de temperatura Va(u).

En lo que sigue deduciremos la forma de una familia de soluciones autosimilares del
problema de Stefan, correspondientes a la función constitutiva (B.1), en una dimensión
espacial. Más información sobre soluciones autosimilares del problema de Stefan puede
hallarse en [40], y en las referencias allí recolectadas.

Supongamos que se tiene una solución, en la cual la temperatura es continua, y a la
izquierda de una curva E(t) es mayor que la temperatura de fusión v = 1, y menor que
v = 1 a la derecha. La conservación de la energía a través de la interfase á(t) obliga al
cumplimiento de la ecuación:

¿(Ü = -l-a(u)=l¿(t)» (13-2)

donde HE“)designa al salto de un lado a otro de la interfase á(t). La iterpretación física es
muy clara: el balance entre los flujos de calor es el que determina la velocidad de avance
de la interfase. Designcmos con u(‘)(a:,t) y ul’)(:v,t) a las porciones de la solución u(;2:,t)
a la izquierda y derecha de la interfase, respectivamente.

Consideremos cl problema en la semirrecta a: > 0, que satisface u(a: = 0, t) = UL,
u(.1:,0) = U0. La ecuación en derivadas parciales ut = Aa(u) se traduce, en términos de
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u“) y um, al cumplimiento de las ecuaciones:

ul" = «¿2, o < z < at), (B3)

ug” = ug, ¿(o < :1:< oo, (13.4)

¿(n = ug) —ug”, t > 0, (B.5)

con las condiciones complementarias

u‘”(¿(t)) = 1 = u")(5(t)), u<"(o,t) = UL, uma, o) = U0. (B6)

Buscaremos una solución de la forma:

IE
(l)= A + B f — , B.7

u 1 ¡er Zfi ( )

(r)=Ar+Br f i. _ B.8
u er 2\/í ( )

Las condiciones (B.6) se transforman en:

¿(il ¿(ÜA=U,A, B,=U,A+Bf— =1,A,.+B f— =1. B.9
z L + o l ter (2“; rel' 2‘” ( )

Como las dos últimas deben satisfacerse para cualquier valor de t, es necesario que

¿(t) = afi. (B.10)

De aquí surgen las expresiones para las constantes:

1 _
A: = UL, BI = _ULi

erf (g) .

errf —1 1- U0 (3'11)
_ erf(%)-1’ r_erf(%)—l.

La constante a se determina ahora imponiendo el cumplimiento de la condición para la
interfase (8.5):

_ _ 2 .

1—[j0___.1 UL=afi exp _erf —1 erf 2 4



Apéndice C

Problema de Dirichlet en la semirrecta

Consideremos el sistema de ecuaciones (2.18) del Capítulo 2:

6
¿515111 = — va/z ,- 1

óv-_ óv- . C 1)151.5%.= t_I/2__ï, 2<Z<n_1, (.
2 [31'— ¡Bi-l ,Bi+l - fii _ _
¡611 = 0a

cuya solución debe satisfacer la condición

fi12fi22---2fin=0- ((3-2)

Comencemos por observar que se pueden satisfacer formalmente las primeras n —1 ecua­
ciones tomando un valor arbitrario fil > 0, y eligiendo:

2 ó i­
[31":-Bi-l - ¡_lv—l/2, 2 S i S n. (G.3)

251516
1

Dem: La primera ecuación de (C.1) dice:

2 6'02= ——, CAa m WI ( >

de acuerdo con (G.3). Sumando las primeras k —1 ecuaciones (G.1), se tiene:

1 k'l ¿Uk-U2

2 fijóu] 5k- file-l, ( )

y (lespejando 6k, obtenemos (G.3). D
Por lo tanto, el problema está en si es posible hallar un fll adecuado, de modo que se

satisfagan la condición fin = 0, junto con las relaciones (G.2).
Para ver esto, probarcmos primero dos pequeños lemas:
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Lema 10 Dado un n > 1, si fll es suficientemente grande, los fl.-calculados según (0.3)
satisfacen

fi12fl22---26n-12fln>0. (0-6)

2 '.*_ 6 -_

51 > ‘/——z";ulv’"2. (G.7)

Sea k el primer índice tal que [3k5 0. Si k < n, se tiene:

Dem: Sea

25vk-1/202 = fl - ——T— 2
fik I: l fljóuj

2 flbl _ 2511k-1/2 2¿Uk-m _ 251mm > (Q8)
filón] = fik-z - 25;? fijóuj [315m

_ 2ÉÏ=2501—1/2 > 0,
fllóui

donde la última desigualdad sale de (G.7). Ü

Lema 11 Sea [31 > 0 tal que Él 2 ¡522 2 [3k2 O. Entonces, para fll e [31,00)
se tiene que 52,...,fik+1 calculados según (3.9) son funciones estrictamente crecientes
continuas de BI.

Dem: Tomemos [31> Él, y supongamos que existe un j, 2 5 j 5 k + 1 tal que fij 5 Éj.
Sea l el primer índice para el cual fl¡ 5 ,B¡.Se tiene:

2 ¿UH/2
Ú1=fil—1— > 31-1—

2 ¿"1-1/2 ­-—A = , G.9
25;} ¡Mi fit ( )

una contradicción. Repitiendo esta cuenta para dos valores cualesquiera fll, fil E [[31,oo),
se obtiene la monotonía deseada. La continuidad es inmediata por ser una composición
de funciones continuas, para lo cual se requiere que no se anulen los denominadores:

z pióuj> z aan,- > o. (c.10)
j=l j=l

El

A partir de estos dos lemas, es fácil probar la existencia y unicidad de la solución de
(G.1).

Teorema 17 Para cada n 2 2, existe una única solución del sistema algebraico no lineal
(C. 1) que satisface (G.2).
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Dem: La demostración sale por inducción. Sea k = 2, y observemos que

26113/2 6113/2= __=o :i 2—. C.11
[32 .81 filóul <=> 51 fi ¿ul ( )

Tomando 61 = “2%? se tiene la única solución positiva. Sean fif Z ,6; 2 Z [3: = 0
la única solución de (G.1), (2.19). Se quiere probar que (G.1) con n = k + 1 tiene sólo una.
solución que satisface (G.2). Por el lema 10 existe un fiin > 0 tal que el correspondiente
6,211> O. Por hipótesis se tiene fif 2 - -- 2 fl}:= 0 y por lo tanto

2Ak+l 2Ak+1
fit+1=filï_ k kA .= k IcA .-'j=lfij “J 23:15]" "J

Por el lema 11, para fi] 2 fif se tiene que flk+1es una función creciente continua de fil. El
argumento anterior muestra que esta función continua es negativa o nula para ,01= fif,
y positiva para fil = Bi". Por lo tanto, se anula para un único fil e [fit Como para
,61< fif algún fii, i < k + 1, debe resultar negativo, y para fil > fiï" resulta fikH > 0,
existe un única solución positiva de (G.1), (G.2). D

06212
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