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Métodos robustospara el modelode análisisfactorial

Palabras clave: análisis factorial, estimadores robustos de posición multivariada y covarianza, con­
sistencia, distribución asintótica

Resumen:
Los estimadores usuales de los parámetros del modelo de análisis factorial son los estimadores de
máxima verosimilitud que corresponden a factores y errores normales. Estos estimadores dependen
de la media y la covarianza muestrales, las cuales son muy sensibles a observaciones atípicas. En
este trabajo se obtienen estimadores robustos para el modelo de análisis factorial reemplazando en
las ecuaciones de verosimilitud la media y la covarianza muestral por estimadores robustos de posi­
ción multivariada y covarianza. Se pmeba la consistencia de estos estimadores cuando éstos están
basados en estimadores multivariados consistentes. También se prueba la normalidad asintótica de
los mismos y se obtiene la matriz de covarianza asintótica cuando los estimadores en los que se
basan son asintóticamente normales. Un estudio de Monte Carlo muestra que las familias propues­
tas contienen estimadores que combinan alta eficiencia bajo el modelo normal con alta robustez
cuando la muestra contiene observaciones atípicas

Robust methodsfor thefactor analysis model

Keywords: factor analysis, robust multivariate location and scatter estimators, consistency, asymp­
totic distribution

Abstract:
The usual estimates of the parameters of the factor analysis model are maximum likelihood esti­
mates corresponding to gaussian factors and errors. These estimators depend on the sample mean
and covariance matrix, which are very sensitive to few outliers. In this work, robust estimators for
the factor analysis model are obtained replacing into maximum likelihood equations sample mean
and covariance by robust multivariate location and scatter estimates. Consistency of the proposed
estirnates is proved when consistent multivariate location and scatter matrix are used. The asymp­
totic normality of the proposed robust estimates is proved and their asymptotic covariance matrix
obtained, provided the location and scarter matrix are asyrnptotically normal A Monte Carlo study
compares the behavior of the different robust proposals with maximum likelihood estimators,
showing that it is possible to find estirnates which combine highly eficient estimates under a nor­
mal model with a highly robust behavior when the sample contains outliers.
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1 Introducción

Supongamos que se tiene un conjunto de variables definidas sobre cada elc­
mento de la población. El modelo de análisis factorial postula que la rela­
ción existente entre dichas variables puede explicarse como combinaciones
lineales de un número pequeño de otras variables, que denominaremos los
factores, más un error aleatorio independiente de los factores. Así, bajo este
modelo, la matriz de covarianza de las observaciones tendrá una estructura
particular, ya que puede descomponerse como la suma de la covarianza de
los factores más la covarianza de los errores.

Dada una muestra de la población se quiere identificar los factores y esti­
mar los parámetros que conforman la estructura de la matriz de covarianza.
Los estimadores que habitualmente se utilizan para este modelo son los de
máxima verosimilitud correspondientes a factores y errores con distribución
normal, basados en algoritmos desarrollados por Jóreskog ([16] (1963) y [17]
(1967)), Clarke [6] (1970), Lawley y Maxwell [18] (1971). Sin embargo, es­
tos estimadores son muy sensibles a unas pocas observaciones atípicas o a
pequeños alejamientos en la hipótesis de normalidad.

Bajo la hipótesis de normalidad de las observaciones, los estimadores de
máxima verosimilitud de los parámetros del modelo dependen de la muestra
sólo a través de la matriz de covarianza muestral. Entonces, la propuesta
realizada en esta tesis para obtener estimadores robustos de los paráme­
tros del modelo de análisis factorial, fue reemplazar la matriz de covarianza
muestral por un estimador robusto, consistente y asintóticamente normal de
la covarianza en las ecuaciones de verosimilitud.

Los estimadores robustos estudiados están basados en los estimadores
de posición multivariada y covarianza de Donoho-Stahel (Maronna y Yohai
[26] (1995)), estimadores de mínimo volumen elipsoidal (MVE) de Rousse­
euw (Rousseeuw y Leroy [32] (1987)) y S-estimadores (Davies [8] (1987)).
Con el fin de obtener estimadores que combinen simultáneamente las propie­
dades de alto punto de ruptura y alta eficiencia bajo normalidad, también
se desarrollaron estimadores para los parámetros de este modelo a partir de
los T-estimadores (Lopuhaá [21] y [22] (1991)) y de versiones pesadas de la
matriz de covarianza muestral, con pesos basados en los estimadores MVE,
S- y T-estimadores.

Mediante un estudio de Monte Carlo, en el Capítulo 7 se muestra que los
estimadores robustos así obtenidos no se ven seriamente afectados por los
valores atfpicos que pueden aparecer en la muestra, y además son altamente
eficientes en un entorno del modelo central.

En los Capítulos 5 y 6 se obtienen resultados de consistencia y norma­



lidad asintótica de los estimadores de los parámetros del modelo de análisis
factorial obtenidos a partir de un estimador consistente y asintóticamente
normal de la matriz de covarianza de las observaciones. Como corolario, a
partir de los resultados de Maronna y Yohai [26] (1995), Davies [8] (1987)
y Lopuhaá [22] (1991) sobre la consistencia de estimadores de posición mul­
tivariada y covarianza generales, se obtiene la consistencia de los estima­
dores de los parámetros del análisis factorial basados en los estimadores de
Donoho-Stahel y los S- y T-estimadores. También a partir de lo demostra­
do por Davies [8] (1987) y Lopuhaá [20] (1989), [21] y [22] (1991) sobre la
distribución asintótica de los S- y T-estimadores multivariados, se obtiene la
normalidad asintótica de los los S- y T-estimadores de análisis factorial y la
expresión de la matriz de covarianza asintótica para dichos estimadores.



2 El modelo de análisis factorial

El modelo de análisis factorial se puede escribir como:

x=po+Aof+s, (l)

donde x €pr es el vector que contiene las p variables observadas, [.10G
ERP,Ao E ERP” es la matriz de las ponderaciones, f GER"representan las
lc variables latentes o factores comunes, e GER?son los términos residuales
que representan los efectos asociados de los factores específicos y el error
aleatorio.

Asumiremos que los errores tienen media cero y son no correlacionados,
es decir

E(E:) = 0;

E (ee') =\Ilo,

siendo ‘IloG 8%pouna matriz diagonal con elementos diagonales positivos.
Supondremos que f es un vector aleatorio. Sin pérdida de generalidad

se puede asumir que
E(f) = 0,

pues si esto no ocurre, como E'(x) = AoE(f) + po, ¡1.0puede redefinirse para
absorbera A0E(f
Denotaremos con (boa la matriz de covarianza de f, es decir

E(ff’) =<1>0.

Asumiremos además que los errores son no correlacionados con los fac­
tores, es decir

E(fe’) = 0.

Observemos que las hipótesis del modelo de análisis factorial implican
que la matriz de covarianza de las variables observadas x, 20, está dada por:

20 = cov(x) = oov(Aof+ e) = cov(A0f) + cov(e) (2)
= A0E(ff’)A¿ + E(se’) = limbo/ia + Wo.

Dada una muestra aleatoria de observaciones x1, . . . , xfl G ER”,el proble­
ma básico es decidir si 20 puede expresarse de la forma (2) para un valor
determinado de k < p de modo que rg (Ao) = k, y estimar los elementos de
Ao, ‘I’o Y ‘I’o­



2.1 Hipótesis adicionales debidas a indeterminaciones en el
modelo

Las hipótesis hechas en la Sección anterior no son suficientes para obtener
un modelo identificable, ya que el modelo presenta varias indeterminaciones.

L'na indeterminación fundamental en el modelo es la siguiente. Si reem­
plazamos a f y a Ao en (1) por f = Mf y Á = AOM’I, donde JWE 93”" es
una matriz no singular, como

¡(f = AoM‘le = Aof,

entonces la ecuación (l) se sigue satisfaciendo cuando se cambia f y Ao por
f y A. Además

E (f) = ME‘(f) = 0.

Luego el modelo con Ao y f es equivalente al modelo con Á y í, es decir,
aún conociendo la distribución de x no se puede distinguir entre ambos
modelos.

En el caso en que JWe 82k“ sea una matriz ortogonal, tal transformación
corresponde a una rotación de los factores.
Notación: Notaremos con Ik a la matriz identidad de k x k.

Parte de la.indeterminación en el modelo puede eliminarse pidiendo que

E (ff’) = Ik,

ya que si esto no ocurre, por lo visto anteriormente, si M = (DE1/2,el modelo
con Á = Aoüá/z y “fi= (DE1/2f es equivalente al modelo con Ao y f, y además
se verifica que

E ( í P) = (PSI/2E(ff’)og“? = 1k.
Entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad que los factores

son no correlacionados y con varianzas unitarias, esto es (Po= Ik. En este
caso, los factores se dirán que son ortogonales.

Sin embargo, para cualquier matriz 1V!G 8th“ ortogonal, se cumple

que E ( l: ï’) = Ik, y por lo tanto, queda. aún por resolver el problema de
eliminar la indeterminación en la rotación. Para esto, Anderson y Rubin [5]
(1956) proponen requerir la siguiente condición

A19115le = A, (3)



donde A es una matriz diagonal, tal que sus elementos diagonales son las
raíces no nulas de

¡20 - ‘Po - 7‘1’0I= 0- (4)

La condición (3) no implica una pérdida de generalidad en el modelo, ya que
si no se satisface, como A es una matriz simétrica definida positiva, existen
matrices T e 82k“ ortogonal y D G 8th" diagonal tales que A f TDT’ y
por lo visto anteriormente, si A! = T' el modelo con Á = AoT y f = T’f es
equivalente al modelo con Ao y f, y además se verifica que

E(?P) =T’IkT=Ik.

La condición (3) determina Ao unívocamente si las raices de (4) son dis­
tintas y los elementos diagonales de A están ordenados en forma decreciente.

Notación: Notaremos con 'D(k) al conjunto de las matrices diagonales de
lc x k de rango k, con 'D+(k) al conjunto de matrices en 'D(k) tales que sus
elementos diagonales son positivos, y con 'D*(k) al conjunto de matrices en
'D(k) tales que sus elementos diagonales son distintos y están ordenados en
forma decreciente.

Resumiendo lo visto, las hipótesis que haremos sobre el modelo son:

¡57(8)= 0; (5)

E(f) = 0; (6)

E(es’)=\llo; (7)

E(fs’) = o; (8)

EUÏ") =I; (9)

AQWJIAO= A, (10)

siendo '«IloG D+(p) y A 6 'D'Uc).
Supondremos además que

rg(Ao) = k- (11)

Luego, bajo estas hipótesis, los errores son no correlacionados y los fac­
tores son ortogonales, no oorrelacionados entre sí ni con los errores, y el
modelo es, en general, identificable (para una discusión más detallada sobre
el problema. de identificabilidad, ver Sección A del Apéndice).

Además, por (2)



20 = cov(x) = E(xx') = AoAb+ ‘IIO. (12)

En la Sección A del Apéndice se enuncian algïmas condiciones necesarias
y suficientes para la existencia del modelo.

Notación: Dada x1, . . . . xn e ERPuna muestra aleatoria, llamemos

Xn= {x1,...,xn}.

Notación: Notaremos con E = ÉRPXPDS(p) al conjunto de pares fi =
(t, C), donde PDS(p) es la clase de matrices en ERP“ que son simétricas y
definidas positivas. De este modo E.es un subconjunto abierto de ERPXPÜ’H)”

Definición 1 Dada una muestra aleatoria Xn en ERPdiremos que tiene dis­
tribución elíptica FAE si su densidad común es de la forma

2-1/2f[(x—u)’2-‘(x—u)]. (13)

donde f : 92+ —>ER+es una función fija y (¡1,23) e E.
Si p = 0 y 2 = I, se dice que A4. tiene distribución esférica.

Observación: Sean f GER"y e GER”vectores aleatorios tales que

(f, e) tiene distribución conjunta elíptica Fay (14)

_ Ik 0
oonV-[ 0 Wo] y‘IIoE'D+(p).
Entonces, si existen los momentos de (f, e), se satisfacen las condiciones (5)a

En la Sección 6 veremos que para obtener la normalidad asintótica de
los estimadores robustos de los parámetros del modelo de análisis factorial
estudiados, basta pedir que se cumplan las hipótesis (10), (11) y (14), ya
que si (f, e) satisface (14), entonces, por (1) y (12), x N Fflo'go.

Si, además de (14), f y e son independientes, entonces f N Nh (0, Ik)
y e N .A/p(0,\llo), y por (1) y (12), x N A/p(po,20). Como veremos en la
próxima Sección, bajo estas hipótesis (normalidad de los factores y de los
errorres), se obtienen los estimadores de máxima verosimilitud.



3 Estimación de los parámetros del modelo de a­
nálisis factorial por máxima verosimilitud

Supongamos que x1. , xn E ERPes una muestra aleatoria tal que xi N
Afp(po,20) para 1 S i 5 n, donde no E ER”,>30 G ERP"?es una matriz
simétrica definida positiva. Entonces, los estimadores de máxima verosimi­
litud del vector no y de la matriz 20 están dados respectivamente por:

_ 1 " . _

x=;;x¿, (lo)

sn=%2(xi—ï)(x¿—ï>’. (16)
i=l

Ahora consideremosel modelo Supongamos que, además de las hi­
pótesis (5) a (11), los vectores aleatorios f y e tienen distribuciones normales
multivariadas independientes, es decir:

f N Nk (0. Ik)
' d di t , 17

e N NP (01 WO) m epen en es ( )

siendo Wo G 'D+ (p).
Entonces, las observacionesmuestrales x,- = l, ,n) verificaránque

donde, por (12), 20 está dada por la.ecuación

20 = 2(Ao,\110) = ADM, + x110. (19)

Por (18) y (19), la densidad conjunta de x1, . . . , x" está dada por:

¿(on ‘Ï’O,#0) =

= {Gp-P” ¡2(Ao,Won-1”xi=l

x exp [-5 (xi —#0), Emo, xro)“ (x1-—flo)]}

= (wn-"1"”¡Emoslaon-M2 x

><exp [-á z (x¿ —#o)’ 2 (Ao,Wo)’l (Xi - ud] ­i=l

9



Entonces, los estimadores de máxima verosimilitud de (Ao,Wo.po) son
tales que:

K.Ï.A)=ard L A.\II. .( . ,u o (¡{1,1%) ( fl)

Por (15)
fi = argmaxL(A, \Il,p) = SE.

¡.4

Luego

3.a = a . r = . .-.
( ) aroaiyipafiLMÁlly) arg&%L(Aüx)

Sea L =ln L (A, lll,í) el logaritmo de la función de verosimilitud evalua­
da en p = í. Entonces

z: = —%1n(27r)—glnIE(A,\II)|—áZ(xi—Sï)'2(/\,\P)_l(xi—í)i=l

_ _Q _l . —1
_ c 21n|2(A,\II)| 2m (nL(A,\Il) 5,.)

= c _ g {ln IAA’+ 114+ u [(AA’+ \II)-15n] },
(20)

donde c = —(np/ 2) ln(27r).
De esta manera, los valores de A y ‘I' que maximicen L son los effi­

madores de máxima verosimilitud de Ao y \Iloy los denotaremos por A y
\II.

Para obtener los estimadores, vamos a minimizar sobre A y \IJla función

Fk(A,\II,S,.) = ln|2(A,\II)|+tr[Sn2(A,\II)’1] -ln|.S'n|

tr [SnE(A, x104] —ln sum/x, xro-1|, (21)

que es equivalente a maximizar L sobre A y ‘11,pues

n
L2=lnL=—2 Fk+9)

donde g es una. constante.



4 Métodos robustos

Bajo la hipótesis de normalidad de las observaciones, hemos visto que los es­
timadores de máxima verosimilitud de los parámetros del modelo de análisis
factorial se obtenían minimizando sobre A y \II la función

Fk (A, \II,S,,) = ln |AA’ + xp|+ tr [sn (AA’ + xro-1] —lnISnI.

Esta función depende de la muestra sólo a través de la matriz de cova­
rianza muestral Sn. Pero Sn es un estimador de la covarianza muy sensible a
unas pocas observaciones atípicas o a pequeños alejamientos en la hipótesis
de normalidad.

Por lo tanto, en esta tesis, para obtener estimadores robustos de los
parámetros del modelo de análisis factorial, se propone minimizar la función
Fk pero reemplazando la matriz de covarianza muestral por una matriz de
covarianza robusta.

Las siguientes Proposiciones, cuyas demostraciones se dan en la Sección
G.3 del Apéndice, establecen qué ecuaciones deben satisfacer los estimadores
de los parámetros del modelo de análisis factorial obtenidos a partir de un
estimador consistente de la matriz de covarianza y proporcionan un método
para desarrollar un algoritmo para calcularlos.

Observemos que si se considera la covarianza muestral Sn dada por (16),
se obtienen los estimadores de máxima verosimilitud de los parámetros del
modelo de análisis factorial, que satisfacen los resultados de las proposiciones
1 y 3 tal como había sido demostrado por Lawley y Maxwell [18] (1971: Cap.
4).

Notación: Notaremos con 'R,al conjunto dado por:

12: {Aeavxkzrgw =k}.

Notación: Sean A E 'R, lll e 'D+(p) y S GPDS(p). Notaremos con
Fk (A, \II,.S') a la función dada por:

F, (A, w, S) = ln |AA’+ w| + tr [s (AA’+ w)“] —ln ISI. (22)



Proposición 1 Sea É €PSD(p} y Fk la función dada por (22).
Entonces,

(K, = arg (AimcrnRiEDJP)Fk (A. ‘11,

si y sólo si K y (I; satisfacen Lasecuaciones:

iii/“K = ¡(1+IÏ’ÏI’1K) (23)

diag (El) = diag (É —K Tv) (24)

Observación: Notemos que si reemplazamos en Fk a A por Ali/Idonde 1V!E
3%ka es una matriz ortogonal, no se producen camPios e11la función. De
este modo, si encontramos K y \ÏIque minimicen Fk, AN! y \IIserán también
minimizaran a Fk. Por lo tanto, para obtener unicidad, impondremos la
restricción de que A’W’IA G 'D*(k).

Más formalmente, podemos probar el siguiente resultado:

Proposicion 2 SeaÍ e PSD(p)y Fk lafuncióndadapor
Sean A y ‘II tales que

(K’ {1})= arg(A,W)g1lli;1D+(p)Fk (A’ W’ÏJ) '

Sea ¡VIG 33k” una matriz ortogonal tal que rg(.M) = k, y sea A* = ¡Jl/l.
Entonces

(N. í!) = arg F). (A, w,É) .
min

(Amenxmm

Notación: Sean ‘11e 'D+(p) y A e 'R. Notaremos con A(\I¡) y B(A, ‘11)a.
los conjuntos

A(\II) = {A : ¡Vw-1A e D*(k)};

B(A, un)= {(A, x11): A'xIr-IA e D*(k)}.

Corolario 1 Sea GPSD(p) y Fk la función dada por (22).

Entonces, si A A N

(A, W) = arg (A’nglgzmw)Fk (A, W,E) ,

12



K y ¡Í!satisfacen las ecuaciones (23) y (24) de la Proposición 1, y además

K’xïI-lïx = A. (25)

donde A e 'D*(k).

Notación: Sean ‘11G 'D+(p) y >l e ERP“?una sucesión de matricesn

tales que É" €PSD(p) Vn e N.
Definamos

í); (x11)= w-l/zinw-W. (26)

Notaremos con 51;> -v- > 5: 2 2 5; a. los autovalores de É; (lll) y con
ír’l‘,. . . ,vïrg a sus correspondientes autovectores normalizados.
Sean

¡71‘ o

91101,) = 3 ; 01.010 = [Wi ' ' "¡'21 - (27)

o a:

En el caso de considerar É‘ (W)= W'l/2Ï3W’l/2, notaremos en forma análo­
ga con 901!) y 901/) a las matrices correspondientes a. los autovalores y
autovectoresde 2*

Proposición 3 Sea Ï) €PSD(p) y Fk la función dada por (22).
Entonces:

i) dada lll e D+(p), si

K = argAén‘igp)Fk (A, ‘I’, y

se tiene que
.. .. ._ 1 2

A=\II‘/2Q(9-I)/,
siendoé = é yñ = dadaspor(27).

ii) si

(K’ = “(AyïglgïmmFk(A,W' '
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K y ‘ÏI deben satisfacer las ecuaciones:

K = ill/252 (í!) [é (xïl) —I] 1/2,- (28)

Definición 2 Sea A E 32m“. Definiremos la norma Frobcnius de A como

||A|| = [tr (AA’)]1/2.

Corolario 2 Sean ‘110e 'D+(p) y Ao e 'R. Sea 20 = AOAÉ,+ ‘I/o.

Sea >1 e ERP”una sucesión de matrices tales que É“ GPSD(p}Vn yn­
2.320.
Dadoe>0, sean

C={‘I’€'D+(P)III‘I’-‘I’0II<6};

D={A€R:||A—Aoll <5}.
Entonces, dada ‘IIE C, si

w: ' mi: ,
fk() AegzlwgnDFJ/X, n)

se tiene que:
P

nm): Z (52.—In?0‘1',,)—(p—k), (29)mk+1

siendo 6,. = 6,. (x11)y 6,. = (1.011) dadas por (27).

Los estimadores robustos de los parámetros del modelo de análisis fac­
torial estudiados fueron obtenidos a partir de los siguientes estimadores ro­
bustos de posición multivariada y oovarianza:

o estimadores MVE

o estimadores de Donoho-Stahel

14



o S-estimadores

o r-estimadorcs

Veremos que los estimadores de los parámetros del modelo de análisis
factorial así obtenidos “heredan” las propiedades de robustez de los estima­
dores anteriores, y que los basados en los S- y r-estimadores son consistentes
y asintóticamente normales.

Una propiedad que desearíamos que cumpliesen los estimadores de 2
es que, si se hace una reparametrización en el espacio de las observaciones
mediante una transformación afín, el estimador sea equivariante.

Bs decir, si se reemplaza x por y = Ax+b, como Ey = AEXA’, es
natural que el estimador É, satisfaga la misma ecuación, o sea Ïiy = AÉXA’.
De este modo, dilaciones, contracciones, rotaciones o traslaciones en los
vectores observados no afectarán al estimador.

Más formalmente daremos la siguiente definición:

Definición 3 Diremos que un estimador de covarianza Cn (x1, . . . ,xn) =
Cn es equivariante afín si y sólo si

Cn(Ax1+b,...,Ax,, +b) = ACn(x1,...,xn)A',

para cualquier vector b y cualquier matriz A no singular.

La matriz de covarianza muestral Sn, lo mismo que los estimadores ro­
bustos estudiados tienen esta propiedad.

Una medida de la. robustez de un estimador es el punto de ruptura.
Informalmente, el punto de ruptura es la menor fracción de contaminación
en la muestra que puede causar que el estimador se vaya.más allá de cualquier
límite. En el caso de matrices de covarianza, el estimador puede explotar
hacia infinito o hacia una matriz sing-Lflar.

Seguidamente definiremos los puntos de ruptura para estimadores de
posición multivariados y de matriz de covarianza.
Notación: Dada x1, . . . , xq, E 92?una muestra aleatoria, llamemos

Xn={xx,...,Xn};

'D(Xn,m)= {35;= {xï,...,x;} talesque #(XgñXf) =m}_



Definición 4 El punto de ruptum de un estimador de posición multivariado
tn basado en Xn se define como la menor fracción de contaminación m/n
con outliers que puede tomarse de modo que el estimador se haga infinito.

i - m t
en (thn) = min — : sup IItn(Xn) —tn(Xn)|| = oc .

19"“ n xgemxm)

Definición 5 El punto de ruptura de un estimador de covarianza C,l basado
en X" se define como la menor fracción de contaminación m/n de outliers
que puede tomarse de modo que el mayor autovalor 71(Cn) se vaya a infinito
o que el menor autovalor 7P(Cn) se acerque arbitrariamente a cero.

¿“Cm/Y"): min {3; sup D(Cn(Xn),Cn(X,:))=oo},15m5“ n XI:€D(Xn.m)

donde D(A»B) = max {|71(A) - 71(B)I »I7;‘(A) - 7;1(B)I},- con 71(A) 2
-- - 2 7P(A) los autovatores ordenados de la matriz A.

Davies [8] (1987) dio la siguiente definición de punto de ruptura para
estimadores de posición multivariados y matriz de covarianza simultánea­
mente.

Definición 6 Una muestra X1.de dimensión p y tamaño n está en posición
general si la cantidad de puntos que yacen en cualquier subespacio afín de
dimensión p —l no es mayor que p.

Definición 7 Sea Xn una muestra aleatoria de dimensión p y tamaño n tal
que n/ 2 2 p+l y que está en posición general. Para tn y Cn los estimaciones
de posición multivan'ada y covarianza respectivamente basados en X", sea

P
1

TW) = IItnII+ Z (75")+ TÚ) ,j=1 ’71­

donde 75"), . . ., g") son los autovalores de Cn.
El punto de ruptura muestralfinito e; para (thn) se definepor:

e;(Tan)= sup =oo}.
min —­

15m5!) n x;eD(Xn.m)



En esta definición se incluyen simultáneamente el estimador de posición
multivariado y de covarianza; este último usualmente suele tener un punto
de ruptura menor que el que se obtiene restringiendo la definición al punto
de ruptura del estimador de posición multivariado.

Acorde con la intuición, se puede demostrar que ningún estimador equi­
variante afín puede tener punto de ruptura mayor que 1/2.

Notación: Notaremos con [z] al mayor entero menor o igual que z (parte
entera de z) y con [z] al menor entero mayor o igual que z.

Davies [8] (1987: Teorema 6) encuentra una oota superior para el punto
de ruptura de los estimadores equivariantes afines multivariados.

Teorema 1 Supongamos que n 2 p + 1 y que la muestra está en posición
general.
Entonces, una cota superior pam el punto de ruptura de cualquier estimador
equivariante afín de posición multivariado y covan'anza es

(n —p + l)l—2 n
4.1 Estimador MVE

Un estimador equivariante afín y con punto de ruptura maxima] fue pro­
puesto por Rousseeuw y Leroy [32] (1987). Este estimador se denomina
estimador de mínimo volumen elipsoidal (estimador MVE) y se define de la
siguiente manera: dada una muestra. aleatoria X" en ERP,sea:

t = centrodel elipsoidede mínimovolumen
que cubre (al menos) h puntos de Xn

donde se suele tornar h = [(n +p +1)/2J.
El estimador de la matriz de covarianza está dado por la matriz de la for­

ma cuadrática que define al elipsoide, multiplicado por un factor apropiado
para obtener consistencia en el caso normal.

Más formalmente daremos las siguientes definiciones.

Definición 8 Dados x GÉRP,p E ERPy 2 €PDS(p), se define la distancia
de Mahalanobis por la ecuación

dz(xv/412)= (x_p')' 2-1 (x- Il) '



Definición 9 Scan xl,...,xn G ERP.Sc define el MVE estimador multi­
variado de posición y covarianza como el vector tn y la matriz Cn = an,
donde (tn.C;) es la solución del problema de encontrar (t.C) e E tal que
minimicen

ICI

sujeto a

:{izd2(x¿,t,C)51}2 .
y rc es una constante apropiada para obtener consistencia bajo normalidad.

Rousseeuw y Leroy [32](1987: pág. 258) demuestran que los estimadores
MVE son equivariantes afines.

El siguiente resultado, obtenido por Lopuhaa y Rousseeuw [23] (1991:
Teorema 3.1) determina. los puntos de ruptura de los estimadores MVE según
las Definiciones 41y 5.

Teorema 2 Sea ¡En una muestra aleatoria de dimensión p y tamaño n en
posición general tal que n 2 P + 1.
Sean tn y Cn los estimadores MVE de posición multivariada y covarianza.
Si p = 1, entonces

e;(tm

(BID-‘3IH

5; (Cm Xn)

Si p 2 2, entonces

e; (tmxn)= 5,1(cn,,1:,¡)=.71ï[MJ ,2

Como la velocidad de convergencia de los estimadores MVE es nl/3 (Da­
vies [8] (1987)), como era de esperar, al realizar las simulaciones se obwrvó
que la estimación de los parametros del modelo de analisis factorial era muy
ineficiente. Sin embargo, como veremos en la Sección 4.5, el estimador MVE
puede ser utilizado como una solución inicial para un estimador pesado de
un paso, mejorando de esta manera su eficiencia.
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4.2 Estimador de Donoho-Stahel

Otra propuesta, con la que se han obtenido resultados más satisfactorios,
en el sentido de menor sesgo en la estimación, es el estimador propuesto
por Donoho (1982) y Stahel (1981). Este estimador robusto multivariado de
posición y escala es simultáneamente equivariante afín y tiene alto punto de
ruptura para cualquier dimensión.

La idea de los estimadores de Donoho-Stahel es considerar medias y
covarianzas muestrales ponderadas donde el peso de cada observación es
una función decreciente de una medida de atípicidad.

Esta medida está.basada en la idea.de que si un punto es una observación
atípica multivariada, debe existir una proyecciónunidimensional de los datos
para la cual el punto es una. observación atípica univariada.

Definición 10 Sea.X" una muestra aleatoria de dimensión p y tamaño n.
Sean y a(-) estadisticas univan'ados de posición y escala equivariantes
por traslaciones y escala respectivamente.
Definamos para cualquier y e ER”la “atipicidad” r:

T(ylxn)= sup r1(y)a1Xn)y
aGSp

donde I ' < '24,»_ ay-y a
r1(yvaaXn)_ a(a,.xn) y

ysp={aew= IIaII=1}­

Definición 11 Sea X" una muestra aleatoria de dimensión p y tamaño n.
Sea w : ER+-—>92+ una función, a la que llamaremos “función de peso ”, tal
que w(u) es estrictamente decreciente y w(u) y u2w(u) son acotadas para
u 2 0.
El estimador de Donoho-Stahel de locación y escala (t (28,.),C (X,.)) se de­
fine como

n n

t(Xn)=zwm zw“
i=l i=l

con)“ {zum -t(x,.>nxi-t(x.)1'}/zwt' i=1z=l

con w,-= w(r (x.¿,X,,)), r la medida de atipicidad dada en (30) y K.es una
constante apropiada para obtener consistencia bajo normalidad.
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Un caso particular del estimador de Donoho-Stahel, que proporciona
estimadores robustos (Donoho (1982)), se obtiene considerando en (30)
y (31) ,u.y a como la mediana y Ia MAD respectivamente. Bs decir,

báa-med(x’a.....yd"a)| H
MAD(minuaqa) i' (32)

El valor de la constante Kestá dado por:

r(x,-.Xn) = sup [aESp

5:; m ._ I —1._
¿(mi edle amour.) [x1 term} (33)[Sign

donde x205 es la mediana de la distribución x2.

Si en (32) se reemplaza la mediana por la media y la MAD por la des­
viación standard muestral, se obtiene la raíz cuadrada de la distancia de
Mahalanobis respecto de í y Sn, es decir, si za, = xga

_ Izq’ïai ]d x,,x,Sn= su [——— .( ) mi; SD(za,,....z.,,,)

La utilización de la mediana y la MAD hace que esta medida sea más estable
a la presencia de outliers en la muestra.

Donoho [9] (1982) ha probado que estos estirnadores, en el caso en que p
y a sean la mediana y la MAD, son equivariantes afines y que tienen punto
de ruptura, según la Definición 7, (suponiendo n > 2p + 1) 5;”,(Tn.Xn) =
[(n - 2P+2)/ 21/71­

Tyler [42] (1994) obtuvo que, si se consideran en (31) ,u como la mediana
y a como la MAD, si las observaciones no son repetidas, y como la p —
l + |_(n+1)/2J-ésima menor desviación absoluta de la mediana en caso
de haber observaciones repetidas, se obtiene el punto de ruptura maximal
de los estimadores equivariantes afines de posición y oovarianza , es decir
e; (Tan) = |_(n-—p+1)/2J/n (ver Teoremal).

4.3 S-estimador

Los S-estimadores fueron introducidos inicialmente en el contexto de regre­
sión por Rousseeuwy Yohai (1984), y posteriormente fueron generali­
zados por Davies [8] (1987) al caso de posición y covarianza multivariado.

Definición 12 Sean x1,...,:vcn e RP. Sean p : 82 —->SR+una función no
decreciente y b una constante tal que 0 < b < sup p. Se define el S-estz'mador

20



de posición y covarianza multivariado como la solución (tn. Cn) del problema
de encontrar (t, C7)e E, tal que minimicen

ICI (34)

sujeto a

á z p [d(x¿.t,C)] = b. (35)
12:1

Denotcmos a este problema dc minimización con 'Pn.

Si p(m) = [[23] con nb = [(n+p+ 1)/ 2] obtenemos el MVE estima­
dor. Si p(:i:) = 9:2obtenemos el estimador de mínimos cuadrados, que es
equivalente al estimador de máxima verosimilitud. Por lo tanto, ambos es­
timadores que se han estudiado previamente, pueden ser vistos como casos
particulares de los S-estimadores.

Rousseeuw y Yohai [34](1984), con el objetivo de lograr simultáneamente
un alto punto de ruptura y normalidad asintótica, sugirieron restringir la
elección de las funciones p a la clase que satisfacen las siguientes condiciones:

(H1) p es simétrica, con derivada continua ¡by tal que p(0) = 0.

(H2) Existe una constante co tal que 0 < co < oc y p es estrictamente
creciente en [0,co] y constante en [co,oo). Sea a = supp = p(co).

De esta manera, los S-estimadores pueden verse como versiones “suaves”
del MVB estimador.

Un ejemplo de una función p dentro de esta clase es

4 6
a: a: _

Sl |12| S c
Ñ + g (36)

si |:i:|>c
pc(z) =

“mvwl‘i,

donde la constante c > 0 y por supuesto, b dependerá de c. Su derivada es
una función redescendiente, conocida como la función bicuadrada de 'I‘ukey

to = z [1- (912152.6.­
En el estudio de Monte Carlo de la Sección 7 se ha considerado esta familia
de funciones pc.
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Davies [8] (1987) define los S-estimadores en forma análoga a la Defini­
ción 12, sólo que en vez de (35), considera la restricción

l n

r-lZp[d(xi,t,C)] S b.i=l

Además, bajo hipótesis más débiles que las consideradas en (H1) y (H2),
de modo que la función p sea simétrica, no decreciente, continua en 0, y
continua a izquierda en (0. oo), demuestra la existencia y la consistencia de
estos estimadores.

Las soluciones del problema de minimización 'P,l dependen obviamente

de la elección de las constantes b y c. Como veremos en el siguiente Teorema,
que fue probado por Davies [8](1987: Teorema 5), b/p(c) determina el punto
de ruptura del S-estimador.

Teorema 3 Sea p : 9?—>5R+una función no decreciente y b una constante
tal que0 < b< a=supp.
Supongamos que exista 7]> 0 tal que p(:z:)= 0 para 0 5 a: < 17.
Sea X" una muestra aleatoria en PR”tal que n(1 —2b/a) Z p+ 1 y que está
en posición general.
Para los S-estimadores (tn, Cn) basados en X", sea

P
n 1

Tn=T(xn)=IItn|I+Z('Yi )+ (n))'j=l
donde 7g"), . . . , 7;") son los autovalores de Cn.
Entonces, el punto de ruptura muestral finito e; para (thn) (según Defi­
nición 7) está dado por:

e:(Tn,241)=}l(["ïbJ+1).

Corolario 3

. . b
nante»(wn) = g­
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Corolario 4 Si 2(b/a.) = [1—(p + l)/ n] entonces

i 1 n- +1emm)=E[+J..a

Sea r = b/a. Del Teorema 1 y de los resultados anteriores, se deduce que
si r = (n —p)/ 2n, se obtiene el punto de ruptura maximal. Sin embargo, la
constante c determina al mismo tiempo la varianza asintótica y Lopuhaá [20]
(1989) señala que no es posible lograr simultáneamente alta eficiencia asin­
tótica respecto al estimador de máxima verosimiltud y un punto de ruptura
del 50%.

A partir de los resultados anteriores, veamos cómo detemiinar las cons­
tantes b y c para obtener estimadores con alto punto de ruptura y consis­
tentes. La constante 0 < b < a puede elegirse de acuerdo con la distribución
subyacente de modo de obtener estimadores consistentes. Por ejemplo si
x1, . . . ,xn son vectores aleatorios en SR"con distribución elíptica FAE, en­
tonces la constante b, que depende de c, se elige de manera que

b = E[p(d(x, u, 2))1= j p<uxu)f ("x") dx, (37)

y la constante c se determina de modo que

0 < r = É 5 n _ p,a 2n

lo que lleva a un punto de ruptura para muestras finitas de e; (Tn,X") =
[nr] / n.

Davies [8] (1987) demuestra que, si p + 1 5 n(1 —b/a.) entonces el pro­
blema 'Pn tiene al menos una solución con probabilidad 1, es decir el S­
estimador esta bien definido. Además, demuestra que estos estimadores son
equivariantes afines.

4.4 T-estimador

Los T-estimadores fueron inicialmente introducidos en el contexto de regre­
sión por Yohaiy Zamar (1988)comouna extensión de los S-estimadores,
con el fin de obtener estimadores que tengan simultáneamente alta eficien­
cia bajo normalidad y alto punto de ruptura.Posteriormente, fueron gene­

ralizados por Lopuhaá [22] (1991) para el caso de posición multivariada y
covarianza.



Asintóticamente, los r -estimadores son equivalentes a los M-estimadores
definidos mediante una función u)que es un promedio pesado de dos funcio­
nes w'redescendientes, una correspondiente a un estimador robusto con alto
punto de ruptura, y la otra a.un estimador altamente eficiente.

Definición 13 Sean x1. . . .,x,l e 82". Dadas dos funciones pi (i = 1,2) no
decrecientes de 32+ en 82+, se define el r-estimador multivariado de posición
y co-uarianza como el vector tn y la matriz Cn, donde (tn.C,"¡')es la solución
del problema de encontrar (t, C) e E tal que minimicen

ICIzpzlaxtncn (38)
i=l

sujeto a

7-11z pl [d(x,-,t,C)] = bl (39)i=l

y

C; 1 " *

Cn = É B ¿P2 “(x13tn»Cn)]

Denotemos a este problema de minimización con 'PnT.

Notemos que los r-estimadores son una extensión de los S-estimadores,
que se definen como minICI sujeto a (39). Además, si se eligen p1 = p2
y bl = bz, entonces tn y Cn = C; son los S-estimadores. El estimador
de máxima verosimilitud puede obtenerse como un caso particular de los r­
estimadores haciendo pl(y) = p2(y) = y2 y bl = bz = p; y el estimador MVE

haciendop¡(y) = p2(y)= Ing“con b1= bz= (1- [(n+p + 1)/2j)/n. Pa­
ra combinar las buenas propiedades de robustez del estimador MVE con el
buen comportamiento asintótico de los estimadores de máxima verosimili­
tud, se eligen las funciones p,- de modo que sean “algo intermedio” entre
ambos casos.

Lopuhaá consideró las siguientes condiciones para las funciones pi (i =
1, 2):

(R1) p¿(0) = 0, p,-simétrica y dos veces continuamente diferenciable. De­
notaremos con ip,-a la derivada de pi.
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(R2) Existen constantes q tales que 0 < c,- < oo y pi es estrictamente
creciente en [0,ci] y constante en oo). Sea a,-= p¿(c¿).

(R3) 2p2(y) —yw2(y) > 0 para y > 0.

Las condiciones (R1) y (R2) pedidas sobre las funciones pi son análogas
a las condiciones (H1) y (H2) sobre p de los S-estimadores. La condición
(R3) junto con la condición en (R2) de que a,-= sup pi < oc asegura que el
T-estimador tenga alto punto de ruptura.

Una posible elección para las funciones pi sería considerar la función
bicuadrática (36). Hennig [1-1](1995) compara distintas elecciones para las
funciones p,-en el caso de T-estimadores de regresión y recomienda usar las
siguientes funciones:

p1(y) = ¡11(312);
2

¡72(9)= ¡92’12 (40)
donde k es una constante que se elige adecuadamente, y

h1(y)= [-0.1 —1.7 +2.7 +0-1 ¡(u/Iso)+I(Iv|>c)

t
g Sl É<1—-)

t ...

t Ï-l'ts t y t
h2(y)=1-54-¿9—'-—t—"‘Sl

. t y1 l -<­
Sl +2 c

siendo t = 0.5 y g una función de suavizado dada por

3/4 39(y)=ï-y +y­
En el estudio de Monte Carlo realizado en la Sección 7 se ha comparado

la propuesta de Hennig con la función bicuadrática.

La constante bl cumple el mismo rol que b en (35) en el caso de los S­
estimadores y determina el punto de ruptura. Para garantizar la existencia
del T-estimador se debe cumplir que

0 < bl < pl(Cl).
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La idea es elegir la constante c1 de modo que tn y Cn tengan alto punto
de ruptura y sean consistentes. La alta eficiencia se obtiene variando la
constante de ajuste cz. De esta manera se puede evitar el “compromiso”
entre alto punto de ruptura y eficiencia asintótica hecho en el caso de los
S-estimadores.

Lopuhaá [22] (1991: Teorema 5.1) prueba la siguiente propiedad sobre
el punto de ruptura de los 'r-estimadores.

Teorema 4 Sea Xn una muestra aleatoria de n 2 p + 1 puntos en ERPque
está en posición general.
Si bl/ a1 S (n ——p)/ (2n), entonces los T-estimadores (tn. Cn) tienen punto
de ruptura

* 1 nbl

e;(tmx)=e"(me)= a .

El valor óptimo del punto de ruptura, |_(n—p + 1)/ 2j / n se obtiene eli­
giendo b1/a1= (n —p)/(2n).

Si se supone que la muestra tiene distribución elíptica, para obtener
estimadores consistentes, las constantes bi deben definirse de modo tal que:

bi= E {p.-{ [(X1-#)' 2-1 (xl-m]‘”}} = f p,-(uxu) ¡("x10 dx. (41)

Notemos que el punto de ruptura de los T-estimadores dependen sólo de
la constante b1/ a1, o sólo de la constante c1 si bl está dado por (41); valores
pequeños de c1 se corresponden con un alto punto de ruptura y viceversa.
Esto significa que puede variarse pz sin cambiar el valor del punto de ruptura.

Las condiciones de “suavidad” de las p¿ son necesarias para obtener
normalidad asintótica y función de influencia acotada.

La constante bz > 0 es una constante de normalización para obtener la
consistencia de Cn al valor verdadero 2. La alta eficiencia se consigue a
través de una elección adecuada de la constante c2 de la función pz. Esto
permite controlar la eficiencia sin modificar el punto de ruptura.

Lopuhaa' [22] (1991) demuestra que si FAE es una función de distri­
bución elíptica tal que la densidad f es no creciente y existe un punto
C3 e [0,min (c1,62)] tal que f es estrictamente decreciente en [0,63], en­
tonces el problema 'PnTtiene una única solución con probabilidad 1, es decir
el T-estimador está. bien definido.
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4.5 Estimadores ponderados de un paso para la media y la
matriz de covarianza

Supongamos que se tienen estimadores (tn, Cn) robustos pero no muy eficien­
tes. Rousseeuw y Leroy [32] (1987) propusieron utilizar estos estimadores
para definir pesos para cada una de las observaciones. Luego, estimadores
más eficientes y con buenas propiedades de robustez se obtendrán tomando
medias y covarianzas ponderadas utilizando estos pesos.

Más precisamente, dado un estimador robusto (tn.Cn) de (11,2) con­
sideremos la distancia de Mahalanobis d,- = di2(xi,tn,Cn), luego el peso
otorgado a la observación i se define por wi = W(d¿), donde W es una fun­
ción no creciente. Se define (t;, C,‘,')como la media pesada y la matriz de
covarianza muestral ponderada dadas por:

n n

t; = z wixi z wi; (42)
i=l i=l

c; = n zwi (x.-—t;) (x.-—tz)’ Z wz» (43)
i=l i=1

donde K,es una constante apropiada para obtener consistencia bajo norma­
lidad

Se pueden considerar distintas funciones de peso W. Maronna y Yohai
[26] (1995) recomiendan usar la función “hard rejection”, dada por

WM) = 10158,.) (44)

Esta fimción W hace que se le asigne peso 1a las observaciones que caen den­
tro del elipsoide determinado mediante el estimador robusto inicial (tn, Cn),
que debería cubrir los datos con probabilidad fl en el caso normal, y peso 0
en caso contrario.

El punto de corte Enestá dado por

2
N X ­

cn= cp,"med(d) , (4D)Xp,0.5

_1+_15_”
%m— n_p

es una “correción por muestra finita” sugerida por Rousseeuw y van Zomeren
[33] (1990). En este caso, la constante rcen (43) valdrá 1.

donde la constante
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El estimador (t;, 0;) así definido conservará las propiedades de robustez
del estimador inicial y además será. más eficiente que éste.

Lopuhaá y Rousseeuw (1991: Teorema 5.1) demuestran lo siguiente:

Teorema 5 Sea Xn una muestra aleatoria de dimensión p y tamaño n en
posición general tal que n Z p + 1.
Sean (tn, Cn) E E, estimadores equivariantes afines de posición multivariado
y covarianza que satisfacen

¿{i:d2(xi.t,.,Cn)Scg}2 . 2

Sea W : 2R+—>5R+ una función de peso que satisface:

(WI) W es no creciente y acotada.

(W2) W(y) > 0 para y E [0,co] y existe una constante c1 2 co tal que
W(y) = 0 para y e (01,00)­

E'ntonces, si (t;,C"n) son los estimadores definidos en (42) y (43)

53(t;,%) .>_mín{€ï.(thn)y€Z(Cn,Xn)}
¿“qm/"4») 2 Hún{€7¡(tn,Xn)yEZ(Cm/'Vn)}­

Para nuestro estudio de análisis factorial hemos considerado tres versio­
nes de estos estimadores, en las cuales los pesos están basados en el estimador
MVE, el S-estimador y el T-estimador.

En todos los casos, en el estudio de Monte Carlo del Capítulo 7 se tomó
el valor de fi = 0.975, como se sugiere en Rousseeuw y Leroy [32] (1987).



5 Consistencia de los estimadores de los paráme­
tros del modelo de análisis factorial

La consistencia de los estimadores de máxima verosimilitud de los paráme­
tros del modelo de análisis factorial ha sido estudiada por diversos autores
(ver por ej. Anderson y Rubin [5] (1956), Amemiya, Fuller y Pantula [1]
(1987)).

Siguiendo las ideas de Swain [41] (1975), quien plantea un modelo gene­
ral de estructura de covarianza, 2 = 20/), donde 2 e ERP”, u G SR"está
contenido en algún espacio paramétrico real Q, hemos demostrado la consis­
tencia de los estimadores de los parametros del modelo de análisis factorial
obtenidos a partir de un estimador consistente de la matriz de covarianza.

Como Corolario de este resultado, como los estimadores robustos de la
matriz de covarianza que hemos estudiado son consistentes, se obtiene la
consistencia de los estimadores de los parámetros del modelo de análisis
factorial obtenidos a partir de estos estimadores robustos.

Dada Xn una muestra aleatoria en ERPque satisface el modelo (1) bajo

las hipótesis (10), (11) y (14), los estimadores robustos (Km Ï'n) de los
parámetros del modelo de análisis factorial que hemos propuesto se obtienen
como:

(Km a") = arg(A,wï’¿‘}a’2A,«/)F’°(A' W' Én) ’

donde

Fk (A, x11,En) = ln ¡AA’+ x11|+tr [in (AA’ + w)’1]— ln in

B(A, qt) = {(A, x11)e 72 x D+(p) : ¡i'm-1A e D*(k)}, (47)

siendo AA’+ ‘Il= 2 y É“ €PSD(p) un estimador robusto de la matriz de
covarianza muestral, por ejemplo, el T-estimador.

El Teorema 6 muestra que si Í" es consistente y el modelo es identifica­
ble, Kn y ‘ÏIntambién lo son. Antes de enunciarlo, veamos qué significa que
el modelo de análisis factorial sea identificable.

Dada EO EPSD(p), si existen una única matriz diagonal ‘Ilo G ’D+(p)
y una única matriz Ao e 'R de modo que se satisfaga la ecuación Ilo =
AOAB+ ‘Ilosujeto a la restricción ABWJIAO= A, donde A e 'D*(k), diremos
que el modelo es identificable.

Más formalmente daremos las siguientes definiciones:
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Definición 14 Se dirá que el modelo de análisis factorial

20 = AoAB + ‘Ilo (418)

es globalmente identificable en (Ao, Wo) si no existe una matriz Q diagonal
definida no negativa. distinta de Wo, tal que 20 - Q es definida no negativa
y rg(20 -9) S rg(Eo - Wo)­

Definición 15 Se dirá que el modelo (48} es localmente identificable si tal
matn’z Q no existe en un entorno de la matriz ‘I/o.

El siguiente Teorema, cuya demostración está dada en la Sección G.4
del Apéndice, muestra que los estimadores de los parámetros del modelo de
análisis factorial obtenidos a partir de un estimador robusto y consistente
de la matriz de oovarianza, son consistentes.

Teorema 6 Sea X4,una muestra aleatoria en 'sz que satisface el modelo(1)
bajo las hipótesis (10), (II) y (14).
Sea 20 = AoAa+ Woy sea É" un estimador fuertemente consistente de 20.
Supongamos que:

1. 20 es definida positiva.

2. los parámetros del modelo son localmente identificables en un entorno
de (Ao, Wo).

Sea

(Km (17,.)= arg Fk (A, Min)
min

(A,\II)GB(A,\II)

donde Fk es la función dada. en (46) y B(A, ‘11)es el conjunto dado en (47)
Entonces: 9u

(fin _’. WO!

¡n A0.

5.1 Consistencia de los estimadores de Donoho-Stahel para
el modelo de análisis factorial

A partir de la consistencia del estimador de Donoho-Stahel de la matriz de
oovarianza demostrada por Maronna y Yohai [26] (1995: Teoremas 1 y 2),
como Corolario del Teorema. 6 se ha probado la consistencia de los estima­
dores de Donoho-Stahel de los parámetros del modelo de análisis factorial.
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Notación: Sean x1, . . . ,xn vectores aleatorios en ER”con distribución F y
sea a GER”.Denotaremos a la distribución empírica de x’la, . . . ,xíla con Fm,
y a la distribución de a’x bajo F con Fa.

Definición 16 Sean u y a funcionales definidospam cualquier distribución.
Definamos:

o, = a (Fa) ;
an, = a (FM) .

un =.u'(Fa)Í
#na=#(Fna);

Teorema 7 Supongamos que:

fi Sup “¿na_ “al = Opa");
llal|=l

N/ñusïp lana _ dal = Opa);a =l

sup un = c < oo;
I|t=‘II=l

inf aa > 0;
||t1l|I=l

sup a. = E < oc,
llal|=1

y la función de peso w es tal que existen constantes 7 y n tales que

Iw(y) - w(y')l S 7 ly —y’I Vy,y’ G 3?

l "ly-y! Iwy)-wy)S-.—-— VyvyGER
I ( ( I firmaba!)3

Entonces
fiflt (Fn),C(Fn)]- [t(F) ,C(F)]} = 0p(1)­

Teorema 8 Sean u y a la mediana y el MAD.
Supongamos que existen constantes c > 0 y 6 > 0 tales que

IFa(#.+l/) -Fa(#.)| Z CIl/I V86 Sp, VII/IS ó

IFa(#.+0.+u)-F.(#.+U.)I chvl vaESpyVIl/Isó
yque

Pp(x’a760) >o.5 VayéO

entonces ,u.y a satisfacen (49) a (53) del Teorema 7.
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Observación: Mediante el Teorema 8 se obtiene que (tn. Cn) es un estima­
dor fuertemente consistente a (p.22) con velocidad de convergencia nl/z.

Para estar bajo las condiciones del Teorema 6 y obtener la consisten­
cia de los estimadores de Donoho-Stahel de los parámetros del modelo de
análisis factorial, bastaba con tener la convergencia en casi todo punto del
estimador de la covarianza. Para asegurarnos que el estimador converge al
valor verdadero de la.matriz de covarianza, y no a un múltiplo de la misma,
consideraremos el valor de la constante rcde normalización dado por (33).

Corolarío 5 Bajo las hipótesis de los Teoremas 6 y 8 los estimadores de

Donoho-Stahel An, ‘11,.) de Losparámetros del modelo de análisis factorial
son fuertemente consistentes, es decir

>>¡6)

3
n

3

.8.
‘I’o;

.3.
—t Ao.
ñ

5.2 Consistencia de los S-estimadores para el modelo de a­
nálisis factorial

A partir de la consistencia del S-estimador de la matriz de covarianza de­
mostrada por Davies [8] (1987: Teorema 3), como corolario del Teorema
6 se ha probado la consistencia de los S-estimadores de los parámetros del
modelo de análisis factorial.

Definición 17 Diremos que dos funciones f y g reales, no decrecientes,
definidas en un intervalo común I no degeneme tienen un punto común de
decrecimiento d, si:

1. d es un punto interior de I.

2 ¡(11)>f(d) >f(v) y9(u)>9(d) >9(v) vae Í conu<d<v­

Teorema 9 Sean X4,una muestra aleatoria en Si” con distribución elíptica
Fuo'go con densidad f : 82+ —>92+.
Sea p : 8L. -+ 32+ una función no decreciente que satisface (H1), (H2) y
además:
(H3) x y f tienen al menos un punto común de decrecimiento do, siendo
x(a:)=1—p(a:2)/a.
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Sea ¿n = (tn, Cn) una solución del problema 'Pn definido en la Sección 4.3.
Entonces.

lim tn = yo;n-ON

lim Cn = 20
71-000

casi seguramente.

Observación: Mediante el Teorema 9 se obtiene que (tn, Cn) es un estima­
dor fuertemente consistente a (p.020).

Como Corolario de los Teoremas 6 y 9, se obtiene la consistencia de los
S-estimadores de los parámetros del modelo de análisis factorial.

Corolario 6 Bajo las hipótesis de los Teoremas 6' y 9 los S-estimadores

(Km Ïln) de los parámetros del modelo de análisis factorial son fuertemente
consistentes, es decir

>)Fe!)

a
o

J

.8.
‘Ï’o;

.8.
—> Ao.
G

5.3 Consistencia de los T-estimadores para el modelo de a­
nálisis factorial

En forma análoga al caso del S-estimador, teniendo en cuenta los resultados
obtenidos por Lopuhaá'. [22] (1991: Teorema 3.1 y Corolarios 3.1 y 3.2) se
puede demostrar la consistencia de los 'r-estimadores de los parámetros del
modelo de análisis factorial.

Teorema 10 Sean ¿Enuna muestra aleatoria en ERPcon distribución elíptica
Fyozo con densidad f : 82+ —>32+.
Sean pi : SR+—>82+ funciones que satisfacen (R1), (R2), (R3) y b,- están
dadas por (41) (i = 1,2).
Supongamos además que
(R4) f es no creciente y tiene al menos un punto de decrecimiento en
[0, min (Cl , 62)] .
Sea {n = (tn, Cn) una solución del problema P; definido en la Sección 4.4.
Entonces,

lim t;n = po;n-ooo

lim Cn = 20n-mo
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casi seguramente.

Observación: Mediante el Teorema 10 se obtiene que (tn, V7.)es un esti­
mador fuertemente consistente a (pozo).

Como Corolario de los Teorema 6 y 10, se obtiene la. consistencia de los
T-estimadores de los parámetros del modelo de análisis factorial.

Corolarío 7 Bajo las hipótesis de los Teoremas 6' y 10 los T-estimadones

(Km a") de los parámetros del modela de análisis factorial son fuertemente
consistentes, es decir

A C
wn WO;

S.

A G.3.
A" _’ A0.



6 Distribución asintótica de los estimadores de los
parámetros del modelo de análisis factorial

Bajo condiciones generales, Anderson y Rubin [5] (1956) demostraron la
normalidad asintótica de los estimadores de máxima verosimilitud de los

parámetros del modelo de análisis factorial. Lawley y Maxwell [18] (1971)
encuentran expresiones para las matrices de covarianza asintóticas de K" y
\Ilnpara el caso de los estimadores de máxima verosimilitud bajo la hipótesis
de normalidad de los factores y los errores. Amemiya, Fuller y Pantula [1]
(1987), y posteriormente Anderson y Amemiya [4] (1988), bajo las hipótesis
de normalidad de los errores y de que la matriz de derivadas parciales de 20
oon respecto a los parámetros estimados es de rango completo, obtienen la
expresión de la matriz de covarianza asintótica tanto para el caso de factores
fijos como aleatorios. Sin embargo, no encuentran la expresión explícita de
dicha matriz de covarianza, sino que la expresan como función de la matriz
de información.

En esta tesis, se ha obtenido la distribución asintótica de los estimadores
de los parámetros del modelo de análisis factorial, Ao y ‘Ilo,resultantes de
reemplazar la matriz de covarianza muestral por un estimador consistente y
asintóticamente normal de la covarianza en las ecuaciones de verosimilitud.
Estos resultados, que demuestran la normalidad asintótica de losestimadores
y dan una expresión explícita de las matrices de covarianza asintóticas, están
expuestos en el Teorema 11.

Como Corolario de este Teorema, puede obtenerse la expresión explícita
de la matriz de covarianza asintótica de los estimadores de máxima verosimi­
litud de los parámetros del modelo de análisis factorial. Además, aplicando
los resultados de Davies [8](1987) y Lopuhaa [20](1989) sobre la distribución
asintótica de los S-estimadores para posición multivariada y covarianza y de
Lopuhaá [21] y [22] (1991) de los T-estimadores para posición multivariada
y covarianza, se obtiene la normalidad asintótica de los S- y T-estimadores
para el modelo de análisis factorial (Corolarios 8 y 9).

Veamos ahora los resultados que permiten obtener la normalidad asin­
tótica de los estimadores robustos de los parámetros del modelo de análisis
factorial. Previamente introduciremos alguna notación.

Notación: Sea A e 32””. Notaremos con vec(A) al vector de dimensión
nm cuyas componentes son las columnas de A listadas consecutivamente, es
decir

vec(A)’= (a11,...,a.,,1, ...,a.1m,...,a.,,m).

Notación: Sea A e SEM"una matriz simétrica. Notaremos con vecr(A) al
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vector de dimensión n(n + 1)/ 2 cuyas componentes son los elementos del
triángulo inferior de A incluyendo la diagonal (ie. los aij tales que i 2 j)
listados consecutivamente por columnas, es decir

VeCr(A)' = (alla - - - #11114122»- - - aanz. - - - ‘an-l.n—lyan-l,neann)­

Observación: Dada la matriz de covarianza E, que es simétrica, al consi­
derar vec,(2) en vez de vec(2) estamos trabajando sólo con los elementos
no repetidos de Z. De esta manera, se evitan los problemas que aparecerían
al tomar perturbaciones no simétricas al calcular las derivadas de funciones
de A y ‘IIcon respecto a E, necesarias en las demostraciones de los teoremas
de normalidad asintótica de los estimadores, y que no serían consistentes
con las hipótesis hechas sobre el modelo de análisis factorial.
Notación: (delta de Kronecker)
Sea

6“ _ 1 si i = j
U — 0 en otro caso

Notación: Sean E E ERP”, D E ERP’WÜ’HVQ,H e ÉRpkxp,L e Üïpkxp(p“)/2
las matrices cuyos elementos están dados por:

k
1p..

Eij = ¿ zwihwjh {-0hwihwjh+
wii ¡mi

p 0, +0
+ (0h._ óij+ E _0h) wirwjr ir=l,r;Éh r h

k
-211,“

Di,a+(fi-1)(p—fi/2)= Tim z wih{wihwahwfih+aa h=l
P w.

+ (9h -' 1) z o ¿r0 (wmwfih+ wahwfir) ¡
r=l,r;6h h "

k
¡pu

Di,a+(a-1)(p-a/2)= ¿ia- w" zwihwah[wihwah +

P w rwir
+2(0h—1) Z: 0:0

r=l,r;éh h r
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"wm/wn 0h—1 P a +0
Hi+(h-l)p.j= ¿ii+ Z: fi wirwjr­

JJ r=l,r;éh r

_9hwihwjh .
9h — 1 ‘

L _ (big;(9h _ 1) p warwir
i+(h—1)p,a+<a—1)(p—a/2)- W wen Z 9h_ 9 +' aa ' r=l.r;éh r

P
_ wfirwir wah'wihwah _

+“°" Z: (oh-0,)+ ¿nt-1r=l,r;¿h

p

wahv Wii(9h _ 1) z wei-wirLi+(h-l)p,a+(cz—l)(p—a/2)= ——'— —- +
waa r=l,r96h0h _ ar

wahwih

+ 209,, —1)] ’

Paralíííjíp,líhík,1SaSP,1335?,G#A3,d0nde
01 Z 2 0p son los autovaloresde 2* = ill-“22114” y w1,...,wp sus
correspondientes autovectores normalizados.

El siguiente teorema, cuya demostración está.dada en la Sección C.5 del
Apéndice, permite obtener la distribución asintótica de los estimadores de
los parámetros del modelo de análisis factorial.

Teorema 11 Sea Xn = (x1, . . . ,xn) una muestra aleatoria en 82”que satis­
face el modelo (1) bajo las hipótesis (10}, (11) y (14) de modo que el modelo
sea identificable, es decir, para 1 S i S n

x1;= +si)

con

(¿362) N Fay, (54)

. __ Ik 0

Siendo V — [ 0 Wo ] y además

A3115le = A,
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dond; [.10e mp. Ao e 72, x110e 'D+(p) y A e D*(k).
Sea 2,, un estimador fuertemente consistente de 20 = E (A0. Wo)= ADM]+
‘Ilo tal que

fivec, (En —20) 3 N(0. N). (55)

Sean A A __

(41mm.) = arg (“Eng”) Fk (xp,A,En) ,
donde

Fk (qa/Lin) = 1n|2| +tr (ing-1) —In 53,.

B(\II,A) = {(‘II,A) e 'D+(p) x 7a : A’xp-‘A e D*(k)},

siendo 2 = AA’ + ‘11; A

Entonces, si Ün = W“,A") y V0: (Jim/XO)

man-uaïmac).
siendo C la,matriz tal que

_ 0102“[0; Cat
donde

(I + E)-1DND'(I+ E)”;
C2 (I+E)‘1DN[H(I+E)‘1+L]';
C3 [H(I+E)‘1 +L]N[H(I+E)‘1+L]',

y E G ÉRpx”,D G Sïpxmflyz, H e 32””, L e RpkxPÜ’HVZlas matrices
dadas anteriormente.

p.

6.1 Distribución asintótica de los S-estimadores para el mo­
delo de análisis factorial

El siguiente resultado, obtenido por Lopuhaá [20] (1989: Corolario 5.1),
prueba la. normalidad asintótica. de los S-estimadores de posición y oova­
rianza para. modelos multivariados generales. Lo usaremos para probar la.
normalidad asintótica de los parámetros del modelo de análisis factorial ba,­
sados en el S-estimador.
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Definición 18 Sean A e PRM’".B E Si?“ matrices tales que AU = aij. El
producto de Kronecker de esta matrices A 8*B E ERan"‘q es la matriz en
bloques tal que el bloque (i,j) será {ag-B}.

Notación: Km, G32's"? es la matriz en bloques tal que el bloque (ij) será
Ají, donde Ají G ÏRnxny (Ajühk = jhóik.

Para obtener la normalidad asintótica de los S-estimadores de posición
multivariada y covarianza, Lopuhaá [20] (1989) hace la siguiente hipótesis
adicional sobre la función p:

(H4) Sea u(y) = 1p(y)/ y. Si d)’ es la derivada segunda de p, 11/y u son
funciones acotadas y continuas.

Teorema 12 Sea Xn una muestra aleatoria en ERPcon distribución elíptica
ango.
Sea p : 92+ —>ER...una función no decreciente que satisface (H1), (H2), (H4)
y b está dada por (87}.
Supongamos además que:

E [u (lellm > o,

E [w’(IIx1II)IIx1II2+ (p +1)w(ux1u>ux1u] > o.

Entonces, si ¿n = (tn, Cn) es el S-estimador basado en la función p, se tiene
que fi(tn —¡1.0)y fue; —>30)son asintóticamente normales e indepen­
dientes con media 0.
La matriz de covarianza asintótica de fifi'm - yo) está dada por20!
donde

1

a = EE [wz (IIX1II)];

a = E[(1- unn") +¿walxllnl

La matriz de covarianza asintótica de fi(Cn —E) está dada por

MS = o] (I + Km) (20 a 20) + 0'2vec(20) vec(soy,
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donde

po: + 2)E [w2(llx1ll)llx1ll2] .

{E[w’(ux1u)ux1u2 + (p +1)u><ux1u)ux1u]}2'

¿a +4E{[p<ux1u)—b12}
p ‘ {E[w(uxlu)ux1u]}2'

Observación: Dada la distribución asintótica de Cn, el S-estimador de
la matriz de covarianza, queremos encontrar la distribución asintótica del
vector formado por los elementos no repetidos de dicha. matriz, el cual está
dado por vec, (Cn).
Sea 1V!S E Sipzxpzla. matriz de covarianza asintótica de fi (Cn —20) dada
en el Teorema12((Il/IS)¿.=
Sea NS G HÏÑ+l)/2XP(P+1)/2la matriz dada por

0']:

0'2=

N11 Nlp

NS : I Í

Npl Npp

donde el bloque Nij E W‘i+1)"@’j+l), 1 Si 5 p, l 5 j S p está.dado por:

hi "‘(i- l)p+i.(j-1)p+j m(i-1)p+i.jp
N U = :

mip.(j-1)P+J' "71'de

Entonces

\/1'_7,vec,.(Cn—20) 3 N(0, NS).

De esta manera, como por el Teorema 12 se obtiene que Cn es asintóti­
camente normal, entonces aplicando el Teorema 11 se obtiene la normalidad
asintótica de los S-estimadores de parámetros del modelo de análisis factorial
y la expresión de la matriz de 00varianza asintótica para dichos estimadores.

Corolario 8 Bajo las hipótesis de los Teoremas 11 y 12, si (Timxn) son los
S-estimadores de los parámetros del modelo de análisis factorial se cumple
que

fi (En, —x110)3 N (o, (I + E)’1DNSD’(I + E)-1) ,­
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fi (¡n —Ao) 3 N (o. [HU + E)“ + L]NS [H(I + E)-l + L]’).

siendo NS la.matriz de covarianza asintótica de fivecr (Cn —20) dada en
la. observación anterior y E, D. H y L las matrices dadas en el Teorema
l 1.

6.2 Distribución asintótica de los T-estimadores para el mo­
delo de análisis factorial

Siguiendo un razonamiento análogo al caso de los S-estimadores, se puede
demostrar la normalidad asintótica de los T-estimadores de los parámetros
del modelo de análisis factorial. Veremos que la matriz de c0varianza asin­
tótica de estos estimadores es similar a la obtenida en el Corolario 8, excepto
por las constantes ao y [30.

Para esto consideremos previamente los siguientes resultados obteni­
dos por Lopuhaa [22] (1991) para T-estimadores de posición y covarian­
za para modelos multivariados generales. Análogamente al caso de los S­
estimadores, haremos la siguiente hipótesis adicional sobre las funciones pi:

(R5) Sean u¿(y) = ib¿(y)/y (i = 1,2). Si «p;es la derivada segunda de pi,
wi y u,- son funciones acotadas y continuas.

Teorema 13 Sea Xn una muestra aleatoria en ERPcon distribución elíptica
FitmEO'
Sean pi : 3? —>92+ funciones que satisfaCen (R1), (R2), (R3), (R5) y b,­
están dada por (41) (i = 1,2).
Supongamos además que:

E [102(IIX1II)] > 0;

E [wz(uxlu) uxiuz + (p +1)w.-<ux1u)ux1||] > o.

Entonces, si 8,, = (thn) es el T-estimador basado en las funciones pi,
se tiene que fifi:n —po) y \/1'_i(Cn—20) son asintóticamente normales e
independientes con media 0.
La matriz de covarianza asintótica de fi(tn —po) está dada.por

(¿10/ EO,
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donde

l

00 = gE [w3(llxnll)]:
1 1 ,,

.30 = E 1- - u0("xl") + -Wo(llxnll) ­
P P

La matriz de covarianza asintótz'cade fi (Cn - 20) está dada por

MT = 001 (Í + Kpp) (20 ® 20) + 002vec(-20) VeC(Eo)'»

donde

Um = p<p+2)E [w3<ux1u>ux1u2] ,_

{E [ws("x1") uxluz + (p +1)wo(ux1u>ux1u]}2

2 4E{[Po(“x1“) 4012}
a” = 7”“ + {Elw0(llx1ll)llx1lll}2'

siendo
po(y) = (2192—w2)p1(y) +w1p2(y);

WOW) = (252 —w2)w1(y) +w1w2(y);

bo= Eipo<uxln>h

wi‘ï‘Elwi(IIx1II)IIx1II1 para z'= 0,1,2.

Observación: En forma análoga a lo hecho para los S-estimadores, dada
la.distribución asintótica de Cn, el S-estimador de la.matriz de oovarianza,
queremos encontrar la distribución asintótica del vector formado por los
elementos no repetidos de dicha matriz, el cual está dado por vec, (Cn).
Sea ahora NIT e mpg”; la matriz de covarianza asintótica. de fi (Cn —20)

dada en el Teorema 13 ((MT)¡J. = mii).
Sea NT e RP(P+1)/ZXP(P+¡)/2la matriz dada por

N11 Nlp

NT = : :

N7"1 NW
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donde el bloque NU G W‘i+l)x(P-j+l), 1 S i 5 p, 1 5 j _<_p está dado por:

m(i—1)p+i.(j-1)p+i m(i-I)p+i.jp
N17 = '

mip,(j-l)p+i mimp

Entonces

fivec,(Cn —20)3N(o.NT).

De esta manera, como por el Teorema 13 se obtiene que Cn es asintótica­
mente normal y su matriz de covarianza asintótica es AIT, entonces aplican­
do el Teorema 11 se obtiene la normalidad asintótica de los T-estimadores
de parámetros del modelo de análisis factorial y la expresión de la matriz de
oovarianza asintótica. para dichos estimadores.

Corolario 9 Bajo las hipótesis de los Teoremas 11 y 13, si (an, Ku) son los
T-estimadores de los parámetros del modelo de análisis factorial se cumple
que

fi (Eu,—wo) 3»N (o, (I + E)'1DNTD’(I + E)-1) ,­

Jñ (¡n —Ao)3 N (o, [H(I + E)“ + L]NT [H(I + E)-1+ L]’),

siendoNT la matriz de covarianzaasintótica de fivec, (Cn — dada en
la observación anterior y E, D, H y L las matrices dadas en el Teorema
II.



7 Simulaciones

Dado el modelo

x = po + Aof + e, (56)

donde x GER”,pOEÉRP,Ao e R, f EW y e GER”de modo que se cumplen las
hipótesis (10), (11) y (14), y por lo tanto

20 = COV(X)= AoAB + ‘I’o,

Noi/gle = A,

siendo Woe 'D+(p) y A e 'D*(k), se realizaron simulaciones para comparar
el comportamiento de los distintos estimadores robustos propuestos de los
parámetros del modelo de análisis factorial, Ao y ‘Ilo,con los estimadores de
máxima verosimilitud.

Para esto se estimó la matriz de covarianza de las observaciones 20 me­
diante el estimador de máxima verosimilitud, el estimador de Donoho-Stahel,
el S-estimador, el T-estimador y los estimadores ponderados de un paso ba­
sados en el estimador MVE, y en el S- y T-estimador. Posteriormente, se
estimaron los parámetros que conforman la estructura de EO mediante el
algoritmo propuesto en la Sección D.1 del Apéndice.

Definición 19 Sea A e ERM"una matriz simétrica con autovalores A1 2
.. . 2 A". Definiremos el número de condición de A como

cond(A)=

Como una medida del error que se cometía al realizar la estimación se
calculó el sesgo con respecto a >30,dado por

sesgo(20, = ln [cond(Anxo/19]],

donde É" = + (fin,É? = AQAn.Esta es una medidade error en la

estimación de la “forma” de la matriz >30,es decir sesgo (20, 2,.) = 0 si y
sólo si f2” = A20.

Para comparar el comportamiento de los distintos estimadores con res­
pecto al sesgo, se calcularon el promedio de sesgo y la mediana de sesgo;
que se denotarán respectivamente por “pro” y “me”; esta última medida es
menos sensible a unas pocas muestras con comportamiento atípico.
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En las Tablas y Gráficos siguientes, denotaremos los resultados al calcu­
lar En mediante máxima verosimilitud con MV, para los estimadores de
Donoho-Stahel usaremos DS. Para los S-estimadores usando la función pC
de Tukey dada en (36), usaremos la notación S; para los T-estimadores ba­
sados en las funciones sugeridas por Hennig dadas en (-10) tau H, y para
los basados en la función bicuadrática de Tukey dada. en (36), tau B. Pa­
ra los estimadores ponderados de un paso, usaremos las notaciones WR,
WS, WTh y WTb para los basados en el estimador MVE de Rousseeuw,
el S-estimador y los T-estimadores basados en las funciones de Hennig y
bicuadrática respectivamente.

Para el modelo (56) se elig’eron como valores de los parámetros p = 5,
k = 2,

po = [0, 0, 0, 0, O]’;

‘I’o = ¡5.

y se generó aleatoriamente una matriz de 5 x 2, la cual se transformó de
modo tal que se cumpliera la condición de diagonalidad (10). La matriz
resultante fue

-0.8696 —0.3933
—0.9293 -0.5526

Ao: ——0.3634 0.9001 ,
—1.1079 0.3965

0.7941 -0.1123

de modo tal que

A,quA _ 3.61 0
° ° ° " o 1.44 '

Posteriormente se hicieron 100replicaciones de muestras de tamaño n = 100
donde f N N2(0, I), e MAG(0,\Ilo) independientes. En este caso, en el que
se supone la normalidad de los errores y los factores, se calculó la eficiencia
esférica para comparar los métodos robustos con respecto al de máxima
verosimilitud, que es el óptimo en el sentido de mínimo sesgo para este caso.
Esta medida está dada por el cociente de las medianas de los sesgosobtenidos
empleando el método MV con el obtenido mediante el método robusto y la
denotaremos por “efic. esfer.”.

Para el método de Donoho-Stahel se consideraron distintos valores de
c, siendo c el punto donde los pesos comienzan a decrecer. Por resultados
obtenidos por Maronna y Yohai [26] (1995), c = 1.06 es la constante asin­
tóticamente óptima en el sentido de mínimo sesgo, en el caso de utilizar la
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función de peso de Huber para p = 5 y una contaminación del 10% en la
muestra. También se consideraron algunos otros valores de c con el fin de
aumentar la eficiencia esférica.

Los resultados se muestran en la Tabla l

Tabla 1: errores y factores normales
estimador me pro efic. esfer.
MV 0,6071 0,6273 1,0000
DS(1.06) 0,7447 0,7384 0,8152
DS(2) 0,7085 0,7076 0,8569
DS(2.5) 0,6752 0,6778 0,8991
DS(3) 0,6335 0,8003 0,9583
DS(4) 0,6181 0,6350 0,9822

En las simulaciones posteriores, la constante del estimador de Donoho­
Stahel se fijó en el valor c = 3 para obtener un compromiso entre minimizar
el sesgo y aumentar la eficiencia.

Para el S-estimador, la constante c de la función pc se fijó en c = 4.83
de modo de obtener punto de ruptura maximal de acuerdo a los resultados
expuestos en la Sección 4.3. Se calculó la eficiencia teórica de este estimador
bajo el modelo de observaciones normales obteniéndose un valor del 86.75%.

Las constantes del r-estimador se fijaron en los valores de c1 = 9.84 y
c2 = 13.33, en el caso de usar las funciones de Hennig, y de c1 = 4.83 y
c2 = 6.51, en el caso de usar la función bicuadrática, con el fin de obtener
punto de ruptura maxima] y eficiencia del 95%.

En el caso de los estimadores ponderados de un paso para la media y la
matriz de covarianza, como hemos visto en la Sección 4.5, la constante de
corte para asignar peso 1 a una observación es x310”en las simulaciones se
fijó el valor de a en a = 0.975.

En la Tabla 2 se observa, como era de esperar que el método de máxima
verosimilitud (MV) produce los menores valores de las medianas de los ses­
gos; obteniéndose también valores pequeños y alta eficiencia esférica para los
estimadores de Donoho-Stahel y los T-estimadores. De esta Tabla también
se deduce que los estimadores ponderados son más eficientes que su versión
sin ponderar. Como hemos visto en la Sección 4.4, se podría aumentar la
eficiencia de los T-estimadores modificando adecuadamente la constante cz.

Debido a la estructura particular del modelo de analisis factorial, en
el que hay dos elementos aleatorios, los factores y los errores, se podrían
considerar tres tipos de contaminación:
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Tabla 2: errores y factores normales
estimador me pro efic. esfer.
MV 0,6071 0,6273 1,0000
WR 0,7701 0,6273 0,7883
DS 0,6335 0,8003 0,9583
S 0,7073 0,7050 0,8583
WS 0,6714 0,6603 0,9042
Tau H 0,6752 0,6655 0,8991
WT H 0,6714 0,6597 0,9042
Tau B 0,6502 0,6508 0,9337
WT B 0,6541 0,6531 0,9281

1. sólo en los factores:

n —m observaciones son tales que

x=yo+Aof+e,

siendo f N Nk(0,I), e NNp(0, I)
m observaciones son tales que

siendo b’ = (1,0, . . . ,0), e NNp(0, I) y m = [ne] es el porcentaje
de contaminación.

2. sólo en los errores

x = [to+ kleb +8,

- n —m observaciones son tales que

X=P0+A0f+ei

siendo f N Nk(0, I), e NIN/pm,I)

- m observaciones son tales que

siendo b’ = (1, 0, . . . ,0), s N/Vp(0,I) y m = [ne] es el porcentaje
de contaminación.

x = po + Aof+k2b+ e,

3. en los factores y los errores simultáneamente

47



n —m observaciones son tales que

x = po + Aof + e,

siendo f N Nk(0, I), e NNp(0, I)

m observaciones son tales que

x = [to + klebl + k2b2+0.01€,

siendob'1= (1.0‘...,0), b’2= (0,1,0....,0), ENNP(0.I))’ m =
[ne] es el porcentaje de contaminación (el término 0.01€ se agrega
para evitar los problemas de colinealidad).

Para comparar las distintas formas de contaminación se realizaron algu­
nas simulaciones exploratorias en el caso de muestras normales con un 10%
de contaminación, obteniéndose los peores resultados en el caso de conta­
minar los factores y errores simultáneamente. Por lo tanto, en lo siguiente
estudiaremos el caso de muestras normales contaminadas de esta forma, a
las cuales llamaremos NC(€, k1, k2).

Para el modelo (56) con los mismos valores de los parámetros elegidos
anteriormente, se hicieron 100 replicaciones de muestras de tamaño n =
100 para los casos NC(0.1,k1,k2) y NC(0.2,k1,k2), es decir se estudió el
comportamiento de los estimadores para contaminaciones del 10 y 20%.

Se realizó una grilla para k1 y k2 con el fin de encontrar con mayor
precisión para qué valores de estos parametros se obtenían los máximos
valores de las medianas de los sesgos para cada uno de los estimadores. Pa­
ra las muestras NC(0.1, k1,k2) los valores de k1se tomaron en el conjunto
{1,2, . . . , 16} y los de k2 en {1,2, . . .,20}; para las muestras NC(0.2,k1,k2),
k1en {1,2,...,24} y k2en {l,2,...,29,30,32,...,88,90} con el fin de en­
contrar a partir de qué valores de (k1, log) los sesgos de cada uno de los
estimadores robustos comenzaban a decrecer. Para cada par (k1,k2) se ge­
neraron las mismas muestras con el fin de realizar una mejor comparación
de los resultados.

Para las muestras normales contaminadas se graficaron para los distintos
valores de k1 y k2 las medianas de los sesgos con el fin de comparar el
comportamiento de los distintos estimadores frente a datos atípioos.

Los máximos valores de las medianas de los sesgos están dadas en la
Tabla 3

Observando los Gráficos, se ve que la “forma” de las curvas de las me­
dianas de los sesgos no presenta diferencias al variar los valores de k1 (que
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Tabla 3: Máximos valores de las medianas de los sesgos para muestras con­
taminadas

estimador NC(0.1, k1, k2) NC(0.’2.k1. k2)
MV oc oc
WR 2.1736 4.8008
DS 1.3115 2.6334
S 1.7254 5.1627
WS 1.7095 4.6949
Tau H 3.1007 6.4110
WT H 3.1027 6.6595
Tau B 2.3354 7.1640
WT B 2.6365 6.9963

determina la contaminación en los factores), salvo para los valores de k1 2 7
para los S-estimadores y su versión ponderada y para k1 2 13 para el resto
de los estimadores robustos en el caso de una contaminación del 10%,y para
k1 2 21 en el caso de una contaminación del 20%.

También se observa que los estimadores MV se ven sensiblemente afec­
tado por la presencia de observaciones atípicas, y a medida que crecen los
valores de k1 y k2, aumentan los valores de los sesgos. No se observan diferen­
cias significativas entre los valores de los segos de los estimadores robustos y
sus versiones ponderadas, aunque en el caso de una contaminación del 20%,
las diferencias son mayores, en particular para los estimadores ponderados
basados en los T-estirnadores usando las funciones de Hennig, siendo en este
caso menores.

En el caso de una contaminación del 10%, se ve que de los métodos
robustos estudiados, el estimador de Donoho-Stahel es el que produce los
mejores resultados, en el sentido de que produce el menor valor del máximo
de las medianas de los sesgos siendo max[me(DS))] = 1.3115. En los gáficos
se observa que los valores de los sesgos para este estimador permanecen casi
“constantes” al variar los valores de k1 y k2.

Comparando el resto de los estimadores robustos para valores grandes
de k2, se ve que para los S-estimadores y su versión ponderada se obtienen
menores sesgos que para los demás, y que los sesgos de los T-estimadores
basados en la función bicuadrática son inferiores que los de los basados en
las funciones de Hennig. Para valores pequeños de k1 y k2 los estimadores
ponderados basados en el MVB producen sesgos mayores que el resto de los
estimadores.
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El siguiente paso fue estudiar el comportamiento de estos estimadores
para el caso de muestras con una contaminación del 20%. Los resultados
obtenidos por Maronna y Yohai [26] (1995) para el caso de estimadores de
covarianza generales demuestran que al aumentar el porcentaje de contami­
nación del 10% al 20% los valores de las medianas de los sesgos aumentan
considerablemente, aún para el caso de estimadores robustos como el MVE,
el S-estimador, el T-estimador y los estimadores ponderados de la matriz de
covarianza; en cambio para el estimador de Donoho-Stahel este incremen­
to no es tan significativo. De los resultados obtenidos en las simulaciones
realizadas se deduce que ocurre lo mismo al obtener los estimadores de los
parámetros del modelo de analisis factorial donde se impone una estructura
a la matriz de covarianza.

Si comparamos los resultados obtenidos en la Tabla l de Maronna y Yo­
hai [26](1995) con los de los estimadores de Donoho-Stahel de los parámetros
del modelo de análisis factorial, se observa que los sesgos son mayores en
nuestras simulaciones. Esto se debe, teniendo en cuenta el algoritmo dado
en la Sección D.1, a que en nuestro caso estamos estimando además la es­
tructura en la covarianza impuesta por el modelo, lo cual aumenta el error
que ya tenía la estimación de la matriz de covarianza sin tener en cuenta
una estructura.

Observando la Tabla 3 y las Figuras se deduce que el estimador de
Donoho-Stahel sigue produciendo los mejores resultados, en el sentido de
menor valor de las medianas de los sesgos (como en el caso de una conta­
minación del 10%), ya que el menor valor del máximo de las medianas de
los sesgos es de max[me(DS)] = 2.6334. Como se deduce de la Tabla 1, si
se elige adecuadamente el valor de c, se puede mejorar la eficiencia bajo el
modelo con observaciones normales. Además se advierte una diferencia sig­
nificativa con respecto a los valores de las medianas de los sesgos obtenidos
mediante los otros métodos robustos para valores pequeños de k2.

Con respecto a. otras propuestas robustas, se observa que para los S­
estimadores y los estimadores ponderados basados en el MVB y el S-esti­
mador, las medianas de los sesgos comienzan a decrecer para valores de k2
menores que para los demás estimadores (excepto Donoho-Stahel). A pesar
de ser menos eficientes bajo el modelo normal que los T-estímadores, los
S-estimadores son más eficaces que éstos en la detección de outliers.

A diferencia del caso de una contaminación del 10%, los sesgos obtenidos
T-estimadores basados en las fimciones de Hennig y su versión ponderada son
menores que losobtenidos con los estimadores usando la función bicuadrática
y comienzan a decrecer para valores menores de k2.
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De las Figuras se deduce que el estimador de Donoho-Stahel es eficaz
en la detección de outliers, aún ante la presencia de una contaminación del
20%, hecho que no ocurre con los demás estimadores robustos considerados.
También se observa que para los estimadores de máxima verosimilitud (que
son los que habitualmente se utilizan en los paquetes estadísticos) los ses­
gos aumentan a medida que aumentan los valores de la contaminación en
los factores y en los errores, lo que evidencia la falta de robustez de este
estimador.
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8 APÉNDICES

A Unicidad de los parámetros

Como hemos visto en los Capítulos 5 y 6, una condición necesaria para
obtener la consistencia y la normalidad asintótica de los estimadores de los
parámetros del modelo de análisis factorial es la identificabilidad del modelo.
Hemos definido los conceptos de identificabilidad global y local (Definiciones
14 y 15). El objetivo es encontrar condiciones para identificación global, las
cuales por supuesto, implican identificación local.

Dada 20 EPSD(p) queremos ver qué condición necesaria se debe cumplir
para que existan una única matriz Wo e 'D(p) con elementos diagonales
positivos y una única matriz Ao G ERP“ con rg (Ao) = k de modo que se
satisfaga la.ecuación (12)

20 = AoAg + x110 (57)

sujeta a la restricción
ABWJIAO= A, (58)

siendo A E D*(k), y cuál es el mínimo k (k < p) de modo que esto ocurra.
Una manera de determinar si 20 puede expresarse en la forma deseada,

es ver si se puede resolver el conjunto de ecuaciones

k

aa = wii-+236 Isz'sp;
a=l

k

aq Zar-wa 15i< j s p­
a=l

Si hay una solución algebraica, se debe verificar además que los Am sean
reales y que los ¡bú-sean reales y no negativos.

Una respuesta parcial a la pregunta anterior puede obtenerse comparan­
do el número de ecuaciones con el número de incógnitas. Como en cualquier
solución de (57) Ao puede reemplazarse por A0114donde M e 32"” es una
matriz ortogonal, se deben imponer condiciones adicionales para determinar
unívocamente la solución de (57). Como hemos visto en la Sección 2.1, una
forma de eliminar la indeterminación debida a M es imponer la condición
(58), donde A es una matriz diagonal, tal que sus elementos son las raíces
no nulas de [20 - ‘Ilo—7110] = 0.



De esta manera, en 20 hay p(p + 1)/ 2 elementos; en la diagonal de Wo
hay p elementos y pk elementos en Ao; además con la condición (58) se están
imponiendo k(k —l)/2 restricciones adicionales. Por lo tanto el número de
ecuaciones y condiciones menos el número de incógnitas está dado por:

P(p2+1)+ k(k21)_p_pk
(p-k)2-(p+k)

2 .

(59)

Podemos esperar que si q 2 0, entonces se puede encontrar una solución
algebraica. La desigualdad c 2 0 puede escribirse como:

9 _ _
k2 V8?“=p__»/3P:11_ (60)

Si c > 0, para encontrar una única solución algebraica de (57) sujeta
a (58), y por lo tanto obtener identificabilidad en el modelo, deberíamos
agregar —<;restricciones adicionales.

Por otra parte, como hemos visto en la Sección 2.1, para 20 y ‘Iloda­
dos, la matriz de ponderaciones Ao está definida um'vocamente salvo por
una post-multiplicación por una matriz ortogonal. Por lo tanto nos concen­
traremos en la unicidad (identificabilidad) de Wo. Notemos que la matriz
20 - Wo= ADA},es definida no negativa y tiene el mismo rango que Ao.

Anderson y Rubin [5] (1956) mostraron que las siguientes condiciones
son suficientes para identificación global.

1. Si se elimina cualquier fila de Ao, entonces las dos submatrices disjun­
tas remanentes de Ao tienen rango lc.

2. Si se satisface la condición de que toda submatriz de q x q de Ao es no
singular, entonces cualquier solución de rango menor que p —q es una
extensión trivial de (Ao, Wo).

La condición 1 se relaciona con soluciones de rango q menor que p/2.
Más aún, se puede ver que si q < p/2 el modelo de análisis factorial es
genéricamente globalmente identificable.

De hecho, para q < p/ 2 resultados más fuertes ocurren genéricamente.
No existe una extensión trivial de la solución (Ao, Wo).
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Se debe notar que la condición 2 es más fuerte que 1.

Podríamos preguntamos, cuando suponemos que hay una Ao y una Wo
que satisfacen (57) bajo la restricción (58), si hay otro par de tales matrices
que cumplan estas condiciones en un entorno de (Ao. Wo). Si esto no ocurre,
diremos que Ao y ‘110son localmente identificables.

Una condición suficiente para esto está. dada en el siguiente Teorema
debido a Anderson y Rubin [5] (1956: Teorema 5.9)

Definición 20 Sean A e ÏRnxm. B G ERMm. El pmducto de Hadamard de
estas matrices es una matriz de n x m tal que:

(A*B)”.=
A a:A será el cuadrado de Hadamard de la matriz A.

Teorema 14 Sea R = wo —A0(AQ,\I!51A0)_1A’O.

Si IR * RI sé 0, entonces \Ilo y Ao son localmente identificables bajo la res­
tricción de que AQWJIAOe 'D*(k) .

Definición 21 Sea
2 +1-J8 1

ó(p)=p—-2—p­
Lafunción se denominacota de Ledermann.

Definición 22 Consideremos a (A0,Wo) como un punto del espacio vecto­
rial HÏP"'°+7’.Diremos que una condición acerca de la identificabilidad de
(Ao, Wo) se satisface para casi todo (Ao, Wo) si dicha condición se satisface
para todo (Ao, Wo) excepto en un conjunto de medida de Lebesgue nula.

El siguiente Teorema, dado por Shapiro [38] (1985: Teorema 3.2) propor­
ciona una regla simple para determinar la identificabilidad local del modelo
(48) a partir del conteo de ecuaciones.

Teorema 15 Si k 5 d)(p) el modelo (48} es localmente identificable para
casi todo (Ao, Wo).
Para k > (Mp) el modelo de análisis factorial es localmente (y por lo tanto
globalmente) no identificable para casi todo (Ao, Wo).



El problema de la identificabilidad global del modelo permanece aún sin
resolver. Shapiro [37] (1982) postula las siguientes conjeturas.

Coqietura 1 Si k < (Mp) entonces el modelo de análisis factorial es glo­
balmente identificable para casi todo (Ao, Wo).

La condición suficiente del Teorema 14 pueden ocurrir sólo si k S Mp).
Sin embargo, esto no prueba que (48) sea no identificable para casi todo
(Ao, Wo) si k > (Mp). Por supuesto para k > qb(p) la no identificabilidad
ocurre genéricamente como se señaló en la segtmda parte del Teorema 15

Conjetura 2 Si k > (Mp), entonces el modelo de análisis factorial es (lo­
calmente) no identificable para casi todo (Ao, Wo).
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B Resultados previos

B.1 Resultados de álgebra lineal

Recordaremos algunos resultados de álgebra lineal que usaremos para ob­
tener la descomposición de la matriz E (ver por ej, Mujrhead [27] (1982) o
Seber [36] (198-1)).

Teorema 16 (descomposiciónespectral}
Sea A G 32"“ una matriz simétrica. Entonces existe una matriz T e áRm‘"
ortogonal, T = [t¡. . . . ,tn] tal que

A1 0

T’AT = 3 g = D,

0 An

donde A] 2 Z An son los autovalores ordenados de A y t¡,...,tn sus
correspondientes autovectores.
Con este orden, D es única y T también, salvo un factor de post-multipli­
cación

Ml 0

M = 3 E ,

0 Mk

siendo M,- e 0(mi), donde k es el número de autovalores distintos de A,
m1,. . . ,mk sus maltiplicidadesy correspondeal conjuntode matrices
ortogonales de mi x mi.

Corolario 10 Si A e 92”" es una matriz simétrica tal que sus autovalores
son distintos, m,- = 1 para 1 5 i S k, 1V!se reduce a una matriz diagonal
cuyos elementos no nulos son :tl.
En este caso las columnas ti de T son únicas excepto por sus signos.

Lema 1 Sea A e 39"“ una matriz no singular.
Entonces, si A es autovalor de A con autovector t, 1/ A es autovalor de A-l
con autovector t.

Lerna 2 Sea A e 92m". Entonces AA' es una matriz semidefinida positiva

Lema 3 Una matriz simétrica es semidefinida positiva sí y sólo si sus au­
tovalores son no negativos.



Lema 4 Sea A e 32”" una matriz simétrica semidefinida positiva. Enton­
ces:

1. tr(A) 2 0.

2. Sea C E ERP“ =>C'AC es simétrica semidefinida positiva.

3. Existe una matriz simétrica semidefinida positiva Al/2 tal que A =

(Al/2)2. Los autovalores de A”2 son las raíces cuadradas de los au­
toualores de A.

Lema 5 Una matriz simétrica A es definida positiva si y sólo si existe una
matriz no singular R tal que A = R’R.

Lema 6 Sea A E IRM" una matriz simétrica definida positiva. Entonces:

1. Existe una matriz simétrica Al/2 tal que A =' (Al/2)2 y Al/2 es defi­
nida positiva.

2. A"l es definida positiva.

3. Sea C G ERP", rg(C) = p => C’AC es definida positiva.

Lema 7 Sean A e 92m“, B e 92”“.
Si m > n, entonces los autoualones de AB son los de BA junto con el
autovalor 0 con multiplicidad m —n.
Además, los autovalores de Im+AB son los de In+BA junto con el autoualor
l con multiplicidad m - n.
Por lo tanto

II". + ABI = IIn + BAI.

Lema 8 Sea A e 32”" una matriz simétrica con autoualores A] 2 --. 2 A"
y autovectones respectivos ortononnales t1, . . . ,tn.
SeaC={x€32"/x=,60}.
Entonces:

1. sup = A1y elsupremose alcanzaenx = tl.c x’x

. x’Ax

2. uclf = Any el infimose alcanzaenx = tn.
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Corolario 11 Sea A G 82”" una matriz simétrica con autovalores A1 2
-- - 2 A" y autovectones respectivos ortonormales t]. . . . .tn.
Sea C"= {x E 3?": = 1}.
Entonces:

1. sup ||Ax|| = A1 y el supremo se alcanza en x = tl.
C.

2. ig! "Ax" = An y el ínfimo se alcanza en x = tn.

Lema 9 Sea A e 82”" una matriz simétrica con autovalores /\1 2 - -- 2 An.

Entonces n
2 2

IIAII= EN
i=1

Lema 10 Sean A G92"“ y B e Sin“ matrices simétricas tales que A - B
es una matriz semidefinida positiva.
Entonces:

1. tr(A) 2 tr(B).

9- IIAII 2 IIBII­

Lema 11 Sean (A,.)n21 e Si?” y (3,1)"21 e ERP"?sucesiones de matrices
simétricas no singulares tales q'ue IIAnII -> 00, Bn es definida positiva Vnn-ooo
y Bn —> Bo, siendo Bo una matriz simétrica definida positiva.71-.“
Sea 0,1 el mínimo autovalor de A1713".
Entonces 0,. —> 0.n-ooo

Dem. Sean A? 2 2 A; los autovalores de An con autovectores res­
pectivos ortononnales x'l‘, . ..,x1’,‘, donde A? 960 para. 1 S i 5 p por ser An
no singular.

Por Lema 1, y; = l/A'l‘ 5 5 u’1‘=1//\;,' son los autovalores de A771
con autovectores respectivos ortonormales x'l', . . . ,xg.

Por Lema 9, A?"jm oo entonces

y; —-> 0. (61)n-ooo

Además

IIAJIX'I'II = #2- (62)
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Sean 6’1‘2 - -- 2 6; los autovalores de B", donde sé 0 para 1 _<_i S p
por ser Bn no singular. Entonces 7; = 1/6? S S 7'1‘= 1/6; son los
autovaloresde 8;].

Como Bn "jm Bo, entonces "jm (Sipara 1 5 i S p, siendo 61 _>_n - 2
6p > 0 los autovalores de Bo.

Además
,1;_4 a _1_ _.,.

t 62-241 "“°° (Sp-HI n

siendo 71 2 - - - 2 'yp > 0 los autovalores de BJ 1.
Definamos

yn = BJ‘x'l‘.

Luego

Ilynll = IIBXIXS‘II2 72 "jm 7p!

es decir,
liminf "yn" > 0. (63)n-ooo

Además
p p

"yn"S “BÉIIIIIXÏH:“3171":23792 "jm < 0°,
¿:1 ¿:1

es decir
limsup "yn" < oo. (64)

n-ooo

Sea.zn = L. Entonces||zn|| = 1.
Ilynll

Pero -l —1 n -1 n
A-IB z = An Ban x1 =An x1

" n n Ilynll Ilynll ’

entonces, por (62)
-1 n n-le #P_

"A" " "" uy; u uynn

Luego, por (61), (63) y (64)

¡wanan ¿en o­
Sea C‘ = {z e ERP: ||z|| = 1}. Entonces

os en= "An-137.2"s "Arana" ¿o o,
y por lo tanto

0,. —> 0.n-ooo
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B.2 Resultados sobre derivadas

En la demostración de varios teoremas hemos tenido que calcular derivadas
matriciales. Magnus y Neudecker [25] (1985) dan la siguiente definición
para las derivadas de una función matricial F (X ) con respecto a su matriz
argumento X.

Definición 23 Sea X e 32m“. Sea y = y(X) una función real diferencia­
ble.

Entonces ó‘y(X)/ 8X es la matriz de m x n tal que

ay ay
c9 8 n

8310€) = 1.711 551
3X _: :

óy 33/

617ml axmn

o equivalentemente
agar) = ay

m3 33:05
conlSaSm,15¡35n.

Algunos resultados sobre derivación matricial (ver por ej. Dwyer [10]
(1967)) que usaremos en nuestras demostraciones son los siguientes:

Notación: Sea A e ÉRM"una matriz no singular. Notaremos con A" a.la
traspuesta de la inversa.de A, ie A" = (A’1)’.

Lema 12 Sea X G32m“

1. Si X es no singular, entonces

ÜIX I -z
ax —IXIX .

2. Si n = m, entonces

3(trX) _ 8(trX’)
3X _ 3X

Lema 13 (Regla de la cadena)
Sean X G ERmX"e y = y(X). Si v = v(y), entoncesfi_ii

aX’ ayax'

= Im. (65)
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Corolario 12 Si X e ÉR’nX"es no singular, entonces

8ln IXI
8X

Notación: Sea.Kü e 32”" la matriz tal que:

= x-‘. (66)

’76— 0 en otro caso

Observación: Si A G82"” vale que:

ZZaanv" = A; (67)
'7 6

22311500W = A’. (68)
7 6

Lema 14 Sea X G92m". Entonces:

ax.,¿
8X

Lema 15 Sean X E 82m“ y A e ERPX'",donde A es una matriz constante.

= ¡{75. (69)

l . Entonces:
3(XAX')_7¿

8X

2. Sea además B G 92"“, donde B es una matriz constante. Entonces:

8 (AX ‘13) ,76
8X

Lema 16 (Regla de la cadena)
Sean X e 32”” e Y e RP“, tal que Y = Y(X).
Sea w una función escalar de Y, i.e. w = w(Y).

Entonces: a au) ay_w = _ '16

o equivalentemente en forma matricial

= K7‘XA’ + (K‘r‘)' XA. (70)

= —X“A’K"‘B’X“. (71)

aw_ 8w3y5_ ¿32 ayagigas-gamwa; <7»
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Lema 17 Sean X E SRm‘me Y e ERP“, tal que Y = Y(X). Entonces:

6|Y| __ 8Y 6
7aï=zzly| (Yt)“ a}. (73)

7 6

Lema 18 Sea 2 G ZRpo una matriz simétrica y a: e 32”. Entonces

76%(IE-las) = -2_11:a:'2'l. (74)

Definición 24 Sea A e 32””. Se denomina inversa de Moore-Penrose de
A a la matriz A+ que satisface:

l. AA+ A = A.

2. A+ AA+ = A+.

3. (A+ A)’ = A+ A.

4. (AA+ )’ = AA+.

( Se))puede demostrar que A+ existe y es única (ver, por ej., Rao [29]1967 .

El siguiente resultado, obtenido por Magnus [24] (1985: Teorema l),
permite calcular las derivadas de una. matriz simétrica respecto a sus auto­
valores y autovectores.

Teorema 17 Sea Ao e SRpo una matriz simétrica. Sea xo un autovector
normalizado asociado al autovalor simple Ao de Ao.
Entonces existen una función real A y una función vectorial x definidas para
toda A en algún entorno B(Ao) C Si"? de Ao, tales que

/\(Ao) = /\o;

x(Ao) = xo;
Ax = Ax;

x’x = 1,

paraAe
Además las funciones /\ y x son C°°(B(Ao)), y las derivadas en Ao están
dadas por

3A

m =’¿J®xo; (75)

L = xa®(A01—Ao)+ (76)
Ü(vec A)’ '
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C Demostración de los resultados de consistencia
y normalidad asintótica

C.1 Propiedades de la matriz de covarianza del modelo de
análisis factorial

Supongamos que x e ERPsatisface el modelo (1) bajo las hipótesis (10), (11)
y (1-1). Luego, si 20 es su matriz de covarianza, se tiene que

zo = ADA}, + x110, (77)

con Ao € 'R y Woe D+(p).

Laywley y Maxwell [18] (1971: pág. 89) demuestran que la matriz >30
satisface las siguientes propiedades:

Proposición 4 Sea Ao= I + A6116le. Entonces:

1.

251: wsl —waleAglAgxpgl. (78)

2.

A6251= Aa‘w51- (79)

3.

|30| = I‘I’ol IAoI­

Proposición 5 Sea 2* = w51/220w51/2y sean 01 2 2 0p sus autom,­
lores. Entonces:

1.01>--->9k>1.

2.0k+1="'=0p=

Dem. Sean W1,. . . ,Wp los autovectores normalizados de 2* y sean

01 0

T: 3 5 ; W=[w1»--wp].
0 0p
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Entonces:

WT = 2*w = (w51/2A0A5w51/2+ I) w.

Luego

(wal/Mo) (Asa/¿“2) w = w (T —I),

es decir los autovalores de Tal/ZAOAB‘IIEIfi son 01 - l _>_--- 2 6p —1.
Pero, por Lema 7, como p > k, deben ser:

0k+1=---=0p= 1.

Además, por Lema 2, como rg(Ao) = k y WoE 'D+(p), deben ser:

91>"'>0k>1.

C.2 Propiedades de la función Fk

Habíamos visto en los Capítulos 3 y 4 que los estimadores propuestos de los
parámetros del modelo de análisis factorial se obtenían minimizando sobre
A y ‘II la función

Fk(A,mi") = ln |AA’+ w| + tr [En(AA’+ 10“] —ln ,

donde Ïin es un estimador consistente de la matriz de covarianza de las
observaciones.

Si hacemos AA’+ W= 2, esta fimción es equivalente a:

F (2,23") = tr ('23,.2-1) —ln ing-1|, (80)

donde 2 e ERP"?y Ïn e Si”? son matrices simétricas definidas positivas.
Veamos algunas propiedades que satisface la función F dada por (80).

Lema 19 Sean E €PSD(p) y 2* €PSD(p).
Sea

F(2, 2*) = tr (2*2-1) —ln¡yz-1|.
Entonces:

l. F es continua en 2 y 2*.

2. F(2*,2*) =p.



3. Si z: 762*. ¡“(2,2) > p.

4. F (2, 2*) se minimiza con nespecto a E únicamente en E = 2*, es
decir

m'n F 2,)3" =F 2’22" =.
ze P310(p) ( ) ( ) p

Dem.
1. Se deduce de la continuidad de las funciones traza, logaritmo y deter­

minante.
2.

F(2*, 2*) = tr (2*2*’1) —ln |2*2*’1| (81)
= tr([) —1n|I|=p.

3. Sean pl 2 2 ¡,Lplos autovalores de 2-1/22’2-1/2 y v1, . . . ,Vp los
correspondientes autovectores normalizados.

Como E y 2* son matrices definidas positivas, entonces p,- > 0 Vi.
Definamos

#1 0

NI: ; V=[V1,...,Vp],
0 ¡ip

entonces
2-1/2212-1/2 = VMV’, (82)

con VV’ = I.
Por el Lema 6, como E es una matriz simétrica definida positiva, 2-1 =

2-1/22-1/2 y por el Lema 7, los autovalores de ETS-1 son los mismos que
los de 2-1/22*2'1/2.

Luego, por (81)

F(2, 2*) —F(>:*, 2*) = tr (2*2-1) —ln ¡zm-1| —p.

Pero, por (82)

P

¡2*2-‘I = [2-1/22*2-1/2| = |VMV’| = |M| = HM;
i=1

P

tr (2*)3-1)= tr (2-1/2253-1/2) = tr (VMV’)= tr (M) = zm,i=l



y por lo tanto

H2. 2*) —F(z*.2*)
p P

ZM - 111(HM) ‘Pi=l i=l
P

Z(#i-1n#i-l)­
i=l

Sea

g(a:)=a:—lna:—l,

luego
1

51(2) — 1-;
, 1

9'05) = p­
Además, dicha función g tiene derivada segunda continua en :z:> 0 y

satisface:

1- 57(1)= 0, 9'(1) = 0, 9"(1) = 1­

<0 si 0<z<1
>0 si1<z2. y<z>{

luego g(a:) tiene un mínimo absoluto en :1:= 1.
Por lo tanto

F(2, 2*) —F(2*, 2*) 2 O.

La igualdadocurresi ui = 1 Vi => M = I => 24/2324” =
VV’= I => 2* = 2.

4. Se deduce de 2. y 3.

Lema 20 Si (En)n2¡ e 92"“ y (23,,” e Si”? son sucesionesde matrices
simétricas no singulares tales que "2"“ —> oo, 2; es definida positiva Vnn-ooo

y 2; :voo20, siendo 20 una matriz simétrica definida positiva, entoncesTI

F(2n,2;) "33°oo,

donde F es la función dada en (80).
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Dem. Sean pff 2 -- - 2 y; los autovalores de 2:2;1. Entonces haciendo
un desarrollo análogo al de la demostración del Lema 19 se obtiene que:

P

¡“(zum = Zu»? -1n#2‘>.
i=l

Por Lema 7 los autovalores de 2:2;1 son los mismos que los de 2,7127.“
entonces por el Lema ll, y; —> 0.n—ooo

Luego

¡“(21,23) 2 pot; -1n#2) "3’000°­

C.3 Obtención de los estimadores de los parámetros del mo­
delo de análisis factorial

Como una extensión de las Demostraciones de Lawley y Maxwell [18] (1971:
Cap. 4) y Jóreskog [17'](1967) obtendremos los resultados de las Proposi­
ciones 1 a 3 y sus Corolarios.

Demostración de la Proposición 1

Como (K, = arg (A'WÉ’ÉÏDÁP)Fk (Aqui), entonces K y ¡Í!deben

satisfacer: aF
—k = 0; (83)
3A (A,\II)=(Ï\.\ÏI)

ü = o. (84)
3‘1’ (A,\¡I)=(¡,\ÏI)

Por (72) con w = w(2) y 2 = E(A, '11)= AA’ + ‘11,resulta:

ü _ Éfi 307€.
8A’zz(az) aA’ (85)

7 C 7C

aFk 80-74- (= — . 86)
avi.- ; (z 62 ,c awa­

Usando (70) con A = I, x = A,

3;]? = ¡(ICA+ (10cm = [m4 + (m<)']A. (87)

Por (69)
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307€ _ 7C 307€ _ 7€—K =>a‘l’ii_ )ii
Por (66)

31n|2| _ _¿_ _,
32 _ z: _ 2 . (89)

Por(71)conA=Ï3,B=I

y _l N y

83,22 = —2“2’K1’2“ = —2"2K2‘1. (90)

Luego, por (72), con w(Y) = tr Y, Y(E) = EJE-1 y (65)

Ütr (ÉE‘J) 1” c l _l.. _1T=—226742‘ 2m z: =—222 . (91)
'7 C

Por lo tanto, por (89) y (91)

aFk 31n|>3| a" (iz-1)
E a): N az

= 2-1-2-122-1

= 2-1(2 —É) 2-1.

(92)

Reemplazando (92) y (87) en (85), y por (67) y (68) resulta:

% g: g: (2-1 (2 —É) 2-1)7C[K'K+ (K7‘)’]A

{2-1(2 —É)2-1+[2-1(2 —É) 2-1] }A

= 22-1 (2 —É)2-1A.

Reemplazando (92) y (88) en (86), y por (67) y (68) resulta:

8P,c _ a _ _ -— _

a???” 12*?)2 ‘),<(K”‘)....=(E‘(E-E)E
Resumiendo, por (83) y (84) K y ¡Í!deben satisfacer

22-1 (2 —2) E‘IAIM'WFGÑ) = 0; (93)
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di -1 —" -1 = 0.
ag [2 (2 2) 2 ]I(A,W)=(Á.\ÏI) (94)

Sea A A
E = AA' + \II (95)

Por (93), A A N A A
2-‘(2 —2)2-1A = o

y premultiplicando por É

(í: —É) É-‘K = o. (96)

Sea A A A A
A = 1 + A’W‘IA. (97)

Haciendo uso de la identidad (78) de la Proposición 4
A
2-1K = xïI-l

í;

Usando esta ecuación, (96) puede escribirse en la forma

(É —É)\ïI-1¡Á-l = o. (98)

Postmultiplicando por Á y usando (19)

(¡TV + \ÏI—É) íI‘IK = 0 => ¡TVE/“K + X —iii-1X = 0

=> x (¡va-IK + z = za-lx,
que se simplifica a

zíl-Ix = ¡2: x (I + ¡vía-1K),

con lo que obtenemos la ecuación (23).
Por (78)

M)-1(É—É21:
= 3-1 (1 _ KÁ-l I)@-1(2 _ É) a-I (I _ fuí-17v)3-1,>)
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diag [23" (É —É) É‘l] = diag [‘ÏI“ (É —É) EN].

Como í; e D(p) tal que sus elementos diagonales son no nulos,

(3" (É- É)3")“ =(3“): (É-
y por lo tanto,

diag [ïrl (É —É) É-l] = o => diag (É —É) = 0,

o equivalentemente,

diag (xïr) = diag (É —KK’) ,

con lo que obtenenlos la ecuación (24).
Veamos que si A y ‘IIsatisfacen las ecuaciones (23) y (24), entonces

Fk(113,5) = (A'Wfiïm Fk(A,w,ñ) .

Por Lema 19, basta ver ÏJ = É, o equivalentemente que Íñ‘l = Ip.
Por la identidad (78), (95) y (97)

y como se satisface (23)

22-1 = ï:

í:



Luego, como se satisface (24)

es decir, (ÏJÏJ‘I) H= óij.v

Demostración de la Proposición 2
Por la Proposición 1, basta ver que A" y ‘ÏIsatisfacen las ecuaciones (23)

y (24).

Como(K, = arg
ción 1,

min Fk (A, Mi), entonces, por Proposi­(AÑÏRXD+(P)

iii-¡K = K(I + K’ÏF‘IÏ).
Postmultiplicando por M, y por ser M ortogonal

ÉÏI‘IKM = K (MM' + TVG-1K)M

KMM’(I + MM'K’íI-IKMM') M,

que se simplifica a:

Éuïr-w _ A*(1v11v1'+MA*'\Ïz-1A*1v1')M

A'MM’ (I + Mil-11v) M’M

= ¡v (I + A“\ÏI-1A*),

y por lo tanto se satisfacela ecuación
Por ser M ortogonal

A‘A’“= KMM'K' = KK'.

Luego, por la ecuación (24) de la Proposición 1,

diag (í!) = diag (É —KK’) = diag (É —NA“) ,

y por lo tanto se satisface (24).
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Demostración del Corolario 1
Sean A y \IItales que satisfacen las ecuaciones (23) y (2-1),pero A’W‘IA í

'D*(k).

Como rg = k y (Iv!E 'D+(p), ¡Vil-1K es una matriz simétrica definida
positiva, y por Teorema 16, existen matrices T e 92k“ ortogonal y D e
D*(k) tales que rg (T) = k y

T’K’ïlï‘lïxT = D.

Sea A“ = KT. Entonces, por construcción, A“ satisface (25), y por

Proposición 2, Fk (IV, ‘ÏI, = min Fk (A, ‘II‘ como queríamos probar.(Ai‘l’)

Demostración de la Proposición 3
i) Como 9 es La matrizficuya diagonal contiene a los k autovalores más

grandes de 2* = 2* (W) y Q es la matriz cuyas columnas son los correspon­
dientes k autovectores normalizados, entonces

ïrñ = ñé.

Luego,

m (é _ 1)"2 = ñé (é - I) "2

= ñ(é_¡)‘”é,

por ser é y (é —I) matrices diagonales, es decir

(w-I/ziw-I/z) [ñ (é —I) 1/2]= [ñ (é —I) 1/2]é. (99)

Por otra parte, como K = arg min Fk (A, W,É), haciendo un desarro­WGAOI')

llo análogo al de las demostraciones de la Proposición 1 y el Corolario 1, se
puede ver que A debe satisfacer

ñw-lïi = K (I + ¡"vw-1K);

K'up-‘K = Á,

donde Á e 'D*(k).
Luego,
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ÉW“K=K(1+Á)

Premultiplicando por W‘l/z

(w-l/ZÉw-W) url/2K = W‘l/zït (I + Á). (100)

Como Á es una;matriz diagonal, las columnas de ‘II-l/zlï son los autovec­
tores de la matriz 2* y los elementos diagonales de I +Á sus correspondientes
autovalores. Luego, por (99) y (100)

.. .. 1/2 ..

o (o —I) = W‘WA; (101)

I+Á=á
y por lo tanto, de la primera ecuación se obtiene que

.. .. .. 1/2

A = url/252 (o —I)

ii) Se obtiene como corolario de la Proposición 1 y de la parte i).
Además,

A A A 1/2
A’W‘IA (é _ 1)"2@a1/2a-Ial/2ñ(é _ 1)

é (xïx) —I.

Notación: Por silnpligidad de notación, enla demostración del Corolario
2, notaremos con 2 a En, con A a An y con \II a. W".

Demostración del Corolarío 2

Sean A MV
2: AA' + '«Il;

Á = I + ¡Vw-1K,

donde K está dada por la ecuación (28).
Para probar primero calcularemosel determinante y la inversa.de

w-1/2 E:ql-l/2.
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Por (101) y el Lema 7

‘Wq/z É w-l/2 = lq,—1/2(¡KI + W)W—1/2I=IW—1/2¡Ñq,—1/2+ ¡I

‘1+ñ(é—1)”?(6- ¡ym“Í
= I1+ñ(é-1)ñ’|=|t+ñïï(é-1)I

l

Por la Proposición 4 y (101)

wm 5-1 1,1/2 = W1/2(¿,4 _ w-IKÁ-lxlw-l) ¡1,1/2
= W1/2g-1W1/2 _ W1/2W—1¡Á’—1¡1q,—1q,1/2

= I —W’1/2KÁ‘1K’W‘1/2

= I —w-l/zxé-IK’w-W.

p N

“1|:le ( 0m)­m=l

Además, tenemos que

lil = IW1/25*\p1/2I= Éi

Por lo tanto:

A A lc _.

la É l Iw-1/2I El IW-I/zl {Wa/2 2‘11-1/2 "glam 1
2 - = ._ = fi =‘— =—.

Iq,—l/2IISI “1-1/2! Iq,—l/22q¡—l/2I ñ "l ñ Ell=l l=k+l

Luego

ln —-ln =ln É-l)=—ln( Ü 5m)=— É 1n'ém.(102)m=k+l m=k+1

74



Por (100)

AA-l l

u(i2 ) = tr(Ï:\p-l/2wl/2z www-W)
r\

= u q,-l/2Éq,—l/2q,l/2 2-1 1,1/2)

= tr [w-l/ZÉw-I/z (I —W_l/2Ké_1K'W-l/2)]

= tr (W'l/2ÉW‘l/2) —cr(\p-1/2KÁ-lé-1K'\II-1/2)

= tr (w-l/ziw-l/z) —tr(w-1/2ïxéé-1¡’w-l/2)

= tr (w-l/ZÉw-I/z) —tr (¡Hp-17x)
8'

(103)
Sustituyendo (102) y (103) en (21) obtenemos (29).

Veamos quefikaII) Buede expresarse en términos de los p —k autovalores
más pequeños 0k.“ - - -0p solamente.

___Sea M cualquier conjunto de k autovalores 'á‘;-- de É* = É" (W) y
M el conjunto complementario consistente en los otros p —k autovalores.

Entonces en forma análoga a lo hecho anteriormente, se obtiene que:

mw) = Z: (5‘:—1n52)—(p- k),

donde la suma se hace sobre todos los en A7.
Ahora supongamos que intercambiamos 52,“, con 'á‘;en (29), donde a,S k

y b 2 1. Al intercambiar los autovalores, la diferencia entre el fk(\II) viejo y

el nuevoes: fl fl fl fl
d = (9a - 1119.1)- (9k+b —11191:“) ­

Por Lema 5, si 01 2 --- 2 6p son los autovalores de 23 = wal/2201151”,
los mismos verifican que

91> >01;> 1=9k+1=-'-=9p.

Como \II e C y ÏJ c'—3>'20, entonces por Teorema 17, por continuidad de
los autovalores

0i21 paralSiSp.
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Como > 5;“, y g(a:) = a: —ln1: es una función monótona creciente
de z para z > l, ya que g’(:c) = 1- 1/1: > 0 para a: > 1, d será siempre
positiva.

Por lo tanto, el uso de cualquier conjunto de p —k autovalores en (29)
distinto de los p —k más pequeños producirá. un mayor valor de fk(\II).

C.4 Demostración de la consistencia de los estimadores de
los parámetros del modelo de análisis factorial

Demostración del Teorema 6
Vamos a probar que:

i) Fk (A, \II,>30)se minimiza con respecto a A y W únicamente en A = Ao y
‘I/ = ‘Ilo.

ii) Si A
2,, = ¡"Kg + xïln, (104)

entonces, É" La"20.

iii) En, í’x wo y K, °'—>"A0.

Veamos i)
Sea

F(2, 2*) = tr (2*2-1) —ln ¡zm-1|,

donde 2 €PSD(_p) y 2* €PSD(p), 2 = AA’+ \II.
Entonces

Por Lema 19, F (2, 20) se minimiza con respecto a. E únicamente en
E = >30.Luego, por identificabilidad del modelo y por (105), Fk (A, W,20)
se minimiza. con respecto a A y ‘IIúnicamente en A = Ao y \II= Wo.

Veamos ii)
Por construcción

M)F( n, = mEinF(253"). (106)

A = {w : En (w) 11:0020},

y consideremos w G A.
Entonces, por Lema 19

Sea.
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lim F (20, in (to) = “20,20) = p. (107)n-ooo

Sea A

B: {uz2n(w) —»20}.n-ooo

Queremos probar que A ñ BC = (0.
Consideremos a.)e A ñ BC.

Si (En >l es una sucesiónno acotada, por Lema 20n­

F(W)1Én(“’)) "30°oc,

que junto con (107), contradice (106).

Si (En (w)) es una sucesión acotada, entonces existe una subsucesiónn>l

(2M 0.1))chl tal que EM (w) kreo El, con 21 aé 20.
Luego, por Lema 19

F (ÏJM ,É" kz; F(21.20)>p,

que junto con (107), contradice (106).
Por lo tanto, debe ser A ñ BC = (0.
Veamos iii)

Sean A

C = {w G B : An(w) "30° Ao};

D={w€B:‘ÏIn(w)n_—_->°°\Iío}.

Veamos que P (CC U DC) = 0.
Supongamos que P (CC U DC) > 0 y sea w e CC U DC.
Como É“ (w) —->20, entonces 3M < oo tal quen-voo

"É" = + 51V!Vn.
Por Lema 2, ¡"(w)¡;(w) es una matriz semidefinida positiva. Luego,

por Lema 10

||xï1n(w)||s "in (w)|| s M Vn. (108)

Por construcción, ÏIn(w) e 'D+(p), entonces

mu) = ñ. (w)- ¡“M/mw),
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es una matriz definida positiva.
Luego, por el Lema 10

¡"(w)/Ï',¡(w)“ 5 I En Qu)“ s M Vn. (109)

Sean 79';2 ... 2 5; los autovalores de É;(w) = íI};-1/2(w)É,¡(v..))\ÏÏ,Ïl/2(w)
y v'ïrï‘,. . ., A; sus respectivos autovectores normalizados. Definamos

52' o

Tn = f ; W'n(..u)= [fi'f . . . WS] .

o a;

Entonces,

Wu?“ = Í);Wn= Affiïln‘ÏIÏ/zíïn

[ar/2 (¡n/x; + a") amm] wn

= (af/Hd???”+I)
Luego,

W" (fi, —I) = xïr;1/2Kn¡;\ÏI;I/2Wn;

Tn—I = (Wá@;"2)1ïn¡í.(af/2m),

y por lo tanto los autovalores de ¡"XLI son 3'; —1 2 2 5'; - 1.
Como es una matriz semídefim'dapositiva, sus autovaloresdeben

ser no negativos. Es decir
NI An
01>nu20p21. (110)

Luego, por (110)

1/2

|¡n(w)|| = [tr (Kn(w)K;,(w))]1/2= [im —1)]—1

1/2

Í; (oh—nz] = [tr (Kn<w)K;(w))2]m=l

&M&Mw

IA
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Luego, por (109)

Por lo tanto, si .u 6 CC, por (lll), existeuna subsucesión(KM

Mu)” s | Kan’np)“ g M Vn. (111)

k2]

tal que Ank (w) k-—> A], con A195 Ao.'-ooo
Además, por (104),

finca) = im (w) —KM (.2)mk (.1) ¿en 20 —AIN] = xp].

Como {find/u) e D+ (p), entonces ‘Ill e 19+(p), y por lo tanto

20 = AIAII + WI,

lo que contradice la identificabilidad del modelo, ya que, si \II¡ = ‘IIo,enton­
ces

AlA’l + Wo 96 >30.

Luego, debe ser P (CC U DC) = 0.

G.5 Demostración de la normalidad asintótica de los estima­
dores de los parámetros del modelo de análisis factorial

Antes de demostrar el Teorema 11, veamos algunos resultados sobre deriva­
das de los autovectores y autovalores de una matriz simétrica respecto a los
elementos de la misma.

Lema 21 Sea A e ERP"?una matriz simétrica con autovalores A1,. . . , Ap y
autovectores respectivos x1, . . . , xp tales que ¿xj = óij, es decir los autovec­
tores están nonnalizados.
Supongamos que Ak es autovalor simple de A.
Sean

Uk= [XL---.Xk—1.xk+1,--.,Xp];

/\1—>\k 0 0 0

A _ o Ak_1—)\k o o
’°‘ o o AHI —,\,c o

0 o 0 Ap—,\k
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Entonces

(A —AkI)+ = UkA;1U,;.

Dem. Sea 11/!= A —Aki. Por la Definición 24, para probar que 1H+ =
UkAEIUICbasta ver que ¡VIJ' verifica:

1. MM+M = M.

2. M+MM+ = M+.

3. (M+M)' = M+M.

4. (MM+)' = MM".

Sea

A] 0 0 0

Dk _ g “0-1 A?“ o = Ak + AkI.

0 0 Ap

Entonces,

AU;c = A[x1, . . . ,xk_¡,xk+¡,. . . ,xp]

= [A1x11H -a/\k—1xk—1,/\lc+lxk+1a---»/\pxp] (112)
= Uka.

Por ser A simétrica y Dk una. matriz diagonal:

(AW), = UÉA= (Uka)' = DkUÍc- (113)

Por ser Dk y A]; matrices diagonales:

DkAgl = Agluk. (114)

Luego, por (112) a (114)

UkA;1U,;A= UkAngkU' = UkaAglug = AUkAglug. (115)

Además,



(A - ÁkI)UkA;lU;C(A —ÁkÍ) =

= AUkA;¡ULA—AkAUkAglug —AkUkA;1U,;A+ ¿Uk/xfa;

= UkA;1U¿A2 —2AkUkA;'U,;A + AfiUkAglm

= UkA;1U,;(A —Au)?

= (UkA:1U¿A —AkUkA;1U,;)(A —Akl)

= (UkA;‘DkU¿ —AkUkAglUpm —AkI)

= (UkaALT‘U; —AkUkAglung —AkI)

= Ukwk —AkI)A;1U,;(A —AkI)

= UkU,;(A —AkI).

Sea U = [x1,...,xp]. Entonces U E ERP"?es una matriz ortogonal,
U’U = UU’ = I y U’ = U’l. Luego:

y por lo tanto,

(A —AkI)U,.A;1U,;(A —Akl) =

p

UkU;c+xkx2 = Ext-fi = UU’= I,
í=l

(I —xkxíc)(A —AkI)

= A —Ákl - 30:04:14 _ Akxlk)

= A - Ah] —xk(/\kx’k - Akx’k)

= A ——AkI,

es decir se verifica 1.

Como U,’¡U¡c= I , entonces

UkA;1U,;(A —Ak1)UkA;1U,; =

UkA;1U,;AU,.A,;1U,; —AkUkA;1U,;UkA;1U,;

AUkAglUgUk/iglug —AkUkA;1U,;UkA;1U,;

AUkA;2U,; —AkUkAfug

UkaAgzu; —AkUkAfug
Uk(D¡¡ —AkI)A;2U,;

UkA;1U,;,

es decir, se verifica 2.
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Por ser A —Akl una matriz simétrica y por (115)

[UkA;IU,;(A —Ak1)]' = (A —Mmm/xfa;

AUkA;1U¿ —AkUkAglUg

UkA;1U,;A —AkUkA;‘U,;

= UkA;1U,;(A —AkI);

[(A —AkI)UkA;IU,;]' = UkA;‘U,¿(A —Ah!)

UkA;‘U,;A —AkUkA;‘U,;

AUkAglug —AkUkA;1U,;

= (A —AkI)UkA;1U,;,

es decir, se verifican 3. y 4.

Teorema 18 Sea A e ERP”es una matriz simétrica con autovalores simples
A1,...,/\p y autovectores respectivos x1, . . . , x1, ortogonales.
Entonces, si xk = (21k, . . . 1:“), es el autovector correspondiente al autovalor
Ak se satisfacen:

P

317": _ ¡“e Iiszu ... _ J _ '
aan] 3:1,39ék Ak A3

aAk z_ ___ . z.
ací]. ik ka

PamlíiSJ'SlSkSP­
Dem. Como

L- ü... ü... ü... É’\_'=
8(vecA)’_ aan' 'Üapl' ’Üalp’ 'Üapp )

I

xk ®xk = [11:1ka-o-kaxk] ,

entonces, por el Teorema. 17

[3A]; aX];301:" ’30121'] = Ijkxk,

es decir,
¿»W

= Iikítjk.
67-J­
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Sea Hk = AkI —A. Entonces por el Lema 21, H; = —UkA,:lU,'cdonde
Uk y Ak son las dadas en dicho Lema.

Como

311511: ü 3151/;

am a?“ a?“ 3°.» 3% .

3(vecA)’ ü fi Epi fi ’
8a” 307,1 8a”,

x; ®H; = [1:1ng . ..a:,,kH;],

entonces, por el Teorema 17

31111: 31:11:

3611 30m

I 3 = 31k Hi: y

<9sz amp];

3011 30m

es decir,
3:13"; ._ . +

_3aij — 31k (ch >11“

Calculemos los elementos de la matriz H,Ï .
Como

Iij SÍ < kU .. =
( k)” { Ii,j+1 Si j Z k

o si 2'76j

_ —— si i: j j < k
(Ak1)¿j= Áj -/\k

entonces,

p-l

(Uk/t?) . = EM)“ (A;l),j = (Uk)i1'(A;I)J'J'
3:1¿.1

Iii
Áj - A];

sta-¿+1 . .—— 31J 2 k
Áj+1 - /\Ic

si j<k
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p-l

(UkAleUí‘Lj = Z: (MCA/:1)“(ul-lu
p-l

_ z l‘ifijs Ii,s-Hï5j,s+l
a - /\k mk /\s+1- /\k

Iisïrjs

Por lo tanto,
. P

¿Ilk _ I z ¿EisIts_ ' _3a-- J /\. - /\
U s=l,s;ék k 3

El Teorema 18 proporciona resultados sobre las derivadas de los autova­
lores y autovectores ortogonales con respecto a los elementos de una matriz
simétrica definida positiva. Los resultados de este Teorema son necesarios
para obtener los desarrollos de Taylor utilizados en la demostración del Teo­
rema ll.

Antes de obtener la distribución asintótica de los parámetros del modelo
de análisis factorial, necesitamos probar unos resultados previos.

Sea x1, . . . ,x." E QR”una muestra aleatoria que satisface el modelo (1)
bajo las hipótesis (10), (11) y (14), de modo que el modelo sea identificable.
Entonces, la matriz de covarianza de las observaciones está dada por

z:0= + WO)

siendo Ao e ERP“ y ‘Ilo €- 'D+ (p).

Notación: Sea A fi A
S; = w;1/22n\p;l/2,

donde É" es un estimador consistente dejao y CI?"es el estimador de Wo
basado en En. Notaremos con 91 > > 0p a los autovalores de S; y con
v'ï'ï, . . . ,6; a sus correspondientes autovectores normalizados.
Sean

3'; o

en=9(w,.)= g g ; m=a(wn)=(aï,...,ag).
0 51'



Por el resultado obtenido en la Proposición 3, si ¡n y ‘Ïlnson los esjima­
dores de los parámetros del modelo de análisis factorial basados en 2,, de
modo que

(KmÏln) = arg {tr [Í,.2(A, W)‘l] —ln
. 1: 1 —1

(Amiggzmw LnL (A’W) ’

donde B(A, xy) = {(A, x11)e R ><'D+(p) : ¡VW-1A es diagonal}, K" y El" de­
ben satisfacer las ecuaciones

A A A A 1/2

A" = w252" (9,. —I) ; (116)

diag =diag(in—; (117)
K’nxïlflïxn:6" —I. (118)

Veamos cómo escribir a los elementos de la matriz A en función de los
autovalores y autovectores de 2* = ¿VI/23114” (ver Capítulo 6). De este
modo, se puede considerar que /\._-J-= AÜ-(‘11,2).

Lema22Para15iSp,15jSk

1.

Mi = wijvwii (01'—1)- (119)

2. k

(ANM-= wii21115.“): - 1)- (120)
h=l

Dem.

1. Por Proposición 3

A= url/20(e —nl”,

1/2 = wii Si 1.:].
(q, )ij {0 sino

sino
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(9M = wii;

(9') ¿j = wji.

Luego:

(me - I)‘/2)ij = qu-= Éwü. (<9 —01/2)“ = win/0,-71;h=l

P

(WI/29(9- “WM = Z (ml/2)".‘Íhj= Whiqu
h=1

= V’J’ü (01'—“wii,

Aij = win/Wii (91' —1)­

AA’= all/25m9 —I) {NI/2.

y por lo tanto

2. Por lo anterior

Pero:

k

(me - I))ij= tii = 210049 - I)hj= "it'in -1);
h=l

k k

- =ui,-= (0%”.= —1)’l.Ujh;
h=1 h=l

P

"¡1‘= Z: (‘1’1/2)¿nuhj = V ¡biiufi
h=l

k

«1.0.-;z w¿n(9h- 1)wjn;
h=l

(ml/29(6) —Im)”.

P

(WI/29(9 —[>0W1/2)ü (Mix-j = Eva, (WI/2),”.= vij ‘fillfi
h=1
k

Villa-¡0,3-zwih(0h - 1)wjh,
n=1
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y por lo tanto,
k

(AAI)ü=wii —
h=l

En los siguientes Lemas obtendremos las expresiones de las derivadas de
los elementos de la matriz A respecto de 2 y \II, las cuales utilizaremos en
la demostración del Teorema 11.

Lema 23 Sea g,-(\P, 2) = (li/V)ii para 1 S i S p. Entonces:

89- w-- k1 = i wihw'h{"ahwihw'h+
Wii 71’11¿:1 J J

p
0,. 0

+(9h—1) 6¿j+ z (9 Ïah) wi,ij ;r=l,r;éh r h

ag- (2-6afi)w.. "
t _ u Z: wih {wihwahwfih+

86013 _ waawfifi h=l

P . A

+ (0,L—1) [ z w"(w°rr;:3ï';rwahwflr)] } ;r=l,r;éh

Dem. Calculemos las derivadas agi/ awjj.
Por (120) del Lema. 22

39" — k a 1) 2 39" 2 +'>(9 —1) -a‘”"" (121)
fi -; ( ¡1- wih+1nbiiawuwih a h wthaw“ ,II; h: 11v - 1‘

y si z".7é j

agi ’° [aah 2 am”,
— =wii w,-+ - w”, .
3’1’1‘1‘ g; 3%" h 31011"

Entonces es necesario calcular las derivadas 30h/ ¿MJ-J-y Üwih/ ówjj.
Como w". = wir.(E*(‘P)) y 0h = 0;. (2*(\II)), por el Lema 16

310m 310m 3 (Ema
= z :2 : ——; 123)

awjj 7 5 “DM Wii (
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80,. 30h a(2*)76—= ——. 124
awjj 2,: 26:80?)“ awjj ( )

Para calcular Bwih/8(2*)7¿ y 30h/ 3(2*)7¿ usaremos el Teorema 18,
debido al cual

awih p w'yrwir— = w E ; 125
3(E*)76 6hr=l'r#h 0h -01' ( )

30;.

m_w7hw6h' (126)
Como ‘I’G D+(p),

(WA/22)”. = É (q,—1/2)ihahj= O’ií ¡h=l wii

= (vi/2),”.=—Éggbfi= =
Luego, si i 96j

k k

Wii 34’“ _2'P¡i\/1Pü1fljj’

y si i = j
3‘73_ _fi
311%;

Además,

t —0 1%,:
a! l Íll



Reemplazando en (123)

awih’ p w'yrwir ( 0'13, >
— = wi“ "——. +
(9ij ( r=gaéh0h_ 9' 21'01?V¡1’1ij

P
wjrwir O’jó+ wóh —— —'———— +

g r=lz.r:;éh0h_0')(2wjj/W):l
p

_ wjrwir _
+ (¡01hz 0h_ gr) ( (127)r=1,r;éh

1 wjhaj'y— _ p w'yrwir +

2 ¡1’31 ’7 V w” r=l,r;éh, 0’" - 0h

P
wóhajó wJ-rwir+ ——

; Vwóó (r=1,zr;éhar _ 0h)

Por otro lado,

P

=> 2*Wh = Bhwh => E 0:71am = Bhwih
7:1

p
(Ti-7

<=> E w-yh= ohwih s/lbü.

Luego,

P P

z wJ'hÜj'y z w7r'lUir = z WirwJ'h 0137107,.)7 " 11),” (7:1.7751 ar —0h r=l,r;éh 0' _ 0h 7 V 11’77
P

wirwjh
= z (0.- —0h) arwj' V¡”jrr=1,r;éh

Reemplazando en (127)
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awih _ wii p arwirwjr

31101_ 2 wii. r 9r-9h )th +.JJ =l ff
p

wjrwir . i

+( z ÜhLUJh]r=1,r;éh

P

_ th z (0;-+ 0h.)w— 1.1-er
2d)” r=l,r;éh 0r-9

Reemplazando en (124)

39h 0'___ (ww. +Wii 7h Jh 2wjjvd’jj1'b'7'7

+ (w'hwóh)(_¿)J ijj\/wjjlp66

JJ'

+

_ _ wjh zw'yhah)Vng 7 Vd)"

0hwïh

4’11

Entonces, reemplazando en (121)

k P
39" 1 w ha,­_ = E i i 0 _ 1 +_ _ E _7_7 +

Wii w h {w h ( h ) V Wii { w‘h 1077h=1 ’7=l

Pa" w rwir
+(9h-1) wihz ,—W z 7— +

1:1 1/277 r=1,r;éh 0T _ 9h



Si i 76j, reemplazando en (1'22)

w771"j'y

.2uMu _

S

k
357i wii+ = wih _wihwjh

Wii N/wíjEl

1p..
= —" zwihwjh [-Ühwihwjh+

d)” ¡1:1

P a, + 0
+(9h_l) z _6h) wirwjr'

r=l,r7éh r h

Por (120)

¿99 810m] (130)

k

39,; 2 h 9__= ._ d i 9 _1
¿90m3 w“ h=l [u‘haaafi + w h< h ) 30m3

Entonces es necesario calcular las derivadas 80h/ 30m9 yüwih/ 80m3.
Como wih = win (2*(W)) y 0h = 9h (2*(\II)), por el Lema 16

awih awih a (2*)76

80,35 3(2*)_76adafi ( )

39h 30h 3(2*)—76= —_ 132
30m9 21: 26: 8(2*)7¿ 8005 ( )

Debido a que

entonces, por la simetría de la matriz 2

1 .. . . .30?, — s12=a,J=Bóz=B,J=a
8—U= Vwaawfifia

ag 0 sino
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es decir: * _ * * *

¿90:7 _ 3% _ 30:5 — 303i — «tbn-¿1.151.

Sea a 7€¡3. Reemplazando en (131) y usando (125)

awih _ awih 30343 + awih 8050;
30m, — 30:“, Üdag 305G 805°,

w
l p warwi,= ——— 5h — +

‘f-“waawfifi #h 0h—0,) (133)
P w w"

+ wah 0 fi: ¿r ­
r=1,r;Éh h r

Sea a = [3. Reemplazando en (131) y usando (125)

awih _ 3101;);30:10
80cm _ 802m 860,0,

— E p www" (134)
wea r=l,r;éh 0h —ar

Sea. a 7€[3. Reemplazando en (132) y usando (126)

30,, _ 80,. 803,, 30,, 305°,

300,5 6025 80'04; 80'50 305° (135)
o wahwfih
.. Www” .

Sea a = fi. Reemplazando en (132) y usando (126)

80;, _ 89,. 303,0
800,0, _ 801:“:l80a.,

2 (136)
= 3"a_h_

¡pata

Entonces, si a 76¡3, reemplazando en (130)
k

a . 2 ..
gt = —w"— z wih{wihwahwfih+

30'05 V waawfifl h=l

p .

+ (0h - 1) |: z: (ghwlrgr) (warwfih+ wahwfir):|} Ir=l,r;éh
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ysia=5
. k p

39€ wii ' wmwír

80cm= .— Zwihwah [wihwah+ ¿(9h ’ 1) ( Z 9h_ 0,):l '
w
' aa h=l r=l,r;¿-h

Lema 24

aAij ww wii (91' — 1) 6 p 91-+9j A l Üjwij‘wlj _—=—9—— ¿1+Z: 0_0_ ¡Hiram-fi ,
3th 41’11 r=llr #1. r J J

aAij wii (0.1"- 1) < óafi) p wir
— = —— 1- — w w -+
8005 Úaa‘lpfifi 2 r=Lzrïéj _ or ( 01' ¡3.7

w .w..w .

+wav-war)+ .J

Dem. Calculemos las derivadas ÜAij/ 81,1)“.
Sea l = i. Por (119) del Lema 22

ÜÁi' 81v,“ l VÜj-l
Wi: = Vwii(91'- 1)+ ¿wii r-wü+

wii v wii 391‘

2‘/0_,- —131/)ü‘

Por (128) y (129)

8A”- wij p 0,- + Üj wij 91' — 1
— = \/—wü(0.-1) ( w?,+—+
Wii 2V ¡bl-¡- J r=Lzr#1. 01-- 91' 2V ¡la-.­

+ 2/03: wi,­
P 2_ fi j - 1 m .2 _ 69%"

win/47a (jiwtgj)

=1.r961'

Sea. l 76 i. Por (119)

aÁij awü ¡”Um 601= fi ¿1-0-1+———.
3'40" 31/111 1/) ( J ) 2\/9j - 1 Wu

93



Por (128) y (129)

ÜÁÜ _ wlj . p 0r+9j l H
au)“ — . \/Ú¿i(01_l) Z: 0r_0. wervlr+2

Wu 1.:”;¿1- J

wíjvwii _0-¡wl21
2‘/0,- —1 Wu

wle wii(91'-1) l: É (9T +61) w. w, __giwijwlj]
— trr 0 ­

2% 9r - 91 j - 1=1.raéj

Calculemos las derivadas 3A¿j/ 30m3. Por (119)

ao,­ÜAü Üwi- wi.

Vwn( J 30013 2‘ —1aaafi)30m3

Sea a 76fi. Luego, por (133) y (135)

31‘27 ¡- / 91 - 1 p warwir

3005 { waawflfi[ a] _01'
P

wfirwir wii waj wfiJ'+w' +———
a] (mix; 91'_ 6’ 2 V91'_ 1 Vwww” }

1/)“ (9.1"— 1) p (won-wir)waawflfi a] r=lzyr:#j —or
p

i Warwir wajwijwfij
+wa]z .(0j_0r)+ 91-1r=l,r#J

Sea a = fi. Luego, por (134) y (136)

akii {- waj p war-wir wij wczzj_ ü a'—1- — + __
aa“ w [ J w“ (uma 01'_ 0' 2V01'_ 1w“

won/Wu“; -1) [ É warwir+ wajwij¡pazo :1'r#j _ 0T _



Lema 25 Sea g,- E) = (AA’)¿¿para l S i 5 p. Entonces:

(991. = 1 {11)ü‘í‘Bü [tía-fics” +
“ya?” d’jj ' ü ¿wii wii (137)

wii
+(E ‘ 1)W};

329i { 317m;
.,——= + 2-61—+
¿Wjjaa'afi 1.110,01wa ( ad) 31033> H+—2+——16+-—-16—

{wii [ (¡para sa w513 33

63a 63,6 630695 }
— — +— 1-6- F;- ,­

d’aa ¡1’st ¡”aa ( a) aa
(138)

. ‘)_ .. ­8291_(d w“
aaafiaauv _ V waawpfi aauv y

P
9 +0};

A'ï = z ( r >w- w- '¡J _ ¡1' JT!
r=1,r;éh 9T 0h

donde

Bij= Éwihwjh [-Ühwihwjn+ (9h- 1)(óij+ ;
h=1

wsh hc- = A. ­
th Zips: 1,3}

h=_— '
¡bss ’

Eh = Í: wir (won-wm;+ wahwfir) _zas 0h - ar lr=l,r;éh

k

Fiafi = Zulia [wihwahwfih+ (0h - 1) 52'05];
¡1:1

1 P wírwvr p wirwur

(1 + 6151))v wuuww ( r=l'r_,¿h 0h _ 01' r=gséh 0h _ 01'

wuhwvh .H = 2-61“;—_y
" ( Www.”
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P 1 2 2 2

a; = r=;#h —0h)(Cirul‘jr+erwir)+
+ 2wirwjr (orDh _ ahDFH í.

k

= z {(Cihwjh+ thwih) [-Ühwih'wjh+
3‘ h=l

+ (oh —1) (6,,-+ Am] + wihwjh [(‘wihwjh+

+ 6.7+ Ag.) Dh - 0h(Cihwjh+ thwih) +

BAZ­
+ (911-1)? ;

¿BE?I fi p 1 2¡a Y311,33= "01-) (warïufih+ +
+ wir(Cm-th + Cfihwar + Cfirwah+ Cahwfir” +

+ wi,-(wm-wa},+ wathr) (D,- —Dh)} ,'

652315 p 1 2

+ wir(Gar'th + Gfihwaf+ Gfirwah+ Gana)er +
+ wir (won-wfih+ wahwfir) (Hr '- HH};

k
aFiori? _ _ h

31/)” _ h; {Cm [wmwahwah+ (0,. 1)Em] +
+1017:[Cihwahwfih + Cahwihwfih + Cflhwihwah +

h 353,6
+ DhEiafi + (0h - 1) ad)” ,'

aF. ,3 ’°“3‘ _ . . _ h

m- — g {Gm[mthth + (0h 1)Et-ap]+
+wü; [Gihwah‘wph+ Gahwihwfih + Gflhwihwah +

aEfi“3
30m) .+ HhEILB + (0h _' 1)



Dem. Calculemos las derivadas 829.-/ 811)j1-8111“.
Por Lema 23 39"__ ¡r

Wii 4’11

Si s 36i y a aéj

82m = EÜBÜ­
a’l’jjaïbss 11'27"¿“ha

Si 3 = i y s 7€j

829,; l ( 83,“WJjWiz wn J 3%

Si s 76i y s = j

829t= _u (_& 33,1)321101.1 wn wii Wu

Si s = i = j
329i _ 33a
324%"- awii

Por lo tanto,

829.- 1 { aBü [ ¡bn

—=—¿i
Wjjawss ¡bjj 1/) a‘Í'ii J a wii 3]

w“ > H
+ —-1 «Sa-6," .

(¡P11 J

Calculemos 83g,-/ 81/)”.

3313- ’° {(611% awjh )— = E w- + w. -0 w,-w- +
awaa 611033 Jh ¿was zh l h h Jhh=l

+ (6,,- 1) (62-,-+ + wihwjh[(-wihwjh+
30 awi a ' (140)

+ óij+ h —0h( hwjn+ thwih) +33Mi! Was ad)

+ (0 nïgj
"’ 6112,, ‘

Sean C._
th" av”!
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_ 30,,
311)”.

Entonces, por (128) y (129) del Lema 23

Dh

Cm = ¿"3h A52; (141)
“¡p.93

9 2

D}. = —was—h. (142)

Luego, reemplazando en (140)

ÜB¿- "
J = Z: {(Cihwih+ thwih) [-0hwihwjh+

au)” h=1

+ (9h- 1)(óij+ + wihwjh[(-wihwjh+

+ ¿ii+ Dh- 9h(Cihwjh+ thwih) +
aAg

33

Además,

3A'-‘- p o +0 ) (810- aw- )
¡J r h u- JT_ = —w'r + wir +

ad)” r=lzflgéh{ (0' - 0h aún J ad)”

wirwjr 80,- 80,, )
+ 01-- 0 + _

(ar - ah)” [( ") (82m, avs,

Por (141) y (142)

aA'l p 1 2
—¿J-= — - 02 C'rw' +C'rwir +

+2wirwjr _ .
Calculemos las derivadas 829¿/ awjjaaap.
Por Lema. 23

agi = (2 _ óafi) “¡ii
aoafi waawBB
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Sisaéi,saéay87ÉÚ

329i _ 211%,; aFicha

amasaaafi v waawfifi au)” I

Ssfias=aysfifi

329i = wii (_ Fiafi + 9aFiafi)819006706V wea awaa
Sisaéi,syéay3=fi

32m = ¡la-,- (_ Eau + aniafi )310533005 y/ d’aawfip ¡05:3 awüfi

Si s sé i, s = a = fi

329,; = wii (_ Fico + aFiaa)awaaaaaü wea ¡boa awaa

Ss=tsfiay3%fi

+11,aP116)
awüaaaa Www” ‘°‘" “ 8%- '

Si s = 2'= a = ,3
329i 35a

awiiaaii=awii
Sis=i=ay57616

329," 1 ( ali-¿,3 )
—— = — Fa +2112“ .
3105.60 ia V ¡bad/pp fi 611013

üs=i=fiys#a
32 i 1 ÜFi '= WüWÍÏ)‘

Por lo tanto,

829i Wu ama-fl

——aw,.,.aaafi= TW {(2 ‘ 6°“ 61m,
+

¿si ’J’ü ) ( 11bit: ) ]
— 2 —— —1 6,0, - 1 5, ­

+ {Wii [ + (¡boa + ¡ppp fi

63a 63,6 6302635 } }
_ _ + — 1—a -) F- .

¡Iban w136 wfifi ( n to
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Calculemos ÜFiap/ 31033

% = É awi"[w.w w +(0 —1)F?‘]+
3d)“ h=1 37.1)” th ah üh h ¡“la

awih awah aw'gh
+wi w w + 5 w- wz +——w¿ w +h [31‘033 ah ¡3h ss th ,Jh aw” h ah

60h 61352.3+ E?,+(0h—1)— .
am, C“ 8d)”

Por (141) y (142)

aFiafi k— Ciwiww+9—1E¿+W“ h[hahfih (h ) a]
+wih [Cihwahwfih + Cahwihwfih + Cfihwihwah +

+D E'" +(0 naaa”h ,- h- — ­
“a 34’”

Además,

p {( 1 Ha”__ _-_ ——— w w +w w ,- +
av” eh-er W °' a” °‘”a)

awar 310m awah awfir
+wir —w +—w + wr+ w +

(avs, a” av“ °' av” ” am, °"

+ wi,-(wm-th + wahwp,)< 60,. _ 30h(0h _ 01-)2 31/)33 WS: .

Luego, por (141) y (142)

av.”— z [Cir(wmth+wath1-)+
r=l,r;éh

+ wir (Can'wflh+ Cfihwar + Cprwah + Cahwprn +

+ 'tUir(warth + wahwfir) (D, _ Dh)} _

Calculemos las derivadas 829,] 300530.“,
Sean

310m,
a(711.1),

Gih. =
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aah
Hh = 80m).

Entonces, por (133) y (134) del Lema 23

1 p w- w p w- wGh=__ wn gh“ "ur1
‘ (1+ (sw) ‘fwuuwvv " mg?“ 0,. —a, ” “gy”; 0h —a,

(1-13)
y por (135) y (136) del Lema 23

wuhwuh
Hh=(2—ó ) . (14-1)

u” V wuuwvv

Por Lema 23

329i = (2 - óafi) 'l/JiiaFic/3
aaafiaa’uvm aauv

Calculemos 31:2“ / 80.“,

aFiona _ k a"-L'ih h
FW — z aauv [wthwahIUfih+ (0h — Bing] +

8mm all/ah, I 3105}; _

+u'zh [aan” wahwph + ¿UM www/3h+ aa“ wzhwah+

aah ,, aEí‘aa
Eiafi + (0h — aaa” .80m,

Por (143) y (144)

aFiafi _ ’° ,,

FW — h; {Gm [wzhwahwflh+ (9h - 1)Ema] +
+1017.[Gihwahwfih + Gahwihwfih + Gfihwihwah +

35ng }
h

Además,

aEtbafi p 1 awir

30m) _ r=1r9éh {(0}: —01') [30141)(www/3h + wahwpr) +
8 Üw 81v 8m

+ wir warwph+ ¿war + _ahwfir + —wah +
301w 60141) aauv 861w

+—2— —— .
(9). —9.-) aaut) aauv
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Luego, por (1-13) y (14-1)

3157:,“3 P 1 2

m = 1112”“! {(911- 6’r)[Gir(warwan+ wahwfir)+
+ wir (Garwfih + Gühwar + Gfirwah + Gahwfirn +
+ wir(warwfih+ wahwfir)(Hr - ­

Lema 26

32A“ = Vwñ{81m+ _ E
awllawss 211m 310“ 2‘95 ¡l’u (145)

1 3

(¡pu Nu) l] Jl}

32M = 10n- {aJijaa +Jijaa {¿_ L +610333005 waawfifi away 2 a wii

1 1 1 1 1

______ a +(_—+.— (146)(¡baza wflfi ¡»bu') a wea w135

1 zóaaósfi] 630 63;?
_ ___ 5 + _ _ _._ y

wii) a waa ¡baza wap

2 .. ,. ..
a A1] = w“ aJUOÉ,

aaafiaauv www,” 801w

donde H _ (2 _ 6 ) wuhwvh .
h uv -—¡——-wuuwwy

. uw.
Iijl=wlj\/0j—_1(6il+A‘L- ; J

,_

31m wii ( ' ojwijwlj)
— = C-‘/'0_-—1——D- 6-+A’.——— +
av” ( ‘J ’ +2‘/_"0,-—1 J) “ d 9,-—1

aAJI 1+w-‘/0-—1 —"—— wi-w-D-+
¡J J {aún (ej _ l)2 J IJ J

+ ojwleij + ÜjwijCzj)(01'—1) —ajwijle'Djl};

102



79uaanbsows'uusv]uos'

+[

+[

.("419
1.5119

"me(¡F319

."4ta
1.5.119

fome"(ha

SOI

13m¡347,/Ñz 3.1
+I4‘39
“ne

1=1=98
"mz"mae
1‘41A_.‘IZ‘YZQ

n+L) Lt?!

I=FK?#SB
901911419

[’Yze
"mz
114,A

um+¡PPI)

¡#95?=5‘!S
¡Emellrfie

¡{.119¿»FA-[the

“33519

¡#sfi?#ss
"me
i‘ve

nI­ -1.f.1rn"

IihflA

173muaq10d
“419%9/“mesepa/«slap991somarnoteo‘waa

“flog‘Ésdle‘Éb‘rfle
“21219"áve

f{[foüm.Ï?m.Ü0m_.

D

_(Igofvmfim,+QDFÉmFDm+IDDFEÍmF1m)(I_

-(
I-%

FE’mÍZ‘mÍDm

¿(I-
z/‘W—I)

(Z
—-I9'09

¡mae1(9°9—z)}I—¡a

“339
1I-F6p >+“"¡3(“9-8)]¡11%

+

{[ÍGÍE/‘mhmfom_

_(¡Gofnmfi‘m+filoífi'mfvm+Í00Ï9m,f?m)(I_

-’o)]

I-%
Fflmfimfi’m

(z/E”°9—I)

(Z
——I57'09

88m609399("9-8)}1-¡a+

F.

1I_"[0 >+9‘Ï¿3(‘7°9-z)]’a——I—/\

+

01.1197
tf?"la"no"Vfi

(¡an
90.13119

Esmg

{WH/ie



l1701

+11.1
.5.ng

.(nomeDDqïZ_)51941010051=Q'D‘OQDDM

QDQI'QUDFZ‘I'

d#sfiv=sv#ss
I“meggfiondz_gnoenrfle

gnfgre11‘41FPYZQ

d#sflv#sfi#vs
gamma““De
“rn"Ye

€0.57

pz9111?].IOd'
'9'°09"0ïe['ersepmuapsersowatnotvo

'{Fahmff‘mfe_(I_F0)(.Ï10.5.‘mf9+¡Foíïmío+

_.í'es+Fanmñmn¿(I—I0)._."33}I_Í6/\nm+

p

t‘“me I-Fa11I—-az +(FïmF1mF0_IÏV+L9>(FGT+I_F6ha)=1.0119

9aBumlap(691)K(m)10d‘saouowa

Flmg.[Í‘mQ
e:ss-cc '(figfimfimfa_(I._(Mfimf0+meflmfa+

_Í+“Ziegnmf?m)]u_uma}1_.5/\.[Im,+
-‘I’íve

I-f119‘'[_.[0/\z88ss­ +(6JÍV+L9>(Ïfun“49(ng=M
.Ïlmhmfaf6¡une¡[.119

.csrflg/1f.119SOUJOITIÜIÉO

314181741)
-1.f.t1.1__ {IMEI+

"¿fl_1.1418“me"mz_"41971419
+_+If?11'h

lem«¿e 159.199

‘mueqo[10d



Sisaéi,s;éay3=,3

32M = wii (_Jijaa + aJijaa) .31135530M waaú'üfi 24’30 34’33

Si s 7€i, s = a = ¡3

32M," = Vwii (_Jijaa + aJijaa)a"Ibczzczraa'tlflt ¡pau wea aware .

Si3=i,37éays;éfl

32M +_
Wiiaaafi _ Waa’l’ap 21% Wii

Si s = i = a = [3

32/\¿j _ 1 (_ Jijii + ÜJijii)Wiz-36:1" Vila-,- 21/41' 3%- .

Ss=i=ays#fi

¿iz/MJ- _ 1 (_ Jijip31/1113"ifi V11)”

Ss=i=flysfia

azAü = 1 (_ Jijm; + ÜJiJ'm‘)Wiiaaon' «1,000 Z'Í’aa Wii .

Por lo tanto,

aJi "ip)
+ —’— .

211255 Wii

32M = ¡la-.- {aJiJ'aB + Juan {6 _[¿ +810333000 waawfifi 611).” 2 a wii

+<¿_¿_¿)¿ +(__1_+¿_waa wfifi ¡pii 3a ¡ban wfifi

1 zóaaóafl] ¿aa 635
_ 6 + __ _._

w ) “5 wm wm wap
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Por (1-13) y (1-1-1)del Lema 25

ÜJÜÚB l ' 6m; wa-wi-wg­—=——H-2-5,4 __#
aaw 2 /—0j_1 J ( a3)ELafi+ 1 2 9j—1 +

85?,' 1-6. 2
+ 9j_1{(2_5afi);‘"3+(—°3/

) 6. _

- 1)(wuwajcaj + wajwajcij + wij'wajGaj)­
- 'wajwu‘wajHjll­

En la demostración del Teorema 11 utilizaremos el siguiente Lema, que
se obtiene como una aplicación del Lema 4.1 de Lehmann [19] (1983). El
mismo nos permitirá obtener la distribución asintótica de los parámetros
del modelo de análisis factorial a.partir de la distribución asintótica de un
estimador consistente de la matriz de covarianza.

Lema 27 Sea Tn e PR?una sucesión de vectores aleatorios tales que Tn 2»
N (0.A), y sea Qn G ERP"?una sucesión de matrices aleatorias tales que
Qn —p>Q0, de modo que Q0 es una matriz constante no singular.
Si Yn G ERP“ satisface

QnYn = Tn;

entonces

Y" 3N(0,Q51AQ51).

Notación: Por sirnplicigad de notación, en las demostración del Teorema
11, notaremos con 2 a En, con A a. An, con ‘II a ‘11,hcon E a 20, con A a
Ao y con \II a Wo.

Demostración del Teorema 11
Para encontrar la distribución asintótica de los parámetros del modelo

de análisis factorial, veremos que K y ÏI se pueden expresar como función
de 2, de quien conocemos su distribución asintótica por hipótesis.

Luego, aplicando el Lema 27, obtendremos la distribución asintótica de
dichos estimadores. '

Como E = AA’ + ‘11con A e R, \II e 'D+(p), entonces:

diag(\II) = diag (2 —AA’).

Además, como K y ÏI satisfacen las ecuaciones de máxima verosimilitud,
por (117):
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djag = djag(É —37V).

Bs decir, para 1 S i S p

Wii = ai,- — (AAI)ii; (148)

ínt- = ai,- —(Kïx’) (149)tt

Sea 8* = Ï’l/zïÉÏ-l/z y sean 51 > --- > 5,, sus autovaloresy 601... . ,írp
sus correspondientes autovectores normalizados.

Como E es un estimador consistente de 2, y por el Teorema 6, ‘11es un
estimador consistente de ‘II, entonces 2 —p>E y ‘11—p>\II, y por lo tanto

Si = a-l/ZÉÏI-l/Z L 2* = q,—l/22\p-l/2.

Por el Teorema 18, si Ei es autovalorAsimple de S” con autovector nor­
malizado Q,- para 1 S i 5 p, entonces 9,-y €3- son funciones continuas y
derivables en un entorno de S" y por lo tanto

A
9;" 1* Üi;

150)
i},- L Wi. (

para l 5 i S p, siendo 0,-autovector de 2* con autovector W¿.
Sea

_ díagOI’)
_ vecr (2) ’

donde, siguiendo la notación usada anteriormente,

WEG-(2), = (0'11, . . . ,0p1,0’22, . . . , Upz, . . . ,0’p_1'P_1,0'p_1’p,0'pp) .

Por la Proposición 3 y el Lema 22

AA A A k A

n=g,- =‘I’ü (9h—1),
u ¡1:1

luego, haciendo el desarrollo de Taylor

A a .’ A
gi(r) = gim+ —9:A ( -T)+

3T T= (151)
+

T

A 2 ¡­

(T - TY 335?,lolo-I É? (ï‘—r),
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donde 'Ï' es un punto en el segmento que une T con
Por (148) y (149)

aii (KKI)ü - Ü'ii+ (AA/hi (152)
3 a

y por (151)
A

= aii —a“ —a pizza” ía diag (í: —w) —

wiki»0”)“

_5diag (xïz—x11)a [dias :[diag (¿W HT díag(í: _ xy)_

É-z' 3257* djag ír-W —
( ) aka»(ina[m(m ( )

¿“(24) aveer<ñ>15ïmü>r MH)"
SeanDi=—394—-¡su-ÉL­

a ’ a.[diag’ 329i
=wnwwwr‘ “a m <ñ>1aldias®r

Ji = 629i ,

a vecr<ñ)1a[vec«<i>1'
donde los gradientes están evaluados en 'ï‘ = T.

Entonces:
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fi _Dim,(z_z) _¿m (s:_gym-ec,(z_2)]=
x/ñfilü —Wii+Eidíag(\ÏI —xp) + ádíag<íl —x11)'F='djag(xï1—tp) +

+ veo, (í; —2)'Gidiag (í: —xro].
(153)

Por ecuación (119) del Lema 22

¡ü = ¡ü (T) = 13,, m (5,._ 1),

luego, haciendo el desarrollo de Taylor

¡ü =At,(T) = AUm + (T_r) +
A 2 i- A

+á(r—r)'aaï—g%,TJ (r-r),

donde 'Ï" es un punto en el segmento que une T con
Luego:

1-,- — AU =

= ¿»it djag \Ï1—\II+ wz]; veo, 55-2 +
a[dias(wn ( ) a[m (2)] ( )

1 - A _ ' 8%- A _

+2 dJag(xp w) a [djag a [diag(6)], Ei. dJag(w w) +

.. I 32,“. _ A _

+vecr (2 _ E) a vecr aÍdiag (3)], Ï=Ï_ (bag(W W)+

+1VeC-rÉ-EI Nam]. y l vec, ÏJ-E
2 ( ) aívecr <2>1a[vecr(2>1'lï=ï ( )
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n I I

Sean LU = ¿AU ' HU = aAij

aKofi ¿[mg(sí am

“‘JWQJÏPWGOJ“o”:aívecwahímagan“
‘J

= a [V (Í)] a [vw (31"
donde los gradientes están evaluados en Ï‘ = T.

Entonces:

fi[Lijvec, (Í-Z) + ávec,(ÏJ-EyPÜvec,(É-E)] =

= fi [XÜ-—,\,-,-—Hiidjag (í; —xp) —
1 A I .. A (154)

—¿ djag (x11— ‘11) N‘J diag (x11— x11) —
a. I A

_ veo, (2 —2) oüdiag (w —w)].

Sea. e SIPel vector tal que

(a): E; w
J' 1+5: 51 2:]

Sean:m=pfpk,í3=[(i-p)/(p+1)]+1,a=(i-p)-(fl-1)ppara
p+1Si5m,Tn=(T1n,...,Tmn),donde

b}.-—0h; - Divecf —2) -­

-%vec,(Í-2)IJ‘vecr(Ï3-2) paraISiSPfi:
fi Lafivec,(Ï2—2)+

+ávecr(É—E)IP‘jvec,(ÏJ—2) parap+15iím
Definamos

Yn=\/7_‘L(diag( —\II),vec(¡-A))l; (155)



donde

VIH
M“

P P

(was_ mas) ZGÉ2P—H)(u-l)/2+v'j(Eau_ qu)
u=l v=u

(Qïlï)ij= l
(aLI.

|/\ParalSiSp,1 jSp;
3 _

(Qn)i+(h—l)p,s _

1 P A P P_ ih ' ' ..
_ _H‘ " 5 ZM? o!" _ W")’ Z zoïgp-uxu-nmm (“W’ JW)

r=l u=l u=u.

paralSiSp,15hSk,lSsSp.
Luego:

Tn = QnYn­

Vamos a probar que:

i) Tn 3 N (0, RN R’) donde N es la.matriz de covarianza asintótica de É
y R G SÏmeCP“)/2 es la.matriz dada por:

. H=[1L)],

(CP-W)
y C‘ e 31’94“le tal que

.
)

1 sih: 2+(z-1)(p—2+2)

(Ci)lh = { 20 sino

ü) (om ¿ 531­
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iii) (Qfi)¿+(h_l)p_a l» —H;h.

Veamos i)

Como por hipótesis fivecr —E 2» N(0. N), entonces, para l 5
u 5 v 5 p, \/r_1(5.w—au”) está acotado en probabilidad.

Además, de la.ecuación (139) del Lema 25 se deduce que 829,] aawaau

es una funcióncontinua de los elementosde diag y de los autovaloresy
autovectores de 5*, luego por (150)

329i. ¿92 .Jt = p gt
(2p-u)(u—1)/2+v,(2p-l)(l—l)/2+L agua/’35"

—’,...—..
‘ï'='Ï' a(Tuvaa'lt Ï=T

Por lo tanto

fi[vec, (É-E)IJ'¿vecr (fl-2)] ¿»0. (156)

Siguiendo un razonamiento análogo, por la ecuación (147) del Lema 26
y por (150)

PgP-uXu-l)/2+v,(2p—l)(l-l)/2+t= fi tí“ 1*% ífl,
y por lo tanto

fi[vec.-(EI-2),?ij (fi-2)] 1.0. (157)
Sea

Ty, Eii-Uii-Divecr(fi-2) paralSigp

fi ¿(i-p)-{;—;É]P1[Ï2¡]+lvecr _ 2) para p+1 Si S m

entonces, por (156) y (157), la distribución asintótica de Tin es la misma
quelade

ComoT; = fi [Rvecr (É- 2)], T; —D>N(0,RNR’) y por lo tanto
Tn 3 N(0, RN R’) como queríamos probar.

Veamos ii)
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Como de la ecuación (137) del Lema 25 se deduce que üzgi/ 36,73€!”

es una funcióncontinua de los elementosde diag y de los autovalores y
autovectores de 8*, luego por (150)

32m. 32.P3:= —”» 9‘
Ï=Ï Ï=T

Luego
Fé,, (ía, —w”) 5 o.

Siguiendo un razonamiento análogo, por la ecuación (138) del Lema 25
y por (150)

- 829i 329.G“ _ __ _ = —A p i
(2p u.)(u 1)/2I-v,t aauvaqlu

—>N—A
'ï':'Ï‘ a(Tuvaqla Ï=ï

Luego

GÏ2p—u)(u-1)/2+v,t(EW ’ VW) 1’ 0'

De esta manera. (Q,11)¿J.—p>
Veamos iii)

Siguiendo un razonamiento análogo a ii), como (17,,—p>‘11,,para 1 S s S

p, EW —p>am, para. 1 5 u S v í p ¿de las ecuaciones 945) y (146) del
Lema 26 se deduce que 32Aih/ 8W338‘II" y azxih/ ÜEWBWH.son funciones

continuas de los elementosde diag y de los autovaloresy autovectores
de S" por lo cual

-h _ 82A”. _p> 82A”,
” emanan!"’r=í*- awuawn H’

32/“), 32/\ihP_.) —__—A— ,
Ï=Ï’ aouvaqlss

Oíh = ——Aarma-ww aawawu í”
entonces

.h ._ p
OZZP-u)(u-l)/2+v,s(ami - aun) -* 0.

De esta manera
p .

(Qñ)i+(h-l)p,3 _> _H;h'
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Sean

a9,1 3X“

3 [djag(5)] a [diag(W

ag; ÜÁlpk

aídiagÓÏ’N a[diag(‘ï')]

donde los gradientes están evaluados en Ï = T, entonces

mp; 2]=Qo.
Luego, por Lema 27, si Q0 es inversible

Y = leT 3»N(0,Q5112NR'Q(,-1).

Pero,

Q4 _ (I + E)"l 0° ‘ H(I+E)“ I '
luego,

C = leRNH%’1
_ (I+E)-1DND'(I+E)-l (I+E)-1DN[H(I+E)-1+L]’
_ [H(I + E)-1 + L]ND’(I + E)-1 [H(I + E)“ + L]N [H(I + E)-1+ L]’

Es decir,
Y, 3 N(0, C),

de lo cual se deduce junto con la ecuación (155) que

fi (í: —w) 2. N (o,(I + E)‘lDND’(I + E)-1);

fi (K—A) i’m/(0, [H(I+ E)-1 + L]N [H(I+ E)" + L]’).
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D Métodos numéricos para calcular los estimado­
res

D.1 El procedimiento iterativo para encontrar los estimado­
res de los parámetros del modelo

Basado en los resultados obtenidos en la Proposición 3, se pueden obtener
estimadores robustos de los parámetros del modelo de análisis factorial, uti­
lizando el procedimiento de dos pasos propuesto por Jóreskog [17] (1967).
Para esto, se reemplaza en dicho procedimiento la matriz de covarianza
muestral Sn por un estimador robusto y consistente En de la matriz de
covarianza de las observaciones.

Este procedimiento consiste en lo siguiente.

Primero, se minimiza Fk (A, 11,2”) (dada. por (21)) sobre A G 'R,para
\IIe 'D+(p) dado, es decir se encuentra

\II = min F (AJILÏI)fk( ) Ixe/top) k n

donde .A(\Il) = {A : {WII-1A e 'D*(k)}.
Segundo, se minimiza fk (\II)sobre \Ile 'D+
De esta manera,

. W = .¿LPM > (msm,
donde B(A, x11)= {(A, ‘11)e R x D+(p) : ¡vw-1A e D*(k)}.

Como hemos visto en la Proposición 3, si A" = arg min Fk (A, 11,55"),AGAOII)

Fk (A, xp,in) ,

entonces,

Kn = w1/2ñn (6,. —I) 1/2, (158)
donde

51‘ o

én=én(\ll)= 3 3 ; ÏA=SÏ(W)=ÍWÏ""T’ÉL
o to:

siendo 2:01!) = W’l/2ÏnW'l/2, 5'; > --- > ió: los k autovalores más grandes
de 2; (W) y 170?,. . . , ir}; sus correspondientes autovectores normalizados.

Bs decir,

ft (w)= Ft(M13).
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Para encontrar el mínimo de fk(‘I’) se utilizará el algoritmo desarrollado
por Clarke [6] (1970), basado en el método de Newton-Raphson que consiste
en lo siguiente.

Sean 9011)y J (\II) las matrices correspondientes a las derivadas primeras
y segundas de fk(\II) respecto de ‘11.Haciendo el desarrollo de Taylor de g

g(\II + (Sql)= g(\II) + J(\II) 6‘11+ términos de orden superior.

Si 111“)es la s-ésima aproximación al punto mínimo entonces

x119“) = w“) + aqi“), (159)

donde ¿WM es la solución de la ecuación

J (xl/(3)) mi“) = —g(41(3)).

Luego,¡partiendo de un punto inicial adecuado 41(0),el algoritmo para
encontrar An y fiin consiste en resolver iterativamente las ecuaciones (158)
y (159) hasta obtener la convergencia.

Se sugieren tomar como ‘IIiniciales 11(0)= diag o en el caso de que
las variables estén estandarizadas 11(0)= I. Jóreskog [16] (1963) demostró
que una mejor elección para \II(°)que requiere menos iteraciones para lograr
la convergencia está. dada por

(0) k l ... = 1 —— É = , . . . . ,
wn ( 2p) 5,, z 1 p (160)

donde E” denota al elemento ij de la matriz 2,71. Utilizaremos este valor
inicial en nuestras simulaciones.

En la Sección siguiente daremos los algoritmos que permiten encontrar
estimadores robustos de la matriz de covarianza.

D.2 Algoritmos para el cálculo de los estímadores robustos
de la matriz de oovarianza muestral

D.2.1 Estimador MVE

Un procedimiento para la computación de un valor aproximado del MVE
(ver Rousseeuw y Leroy [32](1987) o Woodrufl y Rocke [43] (1994)) consiste
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en lo siguiente:
PASO 1

Para todos los subconjuntos posibles de submuestras de tamaño (p + 1)
de X", indexadas por J = {i¡, . . .,ip+1}

(a) Calcular el vector de medias y la matriz de covarianza muestrales
para dicha submuestra

1XJ = — xap+lg
1 _ _

CJ = - 20% - XJ)(Xi- XJ)’,
p iGJ

donde CJ es no singular siempre que mi“ . . . ,xirñ estén en posi­
ción general.

(b) Encontrar el factor de “inflación” de modo tal que la mitad de
los puntos de la muestra Xn estén incluídos en el elipsoide cuya
“forma” está dada por CJ y su centro es ÏJ

m3 = 112%(39—ïJ)'CJ_1 (xd-ÏJ)­

(c) Calcular el determinate de la matriz ‘ïnflacionada”, que es el
valor de la función objetivo

|m30JI"2 = ¡0111/2(mm. (161)

PASO 2

(a) Determina la submuestra con la que se obtuvo el menor valor de
la función (161).

(b) Para dicha submuestra se calculan los estimadores de la media y
la cavarianza:

t(Xn) = ÏJ;
m2C= _í’_J)
Xp,0.5

donde ¡13'05es la mediana de la distribución x2, y este factor se
considera para obtener consistencia bajo normalidad.

El total de submuestras de tamaño (p + 1) es (F21). Como este valor es
grande, aún para p pequeño, para calcular el MVE se considerará.un número
N fijo de submuestras elegidas al azar.
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D.2.2 Estimador de Donoho-Stahel

Para calcular los u,¿= r (x1-,X4,)(ver(32)), se debería en principio buscar en
todas las direcciones a posibles, lo cual no es numéricamente factible para
valores de p > 2.

Por lo tanto emplearemos el método sugerido por Stahel [39] (1981)
para obtener una aproximación de los ui, donde en vez de tomar en (32)
el supremo sobre todas las direcciones a tales que “all = 1, hallaremos el
supremo sobre un conjunto A finito definido así: para cada submuestra Z,
de¿amaño p de X", sea a la dirección ortogonal al hiperplano que contiene
a Xp; sea A el conjunto de todas las direcciones a así obtenidas.

Como la cantidad de elementos de .Apuede ser muy grande aún para n y
p pequeños, se reemplaza al conjunto A por el que se obtiene considerando
sólo N submuestras Xp, y se calculan los u,- tomando en (32) el supremo en
a sobre dicho conjunto.

De las simulaciones realizadas por Maronna y Yohai [26] (1995), se de­
duce que para 4 S p 5 6 es suficiente tomar N = 1000. Comparando los
resultados que obtienen para algunas funciones de peso, la función w que
produce menores sesgos entre las estudiadas es la función de Huber dada
por

c 2

WHQL)= [(uSc) + (a) I(u>c))

donde c es el punto donde los pesos comienzan a decrecer. Ellos obtienen
las constantes c de modo que se minimioe el sesgo para distintos valores de
n y p y distintos porcentajes de contaminación. Sin embargo, eleg'remos c
de modo de lograr un compromiso entre minimizar el sesgo y la eficiencia
esférica. Mediante simulaciones comparamos los resultados que se obtienen
al tornar distintos valores de c.

D.2.3 S-estimador

Una forma de calcular en forma aproximada los S-estimador sería mediante
el algoritmo de submuestreo utilizado para calcular en forma aproximada
los estimadores MVE. En este caso, el elipsoide que se construye con cada
subconjunto de la muestra elegido aleatoriamente será “expandido” de modo
que se satisfaga la restricción (35) en vez de (161).

Este estimador inicial se puede mejorar considerando la relación que
existe entre los S- y los M-estimadores. Lopuhaá [20] (1989) y [21] (1991)
mostró, aplicando multiplicadores de Lagrange a (34) que el S-estimador
(tn, Cn) es tanto una solución de una ecuación que define un M-estimador
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como una media muestral pesada y una matriz de covarianza pesada. Esto
se deduce de lo siguiente.

El problema de minimización 'Pn definido en la Sección 4.3 es equivalente
a minimizar ln ICI sujeto a (35). La función lagrangiana para este problema
es:

una»=InICI-A{%Ép[d(xm,c)142},¡:1

donde A es el multiplicador de Lagrange.
Entonces cualquier solución (tn, Cn) del problema 'Pn será un cero de las

derivadas parciales ÜLn/Üt y aLn/ 8C, es decir si d)= ¡d y d,-= d(X¿, t. C)

2% (xi—t)= o; (162)i=l

Z: [10% (xt-—t) (n- —t)' - w(d.-)d.-C = o. (163)i=1

(La deducción de estas ecuaciones que permiten ver la relación existente
entre los S- y los M-estimadores puede verse en Lopuhaá [20] (1989)).

Las ecuaciones (162) y (163) son linealmente dependientes, lo cual se
puede ver multiplicando la segunda ecuación por C’1 y tomando traza.
Esta dependencia puede eliminarse introduciendo en la segïmda ecuación el
término (35), ya que (tn, Cn) serán también solución de las ecuaciones

2%(m-t)=0;
i=l

Z{p%<xi —t)(n-t)'- {mm-wo —b1}c}=o.i=l

Luego si u(:c) = 1p(a:)/1:, (definiendo u(0) por continuidad), a partir de
las ecuaciones anteriores, se obtiene que:

t= Eman- Zum, (164)
i=li=1

c= >3ou (x.--t)(x.-—t)'/ [Saudí/p]. (165)i=l ¡:1
Además de estas ecuaciones, los S-estimadores deben satisfacer la res­

tricción (35). A partir de (164) y (165) se puede construir un algoritmo de
punto fijo que permita obtener la solución de las ecuaciones (162) y (163).
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D.2.4 T-estimador

De la misma forma que para los S-estimadores, se puede obtener un estima­
dor inicial mediante el algoritmo de submuestreo utilizado para calcular en
forma aproximada los estimadores MVE, donde en este caso, el elipsoide que
se construye con cada subconjunto de la muestra elegido aleatoriamente será
“expandido” de modo que se satisfaga la restricción (39) en vez de (161).
Este estimador también se puede mejorar considerando la relación entre los
T- y los M-estimadores.

En este caso, el lag'rangiano correspondiente al problema de minimización
Pur definido en la Sección 4.4 está. dado por:

Ln(tvC”\)= +pln ZPZ _A Ep] "171]"i=l i=1

Entonces todas las soluciones (thn) del problema 'PnTdeben ser un
cero de las derivadas parciales de L", y por lo tanto, además de la restricción
(39) se deben satisfacer

1

Wz (di) _ Mu (di) ._ = .
%2{%2m%)i=l j=1

—1

IZ{ ¿Emo fiífi-WÏTW}<m—t>m-—ty=a2n _ ,1:1 J=l
(167)

Podemos ver que estas ecuaciones son similares a las que obteníamos
en el caso del S-estimador si consideramos ahora a la función a!)como un
promedio pesado adaptativo de las funciones «ply wz, es decir

wn('at! =An“! +Bn(tv
donde los pesos, que dependen de x1, . . . ,xn están dados por:

1 fl

An(t,C) = 5 z [2p2(di) —10201041J;i=l
1 nBn(t,C)=

i=l
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y por lo tanto, las ecuaciones anteriores se pueden escribir como:

n

X wnTu‘) (Xi —t) = 0;i=l

n 11) I
z {p'yT (x,-—t) (xt-—t) —wn(daa-c} = o.i=l

Estas ecuaciones son linealmente dependientes. Sin embargo, agregando
un múltiplo conveniente de la restricción (39) ala segunda ecuación se puede
evitar la dependencia lineal. De esta manera, las soluciones (thn) del
problema 'PnTdeben satisfacer:

" wn (di)— x,-—t = 0;
i; di ( )

" w (di)
z {pitt- (xi -t) (n —ty - {wn(¿M- —2222Lawn—blue} = o,i=l

lo que permite, como en el caso del S-estimador, construir un algoritmo de
punto fijo que permita encontrar la solución de las ecuaciones (166) y (167).
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