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Meétodos robustos para el modelo de andlisis factorial

Palabras clave: analisis factorial, estimadores robustos de posicion multivariada y covarianza, con-
sistencia, distribucion asintética

Resumen:

Los estimadores usuales de los parametros del modelo de analisis factorial son los estimadores de
maxima verosimilitud que corresponden a factores y errores normales. Estos estimadores dependen
de la media y la covarianza muestrales, las cuales son muy sensibles a observaciones atipicas. En
este trabajo se obtienen estimadores robustos para el modelo de analisis factorial reemplazando en
las ecuaciones de verosimilitud la media y la covarianza muestral por estimadores robustos de posi-
cion multivariada y covarianza. Se prueba la consistencia de estos estimadores cuando éstos estan
basados en estimadores multivariados consistentes. También se prueba la normalidad asintdtica de
los mismos y se obtiene la matriz de covarianza asintdtica cuando los estimadores en los que se
basan son asintéticamente normales. Un estudio de Monte Carlo muestra que las familias propues-
tas contienen estimadores que combinan alta eficiencia bajo el modelo normal con alta robustez
cuando la muestra contiene observaciones atipicas

Robust methods for the factor analysis model

Keywords: factor analysis, robust multivariate location and scatter estimators, consistency, asymp-
totic distribution

Abstract:

The usual estimates of the parameters of the factor analysis model are maximum likelihood esti-
mates corresponding to gaussian factors and errors. These estimators depend on the sample mean
and covariance matrix, which are very sensitive to few outliers. In this work, robust estimators for
the factor analysis model are obtained replacing into maximum likelihood equations sample mean
and covariance by robust multivariate location and scatter estimates. Consistency of the proposed
estimates is proved when consistent multivariate location and scatter matrix are used. The asymp-
totic normality of the proposed robust estimates is proved and their asymptotic covariance matrix
obtained, provided the location and scatter matrix are asymptotically normal A Monte Carlo study
compares the behavior of the different robust proposals with maximum likelihood estimators,
showing that it is possible to find estimates which combine highly efficient estimates under a nor-
mal model with a highly robust behavior when the sample contains outliers.
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1 Introduccién

Supongamos que se ticne un conjunto de variables definidas sobre cada ele-
mento de la poblacién. El modelo de andlisis factorial postula que la rela-
cién existente entre dichas variables puede explicarse como combinaciones
lineales de un nimero pequerio de otras variables, que denominaremos los
factores, mds un error aleatorio independiente de los factores. Asf, bajo cste
modelo, la matriz de covarianza de las observaciones tendrd una estructura
particular, ya que puede descomponerse como la suma de la covarianza de
los factores més la covarianza de los errores.

Dada una muestra de la poblacién se quiere identificar los factores y esti-
mar los pardmetros que conforman la estructura de la matriz de covarianza.
Los estimadores que habitualmente se utilizan para este modelo son los de
méxima verosimilitud correspondientes a factores y errores con distribucién
normal, basados en algoritmos desarrollados por Joreskog ([16] (1963) y [17]
(1967)), Clarke [6] (1970), Lawley y Maxwell [18] (1971). Sin embargo, es-
tos estimadores son muy sensibles a unas pocas observaciones atfpicas o a
pequenios alejamientos en la hipétesis de normalidad.

Bajo la hip6tesis de normalidad de las observaciones, los estimadores de
maéxima verosimilitud de los pardmetros del modelo dependen de la muestra
s6lo a través de la matriz de covarianza muestral. Entonces, la propuesta
realizada en esta tesis para obtener estimadores robustos de los pardme-
tros del modelo de anédlisis factorial, fue reemplazar la matriz de covarianza
muestral por un estimador robusto, consistente y asintéticamente normal de
la covarianza en las ecuaciones de verosimilitud.

Los estimadores robustos estudiados estdn basados en los estimadores
de posicién multivariada y covarianza de Donoho-Stahel (Maronna y Yohai
[26] (1995)), estimadores de mfnimo volumen elipsoidal (MVE) de Rousse-
euw (Rousseeuw y Leroy [32] (1987)) y S-estimadores (Davies (8] (1987)).
Con el fin de obtener estimadores que combinen simultdneamente las propie-
dades de alto punto de ruptura y alta eficiencia bajo normalidad, también
se desarrollaron estimadores para los pardmetros de este modelo a partir de
los T-estimadores (Lopuhad [21] y [22] (1991)) y de versiones pesadas de la
matriz de covarianza muestral, con pesos basados en los estimadores MVE,
S- y T-estimadores.

Mediante un estudio de Monte Carlo, en el Capftulo 7 se muestra que los
estimadores robustos asf obtenidos no se ven seriamente afectados por los
valores atfpicos que pueden aparecer en la muestra, y ademads son altamente
eficientes en un entorno del modelo central.

En los Capftulos 3 y 6 se obtienen resultados de consistencia y norma-



lidad asint6tica de los estimadores de los pardmetros del modelo de anélisis
factorial obtenidos a partir de un estimador consistente y asintéticamente
normal de la matriz de covarianza de las observaciones. Como corolario, a
partir de los resultados de Maronna y Yohai {26] (1995), Davies [8] (1987)
y Lopuhai [22] (1991) sobre la consistencia de estimadores de posicién mul-
tivariada y covarianza generales, se obtiene la consistencia de los estima-
dores de los pardmetros del anélisis factorial basados en los estimadores de
Donoho-Stahel y los S- y T-estimadores. También a partir de lo demostra-
do por Davies (8] (1987) y Lopuhas [20] (1989), [21] y [22] (1991) sobre la
distribucién asinté6tica de los S- y r-estimadores multivariados, se obtiene la
normalidad asintética de los los S- y r-estimadores de anélisis factorial y la
expresién de la matriz de covarianza asint6tica para dichos estimadores.



2 El modelo de andlisis factorial

El modelo de anélisis factorial se puede escribir como:

x = po+Aof + €, (1)

donde x €RP es el vector que contiene las p variables observadas, u, €
RP, Ag € RP*¥ es la matriz de las ponderaciones, f €R* representan las
k variables latentes o factores comunes, € €RP son los términos residuales
que representan los efectos asociados de los factores especificos y el error
aleatorio.

Asumiremos que los errores tienen media cero y son no correlacionados,

es decir
E(e) =0;

E (e€') =,

siendo ¥y € RP*P una matriz diagonal con clementos diagonales positivos.
Supondremos que f es un vector aleatorio. Sin pérdida de generalidad

se puede asumir que
E(f)=0,
pues si esto no ocurre, como E(x) = AgE(f) + p, po puede redefinirse para

absorber a AgE(f).
Denotaremos con ®¢ a la matriz de covarianza de f, es decir

E(ff') =®.

Asumiremos ademds que los errores son no correlacionados con los fac-

tores, es decir
E(fe') = 0.

Observemos que las hipétesis del modelo de anélisis factorial implican
que la matriz de covarianza de las variables observadas x, 339, estd dada por:

Lo = cov(x) = cov(Aef + €) = cov(Agf) + cov(e)

AoE(ff')Ag + E (e€’) = Moo} + Yo. (2)

Dada una muestra aleatoria de observaciones xi,...,X, € R?, el proble-
ma bésico es decidir si £ puede expresarse de la forma (2) para un valor
determinado de k < p de modo que rg(Aop) = k, y estimar los elementos de
Ao, ®o y Vo.



2.1 Hipétesis adicionales debidas a indeterminaciones en el
modelo

Las hipétesis hechas en la Seccién anterior no son suficientes para obtener
un modelo identificable, ya que el modelo presenta varias indeterminaciones.

Una indeterminacién fundamental en el modelo es la siguiente. Si reem-
plazamos a f y a Ag en (1) por f = Mf y A = AgM ™!, donde M € R¥*F es
una matriz no singular, como

Af = AgM ' MFf = Aof,

entonces la ecuacién (1) se sigue satisfaciendo cuando se cambia f y Ag por
fyA. Ademss
E (f) = ME(f) = 0.

Luego el modelo con Ag y f es equivalente al modelo con A y ‘t:, es decir,
adn conociendo la distribucién de x no se puede distinguir entre ambos

modelos.
En el caso en que M € R*** sea una matriz ortogonal, tal transformacién

corresponde a una rotacién de los factores.
Notacién: Notaremos con I; a la matriz identidad de k& x k.
Parte de la indeterminacién en el modelo puede eliminarse pidiendo que

E(f) = I,

ya que si esto no ocurre, por lo visto anteriormente, si M = @, Y 2, el modelo
conA = Ao<I>(l,/ 2 y f=9, 12§ e equivalente al modelo con Ag y f, y ademés
se verifica que

E(TF)=2;'"E()0;"" = L.

Entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad que los factores
son no correlacionados y con varianzas unitarias, esto es g = I;.. En este
caso, los factores se dirdn que son ortogonales.

Sin embargo, para cualquier matriz M € R¥** ortogonal, se cumple

que E ( f f’) = I, y por lo tanto, queda ain por resolver el problema de

eliminar la indeterminacién en la rotacién. Para esto, Anderson y Rubin [5]
(1956) proponen requerir la siguiente condicién

Ag¥5tAg = A, (3)



donde A es una matriz diagonal, tal que sus clementos diagonales son las

raices no nulas de
|Zo — Wo — y¥o| = 0. (4)

La condicién (3) no implica una pérdida de generalidad en el modelo, ya que
si no se satisface, como A es una matriz simétrica definida positiva, existen
matrices T € ®**¥ ortogonal y D € R¥** diagonal tales que A = TDT y
por lo visto anteriormente, si M = T” el modelo con A = ATy f =T'f es
equivalente al modelo con Ag y f, y ademés se verifica que

E(?P) =TI, T = I.

La condicién (3) determina Ap univocamente si las raices de (4) son dis-
tintas y los elementos diagonales de A estén ordenados en forma decreciente.

Notacién: Notaremos con D(k) al conjunto de las matrices diagonales de
k x k de rango k, con D (k) al conjunto de matrices en D(k) tales que sus
elementos diagonales son positivos, y con D*(k) al conjunto de matrices en
D(k) tales que sus elementos diagonales son distintos y estdn ordenados en
forma decreciente.

Resumiendo lo visto, las hipétesis que haremos sobre el modelo son:

E(e) =0 (3)
E(f) = 0; (6)
E(e€')=Vo; (7
E(fe') = 0; (8)
E(ff') =1 (9)
AQ¥ging = A, (10)

siendo Wo € D4 (p) y A € D*(k).
Supondremos ademés que

rg (Ao) = k. (11)

Luego, bajo estas hip6tesis, los errores son no correlacionados y los fac-
tores son ortogonales, no correlacionados entre sf ni con los errores, y el
modelo es, en general, identificable (para una discusién m4s detallada sobre
el problema de identificabilidad, ver Seccién A del Apéndice).

Ademss, por (2)



Yo =cov(x) = E(xx') = AoAg + Yo. (12)

En la Secci6én A del Apéndice se enuncian algunas condiciones necesarias
y suficientes para la existencia del modelo.

Notacién: Dada xi,.... X, € RP una muestra aleatoria, llamemos

Xn= {xl,...,x,.}.

Notacién: Notaremos con = = RPx PDS(p) al conjunto de pares £ =
(t,C), donde PDS(p) es la clase de matrices en RP*P que son simétricas y
definidas positivas. De este modo = es un subconjunto abierto de RP*P(P+1)/2

Definicién 1 Dada una muestra aleatoria X, en RP diremos que tiene dis-
tribucion elfptica F,, 5 si su densidad comin es de la forma
B2 (- p) 27 (x - p)] (13)

donde f : Ry — Ry es una funcion fija y (4, E) € .
Sipu=0yX=1, sedice que X, tiene distribucién esférica.

Observacién: Sean f €R* y ¢ €RP vectores aleatorios tales que
(f,€) tiene distribucién conjunta eliptica Fp v (14)

I, O
conV = [ 0 W ] y Yo € D4(p).
Entonces, si existen los momentos de (f, €), se satisfacen las condiciones (5)
a (9).

En la Seccién 6 veremos que para obtener la normalidad asintética de
los estimadores robustos de los pardémetros del modelo de anAlisis factorial
estudiados, basta pedir que se cumplan las hipétesis (10), (11) y (14), ya
que si (f, €) satisface (14), entonces, por (1) y (12), x ~ Fy %,

Si, ademés de (14), f y € son independientes, entonces f ~ N (0, Ii)
y € ~ Ny (0,%), y por (1) y (12), x ~ N} (29, o). Como veremos en la
préxima Seccién, bajo estas hipé6tesis (normalidad de los factores y de los
errorres), se obtienen los estimadores de méxima verosimilitud.



3 Estimacién de los pardametros del modelo de a-
ndlisis factorial por mdaxima verosimilitud

Supongamos que Xj. ..., X, € RP es una muestra aleatoria tal que x; ~
Np (po, o) para 1 < i < n, donde py € NP, Lo € RP*P es una matriz
simétrica definida positiva. Entonces, los estimadores de mdxima verosimi-
litud del vector pq y de la matriz £ estan dados respectivamente por:

_ 1 , _
X = ; e X: (10)

Sn= 3 (xi—%) (i~ %) (16)
i=1

Ahora consideremos el modelo (1). Supongamos que, ademds de las hi-
pétesis (5) a (11), los vectores aleatorios f y € tienen distribuciones normales
multivariadas independientes, es decir:

f ~ N (0, I)
independientes, 17
e ~ N, (0, ¥o) P (17
siendo Yo € D4 (p).
Entonces, las observaciones muestrales x; (¢ = 1, ... ,n) verificar4n que
x; ~ Np (Ko, Zo) , (18)

donde, por (12), £ est4 dada por la ecuacién
o = £ (Ao, ¥o) = AoAg + Vo (19)
Por (18) y (19), la densidad conjunta de x;, ..., X, estd dada por:

L(Ao, Yo, po) =

-11 {@m) 712 | (Ao, Wo) /2 x

i=1
-

<o [~ o) 5 (o, 90) ™ = )]}

= (27)~"P/2|Z (Ao, ¥o)| ™2 x

X exp —% > (x: — po)' T (Ao, Wo) ' (i — #o)] :

=1




Entonces, los estimadores de méxima verosimilitud de (Ag, ¥o. f2g) son
tales que:

(A,\Il, y) = arg(g&)‘c‘)L(A. V.ou).

Por (15)
p= argm:\xL(A, U, p)=x.

Luego

(A. \Il) = arg (r}\w\,px) L(A V. p)=arg (rf\]a\.yx) L(AY¥.X).

Sea £ =In L (A, ¥,X) el logaritmo de la funcién de verosimilitud evalua-
da en p = X. Entonces

L = _% In(27) — gmz(A, )| - é > (x—%)T(A )7 (x; - %)

i=1

= c_1 1 . -1
= c—zhE@A ) - ;o (nL(A,\I’) s,,)

= c—g{ln AN + ]+ tr [(AN +¥)715,]},
(20)
donde ¢ = — (np/ 2) In(27).
De esta manera, los valores de A y ¥ que maximicen £ son los esti-
madores de méxima verosimilitud de Ag y Vo y los denotaremos por A y
v,

Para obtener los estimadores, vamos a minimizar sobre A y ¥ la funcién

F(AV,S,) = 1n|>:(A,\1:)|+tr[s,,2(A,\1:)" —In|S

= tr [snz(/\, \n)-l] —In lsnz(A,qJ)-ll, @)

que es equivalente a maximizar £ sobre A y ¥, pues
L=InL= -’—Z‘Fk +g,

donde g es una constante.
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4 Meétodos robustos

Bajo la hipétesis de normalidad de las observaciones, hemos visto que los es-
timadores de méxima verosimilitud de los pardmetros del modelo de an4lisis
factorial se obtenian minimizando sobre A y ¥ la funcién

Fi (A ¥,5) = In [AN + 9| + tr [S, (AN +9)7'] —In] Sl

Esta funcién depende de la muestra sélo a través de la matriz de cova-
rianza muestral S,,. Pero S,, es un estimador de la covarianza muy sensible a
unas pocas observaciones atipicas o a pequerios alejamientos en la hipétesis
de normalidad.

Por lo tanto, en esta tesis, para obtener estimadores robustos de los
pardmetros del modelo de anélisis factorial, se propone minimizar la funcién
E,. pero reemplazando la matriz de covarianza muestral por una matriz de
covarianza robusta.

Las siguientes Proposiciones, cuyas demostraciones se dan en la Seccién
C.3 del Apéndice, establecen qué ecuaciones deben satisfacer los estimadores
de los pardmetros del modelo de anélisis factorial obtenidos a partir de un
estimador consistente de la matriz de covarianza y proporcionan un método
para desarrollar un algoritmo para calcularlos.

Observemos que si se considera la covarianza muestral S,, dada por (16),
se obtienen los estimadores de méxima verosimilitud de los pardmetros del
modelo de anélisis factorial, que satisfacen los resultados de las proposiciones
1 y 3 tal como habfa sido demostrado por Lawley y Maxwell [18] (1971: Cap.
4).

Notacién: Notaremos con R al conjunto dado por:

R={A Rk rg(A) = k}.
Notacién: Sean A € R, ¥ € D,(p) y S €PDS(p). Notaremos con
Fi (A, ¥,S) ala funcién dada por:

Fi(A¥,5) = In|AN + 9|+t [S (AN +¥) '] —1niS).  (22)

11



Proposicién 1 Sea € PSD(p) y Fx la funcién dada por (22).
Entonces.

(K, @) = arg (A.\lr)gl'RiED-(p) F; (A, v, i)

st y sélo si A Y v salisfacen las ecuaciones:

-~

S0-'A =R (I + K’@“K) (23)

diag (\T:) = diag (i -A 7\') (24)

Observacién: Notemos que si reemplazamos en Fy, a A por AM donde M €
REXF  es una matriz ortogonal, no se producen cambios en_ la funcién. De
este modo, si encontramos A y v que minimicen Fj, AM y ¥ seran también
minimizaran a Fj. Por lo tanto, para obtener unicidad, impondremos la
restriccién de que A'U~A € D*(k).

M4s formalmente, podemos probar el siguiente resultado:

Proposicién 2 Sea ¥ € PSD(p) y Fx la funcién dada por (22).
Sean A y ¥ tales que

(K’ {I;) = arg(A,\ll)gllliE'D.,.(p) Fi (A"I" f:) )

Sea M € R¥**  una matriz ortogonal tal que rg(M) =k, y sea A* = AM.

FEntonces

(A*‘ {f’) =g (A,W)gziem(p) Be (A’ ¥, i) )

Notacién: Sean ¥ € D,(p) y A € R. Notaremos con A(¥) y B(A,¥) a

los conjuntos

A(W) = {A: NV A €D*(k)};
B(A, %)= {(A,¥): NU'A € D*(k)}.

Corolario 1 Sea I, €PSD(p) y Fx la funcién dada por (22).

Entonces, st . _
(A, \p) =arg  min Fi (A, w, 2) ,

12



A y ¥ satisfacen las ecuaciones (23) y (24) de la Proposicién 1, y ademds
NI~ =A. (25)

donde A € D*(k).

Notacién: Sean ¥ € D,(p) y (f)n) o € RP*P una sucesién de matrices
n-

tales que &, €PSD(p) Vn € N.
Definamos - 5
(V) = ¢V2g, w2, (26)

Notaremos con 5’1‘ > > ‘5,': > 2 Z’: a los autovalores de f)’,", (¥) y con

wE, ... ,v"v; a sus correspondientes autovectores normalizados.
Sean
o, 0
O, (¥) = ¥ Qn (V) = [W] - W] (27)
0 9

k

En el caso de considerar £* (¥) = ¥~/2E¢~1/2, notaremos en forma anélo-
ga con O (¥) y Q(V¥) a las matrices correspondientes a los autovalores y
autovectores de X* (V).

Proposicién 3 Sea £ €PSD(p) y Fi la funcién dada por (22).
Entonces:

i) dada ¥ € Dy (p), si

A= argAg}j(r‘ll’) Fy (A, v, i) ’

se tiene que
~ ~ [~ 1/2
R=wg(8-1)",

siendo © = O (V) y Q= Q(¥) dadas por (27).

i) si - 3
(A’ \F) - arg(A,w%ug}A.W) Be (A’ ¥, E) ’
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A ¥ U deben satisfacer las ecuaciones:

R=0'20(9) 6 () -1)" (28)
diag (\TI) = diag (i - KK') ;
RE1R=6(8) -1

Definicién 2 Sea A € R™*". Definiremos la norma Frobenius de A como

4]l = [tr (44')]"2.

Corolario 2 Sean Vg € Dy (p) y Ao € R. Sea Ty = AgAg + Yo.
Sea (in) . € RP*P una sucesion de matrices tales que X, €PSD(p) Vn y

a2 5.
Dado € > 0, sean

n>

C={YeDy(p): |¥- Yol <c};
D={AeR:||[A-Aoll<c}.

Entonces, dada ¥ € C, si

fe(¥)= min Fy (A,w, i,,),

A€A(¥)ND
se tiene que:
P
(@)= 3 (0 -1F,) - (- k), (29)
m=k+1

siendo O, = Oy, (V) y S = O (¥) dadas por (27).

Los estimadores robustos de los pardmetros del modelo de anélisis fac-
torial estudiados fueron obtenidos a partir de los siguientes estimadores ro-
bustos de posicién multivariada y covarianza:

e estimadores MVE

e estimadores de Donoho-Stahel
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e S-estimadores

e T-estimadores

Veremos que los estimadores de los pardmetros del modelo de analisis
factorial asi obtenidos “heredan™ las propiedades de robustez de los estima-
dores anteriores, y que los basados en los S- y T-estimadores son consistentes
y asintéticamente normales.

Una propiedad que desearfamos que cumpliesen los estimadores de X
es que, si se hace una reparametrizacién en el espacio de las observaciones
mediante una transformacién afin, el estimador sea equivariante.

Es decir, si se reemplaza x por y = Ax+b, como £, = A¥X, A/ es
natural que el estimador fly satisfaga la misma ecuacién, o sea fiy = AT, A
De este modo, dilaciones, contracciones, rotaciones o traslaciones en los
vectores observados no afectaran al estimador.

M4s formalmente daremos la siguiente definicién:

Definicién 3 Diremos que un estimador de covarianza Cp (X),...,Xp) =
C, es equivariante aftn si y sdlo si

Cn(Axl +b,...,Ax, +b) = ACn(X],. . .,Xn)A’,

para cualquier vector b y cualquier matriz A no singular.

La matriz de covarianza muestral S,, lo mismo que los estimadores ro-
bustos estudiados tienen esta propiedad.

Una medida de la robustez de un estimador es el punto de ruptura.
Informalmente, el punto de ruptura es la menor fraccién de contaminacién
en la muestra que puede causar que el estimador se vaya m4s all4 de cualquier
lfmite. En el caso de matrices de covarianza, el estimador puede explotar
hacia infinito o hacia una matriz singular.

Seguidamente definiremos los puntos de ruptura para estimadores de
posicién multivariados y de matriz de covarianza.
Notacién: Dada x;,...,x, € RP una muestra aleatoria, llamemos

Xﬂ:{xl)-")xﬂ};
D (Xnm) = {Xy ={x},...,x}} tales que #(X,‘:OX,?) =m}.



Definicién 4 El punto de ruplura de un estimador de posicién mullivariado
t, basado en XA, se define como la menor fraccién de contaminacién m/n
con outliers que puede tomarse de modo que el estimador se haga infinito.

* - : E . _ - =
€n (tn, Xn) = min_ { . A [[tn (Xn) —tn (A7)l 00}-

Definicién 5 FEl punto de ruplura de un estimador de covarianza C,, basado
en X, se define como la menor fraccién de contaminacién m/n de outliers
que pucde tomarse de modo que el mayor autovalor 4,(Cy) se vaya a infinito
o que el menor autovalor v,(Cyr) se acerque arbitrariamente a cero.

€4 (Cny %) = min {E: sup D(cn<x,.)vcn<x,:)>=oo},

1<m<n n X,:€D(Xnm)

donde D(A, B) = max {|7,(4) ~ 71(B)|. |7 '(4) = 7 (B)[}. con m1(4) 2
<+ 2 7p(A) los autovalores ordenados de la matriz A.

Davies [8] (1987) dio la siguiente definicién de punto de ruptura para
estimadores de posicién multivariados y matriz de covarianza simultdnea-
mente.

Definicién 6 Una muestra X, de dimensién p y tamario n estd en posicidn
general si la cantidad de puntos que yacen en cualquier subespacio aftn de
dimensién p — 1 no es mayor que p.

Definicién 7 Sea A, una muestra aleatoria de dimensidén p y tamario n tal
que n/2 > p+1 y que estd en posicién general. Parat, y C, los estimadores
de posicién multivariada y covarianza respectivamente basados en X,, sea

P
1
T (%) = ltall + Y (7§"’ + (,,)> :
i=1 vY;

donde 7(1") yee ,‘7,(,") son los autovalores de C,,.
El punto de ruptura muestral finito ¥ para (tn,Cy) se define por:

en (Th, Xn) = min {T: sup T(A:‘,:)=oo}.

1<m<n n X:€D(Xn.m)
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En esta definicién se incluyen simult4neamente el estimador de posicién
multivariado y de covarianza; este dltimo usualmente suele tener un punto
de ruptura menor que el que se obtiene restringiendo la definicién al punto
de ruptura del estimador de posicién multivariado.

Acorde con la intuicién, se puede demostrar que ningin estimador equi-
variante affn puede tener punto de ruptura mayor que 1/2.

Notacién: Notaremos con |z| al mayor entero menor o igual que z (parte
entera de z) y con [z] al menor entero mayor o igual que z.

Davies [8] (1987: Teorema 6) encuentra una cota superior para el punto
de ruptura de los estimadores equivariantes afines multivariados.

Teorema 1 Supongamos que n > p+ 1 y que la muestra estd en posicidén
generual.

Entonces, una cota superior para el punto de ruptura de cualquier estimador
equivariante aftn de posicién mullivariado y covarianza es

(n=-p+1)
=/
4.1 Estimador MVE

Un estimador equivariante affn y con punto de ruptura maximal fue pro-
puesto por Rousseeuw y Leroy [32] (1987). Este estimador se denomina
estimador de mtnimo volumen elipsoidal (estimador MVE) y se define de la
siguiente manera: dada una muestra aleatoria A, en RP, sea:

t(X,) = centro del elipsoide de minimo volumen
que cubre (al menos) k puntos de X,

donde se suele tomar h=[(n+p+1)/2].

El estimador de la matriz de covarianza est4 dado por la matriz de la for-
ma cuadrética que define al elipsoide, multiplicado por un factor apropiado
para obtener consistencia en el caso normal.

M4s formalmente daremos las siguientes definiciones.

Definicién 8 Dados x €RP, u € RP y £ €PDS(p), se define la distancia
de Mahalanobis por la ecuacién

A, 1,2 =(x—p)T (x—pn).
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Definicién 9 Sean xi,....x, € RP. Se define el MVE estimador multi-
variado de posicién y covarianza como el vector t,, y la matriz C, = kCj},
donde (t,.C}) es la solucién del problema de encontrar (t,C) € = tal que
minimicen
1€
sujeto a
. 1
2{i:d?(xi,t,C) <1} > l%J .

y K& es una constanle apropiada para obtener consistencia bajo normalidad.

Rousseeuw y Leroy [32] (1987: pag. 258) demucstran que los estimadores
MVE son equivariantes afines.

El siguiente resultado, obtenido por Lopuhas y Roussecuw [23] (1991:
Teorema 3.1) determina los puntos de ruptura de los estimadores M VE segiin
las Definiciones 4 y 5.

Teorema 2 Sea X, una muestra aleatoria de dimensién p y tamarnio n en
posicién general tal que n > p+ 1.

Sean t,, y C, los estimadores MVE de posicién multivariada y covarianza.
Sip=1, entonces

Sim 3

Sip > 2, entonces

E:\ (thn) = 6; (Cns‘tn) = % [MJ °

2

Como la velocidad de convergencia de los estimadores MVE es n!/3 (Da-
vies [8] (1987)), como era de esperar, al realizar las simulaciones se observé
que la estimacién de los pardmetros del modelo de andlisis factorial era muy
ineficiente. Sin embargo, como veremos en la Seccién 4.5, el estimador MVE
puede ser utilizado como una solucién inicial para un estimador pesado de
un paso, mejorando de esta manera su eficiencia.
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4.2 Estimador de Donoho-Stahel

Otra propuesta, con la que se han obtenido resultados mds satisfactorios,
en el sentido de menor sesgo en la estimacién, es el estimador propuesto
por Donoho (1982) y Stahel (1981). Este estimador robusto multivariado de
posicién y escala es simultdneamente equivariante afin y tiene alto punto de
ruptura para cualquier dimensién.

La idea de los estimadores de Donoho-Stahel es considerar medias y
covarianzas muestrales ponderadas donde el peso de cada observacién es
una funcién decreciente de una medida de atfpicidad.

Esta medida est4 basada en la idea de que si un punto es una observacién
atipica multivariada, debe existir una proyeccién unidimensional de los datos
para la cual el punto es una observacién atipica univariada.

Definicién 10 Sea X, una muestra aleatoria de dimensién p y tamano n.
Sean p(-) y o(-) estadfsticos univariados de posicién y escala equivariantes
por traslaciones y escala respectivamente.

Definamos para cualquier y € RP la “atipicidad” r:

(y,&n) = sup r1(y,a,Xs), (30)
a€Sy
conde oy —ps (2l %)
_lay—p(a
r (Y1ay’“‘l) = cr(a’Xn) ’ (31)

yS,={acH: ] =1}.

Definicién 11 Sea X, una muestra aleatoria de dimensién p y tamano n.
Sea w: Ry — Ry una funcidn, a la que llamaremos “funcidn de peso”, tal
que w(u) es estrictamente decreciente y w(u) y uw(u) son acotadas para
u>0.

E! estimador de Donoho-Stahel de locacion y escala (t (&,),C (X)) se de-

fine como
n n
t(Xn)=D wixi [ ) wi;
i=1 i=1

C(x)=x {Zwe i — ¢ ()] [x —t(&.)]'}/zwir
=1

=1
con w; = w(r(x;,Xy,)), r la medida de atipicidad dada en (30) y K es una
constante apropiada para obtener consistencia bajo normalidad.
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Un caso particular del estimador de Donoho-Stahel, que proporciona
estimadores robustos (Donoho [9] (1982)), se obtiene considerando en (30)
y (31) p y o como la mediana y la MAD respectivamente. Es decir,

|xja— med (xja.....X,a)| N
[ -.\IAD(x’,af....x’ﬂa) ] (32)

r(x;.Xn) = sup
acSy

El valor de la constante x estd dado por:

K=

- {mg - tre@ kv @

donde Xg,o.s es la mediana de la distribucién x2.

Si en (32) se reemplaza la mediana por la media y la MAD por la des-
viacién standard muestral, se obtiene la raiz cuadrada de la distancia de
Mahalanobis respecto de X y Sy, es decir, si z,, = X\a

— |Zm—7d ]
d(x;,X,S,) = )
(x0,%, 5n) = sup [smzal,...,z.,,,)

La utilizacién de la mediana y la MAD hace que esta medida sea m4s estable
a la presencia de outliers en la muestra.

Donoho [9] (1982) ha probado que estos estimadores, en el caso en que p
y o sean la mediana y la MAD), son equivariantes afines y que tienen punto
de ruptura, segin la Definicién 7, (suponiendo n > 2p + 1) €} (Th. Ap) =
[(n—2p+2)/2]/n.

Tyler [42] (1994) obtuvo que, si se consideran en (31) u como la mediana
y o como la MAD, si las observaciones no son repetidas, y como la p —
1 + |(n+1)/2]-ésima menor desviacién absoluta de la mediana en caso
de haber observaciones repetidas, se obtiene el punto de ruptura maximal
de los estimadores equivariantes afines de posicién y covarianza , es decir
et (Tn, X)) = | (n—p+ 1)/ 2]/ n (ver Teorema 1).

4.3 S-estimador

Los S-estimadores fueron introducidos inicialmente en el contexto de regre-
sién por Rousseeuw y Yohai [34] (1984), y posteriormente fueron generali-
zados por Davies [8] (1987) al caso de posicién y covarianza multivariado.

Definicién 12 Sean x,,...,x, € RP. Sean p : R — R, una funcidén no
decreciente y b una constante tal que 0 < b < sup p. Se define el S-estimador
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de posicidn y covarianza multivariado como la solucién (t,.Cy,) del problema
de encontrar (t,C’) € = tal que minimicen

|C] (34)

sujeto a

1 N
=2 pldxi.tC)] =b. (35)
ix]
Denotemos a este problema de minimizacién con Py.

Si p(z) = Il(fi)ll con nb = |[(n+p+ 1)/ 2] obtenemos el MVE estima-
dor. Si p(x) = z? obtenemos el estimador de minimos cuadrados, que es
equivalente al estimador de mdxima verosimilitud. Por lo tanto, ambos es-
timadores que se han estudiado previamente, pueden ser vistos como casos
particulares de los S-estimadores.

Rousseeuw y Yohai [34] (1984), con el objetivo de lograr simult4neamente
un alto punto de ruptura y normalidad asint6tica, sugirieron restringir la
eleccién de las funciones p a la clase que satisfacen las siguientes condiciones:

(H1) p es simétrica, con derivada continua ¥ y tal que p(0) = 0.

(H2) Existe una constante ¢g tal que 0 < ¢g < oc y p es estrictamente
creciente en [0, cg] y constante en [cg, oc). Sea a = sup p = p(cp).

De esta manera, los S-estimadores pueden verse como versiones “suaves”
del MVE estimador.
Un ejemplo de una funcién p dentro de esta clase es

x_2 i + x_G si |z|<e
pl@)=4 3 ¥ & (36)
i si |z} >c¢

donde la constante ¢ > 0 y por supuesto, b depender4 de ¢. Su derivada es
una funcién redescendiente, conocida como la funcién bicuadrada de Tukey

s === (2] 1

En el estudio de Monte Carlo de la Seccién 7 se ha considerado esta familia
de funciones p..
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Davies (8] (1987) define los S-estimadores en forma andloga a la Defini-
cién 12, s6lo que en vez de (33), considera la restriccion

% Zp [d(x;,£,C)] < b.
=1

Ademds, bajo hipé6tesis mds débiles que las consideradas en (H1) y (H2),
de modo que la funcién p sea simétrica, no decreciente, continua en 0, y
continua a izquierda en (0. oc), demuestra la existencia y la consistencia de
estos estimadores.

Las soluciones del problema de minimizacién Pn dependen obviamente

de la eleccién de las constantes b y ¢. Como veremos en el siguiente Teorema,
que fue probado por Davies (8] (1987: Teorema 5), b/p(c) determina el punto
de ruptura del S-estimador.

Teorema 3 Sea p: R — R} una funcién no decreciente y b una constante
tal que 0 < b < a=supp.

Supongamos que ezistan > 0 tal que p(z) =0 para 0 < z < 1.

Sea X, una muestra aleatoria en RP tal que n(1 — 2b/a) 2 p+ 1 y que estd
en posicién general.

Para los S-estimadores (ty, C,) basados en X,, sea

To =T (X ||tnn+2<‘"’ (,.)>

donde 7("). ceey '7,(,") son los autovalores de Cy,.
Entonces, el punto de ruptura muestral finito €}, para (t,,Cn) (segin Defi-
nicién 7) estd dado por:

e;(Tn,&,)=f;([%bj +1).

Corolario 3

. b
Bm &} (T, &) = e
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Corolario 4 Si2(b/a) =[1 — (p + 1)/ n| entonces

N lln—-p+1
S L]

<

Sea r = b/a. Del Teorema 1 y de los resultados anteriores, se deduce que
si r = (n — p)/ 2n, se obtiene el punto de ruptura maximal. Sin embargo, la
constante ¢ determina al mismo tiempo la varianza asint6tica y Lopuha [20]
(1989) seriala que no es posible lograr simultdneamentc alta eficiencia asin-
tética respecto al estimador de méxima verosimiltud y un punto de ruptura
del 50%.

A partir de los resultados anteriores, veamos cémo determinar las cons-
tantes b y c para obtener estimadores con alto punto de ruptura y consis-
tentes. La constante 0 < b < a puede elegirse de acuerdo con la distribucién
subyacente de modo de obtener estimadores consistentes. Por ejemplo si

Xj,-..:Xn sOn vectores aleatorios en R? con distribucién eliptica F), 5, en-
tonces la constante b, que depende de c, se elige de manera que
b=Elp(dx,n DN = [ p(lxl) F (el e, (37)
y la constante ¢ se determina de modo que
O<r= b < n- p,
a 2n

lo que lleva a un punto de ruptura para muestras finitas de €} (T, A,) =
[nr]/n.

Davies [8] (1987) demuestra que, si p+ 1 < n(1 — b/a) entonces el pro-
blema P, tiene al menos una solucién con probabilidad 1, es decir el S-
estimador est4 bien definido. Adem4s, demuestra que estos estimadores son
equivariantes afines.

4.4 Tt-estimador

Los 7-estimadores fueron inicialmente introducidos en el contexto de regre-
si6n por Yohai y Zamar [44] (1988) como una extensién de los S-estimadores,
con el fin de obtener estimadores que tengan simultdéneamente alta eficien-
cia bajo normalidad y alto punto de ruptura.Posteriormente, fueron gene-

ralizados por Lopuha4 (22] (1991) para el caso de posicién multivariada y
covarianza.



Asint6ticamente, los 7 -estimadores son equivalentes a los M-estimadores
definidos mediante una funcién ¥ que es un promedio pesado de dos funcio-
nes 3 redescendientes, una correspondiente a un estimador robusto con alto
punto de ruptura, y la otra a un estimador altamente eficiente.

Definicién 13 Sean x,....,x, € ®°. Dadas dos funciones p; (i =1,2) no
decrecientes de R, en Ry, se define el T-estimador multivariado de posicidén
y covarianza como el veclor t, y la matriz C,, donde (t,.C}) es la solucién
del problema de encontrar (t,C) € = tal que minimicen

ICI> " ps [d(x:, £.C)] (38)
i=1
sujeto a
=Y ldxi,t.0)] = b (39
=1
y

g N
Cp = E {; §P2 [d(xiytnvcn)]}

Denotemos a este problema de minimizacién con Pp”.

Notemos que los T-estimadores son una extensién de los S-estimadores,
que se definen como min |C| sujeto a (39). Ademds, si se eligen p; = p,
y by = by, entonces t, y C,, = C} son los S-estimadores. El estimador
de méxima verosimilitud puede obtenerse como un caso particular de los 7-
estimadores haciendo p,(y) = po(y) = y? y by = bs = p; y el estimador MVE
haciendo p,(y) = po(y) = Il(o”‘)l] conby=by=(1-|(n+p+1)/2])/n. Pa
ra combinar las buenas propiedades de robustez del estimador MVE con el
buen comportamiento asintético de los estimadores de méxima verosimili-
tud, se eligen las funciones p; de modo que sean “algo intermedio” entre
ambos casos.

Lopuhas consider6 las siguientes condiciones para las funciones p; (i =
1,2):

(R1) p;(0) = 0, p; simétrica y dos veces continuamente diferenciable. De-
notaremos con ; a la derivada de p;.
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(R2) Existen constantes ¢; tales que 0 < ¢; < 00 y p; es estrictamente
creciente en [0, ¢;] y constante en [c;, 9¢). Sea a; = p;(c;).

(R3) 2p5(y) ~ y¥2(y) >0 para y > 0.

Las condiciones (R1) y (R2) pedidas sobre las funciones p; son anélogas
a las condiciones (H1) y (H2) sobre p de los S-estimadores. La condicién
(R3) junto con la condicién en (R2) de que a; = sup p; < oc asegura que el
T-estimador tenga alto punto de ruptura.

Una posible eleccién para las funciones p; seria considerar la funcién
bicuadratica (36). Hennig (14] (1995) compara distintas elecciones para las
funciones p; en el caso de 7-estimadores de regresién y recomienda usar las

siguientes funciones:
pily) = hi(y?);

pa(y) = k’ho (y;) , (40)

donde k es una constante que se elige adecuadamente, y

ha(y) = [—0.1 (%)4 ~ 1.7 (%)3 +2.7 (%)2 +0.1 (%)] Tzer + ut>o)

t
'g si 'y-<1—‘,—
c c 2
t
¢ %_1'*'3 . t _y t
hay) ={ 1-g+tg[E——=] si 1-5<2<1+3
1 si 1+£<_3{
Ny 2 ¢

siendo ¢t = 0.5 y ¢ una funcién de suavizado dada por

y“ 3
9(y) =3 -y ty

En el estudio de Monte Carlo realizado en la Seccién 7 se ha comparado
la propuesta de Hennig con la funcién bicuadrética.

La constante b; cumple el mismo rol que b en (35) en el caso de los S-
estimadores y determina el punto de ruptura. Para garantizar la existencia
del 7-estimador se debe cumplir que

0 < by < pycr).
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La idea es clegir la constante ¢; de modo que t,, y C, tengan alto punto
de ruptura y sean consistentes. La alta eficiencia se obtiene variando la
constante de ajuste c;. De esta manera se puede evitar el “compromiso”
entre alto punto de ruptura y eficiencia asint6tica hecho en el caso de los
S-estimadores.

Lopuhai [22] (1991: Teorcma 3.1) prueba la siguiente propiedad sobre
el punto de ruptura de los 7-estimadores.

Teorema 4 Sea X, una muestra aleatoria de n > p + 1 puntos en RP que
estd en posicidn general.
Si b1/ a1 < (n—p)/(2n), entonces los T-estimadores (t,.Cy) tienen punto
de ruptura
1 nb1
en (tn,x) =€, (Cp,x) = - [0_1] .

El valor 6ptimo del punto de ruptura, [(n —p + 1)/ 2]/ n se obtiene eli-
giendo b1/ a; = (n —p)/(2n).

Si se supone que la muestra tiene distribucién eliptica, para obtener
estimadores consistentes, las constantes b; deben definirse de modo tal que:

b= E {p; { [(xi=p) =™ (r—m)] /*}} = / e (lIxl) £ (Ixll) dx. (1)

Notemos que el punto de ruptura de los 7-estimadores dependen sélo de
la constante b1/ ay, o sé6lo de la constante c; si by estd dado por (41); valores
pequerios de c¢; se corresponden con un alto punto de ruptura y viceversa.
Esto significa que puede variarse p, sin cambiar el valor del punto de ruptura.

Las condiciones de “suavidad” de las p; son necesarias para obtener
normalidad asintética y funcién de influencia acotada.

La constante b > 0 es una constante de normalizacién para obtener la
consistencia de C,, al valor verdadero ¥. La alta eficiencia se consigue a
través de una eleccién adecuada de la constante ¢y de la funcién p,. Esto
permite controlar la eficiencia sin modificar el punto de ruptura.

Lopuhas (22] (1991) demuestra que si Fj, 5 es una funcién de distri-
bucién elfptica tal que la densidad f es no creciente y existe un punto
c3 € [0,min(cy,cz)] tal que f es estrictamente decreciente en [0,c3), en-
tonces el problema P," tiene una tnica solucién con probabilidad 1, es decir

el T-estimador est4 bien definido.
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4.5 Estimadores ponderados de un paso para la media y la
matriz de covarianza

Supongamos que se tienen estimadores (t,, ;) robustos pero no muy eficien-
tes. Rousseeuw y Leroy (32] (1987) propusieron utilizar estos estimadores
para definir pesos para cada una de las observaciones. Luego, estimadores
més eficientes y con buenas propiedades de robustez se obtendran tomando
medias y covarianzas ponderadas utilizando estos pesos.

Més precisamente, dado un estimador robusto (t,.Cy) de (i, X) con-
sideremos la distancia de Mahalanobis d; = d2 (xi.tn,Cr), luego el peso
otorgado a la observacién ¢ se define por w; = W(d;), donde W es una fun-
cién no creciente. Se define (t;,,C) como la media pesada y la matriz de
covarianza muestral ponderada dadas por:

n n
t, = Zwixi Z wy; (42)
t=1 i=1

n n
Cr=rd wilxi—th)(xi—t3) /> w, (43)
i=1 i=1

donde « es una constante apropiada para obtener consistencia bajo norma-
lidad

Se pueden considerar distintas funciones de peso W. Maronna y Yohai
(26] (1995) recomiendan usar la funcién “hard rejection”, dada por

W(d) = la<z,) (44)

Esta funcién W hace que se le asigne peso 1 a las observaciones que caen den-
tro del elipsoide determinado mediante el estimador robusto inicial (ty, Cp),
que deberfa cubrir los datos con probabilidad 3 en el caso normal, y peso 0
en caso contrario.

El punto de corte ¢, estd dado por

2
~ X _
& = cp,n med(d) (—21) , (45)
p,0.5
donde la constante
15 \?2
o= (14755)

es una “correcién por muestra finita” sugerida por Rousseeuw y van Zormeren
[33] (1990). En este caso, la constante x en (43) valdré 1.
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El estimador (t},, C;;) asi definido conservar4 las propiedades de robustez
del estimador inicial y ademds serd ma4s eficiente que éste.

Lopuhai y Rousseeuw [23] (1991: Teorema 3.1) demuestran lo siguiente:

Teorema 5 Sea X, una muestra aleatoria de dimensién p y tamano n en
posicién general tal que n > p+ 1.

Sean (tn,Cy) € = estimadores equivariantes afines de posicién multivariado
y covarianza que satisfacen

a{i: d? (%;. . Cp) < 3} > IMJ :

2
Sea W : R, — R, una funcién de peso que satisface:
(W1) W es no creciente y acotada.

(W2) W(y) > 0 para y € [0,c] y existe una constante c; > co tal que
W(y) =0 para y € (c1,0).

Entonces, si (t;,,C;) son los estimadores definidos en (42) y (43)

en(th, &) 2 min{e; (tn, Xn) &7 (Ca, An)}
& (Cr &) 2 min{e} (tn, Xn) . &5 (G, Xn)} -

Para nuestro estudio de anélisis factorial hemos considerado tres versio-
nes de estos estimadores, en las cuales los pesos est4dn basados en el estimador
MVE, el S-estimador y el T-estimador.

En todos los casos, en el estudio de Monte Carlo del Capftulo 7 se tomé6
el valor de 8 = 0.975, como se sugiere en Rousseeuw y Leroy [32] (1987).



5 Consistencia de los estimadores de los parame-
tros del modelo de analisis factorial

La consistencia de los estimadores de maxima verosimilitud de los pardme-
tros del modelo de andlisis factorial ha sido estudiada por diversos autores
(ver por ej. Anderson y Rubin [3] (1956), Amemiya, Fuller y Pantula [1]
(1987)).

Siguiendo las ideas de Swain [41] (1975), quien plantea un modelo gene-
ral de estructura de covarianza, ¥ = £(v), donde £ € RP*?P, v € RI estd
contenido en algin espacio parameétrico real Q, hemos demostrado la consis-
tencia de los estimadores de los pardmetros del modelo de andlisis factorial
obtenidos a partir de un estimador consistente de la matriz de covarianza.

Como Corolario de este resultado, como los estimadores robustos de la
matriz de covarianza que hemos estudiado son consistentes, se obtiene la
consistencia de los estimadores de los pardmetros del modelo de anélisis
factorial obtenidos a partir de estos estimadores robustos.

Dada X, una muestra aleatoria en R” que satisface el modelo (1) bajo

las hipétesis (10), (11) y (14), los estimadores robustos (Kn, @n) de los

pardmetros del modelo de anélisis factorial que hemos propuesto se obtienen
como:

(Kn, ‘f’n) = arg(/\,w?enx.a?/\,m F; (A. v, in) )
donde
in

F (A 0,5) = AN + 9] +tr [En (AN +9) 7 - [Ea|,  (16)

B(A,¥)={(A,¥) € R xDy(p) : N'¥~'A € D*(k)}, (47)

siendo AN’ + ¥ = T y £, €PSD(p) un estimador robusto de la matriz de
covarianza muestral, por ejemplo, el T-estimador.

El Teorema 6 muestra que si £, es consistente y el modelo es identifica-
ble, A, y ¥, también lo son. Antes de enunciarlo, veamos qué significa que
el modelo de andlisis factorial sea identificable.

Dada Yo €PSD(p), si existen una unica matriz diagonal ¥o € D (p)
y una unica matriz Ap € R de modo que se satisfaga la ecuacién ¥y =
AoAg + Yo sujeto a la restriccién AgWy 1A = A, donde A € D*(k), diremos
que el modelo es identificable.

Ma4s formalmente daremos las siguientes definiciones:
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Definicién 14 Se dird que el modelo de andlisis factorial
Yo = AoA:) + % (48)

es globalmente identificable en (Ag, ¥o) si no existe una matriz Q diagonal
definida no negativa. distinta de ¥, tal que o — S es definida no negativa
y rg(Zo — ) < rg(Zo — Vo).

Deflnicién 15 Se dird que ¢l modelo (48) es localmente identificable si tal
matriz Q no existe en un entorno de la matriz V.

El siguiente Teorema, cuya demostracién estd dada en la Seccién C.4
del Apéndice, muestra que los estimadores de los pardmetros del modelo de
anélisis factorial obtenidos a partir de un estimador robusto y consistente
de la matriz de covarianza, son consistentes.

Teorema 6 Sea X, una muestra aleatoria en RP que satisface el modelo(1)
bajo las hipdtesis (10), (11) y (14).

Sea Lo = AoAg + Yo y sea f‘.,,, un estimador fuertemente consistente de Xg.
Supongamos que:

1. Ty es definida positiva.

2. los parémetros del modelo son localmente identificables en un entorno

de (Ao, ¥o).

Sea
(A, Bn) = arg Fi (A, ,%,)

donde Fy es la funcién dada en (46) y B(A,¥) es el conjunto dado en (47)
Entonces:

min
(A, ¥)EB(A,¥)

V, =0,
An 3 Ao

5.1 Consistencia de los estimadores de Donoho-Stahel para
el modelo de andlisis factorial

A partir de la consistencia del estimador de Donoho-Stahel de la matriz de
covarianza demostrada por Maronna y Yohai (26] (1995: Teoremas 1 y 2),
como Corolario del Teorema 6 se ha probado la consistencia de los estima-
dores de Donoho-Stahel de los pardmetros del modelo de anélisis factorial.
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Notacién: Sean x;,...,X, vectores aleatorios en RP con distribucién F y
sea a €RP. Denotaremos a la distribucién empirica de x}a. ...,x,a con Fnq
y a la distribucién de a'x bajo F con Fj.

Definicién 16 Sean p y o funcionales definidos para cualquier distribucién.
Definamos:

ta = p(Fa); 0a =0 (Fa);

Pna = K (Fna); Ona =0 (Fna) .

Teorema 7 Supongamos que:

\/’—lllsug |,u'na - /'Lal = OP(]'); (19)
VN sup |0na — 0a| = Op(1); (30)
llajl=1
Sup e =c < 0c; (51)
llal|=1
inf g4 >0; 52
lali=1 " (52)
sup 0o = F < oc, (53)
flall=1

y la funcién de peso w es tal que ezisten constantes v y n tales que
|lwly) —w@)| <vly-¥| VuyeR

nly -y

- Vy.y €R
min (y,y')*

lw(y) - w(y/)| <

Entonces

V[t (Fn), C(Fa)] = [t (F),C (F)]} = Op(1).

Teorema 8 Sean p y o la mediana y el MAD.
Supongamos que ezisten constantes ¢ > 0 y & > 0 tales que

|Fa(pa +v) — Falpa)l 2 clv]  Va€ Sy, Viy| <6
|Fa (g +0a+ V) — Fa (g +0a)| 2 clv| Va € Sp, Vv <6

Yy que
Pr(Xa#0)>05 Va#0

entonces p y o satisfacen (49) a (53) del Teorema 7.
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Observacién: Mediante el Teorema 8 se obtiene que (tn.Cp) es un estima-
dor fuertemente consistente a (u.X) con velocidad de convergencia n!/2.
Para estar bajo las condiciones del Teorema 6 y obtener la consisten-
cia de los estimadores de Donoho-Stahel de los pardmetros del modelo de
andlisis factorial, bastaba con tener la convergencia en casi todo punto del
estimador de la covarianza. Para asegurarnos que el estimador converge al
valor verdadero de la matriz de covarianza, y no a un multiplo de la misma,
consideraremos el valor de la constante x de normalizacién dado por (33).

Corolario 5 Bajo las hipétesis de los Teoremas 6 y 8 los estimadores de
Donoho-Stahel (K,,, ‘fh.) de los pardmetros del modelo de andlisis factorial
son fuertemente consistentes, es decir
n C.9. ‘I’O"

S.

C.

v
Kn g AO .

5.2 Counsistencia de los S-estimadores para el modelo de a-
ndlisis factorial

A partir de la consistencia del S-estimador de la matriz de covarianza de-
mostrada por Davies [8] (1987: Teorema 3), como corolario del Teorema
6 se ha probado la consistencia de los S-estimadores de los pardmetros del
modelo de anélisis factorial.

Definicién 17 Diremos que dos funciones f y g reales, no decrecientes,
definidas en un intervalo comin I no degenerado tienen un punto comin de
decrecimiento d, si:

1. d es un punto interior de I.

2. f(u)> f(d) > f(v) y 9(w) > g(d) > g(v) VuvElconu<d<v.

Teorema 9 Sean X, una muestra aleatoria en RP con distribucidn eliptica
Fu,x, con densidad f : Ry — Ry

Sea p : Ry — Ry una funcién no decreciente que satisface (H1), (H2) y
ademds:

(H8) 3 y f tienen al menos un punto comin de decrecimiento do, siendo

w(z)=1-p(z?)/a.
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Sea §, = (tn, Cn) una solucién del problema Py, definido en la Seccién 4.9.
Entonces.

lim t, = pg,
n—oo
lim Cn = 20
n—oo

casi seguramente.

Observacién: Mediante el Teorema 9 se obtiene que (t,, Cy) es un estima-
dor fuertemente consistente a (fg,X0).

Como Corolario de los Teoremas 6 y 9, se obtiene la consistencia de los
S-estimadores de los pardmetros del modelo de andlisis factorial.

Corolario 6 Bajo las hipétesis de los Teoremas 6 y 9 los S-estimadores
(Km @n) de los pardmetros del modelo de andlisis factorial son fuertemente

consistentes, es decir

«

U, S Wy,
An = Ao

5.3 Consistencia de los T-estimadores para el modelo de a-
n4lisis factorial

En forma andloga al caso del S-estimador, teniendo en cuenta los resultados
obtenidos por Lopuha4 [22] (1991: Teorema 3.1 y Corolarios 3.1 y 3.2) se
puede demostrar la consistencia de los T-estimadores de los pardmetros del
modelo de anilisis factorial.

Teorema 10 Sean &, una muestra aleatoria en RP con distribucidn eltptica
Fuoxo con densidad f : Ry — Ry

Sean p; : Ry — Ry funciones que satisfacen (R1), (R2), (R3) y b; estén
dadas por (41) i=1,2).

Supongamos ademds que

(R4) f es no creciente y tiene al menos un punto de decrecimiento en
[O,min(cl,cz)].

Sea £, = (tn, Cn) una solucién del problema P}, definido en la Seccion 4.4.
Entonces,

Jim o = o
lim C, = Xy
n-—oo
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casi seguramente.

Observacién: Mediante el Teorema 10 se obtiene que (t,, V;) es un esti-
mador fuertemente consistente a (gg,20).

Como Corolario de los Teorema 6 y 10, se obtiene la consistencia de los
T-estimadores de los pardmetros del modelo de anélisis factorial.

Corolario 7 Bajo las hipétesis de los Teoremas 6 y 10 los T-estimadores
(K,,, \T:,.) de los pardmetros del modelo de andlisis factorial son fuertemente
consistentes, es decir

"I;n C.S8. \I’o,’
An S Ao



6 Distribucién asintética de los estimadores de los
parametros del modelo de anilisis factorial

Bajo condiciones generales, Anderson y Rubin (3] (1956) demostraron la
normalidad asintética de los estimadores de méxima verosimilitud de los
pardmetros del modelo de anélisis factorial. Lawley y Maxwell [18] (1971)
encuentran expresiones para las matrices de covarianza asintSticas de Kn y
V¥, para el caso de los estimadores de mdxima verosimilitud bajo la hip6tesis
de normalidad de los factores y los errores. Amemiya, Fuller y Pantula (1]
(1987), y posteriormente Anderson y Amemiya [4] (1988), bajo las hipStesis
de normalidad de los errores y de que la matriz de derivadas parciales de ¥g
con respecto a los pardmetros estimados es de rango completo, obtienen la
expresion de la matriz de covarianza asintética tanto para el caso de factores
fijos como aleatorios. Sin embargo, no encuentran la expresién explicita de
dicha matriz de covarianza, sino que la expresan como funcién de la matriz
de informacién.

En esta tesis, se ha obtenido la distribucién asintética de los estimadores
de los pardmetros del modelo de anélisis factorial, Ag y Yo, resultantes de
reemplazar la matriz de covarianza muestral por un estimador consistente y
asintSticamente normal de la covarianza en las ecuaciones de verosimilitud.
Estos resultados, que demuestran la normalidad asintética de los estimadores
y dan una expresién explicita de las matrices de covarianza asintéticas, estdn
expuestos en el Teorema 11.

Como Corolario de este Teorema, puede obtenerse la expresién explicita
de la matriz de covarianza asintética de los estimadores de méxima verosimi-
litud de los pardmetros del modelo de andlisis factorial. Ademds, aplicando
los resultados de Davies (8] (1987) y Lopuhas [20] (1989) sobre la distribucién
asintética de los S-estimadores para posicién multivariada y covarianza y de
Lopuhai {21] y [22] (1991) de los T-estimadores para posicién multivariada
y covarianza, se obtiene la normalidad asintética de los S- y T-estimadores
para el modelo de analisis factorial (Corolarios 8 y 9).

Veamos ahora los resultados que permiten obtener la normalidad asin-
tética de los estimadores robustos de los pardmetros del modelo de anélisis
factorial. Previamente introduciremos alguna notacién.

Notacién: Sea A € R"*™. Notaremos con vec(A) al vector de dimensién
nm cuyas componentes son las columnas de A listadas consecutivamente, es
decir

vec(A)' = (0,11, ceey@nly ey Qimy v ,a.,,m).

Notacién: Sea A € R**™ una matriz simétrica. Notaremos con vec,(A) al
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vector de dimensién n(n +1)/2 cuyas componentes son los elementos del
tridngulo inferior de A incluyendo la diagonal (i.e. los a;; tales que ¢ > j)
listados consecutivamente por columnas, es decir

VeCr(A)I = (a111 cees@n1.@22,...,002, ... -a'n—l.n—lvan—l,mann) .

Observacién: Dada la matriz de covarianza ¥, que es simétrica, al consi-
derar vec,(X) en vez de vec(L) estamos trabajando s6lo con los elementos
no repetidos de ¥. De esta manera, se evitan los problemas que aparecerian
al tomar perturbaciones no simétricas al calcular las derivadas de funciones
de A y ¥ con respecto a I, necesarias en las demostraciones de los teoremas
de normalidad asintética de los estimadores, y que no serian consistentes
con las hipé6tesis hechas sobre el modelo de anélisis factorial.

Notacién: (delta de Kronecker)

Sea
i = 1 si 1=
Y71 0 en otro caso

Notacién: Sean E € ®P*P, D ¢ Rp*p(Pt1)/2 [ ¢ Rpkxp | [, ¢ RPkxp(p+1)/2
las matrices cuyos elementos estdn dados por:

k
0.
Eij= =2 wpwjn {—nwinwyn +
Yii b1
I (0, +6y
+ (0h - 1) 5;']' + Z Wir W)y :
r=1,r#h 0r - 0h
2. &
D,-, +(8~1 9) = ——— Win {w'h‘w hWgn +
a+(8-1)(p—8/2) mg thWa
P
w:
+ (gh - 1) Z 9 :ro (wcrrwﬁh + wahwﬁr) >
r=lrgh P T
k
D, = 6 Vs
iat(a-1)(p-a/2) = Oia — Zwihwah [winwan +
Ld WarW;
+20.-1) Y = ||
r=lrgh BT OT
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Hiy(h1yp,; =

winy/¥;; (On — 1) a 6r + 6y,
o, b+ 2. (=g, ) wirwirm
27
_Orwinwjn] |
0h—1 |’

L _ [¥s(On—1) 2 War Wir
i+(h—1)p,a+(3-1)(p—3/2) = w—"bp]ﬁ Wgah E m +

p
Wiar Wiy Woh Wik Wah

+w ;
oh _Z (eh-o,) o1 ]

r=1,r#£h
Wan /P (On — 1) War Wi
Lit(r-1)pat(a-1)(p-a/2) = = P Z 00— ,
aa r=1,r#h h
WahWin

T 206 - 1)]
paral <i<j<pl<h<kl<a<pl<I<pazf donde
61 > --- > 6, son los autovalores de =* = ¥~ 1/25¥~Y2 y w, ..., w, sus

correspondientes autovectores normalizados.

El siguiente teorema, cuya demostracién estd dada en la Seccién C.5 del
Apéndice, permite obtener la distribucién asintética de los estimadores de
los pardmetros del modelo de anélisis factorial.

Teorema 11 Sea X, = (xy,...,Xn) una muestra aleatoria en RP que satis-
face el modelo (1) bajo las hipétesis (10), (11) y (14) de modo que el modelo
sea identificable, es decir, paral <i<n

X; = po+Aof; + &,

con
(fi,&;) ~ Fov, (54)
I, 0
stendo V [ 0 o ] y ademds
AG\I’B'IAO =4,
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donde pog € RP. Ao € R, Yo € D4 (p) y A € D*(k).
Sea ¥, un estimador fuertemente consistente de £o = X (Ag. ¥o) = AoAg +
Yo tal que

NS ()5,. - 20) D N(.N). (55)
Sean A _
(\1:,., A,,) =arg  min = Fi (w, A, En) ,
donde

-~

|,

Fi (w,A, En) =In|Z| +tr (inz-‘) —In

B(¥,A) = {(¥,A) € Dy(p) x R: N'VUIA € D*(k)},

siendo L=AA+T.
Entonces, si Up = (\Il,,,A,,) y vo= (Yo,A0)

VA (B - v0) D2 N(0.C).

siendo C la matriz tal que

C=[Cl Cz],

Cy Cs
donde
Ci = (I+E)"'DND(I+E)7;
C; = (I+E)"'DN[HUI+E)"'+1];
Cs = [HU+E)'+L]N[HUI+E)'+1],
y E € ®P*P, D ¢ Rp>P1)/2 o ¢ RPExp [, ¢ RPEXP(PD/2 Ja5 matrices
dadas anteriormente.

6.1 Distribucién asintética de los S-estimadores para el mo-
delo de an4lisis factorial

El siguiente resultado, obtenido por Lopuhas [20] (1989: Corolario 5.1),
prueba la normalidad asintética de los S-estimadores de posicién y cova-
rianza para modelos multivariados generales. Lo usaremos para probar la
normalidad asintética de los pardmetros del modelo de anélisis factorial ba-
sados en el S-estimador.
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Definicién 18 Sean A € R"*™. B € RP*I matrices tales que A;j = a;j. El
producto de Kronecker de esta malrices A ® B € R"P*™ ¢s la matriz en
bloques tal que el bloque (%,j) serd {a;;B}.

Notacién: Knn € R *™ es la matriz en bloques tal que el bloque (i,j) serd
Aj,;, donde Aj,; € jRxn Yy (Aji)hk = j,,&,»k.

Para obtener la normalidad asint6tica de los S-estimadores de posicién
multivariada y covarianza, Lopuhas [20] (1989) hace la siguiente hipétesis
adicional sobre la funcién p:

(H4) Sea u(y) = ¥(y)/y. Si ¢ es la derivada segunda de p, ¥’ y u son
funciones acotadas y continuas.

Teorema 12 Sea X, una muestra aleatoria en RP con distribucién eliptica

Fluy 5o
Sea p: R4 — R4 una funcién no decreciente que satisface (H1), (H2), (H{)

y b estd dada por (37).
Supongamos ademds que:

E[¥ (Ixl)] >0,
E [ (bl Ieu? + (2 + D (el ] > 0.

Entonces, si €, = (tn,Cn) es el S-estimador basado en la funcién p, se tiene
que /n(t, — o) ¥y vVn(Cr — Xo) son asintdticamente normales e indepen-
dientes con media 0.

La matriz de covarianza asintética de \/n(t, — pg) estd dada por

(a/ 8%) o,
donde

1
a = ;E [v? (Ial))] 5
8 = B[(1-3)ulbal)+ v (xb)].
La matriz de covarianza asintética de /n(Cp — L) estd dada por
M?® = o (I + Kpp) (Zo ® Lo) + 02 vec (Zo) vec (o),
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donde

p(p + 2)E [0 (I ]) 1]

gy = 21'

{E [¢ Uil a1 + 0+ 1) (s ) il }
2 4E{lpxl) - 92}

Oy = —=

2" T B () I}

Observacién: Dada la distribucién asintética de C,, el S-estimador de
la matriz de covarianza, queremos encontrar la distribucién asintética del
vector formado por los elementos no repetidos de dicha matriz, el cual est4
dado por vec, (Cy).

Sea MS € RP**?* ]a matriz de covarianza asintética de v (Cn — o) dada
en el Teorema 12 ((A/Is)ij = mj;).

Sea NS g ®P(P+1)/2xp(P+1)/2 13 matriz dada por

Nll Nlp
Ns = . .
NPl NPP

donde el bloque N% ¢ Rlp-i+D)x(-j+1) 1 <4 < p, 1< j < p estd dado por:

- i~ Dp+i(j~1)p+j M(i-)p+i.jp
NY = .

Mip,(j—-1)p+i Msp, jp

Entonces

Vnvecr (Cn — 5o) 2 N (0, N).

De esta manera, como por el Teorema 12 se obtiene que C,, es asint6ti-
camente normal, entonces aplicando el Teorema 11 se obtiene la normalidad
asint6tica de los S-estimadores de parémetros del modelo de anédlisis factorial
y la expresién de la matriz de covarianza asintética para dichos estimadores.

Corolario 8 Bajo las hipétesis de los Teoremas 11 y 12, si (iln, Kn) son los
S-estimadores de los parémetros del modelo de andlisis factorial se cumple
que

VA (8= %) 2N (0,(I + B)'DN D1+ B)™);
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Va(Ra=2o) BN (0.[H(I+ B) + LI NS [H(I+ B)' + 1)

siendo N° la matriz de covarianza asintética de \/nvec, (Cn — Xo) dada en
la observacién anterior y E, D. H y L las matrices dadas en el Teorema
11.

6.2 Distribucién asintética de los T7-estimadores para el mo-
delo de andlisis factorial

Siguiendo un razonamiento analogo al caso de los S-estimadores, se puede
demostrar la normalidad asintética de los T-estimadores de los pardmetros
del modelo de anélisis factorial. Veremos que la matriz de covarianza asin-
tética de estos estimadores es similar a la obtenida en el Corolario 8, excepto
por las constantes ag y Jq.

Para esto consideremos previamente los siguientes resultados obteni-
dos por Lopuhas [22] (1991) para rT-estimadores de posicién y covarian-
za para modelos multivariados generales. Andlogamente al caso de los S-
estimadores, haremos la siguiente hipétesis adicional sobre las funciones p;:

(R5) Sean wi(y) = ¥;(y)/y (¢ = 1,2). Si ¢; es la derivada segunda de p;,
¥} y w; son funciones acotadas y continuas.

Teorema 13 Sea X,, una muestra aleatoria en RP con distribucidn eltptica

Fyu,xo-
.S'e;n p; R — R, funciones que satisfacen (R1), (R2), (R3), (R5) y b;

estén dada por (41) (i=1,2).
Supongamos ademds que:
E [4; (Ix1]l)] > 0;
E [} (al) Il + (o + 1ws (bl Ial] > 0.

Entonces, si &, = (t,,C,) es el T-estimador basado en las funciones p;,
se tiene que /n(t, — pg) y vVn(Cn — Lo) son asintéticamente normales e
independientes con media 0.

La matriz de covarianza asintética de \/n(t, — pg) esté dada por

(aO/ .3(2)) 20,
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donde
1
ap = ;E (w3 (Ix1lD)] :

E[(l— I{)uo(nxl||>+§w:,<||xln> -

3o

La matriz de covarianza asintética de \/n(Cn — Lo) estd dada por

MT = oo1 (I + Kpp) (L0 ® Zo) + 002 vec (Zo) vec (Eo)'

donde
o p(p + 2)E (45 (1)) It )] |
(B [ (eal) Il + (o + 10 (all il }
2 4E{lpo (sl — 8ol }
T T B e () Il
siendo

po(y) = (2b2 — wa)py(y) +w1p2(y);
Yoly) = (2bz — w2)¥;(y) + wie(y);

bo = E [po (lIx1 )] ;
wi LE[; (Il Il perai=0,1,2.

Observacién: En forma andloga a lo hecho para los S-estimadores, dada
la distribucién asintética de Cy, el S-estimador de la matriz de covarianza,
queremos encontrar la distribucién asintética del vector formado por los
elementos no repetidos de dicha matriz, el cual estd dado por vec, (Cp).
Sea ahora MT € RP’*P’ 1a matriz de covarianza asintdtica de Vn(Cn — Xo)
dada en el Teorema 13 ((MT)_. =my;).

LY

Sea NT ¢ Rp(p+1)/2xp(p+1)/2 |3 matriz dada por
Nll Nlp
NT = : :
NP! NPP
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donde el bloque N/ € RP-i+1)x(p-j+1) 1 < < p, 1< j < pestd dado por:

M(i-1)p-+i(j—1)p+i M(i-1)p+ijp
NY = :

Mip, (j—1)p+i Mip, jp

Entonces

Vnavec, (Cn — £9) 2 N (0.NT).

De esta manera, como por el Teorema 13 se obtiene que C, es asintética-
mente normal y su matriz de covarianza asintética es M7, entonces aplican-
do el Teorema 11 se obtiene la normalidad asintética de los T-estimadores
de pardmetros del modelo de an4lisis factorial y la expresién de la matriz de
covarianza asintética para dichos estimadores.

Corolario 9 Bajo las hipdtesis de los Teoremas 11 y 13, st \fﬂ, An) sonlos

T-estimadores de los parémetros del modelo de andlisis factorial se cumple
que

Jn (\T:,, - wo) B N(0,(I+E)'DNTD(I +E)™);
Vi (Rn = ho) 2 N (0, [H(I+ E) + L] NT [H(I+ B)' + L] ),

siendo NT la matriz de covarianza asintética de \/nvec, (C, — Lo) dada en
la observacién anterior y E, D, H y L las matrices dadas en el Teorema
11.



7 Simulaciones

Dado el modelo
x = pg + Aof + ¢, (36)

donde x €RP, ua€RP, Ao € R, f eR* y € €RP de modo que se cumplen las
hipétesis (10), (11) y (14), y por lo tanto

20 = COV(X) = AOA’O + ‘I’o,

A5 Ao = A,

siendo Wo € D4 (p) y A € D*(k), se realizaron simulaciones para comparar
el comportamiento de los distintos estimadores robustos propuestos de los
pardmetros del modelo de andlisis factorial, Ag y Yo, con los estimadores de
méxima verosimilitud.

Para esto se estimé la matriz de covarianza de las observaciones ¥y me-
diante el estimador de maxima verosimilitud, el estimador de Donoho-Stahel,
el S-estimador, el T-estimador y los estimadores ponderados de un paso ba-
sados en el estimador MVE, y en el S- y 7-estimador. Posteriormente, se
estimaron los pardmetros que conforman la estructura de ¥y mediante el
algoritmo propuesto en la Seccién D.1 del Apéndice.

Definicién 19 Sea A € R™*™ una malriz simélrica con autovalores A\ >
... 2 M. Definiremos el nimero de condicién de A como
A1
X

Como una medida del error que se cometfa al realizar la estimacién se
calcul6 el sesgo con respecto a ¥, dado por

cond (A) =

sesgo (Eo, f)n) =1In [oond (AnEOAIn)]] )

donde £, = K,ﬁ; + \’I;n, i; ! = A" A,. Esta es una medida de error en la
estimacién de la “forma” de la matriz g, es decir sesgo (20, E,.) =0siy
s6lo si £ = ATo.

Para comparar el comportamiento de los distintos estimadores con res-
pecto al sesgo, se calcularon el promedio de sesgo y la mediana de sesgo;

que se denotarén respectivamente por “pro” y “me”; esta ultima medida es
menos sensible a unas pocas muestras con comportamiento atfpico.
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En las Tablas y Graficos siguientes, denotaremos los resultados al calcu-
lar ¥, mediante méxima verosimilitud con MYV, para los estimadores de
Donoho-Stahel usaremos DS. Para los S-estimadores usando la funcién p,
de Tukey dada en (36), usaremos la notacién S; para los T-estimadores ba-
sados en las funciones sugeridas por Hennig dadas en (40) tau H, y para
los basados en la funcién bicuadritica de Tukey dada en (36), tau B. Pa-
ra los estimadores ponderados de un paso, usaremos las notaciones WR,
WS, WTh y WTb para los basados en el estimador MVE de Rousseeuw,
el S-estimador y los T-estimadores basados en las funciones de Hennig y
bicuadratica respectivamente.

Para el modelo (56) se eligieron como valores de los pardmetros p = 3,
k=2,

Ko = [0’ O’ Ov 0! 0], 3

Yo = Is,

y se gener6 aleatoriamente una matriz de 5 x 2, la cual se transformé de
modo tal que se cumpliera la condicién de diagonalidad (10). La matriz
resultante fue

—0.8696 —0.3933
-0.9293 -0.5526

Ao=| -0.3634 0.9001 |,
—-1.1079  0.3965
0.7941 -0.1123
de modo tal que
361 0
ALY Ao = .
0% 70 0 1.4

Posteriormente se hicieron 100 replicaciones de muestras de tamano n = 100
donde f ~ N3(0,I), € ~N5(0,%) independientes. En este caso, en el que
se supone la normalidad de los errores y los factores, se calculé la eficiencia
esférica para comparar los métodos robustos con respecto al de méxima
verosimilitud, que es el 6ptimo en el sentido de mfnimo sesgo para este caso.
Esta medida est4 dada por el cociente de las medianas de los sesgos obtenidos
empleando el método MV con el obtenido mediante el método robusto y la
denotaremos por “efic. esfer.”.

Para el método de Donoho-Stahel se consideraron distintos valores de
¢, siendo c el punto donde los pesos comienzan a decrecer. Por resultados
obtenidos por Maronna y Yohai [26] (1995), ¢ = 1.06 es la constante asin-
téticamente 6ptimea en el sentido de mfnimo sesgo, en el caso de utilizar la
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funcién de peso de Huber para p = 5 y una contaminacién del 10% en la
muestra. También se consideraron algunos otros valores de ¢ con el fin de
aumentar la eficiencia esférica.

Los resultados se muestran en la Tabla 1

Tabla 1: errores y factores normales
estimador me pro efic. esfer.
MV 0,6071 0,6273 1,0000
DS(1.06) 0,7447 0,7384  0,8152
DS(2) 0,7085 0,7076  0,8569
DS(2.5) 0,6752 0,6778 0,8991
DS(3) 0,6335 0,8003 0,9583
DS(4) 0,6181 0,6350  0,9822

En las simulaciones posteriores, la constante del estimador de Donoho-
Stahel se fij6 en el valor ¢ = 3 para obtener un compromiso entre minimizar
el sesgo y aumentar la eficiencia.

Para el S-estimador, la constante ¢ de la funcién p, se fij6 en ¢ = 4.83
de modo de obtener punto de ruptura maximal de acuerdo a los resultados
expuestos en la Seccién 4.3. Se calculé la eficiencia tedrica de este estimador
bajo el modelo de observaciones normales obteniéndose un valor del 86.75%.

Las constantes del T-estimador se fijaron en los valores de ¢y = 9.84 y
cg = 13.33, en el caso de usar las funciones de Hennig, y de ¢; = 4.83 y
cp = 6.51, en el caso de usar la funcién bicuadrética, con el fin de obtener
punto de ruptura maximal y eficiencia del 95%.

En el caso de los estimadores ponderados de un paso para la media y la
matriz de covarianza, como hemos visto en la Seccién 4.5, la constante de
corte para asignar peso 1 a una observacién es X%,a) en las simulaciones se
fij6 el valor de a en a = 0.975.

En la Tabla 2 se observa, como era de esperar que el método de méxima
verosimilitud (MV) produce los menores valores de las medianas de los ses-
gos; obteniéndose también valores pequefios y alta eficiencia esférica para los
estimadores de Donoho-Stahel y los 7-estimadores. De esta Tabla también
se deduce que los estimadores ponderados son mé4s eficientes que su versién
sin ponderar. Como hemos visto en la Seccién 4.4, se podrfa aumentar la
eficiencia de los T-estimadores modificando adecuadamente la constante co.

Debido a la estructura particular del modelo de anélisis factorial, en
el que hay dos elementos aleatorios, los factores y los errores, se podrfan
considerar tres tipos de contaminacién:
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Tabla 2: errores y factores normales

estimador  me pro efic. esfer.
MV 0,6071 0,6273 1,0000
WR 0,7701 0,6273  0,7883
DS 0,6335 0,8003  0,9383
S 0,7073 0,7050  0,8583
WS 0,6714 0,6603  0,9042

Tau H 0,6752 0,6655  0,8991
WT H 0,6714 0,6597  0,9042
Tau B 0,6502 0,6508  0,9337
WT B 06541 0,6531  0,9281

1. sélo en los factores:
n — m observaciones son tales que
x = po+ Aof + ¢,
siendo f ~ Ni(0,1), € ~N(0, 1)

m observaciones son tales que
X = po + k1Agb + ¢,

siendo b’ = (1,0,...,0), e ~Np(0,I) y m = | ne] es el porcentaje
de contaminacién.

2. s6lo en los errores
- n —m observaciones son tales que
x = pg + Aof + &,
siendo f ~ Nj(0,I), € ~Np(0,1)

- m observaciones son tales que
X = Mo + A0f+k2b + €,

siendo b’ = (1,0,...,0), € ~Np(0,I) y m = |ne| es el porcentaje
de contaminacién.

3. en los factores y los errores simultdneamente
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n — m observaciones son tales que
X = po + Aof + ¢,

siendo f ~ N (0,1), € ~N(0,1)

m observaciones son tales que
X = pg + k1Agby + koby+0.01e,

siendo b} = (1.0,...,0), b, = (0,1,0....,0), e ~ANL(0,.I)y m =

[ne] es el porcentaje de contaminacién (el término 0.0l se agrega
para evitar los problemas de colinealidad).

Para comparar las distintas formas de contaminacién se realizaron algu-
nas simulaciones exploratorias en el caso de muestras normales con un 10%
de contaminacién, obteniéndose los peores resultados en el caso de conta-
minar los factores y errores simultdneamente. Por lo tanto, en lo siguiente
estudiaremos el caso de muestras normales contaminadas de esta forma, a
las cuales lamaremos NC(e, ky, k2).

Para el modelo (56) con los mismos valores de los pardmetros elegidos
anteriormente, se hicieron 100 replicaciones de muestras de tamafio n =
100 para los casos NC(0.1, k;, k) y NC(0.2, k;, k2), es decir se estudi6 el
comportamiento de los estimadores para contaminaciones del 10 y 20%.

Se realiz6 una grilla para k; y k2 con el fin de encontrar con mayor
precisién para qué valores de estos pardmetros se obtenfan los maéximos
valores de las medianas de los sesgos para cada uno de los estimadores. Pa-
ra las muestras NC(0.1, k;, k) los valores de k; se tomaron en el conjunto
{1,2,...,16} y los de k2 en {1,2,...,20}; para las muestras NC(0.2, ki, k2),
ki en {1,2,...,24} y k2 en {1,2,...,29,30,32,...,88,90} con el fin de en-
contrar a partir de qué valores de (kj, k2) los sesgos de cada uno de los
estimadores robustos comenzaban a decrecer. Para cada par (k;, k2) se ge-
neraron las mismas muestras con el fin de realizar una mejor comparacién
de los resultados.

Para las muestras normales contaminadas se graficaron para los distintos
valores de k; y k; las medianas de los sesgos con el fin de comparar el
comportamiento de los distintos estimadores frente a datos atfpicos.

Los méximos valores de las medianas de los sesgos estdn dadas en la
Tabla 3

Observando los Gréficos, se ve que la “forma” de las curvas de las me-
dianas de los sesgos no presenta diferencias al variar los valores de k; (que
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Tabla 3: Maximos valores de las medianas de los sesgos para muestras con-
taminadas

estimador | NC(0.1, k1, k2) | NC(0.2. k;. k2)
MV oc oc

WR 2.1736 4.8008

DS 1.3115 2.6334

S 1.7234 5.1627
WS 1.7095 1.6949
Tau H 3.1007 6.4110
WT H 3.1027 6.6595
Tau B 2.3354 7.1640
WT B 2.6365 6.9963

determina la contaminacién en los factores), salvo para los valores de k; > 7
para los S-estimadores y su versién ponderada y para k; > 13 para el resto
de los estimadores robustos en el caso de una contaminacién del 10%, y para
k1 > 21 en el caso de una contaminacién del 20%.

También se observa que los estimadores MV se ven sensiblemente afec-
tado por la presencia de observaciones atipicas, y a medida que crecen los
valores de k; y k2, aumentan los valores de los sesgos. No se observan diferen-
cias significativas entre los valores de los segos de los estimadores robustos y
sus versiones ponderadas, aunque en el caso de una contaminacién del 20%,
las diferencias son mayores, en particular para los estimadores ponderados
basados en los T-estimadores usando las funciones de Hennig, siendo en este
€aso menores.

En el caso de una contaminacién del 10%, se ve que de los métodos
robustos estudiados, el estimador de Donoho-Stahel es el que produce los
mejores resultados, en el sentido de que produce el menor valor del méximo
de las medianas de los sesgos siendo max[me(DS))] = 1.3115. En los gréficos
se observa que los valores de los sesgos para este estimador permanecen casi
“constantes” al variar los valores de k; y ks.

Comparando el resto de los estimadores robustos para valores grandes
de k;, se ve que para los S-estimadores y su versién ponderada se obtienen
menores sesgos que para los demés, y que los sesgos de los T-estimadores
basados en la funcién bicuadrética son inferiores que los de los basados en
las funciones de Hennig. Para valores pequernios de k; y k2 los estimadores
ponderados basados en el MVE producen sesgos mayores que el resto de los
estimadores.
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El siguiente paso fue estudiar el comportamiento de estos estimadores
para el caso de muestras con una contaminacién del 20%. Los resultados
obtenidos por Maronna y Yohai [26] (1995) para el caso de estimadores de
covarianza generales demuestran que al aumentar el porcentaje de contami-
nacién del 10% al 20% los valores de las medianas de los sesgos aumentan
considerablemente, atin para el caso de estimadores robustos como el MVE,
el S-estimador, el T-estimador y los estimadores ponderados de la matriz de
covarianza; en cambio para el estimador de Donoho-Stahel este incremen-
to no es tan significativo. De los resultados obtenidos en las simulaciones
realizadas se deduce que ocurre lo mismo al obtener los estimadores de los
pardmetros del modelo de anédlisis factorial donde se impone una estructura
a la matriz de covarianza.

Si comparamos los resultados obtenidos en la Tabla 1 de Maronna y Yo-
hai [26] (1995) con los de los estimadores de Donoho-Stahel de los pardmetros
del modelo de anilisis factorial, se observa que los sesgos son mayores en
nuestras simulaciones. Esto se debe, teniendo en cuenta el algoritmo dado
en la Seccién D.1, a que en nuestro caso estamos estimando ademds la es-
tructura en la covarianza impuesta por el modelo, lo cual aumenta el error
que ya tenfa la estimacién de la matriz de covarianza sin tener en cuenta
una estructura.

Observando la Tabla 3 y las Figuras se deduce que el estimador de
Donoho-Stahel sigue produciendo los mejores resultados, en el sentido de
menor valor de las medianas de los sesgos (como en el caso de una conta-
minacién del 10%), ya que el menor valor del méximo de las medianas de
los sesgos es de max[me(DS)] = 2.6334. Como se deduce de la Tabla 1, si
se elige adecuadamente el valor de ¢, se puede mejorar la eficiencia bajo el
modelo con observaciones normales. Adem4s se advierte una diferencia sig-
nificativa con respecto a los valores de las medianas de los sesgos obtenidos
mediante los otros métodos robustos para valores pequenos de k;.

Con respecto a otras propuestas robustas, se observa que para los S-
estimadores y los estimadores ponderados basados en el MVE y el S-esti-
mador, las medianas de los sesgos comienzan a decrecer para valores de ks
menores que para los demds estimadores (excepto Donoho-Stahel). A pesar
de ser menos eficientes bajo el modelo normal que los 7-estimadores, los
S-estimadores son m4s eficaces que éstos en la deteccién de outliers.

A diferencia del caso de una contaminacién del 10%, los sesgos obtenidos
T-estimadores basados en las funciones de Hennig y su versién ponderada son
menores que los obtenidos con los estimadores usando la funcién bicuadratica
y comienzan a decrecer para valores menores de k3.
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De las Figuras se deduce que el estimador de Donoho-Stahel es eficaz
en la deteccién de outliers, aiin ante la presencia de una contaminacién del
20%, hecho que no ocurre con los demés estimadores robustos considerados.
También se observa que para los estimadores de méxima verosimilitud (que
son los que habitualmente se utilizan en los paquetes estadisticos) los ses-
gos aumentan a medida que aumentan los valores de la contaminacién en
los factores y en los errores, lo que evidencia la falta de robustez de este
estimador.
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8 APENDICES

A Unicidad de los pardmetros

Como hemos visto en los Capitulos 5 y 6, una condicién necesaria para
obtener la consistencia y la normalidad asintética de los estimadores de los
pardmetros del modelo de andlisis factorial es la identificabilidad del modelo.
Hemos definido los conceptos de identificabilidad global y local (Definiciones
14 y 15). El objetivo es encontrar condiciones para identificacién global, las
cuales por supuesto, implican identificacién local.

Dada ¥y €PSD(p) queremos ver qué condicién necesaria se debe cumplir
para que existan una unica matriz Vg9 € D(p) con elementos diagonales
positivos y una tnica matriz Ag € RP** con rg(Ag) = k de modo que se
satisfaga la ecuacién (12)

3= AOA6 + ¥ (37)

sujeta a la restriccién
Ap¥gtAg = A, (58)

siendo A € D*(k), y cuél es el minimo k (k < p) de modo que esto ocurra.
Una manera de determinar si g puede expresarse en la forma deseada,
es ver si se puede resolver el conjunto de ecuaciones

k
o = Y+ A, 1<i<p;
a=1
k
gij = ZAiaAja 1<i<ji<p
a=1

Si hay una solucién algebraica, se debe verificar ademds que los );, sean
reales y que los 1;; sean reales y no negativos.

Una respuesta parcial a la pregunta anterior puede obtenerse comparan-
do el mimero de ecuaciones con el mimero de incégnitas. Como en cualquier
solucién de (57) Ag puede reemplazarse por AgM donde M € R**¥ es una
matriz ortogonal, se deben imponer condiciones adicionales para determinar
unfvocamente la solucién de (57). Como hemos visto en la Seccién 2.1, una
forma de eliminar la indeterminacién debida a M es imponer la condicién
(58), donde A es una matriz diagonal, tal que sus elementos son las rafces
no nulas de [Xg — Yo — vV¥o| = 0.



De esta manera, en ¥ hay p(p + 1)/2 elementos: en la diagonal de ¥q
hay p elementos y pk elementos en Ag; ademds con la condicién (38) se est4n
imponiendo A(k — 1)/2 restricciones adicionales. Por lo tanto el nimero de
ecuaciones y condiciones menos el nimero de incégnitas est4 dado por:

p(p+1)+k(k—1) _
2 2
(p—k) —(p+k)
5 .

p—pk
(59)

Podemos esperar que si ¢ > 0, entonces se puede encontrar una solucién
algebraica. La desigualdad ¢ > 0 puede escribirse como:

2p+1-BpF1 _
ks PH! a 8p+1=p__,/8p_4;11. (60)

Si ¢ > 0, para encontrar una unica solucién algebraica de (57) sujeta
a (58), y por lo tanto obtener identificabilidad en el modelo, deberiamos
agregar —¢ restricciones adicionales.

Por otra parte, como hemos visto en la Seccién 2.1, para ¥y y ¥g da-
dos, la matriz de ponderaciones Ag estd definida unfvocamente salvo por
una post-multiplicacién por una matriz ortogonal. Por lo tanto nos concen-
traremos en la unicidad (identificabilidad) de ¥o. Notemos que la matriz
o — Wo = ApAj es definida no negativa y tiene el mismo rango que Ag.

Anderson y Rubin [5] (1956) mostraron que las siguientes condiciones
son suficientes para identificacién global.

1. Si se elimina cualquier fila de Ag, entonces las dos submatrices disjun-
tas remanentes de Ag tienen rango k.

2. Si se satisface la condicién de que toda submatriz de ¢ x ¢ de Ag es no
singular, entonces cualquier solucién de rango menor que p — ¢ es una
extensién trivial de (Ag, Wo).

La condicién 1 se relaciona con soluciones de rango ¢ menor que p/2.
M4s aun, se puede ver que si ¢ < p/2 el modelo de anélisis factorial es
genéricamente globalmente identificable.

De hecho, para ¢ < p/2 resultados més fuertes ocurren genéricamente.
No existe una extensién trivial de la solucién (Ao, ¥o).
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Se debe notar que la condicién 2 es mads fuerte que 1.

Podriamos preguntarnos, cuando suponemos que hay una Ag y una ¥,
que satisfacen (57) bajo la restriccién (58), si hay otro par de tales matrices
que cumplan estas condiciones en un entorno de (Ag. ¥g). Si esto no ocurre,
diremos que Ag ¥ Yo son localmente identificables.

Una condicién suficiente para esto estd dada en el siguiente Teorema
debido a Anderson y Rubin (5] (1956: Teorema 5.9)

Definicién 20 Sean A € R"*™, B € R"*™. El producto de Hadamard de
estas matrices es una matriz de n x m tal que:

A x A serd el cuadrado de Hadamard de la matriz A.

Teorema 14 Sea R = Vg — Ag (ABWEIAO)_I Ab.
Si |Rx R| # 0, entonces o y Ao son localmente identificables bajo la res-
triccion de que AjWg'Ag € D*(k) .

Definicién 21 Sea

p+1-8p+1
o(p) = T

La funcién ¢(p) se denomina cota de Ledermann.

Definicién 22 Consideremos a (Ao, o) como un punto del espacio vecto-
rial RP**+P, Diremos que una condicién acerca de la identificabilidad de
(Ao, W) se satisface para casi todo (Ag, W) si dicha condicién se satisface
para todo (Ao, Yo) excepto en un conjunto de medida de Lebesgue nula.

El siguiente Teorema, dado por Shapiro [38] (1985: Teorema 3.2) propor-
ciona una regla simple para determinar la identificabilidad local del modelo
(48) a partir del conteo de ecuaciones.

Teorema 15 Si k < ¢(p) el modelo (48) es localmente identificable para
cast todo (Ao, \I’o)

Para k > ¢(p) el modelo de andlisis factorial es localmente (y por lo tanto
globalmente) no identificable para casi todo (Ag, o).



El problema de la identificabilidad global del modelo permanece atin sin
resolver. Shapiro [37] (1982) postula las siguientes conjeturas.

Conjetura 1 Si k < ¢(p) entonces el modelo de andlisis factorial es glo-
balrente identificable para casi todo (Ao, Vo).

La condicién suficiente del Teorema 14 pueden ocurrir sélo si k& < ¢(p).
Sin embargo, esto no prueba que (48) sea no identificable para casi todo
(Ao, Vo) si k > ¢(p). Por supuesto para k > @(p) la no identificabilidad
ocurre genéricamente como se senal6 en la segunda parte del Teorema 15

Conjetura 2 5i k > ¢(p), entonces el modelo de andlisis factorial es (lo-
calmente) no identificable para casi todo (Ag, ¥o).
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B Resultados previos
B.1 Resultados de dlgebra lineal

Recordaremos algunos resultados de 4lgebra lineal que usaremos para ob-
tener la descomposicién de la matriz £ (ver por ej, Muirhead [27] (1982) o
Seber [36] (1981)).

Teorema 16 (descomposicién espectral)
Sea A € R™"*" una matriz simétrica. Entonces existe una matriz T € R**D
ortogonal, T = [ti...., tn] tal que

A1 0
TAT=| : : | =D,
0 An

donde Ay = -+ > An son los autovalores ordenados de A y ty,....t, sus
correspondientes aulovectores.

Con este orden, D es tnica y T también, salvo un factor de post-multipli-
cacién

M, 0
M= : : ,
0 M
siendo M; € O(m;), donde k es el nimero de autovalores distintos de A,
my,...,mg sus multiplicidades y O(m;) corresponde al conjunto de matrices

ortogonales de m; x m;.

Corolario 10 Si A € R*"*" es una malriz simétrica tal que sus autovalores
son distintos, m; = 1 para 1 <1 < k, M se reduce a una matriz diagonal
cuyos elementos no nulos son x1.

En este caso las columnas t; de T son unicas excepto por sus signos.

Lema 1 Sea A € R™*™ una matriz no singular.
Entonces, si A es autovalor de A con autovector t, 1/\ es autovalor de A~}
con autovector t.

Lema 2 Sea A € ®™*™. Entonces AA’' es una matriz semidefinida positiva

Lema 3 Una matriz simétrica es semidefinida positiva st y sélo si sus au-
tovalores son no negativos.



Lema 4 Sea A € R"*" una matriz simétrica semidefinida positiva. Enton-
ces:

1. tr(A) > 0.
2. Sea C € RP*™ = C'AC es simétrica semidefinida positiva.

3. Eziste una matriz simétrica semidefinida positiva AY? tal que A =
(Al/ 2)2. Los autovalores de AY? son las rafces cuadradas de los au-
tovalores de A.

Lema 5 Una matriz simétrica A es definida positiva st y sélo si eriste una
matriz no singular R tal que A= R'R.

Lema 6 Sea A € R™*" una malriz simétrica definida positiva. Entonces:

1. Eriste una matriz simétrica A2 tal que A = (A1/2)2 y AY2 es defi-
nida positiva.

2. A~} es definida positiva.
3. Sea C € RP*™, rg(C) = p = C'AC es definida positiva.

Lema 7 Sean A € R™*", B € R"*™.
Si m > n, entonces los autovalores de AB son los de BA junto con el
autovalor 0 con multiplicidad m —n.
Ademés, los autovalores de I,,+AB son los de I,+B A junto con el autovalor
1 con multiplicidad m — n.
Por lo tanto

|Im + AB| = |I, + BA|.

Lema 8 Sea A € R™*™ una malriz simétrica con autovalores \y 2> --- 2 Ap

y autovectores respectivos ortonormales ty,...,t,.
Sea C = {x € R"/x # 0}.
Entonces:

x' Ax
1. sup{—} = )1 y el supremo se alcanza en x = t;.
¢ x'x

. x' Ax
2. 1rc1f {K} = A, y el tnfimo se alcanza en x = t,.

57



Corolario 11 Sea A € R"*" una matriz simélrica con autovalores \; >

o+ 2> An y aulovectores respectivos ortonormales t..... th.
Sea C* = {x € R" : ||x|| = 1}.
Entonces:

1. sup ||Ax|| = A\ y el supremo se alcanza en x = t,;.
[64.]

2. ig_f [lAx}| = An y el tnfimo se alcanza en x = t,,.
Lema 9 Sea A € R™*"™ una malriz simétrica con autovalores A\; > -+ > A,.

Entonces n
2
A =" A2
t=1

Lema 10 Sean A € R"*" y B € R™*™ matlrices simétricas tales que A— B
es una matriz semidefinida positiva.
Entonces:

1. tr(A) > tr(B).
2. ||A)l 2 |IB|l.

Lema 11 Sean (An),>; € RP*P y (Bn),>; € RP*P sucesiones de matrices
simétricas no singulares tales que || An|| n__—:w 00, By es definida positiva Vn
y By n:w By, siendo By una matriz simétrica definida positiva.
Sea 6, el mtnimo autovalor de A;!By,.
Entonces 6, — 0.

n—oo

Dem. Sean AT > --- > )\; los autovalores de A,, con autovectores res-
pectivos ortonormales x7,...,xp, donde A} # 0 para 1 < ¢ < p por ser Ap
no singular.

Por Lema 1, pug = 1/A} < --- < pu} = 1/); son los autovalores de A!

con autovectores respectivos ortonormales x7, ... ,xz',‘.
Por Lema 9, A] — oo entonces
n—oo
by — 0. (61)
n—-—+00
Ademsds
|47 x| = m3- (62)
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Sean 67 > --- > 6;,' los autovalores de By, donde 67 #0paral <i<p
por ser By, no singular. Entonces 7, = 1/67 < < 21 = 1/65 son los
autovalores de B;;!.

Como B, = Bo, entonces &7 = b;paral <i<p,siendoé; > --- >
6p > 0 los autovalores de Bp.

Ademiés ! )
'7' = - = ‘7’1
' 6p—iy1 P00 p_it1 '
siendo y; > - > v, > 0 los autovalores de By 1
Definamos
yn = B 'x}.
Luego
— {|p-!
"yn" - ”Bn x’l.l” 2 7; n__:oo 7p)
es decir,
hnrr_l.{“r}f llynll > 0. (63)
Ademés

4 14
lyall < J|B2 M I3l = [|1B2 ]l = Zl:(‘r?)2 ol Z;‘Y? < oo,
i= t=

es decir
limsup |jyn|| < oo. (64)
n—0o0
Sea z, = Yn_ Entonces llzn]] = 1.
ly=ll
Pero -1 -1,n -1n
A'anzn — An BﬂBn X3 — An xl’
" lly=ll llynll
entonces, por (62)
-1,n n
-1B 5 || = |47 <3l =Fr
1425zl = e = Ty

Luego, por (61), (63) y (64)
47 Buzal] =0
Sea C* = {z € 7 : ||z|| = 1}. Entonces
0 < 00 = inf | 451 Buz] < 147 Brza| =0

y por lo tanto
6, — 0.
n—oo
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B.2 Resultados sobre derivadas

En la demostracién de varios teoremas hemos tenido que calcular derivadas
matriciales. Magnus y Neudecker [23] (1985) dan la siguiente definicién
para las derivadas de una funcién matricial F(X) con respecto a su matriz
argumento X.

Definicién 23 Sea X € R™*". Sea y = y(X) una funcién real diferencia-
ble.
Entonces dy(X)/ 90X es la matriz de m x n tal que

Oy Oy
1o Io
8y(X) _ T11 Tin
oX .Z :
Oy 3y
OTm1 OTmn
o equivalentemente
(X)\ _ o
X of OZqp

conl<a<m,1<3<n.

Algunos resultados sobre derivacién matricial (ver por e€j. Dwyer [10]
(1967)) que usaremos en nuestras demostraciones son los siguientes:
Notacién: Sea A € R**™ una matriz no singular. Notaremos con A~ a la
traspuesta de la inversa de A, ie A~* = (471).

Lema 12 Sea X € R™*"

1. 5i X es no singular, entonces

9|X| _ -t
S5 = IXIx

2. Sin=m, entonces
o(tr X) _ o(tr X')
8X ~— 8X

Lema 13 (Regla de la cadena)
Sean X € R™*™ e y = y(X). Siv=1v(y), entonces

v Bvdy

X ~ BydX’

= Im. (65)
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Corolario 12 Si X € R™*" es no singular, entonces
dln|X|

X
Notacién: Sea K% € R**" la matriz tal que:

=Xt

i 1 si v=1¢,6=)
Kt = )
( ) 76 { 0 en otro caso

Observacién: Si A € R**" vale que:

22076K76=A?
76

DY au(KP) =4
7 6

Lema 14 Sea X € R™*™. Entonces:
X, s

X K™,

(66)

(67)

(68)

(69)

Lema 15 Sean X € R™*" y A € RP*™, donde A es una matriz constante.

(70)

(71)

1. Entonces: B(XAX')
76 — K6 / 6 !
——x 2 = K" XA +(K )XA.
2. Sea ademds B € R"*9, donde B es una matriz constante. Entonces:
o (AX "B)
'16_____ -t Al 18 ! -t
—ax XT*AK?YB' X~

Lema 16 (Regla de la cadena)
Sean X € R™™ e Y € RP*9, tal que Y = Y (X).
Sea w una funcién escalar de Y, i.e. w=w(Y).

FEntonces: Py
6
330}3 Z Z 33/‘76 3Iap ’

o equivalentemente en forma matnczal

ow _ Ow Byqs Y5
37‘27326“ X = ZZ(GY) X
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Lema 17 Sean X € R"*™ e Y € RP*9, tal que Y = Y (X). Entonces:

Y| PNEN-) 49
ax ~ 2 2 M)y 73)
Lema 18 Sea ¥ € RP*P wuna matriz simétrica y x € RP. Entonces
d _ _ -
5, (zZ7'z) = -7 lzg'E L (74)

Definicién 24 Sea A € R"*™. Se denomina inversa de Moore-Penrose de
A a la matriz At que satisface:

1. AA* A=A.

2. At AAtY = A*.

3. (At A) = At A.

4. (AA* Y = AA*.
: Se puede demostrar que A't existe y es tnica (ver, por €j., Rao [29]
1967)).

El siguiente resultado, obtenido por Magnus [24] (1985: Teorema 1),
permite calcular las derivadas de una matriz simétrica respecto a sus auto-
valores y autovectores.

Teorema 17 Sea Ag € RP*P una matriz simétrica. Sea xg9 un autovector
normalizado asociado al autovalor simple A\g de Ap.

Entonces eristen una funcién real A y una funcién vectorial x definidas para
toda A en algin entorno B(Ag) C RP*P de Ay, tales que

MAo) = o;

x(Ao) = xo;
Ax = Xx;
Xx = 1,

para A € B(Ao).
Ademés las funciones A\ y x son C*(B(Ap)), y las derivadas en Ag estdn

dadas por
oA

Blvec A) Xp ® Xo; (75)
O — % ® (ol - Ao)* (76)
O(vec AY ’
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C Demostracién de los resultados de consistencia
y normalidad asintética

C.1 Propiedades de la matriz de covarianza del modelo de
andlisis factorial
Supongamos que x € RP satisface el modelo (1) bajo las hipétesis (10), (11)
y (14). Luego, si X es su matriz de covarianza, se tiene que
To = AoA) + Yo, 77)

con Ag € Ry Yo € D4(p).
Laywley y Maxwell [18] (1971: pdg. 89) demuestran que la matriz ¥
satisface las siguientes propiedades:

Proposicién 4 Sea Ag =1 + Ag¥g 1Ao. Entonces:

1
Tol= 05t — U5laoAg ATt (78)
2.
AoTo' = Ayt A (79)
3.
|Zol = |¥ol | Aol-

Proposicién 5 Sea £* = ‘1151/220‘1151/2 y sean 6, > --- > 0, sus autova-
lores. Entonces:

1. 6;>--->6,>1.

2. 0k+l="'=0p=1'
Dem. Sean wy, ..., wp los autovectores normalizados de ¥* y sean
0, 0
T=| s wemewl),
0 0,
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Entonces:
WT ='W = (wg" 2hoAp W5 % + 1) W
Luego
(%5'°h0) (A% ?) W =W (T - 1),

es decir los autovalores de \PEI/ZAOAB\PEI/Q sonf; ~12>--->260, -1

Pero, por Lema 7, como p > k, deben ser:
Opt1=-"=0,=1.
Ademsés, por Lema 2, como rg(Ag) = k y Yo € D4+(p), deben ser:
01> >6:> 1.

C.2 Propiedades de la funcién Fj

Habfamos visto en los Capitulos 3 y 4 que los estimadores propuestos de los
pardmetros del modelo de andlisis factorial se obtenfan minimizando sobre
A y ¥ la funcién

Fi (A 9,50) =l [AN + 9] +tr [E0 (AN + ) 7'] —1n|En),
donde f)n es un estimador consistente de la matriz de covarianza de las
observaciones.

Si hacemos AA’ + ¥ = I, esta funcién es equivalente a:

F (z, in) =tr ('z':,.z:-l) —In

i,.z-‘l : (80)

donde ¥ € RP*P y £n € RP*P son matrices simétricas definidas positivas.
Veamos algunas propiedades que satisface la funcién F dada por (80).

Lema 19 Sean ¥ €PSD(p) y £* € PSD(p).
Sea
F(Z,2*) =tr (Z*=7!) - In|2*Z7}.

Entonces:

1. F es continua en ¥ y I*.

2. F(Z*, %) =p.



3 SiL#T* F(5,5) > p.

4. F(Z,X*) se minimiza con respecto a X iunicamente en ¥ = X*, es

decir

in F(Z,Z%) = F(Z* 2% = p.
ze’?slﬁ(p)( ) ( )=p

Dem.
1. Se deduce de la continuidad de las funciones traza, logaritmo y deter-
minante.

F(£4,%") = tr(Z*Z*!) —Iln|S*T*!|

= w(l)—ln|ll = (81)

3. Sean py = --- 2 Hp los autovalores de £-1/2x*x-1/2 Yy Vi,...,Vp los
correspondientes autovectores normalizados.

Como I y I* son matrices definidas positivas, entonces u; > 0 V.

Definamos

M1 0
M=| : ; V=[vi,..., v,
0 Hp
entonces
T2 2= VMV, (82)
con VV/ = 1.

Por el Lema 6, como ¥ es una matriz simétrica definida positiva, =1 =
£-1/25-1/2 y por el Lema 7, los autovalores de £*Z~! son los mismos que
los de £-1/25+5-1/2,

Luego, por (81)

F(Z,z*) - F(E,Z) =t (Z27) - n|2*=7 Y| -p

Pero, por (82)

IE*E—II — |2—1/22t2—1/2| = |VMVI| = |M| Hﬂv

=1

tr (Z*T71) =tr (2-1/22*2-1/2)—u(VMV' ) =tr (M) = Zp.”



y por lo tanto

P P
F(Z.Z)-F(Z"2) = ) p—In (Hﬂ,-) -p
t=1 =1

14
= Y (w—lnp;-1).
i=1

Sea
g(z)=z—-Ilnz -1,
luego
1
g’(x) = 1- ;v
1
7@ = =

Ademss, dicha funcién g tiene derivada segunda continua en z > 0 y
satisface:

1. 9(1)=0,4'(1)=0,¢"(1) =1.

<0 si O0<zx1
>0 si 1<z

2. ¢(z) {

luego g(z) tiene un minimo absoluto en z = 1.

Por lo tanto
F(E,2")-F(E,2Z*) >0

La igualdad ocurre si p; = 1 Vi = M = [ = L-1/25*5-1/2 =
VW =l=3"=%.
4. Se deduce de 2. y 3.

Lema 20 Si (Zn),5>; € R7*P y (£7),>1 € RP*P son sucesiones de matrices
sitmétricas no singulares tales que ||Z,|| — o0, I} es definida positiva Vn
n—o0
y I, — X, siendo Xy una matriz simétrica definida positiva, entonces
n—-00

F(Z,, Z;) A

donde F es la funcién dada en (80).
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Dem. Sean pf > --- > pp los autovalores de L X7 !. Entonces haciendo
un desarrollo andlogo al de la demostracién del Lema 19 se obtiene que:

F(Zn.Z}) Z(u, ~Ingf).

Por Lema 7 los autovalores de £ X! son los mismos que los de T;!Z%,

entonces por el Lema 11, up = 0.
n—

Luego
F(Zn, Z3) 2 p (1p —lnpp) — oC.

—00

C.3 Obtencién de los estimadores de los pardmetros del mo-
delo de an4lisis factorial

Como una extensién de las Demostraciones de Lawley y Maxwell [18] (1971:
Cap. 4) y Joreskog {17] (1967) obtendremos los resultados de las Proposi-
ciones 1 a 3 y sus Corolarios.

Demostracién de la Proposicién 1
Como (K, ‘T’) = arg

E; (A,\II.E), entonces A y ¥ deben
(A, W)GRX'D (»)

satisfacer: oF,
—k =0; (83)
oA (A¥)=(A.%)
OFk ~o. (84)
O |(A,9)=(R.%)

Por (72) con w = w(X) y &= Z(A, ¥) = AA’ + ¥, resulta:

aF,c ZZ (3F,¢) . 30-,( (85)

8Fk _ % 8074
awii - 72(2 (32 )‘7(' a’lbii . (86)

Usando (70) con A =1, X = A,

O0+¢

= KA + (KYA = [K¢ + (K"9)]A. (87)

Por (69)
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90v¢ _ peac . 999¢ _ (e
oy =K"= 6‘1’,;;‘ - (K )ii. (88)
Por (66)
9In|Z| -t _ y-1
o =% =T (89)
Por (71) con A= %, B=1
] ~ _
6282 =-L'YKI'y "= -2 l5Kx (90)

Luego, por (72), con w(Y) =trY, Y(X) = £X-! y (63)
dtr (EE“I)

5 ==Y ) 6 X7 IEK s = ~x7iEnT (91)
7 <

Por lo tanto, por (89) y (91)

OF, _ aln|z|+‘9"(f72_l)

5% 5r ' oT
= »-l_zp-1§p-1

£~ (2 - f:) -1,

(92)

Reemplazando (92) y (87) en (85), y por (67) y (68) resulta:
oF, - - - ¥\
X = ;;(z 1 (2—2)2 1)% [K™ + (K€Y A

= {zt(z-E)z 1+ [z (z-E) A
= 2571 (z-%) A,
Reemplazando (92) y (88) en (86), y por (67) y (68) resulta:

B35 (o (2-5)5), (09, - () (2-5) ),

Resumiendo, por (83) y (84) A y ¥ deben satisfacer

251 (): - 55) E‘IAl(MP): Gy =0 (93)
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diag {2_1 (2 - f:) E_l] |(A.W)=(7\-‘7’) B

Sea

Por (93), A
-2 A=0

y premultiplicando por >

N

(\o}]
|

™M

N
&)
=)
|
o

Sea N A
A=+ ANV A

Haciendo uso de la identidad (78) de la Proposicién 4

~

1A =

Usando esta ecuacion, (96) puede escribirse en la forma

(i - i) V-IAAT = 0.

Postmultiplicando por A y usando (19)

(96)

(97)

(98)

(KK’ + - f:) U IR=0=ANT'A+A-EF'A=0

= A (K’@“K + 1) = U4,

que se simplifica a

£§-1R = RA=R (1+XF1R),

con lo que obtenemos la ecuacién (23).

Por (78)

~

-1 (2-5) 81 =
o1 (1- R4

)

)1 (E-£) ¥ (1-RA1R)



diag [ﬁ-‘ (§ - i) f:-l] = diag [@-‘ (E - )5) \f:-l] .
Como ¥ € D(p) tal que sus elementos diagonales son no nulos,
(1 (5-5)#), = (#),(5-9),.
y por lo tanto,
diag [f:-’ (i - Si) f:-l] =0 = diag (f: - i) =
0 equivalentemente,
diag (¥) = dieg (£ - AR),

con lo que obtenemos la ecuacién (24).
Veamos que si A y U satisfacen las ecuaciones (23) y (24), entonces

Fi (A, 7, E) = poin B (A, , 2) .

Por Lema 19, basta ver £= f), o equivalentemente que )3) It g Ip.
Por la identidad (78), (95) y (97)

EE1=50-! - SU AL AT,
y como se satisface (23)

£ =



Luego, como se satisface (24)

(287), = (B-8), (¥7),
@, :

(£879), = (E-AR),_ &y =o,

es decir, (f)f}“) = 6;;.

v

Demostracién de la Proposicién 2 N
Por la Proposicién 1, basta ver que A* y ¥ satisfacen las ecuaciones (23)

y (24).

Como (K,\T!) = arg(A,‘p)r%i%?(p) Fy (A, ‘II,S.:J), entonces, por Proposi-

cién 1,
EU-'A=A (I + K’\Tl“K) .
Postmultiplicando por M, y por ser M ortogonal
ST-AM = A (MM' + K'\TJ-IK) M
= AMM (I + MM'K'\T/-‘KMM') M,
que se simplifica a:
ST-1A* = A* (MM' + MA*'\TI-IA*M') M
= MM (1+ AYTIAR) MM
= A (T+A%F1A),

y por lo tanto se satisface la ecuacién (23).
Por ser M ortogonal

A*AY = AMM'R' = AN
Luego, por la ecuacién (24) de la Proposicién 1,
diag ((17) = diag (f - KK’) = diag (i - A*A"") ,

y por lo tanto se satisface (24).
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Demostracién del Corolario 1
Sean A y VW tales que satisfacen las ecuaciones (23) y (24), pero A’U~!A ¢
D*(k).

Como rg (7\) =ky W e D,(p), U !A es una matriz simétrica definida
positiva, y por Teorema 16, existen matrices T € R*** ortogonal y D €
D*(k) tales querg(T) =k y

TR&-AT = D,

Sea A* = AT. Entonces, por construccién, A* satisface (25), y por

Proposicién 2, Fj (A*, 7, i) = (r[l;u\ll;l) Fy (A, ¥, f)) como queriamos probar.

Demostracién de la Proposicién 3

i) Como © es la matriz cuya diagonal contiene a los k autovalores més
grandes de £* = X* (¥) y Q es la matriz cuyas columnas son los correspon-
dientes k autovectores normalizados, entonces

$44 = (6.
Luego,
26(6-1)" = a6(6-1)"
- a(6-1)"s,
por ser © y (é - 1) matrices diagonales, es decir

(\1:-1/255\1:-1/2) [ﬁ (é - 1) ”2] = [ﬁ (é - I)m] 8. (99)

Por otra parte, como A= arg min Fi (A, v, f)), haciendo un desarro-
veA(Y)

llo anélogo al de las demostraciones de la Proposicién 1 y el Corolario 1, se
puede ver que A debe satisfacer

SY-1A=A (I + 7\'\1:-1}{) :
ANY-IA = A,

donde A € D*(k).
Luego,
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SUTIA=A (I +5) :
Premultiplicando por ¥~1/2
(w-‘/ziw-‘/z) P12 = y-1/28 (1 + E) . (100)

Como A es una matriz diagonal, las columnas de ‘I/:l/ 2 son los autovec-
tores de la matriz £* y los elementos diagonales de I+A sus correspondientes
autovalores. Luego, por (99) y (100)

ﬁ(é—l)m = Y~ V/24; (101)

I+A =6,
y por lo tanto, de la primera ecuacién se obtiene que
~ ~ /= 1/2
A=w7G(8-1)
ii) Se obtiene como corolario de la Proposicién 1 y de la parte i).
Ademds,

R-R = (6-1)"@we-1ga(6-1)"

= é(@)-[.

Notacién: Por simplicidad de notacién, en la demostracién del Corolario
2, notaremos con X a ¥,,con A a A, ycon ¥ a ¥,,.

Demostracién del Corolario 2
Sean

§:= AN + ¥;
A=I+NV1A,

donde A est4 dada por la ecuacién (28).
Para probar (29) primero calcularemos el determinante y la inversa de

y—1/2 E} y-1/2,
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Por (101) y el Lema 7
‘w-lﬂ SU-V2l = | VAN + ) \1:-1/2| = |xp-1/2KK'w-l/2 + I|
- [0 (50"

- Fate-al- o)

= |r+8-1]=[8]= ] on

m=
Por la Proposicién 4 y (101)

wi/2 g_l w2 = gl/2 (‘I,—l _ ‘I,—IM—IKI\I,—I) w1/2
= yl2y-tyl/2 _ YY2g—14 A-1 A/ g-1ypl/2
= [— W 1V2RA-1N'g-1/2
= [- Y 2R8I\ y-1/2,

|| = || (f[:lbm) :

Ademads, tenemos que

|§| - |\Ill/2f)*‘ll”2| = |5

Por lo tanto:

|¥-172| | ‘lq, 172| ‘qp 1/2 52 y-1/2 Ik'[ Orn
lii—l‘ —m=t _ 1
Iq, 1/2||EI I\I, 1/2' I\I, 1/2E\P—1/2| ﬁ‘é IEI )
=1 I=k+1
Luego
1n| I |z| (|22-1)=—1n( II e,,,) =— Y Infn. (102)
m=k+1 m=k+1
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Por (100)

(i

™M)

-1 ~—1
) = tr iw—lﬂwl/?z \1,1/2‘1,—1/2)

— (‘p l/2zq, 1/2‘1,1/22 \pl/2)

= tr[U 2Rz (1 - g 12RS IR w12

= u(v1PEe12) — o (w2RA 16 Ry
— (B - (v REE K
(

)

= tr(Q-V28g-1/2) _yr (Tw 1A
P k P
- 3 f)- 3

Sustituyendo (102) y (103) en (21) obtenemos (29).

Veamos que fi(¥) puede expresarse en términos de los p — k autovalores
mds pequenos x4 - - - 0p solamente.

Sea M cualquier conjunto de k& autovalores 5; .- 5: de &* = =* (¥) y
M el conjunto complementario consistente en los otros p — k autovalores.
Entonces en forma anédloga a lo hecho anteriormente, se obtiene que:

() =3 (5 ~1n8;) - (- ),

donde la suma se hace sobre todos los 5: en M.
Ahora supongamos que intercambiamos b: +p CON 5: en (29),dondea < k
y b > 1. Al intercambiar los autovalores, la diferencia entre el fx(¥) viejo y

el nuevo es:
= (1170 - B0

Por Lema 5, si §; > --- > 6, son los autovalores de 2§ = \11—1/220\1131/2,
los mismos verifican que

(103)

01> >0 >1=01=---=6p

Como ¥ € Cy oy %9, entonces por Teorema 17, por continuidad de
los autovalores

Y

i 21 paral <i <p.
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Como 5; > 5,:+b y 9(z) = = — Inx es una funcién monétona creciente
de z para z > 1, ya que ¢(z) = 1 — 1/x > 0 para = > 1, d serd siempre
positiva.

Por lo tanto, el uso de cualquier conjunto de p — k autovalores en (29)
distinto de los p — k m4s pequerios producird un mayor valor de fi(¥).

C.4 Demostracién de la consistencia de los estimadores de
los parametros del modelo de andlisis factorial

Demostracién del Teorema 6
Vamos a probar que:

i) Fx (A, ¥,Xy) se minimiza con respecto a A y ¥ unicamenteen A = Ag y
¥ = Y.

ii) Si A A
Th = ApAj, + Uy, (104)
entonces, in =% 5.

iii) ¥n <3 oy An S5 Ao

Veamos i)

Sea
F(E,2")=tr (2'2_1) —In |E”E“|,

donde T €PSD(p) y =* €PSD(p), L= AA' + 0.
Entonces

Fi (A, ¥, Zo) = F(E, To). (105)

Por Lema 19, F (X, Xg) se minimiza con respecto a ¥ iinicamente en
¥ = Xo. Luego, por identificabilidad del modelo y por (105), Fy (A, ¥, Xo)
se minimiza con respecto a A y ¥ dnicamente en A = Ag y ¥ = ¥,.

Veamos ii)

Por construccién

F(£n,%,) =minF (=, £n). (106)

Sea
A= {w : T (w) e 20} ,

y consideremos w € A.
Entonces, por Lema 19
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lim F (zo, > (w)) = F(Zo, Zo) = p. (107)

n—oo
Sea
B= {.«):in(w) — Eo}.
n—o0
Queremos probar que AN B¢ = 0.
Consideremos w € AN B€.

o~

Si (En (w)) ol es una sucesién no acotada, por Lema 20
n_

F (i,, (W), En (-.u)) o,

que junto con (107), contradice (106).
Si (}AE,, (.u)) ,, esuna sucesién acotada, entonces existe una subsucesién
nz

(E,,k (m))k21 tal que X, (w) ol ¥, con £ # Xo.
Luego, por Lema 19

F (ink (w) . f)n (w)) o F(Z,,%0) > p,

que junto con (107), contradice (106).
Por lo tanto, debe ser AN B¢ = 0.
Veamos iii)
Sean R
C= {w € B: Ap(w) Rl Ao};

D={w€B:\Tln(w)n:°o\I!o}.

Veamos que P (C¢ U D) =0.
Supongamos que P (C€ U D) >0y sea w € C° U DC.
Como £, (w) il %9, entonces IM < oo tal que

> (w)” = ||K,,(w)xg,(w) + \T:,,(u)” <M Vo

Por Lema 2, An(w)A, (w) es una matriz semidefinida positiva. Luego,
por Lema 10
||| < [[Bn )| a0 wn (108)

Por construccién, i’n(w) € D, (p), entonces

Up(w) = En (w) = An(w)Ap (W),
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es una matriz definida positiva.
Luego, por el [.ema 10

‘,.(w)xg,(w)” < | > (w)” <M Vo (109)
Sean 51; 2.2 5: los autovalores de &3 (w) = _I/Z(w Zn(w) _]/2( )
y WT,..., Wy sus respectivos autovectores normalizados. Definamos
6, 0
Tr (w) = N W, (w) = [®]...%7].
o7

Entonces,

WoTh = W, =9;V28,9;%W,
= [ ~1/2 (A A +\1:,.) “/2] W,
= (W;1/2AnA’ A_1/2+I)

Luego,
Wo (T - 1) = B2/ 2Ra K, 85120
y por lo tanto los autovalores de K,.K;, son 5’; -1>...2 5: -1

Como A, A, es una matriz semidefinida positiva, sus autovalores deben
ser no negativos. Es decir

O

12...25"

> 1. (110)

Luego, por (110)

1/2
|Kn(w)|| = :u (K,.(w)K;,(w))]”2= [Zp:(e,,—n]
=1

- 1/2
< (S 1)2] = [tr (AnwiBi) ]m
| h=1

- | K,.(w)xg,(w)” .
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Luego, por (109)

Por lo tanto, si w € C¢, por (111), existe una subsucesién (Knk (..)))

(111)

An)| < |

Kn(..;)K',,(..;)“ <M vn.

k>1
tal que A, (w) o Ay, con A # Ao.
t—00

Ademds, por (104),

-~

Wn, (w) = f}nk (w) = K,,k (w) K;k (w) e Lo —MA) =¥,

Como @nk(w) € D4+ (p), entonces ¥; € D4+ (p), y por lo tanto
o= AIA'I + ¥,,

lo que contradice la identificabilidad del modelo, ya que, si ¥; = Yo, enton-
ces

AN + o # o,
Luego, debe ser P (C¢u D) = 0.

C.5 Demostracién de la normalidad asintética de los estima-
dores de los pardametros del modelo de an4lisis factorial

Antes de demostrar el Teorema 11, veamos algunos resultados sobre deriva-
das de los autovectores y autovalores de una matriz simétrica respecto a los
elementos de la misma.

Lema 21 Sea A € RP*P una matriz simétrica con autovalores Ay, ...
autovectores respectivos xi, .
tores estdn normalizados.

Supongamos que )\, es autovalor simple de A.

’Ap y
.., Xp tales que X;x; = 6;j, es decir los autovec-

Sean
Uk = [X1,- ..y Xk—1,Xk41, - - - » Xp);
[ A1 — M 0 0 0
| 0O Mo1—A 0 0
k= 0 0 Ak+1 — Mk 0
| o 0 0 Ap = Ak |
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Entonces
(A - MDDt = UkA;IU,’C.

Dem. Sea M = A — A\¢I. Por la Definicién 24, para probar que M* =
UxA; 'U; basta ver que M+ verifica:

1. MM*M = M.

2. MYMM* = M*.
3. (M*MY = M*M.
4. (MM*Y = MM*.

Sea
[\ 0 0 0 ]
_ 0 Ak—1 0 0 _
Dy = 0 0 Arys 0 = Ar + A1,
i 0 0 0 Ap i
Entonces,
AUr = A[x1,...,Xk—1,Xk41,. -+, Xp)
= [)\lxl,...,)\k_lxk_l,)\k“xk“,...,)\pxp] (112)
= Uka.

Por ser A simétrica y Dx una matriz diagonal:
(AUy)' = Uy A= (UxDx)' = DyU. (113)
Por ser Dy y Ax matrices diagonales:
DxA;Y = A[1Dy. (114)
Luego, por (112) a (114)
U 'ULA = UpA ' DU} = U DAL UL = AURAL UL (115)

Ademds,



(A= MDURASIUL(A = M) =
= AURA;YULA = M AURAL UL = MUKADIULA + DEURAL UL
= UpA;'ULA? = 20Uk A ULA + MN2UGAM UL
= UkA,glug(A — e I)?
= (UeA;'ULA = MURAIUL)(A = M)
= (UxAF'DRUL — MUKATUL)(A = M)
= (UxDkA; UL = MUKATIUL) (A = M)
= Up(Dx = MIAFIUL(A = M)
= UUL(A - X).

Sea U = [x1,...,X%,]. Entonces U € RP*P es una matriz ortogonal,
U'U=UU'"=1yU" =U"'. Luego:

P
UrUp +xixy = 3 _xix, = UU" = 1,

i=1
y por lo tanto,
(A= MDURAUH A = M) = (I —xpx)(A = M)
= A-XI- xk(x;A — )\kx’k)
A- /\kI - xk(,\kx; - Akx;)
= A-N\J,

es decir se verifica 1.
Como U, Uy = I , entonces

U AFTUL(A = M D) URALUL =
U AL UL AURAL UL — MURAL ' ULURAS UL
AURAL\ULURA UL = MURAL T ULURAL U
= AURAPUL — MURA2U
= UxDpA2UL — MURASRUL
= Ux(Dx — MI)AL2U;

UA; UL,

es decir, se verifica 2.
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Por ser A — A\¢I una matriz simétrica y por (115)

[UkAF'UL(A = MeD)) = (A = M) URASUS
AURAL UL = MURASU;
UkA;'ULA — MURASUL
= UpA;'UL(A = M)

(A= MNDUAIULY = UA;'UL(A = M)
UkAL UL A — MURALUL
AUAIUL — MURALMUL
(A = M )UkALIUL,

es decir, se verifican 3. y 4.

Teorema 18 Sea A € RP*P es una matriz simétrica con autovalores simples
A1, ..., Ap ¥ autovectores respectivos Xy, ..., X, ortogonales.

Entonces, sixx = (Zik, . . . Zpk )' es el autovector correspondiente al autovalor
A se satisfacen:

P
Oz _ Z TisTis

30."_1' 9=1,8#k M = As
o _
301';' tkZLjk,

para1 i< j<I<k<p

Dem. Como

Ok _ Ok Ok Ok O
3(vec A)’ - 30.}1' ’80.,,1' ,aalp’ ’8a'pp

.

’

x;, ® X = [I]kxk v :cpkxk] ,

entonces, por el Teorema 17

M ]
aalJ) ) aapJ - ]k k>
es decir,
M _ s
301'_7' = Likdjk



Sea H;, = A\ I — A. Entonces por el Lema 21, H;' = —UkA;lU,’: donde
Uk y Aj son las dadas en dicho Lema.

Como
Oxwk Ok 0Tk Oz 1k
o | T T B G|
d(vec A) aL-Pk 39.:,,;; Bzz;pk % ;
3011 3ap1 3a1p aa.,,,,

X, ® HY = [zuH} .. .z HY],
entonces, por el Teorema 17

Oz 1k Oz 1k
a,; oy

: : =z HY,
OZpx Ozpx
8a1 j 8ap_,

es decir,

Calculemos los elementos de la matriz H,.
Como
Tij si j<k
U.).. = J
Oy { Tije s j2k
0 si i
1
(A;l)” = ’\J - Ak
1
Aj+1 — Ak

si i=j j<k
si t=7 jz2k
entonces,

p—1
(U"Al:l)ij = E (Uk)ia (A;l),j = (Uk)ij (A;l)jj

s=1

si j<k



p—1
(UkA;lUi')ij = Z(UkA;l)is (U;:)s_;
— Z zzsl',]s Lk Tis+1Tj,s+1
As —/\k T Asr1 — Mk

- Z TisT)s
As — Ax
s=1,9#k

Por lo tanto,

. P
Ot _ TisTls
GTk _ g z : LisTls
da;; J Ak — A
Y s=1,3#k k $

El Teorema 18 proporciona resultados sobre las derivadas de los autova-
lores y autovectores ortogonales con respecto a los elementos de una matriz
simétrica definida positiva. Los resultados de este Teorema son necesarios
para obtener los desarrollos de Taylor utilizados en la demostracién del Teo-
rema 11.

Antes de obtener la distribucién asintética de los pardmetros del modelo
de andlisis factorial, necesitamos probar unos resultados previos.

Sea xj,...,X, € RP una muestra aleatoria que satisface el modelo (1)
bajo las hipétesis (10), (11) y (14), de modo que el modelo sea identificable.
Entonces, la matriz de covarianza de las observaciones est4 dada por

Z;0 = A0A6 + ‘PO)

siendo Ag € RP** y ¥ € D (p).
Notacién: Sea R o
Sp = 2L U2,

donde £, es un estimador congé‘stente de Yo ¥ U, es el estimador de Yo
basado en ¥,. Notaremos con §; > --- > 6, a los autovalores de S} y con

wi,... ,v’ir;,‘ a sus correspondientes autovectores normalizados.
Sean
o, 0
6,=6(%)=| : s B=8(8) =@, %),
0 A



Por el resultado obtenido en la Proposicién 3, si An y ¥, son los estima-
dores de los pardmetros del modelo de anélisis factorial basados en ¥, de
modo que

(K,,, @n) = arg (A.&isr(l/\.w {tr [EHE(A, \Il)"l] —1n

&mmm”“,

donde B(A, ¥) = {(A, ¥) € R x D4 (p) : N'¥~'A es diagonal}, Any ¥, de-
ben satisfacer las ecuaciones

Ao = 8420, (6, - 1) (116)
diag (\in) = diag (f),, - X,.K',,) ; (117)
ANV R, =6, - I (118)

Veamos cémo escribir a los elementos de la matriz A en funcién de los
autovalores y autovectores de £* = ¥~1/25W~1/2 (ver Capitulo 6). De este
modo, se puede considerar que A;; = A;; (¥, ).

Lema 22 Paral1 <:<p, 1<j3<k

1.
Aij = wij\[¥5 (05 — 1), (119)
2. .
(AA’).;;' =Yy sz?h(eh —-1). (120)
h=1
Dem.

1. Por Proposicién 3

A=12Q(0 -1/,

12\ _ Yy sl 1=
(‘I’ )ij {0 sino

(e-rwe) = {yo—1 5 i

tj 0 sino
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(Q);; = wij;
(Q,)ij = Wji.
Luego:

(9(9 - I)l/z)ij =gqj= zk:w-'h ((9 - 1)1/2)hj =wij\/0; - 1;
h=1

P
(v129(0 - I)l/z)ij = Z (9Y2) . a0 = VPutij
h=1

= V¥ (8 — Dwyj,
y por lo tanto
Aij = wijy[ ¥y (6 — 1)

2. Por lo anterior

AN =020 - 1) Y V2,

Pero:
k
(O = 1))y =tij = win(® = I)y; = wi(9; - 1);
h=1
k

(/CE ngy ztgh i= Z'wih(oh — )wjp;
(V20 - D), = v Z (WY2),, unj = /g

A=l

= \/¢.-.-Zwih(9h — Dwjn;
h=1

)4
(‘1,1/29(9 - I)qu,lﬂ)‘_j = (M,)ij = Zvih (‘I’l/z)hj = Us5 4 /d’jj
h=1

k
= P05 Y winOn — Lwn,

h=1

86



y por lo tanto,
k
(AN), =0 > wh(On—1).
h=1

En los siguientes Lemas obtendremos las expresiones de las derivadas de
los elementos de la matriz A respecto de ¥ y ¥, las cuales utilizaremos en
la demostracién del Teorema 11.

Lema 23 Sea g; (¥, X) = (AA'),; para 1 < i < p. Entonces:

391; wu
= wipwWip {—Orwipwjn+
a'/’jj d’.uhz; - ’
0. +6
NCRR PR S (555 ) s | ¢
r=1,r#h h
k

dg; (2 - 5aﬁ) Vi

= Z wip {winWarwan +

aaaﬁ \/ waawﬁﬂ h=1

P
i sh +
+(0n—1) [ ) wr(war;';arl or%hwﬁr)} };

r=1,r#h

Dem. Calculemos las derivadas 8g:/ 0v,;-
Por (120) del Lema 22

k
30n Bw;p
- 2 =2 _ i
aw“ Zl {(911 1) w;h + wu [aw" + (9}\ 1) Wip——— aw" ] } 3 (121)
ysii#j

ag‘ [ 30h 6’(1),’,]

A —wu w; +2(6 l)wt . (122)

3%;; |39 T+ 2(0n — "B,

Entonces es necesario calcular las derivadas 805/ 0%;; y Owin/ 0%;;.
Como wip = wip (E*(¥)) y On = 61 (E*(¥)), por el Lema 16

— 3w1.h a(2 )'76 123
3¢J.7 Zza(z '76 81’0.7] ! ( )
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80y 0(E")qs
) 124
3¢JJ E a(x )76 ad’jj (124

Para calcular dw;n/ 9 (X*),s y 90n/ 0 (X*),s usaremos el Teorema 18,
debido al cual

Owgp, w'yrwtr
N = Wen Z (125)
0 (E r=1,r#h 0}; -

o6y
BT, (12)

Como ¥ € D+(p),

P .
P g
(\I,—l/22‘1,—1/2)ij - ’gl (\Ir—l/zz)ih (‘I’-m),,,- = ,——Z: v o5 = i
Luego, sii # j
o™ Bo*. 4T

L Jr ___

My Ty —2¢ii\/¢ii¢jj,

ysit=3
do7; __Ti

ad}ii wu '

Ademés,

0% 0 silsi i
= Sl 1 .

My Ak




Reemplazando en (123)

(95 )< )l
. (wz ;‘:'_’”;’) ( ij) o
- mlEE (L)

4
‘lUJhUJJ w .
Z V¥ss (r=lz.r:¢h br = oh)]

Por otro lado,

(59 = oty = T
05 =
P
= T*'wy = 0wy < Z TiqWah = Ontin
7=1

p
=3 v =B

i)
$
<
o &
/-\
-
SL
R
D | o
> -
N—
Il
« £
$°§
S
g.E
>
M
qQ
3
@
3 5
N——

Reemplazando en (127)

89



3’wih — v/ w,-,- zp: 0,-'w,-,-wj, w. +
31b” 2 3 er - 9’1 I
P
WjrWir .
+ ( > 5. _oh) ohw,,.J (128)

Reemplazando en (124)

aoh ag;
= (wynwjp) | —o—FA—= || +
O;; ; [ " 20 /5%y

(7
+ (wjnwen) (—+> +
g [ 2055\ ¥j5¥ss
+u?, (—"—J;) (129)
Ji
— __Win (Z w‘vhan)
v \5 V¥
_ Onwl,
bjj
Entonces, reemplazando en (121)
dgi = 1 P\ wynOiy
= win { win (60 — 1) + —w?, +
My ,; V¥ ' ; V¥

+(6n—1) |win z”: T z": Dyrtir | 4
=1V w'ﬂ r=1,r#h Or — 9;,

k P
b,
= Zw?h (0;,—1) 1+ E 2 _0"> w?r —ehw?h .
h=1 r=1,r#h r h



Si ¢ # j, reemplazando en (122)

09 by . "N WanO i
v = E Wih § —Wih W)k Z +
ii ¥

h=l

Por (120)

k B
%% _ 3" [w%. O+ 2uin (6 — 1) 3“""] (130)

b 60'0,3 Tap

Entonces es necesario calcular las derivadas 86,/ 8045 yOwin/ 80og.
Como wip = wy, (X*(V)) y 0r = 6, (£*(V)), por el Lema 16

— 3w.h a (2*)76 .
30)‘; _ 30)1 3(2*)76
Bous = ;; 55, Boap (132)

Debido a que

entonces, por la simetrfa de la matriz ¥

So*. 1 sit=q,j=06i=0,j=a
—"J= \/waawﬁﬁ

o,
h 0 sino
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es decir: . A . . .
doyy 0oy  Boj;  Ooj; 1

90j - 90 ji - 0o;j - 00 j; - \/‘.bii'.j’jj.
Sea a # 3. Reemplazando en (131) y usando (125)

Qwin _ Owip 995 + duwin 99jq
904p - 60&, 904g 3023:: 90 ga

1 P WearWir
N [ (r=§;¢h 0n -6, (133)
P
War Wir
b [ 3 2|
(r:l,r;éh eh - 0" )]

Sea a = 3. Reemplazando en (131) y usando (125)

8wih _ 3w,-;, 30’30,

ao'aa - 30;0, ao'aa
— Yah zp: War Wir (134)

d}aa r=1,r#h On = 0:
Sea a # 3. Reemplazando en (132) y usando (126)

o6y, _ a6y, 30';‘3 a6y, 3‘750,

0045 O0p5 0045  00%, 8034 (135)
— o WahWsn

2 eV

Sea a = 8. Reemplazando en (132) y usando (126)

39), _ 30}. o ;a
90qa ac;;a 90 aa (136)
w
= —ah
Yaa
Entonces, si a # 3, reemplazando en (130)
k

9gi 29y
= — Win {w-hwahwph +
0o qp VVaa¥ss h; e

P Wip
+On-1)| Y (9)1 — or) (warwpn + wanwpr) | ¢,

r=1,r#£h
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ysia=3

9gi _ wmuw
0%aa  Vaq h=1 [ (r lzr:;éh On —
Lema 24

O\ij w6 —1) [6-, + ZP: (9r +91) Wirtwyy — 0jwijwlj] .
T 9 ir r »

31/)“ - ?ﬂ,l’u r=1,r;éj r— 9) 01 - 1
Aij ¥ (6, = 1) ( aaﬁ) P wy
— = — Warwg; +
00ap Yac¥ap 2 r___;ﬂ 9; — 6, (warwp;
Weo Wy i W3 5
+ wo.jw,ar) + ?—:"lm]
J

Dem. Calculemos las derivadas 0\;;/ 8.
Sea | = 1. Por (119) del Lema 22

OAij é’wU Vo —1
= \/VJ )+ u, —+
3,'1)& 11 J /——w .
y M \/lbii %_
2,/0; — 10y;
Por (128) y (129)
8,\¢j L4 <0,- +9J) 2 wij 9_, -1
= /% 6; wl +— VL
Wii wu # ( ,._127.#] 0" - 0-7 T 2 V d)ii
+ Wij v/ ¢ii _ 17]
2m Vi
P 2
- owy [ Or 405\ 2 4y _ 9%
2 Yii [ Z (0’__0],)“’"'4’ g;—1|

r=1,r#j

Sea ! # i. Por (119)

Oy _ dwy [ wisPs 96,
by Oy V'H 2,/0; - 10%y
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Por (128) y (129)

6,\,-,- w,, (
A = V wu 0

Oy ( r= ;#J
wij Vi [ 0; wlj
2,/6; -1 Yu

_ wyy¥a(65—1) { zp: (9r + 91‘) S iji;wu] ‘

24Uy = \8 =0 0, —1

) WirwWie+
r J

Calculemos las derivadas 9\;j/ d043. Por (119)

3/\,-1- 8w, Wi 30
9% _ ol S = j

Sea a # 3. Luego, por (133) y (135)

a’\ij _ [ 91’ War Wir
30,,,3 - Yii { waawﬁﬂ[ ( Z 0_1—0)

r= ,1'#_1
P
War Wir Wi WajWs;
+ waj +

¥ (8, = 1) 2 (’wm-wir)
V Yaatss | ” r};ﬁ 8; — 6
p
WorWir \ | WajWijWo;
s 3 (3255) + 25

r=1,r#j

Sea a = (. Luego, por (134) y (136)

ONij 7 Was 2\ Wartwsr w; Wl
_ Y = / /0 — +
aaaa w [ waa (’_:1'7.#]. 0_1 - 0,- 2\/ 0] -1 ‘l.baa
Waj /¥y (6 — 1) l: P werwir 4 WeasWis ]
r

Yoo =1,r#j 0j —6r 2 (0_7 - 1)




Lema 25 Sea g; (¥, X) = (AA'),; para 1 <i < p. Entonces:

829,- 1 8B [ (/8
S P N T F <. ¥ S
;0% 5 ) My Y Vi (137)

Vi
4+ [ — 646
(- 1)aun]}
329i Vi { aFiaﬁ
, - i {(2- 6, +
31/1]']'3‘7&5 Yaa¥ps ( ) Oss
4 Y
+—"2+416+< —1)6]—
{‘J) [ (¢aa ) - 1/’,36

_ 630 _ 636 + 690696
Yaa Y8  VYpp

& gi _ (2 = bap) ¥i; OFiap

30'Q530'uv - ‘[ ‘d)a&wﬁﬂ aouv ’

P
0. +86
= 3 () wrws

r=1,r#h

donde

Bij = Ek:w,-hwjh [ ahw,thh + (9,.‘ - 1) (5,;]' + AZ)] N
=1

) Wsh 4h
C‘th 211)33 A-',s)

ohwsh .

’
¢88

P
Wir (WarWsh + WahWpr) |
EBlog= Y 50 ;

Dp=-

r=1,r#h

k
Fiaﬁ = Zw,-h [wihwahwﬁh + (0}; - 1) Et’::ﬁ] ;
h=1

Gin=

1 N Z 'w;r'wvr . Z WirWyur wur .
= | Wy, Wy
(1 + 6‘“’) Yuuboy r=1,r#h 6h - r=1,r#h eh -

Hh=(2_5w)_wﬂw”_".

N

95



3A’-‘- Zp: ( 1 )2 [ 2 2

2L = (67 — 63) (Cirwjr + Cjrwer) +
By r=lrzh Or — On
+ 2wi,-wj,- (arDh - 9hDr)] ’

8B;;
aw.!’

k
Z {(Cinwjn + Cjnwin) [-Orwinwjn+
h=1

+(0n = 1) (85 + AY) ] + winwjn (—winwin+
+ 6 + A:‘J) Dy = 01 (Cinwjn + Cjrwin) +

0 laAh
(h_ )3")1)33

aE?aﬁ — zp: ( 1 )2 {(oh - 0,-) [Cir ('WQrwﬁh + wahwﬁr) +
Oy reTrdth O —6-

+ wir (Corwpn + CopWar + Corwan + Conwpr)] +
+ wir (won-w,ﬂh + wahwﬁr) (Dr — Dg)};

OEL d 1
Pep _ § ( ) {(6n — 6,) [Cir (warwpn + wanwsr) +
aqu r=1,r#h 0"’

+ w; (Garw‘jh + Gghwm + Gﬁrwah + Gahwﬁr)] +

+ Wir (Warwgh + Wanws,) (Hr — Hy)};

k
awaﬂ h
Tliap Cin |winwanwan + (65 — 1) B | +
., ;1;{ h[ AWarWah + (On — 1) ,013]
+wip [Cinwenwpn + Conwinwpp + Cppwinwan +
DuB", + (65 — 1) ket
+ +(6n -
h 3 h 3‘1’33
9Fiap h
s _ s -1
50wy {Gm [w A WanWan + (On — 1) B, ]

+w.h [G;hwah‘lUph + Ganwinwgp + Gg;.w.-hwah +

OED!
+ HyELp+ (6n—1) 80‘“‘9] } .
uv




Dem. Calculemos las derivadas 8%g;/ 9w ;;0,,.

Por Lema 23
09i — Vi
Fbj; Y
Sis#iys#]J
329,; _ & aB,-,-
Tp;i0ss  Yj;5 Oss
Sis=iys#j
azg,' 1 ( . BB,; j)
a a4 - Bi' + Yii = .
0% 0% Wi \ by
Sis#iys=j
629;‘ wu (_ﬁ + aBij)
%y Y\ ¥ Oy
Sis=i=j
8%, OBy
azwii awu
Por lo tanto,
32g,- 1 { BB., [ ‘l.b
5 o = T ¢u + BI, 6 - _9_6 y +
%03 by U o Y by

e 1) 6at
+ _— 1 6“63' .
<¢,~,~ ’

Calculemos aBi,-/ 61,/),,.

k
ij i 0
0B;; - E {(a_w_hw + W hw,h) [- —Opwipwin+

awas h=1 31’[) awsa
+(6n—-1) (5ij + A?,)] + winwin [(—winwjn+
40)
6, Bun, . Busn (1
46, +40) 200 _g <__ ’w,)+
i+ 45) Bhsy "\ Byy " By
+ (6n—1) aAh
P oy,
Se.
an C _ awih.
'lh a‘d)"a ’
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A
Oss
Entonces, por (128) y (129) del Lema 23

Dy

w
Cin = 5 Al; (141)
"wsa
2
Dh = _’%‘“s—h. (142)
38

Luego, reemplazando en (140)

k
9B;;
EW L = Z {(Cinwjn + Cjpwin) [-Onwinwjn+
38 h=1
+(6n = 1) (5ij + AZ)] + winwjn [(—winwjn+
+ 65 + AZ) Dy — 0, (Cinwjn + Cijpwin) +
dAY,
O3
33
Ademas,
dAY, 2 0, + 04\ [ Bw; dw; )
1) r h ir jr
_— = Wije + —— W;p +
s r=l,zr¢h { (07‘ - 0;;) (a'wss ’ Oy
w,',.wj,. 89,- 39). )
—— =) +— | -
+(9r - oh)2 [( h) (31/):3 3¢,,
09, bol’)
Por (141) y (142)
SAM P 1 2
iy 2 _ g2 4y A
N e

r=1,r#h
+ 2wirwjf (erDh - ohDr)] .

Calculemos las derivadas 8%g;/ 8,00 4p.
Por Lema 23
0gi _ (2 = bap) Vi

= Fiap.
aaaﬁ \/ waawﬁﬁ b
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Sis#i,s#ays#3
d%g; — 2¢y;  9Fiap
3¢”30'a,3 Vv waawﬁﬁ aw-"
Sis#i,s=ays#3
azgi _ 'd’ii ( F;Iaﬁ + ‘)aﬂaﬁ) )

09000008 \/Vaa¥sp \ Yoa  OWaa
Sis#t,s#ays=p0
329i - Yy (_ Eaﬂ + QaFiaﬂ) .
31/),3530' af \/ "./’aa'l’{:'ﬁ d’ﬂﬁ a"pﬁﬁ

Sis#i,s=a=p0
g _ v (_F,-m .\ aF.-aa>
Mae90aa  VYaa Yaa Maa )
Sis=is#ays#08
&g _ 2
0;00qp B \/m

Sis=i=a=3

3[7}0,3)
< ap b 31,[),:"

%9 _ OFy
;00 Oy

Sis=i=ays#3

8%g; 1 ( OF;s )
= Fip + 29y, .
O00ip  \f¥ibpp o+ Yy
Sis=i=0fys#a
&g 1 ( 3F}m‘)
= Fioi + 2955 ) -
OV;00ai /Py Waa Vi Oy

Por lo tanto,
8%g; _ Vi {(2 — bap) OF;qp
a’d’jjacaﬂ VYaa¥pp s

Osi Vi ( Vi ) ]
—_— 2 — -1 63a -1 66 -
+ {dm [ - (d’aa ) * Yop °

bsa 6sﬁ 6306313 } }
- Py (1=8s) 0 Fiap ¢ -
"paa wﬁﬂ ¢ﬁﬁ i ‘0

+
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Calculemos 8F;43/ 0%,

OFiap Zk Owin
ta — v R , — ,’."'
- l{aw,, [omtanion + (60 = 1) Bl | +

W3h
S WihWah +

Fbys

h
— WipWgh +

[8 We,
ad)sa awss
39[; 3Ei’:xﬁ

——E!,+(6h—1 :
* g, Pt D5y

Por (141) y (142)

+w;in WohWah +

OFiag _ &
61/)_:, = ;{ ih [wthwahwﬁh + (9"' 1) Qﬁ] +
+win [CinWarwph + Carwinwpn + CopwinWan +
+D Eh + (0 1) 35?03
h ‘aﬁ h ad)’s .
Ademis,
aEzaﬁ z {( 1 ) [awtr
= War Wph + WahWar) +
o, r=§#h 0y — O, (warwgn ahWar)
. Owqr Swgn Owan Owgr )
+ Wir (6’#)3’ wﬁh + a‘d)” War + awss w + a¢83 wah +
4 Wi (Warwph + Wanwer) ( 88, 96 )}
(68— 6:)? Has Ko
Luego, por (141) y (142)
SE! 2 1 \?
awmﬁ = X (0 By ) {(6n = 6r) [Cir (warwpn + wanwpr) +
a4 r=1,r#h h T

+ wir (Carwpn + CopWar + Carwan + Canwgr)] +
+ wir (Warwgh + Wanwpr) (Dr — Dy)}.
Calculemos las derivadas 8%g; / 00 o500 uy

Sean
Ow;n
O0yy '

Gin=
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o0y,
O0yy
Entonces, por (133) y (134) del Lema 23

Hp =

1 Wip Wyr Wer Wyr
Gin = h + Wyn
T (1 + 6u0) Viuuus ( b r;?sheh— v r;#hOn— )
(143)
y por (133) y (136) del Lema 23
WyupW
Hy = (2 - 6y) 222 (144)

Vv wuud)vv

0%gi  _ (2~ 6ap) ¥ii OF:ap
30‘0,530‘uv \/m 30'140 '

Calculemos 9F;q3/ 80 yy

k .
___aFiaﬁ = Z Owin [wihwahwgh +(6n - 1) E! ] +
Oy = 90y iad

Por Lema 23

R
Wip Won +

Swp
o uv

a‘w'h Sw h
+w;p [——801 WahWeh + _Baa W;pwgh +
uvy v

u

80,. aszB
+ po Bl + (0= 1) 5221 5

Por (143) y (144)

3Fiaﬁ
90 4y

k
Z {Gth [wzhwahwﬁh +(6n — 1) E; 5] +

h=1

+wip [Ginwanwph + Gonwinwan + Garwinwan +

E:'aﬁ
+ HABlp+ (0 — 1) 52
u”

Ademés,
3Ez,,p P 1 3’(1);,-
_aa' = E {(0h .y ) [30' (Warwpn + Wanwpr) +
uv T uv

o ow Sw Sw
+ wir &th-f' ﬁhwa,-+ ahwg,-+ mwah +
00 yy 80 4y 804y o

Wir (warwﬁh + wahwﬁr) ( 06, _ 96, )}
(gh - 0,-)2 00 yy 00 4y .

+
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Luego, por (143) y (144)

OF iy 3 L\ on —0,)[C
B r};ﬁ (9n — 0,) {(6n = 0r) [Gir (warwsn + wanwsr) +
+ wir (Garwpn + GanWar + Garwan + Ganwg,)] +
+ Wir (Warwsn + Wanwpy) (H, — Hy)} .
Lema 26
N _ V¥ {3Iijz + [ bi _ ba
0Py o, 2y 0¥, (29 Wy (145)

1 3
+ (= == ) S| L5
(¢u 2¢¢i) ﬂ] J[}
PN _ Yy {3Jijaa 4 Jujap {6 _ [L +
ad’ssaaaﬁ waawﬁﬁ 3wss 2 * Yy

1 1 1 1 1
— e e} b4a —_— — —  (146)
* (waa Yps '»bﬁ) * ( Yaa * Vg

1 %saaaﬁ] 630 63,‘3 } }
- — ) ésp+ - - ’
wii ) ? "r/’aa waa wﬁﬁ

agaﬁaauu waawﬁp 004y ’
WyhWyh |

Hp = (2 = 6u) ~h20h
n=( ) Tt

8jwijwy \
0,—1 )’

donde

Liji =w;/6; -1 (5;'1 + Al -

o s (- ) 5]
.

8L;j wy ( i ojw,-,-w;,-)
ZH = Oy B =1+ ——2eD; | 64+ A) - )
31/)“ ( lJ ’ + 2\/01 - 1 J) 4 u 0] hand 1

BA’ 1
/O =14 ot — ——— [(wijw; Dy +
Wi/ Y5 {a¢” (0j—1)2 [(wijwi; D;

+ 0;w;Cij + 05w;;Ci5) (05 — 1) — 6;wijwi; D5} ;
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awn

1 ; 6 Weaj Wi jWa;
i |(2 = 6a5) E? _Jad M
OFls  (1- /2)
—1 2 ad + aﬁ
{( aﬁ) ad)’s (0 _1 [( J
- 1) (w,-j'w,g_,-Caj + wajW;ngij + Wiy wo,,C;;,) -
— wajwijwg;Djl}

aJuaﬂ _ 1 Ao j 66!»‘3 Woj WijWgj
3y 2,/0--‘H’ ("6°")Ef°0+ =5 o,-1 |
2 6 u'ﬂ +( Qﬁ/ )
{( ) oo @17 (CF
— 1) (wijwg;Gaj + wajw,ng,-,» + wijwa;Gpaj) —
— wojwijwp; Hjl};

oA, OE!, OE}

y Au’ Cin, Dn, Emﬁ, Gin, 3 ¢”, 31/:::3' 30:,.‘3 son las mismos que en el
Lema 25.
Dem. Calculemos las derivadas 82);;/ 09,0 .
Por Lema 24
O _ /Tay
Oy 2y
Sis#iys#l
3#’113'/'” 2¢u awss
Sis=iys#l
2\;j _ V¥ (Iijl + aIijl)
Yy 2y \ 29 Oy
Sis#iys=l

&2\;; - Vi (_{u_l +?ﬁ>
Yy 2y Yu Oy

Sis=:=1

;1 ( Ly az,,,)
32¢ii B 2\/ "xbii ¢u a‘d) ‘
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Por lo tanto,

Fhj by {a[ijl + [ bsi  ba +
Y0, Wy O, [0y Yu

1 3
+ | — =) 6ul| Liji ¢}
(wu 271’;';') ‘] tﬂ}
Calculemos 0I;j1/ 0.

31‘-1-;

Owy; w;_,- ( o Oiwiiw
— = VO — 14— S+ A, -1 =) ¢
6‘l-l).'.v.-.a ( \/ was) : @ B.i -1
OA] 1

06;
4wy, /0 <ww a2 +
Y {awn (0.1' - 1)2 [ i 6¢,,

ow; owy 90,
0wy —2 + 0w i 210 -1)—0w;
+ 0w a9, +0; Jw”) (6; ) - walJa.d)” }

Entonces, por (141) y (139) del Lema 25

Al wy i _ Giwijwyy
- BT+ —Y_p (s, + A —
aw” (CZJ 9.1 1+ 2 /—0 — DJ) (61-! + il 0], -1 +
+wijy/0; — 6A 1 [(wijwi;D; +
5 31/’33 0= 1)° jWiiLj

+ 6;w;Cij + 0;w;;Ci5) (0; — 1) — 6wi;w;Djl} .

Calculemos las derivadas 8%);;/ 9¥y00ap.

Por Lema 24
af\ij Yii
= / Jiiag.
aaaﬁ ¢aa¢ﬁﬁ ad
Sis#i,s#ays#p

& ’\ij = 2 aJiJ‘aﬁ
a"/’ssaaaﬁ ¢00¢ﬂﬁ 31,[)”

Sis#i,s=ays#f

& — Yis (_ Jijop n aJijaﬁ) .
awaaaa'aﬁ wao:wﬁﬁ zwaa awaa
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Sis#i,s#ays=3

N; Yii (_Jijaﬂ + 3J¢jaﬂ) .
0¥ 35904p Yaa¥sp Wy OV
Sis#i,s=a=3

az’\ij - V"/’ii ( Jijaa + aJijaa)

a‘d’aaaaaﬂ - waa B waa awaa
Sis=i,s#ays#p0

N _ Yy (Jijaﬁ +aJijaﬂ)
O;;00qp Yaa¥ps \ 2% Oy )

Sis=i=a=4

;i _ 1 (_ Jijii + aJijii) ‘
Y004 Vi \ Wy Oy
Sis=i=ays#0
32,\‘.1. _ 1 (_ Jijgﬂ + 3.],;]-,'3) '
OV 00:5 \fhgs \ 2¥pp Oy
Sis=i=0ys#a
82\;; 1 ( Jijoi + aJijau')

ad’iiaam' - waa —21\[’00 awii

Por lo tanto,

P Vi {a']ijaﬂ Jijap { [ 1
- PLLR P
31/1”30'03 waawﬁﬁ 31.0,3 2 Vi

1 1 1 ) ( 1 1
+|——— -} b+ —+ — -
(waa "/)ﬂﬁ 1pii @ waa "pﬁﬁ

_ i) 5. + 253063[3 _ 63& _ 63ﬁ }}
wii » waa ’JJm "J)ﬂﬁ
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Calculemos 8J;jq3/ 0%s,.

ijan  _ 1 [(d_ b03) E (1 - f_ﬂ) wajwijw;:'j] +
awu V 9 - awu * taﬁ 2 o.i -1

OE’ — 2
-1 {(2 - 6&13) =8 + (1 ial;)/;) [(9.1 -

3‘¢'33 (01

Ow, Ow; Qwg;
~ 1) | wijwpgj— 311) 2 WojWaj = 5%, +u,,_,wcu B9,
80, ]

— Waj Wi Wp; e

Luego, por (141) y (142) del Lema 25
0Jijap 1 ( 5aﬂ) Waj Wij “'BJ]

= —— D [(2=6.,)E’ _ Zab ) YojthjWsj
3¢39 2 /0) —1 J ( ) af 2 0] — 1 +

- {(2 — bag) OFias 4 (L= fe/2) [6; -

31/)33 (01 - 1)2
= 1) (wijwp;Co;j + Wajwp;Cij + wijwa;Cpj) —

— Wojwijwp;Dj)} .

Calculemos las derivadas 82\;/ 804300 uy.

Por Lema 24
32/\,;_1 _ Y OJijap
00ap00uy Yaa¥ss 00y

Calculemos 9J;jap/ 00 yy.

dJijap 1 _ bap ) wajwijwp;
00 uy - \/9 - aa'uv (2 5aﬁ) °ﬂ+ 2 0]'—1 +

Elp  (1-6ap/2)
{(2 6aﬁ) (0 _1)2

((6; -

Owqj Ow;j Owp;
= 1) | wijwgj— B0y L+ wajwpj 904 + WyjWaj o= 80wy

aoj
- wajw,-jwﬁj%; .
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Por (143) y (144) del Lema 25

aJija;i _ 1 o 60,,3 Wej WyijWy 5
9w 2 9,--1H’[(“’ Sas) Biag + (1~ 3 o,-1 | T
dow — (6;-1)%

— 1) (wi;wp;Ga;j + wajwyjGij + wijwa;jGa;) —
— wajwijwg; Hjl}.
En la demostracién del Teorema 11 utilizaremos el siguiente Lema, que
se obtiene como una aplicacién del Lema 4.1 de Lehmann [19] (1983). El
mismo nos permitird obtener la distribucién asintética de los pardmetros

del modelo de anAlisis factorial a partir de la distribucién asintética de un
estimador consistente de la matriz de covarianza.

Lema 27 Sea T, € RP una sucesién de vectores aleatorios tales que T, KA
N(0.4), y sea Qn € RP*P una sucesién de matrices aleatorias tales que
@n RN Qo. de modo que Qg es una matriz constante no singular.
Si Y € RPX™ satisface

QnYn = Tm

entonces

Y, 2 N (0,Q5'0Q51)

Notacién: Por simplicidad de notacién, en las demostracién del Teorema
11, notaremos con Ta E,,, con A a An, con U a ‘Il,., con X aXg conAa
Ao y con ¥ a V.

Demostracién del Teorema 11

Para encontrar la distribucién asintética de los pardmetros del modelo
de anélisis factorial, veremos que A y T se pueden expresar como funcién
de X, de quien conocemos su distribucién asintética por hipétesis.

Luego, aplicando el Lema 27, obtendremos la distribucién asintética de
dichos estimadores.

Como E=AA"+ ¥ con A € R, ¥ € D;(p), entonces:

diag (¥) = diag (X — AA').

Ademd4s, como A y ¥ satisfacen las ecuaciones de maxima verosimilitud,
por (117):
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diag (\Tl) = diag (i - KK') :

Es decir, para 1 <i <p

\I’,;,' =0 — (AAI)ﬁ; (148)
i’ii = E'ii - (KKI) e (149)
Sea S* = Y-1/2xy-1/2 y sean 51 > > 5 sus autovaloresy Wy...., Wp

sus correspondientes autovectores normahzados
Como £ es un estimador consistente de 3, Y por el Teorema 6, ¥ es un
estimador consistente de ¥, entonces RSy y v ¥, y por lo tanto

S* = \11_1/22\11_1/2 RN T* = ‘1,—1/22‘1,—1/2‘

Por el Teorema 18, si @ es autovalor simple de S* con autovector nor-
malizado w; para 1 < ¢ < p, entonces §; y W; son funciones continuas y
derivables en un entorno de S* y por lo tanto

5¢ —p* 9i; -
- (150)
WwW; — W;.
para 1 <1 < p, siendo §; autovector de X* con autovector w;.
Sea
diag (¥
r - | das(¥)
vec, (X)
donde, siguiendo la notacién usada anteriormente,
vec,.(E)' = (0'11, PN ,0'p1, 0929,..., Upz, «+eyOp—1,p—1,0p—1,p» Upp) .
Por la Proposicién 3 y el Lema 22
(A%), =9 (¥) = %Zw (@ -1).
luego, haciendo el desarrollo de Taylor
~ 8g; ~
9i (T) = g:(T)+ 3?1' R (T—T) +
T=T (151)

+%(?-‘r)'%?=

. (¥-1),
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donde T es un punto en el segmento que une T con 1.
Por (148) y (149)

Uy — Wy =
=0y — (KK')“_ —oi+ (AN), (152)
=0y — 04 — g (dlag (\Il) , Vec, (f))) + gi (diag (¥), vec, (X)),
y por (151)

Uy — Wy =
=04—0 9g: — I diag (¥ — ¥

Tane @] |,

dgi ! =~
- — vec, [ E—-¥) —
a[vec' (2)] T=7 ( )

L iag (- w) g e (7 0) -
<0 @, )
—ve ¥ _ ' azgi - -
T R0
e (B - &g vee, (& —

) @ T,
Sean Df = —2% ___. 9=——W+;
8 vecr (z:)] 8 [diag (w)] 2
Fi— Aagi _ e ~3g,~ .
0 |aisg (¥)] 0 [aing (¥)] 0 [vecr (E)] 0 e ()]
d%g;

Ji=

0 [veer (B)]oweer ()]
donde los gradientes estdn evaluados en T = T.
Entonces:
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ﬁ[a,-,-—aii—oiv (i 2)-% (z 2) Jivec,(i—z)]=
\/ﬁ[@—qf +Ed1ag(® \l’)+2d1ag(\ll—\ll) Fidiag(ir—w)+

+vecr(2—2) GdJag(\I!—\Il)].

(133)
Por ecuacién (119) del Lema 22
R =% (F) = [0 (8- 1),
luego, haciendo el desarrollo de Taylor
Xi,-=)\i,-(’?) = X (T) +% _ 1r("f‘—'r)+
. 2 ij —~
+5(T-1) ,93»?—:9\% o (T-71),
donde T* es un punto en el segmento que une T con .
Luego:
X,-J' - A=
= 3'\2jA diag (¥ - ¥) + 31\21., vec, (£ - X) +
2e=10)| B =T )| M
1. (= 2\ ~
) e,
-~ 32,\ ~
) e e,
1 ’ A%)\;; ~
S =) (Bt
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) ON,; g AN
Sean LY = S HY = =

IR G IO/
U @)o [ @] o o[ (7))

BNj

Py = — —,
oo )] ()
donde los gradicntes est4n evaluadosen T = T.
Entonces:

VA [Dvec, (8- ) + Jvesy (B-5) Pivec, (B-)| =
=/n [X,-,- — \;j — HY diag (\Tl - \1:) -

1 ~ ro - (154)
— dieg (w - w) N diag (\1: - \1:) -
— vecr (i - 2)' O¥ diag (\Tf - w)] :

Sea Ei € RP el vector tal que

B),={ s 2]

Sean: m =p+pk, 8=[(i-p)/(p+1)]+1, = (i —p) — (8- 1)p para
p+1<i<m, T, =Tin,...,Tmn), donde

' Eii—aii—Divec,(i—E)—
- -%vec,(f:-z)'./"vec,(i-z) paral<i<p
vn L°ﬁvec,(>5—2 +

\ +%vec,(>”:_z)'ﬁfvec,(i—z) parap+1<i<m
Definarnos



~ 1= (=
(@)= Bt 3 B (B = ¥ur) #5303 Gl G = 7

g=1 u=1v=u

paral <i<p 1 <j<p;
3 —
(Qﬂ)£+(h—l)p,s -

P
= - - % ZNf? (\l'" ) Z Zo(zp-u)(u—l)/z tv,0 (Tuv = Ouwr)

r=1 lv=u

paral<i:<p, 1 <A<k 1<s<p
Luego:

Th = QnYn-
Vamos a probar que:

i) Tn N (0, RNR’) donde N es la matriz de covarianza asintética de &
y R € ®™*P(p+1)/2 e5 |a matriz dada por:

e=[2].

siendo

L "
_ 9 —— =T
(C’ a[vec,p(z)]) J | 2w (5)]
y C* € RIXP(P1)/2 4] que

{1 o 2H=DE=i+2)

2
0 sino

)

i) (Qh), >
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i) (@74 heryps = —HI

Veamos %)
Como por hipé6tesis /7 vec, (i - Z‘.) LYY, (0, N), entonces, para 1 <
u<v<p, Vn(Guy — guy) estéd acotado en probabilidad.
Ademss, de la ecuacién (139) del Lema 25 se deduce que 8%g; / 87,05,
es una funcién continua de los elementos de diag (@) y de los autovalores y
autovectores de S*, luego por (150)
g

. 0%q;
Jt - |4 gi
(2p—u)(u—1)/2+v,(2p-1)(1-1)/2+¢ aa:uvaan

nd N~ '~
=7 00,4001,

=

Por lo tanto
~ ! . ~
ﬁ[vec, (z—z) J vec, (2—2)] 2. (156)
Siguiendo un razonamiento anélogo, por la ecuacién (147) del Lema 26
y por (150)

p O\

. 2\, s
P‘L] 1] Lt — 1
'i'=i'- aquaU[t

(2p-u)(u—1)/2+v,(2p-1)(1—1)/2+t — 95w

i )
T=T

y por lo tanto
ﬁ[vec, (f:—z)'Pifvec, (2—2)] 2. (157)
Sea

T G — 04 — D' vec, (i—E) paral <i<p

in o _

vn L(i—P)-{;—;’f]p,}:;—;z,]+l vec, (i - 2) parap+1<i<m

entonces, por (156) y (157), la distribucién asintética de T;, es la misma
que la de T7,.

Como T} = /n [Rvec,. (i— 2)], T A N(0,RNR) y por lo tanto

Ty LYY (0, RNR’) como querfamos probar.
Veamos it)
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Como de la ecuacién (137) del Lema 25 se deduce que 9%g; / oV j,-a\T: s
es una funcién continua de los elementos de diag (ql) y de los autovalores y

autovectores de S*, luego por (1350)

_ Py

P,
Pv;a = )4 gi
5%,;,0%,,

sy 00,00,

T=7
Luego
F, (w” - \p,,) 20

Siguiendo un razonamiento anélogo, por la ecuacién (138) del Lema 25
y por (150)

: 32!];‘

329.
Clap a2t = — | B :
(2p—u)(u—1)/2+v,t a&'uvaq’u

=T 8a'uua"f’uc

T=r

Luego

Gé?p—u)(u—l)/2+u,t (a“” - qu) 5 0.

De esta manera (Q},)ij 2 E;.

Veamos iit)

Siguiendo un razonamiento anélogo a ii), como \f,, 2y ssparal <s <
P, Guy B o paral <u<w < p y de las ecuaciones (145) y (146) del
Lema 26 se deduce que 82\in/ 8¥,,0¥,, y 8%\in/ 864,0¥,, son funciones
continuas de los elementos de diag (@) y de los autovalores y autovectores
de $* por lo cual

2y 2).
nip S | 80w |
00y, |35 OWsed¥rr |3y
32/\,';, P 32/\ih
—-—

O o) (u=1)/2tis = ,

T=T

63“08(1;83 i‘=i" 63“08{1\’83

entonces o
N (w" - w,,) 2,0
: ~ P
Ozgp—u)(u—l)/2+v.s (Guv — ous) = 0.
De esta manera

P .
( i)i+(h—1)1:u,s - —H;h'
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Sean

[ dg, 1 r AN, 7
- 3[&%(@)] o a[diaf(‘?')]
E-cl )]

donde los gradientes estdn evaluados en = T, entonces

Qn—p'[IjHE (I)j|=QO~

Luego, por Lema 27, st Qo es inversible
Y =Q;'T 2 N (0,Q5'RNR QY.
Pero,

a_[ g+E)T o
Qol_[H(I+E)“ I]’

luego,

C = Qy'RNRQ;!
(I+E)"IDND/(I + E)~! (I+E)"'DN[H(I +E)™* + L]
[H(I+E)'+L)ND'I+E)™' [HI+E) '+ LIN[HI+E)'+L] |

Es decir,
Y, 2 N(0,0),

de lo cual se deduce junto con la ecuacién (155) que

\/E(‘:f’ - \Il) BN(O,(I-*—E)'IDND’(I_'_E)—I);

va(R=A) 2N (o, [H(I+B)' + L] N [H(I + E) + L] ).
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D Meétodos numéricos para calcular los estimado-
res

D.1 El procedimiento iterativo para encontrar los estimado-
res de los pardmetros del modelo

Basado en los resultados obtenidos en la Proposicién 3, se pueden obtener
estimadores robustos de los pardmetros del modelo de anélisis factorial, uti-
lizando el procedimiento de dos pasos propuesto por Joéreskog [17] (1967).
Para esto, se recmplaza en dicho procedimiento la matriz de covarianza
muestral S, por un estimador robusto y consistente X, de la matriz de
covarianza de las observaciones.

Este procedimiento consiste en lo siguiente.

Primero, se minimiza Fy (A, ‘Il,En) (dada por (21)) sobre A € R para
¥ € D, (p) dado, es decir se encuentra

¥)= min F(A¥.E)
fi(®) = min Fi (0.,

donde A(¥) = {A ANY-IA € ‘D*(k)}.

Segundo, se minimiza fy (¥) sobre ¥ € D4 (p).

De esta manera,

' ¥) = in  F(AV,5 ) ,
o K= R 0y (A 0

donde B(A,¥) = {(A,¥) € R x D+(p) : A'¥~!A € D*(k)}.

Como hemos visto en la Proposicién 3, si A, = a.rgA Gn}(n\p) F; (A, v, En),

entonces,
K= v25, (8, - 1), (158)
donde
60 o
6,=6,(¥) =] : Cols Qn = U (V) = [W7 - W],
o T
siendo TX (¥) = U-1/2%8, y-1/2, 5111 > > 5;: los k autovalores més grandes
de X7 (V) y wWT,..., Wy sus correspondientes autovectores normalizados.
Es decir,

$1(®) = B (R, 9,25).

116



Para encontrar el minimo de fi(¥) se utilizar4 el algoritmo desarrollado
por Clarke [6] (1970), basado en el método de Newton-Raphson que consiste
en lo siguiente.

Sean g(¥) y J(¥) las matrices correspondientes a las derivadas primeras
y segundas de fx(¥) respecto de ¥. Haciendo el desarrollo de Taylor de g

g(V + 6¥) = g(¥) + J(¥) 6¥ + términos de orden superior.
Si ¥(®) es la s-ésima aproximacién al punto minimo entonces
Pt = §b) 4 50, (159)

donde §¥(®) es la solucién de la ecuacién

J (w(’)) s = g (w‘”) .

Luego, partiendo de un punto inicial adecuado ¥ e] algoritmo para
encontrar A, y ¥, consiste en resolver iterativamente las ecuaciones (158)
y (159) hasta obtener la convergencia.

Se sugieren tomar como ¥ iniciales ¥(©) = diag (in) o en el caso de que
las variables estén estandarizadas W(®) = J. Joreskog [16] (1963) demostré
que una mejor eleccién para w(0) que requiere menos iteraciones para lograr
la convergencia estd dada por

© _ kN1 L
wtt - (1_%)5 7,—1,..-.p, (160)
donde &7 denota al elemento ij de la matriz f); 1. Utilizaremos este valor
inicial en nuestras simulaciones.

En la Seccién siguiente daremos los algoritmos que permiten encontrar
estimadores robustos de la matriz de covarianza.

D.2 Algoritmos para el cdlculo de los estimadores robustos
de la matriz de covarianza muestral
D.2.1 Estimador MVE

Un procedimiento para la computacién de un valor aproximado del MVE
(ver Rousseeuw y Leroy [32](1987) o Woodruff y Rocke [43] (1994)) consiste
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en lo siguiente:
Paso 1

Para todos los subconjuntos posibles de submuestras de tamaiio (p + 1)
de X,, indexadas por J = {i1,...,ips1}

(a) Calcular el vector de medias y la matriz de covarianza muestrales
para dicha submuestra

1

X) = T n
p+1 ;
1 — —
C; = =) (xi—%y)(x:—%J),
Loy
donde C; es no singular siempre que Ty, ..., Z;,_, estén en posi-

cién general.

(b) Encontrar el factor de “inflacién” de modo tal que la mitad de
los puntos de la muestra &, estén inclufdos en el elipsoide cuya
“forma” est4 dada por C, y su centro es X,

2 _ = Vr-l(y =
mj @%(& Xs) Cy " (xi —XJ).-

(c) Calcular el determinate de la matriz “inflacionada”, que es el
valor de la funcién objetivo

1/2

|m3Cy| """ = |C| M2 (m)P. (161)

Paso 2

(a) Determina la submuestra con la que se obtuvo el menor valor de
la funcién (161).

(b) Para dicha submuestra se calculan los estimadores de la media y
la covarianza:

t(xn) = Xy
2
ClX) = mé,CJ,
Xp,0.5

donde x12>.0.5 es la mediana de la distribucién x?, y este factor se
considera para obtener consistencia bajo normalidad.

El total de submuestras de tamafio (p + 1) es (pil). Como este valor es
grande, ain para p pequefio, para calcular el MVE se considerard un nimero
N fijo de submuestras elegidas al azar.
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D.2.2 Estimador de Donoho-Stahel

Para calcular los u; = r (x;,X,)(ver (32)), se deberia en principio buscar en
todas las direcciones a posibles, lo cual no es numéricamente factible para
valores de p > 2.

Por lo tanto emplearemos el método sugerido por Stahel [39] (1981)
para obtener una aproximacién de los u;, donde en vez de tomar en (32)
el supremo sobre todas las direcciones a tales que ||a|| = 1, hallaremos el
supremo sobre un conjunto A finito definido asi: para cada submuestra Z’;,
de tamario p de X;, sea a la direccién ortogonal al hiperplano que contiene
a Ap; sea A el conjunto de todas las direcciones a asi obtenidas.

Como la cantidad de elementos de A puede ser muy grande atn para n y
P pequenos, se reemplaza al conjunto A por el que se obtiene considerando
s6lo N submuestras A, y se calculan los u; tomando en (32) el supremo en
a sobre dicho conjunto.

De las simulaciones realizadas por Maronna y Yohai [26] (1995), se de-
duce que para 4 < p < 6 es suficiente tomar N = 1000. Comparando los
resultados que obtienen para algunas funciones de peso, la funcién w que
produce menores sesgos entre las estudiadas es la funcién de Huber dada
por

c\2
wH(u) = I(u.Sc) + (;) I(u>c))

donde c es el punto donde los pesos comienzan a decrecer. Ellos obtienen
las constantes ¢ de modo que se minimice el sesgo para distintos valores de
n y p y distintos porcentajes de contaminacién. Sin embargo, elegiremos ¢
de modo de lograr un compromiso entre minimizar el sesgo y la eficiencia
esférica. Mediante simulaciones comparamos los resultados que se obtienen
al tomar distintos valores de c.

D.2.3 S-estimador

Una forma de calcular en forma aproximada los S-estimador serfa mediante
el algoritmo de submuestreo utilizado para calcular en forma aproximada
los estimadores MVE. En este caso, el elipsoide que se construye con cada
subconjunto de la muestra elegido aleatoriamente serd “expandido” de modo
que se satisfaga la restriccién (35) en vez de (161).

Este estimador inicial se puede mejorar considerando la relacién que
existe entre los S- y los M-estimadores. Lopuha& [20] (1989) y (21] (1991)
mostré, aplicando multiplicadores de Lagrange a (34) que el S-estimador
(tn,Cr) es tanto una solucién de una ecuacién que define un M-estimador
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como una media muestral pesada y una matriz de covarianza pesada. Esto
se deduce de lo siguiente.

El problema de minimizacién P, definido en la Seccién 4.3 es equivalente
a minimizar In |C| sujeto a (35). La funcién lagrangiana para este problema
es:

La(t,C,A) = ln|C] —A{,—llznjp[dm,t,cn —b},
=1

donde X es el multiplicador de Lagrange.
Entonces cualquier solucién (t,, C,) del problema P, seré un cero de las

derivadas parciales OLn,/ 8ty 8Ln/8C, esdecirsi ¥ = ¢ y d; =d(x;.t,C)

S oy =, (162)
=1
3 [p% (ki =) Gt &) v (¢)¢C] o (163)

i=1
(La deduccién de estas ecuaciones que permiten ver la relacién existente
entre los S- y los M-estimadores puede verse en Lopuhai [20] (1989)).

Las ecuaciones (162) y (163) son linealmente dependientes, lo cual se
puede ver multiplicando la segunda ecuacién por C~! y tomando traza.
Esta dependencia puede eliminarse introduciendo en la segunda ecuacién el
término (35), ya que (tn,Cy) serdn también solucién de las ecuaciones

> 2 -ty =0,
t=1
S {r 8 (s - 0y (e - 0 - (0 (@) s - @) - B} C = 0

Luego si u(z) = ¥(z)/ z, (definiendo u(0) por continuidad), a partir de
las ecuaciones anteriores, se obtiene que:

=1

t= gu(de)n leu(di), (164)

C= iu(di) (xi —t) (x: —t)'/ l:iu(di)d?/f’] . (165)
i=1 i=1

Ademés de estas ecuaciones, los S-estimadores deben satisfacer la res-
triccién (35). A partir de (164) y (165) se puede construir un algoritmo de
punto fijo que permita obtener la solucién de las ecuaciones (162) y (163).
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D.2.4 r-estimador

De la misma forma que para los S-estimadores, se puede obtener un estima-
dor inicial mediante el algoritmo de submuestreo utilizado para calcular en
forma aproximada los estimadores MVE, donde en este caso, el elipsoide que
se construye con cada subconjunto de la muestra elegido aleatoriamente serd
“expandido” de modo que se satisfaga la restriccién (39) en vez de (161).
Este estimador también se puede mejorar considerando la relacién entre los
7- y los M-estimadores.

En este caso, el lagrangiano correspondiente al problema de minimizacién
Pn" definido en la Seccién 1.4 estd dado por:

In(t,C,2) =In|C] +pln [,—11 > e (d;-)] - [ﬁ > o (d) - bl] .
i=1 i=1

Entonces todas las soluciones (t,,C,) del problema P,” deben ser un

cero de las derivadas parciales de Ly, y por lo tanto, ademds de la restriccién
(39) se deben satisfacer

-1
% Z % sz (d5) Wl@) - Mb:i‘_(di) (x;—t)=0;  (166)
i=1 j=1

-1
S [E | B2 A b ey =c
=1 Jj=1

(167)
Podemos ver que estas ecuaciones son similares a las que obtenfamos

en el caso del S-estimador si consideramos ahora a la funcién ¥ como un
promedio pesado adaptativo de las funciones ¥, y %,, es decir

Yn ('»t’ C) = An(t' C)wl() + Bn(t, C)¢2()1

donde los pesos, que dependen de xi,...,X, estdn dados por:
1 n
An(t,C) = =D (205 (di) — %y (di) i)
=1

Bat,C) = — v (d)ds
i=1
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y por lo tanto, las ecuaciones anteriores se pueden escribir como:

anT(dt) (xi —t)=0;
i=1

Z {Pw"d(idi) (xi — t) (x; — t) — ¥, (di) d,-C} =0.

i=1

Estas ecuaciones son linealmente dependientes. Sin embargo, agregando
un multiplo conveniente de la restriccién (39) a la segunda ecuacién se puede
evitar la dependencia lineal. De esta manera, las soluciones (t,,Cp) del
problema P,” deben satisfacer:

anT(dt) (x: —t) = 0;
i=1

d;

lo que permite, como en el caso del S-estimador, construir un algoritmo de
punto fijo que permita encontrar la solucién de las ecuaciones (166) y (167).

> {PL () (s ) (s = £) = { (dh) s — 200 [p (d) - b‘]}c} -

i=1
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