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Solucionesde la ecuación de curvatura media prescripta para superficies
no paramétricas y de ecuaciones cuasilineales de segundo orden

RESUMEN

En este trabajo se estudia la ecuación de curvatura media prescripta para su
perficies no paramétricas, por medio (le métodos variacionales. Demostramos que
bajo condiciones apropiadas para h. y g, la funcional asociada al problema alcanza
un mínimo, y mediante el Lema del Paso de la Montaña se hallan puntos críticos
inestables. Se analiza la regularidad de las soluciones halladas.

Por último se encuentran soluciones utilizando métodos iterativos, inspirados en
el procedimiento Newton-embedding.

También estudiamos una ecuación cuasilineal de segundo orden que generaliza a
la de curvatura media, utilizando métodos (le punto fijo. Demostramos la existen
cia y unicidad de soluciones y analizamos la regularidad (le las inisnuus', (loscl'iomln
propiedades topológicas del conjunto de soluciones.

Palabras claves: Curvatura media - Espacios de Sobolev - Teoremas de punto
fijo - Ecuaciones cuasilineales - Métodos variacionales

ABSTRACT

In this work we use variational methods to study the prescribed mean curvature
equation for nonparametric surfaces. We prove, that under appropriate conditions on
h and g, the functional associated with the problem achieves a minimum. We also use
the Mountain Pass Lemma to find unstable critical points. We analyze the rcgularity
of the solutions found.

Finally, we find solutions using iterative methods, inspired in the Newton-embedding
procedure.

We study a second order quasilineal equation that generalizes the mean curva
ture equation, using fixed point methods. We prove the existence and uniqueness of
solutions and analize their regularity. We also describe topological properties of the
solution set.

Key words: Mean curvature - Sobolev Spaces - Fixed Point theorems - Quasi
lineal equations - Variational methods
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Introducción

A mediados del siglo XIX, el físico belga Joseph Platcau realizó diversas experi
encias para describir las películas de jabón que se forman al sumergir curvas cerradas
fabricadas con alambre, en una solución jabonosa.

Este problema inició el estudio de superficies minimales, es decir las superficies
de area mínima que tienen como borde a una curva cerrada. preestablecida (curva
de Jordan). Este fue uno de los primeros problemas considerados por el cálculo
variacional, y ha tenido una. solución satisfactoria sólo en años recientes: en los años
30 se le encontró solución en el espacio euclideano de tres dimensiones, con los trabajos
de Douglas y Radó [D], [R1], [R2].

Una superficie S eu 3€"puede ser para!uctrizada localmente por una función X
X(u,v), X : Q —>833, donde Q C ERZes un conjunto abierto, acotado y conexo.
La superficie S se dice regular si el vector normal unitario a. la. superficie está bien
definido en todo punto. Dado p E S, definimos la curvatura media de la superficie
en ese punto, h(p), como el promedio entre la mayor y la menor de las curvaturas
(le todas las curvas contenidas en S que pasan por p. Cuando la parametrización X
satisface la condición:

2 — |,\',,|2 = e = X,, - xv,¡Yu

se dice que X es isoterma.

Dada. ahora una función continua h : 923 —>ER,se plantea encontrar una. su
perficie en ER“,parametrizada por X : S2 —>923 isoterma, tal que en cada punto

X (u, v), (u,v) e Sl, tenga curvatura media h(X(u,v)). Esto da origen al siguiente
sistema no-lineal (le ecuaciones diferenciales, (lado por:

(P) AX = 2h.(X)X,, /\ X,,

el cual se conoce como h-sistcma, o ecuación de curvatura. media prescripta para el
caso de una. superficie dada en forma paramétrica. La.minimalidad de una superficie
está.relacionada con su curvatura media prescripta, ya que cuando ILE 0, una solución
X del problema (P) es la paramctrización (le una superficieminimal (ver

En el presente trabajo cstudiaremos la ecuación de curvatura. media prescripta
para superficiesdadas en forma no paramétrica.

En el caso no paramétrico, buscamos superficies generadas por el gráfico (le
una función f : Q —-> ER,es decir parametrizadas por X : Q —> ¿R3, X(u,v) =



(u,v, f(u,v)), cuya curvatura media prcscripta está (lada por h. En este caso, ob
viaremos la condición (le que X sea isotermal. A partir (le la ecuación de curvatura
media prescripta dada en función de la Primera y la Segunda forma fundamental
(ver [Do])se obtiene para el caso no paramétrico una ecuación cuasilineal de segundo
orden. Por otro lado, nos interesa hallar dicha. superficie de forma tal que su borde
esté dado por la imagen (le una función g definida sobre el borde de Q. Este caso da
lugar al siguiente problema con condiciónle borde (le Dirichlet:

(NP) (1“m” (1+ ¿Vw- qufvfnu= 2h<u,v,n(1l+ ¡wmi eno
f = g en 852

En cl caso paramólrico la ecuación (lo.curvatura media ha sido ampliamente estudiada
con condiciones (lo.Diriclilct y (lo.Platcau, esto es:

AX = 2H(X)X" AX” en Q
(Dir)

X = g en 39

AX = 2H(X)Xu A X" en Q

(Pl) |X.,| — IXUI = 0 = Xu - Xv en SZ

X : 852 —>F es una parametrización de I".

Para su estudio sc utilizaron métodos variacionales, esto es probando que cl problema
es equivalente a minimizar la funcional

1

D X = —/ VX 2( ) 2 . n l I

cuando h E 0, y para h aé 0

D[¡(X)= + 'X"/\X”
donde Q : 323—>iRaes cualquier campo vectorial que verifique din = h.

Cuando h E c 76 O tenemos Q(:1:,y, z) = '-¡;(:r,y,z) . Minimizanclo esta. funcional
en un conjunto apropiado, Hildebrandt [H] obtuvo en 1969 una primera solución
al problema, llamada estable, bajo las respectivas condiciones gIIOOIHI S 1 o bien
F C B(O, R), con RIHI _<_1.

lSi X fuera isotcrula, y a la vw. cl gráfico (le una función, ¡implicaría que X cs constante.
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En 1984-86 respectivamente Struwe [St 1-2] y Brézis - Coron [B-C], encontraron
una segunda solución correspondiente a un punto crítico inestable de DH.

En 1990-92,Lami Dozo y Mariani, estudiaron los problemas de Dirichlet y Plateau
para H acotada y continua, usando métodos variacionales y probaron la existencia de
soluciones débiles (ver [LD-M 1,2]). En 1997-1998, Amster, Mariani y Rial estudiaron
el problema de Dirichlet por medio de métodos topológigos, obteniendo resultados de
existencia, unicidad y regularidad (ver [A-M] y [A-M-R]).

En este trabajo nos remitiremos al caso no paramétrico. Diremos que S es una
superficie no paramétrica cuando S está definida a partir de una ecuación

z ; f(u,v), (u,'u) G Sl

En este caso, la curvatura media de S en un punto satisface

h: (1+ 3)fml+(1+ if)f.m_—2f..fufm,

2(1+|Vf|2)í

lo cual permite plantear el problema de Dirichlet asociado,(NP), que fue estudiado
para el caso IL= h(u,v) (y, en general, h = Mz], - - - ,zn) para hipersuperficies de
ERn“) por Gilbarg, Trudinger [G-T], Simon [Si], Serrin [Se], y otros autores. Se ha
demostrado (ver [G-T]) que existe solución para cualquier dato de contorno suave si
la curvatura media H’ de 052satisface

I 1L

¡I (ml).' ' ym”)2 ' ' 12:71”.I

para todo (2:1,- - - ,zn) G 352, y H E Cl(_Z, ER)satisface la desigualdad:

l-eI/les [|le.51 7L .0

para todo cpe C662, ER)y cierto e > 0. En particular, si H es constante, esta última
condición puede eliminarse. En cambio, la condición sobre la curvatura de 89 es
fundamental, como lo muestra un resultado de no existencia (ver [G-T], Corolario
14.13) que dice que si 1-1’(:1:¡,- - - ,:1:,,) < ÉIÍ’ÍCH, - - - ,zv,,)[ en algún punto y el signo
(le H es constante, entonces para cualquier c > 0 existe un dato dc borde g G C°°(Sl)
con g||°° < e tal que el problema de Dirichlet no tiene solución.

En este trabajo estudiaremos el problema (NP) utilizando métodos variacionales,
es decir, traduciendo el problema de encontrar soluciones de estas ecuaciones en encon
trar mínimos y puntos críticos de una funcional cuyas ecuaciones de Euler Lagrange
coincidan con la ecuación (NP). Además demostraremos la existencia de soluciones
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por medio de un método iterativo y por último estudiaremos con métodos de punto
fijo una. ecuación cuasilineal de segundo orden que generaliza. a (NP).

En el Capítulo 1 desarrollaremos resultados que serán citados a lo largo de este
trabajo.

En el Capítulo 2 hallaremos la funcional asociada al problema (NP) definiéndola
en un espacio de Banach conveniente (un subespacio del espacio usual de Sobolev H 1),
y demostrarenios que bajo condiciones apropiadas para h y g la funcional alcanza un
mínimo.

En el Capítulo 3 utilizaremos una variación del Lema del Paso de la Montaña y
daremos condiciones para obtener puntos críticos inestables de la funcional asociada
al problema (NP). Analizaremos también la regularidad de las soluciones halladas.

En el Capítulo 4 buscarmnos soluciones de la ecuaci(')n(NP) por medio de metodos
iterativos. En este caso estudiarenios el caso particular donde la curvatura prescripta
sólo depende de z es decir h.(u,21,2) = ¡2,(2). El método utilizado es una adaptación
del procedimiento Newton-embedding. Deinostraremos la.existencia de soluciones en
Wz'ï’ para ciertas condiciones sobre h y h’.

Finalmente en el Capítulo 5 estudiaremos una ecuación cuasilineal de segundo
orden con condición de Diriclilet que generaliza a la ecuación de curvatura media.pre
scripta estudiada en los capítulos anteriores. Para su estudio utilizaremos métodos
de punto fijo, con los cuales demostrarenios la existencia y unicidad de soluciones.
Analizaremos también la regularidad de las soluciones halladas y por úlimo describire
mos propiedades topológicas del conjunto de soluciones.



Capítulo 1

En este Capítulo especificamos las notaciones que serán utilizadas a lo largo de
este trabajo, y desarrollamos una serie de resultados que serán citados en los capítulos
posteriores.

1.1 Notaciones.

Sea Q C ER?un dominio, es decir un subconjunto abierto, convcxo y acotado. De

notaremos con Wm'T'(Q)a los espacios de Sobolev usuales donde H'"(Q) = Wm'2(Q).
Nos remitimos a [A] para todo lo concerniente a espacios de Sobolev.

Las derivadas de f = f (u,v) serán denotadas fu y fv.

Sea 0 < a < 1; denotaremos con C"(SZ)al espacio de funciones Hóelder continuas
en Q con exponente a y con C°'(Ü) al espacio de funciones uniformemente Hóelder
continuas en Q con exponente n. Dado k e N, notaremos con Ck'°‘(Q) (respectiva
mente Ck'°(ñ)) al subespacio de C“(SZ) formado por las funciones cuyas derivadas
de k-ésimo orden pertenecen a C°(S2) (respectivamente Ck'“(S_Ï)).Para simplificar la
notación, entenderenios C""'(SZ) = C"(S2) y CO'"(Ü) = C"(Ü). Ver [C-T] para más
detalles.

Un dominio Sl y su frontera US)se dicen de clase Ck'"(0 5 a S l) si para cada
punto :co E 352 existe una bola B = B(:1:o) y una función \II : B(zo) —>D C ÉRz
inyectiva de manera tal que:

(i) \II(Qn B) c ¿reí

(ii) Mae n B) c ami

(iii) x11e C°-’°(B) y ql“ e C“"‘(D).

Un dominio C°'l será denominado dominio Lipschitz.

1.2 Resultados previos

1.2.1 Funcionales en espacios de Banach.

Definición 1 Sea X un espacio de Benach, dada <1): X -—>3€funcional, ¿voE X y

cpE C5” entenderemos

amm)=¿3%MMM
siempre que este límite exista.



Definición 2 Sea X un espacio (la BlLTMLC/I.separablc y (I) : X —>iii una funcional,

diremos que. <1)es rln'bilmnnte smnicontinua inferiormente si pam todo número real
a, (D’1(a,+00) es abierto para la topología débil, o equivalentemente, si para toda
sucesión un en X tal que un —>u débilmente en X, <I>(u)5 liminf<I>(un).

Teorema 1 Sea X un espacio de Banach reflexivo y <I> X —>ERuna funcional
débilmente semicontinua inferiormente, sea M un compacto débil de X entonces (I)
alcanza su mínimo en M.

Definición 3 Sea X un espacio de Banach, una funcional <1): X —>SRse dice conveza
si para todo par de números reales positivos a y b tales que a +1) = 1 y para todo
zo, 1:1 e X se verifica (Marco + bml) S a‘l>(:1:o)+ b<I>(:z:¡).

Teorema 2 Sea X un espacio de Banach reflexivo y <I>: X —>5}?una funcional
conversay semicontinua inferiormente, entonces es débilmente semicontinua inferior
mente.

1.2.2 Operadores de Nemitski

Definición:

Dado Q un abierto acotado de ER”podemos considerar el siguiente conjunto:

M(S2) = {f : (2 —>ER, medibles Lebesgue }

Sea H : Q x 9? —>ERuna función que verifica las siguientes condiciones:

(i) s —>H(:c, s) resulta una función continua. para. casi todo 1: e Q.

(ii) a: —>H(:c, s) resulta una. función medible para. todo s e ER.

Se puede definir entoces el operador de Nemitski asociado a H, NH : M (Q) —>
M(SZ), de la. siguiente manera:

Nn(f)(-T) = H(I,f(33))

Notación: Una función verificando (i) y (ii) se dice una. N-función.

BMde—finiciónz

La. buena definición de NH se prueba. a. través del siguiente lema:

(i



Lema 1 Si H es una N-función entonces f G AHQ) => N¡¡(f) E AMO).

Dem: Como primer paso supongamos que f es una función simple, f = 27:1 CiX5“
queremos ver que {rc/N¡¡(f)(:c) < a} es medible para todo a G ER.

{ar/Nm:q-uam < a}= {ac/Htc, me» < a}=

= lo“ e Ei/H(:c,c,-)< a} = El n {z/H(I,Ci) < a}.

Gracias a la condición (ii) los conjuntos {z/H(:c,c.-) < a} resultan medibles, lo cual
demuestra el Lema para una función simple. Tomemos ahora f e M (S2);sabemos
que existe una sucesión (le funciones simples ffl tal que fn —+u en casi todo punto de
Q. Por la condición tenemos (:5,fn(:v)) —>(m,f(:r)) en casi todo punto de S2.

Luego NH(fn) —>NH(f) en casi todo punto de Q, es decir NH(f) puede verse
como límite puntual de funcionesmedibles, con lo cual resulta NH(f) e M El

Lema 2 NH es asintóticamente continuo, es decir si {fn}neN y f son mediblesfinitas
en casi todo punto (le Q y fn —>f en medida, entonces NH(f,.) —>N¡¡(f) en medida.

Dem: Tenemos que probar que para cualquier a > 0

e Q tal que |H(:I:,f,,(.1:))—H(:l:,f(:t:))|Z a}| = 0

Es decir dado e > 0 debemos hallar no de manera tal que para todo n 2 no se verifique

|{x e Q tal que IH(.’E,fn(IE))—H(x,f(:1:))| 2 a}| < e.

El Teorema (le Lusín nos asegura que para á existe El cerrado, El C Q verificando
las siguientes condiciones:

E1- E1I<
2- f resulta continua sobre EH.

Llamemos a = maxl;l Ifl, podemos considerar H : Q x [-a —1,a + 1] —> ER
Sabemos que H es medible y por lo tanto podemos aplicar nuevamente el Teorema
de Lusín para encontrar un cerrado de la forma E2 x [-a —1,a + 1] sobre el cual H

resulta uniformente continua y IQ—E2| <



Al ser H uniformemente continua sobre Ez x [—a,a], para nuestro a > 0 obten
dremos un 6 < 1 de manera tal que lyl —y2| < 6 => |H(a:,y1) —H(z,y2)| < a.

Llamemos

Dn = {mE Q tal que Ifn(1:) - f(I)| < 6},

sabemos que existe no e N tal que para todo n 2 no se verifica IQ —Dnl <

Consideremos n 2 no y a: E Dn ñ El ñ E2, luego tenemos:

me Dn => Ifn(I)-f(-T)I <6 < 1,

a: E E2 ñ E1, la. uniforme continuidad de H sobre E2 x [—a —1,a + 1] nos
asegura que |H(:n,fn(:c)) —H(a:,f(z))| < a.

Entonces (:oncluimos

{z e S2 tal que |11(a:,fn(:1;)) —11(:z,f(:n))| 2 a} C S2—(Dn ñ E¡ ñ E2).

Se tiene

ISZ—(D,1 OEI 0E2)| 5

_<_|(2—D,.|+|Q—E1|+|Q—E2I <
e e e<5+3+3=e

Teorema 3 Sea H una N-funcz'óny sean p y q E [1,+00) entonces:

(I) Si NH mapea L" en L" entonces N” : LP —>L" resulta un operador continuo
y además existe una función a(a:) e L" y una constante b 2 O que verifica lH(:r, s)I S
a(:c) + MSIE.

(2) Si existe a(a:) e L" y una constante b 2 0 que verifica |H(a:, s)| 5 a(:r) + blsls
entonces N" resulta un operador continuo N¡, : L7’—>L".

Dem: Ver Apéndice.

1.2.3. Lema del Paso de la Montaña.

Sea. X un espacio de Banach y <I>: X —>PR,‘19e C1(X).

Dado u e X, diremos que u es un punto crítico de (I)si <I>'(u)= 0 y dado c e ER,
diremos que c es un valor crítico (le (I) si existe un punto crítico u de (15tal que

<I>(u) = c.



El conjunto de todos los puntos críticos de nivel c será designado por Kc, o sea
Kc = { u E X <I>’(u)= 0 , <1>(u)= c }, y se designará con <I>°al conjunto de todos

los puntos en niveles menores o iguales que c, (19°= { u e X <1>(u)S c}.

Los siguientes resultados se utilizan en la demostración del Lema del Paso (le la
Montaña.

Teorema 4 Sean <1)e C'(X) y S C X, c E ER,e, 6 > O tales que 2 47‘
para todo u E <I>‘l([c—2e,c+ 26]) ñ 526, donde 5'25= {u e X : dist(u, S) 5 ó}.

Entonces existe 7) E C([0,1] x X, X) tal que, para todo u E X yt E [0,1] se
verifican las siguientes propiedades

z')17(0,'u) = u,

ii}17(t,u) = u si u 9€(P’1([c - 2€, c + 26]) ñ 5'26,

iii) n(1,<1>°+E n S) c <1>C+En Sá,

iv) n(t, : X —>X es un homeomorfismo.

Dem: Ver [Wi],[GC]. D

Sea (I)G Cl(X Diremos que (I)verifica la condición (le Palais-Smale y notaremos
“(1)verifica (P-S)” si para toda sucesión(un) e X tal que

i) (<I>(u,1))es acotada en ERy

ii) <I>'(un) —>0,

existe una subsucesión (unk) convergente en X.

Diremos que (I) verifica la. condición de Palais-Smale a. nivel c y notaremos “(D
verifica (P -—S )c” si se verifica que cada vez que tenemos una. sueesión(un) E X tal
que

i) <I>(un) —>c y

ii) <1>’(un) —> 0,

entonces c es un valor crítico de <1).



Teorema 5 Sea <I>e C1(X) satisfaciendo (P-S), entonces si c e ERno es un valor
crítico de <I>,para todo e suficiemtemente pequeño, existe 71e C([O, 1] x X, X) tal que,
para todo u G X y t E [0, 1] se verifican las siguientes condiciones

77(0,u)= u,

ii} n(t,u) = u si u g!<1>"([c- 2€, c + 26]),

iii) 77(1, <I>°+€) c <I>°+‘,

iv) 7)(t, : X —>X es un homeomorfismo.

Dem: Ver [C], [GC]. Ü

Teorema 6 “Lema del Paso de la Montaña. ”

Sea <I>e C1(X) que satisface (P —S) o (P - S),_..

Si existe e G X y un número positivo r tales que O < r < IIeII, y

a = max{<Ï>(0), <I>(c)} < inf "u"=,<I>(u) = b,

entonces

c = inf sup (I)('7(t))»
76rle|0.1]

donde I" = {7 e C([0,1],X) 17(0) :0, 'y(1) = e } es un valor crítico de (I), y c 2 b.

Dem: Ver [A-R], [GC]. Cl

1.2.4 Teorema de Rellich-Kondrachov-Morrey.

Teorema 7 Sea Q C ER"un dominio Lipschitz. Entonces,

si kp < n, el espacio Wk'”(52)‘—>L”‘(Q), con inclusión continua, donde p* =
np/ (n —kp), y W'”’(Q) H CHW), con inclusión compacta para cualquier q < pair;

(ii) si 0 S m < k — 3'; < m + 1, entonces el espacio Wk"’(52) '-—>C""“(Ü), con.

inclusión continua, donde a = k —fi —m, y Wk'ï’(52) H Cm'fi(ñ), con inclusión
compacta, para cualquier 0 < fl < a.

Dem: Ver [G-T]

1.2.5 Resultados de existencia y unicidad para ecuaciones elípticas y
acotaciones útiles.
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Definición 4 Sea Sl C ER"y sea L : W2"’(Q) -—>L”(Q), el operador lineal definido
por

Lf = ZaÜ-(fiDÜ-f+ij(z)Djf+c(z)f
¡J J'

L se dice eli'ptico cuando la matriz simétrica (a¿j(:r)) es definida positiva para todo
:1:e Q. Si /\,-(:z:)= A¡(:c) S /\2(.1:)5 5 An(1:) = /\s(:r) son los autovalores de dicha
matriz en el punto :r e Q, diremos que L 'es estrictamente eliptico si existe A tal que
/\¡(:z:) Z A > O para todo :5 E Q o lo que es equivalente, existe a > 0 de manera tal
que

Za¿j(a:)¿,-Ej 2 alél2, para todo 1: e Q, EE ÉR".
'J

Teorema 8 Sea 652 e C"l y L estrictamente eliptico en Sl con coeficientes aij e
C(S—l),bj, c E L°°(SZ),(: S (). Entonces, (lada 1)E L”(Sl),(p E W2"’(Sl), l < p < oo, el
problema (le Dirielilet

Lf = 1; enSZ

f = (,0 en USZ

admite única solución en W2"’(Sl).

Dem: ver [G-T], Teorema 9.15. D

Asimismo se tiene la siguiente acotaeión 2Lpriori:

Lema 3 Sean Q y L como en el Teorema 8, 1 < p < oo. Existe entonces una con
stante c independiente de f tal que

IIfII2.p S CIILfIIp

para toda f E W2'7’(S2)ñWOL'XSZ).En otras palabras estamos diciendo que el operador

Llwz'p(g)nwol.p(n)es inferiormente acotado.

Dem: ver [G-T], Lema. 9.17.

Vemnos que el Teorenm 8 y el Lema. 3 tmnbión son válidos bajo condiciones liger
amente distintas:

Teorema 9 El Teorema 8 sigue siendo válido si se reemplaza la condición c 5 0 por
alguna de las siguientes condiciones:

(i) ||c||p suficientemente pequeña.

suficientementepequeño.



Dem: En primer lugar, observemos que basta verificar el resultado (i), pues vale

e IIcIIpS Ilclloolilll/P. Consideramos cl operador dado por Llf = zi]- a¡j(I)D¡J-f +qu

EJ-bj(:c)Dj f. Como L1 satisface las hipótesis del Teorema 8, dada T e Wz'ï’Q C
CWÜ) lija , (77e L”(Sl) y por lo tanto el problema

Llf-i- cf ==7) en Q

f=Lp enÜQ

admite única solución f e W2'7’(Q). Esto nos permite definir un operador T
W2'7’(Q)—>W2'7’(Q),dado por = f. Además, si Ï, í e W2'7’(Q),entonces
TÚ), coincidenen 852,y entonces por el Lema 3 existe una constante co tal
que

IITÜ) - T(Ï)Ilz.p S Co||L1(T(Ï) - T(Í))|Ip = collc(7- mili) S CoIICIIpIIÏ- Ïlloo

Además, por la inmersión de Sobolev vale - KH“, < clll-f —fill”. Luego, si
coc1||c||p < 1, es una contracción, y por el Teorema 10 a continuación, tiene un único
punto fijo que resulta ser única solución del problema original.

Lema 4 El Lema 3 sigue siendo válido si reemplazamos la condición c S 0 por alguna
de las siguientes condiciones:

||c||,, suficientementepequeña.

|52|suficientementepequeño.

Dem: Sean L1 y co como en el Teorema anterior. Se cumple:

1

llLflll’2 llLfllr_ llellp2
Ademas, siendo ||f||oo < c1||f||2_,,, el resultado vale con claridad para coc1||c||,, < 1.

1.2.6 Teoremas de punto fijo.

Definición 5 Dado (E, d) espacio métrico y un operador T : E —>E,

(i) T es compacto si T es continuo y además (X) es compacto para todo X C E
acotado.

T es una contracción si existe k < 1 tal que d(T:v,Ty) 5 kd(a:,y) para todo
z, y E E.
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Teorema 10 (Banach)

Sea (E, d) un espacio métrico completo, y sea T : E —>E' una contracción. En
tonces T tiene un único punto fijo en E.

Teorema 11 (Schauder)

Sea C un convezo cerrado contenido en un espacio de Banach, y T : C -v C un
operador continuo tal que T(C) es compacto. Entonces T tiene al menos un punto
fijo en C.

Observación 1 En el teorema anterior, si C es acotado la hipótesis equivale a que
T sea compacto. Esto no ocurre en. general: por ejemplo, cualquier traslación en
C = ER"es un operador compacto sin puntos fijos.
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Capítulo 2

En este capítulo estudiaremos la existencia de soluciones débiles de la ecuación de
curvatura media prescripta para superficies no paramétricas. Daremos condiciones
sobre el dato de contorno y sobre la curvatura media prescripta, h, con el objetivo de
encontrar soluciones al problema utilizando métodos variacionales.

Recordemos que la ecuación de curvatura media prescripta para la superficie dada
por X : Q —> 993,X(u,v) = (u, v, f(u, 12))se representa con la siguiente ecuación en
derivadas parciales: Ï

(1+ f3)f1m+ + 1?).[1111_ zfufvjuv= 2h‘(u,v)f) + Cll
(NP)

f = 9 en 352

donde Q es un dominio acotado de 322, h. : Ó x ER—> ERes continua y g e H1(Q).

Decimos que f G II'(S2) es una solución débil de (NP) si f G {1+ HMS?) y para
toda (p E C6 (Q),

A)(1+IVf|2)-l/2Vf-V<p + 2h(u,v,f)<p dudv = 0

Es sabido que para el caso paramótrieo, el problema de Plateau admite soluciones
débiles que pueden ser obtenidas como puntos críticos de una funcional. (Ver [H],
[Stl], [LD-M1], [LD-M2]).

El caso no paramótrico fue estudiado para IL= h(:c, y) (y en general h = h(:t:¡, ' - - ,In)
para hipersuperficies en 92"“) por Gilbarg, Trudinger, Simon, Serrin, entre otros (ver
[G-T]). Cabe remarcar que las soluciones obtenidas en [C-T] son soluciones clasicas.
En este capítulo encontraremos soluciones débiles, utilizando métodos variacionales.

Probaremos que para cada h, existe una funcional asociada, y bajo ciertas condi
ciones sobre h, y g encontraremos un nn'ninio global de esta funcional en un subcon
junto convexo de H1(Q), el cual proveerá de una solución débil en H ‘(Q), el espacio
de Sobolevhabitual(ver

2.1 El problema variacional asociado a la ecuación.

Dada una función f e C262), su gráfico genera una superficie en 823, cuya
parametrización es la siguiente :

X(u.,v)= (u,v,f(u,

14



Luego la curvatura media para cada punto de la superficie está dada por la fórmula

¿Efuv _ 2Ffuv + Gfuu
hmwh=2 u+e+efi

donde E, F y G son los coeficientes de la primera forma fundamental (ver [Do]).

Para h prescripta pueden hallarse soluciones débiles de (NP) como puntos críticos
de la siguiente funcional

:Mn=/u+wnwfi+Hmmndwv
iz

como se demuestra en la siguiente proposición:

Proposición 1 Sea Jh : H l(Q) -—>ERla funcional definida anteriormente, donde
H(u,v,z) = [0‘2h(u,v, t) dt. Entonces (NP) es la ecuación de Euler Lagrange para
dicha funcional.

Dem: Toda (p e 06(5)) se anula en 052,utilizando el Teorema de Green se obtiene:

¿Ej-vu _ 2Ffu'u+ anu
dtuxw=2Ág u+fi+fifi —h(u,v, f))Lp dudv.

Observación 2 Si f e T = g + [16(9) es un punto crítico de Jh, entonces f es una
solución débil de (NP).

2.2 Comportamiento de la funcional Jh.

Estudiaremos ahora el comportamiento de la funcional Jh restringida a T. Para
mayor claridad escribirenios Jh(f ) = A(f) + B(f), con

A(f) =_/n(1+|Vf|2)‘/2dudv, B(f) = H(u,v,f) dudo.

Es claro que las funcionales A y B están bien definidas. Los siguientes lemas muestran
propiedades útiles de dichas funcionales.

Lema 5 La funcional A : T ——->PRresulta continua y convema.



Dem: La.continuidad de la funcional puede probarse através de un cálculo simple:

IVÍI2—IVfol2
=I dudv IS

'9\/1+lVfl2+\fl+lVfol2
I AU) - A(fo) I

Sá/fllvfl2_|Vfol2dudv=-;-ÁI< V(f—fo),V(f+fo)>|dudv5

s l¡Ivo - ¡alusivo +mu“
lo cual prueba la continuidad.

En cuanto a la eonvexidad, basta probar que para a, b 2 Otales que a + b = 1 se
verifica la siguiente desigualdad:

‘/1+|V(af +1)¡(,)|25 (¿/1 + |Vf|2 +b\/1+|Vf(,|'¿.

Elevando ambos miembros de la desigualdad al cuadrado, el problema se reduce a
probar:

1+2ab < Vf,Vfo > 5 a2+ b2+2ab\/1+ | Vj |2\/1+ | Vfo ¡2.

Dado que a2 + b2 = 1 —2ab, debemos probar la siguiente desigualdad:

< wavch > +1 s «1+ IVf NEL IVfo ¡2

Si el )rimer miembro de la desi rualdad es ne ‘ativo la desi ualdad ueda trivialmentc
)

probada. En cambio si el primer miembro es positivo, entonces elevando nuevamente
ambos miembros de la desigualdad al cuadrado, obtenemos:

(< Vf,Vfo >)2 SI Vf l2+ I Vfo I2-2 < VLVfo > +(I Vf IIVfo I)2

lo cual es cierto ya que
I< VLVfo >I_<_IVf II Vfol

lVf l2+ l Vfo I2‘2 < Vfivfo >=l VU —fo) l2

Observación 3 Como A es continua y conveza, se sigue que A es débilmente semi
continua infen'or‘mente en T.

Lema 6 Si h es una función acotada, entonces la funcional B resulta débilmente
continua inferiorrnente en T.



Dem: Como h es acotada, tenemos la siguiente desigualdad:

|H(u,v, z)| S a + bIzI.

La topología débil de T C H 1es secuencial, entonces para probar la débil continudad
de Jh bastará mostrar que de cada sucesión que verifique fn —>f débilmente se puede
extraer una subsucesión tal que JH(fnk) —.>JH(f

Si fn —->f débilmente en T C Hl entonces fn —g —>f - g débilmente en H6.
Recordando la inmersión compacta ¡16(52)c-r L‘(SZ),sabemos que podemos obtener
una subsucesión de manera que fnk —g —>f —g en L1, es decir fnk —>f en L1.

Por otro lado sabemos que H es una N-función (ver Capítulo 1, Teorema 3) y
acepta una acotación de estilo

|H(u, v, z)| S a + bIzl,

con lo cual podemos concluir que N", el operador de Nemitski asociado a H, verifica:

N" : L" —>L" continuo para todo a E [1,+00).

En particular N" : Ll —>L1 , con lo cual tenemos:

llNII(fn.¿.) —NII(f)ll1—’ 0

Es decir

Á|H(u,v,fnk(u,v)) —H(u,v,f(u,v))| dudv —>0,

lo cual prueba que |B(f,..k) —B(f)| —>0. El

Observación 4 Como consecuencia de los lemas anteriores concluimos que si h es
acotada, la funcional Jh resulta débilmente semicontinua inferiorrnente sobre T.

2.3 Búsqueda de soluciones débiles como puntos críticos de ./¡..

Asumamos que g e W1'°°, y consideremos para cada k > 0 los siguientes subcon
juntos de T:

Mk = {f E TI ||V(f - 9)lloo< k},

Mi: = {f G T i ||V(f - g)llooS k}



Observación 5 Mk es no vacío (ya que g E Mk) y convezo, mientras que MK
es no vacio, convezzzoy cerrado en T.

(ii) Ï/Ïk coincide con la clausura de Mk, pues dado f E Ñ,“ podemos considerar
la siguiente sucesión {fn = f - ¿(f —g) : n G N} Zl/fn E Mk para todo n e M, dado
que

IIV(f - (f - g) —¿num = uva —g —¿(f —gmc, =
l
TL

1 1 1

= uv(1— ¡xr —mua, = ¡uva —¡num < (¡wc < k.

Por otro lado, f” conuergc a f en ¡11(9) ya que

IIf- ¡"um= IIf—f- ¿(f-mm = ¿no -9)|Iul a o.

Si ahora tomarnos f en la clausura dc A/Ik, existe {fn}neN C IVIktal que fn —>f en

H1(Q) y entonces Vfn —>V f en L2. Podemos entonces extraer una subsucesio'n Vfu].
de manera que V fnj —>V f para casi todo punto de Q. Luego para casi todo 1: e Q
tenemos que |V(f —g)(:c)| 5 |V(f —fnj)(.11)l+ IV(f,,J. —g)(z)|, haciendo tenderj a.
infinito y recordando que ||V(fnj —g)I|°° S k para todo j, probamos que f E Ñk.

(iii) Ñk es acotado en T, puesto que

IIfIIm .<_“f - .0“!!!+ ".(ÏIIII'S CIIVU - fill!) + "9""! S

S CIQIIIVU - !¡)I|oo+ Ilyllnn S CIQIÍc+ llull/n.

Obscrvación 6 Si g e IV“°°(Q), la hipótesis IIh-Iloo< oo no será necesaria, puesto
que para cada f e Ñk se tiene

llflloo S IIf - glloo + “.(ÍIIooS c1Ilf - 9Il1.p + Ilglloo S

S elcnllVU - 9)|Ioo+ IlgllooS 61ch + Ilglloo= C,

donde la segunda desigualdad es válida para p > 2 debido al Teorema 7, Capitulo 1,
y la tercera desigualdad se debe al Teorema (le Poincaré.

Luego, para todo :1:e Ü tenemos -C' S f 5 C, con lo cual h, queda restringida
al compacto Ü x [—C,C].

Hasta ahora hemos probado que Jh es una funcional débilmente semicontinua
inforiormcntc y que Ñk cs un débil compacto (lc T, con lo cual podemos concluir
que existe f0 e Ñk verificando Jh(f0) = inf {Jh(f ) : f e Ñk} (ver Teorema 1 del
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Capítulo 1). Bajo estas condiciones no podemos asegurar que fo sea una solución
débil de (NP), ya que Jh no crece necesariamente sobre todas las direcciones fo + cp
con cpe 08°. Sólo podemos afirmar que crecerá en las direcciones que apuntan hacia
el interior del compacto. Esta idea nos lleva a la definición de declive de una funcional
con respecto a un compacto.

Definición 6 Llamaremos p(fo,Ñk) al declive de Jh con respecto al compacto Ñk
definido por:

p(fo, Mk) = SIIP{d-¡h(f0)(fo—f); f e Mkl

(Ver[Si]

Tenemos entonces los siguientes resultados:

Lema 7 Si fo GÑk verifica Jh(fo) = inl'{Jh(f) : f e Ñk} entonces p(fo,Ñk) = 0.

De_mt

th(fo)(f - fo) = €1i_r.n0J"'(f° + ¿(f ' f0» - Jh(fo) =e

.¡,,.((1 —6)fo + ef) —.I¡.(fo)
e

Cuando 0 < e < 1 tenemos que (l —e)fo + ef E Mi y entonces d./¡.(fo)(fo —f) S 0
para todo f E Ñk. Como (1.lh(f0)(f(, —f0) -—--(), se deduce que /)(f(,, ML.) = O. El

= lllll
e—0

Observación 7 Recordemos que al ser .Ih de'bilmente semicontinua infen’ormente y
Ñk un subconjunto débilmente compacto de T, Jh alcanza un minimo fo en Ñk. Por
el Lema 7 se tiene p(f0,Ïl/Ïk) = 0.

Si fo tiene declive nulo, es decir p(fo,Mk) = O, diremos que fo es un p-punto
crítico. El siguiente Teorema (la condiciones suficientes para asegurar que si f0 es un
p-punto crítico, entonces f0 es un punto crítico (le Jh.

Teorema 12 Sea fo E Ñk tal que p(fo,Ñk) = 0, y asumamos que se cumple alguna
de las siguientes condiciones:

(i) th(fo)(fo - 9) Z 0, ó

(ii) ||V(fo - 9)Iloo < k, es decir fo G Mk;

entoncesth(f0) = 0.
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Dem: Como p(fo,Ñk) = 0, tenemos que th(fo)(fo —f) 5 0 y entonces
th(f0)(f0—g) S th(fn)(f—g) para cualquier f GMIC.Probaremos que th(fo)(<p) =

0 para (p E C6. Sea (Z)= fish, entonces :lzg'ó+ g E Ñk, y d.]¡,(fo)(fo —g) 5
:thh,(fo)(<ñ). Supongamos que dJ¡,_(f0)(<,'ó)7€ 0, entonces th(fo)(fo —g) < O. Si
se verifica obtenemos irnnediatamente una contradicción. Por otro lado, si se
verifica (ii) obtenemos un 7‘ > 1 tal que g + 7'(fo —g) E Ñ,“ y en consecuencia
th(fo')(fo —g) 5 Tth(fo)(fo - g), lo cual resulta una.contradicción. D

Luego, para fo e ML.verificando .I(f0) = mian{Jh(f)}, se cumple la condición
(i) y por lo tanto fo resulta una solución débil.

Ejemplos

Si el dato de borde es constante, es deeir g E c, y h verifica alguna de las siguientes
condiciones:

a) |h(u,v,z)| S a(z —c)+ para todo (u, v) G Q, z E 923,para alguna constante a
- 1verificandoa 5 W,

b) fQh(u, v, f)(f—c) dude Z 0 para todo f GÑk. (Como caso particular podemos
tomar ¡1,(u,'n, z) = (¡.(z —(t) para cualquier (1.2 0),

c) h(u,v, z) = —a(z —c) para algún a > U verificando a. S 271;,

entonces d.]¡.(ff —g) 2 0 para todo f e Ñk.

Esto se debe a que

V V —

«mew—g)=[9%
_ IVfI2

_ W +2h(u,u,f)(f—c)dudez
IVfl2

2 1+|Vf|2
En el caso de verificarse a) tenemos:

+ 2h(u,v,f)(f —g) dudv =

+ 2/¿(u,v,f)(f —c) dudv.

—'Vf'2 |vaI —: .. > _____ , v _ >
/Q 1+ IVfP + 2h(u,v,f)(f () dude _ I/n1+ IVfI2 2|h(u,v,f)||(f c)l dudv _

1 1> __ 2 _ _ 2 = 2_ _ 2>
_ 1+k2 jalVfI dudv 2a (f c) dudv 1+k2 llVfllz 2allf CII2_

1 1 2

2 —1+ k2 llVfllá- 2 a c'áIIVfllá= (—1+ k2 —2 a emuwng 2 o.
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En el caso de verificarse b) tenemos:

fa IVfI2 + 2h(uiv»f)(f-C) dudv=
m

= ill-1% dudv+_/n'2h(u,v,f)(f—c) dudv2 0.
En el caso de verificarse c) tenemos;

+ 2h.(u,v,f)(f- C)dudv= _2a(f_c)2dudvZ

2 1+1k2 IIVfIIÉ—2 a cáuwu; = —2 a calm"; 2 o.

Observación 8 Los ejemplos a), b), c) siguen siendo válidos si se reemplaza la
condición g E c por la condición

Í V(f - 9)V9-Q \/1+|Vf|2

para toda f e Ñk. Notemos que las dos condiciones terminan siendo equivalentes.
Para esto, fijemos cpE CMÜ), con lo cual para todo —Ó< t < Ó, resulta g+ ¿(pE Ñk.
Definamos

dudv 2 0

Vt<pVg

um = ja \/1+IV(9+ WM“ = tvu)’
donde

VQVg
v(t) =

\/1+ IV(9+ MP
Sabemos que u(t) 2 0 para todo —6< t < 6 y u(0) = 0, con lo cualt = 0 es mínimo
de u(t) y entonces u'(0) = 0 y u”(0) 2 0. Por otro lado, u”(t) = 2v’(t) + tv”(t) y
entonces u”(0) = 21)’ Calculando1/(t), obtenemos

Amd...

WWW)”
vl(0)=_¡[aWanda <0,

sngséO. Cl

Corolario 1 Si la condiciónd.I,,(f-_q) 2 0 se verificapara todaf E Ñ,“ entonces
g resulta una solución débil de (NP) .
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Dem: Consideremos una sucesión (lc,,.),,€Nverificando kn S k y kn —>0. Como Jh
alcanza un mínimo en cada Ñkn, sabemos que existe fn E Ñkn tal que p(f,., Ñkn) = 0.
Como Ñkn C Ñk, la condición i) del Teorema 12 se verifica y entonces th(fn) = O.
Finalmente, dado que fn G Ñkn, tenemos que I[V(fn —g)||°° 5 kn —>O y que

fn —g e HC}.Entonces es claro que fn —>g en W1'°°. Veamos que th(fn) —>th(g),
es decir estudiemos:

l¿23,10IIthUn) —th(g)“(H¿)’ = "113,10Hsin}: Ith(fn)(<p') - th(9)(<P)I =
‘10 Hol

tp > +(h(fn) - h(9))<pdudv S=lim sup /<—Vf1——-V—9V
"‘°°IMI,,¿51-9 ‘/1+|Vf,,|2 ‘/1+IVg|2

5 lini sup / | Vf" — V9 lIthI + |h,(f,,) —h.(_q)||(p|dudo 5
""°°uwu,,¿sl. sz \/1+|an|2 \/1+ IVgl2<lirnsnp

_""°°II«pII,,¿sl-0 ‘/1+IVf,.I2 \/1+|V9l2

+(_/n me") —h(g)I2dudv>%IIsonms

2dudvfiuwum+

an V951am(/ |— -—|
""°°.9 ‘/1+|Vf,,|2 1+|Vg|2

Recordemos que fn —>g en Wl'°° luego fn —>g y V fn —>Vg puntualmente. Gracias

a la continuidad de h, tenemos que h.(f,..) —->h(_(¡).También sabemos que

V n
f ls IIanIIoo+ uvguw< k.+ 2 “vana.V9

\/1+ |an!2 \/1+ IIgI2 ’

y que |h,(fn) —h(g)| 5 2M, pues h es una función acotada. Luego podemos aplicar el
Teorema de Convergencia Mayor-ada de Lebesgue para los dos límites, de lo cual se

2azuazvfi+nli¿1r¿°(_/n|h(f,.)— h(g)|2dudu)%.

concluye que th(_q) = O. CI

Observación 9 En realidad se puede demostrar que en las condiciones del Corolario
I, g resulta 1m.mín/¿mo global de la funcional .Ih (enmk.

Para ver esto, definamosLpt (tf+ 1-t)g), luegogo’(t)= th(tf+(1—t)g)(f—g).( ) = Jh
Como0 S th(tf+ (1—t)g) tf+ (1—t)g —g) = thh(tf+ (-t)g)(f —g),obtenemos
entonces que Jh(f) —Jh(g) = 30(1) —90(0) = <p’(c) 2 0. El
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Capítulo 3

En este Capítulo estudiaremos la multiplicidad (le soluciones de (NP) y la regu
laridad de las mismas.

3.1 Soluciones múltiples.

Para cada k = (k1,k2) consideremos el conjunto

az;
< .

axiazjlloo _. k2}
M={fe_MklnH2:“

Nk resulta un subconjunto no vacío, acotado, y eonvexo de T, y la siguiente Proposición
muestra que Nk resulta cerrado en T.

Proposición 2 Ñk es cerrado bajo la topología H1.

De_.m: Para ver que Ñk resulta cerrado, tomemos fn —>f en H ', f,l E Ñk. Es
claro que f G Ñkl, veamos ahora que f E H2(Q). Como {aufn} es acotada en
L2, entonces hay una subsucesión (llainóinosla nuevamente 811fn) tal que auf" —>
f“ débilmcnte en L2. Luego, para cpG (18° vale que f auf" - tp —>f f“ wp. Por otro
lado, f 0111;"-Lp= f amp -f". —>f amp -f. Por definición de derivada débil, se ve que
auf = f“. Además, tenemos la siguiente acotaeión :

“anfnllp:5 k2lgll/r

pues
1’ P J’

jn ¡amm s ja Manaus s k2 Im.

Sabemos que auf" —>f1¡ débilmente en L2(S2), luego auf" —>f“ débilmente en L”
para todo p > 2, entonces para cada p tenemos ||f11||p 5 ¿m Ilaufnllp 5 k2|Q|¡/’.’.
Sabemos además que ||f¡¡||°° = lim,,_.°°||f¡¡||,, 5 lil): kglflll/ï’ = k2. Para las restantes
derivadas se procede en forma análoga. El

Observación 10 Ñk es débilmente compacto.

Daremos ahora el siguiente Teorema que es una variante del Lema del Paso de la
Montaña:
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Teorema 13 Sea f0 e Ñk un mínimo local de Jh y asumamos que J;,_(f1)< Jh(fo)
para algún f1 E Ñk. Sea

c = inf snp Jh('y(t))
7€Fr.e[o.1]

donde I‘ = {7 G C([(),1],Ñk) : 7(0) = f0,'y(1) = fl}. Existe entonces f E Ñk tal (¡nc
Jh(f) = c y p(f, = 0. (Cabe remarcar que f no es un mínimo local de Jh. Una
f en esas condiciones se dira’un punto cr'ítico inestable.)

Dem: Por los Lemas 8, 9 y 10 a. continuación, se verifican las condiciones del
Teorema 3.3 del Capítulo IV en [Stl]. El

Lema 8 La funcional Jh es C‘(Ñky

De_m: Sean f, fo E Ñk. Entonces,

(9

w _ Vfo
\/1+|Vf|2 \/1+IVf0|2“2

‘ (U)

II

lth(f)(<P) - th(fo)(<P)| S ||<Pllu¿ + “Nh(f0) - Nh(f)||2 ,

donde N), es el operador (le Netmiski asociado a h (ver Capítulo 1, Teorema 3). Para.
(I), obtenemos la siguiente estimación

uv—f —V—f0“2 s
\/1+ |va \/1+IVfoI2

s ¿In/Hime w —\/1+|Vf|2VfoI|25

s ¿WI + lVfoI2(Vf —Vfo)i|2 + II(\/1+ IVfoI2—\/1+IVfI2)VfoII2 s

s clufo —¡un + C2“(|Vfo|2 —IVfI2)VfII2 =

= Clllfo —film; + C2(/nl < V(f0 —f), V(f0 + f) > IZIVÍFdUdUfi S

s clufo —fIIu¿ + Cz(_/Q|V(fo —f)|2IV(fo + f)I2IVfI2dudv)% s

s clufo —¡unan+ cap/Q ¡veo —mzdudvfi s Csllfo —nm.

Por otro lado, para (II), Nh : L2(SZ)—> [12(9) resulta continuo, lo cual demuestra. el
resultado. CI



Lema 9 El declive p es H l—cont'i7i,no.

Dem: Sea fn e Ñk tal que fn —->fo en H3. Para e > Otomamos gn e Ñk tal que

p(fn, Nk) —á < th(fn)(fn - gn). Entonces,

pumm) - mmm) s Menu” —gn.)+ g —th(fo)(fo —gn)s

s IIth(fn)I|(,,¿)- “un —fo)llu¿+ when) —th(fo)|I(H¿)- ||(fo - gn)n,,¿+3 < e

para n 2 no. Procedemos en forma analoga con p(fo, Ñk)—p(fn, Ñk) y concluimos que
10(fn,Nk) —’ P(fo,Nk)- E]

Lema 10 (Condición (lo.Palais Smnlv)

Sea (fn)neN C Ñk tal que iÍlI1n._.°o/)(fn,Ñk) = 0. Entonces (fn)nEN tiene una
subsucesión convergente en HO'(SZ).

Dem: Como f" E Ñk sabemos que existe f e Ñk tal que f,1 -> f débilmcnte. Sea
\I/,1 “GNC Hl Q), definida por \II,1= fn -—f. Para cada n e N se tiene:o

an
th.(fn)(q/")=./n
1 2 qun= — Vq"1.d, ———Ám'"

Luego, existe alguna constante c para la cule

V‘l’"
CIIV‘I’nIIÏSp(fn,Ñk)—/ —__-9 1+|an|2

Sabemos que \I/n —>0 débilmente en H l, y que H l((2) H L", inmersión compacta,
para. todo q 2 l. En particular, I-I'(S2) '—>L2, inmersión compacta. Luego, {\II,,.},,€N
admite una subsuccsióu convergente en L2, que (lenotmnos nnevmnente {\II,,},.EN.

VW".+ 2h(u,v, fn)\I/n dudv =

Vf dude + /92ÍL(U,'U,fn)\I’" dudv.

Vf dudv —f 2h(u,v, mii/,1 dudv.
h

Esto es, \1/,1——>0 en L2(S2), y entonces

Vazh(u,v,fn)\11n dudv s 2||h||m|n|á [Ii/nuz—+ o

Vf dudv
VW"

./n‘/1+IVf"|2
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Af —l

=‘__/Qmwn dudv—_/prnv(1+|wn|2)2Vfdudv5

s “AÍH2II‘1’nII2+ IlanllooIIVfllooHsznII2Il‘1’nll2 —» o.

3.2 Ejemplo.

Mostraremos ahora con este ejemplo que (NP) puede admitir por lo menos tres
p-puntos críticos en Nk:

Sea g constante, g —Ec, y consideremos Q = an y h = —a(z —c), donde a es una

constante positiva que verifica a c'ft< á, siendo cn la constante de Poincare asociada
a BR. Veremos entonces que para k¡ < ,/—,—l—2, g E c resulta un mínimo de Jh en_ "C"
Ñkl y por lo tanto un mínimo local en Mk para cualquier k 2 k1.

Estimaremos Jh(f)—Jh(g) para una f arbitraria de Ñkl. Recordemosque Jh(f) =
1+ V 2+H u,v, dudvdondeH u,v,z verificaiH u,v,z = 2h u,v,z

Df \/ | fl ( f ) ( ) a, ( ) ( ) yn

por lo tanto H(u,v,z) = —a(z —c)2.

Se tiene entonces:

Jh(f)—.l,,(g)= ‘/1+|Vf|2—a(f—c)2 —1dudv=
H"

IVfl2 2 IVfl2 2—— —a(f-c)d'ude ——a(f—c) dudvz
Á 1+ ‘/—1+¡vn2 Á 2+ |va

V 2 . 1 .

2I+fllc2—a(f —(:)¿dud'u= / IVfIZ — a. /(f —c)2 dudv =
Én l 11'31: Él:

1 12 , 2 2 2 2 _

—2+k? IIVfllz — a I|f—cllz 2 —2+k? lIVfllz — “Cn IIVfII2—
1

(—Hk.f — ací) IIVfIIE 2 0

luego Jh(f) 2 Jh(_q)para toda f e Ñkl.

Para estar bajo las condiciones del Teorema 13 bastaría encontrar un R adecuado
de manera de poder elegir un k > k1 y fn e Ñk tal que Jh(f¡¡) < Jh(g).

2BR = {(u,1)) e 932qu + '02 5 R2}
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Para cada R definiremos fu de la siguiente manera:

f¡¡(u,v) = c + R2 —(u2 + v2).

Tenemos entonces:

Jh(fR) - Jh(g) = / V1 + 4(u2 + v2) —a(I1’.2— (11.2+ u2))2 duda —77122=
¡an '

n n

= 21r(_/0 (V1+ 4r2)1' dr — a(1ïi2 —7'2)2r dr) —7rI-Z2=

1 1+4)?2 a R2

=27r(g/1 fidp-E/O pzdp)-1rR2=

= g((1+ 4122)“2 —1) — %RB —«R2 =

=7_T_ 23/2_ E 2 7r_‘_l_ 63(1+4R) (3+7rR+3R).
Observando esta última expresión es (clarover que si tomamos un valor de R suficien
temente grande, logramos ./¡,(fn_)< .l,,(_r¡).Por otro lado tenemos que ||V(f¡¿-_q)||m z
IIanIIoo = 2 R. Una vez elegido R tomaremos un k 2 2 R y asi lograremos fn E Mk.

También vemos que podemos repetir la demostración del Lema 7 en Ñk, y entonces
el mínimo de Jh en Ñk es un p-punto crítico. Del Teorema 13 se deduce la existencia
de un tercer p-punto crítico que no es 1m minimo local de Jh.

3.3 Regularidad.

Como ya hemos probado, el problema (NP) admite (para un k > 0 apropiado)
una solución débil f0 E Ñ(k) C W2'°°(Q).

fo G C W2'°°(SZ)C DV2"’((2).Para p > 2 se tiene W2'7’(Q)*—>CKÜ).

Por otro lado f0 verifica

L¡°f0 = 2/¿(u,v, f0)(1+ V¡gw/2 en n

(¡OMICPara (tilda f E C l(Ü) L¡ : W2'7’—> Lï’ es el operador estrictamente elíptico
dado por

LÍÓ= + f3)4)""+ + _ 2fufud’uv
Para probar la regularidad de fo, estudiaremos la siguiente ecuación

Ljod) = 2/¿(u, v, f0)(1 + Vf02)3/2 en Q
(L)

45= 9 en 89.
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Proposición 3 El operador L¡o es estrictamente elíptico.

Dem: Tomemos (u, v) e 932y (3:,y) E 332entonces:

(1+ foÏ(U,v)) 902(1+ fo.2.(u,11))?!2- 2 fu(u,v) fu(U,v) I y =

= 1:2 + 3/2 + .(fou(u,v) I)2 (fo1.(11,v)y)2 - 2 ¡"(unn fu(u,v) rcy =

:372 + y2 + (f0v(u,v) :1: — f0"(n,v) 3/)2 2 2:2 + 3/2.

Proposición 4 Asnmamos que ÜSZE CZ", g G C2” y h E C“ para algún 0 < a 5

1 — Entonces, si 45e W” es una solución (le (L), entonces Ó G Cz'“(ñ).

Dem: Gracias al Teorema de Imnersión de Sobolev se tiene que d)E C l¿"(S-2').Por

lo tanto ¡4104)G 00(5) y los coeficientes del operador L¡o pertenecen a. C".

Por el Teorema 6.14 en [G-T], la ecuación Lw = LfodJen (2, w = g en 652 tiene
solución única en 02‘15), y el resultado se concluye de la unicidad demostrada en el
Teorema 8 del Capítulo 1. El

Observación 11 Como una simple consecuencia obtenemos que f0 E C2'°'(S_Ï),por
la nnicz'dad en DV” dada por el Teorema 8 del Capítulo I.

Corolario 2 Asumamos que 89 E CH“, g e GHZ“ y h e Ck'°‘para algún 0 <

a S 1 - Entonces fo E Ck+2'“(ñ).

Dem: Es inmediata. a partir de la proposición 2.1 y del Teorema 6.19 en [G-T]. El
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Capítulo 4

En este capítulo buscaremos soluciones de la ecuación de curvatura media pre
scripta en el caso no paramétrico por medio de métodos iterativos. En particular,
estudiaremos el caso en que la curvatura media sólo depende de f, es decir:

-' 2
2

(1+f3)f.i.i+<1+ ,Ï)fuu-¿f..fuf..u=2h(f)(1+|Vfl2) enn
(NP’)

f = g en 89,

donde Q es un dominio acotado de 322con 890“, g e W2'7’(SZ),p> 2 y h e CICR).

4.1 Descripción del Método Iterativo.

El método utilizado es una adaptación del procedimiento de Newton-einbedding
(ver [Hs]). Para. cada w e W2'7’(S2),definimos el siguiente operador lineal:

1((1 + mmm. + (1 + 3)th - 2fufvww).ij =——.—.
2(1+IVfI¿)ï

Observación 12 Cabe remarcar que f es solución de (NP ’) si y sólo si

L¡f = h(f) en 52

f = g en 3K).

La. idea del método es incluir a. nuestro problema en una familia. de problemas:

L¡f=th(f) en!)
P(t) =

f = g en 69,

donde t E [0,1].

Llamando f(t,u,, 11)a la solución del problema P(t), observamos que f(1,u, 1))es
una solución al problema. original.

Observación 13 Si 852es 02 y tiene curvatura positiva, entonces la ecuación (NP’)
tiene soluciónúnicapara h = 0 (ver [G-
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Supongamos que para algún to (no necesariamente to = 0) encontramos una solución
de P(to). Nuestro objetivo es buscar c. > 0 (le manera tal que P(t) tenga solución
para todo t en el intervalo lio, to + e]. En tal caso, la Observación 13 garantiza la
existencia (le una sucesión 0 = to < t¡ < tz < < tN. Si tN 2 1 para algún N,
entonces (NP’) tiene solución. l

Asumiremos, (le ahora en adelante, que h E 02(5)?)y h’ 2 0. Llamemos fo a una
solución del problema P(to). A partir (le fo, definimos an como la única solución
de

Lfn+ifn+l= (tO+ G>(h'l(f11)(.fn+l_ fn) + en Q
(qu) =

fn+1 = g en 89.

Para c suficiente)ncntc pequeño, probaremos que la sucesión {f,¡},,€N definida en
forma recursiva (:onvcrgoa una solución (lo P(to + Para probar que la sucesión
{fn}neN está bien definida y resulta convergente serán necesarios los siguientes lemas.

4.2 Lemas preliminares.

Lema 11 Sean f1, f2 G CKÜ). Entonces

"(LL - ¡112)wllpS 3||fn - leln,oollwllz,,,

para todo w E Wz"’(S2) ( cs decir L : C'( l) —> L(W2'7’(Sl), L”(SZ)) cs Lipschitz
continua con constante k 5 3

Dem: Definamos F,- y G : ER?—>ER

(1102G , =———.
(“102) (1+aï+a3)3/2

1+0?Fi(ai,0-2)=W,
Si i = j tenemos:

_l a.- 3a1- l< |04| L +
Üai — |(1 -I-(LÏ-l-(1.3)”2 2 (1 + (LÏ+ (1.3)5/2'_ (1+ a? + ag)”2 I2(1+ a? + (13)5/2 "

Si i 75j tenemos:

IÜFi_I 3(1+a.?) I<3
8a _ (1+ a? + (1%)5/2'

Finalmente para G obtenemos:

ÜG' _ lu]-(1+aÏ-2a?)l |(Lj|(1+aJ2) 2a,?, <3'aai' (l+aÏ+a3)°/2'_(1+aÏ+a%)5/2 (1+aï+ag)s/2
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Luego:
"(LA - ¿1010le =

= II(F2(Vf1)—F2(Vf2))wuu + (F1(Vf1) —FI(Vf2))ww - (G(Vf1) -'G(Vf2))wuv"p =

= IIVF2(¿1)V(fi - f2))wuu+ VFI(€2)(V(f1 - Í2))ww " VG(53)V(f1 - f2)wuv“1’5

S 3HV(f1 - f2)IIoo||wuu||p+ 3||VU1 - f2)||oollwuu“p+ 3IIV(f1- f2)"°°"wuv"p S

S 3IIÍI —f2“1.no"7""2.p

Ü

Para cada. f G C'(Ü), a E L°°(SZ,’R'¿)y fi e L°°(S2) una función no positiva.

Definimos los operadores Lun,” : W2'7’(Q) -—>Lï’(Q) como:

Lula'lnw= ij + an + fiw_

A partir del Lema 3 del Capítulo 1 podemos afirmar que para cada (f, a,fl) existe
una.constante c = c(f, a, fi) tal que

Ilwllzm S CIIL(¡.a.fi)w||p

para toda w e WZ'P(Q) ñ WOI'WQ).

Veremos que la. constante c = c(f,a,fl) puede ser elegida de manera uniforme
en un entorno. En otras palabras, si E = C l(Q) x L°°(S),3?2) x L°°(SZ)con norma
I|(f,a,fi)|| = max{||f||¡_°°, llull,”||fi||,,}, entonces:

Lema 12 Sea c(f,a,fi) = ¡nin{c e ER> 0 tal que Ilwllgm5 c||L(¡,a_p)w||p para toda
w e W2'7’(Q)n Wnl'"((2)}. Entonces r : E —>PRes semicontinua superiormente.

mm: c : E -> ERestá bien definida, ya que c = inf{c e ER> 0 tal que IlwllgmS
c||Lw||,, para toda w e W2"’(SZ)n Wol”’(52)},con lo cual exite {cn}n tal que cn \ c y
para todo n G N y w e Wz'ï’(Q)nWol'7’(52)se verifica que ||w||2_,,_<_cnllellp. Tomando
límite para. n —>oo, es claro que ||w||-¿I,,< c||Lw||p para toda w e W2'7’(Q)n WOI'WQ).

Sea (fo,ao,fio) e E de manera tal que t > c(fo,ao,flo), es decir (fo,ao,fio) G
c’1((-oo, Veamosque existe un entorno en E, alrededor de (fo, ao, ,30),de manera.
tal que para todo (f, a,fi) en ese entorno, se verifica t > c(f, a,fi).

Sabemos que

IIL(¡.a.a>wI|p 2 IIL(¡o.ao,ao)wI|p- ||(L<ro.ao.ao)- ¿(1.a.n))w||p Z
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2 IIL(ÍO.(Io,flu)w"lI- ||(L¡o - L¡)w||p - ||((Y- no)(Vw)|Ip - "(fi - fio)w||p 2

Z “L(fo.ao.fio)w”p- 3I|f - f0“l,oo"w”2m - Cllla - aollpllwllzm- Ilfi - flOIIrIIwHZp2
1

> _ °° _ _ oo'_ " oo >
— cumao’fio) ||w||2.p3||f foll1. Ilwllzm lla aoIIpIIVwII Ilfi fiollpllwll _

1>—
—(amango)

Donde c1 y 62 son las constantes de inmersión de W2"’(Q) en (71(5) y C(S_Ï)respecti
vamente.

" (3“f —f0l|l.oo +.C1“a —CYour+ Collfi —Bollp))IIwII2.p

Recordemosque > Si (f,a,fl) está lo suficientementecercade
(fo, ao, ,30)en la norma del espacio E, entonces se logra

1 1

‘ (3"f- ¡”I'm+Cilia- aoIIp+Collfi-aan,»> ¡.
Luego IILU’mmwflp 2 %"'LU"2J,para toda. w E W2"’(Q) ñ WOI'WQ),con lo cual es claro
ver que c(f,a,fl) < t. El

Lema 13 Sea w e W2"’(SZ)una solución de

{ wa = F'(u,v, w) en Q1g= en
donde F E C7(Ü x 8?),0 < 7 < 1. Entonces w E Gang).

cm: Como W2'7’(Q) '—>C1", el problema

{sz = F(u,v,w) en {2z = g en 60

admite una única solución z E 02762) y por la unicidad de esta. solución en WZ'P(Q),
podemos concluir que z = w.

Lema 14 Si fo e W2'7’(Q)satisface

LjufO = toli,(f0) cn 52

Í’Uo) = { fo = g en 69
entonces

{Ljf = (to + €)(h'(fo)(f —fo) + h(fo)) en Qf = 9 en 60
tiene solución única en W2'7’(Q).
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Dem: La unicidad de la solución puede ser demostrada a partir del Teorema 10.2
en [G-T] y cl Lema 13, puesto que hemos asumido h’ 2 O.

La existencia. será. demostrada (ton métodos (le punto fijo. Para ello, llamamos
z = f —fo y restemos miembro a ¡miembrolos sistemas anteriores, obteniendo:

Lz+fo(3 + f0) _ Lfofu _ (¿o + C)/'-'(f0)¡5= (¡IU-o) en Sl
(EQ?) .

z'= 0 en 89.

Pero

Lz+¡o(2+ fo) - LfofO- (to + €)h'(fo)z = ¡42+on+ (Lz+fo—L/o)fo - (to + €)h'(fo)z =

= Lz+foz + (FÁVUO + 2)) —F2(Vf0))f01m + (FI(V(fo + 2)) —F1(Vf0))f0uv_

-(G(V(fo + Z)) - G(Vf0))f0uu- (to + €)h'(fo)z

Efectuando el desarrollo de Taylor de grado 1 para F1, F2 y G' en Vfo, obteniendo:

F'¡(V(f0 + 2)) = F¡(Vf0) + VF¡(Vfo)Vz + r¡(Vz),

F2(V(f0+3))= + +T2(VZ),
+3))= ‘Í' +7':¡(VZ).

Y entonces:

LZ+Í0(Z+ f0) - Lío/0 -' (¿o+ (Vi/(¡0V

= [12+on+ (VF2(Vfo)VZ + T2(VZ))f0m.+ (VF1(Vfo)VZ + T1(Vz))f0vv_

(VG(Vfo)VZ +1':s(VZ))fo.w - (¿o+ C)h'(fo Z

= liz-I'ÍHZ+ [(fom,VF2(Vfo) + f0wVF1(Vf0) —f0m,VG(an))] V2

—(to + €)h’(fo) Z + 7‘2(V2)fom. + T1(Vz)f0w —T3(Vz)fo.w

Como fo es una función previamente determinada, podemos llamar

T(VZ) = T2(Vz)f0uu + T1(Vz)f0vu _ T3(VZ))f0uv'

El resto T(Vz) satisface:
|r(Vz)| S C3IVZI2,

donde C3 es una constante que depende únicamente de fo. Definamos los operadores
M2 de la siguiente manera:

A]? 2 L(fo+2.uo.fio)’

donde

a0 = f0uuVF2(Vf0)+ vavVFl(Vf0) _ fOquG(Vf0))
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fio = ‘(to + €)h’(f0)«

Entonces podemos volver a escribir (Eq2) de la siguiente manera:

M22:= eh,(fo) + r(Vz) en Sl

z=0 01109

Como habíamos mencionado, veremos que este sistema admite solución mediante
métodos de punto fijo. Para ello, definimos T : C162) —>C162) como T(z) = w si y
sólo si w es la única solución de

MSw = eh.(f0) + 7'(Vz) en Q

w = 0 en 852

en W2"’(Q) ‘—>CWÜ).

El operador T : 01(6) —>01(5) resulta continuo, pues

||Tz —Tzolllloo 5 C1||Tz —Tzollgm 5

S ClczollA/IB(TZ- TZolllp = CICzOIIG’on)+ T(VZ) - MÏ(TZo)|lp =

= CICzollT(VZ) - 7'(V¿’o)+(1l’120o- MB)(Tzo)IIp S

S Ci(ïzo(ll7'(VZ)- 7'(V30)||p + “(Mgo - MÏXTZoHIp) S

S CiConÜHIT’WZ) —7‘(V20)Iloo+ ll(Lzo+fo —Lz+jo)(TZo)|lp) S

S CiCzo(lÜ|03l|V(Z- Zollloo+ 3“zo —leoolszonm) S

S Cl.6(z0, ISZI)II20— zumo.

La segunda desigualdad se debe al Lema 12 que asegura la existencia de 6 > 0
su(¡cienteuienle pequeno de manera tal que si ||z —zo|| < ó, la constante czo puede
utilizarse para todos los operadores M2.

Dado R0 definimos Bm, = {z e W2'7’(S2)tal que Ilzlllm 5 si Ro es lo
suficientemente pequeño, la constante (:0correspondiente la operador Mio puede ser
utilizada para todo operador M2 con z e Bno. Entones,

IITZII2.pS CoIILz(Tz)I|p = co||6¡t(fo) + T(V(Z))llp S co(€llhlloo,K+ CaRÉ),

donde K es un compacto conteniendo a un entorno de la imagen de fo.

Esta última desigualdad muestra que T(BR°) es acotado en Wz'P(Q), debido a la
inmersión compacta Wz'ï’m) ‘—>CKÏÏ), podemos concluir que T(Bno) es compacto
en 01(5).
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Por otro lado, si Ro < 1 (con lo cual R3 < Ro) y e es lo suficientente pequeño,
obtenemos

60(6Iihiloo,K + CaRg) S Ro

y por lo tanto
“Tziilpo S CCo(€IIhIIoo,K+ 6333) S Ro

Tenemos T(BRO) C BBO,entonces el Teorema de Schauder (Teorema 11, Capítulo 1)
asegura. que el operador T tiene un punto fijo E e BnD. Por lo tanto f1 = fo + Z es la.
solución buscada. El

Lema 15 Asumamos que la sucesión {fu} está bien definida hasta el n-e'simo término,
es decir, fo está dada y f¡, f2, '- ' ,fn. E W2'7’(Q)están bien determinadas. Asumamos
también que f,- —f0|I2_,,< R para nn R suficientemente chico, entonces se tiene

u —¡"nun s (A(c))2""-'u¡¡ —foilzm

Dem: En primer lugar observenms que si f¡ y f0 verifican

LÍofO = toMfo)

Lflfl = (to + €)(¡L’(fo)(f1- fo) + h(fo)),

se tiene

fo(f1 - fo) + (LI; —Lfono) - (to + €)¡¿’(fo)(f1- fo) = 6h(fo)

En otras palabras,
¿(I¡.áo.fio)(fi - fo) = ¿MJ-o),

donde

¿Yo= fo.mVF2(€2) + fowVF1(€1) —fouuVG(€3))

fio = ’(I-e + ()¡",(fe)

€1-: Q —>9?? son funciones (le valores intermedios que pueden ser elegidas medibles y

pertenecientes a 1,262,922). Por el Lema 12, Lu‘háo'po)tiene asociada una constante
c = CU‘háolfio)y por lo tanto obtenemos

IIf1 - fol|2.p S CIIL(Íl.Óe.fio)(f| - f0)“p = CCIIh(fo)||p

También sabemos que fn y fn_1 verifican:

Lfnfn = (to + €)(hl(fn-l)(fn _ fn—l)+ h(fn-l))
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LÍn-¡fn—l = (¿0+ C)(h'l(f"-'2)(fn—l _ f11-2)+h(fn—2))'

En este caso tenemos

Línfn _ Lfn—¡fn-l_ (tO+ E)h,(fn-l)(fn " fit-1):

= (tb + C)(h'(fn—l)_ ¡"(fu-:2)_ hl(f11-2)(fn-l - fu-2) =

= (to + 5)[LI/2“)(fu-1 - fn-2)2'

Es decir, N

Lun,¿n_..an)<fn - fn—1)= (to + e)" 2“) (¡M —121-2%,
donde

¡rn-1 = fn—¡,...VF-z(€-ï) + fn—nwVFn(¿ï') - fn—1wVG(€.-'s'))

Y

fln-l= + €)h’,(le-1)'

Debido a. la continuidad de IL’y a que fi —follgm < R podemos asegurar que
(fu, ¿1,14,[3,14) está. suficientemente eeren de (jháoflo) en E y entonces

"fu ‘ fn-lll2m S CIIL(jn¡án¡fi0)(fn_ fn—l)"p =

h (fu-I _ f1I-2)2“7’S

S C(t0 + 6)I'll/¡"clown(fu-1 _ fn—2)2"PS

S C(t0 + €)IIh”IIOO.K"fn-l_ fn-2llpllfn-l _ fn—2"ooS

S CCoUo + €)¡|h"l|oo,l<||fn—1- fn-2llgm'

= (:||(I.0+ ()

Llamando B(c) = cC0(t0 + c)||h.”||°°_¡(escribimos:

"fu —fn.-1"2.p S B(C)"fn-I —fn-2llgm

ObSCI'VCIIIOSque

||f2 - f1||2.p S B(€)Iloo.K||f1- follí,n

“f3 - f2||2.p S B(€)||f2 —flllgm S

S B(€)(B(C)||f1 - follÉmV,

es decir:

"f3 - f2l|2_pS 19(6)Bz(€)(||f1 - follar)“
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Análogamente,

“f4 - f3||2.p S B(C)(B(c) 32(6)Ilf1 - fo|l22.p)2'2)2=

= 13(6) 32(6) B4(€)(|If1 - foII2.p)2'2'2

Luego, inductivamente, se deduce:

"¡n - un s Be) 32m Bz’ce) u- Bz"'2(e)(llf1—fol|2,p)2n_l=

= (B(c))z;=-°12j(llf1 —follan)?“

= (B(e))‘2""‘”(llf1- xauu)?“

= (B(€)“f1 - f0||2,r)(2n_l-l)“fl - folla,»

Recordando que ||f1 —follzmS cc||h(f0)||,,, obtenemos:

Ilfn —¡,.,_.II2.,,s (13mm IIh-(fu)llp)(2"_"“llfn - follar»

es decir

IIfn —¡mua s <A<c))<2"“-‘>uf1—follzm,

con Ac) = B(€)ccllh(fo)llp- a

Observación 14 Se tiene la siguiente estimación:
n-l n-l .

“fu _ f0“2.pS z: "fj+l _ fj”2.p S Z(A(€))(2J_l)€“h(f0)llp S
j=0 j=0

n—l_1 _ 2""

g c||h,(f0)||,, AJ'(c)s r||h(f0)“p1 1:4 A(Egg)S ¿luliüïgg‘

Con lo cual, ||fn —follg'p < R si e es lo suficientemente pequeño.

Observación 15 Para cada n e N U {0} y z e Bm, consideremos los siguientes
operadores:

L(ÍII‘FZ.(ÏH¡fiu)1U= Ljn+31U+ +
donde

an = (fnuuVF2(an)+ fnvaF1(an) - fflquG(an))
fin = _(t0 + e)h'l(fn)'

A partir del Lema 12, podemos afirmar que existen constantes co,R,Ro > 0 con
Ro < ClR, tales que si Ilfn —follglp5 R y por lo tanto ||fn —folllm S ClR, entonces
para toda z tal que ||z||1l°° < Ro, se tiene

S COIILfn+zyanpfianIÏH

para toda w E W2'7’(Q)ñ Wol'”(Q).
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4.3 Resultado de existencia para la ecuación (NP’).

Teorema 14 Existe c > 0 de manera tal que la sucesión dada por (qu) está bien
definida, resulta convergente en W2'7’(Q)y su límite resulta una solución del problema
P(to + E).

MJ: Para demostrar que cada término de la sucesión {fn} está bien determinado
utilizaremos inducción. El Lema 14 demuestra que el término f1 está. bien definido
y f1 E BRC. Consideraremos como hipótesis inductiva la buena definición de los
términos f1, --., fn y asumiremos también que f1-E BRO(fo)para todo i = 1, ---, n.

Debemos demostrar que cs posible hallar fu“ verificando:

{LAN/"+1 = (to + C)(h’(fn)(fn+1 " fn) + h(fn)) cn S2fn+1 = 9 en 852.

Sabemos que fn verifica:

{Lrnfn = (to + €)(h’(fn—1)(fn+- fn-l) + h(fn-1)) 8119fn = 9 en 69.

Restando ambas ecuaciones:

Lfn+l(fn+l)- Lfn _ (tO+ 6)h'l(fn)(.fn+l_ fu) =

(to + €)[h(fn) _ h(fn—l) ’ hl(fn—1)(fn- fn-1)])

es decir

Lfn+1(fn+l_ fn) + (LL-+1_ Línxfn) _ (to + c)hl(fn)(fn+l _ fn) =

h ,2(S)(fu _ fn-l)2)

donde s cs una función (le valores intermedios , s G L°°(Q).

= (io-FG)

Llamando z = fn+1 —fn obtenemos:

{M32 = (to+ siglo" —¡”-02 + r(Vz) en o2:0 enÓQ,
donde

M: = L(jn+zyanyfin)’
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an= (fnuuVF2(an)+ fnvaF1_ fnquG(Vffl))
fin = -(to + €)h'(fn)

Nuevamente definimos T : CWÜ) —>01(5), pero esta vez T(z) = w si y sólo si w es
la única solución de

{Mg'w = (to + c)"‘—".¿(fl(f,;-f,._¡)2 + 1'(Vz) cn Qw = 0 en 89

La continuidad de T : CHW) —>C KG) se prueba de manera análoga a lo demostrado
en el Lema 14.

Asumamos que hemos elegido Ro y R como cn la Observación 15. Entonces,

#0; _¡Mr+«vams
1

S CoKto+ €)5||h”||°°,,7 + "(fu - fn-1)2||p + CaRo],

donde 7? es un compacto conveniente.

IITZII2,pS collMÏ(TZ)||p = Co||(to + c)

Análogamente al Lema 14, T(BR0) es compacto en C'Wñ). Además,

“Tzlllpo < CIIITZII2.pS

1 n

s clcoluo + c)5IIh “Juan —¡MVIIP + 631231s
V 1 II

S Cicoon + OEM/t Iloo,l_\"“(fn- f1.—1)2|I2.p+ C3133]

Utilizamos el Lema 15 para acotar f,1 —fn_1)2||2,,,,obteniendo:
1 n- _

IITZ||1.ooS CICoKto+ 6)5"h”“oo,Ï(A(E))2 l 1||f1 - fo||2.p + 0333] S

1 l, n-l_
S CICOKtO+ dillh lloc,,ï(z‘1(€))2 l 0€||h(fo)||p + 0333].

Si tomamos Ro lo suficientemente pequeño y e suficientemente pequeño y de manera
tal que A(e) < 1, obtenemos ||T(;:)||1,0° 5 R0. El Teorema de Schauder asegura que
el operador T tiene un punto fijo 2, concluyendo que fn+1 = fn + 2 es la solución
buscada.

La sucesión {fu} resulta de Cauchy debido a que

“fu _ fn-lll2mS (A(€))2n_l-l“fl - f0“va

con A(e) < 1. Como W2'7’(Q)es un espacio completo, podemos asegurar que existe
f’ e W2J’(Q) tal que f ‘ = limn_.oofn. Tomando límite para n tendiendo a infinito
en (qu), observamos claramente que f ’ es solución de P(to + e). Cl

39



Capítulo 5

En este capítulo estudiaremos una generalización del problema (NP) analizado en
los capítulos anteriores. Sea Q C 8?" un dominio acotado y C“, h : Ó x ERx ER"—>ER

es una función continua y g G W2'7’(S2)para algún n < p < oo. Estudiaremos la
siguiente ecuación cuasilineal de segundo orden con condición de borde de Dirichlet:

Qf=h(zif)les'”1an) en Q
(NP”)
I f = g en 89

donde L es un operador cuasilincal, estrictamente elíptico dado por Qf = X:aijDij f +
Z bijf + cf, (:on a,-_.,-(:r:,f, le, - - - , D,,f), continuos respecto (lo.todas sus variables,
C1 on f, D.f,---,D,,f, los l)j(:r,f) continuos y (.7lcn f, y con c G L°°, c S O.

En el caso Q uniformemente elíptico (A,(x)/z\¿(z) acotado en Ü) sc han obtenido
resultados de existencia para (NP”) (ver [G-T]). Por otro lado, en [A-M-R] y [D-S-T]
se estudian ciertas situaciones donde Q es elíptico pero no necesariamente uniforme
mente elíptico.

Dada la generalidad del problema no podemos asegurar la existencia de una fun
cional asociada a la ecuación que nos permita aplicar métodos variacionales. Por lo
tanto encontraremos soluciones del problema mediante métodos topológicos.

5.1 Resultados preliminares.

Linealizamos el problema de la siguiente manera:

Para cada f E CIC-Í) consideramos L, : W2"’(Q) —>L7’(Q) el operador lineal
definido por

wa = zar-¡(112,f(a;), D1f(:c), -- - ,an(:c))D¡J-w + Z bj(I, f(1:))DJ-w+ c(zr)w.

A partir del Lema 3 del Capítulo 1 podemos afirmar que para toda f G C l(Ü) existe
c(f) E ER> 0 de manera tal que |Iw||2_,,S c(f)I|L¡wI|p para toda w G W2'7’n Wol'”.
Al igual que lo hicimos en cl Lema 12 (lol Capítulo 4, probarcmos que, en entornos,
podemos independizarnos de la constante c = c(f), en otras palabras:

Lema 16 Sea c(f) = min{c e 3? tal que ||w||2_p5 cllLf'wIIp para toda w G Wz'P PI
Wol”D Entonces c : C1(Q) —>ER> 0 es semicontinua superiormente.
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Dem: Fijemos 7 E C1(ÏÏ). Seat > c(Ï), w G W2'7’ñ Wol’p.Para ||f —Ïlllvoo 5 R,
tenemos que:

IIwallp .>. ||w||2.p- “(LT - L¡)wllp =
__1_
c(T)

= fillwuzm - IInat-(2,1017, -. tun?) —aij(z,,D1¡,- -.,Dn¡))DiJ-w+

+zbj(117) D17)' ' ' a _ ij(z)f>le) ' ' ' aan)]Dju)“P=
1 8 ,-_- _

= 77)“qu —uz (fieras, --.,am - ¡)+
n a 1‘" — Üb- _

:1 agkjf(1,{o,€1,"' ,¿n)(Dkf—Dkf))Dijw+z '87'Ï(Z,flo,#1, ' ' ‘ ,fln)(f—f)Djw"p

Pero, como todos los a¡j(.7:,f,le, -t - , an) son Cl en f, D1f, ' ' - , an y los bj(:c,f)
son Cl en f, obtenemos Bag/af, 'daij/aDkf, Übj/Üf E L°°(ÏÏ) con lo cual:

+
k

l 1 °
IIL wII 2 ——-||wI|2, - II(L-- L )w|| = ——IIwII2, - KRllwllz.Í P P f Í P P P

para cierta constante K.

Entonces,
1

IIL wll 2 (—- - KR)I|wI|2. Í 1’ P
Recordemosque 1/ > 1/ t. Si R cs lo suficientementepequeño sc obtiene:

¿_ —KR > 1.
c(f) t

Luego ||L¡w||,, 2 lellzm para toda w e W2'7’(Q)n Wol’pm),con lo cual es claro ver
que c(f) < t. El

Sea 1): fix QRx 3%"-+ ERuna función continua. Para cada f e C1(ñ) consideremos
la ecuación dada. por:

{Lf'w=n(m)filei"'ian) engw=g enÜQ

Para cada f este problema admite una única solución T( f) e W2'7’(Q)'—>C1(ÏÏ).
Dado que f es una función fija, esta ecuación queda. reducida a un problema lineal
y la existencia y unicidad de la solución quedan justificada por el Teorema 8 del
Capítulo 1.
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Lema 17 T : 01(5) —>CHW) es continuo y localmente compacto.

Dem: Sea-f-E CHW). Probaremos que T es continuo en Sea f E Cl(Ó) verificando
||f —Ïlll'oo < R, donde R > 0 fue elegido de igual manera que en el Lema 16. Se
tiene entonces,

IITf - TÏIIIM S Cille - T7Ilz,pS C(7)61IIL¡(Tf- T7ll|p =

= C(7)Cl(ll77(17yf,D1fi' ' ' )an) — =

=C(7)01(ll77(17)fale) ' ' '¡an)_ _ S
S C(7)C1(ll77(1ïifaD1fi' ' ' ian)-77(13:7,D171' ' ' i _’0SiR_’0)
puestoque para toda f que verifica||f ¡'00< R, se tieneque Im(f) x Im(D¡f) x

x Im(an) C K, donde K es un compacto conveniente de ERx ÉR".Debido a la
unifoer continuidml de 1,dvdm‘imnsque

l|n(x,f,Dif, - - - , an) - 77(I,7, D17, - -- , DnÏMIp S

S Czllfl(zifaD1fa“'ian) —n(xi7)D17)-”1Dn7)ll°° _’ 0 SiR "’ 0

Por otro lado la demostración del Lema 16 nos muestra que

“(L7 - L¡)T7Ilp S ||T7|I2.pl|f - Tlllpo -* 0 si R -* 0,

10cual prueba la continuidad.

Para mostrar que T es localmente compacto fijemos nuevamente 7 y consideremos
BRÜ) = {f G CWÓ) tal que ||f —7||1.0°< R}, con el mismo R elegido anteriormente.
Es claro ver que T(BR(7)) es un subconjunto acotado en W2'7’(Sl).Teniendo en cuenta
que la inmersión W2*7’(S2)'—>C l(ñ) es compacta, podemos garantizar que T(BR(7))
es un precompacto (le CHW). El

Veremos ahora que dada fo satisfaciendo Qfo = h(1:, f0,D1fo, - -u, Dnfo), podemos
encontrar, en un entorno de fo, una solución del problema (NP” ), siempre y cuando el
dato de borde g este próximo a folon. Más aún, encontraremos soluciones admitiendo
pequeñas perturbaciones para h.

5.2 Existencia de solución al perturbar los datos prescriptos.

Teorema 15 Consideremos fo e W2'°°(Q) que verifica Qfo = ho(a:,fo,D1fo, -- - , ano)
en Q. Definamos

Wet)= %1(x’f0,leo’ ...,ano)D¡jfo+ 25%(2)
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y asumamos que se cumplen alguna de estas dos condiciones:

(i) ho es Lipschitz en f, D1f, - - —, Dnf con una constante suficientemente chica y
W+c50

hoesCl enfile)"'1an y ‘I/+c S %Q(Iif0)D1f0).")Dfl-fo)'

Entonces (NP”) admite solución en W'2'7’(Q)para cualquier (h, g) suficientemente
cerca de (ho,fo) en C(Ü x R x R") x W2'7’(Q).

Dem: Consideremos (h, g) en un entorno de (ho, fo). Buscamos una solución de
(NP”) para el par (h, g), lo cual resulta equivalente a encontrar f G W2'7’(Q)tal que

{ - Qfo= h(zvfilea' ' 'ian) _ h0(zif0)le0)”')an0) enQf-fo=9-fo enóQ
es decir,

{ _ LfofO= h’(z)f1le) ' ' ' JD'Ilf)_ [10(2)].0)leOI ' ' ')D11f0) en Qf—fo=9—fo enÜQ.

Llamando z = f —fo, obtenemos

Lz+¡o(z+ fo) - Ljofo = ¿2+on + (Lz+fo- Lf0)f0

Luego el problema queda planteado de la siguiente manera:

Lz+foz + (Lz+fo _ Lf0)f0 =
= “17.2 + fo,01(2 + f0)1"'aDn(z + fol) - ¡10(17,fo, leo, ' ' ' ,ano) en 9

z = 9 - fo en an.

Pero

(Lz+!o"LIo)f0= z<aij(-T»Z+f0,D1(Z+f0)a"'yDn(z+f0))-aij(3ï¡foyD1fo.'"aan0))Dijfo+

+ 203105, Z+ fo) - baix,fo))Djfo

Efectuando el desarrollo de Taylor de grado 1 para cada ai,-y bj en fo,D1fo, ' - - , ano
obtenemos:

a’ij(ztZ+fo, D1(Z+fo),' °' ,Dn(z+fo)) = amix,fo, leo, ' ' ' , anol+aaifii(1, fo, leO) ' ' ' , anolz+
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a i
+Z “J (93,fo,D1fo,“',ano)DkZ+pij(I,z,Dlz,---,Dnz),

Y

bm, z + fo) = bm, U0)+ 2%, mz + mz, z).

Luego a

(Lz+fo_ Lf0)f0= Z(0Lfij(17)fo,D1for ' ' ,ano)2+

+ El; 38131;?(x,fo,D1fo,- - ' ,ano)Dkz + Pij(I, 2, D12, -- - ,Dnz))D.-,-fo+

1 .

+ 2%“, mz + ¡»J-(z,3))Djfo
Entonces,

Lz+foz+ (Lz+fo—LÍ0)f0 = z(aij(I)Z + f0) D12 + f0) ' ' ' )Dnz + f0)Dijz+

+ Z: bj(17)2+ foleZ + CZ+ Z(Dijfo%(ïl(1,fo, leo,° ' ' ,anollz'l'

+ Z Dijfog 5%(2, fo,leo, . -O,ano)Dkz+

+Z:Dijfopij(ï,Z,D12,' ' ' )Dflz)+ f0))z+
+ EDijpj(Irz) = :[a‘ij(:c)z + f01D1z+ f0)' ' ' yDnz + f0)lDijz+

(z)f01D1f01°' °1an0)]Dkz+
n 0 i+Zlbdz,z+fo)+Z DiijL

k=1 i,j 8D ¡cf

aaíj Übj
f0)leO,' ' ' yan0)Díjf0)+Z(Ñ(Z, f0)Djf0)+612+

Z lla-foma z, Dnz,---,Dnz)+ Z Dima-(2, z).

En caso de cumplirse la.condición (i), llamaremos

5,702,Z, D12, ' ' ' , Dnz) = a¿j(z,z + fo, D1(Z + f0), ' ' ' , Dn(z + fo»,

5141,15):bkCr»Z+ fo) + DiijáaïaÏ?(Is fo,D1fo,' ' ' ,ano)
y

_ aaij ab,
C(-"3)= z(a—f(zvf01le0)'"1an0)Díjf0)+ Z(a—f(z,fo)Djfo) + c(z) =

= \I/(:v)+ c(z).
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Definimos el siguiente operador cuasilincal:

CZ = ZEÜUJ, z, D12, -- - , Dnz)D¡J-z+ gaita z)Djz + Ez.

Y consideramos su linealización:

Ïzw = Zag-(11:, z, Dlz, ' - ' , Dn2)D¡J-w+ ZBJ-(z, z)DJ-w + Ew

Entonces el problema queda transformado en:

{Ïzz = É(:c, z, Dlz, - - - , Dnz) +1_2(a:,z, D12, - - - ,‘Dnz) en Qz = g —fo en 39,

dondeÏ-Í(a:,z,Dlz, u-- , Dnz)) = h(.1:,z+fo,D1(z+fo), ---,Dn(z+fo))—ho(:z:,fo,D1fo,'--,ano)
y R(a:,z, D12,‘ ' - , Dnz) = X:Dijfopij(:c,z,D1z,---,Dnz)+ X:Djfopj(:c, z).

Como fo e W2'°°(Q) H 01(5) resulta claro ver que los m,-son continuos respecto
de todas sus variables y Cl en z,D1z, - - - , Dnz. También que los 51-(93,z) continuos y
C1 en z. Por último cs claro que \II(.1:)e C°(Ü) con lo cual E e L°° y la condición (i)
nos asegura que E S 0. Dado que el operador Ó verifica las condiciones necesarias,
podemos aplicar el Lema 17 y definir cl operador T : C‘(Q) —>C1(Q) que resulta
continuo y localmente compacto.

Tomemos un R suficientemente pequeño y consideremos z tal que Ilzlllm < R,
entonces,

IIÏZIIIM S ||9 - fo||1.oo+ “TZ - (9 - f0)“l,oo S

S Ilg- f0l|l,oo+ cCIIIÏÁTZ - (9 - fo))||p S

S ||9 - f0li1.oo+ ccr(IIÑ(I, z, Dnz, - - - ,Dnz) +7333, Z.Diz, - - - ,DnZ) - Lz(9 - f0)"p S

S Clllg-foII2.p+CCI(|IF(I, z, D121- ' ' , DnZ)IIP+IIÉ(Iv z, D12) - - - , DnZ)||p+||Lz(9-fo)||p)

Pero como

z)Dlz) ' ' ' ¡Dnz)“p = "¡ICE!z+f0) Dl(z+f0)l ' ' 'aDn(z+f0))_hO(xaf01D1f01'' ' aan0))“ï’ =

= Ilh(ïuz+fo,D1(Z+fo)r",Dn(Z+fo))-ho(13,z+fo,D1(Z+fo)r",Dn(z+fo))+

+h'0(zaz + f0)Dl(z + f0), ' ' '1Dn(z + —h‘0(z)f01leOa ' ' ')an0))"17 S

5 ||h(:c,z+fo,D¡(z+fo),---,Dn(z+fo))—h0(a;,z+fo,D1(z+jo),---,D,,(z+fo))||,,+

+"h0(za z + f0)Dl(z + f0)1' ' ' aDn(z + _ ¡10(3)foaD1f0)' ' ' yan0))"P S

S IQHIh - holloo + CLiplQHIZIIIpo
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Por otro lado,
||L2(9- folllp=

= zfiij(zrzrDlzv ' ' ' 1Dnz)DiJ'(g_ f0)+ ZBJ(I)Z)DÍ(9- f0)+E(Ï)(g_

Teniendo en cuenta que Ilzlllfi,o< 1?.y que los ai]- y los bj son continuos, obtenemos
|a¡j(a:,z,Dlz, - -- ,Dnz)| S (:¿J-y ij(x,z)| 5 cj, con lo cual

IILz(!J- folllp S mafias-,61, IICIIoo}llg - fo||2.p

Hasta el momento tenemos:

III-11le1.00 S

S Clllg " f0ll2m+ _ hOIloo+ CLip.lQI"z”1.oo+ C3IlÏÏ-(z)z) Dlzv ' ' ' aD712)“00'

Si tomamos (h, g) suficientemente cerca de (ho, fo) y la constante de Lipchitz es lo
suficientemente pequeña podemos concluir que

||T(ï)lln.oo 5 R

para algún R suficientemente chico. Obtenemos entonces T(B¡¡(0)) C 33(0), apli
cando el Teorema de punto fijo de Schauder (Teorema 11, Capítulo 1) se concluye la
existencia de un punto fijo zl e B¡¿(O),con lo cual f1 = fo+2¡ es la solución buscada,
HOW-Tque "/1 — f0|l1,oo < R

En el caso de cumplirse la afirmación (ii), la demostración resulta similar, escribi
mos:

h’(I)z+ f0)Dl(z + f0)>'' "¡Dn(z+ _ hO(xaf0)le01' ' 'aanO) =

h(.7ï,Z+ fo, D¡(Z + f0), ' ' ' , D,¡(Z + - Íl.o(.'17,Z+ fo, D1(Z + f0), ' ' ' , Dn(Z + fo))+

+ho(1a Z + fo, D1(Z + fo), ' ' ' , Dn(Z + fol) —¡10(1',fo, leO» ' ' ' , ano) =

¡105,2 + fo, D1(Z + fo), ' ' ' ,Dn(Z + foll —ho(-"3aZ + foxD1(Z + fo), ' ' ' , Dn(z + fo))+

88-}?(Iaf0,D1f01'' ' aan0)z + zk: aaDllkof(x)f0)D1f0)'' ' ’an0)Dkz+
+

+p(1:,z, Dlz, - ' - , Dnz)

y definimos el operador cuasilineal:

Üz = Efiij(x,z,D1z, --- ,DnZ)DijZ + 2350:, z)D_,-z+ É(a:)z,

y su linealizado:

HIzw = Zag-(¿2,17123 --- , Dnz)D¡,-w+ ZÏJ-(z, z)D,-w + É(a:)w,
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donde:

ïij('7:)z) Dlz: ' ' ' l D712)= fiij(xaz)DlZ) ' ' ' JDnz))

ïjhiz) = ENE?!)—aaD’:f)f(I,fo,D1for“ ,ano)
Y

= _ alto l aho

CCD)= c(z) —a—f(1:)f0)leO) ' ' ' aanO) = +c(z) _ ÑCEJ f0)D1f0,' ' ' ¡an0)'

Llamamos

Ï(IJZIDIZ). ' 'iDnz) = h(I)Z+ f01D1(Z+ f0))' ' ')Dn(z+

—h'0(ziz + f0) Dl(z + f0)! ' ' ' 1Dn(z + f0)))

Ïh, z, D12, - - - , Dnz) = 'ÏÍ(.1:,2, Dlz, - ' - , Dnz) + p(a:,z, D12, ' ' - , Dnz)

y entoces el problema queda planteado de la siguiente forma:

{52 = Ïzz = ÏCL, z, D12, - - - , Dnz) + ÏCE, z, Dlz, - - - , Dnz) en Qz=g—u0 enÜQ.

Debido a que ho es C 1 en f tenemos que aho/ Üf es continua. También sabemos que
fo, leo, --- ,ano son funciones continuas, con Iocual Üho/aflm, f0, D¡fo, -- - , ano) E
Cl(Ü) y por lo tanto es claro que E L°°(Ü)y que az) 5 0. En la situación an
terior hemos mostrado que los É]- = 'a'ij son continuos respecto a todas sus variables
y Cl en f,D1f,---,an. Comoho es Cl en D1f_,---,an, tenemosque aho/ÜDJ-f
resultan funciones continuas, implicando que los bj son continuos con respecto a sus
(los variables y claramente resultan Cl en f, al igual que los (-21-.

Estamos nuevamente bajo la condiciones del Lema 17 y por lo tanto podemos ase
gurar que el operador 7- : C l (Ü) —>C l(Ó) asociado a Ï resulta continuo y localmente
compacto. Tomemos un R suficientemente pequeño y consideremos z e 33(0) C Cl.
Tal como lo hemos hecho en el caso anterior, obtenemos

"Tzulpo S

S Clllg—f0I|2.P+CC1(“Ï(Iv zaD13»' ‘ ' ¡Dnz)“p+“Ï(Ïr z: Dlz» ' ' ' aDnz)IIp+"Lz(9_f0)“p)

En forma amaloga se concluye la existencia de un punto fijo 22 e 33(0) del operador
T, con lo cual f2 = fo + 22 es la solución buscada, notar que I|f2 - fo||1_°°5 R. El
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Observación 16 En y cn (ii) la condición sobre \IIpuede ser reemplazada pidi

endo +c||,, (respectivamente + c- %°-(-,fo, leo, ---,ano)ll,,) suficientemente
chico. Esto se debe a que, a partir del Teorema .9del Capitulo 1, podemos deducir que
bajo estas nuevas condiciones también se verifican los lemas y teoremas utilizados en
la anterior demostración.

Observación 17 Consideraremos el caso particular donde Q C 922es un dominio
02,0,

Q(f) = (1+ f3)fuu + (1 + fÍ)fw - 2fufvfuv

h(u,v, f, f“, fu) = 2H(u, v) (1 + IV¡mg .

En este caso H e CHW) representa la curvatura media prescripta sobre el dominio
Q.

El Teorema 14.12, y Corolario 14.13 en [G-T] aseguran que, por ejemplo, si H > 0
satisface H’(yo)3 < ¿HQ/0) en algún yo E 852, entonces para todo c > 0 existe
(p G C°°(Ü) con Ilgolloo< c, tal que el problema

l
2

Qf = 2H(u,v) (1+ IW?) en n
(Eq3)

f = ¿p en 852

no tiene solución.

Por otro lado, el Teorema 16.10 en [G-T/ asegura que si H e 01(5) satisface

(i)H'(y) Z :Ï-¡IHÜDI’ y

(ii)| f9 Hndml 5 9+?) f9 IDnIdz, para todo n E 03(0) y algún eo > 0

entonces el problema (Eq3) tiene solución única en 00(5) n (72(9) para cualquier
<pG C°°(Ü).

Supongamos que contamos con H en las condiciones del Teorema 16.10 en [G-T/
satisfaciendo H’(yo) = n/(n-l) H(yo) para algún yo e ÜQ. Consideremos Hk(u, v) =
H(u,u)+1/k, para todo k e N se tiene H’(yo) < n/(n —1) H(yo). A partir del

Corolario 14.13 en [G-T/ construimos unaasucesión {ka} C C°°(ÏÏ) de manera que

"SDHoo< k y (5‘13) Pam (2Hk (1 + IVf|2)ï ,gok) no tiene solución.

3I-I’ cs la. curvatura media (le 0S2.
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Por el Teorema 16.10 en [G-T] sabemos que (Eq3) tiene solución única fo e
C°(Ü) n 02(9) para (H, O), es decir (NP”) tiene solución fo e W2'°°(Q) para el par
(h, 0). El Teorema 13 afirma que para cualquier par (h,g) suficientemente cerca de

(h,0) en C(ñ x REXR") x W2'7’(Q),existe solución del problema (NP”). En nuestro
g

caso es claro uer que ||(2H¡c (1 + IVfI2) 2 —hlloo —>0. En cuanto a (pk, podemos decir
que Ilcpnlloo—>0, pero por el Teorema 15 podemos concluir que ninguna subsucesión
de (pu conuergera’ en W2'7’.

5.3 Resultados de unicidad.

Utilizando la misma idea con la que fue demostrado el Teorema 15 puede probarse
la unicidad local de las soluciones (le (NP”), dando lugar al siguiente Teorema:

Teorema 16 Sea fo e W2'°° una solución de (NP”) y asumamos que se verifica
alguna de las siguientes condiciones:

(i) ho es Lipschitz en f, D1f, ...,Dn f con una constante suficientemente chica y
\II + c S 0.

hoesClenfile)"')an 3/ %n(zif0)le0)"'yan0)'
Entonces fo es aislada en CIC-2)ñ W2'7’(Q)4.

Dem: Supongamos que existe f¡ E W2'7’(Sl)solución (le (NP”), tal como lo hicimos
en el teorema anterior obtenemos,

{Qf1_ QfO= ’¿(miflileli"'1D11fl) _ h0(zif0)le0)"')an0) enQf1—fo=9—9=0 enÜQ.

Llamamos z = f1 —fo y en caso (le cumplirse la condición (i), la ecuación anterior
queda planteada como:

{Ïzz = 1:1(x,z,D¡z,- n- ,Dnz) +1_ï(x,z,D12,—--,Dnz) cn Qz = 0 en 39,

donde H(:z:,z,D1z, --- ,Dnz) = h(:c,fo+z, D1f0+z, ---,ano+z)-h(1:,fo,D1fo, --- ,ano).
Sabemos que zo = f1 —fo es una solución de la ecuación recién planteada y por lo

4Existe 5 > 0 para cl (:ual ninguna fo E W2'7’(Q) solución (le (NP"), verifica "fl —folllloo < 6.
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tanto se tiene T20 = zo. Para R suficientemente pequeño y z € 33(0) C 01(0),
obtenemos

“Tzlllpo S CupiQIIIZIILoo+ C3IIÉ(93,Z, Diz, ' ' - ,DnZ)IIoo S

S C(CLipiQifinlzlllpo

Si Cup es lo suficientemente pequeña, entonces C(CL,-,,,R) < 1 con lo cual 'Í" no
acepta puntos fijos dentro de 33(0), excepto z = 0, lo cual demuestra el resultado.

En caso de cumplirse la condición (ii) escribimos Ñ(z,z,Dlz,---,D,.z) =
= Üho/af(93,fo,D1fo,' ' ' ,ano)2 + 2k Üho/ÜDkf(I,fo,D1fo, ' ' ' ,ano)DkZ+
+p(:r, z, D12, -- - , Dnz) y el problema queda planteado como:

{Ïzz = R(a:,z, Dlz, - - - , Dnz) en Qz = 0 en 30.

Para R suficientemente pequeño y z E 33(0) C C1(Q) obtenemos

ninia, s CsIIÏ(93,Z,D1-Z,--. ,Dnznlws Cmsz

Si R es lo suficientemente pequeño, C(Ï) < 1 lo cual demuestra el resultado. D

En ciertos casos podemos probar la unicidad global, así lo muestra. el siguiente
Teorema:

Teorema 17 Sea fo e W2'°° una solución de (NP”) y asumamos que tanto los ai,
como los bj no dependen de f y que h es C1 en f, D1], - - -,D,,f. Entonces, si c S
Üh/Üf, f0 es única. en W2'7’H Cl.

Dem: Como en el Teorema 15, si f1 es otra. solución de (NP”), tenemos que

{Lf1f1— Lfofo=h(:51fl) lel) ' ' ' aanl) _ h(I)f0)D1f0) ' ' ' )D11f0) en Qf1: f0 en 60.
Es decir

LA(f1 - fo)+(Lf1— Lío)f0 = h(117,f1,D1f1,°' ' ,ani) —h(117.fo,D1fo,'' ',ano)
(Eq4)

f1—fo=0
Pero

(fo —Ljo)f0= Z(aij(I,D1f1r' ',an1) - aij(-'B,leO) ' ' ' ian0))Dijf0 =
¡J

enQ

en ÜQ.



= (2’“03(1)’' ' ' ¿”WWW/cul- f0)iDiJ‘fo=

= zak(I)Dk(f1— fo),
k

donde
a ij n

‘ak(z) = agkf(z,so_}j(z), -' -mig-(3))Dijfoa'J

y las funciones de valores intermedios (pij puedes ser elegidas de manera. medible y
pertenecientes a L°°.

Por otro lado tenemos

h'(zifl)lel1' ' ' )D1Lfl)_ h(zif0)le0)' ' 'JanO) =

= %(Ïa 90(1)) 91(1)! ' ' ' aÉ)"(z))(fl_f0)+ík: ala)_’:f(zi90(2)) 91(2)) ' ' ' aQn(z))Dk(fl_f0)

Luego podemos reescribir (Eq4) como

zijaij(sz1fl,' ' ' ,an1)Dij(Í1- fo)+

Ékibkü)+ ak(17)-fith-ï), 91(1)»‘' ' ,9"(3))]Dk(f1- fo)+

(CCC)— ?T?(I,QO(I),QI(TB), ' ' ' ,0"(-'17)))(f| - fo) = 0 en S2

f1_f0=0 enóQ.

Podemos pensar en 2 = f1 —fo como una. solución del siguiente problema:

Mz = 0 en Q

(Eq4){ z = 0 en 89,

donde

Mz = A¡j(a:)D¡-jz+ z Bk(:z:)Dkz+ C(:z:)z

con J

Aij(ï) = aij(valfl(x))' "aan1(17))

me) = mz) + aux) —8-352, 9°(z),91(1),--- ,g"(z>)
Y

ce) = ce) —(¿j-fix,9°(z), 91(2), - - - ,9"(=v)

51



Claramente los Aij E C°(Q), podemos asegurar que Bk G L°° gracias a que fo e W2'°°
y debido a que h e Cl podemos afirmar que C e L°°. También es claro ver que
C S 0 uesto que c —Q 5 0. Entonces estamos ba'o las condiciones del Teoremap a, J
8 (Capítulo 1) y podemos afirmar que (Eq4) acepta única solución en Wz'ï’m), pero
z = O es solución y también lo es f1 —f0 E W2'7’(Q) y asi queda demostrado el
teorema.

5.4 Regularidad de las soluciones.

Teorema 18 Sea f e W2'7’(Q)una solución de (NP”), asumamos que h e Ck'a para
k 2 O, O < a < 1, 89 G GHZ”, que (¿ü e Ck'fi respecto (le :1:y a.-j G C“l respecto
de f,D1f,-'-an, b,-E Ck'fi respecto de :c y b,-E C"+1 respecto de f, c G Ck'fi y que

g e C'IH'Z” 7mm fl E n(1 —-— Eninnrtrs f e Ck+2'fi(ñ).

Dem: Comenzamos con el caso k = 0. Por el Teorema 7 del Capítulo 1, tenemos
que f e Cl'l“"/"(ñ) y a su vez verifica:

Z 01705,¡(2), D1f(z), ' -- , an(:c))Dr-,-f + z 1),.(2,f(:c))Dkf + c(:r)f =

=h(I) le(m))''')
Luego podemos pensar que f es solución del problema:

{ Lw = X:A¡j(:r)D.-jw + X:Bj(:c)Dkw + c(:c)w = D(z) en Qw=g en
donde

Aida") = “fic”, DIÍIÜJ), ' ' ' , an1(íï))

31(3) = bj(17af(1=))

13(1)= h(z,f(-'v), le(-'c), ---,an(z))

El operador elíptíco L tiene C” coeficientes:

IAiJ'(z)_ =laij(zaf(z)1D1f(z)a'''1 _aij(ya '''a =
la: —.ylfi la? — ylfi

= laij(zi16(1))D1f(m)1' ' ' a _ aij(y1f(z)ile(I)1'' ' )l
Irc- yl" T

¡laij(ysf(x)1D1f(I))'' ' i —aij(y)f(y)aD1f(y)1' ' ' s <
' Irc- yl" _
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_<_iaij(zvf(z)ile(z)i' ' ' i - aij(y)f(x)vD1f(z))' ' ' ig
Im- ylfi

If(rn)- f(y)l ID f(=c)- D f(y)|
+I3aij/Üf(€)l

puesto que f G Cl'fi(ñ), Dkf G CHW), aij e C5 respecto de :1:y aij E C'1 respecto de
f, D1f, - - -Dnf , con lo cual Üaij/Üf y 8a.-j/6‘D¡cf están acotados. Análogamente, se
ve que BJ-E Cfi. Por otro lado, c E CB por hipótesis. Finalmente, D G Cp pues es la
composición de una función C“ y una aplicación Cl‘"/”.

Debido al Teorema 6.14 en [G-T], la ecuación Lw = f en Q, w = g en ÜQ admite
solución única en Cz'fi(Ü), y el teorema queda demostrado gracias a la unicidad que
asegura el Teorema 9.15 en [G-T].

El caso general es inmediato a partir del Teorema 6.19 en [G-T]. Ü

5.5 Propiedades del conjunto {Qf = h}

Asumamos que 852 G Cm, h e C°‘ y que h y Q verifican las hipótesis del Teo
rema 13.

Consideremos los siguientes conjuntos:

Mh = {f e Wz'"(9)/Qf = Mz, f, Dir, ---,an) en 52}

5h = {g e Wz'” armónica / (NP”) tiene una solución en Wz'P(Q)}

Mh es cerrado en W2'7’(Q)pues Mh = F ‘1(0) con F : W2J’(Q, R) —>definida por
F(f) = Q(f) —h(-, f, D1, -- -, an) la cual esta bien definida y resulta una aplicación
continua debido a que h E C“ y a la regularidad de los coeficientes de Q.

Por otro lado, a partir de los Teoremas 15 y 18 podemos afimar que Sh es un
abierto dentro del subespacio cerrado A“(0) C W2'7’(Q).

Utilizando los Teoremas 15 y 16 podemos definir la aplicación inyectiva

/\ : Mh ñ C2'"(Ü) —>Sh ñ C2'“(Ü),

donde A(f) es la única función armónica g que verifica f = g en 3Q

La continuidad de A está justificada pues el operador A está bajo las condiciones
del Lema 3 del Capítulo 1 y por lo tanto

II/\(f)—/\(fo)||2,pS I|/\(f)—f—(Mfo)—fo)l|2.p+l|f-fo|l2.p S ciiAf_Af0ilp+“f_f0"2,p°



Observamos que podemos pensar a /\ como la restricción del operador lineal X :
W2'ï’(Q) —->A‘1(0) que es suryectivo, continuo y por lo tanto abierto.

Puede verse que Aes un homeomorfismo, para lo cual es suficiente con considerar
la sucesión gn —>g, y notar que si A(f ) = g podemos encontrar (siguiendo la última
parte de la demostración del Teorema 15) para cada n suficientemente grande una
solución 7,1 e BRn(f) del problema con dato de borde gn. Por unicidad obtenemos
Ïn = fn, y al igual que en el teorema citado vemos que Rn —>0 cuando gn —g —>0.

Como una. consecuencia tenemos el siguiente:

Teorema 19 Asumamos que 39 G 02'”, h, E C“ y que se verifican las hipótesis del
Teorema 17.

Entones si para alguna h el problema (NP”) admite a solución para cualquier g,
(M¡ n Cz'°’(S_2),|| - Hgm)resulta homeomórfico al subespacio A’1(O) ñ 02‘15) denso
dentro de (A’1(0), || - Hgm).En particular, resulta conezo por arcos.

Dem: Basta. observar que si para toda g podemos hallar solución de (NP”) para el
par (h,g), entonces Sh = A"(O) y por lo tanto Sh n Cum) = A‘1(0) n C2'°'(Ü). El

Observación 18 Este resultado se aplica al caso no paramétn'co de la ecuación de
curvatura media prescripta para curvatura constante H, si la curvatura de 30, H’
verifica la condición H’ 2 |H| (ver [G-T], corolarto 16.11)._'_'_

n+l
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Apéndice

En esta.Sección daremos la demostración del Teorema 3, enunciado en el Capítulo
1. Para. ello, serán necesarios los Lemas 1 y 2 del Capítulo 1, y los lemas a contin
uación.

Lema 18 Scan f e M(Q), M G El?” 'y n e N verificando

M . d 1 M
n < [a f(1:) a: < (n+ )

entoces puede encontrarse G1, G2, - ' . , Cn“ partición de Q de manera tal que para

todo i=1,---,n se cumple [Gi f(:v) d(:c) < M.

Dem:Ver El

Lema 19 Sea G : SZXÉR—>ERuna N-funcio'n, sea A = {:I:E Q tal que G'(:z:,-)no resulta continua}
y consideremos un intervalo de la forma [-k, k], entonces para todo podemos hallar
fk : Q —A —>ERmedible, la cual verifica

1nan G(m,s) = G(1:,fk(:c)).4-535

Dem:Ver El

Teorema 4 Sea H una N-función y sean p y q e [1,+00) entonces:

(1) Si NH mapea LP en L" entonces NH : LT’—>L" resulta un operador continuo
y además existe una función a(a:) e L" y una constante b 2 0 que verifica IH(1:,s)| S
a(a:) + bIsls.

(2) Si existe a(a:) e L" y una constante b 2 0 que verifica |H(a:,s)| 5 a(a:) + bIsIE
entonces NH resulta un operador continuo N¡1 : L” —>L".

Dem: Observemos que probada la afirmación (1) , la. afirmación (2) queda au
tomáticamente demostrada. pues si a(z) G L" y f G Lï’ tenemos:

[QIH(2=,f(x))I"s fame) + www s

s ./n2°“(Ia(:r)l" + Mmm") =

= Wip/n ¡aunq + ¿aq/nmz)?» < oo



Lo cual nos dice que NH mapea L” en L“ y por lo tanto la afirmación (1) nos
garantiza la continuidad.

Dem de (1):

Dividiremos la demostración en tres partes:

a- Continuidad del operador NH.

b- Acotación para cl Operador N”.

c- Acotación para la función H.

a- Continuidad del Operador N".

Sabiendo que N” mapca L" en L" vamos a probar que os continuo. Asumimos
que NH(0¿p) = OLqy probaremos la continuidad en 0L». Una vez probado este caso
particular podremos probar el caso general, pues para probar la continuidad en un fo
arbitrario de L” consideraremos la función

C(1:, s) = H(z, s + f0(:z:)) —H(:1:,fo(:v)).

Es claro que G cs una N-función y también observamos que NG(O¿P)= 0L, ya que

Nc(f)(I) = G(I,f(-'c)) = ¡{(93,f(-’r)+ fo(33))- ¡{(2, fo(I))

y que NG mapea LPen L". Entonces nos hemos reducido al caso particular y podemos

asegurar que NG es continuo en OLPpero NG y NH estan relacionados de la siguiente
manera:

Nn(f + fo) = NG(f)

con lo cual la continuidad de NG en 0 prueba la continuidad de N" en f0.

Demostración del caso particular: Supongamos que N” no es continua en 0L»,
nuestro objetivo será. construir una función \I/ en LP de manera que N¡¡(\II) í L4.

Siendo N" discontinua en 0L», existe una sucesión dineN C U’ tal que 45,1—>0,,»
pero NH(45,,)74»Ou. Podemos pensar que para todo n e N se tiene

>a>0
Y

Z lld’nll;< oo.
nEN
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Teniendo en cuenta estos hechos se construye una secuencia de números positivos
ek, funciones danky de conjuntos Ok que cumplen las siguientes condiciones:

(i) Ek+1 < 52“

(ii) ISZkIS ek

(iii) fnk |11(:1:,c/)nk(:1;))|qd:z;> ¿a

(iv) Dado D C Q arbitrario tal que |D| < 26k.“ se verifica: fD |H(:c, ónk(x)|qdz < g

La construcción se realiza en forma inductiva. Para n = 1 tomamos

€1=IQI , 91:9, Ón1=Ó1

que claramente verifican (ii) y (iii). Ahora construiremos 62, 02 y 45,.2.Pare eligir
52 utilizamos la absoluta continuidad de la integral para la función5

|H(qón¡)|qe L1(Q) y para e = g obteniendo asi un 6 de manera tal que para cualquier
D C Q tal que IDI < ó se verifica: fD|H(z,q5n1(a:)|qdz < Esto nos dice que
eligiendo 52 < min[ó, logramos que se satisfaga la condición (iv).

Por otro lado recordemos que 45,, —>0 en U’ con lo cual qbn —>0 en medida,

entonces, gracias al Lema 2 podemos afirmar que N” (45")—>0 en medida. Eso quiere
decir que

|{rv e S2 tal que |H(:c,q5n(:z:))| S a}| —>0

|52|- |{I”(v5n) > all -* 0

Entonces para 62 existe nz G N tal que IS)—{H(d>n) < a}| < 62 para todo n 2 77,2.

Tomemos Qg = Q - {H (4%,) < a} y veamos como elegir un a adecuado para
que se cumpla (iii). Llamemos F2 = {H(d),,2) < a}.

[92 IH(z,d)nz(z))I"drv = fn IH(z,d>n2(a=))I"dz- [F2 |H(r,<bn2(z))|"dz 2

a —|le ana — aq.

Sl tomamosa = logramosque se cumpla (m). La construccroncontinua en
forma inductiva.

Con estos elementos definiremos \IIe L"(Q). Para ello llamemos

m

Uk: U QI: Y Dk=Qk-Uk
í=k+l

58o entiende ¡{(ónl) = 11(‘¡Ón]('))
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Observación 19 Se tienen los siguientes hechos:

1- Los conjuntos Dk son disjuntos.

2- IUkIS 22k“ IQiI = 3’11IQk+J-IS 23-11% = 2 6k+1-'

Definimos
qbnk(a:)l si a: e Dk

\I/(a:) = { O si a: í us; D,

Veamos que \II e L”(Q) :

|\II(:c)|”d:v = |\Il(:L')|”du: = fi d)" .(zv)|”d:v S fi Iábn (:L')|”d:n < oo.
jukENDk ¡cg/DL.I L k

Veamos ahora que Nu(\I’) í L"(Q) :

[nme, www = “ENjm una,wwe: = ¿:4jm me, «mania =

¿(jm IH(I,mew: —[nm IH(a:,menus) 2
2 a a

> — — — = — =
- ¿,3 a 3 k; 3 °°

ya que IQk ñ Ukl S IUkI 5 2€k+1. El

b- Acotación del Operador NH.

Probaremos ahora que NH es un operador acotado, es decir debemos hallar M > 0
de formatal que IIN"(f)I| 5 M si 5 1.

Nuevamente asumimos que N11(0) = 0 . Hemos probado que NH es continuo y
por lo tanto existe 1'> Otal que

¿Immnwdz s 1si fnlflxflpdz< rr

Sea f una función cualquiera de L”(Q), entonces podemos encontrar n un número
natural de manera tal que nr” 5 “f”; 5 (n + 1)r” es decir nr" 5 f9 Iflï' 5 (n + 1)r".

58



Entonces estamos en condiciones de usar el Lema 18 para asegurar que existe

G1, - - - , GH.“ partición de Q de manera que foi IfIT'da:5 r" para todo i = 1 - - -n+1
y por lo tanto

IINHUMIZ= ¡[aIH(1=,f(I))Iqu = _/G__Iman,¡(ends =
n+l

= ja IxG.-(I)H(a:,f(z))l"dz= [a IH<z,xG..(x>f(z>>qux

pero fa lXc.-(=C)f(x)l”d=v= foi If I” S T” => f9 IH (I, Xci (I)f (1))qurc S 1.

Luego tenemos

IINHUHIÉ S 71+ 1
p

Recordemos que 11.1'”5 ||f II; es decn‘ n 5 "fi! luego podemos concluir que

P

"¡up + m
TP

IINH(f)||qS(

lo cual prueba la acotación.

En el caso que NH(0) 76O , consideremos NG anteriormente definido. Tenemos
entonces que NG(0) = 0 y por lo tanto NG resulta acotado. Puesto que NG(f) =
NH(f) —H(z,0), donde ¡[(1,0) es una función determinada dc L"(Q), conclniinos
que N¡I es acotado.

LuegoIINI-¡(f)llq= IINGU)—meq s IINc(f)IIq+ ||H(-'E,0)l|q lo
claro que al ser NG acotado también lo es NH. D

c- Acotación para la función H.

Probaremos ahora que H admite una acotación del estilo |H(:z:,s)| S a(a:)+ blsls.

Hemos probado que NH es acotado, luego existe b > 0 de manera tal que
IINH(f)IIS b si IIfIIS 1 , cs decir .ntH(I,f(I))I"dI S b si fn|f(=v)|"dI <1

Definimos la función <I> Q x ER—>¿Rde la siguiente maneras:

<I>(:c,s)= max( |H(1:,s)| — b Isls , 0

GObservannas que si q < l, entonces <1)Z 0 se define como

(<I><m,s))°= max(IH(-r.s)l" - bqlsl”,0);

por la desigualdad de Minkowsky tiene

Mm) s IH(I,-s')l- bla-¡5.

si d)(.1:,s) 2 0, y la dcnlostrmzión signo sin alteraciones.
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Observación 20 Observemos que .

1- La desigualdad de Minkowsky nos asegura que si <I>(a:,s) 740, entonces

|‘1>(I,s)|" S ¡11(3)6)|" -bI8|”

Sea f una función arbitraria de L”(Q).

2- (I) es una N-funcio'n.

Definmnos D = {rne Q tal que <ï>(:z:,f(.1:)) > 0}. Podemos suponer que

[I |f(.7:)|”d:1:= n + e. )

donde n es un número natural y 0 S E < 1.

Utilizando nuevamente el Lema 18, podemos hallar D1, - -0, Dn partición de D de
manera tal que

/D|f(a:)|7’da:<1 (i = 1,.--,n+ 1).

Luego
11+l

/Dl<I>(:c,f(z))I"dz= z [D I<I>(rc,f(z))l"dz s (n+1>bq' i=l ‘ i

y también

ja I<l>(:v,f(:v))l"dz = jp I<I>(:v,f(:v))I”dx s

< q _ _ q p
_ [D IH(z,f(I))I dr jp b If(x)l dz

5 (11+ 1)!)‘7— b"(n.+€) S bq.

Por otro lado el Lema 19 nos dice que para cada k e N existe una. función medible
fk que verifica,

[Regílfiaá = <1>(:c,fk(a:))para casi todo z e Q

Sabemosque fk verificaIfk(:z)| S k y por lo tanto tenemosque fk e También
observamos que:

sup <I>(1:,s) = lim <I>(a:,fk(z))
.969? k_‘°°

Llamemos a(a:) = supsem <I>(:z:,s). Utilizando el Lema de Fatou obtenemos:

[olaqu dz s sim/Q|‘I>(I,fk(í€))|dz sw,
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lo cual prueba que a(a:) es una función (le L”(Q).

Finalmente se tiene

a(:z:) = sup <I>(:c,s) 2 sup{|H(:z:, s)| - blslï'},
l sem sem

lo cual muestra que

a(:c) 2 |H(:r, s)| —bIsIÏ para todo a: e Q,

es decir

|H(:c, SH S a(:1:)+ blslspara todo :1:E Q.
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