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Resumen

Los datos provenientes de un sistema de iluminacién por radiacién coher-
ente, como lo son los datos de radar de apertura sintética — SAR (Synthetic
Aperture Radar), pueden modelarse con el modelo multiplicativo. Este modelo
es muy conveniente para explicar las caracteristicas estadisticas de estos datos.
El retorno multilook en formato amplitud se modela como una variable aleatoria
que es el producto de otras dos variables aleatorias independientes. Estas vari-
ables aleatorias corresponden al backscatter y al ruido speckle. El modelo para
el segundo, para el formato aquf considerado, es universalmente aceptado como
la distribucién Rafz Cuadrada de Gamma. Por otro lado, el modelo a utilizar
para el backscatter solamente dependerd, idealmente, de algunos pardmetros
que representaran la informacién disponible a cerca de la rugosidad y de la tex-
tura de la imagen. Se pueden utilizar diferentes distribuciones para modelar el
backscatter. Esta eleccién dependerd del grado de homogeneidad presente en las
imdgenes. Las distribuciones X han sido muy utilizadas para modelar datos
que han sido generados por un sistema de iluminacién coherente, en particular
para imdgenes SAR . El modelo multiplicativo cldsico postula que el retorno en
amplitud de dreas no homogéneas obedece un tipo de distribucién K llamado
K 4. Si el drea es homogénea la distribucién I''/2 modelar4 bien los datos y, por
ser ésta un caso particular de la anterior, se preserva la validez del modelo K 4.
Sin embargo, las distribuciones X4 no modelan bien los datos provenientes de
dreas muy heterogéneas. Se ha propuesto el uso de las llamadas distribuciones
GO, para el modelado de 4reas extremamente heterogéneas. En este trabajo se
estudia la factibilidad de substituir la distribucién K4 por la distribucién 99‘
en el ajuste de datos. Con este fin se propondrd una aproximnacién entre ambas
distribuciones. Se verificard que la aproximacién de la distribucién K4 por la
distribucién gﬂ tiene sentido préactico, concluyendo que se debe adoptar como
verdadero modelo a la distribucién g%.
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Capitulo 1

Introduccion

Los datos provenientes de un sistema de iluminacién por radiacién coherente, como lo son los
datos de radar de apertura sintética SAR (Synthetic Aperture Radar), pueden modelarse con
el modelo multiplicativo. Este modelo es muy conveniente para explicar las caracterfsticas
estadfsticas de estos datos.

El modelo multiplicativo afirma que, bajo ciertas condiciones, la interferencia constructiva
y destructiva de las sefiales incidente al y reflejada por el blanco observado dan un retorno que
varfa, en forma aleatoria, con la media del backscatter o retrodispersién del blanco iluminado.
Esta cantidad, inherente al blanco, es la que interesa inferir a partir de las observaciones.

Este tipo de datos padece de la presencia de un ruido granular, llamado speckle, caracterfs-
tico de toda imagen formada con iluminacién coherente; otras situaciones de este tipo son las
imégenes de ecograffa y laser. Para mitigar este ruido, que dificulta tanto el andlisis visual co-
mo el automético de las imdgenes SAR, se puede aplicar un procesamiento llamado multilook.
La contrapartida intuitiva de este tipo de procesamiento es que cada look es una observacién
independiente de la misma escena, y la imagen procesada en n looks es el resultado de realizar
un promedio con n de estas imdgenes independientes. La sefial SAR original es compleja, y en
la préctica se trabaja con la amplitud (médulo del complejo) o con la intensidad (cuadrado de
la amplitud) de esta sefial.

Matemdticamente, el retorno multilook en formato amplitud se modela como una variable
aleatoria que es el producto de otras dos variables aleatorias independientes. Estas variables

aleatorias corresponden al backscatter y al ruido speckle. El modelo para el segundo, para
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el formato aquf considerado, es universalmente aceptado como la distribucién Rafz Cuadra-
da de Gamma. Por otro lado, el modelo a utilizar para el backscatter solamente dependerd,
idealmente, de algunos pardmetros que representarsn la informacién disponible a cerca de la
rugosidad y de la textura de la imagen [UKBW86].

Nos interesard conocer cuél es el comportamiento de los pardmetros para los diferentes
modelos propuestos para el backscatter. Hecho ésto, la estimacién de los pardmetros para las
diferentes distribuciones resultantes del retorno, jugard un papel de gran importancia.

Se pueden utilizar diferentes distribuciones para modelar el backscatter. Esta eleccién de-
pender4 del grado de homogeneidad presente en las imdgenes. Para muchos sensores SAR, las
dreas urbanas, dreas de bosque y 4reas de pastizales tienen homogeneidad creciente, y para
cada uno de estos tipos de datos habréd una clase de distribuciones que los ajusta mejor.

Las distribuciones K [JT87] han sido muy utilizadas para modelar datos que han sido gener-
ados por un sistema de iluminacién coherente, en particular para imégenes SAR [Oli91]. A estas
distribuciones se las consideraba bastante generales, pues permiten modelar datos homogéneos
y heterogéneos, hasta la propuesta de [FMYS97] que, como se ver, tiene més generalidad y
tratabilidad.

El modelo multiplicativo cldsico postula que el retorno en amplitud de dreas no homogéneas
obedece un tipo de distribucién K lamado K 4. Si el 4rea es homogénea la distribucién T''/2
modelard bien los datos y, por ser ésta un caso particular de la anterior, se preserva la validez
del modelo K 4. Sin embargo, las distribuciones K4 no modelan bien los datos provenientes de
éreas muy heterogéneas.

Dada la necesidad de hallar un modelo para datos extremadamente heterogéneos, Frery et
al. [FMYS97] propusieron una nueva clase de distribuciones, las distribuciones G, que cumplen
con estas expectativas. En ese mismo trabajo se propone el uso de un caso particular de
las distribuciones G, las llamadas distribuciones G°, para el modelado de 4reas extremamente
heterogéneas. La distribuciones G° son de gran importancia, pues modelan muy bien datos que
provienen de 4reas urbanas y que, en particular, no se pueden modelar con las distribuciones
K.

Las distribuciones G° tienen tantos pardmetros como las distribuciones K y sus funciones

de densidad y distribucién acumulada son m4s tratables teérica y computacionalmente que las
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de las segundas. Otra ventaja de usar las distribuciones G® en relacién a las distribuciones K
es la posibilidad de substituir estas 1ltimas por las primeras, sin perder calidad en el modelado
de los datos.

En este trabajo se estudia la factibilidad de substituir la distribucién 4 por la distribucién
GY en el ajuste de datos. Con este fin se propondrd una aproximacién entre ambas distribu-
ciones. Se verificard que la aproximacién de la distribucién K4 por la distribucién gﬂ tiene
sentido préctico.

Una vez verificada la factibilidad de esta aproximacién, se podré considerar a las imdgenes
SAR bajo el modelo de la distribucién GY tinicamente.

El problema de aproximacién se encarard de dos formas: una tedrica, donde se propondrd
una distancia entre las dos distribuciones la cual se intentard minimizar, para obtener una
correspondencia entre ellas; y la segunda, practica, que consistird en medir las distancias entre
distribuciones empfricas y distribuciones tedricas. Para aproximar la distribucién K4 por la
distribucién GY, se propondré la distancia L, entre sus respectivas densidades, justificando el
por qué de su eleccién.

Se medir4 la calidad del ajuste de datos K4 al ajustarlos con la distribucién G4, utilizando
el test de adherencia x? en una experiencia Monte Carlo y se estimar4 el tamafio de la muestra
més grande que no lleva al rechazo de la hipétesis. Este test de adherencia también sirve para
justificar la eleccién de la distancia utilizada, entre otras posibles.

Finalmente se medird, en diferentes dreas de una imagen SAR, el ajuste de los datos
suponiendo, en primer lugar, que estos provienen de una distribucién K4 y luego que provienen
de una distribucién G9. Se llegar4 a la conclusién de que el modelo de ajuste para datos SAR
es la distribucién GY.

En el Capftulo 2 se presentard una sfntesis de la generacién de im4genes SAR y sus difer-
entes formatos: complejo, intensidad y amplitud. En esta tesis solamente se utilizaran formato
amplitud, por razones que se expondrdn en el mismo capftulo. Para el formato amplitud se
estudiardn las distribuciones involucradas y se presentar4n sus m4s importantes propiedades en
el Capftulo 3. Los métodos utilizados para estimar los pardmetros de las distribuciones K4 y
GS del modelo propuesto serén presentados en el Capftulo 4. El Capftulo 5 es el concerniente

a la simulacién de imdgenes SAR donde se realiza una comparacién de los estimadores para la
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distribucién gﬂ através de ensayos de Monte Carlo. El Capftulo 6 estd dedicado a la aproxi-
macién de la distribucién 4 por la distribucién gg, d4ndose un enfoque teérico y un enfoque
numérico. Para finalizar, debido a los problemas cuando se utiliza la distribucién K4 y gracias
a las mejoras al utilizar la distribucién G4, en el Capftulo 7 se mostrar4 los resultados de reem-

plazar la distribucién K4 por la distribucién G4, cuando se hace clasificaciones de imagenes
SAR
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Capitulo 2

Radar de Apertura Sintética

Los principios del funcionamiento del Radar de Apertura Sintética han sido objeto de numerosos
estudios generando una amplia bibliograffa sobre el tema, [FTUF82], [0Q98], [Jac99], entre
otros.

El Radar de Apertura Sintética (SAR) es un dispositivo de microondas activo que permite
generar imédgenes de alta resolucién. El mismo emite sefiales de microondas a intervalos regu-
lares sobre una regién de interés, recibe la parte de esta energfa que es retrodispersada desde
dicha regién y detecta la intensidad y la distancia, es decir el retardo en el tiempo de las sefiales
de retorno.

El radar posee su propia fuente de energfa y por lo tanto, es independiente de la luz del
sol para la iluminacién. Este tipo de sistema se conoce como sistema de teledeteccién activo.
La gran ventaja del radar sobre los sensores dpticos es la posibilidad de funcionar tanto de dfa
como de noche y la de atravesar las capas de nubes, lo que implica una gran disponibilidad de
informacién.

Estos hechos, junto con la sensitividad a la rugosidad de la superficie y al contenido de
humedad del suelo, (debido a las longitudes de onda en que emite el radar), significan que el
SAR es una herramienta muy poderosa en sensoramiento remoto. Dadas sus caracterfsticas
puede distinguir diferentes tipos de cobertura de la Tierra, asi como también puede detectar
cambios temporales, de gran utilidad por ejemplo, en agricultura.

Ademads, este sistema opera en diferentes frecuencias y polarizaciones, lo que permite obtener

distintas clases de informacién de un mismo objeto sensado.
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En los ultimos afios se han generado un gran mimero de imégenes SAR (provenientes de
diferentes sensores transportados en aviones o en satélites) y es por esto que es de suma im-
portancia generar herramientas automé&ticas para poder extraer informacién que permitird la
interpretacién y la deteccién de cambios en las mismas.

El sistema SAR genera imdégenes que, a diferencia de las generadas por los sensores 6pticos
son de diffcil visualizacién e interpretacién y esto se debe a diversos factores que mencionaremos
a continuacién.

Una imagen generada por un sistema de iluminacién coherente, tal como lo es el SAR, es
afectada por la interferencia coherente de los dispersores. Sobre diferentes tipos de regiones ex-
tensas, como por ejemplo campos cultivados y grandes extensiones de bosque, esta interferencia
causa una fluctuacién en la intensidad detectada, que variard de celda de resolucién a celda de
resolucién. Este efecto se denomina speckle y da a la imagen una apariencia granulada, como

puede verse en la figura 2-1. Debido a la naturaleza eminentemente aleatoria del ruido speckle

Figura 2-1: Imagen SAR, de una regién cercana a Munich, Alemania. Se puede notar el
granulado debido al ruido speckle

(este ruido es uno de los principales problemas del SAR), las imé4genes SAR no pueden ser
analizadas en base al pixel solamente, sino que es necesario basar este an4lisis en estimaciones
estadfsticas sobre las regiones de la imagen. Por lo tanto, para disefiar algoritmos que extraigan
informacién de las imé4genes se debe tener un amplio conocimiento del comportamiento estadfs-
tico de las mismas, en particular del comportamiento del speckle y su efecto en las estadfsticas
de la imagen. Esto implica proponer un modelo estadfstico adecuado y estimar los pardmetros

que estdn involucrados en dicho modelo.
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Es necesario, entonces, determinar cuél es la mejor estimacién de estos pardmetros a partir
de los datos y deducir las distribuciones muestrales correspondientes que nos permitirdn tomar
decisiones y lograr asf discriminar las distintas regiones de la imagen.

En im4genes 6pticas, ha sido comunmente utilizada la distribucién Gaussiana para modelar
este tipo de datos, sus propiedades han sido muy estudiadas, desarrolldndose numerosas técnicas
junto con su implementacién computacional para este modelo. El tratamiento del ruido, para
estos datos, se hace bajo un modelo aditivo.

Hacemos notar que el ruido speckle, a diferencia del ruido de imégenes 6pticas, no es gaus-
siano sino que se utilizan otras distribuciones que ajustan mejor estos datos, ni tampoco es
aditivo sino que es multiplicativo. A rafz de lo recién mencionado, no es posible aplicar a estas
imégenes el tratamiento cldsico de procesamiento que se utiliza en sensores épticos.

Otro factor a tener en cuenta es la geometrfa de las imdgenes SAR que produce problemas
para el despliegue y an4lisis de los datos adquiridos por este sistema.

En las siguientes secciones se tratardn los elementos bésicos del SAR, su geometrfa y los

distintos formatos de las im4genes generadas por este sistema.

2.1 Elementos del SAR

Las técnicas de teledeteccién por radar pueden proporcionar informacién acerca de la superficie
de la Tierra en relacién con: rugosidad de la misma, topograffa, condiciones de humedad,
vegetacién.

Los sistemas de Radar (RAdio Detection And Ranging) son capaces de producir im4genes de
la Tierra de alta resolucién. Este es un dispositivo que detecta un objeto e indica su distancia
y su posicién. En general, la mayorfa de los radares aerotransportados que producen imigenes
son de vista lateral (SLAR: Side Looking Airbone Radar), dentro de éstos se encuentran dos
tipos: radar de apertura real (RAR: Real Aperture Radar) y radar de apertura sintética (SAR:
Synthetic Aperture Radar).

El mayor problema de los sensores RAR radica en su baja resolucién espacial como con-
secuencia del escaso didmetro de la antena, donde el tamafio mfnimo del objeto identificable

en la imagen est4 en relacién directa con la longitud de onda y la altura de observacién y es
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inversamente proporcional al didémetro de la apertura. En una plataforma espacial, serfa im-
posible lograr una buena resolucién con este sistema, dado que serfa preciso contar con antenas
de enormes proporciones.

Se ha desarrollado una técnica muy avanzada que permite simular una antena mediante la suce-
sién de sefiales recibidas por una antena real situada a bordo de una aeronave. Esta antena se
denomina apertura sintética , y se basa en el efecto Doppler (cambio de fase de una sefial debido
a un cambio de distancia) que afecta a la observacién cuando hay un movimiento relativo entre
el objeto y el sensor.

Se requieren dos procesos para producir una imagen SAR: el sensor debe volar sobre la zona
y resgistrar una sucesién de sefiales de cada objeto y ademds debe procesarse la sucesién de
sefiales para formar una imagen reconocible.

Debido a la manera en que son generadas las imégenes SAR se producen problemas para
la visualizacién y anélisis de los datos adquiridos por este sistema. Por tratarse de un haz
emitido artificialmente, pueden controlarse las condiciones de adquisicién: 4ngulo, distancia,
orientacién, polarizacién, etc.

El radar, ya sea transportado en plataforma aérea o espacial, observa la superficie de la
Tierra lateralmente. Este hecho, junto a las variaciones en los 4ngulos de emisién e incidencia
de la radiacién lleva a deformaciones geométricas en las im4genes de radar. Por otro lado, la
sefial de retorno depende del coeficiente de retrodispersién del objeto y adem4s de la distancia
de éste a la antena, lo que agregar4, a lo anteriormente mencionado, més complejidad atin para
la interpretacién de estas imégenes.

Cuando el radar ilumina la superficie terrestre, la mayor parte de este haz emitido se dispersa
cuando entra en contacto con ella. Seguin la naturaleza del objeto sensado, este haz se dispersars
hacia la atméfera, por ejemplo en el caso de suelo, o se dispersar4 dentro del mismo objeto, por
ejemplo si estamos en presencia de vegetacién o se reflejard especularmente, por ejemplo si se
trata del agua. Para cada uno de estos casos el radar registrard una sefial de retorno diferente.
Es decir, la rugosidad y la geometrfa del terreno son factores que influyen directamente en la

sefial de retorno detectada por el sensor.

24



A continuacién daremos la ecuacién del radar [FTUF82):

p, = BGXo

(4n)” R*
donde P,: potencia retrodispersada, P,: potencia emitida por el radar, G: ganancia de la
antena, \: longitud de onda, R: distancia entre el sensor y el terreno y o: es la seccién eficaz
de retrodispersién.

Un factor muy importante de esta ecuacién es el coeficiente de retrodispersién o, ya que
depende de la rugosidad del material y sus condiciones dieléctricas, las cuales inciden en la
intensidad de la sefial de retorno (mayor rugosidad implica mayor intensidad). Por otra parte,
la. geometrfa del terreno, pendientes y orientaciones del dngulo de incidencia ejercen un efecto
muy importante sobre ¢ (a mayor 4ngulo, menor pulso de retorno). [0Q98], [Chu96]

Otro factor importante a tener en cuenta es la polarizacién, es decir la orientacién del campo
eléctrico de la radiacién transmitida y recibida.

Por dltimo,teniendo en cuenta las frecuencias utilizadas en radar, al igual que en el espectro

éptico, se pueden distinguir diferentes bandas.

2.2 Geometria del SAR

La teorfa bésica de la geometrfa de SAR, més especfficamente de un SLAR, se muestra en las

figuras 2-2 y 2-3. Damos a continuacién las definiciones de sus elementos més importantes.

1. Visién Lateral
Una plataforma desplazdndose con velocidad V' y altura h lleva una antena de radar de
observacién lateral que ilumina la superficie de la Tierra con pulsos de radiacién electro-
magnética.
La zona rayada es la iluminada por la antena y la zona barrida por el radar al desplazarse
es la franja cuyo ancho va desde el alcance cercano hasta el alcance lejano. El radar emite
una sucesién de pulsos de radiacién electromagnética y al captar la energfa reflejada por

la tierra obtiene una sucesién de ecos (retornos) con los que se generard la imagen.
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direccidén
de vuelo

altitud

Figura 2-2: Geometrfa de formacién de imégenes de radar

Por qué es necesaria la visién lateral?

Los retornos provenientes de los distintos puntos en el terreno en el caso de visién vertical,
arribardn al mismo tiempo, en cambio, en la visién lateral lo hardn a distintos tiemipos.
Este hecho permite distinguirlos entre sf y calcular su distancia al radar en la direccién

perpendicular a la direccién de vuelo (rango).

. Resolucién en la direccién del Rango
La direccién del rango es la perpendicular a la direccién de vuelo.
El rango de un punto sobre la tierra puede ser medido como la distancia del mismo a la

trayectoria de vuelo (Rango Oblicuo: Slant Range) o como la proyeccién de esta distancia
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Figura 2-3: Geometrfa de formacién de im4genes de radar (corte transversal)

sobre la tierra (Rango de Tierra: Ground Range).
Si el radar emite pulsos de duracién T, la resolucién del mismo Arp,;, queda determinada

por la férmula:

CcT
Armin = —

2

donde c es la velocidad de la luz. Esta es la férmula de la resolucién en el rango oblicuo.

La resolucién en el rango de tierra es:

senf  2send

donde 8 es el d4ngulo de incidencia lejano.

. Resolucién en la direccién Azimutal.
Radar de Apertura Sintética vs. Radar de Apertura Real
El Radar de Apertura Sintética posee la ventaja de que la resolucién azimutal es inde-

pendiente de la distancia, y puede ser tan pequefia conio:

L
2
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donde L es la longitud de la antena.

Este hecho resulta paraddjico a primera vista, ya que mejoramos la resolucién reduciendo
el largo de la antena y, por lo tanto, ensanchando el haz de radiacién de la misma.

Esto ocurre porque, en el procesamiento que se le realiza a los pulsos captados por el
radar, la posicién de un punto sobre la tierra se determina en base a la historia de fase
del mismo.

La historia de fase permite una mejor ubicacién de la posicién azimutal de un punto
cuanto mayor sea su duracién. Y esta duracién es directamente proporcional al ancho del
haz.

Durante el procesamiento de los pulsos captados por el radar, se sintetiza una antena
de muy alta resolucién. Ademsds, durante este procesamiento, pueden sintetizarse varias
pasadas sobre la misma regién con un solo juego de datos.

Las im4genes generadas por dichas pasadas corresponden a antenas sintéticas que observan
la regién desde dngulos ligeramente diferentes entre sf y son estadfsticamente independi-
entes. A cada una de estas imégenes se la denomina un look. Al promediarlas entre sf se
genera una sola imagen multilook la cual es de mas facil interpretacién visual gracias a la
reduccién del fenémeno de speckle respecto de una imégen ordinaria (de un solo look).

En el RAR la resolucién azimutal estd limitada por:

hA
Lcosh

donde h es la altura de vuelo, X la longitud de onda, y 6 el 4ngulo de incidencia.

Vemos que para tener mejor resolucién a una longitud de onda A fija debemos reducir h
y aumentar L. (es decir, vuelo bajo y antena grande).

Ejemplificando, si A = 5.6¢cm, h = 800km y 8 = 23°, para obtener una resolucién mfnima
de 5 mts., en el caso del SAR es necesaria una antena de 10 mts. de longitud, y en el caso

del RAR es necesaria una antena de 9.8 km de longitud

. Angulo de incidencia

Es el 4ngulo con el que incide la radiacién sobre la tierra. En la geometrfa de formacién
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banda | lfmites (GHz) | lfmites (cm)
P - 0.39 30.00 | 100.00
L 0.39 | 1.55 | 15.00 | 30.00
S 1.55 | 3.90 7.50 | 15.00
C 3.90 | 5.7 3.75 | 7.50

X 575 | 109 240 | 3.75
Ku 1.67 | 2.40

K 10.90 | 36.0 1.10 | 1.67
Ka 0.75 | 1.10

Tabla 2.1: Bandas de frecuencia de radar

de imégenes de radar tiene una gran influencia el relieve dado que modifica el 4ngulo local
de incidencia.

Dependiendo de la altura del radar sobre la superficie de la tierra, el 4ngulo de incidencia
variard desde el alcance cercano al alcance lejano, lo que a su vez influye en la geometrfa de
la observacién. Una imagen de radar por satélite proporcionard un dngulo de incidencia
més uniforme a lo largo del barrido que un radar transportado en un avién.

Las sombras en las imédgenes de radar indican las zonas de la superficie del terreno no
iluminadas por el radar. Puesto que no se recibe ninguna sefial de retorno, las sombras
aparecen en tonos muy obscuros en la imagen . Las sombras siguen el sentido del alcance
inclinado, por detrds de los objetos que son verticales o que tienen laderas pronunciadas
y son un buen indicador de la direccién de iluminacién del radar.

Debido a que el dngulo de incidencia aumenta desde el alcance cercano al lejano, la
iluminacién del terreno resulta més oblicua. Por lo tanto, el sombreado se hace més
pronunciado hacia el alcance lejano. Informacién sobre la altura del objeto sensado se

puede obtener a partir de las sombras.

2.3 Pardametros del Sistema

La frecuencia de la onda electromagnética emitida por la antena del radar se denomina frecuen-

cia de emisién. En la tabla (2.1) puede verse la lista de rangos de frecuencia.

Polarizacién
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La radiacién emitida por el radar es polarizada, esto significa que el vector campo eléctrico
tiene una direccién determinada, que puede ser vertical, horizontal (respecto del plano de la
tierra) o tener ambas componentes. Al ser "reflejada”, la radiacién experimenta, en general,
una rotacién del vector campo eléctrico. Entonces se debe decidir si se capta la componente
horizontal del mismo, la vertical o ambas. Por lo tanto existen 4 posibilidades: HH, HV, VH y
VV.

Actualmente, en los radares transportados por satélite, se envfa una sola componente y se recibe
también una sola.

Velocidad y pulsos/segundo

De la velocidad de desplazamiento del radar y de la cantidad de pulsos por segundo que éste
emita, depende el espaciamiento entre las lineas de la im4gen generada.

Swath

Es el ancho de la zona barrida por el radar y corresponde al ancho de las imégenes que genera.

2.4 Coeficiente de Backscatter o°

El coeficiente de backscatter (coeficiente de retrodispersién) o también llamado Radar Cross
Section, estd definido como la razén entre la energfa que hubiera tenido el sensor si la mis-
ma hubiera sido totalmente dispersada en forma isotrépica y la energfa recibida por el sensor.

Llamemos a la primera E) y a la segunda E», entonces:

51| &

Usualmente se expresa el cociente anterior en decibeles, por lo que finalmente queda:

E
o_
0’ =10log z,
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Influencia de la Constante Dieléctrica

La constante dieléctrica de los materiales es una cantidad compleja
e=¢€ +ic

donde la componente imaginaria € es la responsable de la absorcién de energfa.
Para una onda electromagnética propagandose en un medio homogéneo, el vector campo eléc-

trico E en funcién de la distancia recorrida z est4 dado por la siguiente férmula:
E = Ee'V®=

donde k = 2}, si € < €’ podemos escribir

ie’
V= Va4
Ve
obteniendo
E = Eoe—aczei\/e_'kz
donde
a _ 1"6”
$TNWE

y la potencia de la onda es:
P(z) = P(0)e~2%=

Se define la profundidad de penetracién L, como la longitud que debe recorrer la onda para

que su potencia decaiga a P(0)e™?, o sea:

Ve

2ne”’

>

(2.1)

1
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Se define la tangente de pérdidas § como ‘;I,I-, reemplazando este valor en la ecuacién (3.5)
obtenemos

I A

A 2.2
i 21Ve tan é @2)

De la ecuacién (2.2) se desprende un hecho importante: la penetracién aumenta con la longitud
de onda. Por otro lado, la tangente de pérdidas § aumenta con la humedad, por lo tanto la

penetracién disminuye con la humedad

Influencia de la Polarizacién
El 0° depende de la polarizacién de la onda incidente y de la componente de polarizacién
detectada por el sensor. Una superficie queda caracterizada (para una frecuencia y un 4ngulo

de incidencia dados) por una matriz de cuatro coeficientes de backscatter:

OHH OHV

OvH OVV

donde los coeficientes orp (con I,D = H o V) corresponden al caso en que la onda incidente
posee una polarizacién I y la onda dispersada una polarizacién D.

Entonces, una misma zona puede dar cuatro imégenes distintas, correspondientes a los modos
HH, HV, VH y VV. (ver seccién 2.5)

Una cubierta vegetal con elementos verticales interactuar4 fuertemente con un campo incidente
con polarizacién vertical, mientras que lo hard débilmente con un campo de polarizacién hori-
zontal. Por lo tanto, la penetracién serd mayor en el segundo caso que en el primero.
Influencia del Angulo de Incidencia

El 0° depende del dngulo de incidencia. Con 4ngulos de incidencia bajos la distribucién de pen-
dientes influye fuertemente, mientras que con dngulos grandes lo que domina es la estructura
de pequena escala.

Cada tipo de superficie puede caracterizarse por su respuesta a los distintos 4ngulos de inci-
dencia (signatura angular).

Speckle
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Dentro de cada pixel, existen muchos elementos dispersores. La suma de la respuesta de cada
uno de ellos determina el valor de gris del pixel.

Cada una de estas respuestas es una senoidal con amplitud y corrimiento de fase dependientes
del elemento retrodispersor y de la distancia del mismo al radar.

Si variamos la distancia del radar, todos los corrimientos de fase cambiarédn y el resultado serd

distinto.

El voltaje del i — ésimo dispersor se puede expresar como:

ViedWi+6) — 0%

donde V; es su magnitud y ¢; = wt +6; es la fase instantdnea. De esta manera se puede escribir

el voltaje instantdneo de la coleccién de N, dispersores como:

N,
V=Y ue

i=1

y que puede ser expresando en términos de su médulo V, y de su fase ¢
V =V.e?
donde
N,
Ve = Vicosé= 3" Vicoss,

i=1

N,
Vy = Veseng=3 Visen,

=1

como se ve en la figura 2-4.

La magnitud del campo eléctrico total recibido por la antena es representado por la variable
aleatoria E, y es convertida por el detector en tensién. Hay dos tipos de detectores: el lineal y

el cuadrético que serdn tratados a continuacién.
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Fignra 2-4: Suma de N, de fasores elementales de médulo y fase aleatorias. (pag. 477, Ulaby
et al. 1982)

Detector Lineal
La sefial recibida por el radar sufre una transformacién lineal y su salida es la magnitud V, la
cual es proporcional al campo eléctrico de entrada F, , es decir Ve = kE,, con k constante del
sistema. Si N, es grande y los V; y los ¢; son independientes, con ¢; uniformemente distribuidos

entre 0 y 27, entonces V, posee una distribucién de Rayleigh , cuya funcién de densidad es:
R
fr(Ve) = e %
con V > 0y ¢ con distribucién uniforme en [0, 2x]:

fod) = 5

La media de V, puede ser considerada como la sefial que se quiere detectar (escena). Sobre esta

componente existe una sefial fluctuante que puede ser considerada como ruido que la contamina.
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Se puede demostrar ficilmente que la esperanza de V, es:

E(Ve)=ve=\/§s

y que la media de la potencia es:
E(V2) =VZ=2s

Tendremos entonces la potencia de la componente ruido que se expresa como la varianza de Ve,

la denotaremos V,_u§ o ¥ €sté dada por la siguiente férmula:

Var(Ve)=V2, = (Ve-Ve)2=V2 - (Vo)’ =

2
=925 — (\/gs) = 0.429s2

por lo tanto la relacién sefial-ruido equivalente ser4:

_We? 38

SNReg = = 5 = 3.66
V2 - 0420s

lo que equivale a 5.6 dB, donde este valor de SN Req es inherente a la distribucién Rayleigh.
Notar que esta relacién s6lo tiene en cuenta la degradacién debida al speckle.

Detector Cuadriético

Si el detector utilizado es cuadratico en vez de lineal, como en el caso anterior, la respuesta
del detector es la potencia de la tensién V2 y por lo tanto, la distribucién de la tensién (que
es Rayleigh) es convertida en una distribucién de potencia resultando una Exponencial. Como

V2 es proporcional a la potencia recibida podemos escribir:
P=V?2

Puede deducirse que la distribucién de P tiene la siguiente funcién de densidad:
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F(P) = 2—ize—2_f’, P>0 (2.3)

que es una distribucién Exponencial cuya esperanza es:

E(P) = P = 252 (2.4)

donde E(P) es la potencia media de la sefial real (escena). Utilizando las ecuaciones (2.3)

y (2.4) se obtiene:

f(P)==e%,P>0

)Y

de donde se obtiene el valor cuadrstico de la potencia de la sefial observada (pixel)

E(PY) =P = / %e‘r’:dp = oP*
0

Luego, andlogamente al caso del detector lineal, se obtiene la varianza de la potencia de la sefial

observada:

E(P-P)=(P-P2=P-(P)?=2P -P =F

y la desviacién standard ser4:

op=+/Var(P)=P

por lo tanto, la desviacién standard es igual al valor medio.
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Podemos concluir que:
e ambas distribuciones, Rayleigh y Exponencial, poseen un sélo pardmetro.
e la desviacién standard y el valor medio estan relacionados y esta relacién es lineal.

e si se considera una muestra aislada de una variable con distribucién Rayleigh o con dis-

tribucién Exponencial tiene poca probabilidad de que ésta esté cerca del valor medio.

e en el caso Exponencial, el valor que se halla a una desviacién standard por debajo del
valor medio es el origen de coordenadas, mas all4 del cual la funcién vale cero. Se ve que
la idea de que un porcentaje de los casos cae dentro de +n desviaciones a partir del valor

medio carece de sentido.

e V. y oy, para la deteccién lineal y P y op para la deteccién cuadrética se deben obten-
er sobre 4reas estadfsticamente homogéneas de la imagen, es decir, 4reas en las que el

backscatter considerado es précticamente constante.

Disminucién del Speckle Utilizando Varios Looks
Durante el procesamiento de los datos recogidos por el radar, pueden obtenerse varias im4genes
de una misma regién, cada una de ellas representa un look.
Estos looks son promediados, es decir, se genera una imagen Y tal que el valor de cada uno de

sus pixels se obtiene de la siguiente forma:

1 N
% =3y >k (2.5)
k=1

donde N es la cantidad de im4genes (looks) a promediar, y; ; es el pixel i, j de la imagen resul-
tante y los zﬁj son los médulos de los pixels ¢, § del k-ésimo look.

Hay que recordar que para cada look individual, los pixels son cantidades complejas. En la
imagen Y resultante, se pierde la informacién de fase y su distribucién ya no ser4 Rayleigh o
Exponencial sino que se aproximar4 a una distribucién Gaussiana a medida que aumenta N.
Para dicha variable Y, la desviacién standard serd pequefia comparada con el valor medio, lo

que remedia parcialmente los problemas inherentes al fenémeno de speckle.
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Esta mejora tiene un costo: la resolucién espacial disminuye.
Debido a la forma en la que son generados los diferentes looks, los zfl j para un mismo pixel 7, j
y diferentes looks (diferente k) resultan variables aleatorias estadfsticamente independientes.

Si llamamos V¥ al valor a:fj de un pixel i, j genérico, la ecuacién (2.5) puede reescribirse como:

1 N
Vey = ﬁzvek
k=1

Hemos visto que:

- T
Ve= 53 (26)

por otro lado, la varianza de N muestras estadfsticamente independientes e idénticamente dis-

tribufdas es igual a la varianza de cada una de ellas dividida por N.

— V2, 0.429s2
Var (Vey) = Vi, = "]'Gd" ===

(2.7)

entonces, de las ecuaciones (2.6) y (2.7) se obtiene:

T 2V.2 0.429
ruidoy © N

y la desviacién standard ser4:

0.523V,
= ./V2 _— e
O-VCN = id N =

En sfntesis, al generar una imdgen multilook se reduce el fenémeno de speckle pero se reduce

también la resolucién espacial y se pierde informacién de fase.
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Una herramienta estadfstica a tener en cuenta para caracterizar la relacién sefial ruido
es el coeficiente de variacién definido como la razén entre la desviacién estdndar y la media,
Cy = % Si se considera a Cy en funcién del mimero de looks, cuando éste aumenta el valor

del Cy disminuye, lo que implica que disminuye el ruido. Dado que para 1 look vale:

Oy = /2= = 05227
T

entonces para N looks seré:

Cy
CVN = ﬁ

Entonces para la deteccién lineal se puede estimar el nimero de looks como el mimero equiva-

lente de looks (ENL):

2
N~ENL=2 ”(i)

y para la deteccién cuadraitica ser4:

2.5 Formatos de imdgenes SAR

En esta tesis se estudiars en detalle el uso de modelos estadfsticos para imégenes SAR en formato
de amplitud multilook siendo que, en principio, serfa posible trabajar con otros formatos. En
esta seccién serdn descriptos brevemente los formatos posibles para imégenes SAR, y serd
justificada la opcién por el formato de amplitud multilook.

Como ya dijimos, las im4genes SAR se forman a partir de sefiales electromagnéticas inher-
entemente bidimensionales, y para cada configuracién de emisién (horizontal o vertical) esas

seflales pueden captarse en polarizacién horizontal o vertical. La imagen polarimétrica o est4
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formada por una matriz de tamafio 2 x 2 tal como la que se muestra a continuacién

OHH OHV

OVvH OvVv

donde o ; denota la imagen compleja en la frecuencia considerada que fue enviada en la polar-
izacién i € {H,V} y recibida en la polarizacién j € {H,V}.

Tal como se ha visto en [OQ98], para la gran mayorfa de los blancos (para todos los blancos
naturales, en particular) las sefiales oy y oy son idénticas a menos del ruido térmico y, por
ende, una de ellas puede despreciarse sin que haya pérdida de informacién. Siendo asf, se puede

trabajar con la matriz reducida

Z=| o9 |, (2.8)

o3

donde o3, 7 € {1,2,3} denota HH, HV y VV en cualquier orden conveniente, y recordando que
cada una de estas componentes es un vector complejo. Las propiedades estadfsticas del vector
Z, para 4reas con poca rugosidad relativa a los pardmetros del sensor, fueron caracterizadas
por Goodman (ver {Goo76|) y llamadas “distribucién normal compleja”.

Este formato presenta varios inconvenientes para su uso directo en las aplicaciones, siendo
los m4s notables su nivel de ruido y el hecho de que diferentes tipos de blancos se diferencian
por la varianza (conviene recordar que el sistema visual humano es menos sensible a variaciones
de la dispersién —varianza— que a variaciones del brillo —media).

Una de las técnicas méds empleadas para mitigar el ruido, que dificulta tanto la interpretacién
visual como la automética de las imégenes, es el procesamiento multilook que consiste en la
reduccién de la varianza del mismo através del promedio de muestras. Estas muestas pueden
obtenerse de varias maneras pero, para fines de visualizacién, basta imaginar que el sensor
captura varias imégenes de la misma escena a intervalos infinitesimalmente pequefios de tiempo

(lo suficientemente pequefios para que la sefial verdadera no cambie) y que se realiza el promedio
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de las mismas. En la practica, se define la matriz de covarianza
1 n
Z™ = = S 20z,
£=1

donde cada una de las n observaciones (looks) se denota Z(£), Z* denota el complejo conjugado
de Z y ZT denota la transpuesta de Z.

Bajo la hipétesis de que Z obedece la distribucién normal compleja vale que A = nZ™
obedece la distribucién de Wishart, de uso bastante comiin en an4lisis multivariado. Una forma

bastante frecuente de organizacién de la matriz A se muestra a seguir

Yoallonr @I e oua@oav(®) Yo, cun(@ovv(f)
A=| S oan@onvl) Tileav@OF  Yiocuv(@ovv(d) (2.9)
Yo oxa@ovv(®) Yionv@ovv(® T lovv@l?

A los datos presentados en la forma de la matriz A férmula (2.9), se los llama “polarimétri-
cos”, y es conveniente recordar que para cada coordenada de la imagen habr4 tantas matrices
polarimétricas como frecuencias de trabajo disponga el sensor. Evidentemente hay redundancia
en esta matriz, por lo que pueden descartarse los tres elementos que estdn arriba de la diagonal
principal.

Aunque una imagen en formato polarimétrico retiene toda la informacién captada por el
sensor, a la vez que presenta reduccién de ruido si n > 1, el volumen de datos puede ser
prohibitivo. En algunas aplicaciones no son raras imdgenes de 40000 x 10000 pixels, y si para
cada pixel deben almacenarse seis valores reales que, en la mejor de las hipétesis, requieren
cuatro bytes cada uno (en algunas situaciones llegan a almacenarse en variables de precisién
dupla, ocupando ocho bytes). Para esta situacién serfan necesarios 40000 x 10000 x 6 x 4 =
9.6 - 109 bytes para una tnica frecuencia, siendo que la tendencia actual es trabajar con varias
frecuencias simultaneamente.

Muchas veces, por limitaciones de capacidad de almacenamiento, por la alta redundancia de
la informacién presente en las componentes de la matriz 2.9 o por limitaciones de generacién y

procesamiento de imégenes, es necesario descartar parte de estos datos. Cuando ésto ocurre, los
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candidatos a sobrevivir son los elementos de la diagonal principal y, en més de una situacién,
el usuario deber4 conformarse con una tinica de estas componentes para trabajar.

Supongamos el caso de un usuario que trabajaré con, digamos, la componente Y 5, |loru(£) ||2 (u),
donde u = (z,y) denota la coordenada de la imagen y que los datos le llegan en formato entero.
Este formato se utiliza porque ocupa la mitad de espacio que el formato de punto flotante, ésto
es, el valor observado en cada pixel estar4 almacenado en una variable que ocupa dos bytes
y, asf siendo, puede trabajarse con 2!6 = 65536 valores diferentes pero el ojo humano apenas
puede distinguir algunas decenas de tonos de gris diferentes, por lo que muchas veces es deseable
reducir ain més el tamafo de la imagen con la que se trabaja. Podrfa pasarse directamente,
por cuantizacién, de dos a un byte pero se perderfa mucha informacién. Es méds conveniente
reducir el rango dindmico de los datos antes de hacer esta operacién, y la forma més frecuente
de realizarlo es aplicando la rafz cuadrada antes de la cuantizacién.

A los datos asf procesados se los llama “en amplitud”, ocupan un tnico byte por pixel y se
los visualiza como 256 valores de gris diferentes, yendo de 0 (usualmente mostrado como negro)
a 255 (usualmente mostrado como blanco). De esta forma, la imagen que antes ocupaba 9.6-10°
bytes requerir4, en este formato, 40000 x 10000 = 400 - 10° bytes, ésto es, una reduccién de casi
veinticinco veces.

El formato de imégenes en amplitud multilook es el més divulgado en la comunidad de
usuarios de percepcién remota siendo los otros (polarimétrico e intensidad) més espectficos,
de diffcil acceso y de mucho mayor costo, por lo que quedan restrictos a aplicaciones muy
particulares y/o a laboratorios de investigacién especializados.

Es conveniente notar que, aunque parezca un contrasentido, no es posible pasar del for-
mato de amplitud al formato de intensidad, puesto que la cuantizacién es una operacién no
inversible. Esta es la razén por la cual esta tesis se concentra en el uso de modelos para datos
de amplitud, sin recurrir al artificio de transformarlos al dominio de la intensidad, con lo que
algunos procedimientos serfan simplificados pero con lo que se incurrirfa, en la practica, en la
desvirtuacién de las caracterfsticas intrfnsecas de los datos.

Se muestra en la figura 2-5 una imagen SAR con los tres formatos: complejo (parte real e
imaginaria), amplitud e intensidad.

Lo que se ha visto en este capftulo nos lleva a resaltar la importancia de caracterizar los
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Figura 2-5: Tres formatos para una misma escena: compleja (real e imageinaria, arriba), ampli-
tud (abajo izquierda) e intensidad (abajo derecha) (p4dg. 86, Understanding Synthetic Aperture
Radar Images. C.Oliver and S. Quegan)

datos SAR estadfsticamente y que los modelos aqui utilizados no son los que modelan datos de
imdgenes generadas a partir de sensores épticos. Recordemos que en estos ltimos los modelos
que se utilizan son Gaussianos y con ruido aditivo que resultan més tratables desde el punto de
vista tedrico y computacional. Los modelos de SAR dependeran del backscatter y por lo tanto
de la rugosidad y la textura de las im4genes generadas, siendo el ruido speckle multiplicativo,
no gaussiano dependiendo de la deteccién utilizada y del nimero de looks con que fue generada
la imagen. De alif la importancia del estudio del comportamiento de otras distribuciones que

se tratardn en el Capftulo 3.
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Capitulo 3

Distribuciones para Imagenes SAR

Las imégenes de Sensoramiento Remoto generadas a partir de datos obtenidos mediante Radar
de Apertura Sintética (SAR) proveen valiosa informacién sobre recursos naturales tales como
hielo marino, glaciares, superficie forestal, rfos y lagos. A partir de estos datos también es
posible evaluar efectos de la accién del hombre tales como deforestacién, cultivos, embalses,
siendo también de gran importancia en el estudio de corrientes marinas.

Las imégenes satelitales y aéreas generadas mediante SAR han generado gran interés ya que

poseen varias ventajas sobre las generadas por sensores épticos y casi-épticos convencionales:
e Independencia de la luz solar: pueden ser adquiridas tanto de noche como de dfa

o Independencia de la existencia de nubes: la radiacién electromagnética a las frecuencias

de operacién de los SAR atraviesa las nubes sin atenuacién.

¢ Disponibilidad: de las dos razones anteriores se deduce que su adquisicién en una fecha

determinada estd casi asegurada.
Es necesario mencionar también que las im4genes SAR poseen desventajas tales como:

e Diffcil interpretabilidad: se necesitan sélidos conocimientos y gran entrenamiento para

realizar la interpretacién visual de las mismas.

o Diffcil procesamiento: las caracterfsticas estadfsticas de las imdgenes SAR hacen que, los
métodos habituales para clasificacién y restauracién, utilizados en im4genes provenientes

de sensores 6pticos y casi-6pticos, no den buenos resultados en las mismas
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De lo anterior surge la necesidad de estudiar modelos matema4ticos para las imdgenes SAR,
los cuales permitirdn mejores clasificaciones y restauraciones.

El modelo multiplicativo es conveniente para explicar las caracterfsticas estadfsticas de la
imagen de un objeto cuando es iluminado por radiacién coherente, tal como la proveniente de
un radar.

Este modelo afirma que, con ciertas restricciones, la interferencia constructiva y destructiva
de las sefiales incidente y reflejada dan un retorno que varfa, en forma aleatoria, proporcional-
mente con la media del backscatter o retrodispersién del blanco iluminado.

Mateméticamente, el retorno multilook en amplitud puede ser modelado como el producto
de dos variable aleatorias independientes: una correspondiente al backscatter y la otra corre-
spondiente al ruido inherente a las imdgenes generadas mediante iluminacién coherente llamado
speckle. Dependiendo de las distribuciones con que se modelan el backscatter y el speckle se
obtendrén diferentes distribuciones para el retorno.

Los pardmetros de estas distribuciones nos proporcionan informacién a cerca de la rugosidad
y textura de la imagen [UKBWS86] y en consecuencia, nos interesars conocer cémo se comportan
para los modelos propuestos. Esto serd de gran importancia para la clasificacién y restauracién
de imédgenes SAR. Por este motivo la estimacién de los pardmetros de las diferentes distribu-
ciones resultantes para el retorno juega un papel de gran importancia en este trabajo. Diferentes
estimadores se proponen para estimar los pardmetros de rugosidad y de escala dejando fijo el
nimero de looks.

El modelo multiplicativo ha sido muy utilizado en el procesamiento de im4genes de radar
de apertura sintética. Este modelo establece que el retorno resulta del producto entre el ruido

speckle y el backscatter del terreno.

3.1 Modelo estadistico de las imdgenes SAR

Una imagen generada con un sistema de iluminacién coherente, tal como es el sistema SAR,
estd afectada por la interferencia constructiva y destructiva de las sefiales incidente y refleja-
da [Goo76]. Esta interferencia causa una fiuctuacién en la intensidad detectada de una celda

de resolucién a otra, atin cuando sean idénticas, y da un retorno que varfa en forma aleatoria,
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proporcionalmente con la media del backscatter o retrodispersién del blanco. Este efecto se lo
denomina ruido speckle y da a la imagen una apariencia granulada tal como se puede ver en la

figura 3-1

Figura 3-1: Imagen E-SAR de la zona de Gilching, donde se observa el efecto granulado a causa
del ruido speckle.

Debido a la naturaleza del ruido speckle, las imdgenes SAR no pueden ser analizadas so-
bre la base de un sélo pixel, sino que es necesario hacer un anédlisis basado en estimaciones
estadfsticas sobre regiones de la imagen. Por lo tanto, para el disefio de algoritmos, como por
ejemplo los algoritmos para discriminar distintos tipos de cobertura terrestre, es necesario un
total entendimiento de las propiedades estadfsticas de las imégenes SAR y, en particular, el
conocimiento del efecto del speckle sobre las mismas.

Tal como ya se anticip6, las imdgenes generadas con sistemas de iluminacién coherente no
deben ser modeladas como imégenes ruidosas con ruido aditivo Gaussiano. Un modelo exi-
toso para este tipo de imégenes es el que utiliza ruido multiplicativo no Gaussiano. El modelo
multiplicativo es utilizado para explicar datos que han sido generados con un sistema de ilumi-
nacién coherente. Este modelo supone que el retorno (cantidad observada) es el resultado del
producto de dos variables aleatorias independientes, una de ellas es la que modela el backscatter

(propiedades intrfnsecas) del terreno y la otra modela el ruido speckle (debido a la modalidad
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de obtencién de la imagen).

Un modelo universalmente aceptado para el ruido speckle consiste en suponer que éste, en
cierto formato que serd descripto més adelante, obedece la distribucién Gaussiana compleja.
De esta distribucién, para otros formatos, devienen las distribuciones Gamma y rafz cuadrada
de Gamma, siendo esta ultima la que m4s nos interesaré en este trabajo.

Se pueden utilizar diferentes distribuciones para modelar el backscatter. Esta eleccién de-
pender4 de cuél sea el grado de homogeneidad presente en las imégenes. Las 4reas urbanas,
dreas de bosque y 4reas de pastizales tienen un grado de homogeneidad decreciente y para cada
uno de estos tipos de datos habréd una clase de distribuciones que los ajusta mejor.

Las distribuciones K (ver [JT87]) han sido muy utilizadas en este tipo de datos generados
por un sistema de iluminacién coherente, en particular para imsgenes SAR [Oli91]. Estas
distribuciones eran consideradas bastante generales, hasta la propuesta de [FMYS97).

En general, se ha propuesto como modelo del retorno de 4reas no homogéneas a la distribu-
cién K4 y a la distribucién rafz cuadrada de Gamma I''/2) que es un caso particular de la
anterior, para dreas homogéneas. Sin embargo, las distribuciones K no modelan bien los datos
provenientes de 4reas muy heterogéneas. Dada la necesidad de hallar un modelo para datos
extremadamente heterogéneos, Frery et al [FMYS97] propusieron una nueva clase de distribu-
ciones, las distribuciones G, que cumplen con estas expectativas. Siendo las distribuciones X, un
caso particular de esta clase de distribuciones, los autores proponen como otro caso particular
de la clase de las distribuciones G, las llamadas distribuciones G°. Estas tltimas son de gran
importancia, pues modelan muy bien los datos estremadamente heterogéneos, como lo son por
ejemplo los datos que provienen de 4reas urbanas y que en particular no se pueden modelar con
las distribuciones K.

Para analizar esta propuesta y sus consecuencias basta restringir la discusién a los modelos
de backscatter, ya que en todos los casos la distribucién para el speckle es la misma. Los casos
particulares se dan através de restricciones sobre el unico espacio de pardmetros, el espacio
de pardmetros de la distribucién rafz cuadrada de la de la Gaussiana inversa generalizada
N-Y2(a,4,\), que se propone como modelo general para el backscatter.

En las préximas secciones se tratarén con detalles las principales propiedades de las dis-

tribuciones mencionadas, en el contexto de lo que cada una de ellas modela.
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3.1.1 Speckle

El ruido speckle complejo, para 1 look, se supone tener distribucién normal bivariada, cuyas
componentes, real e imaginaria, son independientes e idénticamente distribufdas con media 0
y varianza 1/2, que denotaremos N¢ (0,1/2). Liamando Y¢ a la variable aleatoria correspon-
diente al speckle complejo, se tiene que Yo = (Y, Ys) ~ N¢ (0,1/2). El speckle Y; de n looks
para intensidad, ser4 el promedio sobre n muestras independientes de Yr = ||Y(;||2 que tendréd
una distribucién Gamma y denotaremos I (n,n). Para datos de amplitud A, recordando que
A? = I, es decir que la amplitud al cuadrado es la intensidad, se tendr4 una distribucién rafz
cuadrada Gamma y la denotaremos I''/2(n,n).

Usualmente se supone que el speckle tiene distribucién rafz cuadrada de Gamma, I''/2, con
media unitaria y un pardmetro n relacionado al procesamiento, que es el mimero equivalente
de looks. Bajo estas hipétesis, la funcién de densidad que caracteriza a este ruido speckle para

datos de amplitud, Y,, es

n™ y2n-—1 2
fra@) = T e ™ n,y > 0. (3.1)

La figura 3-2 muestra tres densidades de la rafz cuadrada de Gamma correspondientes a
n = 1,2,4. De esta figura se desprende que la densidad es més simétrica mientras mayor
es el mimero de looks, hecho que se mostrard en la seccién 3.2.3 donde se presentan varias
medidas importantes de esta distribucién. De esta observacién surge la justificacién de que, en
algunas aplicaciones précticas, pueda modelarse el speckle con la distribucién Gaussiana cuando
el nimero de looks es relativamente grande. Otra observacién es que la varianza también
disminuye con n y, por lo tanto, técnicas de procesamiento que aumentan drésticamente la
calidad de la imagen aumentando el nimero equivalente de looks (como es el caso del filtrado
utilizando simulated annealing [OQ98]) permitirfan modelar el speckle através de la distribucién
constante, ésto es, se puede despreciar el efecto de este ruido.

En este trabajo se le dar4 especial énfasis al caso n = 1, por ser éste el que més se desvia
de la hipétesis Gaussiana y, por lo tanto, ser el que més atencién requiere. Debe notarse que

éste es el menor nimero de looks existente, y que imégenes con este nivel de procesamiento son
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las que naturalmente ofrecen mayor resolucién espacial (una de las formas de hacer crecer el

nimero equivalente de looks es degradando la resolucién espacial).

0.8 ~

0.6}

0.2 : \

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 3-2: Funciones de densidad I''/?(n,n) del speckle para n = 1,2 and 4 looks (sélido,
cortada y punteada resp.)

3.1.2 Backscatter

El backscatter puede exhibir diferentes grados de homogeneidad y por lo tanto, teniendo en
cuenta esta caracterfstica, se podrfa utilizar diferentes modelos. En general para datos de am-
plitud, dentro del modelo multiplicativo, se han utilizado dos modelos para el backscatter X 4:
uno como una constante C (cuando el drea es homogénea) y el otro como una variable aleatoria
distribufda rafz cuadrada de Gamma, denotémosla I''/2 (cuando el 4rea es heterogénea). En
[FMYS97] se propone modelar el backscatter cuando el 4rea es extremadamente heterogénea,
como una variable aleatoria distribufda recfproca de la rafz cuadrada de Gamma, denotémosla
I'~1/2, Estas tres situaciones para el backscatter junto con el modelo planteado para el speck-
le (3.1), quedan unificadas bajo la distribucién de la rafz cuadrada de la gaussiana inversa
generalizada N'~1/2(a, 7, \). En el esquema (3.2) se muestra las relaciones entre estas distribu-

ciones, ver Apéndice E, donde D significa convergencia en distribucién y Pr convergencia en
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probabilidad.

1-‘1/2(a, A) Pra,/\—ooo,a/)‘—»ﬁl’ @
D1|o a2>Q Heterogénea Homogénea
(3.2)
General Dio.—a 1>9 +Heterogénea Homogénea

Pr-a,‘y—pm,—a/‘y—»ﬁj' @

Esta distribucién es entonces propuesta como un modelo general del backscatter para datos
de amplitud y en lo que sigue se mostrar4 cuél es el resultado del retorno en el modelo multiplica-
tivo cuando se adopta esta distribucién. Siendo la clase G resultado del modelo multiplicativo
para el retorno y ademés pudiendo obtenerse una férmula cerrada para las densidades del re-
torno bajo el modelo multiplicativo, con los siguientes casos particulares:

a) la distribucién I''/2| que lleva a la clase de distribuciones K para el retorno
b) la distribucién I'"}/2 que lleva a la clase de distribuciones G° para el retorno
¢) la distribucién constante C que lleva al speckle escalado para el retorno.

Es nuestra opinién que, desde el punto de vista de las aplicaciones, la contribucién més
importante es la clase de distribuciones G%, que permite el modelado, no solamente de 4reas
homogéneas y heterogéneas sino de é4reas extremadamente heterogéneas a diferencia de las
distribuciones K que no ajustan bien este tipo de datos. Las distribuciones G° tiene tantos
pardmetros como las distribuciones K y ademds sus funciones de densidad y distribucién acu-

mulada son més tratables tedrica y computacionalmente.

3.1.3 Retorno

Bajo el modelo multiplicativo, el retorno para datos de amplitud, Z4 es una variable aleatoria
que resulta del producto de dos variables independientes, el backscatter X 4 y el speckle Ya. Por
lo tanto el retorno, como variable aleatoria tendré una distribucién que dependerd del modelo
elegido para el backscatter y el speckle. Se tendr4, entonces, dos situaciones bien diferenciadas
que son: el drea bajo estudio es homogénea y el 4rea bajo estudio no es homogénea. Dentro de
la no homogeneidad se tendran distintos grados, como ya se vié para el backscatter .

Bajo el modelo Z4 = X4Y4 con Yy ~ I''/?(n,n), la clase de distribuciones G modelan el
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retorno Z4 cuando el backscatter tiene distribucién A ~1/2, La importancia de adoptar este
modelo de backscatter es que ademds de lo que ya se expuso, se pueden obtener férmulas
cerradas para las densidades del retorno bajo el modelo multiplicativo, con los siguientes casos
particulares:
a) la distribucién I''/2, que lleva a la clase de distribuciones K para el retorno
b) la distribucién r-i/2 que lleva a la clase de distribuciones G° para el retorno
c) la distribucién constante C que lleva al speckle escalado para el retorno.

Se puede ver en el esquema (3.3) las relaciones, con respecto a la convergencia, entre las
distribuciones propuestas para modelar el retorno (D es la convergencia en distribucién y Pr es

la convergencia en probabilidad).

KAGKAR]  Dossoora/acss, (3.3)

D100 A>Q Heterogéneos
Gala,7,A,n) Homogéneos

General Djy0,-a 1>9 +Heterogéneos
Deornr it

Es nuestra opinién que, desde el punto de vista de las aplicaciones, la contribucién més
importante es la clase de distribuciones G% que permite el modelado, no solamente de 4reas
homogéneas y heterogéneas sino de 4reas extremadamente heterogéneas a diferencia de las
distribuciones X que no ajustan bien este tipo de datos. Las distribuciones G° tiene tantos
pardmetros como las distribuciones K y ademds sus funciones de densidad y distribucién acu-
mulada son més tratables teérica y computacionalmente.

En el esquema (3.4) se muestra el retorno Z4 como resultado del producto del speckle Yy

con distribucién rafz cuadrada de Gamma, con las diferentes opciones que toma el backscatter

Xa
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Xa X Ya = Za

Cal, 7,7

v N v N
L (—a,y) %(a,)) Galac,v,n)| Kalex, ) n)
! ! ! !

(=7) e(a”) [ mns) 70 E)

(3.4)

Es converiente dejar en forma organizada y con una notacién unificada algunas de las
propiedades estadfsticas més importantes de las distribuciones anteriormente mencionadas. De
esta manera, se presentaran desglosadas en las secciones siguientes las propiedades estadfsticas
més relevantes de estas distribuciones.

El caso particular n = 1y X4 ~ C(8), ésto es, retorno con distribucién I''/2(1, 1/3) también
llamada distribucién de Rayleigh, fue tratada extensamente en [Fre93] y [FS93].

3.2 Distribuciones

3.2.1 La distribucién N~2(q,, \)

La distribucién Rafz Cuadrada Gaussiana Inversa Generalizada, N'~!/2(a,~,)), es una trans-
formacién de un caso particular de las distribuciones hiperbdlicas generalizadas y que han sido
introducidas por Bandorff-Nielsen y Blasild, ver [BNB81] y [BNB83] y est4n caracterizadas por
el hecho de que las gréficas de los logaritmos de sus funciones de densidad son hipérbolas o
hiperboloides, ya sea se trate de una o varias dimensiones. La diferencia de estas distribuciones,

por ejemplo, con la distribucién normal, es que en la misma representacién grafica esta distribu-
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cién muestra parsbolas o paraboloides, segiin sea la dimensién. Las distribuciones hiperbélicas
han sido utilizadas en diferentes campos de investigacién, tanto teéricos como aplicados, co-
mo por ejemplo en sedimentodologfa, en problemas de tamafio de partfculas , en modelos no
gaussiano con aplicacién en turbulencia. A esta clase pertenecen: las distribuciones de Laplace,
Gaussiana, Gaussiana Inversa Generalizada, Gamma, recfproca de Gamma, Exponencial, entre

otras. El esquema (3.5) ilustra la dependencia que existe entre ellas.

Hiperbdlica Generalizada

< ! N
Gaussiana Inv.Generalizada Gaussiana Laplace
v N

Gamma Reciproca de Gamma

Exponencial

(3.5)

En esta seccién presentaremos la distribucién Gaussiana Inversa Generalizada tal como la
presenté Barndorff-Nielsen. Luego, como se trabajaré solamente con el formato amplitud, que es
la transformacién de la que se hablé al comienzo de esta seccién, se utilizars la distribucién rafz
cuadrada de la Gaussiana Inversa Generalizada y como casos particulares de esta, la distribucién
rafz cuadrada de Gamma y la distribucién rafz cuadrada de la recfproca de Gamma.

El nombre de distribucién Gaussiana Inversa se debe al matem4tico inglés M. C. K. Tweedie
y data del afio 1945. Este matemético, durante la investigacién estadfstica de datos relacionados

con mediciones electroforéticas, encontré una distribucién que posefa una propiedad notable:
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sus funciones generadoras de cumulantes eran inversas a las funciones generadoras cumulantes
de la distribucién gaussiana, de ahf el nombre de gaussiana inversa.
En el contexto de esta tesis, la distribucién N'~1/?(a, v, \) ser4 utilizada como modelo gen-

eral para el backscatter de amplitud. Sus principales propiedades se muestran, a continuacién.

Definicién 1 X es una variable aleatoria con distribucién Gaussiana Inversa Generalizada de

pardmetros a, v y A, que denotaremos N'~1(a,v, ), si su funcién de densidad es:

a/2
fx(z)= (é) 2—1—-—2:0‘_16—%(72_1'*"\2), z>0, (3.6)

v 2Ka (VYA

y el espacio de pardmetros viene dado por: sia < 0,(y>0yA>0), sia=0,(y>0yA>0),
sia>0,(y>0yA>0)y la constante normalizadora K, es la funcién de Bessel modificada

de tercera especie y orden a.

Proposicién 2 La Gaussiana Inversa Generalizada tiene las siguientes propiedades.
L SiX~Nayy,)) e X1 a N (=a,7,A)
2. Paratodo ¢ >0, X ~ N7 (a,7,A) = cX ~ N7 (a,cv,2)

3.

E (X") _ <$)k/2 K;:k(\(/\%%)‘)

para A,y >0y ke Rt

4. La Transformada de Laplace de la densidad fx , para X ~ N ~!(a,~, ) viene dada por

23>—a/2 K, (,/7(/\ + 23))

fx(s) = <1 + Y K, (\/’7/‘) (3.7)

5. La distribucién A1 (o, v, A) es unimodal y su moda es:

(a—1)++/ f\a—l)i-i-q/\ si A>0
T =
7('&'_L15 si A=0
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La moda es siempre positiva a menosque y #0ya <1

Definicién 3 Una variable aleatoria X se dice que tiene distribucién Rafz Cuadrade de la
Gaussiana Inversa Generalizada y se la denota X ~ N~Y2 (a,7,\) si su funcién de densidad

€8?

A a/2 1 1 1{rg=24ag?
fx(z) = (;) mzh lg=3(1=~240a%) - g5, (3.8)

El espacio de los parémetros viene dado por: (Y >0 yA>0) sia<0,{(y>0yA>0)si
a=0,(y=>20yX>0) si >0y la constante normalizadora K. es la funcién de Bessel

modificada de tercera especie y orden o

La figura 3-3 muestra la funcién de densidad de la distribucién A ~%/2 (@,v, ) con a = 1,
y=1lyA=1.

0%
0.6
0.5]
0.41
0.3t
0.1

0.11

Figura 3-3: Funcién de densidad de una variable aleatoria con distribucién N ~1/2 (a,7,A) con
a=1lLy=1yA=1.

Proposicién 4 Sean I una variable aleatoria con distribucidén gaussiana inversa generalizada
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y A una variable aleatoria tal que A% = I.

Si I~ N~ (a,v,)) entonces A~ N2 (a,7,))

Demostracién
La funcién de densidad de la variable aleatoria A viene dada por fa(z) = fr(z%)2z luego,

utilizando la ecuacién (3.8) se tiene que fa(z) = (i)a/ 2_1__g2e-1)g=3(r+Nt)gg =

v 2Ka(vVAR)

(5)"/ 2__1__;20-1o-3(7 %) lyeso A ~ N-Y2 (a7, )

v Ka(vAX)

Proposicién 5 Son vélidas las siguientes afirmaciones.
L Si X ~N7V2(a,7,A) & X7~ N7V2 (=0, 7,0)
2. Para todo ¢ > 0, X ~ N"Y2(q,7,)) = X ~ N2 (a,cv,2)

3. Esta distribucién es unimodal y su moda es:

,/\>0,’720,Q€R

\l —2a+1+\/(2a—1)2+4/\'7
2\

Veamos, en la siguiente seccién dos casos particulares de esta distribucién, que serén de

suma importancia en lo que resta de esta tesis.

3.2.2 Las distribuciones para el backscatter de amplitud

Como ya se menciond, en el tratamiento de im4dgenes SAR se ha utilizado la distribucién rafz
cuadrada de Gamma como modelo para el backscatter. En [FMYS97] esto se generalizé a
la distribucién Gaussiana Inversa Generalizada, pero se vié que en la préctica era suficiente
trabajar con la recfproca de la rafz cuadrada de Gamma. Por este motivo, en esta seccién
serdn estudiadas cuidadosamente las principales propiedades de estas distribuciones, haciendo
hincapié en sus similaridades y analogfas. En el esquema (3.2) se muestran las relaciones,
con respecto a la convergencia, entre las distintas distribuciones para el backscatter, ver en el

Apéndice E.

Definicién 6 Sea X una variable aletoria. X estd distributda rafz cuadrada de Gamma, que

56



denotaremos X ~ I''/2 (@, )), si su funcidn de densidad es:

a
fx(z)= % 22" 1e™%*  para a, A >0 (3.9)

Definicién 7 Sea X una variable aletoria. X estd distributda recfproca de rafz cuadrada de

Gamma, que denotaremos X ~ I'~Y/2(—a,7), si su funcién de densidad es:

2a—1

fx(z) = e, para —a,7 >0 (3.10)

2
YT (-a) *

Ejemplos de estas densidades para diferentes valores de los pardmetros serdn mostrados en
la seccién 3.2.4.
A partir de la distribucién N’ =1/2 (@, v, A), restringiendo el espacio paramétrico obtenemos

las distribuciones I'*/2 y IT'=1/2, como se probar4 en las siguientes proposiciones.

Proposicién 8 $i X ~ N~Y/2(a,v, )) y si se restringe el espacio de los parémetros a A=0y
—a,v >0, entonces X ~ I~1/2(—q,7).

Demostracién

Sabemos que se cumple que
al:iR K,(z)=2""I'(v) z7 (3.11)
para v > (0 y ademés que
K, (z)=K_,(z) (8.12)

con v € R. Ver en Apéndice A definicién y propiedades de la funcién K, (z).
Entonces, utilizando las ecuaciones (3.11) y (3.12) bajo la condicién —a > 0 y substituyendo

en la ecuacién (3.8)se tiene:

— ’_\ b 1 2a—-1_—1(yz—2+2z2) _
#x@=(5)" e e
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1
~ 722=2-TT(—a)

gPe-lg=31" (3.13)

Haciendo un cambio de variables: y = z+/2 y reemplazando en (3.13)obtenemos:

1 %a—10(=20+1)/2 ~1y~20-1/2 _ 2 2a-1_—yy-2
7*2-o-1T (—a) ¢ 2 ¢ 2 YT (-a) ¥

que es, por (3.10) la funcién de densidad correspondiente a una variable aleatoria distribufda
recfproca de la rafz cuadrada de Gamma. Es decir que cuando hacemos tender a 0 el valor del
1/2

pardmetro )\, y —a y 7y son positivos, entonces X ~ I'"!/% (—a,7)

Proposicién 9 Si X ~ N~V2(a,v,)) y si se restringe el espacio de los parémetros ay =0y
a, X > 0, entonces X ~ T2 (a, \).

Demostracién
Siguiendo un razonamiento andlogo a la proposicién 8, usando las ecuaciones (3.8), (3.11)
y (3.12), se obtiene que X est4 distribufda rafz cuadrada de Gamma. Es decir que cuando
hacemos tender a 0 el valor del pardmetro v, y @ y A son positivos, entonces X ~ I'V/2(q, A)

con funcién de densidad dada en (3.9)

Proposicién 10 Los pardmetros A y~y de las densidades dadas por las ecuaciones (8.9) y (8.10)

respectivamente, son pardmetros de escala y por lo tanto son ciertas las siguientes afirmaciones:

1. X ~TV2 (a,\) 2 XVA ~TY%(q,1), para a > 0,
X ~TY2(0,1) = X/V/AX~TY2(a, N, para a >0

2. X ~T"Y2(a,y) :% ~T"12(a,1), para a < 0,
X ~T7V2(a,1)=X /7 ~T2(q,1), para @ < 0

Demostracién

Si X ~I''/2(a,\) entonces fx(z) = 1-.2%% z?@=1e=22% consideremos la variable aleatoria Y =
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XV, luego fy(y) = fx(?y?)\—/li' Reemplazando en la ecuacién (3.9) obtenemos:

22y \* T (&)L 2 ey
r=t (3) T o

pero esta es la densidad de una variable aleatoria rafz cuadrada de Gamma con pardmetros
(@, 1), entonces Y ~ T'Y/2(q,1). La otra implicacién es inmediata. La prueba de la parte 2) es

anéloga a la anterior, utilizando la densidad (3.10)
Proposicién 11 Son vdlidas las siguientes afirmaciones:
1. Si X ~T~Y2(a,7) entonces X! ~ T2 (q,%)
2. Si X ~T12(a,~) entonces X% ~ T (@, 7)

Demostracién
Si X ~ I'"/2(a,v) entonces fx(z) = 'y"‘_l"%—_a; z%1e=1"% con —a > 0, y sea la vari-
able aleatoria Y = X! cuya funcién de densidad viene dada por: fy(y) = fx(%)glg =

2a-1
2 1 -2l — 237%  2(—a)-1,—7y?
yolI'(—ax (U) € 2~ T(-2o) € .

La prueba de la parte 2) es ansloga a la anterior considerando la variable aleatoria Y = X2 y

funcién de densidad fy(y) = fx(\/ﬂ)ﬁ

3.2.3 Propiedades de las distribuciones I''/? y I'=/2
Propiedades de la distribucién I''/?(a, \)

Propiedad 12 Los momentos de orden r de la distribucion T'V/?(a, \) vienen dados por:

_Da+7/2)

E(X") = 3.14
X =~ (3.14)
y para a, A > 0 tiene momentos finitos.
Demostracién
Los momentos de orden r se pueden escribir como
oo
E(X") = 227 / gPo e gy (3.15)
I(a) '
0
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haciendo el cambio de variable \z? =y, dz = % y reemplazando en (3.15) obtenemos

/2 T

ATTE Na+1/2)
I'(a) J

(a+r/2)—1 e—ydz =
Y AT ()

Propiedad 13 Varianza de lo distribucion TV/2, estd definida como:

Var (X) = % (a - ﬁ%) (3.16)

puesto que

MNa+1) T*a+1/2)
M(a)  A2(a)

Var (X)=E (X?) -E*(X)=

Pe+1/2) 1 (a_ I?(a+ 1/2))

X7 T AT@) T2(c)

La figura 3-4 muestra la varianza en funcién de los pardmetros @ y A. Si & — 0 entonces
Var(X) — 0 para cualquier valor de A a menos que A — 0 en cuyo caso se tendrd que

Var(X) — oo. La figura 3-5 muestra un corte de la superficie de la varianza para A = 1.

Se tiene que lima— oo (a - mﬁ%@) = 0.25 y limao (a - ﬁ%.—‘;%%ﬁl) = 0, es decir que la

Var (X) depender4 del pardmetro ) y variard inversamente proporcional al pardmetro de escala

A, es decir:

1
Var(X) < 75

esto explicarfa el comportamiento en las gréficas de I''/2 cuando se varfa el pardmetro A, y el
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pardmetro o queda fijo como se veré en la seccién 3.2.4.

Figura 3-4: Varianza de la distribucién I''/2 en funcién de los parémetros a y A

0.3
0.28
0.26]

0.24] fﬁ

0.22

020 20 40 60 80

Figura 3-5: Gréfico de Var (X) =a — r‘_21(“_c;_4(-a_1)£2’ en funcién de a y para A = 1.

Propiedad 14 E! coeficiente de variacion (CVyy 2) de la distribucion T1/? es:

CVrije = \/I‘]_("‘;(Z;-f-){;%‘) -1 (3.17)
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Recordando que el coeficiente de variacién de una distribucién es:

o _ |E(X?)
VTV Em !

y utilizando la férmula (3.14), se obtiene la férmula (3.17). La figura 3-6 muestra el gréifico del

coeficiente de variacién en funcién del pardmetro o para n = 1.

1.6
1.4

1.

0.8
0.6]

0.4¢

0.2

Figura 3-6: Coeficiente de variacién CVpy/2 de la distribucién I'Y/2, en funcién del pardmetro
a.

Propiedad 15 Coeficientes de Asimetrta y Curtosis de la distribucion T'1/2,
Los momentos centrales de orden k de una variable aleatoria X estdn definidos como p, =
E(X - E(X))* y la varianza de X como 0® = E(X — E(X))?. Sean v, el coeficiente de

asimetria y v, el coeficiente de curtosis, que se definen de la siguiente manera:

B B
n=3yr="g-

Si X es una variable aleatoria con distribucion TV/2 el coeficiente de asimetrta tiene la siguiente

formula:
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_ T(a+1/2) ((1 - 42)T?(a) + 4% (a + 1/2))
- 2 (aI'2(a) — T2(a + 1/2))%/?

4!

y el coeficiente de Curtosis es:

vy = I(a+ 2)I%(a) — 4T(a + 3/2)I(a + 1/2)T%(a) + 6T'(a + )T (a + 1/2)T(a) — 3T*(a +1/2)
g =

5 3
(ol?(a) - T2(a +1/2))

Los coeficientes de asimetrfa y curtosis de la distribucién I''/2 no dependen del parédmetro
A, dependen solamente de a, que es un pardmetro de forma. Se cumple que limy— 00 7Y; =
limg 00 ¥, = 0, es decir, que cuando a es suficientemente grande no hay diferencia entre la
distribucién I''/2 y la distribucién Gaussiana. Las figuras 3-7 y 3-8 muestran la variacién del
coeficiente de asimetrfa y del coeficiente de curtosis, ambas en funcién del pardmetro a , re-

spectivamente. En la tabla 3.1 se muestra para ciertos valores de ¢, como varfa 7v; y de 7.

2.5

1.5

0.5

Figura 3-7: Variacién del coeficiente de asimetrfa v,, de la distribucién I''/2, en funcién del
pardmetros ¢ para nimero de looks n = 1.
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Figura 3-8: Variacién del coeficiente de curtosis v, en funcién del pardmetro o

Propiedad 16 Moda de la distribucién T'1/2

La moda de la distribuciéon T1/? es:

modays = \/IE—I\Q‘I,pam -a,A>0

Derivando la funcién de densidad e igualando a 0, se tiene:

a a
% (l a:za‘le"\‘"2> L ((2a — 1) g?e2e~ N +z2"'1e"\322)a:) =

I'(a) I'(a)

_ 2X:zz2cx—2e—4\=2
INCY

(2a—1+2Xz%) =0
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despejando z se obtiene moda;s. Por lo tanto esta distribucién es unimodal y su moda viene

dada por:

1-2«

T,pa.ra./\>0, —a>0

moda;s =

Propiedades de la distribucién I'"}/?(a,7)

Propiedad 17 Momentos de orden r de la distribucidn T~1/%(a,) son:

2L(—a—1/2)

E(X")=~" ()

, para —a>7/2 (3.18)

ypara —a <7/2, E(X") = o0.

La demostracién es anéloga a la de momentos de orden 7 de la distribucién I'/2, ver item 12

Propiedad 18 Varianza de la distribucion T—1/2
Su férmula viene dada por

1 I2(—a-1/2)
—a—-1  I?(-a)

Var(X)=7< >,pa,m —a>0,-a#l

estd definida para @ < —1 y para todo v y ademds vale que lim_,_,;- Var(X) = oo para
cualquier valor de ~.

Se puede ver en la figura 3-9 donde se muestra el grafico de la varianza en funcién de los
pardmetros a y 4. La figura 3-10 muestra un corte de la superficie para v = 1. Este hecho
nos indica que serfa un buen modelo de ajuste para datos muy dispersos cuando el valor del
pardmetro o toma valores muy cercanos a 0, como es el caso de los datos que provienen de

4reas muy heterogéneas en las imdgenes SAR.

65



Figura 3-9: Varianza de la distribucién I'"!/2 en funcién de los pardmetros a y

Propiedad 19 El coeficiente de variacion (CVp-12) de la distribucién T'=1/2 es:

CVp-1p2 = \/IE,;?_-; ?_1;(/;;1) -1 (3.19)

y utilizando la férmula (3.18), se obtiene la férmula (3.19)

Propiedad 20 Coeficientes de Asimetria y Curtosis

Utilizando las definiciones de estos coeficentes vistas en 15 tenemos:

_ Cemy[Farta=3/2) ~sr(a)fe - Hi-a - 1/2) + 21%-a - 12)]
= (T%(—a) — (—a — 1) T2(—a — 1/2))3/?

M1

definido para —a > 3/2

I (—o)T(—a - 2) — AT} (—a)(—a — 3/2)T(—a — 1/2)
(I%(=a) - (& — 1)I%(—a - 1/2))*
6T (—a)[(—a — 1)I2(—a —1/2) — 3T4(-a - 1/2)
(%(-a) - (~a-)I*(-a-1/2)

Y2 =

3

definido para —a: > 2.
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0.6

0.4

0.2:

Figura 3-10: Varianza de la distribucién I'=1/2 en funcién del pardémetro a y v = 1.

Ver Apéndice B. Los coeficientes 7, y 5, no dependen del pardmetro de escala -, dependen

solamente del pardémetro a.

Propiedad 21 Moda de la distribucién T'~1/2
La distribucion T=1/2 es unimodal y su moda es:

2y

moda-12 =\ T30 ¥1

y para _a';’YZO

El razonamiento, para este caso, es andlogo al que se hizo para la distribucién I''/2en la
propiedad 16
En las tablas 3.2, 3.3 y 3.4, se muestran valores de la moda de la distribucién I'~1/2, Variando
o y manteniendo v = 1 la tabla 3.2 muestra que cuando « decrece la moda se va acercando al
valor 0, gréficamente este hecho se muestra en la figura 3-16. Para valores de -y obtenidos de tal
manera que la media sea unitaria, la tabla 3.3 muestra los valores de la moda correspondientes
aac€{-08,-1,-2,-3,-4,-10}, y en la figura 3-20 se puede observar también que cuando
o toma valores mds cercanos a 0 entonces la moda también se acerca al valor 0. Por ltimo, la
tabla 3.4 muestra la moda para a = -1y v € {1, 5,10, 20,40} y se ilustra en la figura 3-19. En

este caso se puede ver que la moda crece cuando « crece.
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T2
24! T2
0.631 | 0.245
0.405 | 0.059
0.317 | 0.025
0.269 | 0.013
100 | 0.051 | 0.0001

R

ol x| W N =

Tabla 3.1: Valores correspondientes a la simetria y curtosis para distintos valores de alpha

T-172
a |~ | moda
-05 (1 1
-1 | 1| 0.82
-5 | 1| 043
—-10 | 1] 0.31

Tabla 3.2: Se muestran la variacién de la moda para distintos valores de a

T-172
oY ¥ moda
—0.8 | 0.1514 | 0.3413
-1 [ 0.3183 | 0.4606
—2 |1.2732 | 0.7136
-3 | 2.2635 | 0.8041
-4 | 3.2595 | 0.8510
—10 | 9.2534 | 0.9387

Tabla 3.3: Se muestran la variacion de la moda para distintos valores de a con los correspon-
dientes valores de « tal que la media sea unitaria

T-172
a | v | moda
-1 1| 0.816
-1]| 5 [ 1.825
—1] 10| 2.582
—-11] 20| 3.651
—1]40|( 5.164

Tabla 3.4: Se muestran la variacion de la moda para distintos valores de y
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Figura 3-11: Coeficiente de variacién CVy_1/2 de la distribucién I'-1Y/2, en funcién del pardmetro
Q.

3.2.4 Interpretacién de los pardmetros de las distribuciones para el backscat-

ter

Veremos ahora, cuél es el comportamiento de las densidades cuando los pardmetros o, Ay
~.toman diferentes valores.
En la figura 3-12 se muestran ejemplos de la densidad I''/2 (o, A) para el pardmetro de escala
A = 1y parael pardmetro a tomando seis valores diferentes dentro del conjunto {0.5, 1,2, 3,4, 10}.
Para a = 0.5 y A = 1, como I'(§) = /7, la funcién de densidad queda

2¢~*

fx(z) = 7 z>0

que es proporcional a la densidad de la distribucién normal para £ > 0 y aparece en dicha
figura como la curva de lfnea sélida gruesa. Vemos que para a > 1, al aumentar el valor de a,
la densidad se vuelve cada vez més simétrica.

Se puede observar en la figura 3-13 que para valores de a cercanos a 0 las densidades se
vuelven cada vez menos simétricas, se muestra como referencia a la densidad correspondiente a

a = 0.5. Calculando la esperanza y varianza de la variable aleatoria X, para A = 1 se tiene que
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Figura 3-12: Grafico de las densidades de T''/2 para A = 1 y a € {0.5,1,2,3,4,10} (sélida
gruesa, sélida, cortada , punteada, punto linea, punto punto linea,respect.)

limg_0 E (X) = limg0 I‘_(‘I‘E;'(‘c_:)/l) — 0 y limgo Var (X) = limeo (a - F—z(r.%%c—:)/—”) = 0. (ver
la seccién 3.2.3)

Esto sugiere que, para datos con mucha dispersién, como son aquellos provenientes de 4reas
muy heterogéneas en las imdgenes SAR y que se corresponden con valores muy cercanos a 0
para el pardmetro a, este no serfa un buen modelo a adoptar, a menos que A tome valores muy

cercanos a 0, en cuyo caso la varianza serd muy grande atin cuando « sea pequeiio.

21\

1.5] \

—

051

Figura 3-13: Funciones de densidad de la distribucién I''/? para A = 1 y o € {0.01,0.2,0.5}
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La figura 3-14 muestra las densidades de I''/2 (@, \) para un valor fijo @ = 1 y tomando A
dentro del conjunto {1,5,10,20,40}. La ecuacién de la funcién de densidad para a = 1 viene
dada por f(z) = 2\ ze~**” y la moda es alcanzada en 712_,\’ es decir, cuando A crece la moda

se va acercando a 0. Notemos que la asimetrfa de las densidades no varfa cuando modificamos

el pardmetro A.

6-
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Figura 3-14: Gréfico de densidades de T1/2 paraa =1y A € {1,5,10,20,40} (sélida, raya,
punto, punto raya, punto punto raya, r&p.)

Considerando ahora el valor de A como funcién de ¢, tal que la media sea 1, es decir, tal

que

E(X) = % = 1 se obtiene \* = (r(a—I‘-(:;/_Z)y

En la tabla 3.5 se muestran los valores de \* correspondientes a los valores o € {0.5,1, 2, 3,4, 10}
y la figura 3-15 muestra la variacién de las densidades para dichos valores de a y A*. La
variacién de « indica, como ya vimos en el caso A = 1, una variacién en la forma o simetrfa de
las densidades. Este caso servird para poder comparar luego las densidades de las distribuciones
TV/2 yp-1/2,

Habiendo visto ya la interpretacién de los pardmetros o y A de la distribucién T''/2, a
continuacién veremos la correspondiente a la distribucién I'=1/2,

En la figura 3-16 se muestra la variacién de las densidades de la distribucién I'"1/2 para
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Figura 3-15: Gréafico de la densidades I''/2 correspondientes a los valores « € {0.5,1,2,3,4,10}
y los valores de A tal que la media sea unitaria.. (sélida gruesa, cortada, punteada, punto linea,
punto punto linea, sé6lida)

el pardmetro de escala v = 1 y para valores de o € {-0.5,—1,—-2,-3,—4,-10}. Se puede
apreciar que, cuando los valores de a se acercan a 0, la curva se aplana cada vez m4s, es decir
que la varianza aumenta cuando aumenta . Esto significa que estamos en presencia de un buen
modelo para ajustar datos muy dispersos, recorddndo que es el caso de los datos provenientes
de édreas extremadamente heterogéneas en las imdgenes SAR y que ademds para este tipo de
datos el pardmetro « alcanza valores muy cerca de 0.

La esperanza de la distribucién I'"!/2 para v = 1 es E(X) = L(f—?_%;)@l y est4 definida para
@ < —1/2y se cumple que lim,_,_;/9- E (X) = oo.

Esta restriccién para la media y su anédloga para la varianza, que seré vista més adelante no
comprometen la discusién que se viene siguiendo, ya que la media es una medida de centralidad
y la varianza es una medida de dispersién. A pesar de las restricciones, se las utiliza por
su simplicidad computacional para este caso. La mediana y la distancia intercuartil siempre
existen, pero en este caso no se las utilizé debido a la complejidad analftica que ofrecen.

La varianza de la distribucién I'"}/2 para v = 1, se puede escribir como
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2 — —-—
Var (X) = Veuye (X) = (_al_ - r (rzo(t_al)/2)>

y esté definida para a < —1.

Tomando lfmite, se tiene que

lim

a—-1-—

I(—a-1) T%-a-1/2)\ o
I(-a) I(—a) )

como se puede ver en la figura 3-17 que muestra la varianza en funcién del parémetro c. En

la figura 3-18 se muestran las varianzas de las distribuciones I''/? y T'~!/2 en funcién de |o].

Claramente se ve que
|Vrr/2 (X)] < 1/2, para todo o,

(dondeVy, 2 denota la varianza de I''/2), a diferencia de la varianza Vy_1/2 (X) que crece cuando
|o| se acerca a 1 por la derecha. Lo que se destaca de esta comparacién es que los datos de
imdgenes SAR no siempre pueden ser bien ajustados utilizando el modelo de la distribucién
I''/2 para el backscatter, pero sf cuando se utiliza la distribucién I'"/2 como modelo.

La figura 3-19 muestra las densidades de la distribucién I'"1/2 para el pardmetro o = —1y
v € {1,5,10,20}, la variacién creciente del pardmetro de escala « implica densidades con medias
crecientes, su forma no varfa presentando todas una asimetrfa equivalente. Consideremos, por
dltimo al pardmetro v como funcién de a de tal manera que la media sea 1, es decir, tal que

—a—1/2)

T(—a) =1, para a < —1/2

Para valores de & > —1/2, E(X) = co. Entonces 7 como funcién de a viene dada por
e (T Y
T = \TCa—1/2

En la tabla 3.6 se muestran los valores de y* para los valores a € {-0.8,-1,-2, -3, —4,-10}

y en la figura 3-20 se muestra la variacién de las densidades I'"1/2 para estos mismos valores.
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Figura 3-16: Gréficos de las densidades I'"'/2 paray =1y « € {-0.5,-1,—2,-3,—4,-10}
(s6lida gruesa, sélida, cortada, punteada, punto linea, punto punto linea, resp.)

Notemos que las colas de las densidades cuando a aumenta tienden a ser més débiles, como se
puede ver en la figura 3-21, donde para las densidades m&s simétricas son las correspondientes
aa=—4yaa= —10 que son las que en esta representacién se ven como parébolas, mientras
que para @ = —1 y a = —0.8 las curvas muestran una forma hiperbélica, ver [BNB81].
Notemos que las colas de las densidades cuando o« decrece se hacen mds débiles. Para

a = —0.8 la densidad es la menos simétrica.

3.2.5 Comparacién de las densidades I''/2 y I'-1/2

Para finalizar esta seccién consideraremos las variaciones de los pardmetros de las densidades
de las distribuciones I''/2 y I'"1/2 y sus graficos en forma comparativa. Ademsés utilizando
las férmulas de los momentos de I''/2y de I'"!/2 vemos que el pardmetro de escala A de la

distribucién I'1/2;

A= <§—<SE€§3))2/r
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Figura 3-17: Gréfico de la varianza de [~1/2(—q, 1) en funcién de

y el pardmetro de escala v de la distribucién ['=1/2 es:

I'(—a) E(X")\Y"
i ( T(-a—1/2) )
notando que A y <y tienen un comportan como valores inversos.

La figura 3-22 muestra las diferencias entre las densidades correspondientes a las distribu-
ciones I''/2(0.5,0.31) y I'"1/2(—0.8,0.15), cuando los parémetros o de la distribucién I''/2 y
ag de la distribucién I'"1/2 est4n muy cerca de 0. Aqui vemos que la distribucién I'"/2 serfa un
buen modelo para datos muy dispersos y que la distribucién I'/2 no cumplirfa este requisito.

Pero si consideramos los pares de distribuciones I''/2 (4,3.7) y ['~1/2 (—4, 3.2), la diferencia
entre ellas como se puede apreciar en la figura 3-23 es muy pequefia, un valor numeérico aprox-
imado de la distancia L entre las dos distribuciones es 0.08. En la misma figura se tienen los
gréficos de las densidades I''/2(10,9.7) y I'"1/2(-10,9.2) y se puede notar que la diferencia
entre ambas disminuyé. Calculando la distancia Lp aproximada entre ellas di6é como resultado
0.05. (En el Capftulo 6 se tratars el tema de la aproximacién numérica de las distribuciones
con més profundidad). Por consiguiente, esto nos sugiere que para datos heterogéneos pero no

extremadamente heterogéneos, como asf también para homogéneos la distribucién I'"1/2 puede
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Figura 3-18: Las curvas corresponden a las varianzas de I'V/? (s¢lida) y I'"!/2 (punteada) en
funcién de ||, para A=y =1.

substituir a la distribucién I''/2.

3.3 Las distribuciones para el retorno de amplitud

En esta seccién veremos las distribuciones que se han propuesto para el retorno de amplitud.
En los esquemas (3.3) y 3.4 se presentaron, a partir del modelo multiplicativo, las relaciones
entre las diferentes distribuciones que modelan el retorno, para el speckle con modelo I'/2 (n,n)
y para los diferentes modelos de backscatter segin sea que los datos provengan de 4reas con

mayor o menor grado de homogeneidad. Veremos entonces las distribuciones G, K4 y g?,.

3.3.1 La distribucién G

Cuando el modelo general del backscatter en formato amplitud sigue la distribucién rafz cuadra-
da de la Gaussiana inversa generalizada A'~1/2 y el speckle sigue la ley I''/2, entonces bajo el
modelo multiplicativo el retorno serd modelado con la distribucién G que dependers de cu-

atro pardmetros como se sintetizé en la tabla 3.3. La densidad de una variable distribufda
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Figura 3-19: Gréfico de las densidades de I'~1/2 para o = -1 y v € {1, 5, 10, 20}

G(a,v,\n) es:
af2
2~ (3) 4 a2\ (@2
sz(z)=F(n)Ka(2m) ( 3 ) Ka_n(2 /\(7+nz2)),z€]R

y sus momentos de orden r:

/4 Ko rp2 (2v72) T(n+7/2)
Ko (2\/'7X) I (n)

E(Z7)= (nZA)

En la figura 3-24 se muestran dos gréficas de la densidades de la distribucién G para o =

L,n=1,A=1y~v=1,donde fz, (2) = 7(12(751{0 (2\/(1+z§)) yparaa=2,n=1,A=1yvy=
1, donde fz, (2) = K222 (v +nz?) 2 gy (2 (1+= )), respectivamente. Su representacién

logarftmica se muestra en la figura 3-25.

3.3.2 La distribucién K4

Es bien sabido la importancia de las distribuciones K y la existencia de numerosa literatura

que aborda este tema, por ejemplo, ver [JT87], [Oli91] y [OQ98], entre otros. Dentro de estas

distribuciones encontramos el caso particular de la distribucién X4 para datos de amplitud, a
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Figura 3-20: Gréficos de las densidades de I'~'/2 para a € {—0.8,—1,—4, —10} y valores de y
tal que la media sea 1, que aparecen en la tabla 1.2 . (sélida, cortada, punteada, punto linea,
resp.)

la que nos dedicaremos en esta tesis. Daremos a continuacién las definiciones y propiedades de
la distribucién K4, como asf también mostraremos gréficamente la variacién de las funciones

de densidad con respecto a sus pardmetros.

Definicién 22 La funcién de densidad para la distribucidn K4 estd definida de la siguiente

forma:

()

fx(z) = Wz‘“‘"‘lKa_n (me) , z,a,\n >0 (3.20)

y su funcién de distribucion acumulada es para la Ku:

2—-a-n

Fx(m;a) =14 Wy

(v, k, 2)
—2"PK, L (2) sik=1
donde g(v,k,z) = { (k—1)Q2u+k—1)g(v,k —2,2)—
—2"th K, (2) — (k- 12"k, (2) sik>1

donde K, es la funcion modificada de Bessel de tercera especie y orden v.
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Figura 3-21: Representacién logarftmica de las densidades de I~!/2 para o €
{-0.8,~1,—4,—10} y valores de v tal que la media sea 1, que aparecen en la tabla 1.2 ,
(solida, cortada, punteada, punto raya, resp.)

Proposicién 23 Sean X4 e Y, dos variables aleatorias independientes tales que X 4 ~ I''/2(a, A)
y Y4 ~ TY2(n,n) con a,\,n > 0, entonces la variable aleatoria producto Z4 = XYy tiene

distribucion Ka (o, A\,n) con a,\,n > 0.

Demostracién

Para la demostracién ver Apéndice F proposicién 56.

3.3.3 Propiedades de la distribucién K4

Propiedad 24 Los momentos de orden r de una variable aleatoria Z con distribucidn K son:

+7r/2)T(a+1/2)

E(Z) = ()2 L

T ()T (a) (3.21)
Propiedad 25 La varianza de una variable aleatoria Z con distribucidn K4 es:
1 2 (n+1/2)T?(a+1/2)
Varg, (2) = o (na - T2 () T2 (a) ) (3.22)

79



1.51

0.5]

0 0.5 1 l.g 2 2.5 3

Figura 3-22: Gréfico de las densidades I''/2 (0.5,0.31) y I'"1/2 (-0.8,0.32) (sélida y punteada,
resp.)

Podemos notar, segin la ecuacién (3.22), que en el caso que el pardmetro a toma valores
muy cercanos a 0, es decir, cuando se estd en presencia de 4reas con datos muy heterogéneos,
se tiene que para valores fijos de A y n, la varianza se hace muy pequefia. Esto es un fndice
que el modelo considerado no es bueno para este tipo de dreas, puesto que la variabilidad de
los datos, en este caso, serfa muy grande. Por otro lado, teniendo en cuenta que la varianza
también depende del pardmetro ), cuando éste es muy pequefio la varianza es muy grande, por
lo tanto, para datos provenientes de 4reas muy heterogéneas, que es el caso cuando « es muy
pequeiio, no podrfamos afirmar que este modelo no ajusta bien. Para tener una nocién més
clara del problema hay que considerar el coeficiente de variacién. Este hecho se muestra en la

figura 3-26, donde se ve el gréafico de la varianza en funcién de los pardmetros a y v, paran = 1.

Propiedad 26 E! coeficiente de variacidon de la distribucidon K4 es:

_ [P(r+1)T(a+1)T(n)T(a)
CV’CA‘\/ R+l (at1/2)
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Figura 3-23: Densidades I''/2(4, 3.7) (s6lida), [=1/2(—4,3.2) (cortada), I''/2(10,9.7) (punteada)
y T1/2(-10,9.2) (punto raya)

La férmula del coeficiente de variacién CV para una variable aleatoria X es:

_o _VEXH-EX) _ [B(X?)
oV="2= 500 7w ! (3.23)

Luego, reemplazando por el momento de orden 2 y por el cuadrado del momento de ordenl, el

coeficiente de variacién para una variable aleatoria X con distribucién K4 es:

CV}CAz\/I‘(n+l)I‘(a+l)I‘(n)I‘(a) . (3.24)

[2(n+1/2)T2(a+1/2)
que no depende del pardmetro A.
La figura 3-27 muestra las densidades de la distribucién K4 paraa =1, @ = 4 y oo = 8, cuando
A =1y n = 1. Gréficamente se podrfa decir que cuanto menor es « la curva considerada
tiene menos dispersién, pero este hecho no es cierto, ya que si calculamos para cada curva el
coeficiente de variacién éste nos daré el pocentaje de varianza relativa al valor medio.
Para n = 1 tenemos los siguientes valores: CV1 = 0.79, CV4 = 0.59 y CV8 = 0.56. A menor
CV le corresponde un drea més homogénea, es decir que para el pardmetro & = 4 correspon-

derfa una curva que ajusta datos més homogéneos que para a = 1 pero menos homogéneos que
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Figura 3-24: Funciones de densidad correspondientes a G (1,1,1,1) (sélida) y G (2,1,1,1) (pun-
teada), respectivamente

para o = 8. En la figura 3-28 se muestran las mismas densidades que en la figura 3-27 pero
utilizando los valores A\* que corresponden a los valores del pardmetro A cuando la media es
unitaria, que es considerada para poder luego hacer una comparacién con la distribucién gg.

En la figura 3-29 se muestran las densidades variando el pardmetro A y dejando fijos los pardmet-
rosa =1y n =1, en ese caso la densidad es: fx (z) = 4 (\/X)za:Ko (21:\/X), se puede ver
que cuando A decrece la dispersién aumenta. La figura 3-30 muestra las densidades cuando se
mantienen fijos los pardmetros & = 1, A = 1 y variando n en este caso se consider6 n = 1y

n = 10.

Propiedad 27 Coeficientes de Asimetria y Curtosis para la distribucion K4

Si X es una variable aleatoria con distribucion K los coeficientes de asimetria y curtosis son:

_ k3 _ M4
’71—-; y’)’z—;—

Para el desarrollo de las férmulas, ver Apéndice B. Estos dos coeficientes no dependen del
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Figura 3-25: Funciones de densidad correspondientes a G (1,1,1,1) (sélida) y G (2,1,1,1) (pun-
teada), en su representacién logarftmica.

pardmetro de escala 7.

3.3.4 La distribucién G4

Vamos a dedicar esta seccién a la distribucién central para esta tesis: la distribucién G§. Esta
distribucién se debe a Frery et al, ver [FMYS97], y es de suma importancia en el procesamiento
y el andlisis de imégenes SAR. Esta importancia se debe a que esta distribucién es un buen
modelo para ajustar datos extremadamente heterogéneos, a costos computacional y tedrico
relativamente bajos. Hasta ese momento no habfa ningiin buen modelo que ajustara bien este
tipo de datos dentro de la clase de distribuciones que devienen del modelo multiplicativo.

La distribucién K4 era, en la propuesta de ese artfculo, un modelo vélido solamente para
datos homogéneos y heterogéneos, pero fallaba para modelar datos extremamente heterogéneos.
Adems4s la poca tratabilidad de su funcién de densidad y su funcién de distribucién acumulada,
impedfan utilizarla como un modelo general para datos SAR dentro del modelo multiplicativo.

En el artfculo antes mencionado se mostré que la distribucién gg ajusta bien los datos de
cualquier tipo de 4reas y, ademés, posee una funcién de densidad y una funcién de distribucién

totalmente tratables numérica y computacionalmente. Presentaremos en esta seccién su fun-
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Figura 3-26: Varianza de la distribucién K4 en funcién dea y A, paran=1

cién de densidad, los gréficos correspondientes a la variacién de sus pardmetros junto con sus
propiedades més importantes, momentos, coeficientes de asimetrfa y curtosis y propiedades de
convergencia. Se verd también que la funcién de distribucién acumulada es ficilmente obtenible
através de la distribucién F de Snedecor. Este hecho, a la luz de la amplia divulgacién de esta
dltima en varios sistemas computacionales, serd muy 1til a la hora de estimar los pardmetros

de esta distribucién.

Definicién 28 La variable aleatoria Z4 se dice que estd distributda G% y denotamos Z4 ~

G4 (,7,n) si su funcidn de densidad es

2n"I' (n — a) z2n-1

124) = S ) T (y + #2m)

n—-a’ para —a,7,n,2 > 0 (325)

y su funcidn de distribucidn acumulada es

n* 1 0(n—a) 22 —nz?
7 TmT@) Hnn—-—a;n+1;

Fz,(2) = )s (3.26)
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Figura 3-27: Densidades de la distribucién K4 paran = 1, A =1y a = 1 (sélida), o = 4
(rayada) y o = 8 (punteada), resp.

dondeH es la funcién hipergeométrica definida de la siguiente forma:

H(a,b;c;2) =

I(c) T(a+ k)T(b+ k) 2*
L(a)T'(b) & Z T(c+k) k'

Proposicién 29 Sean X4 e Y, dos variables aleatorias independientes tales que X 4 ~ I~/ %a,)
y Ya ~ TV2(n,n) con —a,v,n > 0, entonces la variable aleatoria producto Zs = X sYy tiene

distribucién G (a,v,n) con —a,v,n > 0.

Demostracién:
Si Za = XaYa y Xa e Y4 son independientes entonces la funcién de densidad fz, de Z4
(o )
es fz,(2) = [ fx, (%) i (W) %dy (ver Apéndice H, proposicién 64). Entonces,
0

T2 (A ()T e el
fZA (Z) -b/,),al-\(_a) <y> € r(n)y y ydy
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Figura 3-28: Densidades correspondientes a K4(1,0.6,1) (sélida) y Ka(4,2.95,1) (cortada) y
Ka(8,6.09,1) (punteada). Los valores de A son los obtenidos suponiendo media unitaria.

952e—1  ,n oo 21 —y2(—‘§ -H'l) _
YT (=a) r<n)2/ v ; W=

0
haciendo el cambio de variables y = 2t ('y + z2n)_l/ ? se tiene

— 2
on™ z2n 1

(= o]
2(n-a)-1 —t2
7oL (=) T'(n) (y + 22n)") 2 b/t e

(= o]
Como 2 [ t¥"~®)~1e~’dy = T'(n — a), entonces la funcién de densidad de la distribucién

0
G (@,7,n) es

2n"I'(n—a) 221
YT (=) T (n) (y + 220) ")

fz4(2)=

Definicién 30 Sea X una variable aleatoria con distribucién Fm,n de Snedecor con m y n
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Figura 3-29: Densidades de la distribucién K4, paraa =1, n =1y A = 1 (sélida), A = 10
(cortada) y A = 100 (punteada)

grados de libertad, entonces su funcidn de densidad viene dada por:

& =iy ()T (29

y su funcidn de distribucién acumulada es:

YTmn(t) = Pr(X < z) = r('(")r())( )%/ =2 (1+—t) =
0

Teorema 31 La distribucién GY(a,~,n) es proporcional a la raiz cuadrada de la distribucion

de Snedecor Fan —2a, Y su funcion de distribucidn acumulada viene dada por:

Fz,(2) = Ton,—2a(—a2/7) (3.27)

Demostracién
Sean X, Y variables aleatorias independientes tales que X ~ I'"V/%(a,7) e Y ~ T2 (n,n) y
Z una variable aleatoria tal que Z = XY. Consideremos la variable aleatoria X* = 1/X. De
la proposicién 11 parte 1) se tiene que si X ~ I'"1/2(q, v) entonces X* ~ I''/2(-a, ) y por la
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Figura 3-30: Gréfico correspondiente a las funciones de densidad de la distribucién
Ka(1,1,1)(solida), K4 (1,1,2)(cortada), K4 (1,1,10)(punteada), resp.

parte 2) de la misma, vale que X*2 ~ I'(—a,7) y que Y2 ~ I’ (n,n). Consideremos la variable

aleatoria

Y?
2 _
Z‘F'

y veamos que ley sigue. Se sabe que, si W es una variable aleatoria que tiene distribucién

I'(n,4), cuya funcién de densidad es:

_ v exp(-w/2)
Tw®) = =3rm)

, para n,w > 0.

coincide con la funcién de densidad de x2 para 27 = v:

_ t5 lexp(~t/2)
R0= 5

, para t,v > 0.

Luego, de la proposicién 10, parte 1) se tiene que 2nY?2 ~ I'(n, %) y que 2vX*2 ~ I'(—2q, %),
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es decir, podemos asegurar que:
2Y? ~ )3, y 29X"% ~ X2 0a

Se sabe que si U y V son variables aleatorias tales que U ~ XeyV~ xﬁ entonces

U/v
Vin "~ T

donde F, , es la distribucién de Snedecor con v y p grados de libertad. Consideremos ahora.

X =Xa,Y =Ysy Z = Z,4, entonces se tiene que:

—a,_, 2nY2(2n)
—2Z% = ~ Fon —2a,

1/2
Entonces si S es una variable aleatoria tal que S ~ Fan 24 tenemos que Z4 = (:'75) S1/2

cuya funcién de distribucién acumulada se puede calcular como:

1/2 _
Fz,(2)=Pr(Zy<z)=Pr ((_lo) S12 < z) =Pr (S < Taz2> )

y como S ~ Fopn _2o Obtenemos:

FZA (Z) = T2n,—2a(_az2/7)a

donde Y., es la funcién de distribucién acumulada de una variable aleatoria con distribucién
F de Snedecor.

Como la distribucién F se encuentra en una gran cantidad de importantes problemas es-
tadfsticos, su funcién acumulada Y se puede obtener en diversos sistemas y tablas estadfsticos.
Por lo tanto se tiene una forma f4cil de obtener la funcién acumulada para la distribucién G4
utilizando tablas estadfsticas estandar o.rutinas para la distribucién F.

Esta importante relacién entre las distribuciones gg y F permite el cémputo de cantidades
relevantes tales como los estadfsticos de orden, que son utilizados en estimacién de pardmetros,

en proyecto de filtros robustos etc. Otra utilidad practica de esta relacién es la posibilidad de
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evaluar la funcién hipergeométrica de manera f4cil, tal como se muestra a continuacién.

Corolario 32 La funcidn hipergeométrica puede ser calculada en funcién de la distribucién
acumulada F de Snedecor.

Demostracién
Si Z4 es una variable aleatoria tal que Z4 ~ G%a,~,n), entonces su distribucién acumulada

€s:

a0 (n — a)z2"

.-ynl"(n)r(_a) H(n1n —a;n+1; —nzz/’y),

FZA(Z) =

donde H(n,n — a;n + 1;—nz?/y) es la funcién hipergeométrica, (ver [FMYS97]), entonces,
utilizando la ecuacién (3.27) y despejando tenemos que la funcién hipergeométrica H se puede
escribir

Y"T(n)I(—a)

H(n,n—-a;n+1; —n22/7) = " 1T(n — a)z2"

Yon,—2a(—02%/7)

y que es muy fécil de calcular numéricamente debido a que la funcién de distribucién acumulada
F de Snedecor est4 tabulada.

3.3.5 Propiedades de la distribucién G

Propiedad 33 Variacion de los pardmetros

A lo largo de este capftulo hemos visto, en todas las distribuciones estudiadas, la impor-
tancia que juegan los pardmetros para los cuales estdn definidas las correspondientes funciones
de densidad. En particular, para el caso de la distribucién gﬂ, centraremos nuestra atencién
en la variacién de los tres pardmetros o, ¥ y n. El comportamiento de estos pardémetros, en el
caso concreto de aplicacién a im4genes SAR, nos dar4 informacién que podr4 ser utilizada, por
ejemplo, para filtrado del ruido speckle o para segmentacién y clasificacién de las mismas.El
pardmetro a es un pardmetro de rugosidad ya que la varianza relativa al valor medio depende

de éste y de la cantidad de looks utilizados para generar la imagen y es indicador del grado
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de homogeneidad de los datos del 4rea en estudio, v es un pardmetro de escala relacionado
con el brillo de cada uno de los tipos de regién presentes en la imagen y es importante para
la caracterizacién estadfstica de las diferentes 4reas de una escena y n es el pardmetro corre-
spondiente a la cantidad de looks con que fue generada la imagen, es un pardmetro global, es
decir, es el mismo para toda la imagen. Grédficamente esta variacién se refleja en las funciones
de densidad de la distribucién G4 e induce a una discriminacién segun los valores que toman
los tres pardmetros. Las figuras 3-31, 3-32 y 3-33 muestran las densidades de la distribucién
gﬂ (@,%,n) cuando se varfa el pardmetro ¢, €l pardmetro v y el pardmetro n, respectivamente.
Se puede notar claramente que cuando o toma valores cercanos a 0 la varianza crece y lo mismo
sucede cuando v crece, con respecto al pardmetro n, cuando este crece la curva se hace més

Gaussiana.

2]
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Figura 3-31: Densidades GY (o, 1,1) para a = —1 (sélida), @ = —4 (rayada) y a = —8 (puntea-
da)

Propiedad 34 La funcién de densidad de la disribucion G es unimodal y es:

_ [a@n-1)
z= —n(1—2a)’7’ a,n>0
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Figura 3-32: DensidadesGY (—1,+,1) para v = 10 (sélida), v = 50 (rayada) y v = 100 (puntea-
da), resp.

Consideremos el pardmetro de escala y = 1y n = 1 y veamos la variacién de la moda con
respecto al pardmetro de rugosidad a. Como se muestra en la figura 3-34, se puede observar
que para datos provenientes de dreas homogéneas la moda se acerca a 0 pero cuando éstos
provienen de é4reas extremadamente heterogéneas tiende al valor 1. Se ve que si —1 < a <0
entonceﬁ\/g <z<1lysia< —1 se tiene que z < \/g Si consideramos n = 1 y cualquier
valor del pardmetro v se tendremos que \/g <z< [Asi-l1<a<0yquez< 31; para
a < —1. La figura 3-35 muestra también la variacién de la moda con respecto al pardmetro o
pero considerando datos con media unitaria y el pardmetro 7 definido teniendo en cuenta esta
condicién en funcién de o y n. La variacién de la moda con respecto a los dos pardmetros a y
7 dejando fijo el nimero de looks, en este caso n = 1, se muestra en la figura 3-36.

En la figura 3-36 se muestra la variacién de la moda con respecto al nimero de looks n para
a y v fijos, en este caso se consider6 vy = 1y a = —1 (arriba), @ = —10 (medio) y o = —50
(abajo). Se muestran también las respectivas asfntotas \/13% en lfnea punteada. Vemos que

en todos los casos la moda es una funcién creciente con respecto al nimero de looks, y para

cada « la variacién de esta curva as,/l—_'lﬁ <z< \/TE_ZE'
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Figura 3-33: Densidades G4 (—1,1,n) paran=1,n=2y n=10

Propiedad 35 Los momentos de orden r de la distribucidn gﬂ son

E(Z}) = (%)rﬂ L +I7‘.{7213 ? E:Z)_ r/2) , para — a,vy,n >0 (3.28)

Estos serdn utilizados en las definiciones que siguen y serdn estimados en el Capttulo 4

Propiedad 36 La Varianza de la distribucidn G es:

52 = Y% (n)(-a = YI*(—a — 1) = T?(n + 1/2)T*(—a — 1/2))
nl2(n)I2(-a)

para —a>1, v,n>0

La varianza es una funcién creciente de a, como se puede ver en la figura 3-38 que muestra
la varianza en funcién del pardmetro o, paran =1y vy = 1. La figura 3-39 muestra la varianza
en funcién de los pardmetros o y.«y, para n = 1. Se puede notar que la varianza depende

linealmente del pardmetro 4.

Propiedad 37 Coeficiente de Asimetria
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Figura 3-34: Variacién de la moda de la distribucién g% (o, 1,1)

De las férmulas de la seccién 15, tenemos que el coeficiente de asimetrta es:

_ b _ E(X?) - 3B (X?) E(X) + 2B° (X)
PTe T T T EE)-B )

donde pgy es el momento central de orden 3 y 0° es la varianza elevada a la potencia %

Desarrollemos primero u3

M2 [T(n+3/2)T(~a—3/2)  I®(n+1/2)1%(—a—1/2)
Ha = (7_7,) [ T (n)T(—a) +2 I3 (n) T3 (—a) B
JL(n+ )T (-a-)T(n+1/2)T(-a~1/2)
- I?(n)T?(-0)

ik

~ n3/2T3 (n) I3 (—a

) [[%(n)T?(~a) T (n+3/2) T (—a — 3/2) +

+2r3 (n+1/2) T3 (—a — 1/2) -
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Figura 3-35: Variacién de la moda con respecto al pardmetro o para datos de media umitaria
-3n(—a—-1)T?(n)I%(-a-1)T(n+1/2)T (-a - 1/2)] (3.29)

Dividiendo pg por 0® y llamando T (o, n) al factor que est4 entre corchetes en (3.29), obtenemos

el coeficiente de asimetrfa

_ T (a,n)
(nT2(n) (~a — 1)T2(—a — 1) = T2 (n 4+ 1/2) T2 (—a — 1/2))%/2

M (e,n) (3.30)

Es interesante notar que la ecuacién (3.30) no depende del pardmetro v y que, como era de
esperar, 7, es creciente con respecto al pardmetro de rugosidad a;, esto es a mayor homogeneidad
menor asimetrfa. Se puede ver en la figura 3-40 la variacién del coeficiente de asimetrfa v, en
funcién del pardmetro «, para nimero de looks n = 1. Se podrfa esperar un comportamiento
similar en el nimero de looks, es decir, analizando dos histogramas de la misma &4rea y de
im4genes con diferentes nimero de looks, uno tenderfa a decir que el menos simétrico estd
formado con los datos que provienen de la imagen con menor niimero de looks, pero resulta que
esta es una afirmacién falsa. En la figura 3-41 se muestran las curvas que corresponden a la
variacién del coeficiente de asimetrfa v, en funcién del nimero de looks. Cada una repesenta

diferentes dreas que abarcan desde las extremadamente heterogéneas (arriba) hasta las muy
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Figura 3-36: Variacién de la moda en funcién de 'y v, paran =1

homogéneas (abajo), a € {-1.6,—4,—-10,—-100}. Se puede observar que el mfnimo de v, es
alcanzado, en diferentes valores de n segin la heterogeneidad de 4rea considerada, es decir segin
el pardmetro a. Todas las funciones «, (n) son crecientes en el niimero de looks, a partir de un
cierto punto, el cual es un comportamiento no esperado pues lo que se esperarfa que suceda es
que 7y, sea decreciente con el nimero de looks. Vemos en el caso de datos provenientes de 4reas
muy heterogéneas, por ejemplo a = —1.6 donde la mayor simetrfa es alcanzada en n = 1. Es
decir, no siempre que comparamos dos histogramas, podemos concluir que el més simétrico es

el que proviene de datos con mayor nimero de looks.
Propiedad 38 Coeficiente de Cursotis

De las férmulas de la seccién 15 el coeficiente de curtosis

o=t a3 EX-EX)* _
T EX)-B X))

Tenemos que: E (X — E (X))* = E (X*) —4E (X%) E (X) + 6E (X?) E? (X) — 3E*(X) reem-
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Figura 3-37: Variacién de la moda con respecto al nimero de looks. Se consideré vy = 1y
a = —1 (sélida), @ = —10 (rayada), @ = —50 (punteada). La recta horizontal corresponde a la

asfntota 4/ 1—3};

plazando

m=() (Mo

_ T(n+3/2)T(-a—3/2)T(n+1/2)T (—a - 1/2)
: T2 (n) % (—a) -

+6l (n+1)I(—a-1)I%(n+1/2)T? (—a - 1/2) 3r‘4 (n+1/2) T4 (—a —1/2)
I?(n)I?(-a) - I (n)T4 (-a) )

Por otro lado la varianza al cuadrado es:

gt X (%) (-a -2 (—a—1) -T2 (n+1/9)T? (-a - 1/2))*
n?l4 (n) T4 (—a)
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Figura 3-38: Varianza de la distribucién gﬂ en funcién del pardmetro o, paran=1yy=1

Llamando

S(a,n)=T(n+2)T(-a—-2)I3(n)I3(-a)-

—4T' (n+3/2)T(~a—3/2)T(n+1/2) T (—a —1/2) T2 (n) I? (—a) +

+6T (n+ 1) T (—~a— 1)T? (n+1/2)T? (—a - 1/2)T? (n) % (-a) -

-3t (n+1/2)T* (—a -1/2)

Tenemos que la curtosis es:

S (a,n)
(nT2(n) (—~a —1)T2(—a —1) —= T2 (n+ 1/2) T2 (—a — 1/2))*

Yo (a’ n) =

que tampoco depende del pardmetro de escala y. La variacién de este coeficiente en funcién

del pardmetro o para n = 1, se muestra en la figura 3-42.
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Figura 3-39: Varianza de la distribucién G en funcién de los pardmetros a y ~, para n = 1.

Propiedad 39 El coeficiente de variacién de la distribucidn gﬂ es:

_ [T(n+1)T(—a—-1)T'?(n)T?(-a)
cv= \f Mt /9T (ca—1/2) (331

Dado que el coeficiente de variacién de una distribucién estd definido como:

_ o E(X?)
V=iV E® !

utilizando la férmula (3.28) de los momentos de la distribucién G se tiene que

M\ T+ (—a-1) M\ T n+1/2)T% (—a-1/2)
B =(;) T()T (=2 y B (0 =) T (n) T2 (<a)

y por lo tanto es vélido (3.31)
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Figura 3-40: Coeficiente de asimetrfa <y; en funcién del pardmetro «, paran =1

3.3.6 Comparacién entre las densidades de las distribuciones K4 y G4

Para clarificar lo que hemos visto hasta ahora, con respecto a las distribuciones K4 y g%
analizaremos la variacién de los pardmetros de cada una de ellas y mostraremos en diferentes
gréficos su comportamiento a modo de comparacién. De la férmula de los momentos de orden

7 de la distribucién gﬁ se obtiene el valor del pardmetro +:

3 L(n)T(-a) E(Z) 7T
T=n (r n+r/2)T (—a —/:/2))

y de los momentos de orden r de la distribucién K4 se obtiene el pardmetro A :

\_L(To+r/)T(@+r/2) o
“n\ T(MT(a)E(Z})

En las figuras 3-43 y 3-44, se muestra la variacién los pardmetros de v* y de A* con respecto
a los pardmetros (ag,n) y(ak,n), respectivamente. Las figuras 3-45 y 3-46 son un corte de

las anteriores para n = 1, respectivamente. Los pardmetros de 4* y de A*corresponden a los
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Figura 3-41: Coeficiente de asimetrfa en funcién del nimero de looks n, para a €
{-100,-10, —4, —1.6} grafica en escala log-log

pardmetros A y - tal que la media sea unitaria, es decir:

*—n I'(n)T(-ac) 2
T (F (n+1/2)T(—a¢ -1 /2)) (3.32)

. 1 (T(n+1/2)T (ax +1/2)\>
= (e ) (339

De las ecuaciones 3.32 y 3.5 obtenemos:

donde

I'(ak)

ha (ec) = T(ax + 1/
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Figura 3-42: Variacién del coeficiente de curtosis de la distribucién G en funcién del pardmetro
a, para nimero de looks n =1

En la figura 3-47 se muestra la grafica v*A* en funcién de ag y de ax. Si hacemos una

correspondencia entre ag y ak tal que ag = —ak entonces tendremos la relacién
A = (ak —1/2)°

lo que nos d4 una idea de como varfan estos pardmetros, uno en funcién del otro, en el caso en
que o tome un valor igual a ax cambiado de signo, o que esté bastante préximo a este. Esto
nos servir4 para entender las célculos efectuados en la aproximacién de la distribucién G4 y la
distribucién 4.

La figura 3-48 muestra cuatro densidades correspondientes a las distribuciones K4 (ak,A*,n)
y Ga(ag,v*,n), cuando ag = 1 y A* = 0.616, ag = —1 y v* = 0.405, ax = 10, \* = 7.66,
ag = =10 y v* = 11.782, en todos los casos se consider6 n = 1. Se puede notar la diferen-
cia entre las curvas cuando el pardmetro de rugosidad para ambas distribuciones toma valores
cercanos a 0. En particular, la diferencia que hay entre las dos distribuciones K4 y G4 cuando
el pardmetro ag = —1 y ax = 1, en este caso las densidades son muy diferentes mientras que
para ag = —10 y ax = 10 las densidades de ambas distribuciones son muy parecidas. En
el Capftulo 6 se podré ver numéricamente la distancia entre ambas distribuciones y que esta

distancia es menor cuanto més alejado del valor 0 estén ag y ag.
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Figura 3-43: Gréfico de v*(media unitaria), en funcién de a y n.

Para tener una idea més clara de cuédl es la curva que tiene més varianza, o sea la que
corresponderfa en el ajuste de datos muy heterogéneos, calculemos los coeficientes de variacién
(CV) de ambas distribuciones, recordando que menor CV significa menor varianza relativa
al valor medio, es decir, cuando los datos corresponden a 4reas mds homogéneas. Usando la
férmula (3.23) calculamos los coeficientes de variacién de las distribuciones K4 y G4, que los

denotaremos CVg y CVg, respectivamente y vienen dados por:

_ [T(n+1)(a+1)T'(n)T(a) _ Tr+ )T (-e-1)T ()T (-a)
CV"‘\/ T2 (n + 1/2) T2 (a + 1/2) _I’CVG’\/ T2 (n+1/2)T2 (—a - 1/2) !

En la tabla 3.7 se muestran los valores de CVk y de CV para diferentes valores del pardmetro
de rugosidad o de cada distribucién, en ambos casos se consider6 n = 1. Se puede notar que
cuando ag — —1~ entonces CVg — +00 y significa que la varianza es muy grande para estos
valores de ¢, en cambio cuando el pardmetro ax = 1 se tiene CVi = 0.788 , que nos indica que
hay menos varianza. Las figuras 3-49 y 3-50 muestran la variacién de los coeficientes CVg y
CVg en funcién del pardmetro o de cada distribucién, respectivamente. Por lo analizado hasta
ahora podemos inferir que para los datos que provienen de zonas extremadamente heterogéneas

el mejor modelo es el de la distribucién G4.
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Figura 3-44: Gréfico del pardmetro A*(media unitaria), en funcién de a y n.

Este capftulo ha sido dedicado especialmente a presentar el modelo multiplicativo y las
diferentes distribuciones con que se modelan el speckle, el backscatter y el retorno. Se enunciaron
las propiedades més importantes e interesantes de cada caso particular y se ilustrd, cuando fue
posible, con graficos de las funciones. Se estudié el comportamiento de los pardmetros, asf
como la variacién de los pardmetros para cada una de ellas, se hizo una comparacién entre las

diferentes distribuciones con el que modela el backscatter.
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1'\1/2

a A*
0.5 | 0.3183

1 0.7854

2 | 1.7671

3 | 2.7612
4 | 3.7583
10 | 9.7532

Tabla 3.5: Valores del parametro A en funcion del parametro o para media unitaria

T-172
o y*
—0.8 | 0.1514
-1 [ 0.3183
-2 | 1.2732
-3 | 2.2635
-4 | 3.2595
—10 | 9.2534

Tabla 3.6: Valores del pardmetro v en funcion del pardmetro a para media unitaria

ag |CVkx |ag | CVg
1 0.788 | —1. | 400

2 0.664 [ -2 | 0.788
4 0.595 | —4 | 0.619
10 | 0.552 [ —10 | 0.555

Tabla 3.7: Coeficientes de Variacién de la distribucién K y de la distribucién G

105



-3 alphaG 2

Figura 3-45: Variacién del pardmetro v* de la distribucién GY en funcién del pardmetro ag,
paran=1
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Figura 3-46: Variacién del pardmetro A\* de la distribucién K4 en funcién del pardmetro a,
paran=1
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Figura 3-47: Variacién de A*y* en funcién de g y a¢
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Figura 3-48: Curvas correspondientes a las densidades K4(10,7.66,1) (sdlida) y
Ga(—10,11.78,1)(rayada) y Ka(1,0.616,1) (punteada) y Ga(—1,0.405, 1)(punto linea)
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Figura 3-49: Curva del coeficiente de variacién CVk de la distribucién K4, en funcién del
pardmetro ¢, paran =1
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Figura 3-50: Curva del coeficiente de variacién CVg de la distribucién GY, en funcién del
pardmetro o, paran =1
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Capitulo 4

Estimacion de Parametros

Para extaer la informacién que proveen las imégenes SAR y hacer uso de ella, se modelan los
datos de manera tal que solamente con algunos pardmetros se logra una completa caracteri-
zacién de esta informacién. La inferencia estadifstica es una herramienta ampliamente utilizada
en procesamiento de imégenes en general y en particular en el de imégenes SAR. Entre las difer-
entes aplicaciones de la estimacién de pardmetros en procesamiento de imégenes, se encuentran
el filtrado de im4genes, donde se utilizan muestras pequefias pero con presencia de valores muy
distorsionados que se desean remover o en segmentacién y clasificacién de imégenes, donde se
consideran muestras de tamaiio grande, no necesariamente ruidosas, que poseen alguna car-
acterfstica determinada para su agrupamiento. Tal como ya se ha visto, el modelo propuesto
para el retorno de las imégenes SAR depende de tres pardmetros: rugosidad, escala y de proce-
samiento que es el nimero de looks. La variacién de éstos dentro de un espacio de pardmetros
adecuadamente definido, nos indicar4 las diferentes clases de datos presentes en las imdgenes.
Es por este motivo que se requiere un profundo conocimiento del comportamiento de cada uno
de los pardmetros, que se llevard a cabo mediante la estimacién de cada uno de ellos para luego
dejar paso a la interpretacién de la realidad, es decir la caracterizacién de la informacién a
partir de esta inferencia.

En este capftulo se presentardn los diferentes métodos de estimacién para los pardmetros de
rugosidad y de escala de la distribucién G y de la distribucién K 4, recordando que el parémetro
correspondiente al nimero de looks lo consideraremos conocido para ambas distribuciones.

Se presentaran técnicas usuales de inferencia, basadas en momentos, maxima verosimilitud y
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estadfsticos de orden. También se presentars. el estimador de la transformacién logarftmica. Se
mostrars que la estimacién, en algunos de los métodos mencionados, lleva involucrados célculos
muy complejos cuando se trata de la distribucién K4, lo que deja en evidencia, una vez més, la
preferencia de la distribucién gﬂ sobre la distribucién K 4. Se disefiard una experiencia de Monte
Carlo para comparar el comportamiento de los estimadores cuando se trata de la distribucién
gﬂ. La aplicacién de los métodos de estimacién, recién mencionados, de los pardmetros de la
distribucién G4 se har4 en el siguiente capftulo. Se simularsn imdgenes SAR sobre las que se
compararan los diferentes estimadores que se propusieron en este capftulo, utilizando el método

de Monte Carlo.

4.1 Meétodos de estimacién

Cuando se utilizan las imdgenes SAR es muy importante saber de manera precisa con qué tipos
de 4reas se est4 trabajando. Una de las técnicas usadas para lograr este objetivo es la inferencia
estadfstica, se puede ver en [JPW03, Rag91, VF98] donde se tratan técnicas de estimacién de
pardmetros de distribuciones involucradas en datos SAR.

‘Dentro del modelo multiplicativo se relaciona el pardmetro a con la rugosidad o textura del
4rea de interés en la imagen. Es evidente, entonces, la importancia de estimar el pardmetro
o, ya que permite estimar la rugosidad que es una cantidad que discrimina diferentes 4reas
independiente de la sefial de incidencia. El pardmetro v es un pardmetro de escala y estéd
asociado con la amplitud del backscatter y se puede estimar utilizando 4reas grandes. Para
zonas pequeiias se puede suponer que -« es constante, y estimar asf el pardmetro o para pequeflas
dreas. Sin pérdida de generalidad, se puede elegir v, ya que es un pardmetro de escala, para cada
a de interés de tal forma que cumpla que E(Z4) = 1. De esta manera todas las densidades serdn
comparables por su media. Podemos, entonces realizar el estudio de inferencia del pardmetro ¢,
suponiendo el pardmetro <y conocido. En este trabajo también se har4 la estimacién conjunta
de los pardmetros (a,), debido a que ain cuando el pardmetro v sea de escala, se verd en
las aplicaciones que también discrimina 4reas de diferentes texturas, por lo tanto tiene especial
interés en la clasificacién de imégenes SAR.

En este estudio suponemos que los datos son observaciones de variables aleatorias indepen-
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dientes distribufdas G4 (a,v,n).

Se han utilizado diferentes técnicas de estimacién , entre ellas las més importantes son
las basadas en los métodos de méxima verosimilitud (MV), en el método de los momentos
muestrales (MO) y en estadfsticos de orden. Estos métodos pueden ser aplicados a los datos
originales o a los datos después de transformados. El estimador por MV es optimal ya que para
muestras grandes este es un estimador insesgado y eficiente. El estimador MO est4 basado en
el método de substitucién, donde los momentos teéricos serdn reemplazados por los momentos
muestrales, de los que se deducirdn los pardmetros que se desean estimar. Este dltimo tiene
la ventaja de ser muy simple de obtener, pero no es insesgado. Con respeco a los estadfsticos
de orden, estos han sido tradicionalmente utilizados en filtrado de imdégenes, especialmente
en los casos donde los filtros lineales funcionan pobremente, por ejemplo, en imdgenes con
ruido impulsivo, o ruido multiplicativo o cuando las imdgenes no siguen el modelo Gaussiano.
También han sido usados para incorporar la robustez en los procedimientos de inferencia, pero,
en algunos casos son bastante més complicados de calcular que los anteriores y es més diffcil
de deducir sus propiedades muestrales. Entre los estadfsticos de orden el més utilizado es el de
la mediana. También utilizaremos el rango intercuartil y el estimador basado en los cuartiles
de orden 1, 2y 3.

Para lograr técnicas de estimacién més simples, también se trabaja con datos transformados,
una de las transformaciones més usadas en datos SAR es considerar el logaritmo del retorno
debido a que esta operacién, al menos teéricamente, transforma la esencia multiplicativa del
ruido en una forma més tratable que es la del ruido aditivo. Presentaremos en este capftulo
el llamado estimador de la transformacién logarftmica, que involucra a los logaritmos de los
datos.

Para la estimacién conjunta de los pardmetros a y v se ulilizardn técnicas mixtas de MV y
MO, en particular para la implementacién computacional.

En esta seccién se presentardn todos los métodos de estimacién que utilizaremos en las

secciones siguientes, se podran ver més detalles en el Apéndice G.

1. Estimacién por momentos
Sea (Z1, 23, ..., ZN) un vector de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

tribufdas, con funcién de distribucién F. Sea f una funcién real definida sobre R tal que
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E(|f(2)]) < co. Entonces E(|f(Z)|) puede ser estimada como

1 N
mg=5 ;f(zi)- (41)

En la ecuacién (4.1), si la funcién f es la que hace corresponder z — 2" con r > 0,
entonces escribimos m, en lugar de m,-. Los estimadores de los pardmetros 6,... ,6;

serdn entonces soluciones del siguiente sistema de ecuaciones

E(Zl)(éla 7ét) m

E(2%)(61,... ,6:)

me.

Los estimadores obtenidos de esta manera son asintéticamente consistentes y asintética-

mente distribufdos conjuntamente como una variable aleatoria normal multivariada.

. Método de Mdéxima Verosimilitud (MV).

Sea z = (2, 2, ..., Zn) un vector de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribufdas, con funcién de distribucién Fj, § € ©, © espacio de pardmetros. Supong-
amos, sin pérdida de generalidad que Fy, admite una funcién de densidad f. El método
de MV consiste en encontrar el conjunto de pardmetros 64, ... ,6; para el cual la funcién

de verosimilitud
N
L(by,... ,60|21, 22,..., 28) = [ | f(2i: 61, .. ,60)
i=1

sea méxima. A estos valores los denotaremos 6y, ... , ;. Estos estimadores son usualmente

hallados por derivacién de la funcién de verosimilitud o de su logritmo.
. Estadfsticos de Orden

Los valores ordenados en forma creciente del vector z = (21, 22, ..., 2n5), es decir

Zna < Zn2 << ZnNo

se denominan estadfsticos de orden muestrales. Es intuitivo suponer que, bajo ciertas
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condiciones, estos valores son comparables con los cuantiles teéricos de la distribucién

F(#6,,...,0;), como se muestra en la siguiente ecuacién
Qa(61,...,6) = IIIGiE{I{F(Z;oh. ey 0t) > a},a € (0,1).

En la prictica, la comparacién se hace entre los cuartiles, osea entre el primer cuartil
(Q1/4), €l segundo cuartil o mediana (Q;/2) y tercer cuartil (Q3/4), o funciones de estos

cuartiles. La mediana muestral de z se define como:

A ZN:(N+1)/2 si N impar
Qu2(z) =4 | N1/ _ (4.2)
5(zn:ny2 + 2N:N/241)  Si N par;
el primer cuartil muestral de z como:
R ZN:(e+1)/2 si £ impar
Q) =4 _ (49)
5(2N:72 + 2N:7241) si £ par;
y el tercer cuartil muesstral de z como:
A ZN(N+1—(+1)/2 si £ impar
Q3/4(z) = (N+1-(E+1/2) (4.4)

3(2N:N41-¢/2 + ZN.N—gy2) i £ par.

En las ecuaciones (4.3) y (4.4) :

’ ﬁ{—l si N impar
% si N par.

4.2 Estimadores de los pardmetros de la distribucién 4.

En esta seccién se tratardn los estimadores de los pardmetros (a,A) de la distribucién Ka,
recordando que el pardmetro n que corresponde al nimero de looks lo consideraremos conocido.
En esta tesis, el método de estimacién de los pardmetros de la distribucién K4, que se utilizé
en las aplicaciones fue solamente el método de los momentos, aiin asf presentaremos aquf los

otros métodos donde se podré apreciar su complejidad, tanto teérica como de implementacién
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computacional. Una vez presentados, en la siguiente seccién, los estimadores de los pardmetros
de la distribucién G, comparativamente podremos llegar, una vez md4s, a la conclusién de la

utilizacién de la distribucién GS en lugar de la distribucién K.

4.2.1 Estimacién del pardmetro a por el método de los momentos

Consideramos primero el caso cuando el pardmetro A es conocido y por lo tanto debemos estimar
solamente el pardmetro «.

Los momentos de orden 7 de la distribucién K 4 son:

1 T(x+7r/2)T(n+7/2)
(An)r/2 T(a)(n)

E(XT) = Lo, A n >0

Se usarén los momentos de orden 1/2, 1 y 2. Llamemos m, a los momentos muestrales y Gm, /20
Qm, ¥ Qm, a los estimadores del pardmetro o basados en los momentos de orden 1/2, 1y 2,

respectivamente. Quedan planteadas las siguientes ecuaciones.

1 T(@m,,+1/49T(n+1/4)

my2 = (An)1/4 r(aml/z)l"(n) (4'5)
1 T(@m +1/2)T(n+1/2)

™ D)7 I(@m,)T'(n) o

L [(Gm, + )I(n+1) _ Gm, (4.7)

T 0On) T@m)(n) A

El pardmetro A, en este caso depende del valor de @ y de 7, se lo eligié de tal manera que la
media sea unitaria para facilitar la comparacién con otras distribuciones, llamemoslo A* y viene

dado por la siguiente férmula:

w1 (I‘(a+1/2)1"(n+1/2)>2
n

T(a)T (n) (48)
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Luego, de las ecuaciones (4.5), (4.6) y (4.7) se tendrd que cada G, serd solucién de las ecua-

ciones de la forma
fmh (amh) — Tmh == 0, h = 1/2, 1, 2 (4.9)

donde, para cada caso se tiene:

para el estimador @m, ,

fm 2 (am, 2) = ( /2 / ), Tm'l 2 = m1/2 (ATL)“ (n) (410)
VAT T (Gmy ) 27 T(n+1/4)
para el estimador G,
~ 1" ('&ml + 1/2) mi \/ )\nr (n)
=== = =7y 4.11

fm1 (aml) T (aml) y Tmy T (TL F 1/2) ( )

y para el estimador Gy,
fms (Gm2) = Cmy, Tm, = M2 (4.12)

Notemos que Tr,, es una variable aleatoria que depende de las muestras y de n. Vale para los
tres casos que fm, son funciones continuas crecientes en (0,00) y limz—oo fm, (Gm,) = 00 ¥
limz_,0 fm, (Gm,) = 0, por lo tanto, para cualquier valor que tome la variable aleatoria T, estas
ecuaciones siempre tendrén solucién.

En la figura 4-1 se muestra el comportamiento de las tres curvas.

4.2.2 Estimador por mixima verosimilitud

Sea z = (Z1,...2x) un vector aleatorio, donde Z; ~ K4(a, A, n), 1 < i < k. Consideraremos
el estimador de méxima verosimilitud del pardmetro a de la distribucién K4(a, A,n) con el

pardmetro A* definido como en (4.8). Recordando la que la funcién de densidad de la distribu-

115



0 5 10 g? 20 25 30

Figura 4-1: Gréficos de las funciones fm, », fm, ¥ fm, (sélida, rayada y punteada, resp.)

cién K4 es:
a+tn
4 {vVn
fr(2) = IQ(TF)(&)RM-IKG_,, (2zVAn) , aK,\n,z >0, (4.13)

Entonces hay que hallar el & tal que:
52 1o fu(a) =0
i=0 Ga

Luego nos quedaré la ecuacién en

k k k OK;,_,, (22.- v/ (A'n))
~k¥(@) + 5 (X" +1nn) + lnz+) 5z 0,

i=0 i=0 Ka—n (274\/()\'—71)) B

como podemos observar en el dltimo término se tiene la derivada respecto @& de la funcién

modificada de Bessel. Pero esta variable aparece en el orden de la funcién de Bessel, que
hace que el estimador de MV para el pardmetro « de la distribucién K 4sea de complicada

implementacién computacional comparada con la del estimador de MV de la distribucién Qﬂ,
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como se vers en este capftulo en la seccién 4.3, cuando se trate este estimador.
Cuando se quiere estimar los dos pardmetros (a, ) por este método hay que plantear tam-

k
bién la derivada respecto del pardmetro ), es decir 3 5% In fr(z)=0
=0

atn Koo (2:/50) -
k= +;Kn—a(2$im)21 3 =0

aunque involucra la derivada de la funcién modificada de Bessel, en este caso la variable de

diferenciacién est4 en el argumento de esta funcién, lo que la hace m4s tratable.

4.2.3 Estimacién conjunta de los pardmetros (o, A) por el método de los

momentos.

En este caso, para estimar el pardmetro a y A es necesario estimar dos momentos, por ejemplo,
my/2 y my que nos daré el estimador Gm, jamyy © T Y M2 que nos dar4 el estimador Gm;m,-

En el primer caso usando las ecuaciones (4.5) y (4.6) obtenemos:

T (amq/zml + 1/2) T (am1/2m1) _ m r2 (n + 1/4)
I (aml " /4) m?,, T (n+1/2)T (n)

y en el segundo caso, las ecuaciones (4.6) y (4.7) la ecuacién resultante es:

r (amlme + 1) I (amlmz) _ m2 F2 (n + 1/2)

= = 4.14
T2 (Gmym, + 3) miT (n+1)T(n) (414)
Entonces Gm,m,, para k = 1/2, 2, seran las soluciones de ecuaciones de la forma
fmlmk (amlmk) = Tmym = 0 (4'15)
Para amlml /2 obtenemos
s (Brams) = - (B +1/2) T (B m) m_T?(n+1/4)
mim mym = » T =
1™y /2 1My /2 - (aml/zml " 1/4) ™y /9m1 m?/2 F(n+1/2)T(n)
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Y Para Gm,m, obtenemos

f; (@ )= T (@myme + 1) T (@mym,) T _m2 2 (n+1/2)
mime \Gmime) — 2 (amlmq + %) y Tmyma m% —F (n+ l)I‘(n)

La figura 4-2 muestra los gréficos de las dos funciones, fm,m,,, ¥ fmim, se puede obser-
var que ambas son decrecientes y continuas en (0,00), limz—.oo frmym, " (amml /2) =1y
limz—o00 frm,m, (@m;m,) = 1. Esto significa que cuando las variables aleatorias, Tm, ,m, ¥ Tmyms;

tomen valores menores o iguales a 1 las ecuaciones (4.15), para k = 1/2, 2 no tendrdn solucién.

L8}’
L6t *
L4f

121 %

08 2 4 6 8 10

Figura 4-2: Gréficos de fm, ,m,(s6lid0) y fm,m,(punteada)

4.2.4 Estimacién del pardmetro o utilizando estadfsticos de orden, para )\

conocido.

Para estos estimadores consideraremos al pardmetro A tal como en la ecuacién (4.8). Seran
considerados para estimar el pardmetro o los siguientes estadfsticos de orden: la mediana, la
diferencia intercuartil y por ultimo el que involucra al primer, segundo y tercer cuartil. Los
denotaremos Qg,,8yq,,q; ¥ Qg ,g0,q2» T€SPECtivamente.

Estimador &g,

Este estimador estd basado en la mediana de la distribucién KA(a, A\, n). Sea F la funcién de

distribucién acumulada de KA(a, A, n), y llamemos ¢ a su mediana , entonces el estimador &g,
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es aquel que satisface la siguiente ecuacién:
F (q2; aqz’ ’\’n) = 1/2 (416)

Recordemos que la funcién de distribucién acumulada de la distribucién KA(a, A, n) estd dada
por la siguiente férmula recursiva. (Ver Capftulo 1, Seccién 3.3.2).

2—a—-n

F(ZD; a, /\,n) =14+ WQ(V,]C,Z)

donde z =2z /an, k=2n—-1l,v=a—-ny

— Ky (2) k=1
9(v,k,2) =
(k—1)(2v+k=1)g(v,k —2,2) — 2"T* K, 11(2) — (k = 1)2vTF 1k, (2) k>1

Luego de la ecuacién (4.16) y de la definicién de la distribucién acumulada de la distribucién
KA(a, A, n), el estimador @, es el que satisface la siguiente ecuacién:

92—8g,—n

V2t 1 )Tm)

g(v,k,22) =0

donde

2o = 2q0 aﬁ\ﬁ;

¥ g2 es la mediana muestral de x como est4 definido en (4.2). Notemos que por la definicién de
la funcién F donde adem4s de estar involucrada la funcién de Bessel viene dada en una forma
recursiva, lo que hace muy dificultoso su tratamiento teérico como también su implementacién
computacional.

Estimador @y, ¢,

Este estimador estd basado en el primer y en el tercer cuartiles y es la solucién de la siguiente
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ecuacién:
F (g3; Qgy,q5: A1) — F (q138g,,g5, A1) = 1/2
donde ¢q; y g3 son el primer y tercer cuartil muestral como esté definido en (4.3) y en (4.4),

luego reemplazando por la funcién de distribucién acumulada tendremos:

92—8g;,q3— " 92-8q,,93— 7

TGt 52~ Sg(o, k1) = 1/2 =0

F(atn 143 )T(n

donde

21 = 2q11/8g,,0V/1 ¥ 28 = 2031/ Oy 03V

Estimador ag, 4, 4,

Este estimador est4 basado en el primer, segundo y tecer cuartil. Entonces @, ¢, 4, S la solucién

de la siguiente ecuacién:
F (g3; 0, ,q2,93, A7) — F (15 8q;,q2,00) M 1) + F (223 8gy,00,95: 1) = 1

reemplazando por el valor de la funcién acumulada F, tenemos

92-84 99,931 22_311 92,93~

-~ g V’ k) 23 - o~
MGama T® 5 %) ~ T T

9(v, k, z1)+

92—0q; ,q9,q3— 1

+—==
r(aQI »42,93 )r(n

)g(u,k,zg)—1=0

donde ¢, g2, g3 son los cuartiles muestrales como estdn definidos en (4.2), (4.3) y (4.4), respec-

tivamente.

4.2.5 Transformacién Logaritmica

Sea Z,4 una variable aleatoria con distribucién KA(a, A, n), consideremos la variable aleatoria

W = InZ4. Consideremos las funciones generadoras de momentos de W, o, (t) = E[e],
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entonces como Z4 = X4Y4, tenemos que W = In X4 + InYa y ¢, (t) = E[e*] = E[X4]E[Ya),
t € R, donde ¢ (0) = E [W*] es el momento de orden k de W. Ver Anexo D. Consideramos

el momento de orden 1:
#,(0) = EW] = E[lnZ4] = ¥(@) - lna + ¥(n) - Inn

donde ¥(z) es la funcién digamma que se define de la siguiente manera:

_I'(z)
)= T

El estimador por transformaciones logarftmicas que denotaremos @, es el que satisface la

siguiente ecuacién

my —¥(n)+lnn=Y¥(@,) —lnay,

4.3 Estimadores de los pardmetros de la distribucién GY.

En esta seccién presentaremos los estimadores para los pardmetros de la distribucién gg. Recor-
dando que el pardmetro n correspondiente al nimero de looks es conocido. Con respecto al
pardmetro 7 se considerard dos casos, uno cuando se supone conocido y otro cuando no se
conoce y por lo tanto hay que estimarlo. Veremos que en algunos casos los cdlculos que se han
efectuado para la distribucién gg son mucho m4s simples que los efectuado para la distribucién

K 4 y que estos corresponden a casos importantes en la estimacién.

4.3.1 Estimacién del pardmetro a por el método de los momentos

Para la estimacién del pardmetro «, en esta seccién consideraremos el pardmetro de escala ~y
conocido, de tal manera que dependa de los parémetros o y n. Para poder comparar con otras
distribuciones trabajaremos bajo la condicién de que E[Z4] = 1 y hallaremos los valores de

que la cumplen. Los momentos de orden r de la distribucién gﬂ estdn definidos como:

E|Z}) = (%) : r(—§ (__311:8; 2) paraa < -3 (4.17)
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Hacdiendo r» = 1 tenemos que

2\ 3T(—a = H)T(n + 1) 1
5iza = (2) =~ Fegmm e <3

y considerando que E[Z4] = 1, obtenemos valores de v que dependen de a y de n y que

denotaremos v*.

. I(—o)T(n) \?
T= n(I‘(—a —DTn+ é)) (418)

Utilizaremos dos estimadores de los momentos de orden 1/2 y de orden 1, que denotaremos con
my/2 y m1. Llamemos & /2 y & a los estimadores del pardmetro a correspondientes a cada caso.
De las ecuaciones (4.17) parar =1y r = 1/2 y usando el 7 definido como en (4.18), se tiene

que los estimadores &)/ y &1 son las soluciones de las siguientes ecuaciones, respectivamente :

I‘(—&l/g) 1/4 I‘(n + 1/4)
= =(y*/n —_, 4.19
Mann-178 - O /™ ) (#19)
P(=&1) _ ., 2T(n+1/2)
1-\(_&1 - 1/2) - (7 /n) ﬁzll"(n) ’ (4'20)
Para r = 1/2,1 las ecuaciones (4.19) y (4.20) se pueden escribir de la forma
f(Gr) = 7r, parar=1/2,1 (4.21)

para facilitar su anélisis y comprensién. Como f(é&,) es una funcién continua y decreciente en
(—00,0) y limg _—,—oo f(&r) = 00, para r = 1/2,1, siempre existird solucién para cada uno de
estos casos. En la figura 4-3 se muestra la variacién de las funciones f(&,) para r = 1/2,1.

Para la resolusién numérica se utilizé el método de la secante.
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Figura 4-3: Gréficos de las funciones f(&,) para r = 1/2 (sélida) y » = 1 (punteada)

4.3.2 Tranformacién Logaritmica para estimar o« cuando el parametro v es

conocido

En esta seccién vamos a trabajar con los datos transformados logarftmicamente y sus momentos.
Sea Z4 una variable aleatoria con distribucién G9(e,~,n), consideremos la variable aleatoria
W = InZ,. La funcién generadora de momentos de la variable W es oy (t) = E[etV] y se

cumple que (,09:,)(0) = E[W¥*], es decir que la derivada k-ésima evaluada en t = 0 es el momento

de orden k de W.

Para k = 1,2 se tiene

ew(0) = E[W] y ¢"(0) = EW?]
donde

t/2 T(—a — t/2)T(n + t/2)
I'(-a)T'(n)

ow(t) = Ble™) = E[XY).E[Y"] = (2)
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Derivando la ¢y (t) respecto de la variable ¢ :

p 1 /2, 7\ T(—a—t/2)[(n+1/2)
ww(t) =3 (') In (E) T(—a)T(n)

n

+ (%)" ? T—alm [].'"(-—a —¢/2) (-%) (n+1t/2) + T(—a — t/2)T (n + t/2) (%)]

luego

O (t) = (%)" ? W-IW [1a (1) (=2 - t/2)T(n + t/2)-

—Tl(—a—-t/2)T(n+t/2) + [(—a — t/2)[’(n + t/2)

haciendo ¢ = 0 se obtenemos:

1

#w(0) = srayie |2 () T-9T() + T(-)T'(n) - I¥(~a)I(n)]

G (0) = 3 [1n L + w(n) ~ ¥(~0)]

donde ¥(z) = %ﬂ es la funcién digamma.

Entonces el momento de orden 1 de los datos transformados logarftmicamente es :
1.7
E[lnZ)= 3 In ~t U(n) — ¥(-a) (4.22)

Hallemos ahora el estimador del parémetro a, que denotaremos &11“, conocido el pardmetro «.
En este caso consideraremos a «y como se lo defini6 en la ecuacién (4.18). Entonces el estimador

™ sers la solucién de la ecuacién:
(—a) = In % + U(n) — 2ml (4.23)

donde mll" es el estimador del momento de orden 1de la variable aleatoria In Z, es decir, es la
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media muestral de los logarftmos de los datos. Para seguir con la notacién que venimos usando,

podemos escribir la ecuacién (4.23) como
f (dll“) =T

La funcién f (d'l") , cuyo gréfico se muestra en la figura 4-4, es decreciente y continua en el inter-

valo (—00,0) y por lo tanto la ecuacién (4.23) siempre tendrs solucién. Todos los estimadores

Figura 4-4: Gréfico de la funcfon ¥ (—a)

del pardmetro a con y fueron obtenidos numéricamente con el método Broyden.

4.3.3 Estimacion del parametro a por el método de mixima verosimilitud

Sea Z1, ...Zy una muestra aleatoria con distribucién gﬂ(a, v,n) y sea la funcién de verosimilitud:

k
L(z1, ..2k; ,7) = log [ | £(z)
=0

Para hallar e] estimador de méxima verosimilitud de & conocido el pardmetro <, en este caso
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consideraremos v* como se lo defini6 en (4.18), planteamos la ecuacién:

k
> 3% log f(z) = 0. (4.24)
i=0

Recordando que la densidad de la distribucién G es

n" 2 r(n - a) 2n—1

T e Y e O

y T, N2 > 0
tomando logaritmo se tiene

Inf(z) = nlnn+In2—alny+Inl(®n —ea) - (n—a)ln(y+ 22n) —
—InT'(-a) -InT(-n)+ (2n-1)Inz

Luego por la ecuacién (4.24) nos queda:
L k
> a-lnf(z)=) (-lny-¥(n—a)+In(y +2{n) + ¥(-a)) =0
el i=0

Entonces el estimador de méxima verosimilitud del pardmetro a, que lo denotaremos éyy, es

la solucién de la siguiente ecuacién:

N
n a = 1 = 2
U(n—émr) — ¥(—b6mL) = —Iny* + i E In(y* + 2;n) (4.25)

i=1

La figura 4.25 muestra la funcién ¥(n — éumr) — ¥(—émi) cuya imagen es R5¢ y por lo tanto

la ecuacién (4.25) siempre tiene solucién para los reales positivos.

4.3.4 Estimacién del pardmetro o utilizando estadisticos de orden

Los estimadores basados en la mediana (éneq), en el rango intercuartil (d1qr) y en ambos de

estos estadfsticos de orden (é;23) son, respectivamente soluciones de las siguientes ecuaciones:
A . 1
Fz,(Q1/2; 6Med) = 5 (4.26)
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Figura 4-5: Gréfico de la funcién ¥(n—éwmr,) — ¥(—aémw), que depende del estimador de méxima
verosimilitud é&yy,, para 7y conocidoyn=1

) A A A 1
FZA(Q3/4;QIQR) - FZA(Q1/4; aIQR) = E’y

Fz,(Q3/4;6123) — Fz,(Q1/2; G128) — Fz,(Q1/4; &123) =0,

donde Fz, es la funcién de distribucién acumulada de G§ (e, <, n), dada en la ecuacién (3.26) del
Capftulo 3, Seccién 3.3.4. Usando el hecho que la funcién hipergeométrica puede ser calculada
facilmente utilizando la funcién F de Snedecor, como puede verse en el capftulo mencionado,
el problema se reduce a resolver las siguientes ecuaciones, para cada uno de los estimadores,

como se muestra en las siguientes ecuaciones

ng . 1
T 20, 28pea (— Q1 20Med /) = 3

o . o . 1
Ton,~281qn (—@3/481QR/Y) — T20,~2810n (—Q2/4d1QR/7) = 5 Y
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Yan, 2120 (—Q3/48123/7) — Ton,—28100 (— Q3 /28123/7) — T, 26100 (—QF 4d123/7) = 0

donde T, es la funcién de distribucién acumulada de la distribucién F de Snedecor, con s y ¢
grados de libertad.

4.3.5 Estimacién conjunta de los pardmetros o y v por el método de los

momentos.

Para estimar los pardmetros a y v en forma conjunta usaremos los momentos de orden r como
se definieron en (4.17). Consideraremos dos casos: uno el que utiliza los momentos de orden 1
y 2 y el otro utiliza los momentos de orden 1 y 1/2. En ambos se plantea un sistema de dos
ecuaciones con dos incégnitas, @ y 7, que son los valores estimados de los pardmetros a y %,

respectivamente.

1. Denotaremos con (&, ) al estimador conjunto de los pardmetros o y y utilizando los

mima
momentos de orden 1y 2. Sean m; y my los estimadores del primer y segundo momento,

respectivamente, es decir,

1 M-1 1 M-1
— . — 2
m=gpd mym=g7 2
i=0 1=0

donde 2;, 0 < 7 < M, es una realizacién de un vector aleatorio de dimensién M, cuyas
componentes estdn distribufdas gg. Luego, para los valores r = 1,2 que serdn substitufdos

en la ecuacién (4.17) queda planteado el siguiente sistema:

5y 3 T(—&—1)T(n+2 . A
m= OUFRED & a<oy
me= (3 F(_a__;)r‘(:"l) si a<-1

y despejando ¥ de ambas ecuaciones, tenemos

)
Il

mil(—&) T(n) 2
"(r(—a — DT+ %)
¥F=—(@+1)mg

(4.27)
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e igualando, nos queda:

. _ miI(-a) T'(n) 2
_(a+1)m2_n<r(_a_%)r(n+%)

Por lo tanto, se tendr4 una funcién que depende de @ y que est4 igualada a una funcién
que depende del valor del pardmetro n y de los estimadores de los momentos de orden 1

y 2, es decir que depende de las muestras, como se ve en la siguiente ecuacidn.

o112 2
—-a - n m1I'(n
—@+1) (—A’i)> = (_> <_1_(1)_>
I'(—a) me) \I'(n + 3)
Si llamamos Gm,m, al estimador del pardmetro a por el método de los momentos de orden

1 y 2, entonces se trata de hallar una solucién de la ecuacién (4.28)

f(@mym;) —T7=0 (4.28)

con

2

_~ 1
H@mam) = =G + 1) (F 22 =2))

_m} al’(n)

ey (4.29)

La funcién f(Gm,m,) es continua y decreciente en el intervalo (—oo, —1), adems4s se tiene

li (-a-1) r(-a—$))" 0yl (-& - 1) r(-a— )’ 1, el

ve limg_, (@ — = = d——oco —C — 3 =

gréfico de esta funcién se muestra la figura 4-6. Esto significa que en las situaciones
donde la variable aleatoria T tome valores mayores o iguales a 1, la ecuacién (4.28) no
tendrd solucién. En la prictica esto es un problema muy importante que hay que tener
muy en cuenta cuando se hacen los algoritmos para estimar estos pardmetros en forma
conjunta.Vemos entonces en la ecuacién (4.29) que 7 es una variable aleatoria que depende

de las muestras y de n. El factor que depende de n , llamemos s (n) = F';l(-: +"_), es una
2
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10.8

10.6

10.4

0.2

Figura 4-6: Variacién de la funcién f (@) con respecto a los valores @

funcién decreciente y continua en el intervalo (0,00) y cumple que

JLngos(n) =1y '1‘1_%3(71,) = 00,

en nuestro caso solamente consideramos los valores de n > 1, por lo tanto tendremos que

este factor est4 acotado en el intervalo [1,00), es decir
4
1< |s(n)| < ;,pa.ra.nz 1

En la figura 4-7 se puede ver la variacién de la funcién s cuando varfa n. De la ecuacién (4.29)
se puede entonces considerar que 7 depende de las muestras multiplicada por una con-
tante, que variard entre 1 y % segiin sea el valor de n. Luego tenemos que gz <|tl < %z%
Entonces para que la ecuacién (4.28) tenga solucién las muestras deberdn cumplir la condi-
cién %2?- < %. Luego, cuando se pueda encontrar el valor del estimador de a, se subtituye
en la ecuacién (4.27) y se halla el estimador de v correspondiente. En la parte de apli-
caciones trataremos el tema de estos valores que no se pueden estimar que llamaremos

«prohibidos».

. Denotaremos con (@, ’y‘)mlml/2 al estimador conjunto de los pardmetros a y < utilizando

el método de los momentos de orden 1 y 1/2. Sean m; y my, los estimadores de los
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Figura 4-7: Variacién de la funcién %&5‘2—)
2

momentos de orden 1 y 1/2, respectivamente y estdn definidos como
1 M-l L M- 2
m1=ﬂzziyml/2=ﬁzzi
=0 =0

donde z;, 0 < i < M, es una realizacién de un vector aleatorio de dimensién M, cuyas
componentes estdn distribufdas gﬂ. Luego, para los valores r = 1/2,1, utilizando la

ecuacién (4.17) queda planteado el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:

m =

N\IT(-a—Itn+d) ... 1
(E) I‘(—;)I"(n) Eda<—;

Nil(-a-Hrn+d) .. 1
e = (;) e 50571

Para este estimador procedemos en forma anédloga al caso 1. Igualando, obtenemos

(i)%r“a‘ bres) L () YI(-8- Preo+} 1

n T(-a)T(n) ma1 \n L(-a)T(n) my
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y despejando ¥

N 4
5=n (I‘(—a - i)I‘(n + %) m ) (4.30)

T(-a - )I(n+3) M2
substituyendo en la ecuacién (4.17) para r = 1/2,

m D(-8-)T(n+3)T(-8 - HT(n+7) _
My (-8 — 3)T(n + §) I(—a)(n

my/e =

_m (T(—a - Dh(n+ %))2
my2 T(=& — §)T(n + 3)T(-@)T(n)

luego se tiene:

(C(-a-}rn+1)?

"™T(=a- Pr(n+ HL(-3)I ()

2
My =

Es decir, que se debe hallar los valores de @ tal que:

r’(-a-1) m2, D(n+ 4)(n) _
(-3 (-a—-3) ™ I?n+3})

~1/2 (4.31)

Llamemos Qrm,m,, al estimador de a por este método. Luego como ya vimos en el caso 1

se plantea la siguiente ecuacién:

f(a‘mlmlz) -7=0 (4‘32)

con

Ir?(-a-3%) _ m};T(n + §)I(n)

f(@mymy,) = I'(-a)r (_a - .%) yT= my TI2(n+ %)

r2(-a-1
=1

Donde f(@m,m,,) es una funcién continua y decreciente en (—00,0) y limg_, _o NE =
—a)r(-a-3

y ima_,_1/2 T—aT(=a-1 = 0, como se puede ver en la figura 4-8 donde se muestra la

variacién de la funcién f(Q@m;m,,). Claramente esta funcién no toma valores mayores o

132



iguales a 1, este hecho nos indica que la ecuacién (4.32) no tendr4 solucién cuando la

variable aleatoria 7 tome valores mayores o iguales a 1.

T2
L5
_ 1
\\
L fos
i
|
-10 -8 -6 x 4 2 0
Figura 4-8: Gréfico de f
. . . m? 2 VT 3
Y como en el caso 1, para que haya solucién se debe cumplir la condicién —£ o~

m < 4T2 2 -
1 1
0.93, puesto que lim; 00 F(r"‘;:n 11:()" ) — 1y lim, o+ F(;;Zn 11:()" ) — 00, como se puede ver en la
4 4
figura (4-9)

Este caso serd luego tratado en las aplicaciones.

4.3.6 Estimacién conjunta de los pardmetros (a,7) usando transformacién

logaritmica

Para estimar los dos pardmetros a y -y debemos considerar el primer y segundo momento de la
variable aleatoria W = Iln Z, como se definieron en la seccién 4.3.2. Consideremos la derivada

segunda de la funcién generadora de momentos yy,(2) de la variable aleatoria W, dado que

E[w?) = S48,

Pow(t) _ % (7)‘/2 log (7) 1

d? 2\n n/) W (—a)L(n) [1°g (%) P(-a—t/2)T(n+¢/2)-

~T'(=a—t/2)T(n +t/2) + T(-a — /29T (n + t/ 2)] + (%) " 21‘(—;)1‘(71)
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2.5¢1

1.5t \

050 1 % 3 4

Figura 4-9: Gréfico de H%‘ﬁ,—i@gz@

{log (2) - [%I"(—a _t/2)T(n+1/2) + %I‘(—a — /)T (n+ t/2)]
— [—%I‘"(—a —t/2)T(n+t/2) + %I"(—a —t/2)T'(n+ t/2)] +

+ [—%I"(—a —t/2)T'(n+1t/2) + %I‘(—a —t/2T" (n+ t/2)] }

Haciendo ¢ = 0 obtenemos

T 0= i (3) -2 () we-a 20 (7) v~

I'(-a)  I'(n)
~2U(-a)¥(n) + oy + r(n)]
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Llamemos m¥ al estimador de la E[W?]
4m}P = In? (1) ~2ln (1) ¥(-&) +21n (1) ¥(n)—
n n n

r'(-a) I’"(n)
(-3 ' T(n)

—20(-&)¥(n) + (4.33)

De la ecuacién 4.23 tenfamos que :

].n% = ¥(-@&) — ¥(n) + 2m?

si reemplazamos log;\ll en la ecuacién (4.33) obtenemos:

4mP = —0%(-a) - ¥¥(n) +4 (m‘;‘)2 + 1;((__2)) + Ilf((:))
luego:
T2 - w(-8) = st - () + ¥ - T

Y escribiendo esto dltimo como f(@) = 7, donde

I‘(a)

2a
) - (-3

f@ =

= a(m = (m¥)") + ¥ - T

el estimador de a serd la solucién de f(@). En la figura 4-10 se muestra la variacién de esta
funcién con el estimador del pardmetro a.. Se puede ver que la imagen de esta funcién es Ryq y

por lo tanto para todo 7 > 0, f(@) tendrd solucién cuando la variable aleatoria 7 tome valores

positivos.
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e

Figura 4-10: Variacién de f (@) para el estimador conjunto de los pardmetros a y 7y por los
momentos de orden 1 y2de InZ

4.3.7 Estimacién conjunta de (¢, %) por el método de méaxima verosimilitud

Para hallar los estimadores de méxima verosimilitud de los pardmetros o y v planteamos el
siguiente sistema de ecuaciones:
2o fe) =0, 3 L in fz) =0 (439
= 0 TS o
Desarrollemos la ecuacién (4.34) obtenemos:
k
Y-S - (- =0

=1

despejando

- (4.35)
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y reemplazando en la ecuacién que se habfa calculado en (4.25)

N
R R ~, 1 ~ . .2
\I!(n—a)—\Il(—a)=—ln7+—ﬁ E In(¥ + 2{n)

i=1

obtenemos
k k
") 3w k=27 ).
] . -¥ln * =
k=7 2. Gramm) k=7, ratm)

4.3.8 Estimacién conjunta de (¢,v) utilizando técnicas mixtas

En esta seccién utilizaremos los momentos de orden, el estimador de méxima verosimilitud y

la transformacién logarftmica para estimar el par (a,7)

o mPymy
Para estimar (a,«) en forma conjunta usaremos el momento de orden 1 de InZ y el
momento de orden 1/2 de Z. Reemplazando la ecuacién (4.23) en la ecuacién (4.17) para

7 = 1/2, tenemos:

In

3

=4[lnmy;; +1nT(n) —InT(n + 1/4)] + 4[InT(-a&) — InT(-a — 1/4)]

y despejando en funcién de & obtenemos:

¥(—a) +4[InT(—a — 1/4) — InT(-&)] = 4[lnmi2 +log T (n) — logT(n + 1/4)] + ¥(n) — 2m"
Luego, hay que hallar & tal que

f@=r
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donde:

f(@) =9%(-a) —4(InT'(-a) — InT(—a — 1/4))

r =4(Inmys +InT (n) — InT(n + 1/4)) + ¥(n) — 2mP (4.36)

En la figura 4-11 se puede ver el comportamiento de f(@) con respecto a &. Esta funcién
es continua y creciente en el intervalo (—oo,—1/4), con lo que se deduce que cuando
la variable aleatoria 7 tome valores positivos f(@&) = 7 tendr4 siempre solucién. En la
ecuacién (4.36) lamemos @ = — (—41n T (n) +4InT(n + 1/4) — ¥(n)), entonces tenemos
que 7 = 4lnmjs — 2m® —a. La condicién 7 > 0 equivale a

a

lnmfg >m]1“+2

(4.37)

que se puede escribir como

k 2 1 3 k k
2 1< 1)/2 min _ k2 Inz .
dondemi, = (£ X2 ye™ =e i = |[[z:) entonces la condicién que deben
' i

1
cumplir las muestras es

El valor e? solamente depende del nimero de looks n, un valor aproximado serd, para
n=1,e% ~e® ~11yparan=10, e} ~ 02 = 102. En la figura 4-12 se muestra la
curva que separa dos semiplanos, los puntos que est4n por debajo de la curva son los que

cumplen con la condicién (4.37).

138



12.5

[N

11.5

10.5

Figura 4-11: Comportamiento de la funcién f (&) para el estimador por momentos de orden
1/2 de Z y el estimador de orden 1 de InZ

® MMV Y M2

Utilizaremos el estimador por el método de méxima verosimilitud y el método del mo-
mento de orden 1/2, dado que son los dos estimadores que mejor se comportaron, ésto
se verd cuando en el capftulo donde trataremos simulacién. De la ecuacién (4.17) para
7 = 1/2 y de la ecuacién (4.25), como se hizo para los casos anteriores, se plantea la
ecuacién de la forma f (@) = 7, pero en este caso f también depende del pardmetro n.
Ya que consideramos que n es conocido (pues es el nimero de looks), se tiene para un n
fijo las siguientes ecuaciones con dos incégnitas @ y 7:

In§ — 4lnmys = lnn +4InT(n) —4lnT(n+ 1) + 4InT(-&) — 4l T(-& — 1)

¥(n - &) - U(-&) = —In§ + § i, In(5 + 27n)
Despejando y sustituyendo,
¥(n - &) ~ ¥(~4) + 4 (I0T(=4) ~InT(-&~})) = 4L, In(F + 2fn) — 4lnmis -

I'(n)
4 111 nl"(n+z)
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Figura 4-12: Los puntos del plano que estdn por debajo de la curva, cumplen con la relacién
ln m2, — & >mlr
127 3 1

F@) = U(n—a)— U(—a)+4 (mr(-a) —InT(-& - %))

I(n)

N
1 g
T—]Tf E ln(’y+zin)—4lnm12—4lnm

i=1

Se tiene que limg——oo ¥(n — &) — ¥(—&) + 4 (InT(—é) — InT(—& — §)) = oo, como se
puede observar en la figura 4-13, por lo tanto la ecuacién f (@) = 7 tendrfa solucién

cuando la variable aleatoria toma valores reales positivos.
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Figura 4-13: Gréfico de f (@) basada en el estimador del momento de orden 1/2 y el estimador
de méxima verosimilitud, para estimar en forma conjunta los pardmetros a y y

4.3.9 Algunas consideraciones sobre el pardmetro de escala v

Consideremos el estimador m1m;2 de (o, ) basado en los momentos de orden 1y 1/2. Teniendo
en cuenta la ecuacién 4.17 para 7 = 1 y r = 1/2, despejamos el pardmetro v, que quedars en
funcién del pardmetro a y de una funcién que depende de los momentos de orden 1 y de orden
1/2 y del nimero de looks n. Llamaremos a esta funcién T = T'(m;, mj2,n), como se muestra

en las ecuaciones (4.38) y (4.39), vélidas para —a < —1/2

my _ F/*T(-& - 1/2)T(n+1/2)
mi2 nl/4T(—-a-1/4)T(n+1/4)

~ [ m (=& -1/4T(n +1/4)\*
= <m12 I'(-a-1/2)I'(n + 1/2))

~_ (T(=a-1/4)\*
7= (rim) 7 43
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donde

- (m1)4(r(n+1/4))4n (4.39)

miyo I'(n+1/2)
Como
. I‘(k + a) b—a __
i e L

(ver [AS64]) entonces

. (T(n+1/4\* _
i (Feim) =

En particular para n =1 se tiene ¢ = F g ; ~ 1.094 2, luego T serd funcién de los momentos

my2

4
my y mi2, es decir que se puede considerar T = (ﬂh) ¢ (nétese que limp—oo ;{Z—ﬂ% —0)

T(-a-1/4

4
ST ) , Llamemos —a — 1/2 = z luegousando la f6r-

Veamos el comportamiento de (

Figura 4-14: Variacién del pardmetro ¥ en funcién del pardmetro @.

mula de Stirling ' (z) ~ e~2z*~Y/2,/27 para grandes valores de z, tenemos la siguiente aproxi-
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macién:
M(z+1/4) -~
T4(z)

Luego un estimador del pardmetro <y serd

4
3= (-a-1/2) (mﬂ:;) (4.40)

Qué sucede cuando @ est4 muy cerca de —1/2, es decir cuando z — 0*?. Usando los resutados
4
que se muestran en la ecuacién (4.41) (ver Apéndice H),se demuestra que im;_,o+ (KFE;I)&)-) =

0, y que vale la siguiente desigualdad

T(k+ ) A1
_— T~ ) A<16A>2,k€eR 4.41
T(k+1) < (k+2) para 0 < A < > € R>o (4.41)

luego como I'(k + 1) = k I'(k) se puede expresar la desigualdad (4.41) de la siguiente manera

T(k+ ) A\
—P(k) <k (k + 5)

Reemplazando k = z y A = 1/4, obtenemos

T(z+1/4) 1\~
—I‘(z) <z (:r + 8)

Entonces para z — 0 se tiene que lim,_, g+ 5’%(%&1 = 0, que es lo que se querfa demostrar.

Se tiene el siguiente resultado :

El estimador de a y « es la solucién del siguiente sistemas de ecuaciones:
4 g2

7 = (-2-12)@F) w=m
~ —a— 4r(3) )
(—a - 1/2)1/22(-1.—\??‘%@ = (m1m12)1/2 Wé-
mh 4Q)

~ 1
—a = -
1 w2 T3
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Este sistema tiene solucién cuando mimj2 > 1, ya que limgz (G — 1/2)‘1/ 21-.-(:%%%75 =1,
como se puede observar en la figura 4-15.

109
(0.8
10.7
10.6
105
104
103

Figura 4-15: Variacién de i%‘(':—;@lgfg—zr (—a) en funcién de . La imagen de esta funcién es
{yeR/y<1}

Este capftulo estuvo consagrado a los estimadores de los pardmetros de las distribuciones
G% y Ka. Se presentaron diferentes técnicas de estimacién, algunas de ellas serén tratadas en
el Capftulo 5, con m4s detalle. Considerando en todos los casos al pardmetro n (nimero equiv-
alente de looks) conocido, fueron estudiados e implementados los estimadores del pardmetro
de rugosidad para ambas distribuciones. Se trabajé bajo dos hipétesis: primero, suponiendo
media unitaria, se consideré el pardmetro de escala en funcién de la rugosidad y de n y segundo,

se traté la estimacién en forma conjunta de los pardmetros de rugosidad y de escala.
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Capitulo 5

Evaluaciéon de estimadores

En la actualidad se considera a la estadfstica computacional como un 4rea muy importante, que
abarca casi todos los aspectos de la teorfa y de la préctica estadistica y al mismo tiempo todos
los aspectos que involucran a las ciencias de la computacién. Provée herramientas complemen-
tarias para la investigacién en otras 4reas de la ciencia. Cuando los problemas que se encaran
matem4éticamente son muy diffciles de resolver, o quizds imposibles las herramientas computa-
cionales ayudan a contestar las preguntas tedricas acerca de procedimientos estadfsticos.

Una de las herramientas de la estadfstica tedrica es la simulacién o experiencia de Monte
Carlo. Por ejemplo, si fuera posible especificar una estructura matemaética que tenga ciertas
propiedades y si fuera posible generar muestras de la poblacién con esta estructura, entonces se
generarfa un tamafo grande de estas muestras donde se observarfa en cada una dicha estruc-
tura. Luego, promediando todas las muestras, se tendrfa en cuenta el comportamiento de esta
caracterfstica particular. Utilizar el método de Monte Carlo para poder responder cuestion-
amientos tedricos requiere habilidad para definir la estructura apropiada del problema, para
generar (es decir, simular) muestras con estas estructuras y para disefiar experimentos que re-
spondan eficientemente los requerimientos teéricos de interés. El método de Monte Carlo es
utilizado en problemas teéricos para determinar cantidades através de simulaciones que serfan
muy dificultosas o a veces imposibles de evaluar analfticamente. En un tfpico estudio de simula-
cion miles de realizaciones son generadas suponiendo que provienen de una distribucién teérica
de interés, es decir se simulan realizaciones de variables aleatorias que estdn distribufdas segtin

una ley dada. Luego se calculan los estadfsticos de interés de los datos simulados y se concluye
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sobre su comportamiento mirando qué sucede con las miles de muestras repetidas. Cantidades
como la media o el error cuadratico medio, percentiles de las distribuciones entre otras pueden
ser aproximadas através de la simulacién.

Este capftulo tratard de la generacién de muestras aleatorias de la distribucién Qﬂ, la esti-
macién de los pardmetros de esta distribucién y el comportamiento de los estimadores mediante

una experiencia de Monte Carlo

5.1 Generacion de variables aleatorias

La generacién de variables aleatorias es de suma importancia cuando se trabaja en simulacién
estocdstica. En esta seccién se presentardn los generadores para muestras aleatorias de dis-
tribucién G9 y por lo tanto los generadores de las distribuciones I''/2 y I'=1/2,

Adems4s de la necesidad intrfnseca de disponer de un generador de observaciones prove-
nientes de variables aleatorias independientes e idénticamente distribufdas con distribucién
I' (e, 8), para los fines de esta tesis se puede apuntar la siguiente razén: IDL a pesar de ser
una plataforma avanzada para desarrollos computacionales sofisticados ofrece una funcién de
generacién de distribuciones Gamma que impone la restriccién al pardmetro o de ser entero.
Para disponer de toda la generalidad necesaria para este y otros trabajos que utilizan simulacién
estocéstica, (como por ejemplo, [MIBFB9S8], [VF98], ) se vi6 la necesidad de implementar un
generador que atienda estas expectativas. La literatura abunda en generadores de Gamma ya
que, parafraseando a Frery y Bustos en [BF92b] este tal vez sea el tema m4és estudiado de
simulacién estocéstica. Siendo el objetivo implementar un generador de estas caracterfsticas en
IDL se eligi6, dentro del elenco de funciones disponibles, aquellas que mejor se adaptasen a la
filosoffa matricial de implementacién y procesamiento de este lenguaje. Es con este criterio que
se elegié el algoritmo XGGE.

Sea F una funcién de distribucién definida sobre R y (23, ..., Z) variables aleatorias inde-
pendientes e identicamente dsitribufdas (vaiid) con distribucién F', se quiere generar una real-
izacién (21, ..., 2¢) de (21, ..., Zx). Supongamos que hemos generado una realizacién (uy, ..., ux)
de (U1,...,Uk) vaiid con distribucién uniforme en el intervalo (0,1) que denotaremos U (0,1),

entonces mediante una transformacién pasaremos de (uy,...,uk) 2 (21, ..., 2¢). Diferentes méto-
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dos se utilizan para generacién de variables aleatorias con distribucién F a partir de variables
aleatorias uniformes, se pueden ver en detalle en [BF92b].
Los algoritmos que veremos dependen de las propiedades enunciadas en las proposiciones

que se enuncian a continuacién y cuyas demostraciones se encuentran en el apéndice ?7.
Proposicién 40 Son verdaderas las siguientes afirmaciones

1. Sean X; y X, dos variables aleatorias independientes tales que X; ~ I'(a1,1) y X2 ~
I’ (a2, 1), entonces las variables aleatorias Y, = Y%F‘X; y Y2 = X) + X5 son independientes

y cumplen que Y; ~ B(a1,a2) y Y2 ~ T (a1 + az2,1). (B es la distribucién Beta)

2. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes tales que X ~ I'(a,1) y Y ~
B(3,4~a), con 0 < a < (3, entonces XY y X (1-Y) son variables aleatorias con
distribucién I' (8,1) y T (8 — a, 1) respectivamente.

3. Si X ~ T (a,p) entonces kX ~ T (a,kf3).

Para generar muestras de variables aleatorias con distribucién Gamma, veamos primero
un algoritmo simple para generar realizaciones de variables aleatorias independientes con dis-
tribucién I'(o,3). Supongamos que (uy,...,ux) es una realizacién de (Uh,...,Ug) vaiid con

distribucién U (0, 1).

Proposicién 41 El producto de k variables aleatorias iid con distribucion U (0,1) tienen dis-
tribucion T (k, 1)
. k
Algoritmo 42 Paraa =k € N- {0} y =1 devolverz = —In (]'[ u,,)
i=1
Vamos a considerar los casos cuando @ < 1, @ = 1 y @ > 1. El siguiente algoritmo estd

basado en el método de rechazo [BF92b].

Algoritmo 43 XG, paaa>1yf=1
entrada: a > 1

1. b=a—1,c=3a—% yC=0

2. mientras C = 0 hacer

a) generar uy y up muestras independientes de U ~ U (0,1)
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Dw=u(1-w),y=+/5w-1/2), z=b+y
¢) Si z > 0 entonces

i z = 64wdu?

i. C=1I.y (z71(1- 2y?/z))

iti. Si C =0 entonces C =11 (2(blnf —y)Inz)

3. retornar:

Proposicién 44 SiY ~T(a+1,1) y U ~U(0,1) entonces son vdlidas las siguientes afirma-
ciones:
a. YUY ~ T (a,1) cuando a < 1,

b. si a =1 entonces el producto tiene distribucidn ezponencial.

Algoritmo 45 Generacidn de Gammas cona<lyf=1
entrada: a <1

i. st a < 1, entonces

1. generar una muestray deY ~T'(a+1,1)

2. generor una muestra v de U ~ U (0,1)

3. considerar z = ul/®
4. retornar z = yz

i sia=1

retornar z = —lnu

Algoritmo 46 Generacion de Gammas cona=1yf=1
entrada: a =1

1. generar una muestray deY ~ T (2,1)

2. generar una muestra u de U ~ U (0,1)

8. retornar z =yu

Las siguientes proposiciones han sido probadas en el capftulo 3. Serdn utilizadas, ahora
que ya tememos un generador de observaciones que provienen de la distribucién Gamma, para

hallar un generador de la distribucién G4 y también de la distribucién K.
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Proposicién 47 Las siguientes afirmaciones son vdlidas:

1. Si X ~T1/2 (o, \) entonces XA ~ /2 (q,1)
2. Si X ~T1/2(a,)) entonces X~ ~ 12 (—q, X)

3. Si X ~T~Y2(q,v) entonces X/,/7 ~ r-1/2(q,1)

Algoritmo 48 Generador de observaciones que provienen de la distribucion K4 (a, A, n)

entrada: o, A y n.

SO T I\ I

generar una muestre w de I (a, 1)

considerar \/w, lo que implica que serd una muestra de ri/2 (,1)
considerar T = %, esta serd una muestra de I'Y/2 (a, )

generar una muestra v de I (n,1)

considerar \/v que serd una muestra de T'*/2(n,1)

considerar y = %, serd una muestra de TY/2 (n,n)

7. retornar zx = Ty, que serd una muestra de la distribucion Ka (a, A, n)

Algoritmo 49 Generador de observaciones que provienen de la distribucidn G4 (o, A\, n)

entrada: a, A yn

N S : A e N

generar una muestra w de I' (a, 1)

considerar \/w, lo que implica que serd una muestra de I''/2 (o, 1)
considerar T = %, esta serd una muestra de I~1/2 (—a, )
generar una muestra v de I’ (n,1)

considerar \/v que serd una muestra de I''/2(n, 1)

cosiderar y = %, serd una muestra de I''Y/2 (n,n)

retornar zg = Ty que serd una muestra de la distribucién Ga (a, A\, n)

5.2 Comportamiento de los estimadores mediante experiencia

de Monte Carlo

En esta seccién serdn utilizados diferentes estimadores para el pardmetro de rugosidad de la

distribucién GY. Se considerars el pardmetro de escala v como funcién de a y n de tal manera
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que la media sea unitaria. Se realizard una experiencia de Monte Carlo para comparar el
comportamiento entre estimadores del pardmetro o, para distintos nimeros de looks n. Para
llevar a cabo esta comparacién se utilizardn dos criterios: el criterio del error cuadrético medio,
que lo denotaremos mse y el criterio de la distancia al verdadero valor, que denotaremos dvwv.
Mediante este estudio se podrd concluir que el estimador de méxima verosimilitud es el que
mejor comportamiento tuvo entre todos los estimadores que se consideraron segin los dos
criterios antes mencionados.

La experiencia de Monte Carlo se realizé para establecer una comparacién numeérica entre
los estimadores que se vieron en el capftulo 4. En particular para los estimadores del parémetro
a donde el parémetro «y se calcul$ a partir de a y de n tal que la media sea unitaria. Este estudio
consistié de 100000 replicaciones, para cada situacién con diferentes tamafios de muestra y de
valores de pardmetros se estimé el pardmetro o. Se utilizaron los estimadores &9, &1, aln,
&ML, OMed, AIQR Y 6123 pero los Ultimos dos tuvieron un comportamiento pobre con respecto
a los otros cinco, y por este motivo presentamos sélo los resultados de las comparaciones entre
los primeros cinco estimadores.

La estructura de la experiencia de Monte Carlo fue la siguiente:
e Repetir para cada replicacién 1 < i < 100000
— Para cada mimero de looks n € {1,2,4,8} y para cada pardmetro de homogeneidad

@ € {-1.5,~2,—5,-10} para cada tamafio de muestra m € {9, 25,49,81} hacer

* generar m muestras independientes de la distribucién G4 (e, Ya,x0 ™)

* calcular los cinco estimadores &, &; /25 &11“, &ML Y GMed usando para cada uno

estas m muestras,
e calcular la media, desviacién esténdar y el error cuadrético medio para cada estimador.

Los resultados son presentados en forma. de tabla, de la siguiente manera: para cada terna
(n,a,m) se comparan numéricamente los cinco estimadores por sus medias muestrales (a6),
desviaciones estdéndar muestrales (s,) y los errores cuadraticos medios muestrales (mse, =

(@ — a)? + s2). Cada tabla presenta los resultados para un cierto valor de n.
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El ndmero de replicaciones (100000) fue elegido para poder establecer cudl es el mejor
estimador para la peor situacién, digamos que es el caso (n,a,m) = (1,-1.5,9). Dado que
el nmimero de replicaciones es muy grande y por la ley fuerte de los grandes mimeros es de
esperar que la varianza en la experiencia de Monte Carlo sea muy pequena, de hecho es del
orden de 10~5s2 para cada estimador considerado.Quedarfa todavfa la duda sobre la estabilidad
del procedimiento de simulacién, debido, por ejemplo, a las inestabilidades en las rutinas de
simulacién. Para disipar estas dudas, la experiencia fue repetida para el peor caso, es decir
para los valores (n,a,m) = (1,-1.5,9), con diferentes semillas y también fue obtenido el error
cuadrético medio, mse.

Se utilizaron dos criterios para comparar las tablas 5.1, 5.2, 5.3 y 5.4, el error cuadrético
medio, mse, y la distancia al verdadero valor. Como primer paso se utilizé la distancia mds
cercana al verdadero valor para elegir el mejor entre los estimadores, en caso de empate se
consideré un segundo criterio que elige como mejor al que posee menor mse. Usaremos la
notacién (n,a,m) para referirnos a cada caso en particular. En las tablas podemos notar que
la mayorfa de las veces todos los estimadores estimaron por debajo del verdadero valor de a
dando esto un sesgo positivo. Las tnicas excepciones de esta observacién son el estimador
émL (en (4,-1.5,81), (8,-1.5,81), (8,-2,81) y (8,-10,81)) y el estimador & ((1,-10,9),
(2,-10,9) y (1,-10,25)). Podemos notar que el sesgo del primero es bastante més pequefio
que la del segundo. El estimador de méxima verosimilitud estima por debajo del valor verdadero
en situaciones donde el tamaiio de la muestra es pequena y la rugosidad es grande, mientras
que el estimador basado en la transformacién logarftmica estima por debajo del valor verdadero
cuando estamos en presencia de gran homogeneidad y el nimero de looks es pequefio

Para 51 casos de 64, el estimador an, se comporté mejor que los otros estimadores toman-
do como cirterio el mse. Solamente fue superado en 6 situaciones, las que se enuncian a
continuacién: (-1,-2,9), (2,-5,9) y (2, —5,25) para las cuales el estimador @; fue el mejor y
(1,-1.5,25), (2,-2,9) y (4,-5,9) donde el estimador @/, tuvo el mejor comportamiento.

Se puede ver en las siguientes situaciones que el comportamiento del estimador a1, no es
peor que el del estimador @;9: (2,—1.5,49), (4,-1.5,81), (4,-5,25), (8,-1.5,81), (8,-2,81)
y (8,—10,81) y que tampoco es peor que el del estimador @ en las siguientes situaciones:

(4,-1.5,9), (4,-1.5,81), (8,—-1.5,81) and (8,—2,81). Por lo tanto, solamente en 7 situaciones
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el comportamiento del estimador éyr, no es peor con respecto a los otros estimadores.

Esto significa que el estimador g, fue mejor o igual que los otros estimadores de acuerdo
al criterio mse en 58 situaciones sobre 64.

Usando el criterio de distancia m4s cercana al verdadero valor, sobre 64 casos, el estimador
M1 se comporté como el mejor en 38 casos, solamente en 7 situaciones otros estimadores
lo igualaron. Los 19 casos restantes, corresponden a las siguientes situaciones: (1,-—10,81)
donde el estimador @; fue el mejor, (1,-1.5,25), (1,-2,9), (1,-5,25), (1,-5,49), (2,-10,9)
y (2,-10,49) donde @/, tuvo el mejor comportamiento y (1,-5,9), (1,-10,25), (1,-10,49),
(2,-2,9), (2,-5,9), (2,-5,25), (2,-10,25), (4,-5,9), (4,-10,9), (4,-10,25), (8,-5,9) y
(8,-10,9) donde & fue el mejor.

Resumiendo

e a;: Hay 3 situaciones para las cuales este es el mejor estimador con respecto al criterio

mse, y s6lo un caso con respecto al criterio de la distancia més cercana al verdadero valor.

® @;/9: Hay 3 situaciones para las cuales este es el mejor estimador y 6 situaciones donde
es igual al estimador &y, usando como criterio el mse. En 6 este estimador el mejor y
en 6 situaciones donde fue igual al estimador 41, tomando como criterio el valor més

cercano al verdadero valor.

e &{™: No hay ninguna situacién, con respecto al criterio de mse, donde este sea el mejor
estimador, pero hay 4 situaciones donde es igual al estimador &y1,. Con respecto al crite-
rio de valor més cercano al valor verdadero, en 12 situaciones se comporté como el mejor

estimador y en 4 fue igual que &vy.

® aQ,: Este estimador tuvo una performance bastante pobre con respecto al criterio de mse
¥y, aiin cuando su valor medio se encuentra cerca del verdadero valor del pardmetro, su

desviacién estandar es muy alta.

La tabla 5.5 muestra esta descripcién, donde “g” significa ganar, "e” empatar y se usaron

los criterios: mse (error cuadritico medio) y dvv (distancia al valor verdadero). Los resultados
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fueron organizados por el nimero de looks.

Conclusiones:

- en la mayorfa de las situaciones consideradas el estimador @y, fue el mejor de todos los
estimadores con respecto a los dos criterios mse y dvv.

- el estimador @/, fue mejor que el estiamdor @ para todos los looks y para todos los
criterios.

- la distancia al verdadero valor, dvv, en el caso del estimador a‘;‘ fue menor que para el
caso del estimador @

- para el estimador &11" el valor dvv fue menor que el calculado para el estimador @; para
todos los looks y que el calculado para el estimador @,/ para 2, 4 y 8 looks. Con respecto al
criterio mse, el estimador a‘ln tuvo un comportamiento peor que el estimador @; y que @j/2
para todos los looks.

Considerando que el esfuerzo computacional requerido para calcular @y, es comparable con los
otros estimadores, y considerando su muy buen desempefio, se puede concluir que es la mejor

eleccién ain para muestras de tamafio pequeiio.

n=1

&y &y /2 &lr &ML &q,
a m &1(s1) mae) &) /2(81/2) mase, /2 & (el maelln &MmL(smL) masemL &Q,(2Q,) mseq.
-1.5 9 -1.72(0.79) 0.66 —1.67(0.65) 0.46 —1.67(0.75) 0.89 —1.67(0.64) 0.44 —1.76(1.06) 1.1
25 | -1.58(0.33) [ o0.12 [ —1.56(0.33) 0.11 | —1.56(0.38) 018 | —1.75(0.33) 0.11 | ~1.88(0.48) 0.2
49 | -1.54(0.23) | o0.05 [ -1.53(0.23) 006 | —1.53(0.26) 0.07 | —1.52(0.22) 0.05 | —1.84(0.33) 0.1
81 | -1.8300.18) | o0.03 [ -1.8300.17) 0.03 | -1.52(0.20) 0.04 | -1.50(0.17) 0.03 | —1.53(0.25) 0.0
-2 | o] -2260.83) | o077 | -222(087) 081 | -2.22(1.02) 1.08 | -2.23(0.85) 0.78 | -2.34(1.39) 2.0
25 —2.10(0.43) 0.20 ~2.08(0.45) 0.21 —2.08(0.51) 0.27 —2.07(0.44) 0.20 —-2.11(0.€8) 0.4
49 | —2.08(0.30) | o0.09 | —2.04¢0.31) 0.10 | -2.04(0.35) 0.12 | -2.03(0.30) 0.09 | -2.06(0.44) 0.1
81 | —2.03(0.23) | o0.08 [ —2.02(0.24) 0.06 | =-2.03(0.27) 0.07 | -2.01(0.23) 0.08 | -2.04(0.33) 0.1
5| 9| -556213) | 485 | —5.52(2.26) 536 | ~5.39(2.36) 571 | —5.61(2.09) 4.73 | -5.87(3.40) 12.3
25 —8.18(1.09) 1.22 —5.16(1.16) 1.37 —5.17(1.33) 1.80 —5.19(1.08) 1.21 —5.27(1.61) 2.6
49 | —5.10(0.76) | 0.58 | —5.09(0.81) 0.66 | —5.10(0.93) 0.87 | —5.10(0.75) 0.57 | —5.15(1.09) 1.2
81 | —-5.06(0.58) | 033 | -5.05(0.61) 0.38 | -5.06(0.70) 0.50 | ~5.05(0.57) 0.33 | —~5.09(0.83) 0.6
—10 [ 9 [ —11.08(4.27) | 19.33 | —10.99(4.55) 21.68 | -8.15(a.20) | 21.11 | —10.77(3.11) 10.26 | —11.71(6.88) 50.2
25 | -10.36(2.22) | 5.08 | —10.34(2.37) 871 | —9.67(2.94) 8.74 | —10.38(2.08) 4.48 | -10.57(3.24) 10.8
49 —10.18(1.83) 2.38 —10.16(1.64) 2.71 —10.06(1.98) 3.91 —10.19(1.49) 2.24 —10.28(2.19) 4.8
81 | —10.11(2.17) 1.37 | —10.11(1.28) 1.56 | —10.11(1.45) 2.10 | —10.12(1.13) 1.30 | —10.18(1.68) 2.7

Tabla 5.1: Resultados de simulacion para 1 look
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&y &1/2 air GmL &gy
a m &) (s1) mase) &) /2(81/2) mase, /o &lln(a‘l") mae'l" &mr(smL) maemy, | &Q,(59Q,) mseq.
~15 | 9 | —1.66(0.51) | 0.29 | —1.62(0.49) | 0.25 —1.60(0.50) | 0.26 -1.60(0.49) | 0.25 —1.63(0.67) | 0.47
25 | —1.86(0.32) | o.11 —-1.54(0.27) | o.07 —-1.54(0.28) | 0.08 —1.53(0.27) | 0.07 —1.85(0.37) | 0.14
49 | —1.53(0.20) | 0.04 | —1.51(0.19) | 0.04 —1.52(0.20) | 0.04 —1.51(0.18) | 0.04 —1.53(0.26) | 0.07
81 | —1.52(0.18) | o0z | -1.81(0.18) | o.02 —1.52(0.15) | 0.02 —1.50(0.15) | 0.02 —1.53(0.20) | 0.04
—2 9 | —2.18(0.62) | o.4r | —2.14(0.62) | 0.41 —2.12(0.66) | 0.44 —2.14(0.63) | 0.41 -2.17(0.86) | 0.77
25 | —2.06(0.35) | 0.12 | —2.05(0.35) | 0.12 —2.04(0.36) | 0.13 -2.03(0.35) | 0.12 -2.06(0.47) | 0.22
49 —-2.03(0.28) 0.06 —-2.02(0.24) 0.06 —.203(0.26) 0.07 —2.01(0.24) 0.08 —2.03(0.33) 0.11
81 | —2.02(0.19) | 0.04 | —2.01(0.19) | o0.04 —2.02(0.20) | 0.04 —2.00(0.19) | 0.04 —2.02(0.25) | 0.06
-5 9 | —b5.30(1.43) | 2.12 | —5.26(1.46) | 2.20 —5.23(1.54) | 2.43 —5.31(1.44) | 2.6 —5.37(1.96) | 3.96
25 | —5.10(0.80) | 0.65 | —5.09(0.82) | 0.68 —5.08(0.87) | 0.77 —5.10(0.80) | 0.65 —5.13(1.08) | 1.20
49 | —5.08(0.56) | 0.32 | —5.05(0.58) | 0.33 ~-5.05(0.61) | 0.38 —5.04(0.56) | 0.32 -5.07(0.76) | 0.58
81 | —5.03(0.43) | 0.19 | —5.03(0.45) | 0.20 ~5.03(0.47) | 0.23 —5.02(0.43) | 0.19 —5.04(0.58) | 0.34
-10 9 —10.52(2.77) 7.96 10.45(2.85) 8.33 —9.48(3.18) 10.41 —10.50(2.49) 6.46 —10.69(3.77) 14.72
25 | —10.19(1.88) | 2.43 | —10.16(1.60) | 2.58 ~10.10(1.76) | 3.10 —10.20(1.53) | 2.37 —10.26(2.09) | 4.43
49 | —10.10(1.00) | 1.20 | —10.08(1.13) | 1.28 —10.09(1.20) | 1.48 —10.10(1.08) | 1.17 -10.13(1.45) | 2.13
81 | -10.06(0.84) | 0.71 | —10.05(0.87) | 0.75 —10.06(0.92) | 0.86 —10.08(0.83) | 0.6 -10.08(1.12) | 1.26
Tabla 5.2: Resultados de simulacion para 2 looks
n=4
& & /2 &ln &ML aQ,
o m &y(s1) mase; &y /2(8)/2) mae) /o &ll"(sll“) mae'l" &mr(smL) msemL &Q,(2Q,) mseq.
—18 | 9| -1630583) | 030 | -15900.42) 0.18 | —-1.57(0.42) 0.18 | -1.57(0.42) 0.18 | ~—1.59(0.55) 0.3
25 | -1.85(0.25) | 0.07 | —1.54(0.24) 0.06 | —1.53(0.24) 0.06 | —1.52(0.24) 0.06 | —1.53(0.32) 0.1
490 | —1.83(0.18) | o0.03 | -1.82(0.17) 003 | —1.52(0.17) 0.03 | ~-1.50(0.17) 0.03 | —1.52(0.22) 0.0
81 | -1.52(0.14) | 0.02 | ~1.51(0.13) 0.02 | —-1.51(0.13) 0.02 | —1.49(0.13) 0.02 | —1.51(0.17) 0.2
-2 | 9| -2140082) | o028 [ -2.1000.520 0.28 | -2.08(0.53) 0.29 —2.08(052) 0.28 | —2.11(0.69) 0.4
25 | —2.08(0.31) | o0.10 [ —2.04(0.30) 0.00 | —2.03(0.31) 0.08 | —2.02(0.30) 0.09 | —2.04(0.40) 0.1
49 | -2.03(0.22) | o0.05 | -2.02(0.21) 0.06 | —2.02(0.22) 0.06 | —2.00(0.21) 0.05 | —2.02(0.28) 0.0
81 —2.02(0.17) | 0.03 | -2.01(0.16) 003 | -2.01(017) 0.03 | —2.00(0.16) 0.03 | -2.01(0.22) 0.0
-5 | 9| -51901.09) 1.23 | -5.15(1.10) 1.23 | -6.13(1.12) 1.28 | —5.17(1.10) 1.24 | —~6.19(1.41) 2.0
25 | -5.07(0.63) | 0.40 | -5.05(0.63) 0.40 | —5.05(0.65) 0.42 | -5.05(0.63) 0.40 | —5.07(0.45) 0.2
49 | —5.03(0.45) 0.20 | —5.03(0.45) 020 | —5.03(0.46) 0.21 ~5.02(0.45) 0.20 | —5.04(0.58) 0.3
81 -502(0.35) | 0.12 | -5.02(0.35) 0.12 | ~5.02(0.36) 0.13 | —5.00(0.35) 0.12 | =5.02(0.45) 0.2
—10 | 9| -10.2901.99) | 4.08 | —10.25¢2.01) a1 | =10.02(2.19) 4.80 | —10.29(1.95) 3.88 | —10.34(2.57) 6.7
25 | —10.10(2.16) 1.36 | —10.08(1.17) 1.38 | —10.08(1.21) 1.47 | —10.09(1.18) 1.34 | -10.13(1.50) 2.2
49 | —10.05(0.82) | 0.67 | ~10.04(0.83) 0.69 | —10.05(0.85) 0.73 | -10.04(0.81) 0.67 | —10.06(1.06) 1.1
81 | —10.03(0.64) | 0.40 | —10.03(0.64) 0.41 | —10.03(0.66) 0.44 | —10.02(0.63) 0.40 | —10.04(0.82) 0.6

Tabla 5.3: Resultados de simulacion para 4 looks
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n=1{n=2(n=4|n=8§
gle| g/e| gle| g/e|g/eTotal
oy | mse i/0| 2/0] o0/0| 0/0 3/0
dw | 1/0] 0/0| 0/0| 0/0 1/0
Qi [mse| 1/0[ 1/1| 1/2] 0/3 3/6
dww| 4/0| 2/1| 0/2]| 0/3 6/6
ar |mse| 0/0| o0/0| 0/2]| 0/2 0/4
dw| 3/0]| 4/0| 3/2| 2/2 12/4
amL | mse | 14/0 | 12/1| 12/3| 13/3 51/7
dw | 8/0| 9/1| 10/3| 11/3 38/7

Tabla 5.5: Comparacién de los
distancia al verdadero valor

estimadores usando los criterios del error cuadréitico medio y la

5.3 Aplicacién

Como aplicacién, se analizé un corte de la imagen original con el estimador &yp. Este corte es

una lfnea en rojo en la figura 5-1, que est4 trazada sobre un 4rea urbana interrumpida por un

drea més homogénea. En esta imagen se ven tres regiones bien diferenciadas con distinto grado

de homogeneidad, que se detallan en la tabla 5.6 y se dan los valores de los pardmetros estimados

de cada una de las distribuciones con que fueron ajustadas cada zona. El resultado de estimar

a en esta transecta, usando una ventana deslizante de tamafio 7 x 7 pixels, se presenta en la
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n=28
&) &y /2 alP amL &g,

a m &1(s1) masey &y/2(81/2) mase, /o &lr(alm) maell" a&mL(smL) msemL &Q,(20,) mase.
15[ 9 —~1.62(0.44) | 0.21 | -1.59(0.39) 0.16 | —1.57(0.39) 0.15 | —1.55(0.39) 0.15 | —1.57(0.50) o
25 —1.55(0.24) 0.06 —1.83(0.23) 0.05 ~1.53(0.22) 0.05 —~1.81(0.22) 0.05 -1.83(0.29) (/]

49 —1.55(0.17) | 0.03 | -1.52(0.16) 0.03 | —1.52(0.16) 0.03 | —1.50(0.16) 0.03 | -1.51(0.21) 0

81 -1.52(0.13) | 0.02 | -1.51(0.12) 0.02 | -1.51(0.12) 0.02 | —1.49(0.12) 0.02 | -1.51(0.16) °

2] 9 —-2.12(0.60) | 0.38 | -2.08(0.47) 0.23 | ~2.07(0.47) 0.23 | -2.06(0.47) 0.23 —2.08(0.6) 0
25 —-2.05(0.28) | 0.08 | -2.03(0.28) 0.08 | ~-2.03(0.28) 0.08 | -~2.01(0.28) 0.08 | —2.03(0.36) o

49 —2.02(0.20) | 0.04 | -—2.02(0.20) 0.04 | —2.02(0.20) 0.04 | —2.00(0.20) 0.04 | -2.01(0.25) 0

81 | - —2.01(0.16) | 0.03 | -2.01(0.15) 0.02 | -2.01(0.15) 0.02 | -1.99(0.15) 0.02 | =2.01(0.20) o

-5 | 9 -5.14(0.91) | 0.86 | -5.12(0.91) 0.85 | -5.10(0.92) 0.86 | -5.11(0.92) 0.85 | -5.13(1.15) 1
25 —5.05(0.54) | 0.29 | -—b5.04(0.54) 0.20 | -5.04(0.54) 0.29 | ~5.03(0.54) 0.29 | —5.05(0.68) 0

49 -5.30(0.38) | 0.15 | -5.02(0.38) 0.15 | -5.02(0.39) 0.15 | -5.01(0.38) 0.15 | —5.02(0.49) o

81 —-5.02(0.30) | 0.09 | ~5.01(0.30) 0.09 | -5.02(0.30) 0.09 | -5.00(0.30) 0.09 | ~-5.02(0.38) 0

-10 | 9 —10.19(1.56) | 2.48 | —10.16(1.57) 2.47 | ~10.11(1.61) 2.60 | —10.17(1.56) 245 | -10.20(1.97) 8
25 -10.06(0.92) | 0.85 | —10.05(0.92) 0.86 | —10.05(0.94) 0.88 | -10.04(0.92) 0.85 | -10.07(1.18) 1

49 —10.04(0.65) | 0.43 | ~10.03(0.65) 0.43 | -10.03(0.66) 0.44 | —10.01(0.65) 0.42 | -10.04(0.83) o

81 ~10.02(0.81) 0.26 ~10.01(0.51) 0.26 —10.02(0.52) 0.27 —9.99(0.51) 0.26 —10.02(0.68) 0

Tabla 5.4: Resultados de simulacion para 8 looks



Figura 5-1: Area original bajo estudio y las clases analizadas: cultivo (amarillo), selva (verde),
y urbana (violeta).

figura 5-2. Recordando que el pardmetro o mide la heterogeneidad, entonces se ve claramente
que esta estimacién detecta ambas regiones, la urbana (extremadamente heterogénea) y el
bosque (menos heterogénea que la primera)

Otra aplicacién de este tema se verd en el Capftulo 7 donde se presentardn imégenes gener-
adas con muestras provenientes de variables aleatorias distribufdas g?, (7, n), para diferentes
valores de (a,,n), qQue simulardn 4reas con diferente grado de homogeneidad, brillo y niimero
de looks. En estos casos la estimacién de los pardmetros a y - se realizé en forma conjunta,

fijando el valor n, y utilizando el estimador por el método de los momentos de orden 1 y 1/2.

Tipo de Cobertura | Tamailo Color rt/2q, 1/B) Ka(&, A1) G?q (&a,%,1)

Camypos 26681 | Rojo 91156.5.47) | (31.60,3.46 - 107%)(.47] | (—24.10,2.12- 10%)[.50]
Bosque 15886 | Verde 85550.6[.00] (3.83,4.47- 10 %)[.84) (—4.02,2.63 - 10%)[.66)
Area Urbana 65650 | Violeta | 271205.0{.00] (0.36, 1.34 - 10~ 2)[.00] (—1.20,7.65 - 10%)[.43)

Tabla 5.6: Caracteristicas principales de las muestras, estimacion de los parametros y el -valor
del test de x2 (entre corchetes) para las tres distribuciones consideradas.

En este capftulo se vieron los algoritmos bésicos para generar variables aletorias con dis-

tribuciones I''/2, K4 y G5.
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Figura 5-2: Valores estimados localmente del pardmetro a, de un corte de la imagen original
(Ifnea roja), usando una ventana deslizante de 7 x 7.

Se presentaron de siete estimadores para el pardmetro o, conocidos vy y n, y mediante un
estudio de Monte Carlo se obtuvo el comportamiento de estos métodos sacando conclusiones

sobre de cada uno de ellos.
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Figura 5-3: Histograma de la clase cultivo junto con el ajuste de tres curvas de las distribuciones:
I'Y/2 (trazos cortos), K4 (trazos largos) and GY (lineas sélidas, respectivamente).
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Figura 5-4: Histograma de la clase Selva junto con el ajuste de tres curvas de las distribuciones:
I'V/2 (trazos cortos), K4 (trazos largos) and G (lineas sélidas, respectivamente).
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Figura 5-5: Histograma de la clase urbana junto con el ajuste de tres curvas de las distribuciones:
T'Y/2 (trazos cortos), K 4 (trazos largos) and G4 (lineas sélidas, respectivamente).
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Capitulo 6

Substitucién de la distribucién K4

por la distribucién Q%

En este capftulo se estudiar4 la factibilidad de substituir la distribucién K4 por la distribucién
g?, en el ajuste de datos. Es decir, se verificard que para los datos distribufdos Ka(ak, A, n),
para alguna terna (ak, A, n), siempre se podr4 encontrar una terna (ag,~y,n) tal que esos datos
sean ajustados con una distribucién G (ag,~,n) con un cierto nivel de calidad. Con este fin se
propondré una aproximacién entre ambas distribuciones.

El objetivo de este estudio es verificar que la aproximacién de la distribucién K4 por la
distribucién Q'OA tiene sentido practico. De ser posible esta aproximacién, se podré considerar a
las imégenes SAR bajo el modelo de la distribucién G§ tnicamente. Aun cuando sea posible
establecer una correspondencia entre pardmetros de la distribucién K4 y de la distribucién G9,
este no es el objetivo final, ya que lo que se propone en este trabajo es utilizar directamente la
distribucién G como el modelo estadfstico de las im4genes SAR.

El problema de aproximacién se encarard de dos formas: una analftica, donde se propondréd
una distancia entre las dos distribuciones la cual se intentard minimizar, para obtener una
correspondencia entre ellas; y la segunda, muestral, que consistird en medir las distancias entre
distribuciones empfricas y distribuciones teéricas.

En este trabajo el interés final se concentra en el segundo enfoque, pero para tener una idea

de la calidad de esta aproximacién se hardn algunos estudios simplificados y no necesariamente
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concluyentes dentro del primer enfoque planteado.

Para atacar el problema tedrico una primera simplificacién consistird en considerar la aprox-
imacién de las distribuciones que se utilizan para modelar el backscatter amplitud, esto es, se
estudiar4 la aproximacién de la distribucién I''/2 por la distribucién I'-1/2, sin considerar la
influencia del ruido speckle que es comin a ambas. Sin embargo, hecha esta aproximacién, se
ver4 que aun esta simplificacién no permitié establecer una correspondencia entre pares (ak,A)
y pares (ag,7) en forma analftica, como se puede ver en la ecuacién (6.19) de la seccién 6.4.

Por otro lado, esta correspondencia solamente darfa informacién sobre cudles distribuciones
gg estarfan a una distancia dada de la distribucién 4. Por lo tanto, dadas estas condiciones,
carece de sentido préctico resolver numéricamente la aproximacién de la distribucién I'l/2 por
la distribucién I'"1/2, Sumadndole el hecho de que el costo involucrado en dicha aproximacién
ser4 del mismo orden que el de la resolucién numérica de la aproximacién de la distribucién Ka
por la distribucién gﬂ, queda justificado el hecho de no haber realizado esta aproximacién.

Para aproximar la distribucién X4 por la distribucién gg, se propondré en la seccién 6.1
la distancia L, entre sus respectivas densidades, justificando el por qué de su eleccién. Se
minimizaréd esta distancia para obtener una correspondencia entre distribuciones, y se lo hard
numéricamente a causa de la gran complejidad que involucrarfa la minimizacién analftica. Se
mostrard también que, bajo el modelo multiplicativo basta probar que las distribuciones que
corresponden a los backscatters se aproximan.

Ya que el nimero de looks es el mismo para ambas distribuciones, los pardmetros de escala
en las dos situaciones son hallados a partir de considerar unicamente las distribuciones con
media unitaria a fin de poder ser comparadas. Se establecerd entonces una correspondencia
entre los pardmetros de ambas distribuciones.

Se medir4 la calidad del ajuste de datos K4 al ajustarlos con la distribucién gg, utilizando
el test de adherencia x? en una experiencia Monte Carlo y se medir4 el tamaifio de la muestra
mfnima para aceptar la hipétesis. Este test de adherencia también sirve para justificar la elec-
cién de la distancia utilizada, entre otras posibles que también son presentadas en las secciones

que siguen.
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6.1 Distancia entre distribuciones

Definiremos aquf el critero de aproximacién a ser utilizado. Consideremos, entonces, el conjunto
de todas las distribuciones que admiten densidad y denotémoslo D. Para establecer la nocién
de proximidad entre distribuciones en D utilizaremos una distancia Lo, que denotaremos ds :

D x D — [0,00) y viene dada através de la relacién:
[o o]
#0100 = [ 16E) - AP, (61)
-0

donde f; y f2 son las densidades que caracterizan las distribuciones D; y D2, respectivamente.

Se utilizar4 la distancia Ls porque es tratable numéricamente y, principalmente, porque que
en el 4rea de procesamiento de im4genes SAR, la calidad de ajuste entre datos y distribuciones
se hace prioritariamente através del test de x2. Este test es la versién estadfstica discreta de la
distancia Lo.

Otra opcién serfa utilizar la distancia L; definida como
[o o]
41Dy = [ 111() - fla)lz
—Q0

Pero no tiene contrapartida estadfstica discreta de uso frecuente en el 4rea.

Una tercera opcién, es la distancia Lo, definida doo(D1, D2) = sup, |Fi(2) — F2(z)|, donde
F. es la funcién de distribucién acumulada que caracteriza la distribucién D.. El uso de esta dis-
tancia se concreta de forma estadfstica discreta en el test de Kolmogorov-Smirnov que requiere
el uso explicito de las funciones de distribucién acumuladas F} y Fs.

Se presentaron en el Capftulo 3 las funciones de distribucién acumuladas de la distribucién
GY y de la distribucién K4. El cémputo aproximado de la funcién de distribucién acumulada de
variables aleatérias con distribucién K 4, propuesto en [YFS95], ademés de imponer restricciones
sobre el espacio de pardmetros, involucra el uso de una funcién recursiva que a su vez requiere
la utilizacién de funciones de Bessel. A estas desventajas de orden practico de la utilizacién
de la distancia L, sigue el hecho que en la préctica el uso del test de Kolmogorov-Smirnov es

poco frecuente para ajuste de datos y distribuciones.
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Otras distancias que puedan ser definidas no tienen ningin interés para las aplicaciones
enfocadas en esta drea. En la seccién se propone y evalia una forma de aproximar las distribu-
ciones K4 y g% através de un método que no utiliza explicitamente la nocién de distancias entre

ellas.

6.2 Aproximacién de la distribucién £4 por la distribucién gg

Serdn estudiadas tnicamente aquellas distribuciones Ka(ak, A\, n) ¥y G6%(ac,7g,n) de media
unitaria para poder comparar las dos distribuciones. De esta manera, para la distribucién X4,
conocido el niimero de looks 7 y el pardmetro de homogeneidad a, el pardmetro de escala J,

que denotaremos con \*, estd dado por:

. 1 (T(ax+1/2)T(n+1/2)\?

Af == . (6.2)
n T (ak)T (n)

Anédlogamente, las distribuciones gﬂ (con el mismo nimero de looks n) serdn indexadas unica-

mente por su respectivo pardmetro de homogeneidad ag, ya que el pardmetro de escala estd

dado por la relacién:

* _ P(_a )r(n) 2
Y= (P(—ac —1/§)r<n+1/2)> ' (63)

Asf siendo, para cada ax queremos hallar ag que minimice la distancia
2

2 (’\tn) o+n— > n" (7t)—ac T (n —« ) Zn—1
= / I'(n) T 2 Kewen (2zm) ~ " T(n) I‘(—acs‘ (7 + n22)"-56 a2

(6.4)

con A* y 7* los valores que hacen las medias unitarias. Como se ve en la ecuacién (6.4),
no es obvio que se pueda encontrar una solucién analfticamente. Antes de buscar una solucién
numéricamente, veremos un resultado que, aunque no resuelve el problema de encontrar analfti-

camente el valor de ag que minimiza esta distancia, simplifica los clculos y permite entrever

la solucién.
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6.3 Aproximacién de las distribuciones del retorno através de

las distribuciones del backscatter

Como ya dijimos, nuestro objetivo es substituir la distribucién K4 por la distribucién gg, que
son los modelos propuestos para el retorno. Recordemos que ambas distribuciones provienen
de multiplicar variables aleatorias independientes. La primera se obtiene multiplicando dos
rafces cuadradas de Gamma, y la segunda una rafz cuadrada de Gamma por uma recfproca
de rafz cuadrada de Gamma. En ambos casos, un término de la multiplicacién obedece una
distribucién rafz cuadrada de Gamma, el correspondiente al ruido speckle, ésto es, lo que cambia
de la distribucién X4 por la distribucién gﬂ es solamente la distribucién del backscatter.

En esta seccién probaremos que cuando las distribuciones para el backscatter estdn préximas
entre sf entonces los retornos también lo estdn. Esto se traduce de la siguiente manera, si la
distancia Ly entre las densidades de las distribuciones I''/2 y I~1/2 es muy pequeiia entonces
la distancia Lo entre las densidades de las distribuciones K4 y gﬂ también lo es.

Consideremos, las variables aleatorias Z; y Z; tales que Z; ~ Ka y Zo ~ gﬂ. Bajo el
modelo multiplicativo cada una de ellas se obtiene como el producto de dos variables aleatorias
independientes, una que modela el backscatter y la otra el ruido speckle. EL backscatter, en
el caso del retorno con distribucién K4 tiene distribucién I'*/2 y en el caso del retorno con
distribucién G9, tiene distribucién I'"/2, en ambos casos el speckle est4 modelado como una
variable aleatoria distribufda bajo la misma ley.

Entonces, todo esto queda resumido en el siguiente

Teorema 50 Sean X y X, variables aleatorias tales que X; ~ T'V%(ay, 8,) y Xa ~ T™V2(ay, B),
Y ~ TV%(n,n), Z1 = XY y Z = XoY. Entonces da(fz,, fz,) < M (no) do(fx,, fx,), con
M (ng) constante que depende del nimero de looks.

Demostracién

Consideremos dz(fz,, fz,) la distancia entre distribuciones definida en la ecuacién (6.1). Las

funciones de densidad de Z; y Z,, definidas bajo el modelo multiplicativo, vienen dadas por:
oo oo
z 1 z 1
@) = [ C @Ay @) = [ @ o)l 65)
0 0
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Consideremos la distancia entre fz, y fz,,

Pfzfn) = V(o) - faa(a)Pdx =
0

Tz fr) _w z, fr@¥) _
/ fr (5 ay 0/ fraO 2 ay az =

7
0 10

70 (fxl(S) - fx2<§)) £, " dydz

oo 2 [o < e <
] ws]]
0 |0 00

haciendo cambio en el orden de integracién, queda:

[

luego haciendo el cambio de variable:

fxl(g) -

dzdy (6.6)

‘f &)= )

zZ
- =tydz=ydt
y

y reemplazando en (6.6) y utilizando la definicién de dy obtenemos:

i i @I

JE2 ( Jita®- fxz(t)|2dt) dy = dalfx» ) / gy (67
0 0

oo 2

Bastarfa ver que [ Jiﬁé?—'—dy est4 acotada. Como Y ~ I''/2(n,n), su funcién de densidad viene
0

dada por:

fr(y) = r(:) sy e (6:8)
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entonces

- n 4n—3 _—2ny? 9
i [ Ve (69)
0

Haciendo el siguiente cambio de variable:

dw

2 _ -
ny" =wy dy = mpps

Luego reemplazando en (6.9) se tiene:

TIR@E, o2 T wye ]
0/ ” dy = (—) e = dw =

~ T%(n) 2n 23/21/2q1/2
0

oo
n 2n—-2 _—w nl"(2n - 1) 6
_ _nn—2) .10
22n]_'\2(n) / w e dw 22"1"2(11) ( )
0

Pero %—E;gcrece lentamente en funcién de n y como ya vimos, no consideramos valores

grandes para el nimero de looks de las imdgenes SAR , entonces para un cierto valor n = ng
fijo, la cantidad 221;,4%%7‘;1)2 permanece acotada. La figura (6-1) muestra la variacién de (6.10) con
respecto a n. Luego para n = nq fijo, tomemos M, ) = %’5%’—&})) y usando la ecuacién (6.7)
se tiene que d(fz,, fz,) < M(n,) d2(fx,, fx,), que es lo que querfamos demostrar.

Por lo tanto, podemos afirmar que si la distancia entre las densidades de los backscatters es

pequeiia entonces la distancia entre los retornos también lo es.
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Figura 6-1: Gréfico que muestra la variacién de %ﬁ%’;(—:} en funcién de n

6.4 Aproximacién de las distribuciones de backscatter

Considerando el modelo multiplicativo como en la seccién anterior, en esta seccién vamos a
calcular la distancia Lo entre las densidades correspondientes a los backscatters. Como ya
dijimos anteriormente, atin cuando el cédlculo de la distancia entre las funciones de densidad
correspondientes a las respectivas distribuciones se haya simplificado, con respecto a la distancia
calculada para las distribuciones 4 y gﬂ, no es posible minimizar esta distancia analfticamente.
Se presentarén los resultados y en la seccién siguiente se resolveré el problema numéricamente.

Sean X y X; variables aleatorias que obedecen las distribuciones I''/%(a;, A) y T~Y%(a2, )
respectivamente. Llamemos fx, y fx, a las respectivas densidades, cuyas férmulas vienen

dadas a continuacién:

fr(@) = o pmmlge? g 350
X1 = I\(al) ) 1,
fx.(z) = ___2 i P L —ag,7>0
2 7021-\ (—02) ’ ’

La distancia Lo entre estas dos densidades es:

oo

(s3] 2
dz(fxlvaQ) = / ( 2X 272c'1_le—'\:':2 —_ ; zzaz—le—'y:l:—2> dr
0

I (o) 7°2T (—az)
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Recordando que

& (fx1, fx,) = / (fx, (3, 01) — fxo(z,02))* dz = (6.11)
0
= /f}rl(z;al)dz—2/fxl($; a1) fx,(z; az)dz+/f;2f2(a:; az)dz. (6.12)
0 0 0

desarrollamos cada uno de los términos por separado. El primer término ser4:

T 2 [ 4 2(2a; 1) ,—22z2
/fxl(a:;al)da:=/1_‘2 ™ %1 Ye dz. (6.13)
0 0

Haciendo el cambio de variables:

W22 =y ydr= A l/2d
"=yy =\ %z Y

y reemplazando en (6.13) se tiene:

o0
1 201 —1-1_—y
A~1/292a1-3/2T2 () /y 2T ey
0
Luego, el primer término de (6.12) ser4:
I'(2a;1 — 3)

/ f)2(1 (z;01)dz = (6.14)
0

A—1/292a1-3/212 (e1)

Desarrollando el tdltimo término de (6.12)

oo o0 4

2 . _ dap—2,—27yz—2 _
/fx2(z,az)d$—/mz 22e=27" g =
0 0
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e—2T" -2
20‘2F2(—042) / a1 % (615)
Haciendo un cambio de variable:
2vz™* =y, luego dz = 2y 1/2 dy,
luego, reemplazando en (6.15), obtenemos:
1 1
2 (. = —y, —2a0+i-14 _
/fx2(z, az)dz = 2_202_*_5/27_2&2_*_3/21_‘2(_&2) /e yy a2t 3 d’y =
0 0
(-2 1
(—2a2+3) (6.16)

= 9-2a2+5/27—222+3/202 (—arp)

Desarrollemos el segundo término de la ecuacién (6.12), correspondiente a la integral del pro-
ducto de las dos densidades.

[ o]

; ; = ety 2(e1+az—1) ,—(Az2+yz~2) —
[ @ faiods = et [ attessenie do=
0 0

o0
a ™ ay+az—1) ,~VRI(y/222+/Fz-2)
= gHeate-l)g g A dz. 6.17
T e T ) J (617

Haciendo el siguiente cambio de variables:

=) vy aa=3(3)" s

y reeplazando en (6.17), obtenemos:

1 (e <]
a)—a A\ 4 4 1 o .
3 ) dz = _er -_ —_— - _\/FY(II"I'U ), a14+a2—3 —
o/le(z 1) (i) ) <’7) [ (—az)T (a1)2 € y 2dy
0
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_ 4 e (A |
= I—apa <7) Ko rap—y (2V/27), (6.18)

® 1

donde K, (w) = 3 [ e~ 3" " +¥)y¥~1dy es la funcién de Bessel de tercera especie y de orden v.
0
Entonces, por (6.11), (6.14), (6.16) y (6.18) la distancia entre las dos densidades ser4:

['(201 — 3) T(—2as + 3) _ (6.19)
A—1/22201 -3/212 (011) 2—2&2+5/27—2a2+3/21"2(_az) :
1
2 a)—a A 4
S S— Ve s 2/ 6.20
e P15 (5) Kaverms V3 (6:20)

La complejidad de esta tltima nos lleva a formular el problema numéricamente. Es decir, se
tratard de hallar el pardmetro as que minimice (6.19) para un dado a;, como se verd en la

siguiente seccidn.

6.5 Aproximacién numérica de la distribucién 4 por la dis-

tribucién G

En esta seccién se tratard el problema de la minimizacién de la distancia entre las distribuciones
Ka y G en forma numérica. El método de optimizacién utilizado fue el método de Amoeba
que realiza una minimizacién multidimensional, usando el método simplex de Nelder y Mead
(Computer Jourmal Vol.7. pp 308-313). La rutina escrita en lenguaje IDL est4 basada en la
rutina amoeba descripta en la seccién 10.4 del numerical Recipes in C: The Art of Scientific
Computing (second edition) Cambridge University Press. La implementacién se llevé a cabo
con precisién 10~4.

Aun cuando el pardmetro ax varfa, en principio, sobre todos los reales positivos, para los
fines de este estudio se haré una busqueda en el intervalo [4,10]. Valores muy pequefios de ax
(0 < akx < 4) corresponden a datos de 4reas extremadamente heterogéneas, que no son bien
ajustadas por la distribucién K4 y sf por la distribucién G, tal como se ve en [FMYS97}; luego,
para estos datos no es necesario disponer de una aproximacién. Para valores de ag superiores
a 10, los datos observados son muy bien modelados por la distribucién I''/2 (ver [FMYS97,
YFS*93, YFS95]), que también es un caso particular de la distribucién g?,. De esta manera,

171



n=1

ak | ac [ A | 7"
4, —-4.3 | 2.95 | 4.53
5. =53 | 3.73 | 5.42
6. —6.3 | 4.52 | 6.69
7. -7.3 [ 5.30 | 7.96
8. —83 [ 6.09  9.23
9. -9.3 | 6.87 | 10.50
10. | —10.3 | 7.66 | 11.78

Tabla 6.1: En esta tabla se muestra, para 1 look, los valores de ax y sus correspondientes
valores de ag que minimizan la integral. Se muestran también los valores correspondientes a
los dos pardmetros de escala A y v, para datos con media unitaria.

n=2

ek | ag A* ~*
4. | —4.4 [3.32] 3.68
5. | —5.4 [4.20| 4.81
6. | —6.4 | 5.08 | 5.94
7. | =74 [ 5.96| 7.07
8. | —83 [6.85] 8.21
9. | -93 [ 7.73| 9.34
10. | —10.3 | 8.61 | 10.47

Tabla 6.2: Idem que tabla 6.1 para 2 looks

la tnica regién donde se hace necesario aproximar la distribucién X4 por la distribucién g% es
aquella donde 4 < ax < 10.

Para estos valores de a i se puede ver en las tablas 6.1, 6.2 y 6.3 los valores correspondientes
al pardmetro ag obtenido como resultado de la minimizacién numeérica de la integral dada por
la férmula (6.4), que expresa la distancia L? entre las densidades de las distribuciones K4 y
gﬂ. Los valores representados por A* y v* son los valores de A y - tal que la media sea unitaria
para ambas distribuciones, respectivamente.

Como caso de interés particular se consideré el nimero de looks n = 1. En la tabla 6.4, se
muestra el valor dmin correspondiente al mfnimo de la integral (6.4) para cada valor de ax con
4 < ag <10 y paso 0.5 y para su correspondiente valor ag que minimiza dicha integral, como
se puede notar estos valores son del orden de 10~4 o menores.

La figura 6-2 muestra las densidades de las distribuciones K4 y G para un valor fijo de

ak y el ag correspondiente a la minimizacién de la distancia L. Para valores de n = 1, se

172



n=4

ag ANy
—2.9 | 3.53 | 3.45
—-5.5 | 4.46 | 4.53
—6.4 | 5.40 | 5.59
—7.4 | 6.34 | 6.65
—-8.4 | 7.28 | 7.72
—-9.4 | 822 | 8.78
—10.4 [ 9.16 | 9.84

*®

—t
S B RN

Tabla 6.3: Idem que tabla 6.1 para 4 looks

n=1

aK ag dmin

4.0 | —4.29 | 2.48180 10~*
45 | —4.82 | 1.87200 1074
5.0 [ —5.32 | 1.12991 10~
5.5 | —5.81 [ 9.18697 10—
6.0 [ —6.50 [ 6.79934 10—
6.5 | —6.79 | 5.14175 10>
7.0 | —=7.29 | 3.96089 10—
75| —7.78 | 3.10125 10~
8.0 | —8.28 | 2.46307 10—°
8.5 | —8.77 | 1.98130 10~
9.0 | —9.28 | 1.6118010~°
95 | —9.77 | 1.32493 10~
10. | —10.27 | 1.09913 107

Tabla 6.4: se muestra el valor correspondiente al minimo de la integral para cada valor de ag,
entre 4 y 10, con paso 0.5 y para el correspondiente valor &g que minimiza dicha integral.
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consideré ag = 4y ag = —4.29 que es el valor de ¢ que minimiza la distancia L? y los valores
de los pardmetros ) y < fueron tomados de tal manera que la media de ambas distribuciones
sea unitaria. También se muestran en la figura 6-3 las densidades de las distribuciones K4 y gﬂ
paran =1, ax = 8y ag = —8.3, y vemos que la diferencia en este caso disminuy6 con respecto
al caso anterior, hecho que se puede corroborar en la tabla 6.4. Puede notarse, en cada una
de las figuras recién mencionadas, que la diferencia entre las densidades de las distribuciones
Ka y G4 es muy pequefia, lo que permitiré en la practica utilizar la distribucién gﬂ en lugar
de la K4. Fijando un valor de ag, la distancia entre las dos distribuciones es una funcién que
depende de a¢ y que tiene un mfnimo dentro de un entorno de —ag. La figura 6-4 muestra las
dos densidades para g =1 y ag = —1 donde, en este caso, se observa que la diferencia entre
las curvas aumenta cuando disminuye el valor de aix pero, como ya dijimos anteriormente, para
estos casos (ax < 4) el mejor modelo de ajuste es la distribucién G9 y, por lo tanto, no habrfa
razén para querer aproximar la distribucién K4 (ver [FMYS97]). En la figura 6-5 se muestran
dos curvas que corresponden, para valores fijos ax = 4 y ax = 8 respectivamente, a la variacién
de la distancia, en funcién del pardmetro ag, entre la distribucién K4 y la distribucién G4. Se
puede notar que el mfnimo en cada curva es alcanzado para valores de ag que caen dentro de

un entorno pequefio de —ag.

Figura 6-2: Densidades KC4 (4,2.95,1) (sélida) y G9 (—4.29,4.52,1) (punteada)
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Figura 6-3: Densidades K4 (8,6.09,1) (sélida) y G4 (—8.28,9.23,1) (punteada)

6.6 Ajuste de datos de distribucién X4 con la distribucién g%

Sabemos que el retorno de ciertas regiones de interés en imdgenes SAR sigue una distribucién
K 4, la pregunta que nos formulamos es si serd posible que estos datos sean ajustados con la
distribucién G y, si asf lo fueran, con qué calidad ser4 ese ajuste.

Ademss de verificar la calidad de este ajuste, las experiencias mostradas en esta seccién
también permitirdn observar que los valores de ¢ estimados est4n cercanos al valor —ag.

Conceptualmente, en esta seccién nos pondremos en la situacién del usuario que dispone para
realizar el anélisis de imdgenes SAR tunicamente de la distribucién GY. Veremos si ese usuario
serd capaz de ajustar datos que provienen de la distribucién K4 pero que, por imposibilidad o
por ignorancia, él trata de modelarlos con la distribucién 9'94. De esta manera, la estructura de
la experiencia consistird en generar observaciones provinientes de distribuciones X4, ajustar los
datos con distribuciones gﬂ, y en medir la calidad de ese ajuste através del test de adherencia
x*? de Pearson

El objetivo de este reemplazo, si fuera posible realizarlo, es utilizar inicamente distribuciones
GS para el anélisis de im4genes SAR, debido a las ventajas analfticas y computacionales que
ofrecen en relacién a las distribuciones K 4.

Para cuantificar la calidad de este procedimiento aquf propuesto se generardn muestras de

diferentes tamaifios con distribucién K4 con diferentes pardmetros. Utilizando estas muestras,
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Figura 6-4: Densidades K 4 (1,2.95,0.6) (s6lida) y G% (—1,4.52,0.4) (punteada)

y suponiendo que los datos provienen de distribuciones g%, se estimardn los pardmetros de
esta ultima distribucién. Para cada muestra y cada distribucién G ajustada se verd si las
distribuciones con estos pardmetros estimados ajustan bien los datos de cada muestra, es decir,
se observardn cudntas muestras son rechazadas a un determinado nivel de confianza. El por-
centaje de muestras rechazadas, suponiendo el modelo gﬁ, serd comparado con el porcentaje de
muestras rechazadas cuando la hipétesis de la distribucién de la cual provienen estas muestras
es la distribucién K 4, con pardmetros estimados a partir de dichas muestras.

La utilizacién del test de adherencia x? se debe a que éste es el test més utilizado en la
aplicaciones de anélisis de imégenes, y a que nos permitird también dar una justificacién de la
eleccién de la distancia Ls dada por la ecuacién (6.1), que se utilizé para minimizar la distancia
entre las distribuciones K4 y G3.

Con este propdsito veamos, primero, la siguiente

Definicién 51 El estadfstico x*> de Pearson es:
k PRpp— . 2
te = Z M (6.21)
i=0 mp:

donde

m: nimero total de datos simulados distributdos Ka (ak, A, n)
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Figura 6-5: Distancia entre las distribuciones K4 y gﬂ en funcién del pardmetro ag. Se
consideraron dos casos: ax =4 (sélida) y ax = 8 (punteada).

h;: nimero de datos observados en cada intervalo
k: nimero de intervalos

pi: F(z) — F(zi~1), (F distribucién acumulada)

Construiremos el estadfstico x? bajo la hipétesis de que la distribucién Qg es el modelo de
ajuste para datos que, tal como antes mencionado, obedecen la distribucién K 4. Generamos,
entonces, una secuencia de valores z4,, 1 < ¢ < m, que son realizaciones de variables aleatorias
independientes con distribucién K4 (e, A*,n), para un valor del pardmetro ax determinado
y el pardmetro A* definido como en (6.2), sin pérdida de generalidad por ser A un pardmetro
de escala. A partir de esta muestra se estiman los pardmetros ag y 7y de la distribucién
G% (ag,v,n) usando el método de maxima verosimilitud y momentos de orden 1/2 visto en la
seccién 4.3 del Capftulo 4. Se evaltia la calidad del ajuste através del p-valor del test 2.

Ahora bien, para hallar los valores p; recordemos que si la variable aleatoria Z estd dis-

tribufda segin G4 (ag,v,n) entonces su funcién de distribucién acumulada puede ser evaluada

através de la relacién:

Fz,(2) = Ton,—2a(—2?/7),

donde Y, es la funcién de distribucién acumulada de una variable aleatoria distribufda Fro de
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Snedecor, ver Capftulo 3. Entonces podemos calcular p; bajo la hipétesis de que la distribucién

GY es la distribucién de ajuste, de la siguiente manera:
8% 2 8% 2 .
F(z)—F(zi1) = ‘r2n,—2a(—";zi) - TZn,—h(_jy‘zi_l)pa-ra 1<i<k,

luego, reemplazando en la ecuacién (6.21), obtenemos que el estadfstico x? tiene la siguiente

férmula:

k (h,- -m (Tzn,-za(—gziz) - Tzn--h(_gz'z-l)))z-

toe =
X
i=1 m (I2n,—2a(_.gyzi2) - IQn,—Za(—':‘ziz_l))

Ms4s detalladamente, la estructura general de la experiencia Monte Carlo es la siguiente:

para un nimero de replicaciones R se realizan los siguientes pasos

1. Para cada ag € [4,12] se generan muestras de la distribucién K4, con A* y n = 1.

2. A partir de cada una de estas muestras de la distribucién K 4 se estiman el pardmetro de

rugosidad a¢ y el pardmetro de escala v de la distribucién Qﬂ.

3. Se evaliia la calidad de ajuste através del p-valor del test x2.

Las muestras de la distribucién X4 fueron generadas para valores de ax € [4,12], con
tamafios T = 1000, 10000. El nimero de replicaciones R, dependiendo del tamaiio de la muestra,
varié entre 100 y 10000. El nivel de confianza utilizado para el test de adherencia x? fue de
0.01.

Una vez colectados los datos, se procede al anélisis de los mismos através de procedimientos
usuales, ver [BF92b] y [BF92a)).

La aplicacién que mds nos interesa es la clasificacién, donde se cuenta con muestras rel-
ativamente grandes. Por otro lado, para el filtrado de imégenes donde las muestras pueden
ser tan chicas como de tamafio 5, de constatarse el buen ajuste para muestras grandes estars
anticipado el buen ajuste para muestras pequefias. No se realizaron experiencias para muestras
muy pequefias por ser redundante las conclusiones obtenidas para muestras grandes, y por la

gran inestabilidad numeérica que esta situacién exhibe. La menor muestra considerada es de 100
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observaciones y, en la prictica, se utilizan muestras de este orden también para filtrado (como
serfa el caso de una ventana de 10 x 10 pixels).

El nivel utilizado para el test es de 1%, por ser un nivel bastante utilizado en la précti-
ca ([YFS*93]), aunque también se muestra una tabla con niveles de confianza del 5% y 10%.

Para ilustrar el procedimiento, vedmoslo para ag = 4. En la tabla 6.5 se muestra, para
distintos valores de replicaciones R = 100,1000, 10000 y para cada tamaiio T = 1000, 10000
de la muestra, los valores ag que corresponden, en cada caso, al valor medio de los R valores
estimados del pardmetro ag. Se muestra también el porcentaje de muestras rechazadas al nivel
de confianza del 1% (esta proporcién es denotada rg).

Se puede observar que entre 10000 muestras de tamafio 1000 se rechazaron solamente 100
muestras, obviamente cuanto mayor es el tamaifio de la muestra mayor es la cantidad de muestras
rechazadas, ain asf se considera que rechazar el 12% de 10000 muestras de tamaiio 10000 no
indicarfa que habrfa que rechazar la hipétesis de que la distribucién G4 es un buen modelo de
ajuste. Esto queda en evidencia puesto que, como se ve en la tabla 6.7, el valor de r¢ nos indica
cual es el pocentaje de muestras rechazadas en los distintos niveles de confianza (1%, 5% y 10%)
cuando se utiliza para el ajuste de los datos la distribucién GY. Pero si también consideramos
los porcentajes de las muestras rechazadas (rg), para esos mismos niveles de confianza, cuando
se utiliza el niodelo de ajuste de la distribucién K4 con los pardmetros ax y A estimados de
las muestras, vemos que los valores de rx son del orden de los r¢. Esto nos indica que si se
rechaza la hipétesis de que la distribucién gg es el modelo de ajuste, también es rechazada la
hipétesis de que la distribucién K 4 es el modelo de ajuste. Esto indica que no hay motivo para
suponer que las distribuciones K4 y gﬂ son distintas al nivel de significancia propuesto y por
lo tanto, podemos suponer que los datos provenientes de imégenes SAR tienen distribucién GS.

La tabla 6.6 muestra que para cada uno de los valores de ag = 5,6,...,11 se generaron
1000 muestras de tamaifio 10000 con distribucién X4. Para cada una de estas muestras se estimé
el valor del pardmetro ag y se calcul6 el valor medio de estos valores estimados, que aparecen
en la columna &g. En la dltima columna, r¢ da los porcentajes de las muestras rechazadas a
un nivel del 1%. Se puede apreciar que cuanto mayor es el valor de ax menor es el nimero de
muestras rechazadas. Las figuras 6-6 y 6-7 muestran los histogramas de los valores estimados

de los pardmetros o para las 1000 muestras, para los casos particulares ax = 4 y ax = 8,
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ag=4,n=1 %

R T ac | r (al 1%)
100 | 10000 | —4.50 | 11.0
1000 | 1000 | —4.78 15
1000 | 10000 | —4.53 | 10.0
10000 | 1000 | —4.79 1.3
10000 | 10000 | —4.52 | 12.0

Tabla 6.5: Para ak fijo, para R mimero de replicaciones y T nimero de muestra, se observa el
promedio de los valores estimados de a¢ y el porcentaje de muestras rechazadas en cada caso

respectivamente y se puede observar, en cada caso, que los valores medios de los &g caen dentro
de un entorno de —ag.

Por tltimo veamos el por qué de la eleccién de la distancia L. Una buena razén para
justificar esta eleccién es que la distancia x? es la versién discreta y finita de la distancia Ly.Por
otro lado, observemos los resultados obtenidos al calcular la distancia Lo entre la densidad de
la distribucién K4 y la densidad de la distribucién gg correspondiente a la minimizacién de
esta distancia, como se ve en la ultima columna de la tabla 6.4. Estos valores son los que
corresponderfan asintéticamente al estadfstico del test x? realizado para testear la hipétesis de
que los datos con distribucién K4 pueden ser ajustados con la distribucién G§. La pregunta
que nos hacemos es cuél deberfa ser el tamafio de la muestra a ser considerada para que el
test x2 no rechace la hipétesis al nivel de confianza considerado. Pero observando los valores
tabulados del estadfstico x2, éstos muestran que no hay ningin tamafio de muestras, para el
nivel de confianza considerado, donde sean menores que el valor de la integral que se calculé

en la minimizacién de la distancia Lo, es decir para ningin tamafio de niestra se rechaza la

hipétesis.

6.7 Otro criterio de correspondencia

En esta seccién se efectuard una correspondencia entre los pardmetros (ak,A) y (ag,7) uti-
lizando los momentos de primer y segundo orden de cada distribucién. Se verd que es posible
obtener esta correspondencia facilmente, pero que este método no puede mejorar el método
de minimizacién de la distancia L? definida en (6.1). Atn asf, este procedimiento nos serviré

como una aproximacién, no tan fina como la aproximacién en L?, la que nos dar4 informacién,
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R =1000,T = 10000,n =1
aKg a’-\(; TG (a.l 1%)
5. | =5.53 3.4
6. | —6.55 2.2
7. | =761 1.0
8. | —8.73 1.1
9. [ —9.69 1.3
10. | —10.83 0.7
11. | —11.98 0.7

Tabla 6.6: Para cada valor de ai se estimo el valor medio de los a¢ estimados correspondiente
a R=1000 muestras de tamafio T=10000, para 1 look,

ag =4,T =1000, R = 1100

nivel de confianza | r¢ | Tk
1% 27 | 1.8
5% 75 | 5.3
10% 11.8 | 106

Tabla 6.7: Para tres niveles de confianza, se muestra el porcentaje de muestras rechazadas
cuando el ajuste se hace con la distribucion K o con la distribucion G

de una manera répida y sencilla, sobre cuél es rango de variacién de los pardmetros (ag,?)
correspondientes cuando se fija los valores de los pardmetros (g, A).

Dados (ak,A) fijos y n = 1 pardmetros de la distribucién K4, vamos a calcular cuéles son
los pardmetros (ag,v) de la distribucién G que se obtienen si se igualan los momentos de
orden 1 y 2 (ver Capftulo 3) de ambas distribuciones. Recordemos que los momentos de orden

1 y 2 de la distribucién K4 est4n definidos como:

_ VaT(ax +1/2) _T(ex+1)
miK, = 2/\1/21-\ (aK) 284 = /\l"(aK) y pala a, /\,TL > 0’

y los momentos de orden 1 y 2 de la distribucién G4 son:

VAY/2T (—ag — 1/2) _ 1T (-ac-1)
2T (—og) V0T TT(=ag)

7’77.1(_'{-?1 =

, para —a,y,n > 0.
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Figura 6-6:
Igualando mix, 2 Mige ¥ M2K, & Magoy obtenemos el sistema de ecuaciones

\alGee ) - Mawtl/n
T T e T N72T(a )

v

jak (—ac - 1)
Luego, reemplazando el valor de v en la primera ecuacién tenemos

(—ag —1)'/?T'(—ag—1/2) _T(ax+1/2)
I'(~ag) - a}(/zl" (oK) ,

entonces, una solucién serfa

1 4
—ac=ax+1y'y=xak.

(6.22)

En la tabla 6.8 se muestran para los valores de ax € {4,5,6,7,8} y de A de tal manera que

la media sea unitaria, los valores de ag y <y hallados segun la relacién (6.22).

En las columnas dm12 y dmin de esta tabla se presentan las distancias Lo entre ambas den-

sidades utilizando el par (ag,,,7,,) obtenido por el método de igualacién de los momentos y el

par (ag,,..,Y
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Figura 6-7: Histograma correspondiente a los valores estimados de ag para 1000 muestras con
distribucién K4 para ag =8

entre estos resultados y los que se muestran en la tabla 6.4, vemos que la aproximacién entre
distribuciones hecha mediante la minimizacién de la distancia L2 es superior a la efectuada con
el método de igualacién de los momentos.

Por 1ltimo podemos concluir, por todo lo visto en este capftulo, que podemos substituir el
modelo cldsico K4 (ax, A, n), con el que se han tratado hasta el momento los datos SAR, por
la distribucién G4 (ag,v,n).

En el préximo capftulo se verd, mediante aplicaciones a imégenes simuladas y reales que

podemos adoptar este modelo como el verdadero.

A lag, | v, | @CGmia | Yoo dmi2 dmin
295| —5 | 542 | —4.29 | 4.53 | 6.707 10~* [ 2.48180 10~*
3.73| -6 | 6.70 | —5.32 | 542 | 8.702 10~% | 1.12991 10~
452 | -7 | 7.96 | —6.50 | 6.69 | 1.0378 10~' | 6.79934 10—
530 —8 | 9.25 | —7.29 | 7.96 | 1.1692 10~ | 3.96089 10~
6.09 | -9 |10.50 [ —8.28 | 9.23 | 1.2895 10~' | 2.46307 10~>

R
oo| | of el |

Tabla 6.8: pardmetros de la distribucién GAO calulados usando primer y segundo momentos de
las distribuciones KA y GAO
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Figura 6-8: Curvas correspondientes a las densidades K4(4,2.95,1) (sélida) y Ga(—5,5.422,1)
(punteada).
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Figura 6-9: Curvas correspondientes a las densidades K4(8,6.09,1) (sélida) y Ga(-9,10.5,1)
(punteada).
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Capitulo 7

Resultados de aplicaciones

Como ya se ha visto a lo largo de esta tesis el modelo de la distribucién G9 es el que se propone
para modelar los datos SAR en reemplazo de la distribucién K 4. El procesamiento de imégenes
SAR requerido para la utilizacién de estos datos en diferentes aplicaciones involucra el filtrado,
la segmentacién y la clasificacién de estas im4genes. Por este motivo se mostraré en este capftulo
el impacto que tiene el cambio de modelo propuesto, concretamente en la clasificacién.

Se clasificard una imagen real con 4reas que posean diferentes grados de homogeneidad.
Sabiendo que los datos estdn distribufdos segin la ley K4 se supondrd que estos siguen el
modelo de la distribucién gﬂ. Es decir, que se clasificard la imagen teniendo en cuenta este
dltimo modelo, donde los datos provenientes de las dreas de entrenamiento serdn ajustadas
segun la distribucién gﬂ. Se comparar4 entonces, el comportamiento de la clasificacién obtenida
cuando se utiliza la distribucién G4 con la realizada bajo el modelo de la distribucién K.

Para los dos modelos propuestos se utilizardn imdgenes SAR conteniendo 4reas de diferentes
grados de homogeneidad provenientes de diferentes sensores y con diferente niimero de looks.

Como otro resultado importante de aplicacién se clasificardn imédgenes SAR, reales y sim-
uladas, utilizando las dos bandas de caracterfsticas generadas a partir de la estimacién de
los pardmetros de la distribucién gg, o y 7, respectivamente. Se comprobard que el compor-
tamiento de esta clasificacién es superior a la clasificacién espacial realizada cuando se considera

solamente como entrada la imagen que corresponde al retorno.
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7.1 Clasificacién de imdgenes SAR

En una subimagen de 400 x 400 pizels de una imagen proveniente del satélite JERS-1, 6rbi-
ta/punto D405/306, en amplitud, con nimero equivalente de looks estimado 2.95, espaciamento
entre pizels de 12.5 x 12.5 m., banda L, polarizacién HH, del 26 de junio de 1993, de tamaiio
1600 x 2400 pizels de la regién de la Floresta Nacional de Tapajés, Pard , Brasil, que se observa
en la figura 7-1, se implementaron clasificaciones utilizando como modelo a las distribuciones
T2 Ky gﬂ. Al realizar la clasificacién se vié que, bajo la hipétesis de que los datos siguen
el modelo de la distribucién G, ésta no empeora cuando se toman como modelos a las dis-

tribuciones I'*/2 0 K 4, ya sea que los datos provengan de sreas homogéneas o heterogéneas.La

Figura 7-1: Imagen JERS-1 de la zona de Tapajos (Brasil) de 3 looks

clasificacién se realiz6 usando dos clasificadores: el de Méxima Verosimilitud y el clasificador
contextual Iterated Conditional Modes (ICM).

El clasificador de Méxima Verosimilitud es una técnica de clasificacién supervisada ampli-
amente utilizada en datos de sensoramiento remoto ver [Ric86]. Esta técnica consiste, una vez
seleccionadas las 4reas de entrenamiento para cada clase elegida, en asociar una distribucién a

cada clase, estimar los pardmetros correspondientes a cada distribucién y clasificar la imagen
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haciendo corresponder a cada pixel de la imagen la clase con mayor probabilidad. Es decir, que
este criterio maximiza una funcién que solamente depende del valor del pixel observado y de la
funcién de densidad elegida para cada clase..

El clasificador contextual Iterated Conditional Modes (ICM) ver [Bes89], es un método
iterativo de refinamiento de clasificaciones que consiste en substituir la clase asociada a cada
coordenada por la clase que maximiza un cierto criterio. Ese criterio consiste en una distribucién
a posteriori de la clase, dado el valor del pixel (componente de méxima verosimilitud) y las clases
de los pizels vecinos (componente contextual). La influencia de las clases vecinas es cuantificada
por un pardmetro real, que se estima iterativamente, segin el modelo de distribucién espacial
de la clase. Se consider6 un sistema de 8-vecino para cada clasificar cada pirel. Se consideraron
tres clases bien diferenciadas, a saber, corte (C: rojo), corte con regeneracién (CCR: azul) y
selva (S: verde). Las regiones de entrenamiento fueron tomadas como se indica en la figura 7-2,

siendo las dos primeras mids homogéneas que la clase selva.

Figura 7-2: Imagen JERS-1 con zonas de entrenamiento correspondientes a: corte (rojo), corte
con regeneracién (azul) y selva (verde)
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7.1.1 Clasificacién usando los modelos I''/?, K, y GY

En primera instancia, para ambos clasificadores, antes mencionados, se consideré a la distribu-
cién T''/2 como la que ajusta mejor esos datos. Luego, del mismo modo, se consideraron los
casos en que los datos fueron ajustados por la distribuciones K4 y G, tomando cada situacién
como el modelo verdadero. Bajo cada una de estas hipétesis se llevé a cabo las clasificaciones
con los métodos antes mencionados y se calculé la matriz de confusién para poder hacer una
comparacién entre los tres modelos.

El primer caso que se consideré fue el suponer que los datos de las 4reas de entrenamiento
para las tres clases propuestas segufan el modelo I''/2, En las figuras 7-3 y 7-4 se observan las
imégenes clasificadas por los métodos de méxima verosimilitud e ICM, obviamente el 1ltimo
método d4 mejores resultados, por lo que se considerd, para la comparacién con los otros
modelos, solamente ICM.

En la tabla (7.1) se muestra la matriz de confusién obtenida luego de la clasificacién de la
imagen JERS-1 con el método ICM y cuando el modelo de ajuste de los datos utilizado es T'}/2.
Se muestra también en la misma tabla la precisién con que fue llevada a cabo dicha clasificacién
y el coeficiente Kappa correspondiente. Sus valores miden el porcentaje de los pixels que fueron
clasificados en cada clase. En la tabla (7.2) podemos ver los porcentajes de los errores por
comisién y omisién de dicha clasificacién.

En las figuras 7-5y 7-6, se muestran las clasificaciones de la imagen JERS-1 por los métodos
de méxima verosimilitud e ICM, respectivamente, cuando se consideré a la distribucién K4
como el veerdadero modelo de ajuste y en las figuras 7-7 y 7-8, cuando la distribucién G9
fue considerada como el verdadero el modelo de ajuste a los datos, para los dos métodos de
clasificacién . A simple vista, y en los tres casos, I''/2, K4 y GY, se puede notar que el
método ICM es superior al método de clasificacién por méxima verosimilitud. Este hecho
estd cuantificado en las matrices de confusién, como se puede ver en las tablas (7.1), (7.2),

(7.3), (7.4), (7.5) y (7.6) y ademds, podemos concluir que tomar conio modelo verdadero a la

distribucién G4 no empeora la clasificacién.
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Precisién = 85.80%

Coeficiente Kappa =0.8084

Resultado/ Verdadero | C CCR |S

C 39.054 | 1.740 | 2.755
CCR 0.187 | 40.317 | 1.692
S 1.007 | 6.820 | 6.430

Tabla 7.1: Matriz de Confusién de la clasificacién de la imagen JERS-1, bajo el modelo de

ajuste rafz cuadrada de Gamma y el método ICM
Clase | Comisién (%) | Omisién (%) | Presicién (%)
C 11.167 2.964 97.036
CCR 3.843 17.513 82.487
S 71.959 40.886 59.114

Tabla 7.2: Porcentaje de errores por comisién y omisién en la clasificacién de la imagen JERS-1,

bajo el modelo de ajuste rafz cuadrada de Gamma y el método ICM

Precisién = 88.0347%

Coeficiente Kappa = 0.8387
Resultado/Verdadero C| CCR S
C 38.907 | 1.232 | 2.460
CCR 0.234 | 43.119 | 2.408
S 1.106 | 4.525 | 6.009

Tabla 7.3: Matriz de Confusién de la clasificacién de la imagen JERS-1, bajo el modelo de

ajuste KA y el método ICM
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Figura 7-3: Imagen clasificada con el método de méxima verosimilitud, bajo el modelo ri/?

Clase | Comisién (%) | Omisién (%) | Presicién (%)
C 9.173 3.331 96.669
CCR 5.406 11.779 88.221
S 51.775 44.755 55.245

Tabla 7.4: Porcentaje de errores cometidos y omitidos en la clasificacién de la imagen JERS-1,
bajo el modelo de ajuste KA y el método ICM

En las figuras 7-9, 7-11 y 7-10 se muestran los gréficos de los datos de cada regién de
entrenamiento correspondientes a cada clase y la curva de ajuste para los dos modelos K4 y
GY, y en las tablas (7.7), (7.9) y (7.8), el analisis descriptivo de las mismas. Se puede observar
que las clases corte y corte con regeneracién corresponden a dreas mds homogéneas que la clase

selva que corresponde a un 4rea m4és heterogénea que las anteriores.
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Precisién = 88.1388%

Coeficiente Kappa = 0.8402

Resultado/Verdadero C| CCR S
C 38.885 | 1.228 | 2.416
CCR 0.234 | 43.223 | 2.430
S 1.128 | 4.425 | 6.030

Tabla 7.5: Matriz de Confusién de la clasificacién de la imagen JERS-1, bajo el modelo de

ajuste GAQ y el método ICM

Clase | Comisién (%) | Omisién (%) | Presicién (%)
C 9.055 3.385 96.615
CCR 5.450 11.566 88.434
S 51.057 44.555 55.445

Tabla 7.6: Porcentaje de errores cometidos y omitidos en la clasificacién de la imagen JERS-1,
bajo el modelo de ajuste GAOQ y el método ICM

Clase Corte

Nimero de elementos 9277
Valor Mfnimo 9
Valor Mdximo 201
Primer Cuartil 47
Mediana 59
Tercer Cuartil 72
Media 60
Varianza 384.35
Coeficiente de Variacién | 0.323
Skewness 0.70
Kurtosis 1.41

Tabla 7.7: Anélisis descriptivo de la clase corte

Clase Corte con Regeneacién
Nimero de elementos 2597
Valor Mfnimo 22
Valor Méximo 243
Primer Cuartil 70
Mediana 89
Tercer Cuartil 107
Media 90.53
Varianza 885.23
Coeficiente de Variacién | 0.33
Skewness 0.60
Kurtosis 0.98

Tabla 7.8: Anélisis descriptivo de la clase corte con regeneracién
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Figura 7-4: Imagen JERS-1 clasificada con el método ICM, usando como modelo de ajuste a la
distribucién I''/2

7.2 Aplicacién de la estimacién de los pardmetros a y v a ima-

genes simuladas y reales.

Una de las m4s importantes caracterfsticas de la distribucién gg es que los valores estimados del
pardmetro tienen una interpretacién inmediata en términos de su rugosidad. Para valores de «
cercanos a cero, el 4drea de la imagen presenta valores de grises muy heterogéneos (coeficiente
de variacién muy alto), como es el caso de 4reas urbanas. Si consideramos 4reas menos het-
erogéneas, como por ejemplo selva, los valores de o disminuyen, alcanzando valores més bajos
en 4reas homogéneas, como es el caso de los cultivos. Esta es la razén por la que el pardmetro
a es considerado como una medida de rugosidad o textura.

El pardmetro «y de la distribucién G4 es un pardmetro de escala y est4 relacionado con el
brillo de la imagen. Nuestra vista es més sensible a las variaciones en el valor medio que en la
rugosidad es decir, es muy diffcil discriminar 4reas que tienen diferentes pardmetros de rugosidad
mientras que 4reas con diferentes pardmetros de escala logran diferenciarse perfectamente. El
pardmetro A de la distribucién K4 es la contrapartida del pardmetro « de la distribucién g%.

Como aplicacién de los Capftulos 4 y 5, se presentar4 en esta seccién imégenes generadas con
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Figura 7-5: Clasificacién, por el método de méxima verosimilitud, de la imagen JERS-1, bajo
el modelo K 4.

muestras provenientes de variables aleatorias distribufdas G9 (e,v,n), para diferentes valores
de (a,7,n), que simulardn regiones con diferente grado de homogeneidad, brillo y nimero de
looks. En estos casos los pardmetros @ y 7 se estimaron en forma conjunta, fijando el valor n
y utilizando el estimador por el método de los momentos de orden 1y 1/2.

Las imégenes simuladas serdn usadas también para testear el rendimiento de los proced-
imientos de clasificacién. Se verd que, utilizar las imé4genes generadas localmente con las esti-
maciones de los pardmetros a y +, y que fueron obtenidos mediante ventanas deslizantes de un
tamaiio dado, lleva & una muy buena discriminacién de regiones que poseen diferente grado de
homogeneidad y también dentro de aquellas que tienen el mismo grado de homogeneidad pero
difieren en el brillo.

Se analizardn dos casos: el primero se tratars con datos simulados utilizando los generadores

adecuados que se vieron en el Capftulo 5 y el segundo presentaremos dos ejeniplos con datos

de imégenes SAR.
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Figura 7-6: Imagen JERS-1 clasificada con el método ICM, bajo el modelo KC4.

7.2.1 Ana4lisis de Datos Simulados

Se simulé una imagen de un 4rea con cuatro regiones de diferente grado de homogeneidad y
brillo. Se consideré dos grados de homogeneidad, una regién heterogénea con a = —5 y otra
extremadamente heterogénea con a = —1.5. Para cada valor de a fueron utilizados dos valores
del pardmetro 4: v = 2.10° y v = 4.10°, respectivamente, obteniendo asf, una imagen con 4
regiones bien diferenciadas. Los resultados de esta simulacién se pueden ver en la figura 7-
12. Se eligi6 el caso n = 1 dado que es el caso més ruidoso de las imdgenes de amplitud y
por consiguiente el més dificil de clasificar. Esta imagen fue analizada dentro del contexto de
méxima verosimilitud suponiendo distribucién gaussiana, es decir, fueron tomadas muestras
representativas de cada regién para estimar la media y la varianza de distribuciones normales.
Los resultados en esta etapa de entrenamiento se muestran en la tabla 7.10 , media y desviacién
estandar de cada regién y los valores originales de los pardmetros a y -y con que fueron generadas
cada una de las regiones. Las densidades de estas distribuciones serén utilizadas para determinar
la regla de clasificacién. En la figura 7-13 se muestra la imagen clasificada con el método de
méxima verosimilitud, suponiendo, para cada regién, distribucién gaussiana con los pardmetros

de la tabla 7.10. Este mapa de clasificacién est4 evidentemente dominado por la clase verde.
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Figura 7-7: Imagen JERS-1 clasificada con el método de méxima verosimilitud, suponiendo que
los datos son ajustados por la distribucién gﬂ.

Por otro lado, la figura 7-14 muestra el resultado de aplicar los estimadores de orden 1 y
orden 1/2 para el pardmetro a y para el pardmetro v, como se vié en la seccién 4.3.5 del Capftu-
lo 4. La imagen de la izquierda corresponde a los valores estimados localmente de «, utilizando
una ventana deslizante de 7 x 7 y la imagen de la derecha, a los valores estimados localmente
del pardmetro v usando la misma metodologfa. Dadas las caracterfsticas del estimador conjun-
t0 (@,%)m1mi1/2, habré pixels que no podrén estimarse, ya que las ecuaciones planteadas ( ver
ecuacién 4.32, item 2, seccién 4.3.5, del Capftulo 4 ) para dicho estimador no tendrén solucién.
A estos pixeles que tienen valores ” prohibidos” se los recalcula otra vez, aplicando el filtro de
la mediana en una ventana de 11 x 11. Dichos valores prohibidos ocurren en regiones muy ho-
mogéneas que corresponden a valores de a muy pequefios (muy grandes en valor absoluto), no
asf para zonas muy heterogéneas (pardmetro a muy cercano a 0). Analizando las dos imégenes
de la figura 7-14 se puede ver que el pardmetro - discrimina las cuatro regiones, mientras que
el pardmetro o solamente discrimina la rugosidad. Este hecho es de gran importancia cuando
se estd trabajando con é4reas que tienen el mismo o (misma rugosidad) y distinto 4 (distinto
brillo), como por ejemplo dos regiones de la misma cobertura con diferente humedad. La figu-

ra 7-15 muestra el resultado de clasificar la imagen de los valores @ y ¥ utilizando el método
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Figura 7-8: Imagen JERS-1 clasificada con el método ICM bajo el modelo G3§.

de méxima verosimilitud y suponiendo normalidad en las muestras. De la matriz de confusién,
que se ve en la tabla (7.1), se puede inferir que el resultado de esta clasificacién fue muy bueno,

en este caso, las muestras de entrenamiento fueron tomadas como verdad terrestre.

( Resultado\Verdad C1 C» C;3 Ca \

C 96.81 122 357 0
C» 0 9328 0 043 |, (7.1)
Cs 215 0 9611 0

\ Ca 104 550 032 99.57 )

7.2.2 Extraccién de caracteristicas para la clasificacién de imiagenes SAR
Imagen de 3 looks

En esta seccién se trabajard con la imagen JERS-1 de 3 looks (2.95 looks estimados), cuyas refer-
encias se encuentran en la seccién 7.1. Se utilizar4 la misma metodologfa que en la seccién 7.2.1.

Estimando localmente los pardmetros a y <y de la distribucién G4 en una ventana deslizante de
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Figura 7-9: Grafico de los datos de la clase corte, y las curvas de ajuste correspondiente a

K 4(16.649,0.0041,2.95) (izquierda) y GY(—19.426,74706.26,2.95) (derecha)

la imagen SAR, podemos formar otra dos imégenes que corresponderdn a los valores estimados
de a y v e implementar una clasificacién con el método de méxima verosimilitud. En la figu-
ra 7-16 se ven las imégenes de valores de a estimados (izquierda) y de valores 7 estimados de
la imagen original. Se utiliz6 una ventana deslizante de 7 x 7 para obtener los valores a@ y ¥
por el método de los momentos de orden 1 y 1/2 (ver Capftulo 4), recordando que debido a las
caracterfsticas de este estimador, podrfa suceder que nos encontremos con valores prohibidos,
en ese caso se optd por aplicar a la imagen resultante un filtro de la mediana adaptivo. Las
regiones de entrenamiento son las descriptas en la seccién 7.1. La imagen clasificada a partir de
las im4genes obtenidas de la estimacién local de a y 4, por el método de maxima verosimilitud
(suponiendo gaussianidad), se muestra en la figura 7-17. La tabla 7.11 muestra la matriz de
confusién, que comparando con los resultados obtenidos en la seccién 7.1.1 claramente significa

que la clasificacién fue mejorada cuando se consideran las imégenes de @ y 7.

Imagen real de 1 look

La figura 7-18muestra la imagen E-SAR, obtenida con polarizacién HH y banda L, de la ciudad
de Gilching, al oeste de Munich, Alemania. Se puede apreciar dos regiones bien diferenciadas,
una correspondiente a zona de pastizal que es homogénea y otra, alrededor de ésta, correspon-

diente a zona urbana, extremadamente heterogénea. Utilizando estas dos clases, se implementé
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Clase Selva

Niumero de elementos 11266
Valor Mfnimo 17
Valor Méximo 255
Primer Cuartil 89
Mediana 113
Tercer Cuartil 141
Media 116.64
Varianza 1495.60
Coeficiente de Variacién | 0.33
Skewness 0.53
Kurtosis 0.24

Tabla 7.9: Andlisis descriptivo de la clase selva

a a

Clases/Pmtos. | a v i G

verde —5. [ 2.10° | 193.10 | 115.42
negra -5 | 4.10° | 272.16 | 163.15
roja —1.5 | 2.105 | 444.91 | 405.11
azul —1.5 | 4.10° | 634.72 | 606.84

Tabla 7.10: Para cada clase se muestran la media y desviacion estandar y los valores originales
de los pardmetros con que fueron generadas las regiones

Precisién: 94.8957%,
Coeficiente Kappa = 0.9417

Resultado/Verdad | C CCR |[S

C 94.441 | 6.561 | 0.007
CCR 5.564 | 87.490 | 3.532
S 0 5.999 | 96.461

Tabla 7.11: Matriz de confusién de la clasificacién utilizando las imégenes de los pardmetros
estimados de rugosidad y escala de la imagen JERS-1
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Figura 7-10: Gréfico de los datos de la clase corte con regeneracién, y las curvas de ajuste cor-
respondiente a K 4(13.764,9080.75,2.95) (izquierda) y G9(—14.167,119671.72,2.95) (derecha)

Resultado/Verdadero | Pastizal | Zona Urbana
Pastizal 97.62 1.84
Zona Urbana 2.38 98.16

Tabla 7.12: Matriz de confuson de la clasificacion utilizando las imagenes estimadas de los
parametros de rugosidad y escala de la imagen E-SAR

una clasificacién por méxima verosimilitud, suponiendo gaussianidad en las muestras. Como
resultado la clase clase urbana dominé en la imagen clasificada. En la figura 7-19 se ve las
imédgenes correspondientes a los pardmetros estimados localmente a y v, de la imagen original,
se utilizé el mismo criterio que en la seccién 7.2.1.Se puede notar que el drea homogénea aparece
como zona obscura en la imagen de la izquierda y como zona clara en la imagen de la derecha.
Estas dos imégenes son utilizadas para la clasificacién de la imagen original. La clasificacién,
cuyo resultado se puede ver en la figura 7-20, se realizé con el método de méxima verosimilitud
suponiendo que las muestras siguen el modelo gaussiano. Se calculé la matriz de confusién,
ver tabla 7.12, donde las muestras de entrenamiento fueron usadas como verdad terrestre y se
puede inferir por los resultados que la clasificacién fue muy buena. Los pardmetros estimados
para cada una de las regiones fueron: @ = —12.5 para la regién homogénea correspondiente a

pastizal y @ = —1.6 para la extremadamente heterogénea que corresponde a la zona urbana.
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Amplilude GO

0.010

Figura 7-11: Gréfico de los datos de la clase selva, y las curvas de ajuste correspondiente a
K 4(12.556,0.00083,2.95) (izquierda) y G (—12.797,178374.07,2.95) (derecha)

7.3 Conclusiones

En este capftulo se presentaron los resultados obtenidos como aplicacién de los resultados
tedricos que se vieron en los diferentes capftulos, a lo largo de esta tesis.

La distribucién gg, propuesta como el modelo que mejor ajusta los datos de imdgenes SAR,
fue evaluada en la clasificacién de imédgenes reales de diferentes looks y en imdgenes sintéticas.
Se compararon los resultados de estas clasificaciones con las realizadas cuando los modelos
utihzédos fueron K4 y I''/2. Se concluyé que el cambio de modelo no afecté los resultados de
la clasificacién.

Dado que la distribucién G4 es un modelo mucho més tratable tedrica y computacional-
mente, y que explica mejor los datos muy heterogéneos, se estimaron localmente los pardmetros
de rugosidad y escala para trabajar, luego, en el espacio de las caracterfsticas. Estas fueron
utilizadas en la clasificacién de imégenes simuladas y reales y se mostré una notable mejora en
los resultados obtenidos.

Conclufmos este trabajo afirmando que la distribucién gg es el modelo que debe utilizarse
para datos SAR, ya que sus pardmetros nos d4 gran informacién a la que puede accederse con
mucha menos dificultad que en el modelo clésico de la distribucién K4 y ademés, una de las
razones fundamentales es que ésta tltima no es un buen modelo cuando se trata de 4reas con

extrema heterogeneidad, donde si lo es el modelo GY.
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Figura 7-12: Imagen sintética con cuatro clases con distribucién gﬂ (a,7,1) (de izquierda a
derecha y de arriba a abajo ) a) @ = —1.5, vy = 200000, b) & = —1.5, v = 400000, c) a = -5,
v = 200000, d) a = -5, v = 400000.

Figura 7-13: Clasificacién por méxima verosimilitud de la imagen simulada
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Figura 7-14: Imédgenes resultantes de estimar localmente el pardmetro de rugosidad (a, imagen
de la izquierda) y el pardmetro de escala (v, imagen de la derecha), con ventana deslizante de
7 X 7 en ambos casos.

Figura 7-15: Clasificacién de la imagen de pardmetros (a,+) estimados de los datos simulados,
utilizando el método de M4xima Verosimilitud con distribucién Gaussiana.
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Figura 7-16: Imé4genes de los pardmetros estimados localmente (izquierda: rugosidad, derecha:
escala) de la imagen JERS-1 de Tapajds.

Figura 7-17: Imagen JERS-1 clasificada por el método de méxima verosimilitud, suponiendo
gaussianidad en las muestras y usando las imdgenes de los pardmetros estimados localmente.
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Figura 7-18: Imagen original E-SAR de Gilching.

Figura 7-19: Imégenes correspondientes a la estimacién local de los pardmetros de rugosidad
(izquierda) y de escala (derecha), obtenidos de la imagen E-SAR.
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Figura 7-20: Clasificacién por el método de méxima verosimilitud (suponiendo gaussinidad) de
las im4genes de los pardmetros estimados localmente o y ¥ de la imagen original E-SAR.
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Capitulo 8

Conclusiones y Trabajos Futuros

En este trabajo se investigé la factibilidad de utilizar el modelo G§ como el verdadero modelo
para las imégenes SAR. Esta factibilidad fue verificada, y a continuacién fue evaluado el impacto
de este modelado sobre diversas estapas en el proceso de extraccién de informacién de estas
imégenes.

Esta investigacién, desde los puntos de vista tedrico, computacional y aplicado, nos permitié:

e mostrar las principales caracterfsticas de un sistema SAR, con sus ventajas y desventajas
sobre otros sistemas de observacién, y la importancia de la utilizacién de las imégenes

generadas con sistemas de este tipo (Capftulo 2);

e estudiar el modelo multiplicativo y, bajo éste el comportamiento y las peculiaridades de las
diferentes distribuciones que de él emergen, bien como la interpretacién de sus pardmetros

y sus principales caracterfsticas y propiedades (Capftulo 3);

e estudiar, desarrollar y comparar diferentes métodos de estimacién de pardmetros involu-
crados en las distribuciones mencionadas. La comparacién de estos métodos incluye aspec-
tos computacionales y de aplicacién. Mediante una experiencia de Monte Carlo verificar

desde el punto de vista estadfstico la validez y aplicabilidad de las mismas (Capftulo 4);

e simular variables aletorias con distribucién K4 y G3, para generar imégenes con é4reas
de distinto grado de homogeneidad y brillo. Para permitir estas simulaciones fueron

implementadas y evaluadas técnicas de simulacién estocéstica inéditas en la plataforma
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de desarrollo utilizadas para esta tesis (Capftulo 5);

confirmar al modelo G como el mejor modelo para las im4genes SAR, logrando establecer
una correspondencia entre los pardmetros de ambos modelos através de la minimizacién

de la distancia Ly entre ambas distribuciones (Capftulo 6);

medir la calidad del ajuste de datos K4 al ajustarlos con la distribucién G3, utilizando el

test de adherencia x? en una experiencia Monte Carlo (Capftulo 6);

verificar que es vélido, préctico, aplicable y relevante el cambio de modelo, de la dis-
tribucién K4 por la distribucién G4 para la clasificacién de imagenes SAR. Para esta

verificacién de esta hipétesis, central para la tesis, se siguieron los pasos

1. suponer que los datos siguen el modelo K4, por un lado y por otro que el verdadero

modelo es gﬂ
2. realizar clasificaciones bajo los dos supuestos

3. hacer una comparacién, que nos llevé a la conclusién que, modelar con la distribucién

GY no emperora la clasificacién de las imégenes consideradas (Capftulo 7);

clasificar imédgenes SAR, reales y simuladas, utilizando las dos bandas de caracterfsticas
generadas a partir de la estimacién de los pardmetros de rugosidad y escala (a y -y respec-
tivamente) de la distribucién G§. Se verificé que el comportamiento de esta clasificacién
es muy superior al de la clasificacién espacial realizada cuando se considera solamente

como entrada la imagen que corresponde al retorno (Capftulo 7).

De ésta manera, esta tesis contribuyé al cuerpo de conocimiento del an4lisis de imédgenes de

radar de apertura sintética con una poderosa herramienta de modelado: la distribucién Q'OA y

su utilizacién en la clasificacién de estos datos.

Innidmeras posibilidades se abren para trabajos futuros, siendo algunas de las m4s impor-

tantes y viables las siguientes:

1. Extensién de los resultados obtenidos en esta tesis:

(a) Estudio de més propiedades teéricas de la distribucién GY, bien como de sus esti-

madores.
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(b)

()

Propuesta y evaluacién de otras técnicas de inferencia. En esta lfnea de trabajo se han

realizado estudios, donde se busca la mejorfa del estimador de méxima verosimilitud.

Propuesta y evaluacién de otras técnicas de simulacién para la obtencién de obser-

vaciones de variables aleatorias con distribucién 9'91.

2. Otras aplicaciones del modelo gﬂ:

(a)

(b)

(c)

Desarrollo de filtros bajo este modelo, para la obtencién de imégenes donde el rui-
do speckle ha sido combatido. Estos filtros podrdn estar directamente basados en
la estimacién de los pardmetros de la distribucién o en la utilizacién de técnicas

Bayesianas para la obtencién de estimadores MAP, por ejemplo

Desarrollo de detectores de bordes, bajo el modelo G9. Los detectores de bordes se
basan en la localizacién de cambios en las caracterfsticas espaciales de la imagen.
Una posible forma de obtener detectores bajo este modelo es la construccién de
testes de hipétesis que, utilizando muestras de pequenio tamano, puedan discriminar

muestras con diferentes pardmetros.

Desarrollo de segmentadores basados en el modelo G%. En este trabajo fueron
obtenidas clasificaciones, pero en ciertas aplicaciones no es necesario llegar hasta

la rotulacién de las clases, bastando la identificacién de las mismas.

3. Generalizaciones y extensiones del modelo G9:

(a)

(b)

Caracterizar procesos estocésticos con correlacién espacial y distribucién marginal
gﬂ. Estos procesos podrén ser utilizados para aumentar el realismo y la expresividad

del modelado de im4genes SAR bajo el modelo multiplicativo.

Caracterizar distribuciones polarimétricas con diferentes grados de rugosidad para
cada componente, utilizando el modelo. Actualmente se dispone de un modelo para
datos polarimétricos donde surge la versién multivariada de la distribucién tratada en
esta tesis: la distribucién G%-multivariada, siendo su principal debilidad la imposicién
de un vnico pardmetro de heterogeneidad para cada componente. La obtencién de

un modelo que permita diferentes pardmetros a para cada componente permitird

208



ajustes m4s precisos de este tipo de datos, tan importantes para la discriminacién

fina de blancos.

209



Apéndice A

Funcion de Bessel

Presentaremos aqui la funcién K, que es la funcién de Bessel de tercera especie y orden v y

viene dada por la integral A.1:

K, (w) =

[T

oo
/z"‘le_';""(z"'z-l)dz, w>0 (A.l)
0

Presentaremos algunos resultados concernientes a la funcién K, que han sido extrafdos[AS64]

Las funciones de Bessel K, v € R, satisfacen las siguientes relaciones:

K, (w)=K_, (w) (A.2)

Ko () = s + Ko @) (A3)
2k, W)= -1 K Ad
L Ky @) = 1 Korr (@) + Koo @) (a.4)

Relaciones asintéticas para K, (w) cuando w — 0, se deducen usando la representacién en serie
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de la funcién de Bessel modificada de primera especie I,,que estd definida como:

o (w/2)"
Lw) = Z mil(m+v+1) (A.5)

m=0
La siguiente férmula establece una coneccién entre las funciones de Bessel K, e I,
Ky () = g (If) = L)) (A$6)
YT 2 sen(mv) VY v '

Luego, como caso particular, debido a Watson en 1944, para v > 0 se cumple:

K, (w)~2"71T'(v) z™¥ cuandow — 0 (A7)

Ko(w) ~ —lnw cuando w — 0 (A.8)

La siguiente férmula debida a Ismail (1977) muestra la relacién asimptética para v grande

K, (w) = \/gT’V”‘%e"’w‘" cuando v — oo (A.9)
Recordando que:
r(1/2) = V7
Férmula de Stirling: I'(z) ~ v/2me™%2?~1/2 para z — oo
o0

La funcién Gamma est4 definida como I'(a) = [ t*!e~*dt
0
IFNa+1)=al(a) yqueI'n+1)=n!sine N
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Apéndice B
Asimetria y Curtosis

Definicién 52 El coeficiente de asimetria de una distribucidn es:

v EX-EX))°

== = (B.1)
TR T Ex) - Ex)
Definicién 53 El coeficiente de curtosis de una distribucidn es:
E(X - E(X))*
’72 = /J'_: -— = ( 2 (2 )) 5 Cd (B.2)
o (E(X?) - E* (X))
e Distribucién I'"/?(e, 7)
Recordemos que los momentos de orden r de la distribucién I'"1/2 son:
I(-a-71/2)
r — A7/2 — B.
E(X") =« T(=a) ,para —a>r/2 (B.3)
y la varianza es:
1 Ir?(~a—1/2)
= - - - B.4
Var (X) 7(—&—1 7(—a) ),pa.ra a>0,—a#l (B.4)

Tenemos también que:

E(X-E(X))?® = E(X% -3E(X? E(X)-2E%(X)
E(X - E(X))*

E(X*) - 4E (X3) E(X) + 6E (X?) E? (X) - 3E*(X)
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Reemplazando (B.3) y (B.4) en la ecuacién (B.1), obtenemos:

3/2

g = 1,:(_&) (T*(~a)T(~a — 3/2) — 3T(=a)[(~a — 1)T(~a — 1/2) + 20¥(—a — 1/2))

3/2
o3 = Vard/? (X) = 2 3/2

(—a) — (—a - 2(_ o —
(ma—1)T3(—a) (T%(=a) - ( 1) T( 1/2))

Luego, el coeficiente de asimetrfa de la distribucién I'"1/2 es:

_ (za=1) (P(-o)T(~a - 3/2) ~ 8T(-o)[(~a — I(-a - 1/2) + 2%(~a - 1/2))
= (I‘2(—a) ~(—a-1) I‘2(—a _ 1/2))3/2

8!

definido para —a > 3/2.
De las ecuaciones (B.2), (B.3) y (B.4) tenemos:
2
_ 2
by = I\4(_a)
+60(—a)T(—a — )T?(~a ~ 1/2) — 3T*(—a - 1/2))

(T3 (=) (~a ~ 2) — AT%(~a)[(~a ~ 3/2)T(—a — 1/2)+

2

o* = gy (T*(=2) = (e = ) I*(-a - 1/2))"

Luego, el coeficiente de curtosis de la distribucién I'=1/2 es:

I3(-a)(—a - 2) — 4% (—a)'(—a - 3/2)[(—a — 1/2)
(I?(-e) - (-a - 1)I2(—a - 1/2))?
6L (—a)I(—a = NI (—a - 1/2) - 3T (—a=1/2) _ 5
(T*(~a) — (—a = 1) T%(-a - 1/2))°

Y2

+

definido para —a > 2.

e Distribucién K4

Utilizando las ecuaciones (B.1) y (B.2) se calculan los coeficientes v, y <y, de la distribucién

K4 de la siguiente manera:
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siendo

B - By = L0

= B (T2 (n)T? (@) T (n+3/2)T(a+3/2)—

~3nI? (n) ol (@) T (n+1/2) T(a+1/2) — 213 (n+1/2) T3 (a + 1/2))

3/2 (/\77,)_3/2

(E(x?) - E*(X))"" = B () (a)

(nal® (n) T2 (a) - T% (n + 1/2) T? (a + 1/2))*/*

entonces

(L% (n)T? ()T (n +3/2)T (¢ +3/2) - 3n? (n) o> () T (n + 1/2) T (@ +1/2) — 20° (n + ]
(naT? (n) T2 () — T2 (n +1/2) T2 (a +1/2))?

Siendo

E(X - B(x)t = - 00

B IONI) (B @)P ()T (n+2)T(a+2)-

-4(n+1/2) (@ +1/2)T?(n)T? (&) T?(n 4+ 1/2) T? (@ + 1/2) +

+6nal? (n)T* (@) T? (n + 1/2) T? (@ + 1/2) — 3T* (n + 1/2) T* (a + 1/2))

2 (Mm)7?

(B (x?) - B*(X))" = KIOII]

(naf? (n) T2 (@) — T2 (n + 1/2) T? (@ + 1/2))?

Luego, efectuando el cociente y restando 3, nos queda el coeficiente v,. Ninguno de los dos

coeficientes depende del pardmetro 1.
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Apéndice C

Funcion Caracteristica

Definicién 54 Sea X una variable aleatoria. Una funcidn caractertstica de X es una funcion

¢ : R — C, definida por ¢ = px (t) = E (e*X)
Propiedades

L Jox @) <1 Vte R, ¢x(0)=1

2. px (t) =px (=t) =p_x ()

3. px es uniformente continua en R

4. ox, vy (t) =px (t)py (t), VI € R, si X e Y son independientes.
5. X~Y oox(t)=py(t),VteR

6. Si Y = aX + b entonces ypy (t) = ey (at)

7. Si E|X[® < oo, entonces py posee n derivadas continuas y o\ (t) = *E (Xkeit=),
Vi€ RVEk=0,1,..n

8. E(X*) = (-i)k P (0), ¥k =0,1,..,n
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Apéndice D

Funcion Generadora de Momentos

Definicién 55 Sea X una variable aleatoria. La transformada de Laplace de X es una funcidn
L :R — R, definida por L = Lx (t) = E (¢'X) y la transformada de cumulantes definida por
kx (t) =log Lx (t), para todo t € R.

Propiedades

1. Lx (0) =1y sx(0) =1

2. Lx4y (t) = Lx (t) Ly (t), Vt € R, si X eY son independientes
3. Lx (it) = px (1), tER

4. SiY =aX + b entonces Ly (t) = e®Lx (at)

5. 8i E|X|" < oo, entonces Lx posee n derivadas continuas y
LY =E (X"e‘z) ,Vt€ RVE=0,1,..,n
luego, se tiene el siguiente resultado
E(X*) =L (0),¥k=0,1,...,n

también a Lx se la llama funcién generadora de momentos.

La primera y segunda derivada de kx vienen dadas por:
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o D ® o I ® (D ®)?
Kx (t) = Lj{( (t)y kx (t) = Lﬁ (t) h <Li (t)>

en particular se tiene que:

E (X) = rx (0), Var (X) = rx (0)
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Apéndice E
Propiedades de Convergencia

En las siguientes propiedades se verén las convergencias para las distintas distribuciones involu-

cradas en este trabajo.[FMYS97], [YFS95]

1. La distribucién rafz cuadrada de Gamma converge en probabilidad hacia una constante,

es decir, T'/%(a, \) 35 812 cuando @, A » 00 y 56

2. La distribucién recfproca de la rafz cuadrada de Gamma converge en probabilidad hacia

una constante, es decir, '"1/2(a,v) i ﬂ;l/z cuando —a,y = 00y £ — [,

3. Ladistribucién rafz cuadrada de la gaussiana inversa generalizada converge en distribucién

a las siguientes distribuciones:
8) N~Y/2(a,v,)) B3 TY2(a,)) cuando v | 0y @, A >0
b) N-/2(a,v,A) 2 T~Y2(a,v) cuando A | 0y —a,y >0

4. La distribucién K 4 converge en distribucién a la rafz cuadrada de Gamma, es decir

Ka(a,\n) > B2 (n,n/B) cuando a,A » 00y § = 3

5. La distribucién G converge en distribucién a rafz cuadrada de Gamma,

G% (a,7,n) = B 12 (n,nB,) cuando —a,y — oo y 2 —f,

6. La distribucién G4 converge en distribucién a las siguientes distribuciones:

a) Ga (a,v, A\ n) £>}CA (a,A\,n) cuandoy |0y a,A >0
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b) Ga(a,v, A\ n) L4 G% (@,7,n) cuando A | 0y —a,y >0
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Apéndice F
Anexo K4

Proposicién 56 Sean X4 eY4 dos variables aleatorias independientes tales que X 4 ~ Y/ 2(o:, A)
yYy ~TY 2(n, n) con a,\n > 0, entonces la variable aleatoria producto Zs = XY, tiene

distribucion K 4 (o, A\,n) con a,A\,n > 0.

Demostracién
Si Z4 = XaYs y Xa e Y4 son variables aleatorias independientes, entonces la funcién
oo
de densidad fz, de Z4 es fz, (2) = [ fx, (5) fr. @) %dy (ver Apéndice H proposicién 64).
0

Luego como

(@) = gy 27y fr ) = oy

se tiene que:

4Aaz2a—l

o0
— n" 2(n—a)-1 -('\'z‘;+ﬂ92) _
=TT r(n)/y ety dy=
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oo

_ 4%z 2a-1 pn /y2(n—a) 1 -5(2zm)({§5 +4§;u2)dy
I'(e) T'(n)

0

haciendo el cambio de variables y = JI—/:L/t dy Jl—MLdt y substituyendo se tiene:

2(n—a)-1 oo
4)\%p20-1 pn VZ(\) 1/4 VZ (/\)1/4 t2(n—a)—le_%(2zm) (Z}I'Hz) dt
I'(e) T(n) nl/4 nl/4

llamando 2 = s, 2tdt = ds

_ 2(n—a)-1 oo
gl nn [VEWM VEN L [ ama)o1,- 3 (2evim) (b46) g
I'(e) T(n) nl/4 nl/4 2 J

y se obtiene la siguiente funcién de densidad correspondiente a una variable aleatoria con

distribucién K4

(n+ea)

4 \//\_,n Lnta—l
fz2(2) = ( r 20:) T (n) Ka-n (22\//\—71)

Propiedad 57 La distribucion K4 es unimodal y su moda es:

£1(2)= ST & (25 Kan (22v/50)) =

et 2K, (22:\/5) + :1:"+"‘13‘_’;Ka_n (2;1;\/,\—71) =

= 2472 (Ko_p (22v/30) + 24 Kan (20v30) ) =

siendo
£ Kan (22V30) = ~2Vn (Ka-ns1 (20VA0) + Kan-1 (20v0))
reemplazando

gotn=2 (Ka_,, (23;\/,\72) — 22/ m (Kc,,_,,+1 (2:5\/,\_72) + Koon_1 (23;\/5))) =

= Ka—n(22v2n)
TV Van(Ka-n+1(22Vn)+ Koo n_1(22/3n))
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Apéndice G
Estimadores

G.1 Estimacién por Momentos

Momentos de una distribucién. Condiciones para la determinacién de una distribucién por sus

momentos

Unicidad Sea F una distribucién definida en la recta real con una sucesién de momentos:

o0
Ae = / s dF(z), k=1,2,.. (G.1)
—o00
Teorema 58 La distribucion F queda unfvocamente determinada por la sucesion de momentos{ \;}

si se cumple la condicidn
®
n=1

Cada una de las siguientes condiciones es suficiente para (G.2)

(o o]
8) limsup_,c0 1( [ |2*dF(2))* =v < 00

-00
o0

b) 3 vkconverge absolutamente en un intervalo |v| < vo
k=1

Existencia
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Lemma 59 Sea X una variable aleatoria entonces,
o0

o) E[X] = [ P(IX| > t)dt, (< o)
0

b) Si E[X] < oo,entonces lim;—,o [t P(|X| 2 ¢)] =0

Corolario 60 Para cualquier variable aleatoria X ,y cualquier nimero real r > 0 valen
o0

a) E[X|" =r [t1P(|X]| > t)dt
0

b) SiE[X]" < oo,entonces limsoo [t™" P(|X| 2> ¢t)] =0

Una condicién necesaria y suficiente para que E[X]" < oo es que t"™!P(|X| > t) sea
integrable.

Momentos Muestrales

Sean X Xj ..., Xi, variables aleatorias con funcién de distribucién F. Se define el momento

de orden k de F' como

[o o]
M = / c*dF(z) = E [X{‘] k>0, (G.3)
—00
Los momentos correspondientes a la funcién de distribucién muestral F;, son estimadores

naturales de estos pardmetros, es decir, A\ puede ser estimado por

S n
ak = / z*dFy(z) = %ZX}‘, k=1,2,.. (G.4)
“o i=1

Estos estimadores son consistentes en el sentido usual y su distribucién conjunta es asin-
téticamente una distribucién normal multivariada.

Los estimadores a; son la media de variables aleatorias independientes e identicamente
distribufdas, con media Ay y varianza Ag — ,\ﬁ.

Por la ley fuerte de los grandes nimeros se tiene el siguiente

Teorema 61 Sean ai y A\ definidos como en (G.8) y (G.4) respectivamente, entonces
a) ak A Ak (wpl es la convergencia con probabilidad 1)

b) Elax] = M
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Y]
¢) Var [ax] = 2222k

El item a) implica la consistencia fuerte y b) y c) juntos la consistencia en media cuadrética.

G.2 Estimacién por el método de Mdxima Verosimilitud

Sean X, ...X) variables aleatorias independientes e idénticamente distribufdas con funcién de
distribucién Fy que pertenece a la familia

F = {Fy,0 € O} y supongamos que las distribuciones Fy poseen funciones de densidad
f(z;6), © € R™.

la funcién de verosimilitud de la muestra X, ..., Xk se define como
k
L(6; Xy, ..., Xi) = ] £ (Xi;6)
i=1

donde la densidad conjunta de las observaciones es tratada como funcién de 6.
El estimador de maxima verosimilitud (MV) de 6 es un valor 8 que maximiza L en 6. De
manera equivalente, se considera la funcién logL para maximizarla por ser més conveniente para

los calculos. Entonces el estimador @ es la solucién del sistema de ecuaciones de verosimilitud:

Olog L

T =0,parai=1,...,7n
90; |o—p P

y confirmando que § maximiza L.

G.3 Estadisticos de Orden

Sean Xj,...,X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribufdas con funcién
de distribucién F. Consideremos los valores muestrales ordenados X, <X,<...2X,,,
entonces el vector X = (X,,,X,,,---,X,,) se llama estadfstico de orden de la muestra.

La distribucién del estadfstico de orden k, X, se puede hallar:

n

PXu < 2) = 3 (HIF@IL - F@)

i=1

224



G.4 Criterios de Comparacién
— 2
Definicién 62 Error cuadrdtico medio mse = ('07 - a) + var(a@).

Para comparar estimadores, incluyendo a los estimadores sesgados, un criterio muy 1til es
el criterio del error cuadrético medio, que se define como el valor esperado del cuadrado de
la desviacién entre el valor estimado y el pardmetro y lo denotaremos mse. Luego, (tomemos
a = @)tenemos que mse = E (5 - 0) 2] y se prueba que esta cantidad es igual a la varianza

més el sesgo al cuadrado, como se puede ver en en el siguiente célculo:

5|(#-9)| - [{(2- @) - (2®-0)}'] =

= E [(@ - E(?))z] +E [(E(’o‘) - 9)2] +2 (E(?i) - 0) E [(@ - E(@))] -

= Var(f) + (sesgo)*

ya que E [(@ - E(@))] = E[6) - E[E[]) = E[6) - Ef) = 0

Definicién 63 Consistencia

El criterio de consistencia involucra el comportamiento del estimador cuando el tamario de la
muestra crece indefinidamente. Es decir decimos que un estimador 9 es consistente si para

cualquier € pequerio, la probabilidad de que el valor absoluto de la desviacién entre 9 y 0 sea

menor que € tiende a 1 cuando n tiende a infinito, o sea:

Pr{|§—0| <e} — 1 cuando n — 00
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Apéndice H
Simulaciéon

Proposicién 64 Sean X, Y y Z variables aleatorias tales que, X eY son independientes y Z
es una funcién de X e Y. Entonces la funcién de densidad de Z viene dada por:

z 1
fz= fx(a)f}'(y)a

Demostracién
Sea Z = XY, consideremos la variable aleatoria condicional W = Z/Y = y para cada valor y
en el espacio muestral. La funcién de distribucién acumulada de W es, para cada valor ¥ :

Fy(w) = Pr(W < w) = Pr(y.X <w) =Pr(X < %) = Fx(%)
luego, la funcién de densidad de W viene dada por:
fwtw) = x(2):
= fx{—)—
vy
Consideremos la distribucién conjunta (Z,Y) cuya densidad es:

fzy(2,9) = fw(2)fr(y)
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entonces la funcién de densidad de Z viene dada por:

f2(2) = / fav(z,y)dy = / Fw(2) fr (w)dy = / fz(%)%fv(y)dy

Proposicién 65 Sean X) y X2 dos variables aleatorias independientes tales que X1 ~ I'(a1,1)
Yy X2 ~ T (ag,1), entonces las variables aleatorias Y; = X%—?X; y Y2 = Xj + X2 son independi-
entes y cumplen que Y1 ~ B(a1,a2) y Yo ~T (a1 + az,1). (B es la distribucion Beta)

Proposicién 66 Sean X y Y dos variables aleatorias independientes tales que X ~ T (a,1)
yY ~ B(B,6-a), con 0 < a < (3, entonces XY y X (1 —Y) son variables aleatorias con
distribucion T (8,1) y ' (B — o, 1) respectivamente.

Proposicién 67 Si X ~ I'(a, () entonces kX ~T (a,kf).

Proposicién 68 Si (Uy,...,Ux) son variables independientes e idénticamente distributdas con
k
distribucion U (0,1) ysia =k e N- {0} y B=1 entonces Z= —1In <H U,-) es una variable
i=1
aleatoria con distribucién T (k, 1)

Demostracién
Por induccién en &
Para k = 1si U ~U(0,1) entonces Z = —1nU , la funcién de densidad es fz (z) = e~ con
z > 0, luego es cierto para k = 1 que Z ~ I (1,1) . Supongamos cierto para k y probemos para
kE+1.
Llamemos X = —In(U;) yY = —In <H U,), por la hipétesis inductiva se tiene que Y ~
[ (k,1) y que la funcién de densidad de X es fx (z) = e~, entonces llamemos
Z=-In <H U,-) =X +Y y teniendo en cuentaque 0 < e ? <1

fz(2)= [ fx(z—y) fy ) dy = fe"””—(l-‘)'—"dy = T;fy 'dy = Fr% = fey luego se
tiene que Z ~ T'(k +1,1).

Proposicién 69 SiY ~T(a+1,1) yU ~U(0,1) y & <1 entonces YUY* ~ T (a,1)

Demostracién

Si Y ~ I'(e+1,1) entonces su funcién de densidad es fy (y) = ll/Ta_+ﬁ ysiU ~ U(0,1)
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entonces la variable aleatoria X = —InU tiene distribucién exponencial con pardmetro 1 y su
funcién de densidad es fx (z) = e~%. Considereremos la variable aleatoriaW = U'/* entonces
su funcién de densidad es fw (w) = fy (w®).aw*"! como 0 < w* < 1 entonces fi (w) =.cw™"!
y por hipétesis @ < 1 luego 0 <.cw®*~! < 1. Si lamamos Z = YU'/® entonces su densidad
es fz(z) = _:[ofw (5) fr @) %dy estd definida para 0 < £ < 1 luego 0 < z < y entonces

00 a-1 o 4 1 a1 ¥ _ a-1 _ .
obtenemos fz (2) = _z[a (%) oW = TG _zfe Vdy = ffmye™” que es la densidad
de una variable con distribucién I' (a, 1) .

H.0.1 Sobre desigualdades de la funcién gamma

Puede consultarse la bibliograffa [Gau59], [Wat59), [Laf84] y [Pal97).
Se probé que:

1 _T(k+X) _ 1
E+DI2 “Tk+1) kA

con0<A<lyk=1,23,..

k T(k+)) _ 1
G+ < TR X

En particular, se mostrd, para A = 1/2y Vreal k > 1, que vale la siguiente desigualdad:

I'(k+1/2) 1
Lk+1) ~ (k+4/n-1)?

O sea

T'(k+1/2) S k
(k) (k +4/m — 1)}/

En [Laf84] se demostrd la siguiente situacién m4s general:

T'(k+ A)
T(k+1)

T(k+ )

<k+p 'y Tk+1)

> (k + B)*!

donde B y A son pardmetros positivos y k real positivo.
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