
Di r ecci ó n:      Biblioteca Central Dr. Luis F. Leloir, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires. 
Intendente Güiraldes 2160 - C1428EGA - Tel. (++54 +11) 4789-9293

Co nta cto :     digital@bl.fcen.uba.ar

Tesis de Posgrado

Estimadores robustos y eficientes
para el modelo de Regresión Lineal

Gervini, Daniel

1999

Tesis presentada para obtener el grado de Doctor en Ciencias
Matemáticas de la Universidad de Buenos Aires

Este documento forma parte de la colección de tesis doctorales y de maestría de la Biblioteca
Central Dr. Luis Federico Leloir, disponible en digital.bl.fcen.uba.ar. Su utilización debe ser
acompañada por la cita bibliográfica con reconocimiento de la fuente.

This document is part of the doctoral theses collection of the Central Library Dr. Luis Federico
Leloir, available in digital.bl.fcen.uba.ar. It should be used accompanied by the corresponding
citation acknowledging the source.

Cita tipo APA:
Gervini, Daniel. (1999). Estimadores robustos y eficientes para el modelo de Regresión Lineal.
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_3163_Gervini.pdf

Cita tipo Chicago:
Gervini, Daniel. "Estimadores robustos y eficientes para el modelo de Regresión Lineal". Tesis de
Doctor. Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires. 1999.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_3163_Gervini.pdf

http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_3163_Gervini.pdf
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_3163_Gervini.pdf
mailto:digital@bl.fcen.uba.ar


IIIIÍWI'SÍIIRII¡le BIIBIIIISAires

Facultad [IGBÍGIIGÍaSExactas I Naturales

FBEyN BIBLIÜÏEEi

Estimadores robustos y eficientes para el modelo de
Regresión Lineal

Autor: Lic. Daniel Gervini
Director: Dr. Víctor J. Yohai

Lugar de trabajo: Depto. de Matemática, Fac. de Cs. Exactas
Naturales, UBA

Tesis presentada para optar por el títqu de Doctor de la Universidad
de Buenos Aires

1999



V

RESUMEN
Estimadores robustos y eficientes para el modelo de Regresión Lineal

En esta Tesis presentamos una nueva clase de estimadores (que llamaremos
REWLS) para el modelo de Regresión Lineal. Son estimadores de mínimos
cuadrados pesados, con pesos que se calculan de manera adaptiva a partir de
la distribución empírica de los residuos de un estimador robusto inicial. Se de­
muestra que el punto de ruptura de los REWLS no es menor que el del estimador
inicial, de modo que pueden alcanzar el punto de ruptura máximo 1/2. Para el
caso particular del estimador de mínima mediana de cuadrados (LMS) como esti­
mador inicial y pesos “hard rejection”, se muestra numéricamente que los sesgos
máximos del REWLS para contaminaciones puntuales son prácticamente iguales
los del LMS. Pero además, y esto constituye el aporte original de la Tesis, se
demuestra que bajo el modelo los REWLS son asintóticamente equivalentes al
estimador de mínimos cuadrados y entonca alcanzan la máxima eficiencia asin­
tótica para el modelo de errores normales En conclusión, los estimadores que
proponemos logran alcanzar la máxima eficiencia asintótica bajo el modelo sin
afectar las cualidades de robustez del estimador inicial.

PALABRASCLAVE:Robustez; Regresión Lineal; Estimación eficiente; Mínimos
Cuadrados Pesados.

ABSTRACT
Robust and efficient estimators for the Linear Regression model

In this Thesis we introduce a new class of estimators (that we will call REWLS)
for the Linear Regession model. They are weighted least squares estimators, with
weights adaptively computed from the empírica] distribution of the residuals of
some initial robust estimator. It is shown that the breakdown point of the REWLS
is not smaller than the breakdown point of the initial estimator, so that they can
attain the maximum 1/2 breakdown point. For the particular case of the least
median of squares (LMS) as the initial estirnator and hard rejection weights, it is
shown that the maximum biases of the REWLS for pointmass contaminations are
practically equal to those of the LMS. Moreover —andthis is the original contribu­
tion of this Thesis- it is shown that the REWLS are asymptotically equivalent to
the least squares estimator under the model and hence they attain the maximum
asymptotic efficiency for the normal error model. To summarize, the estimators
we propose attain the maximum asymptotic efficiency under the model with no
damage to the robust qualities of the initial estimator.

KEY WORDS: Robustness; Linear Regession; Efficient estimation; Weighted
Least Squares.
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’1. Introducción

En esta Tesis estudiaremos el problema de estimación puntual en el modelo de Re­
gresión Lineal. En este modelo se tiene una muestra aleatoria (x1, yl) , . . . , (xn, y")
donde cada x,-es un vector con p variables explicativas e yi es la correspondiente
variable de respuesta, relacionada con x,-mediante la fórmula

)

yi= 'i‘ui,
donde 0 E RP es el parámetro desconocido que se desea estimar. Los errores
{ui} son variables aleatorias i.i.d. no observables, con distribución Fo /0) des­
conocida. El parámetro de escala a > 0 también será desconocido pero lo con­
sideraremos un parametro de ruido, centrándonos en la estimación de 6. A la
distribuciónde los errores absolutos la llamaremosFJ /a). Las variables
explicativas {xi} se suponen no aleatorias; en caso de que fueran una muestra de
una distribución Go en IR”,supondremos que son estocásticamente independientes
de los errores y todos los resultados asintóticos dados en la Sección4 serán
válidos (usando un argumento condicional).

En lo que sigue haremos las siguientes suposiciones acerca del modelo:

A1. F0 es continua, estrictamente creciente y simétrica alrededor de cero.

A2. Sea X la matriz de diseño con filas x’1,... pd" y llamemos En = (X’X)
Entonces En es definida positiva y además la secuencia de los menores au­
tovalores de En no tiende a cero.

En el problema de estimación así planteado, es sabido que el estimador de
mínimos cuadrados (EMC) de 6 es el de máxima verosimilitud para Fo = <1),la
distribución normal estándar, y por lo tanto alcanza la mínima varianza asintótica.
Teniendo esta propiedad de optimalidad y siendo quizá.el más fácil de calcular, no
es de extrañar que el EMC sea el estimador más utilizado en las aplicaciones del
modelo lineal. Sin embargo, esta propiedad de optimalidad se ve empañada por la
extrema sensibilidad que muestra el EMC ante la presencia de datos atípicos. De
hecho, solamente una observación colocada suficientemente lejos del resto de los
datos puede llevar al EMC más allá de cualquier cota, sin importar cuán grande
sea el tamaño muestral n. Por lo tanto, dado que en la práctica ningún conjunto
de datos se ajusta perfectamente a un modelo teórico, esta falta de estabilidad
del EMC es un problema serio y deben buscarse estimadores alternativos. Estos
estimadores deberían ser estables ante la presencia de outliers y a la vez eficientes
para datos que se ajusten al modelo.

i primer estimador equivariante capaz de tolerar hasta la mitad de obser­
vaciones atípicas en la muestra sin irse a infinito (i.e., en alcanzar el pimto de
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ruptura máximo de 1/2) fue el “least medían of squares” (LMS) y fue propuesto
por Rousseeuw (1984). Lamentablemente el LMS tiene una grave desventaja:
su orden de convergencia bajo el modelo es n’l/3 (ver Davies,1990), por lo que
su eficiencia relativa al EMC es 0. Para obtener un estimador más eficiente,
Rousseeuw y Leroy (1987) sugieren calcular un estimador de mínimos cuadrados
pesados (EMCP) a partir del LMS. Su propuesta consiste en hallar primero el
LMS y después calcular el EMC con aquellos datos cuyos residuos absolutos es­
tandarizados sea menor que cierta constante, por ejemplo 2.5 si se supone que
los errores son normales. Así se obtiene un estimador más eficiente, aunque He
y Portnoy (1992) mostraron que el orden de convergencia de este EMCP es aun
n‘l/s.

Los primeros estimadores que alcanzaron el máximo punto de ruptura junto
con el orden de convergencia usual de n’l/2 fueron los S-estimadores, propuestos
por Rousseeuw y Yohai (1984). Sin embargo, estos estimadores no pueden al­
canzar simultáneamente un alto punto de ruptura y una alta eficienciaasintótica
bajo el modelo. Los primeros estimadores en lograr ambas cosas fueron los MM­
estimadores (Yohai, 1987) seguidos por los T-estimadores (Yohai y Zamar, 1988).
Es importante mencionar, sin embargo, que estos estimadores nunca alcanzan la
máxima. eficiencia asintótica bajo el modelo.

El aporte original de esta Tesis consiste, justamente, en presentar una clase
de estimadores que no sólo alcanzan el punto de ruptura máximo sino también la
máxima eficiencia.asintótica bajo el modelo. Estos estimadores son en realidad
EMCP y por lo tanto los denominaremos REWLS (Robust and Efficient Weighted
Least Squares).

2. Definición del estimador REWLS

Dados dos estimadores robustos iniciales, Ten de 6 y sn de 0‘, consideremos los
residuos estandarizados

Ti = (Eli_ xiTOn) /3n- (2.1)

Cuando una observación (xhyi) tenga un valor |13| muy “grande”, es natural
sospechar que pueda ser un outlier y por lo tanto debe darsele un peso menor
que a los demás datos o bien eliminarsela completamente. Si Fo = <I>,un valor
“grande” podría ser 2.5, por ejemplo. Con esto en mente, Rousseeuw y Leroy
(1987) definen los pesos

w. _ 1 Si ITil<
1 _ 0 si |73| 2 2.5

y luego calculan el EMCP T1" = (X’WX)_1 X'WY, donde W = diag(w1, . . . ,wn)
eY= (y1,--.,yn)’.

I.



Aunque este estimador mejora la eficiencia asintótica del estimador inicial, es
intuitivamente claro que no puede alcanzar la máxima eficienciarelativa, ya que la
probabilidad de que 1mresiduo absoluto sea mayor que 2.5 (o que cualquier otra
constante) es pequeña pero no es cero; por lo tanto para n grande igual se descar­
tarían algunas observaciones aunque no hubiera outliers en la muestra. De hecho,
si Tan es el LMS entonces Tln sigue teniendo el mismo orden de convergencia
n’l/s, aunque la varianza asintótica sea menor.

Nuestra propuesta es similar a la de Rousseeuw, pero la diferencia fundamen­
tal radica en que usamos un valor de corte adapti'vo y no fijo. Para calcularlo,
definimos primero la función de distribución empírica de los residuos absolutos,

F:(t)=%}:1l(lnlst)­

Cuando los datos se ajustan al modelo (1.1), F: converge uniformemente a F0+
cuando n -> oo. Por lo tanto, para detectar outliers podríamos comparar F:
con FO+(si la conociéramos). Un valor F: (t) < FJ (t) estaría indicando que la
proporción de residuos cuyo valor absoluto excede t es mayor que la proporción
teórica bajo el modelo, lo que podría deberse a la presencia de datos atípicos.
Entonces podríamos estimar la proporción de outliers en la muestra mediante
sup¿20{max {FJ (t) —F: (t) ,0}} . Sin embargo, en la práctica la distribución
de los errores F0 va a ser desconocida, por lo que vamos a tener que usar alguna
distribución hipotética F. En la práctica se utilizará. F = CI),aunque en realidad
lo que se requerirá. de F es que cumpla:

F1. La función de distribución F es continua, simétrica y con varianza finita.

Entonces, como medida de la proporción de outliers en la muestra definimos

dn = {max{F‘l (t) —F: (t) ,0}} (2.2)

con F+ (t) = 2F (t) —1. Si llamamos Mm 5 5 |r|(n) a los residuos absolutos
ordenados, entonces

dn= {max{F+(wm)—.
Ahora debemos darle un peso menor (o eliminar) las Lndnj observaciones con

los residuos absolutos más grandes. De manera que un posible valor de corte sería

í" = min {t : F: (t) 2 1 —du} = |r|¿n_lndnj) . (2.3)
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Sin embargo, estudios mediante simulación mostraron que dn suele ser relativa­
mente grande para n chico, aunque no haya outliers. Por lo tanto, para obtener
una alta eficiencia para muestras chicas definiremos como valor de corte

tn = max {ímn} , (2.4)

donde 1;es el p-ésimo cuantil de F + para algún p cerca de uno. Si bien al aumentar
el valor de corte de ata manera podríamos estar dejando en la muestra alg'tmos
outliers, los outliers más extremos (que son los que afectan seriamente al estimador
bajo el modelo de errores normales) serán eliminados de todos modos.

Los pesos asignados a las observaciones tendrán la forma w,-= w (ri/tn) , donde
la función w satisface:

Wl. La función de peso w es no negativa, simétrica alrededor de cero, con­
tinua a derecha y no creciente para u 2 0, w (0) = 1 y w(u) = 0 para
|u| Z 1.

Una vez calculados los pesos, definimos el REWLS como T1n = (X’WX )'1 X’WY.
Eligiendo n = 2.5 en (2.4) obtendremos un estimador que es por lo menos tan efi­
ciente como el EMCP de Rousseeuw y Leroy para muestras chicas.

Notemos que a partir de Wl se deduce que w,-= 0 si |11| 2 tn, de modo que
las observaciones con residuos muy grandes son completamente eliminadas. Esto
hace que el REWLS sea robusto. Por otro lado, |13|/tn —>0 cuando tn —>oo, y
como w,-(0) = 1 ninguna observación será eliminada asintóticamente. Esto hace
que bajo el modelo el REWLS tenga eficiencia asintótica 1 rapecto al EMC.

3. Robustez del REWLS

En esta sección estudiaremos el comportamiento del REWLS cuando los datos no
se ajustan al modelo (1.1) con exactitud. Para eso supondremos que x1, . . . ,xn
es una muestra aleatoria de cierta distribución Go en IR”tal que

A2’. Go tiene segundos momentos finitos y 2 = EGO{xx’} es definida positiva.

Llamaremos H0 a la distribución conjunta de (x._-,yi) cuando se cumple (1.1),
ui N Fo (-/a) y xi N Go. Dado E E [0,0.5) , consideremos el entorno de Ho dado
por

He = {H : H = (1- e) Ho + EH" y H“ es una distribución en RMI}. (3.1)

Aunque H6 no es estrictamente un entorno en el sentido topológ'icodel término,
nos permite una interpretación intuitiva muy útil para nuestro problema: una



distribución H E H6 genera datos que con probabilidad 1—e se ajustan al modelo
(1.1) y con probabilidad e son outliers. Por eso tomaremos siempree < 0.5 en
(3.1), ya que la mayoría de los datos debe provenir de la distribución Ho para que
el término “outlier” tenga sentido.

Los estimadores de 0 que vamos a considerar en esta Tesis pueden escribirse
como T (Hn) , donde Hn es la función de distribución empírica de la muestra
y T es un funcional definido sobre (un subconjunto de) el espacio de las fun­
ciones de distribución sobre RP“. Supondremos que T es consistente Fisher y
equivariante. Consistente Fisher significa que T (Ho) = 9, o sea que T (Hu) es
asintóticamente insesgado bajo el modelo (1.1) si T es continua. La equivarian­
cia que se pide en el contexto de regresión lineal es que si (x, y) satisface (1.1)
y se definen y‘ = (y+x’b)/a y x“ = C’x, con a 7€ 0, b E RP y C E RP“?
"no singular, entonces llamando H‘ a la distribución de (x*,y“) se tiene que
T (H’) = (1’1C_1{T (Ho) + b} . Este requerimiento de equivariancia es muy na.­
tural, ya que (x’,y’) satisface (1.1) con 0’ = a-IC-1 (0 + b). Al estimador de
escala asociado, S (Hn) , se le pedirá que sea consistente Fisher, equivariante por
cambio de escala e invariante por traslaciones.

Como en general T (H) 7É0 para H 7€Ho, nos enfrentaremos al problema del
sesgo cuando estemos muestreando de una distribución en 'HEcon E > 0. El sesgo
asintótico de T en H se puede definir como

bi (T,H) = {(T (H) —0)’ A (Go) (T (H) —0)}“2

para un funcional A (G0) que sea equivariante por transformaciones afines. Tomare­
mos A (G0) = EGO{xx’} y entoncm, dado que nosotros consideramos solamente
estimadores equivariantes, a los efectos de estudiar el sesgo asintótico podemos
suponer que X)= I y 0 = 0, de modo que bA(T, H) = IIT . También supon­
dremos, para simplificar, que a = 1.

Para estudiar la resistencia de un estimador T frente a las desviaciones del
modelo permitidas en el entorno H,s consideraremos el mayor sesgo posible de
T (H) sobre HE. Con ese fin definimos la función de sesgo máximo

BT(e)= sup : H GHe}. (3.2)

Un estimador se dirá robusto cuando lim¿\o BT (e) = 0, lo que implicará que
T (H) se mantenga acotado sobre todo el entorno He para algún e > 0. Sin em­
bargo, cualquier estimador equivariante explotará. para. 6 suficientemente grande.
Definimos entonces el punto de ruptura asintótico

5.}=inf{s:BT(e) =oo},

que será. la menor proporción de outliers que el estimador no puede aguantar. He
y Simpson (1993) probaron que 6.} S 0.5 para cualquier estimador equivariante.

6



Hallemos ahora la forma funcional del REWLS para una distribución H G H6
con e < 6.}0.Dados los estimadores iniciales To (H) y S (H) de 9 y 0 respectiva­
mente, el residuo estandarizado es

TH(XJJ)= (y -X'To(H))/S(H)

y la función de distribución del residuo estandarizado absoluto será

FH' (t) = PH {ITH(x,y)| S t}­

Entonces las formas funcionales correspondientes a (2.2), (2.3) y (2.4) son

(¿la = ‘=‘»11Pz>0{n'13'x{F+(t) - FJ (t) ,0}}
tu = min_{t:F¡Ï(t)21—dH}
tH = max {Ïmn} .

(3.3)

Los pesos tienen la forma wH (x,y) = w (TH(x,y) /tH) para una. función w que
satisface Wl.

Entonces la forma funcional del REWLS será

T1 (H) = argmgn EH {wH (x,y) (y —m2} . (3.4)

Obséwese que si definimos

7 (H) = arg Irun HH {tu}; (x, y) (y —x’To (H) —x’t)2} (3.5)

se tendrá. que
T1(H) = T0(H) +7(H)­

En el Apéndice A se demuestra que EH {wH (x,y) (y —x’To(H))2} es finita
para cualquier H E H6 con e < 53.0 (ver la desigualdad (A.3)). Además, si
EH {wH(x, y) < oo del Lema.A.1 del Apéndice A se deduce que EH {wH(x, y) xx’} “
es inversible y entonces se tiene la expresión explícita

7 (H) = [EH{wn(x,y)x>d}1‘1EH {wH(x, y) x (y —x'To (H))}. (3.6)

Para obtener una expresiónexplícitade '7 (H) cuandoEH {wn (x,y) = oo,
se procede de manera similar a la de Simpson y Yohai (1998, pág. 1155). Sea

1: (H) = {v e RP : EH [wn (x,y) MVP] < oo} (3.7)

que es un subespacio vectorial de IR”. Llamamos pl a. la. dimensión de C (H) .
Cuando pl = 0, se tiene que

En {wn (m) (y - x'To (H) —x'tf} = oo si t a4o

7



y entonces7(H) = 0, es decir T1 (H) = To Cuando p] > 0, tomarnos
una matriz F1 cuyas pl columnas formen una base ortogonal de L (H) y una
matriz F2 cuyas pz = p —pl columnas formen una base ortogonal de L (H )‘L. Sea
1"= [F1F2], que es una matriz ortogonal de p Xp. Definimos z = va y llamamos
H ‘ a la.distribución de (z, y) . Por equivariancia se tiene que T0 (H *) = F’To (H)
y que w”. (z,y) = wH(x,y). Entonces

EH {10H(Xd!) (y —x'To (H) _ x'tf} = EH‘ {wH‘ (2,3!) (y —z[To (H') _ ZTItf}

de modo que si

7 (H‘) = arg mgnEH. {wH- (z,y) (y —z’To (H‘) —z’s)2}

se tendrá. que 'y (H) = P7 (H‘) y en consecuencia T1 (H) = To (H) + F7 (H’) .
Ahora bien, si llamamos zl al vector de las primeras pl coordenadas de z y 22 al
de las pg coordenadas restantes, y hacemos lo mismo con el vector s, se tiene que

EH' {wH‘ (2,31) “21"2} <' 0°

EH- {wu- (z,y) |s’222I2} = oo V52740.

Por lo tanto

E". {w17- (z,y) (y —z’To (H‘) —z’s)2} = oo si 827€0

así que tiene que ser

7(H‘) = (71(0)?) ]
donde

71(H‘) = argng-¿n {wu- (2,21)(y—z'To (Ir) —zlslf}.

Si llamarnos [EH- {wm (z, y) zlz’1}]_auna pseudoinversa de EH. {wm (z, y)z1z’¡},
se tendrá la.expresión explícita

71(H') = [EI-r {wH- (2,31)212,1}1-EH {wH- (2,31)zl (y —leo (H'))}

[EH {wii (x41) FÉXXTIH- EH {wH(x,y)Ï"1x(y - x'To (H))}

yserá.
T1(H)=To(H)+'ï(H)=To(H)+I‘m(H’). (3-8)



De todas maneras, por definición T1 (H) cumple que

2 / 2

EH {wa (m) (y —KT] (H)) } s EH {wH (m) (y - x To <H>>} (3.9)

y es esta desigualdad lo que se usa en la demostración del Teorema 3.1, no las
expresiones explícitas del funcional.

Del Teorema 3.1 se deduce inmediatamente que el punto de ruptura del REWLS
no es menor que el del estimador inicial. Esto muestra que, al menos desde el punto
de vista del punto de ruptura, el ECMP que proponemos no empeora las cuali­
dades de robustez del estimador inicial. El Teorema 3.2 muestra que el REWLS es
robusto cuando F = Fo. La demostración de ambos teoremas se da en el Apéndice
A. Para estos resultados necesitaremos algunas suposiciones:

Bl.‘ El estimador inicial es robusto, es decir lim¿\0 BTD(e) = 0.

B2. El estimador inicial de escala es robusto, con punto de ruptura no menor
que el de To. Es decir, para e < afro existen 01(6) > 0 y 02 (e) < oo tales
que 01(5) S S(H) S 02(6) para todo H E H6, 01(6) S a 5 02(e) y
lim¿\o al (e) = lim¿\o 02 (e) = (r. '

Teorema 3.1. Si se cumplen F1, A1, A2’, Bl, BZ y Wl, entonces existe una
constantefinitaK = K (5,Ho)tal queHT](H) —T0 S K para todaH E H6
con s < 671.0.

Teorema 3.2. Si se cumplen F1, A1, AZ’, 131,B2, Wl, y Fo tiene densidad fo
acotada, entonces para e] caso F = F0 se tendrá que lim¿\o BTl (e) = O.

Además de conocer la resistencia de un estimador frente a una gran propor­
ción de outliers, cosa que describe el punto de ruptura, es importante estudiar el
comportamiento del estimador cuando e N O.Una herramienta útil en este sentido
es la función de influencia. Dado (x, y) e RP“ y 60W)la distribución concentrada
en ese punto, la función de influencia de T evaluada en (x, y) se define como

_ 1

IFT (x,y) =¿1\1:r(1lE [T ((1 —e) Ho + 56(x_y)) —6] .

Mientras que la función de sesgo máximo mide el peor efecto que una proporción
fija de outliers puede tener en el estimador, la función de influencia describe el
efecto de una proporción infinitesimal de outliers fijos en un punto. El libro de
Hampel et al. (1986) desarrolla una teoría de la robustez basada en la función
de influencia y centra su atención en atimadores con influencia acotada. Cabe



señalar que, bajo ciertas condiciones de regularidad, los estimadores son asintóti­
camente normales bajo el modelo y la matriz de covarianza asintótica está. dada
por EHO{IFTIF'T} .

El siguiente teorema da la función de influencia del REWLS. Primero, re­
queriremos que la función de peso w sea suave:

W2. w es continuamentederivable.

Sean
d" = suptzo {max {17+(t) - Fo+(t) ,0}}
t" = (14},+)’1 (1 — (1*) (3.10)
t" = max{t_",77}.

Teorema 3.3. Si A1, A2’, Bl, BZ, W1 y W2 se satisfacen, entonces la función
de influencia de] REWLS es

IPT}(m) = {w (y “ fa) z-lx (y—x'e) - ha(t') IFT°(x,y)}/h1(t')o-tll

(3.11)
donde IFTo es 1afunción de influencia del estimador inicial y

h] (t’) = fw(u/t‘)dFo(u)
hg(t’) = fw’ (u/t")(u/t") dFo

Notemos que si F + es estocásticamente mayor o igual que F0+se tendrá. que
t’ = oo, y entonces la función de influencia del REWLS coincidirá con la del EMC.
Así que tenemos razones para pensar que si usamos F = <1),el REWLS alcanzará
la máxima eficiencia asintótica para el modelo de errores normales. En la Sección
4 se demuestra esto rigurosamente.

Para tener una descripción más completa de las cualidades de robustez del
REWLS necesitaríamos poder calcular la función de sesgo máximo para todo 6
entre 0 y 6;“. Para algunos (stimadores esto es posible (ver por ejemplo Martin et
al., 1989). Lamentablemente, no pudimos hacerlo para el.REWLS. Sin embargo,
para el caso del LMS como estimador inicial se puede calcular (numéricamente)
la función de sesgo máximo para contarninaciones puntuales. De esto se habla en
la siguiente sección.

3.1. El LMS como estimador inicial

En esta sección analizamos más detenidamente el caso en que To es el LMS. Este
caso es particularmente importante dado que el sesgo máximo del LMS está muy
cerca del mínimo posible dentro de la clase de estimadores “residual admissible”
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e REWLS LMS
0.01 0.225 0.220
0.05 0.542 0.528
0.10 0.849 0.827
0.15 1.173 1.140
0.20 1.563 1.515

Table 3.1: Sesgos máximos para contarninaciones puntuales

(ver Yohai y Zamar, 1993). Además el LMS es quizá el estimador robusto de
regresión más popularmente usado en la práctica y es muy posible que quienes
hayan de utilizar el REWLS empleen el LMS como estimador inicial.

Como ya dijimos, no nos fue posible calcular la función de sesgo máximo del
REWLS. En su lugar, nos restringimos a un entorno más pequeño de Hodonde sólo
se permiten contaminaciones puntuales, y definimos la función de sesgo máximo
puntual _

3.} (e) = sup((1— E)Ho+ 662)": z e 1127”}. (3.12)

Para el LMS la función de sesgo máximo y la de sesgo máximo puntual coinciden.
Esto se demuestra en Martin et al. (1989), donde además se da la expresión ex­
plícita de BLMS(e) . Como Ho tomamos la distribución NP“ (0,1) . En el Apéndice
C se explica detalladamente cómo se puede calcular 3.12para el REWLS, tomando
F = (I),17= 2.5 y w = ll < 1). Algunos valores de BREWLS(e) se muestran
en la Tabla 3.1.

Como podemos observar en la Tabla 3.1, el sesgo máximo puntual del REWLS
es apenas mayor que el del LMS. También calculamos los sesgos máximos del
estimador'a un paso de Rousseeuw con constante de corte 2.5, pero coinciden con
los del REWLS y por eso no se incluyen en la tabla.

En conclusión, vemos que el REWLS sacrifica muy poco de la robustez del
LMS, y esta pérdida se ve ampliamente compensada por la ganancia en eficiencia,
según se muestra en la siguiente sección.

4. Distribución asintótica del REWLS

Como se dijo en la Introducción, la contribución original de esta Tesis consiste en
un estimador robusto que además de alcanzar el punto de ruptura máximo (cosa
que se enunció en la Sección 3), sea asintóticamente equivalente al EMC bajo el
modelo central y por lo tanto tenga la máxima eficiencia asintótica en el modelo
de errores normales. Esto es lo que veremos ahora.

En primer lugar, probaremos que la proporción de outliers mtimada dn, definida
en (2.2), tiende a cero cuando la distribución hipotética F + es estocásticamente

11



mayor o igual que la distribución verdadera FJ . En tal caso, la constante de corte
tn tiende a infinito, de manera que asintóticamente no se elimina ninguna obser­
vación. El Lema siguiente es en realidad más general, ya que muestra que dn y 13-"
tienen límite aunque F 4' sea estoeásticamente menor que FJ . No obstante, ten­
gamos presente que el caso que más nos interesa es cuando Fo = <I>,pues es sólo
ahí donde el EMC alcanza la máxima eficiencia asintótica y por lo tanto también
la alcanzará el REWLS si se usa F = (I),como veremos.

Antes del Lema, agregaremos algunas suposiciones acerca del diseño y de los
estimadores iniciales:

A3. Para todo 6 > 0, existe un K tal que

1

limsup;2]l(||x1'||> K) < e.
n

i=l

A4. Los estimadores iniciales son débilmente consistentes, es decir, lim To" = 0
y lim sn = a en probabilidad.

Los S-estimadores, y en particular el LMS, cumplen A4 bajo condiciones muy
generales. Ver el Teorema 3 de Davies (1990) para más detalles.

Lema 4.1. Sean dn y fu dados por (2.2) y (2.3), yd" y t_"definidos en (3.10). Si
se cumplen A1, A3 y A4 y [folooes finita, entonces F: —Fó"|°o = op(1), lo que
implica que cin -> d" y ïn —>t‘ en probabilidad.

Cabe aclarar que la norma de funciones utilizada en el lema previo y en lo que
sigue será la norma del supremo.

Cuando el estimador inicial sea el LMS, necesitaremos un resultado más fuerte,
para el cual a su vez necesitamos las siguientes suposiciones:

A5. Para todo e > 0, existe un K tal que

1 " 2
l' - ,- ll ,- K .
línjïp n IIXII (le II> )< 5

A6. Los estimadores iniciales satisfacen "Ton - 9” = 0,,(1777) y lsn —0| =
0,, (n‘T) oon 'r > 1/4.

Lema 4.2. Bajo los supuestos A1, A5 y A6, suponiendo además que la den­
sidad fo a derivable y que Ifoloo, Ifólooy qufó (unao son finitas, se tiene que
F; —F5100= 0,,(n-1/2) .

12



El LMS cumple A6 bajo condiciones muy generales. De hecho, los Teoremas 4
y 5 del paper de Davies'(1990) muestran que IITOn—ÜII = O¡D(n‘1/3) y Is,1—0| =
Op (1771/2). La condición sobre el diseño que Davies llama D1 se deduce de nuestra
condición A5. Las otras condiciones con respecto a fo (tanto las impuestas por
Davies como las mencionadas en el Lema 4.2) se cumplen para todas las densidades
usadas en la práctica.

Para encontrar la distribución asintótica del REWLS, analizaremos primero el
caso en que To” es consistente de orden 1771/2.Supongamos que:

A7. El estimador de regresión inicial admite el desarrollo asintótico

1 n u,
TtJ _ _ -1_E: ' . —1/26-1?" ni=1w(a) +op(n )’

donde 1pes una función impar acotada y 231/2F;123./2converge en probabi­
lidad a F, una matriz simétrica y definida positiva.

Bajo ciertas condiciones de regularidad, A7 se cumple cuando Tan es solución
de la ecuación

n '(i—Zw n-=o. (4.1)¿:1 n

Tal es el caso, por ejemplo, de los estimadores MM, S y 'r. Además, en esos tra
casos se tiene que 1"es simplemente un múltiplo de la identidad; específicamente,

El siguiente lema da condiciones suficientes para que esto suceda.

Lema 4.3. Supongamos que el Stimador inicial Tan cumple (4.1) para un esti­
mador de escala. sn y para. una 1,1)impar, acotada, con derivada 1,12’continua ta] que
I'm/1' es finitay Epo{1/1’}7É0. Bajo las condiciones A1, A2, A5, ysuponiendo
además que IITon —-0|| y [sn —0| son Op (7771/2), se cumple A7 con l" dada. por
(4.2).

En general, para que Tan sea robusto deberá usarse una 1/1redscendiente
en (4.1), es decir que existe ug tal que 1/)(u) = 0 si > ug, de modo que la
condición 0° finita que se pide en el Lema4.3 se cumple. Cuando T0,1es
un S estimador y sn es el estimador de escala asociado, el Teorema 7 y el Lema 5 de
Davies (1990) dan el orden Op (TL-V2)requerido por el Lema 4.3. Cabe remarcar
que las hipótesis requeridas en estos dos resultados de Davies se cumplen bajo las
condicionesdel Lema 4.3 si se pide además que f0 sea no crecienteen .

Ahora sí presentamos el resultado que da la distribución asintótica del REWLS.
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Teorema 4.4. Si se cumplen F1, A1, A2, A5, A7, W1 y W2, entonces

x/ñzi/2(T1n - 9) -'D Np(0aV (t‘) /hÏ (Ü)

donde 2

v (v) = ¿EFG { [w uI —hg(r) ¿1/1(u) 1"] } (4.3)
y las funciones hl y hg son las definidas en el Teorema 3.3.

En este teorema vemos que cuando t’ = oo, cosa que ocurre sólo si F + a es­
tocásticamente mayor que F0+, la variancia asintótica del REWLS (estandarizado
por 2,1/2) es 021, siendo equivalente entonces al EMC, como queríamos probar.
En el caso particular en que valga (4.2), la. fórmula (4.3) se simplifica a

V(t’)=0'2Ep0{[w u—Éfiw I.
Veamos ahora qué pasa si To" es el LMS, en cuyo caso A7 no se cumple. En

primer lugar, debemos hacer una suposición más fuerte sobre el diseño:

A8. Para todo E > 0, existe un K tal que

. 1 " 3

hmsupE Z: ll(||x,-|I> K) < 6.
"_’°° i=1

Teorema 4.5. Definamosg (u) = ufo . Supongamosque se cumplen F1, A1,
A2,‘A6,A8, que 1adensidad fo a derivable con Ifoloo,[fólcoy qufá finitas,
yque existeC > 0ta1queg(u) 5 c (1 —FJ (11))“2Vu 2 o. Siw (u) = ]I(Iu| < 1)
y t’ = oo, entonces

fi 2,1/2(Th, —e) —>DNp (o, 021) .

La condición impuesta por el Teorema 4.5 de que g S C (1 —F0+(u))1/2
para cierta C > 0 y para todo u 2 0 no es demasiado restrictiva. Lo que dice,
esencialmente, es que uzfg tiende a cero a mayor velocidad que la.probabi­
lidad de las colas cuando —>oo, y esto pasa en general para las densidades
con decrecimiento exponencial. En el caso Fo = <Ï>se ve porque la diferencia
2 (1 —(I? —'uztp2(u) tiende a cero cuando 'u, —>oo y como es estrictamente
decreciente a partir de cierto U0,no puede hacerse negativa en [110, Así que
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g S C (1 —170+(u))1/2 para u Z 'Zloy C 2 1, y es claro que esta desigualdad
valdrá también para u en [0,110]si se toma una C suficientemente grande.

Aunque el resultado del Teorema 4.5 es más débil que el del Teorema 4.4, de
todos modos obtenemos la eficiencia asintótica del REWLS para errores normales,
como queríamos. En realidad, el Teorema 4.5 demuestra que nuestro EMCP <5
superior al propuesto por Rousseeuw, en el sentido que el REWLS logra un orden
de convergencia de 1771/2mientras que el de Rousseeuw conserva el orden de
convergencia 1771/3del LMS.

Finalmente nos resta considerar el caso en que T0n es el LMS pero t’ < oo.
Esto es, asintóticamente, lo mismo que usar una constante de corte fija y por lo
tanto el orden de consistencia del REWLS permanecerá n’I/a.

Teorema 4.6. Si se cumplen F1, A1, A2, A5, A6, Wl y W2, entonces

¡11(t‘)2íl/2(T1n —e) = ¡12(t’)2:/2(T0n —9) + 0,, (1771/2).

En la mayoría de los casos prácticos, si t" < oo entoncs hz (t’) 7€0. Si además

111/3231” (T0n —0) —>DZ

para cierta variable aleatoria Z, como es el caso del LMS bajo ciertas condiciones
de regularidad (ver el Teorema 6 de Davies, 1990), el Teorema 4.6 implica que

’12(t’)llln1/323,/2(T1,. —a) —»D z.

Es decir', el REWLS permanece consistente a un orden n’1/3. Sin embargo sigue
habiendo ventaja en usar el estimador a 1mpaso, porque hg (t‘) /h¡ (t') converge
a 0 cuando t“ —>oo y entoncm será. usualmente una constante pequeña.



A. Resultados robustos

Esta seccióncontiene las demostraciones y resultados adicionales correspondíenta
a la Sección 3. Recordemos que por la equivariancia de los estimadores estamos
suponiendo que 9 = 0, 2 = I y 0‘ = 1, de modo que bajo el modelo central se
tiene que x N Go, y N Fo y son estocásticamente independientes.

Dada H e Hs con s < 571.0y EH {wH (x, y) ||x||2} < oo, llamemos A1(H) al
menor autovalor de EH {wH(x, y) xx’} . El Lema A.1 implica que EH {wn (x, y) xx’}
es inVersibley por lo tanto la expresión explícita (3.6) para 7 (H) está.bien definida
(usando además (A.3)).

Lema A.1. Si A1, AZ’, Bl, B2 y Wl se satisfacen, existe un A0(e) > 0 tal que
A1(H) 2 (1 ——s) Ao(e) para toda H E Hs con e < afroy EH {wH (x,y) <
oo.

Demostración: En primer lugar, obsérveseque por Wl la función de peso
w es estrictamente positiva en un entorno de 0 y entonces em'steun C]E (0, 1)
tal que

w(u) 2 ¿Raul 5 c1).

Sea H e He con s < 671.0y EH {wH(x,y) < oo. Por simplicidad, llamemos
wH = w" (x,y) y TH= r” (x,y). Definamos

- 1U)”= S617]).
Entonces wH Z 13H.También, como

A1 = {'UJHXJKI}V= EH{10HIX’VHI2}

para algún v” con ||v”|| = 1, tenemos que

A1(H) 2 (1 —e) EHO{15” |x’le2}.

Si el Ao(6) > 0 que buscamos no existiera, habría una sucesión {Hu} en He con
EH, {an Ilelz} < oo tal que

lirn A1(H,,) = o = lim EH0{1DH,_|x’an|2}. (A2)n-‘OO n-voo

Sin embargo, 00m0 IIVHnll= 1, ||T0(Hn)|| S BTo(6) Y 01(5) S S(Hn) S 02 (5),
deben existir una. subsucesión {HM} , vo E IR”, v1 E IR” con ||v1H = 1 y so > 0
tales que

Van —’V1, To (an) —' Vo y S (an) —*So­
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Por lo tanto

Iy-x’- 1 v ­

ank (x7 _’ ( OiS.CITI)á w0(X,1/)So

puntualmente en (x,y), salvo quizá para. aquellos (x,y) tales que ly —ÏVOI =
_socln,conjunto que tiene probabilidad Ho nula por ser Fo continua. Como

. . .. 2 . . - 2 .- l 2

lllïrllolngHo{'UJanlX’Vanl } Z EHO 'ank IXIVanl } = Ego {woIXV1]}

de (A2) se tiene que Ego {11'20|x’v1I2} = 0. Es decir, si llamamos C2= 50cm se
tiene que

1

EEGO{IX,V1I2[F0(XIV0 + C2) —Fo (XIVO—62H} =

Pero como Fo es estrictamente creciente, esto implica que

IJGO{|X’V1I2= = 1

y entonces VIIZVI = 0. Siendo 2 definida positiva debe ser v1 = 0, pero era.
||v1 = 1, contradicción. I

Demostración del Teorema 3.1: En primer lugar mostraremosque
I.

EH {wH (x,y) (y —x’To (H))2} S (2712+ Ep {r2}) 0%(e) (A.3)

para todaH EH6 cone < e?” Notarquew S < 1), asíque

31"XIT0(H) 2 - tz + _

EH{wH(x,y)( S(H) Sil/ug!o rdFH

Ahora bien,

n z

/ 7‘2ng (r) = t2 (F; (t) —1) + / (1—F; (r)) 2m.o o

La.definición de dH implica que F "' (7')5 F¡2; + dH para todo r 2 0, entonces

L É

1 — F+ 7') 21‘d'r S 1 — F+ (r 27*d7‘+ tzdn.
o H o

Por lo tanto
t t

/1‘2dFl}L(T)S t2 (t) —1+ d”) +/ (1—F+ 2rd'r.o o
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y como oo

/ (1-—F+ 2rdr = EF {r2}' o

se tierie que
t

f 13ng (r) s t? (F; (t) —1 + d”) + EF {r2} . (AA)o

Para completar la demostración, consideremos las dos posibilidades: tH = 7]o
tH = ÍH. En el primer caso, es inmediato de (AA) que

EH {101.173,} S 2712+ EF {T2}

y entonces se cumple (A.3). En el segundo caso, usando que F¡É(t) S 1- d” para
toda. t < ¡H se sigue de (AA) que

EH{erÏi} S EF{T2}

y por lo tanto también vale la cota (A3).
Ahora bien, por definición sabemos que T1 (H) satisface (3.9) y entonces

EH {um (y —x’T1(H))2} S (2172+ Ep (13)) a; (5)

para toda H E H6 con e < 631.0.Supongamos que exista un E < 671.0tal que
BTl = oo. Entonces existiría una sucesión {Hn} de distribuciones en H5 tal
que ||T1 (Hn)|| —>oo. Sea vn = T1 (Hn) / ||T¡ (Hn)|| . El resto del argumento es
similar al de la demostración del Lema. A.1. Como vn, To (Hn) y S (Hu) están
acotadas, existe una subsucesión {an} tal que

Vnk_’ V11T0 (an) _’ v0 y S(an) "" s0

para. ciertos vectores vo y v1 de norma 1 y cierta so > 0. Como

(1_ g)Em,(a)an } IIT1(an)||2s (2122+ Ep{r2})0%(é)

para IDHcomo en (A.1), entonces

. - y-X'Tl (F1110)?
11mE w — =0.
M ”°{ ""*< ||T1(an)||
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Como

. . - y—XI1(an) 2 . . .. y-x’T1(an) 2m ——— > —
11k1nfEHO{wnu ( “T1 (annl EHO lllrnmwank “T1( uk)“

_ EH0{wo (-x’v1)2}

si llamamos c2 = socln se tiene que

v. l 1 I Í

Ego {wo (-x v1)2} = EEGD{Iilc'vll2 [Fo (x vo + cz) —Fo (x vo —c2)]} = 0

lo que es una contradicción nuevamente. Así que no puede ser [3TJl(e) = oo si
6 < e‘To,por lo que debe ser ¿Tn 2 cab. I

Ahora probaremos que el sesgo máadmo del REWLS tiende a cero con e en el
caso F = Fo, para lo cual necesitaremos primero el siguiente resultado:

Lema A.2. Supongamos que se cumplen A1, Bl y BZ. Además supondremos
que Fo tiene densidad fo acotada. Entonces:

(i) lims\.0 supHGHeldH _ d‘l = 0­
lime\o supHG-HEIF0+(ÍH) - (1 —-d‘) = 0.

Demostración: Es fácilverificarque

Id” —d‘| 5 IE,+ —F; 0°.

Demostraremos entonces que

- + , + _
¿{rá IFO - FHIOO—0. (A.6)

Este resultado se usará.luegopara demostrar la parte de este lema.
Sean M1= supufo y M2= supuquo . Notemos que M1 < oo implica

M2< oo, porque si fo es acotada en IRentoncesufo es acotada.en cualquier
compacto de IR,así que si ufo no fuera acotada en IRse tendría que ufo —>
oo cuando (y solamente cuando) u —>oo y entonces existiría.A tal que ufo 2 2
para todo u 2 A, lo que implicaría el absurdo '

la

2A 2A 2

12 fo(u)du=/ —du221n(2).A A u

Para cada t 2 0, tenemos que

F501) 2 (1 - €)Eco {FJ(t01(€) - IIXIIBTo(E))}
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y entonces

FJ (t) - Fi} (t) S 6 4 (1 - 6) EGO{FJ (t) - FJ(t01(e)- IIXIIBTo(6))}

Llamemos As = {xz 5 (BTO(¿fi-V2}. Por el Teorema del Valor Medio
(TVM), se tiene que

Fo+(t) _ Fo+(¿01 S 2fo(5)t (1 —01

para tal (E)< á < t, así que < 1/0'1(E)y entonces

FJ(t)—FJ(tal(6))s 2M2 .

También, como If; Im S 2M1 se tiene

FJ (t01(€)) - Fo+(¿01 (6) - llxll BTo (6)) S 2M1 IIxIIBerg(6)

y entonces para todo x G A6 es

Fá'(t01(€)) - FJ(t01(6)- IIXIIBTo(6)) S 2M1(BT0(€))1/2­

Por lo tanto
FJ (t) —F; (t) s

5+ —E)
Por otro lado,

I.

) + 2M1(B_To(s))l/2+ Pao (Ag) e c1(e). (A.7)

F2; (t) s e + <1—e) Eau {Fo+(taz (e) + len En (em

y entonces podemos obtener una. cota. inferior

FJ (t) - FF;(t) 2

—z-:— (1 —e [2M2 (02 (e) —1) + 2M1(B’T¿,(rs))l/2 + PGo (Af)] é —c2(e). (A.8)

Como c(e) É max {c1(e) ,02 no depende de t ni de H, de (A.7) y (A.8)
deducimos que supHGHEIFSL—FJIoo S c (6) y lim¿\oc(6) = 0.

Si lim¿\0 supHEu5 |F0+(5”) —(1 —d") > O, habría un 6 > 0 y sucesiones
{en} y {Hu} tales que 5,, —>0, Hn E Hen para. cada n, y

¿ngolFJ(eu-(14') =ó. (A9)
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Como FIL (ÏHn) Z 1 —dHn y dHn —>d“ por , se tiene que

Iggy 17;“(fm) 2 1 —d‘

y como

¿i330IFC,+(inn) —FJ“ (ml = 0

por (A.6), existe una subsucesión tal que

FJ (ïan) 2 1—d'.

Esto y (A.9) implican que eidste un ko tal que

Fo+(t-an) > 1- d’ +3 para todo k 2 k0.

Entonces, en virtud de la. continuidad de F0+debe existir otra. sucesión {5k} tal
que tk < t-an para todo k y

- 6

FJ (tk) > 1 —d' + 5 para todo k 2 ko.

Pero FHM < 1 —(1an para todo k. Por lo tanto

F+(í)—F+ (í) >d 4+9o k an k an 2

para. todo k 2 ko. Usando nuevamente (A.6) se llega al absurdo 0 2 6/ 2. I
Demostración del Teorema 3.2: Como BTl (e) es decreciente y finita a

partir de afro, existe 6 É lim¿\o IS’Tl(e) . Si fuera. 6 > 0, debería. haber un vo E RP
y sucesiones {en} y {Hn} , con en -—>0 y Hn E Hen para. cada n, tales que
T1 (Hn) —>v0 y I|v0|| = 6. Por la definición de T1 (Hu) sabemos que

En" {wm (y —x’TI (1121))2}S EH" {wzinriqn} S2 (Hu)­

Como t' = oo por ser F = Fo, podemos usar la desigualdad (A5) para. concluir
que

limsup EH“ {an (y —¿T1 (I-In))2} s Ep {r2} . (A.10)

Por otra. parte,

EH“ {an (y —x’T1(H,,))2} 2 (1- en) EHO{an (y —x’T1(Hn))2}. (A11)
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Dado que ty“ -—>oo, S (Hu) —>1 y To (Hn) —>0, se tiene que

wn" (x,y) —>w (0) = 1

porque de Wl se deduce que w (u) es continua en 0. Entonces

nfingHo {(1 —6,1)an (y —x’T1(Hn))2} 2 Em,{(y —hay}. (A.12)

Juntando las desigualdades (A10) y (A.11) con (A12), obtenemos

Ello {(11 —X'V0)2} S EF {T2} (A-13)

pero

EHo {(y —x’v0)2} = EFG{yz} + vgzvo

y entonces la desigualdad (A.13) implica que Vo= 0, una contradicción. Luego,
debe ser lim¿\o BTl (e) = 0. I

Para evitar confusiones,a la siguiente demostración la haremos para E, 0 y a
generales.

Demostración del Teorema 3.3: Dado 0 < e < ¿fioy un punto de conta­
minación (xo, yo) , llamemos H e = (1 —6) Ho + 66(xolyo).Entonces

T1 (He) —a = (Em {wHexx'})_1 Em {wflex (y —x'9)}.

Como

EH: {wi-lexx’} = (1 - E) E110{wHeXXI}+ ¿wm (xo, 3/0)xoié)

y el segundo término de esta igualdad tiende a cero con e, basta usar el TCM
para obtener que

EHE{wHExx'}= h](t‘)
Consideremosprimero el caso t‘ < oo. Definamos x (u) = w u. Esta función
tiene derivada continua con soporte compacto. Haciendo un desarrollo de Taylor
obtenemos que

- y-x’To(He) _ y-x’0 x’(To(H6)—0)
X( tH¿S(H6) > ’ X (tHGS(Hs)) _ ’5 (¿(X’y’m tH¿S(He)

donde lim¿\0€ (x, 31,6)= (y —x’0) / (01") . Usando la imparidad de x y el TCM
(que se puede usar porque x es acotada y Go tiene segundos momentos finitos) se
obtiene que

. 1 y-x’To(Hs) __' y-x’0 i
¿{El¿Em {X ( tHES(H6) x _ BH° y at’ xx, at" IFT° (Xo’yo)

(A.15)

22



donde

ot"

{X x}=
1 1

Em,{muy —ten m - EHo{wmx’d}m

Em,{y (y ’ ’60) = {h2(¡9)+ h,1(t’)}2. (A.16)
Pero

(To (H6) - 9)

y como

1_ 1

NázEm{Wifi} tms—(HE) (To (He) - e) = nl (v) 2% IFTO(xo,yo)

de (A.15) y (A.16) se deduce que

. 1 .

¿{la EEHO {wHex (y —¡“C/9)}= ’hz (t )2 IFTo (X0410).

El caso t’ = oo es más sencillo porque Epo {yz} < oo. Usando el TVM se tiene
que

y-x'To(H6)) ( y-X’Ü > l lell IITo(H6)-9||
— —— < —.

.w( tHES w ÍHES _ IwI°° tHES(HE)

Por lo tanto

} IITo(H6) - 9"¡Eflowmxw 10)}IílwlmEcoUIx““¿muy xa‘ tmswe)

y entonces 1
EEHO{wHex — =

En cualquiera de los dos casos, se tiene que

. 1 , _ - 9 _

¿{1%¿Ens {wHex(y“ Km} = ‘h2 (t )EÏFT0 (xo,yo)+w x0(3/0—1%9)
(A.17)

ya que h,2 = 0. De (A.14) y (A.17) se obtiene, como queríamos probar, que

(T1(He)—e) = {w 2-le (yo—>40)—hz(r) IFTO(mz/0)}/h1(r).
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B. Resultados asintóticos

En esta sección damos las demostraciones y algunos resultados auxiliares necesa­
rios para la Sección 4. La notación será. algo diferente a la del resto de la Tesis.
Suporidremos que los errores u,-(w) son v.a.i.i.d. definidas sobre el mismo espacio
de probabilidad (Q, 8,1?) . El operador IEes la esperanza de una v.a. S-medible
con respecto a la probabilidad IP.Se utilizarán herramientas de procesos estocásti­
cos que pueden hallarse en Pollard (1990). Para facilitar la lectura, se transcriben
a continuación las principales definiciones y resultados que se usarán, siguiendo
la numeración del libro de Pollard.

Definición 3.3. El packing number D(5,To) para un conjunto To de un
espacio métrico se define como el mayor m para el cual existen puntos t], . . . , tm
en To con d(ti,tj) > 6 para i 7Éj. Cuando d sea la distancia euclídea en IR"
usaremos la notación D2 (e, T0) .

Definición 4.2. Para cada t G IR"y cada subconjunto J de {1,...,k} se
define el J-ésimo ortante alrededor de t como el conjunto de los x E le tales que

117,;> ti SiiGJ

2:,-< tisiiEJC.

Se dirá.que un subconjunto de Rk ocupa el J-ésimo ortante de t cuando contenga
al menos un punto de ese ortante. Se dirá. que un subconjunto de IR" rodea t si
ocupa todos los (2k) ortantes de t.

Definición 4.3. Dado x e R", una proyección coordenada de x es (az,-l, . . . , ¿Et-k),
donde {121,. . . , ik} es un conjunto de k subíndices no necesariamente distintos; si
son todos_distintos, la proyección se dirá. propia. Un subconjunto .7: C IR" tiene
seudodimensión a lo sumo V si para cada t E RV“ ninguna proyección coorde
nada propia de .7:puede rodear t.

Corolario 4.10. Si .7:6 un subconjunto acotado de IR”con envolvente F (es
decir que para todo f G .7:se tiene que f,- S F,-Vi = 1, . . . ,n) y con seudodimensión
a lo sumo V, entonces existen constantes A y W que dependen solamente de V y
tala que

D2 (e lla GFI] ,a GIF) S Als-W Ve E (0,1]

y para todo vector a de coordenadas no negativas. (El operador (Des el producto
coordenada a coordenada.)

Definición 7.9. Un arreglo triangular de procesos estocásticos

{fm-(w,t):tET, 1 57:5 kn}

es manejable con respecto a las envolventes Fn (w) si existe una fimción deter­

24



ministica A (llamada cota de capacidad) tal que

/1\/ln)\(m)da: < oo
3’

Dz(I ||a®Fn(w)II ,0!97m») S MI)
para todo a: E (0, 1], para todo vector a de coordenadas no negativas, para todo
a) E Q, y para todo n, siendo

(FM,= {(fnl (w,t),...,fnkn (w,t)) : t ET}.

En el caso particular en que /\ = Az'w como en el Corolario 4.10, el proceso
se dice euclídeo.

Lema B.1. Si {fm-(w,t)} es manejable con envolventes Fn (w), entonces para
15p<oosetieneque

IE sup
LET É lffli(mat)_ Efni('1t)l } S (18CpA(1))”1E(IIFnII”)

donde

A(t)= /0 «inunda:
y Cp depende solamente de p.

Nota: El Lema B.1 es simplemente la desigualdad maadmal 7.10 de Pollard
_(1990). Es importante aclarar que A (1) depende únicamente de la seudodímensión
V. La.con_stante Cp que aparece es la que cumple que ||Z||p S Cp "ZII‘P,con ||Z||ql
la norma de Orlicz, definida en la página 3 de Pollard, y \IJ = exp (2:2)/5.
Concretamente, como se aplica en el último renglón de la página 12 de Pollard,
C'pdebe cumplir que lep S \II(sz). En definitiva, ni Cp ni A (1) dependen del
conjunto T que indexa el proceso.

Lo que vamos a usar nosotros esencialmente es la desigualdad maximal dada
en el Lema B.1 y el concepto de manejabilidad de un proceso, así que el resultado
que damos a continuación será.la base de todas las demostraciones de esta sección.

Lema B.2. Dadas dos sucesiones no aleatorias, {Uni}?=len lRy {xm-HLIen RP,
y w una funciónque cumple la condiciónWl, sea

fni(0¿,,3,'7)= w(aUmi+,ÜXni+7)­

Entonces e] subconjunto de JR"

7'71= {(fnl(a1517)7"')fnn(a)fi)7)):(ahB)'y)E RPH}
tiene seudodimensión a. lo sumo p + 2 para todo n.
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Demostración: Sea

9m-(afin) = laum-+ fi’Xm-+ "7|

37

gn= {(gn1(a,fi,7),-.-,gnn(a,fi,'ï)) =(afin) GRW}­
Es claro que gn es un subconjunto de un subespacio vectorial de IR"de dimensión
p+2ï Dado t e RP” y un conjunto I de p+3 númerosnaturales distintos tomados
entre {1, . . . ,n}, vamos a construir un subconjunto J Q I tal que ningún f E Tn
pueda cumplir

fi<t¡Vi€Jy¡i>t¡Vi€I\J
y entonces Tn tendrá. pseudodimensión a lo sumo p + 2. Claramente sólo basta
considerar el caso ti E (0, 1) para todo i (porque si algún t,- es 0 o 1 entonces
(B.1) sólo podría cumplirse para J = (0o J = I respectivamente). Para t e (0, 1)
definamos entonces la inversa generalizada

w’1(t) = min {u : w(u) 5 t}.

Notar que comow escontinuaa derechapara u 2 0, se tienequew (w-1 =
t y entonces w (a) > b implica que a < w’l (b) . Si (B.1) se cumpliera para algún
f E .7", entonces debería haber un g G gn tal que

gi>tÉViEJygi<t;Vi€I\J (B2)
para t; = w-1 (ti) . Sin embargo, como Q" es un subconjunto de un subespecio de
dimensión p + 2, existe un vector no nulo v G RP”, independiente de t, tal que
ziel vigi = 0 para todo g e gn. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
v,->=0 para algún i E I. Si v’t" S 0, definimos

J={i€II’UiSO}

y llegamos a la contradicción

0 = 21h91; < Vlt‘ S
iGI

Si v’t’ > 0 reemplazamos v,-S 0 por vi > 0 en la definición de J y llegamos a otra
contradicción. Entonces ningún f e IF" puede cumplir (B.1) para este J, como
queríamos demostrar. I

Demostración del Lema 4.1: Por simplicidad, trabajaremos con el esti­
mador inicial centrado, ,80“ = Ten —0. Consideremos la familia de funciones

f,-(w,v,s) = ll(|'u,¿(w) — S s) para (v,s) e T É lRpx R+.
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Para im w E Q fijo,

{(f1(w,V,s),.--,fn(w,v,s)) 1(WS)e T}

está incluído en un conjunto de la forma .75,considerado en el Lema B.2, así que
tiene pseudimensión a lo sumo p + 2. Entonces por el Corolario 4.10 de Pollard el
proceso {fi (w,v, s) : (v, s) E T} es euclídeo (ver Definición 7.9). Una envolvente
para este proceso (s sencillamente F = ln. Si definimos

fl n

Sn(w1vas)= (wivis) y Mn(v)s)= ('7V73)
i=l i=l

es claro que
1

F: (t) = 1-15n(w,fi0msnt).

Usando el Lema B.1 con p = 2 obtenemos que

IE{ sup ISn(-,v,s) —Mn (v,s)|2} S Cn(v,s)ET

y entonces, aplicando simplemente la desigualdad de Tchebyshev se obtiene que

1—S , ,sfi-Mn ,snt =O 1.
¿ggfil naa Ben ) (Bcn )l p(>

Esto implica que

F: (t) —¿Mu (aumsnt) = op<1),sup
zzo

así que para. probar que IF: —F0+Im = op(1) sólo falta demostrar que

sup
tZO ¿Mu (mmm) —FJ (al = op<1).

Para esto basta ver que

supmamen,an- FJ =opa) (8.3)tzo n a

y que

sup F; —FJ (a)!= opa). (13.4)tzo 0
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Notemos que

¿anwsnü= [F0 _F°I
i=1

Haciendo un desarrollo de Taylor de orden 1 se obtiene que

Fo(—snt+x2'30")= Fo + f0(Ein)xjiïona (13.5)

y entonces

1 " nt '. nt_ZF0(M) _F0(L)n . 0 at=l

Exactamente la misma cota vale para

1 " — nt '. — nt_ZF0 _F0
n 1.:] a a

y entonces (B.3) queda probado. Para (BA) se usa el hecho que FJ es con­
tinua, monótona y acotada, por lo que la convergencia puntual en probabilidad
de FJ (sat/0) a Fo+(t) vale uniformemente en t.

. Ahora bien, como

1 " K
g a Zune“ > K) + lfolm; IIflOnII­

11:1

ldn- al‘IS [FJ - FJI“,
tenemos que dn —>d’ en probabilidad, como queríamos.

Para demostrar que Ín —>ï" en probabilidad bastaría probar que 170+(t-n) ——>
1 —d“ en probabilidad. La demostración de esto último es idéntica a la del Lema
A.2parte . I

Demostración del Lema 4.2: Consideremosnuevamente f,-(w,v,s) como
en la demostración del Lema 4.1. Ahí probamos que

1
\/'r_LsupF: (t) ——Mn(fiamsnt) = opa),

120 n

así que solo resta ver que

1

Sup _Mn (fion,snt) _ F0+ = Op ("-1/2) .
tzo n

Como en el lema anterior, probaremos por separado que

1M11(:30n»snt) _ F0+l = OP(TZ-U2) (B-G)
sup
1:20 n

28



y que

sup
1:20 FJ —FJ (0‘= 0p(n‘1’2)- (B.7)

Haremos desarrollos de Taylor como antes, pero de un orden más. Se tiene en­
tonces

n ' n n I . 2(w) _Fo(2;)=¡o(g) mi“); (%) (3.8)
3’

_ I. _ _ . . 2F0 _F0 =¡o ¿fi+fm");(fi)0' 0' 0'

(13-9)
Ahora restamos (B.9) de (B.8) y, usando la simetría de f0, se obtiene que

st
" n n I l ' 2

111M“(flamant)—FJ (7) = [fo(en)—few-71)];
y entonces

sup
1:20

1 snt 1 1 " _ T

—Mn(fiamsut) - FJ S Ifál0°—2"¡6011"2- z "xa-“2= 0p (n 2 )n a a n ¡:1

que implica (8.6) por ser 7' > 1/4. Para probar (B.7) hacemos otros desarrollos de
Taylor similares a.(B.8) y (B.9), usamos nuevamente la simetría. de fo y obtenemos

Fo+ = F; (t)+ á [f6(En)- f6(nn)](si: - t)20' 0'

con ¿n entre snt/a y t y 17,,entre —snt/a y —t. Por lo tanto |t/€n[ y It/nnl están
entre 1 y a/sn, de modo que(sit) 5(mw
que implica (B.7) por ser T > 1/4. I

Para. los siguientes lemas definimos un = (sntnrl. Notar que un = op(1)
cuando t‘ = oo.

sup 22- 2__ —21'
‘20 a 1| “OPC” )

Lema B.3. Si se cumplen A1-A5 y Wl, entonces

¿ZM-mmm; =op<1).
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Demostración: Observemosprimero que dado K > 0,

S1 " ,
7-1z {wir h1(t*)}x¿xi

í=1

¿Z {wi - h1(t‘)}X«-x211(IIx,-IIs K)
¡ í=l

Dado e > 0 podemos elegir K tal que

1 fl

+ ZHZ IIXi||2I(IIXiII> K)- (13-10)
i=1

1 " 2limsu — xi lI xi > K <6.
WMP n 12:1:II II (Il || )

Así que solamente debemos mostrar que el primer término en (B.10) es op
Fijemos dos coordenadas j y lcy consideremos los procesos

fi (wñ’fil = w (s (ui (w) —XÉVDzijzikI(leiII S K)

para (v, s) E T = RP X IR+. Nuevamente podemos aplicar el resultado del Lema
B.2 a esta familia de procesos porque el factor mijzikl(“xi" S K) no altera la.
pseudodimensión. Entonces la. sucesión de procesos {f1-(w,v, s) : (v, s) E T} es
manejable para la envolvente F = K21n y podemos aplicar nuevamente la de­
sigualdad maximal del Lema B.1 con p = 2 para obtener

E{(‘Ï:1)IG>TEf, (mms) Mn (Vw?)i=1

2

} 5 CnK“ (3.11)

donde

Mn(V}3)= ZEÍHHVJ) = 2/1009 (W —XÉV))fo(u)du2ijxik11(llx¿llS K)­i=1

De (B.11) se deduce que

1 n

g ¿wisijzikuunu s K) —Mnmwn) = opa) (8.12)

así ique sólo resta probar que

1 _ ”

7-1Mn (¡6011)1/11)—hl (L )z-Tij3ikl(llxi“ S ¡0| = 0p(1)- (3-13)¡:1
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Como.

g(s,t) = /w(s (au—t))fodu
es continua (una consecuencia del TCM), es fácil ver que

{y(umxzaofl)—g } mijxikII<IIinIs K). = op<1)i=1

que es otra forma de escribir (B13). I

Lema BA. Sise cumplenA1-A5yW1-W2,y llamamosp = w’ u, entonces

1 n

Ku á a {po/nui)—ha(vn xx- = op<1).

Demostración: Podemos escribir Kn = An + B" con

An ¿EL {p(VnUi)- p (ui/ (0t*))}x1-xí­

Bu = ¿EL {P(U¿/(WD-¡12 (t")}Xz-x'i­

Veamosprimero que An = op Dado 6 > 0, por A5 existe K > 0 tal que

. 1 n 2 E2 _ . . _ '
ln:le IpIOIon ¿1 ||x,|| ]I(l|x,|I > K) < 2 (B 14)

y entonces basta. con probar que

_ 1 n u.- e

¿13201?(gl/m) —P(ñ) > - 0'
Comoexiste c > 0 tal que > c) < 6/ (8IplooK2),

lim1P 'p(¡/nui)- pn-ooo

E

I[(|ui|>c) > m) =0.

Por otra parte, como p(u) es continua. con soporte [-1,1], es uniformemente
continuay entoncesexiste 6 = 6(e) tal que Ip —p < 6/ (8K2)si lu - v| <
ó. Por lo tanto

6)2 _
c“’(áílpwnuo-puz)

1

at‘
E

I(|u¿|5c)>m) SIP(
l/n ­
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que tiende a cero.
Para ver que Bn = o; (1) , nuevamente usamos (B.14) y entonces basta probar

que

1 n u,­' _ _ * .. ._ . <what") hauwmxtuJo
para cada par de coordenadas j y k. Pero como

IE[{p (3;) —h2(t‘)}xua=ik11(llx¿lls IO] = o

> = o (13.15)

ui * . . . . 2 2
v [{p (ar) ¡120)}z,,x,kI(IIx,IIs lo] s (2IpImK)

usando la desigualdad de Tchebyschev se tiene (B.15). I
Por simplicidad, en los teoremas siguientes trabajaremos con las variables ex­

plicativas estandarizadas:
1Zm'=

Notar que XLI zm-z'm-= I. También, que A2 y A5 implican que

332,; uzniuzn("zm-u> e) = o

para todo 6 > 0.

Lema B.5. Consideremosel proceso

wn (s) = Z {w(sui)ui: —hz(v) rw (É) }¡:1

para s E T É [(20t‘)_1,(at‘)_1 + 1] , 1"dep ><p simétrica y 1,0impar y acotada.
Si se cumplen A1-A5 y Wl, entonces

wn (un) _’D NP(o; V (til)

donde V (t‘) está dada por (4.3).

Demostración: Si tomamos a e IRJDentonces (:t’Wn(s) = 22:1 fin (a),s),
donde

fin (w,s) = w (sui)uia’zm-—¡12(t')1,b a'ani.
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Invocamos nuevamente el Lema B.2 para esta familia, ya que el segundo tér­
mino de fin es fijo con respecto al índice s. El arreglo triangular de procesos
{fin (w, s) : s G T} es manejable, con envolventes Fn dadas por

Fm' = 20V Ilall IIZm-II+ Ihz (t')| Ilo/1" Il WIIcoIIZniII

cuando t" < oo, o
Fm- (w) = Iuil Hall IIZm-Il

cuando t‘ = oo. En este último caso u,-tiene varianza finita, así que las envolventes
tienen cuadrado integrable en ambos casos. Notar también que IEfin (-,s) = 0.
Ahora definamos la.covariancia

H(s,t) =

0'2EF0[{w (sau) ua' —hg(t‘) ¿1/2(u) CIT} {w(tau) ua’ —hz (t‘) ¿gb a’I‘} ]

_y la seudométrica en T

p(s,t) = a {(w(sou)—w(tau))2u2}.

Llarnaremos Up (T) al subconjunto de funciones reales sobre T que son acotadas
y.uniformemente continuas respecto a p. Para más detalles, ver la Sección 10 de
Pollard (1990).

Ahora empleamos el Teorema Central del Límite Funcional 10.6 de Pollard
(1990) para obtener que a’Wn converge en distribución a. un procmo'W cuya
distribución es gaussiana y concentrada en Up Las fidis (distribucionesde
las proyecciones finito dimensionales) de W están determinadas por las covarian­
cias H. Notar que H ((Ut“)_1 , (0t*)—1)= a’V (t‘) a. Si definimos la aplicación
E(z, s) = :1:(s), que es continua respecto a la distancia

¿((371) 51)1(22152)) = max {Izl _ 32'00 v'81 _ 82'} 7

podemos aplicar el resultado del Ejemplo 10 y el Teorema de la.Aplicación Con­
tinua 12, páginas 69 y 70 de Pollard (1984), para concluir que 5 (a’Wn, un) —>D
fi (W, (0t*)_1) , lo que es otra manera de seribir que a’Wn (un) —>DN (0, a’V (t‘) a)
y entonces la demostración está. completa. I

Demostración del Teorema 4.4: Sea ,31"= Tln —0. Entonces

É wixiui= É winxíflln. (B.16)
i=1 ¿:1
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Como n
1

2;1/2_ zwix‘ixí'filn=
fi i=1

(2-1/2
utilizamos el Lema B.3 en el lado derecho de esta igualdad y sólo nos resta probar
que

¿É {wi- m(m m4] 2;"? +n1(v)I) «asi/2am,i=l

_ 1 "

En“2% gun-mm = Wn(Un)+ 0p
con Wn como en el Lema B.5.

En primer lugar, llarnemosx = w u, que es una funcióncon derivada
' continua y de soporte compacto, así que 9d es uniformemente continua. Ha­
ciendo un desarrollo de Taylor se tiene que

X(un _ = X(Uni/Ji)_ X,(unui).ynx2fl0n+ Vani

donde
Rm-= [X (unui) - x’ (¿m-Hxífim

con ¿ni tales que IVnUi- ¿ml S lI/nñfiml . Llamemos

n

Ru= z Ram.
i=l

Queremos llegar a que R" = op(nl/2) . Como

“mu s ¡manu ba (unui) —y (¿m-nIIxinz

y = Op(nd/2) , bastaconprobarque

ha (um) —x’ (¿m-nun"? = op(n). (13.17)

Dado e > 0 existe K = ¡{(6) tal que

1 n 2 E
- llXiII1I(|lXi||> K) < — Vn.4IIX‘II
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También existe ó = 6(_e)> 0 tal que Ix' —x’ < e/(2K2) si Iu—v| < 6.
Entonces, si un ||fi0n|| < ó/K, tendremos que

1 " , I

g É IX (Unai) - X (Em-Hlet-II2 < e.
i=1

Por lo tanto

1 " I 2 6

1P ¿ENG/nui) -x (Saúlllx.-|I2 e 5 1P ynllfion"2 í¡:1

y el lado derecho de esta desigualdad tiende a cero, de donde se deduce (B.17).
Ahora bien,

210mm: ¿zx(v,.(ui—>4a0n))n+zwixawofl (13.18)
n i=1 'i=1 ‘L=1

y

1 n 1 n n

U- ZX (un(ui - xlifiOn»xi = V- 2 x (unui)Xi- ZX (llum)MCL-flan+ Rm­
" ¿:1 " i=1 i=1

Como
1 n n

y- z X (Vnui)Xi = Z w (Vnui)ita-X.­
" í=1 i=l

z X' (Vnui)xixlifiOn= Z [w](VnUz')"nui + w (14%)]Kai-5m,
i=1 1:1

de (B.18) obtenemos que

Z: wixq'Ui= z w (Unai)uixi —Zw' (unui) unu.-x,-xífi0n+ RS?) (B.19)
t=1 i=1 i=1

Rs.” = Z [w(un(u.-—xzam» —w (min mmm. + Rm.
í=1

Comow también es uniformementecontinua, igual que antes se puede demostrar
que

R512) = o¡D(nl/2) .



Ahora, usando la notación del Lema BA,

zw, (VnUi)Vnuixix'ifion= nKnfiOn + “¡12(5') 31,301“
i=1

y nKnfiOn= op (nl/2) . Así que, en definitiva, de (8.19) se obtiene que

z unn-u,-= z w (unui)uixi —nhq (t‘) >3an + op(nl/2)
i=1 i=1

y entonces

1 " "

Eilzfi Z’wixiui = Z: w (Vnui)uizm'—x/Ïlhz (r) 2111/2507;+ 0p(1) - (B20)i=1 i=l

Pero todavía no hemos terminado. Como

1 n u_ -1 _ _‘ . -1/2
Lam-rnn;w(a)x,+0p(n )

tenemos que
n

t un — ui

fihz (t mmm = ha(t >23/2Fn‘23/2210 (3) zm+ op(1)
i=1

donde 231/21"; 1231/2 —>1" en probabilidad y

n ui
2‘” (2;) = 0P(1)
¿:1

de modo que

. . n ui
fihz (t ) 231/250“= ¡L2(t )I‘z1/1(;-)zm- + 0,,(1)

i=1

y entonces, finalmente, reemplazando en (8.20) obtenemos que

Elf/zi Éwixmi = Wn(1/,.)+op(1)fi ¡:1
como queríamos. I

Antes de pasar a la demostración del Teorema 4.5, veamos la
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Demostración dei Lema 4.3: Mediante un desarrollo de Taylor tenemos
que

ui — ui I ui ­
w<—%>=w<—>—w<—>em

Rm-= [W - w’(5a]Sn

donde

para cierto ¿ni tal que

Como el estimador inicial satisface

zw(ui xi=0
í=1 "

se tiene que
1 n u. r

rn = —Z ; —‘ ,­
fim n i=11l2(Sn)x +R,I

donde
1 n l ui“FED”(5)“í=l

1 n

Rm- H Rnixi­
Con una demostración igual a la.del Lema BA usando 1/1’en lugar de p (notar que
¡b’es uniformemente continua bajo nuestras hipótesis) se deduce que

[wi _ Epo{1/J’}]m:-= op(1)

y entonces a
21/2F‘123/2—>—In n EFo

en probabilidad, de modo que 1" tiene la forma que queríamos. Para ver que
R1,.= op (n’l/z) se procede como en la demostración del Teorema 4.4, usando
nuevamente que 1,11’(s uniformemente continua. Para completar la.demostración,
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usamos otra vez un desarrollo de Taylor de orden 1 y como Is" —al = Op (n-l/Z)
y lui/2' está.acotado se obtiene que

1 " - 1 " ,- _¿“Suzéwmopw “2)­
En definitiva,

Ben=P:‘%Zw(É)Xi+op(n-W)
í=1

como queríamos probar. I
Demostración del Teorema 4.5: Dado que el EMC es asintóticamente

normal‘bajo estas hipótesis, es suficiente demostrar que
n

z (1 - w¡)x,-u¿= 0p(n1/2) )
i=l

ya que con el otro miembro de (B.16) se puede trabajar como en la demostración
del Teorema 4.4.

Fijemos una. coordenada j y consideremos el proceso

fi (w)siV)= 11(8(w) — Z miju‘i(w) para (51V)e T

con T(6) = {(s,v) : s < 6, < ó} para cierto 6 > 0 que se especificarádespués.
Nuevamente por el Lema B.2 se tiene que esta sucesión de procesos es euclídea
con envolvente F dada por

1 1l. = . > _ . > _ . . .
mu) [II(¡wn _ 26)“(unn _ 262)]"xt"¡wn

Es decir, podemos aplicar el Lema B.1 para obtener que

IE{sup IS" (-, s,v) —Mn (s,v)|2} 5 (18C2A(1))2EEE-2. (B21)T05) ¡:1

Recordemos que en (B21) lo único que depende de 6 son los F¿. Dados 61 y 62
positivos, podemos elegir un ó > 0 tal que

1 n 6262— IEF-2 —1— V
n ' < 3602A(1) n

y entonces de (B21) obtenemos que

1 2 ¿52
—]E sup [Sn(-,s,v) —Mn (s,v)| 5 — Vn. (8.22)
n ¡"(5) 2
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Entonces

1IP _{fi
y, eligiendo no (61,62) tal que

n

z (1 - w¿>1L-i:5ij- Mn (VmfiOn)
i=1 > 61} S P{(Vm50n) ¿TQM + 6%

Puumfiofl) etT(6)} < í; Vn 2 no,

se tiene que

á (1—wi)uizij —Mn(Vmfim)]= 0p(1)­

Ahora. sólo nos queda. probar que Mn (un, ,30“) = 0p (nl/2) , siendo

En lu _ xifiml u> . .

Mn(1/n,fi0n) El [/I( sntn 1 g (a) du 93,,

¿on g (u) = ufo Haciendo un cambio de variables y usando que g es impar
obtenemos que

ani-n

G(s,t)=/_:g(u7+t) du.

G(s,t) á %G(s,t)=g(3:t)_g(—sa+t)

Get) é %G(s,t)=lgl(s_+t)_lgl0' 0' 0' 0'

Llamemos

Entonces

son ambas continuas en (s, t) . Notar además que G (s, 0) = 0 y (s, 0) = 2g (3/0)
para todo s. Así que haciendo un desarrollo de Taylor en la variable t alrededor
de (sntn, 0) se obtiene que

, ntn l " 1 I

G(sntn,xifim)= 29 xiam+G(santi) 5 (mom
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con Ifni| 5 IxQfiOnI.Como

Mn(un; = '-Z: G(Sntn) mii
i=1

obtenemos

sntn n 1 I n

IMn(umamn s 2g( ) ¡menuZ ¡lx-u?+ 3 lg lo,Iman"?z "nus.i=l i=l0'

Como = op(nd/4) por A6, para ver que 1V!”(umfim) = 0,,(n1/2) basta
probar que g (sntn/a) = Op (n’1/4) . Como tn —>oo en probabilidad, se tiene que
tn = Ín con probabilidad tendiendo a 1 y entonces basta ver que g (snt-n/a) =
0,, (TL-V4). Recordando que

1-F:(ïn)sdnSIFJ-FJIW

por definición, finalmente obtenemos que

C FJ ¿Jn/0))“2S ( (

5 c( FJ (t' ))"2 + c [FJ (5,.)—FJ (snÏn/a)|1/2
g c (d, + F: (tn) —FJ (í,.))"2 + c FJ (in) —FJ (snïn/a)l1/2
5 C (2 |Fn+—F5100)” + qufó(u)|1/2max{1/sn,1/a} lsn —alOO

g (snt-n/a) 1 —
1 _

y siendo IF,‘,F—FJI“ = Op (1771/2) por Lema 4.2 y Is" —0| = op (TL-1M)por A6,
se obtiene g (snïn/a) = Op (n‘1/4) como queríamos. I

Demostración del Teorema 4.6. En realidad este resultado está incluído
en la demostración del Teorema 4.4, porque ahí se probó que

z wixiui = Z w(1/,,u¿)u,-X¿+ 71’12(t') EnflOn+ 0p (nl/2)
i=1 i=1

sin usar la suposición A7 hasta ese punto (ver (1320)). Por lo tanto

1 " 1 "

21:3”;Z wins-¿am= ha(v) 211m0”+ fi Z w(mi) + op(Tri/2)­' i=l ¡:1

Invocando el Lema B.5 con l" = 0m, se obtiene que el segundo término en el
miembro derecho es Op (nd/2) y con el Lema B.3 se completa la.demostración. I
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C. Cálculo del REWLS a partir del LMS, para contamina­
ciones puntuales

En esta sección mostramos cómo se puede calcular el REWLS a partir del LMS
cuando Go es la distribución Np (0,1) , Fo = <I>y las contaminaciones son pun­
tuales. Debido a la simetría esférica de Go basta con considerar contaminaciones
de la forma z = (m,0, . . . ,0,y)' con a: e y positivos. Para este tipo de contam­
inaciones, se puede demostrar que la primera componente del LMS no depende
de p y que las demás son cero, de modo que para calcular (3.12) basta tomar
p = 1. Para (sta situación Simpson y Yohai (1998, pág. 1159) (lan las exprc‘sioncs
del LMS y del correspondiente mtimador de escala en función de (2,31). Sean
d1= <1)"((3/4 - €)/(1 - 6)) , dz = <1>’1((3/4- 6/2) / (1 - 6)) y d = (1946/4)­
Sea fio la solución de dÏ (1 + flz) = (yo —fixo) más cercana a 0, o sea

12
= mayo-d1(mg+yg‘di)/

ici-di ’fio (G.1)

que está bien definido para lyol Z dl. Si llamamos To(6,zo,yo) al LMS para
H = (1 —6) Ho + 66(movyo),entonces

o si |y0| < dl

71(621): fio Sldiílyolídz
o ’ O’JO ¡60 Sl lyol > dz Y dl(1+ Ügy/z S dz

0 si lyol > az2yd1(1+ [33)”2 > dz.

El correspondiente estimador de escala es

dl/d Si < dl
d1(1+ 53)”2 /d si dl s |on s dz
d1(1+fl3)1/2/d si |on > dz y dl (1 Mié)"2 Sdz
dz/d si |on > dz y dl (1 + [33)”2 > dz­

_ A fin de obtener la fórmula explícita para el REWLS, debemos encontrar d”
y í". También debemos especificar un valor de 77. Nosotros usaremos 1] = 2.5,
aunque para que valgan los resultados siguientes sirve cualquier n > d.

Sea

(0-2)

S (6) 1:0)yo) =

_ yo — "SOTO(6,930,310)

_ S (6,120,310)

cl residuo estandarizado de (230,310).Entonces el estimador REWLS, calculado
. con pesos hard-rejection, es

(1 —E)E0 + ¿{Boyoll(IToI< t”)
(1- 6) E0 {1121132}+ exglI(|ro| < t”) '

T] (5,150,110) = ((3-3)
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El cálculo explícito de (G.3) es tedioso pero directo. Tenemos que considerar
por sep‘aradolos mismos casos que en (G.2). Es importante señalar que las fórmu­
las explícitas de (G.3) que obtendremos serán válidas también cuando tH = 2.5,
es decir, para el estimador a un paso de Rousseeuw.

Caso 1: Iy0|< dl : En este caso T0 = 0 y S = dl/d. Por lo tanto

F170) = (1 - 6)FJ (Si) +6 {ion/S S t}.

Debemos hallar

d” = supmax {FJ (t) —F; (t) ,0}.
n20

Si definimos d

F1 (t) = FJ (t) —(1 —e) FJ (fit) (G.4)
entonces

d" = max sup F1 (t), sup (F1(t) —e) ,0 .
t<luo|/S tZlyol/S

Sea t] = arg maxLzoF1 Es fácil ver que

{1—(d1/d)2}

Además se puede ver que Fi (t) se anula únicamente en t], por lo tanto F1 es
estrictamente creciente en (0,t1) y estrictamente decreciente en (thoo) . Como
además lyol/ S < d en el caso que estamos considerando y d < t1, tenemos que

u = [:Pln {(1 —e) «il/cn] "2

dH=max{F1(lon/S),F1(t1)-e,0}­

Como F1(d) = e es F1(t¡) > e y entoncts

dH = max{F1(ly0|/S);F1(t1)— 6}­

Así que debemos considerar dos casos para encontrar Í”. Recordemos que ÏH
el menor valor de t Z 0 que satisface

Fii (t) Z 1 —dH­

Si dH = F1 (Ig/0|/S), ningún t < Iyol/S cumple

FF; (t) = (1 - 6) Fo+(Si) 2 1 - F1(|yo|/S)



porque el lado derecho es siempre mayor que 1 —e. Así que debemos considerar
los t 2 |on /S. De la igualdad F]; (ÏH) = 1 —d” despejamos

_ 1 -11-F1t =._1+ —
u s (ro > ( 1-6

que se puede ver que es efectivamente cumple Í” 2 IyOI/S.
Ahora, si dH = F1 (tl) —e, nuevamente ningún t < Iyol/ S satisface

17;;(t) 2 1- F1(t¡)+6

porque, al menos para los valores de e considerados en la Tabla 1, verificamos
numéricamente que F] (¿1) < 2€. Entonces debemos considerar los t Z Iyol/S y
como antes se obtiene

_ 1 -1 1 — F1(t1)= _ F+ ____
H S ( ° ) ( 1 —e

que satisface {H 2 lyol/ S.
Para calcular (G.3), notar que w = /S < tH} es independiente de :1:y

simétrica alrededor de cero en y, así que

E0 {wxy} = 0,
E0 {w132}= (Sin) .

Comb ¡H 2 |y0| /s el REWLS es

6303/0T6,11:, =—.
‘( ° y°) (1 —s)F¿,+(sm) +6353

Cuando tu = í”, esto se simplifica a

6201/0
T1(e,-’co,yo)=m­

Case 2: dl S |on S dz, o Iyol > dz y dl (1 +fi3)1/2 S dz : Ahora To = fio
y S '= dl (1 +fi3)1/2/d. Notar que (y - [3022)/S N N (0,d2/dï) y ro = d en este
caso, así que

17;;(t) = (1 —¿—)F0+(Ét) +5 {d 5 t}.
Entonces

FJ(i)-Fíí(t)=Fl(t)-€{d5t}
con F1 como en (CA). Entonces

d” = max {6;F1 (tl) - 6}
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porque t] > d y F1 (d) = 6. Pero ya dijimos que F101) < 26, así que

dH = E

en este caso, sin importar el valor que tomen 11:0ni yo. Es también fácil de ver que
para hallar ÏH solamente tiene sentido considerar los t 2 d y entonces se obtiene

_ d +_1 1-26 d 1-1.56=— =—@_1H d1(F°) (1-5) d1 (1-5)
que es efectivamente mayor que d. Por lo tanto

1-1.
St” = ‘/1+fig<1>-1( 1_€5€)

Si t-H >17,0
2d1'— St":

Si fu S 77­

Definamos ahora a (e, ,60) = E'o {wmy} y b (e, fio) = E0 {w172}. Entonces

a(s,fio) = 2f_°°°o:up 50(fioz- StH)da:,
b(6,60) = a:ch [2<I>(fica:+ St”) - 1]dz.

Estas integrales se evalúan numéricamente. El REWLS es

(0.5)

(1- 6) a (€,fio) + ¿{royo
T1 (5»30’3/0)= (1- €)b(6,50)+51’(2> i

Case 3: lyol> dz yd¡(1+fi(2,)1/2 > dz : En este caso T0=0 y S= dg/d. Sea

F2(t)= FJ (t)—(1—e)F: ,

de modo que

d” = max sup F201), sup (F2 (t) —e) ,0 .
t<lyo|/S chIol/S

Si tg = arg mintzo F2 (t) , entonces F2 es decreciente en (0, tg) y creciente en (tg, oo)
pues (t) se anula sólo en tg. Además F2 (0) = 0 y lim¿_..,,oF2 (t) = e, así que
F2 (t) < 0 en (0,112)y F2 (t) < e para. todo t _>_0. Por lo tanto,

dH = max {F2 (lyol/S) ,0}­
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Si d” = F2 (lyol/S) , entonces no puede ser í" < |on /S porque

(1-6)F0+(St) <1—6< 1-dH, VtZO.

Así que para hallar ÍH debemos considerar los t 2 lyol/ S. De la ecuación F¡'¡l'(ÍH) =
1 —dH se despeja (es)
Sin embargo, el lado derecho de (G.6) será. menor que ¡yol/ S para Iyolsuficiente­
mente grande (específicamente para [yol tal que F0+(Ig/0|/ S) > 1 —e) así que

_ d -1 1-F2(IyI/S)-€ |ontH=max{d(FJ)(—0 ,ï ._2 1 — e

Por otro lado, si dH = 0 tenemos que í” = oo. El REWLS es

6201/0110on/S < tn)

1- 5) Fo+(Sil!) + 53311(lyol /S < 73H)T1 (61201310) = (

Es importante recalcar que para cada E fijo tu tomará. el valor |on /S para Iyol
suficientemente grande y entonces T1 (6,120,310)= 0. I

El punto (1:0,yo) donde Tl (6, 20,310)alcanza el máximo debe hallarse mediante
una búsqueda por gilla. Para la función de sesgo máximo del LMS (que coincide
con la de sesgo máximo pimtual) se tiene la expresión

dz 1/2

BTo(E)= _ )1

de acuerdo a la fórmula (3.24) de Martin et al. (1989). Claramente, el LMS
alcanza su sesgo máximo en el Caso 2, cuando dl (1 + ,33)”2 = dz. Dado cualquier
aro,el sesgo máximo del LMS se alcanzará en yo = dz + BTO(6) zo. Numéricamente
se verificó que el máximo valor de T1(e, zo, yo) se alcanza en ese yo también. La
forma del REWLS en esos puntos es

(1 —e) a (e, BTO + ¿dzzo + EBTO(e) 1:8
T1(€’m°)= (1 —e) b(6,3'ro + 5:58

Para un e fijo el valor de .120que maximiza T1 (e, m0)está dado por

1-8
35(5) = C(€) + [095)? + ( ) “6,3% (6))]1/2
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donde

C(E)= (1- 5) (BTU(E)b(5)BTo _ a (€)BTO .E dz

Entonces la función de sesgo máximo puntual del REWLS sería

3}, (6) = Ti (6,936(6) ,dz + BTo (€)1=5(€)) ­

Esta expresión es una conjetura, ya que si bien se verificó que es válida para los
valores de e considerados en la Tabla 1, no pudimos demostrar que efectivamente
el máximo REWLS para cada 1:0se alcance en yo = dz + BTO(e) zo.
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