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RESUMEN
Estimadores robustos y eficientes para el modelo de Regresién Lineal

En esta Tesis presentamos una nueva clase de estimadores (que llamaremos
REWLS) para el modelo de Regresién Lineal. Son estimadores de minimos
cuadrados pesados, con pesos que se calculan de manera adaptiva a partir de
la distribucién empirica de los residuos de un estimador robusto inicial. Se de-
muestra que el punto de ruptura de los REWLS no es menor que el del estimador
inicial, de modo que pueden alcanzar el punto de ruptura méaximo 1/2. Para el
caso particular del estimador de minima mediana de cuadrados (LMS) como esti-
mador inicial y pesos “hard rejection”, se muestra numéricamente que los sesgos
méximos del REWLS para contaminaciones puntuales son pricticamente iguales
los del LMS. Pero adem4s, y esto constituye el aporte original de la Tesis, se
demuestra que bajo el modelo los REWLS son asintéticamente equivalentes al
estimador de minimos cuadrados y entonces alcanzan la méxima eficiencia asin-
tética para el modelo de errores normales. En conclusién, los estimadores que
proponemos logran alcanzar la mdrima eficiencia asintética bajo el modelo sin
afectar las cualidades de robustez del estimador inicial.

PALABRAS CLAVE: Robustez; Regresién Lineal; Estimacién eficiente; Minimos
Cuadrados Pesados.

ABSTRACT
Robust and efficient estimators for the Linear Regression model

In this Thesis we introduce a new class of estimators (that we will call REWLS)
for the Linear Regression model. They are weighted least squares estimators, with
weights adaptively computed from the empirical distribution of the residuals of
some initial robust estimator. It is shown that the breakdown point of the REWLS
is not smaller than the breakdown point of the initial estimator, so that they can
attain the maximum 1/2 breakdown point. For the particular case of the least
median of squares (LMS) as the initial estimator and hard rejection weights, it is
shown that the maximum biases of the REWLS for pointmass contaminations are
practically equal to those of the LMS. Moreover —and this is the original contribu-
tion of this Thesis— it is shown that the REWLS are asymptotically equivalent to
the least squares estimator under the model and hence they attain the maximum
asymptotic efficiency for the normal error model. To summarize, the estimators
we propose attain the mazimum asymptotic efficiency under the model with no
damage to the robust qualities of the initial estimator.

KEY WORDS: Robustness; Linear Regression; Efficient estimation; Weighted
Least Squares.
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1. Introduccién

En esta Tesis estudiaremos el problema de estimacién puntual en el modelo de Re-
gresién Lineal. En este modelo se tiene una muestra aleatoria (x;,%1) , - - -, (Xn, Yn)
donde cada x; es un vector con p variables explicativas e y; es la correspondiente
variable de respuesta, relacionada con x; mediante la fé6rmula

)

v = X0 4, (11)

donde 8 € RP es el pardmetro desconocido que se desea estimar. Los errores
{ui} son variables aleatorias i.i.d. no observables, con distribucién Fj (-/o) des-
conocida. El pardmetro de escala ¢ > 0 también serd desconocido pero lo con-
sideraremos un pardmetro de ruido, centrdndonos en la estimacién de 8. A la
distribucién de los errores absolutos |u;| la llamaremos Fy (-/c). Las variables
explicativas {x;} se suponen no aleatorias; en caso de que fueran una muestra de
una distribucién Gy en RP, supondremos que son estocisticamente independientes
de los errores {u;} y todos los resultados asintéticos dados en la Seccién 4 serdn
vélidos (usando un argumento condicional).
En lo que sigue haremos las siguientes suposiciones acerca del modelo:

Al. Fj es continua, estrictamente creciente y simétrica alrededor de cero.

A2. Sea X la matriz de disefio con filas x},...,x], y llamemos I, = (X'X) /n.
Entonces %, es definida positiva y ademés la secuencia de los menores au-
tovalores de ¥, no tiende a cero.

En el problema de estimacién asi planteado, es sabido que el estimador de
minimos cuadrados (EMC) de 8 es el de méxima verosimilitud para Fy = @, la
distribucién normal estdndar, y por lo tanto alcanza la minima varianza asintética.
Teniendo esta propiedad de optimalidad y siendo quizd el m4s f4cil de calcular, no
es de extrafiar que el EMC sea el estimador més utilizado en las aplicaciones del
modelo lineal. Sin embargo, esta propiedad de optimalidad se ve empanada por la
extrema sensibilidad que muestra el EMC ante la presencia de datos atipicos. De
hecho, solamente una observacién colocada suficientemente lejos del resto de los
datos puede llevar al EMC maés all4 de cualquier cota, sin importar cudn grande
sea el tamafio muestral n. Por lo tanto, dado que en la prictica ningin conjunto
de datos se ajusta perfectamente a un modelo tedrico, esta falta de estabilidad
del EMC es un problema serio y deben buscarse estimadores alternativos. Estos
estimadores deberian ser estables ante la presencia de outliers y a la vez eficientes
para datos que se ajusten al modelo.

' El primer estimador equivariante capaz de tolerar hasta la mitad de obser-
vaciones atipicas en la muestra sin irse a infinito (i.e., en alcanzar el punto de
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ruptura méaximo de 1/2) fue el “least median of squares” (LMS) y fue propuesto
por Rousseeuw (1984). Lamentablemente el LMS ticne una grave desventaja:
su orden de convergencia bajo el modelo es n™1/3 (ver Davies,1990), por lo que
su eficiencia relativa al EMC es 0. Para obtener un estimador més eficiente,
Rousseeuw y Leroy (1987) sugieren calcular un estimador de minimos cuadrados
pesados (EMCP) a partir del LMS. Su propuesta consiste en hallar primero el
LMS y después calcular el EMC con aquellos datos cuyos residuos absolutos es-
tandarizados sea menor que cierta constante, por ¢jemplo 2.5 si se supone que
los errores son normales. Asi se obtiene un estimador més eficiente, aunque He
y Portnoy (1992) mostraron que el orden de convergencia de este EMCP es aun
n1/3,

Los primeros estimadores que alcanzaron el maximo punto de ruptura junto
con el orden de convergencia usual de n~!/2 fueron los S-estimadores, propuestos
por Rousseeuw y Yohai (1984). Sin embargo, estos estimadores no pueden al-
canzar simultdneamente un alto punto de ruptura y una alta eficiencia asintética
bajo el modelo. Los primeros estimadores en lograr ambas cosas fueron los MM-
estimadores (Yohai, 1987) seguidos por los T-estimadores (Yohai y Zamar, 1988).
Es importante mencionar, sin embargo, que estos estimadores nunca alcanzan la
mdzrima eficiencia asintética bajo el modelo.

Il aporte original de esta Tesis consiste, justamente, en presentar una clase
de estimadores que no sélo alcanzan el punto de ruptura médximo sino también la
méxima eficiencia asintética bajo el modelo. Estos estimadores son en realidad
EMCP y por lo tanto los denominaremos REWLS (Robust and Efficient Weighted
Least Squares).

2. Definicién del estimador REWLS

Dados dos estimadores robustos iniciales, Ty, de @ y s, de o, consideremos los
residuos estandarizados

i = (yi — X;Ton) /5n. (2.1)
Cuando una observacién (x;,y;) tenga un valor |r;| muy “grande”, es natural
sospechiar que pueda ser un outlier y por lo tanto debe ddrsele un peso menor
que a los demds datos o bien eliminirsela completamente. Si Fp = $, un valor

“grande” podria ser 2.5, por ejemplo. Con esto en mente, Rousseeuw y Leroy
(1987) definen los pesos

o 1 si IT,'I < 2.5
Yi=V0 sifnl>25
y luego calculan el EMCP Ty, = (X'WX)™! X'WY, donde W = diag (w;, . .., w,)
eY =(y,...,un) -
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Aunque este estimador mejora la eficiencia asintética del estimador inicial, es
intuitivamente claro que no puede alcanzar la méxima eficiencia relativa, ya que la
probabilidad de que un residuo absoluto sea mayor que 2.5 (o que cualquier otra
constante) es pequefia pero no es cero; por lo tanto para n grande igual se descar-
tarian algunas observaciones aunque no hubiera outliers en la muestra. De hecho,
si Ton es el LMS entonces T, sigue teniendo el mismo orden de convergencia
n~1/3, aunque la varianza asintética sea menor.

Nuestra propuesta es similar a la de Rousseeuw, pero la diferencia fundamen-
tal radica en que usamos un valor de corte adaptivo y no fijo. Para calcularlo,
definimos primero la funcién de distribucién empirica de los residuos absolutos,

FH®) =23 1 <0).

Cuando Jos datos se ajustan al modelo (1.1), F;f converge uniformemente a Fy
cuando n — o0o. Por lo tanto, para detectar outliers podriamos comparar F}
con Fy (si la conociéramos). Un valor F;} (t) < Fy (t) estarfa indicando que la
proporcién de residuos cuyo valor absoluto excede ¢t es mayor que la proporcién
tedrica bajo el modelo, lo que podria deberse a la presencia de datos atipicos.
Entonces podriamos estimar la proporcién de outliers en la muestra mediante
sup,>o {max { Fg' (t) — F;} (t),0}}. Sin embargo, en la préctica la distribucién
de los errores Fy va a ser desconocida, por lo que vamos a tener que usar alguna
distribucién hipotética F. En la practica se utilizard F' = @, aunque en realidad
lo que se requerird de F' es que cumpla:

F1. La funcién de distribucién F es continua, simétrica y con varianza finita.

Entonces, como medida de la proporcién de outliers en la muestra definimos

dn = sup {max {F* (¢t) — F (t),0}} (2.2)
>0
con F'* (t) = 2F (t) — 1. Si llamamos |r|,, < ... < |r|, a los residuos absolutos

ordenados, entonces

6= g {man { " () - 50}

Ahora debemos darle un peso menor (o eliminar) las |nd,| observaciones con
los residuos absolutos més grandes. De manera que un posible valor de corte seria

fo=min{t: F} (t) > 1 —dn} = I"](n_nan)) - (2.3)
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Sin embargo, estudios mediante simulacién mostraron que d, suele ser relativa-
mente grande para n chico, aunque no haya outliers. Por lo tanto, para obtener
una alta eficiencia para muestras chicas definiremos como valor de corte

t, = max {tn,n}, (2.4)

donde 7 es el p-ésimo cuantil de F'* para algiin p cerca de uno. Si bien al aumentar
el valor de corte de esta manera podriamos estar dejando en la muestra algunos
outliers, los outliers més extremos (que son los que afectan seriamente al estimador
bajo el modelo de errores normales) serdn eliminados de todos modos.

Los pesos asignados a las observaciones tendran la forma w; = w (r;/t,,) , donde
la funcién w satisface:

W1. La funcién de peso w (u) es no negativa, simétrica alrededor de cero, con-
tinua a derecha y no creciente para v > 0, w(0) = 1 y w(u) = 0 para
Jul > 1.

Una vez calculados los pesos, definimos el REWLS como Ty, = (X'WX)™! X'WY.
Eligiendo 1 = 2.5 en (2.4) obtendremos un estimador que es por lo menos tan efi-
ciente como €] EMCP de Rousseeuw y Leroy para muestras chicas.

Notemos que a partir de W1 se deduce que w; = 0 si |r;| > t., de modo que
las observaciones con residuos muy grandes son completamente eliminadas. Esto
hace que el REWLS sea robusto. Por otro lado, |r;| /t, — 0 cuando t,, — o0, ¥
como w; (0) = 1 ninguna observacién serd eliminada asintéticamente. Esto hace
que bajo el modelo el REWLS tenga eficiencia asintética 1 respecto al EMC.

3. Robustez del REWLS

En esta seccién estudiaremos el comportamiento del REWLS cuando los datos no
se ajustan al modelo (1.1) con exactitud. Para eso supondremos que X, ...,Xn
es una muestra aleatoria de cierta distribucién Gy en RP? tal que

A2’. Gy tiene segundos momentos finitos y ¥ = Eg, {xxX'} es definida positiva.

Llamaremos Hy a la distribucién conjunta de (x;,y;) cuando se cumpfe (1.1),
u; ~ Fo (/o) y x; ~ Go. Dado ¢ € [0,0.5), consideremos el entorno de Hy dado
por

He={H:H=(1-¢)Ho+eH"y H"* es una distribucién en R?*'} . (3.1)

Aunque He no es estrictamente un entorno en el sentido topolégico del término,
nos permite una interpretacién intuitiva muy itil para nuestro problema: una



distribucién H € He genera datos que con probabilidad 1 — ¢ se ajustan al modelo
(1.1) y con probabilidad & son outliers. Por eso tomaremos siempre ¢ < 0.5 en
(3.1), ya que la mayoria de los datos debe provenir de la distribucién Hy para que
el término “outher” tenga sentido.

Los estimadores de 8 que vamos a considerar en esta Tesis pueden escribirse
como T (H,), donde H, es la funcién de distribucién empirica de la muestra
y T es un funcional definido sobre (un subconjunto de) el espacio de las fun-
ciones de distribucién sobre RP*!. Supondremos que T es consistente Fisher y
equivariante. Consistente Iisher significa que T (Hp) = 0, o sea que T (H,) es
asintéticamente insesgado bajo el modelo (1.1) si T es continua. La equivarian-
cia que se pide en el contexto de regresién lineal es que si (x,y) satisface (1.1)
y se definen y¥* = (y+xb)/ay x* = C'x,cona # 0, b € RP y C € RP*?
mo singular, entonces llamando H* a la distribucién de (x*,y*) se tiene que
T (H*) = a™C~1{T (Hp) + b} . Este requerimiento de equivariancia es muy na-
tural, ya que (x*,y*) satisface (1.1) con 8* = a=!C~? (8 + b). Al estimador de
escala asociado, S (H,), se le pedird que sea consistente Fisher, equivariante por
cambio de escala e invariante por traslaciones.

Como en general T (H) # 6 para H # Hy, nos enfrentaremos al problema del
sesgo cuando estemos muestreando de una distribucién en H, con € > 0. El sesgo
asintético de T en H se puede definir como

ba(T,H) = {(T (H) - 6) A(Go) (T (H) - 6)}/*

para un funcional A (Gp) que sea equivariante por transformaciones afines. Tomare-
mos A (Go) = Eg, {xX'} y entonces, dado que nosotros consideramos solamente
estimadores equivariantes, a los efectos de estudiar el sesgo asintético podemos
suponer que ¥ =1y 6 = 0, de modo que b4 (T, H) = || T (H)|| . También supon-
dremos, para simplificar, que o = 1.

Para estudiar la resistencia de un estimador T frente a las desviaciones del
modelo permitidas en el entorno H, consideraremos el mayor sesgo posible de
T (H) sobre H,. Con ese fin definimos la funcién de sesgo mdzimo

By (€) = sup{|T(H)|| : H € H.}. (3.2)

Un estimador se dird robusto cuando lim. 0Bt (¢) = 0, lo que implicard que
T (H) se mantenga acotado sobre todo el entorno H, para algin € > 0. Sin em-
bargo, cualquier estimador equivariante explotard para € suficientemente grande.
Definimos entonces el punto de ruptura asintético

er = inf {€ : By (¢) = o0},

que serd la menor proporcién de outliers que el estimador no puede aguantar. He
y Simpson (1993) probaron que €% < 0.5 para cualquier estimador equivariante.
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Hallemos ahora la forma funcional del REWLS para una distribucién H € He
con € < ex,- Dados los estimadores iniciales To (H) y S (H) de 8 y o respectiva-
mente, el residuo estandarizado es

ru (%,y) = (y —xX'To (H)) /S (H)
y la funcién de distribucién del residuo estandarizado absoluto serd
Fgi (t) = Pa{lru (x,y)] < t}.
Entonces las formas funcionales correspondientes a (2.2), (2.3) y (2.4) son

dy = supyo {max {F* (t) - Fjj (t),0}}
ty = min{t: Fj (t) >1—du} (3.3)
ty = max {Zﬂ,n} .

Los pesos tienen la forma wy (x,y) = w(ry (X,y) /ty) para una [uncién w que
satisface W1.

Entonces la forma funcional del REWLS serd
Ty (H) = argmin By {wy (x,3) (v - Xt)’} (3.4)

v

Obsérvese que si definimos
¥ (H) = argmin By {wn (x,9) (y — XTo () - x't)’} (3.5)

se tendrd que
Ty (H) = To (H) + v (H).

En el Apéndice A se demuestra que Ey {wy (x,y)(y — X'To (H))z} es finita
para cualquier H € He con € < e, (ver la desigualdad (A.3)). Ademds, si

En {wy (x,9) ||x||2} < oo del Lema A.1 del Apéndice A se deduce que Fy {wy (x,y) xx'} °
es inversible y entonces se tiene la expresién explicita

Y (H) = [Bx {wx (x,y) xxX}} ™" Ex {wn (%, y)x (y ~ x'To (H))} . (3.6)

Para obtener una expresién explicita de v (H) cuando Ey {wy (x,¥) ||x[|*} = oo,
se procede de manera similar a la de Simpson y Yohai (1998, pdg. 1155). Sea

C(H) = {v €R?: Ey [w,, (x,9) |;av|'2] < oo} (3.7)

que es un subespacio vectorial de RP. Llamamos p; a la dimensién de £ (H).
Cuando p; = 0, se tiene que

Bu {wi (%,9) (y = X'To (H) = Xt)’} = cosi t £0

7



y entonces v (H) = 0, es decir T; (H) = To(H). Cuando p, > 0, tomamos
una matriz I'; cuyas p; columnas formen una base ortogonal de £(H) y una
matriz I'; cuyas p, = p — p; columnas formen una base ortogonal de £ (H )‘L . Sea
I’ = [I; T), que es una matriz ortogonal de p X p. Definimos z = IVx y llamamos
H* a la distribucién de (z,y) . Por equivariancia se tiene que Ty (H*) = I"' T (H)
y que wy- (z,y) = wy (%,y) . Entonces

Ex {wu (x,9) (y — xXTo (H) - X’t)z} = Ey. {wn- (z,y) (y — 2 To (H") — Z’T“t)z}
de modo que si

7 (H*) = argmin By- {wa- (2,y) (v ~ 2'To (") = #5)"}
se tendra que v (H) = Iy (H*) y en consecuencia Ty (H) = To (H) + Iy (H*).

Ahora bien, si llamamos z; al vector de las primeras p; coordenadas de z y 2z, al
de las p, coordenadas restantes, y hacemos lo mismo con el vector s, se tiene que

Ey- {wH' (z,v) ”21"2} < o0
Ey- {wu- (z,y) |s’222|2} = 00 Vsy# 0.
Por lo tanto
Ey- {wH- (z,y) (y — 2T (H*) — z’s)z} = 00 st $3# 0
asi que tiene que ser
v(H") = [7‘ (OH‘) ]
donde

7, (H*) = arg min Ey- {wir- (2,9) (v — 2To (H*) - #s1)" ..

Sillamamos [Ey- {wy- (2,Y) 212} }]” a una pseudoinversa de Ey- {wy- (2,y) 212},
se tendrd la expresién explicita

Y1 (H*) = [Ey-{wn-(2,9)2121}]” By {wn- (2,9) 21 (y — Z2To (H*))}
= [BEy {wy (x,y) T1xxXT1}]” By {wn (x,y) T1x (y — x'To (H))}

y serd
T (H) = To (H) +v (H) = To (H) + 'y, (H").- (3-8)



De todas maneras, por definicién T, (H) cumple que

Ex {wn (x,9) (v = XTy (H))'} < By {wn (x,9) (v - XTo (H))’}  (39)

y es esta desigualdad lo que se usa en la demostracién del Teorema 3.1, no las
expresiones explicitas del [uncional.

Del Teorema 3.1 se deduce inmediatamente que el punto de ruptura del REWLS
no es menor que el del estimador inicial. Isto muestra que, al menos desde el punto
de vista del punto de ruptura, el ECMP que proponemos no empeora las cuali-
dadcs de robustez del estimador inicial. E]l Teorema 3.2 muestra que el REWLS es
robusto cuando I' = Iy. La demostracién de ambos teoremas se da en el Apéndice
A. Para estos resultados necesitaremos algunas suposiciones:

B1. El estimador inicial es robusto, es decir lim.\ o B, (€) = 0.

B2. El estimador inicial de escala es robusto, con punto de ruptura no menor
que el de To. Es decir, para € < e1 existen 01 (€) > 0y 03 (€) < oo tales
que 01 (¢) < S(H) < 02(€) para todo H € He, 01(€) < 0 < 09(€) ¥y
limao 01 (€) = limen o 02 (€) = 0. '

Teorema 3.1. Si se cumplen F1, Al, A2’, Bl, B2 y W1, entonces existe una
constante finita K = K (g, Hy) tal que || T (H) — To (H)|| < K paratoda H € He
con e < ex,.

Teorema 3.2. Si se cumplen F1, Al, A2’, B1, B2, W1, y F, tiene densidad fy
acotada, entonces para el caso F' = Fy se tendrd que limg o By, (€) = 0.

Adem4s de conocer la resistencia de un cstimador frente a una gran propor-
cién de outliers, cosa que describe el punto de ruptura, es importante estudiar el
comportamiento del estimador cuando € = 0. Una herramienta 1til en este sentido
es la funcién de influencia. Dado (x,y) € RP*! y §(4 ) la distribucién concentrada
en ese punto, la funcién de influencia de T evaluada en (x,y) se define como

o1
IFr (x,9) = lim ~ [T (1~ €) Ho + e6(c)) — 6] -

Mientras que la funcién de sesgo maximo mide el peor electo que una proporcién
fija de outliers puede tener en el estimador, la funcién de influencia describe el
efecto de una proporcién infinitesimal de outliers fijos en un punto. El libro de
Hampel et al. (1986) desarrolla una teoria de la robustez basada en la funcién
de influencia y centra su atencién en estimadores con influcncia acotada. Cabe



senalar que, bajo ciertas condiciones de regularidad, los estimadores son asintéti-
camente normales bajo €l modelo y la matriz de covarianza asintética estd dada
por Ey, {IFTIF;}.

El siguiente teorema da la funcién de influencia del REWLS. Primero, re-
queriremos que la funcién de peso w sea suave:

W2. w(u) es continuamente derivable.

Sean
d* = sup,yo {max {F*(t) - F (t),0}}
o= (BT (1-dv (3.10)
t* = max{t*,n}.

Teorema 3.3. Si Al, A2’, Bl, B2, W1 y W2 se satisfacen, entonces la funcién
-de influencia del REWLS es

1P, (x,9) = {w (L2 ) 27 (0= x6) = ha () TP () | /s (1)

o-t*
(3.11)
donde IF'1, es la funcién de influencia del estimador inicial y

h () = [w(u/t')dFy ()
he () = [ (u/t?) (u/t) dFp (u).

Notemos que si F'* es estocdsticamente mayor o igual que Fy se tendrd que
t* = 00, y entonces la funcién de influencia del REWLS coincidir4 con la del EMC.
Asi que tenemos razones para pensar que si usamos F' = &, el REWLS alcanzard
la méxima eficiencia asintética para el modelo de errores normales. En la Seccién
4 se demuestra esto rigurosamente.

Para tener una descripcién mds completa de las cualidades de robustez del
REWLS necesitariamos poder calcular la funcién de sesgo méximo para todo €
entre 0 y €7, . Para algunos estimadores esto es posible (ver por ejemplo Martin et
al., 1989). Lamentablemente, no pudimos hacerlo para el REWLS. Sin embargo,
para el caso del LMS como estimador inicial se puede calcular (numéricamente)
la funcién de sesgo méximo para contaminaciones puntuales. De esto se habla en
la siguiente seccién.

3.1. El LMS como estimador inicial

En esta seccién analizamos més detenidamente el caso en que Ty es el LMS. Este
caso es particularmente importante dado que el sesgo méximo del LMS est4 muy
cerca del minimo posible dentro de la clase de estimadores “residual admissible”
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e | REWLS LMS
0.01 0.225 0.220
0.05 0.542 0.528
0.10 0.849 0.827
0.15 1.173 1.140
0.20 1.563 1.515

Table 3.1: Scsgos méximos para contaminaciones puntuales

(ver Yohai y Zamar, 1993). Ademés el LMS es quizd el estimador robusto de
regresién més popularmente usado en la préictica y es muy posible que quienes
hayan de utilizar el REWLS empleen el LMS como estimador inicial.

Como ya dijimos, no nos fue posible calcular la [uncién de sesgo méximo del
REWLS. En su lugar, nos restringimos a un entorno més pequeno de Hp donde sélo
se permiten contaminaciones puntuales, y definimos la funcién de sesgo maximo
puntual ,

By () =sup {||T((1 — ) Ho + ¢6,)| : z € RP*}. (3.12)

Para el LMS la funcién de sesgo méximo y la de sesgo médximo puntual coinciden.
Esto se demuestra en Martin et al. (1989), donde ademés se da la expresién ex-
plicita de Brys (€) . Como Hp tomamos la distribucién Npyq (0,1) . En el Apéndice
C se explica detalladamente cémo se puede calcular 3.12 para el REWLS, tomando
F=%&n1n=25yw(u) =I(u| <1). Algunos valores de Bjzy s (€) se muestran
en la Tabla 3.1.

Como podemos observar en la Tabla 3.1, el sesgo méximo puntual del REWLS
es apenas mayor que el del LMS. También calculamos los sesgos méximos del
estfimgdora un paso de Rousseeuw con constante de corte 2.5, pero coinciden con
los de]l REWLS y por eso no se incluyen en la tabla.

En conclusién, vemos que el REWLS sacrifica muy poco de la robustez del
LMS, y esta pérdida se ve ampliamente compensada por la ganancia en eficiencia,
segun se muestra en la siguiente seccién.

4. Distribucidn asintética del REWLS

Como se dijo en la Introduccién, la contribucién original de esta Tesis consiste en
un estimador robusto que adem4s de alcanzar el punto de ruptura méximo (cosa
que se enuncié en la Seccién 3), sea asintéticamente equivalente al EMC bajo el
modelo central y por lo tanto tenga la mdxima eficiencia asintética en el modelo
de errores normales. Esto es lo que veremos ahora.

En primer lugar, probaremos que la proporcién de outliers estimada d,,, definida
en (2.2), tiende a cero cuando la distribucién hipotética F'* es estocdsticamente
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mayor o igual que la distribucién verdadera Fy . En tal caso, la constante de corte
t, tiende a infinito, de manera que asintéticamentc no se elimina ninguna obser-
vacién. El Lema siguiente es en realidad més general, ya que muestra que d,, y i,
tienen limite aunque F'* sea estocdsticamente menor que Fy'. No obstante, ten-
gamos presente que el caso que més nos interesa es cuando Fy = P, pues es sélo
ahf donde el EMC alcanza la méxima eficiencia asintética y por lo tanto también
la alcanzard el REWLS si se usa I’ = ®, como veremos.

Antes del Lema, agregaremos algunas suposiciones acerca del disefio y de los
estimadores iniciales:

A3. Para todo € > 0, exaste un K tal que

1 n
limsupEZI[(llx,-” > K) <e.

n—oo
1

A4. Los estimadores iniciales son débilmente consistentes, es decir, lim Ty, = 0
y lim s, = ¢ en probabilidad.

Los S-estimadores, y en particular el LMS, cumplen A4 bajo condiciones muy
generales. Ver el Teorema 3 de Davies (1990) para mds detalles.

Lema 4.1. Seand, yt, dados por (2.2) y (2.3), y d* y t* definidos en (3.10). Si
se cumplen Al, A3 y A4y |fol., es finita, entonces |F} — Fd"|°o = 0, (1), lo que
implica que d, — d* y t, — t* en probabilidad.

Cabe aclarar que la norma de funciones utilizada en el lema previo y en lo que
sigue sera la norma del supremo.

Cuando el estimador inicial sea el LMS, necesitaremos un resultado més fuerte,
para el cual a su vez necesitamos las siguientes suposiciones:

AS5. Para todo € > 0, existe un K tal que
. 1 ¢ 2
1 — 7 T ] K) <e.
im sup n; 1" (lIx:ill > K) < e
A6. Los estimadores iniciales satisfacen || Ton — 0| = Op(n™") y |sn—0| =
Op(n~™") con T > 1/4.
Lema 4.2. Bajo los supuestos Al, A5 y A6, suponiendo ademds que la den-

sidad fo es derivable y que |fol.,, |/ole ¥ [¥*fg (u)l, son finitas, se tiene que
Ff - Ff| =0, (n'?).
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El LMS cumple A6 bajo condiciones muy generales. De hecho, los Teoremas 4
y 5 del paper de Davies (1990) muestran que || Ton — 8|| = O, (n™1/3) y |sp — 0| =
O, (n/?). La condicién sobre el discfio que Davies lama D1 se deduce de nuestra
condicién A5. Las otras condiciones con respecto a fo (tanto las impuestas por
Davies como las mencionadas en el Lema 4.2) se cuamplen para todas las densidades
usadas en la practica.

Para encontrar la distribucién asintética del REWLS, analizaremos primero el
caso en que T, es consistente de orden n~Y/2. Supongamos que:

A7. El estimador de regresién inicial admite el desarrollo asintético
ales, (w _
o012 (%) ).
i=1

donde % es una [uncién impar acotada y )3l QI‘;IE,I,/ 2 converge en probabi-
lidad a I', una matriz simétrica y definida positiva.

Bajo ciertas condiciones de regularidad, A7 se cumple cuando T, es solucién

de la ecuacién
i ¥ — x;T
S % <J—s—°"> x; = 0. (4.1)

i=1 n
Tal es el caso, por ejemplo, de los estimadores MM, S y 7. Ademds, en esos tres
casos se ticne que I' es simplemente un multiplo de la identidad; especificamente,

N g
'=——I. 4.2
Br ) (42)

El siguiente lema da condiciones suficientes para que esto suceda.

Lema 4.3. Supongamos que el estimador inicial Ty, cumple (4.1) para un esti-
mador de escala s, y para una i impar, acotada, con derivada i/ continua tal que
luy' (u)|., es finitay Epy {¢'} # 0. Bajo las condiciones Al, A2, A5, y suponiendo
ademds que ||Ton — 6| ¥ |$n — 0| son O, (n~!/%) | se cumple A7 con T’ dada por

(4.2).

En general, para que Ty, sca robusto deberd usarse una 1 redescendiente
en (4.1), es decir que existe ug tal que 9 (u) = 0 si |u| > up, de modo que la
condicién |uy’ (u)|,, finita que se pide en el Lema 4.3 se cumple. Cuando T, es
un S estimador y s, es el estimador de escala asociado, €l Teorema 7 y el Lema 5 de
Davies (1990) dan el orden Oy (n~/?) requerido por €l Lema 4.3. Cabe remarcar
que las hipétesis requeridas en estos dos resultados de Davies se cumplen bajo las
condiciones del Lema 4.3 si se pide ademds que fo (1) sea no creciente en |u] .

Ahora si presentamos el resultado que da la distribucién asintética del REWLS.
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Teorema 4.4. Si se c_ump]en Fl1, Al, A2, A5, A7, W1 y W2, entonces
VT (Tin — 6) —p N, (0,V (*) /13 (t°))
donde \
V (t*) = 02Ep, { [w (gi) ul — hy (t) %1/; () r] } (4.3)
y las funciones h; y hy son las definidas en el Teorema 3.3.

En este teorema vemos que cuando t* = 00, cosa que ocurre sélo si F't es es-
toc4sticamente mayor que Fi', la variancia asintética del REWLS (estandarizado
por g 2) es 021, siendo equivalente entonces al EMC, como queriamos probar.
En el caso particular en que valga (4.2), la férmula (4.3) se simplifica a

V(t*) = 0’Eg, { [w (tg‘) u— %2—}-1/) (u)r} L.

Veamos ahora qué pasa si T, es el LMS, en cuyo caso A7 no se cumple. En
primer lugar, debemos hacer una suposicién mds fuerte sobre el disefio:

AB8. Para todo € > 0, exaste un K tal que
fimsup = 5 [P I(lxil > K) < ¢
n—oo MU 1

Teorema 4.5. Definamos g (u) = ufo (u) . Supongamos que se cumplen F1, Al,
A2,°A6, A8, que la densidad fo es derivable con |fo|,,, | /ol ¥ |4 f (v)l., finitas,
y que existe C > 0 talqueg (u) < C (1 — Fy' ('u,))ll2 Vu>0.Siw(u) =I(ul <1)
y t* = 00, entonces

VA EY? (T1n — 8) —p N, (0,071).

La condicién impuesta por el Teorema 4.5 de que g (u) < C (1 - Fy (u))l/2
para cierta C > 0 y para todo © > 0 no es demasiado restrictiva. Lo que dice,
esencialmente, es que u?fZ (u) tiende a cero a mayor velocidad que la probabi-
lidad de las colas cuando |u| — o0, y esto pasa en general para las densidades
con decrecimiento exponencial. En el caso Fy = ® se ve porque la diferencia

2(1 - ®(u)) — u?p?(u) tiende a cero cuando u — 00 y como es estrictamente
decreciente a partir de cierto ug, no puede hacerse negativa en [ug,00). Asi que
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gu)<COA-Ff ('u,))ll2 parau > ug y C > 1, y es claro que esta desigualdad
valdrd también para u en [0, up] si se toma una C suficientemente grande.

Aunque el resultado del Teorema 4.5 es mds débil que el del Teorema 4.4, de
todos modos obtenemos la eficiencia asintética del REWLS para errores normales,
como queriamos. In realidad, el Teorema 4.5 demuestra que nuestro EMCP es
superior al propuesto por Rousseeuw, en el sentido que el REWLS logra un orden
de convergencia de n~'/2 mientras que el de Rousseeuw conserva el orden de
convergencia n~!/3 del LMS.

Finalmente nos resta considerar el caso en que To, es el LMS pero t* < oo.
Esto es, asintéticamente, lo mismo que usar una constante de corte fija y por lo
tanto el orden de consistencia del REWLS permanecerad n=1/3,

Teorema 4.6. Si se cumplen F1, A1, A2, A5, A6, W1 y W2, entonces
hy () 2% (T1n — 0) = ha (t*) % (Ton — 6) + O, (n™1/7)..
En la mayoria de los casos précticos, si t* < 0o entonces h;, (%) # 0. Si adem4s
nBTY? (To, — 6) —p 2

para clerta variable aleatoria Z, como es el caso del LMS bajo ciertas condiciones
de regularidad (ver el Teorema 6 de Davies, 1990), el Teorema 4.6 implica que

ha (£*)
P hi () 2

nATY (T, - 0) —

Es decir, el REWLS permanece consistente a un orden n~'/3. Sin embargo sigue
habiendo ventaja en usar el estimador a un paso, porque hy (t*) /hy (t*) converge
a 0 cuando t* — oo y entonces serd usualmente una constante pequena.



A. Resultados robustos

Esta seccién contiene las demostraciones y resultados adicionales correspondientes
a la Seccién 3. Recordemos que por la equivariancia de los estimadores estamos
suponiendo que 8 = 0, ¥ =1 y ¢ = 1, de modo que bajo el modelo central se
tiene que x ~ Gy, y ~ Fp y son estocdsticamente independientes.

Dada H € He con € < €4, ¥y En {wn (x,9) ||x||2} < 00, llamemos \; (H) al
menor autovalor de Ey {wy (x,y) xx'} . El Lema A.1 implica que Ey {wy (x,y) xx'}
es inversible y por lo tanto la expresién explicita (3.6) para <y (H) estd bien definida
(usando ademds (A.3)).

Lema A.1. Si Al, A2’, Bl, B2 y W1 se satisfacen, existe un g (€) > 0 tal que
M (H) 2 (1 —¢) M () para toda H € He cone < e, y Ey {wn (x,y) ||x||2} <
00.

Demostracién: En primer lugar, obsérvese que por W1 la funcién de peso
w (u) es estrictamente positiva en un entorno de 0 y entonces existe un ¢; € (0, 1)
tal que

w(u) > %]I(|ul <a).

Sea H € He con € < &%, ¥ Ey {wn (x,y) ||x||2} < 00. Por simplicidad, llamemos
wy = wy (X,y) y u = vy (X,y) . Definamos

- 1
Wy = 511(|7'H| <an). (A1)
Entonces wy > wy. También, como

A (H) = min VEy {wyxx'} v = Ey {wH Ix’vH|2}

Ivli=1
para alguin vy con ||vy| = 1, tenemos que
M (H) > (1—€) Ex, {w,, |x’vH|2} .

Si el Ap (¢) > 0 que buscamos no existiera, habria una sucesién { H,} en He con
En, {wn, Ix|7} < oo tal que

lim A (Hn) = 0 = lim Ey, {sz,, |x'v,,,,|2}. (A2)
Sin embargo, como ||y, || =1, | To (Ha)ll < B, (€) y 01(€) < S (Hn) < 02 (e),
deben existir una subsucesién {H,, }, vo € R?, vi € R? con |[v;]] =1y so > 0
tales que

V., = V1, To(Hn,) = voy S (Hn,) — So.
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Por lo tanto

- 1 - x'v .
WH,, (x,y) — EH (IZ/S_OOI < cm) £ 1 (x,v)

puntualmente en (x,y), salvo quizd para aquellos (x,y) tales que |y — x'vo| =
_soc17, conjunto que tiene probabilidad Hp nula por ser Fp continua. Como

. . -~ 2 . . -~ 2 -~ ) 2
liminf Ey, {’U)an lx’v;{nk| } > Ey, {hm inf Wy, |x'vH"k| } = By, {wo [x"vy] }
k—o0 k—oo

de (A.2) se tiene que Eg, {to |x’v1|2} = 0. Es decir, si llamamos ¢, = spc17 se
tiene que

1
5By { X vil® [Fo (X'vo + c2) = Fo (X'vo = c2)] } = 0.
Pero como Fy (u) es estrictamente creciente, esto implica que
PGo {|x'v1|2 = 0} =1
y entonces viZv; = 0. Siendo ¥ definida positiva debe ser v; = 0, pero era

[[vi]] = 1, contradiccién. B
Demostracién del Teorema 3.1: En primer lugar mostraremos que

v

Ey {wg (x,9) (y — xXTo (H))z} < (20° + Ep {r?}) 02 (¢) (A.3)

para toda H € He con € < €%,. Notar que w (u) < I(ju| < 1), asf que

o {“’” Go2) (#)} < Jm [ rarg @)
Ahora bien,
/ot rdFE (r) =2 (FF () - 1) + /ot (1 - Fg (r)) 2rdr.

La definicién de dy implica que F'* (r) < Fjf () + dy para todo r > 0, entonces

t [
1— Ff () 2rdr < 1— F*(r)) 2rdr + t%dy.
0 " 0

Por lo tanto
t t
/ r2dFy (r) <2 (Ff(t) - 1+dy) + / (1= F*(r)) 2rdr.
()} 0
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y como -
/ (1= F*(r)) 2rdr = Ep {r?}
Jo

se tiene que

/LT2dFI-}' (T) S t2 (FI; (t) -1+ dH) + EF {7’2} . (A4)

Para completar la demostracién, consideremos las dos posibilidades: ty = 7 o
ty = ty. En el primer caso, es inmediato de (A.4) que

Ey {wnr}} < 20* + Ep {r’}

y entonces se cumple (A.3). En el segundo caso, usando que Fjf (t) < 1 —dy para
toda t < ty se sigue de (A.4) que

EH {wyrf,} S Ep {7‘2} (A5)

y por lo tanto también vale la cota (A.3).
Ahora bien, por definicién sabemos que T (/) satisface (3.9) y entonces

EH {’U)]{ (y - XITl (II))2} S (2772 + Ep {7‘2}) 03 (E)

para toda H € He con € < & . Supongamos que exista un € < e, tal que
Br, () = oo. Entonces exdstiria una sucesién {H,} de distribuciones en H; tal
que ||'Ty (Hn)|| — o0. Sea v, = Ty (Hn) / ||'T1 (Hn)ll. El resto del argumento es
similar al de la demostracién del Lema A.1. Como v,, To(H,) y S (H,) estdn
acotadas, existe una subsucesién {H,, } tal que

vnk — Vi, TO (an) — VoY S(an) — So

para ciertos vectores v y v, de norma 1 y cierta s > 0. Como

(1 ~2) Bx, {wnnk (o) } ITs (HaI? < (27 + Br {5)) 03 2)

para Wy como en (A.1), entonces
. - y—x'T (H,.,¢)>2
lim Ey, ¢ w = 0.
b0 0 { i ( T (En)
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Como

. - (y=XTi(Ha)) e (y—%XT(Hy)\’
>
it e {w( T (Hn) 2 Bro \ ot ma, \ )l

= En, {11')0 (—val)g}

si llamamos ¢, = sgc17 se tiene que
~ /] 1 7 /
EHo {wo (—x Vl)z} = EEGD {I)(]Vll2 [Fg (X Vo + Cg) - Fo (X Vo — Cg)]} =0

lo que es una contradiccién nuevamente. Asi que no puede ser Br, (€) = oo si
€ < €%, por lo que debe ser e, > e7, . B

Ahora probaremos que el sesgo méximo del REWLS tiende a cero con ¢ en el
caso F' = [y, para lo cual necesitaremos primero el siguiente resultado:

Lema A.2. Supongamos que se cumplen Al, Bl y B2. Ademds supondremos
que Ky tiene densidad fo acotada. Entonces:
() limex05upyere ldn — d*[ = 0.

(1) lime\0Supyene |For (tn) — (1 — d*)| = 0.

Demostracion: (i) Es facil verificar que
. + _ ot
ldiy — d*| < |F§ = |, -
Demostraremos entonces que

li Ff - Ff| =0. A6
S AL o

Este resultado se usar4 luego para demostrar la parte (iZ) de este lema.

Sean M; = sup, fo(u) y M = sup, |ufo (u)|. Notemos que M; < oo implica
M, < 0o, porquessi fo (u) es acotada en R entonces ufy (u) es acotada en cualquier
compacto de R, asf que si ufp (¢) no fuera acotada en R se tendria que ufp (u) —
oo cuando (y solamente cuando) u — 0o y entonces existirfa A tal que ufo (u) > 2
para todo u > A, lo que implicaria el absurdo '

L3

2A

1> fo(u)du=/

A A

2A2

Para cada t > 0, tenemos que
Fy (t) 2 (1 - €) B, {FYf (tos (€) — lIxI| B, (€)) }
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Yy entonces
Fg (t) ~ Ff; (t) S €+ (1~ €) Eo, { F§" (t) = F§' (t1 (€) — ||| Bx, (€))}

Llamemos Ae = {x: x|l < (B, (E))—lﬂ} . Por el Teorema del Valor Medio
(TVM), se tiene que

Fof (t) — F5f (toy (e)) < 2f0 (€)t (1 — 01 (¢))

para to; (€) < £ < t, asf que (t/€) < 1/0; (€) y entonces

F} (t) - Ff (to1 (€)) < 2My (1";—1"&)@> .
También, como | I |°° < 2M, se tiene
Fy (toy (€)) — F5 (ton () — lix|| Br, (¢)) < 2M [Ix|| Br, (¢)
y entonces para todo x € Ac es
F (to1(e)) = Fy' (to1 (¢) = lIxl| Bro (€)) < 2M; (Bx, (€))%

Por lo tanto
Ff()-Fg@t) <
€+ (1 - E) [2M2 <%(1€)(E)

Por otro lado,

v

> + 2M; (B.To (6))1/2 + PGo (Ag") £ ) (6) . (A7)

Ff; (t) < e+ (1~¢) B, {F (toa () + x|l Br, (€)) }
y entonces podemos obtener una cota inferior

Fg (t) - Fyj (8) 2

~e— (1-¢) [2M; (02 (€) = 1) + 2M; (Br, (€))/* + Poo (A9)] £ =ca (e) - (AB)

Como c(e) £ max{c; (€),c2(€)} no depende de t ni de H, de (A.7) y (A.8)
deducimos que supycy. [Fo© — F,ﬂoo < c(e) y limaoc(e) =0.

(12) Si limes o supyene |Fo' () — (1 —d*)| > 0, habrfa un § > 0 y sucesiones
{en} ¥y {H,} tales que ¢, — 0, H, € H,, para cada n,y

lim |Fg (Bq,) — (1—d*)

=6 (A.9)

20



Como Fj} (ty,) 2 1—dn, y du, — d* por (3), se tiene que
lim inf Iy (u,)21-4d"
y cowmo
r}Lngo |F5" () — F, (Fra)| = 0
por (A.6), existe una subsucesién tal que

lim FJ (ank) Z 1-4d".

k—oo

Esto y (A.9) implican que existe un ko tal que
F (t_an) >1—-d*+ g para todo k > kq.

Entonces, en virtud de la continuidad de Fy debe existir otra sucesién {fk} tal
que ty < ty, paratodoky

FJ (fk) >1—-d"+ g para todo k > ko.

Pero Fy,, (fk) <1-dy,, para todo k. Por lo tanto

F (&) — Fi,, (&) > dn,, —d" + g
para todo k > ky. Usando nuevamente (A.6) se llega al absurdo 0 > 6§/2. B

Demostracién del Teorema 3.2: Como Br, (€) es decreciente y finita a
partir de €., existe 6 £ lim.\ 0 BT, (€) - Si fuera § > 0, deberia haber un vy € R?
y sucesiones {€,} y {Hn}, con e, — 0y H, € H,, para cada n, tales que
T; (Hn) — vo ¥ |Ivo|| = 6. Por la definicién de T, (H,) sabemos que

En, {w,,n (y — ¥T; (1{,,))2} < By, {wn,ry} S (Hy).

Como t* = oo por ser F' = Fy, podemos usar la desigualdad (A.5) para concluir
que

limsup By, {wyn (y—xXT, (Hn))2} < Er {1'2} ) (A.10)

n—oo

Por otra parte,

By, {wis, (v = X (Ha))*} 2 (1~ €n) By {0, (v = X1 ()} (A1)
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Dado que ty, — 00, S (H,) — 1y To (H,) — 0, sc tiene que
wy, (x,y) = w(0) =1

porque de W1 se deduce que w (u) es continua en 0. Entonces

liminf Ey, {(1 — &) wa, (y — XTy (1{,,))2} > Ey, {(y - x’v0)2} . (A12)

n—oo

Juntando las desigualdades (A.10) y (A.11) con (A.12), obtenemos

Ey, {(y - x’vo)z} < Ep {r?} (A.13)
pero
Ey, {(y - X'Vo)z} = Er, {4} + voZvo

y entonces la desigualdad (A.13) implica que vo = 0, una contradiccién. Luego,
debe ser lim\ o Br, () =0. 0

Para evitar confusiones, a la siguiente demostracién la haremos para I, 8 y o
generales.

Demostracién del Teorema 3.3: Dado 0 < € < ér}o y un punto de conta-
minacién (Xo, ¥o) , llamemos He = (1 — €) Ho + €8x, y). Entonces

T, (H.) — 0 = (Eye {whexx'}) ™ Exe {waex (y — x'0)} .

Como
Ere {wpexx'} = (1 — €) Eyy {wnexx'} + € whe (Xo, Yo) XoX

y €l segundo término de esta igualdad tiende a cero con €, basta usar el TCM
para obtener que

11{'1(1) E}Ic {wHExx'} = h] (t‘) . (A14)

Consideremos primero el caso t* < co. Definamos x (u) = w (u) u. Esta funcién
tiene derivada continua con soporte compacto. Haciendo un desarrollo de Taylor
obtenemos que

- fy—=xTo(He)\ _ y—x6 \ x' (To (He) — 0)
X ( treS (He) > =X <tHeS(He)) X (€ (xy,¢)) treS (He)

donde lim\o € (X,y,¢) = (y — x'8) / (ot*) . Usando la imparidad de x y el TCM
(que se puede usar porque x es acotada y G tiene segundos momentos finitos) se
obtiene que

.1 y — x'To (He) _ y—x6 1
i‘{%zE%{X (W X = =B (X \ g )2 G Tmo (xon o)

(A.15)
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donde

o {)g (y - ’69) xx} = {ha () + b ()} . (A.16)

ot*

e {x (st ) -
1 1

Ex, {wHex (y - x,o)} m = Bro {wHCXXI} tHeS (HE)

Pero

(To (He) - 0)
y como

o1 1
lim = Bio {wrexx'} 5

s (To(He) = 0) = m (1) ):% IFT, (%o, Y0)

L3

de (A.15) y (A.16) se deduce que

o1 .
il{% EEHO {whex (y — x'0)} = —hy (t*) ZIF 1, (X0, %0) -

El caso t* = co es més sencillo porque Er, {y?} < 0o0. Usando el TVM se tiene
que

Por lo tanto

[To (He) — 6]
tHES (HE)

|Eo {wrex (y — X0)} < |w']o, g, {IX[I*} B {ly — X601}

y entonces

1
£1\I‘T(1) EEHO {wHex (y - x’9)} = 0.

En cualquiera de los dos casos, se tiene que

iy 2 B (wnx (y — X6)} = —ha () E1F m, (o g+ (L2292 x, (0~ 0)

e\,0 ot*
(A.17)
ya que hy (00) = 0. De (A.14) y (A.17) se obtiene, como queriamos probar, que

i 2 (04 () = 0) = {w (2222 52, (g ) = ha () T, (v 0) | /s (0).
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B. Resultados asintéticos

En esta seccién damos las demostraciones y algunos resultados auxiliares necesa-
rios para la Seccién 4. La notacién serd algo diferente a la del resto de la Tesis.
Supor;dremos que los errores u; (w) son v.a.ii.d. definidas sobre el mismo espacio
de probabilidad (2, S,P). El operador E es la esperanza de una v.a. S-medible
con respecto a la probabilidad IP. Se utilizardn herramientas de procesos estocésti-
cos que pueden hallarse en Pollard (1990). Para facilitar la lectura, se transcriben
a continuacién las principales definiciones y resultados que se usardn, siguiendo
la numeracién del libro de Pollard.

Deflnicién 3.3. El packing number D (¢,Tp) para un conjunto Tp de un
espacio métrico se define como el mayor m para el cual existen puntos t1,...,tn
en Ty con d(t;,t;) > € para i # j. Cuando d sea la distancia euclidea en R"
usaremos la notacién D, (g, Tp) .

Definicién 4.2. Para cada t € R* y cada subconjunto J de {1,...,k} se
define el J-ésimo ortante alrededor de t como el conjunto de los x € R* tales que

T; > U sii€J
T; < t; siie JC.

Se dir4 que un subconjunto de R* ocupa el J-ésimo ortante de t cuando contenga
al menos un punto de ese ortante. Se dird que un subconjunto de R* rodea t si
ocupa todos los (2*) ortantes de t.

Definicién 4.3. Dado x € R", una proyeccién coordenada de x es (z;,, . .., Z;,),
donde {%i,...,%x} es un conjunto de k subindices no necesariamente distintos; si
son todos distintos, la proyeccién se dird propia. Un subconjunto 7 C R" tiene
seudodimensién a lo sumo V si para cada t € RY*! ninguna proyeccién coorde-
nada propia de F puede rodear t.

Corolario 4.10. Si F es un subconjunto acotado de R™ con envolvente F (es
decir que para todo f € F se tiene que f; < F; Vi =1,...,n) y con seudodimensién
a lo sumo V/, entonces existen constantes A y W que dependen solamente de V' y
tales que

Dy(c|la@F|,a®F) < A~ Ve € (0,1]

y para todo vector a de coordenadas no negativas. (El operador ® es el producto
coordenada a coordenada.)
Definicién 7.9. Un arreglo triangular de procesos estocdsticos

{fri @, )t €T, 1 <0 < k)

es manejable con respecto a las envolventes F,, (w) si existe una funcién deter-
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ministica A (llamada cota de capacidad) tal que

/1 Vin(z)dz < o0
y
D; (z|la @ Fy ()|, ® Fnu) £ A(z)

para todo z € (0, 1], para todo vector a de coordenadas no negativas, para todo
w € £, y para todo n, siendo

Fow = {(fa1 (w,t),..., fak, (w,t)): t €T}.
En el caso particular en que A (z) = Az~" como en el Corolario 4.10, el proceso

se dice euclideo.

Lema B.1. Si {f,:(w,t)} es manejable con envolventes F, (w), entonces para
1 < p < o0 se tiene que

E {sup
teT

kn

Z [fni (w)t) - IEfni ('; t)]

i=1

} < (18GA (1)) E([[Fa )

donde
A(t):/0 Vin(z)dz

y C, depende solamente de p.

Nota: El Lema B.1 es simplemente la desigualdad maxamal 7.10 de Pollard
(1990). Es importante aclarar que A (1) depende tinicamente de la seudodimensién
V. La.constante C, que aparece es la que cumple que || Z], < G, || Z]|y, con || Z]|,,
la norma de Orlicz, definida en la pigina 3 de Pollard, y ¥ (z) = exp (z?) /5.
Concretamente, como se explica en el dltimo renglén de la pdgina 12 de Pollard,
Cp debe cumplir que |z|” < ¥ (Cpz). En definitiva, ni Cp ni A (1) dependen del
conjunto T' que indexa €l proceso.

Lo que vamos a usar nosotros esencialmente es la desigualdad maximal dada
en el Lema B.1 y el concepto de manejabilidad de un proceso, asi que el resultado
que damos a continuacién serd la base de todas las demostraciones de esta seccién.

Lema B.2. Dadas dos sucesiones no aleatorias, {un:};_, en R y {xn;}._, en R?,
vy w (u) una funcién que cumple la condicién W1, sea

fni (@, 8,7) = w(QUni + B'%ni +7) .

Entonces el subconjunto de R™

Fo={(fm(@.B,7),- s fan (@, 8,7)) : (@, 8,7) € R**?}

tiene seudodimensién a lo sumo p + 2 para todo n.
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Demostracién: Sea

gni (@, B,7) = |atn; + B'Xpn: + 7|

)’
Gn = {(gn1 (,8,7) -+, 9nn (@, 8,7)) : (@, B,7) € R"*?}.

Es claro que G, es un subconjunto de un subespacio vectorial de R"™ de dimensién
p+2. Dado t € RP*? y un conjunto I de p+ 3 nmimeros naturales distintos tomados
entre {1,...,n}, vamos a construir un subconjunto J C I tal que ningiin f € F,
pueda cumplir

fi<tiVi€J}'fi>tiVi€I\J (Bl)
y entonces F, tendrd pseudodimensién a lo sumo p + 2. Claramente sélo basta
considerar el caso t; € (0,1) para todo ¢ (porque si algiin t; es 0 o 1 entonces
(B.1) sélo podria cumplirse para J = @) o J = I respectivamente). Para ¢t € (0, 1)
definamos entonces la inversa generalizada

w™! (t) = min {u: w(u) < t}.

Notar que como w (u) es continua a derecha para u > 0, se tiene que w (w™? (t)) =
t y entonces w (a) > b implica que a < w™! (b). Si (B.1) se cumpliera para algin
f € F,, entonces deberia haber un g € G, tal que

g2t;VieJyg<t;Viel\J (B.2)

para i = w™! (¢;) . Sin embargo, como G, es un subconjunto de un subespacio de
dimensién p + 2, existe un vector no nulo v € R?*3, independiente de t, tal que
Y i1 Vigi = 0 para todo g € Gn. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
v; >:0 para algiin 7 € I. Si v't* < 0, definimos

J={i€l:v L0}
y llegamos a la contradiccién
0= wg <Vt <0
i€l

Si v/t* > 0 reemplazamos v; < 0 por v; > 0 en la definicién de J y llegamos a otra
contradiccién. Entonces ningiin f € F,, puede cumplir (B.1) para este J, como
queriamos demostrar. B

Demostracién del Lema 4.1: Por simplicidad, trabajaremos con el esti-
mador inicial centrado, B, = Ton — 8. Consideremos la familia de funciones

fiw,v,s) =1(|u; (w) — X,v| < 5) para (v,s) € T £ R x RY.
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Para un w € §2 fijo,

((fr @, v,8) 1+ s fu (w0, v,8)) : (v, 8) € T}

estd incluido en un conjunto de la forma F,, considerado en el Lema B.2, asi que
tiene pseudimensién a lo sumo p + 2. Entonces por el Corolario 4.10 de Pollard el
proceso {f; (w,v,s) : (v,s) € T} es euclideo (ver Definicién 7.9). Una envolvente
para este proceso es sencillamente F = 1,,. Si definimos

Sn ((U,V,S) = fo (w,v, 3) y M, (V,S) = ZEfz (~,V, 3)
=1

=1
es claro que
FY () = %s,, (@, Bons Sut)

Usando el Lema B.1 con p = 2 obtenemos que

]E{ sup |Sn (-, Vv,8) — M, (v,s)l2} <Cn
(v,9)€T
y entonces, aplicando simplemente la desigualdad de Tchebyshev se obtiene que
1
_Sn ) ,Snt _Mn ,Snt =O 1 .
S};ﬁ’ﬁl (w, Bon, Snt) (Bon snt)| = Op (1)

Esto implica que

Sup F+ (t) - —M (IBOn:Sn ) =0p (1) ’
>0
asi que para probar que |F,:r | = 0, (1) sélo falta demostrar que
sup [0 (B 508) = FS (8] = 00 1.
>0

Para esto basta ver que

sup M (Bon, snt) — Fot (s;t>‘ = 0, (1) (B.3)
t>0
Y que
sup |F3 (si) _Fy (t)‘ =0, (1). (B.4)
t>0 g
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Notemos que
1 1 < n , —s, :
= Ma (Bon, 5nt) = H; [Fo (%) _ Fo< s t:)qﬁ(,n)] |

Haciendo un desarrollo de Taylor de orden 1 se obtiene que

R(ﬂiﬁﬁﬁ n( )+h@aﬂﬁt (B.5)

g

Yy entonces

A (Snt+x,ﬁon) _ Fo (S_,;t)
g g

Exactamente la misma cota vale para

ZFO ( snt+x[30n) Fy <—Z,,t>

y entonces (B.3) queda probado. Para (B.4) se usa el hecho que Fy es con-
tinua, mondtona y acotada, por lo que la convergencia puntual en probabilidad
de Fy§ (snt/c) a Fy' (t) vale uniformemente en ¢.

_Ahora bien, como

1o K
< ;E T(lIxll > K) + | foloo — 1Bonll -
=1

|dn — d*| < | B - F,

tenemos que d, — d* en probabilidad, como queriamos.

Para demostrar que £, — t* en probabilidad bastarfa probar que Fy (f,) —
1 — d* en probabilidad. La demostracién de esto iltimo es idéntica a la del Lema
A.2 parte (ii). B

Demostracién del Lema 4.2: Consideremos nuevamente f; (w,v,s) como
en la demostracién del Lema 4.1. Ahi probamos que

1
Vasup |FF (£) = =My (Bon, snt)| = Op (1),
>0 n
asf qﬁe solo resta ver que
1
sup | =My (Bon, Snt) — Fy' ()] = Op (n™1/?).
t>0 |1

Como en el lema anterior, probaremos por separado que

Mo Bonssnt) = F5 (22| = 0, (5747) (B.6)

sup |—
0
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Y que

sup
>0

|7 () - s 0] = 0 (0. (B.7)

Haremos desarrollos de Taylor como antes, pero de un orden més. Se tiene en-
tonces

o (S0) - (3) 0 (2) o s} (2] 05
y

() () () s ()

Ahora restamos (B.9) de (B.8) y, usando la simetria de fy, se obtiene que

2t onsat) ~ B (2) = LU ) - sy § (B22)

i=1

Yy entonces

2 B 0) = i (2] < ke 25 180l 2l = 0, (277

que implica (B.6) por ser 7 > 1/4. Para probar (B.7) hacemos otros desarrollos de
Taylor similares a (B.8) y (B.9), usamos nuevamente la simetria de fo y obtenemos

Py (%‘) =F(t)+ % [fo (€a) = fo (1)] (Sﬁ - t>2

con £, entre s,t/0 y t y 1, entre —s,t/o y —t. Por lo tanto |t/€,] y |t/n.| estdn
entre 1 y /s, de modo que

2
% () - o] a el (e { T )) 15 -

que implica (B.7) porser 7 > 1/4. 1
Para los siguientes lemas definimos v, = (saln)"'. Notar que v, = o, (1)
cuando ¢* = oo.

sup
20

sup
>0

1|2 = O, (n7?7)

Lema B.3. Si se cumplen A1-A5 y W1, entonces

3w (¢} % = 0p (1),
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Demostracién: Observemos primero que dado K > 0,

<

1 ¢ ,
- > {w;i — hy (£%)} xix;
=1

1 n
+2- 3 lxl*I(lxl > K) . (B.10)

=1

% S {wi = by ()} x (||| < K)

. =1

Dado € > 0 podemos elegir K tal que

. 1o 2
lim sup — X I(||x;] > K) < e.
msup b L(l) > )

Asi que solamente debemos mostrar que el primer término en (B.10) es o,(1).
Fijemos dos coordenadas j y k y consideremos los procesos

filw,v,8) = w (s (w (w) — x;v)) zijzad (x| < K)
para (v,s) € T = R? x R*. Nuevamente podemos aplicar el resultado del Lema
B.2 a esta familia de procesos porque el factor z;;z4I(||x;| < K) no altera la
pseudodimensién. Entonces la sucesién de procesos {f; (w,v,s): (v,s) € T} es
manejable para la envolvente F = K?21,, y podemos aplicar nuevamente la de-
sigualdad maximal del Lema B.1 con p = 2 para obtener

E< sup

(v,8)€T

n

2
fi(w,v,8) = Ma(v,s) } < CnK* (B.11)
1

donde
Mo (vi9) = B (v,9) = 3 [w(s (ou=Xw) fo () dusimal (Ixd] < K).
i=1

i=1

De (B.11) se deduce que

1 n
- > wizyzal (|Ix:) < K) — Mo (Bon, vn)| = 05 (1) (B.12)
=1
asi .que sélo resta probar que
1 e
~ | Mn (Bons vn) = ha (¢ ) D zyzad (x| < K)‘ =0, (1). (B.13)
i=1
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Como
9 (s,1) =/w(s(ou—t))fo(u)du

es continua (una consecuencia del TCM), es facil ver que

n

23 {0 xB0n) = 9 ( 7:.0) b (el < K)\ = 0,(1)

=1

que es otra forma de escribir (B.13). m

Lema B.4. Sisecumplen A1-A5y W1-W2, y llamamos p (u) = w' (u) u, entonces
1o .
Ko 03 (o on) — o () XX, = 0 (1)
Demostracién: Podemos escribir K,, = A, + B, con
An = 150 {p(vnw) — p(wi/ (0t*))} xiX]

B, = 23 li{p(w/(ot") = ke (t)} xix;.

Veamos primero que A, = 0, (1). Dado € > 0, por A5 exdste K > 0 tal que
. 1 e 2 £
limsup 2 - x| I(llx;]| > K) < = B.14
meup2lle, 2 3 bl (el > K) < 5 (B.14)
y entonces basta con probar que
. 1 e Ug g
Jim P (;;lf’(""‘“) ~# ()| > 57) =0
Como existe ¢ > 0 tal que P(|u] > ¢) < ¢/ (8lp|, K?),
im P (23 |0 ) — 0 ()
nmee n i=1 ot*

Por otra parte, como p(u) es continua con soporte [—1,1], es uniformemente
continua y entonces existe § = § (¢) tal que |p(u) — p (v)| < &/ (8K?) si |u — v| <
6. Por lo tanto
)
> -
c

(5o (2)

€
I(ju| > ¢) > 472') = 0.

1
ot*

Vp —

€
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que tiende a cero.
Para ver que B, = 05 (1), nuevamente usamos (B.14) y entonces basta probar

que
lim P (

para cada par de coordenadas j y k. Pero como

E [{P( ug,) ha (t* )} izl (||x:]] < K)] =

£

> 5) =0 (B15)

L5 {0 (22) - ()} sl (il < K)

\Y% [{/’ ( ut-) ha (t* )}-’Bij:cik]]:(”x,i” < K)] < (210l K?)

usando la desigualdad de Tchebyschev se tiene (B.15). B

Por simplicidad, en los teoremas siguientes trabajaremos con las variables ex-
plicativas estandarizadas:

\/_

Notar que Y 0, Zn;7,; = I. También, que A2 y A5 implican que

n
Jim 3 sl (o] > €) =0
1=
para todo € > 0.

Lema B.5. Consideremos el proceso
W, (s) = Z {w (sui) w;I — ho (t*) Ty (%) } Zni
i=1

paras €T 2 [(20t")'1 (ot + 1], T de p x p simétrica y 3 impar y acotada.
Si se cumplen Al1-A5 y W1, entonces

Wn (Un) —D Np (0’ Vv (t‘))
donde V (t*) estd dada por (4.3).

Demostracién: Si tomamos @ € RP entonces a'W, (s) = Y . fin (w, 5),
donde

fin (W, 8) = w (sw;) i’z — hy (t*) P (%) oaTz,;.
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Invocamos nuevamente el Lema B.2 para esta familia, ya que el segundo tér-
mino de f;n es fijo con respecto al indice s. El arreglo triangular de procesos
{fin (w,8) : s € T} es manejable, con envolventes F,, dadas por

i = 208" ||| l|znill + [h2 (E) | T [l [12n:l

cuando t* < 00, 0
Ioi (w) = |wsl ||l |zl

cuando t* = oo. En este ltimo caso u; tiene varianza finita, asi que las envolventes
tienen cuadrado integrable en ambos casos. Notar también que Ef;, (-,s) = 0.
Ahora definamos la covariancia

H(s,t) =

o’Ep, [{w (sou) ua’ — hy (%) %"/’ (u) a'l"} {w-(tau) ua' — hy (t*) -‘l;z/) (u) a’I‘} ]
'y la seudométrica en T

p(5,t) = o |l EY? {(w (sou) — w (tou))?u?} .
Llamaremos Up (T') al subconjunto de funciones reales sobre T° que son acotadas
y uniformemente continuas respecto a p. Para més detalles, ver la Seccién 10 de
Pollard (1990).

Ahora empleamos el Teorema Central del Limite Funcional 10.6 de Pollard
(1990) para obtener que a’W,, converge en distribucién a un proceso'W cuya
distribucién es gaussiana y concentirada en Up (T'). Las fidis (distribuciones de
las proyecciones finito dimensionales) de W estdn determinadas por las covarian-
cias H. Notar que H ((ot‘)_1 , (at")"l) = o'V (t*) a. Si definimos la aplicacién
€ (z,s) = z(s), que es continua respecto a la distancia

d((z1,81), (22, $2)) = max {|z; — T3, , |51 — 82|},

podemos aplicar el resultado del Ejemplo 10 y el Teorema de la Aplicacién Con-
tinua 12, paginas 69 y 70 de Pollard (1984), para concluir que £ (o W,,,v,) —p
¢ (W, (at‘)_l) , lo que es otra manera de escribir que & W, (v,,) —=p N (0,a'V (t*) a)
y entonces la demostracién est4 completa. B

Demostracién del Teorema 4.4: Sea 3,, = T1» — 6. Entonces

i WiXu; = Zn:wixixg,@m. (B.16)
i=1 i=1
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Como n
E;l/z\/iﬁ ;wix‘ix:'ﬁln =
(z;‘” Z{w —hy (t'ﬂx;xi} 2l () ) VRE B,

utilizamos el Lema B.3 en el lado derecho de esta igualdad y sélo nos resta probar
que

BT 3 it = Wa () + 0 1)

con W,, como en el Lema B.5.

En primer lugar, lamemos x (u) = w (u) u, que es una funcién con derivada
" continua y de soporte compacto, asi que X’ (u) es uniformemente continua. Ha-
ciendo un desarrollo de Taylor se tiene que

X (Vn (4 = XBon)) = X (vnts) — X (Vi) UnXBon + VaRni

donde
R = [ (taw) = X' ()] XiBon
con &p; tales que |t — &ni| < [UnXBo,| - Llamemos

R.=) Rux:
=1

Queremos llegar a que R, = o0, (r!/2) . Como
IRa] < [|Bonll Zi;l)( (ntss) = X (na)] l1:l)?
Y Bonll = Op (n"1/%) , basta con probar que
S (vn) = X (i)l il = 0p (). ®.17)
=1
Dado € > 0 existe K = K (¢) tal que

- lxt" ]I “xtl > K)
Z' | T
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También existe 6 = 6(¢) > 0 tal que |[x' (u) — X' (v)| < e/ (2K?) si Jlu —v| < 6.
Entonces, si v, ||Bo.|| < 6/K, tendremos que

1~ ,
- D Ix (nts) = X (Eni)| I%:)| < e
=1
Por lo tanto

1¢ , 5
P {;;W (vnws) = X (&)l Iill® 2 E} < ]P’{u,, 1Bonll = ?}

y el lado derecho de esta desigualdad tiende a cero, de donde se deduce (B.17).
Ahora bien,

Zwixiui = ul Z X (n (ui — xiB0n)) xi + Z w;X;X;Bon (B.18)
=1 1

=1 1=1

y
1 n 1 n n
— > " x (v (us — XBo,)) x: = — D o x nt) xi = Y X (vats) Xi%, B0, + R,
n i n =1 =1

Como
1 n n
™ Zl X (Unths) Xi = ) w (V) wx;

=1

D X (vnws) XiXiBon = Y [W (vats) vnus + w (Vi) X:%Bon,
i=1 i=1

de (B.18) obtenemos que

n n n
Z WiXU; = Zw (V) uix; — Zw’ (Vnt) vnuixiXB,, + RO (B.19)
i=1 i=1 i=1

con

RY = Z [w (vn (us = XiBon)) — w (Vnus)] X:X;Bon + R
i=1

Como w (u) también es uniformemente continua, igual que antes se puede demostrar
que
R? = o, (nl/ 2.



Ahara, usando la notacién del Lema B.4,

Zw’ (Unt;) VnuiX; X; B0, = nKnBo, + nhe (t*) LnBon,

i=1

y nK.Bon = 0p (nl/ 2) . Asf que, en definitiva, de (B.19) se obtiene que

z WX Uy = Z W (Vnts) uX; — nhy (1) EpBoy + 0p (n'/?)
=1

i=1
y entonces

n n

1
2;1/2‘\—/_;': Zw,—x,-'u,,- = Z w (V,.u,-) UiZp; — \/7_'1,’7,2 (t*) 231/2,30,, + Op (1) .
=1 i=1

Pero todavia no hemos terminado. Como
Bon = T3 %;«/} (Z)x:+ 05 (n72)
tenemos que
Vnhy (t°) ZV2B,,, = hy (t*) TV DY/2 anw (“;) Zni + 0p (1)
i=1
donde £’I'7'2Y? - T en probabilidad y

550 (%) a0yt

de modo que

Vihy (£°) BY2Bg, = hy ()T S 9 (“;) Zni + 0, (1)

i=1

y entonces, finalmente, reemplazando en (B.20) obtenemos que

Ll o
) 1/271—1 Ewix-iui = Wn () + 0, (1)

como queriamos. W
Antes de pasar a la demostracién del Teorema 4.5, veamos la
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Demostracién del Lema 4.3: Mediante un desarrollo de Taylor tenemos

que
) (—“""’a‘ﬂ”‘) = <3-) — (3-) XPon | .

Sn Sn Sn

R = [w’ (;‘—) — (fm-)} "Jif°"

n

donde

para cierto &,; tal que
u.

1
i — =

Sn

XiBon

Sn

<

Como el estimador inicial satisface

Zn:'gb(ui_xgﬁo")xi:O
=1

Sn
se tiene que
1¢ Uu; :
TnBon == ¥ (—) X; + R,
n =1 Sn

donde

n

P (u—> X;X;
=1 Sn

1 n
R, = Tl;Rnixi-

1
In=—
Sn

Con una demostracién igual a la del Lema B.4 usando ¢/ en lugar de p (notar que
Y/ es uniformemente continua bajo nuestras hipétesis) se deduce que

%2; [w (1) ~ Er, {w'}] xx; = 05 (1)

y entonces o
PITED et MY IR |

" EFo {W}

en probabilidad, de modo que I tiene la forma que queriamos. Para ver que

R. = 0, (n71/2) se procede como en la demostracién del Teorema 4.4, usando

nuevamente que Y’ es uniformemente continua. Para completar la demostracién,
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usamos otra vez un desarrollo de Taylor de orden 1 y como |s, — o] = O, (n=1/?)
y |uy’ (u)| estd acotado se obliene que

L5 (2) 20 (B s 0,

i=1
En definitiva,
1 - Uq _
Bon =T 30 () i 0 (717)
=1
como queriamos probar. W

Demostracién del Teorema 4.5: Dado que el EMC es asintéticamente
normal“bajo estas hipétesis, es suficiente demostrar que

n

Z (1 — w;) xu; = op (n1/2) ’

i=1

ya que con el otro miembro de (B.16) se puede trabajar como en la demostracién
del Teorema 4.4.

Fijemos una coordenada j y consideremos el proceso
£ (@,5,v) = L(s |us (@) = Xov] > 1) a3y (w) para (s,v) € T(5)

conT(6) = {(s,v) : s <6, ||v]| < 6} para cierto § > 0 que se especificard después.
Nuevamente por el Lema B.2 se tiene que esta sucesién de procesos es euclidea
con envolvente F dada por

R = [ () 2 55 ) +1 (Il 2 )| el s @1

Es decir, podemos aplicar el Lema B.1 para obtener que
T(8)

E {sup 19 (-, 8, V) — My (s,v)|2} < (18CzA (1))22n:]EF,-2. (B.21)

Recordemos que en (B.21) lo tnico que depende de 6 son los F;. Dados €; y €,
positivos, podemos elegir un § > 0 tal que

- Z EF; 2 < 6162 Yn

36021\ 36C.A (1)
y entonces de (B.21) obtenemos que
2
l]E {sup |Sn (-, 8, V) — My (s,v)|2} < 852 vy, (B.22)
n T(5) 2
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Entonces
1

P! —
2

Y, eligiendo ng (&1, €2) tal que

Y (1= wi) wzy; — Mn (v, Bon)
i=1

> el} < P{(vn, Bon) £ T (6)} + 2

P{(vn, Bon) £ T (6)} < 5 Vn 2o,

se tiene que

% [Z (1 — wy) wizi; — My (VnnBOn)] =0,(1).

Ahora sélo nos queda probar que M, (Vn, Bq,) = 0p (nl/ 2) , siendo

Moo o) = 30| [1(E2L 5 1) 5 (£) )

snn

1=

con g (u) = ufo (u). Haciendo un cambio de variables y usando que g es impar
obtenemos que

|[u — xiBonl u __/’“‘“ U + X[ Bon
/11<—8nt" >1 g(a)du,— (e

Llamemos . .
G(s,t) = / g (%) du.

G(s,t) 2 %G’(s,t) =g<s:t) , (—s+t>

g

s o 1,(s+t 1,[/-s+t
Gt & g6y = 1o (2 - 1y ()

ag ag g

Entonces

son ambas continuas en (s, t) . Notar ademés que G (5,0) = 0y G (s,0) = 29 (s/0)
para todo s. Asf que haciendo un desarrollo de Taylor en la variable ¢ alrededor
de (sntn, 0) se obtiene que

Snln

p ) x:'ﬁon + G (snt‘rn gni) % (x:ﬁOR)2

G (5ntm XiBon) = 29 (
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con |€,i| < |x!Bopn|. Como

Mn (Vn, IBOn) = - Z G (3ﬂtﬂ7 x::BOn) Tij

i=1

obtenemos

| M (v Bo)| < 2 (

Snt = 1 =
2 ) 80l 3 bl + 5191 WBonl S
=1

=1

Como ||Bo,|| = o, (n~Y/*) por A6, para ver que My (vn,B6,) = 0p (n!/?) basta
probar que g (sat,/0) = O, (n~!/*) . Como t, — oo en probabilidad, se tiene que
t, = t, con probabilidad tendiendo a 1 y entonces basta ver que g (s,i,/0) =
Op (n'l/ 4) . Recordando que

1- Ff (f) <dn < |FF = Fo|

por definicién, finalmente obtenemos que

n/O’))l/2

C (1 - F (@)Y +C|F —-F (s,,',,/a)|‘/2

C (dn +F+(t) Fi (8)" +c|r0 o) = Fgt (safn/a)]"?
C(2|Ff - Ff|, )’ + [u2fl (w)| Y max {1/sn,1/0} |$n — o]

y siendo |F;f — F'|__ = O, (n™Y/2) por Lema 4.2 y |s, — 0| = 0, (n"/1) por AS,
se obtiene g (snt,/0) = O, (n‘l/ 4) como queriamos. B

Demostracién del Teorema 4.6. En realidad este resultado est4 incluido
en la demostracién del Teorema 4.4, porque ahi se probé que

g (snln/0) C(l—F0 (

IA A IAIA

Zwixiui = Z W (Un ;) wX; + nhy (8%) TnBo, + 0p (n/?)

i=1 i=l1
sin usar la suposicién A7 hasta ese punto (ver (B.20)). Por lo tanto
}3’1/2 zw,x,x’,ﬂln = hy (t*) Y26y, + T Zw (Vns) iZni + 0p (n71/2) .
1.__1 =1

Invocando el Lema B.5 con I' = 0,, se obtiene que el segundo término en el
miembro derecho es O, (n‘l/ 2) y con el Lema B.3 se completa la demostracién. B
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C. Cdlculo del REWLS a partir del LMS, para contamina-
ciones puntuales

En esta seccién mostramos cé6mo se puede calcular el REWLS a partir del LMS
cuando Gy es la distribucién N, (0,I), Fo = & y las contaminaciones son pun-
tuales. Debido a la simetria esférica de Gy basta con considerar contaminaciones
de la forma z = (z,0,...,0,y) con T e y positivos. Para este tipo de contam-
inaciones, se puede demostrar que la primera componente del LMS no depende
de p y que las demds son cero, de modo que para calcular (3.12) basta tomar
p = 1. Para esta situacién Simpson y Yohai (1998, pdg. 1159) dan las expresioncs
del LMS y del correspondiente estimador de escala en funcién de (z,y). Sean
dy =0 ((8/4—¢)/(1-¢)),ds =27 ((3/4—¢/2) /(1 —€)) yd =27 (3/4).
Sca (o la solucién de d? (1 + 8%) = (yo — Bzo)’ més cercana a 0, o sea

1/2
_ ToYo—di (a3 + 93 — at)"/

2 2 )
T — di

Do

(C.1)

que estd bien definido para |yo| > d;. Si lamamos Tg (g, Zo,Y0) al LMS para
H = (1—¢€) Ho + €6z 40), entonces

0 silyo <di
To (€. 7o, o) = Bo S%dlﬁl?/olﬁdz
o1& o, %o Bo siyo| >drydi(1 +ﬂ3)1/2 <dy
0 silyol >daydi(1+ 8> da

(C2)

El correspondiente estimador de escala es

d,/d si |yo| < dy
d(1+8)2/d  sidy < |y <dy
di (1+B3)"" fd  sifyol >y di (1 +62) <dy
d/d si |yol >dpydy (1482 > dy.
_ A fin de obtener la férmula explicita para el REWLS, debemos encontrar dy
y ty. También debemos especificar un valor de 7. Nosotros usaremos 1 = 2.5,

aunque para que valgan los resultados siguientes sirve cualquier n > d.
Sea

S (8) Zo, yO) =

ro = Yo %0To (€, Z0, 30)
S (E, To, yo)
el residuo estandarizado de (zo,%p). Entonces el estimador REWLS, calculado
. con pesos hard-rejection, es

(1 —¢) Eo {wzy} + ezoyo L(|ro| < tn)
(1 — 6) Eo {11)222} +€.’B(2,]I(|7‘0| < tH) '

T (€, 20, y0) = (C.3)
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E] célculo explicito de (C.3) es tedioso pero directo. Tenemos que considerar
por separado los mismos casos que en (C.2). Es importante senalar que las férmu-
las explicitas de (C.3) que obtendremos serdn vélidas también cuando ty = 2.5,
es decir, para el estimador a un paso de Rousseeuw.

Caso 1: |yo| < d; : En este caso Tp =0 y S = d;/d. Por lo tanto

Ff ()= (1) I (St) +¢ {wl /S < 8}

Debemos hallar
dy = supmax { Fy (t) — F} (t),0}.
>0
Si definimos P
RO = O-0-aF (5) (C4)
entonces

dy = max{ sup F1(t), sup (Fi(t)—¢) ,0} .

t<lyol/S t>|yol/S

Sea t; = arg max>o F1 (t) . Es facil ver que

1/2
: —2In{(1 —¢)d,/d}
1 =
{1-(d1/2)"}
Adem3s se puede ver que [} (t) se anula unicamente en t;, por lo tanto F) es

estrictamente creciente en (0,{;) y estrictamente decreciente en (t;,00). Como
ademads |yo| /S < d en el caso que estamos considerando y d < {;, tenemos que

dy = max {I (lvo| /S), F1 (1) — €,0}.
Como I (d) = € es F) (t;) > € y entonces
di = max {F1 (Jyo] /S), F1 (t) — €} .

Asi que debemos considerar dos casos para encontrar 1. Recordemos que t es
el menor valor de t > 0 que satisface

() >1—dy.
Sidy = Fi(|yo| /S), ningin t < |yo] /S cumple
Fy (1) = (1 —¢€) Fg" (St) 2 1= F1 (Il /5)



porque el lado derecho es siempre mayor que 1 — €. Asi que debemos considerar
los t > |yo| /S. De la igualdad Fj; (fy) = 1 — dyy despejamos

b = é (7)™ (1 — I (Il /5) = s)

l1-¢

que se puede ver que es efectivamente cumple Iy > |yo| /S.
Ahora, si dy = Fj (t;) — €, nuevamente ningiin ¢ < |yo| /S satisface

Fr®)>1-F(t)+¢

porque, al menos para los valores de € considerados en la Tabla 1, verificamos
numéricamente que Fj (¢;) < 2¢. Entonces debemos considerar los t > |yo| /S y

como antes se obtiene
_ 1 a1 (1-F ()
= (F? —— vy
=5 ( 0 ) ( 1—¢

que satisface Ty > |yo| /S.
Para calcular (C.3), notar que w = {|y|/S < iy} es independiente de = y
simétrica alrededor de cero en y, asi que

Eo {wzy} = 0,
Eo {w:z:z} = F0+ (StH).

Como Ty > |yo| /S el REWLS es

€ToYo
1- 6) .FoF (StH) +€’B(2)

Ty (5,-’130,%) = (

Cuando ty = Iy, esto se simplifica a

EZoYo
1 —'dH —E+€$(2)'

Tl (61 Zo, yO) =

Case 2: d1 S Iyol S dg, (o] Iyol > d2 Yy d1 (1 +,33)1/2 S d2 : Ahora To = ﬂo
y S= di (1+62)"? /d. Notar que (y — foz) /S ~ N (0,d%/d?) y o = d en este
caso, asf que

Fi(t)y=(1-¢) Fy (%t) +e{d<t}.

Entonces
FE () - Ff () =R ()~ {d <t}

con F} como en (C.4). Entonces

dy = max {g; Fy (t,) — €}
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porque t; > d y Fi(d) = €. Pero ya dijimos que Fj (1) < 2¢, asf que
dH =€

en este caso, sin importar el valor que tomen zo ni yo. Es también f4cil de ver que
para hallar y solamente tiene sentido considerar los ¢t > d y entonces se obtiene

d -1 (1—2¢ d 1—1.5¢
— = —%!
dl(F") <1—s> d (1—e>

que es efectivamente mayor que d. Por lo tanto

1-1.
Sty = /1 + 423! ( 1_€5€>

ty =

si t_H >1,0
d
v StH= 1+,3§EI77

sity <.
Definamos ahora a (¢, o) = Eo {wzy} y b (¢, Bo) = Eo {wz?} . Entonces

a(e, o) = 2[% zp(z)p(foz — Sty)dz, (C5)
be,B0) = [oo z%p(z)[2® (o + Sty) — 1] dz. :

Estas integrales se evalian numéricamente. El REWLS es

(1 - 6) a(é:,ﬂo) + EToYo
(1—¢)b(e,Bo) + €3

Ti (€, To, Yo) =
Case 3: |yo| > do y dy (1+02)"? > dy : Enestecaso To =0y S = dy/d. Sea

d
RO=FO-0-a5 (Ft),
de modo que
dy = max{ sup Fy(t), sup (F2(t)—¢) ,0} .
t<iyol/S t2|yol/S

Sity = argmin,>q F3 (), entonces F;, es decreciente en (0, t,) y creciente en (t2, 00)
pues [ (t) se anula sélo en t;. Ademds F3 (0) = 0 y lim;_o F2 (t) = €, asi que
Fy(t) < 0en (0,t;) y Fy(t) < € para todo t > 0. Por lo tanto,

dy = max {F3 (lyo| /S),0} .
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Sidy = F>(Jyo| /S) , entonces no puede ser ty < |yo| /S porque
(1—¢e)Ff(St)<l—e<1—dy, Vt >0.

Asi que para hallar {;; debemos considerar los t > |yo| /S. De la ecuacién Fyt (Ty) =
1 — dj; se despeja

zﬁ=%@?f“C_Fﬁ@!$_e) (C6)

Sin embargo, el lado derecho de (C.6) serd menor que |yo| /S para |yo| suficiente-
mente grande (especificamente para |yo| tal que Fy (lyo] /S) > 1 —¢) asf que

- d -1 (1= F2 (%l /S) — €\ Ivol
t,,:max{d—z(ﬂ;') ( 1—¢ ,? .

Por otro lado, si diy = 0 tenemos que ty = 0o. El REWLS es

ezoyol (Jyol /S < tn)
1—¢€) Fy (Sty) + exdl (lyol /S < tu)

Tl (E, To, yO) = (

Es importante recalcar que para cada ¢ fijo t;; tomard el valor |yo| /S para |yo|
suficientemente grande y entonces T (¢, Zo, %) = 0. B

El punto (zo, ¥0) donde T (€, o, Yo) alcanza el maximo debe hallarse mediante
una busqueda por grilla. Para la funcién de sesgo méximo del LMS (que coincide
con la de sesgo méximo puntual) se tiene la expresién

d? 1/2
B (6) = (% -1)
1

de acuerdo a la férmula (3.24) de Martin et al. (1989). Claramente, el LMS
alcanza su sesgo mdximo en el Caso 2, cuando d; (1 + G2 )1/2 = dy. Dado cualquier
Zy, el sesgo maximo del LMS se alcanzar4 en yo = d2 + B, (€) Zo. Numéricamente
se verificé que el méaximo valor de T (g, Zo, Yo) se alcanza en ese yo también. La
forma del REWLS en esos puntos es

(1 —¢€)a (e, Br, (€)) + edyzo + B, (€) T3

Ty (e,%0) = (1 —¢€)b(e, Bx, (€)) + €z

1 %

Para un ¢ fijo el valor de o que maximiza T (¢, zo) estd dado por

l1—¢
15

zh(e) = C(e) + [c (e)” + ( )b(e,BTo (e))] v
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donde

Cle) = (1 - e) (BTO (€) b (e, Bx, (€)) — a(e, By, (e))) ‘

13 d2
Entonces la funcién de sesgo maximo puntual del REWLS seria
Br, (€) = Ti (e, 25 (€) ,d2 + B, (€) 75 (€)) -

Esta expresién es una conjetura, ya que si bien se verificé que es vilida para los
valores de € considerados en la Tabla 1, no pudimos demostrar que efectivamente
el maximo REWLS para cada z, se alcance en yo = da + B, (€) Zo.
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