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“Some properties of the nuclear pairing interaction”
Abstract

In this work we analize some properties of the nuclear pairing interaction,
its influence on the sum rules for multipole particle-hole operators, and the
correlation’s spatial structure the pairing interaction causes.

This interactlion is one of the most important which models the nuclear
residual hamiltonian, so we believe that this work could help to clarify some
aspects of this interaction.

We find that the pairing interaction is invariant under spatial transla-
tions and not invariant under galilean transformations, and because of it,
the interaction does not conserve sum rules. The same behavior occurs with
temperature, and we find a relation between the pairing interaction’s gap
and the energy weighted sum rule for a mass dipole operator.

We studied the Cooper’s pair localization problem. We find that the
no-localization in the configuration space is associated with the size of the

Hilbert space used.

Keywords Nuclear, Pairing, Sum rules, Effective mass, Galilean invari-

ance, Cooper’s pair.

Palabras clave Nuclear, Apareamiento, Reglas de suma, Masa efectiva,

Invariancia de Galileo, Par de Cooper.



Resumen

En esta tesis se analizan algunas propiedades de la interaccién de apareamiento
nuclear, como su influencia sobre las reglas de suma para operadores de tipo
particula-agujero, y la estructura espacial de las correlaciones que induce.

Debido a que esta interaccién es una de las que mejor modela el hamilto-
niano residual nuclear, se cree que los resultados obtenidos permiten clarificar
algunos aspectos de la interaccién.

Se encontrd que la interaccién de apareamiento es invariante traslacional
y no es invariante de Galileo, y que por esta razén no conserva las reglas
de suma. Este andlisis se extendié a temperatllxra finita, y se encontrd una
relacién entre la regla de suma pesada por energia asociada al operador dipo-
lar de masa y el gap de apareamiento.

Se estudié el problema de la localizacién del par de Cooper, y se encontré
que la no localizacién del par estd asociada al tamarno del espacio de Hilbert

utilizado.



Introduccion

En un trabajo recientell], se encontrd que la interaccién de apareamiento,
junto con la interaccién cuadrupolar, modelan apropiadamente la parte resi-
dual del hamiltoniano nuclear. En ese trabajo se encontré que los términos
correspondientes a la interaccién de apareamiento mdés el cuadrupolar co-
rresponden a la parte més significativa (no estocédstica) del hamiltoniano
residual.

Si bien histéricamente la interaccién de apareamiento fue introducida
para representar en forma simple y esquematica la parte de corto rango de
la fuerza nuclear, ahora sabemos que ademés da una buena representacién
de una parte importante de la interaccién residual nuclear, sobre todo en
nucleos medios.

Pero algunos comportamientos de la interaccién de apareamiento no son
del todo satisfactorios. Por ejemplo, se habia observado que la interaccién
de apareamiento no conservaba las reglas de suma, entre ellas, la regla de
suma pesada por energia (EWSRl)[2]'[3]'[4]'[5]. El interés particular en esta
regla de suma estd en que, cuando el operador asociado a esta regla de suma
es el operador dipolar de masa, la EWSRI1 no depende del hamiltoniano
considerado, si este tiene la dependencia usual en la energia cinética de las
particulas. Esta propiedad no se verifica con la interaccién de apareamiento.

Existia ademds cierta confusién ante el comportamiento de la interaccién



de apareamiento frente a algunas transformaciones espaciales de simetria.

En este trabajo se demostré que la interaccién de apareamiento es inva-
riante ante transformaciones traslacionales y no lo es ante transformaciones
de Galileo, y que por esta dltima razén no conserva la EWSR113l. Debe no-
tarse que el nicleo es el \inico sistema que se describe en forma no relativista
y que muestra variaciones en la EWSRI con respecto a los valores predichos
por la regla de suma de Thomas-Reiche-Kuhn de casi el 100%14. 191 por
lo tanto era importante, desde el punto de vista experimental, observar si
los desviamientos de los valores experimentales con los predichos por TRK,
mostraban el mismo comportamiento que las variaciones inducidas en la regla
de suma debido a la violacién galileana de la interaccién de apareamiento.

Se encontré ademds una expresién que relaciona la masa efectiva del nu-
cleén con la EWSRI1 asociada al operador dipolar de masa, por lo que la no
conservacién de la regla de suma con la interaccién de apareamiento lleva,
en este caso, a la no conservacién de la masa efectiva del nucleén{131,

Se estudié también cémo dependia la variacién de la regla de suma con la
temperatura, obteniéndose una descripcién simple. Se encontré una relacién
sencilla entre el gap de apareamiento y la regla de suma dependiente de la
temperatura (TEWSR1)(16),

Se analiz6 la estructura espacial de los pares de Cooper, dado que otro

aspecto de la interaccién de apareamiento que mostraba un comportamiento



anémalo, era la no localizacién del par[17]. La contradiccién se debe a que el
par de Cooper se genera a partir de una fuerza que tiene en cuenta, funda-
mentalmente, la interaccién de corto rango entre los nucleones. En esta tesis
se demostré que la aparicién de estructuras complicadas en la distribucién es-
pacial del par, con varios maximos que compiten en probabilidad, provienen
de trabajar la interaccién de apareamiento en un espacio muy reducido del
espacio completo de Hilbert!18],

En el primer capitulo se describe el formalismo relacionado con la inte-
raccién de apareamiento y se establece la notacién utilizada. En el capitulo
siguiente se introducen las reglas de suma, se analiza el comportamiento
de la interaccién de apareamiento ante las transformaciones traslacionales y
galileanas, se obtienen las expresiones para la masa efectiva en funcién de
la EWSRI1 asociada al operador dipolar de masa, y para el cambio de la
regla de suma al tener en cuenta apareamiento, y se muestran los resultados
obtenidos. En el capitulo 3 se estudia la interaccién de apareamiento cuando
se tiene en cuenta temperatura, y se analiza la dependencia de los cambios
de la EWSRI ante las variaciones de la temperatura, aplicindose los célculos
a algunos de los niicleos trabajados en el capituIIO anterior. En el capitulo 4
se estudia el problema de la localizacién espacial de los pares de Cooper y el
tamaiio del espacio de Hilbert considerado, y su comparacién con una funcién

. Finalmente, se encuentran las conclusiones generales de la presente tesis.
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1 La interaccion de apareamiento

1.1 La fuerza nuclear

Habitualmente, al investigar el problema nuclear de muchos cuerpos desde un
punto de vista microscépico, se usan varias simplificaciones. Por un lado, se
desprecian los grados de libertad mesénicos, describiendo el niicleo como un
sistema de A nucleones interactuando a través de un potencial. Por otro lado,
se desprecian los efectos relativistas, y por iiltimo, se consideran importantes
s6lo las fuerzas de dos cuerpos.

A pesar de estas simplificaciones, inmediatamente aparecen serias dificul-
tades. Como las fuerzas nucleares no pueden derivarse de primeros principios,
los potenciales usados son, en su mayor parte, fenomenolégicos. La segunda
dificultad estd en la forma misma de las fuerzas nucleares, que muestran una
fuerte repulsién a cortas distancias (“hard-core”) y no se pueden tratar con
las técnicas usuales directas de la teoria de muchos cuerpos. Por ejemplo, no
pueden trabajarse con teoria de perturbaciones y el hard-core hace imposible
un tratamiento de campo medio autoconsistente. De hecho, los nucleones
dentro del micleo no sienten el potencial nucleén-nucleén “desnudo”, sino
que interactian unos con otros en presencia de muchos otros nucleones. Lo
que se hace entonces es introducir un potencial nucleén-nucleén efectivo, que
permite la aplicacién de las teorias de muchos cuerpos, como por ejemplo, la

teoria de Hartree-Fock.



Una forma alternativa es usar fuerzas efectivas fenomenolégicas, constru-
idas sobre la base de estas consideraciones, pero dependientes de algunos
parametros que se ajustan con los datos experimentales.

La nocién de “apareamiento” entre particulas se remonta al concepto de
“seniority” establecido por Racah(!9 en 1942 en la fisica atémica. En 1959
Belyaev(20l hizo la primera aplicacién detallada de la teorfa de la fuerza de
apareamiento al nucleo. La matemadtica es idéntica a la usada en el caso de
los superconductores, por lo que los dos casos son aplicaciones al tratamiento
mecdnico-cudntico del problema de muchos cuerpos.

La fuerza de apareamiento afecta la estructura intrinseca del nicleo. Ha
sido exitosa en la descripcién de diferentes aspectos del comportamiento nu-
clear encontrados experimentalmente, como el gap de energia que aparece en
los niicleos con un nimero par - par de nucleones, la diferencia entre los val-
ores esperados y los valores medidos de la densidad de niveles en las regiones
de excitacién mds bajas, la transferencia de dos particulas y otros aspectos
mas. Ademds la fuerza de apareamiento permite una buena discusién acerca
de la fisica del micleo, es decir, mds que lograr una buena reproduccién de los
datos nucleares experimentales, pone de manifiesto los ingredientes esenciales

nucleares més basicos!2!.
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1.2 La fuerza de apareamiento

Para escribir el hamiltoniano de apareamiento, definimos previamente los
operadores de particula a,tc y b, tales que a,t representa el operador que
crea una particula en el estado k y que se transforma bajo rotaciones como
(jk, M), mientras que by estd relacionado con su operador aniquilacién por

la expresién

bjpmy = (_1)jk_mk gk, —my (1)
Como estado k nos referimos al conjunto de niimeros cudnticos que definen

un estado, por ejemplo en una base esférica
1K) = Inijm)

El estado k corresponde al estado inverso-temporal |k) = T|k), que en la

misma base serd

k) = (=1)"*™Inlj — m)

Se definen ademds los operadores bilineales '

A¥2,,\p = {a{ ag}z (2)

Bl2,Ap = {blbz}z (3)

11



Cizaw = {alba}) = (V)G |, = (1) 54CT,y 5, (4)

Con el simbolo {}2, denotamos el acoplamiento al momento angular A con
proyeccién pu.

El hamiltoniano que tiene como interaccién residual al hamiltoniano de

apareamiento, tiene la forma

H=Y e(alar + a,t-ca,;) - GP'p (5)

k>0

donde Pt =17, }'kALkm,y por lo tanto P = 1 ¥ jk Bix,00- G es la magnitud
de la interaccién de apareamiento.

En analogia con Bardeen, Cooper y Schriefferl?l], quienes determinaron
el estado fundamental de un superconductor, la funcién de onda del estado

fundamental de un nicleo par-par se escribel4]

|BCS) = [ (Ux + Vialal)|0) (6)

k>0

donde Vi y Uy son los pardmetros que representan la probabilidad de que
un cierto estado (k, k) esté o no ocupado. Estos pardmetros no son indepen-

dientes, sino que la normalizacién del estado (6) impone

Usl® + [Val* = 1 (7)
La ecuacién (6) también puede escribirse como

12



Vi
IBCS) o [0) + 3 FEalalio) + 7 3

k>0 Uk k>0

Vi Vi tt

t
makaiak,al-,m) +... (8)

Y si se escribe el operador generalizado de creacién de pares

Vi
M =3 gra; ©)
k k
queda
00 1 v
|BCS) = Nzﬁrf |0) (10)
v=0 """
t
= Nezpl |0) (11)

donde I't crea un par de nucleones y puede ser considerado como un operador
proporcional que crea un “par de Cooper”.

En estas expresiones se ve claramente que el estado |BCS) es una su-
perposicién de estados con diferente nimero de particulas, y solamente el
término con rt¥ de la ecuacién (11) tiene N particulas, que corresponde a
un condensado de pares. Se debe entonces imponer la condicién de que el

valor de expectacién del nimero de particulas tenga el valor N, es decir

(BCS|N|BCS) =23 VZ=N (12)

k>0

13



lo que puede alcanzarse a través del término adicional al hamiltoniano —AN,
con A un multiplicador de Lagrange que es el potencial quimico o energia de
Fermi
Al buscarse el valor de expectacién de la energia libre H/ = H — N, se
obtiene la expresion para el gap de energia
- A?
(BCS|HI\BCS) =2 &V¢ - rel (13)

k>0

donde se han despreciado términos en GV y GV2, y € = & — A. A es tal

que

A=GY UVi

k>0

De las ecuaciones anteriores se obtienen

€x — A ]
\/(Ek - /\)2 + A2
La cantidad V2 = (BCS |a}:ak|BCS) es la probabilidad de ocupacién para

(14)

U, _1
ve) =qlt®

cada estado de particula simple k.

Reemplazando (14) en la expresién del A, se obtiene la ecuacién del gap

G A
A==
2l§]\/26k—/\)2+A2

(15)

que junto con la condicién (12)

14



€ — A
N=> [1- (16)
k>0 ( \/(Ek - )\)2 + AZ)
forman un sistema de ecuaciones no lineales que caracterizan esta interaccién

y que pueden ser resueltas por iteracién.
1.3 Transformacidén a cuasiparticulas

El concepto de cuasiparticulas es muy usado en la fisica de muchos cuer-
pos. Una transformacién a cuasiparticulas permite representar el estado
fundamental del nicleo como un “vacio” con respecto a las cuasiparticulas y
escribir el hamiltoniano en términos de las excitaciones elementales del mo-
delo. La transformacién a cuasiparticulas de Bogoliubov se hace a través de

las expresiones

ol = Ul - Vib; (17)
Bi = Ub;+ Vial
(18)
donde §; = Bj;,m; = (—l)ji—maji.—mi
Las cuasiparticulas mantienen las relaciones de anticonmutacién usuales

para operadores fermidnicos

{al,a}c,} =0 {ak)alfcl} = Ok (19)

15



El estado fundamental correlacionado satisface
a|BCS)=0 k>0 y k<0

y se lo puede escribir como

1BCS) = [] aucsl0) (20)

>0

que, como antes, queda

1BCS) = (IJU:) JI(U: + Viala})0)
i i>0
. ga't“‘f rt
= Nezpi 7' [0} =Nezp" |0)

La utilidad de las cuasiparticulas estd en que permiten cambiar de una
representacion de estados de pares de particulas interactuantes, a una repre-
sentacion de estados en términos de cuasiparticulas no interactuantes.

Las energias de cuasiparticulas son

Ep = /(e — \)? + A2 (21)

Los estados de una cuasiparticula of|BCS) tienen energia (BCS|H —
MV|BCS) = Ex. Estos son una supersposicién de estados con un niimero

impar de particulas, y describen un nicleo con un valor impar de nucleones.

16



Los estados de dos cuasiparticulas aal,|BCS > tienen energia (BCS|H—
M |BCS) = Ex + Ey y describen estados excitados en un sistema par. En
este caso, un par es roto y la energia de excitacién es Ey + Ey, > 24, es decir
que en un sistema par, el primer estado excitado se halla por lo menos a 2A

del estado fundamental.

17



2 La invariancia galileana y la interacciéon de
apareamiento

2.1 Introduccién

Un tema muy estudiado ha sido el de los espectros de excitacién de opera-
dores O, para lo cual se define la funcién de excitacién [(v|O]0)]2.

El modelo usado depende no sdlo del operador que excita al nicleo sino
de la region del espectro que uno desea analizar.

En los espectros de excitacién de los operadores fermiénicos bilineales,
relacionados con las excitaciones electromagnéticas p-h o con las reacciones
de transferencia, el problema es cémo obtener la informacién contenida. El
centroide de estas distribuciones se puede encontrar a través de cdlculos en la
RPA[22), Hace un tiempol® 9 23] se noté que una forma practica de mostrar
la informacién contenida en ellos era a través de las reglas de suma que
involucran distintas potencias en la energia de excitacién. Por esta razén
existe un gran interés en el estudio de estas reglas de suma. En particular,
el mayor interés se ha dado en la regla de suma dependiente de la energia
(EWSRI1). Esta tiene un status especial dado que, cuando estd asociada al
operador dipolar, es completamente independiente del modelo 4.

Este capitulo trata sobre la influencia de la interaccién de apareamiento

en las reglas de suma asociadas a operadores multipolares particula-agujero.

Inicialmente se trabajé sobre el operador dipolar de masas, dado que para

18



este operador, la EWSR1 es completamente independiente del modelo. Pos-
teriormente se estudi6 la influencia de la interaccién de apareamiento sobre
las reglas de suma asociadas a los operadores E1 y E2.

Dado que la expresién de la EWSR1 asociada al operador dipolar de masa
estd relacionada con el conmutador cntre el hamiltoniano y ¢l operador gen-
erador de las transformaciones galileanas, se analiz6 la invariancia de Galileo
cuando la interaccién considerada es el hamiltoniano de apareamiento.

La complejidad de las fuerzas nucleares y las dificultades inherentes a
una descripcion detallada de sistemas con un gran mimero de grados de
libertad, hacen que la aplicacién de las leyes de conservacién jueguen un rol
fundamental en la caracterizacién de los estados nucleares®). En el estudio
de sistemas interactuantes, usualmente se asume la validez de la invariancia
galileana. Pero debido a que los nucleones son particulas compuestas, uno
podria dudar sobre la validez de la invariancia de Galileo para los sistemas
nucleares.

Desde hace tiempo es bien conocido que la interaccién de apareamiento
no es invariante galileana[24], ni invariante de gauge[7' 29), La actitud general
con respecto a estas propiedades no deseadas ha sido que uno debe en general
tratar de removerlas cambiando apropiadamente la interaccién. En particu-
lar, por ejemplo, en la Ref.[25] estos efectos son llamados “efectos espiireos de

la interaccién de apareamiento”. En este trabajo, ellos estudiaron en detalle

19



la posibilidad de que los efectos estuvieran relacionados con la aproximacién
de BCS y no que fueran un comportamiento fisicamente importante de la
interaccién!!3).

Existen algunas indicaciones sobre la no invariancia galileana real de la
interaccion nuclear. Por un lado, en el nicleo la masa efectiva dindmica
es considerablemente menor que 1 para todos los niveles (ver por ejemplo
Ref.[4], en particular la figura 5.5 y la Ref. [26]). Una masa efectiva que es
siempre menor que 1 puede implicar una interaccién que no sea invariante
galileana, debido a que de esta forma la masa efectiva de todos los nucleones
estaria relacionada con la masa efectiva total.

Otra fuerte indicacién de la no invariancia de Galileo de la interaccién
nuclear es el hecho experimental de que la EWSRI1 para el operador El es
en el nicleo sistematicamente mayor que el valor gy dado por la regla de
suma de Thomas-Reiche-Kuhn!4. Esta es tambien una indicacién en el
mismo sentido. Cudnto mayor es su valor, dependerd de la energia usada
como cut-off para la suma. Usualmente la EWSR1 para el operador El se
mide usando reacciones {7, n}. Usando una energia de cut-off para la y del
orden de 35MeV, el valor obtenido para la EWSR1(E1) es del orden de 1.15
a 1.300[14' 19 Sila energia de cut-off es del orden de la masa del pién, este
factor es aproximadamente el doble de o191,

En las secciones que siguen se introduce el formalismo general de las reglas

20



de suma y las invariancias de Galileo y translacionales. Se discute el compor-
tamiento general de las EWSRI1 para operadores multipolares (en particular
Tiu) y se evalia su cambio al introducir la interaccién de apareamiento. La
ultima seccién se refiere a los resultados obtenidos al aplicar los cdlculos a

distintos nucleos y su discusién.

2.2 Reglas de Suma

En el andlisis de los espectros de sistemas complejos, es usual utilizar ex-
presiones generales que se obtienen de las relaciones algebraicas entre los
operadores, y que pueden ser expresadas en la forma de reglas de suma. La
expresion general para estas reglas de suma, asociadas a un operador multi-

polar Q,,, es

Sk(Qx) = 3 EF|(0, QA To) (22)

donde |¥y) representa la funcién de onda en el estado fundamental y |¥,)
representa la funcién de onda de los estados excitados del hamiltoniano H
con energias de excitacién E,. En base a esto puede definirse un conjunto de

energias €, que caracterizan la magnitud de la distribucién (22) como

€ = ( Sffz)% (23)

Si la distribucién es localizada y méxima a una cierta energia, todos los

21



€x coinciden. El grado al cual son diferentes da una medida del ancho de la

distribucidn.

La EWSR1(Q)) corresponde al caso Sy con k = 1. Dado que su valor
es independiente del subindice x del operador @,,, este fue omitido de la

siguiente expresion

EWSRL@Q) = 3 E,(Tol|QAIT.)(¥.]|Qxl¥o)

14

VO ek e @)

donde H es el hamiltoniano del sistema. Con el simbolo {}J denotamos el
acoplamiento al momento angular J = 0 con proyeccién M = 0. El simbolo
|| || se refiere al elemento de matriz reducido. Se observa que la EWSRI1
es funcién del doble conmutador del operador asociado a la regla de suma
con el hamiltoniano. En general, los operadores @, de la forma Q,, =
Y4, dependen sélo de las coordenadas espaciales, y si las interacciones
consideradas no dependen explicitamente del momento de las particulas, el
conmutador en (24) recibird contribuciones sélo de la energia cinética, y por

lo tanto
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2

h
EWSRL(Q,) = oA < Do|(V@a)?[Wo >

K’ Ay Ay2
que expresa la regla de suma como el valor esperado de un operador. En el
caso dipolar, A = 1y yrY, =1, por lo tanto la EWSRI1 es independiente de

la interaccion considerada para el hamiltoniano residual.

2.3 Las invariancias galileana y traslacional

La invariancia galileana expresa la invariancia de las interacciones con res-
pecto a una transformacién a un sistema de coordenadas K’ que se mueve con
velocidad uniforme u con respecto a un sistema X. En una aproximacién no
relativista, la transformacién de un sistema al otro con origenes coincidentes

a tiempo ¢ serd

Vi = Vk—u (26)
SL = 8k

La transformacién de las coordenadas y de los momentos puede obtenerse

a través del operador unitario
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Uu) = e:cp{%Mu.Rt,m,} (27)

donde M = ¥ x My es la masa total y Rem. = 77 Sk Miri representa las
coordenadas del centro de masa. Resulta entonces que R, ,,. es el generador
de las transformaciones infinitesimales galileanas.
Un hamiltoniano total no relativista que cumpla la invariancia galileana
podré escribirse comol®
P2

— _cm. .
H= oM + Hine (28)

donde P, es el momento del centro de masa y H;,, es la parte del hamil-

toniano que depende solo de los grados de libertad internos. Es decir que la
dindmica del sistema puede separarse en una parte asociada a las variables
intrinsecas que es invariante de Galileo y una parte asociada al movimiento
del centro de masa como un todo.

La invariancia implica entonces la relacién

h

[H, RCM] = M-Pc.m. (29)

que muestra claramente que la invariancia de Galileo es una propiedad de las
interacciones. La energia cinética en cambio, no es invariante y por lo tanto
no lo es el H total. Por esta razén no habrd leyes de conservacién o numeros

cuanticos asociados a esta transformacidén.
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La otra simetria que analizamos fue la invariancia traslacional.

En general, la invariancia traslacional se refiere a que un estado cudntico
cualquiera |.A) con un observador en K y su estado transformado |.A’) con un
observador en X', mantienen las mismas propiedades cuando X' difiere de K,

en un desplazamiento dado por a. El operador de la transformacién serd

U) = e:cp{—’%a.P} (30)

donde P es el momento total, es decir, la suma de los momentos de los nucle-
ones con todas las contribuciones que puedan estar presentes en el sistema.

Si bien esta transformacién tiene un aspecto secundario en el andlisis
de la interaccién nuclear intrinseca, los resultados obtenidos con la inter-
accién de apareamiento hicieron que su estudio se considerara relevante.
Dado que existe cierta confusién con respecto a las variaciones en la regla
de suma cuando se considera la interaccién de apareamiento, atribuidas a
la no invariancia traslacional de esta interaccién, se consideré de interés
analizar explicitamente las invariancias traslacionales y galileanas, marcando
sus diferencias y estudiando el comportamiento del apareamiento frente a

cada una.
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2.4 Mas notacién

En esta parte del capitulo se establecerdn las relaciones de conmutacién stan-
dard entre los operadores bilineales que fueron necesarias, ver ec.(2),(3) y (4).
Es conveniente tener la expresién de los conmutadores entre los tres ope-

radores bilineales en forma acoplada. Las relaciones de conmutacién son

{[B12,412» A§4,J3.]}1't(4 = —(1 + fa4)013024 120 k0

R R PN ] j K
—(1 4 P12)(1 + P34)d23J12J34 { s } Caxm (31)
Jiz Ju J2

A L L . . K
{[012.-712)‘4;4,.13‘]};\({ = (1 +P34)(—1)Jl J‘+K623J12J34 {:]7::4 :]7:2 ] }Ah'KM

{[Bi2,g12) Coa s} o = (1 + Bra) (= 1)1 54K 55 10 T3y { j::fi j:lz ' } Busrem

o o . _
{[Ci2,010, Ca,05)} o = (=17 344K 8530120 { ;::4 5:2 J2 } Cuakm

+(—1)j2+j3+']"+']3‘614j12j34 { }24 532 ?:}C;gg,xM (34)
3 1

donde se ha usado J = v2J + 1, y la cantidad pmn intercambia m < n e

introduce una fase extra de (—1)im=Jn+/mn,
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Una relacién de acoplamiento muy utilizada es

o i i K
{{Ci2,51, ® Cau sy} iy = (—1) 344K G35 1554 { e A }Cld,KM
Ja Jiz g2

o R B U It
—Ji2du Y, JisduS ds g1 Ja {AIS,JI;;B?LJu}ﬁ (35)
JiaJa4 Jis Ju K

Para operadores tensoriales d; que se transforman bajo rotaciones como

(4s, m:), es posible factorizar su commutador en la forma

{[dy, {dads}?2]}, = S (=1)i+in+tin+d i, Gy, {Js u;n '.]}{{[dl;dzl}""ds}{;
J12 N J23 )2

e (G Ju J
+§(—1)J’°+J“"”+J=’13J23{j-f ,;2 ja}{dz{[dl;dal}h’}ﬂ (36)

2.5 La masa efectiva y el operador dipolar de masa

Un operador general particula-agujero Q;} puede escribirse

Qs = Y (k mi| Qi mi)ala
ks

Por el Teorema de Wigner-Eckart, también puede escribirse como

-1
Do = =3 G:Chipu (37)
Ak
donde gg; = (k||@x|[i) son los elementos de matriz reducidos del operador

Q). entre los estados ¢ and k. En este trabajo se tomaron como base completa
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para los estados de particula independiente los estados de una particula en el
oscilador arménico, con frecuencia w y pardmetro de tamafio b. Los estados
de particula simple estdn etiquetados por |n,l,j,m), con N = 2n+l. Las
funciones de onda angulares se definieron de tal forma que los operadores
proporcionales a los arménicos esféricos (como los operadores multipolares
eléctricos) del tipo 75, = r*Y) satisfagan la siguiente relacién de simetria

ante el intercambio de dos indices

ti = (KlITallE) = (-1)7* g (38)

Debido a esta relacién, es posible escribir también estos operadores como

By 2 (14 6x)

k>i

Tau = [Chipu + (- l)A_“CIIi,A ) (39)

El operador dipolar de masa Ty, estd definido como

T = zl:riylp(gi, ¢i) = \/gARu,CM (40)
donde A es el nimero mésicoy R, cum es la p-ésima coordenada de la posicién
del centro de masa, dada en coordenadas esféricas.

Se observa que la relacién (29) estd claramente relacionada a la EWSRI
para el operador dipolar de masa.
Para un hamiltoniano de interaccién invariante de Galileo, la EWSRI1(7;)

puede escribirse (ver ec.(24))
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V3

EWSRIT) = Y2(o|((T5; 13 T)51%0)
- £2(1u1 I00) (ol [T 13 T o)
- Byt )= ol[Ti [H; Ti, o)

n
Usando (29) y (40), y teniendo en cuenta que (Wo|[7i—,; [H; Ti,)]|To) es
independiente de u y que la unica parte que contribuye al conmutador es el

término que depende de Pcyr en (28), queda

EWSRI(T)) = g 413% AR?

9K A?
- 87I'MT (41)

de forma tal que esta regla de suma serd independiente del modelo. Si el
operador bajo estudio es el operador dipolar eléctrico, esta independencia
del modelo corresponde a la bien conocida regla de suma de Thomas-Reiche-
Kuhn(TRK)(3: 4.

Es interesante notar que (ver ec.41) podemos escribir la “masa efectiva

del nucleén” en términos de esta regla de suma como

9h2A
8t EWSR1(T;)

Mess = (42)

Debe notarse en esta expresién que se definié la M.ss como la Mz /A.
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El célculo de la masa efectival) puede hacerse como una funcién de la
coordenada radial o como una funcién de estados de particula simple[27].
En el apéndice se muestra en un modelo superconductivo muy esquematico
(formados por dos niveles igualmente degenerados) que los valores obtenidos
para el cociente entre las energias del estado fundamental para sistemas su-
perfluidos y no superfluidos son similares a los obtenidos usando los cambios
en la EWSRI1.

2.6 El hamiltoniano de apareamiento y la invariancia
traslacional

La coordenada del centro de masa puede escribirse en términos de zy; =

\/;'%t,'“- (ver ec.(40)). Dando sus propiedades de conmutacién con Pcrm , es

posible escribir explicitamente el operador momento del centro de masa como

ih -
P;‘:m — _b_2 szi[cki.lﬂ - (—1)1 "Clti.l _I‘] (43)

k>i

Por otro lado, segiin la ec.(5) el hamiltoniano de apareamiento se escribe

H,= -GP'P (44)

donde Pt =13, 3kALk,OO: y por lo tanto P = 1 3, 7k Bix.0-
Para calcular las relaciones de conmutacién de P y P, usamos las rela-

ciones de conmutacién dadas por las ecs.(31)-(34) :
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[P, Criu] = — Bki,1u

[P) (_I)A_“Clti,l —p] = _Bki,lu

Lo mismo para calcular las relaciones de P! con P,

[P, Chi] = AL 1,

P!, (-D)**Cls, ) = Al

ki, 1

Por lo tanto, si se calcula el conmutador de H, con P, resulta

[(Hp, Pern] = (—G)(—i_r:){Pf[P,sz,-(c',“-,,“—(—1)1-“(};‘.,1_“)

k>i
+HP Y 24i(Criyu — (=1)'7#Ci 1 _)IP}
k>i
= 0

(45)

(46)

(47)

(48)

Se sigue que Hp y el momentum del centro de masa P, . commutan. De

esta forma se ha verificado que el hamiltoniano de apareamiento usado en

los sistemas nucleares es invariante traslacional.

En un tratamiento usual de sistemas nucleares se introducen términos

que violan la invariancia traslacional, debido a la descripcién del sistema en

31



términos de las coordenadas de particulas que no tienen en cuenta apropia-
damente la conservacién del centro de masa del sistema. Un hamiltoniano

invariante traslacional tendra en general la siguiente estructura

P2
H = 5 ;V;; + F\(Pem.) + Gi(Pem., variables intrinsecas) + Hine  (49)

donde F; representa alguna funcién de P,,,. (no necesariamente lineal) y serd
la que de el cambio en la masa efectiva del sistema completo, mientras que
el término G, introduce la dependencia en la velocidad de la interaccidn, en
conexién con los grados de libertad internos.

Estos dos términos (G, y F) serdn los que cambien la EWSRI1(T;).

2.7 Cambios en la EWSR1

Se procederd ahora a calcular la EWSRI1 asociada a operadores multipolares
del tipo 7,, cuando se considera el hamiltoniano de apareamiento. Esta

puede escribirse como

EWSR(T) = 5 (Wol ([T (Mo + Hy, TA]131%) (50)

donde #, es el hamiltoniano antes de que la interaccién de apareamiento sea
tenida en cuenta. Debe evaluarse el valor de expectacién de esta expresién
en el vacio real del sistema con N particulas |\IISN)). Thouless encontré(23)

que, para operadores particula- agujero, la regla de suma evaluada en la
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Random Phase Approximation (RPA) tiene el mismo valor que el obtenido
al calcular la expresién (24) cuando |¥,) es la funcién de onda de Hartree-
Fock autoconsistente.

Se separard el hamiltoniano H, en dos partes, una correspondiente a la
aproximacién de HF (o HF Bogoliubov HFB) que serd diagonal con energias
E, y la otra correspondiente a la interaccién residual de dos cuerpos W con
elementos de matriz entre los estados de Hartree-Fock (Bogoliubov) Wj;mn.

Como

Uk = (U Da| w5
vk = (0ol 1wl (51)

es posible escribir explicitamente la EW SR1(7,) en la RPA (se asumira por

simplicidad que U¥ = 6;:U; y Vi* = 8 Vi)

1 1
EWSR1(T\)rpa = EZ(UIVZ + V) [t (BL + E2) + EZ[U2V2U4V4
12 1234
Wizas + (UFV] = U3V (UVE = UV ) Wiz

+ U1VIU3V:3W43,2|]t§\Zt'1\2 (52)
donde —W_lg'u = Wia31 — Wia3 es el elemento de matriz antisimetrizado

de la interaccién residual de dos cuerpos W. En Ref.[28] se demostré que

para evaluar la regla de suma considerando procesos més alld de la RPA, es
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necesario sélo mejorar la funcién de Green de una particula. En ese trabajo
se demostré que si se clasifican los procesos que contribuyen a la EWSRI
(29 en términos de é, el mejoramiento en la descripcién de la funcién de
Green de una particula mas all4 de HF provoca cambios en la EWSR1 del
orden de (1—2 Al evaluar la regla de suma en el leading orden (%) es entonces
apropiado usar el vacio de HF (o HFB).

El uso de las ecs.(31)-(34) y (35)-(36) permitird evaluar el doble conmu-

tador relacionado con la interaccién de apareamiento

2G
(Hp; ol = 3 Y th[PtBizas + Al P] (53)
12

y para el doble conmutador se obtiene

A 0 (ti\z)2 t t
Sl = 0% lptan, + a7
1z J2

A
+ G Y B2 (AL,  Bua)e (54)
121/2/

2.8 Sistemas Normales

En micleos de capa cerrada el hamiltoniano de apareamiento no es lo suficien-
temente fuerte como para hacer al sistema superconductivo, y la estructura
del vacio no serd afectada por la presencia de H,. Es entonces posible e-
valuar la contribucién de Ho a la regla de suma en la RPA recordando que

los factores U y V en la ec.(52) son, respectivamente, 1 o 0 dependiendo de
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qué nivel esté por encima o por debajo del nivel de Fermi. La expresién es
idéntica a la obtenida previamente por Thouless23].
El cambio en la EWSR1 (CEWSRI1) debido a la interaccién de apareamiento

estard entonces dado por

CEWSRI(T) = S(Wol{[T:; [Hy, Ti]}31%0) (59

donde |¥y) es el estado fundamental de H, en la aproximacién de HF. El

valor de expectacién del primer término de la ec.(54) es

t’\ 2~
~G(¥o| Y ( 12».) Ik (Al oBro + Al 0Bikol|Zo) = 2G Y (th)”  (56)

12 J2 v1,2<Efp

mientras que el segundo

td 1y
G(¥| > 12~—212A'{'2',,\,;Bu,,\u|‘1’0)=—2G Yo (1)? (57)

12,2 12<Er

La diferencia entre las ecuaciones (56) y (57) est4 en que en la primera
la suma sobre 1 es irrestricta mientras que en la segunda 1 denota un estado

que pertenece al mar de Fermi. Se obtiene entonces la siguiente expresién

para el CEWSR1

CEWSR1=2G Y ()’ (58)

1>Er,2<EFr
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Debe notarse que una parte de este cambio puede entenderse en términos
de la variacién en las energias de HF producida por la interaccién de apareamiento.
La otra parte proviene de los tltimos tres términos en (52). Sin embargo, am-
bas contribuciones dardn sdélo una pequeiia correcién a la EWSRI evaluada

con Hp.
2.9 Sistemas superconductores

La evaluacién de la EWSRI1 para sistemas superconductivos es mds impor-
tante cuando el hamiltoniano de apareamiento es suficientemente fuerte, y
produce un cambio en la estructura del estado fundamental, haciendo nece-
sario el uso de la aproximacién de HFB, en lugar de HF. Como |¥;) cambia,
esto implica en general un cambio en el valor de expectacién del doble con-
mutador de H, y el operador particula-agujero 7,. La unica forma de evaluar
la EWSRI1 en el leading orden serd a través de la ec. (52).

Sin embargo, para el operador dipolar de masa la situacién es més simple.
Como el doble conmutador de Hq y R,cm es un numero, (%), su valor
de expectacién es independiente del cambio en la funcién de onda del estado
fundamental. Se puede evaluar entonces el cambio en la EWSRI1 para el
operador 7j, en términos del doble conmutador dado por la ec.(54). Por
simplicidad, se discutird el vacio de BCS en lugar del de HFB.

Para eso es necesario hacer una transformacién a cuasiparticula (ver

seccién 1.3 del capitulo 1).
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La EWSRI(Ti)rpa estd dada en la ec.(52). Para evaluarla en el vacio
de BCS es necesario escribir el doble conmutador en términos de las cuasi-

particulas y considerar sélo los términos constantes.

Definiendo los operadores .AIM“, Bi2)u ¥ Cizpu que tienen la misma
definicién que At, B y C pero escritos en términos de las cuasiparticulas

se sigue que

Alz,xu =U, Uz-"qz,,\,, + ViVaBig s +

UrVaCiapu + (1)U, ViCop ap + 1 U1 Vibi1a6no (59)

Biapu = Vlvatg,,\,‘ + U1U2Bi2pu

—ViUsCizpp — (=1)1 =3 V,U 1 Cor ap — 1U1 Vibi26 00 (60)

El valor de expectacién de los operadores del doble conmutador dado por

la ec.(54) en el estado fundamental de BCS d4

(BCS|{ A%, ,Bu,2}3|BCS) = AVEV (813624 + (—1)71772%36)1853)

—j133U1 ViUs V361262480 (61)

y por lo tanto puede escribirse para el CEWSRI1
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?(BCSH[T,; [Hp; TIIRIBCS) = 24 %tn’Ung + 2G%:t122(V22 - VV7
(62)

El primer término tiene una mayor contribucién (comparar G ~ 2—}M eV
con A, que por ejemplo para el ''"Sn es ~ 1.2MeV) y es el principal respon-
sable del efecto que el hamiltoniano de apareamiento tiene sobre la regla de

suma para sistemas superconductivos.
2.10 Resultados obtenidos y discusién

Se evaluaron los valores de la EWSRI1 para los operadores de particula-
agujero dipolar de masa y cuadrupolar. La razén por la que se evalud la
suma en el primer operador en lugar del dipolar eléctrico (con mayor signifi-
cado fisico) se debe a que en ese caso deberia usarse la carga eléctrica efectiva,
que hubiera oscurecido el motivo de la discusién, pues un célculo real depen-
deria fuertemente del valor dado a la carga efectiva. El orden de magnitud
de los cambios introducidos por considerar la interaccién de apareamiento re-
sulta ser més evidente para el operador de masa. Por otro lado, se utilizaron
las energias de particula simple tan realistas como fue posible. Los niveles
de energia fueron obtenidos usando los niveles del oscilador arménico con las

correcciones debidas a interaccién spin-6érbita y centrifuga®l.
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= N+l ko YEHI

E .

= > 5 ) para j =1+1/2 (63)
E _ .3 N(N +3 .

— = N+2—n(l+1)—u(l(l+1)——-2—) paraj=1-1/2

donde fw = 41.0[1 + %]A"iMeV con A el nimero mdsico del nicleo, Z
el niimero de protones, N el nimero cudntico principal y j,! los mimeros
cudnticos correspondientes al momento angular total y orbital respectiva-
mente. k and u se eligen para obtener las mejores aproximaciones a los
valores experimentales para cada nicleo®l.

Se han definido los niveles de particula simple desde V = 0 hasta 3 capas
por encima del nivel de Fermi, dado que esta es una buena aproximacién
para los cdlculos realizados. En el Sn y en las tierras raras se prefirieron
usar, para los niveles proximos al nivel de Fermi, las energias dadas por
Ref. [32]. Estas han dado buenos resultados en cdlculos de BCS usando una
magnitud de apareamiento G = g/A, donde g ~ 20. Se asumié que el resto
de los niveles tienen probabilidad de ocupacién 1 o O si estdn por encima o
por debajo de la superficie de Fermi.

En la regién del Pb se usaron, para los niveles cercanos a la superficie
de Fermi, los valores experimentales de energias de particula simple[26]. El
cambio de las energias de particula simple en torno a la superficie de Fermi ha
sido hecho, en todos los casos, teniendo cuidado de mantener el baricentro

de energia de los niveles intercambiados en la misma posicién. Se asumid
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que este conjunto de niveles de particula simple es bueno para analizar la
influencia de la interaccién de apareamiento en la EWSRI.

En el caso de los operadores dipolar de masa y cuadrupolar se evalué la
regla de suma para Hg usando sdlo el primer término de la ec.(52), lo cual
es, evidentemente, una aproximaciéon. Esto se verificé calculando la masa
efectiva del nucleén a través de la ec.(42). Se consider6 que, si los términos
remanentes fueran irrelevantes, el valor de masa efectiva (en unidades de masa
del protén) que se obtiene de la regla de suma asociada al operador dipolar
deberia tener un valor muy cercano a 1. El apartamiento de este valor daria
una idea de la bondad de los niveles de energia de particula simple usados y
de la influencia de los términos de “reacoplamiento” del hamiltoniano. Para
calcular el cambio en la regla de suma se necesité evaluar ésta también en
el sistema sin interaccién de apareamiento. Esto forzé a analizar la EWSR1
sélo en algunos nicleos especiales, aquéllos para los cuales al tomar G = 0
resulten los factores U y V iguales a 0 o 1 segin corresponda. Esto llevé a
aplicar los cdlculos a niicleos con subcapas llenas.

En la tabla 1 se muestran los principales resultados de los cdlculos realiza-
dos. En las columnas segunda y tercera estdn las masas efectivas obtenidas
a través de la ec.(42) cuando en el hamiltoniano no se incluye o si se in-
cluye la interaccién de apareamiento. En la columna siguiente se muestra el

porcentaje de cambio en un caso y en el otro. Se observa que el cambio es
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Tabla 1: Masas efectivas calculadas por la regla de suma dependiente de la
energia asociada al operador dipolar de masa sin (Megs) y con (M) la in-
teraccion de apareamiento, normalizadas por la masa del protén. Los cdlculos
son para algunos nicleos particulares y se mucstra el porcentaje de cambio.
En las columnas 5 y 6 se muestran las EWSRI1 para el operador cuadrupolar
(en fm') sin y con la interaccion de apareamiento. En la columna 7 se da
el porcentaje de cambio.

Nicleo | Mss | M;;; | Porcentaje | EWSR1(7;) | EWSRI1(T,') | Porcentaje
Ni [1.090 [ 0.928 14.8 6.46 6.64 5.47
NGe |1.134 [0.963 15.1 8.26 8.68 4.84
ZGe [1.14210.935 18.1 8.61 8.97 4.04
88Sr [1.106 | 1.066 3.65 12.00 12.16 1.31
WZr |1.104 | 1.034 6.40 12.39 12.48 0.72

[ %Zr [ 1.074 | 0.882 17.8 13.98 14.85 5.82
005, [1.042 [ 1.030 1.17 15.06 15.16 0.66
MSn 11.053 [0.905 14.1 18.87 19.52 3.32
55, [1.041 | 0.905 13.0 19.54 19.91 1.85
TSn |1.030 | 0.906 12.1 19.56 20.49 4.55
1¥28n 1 0.935 | 0.927 0.87 25.46 25.59 0.51
B¥Ba [ 0.986 | 0.909 7.84 26.53 27.29 243
B4Gd 10.993 | 0.830 16.4 31.15 32.36 4.48
Dy | 0.992 | 0.831 16.2 31.17 32.63 4.48
0y’ 10.989 [ 0.818 17.32 30.71 35.65 13.85
WPy 10.939 [ 0.908 3.39 45.70 46.63 1.98

| 2®pp | 0.945 [ 0.939 0.65 53.60 53.80 3.74
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remarcablemente mayor cuando el nicleo es superconductor en ambos tipos
de nucleones, protones y neutrones, mientras que para nicleos de doble capa
cerrada como el 28 Pp el efecto es mucho menor.

En forma similar, en las columnas 5 a 7 se muestran los cambios en la
regla de suma asociada al operador cuadrupolar. Los efectos de la interaccién
de apareamiento en este caso son mucho menores.

La forma en la que han sido evaluados los cambios en la EWSRI1 mues-
tran claramente que el que las correcciones a la EWSRI1 sean mayores para
sistemas superconductivos no es debido a la aproximacién BCS sino al hecho
de que la correccién estd relacionada con el gap A. Como el cambio en la
EWSRI1 y el gap estdn claramente relacionados, no tiene sentido pensar que
uno podria mantener una (la correlacién de apareamiento en el espectro via
el gap A) y cancelar la otra (los efectos de la correlacién de apareamiento
sobre la EWSR1).

La principal conclusién de este capitulo es que la interaccién de apa-
reamiento produce grandes cambios en la regla de suma pesada por energia
asociada al operador dipolar de masa, o, lo que es equivalente, en la masa efec-
tiva del nucleén definida por la ec.(42). Como la interaccién de apareamiento
es una interaccién simple no realista, uno podria preguntarse si este efecto
permanecerd relevante para otras interacciones més realistas. En este tra-

bajo se entiende que, debido a las consideraciones hechas sobre la no validez
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de la invariancia de Galileo en el niicleo discutidas previamente en la intro-
duccidn, en otras interacciones més realistas es de esperarse que el efecto

tenga la misma relevancia.



3 EWSRI1 dependiente de la temperatura

3.1 Introduccién

Las variaciones observadas en la regla de suma con la interaccién de apa-
reamiento, se completaron con el estudio de la dependencia de la EWSRI
cuando se trabaja a temperatura finita. Se encontr6 que la EWSRI1 asociada
al operador dipolar de masa muestra dependencias con la temperatura en
la zona en la que el nucleo es superconductor, y encontramos una relacién
simple entre el gap de apareamiento A y la EWSR1(T)!16],

En este capitulo se trabajé con las técnicas de la funcién de Green. La
principal ventaja de usar este tipo de expansién perturbativa es que los pro-
cesos relevantes pueden aislarse, y de esta manera se entienden mejor las
aproximaciones hechas. Para eso se extendieron los resultados obtenidos en
la Ref.[28], que relaciona la regla de suma de energia con la discontinuidad
de la derivada primera de la funcién de Green, al caso con temperatura. Las
expresiones obtenidas fueron aplicadas a algunos de los nicleos con los que
se trabaj6 en el capitulo anterior. En la seccién que sigue se introducen el
formalismo y la notacién utilizados en este capitulo. Luego se da la expresion
que vincula la EWSRI1 con temperatura y la interaccién de apareamiento, y
se verifican los limites a T = 0 y nicleos normales. En la dltima seccién se

muestran las aplicaciones numéricas y sus conclusiones.
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3.2 Funciones de Green

Como base de una descripcién estadistica del sistema nuclear®4/39 se usa la
teoria de campo medio dependiente de la temperatura. A altas energias de
excitacién, la densidad de niveles nuclear aumenta tan rdpidamente que se
hace pricticamente imposible estudiar la transicién entre los niveles indivi-
duales, siendo mds adecuado trabajar en una descripcién estadistica. Dado
que el nicleo es un sistema cerrado, y considerando que se trabaja con la
presuncién de equilibrio, que implica que todos los autoestados del sistema
en un cierto intervalo de energia en torno a una energia E estdn poblados
con la misma probabilidad, deberia trabajarse en el ensamble microcanénico.
Sin embargo es practicamente imposible poder hacer célculos detallados en
este ensamble, y se hace mds conveniente trabajar en el gran candnico, que
estd caracterizado no por una energia y nimero de particulas fijos, sino por
fijar la temperatura y el potencial quimico.

El operador densidad es de la forma

-
€

po="F— (64)

con 4 la energia del nivel de Fermi. Z es la funcién de particién gran

candnica

Z=Tr [e'ﬂ(""w’] (65)
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con B = 1/kgT, kp la constante de Boltzmann. La traza se refiere a la suma
sobre todos los estados j del sistema y sobre todos los nimeros de particula.
A temperatura finita el valor medio de un observable O en un sistema en

equilibrio térmico que intercambia energia y particulas con el medio externo

est!

R 1 _B(H~ 1 —B(Epn—
(O) = Tr(pc0) = ETT [e B(H uN)o] = gze B(Em~4Nm) (m |O| m) (66)

siendo N, y Er, el nimero de particulas y la energia del estado estacionario
|m >.

La funcién de Green en la representacién de Matsubaral36] para un o-
perador bilineal particula-agujero, dependiente de la temperatura (TDGF)

es

Glapqs;T) = fTT [e-ﬂ(u—W) {a} (t) a, (1) al, (0) a5 (0) 8 (7)
(67)
= %ng‘e_ﬂ(Em—#Nm) {(m la} (7) @y (7) | k) (k |ak, (0) ag (0) | m) 8 (r)

+ (m |af, (0) ag (0)| k) (k |af (7) ay (r) | m) 8 (~)}
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y usando la representacién de Heisenberg modificada¥

1 p —(Fx—Fm)T
Glapys;T) = EZe“"”"‘ ulm) {g=Pu=Fml (m |afa,| k) (k |abag] m) 8 (7)

m,k

(68)

e~ En=F" (m |t ag| k) (k lafa,| m) 6 (~7))

La diferencia principal de la funcién de Green en el tratamiento a T =0
estd en que la dependencia en el tiempo no es la usual, sino que la TDGF
depende de una variable imaginaria ficticia 7 = it, definida en el intervalo 0

a h3. La TDGF es periddica en el intervalo |7| < hg, es decir
G(af, ;1 < 0) = =G(af,v6; T + hB) (69)

(esperamos que no haya confusién entre la expresién § que representa un
estado posible del sistema y 8 como la inversa de kg T').

Esta propiedad de periodicidad de la TDGF permite que pueda ser ex-
pandida en serie de Fourier, lo que la lleva a una expresién muy simple Dado

que

eiw,. T

G(aﬂ,'yd; 7_) — 50’7.36 z

ﬂ n=par Wwn — (EO - Eﬂ) (70)

3.3 La EWSR y la funcién de Green

En el caso con temperatura, la EWSRI1 dependiente de la temperatura aso-

ciada a un operador hermitico Q es
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EWSR1(Q,T) = > <<[Q [#, Q) Ze‘”‘“’“""’ |(n1QIm)|* (En ~ Em)
(71)
donde el doble () representa el valor medio del conmutador en el estado
fundamental del sistema, y también su valor medio térmico.
Al evaluar la discontinuidad de la derivada primera de la funcién de Green

dependiente de la temperatura resulta

! ’ 1 BB~
G (ap 6 T)ymgr = G'lapasi rmo- = 5 D € B(Em—uNem)
mn
(72)

(Bm — Ex) {(m |a}a,| k) (k |alag| m) + (k |alag| m) (m |a}a,| k)}

y con

(k1Qlm) =3 Qap (k lakas| m) (73)
a,8
queda la expresién
_1 . ! !
EWSR1(Q,T) = — ;69,,5 |G (a3 ) pgs — G (o825 7) | r -] Qo
a7y
(74)

que extiende al caso con temperatura los resultados de la Ref.[28].
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Para decidir cu4les son los procesos relevantes que contribuyen ala EWSRI1,
seguimos de cerca las discusiones de la Ref.[37] y [28]. Para un hamiltoniano

con un término de un cuerpo y una interaccién residual de dos cuerpos,
H=Ho+W (75)

consideramos los diagramas asociados con G(af,vd, T + d7) y G(aB, 78, 7).
Sustrayendo un conjunto de diagramas del otro, y tomando d7 tendiendo a

cero, tenemos
G'(af,s, 1) = Gy(aB, 76, 7) + B(afB,v8, 7). (76)
donde Go(af,76,7) es la TDGF de particula-agujero libre,
Go(aB,76,7) = e~ == )/A[(1 — n ) ngb(t) + (1 = np)nab(—7))6a0s (77)

para ¢, es la energia y n, es la probabilidad de ocupacién para el nivel a.

Definiendo €, = €, — , €s

1

Te = T gl

(78)
El término B(a0,vd, 7) representa la contribucién de todos los diagramas
que tienen un vértice al tiempo 7. Los diagramas restantes se cancelan en la
sustraccién de G(af,vd, 7 + dr) — G(af, 6, 7), por lo que no se consideran.
Todos los diagramas contenidos en B(af,~vd,7) pueden ser agrupados,

como en la Ref. [37], en restrictos e irrestrictos. Estos comienzanen 7 =0y
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Figura 1l : Ejemplos de diagramas para B(af,v6; 7). (a) Diagramas restric-
tos y (b) diagramas irrestrictos.
terminan en 7 y son independientes del signo de 7, por lo que no contribuyen
a las discontinuidades de G’ en 7 = 0. Los diagramas restrictos representan
procesos que dan s6lo contribuciones cuando 7 > 0 (o t < 0). En la figura 1
se muestran algunos ejemplos de ambos tipos.

En el caso de los diagramas restrictos, puede verse que aquéllos en los
cuales W actida entre 0 y 7 (pero no al tiempo 7), tienen una contribucién
que tiende a cero cuando 7 — 0 . Luego, necesitamos sélo los procesos

mostrados en la figura 2, que tienen un vértice en 7.
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Figura 2 : Se muestran todos los procesos que contributen ¢ B(af,~vd;7) En
la parte A se muestran los diagramas que contribuyen a las discontinuidades
de la derivada del propagador libre de particula-agujero. En la parte B
se muestran los procesos que provienen de la interaccién entre estados de
particula-agujero.
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Los del grupo A estdn asociados con las discontinuidades de iGj. En
estos gréficos la linea de fermiones corresponde a propagadores de HF y
seglin el nimero de ocupacién dependiente de la temperatura, pueden ser
particulas (letras minisculas) o agujeros (letras mayuisculas). El grupo B
representa las unicas contribuciones que provienen de la interaccién entre
las lineas de particula y agujero. Estos procesos perturbativos se calculan
explicitamente segin las reglas usuales de evaluacién de los diagra.mas[w].
Sus contribuciones a la discontinuidad de la funcién de Green de particula-

agujero, usando la misma notacién de la figura 2, son

By + By = (ng — na)(ny — np) (Wap a0 + Wasaen) (79)

B3+ By = —(na - nA)(nb — nn) (WAn,ab + Wab,,qn) . (80)

La contribucién a la EWSR1 de la interaccién de dos cuerpos usando las

propiedades de simetria del elemento de matriz es

SPr = 3 (ne — na) (s — np) QL4 [(WGB-M = Wana)
abAD

1 1
+ E(Wab,AB — Was,pa) + E(WAB,ab - WAB,ba)] Qvp.  (81)

Este es el mismo resultado que el obtenido por Thouless en la Ref. [23]

con los factores dependientes del nimero de ocupacién con temperatura.
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El valor obtenido para la regla de suma usando las soluciones de la RPA
con temperatura es entonces igual al del lado derecho de la ecuacién (71)
cuando se usa el estado fundamental auto-consistente de HF. La ecuacion
(74) define los procesos que contribuyen a la EWSR1. Una parte se debe
a la descripcién de los propagadores de un fermién. Esta parte puede, en
principio, ser evaluada explicitamente una vez que se conoce la funcién de
Green de una particula (o un agujero), lo que define la base completa de
particula simple. La otra parte se debe a la interaccién de dos cuerpos entre
particulas y agujeros en esa base. Las ecuaciones (79) y (80) indican que esta
segunda contribucidn estd tenida en cuenta completamente en la solucién de
la RPA y no cambia con ningin mejoramiento en la descripcién de la funcién

de Green de particula-agujero.

3.4 La EWSRI1(T) con correlaciones de apareamiento

Para evaluar la derivada primera de las TDGF cuando son importantes las
correlaciones de apareamiento, se necesitan las funciones de Green de una
particula, dentro del formalismo de Matsubara, tanto la normal como la
anémala, que describen la propagacién de un fermién en presencia de un vacio
formado por pares de Cooper. El propagador normal a T = 0 representa una
particula (agujero) propagindose y llegando como una particula (agujero).
El anémalo, en cambio, representa una particula (agujero) propagindose y

llegando como agujero (particula)(3).
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Estos propagadores son

Gla,r) = [~NaVZe™" — (1= No)UZe "] 0(r)

(82)
+ [(1 = Na) VZePo™ + NoUZe™ "] 6 (1)
F(a,7) = VaUa{[Na€®" = (1 - Na)e 716 (r)
(83)
~[(1 = Ng) e®a™ — N,e~B=7)g (—'r)}
con € = (€q — p1) , Ba =/ + A%y
= __1__ 2 _ l E!_ 2 _ l _ g_a

Na— eﬁEa+1 U0_2(1+Ea) Va _2(1 Ea) (84)

Escribimos los propagadores de particula-agujero de TDGF necesarios
para las ecuaciones de la RPA, siguiendo la Ref.[35]. Estos propagadores
comienzan (terminan) como particula-agujero y terminan (comienzan) en
dos posibilidades, como particula-agujero (superindice 0) o agujero-particula

(superindice 0), o como particula-particula (super {ndice 1) o agujero-agujero

(superindice 1).
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K"a,B;7) = G, T)F(B,7), K°(a,B;7)=G(a,T)F(B,~7) (85)
K%, §;7) = F(a,-1)G(B,-7), K°(,B;7) = F(e,T)G(B,-T), (86)

K%(a, 8;7) = G(a,7)G(8, —1), Koo(a,ﬂ; 7) = —=F(o,7)F(B,—7).
(87)

Las transformadas de Fourier del propagador K#°(a, §; w,) son (ver apéndice

B)

KIO U2 V2
, B3, = — (1-N,— Ng)UsVs |- a - a
(@) = — ( s ﬂ[wn_ aﬂ+wn+E¢.ﬂ]
U? V2
+ (Ng— N)UsV, o ___Ya__| (g8
(Ng — No)Up ﬂ[iwn—Eaﬂ iw,.+Ea,;] (88)
- V2 U2
K'%a,B;w,) = —(1 = Ny— N3)UgV, a a
(@, B;wn) ( 5)Us ﬂ[iwn—Eaﬂ+wn+Eaal
V2 U2
—(Nﬂ_Na)UﬂVﬂ[. & - — ], (89)
Wwp ~ Eag  twn + Eop

U?v? V22
KWmm%)=-u_M_Nﬂ[ R/ A ]

v V2V ] )

—(Ng — N, = =
( 8 )[iw,,— af 'iwn+Eap
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- 1 1
Koo(a:ﬂ; wn) = = UaUsVaVs {(1 —Na - Nﬁ) l:iwn — Eqap B wwy + Eﬂﬂ]

+ (Nﬂ—Na)[. RN ]} (91)

wy — Eap w, + Eaﬁ
donde Eop = (Ea + Ep), ¥ Eap = (Ea — Ep).
Los propagadores anteriores son las funciones de Green dependientes de
la temperatura de dos cuasiparticulas desnudas. Las TDGF de dos cuasi-

particulas vestidas se obtienen usando la ecuacién de Bethe-Salpeter

G®(af,18;7) = [K*(c,B57) + K, B 7)) SoyOps
(92)

+ /Ohﬂ dr' Y (eBiWla B)K%(a, B;T)G* (o' B, v8; T — ).
ua' f

De estos propagadores obtenemos las ecuaciones de la RI’A dependien-
tes de la temperatura. Como estamos interesados en su contribucién a la
EWSRI, tendremos en cuenta sélo aquéllos que contribuyen a la discon-
tinuidad de la derivada primera de la funcién de Green de Matsubara en
el origen. Se ven dos formas de contribuciones (para un seguimiento més

detallado de los cdlculos ver apéndice B)

G* (af, 75;7) L G™ (B, 76;7) _=By+B (93)

7=0
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donde By y B, estdn definidos por las siguientes ecuaciones, relacionadas a

un kernel de dos fermiones desnudo

By = [K®(c, B;7) + K™(e, B3 7)]

. [E® (e i)+ K@, 7))

7=0"

(94)

B, = [ K% n)| [ K850 (%)
res res
donde (T,.,) indica que la suma es sobre los residuos de la transformada de
Fourier de la funcién de Green de Matsubara. B, representa la contribucién
del propagador particula-agujero desnudo en el estado fundamental de BCS
y B, representa la contribucién de todos los diagramas que tienen sélo un
vértice de interaccién en 7. También se observa que Kg?,(wn) no contribuye
a la discontinuidad de la primera derivada en B1 pues (},., K 2%(%)) = 0.
En el caso de una interaccién separable particula-agujero més el término
monopolar de apareamiento, la simetria del elemento de matriz de la inter-

accién con respecto al intercambio de a: y § elimina de la suma de la EWSRI1

todas las contribuciones de B, (ver Ref.[28]) y quedall6)

1
EWSRUQ,T) = 3 |Qusl" [(UaVs + ValUp)’ Eag (1 = Na — Np)
a,f
(96)
+Eap (Np — No) (UaUp — VaVp)’]
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donde Eyp = (Ea + Eﬂ) y Eag = (Ea - Ep)

3.5 Limites de temperatura en la regla de suma

El limite a temperatura cero para la regla de suma de energia se obtiene
facilmente pues verifica (ver 84)que limr_o N, = 0 (E, > 0) con lo cual la
ec.(96) queda

EWSR1(Q,T) = %Z |Qasl|® Eap (UaVp + VaUs)® (97)

a,f
que es la férmula usual para una fuerza separable a T = 0.

El otro limite que debemos evaluar est4 en el valor de la regla de suma
cuando la temperatura es la temperatura critica, que es la temperatura a
la cual se produce la transicién de fase de un nicleo superconductor a uno

normal4l: 111, Este caso verifica que limg_,7, A = 0, con lo cual

E,={ e'.- sz‘ &> U N; = n; sz: € > U
—€; St € < U 1-mn St &< U
(98)

Ui = 1 sz' €& > U Vi = 0 sz_ €G> U
0 st 6 < U 1 st € < U
(99)

. -1
con n; = (e”"’ + 1) . La ec.(96), cuando se produce la transicién de fase,

queda
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EWSRI(Q,T) = 3 3 (6~ &) (ns —7a) [Qusl”  (100)
af

que es la férmula usual de la regla de suma de energia para un nicleo normal

dependiente de la temperatural42).

3.6 Aplicaciones Numeéricas

Para evaluar los resultados obtenidos, se tomaron tres nicleos estables en
la zona 60<A<208 que fueron el Ni% con Z = 28, N = 32, el Zr% con

= 40,N = 56 y el Gd'* con Z = 64,N = 90. Estos nicleos fueron
elegidos teniendo en cuenta, al igual que antes, que fueran sub-capa cerrada
en ambos tipos de nucleén, para evitar ambigiiedades en la definicién de
cuasiparticula. En particular, el Ni% es capa cerrada en protones. En todos
los casos se calcul6 la temperatura critica 7, para cada tipo de nucleén,
neutrones o protones, segin la expresién 41 111 T, ~ 0.567A(T = 0), que
verificé los rangos de convergencia del programa. Como ejemplo, obtuvimos
para el Zr% los valores T,, = 0.875 frente a T,, = 0.887 como el valor
tedrico, y T,, = 0.465 calculado ante T, = 0.470 teérico.

Como en el capitulo anterior, se evalué la regla de suma asociada al
operador dipolar de masa (Ec.40). Dado que los célculos de Hartree-Fock
térmicos tienen una dependencia débil con la temperatura43) usamos las
energias y las funciones de onda de particulas a T' = 0. Para encontrar los

estados de cuasiparticulas se resolvieron las ecuaciones acopladas de BCS a
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temperatura finita 3% 41]

Qlw

= 1 n [(ex — p)? + A2)?
B k>0 [(ex — p)? + Az]lﬂ tanh { 2kpT } , (101)

N =23 V(1 - Ng) + UgNe |, (102)

k>0

con G la constante de acoplamiento y N el nimero total de particulas. u y
A fueron ajustados en cada caso de tal forma de conservar el nimero medio
de particulas y la ecuacién del gap térmico. Los neutrones y los protones
cumplen ambos por separado las ecuaciones acopladas.

El gréifico siguiente muestra los valores obtenidos para la EWSRI1(7;)
como funcién de la temperatura, que han sido normalizados segiin su valor
aT = 0. En los tres nicleos se obtuvieron ademds los limitessa T =0y a
T > T,. Debe notarse que en la zona del superconductor el leve cambio en
la concavidad de la curva se debe a que un tipo de nucleén (los protones) al
superar el valor de T, se convierte en un sistema normal, suavizando la pen-
diente en esa zona dado que las variaciones de la EWSRI con la temperatura
en el caso normal son casi nulas. Por el contrario, en la zona superconduc-
tora hay variaciones de la EWSRI con la temperatura que en el mayor de
los casos llega al 17%.

Estas variaciones se entendieron fundamentalmente debidas a los cambios

del gap de apareamiento A ante los distintos valores de temperatura. En la
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Figura 3 : EWSRI como funcion de la temperatura, para tres nicleos dis-
tintos. Los valores de la EWSR1 han sido normalizados a su veloren T =0
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emsmraer

Figura 4 : En (a) se grafica el gap de energia A como funcidn de la tem-
peratura cuando se considera la interaccidn de apareamiento en las capas de
neutrones, mientras que en (b) se grafica la A para el caso de protones.
figura 4 se graficaron las variaciones del gap A con la T, para cada tipo
de nucleén y para cada micleo. El gap tiende a cero cuando aumenta la
temperatura debido a un efecto de anti-apareamiento. La temperatura critica
es distinta para cada niucleo y para cada tipo de nucleén.

Esto nos llevé a graficar finalmente la EW SR1 vsA y se encontré en todos

los casos que la relacién entre ambos ajustaba a una funcién cuadrética con

un alto coeficiente de correlacién. Esto verific6 la relacién dada por la ec.(62),

del capitulo 2.
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Figura 5 : En (a) se grafica la EWSR1 para neutrones como funcién de la A
de neutrones, mientras que en (b) se grafica la EWSR1 en funcion de la A

para el

caso de protones.
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3.7 Conclusiones

En esta parte del trabajo se aplicaron los resultados obtenidos de desarrollar,
siguiendo un trabajo previol28l, un método para obtener las reglas de suma
pesadas por energia dependientes de la temperatura, a partir del compor-
tamiento de las funciones de Green en el formalismo de Matsubara. Este
método, que da la derivada del propagador en un desarrollo de diagramas
de Feynman, fue aplicado al caso simple de la interaccién monopolar de
apareamiento mas una interaccién separable de particula-agujero, para ver
la influencia de la interaccién residual considerada en las reglas de suma.
En el capitulo anterior se demostr6 que la variacién de EWSR1 era debido
a la no invariancia galileana de la interaccién de apareamiento. En este
capitulo observamos que las variaciones en la EWSR1 con la temperatura
corroboran el resultado anterior, pues se deben al efecto de antiapareamiento

que provoca el aumento de la temperatura.
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4 La localizacion de los pares de Cooper

4.1 Introduccién

En este capitulo tratamos el problema de la localizacién espacial de los “pares
de Cooper” nucleares. Consideraremos dos particulas idénticas acopladas a
momento angular total J = 0, que interactuan a través de la interaccién de
apareamiento.

En general, el problema de la estructura espacial de los pares de Cooper en
el nicleo no atrajo mucha atencién (Ref. [17] y otros trabajos, relacionados
a este [48, 49]). Sin embargo, la estructura espacial que se obtienen muestra
un comportamiento peculiar. Como puede verse en las figuras de Ref.[17], los
pares no estdn bien localizados espacialmente y tienen muchos maximos que
dependen de las capas consideradas en la descripcién del sistema. Ademds,
el miximo de probabilidad no aparece para pequenas distancias relativas,
como seria esperable.

La relacidn entre las reacciones de transferencia de particulas y las co-
rrelaciones en el espacio inducidas por la interaccién ha sido estudiada con
anterioridad por muchos autores!48 49, 50, 91, 521 pago que la interaccién
de apareamiento induce correlaciones de corto rango entre los nucleones, se

decidié tratar de entender este comportamiento que parece ser patolégicol18!.



4.2 Funcién de onda de dos particulas

La funcién de onda total de un par de nucleones tendr4 la formall7

‘I’(Fth; F27 XZ) = Z Ba,ﬁ[".ba(Fl;Xl) ® "J)ﬁ(F?) Xz)] (103)
afB

Esta expresién corresponde a la funcion de onda general antisimetrizada
que describe a las dos particulas. Acéd x representa las variables de spin y
corresponde a todos los nimeros cudnticos necesarios para la descripcién de

los estados de particula simple, es decir

"pa (F, X) = ¢nlj (T) [Ylm (f)X% (X)]jm (104)
Dado que las funciones de onda de particula simple con las que se trabajé

son las del oscilador arménico (HO), si no se considera spin se tendré

$num(r,0,8) = Rui(r)Yim (6, 6) (105)

donde los Y;,,(8, ¢) son los arménicos esféricos, y R, son las funciones de
onda radiales

R = [ o) (50 (06)

n+l+3)
1
con ,C£;+§(T2) un polinomio de Laguerre. Las funciones radiales estdn nor-

malizadas, tal que
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/:[M(r)]zrzdr =1 (107)

Es conveniente introducir las coordenadas relativas y de centro de masa,

L T1— T2 = T1+T2 . .
F= = ——— . Esta no es la definicién usual, pero resulta
vz 7 V2 P

conveniente en el caso del oscilador arménico®3l, pues con esta definicién
las funciones tienen el mismo pardmetro de tamaifio en ambos sistemas de
coordenadas.

Para mostrar en una forma simple la distribucién espacial del par de
nucleones como funcién de las coordenadas relativas y de centro de masa r y
R, integramos el cuadrado de la funcién de onda sobre las variables angulares

y de spin, es decir, definimos

S(r,R) = [ 19(71, 1372, xa)PdFdRaxadxa (108)

El simbolo d representa el diferencial en las variables angulares, df =
senfdfd¢.

Para escribir las funciones de onda en términos del centro de masa del
par y de las coordenadas relativas, en el caso del oscilador arménico, pueden
usarse los corchetes de transformacién de Brody—Moshinsky[53].

Para eso se debe cambiar del sistema de coordenadas de particula simple
al sistema de coordenadas del par. En lo que sigue, las expresiones n; y I; se

refieren a los nimeros cuénticos radial y orbital de las particulas, mientras
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que n y | corresponden al movimiento relativo de las dos particulasy N y L
al de su centro de masa.
El pasaje de un sistema al otro obliga a que se cumplan las siguientes

condiciones

h+h=X=I+L (109)

y por lo tanto

lll_l2|5)\sll+12 |l—L|S/\Sl+L (110)

La energia asociada con la funcién de onda de una particula es, en

unidades de hw

en;=2n+l+g (111)

y la conservacién de la energia obliga a cumplir que

p=2n1+ll+2n2+l2=2n+l+2N+L (112)

Los autoestados en los dos sistemas de coordenadas son

Inlll,nzlz, Ap> = Z < lll2mlm2|Au > R'mh (rl)anlz (T2)

mims

},llrm (017 ¢l)},lzm2 (021 ¢2)

68



Inl, NL,\p > = > <ILmM| g > Ru(r)Ryi(R)

mM

},lm(ga ¢)YLM(ea q)) (1 13)
en donde m;,my; m y M son los nmimeros cudnticos magnéticos y u es
el nimero cudntico magnético total. Las cantidades < ljlomimq|Au > y
< ILmM|Ap > son los coeficientes de Clebsch-Gordan. Los corchetes de

transformacién estdn definidos entonces por la siguiente relacién

|'nlll,nzlg, Ap>= Z |nl, NL Ap><nl,NL, /\Inlll,nglg, A> (114)
niNL

Se puede mostrarl12 que esta transformacién no depende de , por esta

razén no estd incluido en los corchetes.

Teniendo en cuenta estas expresiones, la Ec.(108) puede escribirse como

ca loy oy A) (lag log A
S(R) = Y BayaBoges 3 A232,8 5 5 A4 Lo

ay,az A jal jal 0 jaz j02 0

> < gy lasag b, Ay L N, LA >
nn NN L
< Na,, lazy Nag, laz; Alnlv l7 Nlr L) A > ¢M(T)¢NL(R)
ni(r)dnr,(R) (115)
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donde < ny,!ly,n2,l2,A|n,l, N, L, A > son los corchetes de transformacién de

Brody-Moshinsky usuales y j = /27 + 1.

U J2 Jr2
Las cantidades { j3 Jj4 34 ¢ se refieren a los simbolos 9-J de Wigner.
Jizs Ju J

Estos estdn definidos de forma tal de considerar la transformacién entre dos

esquemas de acoplamiento para cuatro momentos angulares!1?

< (J1J2) N1z, (G3ja)Jsar 3l(Grda)dia(Gaja)daa, 3 > = (2512 +1)(2j34 + 1)
. . 1
(2513 + 1)(2j24 + 1))7
v J2 Ji2
Js  Ja Jjau ¢ (116)
J1a Ju 7

Dado que el spin del par de nucleones S puede tomar sélo los valores
S=00S5 =1, en la Ec.(115) la suma sobre A se reduce a los valores de
A =0y A =1. También se trabajé con la variable P(r, R), que es la densidad
de probabilidad del par como funcién de 7 y R, y que estd relacionada en

una forma simple con el cuadrado de la funcién de onda

P(r,R) = r*R?S(r, R) (117)
4.3 Pares de Cooper

Como en el capitulo 2, para trabajar con el hamiltoniano de apareamiento

se usO la aproximacién BCS haciendo una transformacién a cuasiparticulas

(ver .ec.(18))
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Escribimos el estado fundamental correlacionado en funcién de las cuasi-

particulas

|BCS) = ]] ix(0)

i>0
= ([T [1(W: + Viala})|0)
i i>0
% olal

= Nezp i Ui |0)

> V2i+ 1%{40%}8'0)

= Nexp i (118)

Se puede entonces usar esta funcién de onda de dos particulas como la de
la ec.(103), con

Vav2)a +

Bap = 8ap—"7 (119)
a

y la ec.(115) para evaluar S(r, R).

4.4 Cailculos y resultados obtenidos para el cuadrado
de la funcién de onda

Los calculos se hicieron sobre el 50Sn''Y. Elegimos distintos conjuntos de
niveles de particula simple para estudiar los efectos del tamaifio del espacio
de Hilbert sobre la estructura de los pares. Como niveles de energia de

particula simple se usaron los mismos niveles que en los capitulos anteriores,
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que son los niveles del oscilador armdnico con las correcciones debidas a los
términos centrifugo y de interaccién spin—érbitalg].

k = 0.0678 y u = 0.0278 se eligieron de forma tal de obtener el mejor
fiteo en la regién de los Sni31),

Usamos los niveles de particula simple comenzando desde N =2n+[ =0
Lasta N = 6 (2 capas por encima del nivel de energia de Fermi), excepto
para los niveles cercanos a la superficie de Fermi, donde se usaron los de la
Ref.[32], por las mismas razones citadas en el capitulo 2. Al igual que antes,
las sustituciones se hicieron de forma tal que la energia del baricentro (es
decir, la suma de las energias de partfcula simple por la degeneracién de los
niveles involucrados) permanezca constante.

Para estudiar el comportamiento del par, graficamos las funciones S(r, R)
y P(r,R). Usamos dos espacios de Hilbert diferentes, el primero estd for-
mado por todos los niveles de particula simple desde N = 0 hasta N = 6.
El otro est4 formado sélo por los cinco niveles de particula simple que
son los usualmente considerados en la descripcién del 505n!!, los niveles
{ldg, Og%, 254, ldg , Ohjil_}. En las paginas que siguen, se muestran los gréaficos
de las funciones S(r, R) y P(r, R), y se observa que los dos casos dependen
fuertemente del tamafio del espacio de Hilbert considerado para su evalu-
acion.

Es bien conocido que el valor del gap de apareamiento A depende del
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S(r,R)

124
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]
1

r [fm]

Figuras 6[a] y 6[b] : Grdficos para G, = 21MeV/A de S(r, R). En [a] se usé
el espacio de Hilbert mayor [N =0 a N = 6] mientras que en [b] usamos el
espacio de Hilbert reducido [cinco niveles].
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12+ P(r,R)
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(d]

r[fm]

Figuras 6[c| y 6(d] : Grdficos para G, = 21MeV/A de P(r,R). En [c] se usé
el espacio de Hilbert mayor [N =0 a N = 6] mientras que en [d] usamos el

espacio de Hilbert reducido [cinco niveles].
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tamafio del espacio de Hilbert. En el caso del s0Sn'14, el gap A vale, por
consideraciones sobre la energia de ligadura, aproximadamente 1.2 MeV. Por
esta razén usamos dos valores diferentes para la magnitud de la interaccién
de apareamiento. Por un lado se usé el valor que da el A esperado cuando
se usan cinco niveles (G = 21MeV/A)[Figura 6]. El otro valor usado cor-
responde al que da el mismo A pero cuando se consideran todos los niveles
desde N =0a N =6 (G = 14.5MeV/A)[Figura 7).

En cada figura se muestran los gréficos de las funciones S(r,R) [ay b] y
P(r,R) [cy d]. En [a] y [c] usamos el espacio de Hilbert m4s grande, mientras
que en [b] y [d] usamos el reducido.

De las figuras se observa que cuando el sistema es superconductivo los
resultados son altamente independientes de la magnitud de la interaccién de
apareamiento. También puede verse que el cuadrado de la funcién de onda
S(r, R) tiene menos estructura que la probabilidad P(r, R).

Por otro lado, la consideracidén de un espacio de Hilbert mayor hace que
disminuya dramdticamente la aparicién de estructuras complicadas. En el
espacio mayor los pares tienen fuertes correlaciones de corto rango no sélo en
el cuadrado de la funcién de onda, sino también en la distribucién de la prob-
abilidad. Ademés los méiximos en el primer caso toman valores razonables
tanto para las distancias relativas como para el centro de masa.

Los resultados obtenidos cuando se usa el espacio de Hilbert reducido
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Figuras 7[a] y 7[b] : Grdficos para G, = 14.5MeV/A de S(r,R). En [a] se
usd el espacio de Hilbert mayor [N =0 a N = 6] mientras que en [b] usamos
el espacio de Hilbert reducido [cinco niveles].
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£ ™ E
= ! -
6
4 4
2]

Figuras 7[c] y 7[d] : Grdficos para G, = 14.5MeV/A de P(r,R). En [c] se
usd el espacio de Hilbert mayor [N =0 a N = 6] mientras que en [d] usamos
el espacio de Hilbert reducido [cinco niveles].
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tienen comportamientos similares a los de la Ref.[17]. La inclusién del estado
0h11/2 hace la distribucién de la probabilidad mds asimétrica, corriéndola
hacia valores mayores de R y correspondientemente a valores menores de 7.
Ademds, el nimero de méximos es similar a N, como se noté en la Ref.[17].

Cuando se usa el espacio de Hilbert més grande, es dificil comparar en
detalle nuestros resultados para el 5Sn!'* con los de la Ref. [48], dado
que ellos evalian la funcién de onda para el 50Sn'? y los grafican para
una coordenada del centro de masa en particular. Sin embargo, su funcién
de onda, que incluye todas las capas desde N = 0 hasta N = 5, tiene
comportamientos importantes en comun con nosotros, como por ejemplo,
estd fuertemente centrada para pequefios valores de 7.

Fue dificil entender c6mo una interaccién de corto rango, como es la inter-
accién de apareamiento, puede inducir estructuras espaciales tan complicadas
y claramente no de corto rango cuando se trabaja en el espacio de Hilbert re-
ducido. Después de considerar este problema, pensamos que una explicacién
posible podia ser que la descripcién de la interaccion en un espacio de Hilbert
reducido, debido al uso de sélo cinco niveles cercanos a la superficie de Fermi,
produce una interaccién efectiva que no es realmente de corto rango sino que
tiene una estructura complicada. Surgi6 entonces la idea de comparar estos
resultados con aquéllos que se obtendrian en la descripcién de una funcién

d, al variar el espacio de Hilbert.
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4.5 La funcién ¢

La interaccién de apareamiento puede ser considerada como un modelo muy
simple con los comportamientos principales de la parte J = 0 de una é(r; —
r2). La similitud entre esta interaccién simple y separable con fuerzas de
corto rango ha sido estudiada en detalle en la literatura (ver, por ejemplo,
Ref.[4]). Debido a esto se estudi6 la influencia del tamafio del espacio de

Hilbert en la representacién de la parte J = 0 de una funcién tal como la

§(7 — 7)6(R — R').

SF-7)(R-R) = Y <7RS M7 R S Ms>
5,5 \Ms,Mgi
= z <F,R,S,M5|1j|2j2,JM >
5,5'\Ms,Mg1,1>2,J,M
< 15,22, JM|7, R, S', Mg: > (120)

Los subindices 1 y 2 se refieren a todos los estados cudnticos posibles en el
sistema de coordenadas relativo y de centro de masa. Usando la Ec. (104) se
puede integrar sobre todos los 4ngulos y sumar sobre todos los spines, usando
para los estados intermedios los estados antisimetrizados de dos particulas.

De esta forma se obtuvo para la parte J =0 de las ¢'s
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S < nalanglgAInlNLA >< nglanglgAIn/IN'LA >
nINLn'N'

Gni(T)bni(r) N1 (R) PN (R) (121)

En este caso los subindices o y f se refieren a estados de particula inde-
pendiente. Tal como hicimos en la expresién del cuadrado de la funcién de
onda, las cantidades < nqlanglgA|RINLA > y < nglanglgAn'IN'LA > son
los corchetes de Brody-Moshinsky, y nuevamente deben usarse los simbolos
9-J de Wigner. Las cuentas se hicieron sobre las funciones de onda corre-
spondientes a los estados posibles del 505n!!.

Ademsds, en forma similar a lo que hicimos con el cuadrado de la funcién

de onda, definimos la densidad de probabilidad

Ps(r,7',R,R) = rr' RR'Ss(r, 7', R, R') (122)
4.6 Resultados obtenidos para la ¢

En la Figura 8, usando las mismas convenciones que en las figuras 6 y 7, se

graficaron Ss(r,7', R, R') y Ps(r,7', R, R') usando tanto el espacio mayor de
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Figuras 8[a] y 8[b] : Grdficos de la integral angular de las representaciones
de la funcién § [Ss(r,7', R, R'). En los dos casos ' = 0.01b and R' = 2.75b.
En [a] usamos el espacio de Hilbert mds grande [N = 0 a N = 6] mientras
que en [b] usamos el reducido [sdlo cinco niveles].
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[c] (d]

r{fm]

r [fm]

Figuras 8[c] y 8[d] : Grdficos de la integral angular de las representaciones
de la funcidn § multiplicada por rr' RR' [Ps(r,7’, R, R') en . En los dos casos
v = 0.01b and R' = 2.75b. En [c] usamos el espacio de Hilbert mds grande
[N =0 a N = 6] mientras que en [d] usamos el reducido [sélo cinco niveles].
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Hilbert como el reducido. En orden de tener un grafico similar al obtenido
en las figuras 6 y 7, se usaron los valores ' = 0.01b y R’ = 2.75b.

La similitudes obtenidas entre los resultados mostrados en las figuras 6 o
7 y la figura 8 son remarcables, y prueban que la presuncién que conecta la
existencia de estructuras complicadas con la reduccién del espacio de Hilbert
es basicamente correcta.

PPor lo tanto si se considera el comportamiento espacial del par de Cooper
cuando se recorta la base de estados, como se hace habitualmente tomando
solo aquéllas capas donde la interaccién de apareamiento es relevante, se
observa la introduccién de estructuras complicadas al punto de perder la lo-
calizacion del par, al tiempo que si se trabaja en una base de estados mayor,
con el espacio de Hilbert mas completo posible, reaparece la localizacién.
El carécter de corto rango de la interaccién de apareamiento determina que
haya que renormalizar la magnitud de la interaccién G al alejarnos de los
niveles de energia cercanos al nivel de Fermi, y que los elementos de matriz
de la interaccién deben ir reduciéndose también para asegurar la correcta
convergencia de la integral relacionada con la ecuacién del gap, dado que
sino esta diverge. En nuestro andlisis, tuvimos en cuenta en parte la renor-
malizacién de G, al trabajar también con el valor de G que da el gap correcto,
pero se encontr6 que los resultados obtenidos eran independientes de estas

consideraciones.
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5 Conclusiones generales

Esta tesis trat6 sobre algunas caracteristicas de la interaccién de apareamiento,
su comportamiento ante transformaciones de simetria y la conservacién de
las reglas de suma, y la localizacién en el espacio de fases del par de Cooper.

Se demostré que la no conservacion de la EWSRI1 cuando se tiene en
cuenta la interaccién de apareamiento se debe a la no invariancia galileana
de esta interaccidn, y que esta propiedad cambia, adema4s la masa efectiva de
los nucleones. Los resultados que se obtuvieron fueron completados con el
estudio de la interaccién de apareamiento al tener en cuenta temperatura, que
confirmé los calculos anteriores y permitié, ademds chequear de una manera
continua las variaciones de la EWSR1 con el apareamiento, debido a que la
temperatura influye sobre el gap de los sistemas superconductivos.

Esta caracteristica de no conservar la EWSRI1 la entendemos como un
comportamiento fisico importante de la interaccién, debido a la evidencia
experimental que existe sobre la no conservacién de la invariancia galileana
de la interaccién nuclear a bajas energias.

Si bien se calcularon explicitamente los cambios en la EWSRL1 al tener en
cuenta o no la interaccién de apareamiento, entendemos que esta violacién
se debe posiblement a efectos relativistas, que aiin cuando cambian la masa
efectiva en s6lo un 1 %, son més relevantes en los cambios que generan en

otras variables dindmicas.
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En la informacién experimental existente, no hay un resultado concluyente
sobre la relacién entre la EWSRI1 y la superconductividad en el nicleo. Por
ejemplo, en la Ref[15] la EWSRI para los isétopos del Sn y del Pb dan val-
ores similares en términos de la regla de suma de Thomas-Reike-Kuhn oy,
mientras que en la Ref[14] los valores que se obtienen son mayores a los val-
ores clasicos para nucleos con peso atémico entre 100 y 160, lo cual es similar
a nuestros resultados, dados en la Tabla I. Es decir que es necesario contar
con mas estudios experimentales sobre estas diferencias.

Por otro lado, la caracteristica de corto rango de la interaccién hacia es-
perar un comportamiento localizado del par de Cooper en el espacio de fases,
en particular en el espacio de las coordenadas relativas y de centro de masa.
El comportamiento que muestran, en cuanto a la aparicién de estructuras
complicadas y la presencia de varios miximos alejados de los valores mas
chicos de la coordenada radial relativa, se demostré que se debe a recortar la
base de estados del espacio de Hilbert en el que se trabaja, dado que usual-
mente se toman s6lo las capas més cercanas la nivel de Fermi. Al trabajar
en una base de estados mayor, se obtiene una mayor localizacién del par, y
estos resultados fueron confirmados cuando se comparé este comportamiento

con el de la funcién 4.
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A Modelo de dos niveles

En este apéndice trabajamos un caso simple y resoluble en forma exacta que
contiene la mayoria de las caracteristicas que se analizaron en el capitulo 2.
Consideramos un modelo de dos niveles con momento angular j y paridad op-
uesta. La degeneracién de cada nivel es 2§2 = 2541 y ambos estdn separados
por una distancia en energias de €. Se asumié un sistema con N > 2§ partic-
ulas, interactuando a través de un hamiltoninano con (sin) una interacci6n
de apareamiento. En este modelo simple se puede evaluar la EWSR(Q,)

para un sistema normal, 22 < 1 [29] o para sistemas superfiuidos, 22 > 1

EWSR(Q[) = 2Q(U| VI + Vl U‘[)'ZQ?IE (123)

donde V; es la probabilidad de ocupacién del i, nivel y Q)i es el elemento

de matriz del operador dipolar entre los dos niveles

Qi = (1“"'}’1“1) (124)

1 representa el nivel mds bajo con energia —% y 1 es el nivel siguiente con
energia 3.

Sabiendo que la EWSR(Q,) es proporcional a M}, (ver ec. (42)), se pudo
evaluar el cambio en la M,s; producida por la interaccién de apareamiento

en este sistema.
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Sistema normal

En este caso la interaccién de apareamiento se considera despreciable,
A =0, V; =1,y por lo tanto de la ecuacién que da el valor correcto del

numero de particulas

2 Vi’=N (125)
k>0
se tiene
Vi = 1 (126)
N —-2Q
o= 50 (127)
EWSEN(Q1) = (42— N)Qke (128)

Como se esperaba, este es el resultado que se obtiene de la contribucién

del bos6n espureo de la RPA a la EWSR(Q,).

Sistemas superfluidos

Aqui se tuvo en cuenta la interaccién de apareamiento a través del cdlculo

BCS dada por las dos fé6rmulas

2 G+1/2) 1 1
G = ZT_Q(EJFE) (129)
N = > (25 + 1)V} =2V + W) (130)

87



La solucién de estas dos ecuaciones nos d4 los valores de los dos niveles

de energia

_ Gefd _ [(€ _ e 5
b= 2(% +X) = (N-200G \/(2 g sy
Gefd €
E‘I — = - A)2 4+ A? 132
2(-62-—,\)—(N—2§2)G ‘ﬂ2+ ;e 132

donde A y A son el gap y el potencial quimico de las soluciones de BCS. De
éstas ecuaciones se podrian calcular A y ), pero el problema es no lineal y
no es posible encontrar soluciones analiticas para A y A. Sin embargo existe
un caso (N = 21Q) en el que las soluciones son analiticas y por simplicidad

se resolverd este caso simple

B = 27(6’% =[x e (133)
Ge € 2 2
E = m=\/(§+,\) +A (134)

Las soluciones a estas ecuaciones son cinco. Cuatro de ellas pertenecen
a sistemas normales y la otra, la cual minimiza la energia del estado funda-

mental, es la solucién BCS del problema.

A =0 (135)

A = /G- (136)



El = Ei-':GQ (137)

2 _ Ly €
o= 2(1 2GQ) (138)

¢ S PSP
o= 51+ 555) (139)

puede deducirse facilmente que

UVi = S(1+—0) (140)

LT 2V T agn

1 €
Ui = 5(1-3555) (141)
Ui + Uinn=1 (142)

y la regla de suma es

EW SRpcs(Ti) = 20(Ui Vi + UtVi)? Q% (EL + Ey) = 40°GQ%  (143)

Finalmente, la relacién entre las dos EW SR(71), con y sin la interaccién

de apareamiento serd

EWSRpcs(Ti)  4GQP2Q%  Mey(N) 2GR G
EWSRN(T)  2QeQ? =~ My p(BCS) ™ € Geir

(144)

El factor zZ— = 1 define la transicién de fase del sistema. Este cociente
es mayor que uno para un sistema superfluido, y menor que uno para sis-
temas supernormales(29] (en este segundo caso, la aproximacién BCS es no

resoluble).
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Por lo tanto, el hecho de que la interaccién de apareamiento modifica la
masa efectiva media del nicleo estd directamente relacionada con el cam-
bio en la estructura del estado fundamental. Ademas, puede verse que este
cociente est4 directamente relacionado con el cociente entre las energias del

estado fundamental en los dos casos.

A2 2
E,(BCS) = Y (a—-AV2 - = —:—G —GQ*  (145)

—29% = —eQ (146)

Eq(Normal)

A primer orden en §2 el cociente entre las energias de los estados funda-
mentales es proporcional al cociente dado por la ec. (144).
E,(BCS)  GQ

= — 147
Ecs(NOTTnal) € ( )
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B Calculo de los propagadores

Para ver la forma de las transformadas de Fourier de las funciones de Green,
tomamos la funcién de Green de un bosén.

Dado que el valor medio térmico de los operadores a,al, es

< aqal >=1+n, (148)

Con Mg = 5, ¥ T = (€a — 1) B, €5

ng(’r) = -50,7 [(]_ + na)e(ea—#)r/he(,r) + nae—(ea—#)r/hg(_,r)] (149)

El desarrollo en serie de Fourier de la G,(7)

Ga(7) = %Zgﬁn)e"”“’, con  wn = %

lleva a

1 8 .
(n) —_ - Wn
9a 5 /_ , dre*nGq(T)

S (150)
Wp — €q — 1

donde la segunda igualdad se obtiene ficilmente con las propiedades de pe-

riodicidad de la funcién de Green.
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Entonces, la antitransformada de Fourier es

Ga(r) = 2 > e (151)

ﬂ n=par Wy — € — U

Para encontrar las funciones de Green vestidas hubo que resolver las in-

tegrales de los propagadores, que en general son de la forma

Z/dTK‘w(a) :B)T)KV”('Y) (Syt - T)

Al hacer la transformada de Fourier, usamos que

0o dy e (t-t)

t—-t)=1 (152)

—002_7”; w’+in

En general, si se parte de una funcién de la forma

f(t) = Ae**6(t) + Be**0(—t)

su transformada de Fourier es

iA 1B

w—€ w+e

Luego, calcular las integrales de los propagadores implica calcular expre-

siones que son

W—€p W+Ep W—€p wteyd

1 iA 1B iC 1D
[ et

g(t) = 7 )ctee ™"  (153)
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tales que, al evaluar la diferencia de las derivadas laterales queda

Jit=0%")—g'(t=0")=1icte(A + B)(C + D) (154)

Por ejemplo,

(t) = % [ dok®(af,w) K0 (8, w)e (155)
da
00 00
2 e = B = (2~ D}~ D) (150
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