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“Some properties of the nuclear pairing interaction”

Abstract

In this work we analize some properties of the nuclear pairing interaction,

its influence on the sum rules for multipole particle-hole Operators, and the

correlation’s spatial structure the pairing interaction causes.

This interaction is one of the most important which models the nuclear

residual hamiltonian, so we believe that this work could help to clarify some

aspects of this interaction.

We find that the pairing interaction is invariant under spatial transla­

tions and not invariant under galilean transformations, and because of it,

the interaction does not conserve sum rules. The same behavior occurs with

temperature, and we find a relation between the pairing interaction’s gap

and the energy weighted sum rule for a mass dipole operator.

We studied the Cooper’s pair localization problem. We find that the

no-localization in the configuration space is associated with the size of the

Hilbert space used.

Keywords Nuclear, Pairing, Sum rules, Effective mass, Galilean invari­

ance, Cooper’s pair.

Palabras clave Nuclear, Apareamiento, Reglas de suma, Masa efectiva,

Invariancia de Galileo, Par de Cooper.



Resumen

En esta tesis se analizan algunas propiedades de la interacción de aparcamiento

nuclear, como su influencia sobre las reglas de suma para operadores de tipo

partícula-agujero, y la estructura espacial de las correlaciones que induce.

Debido a que esta interacción es una de las que mejor modela el hamilto­

niano residual nuclear, se cree que los resultados obtenidos permiten clarificar

algunos aspectos de la interacción.

Se encontró que la interacción de aparearniento es invariante traslacional

y no es invariante de Galileo, y que por esta razón no conserva las reglas

de suma. Este análisis se extendió a temperatura finita, y se encontró una

relación entre la regla de suma pesada por energía asociada al operador dipo­

lar de masa y el gap de apareamiento.

Se estudió el problema de la localización del par de Cooper, y se encontró

que la no localización del par está. asociada al tamaño del espacio de Hilbert

utilizado.



Introducción

En un trabajo recientelll, se encontró que la interacción de apareamiento,

junto con la interacción cuadrupolar, modelan apropiadamente la parte resi­

dual del hamiltoniano nuclear. En ese trabajo se encontró que los términos

correspondientes a la interacción de aparearniento más el cuadrupolar co­

rresponden a la parte más significativa (no estocástica) del hamiltoniano

residual.

Si bien históricamente la interacción de aparcamiento fue introducida

para representar en forma simple y esquemática la parte de corto rango de

la fuerza nuclear, ahora sabemos que además da una. buena representación

de una parte importante de la interacción residual nuclear, sobre todo en

núcleos medios.

Pero algunos comportamientos de la interacción de apareamiento no son

del todo satisfactorios. Por ejemplo, se había observado que la interacción

de apareamiento no conservaba las reglas de suma, entre ellas, la regla de

suma pesada por energía (EWSR1)[2]'Ï3]'[4]'[5].El interés particular en esta

regla de suma está en que, cuando el operador asociado a esta regla de suma

es el operador dipolar de masa, la EWSRI no depende del hamiltoniano

considerado, si este tiene la dependencia usual en la energía cinética de las

partículas. Esta propiedad no se verifica con la interacción de apareamiento.

Existía además cierta c0nfusión ante el comportamiento de la interacción



de apareamiento frente a algunas transformaciones espaciales de simetría.

En este trabajo se demostró que la interacción de apareamiento es inva­

riante ante transformaciones traslacionales y no lo es ante transformaciones

de Galileo, y que por esta última razón no conserva la EWSRIÍ13]. Debe no­

tarse que el núcleo es el único sistema que se describe en forma no relativista

y que muestra variaciones en la EWSRI con respecto a los valores predichos

por la regla de suma de Thomas-Reiche-Kuhn de casi el 100%(14' 15]. Por

lo tanto era importante, desde el punto de vista experimental, observar si

los desviamientos de los valores experimentales c0n los predichos por TRK,

mostraban el mismo comportamiento que las variaciones inducidas en la regla

de suma debido a la violación galileana de la interacción de aparcamiento.

Se encontró además una expresión que relaciona la masa efectiva del nu­

cleón con la EWSRl asociada al operador dipolar de masa, por lo que la no

conservación de la regla de suma con la interacción de apareamiento lleva,

en este caso, a la no conservación de la masa efectiva del nucleónlml.

Se estudió también cómo dependía la variación de la regla de suma con la

temperatura, obteniéndose una descripción simple. Se encontró una relación

sencilla entre el gap de aparcamiento y la regla de suma dependiente de la

temperatura (TEWSR1)[16].

Se analizó la estructura espacial de los pares de Cooper, dado que otro

aspecto de la interacción de aparcamiento que mostraba un comportamiento



anómalo, era la no localización del parll7]. La contradicción se debe a que el

par de Cooper se genera a partir de una fuerza que tiene en cuenta, funda­

mentalmente, la interacción dc corto rango entre los nucleones. En esta tesis

sc demostró que la aparición de estructuras complicadas en la distribución cs­

pacial del par, con varios máximos que compiten en probabilidad, provienen

de trabajar la interacción de aparcamiento en un espacio muy reducido del

espacio completo de Hilbertllsl.

En el primer capítulo se describe cl formalismo relacionado con la intc­

racción de aparcamiento y se establece la notación utilizada. En el capítulo

siguiente se introducen las reglas de suma, se analiza el comportamiento

de la interacción de aparcamiento ante las transformaciones traslacionalcs y

galilcanas, se obtienen las expresiones para la masa efectiva en función de

la EWSRI asociada al operador dipolar dc masa, y para cl cambio de la

regla de suma al tener en cuenta aparcamiento, y se muestran los resultados

obtenidos. En el capítulo 3 se estudia la interacción de aparcamiento cuando

se tiene en cuenta temperatura, y se analiza la dependencia de los cambios

de la EWSRl ante las variaciones de la temperatura, aplicándosc los cálculos

a algunos de los núcleos trabajados en el capitulo anterior. En el capítulo 4

se estudia el problema dc la localización espacial de los pares dc Cooper y el

tamaño del espacio de Hilbert considerado, y su comparación con una función

ó. Finalmente, se encuentran las conclusiones generales de la presente tesis.
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1 La interacción de apareamiento
1.1 La fuerza nuclear

Habitualmente, al investigar el problema nuclear de muchos cuerpos desde un

punto de vista microscópico, se usan varias simplificaciones. Por un lado, se

desprecian los grados de libertad mesónicos, describiendo el núcleo como un

sistema de A nucleones interactuando a través de un potencial. Por otro lado,

se desprecian los efectos relativistas, y por último, se consideran importantes

sólo las fuerzas de dos cuerpos.

A pesar de estas simplificaciones, inmediatamente aparecen serias dificul­

tades. Como las fuerzas nucleares no pueden derivarse de primeros principios,

los potenciales usados son, en su mayor parte, fenomenológicos. La segunda

dificultad está en la forma misma de las fuerzas nucleares, que muestran una

fuerte repulsión a cortas distancias (“hard-core") y no se pueden tratar con

las técnicas usuales directas de la teoría de muchos cuerpos. Por ejemplo, no

pueden trabajarse con teoría de perturbaciones y el hard-core hace imposible

un tratamiento de campo medio autoconsistente. De hecho, los nucleones

dentro del núcleo no sienten el potencial nucleón-nucleón “desnudo”, sino

que interactúan unos con otros en presencia de muchos otros nucleones. Lo

que se hace entonces es introducir un potencial nucleón-nucleón efectivo, que

permite la aplicación de las teorías de muchos cuerpos, como por ejemplo, la

teoría de Hartree-Fock.



Una forma alternativa cs usar fuerzas efectivas fenomenológicas, constru­

idas sobre la base de estas consideraciones, pero dependientes de algunos

parámetros que sc ajustan con los datos experimentales.

La noción de “aparcamiento” entre partículas sc remonta al concepto dc

“seniority” establecido por Racahllgl en 1942 en la física atómica. En 1959

Belyaevl20]hizo la primera aplicación detallada de la teoría de la fuerza de

aparcamiento al núcleo. La matemática es idéntica a la usada en el caso dc

los superconductores, por lo que los dos casos son aplicaciones al tratamiento

mecánico-cuántico dcl problema dc muchos cuerpos.

La fuerza de aparcamiento afecta la estructura intrínseca del núcleo. Ha

sido exitosa en la descripción de diferentes aspectos del comportamiento nu­

clear encontrados experimentalmente, como el gap de energía que aparece en

los núcleos con un número par - par de nucleones, la diferencia entre los val­

ores esperados y los valores medidos de la densidad dc niveles en las regiones

de excitación más bajas, la transferencia dc dos partículas y otros aspectos

más. Además la fuerza dc aparcamiento permite una buena discusión acerca

de la física del núcleo, es decir, más quc lograr una buena reproducción dc los

datos nucleares experimentales, pone de manifiesto los ingredientes esenciales

nucleares más básicosl2].



1.2 La fuerza de apareamiento

Para escribir el hamiltoniano de apareamiento, definimos previamente los

operadores de partícula a}Cy bh, tales que a; representa el operador que

crea una partícula en el estado k y que se transforma bajo rotaciones como

(jhmk), mientras que bk está relacionado con su operador aniquilación por

la expresión

bimmk= (-1)jk_mk aim-"u. (1)

Como estado k nos referimos al conjunto de números cuánticos que definen

un estado, por ejemplo en una base esférica

Ik) = Inljm)

El estado ÏccorreSponde al estado inverso-temporal |Ïc)= le), que en la

misma base será

IÏC)= (-1)j+"‘|nlj - m)

Se definen además los Operadores bilineales I

Alu” = {alam (2)

312M = {brian (3)

11



012w: = {albzlá = (llj'_j’+"cl2,x —p= (1)Í'_j’+'\alz,xu (4)

Con el símbolo denotamos el acoplamiento al momento angular A con

proyección u.

El hamiltoniano que tiene como interacción residual al hamiltoniano de

aparcamiento, tiene la forma

'H = z ¿“alma + (¡I-tag)- G'PlP (5)
k>0

dondePl = ¿2k ¿Alhamly por lo tanto 'P = ¿Eh ÏkBkkm. G es la magnitud

de la interacción de apareamiento.

En analogía con Bardeen, Cooper y Schriefferlml, quienes determinaron

el estado fundamental de un superconductor, la función de onda del estado

fundamental de un núcleo par-par se escribel4]

IBCS) = H(U,. + vkaLaLMo) (6)
k>0

donde Vk y Uk son los parámetros que representan la probabilidad de que

un cierto estado (k, IE)esté o no ocupado. Estos parámetros no son indepen­

dientes, sino que la normalización del estado (6) impone

IUIcI2+ lVIcl2=1 (7)

La ecuación (6) también puede escribirse como

12



V V
k k' aLaEaLaLIO)+ (8)

Vk 1
¡305) oc ¡0) + —a*a1|0) + —

1;) Uk k k 2 ¡CEO UkUkI

Y si se escribe el operador generalizado de creación de pares

V

; Uka'ka’k ( )

queda

CD 1 u

|BCS) = Nzfirï |0) (1o)u=0 '

Í
= Nezpr IO) (11)

donde I“ crea un par de nucleones y puede ser considerado como un operador

proporcional que crea un “par de Cooper”.

En estas expresiones se ve claramente que el estado IBCS) es una su­

perposición de estados con diferente número de partículas, y solamente el

término con Fi? de la ecuación (11) tiene N partículas, que corresponde a

un condensado de pares. Se debe entonces imponer la condición de que el

valor de expectación del número de partículas tenga el valor N, es decir

(BCSlÑIBCS) = 2 z V: = N (12)
k>0

13



lo que puede alcanzarse a través del término adicional al hamiltoniano —/\Ñ,

con A un multiplicador de Lagrange que es el potencial químico o energía de

Fermi

Al buscarse el valor de expectación de la energía libre 7%!= 7Q—W, se

obtiene la expresión para el gap de energía

2

(¿msm/¡305) = 2z ¿m3 —A— (13)
k>0 G

donde se han despreciado términos en GVk'1y GVkZ,y e},= ek —/\. A es tal

que

A=GXUka
k>0

De las ecuaciones anteriores se obtienen

UE _ 1[ 6k - /\ ]2__ ____
Vk 2 (ek — A)2 + A2

La cantidad sz = (BCSIaLaflBCS) es la.probabilidad de ocupación para

(14)

cada estado de partícula simple k.

Reemplazando (14) en la expresión del A, se obtiene la ecuación del gap

A=Ïz_—A—— (15)
2 k>0 i/(ek - A)2 + A?

que junto con la condición (12)



N=Z(1——(—€L) (16)k>0 ek — A)2 + A2

forman un sistema de ecuaciones no lineales que caracterizan esta interacción

y que pueden ser resueltas por iteración.

1.3 Transformación a cuasipartículas

El concepto de cuasipartículas es muy usado en la física de muchos cuer­

pos. Una transformación a cuasipartículas permite representar el estado

fundamental del núcleo como un “vacío” con respecto a las cuasipartículas y

escribir el hamiltoniano en términos de las excitaciones elementales del mo­

delo. La transformación a cuasipartículas de Bogoliubov se hace a través de

las expresiones

_Q
||l UiCtlT- (17)

fii = Uibi + Vial

(18)

donde ¡Bi= fiinmi = (_l)ji—majiy—"1i

Las cuasipartículas mantienen las relaciones de anticonmutación usuales

para operadores fermiónicos

{alciallcl} = 0 {akaalu} = ókkl (19)

15



El estado fundamental correlacionado satisface

aleCS)=0 k>0 y k<0

y se lo puede escribir como

IBCS) = H amm) (20)

que, como antes, queda

IBCS> = (H Ui)Haji- + viaiainm
i i>0

gara": t
= Nezp í i IO)=Nezpr IO)

La utilidad de las cuasipartículas está en que permiten cambiar de una

representación de estados de pares de partículas interactuantes, a una repre­

sentación de estados en términos de cuasipartículas no interactuantes.

Las energías de cuasipartículas son

Eh = (ek —A)2 + A2 (21)

Los estados de una cuasipartícula aLIBCS) tienen energía (BCSI'H —

WIBCS) = Eh. Estos son una supersposición de estados con un número

impar de partículas, y describen un núcleo con un valor impar de nucleones.

16



Losestados de dos cuasipartículas aLaLIBCS > tienen energía (BCSI'H­

WIBCS) = Ek + Eh, y describen estados excitados en un sistema par. En

este caso, un par es roto y la.energia de excitación es Eh + Eh, 2 2A, es decir

que en un sistema par, el primer estado excitado se halla. por lo menos a 2A

del estado fundamental.

17



2 La invariancia galileana y la interacción de
apareamiento

2.1 Introducción

Un tema muy estudiado ha sido el de los espectros de excitación de opera­

dores Ó, para lo cual se define la función de excitación [(l/IÓIO)]2.

El modelo usado depende no sólo del operador que excita al núcleo sino

de la región del espectro que uno desea analizar.

En los espectros de excitación de los operadores fermiónicos bilineales,

relacionados con las excitaciones electromagnéticas p-h o con las reacciones

de transferencia, el problema es cómo obtener la información contenida. El

centroide de estas distribuciones se puede encontrar a través de cálculos en la

RPAÍ221.Hace un tiempolz' 5' 23] se notó que una forma práctica de mostrar

la información contenida en ellos era a través de las reglas de suma que

involucran distintas potencias en la energía de excitación. Por esta razón

existe un gran interés en el estudio de estas reglas de suma. En particular,

el mayor interés se ha dado en la regla de suma dependiente de la energía

(EWSRI). Esta tiene un status especial dado que, cuando está asociada al

operador dipolar, es completamente independiente del modelol3v4].

Este capítulo trata sobre la influencia de la interacción de apareamiento

en las reglas de suma asociadas a operadores multipolares partícula-agujero.

Inicialmente se trabajó sobre el operador dipolar de masas, dado que para

18



este operador, la EWSRI es completamente independiente del modelo. Pos­

teriormente se estudió la influencia de la interacción de apareamiento sobre

las reglas de suma asociadas a los operadores E1 y E2.

Dado que la expresión de la EWSRl asociada al operador dipolar de masa

está relacionada con el conmutador entre el hamiltoniano y el operador gen­

erador de las transformaciones galileanas, se analizó la invariancia de Galileo

cuando la interacción considerada es el hamiltoniano de aparcamiento.

La complejidad de las fuerzas nucleares y las dificultades inherentes a

una descripción detallada de sistemas con un gran número de grados de

libertad, hacen que la aplicación de las leyes de c0nservación jueguen un rol

fundamental en la caracterización de los estados nucleareslfi]. En el estudio

de sistemas interactuantes, usualmente se asume la validez de la invariancia

galileana. Pero debido a que los nucleones son particulas compuestas, uno

podría dudar sobre la validez de la invariancia de Galileo para los sistemas

nucleares.

Desde hace tiempo es bien conocido que la interacción de apareamiento

no es invariante galileanal24], ni invariante de gaugel7' 25]. La actitud general

con respecto a estas propiedades no deseadas ha sido que uno debe en general

tratar de removerlas cambiando apropiadamente la interacción. En particu­

lar, por ejemplo, en la Ref.[25]estos efectos son llamados “efectos espúreos de

la interacción de aparcamiento". En este trabajo, ellos estudiaron en detalle

19



la posibilidad de que los efectos estuvieran relacionados con la aproximación

de BCS y no que fueran un comportamiento fisicamente importante de la

interacciónlml.

Existen algunas indicaciones sobre la no invariancia galileana real de la

interacción nuclear. Por un lado, en el núcleo la masa efectiva dinámica

es considerablemente menor que 1 para todos los niveles (ver por ejemplo

Ref.[4], en particular la figura 5.5 y la Ref. [26]). Una masa efectiva que es

siempre menor que 1 puede implicar una interacción que no sea invariante

galileana, debido a que de esta forma la masa efectiva de todos los nucleones

estaría relacionada con la masa. efectiva. total.

Otra fuerte indicación de la no invariancia de Galileo de la interacción

nuclear es el hecho experimental de que la EWSRI para el operador El es

en el núcleo sistemáticamente mayor que el valor 00 dado por la regla de

suma de Thonras-Reiche-Kuhnl14]. Esta es tambien una indicación en el

mismo sentido. Cuánto mayor es su valor, dependerá de la energía usada

como cut-off para la suma. Usualmente la EWSRI para el operador E1 se

mide usando reacciones {7, n}. Usando una energía de cut-off para la 'y del

orden de 35MeV, el valor obtenido para la EWSR1(E1) es del orden de 1.15

a 1.3aoll4' 15]. Si la energía de cut-off es del orden de la masa del pión, este

factor es aproximadamente el doble de dolls].

En las secciones que siguen se introduce el formalismo general de las reglas

20



de suma y las invariancias de Galileo y translacionaJes. Se discute el compor­

tamiento general de las EWSRl para operadores multipolares (en particular

7]”) y se evalúa su cambio al introducir la interacción de apareamiento. La

última. sección se refiere a los resultados obtenidos al aplicar los cálculos a

distintos núcleos y su discusión.

2.2 Reglas de Suma

En el analisis de los espectros de sistemas complejos, es usual utilizar ex­

presiones generales que se obtienen de las relaciones algebraicas entre los

operadores, y que pueden ser expresadas en la forma de reglas de suma. La

expresión general para estas reglas de suma, asociadas a un operador multi­

polar QA,“ es

sms) = zijwauIszOW (22)

donde III/0)representa la función de onda en el estado fundamental y |\I'.,)

representa la función de onda de los estados excitados del hamiltoniano 'H

con energías de excitación Ey. En base a esto puede definirse un conjunto de

energías 6k que caracterizan la magnitud de la distribución (22) como

S álc= — 23
5k (Sk-2) l )

Si la distribución es localizada. y máxima a una. cierta energía, todos los
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5k coinciden. El grado al cual son diferentes da. una medida del ancho de la.

distribución.

La EWSR1(Q,\) corresponde al caso Sk con k = 1. Dado que su valor

es independiente del subíndice u del operador QA“, este fue omitido de la

siguiente expresión

EWSR1(Q,\) zEv(‘1’0IIQÏ\ii‘I’u)<‘I’uIIQAII‘I’O)

= —V2*2“<wol{lc21;m,c2i11}8wo> (24)

donde 'H es el hamiltoniano del sistema. Con el símbolo {}3 denotamos el

acoplamiento al momento angular J = 0 con proyección M = 0. El símbolo

|| se refiere al elemento de matriz reducido. Se observa que la. EWSRI

es función del doble conmutador del operador asociado a la regla de suma

con el hamiltoniano. En general, los operadores QA" de la forma QA" =

THQ“, dependen sólo de las coordenadas espaciales, y si las interacciones

consideradas no dependen explícitamente del momento de las partículas, el

conmutador en (24) recibirá contribuciones sólo de la energía cinética, y por

lo tanto
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ñ2

EWSRMQA) = fiA < ‘Ï’ol(VQA)2I‘Ï’o>

ñ2

= fiA < 0|(vr*Yj)2|0 > (25)

que expresa la regla de suma como el valor esperado de un operador. En el

caso dipolar, A = 1 y VrY,¿ = 1, por lo tanto la EWSRI es independiente de

la interacción considerada para el hamiltoniano residual.

2.3 Las invariancias galileana y traslacional

La invariancia galileana expresa la invariancia de las interacciones con res­

pecto a una transformación a un sistema de coordenadas IC'que se mueve con

velocidad uniforme u con respecto a un sistema IC. En una aproximación no

relativista, la transformación de un sistema al otro con orígenes coincidentes

a tiempo t será

ví‘ = vk —u (26)

SL = Sk

La transformación de las coordenadas y de los momentos puede obtenerse

a través del operador unitario
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¿((u) = ezp{%Mu.Rc.m,} (27)

d0nde M = Eh Mk es la masa total y Ram. = 7:72k Mkrk representa las

coordenadas del centro de masa. Resulta entonces que Rem es el generador

de las transformaciones infinitesimales galileanas.

Un hamiltoniano total no relativista que cumpla la invariancia galileana

podrá escribirse comol6]

2
Pam. _

'H _ 2M +11.” (28)

donde Pam es el momento del centro de masa y HW es la parte del hamil­

toniano que depende solo de los grados de libertad internos. Es decir que la

dinámica del sistema puede separarse en una parte asociada a las variables

intrínsecas que es invariante de Galileo y una parte asociada al movimiento

del centro de masa como un todo.

La invariancia implica entonces la relación

m,RW]= ¿Pm (29)
que muestra claramente que la invariancia de Galileo es una propiedad de las

interacciones. La energía cinética en cambio, no es invariante y por lo tanto

no lo es el 'H total. Por esta razón no habrá leyes de conservación o números

cuánticos asociados a esta transformación.
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La otra simetría que analizamos fue la invariancia traslacional.

En general, la invariancia traslacional se refiere a que un estado cuántico

cualquiera IA) con un observador en ICy su estado transformado IA’) con un

observador en IC', mantienen las mismas propiedades cuando IC’difiere de IC,

en un desplazamiento dado por a. El operador de la transformación será.

11(3) = ezp{—%a.P} (30)

donde P es el momento total, es decir, la suma de los momentos de los nucle­

ones con todas las contribuciones que puedan estar presentes en el sistema.

Si bien esta transformación tiene un aspecto secundario en el análisis

de la interacción nuclear intrínseca, los resultados obtenidos con la inter­

acción de apareamiento hicieron que su estudio se considerara relevante.

Dado que existe cierta confusión con respecto a las variaciones en la regla

de suma cuando se considera la interacción de apareamiento, atribuidas a

la no invariancia traslacional de esta interacción, se consideró de interés

analizar explícitamente las invariancias traslacionales y galileanas, marcando

sus diferencias y estudiando el comportamiento del apareamiento frente a

cada una.
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2.4 Más notación

En esta parte del capítulo se establecerán las relaciones de conmutación stan­

dard entre losoperadores bilinealesque fueron necesarias, ver ec.(2),(3) y

Es conveniente tener la expresión de los conmutadores entre los tres ope­

radores bilineales en forma acoplada. Las relaciones de conmutación son

{lBlz.Jm Almulln’fr = ‘(1 +fi34)513524j125Ko

. . c o ' ' K

‘(1+1912)“+1034)<52:'.-712J:M{f1 j“ - }C41,KM (31)12 34 .72

A I __ ‘ ‘ . . K

{lC12.Jn)Aíl'1,Js4l}ll(l= (1+p34)(_1)1l 14+K623J12J34 3:2 l }Al4'KMJ2

(32)

' * 'I- '4 A A K
{lBIZ.J¡21C34.J34l}AA:I= (1+P12)(-1)] J +K523J12J34 { Jrl4 Jl; j2 } BM'KM

(33)

K=_ j—j+K ‘ ‘ ji j4 K}{lC12.J|21034,J34l}M (1)' ‘ 523-712J:M{J34 Jn J-2 CM.KM
. . - A ' ' K

+ _112+Ja+J|2+J346 J J { .72 Ja . }C 34( l 14 12 34 JM Jn Jl 32,“; ( )

donde se ha usado .Ï = VZJ + 1, y la cantidad fin". intercambia m H n e

introduce una fase extra de (-1)jm‘j"+Jm".
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Una relación de acoplamiento muy utilizada es

l . A A . . K

“012,le ® C34,Js4i}i.(4= (‘1)J'_J‘+K523J12J34 { Jl ‘74 - }C14,KMJ34 J12 12

A A A A ji .72 Jiz

-Jiz-Ïs4 z J13«724 ja j4 JIM {Aia'J¡3324,Ju}fi (35)
¡”Ju .713 sz

Para operadores tensoriales d,-que se transforman bajo rotaciones como

(j¡,m,-), es posible factorizar su commutador en la forma.

dl, ¿2da Jn il: _11'I+J'2+J'3+le2j24 J; le ¿“dz «¡nds ¡JWJi st 12Jiz

- - A ' J J

+JÏI;(-1)J’°+J”_’°+JJls-Ï23{Í j3}{d2{[d1;d3]}J”}i1 (36)

2.5 La masa efectiva y el operador dipolar de masa

Un operador general partícula-agujero Q; puede escribirse

Qu = 20° mkIQAuIi"Maia!­
lc,i

Por el Teorema de Wigner-Eckart, también puede escribirse como

—1
Qu = ? Z: mil-Chun (37)

/\ Ic,i

donde gá- = (kIIQAIIi) son los elementos de matriz reducidos del operador

QA”entre los estados z"and k. En este trabajo se tomaron como base completa
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para los estados de partícula independiente los estados de una partícula en el

oscilador armónico, con frecuencia w y parámetro de tamaño b. Los estados

de partícula simple están etiquetados por |n,l, j, m), con N = 2n + l. Las

funciones de onda angulares se definieron de tal forma que los operadores

proporcionales a los armónicos esféricos (como los operadores multipolares

eléctricos) del tipo 73,, = My; satisfagan la siguiente relación de simetría

ante el intercambio de dos índices

tt = (kll'fllli)= (¿V-1*“ tt (38)

Debido a esta relación, es posible escribir también estos operadores como

—1 tg.=T —'Ci —1*-#C*. 39
TA“ "gi(1+ók¿)lk,xu+( > < >

El operador dipolar de masa T“. está definido como

Tlp= ;Tiylp(0í) Ói)= ¿ARMCM (40)

donde A es el número másico y R ¡CMes la u-ésima coordenada de la posición

del centro de masa, dada en coordenadas esféricas.

Se observa que la relación (29) está claramente relacionada a la EWSRI

para el operador dipolar de masa.

Para un hamiltoniano de interacción invariante de Galileo, la EWSR1('T¡)

puede escribirse (ver ec.(24))
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EWSRim) = «75(Wol{['ñ;[fl;'flll}gl%)

= g E<1p1—plooxwolmi; (H;7Ïqu‘Ï’o)
fi__ (-1)“‘

_ zz”: fi ' <—1>'-"<%Irn-,.;(mmm

Usando (29) y (40), y teniendo en cuenta que (WoH'Ïi-u; [H;7ï,,]]|\I!o) es

independiente de p y que la única parte que contribuye al conmutador es el

término que depende de PCM en (28), queda

3 3 2 2

247I'MTA h
9th2

= 87M; (41)

EWSR1(T¡)

de forma tal que esta regla de suma será. independiente del modelo. Si el

operador bajo estudio es el operador dipolar eléctrico, esta independencia

del modelo corresponde a la bien conocida regla de suma de Thomas-Reiche­

Kuhn(TR_K)l3' 41.

Es interesante notar que (ver ec.41) podemos escribir la “masa efectiva

del nucleón” en términos de esta regla de suma como

9th
Me” = 81rEWSR1(7])

(42)

Debe notarse en esta expresión que se definió la Men como la MT/A.
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El cálculo de la masa efectivam puede hacerse como una función de la

coordenada radial o como una función de estados de partícula simple[27].

En el apéndice se muestra en un modelo superconductivo muy esquemático

(formados por dos niveles igualmente degenerados) que los valores obtenidos

para el cociente entre las energías del estado fundamental para sistemas su­

perfluidos y no superlluidos son similares a los obtenidos usando los cambios

en la EWSRI.

2.6 El hamiltoniano de aparcamiento y la invariancia
traslacional

La coordenada del centro de masa puede escribirse en términos de rc,“ =

Eth- (ver ec.(40)). Dando sus propiedades de conmutación con PCM,es

posible escribir explícitamente el operador momento del centro de masa como

iñ —

Pfim. = __b_2zzkiWkiM _ (-1)1 “CLJWJ (43)
¡cgi

Por otro lado, según la ec.(5) el hamiltoniano de apareamiento se escribe

Hp = —G'Pl'P (44)

donde = ¿zh ÏkALk'OO,y por lOtanto P = ¿Eh ÏkBkkflO­

Para calcular las relaciones de conmutación de 'P y Pcm usamos las rela­

ciones de conmutación dadas por las ecs.(31)-(34) :
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lp; CkiJu] = —Bk¡,1u

lp: (-1)A—flCl:i,l-p] = ‘Bkiflu

Lo mismo para calcular las relaciones de 'Pl con Pam

[79" Cum] = Alem};

lp?) (-1)A_uCI:í,l -¡.¡l = Alan)“;

Por lo tanto, si se calcula el conmutador de Hp con PCM,resulta

[H1]!Pam] _

+l7’l, zïkÁCk-ym - (-1)l_"CIÏ.-,1_p)l7’}
kai

= 0

(-G>(-Ï,—Ï){P*[P,Ignacia. —«Ir-"ct! -,.>

(45)

(46)

(47)

(48)

Se sigue que H, y el momentum del centro de masa PCM.commutan. De

esta forma se ha verificado que el hamiltoniano de apareamiento usado en

los sistemas nucleares es invariante traslacional.

En un tratamiento usual de sistemas nucleares se introducen términos

que violan la invariancia traslacional, debido a la descripción del sistema en

31



términos de las coordenadas de partículas que no tienen en cuenta apropia­

damente la conservación del centro de masa del sistema. Un liamiltoniano

invariante traslacional tendrá en general la siguiente estructura

P2
u = 2;? + F1(Pc.m.)+ G1(Pc.m.,variables intrínsecas) + 'Hine (49)T

donde F1 representa alguna función de PCM.(no necesariamente lineal) y será

la que de el cambio en la masa efectiva del sistema completo, mientras que

el término G1 introduce la dependencia en la velocidad de la interacción, en

conexión con los grados de libertad internos.

Estos dos términos (G1 y F1) serán los que cambien la EWSR1(7ï).

2.7 Cambios en la EWSRl

Se procederá ahora a calcular la EWSRI asociada a operadores multipolares

del tipo 73,, cuando se considera el hamiltoniano de apareamiento. Esta

puede escribirse como

Ewsmm = 3mm; me+Hmmwo) (so)

donde 'Hoes el hamiltoniano antes de que la interacción de apareamiento sea

tenida en cuenta. Debe evaluarse el valor de expectación de esta expresión

en el vacío real del sistema con N partículas MSM). Thouless encontró[23]

que, para operadores particula- agujero, la regla de suma evaluada en la
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Random Phase Approximation (RPA) tiene el mismo valor que el obtenido

al calcular la expresión (24) cuando IKIIo)es la función de onda de Hartree­

Fock autoconsistente.

Se separará el hamiltoniano 'Ho en dos partes, una correspondiente a la

aproximación de HF (o HF Bogoliubov HFB) que será diagonal con energías

Eh, y la otra correspondiente a la interacción residual de dos cuerpos W con

elementos de matriz entre los estados de Hartree-Fock (Bogoliubov) WW“.

Como

U.-'°= (WLN'l’lmlW3”))

Vi = (Wí”+‘)lalIW3”’) (51)

es posible escribir explícitamente la EWSR1(7Ï\) en la RPA (se asumirá por

simplicidad que U¡" = 6¡kU,-y Vi" = ¿Ml/i)

EWSR1(71)RPA = %;(U1Vz + Uzvl)2|ti22(El + E2) + ágilel/zlhm

W12,34 + (U12V22“ U22V12)(U32V42- UÏV32)WM.23

+ Ull/¡UsláWu'gdtg‘d'tï‘z (52)

donde 7912,34= W¡2_34—Wu,” es el elemento de matriz antisimetrizado

de la interacción residual de dos cuerpos W. En Ref.[28] se demostró que

para evaluar la regla de suma considerando procesos más allá.de la RPA, es
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necesario sólo mejorar la función de Green de una partícula. En ese trabajo

se demostró que si se clasifican los procesos que contribuyen a la EWSRI
1

[29]en términos de ñ, el mejoramiento en la descripción de la función de

Green de una partícula mas allá de HF provoca cambios en la EWSRl del
1

ñ
apropiado usar el vacío de HF (o HFB).

1
orden de . Al evaluar la regla de suma en el leading orden (—) es entoncesQ

El uso de las ecs.(31)-(34) y (35)-(36) permitirá evaluar el doble conmu­

tador relacionado con la interacción de apareamiento

2G

[HpïTM]= T 2 tlz 79mm.»;+ Alufl’l (53)12

y para el doble conmutador se obtiene

2
(tb)

J [Pthzo + Aizppl2¿{mmmm = 4;;
t" t",,

+ G 2 ¿}‘\¿{Al’2fl¡\312v\}8 (54)121'2’

2.8 Sistemas Normales

En núcleos de capa cerrada el hamiltoniano de apareamiento no es lo suficien­

temente fuerte como para hacer al sistema superconductivo, y la estructura

del vacío no será. afectada por la presencia de Hp. Es entonces posible e­

valuar la contribución de 'Ho a la regla de suma en la RPA recordando que

los factores U y V en la ec.(52) son, respectivamente, 1 o 0 dependiendo de
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qué nivel esté por encima o por debajo del nivel de Fermi. La expresión es

idéntica a la obtenida previamente por Thoulessl23].

El cambio en la EWSRI (CEWSRI) debido ala interacción de apareamiento

estará entonces dado por

CEwsmm = 3mm; [Hmmmwo (ss)

donde l‘IIo)es el estado fundamental de Ho en la aproximación de HF. El

valor de expectación del primer término de la ec.(54) es

tA 2‘:

-G(‘I’o| z (IEJIALLOBZZO + AhoBkka‘I’o) = 2G Z (tÍ‘22 (56)le 2 Vl,2<E¡.­

mientras que el segundo

¡5* t",,

Gi‘Ï’I Z %Aï'2',ApBl2,ÁuIWO)=_2G Z (7:2)2 (57)12,1'2',p l2<Er

La diferencia entre las ecuaciones (56) y (57) está. en que en la. primera

la suma sobre 1 es irrestricta mientras que en la segunda 1 denota un estado

que pertenece al mar de Fermi. Se obtiene entonces la siguiente expresión

para el CEWSRI

CEWSR1=ZG z (¿22 (58)
l>Ep,2<E¡r
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Debe notarse que una parte de este cambio puede entenderse en términos

de la variación en las energías de HF producida por la interacción de apareamiento.

La otra parte proviene de los últimos tres términos en (52). Sin embargo, am­

bas contribuciones darán sólo una pequeña. correción a la EWSRI evaluada

con Ho.

2.9 Sistemas superconductores

La evaluación de la EWSRI para sistemas superconductivos es más impor­

tante cuando el hamiltoniano de apareamiento es suficientemente fuerte, y

produce un cambio en la estructura del estado fundamental, haciendo nece­

sario el uso de la aproximación de HFB, en lugar de HF. Como lila) cambia,

esto implica en general un cambio en el valor de expectación del doble con­

mutador de 'Hoy el operador partícula-agujero 71. La única.forma de evaluar

la EWSRI en el leading orden será a través de la ec. (52).

Sin embargo, para el operador dipolar de masa la situación es más simple,

Como el doble conmutador de 'Ho y RMCMes un número, ( 3h?
2MT

de expectación es independiente del cambio en la función de onda del estado

), su valor

fundamental. Se puede evaluar entonces el cambio en la EWSRI para. el

operador T“, en términos del doble conmutador dado por la ec.(54). Por

simplicidad, se discutirá. el vacío de BCS en lugar del de HFB.

Para eso es necesario hacer una transformación a cuasipartícula (ver

sección 1.3 del capítulo 1).
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La EWSR1(7ï)¡¡pA está dada en la ec.(52). Para evaluarla en el vacío

de BCS es necesario escribir el doble conmutador en términos de las cuasi­

partículas y considerar sólo los términos constantes.

Definiendo los operadores AIM“, [312M y C12)“, que tienen la misma

definición que At, B y C pero escritos en términos de las cuasipartículas

se sigue que

Aimp = UIUzAi2,Ap+ V1V2312,” +

U1V2612,,\p+ (-1)j'_j’+'\U2V|Cm,Ap + 31U1V15125A0 (59)

312,)" = Vrvz-Áïg'Ap+ U1(¡213mm

—V1U2C12,Ap- (-1)j'-j’+'\V2UrC2r,Ap - 31U1V16|25Ao (50)

El valor de expectación de los operadores del doble conmutador dado por

la ec.(54) en el estado fundamental de BCS dá

(BCSI{AÏ2,,\BM,.A}3|BCS) = ÁVI2V22(613624+ (-1)j'_j’“514523)

_3133U1VIU3V36126246AO (61)

y por lo tanto puede escribirse para el CEWSRI
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gwcsum; [H,,;'n]]}3|BCS)= 2A¿2)ansz + 2th122(V22 —V12)sz
(62)

El primer término tiene una mayor contribución (comparar G z %M6V

con A, que por ejemplo para el “4Sn es z 1.2MeV) y es el principal respon­

sable del efecto que el hamiltoniano de apareamiento tiene sobre la regla de

suma para sistemas superconductivos.

2.10 Resultados obtenidos y discusión

Se evaluaron los valores de la EWSRI para los operadores de partícula­

agujero dipolar de masa y cuadrupolar. La razón por la que se evaluó la

suma en el primer operador en lugar del dipolar eléctrico (con mayor signifi­

cado físico) se debe a que en ese caso debería usarse la.carga eléctrica efectiva,

que hubiera oscurecido el motivo de la discusión, pues un cálculo real depen­

dería fuertemente del valor dado a la carga efectiva. El orden de magnitud

de los cambios introducidos por considerar la interacción de apareamiento re­

sulta ser más evidente para el operador de masa. Por otro lado, se utilizaron

las energías de partícula simple tan realistas como fue posible. Los niveles

de energia fueron obtenidos usando los niveles del oscilador armónico con las

correcciones debidas a interacción spin-órbita y centrífugalsl.
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3 NN
N+E—Kl—p(l(l+1)—%) paraj=l+l/2 (63)

3 NN
= N+E—K(l+1)—u(l(l+1)——(-2¿3) paraj=l-1/2

É'IPJÉ’IPI

donde ha) = 41.0[1+ %]A"5MeV con A el número másico del núcleo, Z

el número de protones, N el número cuántico principal y j,l los números

cuánticos correspondientes al momento angular total y orbital respectiva­

mente. re and ,u se eligen para obtener las mejores aproximaciones a los

valores experimentales para cada núcleol31].

Se han definido los niveles de partícula simple desde N = 0 hasta 3 capas

por encima del nivel de Fermi, dado que esta es una buena aproximación

para los cálculos realizados. En el Sn y en las tierras raras se prefirieron

usar, para los niveles próximos al nivel de Fermi, las energías dadas por

Ref. [32]. Estas han dado buenos resultados en cálculos de BCS usando una

magnitud de aparcamiento G = g/A, donde g 2 20. Se asumió que el resto

de los niveles tienen probabilidad de ocupación 1 o 0 si están por encima o

por debajo de la superficie de Fermi.

En la región del Pb se usaron, para los niveles cercanos a la superficie

de Fermi, los valores experimentales de energías de partícula simple[26]. El

cambio de las energías de partícula simple en torno a la superficie de Fermi ha

sido hecho, en todos los casos, teniendo cuidado de mantener el baricentro

de energía de los niveles intercambiados en la misma posición. Se asumió
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que este conjunto de niveles de partícula simple es bueno para analizar la

influencia de la interacción de apareamiento en la EWSRI.

En el caso de los operadores dipolar de masa y cuadrupolar se evaluó la

regla de suma para 'Ho usando sólo el primer término de la ec.(52), lo cual

es, evidentemente, una aproximación. Esto se verificó calculando la masa

efectiva del nucleón a través de la ec.(42). Se consideró que, si los términos

remanentes fueran irrelevantes, el valor de masa efectiva (en unidades de masa

del protón) que se obtiene de la regla de suma asociada al Operador dipolar

debería tener un valor muy cercano a 1. El apartamiento de este valor daría

una idea de la bondad de los niveles de energía de partícula simple usados y

de la influencia de los términos de “reacoplamiento” del hamiltoniano. Para

calcular el cambio en la regla de suma se necasitó evaluar ésta también en

el sistema sin interacción de aparcamiento. Esto forzó a analizar la EWSRI

sólo en algunos núcleos especiales, aquéllos para los cuales al tomar G = 0

resulten los factores U y V iguales a 0 o 1 según corresponda. Esto llevó a

aplicar los cálculos a núcleos con subcapas llenas.

En la tabla 1 se muestran los principales resultados de los cálculos realiza­

dos. En las columnas segunda y tercera están las masas efectivas obtenidas

a través de la ec.(42) cuando en el hamiltoniano no se incluye o si se in­

cluye la interacción de apareamiento. En la columna. siguiente se muestra el

porcentaje de cambio en un caso y en el otro. Se observa que el cambio es
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Tabla 1: Masas efectivas calculadas por la regla de suma dependiente de la

energía asociada al operador dipolar de masa sin (Men) y con (M;,,} la in­
teracción de apareamiento, normalizados por la masa del proto'n. Los cálculos
son para algunos núcleos particulares y se muestra el porcentaje de cambio.
En las columnas 5 y 6 se muestran las E WSRI para el operador cuadrupolar
(en f m’1) sin y con la interacción de apareamiento. En la columna 7 se da
el porcentaje de cambio.
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remarcablemente mayor cuando el núcleo es superc0nductor en ambos tipos

de nucleones, protones y neutrones, mientras que para núcleos de doble capa

cerrada como el 2“Pb el efecto es mucho menor.

En forma similar, en las columnas 5 a 7 se muestran los cambios en la

regla de suma asociada al operador cuadrupolar. Los efectos de la interacción

de aparcamiento en este caso son mucho menores.

La forma en la que han sido evaluados los cambios en la EWSRI mues­

tran claramente que el que las correcciones a la EWSRI sean mayores para

sistemas superconductivos no es debido a la aproximación BCS sino al hecho

de que la corrección está relacionada con el gap A. Como el cambio en la

EWSRI y el gap están claramente relacionados, no tiene sentido pensar que

uno podría mantener una (la correlación de aparcamiento en el espectro vía

el gap A) y cancelar la otra (los efectos de la correlación de apareamiento

sobre la EWSRI).

La principal conclusión de este capítulo es que la interacción de apa­

reamiento produce grandes cambios en la regla de suma pesada por energía

asociada al operador dipolar de masa, o, lo que es equivalente, en la masa efec­

tiva del nucleón definida por la ec.(42). Como la interacción de apareamiento

es una interacción simple no realista, uno podría preguntarse si este efecto

permanecerá. relevante para otras interacciones más realistas. En este tra­

bajo se entiende que, debido a las consideraciones hechas sobre la no validez
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de la invariancia. de Galileo en el núcleo discutidas previamente en la intro­

ducción, en otras interacciones más realistas es de esperarse que el efecto

tenga. la misma relevancia.



3 EWSRl dependiente de la temperatura
3.1 Introducción

Las variaciones observadas en la regla de suma con la interacción de apa­

reamiento, se completaron con el estudio de la dependencia de la EWSRI

cuando se trabaja a temperatura finita. Se encontró que la EWSRl asociada

al operador dipolar de masa muestra dependencias con la temperatura en

la zona en la que el núcleo es superconductor, y encontramos una relación

simple entre el gap de aparcamiento A y la EWSR1(T)[16].

En este capítulo se trabajó con las técnicas de la función de Green. La

principal ventaja de usar este tipo de expansión perturbativa es que los pro­

cesos relevantes pueden aislarse, y de esta manera se entienden mejor las

aproximaciones hechas. Para eso se extendieron los resultados obtenidos en

la Ref.[28], que relaciona la regla de suma de energía con la discontinuidad

de la derivada primera de la función de Green, al caso con temperatura. Las

expresiones obtenidas fueron aplicadas a algunos de los núcleos con los que

se trabajó en el capítulo anterior. En la sección que sigue se introducen el

formalismo y la notación utilizados en este capítulo. Luego se da la expresión

que vincula la EWSRI con temperatura y la interacción de apareamiento, y

se verifican los límites a T = 0 y núcleos normales. En la última sección se

muestran las aplicaciones numéricas y sus conclusiones.
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3.2 Funciones de Green

Como base de una descripción estadística del sistema nuclearl34ll35]se usa la

teoría de campo medio dependiente de la temperatura. A altas energías de

excitación, la densidad de niveles nuclear aumenta tan rápidamente que se

hace prácticamente imposible estudiar la transición entre los niveles indivi­

duales, siendo más adecuado trabajar en una descripción estadística. Dado

que el núcleo es un sistema cerrado, y considerando que se trabaja con la

presunción de equilibrio, que implica que todos los autoestados del sistema

en un cierto intervalo de energía en torno a una energía E están poblados

con la misma probabilidad, debería trabajarse en el ensamble microcanónico.

Sin embargo es prácticamente imposible poder hacer cálculos detallados en

este ensamble, y se hace más conveniente trabajar en el gran canónico, que

está. caracterizado no por una energía y número de partículas fijos, sino por

fijar la temperatura y el potencial químico.

El operador densidad es de la forma

pc= —- (64)

con p la energía del nivel de Fermi. Z es la función de partición gran

canónica

Z = Tr [e’fim_"N)] (65)
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con fi = 1/k3T, k3 la constante de Boltzmann. La traza. se refiere a la suma

sobre todos los estados j del sistema y sobre todos los números de partícula.

A temperatura finita el valor medio de un observable O en un sistema en

equilibrio térmico que intercambia energía y partículas con el medio externo

esl9l

A 1 _ _ 1 _ _

(o) =T1-[pco] = 21",.[3 am Mo] = Ïze ME...#Nm)(mlolm) (66)

siendo 1V,ny Em el número de partículas y la energía del estado estacionario

Im >.

La función de Green en la representación de Matsubaraí36] para. un o­

perador bilineal partícula-agujero, dependiente de la temperatura (TDGF)

com; r) = ¿Tr [rm-W) {a}(r) a7(r) al.(o)ap(o)o(r)

+ a; (o) aa (o) a; (r) a7 (T) o (—T)}]

(67)

= %;e_fi(Em-flNm) {(m la} (T) (17(7) | k) (k la:l (0) afl (o) l m) 9 (T)

+ (m IaI. (o) ap (o) l k) (k la} (r) a7 (r) I m>0 (4)}
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y usando la representación de Heisenberg modificadalg]

1 ' — 4 - a - a." 1'

Chamán) = ¡ze-mm '"m’ {e ("h P > <mlala-7|k) (k laLaalm) a (T)ch
(68)

+e‘(E'"’E*)' (m IGLGBIk) (k lalavl m) 0 (4)}

La diferencia principal de la función de Green en el tratamiento a T = 0

está en que la dependencia en el tiempo no es la usual, sino que la TDGF

depende de una variable imaginaria ficticia 7' = it, definida en el intervalo 0

a ñfi. La TDGF es periódica en el intervalo ITI5 ñfi, es decir

COI/3,75;T < 0) = -G(afl,75;r + ñfl) (69)

(esperamos que no haya confusión entre la expresión fi que representa un

estado posible del sistema y fi como la inversa de kBT).

Esta propiedad de periodicidad de la TDGF permite que pueda ser ex­

pandida en serie de Fourier, lo que la lleva a una expresión muy simple Dado

que
¿mr

G(afi,76;‘r)=% Z .n=parud"_ (EO_ E5)

3.3 La EWSR y la función de Green

En el caso con temperatura, la EWSRI dependiente de la temperatura aso­

ciada a un operador hermítico Q es
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Ewsauw) = ¿(«9, m, Qu» = ¿ge-“Em-"Nm’ I<nIQImn?(En- Em)
(71)

donde el doble ( ) representa. el valor medio del conmutador en el estado

fundamental del sistema, y también su valor medio térmico.

Al evaluar la discontinuidad de la.derivada primera de la función de Green

dependiente de la. temperatura. resulta

I 1 _ ' _

G (°fi»75;T)I1=0+_ G'(afi.'1637')I-r=0'= E Ze flw’“ NV”)
"1,71

(72)

(Em - Eh) {(m laíavl k) (k IaLaaI m) + (k laiaal m) (m IaÏsawlk)}

y con

(k IQI m) = El; Qafi (Íc IaLaal m) (73)

queda. la expresión

_1 t I I

EWSR1(Q,T) = 7 ¿369,5 [G (anna;7)l,=o+ —G (06.76;7)l1=0-]Qoaa. .7.

(74)

que extiende al caso con temperatura los resultados de la.Ref.[28].
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Para decidir cuáles son los procesos relevantes que contribuyen a la EWSRI,

seguimos de cerca las discusiones de la Ref.[37] y [28]. Para. un hamiltoniano

con un término de un cuerpo y una interacción residual de dos cuerpos,

H= Ho+W

consideramos los diagramas asociados con G(015,76,T + dT) y G(afl, 76, T).

Sustrayendo un conjunto de diagramas del otro, y tomando dT tendiendo a

cero, tenemos

G'(a,Ü, 76, T) = GMafi, 76, T) + B(afi, 76, T). (76)

donde Go(afi, 76, T) es la TDGF de partícula-agujero libre,

Go(afi, 76, T) = e‘(‘°“5)T/n[(1 —na)n50(T) + (1 —nfl)n00(—T)]6a.,6fl,5 (77)

para ea es la energía y na es la probabilidad de ocupación para el nivel a.

Definiendo En= eo,- u, es

1

= 1+ ¿«fl/r (78)na

El término B (afi, 76, T) representa la contribución de todos los diagramas

que tienen un vértice al tiempo T. Los diagramas restantes se cancelan en la

sustracción de G(afl, 76, T+ dT) —G(afl, 76, T), por lo que no se consideran.

Todos los diagramas contenidos en B(afl, 76, T) pueden ser agrupados,

como en la Ref. [37], en restrictos e irrestrictos. Estos comienzan en T = 0 y
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Figura 1 : Ejemplos de diagramas para B(afl,7ó; r). (a) Diagramas restric­
tos y (b) diagramas irrestrictos.

terminan en r y son independientes del signo de 7', por lo que no contribuyen

a.las discontinuidades de G' en r = 0. Los diagramas restrictos representan

procesos que dan sólo contribuciones cuando r > 0 (o t < 0). En la figura 1

se muestran algunos ejemplos de ambos tipos.

En el caso de los diagramas restrictos, puede verse que aquéllos en los

cuales W actúa entre 0 y r (pero ng al tiempo r), tienen una contribución

que tiende a cero cuando 'T -) 0 . Luego, necesitamos sólo los procesos

mostrados en la figura 2, que tienen un vértice en 7'.
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B1 '32 ¡33 B4

Figura. 2 : Se muestran todos los procesos que contributen a B(afi, '76;r) En
la parte A se muestran los diagramas que contribuyen a las discontinuidades
de la derivada del propagador libre de partícula-agujero. En la parte B
se muestran los procesos que provienen de la interacción entre estados de
partícula-agujero.
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Los del grupo A están asociados con las discontinuidades de 203. En

estos gráficos la línea de fermiones corresponde a propagadores de HF y

según el número de ocupación dependiente de la temperatura, pueden ser

partículas (letras minúsculas) o agujeros (letras mayúsculas). El grupo B

representa las únicas contribuciones que provienen de la interacción entre

las líneas de partícula y agujero. Estos procesos perturbativos se calculan

explícitamente según las reglas usuales de evaluación de los diagramasllol.

Sus contribuciones a la discontinuidad de la función de Green de partícula­

agujero, usando la misma notación de la figura 2, son

BI + 32 = (na —nA)(nb —nn) (WaB,Ab+ WAb,aB) (79)

B3 + B4 = —(na - nA)(n¿, —nn) (WAn'ab + Wab'An) . (80)

La contribución a la EWSRI de la interacción de dos cuerpos usando las

propiedades de simetría del elemento de matriz es

Sf°'°'°‘ = z (no- mxm —na)in [(Wam - WWA)abAB

1 1

+ 5(Wab,AB —Wab,BA) + 5(WAB,ab - WAB,ba)] QbB- (81)

Este es el mismo resultado que el obtenido por Thouless en la Ref. [23]

con los factores dependientes del número de ocupación con temperatura.
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El valor obtenido para la regla de suma usando las soluciones de la RPA

con temperatura es entonces igual al del lado derecho de la ecuación (71)

cuando se usa el estado fundamental auto-consistente de HF. La ecuación

(74) define los procesos que contribuyen a la EWSRI. Una parte se debe

a la descripción de los propagadores de un fermión. Esta. parte puede, en

principio, ser evaluada explícitamente una vez que se conoce la función de

Green de una partícula (o un agujero), lo que define la base completa de

partícula simple. La otra parte se debe a la.interacción de dos cuerpos entre

partículas y agujeros en esa base. Las ecuaciones (79) y (80) indican que esta

segunda contribución está tenida en cuenta completamente en la solución de

la RPA y no cambia con ningún mejoramiento en la descripción de la función

de Green de partícula-agujero.

3.4 La EWSR1(T) con correlaciones de apareamiento

Para evaluar la derivada primera de las TDGF cuando son importantes las

correlaciones de apareamiento, se necesitan las funciones de Green de una

partícula, dentro del formalismo de Matsubara, tanto la normal como la

anómala, que describen la propagación de un fermión en presencia de un vacío

formado por pares de Cooper. El propagador normal a T = 0 representa una

partícula (agujero) propagándose y llegando como una partícula (agujero).

El anómalo, en cambio, representa una partícula (agujero) propagándose y

llegando como agujero (partícula)l35l.
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Estos propagadores son

G(a’1') = [_NaV‘ÏCEa'r_ _ No)Uze-Eo‘r]

(82)

+ [(1 —Na) vgeEc-T+ NQUZe’E°T] 19(4)

F(a,1') = VaUa{[NaeEv —(1 —¡vga-¿19(7)

(83)

—[(1—Na) em" —Noe-EJE (4)}

conEa: (ea-u) , Ea: ,/éfi+A2 y

_ 1 2 _ 1 ¿a 2 _ 1 é¡ct

Na — em +1 U0,— 2(1+ En) Va _ 2(1 E—a) (34)

Escribimos los propagadores de partícula-agujero de T DGF necesarios

para. las ecuaciones de la. RPA, siguiendo la Ref.[35]. Estos propagadores

comienzan (terminan) como partícula-agujero y terminan (comienzan) en

dos posibilidades, como partícula-agujero (superíndice 0) o agujero-partícula

(superíndice Ó),o como partícula-partícula (super índice 1) o agujero-agujero

(superíndice Í).
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Kl°(a,fl;7) = G(a»T)F(fi,T), K°l(a,fl;‘r) = G(a,T)F(fi, -T) (35)

KI°(a,fi;T) = F(a, —T)G(fi,-T), K°ï(a,fl;T) = F(a,'r)G(,Ü, —'r), (86)

K°°(a,fi;'r) = G(a,T)G(fl, —T), K°°(a,fi;7') = —F(a,T)F(fi, -T).

(37)

Las transformadas de Fourier del propagador K“°(a, fi; wn)son (ver apéndice

13)

Klo N N V U2 V2' n = - 1- 0- ' a ' a
(avfliw) ( fi)Ufi B [uan —Eafi + Wn+Eafi]

U2 V2
+ N-N UV °— — °‘- v 83

( fi a) fi B[iwn_Eafi iwn+Eap] ( )

Kl01;n = _1_Na_N —a a
(aflw) ( a) a fi ¿wn_Eafi+wn+Eap

V3 U3 1, (89)iwn —Ea, ia)" + Em,-(Nfi - Na)UflV/3[

2v2 v2 2

Koo(ayfl;wn) = _(1_N0_Nfl)|: U0 fl aUfl ]

vga}; _ vgv; ] (90)
—N—Na—. ­

(a )[iwn—Ea,3 wn+Eafl
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— 1 ——1
K00(ai,fi;wn) = -_ UaUflV°Vfi {(1 —No _ Nfl) [ia-¡n_ E00 —iwn + EGB]

+ (Na-Na)[—¿— (91)iwn - Éafl _ iwn + Éafi

donde Eafi = (En + En), YÉafi = (Ea - Ea)­

Los propagadores anteriores son las funciones de Green dependientes de

la temperatura de dos cuasipartículas desnudas. Las TDGF de dos cuasi­

partículas vestidas se obtienen usando la ecuación de Bethe-Salpeter

G°°(afi,'yó;7') = [K°°(a,,6;‘r)+K°°(a,fl;r)]ómófl¿

(92)

+ [ohfidT' z (aflIWla'fll)K°"(a,fi;T')G"°(a'fi’,76;'r—7").
u.o'.fl’

De estos propagadores obtenemos las ecuaciones de la RPA dependien­

tes de la. temperatura. Como estamos interesados en su contribución a la

EWSRI, tendremos en cuenta sólo aquéllos que contribuyen a la discon­

tinuidad de la derivada primera de la función de Green de Matsubara en

el origen. Se ven dos formas de contribuciones (para un seguimiento más

detallado de los cálculos ver apéndice B)

G°°l(afl,75; T) + - G°°l(€43,75; T) = Bo + Bl (93)‘r=0 1:0­
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donde Bo y Bl están definidos por las siguientes ecuaciones, relacionadas a

un kernel de dos fermiones desnudo

Bo= [Km(a,fl;7) +K°Ü(a,fl;'r)]' 1:“ —[K°°(a, fi;r) + K°°(a,fi; r)]' 1:0­

(94)

BI = [z K°°(a,a;wn)][z K°°(7,un] (95)res res

donde (Em) indica. que la suma es sobre los residuos de la.transformada de

Fourier de la función de Green de Matsubara. Bo representa. la contribución

del propagador partícula-agujero desnudo en el estado fundamental de BCS

y Bl representa la contribución de todos los diagramas que tienen sólo un

vértice de interacción en 7'. También se observa que K2%(wn) no contribuye

a la discontinuidad de la primera derivada en B1 pues (En, K3%(wn))= 0.

En el caso de una interacción separable partícula-agujero más el término

monopolar de apareamiento, la simetría del elemento de matriz de la inter­

acción con respecto al intercambio de a y fi elimina de la.suma de la EWSRl

todas las contribuciones de BI (ver Ref.[28]) y quedaílfil

1

EWSRHQ, T) = 5 z IQaaI2[(Uavp + varia)? Eap (1 —No —Na)
0,10

(96)

+Éafl (NB —Na) (UaUfl —Vavfif]
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donde Egg = (Ea + E5) , E05 = (Ea —E5)

3.5 Límites de temperatura en la regla de suma

El límite a temperatura cero para la regla de suma de energía se obtiene

fácilmente pues verifica (ver 84)que limT_,0Na = 0 (Ea > 0) con lo cual la

ec.(96) queda

1

=5z IQaBI2Eafl(Uavfi+VaUfl)2
0.13

que es la fórmula usual para una fuerza separable a T = 0.

El otro límite que debemos evaluar está en el valor de la regla de suma

cuando la temperatura es la temperatura crítica, que es la temperatura a.

la cual se produce la transición de fase de un núcleo superconductor a uno

normalÍ‘u' 11]. Este caso verifica que limq«_,»pcA = 0, con lo cual

Ei={€¡_ sz: e.->p Ni={n.- sz: e.->p—c,- sz q < ,u 1- n,- sz 6.-< u

(98)

Ui: 1 si ci>u Vi: 0 si €.->p
0 s1, q < u 1 sz 6.- < p

(99)
- —1

con n.- = (65“ + 1) . La ec.(96), cuando se produce la transición de fase,

queda
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EWSRMQ, T) = ¿Z (¿a —¿6)(715—nc.) Igea? (100)
0,13

que es la fórmula usual de la regla de suma de energía para un núcleo normal

dependiente de la temperatural42l.

3.6 Aplicaciones Numéricas

Para evaluar los resultados obtenidos, se tomaron tres núcleos estables en

la zona 605A5208 que fueron el N1260con Z = 28,N = 32, el Z'r96 con

Z = 40,N = 56 y el G'd‘54con Z = 64,N = 90. Estos núcleos fueron

elegidos teniendo en cuenta, al igual que antes, que fueran sub-capa cerrada

en ambos tipos de nucleón, para evitar ambigüedades en la definición de

cuasipartícula. En particular, el Ni60 es capa cerrada en protones. En todos

los casos se calculó la temperatura crítica Tc para cada tipo de nucleón,

neutrones o protones, según la expresión [41' 11] Tc z 0.567A(T = 0), que

verificó los rangos de convergencia del programa. Como ejemplo, obtuvimos

para el Zr96 los valores Tc” = 0.875 frente a Tc” = 0.887 como el valor

teórico, y Tcz = 0.465 calculado ante Tcz = 0.470 teórico.

Como en el capítulo anterior, se evaluó la regla de suma asociada. al

operador dipolar de masa (Ec.40). Dado que los cálculos de Hartree-Fock

térmicos tienen una dependencia débil con la temperatural43], usamos las

energías y las funciones de onda de partículas a T = 0. Para encontrar los

estados de cuasipartículas se resolvieron las ecuaciones acopladas de BCS a
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temperatura finita [35»41]

_ 2 2 l/2
3 = __1_fitanh [(6k_fl_)_+_é]_,
G [(ek—u)? + A21’ 2knT

N = 2 z v,3(1—Nk) + UEM] , (102)k>0

con G la constante de acoplamiento y N el número total de partículas. p y

A fueron ajustados en cada caso de tal forma de conservar el número medio

de partículas y la ecuación del gap térmico. Los neutrones y los protones

cumplen ambos por separado las ecuaciones acopladas.

El gráfico siguiente muestra los valores obtenidos para la EWSR1(T¡)

como función de la temperatura, que han sido normalizados según su valor

a T = 0. En los tres núcleos se obtuvieron además los límites a T = 0 y a

T > Tc. Debe notarse que en la zona del superconductor el leve cambio en

la concavidad de la curva se debe a que un tipo de nucleón (los protones) al

superar el valor de Tcz se convierte en un sistema normal, suavizando la pen­

diente en esa zona dado que las variaciones de la EWSRI con la temperatura

en el caso normal son casi nulas. Por el contrario, en la zona superconduc­

tora hay variaciones de la EWSRl con la temperatura que en el mayor de

los casos llega al 17%.

Estas variaciones se entendieron fundamentalmente debidas alos cambios

del gap de aparcamiento A ante los distintos valores de temperatura. En la
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Figura 3 : EWSRI como función de la temperatura, para tres núcleos dis­
tintos. Los valores de la E WSRI han sido normalizados a su valor en T = 0
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Figura 4 : En (a) se grafica el gap de energía A como función de la tem­
peratura cuando se considera la interacción de aparcamiento en las capas de
neutrones, mientras que en (b) se grafica la A para el caso de protones.

figura 4 se graficaron las variaciones del gap A con la. T, para. cada tipo

de nucleón y para cada núcleo. El gap tiende a cero cuando aumenta la

temperatura. debido a.un efecto de anti-apareamiento. La.temperatura. crítica

es distinta para cada núcleo y para cada tipo de nucleón.

Esto nos llevó a graficar finalmente la EWSRI vsA y se encontró en todos

los casos que la relación entre ambos ajustaba a una función cuadrática con

un alto coeficiente de correlación. Esto verificó la relación dada. por la ec.(62),

del capítulo 2.
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Figura. 5 : En (a) se grafica la E WSRI para neutrones como función de la A
de neutrones, mientras que en (b) se grafica la EWSRI en función de la A
para el caso de protones.
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3.7 Conclusiones

En esta parte del trabajo se aplicaron los resultados obtenidos de desarrollar,

siguiendo un trabajo previolzsl, un método para obtener las reglas de suma

pesadas por energia dependientes de la temperatura, a partir del compor­

tamiento de las funciones de Green en el formalismo de Matsubara. Este

método, que da la derivada del propagador en un desarrollo de diagramas

de Feynman, fue aplicado al caso simple de la interacción monopolar de

apareamiento mas una interacción separable de partícula-agujero, para ver

la influencia de la interacción residual considerada en las reglas de suma.

En el capítulo anterior se demostró que la variación de EWSRI era debido

a la no invariancia galileana de la interacción de aparcamiento. En este

capítulo observamos que las variaciones en la EWSRI con la temperatura

corroboran el resultado anterior, pues se deben al efecto de antiapareamiento

que provoca el aumento de la temperatura.

64



4 La localización de los pares de Cooper
4.1 Introducción

En este capítulo tratamos el problema de la localización eSpaciaJde los “pares

de Cooper” nucleares. Consideraremos dos partículas idénticas acopladas a

momento angular total J = 0, que interactúan a través de la interacción de

apareamiento.

En general, el problema de la estructura espacial de los pares de Cooper en

el núcleo no atrajo mucha atención (Ref. [17]y otros trabajos, relacionados

a este [48, 49]). Sin embargo, la estructura espacial que se obtienen muestra

un comportamiento peculiar. Como puede verse en las figuras de Ref.[17], los

pares no están bien localizados espacialmente y tienen muchos máximos que

dependen de las capas consideradas en la descripción de] sistema. Además,

el maximo de probabilidad no aparece para pequeñas distancias relativas,

como sería esperable.

La relación entre las reacciones de transferencia de partículas y las co­

rrelaciones en el espacio inducidas por la interacción ha sido estudiada con

anterioridad por muchos autoresl48' 49' 50’ 51*52]. Dado que la interacción

de apareamiento induce correlaciones de corto rango entre los nucleones, se

decidió tratar de entender este comportamiento que parece ser patológicollsl.



4.2 Función de onda de dos partículas

La función de onda total de un par de nucleones tendrá la formalm

‘I'(Fth; F2)X2)= z Ba,p[1.ba(F1,X1)® 1146072,X2)l
a.fi

Esta expresión corresponde a la función de onda general antisimetrizada

que describe a las dos partículas. Acá x representa las variables de spin y a

corresponde a todos los números cuánticos necesarios para la descripción de

los estados de partícula simple, es decir

lbn(F1X) = (ban(7')le (f)X%(X)ljm (104)

Dado que las funciones de onda de partícula simple con las que se trabajó

son las del oscilador armónico (HO), si no se considera spin se tendrá.

45,111,1039, 45)= an(T)Yim(0, ó) (105)

donde los Yun(0,d>)son los armónicos esféricos, y 'Rnl son las funciones de

onda radiales

2" lïr‘ezp(-%T2>Eïïi(r2) (106)
l

71mm=[m
l+' . . . .

con En ¡(12) un polinomio de Laguerre. Las funcrones radiales están nor­

malizadas, tal que
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/:[R,.¡(r)]21'2dr = 1 (107)

Es conveniente introducir las coordenadas relativas y de centro de masa,

771 — 71.2 -' F1 + F 2 . .
R = . Esta no es la definimón usual, ero resultafi y fi p

F:

conveniente en el caso del oscilador armónicol531, pues con esta definición

las funciones tienen el mismo parámetro de tamaño en ambos sistemas de

coordenadas.

Para mostrar en una forma simple la distribución espacial del par de

nucleones como función de las coordenadas relativas y de centro de masa r y

R, integramos el cuadrado de la función de onda sobre las variables angulares

y de spin, es decir, definimos

5033) = fIW(F1;X1;F2;X2)|2d71dedeX2 (108)

El símbolo df representa el diferencial en las variables angulares, df =

senüdüdd).

Para escribir las funciones de onda en términos del centro de masa del

par y de las coordenadas relativas, en el caso del oscilador armónico, pueden

usarse los corchetes de transformación de Brody-Moshinskyl53].

Para eso se debe cambiar del sistema de coordenadas de partícula simple

al sistema de coordenadas del par. En lo que sigue, las expresiones n¡ y l.-se

refieren a los números cuánticos radial y orbital de las partículas, mientras
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que n y l corresponden al movimiento relativo de las dos partículas y N y L

a.lde su centro de masa.

El pasaje de un sistema a.l otro obliga a. que se cumplan las siguientes

condiciones

—ozï+zg=X=ï+ tu (109)

y por lo tanto

lll-lZISASl¡+lz |l-Ll5Agl+L (110)

La energía asociada con la. función de onda de una partícula. es, en

unidades de ha)

en1=2n+l+g (111)

y la conservación de la. energía obliga a cumplir que

p=2n1+ll+2n2+l2=2n+l+2N+L

Los autoestados en los dos sistemas de coordenadas son

¡”111,nzlzyAfl > = Z < ¿[12mlm2IA/J> 7241|l¡(rl)Rnglg(T2)
mlmi

Yllmr (01, 451)),12m2(02) ÓZ)
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|nl,NL, Au> = z < leMIAu > RM(T)RNL(R)
mM

Ylm(01Ó)YLM(9a (1)) (113)

en donde "14,7712;m y M son los números cuánticos magnéticos y u es

el número cuántico magnético total. Las cantidades < lllgmlmglzw > y

< leMIAu > son los coeficientes de Clebsch-Gordan. Los corchetes de

transformación están definidos entonces por la siguiente relación

|n¡l¡,nglg,Au>= z Inl,NL, Au >< nl, NL,/\|n¡l¡,n2lg,/\ > (114)
nlNL

Se puede mostrarl12] que esta. transformación no depende de u, por esta

razón no está. incluído en los corchetes.

Teniendo en cuenta estas expresiones, la Ec.(108) puede escribirse como

h“ 2 la, zm ,\ la, la, A
¿“(nm = 230.,Q.Ba,,a,2na..ïa, á á A á á A

A .alla: Jul jul 0 ja2 ja: 0

< na¡,la¡,na,,la¡,/\|n,l,N,L,/\ >
n,n',N,N',I,L

< 71021102)naa)laz)Alnlrl)NI)L)/\ >

Ón'1(T)d>N'L(R) (115)
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donde < n¡,l¡, 77,2,[2,A|n, l, N, L, /\ > son los corchetes de transformación de

Brody-Moshinsky usuales y j = V2] + Ï.
jl jz .712

Las cantidades j3 j4 1'34 se refieren a los símbolos 9-J de Wigner.
jis j24 j

Estos están definidos de forma tal de considerar la transformación entre dos

esquemas de acoplamiento para cuatro momentos angularesllzl

< (j1j2)j12,(j3j4)j34,j|(j1j3)jia(j2j4)j24,j > = ((2112+ “(2.754+1)

(2213+1)(2j24 +1))%
ji j2 le
ja j4 134 (116)
.713 124 j

Dado que el spin del par de nucleones S puede tomar sólo los valores

S = 0 o S = 1, en la Ec.(115) la suma. sobre A se reduce a los valores de

A= 0 y A = 1. También se trabajó con la variable P(r, R), que es la.densidad

de probabilidad del par como función de r y R, y que está relacionada en

una forma simple con el cuadrado de la función de onda

P(r, R) = 13122803R) (117)

4.3 Pares de Cooper

Como en el capítulo 2, para trabajar con el hamiltoniano de apareamiento

se usó la aproximación BCS haciendo una transformación a cuasipartículas

(ver .ec.(18))
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Escribimos el estado fundamental correlacionado en función de las cuasi­

partículas

¡305) = Haimlo>

= (H ui) n(U.- + Vidal) 0)
i i>0

V,­ l l

/\/e:t:pi U‘ IO)
. Vi

EV2Ji+1ílalailg
Nezp i ‘ IO) (118)

Se puede entonces usar esta función de onda de dos partículas como la de

la ec.(103), con

V Ja+
Bonfi=óa.fi a U (119)

y la ec.(115) para evaluar S(r, R).

4.4 Cálculos y resultados obtenidos para el cuadrado
de la función de onda

Los cálculos se hicieron sobre el 5oSn‘“. Elegimos distintos conjuntos de

niveles de partícula simple para estudiar los efectos del tamaño del espacio

de Hilbert sobre la. estructura de los pares. Como niveles de energía de

partícula simple se usaron los mismos niveles que en los capítulos anteriores,
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que son los niveles del oscilador armónico con las correcciones debidas a los

términos centrífugo y de interacción spin-órbitalsl.

¡e = 0.0678 y y = 0.0278 se eligieron de forma tal de obtener el mejor

fiteo en la región de los Snl3ll.

Usamos los niveles de partícula simple comenzando desde N = 2n +l = 0

hasta N = G (2 capas por encima del nivel de energía de Fermi), excepto

para los niveles cercanos a la superficie de Fermi, donde se usaron los de la

Ref.[32], por las mismas razones citadas en el capítulo 2. Al igual que antes,

las sustituciones se hicieron de forma tal que la energía del baricentro (es

decir, la suma de las energías de partícula simple por la degeneración de los

niveles involucrados) permanezca constante.

Para estudiar el comportamiento del par, graficamos las funciones S(r, R)

y P(r, R). Usamos dos espacios de Hilbert diferentes, el primero está. for­

mado por todos los niveles de partícula simple desde N = 0 hasta N = 6.

El otro está formado sólo por los cinco niveles de partícula simple que

son los usualmente considerados en la descripción del soSn‘“, los niveles

{1d;, Ogg,25%,1d; , 0h_¡¡¡_}.En las páginas que siguen, se muestran los gráficos

de las funciones S(r, R) y P(r, R), y se observa que los dos casos dependen

fuertemente del tamaño del espacio de Hilbert considerado para su evalu­

ación.

Es bien conocido que el valor del gap de apareamiento A depende del
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4-1

Figuras 6[a] y 6[b] : Gráficos para G" = 21MeV/A de 8(r,. R). En [a] se usó
el espacio de Hilbert mayor [N = 0 a N = 6] mientras que en usamos el
espacio de Hilbert reducido [cinco niveles].
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24

Figuras 6[c] y 6[d] : Gráficos para G“ = 21MeV/A de P(r, R). En [c] se usó
el espacio de Hilbert mayor [N = 0 a N = 6] mientras que en [d] usamos el
espacio de Hilbert reducido [cinco niveles].
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tamaño del espacio de Hilbert. En el caso del 508n114, el gap A vale, por

consideraciones sobre la energía de ligadura, aproximadamente 1.2MeV. Por

esta razón usamos dos valores diferentes para la magnitud de la interacción

de apareamiento. Por un lado se usó el valor que da el A esperado cuando

se usan cinco niveles (G = 21MeV/A)[Figura 6]. El otro valor usado cor­

responde al que da el mismo A pero cuando se consideran todos los niveles

desde N = 0 a N = 6 (G =14.5MeV/A)[Figura 7].

En cada figura se muestran los gráficos de las funciones S(r, R) [a y b] y

P(r, R) [cy d]. En [a]y [c]usamos el espacio de Hilbert más grande, mientras

que en [b] y [d] usamos el reducido.

De las figuras se observa que cuando el sistema es superconductivo los

resultados son altamente independientes de la magnitud de la interacción de

apareamiento. También puede verse que el cuadrado de la función de onda.

S(r, R) tiene menos estructura que la probabilidad P(r, R).

Por otro lado, la consideración de un eSpacio de Hilbert mayor hace que

disminuya dramáticamente la aparición de estructuras complicadas. En el

espacio mayor los pares tienen fuertes correlaciones de corto rango no sólo en

el cuadrado de la función de onda, sino también en la distribución de la prob­

abilidad. Además los máximos en el primer caso toman valores razonables

tanto para las distancias relativas como para el centro de masa.

Los resultados obtenidos cuando se usa el espacio de Hilbert reducido
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E 8' É

Figuras 7[a] y 7[b] : Gráficos para G" = 14.5MeV/A de S(r, R). En [a] se
usó el espacio de Hilbert mayor [N = 0 a N = 6] mientras que en usamos
el espacio de Hilbert reducido [cinco niveles].
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Figuras 7[c] y 7[d] : Gráficos para Gn = 14.5MeV/A de P(T,R). En [c] se
usó el espacio de Hilbert mayor [N = 0 a N = 6] mientras que en [d] usamos
el espacio de Hilbert reducido [cinco niveles].
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tienen comportamientos similares a los de la Ref.[17]. La.inclusión del estado

0h11/2 hace la distribución de la probabilidad más asimétrica, corriéndola

hacia valores mayores de R y correspondientemente a valores menores de r.

Además, el número de máximos es similar a N, como se notó en la Ref.[17].

Cuando se usa el espacio de Hilbert más grande, es difícil comparar en

detalle nuestros resultados para el soSn‘“ con los de la Ref. [48], dado

que ellos evalúan la función de onda para el soSnlzo y los grafican para

una coordenada del centro de masa en particular. Sin embargo, su función

de onda, que incluye todas las capas desde N = 0 hasta N = 5, tiene

comportamientos importantes en común con nosotros, como por ejemplo,

está fuertemente centrada para pequeños valores de r.

Fïie difícil entender cómo una interacción de corto rango, como es la inter­

acción de apareamiento, puede inducir estructuras espaciales tan complicadas

y claramente no de corto rango cuando se trabaja en el espacio de Hilbert re­

ducido. Después de considerar este problema, pensamos que una explicación

posible podía ser que la descripción de la interacción en un espacio de Hilbert

reducido, debido al uso de sólo cinco niveles cercanos a la superficie de Fermi,

produce una interacción efectiva que no es realmente de corto rango sino que

tiene una estructura complicada. Surgió entonces la idea de comparar estos

resultados con aquéllos que se obtendrían en la descripción de una función

6, al variar el espacio de Hilbert.
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4.5 La función ó

La interacción de apareamiento puede ser considerada como un modelo muy

simple con los comportamientos principales de la parte J = 0 de una. ¿(n —

r2). La similitud entre esta interacción simple y separable con fuerzas de

corto rango ha sido estudiada en detalle en la literatura (ver, por ejemplo,

Ref.[4]). Debido a. esto se estudió la influencia del tamaño del espacio de

Hilbert en la representación de la parte J = 0 de una función tal como la

o.
A

‘11

|
ru

V
o.

A
{1‘01

I :qi
V

ll < F,ñ, s, Mslf‘, ñ', s’, MS, >
S,S',M5,Ms:

< 17,R, S, M5I1j12j2, JM >
S,S',M5,Ms,,122,J,M

<1j12j2,JM|f‘,É’,S’,M5: > (120)

Los subíndices 1 y 2 se refieren a todos los estados cuánticos posibles en el

sistema de coordenadas relativo y de centro de masa. Usando la Ec. (104) se

puede integrar sobre todos los ángulos y sumar sobre todos los spines, usando

para los estados intermedios los estados antisimetrizados de dos partículas.

De esta forma se obtuvo para la parte J = 0 de las ó’s

79



¿a ¿a ,\ 2

5,,(r,r’,R,R') = zzx‘jgjf, á á ,\
°2fl A ja jp 0

z < nalanplpAInlNLA>< nalanplpMn'lN'LA >
nlNLn'N'

Ónl(T)Ónll(Tl)ÓNL(R)ÓN'L(R') (121)

En este caso los subindices a y fi se refieren a estados de partícula inde­

pendiente. Tal como hicimos en la expresión del cuadrado de la función de

onda, las cantidades < nalanplgAlnlNLA > y < nalanplpMn’lN’LA > son

los corchetes de Brody-Moshinsky, y nuevamente deben usarse los símbolos

9-J de Wigner. Las cuentas se hicieron sobre las funciones de onda corre­

spondientes a los estados posibles del 50.917,1“.

Además, en forma similar a lo que hicimos con el cuadrado de la función

de onda, definimos la densidad de probabilidad

P¿(r, r', R, R') = rr'RR'S¿(T, r', R, R’) (122)

4.6 Resultados obtenidos para la ó

En la Figura 8, usando las mismas convenciones que en las figuras 6 y 7, se

graficaron 85(1',r’, R, R’) y P¿(r, r’, R, R’) usando tanto el espacio mayor de
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[b]
[al

S 25(r,r',F¡,F¡')

r[fm] r[fm]

Figuras 8[a] y 8[b] : Gráficos de la integral angular de las representaciones
de la función ó [85(1",r' , R, R’). En los dos casos r’ = 0.01b and R’ = 2.75b.
En [a] usamos el espacio de Hilbert más grande [N = 0 a N = 6] mientras
que en usamos el feducido [sólo cinco niveles].
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[c] [d]

r[fm] r[fm]

Figuras 8[c] y 8[d] : Gráficos de la integral angular de las representaciones
de la función 6 multiplicada por rr’ RR’ [P5(r,r', R, R’) en . En los dos casos
r’ = 0.01b and R’ = 2.75b. En [c] usamos el espacio de Hilbert más grande
[N = 0 a N = 6] mientras que en [d] usamos el reducido [sólo cinco niveles].
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Hilbert como el reducido. En orden de tener un gráfico similar al obtenido

en las figuras 6 y 7, se usaron los valores r’ = 0.01b y R’ = 2.75b.

La similitudes obtenidas entre los resultados mostrados en las figuras 6 o

7 y la figura 8 son remarcables, y prueban que la presunción que conecta la

existencia de estructuras complicadas con la reducción del espacio de Hilbert

es básicamente correcta.

Por lo tanto si se considera el comportamiento espacial del par de Cooper

cuando se recorta la base de estados, como se hace habitualmente tomando

sólo aquéllas capas donde la interacción de aparcamiento es relevante, se

observa la introducción de estructuras complicadas al punto de perder la lo­

calización del par, al tiempo que si se trabaja en una base de estados mayor,

con el espacio de Hilbert mas completo posible, reaparece la localización.

El carácter de corto rango de la interacción de apareamiento determina que

haya que renormalizar la magnitud de la interacción G al alejamos de los

niveles de energía cercanos al nivel de Fermi, y que los elementos de matriz

de la. interacción deben ir reduciéndose también para asegurar la correcta

convergencia de la integral relacionada con la ecuación del gap, dado que

sino esta diverge. En nuestro análisis, tuvimos en cuenta en parte la renor­

malización de G, al trabajar también con el valor de G que da el gap correcto,

pero se encontró que los resultados obtenidos eran independientes de estas

consideraciones.
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5 Conclusiones generales

Esta tesis trató sobre algunas caracteristicas de la interacción de apareamiento,

su comportamiento ante transformaciones de simetría y la conservación de

las reglas de suma, y la localización en el espacio de fases del par de Cooper.

Se demostró que la no conservación de la EWSRI cuando se tiene en

cuenta la interacción de aparearniento se debe a la no invariancia galileana

de esta interacción, y que esta propiedad cambia, además la masa efectiva de

los nucleones. Los resultados que se obtuvieron fueron completados con el

estudio de la interacción de apareamiento al tener en cuenta temperatura, que

confirmó los cálculos anteriores y permitió, además chequear de una manera

continua las variaciones de la EWSRI con el apareamiento, debido a que la

temperatura influye sobre el gap de los sistemas superconductivos.

Esta característica de no conservar la EWSRI la entendemos como un

comportamiento físico importante de la interacción, debido a la evidencia

experimental que existe sobre la no conservación de la invariancia galileana

de la interacción nuclear a bajas energías.

Si bien se calcularon explícitamente los cambios en la EWSRI al tener en

cuenta o no la interacción de apareamiento, entendemos que esta violación

se debe posiblement a efectos relativistas, que aún cuando cambian la masa

efectiva en sólo un 1 %, son más relevantes en los cambios que generan en

otras variables dinámicas.
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En la información experimental existente, no hay un resultado concluyente

sobre la relación entre la EWSRl y la superconductividad en el núcleo. Por

ejemplo, en la RefIIS] la EWSRI para los isótopos del Sn y del Pb dan val­

ores similares en términos de la regla de suma de Thomas-Reike-Kuhn ao,

mientras que en la Ref[14] los valores que se obtienen son mayores a los val­

ores clásicos para núcleos con peso atómico entre 100 y 160, lo cual es similar

a nuestros resultados, dados en la Tabla I. Es decir que es necesario contar

con más estudios experimentales sobre estas diferencias.

Por otro lado, la característica de corto rango de la interacción hacía es­

perar un comportamiento localizado del par de Cooper en el espacio de fases,

en particular en el espacio de las coordenadas relativas y de centro de masa.

El comportamiento que muestran, en cuanto a la aparición de estructuras

complicadas y la presencia de varios máximos alejados de los valores más

chicos de la coordenada radial relativa, se demostró que se debe a recortar la

base de estados del espacio de Hilbert en el que se trabaja, dado que usual­

mente se toman sólo las capas más cercanas la nivel de Fermi. Al trabajar

en una base de estados mayor, se obtiene una mayor localización del par, y

estos rwultados fueron confirmados cuando se comparó este comportamiento

con el de la función 6.
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A Modelo de dos niveles

En este apéndice trabajamos un caso simple y resoluble en forma exacta que

contiene la mayoría de las características que se analizaron en el capítulo 2.

Consideramos un modelo de dos niveles con momento angular j y paridad op­

uesta. La degeneración de cada nivel es 2Q = 2j +1 y ambos están separados

por una distancia en energías de e. Se asumió un sistema con N 2 2Q partic­

ulas, interactuando a través de un hamiltoninano con (sin) una interacción

de apareamiento. En este modelo simple se puede evaluar la EWSR(Q¡)

2G!)
para un sistema normal, 7 < 1 [29]o para sistemas superfluidos, g > 1

EWSR(Q¡) = 2Q(U.V¡ + VlUï)2 ïïe (123)

donde V¡ es la probabilidad de ocupación del im nivel y Qlï es el elemento

de matriz del operador dipolar entre los dos niveles

Q1I=(1llTY1llÏ) (124)

Í representa el nivel más bajo con energía —%y 1 es el nivel siguiente con

energía

Sabiendo que la EWSR(Q¡) es proporcional a MJ, (ver ec. (42)), se pudo

evaluar el cambio en la Me” producida por la interacción de aparcamiento

en este sistema.
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Sistema normal

En este caso la interacción de apareamiento se considera despreciable,

A = 0, V¡ = 1, y por lo tanto de la ecuación que dá el valor correcto del

número de partículas

2z sz = N (125)
k>0

se tiene

Vï = 1 (126)

N —29
Vl = T (127)

EWSRN(QI) = (4Q —N)QÏ¡e (128)

Como se esperaba, este es el resultado que se obtiene de la contribución

del bosón espúreo de la RPA a la EWSR(Q¡).

Sistemas superfluidos

Aquí se tuvo en cuenta la interacción de aparcamiento a través del cálculo

BCS dada por las dos fórmulas

2 (j + 1/2) _ 1 1
a z T _mE+íï) (129)
N = [(21' + 1)VJ.2= 2520/12+ ví”) (130)

87



La solución de estas dos ecuaciones nos dá los valores de los dos niveles

de energía

(2
El = ——¿G‘5—=,/(Í—A)2+A2 (131)

2(¡+A)— (N—2o)G 2
G QEi= e; = (i+ly+A2 (132)

2(-2-—/\)—(N—252)G 2

donde A y A son el gap y el potencial químico de las soluciones de BCS. De

éstas ecuaciones se podrían calcular A y A, pero el problema es no lineal y

no es posible encontrar soluciones analíticas para A y /\. Sin embargo existe

un caso (N = 2Q) en el que las soluciones son analíticas y por simplicidad

se resolverá este caso simple

GQ
E1 = Wifi=,/(%—A)2+A2 (133)

G69

E‘ = 26-M: (á + A)?+ A? (134)

Las soluciones a estas ecuaciones son cinco. Cuatro de ellas pertenecen

a sistemas normales y la otra, la cual minimiza la energía del estado funda­

mental, es la solución BCS del problema.

,\ = o (135)

A = cmz—— (136)
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El=
2 _ l __€_

V1 _ 2(1 2am) (138)
1 e.2 = _ _

Vl 2(1+ ZGQ) (139)

puede deducirse fácilmente que

UV- — 1(1+ e ) (14o)
1 1 ‘ 2 2052

1 e

UIV1 - ¿(l-2672) (141)

U¡V¡ + U¡V¡=1 (142)

y la regla de suma es

EWSRBCM)= 29(in + vii/¡mmm + EI)= WGQÏÏ (143)

Finalmente, la relación entre las dos EWSR(T1), con y sin la interacción

de apareamiento será

EWSRBCS(71)_4GQZQÏ¡_ Me¡¡(N) _2Go_ G
EWSRN(7-í) _ 2Q€Qïï _Meff(BCS)_ 6 _Gc1-¡g

(144)

El factor GCG,“= 1 define la transición de fase del sistema. Este cociente

es mayor que uno para un sistema superfluido, y menor que uno para. sis­

temas supemormales[29] (en este segundo caso, la aproximación BCS es no

resoluble).
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Por lo tanto, el hecho de que la interacción de apareamiento modifica. la

masa efectiva media del núcleo está directamente relacionada. con el cam­

bio en la.estructura del estado fundamental. Además, puede verse que este

cociente está directamente relacionado con el cociente entre las energías del

estado fundamental en los dos casos.

2 2

E,,(BCS) _ z (e,-—AW? —A? = —;—G-—G92 (145)

49% = —eQ (146)E9,(Normal)

A primer orden en Q el cociente entre las energías de los estados funda­

mentales es proporcional al cociente dado por la ec. (144).

Eos-(Normal) e
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B Cálculo de los propagadores

Para ver la forma de las transformadas de Fourier de las funciones de Green,

tomamos la función de Green de un bosón.

Dado que el valor medio térmico de los operadores aaa!l es

< aaa; >= 1+ na (148)

con na = “¿en y a;= (ea-pm, es

ngh) = -óa., [(1+ na)e(‘°_")'/ñ0(7) + nue-(‘°’”)7/n0(—'r)] (149)

El desarrollo en serie de Fourier de la. Ga('r)

Ga(T) = ¿295171)e-íwn1) con wn = ig:

lleva a.

1 fl .
(n) — _ Wu

ga 2 [-5 d're Ga(7')

= (150)
“Un _ 64:1_ ¡u

donde la segunda. igualdad se obtiene fácilmente con las propiedades de pe­

riodicidad de la función de Green.
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Entonces, la antitransformada de Fourier es

( 1 e-íun‘rG 7'=— .— 151
a ) fin=zparzwn—6a_p' ( )

Para encontrar las funciones de Green vestidas hubo que resolver las in­

tegrales de los propagadores, que en general son de la forma

z f dTK""(a, a, T)KV"('7,a, t —T)

Al hacer la transformada de Fourier, usamos que

0° dwl e-iu'(t—t')
0u—f)=i (wm

—oo2_1l'7;w’+in

En general, si se parte de una función de la. forma

fl0=AfMfl0+BÉWFÜ

su transformada de Fourier es

¿A iB
f(w)-w—e_w+e

Luego, calcular las integrales de los propagadores implica calcular expre­

siones que son

1 12A iB iC iD _- t= — —— —— -———— "" 153
ya) 21r/ (cu-cap w+cap)(w—e.,¿ w+e76) dee ( )
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tales que, al evaluar la diferencia de las derivadas laterales queda

g’(t= 0+)-g'(t = 0‘) = icte(A+B)(C+D) (154)

Por ejemplo,

g°°(t)= á j dwK°°(afi,w)K°°(75,w)e"“‘ (155)

da

a oo a oo

ÉL.“ —%It=o— = (11,21);—ugvíxuívg —uÏv?’ (156)
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