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Abstract

In this work we study different kind of interpolant operators over anisotropic finite elements.
We obtain optimal order error estimates in W1 with p > 2, for the P;-Lagrange interpolation,
under the so called maximum angle condition for tetraedra. For Q;-isoparametric quadrilateral
elements, we define a weak geometric condition which ensures optimal order error in H!. This
condition allows anisotropic elements and generalize all the previously known results. We present,
also, a new P;-average interpolant operator which has optimal order in W12, in 3D, for tetraedra
under the maximum angle condition. In particular, this operator, has a better behaviour than the
Lagrange interpolation. Finally we prove that the maximum angle condition for tetraedra gives
neccesary and sufficient conditions to obtain optimal order error, in L2, for the Raviart-Thomas
interpolation. We show some applications of this result for certain mixed and nonconforming
methods, both, for scalar elliptic problems, and the Stokes equations.

Key Words: Finite elements, Lagrange interpolation, Maximum angle condition,
Raviart-Thomas interpolation, Average-interpolation, Isoparametric elements.

Resumen

En este trabajo estudiamos diferentes tipos de operadores de interpolacion sobre elementos finitos
anisotrépicos. Obtenemos estimaciones dptimas para el error, en la interpolacién de Lagrange
sobre P; y en WP con p > 2, para tetraedros bajo la asi llamada condicién del angulo maximo.
Para la interpolacién de Lagrange sobre Q;, en cuadrildteros, hallamos una condicién geométrica
muy poco restrictiva bajo la cual obtenemos estimaciones éptimas para el error en H!. Esta
condicién admite elementos anisotropicos y generaliza todos los resultados conocidos. También
presentamos un nuevo interpolador de promedios sobre P; y probamos que posee orden 6ptimo
en W2 en 3D, para tetraedros bajo la condicion del dngulo maximo. En particular, posee un
comportamiento mejor que el de Lagrange. Finalmente demostramos que la condicién del dngulo
méximo para tetraedros es necesaria y suficiente para obtener cotas éptimas del error en L? para
la interpolacion de Raviart-Thomas. Damos ademas algunas aplicaciones de este resultado para
ciertos métodos mixtos y no-conformes, tanto para problemas escalares elipticos como para las
ecuaciones de Stokes.

Palabras clave: Elementos finitos, Interpolacién de Lagrange, Condicién del dngulo
maximo, Interpolacién de Raviart-Thomas, Interpolacién de promedios, Elementos
isoparamétricos.
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Introduccion 5

0.1 Introduccién

0.1.1 Aproximaciones de Galerkin

El estudio estrictamente tedrico de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales provee, ma-
yormente, resultados cualitativos de diversa indole, como ser propiedades de existencia, unicidad,
regularidad, comportamiento asintético etc. Sin embargo, solo en raras ocasiones brinda una so-
lucién explicita del problema en cuestion. Las aproximaciones de Galerkin, por su parte, proponen
hallar una solucién aproximada resolviendo un problema, generalmente algebraico y mas sencillo
que el original, en dimensién finita. De manera estindar esto se consigue llevando la ecuacién
diferencial a una forma variacional adecuada y que, en muchos casos de interés, puede resumirse
abstractamente del siguiente modo

Hallar u € H tal que a(u,v) = L(v) paratodo v € H (1.1)

donde L(.) y a(.,.) representan formas lineales y bilineales respectivamente, continuas sobre un
espacio de Hilbert H, que consideraremos dotado con cierto producto interno < .,. >.

La idea es, entonces, simplificar el problema (1.1) buscando una solucién u, en un nuevo espacio
H,. El problema aproximado toma la forma

Hallar u, € H, tal que a(up,vy) = L(vy) paratodo v, € Hy (1.2)

y lo que interesa es, entonces, obtener una estimacién del error u — up, que indique cuan buena
resulta la solucién aproximada. Veremos que para ello es de gran utilidad la asi llamada ecuacién
del error, que, de verificarse la inclusién Hy C H, se escribe

a(u — up,vp) =0 paratodo v, € Hy (1.3)

y se deduce ficilmente, reemplazando v por v, € Hy C H, en (1.1), y restando a esta ecuacién la
(1.2).

Notemos, antes de continuar, que (1.3) representa una relacion de ortogonalidad caracteristica de
las proyecciones, de hecho, si a(.,.) resulta simétrica y coerciva entonces u, es precisamente la
proyeccién ortogonal de u sobre Hy con el producto interno definido por af(.,.).

De la ecuacién del error (1.3) es facil obtener cotas para u — up, en la norma ||.|| dada por < .,. >.
En efecto, para v, € Hj arbitrario, resulta

||u - uh||2'y <a(u—up,u—up)=a(u—up,u—vy) < Cllu - up||||u— vl (1.4)

donde v y C representan las constantes de coercividad y continuidad de la forma bilineal a. En
particular, esto conduce al cldsico Lema de Cea [10, 11], que se resume como

C.
llu — unl| < 7”’fvh€Hh"“ — vyl (1.5)

Si, por otra parte, la forma a(.,.) no fuera coerciva, cosa que sucede en muchas ocasiones de
interés, como por ejemplo en el problema de Stokes, la cuenta previa no puede repetirse. Sin
embargo, de verificarse la condicién mas débil

a(wp, vk
suPuheH,.W 2 vllwall Ywn € Hy (1.6)
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para ¥ > 0, también llamada comunmente condicién inf-sup, por ser equivalente a

a(wp, V)

>v>0
llwa [l ol

infthHhsupuhGHh =
puede obtenerse atin, un anlogo del Lema de Cea debido a Babuska [5]. En efecto, para wy € Hy

se tiene de (1.6), (1.3) y la continuidad de a

lwn — ually < supuheuh%:‘”'“—”"’ - supuheyhf(iw < Cllwn - ul
y entonces
o= vl <l =l + 1 = wall < (1 4+ )l = wal (1.7)
pero por ser wy, arbitrario
= uall < (14 i fuperlu = wil (18)

Observemos que tanto a través de la ecuacién (1.8), como de la ecuacién (1.5) en el caso coercivo,
resulta posible acotar el error del siguiente modo

llu = unll < Cinfupenlln - wall (1.9)

donde C depende de %

De lo visto se desprende que basta hallar un operador de interpolacion o de proyeccion II sobre
el espacio Hy
II:H— Hy

para escribir .
llu — upll < Cllu — H(u)]|

con C como en (1.9), y reducir el andlisis del error u — u; al estudio del error de interpolacién o
de proyeccién u — II(u).

La construccién del operador II depende de la naturaleza de los espacios H y H) que aparecen
en las formulaciones variacionales. En los problemas practicos H suele ser un espacio de Sobolev
(digamos, por ejemplo, funciones de L%(2) con derivadas distribucionales en L?(£2)) o algiin otro
similar como H(div,Q), H(rot,Q) (campos en L? con divergencia o rotor en L?) etc., y resulta
entonces conveniente tomar H) como algin espacio adecuado de elementos finitos. Como Hj
depende de cada H en particular, no vamos a explicitar, en esta introduccién, los detalles de
construccion de estos espacios. La idea general consiste en seleccionar cierto tipo de elementos,
digamos, por ejemplo, triangulares si @ C IR2?, construir una triangulacién 7 admisible (debe
verificar ciertos requisitos [10, 11]) del espacio §, y si se pretende que Hy C H, suele elegirse H),
como el espacio de funciones en H que restringidas a cada elemento K € 7 resulta ser polinomial
de cierto grado. El subindice h se asocia, en este contexto, al didmetro maximo de los elementos
de 7. Precisamente, cuando H} es del tipo que mencionamos, existe una teoria muy completa
[11, 10] para acotar de un modo sistemético u — II(u) para operadores II de tipo muy general.
Sin embargo, es bien sabido que a través de este enfoque la estimacién para ||u — II(z)|| depende
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de ciertas caracteristicas de los elementos utilizados. En efecto, para asegurar cotas de error
uniformes, en una familia de elementos, se requiere de la asi llamada condicién de regularidad.
Esto es, si hx y px representan el didmetro exterior e interior, respectivamente, de un elemento
genérico K en dicha familia, entonces

h
p—K < o con o independiente de K (1.10)
K

En oposicion a los regulares, los elementos se dicen anisotrépicos cuando no verifican (1.10), y
por ende, en estos iltimos, no puede estimarse el error u — II(u) a través del método general que
hemos mencionado. Estos elementos, sin embargo, resultan de gran utilidad cuando se aproximan
soluciones de ecuaciones en derivadas parciales que poseen un comportamiento muy diferente en
distintas direcciones. En efecto, un ahorro importante del esfuerzo computacional puede lograrse
si se refina la malla solo en las direcciones en las que la solucién varia rdpidamente, pero es facil
ver en este caso, que los elementos no van respetar en general la condicién (1.10) uniformemente.

En esta tesis abordamos la cuestion de como reemplazar (1.10) por condiciones menos res-
trictivas y obtener todavia estimaciones ptimas para el error en varios tipos de operadores de
interpolacion en dimensién 2 y 3.

0.1.2 Resumen de resultados obtenidos

El Capitulo 1 estd dedicado a la interpolacién de Lagrange. En la Seccién 1.1, hacemos un repaso
del enfoque clasico utilizado para tratar el error en elementos lineales y en donde se aprecia el rol
que juega (1.10). Con esta metodologia, esta condicién no puede, en general, eliminarse. En la
Seccidn 1.2 brindamos ciertos resultados (en particular los Lemas 1.2.2,1.2.1) que resultardn clave
para tratar errores de interpolacion evitando la hipétesis (1.10) y damos ademas, como aplicacién,
un resultado, ya clasico [6, 24, que consiste en estimaciones éptimas del error en H!, para la in-
terpolacion de Lagrange, en tridngulos que verifican la asi llamada condicion del dngulo mdximo,
esto es, angulos interiores del elemento acotados por una constante menor que 7. También vemos,
hacia el final de esa seccidén, las razones que impiden extender a dimensién 3 tales argumen-
tos a menos que se aumente la regularidad de las funciones a interpolar, y precisamente a este
tema dedicamos la Seccién 1.3, que comienza citando ciertos contraejemplos [34] que muestran
la necesidad de (1.10) para acotar el error en W!? en 3D. Después comentamos los resultados
conocidos para funciones mds regulares. Por un lado, en [25], puede verse que para funciones en
W2 la interpolacién con elementos lineales sobre tetraedros posee orden 6ptimo, para el error
en W1 y para toda una familia de elementos que contiene, ademds de los elementos regulares,
a una cantidad importante de elementos anisotrdpicos. Esta familia se caracteriza a través de una
generalizacién a 3D de la condicién del dngulo mdximo y requiere que los tetraedros posean los
angulos entre las caras, y dentro de las caras, acotados por una constante menor que 7 (aclaremos
de paso que esta condicién fue bautizada con el mismo nombre que su correlato bidimensional).
La demostracién dada en [25], sin embargo, no sirve para funciones menos regulares, lo que re-
presenta un impedimento importante. En efecto, la regularidad “a priori” es, en la mayoria de
las ecuaciones en derivadas parciales (para el caso eliptico ver por ejemplo (8, 20]), mucho menor
que W%, lo que torna inaplicable el resultado dado en [25], en muchos casos de importancia. En
esta linea, en [18), se demuestran estimaciones éptimas en 3D para W?2P con p > 2, y para una
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clase de tetraedros que, ademds de los regulares, contiene también elementos anisotrépicos. Es
interesante destacar que la constante dada en la estimacién del error en [18] se deteriora cuando
p — 2 en completo acuerdo con los contrajemplos de [34]. La clase para la cual resultan validas
estas estimaciones fué definida en [34] y no estaba clara la relacién entre esta y la determinada
por la condicién del dngulo maximo. El primer aporte original de esta tesis consiste en una ca-
racterizacién concisa de ambas clases, lo que nos permite demostrar, entre otras cosas, que la
segunda es realmente mayor que la primera. Ademas, todavia dentro de la Seccién 1.3 utilizamos
la caracterizacién mencionada para obtener un nuevo aporte original que consiste en extender los
resultados obtenidos en [18] a la clase de elementos definidos por la condicién del dngulo maximo,
esto es, damos estimaciones 6ptimas sobre elementos lineales para la interpolacion de Lagrange
sobre tetraedros en WP con p > 2 y con una constante que degenera si p — 2.

En lo que resta del Capitulo 1 estudiamos estimaciones del error para la interpolacién en
elementos cuadriliteros isoparamétricos. Estos elementos gozan de gran popularidad entre los
ingenieros y lo que pueda demostrarse de ellos tendrd un gran alcance en las aplicaciones practi-
cas. Por otro lado, el tratamiento del error es mas delicado que en elementos lineales, pues la
transformacién al dominio de referencia ya no es ni siquiera polinomial [11]. De todos modos
con técnicas que siguen de cerca a las utilizadas para el caso lineal, puede, todavia, estimarse
[11, 15] el error de interpolacion. En la Seccién 1.4 damos un resumen de esta metodologia con
la intencién de evaluar el rol que juega (1.10) en cada caso. Para elementos que no verifican
(1.10), no habia demasiado demostrado, comentamos, sin embargo, en la Seccién 1.5, los resul-
tados obtenidos en [37, 38). Alli los autores muestran que puede evitarse dicha hipétesis si los
cuadrilateros no “distan mucho” de ser rectangulares. Las secciones restantes del Capitulo 1 se
dedican a mostrar nuestros resultados en este caso. En particular, demostramos cotas 6ptimas
para el error bajo una condicién muy general que hemos llamado condicién de descomposicién
regular, y que exige que el cuadrilitero pueda dividirse por medio de su diagonal mayor (o por
cualquiera de ambas si resultasen comparables) en dos tridngulos que verifiquen la condicién del
angulo mdximo. Esta condicion, ademads de ser muy sencilla , define una clase de elementos que
contiene a todos aquellos para los que se conocian cotas dptimas y mas alin, como mostramos en
los ejemplos, admite casos para los que no existian resultados conocidos. También se desprende,
en particular (nuestro resultado es mucho mas fuerte) que la condicién de dngulo maximo para los
cuadrilateros es suficiente (al igual que en tridngulos) para obtener estimaciones éptimas del error.

El Capitulo 2 estd dedicado a exponer la siguiente contribucién de este trabajo, esto es, a la
construccién de un interpolador de promedios que resultard tener error de orden éptimo sobre
elementos anisotropicos. Previo a ello, comenzamos en la Seccién 2.1 introduciendo la clisica
interpolacién de Clément [13], que inaugura las interpolaciones de promedios y donde aparece,
sin embargo, (1.10) como condicién necesaria para acotar el error. Por otro lado demostramos, a
posteriori, que el operador de promedios que construimos resulta tener error de orden 6ptimo en
W12 toda vez que posea orden ptimo la interpolacién de Lagrange en en el espacio mds regular
W1 En particular para tetraedros bajo la condicién del angulo mdximo. Como consecuencia,
este interpolador de promedios posee un comportamiento mejor que el de Lagrange que, en vista
de los contraejemplos de [34], fracasa sobre esta clase. Potencialmente, ademds, los operadores
de promedios pueden utilizarse en espacios con muy poca regularidad lo que les da un amplio
espectro de aplicaciones alli donde no se pueda interpolar puntualmente. En efecto, para que
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la interpolacién de Lagrange tenga sentido en W*P, debe ser s > 2, donde n representa la
dimensién del espacio, pues en tal caso es vilida la inclusién de Sobolev W*P? C Cy y son posibles
las evaluaciones puntuales. En particular, por ejemplo, para el problema de Stokes, se utilizan
interpoladores de promedios, el que construimos nosotros posee orden éptimo también en estos
Casos.

Finalmente, en el Capitulo 3, estudiamos la interpolacién de Raviart-Thomas (de aqui en mas
RT), sobre el espacio homénimo de grado més bajo. El espacio de Raviart-Thomas (7, 19, 30] se
construye como una aproximacién del espacio H(div) (campos en L? con divergencia distribucional
en L?%) que resulta ser el adecuado para la formulacién variacional de ciertos métodos mixtos.
Dedicamos entonces la Seccién 3.2 a estimar el orden del error de interpolacién en L? a través de las
técnicas cldsicas, esto es, via la transformada de Piola [7, 11] y cambiando de variables al dominio
de referencia. Adelantemos que, con este método, aparece (1.10) como una hipétesis necesaria.
Es por ello que proponemos posteriormente y en las Secciones 3.4, 3.5, un tratamiento alternativo
del error que representa otro aporte original de este trabajo. En efecto, obtendremos estimaciones
éptimas para el error en L2 en tridngulos y tetraedros que verifican la condicién del angulo mdximo
utilizando para ello la caracterizacion de estos elementos que brindamos en la Seccién 1.3. Nuestros
argumentos difieren en 2D y en 3D. La razdén de esto es que si bien la demostracién en 2D es
mas directa y puede extenderse a 3D sin problemas, requiere, en este ultimo caso, restricciones
innecesarias sobre la geometria de los tetraedros. Por otro lado, la demostracién alternativa en
3D, da condiciones necesarias y suficientes para obtener estimaciones 6ptimas para el error, lo que
muestra que estos resultados no pueden mejorarse. Veremos, también, que el enfoque usado en 2D,
para tridngulos, se aplica a elementos rectangulares anisotrépicos (tanto en 2D como en 3D), pues
la constante que aparece en la estimacion es independiente del cociente de las longitudes de las
aristas. Daremos, ademads, en la Seccién 3.3, un par de aplicaciones de los resultados obtenidos. La
primera surge inmediatamente del andlisis clasico del error para la formulacién mixta de Raviart-
Thomas de operadores elipticos de segundo orden. En efecto, es bien sabido [16, 30] que dicho
error puede acotarse en términos de la interpolacién RT y por ende obtendremos convergencia para
elementos anisotrépicos en esta formulacién mixta. La segunda aplicacién resulta mas importante
aiin y concierne a las ecuaciones de Stokes, en particular demostramos la convergencia del método
mixto, no conforme, de Crouzeix y Raviart [14] utilizando elementos anisotrépicos. Hasta ahora
no existian resultados para el problema de Stokes con este tipo de elementos, ya que el analisis
estindar requiere la condicién de regularidad (1.10). En efecto, se sabe que en la formulacién
mixta velocidad-presion deben elegirse cuidadosamente los espacios de elementos finitos (7, 19],
ya que la constante de estabilidad ¥ > 0 que aparece en la condicién inf-sup (1.6) debe ser
independiente de h. En contra de lo que ocurre con la coercividad, la condicién inf-sup no se
hereda de H a H, C H, y si bien esta se verifica en la combinacién H = H! — L? [7, 19),
no ocurre lo propio con, digamos, H, = P; — Po (aproximaciones lineales-constantes, en cada
elemento, para H! — L?) que resulta inestable. Este mal se remedia, usualmente, enriqueciendo el
espacio de las velocidades, lo que permite acotar v uniformemente, aunque, en la mayoria de los
casos, bajo la hipétesis (1.10). El incremento del espacio de velocidades puede lograrse agregando
ciertas funciones cuadraticas a P; [7, 19] o tomando un espacio todavia lineal, pero no conforme,
es decir, ya no mas en H'. En esto iltimo consiste el método de Crouzeix y Raviart. En este
caso es facil ver que la constante de estabilidad es independiente de la forma de los elementos,
sin embargo, el andlisis que hemos realizado en la Subseccién 0.1.1 no se aplica pues ya no es
cierta la inclusién Hy C H. Asi el segundo miembro de la ecuacién del error (1.3) ya no es cero



10 Estimaciones para el error de interpolacién en elementos finitos anisotrépicos

en general, apareciendo, en cambio, ciertos términos llamados de consistencia que usualmente se
estiman utilizando una vez mas (1.10). Vamos a dar entonces una demostracién alternativa para
tratar dichos términos, acotandolos a través del error de la interpolacion de Raviart-Thomas, lo
que nos permitird obtener convergencia sobre elementos bajo la condicion del dngulo mdximo.
Como hemos comentado no existian resultados similares para el problema de Stokes, peor ain,
para el asi llamado mini-element se han mostrado [31] ejemplos numéricos sencillos, en 2D, que
devienen inestables cuando no se verifica (1.10). Esto evidencia que (1.10) no siempre es, para las
aproximaciones discretas del problema de Stokes, un mero requisito técnico.

Para finalizar este resumen queremos observar que los resultados presentados en este trabajo
aparecen en (1, 2]. El primero de ellos concentra la caracterizacién de los elementos que verifican
la condicion del angulo maximo y lo expuesto en el Capitulo 3. Los resultados para cuadriliteros
estin en [2]. Lo obtenido para la interpolacién de Lagrange en 3D mds lo que aparece en el
Capitulo 2 forma parte de un trabajo en preparacién.



Capitulo 1

Interpolacion de Lagrange

1.1 Elementos lineales sobre tridngulos regulares

Algunas definiciones preliminares:

De las siguientes definiciones, algunas serdn itiles solo en un capitulo posterior, aunque con-
viene brindarlas aqui para evitar repeticiones innecesarias mas adelante.
Denotaremos con letra minuscula las funciones escalares, con mindsculas también pero en negrita
las funciones vectoriales y finalmente los campos tensoriales con negrita mayiscula. Para n = 2
(resp.: n=3), y un triangulo genérico (resp.: un tetraedro) K C IR", con pg denotaremos un vértice
(arbitrario 2 menos que senalemos lo contrario), con v; (||[vill = 1)y i ,1 < i< n (conn =2
o 3) las direcciones y longitudes de los lados (resp.: aristas) concurrentes en po respectivamente.
Podemos asi escribir k" = c.c.{po, po + i v,}1<,<,., con c.c. representando la capsula convexa. Al
elemento de referencia K lo definimos como K = c.c. {o, e,}l<,<n donde e; representan los vectores
canénicos. Con hg y px denotaremos el diametro exterior e interior de K respectivamente, es
decir, el menor de los didmetros de las circunferencias circunscriptas al elemento, para el primer
caso, y el mayor de las inscriptas para el segundo. Llamaremos F : K — K a la transformacién
afin F(£) = B% + po donde la matriz B queda definida por Be; = l;v;. A una funcién dada w,
definida en K, le vamos a asociar otra funcién @ definida en K en la forma usual en elementos fini-
tos: @ = wo F. Con ||.||mpk, ¥ |-|mpk denotaremos las normas y seminormas, respectivamente,
en los espacios de Sobolev W™ P(K), esto es funciones de LP(K) con m derivadas distribucionales
en LP(K). Si bien usaremos la mayoria de las veces p = 2, habra ciertas excepciones, por lo
cual preferimos que figure p indicado en el subindice. Ademas, para p = 2 usaremos la notacién
W™2(K) = H™(K) y en todos los casos omitiremos el K cuando no resulte necesario explicitarlo.
Destinaremos ai para denotar la derivada en la direccién de v; tanto para funciones escalares
como vectoriales. Con P; (resp. Pi(K')), denotaremos el conjunto de los polinomios de grado a lo
sumo [ (resp. sobre K'). La interpolacién de Lagrange sobre P (no haremos uso de grados mas
altos) se define a través de las funciones basicas d>, € 'Pl(K) 0 < ¢ <€ n que verifican q&,(pJ) = 6J
con po =0, p; =e;. Side€ H2(K), se toma II(4) = Xiso @(Pi)di, que no es otra cosa que
la funcién lineal que interpola a @ en los vértices de K. Conviene observar que la regularidad
requerida @ € H?(K), asegura en dimensién 2 y 3, por un teorema clasico de inmersién, que
TS CO(I\ ) , ¥ entonces tienen sentido las evaluaciones i(p;). Ahora para un K cualquiera y para

11
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una v € H2(K), la interpolacién lineal puede escribirse como I(x) = MM(uo F)o F~! = M(&)o F~'.
Por lo tanto tomando ¢; = ¢; o F~! como funciones basicas sobre K, la interpolacion se expresa
I(u) = Y7o u(pi)¢i, donde los p; representan ahora los correspondientes vértices de K. Note
que estas funciones bdsicas ¢; son también lineales, debido a que es afin el cambio de variables,
esto hard bastante mas sencillo el tratamiento de esta interpolacién que la correspondiente isopa-
ramétrica sobre cuadriliteros (ver Seccién 1.4). Finalmente consideraremos constantes aquellas
magnitudes que dependan solo de la dimensién o de cierto dominio fijo, y usaremos en general
C para denotarlas, aunque éstas cambien linea a linea, con la salvedad de aquellas que puedan
calcularse explicitamente y/o que resulten de particular importancia.

Nuestro propésito inmediato para esta seccidon consiste en dar una demostracién de la esti-
macion del error (1.11) que aparece mas adelante y que es el resultado clisico para la interpolacién
de Lagrange sobre elementos finitos lineales [10, 11].

Comenzamos entonces con el asi lamado Lema de Bramble-Hilbert

Lema 1.1.1 Eziste una constante C = C(K) tal que para toda u € H?(K)

infoer(k)lle — Pll2,2,x < Clula2,k (1.1)

Dem. Consideremos { f;}o<i<n una base del espacio dual de P;(K). Por estar en dimensién finita
las f; resultan continuas con la norma de H2(K) y podemos entonces (Hahn-Banach) suponerlas
definidas sobre todo H?(K'). Por dualidad se tiene también que dichas f; verifican la siguiente
propiedad (P):

(P) Dado pe Py(K), fi(p)=0 Vi 0<i<n si y solo si p=0.

Demostremos ahora:

lullzak < Clluboak + S If@))  Vue HX(K) (1.2)
=0

para ello supongamos que la desigualdad no se verifica para ninguna constante C, y elijamos
entonces una sucesién u; € H2(K) tal que ||u;||22,x = 1y ademis

|usla2.k + ) 1 fi(ui)] — 0 (1.3)
i=0

Ahora bien, por estar u; esta acotada en H2(K ') existe una subsucesién, que seguimos indicando uj,
convergente, en H', a cierta u, u € H'(K), pero por otro lado se tiene de (1.3) que |ujl2,2,x — 0de
donde resulta que ademds u; converge en H2(K). De estas observaciones se infiere que u € H2(K )
¥ |ul2,2,k = 0. Notemos que esto dltimo nos dice en particular que u € Py(K), y volviendo una vez
més a (1.3), tenemos que fi(u) = limj_ fi(uj) =0 Vi 1 < i < n por lo que usando la propiedad
(P) debe ser u = 0, en contra de la condicién ||uj|2,2,x = 1. Esto prueba, (1.2).

Para finalizar la demostracién notemos que por definicién de espacio dual podemos elegir un
g € Pi(K) tal que fi(u+q)=0paral <i<n,y porlo tanto de (1.2) resulta

infpep, (k)lle = Pllz2.k < ||u+ qll22.k < Clul22.kx (1.4)
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que es o propuesto en el Lema. O

Observacién 1.1.1 Como ya hemos mencionado este Lema vale en forma mds general [10, 11].
De hecho nos hemos restringido a polinomios de grado uno y al espacio W% = H? porque no
haremos uso de otra version.

Observacién 1.1.2 Se puede construir [10] ezplicitamente un polinomio p de grado k que verifi-
que ||u — plles1,x < C(K)|ulks1,k, lo que da una demostracion alternativa del Lema previo. Este
polinomio se obtiene promediando el desarrollo de Taylor de orden adecuado de la funcion w.

Observacién 1.1.3 En el prézimo Lema, as? como en el resto de la Tesis, vamos a necesitar el
uso de normas matriciales. Salvo indicacion contraria, y dada una matriz M, vamos a denotar
con ||M|| la norma 2 de la matriz en cuestion. Es decir que si B C R™ es la bola unitaria con
la norma vectorial || ||; (norma euclidea), entonces ||M|| = sup,e|M(v)||2. Por supuesto toda
olra norma es equivalente a esta, y a los efectos de hacer acotaciones puede cambiarse una por
otra salvando una constante multiplicativa.

Lema 1.1.2 Sea K = F(K), para cada v € H™(K) definimos como antes & = u o F, entonces
@ € H™(K') y ademds eziste una constante que depende solo de la dimension y de m tal que

|i], 5 5 < ClIBI™det( BY™/?|u|m 2,

donde, como ya se ha mencionado, B es la matriz que aparece en la definicion de F, y también

se tiene andlogamente
|ulm,2x < Cl|B~||™det(B)'?|dl,, , ¢

Dem. Inmediata haciendo cambio de variables. O

Observacién 1.1.4 Dos dominios culesquiera D y D’ tales que D = F(D') para cierta trnasfor-
macion afin invertible, suelen llamarse afinmente equivalentes. Notar que el lema previo vale en
general para cualquier par de dominios que verifiquen esta condicion. De hecho haremos uso mds
adelante de esta version general.

En el siguiente Lema se buscan cotas para ||B|| y |{B~!||, dichas cotas conducen de forma na-
tural a la condicién de regularidad. Sin embargo como veremos posteriormente dicha condicién
resultard demasiado restrictiva.

Proposicién 1.1.1 Sea K un tridngulo o un tetraedro arbitrario, y K = F(K), entonces

h .
Bl <6 By <&
Pk PK

Dem. Basta considerar || B|| = ;‘;supll,,,l':pkllB(qb)ll. Por definicién de pj. existen £,7 € K tales

que £ — § = ¥, en consecuencia ﬂB(¢)|| = ||F(£) = F(9)l] £ hk, de donde se obtiene la primer
desigualdad propuesta. La otra sigue andlogamente. D
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Teorema 1.1.1 Sea K un tridngulo o un tetraedro, y u € H*(K). Para m = 0,1, se tienen la
siguientes estimaciones

e = T(wlm,2.5 < CUBIE™ 1B [™lull22,x (1.5)

donde C depende solo de K.

Dem. Se demuestra primero para el dominio de referencia y después se cambia de variables.
Observemos que el operador Il : H™(K) — H?(K) con m = 0, 1 resulta continuo.
En efecto, consideremos i € H?(K) entonces

W@ 2 i < S NP Bill 2k < CUNEllo o,k < COENillz 2 5 (1.6)
i=1

donde hemos utilizado en la dltima desigualdad la inclusién de Sobolev H2(K) C C°(K), que
resulta vilida para dimensién 2 y 3.
Ahora bien, para todo p € P)(K) tenemos II(p) = p y de alli

a-M(a)=-M@+p) Vie HYK) (1.7)

donde I representa la inclusién I : H2(K) — H™(K). De (1.7), la continuidad de Il y de I y el
Lema 1.1.1 obtenemos

|2 = (@), 5. < W = Tl gy miiyy it Saem i) + Blla 2 < CUENL, 5 1 (1.8)

que es (1.5) con K = K.
Ahora se considera )
4 —1I(2) = (v — II(u)) o F = (u - I(u))

asi que cambiando variables se tiene del Lema 1.1.2
lu = (w)lm,2.x < CIIB~!|™|det B|'/?|a — Ti(#)l,, , (1.9)

del mismo Lema 1.1.2
lal, 5 4 < ClIBI|det B~ * uly,z.x (1.10)

y de (1.8), (1.9), (1.10) se deduce (1.5). O

Como Corolario inmediato de este Teorema y de la Proposicién 1.1.1 tenemos la desigualdad
clasica de interpolacién:

2—-m

e~ (@)l ke < C2E ek (L.11)

PK
Dos hechos aparecen claramente: el primero es que si m = 0 la estimacién permanecerd uniforme
independientemente de la geometria de los elementos en cuestién, el segundo es que el control de
la seminorma con m = 1 puede asegurarse a priori si requerimos una cota para %ﬁ. Pero esta
iltima no es otra que la condicidon de regularidad que sera propicio definir después de la siguiente
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Observacién 1.1.5 Para un elemento fijo K, serd fijo también el cociente 2& | y por ello requerir
una cota uniforme para este numero carece de sentido. Sin embargo, y er:l‘lo que sigue, con K
designaremos, dependiendo del contezto, tanto a un elemento fijo, como a uno cualquiera de una
familia dada.

Definicién 1.1.1 Diremos que el elemento K (vea la observacidn previa) es regular si eziste
o > 0 independiente de K tal que
hk
X <o (1.12)
PK
Destaquemos ademds que la condicién analitica expresada en la Definicién precedente puede ca-
racterizarse geométricamente en elementos triangulares a través de la asi llamada condicién de
angulo minimo.

Definicion 1.1.2 Diremos que el tridngulo K satisface la condiciéon de dngulo minimo con cons-
tante § > 0, o abreviadamente mac(#) si los dngulos interiores de K son mayores o iguales que 6.

En 1976 dos trabajos simultineos [6, 24] demuestran que esta condicién de dngulo minimo, que
segun vimos es suficiente para tener estimaciones éptimas con una constante acotada uniforme-
mente, puede reemplazarse por otra, esta vez no solo suficiente sino también necesaria, que requiere
una cota superior para los angulos de la familia de tridngulos.

En oposicion a la anterior esta condicidn fué bautizada del dngulo maximo, nosotros la definimos
también sobre cuadrilateros porque nos va a resultar 1til mas tarde.

Definicidn 1.1.3 Diremos que un tridngulo K (resp. un cuadrildtero) satisface la condicién de
dngulo mdximo con constante ¥ < m, o abreviadamente M AC(%), si los dngulos de K son menores
o iguales que 7.

Observacion 1.1.6 Si bien la condicion del dngulo minimo es equivalente a la regularidad de
los elementos, la del dngulo mdzimo por su parte es compatible con elementos anisotropicos.
Un ejemplo sencillo consiste en tomar un tridngulo rectdngulo K con catetos de longitud h y 1.

Haciendo h — 0 se ve que %ﬁ — oo aunque K verifica MAC(7/2).

En la siguiente seccién vamos a mostrar como reemplaza esta condicién a la anterior.

1.2 Elementos lineales en tridngulos anisotrépicos

Los resultados enunciados en los Lemas 1.2.1 y 1.2.2 no son otra cosa que la cldsica desigualdad de
Poincaré, y una generalizacién de ella escrita de un modo conveniente para nuestros propésitos.
Trataremos al mismo tiempo la versién para tetraedros, no solo por ser idéntica a la demostracién
para tridngulos, sino porque ademas haremos uso de la misma en otros contextos.
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Observacién 1.2.1 La constante de Poincaré C y el primer autovalor no nulo p; para el Lapla-
ciano con condiciones de Neumann homogéneas verifican la identidad C' = -\/% En [32] se da

la cota explicita p, > %2; sobre cualquier dominio convezo con D el didmetro de dicho dominio.
Note que esta cota es independiente de la dimension del espacio y de la forma del dominio. En
particular si consideramos que el didmetro de K = V2 para n = 2,3, tendremos en estos casos

c<¥L2

Lema 1.2.1 Sea n = 2 (resp.: n=3), K C IR" un tridngulo (resp.: tetraedro), v; y l; con
1 < i < n las direcciones unitarias (||vi|| = 1) y las longitudes de n de sus lados (resp.: aristas)
concurrentes en un vértice, digamos pg. Sea también w € H'(K) una funcién con promedio cero
sobre K, entonces

V2 & ow
<My _
llwllo,2,x < - ;IJ”aVJ'”O'K (2.13)
hk
Ilwllozk < —lwlk (2.14)

Dem. Notemos que la segunda desigualdad es precisamente la desigualdad de Poincaré (vea la
Observacién 1.2.1). Para demostrar entonces la primera notemos que al ser F' afin, se tiene que
w tiene promedio cero sobre K, si y solo si lo tiene w sobre K. Luego invocamos (2.14) para
la funcién w en el elemento de referencia K, cambiamos variables y observamos que como el
jacobiano es constante sale de las integrales simplificandose en ambos lados de la desigualdad.
Finalmente la identidad -37‘”; = I‘g_\';’.' nos da (2.13). D

Antes de continuar vamos a necesitar una version muy util del teorema de traza donde la constante
de continuidad se acota explicitamente sobre tridngulos y tetraedros. La demostracién es sencilla
pero la omitimos por brevedad [33].

Teorema 1.2.1 Sea n = 2 (resp.: n=3), K C R" un tridngulo (resp.: tetraedro), y S uno de
sus lados (resp.: caras), entonces para toda u € H'(K)

S
lulloz.s < {n%}‘ﬂ{nunm + hylulx) (2.15)

donde |S| y | K| representan las medidas de S y K respectivamente.

Observacién 1.2.2 Esinmediata la extension de este teorema a cuadrildteros Q. En efecto, basta
considerar uno de los tridngulos, digamos T C @, que resultan de dividir Q por una diagonal y
que tenga por uno de sus lados a S. Entonces por una aplicacion directa del Teorema 1.2.1 sobre

T, se tiene
(] |51

lello,2,s < {m}l/z{"@}llz{”u”mzo + ki luli@} (2.16)
Note que en esta desigualdad hemos hecho aparecer el factor {i%}l/ 2. No es dificil construir una
familia de cuadrildteros para los que este cociente no permanezca acotado. Sin embargo si, por
ejemplo, () es un paralelogramo, resulta {{%} =2.
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En el préximo Lema observamos que basta con que la funcién « tenga promedio cero en uno
de los lados del triangulo para obtener una desigualdad del tipo (2.13).
Utilizaremos ademas la notacion ug = # [ udz, y us = %+ [ uds.

Lema 1.2.2 Sean =2 (resp. n =3) K C R™ un tridngulo (resp.: tetraedro) y S cualquiera de
sus lados (resp.: caras) concurrentes en un vértice po. Sea w € H'(K) una funcion con promedio
cero sobre S, entonces, con la notacion del Lema 1.2.1 se tiene

n
0
lwllo2,x < ‘/icl{zlj”a_:).“O.z,K} (2.17)
= 9V
llwllo,2,x < Cihk|wli2.x (2.18)

donde C; = n'/? + t’;;m

Dem. Como en el Lema 1.2.1, serd suficiente demostrar la segunda desigualdad ya que la otra
se obtiene de esta con K = K y cambiando de variables.
Consideremos

lwllo,2,x < llw — willo2.k + [lwkllo,2.x (2.19)

notemos que el primer sumando de la derecha tiene promedio cero sobre K, lo que implica que
puede acotarse via el Lema 1.2.1

hi
lw— wkllo2.x £ —lwh 2,k (2.20)
m

expresién en la que hemos usado el hecho de que wk es constante y no figura por ende en las
derivadas del miembro derecho.
En lo que respecta al segundo sumando de (2.19) tenemos por hipétesis que ws = 0 y entonces

lwklozx = llwk - wslloz.x = lwi — ws]| K |*/? (2.21)

pues wg — wg es constante.
Por otro lado ws = ]—15[ Js wds, y entonces

1 1 1 1
- =|— ds — — d <—/ - w|ds £ ——||lwk - 2.22
ok = sl = Irgy [ wrds = 7 [[wdsl < g [ fwwe — wlds < erllo - wloas  (222)

donde en la iltima expresién hemos usado la desigualdad de Schwartz. Pero por el Teorema 1.2.1
se tiene

1 1
|5|1/2"w"" — wlo2s < {"m}lﬁ{”wk - wllo2,k + hrlwli2,K} (2.23)
y entonces de (2.21), (2.22), (2.23) y una vez mas el Lema 1.2.1 resulta
1
lwklloz,x < n'/2hi(1+ Slwhiak (2.24)

la demostracién finaliza de (2.19), (2.20) y (2.24). O.
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Observaciéon 1.2.3 El Lema 1.2.2 fué utilizado en dimension 2 en [6]. La demostracion que
all{ aparece se hace por compacidad en el elemento de referencia y después cambiando variables.
Nuestra version ezplota la expresion ezplicita de las constantes en la desigualdad de Poincaré y
en la version del teorema de traza dada por el Teorema 1.2.1.

Como ya hemos dicho tomando m = 0 en (1.11) resulta 6ptima la estimacién del error en L?
independientemente de la forma de K. Por ende basta ver el caso m = 1 que segin anticipamos
es valido con una constante que degenera si el dngulo maximo de K se aproxima 7.

Para demostrar esto consideremos los siguientes resultados elementales.

Lema 1.2.3 Sea K un tridngulo con MAC(y). Sean o) < a; < az sus dngulos interiores,
entonces 2(m — ¢) < a3 < .

Dem. Que a3 < ¥ sigue por definicién de M AC(%). Porotrolado a3 = 2r—az—a; > 2r-2a3 >
27 — 21 de donde se obtiene directamente lo propuesto. O

IA

Observacién 1.2.4 De la desigualdad Schwartz se tiene para cada |a'” (z)]? = |Vw(z).vq|?
”V‘lD(l)”z, pues “V|” = 1, Yy de all{

w
"6 llo2,x < |lwli2k

Vamos a necesitar, sin embargo, cotas inversas durante la demostracion del siguiente teorema, es
decir que nos preguntamos como puede controlarse la seminorma |w|; 2 x a través de las normas
| S llo2,k. Desde luego, este control debe depender de cudn “linealmente independientes” sean
los vectores vi. Para hacer la cuenta mds precisa consideremos dos vectores unitarios vy, v,, 0 el
dngulo entre ellos, y M la matriz construida con dichos vectores como filas. Se tiene evidentemente
que, por un lado, |M; ;| < 1Vi,j, y por otro |det(M)| = sen(8). De aqui sigue facilmente que
|M Jll < m Vi,j. Por lo tanto, usando una vez mds Vw.v; = gv , resulta

23/2

Wi < s gtz + I gmlosx) (2.25)

Finalmente podemos acotar el error de interpolacién en términos del dngulo maximo de un ele-
mento triangular K.

Teorema 1.2.2 Sea K C IR? un tridngulo con M AC(v) entonces para toda u € H*(K) se tiene

lu — M(u)|1,2,k < Co2(¥)hklul2,2,k (2.26)

donde Cz(¢) = 25/201 mln{ 33111(11;) ’ scn(2(11r-1li)) }

Dem. Sea Py el vértice de mayor angulo de K (que llamaremos 6) v; y v las direcciones unitarias

de los lados concurrentes en Pg. Como u—II(u) se anula en los vértices resulta que w = ?_(u;_:}(g)_)_
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tiene promedio cero sobre el correspondiente lado, que llamaremos S;, entonces del Lema 1.2.2 y
notando que las derivadas segundas de II(u) se anulan se tiene

I(u-1T1
ll(Twllo.z,K < Cihklulz2,k (2.27)

de esta ecuacién, en conjunto con (2.25) (tomando w = u—II(u)) y observando las cotas obtenidas
en el Lema 1.2.3 para el angulo 6 = 63 resulta (2.26). O

Observacion 1.2.5 Uno estd tentado a repetir el argumento para el error de interpolacion en
tetraedros. Sin embargo, si bien la derivada del error tiene promedio cero sobre las aristas del
elemento K, la restriccion de una funcion arbitraria de H' a una linea no tiene sentido en R3
(es un caso limite de los teoremas de trazas). En efecto, si se observa el Lema 1.2.2 se ve que en
IR® se puede reemplazar “lado” por “cara”, y no por “arista”. Esta iltima propiedad es la que
permitiria generalizar los resultados a 3d para la interpolacion de Lagrange sobre elementos no
regulares. Ezisten, sin embargo, contraejemplos sobre ciertos elementos anisotropicos [34] mos-
trando que no se trata solamente de una dificultad técnica. En la seccion siguiente observaremos
que la generalizacion es postble siempre y cuando se aumente la regularidad de la funcion u. Mds
precisamente probaremos orden dptimo en WP p > 2 para una amplia clase de elementos no
regulares.

1.3 Interpolacion de Lagrange en dimensién 3

A lo largo de esta seccién, K C IR® representara para nosotros un tetraedro genérico. Ademas
utilizaremos la notacién definida al comienzo de la Seccién 1.1.

Segin hemos visto, la ecuacién (1.11), nos da cotas 6ptimas uniformes para el error de interpo-
lacién siempre que supongamos la condicion de regularidad (ver Definicién 1.1.1) sobre el elemento
K. Vimos también que en dimensién 2 dicha condicién puede reemplazarse por la condicién del
dngulo médximo (ver Definicién 1.1.3). En esencia la demostracion utilizaba el hecho de que exis-
tieran dos lados del tridngulo X' “uniformemente” linealmente independientes, mas las cotas del
Lema 1.2.2. Una pregunta surge entonces naturalmente: que condicién podria reemplazar a la
regularidad en dimensién 3 conservando orden 6ptimo?. Por un lado debido a las limitaciones
del Lema 1.2.2 mencionadas en la Observaciéon 1.2.5 deberiamos incrementar la regularidad de
la funcién u a interpolar, por el otro parece razonable requerir que el elemento posea tres aris-
tas “uniformemente” linealmente independientes. En [25], Krizek define una condicién de dngulo
maximo para tetraedros

Definicién 1.3.1 Diremos que un tetraedro satisface la “condicion del angulo maximo” con una
constante P < m, o mds brevemente M AC(¥), si los dngulos dentro de las caras y los dngulos
entre las caras de K estdn acotados por arriba por .

y demuestra cotas 6ptimas para el error en W1 en la interpolacién de lagrange con una constante
que depende solo del dngulo maximo .
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Su demostracién se basa una vez mas en observar que bajo esta condicién existen tres aristas
“uniformemente” linealmente independientes, y trabajando en norma infinito el argumento se
simplifica notablemente. En efecto, lamando w = u — II(u), donde II es la interpolacién de
Lagrange de grado 1, se tiene que 3‘9‘%‘((]) = 0 para cierto ¢ en la arista que posee la direccién dada
por v;, de alli resulta que para todo p € K se puede escribir

Ow Oow Ow P Q*w
5o (®) = 5u0) = 5o (@) = [ 5o ()ds (3.28)
donde 7 es la direccién del segmento que une p y ¢. Pero entonces es inmediato que
u — II(u) Ow ow
v W) = wk <INk = . 2
15, llo,c0. k¢ ||av‘||0. K < ”av,-"‘- K = hluf100,x (3.29)

que es en escencia el resultado que obtiene Krizek.

Observacién 1.3.1 En [25], el autor demuestra que una familia de tetraedros que verifique la
condicion de regularidad (1.12) satisface también la “condicién del dngulo maximo” con una cons-
tante uniforme ¥ (esto también se deduce fdcilmente de nuestros resultados, vea la Observacidn
1.3.6). Es fdcil ver, sin embargo, que la familia que aparece en la Figura Ia), con longitudes
arbitrarias ), 72,73, no puede ser regular (elija por ejemplo 7y = r3 = h?, y v, = h), pero satisface
uniformemente la “condicién del dngulo mdximo”. Andlogas consideraciones subsisten para la
familia de la Figura IDb).

Figura 1

Cabe preguntarse entonces si es necesaria tanta regularidad para obtener estimaciones 6ptimas
del error de interpolacion. Esta claro que no es posible aplicar de un modo directo el mismo
argumento de Krizek para p # co. Como adelantamos en las secciones previas, Shenk en [34],
muestra contraejemplos para p = 2, en particular ve que tomandor; =7, = 1,73 =€ — 0, en un
elemento como el de la Figura 1 a), no existe ninguna constante C independiente de ¢ tal que

lu = M(u)l1,2,k < Chlulz 2,k

para toda u € H2(K). Sin embargo, aumentando el grado de los polinomios (grado mayor o igual
a 2), y la regularidad de u, encuentra estimaciones éptimas para la familia de elementos dados
precisamente por los de la Figura 1 a), y es ficil demostrar, a partir de esto, que entonces también
habra estimaciones 6ptimas para todos los elementos que estén en la clase dada en la siguiente
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Definicién 1.3.2 Sea K C R3 un tetraedro. Diremos que pertenece a la N-clase de Shenk si
y solo si existen, una transformacion afin F y un K = c.c.{O,r;e;}lS.'Sa con r; > 0 arbitrarios
(como en la Figura 1a)) tales que, F(z) = Bz + p, F(K) = K, y la matriz B que aparece en la
F verifica k(B) < N (con k denotamos el nimero de condicidn).

En vista del contraejemplo mencionado, parecia entonces inevitable el camino elegido por Shenk ya
que no puede esperarse orden 6ptimo para el error en H'. Sin embargo en [18], Durén, valiéndose
de la version del teorema de traza en WP dado en el Lema 1.3.1 demuestra (en el Teorema 1.3.1
usaremos la técnica expuesta en [18] por ello no entramos aqui en detalles) estimaciones éptimas
en WP p > 2, para polinomios de grado uno y para tetraedros de la forma K = c.c.{0,7ie;}1<i<3
con r; > 0 arbitrarios, y por ende para toda N-clase de Shenk. o

Lema 1.3.1 Sea y = (31,%) C B2, t € R y f(y,1) tal que sop(f) C B(O, M) y f € W'»(IR?)
con 3> p> 2. Entonces existe C = C(M) pero independiente de p tal que

C
Jo 00,0 s =g [ 19410, dyi (3:30)

Dem. La omitimos por brevedad, ver [18]. O

La constante en la estimacién que se obtiene en [18] se desprende de la dada en este lema y
por ende se deteriora para p cercano a 2, en conformidad con el contrajemplo citado.

Observacién 1.3.2 Por el teorema standard de extension en WP el Lema 1.3.1 puede utilizarse
en el elemento de referencia K = c.c.{0,e;}1<i<3, 0 en cualquier otro dominio fijo, aunque, desde
luego, la constante dependerd de dicha eleccion.

En esta seccién demostraremos esencialmente dos cosas, que en realidad las estimaciones del error
pueden extenderse a la familia de elementos bajo M AC(%), y que esta condicién es realmente mas
débil que la necesaria para pertenecer a alguna N — clase de Shenk. Para ver ambas cosas hay que
dar una caracterizacién analitica (antes que geométrica) de la condicion del 4ngulo maximo, y con-
trariamente a la anterior, una caracterizacion geométrica (antes que analitica) de la clase de Shenk.

Comenzaremos ocupandonos primero de la N — clase de Shenk. Veamos, pues, para empezar,
la siguiente

Definicién 1.3.3 Diremos que el tetraedro K satisface la “propiedad del vértice regular” con
una constante ¢ > 0 si K posee un vértice po tal que |det M| > © > 0, donde M es la matriz
construida con vi, i = 1,2,3 como filas o columnas (estamos utilizando la notacion dada al
pricipio de la Seccion 1.1, es decir que los v; son los vectores unitarios con la direccion de las

aristas concurrentes en pg).

Observacién 1.3.3 Los tetraedros recién definidos poseen una clara interpretacion geométrica.
Son aquellos que poseen un vértice con tres aristas “uniformemente” linealmente independientes.
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Veamos ahora un lema sencillo que nos permitird demostrar luego que la clase de Shenk es equi-
valente a la de los elementos definidos por la propiedad del vértice regular.

Lema 1.3.2 Sea M C R3*3 una matriz cuyas filas (o columnas) F;, 1 < i < 3 verifican ¢; <
||F;|| < c, para ciertas constantes 0 < c; y para cierta norma || ||. Entonces si (M) < N debe
ser |det(M)| > ¢ para ¢ = c(c;, N) pero independiente de M.

Dem. Ante todo observemos que por equivalencia de normas siempre se puede suponer, mo-
dificando si hiciera falta los ¢;, que ¢; < ||Fi|li € ¢2. Andlogamente podemos considerar que
es la condicién en norma infinito la que verifica koo(M) < N. Supongamos ahora que no es
cierta la afirmacién hecha en el Lema, existen entonces c¢;,c2, N como en la hipdtesis y una
familia M, de matrices que verifican |det(M,)| < L, keo(Mn) < N,y &1 < |[FPi < co
donde F! representa la fila ¢ — esima de la matriz M,. Por estar las respectivas filas acota-
das en norma podemos extraer una subsucesién de matrices, que seguimos llamando M,, tal que
|Mn — M|loo = mazi<i<s||FT — Fi|li — 0 para cierta matriz M de filas F; (note que hemos uti-
lizado la propiedad de que para toda matriz M se tiene || M|l = mazi<ica{||Fill1}) que ademds
verifican también ¢; < ||Fi]l; < ¢2 aunque sin embargo deba ser det(M) = 0.

Consideremos entonces la bien conocida identidad

1 : “B— A"oo
—— =inf{————, con A€ES 3.31
w® - ., } (331

donde S representa el conjunto de las matrices singulares, y de donde se desprende, por ser
det(M) =0

| Ma]lo
< Koo(Mn) < N 3.32
T, - Ml (3:32)
pero del hecho que || My|lo = mazi<i<a{||F*|h} > ¢1 > 0, mis la ecuacién (3.32) tenemos
€1
O <k (M)<N 3.33
I, — ], = (M) (3.53)

en contra de ||M, — M||x — 0, lo que finaliza la demostracién. Para probar la misma propiedad
reemplazando filas por columnas basta trabajar con la traspuesta M! o repetir el argumento con
el numero de condicién en norma 1. O

Observaciéon 1.3.4 QObviamente las cotas requeridas sobre las filas de la matriz M no pueden
ser removidas, en efecto, basta considerar el contraejemplo dado por M = hI, con I la matriz
identidad. Se tiene k(M) =1, ydet(M)=h3— 0 si h — 0.

Ahora podemos demostrar

Lema 1.3.3 Sea K C R3 un tetraedro. Si K esta en la N — clase de Shenk entonces posee la
propiedad del vértice regular con cierta constante ¢ = ¢(N) > 0. Reciprocamente, si posee dicha
propiedad eziste N = N(c) tal que K esta en la N — clase de Shenk.
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Dem. Si K estd en la clase de Shenk, entonces existen 7; > 0,1 <7 < 3, y una matriz B tales
que Koo(B) < N (una vez mas usamos el hecho de que las condiciones en dos normas cualesquiera
son equivalentes), K = F(K), con F(z) = Bz + pg, K = c.c.{0,7e;}1<i<3. Como dicha trans-
formacién lleva el origen al vértice pg, consideremos los vectores v; unit;.rios, con las direcciones
dadas por las aristas de longitud, digamos, /;, concurrentes en pg. Se tiene evidentemente

l;
B(e;) = ;V,’ = Qa;V; (3.34)

%
donde hemos llamado a; = é'l- Entonces a; > 0,y

1
ayaa0g

det(M) = det(B) (3.35)
donde M es la de la Definicién 1.3.3. Ademas nada cambia reemplazando en (3.35), B por su
traspuesta B', por lo que consideraremos que F; = a;v; es la fila i — esima de B. Para ver que K
satisface la propiedad del vértice regular basta acotar det(M) por debajo. Pero por un lado, de
(3.34) podemos suponer que maz)<i<3{a;} = 1 pues la condicién de una matriz no cambia si se la
multiplica por un escalar arbitrario. Por otro lado tampoco perdemos generalidad si suponemos
a1 € az < a3 = 1. Construyamos entonces la matriz singular § que difiere de B en que la fila
correspondiente a a;v; es nula. Por la propiedad enunciada en (3.31) debe ser

IBllo < |1B = Sllookoo(B) < 3Na, (3.36)
pues ||vy||2 = 1, pero por otro lado || B||eo > 715a3 = 715, pues ||vs]lz = 1. De aqui y de (3.36) se
obtiene

1
—— < a 3.37
V33N (3:37)
entonces la matriz B posee las filas F; = a;v; con la propiedad
1
a=x< NFilly Se2=3 (3.38)

y por ser k(B) < N podemos utilizar el lema previo. De alli, mas la ecuacion (3.35) sigue que
|det(M)| > ¢ > 0 donde ¢ = ¢(c;, N) = ¢(N). Con lo que demostramos que K posee la propiedad
del vértice regular.

La reciproca es mas sencilla. En efecto, sea pg el vértice que define los tres vectores unitarios v;,
[lvi]l2 = 1, tales que la correspondiente matriz M que los tiene por filas verifica |det(M)| > c.
Entonces por estar los coeficientes de dicha matriz acotados digamos por uno, debe ser ||M||e <
3, andlogamente la matriz de cofactores verifica ||cof(M)|lc < 6 pero entonces Koo(M) < ?.
Llamando /; a las longitudes de las aristas correspondientes a las direcciones v; y haciendo B = M
es inmediato que F(z) = Bz 4 po transforma el tetraedro K= c.c.{0,l;e;}1<i<3 en K con lo que

finaliza la demostracién. 0O

Observacién 1.3.5 Con esta caracterizacion geométrica a la mano, es inmediato demostrar que
la familia de elementos de la Figura 1 b) no pertenece a ninguna N — clase de Shenk, para N
independiente de r;. En efecto, tomando v = 1, 1y = r3 = h puede verse facilmente que no hay
ningun “vértice regular”.
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Ahora buscaremos una caracterizacién analitica de la condicién del dngulo maximo. Comencemos
con ciertos lemas previos, el primero es muy sencillo y su demostracion puede verse en [25].

Lema 1.3.4 Sea K un tetraedro bajo M AC(¥). Dado un vértice arbitrario p de K, sean 6; >
8, > 65 los dngulos entre las caras concurrentes en p. Entonces,

T—9
2

01>E Y 01,02€(

. 9 (3.39)

Lema 1.3.5 Sea K un tetraedro y K otro, obtenido del_primero por una transformacion afin daia
por una matriz A. Si K satisface MAC(¥) entonces K satisface M AC((1 — ;Rzm)w + mfm-qb)
donde como es usual k(A) es la condicidn de A en la norma euclidea.

Dem. Dados dos vectores v, y v, llamemos a al dngulo entre ellos, y @ al dngulo entre Av, y
Av,. Si ponemos t = (Av;, Avy)/||Av,|? se obtiene

[A(vi = tvo)ll o 1 |lvi = tva|
lAvall = &(4)  Ivall  ~ =(4)

sin a

sin@ =
por lo tanto,

2

> _2
o= nn(A)a

(3.40)

En efecto, para 0 < a < 7/2, esta desigualdad sigue de la anterior conjuntamente con 2/7 <
sina/a y sina < @. Para a > 7/2 dividimos el dngulo en dos mitades y aplicamos el argumento
a cada una de ellas.

Por otro lado, utilizando (3.40) para el dngulo complementario 7 — a obtenemos

— 2 2
as(- 7m(A))7r + k(A

)a (3.41)

y la cota para el d4ngulo maximo en cada cara de K se sigue inmediatamente de (3.41). Por otro
lado, para los dngulos entre dos caras de K se sigue de (3.40) aplicado al dngulo entre los corres-
pondientes vectores normales a las caras, teniendo en cuenta que dichos vectores se obtienen de
las respectivas normales a las caras de K por la transformacién dada por la matriz de cofactores
de A (ver [12, pag. 53]), que obviamente tiene el mismo numero de condicién que A~!, y por ende
también de A. O

Observacién 1.3.8 Note que como el tetraedro de referencia K verifica trivialmente la condicidon
del dngulo mdzimo. Se tiene entonces por la Proposicion 1.1.1 que, si K es regular, la aplicacidn
F: K — K posee una matriz asociada con nimero de condicion acotado (por una constante que
depende de %1"5) y por el Lema 1.3.5, K debe verificar la condicién del dngulo miximo.
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Es facil ver que a través de un movimiento rigido cualquier tetraedro puede transformarse en uno
como el de la Figura 2.

v3 =(7,6,7)

Va2 = (07 ﬂ, 0)
Figura 2

Mas ain se tiene:

Lema 1.3.8 K es un tetraedro bajo M AC () si y solo si eziste un movimiento rigido que trans-
forma K en un K como en la Figura 2, i.e. K = ¢.h.{0,lyvy,l3v2,13v3} donde v; = (1,0,0),
vy = (a,0,0), v3 = (7, 6,7n) son vectores unitarios, 3 > 0, n > 0, l; > 0 y eziste una constante
mo = mo(¥) tal que,

1) 16/q] < mo

2)1/B<mo obien, |2F[<mo

3)1/n<mo o bien, |llf3;,,l*| <mg

Dem. Primero probamos que M AC(%) implica la existencia de un movimiento rigido que veri-
fique 1), 2), 3).

Sea p cualquier vértice de K. Del Lema 1.3.4 sabemos que los angulos mayores #,, 8, entre las
caras concurrentes en p satisfacen (3.39). Llamemos F a la cara tal que 8, y 8, representan los
angulos entre ella y las caras vecinas. Claramente, existe un movimiento rigido que transforma p
en el origen y que lleva la cara F al plano z = 0 como en la Figura 2 de un modo tal que 3,7 > 0.

Denotaremos con 5;; a la cara determinada por v; y v; y con v;; al correspondiente vector
normal.

Para ver 1), observe primero que
Vig = (772 + 62)1/2(0,_77'» )
y v12 = (0,0, —1). Llamando ahora 8 al dngulo entre Sy2 y Si3 (recuerde que 8 = 6, o 8 = 68,, con

6; como antes) tenemos

1

2
sin“d = ————
14 (%)
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y, como ¥ > 0 > "—;ﬂ, resulta /).

Para ver 2) llamemos p; al d4ngulo entre vy y v, y 2 al otro dngulo de la cara S12 adyacente
a vy. Tenemos

sin2p1 = 2
Y
sin?p 1
2= T Tacion
(1+(483)?)
Como el dngulo maximo de la cara Sz esta acotado por ¥, se sigue que
sin2p1 + sin2p2 =p/%+ -1—
- ba=l \2
(1+(25%)%)
tiene una cota inferior positiva dependiente solo de ¥ y asi obtenemos 2).

Sea ahora p; el angulo entre vy, v3 y p; el restante dngulo adyacente a v, de la cara 53, se
tiene

sin?py = 6% + n?

1
L+ (5 ()

y como el dngulo maximo de $i3 esta acotado por ¥,

sinpy =

62 1
.2 .2 2
sin“py +sin“pe = 0°(14+ =) + l;;-l,

7’2
esta acotado por abajo, por una constante positiva que depende solo de ¥ hecho que junto con 1)
implica 3).

Probemos ahora la reciproca. Debemos ver que si 1), 2) y 3) se verifican, entonces el tetraedro
de la Figura 2 satisface M AC(%) con cierta ¢ dependiente solo de my.

Considere para ello las transformaciones definidas por las matrices

1 a ¥ 1 (lea=4L)/1B8 /7
Ay=]0 74 ¢ Az=10 1 6/
0 0 7 0 0 1
1 a (lay—U)/lan 1 (lba-4L)/1B (lay —l)/lan
A3 = 0 ﬂ 6/7] A4 = 0 1 6/7]
00 1 0 0 1
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Ay, Ay, A3 y A4 transforman los tetraedros dados en las Figuras 3 a), b), ¢) y d) respectivamente
en el tetraedro K de la Figura 2. Note que los tetraedros de las Figuras 3 a) y d) son movimientos
rigidos del dado en la Figura 1 a) mientras que los de las Figuras 3 b) y ¢) son movimientos
rigidos del dado en la Figura 1 b) que desde luego satisfacen la condicién del angulo mdximo
con una constante independiente de 7y, 72 y 73. Por otro lado bajo las hipdtesis dadas ), 2) y
3), por lo menos una de las matrices A; tienen numero de condicion acotado por una constante
dependiente solo de mo. En efecto, esto se ve facilmente del hecho que x(A) < Cmaz|a;;|*/|det Al.
La demostracién concluye entonces usando el Lema 1.3.5. O

Observacién 1.3.7 Un hecho importante, que deseamos destacar, es que durante la demostracion
del lema previo observamos que si K satisface las hipdtesis 1),2),3) siempre alguna de las matrices
A; posee nimero de condicion acotado por una constante que depende solo de mgy. Sin embargo
se liene, mds ain, que para cierto i, las normas ||A;||, ||A7'|| propiamente estdn acotadas por
una constante que depende solo de mg. Es decir que cualquier K que verifique M AC(¥) puede
llevarse a través de una transformacion afin a un elemento de las familias dadas por la Figura I a)
o b), dicha transformacidn posee una matriz asociada B tal que ||B|| y || B~}|| se hallan acotados
por una constante que depende solo de 1. En particular de aqui se concluye que estos elementos,
afimente equivalentes, tendrdn didmetros comparables a través de una constante que depende de

Ak
Lsl

Figura 3

Observacién 1.3.8 La caracterizacion obtenida en el lema previo nos permite demostrar que la
familia de los elementos bajo la condicién del dngulo mdximo es realmente “mayor” que la clase de
Shenk. En efecto, esta iltima se obtenia por transformaciones, con numero de condicion acotado,
aplicadas a tetraedros del tipo de la Figura 1 2) (conry, T2 y 73 arbitrarios). Nuestro resultado
muestra que la familia de los elementos que satifacen la “condicion del dngulo maximo” puede
obtenerse andlogamente, pero ahora transformando las dos familias dadas en la Figura I (vea
también la Observacion 1.3.5).

Observacién 1.3.9 Es facil ver dividiendo un cubo en seis tetraedros y comprimiendo la figura
resultante en una direccion paralela a una de sus caras que es inevitable la aparicion de elementos
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del tipo de la Figura Ib). Esto muestra las limitaciones de la clase de Shenk, pues no contempla
elementos que aparecen naluralmente en refinamientos muy sencillos.

La caracterizacién dada en el Lema 1.3.6 nos serd iitil en el Capitulo 3 cuando trabajemos
con la interpolacién de Raviart-Thomas. Ahora nos va a permitir también demostrar el resultado
principal de esta seccién, que consiste en estimaciones 6ptimas para la interpolacion de lagrange
de grado uno en WP p > 2, sobre los elementos que verifican la condicién del dngulo mdximo.
La importancia del Lema 1.3.6 radica en que basta hacer la demostracién en cualquier elemento
de las familias dadas en la Figura 1.

Antes sin embargo vamos a precisar cierta estimacion que hemos utilizado antes para el caso
p=2

Observacion 1.3.10 Considere K un tetraedLo, B C K una bola fija, y el desarrollo de Taylor
Py de primer orden para una cierta @ € WYP(K), en un entorno de n € B.
Podemos escribir

Pi(n,v) = %(n) + VE(n)(v - 1)

y se tiene que la funcidn lineal

Ta() = L
up(v) = 15| /BPl(n,u)dn (3.42)
verifica
d(T-7T o
T - Bl < Clahnx (3.43)

(basta aplicar la desigualdad de Poincaré a la funcion ﬂ%ﬂl ). Desde luego, C = C(B, K), pero
puede verse [17] que es independiente de p.

o c KHKZyE

Teorema 1.3.1 Sea K bajo M AC(%). Entonces existe una constante Cp, = (ps)plz . con K, =
c.c.{0,ei}1<i<3, K2 = c.c.{0,e; + e3,e;,€3} tal que para toda u € W2P(K)
O0(u — II(u)) Ou
=~ < -
[ 3e; llo.p.xc < Cph|a$‘_ 1,0,k (3.44)

mds ain si K es como en la Figura I, es decir, K = c.c.{0,r;e;}1<i<3, 0 K = c.c.{0,r1e; +
T2€3,T2€2,73e3} con 1; > 0, entonces puede escribirse

O(u — Tl(u 3 52
” ( ax ( ))IIO-P.K S Cp{E(leWgz..lorva)p}l/p (3.45)
T = i

Dem. Evidentemente (3.44) se sigue de (3.45) mas el Lema 1.3.6. En efecto, de dicho lema puede
verse ( Observacién 1.3.7) que existe una transformacién afin que lleva K en uno de los elementos
de la Figura 1 y cuya matriz asociada B verifica ||B|,||B~!|| < C(¥). Suponiendo entonces
vélida (3.45) y cambiando de variables, se obtiene (3.44) por ser comparables los didmetros de
ambos dominios. Habrd pues que probar solo (3.45). En [18] se demuestra (3.45) para la clase
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de Shenk, por ende solo basta seguir las ideas alli expuestas para los tetraedros de la forma
K = c.c.{0,m1€e; + T2e3,72e2, T3e3}.

Consideremos primero el dominio K, de la hipétesis (note que este corresponde al caso r; = 1),
que después nos permitird concluir simplemente reescalando.

De la ecuacién (3.43) con K = K3 y una bola B C K, fija, resulta que, llamando T; a las variables,

basta acotar o T(z
122Dy, (3.46)

para toda 7 € W2P(K,). Pero por ser lineal la diferencia v = @pg ~ II(%) ser4 constante la derivada
parcial g_iv.-’ asi puede expresarse

v

7% =v(e))—v(0) 81 1 #1 (3.47)
yparai=1
ov
55—1 = v(el + e2) - v(ez) (3'48)
ahora veamos la cota para ¢ = 1 ya que las otras dos son ain mas sencillas
ov
||g)'5—1||3,,p,1<2 = |Ka|v(er + e2) — v(e2)[” < [v(er + e2) — v(e2)I” (3.49)
pero como II(%) coincide con 7 en los vértices, si llamamos w = &g — ¥ resulta
lv(e1 + e2) — v(ez)| = |w(er + ez) ~ w(ez)| (3.50)
por otro lado
! dw
Iw(el + e2) - w(e2)| = —(t) I,O)dt (351)
o 07y

y de (3.49), (3.50), (3.51) mas la desigualdad de Hélder resulta

w
||a—fi||8,p,:<2 < ||3_T',||8,p,E (3.52)
donde E representa la arista que une los vértices e; + e;, e;. Usando ahora el Lema 1.3.1 (vea la
Observacién 1.3.2) tenemos

0up — (T c 0w adh (3.53)

” a'f P K2 S ( 2) | 1,p,.K>
lo que, junto con (3.43), da (3.45) con K = K,. La demostracién para un K = c.c.{0,71e; +
To€,T2€2,73€3} y una u € W?2P(K) se obtiene como anticipamos por cambio de variables. En
efecto, consideremos la aplicacion
Ty T2 T3

L(zy1,z2,73) = (— =,=) = (%1,72,T3)
Ty T2 T3

que lleva el dominio K en K. Definiendo entonces = uoL~! , aplicando (3.45) para %, y usando

ademas que 3 a“ = gT“r, resulta (3.45) en el caso general. O

Observacién 1.3.11 Note un detalle muy importante que debe tenerse en cuenta. La estimacion
para ||3u_aa_n(y_1”0 p.K, depende solo de |3_ l1,p,, ¥ no de toda la seminorma [T|z2,p,k, ya que de otro
modo la constante que aparece en (3.45) al efectuar el reescale dependeria también de cocientes de
la forma ;-"-, y entonces no se podria asegurar orden dptimo para r;, T; arbitrarios.
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1.4 Elementos cuadrilateros no degenerados

A partir de esta seccién y en lo que resta del Capitulo utilizaremos la siguiente notacién salvo
indicacién contraria.

Sea K un cuadrilatero convexo. Con M; vamos a denotar sus vértices en sentido antihorario.
Dados a,b,p,q > 0, K(a,b,p, q) reprensentard un cuadrildtero convexo de vértices M, = (0,0),
M, = (a,0), M3 = (p,q) and M4 = (0,6). En particular K = K(1,1,1,1) es el elemento de
referencia y sus vertices seran llamados M;. Vamos a usar la variable T sobre K'(a,b, p, q), & sobre
K y z sobre K.

La interpolacién en elementos isoparamétricos sobre K se define en forma similar a la de los
elementos lineales, a través de las correspondlentes funciones basicas. En efecto, consxderemos d),,
la funcién basica bilineal asociada al vértice M, i.e. ¢,(M )= JJ Notar que cada #; admite una
expresion explicita sencilla, por ejemplo, ¢, (%) = (1-21)(1- zz) (por la convencién explicada al
comienzo, en el cuadrildtero de referencia se tiene M; = (0,0)). Se define entonces la interpolacién
de Lagrange sobre K como Q(1) = Yi, a(M;)é;.

Con la intencién de extender la definicién del operador a funciones definidas sobre un cuadrilatero
arbitrario, consideremos Fx : K — K la transformacién bilineal Fx(z) = Y0, M;$i(£), que
nos permite definir las funciones bdsicas sobre K , ya no mds bilineales , ni ain polinomiales en
general, como ¢;(z) = ;(Fi'(z)). Entonces el operador de interpolacién Q sobre K toma la
forma

Qu(z) = Qi(3)

Los elementos cuadrilateros isoparamétricos fueron estudiados por vez primera en [14], alli los
autores desarrollan en esencia los mismos pasos que desembocan en el Teorema 1.1.1 arribando
por ende a un resultado analogo. Algo puede entonces preverse con esta estrategia: si no se obtuvo
orden 6ptimo sobre elementos anisotrépicos lineales no debe esperarse mejor suerte en este caso.
Peor aiin, existen complicaciones intrinsecas de los elementos isoparamétricos que aparecen debido
a la falta de linealidad de la aplicacion F. Esta seccién estd dedicada a desarrollar brevemente
este enfoque en donde podran apreciarse tales limitaciones. Dejaremos lo que resta del Capitulo
para atacar el problema con elementos anisotrépicos. Diremos en general que los cuadriliteros son
degenerados tanto si pierden la condicién de regularidad (1.12), como si devienen en elementos
triangulares aunque verifiquen (1.12) uniformemente.

Comenzamos con un breve resumen de los resultados conocidos, comenzando con los elementos
no degenerados que seran tratados en esta seccion, y dejando los demds para la siguiente.

Empezamos demostrando una variante de la desigualdad propuesta en el Lema 1.1.1 sobre el
dominio de referencia, pero esta vez tomando el infimo sobre el espacio Q;(K). Esto permite
« . . . . %4
eliminar del miembro derecho de (1.1) la derivada mixta 3535
Es decir que si se define:
0%a 0%
[u]2 2K = ”321:”02 kTt "32 "o 2,K (4.54)

entonces se puede demostrar
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Lema 1.4.1 Para toda i € H¥(K), m = 0,1,

in qGQ:(R)”i‘ - ‘I”m,z,f( < C(i()[ﬂ]z,z,k (4.55)

Dem. La demostracién hace uso de la siguiente desigualdad (ver [35]):

19ll5.0,5 < CCENIBllg 2,1 + [8)y2,4} (4.56)

y se obtiene de aqui con argumentos de compacidad.
En efecto, comencemos con el caso m = 0, y observemos que el infimo del primer miembro de
(4.55) se realiza en p = O(4), la proyeccién ortogonal de @, en L?, sobre el subespacio Q(K).
Por lo tanto, si (4.55) no resulta cierta, existe una sucesién w, = v, — O(v,) € H*(K) con la
propiedad de que
"wnllo'z_f{ =1 (457)

al tiempo que

[”"]2,2,1'( = [w"]2.2.f( -0 (4.58)

por (4.56), (4.57), y (4.58), wy estd acotada en H?(K), de aqui se obtiene una subsucesién,
todavia llamada w,, que converge fuertemente digamos a w € L%(K). Este hecho, junto con las
ecuaciones (4.56), (4.58), dicen que w, es de Cauchy en H%(K) y asi converge a w también en
dicha norma. En consecuencia, volviendo una vez mds a (4.58) concluimos que [w]2,2.R‘ =0,y

por ende w € Q,(K). Por construccién, sin embargo, w, es ortogonal en L? a Q;(Jf) por tanto,
denotando con ( , )L2(l§’) al producto interno en L?(K)

”w”(2),2,f\“ = (w, w)Lz(;‘() = (w — wy, w)LZ(f() <lw- wn”o,z_k”w”o,z_k

de donde ||w||(2)2 i = 0y por tanto w = 0, contrariamente a lwnllg . = 1.
Tenemos pues probado el caso m = 0
in pte(f()”ﬁ = Plloai < C(K)[ﬁlz,g_k (4.59)

y para m = 1, se sigue de (4.56), pues de alli resulta
in pEQl(k)”&—p”l,Z.k .<_ in pEQl(f()”ﬁ'-pnz'z'f( < C(K){infpeql(k)"ﬁ'_pllo'z'f(+[ﬁ']z,f{} (4'60)

lo cual demuestra lo propuesto en el Lema si tenemos en cuenta (4.59). O

Observacién 1.4.1 Igual que para el Lema 1.1.1 eziste en este caso una demostracion cons-
tructiva. En efecto, en [17] se da la expresion ezplicita de un polinomio q(i) € Q(K) tal que
& = gl 25 < CUE), 5 k-

Del Lema 1.4.1, usando ademas la invariancia de @ sobre Ql(f(), y su continuidad sobre
H?(K) se obtiene inmediatamente

Lema 1.4.2 En K se tiene ) )
1o — Q)05 < CU)HE,, & (4.61)

para toda u € H3(K), con m = 0, 1.
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Ahora para cambiar de variables se necesita un andlogo del Lema 1.1.2. Como la F' ya no es afin
sus derivadas no seran constantes, y por ende el Jacobiano, que llamaremos Jr, tampoco. Esto
obliga a intentar el control de estos términos en norma infinito, y este va a ser uno de los factores
que van a generar restricciones innecesarias a la hora de hallar estimaciones uniformes para el
error de interpolacion.

Pero antes veamos el siguiente

Lema 1.4.3 Sea F : K — K. Para toda @ € H%(K), se define u = o F~!, entonces u € H*(K)
y ademds

lulozx < IIFIYE cltlg, i (4.62)
b2, < CWFE (I oo klilo g1 (4.63)

Paralelamente, dada uw € H%(K), definiendo i = uo F, se tiene que @ € HX(K) y ademds

- 2
lilyg & < ClR-1102 K(IFR o iclulozk + IFly oo glult2.6) (4.64)
mds aun U
(2,5 % < Clp-1 1o kI FI2 oo kclulo2.k (4.65)

Dem. Solo hay que cambiar de variables y acotar los terminos de dicho cambio en norma infi-
nito. Quizd solo merece particular atencion (4.65), alli hay que notar que como [&] involucra solo
derivadas segundas respecto de Z, §, sucede lo propio con F, pero como F es bilineal no subsiste
despues de derivarse de este modo, asi es que no aparece el término de las derivadas segundas
propuesto en (4.64). O

Por aﬁplicacic')n directa de los Lemas 1.4.2, y 1.4.3, resulta, cambiando de variables y recordando
que Q(i) o F~! = Q(u), la siguiente desigualdad con m = 0,1

I = Q@llmzk < CFI2 c1Tp-110/m kI F ™ oo,k F1E o, 0.2,k (4.66)

para toda u € H3(K).
Se precisan, pues, cotas para las seminormas involucradas en esta desigualdad. De eso trata el
siguiente lema cuya demostracién puede verse en [14).

Lema 1.4.4 Sea K un cuadrildtero convezo, v;, 1 < i < 4 sus dngulos interiores y hi' la longitud
de su lado menor. Llamemos o’ = ,:1’1(‘, ¥ 7k = mazi<i<a{|cos(7;)|} entonces eristen constantes
C = C(d',vK), tales que:

1. |Fkly oo i £ Chik

2. |Fg'hook < 1%

3. [Jrloo i < Ch.
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4 p-tlocor < 5%

Finalmente podemos enunciar el resultado obtenido en [14].

Teorema 1.4.1 Sea K un cuadrildtero convero, o, y 7k, como en el Lema 1.4.4. Entonces se
tiene para toda u € H?(K) y m = 0,1 la siguiente estimacion:

lv — @(w)lim 2,6 < Chiklulo2,x (4.67)

donde C = C(o',7vx).

Dem. Inmediata de la ecuacion (4.66), y del Lema 1.4.4. O

Observacion 1.4.2 Las hipdtesis que deben imponerse sobre una familia F de cuadrildteros con-
vezos, para que la estimacion oblenida en el Teorema 1.4.1 sea uniforme, se basan en la ezistencia
de constantes o' > 0, 7 < 1 tales que oy < o', y vk < v para todo K € F. Puede verse que
esta condicion implica que dicha familia es regular en el sentido cldsico del término. Es decir que
%1"% < 6, con & > 0 independiente de K. La reciproca es desde luego claramente falsa.

Va a ser Jamet [24] quien demuestre que la condicién de regularidad (1.12) basta por si sola para
acotar el error de interpolacion en cuadriliteros convexos. De hecho prueba que la estimacién
(4.67) subsiste con C = C(%ﬁ). Esto permite que el cuadrilitero degenere en un tridngulo,

siempre y cuando se respete una cota uniforme sobre el cociente ﬁf\- La técnica utilizada por
Jamet, se basa en el control del error de interpolacion para @) via el ‘de la interpolacion lineal II
sobre un triangulo formado por tres vértices de K. Nosotros vamos a explotar esta idea y por
eso no ahondamos aqui en esta linea. Queremos destacar sin embargo que en la forma presentada
por Jamet, los resultados dependen fuertemente de la regularidad, por ello debimos modificar
sustancialmente el enfoque dado en [24] para obtener cotas uniformes en elementos anisotrépicos.
En la seccién que sigue comentamos brevemente los resultados conocidos para ciertos elementos
no regulares.

1.5 Elementos cuadrilateros anisotrépicos

No existen mas que un par de trabajos [37], [38], que tratan el caso de cuadrilateros que no veri-
fican (1.12) uniformemente. Los resultados de ambos trabajos son similares, y en el segundo solo
agregan las limitaciones de una aplicacién directa del Lema 1.4.1 a la hora de tratar elementos
anisotrépicos. Vamos a comentar los resultados obtenidos por estos autores, sin embargo podemos
adelantar que sus conclusiones implican en lineas generales que la regularidad no es necesaria si
el cuadrilitero permanece “parecido” a un rectingulo. Nuestros resultados van a mostrar, sin
embargo, que esta hipétesis no es en modo alguno necesaria.

Comencemos con las siguientes observaciones
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Observacién 1.5.1 Si bien no esta ezplicitado en [24], con las ideas alli expuestas se puede ver
(nosotros también lo haremos mds adelante) que el error en L? no depende de la geometria de K
(en [37], [38], los autores imponen condiciones innecesarias a la hora de acotar el error en dicha
norma). Es decir que el caso problemdtico sigue siendo, como en elementos lineales, el control de
la seminorma |u — Q(u)|1,2,x-

Observacién 1.5.2 Uno se preguntla por qué no intentar la demostracion hecha para tridngulos
anisotrdpicos. Una vez mds la derivada del error de interpolacion, en la direccion de los lados de
K, tiene promedio cero. Sin embargo esta posibilidad fracasa. Por un lado se tiene que en general
las derivadas segundas de Q(u) no desaparecen. Por otro lado, si se trabaja en el dominio de
referencia se puede controlar este problema pero las dificultades resurgen una vez mds a la hora de
cambiar de variables. De todos modos el teorema de traza serd decisivo en las cuentas que siguen.

Observacién 1.5.3 FEs importante serialar un caso particular que puede ser manejado con las
técnicas de la Seccion 1.2. Esto sucede si K es un paralelogramo. En efecto, es facil ver que en
tal caso F deviene lineal y es posible un teorema andlogo al 1.2.2, donde la constante que interviene
en la estimacion, es de la forma ﬁm con 8 un dngulo cualquiera de K (en el paralelogramo hay

a lo sumo dos angulos diferentes, pero ambos tienen el mismo seno).

Las hipdtesis propuestas en [37], [38], pueden interpretarse geométricamente. Vamos a ocu-
parnos solo de la estimacién en H!, ya que segin hemos comentado en e} caso L2 los autores
obtienen condiciones del todo innecesarias. La técnica que utilizan se basa, lo mismo que en [24],
en la acotacién del error de Q(u) via el error de interpolacién lineal para II(u) sobre un tridngulo
formado por tres vértices de K. Sin embargo una eleccién inapropiada del elemento de referencia,
y un tratamiento inadecuado de las cotas en los cambios de variable les van a impedir la extensién
de sus resultados a elementos mas generales.

En el préximo teorema exponemos su resultado principal con la notacién provista en la Figura 4.

M,
K M,
€K,
K 6
Bx ar\
M, M,
Figura 4

Teorema 1.5.1 Sea K un cuadrildtero convexro bajo las siguientes hipdtesis

1. bk e < %ﬁ-, conn > 6.

< dist(Mg 12

il T < 1 donde 1y, representa el segmento que une My con M,.
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entonces

Ca(n)

sen(ak)

hk
sen(fk

lu = Q(u)]1,x < (Ci(n) +

donde los Ci(n) decrecen con n.

)

|2,k
)

Vamos a hacer una serie de observaciones acerca de las hipétesis requeridas en este teorema
asi como del resultado enunciado, sin embargo previamente haremos un comentario elemental
acerca de los lados de un tridngulo general T, que ponemos como una observacién para referirnos
a ella con mayor facilidad en otros contextos

Observacion 1.5.4 La desigualdad triangular implica que todo tridngulo T tiene sus lados ma-
yores comparables. En efecto sily < ly < l3 son las longitudes de los lados 1 < & <2

volvamos ahora sobre el Teorema 1.5.1

Observacion 1.5.5 De la hipotesis 1) del Teorema 1.5.1 se desprende que los lados “largos” de
K deben ser opuestos y comparables. En efecto, ya que el didmetro de un cuadrildtero se realiza
en los lados o en una de las diagonales, se tiene por 1) que hi debe coincidir con la longitud
de la diagonal mayor o con la de los lados ly3, l34 que unen los vértices My, M,, y M3, M,
respectivamente. Supongamos sin perder generalidad que |l34] < |l12| y consideremos el tridngulo
T que resulta determinado por la diagonal mayor de K, que llamaremos d, y l,5,. Una vez mds de
1) se tiene que los lados mayores de T deben ser d y ly3, y la Observacion 1.5.4 dice entonces que

|d| y [l12] son comparables, mds atn

1 _ |d|

- <—<2 5.68

2 7 |l (5.68)
Pero considerando ahora el tridngulo determinado por d y l34 es otra vez, en virtud de 1) y (5.68)
facil de ver que |d| y l34 son también comparables. De aqui es inmediato lo predicho al comienzo

de la observacion.

Observacion 1.5.8 De la expresion del error se ve que los dngulos ay,fK deben permanecer
alejados de 0 y © para obtener estimaciones uniformes para |[u — Q(u)|; k-

Observacién 1.5.7 De lo dicho en la observacion previa y de la hipdtesis 2) es inmediato ver
que las magnitudes e¢x y 0y deben ser también comparables.

Observaciéon 1.5.8 Finalmente notemos que ningin dngulo de K puede aprorimarse arbitra-
riamente a ® a menos que se cumpla la condicion de regularidad 1.12 uniformemente (y si se
cumple dicha condicion caemos en los casos demostrados por Jamet). En efecto, ni ag ni Pk,
pueden hacerlo en virtud de la Observacion 1.5.6. Supongamos entonces que, digamos, yx — T
(ver Figura 4). Esto fuerza a los tres dngulos restantes a coincidir con los del tridngulo T de
vértices My, My, M,, pero siguiendo un argumento como el de la Observacion 1.5.5, se sigue que
bk debe ser el lado mds corto de T y no puede ser por lo tanto adyacente al menor dngulo de
dicho triingulo. Esto dice que T cumple la condicion del dngulo minimo y debe ser entonces
regular, finalmente una vez mds de la Observacion 1.5.5, resulta que los didmetros ht y hg son
comparables y ast obtenemos también la regularidad de K.

En lo que resta del capitulo vamos a desarrollar los resultados que obtuvimos en [2]
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1.6 La condicién de descomposicion regular

Para comenzar recordemos que nuestra intencién es presentar cierta condicién geométrica que
resultara suficiente para una estimacién uniforme de la forma

lv = Q(w)llm2k < Chilul22k m=0,1 (6.69)

en cuadrildteros. Esta condicidn, ademas de sencilla, es mas débil que las requeridas en los traba-
jos mencionados en las secciones previas, permitiendo ampliar los resultados a nuevos elementos
no regulares.

A los efectos de presentar dicha condicién de un modo natural vamos a considerar algunos
ejemplos.

Segiin hemos visto, (6.69) resulta vilido sobre cuadriliteros que degeneran en tridngulos “re-
gulares” (i.e., triangulos que satisfacen (1.12) uniformemente) y que resultaron ser, como ya hemos
comentado, los primeros para los cuales se demostré una cota similar para la interpolacién lineal
de Lagrange. Por ende, imponer una condicién de dngulo maximo sobre los cuadrilateros (vea la
Definicion 1.1.3 alli también se contempla el caso en que K sea un cuadrilatero) resultaria dema-
siado restrictiva, pues a pesar de permitir elementos anisotrépicos quedarian excluidos los casos
tratados por Jamet. Uno podria entonces, en vista de la extensién comentada en la Seccién 1.2,
intentar extender el resultado a cuadrilateros que degeneren en tridngulos que cumplan solamente
MAC(%). El ejemplo siguiente, sin embargo, demuestra que esto no es posible: tomemos sobre
K = K(1,a,a,a) (ver la Figura 5 mas abajo) la funcién u = z2. No resulta entonces dificil de

. . . 14(a?-1 . .
verificar que la interpolacién asume la forma Qu = = 1Iyaa—1 Y21y por un célculo directo se

tiene, con a suficientemente chico, ||a—(15yﬂl||g > Caln(a™!). Como el didmetro de K es de orden

1, |D?u||3 < Ca, y la estimacién (6.69) no puede verificarse con una constante independiente de
a.

(a,0)

Figura 5

Por lo tanto no basta con que K contenga un tridngulo bajo M AC(%). Una condicién mas débil
podria consistir en dividir el elemento por una de sus diagonales en dos triangulos e imponer la
condicién del dngulo mdximo en ambos. El mismo ejemplo dado mis arriba muestra que esta
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condicién no es suficiente para obtener (6.69). Pues si dividimos ahora el elemento a lo largo de
la diagonal de extremos (0,0) y (a, a), es ficil ver que ambos tridngulos satisfacen la condicién del
angulo mdximo con una constante % independiente de a.

Observe, sin embargo, algo que resultard importante. En el ejemplo recién dado el cociente
entre las dos diagonales no estd uniformemente acotado en a.

Basados en las consideraciones previas vamos a presentar una condicién suficiente para (6.69).

Vamos a pedir que los dos triangulos sastisfagan la condicién angulo maximo siempre y cuando
dividamos el elemento por su diagonal mayor, o por cualquiera de ellas si resultan ambas com-
parables. En otras palabras, la constante que aparece en la estimacion del error dependera del
mayor de los dngulos de ambos tridngulos, y también del cociente entre las diagonales. Vamos a
formalizar esto en la siguiente definicién, alli llamaremos d; y d; a las diagonales de K.

Definicién 1.6.1 Sea K un cuadrilditero convezo. Diremos que K satisface la propiedad de
descomposicion regular, con constantes N € R y 0 < ¥ < 7, o abreviadamente RDP(N, ), st
podemos dividir K en dos tridngulos a lo largo de una de sus diagonales, que llamaremos siempre
di, de tal modo que |d3|/|d)| < N y ambos tridngulos satisfacen M AC(v).

Observaciéon 1.6.1 Si un cuadrildtero K satisface M AC () entonces verifica RDP(1,v). En
efecto, esto puede verse fdcilmente dividiendo K por su diagonal mayor. La reciproca no es cierta,
como puede verse en el ejemplo de la Figura 6 a).

Observacion 1.6.2 Si K es un cuadrildtero convezro regular (i.e. verifica (1.12)) entonces, K
satisface RDP(o,%), con ¥ = ¥P(a) < . En efecto, los dngulos de K estin acotados por de-
bajo, por una constante positiva é(a) (ver [23]), y por ende a lo sumo uno de los dngulos de K
puede ser mayor que © — §(ca), por lo tanto, dividiendo K por la diagonal que contiene al vértice
correspondiente a este dngulo, se ve fdacilmente que K debe satisfacer RD P(o, 7 — é(0)).

Observacién 1.6.3 Como hemos visto en la Observacion 1.5.8, no es dificil chequear que si K
satisface las hipétesis dadas en [37, 38] entonces K verifica M AC(3), para cierto ¢ < w, siempre
que K degenere en el sentido de que h/p — oo (que es el inico caso importante, pues de otro
modo caemos en las hipotesis de la observacién precedente) y por la Observacion 1.6.1 se verifica

también RDP(1, ).

Observacién 1.6.4 Surge la pregunta de si la hipdtesis de la descomposicion regular es o no
menos restrictiva que la de los autores citados. La respuesta es positiva como puede verse tomando
K = (1,a,a%,a + a?), (ver Figura 6,b)). Se ve ficilmente que (1.12) no se cumple con un o
independiente de a y por otro lado, para a pequenio los lados “largos” no son opuestos en contra de
lo asumido en [37, 38] (vea la Observacidn 1.5.5). Sin embargo, la diagonal mayor de eztremos
(0,a) y (1,0) divide este elemento en dos tridngulos que verifican M AC(y) con una constante
¥ < 7 independiente de a.
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(a?,2a)

(a%,a® +a)

Figura 6

El primer paso de nuestro argumento consiste en reducir el problema a una familia de confi-
guraciones de referencia, y no a un dnico dominio de referencia. Este es el objetivo de la siguiente
seccion.

1.7 La familia de referencia

Comencemos con ciertos lemas técnicos.
Lema 1.7.1 Sea K un cuadrildtero convezo que satisface RDP(N,). Tenemos entonces

1. Si B es cualquiera de los dngulos de K opuestos a d,, entonces, ezxiste § = §(N, ) tal que

0<6<Lp (7.70)

y ademds,

2. Si s es el lado menor de K, y a es el dngulo entre s y dy entonces,
(r—¥)/2< a (7.71)

Dem. 1) Sean T} y T, los tridngulos obtenidos al dividir K por la diagonal d;. Entonces, por
definicién, Ty y T, satifacen M AC(y) y ademds dz/d; < N. Sin perder generalidad podemos
asumir que 8 es uno de los dngulos de T> (como en la Figura 7). Ahora bien, si § no es el minimo
de los dngulos de T entonces, (7.70) resulta cierto con § = (7 —)/2, pues T; satisface M AC ().
Supongamos entonces que 3 si es el menor dngulo de T, y llamemos v; y 942 a los restantes dos
angulos de este triangulo. Usando nuevamente M AC(%) para T, tenemos que v; > (7 — ¥)/2
para i = 1,2. Ahora bien, la diagonal d; divide a T en dos tridngulos menores T2, T2, a f en
dos dngulos menores B, 82, y a d; en dos segmentos d, d;. Elijamos la notacién de un modo tal
que |dy| > |d1|/2, T:_g tenga a d; por uno de sus lados y a 8; y 91 como dos de sus angulos. Si
llamamos entonces d, al lado de T, opuesto a ~1 se tiene

. 1 . 1
B2 pr2sinp 2 = siny > ——:Sm‘h 2 57 siny
2
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y asi resulta una vez mds (7.70) pues (7 — 9)/2 < 71 < 9.
2) Podemos suponer que s es uno de los lados de T;. Para probar (7.71) basta observar que a no

es el menor angulo de T} pues resulta adyacente al lado menor de dicho tridngulo, que debe ser s
o dl. 0

T,

Figura 7

En el lema siguiente recordamos un resultado concerniente al cambio de un dngulo bajo una
trasformacion lineal, y su relacién con el nimero de condicién de una matriz. La demostracion
consiste en la primer parte de la prueba que hicimos del Lema 1.3.5 y por ello no repetimos aqui el
argumento.

Lema 1.7.2 Sea L una transformacion lineal asociada a una matriz B. Dados dos vectores v, y
vy, sea ay el dngulo entre ellos y as el dngulo entre los transformados L(vy) y L(v;). Llamando
k(B) al nimero de condicion de B tenemos

2 2 2
B Saggr(l— 7m(B)) e (7.72)

En el préximo lema vamos a definir el cambio afin que que transforma un elemento dado, en
uno de referencia. Vamos a utilizar la notaciéon de los lemas previos.

Lema 1.7.3 Sea K un cuadrildtero de didmetro h satisfaciendo RDP(N,+). Ezxisten entonces
a,b,p,qg > 0, una transformaiién_aﬁ'n LT = BT+ P tal que L(K(a,b,p,q)) = K y constantes
C =C(N,¢), N=N(N,¥), ¥ =9(N,¢), 6§ = §(N, ) tales que

1. ||BI<C wy |IB Y <C, en particular, k(B)<C?

2. K(a,b,p,q) satisface RDP(N, %), tomando como la diagonal divisoria d; = L~(dy).

3. Si € es el lado menor de K y @ es el dngulo entre dy = L='(d;) y € = L~'(£) entonces,

O<bé<a<p<m
4. Si 5 es el lado menor de K(a,b,p,q) entonces

Il < C?s]
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5. Sih es el didmetro de K(a,b,p,q), entonces

C'h<h<Ch

Dem. Vamos a construir K(a,b,p,q)y L explicitamente.

Como K satisface RDP(N, ) podemos dividirlo a lo largo de d; en T} y T, cada uno de los cuales
tiene sus dngulos acotados por 3. Elijamos la notacién de un modo tal que el lado menor ¢ de K
sea uno de los lados de 7. Llamemos § al dngulo de T opuesto a d;. Mddulo un movimiento
rigido podemos suponer que el vertice correspondiente a [ se encuentra en el origen, llamemos
M, a dicho vértice, y numeremos los demds como M; en sentido antihorario. Podemos asumir
también que el lado opuesto a £ yace sobre el eje z, llamemos entonces a a su longitud (ver Figura
8). Sea ahora {14 el lado entre los vértices M; y My y definamos b = |£,4 sin 5. Tenemos entonces
que M, tiene coordenadas (bcotg3,b). Definimos pues L como la transformacion lineal asociada
con la matriz

_ [ 1 cotgp
7=(o )

y elegimos p, ¢ de modo tal que L(K(a,b,p,q)) = K.

Ahora demostraremos las cinco propiedades enunciadas en el Lema

1) Una estimacién elemental dice |[B|| < v2/sinB y ||B~!|| < v/2/sinB. Ahora bien, como K
satisface RDP(N, ) sabemos que § < ¢ y ademas del Lema 1.7.1, 0 < § = §(N,9) < 8. Por
ende, resulta 1) con C = v/2/ min{sin 6, sin 1}.

2) Llamemos d; = L~!(d;), recordando que de RDP(N, ) se tiene |d3|/|d1] < N obtenemos

|d2|/[dr| < k(B)lda|/|d:1] < (B)N
y asi se puede tomar N = x(B)N.
Por otro lado, en vista del Lema 1.7.2, los dngulos de los tridngulos obtenidos dividiendo K (a, b, p, q)
a lo largo de d; estdn acotados por (1 —2/7k(B)) + (2/7k(B))¢ y asi 2) se sigue de 1).
3) Es inmediato de I) junto con la parte 2) del Lema 1.7.1y el Lema 1.7.2.
4) Sea € el lado menor de K, £ = L~!(€) y 5= L'(s) el menor de K(a,b,p,q) Entonces
12 < 11B="Ilel < 1B~ lllsl < 1B~ Bll[3]

y 4) se sigue de 1).

5) Inmediato de 7). Q
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(p,9) (bcotg B, b)
b a
.. B
a a
K(a,b,p,q) K
Figura 8

El lema siguiente, cumple el objetivo de esta Seccién, pues muestra que es suficiente demostrar
la estimacién (6.69) en los dominios K(a,b,p, q).

Lema 1.7.4 Sea K un cuadrildtero que verifica RDP(N,vy). Sean L y K = K(a,b,p,q) la
transformacion afin y el elemento de referencia dados en el Lema 1.7.3. Si Q es la interpolacion
isoparamétrica sobre K y @ = u o L, entonces ezisten constantes positivas C, y Cy dependientes
solo de N y 9 tales que

Cile-Qal, z < v - Qulik < Calu - Qul, &
Cild, g < lulzx < Coful, &

Dem. Por la definicién de la interpolacién isoparametrica

u(z) = QUFg'(2)) vy,  Qu3) = Qu(Fz'(%))

Entonces el lema sigue facilmente pues como L es afin, Fx = Lo FF y asi Qu(T) = Qu(z). Por
lo tanto podemos concluir usando la cota C(N, ) para ||B|| y ||B~!|| dada en el Lema 1.7.3 y el
hecho de que det B = 1. O

1.8 Estimacion para el error.

En esta secciéon probamos estimaciones 6ptimas para el error de interpolacién en elementos que
verifican la RDP(N,+). En vista de los resutados obtenidos en la seccién previa serd suficiente
analizar el caso en las configuraciones de referencia K(a,b,p,q) que satisfagan las condiciones del
Lema 1.7.3. Para simplificar la notacién no usaremos la barra sobre las variables de los dominios
K(a,b,p,q) y escribiremos K = K(a,b,p,q) para un elemento genérico de diametro h, diagonales
dy, dy y vértices M;. Llamaremos T} y T a los tridngulos que resultan de dividir K a lo largo de
d,. Con la notacién de la Figura 9, asumimos que existen constante positivas N1, N3, N3y V<
tales que K satisface las siguientes cuatro hipdtesis

(H1) |da|/|di| £ Ny



42 Estimaciones para el error de interpolacion en elementos finitos anisotrépicos

(H2) 1/sena < N,
(H3) €] < N3|s| donde s es el lado mas corto de K

(H4) 0 <% , paratodo angulo 8 de Ty y To.

M;
4
M,

T2

Ml M2

Figura 9

Recordemos que segin vimos en el Lema 1.7.3, todo cuadrilitero con RDP(N, ) puede ser
transformado por un cambio afin en cierto K(a,b,p,q) que verifique H1, H2, H3 y H4 con cons-
tantes dependientes solo de N y 3.

Notemos ademds que como consecuencia de H3 tenemos que

p/la<N; 'y ¢q/b<N3+1 (8.73)

En efecto, p/a < |€]/a y |g— b|/b < |€|/by asi (8.73) sigue de H3. Para simplificar la notacién en
acotaciones subsiguientes definimos Ny = N3+ 1.

También se tiene de H1 y H3 que

h < N3(1+ Ny)|di] (8.74)

Pues si el didmetro h de K se realiza en una de la diagonales, entonces se sigue de H1 que
h < max{1, N1}|{di1|, y por ende tenemos (8.74) ya que N3 > 1. De otra forma, h debe ser la
longitud de uno de los lados de K y entonces h = [¢| 0 h = [€y3], donde £33 es el lado que une
los vértices M, y M3, porque las longitudes de los restantes lados estan acotadas por |d;|. Ahora,
en vista de H3, |€| < N3|fz3| y por tanto, serd suficiente ver que |€,3) < (1 + N,)|dy]. Pero, por
la desigualdad triangular, [f23] < @ + |d2] < |dy] + |d2| < (1 4+ Ny)|di] lo que nos da una vez mas
(8.74).

En lo que resta de esta Seccién usaremos la notacién (z,y) para la variable en IR? (en vez de
z € IR? como hasta ahora).

Para estimar el error vamos a descomponerlo como en [23] del siguiente modo:

Considere el operador II sobre P; asociado a los vertices M; = (0,0), M, = (a,0) y M4 = (0,b)
(es decir la interpolacién lineal de Lagrange sobre el tridngulo dado por dichos vértices).
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Tenemos entonces

lu ~ Qulr,k < |u—Mu|ykx + |[Mu - Qu|yx

y como Ilu ~ Qu esta en el espacio de los elementos isoparamétricos y se anula en los vértices My,
M, y M,, se sigue que

(Tw - Qu)(z) = (Mu — u)(Ma)¢s(z)

donde ¢3 es la funcién basica correspondiente a M. Por lo tanto,

lu - Quly,x < |u— Mulykx + |(ITu - w)(M3)||és|1,x (8.75)

y entonces, sera suficiente estimar los dos términos del lado derecho lo que constituye el cometido
de lo que resta de esta seccion. Comenzamos con los términos |u — lu|; x y |(Tu — u)(Ms3)] y
dejamos la estimacion de |@s3|1,k, que es la mds técnica, para el final.

Para acotar |u — ITu|; k y |(ITz — ©)(M3)| vamos a hacer uso, una vez mis, del teorema de traza,
en la versiéon que hemos enunciado, Teorema 1.2.1.

En el lema que sigue daremos una estimacién para |(uv — ITu)(M3)| en terminos de |u — Iu|; k.
Usaremos una vez mas la notacién de la Figura 9.

Lema 1.8.1 Si K = K(a,b,p,q) es convezo y satisface las hipotesis H1, H2 and H3 entonces

|e| 1/2
(u = T)(Ma)] < 2AMaNa(1 + N2 (B2) 7 {lu - Mulyr, + Bluber)  (876)

Dem. Denotemos con 0, la derivada en la direccién de ¢. Usando que (u — IMu)(My) = 0, la
desigualdad de Schwartz en £ y el Teorema 1.2.1 tenemos

(u = Tu)(Ma)| = | 0w ~ )] < Je20e(u — Mu)o

9 1/2
<10 (iz7) A= Mun + hnluken)

y escribiendo |T| = |¢||d1|sen a/2, sigue de (8.74) y H2 que

9 1/2 ¢ 1/2
0 ()" < 2vas+ vy (1)
i z

finalmente la demostracién concluye notando que hyy < h. O

El Lema siguiente da estimaciones para el error |u — Ilu|; k. El argumento es esencialmente el
mismo que el utilizado para la estimacién en tridngulos aunque dejamos la demostracién para que
se vea la relevancia de la geometria de K (en particular la necesidad de las condiciones (8.73))
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Lema 1.8.2 Si K = K(a,b,p,q) es convezo entonces

2\ (2|K|\"?
u-Tuhx < (14 ;) (TTTI) hluls,x (8.77)

y consecuentemente si K satisface (8.73) entonces,
2
[u = Muly x < 2(1+ =) Nahlulox (8.78)
Dem. Consideremos por ejemplo v = aa—z(u — ITu) queremos ver que

lvllo.x < Chlvh,k

Sea vk el valor medio de v sobre K. Entonces como K es convexo, se tiene por Poincaré

h
llv = vkllox < ~loh.x (8.79)

y por la desigualdad triangular solo resta acotar [Jvk||o,x. Usando el Teorema 1.2.1, la desigualdad
de Schwartz y el hecho de que la integral entre 0 y a de v(x,0) da cero, se tiene que

1/2 a
oo = loxcll K172 = ELZ| [0 = o)z, 01
9K 1/2
< (Gei) " (= ol + ol

y la cota para %(u — ITu) se obtiene usando una vez mas (8.79). De un modo andlogo podemos
estimar la derivada con respecto a y y entonces tenemos (8.77).

Ahora es ficil ver que de (8.73) se tiene (2[K|/|T2[)!/?> < 2N4 y consecuentemente (8.78) sigue

inmediatamente de (8.77). O

Nuestro préximo objetivo es obtener una cota precisa para |¢3|;,x en la configuracién de refe-
rencia i = K(a,b,p,q). Para tal propésito debemos analizar el jacobiano de la transformacién
Fk :[0,1)? > K definida por

Fr(£,9) = (a2(1 - ) + p2§, bi(1 - £) + ¢23) = (z,y) (8.80)

Observemos que de aqui se deduce

DFk(%,9) = ( ‘ ;(g(f ;)a) b f_(g(; ﬁ)b) )

J = det DF(2,§) = ab(1 + 2(g/b— 1) + §(p/a - 1)) (8.81)
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Notemos ante todo que si K is convexo entonces Jx > 0. Para verlo observe que como Jg es
una funcidn afin serd suficiente verificar que es positiva en los vértices del elemento de referencia,
cosa que resulta evidente en M,, My y M,. Para el vértice restante usamos la convexidad de K,
pues esto implica que (p, ¢) esta sobre el segmento que une M, y My, y por ende, se sigue que

Jk(1,1)=¢q/b+p/a—-1>0

Ahora bien, como %%1 =9y %%1 = &, un calculo directo nos da

F) L. R A
(% ° FK) (2,9) = b9/ Ik (2,9)
(% o FK) (2,9) = az/Jk(Z,9)

y por tanto, de (8.81) y cambiando de variables obtenemos

|5

hesef ] 1
oz ok Salo Jo THe@b-Dtiw/a—D "%

analogamente,

032 a/1/1 1 e
7¥3 < = did
" dy IIO-K’b o Jo T¥a(g/b-D+gpla—1) " "

por ello, necesitamos acotar la integral

1 1 1
- di dj
Ka,b,p,9): /0/0 T+3(a/b-D+gp/a-1)

para a, b, p y ¢ positivos satisfaciendo (8.82).
De esto tltimo trata el siguiente

(8.82)

(8.83)

(8.84)

(8.85)

Lema 1.8.3 Sean a,b,p,q > 0 tales que g/a + p/b— 1 > 0 entonces, la integral I = I(a,b,p,q)

definida por (8.85) satisface

1. §i ¢/b< 1y p/a<1 entonces, I< mﬁ
2.5 q/b<1ly p/a>1 entonces, I < min{%{%%,%}

. b
3. Si g/b>1y p/a<1 entonces, I < min{ 1_";°a . b_+11 z

4. Si q/b>1y p/a>1entonces, I <1

donde en 2) se sobreentiende que el minimo es b/q si q/b =1 y andlogamente en 3).
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Dem. 1) Como 0 < £,§ < 1, se sigue que

1 1
[+ 2(a/b-1D)+3(p/a-1) = afbtpfa-T1

y entonces resulta 1).

2) Integrando en la variable & tenemos

= o [ g1 +itp/a - 1))~ log (a/b+ 8(p/a — D)} 05
_ L ple a/b+ple= (p/a)log (p/a) + 1
~ (1—¢/b)(p/a- 1){/1 IOgZdZ_/q/b log 2z < (I q/b)(p/a—1)

donde hemos usado que qu//bb+p/a-1(—log z)dz < 3 (~logz)dz < 1 ya que ¢/b< 1.

Por otro lado, usando p/a > 1, ¢/b < 1y el hecho de que tlogt/(t— 1)< 1para0 <t < 1se
sigue que

1 1 1
1<//.—did*=
>Jo Jo T+2(gb-1) "= gb-1

con lo cual concluye la demostracion de 2).
3) Se demuestra como la parte 2) intercambiando los roles de a y p con b y g respectivamente.

4) Bajo estas hipdtesis se obtiene inmediatamente que 14+ &(q/b+1)+§(p/a—1) > 1y asi tenemos
4.0

El lema que sigue nos va a permitir acotar |¢s|; x en terminos de ¥ y N;, i = 1,2,3,4 para
K (a,b, p, q) satisfaciendo las hipotesis H1, H2, H3, H4. Para simplificar la notacién llamaremos
N5 = max {N;, 1/sen ((7 + $)/2)}.

Lema 1.8.4 Si K = K(a,b,p,q) es convezo y satisface las hipdtesis H1, H2, H3, H4 entonces,

1. max {|¢|/a,[€|/b} < N2(q/b+p/a-1)

2. 5t q/b< 1 entoncesa/b< N,

Lo

S5t q/b<1/2y p/a>1 entonces, b/a < 2N;

>

Si g/b>1y a/b<tg((r~1¥)/2) entonces |¢] < Nsp

>

St q/b>1y b/a<tg(a/2) entonces |f| < 2N,(q—b)
min {1/|p — a|,1/¢} < V2N3/[¢|
7. min {1/]g - b|,1/p} < V2/l¢|

>



Interpolacion de Lagrange 47

Dem. 1) Llamemos y(z) = —(b/a)(z — a) a la ecuacién de la recta que pasa por My y My e y!
a su inversa, tenemos entonces

qa-yp) _P-y'q) g,
= =1 (8.86)
un anélisis geométrico elemental dice que |¢|sen @ < ¢ — y(p) y |€|sen @ < p — y~(g), luego 1) se
sigue de (8.86) y H2.

2) Llamemos 3 al angulo entre d; y el segmento que une My y (a,b) tenemos que, como ¢q < b,
a < 3. Luego, b/a = tgf > tga y por lo tanto usando otra vez H2 obtenemos 2).

3) Bajo estas hipétesis se tiene que |[¢| > b — ¢ > b/2. Entonces b/a < 2|¢|/a y por ello , 3) se
sigue de H3.

4) Llamando ahora v a.l_a,ngulo entre d; y el segmento que une M; y My es facil ver, bajo estas
hipotesis, que ¥ < (7 — 9)/2. Usando ahora H4 tenemos

a<a+y<(T+9)/2
Y, como [€|/p = 1/sen (a + 7), 4) se sigue de H2 y el hecho de que ¥ < .

5) Con B como en el item 2) tenemos, en este caso, que 3 < a. Entonces, tgf = b/a < tg(a/2)
y asi B < a/2. Por ende, @ ~ § > a/2 y se tiene 5) observando que

g - b= [€Jsen (a = B) > [€]sen (a/2) > [€](sen a)/2

6) Llamemos 7 al angulo interior de K en el vertice Mz y €23 el lado que une M2 y M3. Tenemos
entonces

lp— al/l€2al = cosn 'y q/|fas| =sen g
asi 6) se sigue de H3.

7) Se demuestra por un andlisis similar al realizado en 6). O

Ahora estamos en condiciones de acotar |@3|; x en términos de las propiedades geométricas de la
configuracién de referencia. De esto tratamos en el préximo lema, donde continuamos utilizando
la notacién de la Figura 9.

Lema 1.8.5 Si K = K(a,b,p,q) es convezo y satisface H1, H2, H3, H4 entonces, eziste C
dependiendo solo de b y N;, i = 1,2,3 tal que

h

|6al1,x < C'(m)l/2 (8.87)
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Dem. Consideramos cuatro casos como en el Lema 1.8.3.

1)Si g/b < 1y p/a <1 entonces, de (8.83), la parte 7) del Lema 1.8.3 y la parte 1) del Lema
1.8.4 se sigue que

d¢ 1 b h
” 3"0}(" a(g/b+pla—1) SN e = N2| ¢

Analogamente, usando ahora (8.84), obtenemos

9 h
|5 o < g

2) Supongamos ahora que ¢/b < 1y p/a > 1. Usando otra vez (8.83) y (8.84) pero en conjunto
con la parte 2) del Lema 1.8.3 y (8.73) obtenemos las desigualdades

e e i 39

OK"_ —q/b)(p/a-1)"¢q

(8.89)

" 093 " { Niog Ng +1 2}
ok = b (1-gq/b)(p/a-1)"q

Ahora bien, si b/¢ < 2 la demostracnon concluye usando (8.88), (8.89) y H3. Si no, ¢/b < 1/2

y entonces 1/(1 — ¢q/b) < 2. Por otro lado, de la parte 3) del Lema 1.8.4 tenemos b/a < 2N3 y

entonces, usando de nuevo (8.88) conjuntamente con la parte 6) del Lema 1.8.4 resulta

99 2(Nyog Ny +1) b
|52l x < 2vomin {AZ0E D 2}

1 h
5} < 4V2N23(N4log N4 + Dig

1
< 4N3(Nglog N4 + 1)k min {p =
Las cotas para ||%%1||[2,,K se siguen de un modo similar de (8.89) y la parte 2) del Lema 1.8.4.

3) Consideremos ahora el caso g/b > 1y p/a < 1. Una vez mds usamos (8.83) y (8.84) combinado
ahora con la parte 3) del Lema 1.8.3 para obtener

9¢ Njlog Ny + 1

" 3"0}( ~a {(q/b"_.olg)(;jp/a)’%} (8.90)
y

0¢ Niog Ny + 1

" 3||0K - b {(q/b‘i_olg)(l“_-l-p/a)’%} (891)

Sin embargo no podemos proceder ahora como en el caso previo porque no tenemos, como
antes, que a/b se encuentre acotado por arriba y por abajo.

Asi que supongamos primero que b/a < 1/tg((r — ¥)/2). Entonces, como en la parte 2),
podemos asumir que p/a < 1/2 (de otro modo la estimacién se obtiene facilmente de (8.90) y
(8.91)). En este caso tenemos
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6453 2 . b a
” 8:::,01\ g (-9 )/2)(N“l°gN“+l)mm{q—b’;}
1 1
<—N1 N4+ 1)h mi -
T — /2)( alog Ny + 1) mm{q_b,p}

y por ende, el resultado se sigue de la parte 7) del Lema 1.8.4.
Por otro lado, si b/a > 1/tg((r — ¥)/2) podemos usar la parte 4) del Lema 1.8.4 y (8.90) para

obtener
e, <t <<t
OK P

Con el objetivo de acotar la derivada con respecto a y consideramos otra vez dos casos: a/b <
1/tg(a/2) y a/b > 1/tg(a/2). En el primer caso acotamos ||%%1||§'K procediendo como antes y
usando la parte 7) del Lema 1.8.4.

En el segundo caso, usamos (8.91) para obtener

" > "0}( = N4log Ni+ 1)_

y la demostracién concluye esta vez utilizando la parte 5) del Lema 1.8.4.

4) Finalmente, en el caso ¢/b > 1y p/a > 1 el resultado se sigue trivialmente de la parte 4) del
Lema 1.8.3 y de H3 usando de nuevo (8.83) y (8.84). O

Reuniendo todos los lemas obtenemos nuestro resultado principal que nos brinda estimaciones
optimas del error para cuadriliteros convexos.

Teorema 1.8.1 Sea K un cuadrildtero convezo con didmetro h. Eziste una constante Cqy inde-
pendiente de K tal que

| — Qullo,x < Coh®|ulz,k (8.92)

st ademds K satisface RDP(N,) eziste entonces, una nueva constante C = C(N, ) tal que
v~ Qul1k < Chlulok (8.93)

Dem. Siempre es posible elegir dos lados adyacentes de K, ¢; y 2, tales que K resulte contenido
en el paralelogramo definido por dichos lados. Observe que este paralelogramo posee un diametro
del mismo orden que el de K. Ahora sea L una transformacién afin que lleva ¢; en el segmento
que une (0,0) y (1,0) y £; en el que une (0,0) y (0,1) y escribamos K = L(K) . Es facil ver que
K tiene didmetro interior y exterior de orden uno y por ende satisface (1.12) con una constante o
independiente de K. Por lo tanto la estimacién éptima en L? sobre K se sigue directamente del
resultado obtenido en (23] y el caso general (8.92) se prueba cambiando variables.
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Por otro lado supongamos ahora que K verifica RDP(N, %) , del Lema 1.7.3 sabemos que
K puede transformarse en un K(a,b,p,q) que satisfaga H1, H2, H3, H4 con constantes Py N;
i = 1,2,3 dependientes solo de N y v, y mds ain con un didmetro h equivalente al de K.
Por su parte del Lema 1.7.4 tenemos que la estimacién del error sobre K se sigue de la misma en
K(a,b,p,q). Porlo tanto, serd suficiente probar la estimacién del error para dichas configuraciones
de referencia con una constante dependiente solo de ¥ and N;. Por ende (8.93) se sigue de (8.75)
combinado con (8.76), (8.78) y (8.87). O



Capitulo 2

Interpolacion de Promedios

Por construccion la interpolaciéon de Lagrange requiere cierta regularidad de las funciones a inter-
polar, en particular deben tener sentido las evaluaciones puntuales. Es asi que en W*P debe ser
s> % donde n es la dimensién del espacio, para asegurar la inclusién W*? C C°, y con ello poder

definir la funcién puntualmente. Por ende, en dimensién 2 y 3, si se trabaja, digamos, sobre H®,
debe sustituirse esta interpolacién por otra que tenga sentido. En [13] se inauguran los operadores
de promedios para funciones con poca regularidad. La construccion es sencilla y puede resumirse
facilmente segin veremos en la proxima seccién. Queremos hacer notar, sin embargo, la necesidad
de utilizar elementos regulares en el argumento que expondremos.

2.1 La interpolacion de Clément

Consideremos, por ejemplo, una triangulacién regular T construida, digamos, con tridngulos K C
IR2. Nos vamos a restringir a polinomios de grado uno pero el andlisis es vilido en general. Para
cada vértice v;, 1 < 7 < 3 de un cierto K, considere todos los elementos concurrentes en dicho
vértice y designe con S; a su unién, que supondremos, para simplificar la exposicion, que es un
conjunto convexo (si los angulos interiores de cada /& no superan 7/2 esto dltimo resulta obvio).
Ademads vamos a ocuparnos, en este resumen, unicamente de la estimacién

|lv — P(u)|m2,k < Ch"'"luh'g,s'. con 0<m<I<1 (1.1)

donde P representa la interpolacién de promedios que en breve definiremos. Llamemos entonces w;
a la funcién lineal sobre cada elemento y continua entre dos cualesquiera de ellos que vale uno en
el nodo de la triangulacién 7 dado por el vértice v; y cero en los demas, se tiene obviamente que el
soporte de w; verifica sop(w;) = S;. La idea es, dada una cierta u, elegir una buena aproximacién,
¢i(u), en S; , del mismo grado que las funciones del espacio con el que pretendemos interpolar.
Aqui, y con el propésito de simplificar la presentacion, tomaremos una aproximacién de grado
mds bajo, haciendo la proyeccién de u, en L%(S;), sobre las constantes (por ello no hemos puesto
[l =2en (1.1)). Mds precisamente, ¢;(u) queda caracterizado por

/ (¢ = ci(w))dz = 0

51
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entonces ahora puede definirse
3
P(u) =) ciwi(z) (1.2)
i=1

Es inmediato demostrar la propiedad siguiente (que no puede asegurarse, en general, sin la hipote-
sis de regularidad):

P1 Si K € S; entonces diam(S;) < Chg
también resulta obvio
P2 [u — ¢i(¥)|m,s, < Cdiam(S;)""™|u|;s, para0 < m <1< 1

pues, para [ = 1, m = 0 es la desigualdad de Poincaré, para ! = m = 0 resulta de las propiedades
de la proyeccién y el caso [ = m = 1 es inmediato por ser ¢;(u) constante.

Precisaremos ademads la siguiente identidad (que debe reemplazarse en grados mds altos por una
desigualdad inversa, y que, dicho sea de paso, requiere también la hipétesis de regularidad)

P3 Para todo constante c, se tiene, |c| = |K|™1/?|c|o.2,x
y finalmente
P4 [wi|lm2x < C|K|Y?h™™ con 0 < m < 1.

desigualdad evidente si se recuerda la regularidad de los elementos y que w; es la funcién lineal
que vale uno en un vértice y cero en los demds.
Para demostrar (1.1) escribimos para cada z € K

3
(P(w) - u)(z) = (ex(u) = w) + ) _(ei(w) — ex(w))wi(z) (1.3)

=2

tomando ahora la seminorma correspondiente vemos que el primer sumando de la derecha queda
acotado, agrandandando el dominio de integracién (a todo S;), por las propiedades P1, P2. Para
acotar la sumatoria hay que escribir

lei(w) = er(w)] = |K |7 ei(u) — er(wloz.k < 1K™V {|ei(u) — ulogk + v — 1 (w)o2k} (1.4)

que se obtiene de P3 mas la desigualdad triangular. De (1.3), (1.4) y utilizando una vez mas P1,
P2 y P4 resulta (1.1).

Observacién 2.1.1 Es inmediato observar que el operador de Clément no preserva la traza.
Ezisten generalizaciones que permiten interpolar respetando las condiciones de borde [36].
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Observacion 2.1.2 Observe que la desigualdad (1.1) no vale en general para la interpolacion de
Lagrange si tomamos m = | = 1. Los operadores de casi-interpolacion, sin embargo, la verifican
en general.

Si bien el origen de la interpolaciéon de promedios se debe, segin comentamos, a la intencién de
interpolar funciones con poca regularidad, y a pesar de que en las cotas expuestas para demos-
trar (1.1) utilizamos la hipétesis (1.12), en [18], se define un operador de casi-interpolacién sobre
3-rectangulos que resulta tener error éptimo en H'! independientemente de los cocientes entre las
longitudes de las distintas aristas de cada elemento. Es decir, si lamamos h{;, 1 < i< 3 ala
longitud de la aristas de K en las direcciones de los ejes coordenados entonces las cotas en el

. . s . . h .
error de interpolacién serdn independientes de ;jﬁ En particular, entonces, este operador resulta

{9
mejor que el de Lagrange que fracasa (ver contraejemplos en [34]) en estos elementos. Empero,
la técnica utilizada en la acotacion del error, obliga a cierto tipo de “uniformidad direccional”
de la triangulacién. En efecto, la constante que aparece en la estimacién depende del nimero
R, . . o . . .
maz g re7 7 donde 7 representa la triangulacién utilizada. Ademas la interpolaciéon no puede
K!

extenderse, al menos de un modo directo, a otro tipo de elementos.

En las secciones restantes de este capitulo contruiremos un operador de casi-interpolacion
que conserva las propiedades del dado en [18] pero cuenta con la ventaja de que puede definirse
sobre una clase mayor de elementos y ademds preserva orden éptimo bajo condiciénes menos
restrictivas. De hecho, veremos que, por ejemplo, podremos admitir refinamientos exponenciales
en cada direccién sin deteriorar las estimaciones del error.

2.2 Aproximaciones locales de la identidad

Con B; C IR3 denotaremos la bola unitaria. Dadas 0 < €;(z) € C%(R), 1 < i < 3, definimos ¢(z) =
e(z1,2,23) = (€1(21), €2(z2), €3(23)) en donde obviaremos la z cuando no haga falta explicitarla.
Con B(;) = B, denotaremos el elipsoide B, = {(y1,¥2,y3) € R3 tal que Z‘?:,(%)z <1} y dada
y € IR? escribiremos ¥ = (33-,%21, 33) Si p(z,22,23) € C%, p(z) > 0 soportada en By, verifica
]BLllflR:‘ p(z)dz = 1, definimos p (;)(y) = mp(a%) que para z fijo tendrd soporte en B,().
Dados A4, B C R® con A+ B denotaremos al conjunto A+ B = {z+y, z € A,y € B}, y entonces
dada una f definida en z + B,(,) escribiremos

Pue)tf(2) = /Ra Pe(=)(¥)f(z — y)dy
toda vez que tenga sentido la integral.

Observacién 2.2.1 Si los ¢; son constantes entonces p.xf = pe * f es la convolucion usual y
en particular con € = €; = €3 tenemos las aprozimaciones cldsicas de la identidad. El hecho
de tomar los ¢; diferentes permite aprozimar cada direccion con distinta precision, mds aun €;(z)
tiene como objetivo que esta propiedad dependa ademds del punto.
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Vamos a imponer ciertas hipétesis a las ¢; con la intencién de que p(;)*f resulte una buena aproxi-
macién de f. En particular buscaremos propiedades similares a las que poseen las aproximaciones
de laidentidad. Enunciaremos dos hip6tesis y explicitaremos en cada lugar cuando sean necesarias.

Ellas son
H1 Existe una constante C independiente de z tal que
&'(z)

[in(ei(z))'| = |m| <C (2.5)

H2 Existe una constante C independiente de = tal que

lin(ei(2))"| < C (2.6)

Observacién 2.2.2 Notemos que, como en general trabajaremos sobre dominios acotados, H2
implica H1.

Observacion 2.2.3 Sie¢; es constante (2.5) y (2.6) son inmediatas. Sin embargo también resultan
compatibles con cualquier funcion ezponencial.

Observacién 2.2.4 Puesto que vamos a interesarnos en valores pequends de ¢, ¢ << 1 (mds
adelante nos covendrd que ¢ sea del orden h de la malla) de (2.5) puede suponerse que |¢;'(z)| < 1/2
sin perder generalidad.

Definicién 2.2.1 Dado un conjunto K C IR3 notaremos

e = supreke(z) = (supzeke1(21), supzekea(z2), suprexes(zs))

Andlogamente

€g = infoek€(z) = (infrexer1(21), infrekea(22), infrekes(z3))
Ahora podemos probar el siguiente
Lema 2.2.1 Sea K C R?, f € LP(K + B M) entonces

lpez)* fllop. i < 23/p"f"0.p.K+B¢% (2.7)

Dem. Es estindar. Se hace primero el caso p = 1.

Pt 1) < [ TPl e - vldy (28)
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cambiando de variable y « ?(VH y usando que |B,(;)| = €(z1)ez2(z2)ea(z3)|B1], juntamente con el
hecho de que p(y) estd soportada en B; se tiene

P f(@) < 757 [ p(0)lf(e = o)y (29)
donde hemos usado la notacién €(z)y = (e(z1)y1, €(z2)y2, €(z3)y3) entonces,
. 1
J oo f@lde < = [ o(w) [ 1f(@ - de)w)ldady (2.10)

observemos ahora el cambio de variables z « z — ¢(z)y, y veamos que resulta inyectivo por serlo
en cada componente. En efecto, por ejemplo z; = z; — €;(z1)y; tiene derivada 1 - ¢'(z,)y;, pero
por la Observacion 2.2.4 mas el hecho de que y € B, tenemos |1 — ¢/(z1)y1| > % De aqui resulta,

no solo la inyectividad de la aplicacién = — ¢(z)y, sino una cota inferior para su jacobiano que

debe ser mayor o igual que 515

Por otro lado, para todo z € K resulta evidentemente z — ¢(z)y € K + BcM, por lo tanto
[ f@ide <25 [ otuyay / 2)\dz (2.11)

pero IB—nl S, P(y)dy = 1y entonces obtenemos (2.7)conp=1.
Para p cualquiera sigue también de forma estandar

ey @I < [ {eif511(e = v Heoidhay (2.12)
donde q es el exponente conjugado de p, entonces por Hélder
|pe(zy* ()] < {/Ra{Pc(x)U(l‘ - .'>/)|"d?,/}1/"{_/Ra Pe(z)dy}/ = {/m {Peo) f(z — y)|Pdy}!/? (2.13)

donde hemos utilizado para la dltima igualdad una vez mas que [ p.(;)(y)dy = Tl;—nl Jrs p(y)dy = 1,
y entonces observando que |f|? € L'(K + Bt%) y utilizando el caso p = 1 se obtiene

[ leqwir@Pdz<? [ IfwPdy (2.14)
K

+B_ M
K

de donde se sigue (2.7). O

La norma infinito de una convolucién entre dos funciones puede acotarse en terminos de las
respectivas normas en L?. En el lema siguiente vemos que lo mismo ocurre para p.*f y buscamos
en consecuencia una cota para ||p¢z)*|lo,co,k -

Lema 2.2.2 Sea K C R3, v € LYK + B(;»_:) entonces
* _1__ 2.15
”pc(z)*ullo.oo.l( < C|Bc Il/2||1t||o.2.1(+B¢M (2.15)

donde C = C(p).
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Dem. Usando la desigualdad de Schwartz

ooy *u(z)] < {/ pc(,)(y)dy}‘/z{/ |u(z - y)|*dy}'/? (2.16)
¢(:) ¢(-")

ahora vamos a acotar cada una de estas integrales. Por un lado para ¢ € K, y € B() se tiene
t-y€ K+ B ;) CK+ BC% de donde

([ Iu(e - )Py}’ < lulloakss,y (217)
e(x)

para la otra integral consideramos el cambio de variables y — ?&5 y obtenemos

1/2¢ (z )1/2€ (a: )1/2 ]
duyt/z = 1(@1) Pea(z2) es(2s _ .
{/ By=) pc(:c (y)dy} |Bc(::)| llello,2,5, |B; Il/lec(r)Il/z llello,2,B, (2.18)

usando ahora que para cada ¢ € K |Ben| < |B(s)| mas las ecuaciones (2.16), (2.17), se obtiene
(2.15). o

En el lema siguiente presentamos para p *u la primer propiedad de aproximacidn, del tipo que
poseen los operadores de interpolacion

Lema 2.2.3 Sea K C R®, u € H'(K + BC%), entonces

lv = pe(zy*2llo2,x < 23/2326:”—”0 2.K+B (2.19)
i=1

donde (€;,¢€2,€3) = e’,‘{.

Dem. Fijamos z y resulta

|pe(z) * u(z) —u(z)| < /Rs Pe(z)(W)|u(z —y) —u(z)|dy < /Ra pe(z)(y)(/ol |Vu(z ~ ty).y|dt)dy (2.20)

donde hemos sefialado con un punto el producto escalar. Ahora bien, como y € sop(p.), tenemos
en cada componente |y;| < €;(z;) < €, y entonces de (2.20)

aou(@) - ue s e [ [ 1PHEZ I (221)

i=1

cambiando variables y = ty, y usando que p(y) = —lg-p,(!), obtenemos,

du(z 9
./ns./l Ip,(;)(y)dtdy / RS Mlptc(x)(y)dydt (2.22)

y de (2.21), (2.22) se tiene

|pe(zy*u(z) — u(z)]* < 3252(/ / 6ua

i=1

Ipu(z)(y)dtdy) (2.23)

Ii
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la desigualdad de Schwartz en la variable ¢ nos da
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! du(z — y) 1 Ou(z -
(/(; /]RJI oz |pk(y)dydt)2 S/O( R I_a IPu(:) y)dy)zdt / (pk(x)*| |)2dt

y ahora de (2.23), (2.24)

3 1 9
ku(z) — u(z)?dz < 33 & / / Mo |)?
J pawputa) - wiPde <3356 7 [ (bl
finalmente tomando como ¢(z) = te(z) en el Lema 2.2.1 tenemos, por ser 0 < t < 1

Ou
24 <23/ 2
[ Puanilamtids <2 [ i 5

de aqui y (2.25) resulta

/ |pe(zy*u(z) — u(z)|’dz < 2332 / 6.1: |2d

y de (2.27), se obtiene (2.19). O

Observacion 2.2.5 Silos¢; resultan constantes, entonces, seqgun hemos comentado, p.* f =

y ast, por la bien conocida propiedad de la convolucion

Ou—pcru) Ou Ou

oz, 0z Vo
desde donde es inmediato extender el resultado del Lema 2.2.3, en el sentido siguiente
Siue H¥(K + B(%) entonces resulta

Ou—pe*u 3 0%u
—_— <C | ——
I 9o, o2k < ;‘J”az,-az,-”“?v’“%yg

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

p(*f:

(2.28)

sin embargo para obtener un resultado parecido con * necesitamos una propiedad andloga a (2.28).

Eso es precisamente lo que estudiaremos en el prozimo lema.

Observacién 2.2.6 Note las cotas “direccionales” obtenidas en el Lema 2.2.3 ast como en la Ob-
servacion 2.2.5, en ambos casos el error de aprorimacion depende de las dimensiones del elipsoide

en cada direccion por la norma de las derivadas en esa misma direccion.
Lema 2.2.4 Sea K C R®, ue HY(K + Bd’\(a), v c(zi,yi) = (1 = In(ei(i)) yi), entonces:

apc(:);‘u(z) _ o Oou
T = ./R3 c(znyz)Pc(x) aI,'(z - y)dy

(2.29)
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si ademds u € HY(K + By entonces para i # j

3?%p(r*u(z 5%u
l:?:)az-( - /Rs o(2), 45)e(Tir Yi)Peta) g7 55 (2~ Y)Y (2.30)
30%; ;0T
yparai=j
8%p (z)*u() ) 9%u ., N du
ca—zz'_ = /n° ci(zi, ¥i) Pc(z)ag—zi(z—y)dy—/m(ln(e,-(z,-)) +(In(ei(zi))) )yip‘(’)a_z,-(z—y)dy
(2.31)
Dem. Por calculo directo 5 tu(s)
o*Fu(z
p((a)z_ - = Il + I2 + I3 (232)

donde

_ €(zi) 1 Y Vuis—
“"Aummmm“mﬁ“ y)dy

_ €z) 1 'y B
IL=- ./R3 G?(:r,')y' IBc(a:)I DtP( G(I))u(z y)dy

_ 1y  Ou
L= /m B o) 7~V

reescribimos I

S R

i u(z — y)dy
RS €6(Ti)° |B(z)l  Oui (z=9)
e integrando por partes

ff(l‘i)y, 1
R €(2i)" |Be(z)]

_ [ elz) 1 Y vu(z — o\du
L= /Rs ) B e~ vy

y | Ou
—(z - y)d
o) 5~ 9y
de esta expresién, de las restantes para I, I3, y de la ecuacion (2.32) se obtiene (2.29).
La (2.30) sigue idénticamente observando que si queremos derivar (2.29) respecto de z; (j # 1) el
procedimiento anterior puede repetirse ya que el término ¢(z;, y;) no depende de z;.
Resta finalmente (2.31), pero una vez mas un calculo directo, derivando (2.29), da

azpc(r);u

5 — =Tt hth+l (2.33)

donde ahora

hi=- /m ’n(f(zi))”yi@p(%)g—;(z - y)dy

dc T

observe que hemos reemplazado =52 por —In(e(z;))"yi

= = [ el 06w [ e = )y
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1 P(ﬁ au
Iy = - Ui i\ ! [ -
= = [ @ win(a(e) g =g e - y)dy

1 y 0%
I=/ (@i 4) P 5) 5=z (c — y)d
4 R ( y)ch(x)Ip(f(z))aI?(z y) y
e integrando por partes I3 resulta
Iy = I + In2

du
(y

Iy = [, (@) (1 - 2in(e(z)) ') () 52 (e = )y

(=)l

2
I3 = —./]R (:L‘,, y,)ln(f,(z,)) ytIBl IP (i))gzz( )

teniendo en cuenta esta expresion, la de Iy, I, Iy, la ecuacién (2.33), simplificando y reagrupando
adecuadamente los términos resulta (2.31). O

Observacion 2.2.7 Notar una vez mds que si ¢; = cte entonces ¢;(zi,yi) = 1, In(ei(z;)) =
In(e;(z:))” = 0 y las ezpresiones obtenidas en el lema previo coinciden con las de la convolucion
usual.

Ahora que conocemos las expresiones para las derivadas de p,(;)*u(z) extenderemos la propiedad
enunciada en el Lema 2.2.3, con una versién similar a la obtenida para p,(;) * u(z), con € = cte,
en la Observacion 2.2.5.

Lema 2.2.5 Sea K C R?, v € H¥K + BC%), y supongamos que ¢(z) verifica la hipdtesis H1,
enlonces

a(u - pc(:);u) 3 azu Ou
” —a:r,' - _”0,2,k < C{; GJIIazjazi||0,2,K+B¢% + lela—zillo,z,l{} (2.34)

donde ¢; = (e});.

Dem. Reescribiendo la expresion (2.29) se tiene que

Op (r)*u du
o pc(z)* / In(faz))y.pc(:)a (z — y)dy (2.35)

de aqui, mas H1 y el hecho de que |y;| < ¢, resulta

a(u ~ Pe(z ;“U,) ou
2z, | < laz Pe(s)* I+Cf.|p¢(x)*l ll (2.36)

tomando norma L? aplicando la desigualdad triangular mds los Lemas 2.2.3 y 2.2.1 obtenemos
(2.34). o
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Observacién 2.2.8 Observe que pc*f continia preservando, bajo H1, propiedades del tipo de
interpolacion para las derivadas primeras, en el sentido de que

|2 = pe(zy*ul1,2,kx < Cmaa:{e.-}llullg,g,chk,

donde los ¢; miden la “bondad” de la aprorimacion.

Observacién 2.2.9 Es oportuno mencionar que también puede verse
|2 = pe(z)*ul1,2,k < Cluli2,k

en efecto, volviendo nuevamente a (2.36) y tomando norma L? en ambos miembros, aplicando
la desigualdad triangular y utilizando el Lema 2.2.1 para acotar ||Pc(z)’;|g—;..“|0,2.K se obtiene el
resultado mencionado.

Incrementando los requisitos sobre los ¢;(z;) pueden obtenerse cotas parecidas a las del Lema
2.2.5 para derivadas de mayor orden, sin embargo, para el propésito que nos ocupa, solo precisa-
remos la cota que aparece en el lema siguiente, y que solo requiere de la hipdtesis H2

Lema 2.2.6 Sean K C R®, u € H*(K + B.y), €(z) verificando H2, definimos

e =(ef)i,  €=maz{e)
enlonces
|pe(z)*ttl2,2,k < C(|“|2.2,K+B¢% + €|“|1.2,K+B4;‘,4) (2.37)
mas precisamente, si i £ j
3%pe(z)*u %u
| vy 92,0z ||0 2,k < C"WHO 2K+B .y (2.38)
y o i
Pe(z)*U J*u ou
ez - < - | —
I dc? llo2.x < C(”azg”“”we% + e'”az,-”("z’K*B%) (2.39)

Dem. Se sigue sin dificultad de los Lemas 2.2.1, 2.2.4. En efecto, observe ante todo que (2.37) se
obtiene de (2.38),y (2. 39) Veamos, como ejemplo, la demostracién de esta dltima.

Consideremos para ello —‘g?;ui de (2.31) se obtiene, recordando que |y;| < ¢;

3%p(zy*u(z) 0%u ou
| — ‘az?—l <M ./m Pc(:)la_zg(z -yldy+e /m Pta)l 5 (2 = ¥)ldy (2.40)

donde M acota a c(zi,¥:)?, y a |In(ei(z:))” — In(ei(zi))'?|, que por H2 deben ser finitas (vea la
Observacién 2.2.2). Tomando norma en L? y usando la desigualdad triangular tenemos

0%p (o) *u
1
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de aqui y del Lema 2.2.1

a2p((r);u %u Ou
”a_z,?”“'“ < C(llﬁ”o.z.ma,% t el llozk+8,u) (2.42)

que es lo que debiamos probar. O
En el lema que sigue buscamos cotas similares a las del resultado previo pero en norma infinito

Lema 2.2.7 Sea K C R®, v € H* (K + B‘?&')’ €(z) verificando H2, y considere como en el lema

previo €; = (e}M);, € = maz{¢;}, entonces eriste una constante C = C(p) tal que

. 1
|Pe(z)*el2,00,6 < C (lul2,2,k+B p + €lul1,2,k4+B 5 ) (2.43)
|BcE| ‘K ‘K
mas precisamente, si i ¥ j
azpc(:);u 1 %u
—_ Crole——= 2.44
” azjazl_ IIO.OO.K — IB(? I ” azjazi I|0.2.K+B¢k’l ( )
y s i
Pe(z)*U 1 0%u Ou
—_— Cxm—(lz= il :
I dc? llo,co,i < IBC'K"I(Ilaz?IIO'z'K*'B‘;"J +e€ ”63;”0'2'“’3‘%) (2.45)

Dem. Es similar a la del lema anterior. En efecto, veamos (2.45). Para ello procedemos como
antes hasta obtener una vez mds (2.40) y en lugar del Lema 2.2.1 usamos el Lema 2.2.2 para
obtener (2.45). Analogamente sigue (2.44) y desde luego (2.43) es consecuencia inmediata de las
anteriores. O

Hasta ahora no hemos tratado, en este capitulo, con elementos finitos. En la préxima seccién
vamos a definir un interpolador de promedios que resultard dptimo toda vez que sea dptima la
interpolacion de Lagrange sobre espacios regulares.

2.3 Construccion y resultados de una interpolacion de prome-
dios

Comenzamos con un par de definiciones

Definicién 2.3.1 Consideremos una triangulacion T, de un dominio Q. Diremos que T satisface
H2, si y solo si eriste una funcion 0 < €(z) verificando H2 y con la propiedad de que para todo
K € T, para todo = € K se tiene que el elipsoide definido por B,y es comparable a K. Es decir
que eristen constantes 0 < ¢,C independientes de I{ y z tales que ¢ < ]%% < C. En ocasiones
diremos que es K quien satiface H2, suponiendo, como en el capitulo previo, que con K podemos
designar tanto un elemento como a una familia de ellos.
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Le definicién previa relaciona las medidas de los elipsoides By(;) con los elementos K. En realidad
vamos a precisar un poco mas, en particular ciertas cotas requieren no solo medida comparable
sino tambien didmetro comparable. Para ello veamos la siguiente

Definicién 2.3.2 Consideremos una triangulacion T, de un dominio Q, que satisface H2. Di-
remos que es de didmetro comparable a ¢(z), donde €(x) es el de la definicion previa, si existen
constantes 0 < ¢,C independientes de z y de K tales que ¢ < % < C para todo z € K.
También diremos como antes, sin temor a confusion, que K es de didmetro comparable a ¢(z).

Consideremos ahora una u definida en H?(K + B(%), donde K verifica H2, para una cierta ¢(z).
Definamos la funcién % = p(;)*u con * como en la seccién previa. Podemos entonces hacer

P(u) =

donde II es la P;-interpolacion de Lagrange sobre el elemento K. La idea de lo que sigue es valerse
de la regularidad extra obtenida para % (ver Lema 2.2.2). En efecto, segin hemos visto (Seccién
1.3 del Capitulo 1) subsisten para tales funciones cotas 6ptimas del error, para la interpolacién
de Lagrange, atin sobre elementos anisotrépicos.

Escribamos entonces

0(u — P(u))

I o < 125 e + 12

—-Uu
Lo + 1255 D (3.46)

la primer norma de la derecha puede acotarse como en la seccién previa, en efecto, el Lema 2.2.5
dice que

a(u_ﬁ a(u_pc F ’;u) 62
”—31:]- )”0.2.K = ||—31_; " o2 C{Z €J||a 9, llo,2.x+8B ot eJ||(9 o2k} (3.47)

i=1

con respecto a la interpolacién de Lagrange, por su parte, como ya hemos mencionado, existen
cotas en norma infinito del tipo siguiente

- 2
1255 o < czh e loonst (3.48)

donde los h; representan los didmetros de K en las direcciones de los ejes coordenados z;, o bien
cotas “no direccionales”
I o(z - I(w))
9z;

siendo esta vez h el didmetro de K. Ademis la constante C depende del angulo maximo, en el caso
de tetraedros, o ser independiente de la forma en 3-rectangulos. Obviamente (3.48) implica (3.49).

llo,co.x < Chltl2,00,k (3.49)

Ya que no hemos explicitado el tipo de elementos sobre los que trabajaremos, supongamos,
para fijar ideas, que vale (3.48), este caso es el m4s interesante, pues nos permitira ver que nuestro
operador respeta la “direccionalidad” de las cotas dadas por la interpolacién de Lagrange. Antes
de continuar, sin embargo, vamos a dar una definicién para referirnos a los elementos que verifican
este dltimo tipo de cota para el error de interpolacién.
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Definicién 2.3.3 Consideremos una triangulacion T de un dominio Q que verifica H2. Diremos
que tiene didmetros direccionales comparables a ¢(z), donde ¢(z) es el de la Deﬁnicion 2.3.1, st
ezisten constantes 0 < ¢,C, independientes de z y de K, tales que ¢ < -7-'—5 < C, para todo
€, K €T. Como es usual, diremos también que es K quien tiene didmetros direccionales
comparables ae(z).

Observacion 2.3.1 Obviamente si K tiene didmetros direccionales comparables a ¢(z), tiene
también, en particular, didmetro comparable ¢(z).

Escribamos ahora

. oz - II(z 9%
12 @k < gy 2T ())||0<>oK<C|K|1/2Zh|| S o) (350
J T

donde, en la segunda desigualdad, hemos utilizado (3.48), y ahora de (3.50), y el hecho de que
U = pxu mas el Lema 2.2.7 obtenemos

d(u- Iz K 9%u
||_( azJ( )_.)|| C(IL’ ||)1/2((Z '”8 0z, ||02K+BM+e,h || ”02I\+BM) (3.51)

y podemos entonces enunciar el resultado principal de este Capitulo

Teorema 2.3.1 Sea If C IR3 con didmetros direccionales comparables a €(z), supongamos que la
interpolacion de Lagrange verifica (3.48) entonces para la interpolacion P(u) = II(#&) se tiene

2Pl '<C{Z:h|| Fu_, a1 24 ) (352)
9z, 0,2,K 9z:93; 0.2.K+B a1 9z, 0.2.K+B y .

Dem. Como ¢(z) verifica H2, se tiene ]'AE(I] < C para todo z € K lo que da en particular
'J—l— < C. Por otra parte ¢; < Ch;, y el teorema se sigue inmediatamente de las ecuaciones

(3.46), (3.47) y (3.51). O

Andlogamente se obtiene

Teorema 2.3.2 Sea kK C R® con didmetro comparable a ¢(z), supongamos que la interpolacion
de Lagrange verifica (3.49) entonces para la interpolacion P(u) = II(i) se tiene

-P
” ( (1].))”02 K < Ch"_lll 2,K+B. (353)
z;

Observacién 2.3.2 Note las implicaciones de los Teoremas previos. Segin hemos visto en el
Capitulo anterior, la interpolacion de Lagrange no deteriora sus propiedades de aprozimacion
sobre ciertos elementos anisotrdpicos si trabajamos sobre funciones regulares. Esta condicion
no puede ser removida, como demuestran los contraejemplos dados en [34]. En consecuencia el
operador que construimos resulta poseer mejores propiedades que el de Lagrange.
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Observacién 2.3.3 Las propiedades de aprozimacion de p*u se obtienen de un modo directo
sobre cada elemento K, sin el uso de reescales o cambios de variable (sin pasar por un “dominio
de referencia”). Esto es, en parte, lo que permite independizarse de la geometria de K dejando
recaer esta cuestion sobre la interpolacion de Lagrange. Por otro lado para funciones regulares,
puede acolarse el error en W1 directamente sobre el elemento K (hay un resumen de esto al
comienzo de la Seccion 1.3), evitando también los cambios de variables. Esto permite eludir todos
los tecnicismos que debimos utilizar para tratar (también para la interpolacion de Lagrange) el
error en WP con p < 00, sobre tetraedros anisotrdpicos.

Observacion 2.3.4 Para ver que H1 y H2 son “poco” restrictivas conviene quizd reescribir los
Teoremas 2.3.1 y 2.3.2 sin dichas hipotesis. En tal caso, la constante que aparece en las estimacio-
nes obtenidas depende de |In(€;(z;))| y de |In(€i(z;))"], 1 < i < 3. Supongamos, por simplicidad,
que trabajamos en un dominio @ C IR3 tal que si z = (z1,2,73) € Q entonces 0 < z; < 10. Si
toma una malla T de, digamos, 3-rectdngulos, de tal modo que si K € T y z € K entonces h}{ es
comparable a €;(z1) = (3)™ resulta, por un lado, que |In(e1(z1))'| = [In(3)| y In(ex(21))" = 0, sin

1
embargo mazK,K:Gfrf{L > C2'°. Lo que muestra que, a pesar de que T prdcticamente no posee
!

K
uniformidad en la direccion z,, la estimacion dada por los Teoremas 2.3.1 y 2.3.2 no se deleriora.



Capitulo 3

Interpolacion de Raviart-Thomas

3.1 Algunas estimaciones basicas

En general haremos uso de la notaciéon dada a comienzos del Capitulo 1, pero por simplicidad la
recordaremos brevemente.

Denotaremos con letra minuscula las funciones escalares, con minusculas también pero en negrita
las funciones vectoriales y finalmente los campos tensoriales con negrita mayiscula. Dado un
tridngulo (resp.: tetraedro) general K, llamaremos po a uno de sus vértices, v; a los vectores
unitarios con las direcciones de los lados (resp.: aristas) l; (de longitud también notada /;), concu-
rrentes en dicho vértice y entonces si K es, digamos, un tetraedro, podremos representarlo como
K = c.c.{po,!1V1 + Po,!2V2 + Po,!3V3 + po}. Dado un tridngulo denotaremos con v; a la normal
exterior unitaria al lado [;, si K fuera un tetraedro llamaremos S;;, 1 < i # j < 3 a la cara
definida por las direcciones v;,v; y v; ; al correspondiente vector normal.

Presentamos ahora ciertos operadores, para ello usaremos una vez mas la notacion estandar
Pir(K) para polinomios de grado no mayor que k restringidos al elemento K, y dado un K fijo,
el operador P : L2(K') — Po(K) representara la proyeccién en L2(K') sobre las constantes, la que

para w € L%(K') queda definida por:
/ Pw = / w
K K

Vamos a usar también el operador Il : H!(K) — P;(K) (introducido originalmente en [14])
que proyecta en L? pero sobre cada lado (resp. cara) del elemento y que resulta univocamente
determinado para cada w € H!(K') por las condiciones:

/Hw:/w para cada lado (resp.: cara) S de K
S S

En general, como hemos visto a lo largo de esta Tesis, los Lemas 1.2.1 y 1.2.2 son la base para el
estudio del error en varios operadores de proyeccién o de interpolacién, pues en muchas ocasiones el
error (o cierta derivada del mismo) satisface las hipétesis de alguno de dichos lemas. En particular

65
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del Lema 1.2.1 se sigue inmediatamente

llw - PWI|0K<CEIII IIOK (1.1)

donde por comodidad aqui, y en estimaciones andlogas, no arrastraremos el valor exacto de la

constante.
Por otra parte, para el operador II resulta también

Lema 3.1.1 El operador Il verifica

o - Hw||02K<Czlll oz (1.2
7} 0
155 ok < ligglosx (1.3)
a( I
12 < czyn(9 2 Mok (14)

donde % es una derivada en cualquier direccion &, y C es independiente de K.

Dem. Como w — Ilw tiene promedio cero sobre los lados (resp.: caras) de K se sigue del Lema
1.2.2 que

O(w — NMw)

lw — Mwlfoz2,x < CZ’ |l——F—llo,2,x (1.5)
= 0v;
por otro lado,
oMw _ 3_10 (1.6)
Kk 06  Jk o€ ’
en efecto, como 5 5
w Mw
—_—— = div{(w - [w
%~ 3 = el Tw))
se obtiene utilizando la definicién de II
v IMw /
—_— - —= div{(w - Nw = —Nw)—=—vds =0
K €~ O (o~ o)) = [ (= M) s

de donde resulta (1.6), ecuacién, esta dltima, que también puede escribirse (note que S5 3”"’ debe
ser constante)

ow _ llw
5 = 3 (1.7)

y de donde se sigue inmediatamente (1.3).
Ahora (1.4) es consecuencia de (1.1) y (1.7). Finalmente, (1.2) se deduce de (1.5) y (1.3) con
vJ = E, [m]
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3.2 El espacio de Raviart-Thomas

Vamos a presentar en esta seccién el espacio de Raviart-Thomas de menor grado y el correspon-
diente operador de interpolacién. Dicho espacio fue desarrollado originalmente en {30] como una
aproximacion del espacio funcional

H(div,Q) = {v € (LXQ))" tales que divv e LY(Q)}

dotado con la norma
IVl (aivy = IVllo2.0 + lldivvfo2,0

que como veremos en la seccion siguiente es el adecuado para plantear ciertas formulaciones mixtas.
La version local (esto es, sobre cada K') se define en tridngulos (resp.: tetraedros) como [29, 30]

RTo(K) = Pg(K) & xPo(K)

y la interpolacién de Raviart-Thomas RT : H(K)" — RTo(K ) queda univocamente determinada
por la relacién

/RTW-V:/W-V para todo lado S (resp.: cara) de K (2.1)
S S

en donde v denota la normal unitaria exterior a S.

Mencionemos que dado un campo tensorial M, también se define la interpolacion RT actuando
fila a fila, y la denotaremos con RT.

Para las versiones globales del espacio y la interpolacion de Raviart-Thomas asumimos que
Q C R*, n = 2,3 es un poligono o poliedro y que ha sido triangulado en una particién ad-
misible 7 de elementos triangulares o tetraedros. Definimos asi el espacio de elementos finitos
R7To como el subespacio de H(div,{2) de funciones que localmente pertenecen a R7p(K). La
version global del operador RT como asi también la de los operadores introducidos en la seccién
previa se denotardn, para no multiplicar la notacion, con el mismo simbolo que sus correlatos

locales.

Hagamos algunas observaciones itiles

Observacién 3.2.1 Es claro, por construccion de RTo(K'), que divRTv es constante, mds ain,

resulta evidente que
O(RTv)i _ 5{1@'0 RTv
Oe;j 3

donde (RTv); representa la componente ¢ — esima de RT'v.

Observacién 3.2.2 A través del Teorema de la divergencia se desprende inmediatamente de la
definicion de la interpolacion que

/divv:/ divRTv
K K
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pero por la Observacion 3.2.1 divRTv es constante y, en vista de la ecuacion previa, debe ser
entonces la proyeccion de divv, o sea

P(divv) = divRTv

se tiene en particular
ldivRTv|loz2,x < lldivvilo2.kx

Observacién 3.2.3 De las dos observaciones previas podemos concluir

. : 1
“_3(1;;").”0'2"( < 53%“‘12'”"”0.2,’\’ < 3lvhak

Si lamamos Lg al espacio de las funciones localmente constantes, lo comentado en la Obser-
vacién 3.2.2 puede reumirse en el siguiente diagrama conmutativo:

HY Q)" 2% [2(Q)
RT| |P (2.2)
RTe £ Lo —0
restaria ver la suryectividad, denotada con la dltima flecha de la derecha, para ello se toma una
f€LoC LY) y se busca u € H? que resuelva el problema

Au=f

que tal u existe puede verse en (21}, lamando ahora w = Vu es P o divw = f, segin queria
demostrarse.

Nuestra intencién, de ahora en mas, serd hallar estimaciones en L? para el error de RT. El
anilisis clasico, que ahora resumiremos, se realiza por medio de la transformada de Piola [11, 7], y
puede verse de ese modo que la condicion de regularidad en los elementos da estimaciones 6ptimas.
Sin embargo como hemos anticipado esa condicién podra rebajarse notablemente.

Comencemos entonces definiendo la transformacién de Piola, PI : (L3(K))* — (L*(K))", para
ello consideramos una aplicacién afin F(£) = Bx + po, con la propiedad F(K) = K, y llamando
J = det(B), escribimos entonces

4(z) = PI(@)(z) = 7Ba 0 F\(2) (23)

con lo cual podemos asociar campos definidos sobre el dominio K con campos definidos sobre un
dominio afinmemente equivalente a este tiltimo. Cabe notar que la relacién (2.3) puede invertirse, y

mas ain, definirse entre cualesquiera dos dominios relacionados por una transformacién invertible
F.

Observacion 3.2.4 Obviamente no es necesario restringirse a transformaciones afines. Si se
trabaja, por ejemplo, sobre elementos isoparamétricos no lineales debe reemplazarse B y J por
DF ydet(DF) respectivamente.
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Otro hecho importante y de verificacién inmediata (por cuestiones de dimensién basta ver una
inclusién) es que
PI(RTy(K)) = RTo(K) (2.4)

Veamos ahora el siguiente resultado cldsico

Teorema 3.2.1 Sea K = F(K), y defina q = PI(q). Siv, i, representan los vectores unitarios
normales a 0K, y 0K respectivamente, entonces

divq = %divq (2.5)

qu= [ & (2.6)
K K

Dem. La ecuacién (2.5) es inmediata si aplicamos la regla de la cadena en (2.3) y observamos
que la traza es invariante por cambios de base. Para (2.6) usamos el teorema de la divergencia en
J5x Qv, después gracias a (2.5) se tiene

qu=/ l-divc‘ld.'t:
oK kJ

cambiando de variables z = F(£) e integrando nuevamente por partes se obtiene (2.6). O

Observacion 3.2.5 Los resultados del Teorema anterior subsisten para transformaciones no li-
neales, y en condiciones mds generales [11], aunque solo haremos uso de la presente version .

En el trabajo original de Raviart y Thomas la interpolacion se define en el elemento de referencia a
través de la relaciones (2.1) y sobre un dominio K general usando la transformacién de Piola. En
efecto, puede verse, por cdlculo directo, que si llamamos S;'j ala cara del elemento K determinada
por los lados e;, e; con 1 < i # j <3,y S;i; ala correspondiente cara de K definida por los
vectores B(e;) = [l;v;, resulta F(S;'j) = S;; y mas ain definiendo v;;, %, ; como los vectores
normales a las caras S; ;, 5',-,_,- respectivamente se tiene

/s.,, qu = /s.,, PI(qQ)vi; = .[S av; ; (2.7)

»J

pero de estas relaciones, junto con (2.6), resulta, mds en general, que para toda cara S = F(8)

de K = F(K)
/Squz/S‘c]D (2.8)

y es precisamente la ecuacién precedente quien permite relacionar la interpolacién RT en dos
dominios distintos, en efecto, ahora es facil ver que

RT(q) = PI(RT(§)) (2.9)
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ecuacién clave a la hora de acotar el error. Para mostrar como se obtiene (2.9) notemos que de
(2.4) resulta en particular PI(RT(q)) € R7o(K), por lo que basta ver, debido a la unicidad de la
interpolacién, que PI(RT(§)) verifica las ecuaciones (2.1).

Tomemos entonces una cara § de I, y asi

/PI(RT(q))V_/RT(q W = qa /qu

en donde hemos utilizado (2.8) aplicado a los campos RT(§) y §, en la primer y tercer identidad
respectivamente, y la definicién de RT en la segunda. Esto prueba (2.9).

De ahora en mas la cuenta es estindar, y sigue de cerca el andlisis que hemos hecho para la
interpolacién de Lagrange en la Seccién 1.1. Esto es, una vez que sabemos como pasar al dominio
de referencia debemos verificar la estimacién alli y derivarla a un dominio general cambiando de
variables.

Lema 3.2.1 Considere dos campos q, 4, relacionados por (2.3). Si uno de ellos pertenece a H',
con 0 <! <1 entonces también el otro pertenece a H!, y mds atin

ldl, 2 & < IIBI'l B~ |l|detBI|'/?|qli 2,k

laliz.x < [|B']'||BllldetB|="/2|dl, ,

Dem. Se deducen directamente de la expresién (2.3). O

Finalmente presentamos cotas para el error sobre el dominio de referencia. La demostracién
clasica explota el hecho de que el operador RT deja invariante a las constantes y resulta continuo
de (H'(K))™ en (L*(K))". Con estas propiedades via el Lema de Bramble-Hilbert (en su versién
vectorial) se obtiene como resultado el Lema 3.2.2 que aparece mds abajo. Sin embargo, mas
acorde al enfoque que daremos en las secciones siguientes proponemos una demostracién directa
del mismo.

Lema 3.2.2 Sea2<n <3, § € (H'(K))" entonces

lla - RT(Q)"O,LR < C"QII1,2,R

Dem. Considere v € (H ‘(f{ ))* y RTv. Mas en particular tomemos las primeras componentes v,
y (RTv), de dichos campos. Se tiene evidentemente

v1 — (RTv); = (v - RTv)e;

pero —e; es la normal exterior unitaria a la cara S23 y por definicién de la interpolacién (2.1)
debe ser en particular

—(RTv);1 =0
'/;m”l (RTv)

y por el Lema 1.2.2
lvi = (RTV)llg 5 i < Clor - (RTV )y 5 %
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entonces
”vl - (RTV)l”o,z,](’ < C{lvlll,z,f\’ + I(RTv)lll,z,R}

y por la Observacién 3.2.3
l|lvor = RT(V)l”o,z,f( < Clvl|1,2,k

repitiendo el argumento con las otras componentes finalizamos la demostracién. O

De los Lemas 3.2.1 y 3.2.2 se obtiene inmediatamente:

lla = RT(a)llo.2.& < CIIBIIIB |lllall 2.5

y usando la Proposiciéon 1.1.1 resultan estimaciones dptimas bajo la condicién de regularidad
(1.12).

3.3 Aplicaciones de la interpolacion de Raviart-Thomas

En esta seccion vamos a presentar dos aplicaciones de la interpolacion de Raviart-Thomas. La
primera de ellas es estindar y corresponde a estimaciones del error para formulaciones mixtas
de problemas escalares elipticos, la segunda brinda cotas para el error en cierta aproximacion
no-conforme de las ecuaciones de Stokes.

Comencemos ahora con el problema eliptico de segundo orden

-div(aVp)=f inQ
p=0 ondQ

el espacio R7p puede usarse en conjunto con Lo para aproximar u = —aVp y p utilizando la
formulacién mixta

/a“u-v—/pdivv:O Vv e H(div, Q)
Q Q

/ﬂqdivu:/ﬂfq Vg€ L¥Q)

en tal caso se tiene que {16] , como consecuencia de la propiedad comutativa (2.2), la aproximacién
discreta u; € RT satisface la estimacion

lu = uxllo < Cl[u — RTullo

donde la constante C depende solo del coeficiente a(z). Por ende, la convergencia sobre elementos
anisotrépicos estard demostrada toda vez que se tengan estimaciones sobre dichos elementos para

la interpolacién RT.

Nuestra segunda aplicacién es a las ecuaciones de Stokes
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—div (Vu-pid) =f in
divu=0 in Q (3.1)
u=20 on 9Q

Consideremos, para aproximar la velocidad u, los elementos de Crouzeix y Raviart (NG,
Donde L)€ denota el conjunto de las funciones lineales sobre cada K pero continuas solo en
los puntos medios de los lados (resp.: baricentros de las caras) entre dos elementos adyacentes y
nulas en los puntos medios de los lados (resp.: baricentros de las caras) sobre el borde de Q. Esta
aproximacién es evidentemente no conforme, y si tomamos la presion en Lo, puede verse que la
combinacién provee un método estable [7, 14, 19].
cpe

La aproximacién por elementos finitos de Crouzeix-Raviart [14] (us,pr) € X Lo se define

por

Tk Jx(Vun: Vv —ppdiv vp) = Jof - v, (3.2)
Yk fK grdivu, =0

para todo (va,qn) € LNC x Lo. Nuestro propésito es demostrar que el error puede ser acotado
a través de la interpolacién RT mds otros términos que pueden controlarse, con orden 6ptimo,
independientemente de la forma de los elementos. Consecuentemente obtendremos estimaciones
6ptimas toda vez que las tenga la interpolacion RT.

Precisaremos en lo que sigue las versiones vectoriales de II y P que se definen aplicando el
operador escalar componente a componente. En particular IT : H3(2)* — (LNC)™ resulta ser el
operador de Fortin asociado este método, i.e., satisface

/ﬂdiv (u-TIu)g, =0 Vgn € Lo (3.3)

Note que, en vista del Lema 3.1.1, obtenemos estimaciones éptimas del error, con constantes in-
dependientes de la forma de los elementos, para este operador en normas L? y H!. En particular,
la estabilidad o también llamada condicién inf-sup valdrd con una constante independiente de la
forma de lo elementos. Por lo tanto el problema se reduce a controlar los terminos de consistencia
que aparecen en la ecuacion del error. Los métodos estandar acotan estos terminos a través del
teorema de traza o utilizando reescales que requieren en general de la condicién de regularidad.
Nuestros argumentos mostraran que esta condicion no es necesaria.

Para simplificar la notacién introducimos

M = Vu - pid

Para obtener las ecuaciones del error, multiplicamos por w, = ITu — u, € (£LN°)" ambos
lados de (3.1), e integramos por partes

;{/K(Vu:th—pdiv wh)—/aKMu-wh}=/ﬂf-wh (3.4)
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Restando a (3.4) la primer ecuacién de (3.2) y lamando e, = u — uy, se tiene
Z/ (Vep : Vw), — (p — pn)div wy) = Z/ Mv - wy
i UK K YOK

Pero se sigue de las segundas ecuaciones de (3.1) y (3.2) que

Z/thdiv(u—uh)=0 Yagn € Lo
K

y por ende de (3.3)

Z/thdivwh=0 Vaqn € Lo
K

Entonces, sobre cada K, resulta nula div wy, y

;/K(p—ph)div Wh=0

Por lo tanto, (3.5) toma la forma
Ve, : Vwy, = / Mv.-w
;/K h h ; - h
y escribiendo

e,=u-TIlu+w,

obtenemos finalmente de (3.6) la ecuacién del error

zK:'/;\_Veh:Veh=;{/;{Veh:V(u—Hu)+LKMu-wh}

(3.5)

(3.6)

(3.7)

En el préximo Lema acotaremos los terminos de consistencia ¥ g [y My - wy, utilizando la

interpolacion de Raviart-Thomas.

Lema 3.3.1 Sea wj, = ITu — uy. Entonces,

|3 [, My wil < € S halfllozae + IM - REM)loax T Whlloa.x
K IR K

(3.8)

Dem. Como wy es continuo en los puntos medios (resp.: baricentros) de los lados interiores
(resp.: caras), y es nulo en los respectivos puntos medios de los lados (resp.: baricentros) del
borde, y ademas RT(M)v es constante sobre cada lado (resp.: cara) y continuo entre elementos,

es facil ver que

;_/{;KRT(M)V-W;,=O
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entonces,

S [ Mrwh= 3 [, (M- RO s (3.9)

Ahora bien,

/BK(M —RT(M))v - wp, = /K div (M - RT(M)) - ws + /K(M _RT(M)): Vws  (3.10)

Para acotar el primer termino observemos que del diagrama conmutativo (2.2) se tiene

div RT(M) = P(div M)

y entonces, de (3.1) resulta

/ div (M = RT(M)) - wp, = -/ (f - Pf) - wy, = —/ £ (wh - Pws)
K K K
y asi, se sigue de (1.1) que

| div (M~ RT(M)) - wil < ChcliflozxlVWalloax

y por tanto, resulta (3.8) de esta iltima desigualdad, junto con (3.9) y (3.10). O

Como consecuencia de este lema obtenemos la siguiente estimacion del error para las ecuaciones
de Stokes

Teorema 3.3.1 Se tiene la siguiente estimacion

(2 IVenll2,6)!% < CO_IIV(u = Mu)ll3 5 x + M - RE(M)IE o & + h[IflIE 2,62 (3.11)
K K

con C independendiente de la forma de los elementos.
En particular,

Q_NIVenlld 2,6)'? < CQ bk (lullf 2,k + IE1I3 2,5) + IIM = RT(M)|2; 4)*/2 (3.12)
K K
Dem. De la ecuacién del error (3.7) se sigue que

> IVenll i < 3 IVenlozklV(u = M)z +13 [ My -l
K K K ‘9K

y por ende (3.11) es una consecuencia inmediata de (3.8). Y ahora (3.12) se obtiene de (3.11) y
(14). O
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3.4 Estimaciones para el error en 2D sobre tridngulos

En esta seccién demostramos cotas éptimas para el error en la interpolacién de Raviart-Thomas
para tridngulos bajo la M AC(%). La estrategia consiste en obtener las estimaciones del error
primero para las componentes normales de la interpolacién RT, cosa que puede lograrse a través
del Lema 1.2.2.

Lema 3.4.1 Sea K un tridngulo y w € (H'(K))?, entonces eziste una constante C independiente
de K tal que

2
ow .
(w — RTw) - villozk < C) :lk(ll—avkllo.z.K + || div wllo.2,x|vi - V|)
k=1

Dem. La acotacién es similar a la del Lema 3.2.2. En efecto, como (w — RT'w)-y; tiene promedio
cero sobre el lado !;v; podemos aplicar el Lema 1.2.2 y obtener

2
o(w - RTw) -y
(W — RTwW) - villoz,x <C D Lll > 6ka) -

k=1

llo.2,x (4.1)

con C independiente de K.

Un calculo directo muestra que (vea la Observacién 3.2.1)

3(RTW . V,') _
ka -

y entonces el resultado se sigue de (4.1) y el hecho de que div RTw = Pdiv w lo que implica

%(div RTw) vy - v

ldiv RTwllo,2,x < ||div Wlo,2,k

concluyendo la demostracion. O

Hasta ahora no se han requerido restricciones con respecto a la forma de K. Sin embargo para
acotar ||w — RTw||g k es razonable esperarlas. En efecto, en vista del lema previo, serd suficiente
controlar ||[w — RTw|[o 2,k en términos de sus componentes en las direcciones normales a los
lados, digamos ||(w — RTw) - v |02,k ¥ |[(Ww = RTwW) - v2|lo,2,x, cosa evidentemente posible por
medio de un cambio de variables, pero con el costo de introducir una constante en la estimacion.
Precisamente dicha costante no estara acotada uniformemente para tridngulos arbitrarios y es en
este sentido en el que debemos incorporar ciertas restricciones a la geometia de los elementos.
Claramente esta constante dependerd del angulo entre v, y v, y se mantendra acotada si este
angulo no se aproxima a 0 o0 a T, 0 equivalentemente, si el angulo entre los correspondientes lados
no se aproxima 0 o a 7. Es facil ver que esta condicidn se satisface claramente bajo la “condicion
del angulo maximo”. Mas precisamente
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Lema 3.4.2 Sea K un tridngulo con dngulo mdzimo 6y. Entonces eziste una constante, C,
independiente de K, tal que, para todo w € (H'(K))?,

2
Z l(w — RTw) - villo,2,x

_RT < =
Ilw Wllo,2,x < sin6p =

donde v, y v, son las normales a los lados concurrentes en el vértice de mayor dngulo.

Dem. Sea N una matriz construida con v; y v, como filas. Entonces

2
lw — RTwlloz.x <IN 3 I(W ~ RTw) - villozx
i=1

donde || || denota una vez mas a la norma 2. Como los v; son unitarios, se sigue que | N ~!|| < ]ﬁ[
y |det N| = sin 8, donde 6, es el dngulo entre vy y v;. La demostracién concluye observando que
01 =TT - 00. a

En resumen obtenemos la siguiente estimacién del error para la interpolacién RT":

Teorema 3.4.1 Sea K un tridngulo con MAC(8p). Sean ly, la, vi y vo las longitudes y las
direcciones de los dos lados concurrentes en el vértice de mayor dngulo. Eziste entonces una
constante C, independiente de K, tal que para todo w € H(K)?,

lw = RTwl|loz2,x < cz lk("5—||02K + || div wllo,2,x)
k_

Dem. La demostracion sigue inmediatamente de los Lemas 3.4.1y 3.4.2. ©

Observacion 3.4.1 Argumentos similares pueden aplicarse a elementos rectangulares (vea [7]
para la definicion del espacio RTy sobre rectingulos y la correspondiente proyeccion). En efecto,
sea K un rectdngulo con lados de longitud Iy y l;. Procediendo como en el Lema 3.4.1 y usando
que en esle caso,

O(RTw);
1252 o < Nl

podemos probar que

ow;

l(w — RTw)ilo,x < Cz 1k|| . 2= llo.x

con una constante C independiente de la relacion entre l; y ls.
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3.5 Estimaciones para el error en 3D sobre tetraedros

El objetivo de esta seccién es obtener estimaciones de error para la interpolacién RT en 3d.
Primero mostraremos que los argumentos dados el la seccién previa pueden generalizarse y obtener
resultados analogos al Teorema 3.4.1 para cierta clase de elementos degenerados. Sin embargo
la condicién requerida para dichos elementos usando ese argumento es demasiado restrictiva. De
hecho, por medio de una demostracién diferente, obtendremos una estimacién, que si bien no nos
da cotas direccionales para el error de interpolacién, provee, sin embargo, orden éptimo para toda
la clase de elementos de angulo maximo. Mads adn todavia, demostraremos que tal condicién es
necesaria y suficiente para obtener dicha estimacién en la interpolacién RT.

Como en el caso bidimensional comenzamos obteniendo cotas para las componentes normales
de w — RTw.

Lema 3.5.1 Sea K un tetraedro, y w € H'(K)? eziste entonces una constante C independiente
de K tal que

3
0 .
i(w = RTw) -villoxc < C 3 lllgllo + lldiv wllo,scls - vl)

k=1

Dem. Se sigue del Lema 1.2.2 como en el caso bidimensional. O

Ahora bien, con el propésito de acotar |w — RTw||o,x podemos proceder como en la seccién
previa. Una vez mds, para un elemento fijo, podemos acotar la norma de w — RT'w en términos
de las normas de las componentes de dicho campo en tres direcciones normales a las caras del
elemento, y estudiar, entonces, la dependencia de la constante en la estimacion obtenida en funcién
de la geometria del elemento en cuestiéon. Claramente, tal constante no degenera para aquellos
elementos que posean tres normales “uniformemente” linealmente independientes. En el Capitulo
1 hemos definido la propiedad del vértice regular (vea Definicién 1.3.3) que precisamente exigia
esta misma condicién, para tres aristas concurrentes en algin vértice del tetraedro k. En el lema
siguiente demostraremos que la propiedad del vértice regular implica precisamente (de hecho es
equivalente, vea la Observacién 3.5.1) que las normales a las caras concurrentes en el “vértice
regular’se mantengan uniformemente linealmente independientes, y a través de este resultado
acotaremos el error de interpolacion.

Lema 3.5.2 Sea K un tetraedro que satisface la “propiedad del vértice regular” con una constante
¢ > 0. Eziste entonces C dependiente solo de T tal que para todo w € H'(K)?

3
Iw = RTwllox < CY_ (W~ RTw) - villox
=1
donde v; representa a las normales correspondientes a las caras concurrentes en el vértice regular
Po-

Dem. Procediendo como en la demostracién del Lema 3.4.2, tenemos que acotar ||[N~!|| donde N
es la matriz construida con v; como filas. Como ademds los coeficientes de N estan acotados por
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uno, se tiene evidentemente que ||[N~!|| < C/|det N| y entonces serd suficiente ver que |det N| >
€ > 0 con € dependiendo solo de ©.
Un cédlculo elemental muestra que

(det M)?
sin 012 sin 023 sin 031

|det N| =

donde 6;; es el angulo entre v; y v;, por lo tanto

|det N| > (det M) >

lo que concluye la demostracion. O

Observacién 3.5.1 Observe que tener cotas inferiores uniformes para |det N| o |det M| son
cuestiones equivalentes, aunque nosotros hallamos usado solo una implicacion. En efecto, con
idéntico argumento se demuestra que |det M| > (det N)2. Por ende, la “propiedad del vértice
regular” es una hipdtesis razonable para concluir el resultado del lema previo.

Recolectando los lemas obtenidos en esta seccién resulta

Teorema 3.5.1 Sea K un tetraedro que satisface la “propiedad del vértice regular” con una
constante € > 0. Sea l; y v;, ¢ = 1,2,3 las longitudes y direcciones de las tres aristas que
concurren en el vértice regular po. Eziste entonces una constante C dependiendo solo de € tal que
para todo w € HY(K)?

3

0 )

Iw — RTwlox < €Y tilliz,-llo + lidiv wlox) (5.1)
k=1

Dem. El resultado es inmediato de los Lemas 3.5.1y 3.5.2. O

Observacién 3.5.2 Como en el caso bidimensional el mismo argumento resulta util para tratar
elementos hezaedricos con caras paralelas a los ejes coordenados, y obtener estimaciones andlogas
a las ezpuestas en la Observacion 3.4.1.

En este punto enfrentamos la cuestion de si es o no posible extender el resultado a una clase
mayor de elementos. En lo que sigue daremos una respuesta afirmativa a esta cuestién. En
particular obtendremos una estimacién ligeramente mads debil (en el sentido de que ya no seran
direccionales las cotas obtenidas), aunque todavia éptima, que la obtenida en el Teorema 3.5.1
pero para elementos que verifiquen la condicién del dngulo maximo. Segin demostramos en el
Capitulo 1 (Seccion 1.3) esta condicion es menos retrictiva que la del vértice regular (vea la Ob-
servacién 1.3.8). Un hecho evidente es que se requiere de una técnica distinta para atacar el
problema ya que es es facil hallar ejemplos para los que las normales a las caras de un tetraedro
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no permanezcan uniformemente linealmente independientes aunque se verifique M AC(%) (en la
Figura 1 b) se observa claramente esta cuestién).

La idea va a consistir en reducir al problema a uno de dimensién finita. Para lograr este
propdsito vemos primero que dada una funcién w € H1(K)3 es posible aproximarla con otra, que
ademads de ser lineal en cada componente posee la misma interpolacién RT que w, en efecto

Lema 3.5.3 Sea K un tetraedro, y w € H'(K)> entonces

RTIIw = RTw

Dem. De la definicién de II se sigue que

/Hw-u:/w-u
S S

para toda cara S de K. Y entonces el lema estd probado observando que fs w - v son los grados
de libertad que definen RT . O

Ahora ya podemos ver

Lema 3.5.4 Sea K un tetraedro y suponga que

lla - RTqllo.2.x < Cihk|IVallo,2.kx (5.2)
para todo q € Py(K)3. Entonces

Iw = RTwlloz2x < (C + C1)hk||VWllo2,kx
para todo w € H'(K)3, con una constante C independiente de K .

Dem. Del lema 3.5.3 tenemos

”W - RTW”O'Z'K < “W - HWI|0,2,K + ”HW - RTHWIIo,g,K (53)
ahora de (5.2) y (1.3) resulta

ITIw — RTIIw||o2,x < C1hk||VW]lo,2,x
y la demostracion concluye usando (1.2) para acotar el el primer termino de (5.3). O

De este lema se sigue que si la estimacion del error es valida uniformemente para polinomios
lineales, entonces lo mismo sucede para toda funcién en H!. Por ende analizaremos este problema
suponiendo que el elemento K satisface la “condicion del angulo maximo”. Para ello sera de
extrema utilidad la caracterizacién analitica de tales elementos obtenida en la Seccién 1.3, mds
en particular nos referimos al Lema 1.3.6.
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Teorema 3.5.2 Sea K un tetraedro que satisface la MAC(¥). Entonces se tiene la siguiente
estimacion

lw — RTwl|lo,x < Chg||Vwl|lo,x (5.4)
para toda w € H'(K)3, donde C depende solo de 3.
Dem. En vista del Lema 3.5.4 solo tenemos que verificar la estimacién para funciones en P;(K)3.
Por otro lado, teniendo en cuenta el Lema 1.3.6, podemos asumir que K es como en la Figura 2

(vea también la Observacién 1.3.7) y debemos probar que la estimacién es vilida con una constante
que depende solo de la constante mg(%) dada en dicho lema.

En primer término vamos a probar esto ltimo para una base

B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(z,0,0),(y,0,0),(z,0,0),
(0, z, 0), (0’ Y, O)’ (0’ z, O)’ (0’ 0, :B), (0’ Oa y)’ (O’ 0, Z)}

Como RT interpola exactamente a los primeros tres vectores de B, debemos tratar solo los res-
tantes casos.

Un calculo directo nos da

1,2(lza + l37)

RT(2,0,0)= (=221 4 5 y,)

RT(y,0,0) = %(lzﬁ + 136,0,0)
1
RT(z,0,0) = 3(l37,0,0)

RT(0,z,0) = 1("“

yh +137,0)
1
RT(0,y,0)= 5(—1201 + 2,036 +y,2)

1
RT(0,2,0) = 5(0,1371,0)

1.(l, -1 la—-1))ba 6(lha —
(h - 37)‘7+(20 h) a (207] 137),11+12a)

RT(0,0,2) = 5(-— E

1 8(a = Is7) ~8(lsf ~ bB)
n

RT(0,0,y) = 5( ” »128)
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l( 120 - 213‘)‘
3 3
Y ahora la estimacién (5.4) se sigue facilmente para w € B calculando ||[RTw — w|| de estas

expresiones y usando las condiciones del Lema 1.3.6. A modo de ejemplo mostramos que (5.4) es
vélida para w = (0,0, y). Los otros casos se tratan analogamente.

RT(0,0,z) = +z,-136 +y,2)

Tenemos

é
RTw - w = %(;(atz — yla), —%(613 - L), 1B - 3y) (5.5)

y como ||[Vwl|lo.x = IKI%, para verificar (5.4) es suficiente ver que

|RTw — w| < Chg (5.6)

pero del Lema 1.3.6 tenemos que §/7 estd acotado por una constante, que depende solo de ¥, y
por ende (5.6) se sigue inmediatamente de la expresién (5.5) teniendo en cuenta que a, 3, 8 y v
poseen valor absoluto menor o igual que uno.

Ahora, para un w € P;(K) general, llamamos w; a los elementos de la base B, y escribiendo
w = ) ;a;w; obtenemos

lw — RTw|3 x < C ) alllwi - RTwillg x < Chk Y _llesVwill3 x = ChE VWIS &
1 '
donde hemos utilizado la ortogonalidad entre Vw; y Vw;, ¢ # j para la dltima identidad. O

Observacién 3.5.3 Es importante destacar que la “condicion del dngulo mdximo” es ademds
necesaria para obtener la estimacion (5.4). En efecto, usando las ezpresiones dadas en la demos-
tracion del Teorema 3.5.2 es fdcil construir contraejemplos cuando alguna de las condiciones 1),2)
0 3) del Lema 1.3.6 no se satisface.
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