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Resumen

En este trabajo se presenta por primera vez un método integral para estudiar el scatter

ing electromagnético en superficies con multivaluaciones arbitrarias. La implementación

del método se realizó mediante códigos de programación FORTRAN, los cuales fueron

sometidos a diversos controles para garantizar su adecuado funcionamiento. Se estudian

geometrías de naturaleza resonante las cuales manifiestan abruptas variaciones en la inten

sidad de los campos lejanos y fuertes intensificaciones de los campos en regiones próximas

a las rugosidades. Mediante la modelización de una punta detectora que se utiliza en

técnicas de medición de campo cercano se presentan resultados que permiten relacionar

la respuesta electromagnética con las irregularidades superficiales.

Abstract

In this work the integral method for electromagnetic scattering from arbitrary multival

ued surfaces is presented for the first time. The numerical implementation of the method

was done using Fortran codes, which were checked by different controls, to guarantee

their proper performance. The resonant geometries studied evidence abrupt variations in

the far field intensity, and strong intensifications of the field near the corrugations of the

surface. Modelling a probe detector used in near field measurment techniques, we show

results which allow us to relate the electromagnetic response with the surface irregularities.

Título en inglés : "Electromagnetic scattering at multivalued surfaces: an extension of

Green’s function method”.

Palabras claves : scattering electromagnético, método integral, superficies multivalu

adas, óptica de campo cercano (NFO en la literatura inglesa).
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Capítulo 1

Introducción

El problema teórico que describe la interacción de la radiación electromagnética con su

perficies o volúmenes limitados admite solución analítica exacta sólo para un reducido

conjunto de casos canónicos. Ejemplos de estas situaciones pueden encontrarse al estu

diar el scattering electromagnético mediante superficies o estratos planos compuestos por

medios dieléctricos isótropos y"homogéneos. Sin embargo, la terminación de cualquier

superficie real, por más cuidadoso que haya sido el tratamiento, contiene cierto grado de

rugosidad que modifica las propiedades dispersoras del medio. Los formalismos teóricos

existentes que abordan este tipo de problemas parten de las ecuaciones de Maxwell y

sus respectivas condiciones de contorno desembocando generalmente en sistemas de ecua

ciones acopladas cuya solución es obtenida numéricamente y cuya dificultad de resolución

será mayor cuanto mayor sea la complejidad de la superficie dispersora. Esta dificultad se

ha visto reducida notablemente en los últimos 20 años con la aparición de computadoras

que permiten manejar grandes volúmenes de cálculo y procesarlos a altas velocidades.

El primer intento para resolver el problema de scattering electromagnético por superfi

cies rugosas fue realizado por Rayleigh en el año 1907. Sus estudios aplicados a redes

de difracción estaban basados en suponer que los campos difractados en todo punto del

espacio fuera del objeto dispersor, podían representarse mediante un desarrollo de on

das salientes, actualmente conocido como desarrollo de Rayleigh. Con el correr de los

años, numerosas discusiones llevaron a la conclusión de que si bien los campos lejos de

la zona rugosa pueden ser siempre expresados mediante un desarrollo de ondas salientes,
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la hipótesis de Rayleigh en regiones cercanas es válida solamente para rugosidades poco

profundas comparadas con la longitud de onda de la radiación incidente Teniendo en

cuenta esta limitación, el método de Rayleigh continúa aplicándose con buenos resultados

en muchas situaciones de interés actual, como puede verse en un reciente estudio de su

perficiescorrugadas anisótropas En otras situaciones, comolas que han motivado este

trabajo de Tesis, las características del objeto dispersor impiden emplear la hipótesis de

Rayleigh, y se hace entonces necesario recurrir a los llamados métodos rigurosos, basados

en resolver las ecuaciones de Maxwell y sus respectivas condiciones de contorno.

Dentro de los métodos rigurosos, los más utilizados en la actualidad son: los métodos

diferenciales [31-[5],los métodos modales [6]-[10] y los métodos integrales [11]. En un

método diferencial las ecuaciones de Maxwell se proyectan en una base de funciones ade

cuadamente elegidas, arribándose a un sistema de ecuaciones diferenciales aoopladas. En

los métodos modales, los campos dentro de las rugosidades se escriben como desarrollos

de autofunciones adaptadas a cada geometría, luego empalmándoselos con desarrollos de

Rayleigh fuera de ellas. Si bien estos métodos resuelven el problema de scattering electro

magnético en forma rigurosa, obtener una solución en determinadas regiones del espacio

puede ser muy complicado o imposible. Ejemplos de esta situación pueden ser los campos

en el interior de una cavidad semiabierta o en regiones limitadas de un lado por una ru

gosidad y del otro por un objeto detector, como ocurre en aplicaciones de microscopía de

efecto túnel u óptica de campo cercano [12]. Dadas las características de los problemas

que estudiaremos en este trabajo utilizaremos el método integral el cual nos permitirá

obtener los campos en regiones del espacio donde no podriamos hacerlo mediante otros

métodos.

Los métodos integrales reciben este nombre debido a que reducen el problema electro

magnético a la resolución de un sistema de ecuaciones integrales. Estos métodos pueden

presentarse como una consecuencia del teorema de extinción formulado simultáneamente

por Ewald y Oseen (ver refs. [13]-[14])desde la óptica molecular (teoría microscópica).

Este teorema establece que la respuesta electromagnética de un medio homogéneo frente

A
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a una onda plana incidente puede ser reemplazada por una expresión integral en términos

de los campos inducidos sobre los contornos del medio, de forma tal que la respuesta del

medio anula el efecto del campo incidente. Una de las generalizaciones del teorema de

extinción formulada desde la teoría macroscópica de las ecuaciones de Maxwell fue pre

sentada por E. Wolf [14], quien basándose en identidades de Green estableció relaciones

entre los campos electromagnéticos y la respuesta del medio válidas en cualquier región

del espacio.

Veremosmás adelante que en determinadas situaciones de interés la aplicación del método

integral nos conduce a las siguientes expresiones

1/2002)= ¡”3mm + [C [LOÜÏFW’oÜ'Ü + QOÜÏÍ'M’oÜ‘Üldl, (1-1)0|

Mi) = LOl[L¡(F,1’)z/;1(r") + (21(1':f')<1>¡(í")]dl. (1.2)

El contorno C01representa la interfase entre dos medios caracterizados por los subíndices

0 y 1. Las incógnitas del problema están representadas por 1/20y (Do(campo y derivada

normal respectivamente, evaluados en Cm aproximándonos desde el medio 0) y por 1,121y

(D1(campo y derivada normal respectivamente, evaluados en C01aproximándonos desde

el medio 1). Las funciones Lo(1"',F),Q0(F, r”), L¡(1'",7"')y Q ¡(17,7"), denominadas núcleos de

la ecuación integral, contienen información sobre los medios y las geometrías dispersoras.

La función 1/26“representa la perturbación incidente que va desde el medio 0 hacia el 1.

Las coordenadas F y F' indican cualquier punto de la interfase C01. Mediante el método

integral, la solución de determinados problemas de scattering electromagnético estará

governada por las ecs. 1.1 y 1.2 y las condiciones de contorno que deben satisfacer las

funciones 1/20,1,121,<I>0 (1)] en la interfase Cm.

Cuando se trabaja con materiales dispersores metálicos existe una aproximación de impedan

' cia superficial constante en las condiciones de contorno que da muy buenos resultados en

un rango de interés práctico correspondiente al espectro visible e infrarrojo [15]- [16].

Con este tratamiento podemos reducir, en cada interfase del problema, el sistema de dos

ecuaciones integrales a una sola. Dado que en este trabajo estamos interesados en estu
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diar las propiedades reflectoras de materiales metálicos, vamos a utilizar este tratamiento

y como un caso particular del mismo obtener resultados para materiales perfectamente

conductores.

En un principio la mayoría de los problemas de scattering electromagnético en superficies

rugosas estaban dedicados a resolver geometrías cuyos perfiles pueden ser representados

mediante funciones univaluadas. Los continuos avances en la fabricación de superficies

han despertado recientemente el interés en el sCattering por rugosidades que presentan

multivaluaciones. Estas situaciones han sido tratadas mediante un método modal [17]

[18]. Si bien permite obtener muy buenos resultados en regiones lejanas a las rugosidades,

el método modal presenta aún dificultades cuando se está interesado en la respuesta

electromagnética en las inmediaciones o en el interior de las mismas .

El método integral presentado en este trabajo provee una solución para este tipo de di

ficultades y permite, por primera vez en la literatura, tratar geometrías que contienen

rugosidades multivaluadas. Por otro lado la implementación del método integral en ge

ometrías de naturaleza resonante nos permitirá estudiar situaciones de interés actual,

tanto desde el punto de vista teórico como experimental. Una de ellas es por ejemplo la

intensificación local de los campos en regiones cercanas a la interfase de separación entre

dos medios. Esta intensificación juega un rol muy importante en procesos de óptica no

lineal [19]o en scattering Raman [20] y ha motivado numerosos trabajos que tratan de

relacionar la respuesta electromagnética con las irregularidades superficiales.

Otra aplicación de interés actual que podremos estudiar mediante el método integral (y

que no podría hacerse mediante ningún otro formalismo riguroso disponible en la liter

atura) está asociada a la microscopía de campo cercano. [21]-[23]. Las técnicas desar

rolladas en óptica de campo cercano (Near-field optics o abreviadamente NFO) permiten

realizar mediciones más alla del límite de resolución de la óptica convencional [24]-[25].En

estas técnicas se efectúan barridos microscópicos de la superficie iluminada, mediante una

fibra óptica especialmente procesada y ubicada aproximadamente a 10 nm de la muestra,

o sea a distancias mucho menores que la longitud de onda A,característica de la fuente. De



esta forma se logra detectar componentes evanescentes de los campos electromagéticos las

cuales contienen información que posibilitan la obtención de imágenes de alta resolución,

por ej, /\/50. [26H29]

En síntesis: el objetivo de esta tesis es desarrollar una herramienta teórica que permita

estudiar el scattering electromagnético en situaciones donde los contornos dispersores se

expresan matemáticamente como funciones multivaluadas de las coordenadas. Posteri

ormente se empleará dicha herramienta para analizar esencialmente dos aplicaciones de

interés actual donde los métodos disponibles hasta el momento no son aplicables o tienen

dificultades: el caso de superficies con cavidades semiabiertas y la configuración superficie

- sensor empleada en el microscopio óptico de campo cercano. La distribución de los

temas desarrollados en este trabajo se ha elegido de la siguiente forma.

En el Capítulo II daremos una breve introducción de la teoría electromagnética clásica

basada en las ecuaciones de Maxwell y los fundamentos del método integral válido para

medios lineales isótropos y homogéneos.

En el Capítulo III presentaremos la extensión para perfiles multivaluados del método

integral discutido en el Capítulo II, tratándose el caso de materiales de alta conductividad.

Un punto esencial de este capítulo es el tratamiento matemático de las singularidades que

presentan los núcleos de la ecuación integral resultante. Luego daremos las expresiones

de los campos (y de sus intensidades) para distintas regiones del espacio y a partir de

ellos calcularemos el vector de Poynting, que permitirá obtener la distribución angular de

potencia dispersada y que además será conveniente para controlar los códigos numéricos

implementados para la ejemplificación del método. Posteriormente discutiremos la validez

de los resultados numéricos, la convergencia del método y daremos comparaciones con

otros el método de Rayleigh y el método modal.

En el Capítulo IV ejemplificaremos el método en geometrías constituidas por cavidades

circulares semiabiertas sumergidas en una superficie plana perfectamente conductora [30].

Entre los resultados novedosos presentados en este capítulo se menciona la aparición de

resonancias para polarización s. Se verá que estas resonancias se manifiestan como abrup
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tas variaciones (mínimos o máximos) en la intensidad de los campos lejanos, acompañadas

por fuertes intensificaciones de los campos en regiones próximas a las cavidades. También

se verá que los resultados numéricos presentados pueden interpretarse utilizando un mod

elo sencillo, basado en una analogía con una guía de ondas cerrada.

En el Capítulo V extenderemos las ejemplificaciones presentadas en el Capítulo IV para el

caso de materiales de conductividad finita trabajando con ambos modos de polarización

[31]. En primer lugar daremos ejemplos que no tienen en cuenta las características disper

soras del medio. Luego incluiremos en los cálculos la variación de 1/ (índice de refracción

del material) respecto de Apara obtener la respuesta en frecuencia de cavidades de Ag, Al

y Au en el rango visible del espectro electromagnético. Aquí también utilizando la ana

logía con una guía de ondas, pero con las condiciones de contorno adecuadas para metales

de alta conductividad, podremos anticipar cómo determinadas condiciones de incidencia

modifican la distribución de intensidades tanto en los campos lejanos como en los campos

cercanos.

En el Capítulo VI daremos algunos ejemplos relacionados con técnicas de microscopía

de efecto túnel y de campo cercano. Los resultados presentados en este capítulo fueron

obtenidos mediante la modelización de una punta detectora que habitualmente se utiliza

en dichas técnicas. Se incluyen ejemplos donde se observa claramente la existencia de

fuertes intensificaciones de los campos, localizadas en regiones cercanas a la ubicación de la

punta. Por otro lado también mostraremos relaciones entre la irregularidades superficiales

y la respuesta electromagnética tanto en la superficie rugosa como en la punta.

Finalmente en el Capítulo VII se analizan los resultados presentados en este trabajo

teniendo en cuenta las actuales líneas de investigación y se proponen futuros desarrollos

de interés teórico o exprimental que hasta el momento han quedado pendientes.



Capítulo 2

Método integral

En este capítulo daremos aquellos elementos de la teoría clásica electromagnética que nos

permitirán empalmar con el punto de partida del desarrollo del método integral. Respecto

del método en si, vamos a obtener un sistema de ecuaciones integrales para medios lineales,

isótropos y homogéneos, las cuales podrán ser aplicadas en la resolución de problemas que

presentan una geometría multivaluada de fonna arbitraria.

2.1 Teoría electromagnética

La teoría clásica electromagnética está basada por un lado en la acumulación de hechos

experimentales y por otro en la generalización de los mismos. Esta generalización fue

formulada por Maxwell, quien a partir de sus desarrollos teóricos le dio una una consis

tencia unificada a fenómenos de electricidad y magnetismo. Por lo tanto, el conjunto de

ecuaciones que describe cualquier problema de esta naturaleza se denomina ecuaciones

de Maxwell, las cuales pueden escribirse en el sistema Gaussiano de unidades (el cual

utilizaremos en este trabajo) de la siguiente forma

—o

1 33(7: t)
VxÉi(i;',t)=—C——6L—, (2.1)

a 1 3150*, a)
Cmeñt>=4ïï7<w>+ a, , (2.2)
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V1507, t) = 41mm t), (2.3)

V.É(F, t) = o, (2.4)

donde c es la velocidad de la luz en el vacío; É es el vector campo eléctrico, 7'?el vector

campo magnético, '13el vector inducción eléctrica y É el vector inducción magnética,

Í el vector densidad de corriente y p la densidad de carga, todas ellas funciones de la

coordenada F = (11:,y, z) y del tiempo t. La eq. 2.1 representa la ley de Faraday y la eq.

2.2 la generalización de la ley de Ampere. Respecto de las relaciones constitutivas de los

medios y de las variaciones temporales de los campos supondremos en el transcurso de

este trabajo las siguientes situaciones.

Medios lineales, iso'tropos y homogéneos donde pueden establecerse las siguientes rela

ciones constitutivas
H

(m) = saw), (2.5)Üi

30?, t) = mía", t), (2.6)

donde e y p son constantes complejas que representan la permitividad eléctrica y la per

meabilidad magnética de los medios respectivamente.

La dependencia temporal es de la forma

¡i'm t) = A(F)exp(—iwt), (2.7)

donde Á(F, t) representa a cualquiera de los campos que aparecen en (2.1)-(2.4) y w es

la frecuencia con la que se caracteriza la variación temporal de los mismos. Con estas

consideraciones podemos escribir las ecuaciones de Maxwell en ausencia dp fuentes libres,

de la siguiente manera

V ><Em = Em, (2.8)
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V x ¡im = J‘Í’ñm, (2.9)

V.Ü(ï") = o, (2.10)

V.I}(F) = o. (2.11)

Aplicando el rotor sobre las eqs. 2.8 y 2.9 y combinando con las eqs. 2.10 y 2.11 obtenemos

V2É(F) + kzucÉÜ") = 0, (2.12)

V2Ü(F) + kzucüfi) = 0, (2.13)

donde k = \/u7/_ces la frecuencia con la que se caracteriza la variación espacial de los cam

pos en el vacío. A una ecuación del tipo 2.12 o 2.13 se la denomina ecuación homogénea de

Helmholtz. Una solución de dicha.ecuación representa una onda propagándose libremente

en un medio caracterizado por las constantes complejas e y ,u con una velocidad de fase

v,=w/k
Cuando se estudian problemas que contienen interfases que separan dos medios de dis

tintas relaciones constitutivas, para encontrar la solución del problema es necesario cono

cer cómo se relacionan los campos electromagnéticos de ambos lados de dicha interfase.

Supongamos tener una superficie E que separa dos medios caracterizados por q, pl y 62,

¡r2 respectivamente como se indica en la Fig 2.1.

Aplicando las condiciones de contorno sobre la superficie E obtenemos

—o

ñ x (E. —Ez) — o, (2.14)Fe): _

.. .. 4 a

ñ x (17!l—112) = :ÏKS, (2.15)FG!)
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Figura 2.1: Interfase entre dos medios lineales, isótropos y homogéneos.

F62= 47Tps,

—o -o

ñ. (B1 —32) 0, (2.17)Im =

donde as y Rs son la carga y la densidad de corriente superficial sobre 2 respectivamete

y ñ el versor normal a la superficie E que se muestra en la Fig. 2.1. La eq. 2.14 establece

la continuidad de la componente tangencial del campo eléctrico en E y la eq. 2.17 la

continuidad de la componente normal de la inducción magnética en 2. A continuación

vamos a dar una descripción de los problemas denominados bidimensionales (2D) que son

los que trataremos en este trabajo.

2.1.1 Problemas con simetría axial

De acuerdo al esquema de la Fig. 2.2 las configuraciones geométricas que serán utilizadas

en este trabajo tendrán una simetría de traslación según cierta dirección que haremos

coincidir con el eje de coordenadas y.

—4

Vamos a suponer en un principio que el vector de onda incidente Kim tiene una com

ponente de propagación ky además de la componente ¡6m perteneciente al plano x-z. En
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Figura 2.2: Geometrías bidimensionales

este tipo de problemas es conveniente realizar una descomposición de los campos en com

ponentes transversales y longitudinales respecto de la dirección de simetría del problema

[32]. Teniendo en cuenta esta descomposición podemos escribir

ÉO‘“)= El + En), (2.18)

iio") = 11+ 11,,37, (2.19)

donde El y Ü¿ representan las componentes transversales de los campos (pertenecientes

al plano x-z), mientras que Ey y 1'11,las componentes longitudinales de los mismos (según

la direccción y). Con esta representación de los campos las ecuaciones 2.12 y 2.13 quedan

VÏEy(a:, z) + (kzue —k3)Éy(z, z) = 0, (2.20)

vï1ïy(z,z) + (kz/re —kE)IÏy(z, z) = o, (2.21)

donde = (V¿.V¿)...con V¿ = (0.../Üm)zï:+(0.../(92)2. Para escribir estas expresiones

se utilizó una dependencia de la forma exp(ikyy) para las componentes longitudinales
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de los campos. Por otro lado, las componentes transversales se obtienen a partir de las

longitudinales con las siguientes ecuaciones

—o 1Et= + XHy'Ü],
—o 1I'Ig= — XEyÚ],

donde A = Ii:sz —k3. De las condiciones de contorno (2.14)-(2.15) se desprende la

conservación de los campos paralelos a la superficie E quedando

É=W, mm

áïlil}=EÍWÉÏ-Ï +62/en%l (2.25)

"J = H3 (2.26)

65:1;=2-; +#2/#13;31 (2.27)
donde T es el versor de la fig. 2.2 que satisface 'ñ X T = y

De las ecuaciones 2.24-2.27 puede observarse que aunque la geometría del problema tenga

simetría según la dirección y, si el vector de onda incidente ¡(inc no está contenido en el

plano x-z, en general (excepto para el caso particular de conductor perfecto) no se podrá

obtener soluciones independientes para Ey y Hu. De otra manera si ahora suponemos que

la perturbación incidente está caracterizada por un vector de onda ¡Em contenido en el

plano x-z, tendremos ku = 0, y por lo tanto cualquier problema de este tipo podrá ser

descripto mediante dos situaciones independientes de incidencia denominados modos de

polarización. Uno de ellos, conocido como modo s (o modo TE) se caracteriza por tener el

campo eléctrico incidente paralelo al eje y y queda determinado por la siguiente ecuación

de propagación,
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VÏEy(m, z) + k2peÉy(m,z) = 0, (2.28)

y las siguientes condiciones de contorno,

m=ü, am

1 015,} _ 1 335
y] Üñ _ pz añ '

(2.30)

Una vez hallada la componente longitudinal, la transversal se obtiene empleando la sigu

iente relación,

_. —i ‘ A _

El otro modo de polarización conocido como modo p (o modo TM) se caracteriza por

tener el campo magnético incidente paralelo al eje y y queda determinado por por la

siguiente ecuación de propagación,

VÏÜyCB, z) + ¡cz/LeÑyCc,z) = O, (2.32)

y las siguientes condiciones de contorno,

H; = H3, (2.33)

1 811,} _ 1 61'13
el añ 62 añ.

Una vez hallada la componente longitudinal, la transversal se obtiene empleando la sigu

(2.34)

iente relación,

.. i AEt=EV;X
El conjunto de ecuaciones (2.28)-(2.31) para el modo de polarización s, o (2.32)-(2.35) para

el modo de polarización p constituyen el punto de partida de cualquier método riguroso



16 CAPÍTULO 2. MÉTODO INTEGRAL

de scattering electromagnético para medios lineales isótropos y homogéneos y cuando el

vector de onda incidente está restringido al plano de simetría del problema (plano a: —z

en nuestro caso).

Por lo tanto para los problemas que trataremos en este trabajo tanto el campo eléctrico

como el campo magnético estarán caracterizados mediante una función escalar 1/)(112,z)que

representará a la componente y de dichos campos. En particular escribirimos al campo

incidente como

Áinc= 1ibinc(z;3):],

en donde vamos a asumir que winc(m,z) tendrá un desarrollo espectral de frecuencias

espaciales dado por la expresión

¡pinchaz) = A(a) exp[z'(a:1:—fiz)]da, (2.37)

la cual representa una superposición infinita de ondas planas con una distribución de

amplitudes A(a) que puede pensarse como la dada en la Fig. 2.3 y cuyos vectores de

onda pueden esribirse como

¡El —_—ai: -—¡32, (2.38)

donde

a = k1sin 0, (2.39)

fl = k1cos 0, (2.40)

con k1 = = w/cplcl y 0 el ángulo de incidencia entre cada componente Iii](a) y el eje

z. En el caso particular de una onda plana basta tomar A(a) proporcional a una delta

de Dirac centrada en algún valor ao asociado con un único ángulo de incidencia 00.

En los ejemplos supondremos una distribución Gaussiana (buena aproximación de un haz

laser), la cual puede escribirse de la siguiente manera
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0'

_m_

A(a)'

- 2o

l ' I ' l

a (1.

Figura 2.3: Distribución del espectro de intensidades para un haz Gaussiano.

A(a) = 2-3? exp [-(a —ao)w/2]2, (2.41)

donde ao es la frecuencia espacial respecto de la cual el haz se encuentra centrado y w el

ancho espacial del haz, el cual satisface w=2/a.

Cuando un haz incide sobre una superficie rugosa la estructura de la misma da origen a

un campo dispersado 1/41,de manera tal que podremos escribir el campo total 1,1)como

1/)(312)= 1/)inc(zaz) + 114101312):

donde ¡[Jimvendrá dado por la. ec. 2.37. Es conocido que en determinadas regiones del

espacio libre de contornos dispersores (por ej. z > 0 en la Fig. 2.2) el campo 1,0¿(zr,z)

admite el siguiente desarrollo

wd(m,z)= jm R(a)exp[i(aa: + flz)]da, (2.43)-oo

donde 1€(a) es un número complejo que representa las amplitudes del campo dispersado.

A esta última expresión se la denomina. desarrollo de Rayleigh de ondas salientes. Cada
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una de sus componentes R(a) se propaga en el sentido positivo del eje z con una dirección

dada por

El = azï:+ 52, (2.44)

donde a y fi vienen dados por las ecs. 2.39 y 2.40 respectivamente con

fi = ¡9,2—a2. (2.45)

Si en esta expresión k1 > a tenemos que fl es un número real y las componentes del

desarrollo (2.43) representarán ondas salientes para z —>oo. Por otro lado si k1 < a

tenemos que fl es un número imaginario puro que se escribe como

a = 21/012—IcÏ. (2-46)

y las componentes del desarrollo (2.43) representarán ondas evanescentes las cuales se

anulan para z —>oo pero que tienen un peso considerable para pequeños valores de z

(muy próximos a la rugosidad).

A pesar de la utilidad que tiene el desarrollo de Rayleigh, debemos destacar que no es

posible usar este desarrollo en el interior de una rugosidad o en regiones limitadas por

objetos dispersores. Si bien existen métodos rigurosos para resolver el problema de scat

tering electromagnético fuera de la utilización de la hipótesis de Rayleigh, dichos métodos

pueden tener muchas complicaciones para calcular los campos en las regiones mencionadas

anteriormente. El método integral que presentamos a continuación nos dará una solución

para resolver este tipo de dificultades y a partir de una extensión que realizaremos sobre

dicho método (Cap. III) podremos tratar geometrías con multivaluaciones arbitrarias.

2.2 Representación integral

Tanto los métodos modales como los métodos diferenciales presentan dificultades para el

tratamiento de las situaciones físicas que se estudian en este trabajo. Si bien el método
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modal predice correctamente los diagramas de scattering de superficies con rugosidades

multivaluadas, no está bien adaptado desde el punto de vista numérico para el cálculo

de los campos en el interior de las rugosidades. Por otro lado, las implementaciones ac

tuales de los métodos diferenciales requieren una transformación especial de coordenadas

que no resulta trivial para el caso de rugosidades multivaluadas. Por este motivo, para

obtener una solución válida en toda región del espacio y adecuada para el tratamiento

de perfiles multivaluados, se decidió recurrir a los llamados formalismos integrales, que se

caracterizan por reducir el problema a la solución de un sistema de ecuaciones integrales.

Dado que en estos métodos la representación de los campos se lleva a cabo mediante la

utilización de funciones de Green, las técnicas que nos conducen a dicha representación

también se conocen como técnicas de la función de Green [33] y tienen como punto de

partida la siguiente expresión,

Á[w(í’)V2v(í‘)—v(ï')V2w(r“)]dV= —U(F)azgñMS, (2.47)

donde v y w son dos funciones arbitrarias definidas en el interior de un volumen V encerra

do por una superficie Z cuya normal exterior es ñ. Una geometría general que describirá

los problemas que estudiaremos en este trabajo está representada en la Fig. 2.4, donde

se muestran tres regiones caracterizadas por las constantes ¡il-61, ¡uz-62y [La-63.

Vamos a suponer que un campo electromagnético incide desde la región 1 sobre una

rugosidad multivaluada arbitraria (medio 2) y sobre un objeto también de forma arbitraria

(medio 3). Para el caso de problemas bidimensionales el volumen que aparece en la ec.

2.47 podrá ser reemplazado por volúmenes cilíndricos que estarán cerrados por paredes

paralelas al plano x-z ubicadas en y=:l:oo. Por lo tanto, podremos reemplazar en (2.47)

la integral de volumen por integrales de superficie y la integral de superficie por integrales

de línea. de forma tal que V —>81,52 o 83 y 2 —>FU T U Call), FU C(R2) o T

respectivamente.

En la ec. 2.47 elegiremos a v como la función incógnita (con j=1,2,3, dependiendo

del medio) que satisface la ecuación de Helmholtz y las condiciones de contorno. Para w
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Figura 2.4: Geometría de scattering para desarrollar el método integral.

vamos a introducir la función de Green bidimensional Gi (17,1") la cual es solución de una

ecuación de Helmholtz inhomogénea

V2GJ’(F,T ) + kÏÓj(F,f') = —41r6(f’,1"')’, (2.48)

donde el subíndicej denota el medio 1, 2 o 3 y k} = (W/C)2,J,j€j. G'j(í",1") con j=1,2

satisface la condición de ondas salientes en Rm -r oo [32]. Por lo tanto reemplazando

en la ec. 2.47 v y w por y Gj respectivamente y teniendo en cuenta las ecuaciones de

Helmholtzpara y Gj tenemos

' _ 1 ,- q 4 31/247")_ .4 3GÍ(F,F) ,
MF) - E fale (TJ) añj W(r)——añjldl , (2.49)

donde F E SJ-y 7-"e C(Sj) (con C(Sj) el contorno de la región SJ-y dl’ su elemento de

arco). Llamando a la contribución de la curva C’(R¡ -—>oo) en la integral de la ec.

2.49 tenemos

1
11 = — G1 * *
“(11) 47r{ C(R¡—.oo)[ (T’T) añ]

COOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO*
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1 a ¡I alpinccíj)_ _ -_I77') I
¿(Rán)[c(r,1)—añl wash )——(9 ldl}. (2.50)ñ]

Para escribir esta ecuación hemos separado al campo total 1/)len una parte difractada 1/4}

y en otra incidente ¡[It-ncde acuerdo a (2.42). Teniendo en cuenta que el campo difractado

debe satisfacer la condición de radiación de Sommerfield (de ondas salientes) [32],puede

verse que se anula la contribución del primer término del lado derecho en la ec. 2.50 y que

el segundo término corresponde al campo incidente. Con estas consideraciones, podemos

escribir la ec. 2.49 como

l . _ _ 1 l —,o—I 1 71 ÜGIOÉF) I v
¡»b —¡puma-i)+ EÁUÏlG (ur) añ] _ 1P(7 ) añ] ldla (2'51)

2 __¿ 2 a ¡I (91,020") _ 2 —‘l0G2(FJ 71') I r
w (r7 —4” [PIC (m >—añ2 w (7 >—3ñ2 ldl, (2.52)

3 _ 1 13 —..4 830301) _ 3 -« 3G3(7ï7") r f .
w (r7 —47 ¿[o (M373 w (r>————0ñ3Idl, (2.53)

Para escribir 2.52 utilizamos que la contribución del contorno C(R2 —>oo) se anula,

análogamente a lo que ocurría con C (1í] —>oo), en el primer término del segundo miembro

de la ec. 2.50. Para tener el problema completamente determinado necesitamos dar las

condiciones de contorno sobre F y T de acuerdo a las ecuaciones 229-230 (modo s) y

233-234 (modo p). Una vez que se especifican dichas condiciones vamos a evaluar las

ecs. 2.51- 2.53 en 77G I" 0 17'E T de modo tal que obtendremos el siguiente sistema de

ecuaciones integrales

3Gl (77'12,1'"12 01/201”)—o —t 1 -I 4 "Í I

wm) = wim<ru>+¿{Á[#w(rn)—cl(rwn) añ ldl
3G] F ,f' _, _, _, 7" ,

+ ¿[ww-,3)—c‘<n2,rm)a‘”áñ‘3)1dz}. (2.54)

- 1 asa” 0622* .4,
10(7'12)= EÁlszzÜ‘nfl‘n) 115;”)- Tina/¡{712)le (2-55)
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1 ac," “ 11 d 4 a * ,
1/2513)= winc(F13)+47{Ál—(;;’ 12)W(ñ2)—Gl(T13,T12)¿(gala

3G] H ,1" _, _, _, 1'" i,

+ /T[—(g‘;—fiw(ns)—G‘(m,na)%ïldz}. (2.56)

1 1'" 3G3 fl 7-"

WWF; ¿[n1303(m,ñ3>a"’áñ‘3)- ‘3)w(ña)ldl' (2.57)

donde ñ es el versor normal que apunta hacia el medio 1 tanto en l" como en T, n12= ¡1,2/ pl

para el modo s y 1712= 62/61 para el modo p, mientras que n13 = ¡ra/p] para el modo s

y n13= 63/61 para el modo p. El subíndice ¡2 en los vectores F y 1'"indica el contorno F,

mientras que el 13 el contorno T. Por lo tanto el conjunto (2.54)- (2.57) representa un

sistema de ecuacionesintegrales cuyas incógnitas son 1,1)y evaluadas en I"y T.

La resolución de este sistema nos dará el campo y la derivada normal en los contornos.

Una vez que tenemos dichas funciones podemos calcular el campo en cualquier región del

espacio mediante las ecuaciones 2.51, 2.52 y 2.51.

Hasta aquí hemos presentado una formulación del método integral válida para medios

lineales isótropos y homogéneos que involucran tanto a materiales dieléctricos como mate

riales conductores. Las ejemplificaciones que realizaremos en este trabajo están dedicadas

a materiales altamente conductores o de conductividad infinita para las regiones 2 y 3

y vacío para la región 1 (quedando pl = e] = 1), con lo cual el problema de scattering

electromagnético se reduce a obtener los campos reflejados en la región 1 debido a la pres

encia de metales en las regiones 2 y 3. En el caso de materiales altamente conductores

existe una aproximación en las condiciones de contorno que da muy buenos resutados en

aplicaciones de interés y que se denomina condición de impedancia superficial [15],

z'Z23
WÜIF = —' —. modos

en” k a” FGÍ‘UT
(2.58)

M17- = ¿“un modop
a” FEI‘UT Z ' FGI‘UT

donde Z2; = 1/1/23 (112,3los índices de los medios dispersores) se conoce como impedancia

OOOOOOÓÓCOOOOOOOO.Q......n.-------------
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superficial del medio 2 o 3. Con esta. condición nos ahorramos el cálculo de los campos

en el interior de las regiones 2 y 3 y cosecuentemente las cuatro incógnitas del problema:

campo y derivada normal en 1"y T, se reducen a dos: campo (modo p) o derivada normal

(modo s) en F y T. De esta forma suprimiendo (2.55) y (2.57) del conjunto de ecuaciones

(2.54)-(2.57), para el modo s nos quedan las siguientes expresiones integrales,

iZ a; _, _, 1 iZ 66' a _, , __ ,, 02/2 _, ,
k23—ïl(7‘12)= ¡pinc(7'l2)+E{/rl kzïü‘nfl‘lz)‘Ól(7'12,T12)l%(7‘12)ld¿

6G] _, _, _. —{ —l l
+ k3Tú (712,713)’Gl(712,713)l%(7'13)ldl la (2-59)

a _. .. 1 6G] a -4 a —l a -l I—“—‘Ï<m>= «za-"¿nana [Lg-4mm—G‘(rla,rn>lï<nz)1dzk an 47r r k an an
iZ (96” _, 4 1 4 _, (91/) _, ,

Alf-aíÜ’lufl'la) " (11(7'13,7'13)l%(r13)ldll i (2'60)

mientras que para el modo p,

_. —. 1 6G] —a —l - —o —I —l I

W712) = winc(7‘12)+47{/rlï(7‘12fl‘12)+ 2kZ2G‘(7'12,732)]100'1910”

. aGl —o -4 n —o -l -l I

Áljaïü'nvria) + lkzacl(7'12,7'13)l1/)(7'13)dllv (2-61)

—- —4 1 6611 a -I v 11 —o —l -l I

1/)(7‘13)= ¡bin6(7‘l3)+E{Á[í(713,712)+2kz26 (7‘13,7‘12)lw(7‘12)ldl

+ ÜGI _, _¡ . —. -—l —l I f

Álïulmrial +ka-‘JGJ(Tlaariallï/¡(Tiafll (2'62)

Una vez que se obtienen las soluciones (derivada normal y campo en 1"y T) de los sistemas

(2.59)-(2.60) y (2.61)-(2.62), los campos en todo punto de la región 1 pueden escribirse

mediante una expresión análoga a la (2.51). Por lo tanto, para el modo s tenemos

1 'Z __.._ a _' I
wm = Mi) + ¡{Ál‘fgma —01(7‘,rn)15%<r,2)1dz

'Z 86'l _. 3 4 , ,
+ ¿[%—¿nr<ï,vñs)—G‘<r,ns)1%(n3)1dz}, (2.63)
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y para el modo p

ÜGI ,
wm .= «mmm+ fi ¿[añ-(F, 1‘12)+ ikzmr, ¿»mamen

l

+ ¿[gm +ikzaal<m=33)1w(ña)dz'}. (2.64)

Los resultados para materiales perfectamente conductores se obtendrán como un caso

particular de materiales de alta conductividad poniendo Zg = 0 o Z3 = 0.

Las funciones de Green y sus derivadas normales constituyen lo que se denomina núcleo

de la ecuación integral. El comportamiento singular de dichos núcleos para F12= F12o

para F13= F13obliga a realizar un tratamiento especial para poder arribar a una solución

numérica de las ecs. 2.59 y 2.60 o de las ecs. 2.61y 2.62. Para realizar esto, en primer

lugar vamos a utilizar una representación que_permite expresar a la función de Green y

su derivada normal de la siguiente manera

alma) =i1rHál)(k|F—FD, (2.65)

3G] _, _,, i7rk[ñ.(1"'—- (1) _, _,
gm?" )- W171 (le —7'l), (2'66)

donde Hál) y Hfl) son las funciones de Hankel de primera especie de orden 0 y 1 respec

tivamente.

El sistema de ecuaciones integrales (2.59) y (2.60) o (2.61) y (2.62), será resuelto numérica

mente mediante una discretización de las coordenadas que describen las superficies. Como

se verá, esto conduce a una representación matricial que permitirá. obtener una solución

numérica de la función incógnita. Los detalles se dan en el Capítulo III, e involucran,

como punto clave, un tratamiento asintótico de las funciones de Hankel para resolver el

comportamiento singular de los núcleos de la ecuación integral.

to...0000000000o...........--------------



Capítulo 3

Perfiles mult ivaluados

Tal como se mencionó anteriormente, estamos interesados en desarrollar una herramienta

teórica que permita estudiar el scattering electromagnético en situaciones donde los con

tornos dispersores se expresan matemáticamente como funciones multivaluadas de las

coordenadas. En este caso, los métodos disponibles en la literatura no son aplicables o

tienen dificultades aún no resueltas. Por ejemplo, en el caso de superficies con cavidades

semiabiertas, el cálculo de los campos dentro de las cavidades mediante el método modal

presenta graves inestabilidades numéricas, mientras que el método diferencial resulta poco

versátil, pues para cada geometría particular requiere, como paso previo, encontrar una

transformación de coordenadas que lleve los contornos a un plano. Las limitaciones de

los formalismos modales y diferenciales se hacen aún más evidentes en el estudio de con

figuraciones punta detectora - superficie, donde la presencia de dos superficies distintas

(y no una sola como en el caso de cavidades) parece hasta el momento una dificultad no

fácilmente superable. Estas consideraciones nos han llevado a encarar el tema de scatter

ing en superficies multivaluadas mediante los formalismos integrales, también conocidos

como métodos de la función de Green. Estos métodos, esquematizados en el capítulo

anterior, permiten una gran versatilidad, pues los contornos quedan explicitados en las

expresiones integrales de los campos. Sin embargo, esta versatilidad involucra complica

ciones de formulación y de tratamiento numérico no existentes en los formalismos modales

y diferenciales. Estas dificultades están relacionadas principalmente con el hecho de que

las ecuaciones integrales a resolver presentan núcleos singulares y con la extensión infinita

25
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de los intervalos de integración donde se requiere conocer las funciones incógnita. Es

tos aspectos serán tratados en este capítulo, donde se mostrará la forma de obtener una

solución numérica confiable para la ecuación integral resultante. iUna vez implementado

el nuevo método integral, también discutiremos en este capítulo la consistencia de los

resultados, la convergencia numérica y las comparaciones con otros métodos.

3.1 Estudio de la ecuación integral

Para poder tratar perfiles multivaluados es necesario dar una descripción de dichos perfiles

que nos permita expresar la ecuaciones integrales en función de un parámetro adecuado.

Antes de realizar esta descripción vamos a escribir las ecs. 2.59, 2.60, 2.61 y 2.62 utilizando

una representación de la función de Green y su derivada normal dada por las expresiones

(2.65) y (2.66)

T ¡13-M
, ñ. F —F’ a q e 4 o

+ Ál’zafiflí‘kkln —ra'l) —Há”(klr2—rs’l)]<I>(ra’)dl’a, (3.1)

-o _ -o _ 172,)¡[(1) -' -*I ¡[(1) -o -oI q) —oI dll
T (T3)- winc(T3)+Z{/l:lï2m 1 (kira-T2 I)‘ o (kira-72 lll (T2) 2

_ ñ. F —F' a 4 H e a

+ Álzzafiflfiklm —rs’l)—Há”(k|ra- rs'I)1<I>(ra'>dza, (3.2)

a a ik ñ. F —F ' _, a . a s 4

W?) = WW) + fi/Jfi’fi‘mlrz -r2’I)+222Há’)(kIr2-r2’I)Jw.D(r2’)dl'2
- l _ e, _

+ [TIAka —Fa'l)+ iZzHá"(kIF2- fia'l)]‘ï>(1"s’)dlá, (3.3)2 _ 3

a H ¿k ñ.1_"-17' q -, . 's s, H,
wn) = winc(rs)+ï{/rl—(í—“Hí”ocIrs—r2 I)+z22Há”(kIrs-r2 mm )d12|F3 —F2’|

ñ. F —F ’ a 4 , a a q

+ ÁIHHÍWHH —ra’l) + 222Há”(k|ra—ra’l)]<ï>(ra’)dlá, (3.4)

iZ q a i ,,ñ.F-ñ' a - q a, a
2%») = ¡la-mm)+Z{ÁW2¿L-¿HÍ”(ICIT2-7"2’I)-HÁ')(klr2-T2 I)]<I>(r2’)dl’2
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donde en las ecuaciones3.1 y 3.2 escribimos(I)= Desde el punto de vista

matemático las ecs. 3.3 y 3.4 para el modo p y las las ecs. 3.1 y 3.2 para el modo s

difieren solamente en constantes multiplicativas. Por lo tanto vamos a elegir el modo s

para obtener la solución numérica a nuestro problema sabiendo que para el modo p el

procedimiento es absolutamente análogo.

Para resolver la ecs. 3.1 y 3.2 debe efectuarse una integración de línea sobre los perfiles

multivaluados representados por las curvas l" y T. Esto lo vamos a realizar dando una

descripción parámetrica de dichas curvas de forma tal que si 172G 1"y 173E T escribiremos

13(32) = z(32)á: + z(32)é, (3.5)

17;,(53)= z(53)ri + z(33)i, (3.6)

donde 32 y 33 son parámetros que tomarán valores en un intervalo real de forma tal que

puedan reproducir las curvas F y T respectivamente. Con esta descripción paramétrica

escribiremos las ecs. 3.1 y 3.2 de la siguiente manera,

ficMs > = w- (s >+ ï{ [iz L22<s s'> + cams s’l<I>(s’) < ' '
2 mc 2 4 /r 2 2, 2 2, 2 2 9 32)d32k

+ ÁliZ3L23(32) +Q23(82’ i

k ï/¡inc(83)+ í{/l‘liZ2L32(-93, + Q32(33, 3,2)‘I’(3,2)9(3’2)d3’2

ÁliZ3L33(s3i8:3)+Q33(83) 1

‘Ï’(33)

+

donde g(sí¿'3) = ‘/(dïlï/ds’2,3)2 + (dz/(135,02 Y

s, =ñ(s’2)-[(F(sz)-F(s’2)l_(1) 43, .
L <2, 2) “WWW ul (¡cl(2) (2m, (39)

L”(s2,ss) = ———í‘(sï,ï¿5;3(?Lísgfi83)l11%st—msm , (3.10)
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Linus,se)=WWW/Maa) —msm, (3.11)
IÑ%)-Ñ%M

Emus,sa)=Hl')(kIF(sa) - man), (3.12)

Q”(s2, sa) = -Há"(kIF(sz) —F(s’2)|) , (3.13)

Q”(sz, sa) = —Há"(klr(s2) - ¡(sam , (3.14)

Q32(s3,sa) = — ¿"(msn —F(s’2)l) , (3.15)

Q°3(sa, ss) = — íá”(klr"(sa) —ma)» . (3.16)

Para obtener las funciones incógnitas <Ï>(32)y <I>(33)resolveremos en forma numérica las

ecs. 3.7 y 3.8. El punto de partida de este procedimiento será la conversión de dichas

ecuaciones integrales en una ecuación matricial. Por lo tanto tendremos que reemplazar los

rangos de integración continuos en donde varían los parámetros 82y 83por dos conjuntos

discretos, por un lado 8'2‘con N2 elementos para describir a la curva I" y por el otro 35‘

con N3 elementos para describir a la curva T. Dichos conjuntos pueden ser representados

de la siguiente manera

3'2'= 302+ (n —1/2)As'2‘ (1 5 n S N2), (3.17)

3:?= 303+ (n —1/2)AsÉ,l (1 S n S N3), (3.18)

donde los valores de 302.03se ajustarán de acuerdo a la geometría y A823 representan la

distancia entre dos elementos consecutivos de las particiones. En las ecs. 3.7 y 3.8 los

elementos L23,L32,Q23 y Q32 están asociados a coordenadas que pertenecen a distintas
o...0000000000oooooaoo-annnngg.-----------
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curvas y por lo tanto las integrales que involucran dichos elementos podrán realizarse

mediante la discretización de 32 o 33 sin inconvenientes. Por otro lado, más cuidado se

requiere para calcular las integrales en donde intervienen los elementos L”, Las, Q22y C233.

Por ejemplo, al calcular la contribucióndel intervalo de integración [3’2‘—A87223721+ As;l

sobre el parámetro 8'2‘,surge un problema debido a la singularidad de los elementos L22y

Q22cuando la variable de integración toma el valor 3’2‘.Antes de resolver este inconveniente

vamos a escribir la versión matricial de las ecuaciones 3.7 y 3.8. Para ello, primero

observemos que si estamos en un intervalo de integración donde se produce la singularidad,

los elementos L”, L33, Q22 y Q33 tendrán variaciones muy bruscas y por lo tanto sobre

dichos intervalos es razonable suponer suaves variaciones de (Nam) y de g(32_3).De esta

forma, en el proceso de discretizar las ecuaciones integrales en los intervalos singulares,

vamos a sacar fuera de ellas <1)y g evaluadas en 33,3. Con estas consideraciones escribimos

¿Z2 m m i n=N2 22 22 n
k (I)(s2) = Winc(32) + z len + anlq)(s2)11:1

n=N3

+ X [Lii‘n+ Qïnldxszm , (3.19)
n=l

iZ3 . _ ' "=N2

74483;) = winc(sá)+í{ z [L33+Q33,]<1>(s;)n=l
n=N3

+ Z [33+ ÏZJ‘NSS‘H, (3.20)
n=l

donde157nSN2y15j5N3y

—(zz/4)g<s;)%flf”lu(sasms; m?Én
mn

¿5n+As',"/2[ñ(8’)-üó(3;n’ 3,)1 l 7"

m As'"/2 ua(s’2" 8’) Hi )[”6(32 a3')lds' m=n2- 2 ,
(3.21)

—(zz/4)_g(s;")220 Á
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(i/4)g(s;")Há”[u(s;",sms; m 7An

3,?"= (3.22)
_ s'“+As"'/2

- 4 m lun 2 2 -H(1) m I d I =
(1/ )9(32 )6-—.o/3;H_A3;n/2 0 [u6(8213)l 3 m n

—(zs/4)g<s:)(—"—(’mrlí”lu<sá,32mm; j 7€n
u(s’,s")

LÏÍÏ = (3.23)

- . s¿WWW?[1‘z(.«3’).íí¿(s¡’; s’)] (1) ' .— “m ———.' H sJ’d’ =
(za/4)g<s3)5so¿fi uds“) 1 [uu 3_,s)1s J n

(1/4)g(sá)Há”{u(sá,sms; j 7an

ÏÍÏ= ej Asi/2 (3.24)
' ' + ' I I

(Megaman¿{1A¿:2 mamas nds m=n
A n -' j n .

1:32,.= —<za/4)g(s:)MfiHí"lu(sá, sms; (3.25)msm)

= (¿/4)g(sï)I-Iá"[u(sá,82)]As5‘ (3.26)

L3:= —(22/4)g(s3)M2—)Hf”[u(sá, sms: (3.27)
J 1483288)

= (i/4)g(s;')Há”[u(sá,83)]Asï- (3.28)

Para elementos diagonales u5(t, s’) = k‘/[12(t) + 612,,(t) —:1:(.9')]2+ [z(t) + ónz (t) —:7:(.s:’)]2

(donde t puede ser 3.3"o Para elementos no diagonales

u(t,t’) = k\/[:1:(t) —:1:(t’)]2+ [z(t) —z(t’)]2 (donde t puede ser 8;" o si y t’ s; o 35‘).

En forma más compacta podemos expresar (3.19) y (3.20) como

.Z H 0-022 0-022 H23 H23 _’ _.
1-]:2I _(L —Q ) _lL _ Q l Q2 llene

É (3.29)
H32 Haz , H H33 H33 "3 "3

-[L -Ql %I-(L -Q) ‘1’ ‘I’inc

.000...O...0.0.0....flnnnnnnngg----------
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._.22 H2?
dondeL ,Q , L ,Q ,L ¡Q3

están dados por las expresiones (3.21)-(3.28) e Y es la matriz identidad. De esta manera

Has
y Q son matrices complejas cuyos elementos

H
podemos definir una matriz A , de tal forma que su inversa satisface

H -1 ¿fue _ <Ï>2 . .

[A] [asno] - [al W
De esta ecuación notamos que para encontrar la solución del problema necesitamos invertir

una matriz de (N2 + NI3)><(N2 + N3 ) elementos asociados con la cantidad de puntos que

utilizamos para efectuar la discretización de las curvas F y T. De esta forma tendremos

almacenada en Z o en 2-1 la información correspondiente a la geometría y relaciones

constitutivas de los perfiles, la cual tendrá mayor precisión en la medida que los parámetros

numéricos que se utilicen para realizar el pasaje de integrales a sumatorias estén bien

balanceados.

Debido a la discretización, una gran cantidad de perfiles multivaluados pueden aproxi

marse por sucesiones de tramos elípticos, rectos y senoidales como se muestra en la Fig.

3.1

3.2 Elementos diagonales

Un problema fundamental de este formalismo es la evaluación de las integrales corre

spondientes a los elementos diagonales que aparecen en las ecuaciones 321-324. Para

realizar esto, primero observemos que cada integral tiene un intervalo de variación dado

por 3m —A3 S 3 5 3m+ A3 el cual genera una porción de curva 7m representada en la

Fig. 3.1. Las coordenadas de cualquier punto de dicha curva estarán dadas por el vector

¡“(3), que escribiremos como

¡“(3) = :1:(s):ï:+ z(s)2. (3.31)
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/)\/\/\/
Tramo recto Tramo eIÍptico Tmmo sencidal

Figura 3.1: Tramos utilizados para construir las geometrías de los perfiles.

En particular el punto medio de 7m está dado por

F(3m) = :1:(sm):i:+ z(sm)2, (3.32)

y su normal por

_, 17(3) x g} .n=—, 3.33
9,(8) ( )

donde

f’(s) = z’(s):ï:+ z’(s)2, (3.34)

51(8)= \/ [55(8)]2 + [z’(8)]2, (3.35)

0...0...OOOOOIDIOQQQAAAAAAA------- --_
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y 11(3) y z’(s) son las derivadas de las funciones 12(3)y z(s) respectivamente. Dado

que trabajaremos con curvas regulares, estas derivadas están bien definidas para todos

los valores del parámetro 3 y no se anulan simultáneamente para ningún valor de dicho

parámetro, quedando de esta manera bien determinadas las ecuaciones 3.33 y 3.35. En las

integrales de las ecuaciones 3.21-3.24, tanto en los argumentos de las funciones de Hankel

como en algunos denominadores, aparece el módulo del vector 17(3),el cual se escribe

como

17(3) = 1"(8m) + óñ —17(3). (3.36)

Las funciones 118),]! ¡(1)y 1/ (|Ü(3)| contienen singularidades. Estas singularidades serán

tratadas a continuación para el caso de un tramo elíptico como se muestra en la Fig.

3.1. El caso de tramos univaluados, que incluye los casos particulares de tramos rectos y

senoidales, se muestra en el Apéndice A.

3.2.1 Tramos elípticos

Las ecuaciones 3.32 y 3.33 para el caso particular de un tramo de elipse cuyos ejes son

paralelos a los ejes :1:y z se escriben como

F(sm) = (¿vo+ asin 3m):ï:+ (zo + bcos 3m)á, (3.37)

1mm)= [W Ï'Smlál, (3.38)

donde ((170,zo) es el centro de la elipse, a es el semieje paralelo al eje rn, b es el semieje

paralelo al eje z y 02 = 1 —bz/az. El vector 17de la ecuación 3.36 queda
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ób 6
17= [(a + ) sin sm —asin s]:ï:+ [(b + —) cos sm —bcos 3]2, (3.39)

aBm Bm

donde Bm = V1 —Cí sin 3m. Definiendo v2 = I'ü'I2queda

ób . . 2 . 2)smsmsms+a sm s
aBm

ób

v2 = (a + EV sin2sm—2a(a +
ó 6

+ (b + 73-)2 cos2sm - 2b(b+ cos smcos .9+ b2cos2.9. (3.40)m m

Si sumamos y restamos algunos términos para simetrizar esta expresión, obtenemos

¿b . .

B )(sm 3msm s + cos sm cos s)

ób

2 — (a+—)2—2a(a+aaBm

+ a2 + (b2—a2) cos23 + [(b+ —ó—)2—(a + cos2s
Bm aBm m

e I

ób 6

+ [2a(a+ E) —2b(b+ cossmcoss, (3.41)

y después de algunas cuentas

ób

v2 = (a + FV + a2 + (b2 ——a2)(cos sm —cos ¿3)2

ób 62 1 — b2 a2

— 2a(a + aBm) cos(.9m- 8) + (—B'2n/—) cos2sm. (3.42)

Haciendo el cambio de variable u = s —sm tenemos

U2

cos(3m —s) = 1 —í + o(u3), (3.43)

U2

cos s = cos sm —sin smu —cos 3m? + o(u3), (3.44)

OOOOOOOOOOOOOQDIQ.n....-------------
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3donde o(u3) son todos los términos de igual o mayor orden que u . De esta manera, la

ecuación 3.42 queda

v2 = 62 + dmu2 + 0(u3), (3.45)

donde

ób_ 2 2 .

dm —a (Bm + (1283“). (3.46)

a) Cálculo de los Q‘Ínm

Vamos a denotar con Q,,.m(6) a la integral que está después del límite en 3.22 o en 3.24.

De esta forma podemos identificar al elemento diagonal como

i im

(vínm= _ 19(37n);—‘0Qmm(6)'

Si el rango de integración para. s es sm —As/Z S 8 S 8mA3/2, el cambio de variable

u = s —sm da un rango de integración para u de —As/2 5 u 5 As/2. Por lo tanto

podemos escribir

A3/2

Qmm(ó)= f Am ¡[Pm/62 + dmu21du. (3.47)

Para pequeños argumentos, se puede escribir el siguiente desarrollo asintótico de Hg [34]

1-1¿(z)= 1+%[1n(g)+ 7], (3.48)

donde 7 = 0.57721... es la constante de Euler y en nuestro caso z = k 62+ dmuz.

Entonces,

'2 A '2 k A As/z

Qmm(ó) = 2{(1+ 2-79-25 +Í7r—[1n(5)75 + f0 ln M62+ dmu2du}, (3.49)
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donde se ha utilizado que el integrando es par. Recurriendo a tablas [34], la integral del

último término queda

1:2 k dmAs i2AS
Qmmw)= {1+ —[1n(——v) + les} ——, (3.50)

7r 4 7r

en donde, si hacemos nuevamente uso de (3.48), tenemos

ky/dmAs ¿2

Si ahora tomamos el límite de esta expresión para 6 -> 0 obtenemos

kaBmAs2'=—H‘[o( 2
2'2

donde hemos utilizado que dm —>(aBm)2 cuando 6 -> 0.

b) Cálculo de los Lfnm

Vamos a denotar con me(6) a la integral que está después del límite en (3.21) o 3.23, de

esta forma ponemos al elemento diagonal como

Z .

Lgnm= _í9(3m)l6'20me(ó)

Si llamamos h,3al procucto escalar ñ.’lÏ5que aparece en el integrando de (3.21) o 3.23),

podemos escribir

(b/a)2le=—b b m- 6
L + cos(3 s)+ B

1

sin 3msin s + ¿É- cos sm cos s, (3.52)

, , . b 2
y despues de sumar y restar el termino 65-5)- cos smcos s obtenemosm

he = —b+ [b+ ¿(LI/3:31]cos(sm —s) + Bimfl - (b/a)2] cossm cos s. (3.53)

Con el cambio de variable u = s —sm y las expresiones (3.43)-(3.44) tenemos que
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_ (b/a)2 ó 2 2 r _
he — b+ {[b+ó Bm ]+ Bm[1 (b/a) ]cos sm}(1 2)

—%[1 —(b/a)2] sin 3,,lcos sm u, (3.54)

y después de algunas cuentas

ó

B [1 — (b/a)2] sin sm cos sm u.

uz

he = 613m—(b + 63,")? —

Con esta expresión para he podemos escribir la integral de (3.21) o (3.23) como

A8” 613 — u-a, 11,2 1me6=/ uH()kw/óz+dm 2d, 3.55( ) _A3/2 m l i u] u ( )

donde am = Mi?“ y bm = 5%[1 —-(b/a)2] sin 3mcos 3m. Para pequeños argumentos, es

válido el siguiente desarrollo asintótico de H¡l

1:2Z 1

¡15(2) = 5 - fl: (3.56)

Reemplazando esta expresión en (3.55) obtenemos

As/2 ¿463 ¡As/2 du

mm6 = / m_ m2 - m/ —L ( ) k 0 [óB a u ]du flk 0 62+dmu2
' As 2 2

1:3: o / maru. (3.57)

donde se ha usado que el integrando tiene paridad definida, con lo cual por un lado la

contribución de los términos impares se anula en el intervalo de integración y por otro

lado la de los pares puede ponerse como integrales en 0 S u S Aa/ 2 agregando un factor

2. Teniendo en cuenta que

(As/2)3Aa/2 A

/ [óBm —amuzjdu = ¿Bmïs- —am 3 , (3.58)o
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As/2 du Bm Asvdm— =— 3.59
jo 52+ dmu2 ‘de mm“ 25 )’ ( )

A3/2 U2 am A8 6 Asx/dm—_. =_____— — 3.60
fo 62+ dmu2du dm 2 ‘de amm“ 26 H’ ( )

podemos reescribir (3.57) como

2'2 7er amAs

y teniendo en cuenta que am = b/2 y dm = (aBm)2 cuando E20, resulta

b 1¡d = — —. 3.62
[mm 47raBÏnA8 + 2 ( )

3.3 Intensidad reflejada

En regiones donde el desarrollo (2.43) tiene validez, definimos la intensidad reflejada para

el ángulo de observación 0 como

ua): ¿mmm (3.63)

donde el ángulo de observación 0 satisface sinÜ = a/k. Dado que para evaluar I (a)

necesitamos conocer los valores complejos R(a), vamos a dar una expresión de dichos

coeficientes en términos de las funciones de Green y de los campos o de sus derivadas

normales en F o T. Para ello, en primer lugar escribiremos, de acuerdo a la ec. 2.51, el

campo reflejado como

_' (9G H 'í"

WWW)= f”-ÁUTIGWP‘QS) —wm%mz (3.64)
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donde hemos suprimido los supraíndices 1, sobreentendiendo que estamos calculando los

campos lejanos en la región 1. Una adecuada representación para Hál), cuando se cumple

que Izo—¿Jl > 0, nos permite escribir

11á1)(kI7-:_Fil)= /: expilaüï- +fi(ZO_ ¿”di
Con esta representación y las ecs. 2.65 y 2.66 podemos expresar 1pm, como

1prefoï)= daexpi[a(8_ z(3))+ fl(Zo—Z(3))rur [3

' ' d 366
Kant +fin,)w(s) —2-a¡(s)1}g(s> s. (. >

Simultiplicamosesta expresiónpor exp[—i(a’)3+ e integramosen F y T, y además

tenemos en cuenta que 1/2,” también está dado por (2.43), podemos escribir la siguiente

expresión integral

R(a) = 4%fm exp‘il‘”(;” + 52(3)]Kams)+ msnm/ls) —¿gundam (3.67)

que da los coeficientes 1€(a) en función de las incógnitas del problema.

3.4 Intensidades de campo cercano

En la sección anterior dimos la expresión para la distribución angular de amplitudes

en regiones donde el desarrollo de Rayleigh (2.43) es válido. Por otro lado si estamos

interesados en conocer las intensidades de los campos en en el interior de una cavidad

semiabierta o en regiones limitadas de un lado por una rugosidad y del otro por un objeto

detector, dicho desarrollo no puede ser utilizado y por lo tanto debemos recurrir a una

expresión más general. Para realizar esto podemos seguir utilizando la ec. 2.43 pero no

la ec.3.65 (válida solamente por encima de cualquier contorno). Por lo tanto como en el

Cap. anterior partiremos de la siguiente expresión

W) = «za-mm+ 4%¿”[me —Gmma‘SSHdz'. (3.68)
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Antes de seguir trabajando con esta expresión vamos a definir la distribución espacial de

intensidades como

Im = IÉW, (3.69)

donde es el campo eléctrico total evaluado en la coordenada F. Para el modo de

polarización s tendremos que |'(,b(17‘)|2representará directamente la intensidad de los campos

en el punto F y por lo tanto una vez hallada la solución de 3.68 podremos evaluar la

intensidad en toda región del espacio. En cambio para polarización p, la función IMF)

representa la componente longitudinal del campo magnético (según y) y entonces para

calcular la intensidad recurrimos a la siguiente expresión

3: iV x F = ¿[gw-2 —61’32]. (3.70)

El resto de esta sección estará dedicada a calcular las intensidades para el modo de

polarización p mediante el uso de la ec. 3.70 aplicada a la función 1,!)de la ec. 3.68. Primero

trabajaremos en regiones sin singularidades (17’7É1‘)y posteriormente realizaremos una

evaluación de las intensidades sobre los contornos de la geometría (donde puede ocurrir

que 1‘"= F) en donde por medio de un desarrollo asintótico trataremos los casos singulares.

Los resultados obtenidos en esta sección completan la evaluación de los campos en todo

punto del espacio y serán de mucha utilidad para reproducir situaciones de interés en

aplicaciones de óptica de campo cercano (Capítulo VI).

Teniendo en cuenta la ec. 2.58 para el modo de polarizaciónn p y recordando que G', su

derivada normal y la derivada de Hál) tienen las siguientes expresiones

G(F, F’) = inHá1)(k|F— M), (3.71)

2%(5 17')= ¿«ka{”(u), (3.72)
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6115," __.(1)u
au(u)— 111()a

podemos escribir la ec. 3.68 de la siguiente manera

WT“)= www) + %{UT[wal)(u) + iZHál)(u)]1/)(F’)dl’,

donde para simplificar la notación hemos definido

u(z,z|z’,z’) = kvl,

v¡(m,z|z',z') = (a: —¿LJ)2+ (z —z’)2,

k[n’z(.1: —2') + n'z(z —z’)]
w(I’zIa/7ZI) = u(x zlzl Z!)

41

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

Las derivadas respecto de :1:y de z de las funciones que aparecen en el integrando de la

ec. 3.74 pueden escribirse como

8_w n' U2 — [1L’:(:1:— :v’) + n’z(z — z’)]k2(a: — 1,")
0:1: = k{ u3 ’

Üw n’zu2 — [1»;(1: — 22’) + 1L’Z(z— z')]k2(z — 2’)_ = k{ ,
82 u3

_ (1

(9110) = _k2 (:1:— 17’)1_I{1)(u),
3:1: u

=_k2(Z_2,)
32 u l ’

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)
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3[wH¡(l)
0:2

aleí"(u)1
Üz

= k2 n_'={lu
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_ 2km: —2')(n;(z - 2’)+ "¿(2 ‘ 2'))1Hí”(u)

+[k2(x_ +nlz(z_

_ 2 n; 2k2(z-Z')("L(x-1J)+n2(z—z')) (1
- k u;- ug 1H.)<u)

+{k2(z_ _ 10+ n,z(z_ 31))1Há1)(u)}. (383)
u2

Por lo tanto, con las expresiones (3.78)-(3.83) podemos escribir ¿ip/¿91:y Bpsi/Üz como

6111)_ Wine [nz(3,)_ _ 33(5))_ _ z(8'))v2 1
fi _ í PUTl u u3 lHí )(u)

+MIHÁ‘)(u)}1/J(s’)g(s’)dsfi (3.84)

agb _ _ nz(3’)—ikZ(z —z(s’)) _ 2k2(z—z(s'))v2 (1)u
E _ 32: + 4 PUT“ u U3 lHl ( )

+k2<z -u:(s'))v2

donde

]Hál)(u)}1/2(s’)g(s')ds’, (3.85)

v2(z,zlrc',z’) = - z’) + n;(z —z’), (3.86)

y g(s’) = «22(3’)+ 22(3’).Por lo tanto, si reemplazamosen (3.70)losvaloresde

y (agb/az) obtenidos en las ecs. 3.84-3.85, llegamos a una expresión para el campo eléctrico

en función de la coordenada F = (m,z) que podrá. ser evaluada sin problemas en F 7€F’.
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Por otro lado, si existe la posibilidad de que F = 7‘"(como ocurre cuando se evalúan los

campos sobre los contornos de scattering) realizaremos el tratamiennto que se detalla en

las siguientes subsecciones.

3.4.1 Intensidad en la superficie rugosa

Para evaluar el campo en cualquier parte de la superficie rugosa, habrá que calcular dos

contribuciones: una proveniente del mismo contorno I‘ y otra proveniente del contorno

T. En este último caso no tendremos problemas de singularidades ya que ningún vector

F' recorrerá la posición F en su camino de integración. Por lo tanto en los cálculos que

presentamos a continuación no incluiremos la contribución de T, dando por sentado que

dicha contribución se escribe de la misma forma que la de aquelos puntos de I" que no

coinciden con la coordenada í". La forma de cualquier vector normal a la superficie rugosa

estará dada por

= —C’(:1:):ï:+123
906)

donde g(a:) = «[1 +(('(:1:))2], es la función que da la forma del perfil y (’(x) su

derivada. Ahora vamos a representar la curva F por un conjunto discreto de puntos dados

11(3) , (3.87)

por (¡EMC y para .evitar las singularidades correspondientes a los valores de F" que

coinciden con 7’",nos acercaremos a l" mediante vectores de la forma 17+ óñ, donde ó es

un real positivo que haremos tender a 0 después de calcular las integrales. De esta forma

podemos expresar las ecs. 3.84 y 3.85 como

61/) _ alpine n=N 11 tlil". ‘- lïlmfi‘rm)’ (3-88)

ad] — n=N z .
[EL - laz lsgcmwni “3-8”

donde
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' 2 1:" Az/2 _ ’ _. ' —
1k + I ((1!) sz(a:m+ón,, 17’)g(:LJ)]H{¡)(u)

Gm‘n = T In_Az/2 I. u

2k212m+6n3—1:’v ó 12'
_[ ( ua ) 2()9(

k2 zm + ó z — z! ¿s :v’ ,

' 2 ,. ¿2/2 _ ' _

4 z" —A:I:/2 U

_{2k2(Cm+ón:_
ua

+{k2(Cm+ónz
y

u = nos) = «(zm + ¿nz —su)? + (cm + ón, —¿(rr/W, (3.92)

02(6) = —(’(z')(zm + ón: —23')+ (m + ón, —((z'). (3.93)

Realizando el cambio de variable

q = ¿12'— zm, (3.94)

tendremos que

2

C@U=Gm+GA+C%%+w@Ü, (3%)

2

C'(=v’)= (:nq + ("na + ("’mqï + o(q3), (3.96)

ooo.

000000000000000000......-.......-----------
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donde = (’(mm), ("m = ("(12,") y ("'m = ("'(mm) y o(q3) representa términos con

potencias de q mayores o iguales que 3, los cuales despreciaremos. Por lo tanto, con este

cambio de variable vamos a expresar las cantidades que aparecen en los integrandos de

(3.90) y (3.91) de la siguiente manera

11,2(6)= 62 + [93" —6%] q2, (3.97)

v2(ó)= ógm'+ 6%q + C-É'Ïqz, (3.98)

(zm+ ón, —m’)v2(6)= —62(__‘m+ 6 —gm]q —%q2, (3.99)

[Cm+6nz-C(x’)]v2= 62-6 [6% - Guam]q+óC”m[29%- - qz, (3.100)

—('(:z:')—ikZ(zm + 6m, —x')g(1:') = —(;,,(1—ikZó) + [-("m + ikZ(ó% + gm)] q

+ikZ [ágil/¡m + gin] qz, (3.101)

I

1- ikZ((m + ónz —((z'))g(a:’) = 1- ikZó —ikZ [63m —{gym} qm

. 9""; , ¡ ("mgm 2—k 6 — —— . .
z Z[ 29m €QO 2 q (3102)

Si reemplazamos las ecs. 3.97-3.102 en las 3.90 y 3.91, nos queda

G: ikz Ati/2 [— ¿“(1—ikZó)+ikZ[(¿SCíng”m/29m)+gír.]q2T -Aq/2 u ] 111%)
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+ [218mm + (sííánC’m/zgmmzl]ku)

2 2 ¡ I n 2

_ [le [6 Cm+ (3653€ m/29m)q 1] H¿I)(u)}dq, (3.103)

2-192 Am [1 _ z‘kZó—¿kZ[(ó(;,.g",,./2gm) —(¿han - (C”chm/2)lq2 Him“)
Gz = —

m" 4 —Aq/2 u

_ l2k2ló2 _ (36(C;:;)2CIIm/2gm)q2]] Hl(1)(u)

u2+ [HW + (36(c;n)2(”m/29m)<121]H¿I)(u)}dq . (3.104)

Si escribimos la ec. 3.70 en función de la coordenada normal y de la tangencial a la

superficie tenemos

É = í @ñ —ïí‘], (3.105)

donde = y = Siahora,evaluamos(3.105)encada
uno de los puntos con que hemos discretizado la superficie rugosa, tenemos

Ém _ ¿ @ I @ . . A
(i/k) — gm laz + Cmaz m]n+sz1,me

_ 1 alpine ¡ aWine n=N° 3 , z ,.

- El; 7); m+Cmïm+ n; (Gmn+Cmfimp)?llnn

“¡:2me (3.106)

Llamando T3 al término correspondiente a la sumatoria de (3.106), tenemos

Ta = Z: (Cïnn+ (¿nanny/¡n + (Gïnm+ Cíntnmwm, (3.107)
naém

?.......................................-AAA---
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donde hemos separado la contribución de los términos no singulares (17'sé 7‘)representados

por GÏM y Gin“ de los singulares (77’= 7‘) representados por Gif = G‘fnm+ CínG'Ïm". Por

lo tanto, para calcular (3.107) no tendremos problemas para evaluar la sumatoria, y para

la parte diagonal tenemos

u ikz ¿9/2 ’i 3 2 ¡CZ 3/626

Gm= TCLICI'mgmÁ + q2uil)(u)dqU

' 2 26

—%—qzllán(u)} dq. (3.108)

Para escribir (3.108) utilizamos la paridad de las funciones del integrando en el intervalo

[-Aq/ 2, —Aq/2]. El desarrollo asintótico de las funciones de Hankel nos permite escribir

u¿(u) = 1+%[1n(f—¿")+ry], (3.109)

1 _ Ef _ 23 « v
H1(u) — 2 7m, (3.110)

donde 'y = 0.57721... es la constante de Euler. Por lo tanto, reemplazando estas expre

siones en (3.108) nos queda

.k2

Gif = Zïcmcnmgmcll+ 12+ 13+ 14),'

donde

Aq/2

11= / (3/4)iqu2dq, (3.112)0

. 3Z ¡39/2 q2 . .

:hm —— 'ól ¡ci/l,, 2 —d 3.11312 (5-¡0 1' ln( L7/ 0 0,12"+q2 q’ ( )
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2

dq, (3.114)I ___lim qu/2 q3 — óqoflhfnk? o (afn + q?)2

I _ _lim 32.6 Aq/z (121“(0'121;+ ‘12)
4 — 6-»027rhm o (a3n+q2)

y hm = g?"—6((”m/gm), am = ó/th Usando tablas de integrales [34]y tomando el

límite de 6 —r0 tenemos que Il = (1/4)ikZAqg, 12= (3Z/7rkgfn)Aq2 e 13 = (-3i/2k2gÏn)

dq (3.115)7

con Aq2 = Aq/ 2. Para calcular 14primero definimos como I, a la integral que aparece en

(3.115). Después de algunas sustituciones, resulta

I: = [q- atam“(q/(1)][11r1012+ q”) - 2qu + qtan“(<1/a)I: qa

—joAq2[tan’l (q/a)]2dq. (3.116)

La última integral de (3.116) puede expresarse como una serie de potencias de tan"(q/a)

[34], quedando

A42

I: = [q- atan-‘(q/a)llln(a2 + «12)- 2IIo

+ [tan"(q/a)]3 [tan’1(<1/a)l5
2a { 3 + 15 + .

A02

(3.117)
22112211_ 1]Bn[tan-l(q/a)]2n+l

+ (2”+ 1)! + 0

donde Bn es el coeficiente de Bernoulli [34]. Evaluando (3.117) en q = 0 y q = qu, nos

queda la siguiente expresión para la ec. 3.115

3' . 6

L.= 7; 2'20[Em/Am] = o. (3.118)

l.’................................-....-.-----A
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Finalmente, la expresión para los elementos diagonales Gif queda de la siguiente manera

ikZA3 3Z 31'
q2 2 Ag? _ 2 1 '4 nkgm 2k 9;"

' 2

Gif = %Cíné”mgm (3.119)

3.4.2 Intensidad en la punta

En esta parte se empleará un procedimiento análogo al de la subsección anterior para

evaluar el campo eléctrico sobre la punta, más precisamente sobre el vértice V mostrado

en las Figs. 6.1-6.3. Para ello partiremos de las eos. 3.84 y 3.85 (ya que hasta ese punto

no se había especificado la geometría) utilizando las siguientes expresiones para describir

la parte elíptica del perfil

77(3)= (mo+ asin s):Ï: + (zo + bcos 3):2, (3.120)

ñ s = [(b/a) sin s):Ï:+ cos s)2] ,
( ) 51(3) , (3.121)

donde s es un parámetro que describe una porción de elipse, (3:0,zo) su centro y a y b los

semiejes que se muestran en la Fig. 6.4. La normal de la ec. 3.121 se obtuvo mediante la

relacción ñ = (F’(s) x y/g(s)) donde g(s) = a\/1—C—‘25inrscon 02 = 1- (b2/a2) y F’(s)

la derivada de la curva elíptica. El paso siguiente será dar un conjunto discreto de puntos

que nos permitan describir el perfil dado por la ec. 3.120. De esta manera, denotando

como sm al parámetro que describe el tramo elíptico de la curva, podemos escribir la

expresión análoga a la (3.106) como

Ü]..:1 . 31/)

+ (b/a)smsma
i a (9d) - . ,A

W E [-COSSmb-z-m m]TL+

a alpine= _ — S";
gm 3x + (b/ a) sin sm agincm "l
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+ Z: (—cos smGÏM + (b/a) sin smGÏnn)1,bn
n;ém

+(— cos smGÏnm+ (b/a) sin smenm)1,bm]ñ + ikam'Í‘, (3.122)

donde gm = afil —C2 sin2sm. En (3.122), la parte difractada de los campos en la di

rección normal puede ser separada en una contribución de elementos no diagonales (cor

respondientes a la sumatoria) y otra de elementos diagonales Gif = —cossmGÏnm+

(b/a) sin smGÏnm). Estos pueden reescribirse como

. 2 lim sm+A

GZ:= “La j 2{[E + E]H{1>+ %Há1)}ds’, (3.123)4 ¿—oo m-Ag u u3 2

donde 6 es una cantidad real positiva y u = u(ó) es el argumento de las funciones de

Hankel, que tiene la misma expresión que en la ec. 3.92, salvo que en este caso: zm =

zo + asin sm, zm = zo + acossm, (nz)m = (b/agm) sin sm y (nz)m = (l/gm) cos 3m, de

acuerdo a las ecs. 3.120 y 3.121. Escribiendo ¡12(6)como

26-62 2 ¿“21’ ' 2 3124U()- +9m+'gT(3-3m), (- )
y reemplazando esta expresión en cada uno de los términos del integTanndo de la ec. 3.123

obtenemos

bsin(s’ —sm) . , ,I“ = ——— kZ — '
gw + z [a cos 3m(sm 3m sm s )

—(b2/a) sin 3m(cos sm —cos s')], (3.125)

[un = k2[—acos sm(sin sm —sin 3') + (bz/a) sin sm(cos sm —cos s’)]v2(6), (3.126)

Iua = —21u2, (3.127)
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donde para este caso la expresión (3.93) tiene la siguiente forma

2 26

v2(ó) = i {-b + [b+ 6a; fin] cos(s' —sm) —aC coss' cossm}. (3.128)9m ( m m

Para reemplazar las funciones trigonométricas que aparecen en (3.125) y (3.126), primero

haremos el cambio de variable q = 8' —s," y luego tendremos en cuenta que un desarrollo

en potencias de q nos da: cosq = 1 —(q2/2) + o(q3) y sin q = q + 0(q3). De esta manera

obtenemos:

cos s' = cos sm —sin smq —cos sm(q2/2) + o(q3), (3.129)

sin s' = sin 3m + cos smq —sin sm(q2/2) + 0(q3). (3.130)

Haciendo todos estos reemplazos, finalmente tenemos que

b

Iu = —z'ch[aC2cos2sm + (bz/a)]}q + ikZaC2 sin smcos sm(q2/2), (3.131)Jin

kzazó

qu = g—2 {[aC2 cos2 sm + (l)2/a)][C2 cos2sm + (b/a)2]q —02 sin sm cos sm

x “0,02 cos2 sm + (bz/a)] + (tz/2)[C2 cos23m + (b/a)2]] qz}. (3.132)

Podemos observar que los términos de (3.131) y (3.132) contienen contribuciones pares o

impares en la integral (3.123). Por lo tanto, dado que la integral se efectúa en el intervalo

[-Aq/2,Aq/2], los términos impares no contribyen al resultado de esta integral. Por

otro lado los términos pares tienen en común el factor sin 8m, y este factor será distinto

de 0 salvo si sm = 0 o sm = 7r. Pero justamente este es el caso del punto V de la

Fig. 6.4, ya que estamos midiendo los ángulos desde el semieje z positivo. Por lo tanto

tampoco tendremos contribución de los términos pares en el caso de tratarse del punto
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V y nos queda Gif = 0. Con este resultado completamos el tratamiento de los elementos

diagonales, los cuales finalmente no contribuyen a la expresión (3.122). Entonces, al

campo eléctrico en la parte inferior de la punta contribuyen los elementos no diagonales

(los cuales no presentan inconvenientes para ser evaluados) y el campo incidente para la

componente normal de (3.122), y 1/1,"para la componente tangencial.

3.5 Balance de Potencias

Daremos a continuación expresiones necesarias para obtener cómo se redistribuye angu

larmente la potencia incidente. Estas expresiones permiten expresar el balance energético

en términos de las funciones incógnitas, proveyendo también así una manera de evaluar

la consistencia física de los resultados numéricos.

Cuando los campos poseen una dependencia temporal armónica, el balance de enrgía

realizado sobre una superficie cerrada de normal exterior ñ nos permite expresar

f Síñda = o, (3.133)

donde g, denominado vector de Poynting, representa el promedio temporal de la potencia

por unidad de area entrante o saliente a través de las paredes de la superficie y puede

escribirse como

É = —c-Re[Éx (fin, (3.134)
87r

donde * denota el complejo conjugado. El balance energético dado por la expresión

(3.133) involucra a las cantidades gine,Se, y É“, corespondientes alos campos incidentes,

reflejados y transmitidos respectivamente, evaluadas sobre el contorno del recinto que se

muestra en la Fig. 3.2. Dicho contorno está formado por una'recta horizontal en z = zo,

dos rectas verticales en a: = :lzzvma,la rugosidad y dos rectas horizontales que terminan

en :1:= imma; donde zm es un parámetro numérico que se ajustará (ver más adelante en

convergencia numérica) para representar el infinito del plano.
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x=Xma

DT
ü l»

=-Xma k

Figura 3.2: Esquema del recinto utilizado para realizar el balance de potencias.

Dadas las relaciones V x É = c)Ü y V ><¡Í = —i(w/c)É podemos expresar 3.134 de_

la siguiente manera

87r(w/c)

donde 13= 1/)(ar,2).?)denota el campo eléctrico para el modo s o el campo magnético para

5 = Hem?"x (V x Fr], (3.135)

el modo p. De acuerdo a esta expresión podemos escribir el valor medio del vector de

Poynting asociado a la potencia incidente como

—6 3

Rem-mz;x [-¿ïl’m zw:+ a-Ïu, zw}.
C

bm = 87r(w/c)
(3.136)

Proyectando esta expresión según (-2), utilizando la ec. 2.37 e integrando x en el intervalo

(-00, oo) obtenemos la siguiente contribución en z = zo

Pm = mua/4“ fi|A(a)|da]. (3.137)

Procediendo en forma análoga y utilizando (2.43) podemos encontrar para el campo re

flejado en z = zo

Pm,= mad/:3 fl|R(a)|2da]. (3.138)
Para obtener el valor medio de la potencia absorbida en F o T, es conveniente escribir

las derivadas de los campos en función de componentes normales (ñ) y tangenciales a
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dichas curvas, de esta manera podemos obtener una expresión análoga a la (3.136) pero

para la potencia absorbida en la superficie

e C -WA.W A= —— ' A —. —— T ' 3.139
Suba 87r(w/c)Rain/¡(3MX l 3T (3)” l }t ( )

donde s es un parámetro que describe a la curva F y T. Proyectando esta última expresión

en la direccción (-ñ) e integrando obtenemos '

C

—WC—)fm Re{w<s>l%(s)r}g(s>ds, (3.140)
Pubs:

donde g(s) está dado por la expresión (3.35). Dado que para regiones lo suficientemente

alejadas de la rugosidad (xma —>oo) las contribuciones del vector de Poynting deben

anularse, podemos escribir

Pre!-+'Pabs:1,

donde 'Prej = Pra/Pine y 'PamI= Pubs/Pina son las fracciones de potencia reflejada y

absorbida respectivamente.

3.6 Consistencia del método

3.6.1 Convergencia Numérica

En la sección 3.1 hemos expresado la solución del problema en términos de la ecuación

matricial (3.30) la cual fue obtenida mediante el reemplazo de las integrales (3.1)-(3.2) por

las sumatorias (3.19)-(3.20) que contienen N2 + N3 términos. Esto significa que estamos

describiendoo perfiles continuos (F y T) por una cantidad discreta de puntos y que la

extensión infinita de I" se está cortando en algún lugar del plano. Por lo tanto, poniendo

N2 = 2Np1mw+Nmg(donde Npumaes la cantidad de puntos que se elige para discretizar

la parte derecha o izquierda del plano y ng la cantidad de puntos para discretizar la

rugosidad) tenemos Am= (smc-d/ 2)/Np¡anoy A32 = Lg/ng donde mmaes un parámetro

que caracteriza la extensión del plano (ver figura 3.2), d la extensión de la rugosidad y L2

.0...OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0.0.0.0.000000000000001
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es la longitud de la. curva que describe la rugosidad. Análogamente, definimos para 'Ï' ,

A33 = L3/N3, donde L3es la longitud de la curva que describe el perfil T y N3 la cantidad

de puntos en la cual esta fue discretizada. En principio, la elección de estos parámetros

tiene que estar sujeta a las siguientes consideraciones:

i) Az/d, Asz/d,A33/d << /\/d, en los intervalos elegidos para reemplazar las integrales

por sumatorias no se produce variación apreciable de los campos electromagnéticos;

ii) d/(25L‘ma)< 0.1, la extensión de la rugosidad tiene que ser pequeña comparada con el

ancho total que se le asigna al plano infinito;

iii) w/(2xma) < 0.2, para asegurar que el haz incidente ilumina regiones que estarán

alejadas del máximo valor asignado para representar el infinito del plano.

Respecto de los parámetros numéricos que se utilizan para transformar las ecs. 2.37 o

2.43 en sumatorias finitas vamos a reemplazar el continuo de frecuencias espaciales a por

un conjunto discreto a" que tiene la siguiente expresión

ozn= ao + Aan (3.142)

donde n=-N0, ...,-1,0,1,..., No y Aa = (2 Co, k / Nm“) con Nmax= 2 No +1; Ca es

un parámetro que nos permitirá regular la cantidad de órdenes que haremos intervenir

en las expresiones discretizadas. Por ejemplo, si Ca S k tendremos solamente órdenes

propagantes de acuerdo a la relación (2.45), si por otro lado Ca 2 k aparecerán órdenes

evanescentes dados por (2.46), los cuales deben ser incluidos para estudiar situaciones

donde se produce exitación de ondas superficiales. Por lo tanto, además de i), ii) y iii) se

pedirá:

iv) (Aa)’l < 3d, para asegurarnos una detección de todos los máximos y mínimos cuando

se evalúa el espectro de intensidades en función del ángulo de observación a /k.
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Además de estas consideraciones es necesario estudiar la convergencia y a partir de esta

seleccionar parámetros adecuados para el correcto funcionamiento de los códigos de pro

gramación. Por ejemplo, en el caso correspondiente a la Fig. 4.1 con ¡Vd N 1, a/h Rs0.5,

w/h = 10 hemos notado que eligiendo Nplam,N 300, ng R! 100, 2mm N 40, N“mmRs200

y Ca 81.5, obteníamos una convergencia de los resultados dentro del 1 % en lo que se

refiere al balance de potencias de acuerdo con la expresión (3.141). Cabe resaltar que

estos parámetros numéricos fueron modificados en donde las longitudes de los perfiles

requerían un mayor número de puntos para el proceso de discretización. Sin embargo

los controles realizados en cada uno de los casos que ejemplificaremos no sugieren cam

bios significativos respecto de dicha elección. Después de numerosas pruebas tomando

diferentes intervalos de integración Aa: y A3, hemos comprobado una convergencia más

eficiente de los resultados cuando tomábamos Aa: RsAs de acuerdo a lo señalado en [35].

A continuación mencionamos algunos de los controles básicos que sirvieron como puesta

a punto de los códigos de programación.

a) Control de la inversión de la matriz Z

Para ellose calculóel det|(z Al:l — y el det|(Ï - Ai] observandoque los valores

no superaban el orden de de 10‘12.

b) Control de potencia

Respecto del balance de potencias, se ha controlado que en todos los ejemplos que se

presentan en este trabajo, la ecuación 3.141 se satisface dentro del 4 %.

c) Caso plano

Se comprobó que los resultados obtenidos para h/d —>0 se coresponden con lo esperado

para superficies planas. Por ejemplo, incidiendo con un haz Gaussiano centrado en ao se

obtiene otro haz Gaussiano de las mismas características.

d) Incidencia normal

Las intensidades de los campos reflejados manifiestan un comportamiento simétrico re

specto del ángulo de observación cuando 00:0.
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Figura 3.3: Perfil senoidal usado en la comparación con el método de Rayleigh.

3.6.2 Comparación con otros métodos

Además de los controles mencionados anteriormente se realizaron comparaciones con otros

dos métodos para el caso de conductor perfecto: Método de Rayleigh y Método modal.

Para poder comparar con el Método de Rayleigh, en primer lugar hemos implementado

dicho método para diferentes perfiles univaluados. En el caso de un perfil senoidal como se

muestra en la Fig. 3.3 obtuvimos la distribución de intensidades del campo a una altura

dada por zo/d = 0.1.

En la Fig. 3.4, a pesar de alguna diferencia en la altura de los picos, podemos observar un

buen ajuste general entre ambas curvas cuando h/d = 0.1. Para valores de h/d menores

se espera una mejor coincidencia, ya que el Método de Rayleigh funciona mejor cuanto

menos profundos son los surcos. Esto puede verse en las curvas de la la Fig. 3.5 donde

tenemos una muy buena coincidencia para h/d = 0.05.

Dado que las apicaciones que estudiaremos en los siguientes capítulos están orientadas a la

implementación del Método integral en perfiles multivaluados y sin limitaciones en cuanto

a la profundidad de los surcos, un chequeo natural sería comparar dicho método con otro

que trate este tipo de perfiles. Con este objetivo hemos comparado nuestros resultados

con los de un Método modal [17] con el cual se obtiene la solución del problema por
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Figura 3.4: Comparación de la intensidad del campo en un perfil senoidal de h/d=0.1 en
z/d=0.1, para A/d=0.8, 00:0, w/d=4 y modo de polarización s.
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Figura 3.6: Perfil semielíptico utilizado para realizar comparaciones con un método modal.

medio de un desarrollo de multicapas dentro del perfil. Los perfiles utilizados para estas

comparaciones se muestran en las Fig. 3.6 donde se tiene un tramo recto y dos tramos

elípticos dispuestos en forma simétrica y en la Fig. 3.7 donde se tiene un hexágono abierto.

En primer lugar realizamos comparaciones utilizando el perfil de la Fig. 3.6 con a/d = 0.01

y b/d = 0.5 y con parámetros de incidencia caracterizados por 00 = 0, A/d = 0.8,

w/d = 4 y modo s de polarización. Los resultados obtenidos para la intensidad en función

del ángulo de observación (a/k) se muestran en la Fig. 3.8 y manifiestan una notable

coincidencia. Una comparación análoga puede verse en la Fig. 3.9 para un perfil hexagonal

(a/d = 0.1 y b/d = 0.1) y los mismos parámetros de incidencia tomados anteriormente.

Por otro lado, también hemos comparado resultados que se obtuvieron registrando la

intensidad del campo cercano en función de la coordenada :1:para una altura constante

(zo/d = 0.01) y los mismos parámetros de la Fig. 3.9. Esto puede verse en la Fig. 3.10

para el modo de polarización s y en la Fig. 3.11 para el modo de polarización p. En estos

gráficos se observa una muy buena coincidencia salvo algunas diferencias que en el modo

p se manifiestan en regiones cercanas a la apertura del perfil.

Los ejemplos anteriores muestran que la implementación numérica del método integral
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Figura 3.7: Perfil hexagonal utilizado para realizar comparaciones con un método modal.
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Figura 3.8: Comparación de intensidades en un perfil semielíptico de a/d=0.01 y b/ d=0.5,
con /\/d=0.8, 00:0, w/d=4 y modo de polarización s.
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Figura. 3.9: Comparación de intensidades en un perfil hexagonal de a/d=0.1 y b/d=0.1,
con /\/d=0.8, 00:0, w/d=4 y modo de polarización s.
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Figura. 3.10: Comparación de campo cercano en un perfil hexagonal de a/d=0.1 y
b/d=0.1, para zo/d=0.01, /\/d=0.8, 00:0, w/d=4 y modo de polarización s.
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Figura 3.11: Comparación de campo cercano en un perfil hexagonal de a/d=0.1 y
b/d=0.1, para zo/d=0.01, A/d=0.8, 00:0, w/d=4 y modo de polarización p.

extendido en esta Tesis permite, al menos en los rangos de tamaños de rugosidades y

longitudes de onda considerados, obtener una solución confiable del problema de scat

tering electromagnético. Hemos visto que dicha solución no solamente exhibe convergen

cia frente a variaciones de los parámetros introducidos por las diversas aproximaciones

numéricas, sino que también arroja resultados físicamente consistentes y coincidentes con

los predichos por el método modal (un método de naturaleza resolutiva muy distinta a

la de método integral). Una vez asegurado e_lcumplimiento de estos aspectos, el nuevo

método será empleado en los capítulos siguientes para investigar los casos de superficies

con cavidades abiertas y la interacción punta - superficie en configuraciones de NFO.
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Capítulo 4

Resonancias s

Este capítulo está dedicado a la ejemplificación del método integral para el caso de un

haz que incide con polarización s sobre un material perfectamente conductor con corru

gados en forma de cavidades semicerradas. Veremos que la naturaleza resonante de las

geometrías tratadas (perfiles circulares semicerrados o variaciones de éste) produce, para

algunas frecuencias incidentes, abruptas caídas en la intensidad de los campos lejanos y

fuertes intensificaciones de los campos en las proximidades de la geometría dispersora.

Estos aspectos novedosos [30] resultan especialmente interesantes, tanto desde el punto

de vista teórico como aplicado. Desde el punto de vista teórico, en las superficies unival

uadas usualmente estudiadas en la literatura los fenómenos resonantes sólo habían sido

observados para polarización p, y estaban asociados con la existencia de ondas superfi

ciales soportadas por la estructura dispersora. Desde el punto de vista práctico, estas

características pueden resultar muy útiles en aplicaciones tales como Sintonizadores, fil

tros o acopladores, donde se desea governar la manufactura de superficies con el objetivo

de lograr dispositivos con respuestas muy selectivas, ya sea en frecuencia, polarización o

ángulo de incidencia. .

4.1 Ondas superficiales

La intensificación de los campos en regiones cercanas a la interfase de separación en

tre dos medios juega un rol muy importante en procesos de óptica no lineal [19] o en

scattering Raman [20], y ha motivado numerosos trabajos que tratan de relacionar la

63
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respuesta electromagnética con las irregularidades superficiales. Una de las formas en

que puede producirse esta intensificación es mediante la excitación de modos electro

magnéticos superficiales los cuales representan soluciones de las ecuaciones de Maxwell

(sujetas a las condiciones de contorno del problema) en ausencia de campos incidentes.

Permítasenos considerar en primer lugar una interfase plana entre dos medios isótropos,

por ej. dieléctrico-metal. En este caso la solución del problema indica que los modos

electromagnéticos superficiales existirán sólo si los campos tienen polarización p y podrá

escribirse [36]

aqD v2

ï=‘/—1+U2 , (4.1)

donde ap es la constante de propagación en la dirección x (los campos tendrán una de

pendencia del tipo exp(iap:l:)) asociada con un modo electromagnético superficial y hace

que el coeficiente de reflexión tienda a infinito. Es conocido que no se puede producir la

excitación de modos electrmagnéticos superficiales cuando se incide con una onda plana

desde un medio dieléctrico hacia uno metálico si la interface que los separa no presenta

rugosidades. Por otro lado si sobre dicha interfase hubiesen corrugados o láminas delgadas

[37]-[39],bajo determinadas condiciones de incidencia es posible lograr un acoplamiento

entre la luz incidente y los modos electromagnéticos superficiales, excitando ondas su

perficiales de características evanescentes: se atenúan en la dirección perpendicular a la

superficie media y se propagan en la dirección paralela a la misma.

A pesar que se desconoce la existencia de ondas superficiales para el modo s en materiales

isótropos y no magnéticos, algunos autores han investigado este tipo de exitación [41]-[49].

Hessel y Oliner [41]predijeron que las resonancias s pueden ser esperadas para ciertos val

ores de la profundidad de los surcos. Aunque el análisis estaba basado en una analogía

con una guía de ondas cerrada, la mayoría de las investigaciones posteriores han consid

erado surcos abiertos de geometría sinusoidal [42] o rectangular [43]- [49]. En cambio,

las rugosidades con surcos de perfiles en forma de cavidades casi'cerradas han sido muy

poco tratadas en la bibliografía [17]. Considerando que una geometría de características
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multivaluadas resulta más adecuada que las univaluadas para investigar las resonancias s

sugeridas por la analogía propuesta por Hessely Oliner, en este Capítulo estudiaremos su

perficies perfectamente conductoras con cavidades de perfil circular. Veremos que además

de su sencilla descripción paramétrica, esta geometría permitirá; i) obtener un modelo

aproximado a partir del cual es posible predecir muchas características del fenómeno es

tudiado independientemente de los elaborados pasos numéricos asociados con el método

integral; y ii) poner claramente en evidencia los mecanismos elementales asociados con la

interacción de una onda electromagnética con este tipo de superficies.

Cabe destacar que si bien en este Capítulo supondremos que la conductividad del material

es infinita, las superficies metálicas bidimensionales pueden ser modeladas asumiendo

dicha propiedad en los rangos de frecuencias correspondientes a u-ondas, infrarrojo y aún

en el visible [40]—[43,

4.2 Cavidades circulares

4.2.1 Campo Lejano

La geometría del sistema puede verse en la Fig. 4.1. La curva F representa la intersección

entre el plano a:—z con una superficie compuesta por una parte plana y por una cavidad

cilíndrica infinita (de radio a) con una ranura longitudinal a lo largo del eje y (apertura

d). Esta superficie es iluminada por un haz Gaussiano independiente de la coordenada y

cuya amplitud está dada por la ec. 2.41. La dirección de incidencia es perpendicular al

surco y forma un ángulo 00 con respecto al eje z.

Dado que en esta parte estamos interesados en resonancias del tipo s (campo eléctrico

paralelo al eje y) vamos a trabajar con Ey(z, z) en lugar de la función 1/)utilizada en los

Cap. II y IIIl., y para z > 0 donde es válido el desarrollo de Rayleigh (2.43) escribiremos

lc oo

Ey(:z:,z) = f A(a) exp[i(aa:- fiz)]da +/ R(a) exp[z'(az+ flz)]da. (4.2)—k -—oo

Antes de presentar los resultados obtenidos vamos a considerar una guía de ondas circular

completamente cerrada de radio a. A partir de la ecuación de Helrnholtz, puede verse que
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los modos normales [54]para esta cavidad en resonancia s deben tener la siguiente forma

E;"(r, 4))= Eme(27rr/A) exp(imd)), (4.3)

donde las coordenadas (1343)son las que se muestran en la Fig. 4.1, E'm una costante

arbitraria y Jm la función de Bessel de orden m oon m entero. Las longitudes de onda

normales (de resonancia) se encuentran imponiendo la condición E;"('r = a, 4))= 0 lo cual

nos conduce a

Awm= 27rG/an

donde xmn corresponde al n-ésimo cero de Jm(x). Retomando a la cavidad de la Fig. 4.1,

podemos decir que para pequeños valores de d no se espera excitación alguna salvo que

la longitud de onda incidente sea igual a alguno de los modos Am”dados por la ec. 4.4.

En este caso puede producirse un fuerte acoplamiento entre la radiación incidente y los

modos normales dando origen a una fuerte intensificación del campo eléctrico dentro de la

cavidad. También podría esperarse que este mecanismo de lugar a apreciables diferencias

en el campo difractado cuando la longitud de onda incidente es modificada alrededor de

valores correspondientes a modos normales de resonancia. Similarmente, podría decirse

que se pueden obtener los mismos efectos cualitativos para aperturas d no tan pequeñas,

excepto que las longitudes de onda resonantes correspondientes a estos casos tendrían que

diferir de lo que se espera teniendo en cuenta la ec. 4.4. Los ejemplos que daremos a

continuación ilustran este fenómeno y su conexión con los modos de una cavidad resonante

de geometria circular.

Primero vamos a considerar una cavidad circular con una relación d/ h = 0.3 entre su

apertura y la profundidad del surco (ver Fig. 4.1). Supongamos que dicha cavidad es

iluminada por un haz Gaussiano con una relación w/h = 10. Este haz incide normalmente

(00 = 0) sobre la parte superior de la cavidad (:1:= z = 0). En la Fig. 4.2 (d/h = 0.3)

mostramos la intensidad difractada

na) = una)!” g, (4.5)

0000000000000ooo-oannnngg..--------------
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en función de la longitud de onda incidente A = 27r/k, normalizada por la profundidad

del surco. Estos valores de A/h se encuentran en el intervalo (0.6,1.4). El ángulo de

observación 0 (sin0 = a/k) fue elegido en 0 = 0 (direción especular coincidente con la

dirección de backscattering). En esta figura observamos la presencia de tres mínimos en

la intensidad, localizados en aproximadamente /\/h = 0.655,0.865, 1.355. A partir de la

4.4 y de los valores para xmn podemos ver que tres resonancias pueden ser obtenidas en

dicho intervalo; ellas son A21= 0.625h, A“ = 0.832h and A01= 1.336!» las cuales están

rasonablemente cercanas a las posiciones de los mínimos.

Es razonable esperar que una disminución en el tamaño de la apertura afecte la posición

de los mínimos y la selectividad de las resonancias. Esta propiedad se pone de manifiesto

en las Fig. 4.3 y 4.4 las cuales muestran curvas similares a la de la Fig. 4.2 pero con

valores de d/h = 0.2 y d/h = 0.1.

La disminución en el tamaño de la apertura no sólo da una mejor aproximación entre

los valores de resonancia y los correspodientes a los mínimos de intensidades (ver Tabla

4.1) sino también da un rango de resonancia más angosto para las longitudes de onda

normalizadas.

Tabla 4.1. Comparación entre los mínimos de resonancia para distintos tamaños de aper

turas correspondientes a los modos normales A01,A“ y A21.

De la misma manera que los valores de los modos resonantes obtenidos a partir de la

ec. 4.4 no dependen ni del ángulo incidencia 00 ni del ángulo de observación 0 se puede

esperar que las características de las curvas mostradas en las Figs. 4.2 y 4.3 para incidencia

normal puedan también ser observadas en otras situaciones. Por ejemplo, en la Fig. 4.5

graficamos la intensidad especular (0 = 00) vs. /\/h para una cavidad con d/h = 0.2
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Figura 4.1: Geometría dispersora de una cavidad circular de radio a y apertura d
sumergida en un plano de conductividad infinita.
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Figura 4.2: Resonancias en incidencia normal.
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Figura 4.3: Resonancias en incidencia normal para d/h = 0.2.
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Figura 4.5: Intensidad especular con un ángulo de incidencia 00 = 4.73".

cuando el ángulo de incidencia es 00 = 4.73°. Podemos notar que para este caso de

incidencia la posición de los mínimos de resonancia y el ancho del rango de variación son

los mismos que para incidencia normal. En una superficie perfectamente conductora los

mínimos observados en la curva de la Fig. 4.5 no pueden estar asociados a una absorción

de potencia pero sí a una redistribución en el patrón de intensidades. Esta característica

se pone en evidencia en la Fig. 4.6 donde graficamos bajo las mismas condiciones de la Fig.

4.5 la intensidad medida en la dirección de backscattering (0 = —00).Si comparamos las

Figs. 4.5 y 4.6 podemos observar que un acercamiento a las longitudes de onda resonantes

produce mínimos en la curva correspondiente a la intensidad especular y máximos en la

curva correspondiente a la intensidad de backscattering.

4.2.2 Campo cercano

Así como las exhaustivamente estudiadas resonancias p, debidas a la excitación de plas

mones superficiales, las resonancias s pueden ser usadas en muchas aplicaciones prácticas,

como por ejemplo en filtros o en superficies reflectoras selectivas utilizadas en celdas fo

tovoltaicas. En el próximo ejemplo mostramos que, análogamente a lo que ocurre con
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Figura 4.6: Intensidad medida en la dirección de backscattering con un ángulo de inci
dencia 00 = 4.73°.

las resonancias p, las resonancias s se manifiestan también por la aparición de consider

ables intensificaciones del campo eléctrico cercano a la superficie. Como mencionamos

anteriormente, este efecto tiene especial interés en aplicaciones en el área de materia con

densada, ya que puede generar óptimas condiciones en la itensificación superficial para

experimentos de scattering Raman o para la intensificación de la respuesta no lineal de

ciertos materiales. Para mostrar este efecto de campo cercano hemos graficado en las

Figs. 4.7 y 4.8 IEy(:1:,¡50)I2en función de :1:en una cavidad con d/h = 0.1 para zo/h = 0.01

y dos valores distintos de longitudes de onda. Una de ellos coresponde a una longitud de

onda que está por debajo de la resonancia (/\/h = 1.3) mientras que el otro al valor de

resonancia (A/h = 1.31086). La superficie y los parámetros son los mismos de la Fig 4.3.

Nótese la fuerte intensificación obtenida cuando se varía la longitud de onda incidente

desde A = 1.3h a /\ = 1.31086]». En particular, la intensidad del campo eléctrico en el

centro de la apertura se incrementa en un factor mayor que 100.
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Figura 4.7: Distribución del campo cercano para. zo/h=0.01 y en resonancia; eje :c nor
malizado por h.
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Figura 4.9: Comparación entre el método integral y el modelo aproximado para el modo
/\01.

4.2.3 Campo en el interior de la cavidad

Hasta ahora hemos usado el modelo basado en la analogía con guías de onda para predecir

la existencia de resonancias s en cavidades circulares y hemos visto que ellas se manifiestan

por medio de abruptas variaciones (mínimos o máximos) en la intensidad de los campos

lejanos y fuertes intensificaciones de los campos en regiones próximas a la apertura de la

cavidad, ambas situaciones correspondientes al exterior de la cavidad.

Otro de los beneficios de este sencillo modelo es el de poder estudiar el comportamiento

de los campos en el interior de la cavidad. Con este objetivo hemos calculado E (7',d)= (/50)

para 0 5 r 5 a de acuerdo con las coordenadas r y d)que se muestran en la Fig. 4.1.

En las curvas de la Fig. 4.9 se grafica la parte real de los campos en función de 1' (con

db= 180°) correspondiente al modo resonante A01y con los mismos parámetros de la Fig.

4.4. Se puede ver que el campo calculado según la ecuación 4.3 (eligiendo Em = 300)

coincide satisfactoriamente con el que se obtiene a partir del método integral.

Cabe destacar que en este último caso hemos obtenido curvas idénticas para distintos
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Figura 4.10: Comparación entre el método integral y el modelo aproximado para el modo
/\11.

valores d)en concordancia con la simetría angular que manifiesta EL"(1',45)para m = 0.

En las Figs. 4.10 (Em = 150) y 4.11 (Em = —50)se pueden ver comparaciones análogas

a la de la Fig. 4.9 pero con A” y A21respectivamente.

Así como mencionamos anteriormente que las curvas obtenidas para m = 0 eran inde

pendientes de la coordenada 45podemos ver de la Fig. 4.12 (45= 63°) que esto no sucede

para m = 1, ya que en este caso obtenemos (como se espera de acuerdo a la ecuación 4.3)

una curva distinta que la de la Fig 4.10.

Anteriormente pudimos observar que a medida que disminuíamos el tamaño de la apertura

log'rábamosmejor selectividad en el rango de resonancia. Esta caracteística también puede

observarse en la Fig. 4.13, donde se han graficado curvas de la parte real deI campo v3

1' para dos tamaños distintos de aperturas (d/h = 0.1 y d/h = 0.2) con los mismos

parámetros de la Fig. 4.9. En esta figura agregamos a modo de referencia la curva

correspondiente la cavidad de d/h = 0.1 pero para un valor fuera de resonancia.
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Figura 4.11: Comparación entre el método integral y el modelo aproximado para el modo
A21.
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Figura 4.12: Comparación entre el método integral y el modelo aproximado para el modo
/\11.
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Figura 4.13: Resonancias 01 para cavidades con distinta apertura. Se dio como referencia
un caso por debajo de la resonancia.

4.2.4 Sistema de 3 cavidades

La ampliación de la geometría de la Fig. 4.1 a un sistema con mayor número de cavidades

no sólo puede darnos información acerca del comportamiento del campo lejano cuando se

lo observa en una dirección fija 0, sino también información relacionada al acoplamiento

que existe entre las distintas componentes del sistema cuando se realizan estudios variando

el ángulo de observación. Para ello trabajaremos con la geometría que se muestra en la

Fig. 4.14 que consiste de tres cavidades circulares (radio a y apertura d) cuyos centros

están separados por una distancia D.

En la Fig. 4.15 se comparan las intensidades especulares vs A/h en incidencia normal

(0 = 0) para los sistemas de las Figs. 4.1 y 4.14 con a/h = 0.17 y d/h = 0.1 en ambos

sistemas y D/h = 1 para el sistema de 3 cavidades. A partir de esta figura se puede

observar que si bien la posición de los mínimos no se modifica entre los dos sistemas existe

un mayor registro de la situación resonante cuando el sistema consta de 3 cavidades.

Para estudiar el campo lejano en función del ángulo de observación, en primer lugar hemos
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Figura 4.14: Sistema de tres cavidades utilizado para realizar comparaciones con un perfil
de una cavidad.
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Figura 4.15: Resonancias en incidencia normal.
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7x.=0.45

Figura 4.16: Espectro de intensidades para 1 cavidad en condiciones resonantes.

graficado |R(a)|2 vs a/k para el caso de 1 cavidad. Las Figs. 4.16 y 4.17 ejemplifican

dos situaciones con distintas longitudes de onda en incidencia normal. En una situación

(Fig. 4.16) se eligió A = 0.45 correspondiente al modo normal resonante Ao]= 0.44, en la

otra (Fig. 4.17) /\ = 0.42, un valor por debajo de la resonancia. En estas figuras se puede

observar que hay una pequeña diferencia en la altura de los picos correspondientes a la

dirección especular (a/k = 0) y muy suaves variaciones de la intensidad en direcciones

distintas a la especular. l

Para el caso de tres cavidades no obtuvimos modificaciones en lo referente a la situación

no resonante de la Fig 4.17. En cambio, la distribución angular de los campos se modifica

sustancialmente para el caso de tres cavidades. La Fig 4.18, correspondiente a una sep

aración D = 0.5, muestra la presencia de picos que no se habían registrado para el caso

de una cavidad. Para entender esto primero observemos que si bien la configuración de

la Fig 4.14 no constituye una red, es de esperar que rasgos cualitativos de la misma sigan

teniendo validez en nuestro sistema. Desde el punto de vista de la óptica física se puede

predecir que la distancia entre dos máximos principales de interferencia (consecutivos)
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Figura 4.17: Espectro de intensidades para 1 cavidad fuera de resonancia.

está dada por la relación /\/ D, donde D es la separación de los surcos de la red. De la Fig

4.18 podemos observar que dicha distancia es de R40.45 de acuerdo a lo anticipado por

teoría escalar. Por otro lado si aumentamos la distancia de separación entre cavidades a

D = 1 se obtiene una relación de /\/D N 0.15 la cual puede ser observada en la Fig. 4.19.

4.2.5 Polarización p

Si bien el caso de polarización p será tratado con mayor detalle en los próximos Capítulos

para materiales de conductividad finita, daremos en esta parte algunos ejemplos que ponen

de manifiesto las resonancias p en materiales perfectamente conductores.

Del mismo modo que procedimos para polarización s, vamos a utilizar la analogía con una

guía de ondas para estimar las posiciones de los míinimos de resonancias. La expresión

(4.3), pero para la componente y del campo magnético nos da

11;"(7‘,gb)= PïnJm(27r1‘//\) exp(i1nd)), (4.6)

donde, igual que antes, Fl" es una costante arbitraria y Jm la función de Bessel de orden

m con m entero. Respecto al modo s, la diferencia es que ahora las longitudes de onda
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Figura 4.18: Espectro de intensidades para 3 cavidades en condiciones resonantes.
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Figura 4.19: Espectro de intensidades para 3 cavidades en condiciones resonantes.
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normales se encuentran imponiendo la condición de contorno 01/)”(1',gb)/8r = 0 en 1'= a.

De esta manera la expresión análoga. a (4.4) es

Am" = 27ra/x;nn (4.7)

donde ¿un corresponde al n-ésimo cero de la derivada de Jm(x) respecto al parámetro x.

Supongamos ahora que la cavidad circular de la Fig. 4.1 es iluminada normalmente

(00 = 0) por por un haz Gaussiano con w/h = 10 y campo magnético paralelo al eje

y. En las Figs 4.19 y 4.20 se muestran curvas de la intensidad reflejada especularmente

(0 = 0) en función de la longitud de onda incidente para /\/h en el rango (.8, 1.7). En la Fig

4.20, obtenida para una relación d/h = 0.3 podemos observar mínimos localizados cerca de

A/h = 0.97, 1.53. Estos valores están razonablemente cercanos a A/h = 1.05 y /\/h = 1.75

los cuales se desprenden de (4.7) para los modos normales A21y A“ respectivamente.

Por otro lado, puede verse de la Fig 4.21 que la posición de los mínimos y el ancho de la

zona donde se producen varía cuando el tamaño de la apertura disminuye a d/h = 0.1.

En particular las resonancias ocurren en un rango más angosto y el valor de las mismas

(Á/h = 1.515 y /\/h, = 0.965 está más cerca a lo que predice la ecuación 4.7.

4.3 Apartamiento de la geometría circular

En esta parte damos algunos resultados para apartamientos de la geometría circular que

corresponden a los perfiles mostrados en la Figs. 4.22 y 4.24.

En la Fig. 4.23 se comparan curvas de la intensidad especular vs /\/h obtenidas para la

cavidad de la Fig. 4.22 con a/h = 0.505, b/h = 0.7 y d/h = 0.2 y una cavidad circular

con a/h = b/h = 0.505 y d/h = 0.2. Incidiendo en un rango de 0.7 S /\/h S 1.1 podemos

observar que el minimo obtenido para el caso elíptico (A/h = 0.90) está corrido hacia la

derecha respecto al obtenido para el caso circular (¡V/L = 0.84) el cual corresponde al

modo resonante A11.

La geometría representada en la Fig. 4.24 está constituida por dos porciones distintas de

cavidades circulares. La porción de la izquierda tiene radio a y centro O. La porción de
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Figura 4.20: Resonancias en incidencia normal.
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Figura 4.22: Perfil elíptico utilizado para realizar comparaciones con otro perfil circular.
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Figura 4.23: Resonancias en incidencia normal.



84 CAPÍTULO4. RESONANCIAS S

Figura 4.24: Perfil asimétrico formado por dos cavidades circulares utilizado para realizar
comparaciones con otro perfil circular.

la derecha tiene radio b = \/a2 + (d/2)2[(K.+ 1)2 —1] y centro Ó' desplazado de O una

distancia d' = rc(d/ 2). El parámetro n se elige según el grado de asimetría que se le quiera

dar al perfil, por ej. con ¡e= 0 a' = a (el mismo perfil de la figura 4.1), con n —»oo da un

perfil circular cerrado por una pared vertical.

Las curvas de la Figs. 4.25, 4.26 y 4.27 muestran la intensidad especular vs A/h en el

rango 0.7 S /\/h S 1.1 para a/h = 0.505, d/h = 0.2 y K,= 0.5,1,5. Respecto de la

cavidad circular, se puede observar que los mínimos de las intensidades se van corriendo

hacia la izquierda y alternando su profundidad a medida que aumentamos el parámetro

R.

...............----A--A_-_
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Figura 4.25: Resonancias en incidencia normal con K,= 0.5.
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Figura 4.26: Resonancias en incidencia normal con r; = 1.
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Capítulo 5

Cavidades de conductividad finita

En este capítulo vamos a ver cómo se modifican las propiedades resonantes encontradas en

el Capítulo IV cuando se tiene en cuenta que el material dispersor está constituido por un

metal de conductividad finita (en vez del conductor perfecto considerado anteriormente)

[31].

Con este objetivo, y utilizando en la interfase del problema la condición de impedancia

superficial constante [15],presentaremos resultados para cavidades en superficies hechas

de los metales comúnmente usados en óptica para lograr altas reflectividades (Ag, Au y

Al).

5.1 Campo lejano

La geometría del sistema puede verse en la Fig. 5.1., en donde una cavidad circular de

radio a y apertura d está sumergida en una superficie plana. Esta configuración es similar

a la estudiada en el Capítulo IV, exepto que ahora por debajo de F vamos a suponer

que existe un material de conductividad finita caracterizado por un índice de refracción

complejo 1/.

Dado que ahora trabajaremos con las dos polarizaciones en forma simultánea vamos a

denotar con 1/¡(zlr,z) a la componente y del campo eléctrico total (modo s) o la componente

y del campo magnético total (modo p). De esta forma escribimos la expresión análoga a

87
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Figura 5.1: Geometría dispersora de una cavidad circular de radio a y apertura d
sumergida en un plano de conductividad finita.

la (4.2) de la siguiente manera

1/)(33,z) = Á: A(a) exp[i(aa: —fiz)]da + j: R(a) exp[z'(a:1:+ flz)]da, (5.1)

Supongamos que la cavidad circular es iluminada por un haz Gaussiano en incidencia

normal (00 = 0 en la Fig. 4.1).

Las curvas de la Fig. 5.2 (d/h=0.3, modo s y u=0.15+i4.65,. correspondiente a Au en

0.8 pm) y de la Fig. 5.3 (d/h=0.1, modo p y V=1.75+l8.5, correspondiente a Au en

0.95 pm) dan la intensidad especular en función de A/d cuando no se tiene en cuenta

las características dispersoras del medio. Al no tener en cuenta esta propiedad, dichas

curvas representan en realidad la intensidad especular cuando se deja fija la frecuencia de

la perturbación incidente y se varía el tamaño de la cavidad.

Para obtener la respuesta en frecuencia de la cavidad es necesario incluir en los cáculos

la variación de u respecto de A. Una vez realizados estos cálculos, se puede ver en las

Figs. 5.4 y 5.5 curvas correspondientes a Ag, Al y Au en intervalos de longitudes de

onda cercanos a A5]y AZ,respectivamente. El 1/(/\) para los tres materiales utilizados fue

obtenido mediante interpolaciones de los valores tabulados en la Ref. [56]. En las figuras
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Figura 5.2: Resonancias en incidencia normal.

7.20 "1

v=l.75+8.5 i
7.00 —

modo p
dlh=0.1

5.90

5.30 l . l . I . l
o.ao 1.20 1 so 2.00

A lh

Figura 5.3: Resonancias en incidencia normal.
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Figura 5.4: Resonancias en incidencia normal para el modo de polarización s

5.4 y 5.5 se da como referencia la curva para Z=0 correspondiente a conductividad infinita.

A partir de estas curvas se puede notar que las longitudes de onda correspondientes a los

modos resonantes en materiales dispersivos son mayores que en materiales perfectamente

conductores.

De la misma forma que para materiales perfectamente conductores, utilizaremos la ana

logía con una guía de ondas para estimar las posiciones de los mínimos de resonancias.

Para ello, consideremos una cavidad circular de radio a completamente cerrada, la cual

ahora puede absorber potencia a través de sus paredes. Como para el caso de conductivi

dad infinita, los campos siguen admitiendo los mismos desarrollos en autofunciones del

tipo

1,1)”(1‘,45)= Fme(21rr/A) exp(imqb), (5.2)

donde las coordenadas (134))son las que se muestran en la Fig. 5.1, Fm una costante

arbitraria y Jm la función de Bessel de orden m con m entero. Pero en este caso, las

condiciones de contorno 2.58 conducen a las siguientes ecuaciones trascendentes

(1 + ’27“)Jm(z) —¿ZJ,,.+1(z)=o , modos (5.3)
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Figura 5.5: Resonancias en incidencia normal.para el modo de polarización p.

.(1+ 2%:me —¿JM ¡(z) = 0Z , modo p (5.4)

la cuales fueron resueltas en forma numérica. Los resultados para distintos materiales se

muestran en las siguientes tablas.

.023

Tabla 5.1. Comparación entre las posiciones de los mínimos de resonancia y el modo

normal A01para una onda incidente con polarización s y d/h = 0.3.

Tabla 5.II. Comparación entre las posiciones de los mínimos de resonancia y el modo

normal A21para una onda incidente con polarización p y d/h = 0.1.
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De los valores de las tablas podemos observar que para polarización s, los mínimos de

resonancia (correspondientes a la Fig. 5.4) están más próximos a los modos normales de

una cavidad cerrada finitamente conductora que a los modos normales de una cavidad

cerrada infinitamente conductora. Esta característica no se manifiesta en polarización p.

Esta diferencia podría estar relacionada con el hecho que la perturbación de los campos in

ternos cuando se abre la cavidad es más fuerte para polarización p que para polarización

s. Para clarificar este punto se deberían calcular los modos normales para cavidades

con aperturas (y no perfectamente cerradas). Sin embargo, consideramos que el ajuste

obtenido usando la eq. 5.4 es suficiente a. los fines de poner en evidencia los mecanismos

resonantes involucrados en los diagramas de scattering mostrados anteriormente.

5.2 Campo cercano

Tal como sucedia en el caso de conductor perfecto, esperamos que las resonancias vayan

acompañadas por intensificaciones de los campos. Para investigar esto efectos, hemos

graficado en las Figs. 5.6 y 5.7 la cantidad |E¡,(:I:,zo)|2 en función de la coordenada a:

para dos longitudes de onda incidente: una correspondiente a una resonancia y la otra

a un valor cercano de ella. La geometria y los parámetros de incidencia son los mismos

que se eligieron para el Au de las Figs. 5.4 y 5.5. Para el caso de polarización s, se ha

obtenido una fuerte intensificación del campo cercano en las proximidades de la apertura

de la cavidad cuando la longitud de onda incidente varia desde /\ = 1.39,um (por debajo

de la resonancia, correspondiente a la escala vertical de la derecha) a /\ = 1.4337pm

(resonancia, correspondiente a la escala vertical de la izquierda). En particular el campo

eléctrico en la mitad de la apertura es incrementado 50 veces. Para el modo de polarización

p, eligiendo A= 1.048pm (resonancia, correspondiente a la escala vertical de la derecha)

y /\ = 1.1pm (por encima de la resonancia, correspondiente a la escala vertical de la

izquierda), la Fig. 4.7 muestra que la intensificación del campo cercano (un factor de

incremento de aproximadamente 4) en el centro de la apertura es menor que para el modo

DÓ
..................-----------_



5.3. INTENSIDAD DENTRO DE LA CAVIDAD 93

4.00 — E .._ .' , — o."

:L ¡Ii i Ii ‘ 
h 1 l I l I

a i l l l ' — 0.10
3.00 — - a ‘ ' ' ' A

'- -4 I' i q .J lu y

g L. f V 1: I: y K 1 J

g ¡l ' .i 8 T om
° 2.00 — ,..-' '| L. 1: -l
a ¡"I 5
E _ .- Au l — om
a t. Il

U modo s l ,1
1.00 — a 1 , 'i

/ l a "\- 007

.1

o oo l . l . I cm
4.00 0.00 4.00

x [um]

Figura 5.6: Distribución de intensidades del campo cercano.

s de polarización.

5.3 Intensidad dentro de la cavidad

En el Capítulo anterior dimos algunos ejemplos del comportamiento de los campos en

el interior de una cavidad circular. Variando la coordenada radial r de la Fig. 4.1 para

distintos valores de (bpudimos comprobar que los campos obtenidos mediante el método

integral se ajustaban de manera muy satisfactoria con los modos normales dados por (4.3)

cuando incidíamos con una longitud de onda correspondiente a la resonancia del sistema.

Esta característica también puede ser observada dando un muestreo de la intensidad en

el interior de la cavidad. Para realizar esto, hemos elegido 5 valores diferentes de 1‘y en

cada uno hemos efectuado un barrido para 300 valores de (fi.

En la Fig. 5.8 mostramos el patrón de intensidades en el interior de una cavidad de Ag con

d/h = 0.2 para /\ = 1.3864pm, correspondiente al modo normal A10. Se puede observar

que las intensidades en el interior de la cavidad están distribuidas en forma simétrica

respecto de la coordenada gby su magnitud va decreciendo desde el centro de la cavidad
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Figura 5.7: Distribución de intensidades del campo cercano.

hacia las paredes. Estas características están en completo acuerdo con la simetría en d)

que presentan los modos normales de la ecuación 5.2 para m = 0 y con el hecho que para

polarización s el campo wm(r) (en este caso campo eléctrico) debe tender a cero en las

paredes del material para altas conductividades.

Por otro lado, si la longitud de onda incidente es A=1.35 pm(se aparta de la resonancia)

obtenemos un valor máximo de intensidad de 0.9. Esto quiere decir que la distribución

de intensidades en este caso (la cual no se incluye en ninguna figura) es prácticamente

***opaca*** respecto de la obtenida en la Fig. 5.8, la cual alcanza a un máximo de

intensidad de 300.

Supongamos ahora que incidimos con una longitud de onda A= 0.877 ,um correspondiente

al modo A“ y con todos los otros parámetros idénticos a los de la Fig. 5.8. De la Fig. 5.9

se puede oservar que si bien el patrón de intensidades tiene un contraste parecido al de la

Fig. 5.8 su distribución respecto de la coordenada (bya no presenta la simetría existente

en el caso anterior. Esto último está. de acuerdo con lo predicho por (5.2) para los modos

normales con m 740.
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Figura 5.8: Distribucion de intensidades ( z/IL vs ¿17/IL). Resonancia en /\ = 1.3864 ¡.Lm
correspondiente al modo A01.

—o.4 -o.3 -Oï_:0.l ov oil 0A2 0,3 0,4

Figura 5.9: Distribucion de intensidades ( z/h vs :c/h). Resonancia en A = 0.877 p m
correspondiente al modo A11.
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Figura 5.10: Distribucion del vector de Poynting en una cavidad de Ag para el modo s.

5.4 Potencia dentro de la cavidad

Hasta aquí hemos estudiado la intensidad de los campos fuera y dentro de las cavidades

sin mencionar nada acerca del contenido energético ni de la relación del mismo con las

características resonantes del sistema. Esta información puede obtenerse empleando el

vector de Poynting en el interior de la cavidad. Para ello hemos evaluado dicho vector

en función de la coordenada d)para 5 radios distintos. Las Figs. 5.10 y 5.11 muestran

las líneas de Poynting en el interior de una cavidad de Ag incidiendo con el modo de

polarización s y para 00 = 0 a/h = 1. y d/h = 0.2. Comparando estas figuras podemos

observar que cuando variamos la longitud de onda incidente de /\ = 1.3864pm (Fig.

5.10, correspondiente al modo normal A01)a A = 1.35pm (Fig. 5.11) obtenemos una

considerable dismmución en la intensidad del vector de Poynting.

A continuación trataremos un caso particular del anterior: la evaluación del vector de

Poynting justo sobre la superficie de la cavidad. A pesar que dicha superficie es sólo una

0000000000000000...n....-----------_
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Figura 5.11: Distribucion del vector de Poynting en una cavidad de Ag para el modo s.
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Figura 5.12: Fracción de potencia absorbida por la cavidad para el modo s.

pequeña fracción de la superficie total iluminada, en codiciones de resonancia encontramos

que la mayor parte parte de la absorción de potencia se produce dentro de la misma. Esto

se puede ver en la Fig. 5.12, donde hemos graficado Fin-mv.(la relación entre la potencia

absorbida por la cavidad y la potencia asorbida por toda la superficie) en función de A

para los mismos parámetros de la fig. 5.10. Observamos que esta relación alcanza un

valor de N 80%. Por otro lado para el caso de polarización p y Tabla 5.II (Fig. 5.13) esta

relación es considerablemente menor R512%.
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Figura 5.13: Fracción de potencia absorbida por la cavidad para el modo p.
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Capítulo 6

Optica de campo cercano

En este capítulo daremos algunas aplicaciones del método integral que están fundamen

talmente relacionadas con técnicas de medición de campo cercano. Por medio de una

modelización de la punta detectora que se utiliza en dichas técnicas, obtendremos resul

tados que ponen de manifiesto la intensificación de los campos en las rugosidades y que

permiten relacionar la respuesta electromagnética con las irregularidades superficiales.

6.1 Introducción

Cabe resaltar que si bien en estos últimos años se ha producido un avance importante en lo

que se refiere a las técnicas de medición desarrolladas en microscopía de efecto túnel o de

campo cercano [57]-[64],no ha ocurrido lo mismo con las teorías propuestas para modelar

las situaciones experimentales. Asimismo, hay varios aspectos de la teoría de scattering

electromagnético riguroso que han sido desaprovechados por los microscopistas, quienes

han mostrado resistencia a abandonar muchos preconceptos de la óptica clásica de ondas

propagantes (o sea de campos lejanos). Como ejemplo del desfasaje o falta de comuni

cación en los dos campos, se puede encontrar en la literatura mucho material reciente (en

los últimos cinco años) dedicado a discutir el hecho de que las señales de NFO ("imágenes"

para los microscopistas) no dan directamente la topografía de un objeto o superficie, sino

que requieren un complicado paso adicional (aún no completamente resuelto), directa

mente relacionado con la solución del problema inverso. Esto, que puede parecer obvio

101
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cuando es analizado en el contexto del problema de scattering electromagnético, no era

tal para los microscopistas, naturalmente dispuestos a considerar el registro microscópico

como la fiel imagen del objeto observado. Entre los puntos clave que pueden ayudar a la

interpretación de las señales de NFO, en este capítulo se estudiará la interacción entre la

punta detectora (que registra los campos totales muy cerca de la superficie, donde es de

esperar que un rol importante de las componentes evanescentes) y la muestra (superficie)

a ser observada.

Dada la enorme dificultad de tratar un problema que describa las condiciones exper

imentales de una medición de NFO, es importante destacar que los modelos actuales

representan una primera aproximación al estudio de problemas reales de NFO y no una

rigurosa descripción de los mismos. Por lo tanto queremos señalar que si bien los ejemplos

de este capítulo no representan completamente las condiciones experimentales reales, sí

ponen de manifiesto características generales de los campos en las cercanías de una ru

gosidad y están dentro de la línea de investigación desarrollada hasta este momento. Una

de las aproximaciones más fuertes que realizaremos para estudiar el comportamiento de

los campos en las cercanías de una rugosidad y en presencia de una punta detectora es

suponer que se trata de un problema bidimensional.

Como en los capítulos anteriores elegiremos el eje de simetría del problema coincidente

con el eje y de coordenadas cartesianas. Los esquemas que representan la geometría del

problema están graficados en las Figs. 6.1-6.4. Por encima de la muestra (superficie

rugosa) se encuentra un objeto que simulará la punta detectora. Consideraremos que la

rugosidad está constituida por una superficie plana, excepto una zona modulada por a

lo sumo tres períodos senoidales caracterizados por el parámetro d. La punta detectora

está modelada mediante tres tramos rectos con terminación elíptica, su punto inferior se

encuentra a una distancia zV respecto de la parte plana de la superficie. En todos los

ejemplos que mostraremos en este Capítulo los parámetros que aparecen en la Fig. 6.4 se

eligieron de la siguiente manera: D = 0.9pm, L = 2pm, a=0.1 ¡umy b=0.2pm.
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Figura 6.1: Geometría para estudiar el campo cercano en 1 rugosidad senoidal.

Figura 6.2: Geometría para estudiar el campo cercano en 2 rugosidades senoidales.
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Figura 6.3: Geometría para estudiar el campo cercano en 3 rugosidades senoidales.

Figura 6.4: Geometría de la punta detectora.
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6.2 Intensificación

Anteriormente habíamos mencionado la importancia de la intensificación de los campos

electromagnéticos en relación a procesos de óptica no lineal [19] o en scattering Raman

[‘20].Más precisamente en los capítulos IV y V se dieron ejemplificaciones de situaciones

en donde se obtenían fuertes intensificaciones de los campos cercanos en geometrías que

poseen naturalmente tendencias resonantes. Desde el punto de vista experimental y en

relación a la microscopía de efecto túnel, una de las formas de obtener intensificaciones

es por medio de una punta detectora ubicada a distancias nanométricas de una dada

superficie. Con el objetivo de poder modelar esta situación daremos en la presente sección

resultados obtenidos mediante el método integral en las condiciones indicadas en la Fig.

6.1. En las curvas de la Fig. 6.5 se puede comparar cómo se modifica la intensidad

sobre una rugosidad senoidal de 1 período cuando se considera la presencia de una punta

detectora. Los parámetros elegidos para esta situación son: d/h = 0.5, w/h = 4, 00 =

10°, 2V = 0.001um y u3=u2=0.15+i4.65. De esta figura podemos observar que ambas

intensidades son prácticamente de la misma magnitud, excepto en un estrecho intervalo

centrado alrededor de mv = 0 (posición correspondiente a la parte central de la punta)

en donde se produce un salto de la intensidad de aproximadamente 30 veces respecto a

cuando no se considera la punta.

En las Figs. 6.6 y 6.7 podemos ver como se van corriendo los picos de intensidad a medida

que la punta se desplaza en forma horizontal (tomando los otros parámetros idénticos a

los de la Fig. 6.5).

Las curvas de las Figs. 6.8, 6.9 y 6.10 muestran efectos similares a los de las Figs. 6.5,

6.6 y 6.7 pero en el caso de tener una rugosidad con tres períodos.

Es de esperar que los efectos de intensificación vayan aumentando o disminuyendo si

realizamos corrimientos verticales de la punta. Esto puede observarse en la Fig. 6.11

en donde comparamos la intensificación de la punta para las posiciones z/d = 0.001 y

z/d = 0.0001.
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Figura 6.5: Intensificación en 1 rugosidad con la punta ubicada en xv = —2;Lm.

Figura 6.6: Intensificación en 1 rugosidad con la punta ubicada en xv = 0.



6.2. INTENSIFICACIÓN 107

6.00

4.00 —

2.00 —

4.00 0.00 4.00

x l u m]

Figura 6.7: Intensificación en 1 rugosidad con la punta ubicada en xv = 2pm.
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Figura 6.8: Intensificación en 3 rugosidades con la punta ubicada en xv = —2¡um.
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Figura 6.9: Intensificación en 3 rugosidades con la punta ubicada en xv = 0.
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Figura 6.10: Intensificación en 3 rugosidades con la.punta ubicada. en xv = 2pm.
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Figura 6.11: Intensificación en una superficie con 3 rugosidades con la punta ubicada en
xv = —2¡u,mpara dos alturas diferentes.

Nótese que las intensidades mostradas en los ejemplos anteriores han sido obtenidas a

partir de los campos en la superficie de la muestra, y no de los campos sobre la punta

detectora. Si bien esperamos una correlación entre ambos campos, hasta el momento no

se conoce una manera sencilla de predecir los campos en la punta (o la señal de NFO) a

partir de los campos en la superficie.

6.3 Generación de imágenes

En óptica de campo cercano se denomina imagen a la senñal recogida mediante la punta

detectora ubicada a distancias nanométricas de la muestra. A partir de esta señal se

puede obtener información acerca de las irregularidades superficiales o topografía de un

objeto.

Desde el punto de vista teórico, dada' la complejidad del proceso de medición, todavía

no se tiene en claro cuales son los cálculos más convenientes para simular una señal de

NFO obtenida experimentalmente. A pesar de esto se han desarrollado teorías repre

sentativas del fenómeno de NFO que al menos cualitativamente constituyen una buena
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aproximación para encontrar una relación entre la respuesta electromagnética y las ir

regularidades superficiales. Por ejemplo, en las referencias [65] y [66] se puede ver un

tratamiento bidimensional del problema suponiendo una geometría circular para la punta

detectora.

Dentro de esta línea de trabajo daremos a continuación ejemplos que permiten relacionar

las intensidades obtenidas, ya sea en la punta detectora o en la superficie rugosa, con la

geometría del problema.

Supongamos que efectuamos un barrido horizontal de la punta (zv = cte en las Figs. 6.1

6.3) y que para cada posición de ésta obtenemos la intensidad sobre la superficie rugosa.

En la sección anterior vimos que dicha magnitud alcanza su valor máximo en aquellas

coordenadas que coinciden con la posición central de la punta (:L'Vde la Fig. 6.4). Por lo

tanto, en la Fig. 6.12 mostramos una curva en donde registramos la intensidad máxima

sobre una superficie rugosa de 1 período senoidal para distintas posiciones de la punta en

un rango —2;LmS :1:S 2pm y con un paso de 0.1pm. Los parámetros correspondientes

a esta figura se han elegido de la siguiente manera: d/h = '0.5, w/h = 4, 00 = 10°,

zv = 0.01um y U3=V2=0.15+l4.65. De esta curva podemos observar que, más allá de

la escala utilizada para medir las intensidades, la variación de dicha magnitud sigue en

forma aproximada la variación de la geometría.

Esta característica se sigue manteniendo cuando se aumenta el número de períodos del

perfil senoidal, tal como puede verse en las Figs. 6.13 y 6.14 donde se muestran curvas

de intensidades para rugosidades con 2 y 3 períodos respectivamente y con los otros

parámetros idénticos a los de la Fig. 6.12.

En los ejemplos anteriores notamos que a medida que la punta detectora se acerca a la

superficie se obtienen picos de intensidades cada vez mayores en las posiciones correspon

dientes a la coordenada central de la punta (mv). Esta característica se ve reflejada cuando

se realizan barridos de la punta con diferentes valores del parámetro zv. Las curvas de las

Figs. 6.15, 6.16 y 6.17 muestran que si tomamos zv = 0.01, 0.0075, 0.0001pm , se obtienen

'ÓÓOÓÓÓÓÓÓÓÓÓCÓOÓÓ
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Figura 6.12: Intensidad en la superficie variando la posición de la punta de -2pm a 2pm
con zv = 0.005 mnpara una rugosidad con 1 período.
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Figura 6.13: Intensidad en la superficie variando la posición de la punta de -2¡u,ma 2pm
con zv = 0.005 ¡um para una rugosidad con 2 períodos.
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Figura 6.14: Intensidad en la superficie variando la posición de la punta de -2pm a 2pm
con zv = 0.005 ,um para una rugosidad con 3 períodos.

mejores reproducciones de la geometría del perfil para valores de zv más cercanos a la

superficie.

Hasta ahora hemos mostrado cálculos de intensidades sobre la muestra y su relación con la

geometría del problema. De mayor interés resulta poder establecer una relación análoga,

pero con alguna cantidad que se calcule sobre la punta detectora, la cual simulará la

señal de NFO. Con este ojetivo hemos evaluado la intensidad de los campos sobre el

punto V perteneciente a la punta y registrado dicha magnitud para distintas posiciones

IV manteniendo constante el parámetro 2V. Los resultados de estos cálculos se muestran

en la Fig. 6.18, la cual se obtuvo utilizando los mismos parámetros de la Fig .6.13 (2

períodos). Podemos notar que la intensidad sobre la punta a menos de un signo sigue las

variaciones del perfil. Análogamente a lo que obtuvimos en el caso de las intensidades

sobre la superficie rugosa, encontramos una mejora en la definición de las intensidades

cuando se va acercando la posición de la punta a la superficie, tal como puede observarse

en la Fig. 6.19 donde zV= 0.001 y 0.0001 pm.
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Figura 6.15: Intensidad en la superficie variando la posición de la punta de -2,um a 2pm
con zV = 0.01 mn para una rugosidad con 3 períodos.
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Figura 6.16: Intensidad en la superficie variando la posición de la punta de -2¡uma 2am
con zv = 0.0075 ¡un para una rugosidad con 3 períodos.
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Figura 6.17: Intensidad en la superficie variando la posición de la punta de -2pm a 2pm
con zV = 0.0001 pm para una rugosidad con 3 períodos.
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Figura. 6.18: Intensidad en el vértice de la punta. para -2¡u,m5 xv 5 2pm y con zv —
0.005 pm para. una rugosidad con 2 períodos.
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Figura 6.19: Intensidad en el vértice de la punta para -2,u.m5 xv 5 2pm y con zV =
0.001 y 0.0001 pm para una. rugosidad con 2 períodos.
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Capítulo 7

Conclusión

En este trabajo se ha extendido por primera vez un método integral para resolver el prob

lema de sccattering electromagnético en contornos descriptos por funciones multivaluadas

de las coordenadas. El nuevo método permite superar las limitaciones exhibidas por otros

métodos previos a esta Tesis en el tratamiento de este tipo de geometrías, a costa de

mayores complejidades, tanto desde el punto de vista de la formulación teórica como de

los requerimientos numéricos.

La implementación numérica para materiales de conductividad finita fue realizada medi

ante códigos FORTRAN que han permitido obtener soluciones en varias situaciones de

interés físico. Se han dado diversos argumentos que muestran la validez de las soluciones

encontradas: control de aproximaciones numéricas, consistencia con el criterio de conser

vación de la energía, comparación con casos límite, y finalmente, comparación con otros

dos formalismos: un método de Rayleigh (sólo válido para superficies con rugosidades

univaluadas poco profundas) y un método modal (que si bien permite tratar rugosidades

multivaluadas, presenta inestabilidades numéricas cuando se quiere calcular el campo den

tro de las rugosidades). Ambas comparaciones han mostrado una muy buena coincidencia

en regiones del espacio correspondientes a la zona radiativa (campos lejanos). Desde el

punto de vista matemático, el método integral permite expresar de modo compacto la

solución del problema en términos de ecuaciones integrales, las que a su vez permiten

evaluar los campos en toda región del espacio. Con otros métodos rigurosos, la dificultad

de evaluar los campos en las regiones donde se hace un desarrollo de multicapas (métodos

117
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modales) o la imposibilidad de obtener una transformación adecuada para tratar perfiles

multivaluados (métodos diferenciales) trae complicaciones cuando se quiere tener infor

mación detallada del comportamiento general de la solución.

Respecto de las aplicaciones del método, en primer lugar hemos estudiado rugosidades

con surcos de perfiles en forma de cavidades casi cerradas, las cuales fueron muy poco

tratadas en la bibliografía. Para el caso particular de geometrías circulares se ha desar

rollado un sencillo modelo, basado en una analogía con una guía de ondas cerrada, que ha

permitido predecir resonancias s en este tipo de configuraciones y notar que ellas se man

ifiestan por la aparición de abruptas variaciones en la intensidad de los campos lejanos o

fuertes intensificaciones de los campos en las cercanías de la apertura de la cavidad. Pos

teriormente, se han extendido los resultados de materiales perfectamente conductores al

caso de materiales de conductividad finita trabajando con ambos modos de polarización y

teniendo en cuenta la dispersión del material u()\). De esta forma ha sido posible obtener

la respuesta en frecuencias de cavidades de Ag, Al y Au, un aspecto de sumo interés en

el desarrollo de dispositivos ópticos con características selectivas.

Otras de las aplicaciones encaradas con la nueva herramienta teórica presentada en esta

Tesis está ligada a la óptica de campo cercano (NFO). En este caso, mediante la mod

elización de una punta detectora que se utiliza en las técnicas de medición de NFO, se

han obtenido resultados que ponen de manifiesto. la intensificación de los campos en una

ruugosidad cuando en las inmediaciones de la misma está ubicada la punta detectora. Por

otro lado, dentro de esta línea de aplicación se han dado algunos ejemplos que permiten

poner en evidencia algunas características de la complicada relación que existe entre la

respuesta electromagnética y la topografía superficial.

En sintesis, se ha presentado la extensión de un método integral para estudiar geometrías

multivaluadas y que permite obtener resultados en situaciones de interés práctico no

accesibles mediante otros métodos.

Entre las posibles aplicaciones futuras, se prevee continuar la linea de investigación dedi

cada a estudiar distintas respuestas electromagnéticas que permitan clarificar los mecan
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ismos elementales involucrados en las técnicas de NFO. Desde otro punto de vista, es de

esperar que el método presentado en esta Tesis sea útil en el estudio de problemas inver

sos, donde a veces resulta muy conveniente, si no imprescindible, contar con una solución

confiable del problema directo. Por último, y teniendo en cuenta aplicaciones relacionadas

con dispositivos de conversión de polarización, se espera extender el formalismo a situa

ciones más generales de incidencia en donde se acoplan los dos modos fundamentales de

polarización denominados montajes cónicos.
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Apéndice A

Tramos Univaluados

En el presente Apéndice vamos a dar los cálculos de los elementos diagonales de los núcleos

que aparecen en la ecuacion integral para geometrías de perfiles univaluados.

La representación paramétrica de un perfil univaluado puede expresarse de la siguiente

manera

17(3) = mi: + C(:t:)2, (A.1)

donde C es una función continua y derivable de la coordenada :12.El vector normal en

cada punto de la curva generada por(A.1) está definido por

donde g(:v) = M1 + [(‘(zr)]2.

a) Cálculo de los Q'Ïnm

Los elementos diagonales pueden escribirse como

i .

trinm= 19(Im)39120Qmm(6) y

donde

zm-I-Az/2

Qmm(ó)= f 11á”(k|i¡|]dz,zm-Aaz/2

121

(A.2)

(A.3)

(AA)
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COI]

'Ü'= F(a:m)+ óñ — (A.5)

Para evaluar el argumento de Hál) en la ecuación AA, escribamos de acuerdo a (A.5) el

módulo al cuadrado del vector 'Ü'

“2 - 11:2 2 m 2 26 :1: —a: ' a: — z — L ' a: a:
'U "' m+< ( "0+6 +g(zm)lC( m) mC( m)l 2l m g(zm)(( m)l

+ 22-2[C(Im)+É]C(z)+Cz(-'v)- (A6)

Si realizamos el cambio de variable u = :1:—113mtenemos que

2

= ((u + zm)= ((xm)+ ('(zm)u+ ("(1,")uï + o(u3), (A.7)

donde 0(u3) representan términos de orden mayor o igual a 3 de potencias de u. Reem

plazando en (A.6) el valor de C dado por (A.7) obtenemos

II

6C (mm)]u2 (A.8)
g(zm)

Para llegar a esta expresión hemos despreciado los términos de orden 3 en adelante para

= 62+ [92(mm)"

el desarrollo de u. De acuerdo a (A.8) podemos escribir (AA) como

-Aa:

Az/2 l

62mm) = / ,QHá‘Rh/óz + amandu, (A.9)

Recordando que para argumentos pequeños de Hál) [34]podemos escribir

'2

Haz) = 1+ 5114;) + 71, (Alo)

donde 'y = 0.57721... es la constante de Euler y z = ¡lu/35+ amuí. Si reemplazamos este

desarrollo asintótico de Hg en (A.9) obtenemos

¿2 A1: 2'2 A3/2 V65 + amuí
Qmm(6)= 2[(1+ 77)7 + í fo ln(kT)du. (A.11)

C.........-.-.nnnggg------4-
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Recordando que para escribir (A.11) se utilizó que el integrando de (A.9) es una función

par de la variable u. Teniendo en cuenta que

lla/2 62 2 62 Aa: .¿ Aa: Aa:[o +U — + —27
2 Aaa/(K .' A.12

+ fi a1ctan( 26 )], ( )

podemos escribir (A.11) como

. ¿2 2:2 .

Qmm(ó)= {1+ ;[1n(ky(=vm(Am/4)+ 7] - ;}Am- (AU)

Haciendo nuevamente uso de (A.10) tenemos

d _i _(1)k9(93m)A3_ A A14
mm(ó)_ ( 2 ) 7rl 12' ( ' )

b) Cálculo de los Lfnm

Para este caso los elementos diagonales son

i .m
Lgnm= Ïïgcvmnlqoflmmos),

donde

IM+A:/2 l
meó =/ —Il“k"d. A.1( ) Im_Az/2 l ( a: (

Llamando he al producto escalar que aparece en el integrando tenemos

6

9(1=m)

Haciendo el cambio de variable u = a:—12my teniendo en cuenta (A7), podemos escribir

’ — '12 —:v :r ¿— :1:
he=-C(=lï)(=vm C( m) )+C( m)+g(mm) C( )- (A-17)

la siguienteexpresiónpara la derivada de C

¿(2) = con.) + <"<a:m)u+ d'una“? + ams). (Als)
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Reemplazandoen (A.17) los valores de C y C’ de (A.7) y (A.18) respectivamete se

tiene

he= 69m) + bm<ó>u+ mas)? (A19)

donde bmw) = (5/9(2m))(’(=vm)C”(1=m),Cm(5) = ("(1%) + (5/9(wm))C'(Im)C”’(mm)- De

acuerdo a (A.19) podemos escribir (A.16) como

_ Az/26g(zm)+bm(6)u+cm(ó)(u2/2) (1) a 2a U2 u
me(ó)—[Am Muy/WW] H1 (kx/mlw/ m)+ nd (A20)

Para. pequeños argumetos de H1l [34] podemos escribir

—É (A.21)
Z

¡[11(3)= 5 m,

con lo cual (A20) queda como

¿1/2 2 '4 Az/2 5 zm + cm(¿ al]
me(a) = k[o [69(mm)+c,,,(ó)uï]du—wl’mm[o Wd (A22)

Dado que las integrales de esta ecuación quedan como

Az/2 2 A A 2 3

jo lam.) + c,,.<ó)“ï1du= ¿gm-23 + (qn<ó)/2)% (A23)

fas/2 [óg(a:m)+ (“(6)(u2/2)]Ám = 2óg(zm)\/am(6) arctan(Awlzam(ó))0 [(52/9(wm)) + U2] W Cm(5) 25

5 AzlíamUi) Am

_ Mí) arctan( 26 ) + T (A24)

llegamos después de alguos cálculos a

_ ("(2,")sz l
Lim _ —-—47rg2(mm)+ 2. (A25)
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