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Existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones del tipo curvatura
media prescripta

RESUMEN

En este trabajo se estudia el problema de Dirichlet asociado a la ecuación de
curvatura media prescripta, obteniéndose resultados de existencia y unicidad local
y global, tanto para el caso general como para el caso no paramétrico, bajo diversas
condiciones sobre la curvatura media H y el dato de borde g. Se demuestra
también que si H y g son funciones suaves, las soluciones son clásicas. Por otra
parte, se prueba en ambos casos que si existe alguna solución para ciertas Ho y
go , entonces también existe solución para H y g cercanas a Ho y go .

También se estudian algunos casos de ecuaciones semilineales de la forma
X’ = F(t,X) con dato de borde X(O) = g(X(a)) , para las cuales se obtienen
resultados de existencia y unicidad bajo ciertas condiciones para las funciones
continuas F y g. Para el caso periódico (g = I), se dan criterios de existencia
de soluciones, y un resultado de unicidad.

Palabras clave: Curvatura media - Espaciosde Sobolev- Teoremas de punto
fijo - Operador elíptico

Existence and uniqueness of the solutions of equations of prescribed mean
curvature type

ABSTRACT

In this work we study the Dirichlet problem associated to the prescribed
mean curvature equation. We obtain existence and local and global uniqueness
for the general and the nonparametric case under different conditions on the mean
curvature H and the boundary data g. We also prove that if H and g are
smooth, solutions are classic. Moreover, we prove in both cases that if there is a
solution for some Ho and go , then there exists also a solution for H and g close
to Ho and go.

We also study some semilinear equations of the type X’ = F(t,X) with
boundary data X(0) = g(X(a)) , for which we obtain existence and uniqueness
results under some conditions on the continuous functions F and g. For the
periodic case (g = I), we give some criteria for the existence of solutions, and an
uniqueness result.

Key words: Mean curvature - Sobolev Space - Fixed Point theorems - El
liptic operator
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INTRODUCCIÓN

En este trabajo estudiaremos mediante métodos topológicos algunas ecuaciones
elípticas cuasilineales. En particular, nos ocuparemos de ecuaciones del tipo curvatura
media prescripta.

Si S es una superficie en R3 , localmente podemos describirla como la imagen

de cierta parametrización X = X (u,v), en donde X : Q —> R3 es una función
regular, y Q es un abierto del plano, al que puede suponerse acotado y conexo. Si

S es regular,el vectornormalunitario N = fi está bien definido,y determina
para cada punto p = X(u,v) G S una única recta normal Lp. Luego, todo plano 7r

que contiene a Lp corta a S en una curva 7,, , cuya curvatura en p es cierto valor

K 1,. Si giramos 1r alrededor de Lp , el valor K ,r alcanza un máximo /\1 y un mínimo

/\2 . El promedio H (p) = ¿(Al + A2) se llama curvatura media, y es independiente
de la parametrización, aunque su signo depende de la orientación de S .

Cuando la parametrización X satisface la condición

(Iso) IXuI2 —|X.,|2 = 0 = Xu.X,,

se dice que X es isoterma, y en tal caso es sencillo probar que vale

(H) AX=qu+va =2HXuAXv

El sistema de ecuacionesdiferenciales se denomina ecuación de curvatura media
prescripta, o H-sistema. Toda soluciónregular de que verifica (Iso) será entonces
una superficie de curvatura media H . En particular, si H = 0 la superficie se
denomina minimal. Las razones de esta denominación se entienden a partir de un
conocido problema planteado por el físico belga Plateau, consistente en probar que
para cada curva cerrada C C R3 existe una superficie de área mínima que tiene a
C como borde. Se cumple que toda superficie mínima es minimal. El problema de

Plateau fue resuelto en 1930 por Douglas y Radó (ver [St1]), mediante el cálculo de
variaciones, para lo cual demostraron, si B es el disco unidad de R2 , que encontrar

el ínfimo del área A(X) = f3 IX“ /\ XUI sobre todas las X tales que XIaB es una
parametrización de C equivale a encontrar el ínfimo sobre el mismo conjunto de la
funcional D(X) , en donde D es la integral de Dirichlet

D(X) = á/BIVXF
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Se verifica que el ínfimo X así obtenido D satisface (Iso), aunque para que sea una

solución admisible del problema de Plateau debe analizarse también la regularidad.
Este problema presenta dos aspectos: por un lado, la regularidad de X , y por otro,

determinar si existen de puntos de ramificación (es decir, puntos (u,v) tales que

VX (u,v) = 0) para ver si la superficie es localmente inmersa. Existen diversos
resultados de regularidad, debidos a Hildebrandt, Nitsche, Tomi-Tromba, etc (ver[Stl],

Para H 7€0 constante, el problema de curvatura media prescripta puede resol
verse estudiando la funcional

DH(X) = D(X) + 2HV(X)

en donde V(X) = áfB Xu /\ Xv.X. Minimizando esta funcional en un conjunto
apropiado, Hildebrandt obtuvo en 1969 una primera solución al problema, llamada
estable, para curvas C C 33(0) , con IHIR S 1. En 1984 Brézis y Coron encontraron

otra solución al problema, llamada ”grande” o inestable, que no es un mínimo local

de DH . Si se considera H = H (X ) , el problema también puede plantearse en forma

variacional, mediante la funcional DH(X) = D(X) + 2V(X) , en donde V(X) =

á f3 Q(X).Xu A Xv (volumen de Hildebrandt) se define a partir de un campo Q
cuya divergencia es H . Bajo condiciones análogas al caso H constante, el problema
de Plateau admite solución.

Paralelamente puede estudiarse el problema de Dirichlet asociado a la ecuación

de curvatura media prescripta, es decir, analizar la existencia de soluciones de la

ecuación que tomen en ÜQ algun valor determinado. Si H = 0 el problema es la
conocida ecuación de Laplace, mientras que para H 760 constante se han encontrado

dos soluciones en caso de que el dato de borde no sea constante, y valga IHgIIoo < 1

(ver [B-C]).

En todos los casos mencionados, las soluciones obtenidas en el espacio de Sobolev

H1(Q,R3) satisfacen débilmente,es decir, verifican:

f VX.V<p+ 2HXu /\ XM; = oB

para toda goe CMB, R3) , aunque en caso de que X admita derivadas segundas en
algún espacio L” es inmediato probar que resulta una solución en el sentido fuerte.

La ecuación de curvatura media también puede plantearse en el caso de que S
sea una superficie no paramétrica, es decir, cuando S está definida a partir de una
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ecuación

Z = “(31301 (Ï’y) e Q

En este caso, la curvatura media de S' en un punto satisface

_ (1+ 1132,)1‘22+ (1 + uguyy _ 2uruyury
(NP) H 2

2 (1 + IVuIz) 2

lo cual permite plantear el problema de Dirichlet asociado a (NP), que fue estudiado
para el caso H = H(a:,y) (y, en general, H = H(:cl,...,:¡:n) para hipersuperficies
de Rn'“ ) por Gilbarg, Trudinger, Simon, Serrin, y otros autores. Se ha demostrado

(ver [G-T]) que existe solución para cualquier dato de contorno suave si la curvatura
media H ' de 89 satisface

TL

H'(:cl,...,:cn) 2 _1|H(:c1,...,:tn)|TL

para todo (931,...,:cn) G 30 , y H G C1(ñ, R) satisface la desigualdad:
1-6

I/Hvls [|leo n 9

para todo ¿p E C¿(Q,R) y cierto e > 0. En particular, si H es constante, esta
última condición puede eliminarse. En cambio, la condición sobre la curvatura de ÜQ

es fundamental, como lo muestra un resultado de no existencia (ver [G-T], corolario

14.13) que dice que si H’(:vl, ...,zn) < n—'_'—l|H(a:1,...,a:n)| en algún punto y el signo de
H es constante, entonces para cualquier e > 0 existe un dato de borde g E C0°(ñ)

con ||g||°° S e tal que el problema de Dirichlet no tiene solución. Si H depende
también de u , pueden obtenerse resultados similares, bajo la condición adicional

¿3-3 2 0.

Si bien las soluciones obtenidas en [G-T] son clásicas, también en este caso puede
estudiarse el problema débilmente, es decir, buscar las u que satisfacen

Vu

f9 ———(1+IVuI2)%.V<p + 2H<p = 0

para todo (pG C¿(Q,R).

En este trabajo buscaremos soluciones de ambas ecuaciones bajo condiciones
diferentes, empleando métodos topológicos. Por otra parte, las ecuaciones serán es
tudiadas en su forma más general:

AX=2H(u,v,X,Xu,Xv)Xu/\Xv en Q

(H) { X = g en ÜQ



(1+ uma” + (1 + uí)uyy - 211,111,1¿2y=
2

(NP) 2H(1:,y,u,uz,uy) (1 + |V1LI2)2 en Q
u = g en 89

en los espacios W2'p(Q,R3) y Wz’p(Q,R) respectivamente.

En el capítulo 1 enunciaremos algunos resultados que serán empleados a lo largo
del trabajo.

En el capítulo 2 daremos resultados de existenciapara y (NP) bajo diversas
condiciones sobre las funciones H y g , y analizaremos también la regularidad de las

soluciones. Por otra parte, veremos en ambos casos que si existe alguna solución para

ciertas Ho y go , entonces también existe solución para H y g cercanas a H0 y go .

En el capítulo 3 analizaremos la unicidad local y global de las solucionesde
y (NP).

En el capítulo 4 plantearemos un método para encontrar solucionesde por
recurrencia, incorporando un parámetro t, 0 S t S 1 a la ecuación, y obteniendo
solucionespara cierta sucesión 0 = to < t] < Si tN 2 1 para algún N , entonces

(H) tiene solución.

Finalmente, en el capitulo 5 veremos algunos casos de ecuaciones semilineales. El

problema u” + VG(u) = P(t) en donde P : R’" ——>Rm es periódica fue estudiado

por Lazer [L]y Ahmad [Ah],quienes obtuvieron condiciones que aseguran la existencia
y unicidad de soluciones para P arbitraria.

Empleando métodos iterativos y variacionales, Fonda y Mawhin encontraron
condiciones suficientes para asegurar la existencia de una solución de la ecuación
La: = N :c en un espacio de Hilbert abstracto, para un operador lineal L y un oper
ador continuo N (ver En realidad, tambiénes posibleencontrar soluciones
en un espacio de Banach empleando los teoremas de Schauder y Leray-Schauder,
considerando el operador T = 1 + S(L —N), en donde S es continuo y verifica:

Sy = 0 <=> y = 0. Podemos justificar este proceder con un simple ejemplo en R" ,
que nos muestra que es posible aplicar Leray-Schauder en ciertos casos en los que las

condicionesde Fonda-Mawhinno se satisfacen. Basta tomar N(z) = (will, y
L = /\ < 0, luego T = L + 1 —N es compacto, y valen las condiciones de Leray

Schauder ya que si a: = aTa: para algún a e (0,1) entonces 2:,-= a()\ + 1 — ,
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lo que implica que az,-= 0. Por otro lado, si se cumplen las condiciones de Fonda

Mawhin existen matrices A , B simétricas tales que N —A y B —N son positivas.

En particular, ésto implica que N222 S 32.2: para todo a:, y luego z 1:3S c.z.z ,
lo que es absurdo.

Con esta idea, analizaremos ecuaciones de la forma X’ = F(t,X) con dato de
borde X (0) = g(X ((1)), para las cuales se obtienen resultados de existencia y unicidad
bajo ciertas condiciones para las funciones continuas F y g . Dichos resultados no

son aplicables al caso periódico (g = I), estudiado por diversos autores (ver [Ma]),
para el que se darán criterios de existencia de soluciones, y un resultado de unicidad.



CAPÍTULO 1

En este capítulo especificaremos las notaciones que serán utilizadas a lo largo del
trabajo, y enunciaremos algunos de los resultados que se emplearán más adelante.

1.1 Notaciones

En lo que sigue Q será un subconjunto abierto, acotado y conexo del plano. En

particular, B denotará el disco unidad, es decir, B = {(u,v) G R2; u2 + v2 < 1} .

Usaremos frecuentemente los espacios de Sobolev, que serán notados en 1aforma

Wk’p(Q, R") , Wok'p(Q,R") . Por C¿"(6,R") entenderemos a los espacios de funciones

de clase Ck en ñ, provistos de la norma usual. Emplearemos también en algunos

casos a los espacios de Holder Ck'°‘(ñ, R") . Las derivadas parciales de X = X(u, v)
serán notadas en la forma Xu , Xv . El producto vectorial usual en R3 se indicará

con el signo ” A ” . Nos referiremos indistintamente a cualquier norma I I de R" .

1.2 Algunos resultados previos

Antes de enunciar ciertos resultados clásicos que nos serán de utilidad, recordare

mos las siguientes definiciones, para un operador T : E —> E , en donde (E, d) es
un espacio métrico cualquiera:

DEFINICIÓN

i) T es compacto si T es continuo y además m es compacto para todo
X C E acotado.

ii) T es una contracción si existe k < 1 tal que d(Ta:,Ty) S kd(a:,y) para todo
1,31 G E.

TEOREMA 1.2.1 (Banach)

Sea (E,d) métrico completo, y sea T : E —> E una contracción. Entonces T
tiene un único punto fijo en E.



TEOREMA 1.2.2 (Schauder)

Sea C un convexo cerrado contenido en un espacio de Banach, y T : C —> C

un operador continuo tal que T(C) es compacto. Entonces T tiene al menos un
punto fijo en C.

OBSERVACIÓN

En e] teorema anterior, si C es acotado Ia hipótesis equivale a que T sea com

pacto. Esto no ocurre en general: por ejemplo, cualquier traslación en C = R" es

un operador compacto sin puntos fijos.

Tendremosen cuenta, además, las inmersionesde Sobolev(ver En particu
lar:

TEOREMA1.2.3 (ReIIich-Kondrachov-Morrey)
. . . . 2

Sea Q un dominio con frontera Lipschitz, y sean p > 2, 0 S a < 1 —-.
_ P

Entonces Ia inmersión Wk+l'p(Q, R") <->Ck'°‘(Q,R") resulta compacta.

1.3 Resultados de existencia y unicidad para ecuaciones elípticas y acota
ciones a priori

DEFINICIÓN

Sea L : W2'P(Q, R) —> LP(Q, R) , el operador lineal definido por

Lu = Za¿j(z,y)D¡,ju + Z: b¿(:v,y)D¿u+ c(:r,y)u

L se dice eliptico cuando 1a matriz simétrica (aii) es definida positiva. Si
a1(a:,y) S a2(:1:,y) son los autovalores de dicha matriz en un punto (1:,y) G Q,
diremos que L es estrictamente eliptico si existe a tai que a1(z,y) 2 a > 0 para
todo (:v,y) e Q.

El siguiente es un conocido resultado de la teoría de ecuaciones elípticas:

TEOREMA 1.3.1

Sea ÜQG Cl'l y L estrictamente eiiptico en Q con coeficientes aij G C(Ó,R),
b¡,c G L°°(Q,R), c S 0. Entonces, dadas f e LP(Q,R), cpe W2'P(Q,R), 1< p <
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oo , el problema de Dirichlet

Lu=f en Q

u=go en 3Q

admite una única solución en W2'P(Q,R) .

Asimismo, se tiene la siguiente acotación a priori, que nos será de utilidad:

LEMA 1.3.2

Sean Q y L como en e] teorema 1.3.1, 1 < p < oo. Existe entonces una

constante c independiente de u tal que

llullzm S CIILullp

para toda u G W2'p(Q, R) ñ Wol'p(Q,R).

En otras palabras, el lema 1.3.2 dice que el operador L restringido a Wol’p(Q, R)
es acotado inferiormente. Veamos que 1.3.1 y 1.3.2 también valen bajo condiciones

ligeramente distintas:

TEOREMA 1.3.3

El Teorema 1.3.1 sigue siendo Válido si se reemplaza la condición c S 0 por

alguna de las siguientes condiciones:

i) ||c||p suficientemente pequeña.

ii) suficientementepequeño.

Demostración

En primer lugar, observemos que basta verificar el resultado para i), pues vale

que IICIIpS IICIIooIQII/P

Consideremosel operador dado por Llu = Za¡,j(a:,y)D,-,ju + z b¿(z,y)D,-u.
Como L1 satisface las hipótesis del teorema 1.3.1, dada Ü G W2'P(Q,R) C C(Q, R)
fija, cü e LP(Q, R) y luego el problema

L1u+cü=f en Q
u=cp en 8Q

admite una única solución u e Wz’P(Q,R). Esto nos permite definir un operador

T: W2'P(Q,R) —> WZ'P(Q,R) , dado por T(ï) = u. Además, si EE G W2’P(Q,R) ,

8



T(ü) y T(Ü) coinciden en 30, y entonces por el lema 1.3.2 existe una constante co
tal que

IITW) - T(5)II2,p S CoIIL1(T(Ü)- T(5))I|p = collc(ï - Ü)||p S Collcllpllï- 5||oo

Además, por inmersión de Sobolev vale IIÜ-ÜIIWS c1||ü—ï||2'p. Luego, si cocl IIcIIp<

1 , T es una contracción, y por el teorema 1.2.1 tiene un único punto fijo, que resulta
ser solución (única) del problema original.

LEMA 1.3.4

El Lema 1.3.2 sigue siendo Válidosi se reemplaza la condición c S 0 por alguna
de las siguientes condiciones:

i) ||c||p suficientemente pequeña.

ii) IQ] suficientemente pequeño.

Demostración

Sean L1 y c0 como en el teorema anterior. Se cumple:

1

IILUIIpZ ||L1u||p - Ilcullp 2 ¿llullzm - IICIIpIIUIIoo

Además, siendo < c1||u||2_¡,,el resultado vale claramente para coc1||c||p< 1 .

OBSERVACIÓN

Según se puede observar, la condiciónsobre p en el lema anterior es la misma
que en el teorema 1.3.3. En realidad, este teorema puede obtenerse como consecuencia
de 1.3.4, como veremos más adelante.

Los resultados anteriores pueden extenderse en forma general para operadores
estrictamente elípticos definidos en WZ'P(Q,R") . Para nuestras aplicaciones, bastará
consideraroperadores de la forma LX = AX+AXu+BXv +CX en donde A, B, C G
L°'°(Q,R3”) , para los cuales veremos que el teorema 1.3.1 y el lema 1.3.2 son válidos
bajo la hipótesis de que C 5 —;¿ (es decir, €33.11:S —,u:c.a:para todo a: e R3 ), para

cierto ¡uZ 0 suficientemente grande, o bien que sea suficientemente pequeño:

TEOREMA 1.3.1 Y LEMA 1.3.2 (CASO R3)

Los resultados 1.3.1 y 1.3.2 valen para el operador L : W249“), R3) —> LP(Q, R3)

dado por LX = AX+AXu +BXU +CX, con A,B,C GL°°(Q,R3X3), bajo alguna
de las siguientes condiciones:



1') C S -¡u para ¡u > ¿(IIAIIoo + llBlloo)2

ii) es suficientementepequeño.

Demostración

Supongamos en primer lugar que el lema 1.3.2 es falso. En tal caso, existe una

sucesión Xn E WZ'P(Q,R3) fi Wol'p(Q,R3) tal que

IIXnII2,p= 1, IILanlp —> 0.

Por inmersión de Sobolev, se sabe que XT.e Wol'2(Q,R3). Veamos que ||Xn||1_2 —>

0: para ello, basta observar que si X e WZ'P(Q,R3) ñ Wol’p(Q,R3) <—>C(Ó,R3),

entonces LX.X E L1(Q, R3). Por la fórmula de Green,

/LX.X = —/VX.VX+/AX.,.X+/BXU.X+/CX.X

y, si vale i), se obtiene por Cauchy-Schwartz:

/LX.X S -/VX-VX+ “AlloollXull2llel2+ “Blloollell2llXIl2-#/X-X

< -||VX||É + (IIAlloo+ IIBIIoo)IIVXII2IIXII2- .uIIXIIÉ

1 1

= -(||VXII2 - ¿(IIAlloo+ llBlloo)llel2)2 - (# - ¿(IIAlloo+ IIBlloo)2)IIXII3

Luego, como IfLXn.Xn| S HLXnIIPIIXnIIq—> 0, se deduce que ||Xn||2 -—>0

Y IIVanlz —* 0

Si en cambio vale ii), el resultado es el mismo, pues se tiene la acotación:

|/AXu.X+/BXv.X +/CX-X| S (IIAIIoo+ IIBIIoo)IIVX||2||X||2+ IICIIooIIXIIÉ

y por inmersión de Sobolev, vale por ejemplo que ||X||2 S ||X||4 IQII/4 S kllVXIhIQII/4

para cierta constante k .

En consecuencia, para p S 2 resulta: ||Xn||1,p 5 c||Xn||1,2 —> 0, y por ser

A,B,C acotadas se deduce que IIAXnIIP = IILXn —AX,“ —BXnu —CXnIIP —> O.

Esto es absurdo pues el lema 1.3.2 es válido para A. Para p > 2, ||LXn||2 5

c||LXn||p —> 0, y luego IIAanlg —> 0. Como el lema 1.3.2 vale para A, tomando
una subsucesión se puede suponer que “an|2,2 —> 0 , y por inmersión de Sobolev

IIXnIIH, —> 0. La prueba concluye ahora como en el caso p 5 2.
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Una vez probado el lema, se obtiene en forma inmediata la unicidad en el teorema

1.3.1, ya que si X,Y E W2'P(Q,R3) verifican que LX = LY , X = Y en 39 ,

entonces para Z = X —Y G Wz'p(Q,R3) ñ Wol'p(Q,R3) vale ||Z||2lp S c||LZ||p = 0.

Veamos, finalmente, el resultado de existencia, para lo cual consideraremos para
O S t S 1 el operador

LtX = AX + t(AXu + 3X, + CX)

y probaremos para f e L”(Q,R3), goe W2"’(Q,R3) que la ecuación (*) LtX =
f en Q , X = goen 60 tiene solución para todo t e [0,1]. Para t = 0 es claro, pues
se trata de la ecuación de Laplace; veamos:

1) Si (*) tiene solución (para cualquier f ) para todo t e [0,130],entonces existe

eo tal que (*) tiene solución para todo t e [0,t0 + eo): en efecto, si t = to + e, para

X e W2'P(Q,R3) fijo AXu + BXv + CX G LP(Q,R3) y entonces la ecuación

LtoX = f —¿(AXIL+ EX” + CX) en Q

X = go en 852

admite una única solución X . Queda definido un operador T : WZ'P(Q,R3) —>

W2'7’(Q,R3), dado por T(X) = X. Además, si X = T(X),Y = T(Y), X = Y en
60 y por 1.3.2 vale:

“X’YIIZmS C(t0)“Lto(X_Y)“p = C(t0)€“A(Ïu_?u)+B(Ïv ’7v)+C(Ï-?)“p

S c(730)6(II1‘1IIooIIÏu- 7ullp + IIBIIooIIÏv - Vvllp + IICIIooIIÏ - 7llp)

Es decir,

IIT(X) - T(Y)II2.p S c(to)keIIX - YII2.p

para cierta constante k. Si e es pequeño, T es una contracción, y entonces tiene un
único punto fijo, que resulta solución de (*) para to + e.

2) Si (*) tiene solución (para cualquier f ) para todo t E [0,to) , entonces tiene
solución para to : como en el caso anterior, se define T(X) = X , en donde X es la
única solución del problema

Lto_¿X = f —¿(AXu + BXv + CX) en Q

X = cp en 39

Nuevamente, T resultará una contracción para e suficientemente pequeño. Sin

embargo, en este caso la acotaciónde —T(Y)||2,p depende de la constante
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c(to —e), de modo que debemos probar previamente que la constante provista por

el lema 1.3.2 puede elegirse de modo uniforme en un entorno de to , es decir, que

existen c,e tales que “XII;p < c||L1X||p para todo t E (to —e,to], para todo

X e WQ'P(Q,R3)n Wg'P(Q,Ra).

En Efecto, IILtXIIp Z IILtoXIIP —“(Lt —Lto)X“p 2

además,

1

c(to)

“(Lt - Lzo)X||p S CkIIXHzm

IIXI|2,p- “(Lt - L10)X“P’ y

. 1
para Cierta constante k , y basta tomar e y c tales que —ek = - > 0.

c

1

c(to)

OBSERVACIÓN

Se ve en general que el hecho de que L sea acotado inferiormente implica el
resultado de existencia y unicidad.

Veremos a continuación que 1.3.1 y 1.3.2 valen también si A , B y C son su

ficientemente pequeñas (aunque no sean acotadas); en consecuencia, para cualquier
L como en el teorema 1.3.1 existe un intervalo maximal I = [0,to) tal que ambos
resultados son válidos para L, para cualquier t e I . Si I es acotado, se ve en forma

inmediata que c(t) —->oo cuando t —> to .

TEOREMA 1.3.5

Sean 09 E C'l'l 2 < p < oo y L: WZ’P(Q,R3) —> LP(Q,R3) el operador dado
por

LX=AX+AXu+BXv+CX

en donde los coeficientes A,B, C G L”(Q,R3X3) verifican:

i) ||A||p y ||B||p son suficientemente pequeñas.

ii) “CIIp es suficientemente pequeña.

Entonces, dadas f G LP(Q,R3) , cpG W2'p(Q,R3), e] problema de DirichIet

LX = f en Q

{ X = (,0 en 30

tiene solución única en W2'P(Q, R3) .

Además, si se reemplaza Ia condición ii) por
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ii’) C S 0 (es decir, Caza: 5 O para todo a: G R3)

e] problema tiene a Io sumo una solución.

Demostración

En primer lugar, observemos que L está bien definido, pues si Í e WZ'P(Q,R3) ,
por la inmersión de Sobolev (Teorema 1.2.3), Í y sus derivadas primeras resultan
continuas, y entonces AÏu +BÏv +CÏ GLp. Además, comoen los casosanteriores,
por el Teorema 1.3.1, existe una única solución al problema

AX+AÏu+BÏU+CÏ=f en Q
X=cp en 852

y queda definido el operador T : W2‘7’(Q,R3) —> W2'P(Q,R3), T(Ï) = X. Además,

por el lema 1.3.2 existe una constante c tal que para Ï,7 e W2’P(Q,R3) vale:

IIT(Ï)-T(7)|Iz.pS C||A(T(Ï)-T(7))I|p= C||A(Ïu-7u)+B(Ïv-7v)+C(Ï-7)||p

S c(IlAIIpIIÏu- 7ulloo + IIBIIpIIÏv- 7v||oo + IICIIpIIÏ- 7lloc)

Por inmersión de Sobolev, si “A”p , IIBIIPy ||C||p son suficientemente pequeñas, T
es una contracción.

Si reemplazamos la condición ii) por ii’), y suponemos que X ,Y son dos solu

ciones del problema, para Z = X —Y vale:

AZ+AZu+BZv+CZ=O en Q
Z=O en 89

Multiplicando por Z de ambos lados e integrando sobre Q , se obtiene:

/AZ.Z+/AZ,,.Z+/BZ.,.Z+/CZ.Z =0
Por la condición ii’) y la fórmula de Green, vale

/VZ.VZ 5 /AZH.Z+/BZ,,.Z

Además, por la desigualdad de Holder e inmersiones de Sobolev resulta

I/ AZuZI s f IAI-IZuI-IZIs IIAIIp(/ IZuI“IZI")""
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para1<q<2talque %+%=1.Tomandor=%,paras=227q valeque

(/MNMWWBH/MWUWW/WWYW=t/mfiW%/MWYW

Además, W1'2(Q,R3) H Lq’(Q,R3) y entonces vale ||Z||q3 < k||Z||1'2 para cierta
constante k , y en consecuencia

¡[Aamsummwmg

Una desigualdad análoga se deduce para f BZU.Z , lo que prueba, para ||A||p y IIBIIP
pequeñas, que Z = 0, pues por la desigualdad de Poincaré la norma de W012“),R3)

es equivalentea la dada por VZ.VZ)¡/2.

OBSERVACIÓN

En e] teorema anterior, i) y ii) pueden enunciarse en forma más precisa, mediante
Ia condición:

€001(I|A||p + IIBIIp + IICIIP) < 1

en donde co es 1a constante de] lema 1.3.2 para ei laplaciano, y c1 es 1a constante

correspondiente ala inmersión WZ'P(Q,R3) ‘—>Cl(ñ, R3) . A su vez, i) y ii’) equivalen
a Ia condición:

C2k(||A||p + IIBIIp)<1

en donde k es como en el teorema y c es la constante dela desigualdad de Poincaré.

En caso de que valgan i) y ii’), si A, B y C son acotadas también puede probarse
la existencia:

COROLARIO 1.3.6

EI teorema 1.3.1 y e] lema 1.3.2 (caso R3) siguen siendo válidos para p > 2 si
se reemplaza 1a condición C 5 —p por las condiciones

i) “A”p + ||B||p es suficientemente pequeña.

¡gogo
Demostración

Si zn e WZ'P(Q,R3)n ngpmflï‘) es una sucesión tal que “LGu, —» o,
vale que ||LZn||2 —> 0. De la demostración del teorema anterior se deduce que
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fLZnZn 5 k||Zn||Ï’2 para cierta k < 0, y en consecuencia IIanlm —> 0. La
prueba concluye ahora de la misma forma que en 1.3.1 y 1.3.2 (caso R3

OBSERVACIÓN 1.3.7

EI corolario 1.3.6 también vale si se reemplaza i) por

Í’) C(IIA||oo + IIBIIoo) <1

en donde c es 1a constante de la desigualdad de Poincaré. Esto es inmediato,

Pues ¡fAZuZ+fBZvZ| S (IIAIIoo+ IIBIIoo)IIVZII2IIZII2S c(||A||o<>+||13||oc>)||VZ||%

Para terminar este capítulo, veremos que los teoremas 1.3.1 y 1.3.3 no son válidos

en situaciones más generales. En particular, veremos que a diferencia del caso n = 1

las condiciones sobre los coeficientes de orden 1 (es decir, las matrices A y B ) son
esenciales, aún en el caso C = 0:

EJEMPLO

En este ejemplo exhibiremos cierto 39 e C1'] y un operador estrictamente

elíptico LZ = AZ+AZu +BZU con coeficientes A,B E L2(Q,R3x3) para los cuales
el problema de Dirichlet

LZ = 0 en Q
(*)

Z = 0 en 89

admite alguna solución débil no trivial.

Para ello, basta tomar H > 0 constante y g E C2(Ó,R3) no constante tales

que H||g||oo < 1. Tomando Q = B, existen (ver [B-C]) dos soluciones distintas
X,Y G W1'2(Q,R3) del problema

AX = 2HX1, AX” en Q

X=g en ÜQ

Luego, si Z = X —Y vale:

AZ-2HZuAYv—2HXu/\Zv=0 en Q
Z=0 en 60

En consecuencia, si consideramos A, B e L2(Q, R3”) tales que

AZ“ = —2HZu /\ Y”
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BZv = —2HX,, /\ Zv

la.ecuación (*) tiene solución no trivial.

OBSERVACIÓN

De] ejemplo anterior se concluye que 2H(||Xulloo + IIYvIIOO)2 í, en donde c es
Ia constante de Ia desigualdad de Poíncaré. En efecto, en caso contrario se cumple

que A, B G L°°(Q, R3”) , y como en el coroIarío 1.3.6 resulta:

[132.2 s -uvzu2 + 26H(IIXuIIoo+ ¡Innouvzuz < o

Io que es absurdo.



CAPÍTULO 2

En este capítulo daremos resultados de existencia para las ecuaciones mencionadas
en la introducción, bajo condiciones diversas.

2.1. Problema de Dirichlet asociado a la ecuación de curvatura media
prescripta

En esta parte estudiaremos la ecuación

(H AX=2H(u,v,X,Xu,Xv)Xu/\Xv en Q
X=g en 89

en donde H : Ó x (R3)3 —> R es una función continua, y 89 G C“ .

Sea X e C1(ñ,R3) fija, y supongamos g e Wz'P(Q,R3) para cierto p tal
que 2 < p < oo. Por el Teorema 1.3.1, sabemos que existe una única solución

X e Wz'p(Q,R3) al problema

AX = 2H(u,v,X,Xu,Xv)Xu AXv en Q

X = g en 39

Dada la inmersión de Sobolev WZ'P(Q,R3) ‘—>C1(Ó,R3) , queda definido un

operador, que resulta compacto según se prueba en el siguiente teorema:

TEOREMA 2.1.1

Sean 2 < p < oo, g G W2'P(Q,R3). Entonces el operador T : 01(5, R3) —>
Cl(ñ, R3) , dado por T(X) = X es compacto.

Demostración

En primer lugar, probaremos la continuidad de T: dadas X = T(X), Y =
T(?) , se cumple que X = Y en 89 . Además, por la inmersión de Sobolev y el lema
1.3.2, se obtiene que

IlX - YI|1,oo< CIIIX - Y||2,p S CICIIA(X- Y)||p =
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2c1c||H(u,v,Ï,Ïu,Ïv)Ïu /‘\Í” —H(u,v,7,7u,7v)7u A7v||p

y la continuidad se sigue en forma inmediata.

Por otro lado, recordemos que la inmersión W2'P(Q, R3) ‘—>C ¡(5, R3) es com

pacta, por lo cual el teorema quedará probado si vemos que la imagen de un conjunto

acotado es acotada con la norma ||2yp.

Enefecto,sea X0= T(0). Si < R, vale:

IIX- Xol|2.pS CIIA(X- Xo)||p= 2€||H(u,v,Ï,Ïu,Ïv)Ïu AÏvllp S

2CI|H(ua vaX, XH’ÏPNIPIIÏHIIOOIIÏUIIOO S kR2

para cierta constante k , lo cual completa la demostración.

OBSERVACIÓN

En 1a situación de] teorema, se ve también que ||T(0) —g||1,oo < c1c||Ag||p, es

decir, ||T(0)||1_0°S c¡(1+c)||g||2'p. En muchos casos podremos suponer que g = T(0)
o, en otras palabras, que g es armónica.

OBSERVACIÓN

Es evidente que si T tiene un punto fijo, vale

_ _ inf. II7 - T(7)||1,oo = 0
YGC‘(Q,R3),Y=g en 69

y también

_ inf__ ||A?-2H(u,v,7,7u,7v)7uA70||p = 0
YGW2-P(9,R3),Y=g en 89

La afirmación recíproca no es necesariamente válida, dado que en ningún caso
e] i'nfimo tiene por qué alcanzarse. Sin embargo, es fácil ver que se alcanza sobre

conjuntos acotados de Wz'p(Q, R3) ñ (g + Wo1"’(Q, R3)) , es decir:

TEOREMA 2.1.2

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) tiene soluciónen W2’P(Q,R3)

ii) Existe R > 0 tal que
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_ in_f ||A7—2H(u,v,7,?u,?v)7u AÏvIIP=0
||AY||,5R,Y=g en an

iii) Existe R > 0 tal que

— ini II7 - T(7)|I1.oo = 0
"YIII,aoSR¡Y=g en an

Demostración

La implicación i) => ii) es evidente. Para ii) => iii) , basta observar que si

Ï’: e W2'P(Q, R3) verifica que “A?”p S 1%,? = g en ÜQ y g es armónica entonces

Ilïlllm S c1||7||2,p S 01(IIV- 9||2.p+ ||9||2,p) S 61(CIIA(7- 9)||p + |l9||2,p) S

s c1(cR+ Hall”) = R’

Además,

II? —T(7)H1,oo < el“? - T(7)II2,p S CICHA(7—71(7))le =

= c1c||A7 —2H(u,157, 71,,7v)?“ /\ En,

de donde el resultado se sigue en forma inmediata.

Finalmente, veamos iii) => i): consideremos una sucesión 7,, acotada en
C1(Ó,R3) tal que II?" —T(7n)||1_°o —> 0. Por el teorema anterior, siendo T
compacto podemos suponer que T(7n) convergea cierta 7 en C1(Ü,R3). Luego
7,, —> Y, y se deduce que 7 es un punto fijo de T.

El próximo teorema muestra que, bajo ciertas condiciones, también el ínfimo
global se alcanza. Antes de enunciarlo, definiremos una noción de oscilación de la
función H en un punto:

DEFINICIÓN

Sea E un entorno de 7 en C1(Ó,R3). Llamaremos oscilación de H sobre 7
en E al valor

oscE(H(?))= sup ||H(u,v,Ï,Ïu,Ïv) —H(u,v,?,7u,7v)||p
Yes
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Es claro que si E es acotado entonces oscE(H(Y)) < oo: por ejemplo, se cumple

que oscE(H(?)) 5 2||H||ooñxK para cierto conjunto K C (R3)3 compacto suficien
temente grande.

A continuación veremos que si T(7) está. suficientemente cerca de 7 y tanto
H como oscE(H son suficientementepequeñosen un entorno de 7, la ecuación
(H) tiene solución. Más precisamente:

TEOREMA 2.1.3

Sean 2 < p < oo, g e WZ'P(Q,R3) y T,c1,c como en el Teorema 2.1.1. Dada

7 e C1(Ü,R3) , definimos

RW) = II7 - T(7)II1,oo

19(7)= sup ||H(u,v,Ï,Ïu,Ïv)?u"p + ||H(u,v,Ï,Ïu,Ïv)Ïv||p
"Ï_?"l.oo SR

Supongamos que para cierto R > 0 se cumple que

2c1c(RH?) + oscBR(7)(H(7))||7u /\ En“) 5 R —12(7)

Entonces existe al menos una solución de en la bola cerrada 33(7) C
C1(Ó, R3) .

Demostración

Como vimos en el Teorema 2.1.1, para X = T(Ï) , Y = T(?) , vale

324a
I

*<lí, > 5|2c1c(||H(u,v,Ï,Ïu,Ïv

+||(H(u,v,Ï,Ïu,Ïv) - H(u,v,7,7u,7v))7u AYullp)S

2c1c(||H(u,v,Ï,Ïu,Ïv)Ïv||p||Ïu —7.4"“,

+“H(uvvvÏaÏuvÏv)7u“P“Ïv - Toll“,

+||H(u,v,Ï,Ïu,Ïv) —H(u,v,?,7u,7v)l|p||?u ATvlloo)
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Luego,si —Vlllloo5 R, resulta

“X —Vilma S HX - YIl1,oo+ “Y —villa)

5 2c1c(RM?) + oscBR(7)(H(?))||?u/\En“) + m?) 5 R

Es decir,

T(BR(7)) C 33(7)

Además, por el teorema 2.1.1, T es compacto, de donde se deduce por el teorema

1.2.2 (Schauder) que T tiene al menos un punto fijo en BA?) .

OBSERVACIÓN

Claramente, e] teorema anterior también es válido si definimos

k(7) = supllï_7"l'mSR||H(u,v,Ï,Ïu,Ïv)ÏuIIP + ||H(u,v,Ï,Ïu,Ïv)Ï7v||p

Considerando el caso Y = g podemos deducir el siguiente corolario:

COROLARIO 2.1.4

Sea 2 < p < oo , y sea g G Wz'p(Q,R3) armónica. Supongamos que para cierto

R > 0 vale,para todo Í G33(9):

__ — — R2ccHu,v,X,Xu,XvXu S——

o bien R2Cc Hu,v,Ï,Ïu,Ïv Ïv S ———

Entoncesexiste al menosuna soluciónde en 33(9).

Demostración

Como en el teorema anterior obtenemos, para —g||1,ooS R:

_ gII1.°°< 2c1cIIH(u1vaÏ1Ïu1Ïv)Ïu AÍvllp

Es decir,

_ 9"],00< zclcllH(uavvïaïu,ÏU)Ïu“p"Ïv”oo

S 2CICIIH(uavaÏ1Ïu1ÏU)ÏUIIP(R + IIVgII1,°°)
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y también

“X - glll,0°< 2CICIIH(u1vaÏaÏuaÏv)Ïv“P“Ïu“oo

S 2c1c|IH(u,U,Ï,Ïu,Ïv)Ïv“P(R + “vglllpol

de donde la demostración se sigue en forma inmediata.

OBSERVACIÓN

Dadas H E C(ñ X (R3)3) g E W2'P(Q,R3) , podemos considerar los conjuntos:

SH = {g G Wz'p(Q,R3)/(H) tiene solución}

59 = {H G C(ñ ><(R3)3)/(H) tiene solución}

Es inmediato que SH y Sg son no vacios, pues siempre vale que X es solución

en los siguientes casos:

i) X = g, con g(u,v) = (ru +sv)A+C con r,s e R, A,C GR3 fijos.

ii) H(u,v,X,Xu,Xv) = 0 en Q , en donde X E WZ'P(Q,R3) es la única función
armónica tal que X = g en 30.

En los próximos corolarios veremos que si H cumple ciertas condiciones, SH

contiene otros elementos aparte de los mencionados: más aun, veremos que SH es un

entorno del 0 en WZ'P(Q,R3). Del mismomodo, .Sges entorno de 0 en C(ÓX(R3)3)

para cualquier g (con la topología usual de convergencia uniforme sobre compactos).

OBSERVACIÓN

Para H constante, un resultado de Hildebrandt [H2] asegura la existencia de
soluciones débiles de (H) bajo la hipótesis |HH|g||o.o < 1. Sin embargo, si X es

solución de (H), Y = X + k es solución de la misma ecuación con dato de borde
g + k para cualquier constante k, de modo que la hipótesis de Hildebrandt puede
reemplazarse por la siguiente condición, más débil : |H|||g —kIIoo< 1 para alguna
constante k.

De la misma forma, para el caso general probaremos en realidad que bajo las
condiciones mencionadas SH es entorno de cualquier constante en Wz'p(Q,R3).
Observemos que g G SH si y sólo si g + c E SHc en donde Hc(u,v,a:,y,z) =

H(u,v,:z:+c,y,z).
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COROLARIO 2.1.5

Sean c1,c las constantes de los teoremas anteriores, 2 < p < oo, y supongamos
que

H = sup ||H(u,1),Ï,Ï.¿,Ïv)||p < oo
Yecwñfls)

Entonces tienesoluciónpara toda g e W2'P(Q,R3) armónica tal que “VgllooS
l

8c1cH i

Demostración

Procedemos como en el teorema anterior: para ||X - gIILoo< R,

IIX - 9||1,ooS ZCICIIHÜL,v,Ï,ÏmïvNIpIIÏullooIIÏvlloo S 2010H(R + IIVglloo)2

Como vimos antes, para aplicar el teorema de Schauder bastará pedir que 2c1cH(R+
|[Vg||oo)25 R para algún R, es decir, que la parábola

R2 + (2||Vg||oo — )R + IlVgllío
1

2c1cH

tenga alguna raíz positiva. Como se ve fácilmente, ésto equivale a decir que el

discriminante (2|IVgIIoo — )2 —4||Vg||Ï,o sea mayor o igual a 0, es decir,
2c1cH

1V <— .
“ —SCICH

OBSERVACIÓN

E1 corolario 2.1.._5prueba en particular que SH es entorno de cualquier constante
k en W2'P(Q,R3). En efecto, basta considerarla aplicación continua X ——>g, en

donde g e Wz'P(Q,R3) es 1a única que satisface Ag = 0 en Q, g = X en GQ,

y luego tomar 1a preimagen del conjunto {g G W2'P(Q,R3) armónica /||Vg||oo <

m}, entornode k en W2'P(Q,R3).
1

El corolario2.1.5requiereque la función godada por 90(Ï) = H(u, v,Ï, Ïu, Ïv)
sea acotada sobre WZ'P(Q,R3) , cosa que claramente ocurre cuando H es acotada.

En caso de que gono sea acotada, un resultado similar puede obtenerse si la oscilación
de H en g tiene un crecimiento tipo lineal, es decir:
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COROLARIO 2.1.6

Sean c1,c las constantes de los teoremas anteriores, g E W2'P(Q,R3) armónica,
2 < p < oo , y supongamos que

0 < H' = sup IIH(u’v’X’Xu ooaÏv) _ H(uavagaguvgv)llp<
Yecl(ñ.R3),Yaeg “X ’glllpo

, y la función
_ —h+ h2+8hH’V o,

Defimmos h = IIH(U,v,9,9u,9v)IIp, R0 = H: g“

h
¡(12) = (H' + ¡XR + Ilvguoo)?

Luego,si f(Ro) S É , tienesoluciónen W2’P(Q,R3).
1

OBSERVACIÓN

En particular, si H es una función globalmente Lipscln'tz con respecto a X, Xu

y X”, tiene soluciónpara cualquier g suficientementecercana.a una.constante.
En efecto, vemos que

_ I m
¡(Ru—(HRo+h)(Ro+2ungIoo+ R0 )—+o

51' ||V9||oo —> 0

Por ejemplo, esta situación se da si H es derivable respecto a X, Xu y Xv , con

derivadas acotadas, pues por el teorema de valor medio de Lagrange vale:

IIMMMÏÏMÏÜ - H(u,v,9,9uayv)||pS klIDHIIooIIÏ- 9||1.oo

para cierta.constante k.

Demostración del corola'rio 2.1.6

Comoen el teorema anterior, para. —g||1m 5 R

“X _ gll1.°° S 2c16(IIH(uvvvÏ’Ïu’Ï-v) _ HC“, vag, guygv)”P

+“H(uavvgaguagv)l|P)IIÏulloollÏv“°0 S 2CIC(H'R + h)(R + IIVSJIIoo)2

Luego, una condiciónsuficiente para.que admita una soluciónes que

2C1c(H'R + h)(R + ||V_q||.,°)2s R
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1

paraalgúnR > 0 esdecir, S a paraalgúnR > 0.
1

El resultado es ahora inmediato, pues un simple cálculo muestra que f alcanza
un único mínimo en el valor

_ —h+ h2 +8hH'||Vg||oo > 0Ro

OBSERVACIÓN

Para que valga f(Ro) S 2— , es tambien necesaria 1a Siguiente condic10n:CIC

12 V h + H' V 2 < —
u guoo II guw 2m

Los dos corolarios anteriores se reformulan si ahora suponemos g fija:

COROLARIO 2.1.7

Sean cl,c las constantes delos teoremas anteriores, 2 < p < oo , g e Wap“), R3)
armónica. Entonces tiene soluciónpara toda H que verifica cualquiera de las
siguientes condiciones:

— — — 1' - H XX X <—, b'e
1)SupXEC¡(Q,R3) (u’v? ’ u? v)“P— o 1n

1 . .

ii) f(Ro) 5 -2—, con f y Ro como en ei coroiano anterior.CIC

EJEMPLO

Tomando e] máximo de los dos valores, podemos suponer h = H’, y entonces
—1‘/18V 0°

R0: + 4+Il9|l . Luego, 1a condición que debe verificarse es:

1 1
= h 1 — 1 2 <

f(Ro) ( +R0)(Ro+ ) _ 261€
2

Por ejemplo,si ||Vg||°o= 1 basta tomar h S —.
27c1c

En el siguiente resultado se elimina toda clase de condición sobre g||1,°°:

COROLARIO 2.1.8

Sean c1,c las constantes de Ios teoremas anteriores, 2 < p < oo , g E W2'P(Q, R3) ,

y supongamos que existen constantes k, Ro > 0 tales que k < 2— , yCIC

IIH(u,v,Ï,Ïu,Ïv)Ïu AEn, 5 kllÏHLoo
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paratodoÍ talque >Ro.
Entonces existe al menos una solución de en WZ'P(Q,R3) .

Demostración

Sin perder generalidad, puede suponerse que g es armónica. Como en el teorema

anterior, si T(Ï) = X vale

IIX—g||1_oo< 2clc||H(u,v,Ï,Ïu,Ïv)Ïu AÏv“p

Para >Ro,resulta

HX - 9|I1,ooS chCkHÏlllm S ZCIClc(“7- 9|I1,oo+ ||9|I1,oo)

Si además —gHLoo< R siendo 2clck < 1 se cumple que

HX-9||1.oo S 2616k(R+||9||1.oo) S R

para R suficientemente grande.

Por otra parte, para IIÏIILoo < Ro vale

_ glllyooS zcchIH(u1v1Ï1Ïu,Ïv)Ïu AÏvllp S R,

para cierto R' , y el resultado se deduce tomando R > R' suficientemente grande.

OBSERVACIÓN

Como caso particular, el teorema anterior es Válidocuando el soporte de H =

H(u,v,:r,y,z) es acotado respecto de las dos últimas coordenadas. También vale,

porejemplo,encualquierH dela formaW, con||H1(u,v,X)||oo5

Veremos ahora un criterio de existencia, similar a un caso particular del teorema
de Leray-Schauder:

TEOREMA 2.1.9

Sea (Ha) la ecuación dada por

H AX=20H(u,v,X,Xu,Xv)XuAXv en Q
( a X=ag en 69
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y supongamos que existe M > 0 tal que si X E W2'P(Q,R3) es solución de (Ha)
para algún a E (0,1), vale “XIII,oo< M. Entonces tienesoluciónen C1(Ó,R3).

Demostración

Sea T el operador compacto definido al comienzo del capítulo. Para cualquier
M ' > M fijo, definimos el operador T’ , dado por

TX si ||TX||L°° g M'
T’X = M’TX

W SiIITXIIlloo>MI

Claramente, T' es compacto, y además T'(BM:(0)) C (BM/(0)). Por el teorema
1.2.2, T’ tiene un punto fijo X. Si X no es punto fijo de T, entonces X = O’TX,

I

con a = — < 1, y X es soluciónde (Ha). Además ||X||1_°°= M', lo que
“TXIII.oo

es absurdo.

En la situación del teorema anterior, no es preciso que todas las soluciones de

(Ha) para 0 < a < 1 estén acotadas, si eso ocurre para alguna sucesión de soluciones

de (Han ), con an —> 1 . Más en general, se tiene el siguiente resultado:

TEOREMA 2.1.10

Sea Xn G Wl'°°(Q,R3) una sucesión acotada tal que Xn es solución débil del

problema (H) para ciertas Hn E C(ñ x (R3)3),R), gn e WZ'P(Q,R3) tales que
Hn —>H y gn -—>g. Entonces tiene soluciónen Wz'P(Q,R3) para H y g.

Demostración

En primer lugar, observemos que Xn e WZ‘P(Q,R3) , ya que si Zn es es el único

elemento de W2'7’(Q,R3) que verifica

AZ” = 2Hn(u,v,Xn,Xnu,Xnv)Xnu AX,“ en Q

Zn = gn en 89

se cumple débilmente que A(Zn —Xn) = 0 y como Zn —Xn = 0 en 69, se deduce
que Zn = Xn.

Por otra parte, por compacidad podemos suponer que TXn —> X E Cl(ñ, R3) .

Además, A(TXn —Xn) =

2(H(u,v,Xn,Xnu,Xnu)Xnu AXM —Hn(u,v,Xn,Xnu,Xnu)Xnu AXM) —> 0
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uniformemente en ñ , de donde

IITXn - Xn||1,oo S Ilg- 9n||1.oo+ CIC(IIA(TXn- Xn)||p + ||A(g - 9n)||p) —> 0

En consecuencia, Xn —> X en C1(Ü,R3) y luego TX = X .

OBSERVACIÓN

Bajo ciertas condiciones (ver [B-G]) se sabe que si X es una solución débil de

(H), entonces X e C(Ü,R3) fi C2(Q,R3). En el teorema anterior hemos visto que
si X G W1'°°(Ó,R3) entonces X e Wz'p(Q,R3). Veremos a continuación que con

algunas hipótesis adicionales, resulta X G C2(ñ, R3) .

TEOREMA 2.1.11

Sea X G W1'°°(Q,R3) una solución débil de (H), y supongamos, para cierto

k Z 0, que 39 G Ck+2'°’, H G Ck'°’(ñ x (R3)3,R) g € Ck+2’°’(ñ,R3) para algún

a, con 0 < a < 1. Entonces X G Ck+2‘fi(ñ,R3) para todo fl < a.

Demostración

Caso k = 0: por inmersión de Sobolev y el teorema anterior, para cualquier p

tal que a S 7 S 1 — 12-,vale X e W2’P(Q,R3) ‘—>C1'7(Ó,R3). En consecuencia,
tomando 7 = g resulta AX = f G Cfi(ñ,R3). Por el teorema 6.14 en [G-T], la
ecuación AZ = f en Q, Z = g en 89 tiene solución única en C2'fl(ñ,R3), y el
resultado se deduce entonces de la unicidad en el teorema 1.3.1.

El caso general es ahora inmediato, por el teorema 6.19 en [G-T].

Para finalizar esta parte, estudiaremos al conjunto S C C(ñ x (R3)3,R) ><
Wz'p(Q,R3) definido por

S = {(H,g) E CGI.x (R3)3),R) x W2'p(Q,R3)/(H) tiene solución}

Es inmediato verificar que

1) S y 5° no tienen puntos aislados, ya que si (H,g) e S, vale por ejemplo
que:

i) (Hc,g + c) G S, en donde Hc es la función definida por Hc(u,v,:c,y,z) =
H(u,v,:1:+c,y,z)
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ii) (Hmag) G S en donde Ha es la. función definida por Ha(u,v,a:,y,z) =

EH(u,v, g, %,í). En efecto,si X es soluciónde para (H,g), Y = aX es
soluciónde para (Hmag).

OBSERVACIÓN

Como casoparticular de ii), si H es par respecto de las últimas tres coordenadas,
vale que (H,g) e S <=> (—H,—g) G S, es decir, sobre e] conjunto de las H pares

S resulta simétrico con respecto a1origen.

2) S es unión numerable de cerrados: claramente, puede pensarse a S como
unión de los conjuntos SM = {(H,g) G C(Ó,R3) x Wz'P(Q,R3)/ admite una
soluciónX E W2'P(Q,R3), con ||X||2,p 5 M}.

La prueba de que SM es cerrado es inmediata, por el teorema 2.1.10.

3) S es entorno de (0, k) para todo k e R, por el corolario 2.1.5.

El próximo teorema muestra condiciones suficientes sobre Ho para, que un punto

(H0, go) sea interior:

TEOREMA 2.1.12

Sea (Ho,go) e S, y sea X0 G W2'P(Q,R3) una soluciónde para (Ho,go)
tal que se verifica alguna de las siguientes condiciones:

i)oscBR(Xo)(Ho(Xo)) S /\ para ciertos R y /\ suficientemente pequeños, y

||Ho(u,v,Xo,Xou,Xov)Xou||oo + ||H0(u,v,X0,Xou,Xou)Xou“oo < 2%, en donde c
es 1a constante de Ia desigualdad de Poincaré

ii) Ho es continuamente derivabie en los puntos (u, v, X0,Xou , X0") con respecto
a X,Xu y Xv,y vale

a) C 2 0 , en donde C es 1a1a matriz definida por

CY = %(U,U,X0,X0u,xov)Ï/)Xou AX0”

b) ||A||°o+ IIBIIoo< í, en donde las matrices A,B G C(Ó,R3X3) se definen por:

AY = —2(Ho(u,v,Xo,Xou,Xov /\ Xou+(
ÜH

X0 (uav1X0’X0u1XÜu)Y)X0u A Xou)8 u

aH0
8X1,

y c es Ia constante de 1a desigualdad de Poincare'.

BY = —2(Ho(u,v,X0,Xou,Xou)Xou /\ Y +( (u, v,Xo,Xou ,XOU)Y)XOHA X0")
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Entonces (Ho,go) es un punto interior de S.

Demostración

Consideremos el par (H,g) con "g —90H“, < 6 y IIH - Holloqu < 6 para
cierto compacto K que contiene a X0(ñ + 33(0). Encontrar una solución X de
(H) equivale, tomando Y = X —X0 , a encontrar una. solución de la ecuación

AY = 2H(u,v,Y + X0, (Y + Xo)u,(Y + X0)v)(Y + X0)” /\ (Y + X0)”

-2Ho(u,v,Xo,.Xou,Xov)Xou /\ X0" en Q

Y = g —go en 80

Definiendo el operador S(Y) = 2H0(u,v,Xo,X0u,Xou)(X0u A Yv+ Yu /\ X0”) ,
esta ecuación se transforma en:

LY = AY —S(Y) = 2H(u,v,Y + X0,(Y + Xo)u,(Y + X0),,)YuAYv

+2(H(U,'U,Y+Xo,(Y+X0)u,(Y+Xo)v)—Ho(u,v,Xo,.Xou,Xou))(Xou/\Yv+Yu/\Xou)

+2(H(uav,Y+X0’(Y+X0)ÍH(Y+X0)v)_H0(u1v9X0,X0u)XOU))X0uAXOU=

Si vale i), podemos en forma análoga al teorema 2.1.1, definir T(Y) = Y en
donde Y es la única solución del problema LY = F (Y) en Q, Y = 0 en ÜQ. El
operador L satisface las hipótesis de la observación 1.3.7, T es compacto, y además

vale para. IIYIILOO5 R y cierta constante c0 que

||T(?)|I1.oo S Ilg - gol|1,oo+ Cico(||L(T(7)||p + III/(s7- go)||p) S k5 + CICOIIF(7)||p

para cierta constante k . Por otro lado, escribiendo

H(U,U,Y + X0,(Y + Xo)u,(Y + X0)v) - H0(U,U,X0,Xo..,Xo.,) =

H(u,v,Y + X0,(Y + Xo)u,(Y + X0)v)- Ho(u,v,Y + X0,(Y + Xo)u,(Y + X0)v)

+H0(u9v’Y + X01(Y + X0)u9(Y + X0)v) _ H0(u1vaX01X0uaX0u)

obtenemos que ||F(Y)||p S ¡cle + k2(6 + A)R + k3(6 + A) para ciertas constantes
k1,k2, k3 , y entonces ||T(Y)||1_°° S R si /\ , R y 6 son suficientemente pequeños.

Por otro lado, si Ho es continuamente derivable respecto de X, Xu, Xv podemos

escribir para cada (u,v) G Q, Y = X —X0 e C1(S_Ï,R3):

ÜH
H0((uav1X’Xu,Xv) _ H0(uav,X01X0u1X0.,)= 8_X0(uav,X0,X0u1X0v)Y
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aHo aHO
X X Yu a 9X aX aX Y” Y

+aXu(U,v,Xo, ou, o") + aXv('u v o 0.. ov) +1/)( )

, . . III/¡(“lloc u
y es fac11verificar que —> 0 para Y —> 0. Entonces, la ecuac10n se1,00
transforma en

L'Y = AY —S(Y) —2(%—ï(2(u,v,Xo,Xou,Xov)Y

aHo
8X”

ÜHO

3X1,

= 2H(u,v,Y + X0,(Y + Xo)u,(Y + X0).,)Y../\ Y”

+ (U,U,X0,Xo..,Xou)Yu + (U,U,X0,Xou,Xo.,)Yv)Xo.. AXou

+2(H(U,v,Y+X0,(Y+Xo)u,(Y+X0)v)—H0(U,‘U,X0,X0u,Xov))(Xou AYv+YuAXOU)

+2zp(v)X0u /\ X0” = F'(Y)

Si vale ii), el operador L’Y = AX + AY" + BY” —2C Y satisface las hipótesis

de la. observación 1.3.7 y, como antes, se define un operador T’ : Y —> Y. Para

l|Y||(1,oo 5 R, usando el teorema de Lagrange para acotar H(u,v,Y + X0,(Y +
Xo)u,(Y + Xo)v) —Ho(u,v,Xo,Xou,Xov) , se deduce que

IIT'(7)||1.oo S Ily - 90III.OO+ kló + kzóR + k3R2

para ciertas constantes k1,k2,k3 . Tomando ó y R adecuados, el resultado se sigue
inmediatamente.

OBSERVACIÓN

En el teorema anterior, parte ii), el resultado también valdría por el teorema 1.3.1
bajo la condición 2C Z ¡u para cierto ¡u > 0 suficientemente grande. Sin embargo,

es fácil ver que esta condición nunca pude verificarse. En efecto, si para (u,v) fijo
escribimos CY = ((h1,h2,h3)Y)(1:1,1:2,1:3), tomando Y = (1,t,0), de la condición
2CY.Y 2 pY.Y se obtiene que (hl + th2)(1:1+1312)> 0 para todo t. Esto implica

que 0 >(h122 + h221)2 —4h1hgzlxg =(h1:c2 —h231)2 , lo que es absurdo. El mismo

razonamiento muestra también que la condición C 2 0 implica que hixj = hJ-zi, y
que himi 2 0 para 1 S i,j S 3, y un simple cálculo permite ver que estas condiciones
necesarias son también suficientes.

Condiciones análogas al teorema 1.3.1 pueden plantearse en caso de que A, B e

CI(Ó,R) (por ejemplo, si Ho y X0 sOn de clase C2 ), pues entonces el operador L’

se escribe: L'Y = AY + (AY)u + (BY), - (2C + Au + Bv)Y. Como f((AY)u +
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(BY)U)Y = —f AYYu + BYYU, una condición suficiente para que valga e] teorema

es que 2C + Au + By 2 ,u para algún ,u > i-(IIAIIOO+ ||B||°o)2.

También se pueden reemplazar las hipótesis sobre A, B y C por Ia condición de

que e] dominio Q sea suficientemente pequeño.



2.2. Ecuación de curvatura media para superficies no paramétricas

Buscaremos ahora soluciones de la ecuación

2 2 _
(1 + uy)uu + (1 + u:)uyy —2u1uyuzy —

(NP) 2H(z,y,u,u1,uy)(1+ |Vu|2)ï en Q
u = g en 89

en donde H : ÏÏ x R3 —> R es una función continua, y 30 G Cl'l .

Procederemos como en la primera parte de este capítulo, para lo cual efectuare

mos una linealización del problema definiendo, para v e C1(ñ, R) fija, el operador

Lv : W2'P(Q,R) —> LP(Q,R) dado por

Lvu = (1 + 123M” + (1 + 1):)uyy —2vïvyu2y

El operador Lv es estrictamente elíptico, ya que sus autovalores son a] = 1 y

a2 = 1 + ví + v; .

Antes de enunciar un resultado análogo al teorema 2.1.1 debemos verificar que
la constante del lema 1.3.2 para el operador Lv puede elegirse de modo tal que sirva
en un entorno de v:

LEMA 2.2.1

Sean 5 G 01(5, R), 2 < p < oo. Existe entonces Ro > 0 y una constante

c = c(5) tal que si IIVv —VÜHOOS Ro entonces

llullzm S CIILvullp

para toda u e W2»P(Q,R) n W01'P(Q,R).

Demostración

Claramente, el operador L; satisface las hipótesis del lema 1.3.2, y entonces

existe una constante E tal que ||u||2_p S EIILïUIIp para toda u e WZ'P(Q,R) ñ

WOI'P(Q,R).

Luego, podemos escribir Lvu = Lvu —Lïu + Lïu, y vale:

1

IILvuIIp2 IlLïullp - “(Lv - Lï)uI|p 2 EIIUIIZm- "(Lv - Lï)u||p
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Siendo

“(Lv _ Lï)u“p = _ 532,)1121+ (v: _ ÜDaya _ 2a”: _ az)vy + ÜJc(")y_ Ü31))uryllp

se obtiene que “(Lv - Lï)u“p S 4(||Vv||oo + IIVÜHooNIVv- Vïlloollullzm S 4(2||5||oo +

Ro)||Vv —V5||°°||u||2m y basta tomar Ro tal que (2|IV5IIc.o+ R0)Ro < E .

OBSERVACIÓN

E1 lema anterior muestra que Ia constante c del lema 1.3.2 para e] operador L-,,

puede elegirSede modo tal que c : C1(Ó,R3) —) R resulte una función semicontinua
superiormente. Para ello, basta observar que si cn es una sucesión decreciente de

constantes que satisfacen Ia desigualdad de] lema 1.3.2 para L; entonces c = lim cn

también 1a satisface. En consecuencia, puede elegirse c = c(5) mínimo, y Ia función

así definida satisface Io pedido.

Notemos también que si Ü es constante, c(Ü) = c(A) y en el lema 2.2.1 alcanza
1

con pedir R3 < E

Por el teorema 1.3.1, estamos ahora en condiciones de definir, para Ü G C ¡(5, R)

fija, g G W2'P(Q,R) (2 < p < oo), el operador T: C1(Ó,R) —> CKÓ, R) dado por
Tí = u , en donde u es la única solución del problema

g

{Lïu = 2H(a:,y,ü,ínüy) (1+ IVÜI2) en Qu = g en 39

Sea Ü e C1(Ü,R) fija. Por el lema anterior, para Ü E BR(Ü) con R suficiente
mente pequeño, se cumple, siendo u = Tí, v = T17:

Ilv- u||2,p S CIILï(v- u)||p S GUILW- Lïullp + “(Lï- Lï)u)llp)

Comoya hemos visto, ||(L¡—L;)u)||p S k||ï—ï||1,°°||u||2,p para cierta constante
k = k(ï) , y también vale

3
2
_ 2

IILïv-Lïullp = 2IIH(rc,y,ï,ïz,ïy) (1 + IWIZ) —H(:c,y,ü,ü1,üy) (1 + wm?) 2 "p

2 %

S yvïvïh-Üy) _ H(wvy1üaüïaüy))(1+ ) “P

+IIH(w,y,ü,ï=,ïy)((1+ ¡wtf - (1+ IWIZ)int,
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Por la inmersión W2'P(Q, R) ‘—>C1(Ó, R) se obtiene que T es continuo; más aun,

siendo T(BR(ï)) acotado en Wz'P(Q,R), resulta compacto en C1(Ü,R3). Hemos
probado, entonces:

TEOREMA 2.2.2

T : Cl(ñ, R) —) C1(ñ, R) es un operador continuo, localmente compacto.

El siguiente teorema da condiciones suficientes para la existencia de soluciones en

un entorno de cierta fio G C1(ñ, R) . La oscilación de H en un punto H G Cl(ñ, R)

se define en forma análoga al caso R3 .

TEOREMA 2.2.3

Sean 2 < p < oo , g G WZ'P(Q,R) y T, c1 como en el teorema anterior. Dada.

HoG Cl(ñ, R), sean Ro y c = c(ïo) como en el lema 2.2.1 y ug = T(üo). Definímos:

RWO) = Ilïo - U0||1.oo

kmo) = "_ fïp <R“(Üy+Üo,)uou + (Ü: +ïozluo” Hp+ 2(||ïyuo=, IIp+ “¡or “0,, Hp)u_u0 l,oo_

Supongamos que para cierto 0 < R 5 Ro se cumple que

2oscan<ïo)H(üo)(1+ (¡Ivana + R)2)3/2+

(3IlH(ïo)IIp(1+ (¡Ivaouoo+ left/Ramon“ + R)+ kw) R s ¿(R —Roo»

Entonces existe al menos una solución de (NP) en Bn(üo) C 01(6, R).

Demostración

Sea Ü tal que “ü —ïolh,0° S R, y sea u = T(Ü). Se verifica. entonces que

||u —HOIILoo< R(Üo) + —ug||1'oo , y además

II“ —u0||1.oo S CICIILïW- uolllp S CIC(IILï’u- Lïouollp + “(Lï - Lïoluollp)

Es claro que “(L-u-—Lïo )uo||p S k(ï0)R, y también se cumple que

a 3

Lïu-Lïouo = 2H(I,y,ï,ïx,ïy) (1+ IVÜIZ)ï-2H(:ï,y,ïo,ïot,ïoy) (1+ IVÜ0I2)ï
3

= 2(H(z,y,ü,í,,ïy) —H(.’B,y,Ü0,Üox,ïÏoy))(1 + Iva?) ï +
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3

2H(zvy1ü01üozaüoy)5(1+ a)1/2(IVÜI2_

para cierto a entre IVÜI2 y IVÜOIZ.

Siendo IIVÜIIOO< “VÜOII0°+ R , se cumple por hipótesis que

Hu- uo||1,oo< R - Emo),

es decir,

uu woum s uu —uoulm + IIuo—üoIImo S R

El resultado vale entonces por el teorema 1.2.2 (Schauder).

En la situación del teorema anterior podemos ver que si ïío es constante, Mío) 5
kR para cierta constante k, de donde se deduce que la existencia de soluciones

cercanas a ño está. asegurada cuando R(Üo) y la oscilación de H sobre Ho son

suficientemente pequeñas. A su vez, una condición suficiente para que R('üo) sea

pequeño es que lo sean g—ïo y H (x, y, ïo, 0, 0) como lo muestra el siguiente teorema:

TEOREMA 2.2.4

En la situación de] teorema 2.2.3, con üo constante, supongamos

H(R) = oscBR(ïo)H(Üo)(1+ R2)3/2+ ||H(:c,y,ïo,0,0)||p g aR

_ 1 . .,

para cierto R S Ro y Cierto a < ——2. Entonces (NP) tiene soluaon para todaclc
g G W2'p(Q, R) armónica suficientemente cerca. de fio .

Demostración

Basta observar que siendo Lío = A y g armónica, resulta. IIuo —9Il1,oo <

2c1c||H(a:,y,ïo,0,0)||p , y entonces, para “Ü—Holllpo S R vale

II" - ÜOIILooS IIu—"clima + 2cch|H(Ivyaï030,0)“P + “9 - Üolllm

Como ’zïoes constante, vale

HU- Uo||1,oo< Clc(20508n(ïo)H(ï0)(1 + szz + ¡91552)

para cierta constante k1 y el resultado se verifica tomando R y Ilg —ü0||1_o.osufi

cientemente pequeños.

En particular, para H = 0 , el teorema muestra que existe una solución cuando
g está suficientemente cerca de cualquier constante. Como no hay ninguna condición
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sobre la curvatura de 80, se ve que el resultado de no existencia mencionado en

la introducción (ver [G-T], corolario 14.13) no vale para “Leo. Sin embargo, el

mismo resultado muestra que no es posible hallar en este caso un teorema análogo a
2.1.8, en el cual no se pide ninguna condición sobre g ni sobre la curvatura de 39.

OBSERVACIÓN

Para Q = B, y g constante, sea r = 3:2+ y2 y supongamos que H = H(r,u) .

En tal caso se pueden buscar soluciones de la forma u = v(r), y la ecuación se

transforma en el siguiente problema de ecuaciones ordinarias:

(* {27‘12"+ 20' + 4:?(12')3= H(T,v)(1 + 47(1)]? )3/2v( 1) = g

1 1 . .,

Por ejemplo,si g = 5 y H(r,u) = fi seobtienela soluc1onv(r) = g , que
_, 2:2 + y2 . . , .

corresponde a la soluc1on u(;r,y) = 2 del problema original. En el prox1mo
capítulo veremos también que u es la única solución en C1(Q, R) .

Enunciaremos ahora un resultado de regularidad, cuya demostración es análoga
a la del teorema 2.1.11:

TEOREMA 2.2.5

Sea u e W2'P(Q,R) una solución de (NP), y supongamos, para cierto k 2 0 ,_ _ 2
que 39 e Ck+2'°‘, H 6 Ck'°’(Qx R3,R), y g e Ck+2'°’(Q,R) para 0 < a 5 1 —
Entonces u e Ck+2'°’(ñ, R) .

Para finalizar el capítulo veremos un resultado similar al teorema 2.1.12. El
conjunto S se define, al igual que en el caso paramétrico, como el conjunto de pares

(H,g) tales que (NP) tiene solución.

TEOREMA 2.2.6

Sea (Ho,go) E S, y sea, uo e W2'°°(Q,R) una solución de (NP) para (Ho,go)
tal que se verifica

i) oscBR(u0)(Ho(uo)) 5 A para ciertos R, y /\ apropiados.

o bien

ii) Ho es continuamente derivable en (:c,y,uo,uoz,uoy) con respecto a u,u,, y
ÜH

uy; y Vale a_u0(:rayau01u0:,u0y)2 0
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Entonces (Ho,go) es un punto interior de S.

Demostración

Sea (H ,g) en un entorno de (Ho,go). Buscamos una solución de (NP) para
(H,g) , lo que equivale a.encontrar u e W2'P(Q,R) tal que

Luu""LuouO= 2((H(ziyau1u11uy)_ H0(xayauvu1’uy))(1+

2 (Ho(a:,y,u,uz,uy) - Ho(:c,y,uo,uo:,uov (1 + IVu|2)%+

2Ho(a:,y,uo,uo,,uo,)(<1+IvuI2)g -(1+IVuoI2)%)

Además, si z = u —U0, vale

2
2

(1+ |Vu|2)% —(1 + WWF) = 3 (1 + |Vu0|2)%Vroz + qb(Vz)

con uwvzmm
Ilvzuoo,

operador eliptico Mz de modo que resulte

—> 0 para V2 —> O, y entonces podemos definir para cada z un

_l_

M22 = Luu —Luouo —6H0(:c,3,¡,u(),1.¿o:,uou)(1+|Vu0l2)2 VuOVz

Observemos también que

Luu —Luouo = (1 + 1%)er + (1 + uÏ)zyy —Zutuyzty+

(uy + uoy)uo"zy + (u: + uoz)uo”z, —2uon(u,zy + uoyz,)

y el problema se resuelve de la misma forma que en los casos anteriores, definiendo
para E = u —uo fija un operador compacto T : E —> z a partir de la ecuación

Mïz = F(ï) , z = g —go en ÜQ. Bajo la.condición ii), se emplea el hecho de que

ÜHO

Ho(ar,y,u,uz,uy) - Ho(=v,y,uo,uo,,uo,)= a—u(z,y,uo,uo,,uo,)z

H

+—gï: (3:,31,110,uo, , uo, )z: + Lau: (:c,y, uo,uo:,uoy )zy + ¿102)

y entonces el operador T’ se define a partir de la ecuación
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óHo ÜH

Méz = M72 —2(‘5ï(3,y,uo,uo,,uoy )Z + ÜTÏWWWOWONUO,)Zz

(mayau03u033u0y)Zy) + Ï =
Es fácil verificar que los operadores M; y Mg satisfacen las hipótesis necesarias

para que se cumplan 1.3.1 y 1.3.2, dado que U0E W2'°°(Q,R) y entonces todos los

coeficientes son acotados. En el caso ii), además, el término de orden 0 es cz =
ÜH a . . .

_2a—0(z,y,u0,uoz,uoy) (1 + |VuI2) ï z, que satisface por h1póte51sc S 0.u
Finalmente, escribiendo Mïz = Moz —(M; —Mo)z se prueba. en forma análoga

al lema 2.2.1 que la. constante del lema 1.3.2 puede en ambos casos elegirse de modo

tal que sirva para todo 3 en cierta bola 33(0), y la demostración 'concluye (por
ejemplo, en el caso ii)) observando que si E e 33(0) vale

||Z||1.oo S IIZ- (9 - go)||1,oo + Ilg - go||1,oo S kllg - 90II2m+ CICIIF'(ï)||p

para cierta constante k .

De los dos últimos teoremas se obtiene:

COROLARIO 2.2.7

Sean (Ho,go) G S, 39 G Cz'a, Ho G C°‘(ñ x R3,R) y go E C2'°(Ó,R) para

cierto 0 < a S 1 ——. Sea uo G WZ'P(Q,R) una solución de para (Ho,go) tal

que se verifica 1')o ii) de] teorema 2.2.6

Entonces (Ho,go) es un punto interior de S.

OBSERVACIÓN

Algunos de Ios teoremas de esta sección se prueban de manera más sencilla si se
considerae]operadorQï= —Lï. 3

(1 + Iva?) í

OBSERVACIÓN

Es claro que también los teoremas 2.1.9 y 2.1.10 pueden reescribirse para e] caso

(NP).
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CAPÍTULO 3

En este capítulo daremos algunos resultados de unicidad para las soluciones

obtenidas en el capítulo anterior. Tanto en el problema como en (NP), veremos
que en ciertos casos las soluciones son aisladas en C 1(ñ, R3) y C l(Q_,R) respectiva

mente, y bajo ciertas condiciones adicionales se puede demostrar la unicidad global.
En particular, esto último vale en (NP) para el caso H constante.

3.1. Unicidadlocalpara

Bajo ciertas condiciones, el operador T definido en el capítulo anterior resulta
una contracción en cierta bola T-invariante B , lo que asegura entonces por el teo
rema 1.2.1 que T tiene exactamente un punto fijo en B. Como hemos visto, en el

capítulo anterior, la condición T(B) C B es suficiente para determinar la existencia
de soluciones, de modo que ahora veremos únicamente condiciones para asegurar la
unicidad.

Para abreviar, diremos que H es Lipschitz en Y G C1(ñ, R3) si existe R > 0 y

k = k(R) tales que

IIH(u’v3Z1Zu,ZU)_ H(u,v1Y7Y‘u7Yv)“PS _ Ylllyo'o

para todo Z G BR(Y).

TEOREMA 3.1.1

Sea 7 e C1(ñ, R3) , y supongamos para R > 0 que H es Lipschitz en 7 con
constante k = k(R). Sean

= Sup IIH(uav)Ï-’Ïuaïv)llp
ÏEBIÁV)

47) = k(||V7I|oo+ R)2 + h(7)(2||V7||oo + R)

Entonces,para Ï e 33(7) vale

IIT(Ï) - T(7)I|1,oo< 2Clcc(7)||Ï - 7|I1,oo
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En particular, si 7 es soluciónde y 2c1cc(7)< 1, 7 es únicaen 33(7).

Demostración

Dado Í e BA?) , se cumpleque

S 2c1c(||(H(u,v,Ï,Ïu,Ïv) —H(u,v,7,7u,7v))Ïu AÏv||p

+||H(u,v,7,7u,7v)((Ïu —7u)/\Ïv 7., A(Ïv —7v))||,,

Siendo “VÏIIoo 5 “VT-“0°+ R, vale —T( )||1,°°5 2c1cc(7)||Ï —ÏIILOO.7
Además, si 2c1cc(7) < 1, y Í 7€Y G 33(7

IIÏ —Tulpo < IIÏ - ï/‘ulm , lo que es absurdo.
) son puntos fijos de T resulta

OBSERVACIÓN

En particular, cuando H = H(u,v) vale c(Ï) = ||H||¡¡,(2||V7||oo+ R) para
cualquier R. Luego, cualquier solución Y tal que V7 es suficientemente pequeño
es aislada.

En el siguiente corolario se ve que si g es cercana a una constante se puede

asegurar la existencia de una solución aislada cercana a g :

COROLARIO 3.1.2

Sea a E R3, y supongamos que H es Lipscliitz en BR°(a) con constante k.

Entonces tiene una solución aislada para cualquier g G W2‘P(Q,R3) armónica
tal que ||g - alli,oo es suficientemente pequeño.

Demostración

Si “9 - aII1_0°= R < 52°, entonces 33(9) C BR°(a) y como en el teorema
anterior vale,para Ï,? G33(9) , que

IIT(Ï) - T(7)|Il,ooS 2Clcc(9)||Ï- Wim

con c(g) = ¡c(IIVgIIoo+ R)2 + 2h(g)(||Vg||.,o + R) —> 0 para R —> 0. Por otra
parte,

IIT(Ï) - 9||1,oo = IITÜÏ) - T(a)||1,oo S 2CICC(.<J)IIÏ- a||1,c>oS 4CICC(9)R

y se deduce que T es una contracción en BR(g) para R suficientemente pequeño.
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El siguiente teorema muestra la.unicidad local de las soluciones bajo otras condi
ciones:

TEOREMA 3.1.3

Sea X0 E Cl(ñ, R3) una solución de tal que se cumple alguna de las sigu
ientes condiciones:

i) H es Lipschitz en X0 con constante pequeña (más precisamente: para todo
Z en un entorno de X0 y cierto 6 < 1, vale

“H(u1v9Z)Zu)ZU)_H(u’v,X03X0u1XOU)“P S 2C c liz-XOII1,00
1 (X0)IIX0.. IlooIIXov Iloo

para cierta constante c(Xo)), y

l
“H(u)v,X0,X0u ,XOv)X0u“°°+ IIH(u’v?XO’XOu'IXOv)X0u < í

en donde c es 1a constante de Ia desigualdad de Poincaré.

ii) H es continuamente derivabIe en los puntos (u, v, X0, X0“,X0") con respecto
a X,Xu y Jimi/vale

a) C Z 0, en donde C es 1a1amatriz definida por

H
CY = (g—XCu,v,Xo,Xou,Xou)Y)Xou /\ X0"

b) ||A||°°+||B||oo < í, en donde las matrices A,B e C(Ó,R3X3) se definen por:

ÜH
a (u)v)'X0)X0u1X0u)Y)XOu A X00)

ÜH

ÜXv

y c es Ia constante de 1a desigualdad de Poincaré.

Entonces X0 es aislada en 01(5, R3)

AY = —2(H(U,U,X0,Xou,Xov)Y AXov +(

BY = —2(H(u,v,Xo,Xou,Xou)Xou /\ Y +( (u,v,Xo,Xou,Xov)Y)Xou AX0")

OBSERVACIÓN

De acuerdo con e] teorema 2.1.12, bajo las mismas hipótesis se verifica que (H, g)

es un punto interior de S. También en este caso se pueden eliminar algunas condi
ciones si e] dominio Q es suficientemente pequeño.

Demostración del teorema
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Supongamos que X es otra solución de (H), es decir, que Y = X —Xo es solución
de la ecuación

AY = 2H(u,v,Y + X0,(Y + Xo)u,(Y + Xo)v)(Y + X0)“ A(Y + Xo)v

—2H(u,v,X0,Xou,Xov)Xou AXOv en Q

Y = 0 en 69

Definiendo el operador S(Y) = 2H(u,v,Xo,Xou,Xou)(Xou AY”+Yu AXOU), resulta:

LY = AY —S(Y) = 2H(u,v,Y + X0,(Y +Xo)u,(Y + Xo)v)YuAYv

+2(H(u,v,Y+Xo,(Y+Xo)u,(Y+Xo)v)—H(u,v,Xo,Xou,Xov))(X0u AYU+YuAXou)

+2(H(u,v,Y + X0, (Y + X0)“, (Y + X0),,) —H(u,v,Xo,Xou,Xov))Xou /\ X0”

Como en el teorema 2.1.12, si vale i), L satisface las condiciones de la observación

1.3.7 de donde se obtiene para 0 < R = ||Y||1l°o pequeño:

R 5 c1c(Xo)||LY||p 5 kB2 + ¿R

para cierta constante k. Tomando R —> 0 se obtiene que 1 S 6, lo que es absurdo.

Esto muestra que X0 es aislada.

Por otro lado, si vale ii) escribimos

H((u,v,Y + Xo,(Y + Xo)u,(Y +X0)v) - H(uaU,Xo,Xo..,Xo.,)=

ÜH

ÜXu

ÜH
8—X(u,v,Xo,Xou,Xou)Y+ (U,v,X0,Xo..,Xo.,)Yu

ÜH

+‘aïv(U,v,Xo,Xou,Xov)Yv + 1/)(Y)

y el resultado se deduce en forma análoga empleando el operador

, BH
L Y = — —2(6—X(u,v,Xo,Xou,Xov)Y

ÜH

8X”+75; (u,v,Xo,Xo..,Xo.,)Yu + (u,v,Xo,Xou,Xou)Yv)Xou AXOU

OBSERVACIÓN

En particular, e] teorema anterior es válido cuando H = H(u,v) , si H(u,v)Xou
y H(u, v)Xou son suficientemente pequeños.

43



APLICACIÓN

Observando que Ia prueba de unicidad IocaJ de] teorema anterior es válida en

Wl’°°(Q, R3) ñ W2'2(Q, R3) , podemos deducir que si g es armónica y valen (además

de i) o ii)) las hipótesis del teorema 3.1.2 en [M], entonces g es un minimo local de
la funcional DH .

3.2. Unicidadglobalpara

TEOREMA 3.2.1

Sea X0 G01(Ó,R3) una soluciónde tal que H es continuamente derivabie
con respecto a X, X“ y Xv y vale alguna de las siguientes condiciones:

i) H(u,v,X,Xu,Xv)Xu, H(u,v,X,Xu,Xv)Xov y “DH”oo son suficientemente
pequeñas para todo X E C1(Ó,R3) .

ii) C(Z) Z 0 para todo Z e (R3)3 en donde C(Z) es Ia 1amatriz definida por

C(Z)Y = (37(U,U,Z)Y)Xo.. /\ X0u , y IIAIIoo+ IIBIIoo< í, Para

ÜH

8X1,
A(X,Z)Y = —2(H(u,v,X,Xu,X,,)Y /\ X0”+( (u,v,Z1,Z2,Zs)Y)X0u /\ X0”)

ÜH

ÜXv

y c es ia constante de la desigualdad de Poincaré.

Entonces X0 es única en C1(Ó,R3).

B(X,Z)Y = —2(H(u,v,X,Xu,Xv)Xu /\ Y +( (u,v,Z1,Z2,Z3)Y)Xou /\ X0”)

Demostración

Se procede en forma similar al teorema 3.1.3: si X0,X E CI(Ó,R3) son dos

soluciones de (H), para Y = X —X0 vale:

AY —2H(u,v,X,Xu,Xv)(Yu /\ X0” +Xu /\ Y”)

—2(H(U,'U,X,Xu,Xv) —H(U,U,X0,XOH,X0”))XOH /\ X0” = 0

Además, Y = 0 en 39 , y por el teorema de Lagrange podemos escribir, para (u, v)

fijos: H((u,v,X,Xu,Xv) —H(u,v,X0,X0u,Xov) =

ÜH ÜH ÜH
a_X(u9vaZI’Z21 + 8701")”, ZI)ZZ,Z3)Yu+ _(u9vaZlaZ2a Z3)Yv8X1,
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para cierto valor intermedio Z(u,v) = t(X,Xu,Xv) + (1 —t)(Xo,Xou,Xou), con
t = t(u,v) E [0,1]. Siendo las derivadas de H continuas, se puede elegir t medible
(por ejemplo, basta tomar t mínimo), es decir, tal que Z E L°°(Q, (R3)3) , y entonces
resulta LY = O, Y = 0 en 89 para cierto operador L que satisface las hipótesis de
la observación 1.3.7. En consecuencia, Y = 0.

OBSERVACIÓN

Es evidente que el teorema también vale empleando H(u,v,X,Xu,Xv)Xv y
H(u,v,X,Xu,Xv)Xou.

Por ejemplo, las hipótesis del teorema se satisfacenpara H = WPX , con
H1 suficientemente pequeña. En particular, cuando g es constante el resultado es

inmediato pues en tal caso para cualquier solución X, tomando Y = X —g vale

AY —2H(u,v,Y, Yu,Y,,)Yu/\ Yv= 0 y basta pedir entonces ||H1I|2 < í, en donde c
es la constante de la desigualdad de Poincaré.

Recordemos además que para esta clase de H el corolario 2.1.8 garantiza también la
existencia de una Soluciónpara cualquier g , aunque no la unicidad, pues la condición

de que H1 sea pequeña depende de g.

En cualquier caso, aunque no valga la unicidad global, el teorema 3.2.1 permite

asegurar que una solución única en algún conjunto “grande” en el cual se verifican las
hipótesis requeridas.

3.3. Unicidad local y global para (NP)

Para el problema (NP) obtendremos teoremas similares a 3.1.1, 3.1.3 y 3.2.1. En
estos últimos dos casos, como ocurre en el teorema 2.2.6, debemos pedir la hipótesis

adicional uo E W2’°°(Q, R) . Dicha hipótesis no es necesaria bajo las condiciones del
teorema 2.2.5.

TEOREMA 3.3.1

Sean fio G CKÓ, R) , Ro y c = c(ío) como en el lema 2.2.1, y supongamos que

H es Lipschitz en Ho con constante k = k(R) , R S Ro. Definimos

a = IIVïoIIoo

h: sup ||H(x,y,ü,üz,üy)llp
íGBR(ïo)
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t= maI{IIT(ïo)ullpa ||T(ïo)yy||pa||T(Üo)=y||p,}

en donde T es ei operador definido en e] capitulo 2. Entonces

" T(Ü0)II1_°°< 2clc(k(1+ (12)3/2

+3h(1 + (a + R)2)1/2(a + R) + 2(2a + ¡mua —aoulm

Demostración

Dada ü G BR(ïo), sean u = T(ü), uo = T(ïo) el resultado se demuestra
acotando como en el teorema 2.2.3:

Ilu- uolluoo < CIC(IILïU- LïouÜIIP+ ||(Lï- Lïo)u0“P)

OBSERVACIÓN

En particular, si ïZoes constante, a = 0 , yentonces vale que ||T(ï)—T(ïo)||1_°° <

201ck||ïío —ÜIILOOpara R suficientemente pequeño. Es decir, si 2clck < 1 existe a

lo sumo una solución de (NP) cercana a fio .

TEOREMA 3.3.2

Sea uo G W2'°°(Q,R) una solución de (NP) tal que se verifica

i) H es Lipschitz en uo con constante k < en donde c es1

2cxc(1+||Vuo|I3<,)"/2 ’
cierta constante que depende de uo .

o bien

ii) H es continuamente derivabie en (z,y,uo,uo=,uoy) con respecto a u,uI y
ÜH

uy,ta1 que a—u(z,y,uo,uo=,uou) 2 0
Entonces ug es aislada en C1(ñ, R)

Demostración

Sea u G C1(Ó,R) otra solución de (NP). En forma similar al teorema 2.2.6,
escribiendo z = u —U0 se obtiene:

a

M221: Luu - Luouo- 6H(zvy,u03u0:1u0y)(1 + IVuolz)2VroZ =

3ï
yauautsuy)_ H(‘T’y)uovu033u0y)) +
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+2H(a:, y, uo, uo, , U0,NMVZ)

Luego, si vale la condición i) y ||z||1_oo= R es suficientemente pequeño, la constante

c del lema 1.3.2 para Mz se puede elegir independiente de z , y vale:

R S c1c|IM22||pS 2c1c(kR (1 + (||Vu0||oo + R)2)ï + klR))

para cierta k1(R) ——>0 cuando R —> 0. El resultado es inmediato pues por
3

hipótesis 2c1ck(1+ IIVuOIIÉQ)ï< 1.

Si en cambio vale ii), la deducción es similar, empleando el operador

H
Méz := Mzz - 2( a (m,y,uo,uoz,uo )z:

au: v

H aH g

+g—w(m,y,uo,uo,auo,)zy + a—u(x,y,uo,uoz,u0y )z) (1 + ¡Vu|2) 2

OBSERVACIÓN

La demostración anterior es válida también en W1'°°(Q, R) ñ W2'2(Q,R) . Esto

es claro, pues la constante del lema 1.3.2 para el operador Mz (o M; ) sirve para z

en un entorno de 0 con Ia norma “1,00.

TEOREMA

Sea ug e W2'°°(Q,R) una solución de (NP), y supongamos que H es continua

mente derivable respecto de u,u,_. y uy , y vale a— Z 0u

Entonces uo es única en CKÓ, R)

Demostración

Sea u E C1(Ó, R) otra solución de (NP). Por el teorema de valor medio, para
z = u —ug sabemos que

Q(Z)= H(xay,uiurauy) _ H(Ïay1u01u0,,u0,) =

ÜH ÜH ÜH
8701:,yialaa2aa3)z + 67(11y3013a23a3)21+ _(z)y1alaa2aa3)zyÜuy

Ru) = (1 + IVuI2)% —(1+ IVuoI2)% = 3 (1 + Ifilz) á flVz
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para ciertos a E L°°(Q,R3) , fi 6 L°°(Q, R2). Luego, vale:

S(z) = Luu —Luouo —2Q(z) (1 + IVuI2) ï —2H(a:,y,uo,uot,uov )R(z) = 0

El operador S satisface las hipótesis del teorema 1.3.1, y siendo z = 0 en 89 se

deduce que z = 0.

OBSERVACIÓN

Supongamos que ÜQ e C2'°‘(ÏÏ,R), y que H E C°‘(ñ x R3,R) satisface las
hipótesis del teorema anterior.

Consideremos los conjuntos:

MH = {u e Wz'p(Q,R)/(1+ uburI + (1 + ubuyy —2u3uyu1y

= 2H(:r,y,u,u,,uy)(1+|Vu|2)3/2 en Q}

SH = {g e Wz’p(Q,R) armónica / (NP) tiene solución en Wz’P(Q,R)}

Claramente, MH es cerrado en W2'P(Q,R), pues vale MH = F’1(0) para cierta

F : W2’P(Q,R) —-—>LP continua. Además, por el corolario 2.2.7 SH es abierto en

el subespacio cerrado A-1(0) C W2'P(Q,R). Por los teoremas 1.3.1, 2.2.5 y 3.3.3,

queda definida una aplicación biyectiva /\ : MH ñ C2'°’(ñ, R) —> SH ñ C2'°(ñ, R) ,
que asocia a cada u la única g armónica tal que u = g en ÜQ Del mismo modo que

con el operador T del capítulo 2, es inmediato verificar que /\ es continua, pues

||/\(u)-/\(v)||2,pS ||Á(u)-u-(/\(v)-v)||2,p+|Iu-v|l2,p S CllAu-AszmHIu-vllzm

En realidad, también puede pensarse a /\ como la restricción de una aplicación lineal
Ï : WZ’P(Q,R) —->A‘1(0) que resulta continua y suryectiva (y luego, abierta).

Veamos que /\ es un homeomorfismo: para ello, basta considerar una sucesión

gn —> g , y observar que si /\(u) = g, siguiendo el procedimiento del teorema 2.2.6
para todo n suficientemente grande una solución fin G BRn(u) del problema con dato
de borde gn . Por unicidad, fin = un , y ademas se ve en el corolario mencionado que

Rn—>0 cuando gn—g—>0.

Empleando el teorema 6.6 y el corolario 3.7 de [G-T], la misma demostración
puede hacerse directamente con la norma de C2'°(Ó, R3) , bajo la hipótesis adicional
de que las derivadas de H sean de clase C°‘ .
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Como consecuencia inmediata de la observación anterior, vemos que si H es

tal que (NP) tiene solución para toda g, MH ñ C2’°‘(ñ,R) es homeomorfo a un

subespacio denso de A’1(0). En particular, es conexo por arcos. Por el teorema

14.14 de [G-T], obtenemos el siguiente resultado para superficies no paramétricas
minimales:

COROLARIO3.3.4

Supongamos que 39 G C2'°‘(ñ, R) tiene curvatura media no negativa en todo
punto.

Entonces el conjunto

{u G C2’°‘(Ó,R)/(1 + uma” + (1 + ubuyy —2uruyuzy = 0 en Q}

es conexo por arcos en WZ'P(Q,R) .

El mismo resultado (es decir, que el conjunto de superficies no paramtricas de
curvatura media H es conexo por arcos) vale en general bajo ciertas condiciones

adicionales para H , como consecuencia de [G-T], teorema 16.10. En particular, para
H constante el resultado se verifica si la curvatura H' de 30 verifica la relación:

H ' 2 2H . El mismo resultado puede generalizarse a hipersuperficies en R" , si se

cumple la condición: H ' 2 ¿fill ([G-T], corolario 16.11).
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CAPÍTULO 4

En este capítulo sumergiremosel problema en una familia de problemas

(H) AX=2tH(u,v,X,Xu,Xv)Xu/\Xv en Q
t X=g en 80

y mostraremos una forma de construir, a partir de una solución X0 de (H.0) , una
solución X para t = to + e para cierto e apropiado. Como (Ho ) tiene solución, el
método permite encontrar una sucesión de soluciones para 0 = to < t] < tg ...; en

particular, si tN 2 1 para algún N , se podrá.deducir que tiene solución.

Por simplicidad, consideraremos únicamente el caso H = H (u, v) . Notemos que

en este caso, si H X0u y H X0" son suficientemente pequeños (o Q es suficientemente

pequeño) la existencia de X está.garantizada por el teorema 2.1.12; lo que mostrará el
método aquí desarrollado es que X puede obtenerse como el límite de cierta sucesión
convenientemente definida.

4.1 Un método iterativo

El método mencionado está basado en un procedimiento (ver [Hs],”The Newton

Embeding Procedure”) que permite hallar soluciones de

Au = tf(u) en Q

u = g en 39

para 0 = to < < tN = 1 definiendo, a partir de una solución uo para cierto to ,
una sucesión un dada por los problemas

{ Aun+1 = (to + e)(f’(un)(un+1 —un) + f(un)) en Qun“ = g en ÜQ

Tomando e pequeño, y bajo ciertas condiciones para f , es fácil verificar que

la sucesión así definida converge a cierta u que resulta solución del problema para
to+€.
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Observemos, en este caso, que los procedimientos de punto fijo aplicados en el

capítulo 2 (es decir, definiendo un operador T : ü —> u) nos permiten asegurar la

existencia de soluciones bajo condiciones diferentes a las de [Hs], por ejemplo:

i) f continuatal que I S para cierta constantek suficientemente
pequeñay todo 2 M para algún M .

ii) f es Lipschitz con constante suficientemente pequeña. En este caso, el prob
lema tiene solución única, que se obtiene por recurrencia.

4.2 Aplicaciónal problema

Sean H e LP(Q,R), g G W2'P(Q,R3), para 2 < p < oo, y supongamos que X0

es solución de H ¿o para cierto to .

Para cierto e > 0, definimos por recurrencia una sucesión Xn , dada por los

problemas:

AXn'i'l = + e)'Hl(‘x'nuA (Xn'i'lv _ Xnv) + (Xn+1u _ Xnu) AXnv

+Xnu /\ X11") en Q

Xn+1= g en

Por la observación 1.3.7, si (to+e)HXnu y (to+e)HXnv son suficientemente pequeños

(o Q es suficientemente pequeño) la sucesión está bien definida, y además vale, para
Zn+1= Xn+l - Xni

AZn+1- 2(t0 + €)H (.Xn‘l/\ Zn+1v + Zn+1u /\ Xnu) = 2(to + €)HZnu /\ Zn”

Por otro lado, Zn+1 = 0 en 39, de donde se deduce que

“¿Hum s 2c(Xn)IIHIIp(to+ e)IIZnIIï,m

en donde c(Xn) es la constante provista por la observación 1.3.7 para el operador
LnZ = AZ —2(to + e)H (XM A Zv + Zu A Xnu). Concluimos entonces que

IIZn+1I|2,pS 2C(Xn)||H||p(to + 6)CÏ||Zn||É,p

en donde c1 es la constante de la inmersión Wz’P(Q,R3) <—>C1(Ó,R3), y por in

ducción se demuestra fácilmente que

2"—l n-J'
IIZn+1II2.ps (2IIHIIp(to + e)cÏIIZIII2.p) ||Z1I|2.p H con)?

1s15n
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Por otro lado,

AZ1— 2(to + €)H (Xou /\ Zlv + Z1“ /\ X0") = 2€HXou /\ X0 U

y entonces

IIZIII2,p S 2c(Xo)III=!'I|p€IIXou A Xoulloo

Resumiendo, obtenemos:

PROPOSICIÓN 4.2.1

2"
IIZn+1II2.p S (4IIHIIÏ,(to + €)cÏ66(Xo)IIXou A Xovlloo) 1

2c(Xo)IIHIIpeIIXo,AXouuoo H con)?“
lSan

En particular, si vale la condición

(*) cn S c para todo n

entonces HIS-Sn c(XJ-)2"_j S cz"-1 , de donde se obtiene, para. n Z 1:

||Zn+1||2.p S (4IIHHÏ,(to + €)CÏ662||X0.. A Xoulloo)2"_l ZIIHIIpGCIIXouA Xoulloo

Luego, basta elegir e de modo que

C(€) = 4||H||Ï,(to + €)CÏ662||X0.. A Xoulloo < 1

pues entonces Xn converge a cierta X G Wz'p(Q,R3), y claramente X es solución

de ( H ¿0...6)

Veremos ahora que si e es suficientemente pequeño, se cumple la condición

(*). En rigor, primero deberemos establecer cierto R > 0 de modo tal que en

BR(Xo) valgan las condiciones de la observación 1.3.7, y encontrar e de modo tal

que la sucesión Xn permanezca en BR(Xo) (y esté en consecuencia bien definida).
Veamos que en tal caso (*) se cumple necesariamente: de la misma. forma que en el

capítulo 2 mostraremos que eligiendo c(X) mínimo resulta semicontinua superior
mente con la norma “1,00, y en tal caso es acotada en cualquier conjunto acotado
de W2‘P(Q,R3) (pues es compacto en C1(ñ, 123)). En efecto, dado X G BR(X0)

fijo, si

LxZ = AZ —2(to + e)H(X., A Zv + Zu AXv)
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se cumple , para IIY —X||1_oo S Ro , Z G W2’P(Q,R3) ñ Wol’p(Q,R3):

1L > — _ > _
II YZIIp_IILxZIIp “(LV Lx)Z||p_(c(X) - kRo)IIZ|l2,p

Como c(Y) es mínimo, se deduce que fi Z É —kRo Esto muestra que si
t > c(X) vale t > c(Y) para Ro suficientemente pequeño.

Podemos suponer entonces que vale (*), y obtenemos:

||Xn+1- X0“2m S z “zh-“2,12S ZIIHIIPGCIIXouA Xotlloo(1+ z C(€)2k_1)
15k5n+1 ISkSn

Luego,
‘ r 1 - C(6)2"

IIXn+1- XoH2.p5 2IIHIIPECIIXÜuA Áotlloo1_—C(6)

es decir,
eXn —X < 2 H X /\X —

II +1 un“ _ Il “peu o“ con“, _ (¡(6)

En consecuencia, bastará tomar e tal que
e2 H X AX — <

II “Pc” Ou Oullool_ —R

pues en tal caso Xn e BR(X0) para todo n.

OBSERVACIÓN

El mismo método puede emplearse a partir de] sistema

(H) AX = 2H(u,v,X,Xu,Xv)Xu AX” en Q
t X = tg en 89

Como en el caso anterior, (Ho) tiene solución, y a partir de una solución de

(H1,3) se puede construir una solución para to + e. En este caso, para garantizar Ia
convergencia puede elegirse e de modo tal que

C(€) = 2CIIHIIpCÏGÜ+ k)||9||2.p < 1

E(1 + k)|l9l|2,p
1 —C(e) < R

en donde k = 4cc1||H||p||Xo||1,°C,.

Notemos que en ambos casos, si eo satisface las condiciones propuestas, entonces

también e para todo e S eo.
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CAPÍTULO 5

En este capítulo estudiaremos existencia y unicidad de soluciones para ciertas
ecuaciones ordinarias semilineales.

5.1. Un caso particular

En la introducción hemos mencionado al problema u” + VG(u) = P(t) en donde
P : Rm —> Rm es periódica. Este problema fue resuelto para ciertos casos por

Lazer y Ahmad [Ah], [L], quienes probaron que si G 6 C2(Rm, R) y existen matrices

simétricas A, B tales que A S G"(y) S B para todo y G R’" y números naturales
Nk que verifican

NE<Ak5uk<(Nk+1)2

con /\1 S A2S S Am, y ,ul S ,ug5 S pm los respectivos autovalores de A y
B , entonces existe una única solución del sistema.

Es fácil verificar la unicidad bajo otras condiciones para G; por ejemplo, si

VG < O (es decir, (VG(u) —VG(v))(u —v) < 0 para u sé v). En general, existe a

lo sumo una solución para la ecuación

u" + ru' + N(u) = P(t) en (0,a)

con P : Rm —> Rm continua, N < 0 y condiciones de Dirichlet

11(0)= u(a) = 0

o bien periódicas

u(0) —u(a) = u'(0) —u'(a) = 0

En efecto, si u y v son soluciones de la ecuación, entonces (u —v)" + r(u —

v)’ + N(u) —N(v) = 0. Multiplicando ambos miembros por u —v e integrando, se
obtiene:

—[(u —v)” + g [((u - vw + [(Mu) —N(v))(u —v) = o

y el resultado es inmediato.
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La misma idea puede aplicarse cuando G G C2(Rm, R) , si G"(y) < 0 para todo

y E R3 , pues si u, v son dos soluciones, se define para cada t E (0, a) fijo la función

99(3)= VG(su + (1 —s)v)(u —v). Luego vale, por el teorema de Lagrange, que

(VGÜL)- VG(v))(u - v) = (G"(fl)(u - 0)) (u - v) < 0

para cierta fl = fi(t) € L°°((0,a),R’").

Observemos que esta demostración de unicidad no es aplicable bajo las condi

ciones de Lazer-Ahmad pues éstas implican que G" > 0. Notemos además que si X

es solución del sistema periódico

X'=F(t,X) en (0,a)

l X(0) = XO!)

entonces

/°F(t,X)=o0

En particular, para la ecuación de orden n

um) = f(t,u,...,u("_1))

las condiciones periódicas implican que f(t,u, ...,u("_l)) L 1.

Esto muestra que los resultados de existencia de Lazer y Ahmad implican que
VG es no acotado en cualquier dirección, ya que por la observación anterior, si u

es la solución para cierta P debe verificarse que [oaVG(u) = joaP, y luego, para

/oa VG(u)v = /0a Pv

y el resultado se obtiene eligiendo P apropiada. En realidad, este hecho puede

cualquier dirección fija v vale

probarse en forma directa, definiendo r(t) = VG(tv) , pues en tal caso r'(t) = G"(tv)v
y como 0 < Av.v 5 r’(t)v para todo t, la conclusión es inmediata integrando ambos
miembros de la inecuación.

5.2. Situación general

Nos ocuparemos de los sistemas

(){X’=F(t,X) en (0,01)X(0) = 9(X(a))
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en donde F : R x Rm —> Rm y g : Rm —> Rm son continuas. En particular, para
g = kI:

X'=F(t,X) en (0,a)
(2k)

X(0) = kX(a)

IF (t, IB)Isup
1¿ElomlelrllSA/Í

9M: sup Ig(w)|
uzusM

BM denotará la bola cerrada de radio M centrada en 0 en el espacio C([0,a], Rm) .

TEOREMA 5.2.1
. 9M FM . . ., , .

Sl Ñ + oí 5 1, e] Sistema (2) admite una solucronen BM. Ademas, s:
g y F son Lipschitz con constantes Kg, KF tales que Kg + Kpa < 1, (2) tiene
solución única.

Demostración

Consideremos el operador T : C([0, a], Rm) —> C([O,a], Rm) , dado por:

TX(t) = g(X(a)) +/0 F(s,X(s))ds

Claramente, T es continuo (por ejemplo, por convergencia mayorada), y si ||X “c,oS

M entonces t

I9(X(a)) + f F(s,X(s))dsI s 9M+ aFM0

Además,

|TX(t2) —TX(t1)| 5 |t2 —t1|FM

. F
Por Arzelá-Ascoli, se concluye que T es compacto, y Siendo 9-}! + 01-M S 1 , vale

que T(B M) C (BM). Por el teorema de Schauder, se deduce que T tiene un punto
fijo en BM .

Si g y F son Lipschitz con constantes Kg y Kp, T es una contracción para

Kg + aKp < 1: en efecto,

ITX(t)-TY(t)l S l9(Xa)_g(Ya)I+/Oa|F(8,X)-F(8,Y)Ids S (Kg+aKF)IIX_YIIoo
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OBSERVACIÓN

Si g tiene inversa continua, podemos considerar el operador

mt) = g-1(X(o))—f F(s,X(s))dst

y del mismo modo que en el teorema 5.2.1. se obtienen también soluciones de (2)
lreemplazando en las condiciones a g por g’ . En particular, si g es lineal e inversible

tal que aé1, el sistema tiene soluciónen BM para

FM _ FM— < 1 1 — < 1IIgII+aM _ ng Il+aM _

Por otro lado, el caso g constante es un caso particular del conocido resultado de
existencia de al menos una solución de una ecuación ordinaria con dato de Cauchy. El

método empleado anteriormente permite probar también el resultado general: dada
F: Q —> Rm continua, con Q C R X Rm entorno de (to,X0) E R x Rm, existe al
menos una solución del problema

X’ = F(t,X)

{X(to) = XO

definida en un entorno de to. En efecto, basta tomar un cubo cerrado C C Q de

lado 23 centrado en (to,Xo) y una función continua 45: R x Rm —> Rm tal que
— 3

45= F en C, y ||45||oo= ||F||°o_c = M. Luego, para 6 S ¿ZM se define en
C([t0 —ó, to + ó], Rm) el operador

t

TX(t) = X0+/ ¿(3,90013io

Como en el teorema 5.2.1, se ve que T tiene un punto fijo X : [to —6,t0 + 6] —> C,

y luegovale X'(t) = ¿(t,X) = F(t,X) para todo t.

Aplicando el mismo método a otro operador, veremos ahora un resultado similar
al teorema 5.2.1, pero que permite en algunos casos encontrar soluciones bajo condi

ciones más débiles. En particular, ésto ocurre en el problema (2k) , para el cual 5.2.1

no es aplicable para k = —1, pues en tal caso gfi = 1 para cualquier M.
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TEOREMA 5.2.2

Sea g lineal tal que I —g es inversible, y sea B = (I —g)_1g. Consideremos

G = B + (pI, en donde (p es 1a función definida por

( ) 1 sitZsgot,s=
0 sit<s

F
y supongamos que para cierto M vale joaIG(t,s)|dsíM S 1 para todo t. Entonces
(2) admite una solución en BM .

Además, si F es Lipschitz con constante K, foa|G(t,s)|dsK < 1, (2) tiene
solución única.

Demostración

Dada X 6 C([0,a],R’") fija, se define

Xo=/ BF(3,X)dso

t a

TX(t)= X0+/ F(s,X)ds=/ G(t,s)F(s,X)dso o

Como en los casos anteriores, se ve fácilmente que T es compacto, y además, para

||X||oo S M vale

||TX||°°</ |G(t,s)|dsFMg Mo

Por el teorema de Schauder, T tiene un punto fijo en BM , que resulta solución de

(2)

Por otro lado, si F es Lipschitz,

“TX —TYuoos f IG(t,s)IIF(s,X) —F(s,Y)Ids s / IG(t,s)ldsKIIX —Ylloo,o o

y T resulta una contracción.

En particular, para (2k) se obtienen las siguientes condiciones, que mejoran 5.2.1
cuando k S 0:

COROLARIO 5.2.3

Sean k 9€1 y c = infM>o Entonces e] sistema (2k) admite una solución
en C([0, a], Rm) en los siguientes casos:
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Í) |¡€|21,coz<—k;1
ii) |k|<1, ca<1—k

F
En particular, si —M———>0, entonces para cualquier k aé 1 el sistema (2k)

admite una solución en C([0,a], Rm) .

Demostración

Basta observar que vale

l .TI: SltZs
G(t,s)= 1fi sit<s

y un simple cálculo muestra que

f IG(t,s)IdsS% siIkI21o _

/|G(t,s)|dsgfi si|k|<1o _

OBSERVACIÓN
. , . F . .,

Si n > 1, lahipotesm WM—>Ono es aplicablealaecuaaon u(") = f(t,u, ...,u("‘l)),
pues en este caso vale Efi- 2 1 para todo M.

Veremos ahora algunos criterios para obtener soluciones del problema periódico

(g = I )

TEOREMA 5.2.4

Sea X" una sucesión acotada en C([0,a],Rm) tal que

{Xíl = Fn(t,Xn) en (0,a)Xn(0) = 9n(Xn(an))

para ciertas gn lineales, Fn continuas tales que gn —> I, Fn —> F, y an —> a

(an 5 a Entonces el problema periódico admite una solución en C([O,a], Rm) .

Demostración

Considerando el operador definido en el teorema 5.2.1 para g = I , vale

(TXnY= F(t,Xn) = Fax") —Fn(t,xn) + x;
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y entonces

(TXn —Xn)(t) = (TXn —Xn)(0) + f0 F(s,X,.) —Fn(s,Xn)

Por compacidad, podemos suponer que TX n —> X . Además, para cierto compacto

K suficientemente grande vale

t

If F(s,Xn) - Fn(s,Xn)I s aIIF —Full“ —»oo

y

(TXn"Xn)(0) = Xn(a)_9n(Xn(an)) = (I_9n)(Xn(a))+9n(Xn(a)_Xn(an)) _’ 0

pues Xn es acotada, I —gn —> 0 y Xn(a) —Xn(an) = f5" Fn(s,Xn) —> 0.

Se deduce que Xn —> X , lo que muestra. que X es un punto fijo de T .

TEOREMA 5.2.5

Supongamos que el sistema
1

X’ = -F(t,X) en (0,a)
(3r) r

X(O) = %X(a).

. , F
no tiene solución en ÜBM para ningun r G (1,1 + aíM]. Entonces e] problema
periódico (r=1) admite al menos una solución en BM .

Demostración

Considerando el operador compacto definido en el teorema 5.2.1 para g = I,
definimos

{ TX si IITXIIooS M
T*X = MTX— si TX >M.

T“ : BM —> BM es compacto, y entonces tiene algún punto fijo X. Si X no

es punto fijo de T, entonces ||X||°° = M, y TX = TX, con r = Hija“; .
F

Luego el sistema (3,.) tiene una solución en ÜBM , y vale 1 < 7' 5 1 + a—M , loM
que es absurdo.

OBSERVACIÓN
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F_M
M

de modo que para que el criterio sea aplicable debe cumplirse que IIXIIoo< M .

Para r = 1+a , 5.2.2y 5.2.3muestran que (3,.) tiene una solución X G BM ,

EJEMPLOS

i) Sea F continua tal que F(t,a:).a: < 0 para todo (t,a:) G [0,01]x Rm tal

que = M. En tal caso, para cualquier solución de (3T) se verifica que X'.X =

%F(t,X).X < 0 cuando |X(t)| está cerca de M. Siendo X’.X = %(X.X)', se
deduce que si |X(0)I < M entonces IIXIIOO< M. Por otra parte, si |X(0)I = M,

|X(0)I = rIX(0)I > M.

Por el teorema 5.2.5, el problema periódico tiene al menos una solución en BM .

ii) Sea A e Rmxm con todos sus autovalores reales y simples. Para el sistema

lineal X’ = AX(t) + b, si X,- es una base de soluciones del sistema homogéneo,

X¡(t) = eA‘W/iy Xrl.(t) = X,-(t/1‘) es una base de soluciones de

X’ = lAX
7'

Veamos que en este caso (3,) admite alguna solución para todo r salvo un
conjunto discreto.

En efecto, si Za¿(t)Xr¡(t) es una solución de X’ = l(AX + b) con a,-(0) = 0 ,
7'

el sistema 1
X’ = —(AX + b) en (0,01)

(3T) T 1

tiene solución si y sólo si existen constantes c1, ...cn tales que

a aE.X.0_X._=E:. x._
Ct(7' I( ) 1( r) (11(0) t( 1,)

Luego, si (3,) no tiene solución, existen ciertos u1(r), ...,un(r) (no todos nulos)

tales que Eu¡(r)(rX,-(0) —X¿(%) = 0 y entonces u,-(r)(r —e’\"°‘/")= 0 para todo i.
Se concluye que u¿(r) sé 0 a lo sumo para un conjunto de valores aislados de 1'.

5.3 Unicidad para el problema (2)

En los teoremas 5.2.1 y 5.2.2 hemos visto que si F y g son Lipschitz con con

stante suficientemente pequeña, el sistema (2) tiene solución única. Veremos ahora
un resultado de unicidad bajo otras condiciones:

61



TEOREMA 5.3.1

Sean g lineal, F continuamente derivable con respecto a X, y A(t,a:) =
DXF(t,:v). Entonces (2) tiene a lo sumo una solución en cualquiera de Ios sigu
ientes casos:

i) < 1 y A(t,:c) 5 0 para todo (15,33)E (0,01) x R’"

ii) g inversible, ||g“1|| < 1 y A(t,:c) 2 0 para todo (t,:c) G (0,01) x Rm

iii) g isometria, A(t,x) > 0 (o A(t,:c) < 0) para todo (t,:c) G (0,01) x Rm ,

a: 7€ 0.

Demostración

Sean X,Y soluciones de (2), y sea Z = Y —X. Luego, Z’.Z = (F(t,Y) —

F(t,X))Z , y aplicando para t fijo el teorema de Lagrange a la función <p(u) =
F(t, uY + (1 —u)X)Z se deduce que

(Z.Z)' = 2A(t,z/))Z.Z

para cierto valor intermedio w(t) . Luego, si vale i) se ve que la función IZ| = (Z .Z )1/2

es decreciente en t, y el resultado es inmediato por ser |Z(0)| = |g(Z(a))| < IZ(a)|.
Para ii) la demostración es la misma, usando ahora que Z(a) = g_1(Z(0)) .

Finalmente, si vale iii) IZI es monótona, y si Z(to) sé 0, entonces Z 56 0 en

cierto intervalo I y Z.Z es estrictamente monótona en I . Esto es absurdo, pues

|Z(0)I = I9(Z(a))l = |Z(a)|

OBSERVACIÓN

En 1asituación del teorema anterior, si g es una isometria las condiciones dadas

sobre A en i) o ii) implican que IZI es constante.
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