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L
Existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones del tipo curvatura

media prescripta

RESUMEN

En este trabajo se estudia el problema de Dirichlet asociado a la ecuacién de
curvatura media prescripta, obteniéndose resultados de existencia y unicidad local
y global, tanto para el caso general como para el caso no paramétrico, bajo diversas
condiciones sobre la curvatura media H y el dato de borde ¢g. Se demuestra
también que si H y ¢ son funciones suaves, las soluciones son clasicas. Por otra
parte, se prueba en ambos casos que si existe alguna solucion para ciertas Hy y
Jo , entonces también existe solucién para H y ¢ cercanasa Hy y go.-

También se estudian algunos casos de ecuaciones semilineales de la forma
X' = F(t,X) con dato de borde X(0) = ¢g(X(a)), para las cuales se obtienen
resultados de existencia y unicidad bajo ciertas condiciones para las funciones
continuas F' y g¢. Para el caso periddico (g = I'), se dan criterios de existencia
de soluciones, y un resultado de unicidad.

Palabras clave: Curvatura media - Espacios de Sobolev - Teoremas de punto
fijo - Operador eliptico

Existence and uniqueness of the solutions of equations of prescribed mean

curvature type

ABSTRACT

In this work we study the Dirichlet problem associated to the prescribed
mean curvature equation. We obtain existence and local and global uniqueness
for the general and the nonparametric case under different conditions on the mean
curvature H and the boundary data ¢g. We also prove that if H and ¢ are
smooth, solutions are classic. Moreover, we prove in both cases that if there is a
solution for some Hp and gg, then there exists also a solution for H and ¢ close
to Hy and go.

We also study some semilinear equations of the type X' = F(¢,X) with
boundary data X(0) = g(X(a)), for which we obtain existence and uniqueness
results under some conditions on the continuous functions F' and ¢g. For the
periodic case (g = I'), we give some criteria for the existence of solutions, and an
uniqueness result.

Key words: Mean curvature - Sobolev Space - Fixed Point theorems - El-
liptic operator
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INTRODUCCION

En este trabajo estudiaremos mediante métodos topoldgicos algunas ecuaciones
elipticas cuasilineales. En particular, nos ocuparemos de ecuaciones del tipo curvatura

media prescripta.

Si S es una superficie en R*, localmente podemos describirla como la imagen
de cierta parametrizacién X = X(u,v), en donde X : @ — R® es una funcién
regular, y Q es un abierto del plano, al que puede suponerse acotado y conexo. Si
S es regular, el vector normal unitario N = % estd bien definido, y determina
para cada punto p = X(u,v) € S una tnica recta normal L,. Luego, todo plano =
que contiene a L, corta a S en una curva 7., cuya curvatura en p es cierto valor
K- . Sigiramos 7 alrededor de L,, el valor K, alcanza un maximo A, y un minimo
A2 . El promedio H(p) = (A1 + A2) se llama curvatura media, y es independiente

de la parametrizacion, aunque su signo depende de la orientacién de S.

Cuando la parametrizacién X satisface la condicién
(Iso) | Xu? = | Xo|> =0=X..X,
se dice que X es isoterma, y en tal caso es sencillo probar que vale
(H) AX =Xyu+ Xoo =2HX A X,

El sistema de ecuaciones diferenciales (H) se denomina ecuacién de curvatura media
prescripta, o H-sistema. Toda solucién regular de (H) que verifica (Iso) serd entonces
una superficie de curvatura media H. En particular, si H = 0 la superficie se
denomina minimal. Las razones de esta denominacién se entienden a partir de un
conocido problema planteado por el fisico belga Plateau, consistente en probar que
para cada curva cerrada C C R® existe una superficie de drea minima que tiene a
C como borde. Se cumple que toda superficie minima es minimal. El problema de
Plateau fue resuelto en 1930 por Douglas y Radé (ver [St1]), mediante el cdlculo de
variaciones, para lo cual demostraron, si B es el disco unidad de R?, que encontrar
el infimo del drea A(X) = fB [ Xy A X,| sobre todas las X tales que X|sp es una
parametrizaciéon de C equivale a encontrar el infimo sobre el mismo conjunto de la
funcional D(X), en donde D es la integral de Dirichlet

1
D(X) = ; /B VX2
1



Se verifica que el infimo X asi obtenido D satisface (Iso), aunque para que sea una
solucién admisible del problema de Plateau debe analizarse también la regularidad.
Este problema presenta dos aspectos: por un lado, la regularidad de X , y por otro,
determinar si existen de puntos de ramificacién (es decir, puntos (u,v) tales que
VX(u,v) = 0) para ver si la superficie es localmente inmersa. Existen diversos
resultados de regularidad, debidos a Hildebrandt, Nitsche, Tomi-Tromba, etc (ver
[St1], [H-H]).

Para H # 0 constante, el problema de curvatura media prescripta puede resol-

verse estudiando la funcional
Dy(X)=D(X)+2HV(X)

en donde V(X) = 3 [ Xu A X,.X. Minimizando esta funcional en un conjunto
apropiado, Hildebrandt obtuvo en 1969 una primera solucién al problema, llamada
estable, para curvas C C Bgr(0), con |H|R < 1. En 1984 Brézis y Coron encontraron
otra solucién al problema, llamada ”grande” o inestable, que no es un minimo local
de Dy . Sise considera H = H(X), el problema también puede plantearse en forma
variacional, mediante la funcional Dy(X) = D(X) + 2V(X), en donde V(X) =
3 [ Q(X).Xy A X, (volumen de Hildebrandt) se define a partir de un campo Q
cuya divergencia es H . Bajo condiciones analogas al caso H constante, el problema

de Plateau admite solucién.

Paralelamente puede estudiarse el problema de Dirichlet asociado a la ecuacién
de curvatura media prescripta, es decir, analizar la existencia de soluciones de la
ecuacién (H) que tomen en 0N algun valor determinado. Si H = 0 el problema es la
conocida ecuacién de Laplace, mientras que para H # 0 constante se han encontrado
dos soluciones en caso de que el dato de borde no sea constante, y valga |H|||g]lco < 1
(ver [B-C]).

En todos los casos mencionados, las soluciones obtenidas en el espacio de Sobolev
H!(Q, R®) satisfacen (H) débilmente, es decir, verifican:

/ VX.Vo+2HXu AXyp=0
B

para toda o € C}(B,R?), aunque en caso de que X admita derivadas segundas en

algin espacio L? es inmediato probar que resulta una solucion en el sentido fuerte.

La ecuacion de curvatura media también puede plantearse en el caso de que S

sea una superficie no paramétrica, es decir, cuando S estad definida a partir de una

2



ecuacién

z =u(z,y), (z,y) €2
En este caso, la curvatura media de S en un punto satisface

(1 +ud)ure + (1 4+ uluyy — 2uzuyuzy

2 (1 + |Vu|2)%

(NP) H=

lo cual permite plantear el problema de Dirichlet asociado a (NP), que fue estudiado
para el caso H = H(z,y) (y, en general, H = H(z,,...,t,) para hipersuperficies
de R™*!) por Gilbarg, Trudinger, Simon, Serrin, y otros autores. Se ha demostrado
(ver [G-T]) que existe solucién para cualquier dato de contorno suave si la curvatura
media H' de 092 satisface

n
H’(l’],...,l‘n) 2 mlH(l‘h...,.’L’n)I
para todo (z,...,z,) € 0N,y H € C(Q, R) satisface la desigualdad:

1—¢
[ Eol < 2== [ Do)
Q n Q

para todo ¢ € C3(},R) y cierto € > 0. En particular, si H es constante, esta

ultima condicién puede eliminarse. En cambio, la condicién sobre la curvatura de 92
es fundamental, como lo muestra un resultado de no existencia (ver [G-T], corolario
14.13) que dice que si H'(zy,...,z5) < 725|H(21,...,%5)| en algin punto y el signo de
H es constante, entonces para cualquier ¢ > 0 existe un dato de borde g € C*°(Q)
con ||g/lec £ € tal que el problema de Dirichlet no tiene solucién. Si H depende
también de u, pueden obtenerse resultados similares, bajo la condicién adicional
gi >o0.

Si bien las soluciones obtenidas en [G-T] son cldsicas, también en este caso puede
estudiarse el problema débilmente, es decir, buscar las u que satisfacen

Vu
/Q ———(1 - |Vu|2)% Vo +2Hp =0

para todo ¢ € C}(, R).

En este trabajo buscaremos soluciones de ambas ecuaciones bajo condiciones
diferentes, empleando métodos topoldgicos. Por otra parte, las ecuaciones seran es-
tudiadas en su forma mas general:

AX =2H(u,v, X, Xy, X0)Xu AN X, en §2
H {X =g en 0N



1+ ug)u” + (14 ul)uyy — 2uzuyuzy =

wite

(NP) 2H(z,y,u,uz, uy) (1+|Vu|2) en §
u=g endf

en los espacios W2?(Q, R®) y W?P(Q, R) respectivamente.

En el capitulo 1 enunciaremos algunos resultados que seran empleados a lo largo

del trabajo.

En el capitulo 2 daremos resultados de existencia para (H) y (NP) bajo diversas
condiciones sobre las funciones H y ¢, y analizaremos también la regularidad de las
soluciones. Por otra parte, veremos en ambos casos que si existe alguna solucién para

ciertas Hyp y go, entonces también existe solucion para H y g cercanasa Hp y go -

En el capitulo 3 analizaremos la unicidad local y global de las soluciones de (H)

y (NP).

En el capitulo 4 plantearemos un método para encontrar soluciones de (H) por
recurrencia, incorporando un parametro ¢, 0 < ¢t < 1 a la ecuacién, y obteniendo
soluciones para cierta sucesion 0 =t <t; < .... Si ¢y > 1 para algun N, entonces

(H) tiene solucién.

Finalmente, en el ca,pi'tulo 5 veremos algunos casos de ecuaciones semilineales. El
problema u"” + VG(u) = P(t) en donde P: R™ — R™ es periddica fue estudiado
por Lazer [L] y Ahmad [AhL], quienes obtuvieron condiciones que aseguran la existencia

y unicidad de soluciones para P arbitraria.

Empleando métodos iterativos y variacionales, Fonda y Mawhin encontraron
condiciones suficientes para asegurar la existencia de una solucién de la ecuacién
Lz = Nz en un espacio de Hilbert abstracto, para un operador lineal L y un oper-
ador continuo N (ver [F-M)]). En realidad, también es posible encontrar soluciones
en un espacio de Banach empleando los teoremas de Schauder y Leray-Schauder,
considerando el operador T = 1+ S(L — N), en donde S es continuo y verifica:
Sy = 0 <= y = 0. Podemos justificar este proceder con un simple ejemplo en R",
que nos muestra que es posible aplicar Leray-Schauder en ciertos casos en los que las
condiciones de Fonda-Mawhin no se satisfacen. Basta tomar N(z) = (23,...,23) y
L=)X<0,luego T=L+1-N es compacto, y valen las condiciones de Leray-

Schauder ya que si ¢ = 0Tz para algin o € (0,1) entonces z; = o(A + 1 — 2?)z;,
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lo que implica que z; = 0. Por otro lado, si se cumplen las condiciones de Fonda-
Mawhin existen matrices A, B simétricas tales que N — A y B — N son positivas.
En particular, ésto implica que Nz.z < Bz.z para todo z,y luego > z! < cz.z,

lo que es absurdo.

Con esta idea, analizaremos ecuaciones de la forma X' = F(t,X) con dato de
borde X (0) = g(X(a)), paralas cuales se obtienen resultados de existencia y unicidad
bajo ciertas condiciones para las funciones continuas F' y ¢. Dichos resultados no
son aplicables al caso peridédico (g = I'), estudiado por diversos autores (ver [Ma]),

para el que se daran criterios de existencia de soluciones, y un resultado de unicidad.



CAPITULO 1

En este capitulo especificaremos las notaciones que seran utilizadas a lo largo del

trabajo, y enunciaremos algunos de los resultados que se empleardn més adelante.

1.1 Notaciones

En lo que sigue 2 serd un subconjunto abierto, acotado y conexo del plano. En
particular, B denotard el disco unidad, es decir, B = {(u,v) € R?;u? +v% < 1}.

Usaremos frecuentemente los espacios de Sobolev, que seran notados en la forma
wkr(Q,R™), Wok"’ (2, R™). Por C*(§2, R") entenderemos a los espacios de funciones
de clase C* en , provistos de la norma usual. Emplearemos también en algunos
casos a los espacios de Holder C**(Q, R™). Las derivadas parciales de X = X(u,v)
seran notadas en la forma X,, X,. El producto vectorial usual en R?® se indicara

con el signo ” A”. Nos referiremos indistintamente a cualquier norma | | de R™.

1.2 Algunos resultados previos

Antes de enunciar ciertos resultados clasicos que nos seran de utilidad, recordare-
mos las siguientes definiciones, para un operador T : E — E | en donde (E,d) es

un espacio métrico cualquiera:

DEFINICION

i) T es compacto si T es continuo y ademds T(X) es compacto para todo
X C E acotado.

i1) T es una contraccion si existe k < 1 tal que d(Tz,Ty) < kd(z,y) para todo
z,y € E.

TEOREMA 1.2.1 (Banach)

Sea (E,d) métrico completo, y sea T : E — E una contraccion. Entonces T

tiene un tnico punto fijoen E.



TEOREMA 1.2.2  (Schauder)

Sea C un convexo cerrado contenido en un espacio de Banach,y T : C — C
un operador continuo tal que T(C) es compacto. Entonces T tiene al menos un

punto fijoen C.

OBSERVACION

En el teorema anterior, si C es acotado la hipdtesis equivale a que T sea com-
pacto. Esto no ocurre en general: por ejemplo, cualquier traslacion en C = R™ es

un operador compacto sin puntos fijos.

Tendremos en cuenta, ademads, las inmersiones de Sobolev (ver [A]). En particu-

lar:

TEOREMA 1.2.3  (Rellich-Kondrachov-Morrey)

. . . 2
Sea ! un dominio con frontera Lipschitz, y sean p > 2, 0 < a < 1 — —.

Entonces la inmersién W**t1?(Q, R*) — C**(Q, R™) resulta compacta.

1.3 Resultados de existencia y unicidad para ecuaciones elipticas y acota-

ciones a priori

DEFINICION
Sea L: W2P(Q2, R) — LP(Q, R), el operador lineal definido por

Lu =Y aij(z,y)Diju+ Y bi(z,y)Diu + c(z,y)u

L se dice eliptico cuando la matriz simétrica (a;;) es definida positiva. Si
ai(z,y) < az(z,y) son los autovalores de dicha matriz en un punto (z,y) € §,
diremos que L es estrictamente eliptico si existe a tal que ay(z,y) > a > 0 para
todo (z,y) € Q2.

El siguiente es un conocido resultado de la teoria de ecuaciones elipticas:

TEOREMA 1.3.1

Sea 2 € C'! y L estrictamente eliptico en  con coeficientes a;; € C(Q, R),
bi,c € L*°(Q,R), ¢ < 0. Entonces, dadas f € LP(Q,R), ¢ € W2P(Q,R), 1< p <
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00, el problema de Dirichlet

Lu=f en §)
u=¢ en 0N

admite una tnica solucién en W??(Q, R).

Asimismo, se tiene la siguiente acotacion a priori, que nos sera de utilidad:

LEMA 1.3.2

Sean 0 y L como en el teorema 1.3.1, 1 < p < oo. Existe entonces una

constante c¢ independiente de u tal que
llullz,p < cllLullp

para toda u € W2?(Q, R) N W, ?(Q, R).
En otras palabras, el lema 1.3.2 dice que el operador L restringido a Wol ?(Q, R)

es acotado inferiormente. Veamos que 1.3.1 y 1.3.2 también valen bajo condiciones

ligeramente distintas:

TEOREMA 1.3.3

El Teorema 1.3.1 sigue siendo valido si se reemplaza la condicion ¢ < 0 por

alguna de las siguientes condiciones:
i) ||¢||p suficientemente pequeria.

ii) || suficientemente pequeno.

Demostracion

En primer lugar, observemos que basta verificar el resultado para i), pues vale
que [lell < llelloo|2}77.

Consideremos el operador dado por Liu = ) a; j(z,y)Diju + Y bi(z,y)D;u.
Como L, satisface las hipdtesis del teorema 1.3.1, dada @ € W2P?(Q,R) C C(, R)
fija, cu € LP(Q?, R) y luego el problema

Liu+cu=f en
u=¢ en 0N

admite una unica solucién u € W%?(2, R). Esto nos permite definir un operador
T:W2P(Q,R) — W2?(Q,R), dado por T(¥) = u. Ademds, si u,7 € W*P(Q,R),

8



T(w) y T(v) coinciden en J52, y entonces por el lema 1.3.2 existe una constante cg

tal que
IT(@) = T(@)ll2,p < collL1i(T(@) = T@)llp = colle(@— D)l < collellpllT - Tlloo

Ademas, por inmersién de Sobolev vale |[U—7||oc < ¢1|[u—7|2,p. Luego, si cocs||c|[, <
1, T es una contraccién, y por el teorema 1.2.1 tiene un \nico punto fijo, que resulta

ser solucién (tnica) del problema original.

LEMA 1.3.4

El Lema 1.3.2 sigue siendo valido si se reemplaza la condicién ¢ < 0 por alguna

de las siguientes condiciones:
i) ||c|lp suficientemente pequeria.

i1) || suficientemente pequerio.

Demostracidn

Sean L; y cp como en el teorema anterior. Se cumple:

1
IZellp 2 | Zxully = llevlly 2 —llullzp = lellplllleo

Ademas, siendo ||u[lco < cil|ufl2,p, €l resultado vale claramente para coci||c||, < 1.

OBSERVACION

Segtn se puede observar, la condicion sobre ||c||, en el lema anterior es la misma
que en el teorema 1.3.3. En realidad, este teorema puede obtenerse como consecuencia

de 1.3.4, como veremos mas adelante.

Los resultados anteriores pueden extenderse en forma general para operadores
estrictamente elipticos definidos en W?2?(§, R"). Para nuestras aplicaciones, bastara
considerar operadores de la forma LX = AX+AX,+BX,+CX endonde A,B,C €
L>°(Q2, R¥*3), para los cuales veremos que el teorema 1.3.1 y el lema 1.3.2 son validos
bajo la hipétesis de que C < —pu (es decir, Cz.x < —uz.z paratodo z € R®), para

cierto g > 0 suficientemente grande, o bien que [?| sea suficientemente pequefio:

TEOREMA 1.3.1 Y LEMA 1.3.2 (caso R®)

Los resultados 1.3.1 y 1.3.2 valen para el operador L : W2?(Q, R®) — L?(2, R®)
dado por LX = AX + AX,+BX,+CX, con A,B,C € L>®(Q, R3*?), bajo alguna

de las siguientes condiciones:



i) C < —p para p > 3([|Allo + [|Blloo)?

ii) || es suficientemente pequeno.

Demostracidn

Supongamos en primer lugar que el lema 1.3.2 es falso. En tal caso, existe una
sucesién X, € W2P(Q, R®) N W,?(R, R®) tal que

1 Xallz =1, |ILXx|l, — O.

Por inmersién de Sobolev, se sabe que X, € Wol'z(Q, R?). Veamos que || X |12 —
0: para ello, basta observar que si X € W2?(Q, R®) N W, ?(Q, R®) — CQ, R?),
entonces LX.X € L'(Q, R®). Por la férmula de Green,

/LX.X = —/VX.VX+/AXu.X+/BX,,.X+/CX.X
y, si vale 1), se obtiene por Cauchy-Schwartz:

/LX.X < —/VX-VX+ | Alloo | Xull2]l X |2 + IIBIIooIIlelzllelz—u/X-X

< =YX + (1 4lleo + I Blle) I VX 121X |2 — pl X 13
1 1
= ~(1VXllz = 5(ll4lleo + [ Blloo)lI X[l2)* — (1 = 7 (Il Allo + IBlleo)*)IIX 113

Luego, como | [ LXn.Xn| < |[LXn|pllXrllq — 0, se deduce que || X[z — 0
y IVXal2 — 0.

Si en cambio vale ii), el resultado es el mismo, pues se tiene la acotacion:

l/AXu-X+/BXv-X +/CX-X| < (Il4lleo + 1Blloo) IV X [[2[1X [l2 + ICllooll X 13

y por inmersién de Sobolev, vale por ejemplo que || X |2 < || X[|4|2*/% < k|| VX ||2|R2|*/*

para cierta constante k.

A, B,C acotadas se deduce que [|[AX, |, = || LXn — AX,, — BXn, — CX,l, — 0.
Esto es absurdo pues el lema 1.3.2 es valido para A. Para p > 2, |[LX,|2 <

En consecuencia, para p < 2 resulta: || Xn|1,p, < ¢||Xz|l1,2 — 0, y por ser

¢|LX4|lp — 0, y luego ||AX,||2 — 0. Como el lema 1.3.2 vale para A, tomando
una subsucesién se puede suponer que [|Xgp|[22 — 0, y por inmersién de Sobolev

|Xr|l1,, — 0. La prueba concluye ahora como en el caso p < 2.
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Una vez probado el lema, se obtiene en forma inmediata la unicidad en el teorema
1.3.1, ya que si X,Y € W*P(Q, R®) verifican que LX = LY, X =Y en 09,
entonces para Z = X — Y € W2P(Q, R®) N W, "*(, R®) vale (| Z]l2,p < cl|LZ|l, =0.

Veamos, finalmente, el resultado de existencia, para lo cual consideraremos para
0 <t <1 el operador

LX = AX + t(AX, + BX, + CX)

y probaremos para f € LP(Q},R3), ¢ € W2P(Q, R®) que la ecuacién (*) L, X =
fenQ, X = en O tiene solucién para todo t € [0,1]. Para t = 0 es claro, pues

se trata de la ecuacion de Laplace; veamos:

1) Si (*) tiene solucién (para cualquier f) para todo t € [0,%], entonces existe
€o tal que (*) tiene solucién para todo t € [0,%5 + €0): en efecto, si t =to + €, para
X e W2P(Q, R®) fijo AX,+ BX,+ CX € LP(Q, R®) y entonces la ecuacién

LiX=f-€(AX,+BX,+CX) enQ

X=9 en 0N
admite una tunica solucién X . Queda definido un operador T : W2?(Q, R®) —
W2P(Q, R®), dado por T(X) = X . Ademas,si X =T(X),Y =T(Y), X =Y en
0NN y por 1.3.2 vale:

IX =Yll2,p < e(to)llLto(X = Y)llp = c(to)el AX u =Yu) + B(X, = ¥u) + C(X =Y)ll,

< e(to)e([lAlloo I Xw = Yullp + 1 BlloolXv = Yullp + IClleoll X = YI,)

Es decir,
IT(X) = T(Y)ll2,p < c(to)kellX =¥ lz,p
para cierta constante k. Si € es pequeno, T es una contraccidn, y entonces tiene un
unico punto fijo, que resulta solucién de (*) para ¢o + €.
2) Si (*) tiene solucién (para cualquier f) para todo t € [0,%9), entonces tiene
solucién para to: como en el caso anterior, se define T(X) = X, en donde X es la

unica solucion del problema

Ly—X=f- «(AX, +BX,+CX) en
X=v en Of)

Nuevamente, T resultard una contraccién para e suficientemente pequefio. Sin

embargo, en este caso la acotacién de || T(X) — T(Y)|l2,, depende de la constante
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¢(to — €), de modo que debemos probar previamente que la constante provista por

el lema 1.3.2 puede elegirse de modo uniforme en un entorno de tq, es decir, que

X e W2P(Q, R N W, ?(Q, R%).
En efecto, ||L:iX||p 2> || Lto X |lp — [|(Le — Leo ) X || 2

ademas,

existen c,e tales que || X|2,, < ¢||L:X]|[, para todo t € (to — €,t0], para todo

1

iy Xl = (L= L)Xy 3

I(Zt = Leo)Xlp < €kl X iz,

para cierta constante k, y basta tomar € y ¢ tales que

OBSERVACION

Se ve en general que el hecho de que L sea acotado inferiormente implica el

resultado de existencia y unicidad.

Veremos a continuacién que 1.3.1 y 1.3.2 valen también si A, B y C son su-
ficientemente pequenas (aunque no sean acotadas); en consecuencia, para cualquier
L como en el teorema 1.3.1 existe un intervalo maximal I = [0,%5) tal que ambos
resultados son validos para L, para cualquier ¢t € I. Si I es acotado, se ve en forma

inmediata que ¢(t) — oo cuando ¢t — g .

TEOREMA 1.3.5
Sean O € C! 2<p<oo y L: W?P(Q,R®) — LP(Q, R®) el operador dado

por

LX =AX + AX, +BX,+CX

en donde los coeficientes A, B,C € LP(Q, R**?) verifican:
i) [|Allp ¥ IBll, son suficientemente pequesias.

ii) ||C||, es suficientemente pequeria.

Entonces, dadas f € LP(Q, R®), ¢ € W2P(Q, R?), el problema de Dirichlet

LX=f en §
X=¢ en 00

tiene solucién unica en W2P(Q, R®).

Ademds, si se reemplaza la condicién ii) por
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ii’) C <0 (es decir, Cz.z <0 para todo z € R®)

el problema tiene a lo sumo una solucion.

Demostracion

En primer lugar, observemos que L est4 bien definido, puessi X € W2?(Q, R®),
por la inmersién de Sobolev (Teorema 1.2.3), X y sus derivadas primeras resultan
continuas, y entonces AX ,+BX,+CX € L?. Ademas, como en los casos anteriores,

por el Teorema 1.3.1, existe una tnica solucion al problema

AX +AX ., +BX,+CX=f en
X=¢ en 00

y queda definido el operador T : W2P(Q, R®) — W?2P(Q, R%), T(X) = X . Ademas,
por el lema 1.3.2 existe una constante ¢ tal que para X,Y € W2?(Q, R®) vale:

IT(X)=T(V)ll2p < el ATX)~T(Y))llp = ] AXu~Yu)+B(Xo =Y )+C(X=Y)|l,

< c(lAllplX s = Yalloo + 1 Bllp [ Xo = Ylloo + IClI1X = Ylloo)

Por inmersién de Sobolev, si ||Allp, ||Bll; ¥ ||C||, son suficientemente pequenas, T

es una contraccién.

Si reemplazamos la condicidn ii) por ii’), y suponemos que X,Y son dos solu-

ciones del problema, para Z = X - Y vale:

AZ+AZ,+BZ,+CZ=0 en
Z2=0 en 0N

Multiplicando por Z de ambos lados e integrando sobre 2, se obtiene:

/AZ.Z+/AZ,,.Z+/BZ,,.Z+/CZ.Z =0

Por la condicién ii’) y la formula de Green, vale

/VZ.VZ < /AZa.Z+/BZ,,.Z

Ademss, por la desigualdad de Holder e inmersiones de Sobolev resulta

| / AZ,2) < / |AL1Z.1.12) < [1All( / 1Z,19219) /9
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, para s = % vale que

para1<q<2ta1que%+%=1.Tomandor= —

N

gﬂzﬁwmwsg/wmwwwfwwrm=g/mﬁW%/wwrm

Ademids, W13(Q, R*) — L%(Q, R®) y entonces vale ||Z||,s < k||Z||1,2 para cierta

constante k, y en consecuencia
| [ 4z.21 < w14l 1212,

Una desigualdad andloga se deduce para [ BZ,.Z, lo que prueba, para [|A|l, y [|B|l,
pequefias, que Z = 0, pues por la desigualdad de Poincaré la norma de W, 2(Q, R?)
es equivalente a la dada por ([ VZ.VZ)!/2.

OBSERVACION

En el teorema anterior, i) y ii) pueden enunciarse en forma mads precisa, mediante

la condicién:

coci(1Allp + I1Bllp + IC1l5) < 1

en donde cy es la constante del lema 1.3.2 para el laplaciano, y c¢; es la constante
correspondiente a la inmersién W?(Q, R®) — CY(Q, R®). A su vez, i) y ii’) equivalen
a la condicidn:

SE(lAll, + I1Bll,) < 1

en donde k es como en el teorema y c es la constante de la desigualdad de Poincaré.

En caso de que valgani) yii’),si A,B y C son acotadas también puede probarse

la existencia:

COROLARIO 1.3.6

El teorema 1.3.1 y el lema 1.3.2 (caso R® ) siguen siendo vélidos para p > 2 si

se reemplaza la condiciéon C < —pu por las condiciones
i) [[All, + ||Bll, es suficientemente pequeria.

i) C<0

Demostracidn

Si Z, € W2P(Q,R®) N WyP(Q, R®) es una sucesién tal que ||LZ,|, — O,

vale que ||LZ,|]2 — 0. De la demostracién del teorema anterior se deduce que
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JLZnZ, < Kk||Za||l}, para cierta k < 0, y en consecuencia ||Z,]l;2 — 0. La

prueba concluye ahora de la misma forma que en 1.3.1 y 1.3.2 (caso R?).

OBSERVACION 1.3.7

El corolario 1.3.6 también vale si se reemplaza i) por

1) c(||Alleo + | Blloo) < 1

en donde ¢ es la constante de la desigualdad de Poincaré. Esto es inmediato,
pues | [ AZuZ+ [ BZ,Z| < (|| Alloo + | Bllo)IIVZ||2]| Z]|2 < (| Alloo + [ Bllo)|V Z1[3

Para terminar este capitulo, veremos que los teoremas 1.3.1 y 1.3.3 no son validos
en situaciones mas generales. En particular, veremos que a diferencia del caso n =1

las condiciones sobre los coeficientes de orden 1 (es decir, las matrices A y B) son

esenciales, atin en el caso C = 0:

EiEMPLO

En este ejemplo exhibiremos cierto 9 € C'! y un operador estrictamente
eliptico LZ = AZ + AZ, + BZ, con coeficientes A, B € L*(, R**?) para los cuales
el problema de Dirichlet

LZ =0 en f2
*
Z=0 en 0N

admite alguna solucién débil no trivial.

Para ello, basta tomar H > 0 constante y ¢ € C*(©, R®) no constante tales
que Hl|lg|loo < 1. Tomando = B, existen (ver [B-C]) dos soluciones distintas
X,Y € Wh%(Q, R®) del problema

AX =2HX, AN X, en
X=g en 0N

Luego,si Z =X -Y vale:
Z=0 en ON

En consecuencia, si consideramos A, B € L?(2, R**3?) tales que

AZy =-2HZ, N\Y,
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BZ,=-2HX.AZ,

la ecuacién (*) tiene solucién no trivial.

OBSERVACION

Del ejemplo anterior se concluye que 2H(}|Xulloo + [|Ys]l0) = ¢, en donde ¢ es
la constante de la desigualdad de Poincaré. En efecto, en caso contrario se cumple
que A,B € L*®(Q, R**?®), y como en el corolario 1.3.6 resulta:

/ L2.2 < —|VZ|P + 2¢H (| Xulloo + |Yalloo) IV 2] < O

lo que es absurdo.
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CAPITULO 2

En este capitulo daremos resultados de existencia para las ecuaciones mencionadas

en la introduccidn, bajo condiciones diversas.

2.1. Problema de Dirichlet asociado a la ecuacién de curvatura media
prescripta

En esta parte estudiaremos la ecuacién

() AX =2H(u,v, X, Xy, Xp)Xu AN X, en
X=g en 0f

en donde H : Q x (R®)® — R es una funcién continua, y 92 € C*!.

Sea X € C'(Q,R®) fija, y supongamos g € W?P(Q, R®) para cierto p tal
que 2 < p < oo. Por el Teorema 1.3.1, sabemos que existe una tnica solucién
X e W2?(Q, R?) al problema

AX = 2H(u,v,f,yu,yv)yu ANX, en
X=g en 0N

Dada la inmersién de Sobolev W2?(Q, R®) — CY(Q, R®), queda definido un

operador, que resulta compacto segun se prueba en el siguiente teorema:

TEOREMA 2.1.1

Sean 2 < p < 0o, g € W>P(Q,R3). Entonces el operador T : C(Q, R®) —
CY(Q, R?), dado por T(X) = X es compacto.

Demostracidn

En primer lugar, probaremos la continuidad de T: dadas X = T(X), Y =
T(Y), se cumple que X =Y en 9. Ademss, por la inmersién de Sobolev y el lema

1.3.2, se obtiene que

X =Yll1e0 SallX = Yll2p < crel AX =Y, =
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2c1c||H(u,v,Y, X, X)X AX, - H(u,v,Y,Y,, Y, )Y, A ?v”p

y la continuidad se sigue en forma inmediata.

Por otro lado, recordemos que la inmersién W2P(Q, R?) — C*(Q, R®) es com-
pacta, por lo cual el teorema quedara probado si vemos que la imagen de un conjunto

acotado es acotada con la norma | ||2,p-

En efecto, sea Xo = T(0). Si || X|1,00 < R, vale:

| X — X0||2.p < cllAX — XO)”p = 2c||H(u,v,Y,fu,fv)Yu /\Yv“p <

2c||H(u, v, f, YmYv)”ivllyu”o-c:”Yv”oe < kR?

para cierta constante k, lo cual completa la demostracion.

OBSERVACION

En la situacidn del teorema, se ve también que ||T(0) — g|l1,00 < c1¢||Ag||p, es

decir, || T(0)]l1,00 < c1(14¢)||g||2,p - En muchos casos podremos suponer que g = T(0)

o, en otras palabras, que g es armonica.

OBSERVACION
Es evidente que si T tiene un punto fijo, vale

__inf_ IY = T(Y)|l1,00 =0
YEC!(Q,R3),Y=g en 30

y también

_ inf _ |AY - 2H(u,v,Y,Y.,Y,)Y, /\70”,, =0
YewW?r(Q,R3),Y=g en 3Q

La afirmacién reciproca no es necesariamente valida, dado que en ningun caso
el infimo tiene por qué alcanzarse. Sin embargo, es facil ver que se alcanza sobre
conjuntos acotados de W2P(Q, R®) N (g + Wy ?(R2, R®)), es decir:

TEOREMA 2.1.2
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) (H) tiene solucién en WP(Q, R®)
ii) Existe R > 0 tal que
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_inf |AY - 2H(u,v,Y,Y 4, Y)Yy AY |, =0
lAY I, <R,Y=g en 9Q

1ii) Existe R > 0 tal que

- inf 1Y — T(Y)|l1,00 =0
IYlh,co<R, Y=g en 8Q

Demostracion

La implicacién i) = 1) es evidente. Para i) = iii), basta observar que si

Y € W2P(Q, R3) verifica que ||AY |, <R, Y =gendQ y g es arménica entonces
I¥11,00 € e1ll¥llzp < 1Y = gllzp + llgllz,p) < c1(cl AT = 9)llp + llgllz,p) <

< c(cR +lgll2,p) = R

Ademas,

Y —=T(Y)|h,00 <allY = T(Y)|l2p < c1cf|AY = T(Y)ll, =

= 1c|AT = 2H(u,, 7, Va, Vo)V u A P,

de donde el resultado se sigue en forma inmediata.

Finalmente, veamos i:1) = 1): consideremos una sucesién Y, acotada en
CYQ,R®) tal que ||Yn — T(Yn)lli,o — 0. Por el teorema anterior, siendo T
compacto podemos suponer que T(Y ,) converge a cierta ¥ en C!(Q,R®). Luego
Y. — Y,y sededuce que Y es un punto fijo de T.

El préximo teorema muestra que, bajo ciertas condiciones, también el infimo
global se alcanza. Antes de enunciarlo, definiremos una nocién de oscilaciéon de la

funciéon H en un punto:

DEFINICION

Sea E un entorno de Y en C'(Q, R®). Llamaremos oscilacién de H sobre Y

en E al valor

oscE(H(?)) = sup ||H(u,v,)_(,7u,7v) - H(u,v,?, ?u,?,,)n,,
X€eE

19



Es claro que si E es acotado entonces oscg(H(Y)) < oo: por ejemplo, se cumple
que oscg(H(Y)) < 2||H||

temente grande.

o fxk Para cierto conjunto K C (R®)® compacto suficien-

A continuacién veremos que si T(Y) esta suficientemente cerca de Y y tanto
H como oscg(H(Y')) son suficientemente pequenos en un entorno de Y , la ecuacién

(H) tiene solucién. Mds precisamente:

TEOREMA 2.1.3

Sean 2<p< oo, g€ WPP(Q,R®) y T,c1,c como en el Teorema 2.1.1. Dada
Y € C(Q, R®), definimos

R(Y) =Y = T(Y)ll1,c0

kYY) = sup |H(w, v, X, Xu, Xo)Y ullp + | H(% 0, X, X o, X o) X olp
IX-Yl, <R

Supongamos que para cierto R > 0 se cumple que

%,c (Rk(?) + oscg, 7y (HT))ITu A ?,,||°°) < R- R(Y)

Entonces existe al menos una solucién de (H) en la bola cerrada Bgp(Y) C

C\(Q, R?).

Demostracion

Como vimos en el Teorema 2.1.1, para X =T(X), Y = T(Y), vale

X = Yl1oo < 2¢16]| H(wy 0, X, Xy Xo) Xow A Ko = H(w, 0,7, ¥, Vo) Pu AT, <

< 2cic(|H(u, v, X, X o, Xo)(Xu A Xy =Y, /\?,,)”,,
+HI(H(u,v, X, X0, X0) = Hu,v,Y,Yu,Y,))Yu AY, ) =
2c1c(|H(%,0, X, X, Xo)(Xu =Y )A Xy + Y A Xy = Y))llp
+I(H(uyv, X, X0, Xo) — Hu,v,Y, Y, Y)Y, AY ;) <
2c1¢(||H (u, v, X, X, X o) Xo|[p[1 X w — Yulloo
+HIH(x, 0, X, X, Xo)Y u[lp1 X0 = Yolloo
+|H (2,0, X, Xu, Xo) = Hw,0,Y, Y0, Vo) IpllY « A Y o]lco)
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Luego, si ||X —Y||1,00 < R, resulta

1X =¥ ll1,00 S I1X = Yliyoo + 1Y = ¥ll1,00

< 2¢ (Rk(?) +ose_ 7y (HT)[Tu A ?,,||°°) +RY)<R

Es decir,

T(Br(Y)) C Br(Y)

Ademas, por el teorema 2.1.1, T es compacto, de donde se deduce por €l teorema

1.2.2 (Schauder) que T tiene al menos un punto fijo en Br(Y).

OBSERVACION
Claramente, el teorema anterior también es valido si definimos

KY) = SUP| X -7, .. <r 1 (1, 0, X, X o, X)X ullp + 1 H(w,v, X, X0, X )Y ol
Considerando el caso Y = g podemos deducir el siguiente corolario:

COROLARIO 2.1.4
Sea 2<p<oo,ysea g€ WrP(Q, R}) armdnica. Supongamos que para cierto
R > 0 vale, para todo X € Br(yg):

R

2cicl|H(u,v, X, X o, X)X ullp £ =———
1 ” ( ) ”P R+||Vg||1,°°

o bien

R

2 H u, )Y’f“’f" Yu S R+1V9l1 oo
crcl| H (u,v Xolle € FreTie

Entonces existe al menos una solucién de (H) en Br(g).

Demostracidn

Como en el teorema anterior obtenemos, para || X — g|l1.00 < R:

X = g|l1,00 < 2¢1¢||H(u, v, X, X, X)X o /\7,,”,,

Es decir,
X = gll1,00 < 2e1€f H(2, 0, X, X i, X o) Xl 1 X v [l o
S 2CIC”H(U, v, Y, Yuafv)fu”p(}z + "vglll,oo)
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y también

”X - g”l,oo < 2clc||H(u,v,X, )_(uafv)fvllpllfu”oo

S 2C]C”H(U,’U,Y, Yu,yv)YUIIP(R + "Vg”l,oo)

de donde la demostracidn se sigue en forma inmediata.

OBSERVACION
Dadas H € C(Q x (R®)®) g € W?P(Q, R®), podemos considerar los conjuntos:

Sy = {g € W»P(Q, R*)/(H) tiene solucién}

S, = {H € C(R x (R*)*)/(H) tiene solucién}

Es inmediato que Sy y S, son no vacios, pues siempre vale que X es solucién

en los siguientes casos:

i) X =g, con g(u,v)=(ru+sv)A+C con r,s€ R, A,C € R® fijos.

ii) H(u,v,X,X,,X,) =0 en Q, en donde X € W*?(Q, R3) es la tnica funcién
armodnica tal que X =g en 0f).

En los proximos corolarios veremos que si H cumple ciertas condiciones, Sy
contiene otros elementos aparte de los mencionados: mas aun, veremos que Sy es un
entorno del 0 en W2P(2, R®). Del mismomodo, S, es entornode 0 en C(Qx(R%)?%)

para cualquier g (con la topologia usual de convergencia uniforme sobre compactos).

OBSERVACION

Para H constante, un resultado de Hildebrandt [H2] asegura la existencia de
soluciones débiles de (H) bajo la hipétesis |Hl||glloo < 1. Sin embargo, si X es
solucién de (H), Y = X + k es solucion de la misma ecuacion con dato de borde
g + k para cualquier constante k, de modo que la hipétesis de Hildebrandt puede
reemplazarse por la siguiente condicidn, mas débil : |H||lg — k|lco < 1 para alguna
constante k.

De la misma forma, para el caso general probaremos en realidad que bajo las
condiciones mencionadas Sy es entorno de cualquier constante en W“’(Q,Rs).
Observemos que g € Sy si y sélo si ¢ + ¢ € Sy, en donde H (u,v,z,y,z) =
H(u,v,z +¢,y,2).
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COROLARIO 2.1.5

Sean c;,c las constantes de los teoremas anteriores, 2 < p < 00, y supongamos

que

H = sup ||H(u,v,f,fu,fv)||p < 00
XeCY(Q,R3)

Entonces (H) tiene solucién para toda g € WP(Q, R?) armdnica tal que ||Vg||oo <

8cicH -

Demostracidn

Procedemos como en el teorema anterior: para ||[X — ¢||1,00 < R,

| X —gll1,00 < 2CIC”H(ua”afafuaYv)”pnfu”oonfv”oo < 2ccH(R + ”Vg”oo)2

Como vimos antes, para aplicar el teorema de Schauder bastara pedir que 2¢;cH(R+

IVglleo)? < R para algin R, es decir, que la pardbola

1
2 - 2
R+ (29l = 5 R + IVl

tenga alguna raiz positiva. Como se ve facilmente, ésto equivale a decir que el

discriminante (2||Vg|loo — )2 — 4||Vg||%, sea mayor o igual a 0, es decir,

2cicH

\Y% < .
IVollo < s

OBSERVACION

El corolario 2.1.5 prueba en particular que Sy es entorno de cualquier constante
k en W2P(Q, R®). En efecto, basta considerar la aplicacién continua X — g, en
donde g € W*P(Q, R®) es la unica que satisface Ag =0 en Q, g = X en 09,
y luego tomar la preimagen del conjunto {g € W?P(Q, R®) arménica /||Vg|loo <

1
k 2r(Q. R?).
8c1cH}’ entorno de k en W*?(QQ, R®)

El corolario 2.1.5 requiere que la funcién ¢ dada por ¢(X) = H(u,v,X, X4, X )
sea acotada sobre W2P(Q, R®), cosa que claramente ocurre cuando H es acotada.
En caso de que ¢ no sea acotada, un resultado similar puede obtenerse si la oscilacién

de H en g tiene un crecimiento tipo lineal, es decir:
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COROLARIO 2.1.6
Sean ¢y, c las constantes de los teoremas anteriores, g € W2?(Q, R®) armdnica,

2< p < 00, y supongamos que
%0) - H(U,’U,gaguagv)llp < 00

—9”1,00

| (u, v, X, X,
|

O0< H = sup
XeCHQ,R?%),X#g

—h h? + 8hH'||Vg| 0o
+V :;, Vol , ¥ la funcién

Definimos h = ||H(u,v,9,9u,9v)|lp, Ro =

F(R) = (' + £)(R + | Vgllo)?

1
Luego, si f(Ro) < 2ec’ (H) tiene solucién en W*?(Q, R%).
1

OBSERVACION
En particular, si H es una funcién globalmente Lipschitz con respecto a X, X,

y X, (H) tiene solucion para cualquier g suficientemente cercana a una constante.

En efecto, vemos que
2

f(Ro) = (H'Ro + h)(Ro + 2||V¢|loo + 7,

si [|[Vglloo — 0
Por ejemplo, esta situacion se da si H es derivable respectoa X, X, y X, , con

derivadas acotadas, pues por el teorema de valor medio de Lagrange vale:

”H(U’U’Y’Yu’)_{v) - H(u’v’g’gu’gv)”l’ < k“-DI{”m”Y - 9”1.00

para cierta constante k.

Demostracidn del corolario 2.1.6

Como en el teorema anterior, par

”X —9”1.00 S 2C1C(”H(U,U,Y,Yu,._x-v) - H(U,v, g’ guagv)"p

a X -gllho <R

+|H(w, v, 9, 9u, gv)”p)llyu”oollyv”oo <2c1¢(H'R +h)(R+ ”Vg”oo)2
Luego, una condicién suficiente para que (H) admita una solucidn es que
2¢cic(H'R+ h)(R+||Vg|l)? < R
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1
para algin R > 0 es decir, f(R) < 50, Para algin R > 0.
1

El resultado es ahora inmediato, pues un simple calculo muestra que f alcanza
un tnico minimo en el valor

_ =h+/h? 4+ 8hH'||Vy| S
- 4H'

Ry 0

OBSERVACION

Para que valga f(Ro) < 200’ S también necesaria la siguiente condicion:
Cc1C

2|Vg ||k + H'|| V9|2 —
I99llch + H'I Vg1l < 5—

Los dos corolarios anteriores se reformulan si ahora suponemos ¢ fija:

COROLARIO 2.1.7

Sean ci,c las constantes de los teoremas anteriores, 2 < p < oo, g € W2?(Q, R®)
armoénica. Entonces (H) tiene solucion para toda H que verifica cualquiera de las

siguientes condiciones:

—_—— — 1
' o H (w0, X, X, Xo)le < —————— o bi
I)SU‘pYGC‘(Q,Ra) ” (u’v u v)”P = 8CIC||Vg||°° 0 bién

1 . .
i1) f(Rp) < S’ con f y Ry como en el corolario anterior.
C1C

EJEMPLO

Tomando el maximo de los dos valores, podemos suponer h = H', y entonces

-1 14+ 8||Vy|loo
P RV 1

. Luego, la condicidn que debe verificarse es:

f(Ro) = h(1 + %0)(120 12 <

— 2c¢c¢

Por ejemplo, si ||Vg|lcoc =1 basta tomar h < .
27¢c;c

En el siguiente resultado se elimina toda clase de condicién sobre ||g||1,00:

COROLARIO 2.1.8

Sean c,c las constantes de los teoremas anteriores, 2 < p < 00, g € W%P(Q, R®),

¥y supongamos que existen constantes k,Ro > 0 tales que k < 200’ Y
ciC

”Iy(u,vajffj?u’jfv)j?u/\jfv”p3S kI X 111,00
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para todo X tal que || X||1,00 > Ro -

Entonces existe al menos una solucion de (H) en W2P?(Q, R®).

Demostracidn

Sin perder generalidad, puede suponerse que g es arménica. Como en el teorema
anterior, si T(X) = X vale

”X - gIII.OO < 2c1c”H(uava)_(aYua-Yv))—(u A YU”P

Para [|X||1,00 > Ry, resulta

X = gll1,00 < 2¢1¢k]| X ||1,00 < 2e1¢k (|X ~ gll1,00 + [l9]]1,00)

Si ademas || X — g|l1,.00 < R siendo 2¢;ck < 1 se cumple que

| X = gll1,00 < 2c1¢k(R+ ||gll1,00) < R

para R suficientemente grande.

Por otra parte, para || X|[1,00 < Ro vale

IIX - g”],w < 2C]C”H(u, 'l), Y,Yu,fv)fu /\ Yv”p S R’
paracierto R',y el resultado se deduce tomando R > R' suficientemente grande.

OBSERVACION

Como caso particular, el teorema anterior es valido cuando el soporte de H =
H(u,v,z,y,z) es acotado respecto de las dos ultimas coordenadas. También vale,

por ejemplo, en cualquier H de la forma ll{—f:FV'Lkl)-{,—), con ||Hy(u,v, X)|loo < X ||oo -

Veremos ahora un criterio de existencia, similar a un caso particular del teorema

de Leray-Schauder:

TEOREMA 2.1.9

Sea (H,) la ecuacion dada por

i AX =20H(u,v, X, Xy, X)) Xu AN X, en
(Ho X =o0g en 00N
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¥ supongamos que existe M > 0 tal que si X € W?P(Q, R®) es solucién de (H,)
para algin o € (0,1), vale || X||1,00 < M . Entonces (H) tiene solucién en C'(, R3).

Demostracidon

Sea T el operador compacto definido al comienzo del capitulo. Para cualquier
M' > M fijo, definimos el operador T", dado por

TX si |[TX 1,00 < M’
T'X={ MTX

W si ||TX||1,°°>M'

Claramente, T' es compacto, y ademas T'(Bp(0)) C (Bm:(0)). Por el teorema

1.2.2, T' tiene un punto fijo X . Si X no es punto fijo de T, entonces X = oTX ,
M’ ., ,
con 0 = ———— < 1,y X essolucién de (H,). Ademas ||X||1,.o = M', lo que
ITX 1,00
es absurdo.

En la situacién del teorema anterior, no es preciso que todas las soluciones de
(H,) para 0 < o < 1 estén acotadas, si eso ocurre para alguna sucesién de soluciones

de (H,,), con o0, — 1. Mas en general, se tiene el siguiente resultado:

TEOREMA 2.1.10

Sea X, € WH*(Q, R®) una sucesién acotada tal que X, es solucién débil del
problema (H) para ciertas H, € C(§ x (R*)®),R), g» € W2P(Q, R®) tales que
H, — H y g» — g. Entonces (H) tiene solucién en W??(2, R®) para H y g¢.

Demostracion

En primer lugar, observemos que X, € W2?(Q, R®), ya que si Z, es es el inico
elemento de W2?(Q, R®) que verifica

AZ, =2H,(u,v,Xn, Xn,, Xn,)Xn, AN Xn, en
Zn=gn en 0N

se cumple débilmente que A(Z, — X,)=0 y como Z, — X, =0 en 0, se deduce
que Z, = X,.

Por otra parte, por compacidad podemos suponer que TX,, — X € C'(Q, R?).
Ademés, A(TXn — Xn) =

2(H(u,v, Xn, Xnyry Xny ) Xn, A Xn, — Ho(u,v, X0, Xn,, Xn,)Xn, A Xn,) — 0
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uniformemente en 0, de donde
ITXn — Xall1,00 < lg = gnll1,00 + 1e(|A(TXn — Xn)llp, + |A(g = gn)ll;) — O

En consecuencia, X, — X en C!(Q, R®) y luego TX = X .

OBSERVACION

Bajo ciertas condiciones (ver [B-GJ]) se sabe que si X es una solucién débil de
(H), entonces X € C(R, R®) N C?(, R®). En el teorema anterior hemos visto que
si X € Wh(Q, R®) entonces X € W%P(Q, R®). Veremos a continuacién que con

algunas hipétesis adicionales, resulta X € C*(Q2, R%).

TEOREMA 2.1.11

Sea X € W1*°(Q, R®) una solucién débil de (H), y supongamos, para cierto
k>0, que OQ € C*¥2e H € C**(Q x (R®*)*,R) g € C**2%(Q, R®) para algiin
a,con 0 < a<1. Entonces X € C¥*28(Q, R®) para todo 8 < .

Demostracidn

Caso k = 0: por inmersién de Sobolev y el teorema anterior, para cualquier p
tal que a <y <1 — % vale X € W2?(Q,R%) — C“(Q,R®). En consecuencia,
tomando v = g resulta AX = f € CP(Q,R®). Por el teorema 6.14 en [G-T), la
ecuacién AZ = f en 2, Z = g en O tiene solucién tnica en C*4(Q, R%), y el

resultado se deduce entonces de la unicidad en el teorema 1.3.1.

El caso general es ahora inmediato, por el teorema 6.19 en [G-T].

Para finalizar esta parte, estudiaremos al conjunto S C C(Q x (R®)3, R) x
W2r(Q, R*) definido por

S={(H,g) € C( x (R*)?),R) x W»P(Q, R*)/(H) tiene solucién}

Es inmediato verificar que
1) S y S° no tienen puntos aislados, ya que si (H,g) € S, vale por ejemplo
que:

i) (Heyg+¢) € S, en donde H. es la funcién definida por H¢(u,v,z,y,2) =
H(u,v,z + ¢,y,2)
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ii) (Ha,ag) € S en donde H, es la funcién definida por Hy(u,v,z,y,z) =

1

EH(u,v, g, %, 2) En efecto, si X es solucién de (H) para (H,g), ¥ = aX es
solucién de (H) para (Hq,ag).

OBSERVACION

Como caso particular de ii), si H es par respecto de las ultimas tres coordenadas,
vale que (H,g) € S < (—H,—g) € S, es decir, sobre el conjunto de las H pares

S resulta simétrico con respecto al origen.

2) S es unién numerable de cerrados: claramente, puede pensarse a S como
unién de los conjuntos Sy = {(H,g) € C(Q, R®) x W??(Q, R®)/ (H) admite una
solucién X € W2?(Q, R?), con || X||2,, < M}.

La prueba de que Sy es cerrado es inmediata, por el teorema 2.1.10.

3) S es entorno de (0,k) para todo k € R, por el corolario 2.1.5.

El préximo teorema muestra condiciones suficientes sobre Hy para que un punto

(Ho,go) sea interior:

TEOREMA 2.1.12
Sea (Ho,g0) € S, y sea Xo € W2?(Q, R®) una solucién de (H) para (Hy,go)

tal que se verifica alguna de las siguientes condiciones:
1)oscpp(x,)(Ho(Xo)) < X para ciertos R y A suficientemente pequerios, y
1
| Ho(u,v, Xo, Xo,,Xo0,)Xo.|loo + [[Ho(u,v, Xo,Xo,,Xo,)Xo,|lec < 20 0 donde c

es la constante de la desigualdad de Poincaré

ii) Hy es continuamente derivable en los puntos (u,v, X, Xo,, Xo0,) con respecto
a X, X, y X,,yvale

a) C >0, en donde C es la la matriz definida por

cY = (%(Uav,xo,Xo“,Xov)Y)Xon A Xo,

b) |Allec 4+ |Blloo < 1, en donde las matrices A, B € C(Q, R**?) se definen por:

H
AY = —Q(Ho(u,v,Xo,Xou,Xo“ )Y A XO., + (gTo(u,’U,Xo,Xou,Xou )Y)XO., A XO.,)
0H,
BY = ~2(Ho(u, v, Xo, Xo,, Xo,)Xo, AY + (522(4,%, X0, Xo,, X0,)¥ )Xo, A Xo,)

y ¢ es la constante de la desigualdad de Poincaré.
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Entonces (Hy,go) es un punto interior de S .

Demostracion

Consideremos el par (H,g) con ||g — goll2,p < 8 ¥ ||[H — Holloo,x < § para
cierto compacto K que contiene a Xo(2 + Bgr(0). Encontrar una solucién X de

(H) equivale, tomando Y = X — X, a encontrar una solucién de la ecuacién

AY =2H(u,v,Y + Xo,(Y + Xo)u, (Y + X0)o)(Y + Xo)u A (Y + Xo)»
—2H0(u,v,Xo,X0u,Xov)X0u /\Xo" €en Q
Y=¢g-90 en 0N

Definiendo el operador S(Y) = 2Ho(u,v, Xo,Xo,,Xo,)(Xo, A Y, + Yu A Xo,),
esta ecuacién se transforma en:

LY =AY — S(Y) = 2H(u,v,Y + Xo,(Y + Xo)u,(Y + X0)»)Yu A Y,

+2(H(u, v, Y+X0,(Y+Xo)u, (Y+Xo)v)—Ho(u,‘U,X0,X0u,Xou))(Xou/\Yv+Yu/\Xov)
+2(H(U,U,Y+Xo,(Y+Xo)u, (Y-I-Xo),,)—Ho(u,v,Xo,Xou,Xou ))XO., /\Xo” = F(Y)

Si vale i), podemos en forma aniloga al teorema 2.1.1, definir T(Y) = Y en
donde Y es la tnica solucién del problema LY = F(Y) en Q, Y =0 en 0. El
operador L satisface las hipdtesis de la observacién 1.3.7, T es compacto, y ademas

vale para ||Y||1,00 < R y cierta constante ¢y que
IT(¥)li1,00 < llg = goll1,00 + c1co(IL(T(Y)lp + IL{g = g0)ll5) < k6 + crcollF(Y)l,

para cierta constante k. Por otro lado, escribiendo

H(u,v,Y + Xo,(Y + Xo)u, (Y + Xo)») — Ho(u,v, Xo, Xo,,Xo,) =
H(u,v,Y + Xo,(Y + Xo0)u, (Y + Xo)o) — Ho(u,v,Y + Xo, (Y + Xo)u, (Y + Xo)»)
+H0(U,'U,Y + XO, (Y + XO)u,(Y + XO)v) - HO(U,U,XO, XO.,)XO.,)

obtenemos que ||F(Y)|l, < k1R? + k2(6 + A)R + k3(6 + \) para ciertas constantes
ky, ks, ks, y entonces | T(Y)|1,00 <R si A, Ry § son suficientemente pequerios.
Por otro lado, si Hp es continuamente derivable respecto de X, X,, X, podemos

escribir para cada (u,v) €Q, Y =X — X, € C}(Q, R®):

OH
HO((u,vi‘X’Xu,XU) - HO(U,U,X(),X()“,XOU) = a_;(u,v,XO,XO.‘sXO.,)Y
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6H O0H,
O(u v, X0, Xo,,Xo,)Yu + °(u v, Xo, Xo., Xo,)Ys + %(Y)
y es facil verificar que ”;ll)}(,” Mo — 0 para Y — 0. Entonces, la ecuacidén se
1,00

transforma en

0Hy

L'Y = AY = S(Y) - 2(55 (u,v, Xo, Xo,, X0, )Y

6 O0H,
6X (u v, Xo,Xo ,Xo )Y + ax

=2H(u,v,Y + Xo,(Y + Xo0)u, Y + X0)u)Yu A Y,

(u v Xo,Xo XOU)YU)X()“ /\XO.,

+2(H(U,U,Y+X0,(Y+Xo)u,(Y+Xo)v)—Ho(u,‘U,Xo,Xou,Xov))(Xou /\Yv+Yu/\Xou)
+29(Y)Xo, A Xo, = F'(Y)

Si vale ii), el operador L'Y = AX + AY, + BY, — 2CY satisface las hipdtesis
de la observacién 1.3.7 y, como antes, se define un operador 7" : Y — Y. Para
IY]I(1,00 £ R, usando el teorema de Lagrange para acotar H(u,v,Y + Xo,(Y +
Xo)u, (Y + Xo)v) — Ho(u,v, Xo, Xo,, Xo,), se deduce que

I7' (P 1,00 < llg = goll1,c0 + k16 + k26R + k3 R®

para ciertas constantes ki, k2,k3. Tomando é§ y R adecuados, el resultado se sigue

inmediatamente.

OBSERVACION

En el teorema anterior, parte ii), el resultado también valdria por el teorema 1.3.1
bajo la condicién 2C > p para cierto p > 0 suficientemente grande. Sin embargo,
es facil ver que esta condicion nunca pude verificarse. En efecto, si para (u,v) fijo
escribimos CY = ((hy, ha, h3)Y )(z1,22,23), tomando Y = (1,¢,0), de la condicidn
2CY.Y > uY.Y se obtiene que (hy + thy)(z; + tz2) > 0 para todo t. Esto implica
que 0 > (h1zo + hozy)? —4hyhozi22 = (h122 — haz1)?, lo que es absurdo. El mismo
razonamiento muestra también que la condicion C > 0 implica que h;x; = hjz;, y
que h;z; > 0 para 1 < 1,5 < 3,y un simple calculo permite ver que estas condiciones

necesarias son también suficientes.

Condiciones analogas al teorema 1.3.1 pueden plantearse en caso de que A, B €
CY(Q, R) (por ejemplo, si Hy y X, son de clase C? ), pues entonces el operador L'
se escribe: L'Y = AY + (AY )y + (BY ), — (2C + Ay + B,)Y . Como [((AY), +

31



(BY),)Y = — [ AYY, + BYY,, una condicidn suficiente para que valga el teorema
es que 2C + A, + B, > p para algin p > (|| Alleo + | Blleo)? -
También se pueden reemplazar las hipdtesis sobre A,B y C por la condicién de

que el dominio § sea suficientemente pequerio.



2.2. Ecuacion de curvatura media para superficies no paramétricas

Buscaremos ahora soluciones de la ecuacién
2 2 _
1+ uy)uu + (14 ui)uyy — 2uzuyusy =

(NP) 2H(z,y,u,uz,uy) (1 + |Vu|2) ?en Q
u=g¢g en 0N

en donde H :  x R® — R es una funcién continua, y 9 € C!»!.

Procederemos como en la primera parte de este capitulo, para lo cual efectuare-
mos una linealizacién del problema definiendo, para v € C'(2, R) fija, el operador

L,: W2?(Q,R) — L?(Q, R) dado por

Lou=(1+ vz)u" +(1+ vi)uyy — 20, vyuzy
El operador L, es estrictamente eliptico, ya que sus autovalores son a3 =1 y
ay =1+v2 +02.
Antes de enunciar un resultado andlogo al teorema 2.1.1 debemos verificar que

la constante del lema 1.3.2 para el operador L, puede elegirse de modo tal que sirva

en un entorno de v:

LEMA 2.2.1

Sean v € C'(,R), 2 < p < oo. Existe entonces Ry > 0 y una constante
¢ = ¢(v) tal que si |Vv — V|| < Ry entonces

lfullz,p < ellZoullp

para toda u € W2?(Q, R) N W, P(Q, R) .

Demostracion

Claramente, el operador Ly satisface las hipotesis del lema 1.3.2, y entonces
existe una constante ¢ tal que |u|2, < ¢||Lwu|, para toda u € WZP(Q, R) N
Wy ?(Q,R).

Luego, podemos escribir Lyu = L,u — Lyu + Lyu, y vale:
1
I Zoullp 2 | Zzullp = (Lo = L)ully 2 Zllull2p — (Lo = Ls)ullp
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Siendo
(L = Ly)ull, = ”(Uj - 7532/)“2: + (v — 75 uyy = 2((vz = Vz)vy + Va(vy — Ty))uzyllp

se obtiene que ||(L, — Lg)u(lp, < 4([|[Vvlloo +IVV]oo)IVV = V| oollull2,p < 4(2|7]]0o +

1
Ro)||Vv — V7| o|lu|l2,p ¥ basta tomar Ry tal que (2||V9||eo + Ro)Ro < i
OBSERVACION

El lema anterior muestra que la constante c¢ del lema 1.3.2 para el operador Ly
puede elegirse de modo tal que ¢ : C'(Q, R®) — R resulte una funcién semicontinua
superiormente. Para ello, basta observar que si ¢, es una sucesion decreciente de
constantes que satisfacen la desigualdad del lema 1.3.2 para Ly entonces ¢ = limc,
también la satisface. En consecuencia, puede elegirse ¢ = ¢(¥) minimo, y la funcién
asi definida satisface lo pedido.

Notemos también que si U es constante, ¢(v) = ¢(A) y en el lema 2.2.1 alcanza

1
dir R < —
con pedir Ry < —

Por el teorema 1.3.1, estamos ahora en condiciones de definir, para 7@ € C!(, R)
fija, g € W2P(,R) (2 < p < ), el operador T : C*(R, R) — C(Q, R) dado por

T% = u, en donde u es la unica solucién del problema

3

{ Leu = 2H(z,y,%, Tz, Ty) (1 + |Vﬁ|2) : en
u=g¢g endf

Sea @ € C'(Q, R) fija. Por el lema anterior, para o € Bg(%) con R suficiente-

mente pequerio, se cumple, siendo u =Tu, v =T7v:

v —ullz,p < ellLa(v = u)llp < e(liLwv — Laullp + |(Zz — Ly)u)l|»)

Como ya hemos visto, ||(Lz—Lw)u)llp < k|[o—ll1,00l[u[|2,, para cierta constante

k = k(u), y también vale

[
I

|Lgv — Lzully = 20 H(z,,5,5:,5) (1 +1Val')* - H(z,4,7,3,3,) (1 + 18" * Iy

3
S 2”(H($’ yaﬁ')vz’vy) - H(.’l‘, yiﬁaﬁ.liﬂy)) (1 + |VU|2) ”P

HH 7,77 (14 1997) - (141922) P,
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Por la inmersién W2?(Q2, R) — C!(Q, R) se obtiene que T es continuo; mas aun,
siendo T(Bg(%)) acotado en W2P(, R), resulta compacto en C!(§, R®). Hemos

probado, entonces:

TEOREMA 2.2.2

T:CY(R,R) — C'(Q, R) es un operador continuo, localmente compacto.

El siguiente teorema da condiciones suficientes para la existencia de soluciones en
un entorno de cierta %y € C'(Q, R). La oscilacién de H en un punto % € C!(Q, R)

se define en forma analoga al caso R®.

TEOREMA 2.2.3

Sean 2 < p< oo, g€ W»P(Q,R) y T,ci como en el teorema anterior. Dada
%o € CY(Q,R), sean Ry y ¢ = ¢(up) como en el lema 2.2.1y uo = T(dy) . Definimos:

R(@o) = |[@o — woll1,00

k(ﬁo) = "_ _S.ll':‘p <R ”(ﬁy + ﬂoy )uoz.l: + (ﬁx +ﬂoz )uoyy ”P + 2(”ﬁyu0:y ”P + “t_[o.t uozy “P)
U—Uglr, 0 S

Supongamos que para cierto 0 < R < Ry se cumple que
205¢B (o) H(T)(1 + (| Vo |loo + R)?)*/ 2+
(BB @)1 +(IViallo + RY /(2 Vol + B) + k(o)) R < ——(R ~ R(@0))
Entonces existe al menos una solucién de (NP) en Bgr(%,) C C*(Q, R).

Demostracion

Sea u tal que ||T — Uoll1,00 £ R, y sea u = T(u). Se verifica entonces que

lt = Tolls 0 < R(@o) + [ — toll1,c0 , v ademés
[l — uoll1,00 < crellLa(u — wo)llp < cre(llLww — Luyuollp + [|(Lw — Ly Juollp)
Es claro que ||(Lg — Ly, )uollp < k(%o )R, y también se cumple que
3 2
L;u—Lgouo = 2H(:l:,y,'(_£',t_£',;,l—iy) (1 + |Vﬂ|2> —2H($,y,ﬁo,ﬁoz,ﬁov) (1 + |Vﬁo|2)
2
=2(H(z,y,4,%s,8y) — H(z,y, %o, To,, o, )) (1 + |V'ﬂ|2) +
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— —  — 3 — —
2H($’ y’anuoriuoy)é(l + a)1/2(|vu|2 - |Vu0|2)

para cierto a entre |Va|® y |Vi|®.

Siendo |V¥|leo < ||VWslleo + R, se cumple por hipdtesis que

llv — woll1,00 £ R — R(%o),

es decir,
[l = %oll1,00 < [lv = 2oll1,00 + [0 = Toll1,00 < R
El resultado vale entonces por el teorema 1.2.2 (Schauder).

En la situacién del teorema anterior podemos ver que si Uy es constante, k(up) <
kR para cierta constante k, de donde se deduce que la existencia de soluciones
cercanas a Up estd asegurada cuando R(ug) y la oscilacién de H sobre %, son
suficientemente pequefias. A su vez, una condicién suficiente para que R(%,) sea

pequerio es que lo sean g—up y H(z,y,%u,0,0) como lo muestra el siguiente teorema:
TEOREMA 2.2.4
En la situacidn del teorema 2.2.3, con Uy constante, supongamos

H(R) = oscppuq) H(@o)(1 + R?)*/? + || H(z,y,%0,0,0)||, < aR

. 1 ) .,
para cierto R < Ry y cierto a < 3o Entonces (NP) tiene solucidn para toda
ciC

g € W»P(Q, R) armdnica suficientemente cerca de Ty .

Demostracidon

Basta observar que siendo Ly, = A y ¢ armoénica, resulta ||up — g|l1,00 <

2¢1¢||H(z,y,To,0,0)||,, y entonces, para ||[g — Up|l1,00 < R vale
llu —Toll1,00 < ||u — uol|1,00 + 2¢1¢||H(z,y,%0,0,0)|l, + |lg — Toll1,00
Como %y es constante, vale
lu — oll1,00 < €c16(208¢B g (m0)H (TWo)(1 + R?)%/% 4 k, R?)

para cierta constante k; y el resultado se verifica tomando R y ||g — Wo||1,00 sufi-

cientemente pequenos.

En particular, para H = 0, el teorema muestra que existe una solucién cuando

g estd suficientemente cerca de cualquier constante. Como no hay ninguna condicién
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sobre la curvatura de OS2, se ve que el resultado de no existencia mencionado en
la introduccién (ver [G-T], corolario 14.13) no vale para || ||1,00. Sin embargo, el
mismo resultado muestra que no es posible hallar en este caso un teorema analogo a

2.1.8, en el cual no se pide ninguna condicién sobre ¢ ni sobre la curvatura de 92.

OBSERVACION

Para = B,y g constante, sea r = 22 + y? y supongamos que H = H(r,u).
En tal caso se pueden buscar soluciones de la forma u = v(r), y la ecuacién se

transforma en el siguiente problema de ecuaciones ordinarias:

, { 2rv" 4 20" 4+ 4r(v')® = H(r,v)(1 + 4r(v')?)3/?

v(l)=g
. . 1 14+u . ., T
Por ejemplo, si g = R H(r,u) = m se obtiene la solucién v(r) = 5 que
2? 4 y?

corresponde a la solucién u(z,y) = del problema original. En el préoximo

capitulo veremos también que u es la tnica solucién en C'(Q2, R).

Enunciaremos ahora un resultado de regularidad, cuya demostracién es analoga

a la del teorema 2.1.11:

TEOREMA 2.2.5

Sea u € W2P(Q, R) una solucién de (NP), y supongamos, para cierto k > 0,
que OQ € C¥t2 He CH*(Q x R*,R),y g € C**2*(Q,R) para 0 < a <1 — %
Entonces u € C**22(Q, R).

Para finalizar el capitulo veremos un resultado similar al teorema 2.1.12. El
conjunto S se define, al igual que en el caso paramétrico, como el conjunto de pares

(H,g) tales que (NP) tiene solucién.

TEOREMA 2.2.6
Sea (Ho,g90) € S, y sea ug € W2°°(Q2, R) una solucién de (NP) para (Hy,go)

tal que se verifica

1) 05¢BR(uo)(Ho(uo)) < A para ciertos R, y A apropiados.
o bien

ii) Hy es continuamente derivable en (x,y,uo,uo,,uov) con respecto a u,u; y
uy, y vale ﬂ(ar,y,ug,uo:,uo”) >0

Ou
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Entonces (Hy,go) es un punto interior de S .

Demostracion

Sea (H,g) en un entorno de (Hp,go). Buscamos una solucién de (NP) para
(H,g), lo que equivale a encontrar u € W2?(Q, R) tal que

Luu - Luouo = 2((H(a:,y,u,u,,uy) - HO('T, y’uaur,uy))(l + |Vu|2)%+
2 (Ho(:z:,y,u,ux,uy) — Ho(z,y,uo,uo,, uo, )) 1+ |Vu|2)%+
2Ho (2, , w0, w0, uo, ) (1 +[Vul’) = (1 + [Vuo)})

Ademais, si z = u — ugp, vale

3
2

(1 + |Vu|2)% _ (1 + |Vu0|2) =3 (1 + |Vuo|2)% VuoVz + $(Vz)

1$(V2)llo

con _||V—z||_ — 0 para Vz — 0, y entonces podemos definir para cada z un
o o]

operador eliptico M, de modo que resulte

(i

M.z = Lyu — Ly,uo — 6Ho(z,y, %o, %o,, %o, ) (1 + |Vuo|2) VuoVz
Observemos también que
L,u— Ly uo=(1+ uz)z” + (1 + ui)zyy —2uguyzry+

(uy + uo, o, 2y + (uz + o, )uo,, 2z — 2uo,, (Uz2y + uo, 22)

y el problema se resuelve de la misma forma que en los casos anteriores, definiendo
para Z = u — ug fija un operador compacto T : Z — 2z a partir de la ecuacién

Mzz = F(Z), z = g — go en 0§2. Bajo la condicién ii), se emplea el hecho de que

OH,
Ho(z,y,u,uz,uy) — Ho(z,y, uo, uo,, %o, ) = a—;(r,ymo,uo,,uo,)z
H OH
+%u_:(x, yaUOauoz,uOy)zf + 67:(2:, Y, Uo, Uo,, Uo, )zy + ¥1(2)

y entonces el operador T" se define a partir de la ecuacién
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OH H
Mzz = Mzz — Q(ﬁ(x,y,uo,uo,,uo,)z + g—u:(l',y, uo, Yo, , Yo, )%z

0H,

3
o w0, 0w, )2y) (L4 [Vul) = F/()

Es facil verificar que los operadores Mz y M. satisfacen las hipétesis necesarias
para que se cumplan 1.3.1 y 1.3.2, dado que uo € W2°(Q2, R) y entonces todos los

coeficientes son acotados. En el caso ii), ademas, el término de orden 0 es cz =
0H 3 ) . :
—23—0($,y,uo,u0,,u0,) (1 + |Vu|2) z, que satisface por hipétesis ¢ < 0.
u

Finalmente, escribiendo Mzz = Myz — (Mz — Mp)z se prueba en forma andloga
al lema 2.2.1 que la constante del lema 1.3.2 puede en ambos casos elegirse de modo
tal que sirva para todo Z en cierta bola Bgr(0), y la demostracién concluye (por

ejemplo, en el caso ii)) observando que si z € Br(0) vale

lzll1,00 < ll2 = (g = g0)ll1,00 + llg = goll1,c0 < Ellg = goll2,p + crell F'(Z)ll5

para cierta constante k.

De los dos 1iltimos teoremas se obtiene:

COROLARIO 2.2.7

Sean (Hop,g0) € S, 0Q € C*>*, Hy € C*(Q x R*,R) y go € C**(Q, R) para
cierto 0 <a<1- g Sea uo € W2P(Q, R) una solucién de (H) para (Ho,go) tal
que se verifica i) o 1'1'1)) del teorema 2.2.6

Entonces (Hg,go) es un punto interior de S.

OBSERVACION
Algunos de los teoremas de esta seccion se prueban de manera mas sencilla si se
. 1
considera el operador Qz = —————— Ly
H
(1 + |Vﬂ|2)

OBSERVACION

Es claro que también los teoremas 2.1.9 y 2.1.10 pueden reescribirse para el caso

(NP).
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CAPITULO 3

En este capitulo daremos algunos resultados de unicidad para las soluciones
obtenidas en el capitulo anterior. Tanto en el problema (H) como en (NP), veremos
que en ciertos casos las soluciones son aisladas en C'(Q, R®) y CY(Q, R) respectiva-
mente, y bajo ciertas condiciones adicionales se puede demostrar la unicidad global.

En particular, esto ultimo vale en (NP) para el caso H constante.

3.1. Unicidad local para (H)

Bajo ciertas condiciones, el operador T definido en el capitulo anterior resulta
una contraccién en cierta bola T -invariante B, lo que asegura entonces por el teo-
rema 1.2.1 que T tiene exactamente un punto fijo en B. Como hemos visto, en el
capitulo anterior, la condicién T(B) C B es suficiente para determinar la existencia
de soluciones, de modo que ahora veremos Unicamente condiciones para asegurar la

unicidad.

Para abreviar, diremos que H es Lipschitzen Y € C'(®, R®) si existe R>0 y
k = k(R) tales que

”H(U,‘U,Z, Zu’Zv) - H(u)v) Y’Yuayl’)”l’ S k”Z - Ylllyoo

para todo Z € Br(Y).

TEOREMA 3.1.1

Sea Y € C'(Q, R®), y supongamos para R > 0 que H es Lipschitzen Y con
constante k = k(R). Sean

h(?) = sup ”H(u’vafafuafv)llp
XeBr(Y)

oY) = k(| VY llo + R)* + H(Y)(2|VY [l + R)
Entonces, para X € Bp(Y) vale

IT(X) = T(Y)|l1,00 < 2¢1¢e(Y)|X = Y100
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En particular, si Y es solucién de (H) y 2c1cc(Y) < 1, Y es tinica en Br(Y).

Demostracion

Dado X € Bg(Y), se cumple que

IT(X)=T(Y)|l1,00 < c1¢ll2H (1,0, X, X 4, Xo) X uAX s —2H (1,0, Y, Y, Y )Y, AY ||,

< 2c1c(I(H(w, v, X, Xuy Xo) — Hu,v, Y, Y 0, Y )Xo A X,
HHw, v, Y, Yo, Y ) (X =Y )A Xy + Y A(X o =Y )y

Ademass, si 2¢cjcc(Y) < 1,y X #Y € Br(Y) son puntos fijos de T resulta
IX =Y|l1,00 < IX = Y}l1,00 , o que es absurdo.

Siendo ||VX|loo < |VY |leo + R, vale ||T(X) — T(Y)|l1,00 < 2¢1¢e(Y)|X = Y100 -
Y

OBSERVACION

En particular, cuando H = H(u,v) vale ¢(Y) = ||H|[,(2]|VY|loc + R) para
cualquier R. Luego, cualquier solucién Y tal que VY es suficientemente pequefio
es aislada.

En el siguiente corolario se ve que si ¢ es cercana a una constante se puede

asegurar la existencia de una solucién aislada cercana a g¢:

COROLARIO 3.1.2

Sea a € R®, y supongamos que H es Lipschitz en Bpg,(a) con constante k.
Entonces (H) tiene una solucidn aislada para cualquier ¢ € W2?(Q, R®) armdnica

tal que ||g — al|1,00 es suficientemente pequerio.

Demostracidn

Si|lg—alhi =R < %ﬂ, entonces Bgr(g) C Bpr,(a) y como en el teorema

anterior vale, para X,Y € Bpr(g), que

IT(X) = T(¥)llh,00 < 2c16¢()IX ~ Y00

con ¢(g9) = k(||V9|leo + R)? + 2h(9)(||Vg|loo + R) — 0 para R — 0. Por otra

parte,

IT(X) = gllh,00 = IT(X) = T(a)ll1,00 < 2e1¢c(9)[ X — all1,00 < 4cr1¢c(9)R

y se deduce que T es una contraccién en Br(g) para R suficientemente pequertio.
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El siguiente teorema muestra la unicidad local de las soluciones bajo otras condi-

ciones:

TEOREMA 3.1.3

Sea Xo € CY(Q,R®) una solucién de (H) tal que se cumple alguna de las sigu-

ientes condiciones:

i) H es Lipschitz en Xy con constante pequefia (mds precisamente: para todo

Z en un entorno de Xy y clerto 6 <1, vale

6
H(u,v,Z,24,2Z,)—H(u,v,Xo,Xo,, Xo, < Z—Xol|1.00
” ( ) ( 0 0 0 )”P 2C]C(X0)”X0“”°°”X0v"°°" 0”1,
para cierta constante ¢(Xy) ), y
1
”H(u’v’X()’XOuaXOu)XOu”OO + ”H(U,’U, XO,XO..,XO., )XO..”oo < %

en donde c es la constante de la desigualdad de Poincaré.

ii) H es continuamente derivable en los puntos (u,v, X, Xo,,Xo,) con respecto
a X, X, y X,,yvale

a) C >0, en donde C es la la matriz definida por
CY = ( (u v XO,XO.,,XO )Y)Xou /\XO.,
b) || Alleo +[|Blloo < %, en donde las matrices A, B € C(Q, R**?) se definen por:

AY = —2(H(u,v,Xo,Xou,Xov)Y A XO., +(

ax Xo., Xo,)Y)Xo, A Xo,)

BY = —2(H(u v Xo,Xou,Xo )Xo /\Y—I—( (u v XO,XO.,,XO )Y)XO., /\Xo )

y ¢ es la constante de la desigualdad de Pomcare.

Entonces X, es aislada en C'(, R®)

OBSERVACION

De acuerdo con el teorema 2.1.12, bajo las mismas hipdtesis se verifica que (H,g)
es un punto interior de S. También en este caso se pueden eliminar algunas condi-

ciones si el dominio (0 es suficientemente pequerio.

Demostracidn del teorema
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Supongamos que X es otra solucién de (H), es decir, que Y = X — X es solucién

de la ecuacién
AY = 2H(u,v,Y 4+ Xo,(Y 4+ X0)u, (Y + X0)u (Y + X0)u A (Y + Xo)o
—2H(u,v, Xo, Xo,, Xo, )Xo, A Xo, en
Y =0 en 0N

Definiendo el operador S(Y') = 2H(u,v, Xo, Xo,, Xo, )(Xo, A Y, +Yu A Xy, ), resulta:
LY =AY - S(Y)=2H(u,v,Y + Xo,(Y + X0)u, (Y + Xo0)u)Yu A Y,
+2(H(u,v, Y+ X0,(Y+X0)u, Y +Xo)o)—H(u,v, Xo, Xo,,Xo,))(Xo, AY,+Yy AXp,)
+2(H(u,v,Y + Xo,(Y + Xo)4, (Y + Xo)») — H(u,v, X0, X0, , X0, )Xo, N Xo,

Como en el teorema 2.1.12, si vale i), L satisface las condiciones de la observacién

1.3.7 de donde se obtiene para 0 < R = ||Y||1,00 pequefio:
R< e1e(Xo)|ILY |l < kR* + 6R

para cierta constante k. Tomando R — 0 se obtiene que 1 < §, lo que es absurdo.

Esto muestra que X es aislada.

Por otro lado, si vale ii) escribimos

H((U,U,Y + Xo,(Y +X0)u,(Y +X0)v) - H(U,U,Xo,Xou,Xov) =

OH

OH
8—X(u’ v, Xo, Xo,,Xo,)Y + BT(U’ v, Xo, Xo,,Xo,)Yu

OH
+a—Xv(U,v,Xo,Xo..,Xo.,)Yv + ¢(Y)

y el resultado se deduce en forma anéloga empleando el operador

L'Y =AY — S(Y) — 2(g—§(u,v,X0,Xou,Xov)Y

+

OH oH
X (U, vaX07X0.,,X0.,)Yu + aT(u'lv,XOaXO.nXOU )YU)XO., A XO.,

OBSERVACION

En particular, el teorema anterior es valido cuando H = H(u,v), si H(u,v)Xo,

y H(u,v)X,, son suficientemente pequerios.
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APLICACION

Observando que la prueba de unicidad local del teorema anterior es valida en
Whe(Q, RN W22(Q, R®), podemos deducir que si g es armdnica y valen (ademds
de i) o ii)) las hipdtesis del teorema 3.1.2 en [M], entonces g es un minimo local de

la funcional Dy .
3.2. Unicidad global para (H)

TEOREMA 3.2.1

Sea Xo € C'(R, R®) una solucién de (H) tal que H es continuamente derivable

con respecto a X, X, y X, y vale alguna de las siguientes condiciones:

1) Hu,v, X, Xy, Xo)Xu, Hu,v,X, Xy, Xy)Xo, y |DH||oo son suficientemente
pequerias para todo X € C'(Q, R?).

ii) C(Z) > 0 paratodo Z € (R3)® en donde C(Z) es la la matriz definida por
C(2)Y = (2 (w,0,2)¥)Xo, A Ko, ¥ Alle +[|Bllc < L, para

A(X,2)Y = —2(H(u,v,X, X0, X,)Y A Xo, +( (u v, 21,22, 23)Y)Xo, A Xo,)

H
B(X,2)Y = —2(H(u,v, X, Xu, Xo)Xu AY + (ST(u,v, 21,24, 23)Y )Xo, A Xo,)

¥y ¢ es la constante de la desigualdad de Poincaré.

Entonces X, es tnica en C'(Q, R®).

Demostracidn

Se procede en forma similar al teorema 3.1.3: si Xo,X € CY(Q, R®) son dos
soluciones de (H), para ¥ = X — X, vale:

AY — 2H(u,v, X, Xu, Xo) (Yo A Xo, + Xu AY,)

—2(H(u,v,X,Xu,X,,) - H(U,U,Xo,Xou,Xov))Xou A XO., =0

Ademads, Y =0 en 02, y por el teorema de Lagrange podemos escribir, para (u,v)
fijos: H((u,v, X, Xu,Xy) — H(u,v, Xo, Xo,, Xo,) =

0H OH 0H

a—X(u,’v,Zl,Zg,Za)Y'l' (U v, ZI,ZQ,Z;;)Y + 6X (U v, ZI,ZQ,Z;;)Y
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para cierto valor intermedio Z(u,v) = #(X,X,,X,) + (1 — t)(Xo, Xo,,Xo,), con
t = t(u,v) € [0,1]. Siendo las derivadas de H continuas, se puede elegir ¢ medible
(por ejemplo, basta tomar ¢ minimo), es decir, tal que Z € L*=(R,(R*®)%), y entonces
resulta LY =0, Y =0 en 0N para cierto operador L que satisface las hipdtesis de

la observacién 1.3.7. En consecuencia, ¥ =0.

OBSERVACION

Es evidente que el teorema también vale empleando H(u,v,X,X,,X,)X, y
H(u,v,X, Xy, X,)Xo, -

Por ejemplo, las hipdtesis del teorema se satisfacen para H = %X , con

H, suficientemente pequefia. En particular, cuando ¢ es constante el resultado es
inmediato pues en tal caso para cualquier solucion X, tomando ¥ = X — g vale
AY — 2H(u,v,Y,Y,,Y,)Y, AY, = 0 y basta pedir entonces |[H,||2 < 1, en donde ¢

c
es la constante de la desigualdad de Poincaré.

Recordemos ademas que para esta clase de H el corolario 2.1.8 garantiza también la
existencia de una $olucion para cualquier g, aunque no la unicidad, pues la condicién

de que H, sea pequeria depende de g.

En cualquier caso, aunque no valga la unicidad global, el teorema 3.2.1 permite
asegurar que una solucion unica en algin conjunto “grande” en el cual se verifican las

hipdtesis requeridas.

3.3. Unicidad local y global para (NP)

Para el problema (NP) obtendremos teoremas similares a 3.1.1, 3.1.3 y 3.2.1. En
estos tltimos dos casos, como ocurre en el teorema 2.2.6, debemos pedir la hipdtesis
adicional uo € W2°°(Q, R). Dicha hipétesis no es necesaria bajo las condiciones del

teorema 2.2.5.

TEOREMA 3.3.1

Sean Wy € CY(Q,R), Ry y ¢ = c(T) como en el lema 2.2.1, y supongamos que
H es Lipschitz en Uy con constante k = k(R), R < Ry. Definimos

a = ||Vt |le

h= sup ”H(ma yvﬂaﬁzaﬂy)"l’
©€BR(uo)
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t= ma.’c{ ||T(Uo)zz ”pa ||T(50)yy ||pa ||T(50):y ||p’ }

en donde T es el operador definido en el capitulo 2. Entonces
IT(Z) ~ T(@o)ll1,00 < 2¢1¢(k(1 + a®)*/?

+3h(1+ (a + R)*)"/*(a + R) + 2(2a + R)t)||7 — %o ||1,00

Demostracidn

Dada u € Bp(up), sean u = T(u), up = T(up) el resultado se demuestra

acotando como en el teorema 2.2.3:

[l = woll1,00 < ere(llLau = Laouollp + [|(Lw = Lz, Juollp)

OBSERVACION
En particular, si Ty es constante, a = 0, y entonces vale que || T(%)—T(%o)||1,00 <
2¢ick|[@w — T||1,00 para R suficientemente pequenio. Es decir, si 2¢c;ck < 1 existe a

lo sumo una solucién de (NP) cercana a % .

TEOREMA 3.3.2
Sea ug € W2°(Q, R) una solucién de (NP) tal que se verifica

i) H es Lipschitz en uo con constante k < en donde c¢ es

1
2c1c(14][VuollZ,)3/2
cierta constante que depende de uy .

o bien
ii) H es continuamente derivable en (z,y,uo,%o,,%0,) con respecto a u,us y
OH
uy, tal que E(x,y,uo,uox,uoy) >0

Entonces uqy es aislada en Cl(ﬁ, R)

Demostracidn

Sea u € C!(Q,R) otra solucién de (NP). En forma similar al teorema 2.2.6,

escribiendo z = u — ugp se obtiene:

3
M,z := Lyu — Ly uo — 6H(z,y,u0, %o, Uo,) (1 + |VU0|2) F VuoVz =

3
2

2(H(z,y,u,uz,uy) — H(z,y,uo,uo,, o, )) (1 + |Vu|2>
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+2H(z,y,uo, uo,, Up, W(Vz)

Luego, si vale la condicién i) y |[z]|1,00 = R es suficientemente pequenio, la constante

¢ del lema 1.3.2 para M, se puede elegir independiente de z, y vale:
R <cicllM.z|lp < 2c1¢(kR (1 + (]| Vuolloo + R)?)? + k1 R))

para cierta kj(R) — 0 cuando R — 0. El resultado es inmediato pues por
3
hipétesis 2cick (1 + [|[Vuo||%,)? < 1.

Si en cambio vale ii), la deduccién es similar, empleando el operador

H
M)z:=M,z— Z(a—(x,y,uo,uoz,uoy )zz
Ou,

H oH .
+g—w($,y,uo,uo,,uo,)zy + E(m,y,uo,uoz,uou )z) (1 + qu|2) 2
OBSERVACION

La demostracién anterior es valida también en W1 °(Q, R) N W22(Q, R). Esto
es claro, pues la constante del lema 1.3.2 para el operador M, (o M, ) sirve para z

en un entorno de 0 con la norma || ||1,00 -

TEOREMA 3.3.3
Sea uo € W3°°(Q, R) una solucién de (NP), y supongamos que H es continua-

mente derivable respecto de u,u; y uy, y vale Bu >0
u

Entonces ug es tinica en C!(Q, R)

Demostracion
Sea u € C'(Q, R) otra solucién de (NP). Por el teorema de valor medio, para
z = u — uo sabemos que

Q(z) = H(a:,y,u,u;,uy) - H(m,yaUO»UO,,UO,) =

OH
—(I, yaalaa2,a3)z +

Ou

H
(1"’ y)alaa2,a3)zz + aT(xay,al;a2aa3)zy
y

H
Ou,

3 3

R(z) = (1 + |vu|2)’ _ (1 + |vu0|2)’ =3 (1 + |ﬂ|2>%ﬂVz
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para ciertos a € L%®(Q, R?), B € L>(, R?). Luego, vale:

$(2) = Luu — Luguo = 2Q(2) (1 + |Vul*) * = 2H(z,y,uo, o, , 40, )R(z) = 0

El operador S satisface las hipétesis del teorema 1.3.1, y siendo z = 0 en 9Q se

deduce que z =0.

OBSERVACION
Supongamos que Q2 € C**(Q,R), y que H € C*(Q x R® R) satisface las
hipdtesis del teorema anterior.

Consideremos los conjuntos:
My = {ue W2P(Q,R)/(1 + ui)u“ + (1 + u)uyy — 2uzuyusy,

= 2H(z,y,u,uz,uy)(1 + |Vul*)*/? en Q}
Sy = {g € W»P(Q, R) armdnica / (NP) tiene solucién en W*?(Q, R)}

Claramente, My es cerrado en W*?(Q, R), pues vale My = F~'(0) para cierta
F : W?P(Q,R) — LP continua. Ademas, por el corolario 2.2.7 Sy es abierto en
el subespacio cerrado A~!'(0) C W2P(Q,R). Por los teoremas 1.3.1, 2.2.5 y 3.3.3,
queda definida una aplicacién biyectiva A : My N C?**(Q,R) — Sy N C**(Q,R),
que asocia a cada u la dnica g armdnica tal que u = g en OS2 Del mismo modo que

con el operador T del capitulo 2, es inmediato verificar que A\ es continua, pues
[A(u) = A(W)llzp < M) —u—(A()=v)ll2,p +u—2ll2,p < cl|Au—Av|l2p+[|u =22,

En realidad, también puede pensarse a A como la restriccion de una aplicacion lineal
A W2P(Q, R) — A~Y(0) que resulta continua y suryectiva (y luego, abierta).
Veamos que )\ es un homeomorfismo: para ello, basta considerar una sucesion
gn — ¢, y observar que si A(u) = ¢, siguiendo el procedimiento del teorema 2.2.6
para todo n suficientemente grande una solucién U, € Bpg,(u) del problema con dato
de borde g, . Por unicidad, %, = u,, y ademads se ve en el corolario mencionado que

R, — 0 cuando ¢, —g — 0.

Empleando el teorema 6.6 y el corolario 3.7 de [G-T], la misma demostracién
puede hacerse directamente con la norma de C%*(Q, R®), bajo la hipétesis adicional

de que las derivadas de H sean de clase C*.
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Como consecuencia inmediata de la observacién anterior, vemos que si H es
tal que (NP) tiene solucién para toda g, My N C?*(R, R) es homeomorfo a un
subespacio denso de A~!(0). En particular, es conexo por arcos. Por el teorema
14.14 de [G-T], obtenemos el siguiente resultado para superficies no paramétricas

minimales:

COROLARIO 3.3.4

Supongamos que 9 € C**(Q, R) tiene curvatura media no negativa en todo

punto.

Entonces el conjunto
{ue C**(Q,R)/(1+ ud)uss + (14 ul)uyy — 2uzuyuzy =0 en Q}

es conexo por arcos en W2?(Q R).

El mismo resultado (es decir, que el conjunto de superficies no paramtricas de
curvatura media H es conexo por arcos) vale en general bajo ciertas condiciones
adicionales para H , como consecuencia de [G-T], teorema 16.10. En particular, para
H constante el resultado se verifica si la curvatura H' de 99 verifica la relacién:
H' > 2H . El mismo resultado puede generalizarse a hipersuperficies en R", si se
cumple la condicién: H' > g_ill ([G-T), corolario 16.11).
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CAPITULO 4

En este capitulo sumergiremos el problema (H) en una familia de problemas

(H AX =2tH(u,v, X, Xy, X)) Xu A X, en
t X=g en 0N

y mostraremos una forma de construir, a partir de una solucién X, de (H,), una
solucién X para t = to + € para cierto € apropiado. Como ( Hy ) tiene solucién, el
método permite encontrar una sucesion de soluciones para 0 = t9 < ¢; < t2...; en
particular, si t§y > 1 para algin N, se podra deducir que (H) tiene solucién.

Por simplicidad, consideraremos tnicamente el caso H = H(u,v). Notemos que
en este caso, si HX,, y HXp, son suficientemente pequeiios (o §2 es suficientemente
pequeno) la existencia de X estd garantizada por el teorema 2.1.12; lo que mostrara el
método aqui desarrollado es que X puede obtenerse como el limite de cierta sucesién

convenientemente definida.

4.1 Un método iterativo

El método mencionado esta basado en un procedimiento (ver [Hs], " The Newton

Embeding Procedure”) que permite hallar soluciones de

Au = tf(u) en
u=g en 0N

para 0 =ty < ... < ty = 1 definiendo, a partir de una solucién ug para cierto tq,

una sucesién u, dada por los problemas

Auntr = (to + €)(f' (un)(¥nt1 = un) + f(un)) en
Unt1 = ¢ en ON

Tomando € pequeiio, y bajo ciertas condiciones para f, es facil verificar que
la sucesién asi definida converge a cierta u que resulta solucién del problema para

to+ €.
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Observemos, en este caso, que los procedimientos de punto fijo aplicados en el
capitulo 2 (es decir, definiendo un operador T : ¥ — u ) nos permiten asegurar la

existencia de soluciones bajo condiciones diferentes a las de [Hs], por ejemplo:

i) f continua tal que |f(z)| < k|z| para cierta constante k suficientemente
pequeia y todo |z| > M para algin M.
i1) f es Lipschitz con constante suficientemente pequefia. En este caso, el prob-

lema tiene solucién unica, que se obtiene por recurrencia.

4.2 Aplicacién al problema (H)

Sean H € LP(Q,R), g € W*?(Q, R?), para 2 < p < o0, y supongamos que Xg

es solucién de Hy, para cierto ig.

Para cierto ¢ > 0, definimos por recurrencia una sucesién X, , dada por los

problemas:

AXn+1 = 2(t0 + f)H(Xnu A (Xn+lu - Xnv) + (Xn+1.. - Xn..) A Xn.,
+Xnu A Xnu) en Q
Xnt1=9 en ON

Por la observacién 1.3.7, si (to+€)HX,, y (to+€)HX,, sonsuficientemente pequefios
(o Q es suficientemente pequerio) la sucesion estd bien definida, y ademés vale, para
Zn+1 = Xn+1 - Xn:

AZpty — 2(t0 + G)H (Xn., A Zn+1u + Zn+1“ N Xn.,) = 2(to + G)HZn“ A va
Por otro lado, Z,4+; = 0 en 952, de donde se deduce que
1 Zn+1ll2,p < 2¢(Xn) | Hlp(to + €)1 ZallT 00

en donde ¢(X,) es la constante provista por la observacién 1.3.7 para el operador
L,Z =AZ—2(to+e€)H(Xn, NZy+ Zy, A X,,). Concluimos entonces que

1Zn41ll2,p < 2e(Xn)| Hllp(to + €)cil|Znllz,

en donde ¢, es la constante de la inmersién W2?(Q, R®) — CY(Q, R®), y por in-

duccién se demuestra facilmente que

2" —1 n—j
1Za+1ll2.p < (2 H]p(to + €} Zl2,p) 1Z1ll2p J] (X%
1<j<n
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Por otro lado,
AZ, — 2(t0 + G)H (XO.. A Zl., + Zl., A XO.,) = QEHX()" A XO.,

y entonces
1Z1ll2,p < 2¢(Xo)[| H]pell Xo, A Xo, [loo

Resumiendo, obtenemos:

PROPOSICION 4.2.1
2" —
1Zn+1llz,p < (4I1H[%(t0 + e)clec(Xo)l| Xo, A Xo,lloo)”
2¢(Xo)l|Hllpell Xo, A Xolloo [T e(X5)*"
1<j<n
En particular, si vale la condicién

(*) ¢n < ¢ paratodo n

entonces [],¢;<n C(Xj)2"-j < ¢*"~1 de donde se obtiene, para n > 1:
1Zasilzp < (4B (0 + )2ec?|Xo, A Xo, lloo)® ™ 20 HllpeclXo, A Xo,llo
Luego, basta elegir ¢ de modo que
C(e) = 4l H[[5(to + e)ciec? || Xo, A Ko, [leo < 1

pues entonces X, converge a cierta X € W2?(Q, R?), y claramente X es solucién
de ( H to+e )

Veremos ahora que si € es suficientemente pequeno, se cumple la condicién
(*). En rigor, primero deberemos establecer cierto R > 0 de modo tal que en
BRr(Xo) valgan las condiciones de la observacién 1.3.7, y encontrar ¢ de modo tal
que la sucesién X, permanezca en Bpr(Xo) (y esté en consecuencia bien definida).
Veamos que en tal caso (*) se cumple necesariamente: de la misma forma que en el
capitulo 2 mostraremos que eligiendo ¢(X) minimo resulta semicontinua superior-
mente con la norma || ||1,00, ¥ €n tal caso es acotada en cualquier conjunto acotado
de W??(Q, R®) (pues es compacto en C'(Q, R®)). En efecto, dado X € Bpr(Xo)
fijo, si

LxZ=AZ -2(to+e)H(XuANZy+ Z, N Xy)
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se cumple , para ||¥ — X|[1,00 < Ro, Z € W2P(Q, R®) N W, P(Q, R?):
1

> - - >
Ly Zlp > 1Ex 2l = 1Ly = Lx)Zl 2 (375

— kRo)lIZ|l2,p

Como ¢(Y) es minimo, se deduce que #Y) > ﬁ — kR, Esto muestra que si

t > c(X) vale t > ¢(Y) para Ry suficientemente pequeno.

Podemos suponer entonces que vale (*), y obtenemos:

1Xnt1 = Xollzp < 3. 1Zkllo < 20 HlpeclXo, A Ko o1+ 3 C(e* )

1<k<n+1 1<k<n
Luego,
" - 1=C*
[ Xnt+1 = Xoll2,p < 2[|H][pec]| Xo, A A°”||°°1——C'(e)
es decir,
€
Xny1— X <2||H Xo, AN X —_—
[Xns = Xollap < 21H el Xo, A Ko, oo 7= g3
En consecuencia, bastara tomar e tal que
€
2 Xo, AN X — <
I lellXo, A Xo, llooT—755 < B

pues en tal caso X, € Bgr(X,) para todo n.

OBSERVACION

El mismo método puede emplearse a partir del sistema

(H AX =2H(u,v, X, Xy, Xo) Xu AN X, en §2
“1x =tg en 00

Como en el caso anterior, ( Hy ) tiene solucién, y a partir de una solucién de
( H., ) se puede construir una solucién para to + €. En este caso, para garantizar la

convergencia puede elegirse ¢ de modo tal que

C(e) = 2¢|| Hllpcie(l + k)llgllz,p < 1

e(1+ K)ligll2,p
T—cle -

en donde k = 4ce1 || H||p|| Xoll1,00 -

Notemos que en ambos casos, si €y satisface las condiciones propuestas, entonces

también € para todo € < ¢ .
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CAPITULO 5

En este capitulo estudiaremos existencia y unicidad de soluciones para ciertas

ecuaciones ordinarias semilineales.

5.1. Un caso particular

En la introduccién hemos mencionado al problema u"” + VG(u) = P(t) en donde
P : R™ — R™ es periddica. Este problema fue resuelto para ciertos casos por
Lazer y Ahmad [Ah)], [L], quienes probaron que si G € C?(R™, R) y existen matrices
simétricas A, B tales que A < G"(y) < B para todo y € R™ y ndmeros naturales
N que verifican
NE <M S < (Ni+1)°

con A\ KA <+ <A,y #1 S p2 <0+ < pum los respectivos autovalores de A y

B, entonces existe una tnica solucién del sistema.

Es facil verificar la unicidad bajo otras condiciones para G; por ejemplo, si
VG < 0 (es decir, (VG(u) — VG(v))(u —v) < 0 para u # v). En general, existe a

lo sumo una solucién para la ecuacién
u" +ru' + N(u) = P(t) en (0, )
con P: R™ — R™ continua, N < 0 y condiciones de Dirichlet
u(0) =u(a)=0

o bien periddicas

u(0) — u(a) = v'(0) —u'(a) =0

En efecto, si u y v son soluciones de la ecuacién, entonces (u — v)" + r(u —
v) + N(u) — N(v) = 0. Multiplicando ambos miembros por u — v e integrando, se

obtiene:
- [w=-o+3 [(w=v2r+ [0 - Mo - =0
y el resultado es inmediato.
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La misma idea puede aplicarse cuando G € C*(R™,R),si G"(y) < 0 para todo
y € R®, pues si u,v son dos soluciones, se define para cada t € (0,a) fijo la funcién

¢(s) = VG(su + (1 — s)v)(u — v). Luego vale, por el teorema de Lagrange, que
(VG(u) = VG(v))(u - v) = (G"(B)(u —v)) (v —v) <0

para cierta § = f(t) € L*=((0,a), R™).
Observemos que esta demostraciéon de unicidad no es aplicable bajo las condi-
ciones de Lazer-Ahmad pues éstas implican que G"” > 0. Notemos ademés que si X

es solucion del sistema periddico
X'=F(t,X) en (0,a)
X(0) = X(a)
entonces o
/ Ft,X)=0
0
En particular, para la ecuacién de orden n

u™ = f(t,u,...,u®D)

las condiciones periédicas implican que f(t,u,...,u(®*~1) 1 1.

Esto muestra que los resultados de existencia de Lazer y Ahmad implican que
VG es no acotado en cualquier direccién, ya que por la observacién anterior, si u

es la solucién para cierta P debe verificarse que foa VG(u) = foa P, y luego, para

/Oa VG(u) = /Oa Pv

y el resultado se obtiene eligiendo P apropiada. En realidad, este hecho puede

cualquier direccién fija v vale

probarse en forma directa, definiendo r(t) = VG(tv), pues en tal caso r'(t) = G"(tv)v
y como 0 < Av.v < r'(t)v para todo ¢, la conclusién es inmediata integrando ambos

miembros de la inecuacién.

5.2. Situacién general

Nos ocuparemos de los sistemas

X' =F(t,X en (0,a
@) { (¢, X) (0,a)
X(0) = g(X(a))
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endonde FF: Rx R™ — R™ y g: R™ — R™ son continuas. En particular, para
g=kI:
X' =F(,X) en (0,a)
o

X(0) =kX(a)

Sean

Fu= sup  |F(t2)
tef0,a]llzli<M

gm = sup |g(z)|
lzll<M

By denotard la bola cerrada de radio M centrada en 0 en el espacio C([0,a], R™).

TEOREMA 5.2.1
. gM Fu . . . ..
Si == + a— < 1, el sistema (2) admite una solucién en Bjp;. Ademads, si
g y F son Lipschitz con constantes K,, Kr tales que K, + Kra < 1, (2) tiene

solucidn dnica.

Demostracion

Consideremos el operador T : C([0,a],R™) — C([0,a], R™), dado por:

TX(t) = g(X(a)) +/0 F(s,X(s))ds

Claramente, T es continuo (por ejemplo, por convergencia mayorada), y si [|[X|oo <

M entonces .
l9(X(a)) + / F(s, X(s))ds| < gu + aFyt
0

Ademas,
ITX(t2) - TX(t1)| < [tz —t1|Fm

Por Arzelé-Ascoli, se concluye que T es compacto, y siendo % + a% <1, vale
que T(Bpr) C (Bum). Por el teorema de Schauder, se deduce que T' tiene un punto
fijoen By .

Si g y F son Lipschitz con constantes K y Kr, T es una contraccién para

Ky + aKp < 1: en efecto,

ITX(t)-TY(#)| < |g(Xa)——g(Yo,)|+/oa |F(s,X)=F(s,Y)|ds < (Kg+aKp)|X =Yoo
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OBSERVACION

Si g tiene inversa continua, podemos considerar el operador

a
TX(0) = g7(X(0) - [ Fls, X()ds
t
y del mismo modo que en el teorema 5.2.1. se obtienen también soluciones de (2)
reemplazando en las condiciones a ¢ por g~! . En particular, si g es lineal e inversible

tal que ||g|| # 1, el sistema tiene solucion en Bpy para

Fym Fym
+a=—<1 N+a=<1
lgll +a—7 < lg™ Il +a57 <
Por otro lado, el caso g constante es un caso particular del conocido resultado de
existencia de al menos una solucion de una ecuacion ordinaria con dato de Cauchy. El
método empleado anteriormente permite probar también el resultado general: dada
F:Q — R™ continua, con  C R x R™ entorno de (typ,Xo) € R x R™, existe al

menos una solucion del problema

X' = F(t,X)
{X(to) = X,

definida en un entorno de to. En efecto, basta tomar un cubo cerrado C C 2 de

lado 28 centrado en (to,Xy) y una funcién continua ¢ : R x R™ — R™ tal que

¢ =F en C,y ||élloc = |Fllooc,c = M. Luego, para § < 3,% se define en

C([to — b,to + 8], R™) el operador
t
TX(t) = Xo +/ (s, X)ds
to

Como en el teorema 5.2.1, se ve que T tiene un punto fijo X : [to — 8,0 + 6] — C,
y luego vale X'(t) = ¢(¢t,X) = F(¢t,X) para todo t.

Aplicando el mismo método a otro operador, veremos ahora un resultado similar
al teorema 5.2.1, pero que permite en algunos casos encontrar soluciones bajo condi-
ciones mas débiles. En particular, ésto ocurre en el problema (2;), para el cual 5.2.1

no es aplicable para k = —1, pues en tal caso ¥ =1 para cualquier M.
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TEOREMA 5.2.2

Sea g lineal tal que I — g es inversible, y sea B = (I — g)~'g. Consideremos
G = B + ¢I, en donde ¢ es la funcion definida por

1 sit>s
p(t,s) = )
0 sit<s

. F,
y supongamos que para cierto M vale foa |G(t,s)|dsﬁM <1 para todo t. Entonces

(2) admite una solucién en By .

Ademds, si F es Lipschitz con constante I , foa |G(t,s)|dsK < 1, (2) tiene

solucién unica.

Demostracion

Dada X € C([0,a], R™) fija, se define

X0=/ BF(s,X)ds
0

TX(t)=Xo +/0tF(s,X)ds = /OQG(t,s)F(s,X)ds

Como en los casos anteriores, se ve facilmente que T es compacto, y ademas, para
| X||oo £ M vale

|1TX]| oo S/ |G(¢t, s)ldsFpy < M
0

Por el teorema de Schauder, T tiene un punto fijo en Bjps, que resulta solucién de
(2).

Por otro lado, si F' es Lipschitz,
I7X = TY llw < [ Gt 8)IF(5,X) = F(s,¥)lds < | 16 s)idsKIX - ¥,
0 0

y T resulta una contraccién.

En particular, para (2;) se obtienen las siguientes condiciones, que mejoran 5.2.1
cuando k£ <0:

COROLARIO 5.2.3

Sean k#1 y ¢ =infpmso EAQIL . Entonces el sistema (2) ) admite una solucién

en C([0,a], R™) en los siguientes casos:
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k—
1) |k|21, COI<T1
i) |k|<1l, ca<l—k

En particular, si Mo, 0, entonces para cualquier k # 1 el sistema (2 )

admite una solucién en C([0,a], R™).

Demostracion

Basta observar que vale

G(t,s) = { ]

y un simple célculo muestra que

sit>s

—
Ed II--
Eod

sit<s

b

/ Glt,s)lds < o si [k 21
0 =

[« 4
1 .
/ |G(t,s)lds < —— si|k| <1
0 1-k
OBSERVACION
Si n > 1, la hipotesis VM — 0 no es aplicable a la ecuacién u™ = f(t,u,...,u(""V),
pues en este caso vale EAJ}!‘- > 1 para todo M.

Veremos ahora algunos criterios para obtener soluciones del problema periédico

(9=1).

TEOREMA 5.2.4

Sea X, una sucesidn acotada en C([0,a],R™) tal que

{ X! = Fo(t,Xn) en (0,a)
Xn(0) = gn(Xn(an))

para ciertas g, lineales, F, continuas tales que g, — I, F, — F,y a, — «

(an < a ). Entonces el problema periddico admite una solucién en C([0,a], R™).

Demostracion

Considerando el operador definido en el teorema 5.2.1 para ¢ = I, vale
(TX,) = F(t,Xn) = F(t,Xn) — Falt, Xs) + X,
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y entonces
(TX» — X2)(8) = (TX» — X )(0) + /0 F(s, X») — Fa(s, X»)

Por compacidad, podemos suponer que TX, — X . Ademads, para cierto compacto

K suficientemente grande vale
¢
[ F(6.Xa) = Fa(s, X)) < 6llF = oot — 0
0

y
(TXn—=X3)(0) = Xn(@)—gn(Xn(a@n)) = (I=gn)(Xn(@))+gn(Xn(a)—Xn(ar)) — 0
pues X, es acotada, I —gp, — 0 y X,(a) — Xp(an) = f:ﬂ Fo(s,Xn) —0.

Se deduce que X,, — X, lo que muestra que X es un punto fijode T'.

TEOREMA 5.2.5

Supongamos que el sistema
1
X'==-F(,X) en (0,a)
(3-) r

X(0) = %X(a).

. F,
no tiene solucién en 9B para ningun r € (1,1 + GWM]. Entonces el problema

periédico (r=1) admite al menos una solucién en By .

Demostracion

Considerando el operador compacto definido en el teorema 5.2.1 para g = I,

definimos
{TX si |[TX|loo S M
T"X =] MTX
si [|TX]|oo > M.
T* : Byy — B es compacto, y entonces tiene algin punto fijo X. Si X no
es punto fijo de T', entonces || X|loo =M,y TX =rX,con r = E—%{h
Luego el sistema ( 3. ) tiene una solucién en 0By, y vale 1 <r <1+ a%w , lo

que es absurdo.

OBSERVACION
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F,
Para r = 1+aﬁM , 8.2.2y 5.2.3 muestran que (3, ) tiene una solucién X € By,

de modo que para que el criterio sea aplicable debe cumplirse que || X|lco < M .

EJEMPLOS

i) Sea F' continua tal que F(t,z).z < 0 para todo (t,z) € [0,a] x R™ tal
que |z| = M. En tal caso, para cualquier solucién de (3, ) se verifica que X' X =
%F(t,X).X < 0 cuando |X(t)| estd cerca de M. Siendo X'.X = L(X.X)', se
deduce que si |X(0)] < M entonces | X|lco < M. Por otra parte, si |X(0)| = M,
| X ()| = r|X(0)] > M.

Por el teorema 5.2.5, el problema periddico tiene al menos una solucién en By .

ii) Sea A € R™*™ con todos sus autovalores reales y simples. Para el sistema

lineal X' = AX(t) + b, si X; es una base de soluciones del sistema homogéneo,
Xi(t) = eM'V; y X, (t) = Xi(t/r) es una base de soluciones de

X’:lAX
r

Veamos que en este caso (3;) admite alguna solucién para todo r salvo un
conjunto discreto.
> 1
En efecto, si ) ai(t)X;(t) es una solucién de X' = ;(AX +b) con a;(0) =0,

el sistema 1
X'==-(AX +0) en (0,a)
(37') T 1

tiene solucidn si y sélo si existen constantes ci,...c, tales que
a a

E -X-O-—X-—=E () Xi(—

ct(r t( ) 1(7‘) al(a) 1(7,)

Luego, si (3, ) no tiene solucién, existen ciertos u,(r),...,un(r) (no todos nulos)
tales que Y u;i(r)(rX;(0) — X,-(g—) = 0 y entonces u;(r)(r — /") = 0 para todo i.

Se concluye que ui(r) # 0 a lo sumo para un conjunto de valores aislados de r.

5.3 Unicidad para el problema (2)

En los teoremas 5.2.1 y 5.2.2 hemos visto que si F' y ¢ son Lipschitz con con-
stante suficientemente pequena, el sistema (2) tiene solucién unica. Veremos ahora

un resultado de unicidad bajo otras condiciones:
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TEOREMA 5.3.1

Sean ¢ lineal, F' continuamente derivable con respecto a X, y A(t,z) =
DxF(t,z). Entonces (2) tiene a lo sumo una solucién en cualquiera de los sigu-

ientes casos:

i) lgll <1 y A(t,z) <0 para todo (t,z) € (0,a) x R™

ii) g inversible, ||¢g”}|| <1 y A(t,z) > 0 para todo (t,z) € (0,a) x R™

iii) g isometria, A(t,z) > 0 (o A(t,z) < 0) para todo (t,z) € (0,a) x R™,
z#0.

Demostracion

Sean X,Y soluciones de (2), ysea Z =Y — X. Luego, Z'.Z = (F(t,Y) —
F(t,X))Z, y aplicando para t fijo el teorema de Lagrange a la funcién ¢(u) =
F(t,uY 4+ (1 — u)X)Z se deduce que

(2.2) = 2A(t,%)2.2

para cierto valor intermedio (t). Luego, si vale i) se ve que la funcién |Z| = (Z.2)/?
es decreciente en t, y el resultado es inmediato por ser |Z(0)| = |g(Z(a))| < |Z(a)] .

Para ii) la demostracién es la misma, usando ahora que Z(a) = ¢~!(Z(0)).

Finalmente, si vale iii) |Z| es monétona, y si Z(ty) # 0, entonces Z # 0 en

cierto intervalo I y Z.Z es estrictamente monétona en I. Esto es absurdo, pues

1Z2(0)] = l9(Z(a))| = |Z(e)] -

OBSERVACION

En la situacién del teorema anterior, si ¢ es una isometria las condiciones dadas

sobre A en i) o ii) implican que |Z| es constante.

62



REFERENCIAS

[A] Adams, R. A., Sobolev Spaces, Academic Press, 1975.

[Ag] Agmon, S., Lectures on elliptic boundary problems, Van Nostrand Reinhold,
1965.

[Ah] S. Ahmad: An existence theorem for periodically pertubed conservative
systems, Michigan Math.J. 20 (1974), 385-392.

[A-S] S.Ahmad, J.Salazar: On existence of periodic solutions for nonlinearly
perturbed conservative systems. Differential Equations, pp. 103-114, Academic Press,
Orlando, FL (1980)

[Be] Berger, M., Gostiaux, B., Differential geometry: manifolds, curves and sur-
faces, Springer- Verlag, 1987
[B] Bang-yen Chen, Geometry of Submanifolds, Marcel Dekker.Inc., 1973.

[B-C] Brezis, H., Coron, J., Multiple Solutions of H-Systems and Rellich’s con-
jecture. Comm.Pure Appl. Math 37 no. 2, 1984

[B-G] Bethuel, F., Ghidaglia, J., Improved regularity of solutions to elliptic equa-
tions involving jacobians and applications. J.Math.Pures Appl. (9) 72 no.5, 1993.

[D] Do Carmo, M., Differential geometry of curves and surfaces, Prentice-Hall,
1976.

[Du] Dunford, N., Schwartz, J. T., Linear Operators, Part I and Part II, Inter-
science Publishers, 1963.

[F-M] A.Fonda, J.Mawhin:Iterative and Variational Methods for the Solvability
of Some Semilinear Equations in Hilbert Spaces. Journal of Differential Equations,
Vol 98, 2 (1992).

[G] Giaquinta, M., Multiple Integrals in the calculus of variations and nonlinear

elliptic systems, Princeton Univ. Press, 1983.

[G-T] Gilbarg, D., Trudinger, N. S., Elliptic Partial Differential Equations of
Second Order, Springer-Verlag, 1966.

[H-H] Heinz, E., Hildebrandt, S., The number of branch points of surfaces of
bounded mean curvature, J.Differential Geometry 4, 1970 (227-235)

63



[H1] Hildebrandt, S., Randwertprobleme fur Flachen mit vorgeschriebener mit-
tlerer Krummung und Anwendungen auf die Kapillaritatstheorie. Math.Z.,112,1969
(205-213).

[H2] Hildebrandt, S., On the Plateau problem for surfaces of constant mean

curvature, Com. Pure Appl. Math., 23, 1970, (97-114).

[Hs] Hsiao, George, Lectures on variational methods for boundary integral equa-
tions: theory and applications. Preprint 1998.

[L-U] Ladyzhenskaya, O., Ural’tseva, N., Linear and Quasi-linear elliptic equa-
tions, Academic Press, 1968.

[LD-M1] Lami Dozo, E., Mariani, M. C., A Dirichlet problem for an H-system
with variable H. Manuscripta Mathematica 81, 1-14 (1993).

[LD-M2] Lami Dozo, E., Mariani, M. C., Solutions to the Plateau problem for the
prescribed mean curvature equation. Studies in Applied Mathematics 96, 351-358.

[LD-M2] Lami Dozo, E., Mariani, M. C.,The H-Surface system with constant
boundary values. Aparecera en la revista de la Unién Matematica Argentina.

[L] A. C. Lazer: Application of a lemma on bilinear forms to a problem in
nonlinear oscillations, Proc. Amer. Math. Soc. 33 (1972) 89-94.

[M] Mariani, M.C., Problemas de Contorno para la ecuacién de curvatura media

prescripta. Tesis doctoral, 1992.

[Ma] J.Mawhin, Continuation theorems and periodic solutions of ordinary dif-
ferential equations. Recherches de mathématique 44 (1994), Inst. de Math Pure et
Apliquée, Univ.Cath.de Louvain. Prepublication

[Mo] Morrey C. B., Jr., Multiple Integrals in the Calculus of Variations, Springer-
Verlag, 1966.

[St1] Struwe, M., Plateau’s problem and the calculus of variations, Princeton
Univ. Press, 1988.

[St2] Struwe, M., Variational methods, Springer-Verlag, 1990.

[We] Wente, H.C. The differential equation AX = 2HX, A X, with vanishing
boundary values, Proc.Amer.Math.Soc 50, (1975),131-7

64



	Portada
	Resumen y Abstract
	Agradecimientos
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1
	Capítulo 2
	Capítulo 3
	Capítulo 4
	Capítulo 5
	Referencias

