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Resumen

En esta Tesis estudiamos correcciones cuánticas a la dinámica clásica de valores medios en

teoría de campos. Para ello utilizamos el formalismo de acción efectiva de camino temporal

cerrado, con el cual obtenemos ecuaciones de movimiento reales y causales.

Introducimos una acción efectiva de granulado grueso, que es de utilidad en el estudio de tran

siciones de fase en teoría de campos. Derivamos una ecuación exacta del grupo de renormalización

que describe cómo esta acción varía con la escala de granulado grueso. Desarrollamos distintos

métodos de aproximación para resolver dicha ecuación y obtenemos mejoras no perturbativas para

el potencial efectivo para una teoría escalar zuitointeractuante. Discutimos además los aspectos

estocásticos contenidos en esta acción.

Por otro lado, usando la acción efectiva, hallamos correcciones cuánticas de bajas energías

y largas distancias al potencial de interacción gravitatorio, tratando a la relatividad como una

teoría efectiva de bajas energías. Incluimos el efecto de campos cuánticos escalarcs, espinoriales

y de gravitones. La inclusión de fluctuaciones de la métrica hace que las ecuaciones (le Einstein

semiclásicas dependan dc los parámetros de fijado de medida, y sean por ende no físicas. Resolve

mos este problema identificando como observable físicoa la trayectoria de una partícula de prueba.

Mostramos explícitamente que las ecuaciones geodésicas para dicha partícula son independientes

de los parámetros arbitrarios que aparacen en el fijado de medida.
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Abstract

In this Thesis we study quantum corrections to the classical dynamics for mean values in field

theory. To that end we make use of the formalism of the closed time path effective action to get

real and causal equations of motion.

We introduce a coarse grained effective action, which is useful in the study of phase transi

tions in field theory. We derive an exact renormalization group equation that describes how this

action varies with the coarse graining scale. We develop different approximation methods to solve

that equation, and we obtain non perturbative improvements to the effective potential for a self

interacting scalar field theory. We also discuss the stochastic aspects contained in this action.

On the other hand, using the effective action, we find low energy and large distance quantum

corrections for the gravitational potential, treating relativity as an effective low energy theory.

We include the effect of scalar fields, fermions and gravitons. The inclusion of metric fluctuations

causes Einstein semiclassical equatious to depend on the gauge fixing parameters, and they are

therefore non physical. We solve this problem identifyng as a physical observable the trayectory

of a test particle. We explicitly show that the geodesic equation for such particle is independent

of the arbitrary parameters of the gauge fixing.

Keywords:

Effective action - Quantum field theory - Semiclassical gravity - Quantum corrections - Renor

malization group - Phase transitions - Cosmology
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Capítulo 1

Introducción

El tema general de esta tesis es el calculo de correcciones cuánticas a la dinámica clásica en teoría

de campos. Como punto de partida para analizar la influencia de las fluctuaciones cuánticas,

nos concentraremos en la acción efectiva, la cual contiene toda la información sobre los aspectos

cuánticos del campo. Por un lado, a partir de la acción efectiva es posible hallar los elementos

de matriz de dispersión y estudiar procesos de interacción entre partículas en física de altas

energías. Por otro lado, la acción efectiva permite estudiar la evolución de valores medios de

campos cuánticos, lo cual es de utilidad en distintas ramas de la física, como por ejemplo en

cosmología y mecánica estadística. Para esta tesis es este segundo aspecto el que será relevante.

Un rama de la física teórica en la cual la acción efectiva es de gran utilidad cs la gravedad

semiclásica, en la cual el interés radica en analizar los efectos de campos de materia cuánticos sobre

el comportamiento de campos gravitatorios clásicos Las ecuaciones que rigen la dinámica del

espacio-tiempo incluyendo tales efectos cuánticos se llaman ecuaciones de Einstein semiclásicas,

que tienen como fuente el valor de expectación del tensor de energía-impulso de todos los campos

existentes, y eventualmente también el de las fluctuaciones de la métrica. En ausencia de una

teoría consistente de la gravedad cuántica, la justificación de la aproximación semiclásica se basa

en la suposición de la existencia de un régimen de energías para la gravedad cuántica en el cual el

fondo gravitatorio se comporte clásicamente. Las ecuaciones semiclásicas han sido utilizadas en la

literatura para estudiar distintos procesos físicosen los cuales los efectos cuánticos sobre el campo
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gravitatorio son importantes. Por un lado existe un amplio conjunto de trabajos sobre la evolución

de campos de materia cuánticos en espacio-tiempo curvo, en los cuales se han estudiado con detalle

las soluciones a las ecuaciones semiclásicas Los efectos cuánticos pueden haber sido uno de

los responsables de las características observables de nuestro Universo actual, como por ejemplo

la isotropía a gran escala. Si inicialmente el Universo era anisótropo, la expansión del mismo

tuvo como consecuencia la creación de grandes cantidades de partículas, las cuales “reaccionan”

sobre la métrica del espacio-tiempo a través de las ecuaciones semielásicas. Esto induce términos

disipativos en las ecuaciones para el campo gravitatorio, que finalmente conducen a la disipación

de las anisotropías de partida [3, 4, 5, G]. Otro campo de interés es el estudio de los procesos

cuánticos que intervienen en el colapso gravitatorio y la formación de agujeros negros. Al colapsar

una estrella para formar un agujero negro se produce una perturbación gravitatoria que induce,

por efectos cuánticos de los campos de materia presentes, la emisión de un flujo de radiación con

espectro térmico: el agujero negro no es completamente negro, sino que emite radiación La

temperatura de la radiación es inversamente proporcional a la masa del agujero negro, de modo

que mientras menor sea la masa de éste, mayor será el número de especies de partículas que se

crean: fotones, neutrinos, pares electrón-positrón, etc.

Dentro de los aspectos cosmológicos, el conocimiento della forma exacta de la acción efectiva

en modelos inflacionarios juega un rol fundamental en la descripción de las transiciones de fase

que tuvieron lugar en el Universo temprano. Los primeros estudios de transiciones de fase en este

contexto se hicieron para configuraciones de campo constantes, en cuyo caso la acción efectiva

se reduce al denominadopotencial efectivo Ello permite deducir aspectos cualitativos de la

transición, como por ejemplo decidir si es de primer o segundo orden. Sin embargo, cerca de

la temperatura crítica a la cual se produce la transición, el potencial efectivo resulta insuficiente

para describir los procesos fuera de equilibrio que tienen lugar. En este caso resulta imprescindible

evaluar la acción efectiva para configuraciones dependientes del tiempo, y a partir de ella obtener

la dinámica del parámetro de orden. De esta forma es posible estudiar procesos tales como la

creación de partículas debida a la amplificación de las fluctuaciones cuánticas, la influencia de

dichas partículas sobre la dinámica del infiatón, y la dinámica autoconsistente del espacio-tiempo

[9,10].



En física de altas energias es también de interés estudiar la evolución temporal de valores de

expectación de campos en diversas situaciones. Un ejemplo es la formación y ulterior evolución

de los llamados condensados quirales desorientados que se formarían en colisiones entre núcleos

pesados a altas energías. El plasma de quarks y gluones que se genera en la colisión se enfría al

expandirse y atraviesa la transición de fase quiral de la cromodinámica cuántica. En esta forma se

producen amplias regiones espaciales correlacionadas, donde el condensado quiral tiene valor de

expectación no nulo y está orientado en una dirección incorrecta. El estudio de los aspectos de no

equilibrio de la transición de fase quiral permitiría decidir si durante la evolución se generan inesta

bilidades que afectan a las fluctuaciones cuánticas y producen eventualmente un crecimiento de las

correlaciones y la formación de dominios quirales [11, 12]. Relacionado con lo anterior, es también

relevante el análisis de los aspectos cuánticos y estadístico-cinéticos de sistemas multipartónicos

fuera de equilibrio en física de altas energías. A partir de un formalismo cinético-cuántico basado

en la acción efectiva es posible desarrollar una teoría de transporte para quarks y gluones con el

fin de describir procesos disipativos y dispersivos de sistemas multipartónicos en tiempo real [13].

Todos los casos anteriores tienen en común el hecho de que sólo ciertos grados de libertad son los

relevantes para estudiar la dinámica, mientras que la influencia de los otros grados de libertad sobre

los primeros se considera en forma efectiva. Los grados de libertad relevantes forman el “sistema”

y los irrelevantes “el entorno”. Por ejemplo, en gravedad semiclasica, el sistema de interés es el

fondo gravitatorio, mientras que los campos de materia cuánticos sobre los cuales se integra forman

el entorno, que afecta la dinamica de la métrica. En inflación, el sistema corresponde a los modos

de longitudes (le onda mayores que el horizonte, mientras que el entorno está formado por los de

longitudes de onda menores y por el resto de los campos que se acoplan al inflatón para producir

recalentamiento. En el estudio de las colisiones multipartónicas a altas energías, importa analizar

la dinámica de los modos livianos (excitaciones colectivas de largo alcance), mientras que los modos

pesados (excitaciones de corto alcance) son tratados en forma efectiva, y forman el entorno. Este

proceso de extraer a partir de un número grande, frecuentemente infinito, de grados de libertad

unas pocas variables que capturen la física esencial del sistema completo es típico de la mecánica

estadistica [14]. Allí, a partir del cálculo de la función de partición, y previa identificación de las

variables relevantes del sistema de interés, es posible hacer el promedio sobre los grados de libertad

irrelevantes que forman el entorno. El ejemplo típico es el movimiento Browniano cuántico, en
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el cual se estudia la dinámica de una partícula browniana pesada acoplada a un conjunto de

osciladores livianos [15, 16]. Basándose en la acción efectiva resultante del proceso de promediado

(también conocida como acción efectiva de granulado grueso, o funcional de influencia), se logra

tener en cuenta cómo los grados de libertad integrados “reaccionan” sobre el sistema [17]. Dicho

proceso de separación sistema-entorno resulta en aspectos nuevos para la dinamica del sistema

cuántico abierto. La característica más sobresaliente es la aparición de disipación, por transferencia

(le energia del sistema al entorno, y de ruido, por efecto (le las fluctuaciones del entorno sobre

el sistema. La fuente de ruido puede provenir de fluctuaciones térmicas o (le vacío, y están

relacionadas con la disipación a través (le la relación de fluctuación-disipación. Estos métodos han

sido utilizados para analizar la transición cuántico-clásica mediante el proceso de decolierencia, es

decir la diagonalización de la matriz densidad reducida del sistema por efecto del acoplamiento

con el entorno [18].

El esquema de aislación de un sistema de interés y el tratamiento efectivo de sus interacciones

con el entorno no es exclusivo de la mecanica estadística. La técnica del grupo de renormalización,

usada frecuentemente en teoría de campos y materia condensada, comparte básicamente el mismo

espiritu [19]. Originalmente esta técnica fue introducida mediante la llamada transformación de

bloques de espín, con el objeto de estudiar sistemas de espines en la red [20]. La idea subyacente

es partir (le un sistema microscópico (le espines, identificar un conjunto de grados de libertad

relevantes (bloques de espín), promediar sobre los grados (le libertad irrelevantes (espines en cada

bloque) y deducir finalmente la interacción efectiva entre estas nuevas variables. Se obtiene así un

mapeo entre los parámetros del modelo a dos escalas de promediado diferentes. En este proceso

el granulado grueso es discreto, pero puede generalizarse al caso continuo utilizando la teoría de

campos basada en la acción efectiva. Aquí se integran las fluctuaciones cuya longitud de onda sea

menor que una dada escala, y se obtiene así una nueva acción efectiva (le granulado grueso. La

correspondiente ecuación del grupo (le renormalización describe la manera en la cual dicha acción

varía con la escala. La resolución (le tal ecuación es una tarea formidable, y en general requiere

métodos de aproximación, ya sean perturbativos o no perturbativos.

La presente tesis doctoral esta organizada en la siguiente forma: en el Capítulo 2 presentamos

una revisión de conceptos básicos de teoría (le campos y la definición de la acción efectiva. La for



mulación usual de la acción efectiva adolece de dos problemas fundamentales a la hora de estudiar

la evolución temporal de valores de expectación en teoría de campos. Por un lado, las ecuaciones

que se obtienen no son ni reales ni causales. Por este motivo describimos la denominada acción

efectiva de camino temporal cerrado, apta para describir procesos de no equilibrio. Por otro lado,

en teorías de medida, la acción efectiva usual es una cantidad que depende (paramétricameute) de

la elección de las condiciones de medida impuestas sobre las fluctuaciones cuánticas. Diferentes

elecciones de esas condiciones conducen a distintas acciones efectivas. Más en general, la acción

efectiva usual no es una cantidad iuvariaute ante reparametrizaciones de los campos. Describiinos

brevemente la propuesta usualmente utilizada para tratar este problema en la definición de la

acción efectiva.

En el Capítulo 3 nos ocupamos del primer problema de la formulación usual de la acción

efectiva, y discutimos métodos de aproximación no perturbativos para la acción efectiva de camino

temporal cerrado. Introducimos la acción efectiva de granulado grueso, que es de especial utilidad

para estudiar transiciones de fase en teoría de campos y desarrollamos las técnicas del grupo de

renormalización exacto, que describen cómo varía dicha acción con la escala de granulado. En el

Capítulo 4 se describen métodos de calculo covariantes de la acción efectiva. En la aproximación

a uu lazo eu las fluctuaciones cuánticas, el problema reside en evaluar determinantes funcionales

de operadores diferenciales de segundo orden. Debido a su complejidad, es necesario recurrir

a técnicas de aproximación. Describimos la aproximación (local) de Scliwinger-DeWitt, que es

una expansión en derivadas del campo de fondo, y otra técnica basada en una resumación de la

anterior, que identifica los aspectos no locales de la acción efectiva.

Los capítulos restantes son aplicaciones de la acción efectiva al cálculo de correcciones cuánticas

en relatividad general. Como hemos visto, en gravedad semiclásica se trabaja con escalas de dis

tancias mucho mayores que la distancia de Planck y energías mucho menores que la energía de

Planck, lo cual permite suponer que los efectos cuánticos del campo gravitatorio son despreciables,

y en consecuencia se trata a dicho campo en forma clásica. Sin embargo, esa suposición no es

estrictamente correcta. De acuerdo al principio de equivalencia, todas las formas de materia y

energía se acoplan a la gravedad con la misma intensidad. En particular, ésto también incluye a

la misma energía gravitatoria: un gravitón se acopla a un campo gravitatorio externo al igual que
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cualquier otra excitación cuántica. En consecuencia, siempre que un campo gravitatorio clásico

de fondo produzca importantes efectos que involucren campos de materia cuánticos (por ejemplo,

fotones, ya sean reales o virtuales), también debemos esperar efectos igualmente relevantes rela

cionados con gravitones. Por lo tanto, la gravedad cuántica entra en forma no trivial en todas

las escalas de distancias y energías. En resumen, la cuantización del campo gravitatorio es tan

importante como la cuantización de los campos de materia [21]. A pesar de la complicación que

implica la cuantización de la gravedad, todavía es posible proceder con una descripción semiclásica,

escribiendo a la métrica como un fondo clásico más una fluctuación cuántica (gravitones) que se

propaga en diclio fondo. Este campo de gravitones representa perturbaciones linealizadas en el

fondo clasico, y puede incluirsejunto con los otros campos cuánticos como parte de la materia en

vez de la geometria. Inmediatamente surge un problema con este procedimiento. Debido al hecho

que la constante de acoplamiento de la teoría posee dimensiones, cada nuevo orden en teoría de

perturbaciones conduce a nuevas divergencias que no poseen la estructura de los ordenes ante

riores. Esto hace que la gravedad sea una teoría no renormalizable. Ahora bien, la relatividad

general, como toda teoría física, es necesariamente provisoria, ya que su validez ha sido testeada

experimentalmente para un rango limitado de distancias y energías. Pensando a la relatividad

como una teoría efectiva de bajas energías, la no renormalizabilidad no representa un impedimento

para calcular las correcciones cuánticas más importantes a los resultados clásicos [22].

A modo de ejemplificar los métodos que usaremos para hallar correcciones cuánticas en relativi

dad general, comenzamos en el Capítulo 5 por el estudio de una caso sencillo de electrodinámica

cuántica, correspondiente al apantallamiento de la carga eléctrica por fluctuaciones del vacío.

Seguidamente pasamos al tratamiento semiclásico de la gravedad, y calculamos las'modificaciones

cuánticas al potencial newtoniano por campos de materia escalares y fermiónicos. Finalmente, en

el Capítulo 6 consideramos el tratamiento de la gravedad como una teoría efectiva, y nos ocupamos

del segundo problema de la acción efectiva usual. Siguiendo los mismos métodos del capítulo an

terior, hallamos la contribución de los gravitones a las ecuaciones de Einstein y mostramos que

su solución depende de los parámetros del fijado de medida para las fluctuaciones cuánticas. Por

lo tanto la cantidad calculada no puede ser un observable. Proponemos identificar las cantidades

físicas, y consideramos el movimiento de una partícula de prueba en presencia de gravitones. A

partir del cálculo de la acción efectiva, mostramos explícitamente que las ecuaciones geodésicas



corregidas por efectos cnántieos y el potencial newLoniuno resultan independientes de] fijado de

medida. FinalmenLe en el Capítulo 7 resumimos nuestras conclusiones.





Capítulo 2

La acción efectiva y sus variantes

En este capítulo introducimos algunos conceptos fundamentales de la teoría de campos para

estudiar la evolución de valores medios. Comenzamos con la definición convencional de la acción

efectiva, apta para describir problemas de dispersión. El estudio de la evolución temporal de

valores medios basado en esta acción efectiva presenta dos problemas. Primero, las ecuaciones

de movimiento efectivas no resultan ui reales ui causales, lo cual dificulta la interpretación de las

mismas para describir problemas a condiciones iniciales. Segundo, en el caso de teorías de medida,

tanto la acción como las ecuaciones de movimiento dependen paramétricamente de la forma en

que se fija la medida al integrar las fluctuaciones cuánticas, lo cual implica que dichas ecuaciones

de evolución no son físicas. Como solución al primer problema describimos el formalismo de la

acción efectiva de camino temporal cerrado, apropiado para tratar sistemas fuera de equilibrio.

En cuanto al segundo problema, describimos brevemente el formalismo de la acción efectiva de

Vilkovisky-DeWitt.

2.1 La acción efectiva usual

Con el objeto de introducir la definición usual de acción efectiva nos restringiremos al caso más

sencillo posible, es decir a una teoría (que no sea de medida) para uu único campo bosóuico eu
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espacio-tiempo plano. Consideremos pues un campo (l)cuya acción clásica es S(dJ). La amplitud

de persistencia del vacío en presencia de una fuente clásica J se define como

Z[J]= exp = (D,out|0,in)J= (0,0ut|Texp(%/d4x.7(x)4)u(x))|0,in), (2.1)t L

donde (,b¡¡(a:)es el operador de campo en representación de I-Ieisenberg para la teoría sin fuente,

y 'l‘ es el operador (le ordenamiento temporal. El estado de vacío “in”, |0,in), está definido en

'I, -> —oo, mientras que el estado de .vacío “out”, [0,out), en el futuro remoto. En un contexto

general fuera de equilibrio, como por ejemplo un espacio-tiempo curvo dependiente del tiempo, o

para campos de fondo dependientes del tiempo, ambos estados no son necesariamente equivalentes.

Podemos escribir también una representación de Z[J] mediante integral de camino

ZIJ]= f dexp EL(sul + f ¿Huaral-Ü] , (2.2)

donde la integral funcional es la suma sobre las historias clásicas del campo (fique en el pasado

asintótieo tienen frecuencias negativas (es decir, los modos espaciales de Fourier (le (13tienen una

dependencia temporal de la forma exp(iwt), con w > Ü), y frecuencias positivas (oc exp(—iwt))
1en el futuro asintótico Se asume que la interacción con la fuente se apaga en estas regiones

asintótieas.

Diferenciando la funcional W[J] respecto a la fuente se genera el elemento de matriz del

operador de campo entre estados asintóticos de vacío

= M = (0,0ut|(/¡(:1;)|0,in),,.
( ) (“(97) (0, outIO, in)J (2-3)

Asumiendo que la relación anterior se puede invertir para expresar la fuente J como una funcional

(lel campo (clásico) (p, la acción efectiva usual queda definida como la transformada de Legendre

de la funcional W[J] en la forma

Serra =W[J[«o11— /(143J[<PI(I)<P(I)- (2.4)

l . - . - - . . . . - .
Estas COIldlCIOIICSde contorno son equwalentes a agregar una pequena parte nnaglnana —tccf)¿en la acelón

Clásica, con e > 0.
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A partir de esta ecuación podemos derivar la dinámica para el campo efectivo (p en la forma

¿Sefl‘Pl_ =_J’ (2.5)
¿sp

que expresa las correcciones cuánticas a la ecuación clásica como un problema variacional. En

particular, para J = 0, obtenemos la ecuación dinamica para el campo clásico <p[J= O]en ausencia

de fuentes.

La acción efectiva puede escribirse como la siguiente integral de camino

. i óS.

Serlwl= -mm {f Dqsexp[- (sui —Mes —<P))]}, (2.6)ñ. ¿(p

que es una ecuación integro-diferencial para la acción efectiva, y que posee una solución formal

iñ _1 í
Serlwl= Sltp]- í ¡ndetM )+1‘1[<p]. (2-7)

donde A(:1:,z’) es la segunda derivada funcional de la acción clásica respecto al campo. El segundo

término es la corrección a un lazo, mientras que el tercero representa las correcciones a lazos

superiores. Esta acción efectiva (o acción efectiva “in-out”) es la generatriz de funciones de

vértice de n puntos (diagramas de una partícula irreducible sin líneas externas), incluyendo tanto

sus componentes clásicas como sus correcciones cuantieas. A diferencia de las funciones de vértice

clásicas, que en general aparecen en una cantidad finita y son locales, el número de funciones (le

vértice cuánticas es siempre infinito y son no locales [23]. Utilizando estas funciones de vértice y

las correspondientes reglas de Feynman se pueden calcular todos los distintos elementos de matriz

de dispersión. Es éste el ámbito en el cual la acción efectiva usual tiene sus mayores aplicaciones,

permitiendo el estudio sistemático de procesos de dispersión en la física de partículas.

Es importante remarcar algunos aspectos: por un lado <p[J= 0] es un elemento de matriz entre

estados asintóticos en ausencia de fuente, y es en general una cantidad compleja. Las cantidades

de interés para estudiar evoluciones dinamicas son en cambio valores de expectación de observables

tomados respecto al mismo estado. Por otro lado, la ecuación de movimiento (2.5) no posee una

estructura causal. Por la propia definición de la acción efectiva in-out, la solución a las ecuaciones

efectivas es un problema de contorno (estados asintóticos in y out) en vez de un problema de
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condiciones iniciales. Finalmente, el formalismo usual de acción efectiva sólo permite analizar

situaciones de vacío asintótico - situaciones más generalesI como por ejemplo estados térmicos

asintóticos, no están contenidas.

2.2 La acción efectiva de camino temporal cerrado

Como vimos anteriormente, es conveniente introducir un nuevo formalismo que permita obtener

ecuaciones de movimiento reales y causales para valores de expectación, dado un conjunto de

datos iniciales de Caucliy. Dicho formalismo se conoce en la actualidad con el nombre general

de Seliwinger-Keldysli [2/1]. Versiones no relativistas del mismo han sido aplicadas a problemas

de mecánica estadística y materia condensada. Aquí describiremos la formulación relativista de

teoría de campos para el caso sencillo de un campo bosónico en espacio-tiempo plano.

La idea es analizar cómo evoluciona el estado de vacío 2 in (asociado al estado asintótico en

L—)—oo)en presencia de dos fuentes externas distintas J+(a:) y J. (:v) y comparar los resultados

en una base común {|1/))}en un tiempo futuro T. Defiuamos la funcional Z[J+, J_] como

ZlJ+) J-l = (¿XMÉWl-Ïh J-l) = 23(0, ¡"l1/1)J_<1/)l0,¡11)J+, (2-8)
Wi)

que también puede escribirse en la forma

ZlJ-h J_] = I/wa, ¡“rre-¿1:20 (uf (13mJ_(:c)ib"(:r)|1/))(1/)Te}..-fÏW(ltfrlz'IJ+(:c)4>"(:n)|0)in), (2.9)

donde denota el operador (le ordenamiento antitemporal. Podemos pensar a esta funcional

como la integral sobre un camino temporal cerrado en el plano complejo temporal. En efecto,

dicho camino C se ilustra en la figura 2.1: el camino va desde el vacío in en el infinito pasado

hasta el estado |1/¡)definido sobre una superficie común E dc tiempo constante T en el futuro, en

presencia de una fuente J+ definida en la rama positiva del camino. Luego regresa por la rama

negativa desde T hasta el vacío in en presencia (lc la fuente J_.

2La formulación permite incluir estados más generales descriptos por una matriz densidad p. A lo largo de esta
Tesis nos restringiremos a estados iniciales (le vacío.
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A partir de esta funcional podemos calcular valores de expectación de observables físicos a un

tiempo finito. Por ejemplo, las funciones de Green de 2 puntos

G+4381"): ififififizlj+=L=o =¿(0,¡“ITWI(3)ÓI{(I')|0,ÍH)

6-42.5) = 2‘ÉWZIWJO = «o,in¡T«pH<z)qsu(m’)|o.in)

G+_(z,z') = ¿afiazmïmzlwm No,inlcfiu(w’)<im(x)l0,in)

G—+(a:,a:')=¿figïïffiïzlhwjo =¿(Oaïnlóuülóuüllloiin), (2.10)

que corresponden, en la teoría libre, a los propagadores de Feynman, Dyson, y de Wiglitman de

frecuencias positivas y negativas, respectivamente. En consecuencia, a diferencia de la formulación

usual, en este nuevo formalismo las funciones de Green tienen un nuevo índice, que indica los

posibles ordenamientos temporales a lo largo del camino temporal cerrado. Así, por ejemplo, hay

cuatro funciones de Green de dos puntos, que pueden representarse en una matriz GM,de 2 x 2. '

La funcional Z J ,J. tiene también una representación funcional+

Z[J+’ J_] = /D4,+Dd,_ef}(3[#‘+l+f‘143J+(I)4’+(ï))e-HSM-lil(¡‘zJ-(Iltb-(Gll. (2_11)

La integral funcional es sobre todas las configuraciones tales que i) dq. = (,6_en t = T, ii) d>+

(4)-) consiste en modos de frecuencia negativa (positiva) en t —)—oo. Nótese que las integrales

funcionales sobre d)...y 4)- en la expresión anterior no son independientes, pues están conectadas

por la condición de contorno en la hipersuperficie en común en el futuro remoto. Diferenciando

obtenemos los campos clásicos

= ¿«m/m, J_1 _ L (o,inmune, in)
“(3) * ¿Jim ‘ (o,¡"|o,in) ’ (2'12)

cuya acción efectiva (le camino temporal cerrado es

Salaam-l = W[J+,J—]—/ d‘mJ+(:v)<p.t<:n>+ / dqïJ-(fi‘P-(z), (2.13)

que conduce a las ecuaciones para los campos medios (en presencia de fuentes)

¿Ser[W+»<P—l= Mi (2.14)
¿(Pi
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l .

(a) ï
l

l—--oo I=T

ll l2 f1j :3
l l l l

r--oo G++ t=T i—--oo G+' l=T

(b) '2

'i l ‘i ’2

l l l

l—--oo G-+ I=T f—--oo G-- 1=T

Fig. 2.1: (a) El camino temporal cerrado en el plano complejo t para la
evolución de va|0res de expectación. Cualquier punto en la rama positiva
(L —)—oo,t = T) corresponde a un instante anterior a cualquier punto en
la rama negativa (t = T,t —)—oo). (b) Los cuatro posibles ordenamientos
temporales (tl, t2) en los argumentos de las funciones de Green de dos pun
tos G(:1:,y) = G(t¡,x;t2,x'), correspondientes a G++(a;,a;’). G+_(a:,:r’).
G-+(—'v,-'B') y G——(2.z’).

Si las fuentes son iguales, J... = J. E J, entonces los campos medios también lo son, <p+= (p- E (p,

que es el valor (le expectación del campo en representación de Heisenberg con respecto al estado

evolucionado a partir del IO,in) en presencia de la fuente J. En particular, para el caso sin fuentes,

obtenemos las ecuaciones dinámicas del valor de expectación <p[J= 0]. Notar que estas ecuaciones

dinámicas no resultan inmediatamente de un simple principio variacional, a diferencia de las

ecuaciones in-out. Estrictamente hablando, tenemos ecuaciones efectivas para valores medios (p,

pero no tenemos una acción efectiva para los mismos. Dos puntos importantes a recalcar son los

siguientes: primero, (pes real, por ser un valor (le expectación. Esto implica que las ecuaciones de

movimiento que satisface también son reales. Segundo, dichas ecuaciones (le movimiento tienen

una estructura causal, lo cual permite analizar problemas a condiciones iniciales [25].
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La acción efectiva de camino temporal cerrado también admite una representación funcional

. 'i ¿Sr. _=—Ïl DD- —S —.S'_-—e —¡ ."
Sam» 1 u n{/CTC «a 45 exp [h( [a] [451 ¿(pa(a <p«))] (21o)

donde a = :l: y el símbolo CTC denota que la integral funcional debe hacerse con las particulares

condiciones de contorno del camino temporal cerrado. La expansión en lazos de esta ecuación

integro-diferencial es

iñ _ .
SefiW+a(P-l= — - í ln(let’(Aabl)+ I“li‘p'l')‘P-li

donde AM,es la matriz de segundas derivadas (le la acción clasica. El segundo término es la

corrección a un lazo, y el tercero a lazos superiores.

Formalmente la acción efectiva dc camino temporal cerrado es análoga a la usual, excepto

que los propagadores son ahora matrices 2 x 2 que satisfacen las condiciones de contorno arriba

mencionadas. Correspondientemente, las reglas de Feynman son las mismas, pero cada línea de

un propagador en un diagrama puede corresponder a cualquiera de las cuatro componentes de

las funciones de Green (le dos puntos. Además es la generadora de diagramas de una partícula

irreducible.

Como vimos, la acción efectiva da la dinámica para valores medios de la teoría, es decir para

las funciones de Green de un punto. Si se deseara además estudiar la dinámica de las funciones de

Green de dos o más puntos (varianzas, etc.), entonces sería necesario generalizar la.definición de

la función de partición Z introduciendo múltiples fuentes no locales (K2(a:,y),f(3(a:,y, z), etc.), lo

que conduce a nuevas representaciones (le la acción efectiva [26, 27]. A partir de ellas es posible

derivar el conjunto (infinito) de ecuaciones acopladas para la dinámica de las funciones de Green,

que es el análogo en teoría cuántica de campos de lajerarquía BBGKY de la mecánica estadística.

El truncamicnto a mas bajo orden corresponde a la dinámica dc los valores medios.

Existen dos métodos alternativos para obtener las mismas ecuaciones de movimiento reales

y causales para los valores medios, para el caso en el que el estado inicial sea el vacío. El

primer método consiste en calcular la acción efectiva usual en signatura euclídea SEED],calcu

lar luego la ecuación de movimiento cnclidea óSE[<p]/ócp= 0, y en la expresión final ir a signatura
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lorentziana reemplazando todas las funciones de Green euclídeas por las funciones de Green re

tardadas, DEI —)[Jr-el. Este reemplazo no debe ser hecho a nivel de la acción, sino a nivel de las

ecuaciones de movimiento. En esta forma se obtienen las mismas ecuaciones para valores medios

deducidas mediante el formalismo ¡n-in [28]. El segundo método parte del cálculo de la acción

efectiva usual en signatura lorentziana, es decir la acción efectiva in-out. Se procede a hallar las

correspondientes ecuaciones de movimiento que, según vimos, no son ni reales ni causales. Final

mente se reemplazan todos los propagadores por dos veces su parte real y causal. Así se llega

a las mismas ecuaciones dinámicas anteriores [29]. A modo de ejemplo, en el capítulo 5 calcu

laremos mediante estos tres métodos las ecuaciones efectivas (reales y causales) para el campo

electromagnético en electrodinámica cuántica.

2.3 La acción efectiva de Vilkovisky-DeWitt

Todas las distintas acciones efectivas definidas hasta ahora presentan un problema en su propia

definición, que se pone de manifiesto cuando la teoría en consideración es de medida. Dicha

patología consiste en la dependencia de la acción y de las ecuaciones de movimiento en la elección

de las condiciones de medida.

Una parte del problema es el hecho que la acción no es invariante de medida. Usualmente,

cuando se fija la medida para los campos cuánticos, automáticamente se fija una medida para los

campos medios. Existe sin embargo la posibilidad de fijar la medida de los primeros sin lijar la de

los segundos, es decir obtener una acción efectiva invariante de medida. Ello se logra utilizando

el método de cuantización mediante campos de fondo [30]. La otra parte del problema radica en

cl hecho que la acción efectiva así obtenida todavía depende en forma paramétrica de la elección

de las condiciones de medida para las fluctuaciones. Diferentes elecciones de estas condiciones

conducen a diferentes acciones efectivas covariantes.

Una manifestación más general de la no unicidad de la acción efectiva es su dependencia en

la elección de la parametrización para los campos euánticos. Este problema es inherente tanto a

teorías de medida como a teorías que no son de medida. A modo de ilustración, consideremos un
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campo escalar complejo <I>con autointeracción (<I>Ï<I>)2en espacio-tiempo plano. La acción clásica

es

S = / d"a: [alumno —m2(I>Ï<I)—gente)? . (2.17)

Dos posibles parametrizaciones del campo son en términos de su parte real e imaginaria, ¿D=

7%(451+ ida), o en términos de su módulo y fase, ‘15= 715m“). En la primera parametrización, la
acción clásica es

l l A

Simca] = f d": [anwtdfl —¿mww —¡(mad , (2.18)

donde los índices repetidos denotan suma sobre l y 2. En la segunda parametrización, la acción

clásica es

S 0] - d" la" 0 +l 28"!)8 0 —lm2 2 ——,\4 (219)2[p, — :1: 2 p ¡,p 2p ,, 2 p 4!p . .

Si bien Sl y Sz corresponden simplemente a distintas parametrizaciones de la misma teoría clásica,

las respectivas acciones efectivas son distintas. En [32]se calcula el potencial efectivo a un lazo y

se obtienen resultados distintos. Para este ejemplo en particular, si nos concentramos en la teoria

no interactuante (/\ = 0), en la primera parametrización la acción efectiva a un lazo es exacta,

pues la teoría es cuadrátiea, mientras que en la segunda parametrización la acción clásica no es

cuadrática, y por lo tanto la aproximación a un lazo no es exacta. En general, la diferencia entre

las acciones efectivas calculadas en distintas parametrizaciones es proporcional al extremal, es

decir, a las ecuaciones de movimiento clásicas.

Otro ejemplo de la dependencia ante reparametrizacioncs y fijado de medida se encuentra al

calcular el potencial efectivo Vp(<p)dependiente de temperatura en electrodinámica escalar, y la

correspondiente temperatura critica fic = (ch)_l, definida como el valor de fi para el cual la

masa efectiva m2(fi) = 282Vp/84p2|q,=0se anula [33]. En la parametrización “cartesiana” (4m (1)?)

para el campo escalar, el potencial efectivo a un lazo depende de los parámetros de fijado de

medida, mientras que la temperatura crítica resulta independiente de dichos parámetros. Por

otro lado, en la parametrización “polar” (p, 0), tanto el potencial como la temperatura crítica

resultan independientes del fijado de medida [34]. Sin embargo, el valor de fic que se obtiene en
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esta parametrización difiere del obtenido en la parametrización anterior. Se debe decidir entonces

cuál es la respuesta “correcta”. Para que el cálculo en lazos sea consistente se debe verificar que

los efectos de orden superior sean despreciables en ambas parametrizaciones. Ello se ha verificado

en la parametrización (dal,4,2), pero no así en la parametrizacióu (p,0), debido a problemas con la

renormalizabilidad. En conclusión, no se debe confiar en el cálculo de la temperatura crítica en la

parametrización polar, pues los efectos de orden superior no se pueden despreciar consistentemente.

A pesar de la no unieidad de la acción efectiva usual, los elementos de matriz de dispersión

son invariantes ante reparametrizaciones de los campos y fijados de medida. Ello se debe al hecho

que la matriz de dispersión se obtiene a partir de la acción efectiva evaluada en la capa de masa,

de modo que sí está uuívocamente definida.

Existe una definición de una acción efectiva que resuelve los problemas de la dependencia ante

reparametrizaciones y el fijado de medida de la acción efectiva usual, y que se conoce con el nombre

de acción efectiva de Vilkovisky-DeWitt [36]. Los detalles de la definición y de sus propiedades

pueden encontrarse en estas referencias, aquí daremos una somera descripción del formalismo.

Representemos por (Iii3 a un campo bosónico genérico cuya acción clásica es S[4>]. La for

mulación de Vilkovisky-DeWitL (VDW) es geométrica: se conSidera que el campo (¡Sies una

coordenada en una variedad de campos .‘F,y se asocia a dicha variedad una conexión afín WWW)

y una métrica Gm". Una reparametrización del campo equivale entonces a un difeomorfismo en

la variedad f. A diferencia de la funcional generatriz usual Z[J], en la cual el campo se acopla

linealmente con la fuente J (ver ec.(2.2)), en el nuevo formalismo un acoplamiento del tipo (NJ,

no es covariante, por ser el campo una coordenada. Se debe entonces modificar la definición de

funcional generatriz.

Teniendo una conexión podemos construir una cantidad al“), (p)que depende de dos puntos en

la variedad, el campo cuántico (¡Siy el campo de fondo tpi. Está definida como el vector tangente

a la geodésica que conecta qSy <p,siendo tangente en el punto (p y dirigido de 45a (p. Además, es

3 . . , . . . . .
Usamos la notamón de DeWitt, en la cual el Indice 1 representa tanto un índice contmuo (espacno-temporal)

como discreto (interno). Indices repetidos denotan una integral sobre los indices continuos y una suma sobre los
discretos.
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un vector respecto del punto tp y un escalar respecto del punto 4). Su expansión en potencias de

(42- tp) es

—a"(so,43)= w - mi)+ ¿rinneow —ww" - w") + . . .. (2.20)

La propuesta de VDW es reemplazar el acoplamiento (no covariante) (¡JiJipor [tpi—ai(<p,43)]Ji, y

definir la siguiente funcional generatriz

ZVDWIJJ= / Dqsexp%{s{4>1+w - Hop. 4m}. (2.21)

La definición del campo de fondo (p viene dada por

(U‘iw, 96)) = 0- (2.22)

Dado que ai(<p,d>)es un escalar respecto del punto de integración d), esta definición de campo

de fondo es independiente de la parametrización. Notar que cuando FÍM E 0, esta definición

coincide con la definición usual de campo medio (ver ec.(2.3)). Entonces la acción efectiva de

Vilkovisky-DeWitt es (compararla con la acción efectiva usual, ec.(2.6))

- _ vnw

SJDWPP]= —ih]n/D4>exp%{5144+01(90’_ (223)

Por construcción, esta acción efectiva no depende de la parametrización dei campo cuántico ni del

fijado de medida. Para definirla completamente falta determinar la conexión afin y la métrica.

Para ello Vilkovisky impone tres condiciones sobre Ia conexión: a) debe determinarse a partir de

la acción clásica mediante alguna regla universal; b) debe anularse para un campo libre, en la

parametrización en la cual la acción clásica es cuadrzitica; y c) debe ser “ultralocal”, es decir debe

contener sólo campos y funciones deltas sin diferenciar.

En muchos casos existe una elección natural para la métrica Gm" de la variedad .77,que se lee

del término cinético de Skb]. La conexión, en tales situaciones, es un símbolo de Cliristoffel,

- 1 - .

inn 5G1L(Ümka + anakm _ akan)- (2.24)
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Por ejemplo, en el caso de la electrodinámiea escalar que hemos mencionado más arriba, para

la parametrización (rbhqíg), la componente de la métrica que involucra al campo escalar es

Cm" = 6mmya que diclia parametrización es el análogo a coordenadas cartesiauas en la variedad

.7: 4. Sin embargo, hay muchos otros casos en los cuales la elección no es unívoca, quedando

parámetros arbitrarios en la definición de la métrica Gm" [37, 38]. Entonces, si bien 5'wa re

suelve el problema de la no invariancia ante reparametrizaciones y de la dependencia en el fijado

de medida para las fluctuaciones cuántieas, mantiene cierta arbitrariedad en la elección de la

métrica y la conexión afin: la acción de Vilkovisky-DeWitt no está unívocamente determinada.

Estos parámetros arbitrarios aparecen tanto en la acción como en las ecuaciones de movimiento

para los campos de fondo. Por lo tanto, la acción de VDW no es una solución satisfactoria puesto

que no es invariante ante el fijado de la métrica de la variedad de campos. Para decirlo en forma

cruda, en este sentido, el formalismo de VDW es más un placebo que una panacea [39].

Ahora bien, ¿ cuál es la verdadera necesidad de tener un formalismo para una acción efectiva

que sea invariante ante el fijado de medida? La dependencia en los parámetros de fijado de medida

(le la acción efectiva (in-out o in-in) y de las ecuaciones de movimiento para los campos medios no

es en sí necesariamente inaceptable, pues bien podría ocurrir que las distintas elecciones describan

una única y misma teoría. El punto importante es identificar las verdaderas cantidades físicas

observables, las cuales, naturalmente, no deberían depender de dichos parámetros arbitrarios. Un

ejemplo de ésto es la temperatura critica fic en electrodinámica escalar, que supuestamente es

un observable. Otro claro ejemplo se encuentra al calcular el potencial efectivo para un campo

de Higgs (que es una teoría de medida) [40]. Tanto el potencial efectivo como el estado base

dependen del parámetro /\ con el cual se fija la medida de las fluctuaciones cuántieas, es decir

V = V(gb,/\)y gÏ>= Sin embargo, todas las cantidades fisicas son independientes de /\. Por

ejemplo, el valor del mínimo del potencial, V(<Ï>,A), que está relacionado con la escala de ruptura

de simetría, y la masa del Higgs, m2(<ÏJ,A), resultan independientes del parámetro arbitrario pues

la dependencia explícita en A se cancela con la dependencia implícita a través de (Í)gracias a las

4En coordenadas cartesianns, la acción efectiva (le Vilkovisky-DeWítt para teorías de Yang-Mills es igual a la
acción efectiva.usual calculada en la medida de Landau-DeWitt [35]. Dado que la temperatura critica fic obtenida
¡mediante la acción efectiva usual en parametrización cartesiana es independiente del fijado de medida, entonces se
sigue que la.acción de Vilkovisky-DeWitt reproducirá (liclio resultado, para todas las parametrizaeiones.
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llamadas identidades de Nielsen [41]

E’íi a_<ïaA21ï= (lA-(9A (743AJdV _ 8V) 0V) mi) 0 dm? _ (97712) 0771.2) ¿(5 = (2.25)
4’ 43

En e] capítulo 6 calcularemos la acción efectiva (in-out/in-in) para la gravedad, que es una

teoría de medida. Si bien dicha accion y las ecuaciones del movimiento para el fondo gravitatorio

dependen del fijado de medida, veremos que un observable particular (las geodésicas de una

partícula de prueba) es independiente de los parámetros de medida. Es de esperar que el mismo

cálculo realizado a partir de la acción efectiva de Vilkovisky-DeWitt conduzca a una cancelación

de los parámetros de la métrica en el espacio de campos y lleve a los mismos resultados obtenidos

con la acción efectiva (in-out/in-in).





Capítulo 3

La acción efectiva de granulado

grueso

En este capitulo definimos la acción efectiva de granulado grueso, que es de especial utilidad

en el estudio de transiciones de fase en teoría cuántica de campos. Partimos de la acción de

camino temporal cerrado (CTC) e iutegramos las fluctuaciones cuánticas de longitudes de onda

menores que un valor crítico. Derivamos una ecuación exacta CTC del grupo de renormalización,

que describe cómo la acción efectiva depende de la escala de granulado grueso [42]. Esta es

una complicada ecuación integro-difereucial que requiere de métodos de aproximación. Mediante

una expansión en derivadas del campo (aproximación adiabática) analizamos la forma en que la

acción efectiva de granulado grueso fluye ante el grupo de renormalización. También discutimos

los aspectos estocasticos contenidos en la acción de granulado grueso.

3.1 Su definición

El estudio de transiciones de fase en teoría cuántica de campos es dc gran interés en cosmología y

física de particulas. Los primeros trabajos sobre el tema se basaron en el uso del potencial efectivo,

que se obtiene a partir de la acción efectiva al evaluarla sobre configuraciones constantes. Diclio

potencial es útil sólo en situaciones cuasiestáticas, y con él no es posible analizar los aspectos fuera
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de equilibrio de la transición. Para ello es necesario considerar la acción efectiva completa, y en

particular su versión de camino temporal cerrado.

Usualmente las transiciones de fase ocurren via la formación y crecimiento de dominios espa

ciales. Dentro (le estos dominios, el parametro de orden de la transición evoluciona dinámicamente

y el interés yace en calcular esa evolución temporal. La forma habitual de hacerlo es partir de

la acción efectiva CTC y evaluarla para configuraciones de campo que dependan sólo del tiempo.

Presumiblemente dichas configuraciones corresponden al parámetro (le orden dentro de un do

minio típico [43, 44, 45]. Nosotros procederemos de una manera diferente, inspirándonos en la

metodología que se sigue en el contexto de materia condensada [14, 46]. Haremos un granulado

grueso del campo hasta una escala de longitud A"l comparable con el tamaño inicial de un do

minio. Por simplicidad consideraremos un campo escalar autointeractuante Ad)"en espacio-tiempo

plano. Definimos una acción efectiva de granulado grueso CTC, S¡\(d>+,42-), que es básicamente la

acción CTC en la cual solamente ciertos modos (los de |q| > A) han sido integrados. Su definición

esl

Dique, n10“)- (q,el ¿Sc-“that (3.1)cisi(m+.w—)E / H
CTC Au>qu>A

donde Sc¡(d)+,(1)-)= Saw...) - Sc¡(gb_)es la diferencia de las acciones clásicas en las dos ramas del

camino temporal cerrado. El granulado grueso lo logramos mediante una frecuencia de corte A.

Ao es una frecuencia de corte ultravioleta que usamos para regularizar. Las integrales funcionales

sobre los modos de longitud de onda corta se hacen siguiendo la prescripción de integración en el

camino temporal cerrado: los campos gb...y d)- tiene frecuencias negativas y positivas respectiva

mente, en el pasado -T, y coinciden en el futuro T. Como resultado de la traza sobre los modos de

longitud de onda corta (grados (le libertad del “entorno”), la acción efectiva de granulado grueso

(que depende de los modos de longitud de onda larga, el “sistema”) posee una parte imaginaria,

relacionada con el ruido, y una parte real, asociada a la disipación.

Esta acción efectiva de granulado grueso fue introducida originalmente en [47] para estudiar

cosmología inflacionaria, y evaluada en forma perturbativa en [48] para analizar la decoheren

cia del sector de longitudes de onda larga en la teoría A4)". En espíritu es similar a la versión

lDe ahora en más usaremos unidades ñ = c = l.
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euclídea propuesta con anterioridad [49, 50, 51, 52, 53, 54, 55]. La principal diferencia entre am

bas acciones es que la acción de granulado grueso euclídea promcdia el campo sobre volumenes

espacio-temporales, mientras que la versión de camino temporal cerrado lo hace sobre volumenes

espaciales, y por lo tanto, es más adecuada para analizar situaciones fuera de equilibrio. Ambas

versiones tienen en común el hecho de que interpolan entre la teoria desnuda en A = Ao y la teoría

física en la escala de granulado grueso. Existen otras versiones de acciones efectivas de granulado

grueso, como por ejemplo la de [56],que interpola entre la teoría física a temperatura nula T = 0

y la teoría física a temperatura finita T 760.

3.2 Aproximación a un lazo

Al igual que con las diferentes versiones de acciones efectivas del capítulo anterior, en el presente

caso es también necesario utilizar métodos de aproximación. Un método posible cs hacer pertur

baciones en la constante de acoplamiento /\, suponiéndola pequeña [48]. Otra posibilidad, que

seguiremos aquí a modo ilustrativo, es hacer una aproximación a un lazo, en cuyo caso la acción

puede escribirse como SA(1144)-) = Saw...) - Sc¡(<f>_)+ ASA(4)+,4>_), donde el último término

es lineal en h. Para ello expresamos el campo como dai —)(pia) + (pi, donde las fluctuaciones (pi

contienen modos espaciales con |q| > A. Notar que estamos asumiendo que el único modo con

|q| < A es el modo espacialmente homogéneo (q = 0), que depende del tiempo. La corrección a

un lazo es entonces

. 1“41‘14 _ ]
¿1ASA(Ó+U).0"-(1)) = / H 'D[¿P+]'D[¿p_] (¿'2- ('21!) 9+ 64+ 4a+“9+ lp- o- o- lp"CTC

Ao>l<ll>A

. l ¿3 JL _ - ‘x _flu¡u[w+v+ 9’-'P-l.

donde las derivadas funcionales están evaluadas en (pi = 0. La acción para las fluctuaciones

cuánticas es la de un campo escalar libre con una masa Mi = V”(r/)i), donde V es el potencial en

la acción clásica desnuda. Sus modos espaciales de Fourier son, entonces, osciladores armónicos
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con una frecuencia que depende del tiempo, wii“) = q2 + V”(gbi(t)), con q = |q|. Al ser la

integral funcional cuadratica, su cálculo es sencillo, resultando

3

ASA(4’+(t))Ó-(t)) dT;l“lÜ-(qiT).i/+ (qiT) _g+(Q)T)Ú-(QiTni
7.

_ 2 Ao>l‘l|>/\ (2

donde los modos gi son soluciones de (jim, t) + U)3_i(t)g¿(q, t) = 0 satisfaciendo las condiciones

CTC en el pasado y teniendo una normalización arbitraria en el futuro.

La ecuación de movimiento real y causal para el campo Mi), se obtiene derivando funcional

mente la acción respecto a 42+y poniendo dq. = d)- = d). Obtenemos

" l l Ill 2 _
«p+v(a)+2v (ó)/A0>IqI>A(2fl)3|a(q.t)l — o

¿(q,t)+(q2+V”(d)))9(q,t) = 0. (3-4)

Aún en la aproximación a un lazo, la acción efectiva es un objeto muy complicado y debemos

recurrir a aproximaciones adicionales para obtener resultados analíticos. La más simple es la

aproximación adiabática [1], en la cual se desprecian las excitaciones del campo (pi debidas a la

dependencia temporal del campo de fondo chi. Empezamos entonces por escribir los modos en la

forma

eiifirdl'lvvld’ilt'»,gi(q1t) =
qld’iu»

donde las funciones Wq(r/>i)satisfacen

.. n 2

2 l Ï1_É ü _ 2
Wq + 2 Wq 2 Wq — wq. (3.6)

La aproximación adiabática consiste en resolver esta ecuación en una expansión en derivadas del

campo de fondo. El resultado es

r VIII 2 VII/I _ VIII __ww 1 (——)_._ 2-_ .‘l q + +16 (¡2+ VII ¿“(13+V”) d) 4(q2+V”)Ó+ ,
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donde los términos suspensivos denotan derivadas de orden superior. Entonces la acción (le gra

nulado grueso CTC puede expresarse en la forma 2 ASA((1441)-) = ASA((I)+) —ASA(4>_), donde

_ 1 Ao d3q I, 422 VIII?—E (2”)3(-Mq2+V+ .
Es importante recalcar que en esta aproximación la acción (le granulado grueso CTC se separa

en dos partes, una para cada rama (lel camino temporal cerrado, y no hay términos que acoplen

ambas ramas. Por lo tanto, se pierden los importantes aspectos estocásticos que estan contenidos

en la acción (le camino temporal cerrado.

Incluyendo la parte clásica, la acción efectiva total resulta

1 .

SM) = f dt(-vAw)+ 50 + Zum»? + , (3.9)

donde

1 A0 daq 2 II

vA _ V+5/A (MW/q +v

1 Ao 2 I VII 2 VII'Z 2

= V + m [Tl/Ao + V’(7 + A0)- —8—ln(Ao+ «A0 + V")

A 2 l” VII 2 V112 2 H—í\/A+l (7+A)+Tln(A+\/A +V), (3.10)

VII/2 1 VII/2 |: A8 A3(

1 Ao «13

ZA - (2,")3 (¡,2+ Vu)5/2 _ 1927r2 V" Ag+ Vu)3/2 — (A2 + VII)3/2:| - (3.11)

Mientras que la función ZA(4>)es finita cuando A0 —>oo, el potencial VA((1))diverge en el UV. Para

renormalizar, escribimos el potencial desnudo a un lazo en la forma V(qS)= ¿(mtfi + ómzw2 +

;1l-!(/\n+ ó¡\)<j)4,donde la masa renormalizada y la constante (le acoplamiento renormalizada están

definidas como

2 32 VA
r

= __ (TV/x
¿— ¿Lp? An= (w (3.12)m l

A:4l=0 A=([¡=0

“Omitimos un término (le superficie evaluado en el tiempo final ’I‘.
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y los contratérminos son

A m2 m22 — _ R _R 2 2 _Íl
6m — 327r2 [ 2 + 2Ao + m¡¿ln(¿m.á

{Mi 2 mi

Entonces el potencial renormalizado es

3M;L. 1 A]: 1

V/l"(96) = ¿mmm —W) + EMMA“- W)

1 2 2 1 2 l 1

+W [-A(2A +1nn+ï/\n_(fi) A2+mí+5ÁRÓ2

A+‘/A2+m2+l/\ '2
)2ln(-—-————R2—nd)) , (3.14)

12 2+ ll +-/\ ri)
(T II 2 R 1

y la renormalización de la función de onda es

z"’“(4>) - 1 A“? 1 - A3 (3 15)
A _ 1921r2m’fl + ¿Amy (A2 + m‘íl + ¿Amma/z ' 

A partir de las ecuaciones (3.10) y (3.11), es inmediato obtener el flujo con la escala de granu

lado grueso del potencial efectivo VAy de la renormalización de la función de onda ZA, en la

aproximación a un lazo,

dVA A3 2 II
A dA _ _4772 .A + V

¿ZA A3 VII/2

Ati-A - _641¡-2(A2 + VII)5/2' (3.16)

La ecuación para el potencial efectivo fue obtenida con anterioridad por otros autores usando una

transformación de bloques (emparentada con los bloques de espín en el modelo de Ising) [57].

El estudio del potencial VAmuestra que es posible tener una estructura no trivial de dominios

aún en la fase simétrica de la teoría (m?t > 0) [57]. En efecto, para cierto rango (le los parámetros

de la teoría puede ocurrir que, a pesar que mi > 0, el cuadrado de la masa desnuda sea negativo.

En este caso, para escalas A mayores que un valor crítico A“, el potencial tiene la forma de un

pozo doble con dos mínimos equidistantes del origen (p = O, y para. escalas menores, un único
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mínimo en gp= 0 (ver la figura 3.1). La interpretación de este hecho es que el campo promediado

fluctúa alrededor de cero para escalas C > Ac‘rl,o alrededor de dos mínimos no nulos para escalas

C < Ac‘rl.La fase simétrica contiene entonces dominios de tamaño C z Agr‘. Este fenómeno ocurre

en la fase simétrica de la teoría, y no debe ser confundido con la ruptura espontánea de simetría

(RES).

Por otra parte, cuando si hay ruptura espontánea de simetría (mi < 0), tanto el potencial

a un lazo como la renormalización de la función de onda desarrollan una parte imaginaria para

A < ARESE dani —¿Am/fi. Estas partes imaginarias generan términos no reales en las ecua

ciones de movimiento, y son artefactos de la aproximación adiabática. No están relacionadas

con los términos de ruido de la acción CTC que hemos mencionado anteriormente. Además la

renormalizaeión (le la función de onda diverge a medida que A se aproxima a ARESpor arriba.

Todo ésto muestra claramente que la aproximación adiabática no es adecuada para describir la

evolución temporal del parámetro de orden, para escalas próximas o menores que ARES.

Como se remarca en [58], una parte imaginaria en el potencial efectivo es una señal de la

aparición de inestabilidades que conducen a la formación de dominios cuyo tamaño es por lo

menos —m'f¡. Este hecho es analizado en [44], donde se concluye que para teorías débilmente

acopladas el tamaño de los dominios puede ser mucho mayor que la distancia de correlación a

.. .. . l 2temperaturaceio, —m¡¿.

3.3 Ecuación del grupo de renormalización exacto

En esta sección derivamos una ecuación exacta (no perturbativa) que rige el [lujo de la acción de

granulado grueso CTC ante el grupo de renormalización. El método que seguimos para derivarla

es análogo al de Wegner y Houghton para la versión euclídea de la misma [49]. Escribimos la

acción de granulado grueso para una escala A - 6A, es decir

eiSA-5A('fi+.45—)E /
Dunq. tll'DW-(q,o] ¿MW-1. (3.17)

CT
C Ao>lql>A—6¡\

Los modos a integrarse pueden dividirse en dos partes: unos dentro del intervalo A > IqI > A—6A

ue es una es )eeie de “cáscara” en el es meio de momentos otros modos cu os momentos(l l
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satisfacen Ao > Iql > A. Expandiendo la acción en potencias de los modos dentro de la cáscara,

tenemos

eiSA_¿A(dv+,dz_)= asuma-) H D[Ó+]D[d)_]eí(51+S-z+53)
CTC A>IqI>A—óA

“¿f (tefi(wa(—q.z)áb(q.t)gan, (“8)

donde

l dsq 05A
Sl — (2”)345a(cbt)agóa(_q’t)

1 I d3q 025A=_ ¿'/_ ,— ,t’. 3.19S? 2/“ (w ¿“(q‘) aa(—q.tm(q,t’)“(q ) ( )

El significado de la. prima en las integrales sobre los momentos es que éstas están restringidas a

la cáscara. Además, en las derivadas funcionales de SA (que contienen modos cuyos vectores de

onda. satisfacen IqI < A) los modos dentro de la cáscara se toman iguales a cero. La notación que

usamos es la usual para el formalismo (le camino temporal cerrado,

45+(q. t) 1 0¿«((1,0= gnb= -
tai-(q, t) 0 —1

El término 53 es cúbico en los modos dentro de la cáscara, y puede probarse que no contribuye

en el límite 6A —)0 (básicamente porque se está. haciendo un cálculola un lazo para los modos

dentro de la cáscara). Las integrales funcionales sobre dichos modos cumplen con las particulares

condiciones de contorno del camino temporal cerrado.

Para evaluar las integrales funcionales dividimos al campo en la forma gba= ¿a + son e im

ponemos las condiciones de contorno sobre los campos clásicos (Bi, i.e. se anulan en el pasado

—T (frecuencias negativas y positivas respectivamente) y coinciden en una superficie de Caucliy

al tiempo T en el futuro. Las fluctuaciones (pa se anulan tanto en el pasado como en el futuro.

Los campos clásicos son solución de

agsíutmw“ )=0' (3.21)d2 

(-fi - qzlüabóflqit)+ /dtl
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donde hemos separado a la acción (le granulado grueso en la parte cinética y la de interacción,

SA((p:l:) = Scin(4’:i:)+ Simld’i) con

1 . ie l ic

se“, = /d4x[5(a,.<p+)1 + 54,1] —/ ma: baza)? —5433 . (3.22)

Al igual que antes, en las derivadas funcionales los modos (lentro (le la cáscara se toman iguales

21 CCTO.

Sean ha soluciones (le la ec.(3.2l), que se anulan en el pasado y que satisfacen una normalización

arbitraria en el futuro, y sea Mq) el valor común que toman los campos en cada rama del camino

temporal cerrado en el futuro. Podemos entonces escribir

¿a(q,t)= ¿(q)%- (3.23)

Integramos primero sobre el valor común ¿((1) y luego procedemos con la integración funcional

sobre las fluctuaciones (pa (ambas son integrales gaussianas con términos de fuente). Finalmente

resulta

AÜ_S¿ = _ï ' daa Ít+(q,’1‘)_lt—(Q.T)
(9A 26A (21r)3 h+(q,T) h_(q,T)

+L ' daa haqxr) _ h-(q,:r) “ (/dthaq») asi )2(2")3 h+(QI7‘) h- hu(QaT)3<Pa(—Cht)

¿A ,
—m ln (let (Aab)

A ' (Pq as\ 85A
— dtdt’/ -—.-—¡A‘l —,t; ,i’—. .2+26A/ (2W)"0<p(.(q,tl “A q q lawuqd’) (3 4)

La matriz de 2 x 2 AM,posee los siguientes elementos

dll , 325,A -,t; ’J’ = -—-(2+ieót—t'óJ+ ’+—ïï——
++( q q ) ( ¿tz I )( ) (q <1) ÜP+(_q)t)av+(q,it,)

d2 325___ 'I_I = _ 2 -ót_13 I Int
A ( q,i,q ,t) (¿¿2+q +1€)( ¿ló (q+q )+————atp_(_q,i)a(p_(q,,t,)

2 .

A+—(-q,t;q'.¿’) = A—+(Q’,t';-q,i) a 5"“ (3.25)_ 3v+(-q,t)0cp—(q’.t’)'
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El determinante primado debe ser calculado como el producto de los autovalores de Aab en un

espacio de funciones cuyos vectores de onda se encuentren dentro de la cáscara (A —6A < Iql < A)

y satisfagan condiciones de contorno nulas, tanto en el pasado como en el futuro. Condiciones

similares se deben usar para calcular la inversa Agbl.

La ecuación del grupo de renormalización exacto (3.24) es “exacta” en el sentido de que hasta

el momento no se ha requerido ninguna aproximación perturbativa. Como ya hemos dicho, es

similar a la versión euclidea [119],pero resulta mas complicada por las peculiares condiciones de

contorno del CTC. Contiene toda la información de la influencia de los modos de longitud de

onda corta sobre los de longitud de onda larga, y puede representar un punto de partida para

cálculos no perturbativos de decoherencia, disipación, formación de dominios y evolución fuera de

equilibrio.

3.3.1 Expansión en derivadas

La ecuación del grupo de renormalización exacto es una ecuación integro-diferencial para la acción

efectiva de granulado grueso CTC. La extrema complejidad de la misma hace necesario que se

busquen métodos de aproximación para hallar soluciones. En la formulación euclidea a la que

hicimos referencia con anterioridad, los métodos más usuales son una expansión en derivadas del

campo [59, 60, 61] o un desarrollo en potencias del campo '[62]. En esta sección aplicaremos la

técnica del desarrollo en derivadas para resolver la ecuación del grupo de renormalización. Este

método da un desarrollo local para la acción, y la ec.(3.2<l)admite una solución de la formar

SA(4>+.<I)—) = SA(<í>+) - 5A(d>—)- (3-26)

Claramente esta no es la forma más general que puede adoptar la acción de granulado grueso

de camino temporal cerrado, ya que no tiene en cuenta los términos de acoplamiento entre los

campos en las dos ramas del camino temporal cerrado, y por ende los términos de disipación y

ruido. Como ya vimos en la aproximación a un lazo, la causa de ésto es el mismo desarrollo en

derivadas, que al ser una expansión local pierde los importantes aspectos estocásticos. Nosotros

nos conformaremos con usar este método pues permite en forma sencilla obtener soluciones a la

ecuación RG. Para ir más allá de la aproximación en derivadas, se requiere una aproximación no

p
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local de la acción, que incluya términos reales e imaginarios asociados a la disipación y el ruido,

respectivamente. Esos términos estaran conectados a nivel de la ecuación RG, y es de esperar

que a partir de ella se pueda obtener una relación de fluctuación-disipación no perturbativa, que

describa cómo los núcleos de ruido y disipación varían con la escala de granulado grueso (ver la

discusión al final del capitulo).

El Ansatz de la ec.(3.26), consistente con la aproximación en derivadas, permite expresar el

determinante de la matriz AM,como el producto de dos determinantes, uno para A++ y otro para

A--. Basándonos en [63],podemos expresar ambos determinantes, det'A++ y dct’A__, como el

producto sobre los momentos de la cáscara de los modos ¡L(q,t) evaluados en el tiempo t = T. El

último término de la ecuación RG puede ser reescrito comoI
lndet'(A(,b)= ln[det'(A++)det'(A__)]=/ ln(h+(q,T)h_(q,T)). (3.27)

Entonces la ecuación RG adopta finalmente la forma

1' ’ 3 . .

A‘% = —% ¿1732,In<h-(q,'r)h+(q,T) —h+(q,T)h_<q,T))

__A_ ' ¿“q ¡L+(q,T)_iL_(q,T) " huqa) asi 2
+2“ (2%)3(h+(Q.T) h-(q,T)) dtha(q,T)0<pa(-q,i))

A I (la!) ÜSA (95A
——dtauf .——A" — t; t’—. .+26A/ (2W)“3%(61. t) “"( q’ q' )3<pb(q,i’) (3 28)

Por otro lado, con cl Ansatz precedente para la acción, las ecuaciones que satisfacen los modos

h+ y h- (ec.(3.21)) se simplifican considerablemente, dado que ambas ecuaciones se desacoplan.

Lo que todavía resta por probar es que el miembro derecho de la ecuación RG también adopta

la forma de una diferencia entre dos contribuciones, una para cada rama del camino temporal

cerrado.

Consideramos la siguiente expansión en derivadas del término de interacción

sima/u)= / (I‘d-west) + ¿zado/31 - ¿maiwa + ...1. (3.29)

Dado que el granulado grueso rompe la invariancia Lorentz, hemos tomado diferentes coeficientes

para las derivadas temporales y espaciales. El objetivo entonces es utilizar esta propuesta para
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la acción y obtener ecuaciones que digan cómo los coeficientes VA, ZA e YAvarían con la. escala

de granulado grueso. Expandimos los campos alrededor de un fondo dependiente del tiempo

(bi = (pi + 90:1:(x,t) y transformamos Fourier en las coordenadas espaciales. Resolvemos luego

la ec.(3.21) para los modos a orden cero en las fluctuaciones, es decir, igualamos términos en

las ecuaciones para hi que sean independientes de soi. Dado que la primer derivada funcional

de la acción efectiva de granulado grueso (5') es lineal en las fluctuaciones (pi, ponemos S’ = 0
II

y mantenemos las contribuciones en S”lt-que sean independientes de (pi. Luego de un poco de

álgebra y derivadas funcionales, obtenemos

¿2

EZ

Xóft - t')<53(q- q’), (3-30)

02 Sint —«»z+...1II 1'21: 2 I'd_ __ J_Y _Z __
[V 2457 q rbdt Z

donde las primas denotas derivación respecto al campo, y los puntos suspensivos denotan términos

lineales en las fluctuaciones. En esta expresión y en forma sucesiva, omitiremos los índices :l:, tanto

en los campos de fondo dai“), en el potencial VA((/;i(t)), como en los factores (le la función de

onda ZA(4>i(t)) e YA(</)i(t)). En esta aproximación en derivadas, las ecuaciones para los modos

IL,lse localizan y adoptan la forma de ecuaciones tipo oscilador armónico (con una frecuencia

que depende del fondo variable 45(0) con un término con primeras derivadas temporales (tipo

disipativo). Si se definen nuevos modos f(q,!.) E (l + ZA)l/2h(q,t), los términos lineales en

derivadas temporales se cancelan y los nuevos modos son osciladores armónicos de frecuencia

1 + YA . V” 1 Z'2 . 1 Z’ ..2 2 A A 2 At = . 3.31
10"“ q1+ZA+1+ZA 4(1+ZA)24’+21+ZA4) ( )

Usando la expansión adiabática para los modos,

n l ' I‘ , I l Inin“) = (1+ ZA)-‘/¿——e*‘-f—r“*“'" l”, (3.32)
2Wi(q.i 1')

podemos evaluar el término logaritmico del lado derecho (le la ecuación RG (ver ec.(3.28)). Los

otros términos de dicha ecuación son cuadráticos en las fluctuaciones y no contribuyen al orden

en que estamos trabajando. Tenemos entonces



3.3. Ecuación del grupo de renormalización exacto 35

h- (qiT)i"+(qiT) _ h+(qiT)i"- (qiq‘) =

2' . w _ 2’ - . w-. -. PV — -. ' _-. _ -WV_
ei.fÏTHV+(q’¿)_W_(mmmX [ 7-:1“¿r-“05+ 7%“ +] [ ¡(Hsz Ó 2W_ t ]

2\/W+W_(l+Z+)(l+Z..) (3.33)

t=T

Notar que, al igual que en el caso a un lazo, los campos + y —se desacoplan, a menos de un

factor evaluado en t = T. Este factor es una contribución de superficie que, al tomar logaritmos,

es irrelevante para las ecuaciones de movimiento. Por el contrario, el primer factor si depende de

toda la historia de los campos y su forma es consistente con el Ansatz para la acción, ec.(3.26).

Entonces podemos escribir la ecuación del grupo de renormalización en la siguiente forma

A/d¿{[ dvgíÏ+i+1dZA((/’+)j2]_[ ¿VAG/L) 1dZA(<P-)¿2]}2 dA ‘”+ dA +2 dA “"

A I (13g= — t - _. . _

En la aproximación adiabática

W2 = AA + ¡lu/PU) + CDU-fi“), (3,35)

donde los coeficientes son

A =
A 1+ ZA 1+ ZA

Z? 5A? AK
BA 4(1+ ZA)? + lGA'fi ' 4A,\

Z’ A’
CA A A (3.36)

2(1 + ZA) _ 4AA'

Integrando por partes finalmente obtenemos

/dt{-Add—i:\A-+%Ad—dZXA</32}=%/dt{fi+%rfi2[%-(ÉX)I]}. (3.37)
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A partir de esta expresión podemos leer la dependencia de VAy ZA con la escala de granulado

grueso, esto es

3

Aü = _A_, “1+ YA VA"
(¡A 47r¿ 1+ ZA 1+ ZA

dZA _ A3 BA ( CA )’ (3 38)dA _ w ¡A NMA '

Estas ecuaciones describen el flujo de la acción de granulado grueso con la escala de renormaliza

ción, en la aproximación en derivadas. De Ia comparación entre estas ecuaciones y las correspon

dientes al caso de la aproximación a un lazo, concluimos que los términos (le orden superior en el

desarrollo en derivadas modifican la ecuación diferencial para el potencial efectivo.
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nos
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Fig. 3.1: EI potencial efectivo de granulado grueso VA para Ao = 10,
m'fi = 10‘ , y An = 0.1. Las líneas llena y punteada corresponden al
cálculo mediante el grupo de renormalización y el cálculo a un lazo, respec
tivamente.

Hemos obtenido dos ecuaciones para las tres cantidades incógnitas VA,ZA e YA. Para hallar

una tercera ecuación para la variación de YAcon la escala, se requiere ir hasta orden cuadrático en

las fluctuaciones a nivel de la ecuación RG. En vez de hacer eso, y por simplicidad, asumiremos que
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ZA e YAson cantidades pequeñas, y las pondremos iguales a cero en el lado derecho de la ec.(3.38).

Esta suposición se ve confirmada por los cálculos numéricos que hemos llevado a cabo para la fase

simétrica de la teoria. En esta aproximación la forma del potencial efectivo mejorado por el grupo

de renormalización es la misma que la propuesta en [57]. Además, cuando en el miembro derecho

de la ecuación RG reemplazamos las funciones por sus valores clásicos, VA= V, ZA = YA= 0,

recobramos las ecuaciones de evolución a un lazo, ec.(3.16).

Como ilustración consideremos una teoría Mi". Debemos resolver las ecuaciones diferenciales

(3.38) con las condiciones iniciales clásicas, VA0 = V, ZAO = 0 y YAÜ= 0, evolucionando las

ecuaciones desde la escala ultravioleta Ao hasta la escala de granulado grueso A de interés. Los

resultados se muestran en las figuras 3.1 y 3.2, donde se compara el resultado a un lazo con

la mejora ante el grupo de renormalización. Notar que los resultados son consistentes con la

suposición ZA << 1.
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Fig. 3.2: La renormalización de Ia función de onda de granulado grueso
ZA para Ao = 10, mi = 10“. y AR = 0.1. Las líneas llena y punteada
corresponden al cálculo mediante el grupo de renormalización y el cálcqu a
un lazo, respectivamente.



38 La acción efectiva de granulado grueso

Una vez conocidas las funciones VA, ZA e YA, se puede escribir la ecuación dinámica del

parámetro de orden

a» + VN»)+ 2mm; + ¿zur/0432—mew —¿www? = o. (3.39)

que es una mejora por el grupo de renormalización a la ecuación que se obtiene mediante la

expansión usual en derivadas. Esta ecuación será válida siempre que 4)sea lentamente variable y

ZA,YA << 1. Al igual que en el caso a un lazo, la expansión en derivadas resulta inadecuada si

hay ruptura espontánea de simetría, para escalas próximas o menores que ARES.

3.4 Discusión

La acción efectiva de granulado grueso de camino temporal cerrado SAcontiene toda la información

sobre la influencia de los modos de longitud de onda corta sobre los de larga longitud de onda. En

principio, a partir de ella es posible encontrar no sólo la ecuación para el valor medio del campo,

sino también una ecuación estocástica del tipo Langcvin para el campo clásico. Esta ecuación de

Langevin puede ser utilizada para analizar la formación y crecimiento de dominios, y, en general,

aspectos de no equilibrio de transiciones de fase.

En este capítulo hemos definido la acción SA y obtenido una ecuación de evolución exacta

para la dependencia de dicha acción con la escala de granulado grueso (ec.(3.24)), que resolvimos

mediante una aproximación en derivadas. Esta técnica nos sirvió para liallar una solución a la

ecuación RG y describir mejoras por el grupo de renormalización al potencial efectivo.

No podemos terminar este capítulo sin discutir en forma crítica esta aproximación en derivadas.

Como ya hemos mencionado, su principal defecto es que es responsable de la falta de términos

de ruido y disipación en la acción de granulado grueso, y por lo tanto no permite describir los

importantes aspectos estocásticos en teoría de campos. Más alla de esta aproximación adiabática,

es dc esperar que a medida que la escala de granulado grueso (lecrezca a partir de Ao, los términos

de ruido y de disipación empiecen a crecer: SA desarrollará una parte imaginaria, relacionada

con el ruido, y una parte rcal,’ asociada con la disipación, y en ambos casos habrá términos dc

interacción entre los campos 44 y 4L de cada rama temporal. Todo ésto puede ser fácilmente
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ehequeado tanto a nivel de la ecuación a un lazo (ee.(3.3)) como a nivel de la ecuación exacta RG

(ec.(3.24)). Las partes reales e imaginarias de la acción de granulado grueso no están desacopladas:

en la escala A = A0 la acción posee sólo términos reales, que induciran una parte imaginaria a

escalas menores.

Dada la ecuación exacta RG es posible resolvorla en forma perturbativa. Así, por ejemplo, el

cálculo explícito de la acción de granulado grueso para una teoría A4)“,a segundo orden en /\ [48],

da SA(gb+,da-) = 50(4>+)—So(d)_) + ASA((/>+,4)-), donde So es la parte libre de la acción clásica,

y

ReASA(<p+,<,ó_)= —A/d4:c {ll-21942;)+ áGQ,(0)Q-(z)} + A2/d'lz/d4y0cvo —y°)

x{-¿mmneaiux —muy) +¿(anomalía —muy)

+%S+(x)n.cGQ-1(u; —ms- (31)} (3.40)

IrnASA(qS+,45_)= Az/d'lx/d'ly{—%R_(z)lmGi+(m —y)R_(y)

¿moncafie - meo) + %s_(a=)rmaií<x—mmm}, (3.41)

donde Gi+ es el propagador de Feynmau para los modos con |q| > A y

l .

Pi = ¿(a1 i 4".) ni = ¿(r/¡1i mi)

Qi = ¿mi i así) si = ¿(44 i 4)-). (3.42)

Para introducir los núcleos de ruido, rooscribimos la exponencial de la parte imaginaria como la

integral funcional sobre fuentes de ruido (tres en este ejemplo particular, i/(rc), ((9)) y 71(3)) con

distribución de probabilidad gaussiana P[u], PK] y P[n]. Esto es posible ya que, en esta aproxi

mación perturbativa, la parte imaginaria de la acción efectiva es suma de términos gaussianos que

involucran funciones de dos puntos. Mediante este truco, la acción de granulado grueso queda

sie/4,43-) = iln f DvPM / DCPICIf D1;P[n1expisx’(4s+.qs_,man), (3.43)
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donde hemos definido una nueva acción efectiva, real y dependiente de las fuentes de ruido, cuya

expresión es

SX‘(4>+.qs_,u,<,n) = Soda)-SO(4)-)+ReAS(«/>+.qs-)

- f d‘le_<z)u(a=)+ camas) + s_(x)n(a:>1. (3.44)

A partir de esta acción es posible hallar la ecuación de Langevin para el campo, resultando

¿(So + RCASA)
¿dq- = Fruido;ó+=Ó-=fi

donde la fuerza estocástica es 17}me= 3142/2 + (ri)+ 17/2; es decir ruido multiplicativo y adi

tivo. Las fuentes de ruido están caracterizadas por sus funciones de dos puntos <<u(a:)u(y) >>=

(A2/9)ImGi+(z,y), <<C(:c)((y)>>= (AQ/2)ReGQ_2+(a:,y)y <<1¡(:i;)1)(y)>>=—(2/\2/3)ImG{¡\_í(:r,,y),

donde <<O >>E fDi/DCDnP[i/]P[(]P[1¡] 0. Mientras (¡ue la parte imaginaria de la acción de

granulado grueso induce efectos de ruido, la parte real renormaliza la acción clásica e induce

efectos disipativos.

Para lograr retener los aspectos estocásticos en una aproximación no perturbativa de la ecuación

exacta RG, es necesario proponer un Ansatz para la acción de granulado grueso que sea más general

que el utilizado para la aproximación en derivadas. Un posible método es proponer un desarrollo

no local de la acción de granulado grueso en potencias de la suma 2 = cl)...+ d)- y diferencia.

A = 43+—45.. de campos, que respete las propiedades generales (¡ue la acción de granulado

grueso de camino temporal cerrado cumple: a) SADE,A = 0] = 0 ; b) SADE,A] = —S¡‘\[E,—A] ; c)

ImSAPÉ,A] 2 0; y d) estructura real y causal para las ecuaciones de movimiento ¿SA/6A|A=o = O.

El Ansatz más general es [(34]

ASA(A,)3) = /d4:v¡A(a:1)C¡(a:¡;EII)

+É/d4xl/d4:ngA(a:¡)A(:vg)Cg(a;l,x2;EIHEM)
1

-ï/d4:c¡[r1defd4a;3A(a;¡)A(:52)A(rn2)Cg(:v¡,152,23;Einïlzvzzs)

+..., (3.46)
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donde Cn(a:1, . . . ,a:";Ea,,,...,EI") son cantidades reales, que son función (le los puntos 9:,-(1 S

i S n), y funcionales (le los campos En (1 5 i S n), entre los límites temporales —ooy 1:9. Por

ejemplo,

zi <1)
01(21) = f d4y12(yn)u1(y1)

:t‘l’ 1:? 4 :I:‘lJ 4 (l)

+/ d‘yi/ ¿1212/ dy32(y1)2(y2)ï3(ya)/t3(yi,y2,ya)+-.- (3-47)

_ (2) _ sida ’53 4 (2) t02061,22) - Vu (931,12)+ 1/1 dy22(yi)2(y2)vz (yl,!/2)+--- (3-48)

donde [lg-i)y y?) son núcleos (le disipación y de ruido, respectivamente, de j puntos 3, que depen

den de la escala de grannlado grueso A. Dada esta forma general de la acción (le granulado grueso,

y haciendo algún tipo de truncamiento (por ejemplo, conservando sólo unos pocos términos en la

expansión en potencias del campo), podríamos resolver en forma aproximada (pero no perturba

tiva) la ecuación RG exacta. Hallariamos así ecuaciones RG para los núcleos de ruido y disipación

que aparecen en ese desarrollo no local. Es de esperar que ello permita encontrar en forma no

perturbativa una relación de fluctuación-(lisipación que dependa (le la escala de granulado grueso.

En la presente Tesis no continuaremos con esta línea de trabajo.

“Es relativamente sencillo hallar la expresión de estos núcleos en el caso perturbativo, a partir de la ecs.(3.40)
y (3.41). En el caso perturbativo, todos los núcleos de más de dos puntos pueden expresarse como núcleos de sólo
dos puntos.





Capítulo 4

La acción efectiva usual: métodos de

cálculo covariantes

En este capítulo desarrollamos dos técnicas de aproximación covariantes para calcular la acción

efectiva usual, en signatura euclídea. Si bien trabajamos con la acción efectiva a un lazo, los

métodos que describimos pueden extenderse a mayor cantidad de lazos. Ambas técnicas se basan

en el denominado núcleo de calor (“heat kernel”), que permite calcular determinantes funcionales

de operadores diferenciales de segundo orden. Las técnicas de aproximación que describimos son:

i) la llamada expansión (le Sclnvinger-DeWitt, que da una expansión local de la acción efectiva;

ii) una técnica de resnmación, basada en la anterior, que conduce a una expansión no local.

Discutimos los rangos de validez de ambas aproximaciones, sus ventajas y sus desventajas.

4.1 El heat kernel

En la aproximación a un lazo, la acción efectiva usual (con signatura euclídea) está dada por

lr F .

2 hlii [72, (4.1)

1 F

Scrltp] = S[<p] + :2-lndetfl-2 — S[Lp] +

donde F es un operador diferencial de segundo orden que se obtiene tomando las segundas

derivadas de la acción clásica (euclídea) S, ’.l‘res una supertraza (sobre índices de Lorentz e
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internos del campo de fondo (p), y p es un parámetro con unidades de masa. Existe un amplio

conjunto de problemas para los cuales este operador toma la forma

. - . . 1 .

17'.—.F(V) = —cn + mzl —(Q —EIn), (4.2)

donde El = g’“’V,,V.,, gw, es la métrica con signatura euclídea (+ + ++), V,, es la derivada

covariante, Q es una matriz que no involucra derivadas y que depende del campo de fondo y m2

es un parámetro de masa. La convención que utilizaremos para definir los tensores de curvatura
u _ ¡t _ _ I‘ _ afl . . _ .

es RW“, —aarul, ..., Rap —Rúufl y R —g Rap. Cuando el operador F toma esta forma se

dice que es mínimo. Operadores no mínimos poseen estructuras más complicadas en las derivadas,

como veremos en el caso de la cuantización a un lazo de la gravedad.

Asumiendo que Ñ(V) es definido positivo, podemos escribir

1 /°° { l ‘ 2‘ “ 1 “ll
+.—fi = dscx) -s —Ell+1n1- ——_Rl, 4.3
—c11+ m21 — (Q — ¿121) o l (Q o l ( l

con lo cual

, A 2A e 1 A 0° ds,

h‘ln —Ül+ m 1 —(Q —ERI) = —/ í h'K(s) + constante, (4.4)' o

donde K(s) E 6”"! exp {s[ClÍ + (Q - ÉRÍH} es el núcleo del calor (“heat kernel”). La constante

no depende de los parámetros del operador El y puede reabsorberse en el parámetro de masa ,u.

Obviamente, el heat kernel se puede calcular en forma exacta sólo en casos de campos de fondo

muy particulares. Sin embargo, interesa tener una expresión general de la acción efectiva a partir

de la cual, por derivadas funcionales, se obtengan las ecuaciones (le movimiento corregidas de los

campos de fondo. Por este motivo es necesario desarrollar métodos de aproximación en un caso

general. Además, resulta conveniente que tales métodos sean manifiestamente covariantes, en el

sentido que preserven la covariancia general de la teoría orden a orden.
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4.2 La expansión de Schwinger-DeWitt

La expansión de Scliwinger-DeWitt (SDW) [65] es un desarrollo asintótico de la traza del lieat

kernel para tiempos cortos, s —)0, en la forma

oo

TrK(s) = (41rs)_"’e_5""lz s"/d2“’a: g'h'anfic), (4.5)n=0

donde d = 2w es la dimensión del espacio-tiempo, g = (letglw y a,,(:1:)es el límite de coincidencia

de los denominados coeficientes de Scliwinger-DeWitt. Estas son cantidades locales construidas a

partir de las curvaturas de fondo R. Denotaremos con 'R.en forma indistinta al tensor de Riemann

Rflmfi (o a cualquiera de sus contracciones con la métrica), al conmutador de sus derivadas

covariantes RW, ([Vw Vu]4)= 721ch) o a la matriz El cálculo de los coeficientes de Schwinger

DeWitt en un fondo arbitrario es desde el punto de vista técnico una tarea compleja, y sólo se han

podido calcular en forma explícita los primeros coeficientes. La estructura general del enésimo

coeficiente es

a,,(:r,)= V2"‘2’R+ RV2"“R + . .. + VV'R"" + 72". (4.0)

)—2nNótese que tiene dimensión de (longitud y que aparecen a lo sumo n curvaturas de fondo 'R.

La expresión (integrada) de los primeros tres coeficientes es [65]

/d2“’:c g’n'ao(a:) = /d2'":v\/HTI'Ï (4.7)

/d2“’a: g’lïaflx) = /d2"’x g’h'Ó (4.8)

2m 2m r l “2 1 " “¡wd = d a:gI‘l' +1-2'R¡“,R

+ [LR fi Rafil‘" ——1—R,,R’“’] í}. (4.9)180 a "" 180 "

La expansión de SDW es válida en el caso de campos cuánticos masivos en campos de fondo

débiles, 'R,<<"L2, es decir en el caso en que la longitud de onda Compton del campo cuántico sea

muclio menor que la longitud típica de variación del campo de fondo (campos de fondo lentamente

variables). En ese caso los coeficientes de SDW verifican a" << m2”. Haciendo el cambio de
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2variables u = sm e intercambiando el orden de la integral en el tiempo u con el (le la sumatoria,

podemos obtener una expansión analítica de la acción efectiva en potencias inversas de la masa

S —S ———1 ¿“r-JF Í —1 'n (3') °°d -"u"-'"“ (410)
°‘ ’ 2(47r)-w "’ "no (man-w ' o “e ' '

La integral en el tiempo 1Lpresenta una divergencia ultravioleta en el límite inferior, que debe ser

regularizada ya sea mediante regularizacióndimensionalo mediante un cut-oll1n2/L2, (L -)

Para d = 4 dimensiones, los tres primeros términos del desarrollo son divergentes, obteniéndose

1 _ ,

Ser = S - 32—2llm [poao(:B)+ {11a1(1,')+ p2a2(a:)7V L-voo

OO
1+201.- ,

n=3

donde

po = ——1n2L2—lm4 IME) + l7n'1(g - C)
2 L2 2 2

. 2

pl = L2 + m21n(7¡n2) +1n2(C —1)

m2

pg = —lid?) -—C, (¡1.12)

con C = —d/dqlirl"((¡)|,,=¡.

El desarrollo de SDW es básicamente una expansión en derivadas del campo de fondo. Es útil

para estudiar la renormalizabilidad de la teoría y para analizar los efectos de polarización de vacío

de campos cuánticos masivos. Sin embargo, existen distintos procesos físicosque esta aproximación

no cubre. Es completamente inadecuada para tiempos largos (SR >> l), para campos de fondo

intensos (7?.>> m2), y carece de sentido para teorías no masivas. También es inadecuada para

campos débiles y rápidamente variables.

4.3 Resumación de la expansión de Schwinger-DeWitt

Cuando m2 = 0 las integrales en el tiempo s de la expansión de Schwinger-DeWitt del heat kernel

divergen en el límite superior, y cada término del desarrollo en la serie es más divergente que
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el anterior. Sin embargo, la integral de partida ec.(4.4) converge en dicho límite superior. El

problema es que la serie de la ec. no puede ser integrada término a término, como lo hicimos

en el caso masivo: se requiere algún tipo de resumación.

El método de resumación que utilizaremos consiste en realizar la suma de todos los términos

con una dada potencia de la curvatura 'R,y cualquier número de derivadas de todos los coeficientes

de Scliwinger-DeWitt [66, 67, 68]. Claramente este método de rcsumación tendrá sentido para

situaciones en las cuales VV'R >> RR, es decir para campos débiles y rapidamente variables.

La técnica puede ser aplicada tanto para casos masivos como no masivos. Seguidamente pre

sentaremos la idea del método en forma esquemática y en capitulos posteriores haremos calculos

concretos basándonos en este proceso de resumación.

Comencemos entonces a analizar la resumackin orden a orden en potencias de curvaturas. El

orden mas bajo no posee curvaturas y está dado por el coeficiente ao(:i:) = 1. Por lo tanto, a este

orden, el heat kernel es

Mano = (¿im-2531""f dlxfi'l‘i-{í}. (4.13)

El orden uno en curvaturas provendra de la resumación de los términos lineales en curvaturas de

los coeficientes de SDW, es decir

(11(3)) = (117?,

(12(3) = “25'73 + OCR?)

a,,(:1:) = anün’l'R + O('R2). (4.14)

Todos los términos excepto el primero son derivadas totales, de modo que pueden ser descartados

en la integrales espacio-temporales, bajo la suposición de que el espacio-tiempo es asintóticamente

plano. A primer orden el lieat kernel queda

'IYK(5)1= (¿im-25"“ / dh-fin {372}. (4.15)
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Teniendo en cuenta la estructura general del enésimo coeficiente de SDW (ec.(4.6)), usando que

el conmutador de derivadas covariantes (la términos de orden (9013) e integrando sucesivamente

por partes, las contribuciones cuadráticas se pueden reducir a la forma

/ ddxfianu) = / d‘zfia,.R(-Ü)"“2R + om“) (n 2 2), (4.10)

con ciertos coeficientes a", que se calculan al transformar al coeficiente de SDW de modo que

tenga esta forma particular. Una vez hallados, definiendo la función

a(77)= Z ann"‘2, (4.17)
11:2

llamada factor de forma, la resumación del heat kernel a segundo orden en curvaturas conduce a

una expresión no local de la forma

TI'K(5)2= (lina-25W“ [aux/5'11. {32R0(-SÜ)R} . (4.18)

Lo difícil en este proceso es hallar los factores de forma que acompañan a las distintas contribu

ciones que provienen de las distintas posibles cm'vatm'as 'R. Dicho cálculo ha sido llevado a cabo

en [66, G7, 68], y el resultado final, a orden cuadrático en curvaturas l , es

mas) = (4n5)_2e'5"‘2/d412\/_(71Ï{Ï+sÓ+sz [R,wfl(-sI:I)R’“’Ï+Rf2(—sCl)RÏ

+ Cájar-sum + CDM-seno + 7%,Wf5(—sa)7‘z""]}+ 0m“), (4.19)

donde f¡(i = 1,... ,5) son factores de forma, función de la variable n = —sÜ,dados por

f1(n)= (4.20)

¡207) = á ¿un + “’27?” —“m j): + "/6 (4.21)

¡son = 11—.¿f(n)+ (4.22)

ll‘tecientemente la resumación ha sido calculada hasta orden cúbico en curvaturas [69],resultando una estructura
no local muy complicada que involucra veintinueve factores de forma. Afortunadamente, en las aproximaciones en
que trabajaremos en los capitulos siguientes, estos términos cúbicos son despreciables frente a los cuadráticos, de
modo que podremos evitar trabajar con semejante cantidad de factores de forma.
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1

f4(n) = 5/(11) (4.23)

_ f (Tn-1
¡son — 2,, (4.24)

l ¡_¿2

¡(m s f die-T”. (4.25)0

Los términos (le orden cero y uno en curvaturns en la ec.(4.19) son locales, mientras que los (le

segundo orden son no locales, y tienen la estructura Rfi(—sCl)'R (le la que hablábamos anterior

mente. La sexta posible estructura, R¡,,,,,fif(-sÜ)R""°‘fi no está presente en la ec.(4.19), pues,

en este desarrollo perturbativo covariante, es siempre posible eliminar al tensor de Riemann uti

lizando las identidades (le Bianchi para expresarlo en función (lel tensor y (lel escalar (le Ricci,

más términos no locales de orden superior en curvaturas.

Para tiempos cortos 17—>O, el comportamiento de los factores (le forma es

mn = 6-10+ oo) f2(Tll= —É + ou) f3(7))= o + ou)

f4(n = á + oo) 15m)= e + ou). (4.26)

En este límite se recupera el desarrollo (le Schwinger-DeWitt, a orden cuadrático en curvaturas.

En el límite opuesto, (le tiempos largos 1)-) oo, los factores (le forma se comportan como

f1(1))= + 0%) 12(1))= —#,,+ ms) f3(77)= É + 0%)

¡«(11)= 5 + mi) f5(77)= á + ms). (4.27)

-w+lEn este caso, la traza del lieat kernel [((s) es proporcional a s para todos los ordenes en

curvatura, expecto el orden cero, que es proporcional a 3"”.

La acción efectiva resulta (le integrar en el tiempo s el heat kernel (le acuerdo a la ec.({i.4).

Obtenemos así

1 . - . ._. _ _ ' ' . . ¡w 4
Ser _ s 321r2/ddzfillgn l\{liol+h1Q+R,,,,P1(Ü)R 1+R1"2(C1)R1

+ Órammí + (QF4(U)Q+ víwzrsmmlw} + onza), (4.23)
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donde

°° - m'1 1:12

ho = / (hs-38"“z = -— ln—ï (4.29)1/112 2 L

m __2 _ 'l 2 7712

ln = f dss e 5’" =7n “IF, (4.30)1/1;l

—S"l2

y los factores de forma no locales están dados por F,-(Ü) = fm]: d39w—_rf.-(—3Cl)y resultan ser,

para d = 4 dimensiones

¡71(0)= /01dt[-5150—¿2)2111 + (--;%12+ ln (4.31)

¡72(0) = ¿[01a + 11-20—¿2)+ alza —¿2)2)ln GES)

+ <—gg-+;'—;2—%l :1“) 111635)] (4.32)

¡73(0) = [02” —t2)ln GIS?)—Z-‘¿m0755)] (4.33)

mo) — —%f0] dtln GIS) (4.34)

msm) = á/Ol dt [-1:¡—‘2mGS) + g ln G79] , (4.35)

donde G(Ü) = m2 —%(1—12)Ü.El factor de forma 17(0) E ln G(El)/L2 admite una representación

espectral en términos del.propagador euclídeo masivo (M2 - Cl)-l

m2 —l(1 —¿2)0 1- ¿2 °° 1 1FEI=l —4— =1 — +/ 1 ———.—. 4.30(l “[ L2 n 4 o (z Z+L2 2+:th_0 ( l

Entonces, F(Ü) es una función de dos puntos que sobre una función de prueba [(aJ) actúa de la

forma F(Ü)f(a:) = fd"m’F(Ü)(:c,:r/)f(:c’).

Tanto las integrales hi como los factores de forma F¡(Ü) son cantidades que divergen en

el límite ultravioleta L —>oo, siendo proporcionales a ln L2. La teoría es renormalizable si la

acción clásica de partida .S' tiene la misma estructura que las divergencias, es decir, si posee

términos independientes de curvaturas (proporcionales a 1), terminos lineales (proporcionales a
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Ó), y términos cuadraticos (proporcionales a RR). En ese caso las divergencias pueden ser

absorbidas en las constantes desnudas {a2} de la acción clásica S, redefiuiéndolas en la forma af, =

a; - ctei ln(L2//t2), donde son las correspondientesconstantes vestidas, [1.es un parámetro

de escala con unidades de masa, y {ctei} son las constantes que acompañan a las divergencias en

ln L2. Los factores de forma renormalizados son los mismos que los dados en las ecs. (4.31)-(4.35)

con L2 reemplazado por ¡12. En esta forma se renormaliza la teoría, resultando un conjunto de

constantes vestidas que dependen de la escala de energía, af, = aun). Usando el hecho que la

acción efectiva no depende de este parámetro arbitrario IL,se obtiene un conjunto de ecuaciones

dei grupo de renormalización para las constantes vestidas, [Midi/(1p = fii({a{;}) que rigen la forma

en que dichas constantes cambian a distintas escalas de energía.





Capítulo 5

Correcciones cuánticas al potencial
newtoniano

En este capitulo calculamos correcciones cuánticas al potencial newtoniano basándonos en la acción

efectiva. Con el objeto de dar un ejemplo sencillo del método que utilizaremos, comenzamos por

calcular el apantallamiento de la carga eléctrica en electrodinámica cuántica. Pasamos luego a

tratar los efectos de campos de materia (escalares y fermióuicos) sobre un fondo gravitatorio

clásico, en el contexto de teoría semiclasica de la gravedad. A partir de los términos no locales

de la acción efectiva, obtenidos en el capítulo anterior, calculainos cómo la constante gravitatoria

pasa a ser función de la distancia entre partículas masivas [70]. Hacemos un análisis comparativo

entre los resultados obtenidos con los que resultan de la aplicación del grupo de renormalización

[71].

5.1 Teorías de campos efectivas

La teoría de la relatividad general es una teoría clásica que describe en forma satisfactoria diferené

tes procesos gravitacionales a escalas de energías presentes, es decir mucho menores que la escala

de Planck. Si se desea estudiar procesos a escalas de energía mayores se deben incluir efectos

cuánticos. Como hemos discutido en la introducción, es entonces necesario tener en cuenta no
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sólo las fluctuaciones de los campos de materia, sino también las fluctuaciones del propio campo

gravitatorio [21]. Es aquí donde aparecen serias dificultades técnicas que pueden describirse como

una incompatibilidad entre la mecánica cuántica y la relatividad general. En el'ecto, debido a

que la constante gravitatoria tiene dimensiones y a la naturaleza no lineal (le la teoría, en el

calculo de lazos de gravitones aparecen divergencias ultravioletas que no pueden ser absorbidas

en la acción clásica de partida: la teoría no es renormalizable. Históricamente esta dificultad

fue considerada como un impedimento para realizar predicciones mediante la relatividad general

cuantizada, debiendo entonces encontrarse la verdadera teoría cuántica de la gravedad (hasta

lioy desconocida), válida para energías cercanas y superiores a la de Planck. A pesar de la no

renormalizabilidad de la teoría, los procesos cuánticos a bajas energías y largas distancias pueden

ser calculados en forma satisfactoria cuantizando la relatividad general, independientemente de la

eventual forma de la gravedad cuántica. La clave es que, a bajas energías, la relatividad general se

comporta en la forma en que usualmente se tratan las teorías (le campos efectivas. Seguidamente

describiremos las ideas que subyacen en el tratamiento de teorías electivas. Una descripción más

completa de estas ideas puede hallarse en [73, 74] y su aplicación a la relatividad general en

[22, 75].

Una teoría de campos efectiva esta construida en base a ciertos grados de libertad e interac

ciones entre los mismos que describen procesos fisicos en un cierto rango de energías y distancias.

Estos grados de libertad pueden resultar insuficientes o completamente inadecuados para explicar

la física a escalas de energías mayores, en cuyo caso es necesario reemplazar la teoría efectiva por

otra mejor. La teoría debajas energías involucra un lagrangiano efectivo (que es una cantidad

local construida con los grados de libertad efectivos) y un tratamiento completo de su cuantización

(lazos, renormalización, etc.). El objetivo final es poder describir en forma satisfactoria todos los

procesos cuánticos de bajas energías. Hay dos elementos que juegan un papel fundamental en

la metodología de teorías electivas. El primero es la separación entre el sector de baja y de alta

energía. En un tratamiento diagramático, los electos de las partículas virtuales pesadas involucran

propagaciones de corto alcance y pueden ser representados por una serie (le lagrangianos locales.

Un ejemplo de ésto es la teoría de Fermi de las interacciones débiles. Por el contrario, los electos

no locales corresponden a la propagación de partículas virtuales livianas por grandes distancias,

y sólo pueden provenir del sector de bajas energías de la teoría.
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El segundo aspecto de importancia es la expansión en energías. La idea es escribir el la

grangiano mas general compatible con las simetrías de la teoria y ordenar los infinitos términos

en potencias del cociente entre la escala de bajas energías y la de altas energías. El orden más

bajo de dicho lagrangiano sirve para definir los propagadores y vértices, mientras que los restantes

ordenes se tratan perturbativamente. Al cuantizar y calcular lazos, aparecen divergencias ultra

violetas (cantidades locales y analíticas en el espacio de momentos) que tienen la forma de algún

término en diclio lagrangiano y renormalizan las constantes de acoplamiento del lagrangiano. En

el proceso de cálculo de los lazos aparecen otras contribuciones de un carácter diferente, que

surgen del sector de bajas energías, y que son no analíticas, típicamente de la forma ln(—q2) l.

Estos efectos provienen del orden mas bajo del lagrangiano y por lo tanto son independientes del

valor que tomen las constantes de acoplamiento de los ordenes superiores. son estos términos no

analíticos los que conducen a predicciones cuánticas bien definidas de bajas energías.

Una teoría de campos efectiva cuya estructura es similar a la de la relatividad general es el

modelo a no lineal, que describe una teoría de piones que es el limite de bajas energías de QCD

[74, 89, 90]. Esta teoría lia sido extensamente estudiada, tanto teórica como experimentalmente.

El lagrangiano de orden más bajo es

L — _:ÉT]. a UallUi __ , - a a
2 — 4 ( H ) U —cxp(11r T /f,,), (5.1)

donde T“ son los generadores de SU(n). Al igual que en la relatividad general, la constante de

acoplamiento f1, posee dimensiones, la teoría es intrínsecamente no lineal, y no es renormalizable.

En efecto, a un lazo existe una divergencia ultravioleta de la forma

2 í 2m» . (5.2)
que no posee la estructura de C2. Adoptando la metodología de teorías efectivas, escribimos el

lagrangiano más general compatible con las simetrías de la teoría

cer = ¿:2 + a ['I‘rÜHUÜ'UÏ]? + mi- [¿),.Ua"U1]2 + . . ., (5.3)

lEsta forma aparece para fluctuaciones no masivas, como por ejemplo gravitones. Si las fluctuaciones tuviesen
masa Q, entonces habría otra contribución no analítica de la forma Q/fi-q", que también es relevante a bajas
energías.
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y a bajas energías (|8I = p2 < f3), Lg será el término dominante. El procedimiento para imple

mentar el método de teorías efectivas a un lazo es el siguiente:

i) Calcular vértices y propagadores con L2, [O(p2)].

ii) Calcular las correcciones a un lazo.

iii) Combinar los efectos de orden O(p2) y 00)") del lagrangiano efectivo con las correcciones a un

lazo. Las divergencias (y las correspondientes partes finitas) pueden absorberse en las constantes

ayfi.

iv) Medir los coeficientes desconocidos por comparación con el experimento. Habiendo deter

minado los parámetros de la teoría, se pueden hacer predicciones válidas a orden O(p") en una

expansión en energías.

v) Para obtener las correcciones cuánticas más relevantes en la expansión en energías, es necesario

calcular las contribuciones no analíticas a un lazo. Estas son independientes de los parámetros a

yfi

Como veremos, este procedimiento también puede aplicarse a la relatividad general. Sin em

bargo, dado que el cálculo de correcciones cuánticas por efecto de gravitones en relatividad general

es complicado desde un punto de vista técnico, dejaremos para el próximo capítulo el efecto de las

fluctuaciones cuánticas del propio campo gravitatorio, y en este capítulo comenzaremos por ejem

plos más sencillos. Calcularemos las correcciones cuánticas debidas a campos de materia (campos

escalares y fermiónicos) a la dinámica de un fondo gravitatorio clásico. Pero antes trataremos

un caso aún mas simple en el contexto de electrodinámica, que nos servirá. para ejemplificar las

técnicas que utilizaremos.

5.2 El apantallamiento de la carga eléctrica

En electrodinamica cuántica es bien sabido que debido a efectos de polarización de vacío el poten

cial (le interacción electrostático entre cargas puntuales en reposo difiere del potencial coulombiano

clásico r". La forma usual de obtener este efecto es calculando la interacción entre dos partículas

de carga e (con corrientes asociadas .Í"(p), siendo p" el cuadri-iinpulso) a través del intercam
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bio de un fotón, e incluir las correcciones al propagador del fotón D¡w(p) por emisión de pares

virtuales electrón-positrón. Los diagramas de Feynman necesarios para realizar dlCllOcálculo a.

primer orden en la constante de estructura fina a = e2/41rhc se muestran en la figura 5.1.

C e 

e É c :

m propagadordelfolon

propagador del fcrmion

Fig. 5.1: Diagramas de Feynman para calcular, al orden más bajo en
Ia constante de estructura fina. el potencial de interacción coulombiano
entre cargas puntuales. EI segundo diagrama es la contribución debida a la
polarización de vacío.

El potencial de interacción electrostática se encuentra tomando la transformada de Fourier del

límite estático de M¡2(p) E J"(p)D,,,,(p)J”(-p). El resultado final es [72]

62(1‘) _ (:2
41r — 4777‘ +00:4). (5.4)82 co —2mru 1

1+ Á due (l+ 2

Por los efectos (le los pares virtuales, la carga eléctrica que “ve” una de las partículas no es

igual a e, sino que mide una carga e(1') que depende de la distancia a la otra partícula cargada.

Para grandes distancias (mr >> 1)l diclia carga es aproximadamente igual a e, mientras que para

separaciones pequeñas (mr << l),

2

g”? ln í + 0(e4) , (5.5)e('r)=e 1—— TD1

donde ro está definido por - lnm'ro = 27 + La presencia de la carga desnuda e polariza el

vacío, siendo rodeada por cargas virtuales de signo opuesto, que finalmente hacen que la carga
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vestida e(1‘)sea de magnitud menor. A medida que nos acercamos al origen, la carga vestida crece

logarítmicamente.

Otra manera de obtener el potencial electrostatico en el límite de cortas distancias se basa en

un argumento “wilsoniano”. La idea es partir del potencial coulombiano clásico y reemplazar a la.

carga c por la solución de la ecuación del grupo de renormalización e(¡¿), y finalmente identificar

a la escala. de energía ¡1 con la inversa de la distancia, es decir

(52(11-—)
me) = 4 (5.6)vr

La ecuación del grupo de renormalizaeión en electrodinúmica es ¡ide/(lp = —e2/12+ O(e4), cuya

solución resulta

32(flu) #0 4
e(u) = emo) 1- i 2 ln— + O(e ) . (5.7)

121r y

Es inmediato entonces comprobar (¡ue se obtiene la dependencia correcta con la distancia tanto

para la carga vestida como para el potencial electrostático, en el límite de cortas distancias. En

'electrodinámica el argumento wilsoniano conduce al resultado correcto.

A continuación calcularemos, a partir de la acción efectiva, las ecuaciones de movimiento para

el campo electromagnético en presencia de los fermiones y veremos cómo resulta el apantallamiento

de la carga eléctrica. La acción clásica de la electrodinámica es 2

Sclns = S[A,¿] + S[1/),1/3,A,‘]= —%/d4a;l7,wF"” —/d4:1:1/_)(7"8¡‘+ 7n +ie7"A¡¿)1JJ, (5.8)

donde las matrices de Dirac satisfacen {7",'y"} = 2g"", 7’” = 707i‘70, siendo 7° antihermítica y

"y‘hermítica.

Comencemos por calcular la acción efectiva in-out, para lo cual integramos sobre los campos

fermiónicos. De este modo resulta

SerMfl] = S[A,.] —ilndet(7"c7,¿ + m + ie7"A¡,). (5.9)

“Usamos la signatura (—+ ++) y las definiciones de [73].
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En general este determinante fermiónico no puede calcularse en forma exacta, y por ello haremos

un desarrollo perturbativo en potencias de la constante de estructura fina, o equivalentemente en

potencias del campo A”. Obtenemos

sed/4"] = S[A,,] + á f d4xd'1zr'/l¡¡(ur)l'l"”(a;,x')A,,(:1:')+om“), (5.10)

donde I'l’“’(:v,:r’) E -e2’I\'['y/‘F++(a:,a:’)7"F++(a;’,x)] es el tensor de polarización de vacío en

electrodinámica cuántica, y

. - d“ .,_, i".-m
F++(a:,g;’)=1(T1/;(:v)1,b(g;'))=/_(_2_7r7)’_46.1(zMW, (5.11)

es el propagador fermiónico. La ecuación de movimiento in-out para el campo es

o = —Ü.,F"” +1122f d4:D"I‘1‘['y"F++(:r;,a;')7”F++(a:’,a:)]A,,(a:'). (5.12)

El problema de esta ecuación es que no es ni real ni causal, debido a la estructura del propagador

171......Para obtener las ecuaciones de movimiento reales y causales para el campo electromagnético

debemos hallar la acción efectiva in-in.

La funcional generatriz fermiónica in-in para el caso sin interacción es

Zlñ+,1;+.ñ‘.n’] = f D1/3'D«/:'D1/3+Dw+CTC

x c—i(S[1/r.:/3-l+n- ib'+'17'1¡') ei(slw+.r13+]+n+w++u17+n+)’ (513)

donde la integral se hace con las condiciones de contorno de camino temporal cerrado. De aquí

resulta el siguiente propagador fermiónico Fab,Mm”=
= i(T1/2(rc)1/3(z'))=i[0(:c°-a:’°)(1/)(z)1fi(a:’))—0(a:’°-:v°)(d3(=v’)ib(x))l (5.14)

F+-(x,z') = ifimfimzmfl=—i<«/3(x'>w(x)> (5.15)

F_+(z,z')= |u=fl=0=i(«p(x)1/í(x')) (5.16)
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ó ói——Z
'lF__(fE. T»l 4‘77- (1;) —in‘(z') =fi=0

= i[—0(:z:0—x'°)(1/_¡(:c')1/)(a:))+ 0(:1:’0—9:0)(1l)(:r')1/3(z))].(5.17)

Estos propagadores verifican las propiedades siguientes

F++ (15,2') = 0(u;° —x'°)F_+(a:,a;') + (Ka/0 —:1:°)F+_(:r,:v') (5.18)

70171411742370 = -—0(:r:0—x'°)F_+(:r',zr) —0(:i;'0 —:1;°)F+_(a:',a;). (5.19)

La acción efectiva in-in para el campo electronmgnético la obtenemos integrando los fermiones

con la prescripción del camino temporal cerrado

¿Samu = ei<SW1‘S“i”/m.c D1ÏI“D1/2‘DJ2+Dina-"51W'¿‘1451+i5l'”+"17“77. (5.20)

Haciendo perturbaciones en la constante de estructura lina (o equivalentemente en un desarrollo

en potencias del campo electromagnético), la acción efectiva CTC adopta la siguiente forma

sed/1,1%]: su; —S[A;]+ ¿e?f d‘xd'U/x (5.21)

'fi' [7"A7Ï(I)F++(=v, m')7"AÏ(I')F++(a/". rc) - 7"A,Ï(=B)F+—(I,w')7”A;(=v')F—+(-'E',I)

—7"A,:(x>r.+(x, x’)7"AÉ(I’)F+—(rv’, + 7"A,Í(HI)F——(=5,:v')7”A;(w’)F-—(9:’,I)l + om“)

Las ecuaciones de movimiento in-in quedan entonces

¿Sul r
6A; (0.22)Aj=A;=A"

—ÜuF’“'+ 1'62/d4zl'1ï'['y"F++(:c,x')'y”17'++(a;',:r) —7"F+_(zr,a:')'y"l7'_+(a;',x)]A.,(1:').

Para mostrar que efectivamente estas ecuaciones son reales y causales, usamos las propiedades de

los propagadores fermiónicos (ecs.(5.18) y (5.19)) y de las matrices de Dirac para demostrar la

identidad

i'l‘l'l'Y"F++(9¡,Hill7uF++(1?’i3¡) - '7"F+—(Zamll7"F—+(='¡',3)l

= 20(550—:I:'°)R.e'l‘r[i7"17'++(a),n;')'y"F++(z', (5.23)
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lntroduciendo esta identidad en la ec.(5.22) y (:omparándola con la ec.(5.12), vemos que la ecuación

de movimiento in-in puede obtenerse a partir (le la in-out si a los términos no locales de esta última

le tomamos dos vecessu parte real y causal. Esta propiedad que acabamos de demostrar es también

válida en el caso bosónico.

Volvamos entonces a concentrarnos en la acción efectiva in-out. Como es sabido, el tensor

(le polarización (le vacío en QED presenta divergencias (ultravioletas) en d = 4, que deben ser

tratadas mediante algún procedimiento adecuado (le renormalización. Utilizaremos regularización

dimensional, para lo cual trabajaremos en dimensión arbitraria d. El tensor de polarización (le

vacío resulta entonces [7G]

n""(u:,z') = -62u““"1‘r[7"1’++(92.a>')7"F++(a:’,w)l

= i62114_'l(41r)'2r(2 — 21H} (0"3" —11"”0)

. . 1-2
l 2 — 1 1 — ¿2 a _ 2

xf ¿un—e?) ¿(Tuy/y (5.24)0 47r

donde [1.es un parametro con unidades de masa. Expandiendo alrededor del polo en d = 4

obtenemos la siguiente forma para la acción efectiva in-out

5' - l[dá'lï'F’w-i- L+ +li ""Cl 0"0”A)of _ 4 J: ¡w 2412 (1-4 7 n 47T/L2 I H a; n - ) "(x

,2

7:72 Í d‘IAIAw-xn'wü- amamamue). (5.25)

donde el factor de forma no local está (lado por

_ (5.26)
¡12

l

¡«ahi/0 (l-t2)ln[

La divergencia adopta la misma forma que la acción clásica, (le modo que la absorbemos en el

campo desnudo clásico. Asi obtenemos finalmente una expresión renormalizada (finita) para la.

acción efectiva in-out

2

Sur= fi f (14213.,[1+ ¿mol + our). (5-27)
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Las correspondientes ecuaciones de Maxwell son

2

1+ gram] aun/w = Cum, (528)

I
donde hemos incluido una fuente clásica Jélns. En el límite de distancias cortas (m2 << —Cl),estas

ecuaciones in-out se reducen a

e2 —Cl — ic , ¡w u (
1- W ¡11(7) ()¡,_F=Jclns.

42;") a nivel de ecuaciones in-out.Frecuentemente encontraremos la distribución CyT-1%)E ln(

Para hallar su contrapartida a nivel in-in, Gm, le debemos tomar dos veces su parte real y causal.

Sobre una función de prueba [(3), este factor de forma actúa de la manera siguiente

(14k k2

(27m (amet-31)ln (5.30)chi-Emus) = me/ Moe" —af")/

Podemos escribir el término derecho en forma más compacta si introducimos el propagador de
(HI; ¿“r-"1)

Feynmanno masivoplanoG(a;,a;’)= [25,77,78].Usandoque

a , . ¿4k kae‘k(“x') i ¿4k Mr,“ 0 k2 —ic
ara-“GU”, ) _ ze/ (27r)'1 k2 —ic _ 5 (27r)"c 55h“ [1.2 )

1 (14k . . _ I k2 - ic

= 5(xa—z;)/We'h(m “ln( #2 ), (5.31)

y el hecho que R.eG(:r,,a:’) = ¿((2):—a:’)2)/47r, obtenemos

(14k ik(z_zl) k2 — 7:6 1 , , 2 r
lie/We ¡"(7) _ fi ((x—:1;)). (0.32)

De este modo, la distribución logarítiuica iu-in adopta la forma

Gli-fine) = É/ me - a:'°>ó'((m- wwe). (5.33)

Un caso especialmente sencillo es cuando la función de prueba es independiente del tiempo

Ü V2 I dak í x-x' k2 I r
Gi..(-l7)¡(x>=G(-7>¡(x)=/ (13a:[WM uno-nm). e34)7|”
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Existe otra manera alternativa de hallar las ecuaciones de movimiento reales y causales para

estados de vacio in, que se basa en el calculo de la acción efectiva euclídea. La acción clásica de

la electrodinamica en espacio euclideo es [79]

. 1 .

SD[A,‘]= f ¿4:5[Zum/W + 1/)l(7"V,‘+ zm)1/) , (5.35)

donde 'y" son las matrices de Dirac para signatura euclídea y V” = 0,. + ieA“. Siguiendo los

mismos métodos utilizados para calcular la acción efectiva in-out renormalizada, concluimos que

la acción efectiva euclídea resulta (comparar con la ec.(5.27))

. . t . 1 e? w

SE = SD[A,¿]-—Trln('y’ V" + un) = Z/d‘acF'lu, [1+ ?F(ÜE):| F" + (904“)I (5.36)

donde el factor de forma F'(CJE) es el mismo de la ec.(5.26) sin la prescripción —ie y con el

D’Alambertiano euclídeo a. Las ecuaciones de movimiento euclídeas para. el campo electro

magnético son las mismas ecs.(5.28), también con el D’Alambertiano euclideo.

Para hallar las ecuaciones de ¡movimiento in-in, basta reemplazar en las ecuaciones de movi

miento euclídeas el propagador DEI por el propagador retardado Cir-el[28], obteniéndose de esta.

forma la versión in-in del factor de forma. Sobre funciones de prueba independientes del tiempo,

dicho factor de forma actúa como

2 3 I (13" 'k ' 2 1 '

Munoz) = mv mx) = / «1'a:f (H >F(—kmx ), (5.37)

pues la integral temporal del propagador retardado coincide con la función de Green del laplaciano.

En particular, en el límite de distancias cortas, el factor de forma es logaritmico y reobtenemos la

ec. (5.34).

Estamos ahora listos para calcular las modificaciones al potencial electrostático. Tomando

como fuente clasica una carga puntual estatica, la ley de Gauss adopta la forma

v E—¿G(—V—2)V.E—e¿3(x) (538)
l21r2 ¡1,2 — ' I

aEsta expresión para la acción efectiva euclidea también puede deducirse en base a las técnicas del capitulo
anterior. Para ello usamos la identidad 'I‘rln(-1"V,.+i1n) = ln(K) donde K E ('7"V,. + i1n)(7"V,. —i1n) =
—D+ m" + 50,“,17‘“, siendo a", = ¿[mn-yy]. Vemos entonces que el determinante fermiónico puede escribirse en
términos del determinante de un operador diferencial (le segundo orden K, del tipo de la ec. (4.2). Aplicando la
técnica de resumación del capítulo 4 obtenemos la expresión de la acción efectiva. euclidea (5.36).
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La solución para el campo eléctrico es esféricamente simétrica E = E(1‘)ï‘y la hallaremos per

turbativamente en potencias de 62, E = EW)+ Em. El término de orden cero es la contribución

clásica

(o)_ 3 () . _ L
V-E —eó (x) => E°(1)— (“Tr (5.39)

y el término de primer orden es una corrección cuántica dada por

2 2

V . En) = e G(_l)v . EN). (5.40)
121r2 pz

En consecuencia, debemos evaluar la acción de G(—¡VT.Ï)sobre la delta de Dirac. Usando ia ec.(5.34)
obtenemos

— —1n(,fi)ó“(x), (5.41)
21n-3

donde el último término da una corrección que depende de ¡i a la solución clásica, y que absorbe

remos en la fuente clásica 4. La corrección cuántica es

.2 3
1 e 7‘

En) T = En) 7.0_9 _ _' ¡n_ 5.42
( ) ( )r¿ 24n3r¿ ru' ( )

donde ro es un radio de referencia arbitrario. Integrando las ecuaciones (5.39) y (5.42) y ¡multipli

cando por la carga e, obtenemos el potencial de interacción electrostático

-12. 1_c_2
_47'rr G1r2me) In + om) . (5.43)

0

A partir de esta ecuación es inmediato obtener la forma en. que la carga eléctrica varía con la

distancia, y el resultado coincide con el hallado en la ee.(5.5).

4 . . . ‘ . 3 _' . 

Esta expresrón también puede obtenerse por medio de la transformada de l'ourler f (ÉL; e "" ' lnp’ = —#5-.
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5.3 Campos escalares en fondos curvos

5.3.1 Ecuaciones efectivas no locales para el campo gravitatorio

Consideremos ahora un campo escalar cuántico en un fondo gravitatorio clásico y en presencia de

una masa clásica M. La acción euclídca de la teoría es S = SM + SEN“,+ Smateria,donde

SM = —M/ g¡wd:1:¡‘dzr" (5.44)

l

Sgrav = - /d4I\/_(7 - 2A)+ (YR2+ ,ÜRHVRIW (5.45)
1

= 5 f d‘zfi[0,.<pa"zp+m2v2+€R4>2l (5.46)

Aquí gm, es la.métrica del fondo gravitatorio, x" es la trayectoria de la partícula M, m es la masa

del campo escalar y fi es una constante adimensional asociada al acoplamiento del campo escalar

con la curvatura. En la acción gravitatorial G es la constante de Newton, A es la constante

cosmológica y a y fl son constantes adimensionales que acompañan a los términos cuadráticos

en curvaturas. Todos estos parámetros en la acción gravitatoria son constantes desnudas que se

renormalizarán al integrar las fluctuaciones del campo escalar. Haciendo la integral gaussiana

sobre el campo escalar obtenemos la acción efectiva para el campo gravitatorio. Formalmente el

resultado es

—El+ m2 + ¿R
Ii

l

Sur = SM + Sgrav + E ill det [ E SM + Sgrav + F. (5.47)

La acción efectiva tiene la forma estudiada en el capítulo 4, siendo en este caso la matriz Ó =

É —ORÏ. Como hemos visto, |a_tarea de evaluar este determinante funcional en un fondo

gravitatorio arbitrario cs extremadamente difícil, y se requieren técnicas de aproximación. Para

campos gravitatorios lentamente variables, las técnicas de Schwingcr-DeWitt (límite de tiempos

cortos del heat kernel) da una expansión de I" en potencias inversas de la masa. En la notación

del capítulo 4,

1 _ °° 1

F = -m Iijoo/d‘ixx/Ü'ÏY[Poaoüvl+ /)1al(’JI)+P202(I)+ 2m - wmfianüï) ,(5-43)":3
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donde 5

(20(2) = 1 (5.49)

l
01(3) = (a - ¿W- (5-50)

1 l 1 l 1 1

«12(2) — Ü-ORWR’”+ 5 [(3 —o? — n? —¿(5 —e. (5-51)

y po, pl y pg son cantidades divergentes para L —)oo dadas en la ec.(4.12). Las divergencias

son absorbidas en una redefinición de las constantes desnudas de la acción clásica gravitatoria.

Las divergencias en po se renormalizan en la constante coslnológica, las de pl en la constante

gravitatoria, y las de pz en las constantes a y fi. En esta forma obtenemos la versión renormalizada

de la acción efectiva

— 1 1 '1 "12 2 "L2 ¡"L2

1" — 327r2 /d4.c\/_r7 [2m ¡11(y'2 ) -7n (11(2) ln( #2 ) + a2(:i:) ln( [12)

1 0° (n- 3)!

_ï:4=:,(1n2)11—2“"(”) ' (5.52)

donde ahora todos los parámetros son vestidos. A partir de esta expansión, es fácil derivar el

escaleo de las constantes gravitatorias. Dado que la acción efectiva no depende de la escala

arbitaria ¡1, es decir [LdSer/d/l = 0, se obtiene el siguiente conjunto de ecuaciones del grupo de

renormalización

dG G'2m2 1 r
MT” _ Tr (g _ a) (0.53)

da 1 1 2 1— = __ __ _ _ r
”dp 327r2 [(6 ’5) 90] (5"’4)

dfi _ 1 r rr
Hd}; — 9607r2 (0'00)

'udp G _ 47r' (0' )

6Usamos la identidad de Gauss-Bonnet 0 = fd“1'\/5[R,.VW R'W’” —4R,..,l?."" + R2], que es un ¡"variante
topológico en d = 4 dimensiones, para escribir el coeficiente (12(2)en términos sólo de [Zy de RW.
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Partiendo de la ec.(5.53) podemos obtener el potencial gravitatorio ‘wilsoniano’ generado por la

partícula IW,asumiendo que ésta es estática y que está localizada en el origen. Dado que el escaleo

de G(p) vienedado por G01) = G0(1 + — ln11-),el potencial wilsonianoresulta¡lo

MH;MG(¡¿=7"1)_ Coll/Í J m2G0(€ 1 1‘ (5 57)
r 7r 6 ' '

Es decir, los efectos cuánticos debidos al campo de materia hacen que se ¡modifiquela ley de Newton

clásica r’l, y entonces la constante gravitatoria pasa a ser función de la distancia. Siguiendo las

mismas técnicas que en la sección anterior, a continuación analizaremos si es posible derivar este

potencial basándonos en los términos no locales de la acción efectiva.

Como hemos visto en el capítulo 4, la acción efectiva posee contribuciones no locales, que han

sido calculadas mediante la resumación de la expansión de Scliwinger-DeWitt, válida en el caso de

campos débiles y rápidamente variables. En el presente caso la acción efectiva, a orden cuadratico

en curvaturas, toma la forma

_ 1 4“ _ l 4 'rn2 2 'rn_2 1

l" — 32W2/d [2m ln(L2)+m ln(L2)(¿ 6)]?
+nH,(c1)n.+ R¡,,,H2(Ü)R¡‘”]. (5.53)

Los factores de forma H,-(Ü) se expresan en función de los factores de forma F,-(Cl)del capítulo 4

como sigue

Hua) = m2(a)+(%-¿)F3(a)+(¿-o2n(u) (5.59)

H2(D) = ma). (5.60)

A partir de esta expresión para la acción efectiva, podemos derivar las ecuaciones de Einstein

semiclásicas ¿Ser/(59,“, = 0. Dado que estamos despreciando términos de orden O('R,3) en la

acción efectiva, debemos descartar toda contribución a las ecuaciones de movimiento que sea

cuadrática en curvaturas. En consecuencia, al tomar la variación de la acción respecto a gw,

no es necesario tener en cuenta la dependencia de los factores de forma en la métrica. Además,

a este orden, es posible conmutar derivadas covariantes actuando sobre una curvatura, es decir
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VflVu'R = VVVN72+0022). Obtenemos así las ecuaciones semiclásicas (euclídeas) para el campo

gravitatorio

1 m2 1 m2 l (l) (2) ‘ , l.
STI’G- 1671-2 _ h) L2 (Riu! - 5129]!!!)_ aHIuI - ¡BH/w = IJIW+('¡1/“’)’ (0'61)

donde ' ,u,(y) = Mf(l'r:i'."‘:'c"<5'1(y —:1:(T))es el tensor de energia-momento asociado a la partícula

M. Denotamos con - a la derivada respecto al tiempo propio 1', definido como (112= glwdcc’üzv".

La contribución cuántica al tensor de energía-impulso es

(le) = 3¿[H1(Ü)H“) + H2(D)H(2)]. (5.62)27r2 ¡UI ¡ul

i
Los tensores HL.) valen

HIS) _ 4V,‘V.,R—zlg,u,ClR+O(R2)

_ ZVIlVl/R- {hu/DR- 2012,“;+ 0(R2),

y provienen de derivar los términos cuadraticos en eurvaturas a nivel de la acción. En las ecuaciones

de ¡movimiento hemos asumido que la constante cosmológica vestida es nula, de modo que no

aparecen contribuciones proporcionales a la métrica gw, independientes de curvaturas.

Las ecuaciones de ¡movimientoson válidas para campos gravitatorios débiles y rápidamente

variables y, a priori, para cualquier valor de la masa del campo cuántico. En el límite en que la

escala de variación del campo gravitatorio es mucho mayor que la inversa de la masa (es decir

1n2R >> VVR), los factores de forma Fí¿(E1)se pueden desarrollar en potencias (le —Cl/7n2y se

reobtiene la ecuación de movimiento (local) (¡ne resulta del desarrollo de Sclnvinger-DeWitt. En

el límite opuesto (mz'R << VVR) se puede hacer una expansión en -1n2/D. Al igual que en el

caso de la electrodinámica, estaremos interesados en este último caso.

Para estudiar el comportamiento de los factores de forma para el caso z = —1n2/Cl<< 1,
'2

partimos de su definición Him) = fl°/°L.¿ds “w” IL¡(—sÜ),donde3

l 1 l l 1 l 7 —1 1 1

h1(7))= fi-nï]-W+W+(€-Bl %+% +5(¿-E)2Í(71)
h2(7})= (5.64)

172
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Denotemos en forma genérica con a a cualquiera de las funciones IL,-y procedamos a estudiar
2"JHI

el comportamiento de la integral I E 13°“ d.s“Ta(—sÜ) en términos de z. Para ello partimos

la integral en la forma I = A + B, donde

C

14(2) = /_Ü/L2%e“’”a(n) (5.65)

13(2) = fcw%e'”za(n), (5.66)

con C una constante elegida de forma tal que z"1 >>C >> 1. En la primer integral podemos usar

la expansión en Taylor del factor de forma, a(17)= 23:2 0,11)"’2,donde las constantes a" se leen

del correspondiente coeficiente de Scliwinger-DeWitt (ver ecs.(4.16) y (4.17)). Los términos con

n Z 3 son finitos en el limite L2 —)oo y dan una contribución analítica en la variable z, mientras

que el término en n = 2 (que corresponde al segundo coeficiente de Scliwinger-DeWitt) da una

contribución divergeute. Expandiendo la exponencial en la integral A(z) en potencias de nz << 1

obtenemos finalmente

m2

A = -Ugln(—%) + 0((——Ü—)2), (5.67)

donde el último término denota contribuciones finitas y analíticas en —m2/Cl. Como ya vimos, la

divergencia logaritmica se renormaliza con el contratérmino clásico R2. En cuanto a la integral B,

su comportamiento en potencias de -1n2/C1 está gobernado por el límite asintótico de fl(n) para

tiempos grandes. Usando que [5(r))= para 1]—->oo (ver ec.(4.27)), la integral resulta

171.2

Ü )2). (5.68)
"L2 m2

B = -L—Ü—¡iq-É) + O((

En conclusión

w e-sm
lim / dslL-+oo /L,'2 s

2 m2
Ü )2. (5.69)

Ü 2 2

o'(-—sCl)=—0"¿ln(—ñ)- +

Los coeficientes a“) los obtenemos del límite de tiempos cortos de las funciones f,-(n) (ec.(4.26)),

y los coeficientes f,-(n) del límite de tiempos largos (ec.(4.27)). Resulta
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1 1 2 1 .1

agl)=h1(0)=5 " _ 0'22)="¿(0)=
1 1.(u_- _2__ .(2)=- =_ r

k — "li-in 1¡lL¡(77) —€ 12 k "Inn 11h2(1)) 6. (0.70)

Finalmente los factores de forma renormalizados quedan

2 2 2= _ (I) -2 _ .(uï -71 _ï 2
H¡(Ü) 02 ln( #2) k Ü ln( Ü )+O( El) (5.71)

2 2
= _ <2) _E _ .(2)’_’LÏ_ï _L 2 r

H2(Ü) 02 ln( #2) k Ü ln( D )+O( Ü ) . (0.72)

Los términos independientes de la masa del campo escalar son proporcionales al factor de forma

no local ln(-Ü/nz), siendo los factores de proporcionalidad las correspondientes constantes del

segundo coeficiente de Scliwinger-DeWitt. Cabe mencionar que estos términos no locales y no

masivos pueden deducirse fácilmente partiendo de las ecuaciones del grupo de renormalización.

En efecto, imponiendo el llCClIOque la acción efectiva no depende del parámetro arbitrario ¡1,

y usando el lieclio que los factores de forma son cantidades adimcnsionales, H,- = H¿(—¡-?ï;€),

el escaleo de las constantes a y fi determina su expresión en forma unívoca. Notemos que estas

contribuciones no masivas de los factores de forma tienen una interpretación clara: corresponden a

la acción gravitatoria clásica en la cual las constantes a y fi lian sido reemplazadas por funciones de

dos puntos no locales. En el caso masivo, la situación es más complicada. pues los factores de forma

pueden también depender: de otra cantidad adimensional "tz/[12, y el grupo de renormalización no

es suficiente para determinar su expresión. En este caso es necesario recurrir al análisis asintótico

descripto anteriormente.

El tensor de energía-momento queda finalmente

_ 1 Ü (1) i (2) 2

(Tui!) _ _327r2 {log —/:ï) [a2 Erin!)+ 02 Hill/q

mzkm 1n2 km
+T log(-ï) HI9)+ . (5.73)

El primer término (no masivo) puede ser interpretado como una corrección a las constantes graví

tacionales a y ¡6. Como ya liemos dicho, los factores numéricos de esas correcciones provienen del



5.3. Campos escalares en fondos curvas 71

límite de tiempos cortos del heat kernel, y por lo tanto coinciden con los que resultan del segundo

coeficiente de Scliwingcr-DeWitt. El segundo término (masivo) podría ser interpretado como una
. , . . . . , . 2

correccron a G Sl pudiese ser expresado en una combmacnon proporcronal a m21n(-"ï')(R,w —

¿R9,w). Al orden que estamos trabajando 0022), vale la relación

l

Hflll) _ 2H¡(31)= 4C¡(R/UI — 5,2911») (5.74)

de modo que esta interpretación será posible sólo si ¡cm/k0) = —2. Esta condición se satisface

únicamente para acoplamiento mínimo, fi = 0. Cuando resolvamos las ecuaciones de movimiento

veremos cómo este hecho se traduce en la dependencia de la constante gravitatoria con la distancia.

A partir de las ecuaciones de movimiento también es posible derivar las ecuaciones del grupo de

renormalización, imponiendo que las primeras no dependan de la escala p. Una forma alternativa

es hacer la transformación 9,“, —)5’29“, y analizar cómo se comportan las constantes gravitatorias

en el límite s —->oo [70, 80]. Dadoque ante dicha transformación, Ü —) s20, los términos no

locales proporcionales a ln(—CI)se hacen relevantes para s grande. De los términos no masivos de

la ecuación de movimiento obtenemos el mismo escaleo que mediante el'grupo de renormalización

ae)= Ms=n—ñ%(e-áf—%)ms wm)

fi(s) = fi(3=1)-96¿1r,¿lns. (5.76)

Los términos masivos, en cambio, conducen a un escaleo para G sólo para acoplamiento mínimo

fi = 0, por las mismas razones indicadas más arriba. En este caso,

G = 1 2

ma=ce=n(b"lïíüïmd e=m, en)
que coincide con lo prescripto por el grupo de renormalización para G01) para este valor particular

del acoplamiento. Este hecho ya había sido remarcado en [7G].

5.3.2 El potencial newtoniano a partir de la acción efectiva

Al igual que en electrodinámica cuántica, los efectos de polarización de vacío contenidos en (TW)

inducen modificaciones en el potencial newtoniano. Seguidamente calcularemos estas correcciones
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partiendo de las ecuaciones de Einstein semiclásicas. Para ello es necesario transformar las ecua

ciones de movimiento euclídeas (5.61) en ecuaciones in-in. Ello se logra reemplazando en los fac

tores de forma no locales los propagadores euclídeos masivos por los correspondientes propagadores

rctardados, o bien haciendo una rotación (le Wick para escribir las ecuaciones ininkowskianas y

tomando luego dos veces la parte real y causal (le las mismas. Sin embargo, al calcular el potencial

newtoniano consideramos campos independientes del tiempo, de modo que las ecuaciones in-in

son simplemente las ecuaciones euclideas donde Cl es reemplazado por V2. La signatura (le la

métrica en estas ecuaciones in-in será (—+ ++).

Las ecuaciones de movimiento son covariantes, es decir invariantes ante cambios generales

de coordenadas. Para resolverlas haremos perturbaciones alrededor del espacio-tiempo plano,

gw, '= 17,“,+ huy, con 1),“, = diag(- + ++) y “tm/l << 1, y fijaremos la medida mediante la

denominada. medida armónica, (11,“,—áli17¡,,,)i"= 0. Para esta elección,

12,.” = ¿mw (5.78)

n = ¿mi (5.79)

riff) = (-2a,.a,+2n,.,o)un (5.80)

Hffi) = (-0,,0.,+%1¡,,,,D)Dh+Üülifl”, (5.81)

donde h = nlwhlw. Los índices suben y bajan con la métrica plana 17,,,,. Las ecuaciones de

movimiento linealizadas quedan entonces

1 171.2 l m2 — . r ‘

—m + - lnF ÜÍLHH- ozle —fiHíj)= fm,+('1¡,,,), (5.82)

' _ 1
con h“, —h", —ïhmw.

Asumiremos que la partícula M es estática y que está localizada en el origen, :i;"= (1,0, 0, 0),

T’“’(x) = 6565M63(x), Tl’,‘(x) = —M63(x). Dado que calcularemos correcciones al potencial

newtoniano a largas distancias, podemos asumir que la fuente M es una “masa puntual”, a pesar

que su tamaño debe ser mucho mayor que su radio (le Schwarzscliild y que la longitud de Planck,

de modo de justificar la aproximación (le campo débil que haremos más adelante. Para obtener

el potencial newtoniano consideraremos las ecuaciones geodésicas (le una partícula de prueba de
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') . .
masa mp con coordenadas z¡‘('r), [dT' = —g¡wdz"dz”]que se mueve en el fondo gravrtatorlo glw.

Estas ecuaciones son

(122” p dz" dz”
(112 "a dT dT '

o (5.83)

donde I‘fw es el símbolo de Cliristoflel asociado a la métrica solución de las ecuaciones semiclásicas.

En el límite de campo débil y velocidades no relativistas, las ecuaciones gcodésicas se reducen a

(122 1
-— = —VV = —VI , ’.
¿L2 2 ‘00 (o 84)

de modo que podemos definir el potencial newtoniano como V(1‘ = |z|) = -%hoo. Debemos

entonces hallar la componente 00 de la perturbación a la métrica plana, hoo = ÏLoo—áh, y para

ello resolveremos la ec.(5.82) para hgo en el caso estático, y la ecuación para la traza h,

L ig —l) lnÍ V2}—2(3 + fi)V2V2I—T" + (T") 585
161rG 327r2 6 a? L a ‘— I‘ " ‘ ( ' )

donde

1 1 V? , l V2¡t=__: __2 __ 2 .2_' 2 2__ ____ 2
(TH) 32W? [lfi G) ln( [L2)V V (nn (fi 36)ln( m2)V h. (5.86)

Primero resolvemos la ecuación para ILy luego haremos lo propio con hgg.

En forma consistente con la aproximación semiclásica, proponemos una solución perturbativa

h = Ido) + h“), donde el primer término corresponde a la solución clasica y el segundo es la

contribución cuántica. La primera parte satisface la ecuación

(V2 —0’2V2V2)h(°) = -167rG}l/163(x) 0-2 = 321rG(3a + fi), (5.87)

que posee la siguiente solución esféricamente simétrica [81]

4 r

M0)= gil-(1 —e‘”). (5.88)

Vemos que las contribuciones en a y fi, que provienen de los términos cuadráticos en curvaturas

en la acción clasica, conducen a una perturbación de corto alcance del tipo Yukawa, que para
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grandes distancias (ar >> 1) Ges despreciable frente a la contribución de largo alcance en r’l, que

proviene del término lineal en curvaturas. Este hecho es una propiedad de la relatividad general,

que discutiremos en más detalle en el capítulo G, al estudiar a la relatividad como una teoría

efectiva de bajas energías. En este límite la solución se reduce entonces al potencial clásico r‘l.

La parte cuántica satisface

(x72—0’2V2V2)h(” = uva/¿(0), (5.89)

donde

mv?) ——Ï(¿— l)21n(—v—2)v2V2+G’—”2 ¿(g —l) ¡“(33) + 3(¿2 ——1—)1n(—V—2)V2(5 90)
_ 27r G ¡1,2 1r 2 6 ¡12 3G m2 . '

Usando que V21"l = ——41r63(x)y recordando la acción del núcleo logaritmico sobre la delta de

Dirac (ec.(5.11l)), encontramos

-— —- I = — —— —--—, —— —. ".91
647rG'2M(V a V V )L 87r2 (á 36 r3 87r2(é G) r5 (o )

La solución a esta ecuación es

t 2 2 ln L 2 I}¿(1)=_M 2_¿‘)_'0__12G—M(¿_1)2¿+Hu (¿92)
1r 30 1' 7r G 7'3

El rimer término )roviene de la fuente ro )orcional a F3 el se undo de la )ro )orcional a r‘s.P l P l Y g l l

Los puntos suspensivos denotan contribuciones que decrecen más rápidamente que r-3.

A continuación hallar-emos la solución para ÏLooen el límite de grandes distancias (ar >>

1). Como ya hemos visto, los términos en a y fi dan contribuciones de corto alcance, y por

lo tanto podemos nuevamente obviar su contribución. Proponemos una solución perturbativa

Ïtoo = ¡18%)+ liga), donde el primer término es la parte clásica, que resulta ser 118%)= 4GM/r.

El segundo término satisface VQÏLÉL)= —161rG(T00),estando el miembro derecho evaluado en la

solución clásica. Para ello necesitamos las expresiones linealizadas de Háé) y Hg),

“Las ecuaciones semiclasicas fueron deducidas bajo las condiciones VV'R. >> R" y "1’72. << VVR., de modo
que para el potencial clasico GM/r ello implica que el rango de distancias en el cual la solución tendrá validez es
GM <<r <<m".
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Hát? _ (-20000-2Ü)Clh

1

H3?) = (-0000 —5[non + CID/¿00. (5.93)

Al evaluarlas en la solución clásica Ido) = 4GM/1‘ y ha? = ¡18%)—¿han = 2GM/r, resulta

Háá) = 321rGMV263(x) y Hg) = 0. Finalmente obtenemos

‘m- __2____ M
¡‘00’ 6) 901-3 1r 12) 'r '

462M 1 1 l 8G2M 2 1

-T [( —m( 2- _ (5.94)

El potencial newtoniano lo obtenemos a partir de hoo = [-100- ált, y resulta

)2_¿¿ 2m2G
90 r2

2

ViT)= —%¡L00= —ï {1 + í [álí T 7T

1

G

1 'r2 + — ln — . 5.95
(á ,2) To} ( )

Hay dos tipos de correcciones cuánticus al potencial newtoniano:

a) Una corrección en 1"3 que es independiente de la masa del campo escalar y cuyo coeficiente está

asociado al límite de tiempos cortos del heat kernel (segundo coeficiente de Scliwinger-DeWitt),

como liemos discutido con anterioridad. La forma en que a y fi escalean ante el grupo de renor

malización determina la estructura no local y no masiva de la acción efectiva, a segundo orden en

curvaturas. Por lo tanto, es (llCllOescaleo el responsable de las correcciones en 7-3.

b) Una corrección en m21"l lu1', que depende de la masa del campo escalar y cuyo coeficiente

está asociado al límite de tiempos largos del lieat kernel. Esta contribución logarítmica es cualita

tivamente similar a la corrección que resulta del escaleo de G mediante el argumento wilsoniano,

pero el coeficiente numérico no coincide (comparar la ec.(5.57) con la ec.(5.95)). La razón de esta

discrepancia es que el potencial wilsoniano se basa en el grupo de renormalización, es decir en

el escaleo de las constantes gravitatorias como aparecen en el segundo coeficiente de Schwinger

DeWitt. En cambio, la corrección logaritmica en el espacio de configuración surge de los tiempos

largos del heat kernel, que no esta relacionado con dicho coeficiente. Para el caso particular de

acoplamiento mínimo fi = 0, nuestro resultado coincide con el wilsoniano. Ello se debe, como

hemos visto anteriormente, al hecho de que sólo para este valor particular del acoplamiento se

cumple ¡cm/lc“) = —2, de modo que les términos masivos pueden interpretarse efectivamente
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como una corrección al escaleo de G. Notemos que el argumento wilsoniano nunca conduce a la

corrección proporcional a r‘a.

5.4 Campos fermiónicos en fondos curvos

En esta sección estudiamos las correcciones cuánticas al potencial newtoniano debidas a campos

espinoriales. El tratamiento de espiuores de Dirac en espacio-tiempo curvo cuadridimensional se

basa en el uso (lel formalismo de vierbeins. Se introducen matrices (le Dirae 7"(rr,) = Va"(a:)7“,

donde las 7“ son las matrices de Dirac usuales en el espacio plano, y Va"(:1:)es el vicrbein. Una

descripción detallada del l'ormalismo puede hallarse en [1, 23].

La acción euclídea para l'ermiones masivos en espacio-tiempo plano es [79]

Sum/fi]= / mwwa,‘ + ¿mm (5.96)

donde {'y", 7”} = —2n’“’.Su generalización a espacio-tiempo curvo, con una métrica con signatura

euclídea, es

S[1/;,a,1;l]= /d4a;\/fi1pl[7"(a:)V,¿ +i1n]1/), (5.97)

donde {'7"(a:),'y"(z)} = —2g’“’(a:)y V“ es la derivada eovariante. El conmutador de derivadas

covariantes es 72,“, = [VMVU] = á[7“(a:),7fi(w)]lï’.ap,w(ut) [82]. La contribución (lel campo

fermiónico a la acción efectiva a un lazo es

r [l - lr A
l" = - l‘rln('y (1:)V"+ un) = —51‘ran

A . . 1

K1]; = ('y"(a:)V,¿ + z1n)(7"(a:)V¡¿ —1.17011)= (-EI + m,2 + KRW). (5.98)

Vemos que evaluar la acción efectiva para los fermiones es similar a evaluar la acción efectiva para

un campo escalar con f = 1/4, salvo un signo global y la traza sobre los indices (le las matrices de

Dirac. Para calcular esta acción aplicamos el mismo método (le resumaeión de la sección anterior.

A segundo orden en curvaturas, la acción efectiva resulta
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1
= ——— I ' - u . Ü I‘”r 32n2/d4w/5Liggomm,‘ HJ( m )+4><

1 4 m2 2 m.2 1 l ' ¡w5m 'i'’ITtil)(L2 - +leHg(Ü)R,

donde el término entre corchetes es igual al caso escalar evaluado en ¡f = 1/4, y el prefactor 4

proviene de trazar sobre los indices de Dirac. Tenemos además una contribución extra proporcional

a

¿"sm2 ) _ 1 77__oo

H3(D) :4/1/12 ds s Ít3(-SÜ) ¡13(n) = — 21,
(5.100)

Usando la expresión para 72,“, y calculando la traza del producto de cuatro matrices de Dirac,

esta nueva contribución puede escribirse en la forma TrRWH3(Ü)'R"” = —%Rap¡wH3(D)R°p"”.

Finalmente, usando integraciones por partes, las identidades de Bianchi y la expansión no local

de] tensor de Riemann en términos del tensor de Ricci [67, 83]

1

Rafi/I” = E{VI‘V0Rufi + VIIV/ïRIM- VIIVOR/tfi " V/tVfiRua} + OCR?) a (5-101)

resulta la siguiente identidad

fd'm'lï-R,U,H3(C1)R"” = f (149:
1

¿Mmmm —2n,.,H3(a)an + 008)] . (5.102)

Entonces el tensor de energía-momento es básicamente el de un campo escalar, pero modificado

en la forma

1 Ü 1 .

(TW) = wpogeï?)[(405"+50á”>H,SL>+(4aá”—2aá‘))H,Sï)]

m2 7"? (u 1 (a) (1) (2) (a) (2) r
+ É ¡od-E) (lll; + 5k )H¡u, + (4k —2k )H¡“, . (0.103)

Los nuevos coeficientes, asociados al factor de forma H3(Ü), están dados por aga) = 1/12 (com

portamiento a tiempos cortos) y km = 1/2 (comportamiento a tiempos largos), mientras que los

otros coeficientes (ecs.(5.70)), asociados al campo escalar, deben ser evaluados en á = 1/4. En
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el caso fermiónico, los términos dependientes de la masa en (TW) pueden interpretarse como una

corrección a la constante de Newton, pues se verifica que (4km —2k(3))/(4k(1) + = —2. El

campo espinorial se comporta, en este sentido, como un campo escalar mínimamente acoplado.

Entonces es de esperar que, al igual que en el caso escalar, el potencial newtoniano wilsoniano

coincida con el que surge (le las ecuaciones geodésicas para una partícula de prueba.

Podemos obtener la ecuación del grupo de renormalización para G(p) imponiendo que la acción

efectiva (la acción clásica mas la contribución cuántica, ec.(5.99)) sea independiente de u. En esta

forma obtenemos que, debido a los lermiones, la constante (le gravitación corre con la escala en la

forma

2 2

E = —Gm (5.104)
du 371'

de modo que GOL)= Go[1— ln f3], y el potencial wilsoniano asociado es V(7') = -MG([I. =

r‘1)/r. Por otro lado, siguiendo los mismos pasos que en la sección anterior, podemos resolver

las ecuaciones de Einstein semiclásicas en el límite newtoniano y obtener la contribución de los

fermiones a las ecuaciones geodésicas (le la partícula de prueba. De allí leemos la modificación al

potencial newtoniano, que resulta

GM 2G Gm'l r_ r r
157W2+ 3” ¡nro . (0.100)

V(1') =

Como habíamos anticipado, la corrección logarítmica coincide con la predicción del argumento

wilsoniano.

5.5 Discusión

En este capítulo hemos calculado correcciones cuánticas al potencial newtoniano válidas para

bajas energías y largas distancias, debidas a campos de materia cuánticos. Como hemos visto,

hay correcciones del tipo r‘a, independientes de la masa (le campo de materia, y correcciones del

tipo mzr‘l ln 1'. Ambas correcciones son extremadamente pequeñas, del orden de lleCk/r.

Para QED y campos fermiónicos en espacio-tiempo curvo, el argumento wilsoniano coincide

con las correcciones logarítmicas que se obtienen (le resolver las correspondientes ecuaciones
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de movimiento, mientras que para campos escalares dicha coincidencia se produce sólo para

acoplamiento mínimo. Hemos analizado este hecho en función del comportamiento del heat kernel

para tiempos largos y cortos. En cuanto a las correcciones en F3, éstas no se obtienen mediante

un argumento wilsoniano. Dado que están presentes aún para campos escalares no masivos, y

recordando que los grados de libertad físicos de los gravitones pueden ser tratados como campos
3escalares no masivos, esperamos que también haya correcciones en 'r' cuando se incluyen las

fluctuaciones cuánticas del campo gravitatorio. Confirmaremos este hecho en el próximo capítulo.

Argumentos del tipo wilsoniano han sido utilizados para intentar explicar, al menos parcial

mente, el problema de la materia oscura [84]: debido a efectos cuánticos, el potencial newtoniano

se modifica en la forma V = -G(/¿ = 7"‘)M1“1, donde G’(¡¿)es la solución a las ecuaciones

RG para una particular teoría renormalizable de la gravedad con términos R2 en el lagrangiano

[85]. Dado que la teoría es asintóticamente libre, G(1') es una función creciente de la distancia,

lo cual podria explicar parte de la materia faltante 7. Además, la dependencia de la constante

gravitatoria con la distancia puede inducir interesantes efectos cosmológicos y astrofísicos [87].

Sin embargo, en base a los resultados de este capitulo, podemos decir que los términos de mayor

importancia en el límite de grandes distancias/bajas energías, es decir los que decaen como 1‘_3,

nunca aparecen en un argumento wilsoniano. Por lo tanto, este tipo de argumentos no sólo da

resultados cuantitativamente disímilies (el distinto prefactor del escaleo de la constante gravita

toria), sino también resultados cualitativameute diferentes, perdiéndose las correcciones de mayor

relevancia. Para obtener los resultados correctos, podemos definir una acción efectiva wilsoniana

como la acción clásica en la cual los parametros a y fl son reemplazados por a(Cl) y fi(El). Estos

son los núcleos no locales, independientes de la masa del campo cuántico, y que, como vimos,

están unívocamente determinados por el escaleo de estas constantes que resulta de las ecuaciones

del grupo de renormalización.

7Sin embargo, el comportamiento de G(r) no es suficiente para explicar la curva de rotación en la Via Lactea
[se].





Capítulo 6

Correcciones al potencial newtoniano

por efecto de gravitones

En este capítulo describimos el tratamiento de la relatividad general como una teoría cuántica de

campos efectiva, valida para energías mucho menores que la de Planck. Aplicamos esta técnica

y los métodos de la acción efectiva para liallar las correcciones cuánticas al potencial newtoniano

en el límite de grandes distancias debidas a la inclusión de gravitones [88]. Mostramos que las

ecuaciones de Einstein a un lazo en gravitones dependen (paramétricamente) del fijado de medida

de los gravitones. La solución a dichas ecuaciones también depende de tales parámetros, y como

tal no posee relevancia física. Consideramos en cambio un observable físico, que corresponde a

la trayectoria de una partícula de prueba en presencia de gravitones. Derivamos las correcciones

cuánticas a las ecuaciones geodésicas para dicha partícula y mostramos que son explícitamente in

dependientes del fijado de medida. A partir de estas ecuaciones calculamos finalmente el potencial

newtoniano modificado.
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6.1 La relatividad general como una teoría efectiva

El lagrangiano más general compatible con la invariancia general de coordenadas conduce a una

acción para la gravedad de la forma

2 _ _ _ _

s= /d4z,/_—g[A+FR+aR2+flR¡wR"”+... , (6.1)

donde K2 = 321rG y los puntos suspensivos indican términos cúbicos y de orden superior en

las curvaturas. El lagrangiano queda ordenado en una expansión en derivadas: A es de orden

0° (orden po en el espacio de momentos), R es de orden 02 (dos derivadas respecto a la métrica,

orden pz), los términos cuadráticos son de orden Ü4(oc¡74),etc. El primer término esta relacionado

'con la constante cosmológica, A = —87rG)\y, en principio, deber ser incluido en el lagrangiano

efectivo. Sin embargo, las cotas cosmológicas dan valores muy pequeños para esta constante, de

modo que pondremos /\ = 0 de ahora en más. Por otro lado, el término de Einstein lineal en

R domina sobre los términos cuadráticos, cúbic0s, etc. en el límite de bajas energías p2 —>0

(energías mucho menores que la energía de Planck, Eplmwk= G‘l). Como consecuencia de ello,

los experimentos que involucran la interacción gravitatoria a escalas presentes son insensibles a los

términos de orden superior. Sólo es posible establecer cotas más bien pobres sobre los coeficientes,

a,fi < 107'1[81]. Otra forma equivalente de expresar el dominio del término de Einstein es notar

que la curvatura de Planck es Rplanckoc l/nz, de modo que para curvaturas pequeñas R << Rphnck

(o distancias grandes l >> lplmmk),dicho término es el más importante.

Una vez construido el lagrangiano efectivo procedemos a cuantizarlo. Para ello usaremos la

cuantización covariante basada en el método de campos de fondo, que tiene la ventaja de preservar

la invariancia de medida ante transformaciones del campo de fondo. Escribimos las fluctuaciones

del campo gravitatorio alrededor dc una métrica de fondo, 5,“, = gw, + msm, y expandimos el

término de Einstein del lagrangiano efectivo en términos de las fluctuaciones 3,“, (gravitones)

._. 2 4 —' 4 2 1 ¡w ¡w
SG = fi d a;\/—gR= d ¿LV-g ÉR+;s,w(y R-ZR )

l 1

+ [-EV0,.«:,“,V°3’“l+ EVGsVas - Vaszsa‘a + VasflpVfls’m’

1 v 1

+R(zs¿ —isnus’w) + Rlul(23;\LSU/\_ 351111)]+ 0032111)}I
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donde s = g/‘”s¡,,. Luego fijamos la medida mediante una función x"[g,s] e introducimos una

acción de fijado de medida

ng[9,3]= -/d4.’lï\/ ’9XI‘guI/Xu)

y agregamos la correspondiente acción de los fantasmas. La acción efectiva para el campo de

fondo gl“, se obtiene de integrar los gravitones y los fantasmas. A un lazo, su expresión es

i 625619] dx” 6X” _, 6x"

Ser = SG + ECD-ln[W — MTBQHVW —'LI‘I‘h)[-29uanóg—nfi] , (6.4)

donde el primer término es la acción clásica de Einstein-Hilbert, el segundo proviene de las fluc

tuaciones de gravitones y el tercero de los fantasmas. Estos dos últimos términos son lineales en

ñ.

Las divergencias ultravioletas pueden ser calculadas una vez elegida la función de fijado de

medida, y según su forma el cálculo puede resultar más o menos engorroso. En la sección siguiente

estudiaremos ésto con detalle. Para describir la metodología de teorías efectivas, nos basta con

considerar el caso más simple (medida de DeWitt), estudiado originalmente en [91]. La divergencia

de la acción efectiva resulta 1

_ lnL2
Aggivu = 0)_.961r2

53 21 1 .

/ ¿lde ‘9 [E(R,m,mR"”/’"—wwe/w + R2)+ Emma“ + En? . (6.5)

Si además de la gravedad hay otros ¡campos de materia, éstos también proveerán contribuciones

adicionales en R2 y Rm,Rl‘”, como veremos luego. El hecho que las divergencias no sean propor

cionales a la acción de Einstein original indica que la teoría no es renormalizable. Sin embargo,

sí lo es en el espíritu de teorías efectivas. Las divergencias a un lazo pueden ser absorbidas en

las constantes a y fi de los términos cuadráticos del lagrangiano efectivo. Análogamente, las

divergencias a dos lazos [92] pueden ser absorbidas en los términos cúbicos, etc. Sin embargo,

estas divergencias no son predicciones de la teoría efectiva, pues provienen de momentos altos en

los diagramas de Feynman, y justamente la teoría no pretende describir tales rangos de energia.

Los valores de los parámetros del lagrangiano efectivo tampoco son predicciones, pues engloban

nuestra ignorancia sobre la verdadera teoria de altas energias.

lSi se utiliza regularización dimensional, el factor ln L.2en la ec.(6.5) debe ser reemplazado por 2/(4 —(l).
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¿_Cuáles son entonces las predicciones cuánticas (le la relatividad general como teoría efectiva?

Corresponden a los efectos cuánticos debidos a la porción de bajas energías de la teoría. Ellos se

deben a la propagación de partículas no masivas, que dan contribuciones no locales a la acción

efectiva. En el espacio (le momentos estas contribuciones son no analíticas, proporcionales a

lll(-(]2), independientes de los parámetros contenidos en los ordenes superiores del lagrangiano

efectivo, y claramente distinguibles de las contribuciones locales de altas energías.

En este punto conviene hacer una aclaración sobre la forma de extraer los términos no locales

logaritmicos de la acción efectiva y obtener ecuaciones reales y causales para la métrica de fondo.

Siguiendo la línea de razonamiento de los capítulos 4 y 5, deberíamos partir de la acción euclídea,

resumar la serie de Schwinger-DeWitt, identificar los términos logaritmicos en los factores de

forma, y finalmente calcular las ecuaciones de movimiento in-in reemplazando los propagadores

euclídeos por los retardados a nivel de las ecuaciones (le movimiento. En vez de seguir este camino,

en este capítulo utilizaremos otro más corto que nos conducirá a las mismas ecuaciones in-in.

Partimos de la acción efectiva escrita en signatura lorentziana (- + ++) (ec.(G.11)),y calculamos

las divergencias. Como ya vimos en el capítulo 5, los coeficientes que acompañan los factores

de forma ln(—Cl)están dados por las divergencias (segundo coeficiente de Scllwinger-DelNitt), de

modo que calculando éstas podemos obtener imnediatamente las correcciones logaritmicas a la

acción efectiva. Luego escribimos las ecuaciones de movimiento in-out y finalmente, tomando dos

veces su parte real y causal, llegamos a las correctas ecuaciones in-in.

6.2 La acción efectiva para gravedad + materia: divergencias

Distintos autores han estudiado correcciones cuánticas al potencial newtoniano debida a efectos

de gravitones, cuantizando la métrica alrededor del espacio plano y definiendo el potencial a

partir de diferentes conjuntos de diagramas de Feynman [22, 75, 93, 94]. En vez de evaluar

diagramas y elementos de matriz de dispersión, nuestra intención es usar la acción efectiva para

hacer un cálculo covariante. Este método covariante es más adecuado para estudiar problemas

que involucren fluctuaciones alrededor de campos (le fondo no planos.



6.2. La acción efectiva para gravedad -I-materia: divergencias 85

Al igual que en el capitulo anterior, consideremos una partícula masiva M, que trataremos

como una fuente clásica. La acción (minkowskiana) de partida es S = SG + SM, con

2 4 _ 

SG = E /d ria/7912 (6.6)

-M/ M-fiwdzvl‘dz". (6.7)

Para calcular la acción efectiva a un lazo, debemos expandir estas acciones en las fluctuaciones 3,“,

SM

y extraer los términos cuadrziticos. Para fijar la medida utilizaremos principalmente una familia

de funciones (que llamaremos “familia A”) x"(/\), parametrizadas por un número real /\, dadas

por

1

l + A 9"7V”87a-597"V"sw - (6.8)

El caso /\ = 0 corresponde a la medida de DeWitt de la que hablábamos anteriormente. Para

este tipo de medidas, que son lineales en las fluctuaciones, los fantasmas se desacoplan de los

gravitones y se acoplan sólo al campo de fondo. El desarrollo a orden cuadratico de la gravedad

pura está dado en la ec.(G.2) y, para esta elección de la medida, la acción efectiva a un lazo queda

ser = sc + ¿Ti-ln WWW) - ¡rn-mms + 121;), (G.9)

donde el operador diferencial de segundo orden es

2A

l+/\
I- ’\ wF"fi""’(V)= How” 05'35; ¿“Aun + —g’“’V(,\Va) + Pla , (6.10)

( ) ( 1 + A

Cnfi,)\a = Aagafi+gAfigaa Aa hifi)1(r 14J U 9

L l Il ¡y ¡y l u 1 l

Fil: = 2RA0.ali)+ 25872.1; —9' ¡ha - {IMR’ - RJÉAóa)+ 59’ "gxaR- (0-11)

Los paréntesis denotan simetrización con un factor 1/2. Notemos que para /\ = 0 el operador

diferencial tiene la forma de un operador mínimo 17,”;(V) = CABg'wVNVV + QAB.
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Para deducir la contribución de la masa M a la acción efectiva, desarrollamos la acción SM a

orden cuadrático en las fluctuaciones. Obtenemos

K‘ -4-u '92 -¡i-i/-p-r7 'J
SM = —M dT 1 —Eslwnfl g,- — ïsflusflazn :1; w a; + O(s¡“,) , (6.12)

donde - representa derivada respecto al tiempo propio T, definido como (17'2= —g¡¿.,da;"da:”.

Introduciendo una identidad, 1 = fddy‘/—gó'1(y - :r,(r)), la acción puede ser reescrita en la

siguiente forma

SM= -M f dr + g f d4yF-gs,w(y):r""(y>+ f ddwïaswonpa(MW(y) + ...(o.13)

donde

drum = Ar/mwam%y—mup ml”
_ 2

Awwqw= M: /úM@-xhnflïïüï (6%)

Los términos cuadraticos de la ec.(G.13) introducen una nueva contribución al operador diferencial

F(V), que finalmente toma la forma

2A

F°""‘"(V) = HC°”'*”- {Uóák Z)- 1+ JE’A‘VUN")+
/\ ll Ll/ lll

1+ Ag" V(,\V,,) + Pla + Mj‘a } , (6.16)

siendo

MH” —l ¡wafl " A452 4 l“, . . . ¡L. u. .
Aa(y) = (C ) M¿.p,\a(y) = —8— dró (y —:L'(T)) [y :L',\:I:,+ 2a; :1:suma]. (6.17)

Una vez que tenemos la expresión de los operadores diferenciales para los gravitones y fantas

mas, podemos calcular las divergencias de la acción efectiva. Para ello conviene distinguir el caso

de medidas mínimas y no mínimas. El resultado final de la divergencia para cualquier valor de A

puede verse en la ec.(6.32).

IOOOOOOCOOOOOOOOOOOOO0....OOOOOOOOOÓOOOOOOOOOOOOO
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6.2.1 Divergencias para medidas mínimas

Para /\ = 0 (medida de DeWitt) los operadores diferenciales, tanto para los gravitones como para

los fantasmas, tienen la forma mínima, que en notación matricial es

.7-‘(V)= a + Q - RÏ. (6.18)
CHI

En efecto, para los gravitones la matriz Q está (lada por Q = ¡5 + M + ÉRÏ, mientras que para

los fantasmas, Q = R.+ ¿RL Para calcular las trazas funcionales usamos la técnica de SDW,

A i °° ds °°

"mi .77: lim —/ , /d"m'l‘r is "a 11:, 6.191 Hoowfi 1/“ si,“ 1;} ) n() ( )

donde los ü,,(:v)’s son los límites de coincidencia dc los coeficientes de SDW. Como ya sabemos,

en d = 4 dimensiones las divergencias están en los coeficientes üo, (11y ág. Los dos primeros

renormalizan la constante cosmológica y la de Newton, mientras que el último es

.. a. l . .. ]_ A

= (Rl‘uapRllüafi_ Rui/RNV+ + QZ+ ERI‘HRIIV+
1 1

180 2

con 72,“,el conmutador de derivadas covariantes. lnsertando las expresiones de Q para gravitones

y fantasmas obtenemos las divergencias de la acción efectiva debidas a la gravedad pura y a la

masa M. La primera da el resultado de la ec.(G.5)

. 1 L2 53

= Ü) = 9:12/d4m /—_g[E(lepa R/wpa_ ¿”Z/wle + R2)
21 1_ ¡w _ 2

+10n,,,n + 20H l, (6.21)

mientras que la segunda se lee de la contribución de M al (‘12,a saber ¿DM + %1Ü2+ M(Ï’+ áRÏ).

Obtenemos

_1nL2div _ _
ASM (,\ _ 0) 64W, f (i‘m/:9 [MmmMW” + 2M,,.,,,,,(PM/W+ ¿RJPMJMN . (6.22)

La divergencia para A = 0 es entonces

AS‘"V(A = 0) = AS‘G'WA= 0) + ASjll"(/\ = 0). (0.23)
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6.2.2 Divergencias para medidas no mínimas

Cuando /\ 760 el operador Ñ(V) no tiene forma mínima y por lo tanto no se puede aplicar la

técnica de SDW. Sin embargo, en [95] lia sido desarrollado un método de reducción que generaliza

esa técnica y que permite hallar las divergencias de operadores no mínimos. Al igual que la

expansión de SDW, este método (le reducción consiste en un desarrollo local en los campos de

fondo, y lia sido calculado hasta segundo orden en los tensores de curvatura. El punto de partida

es notar que, dado que la teoría es independiente del fijado de medida en la capa de masa, la

diferencia (le la acción efectiva calculada en dos medidas distintas es siempre proporcional a las

ecuaciones de movimiento clásicas (extremal). Con esta idea en mente, esa diferencia puede ser

expresada en términos de funciones de Green no mínimas para gravitones y fantasmas, que luego

se expanden en los campos de fondo.

Un caso especialmente simple es cuando la acción de fijado de medida difiere en un factor

'global de la mínima. Este es justamente el caso para la familia A, pues x"(/\) = Tsñx’ï)‘ =

0). Siguiendo los métodos de [95], podemos escribir la acción efectiva para cualquier valor del

parámetro de medida,

5er(/\) = Sere = 0) + ¿A [Ti-mv) - íï'V2¿‘(V)l -%A2Tr-IV1¿‘(V)12+ 0((€"”)2). (6.24)

donde el extremal esta dado por

¿(SG + SM) 2 1 1IW= —,= __ ¡w_ _ ¡w _rv¡w6 ¿glw K2 )+21 i

y V¡¿‘(V) y V2¿‘(V)son tensores lineales y cuadráticos en el extrema]. Su acción sobre una función

de prueba C” es

VIHVK" = 2n2Q2Var2uv>sflszc

Vzmvx” = ww"dewrfltwmaptaiv)PSM/>60)"ch". (6.26)

En estas expresiones, F;,(V) = ¿lva —263V”, y Gup_w0(V)y Q7,son respectivamente funciones

de Green para gravitones y fantasmas, evaluadas en la medida de DeWitt
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mvvafiwp = 0) GÜBWW) = 4;; (eng; + ng) ¡j = 6;. _ (6.27)

Como discutiremos cuando resolvamos las ecuaciones para el campo de fondo, nos basta con

considerar los términos lineales en el extrema] a nivel (le la acción efectiva. Nos concentramos

entonces en 'I‘erflV), que viene dada por

’D'Vhfi‘W)= 2K?/ ¿"z [R‘Ïwdá‘w —¿"mw/¡v4 (mag + R:)_2ó(a;,y)|y=x. (0.23)

Para calcular su divergencia usamos los métodos (le [95]. Dado que estamos trabajando a orden

cuadrátieo en curvaturas, en el primer término en el coreliete podemos aproximar (C163,+ Hg)-2

por III-26:. Aparecen dos divergencias, que son

Ü‘2óáó(w.y)l;}‘=ïn. = 16'ngIn ¡PF-g (6.29)

:1 — ' l. 1

Vfivvmóg + Ra) 26(x,y)|g:’I = 16W.)¡"LA/Ty ¿(ap7 —¿Wang

l U 1 0

+5R.ap7 - Egp7Ra . (6.30)

de modo que

4 div ¿K2 2 | 5

’lï'VI‘fi = 24W?ln L /d' :1:\/-—_r¡[-5R,,.,¿"“’ + ERQWÜW] . (6.31)

En definitiva, la divergencia Lota] de la acción efectiva a un lazo resulta

/\ ".2 t 5

h 2 ln Lz/(l'la:\/—g [-5RWE’W + ERQWE’W], (6.32)AS‘“"(,\) = AS‘""(A = 0) —48W



90 Correcciones al potencial newtoniano por efecto de gravitones

6.3 Ecuaciones de Einstein. Problema del fijado de medida

Como ya vimos, dadas las divergencias de la acción efectiva, podemos extraer ios términos no

locales logarítmicos que dominan la fisica de bajas energias / largas distancias. Las constantes de

proporcionalidad que acompañan al factor de forma In(-Ü) se leen de la divergencia como sigue

aln Lz/ddz‘/—g(...) —>—a/ddz\/—g(...)ln(—Ü). (6.33)

La parte no local dela acción efectiva es entonces AS = ASEO = 0)+ASR}(,\ = 0)+AS"'(/\ 7€0),

COll

AS"'(A= 0) —¿ [dm/3 [En ¡“(www + ¿mm-om] (G34)G 967r2 J 1o "“’ 2o ‘ ’ '

Aste = o) = —64:2 /d4mx/_-9[M¡wna1n(-Ü)M”‘”‘"

+ 2M,,,,,,, ln(—Ü) (¡www + éRó”(“ó””))] , (6.35)

AS"'()\ 9.40) = / afin/Ty [aomflu 1¡1(—o)¿""+ b(/\)Rg,,,,ln(—Cl)¿""], (6.36)

dondea(A)= ¿3;? y to) =

Consideremos ahora el caso en que ¡VIes estática y está localizada en el origen: al" = (1, 0, 0,0),

T’“’(:c) = M66‘66’ó3(x),Tl’L‘= —M63 Para esta elección de la fuente, los distintos tensores que

aparecen en la parte masiva no local son

MW"(y) firm) w + 2656516363

MWWRóI’O‘ó”) MTKZRJJQ) (0.37)

MW,” PPUIW =. MTK’Zóawnglw 1300,“,+ 2P0000] = —MSR?Ró“(y).

de modo que

As;qu = 0) = /d4z\/—_g¡zi.1(—v2)a3(x), (6.38)



6.3. Ecuaciones de Einstein. Problema del fijado de medida 91

donde hemos usado que M es estática para reemplazar Elpor V2. Omitimos el término cuadrático

en M pues es irrelevante en el límite (le distancias largas.

Las ecuaciones de movimiento in-out se obtienen derivando funcionalmente la acción efectiva

respecto a la métrica de fondo gw, y no son ni reales ni causales. Las'ecuaciones in-in (reales y

causales) las deducimos tomando dos veces la parte real y causal de las curaciones in-out. En el

caso de campos estáticos, la situación se simplifica pues basta reemplazar el D’Alambertiano por

el laplaciano. A orden cuadrático en curvaturas, las ecuaciones para cl valor medio del campo de

fondo son

l 1 t

WUÏM _ ERflnul = Tim+ (IllVlíl=0+ “bulto + (TIN/lau)+ (Tin/lb“): (6-39)

donde

1 21 . . 1 .G _ ¿ z 2 1

(TW)A=0_ ¡M37 [TOM-v )H}W)+ film-v mí)
.5an .

(71]!!!)ÉILÜ= W(VNVV _ gin/V2)l"(_V2)63(x)
2 l 1

(msnm = “(Al[-zlnl-Vglfïlï)+ElnFVlefil)-5V21n(-V2l77w]
2

(mas = be)[gw-vera?+vuvu1n(—v2>T:—-a,wv21n(—v2)T:]. (6.40)

Estas son las ecuaciones de Einstein modificadas por los efectos cuánticos (le los gravitones.

Su solución da la métrica de fondo del espacio-tiempo. Para encontrarla procedemos en forma

análoga al capítulo anterior. Perturbamos alrededor del espacio plano 9,“, = 1),“,+11“, (17,“,=

diag(- + ++)) y elegimos la medida armónica (hu, - álmfluw’ = O para la perturbación hu”.

Vale la pena recalcar que esta elección es completamente independiente de la libertad de fijado de

medida para las fluctuaciones cuánticas sw. Las curaciones de movimiento linealizadas quedan

Vzïllw = ‘16"G [Tim+ (T/wlfd) + (lelïío 'l' (Tui/lau) + (Tin/lun] v (6-41)

siendo huy = h”, —áhnflu. Resolvemos estas ecuaciones en forma perturbativa alrededor de la

solución clasica. Es justamente este método perturbativo el que nos permite omitir a nivel de la

acción efectiva todo término cuadrático (e de orden superior) en el extremal 5"”. Estos términos
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dan contribuciones al lado derecho de la ec.(6.4l) que se anulan idénticamente cuanth resolvemos

las ecuaciones perturbativamente.

El potencial newtoniano depende de la componente 00 de la métrica, y para ello debemos

hallar Ïiooy h. El resultado es

- 4GM 2 G2M 5 G21” GM GM= _ _ _, _ 6.42
han T 15” T3 3” T3 +4a(/\) TJ +8b(A) T3 ( )

4GM 18 GzM 5 G2M GM GM= _ _ _ _ .4
h T 3” T3 w T3 +4a(/\) T3 +24b()\) T3 , ((3 3)

donde, en ambos casos, el primer término es el clásico, el segundo y el tercero provienen respecti

vamente de la parte gravitatoria y masiva en la medida A = 0, y los últimos (los corresponden a

otras medidas A 750. Finalmente

2GM 43o 5G a(,\)—2b(,\) . 6.44
r 30m-2 127m“2 1-2 ( )

— 1

¡too = ¡too - El), =

En resumen, el el'ecto (le gravitones (fluctuaciones no masivas) introduce correcciones a la métrica

en r-3. Estas correcciones son cualitativamente las mismas del capítulo anterior, en el caso que

campos escalares no masivos. Además son las más importantes a bajas energías / largas distancias.

En efecto, si hubiésemos incluido en el lagrangiano efectivo los términos locales cuadráticos en

curvatura, hubiésemos obtenido modificaciones a la métrica que decrecen exponencialmente a

largas distancias.

Tanto la acción efectiva, las ecuaciones semiclásicas, y su solución dependen paramétricamente

de la elección del fijado de medida para la teoría cuántica. Usualmente se argumenta que la

gravedad pura (es decir, en ausencia de campos de materia) no presenta esta patología, pues las

correcciones cuánticas a las ecuaciones (le movimiento se anulan al evaluarse en l!s soluciones

clásicas RW, = 0. Sin embargo, la inclusión (le campos de materia hace que este argumento

pierda validez. Las partes cuánticas de las ecuaciones de Einstein modificadas no son simplemente

proporcionales al extrema], de modo que la dependencia en la medida persiste. En conclusión, la

solución a dichas ecuaciones no puede ser fisica. La razón de ello es simple: cualquier aparato

clásico utilizado para medir la geometría del espacio-tiempo también sentirá las fluctuaciones de

gravitones. Como el acoplamiento entre dicho aparato y la métrica es no lineal, el aparato no
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medirá la geometría de fondo 9,“, (que resulta de resolver las ecuaciones de Einstein). En parti

cular, una partícula de prueba no seguira las geodésicas de diclia métrica, sino que su movimiento

estara determinado por otras ecuaciones geodésicas que incluyan los efectos del acoplamiento

mencionado. Estas nuevas ecuaciones geodésicas seran el tema que describiremos en la próxima

sección.

El análisis precedente nos conduce a una solución del denominado problema de fijado de me

dida, sobre el cual discutimos en el capítulo 2. La dependencia en el parametro /\ de la acción y de

las ecuaciones de movimiento es un ejemplo particular de dicho problema “técnico” del formalismo

de la acción efectiva (in-out o in-in). El método estándar para remediar la arbitrariedad en el

fijado de medida es introducir la acción efectiva de Vilkovisky-DeWitt, que está específicamente

construida para solucionar el problema. Sin embargo, como ya vimos en el capítulo 2, esa acción

tiene otro tipo de arbitrariedad, que es la dependencia en la supermétrica de la variedad de cam

pos. Por lo tanto, tampoco es una solución satisfactoria al problema del fijado de medida. En

realidad, este problema no es “técnico”, sino físico: a causa del acoplamiento entre el aparato

clásico y los gravitones, la solución a las ecuaciones de ¡movimiento no tiene una interpretación

clara. La verdadera solución del problema pasa por la identificación de los observables (le la teoría.

Dadas las ecuaciones de Einstein, es necesario extraer de su solución las cantidades físicas, que

obviamente deben ser independientes del fijado de medida.

6.4 Correcciones cuánticas a las ecuaciones de las geodésicas

Consideremos una partícula de prueba clásica de masa mp en presencia del campo gravitatorio

cuántico 57W.Proponemos como un observable físico la trayectoria de esta partícula. Supondremos

que mp << NI, lo cual nos permite despreciar todas las contribuciones de la partícula de prueba

a la solución ec.(6.44) de las ecuaciones de Einstein. Ahora introducimos el punto clave: para

determinar cómo se mueve la masa mp, debemos tener en cuenta que se acopla a 5,“, a través

de un término en la acción dado por —1n¡,f ‘/-—_ï¡,u,(z)dzl‘dz”,denotando z" la trayectoria de la

partícula. Habrá entonces una contribución extra a la acción efectiva debida al acoplamiento

con los gravitones, la cual a su vez llevara a una corrección a las ecuaciones geodésicas para la

partícula. La modificación a la acción efectiva la obtenemos de las ecs.(6.35) y (6.36) reemplazando
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MW”, por "¿lu/pa + Mflupa y T"" por TI‘” + 77,1:y guardando términos lineales en mp. Aquí el

tensor mw,” está dado por la ec.(6.17) con M reemplazada por ml, y 2,. por z“. Tlf};es el tensor

energía-¡momento de la partícula de prueba, dado por la cc.((i.l.4), con el mismo reemplazo. Esta

contribución es

1 1
—— __Ü pa/u/ _ l p(¡i au)

32,".2m'lwfla l“( ) (P + 6 Rd ó )

/\ b ,\

+a(2 )R¡¡y lll(—Ü)Ï1u/’t‘ill)+ (2 ) Rglw ln(_Ü)Ï111[,lllI/’:l,

Los primeros dos términos corresponden a la medida /\ = O,y los últimos dos son términos extras

que aparecen para cualquier otra medida.

Las ecuaciones geodésicas para la partícula de prueba las obtenemos derivando funcionalmente

la acción respecto a las coordenadas de la partícula

¿(SSH- _ (122” dzl‘dz” ¿óASmp= _ — P .4
171,,62,, (11-2 "a dr dr m.p 62,, ' (6 6)

donde 1'71, es el símbolo de Cln'istollel y oi'r2 = —g,¡,,dz"clz". En el límite de campo débil y

velocidades no relativistas, las ecuaciones geodésicas con correcciones cuánticas adoptan la forma

1 (SAS),
—EVILOO= ¿—lp .ml, óz

fi
dt?

Notar que hoc, dado en la ec.(6.44), depende de a(/\) y b(/\).

Procedemos a calcular el término derecho de esta ecuación. Para este fin calculamos los

distintos términos en ASmP. Usando la expresión para M’“’”" correspondiente a la fuente estática,

el primer término de la ecuación (6.45) es

1

AS'VIp.M(/\= 0) E “W/ddyÑT’L/mflalll(_Ü)M’m¡"’

1 merc2
321r2 64 / d‘yx/Ïgln(-Ü)63(y)

X [(17154 (y —Z(T))[2ÉOÉ0 + 2gooáoáo + ’láoáoáoio]
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merc'1 / 3— l —Cl . .
512W? dT n( )ó (2(T)) (6 48)

Acá hemos usamos el hecho que, en cl límite no i'clutivista, ¿o z —1. Como ASmp es proporcional

a ñ, en esta ecuación también hemos tomado que la métrica 9,“, es igual a la clásica 1),“,- cualquier

otra corrección daría términos (9012). En una forma similar

1

1927r2

2-2“;
1536”2

ASmlhu(/\ = 0) E /(['y‘/—g7n¡w¡,,, In(—Cl)Róp("6””)

f dTln(-Ü)R(2(T)). (6.49)

Los otros términos de la cc.(6.45) son

1 ,

ASHLP’p(/\= 0) E -ñïr—2/d"y\/—g7n’“”°ln(—D)Pp,¡w
2

= _—-——;:8:2/d1[guu¿fl¿a + 2¿It¿u¿/'¿a]ln(—El)Ppa¡w (¿50)

ASmmnu)E L2» /d4y\/—gl?.¡wli‘i(—Cl)’l;’,:‘;= a“)? /dTá"á"ln(—Ü)R¡“,(z(T)) (6.51)

ASM“, E f ddy‘/_—9Rg¡wln(—Ü)T/I‘¡:= un)? / dT]n(—Ü)R(2(-r)). (6.52)

En estas ecuaciones el escalar de Ricci es el (le la métrica clásica, R(z(T)) = -'¡V2h(°)(z(r)) =

81rG'M63(z(-r)). Lo mismo vale pura cl tcnsor (le Ricci R,,,,(z(’r)).

Ahora tomamos la variación respecto de z. Obtencmos

ó m,MG2 lEAS'H’I’IM(A= =
ó m MG2 1
¿Mmmm=0) = "17W?
ó mpMG2 l
EA-Smpmü—0) - -TV(1_3)

ó l

EASHIPJLO) = _a()‘)7npA/ÍGV(T_3)

ó , 1

EAÓMIHMA)= 2b(A)1n¡,I\/ÍGV(-73),
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donde 1‘= En consecuencia

dzz 1 1 (msm, 7G GM r
'dt—2—EVÍLQO—El: óz —Er-- + V .

Introduciendo la ec.(6.44) en esta expresión vemos que aquellos términos dependientes del fijado

de medida que provienen de ¡zoose cancelan exactamente con aquellos que salen del acoplamiento

de la partícula de prueba con los gravitones. Nótese además que los términos en a()\) y b(/\) se

cancelan en forma separada.

En una manera relativamente sencilla podemos extender este tipo de cálculo a cualquier medida

que no pertenezca a la familia /\. Como ya hemos mencionado, la diferencia de la acción efectiva

para A= 0 y para cualquier otra medida es proporcional al extrema] 8"", que se anula en la capa

de masa. A orden cuadrático en curvaturas, este hecho lija la forma más general de esta diferencia.

Si nos concentramos en los términos logaritmicos no analíticos, entonces

medidaAS|°““"‘“¡°'—¿su = 0) = / d'la:\/—_g[aR,w1.1(—u)5""una,” ¡lu-mall" + O((€“")2)],(6.55)

donde a. y b son constantes que dependen de Ia particular medida que se esté utilizando. Así, por

ejemplo, para la familia A, a = a(z\) = —.'3,\r.2/481r2y b = b(/\) = 5AK2/967r2. En virtud de los

cálculos precedentes, concluimos que sin importar los valores específicos de a y b, en las ecuaciones

geodésicas se produce la cancelación de todos los términos que dependen de estos valores. En esta

forma obtenemos finalmente un potencial newtoniano l/(r) que es físico, independiente del fijado

de medida, que lo extraemos de dzz/dt2 = —VV. Nuestro resultado es

GM 43G 5G 7GV =- —___ _ .r
(T) 30771"2 121r'r2 + 127W? (6 06)

donde los tres últimos términos son correcciones cuánticas. Comparando las ecs.(6.44) y (6.56)

concluimos que el acoplamiento de la partícula de prueba con los gravitones produce un término

adicional (el último en la ec.(6.56)) y hace que el potencial sea independiente del fijado de medida.

Al igual que en los casos anteriores, estas correcciones a largas distancias son extremadamente

pequeñas como para ser medidas. Sin embargo, la importancia del resultado radica en que tanto el

movimiento de la partícula de prueba como el potencial newtoniano son imlependientes del fijado

de medida.
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6.5 Discusión

Para resolver el problema del “backreaction” incluyendo el efecto de gravitones, no basta con

resolver las ecuaciones de Einstein semicleisicas, dado que dependen del fijado de medida y no

son fisicas. Es necesario además encontrar los observables fisicos. Como ilustración de este hecho

hemos elegido la trayectoria de una partícula (le prueba y hemos mostrado explícitamente que,

en el límite newtoniano, la acción efectiva usual conduce a un resultado que es independiente del

fijado de medida.

Cabe preguntarse si el potencial newtoniano que obtuvimos depende de la parametrización para

los gravitones. En la parametrización usada por nosotros, y para la medida de DeWitt (/\ = 0), el

término cinético de la acción clásica es diagonal (ver ec.(6.16)). Entonces la métrica de la variedad

de campos en la acción efectiva de Vilkovisky-DeWitt es la plana y por ende dicha acción coincide

con la acción efectiva que calculamos aquí. Por lo tanto es de esperar que la acción efectiva

de VDW reproduzca el mismo potencial newtoniano en todas las parametrizaciones. Más aún,

también es de esperar que, debido al acoplamiento entre la partícula de prueba y los gravitones, se

produzca una cancelación no sólo (le los parámetros de fijado (le medida (lo cual es inmediato en

el l'orinalismo de VDW), sino también de los parámetros arbitrarios de la métrica de la variedad

de campos. Asi, el resultado final para el potencial newtoniano deberia coincidir con el obtenido

en este capitulo.





Capítulo 7

Conclusiones

En esta Tesis hemos estudiado correcciones cuánticas a la dinámica clásica en teoría cuántica de

campos. Para ello nos hemos basado en el formalismo de la acción efectiva. La representación

usual de la acción efectiva (in-out) presenta dos problemas a la llora. de estudiar la evolución

temporal de valores medios. Por un lado está el problema de que las ecuaciones de movimiento

que se obtienen no poseen estructura causal. Por otro lado, en teorías de medida, dependen de

los parámetros que fijan la medida. Más en general, no son invariantes ante reparametrizaciones

de los campos.

Hemos descripto otra representación de la acción efectiva, de camino temporal cerrado (CTC),

que es adecuada para analizar problemas con datos de Cauchy. Mediante esta representación,

hemos delinido una acción efectiva de granulado grueso, utilizando una frecuencia de corte en el

espacio de momentos. Esta acción es útil para analizar transiciones de fase y la transición cuántico

clásica en teoría de campos. Hemos deducido una ecuación exacta del grupo de renormalización

(RG), que describe en forma no perturbativa (de ahí el nombre de “exacta”) cómo la acción CTC

varia con la escala de granulado grueso, y que tiene una complicada estructura integro-diferencial.

Esta ecuación contiene toda la información de la influencia delos modos de longitud de onda corta

sobre los de larga longitud de onda, y es el análogo CTC de las diversas formulaciones euclídeas

presentes en la literatura. Al igual Ique su pariente euclídeo, debido a su extrema complejidad,

la única esperanza de obtener soluciones es mediante métodos de aproximación. Nosotros licmos
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utilizado una aproximación en derivadas, que nos permitió obtener una mejora ante el grupo de

renormalizaeión para el potencial efectivo. Esta aproximación, muy usada a nivel euclídeo, tiene

un serio defecto a nivel CTC: pierde completamente los aspectos estoeásticos que surgen de la

interacción entre los modos de longitud de onda larga (el “sisterna”) y los de corta longitud de

onda (el “entorno”).

Para rescatar estos importantes efectos contenidos en la acción de granulado grueso es necesario

usar otras aproximaciones. En una aproximación perturbativa, es relativamente sencillo calcular

la acción, ya que los núcleos de ruido y disipación tienen distribuciones de probabilidad gaussiana.

Sin embargo, no bien se intenta hacer un cálculo no perturbativo basado en la ecuación exacta

RG, los cálculos se vuelven extremadamente complicados, pues los núcleos son ahora funciones

de n puntos, que no poseen distribuciones de probabilidad gaussianas, y que dependen de la

escala de granulado grueso. El Ansatz más general posible para la acción, que posee la estructura

de la acción de camino temporal cerrado, tiene una infinitud de núcleos de ruido y disipación.

Introduciendo este Ansatz en la ecuación exacta RG, esperamos encontrar una jerarquía entre

los distintos tipos de núcleos que describirá cómo, al variar la escala de renormalización desde la

escala ultravioleta hasta la escala física, se van generando los efectos estocásticos, y el ruido y

la disipación se intereonectan a través (le una relación de Iluctuación-disipaeión no perturbativa.

Para resolver dicha jerarquía habrá que aplicar algún tipo (le truncamiento a nivel de la ecuación

exacta RG. Relacionado con ésto, también resulta interesante estudiar cómo afecta la elección de

la frecuencia de corte para el granulado. Nosotros hemos elegido una frecuencia de corte tipo delta

(o “sharp cut-OIT”). Otras posibilidades, frecuentemente usadas en las formulaciones euelídeas de

la ecuación exacta RG, son frecuencias de corte suaves. Sería interesante estudiar la dependencia

de los resultados con la elección de la frecuencia (le corte a nivel CTC. Esta ideas son posibles

puntos de partida para extensiones de esta parte de la Tesis.

El resto de la Tesis está orientado a tratar el segundo problema de la acción efectiva, esto es,

la dependencia de la acción (in-out o in-in) y de las ecuaciones de movimiento en los parámetros

de medida. Con el fin de describir el método de cálculo, hemos estudiado ejemplos de dificul

tad creciente. Primero tratamos un caso muy conocido, que consiste en el apantallamiento de la

carga eléctrica debido a fluctuaciones de vacío en QED. Hemos mostrado tres métodos equiva
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lentes para obtener ecuaciones de movimiento reales y causales a partir de la acción efectiva. El

primero se basa en el cálculo de las ecuaciones de movimiento in-in, el segundo en las in-out, a

las cuales hay que tomarles dos veces su parte real y causal, y un tercer método basado en las

ecuaciones euclídeas, en las cuales hay que reemplazar los propagadores.euclídeos por los retarda

dos. Mostramos que la resolución de las ecuaciones de Maxwell corregidas por efectos cuánticos

conduce a la misma dependencia del potencial electrostático con la distancia que se obtiene me

diante argumentos wilsonianos, basados en el grupo de renormalización. Pasamos luego al cálculo

de correcciones cuánticas al potencial uewtoniauo en gravedad semiclásica, debidas a campos de

materia cuánticos, escalares y espinoriales. Mediante una técnica de resumacióu del desarrollo de

Schwinger-DeWitt, calculamos las partes no locales de las ecuaciones de Einstein semiclzisicas. En

el límite de largas distancias y bajas energías, en el cual un tratamiento semiclasico tiene sentido,

hallamos dos tipos de correcciones cuánticas, una que decrece como una potencia de la distancia a

la fuente y otra que decrece logaritmican'iente. Hemos comparado estos resultados con los que se

obtienen via argumentos wilsonianos y concluimos que, en general, este tipo de argumentos no dan

resultados satisfactorios, ni cualitativa ui cuantitativamente, ya que pierden el comportamiento de

potencias, que es el más importante. Finalmente nos embarcamos en calculos similares para una

teoría (le medida, la gravedad cuántica. Describimos las ideas (le teorías efectivas y mostramos

que la relatividad general posee la estructura de una teoría efectiva. Por ello, si bien la relatividad

general no es renormalizable, es posible hacer predicciones cuánticas bien definidas para largas dis

tancias y bajas energías, que son independientes de la verdadera teoría cuántica de la gravedad,

hasta hoy desconocida. Mostramos que, debido a la inclusión de gravitones, las ecuaciones de

Einstein semiclásicas dependen del fijado de medida, y por lo tanto carecen de interpretación

física. Una partícula de prueba no sigue las geodésicas de la métrica que resulta de resolver esas

ecuaciones. La solución a este problema es encontrar observables físicos, que obviamente son in

dependientes de los parámetros de fijado (le medida. Hemos estudiado las ecuaciones geodésicas

de una partícula de prueba y, teniendo en cuenta su acoplamiento con los gravitones, hemos

mostrado explícitamente que tales ecuaciones resultan independientes del fijado de medida. Con

ellas hallamos las correspondientes correcciones cuánticas al potencial uewtoniauo por efectos de

gravitones, que son del tipo (le potencias.
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Entre las posibles extensiones de las ideas expuestas en esta parte de la Tesis, sería interesante

estudiar las correcciones cuánticas a las ecuaciones geodesicas cn un contexto cosmológico, de ser

posible más allá dela aproximación newtoniana. Otro posible ámbito de aplicación es en el análisis

de las ecuaciones para valores medios en cualquier teoría (le medida. Por ejemplo, en teorías (le

Yang-Mills, para estudiar electos de gluones sobre soluciones clásicas.
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