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Resumen - Este trabajo se dedica a la aplicacidon de técnicas adaptativas con el
propésito de resolver el problema de seguimiento de trayectorias para algunas clases
de sistemas no lineales a tiempo discreto. Se alcanza el objetivo de control por di-
versos caminos. Estos se resumen en la utilizacién de métodos de control adaptativo
conocidos a sistemas submodelados como lineales, extensién de estrategias cldsicas
para sistemas lineales a sistemas no lineales parametrizados y disefio de algoritmos
ad-hoc para una clase dada de sistemas.

Palabras claves: sistemas no lineales a tiempo discreto, objetivo de control, control
adaptativo, seguimiento de trayectorias, lazo cerrado, acotacion y convergencia global
o local.

Abstract - This work deals with the application of adaptive techniques to solve
tracking problem for some classes of discrete time nonlinear systems. The control
objective is achieved by means of different approaches. These are summarized as
follows: use of known adaptive control methods to linearly submodeled systems,
extension of classical strategies for linear systems to parametrized nonlinear systems
and design of ad-hoc algorithms for a given class of systems.

Keywords: discrete time nonlinear systems. control objective. adaptive control,
tracking trajectories, closed loop, global or local boundedness and convergence
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Capitulo 1 ,
PRESENTACION

1.1 Introduccion.

La presente tesis trata acerca de la implementacién de técnicas de control
adaptativo para sistemas no lineales en tiempo discreto, con el objeto de
resolver el problema de seguimiento de trayectorias.

Es evidente que la teoria de sistemas de control cuenta con un desarrollo
mucho mayor en lo que se refiere a sistemas lineales que a no lineales. El
area de control adaptativo no es excepcion a esta regla. Sobre el tratamiento
de sistemas lineales por técnicas de control adaptativo, [20] sigue siendo
bibliografia de cabecera, aunque mucho mas ha sido desarrollado a posteriori:
[17], [37] o [43], v las referencias alli citadas dan fe de este hecho.

Sin embargo, muchos problemas de control resultan ser inherentemente
no lineales. En [38], por ejemplo, se presenta una interesante lista de aplica-
ciones de modelos bilineales, provenientes de temas tan diversos como la fisién
nuclear, relaciones presa-depredador de especies bioldgicas, transferencia de
calor, columnas de destilacién, etc.. Otros ejemplos que pueden mencionarse
son los introducidos en [19] v en [1] que describen ciertos procesos quimicos
o el de [23] sobre el seguimiento de la trayectoria de un telescopio. Ademas
estdn los casos de sistemas no lineales cadticos que son controlados con el
objeto de desterrar la complejidad de su comportamiento; entre otros, [44],
(8] tratan el tema.

Por otro lado, el desarrollo de la informacién digitalizada. a consecuencia
de la evolucidn de las ciencias de la computacién, es justificacidn mas que su-
ficiente para el estudio de sistemas en tiempo discreto. Ademas, es un hecho
que las ecuaciones en diferencia son mas apropiadas para describir variadas
situaciones provenientes de la biologfa., economia, etc.. Probablemente, el
caso mas simple y famoso, estd dado por la ecuacidn logistica ({12]), que



resulta de gran interés debido a la riqueza de su dindmica. Actualmente,
se estd profundizando en el estudio de ecuaciones en diferencias con retardo
([14]). Por supuesto, ha crecido notablemente el nimero de trabajos que
tratan sobre sistemas de control no lineales a tiempo discreto, de los que
aqui mencionamos unos pocos ( [5], (30}, [33], [25], (51])-

Las técnicas adaptativas para sistemas no lineales en tiempo continuo han
recibido un gran empuje ( (47], (29], [31], [27]), pero los avances obtenidos no
son en general, extensibles al campo de los sistemas no lineales en tiempo dis-
creto. La bibliografia sobre control adaptativo aplicado a sistemas no lineales
en tiempo discreto es aun reducida y en la mayoria de los casos se caracteriza
por conjeturar resultados sobre la base de simulaciones numéricas, sin prue-
bas matematicas rigurosas, o dedicarse a sistemas ( o clases de sistemas) no
lineales muy particulares.

Como se sefiala en [1}, en la mayor parte de los procesos de control usuales
en las aplicaciones practicas, las no linealidades intervinientes son conocidas.
Esto quiere decir que la incerteza sobre el sistema matematico que describe a
un tal proceso, radica en el desconocimiento acerca de los valores de ciertos
parametros. Ademas, ciertos modelos no lineales parametrizados son parti-
cularmente considerados dentro del contexto de identificacion y modelizacién
de sistemas no lineales como se puede apreciar en [34] o [2]. Estas observa-
ciones respaldan la modalidad seguida en este trabajo. Se consideran diversas
subclases de sistemas no lineales y partiendo de técnicas conocidas en el caso
lineal, se desarrollan algoritmos adecuados a las mismas, introduciendo las
modificaciones necesarias en cada situacion.

Cabe agregar que interesa no sélo cumplimentar el objetivo de control sino
verificar otras cuestiones que hacen a la buena ”performance” de los algorit-
mos, como ser las relacionadas con la acotacion de las variables, velocidad
de convergencia, estabilidad numérica, robustez, etcétera. Asimismo, los an-
tecedentes inmediatos sobre el tema son mencionados particularmente a lo
largo de esta tesis y confrontados con las nuevas propuestas u observaciones.

A continuacidn se realiza una descripcidén de los temas a desarrollar.

1.2 Organizacion de la tesis.

El Capitulo 2 es introductorio. Se sintetizan los fundamentos de control
adaptativo que se manejaran a lo largo de esta tesis y se presenta el problema
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general a resolverse.

En el Capitulo 3 se estudia la implementacién de cierta regla de control
adaptativo para sistemas lineales sobre sistemas no lineales, mediante una
previa linealizacién de estos ultimos ya sea por submodelado o por alguna
ley de retroalimentacidn.

En el Capitulo 4 se considera el conjunto de sistemas bilineales que carecen
de término lineal respecto al control. Se prueban resultados de convergencia
y robustez del esquema adaptativo propuesto.

En el Capitulo 5 se toma la clase de sistemas no lineales caracterizados por
presentar comportamiento no lineal sélo respecto a los estados. En particular,
se obtiene una respuesta para ciertos casos encuadrados dentro del problema
conocido como "controlar caos”.

En el Capitulo 6 sera tratada la clase de sistemas no lineales parametriza-
dos linealmente y tales que, a través de una ley de retroalimentacion, resul-
tan lineales respecto al control. Mediante una generalizacién de un algoritmo
clasico, se obtiene un resultado de caracter global ( restringiendo el conjunto
de no linealidades admisibles) y otro de caracter local ( imponiendo restric-
ciones sobre las condiciones iniciales del lazo). Finalmente, se extienden estos
resultados para el caso en que tales sistemas son afectados por perturbaciones
acotadas.

En el Capitulo 7, se introduce un nuevo esquema adaptativo con el
propdsito de resolver el problema de seguimiento de trayectorias con conver-
gencia global del lazo cerrado en casos no logrado con el algoritmo propuesto
en el capitulo anterior.

El Capitulo 8 presenta extensiones o modificaciones a ciertos esquemas
de los anteriores que permiten el tratamiento de sistemas no considerados
con anterioridad.

1.3 Difusidén de los resultados.

Muchos de los resultados que se desarrollan a lo largo de esta tesis son con-
tinuacién o parte de trabajos publicados, aceptados para su publicacién o
presentados en reuniones cientificas nacionales e internacionales. Lo que
sigue es un listado de los mismos.
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Capitulo 2
PUNTOS DE PARTIDA

2.1 Introduccion.

El término control adaptativo incluye a toda técnica de control que se mo-
difica a si misma a medida que el sistema evoluciona y de acuerdo a la
informacién que éste mismo le proporciona. Resulta particularmente util
para controlar sistemas cuyas ecuaciones son sélo parcialmente conocidas.

Considérese un proceso de control que evoluciona en el tiempo del cual se
desconoce un sistema matematico que lo describa. Se pretende cumplir con
un cierto objetivo de control o sea, implementar una ley de control tal que
obligue a la salida del sistema a comportarse de alguna manera deseada; por
ejemplo, que converja a una referencia constante, que siga alguna trayectoria
prefijada, etc..

Supodngase que es posible proponer un modelo parametrizable para re-
presentar el sistema y calcular el control necesario para alcanzar el objetivo
deseado. Si el modelo elegido se asemeja al sistema real, se espera que el
control construido en base al primero resulte efectivo. Para que el mode-
lo represente lo mas fielmente posible al sistema. no se fijan los valores de los
parametros del modelo sino que, a partir de uno inicial, se los actua-
liza mediante algin algoritmo de estimacion. En resumen, los algoritmos de
control adaptativo con los que se trabaja en esta tesis, se aplican a modelos
parametrizados y se componen de una ley de estimacion de parametros com-
binada con una estrategia de control. Graficamente, el esquema general de
cualquiera de éstos puede representarse de la siguiente forma:



entrada salida , ;

— — | Sistemna real | —

——>—~| Estimador de parametros [+
!

————+«—|Ley de control +—

ft
Objetivos

Los sistemas de control que se trataran a lo largo de este trabajo son
sistemas SISO ( single input - single output) en tiempo discreto. Mads pre-
cisamente, estan descriptos por una ecuacién en diferencias de la siguiente
forma:

Thk4d+1l = f(:l:k, ........ y Thk=dyy Uky coeeny uk_dz)

con d,d,,d, > 0, siendo zx € R, estado o salida y ux € R, control o entrada.
Para el caso de sistemas lineales, o sea si f depende linealmente tanto
de las entradas como de las salidas, y teniendo como objetivo el seguimiento
(asintotico) de trayectorias, diversas estrategias han sido desarrolladas en
(20]. En la siguiente seccidn, se presenta una de ellas junto a sus propiedades
mas relevantes. La misma resultara de gran utilidad pues serad el punto de
partida para resolver ciertos problemas no lineales que se introducen, muy
someramente, en la Seccién 2.3 y que constituyen el tema de esta tesis.

2.2 Herramientas basicas.

En esta seccién se describe un problema lineal clasico junto a un esquema
convencional de control adaptativo que lo resuelve satisfactoriamente. Tal
esquema sera de referencia constante a lo largo de esta tesis.

Sea una planta cuyo comportamiento entrada-salida estd regido por el
siguiente sistema lineal SISO en tiempo discreto:

Trprea = (¢ zr + B(g™ " u k=0,1,... (2.1)

donde
a(q“l) =ao + qu-l e e e + a4, q

ﬂ(q_l) = 130 + ‘qu_l T T + deq—dz’



con B # 0, d,dy,d; > 0 conocidos, siendo d el retardo del sistema y
d;(i = 1,2), cotas superiores de los grados de los polinomios a y f3.

El objetivo es disenar una ley de control adaptativo que verifique:

1) estabilidad del lazo cerrado; i.e., que todas las variables intervinientes
permanezcan acotadas;

ii) seguimiento asintético de la salida a una sucesion o sefial (zi)k>q dada,
o0 sea kliglo(a:k —z;)=0

Denotando
0‘ = (ao, ........... ,adl,ﬂo, ........... 1.Bd2)
entonces (2.1) puede ser reescrito de la forma
Thk+14d = 9t¢k, (2.2)
siendo
¢k = (:l:k, ......... y Th—dyy Ukyeeenees ,uk_dz)

Para obtener el resultado anticipado, sera necesaria la estabilidad del
sistema inverso, que para sistemas lineales es equivalente a:

Hipdtesis A:

a) los modos del modelo inverso de (2.1) son de médulo menor o igual a
uno,

b) los modos controlables del modelo inverso de (2.1) son de mddulo
menor a uno,

c) a cualquier modo del modelo inverso de (2.1) que tenga mddulo igual
a uno, le corresponde bloque de Jordan de dimensidn uno.

Bajo la Hipdtesis A, si el parametro 6 es conocido, la ley de control
obtenida de z},,,4 = 0*¢x, lleva la salida a la referencia en un paso. Este
control es conocido como " one-step-ahead-control” ({20], p.120). Cuando 6
es desconocido, se lo reemplaza por un estimador de pardmetros ;. y por lo
tanto, se tiene

Thsrra = i (2:3)

Como estimador de parametro se elige el ” algoritmo de proyeccién” ([20],
p-184) definido por la siguiente ley:

aBr—a(Terr — PL_40k]

ék+1 =0 +
7+ llde-all®

, (2.4)



con ||@k-d|l* = ¢%_,Hk—a, @ y v constantes, 0 < a <2y 7 > 0.
Suponiendo que la ecuacién (2.3) puede resolverse en cada iteracion se
demuestra el siguiente resultado:

Teorema 2.2.1 Sea el sistema (2.1) bajo la Hipotesis A. Si se aplica el
esquema adaptativo (2.3)-(2.4) resulta
i) (||0k - 0" k>0 converge,
i) (Tr)r>o0 ¥ (uk)k>0 Son sucesiones acotadas,
i) lim (zx — z}) =0,
k—oo
i) S (zk — 7})? < o0.

Tanto la demostracién del teorema como otras propiedades del esquema
presentado pueden verse en [20]. Antes de pasar a la préxima seccién, cabe
agregar algunas observaciones que seran utiles mas adelante.

e Notar que se puede obtener u; de (2.3) sélo si 8i(dy+2) # 0 siendo 6,(2)
el i-ésimo elemento del vector 6 . Para evitar este problema, y darle
ademas mas estabilidad numérica al algoritmo, se supone que se conoce
el signo y una cota inferior del médulo de §(d; + 2) = Bo. Bajo esta
hipétesis, se introduce una modificacién en la definicién del estimador
que puede verse en [20, p.189] y que serd presentada con detalle en este
trabajo cuando sea necesario.

o E] algoritmo requiere conocer z3,,,, en el tiempo k; esto es razonable
al pretender controlar sistemas con retardo.

e El hecho de que los sistemas propuestos puedan ser escritos en la forma
(2.2) es fundamental para deducir importantes propiedades del esti-
mador. Esta forma es conocida como modelo DARMA ( Deterministic
Autoregressive Moving Average).

2.3 El problema no lineal.

El algoritmo (2.3)-(2.4) resuelve el problema de control planteado para sis-
temas lineales. Sin embargo, no es para nada inusual la aparicién de no



linealidades en cualquier dinamica que describe una situacién real y en con-
secuencia, tampoco en los sistemas de control. Por lo tanto, es de interés la
implementacién de algin esquema adaptativo para sistemas no lineales.

Se trata de satisfacer el objetivo de control planteado en la seccion anterior
pero para sistemas dados por

Trpde1 = f(Zhyonnnnen s Thedyy Uky eeeeees s Uk=ds ), (2.5)

con d,dy,d, >0y f: Ri+%+l 5 R no lineal y parcialmente conocido cuya
incerteza depende basicamente de cierto conjunto de parametros.

En lugar de buscar soluciones al problema planteado con tanta generali-
dad, la clave esta en tomar clases de sistemas no lineales e implementar el al-
goritmo adecuado en cada caso. Vale la pena adelantar que, de todos modos,
el conjunto de las clases que se trataran no totalizan el de los sistemas no
lineales ni que, necesariamente las clases resulten ser todas disjuntas entre si.
Por otro lado y segun el caso, se podra resolver el problema de seguimiento
de trayectoria acotada cualquiera o se limitara a la regulacién o a la conver-
gencia de la salida a una referencia constante.

Sintéticamente, se presentan dos caminos. Uno, es ver los alcances del
esquema valido para el caso lineal, si se desprecian los términos no lineales
del sistema real. El segundo es, definitivamente, incorporar los términos no
lineales; para esto, sera sumamente util reconsiderar los modelos DARMA,
ya que si en la funcidén ¢ de (2.2) se admiten no linealidades, siguen siendo
validas muchas de las propiedades del estimador (2.4).
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’Ca,pitulo 3
REDUCCION AL CASO LINEAL

3.1 Introduccion.

En el primer capitulo se hizo referencia ciertos resultados acerca de control
adaptativo en sistemas lineales. Luego, en la Seccién 2.2 se expuso uno de
los algoritmos mas conocidos asi como el resultado de la convergencia global
del mismo al ser aplicado sobre sistemas lineales. Contando con esto como
punto de partida, la idea central de este capitulo es ver qué posibilidades
existen de aplicar a un sistema no lineal una técnica conocida para lineales.

Se exploraran dos caminos. En el primero, se aplica un algoritmo para
sistemas lineales, despreciando la parte no lineal del sistema real y se analiza
el lazo cerrado resultante ( Seccién 3.2). En el segundo se estudia en qué
casos es posible linealizar previamente el sistema por un cambio de variables
para combinarlo con un algoritmo creado para sistemas lineales ( Seccién

3.3).

3.2 Submodelado lineal.

El efecto del submodelado cuando el sistema real es lineal y, por lo tanto el
error de modelado radica en la diferencia entre el orden del sistema real y
del modelo propuesto, fue estudiado en [35], [36], [16] y [49]. Estos trabajos
permiten concluir que el submodelado puede originar importantes cambios
de comportamiento dinamico del lazo cerrado respecto al que se presenta si
el orden del sistema se conoce con exactitud. Precisamente, comportamiento
cadtico fue conjeturado en {35]-[36] al aplicar (2.3)-(2.4) con v = 0 en cierto
caso de submodelado - ain cuando simultaneamente, se verifica el objetivo de
control - . En tanto que en [A.1, Secc.1.3] se traté el mismo problema frente al
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mismo esquema pero con y > 0 y se obtuvo el objetivo de control, desterrando
el caos aunque con convergencia local. Debido a estos antecedentes y dado
que en el problema a plantear a continuacion se suma la complejidad que
puede acarrear la intervencién de la no linealidad, la metodologia de esta
seccidn seguira los pasos de dicho trabajo. Comenzando por sistemas muy
sencillos se estudian separadamente los casos donde no hay ( Seccién 3.2.1)
o hay ( Seccién 3.2.2) error en el orden, generalizados en las Notas 3.1 y 3.4
respectivamente.

3.2.1. Sin error en el orden del sistema.

Consideremos que el sistema esta descripto por la ecuacién
Trsr = azk + g(zk) + us k=0,1,.. (3.1)

siendo a parametro desconocidoy g: R — R, g € C?, g(0) = ¢'(0) = 0.
El objetivo de control es la regulacién (asintética) de la salida, es decir,
obtener z;, — 0 cuando k£ — co.
Suponiendo que se desconoce la parte no lineal del sistema, se toma como
modelo de diseno,
Tip1 = QxTk + us.

En concordancia con el esquema presentado en el Capitulo 2, se introduce
como ley de control
Uk = —&ka:k, (32)

y como ley de estimacion de parametros

Ak = ax + (Th41 — Tk41)s (3.3)

Tk
7+ 2}
donde ¥ > 0 es una constante fija.

La combinacién de (3.2) y (3.3) constituye el esquema de control adap-
tativo escogido. Si se aplica a (3.1) este esquema y se define:

ak=&k—a,

resulta el siguiente lazo cerrado:

Thy1 = —arTk + g(Tk) (3.4)
Ghpr = ax + P (—axzi + g(T4))

Se prueba el siguiente resultado:



Lema 3.2.1 Sea A € R tal que |A\| < 1. El sistema (3.4) es estable en (0,)).
Ademds, si se eligen condiciones iniciales (z9,a0) suficientemente cerca de
(0,)), eziste so € R que verifica:

lzel < CB* lak —A—so| SCB* V>0
para constantes C >0 y0 < B < 1.

Demostracion:
Como se sabe que g(0) = 0 el sistema (3.4) presenta una recta de puntos
fijos, a saber;

P={(0,\),) € R}

Si para cada X fijo, se define el siguiente cambio de variables
W = Ak — /\,

el sistema (3.4) se transforma en

Thpr \ _ [ -2 0 A —wZ + g(zk) (3.5)

wiyr )\ 0 1 w —yizl(we + Nze —g(ee)] ) M

Aplicando herramientas de la teoria de sistemas dinamicos se estudia la
estabilidad de (3.5) en (0,0). Como la linealizacién tiene a 1 como autovalor,
no es posible aplicar el teorema de Hartman-Grobman ([21]). Sin embargo,
si se puede aplicar la Teoria de la Variedad Centro (ver Apéndice) si nos
restringimos a |A| < 1. En efecto, usando la notacién del Apéndice, se tiene:
n=m=1,A=1,B=-) F(z,0) = -7 [(w+ Nz — g(z)] y G(z,w) =
—zw + g(z). Se verifican hipétesis del Teorema A.l del Apéndice y por lo
tanto, existe la variedad centro. Es muy féicil ver que la correspondiente

ecuaciéon de la variedad centro se verifica con A = 0. Luego, la ecuacién
reducida a estudiar es

Sk4+1 = Sk

que es estable en cero. Es decir que via el Teorema A.2 del Apéndice, se
tiene asegurada la estabilidad del (0,0) para (3.5) cuando |A] < 1. A su vez
esto permite concluir, a través de la parte (b) del mismo teorema, que si se
toma (19, wp) suficientemente cerca del origen, existe sp € R tal que

|ze| S CB* y |wx —sol < CB*Y k>0conC>0y0< B < 1. En términos
de la variables originales, esto da la tesis.
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Nota 3.1: Retomando el esquema (3.2)-(3.3), el resultado anterior dice
que fijado A de mdédulo menor que 1, existe ¢ > 0 ( dependiente de \) tal
que si |zo| < € y |G — a — A| < € se obtiene convergencia ezponencial de la
salida a cero, en tanto que el estimador converge a algin valor que depende
de las condiciones iniciales. Como el resultado se desprende de aplicar el
teorema de la variedad centro, no se conoce a priori el valor de e. Desde
un punto de vista practico, para aumentar la posibilidad de éxito debera
aproximarse |zo| =2 0 y |Go — @ — A] = 0 todo lo que se pueda. Sin embargo,
si la aproximacion necesaria es demasiado pequefia puede perder sentido usar
control adaptativo. Concretamente, si se cuenta con |dg — a| < 1, aplicando
ur = —dozk a (3.1) resulta

Ty = Az + g(z4)

con |A| < 1 que por linealizacidn y con las hipdtesis que se tienen sobre g,
tiene al origen como punto fijo asintéticamente estable.

Por otro lado, las simulaciones permiten concluir que aunque no se cuente
con una estimacion demasiado buena del parametro a, el objetivo de control
puede ser logrado aplicando el esquema propuesto. A modo de ejemplo,
supongamos que el sistema real estd dado por

Tetyl = 21‘1; + 31:2 + ug

v que se aplica (3.2)-(3.3) con zo =0.15, o = 0.85 y v = 0.1. La figura l.a
muestra el comportamiento de la salida y la 1.b del estimador, en este caso.

figura l.a
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figura 1.b

I 1 1 v 1

1 i ! 1 1
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Nota 3.2: El caso estudiado puede ser generalizado sin dificultad al de
orden mayor dado por

di
Thar = ) @' Thei + G(Thy Tkt ovoerees Thdy) + Uik (3.6)
1=0

con d; > 0 conocido. Si se propone:

d
Tppr = Z&LIk-i + uy
i=0
dy )
U = — Z &}cxk_;
=0
Th—i - .
_dl_2(zk+l —l'k+1) 1= 0, l,....,d1
Y + z€=0 Tk
y se llama
@i =a —a; i=0,1,......,d,

el correspondiente lazo cerrado resulta

d .
Tkl = — Z.‘éo al-’lfk--‘ + g(ka, Thkoly oeeeee- ) -'Bk-dl)
1 Thei

Gy = ap+ W(—Z?éo i Thei + §(Thy Thoty ooy Thegy)) (2= 0,1,

R =0 "k

-
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Si ademas se define
I:,';c = Tlk—g 1= 0, 1, ....,d]_,

el mismo queda descripto por un sistema dindmico de primer orden de
(2d, + 2) variables:

0 — d
zl{+1 - - z;-—o akzk + g(zk, zk’ ....... Zkl)
Zy1 = 2

d di-1
Zke1 = %k

0 0 .1 d
a2+1 - + Z o(zk)z( Z;—o akzk +g(Zk,Zk, ------- ) zkl))
i=

aih, = —Efw( Tiko aizi + g(2R, 2k eery 281))
=0

El conjunto de puntos fijos es
P ={(0,..... 10, X0, A1y cvvnns )} C R2+2

y la matriz jacobiana en cuestion esta dada por

[ X0 =X\ ~Xg 0 0\
1 0 0 0 0
0 1 0 0

0 0

.. 0 .. . .0
. .1 0 000000
0 0 000 0 10
0 0 01
0 0 1
0 0
0 0 .

\ 0 0 1)

La primera condicién a pedir es que la submatriz cuadrada superior de
dimensién (d; + 1)z(d, + 1) tenga autovalores de médulo menor que uno. Se
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trata entonces de ver bajo qué restricciones los ceros del polinomio

P(r) = r%*! 4 Xor? + - - -« +X417 + Ag verifican tal propiedad. También
se puede aplicar resultados que relacionan el mddulo de los autovalores con
los elementos de la matriz (ver Apéndice). En cualquier caso, impuestas las
restricciones sobre los Ais se puede aplicar la Teoria de la Variedad Centro
y obtener un resultado andlogo al del Lema 3.2.1.

3.2.2. Con error en el orden del sistema.

Supongamos que el sistema esta descripto por la ecuacidn:
Tit1 = azk + bzk—y + g(Tk, Th—1) + Uk k=0,1,.. (3.7

siendo a y b pardmetros desconocidos y g : R? —» R, g € C? que verifica
g(0,0) = £2(0,0) = £(0,0) = 0.

El disenador considera no sélo que el modelo es lineal sino también que
es de un orden menor. Por lo tanto, propone el mismo esquema adaptativo
que para (3.1), o sea (3.2)-(3.3).

Siendo a; = @ — a, €l lazo cerrado resulta:

Tht1 = —aikTk + bTp-1 + g(Tk, Th-1)
a1 = ak + FEr(—akzh + b2k-1 + 9(Thy Thr))

Para encarar el estudio de éste como en la seccién anterior, es necesario
definir una tercera variable
Y = Tk

Se trata entonces de analizar el siguiente sistema:

Tipr = —axTi + byr + g( Tk, yx) (3.8)
Yr+1 = Tk
akr = ax + FEr(—akzk + by + 9(zk, 91))

Los puntos fijos del sistema definen el conjunto

P ={(0,0,\),) € R}

Para cada uno de estos elementos el determinante de la matriz jacobiana
es —b. O sea que 0<|b| < 1 es condicién necesaria para obtener estabilidad.
El estudio de la dinamica en un entorno de estos puntos requiere del siguiente:
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Lema 3.2.2 Supongamos que 0 <|b] < 1 y || < 1 = b. El sistema (3.8)
es estable en (0,0,)). Ademds, si se eligen condiciones iniciales (z,Yyo.ao)
suficientemente cerca de (0,0, ), eziste so € R que verifica:

I(ze 9l SCB* y  lar=A=so| SCB* V>0
para constantes C >0 y0 < f < 1.

Demostracidn:
Si para cada (0,0,)), se define wy = ar— X , el sistema (3.8) se transforma
en:

Tip -2 b0 Tk —wizg + 9(Tk, &)
Y41 | = 1 00 ye |+ 0
Wiy 0 01 Wi Tf_i?"[_(wk + /\)Ik + byk + g(xk’ yk)]

Bajo las hipétesis establecidas, la matriz

-2 b
1 0
tiene autovalores dentro del circulo unitario. Dadas las hipétesis sobre g, se

puede recurrir a la Teoria de la Variedad Centro nuevamente. De acuerdo a
la notacién del Apéndice, se tiene:

A=1  F(z,y,w) = =3[ (w+ Nz + by + g(z,y)]
B= ( 2 g) G(z,y,w) = ( - +og(r’y))

Resulta h : R — R2%, h = (0,0) como la correspondiente variedad centro.
Aplicando sucesivamente Teorema A.2 (a) y (b) del Apéndice se obtiene la
tesis.

Nota 3.3: El caso particular ¢ = 0 fue estudiado en [A.1l, Secc.1.3].
El resultado desarrollado aqui demuestra la robustez del algoritmo de ese
trabajo con respecto a no linealidades suficientemente suaves y que afectan al
sistema aditivamente. Es interesante notar la similitud entre la demostracién
para ¢ = 0 y la correspondiente a ¢ € C? cualquiera; vale decir que los
términos no lineales no afectan la estabilidad del lazo. Cabe agregar que se
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pueden hacer andlogas observaciones al Lema 3.2.2 que las hechas en la Nota
3.1 con referencia al Lema 3.2.1.

Nota 3.4: La generalizacion de este caso corresponde a tener el sistema
(3.6) submodelado por

d-l . -
Tpp1 = Z aLTe—i + Uk con d, < d;.
=0
El desarrolllo analitico es esencialmente el mismo y se obtiene resultado local,
bajo restricciones sobre los parametros correspondientes a la parte lineal no
modelada. Como para d; = 1,d; = 0 ( Nota 3.3), el caso lineal correspon-
diente a esta generalizacidn ya fue estudiado ([49, p.29-32]).

Nota 3.5: En [52] se propone un esquema de control para sistemas no
lineales en tiempo discreto submodelados por uno lineal. El tipo de restric-
cién sobre la parte no lineal es muy distinta de la presentada aqui pero
sigue siendo exigente ya que involucra cotas que relacionan la evolucion de
la salida, la entrada y los términos no modelados del sistema. El objetivo de
control es en principio, el seguimiento ( asintético) de una trayectoria dada.
Sin embargo, el algoritmo propuesto logra la convergencia ( con decaimiento
exponencial) de la salida del sistema a un conjunto compacto que contiene a
la referencia y asegura el objetivo original sélo en el caso ideal ( i.e. sistema
no afectado ni por perturbaciones ni por no linealidades).

En [15], se toma el algoritmo de minimos cuadrados y se le incorpora
un "factor variable de olvido” con el propésito de otorgar al esquema mas
capacidad de adaptacién. Se conjetura mediante numerosas simulaciones el
éxito del mismo, al ser aplicado a sistemas que se presumen no lineales pero
que han sido modelados como lineales.

Nota 3.6: En todos los casos estudiados el cero es punto fijo del sistema
libre y sélo se ha considerado el problema de la regulacién. No obstante, el
problema de llevar la trayectoria a una referencia constante puede resolverse
analogamente. Pero el problema general del seguimiento de trayectorias no
admite el mismo tratamiento. Por otro lado, los sistemas no lineales introduci-
dos tienen dos caracteristicas fundamentales: a) el control aparece afectando
solo aditivamente al sistema; b) la parte no lineal verifica ciertos requisitos
de "suavidad”. Por lo tanto, esta propuesta constituye una primera respuesta
al problema, particularmente 1til si se tiene muy poca informacidn sobre el
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sistema real. Las restricciones impuestas en esta seccidn, tanto en lo que
se refiere al objetivo de control como al modelo del sistema, seran sucesiva-
mente modificadas de manera de responder de la forma mas completa posible
al problema planteado en el Capitulo 2.

3.3 Linealizaciéon por cambio de coordenadas.

Una alternativa que parece interesante es la posibilidad de linealizar el sis-
tema previamente por retroalimentacién y luego, aplicar al sistema resul-
tante, las técnicas clasicas de control adaptativo para modelos lineales. Esta
metodologia ha sido aplicada con éxito para sistemas en tiempo continuo
([29], (47)).
Para indagar sobre la misma en el caso discreto, se puede partir de un
primer ejemplo:
Trer = aZg + b(1 + zi)up (3.9)

donde a y b son parametros desconocidos. Si se define
v = (1 + 23wy

resulta
T4 = azy + bug (3.10)

Si se aplica a (3.10) algin esquema de control adaptativo de sistemas
lineales ([20]), bastara luego aplicar dicho esquema a (3.9) con ux = %7 .
k

En qué casos sera posible proceder de esta manera?. En primer lugar,
habra que analizar qué sistemas no lineales en tiempo discreto, son lineali-
zables por retroalimentacion. Establecido este punto, se debe ver cémo com-
binar la linealizacién con alguna ley de control adaptativo. Como ya se ha
sefialado, para sistemas SISO no lineales en tiempo continuo, se ha podido
resolver el problema de seguimiento de trayectorias para ciertos casos com-
binando técnicas de linealizacién y de control adaptativo. Especificamente,
en [47] han sido tratados sistemas de la forma

= f(z)+g(z)u
y= h(z)
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conz € R*, u,y € R, f,g,h: R* — R, funciones suaves dadas por

n1 n2
fe)=Yaifie) vy gle) =) Paile)

=1 =1
siendo o; (1 < ¢ £ ny) y Bi (1< ¢ £ ny) parametros desconocidos. El
éxito de los resultados obtenidos radica en que para el caso continuo, la
transformacién aplicada para obtener el sistema lineal equivalente, conserva
la relacién lineal entre las salidas y los parametros ( o funciones de los
parametros) originales.

Trataremos de ver qué sucede para sistemas SISO en tiempo discreto. En
el trabajo de [32] se desarrollan condiciones necesarias y suficientes para la
linealizacion de sistemas en tiempo discreto mediante cambio de coordenadas
y retroalimentacidn en los estados. Ellos trabajan con sistemas descriptos de
la siguiente manera:

Tks1 = f(T, uk)

e = h(z) (3.11)
donde z; € R, up,yx € R ; f: R**' — R, h : R* — R funciones suaves
con f(0,0) = h(0) = 0.

A efectos de simplificar la presentacidn, se considerara la posibilidad de
aplicar una transformacién ( global) que linealice el sistema. Introduciendo
la notacién de [32],

A f‘(m,u):kf(a:,u)
[t (z,u) = f(fi(z,u),0) 1<i<n-—1,

fi(z,u) representa el efecto de una entrada u en k = 0 sobre el estado z; y
resulta que si )
a)D,(ho fY)=0 1<i<n-1

3h
or

=0
b) det ' £0

6!hof""l )
dz

¢) Du(h o f*)|

(0,0)

# 0,

entonces la transformacién T : R* — R", T(z) = £, definida por:

& = h(z), & = ho f(z,u), ....... n=ho f*(z,u)

(0,0)
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es un difeomorfismo que modifica el sistema (3.11) como:

(k)
(k)

E1(k+1)

&
E2(k + 1) €3

bnmr(k+1) = En(k)
§a(k+1) = ho fM(T7(E(K)), uk)

con lo cual i
Yee1 = R O fM(Thons1s Ukont1)- (3.12)

Supongamos ahora que el sistema no lineal se conoce parcialmente; mas
precisamente, se tiene una parametrizacién del mismo de la siguiente forma:

f(z,u) = i: @ fi(z,u) (3.13)

donde los a; son parametros desconocidos y las f; son funciones conocidas
con fi(0,0) =0 (1< ¢ < p).

Si nos reducimos al caso n = 1,k = id - que corresponde al modelo
general propuesto en el Capitulo 2 con d; = d; = 0 - es ficil ver que las
condiciones de linealizacién se reducen a

of
52(0,0) #0 (3.14)

y es obvio que ejemplos simples como los que siguen no verifican tal condicién,
Tk41 = Tk + briug,
The1 = aTk + buf.
A su vez, la condicién (3.14) no asegura que exista solucién de
flzi, ux) = z}, Vk.

Esto sucede en el ejemplo particular (3.9) y sistemas mds generales con esta
propiedad serdn tratados mas adelante ( Capitulo 6). Finalmente, si se puede
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"despejar sélo localmente” habra que redefinir la ley de control adecuada-
mente; un ejemplo a este respecto corresponde a

Tiy1 = aZ + bxrug + cuy,

para el cual el problema de seguimiento asintético a una referencia acotada
via técnicas de control adaptativo se ha desarrollado en [18].

En cuanto a n > 1, es facil ver que para funciones no demasiado compli-
cadas, la combinacién de (3.12) y (3.13) no conduce a una relacién entrada-
salida donde los parametros ( o funciones de éstos) intervengan en forma
lineal, como sucedia en el caso continuo. Observar que el modelo general
del Capitulo 2, debe ser previamente puesto en la forma (3.11) y entonces
n = d; + d; + 1. Se concluye que, no se puede establecer una teorla general
( ni siquiera para una subclase de sistemas) que permita combinar las técnicas
de linealizacion y control adaptativo para sistemas lineales en tiempo dis-
creto. Sin embargo, si el sistema admite una linealizacién sin cambio de
coordenadas esto si es posible. De hecho, estos sistemas linealizables, han
sido tratados en [9] y en [10] y serdn retomados en este trabajo a partir del
Capitulo 6. Cabe agregar que la combinacién de técnicas de linealizacién por
cambio de coordenadas con métodos de control adaptativo ha sido desarro-
llado con éxito en [53] para una subclase de sistemas no lineales a tiempo
discreto no considerados en este trabajo ( mas detalles acerca de esto, al final
del Capitulo 6).

3.4 Conclusiones

Debido a los buenos resultados establecidos sobre algoritmos adaptativos
para el caso lineal, un camino atractivo es la directa aplicacién de alguno
de ellos sobre sistemas no lineales. A partir de esta idea inicial, se han
explorado dos caminos. El primero consiste en submodelar el sistema no
lineal por uno lineal. Aplicando una técnica adaptativa exitosa con respecto
al lineal, se obtiene un resultado de caracter local con respecto al sistema
real. El segundo camino apunta a la utilizacién de técnicas adaptativas con
posterioridad a la aplicacion de un cambio de coordenadas que linealice el
sistema. Esto funciona sélo para cierta subclase de sistemas no lineales que
conservan la linealidad respecto al control actual y con los que se trabajara
mas adelante.
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La metodologia seguida en el resto de la tesis, es de filosofia distinta a la
de este capitulo. En lugar de "linealizar” el sistema en algin sentido, se
modifican las estrategias de control adaptativo para sistemas lineales te-
niendo en cuenta las no linealidades intervinientes.
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Capitulo 4
SISTEMAS BILINEALES

4.1 Introduccion.

En varios trabajos ( [1], [38], [18], [19]) se ha hecho mencién a la aparicién
de sistemas bilineales al describir procesos originados en plantas industriales.
Esta caracteristica ha motivado especialmente la consideracién de esta clase.
Ademads, por tratarse de un conjunto de sistemas parametrizados invita a la
aplicacién de técnicas adaptativas ( [18], [19]).

Un sistema SISO bilineal completo esta definido por

Tiy1 = aTk + bTrux + cux k=0,1,2,..

En (18] se ha tratado el problema del seguimiento de una trayectoria acotada
prefijada con herramientas de control adaptativo. Los resultados obtenidos
en dicho articulo requieren contar con las restricciones |b| > 3 > 0y |¢| >
v2 > 0 para ciertos valores +, 2 conocidos.
En este capitulo se considerara que el sistema de control estd regido por
la ecuacion
Tie1 = aTk + bzius k=0,1,2,.. (4.1)

donde a y b # 0 son pardmetros fijos no conocidos. El objetivo es la regu-
lacidon de la planta y para esto, se propone un esquema de control adaptativo
combinando, como se ha hecho anteriormente, el "algoritmo de proyeccion” y
el "one-step-ahead-control ”. Sin embargo, sélo se hard una estimacién adap-
tativa del parametro a en tanto que el parametro b serd estimado a priori
por un valor fijo 5. De modo que se propone

e el modelo de diseno:
Tiy1 = QT + bTiui
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e la ley de control:

ay
up = _Tk (4.2)
e el estimador de parametro:
n - Tk N
= - 4.3
Qkt1 = ax + T+ (The1 — The1) (4.3)

siendo 4 > 0 un parametro fijo.

Antes de encarar la resolucién del problema propuesto, vale la pena
aclarar algunos puntos.

Esta claro que en lugar de estimar b por un valor fijo b, también se podria
haber definido una sucesién (bx)r>1, andlogamente a lo hecho para (ax)i>1.
En tal caso, tal sucesion debe ser definida de manera de asegurar que la
misma "no se acerque” a cero y asi tener garantizada que la sucesién de
entradas (4.2) permanezca acotada. En particular, si se conoce un valor
Bmin : 0 < Bmin < |b| se puede introducir una definicién de be que ademas
asegure |bk| > PBmin Vk. Esta variante fue introducida por [18] y se aplicard
oportunamente en los capitulos posteriores.

Otro punto interesante es la eleccion del valor del parametro 4. En
principio, se podria elegir ¥ = 0 lo cual simplifica notablemente la ecuacién
(4.3). Sin embargo, esto acarrea en la practica problemas de inestabilidad
numérica. Esta cuestién es tratada en la proxima seccién donde se analizan
separadamente los casos vy >0y v = 0.

En este capitulo se estudiard en primer lugar el caso ideal, i.e. se supone
que la planta de control estd modelada por un sistema de la forma (4.1).
Luego, se analizan ciertas situaciones donde ademas hay submodelado.

4.2 Modelo exacto.

En este caso la forma del modelo coincide exactamente con el sistema que
define la planta, es decir,

Tr41 = Tk + bTug

donde a y b son parametros desconocidos. Se trabajard primero el esquema
(4.2)-(4.3) con v > 0, y luego con v = 0 introduciendo en el esquema original
las modificaciones necesarias.



CASO ~> 0.

Proposicién 4.2.1 Consideremos el sistema descripto por (4.1). Sea b una
estimacion de b y apliquemos el esquema (4.2)-(4.3). Si 0< % < 2, para toda
condicion inicial (29, o) se verifica:

i) (]%&k - al)kzl es una sucesion convergente,

i) kll.xgxo T =0,

1) L1 Th < +00.

Demostracion:
Sea px =%&k — a. Combinando (4.2)-(4.3) con esta notacidn, se obtiene el
siguiente lazo cerrado:

Trye1 = —PkThk
2
b T Pk
Pky1 = Pk — 3
6'1+.f.k

A partir de la segunda ecuacion,

2.2 b b 2
2 < 2 _ P - | =
L (2b (6) ) (4.4)

de donde (|pk|)x>0 es una sucesién decreciente y por ende, convergente; por
lo tanto vale ). Ademas se tiene

2.2
% =9, (4.5)
k—ooo’)’-{-:ck

De aqui, se concluye el item i7), considerando los siguientes casos:
a) IK: |px| <1
b) Vk |pe| 21

Si vale a), como (|px|)k>0 es decreciente, resulta klim |pk] < 1 que junto a
> 1

la primera ecuacidén del lazo conduce a klim z—;til < 1y por lo tanto a éz).
—00
En el caso b), basta aplicar el Lema Técnico Clave ( ver Apéndice) a (4.5)
y i) es obtenido.
Finalmente, como en particular se tiene que |zx| es uniformemente aco-

tado, de (4.4) sale el item ).
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figura 2
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CASO vy =0.
Si 4 = 0 la ecuacién (4.3) se reduce a
dk+1 =ar + Ik+l. (46)
Tk

Nota 4.1: El algoritmo permite obtener el objetivo de control inde-
pendientemente del valor del parametro a y con convergencia global del lazo
cerrado. Si se contara con informacién sobre ambos parametros, mas precisa-
mente, si fuera posible determinar ¢ tal que |a + cb| < 1, definiendo ux = ¢
se obtiene también la convergencia - aunque sélo local - de la salida a cero.

Vale la pena notar ademas que: i) |pi| converge pero no se puede calcular
a priori a qué valor ( y de hecho, las simulaciones permiten concluir que
éste depende de las condiciones iniciales del lazo); ii) el comportamiento
transitorio del estado puede crecer mucho si las condiciones iniciales no son
demasiado buenas. Si se toma el siguiente ejemplo:

Tryr = 3Tk + 2Tug,
cuando se aplica el esquema (4.2)-(4.3) con zo = 8., 4o = =5., b = 2.5y

v = 0.1, resulta que a — 3.74635096.... en tanto que zx — 0 de la manera
que se ve en la figura 2.
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El conjunto de ecuaciones (4.1)-(4.2)-(4.6) da lugar al siguiente lazo
cerrado:
Tiyl — (a — &ki—)zk (4.7)
ak1 = (1— %)&k +a

y si definimos ry = ax — %a, es equivalente a:

Thy1 = —%rkzk (4.8)
rep1 = (1 - %)Tk

Si0< i— < 2 resulta que 7, — 0 cuando k£ — o0. De aqui, no sélo se obtiene
ar — %a cuando k¥ — oo sino también la convergencia a cero de zi; en

efecto, si se fija 0<e < 1, K tal que Vk > K |ri] < e% y por lo tanto,
lim ’—“*—‘I <e.
k—oo | Tk

Sin embargo, al aplicar el esquema (4.2)-(4.6) a (4.1) surgen problemas
de inestabilidad numérica. Esto se debe a que la segunda ecuacién de (4.7)
es algebraicamente equivalente a (4.6) pero las simplificaciones efectuadas no
son validas para las operaciones de la computadoras. Justamente como z
tiende a cero, cuando éste se hace demasiado pequenio, se produce "overflow”
al calcular el estimador de acuerdo con la férmula (4.6). Para evitar este
problema serd suficiente una modificacién muy sencilla.

Sea § > 0 un minimo fijo de tolerancia ( "el cero de la computadora”) .

La definicién del estimador es modificada como

- I .
5 ap + i si x| > 6 (4.9)
k+1 = o . .
+ ag en caso contrario

y se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 4.2.2 Consideremos el sistema descripto por (4.1). Sea b una
estimacion de b y apliquemos el esquema (4.2)-(4.9). Si 0< % < 2, para toda
condicion inicial (79, 89) con |zo| > 6 se verifica:

i) (ak)k>1 es una sucesion convergente,

it) lim zx = 0.

k—oo
Demostracidn:
Sea ko = min{k € N : |zx| < § }, ( su existencia sale trivialmente por el

absurdo, a partir de (4.8)).
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Supongamos que |rg,| > % . Como |z| > 6 Vk < ko , para estos valores de
k , el esquema (4.2)- (4.9) es equivalente al sistema (4.8). En particular, vale
Irk+1| < |7k y por ende, |rx| > f—: Vk < ko. Como 441 = —%rka:k , entonces
|zk+1] > |zk] Vk < ko, que a su vez implica |zk,| > |zo| > & y se arriba a un
absurdo. Luego, |ri,| < 3.

Por lo tanto, por (4.9), ri = ri, Yk > ko de donde resulta z; — 0 cuando
k — oo.

4.3 Sistemas submodelados.

En esta seccidén se estudia la robustez del algoritmo adaptativo propuesto
con respecto a distintos submodelados. Mas precisamente, se analizan casos
donde el sistema real estd descripto por

Try1 = azg + bzrur + p(Xk) (4.10)

con Xk = (Zky Tkt cevreveene VTh—q,), d1 >0, : R4+ S R,

Serd conveniente estudiar por separado los casos donde ¢ depende o no
de la salidas anteriores, o sea d) = 0 ( Subseccién 4.3.1) o d; > 0 ( Subseccién
4.3.2). En ambos, los resultados seran de caracter local, obtenidos recu-
rriendo a herramientas sobre estabilidad de sistemas dinamicos no lineales.

4.3.1. Sin error en el orden del modelo.

Se comenzarad por un caso simple con el propdsito de generalizarlo mas
adelante. Sea entonces, en (4.10) ¢(Xx) = czi. Por lo tanto el sistema real
viene dado por

Thy1 = aTi + brrug + czi. (4.11)

Se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 4.3.1 Consideremos el sistema descripto por (4.11). Sea b una
estimacidn fija de b y apliquemos el esquema (4.2)-(4.4). Para todo c,p € R
con |p| < 1,3e > 0 tal que si la condicion inicial (zo,d0) verifica

<e€

|zo| < € y Edo—a—p

entonces:
i) La sucesion (Gk)k»o converge.
it) La sucesion (z)k>0 converge exponencialmente a cero.
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Demostracién

Sea pi = -ak — a. Las ecuaciones que definen el lazo cerrado son
Thp1 = —pkxk + c:ck (4.12)
Prt1 = Wb+b;?

Los puntos fijos de (4.12) son los elementos del subespacio P C R?:

P ={(0,p):p€ R}

La matriz jacobiana en cada punto fijo (0, p) estd dada por

nmm=(gpﬁ)

Para cada (0, p), sea zx = px—p. Las ecuaciones (4.12) pueden reescribirse:

(z::::)-(:f’ () () ww

con
91(Tk,2x) = —Zkzk + czk,
ga(k, 28) = —bpshy — bauhy + chiier

El origen es obviamente un punto fijo para este sistema pero, como un
autovalor de la matriz jacobiana es 1, no puede concluirse su estabilidad con
la linealizacién del sistema. Sin embargo, si se pide |p| < 1, el sistema esta
bajo las condiciones requeridas para aplicar Teoria de la Variedad Centro
( ver Apéndice). Es facil ver que en este caso, la funcién que define la variedad
centroes h: R = R, h = 0 y la ecuacidn reducida correspondiente esta dada
por Sg41 = Sk, que es trivialmente estable en el origen. En consecuencia,
se deduce la estabilidad del origen para (4.13). Ademads, para todo (zo, 2o)
suficientemente cerca de (0,0), existe so tal que se verifica

|ze —s0| < CB* g lzk| < CBX  VE>0

para ciertas constantes C > 0 y 0<f < 1. Poniendo esto en término de las
variables originales del problema, se obtiene la tesis.

Nota 4.2: El resultado anterior incluye al caso tratado en la Seccién 4.2.
Desaparece la restriccidn sobre b y la convergencia es exponencial, pero el
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1.5

0.5

resultado es de caracter local y exige conocer valores aproximados de ambos
parametros del sistema real.

La Proposicién 4.3.1 establece la existencia de cierta cuenca de atraccion
pero no hay forma de calcularla a priori. Evidentemente, si la informacion
que se tiene acerca de a y b permite calcular do de modo que la - %&ol <1,
el control uy = —ao/b resuelve trivialmente el problema. En el siguiente
ejemplo, no se verifica tal desigualdad y se obtiene la regulacién del sistema

Tyl = 3.8zk + 4.5z ui + IZ,

al aplicar (4.2)-(4.4) con 7o = 1., 4o = 5.5, b =4.6 y v = 0.1, como se ve en
la figura 3.

| ] 1 | 1

0 10 20 30 40 50

Por otro lado, el resultado puede ser inmediatamente generalizado a una
clase mas amplia de sistemas no lineales. En efecto, si se reemplazaen (4.11),
el término cz? por ((zx) tal que p€ C?y p(0) = %‘5(0) = 0, la Proposicién
4.3.1 sigue siendo valida.

4.3.2. Con error en el orden del modelo.

Como antes, es conveniente hacer el analisis sobre un caso sencillo para
luego, generalizar a la clase mas amplia posible. Esta vez se considera en

(4.10) ©(Xx) = czk—1- Por lo tanto, el sistema real viene dado por
Tey1 = ATk + bzur + CTi-1- (4.14)

Se obtiene el siguiente resultado de caracter local:
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Proposicién 4.3.2 Consideremos el sistema descripto por (4.14). Sea b una
estimacion de b y apliquemos el esquema (4.2)-(4.4). Para todo ¢ € R con
le] < 1, sea p € R tal que:

—1<c<—’§
6
lp| < 2 y —’;—2§c<min{1—p,1+p}.

Entonces 3¢ > 0 tal que si la condicion inicial (z_y, o, d0) verifica:

b

|| < € t=-1,0 Yy E&O_G_P <e

i) La sucesion (ax)k>o converge.
it) La sucesion (zx)k>o converge exponencialmente a cero.

Demostracién:
Sea pr = %&k — a e Yy, = Z,_. Las siguientes ecuaciones describen com-

pletamente el lazo cerrrado:

Tk+1 = —DkTk + CYk (4.15)
Yet1 = Tk \ \

= g by T mE
Dk+1 = P bPk.ﬁ_ﬁ;{'l'Cbm%

Los puntos fijos de (4.15) son los elementos de los subespacios de R? :

P ={(0,0,p) : p€ R}
Q = {(z",z%,¢): z" € R}
Como interesa resolver la convergencia de la salida a cero, basta estudiar la
estabilidad de los puntos de P. La matriz jacobiana en cada uno de ellos
esta dada por

-p ¢ 0
J(0,0,p) = 1 00
0 01

cuyos autovaloresson \; = 1y |\;| < 1 (¢ = 2,3) si se elige p bajo las hipdtesis
establecidas. De manera que se estd en condiciones de aplicar Teoria de la
Variedad Centro (ver Apéndice). Para cada p fijo, sea zx = px —p, el sistema
(4.15) puede reescribirse
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Thel —p ¢ 0 Tk —ZiTk
Y1 | = 1 00 ye | + 0 (4.16)
Zk41 0 01 2k g(xk,ykyzk)
con
z? b 22 b yrxs

AU I S A S B T

La variedad centro estd dada por A : R — R? , A = (0,0) y la ecuacién
reducida por sg4+1 = sk. En consecuencia, se concluye la estabilidad del origen
para (4.16). Ademads, para todo (zo, yo, z0) suficientemente cerca de (0,0, 0),
existe so tal que se verifica

|2k — 5ol <CB* l(zr, ye)ll < CB* VE>0
para ciertas constantes C > 0 y 0<f < 1. Reescribiendo esto en término de

las variables originales del problema, la proposicién queda demostrada.

Nota 4.3: Caben aqui observaciones analogas a las comentadas en el caso
anterior ( Nota 4.2) acerca de la informacién necesaria sobre los verdaderos
parametros del sistema.

El resultado de la Proposicion 4.3.2 puede generalizarse a una clase mas
amplia de sistemas no lineales, a saber;

C,’='—.(0, ...... ,0) ].SlSdl,

el lazo cerrado queda definido por un sistema de dimensién (d; + 2)x(d; + 2),
que tiene puntos fijos de la forma (0,0, ........... ,0,p) € R%*2  siendo la matriz
jacobiana en cada uno de ellos
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con A € (d; + 1)x(d; + 1) dada por

—p ca ¢ Cd,
A= 1 0 0 0
1 0

Si se establecen condiciones para asegurar que los autovalores de esta
matriz sean de médulo menor que uno, siguiendo los mismos pasos que en la
demostracién de la Proposicién 4.3.2, resulta que existe ¢ > 0 tal que si se
toman condiciones iniciales con |z;| < € (—=d; <1< 0) y I-ao —-a —p| <e,
la tesis de la misma es vilida.

Resta establecer condiciones sobre los parametros del sistema que ase-
guren que el espectro de A verifica lo pedido. Recurriendo a un resultado
sobre estimacion de autovalores ( ver Apéndice), se tiene que una condicién
suficiente es

1 (v(A))> P 2
g i [ - SE - 2 <

siendo
”A”F—P +E 1, +dy;

(v(A)? = (1 =T, )2+ T, cf +2p%(cr — 1)%+

+2 VAT (Pt — ci)2 + 20 c3c?

Observacion: Se pueden obtener resultados analogos si también se des-
precian términos no lineales respecto a los controles. Es decir, que en (4.10)

se reemplaza ¢(Xy) por (X, Uk) siendo Ui = (uk,..covven... s Uked,)
y ¢ : Ri+9+2 , R si se cuenta con que tanto ¢ como sus derivadas de

primer orden se anulan en el origen.
4.4 Convergencia a una referencia constante.

En esta seccién se retoma el sistema (4.1) como real pero con el objetivo de
llevar la salida a una referencia constante z* # 0. Una vez mas, el problema
puede resolverse aplicando elementos de la teoria de sistemas dindmicos.
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El control, definido analogamente a lo hecho para la regulacion, esta dado
por

T~ — ATk

up = (4.17)

b:l:k
pero pierde la particularidad de ser independiente de la salida ( confrontar
con (4.2)). Hecha esta observacidn, si se desea conservar la ley (4.17) sélo
tiene sentido apuntar a un resultado de caracter local. A su vez, si se va a
asegurar que la variable z; se mantenga suficientemente lejos del cero para
todo k, se puede tomar la ley de estimacién de pardmetros (4.4) con y = 0,
0 sea:

41 — T

dk.}.] = &k + (418)

Tk
Proposicién 4.4.1 Consideremos el sistema descripto por (4.1). Sea b una
estimacion de b y apliquemos (4.17)-(4.18). Si se verifica 0< % < 3/4 y se
toman condiciones iniciales (zo,a0) suficientemente cerca de
(z*, {f— (a—1) +1), entonces

O=| O

(a2,d1) = (27,7 (a — 1) + 1) para k — oo

Demostracién:
Sea p; = $ax—a. Combinando (4.1), (4.17) y (4.18) , se obtiene el siguiente
lazo cerrado:
Tegr = —prTk + 3z (4.19)
D1 = pr+} (—Pk$k + 4z — :c')

cuyo tnico punto fijo es P = (z*,% — 1). La matriz jacobiana en éste es
p 5

1-2 —z*
G T Py

Sib/b=1, (zk,ax) = (z*,a) Vk > 1. Si b/b # 1, ambos autovalores son
de médulo menor que uno y por lo tanto, P es punto fijo asintéticamente
estable, lo cual implica la tesis.

Nota 4.4: Como cada vez que se deduce estabilidad via linealizacién
del sistema dinamico, no se cuenta con ninguna estimacion de la cuenca de
atraccién correspondiente a (4.19) en su punto fijo. Observar que se necesita
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ao suficientemente cerca de g(a — 1) + 1 para garantizar la convergencia, o
sea que se necesita informacion sobre ambos parametros del sistema. En este
sentido, el resultado es mas pobre que el que da la Proposicién 4.2.1 para el
problema particular de la regulacidn, por lo cual no presenta interés analizar
el problema planteado en esta seccion frente a submodelado. Vale la pena
aclarar que no ofrece ventaja alguna introducir ¥ > 0 y que la Proposicién
4.4.1 no puede extenderse al seguimiento de trayectorias variantes

en el tiempo. Este problema serd retomado en el Capitulo 6.

4.5 Conclusiones.

Se implementa una ley de control adaptativo admitiendo las no linealidades
intervinientes en el sistema real. Se completan resultados anteriores donde
técnicas adaptativas son aplicadas sobre sistemas SISO bilineales. Precisa-
mente, se trata de sistemas bilineales que carecen de término lineal respecto
al control. Esta particularidad, combinada con el objetivo de control que se
ha propuesto ( la regulacién) permite implementar una ley de control adap-
tativa muy sencilla y comprobar la convergencia del lazo cerrado. Ademas,
se han podido comprobar propiedades de robustez del esquema propuesto
respecto a perturbaciones no lineales de los estados.
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Capitulo 5

SISTEMAS AFECTADOS POR CONTROL
ADITIVO LINEAL

5.1 Introduccidn.

Nos dedicaremos a cierta subclase particular dentro de los sistemas SISO no
lineales en tiempo discreto. Los mismos se caracterizan por el hecho de que
la funcidn que los define presenta no linealidades sélo respecto a los estados
y depende del control en forma lineal. Se introducen aqui por dos motivos,
a saber;

a) aparecen en diversos ejemplos de aplicacién al excitar un sistema
dindmico no lineal, con control lineal,

b) el esquema adaptativo clasico - introducido en el Capitulo 2 - puede
ser inmediatamente generalizado a estos sistemas.

Con respecto a a), resultan de interés aquellos casos donde el sistema
dinamico presenta originalmente comportamiento cadtico y se pretende, de
alguna manera, modificar esa caracteristica. A este procedimiento se lo
conoce como “controlar caos”. En la Seccion 5.2 se desarrollardn esque-
mas adaptativos disenados especificamente para cumplimentar este objetivo
sobre cierto sistema particular.

En virtud de b), en la Seccién 5.3 se veran los alcances del esquema
mencionado al ser aplicado sobre los sistemas propuestos en este capitulo.

5.2 Sobre ”controlar caos”.

Diversos trabajos se han dedicado a estudiar el problema conocido como
"controlar caos”. Pueden mencionarse [26], [8], [50], (41], [22], [45], [39], [44];
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en particular, estos tres ultimos han utilizado técnicas de control adaptativo
con este propésito.

En esta seccidn se toma un caso particular, el mismo considerado en (8],
y se proponen esquemas adaptativos con el objetivo de llevar las trayectorias
a cualquier referencia constante dada. Se trata del sistema de Lozi que es un
sistema dindmico a tiempo discreto descripto por las siguientes ecuaciones:

z1(k+1)= —plz (k)| +z2(k) +1 k=0,1,.. (5.1)
z2(k+1)= gz (k)

Este sistema dinamico resulta interesante ya que si bien esta definido a
través de ecuaciones simples, sus soluciones presentan comportamiento com-
plejo para cierto subconjunto de valores de los parametros. En efecto, puede
versequesi0<qg<l,p>q+1y2p+q>4, el punto de equilibrio

1 q )
p—q+1'p—q+1

(23, 72) = ( (5.2)
es inestable ( mas precisamente, es punto de ensilladura) pero, existe una
regién donde todas las trayectorias se mueven erriticamente en las cercanias
de este punto aunque nunca lo alcanzan ni se aproximan asintoticamente. Es
mas, para los valores de p y ¢ antes mencionados, se observan caracteristicas
propias de un atractor extrafio ([12]).

Chen y Dong ([8]) tomaron el sistema de Lozi y estudiaron el control del
mismo por medio de técnicas de control clasico. Ellos centran su trabajo en la
idea de llevar las trayectorias del sistema al punto fijo (5.2) siendo el objetivo
primero, desterrar el caos que presenta el sistema libre. Aqui se retoma este
ejemplo pero agregando la dificultad de no conocer los verdaderos valores
de los pardmetros intervinientes y por ello, se recurre a técnicas de control
adaptativo.

Si aplicamos al sistema (5.1) un control de la forma (1,0)*uy, se obtiene
el siguiente sistema de control:

1(k+1)\ _ [ —plei(B)| +z2(k) +1 1
<:2(k+1))—( pIT qxl(k)z )+<0)uk. (5.3)

Si se define =, = z; (k), el sistema de control (5.3) queda expresado como
un sistema SISO en tiempo discreto, no lineal, de segundo orden,

Tet1 = —p|Tk| + qzr-1 + 1 + us. (5.4)
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Supongamos que se desconozcan los valores exactos de los parametros p
y/o q y que el objetivo de control sea llevar la salida z; a una referencia fija
z*. Si bien (5.4) no establece una relacion lineal, la no linealidad del sistema
consiste en una ”linealidad a trozos”, mas concretamente, la funcién mddulo.
Luego, es natural proponer esquemas de control adaptativo para este ejemplo,
inspirados en los algoritmos usados para modelos lineales. A continuacién
se presentan dos estrategias; en el primer caso, se asume que se desconoce el
valor del pardmetro p pero se conoce exactamente el valor de ¢, mientras que
en el segundo, tanto p como ¢ se conocen sélo aproximadamente.

Caso 1: Se toma como modelo de diseno
Eke1 = =Pk |zk| + qTi-1 + 1 4 up.
Se propone como ley de control,
U =z" + pr |zi| — gz — 1 (5.5)
y como estimador de parametros,

o |k
v+ 2}

Pr+1 = Pk — (Th41 — Ti41) (5.6)

con a > 0, v > 0 fijos. Definiendo px = pr — p, el lazo cerrado resultante de
(5.4), (5.5) y (5.6) estd dado por

T4 = Pk |kl + 2" (a) (5.7)
Pr+1 = Pk — :T:&'Pk (b)

Si z* # 0, esta transformacién tiene a (z*,0) como unico punto fijo y si
z” = 0, todos los puntos (0,p") con p* € R, son puntos fijos. La idea es
estudiar la convergencia de las trayectorias hacia esos puntos.

Lema 5.2.1 Para todo p,q € R, v > 0 y0 < a < 1, el punto (z~,0) es
globalmente asintoticamente estable para (5.7), excepto siy >0 yz* =0 (en
ese CaS0, Tk —rk—oo 0 PETO Pr —k—oo P° para algin p™ € R).

40



Demostracién: \

Seay > 0. Como0 < 1— :Tz:{ <1, de (5.7.b) se llega a que pr —k—co P*
para algin p* € R.

Sea z* # 0. Supongamos que p~ # 0. De (5.7.b), resulta z, —4_ 0, pero
esto a su vez junto a (5.7.a) implica z; —r—. z*, absurdo; por lo tanto,
p” = 0. Luego, existe K tal que |px| < 1 Vk > K y de (5.7.a) se deduce
|zrs1] < |zk| + ll_:i;lﬂ‘ Por lo tanto tomando limite en (5.7.a), se obtiene
Tp koo T .

Sea z* = 0. Si p* # 0, por (5.7.b) Tt —k—~ 0 y si p" = 0, como antes
resulta zp — oo T~.

Sea v = 0. La ecuacién (5.7.b) se reduce a pry1 = (1 — a)pr y como
0 < @ <1, pp =k—o0o 0. Luego, idem para vy > 0, se obtiene |zx| acotada y
finalmente £, —k— T~ ’

En términos del problema de control, significa que si se aplica la estrategia
(5.5)-(5.6) a (5.4), para cualquier condicién inicial (z_;,zo,po) se obtiene
Tk —k—oo T, P€ro es necesario conocer el valor exacto de q para definir el
controlador (5.6).

Caso 2: Aqui la idea es submodelar el sistema, introduciendo como
modelo de disefio
Tepr = =Pk |zh] + 1 + ug.

Se propone la ley de control,
Uy =z + ﬁk [xk| -1 (58)

y como estimador de parametros, la ley de iteracién (5.6). Si se definen
Pk =Pk —PY 2k = Tk_1, queda el siguiente lazo cerrado:

Tkt1 = Pk |Tk| + gz + 27 (5.9)
Zk41 = Tk
Pr+1 = Pk — %(Pk lzkl + qzk)

Se ve facilmente que si z* # 0, esta transformacidn tiene un unico punto fijo

(z7,z",—sg(z")q) en tanto que para z~ = 0, todo punto (0,0,p") es un punto
fijo. Nuevamente, interesa estudiar la convergencia de las trayectorias a estos
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puntos. Pero aqui se analizara la linealizacién del sistema, por lo cual el caso
z* = 0, debe ser descartado ya que la transformacion no es diferenciable en
esos puntos. La matriz correspondiente a la linealizacién del sistema (5.9)
en cada punto fijo es

-9 g Eal
=l % (5.10)
R
a!a:‘!z .
siendo k=4 @@ 17> 0
a §17vy = 0

y su polinomio caracteristico =A% + (1 — ¢ — k)A? + 2¢) — q.

Resultado: Sea f(A\) = =23+ (1 —q—&)A2+2¢)\ —q, ¢,k € R, £ > 0.

a) Si |g| > 1, V& € R, alguna raiz de f es de médulo mayor que uno.

b) Si —1 < ¢ < 1/2, 3k = k(q) € R tal que todas las raices de f son de
moédulo menor que uno.

¢) Sil/2 £ ¢ < 1,Vk € R, alguna raiz de f es de médulo mayor que uno.

Demostracion: Como f es el polinomio caracteristico de la matriz J, si
A1, A2, A3 son sus raices, entonces

|A1d2)s| = |det(J)| = |q] (5.11)

y se pueden distinguir los siguientes casos:

a) Si |g| > 1, de (5.11) es inmediato que para algin z,|A;| > 1. Si¢g=1,
basta analizar la funcién en (—oo0,—1) y si ¢ = —1 en (0, 1) para llegar a la
misma conclusion.

b)Si—-1<qg< —1/2yseeligenr € (—1,q),c =r+1—q(l+1/r)%
resulta que —7 es la unica raiz real y que el mddulo de las dos complejas no
reales, también es menor que 1.

Si—-1/2<qg<1/2,seak =1/2—gq, se tiene

—1/2<q<01 A1=1/2, /\2= 2|q|i’ /\3=_\/2|q|i'

0<q<1/2: Ai=1/2, X=+2lg, As=—/2]q|.

que obviamente, verifican la tesis.
c) Si 1/2 < ¢ < 1, estudiando la funcién en (—oo, —1) se ve que existe
raiz de médulo mayor que 1.

De este resultado, se desprende el siguiente:
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Lema 5.2.2 Sea 2~ € R, z* # 0. Para todo p,q € R con -1 <qg<1/2 y

q # 0, es posible elegir a > 0 yy > 0 de modo que el punto fijo (z*,z*, —sg(z~)q)

sea localmente asintoticamente estable.

Demostracion:
Es inmediato del resultado anterior pues las raices del polinomio carac-
teristico son no nulas y de médulo menor que uno.

En términos del problema de control significa que si z° # 0 y se aplica la
estrategia (5.8)-(5.6) al sistema (5.4), tomando la condicién inicial (z_, zo, Po)
en un entorno de (z*,z",p — sg(z”)q) se obtiene zx —,— =~ . A diferencia
del Caso 1, sélo es necesario conocer aproximaciones tanto de p como de gq.
El Resultado dice cdmo calcular « para obtener raices de médulo menor que
uno y por ende, se puede elegir a y v adecuadas. Pero por la naturaleza de
la demostracidén, no se cuenta a priori con la aproximacién necesaria para
las condiciones iniciales. Sin embargo, la misma no resulta un requerimiento
muy exigente segun lo que se puede conjeturar a partir de las simulaciones.
Entre éstas, el siguiente es un ejemplo donde el objetivo es logrado, con
condiciones iniciales no demasiado buenas:

Tkp1 = 2|zk| + 0.4zp—y + ur + 1.

Aplicando (5.8)-(5.6) con a@ = 0.2,7 = 1 y (z-1,20,P0) = (10,8,3.2) para

™ =1, se logra la convergencia de la salida como se ve en la figura 4.

figura 4

T 1 i 1 1

10 20 30 40 50
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Nota 5.1: En ambos casos, se prueba que el objetivo también es al-
canzado cuando 4 = 0. Sin embargo, para este valor del pardmetro surgen
problemas de inestabilidad numérica. De hecho, valen observaciones y modi-
ficaciones semejantes que las efectuadas para el algoritmo correspondiente en
el capitulo anterior ( ver Seccidn 4.2, segunda parte).

Con los algoritmos propuestos se logra ”controlar el caos” ya que se es-
tabilizan las trayectorias para valores "problematicos” de los parametros,
incluyendo casos para los cuales el esquema de [8] no funciona como se puede
ver en [A.2, Secc.1.3].

Es claro que quedaria por ver qué sucede si tanto p como ¢ son estimados.
Esta opcidn estd incluida en el problema mucho mas general a desarrollar en
la préxima seccidn.

5.3 Alcances del algoritmo clasico.

El comportamiento entrada - salida de cierta planta de control esta gobernado
por el siguiente sistema:

T =610 +u,  k=0,1,.. (5.12)
donde
o 0T = (a1, 02, evvenne ,0&m) € R™ es un vector de parametros desconoci-
dosym>1,
® Or = O(ThyThelyeeeennen ,Tk—q,) con d; > 0y ¢ : R4+ — R™ | funcién

no lineal, acotada sobre conjuntos acotados.

El objetivo de control es el seguimiento ( asintdtico) de trayectorias; pre-
cisamente, obtener klim (zx — z3) = 0 siendo (X} )x>0 una senal fija, conocida
— O -

y acotada. Como la incerteza sobre el verdadero sistema radica en que se
desconoce el valor exacto que toman los parametros del mismo, se aplicaran
herramientas de control adaptativo. Consideremos el siguiente esquema,

e modelo de diseno:
a T A
Tiyr = O Ok + us

siendo §; un estimador de parametros,
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e ley de control : )
Uk = Thpq — 61 Ok (5.13)

Sera conveniente introducir alguna notacién:

€41 = Thy1 — ik-{-l, (514)
0 =0 —9. (5.15)

Obsérvese que
€kl = Tyl — :IZZ_H = _¢£0k' (5.16)

La ley de control descripta en (5.13) puede ser combinada con diversos
estimadores de parametros y asi obtenerse diferentes estrategias de control
adaptativo. Se trabajara con el algoritmo de proyeccion cuyas propiedades
para los sistemas lineales han sido resefiadas en la Seccién 2.2.

El estimador de parametros 6 se construye directamente como genera-
lizacién del algoritmo de proyeccion para sistemas lineales, esto es

ék+1 = ék + 7€k+1, (5.17)

Pk
¥+ || #x|l

donde v > 0 es un parametro fijoy ||.|| es la norma euclideana en R™. Debido
a la definicién (5.15) se tiene

Ors1 = 0 + ﬁ%drnzekﬂ. (5.18)
Luego se obtiene,
2440k e}
IOcsil” < 1667 + i tenn + s
que combinado con (5.16) conduce a
00l < 10017 — —E (5.19)
v + [l Bkl
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de donde (||0k|[)x>0 es una sucesién decreciente y por ende, converge. A su
vez, resulta que

6Z+1
m ————— = 0. 5.20
k—oco y 4 || @l (5:20)

Cuando se trabaja con sistemas lineales, ¢, es funcién lineal de los z;
(+ < k) y por lo tanto, aplicando el Lema Técnico Clave ( ver Apéndice), a
(5.20) se deduce el objetivo. Esto ya no es vilido para ¢ cualquiera. Para
obtener un resultado andlogo se presentan dos caminos posibles. Uno es
imponer alguna condicién de crecimiento sobre la funcién ¢, con lo cual se
restringe la clase de sistemas propuestos originalmente en (5.12). El otro, es
determinar ciertas restricciones sobre las condiciones iniciales y por lo tanto,
obtener un resultado de caracter local.

Hipétesis G: Existen constantes positivas p; (2 = 1,2) tales que

|6(z0, 215 eeveey 20)) || € 1 max |zi| + p2

para todo (zo, z1, ...... ,2d,) € R+,

Proposicién 5.3.1 Supongamos que el sistema real estd dado por (5.12) y
verifica la Hipotesis G. Sea (z3)r>0 una serial acotada dada. Si se aplica el
esquema adaptativo (5.13)-(5.17), para cualquier condicidn inicial
(Tmdyy Tmdyly eeenee , To, Bo), se verifica:

i) (Ié" - 9")1:20 converge,

it) lim (z — z}) =0,

k—oo
i) Yoo, (zk — 71)? < o0.
Demostracién:

Como ya se comentd, el item 7) es inmediato de (5.19).
En virtud de la Hipédtesis G y de la definicién de e; se llega a

lgxll < p1 max le;| + /M + p2

con M = sup |z;|. Luego por (5.20), aplicando el Lema Técnico Clave , se
k

obtiene que (||¢x||)k>0 es acotada asi como el item 7). Finalmente, de i) y
T W2

(5.19), resulta 372, Ji—;:T- < 0o y como ||@x|| estd uniformemente acotada,

se concluye el item 7).
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Proposicién 5.3.2 Supongamos que el sistema real estd dado por (5.12).
Sea (z)r>0 una seral dada con |zi| < M Vk > 0. Sea § > 0 y apliqguemos
el esquema adaptativo (5.13)-(5.17) con condicidn inicial (z_g,,........ ,Zo, 0o)
tal que |z;| <6+ M Vi<0 y”éo—ell < % donde
C = sup{||¢(z0s .---r 2a,)|| ; |2i| £ 6+ M) (0< 1 < d;)} entonces:

i) ("ék - 0")k20 converge,

i) |zi — 7| < 8 foralli > 1,

it) Jim (zi ~ 77) =

w) T2, (zk — 73)? < o0o.

Demostracién:
El item ¢) es inmediato de (5.19).
Se prueba inductivamente sobre k € N | la propiedad

P(k) : ll’j —zj|<dparatodo j <k y ||kl £ C.

En efecto,

e P(1) : por hipdtesis sobre las condiciones iniciales, ||¢o|| < C lo que
implica - debido a (5.16) - |e;| < 6 y de esto, |z1] < 6§ + M con lo que
ademds resulta ||| < C.

o P(k) = P(k+1): ||6c]] < ||6o]] < §/C y por hipétesis inductiva,
okl £ C ; luego, |ex+1| < 8. Ademas, por hipdtesis inductiva, |e;] < 8
Vi< kysellegaa|or|| < C.

Con esto, queda probado el item ¢:) y simultaneamente que ||¢«|| estd uni-
formemente acotada. Por lo tanto, el item iii) se desprende inmediatamente
de (5.20) y el item iv) sale idem Proposicién 5.3.1.

Observacion: La demostracion es vélida si en lugar de C se pone

C = SUp{l9(yiy s yi-an )l s — 51 < 8 Vi}.

Nota 5.2: Observemos que verificadas las hipdtesis correspondientes a al-
guna de las proposiciones anteriores, se obtiene la estabilizacion asintdtica
de la salida a la referencia cualesquiera sean las condiciones iniciales respecto
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a los estados. Sin embargo, la Proposicidn 5.3.2 no establece convergen-
cia global del lazo cerrado resultante; de hecho, para asegurarse el objetivo
de control es necesario, hacer un compromiso entre las cotas de las condi-
ciones iniciales para la salida y la precisiéon con que se conozca al verdadero
parametro 6. Por supuesto, tal compromiso va a resultar mds o menos restric-
tivo segun la naturaleza de la funcidn ¢. Veamos por ejemplo, cuan diferente
es el conjunto de condiciones iniciales establecido para garantizar convergen-
cia, en los siguientes casos sencillos:

figura 5
Tit1 = 0Tk + ug Tre1 = e + ug

4 4 :

2 2}

oM 0 e
2 2t
_4 : : _4 2 s

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2

Por otro lado, si bien bajo la Hipétesis G, se prueba convergencia global,
no se cuenta en cualquier caso, con una cota a priori de la salida como en
cambio asegura la Proposiciéon 5.3.2. Consideremos el siguiente ejemplo:

Trer = 32k + 2In(1 + |zk]) + us

<05y
zo = 1, se sabe no sélo que z; ——o 0 sino también que |zx| < 1 V& > 1.
Pero si (zg, ao, Bg) no verifica hipétesis de la Proposicion 5.3.2, el transitorio
puede crecer mucho, como se ve si se elige vy = 0.1 y (zo, o, Z)o) = (1,20, -10),
en la figura 6.

con el propdsito de regular la salida; si se toma H(&O,ZJO) - (3,‘2)]
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figura 6
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Nota 5.3: Las simulaciones permiten afirmar que no es posible obtener
un resultado de convergencia global bajo el esquema (5.13)-(5.17) si ¢ no
verifica la Hipdtesis G. Para ilustrar, se puede considerar el ejemplo dado
por

Tis1 = azi + bzh + Uy (5.21)

con a = 3.8 y b = —3.9. Si se aplica el esquema adaptativo propuesto con
;. =0,z0=1,7v=0.1y 0 =(-2,5), resulta que z; diverge.

Cabe agregar que el sistema libre correspondiente a (5.21) es la logistica
generalizada y por lo tanto, si se aplica (5.13)-(5.17) bajo las condiciones
establecidas en la Proposicién 5.3.2, se logra "controlar el caos” caracteristico
de ésta. Este ejemplo se trata con detalle en [A.4, Secc.1.3].

Nota 5.4: Esta claro por (5.13) que si los estados resultan acotados, los
controles también lo estan. Supongamos que el sistema a tratar estuviese
definido por

Tipr = OL0 + Jour + Bruky + - + 34, Uk—d, (5.22)

siendo 3; (1 € ¢ £ d,) parametros reales conocidos, 8o # 0 v d2 > 0.
Evidentemente, definiendo

ve = Bouk + By + oo + B4, Uk—d,
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se tiene un sistema de la forma (5.12) y aplicando el esquema adaptativo
(5.13)-(5.17), bajo las correspondientes restricciones establecidas en las proposi-
ciones anteriores, se obtiene el objetivo de control con (vi) acotados. Sin
embargo, los controles originales” u; pueden resultar no acotados, como se
ve en el siguiente ejemplo:

Ty = 32k + 21n(1 + |z4|) + Juk + duk_y,
donde tomando z* = z¢ = 0, o= 0 = (3,2), si u_; = u se obtiene que

up = (—4/3)+'p Yk > 0.
Es facil ver que si se pide

|,31|+ ......... +|ﬂd2|

<1,

se asegura la acotacién de la sucesién de controles. Esta observacion sera
util cuando se trabaje con sistemas como (5.22) pero con parametros f;’s
desconocidos. Los mismos constituyen un subconjunto de los sistemas a
tratar en el préximo capitulo.

Nota 5.5: Resulta interesante analizar qué se puede decir acerca de la
dindmica del lazo cerrado, independientemente de si se verifican o no, las
condiciones requeridas por las proposiciones.

En primer lugar, si la sucesion (]|@k||)x>0 esta acotada, se deduce el ob-
jetivo. Si no estd acotada, entonces - por hipdtesis sobre ¢— la sucesion
(|zk|)x>0 tampoco lo esta.

En cuanto al estimador 6, permanece acotado en cualquier caso, pero
aun cuando se obtiene la convergencia de la salida a la referencia deseada,
no es posible asegurar la convergencia del mismo al verdadero parametro 8.
De hecho, se obtiene que para algin gz > 0,

lim |6esr = 6] = o (5.23)
Ademas, una vez probado que €y —k—oo 0, de (5.17) resulta
Lll.n; “ék+1 - éL“ =0. (5.24)

Limitémonos ahora al caso donde ¢ es continua y zj; = z”. Sea
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. = ¢(z",....... ,z%) € R™. Como lim z; = z~, entonces lim ¢; = ¢..
k—oo k—o0

Por otro lado, de (5.16), klim T, = ¢~ si y solo si klirn #1.0; = 0. Todo esto

implica
klim ¢t6, = 0. (5.25)
En efecto, si ||6o|| = 0 entonces ||6k|| = 0 y (5.25) sale trivialmente. Si

|6o|| # 0, dado € > 0,3k € N tal que Vk > ko :

€ ¢ €
— ¢ T T 6 -

Luego,

B:0k| < 6% — 6.l 164]] + |640x| < e

Sea S. = {A¢. : A € R} C R™ y St su complemento ortogonal. Por lo

tanto, (5.25) dice que
lim dist(8x,SE) =0
k—oo
siendo dist la distancia entre conjuntos de R™ inducida por la norma eu-

clideana. Ademads, por (5.23),
klim dist(6x,0B(0, 1)) =0

donde 8B(0,p) = {v € R™ : ||lv|| = p}. Si llamamos A = SN dB(0, 1), se
tiene que
lerEo dist(0k, A) = 0. (5.26)

A partir de aqui pueden diferenciarse las siguientes posibilidades:
HDp=0=>A={0} = 0 20 b;

.. $.=0=> St =R"= A=0B(0,u)

W) p#EO0=1 4. £0=>dimSt=m—1= A=StnaB(0, )

Veamos qué puede decirse acerca del comportamiento de 6 :

em=1
sige #0=>0; kol
Sige=0= 0k mp—coO0+p 6 Ok —k—oof—p
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o m=2
Si e # 0= 0 = koo 04 1w 6 Gt oo 0= pw (||| =1, Wi = 0)
st . =0= 0, converge a dB(0,x) C R? y limg—oo ||ék+1 - ék|| =0

em>13
limy_.oo dist(0r, A) =0
limy_—. "ék+1 - ék" =0

Notemos que x ( y por lo tanto A) en principio dependen de las condi-
ciones iniciales del lazo cerrado.

En resumen, no puede concluirse la convergencia del estimador y si bien
en las simulaciones, "se ve cierta estabilizacién de ;. a un vector fijo”, esto
no es mas que el efecto numérico a consecuencia de (5.24).

5.4 Conclusiones.

El denominador comun del presente capitulo es el conjunto de sistemas trata-
dos, resumidos en (5.12). Sin embargo, el mismo contiene dos partes bien
diferenciadas.

En primer lugar se hizo mencién al hecho de que sistemas como éstos
surgen dentro del contexto usualmente reconocido como ”control del caos”.
Trabajando en un ejemplo particular, se vié que si se cuenta con un modelo
parametrizado ( con valor de los parametros desconocido), el comportamiento
cadtico puede ser controlado, implementando un esquema adaptativo.

Como ya se habia comentado en el Capitulo 2, los modelos DARMA que
incluyen no linealidades, admiten la aplicacién del algoritmo de proyeccién.
Ademas, dada la forma de los sistemas (5.12), es posible recurrir al "one-step-
ahead” control. En la segunda parte de este capitulo se comprueba que este
esquema, clasico en el campo lineal, también permite obtener los objetivos
de control propuestos si se lo aplica a sistemas no lineales, bajo hipdtesis
adecuadas.

A partir de estos resultados, en el préoximo capitulo se introducirdn las
modificaciones necesarias de modo de extender los mismos a una clase mas
amplia de sistemas no lineales.



Capitulo 6
SISTEMAS LINEALIZABLES RESPECTO
AL CONTROL -1

6.1 Introduccion.

En este Capitulo se extienden los resultados de la segunda parte del anterior,
ampliando en tres sentidos el conjunto de sistemas a tratar:

1) se admite retardo en la salida,

ii) se incorporan no linealidades respecto a los controles,

iii) aparecen parametros de valor desconocido afectando al control.

En las tres secciones subsiguientes se introducen las hipdtesis necesarias v
se establecen los correspondientes resultados al aplicar la generalizacién del
algoritmo cldsico a dichos sistemas siendo el objetivo de control el seguimiento
( asintdtico) de la salida hacia una trayectoria deseada.

Tal como se habia anticipado en la Seccidn 3.3, los sistemas a considerarse
se caracterizan por el hecho de que es posible linealizarlos respecto al control
mediante la definicidon de una ley de retroalimentacion. Sistemas linealizables
en este sentido aparecen en trabajos anteriores y la confrontacién con ellos
se realiza en la Seccién 6.3.

Finalmente, en la dltima seccién se admite la posibilidad de submodelado
para el caso en que el error del modelo es acotado, con cota conocida. Se
pretende lograr el mismo objetivo de control aunque dentro del margen de
error introducido por el submodelado. Para ello se combina el algoritmo
analizado en las primeras secciones con una estrategia de las denominadas
de ”zona muerta ”. Cabe agregar que estos resultados han sido publicados
en el articulo citado en [A.3] de la Seccién 1.3.
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6.2 Planteo del problema.

Consideremos una planta de control con comportamiento entrada - salida
definido por un sistema SISO no lineal en tiempo discreto de la forma

Thtltd = QT(ﬁk + B(q'l)ukgbk k=0,1,.. (61)
donde:

e d>0,d;,ds,d3 > 0,m > 1 son enteros conocidos,

o af = (a(1),(2),......... ya(m));
B(g™!) = B(0) + B(1)g™" + oo + B(d2)g™% con a(z) (1 = 1,...,m) y
0

[ ] Xk = (:z:k,:ck_l, ........ ,:L‘k_dl) N Uk = (uk_l, ......... ’uk—ds)’
i = Y(Xk, Uk) ; ¥ : R9+%4+! 5 R funcién conocida,

b = S( Xk, Uk) ; 7 = (01,92, cveeeen ,©Om) 3 @i 1 R4+ o R funciones
conocidas.

El objetivo de control es el seguimiento de trayectorias con estabilidad
del lazo cerrado resultante. Obsérvese que los sistemas (5.12) constituyen
una subclase de (6.1) caracterizada por d; =d3 = 0,9 =1y ¢, = &(Xk).

Sera util la siguiente notacion:

0T = (a(1), ... ya(m), (0), B(1),..cceun. ,B(d2)),

(DT = (¢{,ukd)k,uk-1¢k-1, ................ auk—d2¢k—dz)-

En estos términos, el sistema (6.1) puede ser reescrito como un modelo
DARMA ([20]):
Thil4d = @{0 (62)

A semejanza de lo hecho en casos anteriores, se presenta un controlador y
un estimador de parametros, cuya combinacién constituye el esquema de
control adaptativo propuesto. El mismo no es mas que la correspondiente
generalizacion del algoritmo (5.13)-(5.17) aunque alguna modificacién sera
necesaria.

De acuerdo a la féormula (6.2) es natural tomar como modelo de diseno,
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Frered = O70,
donde é{ = (dk(l)v ------ &k(m)a Bk(o)aék(l)a -------- vr’;k(dZ)) = (d’{w AI:.T) es el

estimador de parametros.
Recurriendo una vez mas al "one-step-ahead ”, la ley de control se define

como

= ————(Tip1pq — Of Ok — (D)o Wpmg — oo = Bi(d2)uk—ty Vk-dy ).
3k(0) vy
(6.3)

Como antes, llamemos

Ckyl = Thyt — Thtl,

0 = 0r — 0.

con lo cual

kg1 = _(D{_,i()k_J. (GL)

La férmula anterior muestra que ahora ey, ( "matching — error”) no sélo
depende de las salidas anteriores sino también de los controles. Como va se
senalé anteriormente ( Nota 5.4) se pueden producir salidas acotadas aun
con controles no acotados uniformemente. [sto quiere decir que el sistema
inverso no es estable v dicho sea de paso, la estabilidad del sistema inverso
es requerida para asegurar la acotacion de la sucesion de controles, inclusive
para sistemas lineales ( ver Seccién 2.2 o ([20, p.185]). Este tipo de com-
portamiento no tiene sentido a efectos practicos. Ademads debe ser definiti-
vamente desterrado en el caso que nos ocupa va que no se puede concluir la
convergencia de la salida a cero si no se cuenta con controles acotados. Para
lograrlo se impondran ciertas restricciones sobre los pardametros 3is, como
veremos mas adelante.

6.3 Ley de estimacion de parametros.

Se presenta la correspondiente generalizacion del algoritmo de proyeccion. De
la férmula (6.3), es evidente que un requisito necesario para que los controles

permanezcan acotados sera asegurarnos que lﬂk(O)i,bkl "no se haga demasiado
pequeno ”. Por esto, se imponen las hipétesis que siguen.

Hipétesis F: Existe un valor fijo y conocido € > 0 tal que |[¢(-)| > e.
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Hipétesis B: Se sabe que 8(0) # 0 y se conoce tanto el signo de 5(0)
como un valor Bmin > 0 tal que |3(0)| > Bmin-

La Hipdtesis B es necesaria aun en el caso lineal y de hecho, la misma
fue introducida en [20, p.l189], asi como la modificacién al estimador de
parametros original que se presenta a continuacién.

5 s Qg

oy =0 + ————¢; (6.5)
k k k+1,

!  + || ®k-gll®

con v > 0 constante fija y 9k+1 dado por

O (i) = 9L+l(.) i#gm+l

) Ofpr(m+1) si Oy (m+1)sgB(0) > Bmin (6.6)
Or(m +1) =

593(0)Bmin en caso contrario
donde .
€kpt = Tret — OF_ 0. (6.7)
De (6.4) y (6.7) se tiene que
€kel = €ky1 T Q{_d(ék - ék-d)- (6.8)

Resulta que para todo £,

|ék+1(m + 1)| 2 ,Bminv

|(m +1) = BO)] < |8i(m + 1) = B(0)],

y se sigue )
o =0l < [~ . 59
||9‘k+,, — 0] < |64n - ok|| Vn > 1. (6.10)
De (6.5), (6.7) y (6.10):
2 2 €1’
10+ 1" < 116kl T T 1%l (6.11)

de donde resulta sucesivamente,



(I19%I) k>0 es sucesién convergente (6.11.a)

o lim —%x1® =0 (6.11.b)

k—eoo Y+ Pxk—all

Pyl —wn® oo (6.11.c)

Y+ Px—all

lim |6ien = 0| =0 ¥a>1 (6.11.4)

o T2 ||fksn— b <0 ¥n21 (61le)

o lim —t®  —0 (6.11.f)

k—oo YH|I®x—dll

oo exy1’?
® zk=0 ‘W;;_—d"r < o0 (611g)

Vale la pena notar que todas las propiedades mencionadas en esta seccién
son independientes de la definicién del control y de que la funcién ® sea o
no lineal.

6.4 Esquema de control adaptativo.

El esquema que se presenta en esta seccién surge de la combinacidn de la ley
de control (6.3) y la ley de estimacién de parametros (6.6).

En primer lugar, se presenta la hipdtesis necesaria ( correspondiente gene-
ralizacién de la Hipdtesis G del Capitulo 5) para obtener el objetivo propuesto
con convergencia global.

Hipétesis GG: Existen constantes positivas p; (z = 1,2,3) tales que:

ll#(20, 21y -eee-e 2 Zdy YLy eereeenen yya)|l < o 01;1{251 |z:| + p2 lrsr}zyjs ly;| + p3
para todo (zo, 21, ... 2 Zdy; YLy eeeennen ,Ydy) € RO+da+l,

Ademas, sean

. 0 sid; =0
Cl =1+la(1)|1- ................ +la(m)| C2 — { B e +10(da)| -
O sidy >0
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Proposicién 6.4.1 Supongamos que el sistema real estd dado por (6.1) bajo
las hipdtesis B, F, GG y que C, < 1 — ﬂcgl. Sea (23 )k>0 senal fija, conocida
y acotada. Si se aplica el esquema adaptativo (6.3)-(6.6) para cualquier con-
Junto {z; : —dy <1 <d;uj:-(dp+d3) <j<-1; éo} de condiciones
iniciales, se verifica:

), ("9): - 9")1:20 converge,

i) (Zk)k>0 Y (uk)k>o0 son sucesiones acotadas,

i) lim (zf — z}) =0,

k—o0
) TRo(zk — z37)% < 00.

Demostracidn:
El item 1) sale de (6.11). Para lo que sigue, sea

Ve = ukz,bk. (6.12)

Entonces (6.1) se reescribe de la forma

Trprd = ¢+ B(g Ve  k=0,1,... (6.13)
en tanto que

1 z &

Ok = = |Trpr4d — O o(8)@i( Xk, Uk) = Y B(j)vk-j
£(0) i=1 i=1
y si
£k+d+l = maX{Izk+1+d| y |(191(Xk$ Uk)l DREEETEERERE ) I‘p'm(in Uk)l}?

entonces

vl < Ciéjsarr + C2 pax lvil V5 =0.
Como en particular C; < 1, de lo anterior se deduce

Gy max ¢&;
1 = C, i<k+i4d "

lok| <

Por definicién de ¢; , Hipétesis GG, la desigualdad anterior y la cota sobre

C, se obtiene

max & <™y max |z;| + ™.
i<k+1+d j<k+14d
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para ciertas constantes positivas m;, ™2 y por lo tanto,

vel <K m; max |z;|+m 6.14
o] < 1j5k+l+d| il +ma ( )
para ciertas constantes positivas m;, m,,

Finalmente, se tienen constantes M;, M, > 0 tales que:

2xll < My max |z;] + Mo. (6.15)

Si se combina (6.15) con (6.11.f) via el Lema Técnico Clave ( ver Apéndice)
se obtiene ||®.|| estd uniformemente acotada y que ex41 —k—o 0, de modo
que se prueba 7). En particular, se obtiene (z:)r>o sucesion acotada y a
su vez, por (6.14), (vi)k>o también lo es; luego de la Hipétesis F y (6.12) se
tiene (ux)r>o acotada y por lo tanto, queda probado #). Por ultimo, como
(II®&ll)k>0 es acotada, por medio de (6.11.g) sale iv).

Antes de pasar al segundo resultado, veamos un ejemplo donde se lleva
la salida a una trayectoria no constante.

Ejemplo 6.1: Sea el sistema

Tre1 = 2.5k + 2¢/|zk] + 1.5ug + 1.2u4_;.

Se pretende llevar la salida a zj; = sen(k/5). La figura 7 muestra conjun-
tamente la travectoria deseada y la salida obtenida al aplicar el algoritmo
(6.3)-(6.6) con ¥ = 0.1, Bmin = 1 y condiciones iniciales zo = 1,u_; = 0.1,

6o = (2.3,2.3,1.4,1.4).

Como para la clase reducida (5.12), si se levantan las hipétesis acerca del
crecimiento de las no linealidades, se puede obtener un resultado de caracter
local. Para ello se reemplazan las Hipdtesis GG y F por una mas débil.

Hipétesis GL: Dados 6;,62 > 0, existen 7; = 7:(6,,8,) (:=1,2)y
€ = €(b1,62) tales quesi |z;] <6, 0<:<d; y|yi] <6 1<t < d; entonces

|8( 20, 215 cveeeene s Zdys Y1y ceneeeees UG <m oy (6.16)
€ < ||19(20y 215 oeenevee 2 Zdy; Y1y veeeenes yYds) |l < 7.
En este caso sera util definir: g
10} Ea— +la(m)] _ 0 sid; =0
D, - D, { [Lﬂl)|+........m..|...‘....+|0(d-_»)| sidy, >0
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Proposicién 6.4.2 Consideremos que el sistema real estd dado por (6.1)
bajo las hipdtesis B y GL . Sea (z})k>0 una senal fija, conocida y acotada
con |zi| < M Vk. Supongamos que D2 < = y que es posible elegir 61,6, > 0
M
tales que 62 > B:—T%—?—L con n; = ni(by + M,8,) (1 = 1,2) ye = €(é1 +
M, §8;) de acuerdo a (6.16). Si se aplica el esquema adaptativo (6.3)-(6.6)
con condiciones iniciales {z;: —dy <1< d ;u;: -(dy+d3) <7< -1, éo}
que verifican:
lz; — 27| <6 Vi< d;
Sid2>00d3>0 . lu_-,'l‘£62 V_]__<_—1,
"90 - 0" < min{ \/nf+(;:+1)n§6§ » Brnin : Dznzn)tﬁ +321:zl62Mmm}
Entonces:
i) (||9k - 9")1:20 converge,
i) |zi—z| < b ylui| £8 V>0,
i) kll.r?o(zk —z;) =0,

) LiZo(zk — zi)* < 0.

Demostracién:
El item i) sale de (6.11). Si vale ii), resulta

|9kl < /1% +(d2 + 1)n262 Vi
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que combinado con (6.11.f) y (6.11.g) permite concluir ) y iv).
Por lo tanto, la demostracién se reduce a probar ii). Para esto, deben
verse primero algunos puntos. De (6.3) y (6.12) se obtiene

I . mo & .
Uk = m—— | Trsr4a — 2 Gr(O)0i( Xk, Uk) = D Beli)or-j | -
ﬂk(o) i=1 =1
Si llamamos
Dl =D + mﬂllb’oll Dz =D, + d2ﬂ”90”

usando la desigualdad triangular y el hecho de que (||6k|[)x>0 es decreciente,
resulta

Definiendo, .
€ = max loi( Xk, Us)|

finalmente sale

M ..
— + D1k + D2 max [vi (6.17)

min

log| <
Se puede probar por induccién sobre & > 0 :

Syl <b Vi<k-l
P(k)'{lz;—xsls& Vi <k

En efecto,

e P(0) : trivial, por eleccién de las condiciones iniciales.

e P(k) = P(k+1): combinando (6.12) con la hipdtesis inductiva, se tiene
lvjl < mb2 Vi<k—-1 y & < m. Luego, de (6.17) y la restriccién
sobre |[fo]| se llega a |vi| < €b2, con lo que |ux] < 6,. Ademds, se
desprende de la hipétesis inductiva que ||®,]] < \/nf +(d2 + 1)n28% y
entonces, usando convenientemente la informacion sobre ||6o]| se obtiene
|$k+1 - $I-c+1| < b
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Nota 6.1: Valen comentarios analogos a los de las Notas 5.2, 5.3 y 5.5
del capitulo anterior en concordancia con la generalizacién desarrollada en
éste.

Por otro lado, en la Proposicién 6.4.1, se puede reemplazar C; por 1—;(”(%[1
y sale la demostracidn, definiendo k4441 = max{|zes144], [[#(Xk, Uk)||}- En

tanto que en la Proposicién 6.4.2, se puede reemplazar D; por gfl”“- , Dy por

u%ﬁ-!-'&u y poner ||#(Xk, Us)|| en lugar de £ obteniéndose el mismo resultado.
Se debe notar que no en cualquier caso es posible hallar §; como es re-
querido en la Proposiciéon 6.4.2, justamente porque tanto los 7!s como ¢

dependen de 6, pero esto deja de ser inconveniente si d3 = 0.

Nota 6.2: Como ya se habia anticipado en la Nota 5.4 es necesario pedir
ciertas condiciones sobre los (s para asegurar que la sucesién de controles
permanezca acotada. En la Proposicién 6.4.1 se pide C; < 1 — @ mientras
que en la Proposicién 6.4.2 corresponde a D) < .

Es interesante notar que si d3 = 0, en la primera la condicién se reduce
aC; <1 yaquesiyp = cte, en la otra basta pedir D, < 1 ( con lo que
C, < 1). En particular, los sistemas lineales verifican ambas condiciones y
se comprueba facilmente que la condicion C; < 1 implica ”estabilidad del
sistema inverso” ( confrontar con [20, p.185]).

Nota 6.3: Las restricciones dependen de los parametros desconocidos.
Esto no impide necesariamente la aplicacién practica del algoritmo, si con-
tamos con cotas adecuadas de los parametros. El ejemplo que sigue ilustra
esta cuestion.

Supongamos que el sistema de la planta es modelado por

Tigr = Ty + Bour + Pritk—
y se sabe que
19< a1 <21,4< fB<4ly09<p <11 (6.18)

Se quiere regular asintéticamente la salida, arrancando con condiciones
iniciales £¢9 = 1, u_; = 1. Estudiemos dentro de qué conjunto puede elegirse
8o para asegurar el objetivo. De acuerdo con lo anterior tiene sentido tomar
Brin = 4,6, = 62 = 1 ym =n2 = 1 y entonces se requiere “9 - éon < 0.4, que
se verifica si los elementos de o pertenecen al intervalo definido por (6.18).
Bajo estas condiciones queda asegurado a priori que |zi| < 1, |ux| <1 Vk y
T —k—oo 0.
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6.5 Confrontacion con otros algoritmos.

1) El trabajo [48] es el primero que resuelve la problemadtica planteada - al
menos para cierta clase de sistemas no lineales - imponiendo condiciones de
crecimiento a las no linealidades. El mismo presenta el siguiente modelo:

A(g™)7 7 (wk) = 47 B(g7{Po(ks vy Thon,) +P'(24) 0+ G0 (2 .

siendo p* = (p1, .o ypt),Pi :R—= R(0<:<!),v,v':R— Ry
6t = (6y,......,0;) con

s Thong) Uk }

() S e+ e[y (6.19)
A(q-l) —- 1 + alq—l + ............. + anq_n,
B(q7) = bo+bigt e +bng™™, b # 0.
Como |qo(-)] > €, definen el control como
u = po(zks s Thony) + 4]
. = - Thyooeoes c—n, : ]
PN R L e
Haciendo el cambio de variables
yk =7 (2x)
resulta que el sistema no es mas que un caso particular de (6.1) con
o = (—al,—ag, ......... y —Qn, boc91, ....... ,bogl, .......... ,,bm91, ....... ,bm9,),
Bt =(0,0,........... ,0,b1, ... s Om),
Ok = (Yks Y1y cveveren s Ykmrs PL (Y (Yh12d) )5 ovenne (Y (Yk41-d-n)))-

Como se puede ver, las no linealidades del sistema considerado en (48]
son muy particulares y eso permite mantener la hipétesis de estabilidad del
sistema inverso como en el caso lineal mientras que en el caso mas general
tratado aqui resultan necesarias mayores exigencias sobre los parametros 3!s.
El articulo (48] se restringe a la subclase donde los pis satisfacen (6.19) y
por ello los resultados alli demostrados, pueden verse como corolario de la
Proposicién 6.4.1. Notemos también que la hipétesis |go(-)| > € es equivalente

a la Hipétesis F para los sistemas (6.1).

2) De la misma manera que en este Capitulo se trabaja a partir del
algoritmo de proyeccién para sistemas lineales, también se puede generalizar
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al caso no lineal el algoritmo de minimos cuadrados ([20, p.60}). En tal caso,
el estimador de pardmetros queda definido por

ai P dx o
1 + axd}.Pedr *+

-
1+ o ¢) P
donde (ax)kyo es una sucesién de elementos no negativos.

Si se toma ax = 1, el esquema adaptativo (6.3)-(6.20)-(6.21) da lugar
a resultados semejantes a los establecidos para el esquema (6.3)-(6.6) en la
seccion anterior.

Por otro lado, de este algoritmo se partié en [28] pero con el propdsito
de obtener el objetivo de control con convergencia global, sin restricciones
adicionales sobre las no linealidades. Para ello, se introdujo ax = 1+||¢wt1® -
Sin embargo, la prueba analitica en dicho trabajo se reduce a una subclase
muy particular de sistemas no lineales, precisamente es el subconjunto de
(5.12) con m = 1y dy = 0. Aunque las simulaciones permiten conjeturar que
el algoritmo de [28] también funciona para m > 1, la manipulacién algebraica
efectuada para el caso m = 1 no es trivialmente generalizable am > 1 y de
hecho, no ha sido desarrollado ( comunicacién personal con el autor).

3) En [10] se consideran sistemas de la forma

The1 = gaifi(') + (ij ﬂfgi(')) ug

i=1

ék+1 = ék + (620)

Py = Py exs1, Po = 1€ R™™ (6.21)

donde f;, g; son funciones infinitamente diferenciables que dependen de
Thomngly oeeeees s They Uk—py wvneeenns ,Uk=1. 31 b > 1, la funcién que multiplica a u
depende de parametros desconocidos y por lo tanto no es posible aplicar
el ”one-step-ahead-control” como se hace en [10]. Si b = I, se tiene una
subclase de (6.1), con d = d; = 0. Los resultados de [10] no son extensibles
a sistemas con retardo y el teorema establecido, si bien asegura la existencia
de una regién de inicializacién para aplicar con éxito el esquema propuesto,
no determina el calculo efectivo de la misma.

4) Los resultados desarrollados en este capitulo, también son aplicables
al modelo propuesto por [9]. En efecto, en dicho trabajo se presenta

Teet = fo( Xk, Ur) + go( Xi, Ur)uk-ds1
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con d 2 1, Xk = (zk,xk_l, ........... ,Ik_n+1), Uk = (uk_l, ............. ,uk_d_,,H)
y se ve que trabajando con un cambio de coordenadas adecuado vale

Tkrd = fa-1(Xk, Uk) + ga-1( Xk, Ur)us

con |g4-1| acotado fuera de cero; evidentemente, esto es un caso particular
de (6.1). La diferencia es que en [9] las no linealidades son desconocidas

( bajo ciertas restricciones) y se las "estima” por medio de algoritmos basados
en redes neuronales.

5) El problema de llevar la salida asintéticamente a una referencia prefi-
jada para cierta clase de sistemas no lineales en tiempo discreto también ha
sido tratado en [53]. La clase de sistemas que alli se considera incluye a la
presentada en este capitulo. Pero las restricciones impuestas a los mismos,
para obtener convergencia global de los algoritmos propuestos, excluyen jus-
tamente a parte de los considerados aqui. De hecho, las hipétesis que ellos
manejan son esencialmente: i) condiciones tipo Lipschitz que equivalen a la
Hipétesis GG; ii) condiciones verificables sélo una vez que el esquema ha
sido aplicado ( precisamente, el algoritmo de proyeccidn ortogonalizado) y
que para muchos sistemas de la forma (6.1) no se cumplen.

6.6 Robustez con respecto a perturbaciones
acotadas.

Supongamos que el sistema real que define la planta de control no corresponde
exactamente a (6.1) sino que ha sido submodelado pero que el error de modelo
es acotado con cota conocida, i.e.,

Theled = 9‘<Dk + Wig14d k= 0, 1,... (622)

con Lsupd lwi] < A, A > 0 conocido y lo que resta, como se definid en la
>1
Secci5n+6.2.

Se vera que resultados como los obtenidos para los sistemas (6.1) apli-
cando el esquema (6.3)-(6.6), se pueden extender a los sistemas (6.22), si se
modifica el estimador de parametros (6.6) de acuerdo al algoritmo de zona
muerta introducido en [42] para sistemas lineales. Esto es,
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A A Dr_q
1 =0k + ————— f(e
k+1 ~ + ”(I)k-d”2 +1)

donde v > 0,

€k41 — A s €k41 > A

flers1) = 0 st lan]< A
€41+ A St €pp < —A

y ék“ dado por

Oerr (i) = 041 (3) i#m+1
. B a(m+1) si 8 (m+1)sgB(0) > Brin  (6.23)
Orr(m +1) =

596(0)Bmin en caso contrario

El lazo cerrado generado al aplicar (6.3)-(6.23) a (6.22) da lugar a una
serie de propiedades que se presentan a continuacién. Salvo mencién, se
conserva la nomenclatura de la Seccién 6.2. En primer lugar, ahora se tiene

ers1 = =0 _gPh_a + Wes1, (6.24)
€es1 = =0, Pi_g + Wiy (6.25)

Debido a la definicién (6.23),
|6 0| < |6 9| (6.26)

Usando las férmulas (6.23) a (6.26) se obtiene

2
Bennll® < 10)? = ~LLoxr1) 6.27

de donde se sigue que \
(f(6k+1)) =0 (628)

koo y 4 [|Dpgl®
Por otro lado, de (6.23) y (6.26) se llega a

66



kli.l{.lo ”9k+1 - 0kl| =0. (629)
Debido a la definicién de f(ex4+1), (6.28) puede reescribirse

0’k(|6k+1| - A)2
m 3 =
k=0 g+ || @l

(6.30)

0 si |exsr| <A
1 en caso contrario.
De (6.24) y (6.25) se ve que sigue siendo vilida la férmula

con g =

€k+1 = €k41 + <I>f.d(9k — 0k-a),

de modo que aplicando la desigualdad triangular, la definicién de o y divi-
diendo por /v + ||®x-d||’ se arriba a

|ek+1| -A < Uk(|€k+1| - A)
VI + 19l ~ oy + 19e-dl?

Hechas estas acotaciones, se podra establecer un par de resultados, el
primero de cardcter global y el segundo local. Para ello se reconsideran las
hipétesis y las constantes definidas en la Seccién 6.2. Las demostraciones son
muy parecidas a las correspondientes de las Proposiciones 6.4.1 y 6.4.2 por
lo cual, las mismas serdan muy breves, restringiéndose a los detalles que las
diferencian de las anteriores.

+ “9k - ek_d” . (6.31)

Proposicién 6.6.1 Supongamos que el sistema real estd dado por (6.22)
bajo las hipdtesis B, F, GG y que C; < 1 — BCQL Sea (zi)k>o0 senal fija,
conocida y acotada. Si se aplica el esquema adaptativo (6.3)-(6.23) para
cualquier conjunto {z; : —dy <1 <d;u;: -(dy+d3) <j<—1;0} de
condiciones iniciales se verifica:

i) ("0k - 9")1:20 converge,

t) (Ti)k>o0 ¥ (ur)k>o Som sucesiones acotadas,

111) Llirgo sup |zx — 23| < A.
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Demostracion:

El item 7) es inmediato de (6.27) y el item i), se puede probar, una vez
demostrado #4¢), de la misma manera que en la Proposicién 6.4.1.

Por lo tanto, basta demostrar ii). Para esto notar que - idem en la
Proposicién 6.4.1 - existen constantes M;, M, > 0 tales que

1]l < Mi ;IpRx, lz;| + M, Vk. (6.32)

Ahora, deben considerarse dos posibilidades:

1) Si ;}LTO sup(|exs+1] — A) <0, 177) es inmediato.

2) Supongamos Lll.rg sup(|ex41] —A) > 0. Aplicando en (6.31) la desigual-
dad de Schwartz, junto a las férmulas (6.29) y (6.30) se deduce que

A2
lim (Iek+l| A)2 —
k=0 g + [|®_d]|

Aplicando (6.32) a esto ultimo, via el Lema Técnico Clave ( ver Apéndice)
se obtiene iiz).

Proposicion 6.6.2 Consideremos que el sistema real estd dado por (6.22)
bajo las hipdtesis B y GL . Sea (z}) una serial fija, conocida y acotada con
|zil < M Vk. Supongamos que Dy < = y que es posible elegir 61,6, > 0 tales

M
que & > A y 6, > DZ—;E?_'L conni =ni(61+ M,6) :=1,2) y
€ = €(é1 + M, 6;) de acuerdo a (6.16). Si se aplica el esquema adaptativo
(6.8)-(6.23) con condiciones iniciales )
{zi:=d1 <i<d;uj:-(dy+d3) <j< -1, 6} que verifican:
lzi —z;| < 6 Vi< d;
sidg>00d3>0: |u;| <6 Vi< -1

3 _ : 5 —A . (e=D21m2)82=Dym —M/Bmin
"90 9" < mln{ i +(da+1)n262° Brmin mn +d21262 }

Entonces:

i) ("0k - 9")k_>_o converge,

i) lzi—z7| <6 y|lwi| £6, V>0,
ii1) kll.rg sup |zx — 7| £ A.
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Demostracion:
Sigue los mismos pasos de la demostracién de la Proposicién 6.4.2, te-
niendo en cuenta la diferencia en cuanto a las restricciones sobre "00 - 0" i

Nota 6.4: Observemos que los resultados son analogos a los obtenidos
para el modelado exacto salvo que la convergencia de la salida real sélo puede
asegurarse dentro de una banda alrededor de la referencia cuya dimensién
depende de la cota de la perturbacién.

La cuestion del submodelado con error acotado de cota conocida ha des-
pertado interés en el caso lineal. La introduccién de los algoritmos de zona
muerta se debe a Egardt ([13]) y desde entonces, diversas modificaciones se
han desarrollado sobre el mismo. El esquema presentado en [42] es uno de los
ultimos. Las caracteristicas por las cuales contituye un paso adelante en este
tema son a) consigue el objetivo de control dentro de la minima cota posible
y b) es aplicable a sistemas con retardo. Estas motivaron su eleccién para
combinarlo con el algoritmo anterior y aplicarlo a los sistemas no lineales
tratados.

Cabe mencionar que la subclase de sistemas considerada en [1] incluye
a los sistemas (6.22) pero alli el submodelado es asumido como estocastico y
ademas, los resultados son de muy poca rigurosidad matematica.

6.7 Conclusiones.

Cierta clase de sistemas SISO no lineales a tiempo discreto ha sido con-
siderada. Precisamente, se trata de sistemas no lineales parametrizables
con parametros desconocidos. Las no linealidades son conocidas y depen-
den tanto de salidas como de entradas anteriores, pero una ley de retroali-
mentacién puede definirse de tal manera que resulten lineales sobre el control.
Mediante una adecuada generalizacion del algoritmo clasico, se obtienen dos
resultados. En el primero se logra convergencia global del lazo cerrado, im-
poniendo ciertas condiciones de crecimiento a las funciones no lineales inter-
vinientes. El segundo resultado establece las restricciones necesarias sobre
las condiciones iniciales del lazo si cualquier no linealidad es admitida.

Por ultimo, el mismo algoritmo es enriquecido con la incorporacién de un
esquema de zona muerta y éste resulta robusto frente a sistemas perturbados
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por errores acotados.

El problema de hallar un esquema de control adaptativo que verifique
el objetivo propuesto con convergencia global y sin demasiadas restricciones
sobre las no linealidades intervinientes, es una asignatura pendiente entre
los trabajos dedicados al tema. Esta cuestién serd tratada en el préximo
capitulo.
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Capitulo 7
SISTEMAS LINEALIZABLES RESPECTO
AL CONTROL - II

7.1 Introduccidn.

El problema de seguimiento de trayectoria con convergencia global, en el
caso no lineal en tiempo discreto es de gran interés y de poco desarrollo.
Merecen recordarse [48], [28] y [53]. En todos estos trabajos se han extendido
métodos de control adaptativo conocidos para sistemas lineales a alguna clase
de sistemas no lineales parametrizados.

Como se seriala en (48], la herramienta esencial que da paso a la conver-
gencia global en el caso lineal es el Lema Técnico Clave pero éste deja de
ser util en el caso no lineal. Los primeros pasos dados para superar esta difi-
cultad se efectuaron fijando hipétesis sobre el crecimiento ( de tipo lineal) de
las no linealidades. Esta perspectiva, presente en [48], [53] y en los capitulos
5 vy 6 de este trabajo, restringe notablemente el conjunto de sistemas con-
siderados. Con el préposito de obtener convergencia global, sin restricciones
adicionales sobre las no linealidades, en [28] se introduce una modificacién
ad-hoc en el algoritmo de minimos cuadrados pero el éxito de la misma sdlo
es probada sobre una clase muy restringida de sistemas.

En este capitulo se disefia un nuevo algoritmo adaptativo aplicable a los
sistemas presentados en el capitulo anterior para resolver el problema de
seguimiento de trayectoria con convergencia global del lazo cerrado. Mas
concretamente, se introducird una ley distinta de estimacién de parametros
que a través de un proceso de ortogonalizacién permite lograr el objetivo.



7.2 Construyendo un nuevo algoritmo.

Con el propésito de obtener una ley de control adaptativa con convergencia
global para cierta subclase de sistemas no lineales, serd necesario abandonar
el algoritmo de proyeccién e introducir una ley de estimador de parametros
distinta.

Consideremos la siguiente clase de sistemas:

t
Th414d =¢k0+'U,k k=0,1,.. (71)
siendo ' = (a1, @2, eecevenne ,am) € R™ , vector de pardmetros desconocidos
. pdy+dy+1
Y Sk = O(ThyTheopyeennnns s Thmdyy Ukl y +eneees ,Uk—dy) CON ¢ : RA+ds+l _, pm

funcién acotada sobre conjuntos acotadas. Observar que los sistemas (7.1)
constituyen la subclase de (6.1) caracterizada por d, = 0 y 3(0) conocido.

Como ya es usual, se toma como modelo de diseno:
- t N
Tker4d = B0k + ux

y siendo (z})k>o la sefial de referencia se define la ley de control

Uk = Thy1pa — BL00. (7.2)
Nuevamente seran de utilidad,
O = 6 — 0,
€k+1 = Thy1 — Thp1 = —¢i_dok—d- (7-3)

Antes de introducir el algoritmo, pueden verse algunos puntos que sirven
como motivacion del mismo. Para ello, basta reducirse al caso d = 0, es
decir,

The1 = B0 + ux k=0,1,.

El algoritmo de proyeccidn original, o sea con v = 0, es

ék+1 = ék + ﬂ-ek+1

I8kl

y verifica
0ipr 9 =0 Vk>0.
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Resulta prometedor un estimador que verifique tal condicidn de ortogonalidad
pero con respecto a todas las ¢).s anteriores. En efecto, supongamos que

ok+1 L [¢0, ¢1, ..... y ¢k] C Rm Vk Z 0 (74)
donde [go, ...+ ,gx] es el subespacio de R™ generado por los vectores
{90y eeeenee , gk} y L significa "ortogonal ”. Se tiene que:

a) Si existe k' tal que dim(¢o, @1, ....., $x] = m, por (7.4) Ox41 =0
Vk > k' y por lo tanto, exy; =0 V> k.

b) Si no se verifica a), entonces la sucesién (¢x)x>0 genera un subespacio de
R™ de dimensién m’ < m. En tal caso, existe un subconjunto {¢x,,....., ¢x_,}
que constituye una base de dicho subespacio y ademais, ¢ = 372, ¢y,

Vk > ko con lo cual epyy =0 VE > k.

En sintesis, en ambos casos se obtiene el objetivo de control en finitos
pasos y en particular, si vale a) el estimador converge al valor verdadero del
parametro.

Se trata entonces de definir un estimador de parametros tal que su dife-
rencia con el verdadero parametro verifique (7.4). Obsérvese que para cada
eleccién de las condiciones iniciales, los vectores ¢o, 41, ....., éx generan un
subespacio Sy C R™ tal que Sk C Sk41 y dim(Sx) < dim(Sk+1)- Si (pi)l-, es
base ortonormal de Sy, se necesita:

(0 = brpr)Lpi (1 S5 <)

lo cual implica ék+lpj = §'p;. Cémo construir la base ortonormal?. Cémo
definir ;7. Se trata de generar los p!s a partir de los ¢;s mediante un proceso
de ortogonalizacion de Gram-Schmidt, en tanto que 8., se construye como
la proyeccién de 8 sobre el espacio Si. Esto es, si al llegar a la iteracién k ya
se tiene {p1,...... ,Pj—1} base ortonormal de Si_,, sea:

=1
g = bk = D_(% - Pi)pi,

=1

Sigi=0,5-1=5y ék+A1 = ék '
Sig; #0,seap; = ﬁjﬂ Y 0k4r = Y}, aipi con

a; = 0'p; = 6% (¢r — Tica (44 - pi)p:) _ ekt 6 - d — TiZi (8L - pi)as
! ! llg;l llg;l
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En la préxima seccidn se define el algoritmo de control adaptativo a ser
aplicado a cualquier sistema de la forma (7.1). Para esto, sera 1til recordar
la definicién

€kt+l = Theyy — ‘ﬂ-dék = —¢i_d9k- (7-5)

La ley de estimacion de parametro esta dada por

7.3 Algoritmo de ortogonalizacién.

Algoritmo O1

Inicializacion : bp = 0,7 =0

Para k= 0,1,......
S f:k+1 = q
Ok = bk
S'l, €k+1 ;é 0
J=7+1
st 3=1 entonces
@ = Pr-d
= q/llall
7

st 3>1 entonces .
g = Pk—da— LIZ1 (S5 g Pi)Di
pi = aqi/llgll
k41495 ¢k-d-z':=_: () _q-pidai
[lg, I

a_,-=

bj = bj1t a;p;
Orer = b;

Proposiciéon 7.3.1 Supongamos que el sistema de control estd regido por
(7.1) y sea (z})k>o0 senal de referencia fija. Si se aplica el esquema adapta-

tivo (7.2)-(01) para cualquier (z_q,, ...... 3Ty -veeey Ty aeeeees yUmdyy oeeeeee ,U=1,60)
como condicion inicial se verifica

kllm (:I:k - IZ) =0.
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Demostracién:
Consiste en probar que existe kyax tal que

i1 =0 v Oppr =6 VE > kmax. (7.6)
Como de (7.3) y (7.5) se tiene que

€k41 = €ky1 T+ ¢i_d(ék - ék-d), (7.7)

resulta que
€k+1 =0 szkmax'*‘d

que conduce a la tesis.
Sea

K={k>0:¢e4 #0}.

Si K =0, el resultado es inmediato.
En otro caso, veamos por induccién en j (1 < j < card(K)), que el
algoritmo O1 verifica

g #0
©a;=0""g;
L (bj—O)J_p; i=1,...,j

Sea j = 1. Si ky es el primero de los k tal que €4, # 0, de (7.5) resulta
que q; = Pk, —q¢ # 0. Ademas por definicién en el algoritmo O1,

€k1+1+§;‘1 ¢k1 —d — ot Dxy ~d
||¢k,-d|| ”‘5"1-4'

a, = I = otplv

b] =a1p1 = (0‘})1)])1 = (b1 - 0)‘})1 =0.

Supongamos que valen las propiedades para j — 1. Sea k; el j-ésimo de los
k tal que €x41 # 0. Si g; = 0, luego ¢y, -4 = Zf;ll(cﬁzj_d - pi)pi lo cual implica
por (7.5) y definicién de 0},, €éx;+1 = 0 y por lo tanto, una contradiccién.
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En conclusién g; # 0. Por definicién y recurriendo a la hipétesis inductiva,
resulta
0‘¢k,_d—zf=_:(¢7,1_d-p-')a-' 0* (-~ f;,'(cbfb_,,-m)p-')
a; = =
J llg; Il Al

= atpj )

bj =Tl ap = (b —8)'pi=0(1<i<j).
Sea m' = card(K) < m; por construccidn,

0k+1 L [p1, ...... ,pml] Vk 2 kml

¢k+l—d € [Pl, ------ ,pm’] Vk
lo que implica (7.6) con kmax = kms + 1.
Propiedades del esquema (7.2)-(01)

1) No es dificil comprobar en ejemplos como los de las Notas 5.2 y 5.3,
que si se aplica (7.2)-(O1) el objetivo de control se logra en dos pasos. Pero
no se cuenta con cota a priori de las variables del lazo y debido a la exigencia
impuesta por la ortogonalizacidn, pueden originarse valores muy grandes en
términos comparativos con respecto a la referencia o a las condiciones ini-
ciales. El algoritmo funciona para cualquier sefial ( ain no acotada) aunque
esto no tenga sentido desde el punto de vista practico. Por otro lado, si
d3 > 0 - e inclusive con sefial de referencia acotada - el lazo cerrado puede
generar una sucesion de controles no acotados; esto se puede ver en ejemplos
simples como

Tipr = aul_, + up

conz" =0, =0y u_),d40: G #ay |a&0u2_l| > 1.
ii) El algoritmo es generalizable a los sistemas (6.1) y funciona siempre que
I‘B"(O)| > 0 Vk. Sin embargo, esto no puede asegurarse a priori y aun bajo

la hipétesis B, modificar la definicién de 6y para asegurar |ﬂk(0)| > Bmin
implica perder la ortogonalidad de 6 respecto a los ¢'s anteriores que es la
clave del algoritmo.

ii1) De la demostracion de la proposicion se desprende que la salida alcanza
la sefial deseada en finitos pasos pero en general no se puede predecir en
cuantos.
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Vale la pena notar que bajo ciertas restricciones, es posible tener una
estimacién del nimero de pasos necesarios para lograr el objetivo. En efecto,
sizp; =z",d3 =0y é(z",....,z") = 0, se puede asegurar que kmax < m(d; +d).
Observar que si para algin k se cumple €;4; =0 conz=1,....... ydiy+d+1,
resulta e = 0 VK’ > k+ 1+ d + d;. Si esta situacién no se diese nunca,
entonces solo puede haber (d; + d) €}.s consecutivos nulos; en tal caso como
por construccién del algoritmo, se agrega un elemento mds a la base cada vez
que ¢, # 0, superadas las m(d; + d) iteraciones, el objetivo esta garantizado.

iv) La sucesidon (6k)k>o es finita y decreciente en norma. Lo primero se
ve inmediatamente en la demostracién. Para lo segundo, sea {pi,....., pm'}
el conjunto ortonormal generado por el algoritmo Ol y {pm/41,--.., Pm} un
conjunto ortonormal que completa el primero a una base ortonormal de R™.

Como .
1+1

m J
= Za;Pi y Ok = Zaipi ) ék(,+,)+l = Zaipi,
=1 =1 =1

resulta |0kl < 0w VE=> K.

v) El algoritmo Ol no es mas que una forma de resolver secuencialmente
un conjunto de ecuaciones lineales con respecto al vector desconocido 6. El
conjunto de ecuaciones disponibles es infinito ( cada una corresponde a una
iteracidn del sistema); si existen m ecuaciones linealmente independientes, se
obtiene tnica solucidon, que obviamente es el valor del parametro verdadero; si
no, el algoritmo puede seleccionar otras de las posibles soluciones del sistema.

En este sentido, el algoritmo coincide con el llamado " algoritmo de proyec-
cion ortogonalizado” ([20], p.54) y que se reescribe a continuacidn:

5 5 Py
Biar = O, + k%%,
k+1 k ¢£Pk¢k €k41
Proi o} P
. = _—_— =7 mIm
Py =Py 5 Petr Po €ER

Este algoritmo es superado por el algoritmo O1 en dos sentidos:

a) Dado que en cada iteracién, hay que calcular la matriz de covariancia
Py, éste es de mayor complejidad.

b) La divisién por ¢ Pi¢x puede traer problemas de inestabilidad numérica.
En el caso lineal se lo corrigié sumando un valor ¥ > 0 - algoritmo de minimos
cuadrados, ([20], p-58) - pero tal algoritmo deja de ser 1til en el caso no lineal.
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En cambio, una modificacién muy simple puede hacerse en el algoritmo O1,
que también presenta problemas si ||g;|| se hace muy pequefia y que permite
obtener el objetivo de control con la precisién que se desee:

7.4 Algoritmo de ortogonalizacion modificado.

Algoritmo O2
Inicializacion : by =0, 7 =

Para k= 0,1,......
S1 lfk+1| Sﬁ
Ok4r = O
St |€k+]| >4
J=7+1
st g = entonces
Q= ¢k-d
Py = 41/||q1||
ay = k4146, dx—d

llg, 1l
st 3>1 entonces _
G = Pr-d— TI5(ha - Pi)P:
pi = 4/ llgll
¢k+1+9f‘¢k—d-21;: (8% _aPi)ai
a; =
J llayil
bj = bj1+ a;p;
9k+1 = bj

Proposiciéon 7.4.1 Supongamos que el sistema de control estd regido por
(7.1) , sean (z})k>1 senal de referencia fija y § > 0 arbitrario . Si se aplica
el esquema adaptativo (7.2)-(02) para cualquier condicion inicial
(T—dyyeeeee- 3 L0y wvvney Ty ernnnns s Umdyy eeveene ,u_l,éo) se verifica

Demostracién:

Consiste en probar que existe knax tal que

|5k+l| < 6 y ék+l = ék vk > kmax- (78)
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De aqui, idem se detall6 para la proposicién anterior

Iek+ll S ) Vk Z kmax +d

y por ende, la tesis.
Sea

K={k>0:|es]| > 6}

Si K =0, el resultado es inmediato.
Si no, vemos por induccidnen j ( 1 <3 < card(K)) que el algoritmo 02
verifica:

* lig;ll > 6/1i6oll
© a;=0""g;
[ (b_, - 9)_l.p; 1= l,...,j

La demostracién de la dos ultimas propiedades es igual que en la Proposicién
7.3.1. Por lo tanto, sélo se vera la primera.

Sea 7 = 1. Sea k; el primero de los k tal que |ex4;| > 6. Suponiendo que
llg1ll < &8/ 1160l se llega a |ex,+1] < 6 y queda probado por el absurdo.

Supongamos que valen las propiedades para j — 1. Por construccién,
10k]] < ||6o]| Vk. Sea k; el j-ésimo de los k tal que |exs1] > & ¥ supongamos
que ||g;|| < 8/ ||60]| - Resulta el absurdo como en lo anterior y se concluye la
validez de la propiedad.

Sea m' = card(K) < m. Resulta que vale (7.8) con kmax = km + 1.

Nota 7.1: Robustez frente a perturbaciones aditivas acotadas.

El algoritmo O2 es ademas robusto frente a perturbaciones aditivas aco-
tadas. Mds precisamente, supongamos que la clase de sistemas a considerar
estd dado por

Thel4d = 0t¢k + ug + Wek414+d k= O, 1, (79)

con sup |wx| < A, siendo A > 0 constante conocida. Todos los restantes
k

elementos que definen(7.9) se hallan bajo las mismas hipdtesis que las es-
tablecidas para (7.1).

79



Observemos que si se aplica el control (7.2) a (7.9) resulta
€kt1 = —¢;¢_dok—d + Wit

t
€41 = —(bk_dok + W41

y que la férmula (7.7) sigue siendo vélida. Por lo cual es obvio - repasando
la demostracion de la Proposicién 7.4.1 - que si se reemplaza § por § + A
resulta:

Proposicién 7.4.2 Supongamos que el sistema de control estd regido por
(7.9) y se quiere llevar la salida a una referencia (z})i>o. Si se elige 6, > 0
arbitrario y se aplica (7.2)-(02) con § = §; + A, para cualquier conjunto de
condiciones iniciales se verifica

lim |z, — z}| < 6 + A.
k—o0

7.5 Conclusiones

Una nueva ley de control adaptativo es propuesta con el propédsito de obtener
convergencia global del lazo cerrado. Esta es aplicable a una subclase de los
sistemas introducidos en el capitulo anterior. El esquema permite alcanzar la
trayectoria deseada en finitos pasos y agregando una simple modificacidn, es
posible mejorar su estabilidad y su robustez frente a perturbaciones acotadas.
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Capitulo 8
COMPLEMENTOS

8.1 Introduccion.

Ciertos sistemnas no lineales que no han sido considerados anteriormente seran
tratados en este capitulo. Debido a sus caracteristicas, es posible desarrollar
extensiones o modificaciones mas o menos inmediatas sobre los algoritmos
vistos de manera de poder aplicarlos a estos sistemas y verificar los objetivos
de control propuestos.

Primero, se reconsideran los sistemas tratados en el Capitulo 6 pero le-
vantando la hipétesis acerca de la cota inferior de la funcién que multiplica al
control. Se vera que bajo ciertas restricciones, es posible obtener los objetivos
usuales, modificando ligeramente el esquema del Capitulo 6 ( Seccién 8.2) o
llevando a un caso mas general, la propuesta del Capitulo 4 ( Seccién 8.3).

Por otro lado, en la Seccién 8.4, se presenta una clase de sistemas no
lineales DARMA cuya caracteristica esencial es la linealidad respecto a los
estados. Esto permite volver a aplicar el algoritmo de proyeccién como es-
timador de parametros y aunque la solucién del "one-step-ahead-control” ya
no se puede garantizar en cualquier caso, es interesante analizar el alcance
del esquema resultante y la posibilidad de nuevas propuestas.

8.2 Sistemas no linealizables.

El conjunto de sistemas mas amplio hasta aqui considerado esta constituido
por los de la forma:

Tht1+d = &0k + Blq™" ) heue + wigr4d k=0,1,... (8.1)
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bajo las condiciones establecidas en (6.22). Tales sistemas son linealizables
con respecto al control si verifican la hipétesis [1(.)| > € > 0 ( hipétesis F del
Capitulo 6). Esta restriccidn es usual en la bibliografia ( [1], 48], [9] ¥ [10])
y la misma es fundamental en los resultados obtenidos en el Capitulo 6.

En esta seccidn, se pretende resolver nuevamente el problema de seguimien-
to de trayectorias pero para sistemas (8.1) que no cumplen con la hipdtesis
F. En su lugar, se establecen hipétesis de manera que si |¢,| ”"se hace muy
pequenio” los estados caigan dentro de cierta "cuenca de estabilidad” de la
referencia con respecto al sistema libre con lo cual, deteniendo alli la accién
del controlador adaptativo, se puede asegurar cierta cota para el compor-
tamiento asintdtico de la salida. Por lo tanto, se requiere:

Hipétesis E1: El sistema libre correspondiente a (8.1) es uniformemente
estable en la érbita {z}}; o sea, dado ¢y > 0,360 = do(€o, {z}}) tal que:

si para algin k; : |z; — z]| < 8o (k1 —dy <2 < ky)
entonces (8.2)
|zi — z7| < €0+ A Vi > ky , para algin k; > k.

Observacion: Esta definicién de estabilidad es una generalizacién de la
definicién cldsica en la literatura ( ver [20, p.484]); como se admite error
de modelado, es natural conformarse con que la salida real y la trayectoria
deseada se "aproximen en el infinito” dentro del margen de error, en concor-
dancia con lo obtenido en la Seccién 6.6.

Consideramos una subclase de los sistemas representados en (8.1), concre-
tamente aquéllos con d; = d3 = 0. La necesidad de esta restriccion se debe a
que se pretende dejar al sistema libre una vez alcanzado el tiempo k; donde se
verifica (8.2), pero esto no es posible si actian controles definidos en tiempos
anteriores.

Para establecer la segunda hipétesis, se restringira el objetivo de control
al seguimiento hacia una referencia fija, i.e. z; = z~.

Hipétesis E2: La funcion % verifica:
{y = (o, v,y yay) [ |$(y)] < €} C Voo(27) con e =e(bo,z7) (8.3)
donde

Vio(z7) = {z = (z0, Z1, .. oo Tay) [ |zi— 27| <8 Vi:0<1i<dy}
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En sintesis, la subclase de sistemas a considerar es:

Tipr4d = A'G(Thy ooveey Thmdy) + Bo(Thy ovovey Thody ) Uk + Wit 14d (8.4)

bajo las hipdtesis E1 y E2. Los elementos intervinientes se hallan bajo las
mismas condiciones que en (6.1) y (6.22) y el pardmetro S, verifica la hipStesis
B del Capitulo 6. El objetivo de control es 2 — (e ™.

El esquema adaptativo a aplicar consiste en:

si el > €, up = ZZ8dy fx segiin (6.23), 5

sifn| <6 ue=0y b =0y Vk> k.

Luego, reconsiderando las hipdtesis B, GG y GL del Capitulo 6 ( sin
incluir en esta tltima, la cota inferior de |¢|) se tiene:

Proposicién 8.2.1 Sean el sistema (8.4) bajo las hipétesis B, GG, El y E2
yz" € R. Dado ¢, existe € = (€0, 27) > 0 tal que si para tal € se aplica el es-
quema adaptativo (8.5), para toda condicion inicial (z_4,,...ccvvee... ,Z_1, To, 0o)
resulta:

i) ("8;c - 9")1:20 converge,

i) (Tk)rk>0 ¥ (uk)k>0 Son sucesiones acotadas,

i) kll‘rg sup [zx — z7| L €0 + A.

Demostracién:

Se reduce a probar #ii). Como vale la hipdtesis E1, 36y = do(€o, ™) que
verifica (8.2) y para este §y vale la hipétesis E2, de modo que se puede elegir
e= €(bo, z*) que verifica (8.3). Por lo tanto:

€ = €(o(€0,2"),z") = €(€0, 7).

Si |k| > € Vk, por la Proposicién 6.6.1, sale klim sup|zr — 7| < Ay por
lo tanto, el item ¢iz).

Si 3k, : |¢x,| < €, por hipétesis E2, |z; —z*| < §o Vi: k1 —di <7 < k.
Y por (8.5), ux = 0 Vk > k,. Finalmente, por hipdtesis E1, 3k, tal que
|z; — 2| < €0 + A Vi 2> k2, lo cual conduce a 7).
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Proposicién 8.2.2 Sean el sistema (8.4) bajo las hipdtesis B, GL, E1 y E2
yz~ € R. Dado €, existe € = €(€g,z*) > 0 tal que si para tal € se aplica el
esquema adaptativo (8.5) y se fijan 6, > A, 6 > D‘Lﬂf—.l@
(m =m(b+|z"|) de acuerdo a (6.16), con (T—gy,-.eeereer-.. ,&_1,Zo,00) como
condicion inicial que verifica:

|z:,-—:c'|§51 VzSO,

A . - 62—Dyny —|2°|/Beni
0 —- ol < min 5-4A . €02 171 min
[0~ 0] < min{ 2t B =R T B
Entonces:

i) ("9;c — 0”);20 converge,
i) |z; — 27| < max{é,e0+ A}, |wi| <8 Vi,
i) klim sup |z — 27| < € + A.

Demostracién:
Se reduce a combinar convenientemente los pasos seguidos en las de-
mostraciones de la proposicién anterior y de la Proposicién 6.6.2.

Nota 8.1: En ambas proposiciones, ¢, > 0 es arbitrario. Por lo tanto,
se obtiene el objetivo de control con tanta precisién como se desee, siempre
que ésta esté por encima de la cota de error de modelado.

8.3 Sistemas bilineales generalizados.

Otro caso en el que se puede obviar el problema de la restriccién sobre la
funcién que multiplica al control es el correspondiente a la clase de sistemas
definidos por

Tyl = ac,p(Xk, Uk) + bukc,o(Xk, Uk) + Wk+1 lc = 0, 1, (86)
donde

Xk = (:z:k,:ck_l, ............ ,:Bk_d,) y Uk = (uk, ........ ,uk_da)

con a y b parametros desconocidos, ¢ una funcién conocida ( acotada so-
bre conjuntos acotados) mientras que (wi)x>1 representa una perturbacién

acotada con cota conocida o sea sup |wi| < A con A > 0 conocido.
k>1

Los sistemas (8.6) constituyen una subclase de (8.1) cond =d, =0, m =
1y ¢ = 4. Es justamente esta ultima particularidad lo que permite levantar la

84



restriccion de || acotada inferiormente a cierta distancia de cero. De hecho,
son una generalizacion inmediata de los sistemas bilineales presentados en el
Capitulo 4, de modo que siguiendo la misma linea y teniendo como objetivo
la regulacion, se propone:

e ley de control:
e 87)
Up = —= .
TR
con b estimacién fija a priori de b.

e estimador de parametros:

f(@e1) (8.8)

N “ Pk
Qky1 =k + Tt

z—-A siz> A

f(z) = 0 sifz[<A
z+ A siz < —A
siendo
vi=¢(X;,U;) vy v>0,fijo.

Si se define

es facil ver que

2
Pr+1 < Pk

2 _ (faen))? (2{_» _
b

de donde si 0 < b/b < 2, se obtiene la convergencia de la sucecién (|pk|)k>1
y klim M = 0. De aqui, st se pide que ¢ verifique la hipStesis GG o se

—oo  Ytei
restringen adecuadamente las condiciones iniciales, se obtiene

lim sup |zx| < A
k—oo

en tanto que todas las variables del lazo se mantienen acotadas.

También, a semejanza de lo hecho en el Capitulo 4, se puede estudiar casos
donde el sistema real ha sido submodelado despreciando ciertos términos no
lineales. Para ello, serd necesario introducir hipétesis de suavidad sobre ¢ y
recurrir a las correspondientes herramientas de sistemas dinamicos.
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8.4 Sistemas afines en los estados.

A lo largo de todo este trabajo, se ha tratado con sistemas que permiten la
aplicacion del ” one-step-ahead-control”. Esto no es posible con

d;
Tipt14d = D PilUky corvvey Ukmdy )Thei F Py 1 (Uky wovvvey Ukmdy)
i=0
siendo p; polinomiales en uy,...... y Uk~ds,

Di(Uky coveey Uk—ay) = Bithi +

con 3;(0 < ¢ < dy + 1) vectores reales desconocidos y ¢;(0 < 7 < dy + 1)
escalares desconocidos salvo ag4,+1 = 0, en tanto que los ¥!s son vectores
conocidos cuyos elementos son monomios escalares en uy, ...... , Uk—d,. Por lo
tanto, el sistema propuesto puede reescribirse como

Tryl4d = atQk (89)
siendo
0‘ = (ﬁé,ao,ﬂf,al, .......... ,ﬁél,adl,ﬂd”_l),
(pi = (1/’0$k,-‘5k, ¢lxk—17 """"""""" ’ d)dlzk—d“zk—dn'ﬁbdﬁl)-

Estos sistemas son considerados en [11] ( ellos los llaman "bilineales gene-
ralizados”) y se dedican al problema de ”ezcitacion persistente”, caracteri-
zando la identificabilidad y estableciendo condiciones que garantizan la ex-
citacion persistente para estos sistemas. Ademas, el caso d = dy = 0 y
B1 = 0 pertenece al conjunto de los llamados " sistemas estado-afin ” ([40])
con dimensién del espacio de estados igual a uno. En ([40]) se prueba que
la subclase de sistemas estado afin es densa dentro de una clase mucho mas
amplia de sistemas SISO no lineales.

Desde la perspectiva de este trabajo, estos sistemas resultan interesantes
ya que como bien queda claro de (8.9) pueden ser tratados como modelos
DARMA y aplicarse un algoritmo de identificacién clasico. En efecto, con-
sideremos el siguiente sistema:

Tipr4d = 0'Pp + Wipr14d (8.10)
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y el modelo de disefio: )
jk+1+d = 02@,‘;. (8.11)

Tomando nuevamente el algoritmo de zona muerta de [42] como ley de
identificacion de parametros:

Dr_a

Okir = Ok + ———"— flexs1) (8.12)
¥+ [|Be-all®
donde v > 0, )
€kt+1 = Thy1 — 0;@:-4,
€1 — A Sl €1 > A
flekn) = 0 st || < A

€1+ A St €1 < —A

se concluye:

Proposicion 8.4.1 Si se aplica el algoritmo de identificacion (8.12) al sis-
tema (8.10) se tiene:
i) la sucesion (Hék - Gll)kzoconverge.
Si ademads,
a) (uk)k>o0 es acotada,
b) (zk)kz0 0 (£x)k>0 es acotada.
Entonces:
i) (zk)k>0 ¥ (Zx)r>0 son ambas acotadas,
iii) kllrglo sup |zx — &x| < A.

Demostracién:
Como en la Seccién 6.6, se prueba la validez del item i).
Sea exy1 = Tik41 — Ek41. Trabajando como en la demostracién de la

Proposicién 6.6.1, se obtiene que:

Jim sup(lexs1| —A) <0

_ 2
llm (lek+l| A)z =
k=00 5 4 || ®r_ql|

La primera no es otra cosa que ), que a su vez implica, por b), el punto

ii).

(8.13)
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Veamos qué pasa si vale la segunda.

Supongamos que (Z)x>o0 no es acotada. Entonces por b), (Ti)r»0 lo es.
De esto ultimo y a) se tiene que (||®x||)x>0 es acotada. Junto a (8.13), lo
anterior conduce a klirg(|ek+1[ — A) = 0, obteniéndose una contradiccién.

Supongamos que (Zx)k»o no es acotada. Entonces por ), (Zk)k3o lo es.
Debido a a) y a que ®; es lineal respecto a los estados y polinomial respecto
a los controles, resulta

< ; .
@4l < C mpax I (8.14)

para cierta C > 0. Entonces, se puede repetir los mismos pasos que en
la dltima parte de la demostracién de la Proposicién 6.6.1 lo cual lleva a
klim (lek+1] — A) = 0, y nuevamente a una contradiccién.

—00

En resumen se ha probado el item i) y como valen (8.13) y (8.14), a
continuacién se deduce el item iii), por medio del Lema Técnico Clave ( ver
Apéndice).

Observar que el resultado anterior se logra gracias a que la funcién ¢ es
afin en los estados . Pero el hecho de que sea polinomial en los controles no
permite, en general, resolver el "one-step-ahead-control ”. Por lo tanto, no se

puede garantizar el objetivo de control si se implementa la correspondiente
estrategia de control adaptativo pues se debe resolver la ecuacién no lineal

Thp14a = 01O (8.15)
para la senal de referencia (z})r>144 dada. Luego, sélo puede decirse:

Corolario 8.4.1 Sea el sistema de control (8.10) y sea (z})k>144 Senal de
referencia dada, fija y acotada. Si se aplica el esquema de control adaptativo
(8.12)-(8.15) y se obtiene (ur)iyo acotada. Entonces:

i) (”ék - GII)kzoconverge,

ii) Lll-rtralo sup |zx — 23| < A.

Demostracién:
Es consecuencia inmediata de la proposicidén anterior pues Z; = zj es
uniformemente acotada en tanto que el control también lo es por hipétesis.

Nota 8.2: La determinacion de hipdtesis necesarias para la existencia de
solucién ( global) de la ecuacién (8.15) no es trivial. Una propuesta aparece
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en [15] pero no resuelve el problema general ni asegura la acotacién uniforme
de los controles.

Se impone la necesidad de recurrir a otras leyes de control. Como el ob-
jetivo es el alcance asintdtico de la trayectoria, puede ser interesante prestar
atencién a controladores que cumplimentan dicho objetivo cuando el sistema
es conocido ( [3], [33]).

Es de rigor comentar que los sistemas estado-afin presentados en [40] son
sistemas SISO pero la salida es funcién de los estados ( vectoriales). La
relaciéon DARMA esta dada entre controles y estados, pero estos ultimos
en general no son observables. Por lo tanto, si se quiere continuar con los
esquemas desarrollados en este trabajo sera necesario:

a) desarrollar extensiones a sistemas MIMO ("multiple input-multiple out-
put”);

b) combinar con técnicas de observadores para sistemas no lineales en
tiempo discreto ([6]).

Resolver el problema para estos sistemas seria un paso muy importante,
debido a que sistemas no lineales mucho mas generales pueden ser aproxima-
dos por éstos ( [40], [7], [24]).

8.5 Conclusiones.

Se presentaron algunos resultados complementarios que permiten extender
técnicas desarrolladas en capitulos previos a ciertos sistemas no considerados
anteriormente.

Finalmente, se tratan los sistemas estado-afin los cuales son de gran in-
terés porque ademas de ser parametrizables, constituyen un conjunto denso
respecto a una amplia clase de sistemas no lineales. A partir de la dltima
seccién, se esbozan algunas ideas a modo de posible continuacién de este
trabajo.
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Apéndice

Teoria de la Variedad Centro.

Para mas detalles, consultar ([21] o [4]).
Sea T : R**™ — R™™ dado por:

T(z,y) = (Az + F(z,y), By + G(z,y)) (1)
donde z € R*, y € R™; A, B € R*™™ verifican
o(A)C{zeC:|z| =1} o(B)c{zeC:|z| <1}

Ademids, F y G € C*(R*™) y tanto F, G como sus derivadas de primer
orden, se anulan en el origen.

Teorema A.1l: Existe variedad centro A : R* — R™ para T. Mas pre-
cisamente, para algin € > 0, existe h € C?(R") con kh(0) = A’(0) = 0 tal que
si |z] <€, (z1,41) = T(z, h(z)) implica y; = h(z1).

A fin de determinar h se debe resolver la ecuacidon
(z, h(z)) = T(z, h(z))-
Por (1) esto es equivalente a
h(Az + F(z, h(z)) = Bh(z) + G(z, h(z)). (2)

Si se estudia el sistema

{ iyl = Az + F(zk,yk)

Yer1 = Byr + G(zk, yx) (3)

resulta que el comportamiento asintdtico de sus soluciones cerca del origen
esta determinado por el flujo sobre la variedad centro, i.e.:

Sk+1 = Ask + F(sg, h(sk)) (4)
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Teorema A.2:

(a) Supongamos que el origen es una solucién estable (asintéticamente es-
table) (inestable) de (4). Entonces, el origen es solucién estable (asintéticamente
estable) (inestable) de (3).

(b) Supongamos que el origen es una solucién estable de (3). Sea (zx, yx)
solucién de (3) con ||(zo, yo)|| suficientemente pequefio. Entonces, existe una
solucién sx de (4) tal que |zr — sx| < CB* y |yx — h(sk)| < CB* Vk para
ciertas constantes 0< 8 < 1,C > 0.

Estimacion de autovalores.

Se transcribe el resultado mas importante de [46] que establece una
estimacién para los autovalores de una matriz compleja.

Teorema A3: Si A es una matriz compleja de orden n con autovalores
A1, A2, ...ry Ay, se satisface:

1

A — tr(A)’ < [n—l (||A||f,— (v (A))? (tr(A))2>r

n 64z n
siendo
tr(A) = L7 @i ( traza de A),
| All% = Tigi.i<n 05 ( norma Frobenius de A),

v(A) = | A4 - AAY .

Lema Técnico Clave.

La demostracién de este lema se encuentra en ( [20], p.181).

Lema Al: Sean b;,b; € R;(sk)k>1 ¥ (0k)k>1 sucesiones en Ry en RP
respectivamente, tales que:

a)llm——"z‘—;—=0

k—oo b1+b2]lokll
b)|lok]| £ C1 + C, fmax |s;/ con 0<C;,C; < o0
—t—
Entonces:
1) klim s =0

o0
ii) (Jlok||)k>1 es acotada.
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