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Fast Dissipation in MHD Flows

The time evolution of current sheets under the influence of driven stagnation point flows
is studied. It is shown that significant physical processes occur during the formation of
the current sheet, originated fi'om a sparse magnetic seed field or fi'om an external
continuous injection of magnetic flux. The advection and amplification of the magnetic
field at a stagnation flow can give rise to large amounts of Joule dissipation over
hydrodynamic time scales. These effects may lead to an accelerated annihilation of the
magnetic field, or to steady state dissipative layers, depending on the balance between
the incoming magnetic flux and the dissipation rate. The basic elements of the flow
enhanced dissipation mechanism are discussed using order of magnitude considerations.
Analytic time dependent solutions that describe the evolution of the magnetic field are
obtained for planar flows. Starting from generic initial and boundary conditions for the
magnetic field component lying on the plane of the flow, it is shown that the sublayer in
which a change of sign of the magnetic field occurs tends to vanish in a short time
during the formation of the current sheet. On the other hand, the magnetic field
component normal to the flow plane is always rapidly extinguished. Thus,
configurations commonly considered as models for steady state reconnection or tearing
instability studies, are exceptional cases rather than generic magnetic structures. Self
similar solutions that describe the amplification and decay of the magnetic field for
planar and axial-symmetric flows are also obtained. In three dimensional stagnation
point flows, current sheets that are not sustained by a continuous injection of magnetic
energy are completely annihilated in a few hydrodynamic times. Several applications,
including corona] heating, the dayside magnetospheric stagnation point, and the
formation of hot spots in the Plasma Focus experiments, are discussed. The influence of
stagnation flows on the stability of these dissipative structures is studied. These flows
tend to oppose the permanence of a reconnected configuration. Numerical simulations
of two-dimensional magnetic reconnection show the build up and consolidation of the
current sheet. Thermal effects due to the rise of temperature in the current sheath and the
resulting conductivity increment, enhance the amplification and extinction processes.
These effects are illustrated with numerical solution examples. The heating and
compressibility lirnits of the model are briefly outlined. Finally, the efiect of density
variations during the evolution of cmrent sheets in compressible stagnation point flows
is also studied numerically.

Keywords:

magnetohydrodynamics - current sheets - magnetic annihilation - stability of current
sheets - magnetic reconnection
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Resumen

Se investiga en forma analítica y numérica la evolución temporal de láminas de
corriente en configuraciones de aniquilación magnética forzadas por un flujo con un
punto de estancamiento. Se muestran las importantes consecuencias fisicas de la etapa
de formación de la lámina de corriente, que se puede originar a partir de una "semilla"
inicial de campo magnético o mediante la inyección continua de flujo magnético. La
convección y amplificación del campo magnético en un flujo de estancamiento genera
una disipación Joule muy intensa dentro de la lámina de corriente en escalas de tiempo
hidrodinámicas. Estos efectos pueden dar lugar a la aniquilación rápida del campo
magnético, a la formación de estructuras disipativas estacionarias o a soluciones que
crecen indefinidamente con el tiempo, dependiendo del balance entre la disipación y el
ingreso de flujo magnético. Los elementos básicos del proceso de amplificación de la
energía magnética se examinan usando argumentos fisicos sencillos basados en
consideraciones de orden de magnitud. Se obtienen soluciones analíticas dependientes
del tiempo que describen la evolución del campo magnético en flujos con geometria
plana. Suponiendo condiciones iniciales y de contorno generales para la componente de
campo magnético contenida en el plano del movimiento, se demuestra que la capa en
donde el campo magnético cambia de signo tiende a desaparecer durante la formación
de la lámina de corriente. Por otra parte, la componente de campo magnético normal al
flujo de estancamiento siempre se extingue rápidamente. En consecuencia, las
configuraciones estacionarias de campo magnético con cambio de signo que se
consideran habitualmente en los estudios de procesos de reconexión magnética e
inestabilidades resistivas, resultan ser casos excepcionales en lugar de estructuras
magnéticas genéricas. Se obtienen soluciones autosimilares que describen la
amplificación y el decaimiento del campo magnético en flujos planos y axialmente
simétricos. En flujos con un punto de estancamiento tridimensional las láminas de
corriente se aniquilan completamente a menos que sean sostenidas por una inyección
continua de energía magnética. Se consideran aplicaciones de estos modelos a la
magnetosfera terrestre, a la formación de estructuras disipativas en el Plasma Focus y al
calentamiento de la corona solar. Se estudia la influencia del flujo de estancamiento, que
tiende a oponerse a la permanencia de configuraciones con campo magnético
reconectado, sobre la estabilidad de la lámina de corriente. Simulaciones numéricas de
reconexión magnética en dos dimensiones muestran la formación y consolidación de la
lámina de corriente. El incremento de la conductividad provocado por el aumento de la
temperatura en la lámina de corriente puede acelerar los procesos de amplificación y
decaimiento del campo magnético. Estos efectos térmicos se ilustran mediante
soluciones numéricas. Los límites del modelo incompresible debidos al calentamiento y
a las variaciones de densidad se discuten brevemente. En el último capitulo se estudia en
forma numérica la evolución de láminas de corriente en flujos compresibles.

Palabras claves:

A L'J J' l
T - láminas de corriente - aniquilación magnética - estabilidad de

láminas de corriente - reconexión magnética
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l Introducción.

1.1 Procesos disipativos en láminas de corriente.

El estudio de la formación y evolución temporal de láminas de corriente en

configuraciones de aniquilación magnética tiene particular interés por su aplicación a un

conjunto importante de fenómenos en plasmas, tanto astrofisicos como de laboratorio.

Las láminas de corriente son configuraciones magnéticas donde se almacena una gran

cantidad de energía, la cual puede ser liberada en forma rápida a través de

inestabilidades resistivas, procesos de reconexión magnética o mediante la disipación de

Joule (aniquilación magnética). La transferencia rápida de energia es el proceso básico

subyacente en las fulguraciones solares o “flares” (ver, por ejemplo, Pn'est, 1995 y

Parker, 1994). En los tokamaks, que son las configuraciones más avanzadas propuestas

para el desarrollo de reactores de fusión, las láminas de corriente ocurren naturalmente

durante la descarga en la fase de intensificación de corriente, o bien como resultado de

la deformación de las líneas de campo magnético inducidas por inestabilidades (ver

White, 1983, y la literatura allí citada). Asimismo, se ha propuesto la aniquilación

rápida de campos magnéticos como el proceso responsable del calentamiento de las

partículas en la columna de plasma comprimido del Plasma Focus (Gnavi, Gratton &

Bender, 1994).

En el esquema de aniquilación magnética propuesto en esta tesis se considera un

flujo con un punto de estancamiento que transporta un campo magnético formado por

líneas rectas. El movimiento del plasma arrastra las líneas de campo magnético hacia el

punto de estancamiento y las concentra formando una lámina de corriente.

Simultáneamente, el campo magnético se intensifica a expensas del trabajo realizado

por la presión dinámica del flujo. Como resultado de ambos efectos se puede producir

una gran amplificación de la energía magnética y su disipación en tiempos cortos (del

orden del tiempo hidrodinámico característico), cuando el número de Reynolds

magnético es grande (Gratton, Gnavi & Bender, 1992). La evolución temporal de las

soluciones en estas configuraciones depende fuertemente de la geometría del flujo y de

las condiciones de contorno asintóticas para el campo magnético. En algunos casos se



produce la rápida extinción del campo magnético presente inicialmente en la región del

flujo, mientras que en otros se forman estructuras estacionarias fuertemente disipativas

que se mantienen intactas mientras actúa el movimiento. También cabe la posibilidad de

que el sistema no pueda disipar la energía magnética acumulada, dando lugar a una

lámina de corriente cuya intensidad crece con el tiempo.

Un proceso disipativo se considera “rápido” cuando se desarrolla en tiempos

menores que el tiempo característico de difiJsión tdan/vm o, equivalentemente, con una

velocidad mayor que la velocidad de difusión vduvm/L, donde L es una escala

característica de longitud y vnIes la difusividad magnética. En términos del número de

Lundquist S=LVA/Vm=‘lïd/TA,donde VAes la velocidad de Alfvén y TA=UVA,un proceso

rápido se define como aquel que posee una escala temporal del orden de WASGcon

O<o<1 (Biskamp, 1994). La inestabilidad resistiva de corte de las líneas magnéticas (el

modo “tean'ng”) para una lámina de corriente en equilibrio difusivo tiene una tasa de

crecimiento típica del orden de 74141,04”, donde IA<<1:='y"<<1:d(Furth, Killeen &

Rosenbluth, 1963). En consecuencia, el crecimiento de la inestabilidad es un proceso

más rápido que la difusión del campo magnético, pero de menor duración que el tiempo

característico de Alfvén.

A partir de una configuración de aniquilación magnética se puede originar la

reconexión magnética propiamente dicha, que consiste en el cambio de la topología de

las líneas de campo magnético hacia una configuración de menor energía magnética,

con la consiguiente liberación de energía térmica y cinética (partículas aceleradas)

durante el proceso (Biskamp, 1994; Forbes & Priest, 1987). En el modelo de reconexión

lenta de Sweet y Parker (Sweet, 1958; Parker, 1963) la escala de tiempo es del orden de

rsyvrdS¡'m, donde S¡=LvA¡/vlnes el número de Lundquist calculado usando la velocidad

de Alfvén correspondiente al campo magnético que ingresa a la región disipativa. Esto

corresponde a una velocidad de reconexión vJvMul/S¡"2, donde V¡es la velocidad con

que ingresa el plasma a la región disipativa. El tiempo característico de reconexión lenta

es mucho menor que el tiempo de difusión 1:4cuando S¡>>l, a pesar de lo cual resulta

demasiado largo para explicar la liberación rápida de energía observada en numerosos

fenómenos disipativos, e.g. fulguraciones y prominencias solares (Priest, 1985). Con el

modelo de reconexión rápida de Petsheck (Vasyliunas, 1975) se obtienen valores mucho



mayores para la velocidad de reconexión V¡/VA¡'-4t(81nS¡)'l, que a su vez depende

débilmente del número de Lundquist S¡. Sin embargo, este modelo ha sido cuestionado a

partir de las solucionas obtenidas mediante simulaciones numéricas de flujos

magnetohídrodinámicos incluyendo efectos disipativos (Bískamp, 1986). Parker (1994)

ha desarrollado en tiempos más recientes la interesante hipótesis de un gran número de

“nanoflares” de muy pequeña escala para explicar las fulguraciones solares mayores y el

calentamiento coronal en general. En el modelo de Parker el problema de la escala de

tiempos es superado por la teoría de un “mar de nanoflares”.

En las configuraciones de aniquilación magnética desarrolladas en esta tesis (sin

reconexión, aunque este efecto puede aparecer en los bordes lejanos del modelo, como

se muestra en el capítulo 10), la disipación de la energía magnética se produce en una

escala de tiempo que es del orden del tiempo hidrodinámico Th=ho/U,donde ho es el

tamaño de la región del flujo y U es la velocidad característica del movimiento. Esta

escala de tiempo es mucho menor que las correspondientes a reconexión lenta y al

crecimiento de las inestabilidades resistivas. La evolución del campo magnético está

determinada fundamentalmente por la presencia de un movimiento impuesto en forma

extema. En consecuencia, el número de Mach-Alfvénico defmido por MA¡=V¡/VA¡'(que

corresponde a la "velocidad de aniquilación" del campo magnético) no depende del

número de Lundquist S y puede alcanzar, en principio, valores arbitrariamente grandes.

En flujos planos la amplificación del campo magnético como consecuencia del

movimiento del plasma origina una intensa disipación Joule D»v(l/rh)WoRm"2(por

unidad de área y de tiempo) dentro de una lámina de corriente de ancho 6/ho=R,.{m,

donde Rm=Uholvmes el número de Reynolds magnético (que se supone grande) y

Wo=B02hol8nes la energía magnética (por unidad de área) contenida en la región a F0.

El tiempo característicode este proceso es del orden de ‘wth(l/2)lan.

La mayor parte de los estudios sobre láminas de corriente y reconexión se han

ocupado de configuraciones estacionar-ias (Phan & Sonnerup, 1990; Sonnerup, Ip, &

Phan, 1990; Vasyliunas, 1975). Un antecedente importante es el artículo de Sonnerup &

Priest (1975), donde se estudia la aniquilación estacionaria de un campo magnético

formado por líneas rectas con un modelo de flujo incompresible muy simple sin efectos

viscosos (punto de estancamiento irrotacional). Publicaciones más recientes incorporan



el efecto de la viscosidad (Gratton et al., 1988; Phan & Sonncrup, 1990), componentes

adicionales de velocidad paralelas a la lámina de corriente (Besser, Biemat & Rijnbeek,

1990), flujos tridimensionales (Jardine, Allen & Grundy, 1993) y la presencia de

contornos u otros límites a la región ocupada por el fluido (Gratton & Bender, 1991). El

estudio de la evolución de láminas de corriente en flujos dependientes del tiempo tiene

como precursor el trabajo de Clark (1964), donde se obtiene una solución exacta

dependiente del tiempo para la evolución del campo magnético en un flujo

incompresíble plano. En este trabajo también se obtienen las leyes de escala del proceso

de amplificación del campo magnético y se estudia el comportamiento asintótico de

algunas soluciones particulares. Gratton, Gnavi & Bender (1992) generalizan la solución

de Clark para movimientos irrotacionales dependientes del tiempo, obtienen una familia

de soluciones autosirnilares que describen la evolución del campo magnético y estudian

la evolución de sistemas con condiciones de contorno asintóticas más generales, e.g.

inyección continua de flujo magnético. Anderson & Priest (1993) analizan la influencia

del comportamiento asintótico del campo magnético inicial sobre su evolución

posterior, así como los efectos debidos a una variación brusca de la difusividad

magnética y la presencia de diversos campos de velocidad dependientes del tiempo.

La etapa de formación de la lámina de corriente tiene consecuencias fisicas

importantes. Uno de los resultados más significativos que se desprende del estudio de la

evolución del campo magnético en flujos planos es el predominio de componentes de

campo magnético sin cambio de signo, que se desarrollan en tiempos más cortos que el

tiempo de crecimiento de las inestabilidades resistivas. En consecuencia, las

configuraciones estacionarias de campo magnético con cambio de signo que se toman

como punto de partida para estudiar procesos de reconexión magnética e inestabilidades

resistivas, pueden no llegar a desarrollarse a partir de distribuciones más generales. En

caso de formarse una lámina de corriente con campos antiparalelos balanceados, es

posible concebir una combinación del modelo de intensificación tratado aquí con un

esquema Sweet-Parker de reconexión (sección 10.3). La intensificación del campo

magnético modifica la velocidad de reconexión del modelo original de Sweet-Parker y

permite estimar valores mucho más elevados.



1.2 Organización de la tesis.

El presente trabajo está organizado de la siguiente manera. En el capítulo 2 se

presentan las ecuaciones generales de la magnetohidrodinámica, incluyendo efectos

disipativos debidos a la presencia de viscosidad y resistividad. Se analizan las

condiciones para que flujo se pueda considerar (aproximadamente) incompresible y se

introducen los potenciales de Euler. Asimismo, se presenten las ecuaciones reducidas

correspondientes a flujos planos con simetn’a de traslación y flujos axialmente

simétricos.

En los capítulos 3 al 7 se examinan distintos aspectos de la evolución del campo

magnético en flujos incompresibles con geometría plana. En el capitulo 3 se hace un

repaso de las principales soluciones incompresibles para el movimiento del fluido. Los

mecanismos fisicos básicos del modelo de aniquilación se discuten mediante

argumentos de tipo dimensional y se obtienen leyes de escala aproximadas. Se analiza

en forma detallada una solución "elemental" particularmente sencilla de las ecuaciones

magnetohidrodinámicas, que presenta muchas de las características que se encuentran en

soluciones más generales. Por último, se estudia la evolución del campo magnético en

flujos con transitorios.

En el capítulo 4 se investiga la evolución del campo magnético a partir de

condiciones iniciales más generales. Se obtiene la solución general del problema de

valores iniciales correspondiente a configuraciones sin inyección de flujo magnético

(que podría ser traído por el movimiento del plasma desde las fronteras lejanas de la

sistema) y la solución asintótica para t—>oo.Se demuestra que la componente impar del

campo magnético inicial se extingue completamente en un tiempo del orden de

twh(l/2)lan, después de una etapa inicial que presenta una intensificación importante

de la energía magnética y una disipación Joule considerable. En cambio, la componente

par del campo magnético tiende a una solución gaussiana estacionaria que disipa energía

en forma continua mientras se mantiene el movimiento. La última sección describe la

evolución del campo magnético normal al plano de movimiento, que no es amplificado

por el flujo y que se caracteriza por la extinción rápida de todas las componentes

presentes inicialmente en un lapso de tiempo del orden de 1h. Los resultados analíticos



se complementan con soluciones numéricas obtenidas a partir de la ecuación de

evolución del campo magnético usando un método de diferencias finitas.

En el capítulo 5 se obtienen balances energéticos correspondientes a

configuraciones sin inyección de flujo magnético y se analiza el origen de la

intensificación de la energía magnética. El capítulo 6 describe una familia de soluciones

autosimilares que para la evolución del campo magnético en un flujo irrotacional.

La evolución del campo magnético en sistemas con inyección continua de flujo

magnético se analiza en el capítulo 7. Cuando la inyección de flujo magnético desde

ambos lados de la lámina de corriente no se produce en forma perfectamente simétrica,

se obtiene una solución par que crece linealmente con el tiempo. El crecimiento de la

componente par del campo magnético se da en un tiempo del orden de 1.1,y puede

interferir en el desarrollo de procesos disipativos que requieren la existencia de una

lámina de corriente con cambio de signo en el campo magnético (e.g. reconexión).

En el capítulo 8 se extiende el modelo plano de aniquilación magnética a

configuraciones de flujos tridimensionales y axialmente simétricos con geometria

cilíndrica (Gratton & Bender, 1993). Los resultados obtenidos para configuraciones

tridimensionales permiten explicar la escasa amplificación del campo magnético

observada en la magnetosfera terrestre. Un flujo convergente con geometría cilíndrica

podría modelar procesos disipativos rápidos como los que se observan en el Plasma

Focus, particularmente la formación de pequeñas regiones altamente disipativas en la

columna de plasma durante la etapa del foco (Gnavi, Gratton & Bender, 1994). En el

capítulo 9 se muestra que los valores de disipación Joule y las escalas de tiempo

obtenidas a partir de los modelos de aniquilación magnética son similares en orden de

magnitud a los observados en estos escenarios. Los resultados de la tesis también

permiten realizar un aporte a la discusión del problema del calentamiento de la corona

solar. Se examinan varios escenarios de disipación de energía magnética en el marco de

las ideas de Parker sobre "nanoflares" (Parker, 1997).

En el capítulo 10 se estudian algunos aspectos de la estabilidad de láminas de

corriente en flujos planos con un punto de estancamiento. Se discute la influencia del

movimiento sobre la estabilidad de láminas de corriente formadas por la componente de

campo magnético normal al plano de movimiento y en láminas de corriente formadas



por la componente contenida en el mismo plano. En ambos casos el flujo de

estancamiento tiende a estabilizar la configuración. La formación de una lámina de

corriente alargada de carácter cuasi-unidimensional en flujos bidimensionales se ilustra

mediante simulaciones numéricas directas de las ecuaciones magnetohidrodinámicas en

la aproximación incompresible. Los resultados obtenidos se comparan con simulaciones

de reconexión magnética realizadas por otros autores (Biskamp, 1986; Yan, Lee &

Priest, 1991).

El efecto de la temperatura en la evolución de láminas de corriente se estudia en

el capítulo ll a través de un modelo simplificado de carácter unidimensional que

mantiene la hipótesis de incompresibilidad (Bender & Gratton, 1994). La disipación

generada durante la evolución del campo magnético puede dar lugar a un aumento

importante de la temperatura en la región disipativa. En estos casos se produce un efecto

de acoplamiento no lineal debido a una dependencia de la difusividad magnética con la

temperatura de la forma vmoc'l'm. Las ecuaciones no lineales del modelo se resuelven

numéricamente para determinar la influencia de los parámetros adimensionales que

rigen la evolución del campo magnético. También se analizan las condiciones en que se

puede desarrollar un “desboque térmico” de la región disipativa.

En el capítulo 12 se lleva a cabo un estudio numérico de los efectos de la

compresibilidad en la evolución de láminas de corriente planas. A diferencia de lo que

ocurre con las configuraciones incompresibles consideradas en la mayor parte de la

tesis, las ecuaciones de la magnetohidrodinámica compresible no admiten una

separación natural que permite analizar el movimiento del plasma en forma

independiente del campo magnético (en particular el flujo irrotacional con un punto de

estancamiento no es solución), por lo que se debe resolver la dinámica completa del

problema. El flujo de estancamiento se modela mediante la introducción de un término

forzante en la ecuación de movimiento para reducir el sistema magnetohidrodinámico

original a un problema con una sola variable espacial. Los principales efectos de la

compresibilidad se analizan para un conjunto de soluciones correspondientes a

configuraciones planas, variando las condiciones de contorno para el campo magnético

y los parámetros adimensionales que rigen su evolución. En el capítulo 13 se presentan

las conclusiones del trabajo.



2 Ecuaciones generales.

2.1 La magnetohidrodinámica con efectos disipativos.

Las ecuaciones fundamentales que gobiernan el flujo de un plasma en la

aproximación de la magnetohidrodinámica son (ver, por ejemplo, Roberts, 1967 y

Priest, 1982)

a

-a-Ï+div(pv)=0, (2.1)

av 2 l

p-a-t-+pv-grad v = -—grad(p+V+ïp div v)+div(p.gradv+p.{grad v}T)+;j xB (2.2)

ae
pa+pv-grade=div(kgradT)+pdivv+9, (2.3)

1' E-l-l B 24_ = _. x .
oJ cv , ( )

4

rotB=Tnj, (2.5)
laB

rotE-—cï, (2.6)

divB=O, (2.7)

donde p es la densidad, v es la velocidad, e es la energía interna por unidad de masa, B

es el campo magnético, j es la densidad de corriente, E es el campo eléctrico, V es el

potencial gravitatorio por unidad de volumen y p es la presión del plasma. Los

coeficientes disipativos corresponden a la viscosidad u, la conductividad térmica 7Ly la

conductividad eléctrica 0'. El término 9 en la ecuación de energía (2.3) representa la

contribución debida a la disipación resistiva y viscosa, u otras formas de energía. Se

asume una ley de Ohm simplificada de la forma que se muestra en (2.4). Todas las

magnitudes están expresadas en unidades cgs-ues (c es la velocidad de la luz en el

vacío). El sistema se completa con una ecuación de estado para el plasma.

Introduciendo potenciales electrodinámicos A y (Detales que

B=rot A, (2.8)

l 8A
E=-;ï-grad (De. (2.9)

8



div A=0, (2.10)

la ley de Ohm en combinación con (2.6) da

8A
—grad<De=E-+va+vmrotB, (2.11)

donde vm=c2/4nc es la difusividad magnética. El potencial electrostático (Dese puede

eliminar tomando el rotor de (2.11) para obtener la “ecuación de inducción”

6B

B: = rot (v x B) - rot (vmrot B). (2.12)

Cuando el término difusivo es despreciable la ec. (2.12) se reduce a

6B
ï=rot (va), (2.13)

que implica la conservación del flujo magnético (magnetohidrodinámica ideal). Esta

ecuación también se puede escribir de la forma

DB

-I-5t—=B-gradv—Bdivv, (2.14)

donde D/Dt=8/8t+v.V es la derivada material siguiendo la partícula de fluido. Usando la

ecuación de continuidad (2.1) se obtiene

ad]v (215)
Dt p — p gr ’ '

cuya integral es (Roberts, 1967)

%=[É—:-grado]r, (2.16)

donde grado es el operador de gradiente aplicado al vector de posición Lagrangiano ro,

r=r(ro,t), p=p(ro,t) y po=po(ro,t).La expresión (2.16) proporciona la variación del vector

B/p con respecto a su valor inicial Bo/podebido a un desplazamiento r del elemento de

fluido. Este resultado se suele expresar diciendo que las líneas de B/p están

“congeladas” al fluido cuando la conductividad es infinita.

El número de Reynolds magnético definido por Rm:UoL/Vm,donde U0, L son

escalas características de velocidad y de longitud, juega un rol importante en la

evolución del campo magnético. Valores de Ra.>>l corresponden a flujos en donde los

efectos disipativos de la resistividad son despreciables, salvo en las láminas de corriente



Conductividad Difusividad Velocidad Longitud Reynolds
o (s") magnética Uo(cm s") L (cm) magnético

vm (cm2 s") Rm=LUo /vm
Agua+25% 1.9 lo” 3.7108 102 102 2.7 10'5

NaCl (20 °C)
Acero fundido 6.3 lo16 1.1 lo3 10 lo2 8.8 10'1

(1500 °C)

Sodio líquido 5.4 1016 1.3 103 escalas industriales 10
(400 °C)

Núcleo terrestre N 7 1017 w 102 10'l lO8 105

(5000 K)
Fotosfera solar N 3 lol2 a lo7 loS 109 107

(N 5600 K)
Corona solar N8 1016 N lo3 lo5 lo8 101°

(a 106-107K)
Plasma Focus m7.6 loI7 N lo2 lo7 10'I lo“

(N 2000 eV)

Tabla l. Valores típicos de los coeficientes disipativos.

que rodean las superficies singulares del campo magnético. En la Tabla 1 se muestran

los valores de o y vmpara algunos escenarios fisicos de interés, asi como valores típicos

de Rm.

2.2 Flujos incompresibles.

En flujos donde se cumple la condición de incompresibilidad div v=0 las

ecuaciones de la magnetohidrodinámica se simplifican considerablemente. Si el

problema además posee simetría de traslación o de rotación, el número de variables se

puede reducir introduciendo potenciales de Euler para la velocidad y el campo

magnético.

La hipótesis de incompresibilidad es razonable cuando se estudian procesos

magnetohidrodinámicos en líquidos conductores, como los que aparecen en la tabla l.

Sin embargo, en un plasma se producen variaciones de la densidad cuyo orden de

magnitud está dado por



fi N , (2.17)
P Cs P

donde cSes la velocidad del sonido (cs=9.8x1()5(yT/u)“2 cm s"; T en eV y u=m¡/mp). La

variación de la presión Ap en procesos dinámicos, que se puede estimar a prtir de los

términos grad p, grad B2/87Iy pv.gradv (suponiendo que la viscosidad es pequeña) en la

ecuación de movimiento (2.2), es del orden de Ap/anAU+BAB/8np. Luego, la

variación relativa de la densidad es aproximadamente , (2.18)
p U YÍ3 B

donde M=U/cs es el número de Mach y B=81ka/Bz=4x10'“ nT/B2 (n es el número de

partículas por cm'3; k es la constante de Boltzmann). Por lo tanto, la condición de

incompresibilidad Ap/p<<l requiere que M2<<l y B>>1 durante la evolución del flujo.

La mayor parte de los resultados obtenidos en esta tesis asumen la validez de estas

condiciones. Cabe notar que en este contexto el valor estático de B es irrelevante; lo que

importa es la diferencia entre los valores iniciales y finales del campo magnético. En el

último capítulo se presenta una evaluación preliminar de las modificaciones debidas a la

compresibilidad.

2.3 Ecuaciones para flujos incompresibles.

En el caso de flujos incompresibles (densidad uniforme) con viscosidad y

conductividad eléctrica constantes, las ecs. (2.1)—(2.7)se reducen a

dP +coxv+v 0ta) 1 ' B (219— =— r -- x .
gra at pcJ ’ )

6A

-gradQ=-at--+va+vm rotB, (2.20)

donde

v=p/p, co=rot v, P=p/p + |v|2/2+V, Q=cd>e.

Tomando el rotor de (2.19)-(2.20) para eliminar los gradientes de las magnitudes P y Q,

y observando que

rot(coxv)=v-gradm—0)-gradv={v,m}, (2.21)



rot(va)=v-gradB—B-gradv = {v,B}, (2.22)

donde {v,co} es el conmutador de los campos vectoriales v y co, se obtienen las

ecuaciones

a 1

ECM{v,co}+vrot rot (o= Ema}, (2.23)

aB

ï+ {v,B}+vmrot rot B = 0. (2.24)

2.4 Funciones de corriente y de flujo magnético.

En un flujo incompresible se puede representar la velocidad y el campo

magnético de la forma

v = grad ¿x grad C (2.25)

B = grad wx grad x (2.26)

donde 6;,8,, guy x son los “potenciales de Euler” (Moffat, 1978; Roberts, 1967). El flujo

de v y B a través de una superficie abierta S limitada por una curva cerrada C se obtiene

a partir de las expresiones

Iv .dS = <3”ng= 4ng (2.27)

[B «dS = <1”de = —q'xdw (2.28)
S C C

La elección particular C=z, g=€(x,y), x=z y zp=w(x,y),donde g es la función de

corriente y u/es la función de flujo magnético, representa un flujo plano con simetría de

traslación en z. Las componentes de la velocidad y del campo magnético en coordenadas

cartesianas son

_É _ ÉÉ.
Vx-E , Vy-_a 9

Bx"5 9 a 9

El flujo de v a través de un superficie de altura z, cuya intersección con el plano (x,y)

forma una línea que une los puntos (x1,y¡) y (X2,y2),es igual a [¿(xz,y2)-E,(x1,y¡)]z.

Análogamente, el flujo de B es [sz,y2)- (/¡(xby¡)]z.



0.0.0....O0.......OÓÓÍ'Í“ÓÏÓÏÏOÓOOOOOO...OOOOÍÓ'ÏOÓO

La elección C=cp,¿=¿(z,r), x=(p, ¡[Ft/¡(2,0 corresponde a flujos con simetn’a axial

(coordenada (p ignorable). Las componentes fisicas de la velocidad y del campo

magnético en coordenadas cilíndricas (z,r) son

Wifi _ 1%2_r6r’ " raz’
1 1raw. Bug

z r ar ’ ' ’ r az ’

Los flujos respectivos de v y B a través de un disco de radio r que está contenido en el

plano z=cte son iguales a 21t2;(r,z)y 21:¡p(r,z).

2.5 Ecuaciones reducidas.

Cuando el problema posee una coordenada ignorable se obtiene una reducción

importante del conjunto de seis ecuaciones (2.23)-(2.24). A continuación se presentan,

sin demostración, las ecuaciones reducidas para flujos planos con simetn'a de traslación

y flujos axialmente simétricos. Una derivación detallada de las ecuaciones reducidas de

la magnetohidrodinárrúca con efectos disipativos en coordenadas curvilineas, se puede

encontrar en Gratton & Heyn (1989) y Gratton, Bender & Gnavi (1996).

2.5.1 Flujos con simetría de traslación.

Para flujos con simetría de traslación (coordenada z ignorable) de la forma

v = grad ¿x ez + vze‘, (2.29)

B = grad wx ez + Bzel, (2.30)

las ecuaciones reducidas en coordenadas cartesianas (x,y) son

(É WVÜVÏ =¿[WWA W]-[V2¿,€], (2-31)at 41cp

{LW} —[z=,v ]_¿[ B] (232)at z ’ z 41tp W, z ’ '

a 2

(—-v.,.v )\v=[¿í,w], (233)a:

a 2

a-vmV Bz =[€,Bz]—[\p,vl] , (2.34)

13
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donde

_ïü_ïfili
[m1 ax ay ay ax

La presión se obtiene a posteriori integrando el diferencial exacto

a l v2 B2

dP:-6‘(—— V2) V2 ——-—V2 —l — z , 2.at V ¿2+ ¿dé 41m wdw+d( 2) d(8np) ( 35)

donde

. a a

6 —dx ay —dyax.

2.5.2 Flujos con simetría axial.

Para flujos axialmente simétricos (coordenada (pignorable) de la forma

l

v =ïgrad 2';x eo +vve° (2.36)

l

= :grad w x e0 +B°ew (2.37)

las ecuaciones reducidas en coordenadas cilíndricas (z,r) son

a 1 1 1 1 1 r2B2 1 rzv2
—— 02 D2 = ——D2 , ——D2, +——-,———“’———, ° , 2.38

(at V ) ¿í r[4np[r2 WW] [r2 ¿él 4np[r2 21 [r2 2] ( )

8 1 1

('á-VD2]1'Vo = ;[[¿,NQ]—4—TEP[W,ÏBW]],

a 1

[E-VmD2)W =:[áw], (2-40)

a B v

(5492}3, ={[¿,-rï]-[\V,T°]], (2.41)

donde

D2=a—:+rí(lí), la,FÉÏ-ïü­az ar rar

La presión se obtiene integrando el diferencial exacto
22

X'Vo

2
_ .a 2 ¿ 2 _ 1 2 rzBí

dP——8(¿í-vB ]g+r2[D gdg+d( )] 4npr2[D wdw+d( 2 )], (2.42)
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3 Intensificación y disipación rápida del campo magnético.

3.1 Flujos incompresibles planos con un punto de estancamiento.

El conjunto de ecuaciones reducidas (2.31)-(2.34) admiten una familia de

soluciones exactas de la forma

¿=xf(y,t), w=w(y,t), (3-1)

donde ¿(x,y,t) es la fiinción de corriente y y/(y,t) es la función de flujo magnético. El

flujo representado por (3.1) tiene un punto de estancamiento en el origen cuando

f(0,t)=0. El campo magnético está formado por líneas rectas con componente en la

dirección x solamente (By=-ów/ax=0). Estas soluciones tienen la propiedad de que el

término [V2mw] en (2.31) es idénticamente nulo. Por lo tanto, la ecuación de

movimiento se desacopla de la evolución del campo magnético y se puede estudiar por

separado.

La ecuación que rige el movimiento del plasma es

af'
3+ f'z-fi“—vf'"=C(t), (3.2)

donde f’ denota la derivada af/Üyy C(t) es una función del tiempo que mide el gradiente

de presión (lineal) en la dirección x. El campo magnético B(y,t)=ay//ay satisface la

ecuación

6B a’B a

3t-=vm57 +a

La distribución de presión se obtiene a partir de las soluciones f(y,t) y B(y,t) usando la

(fB). (3.3)

fórmula

1 2 32 1 2

p=Po-‘2'PC(t)X-g-ïpf -PVfa (3-4)

donde po es una presión constante de referencia. El gradiente lateral de la presión

(ip/ax;pr es el motor del flujo y caracteriza su intensidad. El movimientoresultante

del plasma es independiente del campo magnético, que solamente modifica la presión a

través del término B2/81ren (3.4). En cambio, la evolución del campo magnético es

fuertemente influenciada por el movimiento. Dada la importancia que reviste la forma
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Figura 1. Flujo irrotacional con un punto de estancamiento. Líneas de
corriente (punteadas) y de campo magnético (continuas).

del movimiento en la evolución del campo magnético, a continuación se repasan

algunas soluciones de (3.2) que son relevantes para las aplicaciones de esta tesis.

3.1.1 Soluciones irrotacionales.

Se puede verificar por sustitución directa en (3.2) que existe una familia de

soluciones de la forma

f: a(t) y, (3-5)

donde a(t) satisface la ecuación

á = C(t) —a2. (3.6)

Estas soluciones representan flujos irrotacionales (rotv=0) con un punto de

estancamiento en el origen (fig. 1). El caso más sencillo, con a=Com=cte (ap/6x=pCox),

corresponde al clásico movimiento inotacional estacionario

f =Ja y, (3.7)

donde vx=ax y vy=ay (Batchelor, 1967).

Si se establece un gradiente de presión ñp/Üx=pCox a F0 (a=0 para t=0) se



vA;uuA

Figura 2. Soluciones inotacionales.

obtiene la solución

a(t) = JCTtanhu-(Ï t), (3.8)

cuyo límite asintótico a(t—-)<:o)=Co"2corresponde a (3.7). En el caso más general,

cuando el gradiente de presión cambia en forma abrupta, con C(t) pasando de un valor

inicial Co a un valor C1 (C¡>Co), se obtiene

l - oce'z‘íï"

a(t)=JC_¡ (3.9)
donde

a=—— . (3.10)
JET +JCT

Esta solución incluye a (3.7) y (3.8) como casos particulares.

Por el contrario, si el gradiente de presión cesa de actuar a t=0, con C(t) pasando

de un valor C=Copara t<0 a C=0 para t>0, el movimiento subsiguiente decae lentamente

COD
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1+ Cot'

a(t)= (3.11)

La fig. 2 muestra en forma comparativa el comportamiento temporal de las soluciones

(3.8) y (3.1 1).

3.1.2 Flujos limitados por paredes.

Las soluciones irrotacionales del inciso anterior corresponden a un plasma

infinito sin contornos fisicos donde la componente de velocidad vy crece en forma lineal

con la coordenada y. Cuando. se consideran sistemas limitados por "paredes" (que

podn’an modelar un plasma de densidad mayor) se obtienen soluciones con vorticidad

distinta de cero. En estos casos el movimiento se puede establecer de dos maneras: i)

por la acción de paredes sólidas que empujan el fluido hacia el punto de estancamiento;

ii) mediante la inyección de fluido a través de paredes porosas que se encuentran fijas.

El caso i) se puede analizar despreciando el desplazamiento de las paredes para valores

pequeños del número de Reynolds Re=Uh/v, donde U es la velocidad de las paredes y h

es la distancia de las mismas al punto de estancamiento (Gratton & Bender, 1991). El

caso ii) ha sido estudiado por numerosos autores (ver, por ejemplo, Terrill, 1964 y

Zaturska, Drazin & Banks, 1988). En el trabajo de Zaturska et al. (1988) se investiga la

estabilidad de este tipo de flujos, incluyendo la existencia de bifurcaciones en

soluciones correspondientes a inyección y succión de fluido a través de las paredes (sin

campo magnético).

Si se inyecta fluido con velocidad normal U a través de dos paredes porosas

ubicadas en y=i-h, las soluciones estacionarias correspondientes a los límites Re<<l y

Re>>l (Re=Uh/v) son (Bender, 1991)

3 lh 3 3 Ch3 /h 3

f(Y)=5U(%-(—y3—)— =‘2'—V- í-(y—3)—) (Re<<l)2 (3-12)

f(y) = Usen(g%) = Mal “¡(3% (Re>>l), (3.13)

donde ap/ax=-pr. Los perfiles de la velocidad normalizada f(y)/U difieren muy poco

en ambos límites y son lineales (es decir, el movimiento es casi irrotacional) cerca del

punto de estancamiento, como se puede ver en la fig. 3.
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Figura 3. Soluciones para flujos limitados por paredes.

Las soluciones anteriores se extienden fácilmente para incluir componentes de

velocidad vx paralela a las paredes, que se pueden originar a partir de un gradiente de

presión constante en la dirección x (flujo de Poiseuille) o por el desplazamiento lateral

de las mismas (flujo de Couette). Si a la fimción de corriente definida en (3.1) se le

suma una función adicional de la forma

€= Xf(y,t)+g(y,t), (3-14)

entonces g(y,t) se obtiene a partir de la ecuación

a l

ïg+f‘g'-fg”-vg"'=K, (3.15)

donde f(y,t) es solución de (3.2). La constante K representa el valor del gradiente de

presión constante en la dirección x, 6(p/p)/Üx=-pr-K. En la fig. 4 se muestran las

líneas de corriente correspondientes a soluciones con K=0 y Re<<1, que satisfacen las

condiciones de contorno g(ih)=1 en el caso (a) y g(ih)=il en el caso (b) (Gratton &

Bender, 1991). Estas soluciones podrían modelar el flujo oblicuo de dos plasmas de

distinta densidad y son análogas a las obtenidas por Besser, Biemat & Rijnbeek (1990) y
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(a) (b)

Figura 4. Flujos con Re<<l y deslizamiento de las paredes.
(a) vx simétrico y (b) vxantisimétrico.

Phan & Sonnerup (1990) para sistemas ilimitados. La introducción de una componente

adicional de velocidad vx no afecta la evolución del campo magnético, ya que en (3.4)

aparece solamente la componente vy (f=-vy).

3.2 Intensificación del campo magnético.

La intensificación del campo magnético en flujos con un punto de estancamiento

se puede describir, en una primera aproximación, mediante argumentos sencillos

basados en consideraciones de orden de magnitud (Gratton, Bender & Gnavi, 1994). El

movimiento del plasma, que se supone estacionario con vx=ax y vy=-ay (a=Cm=cte),

arrastra las líneas magnéticas hacia el origen en y=0 para formar una lámina de corriente

de ancho 6 (ver fig. l). Suponiendo que el campo magnético inicial se extiende hasta

una distancia hode ambos lados del punto de estancamiento, se puede definir el número

de Reynolds magnético Rm=Uoholvnn(Uo=aho). Para valores grandes de Rmla difusión es

despreciable en toda la región |y|<ho, salvo dentro de la delgada lámina de corriente que

se forma en |y1<6.El ancho de la misma puede estimarse igualando la velocidad de

difusión vm/óa la velocidad vy=a8 con que ingresa flujo magnético, de donde resulta

biozÉ. (3.16)

Como Rm se supone grande, el campo magnético en la región comprendida entre
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6<|y|<ho está prácticamente “congelado” al plasma. Luego, a partir de (2.16) se obtiene

para la componente x

(3.17)

donde B y 6x son, respectivamente, el campo magnético y la línea material (que se

mueve con el fluido) a tiempo t, correspondientes a los valores iniciales Bo y 6x0. De las

ecuaciones de las trayectorias de los elementos del fluido

x = xoe", y = yoe'", (3.18)

resulta que 6x/6x0=5yo/6y.Por lo tanto, tomando 8y0=hoy 6y=6 se obtiene

B(6,t) z 13.010,0)? z B(ho,0)‘/_R: . (3.19)

La expresión anterior da una estimación del orden de magnitud de la intensificación del

campo magnético, que es amplificado por el flujo debido a1“estiramiento” 6x/8xo de las

líneas magnéticas.

Este resultado también se puede obtener a partir de la conservación del flujo

magnético. En un movimiento de la forma (3.18) la altura ¿y de una línea material se

reduce a medida que se acerca al origen en y=0 (fig 5). La conservación del flujo

magnético Bxóy implica entonces que el valor medio del campo magnético debe

Figura 5. Líneas materiales en un flujo irrotacional con un punto de estancamiento.
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aumentar en la misma proporción. Un razonamiento análogo aplicado a la componente

By del campo magnético muestra que ésta tiende a reducirse, ya que en este caso el

ancho 6x de la línea material de tamaño cuando se acerca al origen.

A partir de (3.16) y (3.19) se obtiene que la energía magnética total por unidad

de área en la lámina de corriente (de ancho 6) es

B2

WMzgïósz/Ïií, (3.20)

donde Wo=hoB02/87res una estimación de la energía magnética inicial (por unidad de

área). La disipación Joule en la lámina de corriente durante el estado final estacionario

es aproximadamente igual a WM por cada 1/a unidades de tiempo. El tiempo

característico del proceso de intensificación, que se puede estimar haciendo

ho/6=exp(atM) en (3.18), es del orden de

tMz (3.21)
2a

En este lapso de tiempo la energía alcanza el valor dado por (3.20). Comparando (3.21)

con el tiempo característico de difusión tD=h02/vmse obtiene

tM

tD N ZRm . (3.22)

Cuando Rm es grande el tiempo de intensificación tM es varios órdenes de magnitud

menor que tp. Por ejemplo, para azIO'2 y Rmz107,que representan valores típicos en

plasmas solares (ver la tabla 1 del capítulo 2) se obtiene t13z109s (z32 años), mientras

que thSOO s.

La energía magnética total disponible inicialmente en un volumen de plasma

Vo=hoI.,,J_,zes aproximadamente Wo=(B02/8n)Vo.El movimiento del plasma amplifica

esta energía hasta un valor WzWoRm”2en un tiempo del orden de l/a (que representa un

“tiempo de tránsito” de la partícula de fluido). La densidad de energía W/ó en la lámina

de corriente final es aproximadamente wzwoRm Suponiendo que se distribuye de

manera uniforme entre las partículas, la energía por partícula puede alcanzar valores

muy elevados del orden de 62(2/3)(wo/n)Rm.
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3.3 Intensificación y disipación rápida en una solución elemental.

El proceso de intensificación y disipación rápida de la energía magnética en

flujos de estancamiento se puede ilustrar mediante una solución particularmente sencilla

de las ecuaciones magnetohidrodinámicas. Esta solución describe la evolución de una

componente de Fourier del campo magnético inicial (Granon, Gnavi & Bender, 1992).

La ecuación que rige la evolución de un campo magnético BX=B(y,t)en un flujo

irrotacional con f=ay (a=cte) es

6B ÜZB 8B

í = Vmgy? +agy­

En el estado inicial se asume una distribución de campo magnético que corresponde a

+ aB. (3.23)

un modo puro de Fourier

=bosen(kOY)9
donde ko es el número de onda inicial y bo es la amplitud del modo. Reemplazando en

(3.23) una solución de la forma

B(y,t) = b(t) sen(k0) Y), (3-25)

la ecuación resultante se separa en

k=ak, B=(a-vmk2)b,

de donde se obtiene

h k 2

B(y,t) = b0sen(koe"y)exp[atn%(e2m - 1)] . (3.26)

En (3.26) se ha introducido una escala arbitraria de longitud ho, que representa el

tamaño de la región del flujo (en la dirección y). Usando ho se puede definir una

velocidad característica vy=Uo=ahoy el número de Reynolds magnético Rm=ah02/Vm.

La amplitud de la solución (3.26) crece desde su valor inicial bo hasta alcanzar

un valor máximo

_ Rm l (hOkO)2] RmbM’mlmwa’“{ 1*2Rm “m «mnf’ 62”
en un tiempo igual a

t_mlemmn)
M_ 2a a '

Después de tM el campo magnético se extingue rápidamente, con un decaimiento

(3.28)
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Figura 6. Evolución de la amplitud en una solución elemental con hoko=l.

proporcional a exp[-(k02vm/a)exp(23t)] para t—-)oo.Este comportamiento se debe al

crecimiento exponencial del número de onda k(t), que da lugar a la disipación eficiente

del campo magnético en láminas .de corriente muy intensas (jzocaB/óyock(t)). La

evolución de la amplitud b(t)/bo se grafica en la fig. 6, donde el decaimiento rápido de la

solución se observa claramente para valores grandes de Rm

La solución elemental (3.26) muestra dos tendencias básicas que son comunes a

todas las soluciones en flujos planos: i) la amplificación del campo magnético es

proporcional a Rmm; ii) el tiempo característico del proceso de intensificación

(acompañadopor una disipación importante) es proporcional a (lan)/2a. Este tiempo

es del orden del tiempo hidrodinámico l/a y depende débilmente de Rln(ln Rmz6-18

para Rmentre 103-108).En ausencia de movimiento el campo magnético inicial (3.24) se

extinguida en un tiempo del orden de tD=l/vmk02,que corresponde al tiempo difusivo

clásico. Por lo tanto, el movimiento acelera el decaimiento por un factor

tD/tMN2Rm/lan.

La energía disipada en una celda de tamaño igual a una longitud de onda X=21t/k,

25



donde l(t)Ne'at, se puede calcular fácilmente. Si 80=(21C/k0)(b02/81t)es la energía

magnética (por unidad de área) contenida iniciahnente en la celda, la energía disipada

entre t=0 y t=oo es

d =soJïzq(1—Erf(Jí))eq, (3.29)

donde q=(hoko)2/Rm.Para Rm>>1 (q<<l) se obtiene

d “RR” (3.30)
30 hoko

En consecuencia, un plasma con energía inicial so puede llegar a recibir una cantidad de

energía del orden de 80(1arQl/2 por disipación Joule, en un tiempo del orden de

tM=lanl2a. La energía disipada es entregada principalmente en una región de tamaño

6z(27dko)exp(-atM)z(2n/ko)Rm'm.

Cabe observar que en las expresiones anteriores se ha supuesto la existencia de

una escala arbitraria ho para el tamaño de la región del flujo. Estrictamente, la escala

natural correspondiente a la condición inicial (3.24) es ho=l/ko, por lo que las ecs.

(3.26)-(3.28) deben leerse con hoko=l (Rm=ako'2/vm).Para configuraciones iniciales de

tamaño finito, donde el campo magnético es distinto de cero solamente en una región de

ancho ho, se tendrá hokoatl. En estos casos los valores exactos de bM y tM

correspondientes a un modo de Fourier dependen de la razón entre la escala ho del flujo

y la longitud de onda del modo («l/ko).

3.4 Evolución del campo magnético en flujos con transitorios.

La evolución de una componente de Fourier del campo magnético inicial

también se puede obtener en el caso de movimientos irrotacionales no estacionados de

la forma

f = a(t) y ,

donde a(t) es una función del tiempo que satisface (3.6). Reemplazando en (3.23) la

solución

B(y,t) = b(t) sen(k(t)y),

se obtienen las ecuaciones
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Figura 7. Evolución del campo magnético en flujos con transitorios.

k(t) = koexp(Ía(t')dt’) ,o

l

b(t) = boexp[ j{a(t')—vmk2(t')}dt') .0

Para un movimiento que arranca del reposo dado por (3.8) la solución es

k(t) = k0cosh(a,°t) ,

(hoko)2
2Kb(t) = b0cosh(amt)exp[- sinh(2a,,,t)+ ama] ,

y es cualitativamente similar al caso a=a°°=cte.

(3».31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

donde aw=a(t—)oo).Esta solución tiende a (3.26) después de un tiempo del orden de l/aa,

La evolución del campo magnético es muy diferente cuando se considera el

decaimiento del movimiento descripto por (3.11). En este caso se obtiene

k1

k(Í)= Haot .
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(hok,)2 aot )

b

b(t)=—l texp(- R Hat
m 0

3.36
me ( >

donde k¡ y b¡ son, respectivamente, el número de onda y la amplitud del modo a t=0. El

decaimiento del campo magnético se produce lentamente, prolongándose por un tiempo

mucho mayor que l/ao cuando Rm es grande. Si, por ejemplo, en la solución (3.26) el

gradiente de presión cesa de actuar cuando la amplitud del campo magnético alcanza su

valor máximo bM, se tiene que (hok¡)2=Rmy b¡=bo(R,,u/e)“2y transcurrirá un tiempo

Atz(1/ao)(Rm/e)“2 a partir de tM hasta que la amplitud vuelva a su valor inicial bo.

Durante este intervalo la disipación en la lámina de corriente aún es relevante.

El proceso de intensificación del campo magnético durante el arranque del

movimiento se produce en tiempos mucho menores que su extinción durante el fi'enado

del flujo. El movimiento del plasma, que no puede seguir los cambios abruptos del

gradiente de presión, mantiene la lámina de corriente porque sigue actuando el

mecanismo de “estiramiento” de las líneas magnéticas (ec. 3.17). En consecuencia, un

campo magnético localizado inicialmente en una pequeña región de tamaño 6=ho/Rmm,

cuya disipación completa se produciría en un tiempo tD=62/vm=1/aosi el movimiento

cesara abruptamente, se extingue en un lapso mucho mayor tDRm“2durante el lento

decaimiento del flujo. En la fig. 7 se comparan las soluciones (3.34) y (3.36) con hok=l

y Ru,=5000.
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4 Formación de láminas de corriente en flujos planos.

4.1 Evolución del campo magnético.

En este capítulo se estudia la evolución del campo magnético en un flujo con

simetría plana (coordenada z ignorable) a partir de condiciones iniciales más generales

(Gratton, Gnavi & Bender, 1992). La configuración de campo magnético, que se

muestra en la fig. 8, incluye una componente adicional BZ=D(y,t) normal al plano del

movimiento además de la componente Bx=B(y,t). Las ecuaciones que rigen la evolución

del campo magnético en presencia de un movimiento irrotacional con fiy,t)=a(t)y (ver

sección 3.1) son

8B ÜZB+ 8B + aB (4 1)— = v -—- — , .
at "‘ ay’ ay ay

8D 62D + 8D (4 2-- =v —- -. .
at m ay2 ay ay )

La distribución de presión se obtiene a partir de

P Po l 2 2 2 2 B2 + D2
— = — — — — t — .
p p+2c(t>(y x) a() y 81m (43)

La ec. (4.1) contiene un término adicional aB que es el responsable de la amplificación

de la componente Bx (cuando a>0) y que no aparece en (4.2) para la componente BZ.

Ambas ecuaciones son invariantes frente al cambio de variable y—>-y,por lo que

admiten soluciones con paridad definida eny. Además, por ser lineales, toda solución se

puede expresar como una combinación de soluciones pares e irnpares (con respecto a la

transformación y—)-y).

Haciendo el cambio de variables

t

Q= ¿equafifldt' } , r = III-Éal’exp{2ó|.a(t")dt" }dt', (4.4)

B’(c,r)=B(y,t)exp{— Ia(t')dt' }, (4.5)

la ec. (4.1) se transforma en la ecuación de difusión
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Figura 8. Configuración de flujo y campo magnético.

aB' _ ÜZB

a: agz °

La escala de longitud ho corresponde a la extensión de la región del flujo en la dirección

(4.6)

y. Cuando el movimiento es estacionario (a=Col/2=cte)las nuevas variables son

l

=í(e"‘—1), B’<c,r)=e"‘B(y,t), (4-7)C=hloe“, “c

donde Rm=ah02/vmes el número de Reynolds magnético calculado usando la velocidad

característica U=aho. En lo sucesivo se supone que Rmes grande.

4.2 Solución general del problema de valores iniciales.

Partiendo de una distribución inicial de campo magnético B*(Q,0)=B(y,0), la

solución para todo tiempo posterior está dada por la integral de Poisson

l °° 1

B'(C,r)=2m le“) "*B‘(¿,o)d¿, (4.8)

donde la condición inicial debe satisfacer la condición

|B’(g,0)| < M,

en el intervalo (-oo,oo).
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Altemativamente, se puede calcular la solución B*(Q,'c) a partir' de la

transformada de Fourier de la condición inicial

1 °° , i

m<k,0)=77; IB (c,o)e°“dc, (4.9)

usando la fórmula

1 °° A ,

1319):? Icp(k,0)e"°‘e'“dk. (4.10)¡Jr-co

Aplicando la identidad de Paxseval

Ïdc
-co

. 2 w 2 _ 1T

B (cr)! = Idklcp<k.o)l e 2* ,

la energía magnética (por unidad de área) como función del tiempo es

°° B ,t 2

W(t): [dy————|(y

w h 2 ll

= j dk álcp(k,0)|2e“"“/Rm)k ‘= 4) . (4.11)

Multiplicando a (4.1) por B(y,t) e integrando por partes, se obtiene la ecuación de

evolución para la energía magnética

ÜW °°v 6B 2_ =_ _n¿_ d
at ¿[o41r( ay ) y + aW

donde se ha supuesto que W(t) no diverge. La energía disipada por calentamiento Joule

(por unidad de área) desde t=0 es

!dtlí- dyimg-3%? dy=aOlwa'xlt'—[W(t)—W(0)], (4.12)

que se calcula fácilmente conocido W(t).

4.3 Sistemas sin inyección de flujo magnético.

Como una primera aplicación de las fórmulas (4.8)-(4.l l) se consideran

distribuciones iniciales de campo magnético con flujo magnético total finito (por unidad

de longitud en z)
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Fo= lB(y,0)dy, (4.13)

y energía magnética (por unidad de área)

a 2

Woz ¡llamo! d. 4.14
8“ y ( )

La integral (4.13) está bien definida para distribuciones de campo magnético que

tienden a cero más rápidamente que l/Iyl para |y|—)oo.Esta condición implica que

lim¡y¡_myB—)0o, equivalentemente, vyB—)Opara |yl—)oo(pues vy=ay). Por lo tanto, no

hay ingreso de flujo magnético a la configuración desde las fronteras lejanas del

sistema: el campo magnético evoluciona "libremente" sin la influencia de agentes

magnéticos externos. Se trata entonces de estudiar la evolución de una semilla inicial de

campo magnético existente en la región considerada. En el capítulo 7 se consideran

sistemas “forzados” con inyección continua de flujo magnético, donde vyB—>ctepara

|y|—>oo.

El campo magnético inicial B(y,0) se puede descomponer en una parte par, cuyo

flujo total Fpar es distinto de cero, y en una parte impar con Fimpar=0.A partir de la

integral de Poisson (4.8), que se puede escribir de la forma

,lszx + °° ((y/ho)1/2Rmr +1 —¿)2
41

1

B(y,t)=miexpl l B'(¿,0)d¿, (4-15)

y tomando el límite t—)oo,se obtiene

_ Rm 1 & 2 _

mmm-‘12“ hoexpl 2 (y/ho) lF- (4-16)

En consecuencia:

Las soluciones impares (F=0) originadas a partir de campos magnéticos

iniciales integrables en valor absoluto en el intervalo (-oo,-oo)decaen asintóticamente

para t—)oo.Las soluciones pares correspondientes (FtO) tienden todas a la solución

gaussiana (4.16).

La componente impar del campo magnético se aniquila completamente con el

paso del tiempo, después de una etapa inicial donde es amplificada por el flujo (cuando

los efectos disipativos aún no son importantes). En cambio, la componente par termina
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por concentrarse en un filamento gaussiano estacionario de ancho S/hozl; 18Rm”2

(correspondiente a 1/2 de la altura de la campana), donde alcanza un valor pico de

(Rm/21:)mF/ho=(a/21wm)mF.El filamento magnético persiste indefinidamente mientras

dura el movimiento, manteniendo un equilibrio estacionario entre amplificación,

advección y disipación. En la fig. 9 se muestra la formación de la solución gaussiana a

partir de un campo magnético inicial par que presenta ondulaciones, obtenida integrando

numéricamente la ec. (4.1) en el intervalo finito -15y/hosl con Rm=5000 (ver el

apéndice).

Comparando la energía magnética en el estado final Woo(calculada a partir de la

solución 4.16) con el valor inicial (4.14), se obtiene

FL-& 4
wo ’ 41: r’ ( ' )

donde

J' 2( B(y,o)dy) F2
- (4.18)

r _ ho I(B<y,o))2dy ' 8nhoWo

es un factor ¡que depende solamente de la forma de la distribución inicial. La energía

Figura 9. Evolución de un campomagnético inicial con oscilaciones espaciales.
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Figura 10. Soluciones sin inyección de flujo magnético: flujo irrotacional f=ay (lineas
continuas) y flujo rotacional f=sin(1tf2y)(líneas punteadas).

magnética final es Rm"2veces mayor que la inicial a menos del factor de forma r, que

por lo general es del orden de uno. En el caso particular de un campo magnético inicial

con perfil gaussiano B(y,O)=exp[-(y/ho)2/2s2] se obtiene r=(41r)ms, por lo que

wwo=sRm‘”.

El calentamiento Joule (por unidad de área) en el estado disipativo final es

ao .2 2 3/2

_ J _ v_mF_(&)

de donde se obtiene que la energía disipada (a la tasa dada por 4.19) durante un lapso de

tiempo t es

t noj; R

o]dt¿zapang wo. - (4.20)

Estos resultados se ven reflejados en las curvas de la fig. 10, obtenidas

integrando la ec. (3.4) en el intervalo finito -15y/bosl usando un método de diferencias

finitas. Se consideran dos tipos de movimiento: i) f-‘ay, irrotacional (líneas continuas) y

ii) f=Uosen(1ry/2ho),invíscido rotacional ec. (3.13) (líneas punteadas). La velocidad en

los límites del intervalo se normalizó haciendo f(:I:y/ho)=i1, y en todos los casos

Rm=5000.La condición de contorno para el campo magnético es B(iy/ho)=0, con lo cual

se asegura que no hay ingreso de flujo magnético a la región del cálculo. La fig. 10a

muestra la evolución de la energía magnética W(t) para soluciones pares con
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B(y,0)=Bocos(1ry/2ho) y soluciones impares con B(y,0)=Bosin(1cy/ho). En la figQ lOb se

grafica la disipación Joule J(t)/aWo correspondiente. Independientemente del tipo de

movimiento, se observa que las soluciones pares tienden asintóticamente a un estado

estacionario. En cambio, las impares decaen completamente después de una etapa de

amplificación. El decaimiento de las componentes impares y la consolidación de las

componentes pares en estructuras disipativas estacionarías son características generales

de las soluciones en sistemas sin inyección de flujo magnético.

4.4 Conservación del flujo magnético total.

Integrando la solución gaussiana (4.16) se comprueba que el flujo magnético

total correspondiente al estado final, definido por F(t—>oo)=lB(t—)oo)dy,es igual al flujo

inicial (4.13). La conservación del flujo magnético total en sistemas sin inyección de

flujo magnético se puede demostrar en general integrando la ecuación del campo

magnético (4.1) para obtener

a °° aB °° w

E_{B(y,t)dy = vmgy-L + ayBLm= o. (4.21)

donde se ha usado que |B|—>0más rápidamente que l/lyl para |y|—)oo.

Por otra parte, observando que la ec. (4.1) posee una solución estacionaria de

tipo par dada por

Rm
Bm(y)=B.exp[—7(y/ho)21, (4.22)

e igualando el flujo magnético inicial a

F = IBm(y)dy

se deduce (4.16) inmediatamente.

4.5 Evolución de la componente normal de campo magnético.

La ec. (4.2) describe la evolución de la componente normal de campo magnético

Bz=D(y,t). Si D(y,t) decae más rápidamente que l/lyl para |y|—>oo(lirnanayDAO), el

flujo magnético por unidad de área en el plano (x, ) definido por
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F= {D(y,t) dy,

es finito para todo tiempo t. Integrando (4.2) entre (-ao,oo)se obtiene

‘a‘lï- aF 433at_ ' )
Suponiendo a=cte se tiene que F(t)=F(0)exp(-at), por lo que todas las soluciones pares

(FatO)se extinguen en un tiempo del orden de l/a. En el caso de las soluciones impares,

donde F(O)=0, la ec. (4.33) asegura solamente que F(t)=0 para todo tiempo t. Sin

embargo, multiplicando a (4.2) por D(y,t) e integrando por partes se llega a la expresión

a °°D2 v “(613)2 °°D2
_. ._d =__m _ _ _ .
8t_°°81t 41cm ay dy al 81:dy’ (4 34)

cuyo signo es defmido negativo (por ser a>0). Luego, la energía magnética siempre

disminuye y las soluciones irnpares también se extinguen para t—)oo.El decaimiento de

BZse debe a que el movimiento no amplifica esta componente de campo magnético (ver

ec. 2.16).

Las soluciones estacionarias de (4.2) son

' J(a/v..) y
2D _ z a

D=D0=cte, rfi Je i dg=Dlerf(iz y), (4.35)

en cuyo caso las integrales para el flujo magnético y la energía magnética divergen.

Estas soluciones pueden existir solamente cuando hay una inyección continua de flujo

magnético que crece linealmente con la coordenada y, pues IvyDlwlayDojjpara |y¡—>oo.Si

la tasa de inyección de flujo magnético disminuye, por ejemplo tomando un valor

constantecon limmwlvyDlaae, las soluciones estacionarias no se pueden mantener y el

campo magnético comienza a decaer.

El problema general de valores iniciales para la componente normal de campo

magnético D(y,t) se puede resolver haciendo el cambio de variables
I t l'

g = ¿em Ia(t')dt' }, 1:= V—';[exp{2Ia(t")dt" }dt', (4.36)
ho 0 ho 0 0

que transforma a (4.2) en la ecuación de difusión

g = 2233123. (4.37)
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Las soluciones de (4.37) se obtienen a partir de la integral de Poisson (4.8), o bien

usando la fórmula de Fourier (4.10).
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5 Energía magnética.

5.1 Evolución de la energía magnética.

A partir de las ecuaciones de Maxwell y la ley de Ohm (2.4) se obtiene la

variación de la energía magnética (Roberts, 1967):

¿(IP-Ii)=—div(-íExB)-l(jxB)-v-leI2. (5.1)at 81t 41t c o

Por otra parte, multiplicando la ecuación de movimiento (2.2) escalarmente por v

(suponiendo que la densidad p y la viscosidad p son constantes) la variación de la

energía cinética está dada por

a 1 2 _ 1 2 lvl2 l .

at 2va| )—-d1v[v(p+2plvl —p.grad2 )]+C(JXB)'V-8u, (5.2)

donde

avk avk

8ll-Maxl axl

es el término de disipación viscosa. Cuando el movimiento es estacionario ambas

expresiones se pueden combinar para eliminar el término correspondiente a la potencia

de la fuerza de Lorentzv-(ij), de donde resulta

a IBI2 lvl2¿(a 7
Los términos a la derecha de (5.3) corresponden, respectivamente, al flujo del vector de

l 1 2

)=—div(-¿9¿ExB)—div[v(p+5dv|2—vgrad )]—-¿|j| —sv. (5.3)

Poynting, la potencia de los esfuerzos normales, la disipación Joule y la disipación

viscosa.

En el caso particular de flujos planos de aniquilación magnética, con un campo

magnético Bx=B(y,t) y un movimiento irrotacional estacionario dado por (3.7), la

variación de la energía magnética (por unidad de área) se puede obtener directamente a

partir de (4.1). Multiplicando por B(y,t) e integrando entre (-oo,oo), la expresión

resultantees

a “B2 v °° aB 2 “32_ =__L — .4
¿tigo 41,1%)amiga» (s >
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donde se ha supuesto que yB->0 para |y|—>oo.La primera integral de la derecha

representa la pérdida de energía por disipación Joule, mientras que la segunda es la

contribución a la energía debida a la amplificación del campo magnético por el

movimiento (ver capítulo 3).

5.2 El origen de la amplificación de la energía magnética.

El origen del término de amplificación en (5.4) se puede descubrir integrando la

expresión general (5.3) sobre una región rectangular R del plano (x,y) definida entre

LxstLx y -h05ysho. Para un movimiento irrotacional con un punto de estancamiento

de la forma (3.7) se tiene que

. v2

d1v(ugrad-ï)-su = 0.

Por otra parte, para By= z=0 el vector de Poynting se reduce a

EXE-¿EB 55
41: '41: Z xey’ (‘)

c

donde eyes el versor unitario en la dirección y. Luego,

8 B2 c l v 8B
_ =_ _ .d1.. — 2 . 1- -'-“---—2dx , 5.
atJE-gdxdy a<í4nEaney n a<í(p+2pv )v nd 3.4%“) dy ( 6)

donde n es el versor normal a la frontera ÜR. Haciendo ho'—>oo,y suponiendo que B—)O

para |y1—>oo(Ez es constante), desaparece la contribución debida al flujo del vector de

Poynting para dar

a °°B2 l 2 v °° 6B_ _ z _ _ . 1_—¿ — 22 . .7
at¿81:ZLxdy ¿(pum )v nd 41:5“) Lxdy (5 )

Comparando (5.7) con (5.4) se obtiene

aÏB—2d 2L — q"( +1 v2)v ndl (5 8)
flag” y x — al p 5p ' '

El término responsable del aumento de la energía magnética proviene entonces

de una disminución de la potencia neta ejercida por la presión dinámica p+(l/2)pv2

sobre la región R. La ec. (5.8) también se puede escribir de la forma
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OOOOOOOOOOOOOOOOOOOI...O0.000ÓOOOÓÓÓOOOOOOOOOOOOO

°° B2 °° 1

¿mx-Ig dy= —aLx[(p+ïpv2)dy, (5.9)

donde se ha reemplazado la velocidad vx en x=iLx por su valor vx=iaLx (vx=ax). De

(5.9) se deduce la siguiente versión magnetohidrodinámica de la ecuación de Bernoulli

p+lpv2+ï=cte, (5.10)
2 87t

que también se puede obtener directamente a partir de (4.3). Como el movimiento del

plasma se supone estacionario, el aumento de B2/87t se realiza a expensas de una

disminución local de la presión. En consecuencia, la intensificación del campo

magnético en el modelo incompresible está limitada en la práctica por el valor

asintótico de la presión dinámica.

5.3 Una cota superior para el crecimiento de la energía magnética.

Integrando la ec. (3.3) sobre una región de tamaño finito definida entre -h05ysho

se obtiene

aw “° B2 v “° aB B2 v 8B "°

— —f'dy——'“-(—)2dy+[f—-¿B-—] , (5.11)at J.81t 41:44; ay 81r 41t ay _h°-ho

donde

ho 2

W(t)= Igdy
_ho 1:

es la energía magnética total por unidad de área en la región y f(y) es una solución

estacionaria de (3.2) (vx=xf’(y), vy=-f(y)). Para valores grandes del número de Reynolds

magnético Rm='yh02/vmel término difusivo (vm/41t)BaB/óyes despreciable en y=iho. Sin

embargo, como f(ho)=-f(-ho)>0 la energía magnética W(t) tiene una contribución

adicional (además del término de amplificación) debido al flujo de energía magnética a

través de las fronteras de la región, representado por el término fBZ/gït evaluado en

y=iho.

Si y=max(f) es el valor máximo de la derivada de f(y) en (-ho,ho),entonces
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ho B2
— < , .

{gn f'dy_yW (512)
_ho

Por lo tanto, si B(y,t) es una solución de (3.3) tal que B(y,t)=0 para 1y|2h0se tiene que

a—w_vw—ï'i (QB-My. (5.13)
at 41: _h° ay

Este caso puede darse si el campo magnético inicial B(y,0) es distinto de cero solamente

en una región de tamaño mucho menor que ho y Rmes lo suficientemente grande, de

manera que la solución no difunde hasta y=ho en un tiempo apreciable. También se

puede considerar a B=B1-B2 como la suma de dos soluciones con las mismas

condiciones de contorno B¡(iho,t)=B2(iho,t), pero con distintas condiciones iniciales

Bl(y,0):B2(y,o).

Para todo función p(y) derivable en el intervalo (-ho,ho)se cumple la desigualdad

(¿BY2(ïp
ay ay

pues (aB/8y+pB)220. Luego, como por hipótesis B=0 en y=+_-ho,resulta que

¡mz-¿(pm (5.14)

"° 0B; “° ap 2 2d _ ——- Bd. 5.15
hay) y>_h,lo(ay p) y ( )_h°

Tomando p=(1t/2L)tan(1ry/2L), con ho/L<l para evitar la singularidad en y=:_tho,la

expresión anterior se transforma en
h

v ° 6B v n——"' — d 5-4 —2w. 5.16
4Ming”) y 4“(110) < )

Reemplazando en (5.13) se obtiene una cota superior para el crecimiento de la energía

magnética de la forma

dW 1:2 l
— s —— W, 5.17
dt y [1 2 RI“) ( )

donde Rm.='yh02/vm,cuya integral es

1:2 l

W(t) S W(O)exp[yt(l —-2-I-{.-)]. (5.18)

Este resultado garantiza que W(t)->0 para t—>oocuando Rm.<1r2/2.Por lo tanto,

todas las distribuciones iniciales de campo magnético con Rm‘<n2/2tienden a la misma
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solución asintótica si las condiciones de contorno son idénticas. Para valores de

Rm°>1c2/2la ec. (5.18) indica solamente que la energía W(t) no puede crecer más

rápidamente que exp(yt). Típicamente, yzUo/hoes aproximadamente igual al inverso del

tiempo que tarda una partícula de fluido en recorrer la región del flujo (un tiempo de

“tránsito”).
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6 Soluciones autosimilares.

6.1 Reducción a ecuaciones en derivadas ordinarias.

La ecuación para la componente Bx=B(y,t) del campo magnético posee un

conjunto infinito de soluciones analíticas de tipo autosimilar. Este conjunto incluye

soluciones pares e impares sin inyección de flujo magnético y una solución impar

estacionaria sostenida por inyección continua de flujo magnético (Gratton, Gnavi &

Bender, 1992).

Partiendo de la ec. (4.1)

a_B_ fi+i( (t B)
at —vmay2 ay a a

donde a(t) puede depender del tiempo (ver capítulo 3), se buscan soluciones de la forma

B(3M) = b(t)Hl‘Y(t)(y -n(t))]- (6-1)

La variable autosirnilar es z='y(t)(y-11(t)),donde y(t) y n(t) son funciones del tiempo a

determinar y b(t) es la amplitud, también variable en el tiempo, de la solución

autosimilar. Reemplazando la solución (6.1) en (4.1) se obtiene la siguiente ecuación

para H(z):

dzH 1 _ 1 ' dH 1 B

ÉHYTOH a11)+72v (a—%)z]-dï+y,v (a-3)H = o. (6.2)

Luego, para las funciones y(t), 11(t)y b(t) que satisfacen

1 Y

yzvm(a- Y) —q, (6.3)

1 B

yzvm(hp-1+1, (6.4)

1 (' + - k
YVm n an) — , (6.5)

donde k, q y 7Lson constantes arbitrarias, se tiene que H(z) es solución de

dzH - dH

í+[k+qz]-&-z-+(7t+l)H=0. (6.6)
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Cabe observar que en las ecs. (6.3)—(6.6)se pueden tomar k=0 y q=l sin pérdida de

generalidad, ya que esto equivale a definir una nueva variable autosimilar {Sql/zz +

k/q"2 en (6.1).

Haciendo el cambio de variable

l

T = Ia(t')dt', (6.7)
0

las ecs. (6.3)—(6.5)se escriben (con k=0 y q=l) de la forma

l dy v 2
____. = 1___m_ _

¿(l-b —1 A+1 31 2 6 9

dn
dT+11—0. (6.10)

Cuando el movimiento es estacionario (a=cte) se tiene que T=at. Definiendo

N h° (a- t ) (6 11)= —c e ’ .
Y ,—Rm

donde Ru)=ahoZ/vm,se obtiene

l d?
———= 1- "2, .
7 ¿T Y (6 12)

l db N2
b dT- 1-(X+1)y . (6.13)

Las soluciones de (6.10) y (6.12) son

nm =noe”, (6.14)

N 70
Y(T)= N N _ , (6-15)

Jvozfll-yozk 2T

donde 70=7(T=0). La amplitud b(T) se calcula a partir de la solución para WT)

observando que (6.13) se puede escribir de la forma

l db l d?-—=- A —--—-.
b dT A” +1)7 dT

Integrando esta ecuación y reemplazando (6.15) se obtiene

bm = boe'“(%2+(1- 705€")
-()L+l)/2

(6.16)
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La amplitud de la solución autosimilar crece sin límite cuando X<O.Si DO,

entonces b(T) tiende asintóticamente a cero, después de alcanzar un valor máximo
(MD/2

b-%Ï x J= —-——‘——"—— , 6.17
b“ b° x702 (una-702) ( )

1 x702T =-—— . 6.18
M 2'"[(1-%’)] ( )

Tomando 7k=l y y(Q)=1/ho(70=Rm"’2) se obtiene

bM=b—°,/Rm—1|4] , (6.19)2 l-(l/Rm)

1

TM= 5mm,“ —1), (6.20)

en un tiempo

que para valores grandes de Rmcorresponde en forma muy aproximada a las expresiones

(3.27)-(3.28).

6.2 Soluciones con X=0.

Cuando 7L=0la ec. (6.6), con k=0 y q=1, se reduce a

dZH d

dz; +¡z-(zH)=0, (6.21)

que tiene dos soluciones, una par y otra impar, de la forma

ZZ

Hw(z)=exp(-ï), (6.22)

z2 Z ¿2

H¡,,,,,,.,(z)= exp(—-2—)olexp(ï)dé . (6.23)

La primera representa campos magnéticos con perfiles gaussianos cuya intensidad b(T),

posición n(T) y ancho (proporcional a y(T)'2)cambian con el tiempo. Son soluciones sin

inyección de flujo magnético (vyB->0 para |y|—>oo)que tienden asintóticamente a formar

un filamento gaussiano estacionario centrado en y=0 (ec. 4.16). La solución impar

(6.23), que se conoce como la función de Dawson (Abramowitz & Stegun, 1972),

representa campos magnéticos que para t—-)cotienden a la solución estacionaria de (4.1)
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Figura l l. Evolución de una solución gaussiana. OFC).

sostenida por inyección continua de flujo magnético (Sonnerup and Priest, 1975). En

efecto, cuando |y|-)oo la fimción de Dawson decrece como l/|y|, por lo que lirn¡y¡_nyB

tiende a un valor finito.

La soluciones para WT) y b(T) correspondientes a 7t=0son

www, (6.24)
b

b(T)=—,_—____.702+0302);2T. (6.25)

Para valores de 70>>1, que corresponden a un campos magnéticos iniciales muy

localizados en tomo a y=no (ver por ejemplo la ec. 6.22), la función 7G) decrece

rápidamente y alcanza su valor asintótico 7.51 en un tiempo del orden de l/a. La

amplitud b(T) también decrece durante este tiempo. En el límite de To=bo=°0se obtiene

una fimción de Green, es decir la solución correspondiente a la condición inicial

B(y,0)=8(y-no). Cuando 70<<l y bo<<l se tiene un campo magnético inicial débil y

poco localizado en el espacio. En este caso, tanto 77(T) como b(T) crecen en forma
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monótona hasta alcanzar sus valores asintóticos respectivos 7w=1 y bash/7°. En la fig.

ll se muestra la evolución de una solución gaussiana con 70=0.1, bo=0.l y no=20.

6.3 La solución general para H(z).

Haciendo en (6.6) el cambio de variable

H(z) = e'z”2Q(z) (6.26)

se obtiene la ecuación de Kummer

sz dQ
zz-d7+ï+(X+l)Q=0. (6.27)

Las soluciones regulares de (6.27) son las fimciones de Kummer (pertenecientes a la

familia de las funciones hipergeométricas confluentes) y pueden ser pares o impares.

Estas soluciones se pueden escribir de la forma

z 1 ¡»+1 1 z2_ —z/2______Hp'(z)_e 2 9292),

H ()— “Mi LH 3 ¿2) (629)‘mwz‘e 4 2’2’2’ °

donde M(a,b,zz/2) representa la función de Kummer definida por los dos parámetros a,b

(Abramowitz & Stegun, 1972). Para -ls}t<0 las soluciones Hpary HM decaen más

lentamente que l/Iyl para |y|—)oo,por lo que limWVYB diverge. Por lo tanto, estas

soluciones crecen indefinidamente, es decir b(T-)oo)—)oo,como también se desprende

de (6.37). En cambio, todas las soluciones autosirnilares con A>0 decaen

asintóticamente a cero.

Cuando X=nes un número entero positivo las fiinciones de Kummer se reducen a

polinomios de Hermite y se obtienen soluciones de la forma

H(z) = Hn(z)e-=”2. (6.30)

donde Hn(z) es el polinomio de Hermite de orden n. Este subconjunto de soluciones

corresponde a distribuciones de campo magnético que son básicamente de tipo

gaussiano, pero modulados por oscilaciones cuyo número depende del orden del

polinomio. Son soluciones pares e impares sin inyección de flujo magnético (todas

decrecen más rápidamente que l/lyl para |y|—)oo),con flujo total F=0, y tales que
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Figura 12. Función de Hermite de orden n=6. Figura 13. Soluciones autosirnilares con n=6.

7(T)—)l y b(T)->0 para T—)oo(n>0 en (6.15) y (6.16)). El decaimiento del campo

magnético se produce más rápidamente en las soluciones con valores grandes de n. Esto

se debe a que poseen un número mayor de oscilaciones que favorecen la disipación de la

energía magnética acumulada. En la fig. 12 se muestra la solución autosimilar

¡representada por la función de Hermite con n=6. En la fig. 13 aparecen graficadas las

funciones 7(T) y b(T) correspondientes(7(0)=0.01, b(0)=l).

La energía magnética de las soluciones autosimilares se puede calcular a partir

de la fórmula

°° 2 2

wm: ¡B (y,t)i _ b (n
81: y ' 81W(TL[H2(Z) dz

,7, 2 (¡+012

=wo "“(———° J . .( ) ° 70’41-70%?" (631)

Cuando A>Ola energía magnética tiende asintóticamente a cero para T—>oo.En el caso

de las soluciones con 7L=0se obtiene W(oo)=W(0)/7 o=W(0)Rmm/yho,es decir la energía

final es proporcional a Rmm.

6.4 Solucionesautosimilares para la componente normal de campo
magnético

La ec. (4.2) para la componente Bz= ,t) también admite un conjunto de
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Fígura 14. Evolución de una solución gaussiana para la componente normal BZ.

soluciones autosimilares de la forma

D(Y,Í) = d(t) M[Y(t) (y - 11(t))], (6-32)

donde z=y(t)(y-n(t)) es la variable autosimilar y d(t) es la amplitud. Procediendo en

forma análoga a la sección 6.1 se obtienen las ecuaciones

d

í=-<K+1)vmy’, (6.33)

l = a —vmyz, (6.34)
Y

f1+an = 0, (6.35)

2 .

:z—1:4+z%+(l+l)M=0. (6.36)

Los perfiles de campo magnético M[z] son los mismos que para la componente B(y,t).

En particular, cuando A=n (n entero y positivo) se obtienen las funciones de Hermite

(6.30), mientras que para X=0 los perfiles corresponden a la gaussiana (6.22) y a la

función de Dawson (6.23). Sin embargo, el comportamiento temporal de las soluciones

autosimilares es diferente, como se puede ver en la ec. (6.33), cuya solución es
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¿(D = doc-(1.01702 + (l _ .702)e_ 2T)-(xo¡)/2, (6.37)

donde T=at y 70=(ho/Rmm)‘{o.Para A>-l la amplitud decrece en forma monótona, sin

pasar por un máximo como en el caso de la solución (6.16). Por lo tanto, estas

soluciones describen la extinción de la componente normal de campo magnético como

consecuencia del movimiento del plasma. En la fig. 14 se muestra el decaimiento de una

solución gaussiana (X=O)con 70=0.1, bo=1 y no=20.
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7 Soluciones con inyección continua de flujo magnético.

7.1 Condiciones de contorno en sistemas forzados.

Las soluciones obtenidas en los capítulos previos describen la evolución del

campo magnético en configuraciones sin inyección de flujo magnético, donde vyB—>0

para |y|—->oo.En cambio, cuando limlyanyB es distinto de cero el movimiento lejano del

plasma arrastra un campo magnético que ingresa al sistema en forma continua. Esta

condición corresponde a un valor finito de inyección de flujo magnético por unidad de

tiempo vyB,que en un flujo real se realiza mediante valores constantes de la velocidad y

del campo magnético a distancias grandes de la lámina de corriente.

Cuando Ru,>>l se puede ver que el término difusivo en la ecuación del campo

magnético (4.1) es despreciable lejos de la lámina de corriente (de hecho azB/Üy2decae

asintóticamante como 1/|y|3). Por lo tanto, para ly1—>oola ec. (4.1) se reduce a

B

¿gay-85512113 (¡w->00), (7.1)

cuya solución

B(y,t) = F(ye")e" (WI->00), (7.2)

se obtiene por el método de las características.

Esta solución describe el comportamiento asintótico del campo magnético para

|y|—->oo.La fimción F(Y), con Y=ye", representa la distribución espacial de campo

magnético a t=0 para valores grandes de lyl. La forma del campo magnético lejano

determina las condiciones de contorno para la evolución de la lámina de corriente. En el

caso más general se puede tener inyección de flujo magnético variable en el tiempo, aún

cuando la velocidad asintótica del fluido sea constante. La solución F(Y)=a¡/Y, con

a¡=cte, corresponde a sistemas con inyección continua de flujo magnético a una tasa

constante en el tiempo: limeyB=ab En los puntos siguientes se consideran sistemas

“forzados” de este tipo.
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7.2 Crecimiento de las soluciones pares.

Si se inyecta flujo magnético al sistema en forma asimétrica, es decir con

lirn¡y¡_,+myB=tlim¡y¡_myB,las soluciones tienden a crecer en forma indefinida sin alcanzar

un estado estacionario. Este resultado, que tiene importantes consecuencias fisicas, se

puede demostrar considerando una distribución inicial de campo magnético

B(y,0)=Bo(y) tal que limyamyBo=a¡ y limy_,..,oyB0=a2,donde al, a2 son constantes y

aptaz. Descomponiendo la condición inicial en una parte par y otra impar de la forma

par 1Bo=5@aw+mewl
. 1

B?“:jBuw-mcvm (1»
se tiene que

1

lim yBg"=ï(a] —az)sd, (7.4)y-N ao

_ . l

11m yBgnp“= -2-(al +a2) E a. (7.5)y-N- no

La componente Boparse puede escribir a su vez como

B”—m”íïng- M>m no° °Ifllfl _’ '
donde ho>0 es una distancia arbitraria al origen. Expresada de la forma (7.6), la

componente par se divide en dos partes: una parte “forzada” sostenida por inyección

continua de flujo magnético

BÉ = ¡7| ly!2 ho,

m=0 M<m, no
y una contribución inicial de la forma

Ba=B::‘"—i IyIZho,
IYI

BZ = B8“ lyI < ho, (7.3)

con liqumyBos=0. La contribución (7.8) representa la componente par del campo

magnético inicial que evoluciona sin inyección de flujo magnético. Por lo tanto, esta

parte de la solución tiende asintóticamente al perfil gaussiano estacionario (3.16).
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La evolución de la componente “forzada” Bodse puede obtener a partir de la

integral de Poisson (ver sección 4.2)

exp[-(y-x¿)24>] (7 9)
lil ’ '

donde x=exp(-at) y d>=a/(2vm(l-exp'2°')).Desarrollando la expresión anterior se obtiene

°° 2 2

Bd(y,t)=dhoge-yzb
ho

B‘<y,t)=dh07‘r% Idg
M>ho

2 cosh(2yx¿4>) . (7.10)

Por otra parte, como

°° exp[-x2¿24>]_¿ °° fi_ 1. 2 2
¿dé ¿ ¿{gay-gramo), (7.11)

donde Ei(x) es la función exponencial-integral, que satisface para x>0 la relación

x d

Ei(—x)= C+lnx- I(l—e'“)—u
o u

donde C es la constante de Euler (Abramowitz & Stegun, 1972), se obtiene una cota

inferior para Bdde la forma

d 2 ¡20‘13 d

B“(y,t)2B0-7‘/:ge“y‘|:—ln(x2q)hg)+ al(l—e‘“)íu—C . (7.12)

Para exp(at)>>1 esta cota crece en forma lineal con el tiempo como

d 2R
Bd(y,t)2¡—,l "me-(Rm/ZXy/h")2at. (7.13)0

irnpaLa componente del campo magnético originada a partir de Bo y sostenida por

la inyección de flujo magnético a’ tiende asintóticamente a formar una lámina de

corriente estacionaria representada la función de Dawson (6.23) (ver capítulo 6, sección

6.2). Asimismo, la componente par sin inyección B0s evoluciona hacia un perfil

gaussiano del tipo (3.16). Ambas componentes de la solución alcanzan sus respectivos

estados estacionarios en un tiempo del orden de 1h=l/a, que corresponde a la escala de

tiempo hidrodinámico. Por lo tanto, el resultado (7.13) implica que la evolución del

campo magnético total es dominada en poco tiempo (del orden de atzIO) por el

crecimiento de la solución par sostenida por (1:0, a menos que la inyección se realice en

forma perfectamente simétrica (d=0). En consecuencia, el perfil gaussiano originado a
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Figura 15. Formación de una lámina de corriente asimétrica.

partir de Bod,cuya amplitud crece linealmente con el tiempo, puede llegar a cancelar la

región en donde el campo magnético cambia de signo (originada a partir de la

componente impar Bom). Es importante observar que aún en flujos con Bod=0 la

presencia de una contribución inicial par sin inyección Bos puede interferir en la

formación de una lámina de corriente con campo magnético antisimétrico.

En la fig. 15 se muestra la evolución del campo magnético en un sistema con

inyección continua de flujo magnético perfectamente simétrica (d=0), donde a t=0 existe

además un contribución inicial de campo magnético par B(y,0)=4Bocos(1ry/2ho).La

solución se obtuvo integrando la ec. (4.1) numéricamente en el intervalo finito |y/ho|<1,

con las condiciones de contorno B/Bo=:tl y f=:l:ah en y=:l:h (Rm=5000). Los sucesivos

perfiles de campo magnético muestran claramente el desarrollo de la solución impar de

Dawson junto con la intensificación de la componente par inicial, de manera que

asintóticamente se forma una lámina de corriente asimétrica en tomo ay=0.

En conclusión, la evolución del campo magnético en flujos planos se caracteriza

por el predominio de las soluciones pares. Esto ocurre tanto en las configuraciones sin

inyección de flujo magnético, donde son las únicas componentes que sobreviven, como
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en aquellas con inyección continua de flujo magnético dato. Por lo tanto, las

configuraciones que se proponen habitualmente para estudiar procesos de reconexión o

el desarrollo de inestabilidades resistivas, que requieren la existencia de una lámina de

corriente con cambio de signo del campo magnético, pueden no llegar a realizarse

cuando se considera la formación de la lámina de corriente a partir de condiciones

iniciales genéricas.
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8 Extensiones del modelo.

8.1 Aniquilación rápida del campo magnético en un flujo
tridimensional.

La evolución del campo magnético en flujos tridimensionales se caracteriza por

el decaimiento de todas las componentes del campo magnético inicial, en contraste con

los flujos planos, donde tienden a sobrevivir las componentes pares. La fig. 16 muestra

en forma cualitativa las líneas de corriente correspondientes a un campo de velocidades

tridimensional en la vecindad de un punto de estancamiento (Gratton et al., 1990). El

movimiento producido como consecuencia del desplazamiento de discos sólidos que

empujan un fluido contenido entre ellos hacia el centro (el “squeeze flow” de Kuzma,

Maki & Donnelly, 1964) y el movimiento generado por la inyección de líquido a través

de dos discos porosos enfrentados (Gratton & Bender, 1991) son otros ejemplos.

En el modelo de flujo tridimensional considerado aquí se supone un campo de

velocidades incompresible y axialmente simétrico alrededor del eje y. Ambas

condiciones se satisfacen exactamente para movimientos de la forma (en coordenadas

cartesianas)

v = (xf'(y,t), —2f, zf'(y,t)), (8.1)

donde P=afl6y. Cuando f(0,t)=0 el campo de velocidades (8.1) tiene un punto de

estancamiento en el origen. El campo magnético está formado por líneas rectas paralelas

al plano (x,z), cuyas dos componentes dependen solamente de la coordenada axial y del

tiempo:

B = (Bx(y,t), o, Bz(y,t)). (8.2)

A partir de (8.1) y (8.2) se obtiene

co=(zf", 0, -xf"),

{v,co}= (22f' f"- Zfo'", 0, 2xf'f"—2xff'"),

rotrota)=(-zV2f", 0, - szf"),

,_¿ an o 313,)
1-47! ay, a ay 9
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Figura 16. Ejemplo de un flujo tridimensional.

{BJ} = 0,

por lo que las ecs. (2.23)-(2.24) se reducen a

2 2 2

Í-v-‘ÏT Ïf-=C(t)— Ïf- +2fa—Ï, (8.3)
at ay ay ÜY

6B ÜZB 6B af

ï=vm5y7+2fg+3y-B, (8.4)

donde B(y,t)=B,gz. Combinando soluciones para Bx y BZ (con diferentes condiciones

iniciales y de contorno) se obtienen soluciones más generales de campo magnético con

cizalla. En este capítulo se estudia la evolución de una sola componente BX=B(y,t).La

constante C(t) mide los gradientes de presión (lineales) en las direcciones x y z. La

distribución de presión se obtiene a partir de
2

p=po-%pr2-%psz-l:;-pf2—29vf, (8.5)

donde po es una presión constante de referencia. Las ecs. (8.3)-(8.4) son idénticas a las

del caso plano (3.3)-(3.5), salvo por un factor 2 que aparece en ambas y que tiene

consecuencias importantes para la evolución del campo magnético, como se verá más

adelante.
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8.1.1 Decaimiento del campo magnético.

La ecuación de movimiento (8.3) posee una familia de soluciones irrotacionales

de la forma f=a(t)y. La solución

a
= — 8.6

f 2 y, ( )

con a=2C¡/2=cte, representa un movimiento estacionario con un punto de estancamiento

en el origen. En este caso el cambio de variables

_ L a! = __1__ 2:! __ ° _ —(a/2)r
—ho e , T ZRE (e 1), IB (QT) —e B(y,t), (8.7)

donde M=ah02/vm, transforma a (8.4) en la ecuación de difusión

aB‘ _ a’B’ (8 8
ar _ aCZ ' ' )

Si se conoce la distribución inicial de campo magnético B'(C,0)=B(y,0), el problema de

valores iniciales puede resolverse usando las técnicas descriptas en la sección 4.1. Por

ejemplo, la energía magnética total (por unidad de área) se calcula con la fórmula

m h 2 _ 2 ez:_wmqüfimmwm<ü (w
donde (p(k,0)es la transformada de Fourier de la condición inicial.

Multiplicando la ec. (8.4) por B(y,t), con f=(a/2)y, se obtiene

aB” B”É + _
ay m ay 81:ay

después de integrar por partes. Si el campo magnético decae más rápidamente que

Ü “B2 vm °° 2 vm

at_{-8;dy_—4nl( )dy+4nB , (8.10)-8)

l/|y|"2 para |y|—)oo,los dos últimos términos de (8.10) son nulos y la energía magnética

decrece en forma monótona debido a la disipación Joule. La contribución del término

(a/2)B en (8.4), que representa la amplificación del campo magnético por el movimiento

(8.6), se cancela en este tipo de flujos por la presencia de una mayor advección ayaB/óy.

Se tiene entonces el siguiente resultado general:

Todas las soluciones originadas a partir de campos magnéticos iniciales que

tienden a cero más rápidamente que I/Iylm para [y|—)oodecaen asintóticamente para

t—)00.

Este resultado se aplica en particular a campos magnéticos que se comportan
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como l/Iyl para |y|—>oo.Esto corresponde a sistemas con inyección continua de flujo

magnético a una tasa constante, donde vyB—)ctepara lvl->00.Por lo tanto, en un flujo

tridimensional de la forma (8.l)-(8.2) todas las componentes del campo magnético se

aniquilan para t—>oo.Una solución estacionaria se puede sostener solamente mediante el

ingreso de flujo magnético a una tasa que crece como lyll’.2para |y|—>oo,lo que equivale a

tener una inyección continua de energía magnética (limWVyB2—)cte).

El tiempo de extinción se puede calcular exactamente en el caso de

distribuciones pares de campo magnético sin inyección de flujo magnético, donde

lim¡y¡_mvyB—)0.Integrando (8.4) se obtiene

a ac oo

5 IB(y,t)dy=— IB(y,t)dy, (8.11)
3
2

La expresión (8.11) es una ecuación de evolución para el flujo total de campo magnético

(por unidad de longitud)

F(t) = IB(y,t)dy,

cuya solución es

F(t) = Foe'wz”, (8.12)

donde Fo es el flujo inicial. La aniquilación del campo magnético se produce en unos

pocos tiempos característicos l/a, como ocurre también para la componente normal de

campo magnético en flujos planos (ver sección 4.5). Este tiempo de extinción es mucho

menor que el tiempo difusivo tD=h02/vlncuando Rm es grande. La fig. 17 muestra el

decaimiento de la energía magnética en soluciones pares con B(y,0)=Bocos(1ty/2),que

fiieron obtenidas integrando numéricamente la ec. (8.4) en el intervalo finito -h5ySh con

las condiciones de contorno B(-h)=B(h)=O. En la fig. 18 se muestra la disipación Joule

D(t)/aWo correspondiente.

8.1.2 Solución elemental.

Al igual que en el caso plano (sección 3.3), la evolución del campo magnético se

puede resolver en forma exacta cuando la condición inicial corresponde a un modo puro

de Fourier
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Figura l7. Decaimiento de la energía en un flujo Figura 18. Disipación Joule en un flujo tri­
tn'dimensional (soluciones pares).

B(y,0) = bosenlkoy],

dimensional (soluciones pares).

(8.13)

donde bo es la amplitud inicial y ko es el número de onda (también se puede considerar

un modo del tipo bocos(koy)).Reemplazando en (8.4) la solución

' But) = b(t) sen<k<t)y),

se obtiene (para f=(a/2)y)

k(t) = koe“ ,

(hoko)2
ZR (ez‘ —1)].b(t) = boexp[%t —

La amplitud b(t) crece inicialmente hasta alcanzar un valor máximo

Rm l“ l (hoko)2

bm=boím) eXP[-z+TRm-],

en un tiempo

l
tu =¿mama-logmhoko) .

(8.14)

(8.15)

(8.16)

(8.17)

(8.18)

Después de t=tMel campo magnético se extingue muy rápidamente, con un decaimiento

proporcional a exp[-mdm)2emü&] para t-)oo. El campo inicial (8.13) se aniquila

completamente (a pesar de no tener un comportamiento del tipo l/|y| Para |Y|->°°)

debido al crecimiento exponencial del número de onda k(t). El tiempo característico de

intensificación tM es del mismo orden que en el caso de la solución elemental plana
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Figura 19. Soluciones elementales en un flujo tridimensional.

1/4 (en(3.28). Sin embargo, la amplitud máxima bMes menor al ser proporcional a' Rln

lugar de Rmm). En la fig. 19 se muestra la evolución de la amplitud b(t) para distintos

valores de Ru]. Comparando estas curvas con las de la fig. 6, correspondientes a

soluciones elementales en flujos planos, se observa la menor amplificación del campo

magnético en el flujo tridimensional.

8.1.3 Soluciones autosimilares.

Las principales características de la evolución del campo magnético en estos

flujos tridimensionales también se manifiestan en una familia de soluciones

autosimilares de la forma

B(y,t) = b(t)N[Y(t)(y-n(t))], (8.19)

donde z=y(t)(y-n(t)) es la variable autosimilar y b(t) es la amplitud del campo

magnético. Siguiendo los pasos llevados a cabo en el caso plano (capítulo 6) se obtiene

que la fimción N[z] satisface la ecuación
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Figura 20. Evolución de una solución gaussiana en un flujo tridimensional.

dzN dN
É+zï+(x+l)N =o. (8.20)

Las funciones 11(t),b(t) y 7(t)=(ho/Rmm)y correspondientes son

n(t)=no°"‘, (8.21)

b(t) = bue-WWW: + (1—702w “FW” , (8.22)

70) = (8.23)______°______
702 + (1’ 702)e—2“

Todas las soluciones autosimilares con ¡20 decaen asíntóticamente para t—)oo.Sin

embargo la amplitud b(t) no decrece en forma monótona, sino que crece a partir de t=0

hasta alcanzar un valor máximo

N 2 U4 -(l.+l)/2
— 2A 1

bM=bo( l 7°”) ( +N2] , (8.24)(21+1)Yo (¡HW-‘70 )

en un tiempo

t =—¿ ————(2“1)7°2. (8.25)
M 2a 1-702
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Reemplazando yo=llho (70 =l/Rm) en (8.25) se obtiene que la amplitud máxima) del

campo magnético es proporcional a Rmm, en lugar de Rm"2 como en la solución

autosimilar plana 6.19. Por lo tanto, en un flujo tridimensional también se produce una

amplificación considerable del campo magnético para valores grandes de Rm, aunque

algo menor que en el caso de un flujo plano.

En la fig. 20 se muestra la evolución de una solución gaussiana (K=0) con

b/bo=1,702=0.1 y no/ho=20. El perfil gaussiana inicial se desplaza hacia el origen

(n(t—>oo)->0)mientras su amplitud crece hasta alcanzar un valor máximo b/boz3.15 para

un tiempo ath2.3, después del cual se extingue completamente. Este comportamiento

se puede comparar con el de la fig. 14, correspondiente a una solución autosimilar para

la componente BZ en un flujo plano, donde la amplitud dcl perfil gaussiano decae

continuamente mientras se mueve hacia el origen.

8.1.4 Soluciones estacionarias.

Se ha visto que la existencia de soluciones estacionarias en un flujo

tridimensional requiere una inyección continua de energia magnética, de manera que

limwvszácte. Para valores grandesnúmeros de Reynolds magnético Rm=ahozlvmse

pueden estudiar estas soluciones usando una aproximación de tipo capa límite

(resistiva). Lejos de la lámina de corriente la ecuación del campo magnético (8.4) se

reduce a (suponiendo f=(a/2)y con a=cte)

6B 1

yg+ïB = 0 |y|—->oo, (8.26)

cuya solución es

B0

=le7—|

donde Bo es el valor del campo magnético en el punto y=ho. Esta solución describe el

lvl->00, (8.27)

comportamiento del campo magnético lejano, que verifica limM_mvyB2-)cte.El campo

magnético dentro de la lámina de corriente satisface la ecuación

B' l

%+r%+ïB=0, (8.28)

donde r=Rmm(y/ho).Haciendo el cambio de variable
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1 , ‘

B(r)=p(r)e'4', (8.29)

se obtiene la ecuación

l
p"—¡r2p = 0, (8.30)

cuya solución general es una combinación lineal de dos funciones parabólicas

cilíndricas, una par y la otra impar (Abramowitz & Stegun, 1972). Desarrollando las

soluciones de (8.28) para r—->oo(y—>ho)e igualando a la solución externa (8.27) se

obtiene

l"(l/ 4) —1R_(nio)2

Bam =BOTRNW 2 ’ pw(JRmy/ho) Iyl<6

B0
= IYI>5, (8.31)

le/ I

Ï(3/ 4) -lk_( /h.,)2
13mm)=izBoTRmme 2 ’ pam/Ramo) IyI<6

iB
= ° |Y|>5, (8.32)

ly/ hol

donde ¿N “2 es el ancho de la capa resistiva. La amplitud de ambas soluciones es

"4, por lo que son menos intensas que las correspondientes a flujosproporcional a Rm

planos (a pesar de sostenerse mediante una inyección continua de flujo magnético que

diverge para |y|—)oo).

La energía magnética por unidad de área en la lamina de corriente final es (en

orden de magnitud)

132 302mm)“2 ho

Wzígóz-TÑNWO, (8.33)
donde Woz(B°2/81t)hoes una estimación de la energía inicial en la región del flujo. Por

lo tanto, la inyección de energia magnética apenas alcanza para mantener la energía

inicial de la configuración.

El análisis previo se aplica también a flujos más generales del tipo (8.1), por

ejemplo rotacionales, ya que el movimiento siempre se puede aproximar localmente por

(8.6) en la vecindad del punto de estancamiento (Gratton & Bender, 1991).
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8.2 Flujos convergentes con simetría axial.

Las ecuaciones reducidas correspondientes a flujos axialmente simétricos (2.38)­

2.41) se satisfacen exactamente para soluciones de la forma

¿(23,0 = z f(r,t), q;(z,r,t) = w(r,t) , (8.34)

donde ¿(2,130 es la función de corriente y Mu) es la función de flujo magnético,

expresadas en un sistema de coordenadas cilíndricas (z,r,d))con d)ignorable (Gratton &

Bender, 1993). El flujo representado por (8.34) tiene un punto de estancamiento en el

origen cuando f(0,t)=0. El campo magnético correspondiente a (8.34) está formado por

líneas rectas paralelas al eje axial z. Las componentes de la velocidad y del campo

magnético se obtienen a partir de

1 az; 1 af 16X; 1 _z rar-zw vo-o, (8-35)
1 av

B, = FE = B(r,t), Br= 0, Bo= BW), (8-36)

donde se ha incluido una componente adicional de campo magnético azimutal

B‘=Bo(r,t). Como ¡yy BÓdependen solamente de las coordenadas r,t se tiene que

1 2 1 rzBi
[rTDWaW]=[r_2,T]=[\VJB.]=0­

En consecuencia, las ecs. (2.38H2.4l) se reducen a

laf' l 2 l a l la a 1___ _p __f_ _f' =Ct -_ —-—f' , 8.3
rót+r2() r arír J ()+vr6r[rór(r ( 7)

0B la 5B la
at “¿air ar)+íar(fB)’ (8'38)

a a(ló(rB)) a(1 ) 1
_9_._____L __ __
at vm‘órr ar +6r rtB‘ rf'B" (8'39)

donde P=8fl6r y C(t) mide el gradiente de presión en la dirección z: ¿(p/pyaz =-C(t)z.

Las soluciones irrotacionales de (8.37) son de la forma

f= a(t)r2, (8.40)

donde a(t) satisface la ecuación

á=%-2a2. (8.41)
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El caso más sencillo, con a=(l/2)Com=cte, representa un movimiento estacionario en

donde el plasma converge radialmente hacia el eje axial z, escapando a lo largo del

mismo eje en ambos sentidos (con una velocidad que crece a medida que se aleja del

punto de estancamiento).

8.2.1Evolución del campo magnético.

La variación temporal de la energía magnética de la componente axial B(r,t)=Bz

(por unidad de longitud en z)

m
wa) _hoja; rdr,

y del flujo magnético total

F(t)=2nIBrdr.
0

se pueden calcular a partir de (8.38) suponiendo Far2 (a=cte). Multiplicando por

21ch(r,t) e integrando en la coordenada radial r entre (0,00)se obtiene

a “’BZ v "(may “BZ
- —2 dr = ——“-"-— 2 2 —2 .
más“ m 41:0] ar nrdr+ aójsn mdr, (842)

donde se ha supuesto que BMI/r“t (e>0) para r-)oo. Las integrales a la derecha de (8.42)

representan la disipación Joule y la amplificación del campo magnético por el

movimiento. Comparando la expresión anterior con la correspondiente para flujos

planos, ec. (5.4), se observa que el término de amplificación es dos veces mayor en este

caso.

Lavariación del flujo magnético total, que se calcula integrando (8.38) después

de multiplicar por 21tr,es

a °° aB °°
— B 2 dr =2 —
ac oi "r m" ar o 21rrarB . (8.43)

Para configuraciones de campo magnético con flujo total F(t) finito, es decir que decaen

más rápidamente que l/r2 para r—-)oo,se obtiene la conservación del flujo magnético

total. Esta condición corresponde a configuraciones sin inyección de flujo magnético,

pues 2m,B-—>Opara r—)oo(v,=ar).

El comportamiento asintótico del campo magnético se puede calcular
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observando que (8.38) tiene una solución estacionaria dada por

Rm r
Ba = BoexPl-T(—)2], (3-44)

1'o

donde ro es una escala radial característica del campo magnético inicial B(0,r) y

R“,=ar02/vm.Igualando el flujo inicial Fo=F(0) con

°° Rlll r

E. = Bo eXP[-’2—(;)2127mïr

se obtiene

. Rm Rln r 2

¿Emma m0: epr- 2 (to) JFO. (8.45)

Por lo tanto:

A Todas las soluciones originadas a partir de campos magnéticos iniciales con

flujo magnético total finito en el intervalo re(0,oo) tienden para t-Mo a Ia solución

gaussiana (8.45).

El campo magnético axial presente inicialmente en la región del flujo

convergente es amplificado y concentrado por el movimiento del plasma en un

filamento gaussiano de ancho 8/ry=(Rm)'m,donde alcania un valor pico proporcional a

RmFo.La intensificación del campo magnético en estos flujos es mayor que en el caso

plano por un factor Rmm. La energía magnética en la lámina de corriente final también

es mayor, ya que

B 2

Wfioz'É-Rmz 21:62z W0R_ , (8.46)

donde Wo=(21cr02)B02/81:es una estimación de la energía inicial.

8.2.2 Soluciones autosimilares.

La ecuación de evolución del campo magnético axial B(r,t) también admite una

familia de soluciones autosimilares de la forma

Rm r
. B= b(t) HIT y(t)(r-)’], (8.47)

0

donde H(z) es una función de la variable autosimilar z=(lf2)RmY(t)(r/ro)2.Reemplazando

(8.47) en (8.38) y suponiendo f=ar2 (a=cte) se obtienen las siguientes ecuaciones para el

factor de escala radial y(t) y la amplitud b(t):
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Figura 21. Soluciones autosimilares para n=3. Figura 22. Perfil de la solución autosimilar con n=3.

dv
¡ana-y), (8.48)

l db ‘

¡Ét- = 2a[1- (M l)y], (8.49)

donde X es un número real arbitrario (ver derivación para el caso plano, capítulo 6). Si

b(t) y y(t) satisfacen (8.48)+(8.49) entonces H(z) es solución de la ecuación

zH"+{1+z)H'+(k + l)H = 0. (8.50)

El factor de escala radial y(t) y la amplitud b(t) están dadas por '

'Yo

yo+(1—yo)e'“ ’ (8'51)

hoc-ua!

_ [Yo+(1-Yo)e""]‘*' ’

7(t) =

b(t) (8.52)

donde 70=y(F0) y bo=b(t=0).

Definiendo

H(z) = e"D(z), (8.53)

se obtiene una ecuación de Kummer para D(z)

zD"+(l - z)D'+7\.D= 0, (8.54)

cuyas soluciones son las funciones de Kummer M(-7k,l,z),pertenecientes a la familia de

las funciones confluentes (Abramowitz & Stegun, 1972). Cuando 7L=nes un número

entero positivo la fimción M(-n,l,z)=n!L..(z) es proporcional al polinomio de Laguerre
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de orden n, por lo que

H(z) = nle‘zLn(z) , (8.55)

para n=1,...oo. Estas soluciones representan campos magnéticos con perfiles gaussianos

modulados por oscilaciones espaciales. Todas las soluciones con 7t=n se extinguen para

t—)oo,como se desprende de (8.52). En la fig. 21 se grafica la evolución temporal de la

amplitud b(t) y del factor de escala y(t) para la solución autosimilar con n=3 (y(0)=0.01,

b(0)=0.1). La fig. 22 muestra el perfil del campo magnético correspondiente. Usando el

principio de superposición, el problema de valores iniciales para una distribución

arbitraria de campo magnético Bo=B(r,F0) se puede resolver sumando soluciones de la

forma (8.55).

El caso particular X=0 corresponde a la evolución de un campo magnético de

perfil gaussiano

R
Bm = exp[--2lv(t)(;r—)2], (8.56)

____b_o___
Yo+ (l _ Yo)e

con y(t) proporcional a b(t). Para yo=1/Rm<<1la solución (8.56) tiende asintóticamente a

“2 (y—>l para t—>oo),con una amplitudformar un filamento gaussiano de ancho ¿xroRm'

igual a boRm La intensificación del campo magnético se produce en un tiempo del orden

de tN(1/2a)lan. El filamento gaussiano disipa energía (por unidad de longitud) a una

tasa dada por

1: b2

J =ER2m(VmÉ), (8-57)

mientras continúa el movimiento del plasma.
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9 Aplicaciones a procesos disipativos en plasmas.

En este capítulo se consideran algunas aplicaciones a fenómenos fuertemente

disipativos en plasmas donde localmente se producen movimientos con un punto de

estancamiento. Se obtienen estimaciones para el calentamiento Joule y las escalas

características de tiempo en procesos disipativos correspondientes a tres situaciones

fisicas: i) la formación de “hot spots” durante la etapa de la columna de plasma

comprimido en el experimento Plasma Focus; ii) la aniquilación rápida del campo

magnético en la magnetopausa terrestre subsolar; iii) fenómenos disipativos rápidos

asociados con fulguraciones ("flares") en la corona solar. En la discusión de los

ejemplos no se pretende llevar a cabo un análisis detallado de la fisica de estos

complejos sistemas. El propósito del capítulo es mostrar que a partir de las

configuraciones de campo magnético estudiadas en los capítulos previos, se obtienen

valores que corresponden en orden de magnitud a los observados en diversos procesos

de transferencia rápida de energia.

9.1 Plasma Focus.

El Plasma Focus consiste en la descarga eléctrica de un banco de capacitores

entre dos electrodos cilíndricos dispuestos en forma coaxial con la parte delantera

abierta, que son colocados en una cámara llenada con deuterio a baja presión (a veces se

usa una mezcla 50%-50% de deuten'o y tritio). La lámina de corriente que se genera

entre los electrodos (posición l de la figura) es cmpujada por fuerzas magnéticas hacia

adelante, donde colapsa sobre el eje axial del dispositivo fomando una columna densa y

caliente de plasma (posición 2). A esta última etapa se la conoce propiamente como el

Plasma Focus (Rager, 1982).

La columna de plasma, que mide típicamente unos 2-3 cm de largo y tiene un

diámetro de 0.3-0.4 cm, dura aproximadamente 100 ns y es una fuente de radiación

intensa (rayos X de 10-100 keV), haces de partículas (iones de l-lO MeV emitidos hacia

adelante sobre el eje y electrones relativistas de «l MeV emitidos hacia atrás en

dirección de los electrodos) y neutrones de fusión (Bostick, Nardi & Pn'or, 1972; Nardi
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Figura 23. El Plasma Focus.

et aL, 1980). Estos procesos altamente energéticos [se logran usando bancos de

capacitores de 20-80 kJ, operando entre 20-50 kV y con descargas de Nlus. Mediante

técnicas especiales en dispositivos de 80 kV y 200 kJ, se han obtenido breves destellos

(40-80 ns) con una producción de 1010-10llneutrones de 2.4 MeV a partir de reacciones

Deuterio-Deuterio (Nardi et al., 1988).

El tamaño del dispositivo, incluyendo el sistema de vacío y el banco de

capacitores, es moderado y su costo es relativamente bajo. Entre las aplicaciones

tecnológicas del Plasma Focus actualmente en desarrollo que buscan explotar las

características especiales de esta fuente de radiación (puntual, muy intensa y de corta

duración), se encuentran la litografia por rayos-X de microcomponentes electrónicos y

su utilización como fuente de neutrones para la neutrongrafía y el análisis de materiales

por activación neutróniea (Nardi & Brzosko, 1989; Gnavi, Gratton & Bender, 1994).

I En los experimentos del Plasma Focus se observa la formación de pequeñas

regiones de alta energía durante la etapa del foco. Estas regiones, conocidas como “hot

spots”, se asocian con estrangulamientos localizados de la columna de plasma

comprimido (Choi et al., 1993). Por otra parte, algunos trabajos experimentales han

reportado la existencia de estructuras filamentarias con campo magnético propio en la

lámina de corriente durante la etapa coaxial y en la columna de plasma (Bostick, Nardi

& Prior, 1971; Nardi, Bostick & Prior, 1973). Los filamentos magnéticos
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proporcionarian una componente de campo magnético axial en la columna, cuya

disipación se podría intensificar debido a la presencia del movimiento radial en la región

del estrangulamiento.

Para la aplicación del modelo en geometría cilíndrica de la sección 8.2 se

considera una región en la columna de tamaño roN0.l cm (en la dirección radial). Las

escalas de tiempo para la emisión de rayos X y de particulas son del orden de 10 ns en

los experimentos realizados con el Plasma Focus. Se puede tornar entonces un valor de

awlO8s", que corresponde a una velocidad radial |v,l=ah0«107cm/s para el colapso de la

columna. Suponiendo una temperatura inicial de TNZOOOeV se obtiene (usando la

fórmula de Spitzer) vmmlO2cmz/s, de donde resulta RmNIO".El valor inicial del campo

magnético axial se estima en Bonlos Gauss. Se han medido campos magnéticos

filamentarios del orden de 3x103-104 Gauss durante la etapa coaxial, por lo que es

razonable esperar un valor más alto en la etapa del foco debido a la intensificación por

efecto de la compresión del plasma. Mediante corrientes de descarga de 5x105 amperios

(valor pico) se pueden obtener campos azimutales del orden de B;le6 Gauss, es decir

diez veces mayor que Bo.

A partir de estos valores el modelo predice la formación de una lámina de

corriente de radio ¿»10'3 cm en un lapso de tiempo ta40 ns. La densidad de energía

magnética dentro de la lámina de corriente final es del orden de wwwoRmz-«4x10l6

erg/cm’. Suponiendo una densidad de plasma en la columna igual a nmlO20cm'3 se

tendn'an N10” partículas en el volumen final de la lámina de corriente Vw3x10'7cm3

(VA/nósz), con una disipación Joule de 30keV por partícula (por nanosegundo). El

campo magnético axial puede llegar en teoria hasta los N200 MGauss (Nardi, Bostick &

Prior, 1973), aunque cabe recordar que la presión dinámica asintótica del flujo limita el

proceso de intensificación en la práctica (ver sección 5.2).

Se puede mostrar que la disipación generada por la componente azimutal de

campo magnético B‘ (que origina el estrangulamiento) es despreciable frente a la

disipación de Bz, debido fundamentalmente a que el flujo de estancamiento no amplifica

esta componente del campo magnético. El valor máximo que alcanza B, durante la etapa

del colapso del Plasma Focus es de aproximadamente 10a Gauss, puesto que los valores

experimentales para B.—v21/croson de ese orden, convalidando que la presión magnética
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"bow shock"

Magnetosfera terrestre.

debida a B4,sostiene el proceso de intensificación y disipación de la componente axial

BZ.

9.2 Magnetosfera terrestre.

El viento solar comprime el campo magnético terrestre al llegar a la

magnetosfera, formando una compleja estructura con un choque estacionario (“bow

shock”) donde el plasma es frenado hasta llegar a la magnetopausa (Saunders, 1991). El

carácter tridimensional del flujo de estancamiento en la magnetopausa subsolar podría

explicar la moderada intensificación del campo magnético que se observa en esa región.

Estos flujos se caracterizan por el decaimiento rápido del campo magnético y requieren

la inyección continua de energía magnética a una tasa finita para sostener estructuras

disipativas estacionarias (sección 8.1). Las consideraciones siguientes se refieren al

frente diurno de la magnetopausa en condiciones de campo magnético interplanetario

con orientación norte y ángulo pequeño con el campo geomagnético. De esta manera se

excluye la posibilidad de procesos de reconexión.

Una escala de longitud característica para el flujo delante de la magnetopausa

subsolar es ho—v2.6x104km (correspondiente a la distancia entre el “bow shock” y la

magnetopausa, de aproximadamente 4 radios terrestres) con una velocidad Uon200 km/s
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para el plasma (Rijnbeek et al., 1989; Sonnerup et 31., 1981). Por lo tanto,

a--Uo/ho—v7.7x10'3s'l correspondería a un tiempo característico para la evolución del

campo magnético del orden de algunos minutos, según el modelo considerado aquí

(tal/a). El valor de la difusividad magnética vm en esta región no se conoce con

exactitud (Gratton et al., 1988).

Las mediciones realizadas a partir de datos proporcionados por satélites indican

que se producen cambios importantes en la presión del viento solar y de la posición de

la magnetopausa en periodos de varios minutos (Farrugia et al., 1989).Es poco probable

entonces que se desarrollen láminas de corriente estacionarias: el campo magnético

delante de la magnetopausa crece, se aniquila y rodea la región siguiendo los cambios

del viento solar. Sin embargo, se ha observado que el campo magnético que ingresa

desde el “bow shock” es intensificado hasta 1.5 veces su valor original al llegar a la

magnetopausa, lo que implicaría un valor pequeño de RmNSsi se supone un flujo

estacionario donde la amplitud del campo magnético escala como Rm“4(ecs. 831-832).

Este valor de Rmestá dentro del rango sugerido por varios autores para el flujo en esta

región (e. g., Phan & Sonnerup, 1991).

9.3 Corona solar.

9.3.1 El modelo básico y la amplificación de campo magnético.

Los valores de disipación necesarios para una firlgm'ación solar grande ("flare")

de 1032erg, así como para fulguraciones menores de 1029erg, son fácilmente obtenidos

a partir de la amplificación de energía magnética que predicen los modelos de los

capítulos precedentes. En un escenario básico de fulguración solar se considera la

interacción de dos lazos de campo magnético bipolar (fig 23a), originados en las

regiones activas de la fotosfera (Machado et al, 1988). Los movimientos convectivos de

la superficie solar empujan estas estructuras una contra otra, formándose a la altura de la

corona solar una lámina de corriente que abarca una región de volumen leo24 crn3

(Machado et al, 1997) donde se produce un flujo de plasma con una línea de

estancamiento. Los filamentos de campo magnético que forman los lazos tienen una

intensidad aproximada de Ely-100 Gauss y la difusividad magnética es del orden de
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(a) (b)

Figura 23. (a) Escenario de fulguración solar; (b) Emelazado de las líneas magnéticas
debido a movimientos convectivos de la superficie solar.

vmwlo3 cmZ/s, que corresponde a una temperatura de 106-107K para la corona solar

(Parker, 1997). La energía magnética inicial es por lo tanto Wow4x1026erg. Suponiendo

una velocidad característica de convección Uorvl km/s para los gránulos fotosféricos,

resulta entonces que a'wlO'2s'l y Rmnlolo. En consecuencia, la intensificación de la

energía magnética sería del orden de WNWoRu,m«-4x1031erg, que representa también la

energía disipada por calentamiento Joule en una unidad at de tiempo (es decir cada lOO

segundos) dentro de la lámina de corriente final. La escala temporal del proceso de

intensificación es 1:»(1/2a)lanN1 150 s.

Sin embargo, como se vio en la sección 5.2 la amplificación de la energia

magnética en los modelos incompresibles está limitada en la práctica por el valor

asintótico de la presión dinámica. En el caso solar resulta que los valores de BN0.02

(B=81rp0/BL2)y del número de Mach-Alfvénico M,i«5x10“‘l (es decir una velocidad

característica de Alfvén vA=BL/(411:mpn)N2000km/s, donde nNIOlo cm'3 para la corona,

mucho mayor que U0) limitan la intensificación del campo magnético hasta

aproximadamente 100 Gauss, a través de la condición

Bi 1 B"‘2—+— U2+ z
81: 2p o po 81:

donde B*NBLes el máximo valor alcanzable para el campo magnético, correspondiente

a una presión que se hace cero en la vecindad de la línea de estancamiento (ver ec. 5.10).

Por otra parte, dada la magnitud de las variaciones AB del campo magnético los efectos

de la compresibilidad también pueden llegar a ser importantes (sección 2.2). No
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obstante, hay varios resultados de la tesis que permiten realizar un aporte a la discusión

del problema solar. A continuación se examinan varios escenarios de disipación de

energía magnética en el marco de las ideas de Parker (Parker, 1994; Parker, 1997) sobre

"nanoflares" y se vuelve a considerar el escenario tradicional de reconexión mencionado

anteriormente. La discusión se hará teniendo en cuenta conceptos desarrollados en

varios capítulos de este trabajo.

9.3.2 Calentamiento coronal: el modelo de "nanoflares" de Parker.

Entrelazado de líneas magnéticas y formación de discontinuidades.

En el modelo de Parker se explica la emisión térmica observada en la corona

solar como el resultado conjunto de numerosos eventos energéticos relativamente

pequeños denominados "nanoflares", por involucrar energías del orden de 1023erg, es

decir, nueve órdenes de magnitud menores que la energía de una fulguración solar

grande (MIO32erg). Los movimientos convectivos lentos de las celdas en forma de

remolinos que se producen en la base de los lazos magnéticos (gránulos en la superficie

del sol con una escala de longitud caracteristica de ¡»300 km), retuercen y entrelazan los

filamentos de campo magnético que forman dichas estructuras (ver fig 23h). El

elemento básico de esta teoria es entonces la deformación de la madeja de filamentos

magnéticos que constituyen los lazos y la consecuente producción de "apretujamientos"

locales de regiones de plasma y campo magnético del orden de ¡”300 km. El entrelazado

aleatorio de las líneas de campo magnético introduce la energía magnética libre que

alimenta la disipación de calor en la corona.

Para un lazo magnético tipico de longitud 1/»2x109-2x10lo cm, resulta que la

escala de tiempo dinámico ta=UvAN10-100 s es mucho menor que la escala de tiempo

asociada con la convección fotosférica tc=I/Uc»300 s. Por lo tanto el campo magnético

del lazo se encontraría en un estado continuo de cuasi-equilibrio estáüco a medida que

los puntos de apoyo de los filamentos se entreveran lentamente, desplazados por los

remolinos convectivos de la fotosfera. Como consecuencia del proceso de entrelazado

de las lineas magnéticas los esfuerzos de Maxwell inherentes a la configuración tienden

a empujar regiones de fluido y campo magnético, formando superficies de

discontinuidad tangencial con el fin de lograr un equilibrio estático (Parker, 1994). En
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presencia de una conductividad eléctrica finita las discontinuidades no se pueden

desarrollar (por lo que un equilibrio absolutamente estático no es posible), formándose

en cambio láminas de corriente intensas en las superficies de separación de los

filamentos magnéticos.

Reconexión en las láminas de corriente.

Llegado a este punto Parker señala que la configuración local de la lámina de

corriente corresponde a un escenario de reconexíón lenta (ver sección 10.3). En este

escenario dos campos magnéticos no paralelos son transportados por el flujo de plasma

hacia una región disipativa de tamaño I y espesor 6=1/S"2 (S=IvA/vmes el número de

Lundquist), donde son reconectados a una velocidad máxima dada por VSp=VA/Sl/2,

liberando energía térmica y cinética (chorros de partículas aceleradas que son

rápidamente termalizadas) durante el proceso.

Parker (1997) estima que el campo magnético Bl generado por el entrelazado

aleatorio de los filamentos magnéticos (transversal al campo medio BLNIOOGauss) es

de aproximadamente 10 Gauss. A partir de este valor de campo magnético se obtiene

una velocidad de Alfvén vM»-2x107cm/s suponiendo una densidad coronal de nulolo

cm'3, de donde resulta, tomando ¡»3x107 cm, un número de Lundquist del orden de

SN6x10”. En consecuencia, vsr20 cm/s, con un tiempo característico de reconexíón

Tsp=I/VSP"1.5)th6 s. Este tiempo es largo comparado con el tiempo típico de entrelazado

de los filamentos magnéticos, que Parker calcula en tew2x104s para un lazo de longitud

LNZMIOlocm y suponiendo una velocidad característica de entrelazado (mayor que la

velocidad de las celdas convectivas) del orden de uNIOkm/s.

De aquí que debe postular un proceso más rápido de reconexíón, que haga

factible la disipación de la energía acumulada por el enuelazado de las líneas

magnéticas en tiempos comparables con te y de esa manera lograr un estado disipativo

estadísticamente estacionario. Con este fin invoca la existencia de una resistividad

anómala, teniendo en cuenta que el plasma se encuentra en un estado turbulento y el

hecho de que la velocidad de conducción electrónica estimada a partir de la ley de

Ampere va ¿/41me8«l.6x108cm/s, es aproximadamentediez veces mayor que la

velocidad térmica de los iones.
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Figma 24. Escenarios de aniquilación magnética dentro de los lazos magnétcos.

La reconexión rápida de los campos magnéticos en las láminas de corriente

formadas como consecuencia del retorcimiento y entrelazado de los filamentos, da lugar

por lo tanto a una liberación rápida y localizada de energía térmica. Estas explosiones o

estallidos, que corresponden a fulguraciones pequeñas de energía 13BL/81vv1023erg, son

denominados "nanoflares" por Parker. En consecuencia, el calentamiento observado en

la corona solar, cuya intensidad es del orden de INIO7erg cm'2 s", sería el resultado de

un mar de "nanoflares", con la producción del equivalente de aproximadamente un

"nanoflare" de 1023erg cada segundo, sobre cada región de área «1016 cmz.

9.3.3 Calentamiento coronal y fulguraciones en el marco de amplificación y
aniquilación magnética.

La turbulencia de líneas magnéticas y la formación de zonas de disipación rápida.

Una consecuencia importante de la idea de Parker acerca de la madeja de líneas

magnéticas es la generación de flujos de estancamiento a bajas velocidades, del orden de

uNIO km/s (mucho menores que la velocidad del sonido CSNZOOkm/s), como

consecuencia del retorcimiento y entrelazado de las líneas de campo magnético que

forman el tejido de los lazos coronales (fig. 23h). La presión magnética B02/81rdel
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campo magnético medio de los filamentos, que tiene un valor aproximado de BTIOO

Gauss, funciona en este sentido como el agente o forzante de flujos con líneas de

estancamiento en las regiones comprendidas entre las fibras de campo magnético.

En la fig. 24 se muestra en forma esquemática varios escenarios de aniquilación

magnética que pueden aparece en el contexto del modelo de Parker (pero no examinados

por este autor), correspondientes a pequeñas regiones dentro del "ovillo" de campo

magnético como la que aparece en el recuadro de la flg. 23. La línea de estancamiento

del flujo es perpendicular al plano del papel. Entre los filamentos de «100 Gauss existe

un campo magnético de menor intensidad (por lo menos al comenzar la evolución del

lazo), que representa la "semilla" inicial de campo magnético de los modelos estudiados

en los capítulos precedentes de la tesis.

En la figs. 24a-24b el campo magnético de los filamentos es normal al plano del

flujo de estancamiento. En estos dos casos cabe esperar un decaimiento del campo

magnético más intenso, como se vio en la sección 4.5, mientras la "semilla" de campo

magnético contenida en el plano del flujo es intensificada. Las figs. 24c-24d muestran

en cambio dos casos en los que los filamentos magnéticos se encuentran contenidas en

el plano del flujo de estancamiento. El escenario de la fig. 24d, que presenta una capa

neutra formada a partir de dos campos magnéticos de sentido opuesto, corresponde al

escenario de reconexión vislumbrado por Parker (modelo Sweet-Parker de reconexión).

Por supuesto que los cuatro escenarios mencionados son simplificaciones que

corresponden a casos límites. En general, la configuración de campos será de naturaleza

tridimensional, con componentes de campo magnético filarnentario tanto en el plano del

flujo de estancamiento como en la dirección normal al mismo. Ahora bien, la

intensificación del campo magnético debido al flujo de estancamiento está limitada en la

práctica por el valor asintótico de presión magnético BL2/81t,por lo que el campo

magnético amplificado puede alcanzar a lo sumo un valor de BLA-100Gauss. Por otra

parte, como ya se señaló en el caso de los escenarios de las figuras 24a-24b, el modelo

de aniquilación predice el decaimiento de las componentes normales al flujo. En

consecuencia, a partir de una configuración genérica de campos magnéticos en una

región pequeña dentro de los lazos coronales, tienden a privilegiarse los escenarios de

las figs. 24c-24d. Esto apoya en parte la tesis de Parker, en cuanto a que la
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configuración de campos que supone para justificar la liberación de energía térmica en

forma de "nanoflares" corresponde a un proceso de reconexión rápida (caso de la fig.

24d).

Sin embargo, a diferencia del modelo de Parker, los resultados de esta tesis

muestran que en el caso de los escenarios de las figs. 24c-24d puede haber disipación

rápida aún sin reconexión magnética. Durante la primera etapa del proceso de

amplificación el campo magnético en la región del flujo de estancamiento crece en

forma exponencial con el tiempo (ec. 3.26), hasta alcanzar un valor máximo B*«100

Gauss. Suponiendo que la "semilla" de campo magnético es de aproximadamente l

Gauss (un orden de magnitud menor que el valor utilizado por Parker), el tiempo de

exponenciación es del orden de 1*«ln100/azl38 s, donde a=u/Ih—3x10'2s". Este tiempo

de intensificación, que es mucho menor que el tiempo característico de entrelazado de

las líneas tew2x104 s calculado por Parker, permite obtener valores muy altos de

disipación JNaI3B“'2/81rz3x1023erg s'l sin la necesidad de invocar configuraciones ad­

hoc de campo magnético, ni procesos de reconexión rápida. En efecto, el caso de la fig.

24c y también las campos magnéticos "semillas" de las figs. 24a-24b, son todos

ejemplos de campos monopolares, donde hay disipación intensa pero no hay reconexión.

Por lo tanto, con el modelo de aniquilación se obtiene una disipación que es del orden

de un "nanoflare" de Parker durante la etapa final del proceso de amplificación.

Aceleración de los procesos disipativos.

Por otra parte, la intensificación de campo magnético es acompañada por una

disminución de la presión del plasma en cada punto de los "huecos" que se van llenando

con el campo magnético arnplificado (ver ec. 5.18). Cabe esperar entonces una caida de

la densidad del plasma ("plasma depletion") en estas regiones, por lo que la energía

disipada termina distribuyéndose sobre un menor número de partículas. El fenómeno de

"plasma depletion" y su influencia sobre la evolución del campo magnético se estudia

con más detalle en el capítulo 12. La disipación continua de energía ocasiona asimismo

un incremento importante de la temperatura del plasma. El aumento de la temperatura

genera una disminución de la resistividad local, cuya dependencia es de la forma 'I'm, lo
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que puede dar lugar a un "desboque térmico" que acelera aún más el proceso disipativo

(ver capitulo ll).

Es interesante observar también que la disminución de densidad en la región

disipativa puede facilitar la reconexión magnética que Parker asume en el escenario de

la fig24d, e incrementar la disipación de energía en el caso de la fig. 24c, a través del

aumento de la velocidad de deriva. La generación de una resistividad anómala requiere

que la velocidad de conducción electrónica vma(c/41t)B*/neh*, donde h*«lexp(ar*)z3

km es una estimación del ancho la lámina de corriente (ver ec. 3.18), sea mayor que la

velocidad térmica de los iones (proporcional a TW). Una caída de la densidad implica

por lo tanto valores mayores de Vdfifi.Los resultados del capítulo 12 indican que la

generación de resistividad anómala es factible a pesar del aumento de la temperatura en

la región disipativa, por cuanto ese aumento moderado en comparación con la

disminución de densidad observada en estos flujos.

Avalanchas.

Las consideraciones precedentes llevan a plantear las posibles consecuencias

secundarias dc un proceso rápido de reconexión ocurrido en un escenario como el de la

fig. 24d. Suponiendo que la reconexión ocurre para valores de campo magnético

cercanos a los que postula Parker (1997), es decir del orden de BNIO Gauss, se generan

chorros de plasma dentro del lazo magnético, con la velocidad de Alfvén

correspondiente vAa-200lan/s. En consecuencia, un evento explosivo de esta naturaleza

puede desencadenar explosiones vecinas en escenarios similares a los ya descriptos,

pero con una velocidad de flujo mayor que acelera el proceso dispativo. En efecto, si la

velocidad es del orden de VANZOOkm/s, el tiempo de amplificación exponencial del

campo magnético inicial (N1 Gauss) se reduce a r*-«7 s (anA/Iz0.67 s), con una

disipación final resultante de 4x10" erg s". Lo que se tiene entonces es un escenario en

el que un evento explosivo inicial, un "nanoflare" de Parker, genera una avalancha o

reacción en cadena de estallidos vecinos con escalas de tiempo más cortas y tasas de

disipación mayores.
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Revisión del modelo básico.

El escenario básico de interacción entre dos lazos magnéticos (fig. 23a) también

se puede rever en el marco de las ideas presentadas aquí, separando el proceso en dos

fases. En primer lugar se produce una fase inicial lenta, que corresponde a la

intensificación de la "semilla" de campo magnético que forma la lámina de corriente.

Esta etapa tiene un tiempo característico de thNL/UleOO s, donde LNIOOOkm es la

escala de longitud de la región del flujo de estancamiento y U-«l km/s cor-responde a la

velocidad de las celdas convectivas de la superficie solar (que empujan el campo

magnético de los lazos uno contra el otro). Durante la etapa de intensificación la

densidad del plasma disminuye, con el consiguiente aumento de la velocidad de deriva

electrónica. En consecuencia, la generación de rcsistividad anómala puede desencadenar

una segunda fase explosiva, que corresponde a la fulguración propiamente dicha. La

energía magnética acumulada durante la primera etapa de la fulguración, que es del

orden de L3B¡_2/81tw4x1026erg (By-100 Gauss), es liberada en forma explosiva mediante

un proceso de reconexión rápida. El tiempo característico de esta segunda fase es del

orden del tiempo de Alfvén L/vAN0.5 s, donde VANZOOOkm/s. Estos valores de energía y

tiempo son similares a los observados experimentalmente en los "Energy Release

Fragments" (ERP), que serían los eventos rápidos que componen las fulguraciones

solares de escalas más grandes (Machado et al. 1997).
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10.Estabilidad de láminas de corriente y reconexión
magnética.

Las láminas de corriente formadas a partir de campos magnéticos de sentido

opuesto, e.g. la solución de Dawson (6.23), son susceptibles a la generación de

inestabilidades resistivas (modos “tearing”) y procesos de reconexión magnética (White,

1983; Forbes & Priest, 1987; Sonnerup, Ip & Phan, 1990). Sin embargo, para

configuraciones más generales de campo magnético, como las estudiadas en los

capítulos previos, la evolución de la lamina de corriente puede ser muy diferente.

Se ha visto que la formación de una lámina de corriente estacionaria con campos

magnéticos opuestos requiere la existencia de una inyección continua de flujo magnético

que es perfectamente simétrica desde ambos lados de la configuración (ver capítulo 7).

En caso de existir una asimetría en la inyección de flujo magnético, la componente par

del campo magnético sostenida por inyección crece rápidamente y domina la solución

global en muy poco tiempo (menor que el tiempo de crecimiento de las inestabilidades

resistivas). Aún cuando la inyección de flujo magnético se produzca en forma simétrica,

una componente inicial de campo magnético par (sin inyección) puede llegar a crecer lo

suficiente como para modificar substancialmente la estruetma de la lámina de corriente

original. Por otra parte, en flujos con un punto de estancamiento tridimensional todas las

componentes del campo magnético se aniquilan rápidamente, a menos que sean

sostenidas por una inyección continua de energía magnética (ver sección 8.1).

Tomando en cuenta estas consideraciones se puede distinguir entre dos casos al

estudiar la estabilidad de láminas de corriente genéricas. Por un lado, se encuentran las

configuraciones estacionarias de campo magnético impar sostenidas por una inyección

continua y simétrica de flujo magnético. En este capítulo se considera la estabilidad de

estas láminas de corriente. Por el otro, están las configuraciones dependientes del

tiempo que decaen completamente para t—)ao, o tienden a soluciones gaussianas

estacionar-ias.En estas soluciones el campo magnético no cambia de signo, por lo que la

configuración tiende a ser estable y el concepto de reconexión no resulta aplicable.
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10.1 Influencia del movimiento sobre la estabilidad de la lámina de
corriente.

En la teoria clásica de los modos resistivos “tearing” se consideran

configuraciones estáticas de plasma con una lámina de corriente en equilibrio difusivo

(Furth, Killeen & Rosenbluth, 1963). Sin embargo, la presencia de un flujo de plasma

puede modificar substancialmente el desarrollo de la inestabilidad. La consideración de

configuraciones de equilibrio no estáticas tiene particular interés en aplicaciones

astrofisicas, por cuanto se observan en las prominencias solares, la magnetopausa

terrestre y en chorros (“jets”) extragalácticos (Ofinan et al., 1991). En particular, el

estudio de la estabilidad de láminas de corriente sostenidas por un flujo con un punto de

estancamiento constituye una variante novedosa dentro de la teoría.

Una teoría de los modos resistivos para la componente Bx del campo magnético,

es decir para la lámina de corriente formada a partir del campo magnético contenido en

el plano del flujo de punto de estancamiento, todavía no ha sido completamente

desarrollada. Esto se debe fundamentalmente a las dificultades teóricas asociadas a la

naturaleza intrínsecamente bidirnensional del problema perturbativo (Priest (1985)

analiza el caso de un flujo no uniforme a largo de la lámina de corriente de la forma

vo=onex, con Uo=cte). En cambio, el problema de la estabilidad lineal de la

componente BZ,que no es amplificado por el movimiento (ver ec. 4.2), se puede reducir

a una dimensión usando el método de modos normales. En este caso la configuración de

equilibrio es una solución exacta de las ecuaciones magnetohidrodinámicas. Esto

permite realizar el análisis sin las limitaciones usuales a valores pequeños de la

resistividad y viscosidad.

10.1.1Estabilidad de la lámina de corriente formada por la componente de campo
magnético normal al plano del movimiento.

En el trabajo de Phan & Sonnerup (1991) se investiga la estabilidad de una

lámina de corriente sostenida por un flujo de estancamiento en el plano normal a la

dirección del campo magnético. Agregando a la configuración considerada por estos

autores una componente adicional de velocidad paralela al campo magnético, se obtiene

una solución exacta de equilibrio dada por
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vo = (ax, —aY, errf{T:h—v}), B0 =(BTexp{-%(-ï-)2}, 0, Boerf{-J%}), (10.1)

donde a, BT, Bo, U0, son constantes y hv=(v/a)m, h=(vm/a)“2 son las escalas de longitud

de las láminas de vorticidad y corriente iniciales. Cabe notar que las dos escales de

longitud no son independientes. Por otra parte, como el equilibrio es exacto se puede

analizar la estabilidad para el rango completo de h y hy.

Expresando la velocidad y el campo magnético como v=v0+v1 y B=B0+B1, se

consideran perturbaciones de la forma f1=f¡(Y)exp(7tt+ikzz). Las ecuaciones

magnetohidrodinámicas linealizadas se pueden escribir en términos de las variables vw

y BW, que corresponden a las perturbaciones de la velocidad y del campo magnético

normales a la lámina de corriente. Las ecuaciones perturbativas resultantes para

v=v1y/vAy B=iB¡y/Bo, donde vA=Bo/(41cp)“2es la velocidad de Alfvén, son

(p-Dy+PmN)Nv+ikSMA(WN+W")v= —kS(BN+B")B, (10.2)

(p+l—yD+N)B+ikSMAWB =kSBv, (10.3)

donde se han definido las magnitudes adimensionales

MA—_L_19_’ Sszh: VA ’ p=’;—\l, Pm:—V­
VA Vm avm vm

v Y B v
k=kh=k‘l—ï, _—.—, = 02 = 02

z z a y h B B0 , W U0,

y los operadores D=d/dy, N=k2-D2. En (10.2)—10.3) aparecen tres parámetros

adimensionales: el número de Lundquist S, un número de Mach-Alfvénico MA y el

número de Prandtl magnético Pm.

Las ecs. (lO.2)-(10.3) definen un problema de autovalores para p que se puede

resolver usando un método matricial con diferencias finitas (Drazin & Reid, 1981). Las

ecuaciones originales se reemplazan por ecuaciones en diferencias, donde las derivadas

se aproximan por desarrollos de Taylor escritos en función de los valores de las

variables dependientes sobre una gn'lla numérica. El resultado final es una ecuación

matricial de la forma h

[A+pB]<|>=0, (10.4)

donde A, B son matrices de coeficientes complejos y 4>=(v1,V2,..., VN,B1, B2, ...BN)Tes

un vector formado por los valores de la velocidad y del campo magnético perturbativos
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Figura 25. (a) Tasas de crecimientopara modos resistivos con W=0 (b) Especuo de
autovalores para k=0.3, s=100 y P_=lo" .

en los puntos de la grilla numérica. Los autovalores p y las autofunciones

correspondientes se obtienen a partir de (10.4) usando el método QR para matrices. Para

más detalles sobre el método numérico se puede consultar el apéndice.
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Figura 26. Influencia de la viscosidad en modos resistivos con S=50 (W=0).

En la fig. 25a se muestran las tasas (máximas) de crecimiento p,=Re(p)

correspondientes a modos resistivos con W=0 (MA=0) como función del número de

onda adimensional k, para distintos valores del número de Lundquist S y Pm=10’5.Los

valores de pr coinciden en todos los puntos calculados con los de Phan & Sonnerup

(1991), que fiaeron obtenidos usando un método numérico diferente. Las curvas

muestran que el flujo de equilibrio vo=(aX, -aY) tiende eventualmente a estabilizar la

lámina de corriente. En efecto, a medida que aumenta su fuerza (valores mayores de a

implican un gradiente de presión mayor, pues ap/óxocaz) disminuye el valor de S (al

reducirse el ancho de la lámina de corriente 'h=(vm/a)m).Para valores de S menores que

el valor critico Sc=12.25, la tasa de crecimiento pr es siempre negativo y el flujo es

estable.

El método numérico utilizado aquí para obtener las tasas de crecimiento también

proporciona una aproximación al espectro completo de autovalores. En la fig. 25b se

muestran algunos de los autovalores para el caso k=0.3, S=100 y Pm=10'5. La flecha

indica el autovalor real correspondiente al modo inestable. Los demás autovalores tienen

parte real negativa y corresponden a modos estables con una componente oscilatoria. A

diferencia del trabajo de Phan & Sonnerup (1991), donde se buscaban los autovalores
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Figura 27. Tasas de crecimientopara modos con Wto.

usando un método básicamente de prueba y error, esta forma'de obtener los puntos

permite garantizar la existencia de un solo modo inestable.

El efecto de la viscosidad sobre las tasas de crecimiento se muestra en la fig. 26,

donde se varía el número de Prandtl magnético Pm manteniendo S=50 (con W=O). La

presencia de viscosidad tiende a reducir la tasa de crecimiento de la inestabilidad. Esta

es una característica general de los modos resistivos tipo “tearing”. En el caso de una

lámina de corriente en equilibrio difusivo (vo=0) se puede demostrar que la tasa de

crecimiento no es una fiinción de S y Plllpor separado, sino que depende únicamente del

número de Hartmann PIES/Pm"2 con una ley de escala de la forma p=lhzlvmocHamocV

"6 (Gratton & Krasnopolsky, 1994).

Cuando WatO (MastO) el problema presenta mayores complicaciones, ya que

pueden existir modos de tipo Kelvin-Helmholtz además de los resistivos. En la fig. 27

se muestran las tasas de crecimiento como función de MA,para k=0.4 y Pm=l (hv=h).

Los puntos con MA<1 corresponden a modos “tearing” que son estabilizados por la

presencia del flujo vaz(y). Para MA>1 se desarrollan inestabilidades de Kelvin­

Helmholtz, con tasas de crecimiento mayores que las correspondientes a los modos

resistivos. Un estudio más detallado sobre los efectos combinados de la inestabilidad de
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Kelvin-Helmholtz y la “tearing” en estas configuraciones, así como la influencia del

número de Prandtl magnético Pm, se puede encontrar en Bender, Gratton & Galváo

(1996).

10.1.2Estabilidad de la lámina de corriente formada por la componente de campo
magnético contenida en el plano del movimiento.

Existen indicios teóricos y numéricos de que la lámina de corriente formada por

la componente Bx es aún más estable que la formada por Bz (Biskamp, 1994). Las

ecuaciones perturbativas para un campo magnético Bx°=B(y) en un flujo irrotacional

representado por la función de corriente go=axy son (Gratton & Krasnopolsky, 1994)

(8,-LV)V2€1=-MB.,, (10.5)

(at —Lm)Bly = —aB¡y—Bang. (10.6)

donde B¡y= B¡y(x,y,t) es la componente del campo magnético perturbativo en la

dirección y (la componente de reconexión, normal a on), ¿¡=€¡(x,y,t) es la perturbación

a la función de corriente, M=(1/41tp)(BV2-B”) y LN(m)=v(m)V2-a(xóx-yay).Integrando

(10.6) para perturbaciones que se anulan en el infinito se obtiene

a Blz)’ 2 BXO BÏ)’
at EI-dS——vmjIgradBlyl ¿3441t BWEP-dS-aj-s-n-ds, (10.7)

donde dS=dxdy. Los primeros dos términos a la derecha de (10.7) aparecen también en

el caso de una lámina de corriente en equilibrio difusivo (a=0). El primero representa el

decaimiento de la energía magnética por disipación Joule, mientras que el segundo es el

que da origen a la inestabilidad. El tercer término, que aparece solamente cuando existe

un flujo de orden cero ¿o=axy, es claramente estabilizante y se debe a que el

movimiento tiende a reducir la componente de campo magnético normal a la lámina de

corriente (ver sección 3.2).

La estabilidad de la lámina de corriente formada por la componente BXtambién

se puede analizar considerando un flujo de equilibrio con ¿(°)-ñ(fo(y)y wm)=(po(y),donde

¡yes la función de flujo magnético, fiente a perturbaciones de la forma

a“) = xfi(y)e“, (10.8)

1

w‘” = {wo(y)+5x’w2(y)}e”, (10.9)
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donde B1x=óyÍ')/Üy=Wo’+(1/2)x2y/2’ y Bly=-6y)m/ax=xc/Q son las componentes del

campo magnético perturbado. Las expresiones (10.8)—(10.9) corresponden a los

primeros términos de un desarrollo en potencias de xn de las funciones de corriente y de

flujo magnético perturbativas, donde se supone que el valor de x es pequeño comparado

con la longitud de la lámina de corriente y se desprecian los términos de orden superior

a x2 (ver, e.g., Biskamp, 1986). Con éstas hipótesis las ecuaciones de la

magnetohidrodinámica (previamente linealizadas) se separan en

. . m l .

(K—foD+fo—vD2)D2f.+fon, —fofi = mmoDzwz «pon/2, (10.10)

(¡‘“foD’VmDÜWo: i<Pb+2W2a (10.11)

(K-foD+2f¿-VmD2)w2 =0, (10.12)

donde ReO»)es la tasa de crecimiento de la perturbación. Como la ecuación para 4/12está

desacoplada de la restantes se pueden considerar dos casos: i) si ¡[1210,el autovalor A

está determinado por (10.12) y la solución 1/12genera a f1 y Wo;ii) si w2=0, la ec. (10.10)

determina el autovalor Ay la solución para fl genera a y/o.En un flujo con fo=ay (a=cte),

se puede integrar (10.12) en el primer caso para obtener

I 2 l 2 l ’2Re0») lwzl dy=— 2v.., IDwzldy-5a ¡w dy. (10.13)

Integrando (10.10) en el segundo caso, se obtiene
2 2 2

2Remllcolzl dy=— 2leDmlzI dy-3allcohl dy, (10.14)

donde m¡z=-D2f¡es la vorticidad perturbativa. En ambos casos el flujo es estable (es

decir Re(A.)<O)para a>0. Cuando a<0 las expresiones (10.13)—(10.14)no tienen signo

definido y el flujo puede ser inestable. En este ejemplo el término que da origen a la

inestabilidad en (10.7) es nulo, por ser 82¿(¡)/6x2=0para una perturbación de la forma

(10.8). Tomando un mayor número de términos en los desarrollos (10.8)-(10.9) se puede

estudiar la estabilidad de estas configuraciones recurriendo a un método numérico para

calcular los autovalores.
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10.2 Flujos planos dependientes del tiempo: soluciones numéricas.

Un flujo de estancamiento en el plano (x,y) tiende a estabilizar la lámina de

corriente, reduciendo la componente de reconexión By del campo magnético a la vez

que amplifica la componente BX(ver sección 3.2). Este efecto se opone a la permanencia

de configuraciones con reconexión y favorece en cambio la formación de láminas de

corriente alargadas de carácter cuasi-unidimensional, como las estudiadas en este

trabajo. La consolidación de la lámina de corriente en flujos bidimensionales se puede

ilustrar a través de soluciones numéricas obtenidas directamente a partir de las

ecuaciones magnetohidrodinámicas con efectos disipativos.

10.2.1Ecuaciones y condiciones de contorno.

Las ecuaciones correspondientes a un flujo plano incompresible (densidad

constante) en dos dimensiones, con viscosidad y resistividad uniformes, son

a 2 2 1 2 2

(EN jv ¿5277pr “MH-[Vca], (10-15)

[gmvzjwm , (10.16)

(0:42; (10.17)

donde ¿(x,y,t) es la función de corriente, w(x,y,t) es la función de flujo magnético,

w(x,y,t) es la vorticidad y [f,g]= xÍByg-axgóyf(ver capítulo 2). Estas ecuaciones se

resuelven numéricamente en una región rectangulardel plano comprendida entre 05st

y -h5ysh. En las fronteras y=ih se inyecta plasma y flujo magnético al sistema en forma

continua. Las ecs. (lO-15)—(10.17) se pueden escribir en términos de magnitudes

adimensionales definiendo nuevas variables de la forma t—->th/h, y—)y/h, x—>x/h,

W-My/Bohy ¿AE/uh, donde VA=Bo/(47tp)mes la velocidad de Alfvén en el punto

(x,y)=(0,h). Los parámetros adimensionales que aparecen en las ecuaciones sin

dimensiones son el número de Reynolds Sv=vAh/vy el número de Lundquist S=vAh/vm.

Las distribuciones iniciales de velocidad y de campo magnético, expresadas en

las variables adimensionales, están dadas por
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2 y), (10-18)

U-l
¿o(x,y) = MAx(_2—"y3 +

1

wo(x,y)=5y2-%x2(l-by2), (10.19)

donde a,b son constantes arbitrarias y MA=|vy(y=h)|/VAes el número de Mach-Alfvénico

calculado en y=ih (y=i-1 en variables adimensionales). La función de corriente inicial

(10.18) representa un flujo estacionario con un punto de estancamiento en el origen

donde el plasma ingresa con una velocidad normal vy=-MAen y=l. El caso con U=1

corresponde a un flujo irrotacional estacionario (ec. 3.7). Variando las constantes a,b en

(10.19) se obtienen distintas configuraciones iniciales de campo magnético, desde un

perfil lineal sin reconexión (a=0) hasta una distribución potencial con un punto neutro

de tipo hiperbólico en el origen (Fl, b=0). Las configuraciones iniciales con b=l

corresponden a campos magnéticos reconectados donde By=0 en y=il .

Las condiciones de contorno aplicadas en la frontera y=il son

¿(ny =iLt) =¿amy =il),

Üy<É,(x,y= i1,t) = MAUx ,

w(x,y=i-l,t)=w0(x,y=i1)—Eit, (10.20)

donde Ei representa aproximadamente el valor del campo eléctrico (adimensionalizado)

en los contornos (ad/¡»Ei en y=il cuando U=0). El caso con E=0 corresponde a un

sistema sin inyección de flujo magnético. En la frontera de flujo saliente x=xsse usaron

las condiciones de contorno

¿(xs,y,t)=¿(,(w),

aaflxvyn) =0,

anw(xs,y,t)=0. (10.21)

Las soluciones numéricas se obtuvieron resolviendo el problema de valores

iniciales con un esquema de diferencias finitas de tipo implícito. En los cálculos se

usaron hasta 257x257 puntos sobre una grilla numérica cartesiana, generalmente con

Ax=2Ay. El esquema numérico, incluyendo las condiciones de contorno (10.20)—(10.21),

se probó mediante una serie de corridas para configuraciones con un campo magnético

formado por líneas rectas en un flujo irrotacional (By=0). Se obtuvieron soluciones

correspondientes a sistemas sin inyección de flujo magnético y con inyección continua a
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una tasa constante. Las soluciones calculadas a partir de las ecuaciones (10. l 5)—(10.l7)

coincidieron en todas las pruebas realizadas con las predicciones teóricas y numéricas de

los capítulos anteriores. El método de discretización y la solución del sistema de

ecuaciones no lineales resultante se discute con más detalle en el apéndice.

10.2.2Consolidación de la lámina de corriente.

La fig. 28 muestra la evolución de una configuración con un campo magnético

inicialmente reconectado (a=0.l y b=l en 10.18), en un flujo rotacional con U=0,

Sv=1000, S=500 y MA=O.2 (Rm=SMA=100). En este ejemplo la función de flujo

magnético satisface la condición de contorno 6W8x=0 sobre las fronteras ubicadas en

y=il. Por lo tanto, el campo magnético que ingresa en forma continua a la región tiene

solamente una componente BK. Los gráficos sucesivos muestran la evolución de la

configuración para tiempos sucesivos a partir de t=0. Se observa claramente como la

componente By del campo magnético inicial es reducida y expulsada por el flujo,

formándose una lámina de corriente alargada de carácter cuasi-unidimensional que

termina por abarcar la región del cálculo en poco tiempo. Cabe observar que la tensión

magnética del campo magnético reconectado favorece este proceso para valores

pequeños de MA, ya que tiende a acelerar la expulsión de la componente reconectada

mientras se desarrolla la lámina de corriente a partir de la componente Bx amplificada.

La configuración final (ver la figura para t=6) corresponde en forma muy aproximada a

una lámina de corriente unidimensional plana, como las descriptas en esta tesis.

En cambio, si el campo magnético que ingresa a la región del flujo tiene una

componente adicional By (aux/anto en y=:tl) también se observa la formación de una

lámina de corriente de carácter cuasi-unidimensional, pero cuya longitud depende ahora

de los valores de S y MA. Este tipo de configuraciones se muestran en la figs. 29-32,

donde se grafican soluciones (aproximadamente) estacionarias correspondientes a flujos

con U=Oy Sy=2000, obtenidas a partir de una distribución inicial de campo magnético

dada por Wo=(l/2)(yz-23).Las figs. 29-30 corresponden a dos soluciones con el mismo

valor de R".=SMA=100, pero con valores diferentes de S y MA. En ambos casosse
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Figura 28. Consolidación de la lámina de corriente (MA=0.2,S=500). Líneas de corriente
(punteadas) y de campo magnético (continuas).
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Figura 29. Líneas de corriente (punteadas) y de campo magnético (continuas) en un flujo
con MA=0.05y s=2000 (12.5100)

Figura 30. Líneas de corriente (puntadas) y de campo magnético(continuas) en un flujo
con MA=0.l y S=1000 (R..=100).
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Figura 31. Líneas de corriente (punteadas) y de campo magnético(continuas) en un flujo
con MA=0.02y s=2ooo (11.540).

Figura 32. Lineas de corriente (punteadas) y de campo magnético (continuas) en un flujo
con MA=0.05y S=1000 (R..=50).
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observa la formación de una lámina de corriente cuasi-unidimensional, que presenta

además una compleja región de transición en el extremo donde el chorro de plasma que

se desarrolla dentro de la región disipativa es abruptamente descelerado (Biskamp

(1994) discute estas regiones con cierto detalle a partir de simulaciones numéricas de

configuraciones similares realizadas por él mismo). Para valores menores de Rm se

obtienen soluciones como las que se muestran en las figs. 31-32, en las que se forma una

región disipativa relativamente pequeña. En flujos con valores bajos del número de

Reynolds magnético hay poca intensificación de la componente Bx del campo

magnético, por lo que la configuración inicialmente reconectada casi no se modifica.

La influencia del número de Mach-Alfvénico MAse puede apreciar comparando

las figs. 29 y 31, donde se grafican dos soluciones con S=2000 pero con distintos

valores de MA.Asimismo, las soluciones de las figs. 30 y 32 corresponden a un valor de

S=1000. En los dos casos la longitud de la lámina de corriente es mayor para valores

más grandes de MA. La influencia del número de Lundquist se muestra en las figs. 29 y

32, que corresponden a dos soluciones con el mismo valor de MA=0.05. En todos estos

ejemplos se observa que la longitud de la región dispativa final es mayor en la medida

que son mayores MA y S. Esto equivale a tener valores más grandes de Rm con lo cual

hay una mayor intensificación de la componente Bx que favorece la consolidación de la

lámina de corriente.

En las simulaciones numéricas de reconexión llevadas a cabo por Biskamp

(1986) siempre se observa la formación de una lámina de corriente cuasi­

unidimensional cuya longitud crece con MA y S. Cuando la lámina de corriente es lo

suficientemente larga y delgada (valores grandes de MA y S) pueden darse además

inestabilidades "tearing", generándose islas magnéticas dentro de la lámina de corriente

que luego son expulsadas por el chorro de plasma. Basándose en sus resultados

numéricos Biskamp hace una importante critica al modelo de reconexión rápida de

Petsheck (Biskamp, 1994). La tendencia a formar láminas de corriente también se

observa en las simulaciones numéricas de flujos compresibles realizadas por Jin & Ip

(1991). Para ciertos rangos de valores de los parámetros estos autores obtienen una

reconexión de tipo intermitente, seguida por la formación de una nueva lámina de

corriente. El trabajo de Yan, Lee & Priest (1992) muesu'a la formación de una lámina de
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corriente en simulaciones con resistividad uniforme. Los autores inducen la reconexión

de las líneas magnéticas a partir de una hipótesis ad-hoc: una resistividad anómala (no

uniforme) en la región cercana al punto de estancamiento.

10.3Comparación con el modelo de Sweet y Parker.

El modelo de Sweet y Parker (Sweet, 1958; Parker, 1963) se aplica a

configuraciones de reconexión magnética estacionaria, pero incluye la disipación de

flujo magnético en una lámina de corriente plana sin reconexión como caso límite

(aniquilación del campo magnético). La configuración básica se muestra en la fig. 34a.

El movimiento del plasma arrastra las líneas del campo magnético B¡ que ingresa a la

región de difusión (de ancho 8‘ y largo L) con una velocidad V¡.La reconexión, que es el

motor del flujo, se produce en el punto de estancamiento, donde B=0 y v=0. El plasma

que lleva el campo magnético reconectado Bo sale de la región de difusión con una

velocidad vo. La conservación de masa implica que

v¡L z vos . (10.22)

Por otra parte, de la ecuación de Bernoulli

+í+l VZN N ¿ii-+1 2 1023
pi 8“ Zpiwpwpo gn zpvo, ( . )

donde pN es la presión en el punto de estancamiento, y suponiendo que la presión de

entrada p¡ es aproximadamente igual a la presión de salida po, se obtiene

v(,2zB¡2/(41tp)=v,\¡2(donde se ha supuesto (Bo/B¡)2<<1 y (V¡/vo)2<<1). Por otra parte,

como la configuración se supone estacionaria la velocidad con que ingresa flujo

magnético a la región de difusión es aproximadamente igual a la velocidad de difusión:

Vm 10 24V’ N .
l 6' ( )

Combinando las ecs. (10.22)—(10.24) se obtiene que (6'/L)zS¡"/ZzV¡/VA¡, donde

vA¡=B¡/(41tp)es la velocidad de Alfvén calculada con el campo magnético externo Bi y

S¡-fi/A¡L/vmes el número de Lundquist correspondiente. Se acostumbra usar el número

de Mach Alfvénico MA,-=V¡/VA¡para medir la velocidad de reconexión, que en este

modelo tiene un valor máximo dado por MMszm. En configuraciones estacionarias

(donde el campo eléctrico E es constante) el flujo de energía magnética que ingresa a la
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(a) (b)

Figura 33. (a) Modelo de Sweet y Parker; (b) Lámina de corriente sostenida por
un flujo de estancamiento (aniquilación magnética).

región de difusión EB¡ es mayor que el flujo de energía saliente EBO,dado que B0 es

menor que B¡,. Una parte de esta energía es convertida en calor y la otra en energía

cinética (V°>V¡).

Las leyes de escala de los modelos de aniquilación magnética descriptas en esta

tesis difieren de las correspondientes al modelo de Sweet y Parker por dos motivos

importantes: i) la presencia de un movimiento impuesto en forma externa y ii) la

intensificación del campo magnético en la lámina de corriente. En la fig. 34b se muestra

en forma esquemática la configuración para el caso de un flujo plano. La lámina de

corriente, que se supone de ancho 6 y largo L, es sostenida por un flujo irrotacional en el

que V¡zv°. A partir de los resultados de la sección 3.2 y suponiendo Lzh, se obtiene

6/Lsz’"2 (Ru,=V¡L/vm).El campo magnético externo B¡ es amplificado por el flujo de

estancamiento hasta alcanzar un valor BMzB¡le/2 en y=6. Como la configuración se

supone estacionaria, el ingreso de flujo magnético V¡B¡en y=L debe balancearse con la

disipación vaM/6 dentro de la lámina de corriente. En consecuencia, la velocidad de

reconexión MAFVi/VAipuede alcanzar en principio cualquier valor, pero está limitada en

la práctica por la presión dinámica disponible externamente para mantener el flujo (ver,

por ejemplo, la discusión de la sección 9.3 relativo a la generación de fulguraciones

solares). Por último, como Kn=MMS¡ se tiene 8/6‘=MA¡'“2.
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11 Evolución térmica de la lámina de corriente.

11.1Efectos no lineales de la temperatura en la evolución de la lámina
de corriente.

La disipación generada durante la evolución del campo magnético, que alcanza

valores muy elevados cuando el número de Reynolds magnético Rm es grande (ver

capítulo 9), puede dar lugar a un aumento importante de la temperatura en la lámina de

corriente. En estos casos se produce un acoplamiento no lineal entre la temperatura y el

campo magnético a través de la difusividad magnética, que tiene una dependencia con la

temperaturade la formavmoch.

El estudio detallado de este complejo proceso, incluyendo los efectos de la

compresibilidad, viscosidad, anisotropía de los coeficientes disipativos y otros factores

fisicos relevantes, implica un esfuerzo computacional considerable en dos dimensiones

y el tiempo. Como una primera aproximación al problema se propone un modelo

simplificado de carácter unidimensional que mantiene la hipótesis de incompresibilidad

(Bender & Gratton, 1994). En esta aproximación la ecuación de movimiento admite

soluciones irrotacionales para el flujo. El acoplamiento entre la temperatura y el campo

magnético se realiza, tal como se obtiene a partir de la teoría de procesos de transportes

en plasmas, a través de una dependencia con la temperatura de la difusividad magnética

T _

Vm= mi) 3/2, (11.1)

la conductividad térmica

T 5/2 B -2 T —1/2

A'llz)‘||0[ïo'] i XL=XL0(E:] , (ll-2)

y la disipación Joule (en la ecuación de energía).

Las ecuaciones no lineales que resultan del modelo incompresible se resuelven

numéricamente para determinar la influencia de los parámetros que rigen la evolución

del sistema. Bajo ciertas condiciones se puede originar un “desboque térmico” de la

región disipativa, ya que el valor local de Runcrece al aumentar la temperatura del

plasma (porque disminuye vm).Como consecuencia el ancho 8 de la lámina de corriente
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(proporcional a RJ”) se reduce al mismo tiempo que sigue intensificándose el Campo
1/2

),magnético (BNRm generando a su vez una mayor disipación y un aumento adicional

de la temperatura en la región.

11.2Ecuaciones del modelo incompresible.

Las ecuaciones de la magnetohidrodinámica (2.1)-(2.7) correspondientes a un

flujo incompresible, incluyendo una dependencia con la temperatura de la viscosidad

v(T), difusividad magnética vm(T)y conductividad térmica MLB), se pueden escribir

de la forma

2 l

%+mxv=—grad(%+vï)+íprotBxB+2div(vgradv), (11.3)

8B _

í = rot(v xB) + d1v(vmgradB), (l 1.4)

a
(5+ v -grad) 3nkT= div(7Lgrad'I’)+ :ÏUot B)2, (11.5)

donde n es la densidad (constante) de número de partículas, p=mn, coes la vorticidad y k

es la constante de Boltzmann. En (11.5) no aparece el término correspondiente a la

disipación viscosa 2pv(gradv)2, que se supone despreciable frente al efecto de la

disipación Joule. Este sistema de ecuaciones se satisface en forma exacta para flujos

irrotacionales planos y radialmente convergentes, definidos en coordenadas cartesianas

y cilíndricas por:

cilíndrico: vz=2az, v,=-ar,

Bz=B(y,t), Br=BÓ=O,

plano: vx=ax, vy=ay

Bx=B(y,t), By=Bz=0,

T=T(y,t), T=T(r,t). (l 1.6)

Con estas suposiciones se obtienen las ecuaciones

ÏïB=ífiá(vmo(Tlo)-mgs ÏÏB)+agÏïB+(s+1)aB, (11.7)

3m? =¿175%(l(T,B)C %)+ 3naQ-a—ggl+

+:Ï(%)"’2(ÏÏB)2, (11.8)

101



donde s=0 corre3ponde a un flujo plano (C=y) y s=l al caso cilíndrico (Ca). La

conductividad eléctrica en (11.7) tiene una dependencia con la temperatura de la forma

(T/To)3/2,donde To es la temperatura inicial (uniforme) del plasma. En este modelo la

conducción térmica se produce en dirección perpendicular a las líneas de campo

magnético, pues ÜT/ax=0 (JT/OFC para s=l). La conductividad térmica perpendicular

ALcorresponde a la de Braginskii (1965) en el límite de campos magnéticos intensos,

mientras que A"es la conductividad térmica isotrópica (B=0).

El problema de valores iniciales se resuelve en un intervalo finito -h05ysho

(OSrsho para s=l) donde a t=0 existe una distribución de campo magnético B(y,0). Si no

hay inyección de flujo magnético la distancia ho corresponde a la escala de longitud del

campo magnético inicial. Cuando existe inyección continua de flujo magnético (traido

por el movimiento del plasma) el valor de la tasa a la cual ingresa flujo magnético vyB

determina la escala ho. Esto es equivalente a fijar el valor de la velocidad vy=ahoy del

campo magnético Bo en y=ho, que es la forma en que se procede para el cálculo

numérico de las soluciones.

11.3 Parámetros adimensionales.

Los parámetros adimensionales que gobiernan las soluciones son: el número de

Reynolds magnético R,“=ah02/vmo,el número de Peclet maná/xo (donde ¡(EMO/3mes

la difusividad térmica isouópica), el cociente de la conductividad térmica isotrópica y

perpendicular Plug/ho, y el cociente de las energías magnética y térmica iniciales

8=(B02/81t)/(3nkTo).

El espesor de la lámina de corriente y la intensificación del campo magnético

inicial dependen de Rm mmemI/z para s=0, BumacRmpara s=l). Solamente para

valores grandes de Rrn se puede obtener un calentamiento importante de la región

disipativa. El efecto de la difirsión térmica en la región externa (donde BzO) está

representado por Pe, mientras que el aumento de la temperatura dentro de la lámina de

corriente depende del valor de y (o más precisamente de Pey). Este parámetro mide la

influencia del campo magnético sobre la conductividad térmica. Cuando y es grande el

campo magnético tiende a reducir el valor local de la conductividad térmica, evitando la
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Figura 34. Soluciones pares con Ru,=1000, Pe=0.01 Figura 35. Soluciones pares con R..=lOOO,P,=0.01
y F100. y s=0.1.

D(I)/aWo

Figura 36. Solucionespares con P.=0.0l, y=100 Figura 37. Soluciones impares con Pe=0.01,y=100
y s=0.l. y a=0.l.

pérdida de calor por difusión dentro de la región disipativa. La evolución térmica de la

lámina de corriente también depende de la energía magnética disponible inicialmente

para ser convertida en calor, representado por el parámetro a. Cuando e>>l, Ru,»1 y

Pey>>l las soluciones se vuelven muy sensibles al efecto térmico. Por el contrario, para

valores pequeños de estos parámetros se obtienen soluciones estacionarias.
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Otros factores que determinan la evolución temporal de las soluciones son la

paridad del campo magnético inicial (par o impar), la geometría de la configuración y la

presencia o ausencia de inyección de flujo magnético.

11.4 Soluciones numéricas: algunos ejemplos.

Las soluciones numéricas se obtuvieron integrando las ecs. (1 l.7)-(1 1.8) usando

un esquema de diferencias finitas de segundo orden que se describe en el Apéndice. Las

corridas numéricas se llevaron a cabo hasta alcanzar un estado estacionario, en caso de

existir, o bien hasta que la grilla numérica fuera incapaz de resolver la delgada lámina

de corriente originada como consecuencia del efecto de acoplamiento térmico.

11.4.1 Evolución dela disipación sin inyección de flujo magnético.

En las figs. 34-37 se muestra la disipación Joulc total (por unidad de área y de

tiempo) D(t)=(vmo/41t)i_hh(T/To)'3’2(dB/dy)2, medida en unidades de aWo con

W0=B02/81I,para soluciones planas (s=0) sin inyección de flujo magnético. Las figs. 34­

36 corresponden a soluciones con un campo magnético de tipo par, con

B(y,0)=BoCOS((Tr/2)y/ho)­

La influencia del parámetro e se muestra en las curvas de la fig. 34, donde se

mantienen fijos los otros parámetros: P.=0.0l, y=100 y R“,=1000. Cuando e=0 el campo

magnético alcanza el estado estacionario disipativo representado por la gaussiana (4.16).

Esta solución corresponde al caso sin efectos térmicos con T=To=cte (ver capítulo 4).

Tomando e=0.01 también se obtiene un estado estacionario, pero con una disipación

final levemente mayor que en el caso anterior. A medida que aumenta el valor de e se

alcanzan valores mayores de disipación en lapsos de tiempo más cortos. La solución con

e=l , que tiende a crecer indefinidamente de manera aparentemente exponencial, termina

por “explotar” (al menos numéricamente) en poco tiempo. En cambio, la solución

correspondiente a e=0.l representa un caso marginal en el límite entre disipación

estacionaria y el “desboque térmico” observado para e=l. La influencia de y se muestra

en la fig. 35. Como se señaló en la sección 11.3, los efectos térmicos son más

importantes para valores grandes de este parámetro, al igual que en el caso de e. Es así
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D(I)/aWo

Figura 38. Soluciones impares con inyección continua de
flujo magnético, Re=1000, Pe=0.01y F100.

que la curva correspondiente a y=1000 presenta un comportamiento explosivo similar a

la solución con e=1 de la fig. 34. El efecto del número de Reynolds magnético RInse

muestra en la fig. 36. En todos los casos se obtienen soluciones que crecen en forma

explosiva para valores grandes de e, y, y Rm

La fig. 37 muestra la influencia de Rmen un conjunto de soluciones con campo

magnético impar, donde B(y,0)=Bosen(rcy/ho). Las líneas continuas corresponden a

8:0.1, mientras que las líneas punteadas representan soluciones con 8:0 (temperatura

constante). A diferencia de las soluciones pares, todas las soluciones con campo

magnético impar se aniquilan completamente después de una etapa de amplificación.

Comparando las curvas con s=0 y 8:0.1 (para el mismo valor de Rm) se observa

claramente el aumento de la disipación debido al acoplamiento térmico.

11.4.2 Evolución de la disipación con inyección de flujo magnético.

En configuraciones donde existe una inyección continua de flujo magnético, por

ejemplo fijando el valor del campo magnético en y=:tho, los efectos térmicos también

son importantes. En la fig. 38 se ilustra este caso graficando la disipación Joule total

correspondiente a dos soluciones impares con B(y=:tho,t)=:tBo. La curva con e=0

corresponde a la solución estacionaria representada por la función de Dawson (ec. 6.23).

Tomando un valor de e=0.01 la solución respectiva alcanza valores elevados de
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Figura 39. Energía magnética en el Plasma Figura 40. Evolución del perfil de la temperatma
Focus en el Plasma Focus.

disipación en un tiempo muy corto, a pesar de la poca energía magnética disponible

inicialmente para el calentamiento del plasma. Las leyes de escala de la intensificación

de la disipación se discuten en forma más detallada en la sección 11.6.

11.5Aplicaciones a fenómenos disipativos en plasmas.

La disipación que se obtiene en las aplicaciones de estos modelos a diversos

sistemas fisicos, como los examinados en el capítulo 9, puede ser aun más importante

cuando se incluyen efectos térmicos. En el caso del flujo generado por un

estrangulamiento de la columna de plasma comprimido en el Plasma Focus (s=l en las

ecs. ll.7-ll.8), las condiciones fisicas que se asumen son Tow2000eV, nN102°cm'3,

BONIO5Gauss, roNOJ cm y UoNIO7cm/s. El campo magnético axial Bo se origina en los

filamentos generados durante la descarga en la etapa coaxial. Con estos valores se

obtienen los siguientes parámetros adimensionales: Rm»1.1x10‘, Pen8.3x10'3, yNISOy

e»4.2x10'4.

En la fig. 39 se muestra la evolución de la energía magnética (por unidad de

longitud en z) W(t)=(l/81t)l0h21trB2dr, para soluciones correspondientes a una

configuración cilíndrica con un campo magnético inicial B(r,0)=Bocos((1t/2)r/ho). La

curva con e=0 (Rm=l.lx10‘) representa una solución estacionaria sin efectos térmicos
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(ec. 8.45). Reemplazando los parámetros del Plasma Focus se obtiene una solución cuya

energía crece muy rápidamente en poco tiempo, como se observa en el gráfico. La

influencia de la geometría del flujo se puede apreciar claramente en la curva inferior de

la figura, que corresponde a la evolución de la energía magnética en un flujo plano (s=0)

con 8:0, suponiendo un campo magnético inicial de la forma B(y,0)=Bocos((1r/2)y/ho).

La evolución temporal del perfil de la temperatura (inicialmente uniforme)

correspondiente a la solución del Plasma Focus, se muestra en la fig. 40.

Como un ejemplo de aplicación a la fisica solar se consideran nuevamente los

parámetros correspondientes a escenarios tradicionales de fulguraciones en la corona

(ver sección 9.3): Ton5x106 K y nNIO10cm'3. Suponiendo un flujo plano con hoNlO8cm,

Umle5 crn/s y BONIOOGauss, se obtiene me1o'°, yPem4xlOlo y 8N2x101. Los valores

elevados de estos parámetros dificultan la solución numérica del problema debido a las

limitaciones prácticas del tamaño de la grilla de diferencias finitas. Sin embargo, los

resultados obtenidos a partir de soluciones con valores más pequeños indican que se

produciría un aumento considerable de la disipación y una aceleración importante del

proceso disipativo como consecuencia del acoplamiento térmico (ver también las

discusiones de las secciones ll.3 y 11.6). Por otra parte, como se señaló en la sección

9.3, cabe esperar en estas condiciones un escenario caótico en el que un evento

explosivo inicial (un "nanoflare") genera una avalancha de estallidos vecinos con

escalas de tiempo más cortas y valores de disipación aún mayores, acelerado e

intensificado por los efectos térmicos que se presentan aquí.

11.6 Intensificación de la energía térmica.

Definiendo variables adimensionales de la forma y—>y/h, B—)B/Bo, T_—>T/Toy

t—)at,las ecuaciones correspondientes a flujos planos (s=0) se pueden escribir como

@—¿É(V (DÉB]+ ÉE+B (119)at ’Rmay m ay yay ’ '

aAT 1 a N aAT aAT e N 3132

7=EE(K(T,B)—5y—]+yï+í;vm(D[E) y (11-10)
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donde AT=T-l, de manera que AT—)Opara |y|—)00.En las expresiones anteriores

Vm(T)=vm(T)/vmoy Ï(T,B)=M(T,B)/Mo, donde vmo y Mo son los valores de la

difusividad magnética y conductividad térmica para T=l.

En metales líquidos (ver tabla l, capítulo 2) la conductividad térmica depende

solamente de la temperatura y 8=(BoZ/41t)/pCTo,donde C es el calor específico por

unidad de masa, es un parámetro independiente que en principio puede tomar cualquier

valor. En cambio, cuando se tiene un plasma el valor de le/B debe ser pequeño para

que valga la aproximación de flujo incompresible (ver sección 2.2). A primera vista esta

condición implica que el término de disipación Joule en (11.10) es despreciable frente al

término de advección yóAT/ay, que representa el ingreso de plasma frío a la lámina de

corriente desde la región externa del flujo. Sin embargo, es importante observar que la

disipación se vuelve muy intensa para valores grandes de Rm.En estos casos el término

(l/RmXaB/Üy)2puede ser importante dentro de la región disipativa.

La intensificación de la energía térmica durante la evolución del campo

magnético se puede analizar a partir de expresiones integrales de la ecs. (11.9)-(11.10).

Integrando ambas ecuaciones, después de multiplicar a (10.9) por B/41t,se obtiene

a
atW_—D+w, (11.11)

a
á-AE=—AE+4neD, (11.12)

donde por hipótesis |yAT|-—>0para |y|—>ooy

no no 2 m a. 2

AE=lATdy, W: ing-“ay, D=R¿mivzíD(Ï] dy.

Suponiendo AT=0 a t=0 (temperatura uniforme), se tiene que óAE/at=41reD>O al

comenzar el flujo. La energía térmica AE crece inicialmente en forma proporcional a e

debido al calentamiento Joule (DNO(l) en la etapa inicial). El término de enfiiamiento,

que corresponde a -AE en (11.12), se vuelve importante recién cuando AENO(1).

Combinando las ecs. (l 1.11)-(l 1.12) se obtiene

a
E(AE+4neW)=4nsW-AE. (11.13)
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Por lo tanto, la energía total (térmica y magnética) crece solamente cuando 41reW>AE.

Un estado estacionario puede existir, en principio, si asintóticamente D—)W al mismo

tiempo que AE-MnraW, como se desprende de (11.11) y (11.13). En flujos planos la

amplificación de la energía magnética tiene una ley de escala de la forma W-«le/2 (ver

capítulo 3). Luego, para un flujo estacionario se obtiene una intensificación de la energía

térmica que es aproximadamente del orden de AEN4mRmm. Cuando 41t8Rmm>>l la

energía térmica puede alcanzar valores muy elevados, aún con s<<1.

Un argumento similar se puede aplicar en el caso de flujos convergentes con

geometría cilíndrica (s=1). Los balances de energía correspondientes son iguales a

(11.11)-(l l .12), a excepción de un cambio en la definición de las integrales:

Zurdr.
En el caso cilíndrico se tiene una intensificación mayor de la energía magnética WuRm

AE= ÏArzmdr, W: “Ímedr, D=R¿ jazz?
eo

de manera que para flujos estacionarios se obtiene AEN4nsRm

Estos resultados sugieren que los efectos témiicos comienzan a ser importantes

en la evolución de la lámina de corriente cuando 47t8Rm(S+l)/2Nl(s=0: flujo plano, s=l:

flujo cilíndrico) y que para valores por encima de este límite se puede producir un

“desboque térmico” de la región disipativa.
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12 Evolución de láminas de corriente en flujos compresibles.

12.1 Límites del modelo incompresible.

Si la evolución del campo magnético ocurre en una región de plasma donde el

valor de Bo=81kaofBo2 es grande, por ejemplo Bo=10 y R,.n=104 (sul/BONO],

41reR.,,'/2«120),el modelo incompresible describe adecuadamente la primera etapa de la

formación de la lámina de corriente. El campo magnético inicial se intensifica al mismo

tiempo que aumenta la temperatura debido a la disipación Joule, con una variación de [3

del orden de B/BoNT/BZNAE/We-4Tt8e-l.En consecuencia, la evolución de la lámina de

corriente puede desarrollarse en condiciones cuasi-incompresibles (es decir con |3>l)

durante un tiempo considerable, porque la intensificación del campo magnético es

acompañada por un aumento proporcional de la temperatura que limita el descenso de B.

Asimismo, para un flujo con RmNO(l) en una región de bajo [3,es decir con eNl/Bo>>l,

la intensificación del campo magnético es despreciable y las variaciones de la presión

magnética A82 casi no afectan la densidad del plasma. Cabe esperar entonces que el

modelo incompresible también sea una buena aproximación en este caso.

Claro está que existen rangos de B y Rm donde las variaciones de la presión

magnética producen cambios importantes en la densidad del plasma. Por ejemplo, en

plasmas con B<<l, o para valores muy grandes de Rm, la condición de

incompresibilidad no puede mantenerse por mucho tiempo. En estos casos el modelo

incompresible debe ser superado por otro que contemple los efectos de la

compresibilidad. La evolución de láminas de corriente en flujos compresibles constituye

un problema muy complejo y se conoce poco acerca de estos regímenes. Por otra parte,

la extensión del análisis al caso compresible requiere un esfuerzo computacional

importante ya que deben resolverse las ecuaciones completas de la

magnetohidrodinámica en dos dimensiones y el tiempo. Algunos trabajos que se han

ocupado de los efectos de la compresibilidad en la evolución de láminas de corriente y

problemas de reconexión magnética son los de Sato et al. (1992), Jin & Ip (1991), Jardin

& Priest (1990), Priest (1985) y Forbes, Priest & Hood (1982). En la sección siguiente
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se propone un modelo compresible simplificado para la evolución de láminas de

corriente planas sin reconexión (es decir con By=0).

12.2Un modelo compresible de aniquilacíón magnética.

Las ecuaciones de la magnetohidrodinámica para flujos compresibles planos

admiten una separación similar al del caso incompresible (ec. 3.1), si se supone Üp/Üx=0

en la ecuación de movimiento y se incorpora un término forzante de la forma gax, que

reemplaza al gradiente de presión como motor del flujo. Este término actúa en forma

continua e inexorable, i. e. no hay efecto de realimentación sobre el mismo, por lo que el

modelo exagera el efecto de reducción de la densidad del plasma (“plasma depeletion”),

como se verá más adelante. l

Con estas hipótesis el problema original se reduce a una dimensión y el tiempo

para las variables

n= n(y,t), VX/x =<p(y,t), vy = -f(y..t), v2=0,

Bx = B(y,t) , By=Bz=O, T = T(y,t) , (12.1)

donde n es la densidad de partículas (p=mn). Tomando n(y,t)=no (constante) y (p’=f se

obtiene nuevamente el modelo incompresible del capítulo ll. Las ecuaciones que rigen

el flujo, expresadas en las variables adimensionales t—>tU/h,y-—>y/h,n—-)n/no(p—)p/po),

(p-xp/Uh, f—>f/U,B-—>B/Bo,T—>T/To,donde h es una escala de longitud característica y

U=|f(h)|, son

gamas} (12.2)

a(—g:p—)=—2n(p2+13-(gny)+nG_Vila-¿63%, (12.3)

a(%f)=WP“_a_(_:9¿yf_2_)+NiI2a(;yT)+3;eg;f_3;eï+híí (12.4)

Elpulí É ¿‘(nflj2 af 2€ míaBTat _Peay1+yB2T3ay)‘3n(PT+ ¿y +3nTay+RmT ¿y , (12.6)
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donde Ga=gah2/U2,Re=poUh/u, MmU/(kaTo)'n, e=3Uhno/Xo",Faq/Ml, MA=U/vA

(vA=13(,/(4npo)"2es la velocidad de Alfvén) y s=(B02/8n)/(3nokTo)=(l/3)(M/Ma)2.

El término pGa en (12.3) se debe a la presencia del término forzante. El valor de

a, que es un parámetro independiente en el caso incompresible, ahora es función de los

valores de M (número de Mach) y MA(número de Mach-Alfvénico). Este sistema de

ecuaciones posee una solución hidrodinámica estacionaria (B=0), para Re>>M2, de la

forma

M2

n=exp[-ï-(1—y2)], cp=l—M2 2, Gn=l+M4y4 (12.7)

que tiende a la solución incompresible (3.7) cuando M—>O.

Las ecs. (12.2)—(12.6)se integraron numéricamente en el intervalo finito -ISysl

usando un método de diferencias finitas con una grilla uniforme (ver Apéndice). Como

condición de contorno se impuso un flujo de masa pf=cte en y=i1. Los valores fijos del

campo magnético en las fronteras de la región de cálculo determinan la inyección de

flujo magnético. Las condiciones iniciales para las simulaciones numéricas

corresponden a distribuciones de campo magnético con MA>1 (es decir un campo

magnético inicial de poca intensidad) en un flujo con M<1 dado por (12.7).

Debido al gran número de parámetros que aparecen en el problema se estudió

principalmente la influencia de M y MA sobre la evolución del campo magnético. La

región del espacio de parámetros elegida para ilustrar los efectos fisicos más

significativos está limitada también por las dificultades del cálculo numérico. Por

ejemplo, no es fácil obtener soluciones para valores altos de Ru],yP.,ay s. Por lo tanto, los

resultados que siguen no implican que el modelo no pueda predecir valores de energía

magnética o de temperatura mayores que los casos descriptos.

12.3 Soluciones numéricas: efectos de la compresibilidad.

12.3.1Evolución dela energía magnética sin inyección de flujo magnético.

En las figs. 41-43 se muestra la evolución de la energía magnética total (por

unidad de área) W(t)=(l/81t)l.¡lB2dy, para diversas configuraciones sin inyección de
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Figura 41. Soluciones impares con Rm=500, Figm'a 42. Soluciones pares con Rm=500,
P510“z y y=100 (sin inyección). P,=10'2 y y=100 (sin inyección).
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Figura 43. Soluciones pares con RE=200, Figura 44. Soluciones impares con Rm=200,
Pe=l 0'2y y=100 (sin inyección). P.=10'2 y y=100 (inyección continua).

flujo magnético. La fig. 41 corresponde a un campo magnético impar con

B(y,0)=sen(1ry), Rm=500, P.,=10'2 y F100. La curva (a) representa una solución casi

incompresible con M=0.l y Ma=10 (8=3.3x10'5). Los efectos de la compresibilidad son

más importantes en la solución de la curva (c), donde M=0.5 y MA=2 (s=2.lx10‘2). La

curva (b) es un caso intermedio con M=0.2 y MA=5.0 (e=3.3x10'3). En todas estas

soluciones impares se produce una etapa inicial con amplificación de la energía

magnética, seguida por el decaimiento completo del campo magnético.

La solución correspondiente a la curva (c) es interesante, por cuanto se observa

una menor amplificación de la energía a pesar de ser más grande el valor de e. Esto se
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debe a que la presión magnética ejercida por el campo magnético amplificado tiende a

frenar el movimiento del plasma que ingresa a la lámina de corriente. En flujos

incompresibles este efecto no se manifiesta puesto que la ecuación de movimiento se

desacopla de la ecuación del campo magnético (aunque la presión del fluido disminuye

al crecer el campo, ver capítulo 5).

Un comportamiento similar se observa en el caso de las soluciones pares de la

fig. 42, donde se muestra la evolución de la energía magnética para flujos con un campo

magnético inicial B(y,0)=cos(1ry/2), R".=500, Pe=10'2 y y=100. La curva (a) representa la

solución incompresible con T=To constante (e=0). Pasando de la curva (b) (M=0.2,

MA=S.0, e=5.3x10'4) y (c) (M=0.2, MA=2.O,e=3.3x10'3) a la curva (d) (M=0.S, MA=2.O,

e=2.lx10'2) se vuelven más importantes los efectos de la compresibilidad. Al igual que

en el caso incompresible las soluciones pares alcanzan un estado disipativo estacionario,

pero con una energía magnética que es menor en la medida que pesan más los efectos de

la compresibilidad.

Las soluciones de la fig. 43 han sido obtenidas usando los mismos valores de las

curvas (a), (b), (c), (d) de la fig. 42, pero con un valor menor de Rm=200. Comparando

con las curvas de la fig. 42 se observa un comportamiento similar, pero con valores

menores de energia en todos los casos (por ser menor Rm).

12.3.2 Evolución de la energía magnética con inyección de flujo magnético.

La fig. 44 muestra la evolución de la energía magnética para soluciones impares

sostenidas por una inyección continua de flujo magnético (simétrica), donde B(y,0)=y,

RnF200, P,=10'2 y y=100. La curva (a) tiene e=0 y corresponde a la solución

incompresible estacionaria de Dawson (6.23). Las curvas (b)-(c) también representan

soluciones incompresibles, pero con distintos valores de e. En (b) se tiene un valor

pequeño de e=8.3x104. En este caso la solución alcanza un estado disipativo

estacionario, pero con una mayor energía magnética que en (a) como consecuencia del

del acoplamiento térmico (ver capítulo ll). Tomando un valor más grande de e=3.3x10'

3se obtiene la curva (c), donde los efectos térmicos dan lugar a un rápido crecimiento de

la energía magnética en lo que parece ser un “desboque térmico” de la región disipativa.

Las curvas (d)—(e)incluyen efectos de la compresibilidad. La curva (d) representa
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una solución poco compresíble (M=0.l y MA=2.0) donde el valor de ¡»:=8.3x10'4es igual

al de la curva (b). En este caso se alcanza un estado estacionario, pero con una energia

final menor que el de la curva (b) (aún así es un poco mayor que en (3)). La solución de

la curva (e) tiene M=0.2, MA=2.0, por lo que t-:=3.3x10'3 es igual al de la solución

incompresible de la curva (c). Aqui el efecto de la compresibilidad es más importante ya

que, a diferencia del caso incompresible, la solución tiende a un estado estacionario sin

que se produzca un “desboque térmico”. Estos ejemplos muestran que la

compresibilidad también limita la intensificación de la energía magnética en soluciones

con inyección continua de flujo magnético.

12.3.3Estructura de la lámina de corriente compresible.

En la fig. 45 se muestra la evolución temporal de los perfiles de campo

magnético, velocidad, densidad y temperatura correspondientes a una solución impar de

campo magnético con inyección continua de flujo magnético (simétrica), donde

B(y,0)=y, Rm=2oo, Pe=10'2, y=100, M=o.2 y MA=2 (s=3.3x10'3). El flujo evoluciona a

partir de la condición inicial (12.7) hasta formar una lámina de corriente con un campo

magnético amplificado que cambia de signo en el origen (donde está el punto de

estancamiento). Durante la formación de la lámina de corriente la densidad del plasma

disminuye en la región disipativa. Sin embargo, cerca del punto de estancamiento la

densidad vuelve a crecer un poco, al igual que la velocidad vy, debido a que la

configuración local del campo magnético forma un “pinch” plano (ver Forbes (1982),

donde sin embargo la lámina no es forzada).

La fig. 45d muestra que la temperatura en la lámina de corriente aumenta

considerablemente. Asimismo, se observan dos regiones (una a cada lado de la lámina

de corriente) donde la temperatura disminuye con respecto a su valor inicial. Este efecto

se debe a una expansión local del plasma que se origina cuando la presión magnética

reduce la velocidad vyya que, al mantenerse fijo el valor de Ga, la velocidad de salida vx

prácticamente no cambia. En este aspecto la presencia del término forzante exagera el

efecto de las pérdidas convectivas de energía. No obstante, este ejemplo muestra que la
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energía disipada en de la lámina de corriente, aunque no tan intensa como en el caso

incompresible (donde la amplificación del campo magnético es mayor), puede producir

un aumento importante de la temperatura en esa región Dado que la densidad en la

lámina de corriente disminuye (porque al aumentar la presión magnética disminuye la

presión del plasma) la energía final por partícula también puede alcanzar valores

considerables.

El efecto de reducción de la densidad es aún más importante (en este modelo)

cuando se considera la evolución de un campo magnético par, como el que se muestra

en ra fig. 46, donde B(y,0)=cos(n:y), Rm=200, P5104, y=100, M=0.S y MA=2

(e=2.lx10'2). En este caso no hay inyección de flujo magnético: B(y=il,t)=0. El

movimiento del plasma amplifica el campo magnético inicial para formar

asintóticamente un filamento magnético con un perfil de tipo gaussiano (fig. 46a). En la

fig 46b se observa la formación una región de estancamiento para la velocidad vy. Este

efecto se debe a la acción de la presión magnética ejercida por el campo magnético

amplificado, que tiende a frenar el movimiento. La densidad del plasma en la lámina de

corriente disminuye drásticamente, como muestran las curvas de la fig. 46c, mientras

que la temperatura casi no varía (fig 46d).

Resumiendo, los principales efectos de la compresibilidad en la evolución de

láminas de corriente planas que muestran las soluciones numéricas son: i) limitar la

intensificación de la energía magnética, fundamentalmente porque la presión magnética

tiende a frenar el movimiento que produce la amplificación del campo magnético; ii) la

reducción de la densidad del plasma en la lámina de corriente. Cabe recordar, sin

embargo, que la simplificación introducida mediante el término forzante exagera los

efectos de fuga del plasma. En consecuencia, los resultados del modelo deben ser

considerados sólo como indicativos de los efectos fisicos. Por otra parte, al disminuir la

densidad se pueden obtener valores de energía por partícula muy elevados dentro de la

lámina de corriente final, aún cuando el calentamiento en un flujo compresible no es tan

importante como en el caso incompresible. También es importante destacar que la ley de

escala temporal del proceso de intensificación sigue siendo muy rápida (tiempos

hidrodinámicos).
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13 Conclusiones.

La evolución del campo magnético en flujos magnetohidrodinámicos con un

punto de estancamiento a valores altos del número de Reynolds magnético es un proceso

rápido, que se desarrolla en escalas de tiempo hidrodinámicas. La convección y

amplificación del campo magnético presente inicialmente en la región del flujo genera

una delgada lámina de corriente, donde se produce una intensa disipación de la energía

magnética acumulada.

En flujos planos incompresibles la evolución de lámina de corriente se

caracteriza por el predominio de las componentes de campo magnético sin cambio de

signo que se encuentran contenidas en el plano del movimiento. Esto ocurre tanto en

sistemas sin inyección de flujo magnético, donde son las únicas que sobreviven

asintóticamente, como en sistemas forzados mediante una inyección continua de flujo

magnético. En estos casos la componente par del campo magnético sostenida por

inyección crece en forma lineal con el tiempo, mientras la componente impar alcanza un

estado estacionario disipativo. Los principales resultados obtenidos a partir del estudio

de las soluciones de aniquilación magnética en flujos irrotacionales planos (vx=ax,

vy=-ay, con a=cte) son:

a) En configuraciones sin inyección de flujo magnético la energía magnética se

intensifica durante la etapa inicial del flujo. Posteriormente, la componente impar del

campo magnético se aniquila por completo. En cambio, la componente par se consolida

formando una delgada lámina de corriente con un perfil de campo magnético gaussiano

de ancho 6=ho/Rm“2 e intensidad pico Bm-«Bole/z, que sigue disipando energía

mientras subsiste el movimiento. Este procesose da en un tiempo t»(l/2a)lan.

b) En configuraciones con inyección continua de flujo magnético la componente

par forzada del campo magnético inicial crece indefinidamente. La componente impar

(sostenida por una inyección simétrica de flujo magnético) tiende asintóticamente a

formar una lámina de corriente estacionaria con dos picos de campo magnético

opuestos, cuya intensidad es proporcional a Rmm. Esta componente, así como la

componente par sin inyección, alcanza un estado estacionario en unas pocas unidades de

at. En consecuencia, a menos que la inyección esté perfectamente balanceada (es decir,
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que lirny_MyB=limy_,+.°yB)la componente par forzada se vuelve dominante en poco

tiempo. Por lo tanto, las configuraciones estacionarias de campo magnético con cambio

de signo que se consideran habitualmente en estudios de procesos de reconexión

magnética e inestabilidach resistivas, resultan ser la excepción cuando se examina la

evolución del campo magnético a partir de condiciones iniciales genéricas.

c) La componente de campo magnético normal al plano del movimiento, que no

es amplificada por el flujo como en el caso de la componente coplanar, se extingue

completamente en un tiempo del orden de a". Solamente bajo condiciones especiales de

inyección de flujo magnético pueden sostenerse las soluciones estacionarias de esta

componente. Por lo tanto, una configuración inicial con un campo magnético que tiene

componentes tanto en el plano del flujo de estancamiento como en la dirección normal,

tiende asintóticamente a formar una lámina de corriente contenida completamente en el

plano del movimiento.

En flujos con un punto de estancamiento de tipo tridimensional la evolución del

campo magnético es muy distinta. Todas las componentes del campo magnético inicial

se aniquilan en un lapso de tiempo del orden del tiempo hidrodinámico característico, a

menos que estén sostenidas por una inyección continua de energía magnética. Aún en

las soluciones estacionarias se observa una menor amplificación del campo magnético,
Idqueescalacomo le en estos flujos. Por el contrario, en un flujo axialmente simétrico,

con un campo de velocidades que converge en forma radial hacia el punto de

estancamiento, la componente axial del campo magnético inicial se intensifica un factor

Rm”2 veces mayor que la componente B, en un flujo plano. La amplificación y

decaimiento del campo magnético en estas configuraciones también se puede estudiar

mediante soluciones autosimilares cuando el flujo es irrotacional.

Las aplicaciones a fenómenos disipativos rápidos de la fisica espacial

(magnetosfera terrestre) y de laboratorio (Plasma Focus) muestran que utilizando estos

modelos sencillos se obtienen valores de disipación y escalas característicos de tiempo

dentro de los rangos observados en estos escenarios. Asimismo, se ha hecho un aporte al

problema del calentamiento de la corona solar, analizando varios escenarios de

disipación de energia magnética en el marco de las ideas de Parker sobre "nanoflares".

Los resultados de la tesis permiten obtener valores elevados de disipación (-«3x1023erg
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s") en estos escenarios sin la necesidad de invocar configuraciones ad-hoc de campo

magnético, ni procesos de reconexión magnética rápida.

La estabilidad lineal de una lámina de corriente formada por la componente

normal de campo magnético Bz se analizó numéricamente, incluyendo una componente

adicional de velocidad paralela al campo magnético que permite el desarrollo de

inestabilidades de Kelvin-Helmholtz (además de los modos resistivos “tear-ing”).

Usando un método matricial con diferencias finitas para calcular las tasas de

crecimiento de la perturbación, se mostró que el flujo tiende a estabilizar la lámina de

corriente. Existen indicios teóricos y numéricos de que la lámina de corriente formada

por la componente Bx (es decir en el plano del movimiento) es aún más estable que la

formada por BZ. Este efecto, que se opone a la permanencia de configuraciones con

reconexión, se ilustró mediante simulaciones numéricas en dos dimensiones y el tiempo

usando las ecuaciones de la magnetohidrodinámica disipativa. Las soluciones numéricas

confirman la consolidación de láminas de corriente de carácter cuasi-unidimensíonal

(como las estudiadas en la tesis) y se comparan favorablemente con simulaciones

realizadas por otros autores.

La influencia de la temperatura en la evolución del campo magnético se estudió

en forma numérica utilizando un modelo plano simplificado que mantiene la hipótesis

de densidad constante. Las soluciones numéricas muestran que la amplificación de la

energía magnética y su disipación en forma de calor es aún mayor cuando se incluyen

efectos térmicos. Para valores grandes de los parámetros adirnensionales Rm yPe y e se

obtienen soluciones que muestran un “desboque térmico” de la región disipativa. Los

plasmas solares son muy sensibles a este efecto dado los altos valores de los parámetros

que se obtienen para flujos en la corona solar.

Cuando las variaciones de la presión magnética son importantes, por ejemplo en

plasmas con B<<l, o para valores muy grandes de Rm aparecen efectos de

compresibilidad que no son descriptos en el modelo incompresible. Modelando el flujo

de estancamiento mediante la introducción de un término forzante en la ecuación de

movimiento, de tal manera que el sistema magnetohidrodinámico se reduce a un

problema en una variable espacial y el tiempo, se estudió el efecto de la compresibilidad

en un conjunto de soluciones numéricas correspondientes a configuraciones planas de
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aniquilación magnética. La presencia de compresibilidad limita la intensificación de la

energía magnética y da lugar a una reducción importante de la densidad en la lámina de

con'iente (“plasma depletion”). Estos resultados deben ser considerados sólo como

indicativos de efectos fisicos, ya que la introducción del témiino forzante exagera los

efectos causados por la fuga lateral de plasma.

En sintesis, se ha examinado un conjunto de soluciones exactas del sistema de

ecuaciones de la magnetohidrodinámica disipativa variables en el tiempo. La principal

novedad de las soluciones tratadas en este trabajo está en la amplificación de campo

magnético debido al flujo de punto de estancamiento. Este efecto produce una

considerable aceleración de los procesos de aniquilación magnética. Consideradas en sí

mismas, estas soluciones representan una variedad de problemas físicos, algunos de los

cuales se describen en la tesis. Asimismo pueden ser interpretadas, en otra escala, como

piezas o elementos constitutivos de sistemas más grandes, formados por una colección

estadística de tales elementos. En este sentido son también aptas para una discusión de

estados de turbulencia magnetohidrodinámica, donde muchas configuraciones

disipativas básicas pueden formarse caóticamente.
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Apéndices

A.L'J' .l' 'A.l Solución numérica de las ecuaciones ¡7.2.5

A.1.l Discretización de las ecuaciones.

En el método de diferencias finitas (Fletcher, 1988) se representan las funciones

incógnitas, por ejemplo u(x,y,t), por sus valores en un conjunto discreto de puntos

uïj=u(xnyj,tn), (Al.l)

donde X¡=xo+iAx,yj=yo+jAy,tn=to+nAt (i=0,l,..., L; j=0,1,...,M; n=0,1, ...). Estos puntos

constituyen la grilla numérica. Las ecuaciones originales en derivadas parciales se

reemplazan en cada punto de la grilla por ecuaciones en diferencias, donde las derivadas

se aproximan mediante desarrollos de Taylor usando los valores de las incógnitas en los

puntos vecinos. Por ejemplo, una aproximación de segundo orden al laplaciano de la

función u(x,y,t) a t=tn en el punto (xi,yj) es

n n
¡»J­

.’j A‘Xz Ay2

n—2u
1 “J +O(Ax2,Ay2). (A12)7 Y] u?+1’j+u?_1,j—2uïj + uïj+1+u

l

La discretización de las derivadas temporales se realiza en forma análoga. Cuando los

valores de las incógnitas a t=tn (en cada punto) se obtienen a partir de los valores a

tiempos anteriores se dice que el método es explícito. En cambio, si se calculan en

función de los valores vecinos para el mismo tiempo el método es de tipo implícito. Los

métodos implícitos son generalmente más estables que los explícitos y se usan a

menudo en problemas donde coexisten procesos fisicos con distintas escalas temporales.

En las simulaciones numéricas de este trabajo se usaron diferencias centradas de

segundo orden para aproximar las derivadas espaciales. La discretización temporal se

realizó usando un esquema implícito (también de segundo orden) con

l n —1

al)“ Ü ‘44>i,j+4’i,j 2-— =———- OAt , A1.3
at ¡J 2M + < ) < )

donde 4)es una variable cualquiera (Fletcher, 1988).

El resultado final del proceso de discretización es un sistema de ecuaciones no

lineales de la forma
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Wii”, ;+l,--'9‘l’i:1+latn+1)= o!

¿“lima g+l9---:a‘l’iq+l!tn+l)=os (A1.4)

fN(4>{”',3*‘,..., ;*',tn+¡)=0,

donde fl-fN son N fimciones de los valores de las incógnitas en los puntos de la grilla a

t=tn+¡.En un esquema de tipo implícito se debe resolver un sistema como (A1.4) para

cada paso de tiempo.

A.1.2Solución de las ecuaciones discretizadas.

Existen una variedad de métodos para resolver sistemas de ecuaciones no

lineales, de los cuales el más conocido es el método de Newton (Rheinboldt, 1974). El

algoritmo de Newton converge en forma cuadrática a la solución, pero requiere conocer

(o calcular numéricamente) el Jacobiano de (A1.4) y resolver un sistema de ecuaciones

lineales adicional. Los métodos iterativos o de relajación, que incluyen el método de

aproximaciones sucesivas, el método de Jacobi y el método de Gauss-Seidel (Camahan,

Luther & Wilkes, 1969), constituyen una alternativa al método de Newton de aplicación

más sencilla.

En el método de Gauss-Seidel se reemplaza (A1.4) por el sistema

ii+1 = Fl (4);” ’ gli-1’' ' ’ÓXNH’tn+l )!
l l l l

l21+:F2((l)l1+ ’ 2+ ""ÓN. ’tn+l)?

1 1 l l

ii: =FN(4)lH ! 3+ ""4):l+-l’tn+l)'

Partiendo de una aproximación inicial a la solución (eg. la condición inicial) se calcula

(ALS)

una nueva aproximación para 4)]usando la primera ecuación de (ALS). Este valor se

reemplaza en la segunda ecuación, de donde se obtiene una nueva aproximación para (in,

y así sucesivamente hasta llegar a qm.El proceso completo, que se puede representar de

la forma

(bmx= Fm(<l>¡,k,(l>2,k,---,Óm—1_k,Óm+l,k-i,uibm“), (Al-6)

donde k=0,l,... es el número de iteración, se repite hasta cumplir un determinado criterio

de convergencia, típicamente lóm-óm,k-¡|<spara todo m. Se puede demostrar que este

algoritmo converge a la solución cuando las ecuaciones originales son fuertemente

elípticas. Las desventajas principales del método son: i) la lentitud de. convergencia
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cuando el número de ecuaciones es grande y ii) la aparición de oscilaciones numéricas

en problemas de tipo advección-difusión en donde los coeficientes de transporte son

pequeños (valores altos del número de Reynolds o Reynolds magnético). Por otra parte,

como el sistema (ALS) se resuelve hasta una precisión finita en cada paso de tiempo

pueden acumularse errores en la solución después de muchos pasos.

La velocidad de convergencia se puede mejorar considerablemente usando una

relajación de tipo Gauss-Seidel en combinación con un método iterativo más sofisticado

conocido como Multigrilla o, en su versión no lineal, como FAS (del inglés “Full

Approximation Storage”) (Briggs, 1987; Press et al., 1992). La idea básica consiste en

resolver el problema en una sucesión de grillas de distinto tamaño. Primero se obtiene

una solución aproximada en la grilla original usando el método de Gauss-Seidel. El

siguiente paso, que se llama de restricción, consiste en pasar la solución a una grilla con

menos puntos y resolver el problema en la nueva grilla. Este proceso continua hasta

llegar a la grilla más pequeña, a partir de donde se lleva a cabo el procedimiento

inverso, o de prolongación, hasta volver a la grilla original. El ciclo completo se repite

hasta lograr la convergencia. Con este método se obtiene la solución de un sistema

como (A1.4) en un tiempo mucho menor que usando Gauss-Seidel solamente.

Sin embargo, las dificultades de convergencia para valores altos del número de

Reynolds y Reynolds magnético persisten en el método de Multigrilla. Si el problema

original depende explícitamente del tiempo la convergencia se puede mejorar usando

valores pequeños de At, lo que a su vez prolonga el tiempo de cálculo. Una alternativa

que permite utilizar pasos de tiempo más largos consiste en resolver las ecuaciones

usando relajación local (Botta & Veldmann, 1981) en lugar de una relajación de tipo

Gauss-Seidel. En los métodos de relajación local la aproximación k-ésima a la solución

(donde k es el número de iteración) se calcula a partir de la fórmula

4)ch = 0m4>in,k+ (1 -O’m)Óm,k-|p (A1.7)

donde 4).,“ es el valor de Gauss-Seidel y O'mes el parámetro de relajación, que puede

variar de un punto de la grilla a otro. Cuando cm=l se obtiene nuevamente el método de

Gauss-Seidel, mientras que om>l corresponde a un método con sobre-relajación (Press

et al., 1992). En problemas altamente no lineales la convergencia se logra solamente

para om<l , es decir con subrelajación.
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La acumulación de errores en la solución después de muchos pasos de tiempo se

puede mitigar usando el procedimiento correctivo de Hirt & Harlow (1967). Esta técnica

permite resolver sistemas de ecuaciones en forma iterativa con un criterio de

convergencia “blando” que reduce notablemente el tiempo de cálculo.

A.l.3 Aplicaciones del método numérico a problemas hidrodinámicos.

Los métodos numéricos descriptos se probaron inicialmente en la solución de

problemas hidrodinámicos dependientes del tiempo. Las ecuaciones para un flujo

incompresible plano se pueden escribir de la forma

am, a a z a am, 1
É w ——¿ =—V2coz, (Al.8)

V43: —co,, (A1.9)

donde ¿:¿(x,y,t) es la función de corriente y mz=coz(x,y,t)es la vorticidad. El flujo de un

liquido viscoso dentro de una cavidad cuadrada, cuya pared superior se desliza a una

velocidad constante mientras las restantes permanecen fijas, es un problema clásico de

la fisica computacional y se utiliza muy a menudo para probar métodos numéricos

nuevos (Nguyen, Paik & Chung, 1993; Hou et al., 1995). Usando una computadora HP

Apollo 750 se obtuvieron, en tiempos de cálculo muy razonables, resultados de fineza

similar a los trabajos publicados en las principales revistas científicas.

La fig. 47 muestra las lineas de corriente correspondientes a un flujo con

Re=7000, calculado usando una grilla numérica de 257x257 puntos. Las estructuras del

flujo, vórtices secundarios, separación de la pared y re-adherencia (“reattachment”)

están enfatizadas localmente con una mayor densidad de líneas de corriente. El flujo se

separa en varias regiones con líneas de corrientes cerradas, donde la vorticidad es

aproximadamente uniforme (Batchelor, 1956). En forma complementaria, se estudió la

evolución de un campo magnético Bz normal al movimiento anterior para distintos

valores del número de Reynolds magnético Rm Se puede demostrar que el campo

magnético también es aproximadamente uniforme en las regiones donde las líneas de

corriente son cerradas, cuando Rln es grande. Esto corresponde a la extensión

magnetohidrodinámica del teorema de Batchelor para la vorticidad.
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Figura 47. Flujo en una cavidad cuadrada: líneas de corriente para R,=7000.

La experiencia adquirida a partir de la solución de problemas hidrodinámicos se

utilizó en el desarrollo de códigos numéricos para resolver las ecuaciones

magnetohidrodinámicas que aparecen en esta tesis (configuraciones de aniquilación

magnética en una dimensión y de reconexión magnética en dos dimensiones).

A.2 Aniquilación magnética en una dimensión y el tiempo.

Las ecs. (ll.7)-(11.8) correspondientesa flujos planos (s=0) se resolvieron en el

intervalo finito 4105me usando una grilla de N puntos. Las ecuaciones discretas para

una grilla uniforme, escritas en las variables adimensionales t—)tU/ho,y—>y/ho,f—)f/U,

B—)B/Bo,T—)T/To,donde U=|f(ho)| (U=aho para f=ay), son

3B'-‘*' —4B“ + B9" 1

1 2A: J = R Ay: (Tia/213%]+Tb-312Bïl1_(Tl-m +Tb-312)B?+i)+

1

35(¿”3321l -f¡_¡B;-‘:‘.‘, (A2.l)
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3T-"“-—4T-"+T-"" 1 f. ' A

J 2A—É' =peAy2(Q-Tfoï'+Qijn-Ïl'(g+nb)T,-°*')+2¿y(¡ir-mm

¿,2 Bn+l_Bn+l 2

“13W” ‘( “¡z-F“) , (A22)

1 n+l n+l l n+| n+l

3:5(Tkl'l‘Tj )9 Tb=ï(Tj +Tj-l), (A23)

1 1

Ba=ï(B';Z¡'+B;'*'), Bb=ï(Bï*'+B'-;I¡‘), (A24)

_ (12)5'2 _ m)” (A25)
1+y(B.)’(T.)” " 1+y(Bt)2(Tb)” '

donde j=2,...,N y Ay=2/(N-1). En estas ecuaciones no aparecen los términos correctivos

de Hirt & Harlow (1967). Haciendo 8:0 se obtienen las soluciones para el caso con

temperatura constante (ec. 4.1). Las condiciones de contorno correspondientes a una

temperatura constante en y=iho son T1=TN=1. Los valores de B¡ y BN determinan

distintas condiciones de inyección de flujo magnético (e.g. no simétrica). El caso

B1=BN=0corresponde a un sistema sin inyección de flujo magnético.

Para resolver mejor la delgada lámina de corriente que se forma como

consecuencia del acoplamiento térmico, también se realizaron simulaciones usando una

grilla no uniforme en la coordenada y. Esto se llevó a cabo haciendo el cambio de

variable

F112, para y20, n20,

F412, "para 3'50, n50,

en.(11.7)-(11.8). Las ec'uaciones discretas para la nueva grilla (que es uniforme en la

coordenada n) son

3B?” _ 4B? + Brjl-l= 1 (Ti-N2 BW + Tha/2 BM: —(vn-Sl: + Tha/2 )Bn+l)+2m 4RmnjAn2K n. ” m, r b

+m-11-(wïa' —fHBn‘), (A26)J

3T?” _ 4'13.“+1394 l n+l gb n+| Q‘ gb nd)2m ‘ 4P.11¡A11’Kn. T“ + m. T“ '(n. + m m +

fi n+l n+l +| 4/2 n+l n+l 2+ (TRITJ")+ ) (BÑ'-BÍ“)
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donde An=2/(N-1), na=(T1¡+¡+'rIj)/2y nb=(m+m-1)/2.

Las ecuaciones para flujos con simetría axial (s=l) se resolvieron en el intervalo

OSISho usando grillas uniformes y no uniformes. Las ecuaciones discretazadas

correspondientes son análogas a (A2.l)—(A2.7). Las condiciones de contorno para el

campo magnético y la temperatura también son similares, pero incluyen además la

condición de simetría óB/ÜFÜT/81=0 en r=0.

A.3 Flujos incompresibles planos.

Las simulaciones numéricas de flujos magnetohidrodinámicos incompresibles en

dos dimensiones se realizaron sobre una grilla cartesiana uniforme con MxN puntos,

definida entre OstL y -hSysh. Las ecuaciones discretas correspondientes a (10.8)­

(10.10), escritas en las variables adimensionales definidas en el la sección 10.3, son

- l

3mm!4ij +0333 1 (mm;-+oa:‘:.',,-ama; )+ 1 (mm mm —2m¡"3‘)
2At sv Ax2 sv Ayz

n.«l _ p°l I _n+lv_ 9+1, n+lA__ n+lA Mi _ nf]

Jin,“ wn-I.J)+(E»+u “khan-ETT, (A3.1)

3wïï‘ -4w%‘.j+ wïí' _ 1 (Wfl; wm,- —2w:'5‘)+ 1(wïïln+me wa?) _
2At "s sz s Ayz

_( "5:.-E,-".:.'.)(wr:¿jwm) + (una -¿ï'fn'.j)(wïïlx —w333!) (A3 2)
4AxAy 4AxAy ’ '

z 1 (asi,- + ":1;-+h2eïh +h2 “311+Ax2c0s'ïï')J 2 (1+hn ’

donde i=2,...,M-l, j=2,...,N-l, Ax=xs/(M-l), Ay=2/(N-1) y h=Ax/Ay. Los términos FUen

(A33)

(A3.1) representan las aproximaciones de segundo orden al término [V21/1,ul]. La

vorticidad en los contornos se calculó usando las fórmulas

coli? = 0,

M, _ (¿RB-+1+¿"MÏ‘1-I‘23?)

(DMJ _' _ Ayz a
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( “IIIJ+ Fil -2“Ï,Ïl) 433] ‘¿ïïl ‘Ayayanjn+l

mi" = ' Ax2 ' Ay2 ’

(ona_ _( "ÏxÏN+ "ÏIÏN- 25W) _ 2km" _aï‘l _ Maxi”) (A3 4)
¡,N_ sz Ayz - ­

El valor de la función de corriente en los contornos se fijó de antemano, mientras que

para la función de flujo magnético y/se utilizaron las expresiones

wïf' = wa, —E_(n +1)At ,

n+l
WLN= WÏN-E+ (n + l)At ,

“¡33‘= wz“?(en (A32) con ¡:1),

Wir; = 2m; — Mt‘u(en (A32) con i=M)_ (A35)

A.4 Aniquilación magnética en flujos compresibles.

Las ecs. (12.1)-(12.6) se resolvieron usando una grilla uniforme de N puntos

definida entre -15ysl. Las ecuaciones discretas correspondientes son
+1 n-l n+l n+1 +1 +1

3113l—4nJ¡-'+n_¡=_n9+l(p9+l+(nj+l ‘11?
2At J J 2Ay ’ '

3n;”<p;”‘-4n;'<p: + ng'"<p:"_ _2 ( “¡y + (nïl'oïrl'fjiï‘ -n:¡'<p::,'fj".:‘)
2m ' "1' q’i 2Ay

1 (cpïïl'+<p‘-“.'-2<p'-'“)+G {HI_____;__J_ _
.n, + Re Ayz , (A4 2)

n+ n+l n n n- n- n+ n+ n+ n+

3nj If; ‘4njfj “11 ¡f1 l __ n+l n+lfn+|+(n:‘+l‘fwl)2‘nj-Il(fJ-Il)2)
2m ‘ ni 1' J 2Ay +

+ 1 (nïllml_nïllTjrl-ïl)+ 4 (fjl:;|+fjn_-;I_Í:in+l)—
M2 2Ay 3Re Ay2

_ 1 (QE-(92:11 + 1 ((Bï:ll)2—(Bï:ll)2) (A4 3)
3Ke 2Ay MÏ 4Ay ’ ’

3B;-‘*‘—4B;‘+B}'" _ 1

_ R Ayz (Ti-312133:+Tb—3/2Bii1:ll_(T.-3/2 +Tb-3I2)B;p+l)+
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+ (ffil'Bïïi - fj'lï'BïÏl) A4.4
ZA), ( )

3ngr+lTjn+l_4n|;Tjn + an-lijl = 1 (2m PeAyz

(nïllf;ïlïiiïll_n;:lltjil:|’I3:l) l n+lTn+l+————2Ay +3nj j

a T'"l +Qij“_*¡'—(Qa+Qb)Tj“”)+aj+l

(fj'lï‘- fi?) _
Ay

g M —3/2(B'Ïll -—B'ÏÍ'Y
—(Tj ') ——J—J—' (A4.5)__5_nn+l(pn+lTn+l +J J R ’J

donde los valores de Tab, Qu, están dados por (A2.3)-(A2.5), j=2,...,N-1 y Ay=2/(N-1).

Las condiciones de contorno son n¡f¡=-anN=l, (p¡=(pN=l-M2,T1=TN=1. Los valores

(fijos) de B¡ y BNdeterminan la inyección de flujo magnético.

A.5 Cálculo de autovalores mediante métodos matriciales con
diferencias finitas.

La aplicación del método de diferencias finitas para el cálculo de autovalores se

puede ilustrar considerando el problema definido en el intervalo 05251 por las

ecuaciones

P"(Z)= lp(z)

p(0)=p(l)=0, (A5.l)

El primer paso consiste en definir la grilla numérica, formada por los puntos

Zj=jh j= O, l, ......N

donde h=l/N. El valor de la función p(z) en el punto Zj se representa por pj=p(z,-).

Usando una aproximación de segundo orden para la segunda derivada, p”j=(pj+1+pj.¡­

2pj)+O(h2) (Fletcher, 1988), se obtiene el siguiente problema matricial de autovalores:

-2 l 0 P¡ P1

l -—2 1 0 p2 p2

1 0 l -2 l , .
_h_2_ E E :7» E . (A52)

0 l —2 1

0 o ’2 l PH PJ-i
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donde se han aplicando las condiciones de contorno pom=0. El problema original

(Al.l) se reduce entonces a encontrar los autovalores de la matriz en (A52) usando el

método QR para matrices, que también proporciona los autovectores correspondientes

(Press et al., 1992).

Un esquema de este tipo fue utilizado por Gary & Helgason (1970) para estudiar

la estabilidad lineal del flujo de Poiseuille plano (ecuación de Orr-Sommerfeld). En este

problema las condiciones de contorno sobre las derivadas de la función de corriente se

discretizaron agregando nodos ‘ficticios’ a la grilla numérica. El procedimiento da lugar

a un problema de autovalores generalizado del tipo

A41=cB4a (A53)

donde B es una matriz singular. Para poder utilizar el método QR es necesario reducir el

problema a la forma estándar

A’(0t.R)4>=C<l>

donde los autovalores de A’ son los mismos del problema original. Una forma de llevar

a cabo dicha reducción se describe en el trabajo de Gary & Helgason.

La ventaja más importante de los métodos matriciales en relación con los

métodos de integración a partir de valores iniciales (“Shooting”) es que no requieren una

estimación inicial para los autovalores. La precisión de los autovalores y autovectores

obtenidos depende de mucho factores: el número de puntos de la grilla, el valor de los

parámetros adimensionales del problema, el tipo de discretización (diferencias

centradas, diferencias no centradas), el orden de la aproximaciones discretas, la forma

de la grilla numérica y la precisión aritmética del cálculo. Uno de los mayores

problemas asociados con el método QR es la aparición de modos espun'os. Estos modos

son puramente numéricos y se deben a la discretización del problema original. En

general los autovalores asociados a los modos espurios varían mucho con el tamaño de

la grilla, por lo que se pueden detectar repitiendo el cálculo con grillas más refinadas.

A.5.l Solución numérica de las ecuaciones perturbativas.

El problema de autovalores para p=7L/adeterminado por las ecuaciones (10.2)­

(10.3) se resolvió usando un método matricial con diferencias finitas donde los

operadores diferenciales se n'anSformanen matrices. Definiendo una grilla uniforme de
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N puntos entre -ym¡,x<y<ymaxse tiene que yjfi'Ay (i=l, .... ..N), donde Ay=2ymax/N.Sobre

esta grilla se definen los vectores

v=(v1,v2,v,,---,VN)T, B=(B¡,B2,B3,---,BN)T, (A5.4)

formados por los valores de la velocidad y del campo magnético perturbativos.

Los operadores diferenciales se discretizan utilizando aproximaciones de

segundo orden para las derivadas, de forma tal que se transforman en las matrices

o 1 o o —2 1 o o
—1 o 1 o 1 —2 1 o

D—>o o, N—>kZI- o o ,(A5.5)
—1 o 1 1 —2 1

—1 o 1 —2

donde se han usado las siguientes condiciones de contorno para las perturbaciones :

vo=vN+1=Bo=BN+l=0(vly(iymax)=B¡y(iymx)=0). A partir de esta discretización las ecs.

(lO.2)-(10.3) se transforman en el siguiente sistema matricial

P Q v v
= , A5 .6

P =N"DyN—PmN-ikSMa(N"WN+N"W"),

Q = —kS(N“BN+N"B"), R = kSB,

S=yD-I—N—ikSMaW,

donde

son matrices complejas de NxN elementos. Las matrices y, W, W”, B, [3” son

estrictamente diagonales y se forman a partir de los valores de las funciones en los

puntos de la grilla numérica, e.g.

yl 0 0 0 Wl 0 0

0 y2 0 0 0 W2 0 0

y: 0 O , W: 0 ' . 0 , (A5.7)

0 YN-I 0 0 WN—l O

0 yN 0 WN

y asi sucesivamente. Los autovalores p se obtienen diagonalizando la matriz en (A5.6)

usando el método QR.

En los cálculos llevados a cabo con una grilla uniforme se observa la aparición

de inestabilidades numéricas para valores pequeños de Pm. Por otra parte, cuando el
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Figura 48. Autofunciones correspondientes a p=2.34 (k=0.3, S=100, Pm=10'5,MA=O).

valor de S es muy grande los resultados se vuelven imprecisos, ya que la grilla numérica

no puede resolver adecuadamente las fuertes variaciones espaciales que aparecen en las

autofunciones. Las inestabilidades numéricas asociadas a valores pequeños de la

viscosidad se pueden eliminar usando diferencias no centradas para discretizar el

operador D (Peyret & Taylor, 1983). En cambio, para poder resolver los gradientes

espaciales de las autofunciones es necesario la introducción de una grilla no uniforme.

La elección de la forma de la grilla depende del problema particular que se está

estudiando. En este caso, donde no existen contornos físicos que limiten la región del

flujo (como ocurre en el flujo de Poiseuille), es conveniente utilizar una grilla definida

por el cambio de variable

y=e"-1 (3'20,n20),

y=l—e"‘ (ySO, n50). (A5.8)

Las ecuaciones (10.2)-(10.3) se escriben en términos de la nueva variable n y se

discretizan sobre una grilla numérica definida entre -nmx<n<nmax, que es uniforme en

n. La forma de los operadores matriciales en la nueva variable se obtienen fácilmente a

partir de los operadores originales, multiplicando por matrices diagonales que

representen los factores de escala introducidos por el cambio de coordenadas. Por

ejemplo, como

134



¿“ná (n20),
el operador matricial D11,correspondiente a la derivada primera en términos de la

variable n, se obtiene multiplicando el operador D por una matriz diagonal de la forma

lle-"I o o o
l 0 e"lz 0 0

1)" =i o o D (n 20), (A5.9)0 e"‘"‘l O

L o e'flN

Asimismo, la segunda derivada se transforma en

62 _ a? a
—ï=62" —z-— (n20),
ay an an

por lo que el nuevo operador N11es

íe'z'“ o o o0 e’z'“ O 0

N“ =kZI- 0 ' . o (kZI—N—D) (1120). (A510)
0 e'2""‘l 0

0 e'z“N

El efecto de la grilla no uniforme (en la variable y) se muestra en la fig. 48,

donde se grafican las autofimcíones de la velocidad y del campo magnético como

función de la coordenada original y de la coordenada estirada n. Con la grilla no

uniforme se obtiene una buena resolución de las autofimciones usando relativamente

pocos puntos.
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