BIBLIOTECA CENTRAL LUIS F LELOIR

BibliOteca Digital BIBLIOTECA CENTRAL]EJLOIR

F c E N - U B A FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES UBA

Tesis de Posgrado

Procesos disipativos rapidos en
magnetohidrodinamica

Bender, LaurenceE.

1997

Tesis presentada para obtener el grado de Doctor en Ciencias
Fisicas de la Universidad de Buenos Aires

Este documento forma parte de la coleccién de tesis doctorales y de maestria de la Biblioteca
Central Dr. Luis Federico Leloir, disponible en digital.bl.fcen.uba.ar. Su utilizacién debe ser
acompafiada por la cita bibliografica con reconocimiento de la fuente.

This document is part of the doctoral theses collection of the Central Library Dr. Luis Federico
Leloir, available in digital.bl.fcen.uba.ar. It should be used accompanied by the corresponding
citation acknowledging the source.

Citatipo APA:

Bender, Laurence E.. (1997). Procesos disipativos rapidos en magnetohidrodinamica. Facultad
de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2957_Bender.pdf

Citatipo Chicago:

Bender, Laurence E.. "Procesos disipativos rapidos en magnetohidrodindmica". Tesis de Doctor.
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires. 1997.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2957_Bender.pdf

EXACTAS:

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

UBA

Universidad de Buenos Aires

Direccidn: Biblioteca Central Dr. Luis F. Leloir, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires. Contacto: digital@bl.fcen.uba.ar

Intendente Giiiraldes 2160 - C1428EGA - Tel. (++54 +11) 4789-9293



http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2957_Bender.pdf
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2957_Bender.pdf
mailto:digital@bl.fcen.uba.ar

CO000RONNCO0COO0N000OOPPPPO0CPPOPPPPNOOOPP00000OND

UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES
FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES

Procesos disipativos rapidos en
magnetohidrodinamica

Laurence E. Bender

Director de Tesis

Dr. Fausto T. Gratton

Instituto de Fisica del Plasma
Departamento de Fisica

Agosto 1997

Tesis presentada para optar por el titulo de Doctor en Ciencias Fisicas

29
_':l ¢

A ':.



Fast Dissipation in MHD Flows

The time evolution of current sheets under the influence of driven stagnation point flows
is studied. It is shown that significant physical processes occur during the formation of
the current sheet, originated from a sparse magnetic seed field or from an external
continuous injection of magnetic flux. The advection and amplification of the magnetic
field at a stagnation flow can give rise to large amounts of Joule dissipation over
hydrodynamic time scales. These effects may lead to an accelerated annihilation of the
magnetic field, or to steady state dissipative layers, depending on the balance between
the incoming magnetic flux and the dissipation rate. The basic elements of the flow
enhanced dissipation mechanism are discussed using order of magnitude considerations.
Analytic time dependent solutions that describe the evolution of the magnetic field are
obtained for planar flows. Starting from generic initial and boundary conditions for the
magnetic field component lying on the plane of the flow, it is shown that the sublayer in
which a change of sign of the magnetic field occurs tends to vanish in a short time
during the formation of the current sheet. On the other hand, the magnetic field
component normal to the flow plane is always rapidly extinguished. Thus,
configurations commonly considered as models for steady state reconnection or tearing
instability studies, are exceptional cases rather than generic magnetic structures. Self
similar solutions that describe the amplification and decay of the magnetic field for
planar and axial-symmetric flows are also obtained. In three dimensional stagnation
point flows, current sheets that are not sustained by a continuous injection of magnetic
energy are completely annihilated in a few hydrodynamic times. Several applications,
including coronal heating, the dayside magnetospheric stagnation point, and the
formation of hot spots in the Plasma Focus experiments, are discussed. The influence of
stagnation flows on the stability of these dissipative structures is studied. These flows
tend to oppose the permanence of a reconnected configuration. Numerical simulations
of two-dimensional magnetic reconnection show the build up and consolidation of the
current sheet. Thermal effects due to the rise of temperature in the current sheath and the
resulting conductivity increment, enhance the amplification and extinction processes.
These effects are illustrated with numerical solution examples. The heating and
compressibility limits of the model are briefly outlined. Finally, the effect of density
variations during the evolution of current sheets in compressible stagnation point flows
is also studied numerically.
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sheets - magnetic reconnection
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Resumen

Se investiga en forma analitica y numérica la evolucién temporal de liminas de
corriente en configuraciones de aniquilacién magnética forzadas por un flujo con un
punto de estancamiento. Se muestran las importantes consecuencias fisicas de la etapa
de formacién de la lamina de corriente, que se puede originar a partir de una "semilla"
inicial de campo magnético 0 mediante la inyeccion continua de flujo magnético. La
conveccién y amplificacion del campo magnético en un flujo de estancamiento genera
una disipacién Joule muy intensa dentro de la lamina de corriente en escalas de tiempo
hidrodinamicas. Estos efectos pueden dar lugar a la aniquilacion rapida del campo
magnético, a la formacion de estructuras disipativas estacionarias o a soluciones que
crecen indefinidamente con el tiempo, dependiendo del balance entre la disipacién y el
ingreso de flujo magnético. Los elementos basicos del proceso de amplificacion de la
energia magnética se examinan usando argumentos fisicos sencillos basados en
consideraciones de orden de magnitud. Se obtienen soluciones analiticas dependientes
del tiempo que describen la evolucién del campo magnético en flujos con geometria
plana. Suponiendo condiciones iniciales y de contorno generales para la componente de
campo magnético contenida en el plano del movimiento, se demuestra que la capa en
donde el campo magnético cambia de signo tiende a desaparecer durante la formacién
de la lamina de corriente. Por otra parte, la componente de campo magnético normal al
fluyjo de estancamiento siempre se extingue rdpidamente. En consecuencia, las
configuraciones estacionarias de campo magnético con cambio de signo que se
consideran habitualmente en los estudios de procesos de reconexién magnética e
inestabilidades resistivas, resultan ser casos excepcionales en lugar de estructuras
magnéticas genéricas. Se obtienen soluciones autosimilares que describen la
amplificacién y el decaimiento del campo magnético en flujos planos y axialmente
simétricos. En flujos con un punto de estancamiento tridimensional las ldminas de
corriente se aniquilan completamente a menos que sean sostenidas por una inyeccién
continua de energia inagnética. Se consideran aplicaciones de estos modelos a la
magnetosfera terrestre, a la formacidn de estructuras disipativas en el Plasma Focus y al
calentamiento de la corona solar. Se estudia la influencia del flujo de estancamiento, que
tiende a oponerse a la permanencia de configuraciones con campo magnético
reconectado, sobre la estabilidad de la lAmina de corriente. Simulaciones numéricas de
reconexion magnética en dos dimensiones muestran la formacion y consolidacién de la
lamina de corriente. El incremento de la conductividad provocado por el aumento de la
temperatura en la lamina de corriente puede acelerar los procesos de amplificacion y
decaimiento del campo magnético. Estos efectos térmicos se ilustran mediante
soluciones numéricas. Los limites del modelo incompresible debidos al calentamiento y
a las variaciones de densidad se discuten brevemente. En el ultimo capitulo se estudia en
forma numérica la evolucién de laminas de corriente en flujos compresibles.

Palabras claves:

magnetohidrodindmica - ldminas de corriente - aniquilacién magnética - estabilidad de
l4minas de corriente - reconexién magnética
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1 Introduccion.

1.1 Procesos disipativos en laminas de corriente.

El estudio de la formacién y evolucién temporal de laminas de corriente en
configuraciones de aniquilacién magnética tiene particular interés por su aplicacion a un
conjunto importante de fenémenos en plasmas, tanto astrofisicos como de laboratorio.
Las laminas de corriente son configuraciones magnéticas donde se almacena una gran
cantidad de energia, la cual puede ser liberada en forma rdpida a través de
inestabilidades resistivas, procesos de reconexién magnética o mediante la disipacién de
Joule (aniquilacion magnética). La transferencia rdpida de energia es el proceso basico
subyacente en las fulguraciones solares o “flares” (ver, por ejemplo, Priest, 1995 y
Parker, 1994). En los tokamaks, que son las configuraciones mas avanzadas propuestas
para el desarrollo de reactores de fusion, las ldminas de corriente ocurren naturalmente
durante la descarga en la fase de intensificacion de corriente, o bien como resultado de
la deformacién de las lineas de campo magnético inducidas por inestabilidades (ver
White, 1983, y la literatura alli citada). Asimismo, se ha propuesto la aniquilacién
rapida de campos magnéticos como el proceso responsable del calentamiento de las
particulas en la columna de plasma comprimido del Plasma Focus (Gnavi, Gratton &
Bender, 1994).

En el esquema de aniquilacién magnética propuesto en esta tesis se considera un
flujo con un punto de estancamiento que transporta un campo magnético formado por
lineas rectas. El movimiento del plasma arrastra las lineas de campo magnético hacia el
punto de estancamiento y las concentra formando una lamina de corriente.
Simultineamente, el campo magnético se intensifica a expensas del trabajo realizado
por la presiéon dinamica del flujo. Como resultado de ainbos efectos se puede producir
una gran amplificacién de la energia magnética y su disipacién en tiempos cortos (del
orden del tiempo hidrodindmico caracteristico), cuando el nimero de Reynolds
magnético es grande (Gratton, Gnavi & Bender, 1992). La evolucién temporal de las
soluciones en estas configuraciones depende fuertemente de la geometria del flujo y de

las condiciones de contorno asintdticas para el campo magnético. En algunos casos se
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produce la rapida extincion del campo magnético presente inicialmente en la regién del
flujo, mientras que en otros se forman estructuras estacionarias fuertemente disipativas
que se mantienen intactas mientras actia el movimiento. También cabe la posibilidad de
que el sistema no pueda disipar la energia magnética acumulada, dando lugar a una
lamina de corriente cuya intensidad crece con el tiempo.

Un proceso disipativo se considera “ripido” cuando se desarrolla en tiempos
menores que el tiempo caracteristico de difusién Ta~L%/v 0, equivalentemente, con una
velocidad mayor que la velocidad de difusién vg~vy/L, donde L es una escala
caracteristica de longitud y vy, es la difusividad magnética. En términos del numero de
Lundquist S=Lva/vin=14/1a, donde v, es la velocidad de Alfvén y ta=L/v,, un proceso
rapido se define como aquel que posee una escala temporal del orden de ~toS° con
0<o<1 (Biskamp, 1994). La inestabilidad resistiva de corte de las lineas magnéticas (el
modo “tearing”) para una lamina de corriente en equilibrio difusivo tiene una tasa de
crecimiento tipica del orden de y~(tqta)'?, donde ta<<t=y'<<ty (Furth, Killeen &
Rosenbluth, 1963). En consecuencia, el crecimiento de la inestabilidad es un proceso
mas rapido que la difusion del campo magnético, pero de menor duracion que el tiempo
caracteristico de Alfvén.

A partir de una configuracién de aniquilacién magnética se puede originar la
reconexion magnética propiamente dicha, que consiste en el cambio de la topologia de
las lineas de campo magnético hacia una configuracion de menor energia magnética,
con la consiguiente liberacion de energia térmica y cinética (particulas aceleradas)
durante el proceso (Biskamp, 1994; Forbes & Priest, 1987). En el modelo de reconexién
lenta de Sweet y Parker (Sweet, 1958; Parker, 1963) la escala de tiempo es del orden de
15p~14S; 2, donde S;=Lva/vq es el nimero de Lundquist calculado usando la velocidad
de Alfvén correspondiente al campo magnético que ingresa a la regién disipativa. Esto
corresponde a una velocidad de reconexién vilvai~1/S;'2, donde v; es la velocidad con
que ingresa el plasma a la region disipativa. El tiempo caracteristico de reconexién lenta
es mucho menor que el tiempo de difusién t4 cuando S;>>1, a pesar de lo cual resulta
demasiado largo para explicar la liberacién ripida de energia observada en numerosos
fenémenos disipativos, e.g. fulguraciones y prominencias solares (Priest, 1985). Con el

modelo de reconexion rdpida de Petsheck (Vasyliunas, 1975) se obtienen valores mucho
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mayores para la velocidad de reconexion vy/vai~m(8 InS))"’, que a su vez depende
débilmente del nimero de Lundquist S;. Sin embargo, este modelo ha sido cuestionado a
partir de las solucionas obtenidas mediante simulaciones numéricas de flujos
magnetohidrodinamicos incluyendo efectos disipativos (Biskamp, 1986). Parker (1994)
ha desarrollado en tiempos mas recientes la interesante hipotesis de un gran nimero de
“nanoflares” de muy pequefia escala para explicar las fulguraciones solares mayores y el
calentamiento coronal en general. En el modelo de Parker el problema de la escala de
tiempos es superado por la teoria de un “mar de nanoflares”.

En las configuraciones de aniquilacién magnética desarrolladas en esta tesis (sin
reconexion, aunque este efecto puede aparecer en los bordes lejanos del modelo, como
se muestra en el capitulo 10), la disipacion de la energia magnética se produce en una
escala de tiempo que es del orden del tiempo hidrodinamico t,=hy/U, donde hy es el
tamaifio de la region del flujo y U es la velocidad caracteristica del movimiento. Esta
escala de tiempo es mucho menor que las correspondientes a reconexion lenta y al
crecimiento de las inestabilidades resistivas. La evolucion del campo magnético esta
determinada fundamentalmente por la presencia de un movimiento impuesto en forma
externa. En consecuencia, el nimero de Mach-Alfvénico definido por Ma=vi/va;i (que
corresponde a la "velocidad de aniquilacion" del campo magnético) no depende del
numero de Lundquist S y puede alcanzar, en principio, valores arbitrariamente grandes.
En flujos planos la amplificacién del campo magnético como consecuencia del
movimiento del plasma origina una intensa disipacion Joule D~(1/t))WoRm'? (por
unidad de area y de tiempo) dentro de una lamina de corriente de ancho 8hg=Ry 72,
donde Ry=Uh¢/vi, es el nimero de Reynolds magnético (que se supone grande) y
Wo=Bo?hy/8n es la energia magnética (por unidad de 4rea) contenida en la regién a t=0.
El tiempo caracteristico de este proceso es del orden de T~14(1/2)InR,,.

La mayor parte de los estudios sobre laminas de corriente y reconexién se han
ocupado de configuraciones estacionarias (Phan & Sonnerup, 1990; Sonnerup, Ip, &
Phan, 1990; Vasyliunas, 1975). Un antecedente importante es el articulo de Sonnerup &
Priest (1975), donde se estudia la aniquilacion estacionaria de un campo magnético
formado por lineas rectas con un modelo de flujo incompresible muy simple sin efectos

viscosos (punto de estancamiento irrotacional). Publicaciones mas recientes incorporan



el efecto de la viscosidad (Gratton et al., 1988; Phan & Sonnerup, 1990), componentes
adicionales de velocidad paralelas a la ]amina de corriente (Besser, Biernat & Rijnbeek,
1990), flujos tridimensionales (Jardine, Allen & Grundy, 1993) y la presencia de
contornos u otros limites a la regién ocupada por el fluido (Gratton & Bender, 1991). El
estudio de la evolucién de laminas de corriente en flujos dependientes del tiempo tiene
como precursor el trabajo de Clark (1964), donde se obtiene una solucién exacta
dependiente del tiempo para la evolucion del campo magnético en un flujo
incompresible plano. En este trabajo también se obtienen las leyes de escala del proceso
de amplificacion del campo magnético y se estudia el comportamiento asintdtico de
algunas soluciones particulares. Gratton, Gnavi & Bender (1992) generalizan la solucién
de Clark para movimientos irrotacionales dependientes del tiempo, obtienen una familia
de soluciones autosimilares que describen la evolucién del campo magnético y estudian
la evolucidon de sistemas con condiciones de contorno asintéticas mas generales, e.g.
inyeccion continua de flujo magnético. Anderson & Priest (1993) analizan la influencia
del comportamiento asintético del campo magnético inicial sobre su evolucién
posterior, asi como los efectos debidos a una variacion brusca de la difusividad
magnética y la presencia de diversos campos de velocidad dependientes del tiempo.

La etapa de formacién de la lamina de corriente tiene consecuencias fisicas
importantes. Uno de los resultados mas significativos que se desprende del estudio de la
evoluciéon del campo magnético en flujos planos es el predominio de componentes de
campo magnético sin cambio de signo, que se desarrollan en tiempos més cortos que el
tiempo de crecimiento de las inestabilidades resistivas. En consecuencia, las
configuraciones estacionarias de campo magnético con cambio de signo que se toman
como punto de partida para estudiar procesos de reconexién magnética e inestabilidades
resistivas, pueden no llegar a desarrollarse a partir de distribuciones mas generales. En
caso de formarse una lamina de corriente con campos antiparalelos balanceados, es
posible concebir una combinacién del modelo de intensificacién tratado aqui con un
esquema Sweet-Parker de reconexién (seccién 10.3). La intensificaciéon del campo
magnético modifica la velocidad de reconexién del modelo original de Sweet-Parker y

permite estimar valores mucho mas elevados.
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1.2 Organizacion de la tesis.

El presente trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el capitulo 2 se
presentan las ecuaciones generales de la magnetohidrodindmica, incluyendo efectos
disipativos debidos a la presencia de viscosidad y resistividad. Se analizan las
condiciones para que flujo se pueda considerar (aproximadamente) incompresible y se
introducen los potenciales de Euler. Asimismo, se presenten las ecuaciones reducidas
correspondientes a flujos planos con simetria de traslaciéon y flujos axialmente
simétricos.

En los capitulos 3 al 7 se examinan distintos aspectos de la evolucién del campo
magnético en flujos incompresibles con geometria plana. En el capitulo 3 se hace un
repaso de las principales soluciones incompresibles para el movimiento del fluido. Los
mecanismos fisicos bdsicos del modelo de aniquilacién se discuten mediante
argumentos de tipo dimensional y se obtienen leyes de escala aproximadas. Se analiza
en forma detallada una solucién "elemental” particularmente sencilla de las ecuaciones
magnetohidrodinamicas, que presenta muchas de las caracteristicas que se encuentran en
soluciones mas generales. Por ultimo, se estudia la evolucién del campo magnético en
flujos con transitorios.

En el capitulo 4 se investiga la evolucién del campo magnético a partir de
condiciones iniciales méds generales. Se obtiene la soluciéon general del problema de
valores iniciales correspondiente a configuraciones sin inyeccién de flujo magnético
(que podria ser traido por el movimiento del plasma desde las fronteras lejanas de la
sisterna) y la solucidn asintética para t—<o. Se demuestra que la componente impar del
campo magnético inicial se extingue completamente en un tiempo del orden de
t~11(1/2)InRy, después de una etapa inicial que presenta una intensificacién importante
de la energia magnética y una disipacién Joule considerable. En cambio, la componente
par del campo magnético tiende a una solucién gaussiana estacionaria que disipa energia
en forma continua mientras se mantiene el movimiento. La Gitima seccién describe la
evolucién del campo magnético normal al plano de movimiento, que no es amplificado
por el flujo y que se caracteriza por la extincion rapida de todas las componentes

presentes inicialmente en un lapso de tiempo del orden de 1;,. Los resultados analiticos



se complementan con soluciones numéricas obtenidas a partir de la ecuacién de
evolucion del campo magnético usando un método de diferencias finitas.

En el capitulo S se obtienen balances energéticos correspondientes a
configuraciones sin inyecciéon de flujo magnético y se analiza el origen de la
intensificacion de la energia magnética. El capitulo 6 describe una familia de soluciones
autosimilares que para la evolucién del campo magnético en un flujo irrotacional.

La evolucion del campo magnético en sistemas con inyeccién continua de flujo
magnético se analiza en el capitulo 7. Cuando la inyeccién de flujo magnético desde
ambos lados de la lamina de corriente no se produce en forma perfectamente simétrica,
se obtiene una solucién par que crece linealmente con el tiempo. El crecimiento de la
componente par del campo magnético se da en un tiempo del orden de t, y puede
interferir en el desarrollo de procesos disipativos que requieren la existencia de una
lamina de corriente con cambio de signo en el campo magnético (e.g. reconexién).

En el capitulo 8 se extiende el modelo plano de aniquilacién magnética a
configuraciones de flujos tridimensionales y axialmente simétricos con geometria
cilindrica (Gratton & Bender, 1993). Los resultados obtenidos para configuraciones
tridimensionales permiten explicar la escasa amplificacion del campo magnético
observada en la magnetosfera terrestre. Un flujo convergente con geometria cilindrica
podria modelar procesos disipativos rdpidos como los que se observan en el Plasma
Focus, particularmente la formacion de pequefias regiones altamente disipativas en la
columna de plasma durante la etapa del foco (Gnavi, Gratton & Bender, 1994). En el
capitulo 9 se muestra que los valores de disipacién Joule y las escalas de tiempo
obtenidas a partir de los inodelos de aniquilacién magnética son similares en orden de
magnitud a los observados en estos escenarios. Los resultados de la tesis también
permiten realizar un aporte a la discusién del problema del calentamiento de la corona
solar. Se examinan varios escenarios de disipacién de energia magnética en el marco de
las ideas de Parker sobre "nanoflares" (Parker, 1997).

En el capitulo 10 se estudian algunos aspectos de la estabilidad de ldminas de
corriente en flujos planos con un punto de estancamiento. Se discute la influencia del
movimiento sobre la estabilidad de laminas de corriente formadas por la componente de

campo magnético normal al plano de movimiento y en laminas de corriente formadas



por la componente contenida en el mismo plano. En ambos casos el flujo de
estancamiento tiende a estabilizar la configuracién. La formacion de una lamina de
corriente alargada de caracter cuasi-unidimensional en flujos bidimensionales se ilustra
mediante simulaciones numeéricas directas de las ecuaciones magnetohidrodinamicas en
la aproximacion incompresible. Los resultados obtenidos se comparan con simulaciones
de reconexion magnética realizadas por otros autores (Biskamp, 1986; Yan, Lee &
Priest, 1991).

El efecto de la temperatura en la evolucion de laminas de corriente se estudia en
el capitulo 1! a través de un modelo simplificado de caricter unidimensional que
mantiene la hipétesis de incompresibilidad (Bender & Gratton, 1994). La disipacion
generada durante la evolucién del campo magnético puede dar lugar a un aumento
importante de la temperatura en la regién disipativa. En estos casos se produce un efecto
de acoplamiento no lineal debido a una dependencia de la difusividad magnética con la
temperatura de la forma vmecT>2. Las ecuaciones no lineales del modelo se resuelven
numéricamente para determinar la influencia de los parametros adimensionales que
rigen la evolucion del campo magnético. También se analizan las condiciones en que se
puede desarrollar un “desboque térmico” de la region disipativa.

En el capitulo 12 se lleva a cabo un estudio numérico de los efectos de la
compresibilidad en la evolucidn de laminas de corriente planas. A diferencia de lo que
ocurre con las configuraciones incompresibles consideradas en la mayor parte de la
tesis, las ecuaciones de la magnetohidrodindmica compresible no admiten una
separacion natural que permite analizar el movimiento del plasma en forma
independiente del campo magnético (en particular el flujo irrotacional con un punto de
estancamiento no es solucion), por lo que se debe resolver la dindmica completa del
problema. El flujo de estancamiento se modela mediante la introduccién de un término
forzante en la ecuacion de movimiento para reducir el sistema magnetohidrodinamico
original a un problema con una sola variable espacial. Los principales efectos de la
compresibilidad se analizan para un conjunto de soluciones correspondientes a
configuraciones planas, variando las condiciones de contomo para el campo magnético
y los pardmetros adimensionales que rigen su evolucién. En el capitulo 13 se presentan

las conclusiones del trabajo.



2 Ecuaciones generales.

2.1 La magnetohidrodinamica con efectos disipativos.

Las ecuaciones fundamentales que gobiernan el flujo de un plasma en la
aproximacién de la magnetohidrodindmica son (ver, por ejemplo, Roberts, 1967 y

Priest, 1982)

5
-an+div(pv)=O, @.1)

ov 2 1
p5+ pv -grad v = —grad(p + V+§p. div v) +div(pgrad v + p{grad v}T)+ijB 2.2)

Oe

p§+pv-grade=div(}»grad'l')+pdivv+9, (2.3)
ZjmBidtuxB 2.4
0,.'_ Cvx ’ (')

47 |
rotB=—(:—j, (2.5)

1B
rotE——c P (2.6)
divB=0, 2.7

donde p es la densidad, v es la velocidad, e es la energia interna por unidad de masa, B
es el campo magnético, j es la densidad de corriente, E es el campo eléctrico, V es el
potencial gravitatorio por unidad de volumen y p es la presiéon del plasma. Los
coeficientes disipativos corresponden a la viscosidad p, la conductividad térmica A y la
conductividad eléctrica . El término 9 en la ecuacion de energia (2.3) representa la
contribucién debida a la disipacién resistiva y viscosa, u otras formas de energia. Se
asume una ley de Ohm simplificada de la forma que se muestra en (2.4). Todas las
magnitudes estan expresadas en unidades cgs-ues (c es la velocidad de la luz en el
vacio). El sistema se completa con una ecuacién de estado para el plasma.

Introduciendo potenciales electrodindmicos A y @, tales que

B=rot A, (2.8)
1 6A
=——— D.. 2.9
E - grad @, (2.9)
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div A=0, (2.10)
la ley de Ohm en combinacién con (2.6) da

0A
—gradd)c=—5t—+va+vmrotB, (2.11)

donde vp,=c’/4nc es la difusividad magnética. El potencial electrostitico ®. se puede

eliminar tomando el rotor de (2.11) para obtener la “ecuacién de induccién”

OB
e rot (vxB)-rot (v, rot B). (2.12)
Cuando el término difusivo es despreciable la ec. (2.12) se reduce a
OB
E=rot(va), (2.13)

que implica la conservacion del flujo magnético (magnetohidrodinamica ideal). Esta
ecuacion también se puede escribir de la forma

DB
3t‘=B-gradv—Bdivv, (2.14)

donde D/Dt=0/0t+v.V es la derivada material siguiendo la particula de fluido. Usando la

ecuacion de continuidad (2.1) se obtiene

D(B) (B pua) 215
Dtp—p-gra v, (2.15)

cuya integral es (Roberts, 1967)

—=(—-grado)r, (2.16)

donde grad es el operador de gradiente aplicado al vector de posicién Lagrangiano ro,
r=r(ro,t), p=p(ro,t) y po=po(ro,t). La expresion (2.16) proporciona la variacion del vector
B/p con respecto a su valor inicial Bo/pg debido a un desplazamiento r del elemento de
fluido. Este resultado se suele expresar diciendo que las lineas de B/p estin
“congeladas” al fluido cuando la conductividad es infinita.

El nimero de Reynolds magnético definido por R,=UoL/vy,, donde Uy, L son
escalas caracteristicas de velocidad y de longitud, juega un rol importante en la
evolucién del campo magnético. Valores de Ry>>1 corresponden a flujos en donde los

efectos disipativos de la resistividad son despreciables, salvo en las laminas de corriente




Conductividad | Difusividad | Velocidad | Longitud | Reynolds
o (s magnética | U, (cm shi L (cm) | magnético
Vi (cm® s Rn=LU, /v
Agua+25% 1.910" 3.710° 10° 10° 2.7 107
NaCl (20 °C)
Acero fundido 6.310'° 1.1 10° 10 10 8.8 10"
(1500 °C)
Sodio liquido 5410° 1.3 10° escalas industriales 10
(400 °C)
Nucleo terrestre SR T 10" 10° 10°
(5000 K)
Fotosfera solar =30 ~10" 10° 10° 10
(~ 5600 K)
Corona solar ~810'° ~10° 10° 10° 10"
(~ 10%10” K)
Plasma Focus | ~7.610" ~10* 10 107" 10*
(~ 2000 eV)

Tabla 1. Valores tipicos de los coeficientes disipativos.

que rodean las superficies singulares del campo magnético. En la Tabla 1 se muestran

los valores de ¢ y v, para algunos escenarios fisicos de interés, asi como valores tipicos

de Ry,

2.2 Flujos incompresibles.

En flujos donde se cumple la condiciéon de incompresibilidad divv=0 las
ecuaciones de la magnetohidrodindmica se simplifican considerablemente. Si el
problema ademas posee simetria de traslaciéon o de rotacion, el nimero de variables se
puede reducir introduciendo potenciales de Euler para la velocidad y el campo
magnético.

La hipétesis de incompresibilidad es razonable cuando se estudian procesos
magnetohidrodindmicos en liquidos conductores, como los que aparecen en la tabla 1.

Sin embargo, en un plasma se producen variaciones de la densidad cuyo orden de

magnitud estd dado por
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AL _lz__A_p - 2.17)
P C P

donde c; es la velocidad del sonido (c,;=9.8x105('yT/p.)"‘2 cms';TeneVy p=m;i/my). La
variacion de la presion Ap en procesos dindmicos, que se puede estimar a prtir de los
términos grad p, grad B%/87 y pv.grad v (suponiendo que la viscosidad es pequefia) en la
ecuacion de movimiento (2.2), es del orden de Ap/p~UAU+BAB/8np. Luego, la

variacion relativa de la densidad es aproximadamente
L Mz(ﬁl-{)+i(A—B) , (2.18)

p U) yB\ B

donde M=U/c; es el nimero de Mach y B=81ka/Bz=4xlO'” nT/B? (n es el nimero de
particulas por cm>; k es la constante de Boltzmann). Por lo tanto, la condicion de
incompresibilidad Ap/p<<I requiere que M?<<1 y p>>1 durante la evolucién del flujo.
La mayor parte de los resultados obtenidos en esta tesis asumen la validez de estas
condiciones. Cabe notar que en este contexto el valor estatico de  es irrelevante; lo que
importa es la diferencia entre los valores iniciales y finales del campo magnético. En el

ultimo capitulo se presenta una evaluacién preliminar de las modificaciones debidas a la

compresibilidad.
2.3 Ecuaciones para flujos incompresibles.

En el caso de flujos incompresibles (densidad uniforme) con viscosidad y

conductividad eléctrica constantes, las ecs. (2.1)-(2.7) se reducen a

P ey rumta- jB 2.19
- =—+@OXV+V -— .
gra a (0] rot ® chx X ( )
O0A
—gradQ=§+va+v“l rot B, (2.20)

donde

v=ip, o=rotv, P=p/p+}/2+V, Q=c®..
Tomando el rotor de (2.19)-(2.20) para eliminar los gradientes de las magnitudes P y Q,
y observando que

rot(wxv)=v-grad ®—m-grad v = {v,0}, (2.21)

11




rot(Bxv)=v-grad B-B-grad v = {v,B}, (2.22)

donde {v,0} es el conmutador de los campos vectoriales v y ®, se obtienen las

ecuaciones
0w 1
E+{v,(o}+v rot rotm=;{j,B}, (2.23)
0B
§+ {v,B}+v_ rotrot B=0. (2.24)

2.4 Funciones de corriente y de flujo magnético.

En un flujo incompresible se puede representar la velocidad y el campo
magnético de la forma

v =grad Ex grad ¢ (2.25)

B = grad yxgrad ¢, (2.26)

donde &, &, wy x son los “potenciales de Euler” (Moffat, 1978; Roberts, 1967). El flujo

de v y B a través de una superficie abierta S limitada por una curva cerrada C se obtiene

a partir de las expresiones

[v-ds =qedc = -qar 2.27)

[B-ds = Jydy = -Jxdy (2.28)
S C (o

La eleccion particular £=z, £E=E(X,y), x=2 ¥ v=¥(X,y), donde & es la funcién de
corriente y y es la funcion de flujo magnético, representa un flujo plano con simetria de
traslacion en z. Las componentes de la velocidad y del campo magnético en coordenadas

cartesianas son

K-
vx'—3 ’ vy__a ’
e L s
B,-2, -2

El flujo de v a través de un superficie de altura z, cuya interseccién con el plano (x,y)
forma una linea que une los puntos (x1,y1) y (X2,y2), es igual a [E(x2,y2)-E(X1,y1)]Z.

Anilogamente, el flujo de B es [ y(x2,y2)- yx1,y1)]z.

12
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La eleccion £=q, £=£(z,1), x=0, y=y(z,r) corresponde a flujos con simetria axial
(coordenada ¢ ignorable). Las componentes fisicas de la velocidad y del campo

magnético en coordenadas cilindricas (z,7) son

_ 138 13
v o’ Ve roz’
1 6y 10y
Bz_rc'ir’ B, “roz’

Los flujos respectivos de v y B a través de un disco de radio r que esta contenido en el

plano z=cte son iguales a 27(r,z) y 2nyAr,z).

2.5 Ecuaciones reducidas.

Cuando el problema posee una coordenada ignorable se obtiene una reduccion
importante del conjunto de seis ecuaciones (2.23)~(2.24). A continuacién se presentan,
sin demostracion, las ecuaciones reducidas para flujos planos con simetria de traslacion
y flujos axialmente simétricos. Una derivacion detallada de las ecuaciones reducidas de
la magnetohidrodinamica con efectos disipativos en coordenadas curvilineas, se puede

encontrar en Gratton & Heyn (1989) y Gratton, Bender & Gnavi (1996).

2.5.1 Flujos con simetria de traslacién.

Para flujos con simetria de traslacién (coordenada z ignorable) de la forma

v=grad Exe, +v.e,, (2.29)
B =grad yxe, +B,e,, (2.30)
las ecuaciones reducidas en coordenadas cartesianas (x,y) son
(E-V‘”)Vz@ = [Viy,y]-[VE,E], @.31)
ot 4np
(i—vvz)v =[&v.]-——[v.B,] @32)
at z » Yz 41tp W’ zJ .
0 2
(——vmV )w =[&,v], (2.33)
ot
0 2
-a—t—VmV B, =[§,B,]1-[w,v,], (2.34)
13




donde

La presion se obtiene a posteriori integrando el diferencial exacto

donde

dP = 5'(3 vVZ)
B ot

0

2

1 v
VZ Uy P ey
§+V7EDE 4an wdw+d(2) d(

0

8 =dx-—dy——.

ay

2.5.2 Flujos con simetria axial.

2
z

8np

),

Para flujos axialmente simétricos (coordenada @ ignorable) de la forma

1
v=;grad£_,x

1

e, ot Voe’

=;gradwxeo +B.e,

las ecuaciones reducidas en coordenadas cilindricas (z,r) son

9 _vo? bt =r| L iLlprywi-ttotk ege Ll E0eq 1
(at vD )Dé r(4np[rzD ¥, v] [r2D§,€]+4np[rz, I=1=

donde

1 rzB:,
2

o o). _1 _b
(E_VD )wo_ r([g’wo] 4np[w’er])’

ot

(ﬁ-va’)w -~[vl,

B
(g ~—VmD2)I'Bv = {[E_.,'Tv] _[Wa %]] ’

62

D=

a(la)
+r—|—-——|,
or\ror

La presion se obtiene integrando el diferencial exacto

-5

0

—=vV

D2)§+—12-{
r

i ]

D’édz;+d(’zv°>
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2.2
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(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)
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(2.41)
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3 Intensificacion y disipacion rapida del campo magnético.

3.1 Flujos incompresibles planos con un punto de estancamiento.

El conjunto de ecuaciones reducidas (2.31)-(2.34) admiten una familia de
soluciones exactas de la forma
E=xf(y,1), w=w(y,1), (3.1
donde &(x,y,t) es la funcién de corriente y y(y,t) es la funcién de flujo magnético. El
flujo representado por (3.1) tiene un punto de estancamiento en el origen cuando
f(0,t)=0. El campo magnético estd formado por lineas rectas con componente en la
direccién x solamente (B,=-0y/0x=0). Estas soluciones tienen la propiedad de que el
término [V2y,y] en (2.31) es idénticamente nulo. Por lo tanto, la ecuacién de
movimiento se desacopla de la evolucién del campo magnético y se puede estudiar por
separado.

La ecuacion que rige el movimiento del plasma es

of'
o 2 —ff"'—vf'"'= C(t), (3.2)

donde f’ denota la derivada 0f/dy y C(t) es una funcién del tiempo que mide el gradiente
de presion (lineal) en la direccién x. El campo magnético B(y,t)=0y/0y satisface la
ecuacion

oB B 0
§=vmg{+5y—(f}3). (3.3)
La distribucion de presion se obtiene a partir de las soluciones f{y,t) y B(y,t) usando la

formula

1 ; BT
P=Ppo 75 PC(X —s—n—gpf -pv, (3.4)
donde po es una presién constante de referencia. El gradiente lateral de la presion
Op/ox=-pCx es el motor del flujo y caracteriza su intensidad. El movimiento resultante
del plasma es independiente del campo magnético, que solamente modifica la presion a
través del término B%8n en (3.4). En cambio, la evolucién del campo magnético es

fuertemente influenciada por el movimiento. Dada la importancia que reviste la forma
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Figura 1. Flujo irrotacional con un punto de estancamiento. Lineas de
corriente (punteadas) y de campo magnético (continuas).

del movimiento en la evolucién del campo magnético, a continuacién se repasan

algunas soluciones de (3.2) que son relevantes para las aplicaciones de esta tesis.

3.1.1 Soluciones irrotacionales.
Se puede verificar por sustitucién directa en (3.2) que existe una familia de
soluciones de la forma
f=a(t)y, (3.5)
donde a(t) satisface la ecuacién
a=C(t)-a’. (3.6)
Estas soluciones representan flujos irrotacionales (rotv=0) con un punto de
estancamiento en el origen (fig. 1). El caso més sencillo, con a=Co'?=cte (8p/0x=pCox),
corresponde al cldsico movimiento irrotacional estacionario
f=/C, v, (3.7
donde vy,=ax y vy=-ay (Batchelor, 1967).
Si se establece un gradiente de presién Op/Ox=pCox a t=0 (a=0 para t=0) se
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Figura 2. Soluciones irrotacionales.

obtiene la solucion

a(t) = /C, tanh(|/C, t), (3.8)

cuyo limite asintético a(t—e0)=Co'? corresponde a (3.7). En el caso més general,
cuando el gradiente de presién cambia en forma abrupta, con C(t) pasando de un valor

inicial Cp a un valor C; (C;>Cy), se obtiene

1-qe ™/
a0 =G (39)

donde
o= M - (3.10)
JC, +4/C,
Esta solucién incluye a (3.7) y (3.8) como casos particulares.
Por el contrario, si el gradiente de presién cesa de actuar a t=0, con C(t) pasando
de un valor C=C, para t<0 a C=0 para t>0, el movimiento subsiguiente decae lentamente

con
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0
1+,/C,t

a(t)= (3.11)

La fig. 2 muestra en forma comparativa el comportamiento temporal de las soluciones

(3.8)y (3.11).

3.1.2 Flujos limitados por paredes.

Las soluciones irrotacionales del inciso anterior corresponden a un plasma
infinito sin contornos fisicos donde la componente de velocidad vy crece en forma lineal
con la coordenada y. Cuando se consideran sistemas limitados por "paredes" (que
podrian modelar un plasma de densidad mayor) se obtienen soluciones con vorticidad
distinta de cero. En estos casos el movimiento se puede establecer de dos maneras: i)
por la accion de paredes s6lidas que empujan el fluido hacia el punto de estancamiento;
ii) mediante la inyeccién de fluido a través de paredes porosas que se encuentran fijas.
El caso i) se puede analizar despreciando el desplazamiento de las paredes para valores
pequeiios del nimero de Reynolds R.=Uh/v, donde U es la velocidad de las paredes y h
es la distancia de las mismas al punto de estancamiento (Gratton & Bender, 1991). El
caso ii) ha sido estudiado por numerosos autores (ver, por ejemplo, Terrill, 1964 y
Zaturska, Drazin & Banks, 1988). En el trabajo de Zaturska et al. (1988) se investiga la
estabilidad de este tipo de flujos, incluyendo la existencia de bifurcaciones en
soluciones correspondientes a inyeccién y succién de fluido a través de las paredes (sin
campo magnético).

Si se inyecta fluido con velocidad normal U a través de dos paredes porosas
ubicadas en y=th, las soluciones estacionarias correspondientes a los limites R.<<1 y

Re>>1 (Re=Uh/v) son (Bender, 1991)

3 /h)’  3Ch’ /h)*
f=3ud- L2 W) g, G
2vCh
f) = Usen 22 - 2 sen(z ) R>1), (3.13)

donde Op/ox=-pCx. Los perfiles de la velocidad normalizada f{(y)/U difieren muy poco
en ambos limites y son lineales (es decir, el movimiento es casi irrotacional) cerca del

punto de estancamiento, como se puede ver en la fig. 3.
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Figura 3. Soluciones para flujos limitados por paredes.

Las soluciones anteriores se extienden ficilmente para incluir componentes de
velocidad vy paralela a las paredes, que se pueden originar a partir de un gradiente de
presion constante en la direccién x (flujo de Poiseuille) o por el desplazamiento lateral
de las mismas (flujo de Couette). Si a la funcién de corriente definida en (3.1) se le
suma una funcién adicional de la forma

&=x1(y,t)+g(y,1), (3.14)

entonces g(y,t) se obtiene a partir de la ecuacién

a '
e =K, (3.15)

donde f(y,t) es solucién de (3.2). La constante K representa el valor del gradiente de
presién constante en la direccién x, o(p/p)/ox=-pCx-K. En la fig. 4 se muestran las
lineas de corriente correspondientes a soluciones con K=0 y R.<<1, que satisfacen las

condiciones de contorno g(+h)=1 en el caso (a) y g(th)=t1 en el caso (b) (Gratton &
Bender, 1991). Estas soluciones podrian modelar el flujo oblicuo de dos plasmas de
distinta densidad y son anélogas a las obtenidas por Besser, Biernat & Rijnbeek (1990) y
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Figura 4. Flujos con R.<<I y deslizamiento de las paredes.
(a) vy simétrico y (b) v, antisimétrico.

Phan & Sonnerup (1990) para sistemas ilimitados. La introduccién de una componente
adicional de velocidad vy no afecta la evolucién del campo magnético, ya que en (3.4)

aparece solamente la componente vy (f=-vy).
3.2 Intensificacion del campo magnético.

La intensificacion del campo magnético en flujos con un punto de estancamiento
se puede describir, en una primera aproximacién, mediante argumentos sencillos
basados en consideraciones de orden de magnitud (Gratton, Bender & Gnavi, 1994). El
movimiento del plasma, que se supone estacionario con vy=ax y vy=-ay (a=C"*=cte),
arrastra las lineas magnéticas hacia el origen en y=0 para formar una ldmina de corriente
de ancho & (ver fig. 1). Suponiendo que el campo magnético inicial se extiende hasta
una distancia hy de ambos lados del punto de estancamiento, se puede definir el nimero
de Reynolds magnético R,=Upho/vi (Ug=ahg). Para valores grandes de R, la difusion es
despreciable en toda la region |y|<hy, salvo dentro de la delgada lamina de corriente que
se forma en |y|<d. El ancho de la misma puede estimarse igualando la velocidad de

difusién v/ a la velocidad vy=ad con que ingresa flujo magnético, de donde resulta
o 1
= : 3.16
o (3.16)

Como Ry, se supone grande, el campo magnético en la region comprendida entre
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d<ly|<hg esta practicamente “congelado” al plasma. Luego, a partir de (2.16) se obtiene

para la componente x

5
B= Boé, (3.17)
0

donde B y &x son, respectivamente, el campo magnético y la linea material (que se
mueve con el fluido) a tiempo #, correspondientes a los valores iniciales Bg y 8xg. De las
ecuaciones de las trayectorias de los elementos del fluido

at

X= %6, Y=Y s (3.18)
resulta que &x/8x¢=8yo/dy. Por lo tanto, tomando 8ye=hg y 8y=0 se obtiene

B(5,t) ~ B(h, ,0)982 ~ B(hy,0)4R,, . (3.19)

La expresion anterior da una estimacion del orden de magnitud de la intensificacion del
campo magnético, que es amplificado por el flujo debido al “estiramiento” 8x/8x, de las
lineas magnéticas.

Este resultado también se puede obtener a partir de la conservacién del flujo
magnético. En un movimiento de la forma (3.18) la altura 8y de una linea material se
reduce a medida que se acerca al origen en y=0 (fig 5). La conservacién del flujo

magnético B,y implica entonces que el valor medio del campo magnético debe

X

Figura 5. Lineas materiales en un flujo irrotacional con un punto de estancamiento.
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aumentar en la misma proporcién. Un razonamiento analogo aplicado a la componente
B, del campo magnético muestra que ésta tiende a reducirse, ya que en este caso el
ancho dx de la linea material de tamafio cuando se acerca al origen.

A partir de (3.16) y (3.19) se obtiene que la energia magnética total por unidad

de area en la lamina de corriente (de ancho ) es

B2
Wy~ -85 Wo R, (3.20)

donde Wo=hoB,*/8n es una estimacién de la energia magnética inicial (por unidad de
area). La disipacion Joule en la ldmina de corriente durante el estado final estacionario
es aproximadamente igual a Wy por cada l/a unidades de tiempo. El tiempo
caracteristico del proceso de intensificaciéon, que se puede estimar haciendo

ho/6=exp(aty) en (3.18), es del orden de

InR
tm 2a

En este lapso de tiempo la energia alcanza el valor dado por (3.20). Comparando (3.21)

m (3.21)

con el tiempo caracteristico de difusién tp=ho’/vy, se obtiene
ty IR,

—_—~

t, 2R

(3.22)

Cuando Ry, es grande el tiempo de intensificacion ty es varios 6rdenes de magnitud
menor que tp. Por ejemplo, para a~107 y Ry=10", que representan valores tipicos en
plasmas solares (ver la tabla 1 del capitulo 2) se obtiene tp~10° s (=32 afios), mientras
que tm=~800 s.

La energia magnética total disponible inicialmente en un volumen de plasma
Vo=hglxL, es aproximadamente Wo=(B02/81r)Vo. El movimiento del plasma amplifica
esta energia hasta un valor W~WoR,,"” en un tiempo del orden de 1/a (que representa un
“tiempo de transito” de la particula de fluido). La densidad de energia W/8 en la lamina
de corriente final es aproximadamente wawoR;. Suponiendo que se distribuye de
manera uniforme entre las particulas, la energia por particula puede alcanzar valores

muy elevados del orden de 6~(2/3)(wo/n)Ry,.
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3.3 Intensificacion y disipacion rapida en una solucion elemental.

El proceso de intensificacién y disipacion rapida de la energia magnética en
flujos de estancamiento se puede ilustrar mediante una solucién particularmente sencilla
de las ecuaciones magnetohidrodindmicas. Esta solucién describe la evolucién de una
componente de Fourier del campo magnético inicial (Gratton, Gnavi & Bender, 1992).

La ecuacion que rige la evolucién de un campo magnético B,=B(y,t) en un flujo
irrotacional con f=ay (a=cte) es

%3=vm%+a%]:-+a& (3.23)
En el estado inicial se asume una distribucién de campo magnético que corresponde a

un modo puro de Fourier

B(y,0) = besen(k,y), (3:24)
donde kg es el nimero de onda inicial y by es la amplitud del modo. Reemplazando en

(3.23) una solucién de la forma

B(y,t) = b(t) sen(k(t) y), (3.25)
la ecuacion resultante se separa en
k=ak, b=(a—v,k?)b,
de donde se obtiene
h k,)’
B(y,t) = b, sen(koe“y)exp[at —-(2°R—O)(cz" - l)] . (3.26)

En (3.26) se ha introducido una escala arbitraria de longitud hy, que representa el
tamafio de la regiéon del flujo (en la direccién y). Usando hy se puede definir una
velocidad caracteristica vy=Ug=ahg y el nimero de Reynolds magnético R.,Fahozlvm.

La amplitud de la solucién (3.26) crece desde su valor inicial by hasta alcanzar

un valor maximo

. [Ra 1 (hoko)’] R,
bu = oy i e""[ 2 2R, |7 etk L

en un tiempo igual a

_InR, In(hk,)
M 99 a

Después de ty el campo magnético se extingue rdpidamente, con un decaimiento

(3.28)
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Figura 6. Evolucién de la amplitud en una solucién elemental con hoky=1.

proporcional a exp[-(ko’vm/a)exp(2at)] para t—>co. Este comportamiento se debe al
crecimiento exponencial del nimero de onda k(t), que da lugar a la disipacion eficiente
del campo magnético en ldminas de corriente muy intensas (j,ocOB/dyock(t)). La
evolucion de la amplitud b(t)/by se grafica en la fig. 6, donde el decaimiento rapido de la
solucién se observa claramente para valores grandes de R,.

La solucién elemental (3.26) muestra dos tendencias basicas que son comunes a
todas las soluciones en flujos planos: i) la amplificacion del campo magnético es
proporcional a Rp'?%; ii) el tiempo caracteristico del proceso de intensificacién
(acompaiiado por una disipacion importante) es proporcional a (InRy)/2a. Este tiempo
es del orden del tiempo hidrodindmico 1/a y depende débilmente de Ry, (In Ry~6-18
para R, entre 10>-10%). En ausencia de movimiento el campo magnético inicial (3.24) se
extinguiria en un tiempo del orden de tD=1/vmk02, que corresponde al tiempo difusivo
clasico. Por lo tanto, el movimiento acelera el decaimiento por un factor
tp/tmM~2Rp/InRyy,.

La energia disipada en una celda de tamaifio igual a una longitud de onda A=27/k,
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donde A(t)~e™, se puede calcular ficilmente. Si 80=(21t/k0)(b02/87t) es la energia
magnética (por unidad de area) contenida inicialmente en la celda, la energia disipada

entre t=0 y t=c0 es
d =€,m2q(1- Erf(,/q))e’, (3.29)
donde q=(hoko)2/Rm Para Rp,>>1 (q<<1) se obtiene

L (3.30)

—

g  hok

En consecuencia, un plasma con energia inicial € puede llegar a recibir una cantidad de
energia del orden de eo(mRy)" por disipacién Joule, en un tiempo del orden de
tm=InRy/2a. La energia disipada es entregada principalmente en una regiéon de tamafio
S~(2m/Ko)exp(-atm)~(2m/ko)Ren .

Cabe observar que en las expresiones anteriores se ha supuesto la existencia de
una escala arbitraria hy para el tamafio de la region del flujo. Estrictamente, la escala
natural correspondiente a la condicién inicial (3.24) es hg=1/ko, por lo que las ecs.
(3.26)-(3.28) deben leerse con hoko=1 (Rw=ako>/vy). Para configuraciones iniciales de
tamario finito, donde el campo magnético es distinto de cero solamente en una regién de
ancho ho, se tendra hgko#l. En estos casos los valores exactos de by y tm
correspondientes a un modo de Fourier dependen de la razén entre la escala hg del flujo

y la longitud de onda del modo (~1/ky).
3.4 Evolucion del campo magnético en flujos con transitorios.

La evoluciéon de una componente de Fourier del campo magnético inicial

también se puede obtener en el caso de movimientos irrotacionales no estacionarios de

la forma
f=a(t)y,
donde a(t) es una funcién del tiempo que satisface (3.6). Reemplazando en (3.23) la

solucion
B(y, t) = b(t) sen(k(t)y),

se obtienen las ecuaciones
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Figura 7. Evolucién del campo magnético en flujos con transitorios.

k(t) =k, exp( Ia(t')dt') ’
0

b(t) = boexp( j{a(f)-v,k’(t')}dt') .
0
Para un movimiento que arranca del reposo dado por (3.8) la solucién es
k(t) = k, cosh(a,t),

2
b(t) = b, cosh(a_t) exp[-%(% sinh(2a_t) + awt)} "

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

donde a,=a(t—0). Esta solucion tiende a (3.26) después de un tiempo del orden de 1/a,

y es cualitativamente similar al caso a=a,=cte.

La evolucién del campo magnético es muy diferente cuando se considera el

decaimiento del movimiento descripto por (3.11). En este caso se obtiene

kl
K=t
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__b (hok,)” agt )
b(t) = T exp[- R, 1tag)’ (3.36)

donde k; y b; son, respectivamente, el niimero de onda y la amplitud del modo a t=0. El
decaimiento del campo magnético se produce lentamente, prolongandose por un tiempo
mucho mayor que 1/ag cuando Ry, es grande. Si, por ejemplo, en la solucion (3.26) el
gradiente de presion cesa de actuar cuando la amplitud del campo magnético alcanza su
valor maximo by, se tiene que (hok;)*=Rp y bi=bo(Ru/e)"? y transcurrird un tiempo
At(1/20)(Ra/e)"? a partir de ty hasta que la amplitud vuelva a su valor inicial by.
Durante este intervalo la disipacion en la lémina de corriente atin es relevante.

El proceso de intensificacién del campo magnético durante el arranque del
movimiento se produce en tiempos mucho menores que su extincién durante el frenado
del flujo. El movimiento del plasma, que no puede seguir los cambios abruptos del
gradiente de presién, mantiene la ldmina de corriente porque sigue actuando el
mecanismo de “estiramiento” de las lineas magnéticas (ec. 3.17). En consecuencia, un
campo magnético localizado inicialmente en una pequefia regién de tamafio =ho/Rp'?,
cuya disipacién completa se produciria en un tiempo tp=8*/vy=1/ao si el movimiento
cesara abruptamente, se extingue en un lapso mucho mayor tpRy,'> durante el lento
decaimiento del flujo. En la fig. 7 se comparan las soluciones (3.34) y (3.36) con hok=1
y Rpy=5000.

28




4 Formacion de laminas de corriente en flujos planos.

4.1 Evolucion del campo magnético.

En este capitulo se estudia la evolucién del campo magnético en un flujo con
simetria plana (coordenada z ignorable) a partir de condiciones iniciales mas generales
(Gratton, Gnavi & Bender, 1992). La configuracién de campo magnético, que se
muestra en la fig. 8, incluye una componente adicional B,=D(y,t) normal al plano del
movimiento ademas de la componente B,=B(y,t). Las ecuaciones que rigen la evolucién
del campo magnético en presencia de un movimiento irrotacional con f{y,t)=a(t)y (ver

seccion 3.1) son

oB B OB

—=V, =5 +ay—+aB, (4.1)
ot oy* " oy
oD D N oD 42)
—— syt gy :
at m ayz y ay
La distribucion de presion se obtiene a partir de
P P 1 2 _ L2\ re\2 2__13'2'*'])2
5T 2 C(t)(y" —-x")—a(t)’y Sitp (4.3)

La ec. (4.1) contiene un término adicional aB que es el responsable de la amplificacion
de la componente B, (cuando a>0) y que no aparece en (4.2) para la componente B,.
Ambas ecuaciones son invariantes frente al cambio de variable y—-y, por lo que
admiten soluciones con paridad definida en y. Ademas, por ser lineales, toda solucién se
puede expresar como una combinacién de soluciones pares e impares (con respecto a la
transformacion y—-y).

Haciendo el cambio de variables

¢ =L exp{ ].a(t')dt' Y, ek | exp{2‘j'a(t")dt" b dt (4.4)
ho 0 ’ hg 0 0 ’ .
B'(¢,7) = B(y,t)exp{- [a(t))dt' }, 4.5)

la ec. (4.1) se transforma en la ecuacién de difusién
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Figura 8. Configuracién de flujo y campo magnético.
oB" B
o o

La escala de longitud hy corresponde a la extension de la regién del flujo en la direccién

(4.6)

y. Cuando el movimiento es estacionario (a=Co'*=cte) las nuevas variables son

__)_’_ at — 1 2at _ . ot
C=3, ¢ Tmgp(e-l. BE0=e"Bi, 4.7)

donde Rp=ahy*/vy, es el nimero de Reynolds magnético calculado usando la velocidad

caracteristica U=ahy. En lo sucesivo se supone que Ry, es grande.
4.2 Solucion general del problema de valores iniciales.

Partiendo de una distribucién inicial de campo magnético B*(£,0)=B(y,0), la

solucién para todo tiempo posterior estd dada por la integral de Poisson
1.9 2
B'(,7)=—— |e “ Y *B*(£,0)dE, 4.8
(45 2,—m_£e (£,0)dg (4.8)

donde la condicidn inicial debe satisfacer la condicién
IB" 0| < M,

en el intervalo (-c0,00).
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Alternativamente, se puede calcular la solucién B*({,t) a partir de la

......

i.% .
o(k0) == [B (0)eaz, (4.9)
usando la formula
B'(&,1) = ﬁ j(p(k,O)e“°‘e'*"dk. (4.10)

Aplicando la identidad de Parseval
°t ~ 2 i 2 ok
[agB @0 = [akoc,0) e,
la energia magnética (por unidad de area) como funcién del tiempo es

= Bt
W(t) = jdy—| (;n )

7 h 2 - 2o 2%
= jdk-g—;|<p(k,0)| e (VRaKH (D) 4.11)

Multiplicando a (4.1) por B(y,t) e integrando por partes, se obtiene la ecuaciéon de
evolucion para la energia magnética

—2(—)*dy +aW

oW "jw oB
ot 4n oy

donde se ha supuesto que W(t) no diverge. La energia disipada por calentamiento Joule
(por unidad de area) desde =0 es

Jdt_{-j;dy =6[dt_£ %(%yg)’dy -2 J W(t')dt' —[W(t) - W(0)], (4.12)

que se calcula facilmente conocido W(t).

4.3 Sistemas sin inyeccion de flujo magnético.

Como una primera aplicacion de las féormulas (4.8)-(4.11) se consideran
distribuciones iniciales de campo magnético con flujo magnético total finito (por unidad

de longitud en z)
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= [B(y,0)dy, (4.13)
y energia magnética (por unidad de érea)

W, = I |B(y’0)| (4.14)

La integral (4.13) estd bien definida para distribuciones de campo magnético que
tienden a cero mas rapidamente que 1/]y| para |y|>co. Esta condiciéon implica que
limy,.yB—0 o, equivalentemente, vyB—0 para |y|—> (pues vy=-ay). Por lo tanto, no
hay ingreso de flujo magnético a la configuracion desde las fronteras lejanas del
sistema: el campo magnético evoluciona "libremente" sin la influencia de agentes
magnéticos externos. Se trata entonces de estudiar la evolucién de una semilla inicial de
campo magnético existente en la regién considerada. En el capitulo 7 se consideran
sistemas “forzados” con inyeccién continua de flujo magnético, donde vyB—cte para
lyl—>0.

El campo magnético inicial B(y,0) se puede descomponer en una parte par, cuyo
flujo total Fpar es distinto de cero, y en una parte impar con Fimpar=0. A partir de la
integral de Poisson (4.8), que se puede escribir de la forma

Lo ((v/Bo)yZR T +1-8)
4t

; J2R T+
B(y,t) = 2h0\/E

]1B*(€,0)dg, (4.15)

-0

y tomando el limite #—c0, se obtiene

: Real By 2 -
imB(y,t) =5 h, exp[-—=(y/hy)"]F. (4.16)

En consecuencia:

Las soluciones impares (F=0) originadas a partir de campos magnéticos
iniciales integrables en valor absoluto en el intervalo (-0,-x) decaen asintéticamente
para t—o. Las soluciones pares correspondientes (F#0) tienden todas a la solucion

gaussiana (4.16).
La componente impar del campo magnético se aniquila completamente con el
paso del tiempo, después de una etapa inicial donde es amplificada por el flujo (cuando

los efectos disipativos aun no son importantes). En cambio, la componente par termina

32




00000000000000000000000000000000000000000000000080

por concentrarse en un filamento gaussiano estacionario de ancho &/hg~1.18Ry">
(correspondiente a 1/2 de la altura de la campana), donde alcanza un valor pico de
(Rao/27) "F/ho=(a/27tvyy)'“F. El filamento magnético persiste indefinidamente mientras
dura el movimiento, manteniendo un equilibrio estacionario entre amplificacion,
adveccioén y disipacion. En la fig. 9 se muestra la formacién de la solucién gaussiana a
partir de un campo magnético inicial par que presenta ondulaciones, obtenida integrando
numéricamente la ec. (4.1) en el intervalo finito -1<y/hp<l con R,=5000 (ver el
apéndice).

Comparando la energia magnética en el estado final W, (calculada a partir de la

solucion 4.16) con el valor inicial (4.14), se obtiene

W, R

Wo= —4;1', : (4.17)

‘ donde

r_ (Jyow) @
b, J(By,0))'dy  8mheW

(4.18)

es un factor que depende solamente de la forma de la distribucién inicial. La energia

40 —— T ' T '
ﬂF3

30 L = 7 WU Wl |
B/Bo J

20 L TSN CRRe—

10 |-

0 s L 1

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

y/h
Figura 9. Evolucién de un campo magnético inicial con oscilaciones espaciales.
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Figura 10. Soluciones sin inyeccién de flujo magnético: flujo irrotacional f=ay (lineas
continuas) y flujo rotacional f=sin(n/2y) (lineas punteadas).

magnética final es Ry veces mayor que la inicial a menos del factor de forma r, que
por lo general es del orden de uno. En el caso particular de un campo magnético inicial

con perfil gaussiano B(y,0)=exp[-(y/ho)*/2s’] se obtiene r=(4m)"%s, por lo que

Woo/Wo=sRa 2.
El calentamiento Joule (por unidad de drea) en el estado disipativo final es
'2 V F (R )3/2
J@-jc 3, : (4.19)

de donde se obtiene que la energia disipada (a la tasa dada por 4.19) durante un lapso de

tiempo £ es

L =2 R

Jdt_:[;dy = atrJ;: W,. (420

Estos resultados se ven reflejados en las curvas de la fig. 10, obtenidas
integrando la ec. (3.4) en el intervalo finito -1<y/ho<1 usando un método de diferencias
finitas. Se consideran dos tipos de movimiento: i) f=ay, irrotacional (lineas continuas) y
ii) f=Ugsen(my/2hy), inviscido rotacional ec. (3.13) (lineas punteadas). La velocidad en
los limites del intervalo se normalizé haciendo f(+y/hp)=t1, y en todos los casos
Rx=5000. La condicién de contorno para el campo magnético es B(+y/hg)=0, con lo cual
se asegura que no hay ingreso de flujo magnético a la regién del cdlculo. La fig. 10a

muestra la evolucién de la energia magnética W(t) para soluciones pares con
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:

B(y,0)=Bocos(my/2hg) y soluciones impares con B(y,0)=Bgsin(mty/hg). En la fig. 10b se
grafica la disipacion Joule J(t)/aW, correspondiente. Independientemente del tipo de
movimiento, se observa que las soluciones pares tienden asintéticamente a un estado
estacionario. En cambio, las impares decaen completamente después de una etapa de
amplificacion. El decaimiento de las componentes impares y la consolidacion de las
componentes pares en estructuras disipativas estacionarias son caracteristicas generales

de las soluciones en sistemas sin inyeccion de flujo magnético.

4.4 Conservacion del flujo magnético total.

Integrando la solucién gaussiana (4.16) se comprueba que el flujo magnético
total correspondiente al estado final, definido por F(t—>c0)=/B(t—>0)dy, es igual al flujo
inicial (4.13). La conservacion del flujo magnético total en sistemas sin inyeccién de
flujo magnético se puede demostrar en general integrando la ecuacién del campo

magnético (4.1) para obtener

@

o oB .
Bt—_J;B(y,t)dy = Vmg{ +ayB” =0. 4.21)

donde se ha usado que [B|—->0 mas rapidamente que 1/|y| para |y|—>.
Por otra parte, observando que la ec. (4.1) posee una solucién estacionaria de

tipo par dada por

Rm 2
B..(y) =B, exp[-—=(y/ho)’], (4.22)

e igualando el flujo magnético inicial a
F= IBa(y)dy

se deduce (4.16) inmediatamente.

4.5 Evolucion de la componente normal de campo magnético.

La ec. (4.2) describe la evolucion de la componente normal de campo magnético
B,=D(y,t). Si D(y,t) decae mas rapidamente que 1/ly| para |y|>o (limy,.ayD—0), el
flujo magnético por unidad de area en el plano (x,y) definido por
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F= [D(y,t) dy,

es finito para todo tiempo ¢. Integrando (4.2) entre (-00,20) se obtiene

g F 433
= =~aF. (4.33)

Suponiendo a=cte se tiene que F(t)=F(0)exp(-at), por lo que todas las soluciones pares
(F#0) se extinguen en un tiempo del orden de 1/a. En el caso de las soluciones impares,
donde F(0)=0, la ec. (4.33) asegura solamente que F(t)=0 para todo tiempo . Sin
embargo, multiplicando a (4.2) por D(y,t) e integrando por partes se llega a la expresién

? oD
_.m_dy—__ (ay) dy - aj—dy, (4.34)

cuyo signo es definido negativo (por ser @>0). Luego, la energia magnética siempre

-0

disminuye y las soluciones impares también se extinguen para t—c0. El decaimiento de
B, se debe a que el movimiento no amplifica esta componente de campo magnético (ver
ec. 2.16).

Las soluciones estacionarias de (4.2) son
ap, P9 e
D=D, =cte, D—W oj dE = Derf(\/—‘y), (4.35)
en cuyo caso las integrales para el flujo magnético y la energia magnética divergen.
Estas soluciones pueden existir solamente cuando hay una inyeccién continua de flujo
magnético que crece linealmente con la coordenada y, pues |vyD|~ayDo,| para [y|-—>o. Si
la tasa de inyeccidon de flujo magnético disminuye, por ejemplo tomando un valor
constante con limy, ,.[vyD|—>cte, las soluciones estacionarias no se pueden mantener y el
campo magnético comienza a decaer.
El problema general de valores iniciales para la componente normal de campo

magnético D(y,t) se puede resolver haciendo el cambio de variables

= Ey-exp{ fayary, =22 jexp{z j a(t'")dt'"} dt', (4.36)
0 0
que transforma a (4.2) en la ecuacién de difusnén
%) = _g’_glz)_ (4.37)
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Las soluciones de (4.37) se obtienen a partir de la integral de Poisson (4.8), o bien

usando la formula de Fourier (4.10).
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S Energia magnética.
5.1 Evolucion de la energia magnética.

A partir de las ecuaciones de Maxwell y la ley de Ohm (2.4) se obtiene la
variacion de la energia magnética (Roberts, 1967):

o B

ot 8n

Por otra parte, multiplicando la ecuacién de movimiento (2.2) escalarmente por v

) 1 1.2
)=—dxv(Z%ExB)—z(ij)-v—;lj' : (5.1)

(suponiendo que la densidad p y la viscosidad p son constantes) la variacién de la

energia cinética esta dada por

2.1, g I M1
at(2 plv| )——dlv[v(p+2p|v| — pgrad 5 )]+c(ij)-V—8u, (5.2)
donde
avk avk
8“_”8)(] axj

es el término de disipacion viscosa. Cuando el movimiento es estacionario ambas
expresiones se pueden combinar para eliminar el término correspondiente a la potencia
de la fuerza de Lorentz v-(jxB), de donde resulta

Ivl®

o Bf . ¢ ) 1 12
)=—d1v(Z;ExB)—dlv[v(p+—2-dv|2—vgradT)]—gle . (63

alsn

Los términos a la derecha de (5.3) corresponden, respectivamente, al flujo del vector de

Poynting, la potencia de los esfuerzos normales, la disipacién Joule y la disipacién
viscosa.

En el caso particular de flujos planos de aniquilacién magnética, con un campo

magnético B,=B(y,t) y un movimiento irrotacional estacionario dado por (3.7), la

variacién de la energia magnética (por unidad de 4rea) se puede obtener directamente a

partir de (4.1). Multiplicando por B(y,t) e integrando entre (-co,0), la expresion

resultante es
o tB? v. °t OB - B’
— |—dy=-—" |(— —d 4
atlgn y 4nl(ay) dy*“‘_{sn y, (54)
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donde se ha supuesto que yB—0 para |y|>o. La primera integral de la derecha
representa la pérdida de energia por disipacion Joule, mientras que la segunda es la
contribucion a la energia debida a la amplificacién del campo magnético por el

movimiento (ver capitulo 3).
5.2 El origen de la amplificacion de la energia magnética.

El origen del término de amplificacién en (5.4) se puede descubrir integrando la
expresion general (5.3) sobre una regién rectangular R del plano (x,y) definida entre
Lx<x<.Lx y -ho<y<hy. Para un movimiento irrotacional con un punto de estancamiento

de la forma (3.7) se tiene que

2

) v
div(p gmd—z-)-sp =0.

Por otra parte, para B,=B,=0 el vector de Poynting se reduce a

c =—EB.e (5.5)
T

donde ey es el versor unitario en la direccion y. Luego,

o (B’ e I v, OB
§ —d .ndl- = .ndl- |-2(—)%*dxdy, (5.6
atREZ;dXdy ;{%EZBey ndl i(p+2pv )V I R41t(0y) xdy, (5.6)

donde n es el versor normal a la frontera R. Haciendo hy—0, y suponiendo que B—0
para |[y|—>oo (E, es constante), desaparece la contribucién debida al flujo del vector de

Poynting para dar
0 “tB’ 1 v, 0B,
— |— =— - -ndl-—= |(—)*2L dy. =)
atianL*dy i(p+2pv )v-ndl 41:_;[(6y) dy (5.7
Comparando (5.7) con (5.4) se obtiene
a?gz—d 2L, =—4( oyl (5.8)
2 8n Yo = anp 2P ' '

El término responsable del aumento de la energia magnética proviene entonces
de una disminucién de la potencia neta ejercida por la presién dindmica pH(1/2)pv*

sobre la regién R. La ec. (5.8) también se puede escribir de la forma
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tB? T 1
al, | —dy=- —pv? i
Jgm dy=-aL, [o+30v)dy., (5:9)
donde se ha reemplazado la velocidad vy en x=tL, por su valor v,=tal, (vx=ax). De

(5.9) se deduce la siguiente versién magnetohidrodinamica de la ecuacion de Bernoulli

I
p+Epv +§1:=cte, (5.10)

que también se puede obtener directamente a partir de (4.3). Como el movimiento del
plasma se supone estacionario, el aumento de B*/8n se realiza a expensas de una
disminuciéon local de la presion. En consecuencia, la intensificacion del campo
magnético en el modelo incompresible esta limitada en la prdctica por el valor

asintotico de la presion dinamica.
5.3 Una cota superior para el crecimiento de la energia magnética.

Integrando la ec. (3.3) sobre una region de tamaifio finito definida entre -ho<y<h,

se obtiene
ow " B? v. " B B> v. B |"
—= | —fdy--—= (——)2dy+[f———"‘B-—— , (5.11)
ot _;[ 8n 41t_,J:° oy §n 4m Oy |,
donde
hy 2
B
W(t) = Igdy

ho

es la energia magnética total por unidad de 4rea en la region y f(y) es una solucién
estacionaria de (3.2) (vx=xf’(y), vy=-f(y)). Para valores grandes del nimero de Reynolds
magnético Ru=yho’/Ve €l término difusivo (vi/4m)BOB/dy es despreciable en y=thy. Sin
embargo, como f(hg)=-f(-h)>0 la energia magnética W(t) tiene una contribucién
adicional (ademas del término de amplificacién) debido al flujo de energia magnética a
través de las fronteras de la region, representado por el término fB%8n evaluado en
y=tho.

Si y=max(f') es el valor maximo de la derivada de f(y) en (-ho,ho), entonces
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hy 2

_'{afdySYW. (5.12)

Por lo tanto, si B(y,t) es una solucion de (3.3) tal que B(y,t)=0 para |y|=h se tiene que
oW

—SW- e I(——) dy (5.13)
Este caso puede darse si el campo magnético inicial B(y,0) es distinto de cero solamente
en una region de tamaifio mucho menor que hg y R, es lo suficientemente grande, de
manera que la solucién no difunde hasta y=hy en un tiempo apreciable. También se
puede considerar a B=B;-B, como la suma de dos soluciones con las mismas
condiciones de contorno Bi(thg,t)=B,(thg,t), pero con distintas condiciones iniciales
B/ (y,0)#Ba(y,0).

Para todo funcién p(y) derivable en el intervalo (-hg,hg) se cumple la desigualdad

OB op 0
—)? > (—-p*)B* ——(pB?), (5.14
( By ( oy P oy P )
pues (8B/8y+pB)>>0. Luego, como por hipétesis B=0 en y=t+hy, resulta que
h h,
0 aB 0 ap
(—)’dy= | (=—-p’)B%dy. (5.15)
JGpez ]G

Tomando p=(n/2L)tan(my/2L), con hy/L<l para evitar la singularidad en y=th,, la
expresion anterior se transforma en

- I(—) dy <=2V (5.16)
-hg

Reemplazando en (5.13) se obtiene una cota superior para el crecimiento de la energia

magnética de la forma

dwW P |
oY W, 5.17
dt Y( 2 R ] G40

donde R,;=yh02/vm, cuya integral es

2

W(t) < W(0)exp[yt(l- 2R

(5.18)

Este resultado garantiza que W(t)—0 para t— cuando Ru <n?/2. Por lo tanto,

todas las distribuciones iniciales de campo magnético con Ry, <°/2 tienden a la misma
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solucion asintética si las condiciones de contorno son idénticas. Para valores de
Ra > 7%/2 la ec. (5.18) indica solamente que la energia W(t) no puede crecer mas
rapidamente que exp(yt). Tipicamente, y=Ugy/hg es aproximadamente igual al inverso del

tiempo que tarda una particula de fluido en recorrer la region del flujo (un tiempo de

“transito”).
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6 Soluciones autosimilares.

6.1 Reduccion a ecuaciones en derivadas ordinarias.

La ecuacién para la componente B,=B(y,t) del campo magnético posee un
conjunto infinito de soluciones analiticas de tipo autosimilar. Este conjunto incluye
soluciones pares e impares sin inyeccién de flujo magnético y una solucién impar
estacionaria sostenida por inyecciéon continua de flujo magnético (Gratton, Gnavi &
Bender, 1992).

Partiendo de la ec. (4.1)

OB B o
e v, o + oy (a(t)yB),
donde a(t) puede depender del tiempo (ver capitulo 3), se buscan soluciones de la forma
B(y, t) = b(t)H[y(t)(y —n(t))]. (6.1)

La variable autosimilar es z=y(t)(y-n(t)), donde y(t) y n(t) son funciones del tiempo a
determinar y b(t) es la amplitud, también variable en el tiempo, de la solucién

autosimilar. Reemplazando la solucién (6.1) en (4.1) se obtiene la siguiente ecuacidn

para H(z):
d’H , y. .dH 1 b
a7 e+ @At - pH=0. (62)
Luego, para las funciones y(t), n(t) y b(t) que satisfacen
1 Y
7 (a —;) =q, (6.3)
1 b
= (a—;)=}»+l, (6.4)
1 .
YT(ﬂﬂﬂ) =k, (6.5)

donde £, g y A son constantes arbitrarias, se tiene que H(z) es solucién de

2

dz2

+[k+qz]%+(k+l)H=0. (6.6)
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Cabe observar que en las ecs. (6.3)-(6.6) se pueden tomar k=0 y g=1 sin pérdida de
generalidad, ya que esto equivale a definir una nueva variable autosimilar E_,=qmz &
klg"* en (6.1).

Haciendo el cambio de variable

t
T= [at)dt, (6.7)
0
las ecs. (6.3)-(6.5) se escriben (con k=0 y g=1) de la forma
1 dy Va2
D gy 6.9
dn
dT+n_0' (6.10)
Cuando el movimiento es estacionario (a=cte) se tiene que T=at. Definiendo
h
¥= \/Ro_m (a=cte), (6.11)
donde Ry=ahg?/vp, se obtiene
Ldy . . .
7dT_l_Y : (6.12)
1 db o3
b dT 1-(A+ 1)y~ (6.13)
Las soluciones de (6.10) y (6.12) son
(M =ne™, (6.14)
¥(T) = o (6.15)

702 +(l_702)e- T
donde ¥¢=Y(T=0). La amplitud b&(T) se calcula a partir de la solucién para ¥(T)

observando que (6.13) se puede escribir de la forma

4

1db 1
—_— _l+(k+l)§dT'

bdT

Integrando esta ecuacién y reemplazando (6.15) se obtiene

b(T) = bee (7 +(1-7,")e ™)

~(A+1)2

(6.16)
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La amplitud de la solucién autosimilar crece sin limite cuando A<0. Si A>0,

entonces b(T) tiende asint6ticamente a cero, después de alcanzar un valor maximo

e (A+1)/2
b =b A ] : (6.17)
M7V AT, L+ I(-7,2)

en un tiempo

Lof
T,, =——=In L . 6.18
w2 [(1—’702)) G18

Tomando A=1y y(0)=1/ho (¥ o=Rm™"") se obtiene

by, =ﬁ,/Rm -1l ;) , (6.19)
2 1-(1/R,)

T, = %ln(Rm ~1); (6.20)

que para valores grandes de Ry, corresponde en forma muy aproximada a las expresiones

(3.27)-(3.28).
6.2 Soluciones con A=0.

Cuando A=0 la ec. (6.6), con k=0 y g=1, se reduce a

dzH+£'ZH =0 6.21
dzz dz( )— ’ (. )

que tiene dos soluciones, una par y otra impar, de la forma

2

H, (2) = exp(- —22—), (6.22)

ZZ z §2
Hippu (2) = exp(~—) [exp(Z)dE . (6.23)
0

La primera representa campos magnéticos con perfiles gaussianos cuya intensidad b(T),
posicién 1(T) y ancho (proporcional a y(T)'Z) cambian con el tiempo. Son soluciones sin
inyeccion de flujo magnético (vyB—0 para [y|-—>) que tienden asintéticamente a formar
un filamento gaussiano estacionario centrado en y=0 (ec. 4.16). La solucién impar
(6.23), que se conoce como la funcién de Dawson (Abramowitz & Stegun, 1972),

representa campos magnéticos que para t—co tienden a la solucién estacionaria de (4.1)
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Figura 11. Evolucién de una solucion gaussiana. (A=0).

sostenida por inyeccién continua de flujo magnético (Sonnerup and Priest, 1975). En
efecto, cuando |y|—>o la funcion de Dawson decrece como 1/ly|, por lo que limy; ,,vyB
tiende a un valor finito.

La soluciones para ¥ (T) y b(T) correspondientes a A=0 son

- Yo

= A 6.24
52 702 +(l—7oz)e- 2 ( )
b(T) = % (6.25)

Vi +(1=7)e "
Para valores de yo>>1, que corresponden a un campos magnéticos iniciales muy
localizados en torno a y=n (ver por ejemplo la ec. 6.22), la funcién ¥ (T) decrece
rapidamente y alcanza su valor asintético ¥ =1 en un tiempo del orden de 1/a. La
amplitud b(T) también decrece durante este tiempo. En el limite de ¥ ¢=by=co se obtiene
una funcién de Green, es decir la solucién correspondiente a la condicién inicial
B(y,0)=8(y-10). Cuando ¥ <<l y bo<<Il se tiene un campo magnético inicial débil y

poco localizado en el espacio. En este caso, tanto ¥ (T) como b(T) crecen en forma
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mondtona hasta alcanzar sus valores asintéticos respectivos ¥ =1 y b=bo/ . En la fig.

11 se muestra la evolucién de una solucién gaussiana con ¥ ¢=0.1, bg=0.1 y n¢=20.
6.3 La solucion general para H(z).

Haciendo en (6.6) el cambio de variable
H(z)=e*"Q(2) (6.26)
se obtiene la ecuacion de Kummer

22 iz—?+%+(x+1)q= 0. (6.27)

Las soluciones regulares de (6.27) son las funciones de Kummer (pertenecientes a la
familia de las funciones hipergeométricas confluentes) y pueden ser pares o impares.

Estas soluciones se pueden escribir de la forma

H — a2 M(l ﬂ l Ez_) (6.28
m(2)=€ 4 2.°2°27 =2)
2 3 A+l 3 7
— a2 2 e SR i L
Himw(z)—e M(4 2 2% ) (6.29)

donde M(a,b,7%/2) representa la funcién de Kummer definida por los dos parametros a,b
(Abramowitz & Stegun, 1972). Para -1<A<0 las soluciones Hpar Y Himpar decaen mas
lentamente que 1/]y| para [y|-—>c0, por lo que limy ,vyB diverge. Por lo tanto, estas
soluciones crecen indefinidamente, es decir b(T—)—0, como también se desprende
de (6.37). En cambio, todas las soluciones autosimilares con A>0 decaen
asint6ticamente a cero.
Cuando A=n es un nimero entero positivo las funciones de Kummer se reducen a
polinomios de Hermite y se obtienen soluciones de la forma
H(z) = H,(z)e™*". (6.30)
donde H,(z) es el polinomio de Hermite de orden n. Este subconjunto de soluciones
corresponde a distribuciones de campo magnético que son basicamente de tipo
gaussiano, pero modulados por oscilaciones cuyo nimero depende del orden del
polinomio. Son soluciones pares e impares sin inyeccion de flujo magnético (todas

decrecen mas rapidamente que 1/y| para |y|>«), con flujo total F=0, y tales que
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Figura 12. Funcién de Hermite de orden n=6. Figura 13. Soluciones autosimilares con n=6.

Y(M)—-1 y b(T)>0 para T> (n>0 en (6.15) y (6.16)). El decaimiento del campo
magnético se produce mas rdpidamente en las soluciones con valores grandes de n. Esto
se debe a que poseen un niimero mayor de oscilaciones que favorecen la disipacién de la
energia magnética acumulada. En la fig. 12 se muestra la solucién autosimilar
representada por la funcién de Hermite con n=6. En la fig. 13 aparecen graficadas las
funciones ¥ (T) y b(T) correspondientes (¥ (0)=0.01, b(0)=1).

La energia magnética de las soluciones autosimilares se puede calcular a partir

de la formula
Bz(y, t) b’(T) %..,
W H dz
D= [ "3 JH®
% 2 (A+1)/2
- 2AT 0
=W(0) e (~2+(1 7 e ) . (6.31)

Cuando A>0 la energia magnética tiende asintéticamente a cero para T—c0. En el caso
de las soluciones con A=0 se obtiene W(c0)=W(0)/7 =W(0)Ra*/yho, es decir la energia
final es proporcional a Ry~

6.4 Soluciones autosimilares para la componente normal de campo
magnético

La ec. (4.2) para la componente B,=D(y,t) también admite un conjunto de
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Figura 14. Evolucién de una solucién gaussiana para la componente normal B,.
soluciones autosimilares de la forma
D(y,t) =d(t) M[y(®) (y —n(t)], (6.32)
donde z=y(t)(y-n(t)) es la variable autosimilar y d(t) es la amplitud. Procediendo en

forma andloga a la seccidn 6.1 se obtienen las ecuaciones

d
T+ Dvr, (6.33)
Yoav 2, (6.34)
Y
A+an=0, (6.35)
d’M |
7 +7 g O+ DM=0. (6.36)

Los berﬁles de campo magnético M[z] son los mismos que para la componente B(y,t).
En particular, cuando A=n (n entero y positivo) se obtienen las funciones de Hermite
(6.30), mientras que para A=0 los perfiles corresponden a la gaussiana (6.22) y a la
funcién de Dawson (6.23). Sin embargo, el comportamiento temporal de las soluciones

autosimilares es diferente, como se puede ver en la ec. (6.33), cuya solucién es
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d(T)= doe-(ul)r(-;y-oz +(1- .702 Je- 21-)-().4»1)/2

donde T=at y 7o=(ho/Rmm)10. Para A>-1 la amplitud decrece en forma monétona, sin

, (6.37)

pasar por un maximo como en el caso de la solucién (6.16). Por lo tanto, estas
soluciones describen la extincion de la componente normal de campo magnético como
consecuencia del movimiento del plasma. En la fig. 14 se muestra el decaimiento de una

solucién gaussiana (A=0) con 7¢=0.1, bp=1 y 10o=20.
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7 Soluciones con inyeccion continua de flujo magnético.

7.1 Condiciones de contorno en sistemas forzados.

Las soluciones obtenidas en los capitulos previos describen la evolucion del
campo magnético en configuraciones sin inyeccién de flujo magnético, donde vyB—0
para [y|>co. En cambio, cuando limy,.vyB es distinto de cero el movimiento lejano del
plasma arrastra un campo magnético que ingresa al sistema en forma continua. Esta
condicién corresponde a un valor finito de inyeccién de flujo magnético por unidad de
tiempo vyB, que en un flujo real se realiza mediante valores constantes de la velocidad y
del campo magnético a distancias grandes de la lamina de corriente.

Cuando R,>>1 se puede ver que el término difusivo en la ecuacién del campo
magnético (4.1) es despreciable lejos de la lamina de corriente (de hecho &°B/dy” decae

asintéticamante como 1/ly[). Por lo tanto, para |y}—> la ec. (4.1) se reduce a

L (5i->) 7.1

oy s :
cuya solucién

B(y,t) =F(ye")e* (lyl->), (7.2)

se obtiene por el método de las caracteristicas.

Esta solucion describe el comportamiento asintético del campo magnético para
lyl>. La funcién F(Y), con Y=ye®™, representa la distribucién espacial de campo
magnético a t=0 para valores grandes de [y|. La forma del campo magnético lejano
determina las condiciones de contorno para la evolucion de la lamina de corriente. En el
caso mas general se puede tener inyeccion de flujo magnético variable en el tiempo, atin
cuando la velocidad asintética del fluido sea constante. La solucién F(Y)=a,/Y, con
aj=cte, corresponde a sistemas con inyeccién continua de flujo magnético a una tasa
constante en el tiempo: limy;,.yB=a;. En los puntos siguientes se consideran sistemas

“forzados” de este tipo.
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7.2 Crecimiento de las soluciones pares.

Si se inyecta flujo magnético al sistema en forma asimétrica, es decir con
limyy+-yB#limy;,.yB, las soluciones tienden a crecer en forma indefinida sin alcanzar
un estado estacionario. Este resultado, que tiene importantes consecuencias fisicas, se
puede demostrar considerando una distribuciéon inicial de campo magnético
B(y,0)=Bo(y) tal que limy+0yBo=a; y limy,.yBo=a;, donde a;, a, son constantes y

a;#a,. Descomponiendo la condicidn inicial en una parte par y otra impar de la forma

1
BY" = ~(By(y)+By(-).

- 1
By = g(Bo(y) ~Bo(-y)), (1.3)
se tiene que
. 1
lim yBI™ = E(a, ~a,)=d, (7.4)
y—+ @
. i 1
lim yB"** = —2-(a, +a2) =a. (7.5)
y—r+ @

La componente Bo"™ se puede escribir a su vez como
B =B - )+ bizho (1.6
IyI” Iy
donde hp>0 es una distancia arbitraria al origen. Expresada de la forma (7.6), la
componente par se divide en dos partes: una parte “forzada” sostenida por inyeccién

continua de flujo magnético

d
Bl =— > ho,
By =0 ] < ho, (1.7)

y una contribucion inicial de la forma

d
Bg = B I lyl 2 ho,

B =B Iyl <ho, (7.8)
con limy,yBo*=0. La contribucién (7.8) representa la componente par del campo
magnético inicial que evoluciona sin inyecciéon de flujo magnético. Por lo tanto, esta

parte de la solucidn tiende asintéticamente al perfil gaussiano estacionario (3.16).
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La evolucién de la componente “forzada” By’ se puede obtener a partir de la

integral de Poisson (ver seccién 4.2)

B(y.)=dh, Jff Jat exp[_(yla_l 3R a9

lyP>he

donde x=exp(-at) y ¢=a/(2vm(1-exp'2“‘)). Desarrollando la expresion anterior se obtiene

VO 3y T, exp[—xE 9]

d — N -y —Ft A5 ¥

B (y,1)=dh, /= sz; ¢ 200hCyiEd). (7.10)

Por otra parte, como
b exP[“XZE:zd’] P Lo in 3
de——L2F -~ |dt—=-—Ei(-x’h,?), (7.11)
h{& : 2,=.{,z§€ S Ei(-

donde Ei(x) es la funcién exponencial-integral, que satisface para x>0 la relacién
x du
Ei(—x) = C+Inx- [(1-¢™*)—
s u

donde C es la constante de Euler (Abramowitz & Stegun, 1972), se obtiene una cota

inferior para B® de la forma

d d \/5 —y? 2 e -u du
B (.92~ 7-e ’{-m(x ¢h2) + 0j(1-e = (7.12)

Para exp(at)>>1 esta cota crece en forma lineal con el tiempo como

d 2R
Bl(y,t)> h—\fT'“e'(Rm’ZXY“‘o)zat. (1.13)
0

- La componente del campo magnético originada a partir de Bo™* y sostenida por
la inyeccidon de flujo magnético a’ tiende asintéticamente a formar una ldmina de
corriente estacionaria representada la funcién de Dawson (6.23) (ver capitulo 6, seccién
6.2). Asimismo, la componente par sin inyeccion Bo® evoluciona hacia un perfil
gaussiano del tipo (3.16). Ambas componentes de la solucién alcanzan sus respectivos
estados estacionarios en un tiempo del orden de 1,=1/a, que corresponde a la escala de
tiempo hidrodindmico. Por lo tanto, el resultado (7.13) implica que la evolucién del
campo magnético total es dominada en poco tiempo (del orden de ar~10) por el
crecimiento de la solucién par sostenida por d#0, a menos que la inyeccién se realice en

forma perfectamente simétrica (@=0). En consecuencia, el perfil gaussiano originado a
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Figura 15. Formacién de una lamina de corriente asimétrica.

partir de Bo®, cuya amplitud crece linealmente con el tiempo, puede llegar a cancelar la
regiéon en donde el campo magnético cambia de signo (originada a partir de la
componente impar Bo™*). Es importante observar que ain en flujos con Bo®=0 la
presencia de una contribucién inicial par sin inyeccién Bo' puede interferir en la
formacion de una lamina de corriente con campo magnético antisimétrico.

En la fig. 15 se muestra la evolucién del campo magnético en un sistema con
inyeccién continua de flujo magnético perfectamente simétrica (4=0), donde a t=0 existe
ademds un contribucién inicial de campo magnético par B(y,0)=4Bocos(my/2hg). La
solucién se obtuvo integrando la ec. (4.1) numéricamente en el intervalo finito [y/ho|<1,
con las condiciones de contorno B/By=%1 y f=tah en y=th (R=5000). Los sucesivos
perfiles de campo magnético muestran claramente el desarrollo de la solucién impar de
Dawson junto con la intensificaciéon de la componente par inicial, de manera que
asintéticamente se forma una lamina de corriente asimétrica en torno a y=0.

En conclusién, la evolucién del campo magnético en flujos planos se caracteriza
por el predominio de las soluciones pares. Esto ocurre tanto en las configuraciones sin

inyeccion de flujo magnético, donde son las Gnicas componentes que sobreviven, como
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en aquellas con inyeccién continua de flujo magnético d#0. Por lo tanto, las
configuraciones que se proponen habitualmente para estudiar procesos de reconexion o
el desarrollo de inestabilidades resistivas, que requieren la existencia de una l4mina de
corriente con cambio de signo del campo magnético, pueden no llegar a realizarse

cuando se considera la formacién de la lamina de corriente a partir de condiciones

iniciales genéricas.
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8 Extensiones del modelo.

8.1 Aniquilacién rapida del campo magnético en un flujo
tridimensional.

La evolucién del campo magnético en flujos tridimensionales se caracteriza por
el decaimiento de todas las componentes del campo magnético inicial, en contraste con
los flujos planos, donde tienden a sobrevivir las componentes pares. La fig. 16 muestra
en forma cualitativa las lineas de corriente correspondientes a un campo de velocidades
tridimensional en la vecindad de un punto de estancamiento (Gratton et al., 1990). El
movimiento producido como consecuencia del desplazamiento de discos sélidos que
empujan un fluido contenido entre ellos hacia el centro (el “squeeze flow” de Kuzma,
Maki & Donnelly, 1964) y el movimiento generado por la inyeccién de liquido a través
de dos discos porosos enfrentados (Gratton & Bender, 1991) son otros ejemplos.

En el modelo de flujo tridimensional considerado aqui se supone un campo de
velocidades incompresible y axialmente simétrico alrededor del eje y. Ambas
condiciones se satisfacen exactamente para movimientos de la forma (en coordenadas
cartesianas)

v=(xf'(y,t), -2f, zf'(y,1)), (8.1)
donde f'=0f/dy. Cuando f(0,t)=0 el campo de velocidades (8.1) tiene un punto de
estancamiento en el origen. El campo magnético esta formado por lineas rectas paralelas
al plano (x,z), cuyas dos componentes dependen solamente de la coordenada axial y del
tiempo:

B =(B,(y1), 0, B,(y,1)- (82)
A partir de (8.1) y (8.2) se obtiene
o=(zf", 0, —xf"),
{v,0}=(2zf" "~ 2zf "', 0, 2xf'f''- 2xf "),
rot rot ® = (-zV*f"', 0, —xV3f"),

. c 3B, aB,)
1—4'“(6}” ’ ay ’
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Figura 16. Ejemplo de un flujo tridimensional.

{B,i}=0,
por lo que las ecs. (2.23)-(2.24) se reducen a
2 2 2
(_q_va_z)g = C(t)—(—a—fj s 8.3)
o oy )oy Oy oy
0B o’B oB of

E:Vm?+2fg+gB, (8.4)

donde B(y,t)=Bx,. Combinando soluciones para By y B, (con diferentes condiciones
iniciales y de contorno) se obtienen soluciones mas generales de campo magnético con
cizalla. En este capitulo se estudia la evolucion de una sola componente B,=B(y,t). La
constante C(t) mide los gradientes de presion (lineales) en las direcciones x y z. La

distribucién de presion se obtiene a partir de
2

i 1 R .
=p,—— - ———pf? - 2pVf :
P="Po 2pr 2pCz 8 pf® —2pvf, (8.5)

donde p, es una presion constante de referencia. Las ecs. (8.3)-(8.4) son idénticas a las
del caso plano (3.3)-(3.5), salvo por un factor 2 que aparece en ambas y que tiene

consecuencias importantes para la evolucién del campo magnético, como se vera mas

adelante.
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8.1.1 Decaimiento del campo magnético.
La ecuacién de movimiento (8.3) posee una familia de soluciones irrotacionales

de la forma f=a(t)y. La solucién

a
Ttk (8.6)

con a=2C'?=cte, representa un movimiento estacionario con un punto de estancamiento

en el origen. En este caso el cambio de variables

y at at b ~(a/2)t
G=e*,  t=o—(E™-D, BEU=c"PByy, @)
0 m .
donde Ry=ahg’/vy, transforma a (8.4) en la ecuacién de difusién
oB° &'B°
e - (8.8)

Si se conoce la distribucién inicial de campo magnético B'(£,0)=B(y,0), el problema de
valores iniciales puede resolverse usando las técnicas descriptas en la seccién 4.1. Por

ejemplo, la energia magnética total (por unidad de area) se calcula con la formula
r h 2oL o2 _
W(t)= [dk éi(p(k,O)l e K RateD) (8.9)

donde @(k,0) es la transformada de Fourier de la condicién inicial.
Multiplicando la ec. (8.4) por B(y,t), con f=(a/2)y, se obtiene

L

: (8.10)

-0

© 2 - = >
g—i?—ndy = —:—;i(%)zdy+:—;‘;B%m +ay:;3—7r
después de integrar por partes. Si el campo magnético decae mas rdpidamente que
1/|y|”2 para |y|—>, los dos 1ltimos términos de (8.10) son nulos y la energia magnética
decrece en forma monétona debido a la disipacién Joule. La contribucién del término
(a/2)B en (8.4), que representa la amplificacién del campo magnético por el movimiento
(8.6), se cancela en este tipo de flujos por la presencia de una mayor adveccién ayoB/dy.
Se tiene entonces el siguiente resultado general:
Todas las soluciones originadas a partir de campos magnéticos iniciales que
tienden a cero mds rdpidamente que 1/W"? para |y|-> decaen asintéticamente para
[—>00.

Este resultado se aplica en particular a campos magnéticos que se comportan
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como 1/ly] para |y|>. Esto corresponde a sistemas con inyeccién continua de flujo
magnético a una tasa constante, donde vyB—cte para |y|—>. Por lo tanto, en un flujo
tridimensional de la forma (8.1)-(8.2) todas las componentes del campo magnético se
aniquilan para t—. Una solucion estacionaria se puede sostener solamente mediante el
ingreso de flujo magnético a una tasa que crece como [y|" para [y|—<, lo que equivale a
tener una inyeccion continua de energia magnética (limM_mvsz-)cte).

El tiempo de extincion se puede calcular exactamente en el caso de
distribuciones pares de campo magnético sin inyeccion de flujo magnético, donde
limM_,mQyB—>0. Integrando (8.4) se obtiene |

5 [Boody=-3 [Bevoay, @.11)
La expresién (8.11) es una ecuacién de evolucion para el flujo total de campo magnético
(por unidad de longitud)

F(t)= [B(y,t)dy,

cuya solucién es

F(t)=Ees ™", (8.12)
donde Fy es el flujo inicial. La aniquilacién del campo magnético se produce en unos
pocos tiempos caracteristicos 1/a, como ocurre también para la componente normal de
campo magnético en flujos planos (ver seccién 4.5). Este tiempo de extincién es mucho
menor que el tiempo difusivo tp=ho’/ve cuando Ry, es grande. La fig. 17 muestra el
decaimiento de la energia magnética en soluciones pares con B(y,0)=Bocos(my/2), que
fueron obtenidas integrando numéricamente la ec. (8.4) en el intervalo finito -h<y<h con
las condiciones de contorno B(-h)=B(h)=0. En la fig. 18 se muestra la disipacién Joule
D(t)/aW, correspondiente.

8.1.2 Solucién elemental.
Al igual que en el caso plano (seccién 3.3), la evolucién del campo magnético se
puede resolver en forma exacta cuando la condicidn inicial corresponde a un modo puro

de Fourier
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Figura 17. Decaimiento de la energia en un flujo Figura 18. Disipacién Joule en un flujo tri-

tridimensional (soluciones pares).

B(y,0) = bsen[k,y],

dimensional (soluciones pares).

(8.13)

donde by es la amplitud inicial y ko es el nimero de onda (también se puede considerar

un modo del tipo bocos(koy)). Reemplazando en (8.4) la solucién
B(y,t) = b(t) sen(k(t)y),
se obtiene (para f=(a/2)y)
k(t) = k.e",

(hok,)*
2R,

La amplitud b(t) crece inicialmente hasta alcanzar un valor méximo

R Il 1 k)
bM = bO(z(hoko)Z) exp[—z + TR:_.] ’

b(t) = by expl; - (€™ ~1)].

en un tiempo

1
ty = zlog(Rm)—log(w/ihoko) :

(8.14)

(8.15)

(8.16)

(8.17)

(8.18)

Después de t=ty el campo magnético se extingue muy rdpidamente, con un decaimiento

proporcional a exp[-(hoko)’e**/2Rq] para t—>. El campo inicial (8.13) se aniquila

completamente (a pesar de no tener un comportamiento del tipo 1/]y]

para |y|->o)

debido al crecimiento exponencial del nimero de onda k(t). El tiempo caracteristico de

intensificacién ty es del mismo orden que en el caso de la solucién elemental plana
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Figura 19. Soluciones elementales en un flujo tridimensional.

(3.28). Sin embargo, la amplitud méxima by es menor al ser proporcional a Ry (en
lugar de R,'?). En la fig. 19 se muestra la evolucién de la amplitud b(t) para distintos
valores de R;. Comparando estas curvas con las de la fig. 6, correspondientes a
soluciones elementales en flujos planos, se observa la menor amplificacién del campo

magnético en el flujo tridimensional.

8.1.3 Soluciones autosimilares.

Las principales caracteristicas de la evolucién del campo magnético en estos
flujos tridimensionales también se manifiestan en una familia de soluciones
autosimilares de la forma

B(y, t) = b(t)N[y(t)(y —n(t))], (8.19)
donde z=y(t)(y-n(t)) es la variable autosimilar y b(t) es la amplitud del campo
magnético. Siguiendo los pasos llevados a cabo en el caso plano (capitulo 6) se obtiene

que la funcién N[z] satisface la ecuacién
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Figura 20. Evolucién de una solucién gaussiana en un flujo tridimensional.

d*N dN
T ZE+ (A+1)N=0. (8.20)
Las funciones n(t), b(t) y '*7(t)=(ho/Rmm)y correspondientes son
n(t) =mne™, (8.21)
b(t) = be *P(F,2 +(1-7,2)e ) 7, (8.22)
Yo

O e =

Todas las soluciones autosimilares con A>0 decaen asintéticamente para t—co. Sin

embargo la amplitud b(t) no decrece en forma monétona, sino que crece a partir de t=0
hasta alcanzar un valor maximo

~2 V4 ~(A+1)12
- 2A+1
bM=bo( : 7°~2) ( +~,) , (8.24)
2A+1)¥, ) \A+DA-7,)
en un tiempo
t -_-_L M . (8.25)
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Reemplazando yo=1/hg (702=1/Rm) en (8.25) se obtiene que la amplitud méxima del
campo magnético es proporcional a Ry, en lugar de R,'? como en la solucién
autosimilar plana 6.19. Por lo tanto, en un flujo tridimensional también se produce una
amplificacion considerable del campo magnético para valores grandes de Ry, aunque
algo menor que en el caso de un flujo plano.

En la fig. 20 se muestra la evolucién de una solucién gaussiana (A=0) con
b/be=1,7 ¢>=0.1 y Mo/ho=20. El perfil gaussiano inicial se desplaza hacia el origen
(n(t—>)—0) mientras su amplitud crece hasta alcanzar un valor maximo b/b¢~3.15 para
un tiempo aty=2.3, después del cual se extingue completamente. Este comportamiento
se puede comparar con el de la fig. 14, correspondiente a una solucién autosimilar para
la componente B, en un flujo plano, donde la amplitud del perfil gaussiano decae

continuamente mientras se mueve hacia el origen.

8.1.4 Soluciones estacionarias.

Se ha visto que la existencia de soluciones estacionarias en un flujo
tridimensional requiere una inyeccién continua de energia magnética, de manera que
lim,,,_mvsz—)cte. Para valores grandes niimeros de Reynolds magnético Ry=aho*/vp, se
pueden estudiar estas soluciones usando una aproximacién de tipo capa limite

(resistiva). Lejos de la lamina de corriente la ecuacién del campo magnético (8.4) se

reduce a (suponiendo f=(a/2)y con a=cte)

B 1
i *3 B=0 [y}, (8.26)
cuya solucién es
BO

(8.27)

B= \/i;’/_l lyl—><0,
donde By es el valor del campo magnético en el punto y=hy. Esta solucién describe el
comportamiento del campo magnético lejano, que verifica limM_.,,vsz—mte. El campo
magnético dentro de la ldmina de corriente satisface la ecuacién

B B 1
arz +r or +2B_0) (828)

donde r=Rq,"*(y/ho). Haciendo el cambio de variable
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B(r)=p(r)e * , (8.29)

se obtiene la ecuacion

1
p''- er 0, (8.30)

cuya solucién general es una combinacién lineal de dos funciones parabélicas
cilindricas, una par y la otra impar (Abramowitz & Stegun, 1972). Desarrollando las

soluciones de (8.28) para r—>o (y—hg) e igualando a la solucién externa (8.27) se

obtiene
I'(1/4) SRa(y/ho)’
B (¥) =By — /— —==R M7 p_(JR,y/h,) lyl<d
B,

ly>s,  (8.31)

j

y/h,

I'(3/4) .( Ihg)?
B (¥) = £2B,— —R, e 2 b (WRaY/Bg)  [yI<S
+B
= l/:ll yP>8, (8.32)
y/n,

donde 8~ho/Rm'"” es el ancho de la capa resistiva. La amplitud de ambas soluciones es

V4 por lo que son menos intensas que las correspondientes a flujos

proporcional a Ry,
planos (a pesar de sostenerse mediante una inyeccién continua de flujo magnético que
diverge para |y|—>).
La energia magnética por unidad de area en la lamina de corriente final es (en
orden de magnitud)
B’ B,(R,)"” h,

Wem'" W ("

~W,, (8.33)

donde Wo(B,>/8m)ho es una estimacién de la energia inicial en la regién del flujo. Por
lo tanto, la inyeccién de energia magnética apenas alcanza para mantener la energia
inicial de la configuracién.

El andlisis previo se aplica también a flujos mas generales del tipo (8.1), por
ejemplo rotacionales, ya que el movimiento siempre se puede aproximar localmente por

(8.6) en la vecindad del punto de estancamiento (Gratton & Bender, 1991).




8.2 Flujos convergentes con simetria axial.

Las ecuaciones reducidas correspondientes a flujos axialmente simétricos (2.38)-
2.41) se satisfacen exactamente para soluciones de la forma
&z 1,t) =z f(1,t), y(z,1,t) = y(1,t), (8.34)
donde &(z,r,t) es la funcion de corriente y y(r,t) es la funcién de flujo magnético,
expresadas en un sistema de coordenadas cilindricas (z,r,$) con ¢ ignorable (Gratton &
Bender, 1993). El flujo representado por (8.34) tiene un punto de estancamiento en el
origen cuando f{0,t)=0. El campo magnético correspondiente a (8.34) estd formado por
lineas rectas paralelas al eje axial z. Las componentes de la velocidad y del campo
magnético se obtienen a partir de

166 1of 186 1 B
vz_rar"' rar’ r —raz—_rf’ VQ—O’ (8‘35)
1
B = ;% = B(x, 1), B,=0, B, = By(r.t), (8.36)

donde se ha incluido una componente adicional de campo magnético azimutal

By=By(r,t). Como 'y By dependen solamente de las coordenadas 7,7 se tiene que
1 2n2

1 ‘
[r_zDz\V,\ll] =[7,—5 1=[v.1B,]=0.

En consecuencia, las ecs. (2.38)-(2.41) se reducen a

1o 1 1.0/(1 18] a1
——t—=(0) ——f—| =P D+ v-——|r—| =] , 8.3
r8t+rz() r 6r(r ) ()+vrar|:raf(l' )] Ll
oB 10 6B) 18
at“’"rar(’ar +rar(fB), (8.38)
OB a(la(rB)) a(l ) 1
b, SN - (12 i 1207 [ et st
Zhen—| =l ~fB, |-—{'B,, (8.39)

donde £=0f/or y C(t) mide el gradiente de presion en la direccién z: (p/p)/oz =-C(t)z.

Las soluciones irrotacionales de (8.37) son de la forma

f=a(t)r?, (8.40)
donde a(t) satisface la ecuacién
a=%-2a2 (8.41)
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El caso mis sencillo, con a=(1/2)Cqo'?=cte, representa un movimiento estacionario en
donde el plasma converge radialmente hacia el eje axial z, escapando a lo largo del
mismo eje en ambos sentidos (con una velocidad que crece a medida que se aleja del

punto de estancamiento).

8.2.1 Evolucién del campo magnético.
La variacién temporal de la energia magnética de la componente axial B(r,t)=B,

(por unidad de longitud en z)
@ Bz
W(t) =2n | —rdr,
;! 8n
y del flujo magnético total
F(t) = 2n [B rdr.
0

se pueden calcular a partir de (8.38) suponiendo f=ar’ (a=cte). Multiplicando por
27urB(r,t) e integrando en la coordenada radial r entre (0,0) se obtiene
0 B v ”(53)2 “B?
= R g | flsaiand ety :
ol P 6[ = 2m‘dr+2a6[8n2nrdr, (8.42)
donde se ha supuesto que B~1/r'*® (¢>0) para r—>o. Las integrales a la derecha de (8.42)
representan la disipacién Joule y la amplificaciéon del campo magnético por el
movimiento. Comparando la expresiéon anterior con la correspondiente para flujos
planos, ec. (5.4), se observa que el término de amplificacién es dos veces mayor en este
caso.
La variacién del flujo magnético total, que se calcula integrando (8.38) después

Para configuraciones de campo magnético con flujo total F(t) finito, es decir que decaen
mas répidamente que 1/r* para r—o, se obtiene la conservacién del flujo magnético
total. Esta condicién corresponde a configuraciones sin inyeccién de flujo magnético,
pues 2nrv,B—0 para r—o (vy=ar).

El comportamiento asintético del campo magnético se puede calcular
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observando que (8.38) tiene una solucién estacionaria dada por
r
B_ =B, exp[—%"; (;)’], (8.44)

donde rp es una escala radial caracteristica del campo magnético inicial B(0,r) y

Ru=aro*/Vm. Igualando el flujo inicial Fo=F(0) con
¥ X .r
E =|B -—2(—)?] 2nrdr
= [Boerpl-=2 ()" 2m

se obtiene

: Ry, Ry Iy
lim B(r,t) > 2 exp[-—"( l'o) 1. (8.45)

Por lo tanto:

| Todas las soluciones originadas a partir de campos magnéticos iniciales con
flujo magnético total finito en el intervalo re(0,o) tienden para t—co a la solucién
gaussiana (8.45).

El campo magnético axial presente inicialmente en la region del flujo
convergente es amplificado y concentrado por el movimiento del plasma en un
filamento gaussiano de ancho 8/rpx(Ry) ', donde alcanza un valor pico proporcional a
RpnFo. La intensificacion del campo magnético en estos flujos es mayor que en el caso
plano por un factor R,'?. La energia magnética en la ldmina de corriente final también

€s mayor, ya que

B 2
W, zg—:t-Rl,zZnS’ ~W,R, , (8.46)

donde Wo=(2nro’)Bo’/8n es una estimacién de la energia inicial.

8.2.2 Soluciones autosimilares.
La ecuacién de evolucién del campo magnético axial B(r,t) también admite una

familia de soluciones autosimilares de la forma
Rm I 2
B=0b(t) HI—:;_—Y(t)(r—) 1, (8.47)
0

donde H(z) es una funcién de la variable autosimilar z=(1/2)Ray(t)(t/10)*. Reemplazando
(8.47) en (8.38) y suponiendo f=ar’ (a=cte) se obtienen las siguientes ecuaciones para el
factor de escala radial y(t) y la amplitud b(t):
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Figura 21. Soluciones autosimilares para n=3.  Figura 22. Perfil de la solucién autosimilar con n=3.

% =2ay(1-v), (848)
1db
b = 2all- (), (8.49)

donde A es un numero real arbitrario (ver derivacién para el caso plano, capitulo 6). Si

b(t) y y(t) satisfacen (8.48)-(8.49) entonces H(z) es solucién de la ecuacién

zH"+(1+z)H'+(A+1)H=0. (8.50)
El factor de escala radial y(t) y la amplitud b(t) estan dadas por '
Yo
t)= == 8.51
7( ) Yo +(1—Yo)e 2at ( )
-A2at
b(t) = b,e

o+ (-1e P e

donde y5=y(t=0) y bo=b(t=0).
Definiendo
H(z) =e*D(2), (8.53)
se obtiene una ecuaciéon de Kummer para D(z)
zD"+(1-z)D'+AD =0, (8.54)
cuyas soluciones son las funciones de Kummer M(-A,1,z), pertenecientes a la familia de
las funciones confluentes (Abramowitz & Stegun, 1972). Cuando A=n es un nimero
entero positivo la funcién M(-n,1,z)=n!L,(z) es proporcional al polinomio de Laguerre
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de orden n, por lo que
H(z)=nle™L,(2), (8.55)
para n=1,...c0. Estas soluciones representan campos magnéticos con perfiles gaussianos
modulados por oscilaciones espaciales. Todas las soluciones con A=n se extinguen para
t—0, como se desprende de (8.52). En la fig. 21 se grafica la evolucién temporal de la
amplitud b(t) y del factor de escala y(t) para la solucién autosimilar con n=3 (y(0)=0.01,
b(0)=0.1). La fig. 22 muestra el perfil del campo magnético correspondiente. Usando el
principio de superposicién, el problema de valores iniciales para una distribucion
arbitraria de campo magnético B¢=B(r,t=0) se puede resolver sumando soluciones de la
forma (8.55).
El caso particular A=0 corresponde a la evolucién de un campo magnético de

perfil gaussiano

B(r,t) =

R
e (O (8.56)

con y(t) proporcional a b(t). Para y;=1/Rp<<1 la solucién (8.56) tiende asintéticamente a
formar un filamento gaussiano de ancho &~rRy ' (y—1 para t—>), con una amplitud
igual a boRy,. La intensificacion del campo magnético se produce en un tiempo del orden
de t~(1/2a)InR . El filamento gaussiano disipa energia (por unidad de longitud) a una
tasa dada por

T b2
J=Te Rz ) (8.57)

mientras continia el movimiento del plasma.
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9 Aplicaciones a procesos disipativos en plasmas.

En este capitulo se consideran algunas aplicaciones a fenémenos fuertemente
disipativos en plasmas donde localmente se producen movimientos con un punto de
estancamiento. Se obtienen estimaciones para el calentamiento Joule y las escalas
caracteristicas de tiempo en procesos disipativos correspondientes a tres situaciones
fisicas: i) la formacion de “hot spots” durante la etapa de la columna de plasma
comprimido en el experimento Plasma Focus; ii) la aniquilacién rapida del campo
magnético en la magnetopausa terrestre subsolar; iii) fenémenos disipativos rapidos
asociados con fulguraciones ("flares") en la corona solar. En la discusién de los
ejemplos no se pretende llevar a cabo un andlisis detallado de la fisica de estos
complejos sistemas. El propdsito del capitulo es mostrar que a partir de las
configuraciones de campo magnético estudiadas en los capitulos previos, se obtienen
valores que corresponden en orden de magnitud a los observados en diversos procesos

de transferencia rapida de energia.

9.1 Plasma Focus.

El Plasma Focus consiste en la descarga eléctrica de un banco de capacitores
entre dos electrodos cilindricos dispuestos en forma coaxial con la parte delantera
abierta, que son colocados en una cimara llenada con deuterio a baja presion (a veces se
usa una mezcla 50%-50% de deuterio y tritio). La lamina de corriente que se genera
entre los electrodos (posicién 1 de la figura) es empujada por fuerzas magnéticas hacia
adelante, donde colapsa sobre el eje axial del dispositivo formando una columna densa y
caliente de plasma (posicidn 2). A esta ultima etapa se la conoce propiamente como el
Plasma Focus (Rager, 1982).

La columna de plasma, que mide tipicamente unos 2-3 cm de largo y tiene un
didmetro de 0.3-0.4 cm, dura aproximadamente 100 ns y es una fuente de radiacién
intensa (rayos X de 10-100 keV), haces de particulas (iones de 1-10 MeV emitidos hacia
adelante sobre el eje y electrones relativistas de ~1 MeV emitidos hacia atrds en

direccién de los electrodos) y neutrones de fusidn (Bostick, Nardi & Prior, 1972; Nardi
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Figura 23. El Plasma Focus.

et al., 1980). Estos procesos altamente energéticos se logran usando bancos de
capacitores de 20-80 kJ, operando entre 20-50 kV y con descargas de ~1ps. Mediante
técnicas especiales en dispositivos de 80 kV y 200 kJ, se han obtenido breves destellos
(40-80 ns) con una produccién de 10'°-10"" neutrones de 2.4 MeV a partir de reacciones
Deuterio-Deuterio (Nardi et al., 1988).

El tamafio del dispositivo, incluyendo el sistema de vacio y el banco de
capacitores, es moderado y su costo es relativamente bajo. Entre las aplicaciones
tecnolégicas del Plasma Focus actualmente en desarrollo que buscan explotar las
caracteristicas especiales de esta fuente de radiacién (puntual, muy intensa y de corta
duracién), se encuentran la litografia por rayos-X de microcomponentes electrénicos y
su utilizacién como fuente de neutrones para la neutrongrafia y el anélisis de materiales
por activacion neutrénica (Nardi & Brzosko, 1989; Gnavi, Gratton & Bender, 1994).

En los experimentos del Plasma Focus se observa la formacién de pequefias
regiones de alta energia durante la etapa del foco. Estas regiones, conocidas como “hot
spots”, se asocian con estrangulamientos localizados de la columna de plasma
comprimido (Choi et al., 1993). Por otra parte, algunos trabajos experimentales han
reportado la existencia de estructuras filamentarias con campo magnético propio en la
lamina de corriente durante la etapa coaxial y en la columna de plasma (Bostick, Nardi

& Prior, 1971; Nardi, Bostick & Prior, 1973). Los filamentos magnéticos
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proporcionarian una componente de campo magnético axial en la columna, cuya
disipacion se podria intensificar debido a la presencia del movimiento radial en la regién
del estrangulamiento.

Para la aplicaciéon del modelo en geometria cilindrica de la seccién 8.2 se
considera una regién en la columna de tamaiio ro~0.1 cm (en la direccién radial). Las
escalas de tiempo para la emision de rayos X y de particulas son del orden de 10 ns en
los experimentos realizados con el Plasma Focus. Se puede tomar entonces un valor de
a~10% s, que corresponde a una velocidad radial |v,/=ahg~107 co/s para el colapso de la
columna. Suponiendo una temperatura inicial de T~2000 eV se obtiene (usando la
férmula de Spitzer) Ven~10° cmz/s, de donde resulta R,~10%. El valor inicial del campo
magnético axial se estima en Bg~10° Gauss. Se han medido campos magnéticos
filamentarios del orden de 3x10°-10* Gauss durante la etapa coaxial, por lo que es
razonable esperar un valor més alto en la etapa del foco debido a la intensificacion por
efecto de la compresién del plasma. Mediante corrientes de descarga de 5x10° amperios
(valor pico) se pueden obtener campos azimutales del orden de B¢~IO6 Gauss, es decir
diez veces mayor que Bo.

A partir de estos valores el modelo predice la formacién de una ldmina de
corriente de radio 8~107 cm en un lapso de tiempo t~40 ns. La densidad de energia
magnética dentro de la lamina de corriente final es del orden de w~woR,,,2~4x10l6
erg/cm’. Suponiendo una densidad de plasma en la columna igual a n~10% cm? se
tendrian ~10'* particulas en el volumen final de la lémina de corriente V~3x107cm®
(V~n8’L,), con una disipacién Joule de 30keV por particula (por nanosegundo). El
campo magnético axial puede llegar en teoria hasta los ~200 MGauss (Nardi, Bostick &
Prior, 1973), aunque cabe recordar que la presién dindmica asintética del flujo limita el
proceso de intensificacion en la practica (ver seccién 5.2).

Se puede mostrar que la disipacién generada por la componente azimutal de
campo magnético By (que origina el estrangulamiento) es despreciable frente a la
disipacién de B,, debido fundamentalmente a que ¢l flujo de estancamiento no amplifica
esta componente del campo magnético. El valor méximo que alcanza B, durante la etapa
del colapso del Plasma Focus es de aproximadamente 10® Gauss, puesto que los valores

experimentales para By~2l/cry son de ese orden, convalidando que la presién magnética
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Magnetosfera terrestre.

debida a B, sostiene el proceso de intensificacién y disipacién de la componente axial
B..

9.2 Magnetosfera terrestre.

El viento solar comprime el campo magnético terrestre al llegar a la
magnetosfera, formando una compleja estructura con un choque estacionario (“bow
shock™) donde el plasma es frenado hasta llegar a la magnetopausa (Saunders, 1991). El
caracter tridimensional del flujo de estancamiento en la magnetopausa subsolar podria
explicar la moderada intensificacién del campo magnético que se observa en esa region.
Estos flujos se caracterizan por el decaimiento répido del campo magnético y requieren
la inyeccién continua de energia magnética a una tasa finita para sostener estructuras
disipativas estacionarias (seccién 8.1). Las consideraciones siguientes se refieren al
frente diurno de la magnetopausa en condiciones de campo magnético interplanetario
con orientacion norte y angulo pequefio con el campo geomagnético. De esta manera se
excluye la posibilidad de procesos de reconexion.

Una escala de longitud caracteristica para el flujo delante de la magnetopausa
subsolar es ho~2.6x10* km (correspondiente a la distancia entre el “bow shock” y la

magnetopausa, de aproximadamente 4 radios terrestres) con una velocidad Up~200 km/s
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para el plasma (Rijnbeek et al., 1989; Sonnerup et al., 1981). Por lo tanto,
a~Upho~7.7x107 s corresponderia a un tiempo caracteristico para la evolucién del
campo magnético del orden de algunos minutos, segin el modelo considerado aqui
(t~1/a). El valor de la difusividad magnética vy, en esta regién no se conoce con
exactitud (Gratton et al., 1988).

Las mediciones realizadas a partir de datos proporcionados por satélites indican
que se producen cambios importantes en la presién del viento solar y de la posicién de
la magnetopausa en periodos de varios minutos (Farrugia et al., 1989). Es poco probable
entonces que se desarrollen liminas de corriente estacionarias: el campo magnético
delante de la magnetopausa crece, se aniquila y rodea la regién siguiendo los cambios
del viento solar. Sin embargo, se ha observado que el campo magnético que ingresa
desde el “bow shock” es intensificado hasta 1.5 veces su valor original al llegar a la
magnetopausa, lo que implicaria un valor pequefio de Ry~5 si se supone un flujo
estacionario donde la amplitud del campo magnético escala como Ry (ecs. 8.31-8.32).
Este valor de R, esta dentro del rango sugerido por varios autores para el flujo en esta

region (e. g., Phan & Sonnerup, 1991).
9.3 Corona solar.

9.3.1 El modelo basico y la amplificacién de campo magnético.

Los valores de disipacién necesarios para una fulguracién solar grande ("flare")
de 10* erg, asi como para fulguraciones menores de 10% erg, son facilmente obtenidos
a partir de la amplificacion de energia magnética que predicen los modelos de los
capitulos precedentes. En un escenario basico de fulguracion solar se considera la
interaccion de dos lazos de campo magnético bipolar (fig 23a), originados en las
regiones activas de la fotosfera (Machado et al, 1988). Los movimientos convectivos de
la superficie solar empujan estas estructuras una contra otra, formandose a la altura de la
corona solar una lamina de corriente que abarca una regién de volumen V~10* cm’
(Machado et al, 1997) donde se produce un flujo de plasma con una linea de

estancamiento. Los filamentos de campo magnético que forman los lazos tienen una

intensidad aproximada de B ~100 Gauss y la difusividad magnética es del orden de
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Figura 23. (a) Escenario de fulguracién solar; (b) Entrelazado de las lineas magnéticas
debido a movimientos convectivos de la superficie solar.

vm~10® cm?/s, que corresponde a una temperatura de 10°-10” K para la corona solar
(Parker, 1997). La energia magnética inicial es por lo tanto Wo~4x107 erg. Suponiendo
una velocidad caracteristica de convecciéon Up~1 km/s para los granulos fotosféricos,
resulta entonces que a~107 s y Ry~10'. En consecuencia, la intensificacién de la
energia magnética seria del orden de W~WoRp' %~4x10* erg, que representa también la
energia disipada por calentamiento Joule en una unidad at de tiempo (es decir cada 100
segundos) dentro de la lamina de corriente final. La escala temporal del proceso de
intensificacion es 1~(1/2a)lnR,~1150 s.

Sin embargo, como se vio en la seccién 5.2 la amplificacion de la energia
magnética en los modelos incompresibles estd limitada en la practica por el valor
asintético de la presion dindmica. En el caso solar resulta que los valores de ~0.02
(B=81tpo/BL2) y del nimero de Mach-Alfvénico Ma~5x10™ (es decir una velocidad
caracteristica de Alfvén vo=B/(4mmyn)~2000 km/s, donde n~10'° cm™ para la corona,
mucho mayor que Up) limitan la intensificaciéon del campo magnético hasta
aproximadamente 100 Gauss, a través de la condicién
B*

8nt

’

B 1
8—;+5pr,+poz

donde B*~B, es el maximo valor alcanzable para el campo magnético, correspondiente
a una presion que se hace cero en la vecindad de la linea de estancamiento (ver ec. 5.10).
Por otra parte, dada la magnitud de las variaciones AB del campo magnético los efectos
de la compresibilidad también pueden llegar a ser importantes (seccién 2.2). No
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obstante, hay varios resultados de la tesis que permiten realizar un aporte a la discusién
del problema solar. A continuacién se examinan varios escenarios de disipacién de
energia magnética en el marco de las ideas de Parker (Parker, 1994; Parker, 1997) sobre
"nanoflares” y se vuelve a considerar el escenario tradicional de reconexidn mencionado
anteriormente. La discusién se hara teniendo en cuenta conceptos desarrollados en

varios capitulos de este trabajo.

9.3.2 Calentamiento coronal: el modelo de '"nanoflares'' de Parker.

Entrelazado de lineas magnéticas y formacién de discontinuidades.

En el modelo de Parker se explica la emisién térmica observada en la corona
solar como el resultado conjunto de numerosos eventos energéticos relativamente
pequefios denominados “nanoflares", por involucrar energias del orden de 102 erg, es
decir, nueve 6rdenes de magnitud menores que la energia de una fulguracion solar
grande (~10°? erg). Los movimientos convectivos lentos de las celdas en forma de
remolinos que se producen en la base de los lazos magnéticos (granulos en la superficie
del sol con una escala de longitud caracteristica de /~300 km), retuercen y eritrelazan los
filamentos de campo magnético que forman dichas estructuras (ver fig 23b). El
elemento basico de esta teoria es entonces la deformacién de la madeja de filamentos
magnéticos que constituyen los lazos y la consecuente produccidn de "apretujamientos"
locales de regiones de plasma y campo magnético del orden de /~300 km. El entrelazado
aleatorio de las lineas de campo magnético introduce la energia magnética libre que
alimenta la disipacion de calor en la corona.

Para un lazo magnético tipico de longitud L~2x10°-2x10'® cm, resulta que la
escala de tiempo dindmico 1,=L/va~10-100 s es mucho menor que la escala de tiempo
asociada con la conveccion fotosférica 1.=//Up~300 s. Por lo tanto el campo magnético
del lazo se encontraria en un estado continuo de cuasi-equilibrio estitico a medida que
los puntos de apoyo de los filamentos se entreveran lentamente, desplazados por los
remolinos convectivos de la fotosfera. Como consecuencia del proceso de entrelazado
de las lineas magnéticas los esfuerzos de Maxwell inherentes a la configuracién tienden
a empujar regiones de fluido y campo magnético, formando superficies de

discontinuidad tangencial con el fin de lograr un equilibrio estdtico (Parker, 1994). En
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presencia de una conductividad eléctrica finita las discontinuidades no se pueden
desarrollar (por lo que un equilibrio absolutamente estatico no es posible), formandose
en cambio ldminas de corriente intensas en las superficies de separacion de los

filamentos magnéticos.

Reconexidén en las laminas de corriente.

Llegado a este punto Parker sefiala que la configuracion local de la lamina de
corriente corresponde a un escenario de reconexién lenta (ver secciéon 10.3). En este
escenario dos campos magnéticos no paralelos son transportados por el flujo de plasma
hacia una region disipativa de tamaiio / y espesor 5=1/S'" (S8=Iva/vn €s el numero de
Lundquist), donde son reconectados a una velocidad maxima dada por vsp=va/S'?,
liberando energia térmica y cinética (chorros de particulas aceleradas que son
rapidamente termalizadas) durante el proceso.

Parker (1997) estima que el campo magnético B, generado por el entrelazado
aleatorio de los filamentos magnéticos (transversal al campo medio B ~100 Gauss) es
de aproximadamente 10 Gauss. A partir de este valor de campo magnético se obtiene
una velocidad de Alfvén va,~2x107 cm/s suponiendo una densidad coronal de n~10"
cm?, de donde resulta, tomando /~3x10’ cm, un numero de Lundquist del orden de
S~6x10'", En consecuencia, vsp~20 cm/s, con un tiempo caracteristico de reconexién
tsp=l/vsp~1.5x10° s. Este tiempo es largo comparado con el tiempo tipico de entrelazado
de los filamentos magnéticos, que Parker calcula en 1.~2x10* s para un lazo de longitud
L~2x10" cm y suponiendo una velocidad caracteristica de entrelazado (mayor que la
velocidad de las celdas convectivas) del orden de u~10 km/s.

De aqui que debe postular un proceso mas rapido de reconexién, que haga
factible la disipacién de la energia acumulada por el entrelazado de las lineas
magnéticas en tiempos comparables con T, y de esa manera lograr un estado disipativo
estadisticamente estacionario. Con este fin invoca la existencia de una resistividad
andmala, teniendo en cuenta que el plasma se encuentra en un estado turbulento y el
hecho de que la velocidad de conduccién electrénica estimada a partir de la ley de
Ampére Vain~cB,/4nnes~1.6x10° cm/s, es aproximadamente diez veces mayor que la

velocidad térmica de los iones.
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Figura 24. Escenarios de aniquilacién magnética dentro de los lazos magnétcos.

La reconexion rapida de los campos magnéticos en las laminas de corriente
formadas como consecuencia del retorcimiento y entrelazado de los filamentos, da lugar
por lo tanto a una liberacion répida y localizada de energia térmica. Estas explosiones o
estallidos, que corresponden a fulguraciones pequefias de energia I’B,/8n~10% erg, son
denominados "nanoflares" por Parker. En consecuencia, el calentamiento observado en
la corona solar, cuya intensidad es del orden de I~10’ erg cm™ s", seria el resultado de
un mar de "nanoflares", con la produccién del equivalente de aproximadamente un

"nanoflare" de 10% erg cada segundo, sobre cada region de area ~10'¢ cm®.

9.3.3 Calentamiento coronal y fulguraciones en el marco de amplificacién y
aniquilacién magnética.

La turbulencia de lineas magnéticas y la formacion de zonas de disipacién rdpida.
Una consecuencia importante de la idea de Parker acerca de la madeja de lineas
magnéticas es la generacion de flujos de estancamiento a bajas velocidades, del orden de
u~10 km/s (mucho menores que la velocidad del sonido c«~200 km/s), como
consecuencia del retorcimiento y entrelazado de las lineas de campo magnético que

forman el tejido de los lazos coronales (fig. 23b). La presién magnética Bo*/8n del
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campo magnético medio de los filamentos, que tiene un valor aproximado de B¢~100
Gauss, funciona en este sentido como el agente o forzante de flujos con lineas de
estancamiento en las regiones comprendidas entre las fibras de campo magnético.

En la fig. 24 se muestra en forma esquematica varios escenarios de aniquilacién
magnética que pueden aparece en el contexto del modelo de Parker (pero no examinados
por este autor), correspondientes a pequefias regiones dentro del "ovillo" de campo
magnético como la que aparece en el recuadro de la fig. 23. La linea de estancamiento
del flujo es perpendicular al plano del papel. Entre los filamentos de ~100 Gauss existe
un campo magnético de menor intensidad (por lo menos al comenzar la evolucién del
lazo), que representa la "semilla” inicial de campo magnético de los modelos estudiados
en los capitulos precedentes de la tesis.

En la figs. 24a-24b el campo magnético de los filamentos es normal al plano del
flujo de estancamiento. En estos dos casos cabe esperar un decaimiento del campo
magnético més intenso, como se vio en la seccién 4.5, mientras la "semilla" de campo
magnético contenida en el plano del flujo es intensificada. Las figs. 24c-24d muestran
en cambio dos casos en los que los filamentos magnéticos se encuentran contenidas en
el plano del flujo de estancamiento. El escenario de la fig. 24d, que presenta una capa
neutra formada a partir de dos campos magnéticos de sentido opuesto, corresponde al
escenario de reconexién vislumbrado por Parker (modelo Sweet-Parker de reconexién).

Por supuesto que los cuatro escenarios mencionados son simplificaciones que
corresponden a casos limites. En general, la configuracion de campos sera de naturaleza
tridimensional, con componentes de campo magnético filamentario tanto en el plano del
flujo de estancamiento como en la direccién normal al mismo. Ahora bien, la
intensificacion del campo magnético debido al flujo de estancamiento esta limitada en la
practica por el valor asintético de presién magnético B /8, por lo que el campo
magnético amplificado puede alcanzar a lo sumo un valor de B;~100 Gauss. Por otra

parte, como ya se seiialé en el caso de los escenarios de las figuras 24a-24b, el modelo
de aniquilacién predice el decaimiento de las componentes normales al flujo. En
consecuencia, a partir de una configuracién genérica de campos magnéticos en una
region pequeiia dentro de los lazos coronales, tienden a privilegiarse los escenarios de

las figs. 24c-24d. Esto apoya en parte la tesis de Parker, en cuanto a que la
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configuracién de campos que supone para justificar la liberacién de energia térmica en
forma de "nanoflares" corresponde a un proceso de reconexién ripida (caso de la fig.
24d).

Sin embargo, a diferencia del modelo de Parker, los resultados de esta tesis
muestran que en el caso de los escenarios de las figs. 24c-24d puede haber disipacién
rapida aun sin reconexién magnética. Durante la primera etapa del proceso de
amplificacion el campo magnético en la regiéon del flujo de estancamiento crece en
forma exponencial con el tiempo (ec. 3.26), hasta alcanzar un valor maximo B*~100
Gauss. Suponiendo que la "semilla" de campo magnético es de aproximadamente 1
Gauss (un orden de magnitud menor que el valor utilizado por Parker), el tiempo de
exponenciacion es del orden de t*~In100/a~138 s, donde a=wi~3x107 s, Este tiempo
de intensificacion, que es mucho menor que el tiempo caracteristico de entrelazado de
las lineas 1~2x10* s calculado por Parker, permite obtener valores muy altos de
disipacion J~al’B**/8n~3x10> erg s sin la necesidad de invocar configuraciones ad-
hoc de campo magnético, ni procesos de reconexion rapida. En efecto, el caso de la fig.
24c y también las campos magnéticos "semillas" de las figs. 24a-24b, son todos
ejemplos de campos monopolares, donde hay disipacion intensa pero no hay reconexion.
Por lo tanto, con el modelo de aniquilacién se obtiene una disipacién que es del orden

de un "nanoflare" de Parker durante la etapa final del proceso de amplificacién.

Aceleracion de los procesos disipativos.

Por otra parte, la intensificacién de campo magnético es acompaifiada por una
disminucion de la presién del plasma en cada punto de los "huecos" que se van llenando
con el campo magnético amplificado (ver ec. 5.18). Cabe esperar entonces una caida de
la densidad del plasma ("plasma depletion") en estas regiones, por lo que la energia
disipada termina distribuyéndose sobre un menor nimero de particulas. El fenémeno de
"plasma depletion” y su influencia sobre la evolucién del campo magnético se estudia
con mas detalle en el capitulo 12. La disipacién continua de energia ocasiona asimismo
un incremento importante de la temperatura del plasma. El aumento de la temperatura

genera una disminucién de la resistividad local, cuya dependencia es de la forma T lo
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que puede dar lugar a un "desboque térmico” que acelera ain més el proceso disipativo
(ver capitulo 11).

Es interesante observar también que la disminucién de densidad en la region
disipativa puede facilitar la reconexién magnética que Parker asume en el escenario de
la fig24d, e incrementar la disipacién de energia en el caso de la fig. 24c, a través del
aumento de la velocidad de deriva. La generacién de una resistividad andmala requiere
que la velocidad de conduccién electrénica vyin~(c/4n)B*/neh*, donde h*~/exp(at*)=~3
km es una estimacidén del ancho la lamina de corriente (ver ec. 3.18), sea mayor que la
velocidad térmica de los iones (proporcional a T'?). Una caida de la densidad implica
por lo tanto valores mayores de vgin. Los resultados del capitulo 12 indican que la
generacion de resistividad andmala es factible a pesar del aumento de la temperatura en
la region disipativa, por cuanto ese aumento moderado en comparacién con la

disminucion de densidad observada en estos flujos.

Avalanchas.

Las consideraciones precedentes llevan a plantear las posibles consecuencias
secundarias de un proceso rapido de reconexién ocurrido en un escenario como el de la
fig. 24d. Suponiendo que la reconexién ocurre para valores de campo magnético
cercanos a los que postula Parker (1997), es decir del orden de B~10 Gauss, se generan
chorros de plasma dentro del lazo magnético, con la velocidad de Alfvén
correspondiente vo~200 km/s. En consecuencia, un evento explosivo de esta naturaleza
puede desencadenar explosiones vecinas en escenarios similares a los ya descriptos,
pero con una velocidad de flujo mayor que acelera el proceso dispativo. En efecto, si la
velocidad es del orden de vA~200 km/s, el tiempo de amplificaciéon exponencial del
campo magnético inicial (~1 Gauss) se reduce a t™~7 s (a~va/l=0.67 s), con una
disipacién final resultante de ~7x10* erg s™. Lo quc se tiene entonces es un escenario en
el que un evento explosivo inicial, un "nanoflare” de Parker, genera una avalancha o
reaccion en cadena de estallidos vecinos con escalas de tiempo mds cortas y tasas de

disipacién mayores.
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Revisién del modelo basico.

El escenario bisico de interacci6n entre dos lazos magnéticos (fig. 23a) también
se puede rever en el marco de las ideas presentadas aqui, separando el proceso en dos
fases. En primer lugar se produce una fase inicial lenta, que corresponde a la
intensificacion de la "semilla" de campo magnético que forma la ldmina de corriente.
Esta etapa tiene un tiempo caracteristico de t,~L/U=1000 s, donde L~1000 km es la
escala de longitud de la region del flujo de estancamiento y U~1 km/s corresponde a la
velocidad de las celdas convectivas de la superficie solar (que empujan el campo
magnético de los lazos uno contra el otro). Durante la etapa de intensificacién la
densidad del plasma disminuye, con el consiguiente aumento de la velocidad de deriva
electrénica. En consecuencia, la generacién de resistividad andmala puede desencadenar
una segunda fase explosiva, que corresponde a la fulguracién propiamente dicha. La
energia magnética acumulada durante la primera etapa de la fulguracién, que es del
orden de LB, %/8n~4x10% erg (B.~100 Gauss), es liberada en forma explosiva mediante
un proceso de reconexion rapida. El tiempo caracteristico de esta segunda fase es del
orden del tiempo de Alfvén L/va~0.5 s, donde va~2000 km/s. Estos valores de energia y
tiempo son similares a los observados experimentalmente en los "Energy Release
Fragments" (ERF), que serian los eventos rapidos que componen las fulguraciones

solares de escalas mas grandes (Machado et al. 1997).
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10 Estabilidad de laminas de corriente y reconexion
magnética.

Las laminas de corriente formadas a partir de campos magnéticos de sentido
opuesto, e.g. la solucion de Dawson (6.23), son susceptibles a la generacién de
inestabilidades resistivas (modos “tearing”) y procesos de reconexion magnética (White,
1983; Forbes & Priest, 1987; Sonnerup, Ip & Phan, 1990). Sin embargo, para
configuraciones mas generales de campo magnético, como las estudiadas en los
capitulos previos, la evolucién de la lamina de corriente puede ser muy diferente.

Se ha visto que la formacién de una lamina de corriente estacionaria con campos
magnéticos opuestos requiere la existencia de una inyeccién continua de flujo magnético
que es perfectamente simétrica desde ambos lados de la configuracion (ver capitulo 7).
En caso de existir una asimetria en la inyeccién de flujo magnético, la componente par
del campo magnético sostenida por inyeccién crece rapidamente y domina la solucién
global en muy poco tiempo (menor que el tiempo de crecimiento de las inestabilidades
resistivas). Aun cuando la inyeccidn de flujo magnético se produzca en forma simétrica,
una componente inicial de campo magnético par (sin inyeccion) puede llegar a crecer lo
suficiente como para modificar substancialmente la estructura de la ldmina de corriente
original. Por otra parte, en flujos con un punto de estancamiento tridimensional todas las
componentes del campo magnético se aniquilan rapidamente, a menos que sean
sostenidas por una inyeccion continua de energia magnética (ver seccion 8.1).

Tomando en cuenta estas consideraciones se puede distinguir entre dos casos al
estudiar la estabilidad de ldminas de corriente genéricas. Por un lado, se encuentran las
configuraciones estacionarias de campo magnético impar sostenidas por una inyeccién
continua y simétrica de flujo magnético. En este capitulo se considera la estabilidad de
estas laminas de corriente. Por el otro, estdn las configuraciones dependientes del
tiempo que decaen completamente para t—, o tienden a soluciones gaussianas
estacionarias. En estas soluciones el campo magnético no cambia de signo, por lo que la

configuracién tiende a ser estable y el concepto de reconexién no resulta aplicable.
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10.1 Influencia del movimiento sobre la estabilidad de la lamina de
corriente.

En la teoria clasica de los modos resistivos “tearing” se consideran
configuraciones estiticas de plasma con una ldmina de corriente en equilibrio difusivo
(Furth, Killeen & Rosenbluth, 1963). Sin embargo, la presencia de un flujo de plasma
puede modificar substancialmente el desarrollo de la inestabilidad. La consideracién de
configuraciones de equilibrio no estdticas tiene particular interés en aplicaciones
astrofisicas, por cuanto se observan en las prominencias solares, la magnetopausa
terrestre y en chorros (“jets”) extragalicticos (Ofman et al.,, 1991). En particular, el
estudio de la estabilidad de laminas de corriente sostenidas por un flujo con un punto de
estancamiento constituye una variante novedosa dentro de la teoria.

Una teoria de los modos resistivos para la componente B, del campo magnético,
es decir para la lamina de corriente formada a partir del campo magnético contenido en
el plano del flujo de punto de estancamiento, todavia no ha sido completamente
desarrollada. Esto se debe fundamentalmente a las dificultades tedricas asociadas a la
naturaleza intrinsecamente bidimensional del problema perturbativo (Priest (1985)
analiza el caso de un flujo no uniforme a largo de la ldmina de corriente de la forma
vo=Ugxe,, con Up=cte). En cambio, el problema de la estabilidad lineal de la
componente B,, que no es amplificado por el movimiento (ver ec. 4.2), se puede reducir
a una dimensién usando el método de modos normales. En este caso la configuracién de
equilibrio es una soluciéon exacta de las ecuaciones magnetohidrodindmicas. Esto
permite realizar el andlisis sin las limitaciones usuales a valores pequeiios de la

resistividad y viscosidad.

10.1.1 Estabilidad de la l4mina de corriente formada por la componente de campo
magnético normal al plano del movimiento.

En el trabajo de Phan & Sonnerup (1991) se investiga la estabilidad de una
lamina de corriente sostenida por un flujo de estancamiento en el plano normal a la
direccién del campo magnético. Agregando a la configuracién considerada por estos
autores una componente adicional de velocidad paralela al campo magnético, se obtiene

una solucién exacta de equilibrio dada por
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vo = (ax, —aY, errf{m})’ Bo=(Br°xP{-5(i)2}, 0, B°°rf{_J—2;ﬁ})’ (10.1)

donde a, BT, Bo, Uy, son constantes y hy=(v/a)'”, h=(vm/a)"” son las escalas de longitud
de las laminas de vorticidad y corriente iniciales. Cabe notar que las dos escales de
longitud no son independientes. Por otra parte, como el equilibrio es exacto se puede
analizar la estabilidad para el rango completo de h y h,,.

Expresando la velocidad y el campo magnético como v=vyt+v; y B=By+Bj, se
consideran perturbaciones de la forma fi=fi(Y)exp(At+ik,z). Las ecuaciones
magnetohidrodindmicas linealizadas se pueden escribir en términos de las variables vy
y By, que corresponden a las perturbaciones de la velocidad y del campo magnético
normales a la lamina de corriente. Las ecuaciones perturbativas resultantes para

v=Vyy/va y B=iB;,/Bo, donde VA=B0/(41tp)m es la velocidad de Alfvén, son

(p—Dy+P_ N)Nv+ikSM, (WN + W")v=-kS(BN +'")B, (10.2)
(p+1-yD+N)B+ikSM, WB =kSpv, (10.3)
donde se han definido las magnitudes adimensionales
A
MAzﬂ.’ S:vAhz VA 5 p:—’ sz-—v—-
MK V av, a \
Vv, Y B \%
k=k h=k /—'“ =—, == =%
z z a > y h B Bo ’ W Uo ’

y los operadores D=d/dy, N=k2-D2. En (10.2)-10.3) aparecen tres parametros
adimensionales: el nimero de Lundquist S, un nimero de Mach-Alfvénico My y el
numero de Prandtl magnético Pp,.

Las ecs. (10.2)-(10.3) definen un problema de autovalores para p que se puede
resolver usando un método matricial con diferencias finitas (Drazin & Reid, 1981). Las
ecuaciones originales se reemplazan por ecuaciones en diferencias, donde las derivadas
se aproximan por desarrollos de Taylor escritos en funcién de los valores de las
variables dependientes sobre una grilla numérica. El resultado final es una ecuacién
matricial de la forma |

[A+pB]$=0, (10.4)
donde A, B son matrices de coeficientes complejos y ¢=(v, v, ..., Vn, B1, Bz, ...BN)T es

un vector formado por los valores de la velocidad y del campo magnético perturbativos
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Figura 25. (a) Tasas de crecimiento para modos resistivos con W=0 (b) Espectro de
autovalores para k=0.3, S=100 y P,=10".

en los puntos de la grilla numérica. Los autovalores p y las autofunciones
correspondientes se obtienen a partir de (10.4) usando el método QR para matrices. Para
mas detalles sobre el método numérico se puede consultar el apéndice.
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Figura 26. Influencia de la viscosidad en modos resistivos con S=50 (W=0).

En la fig. 25a se muestran las tasas (mdximas) de crecimiento p,=Re(p)
correspondientes a modos resistivos con W=0 (Ms=0) como funcién del nimero de
onda adimensional k, para distintos valores del nimero de Lundquist S y P,=10". Los
valores de p, coinciden en todos los puntos calculados con los de Phan & Sonnerup
(1991), que fueron obtenidos usando un método numérico diferente. Las curvas
muestran que el flujo de equilibrio vo=(aX, -aY¥) tiende eventualmente a estabilizar la
limina de corriente. En efecto, a medida que aumenta su fuerza (valores mayores de a
implican un gradiente de presién mayor, pues aplaxocaz) disminuye el valor de S (al
reducirse el ancho de la ldmina de corriente h=(vy/a)"). Para valores de S menores que
el valor critico S;=12.25, la tasa de crecimiento p, es siempre negativo y el flujo es
estable.

El método numérico utilizado aqui para obtener las tasas de crecimiento también
proporciona una aproximacion al espectro completo de autovalores. En la fig. 25b se
muestran algunos de los autovalores para el caso k=0.3, S=100 y P,=10". La flecha
indica el autovalor real correspondiente al modo inestable. Los demas autovalores tienen
parte real negativa y corresponden a modos estables con una componente oscilatoria. A

diferencia del trabajo de Phan & Sonnerup (1991), donde se buscaban los autovalores
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Figura 27. Tasas de crecimiento para modos con W#0.

usando un método bésicamente de prueba y error, esta forma de obtener los puntos
permite garantizar la existencia de un solo modo inestable.

El efecto de la viscosidad sobre las tasas de crecimiento se muestra en la fig. 26,
donde se varia el nimero de Prandtl magnético P,, manteniendo S=50 (con W=0). La
presencia de viscosidad tiende a reducir la tasa de crecimiento de la inestabilidad. Esta
es una caracteristica general de los modos resistivos tipo “tearing”. En el caso de una
lamina de corriente en equilibrio difusivo (vo=0) se puede demostrar que la tasa de
crecimiento no es una funcién de S y Py, por separado, sino que depende tinicamente del
nimero de Hartmann H,=S/P,,'? con una ley de escala de la forma p=kh2/vmocH,”30cv'
/6 (Gratton & Krasnopolsky, 1994).

Cuando W=0 (M,#0) el problema presenta mayores complicaciones, ya que
pueden existir modos de tipo Kelvin-Helmholtz ademas de los resistivos. En la fig. 27
se muestran las tasas de crecimiento como funcién de My, para k=0.4 y P,=1 (h,=h).
Los puntos con M<1 corresponden a modos “tearing” que son estabilizados por la
presencia del flujo voAy). Para Ma>1 se desarrollan inestabilidades de Kelvin-
Helmbholtz, con tasas de crecimiento mayores que las corrécpondientes a los modos

resistivos. Un estudio més detallado sobre los efectos combinados de la inestabilidad de
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Kelvin-Helmholtz y la “tearing” en estas configuraciones, asi como la influencia del
nimero de Prandtl magnético P, se puede encontrar en Bender, Gratton & Galvao

(1996).

10.1.2 Estabilidad de la limina de corriente formada por la componente de campo
magnético contenida en el plano del movimiento.

Existen indicios tedricos y numeéricos de que la lamina de corriente formada por
la componente By es ain mas estable que la formada por B, (Biskamp, 1994). Las
ecuaciones perturbativas para un campo magnético B,’=B(y) en un flujo irrotacional
representado por la funcién de corriente Ey=axy son (Gratton & Krasnopolsky, 1994)
(6,-L,)V%, = -MB, , (10.5)

(6,-L,)B,, =-aB, —Bo gt (10.6)
donde B;y= Bjy(x,y,t) es la componente del campo magnético perturbativo en la
direccion y (la componente de reconexién, normal a on), E1=E1(x,y,t) es la perturbacién
a la funcién de corriente, M=(1/41tp)(BV2-B”) y Lv(m)=v(m)V2-a(xax-y6y). Integrando

(10.6) para perturbaciones que se anulan en el infinito se obtiene

a (Bi, B, &% B]
— = B. PdS— |2xep 75t 40, |2V -
poll s v, Jlgrad B, [ ds I%B,, 2 dS afs—nds, (10.7)

donde dS=dxdy. Los primeros dos términos a la derecha de (10.7) aparecen también en
el caso de una lamina de corriente en equilibrio difusivo (a=0). El primero representa el
decaimiento de la energia magnética por disipacién Joule, mientras que el segundo es el
que da origen a la inestabilidad. El tercer término, que aparece solamente cuando existe
un flujo de orden cero &y=axy, es claramente estabilizante y se debe a que el
movimiento tiende a reducir la componente de campo magnético normal a la lamina de
corriente (ver seccion 3.2).

La estabilidad de la lamina de corriente formada por la componente By también
se puede analizar considerando un flujo de equilibrio con E¥=xfy(y) y ¥/“=¢q(y), donde

wes la funcién de flujo magnético, frente a perturbaciones de la forma

&Y = xfi(y)e", (10.8)
1

VO =y +5 X v (ke (10.9)
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donde B;,=0y"/oy=y’+( 1/2)x2v/2’ y B,yaau/')/axa(m son las componentes del
campo magnético perturbado. Las expresiones (10.8)-(10.9) corresponden a los
primeros términos de un desarrollo en potencias de x" de las funciones de corriente y de
flujo magnético perturbativas, donde se supone que el valor de x es pequefio comparado
con la longitud de la lamina de corriente y se desprecian los términos de orden superior
a x> (ver, eg., Biskamp, 1986). Con éstas hipétesis las ecuaciones de la

magnetohidrodindmica (previamente linealizadas) se separan en

()"‘foD*’fo _sz)szl +£,Df - f, f, = Fp(PoDz‘Vz ~PoV>s (10.10)
(A-£,D-v,D?)y, = fi0, +2v,, (10.11)
(r-£,D+2f,-v,D?)y, =0, (10.12)

donde Re(1) es la tasa de crecimiento de la perturbaciéon. Como la ecuacién para y; esta
desacoplada de la restantes se pueden considerar dos casos: i) si y»#0, el autovalor A
estd determinado por (10.12) y la solucién y» genera a f; y wp; ii) si y5=0, la ec. (10.10)
determina el autovalor A y la solucidn para f; genera a yp. En un flujo con fy=ay (a=cte),

se puede integrar (10.12) en el primer caso para obtener

J’ 2 J' 2 J‘ 2
2Re(V) Jw, [ dy = 2v,, J|Dy,| dy—S5a Jly,[ dy. (10.13)
Integrando (10.10) en el segundo caso, se obtiene
J‘ 2 I 2 J‘ 2
2Re(M) J|o,,| dy=- 2v)|Do,| dy-3a Jjo,, dy, (10.14)
donde ®;,=-Df; es la vorticidad perturbativa. En ambos casos el flujo es estable (es
decir Re(A)<0) para ¢>0. Cuando a<0 las expresiones (10.13)-(10.14) no tienen signo
definido y el flujo puede ser inestable. En este ejemplo el término que da origen a la
inestabilidad en (10.7) es nulo, por ser 62§(”/6x2=0 para una perturbacién de la forma
(10.8). Tomando un mayor nimero de términos en los desarrollos (10.8)-(10.9) se puede

estudiar la estabilidad de estas configuraciones recurriendo a un método numérico para

calcular los autovalores.
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10.2 Flujos planos dependientes del tiempo: soluciones numéricas.

Un flujo de estancamiento en el plano (x,y) tiende a estabilizar la ldmina de
corriente, reduciendo la componente de reconexiéon By del campo magnético a la vez
que amplifica la componente By (ver seccién 3.2). Este efecto se opone a la permanencia
de configuraciones con reconexién y favorece en cambio la formacion de ldminas de
corriente alargadas de caricter cuasi-unidimensional, como las estudiadas en este
trabajo. La consolidacién de la ldmina de corriente en flujos bidimensionales se puede
ilustrar a través de soluciones numeéricas obtenidas directamente a partir de las

ecuaciones magnetohidrodindmicas con efectos disipativos.

10.2.1 Ecuaciones y condiciones de contorno.
Las ecuaciones correspondientes a un flujo plano incompresible (densidad

constante) en dos dimensiones, con viscosidad y resistividad uniformes, son

a 2 2 2 2
(E”"V JV &=ﬁp[v v.yl-[VEE, (10.15)
(2-vav y=tew1, (10.16)
o=-V%, (10.17)

donde &(x,y,t) es la funcién de corriente, y(x,y,t) es la funcién de flujo magnético,
o(x,y,t) es la vorticidad y [f,g]=0,f0,g-0xgoyf (ver capitulo 2). Estas ecuaciones se
resuelven numéricamente en una region rectangular del plano comprendida entre 0<x<L
y -h<y<h. En las fronteras y=th se inyecta plasma y flujo magnético al sistema en forma
continua. Las ecs. (10-15)-(10.17) se pueden escribir en términos de magnitudes
adimensionales definiendo nuevas variables de la forma t—tva/h, y—y/h, x—x/h,
v—>y/Boh y £-5&/vah, donde VA=B0/(41tp)”2 es la velocidad de Alfvén en el punto
(x,y)=(0,h). Los parametros adimensionales que aparecen en las ecuaciones sin
dimensiones son el nimero de Reynolds S,=vsh/v y el nimero de Lundquist S=vah/vp,.

Las distribuciones iniciales de velocidad y de campo magnético, expresadas en

las variables adimensionales, estan dadas por
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U-1 3-U
& (x,¥)=M, x( - v+ > y), (10.18)

1 a
wo(x,y)=5y’—5x’(l-by2), (10.19)

donde a,b son constantes arbitrarias y Ma=|vy(y=h)|/v4 es el nimero de Mach-Alfvénico
calculado en y=th (y=*1 en variables adimensionales). La funcién de corriente inicial
(10.18) representa un flujo estacionario con un punto de estancamiento en el origen
donde el plasma ingresa con una velocidad normal vy=-M, en y=1. El caso con U=I
corresponde a un flujo irrotacional estacionario (ec. 3.7). Variando las constantes a,b en
(10.19) se obtienen distintas configuraciones iniciales de campo magnético, desde un
perfil lineal sin reconexién (¢=0) hasta una distribucién potencial con un punto neutro
de tipo hiperbdlico en el origen (a=1, =0). Las configuraciones iniciales con b=1
corresponden a campos magnéticos reconectados donde By=0 en y=+1.
Las condiciones de contorno aplicadas en la frontera y=+1 son
§(x,y = xLt) =&y (x,y = £1),
0,&(x,y=%Lt)=M,Ux,
y(x,y=xLt) =y, (x,y=%1)-E ¢, (10.20)
donde E; representa aproximadamente el valor del campo eléctrico (adimensionalizado)
en los contornos (G,y~E: en y=t1 cuando U=0). El caso con E=0 corresponde a un
sistema sin inyeccion de flujo magnético. En la frontera de flujo saliente x=x; se usaron
las condiciones de contorno
E(x5,151) =8o(x,,7)
08(x,,,) =0,
0, v(x,y,t)=0. (10.21)
Las soluciones numéricas se obtuvieron resolviendo el problema de valores
iniciales con un esquema de diferencias finitas de tipo implicito. En los calculos se
usaron hasta 257x257 puntos sobre una grilla numérica cartesiana, generalmente con
=2Ay. El esquema numérico, incluyendo las condiciones de contorno (10.20)-(10.21),
se probé mediante una serie de corridas para configuraciones con un campo magnético
formado por lineas rectas en un flujo irrotacional (B,=0). Se obtuvieron soluciones

correspondientes a sistemas sin inyeccién de flujo magnético y con inyeccién continua a
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una tasa constante. Las soluciones calculadas a partir de las ecuaciones (10.15)-(10.17)
coincidieron en todas las pruebas realizadas con las predicciones tedricas y numéricas de
los capitulos anteriores. E1 método de discretizaciéon y la solucién del sistema de

ecuaciones no lineales resultante se discute con mas detalle en el apéndice.

10.2.2 Consolidacion de la l4mina de corriente.

La fig. 28 muestra la evolucién de una configuracién con un campo magnético
inicialmente reconectado (a=0.1 y b=1 en 10.18), en un fluyjo rotacional con U=0,
S,=1000, S=500 y M,=0.2 (Rn=SM=100). En este ejemplo la funcion de flujo
magnético satisface la condicién de contorno 0y7/0x=0 sobre las fronteras ubicadas en
y=t1. Por lo tanto, el campo magnético que ingresa en forma continua a la region tiene
solamente una componente B.. Los grificos sucesivos muestran la evolucion de la
configuracion para tiempos sucesivos a partir de r=0. Se observa claramente como la
componente B, del campo magnético inicial es reducida y expulsada por el flujo,
formandose una lamina de corriente alargada de caricter cuasi-unidimensional que
termina por abarcar la region del calculo en poco tiempo. Cabe observar que la tensién
magnética del campo magnético reconectado favorece este proceso para valores
pequeiios de M4, ya que tiende a acelerar la expulsién de la componente reconectada
mientras se desarrolla la 14mina de corriente a partir de la componente B, amplificada.
La configuracién final (ver la figura para t=6) corresponde en forma muy aproximada a
una ldmina de corriente unidimensional plana, como las descriptas en esta tesis.

En cambio, si el campo magnético que ingresa a la region del flujo tiene una
componente adicional By (0y/0x#0 en y=t1) también se observa la formacién de una
lamina de corriente de caricter cuasi-unidimensional, pero cuya longitud depende ahora
de los valores de S y Ma. Este tipo de configuraciones se muestran en la figs. 29-32,
donde se grafican soluciones (aproximadamente) estacionarias correspondientes a flujos
con U=0 y S,=2000, obtenidas a partir de una distribucién inicial de campo magnético
dada por w=(1/2)(3*-?). Las figs. 29-30 corresponden a dos soluciones con el mismo

valor de Rp,=SM =100, pero con valores diferentes de S y M. En ambos casos se
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Figura 28. Consolidacién de la l4mina de corriente (M,=0.2, S=500). Lineas de corriente
(punteadas) y de campo magnético (continuas).
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Figura 29. Lineas de corriente (punteadas) y de campo magnético (continuas) en un flujo
con M,=0.05 y S=2000 (R,=100)

Figura 30. Lineas de corriente (punteadas) y de campo magnético (continuas) en un flujo
con Ms=0.1 y S=1000 (Ro=100).
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Figura 31. Lineas de corriente (punteadas) y de campo magnético (continuas) en un flujo
con M,=0.02 y S=2000 (R,=40).
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Figura 32. Lineas de corriente (punteadas) y de campo magnético (continuas) en un flujo
con M,=0.05 y S=1000 (R=50).
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observa la formaciéon de una ldmina de corriente cuasi-unidimensional, que presenta
ademas una compleja region de transicién en el extremo donde el chorro de plasma que
se desarrolla dentro de la regién disipativa es abruptamente descelerado (Biskamp
(1994) discute estas regiones con cierto detalle a partir de simulaciones numéricas de
configuraciones similares realizadas por €l mismo). Para valores menores de Ry se
obtienen soluciones como las que se muestran en las figs. 31-32, en las que se forma una
region disipativa relativamente pequefia. En flujos con valores bajos del numero de
Reynolds magnético hay poca intensificacion de la componente By del campo
magnético, por lo que la configuracion inicialmente reconectada casi no se modifica.

La influencia del nimero de Mach-Alfvénico M, se puede apreciar comparando
las figs. 29 y 31, donde se grafican dos soluciones con S=2000 pero con distintos
valores de Ma. Asimismo, las soluciones de las figs. 30 y 32 corresponden a un valor de
S$=1000. En los dos casos la longitud de la limina de corriente es mayor para valores
més grandes de M,. La influencia del nimero de Lundquist se muestra en las figs. 29 y
32, que corresponden a dos soluciones con el mismo valor de Ms=0.05. En todos estos
ejemplos se observa que la longitud de la region dispativa final es mayor en la medida
que son mayores My y S. Esto equivale a tener valores mas grandes de Ry, con lo cual
hay una mayor intensificacién de la componente By que favorece la consolidacién de la
lamina de corriente.

En las simulaciones numéricas de reconexion llevadas a cabo por Biskamp
(1986) siempre se observa la formacién de una lamina de corriente cuasi-
unidimensional cuya longitud crece con M, y S. Cuando la ldmina de corriente es lo
suficientemente larga y delgada (valores grandes de M, y S) pueden darse ademas
inestabilidades "tearing”, generandose islas magnéticas dentro de la lamina de corriente
que luego son expulsadas por el chorro de plasma. Basindose en sus resultados
numéricos Biskamp hace una importante critica al modelo de reconexién rapida de

Petsheck (Biskamp, 1994). La tendencia a formar liminas de corriente también se
observa en las simulaciones numéricas de flujos compresibles realizadas por Jin & Ip
(1991). Para ciertos rangos de valores de los parimetros estos autores obtienen una
reconexién de tipo intermitente, seguida por la formacién de una nueva ldmina de

corriente. El trabajo de Yan, Lee & Priest (1992) muestra la formacién de una lamina de
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corriente en simulaciones con resistividad uniforme. Los autores inducen la reconexién
de las lineas magnéticas a partir de una hipétesis ad-hoc: una resistividad anémala (no

uniforme) en la regién cercana al punto de estancamiento.

10.3 Comparacion con el modelo de Sweet y Parker.

El modelo de Sweet y Parker (Sweet, 1958; Parker, 1963) se aplica a
configuraciones de reconexion magnética estacionaria, pero incluye la disipacién de
flujo magnético en una lamina de corriente plana sin reconexiéon como caso limite
(aniquilacion del campo magnético). La configuracién basica se muestra en la fig. 34a.
El movimiento del plasma arrastra las lineas del campo magnético B; que ingresa a la
region de difusién (de ancho 8 y largo L) con una velocidad v;. La reconexion, que es el
motor del flujo, se produce en el punto de estancamiento, donde B=0 y v=0. El plasma
que lleva el campo magnético reconectado B, sale de la regiéon de difusién con una

velocidad v,. La conservacién de masa implica que

v.L=v,3d . (10.22)
Por otra parte, de la ecuaciéon de Bernoulli
2 1 x ]
Pit g5 PV NPy NPt ot oo, (10.23)

donde py es la presion en el punto de estancamiento, y suponiendo que la presién de
entrada p; es aproximadamente igual a la presion de salida p,, se obtiene
Vo ~Bi2/(4np)=va® (donde se ha supuesto (Bo/B;)’<<l y (vi/vo)’<<l). Por otra parte,
como la configuracion se supone estacionaria la velocidad con que ingresa flujo

magnético a la regién de difusion es aproximadamente igual a la velocidad de difusién:

V.
vim (10.24)

Combinando las ecs. (10.22)-(10.24) se obtiene que (8/L)~S;'?~vi/va;, donde
vai=Bi/(4np) es la velocidad de Alfvén calculada con el campo magnético externo B; y
Si=vail/vp es el nimero de Lundquist correspondiente. Se acostumbra usar el nimero
de Mach Alfvénico Ma=vi/vai para medir la velocidad de reconexién, que en este
modelo tiene un valor maximo dado por Mai=S;"%. En configuraciones estacionarias

(donde el campo eléctrico E es constante) el flujo de energia magnética que ingresa a la
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Figura 33. (a) Modelo de Sweet y Parker; (b) Lamina de corriente sostenida por
un flujo de estancamiento (aniquilacién magnética).

region de difusion EB; es mayor que el flujo de energia saliente EB,, dado que B, es
menor que Bj,. Una parte de esta energia es convertida en calor y la otra en energia
cinética (Vo>Vj).

Las leyes de escala de los modelos de aniquilacién magnética descriptas en esta
tesis difieren de las correspondientes al modelo de Sweet y Parker por dos motivos
importantes: i) la presencia de un movimiento impuesto en forma externa y ii) la
intensificacion del campo magnético en la ldmina de corriente. En la fig. 34b se muestra
en forma esquematica la configuracién para el caso de un flujo plano. La ldmina de
corriente, que se supone de ancho d y largo L, es sostenida por un flujo irrotacional en el
que vixv,. A partir de los resultados de la seccion 3.2 y suponiendo L~h, se obtiene
8/LARm " (Rm=ViL/vm). El campo magnético externo B; es amplificado por el flujo de
estancamiento hasta alcanzar un valor BMwBiRm”2 en y=0. Como la configuracién se
supone estacionaria, el ingreso de flujo magnético v;B; en y=L debe balancearse con la
disipaciéon vy,Bw/d dentro de la lamina de corriente. En consecuencia, la velocidad de
reconexion Ma=vi/va; puede alcanzar en principio cualquier valor, pero esta limitada en
la practica por la presién dinamica disponible externamente para mantener el flujo (ver,
por ejemplo, la discusién de la seccién 9.3 relativo a la generacién de fulguraciones

solares). Por ultimo, como R,=M,;S; se tiene 88" =M, 12
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11 Evolucion térmica de la lamina de corriente.

11.1 Efectos no lineales de la temperatura en la evolucion de la limina
de corriente.

La disipacién generada durante la evolucién del campo magnético, que alcanza
valores muy elevados cuando el nimero de Reynolds magnético Ry, es grande (ver
capitulo 9), puede dar lugar a un aumento importante de la temperatura en la lamina de
corriente. En estos casos se produce un acoplamiento no lineal entre la temperatura y el
campo magnético a través de la difusividad magnética, que tiene una dependencia con la
temperatura de la forma vypoc T,

El estudio detallado de este complejo proceso, incluyendo los efectos de la
compresibilidad, viscosidad, anisotropia de los coeficientes disipativos y otros factores
fisicos relevantes, implica un esfuerzo computacional considerable en dos dimensiones
y el tiempo. Como una primera aproximacién al problema se propone un modelo
simplificado de cardcter unidimensional que mantiene la hipétesis de incompresibilidad
(Bender & Gratton, 1994). En esta aproximacion la ecuaciéon de movimiento admite
soluciones irrotacionales para el flujo. El acoplamiento entre la temperatura y el campo
magnético se realiza, tal como se obtiene a partir de la teoria de procesos de transportes

en plasmas, a través de una dependencia con la temperatura de la difusividad magnética
|
Vi = Vano (7)™ (11.1)
0

la conductividad térmica

T 5/2 B -2 T -172
M= A'IO(TJ , A= xm(’ﬁ-] [?) ) (11.2)
0 0 0

y la disipacién Joule (en la ecuacién de energia).

Las ecuaciones no lineales que resultan del modelo incompresible se resuelven
numéricamente para determinar la influencia de los pardmetros que rigen la evolucién
del sistema. Bajo ciertas condiciones se puede originar un “desboque térmico” de la
region disipativa, ya que el valor local de Ry crece al aumentar la temperatura del

plasma (porque disminuye vy,). Como consecuencia el ancho & de la lamina de corriente
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(proporcional a Ry, ') se reduce al mismo tiempo que sigue intensificandose el campo
magnético (B~Rmm), generando a su vez una mayor disipacién y un aumento adicional

de la temperatura en la region.
11.2 Ecuaciones del modelo incompresible.
Las ecuaciones de la magnetohidrodindmica (2.1)-(2.7) correspondientes a un

flujo incompresible, incluyendo una dependencia con la temperatura de la viscosidad

w(T), difusividad magnética vp(T) y conductividad térmica A(T,B), se pueden escribir

de la forma
ov p v 1 .
at+coxv——grad(p+ > )+4ﬂprothB+2d1v(vgradv), (11.3)
0B ;
e rot(v xB) +div(v,grad B), (11.4)
0 5 Vm 2
(a-l-v -grad) 3nkT = div(Agrad T) +;(rot B)“, (11.5)

donde n es la densidad (constante) de nimero de particulas, p=mn, ® es la vorticidad y &
es la constante de Boltzmann. En (11.5) no aparece el término correspondiente a la
disipacién viscosa 2pv(gradv)’, que se supone despreciable frente al efecto de la
disipacién Joule. Este sistema de ecuaciones se satisface en forma exacta para flujos
irrotacionales planos y radialmente convergentes, definidos en coordenadas cartesianas

y cilindricas por:

plano: vy=ax, vy=ay cilindrico: v,=2az, v/=-ar,
Bx=B(y,t), By=Bz=0, BZ=B(y,t), Br=B¢=0,
T=T(y,t), T=T(r,t). (11.6)

Con estas suposiciones se obtienen las ecuaciones

B 10 T, 0B
A T s ar vmo(v_r—) SIZQ ar

AT o ag)+aC§E+(s+l)aB, (11.7)

G

okT) 1 8 . 3(kT) B(kT)
Ve Ty 2B
+;(To) (aC) - (11.8)
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donde s=0 corresponde a un flujo plano ({=y) y s=1 al caso cilindrico ({=T). La
conductividad eléctrica en (11.7) tiene una dependencia con la temperatura de la forma
(T/T, 0)3’2, donde Ty es la temperatura inicial (uniforme) del plasma. En este modelo la
conduccion térmica se produce en direccién perpendicular a las lineas de campo
magnético, pues J1/0x=0 (T/0z=0 para s=1). La conductividad térmica perpendicular
Ay corresponde a la de Braginskii (1965) en el limite de campos magnéticos intensos,
mientras que A es la conductividad térmica isotrépica (B=0).

El problema de valores iniciales se resuelve en un intervalo finito -ho<y<hg
(0<r<hg para s=1) donde a t=0 existe una distribucién de campo magnético B(y,0). Si no
hay inyeccién de flujo magnético la distancia hy corresponde a la escala de longitud del
campo magnético inicial. Cuando existe inyeccién continua de flujo magnético (traido
por el movimiento del plasma) el valor de la tasa a la cual ingresa flujo magnético v,B
determina la escala hy. Esto es equivalente a fijar el valor de la velocidad v,=ahy y del
campo magnético By en y=hg, que es la forma en que se procede para el calculo

numérico de las soluciones.
11.3 Parametros adimensionales.

Los pardmetros adimensionales que gobiernan las soluciones son: el nimero de
Reynolds magnético h=ah02/vmo, el numero de Péclet P,=ahoz/xo (donde ko=Ay0/3n es
la difusividad térmica isotrépica), el cociente de la conductividad térmica isotropica y
perpendicular y=Ay/A 0, y el cociente de las energias magnética y térmica iniciales
e=(Bo2/87)/(30kTo).

El espesor de la ldmina de corriente y la intensificacién del campo magnético
inicial dependen de Ry (Bmax®Re'” para s=0, BmaxcRp para s=1). Solamente para
valores grandes de Ry se puede obtener un calentamiento importante de la region
disipativa. El efecto de la difusién térmica en la regién externa (donde B=0) estd
representado por P., mientras que el aumento de la temperatura dentro de la lamina de
corriente depende del valor de y (o mas precisamente de P.y). Este parametro mide la
influencia del campo magnético sobre la conductividad térmica. Cuando y es grande el
campo magnético tiende a reducir el valor local de la conductividad térmica, evitando la
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Figura 34. Soluciones pares con R;=1000, P.=0.01 Figura 35. Soluciones pares con R;=1000, P.=0.01
y ¥=100. y e=0.1.
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Figura 36. Soluciones pares con P.=0.01, y=100 Figura 37. Soluciones impares con P.=0.01, =100
y e=0.1. y €=0.1.

pérdida de calor por difusién dentro de la region disipativa. La evolucién térmica de la
lémina de corriente también depende de la energia magnética disponible inicialmente
para ser convertida en calor, representado por el pardmetro €. Cuando e>1, Rp>>1 y
Pey>>1 las soluciones se vuelven muy sensibles al efecto térmico. Por el contrario, para

valores pequefios de estos parametros se obtienen soluciones estacionarias.
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Otros factores que determinan la evolucién temporal de las soluciones son la
paridad del campo magnético inicial (par o impar), la geometria de la configuracién y la

presencia o ausencia de inyeccion de flujo magnético.

11.4 Soluciones numéricas: algunos ejemplos.

Las soluciones numéricas se obtuvieron integrando las ecs. (11.7)-(11.8) usando
un esquema de diferencias finitas de segundo orden que se describe en el Apéndice. Las
corridas numeéricas se llevaron a cabo hasta alcanzar un estado estacionario, en caso de
existir, o bien hasta que la grilla numérica fuera incapaz de resolver la delgada lamina

de corriente originada como consecuencia del efecto de acoplamiento térmico.

11.4.1 Evolucion de la disipacion sin inyeccién de flujo magnético.

En las figs. 34-37 se muestra la disipacion Joule total (por unidad de 4rea y de
tiempo) D()=(Vmo/4m)| (T/To)**(dB/dy)’, medida en unidades de aW, con
Wo=Bo%/8n, para soluciones planas (s=0) sin inyeccion de flujo magnético. Las figs. 34-
36 corresponden a soluciones con un campo magnético de tipo par, con
B(y,0)=Bocos((m/2)y/ho).

La influencia del parametro € se muestra en las curvas de la fig. 34, donde se
mantienen fijos los otros parametros: P.=0.01, y=100 y Rn=1000. Cuando =0 el campo
magnético alcanza el estado estacionario disipativo representado por la gaussiana (4.16).
Esta solucién corresponde al caso sin efectos térmicos con T=Ty=cte (ver capitulo 4).
Tomando €=0.01 también se obtiene un estado estacionario, pero con una disipacion
final levemente mayor que en el caso anterior. A medida que aumenta el valor de € se
alcanzan valores mayores de disipacion en lapsos de tiempo mas cortos. La solucién con
g=1, que tiende a crecer indefinidamente de manera aparentemente exponencial, termina
por “explotar” (al menos numéricamente) en poco tiempo. En cambio, la solucién
correspondiente a €=0.1 representa un caso marginal en el limite entre disipacion
estacionaria y el “desboque térmico” observado para e=1. La influencia de y se muestra
en la fig. 35. Como se sefialé en la seccién 11.3, los efectos térmicos son mas

importantes para valores grandes de este pardmetro, al igual que en el caso de €. Es asi
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Figura 38. Soluciones impares con inyeccién continua de
flujo magnético, R=1000, P.=0.01 y y=100.

que la curva correspondiente a y=1000 presenta un comportamiento explosivo similar a
la solucién con €=1 de la fig. 34. El efecto del niimero de Reynolds magnético Ry, se
muestra en la fig. 36. En todos los casos se obtienen soluciones que crecen en forma
explosiva para valores grandes de €, ¥, ¥ Ra.

La fig. 37 muestra la influencia de Ry, en un conjunto de soluciones con campo
magnético impar, donde B(y,0)=Besen(my/hg). Las lineas continuas corresponden a
€=0.1, mientras que las lineas punteadas representan soluciones con £=0 (temperatura
constante). A diferencia de las soluciones pares, todas las soluciones con campo
magnético impar se aniquilan completamente después de una etapa de amplificacion.
Comparando las curvas con €¢=0 y €=0.1 (para el mismo valor de R) se observa

claramente el aumento de la disipacién debido al acoplamiento térmico.

11.4.2 Evolucién de la disipacién con inyeccién de flujo magnético.

En configuraciones donde existe una inyeccién continua de flujo magnético, por
ejemplo fijando el valor del campo magnético en y=thy, los efectos térmicos también
son importantes. En la fig. 38 se ilustra este caso graficando la disipacién Joule total
correspondiente a dos soluciones impares con B(y=thg,t)=+Bo. La curva con £=0
corresponde a la solucidn estacionaria representada por la funcién de Dawson (ec. 6.23).

Tomando un valor de €=0.01 la solucién respectiva alcanza valores elevados de
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Focus en el Plasma Focus.

disipacién en un tiempo muy corto, a pesar de la poca energia magnética disponible
inicialmente para el calentamiento del plasma. Las leyes de escala de la intensificacién

de la disipacién se discuten en forma mas detallada en la seccién 11.6.
11.5 Aplicaciones a fenémenos disipativos en plasmas.

La disipacién que se obtiene en las aplicaciones de estos modelos a diversos
sistemas fisicos, como los examinados en el capitulo 9, puede ser aun mas importante
cuando se incluyen efectos térmicos. En el caso del flujo generado por un
estrangulamiento de la columna de plasma comprimido en el Plasma Focus (s=1 en las
ecs. 11.7-11.8), las condiciones fisicas que se asumen son T~2000 eV, n~10% cm?,
Bo~10° Gauss, rg~0.1 cm y Ug~10" cm/s. El campo magnético axial By se origina en los
filamentos generados durante la descarga en la etapa coaxial. Con estos valores se
obtienen los siguientes pardmetros adimensionales: Ry~1.1x10%, P~8.3x1072, y~150 y
e~4.2x10™.

En la fig. 39 se muestra la evolucién de la energia magnética (por unidad de
longitud en z2) W(t)=(l/81t)fo"21trB2dr, para soluciones correspondientes a una
configuracién cilindrica con un campo magnético inicial B(r,0)=Bocos((m/2)r/hg). La

curva con £=0 (R=1.1x10*) representa una solucién estacionaria sin efectos térmicos
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(ec. 8.45). Reemplazando los parametros del Plasma Focus se obtiene una solucién cuya
energia crece muy rapidamente en poco tiempo, como se observa en el grafico. La
influencia de la geometria del flujo se puede apreciar claramente en la curva inferior de
la figura, que corresponde a la evolucion de la energia magnética en un flujo plano (s=0)
con £=0, suponiendo un campo magnético inicial de la forma B(y,0)=Bocos((m/2)y/hy).
La evoluciéon temporal del perfil de la temperatura (inicialmente uniforme)
correspondiente a la solucion del Plasma Focus, se muestra en la fig. 40.

Como un ejemplo de aplicacién a la fisica solar se consideran nuevamente los
parametros correspondientes a escenarios tradicionales de fulguraciones en la corona
(ver seccion 9.3): To~5x10° K y n~10'° cm™. Suponiendo un flujo plano con he~10® cm,
Uo~10° cm/s y Bo~100 Gauss, se obtiene Ry~10'", yP~4x10'° y £~2x10". Los valores
elevados de estos parametros dificultan la solucién numérica del problema debido a las
limitaciones précticas del tamafio de la grilla de diferencias finitas. Sin embargo, los
resultados obtenidos a partir de soluciones con valores mas pequefios indican que se
produciria un aumento considerable de la disipacion y una aceleracién importante del
proceso disipativo como consecuencia del acoplamiento térmico (ver también las
discusiones de las secciones 11.3 y 11.6). Por otra parte, como se sefial6 en la seccion
9.3, cabe esperar en estas condiciones un escenario cadtico en el que un evento
explosivo inicial (un "nanoflare") genera una avalancha de estallidos vecinos con
escalas de tiempo mdas cortas y valores de disipaciéon aun mayores, acelerado e

intensificado por los efectos térmicos que se presentan aqui.

11.6 Intensificacion de la energia térmica.

Definiendo variables adimensionales de la forma y—y/h, B—>B/B,, T->T/To y

t—at, las ecuaciones correspondientes a flujos planos (s=0) se pueden escribir como

0B 1 0. 0B B

E:—R—m'gy-(vm('r)g)-l-yg'?B, (11.9)
?AT__LP—(X(T B)aAT)+ - LIS QEJZ (11.10)
x —P,ay )5y y dy Rm\’m ay)’ 5
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donde AT=T-1, de manera que AT—0 para |y|>. En las expresiones anteriores
Vu(D=Va(T)Vmo ¥ A(T,B)=AL(T,B)/Aro, donde vmo yAio son los valores de la
difusividad magnética y conductividad térmica para T=1.

En metales liquidos (ver tabla 1, capitulo 2) la conductividad térmica depende
solamente de la temperatura y 8=(Boz/41t)/pCTo, donde C es el calor especifico por
unidad de masa, es un pardmetro independiente que en principio puede tomar cualquier
valor. En cambio, cuando se tiene un plasma el valor de e~1/B debe ser pequefio para
que valga la aproximacion de flujo incompresible (ver seccién 2.2). A primera vista esta
condicion implica que el término de disipacién Joule en (11.10) es despreciable frente al
término de adveccion yOAT/0y, que representa el ingreso de plasma frio a la ldmina de
corriente desde la regién externa del flujo. Sin embargo, es importante observar que la
disipaci6n se vuelve muy intensa para valores grandes de Ry,. En estos casos el término
(1/Rw)(8B/dy)* puede ser importante dentro de la regién disipativa.

La intensificacion de la energia térmica durante la evolucién del campo
magnético se puede analizar a partir de expresiones integrales de la ecs. (11.9)-(11.10).

Integrando ambas ecuaciones, después de multiplicar a (10.9) por B/4x, se obtiene

B

—W=-D -

. +W, (11.11)
)
5 AE = ~AE+ 47D, (11.12)

donde por hipétesis [yAT|—0 para [y| > y

co © 2 Al 2
AE= [ATdy, W= I?—ndy, D=Rijvzf)[@) dy.

Suponiendo AT=0 a t=0 (temperatura uniforme), se tiene que JAE/ot=4neD>0 al
comenzar el flujo. La energia térmica AE crece inicialmente en forma proporcional a €
debido al calentamiento Joule (D~O(1) en la etapa inicial). El término de enfriamiento,

que corresponde a -AE en (11.12), se vuelve importante recién cuando AE~O(1).

Combinando las ecs. (11.11)-(11.12) se obtiene

)
o (AE +4eW) = 4meW - AE. (11.13)
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Por lo tanto, la energia total (térmica y magnética) crece solamente cuando 4ne W>AE.
Un estado estacionario puede existir, en principio, si asintéticamente D—W al mismo
tiempo que AE—>4neW, como se desprende de (11.11) y (11.13). En flujos planos la
amplificacién de la energia magnética tiene una ley de escala de la forma W~Rp'? (ver
capitulo 3). Luego, para un flujo estacionario se obtiene una intensificacion de la energia
térmica que es aproximadamente del orden de AE~4neRy,'%. Cuando 4meRy'>>>1 la
energia térmica puede alcanzar valores muy elevados, atin con £<<1.

Un argumento similar se puede aplicar en el caso de flujos convergentes con
geometria cilindrica (s=1). Los balances de energia correspondientes son iguales a
(11.11)-(11.12), a excepcion de un cambio en la definicion de las integrales:

© ® 2 © ~
=_£AT2md:, W=-:[?—n21trd:, =—Rl—£ E?(aB] 2mrdr .
En el caso cilindrico se tiene una intensificacion mayor de la energia magnética W~R,,
de manera que para flujos estacionarios se obtiene AE~47eR,,.

Estos resultados sugieren que los efectos térmicos comienzan a ser importantes
en la evolucién de la lémina de corriente cuando 4meR,®""2~1 (s=0: flujo plano, s=1:
flujo cilindrico) y que para valores por encima de este limite se puede producir un

“desboque térmico” de la region disipativa.
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12 Evolucion de lAminas de corriente en flujos compresibles.

12.1 Limites del modelo incompresible.

Si la evolucion del campo magnético ocurre en una region de plasma donde el
valor de Bo=8nnkTy/Bo> es grande, por ejemplo Bo=10 y Ra=10* (e~1/B¢~0.1,
4m—:R,,,“2~1 20), el modelo incompresible describe adecuadamente la primera etapa de la
formacion de la lamina de corriente. El campo magnético inicial se intensifica al mismo
tiempo que aumenta la temperatura debido a la disipacién Joule, con una variacion de 8
del orden de B/ﬂo~T/B2~AE/W~4Tt8~1. En consecuencia, la evolucion de la lamina de
corriente puede desarrollarse en condiciones cuasi-incompresibles (es decir con f>1)
durante un tiempo considerable, porque la intensificacion del campo magnético es
acompaiiada por un aumento proporcional de la temperatura que limita el descenso de .
Asimismo, para un flujo con Ryp~O(1) en una regién de bajo B, es decir con e~1/B¢>>1,
la intensificacion del campo magnético es despreciable y las variaciones de la presion
magnética AB® casi no afectan la densidad del plasma. Cabe esperar entonces que el
modelo incompresible también sea una buena aproximacion en este caso.

Claro esta que existen rangos de  y Ry, donde las variaciones de la presion
magnética producen cambios importantes en la densidad del plasma. Por ejemplo, en
plasmas con [(<<l, o para valores muy grandes de R, la condicion de
incompresibilidad no puede mantenerse por mucho tiempo. En estos casos el modelo
incompresible debe ser superado por otro que contemple los efectos de la
compresibilidad. La evolucién de laminas de corriente en flujos compresibles constituye
un problema muy complejo y se conoce poco acerca de estos regimenes. Por otra parte,
la extension del analisis al caso compresible requiere un esfuerzo computacional
importante ya que deben resolverse las ecuaciones completas de la
magnetohidrodinamica en dos dimensiones y el tiempo. Algunos trabajos que se han
ocupado de los efectos de la compresibilidad en la evolucién de ldminas de corriente y
problemas de reconexioén magnética son los de Sato et al. (1992), Jin & Ip (1991), Jardin
& Priest (1990), Priest (1985) y Forbes, Priest & Hood (1982). En la seccidn siguiente
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se propone un modelo compresible simplificado para la evolucién de laminas de

corriente planas sin reconexion (es decir con By=0).

12.2 Un modelo compresible de aniquilacion magnética.

Las ecuaciones de la magnetohidrodindmica para flujos compresibles planos
admiten una separacién similar al del caso incompresible (ec. 3.1), si se supone op/ox=0
en la ecuaciéon de movimiento y se incorpora un término forzante de la forma g,x, que
reemplaza al gradiente de presion como motor del flujo. Este término actia en forma
continua e inexorable, i. e. no hay efecto de realimentacién sobre el mismo, por lo que el
modelo exagera el efecto de reduccién de la densidad del plasma (“plasma depeletion”),
como se vera mas adelante.

Con estas hipétesis el problema original se reduce a una dimensién y el tiempo
para las variables

n=n(y,t), v, /x=¢(y,t), vy,=-f(y,t), =0,

B, = B(y,t), By=B,=0, T=T(y,t), (12.1)
donde n es la densidad de particulas (p=mn). Tomando n(y.t)=no (constante) y ¢’=f> se
obtiene nuevamente el modelo incompresible del capitulo 11. Las ecuaciones que rigen
el flujo, expresadas en las variables adimensionales t—tU/h, y—>y/h, n—>n/ng (p—p/po),
¢—>¢/Uh, f>f/U, B>B/Bg, T->T/T, donde h es una escala de longitud caracteristica y
U=|f(h)|, son

=+ 22, (122)
%:-mﬁ +2(g‘;;f)+n6, +il—caz—‘f, (12.3)
%Ké%rm %p%@, (12.5)
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donde G,=g:h’*/U?, Re=poUl/p, M=mU/(2mkTo)"?, Pe=3Uhno/Aoys Y=Aoy'Aor, Ma=U/Va
(va=Bo/(47po)'? es la velocidad de Alfvén) y e=(Bo%/8m)/(3n0kTo)=(1/3)(M/M,)’.

El término pG, en (12.3) se debe a la presencia del término forzante. El valor de
€, que es un parametro independiente en el caso incompresible, ahora es funcién de los
valores de M (nimero de Mach) y M, (nimero de Mach-Alfvénico). Este sistema de
ecuaciones posee una solucion hidrodindmica estacionaria (B=0), para R>>M?, de la

forma

MZ
n=exp[—2—(1—y’)], 0=1-M%*, G,=1+M'y* (12.7)

que tiende a la solucién incompresible (3.7) cuando M—0.

Las ecs. (12.2)-(12.6) se integraron numéricamente en el intervalo finito -1<y<I
usando un método de diferencias finitas con una grilla uniforme (ver Apéndice). Como
condicién de contorno se impuso un flujo de masa pf=cte en y=+1. Los valores fijos del
campo magnético en las fronteras de la regién de célculo determinan la inyeccién de
fluyjo magnético. Las condiciones iniciales para las simulaciones numéricas
corresponden a distribuciones de campo magnético con Ma>1 (es decir un campo
magnético inicial de poca intensidad) en un flujo con M<I1 dado por (12.7).

Debido al gran nimero de pardmetros que aparecen en el problema se estudié
principalmente la influencia de M y M, sobre la evolucién del campo magnético. La
region del espacio de pardmetros elegida para ilustrar los efectos fisicos mas
significativos estd limitada también por las dificultades del calculo numérico. Por
ejemplo, no es facil obtener soluciones para valores altos de Ry, YPe y €. Por lo tanto, los
resultados que siguen no implican que el modelo no pueda predecir valores de energia

magnética o de temperatura mayores que los casos descriptos.
12.3 Soluciones numéricas: efectos de la compresibilidad.

12.3.1 Evolucién de la energia magnética sin inyeccién de flujo magnético.
En las figs. 41-43 se muestra la evolucién de la energia magnética total (por
unidad de érea) W(t)'—'(1/81t)f.|ledy, para diversas configuraciones sin inyeccién de
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Figura 41. Soluciones impares con R,=500, Figura 42. Soluciones pares con R,=500,
P.=10?y y=100 (sin inyecci6n). P=107y y=100 (sin inyeccién).
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Figura 43. Soluciones pares con R,=200, Figura 44. Soluciones impares con R;=200,
P.=10?y y=100 (sin inyeccién). P=10"y y=100 (inyeccién continua).

flujo magnético. La fig. 41 corresponde a un campo magnético impar con
B(y,0)=sen(ry), Rm=500, P=102 y y=100. La curva (a) representa una solucién casi
incompresible con M=0.1 y M,=10 (e=3.3x10"%). Los efectos de la compresibilidad son
mas importantes en la solucién de la curva (c), donde M=0.5 y M=2 (¢=2.1x10%). La
curva (b) es un caso intermedio con M=0.2 y Ms=5.0 (e=3.3x107%). En todas estas
soluciones impares se produce una etapa inicial con amplificacién de la energia
magnética, seguida por el decaimiento completo del campo magnético.

La solucién correspondiente a la curva (c) es interesante, por cuanto se observa

una menor amplificacién de la energia a pesar de ser més grande el valor de €. Esto se
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debe a que la presién magnética ejercida por el campo magnético amplificado tiende a
frenar el movimiento del plasma que ingresa a la lamina de corriente. En flujos
incompresibles este efecto no se manifiesta puesto que la ecuacién de movimiento se
desacopla de la ecuacién del campo magnético (aunque la presion del fluido disminuye
al crecer el campo, ver capitulo 5).

Un comportamiento similar se observa en el caso de las soluciones pares de la
fig. 42, donde se muestra la evolucion de la energia magnética para flujos con un campo
magnético inicial B(y,0)=cos(my/2), Rn=500, P=102 y Y=100. La curva (a) representa la
solucién incompresible con T=Ty constante (e=0). Pasando de la curva (b) (M=0.2,
Ma=5.0, £=5.3x10) y (c) (M=0.2, Ms=2.0, t—:=3.3x10'3) a la curva (d) (M=0.5, M,=2.0,
£=2.1x107%) se vuelven mas importantes los efectos de la compresibilidad. Al igual que
en el caso incompresible las soluciones pares alcanzan un estado disipativo estacionario,
pero con una energia magnética que es menor en la medida que pesan mas los efectos de
la compresibilidad.

Las soluciones de la fig. 43 han sido obtenidas usando los mismos valores de las
curvas (a), (b), (c), (d) de la fig. 42, pero con un valor menor de R,=200. Comparando
con las curvas de la fig. 42 se observa un comportamiento similar, pero con valores

menores de energia en todos los casos (por ser menor Rp).

12.3.2 Evoluciéon de la energia magnética con inyecciéon de flujo magnético.

La fig. 44 muestra la evolucidn de la energia magnética para soluciones impares
sostenidas por una inyeccién continua de flujo magnético (simétrica), donde B(y,0)=y,
Ray=200, P=10" y v=100. La curva (a) tiene €=0 y corresponde a la solucién
incompresible estacionaria de Dawson (6.23). Las curvas (b){c) también representan
soluciones incompresibles, pero con distintos valores de €. En (b) se tiene un valor
pequefio de €=8.3x10”. En este caso la solucién alcanza un estado disipativo
estacionario, pero con una mayor energia magnética que en (a) como consecuencia del
del acoplamiento térmico (ver capitulo 11). Tomando un valor mas grande de €=3.3x10
3 se obtiene la curva (c), donde los efectos térmicos dan lugar a un répido crecimiento de
la energia magnética en lo que parece ser un “desboque térmico” de la region disipativa.

Las curvas (d)-(e) incluyen efectos de la compresibilidad. La curva (d) representa
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una solucién poco compresible (M=0.1 y Ms=2.0) donde el valor de €=8.3x10™ es igual
al de la curva (b). En este caso se alcanza un estado estacionario, pero con una energia
final menor que el de la curva (b) (adn asi es un poco mayor que en (a)). La solucién de
la curva (e) tiene M=0.2, M,=2.0, por lo que €=3.3x10" es igual al de la solucién
incompresible de la curva (c). Aqui el efecto de la compresibilidad es mas importante ya
que, a diferencia del caso incompresible, la solucidn tiende a un estado estacionario sin
que se produzca un ‘“desboque térmico”. Estos ejemplos muestran que la
compresibilidad también limita la intensificacion de la energia magnética en soluciones

con inyeccién continua de flujo magnético.

12.3.3 Estructura de la lAmina de corriente compresible.

En la fig. 45 se muestra la evolucién temporal de los perfiles de campo
magnético, velocidad, densidad y temperatura correspondientes a una solucién impar de
campo magnético con inyeccion continua de flujo magnético (simétrica), donde
B(y,0)=y, Rm=200, P.=107, y=100, M=0.2 y Ms=2 (=3.3x107). El flujo evoluciona a
partir de la condicion inicial (12.7) hasta formar una lamina de corriente con un campo
magnético amplificado que cambia de signo en el origen (donde esta el punto de
estancamiento). Durante la formacion de la lamina de corriente la densidad del plasma
disminuye en la region disipativa. Sin embargo, cerca del punto de estancamiento la
densidad vuelve a crecer un poco, al igual que la velocidad vy, debido a que la
configuracion local del campo magnético forma un “pinch” plano (ver Forbes (1982),
donde sin embargo la lamina no es forzada).

La fig. 45d muestra que la temperatura en la ldmina de corriente aumenta
considerablemente. Asimismo, se observan dos regiones (una a cada lado de la lamina
de corriente) donde la temperatura disminuye con respecto a su valor inicial. Este efecto
se debe a una expansion local del plasma que se origina cuando la presién magnética
reduce la velocidad vy ya que, al mantenerse fijo el valor de G,, la velocidad de salida v,
pricticamente no cambia. En este aspecto la presencia del término forzante exagera el

efecto de las pérdidas convectivas de energia. No obstante, este ejemplo muestra que la
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Figura 45. Estructura de la ldmina de corriente en una solucién impar con inyeccién continua
de flujo magnético, R,=200, R=10’, P=107, y=100, M=0.2 y Ms=2.
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Figura 46. Estructura de la 14mina de corriente en una solucién par sin inyeccién
de flujo magnético, Rz=200, R=10°, P=10?, =100, M=0.5 y M,=2.
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energia disipada en de la lamina de corriente, aunque no tan intensa como en el caso
incompresible (donde la amplificacién del campo magnético es mayor), puede producir
un aumento importante de la temperatura en esa region Dado que la densidad en la
lamina de corriente disminuye (porque al aumentar la presiéon magnética disminuye la
presion del plasma) la energia final por particula también puede alcanzar valores
considerables.

El efecto de reduccién de la densidad es atiin mas importante (en este modelo)
cuando se considera la evolucién de un campo magnético par, como el que se muestra
en la fig. 46, donde B(y,0)=cos(ry), Ra=200, P=102 y=100, M=0.5 y M,=2
(€=2.1x10%). En este caso no hay inyeccién de flujo magnético: B(y=+1,t)=0. El
movimiento del plasma amplifica el campo magnético inicial para formar
asintéticamente un filamento magnético con un perfil de tipo gaussiano (fig. 46a). En la
fig 46b se observa la formacién una regién de estancamiento para la velocidad v,. Este
efecto se debe a la accion de la presion magnética ejercida por el campo magnético
amplificado, que tiende a frenar el movimiento. La densidad del plasma en la 1dmina de
corriente disminuye drasticamente, como muestran las curvas de la fig. 46¢, mientras
que la temperatura casi no varia (fig 46d).

Resumiendo, los principales efectos de la compresibilidad en la evolucion de
laminas de corriente planas que muestran las soluciones numéricas son: 1) limitar la
intensificacion de la energia magnética, fundamentalmente porque la presién magnética
tiende a frenar el movimiento que produce la amplificacién del campo magnético; ii) la
reduccién de la densidad del plasma en la lamina de corriente. Cabe recordar, sin
embargo, que la simplificacién introducida mediante el término forzante exagera los
efectos de fuga del plasma. En consecuencia, los resultados del modelo deben ser
considerados sélo como indicativos de los efectos fisicos. Por otra parte, al disminuir la
densidad se pueden obtener valores de energia por particula muy elevados dentro de la
lamina de corriente final, aiin cuando el calentamiento en un flujo compresible no es tan
importante como en el caso incompresible. También es importante destacar que la ley de
escala temporal del proceso de intensificacion sigue siendo muy rdpida (tiempos

hidrodinamicos).
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13 Conclusiones.

La evolucion del campo magnético en flujos magnetohidrodindmicos con un
punto de estancamiento a valores altos del niimero de Reynolds magnético es un proceso
rapido, que se desarrolla en escalas de tiempo hidrodindmicas. La conveccién y
amplificacion del campo magnético presente inicialmente en la region del flujo genera
una delgada lamina de corriente, donde se produce una intensa disipacion de la energia
magnética acumulada.

En flujos planos incompresibles la evolucion de ldmina de corriente se
caracteriza por el predominio de las componentes de campo magnético sin cambio de
signo que se encuentran contenidas en el plano del movimiento. Esto ocurre tanto en
sistemas sin inyeccion de flujo magnético, donde son las unicas que sobreviven
asint6ticamente, como en sistemas forzados mediante una inyeccién continua de flujo
magnético. En estos casos la componente par del campo magnético sostenida por
inyeccion crece en forma lineal con el tiempo, mientras la componente impar alcanza un
estado estacionario disipativo. Los principales resultados obtenidos a partir del estudio
de las soluciones de aniquilacion magnética en flujos irrotacionales planos (v<=ax,
vy=-ay, con a=cte) son.

a) En configuraciones sin inyeccion de flujo magnético la energia magnética se
intensifica durante la etapa inicial del flujo. Posteriormente, la componente impar del
campo magnético se aniquila por completo. En cambio, la componente par se consolida
formando una delgada ldmina de corriente con un perfil de campo magnético gaussiano
de ancho 8=ho/Rn'” e intensidad pico Bmac~BoRa'”, que sigue disipando energia
mientras subsiste el movimiento. Este proceso se da en un tiempo t~(1/2a)lnR,.

b) En configuraciones con inyeccion continua de flujo magnético la componente
par forzada del campo magnético inicial crece indefinidamente. La componente impar
(sostenida por una inyeccion simétrica de flujo magnético) tiende asintéticamente a
formar una lamina de corriente estacionaria con dos picos de campo magnético
opuestos, cuya intensidad es proporcional a Rm'”. Esta componente, asi como la
componente par sin inyeccion, alcanza un estado estacionario en unas pocas unidades de

at. En consecuencia, a menos que la inyeccién esté perfectamente balanceada (es decir,
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que limy_, yB=lim, ,.,yB) la componente par forzada se vuelve dominante en poco
tiempo. Por lo tanto, las configuraciones estacionarias de campo magnético con cambio
de signo que se consideran habitualmente en estudios de procesos de reconexién
magnética e inestabilidades resistivas, resultan ser la excepcion cuando se examina la
evolucién del campo magnético a partir de condiciones iniciales genéricas.

c¢) La componente de campo magnético normal al plano del movimiento, que no
es amplificada por el flujo como en el caso de la componente coplanar, se extingue
completamente en un tiempo del orden de a”'. Solamente bajo condiciones especiales de
inyeccion de flujo magnético pueden sostenerse las soluciones estacionarias de esta
componente. Por lo tanto, una configuracion inicial con un campo magnético que tiene
componentes tanto en el plano del flujo de estancamiento como en la direccién normal,
tiende asintoticamente a formar una ldmina de corriente contenida completamente en el
plano del movimiento.

En flujos con un punto de estancamiento de tipo tridimensional la evolucién del
campo magnético es muy distinta. Todas las componentes del campo magnético inicial
se aniquilan en un lapso de tiempo del orden del tiempo hidrodinamico caracteristico, a
menos que estén sostenidas por una inyeccién continua de energia magnética. Atun en
las soluciones estacionarias se observa una menor amplificacion del campo magnético,

4
que escala como Ry,

en estos flujos. Por el contrario, en un flujo axialmente simétrico,
con un campo de velocidades que converge en forma radial hacia el punto de
estancamiento, la componente axial del campo magnético inicial se intensifica un factor
Rn'? veces mayor que la componente B, en un flujo plano. La amplificacién y
decaimiento del campo magnético en estas configuraciones también se puede estudiar
mediante soluciones autosimilares cuando el flujo es irrotacional.

Las aplicaciones a fendmenos disipativos rdpidos de la fisica espacial
(magnetosfera terrestre) y de laboratorio (Plasma Focus) muestran que utilizando estos
modelos sencillos se obtienen valores de disipacion y escalas caracteristicos de tiempo
dentro de los rangos observados en estos escenarios. Asimismo, se ha hecho un aporte al
problema del calentamiento de la corona solar, analizando varios escenarios de
disipacién de energia magnética en el marco de las ideas de Parker sobre "nanoflares".

Los resultados de la tesis permiten obtener valores elevados de disipacién (~3x10% erg
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s™) en estos escenarios sin la necesidad de invocar configuraciones ad-hoc de campo
magnético, ni procesos de reconexién magnética rapida.

La estabilidad lineal de una ldmina de corriente formada por la componente
normal de campo magnético B, se analiz6 numéricamente, incluyendo una componente
adicional de velocidad paralela al campo magnético que permite el desarrollo de
inestabilidades de Kelvin-Helmholtz (ademds de los modos resistivos ‘“tearing”).
Usando un método matricial con diferencias finitas para calcular las tasas de
crecimiento de la perturbacion, se mostré que el flujo tiende a estabilizar la lamina de
corriente. Existen indicios teéricos y numéricos de que la lamina de corriente formada
por la componente By (es decir en el plano del movimiento) es ain mas estable que la
formada por B,. Este efecto, que se opone a la permanencia de configuraciones con
reconexion, se ilustré mediante sirnulaciones numéricas en dos dimensiones y el tiempo
usando las ecuaciones de la magnetohidrodindmica disipativa. Las soluciones numéricas
confirman la consolidacion de laminas de corriente de caricter cuasi-unidimensional
(como las estudiadas en la tesis) y se comparan favorablemente con simulaciones
realizadas por otros autores.

La influencia de la temperatura en la evolucion del campo magnético se estudid
en forma numeérica utilizando un modelo plano simplificado que mantiene la hipotesis
de densidad constante. Las soluciones numéricas muestran que la amplificacion de la
energia magnética y su disipacion en forma de calor es ain mayor cuando se incluyen
efectos térmicos. Para valores grandes de los parimetros adimensionales Ry, yYP. y € se
obtienen soluciones que muestran un “desboque térmico” de la region disipativa. Los
plasmas solares son muy sensibles a este efecto dado los altos valores de los pardmetros
que se obtienen para flujos en la corona solar.

Cuando las variaciones de la presién magnética son importantes, por ejemplo en
plasmas con B<<l, o para valores muy grandes de Rn, aparecen efectos de
compresibilidad que no son descriptos en el modelo incompresible. Modelando el flujo
de estancamiento mediante la introducciéon de un término forzante en la ecuacién de
movimiento, de tal manera que el sistema magnetohidrodinamico se reduce a un
problema en una variable espacial y el tiempo, se estudi6 el efecto de la compresibilidad

en un conjunto de soluciones numeéricas correspondientes a configuraciones planas de
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aniquilacién magnética. La presencia de compresibilidad limita la intensificacién de la
energia magnética y da lugar a una reduccién importante de la densidad en la ldmina de
corriente (“plasma depletion”). Estos resultados deben ser considerados sélo como
indicativos de efectos fisicos, ya que la introduccién del término forzante exagera los
efectos causados por la fuga lateral de plasma.

En sintesis, se ha examinado un conjunto de soluciones exactas del sistema de
ecuaciones de la magnetohidrodinamica disipativa variables en el tiempo. La principal
novedad de las soluciones tratadas en este trabajo esta en la amplificacion de campo
magnético debido al flujo de punto de estancamiento. Este efecto produce una
considerable aceleracion de los procesos de aniquilacion magnética. Consideradas en si
mismas, estas soluciones representan una variedad de problemas fisicos, algunos de los
cuales se describen en la tesis. Asimismo pueden ser interpretadas, en otra escala, como
piezas o elementos constitutivos de sistemas mas grandes, formados por una coleccion
estadistica de tales elementos. En este sentido son también aptas para una discusion de
estados de turbulencia magnetohidrodindmica, donde muchas configuraciones

disipativas basicas pueden formarse cadticamente.
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Apéndices
A.1 Solucién numérica de las ecuaciones magnetohidrodinamicas.

A.1.1 Discretizacion de las ecuaciones.

En el método de diferencias finitas (Fletcher, 1988) se representan las funciones
incognitas, por ejemplo u(x,y,t), por sus valores en un conjunto discreto de puntos

ui; =u(X;,Ystn)s (Al.1)

donde xi=xo+iAX, yi=yotjAy, ta=to+nAt (i=0,1,..., L; j=0,1,...,M; n=0,1, ...). Estos puntos
constituyen la grilla numérica. Las ecuaciones originales en derivadas parciales se
reemplazan en cada punto de la grilla por ecuaciones en diferencias, donde las derivadas
se aproximan mediante desarrollos de Taylor usando los valores de las incdgnitas en los
puntos vecinos. Por ejemplo, una aproximacién de segundo orden al laplaciano de la
funcién u(x,y,t) a t=t, en el punto (x;,y;) es

n n n n n n
> \n Uit Uig =205 W U — 20
J - .
]

VZu : S oax?Ay?). (ALl2)

i Ax? Ay
La discretizacion de las derivadas temporales se realiza en forma analoga. Cuando los
valores de las incognitas a t=t, (en cada punto) se obtienen a partir de los valores a
tiempos anteriores se dice que el método es explicito. En cambio, si se calculan en
funcién de los valores vecinos para el mismo tiempo el método es de tipo implicito. Los
métodos implicitos son generalmente mas estables que los explicitos y se usan a
menudo en problemas donde coexisten procesos fisicos con distintas escalas temporales.
En las simulaciones numéricas de este trabajo se usaron diferencias centradas de
segundo orden para aproximar las derivadas espaciales. La discretizacion temporal se
realiz6 usando un esquema implicito (también de segundo orden) con
oy 1 -4l ol

. 2At

2
= +0(At?), (A1.3)

i,j
donde ¢ es una variable cualquiera (Fletcher, 1988).
El resultado final del proceso de discretizacion es un sistema de ecuaciones no

lineales de la forma
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fl(¢:”ls ;”’---9 ;‘:I’tn-}l)zo,

f2(¢:"l’ ;H;--.:’ ;:l“’tm»l)zos (A14)

fN(¢>{”', '2'",..., ;”',tm,):O,
donde f;-fy son N funciones de los valores de las incognitas en los puntos de la grilla a
t=t,-;. En un esquema de tipo implicito se debe resolver un sistema como (A1.4) para

cada paso de tiempo.

A.1.2 Solucién de las ecuaciones discretizadas.

Existen una variedad de métodos para resolver sistemas de ecuaciones no
lineales, de los cuales el mas conocido es el método de Newton (Rheinboldt, 1974). El
algoritmo de Newton converge en forma cuadratica a la solucion, pero requiere conocer
(o calcular numéricamente) el Jacobiano de (A1.4) y resolver un sistema de ecuaciones
lineales adicional. Los métodos iterativos o de relajacion, que incluyen el método de
aproximaciones sucesivas, el método de Jacobi y el método de Gauss-Seidel (Carnahan,
Luther & Wilkes, 1969), constituyen una alternativa al método de Newton de aplicacion
mas sencilla.

En el método de Gauss-Seidel se reemplaza (A1.4) por el sistema

;\+I=E(¢|2\+l’ ;n-l'”, ;14+l’tn”),

| 1
;” = ‘FZ(¢;N ’ ;”"" :;. ’tn+l)’

(A1.5)

N=R@r 030N ).

Partiendo de una aproximacién inicial a la solucién (e.g. la condicién inicial) se calcula
una nueva aproximacion para ¢; usando la primera ecuacion de (Al.5). Este valor se
reemplaza en la segunda ecuacion, de donde se obtiene una nueva aproximacion para ¢,
y asi sucesivamente hasta llegar a ¢n. El proceso completo, que se puede representar de
la forma

¢m.k = Fm(¢l_ka¢2,k,~--,¢m-l.k;¢m+l,k-la---¢N.k—l)a (A1.6)
donde k=0,1,... es el nimero de iteracion, se repite hasta cumplir un determinado criterio
de convergencia, tipicamente |§mx-Pmk-1/<€ para todo m. Se puede demostrar que este
algoritmo converge a la solucion cuando las ecuaciones originales son fuertemente

elipticas. Las desventajas principales del método son: i) la lentitud de convergencia
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cuando el nimero de ecuaciones es grande y ii) la aparicién de oscilaciones numéricas
en problemas de tipo adveccidn-difusién en donde los coeficientes de transporte son
pequefios (valores altos del nimero de Reynolds o Reynolds magnético). Por otra parte,
como el sistema (Al.5) se resuelve hasta una precision finita en cada paso de tiempo
pueden acumularse errores en la solucién después de muchos pasos.

La velocidad de convergencia se puede mejorar considerablemente usando una
relajacion de tipo Gauss-Seidel en combinacion con un método iterativo mas sofisticado
conocido como Multigrilla o, en su versién no lineal, como FAS (del inglés *“Full
Approximation Storage”) (Briggs, 1987; Press et al., 1992). La idea basica consiste en
resolver el problema en una sucesién de grillas de distinto tamaiio. Primero se obtiene
una solucidn aproximada en la grilla original usando el método de Gauss-Seidel. El
siguiente paso, que se llama de restriccion, consiste en pasar la solucion a una grilla con
menos puntos y resolver el problema en la nueva grilla. Este proceso continua hasta
llegar a la grilla mas pequeiia, a partir de donde se lleva a cabo el procedimiento
inverso, o de prolongacidn, hasta volver a la grilla original. El ciclo completo se repite
hasta lograr la convergencia. Con este método se obtiene la solucién de un sistema
como (A1.4) en un tiempo mucho menor que usando Gauss-Seidel solamente.

Sin embargo, las dificultades de convergencia para valores altos del nimero de
Reynolds y Reynolds magnético persisten en el método de Multigrilla. Si el problema
original depende explicitamente del tiempo la convergencia se puede mejorar usando
valores pequeiios de At, lo que a su vez prolonga el tiempo de calculo. Una alternativa
que permite utilizar pasos de tiempo mas largos consiste en resolver las ecuaciones
usando relajacion local (Botta & Veldmann, 1981) en lugar de una relajacion de tipo
Gauss-Seidel. En los métodos de relajacion local la aproximacion k-ésima a la solucién
(donde k es el nimero de iteracidn) se calcula a partir de la formula

Omx = Oubuns +(1—On)mi-1, (ALT)
donde ¢’ my es el valor de Gauss-Seidel y o es el parimetro de relajacion, que puede
variar de un punto de la grilla a otro. Cuando o,=1 se obtiene nuevamente el método de
Gauss-Seidel, mientras que o,>1 corresponde a un método con sobre-relajacion (Press
et al., 1992). En problemas altamente no lineales la convergencia se logra solamente

para o<1, es decir con subrelajacién.
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La acumulacién de errores en la solucién después de muchos pasos de tiempo se
puede mitigar usando el procedimiento correctivo de Hirt & Harlow (1967). Esta técnica
permite resolver sistemas de ecuaciones en forma iterativa con un criterio de

convergencia “blando” que reduce notablemente el tiempo de célculo.

A.1.3 Aplicaciones del método numérico a problemas hidrodindmicos.
Los métodos numeéricos descriptos se probaron inicialmente en la solucién de
problemas hidrodindmicos dependientes del tiempo. Las ecuaciones para un flujo

incompresible plano se pueden escribir de la forma

do, oo, Eow, 1
o oyox oxody R
Vi = o, (A1.9)

Via,, (A1.8)

donde £=E(x,y,t) es la funcién de corriente y ©0,=m,(X,y,t) es la vorticidad. El flujo de un
liquido viscoso dentro de una cavidad cuadrada, cuya pared superior se desliza a una
velocidad constante mientras las restantes permanecen fijas, es un problema clésico de
la fisica computacional y se utiliza muy a menudo para probar métodos numéricos
nuevos (Nguyen, Paik & Chung, 1993; Hou et al., 1995). Usando una computadora HP
Apollo 750 se obtuvieron, en tiempos de cdlculo muy razonables, resultados de fineza
similar a los trabajos publicados en las principales revistas cientificas.

La fig. 47 muestra las lineas de corriente correspondientes a un flujo con
R=7000, calculado usando una grilla numérica de 257x257 puntos. Las estructuras del
flujo, vortices secundarios, separacion de la pared y re-adherencia (“reattachment”)
estan enfatizadas localmente con una mayor densidad de lineas de corriente. El flujo se
separa en varias regiones con lineas de corrientes cerradas, donde la vorticidad es
aproximadamente uniforme (Batchelor, 1956). En forma complementaria, se estudié la
evolucién de un campo magnético B, normal al movimiento anterior para distintos
valores del nimero de Reynolds magnético R,. Se puede demostrar que el campo
magnético también es aproximadamente uniforme en las regiones donde las lineas de
corriente son cerradas, cuando R, es grande. Esto corresponde a la extensién

magnetohidrodinamica del teorema de Batchelor para la vorticidad.
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Figura 47. Flujo en una cavidad cuadrada: lineas de corriente para R.=7000.

La experiencia adquirida a partir de la solucién de problemas hidrodindmicos se
utiliz6 en el desarrollo de cédigos numéricos para resolver las ecuaciones
magnetohidrodindmicas que aparecen en esta tesis (configuraciones de aniquilacién

magnética en una dimensién y de reconexién magnética en dos dimensiones).

A.2 Aniquilacion magnética en una dimension y el tiempo.

Las ecs. (11.7)-(11.8) correspondientes a flujos planos (s=0) se resolvieron en el
intervalo finito -hy<y<h, usando una grilla de N puntos. Las ecuaciones discretas para
una grilla uniforme, escritas en las variables adimensionales t—>tU/hg, y—>y/hg, f>f/U,
B—B/By, T->T/T), donde U=|f{ho)| (U=ahy para f=ay), son

3B -4B;+B;" 1
2At " RaAy?

( P -mB.j.:ln o T.,'MB}‘_*:' K (T.-:vz +T, )B}"") +

1
+E(f,~,.13';:,' -£;.,:B}), (A2.1)
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= = (T "*'—(Q.+n.,)r°*‘)+—( B - T+
+§ih:¥”93%g§fl (a22)
1=§hmwﬁ“L n=%hw ), (A2.3)
B,=%(B';:,‘+B;-‘*‘), B, = ;(B“*‘+B"“) (A2.4)
0 R o

C1+y(BJ(R)T T 1+y(B)(T)
donde j=2,...,.N y Ay=2/(N-1). En estas ecuaciones no aparecen los términos correctivos
de Hirt & Harlow (1967). Haciendo £€=0 se obtienen las soluciones para el caso con

temperatura constante (ec. 4.1). Las condiciones de contorno correspondientes a una

temperatura constante en y=thy son T=Ty=1. Los valores de B, y By determinan

distintas condiciones de inyeccién de flujo magnético (e.g. no simétrica). El caso
B=Bx=0 corresponde a un sistema sin inyeccion de flujo magnético.

Para resolver mejor la delgada lémina de corriente que se forma como
consecuencia del acoplamiento térmico, también se realizaron simulaciones usando una

grilla no uniforme en la coordenada y. Esto se llevé a cabo haciendo el cambio de

variable

y=n’,  paray20, 0,

y="’, ~paray<0, n<0,
en (11.7)-(11.8). Las ecuaciones discretas para la nueva grilla (que es uniforme en la

coordenada 1) son

3B —4B" + BI™! _ 1 (T.-s/z o +T =312 - _(Lsp T, )Bn‘l)
2At 4R.,.n,-An2\ W O Mo M. b
1
+—I|f. I_I:I n+! i
4mAn(f,,,B, i=f B, (A2.6)
I AT T 1 (. et Q. O )
T +— T -(—+>)T™ |+
2At TaPmAnt\n, M T (n. m) *

f. + + 28 " =312 e =i 2
+4n;:1\n( o 'I-T’t'|)+4n}R.An’ (1) (B3 -By)" (A27)
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donde AN=2/(N-1), ne=(j1+1)/2 y Ne=(y+n;1)/2.

Las ecuaciones para flujos con simetria axial (s=1) se resolvieron en el intervalo
0<r<hy usando grillas uniformes y no uniformes. Las ecuaciones discretazadas
correspondientes son analogas a (A2.1)-(A2.7). Las condiciones de contorno para el
campo magnético y la temperatura también son similares, pero incluyen ademas la

condicion de simetria 0B/or=0T/0r=0 en r=0.
A.3 Flujos incompresibles planos.

Las simulaciones numéricas de flujos magnetohidrodindmicos incompresibles en
dos dimensiones se realizaron sobre una grilla cartesiana uniforme con MxN puntos,
definida entre 0<x<L y -h<y<h. Las ecuaciones discretas correspondientes a (10.8)-

(10.10), escritas en las variables adimensionales definidas en el la seccién 10.3, son

30t -4+ 1 (of+orl—208") 1 (ofh+opl —20)

2At S, Ax> S, Ay?
(gt —gh ont - o) (g0 -gifomh—olh) |
= 4y + iy +2By =K, (Adl)
Byry' vyt +yrr' 1 (vl rwi—2uns') 1 (wiihoewih -2ut)
2At S Ax? S Ay?
_lem g ol ) (gt -v) L
4AxAy 4AxAy

grn _ L (8515 + 8 + WPEES + BT, + Ao
L) (1+h2?) ’
donde i=2,...,M-1, j=2,...N-1, Ax=x/(M-1), Ay=2/(N-1) y h=Ax/Ay. Los términos F;; en

(A3.3)

(A3.1) representan las aproximaciones de segundo orden al término [V y,y]. La

vorticidad en los contornos se calculd usando las formulas

oft' =0,
n+l (gnM*‘-lj*' + M-!i" _28‘“5)
mM.j — Ayz )
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(gt e —2em) 258 -0 -4v34) |

n+l

O == Ax? Ay?
o ( n:ll —l - 2§n+|) 2( = én’l Ayayf_,)i_N )
o = — — e . (A3.4)

El valor de la funcién de corriente en los contornos se fijé de antemano, mientras que

para la funcion de flujo magnético y se utilizaron las expresiones
vir' =i ~E_(n+DAt,
Vin =Vin—E,(@+DAt,
vy =y (en (A3.2) coni=1),
Wi = 2Whis — wiih; (en (A3.2) con i=M). (A3.5)

A.4 Aniquilacion magnética en flujos compresibles.

Las ecs. (12.1)-(12.6) se resolvieron usando una grilla uniforme de N puntos

definida entre -1<y<1. Las ecuaciones discretas correspondientes son

1 n-1 +l +1 1 1
3nj" —4nj +nj nel el (i £ -0 £79) A4l
24t =% 2Ay @él)
3nn+lq);|+l 4[1 (PJ +nn-l(p;1- ) znn” ((pn’l)z ( ::Ilcpmlfml -nl:ll(PMIan)
2At 2Ay
1 ((pn+l = (PMI z(pnol)
G 4= ! Af;z L2, (A42)
3n;_l+lfjn+l = 4n;\fjn 4 ﬂ?-lfjn- “fn” ( n+l(fn+ll) n+l (fn+l) )
24t o 2Ay
. l (nn«vl-roﬂ M,‘T;:I) N 4 (f,':' fjll_i;l . fjml) L
M? 2Ay 3R, Ay?
1 @ -0r) 1 (BL)-3B))
TR, 28y M 4Ay » (A43)
3By -4BI+B) 1 Rt s i e B v
i 2At1 ) _ A (T. mB'}I.' 4R 3/zBH| ~(E n LT 3/2)B§. 1) +
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j+l j-1

N (fj':lBMl _ fjl::lBI:H-l)

R

m

= (Ad.4)
3T —An T T 1
J J 3l J J o n+l n+l n+l
= . (@1 +o,1 - (@, +Q,)T) +
A (03 5 T — i T oL aripan (7 -
2Ay 3t ) Ay
5 n+ n+ n+ 8 + N2 (Bn:| e anl)z
=28 I(P; lTj I+_(T1n l) J l')AyzJ : ’ (A4.5)

3 J
donde los valores de T,p, Qa3 estan dados por (A2.3)-(A2.5), j=2,...,N-1 y Ay=2/(N-1).
Las condiciones de contorno son n;fi=-nyfi=1, <p1=<pN=1-M2, T=Tny=1. Los valores

(fijos) de B, y By determinan la inyeccion de flujo magnético.

A.5 Calculo de autovalores mediante métodos matriciales con
diferencias finitas.

La aplicacidn del método de diferencias finitas para el calculo de autovalores se

puede ilustrar considerando el problema definido en el intervalo 0<z<l por las

ecuaciones
p"(z) =2Ap(z)
p(0)=p(1)=0, (AS.1)

El primer paso consiste en definir la grilla numérica, formada por los puntos

donde h=1/N. El valor de la funcién p(z) en el punto z; se representa por p;=p(z).
Usando una aproximacion de segundo orden para la segunda derivada, p’’j=(pj+1+pj-i-

2pj)+0(h2) (Fletcher, 1988), se obtiene el siguiente problema matricial de autovalores:

[ Me1l [p]
l —'2 l 0 P pz p2
110 I =2 1 = ‘
_h_z : : =A - (A5.2)
0 1 -2 1
i 0 0 -2 1Py | Py
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donde se han aplicando las condiciones de contorno po=pn=0. El problema original
(A1.1) se reduce entonces a encontrar los autovalores de la matriz en (AS5.2) usando el
método QR para matrices, que también proporciona los autovectores correspondientes
(Press et al., 1992).

Un esquema de este tipo fue utilizado por Gary & Helgason (1970) para estudiar
la estabilidad lineal del flujo de Poiseuille plano (ecuacién de Orr-Sommerfeld). En este
problema las condiciones de contorno sobre las derivadas de la funcion de corriente se
discretizaron agregando nodos ‘ficticios’ a la grilla numérica. El procedimiento da lugar
a un problema de autovalores generalizado del tipo

A¢=cBd (AS.3)
donde B es una matriz singular. Para poder utilizar el método QR es necesario reducir el
problema a la forma estandar

A’(a,R)p=co
donde los autovalores de A’ son los mismos del problema original. Una forma de llevar
a cabo dicha reduccion se describe en el trabajo de Gary & Helgason.

La ventaja mas importante de los métodos matriciales en relacion con los
métodos de integracion a partir de valores iniciales (“shooting”) es que no requieren una
estimacion inicial para los autovalores. La precision de los autovalores y autovectores
obtenidos depende de mucho factores: el nimero de puntos de la grilla, el valor de los
parametros adimensionales del problema, el tipo de discretizacion (diferencias
centradas, diferencias no centradas), el orden de la aproximaciones discretas, la forma
de la grilla numérica y la precision aritmética del célculo. Uno de los mayores
problemas asociados con el método QR es la aparicion de modos espurios. Estos modos
son puramente numéricos y se deben a la discretizacion del problema original. En
general los autovalores asociados a los modos espurios varian mucho con el tamafio de

la grilla, por lo que se pueden detectar repitiendo el cdlculo con grillas mas refinadas.

A.5.1 Solucién numérica de las ecuaciones perturbativas.
El problema de autovalores para p=A/a determinado por las ecuaciones (10.2)-
(10.3) se resolvid usando un método matricial con diferencias finitas donde los

operadores diferenciales se transforman en matrices. Definiendo una grilla uniforme de
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N puntos entre -ymax<y<Ymax ¢ tiene que y;=jAy (j=1, ......N), donde Ay=2ymax/N. Sobre
esta grilla se definen los vectores

V= (V] Vg, Ve, Vi) T B =(B,,B,.B,,,By)’, (A5.4)
formados por los valores de la velocidad y del campo magnético perturbativos.

Los operadores diferenciales se discretizan utilizando aproximaciones de

segundo orden para las derivadas, de forma tal que se transforman en las matrices

[0 1 0 .. 0] =2 g G
-1 0 1 .. 0 =2 1 0
D—| 0 01, N-oIl-| o 0 |, (AS.5)
-1 0 1 I =2
I -1 0 \ 1 -2

donde se han usado las siguientes condiciones de contorno para las perturbaciones :
Vo=VN+1=Bo=BN+ 170 (Viy(£Ymax)=B1y(£Ymax)=0). A partir de esta discretizacion las ecs.

(10.2)-(10.3) se transforman en el siguiente sistema matricial
P Qjfv \
= : A5.6
MM MEH 28

P=N"'DyN-P N-ikSM_(N'WN+N"'W'"),
Q=-kS(N'BN+N7'B'"), R=KkSB,
S=yD-I-N-ikSM,W,

donde

son matrices complejas de NxN elementos. Las matrices y, W, W, 3, B”’ son
estrictamente diagonales y se forman a partir de los valores de las funciones en los

puntos de la grilla numérica, e.g.

[y, 0 0 ... O] w, 0 0 0
0y, 0 .. 0 0w, 0 0
y={0 0|, W=|0 : 0|, (A5.7)
0 ¥y O 0 W,, 0
L 0 In L 0 WN_

y asi sucesivamente. Los autovalores p se obtienen diagonalizando la matriz en (A5.6)

usando el método QR.

En los célculos llevados a cabo con una grilla uniforme se observa la aparicién

de inestabilidades numéricas para valores pequefios de Pp. Por otra parte, cuando el
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40 =20 0 20 40 -4 2 0

Figura 48. Autofunciones correspondientes a p=2.34 (k=0.3, S=100, P,=10", M,=0).

valor de S es muy grande los resultados se vuelven imprecisos, ya que la grilla numérica
no puede resolver adecuadamente las fuertes variaciones espaciales que aparecen en las
autofunciones. Las inestabilidades numéricas asociadas a valores pequefios de la
viscosidad se pueden eliminar usando diferencias no centradas para discretizar el
operador D (Peyret & Taylor, 1983). En cambio, para poder resolver los gradientes
espaciales de las autofunciones es necesario la introduccién de una grilla no uniforme.
La eleccién de la forma de la grilla depende del problema particular que se esta
estudiando. En este caso, donde no existen contornos fisicos que limiten la regién del
flujo (como ocurre en el flujo de Poiseuille), es conveniente utilizar una grilla definida
por el cambio de variable
y=e"-1 (y20,n20),
y=1-e" (y<0,1<0). (AS.8)
Las ecuaciones (10.2)-(10.3) se escriben en términos de la nueva variable 1 y se
discretizan sobre una grilla numérica definida entre -1max<n<Nmax, que es uniforme en
7. La forma de los operadores matriciales en la nueva variable se obtienen ficilmente a
partir de los operadores originales, multiplicando por matrices diagonales que

representen los factores de escala introducidos por el cambio de coordenadas. Por

ejemplo, como
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%=e"‘% (n20),

el operador matricial Dy, correspondiente a la derivada primera en términos de la

variable 1, se obtiene multiplicando el operador D por una matriz diagonal de la forma

[e™ 0 0 0
0 e™ 0 0
D, =| 0 0 |D (n=0), (A5.9)
0 e"ln-l 0
I g o™

Asimismo, la segunda derivada se transforma en

& g
R

por lo que el nuevo operador N;, es

e 0 0 0
0 e™ 0o .. 0
N, =KI-| 0 : 0 [(K)I-N-D) (>0). (A5.10)
0 e
L 0 e M o

El efecto de la grilla no uniforme (en la variable y) se muestra en la fig. 48,
donde se grafican las autofunciones de la velocidad y del campo magnético como
funcién de la coordenada original y de la coordenada estirada 1. Con la grilla no
uniforme se obtiene una buena resoluciéon de las autofunciones usando relativamente

pocos puntos.
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