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On the Space-Time Complexity
of Geometric Elimination

Abstract
The space-time complexity of geometric elimination procedures is studied

from both the algorithmic and the computational complexity point of view.
From the algorithmic point of view, deterministic algorithms are devel­

oped which solve some of the main elimination problems and require small
space resources. Afterwards, a class of probabilistic algorithms is devel­
oped which has a better time perfomance and is able to distinguish well­
conditionated from ill-posed systems.

From the computational complexity point of view, an optimal lower bound
for the space-time tradeoiï of polynomial evaluation procedures is shown and
several natural cases where this bound is reached are exhibited. Finally, all
the existent general purpose methods on the subject and all their posible
variants are proved to requiere exponential time.
Key words: Elimination, algorithms, complexity, tradeoll's, circuits.

Resumen
Se estudia la complejidad en espacio y tiempo de los procedimientos de

eliminación geométrica tanto desde el punto de vista algoritmico como del
de la complejidad computacional.

Desde el punto de vista algoritmico, se desarrollan algoritmos deter­
minísticos que resuelven algunos de los principales problemas de eliminación
y requieren bajo recursos de espacio de memoria. Posteriormente se desar­
rolla una clase de algoritmos probabiísticos cuyo comportamiento en cuanto
al tiempo es superior, que es capaz de distinguir sistemas bien condicionados
de sistemas mal condicionados.

Desde el punto de vista de la complejidad computacional, se demues­
tra una cota inferior para el tradeofl' espacio-tiempo de los procedimientos
de evaluación de polinomios y se exhiben varios casos naturales donde se
alcanza esta cota. Finalmente se demuestra que todos los métodos generalis­
tas existentes sobre el tema y todas sus posibles variantes requieren tiempo
exponencial.
Palabras clave: Eliminación, algoritmos, complejidad, tradeofl's, circuitos.



Agradecimientos

En primer lugar, debo expresar mi mayor agradecimiento a Joos Heintz,
por la dedicación, el apoyo y la paciencia que en todo momento demostró.

En segundo lugar, deseo agradecer a Luis Miguel Pardo Vasallo, cuya
influencia es claramente apreciable en varios pasajes de esta tesis.

También quiero reconocer a varias personas que aportaron de una u otra
manera. a. mi trabajo cn este tiempo: B. Castaño, K. llágele, T. Krick, J.L.
Montaña, J.E. Morais, P. Solernó, M. Sombra, J.M. Turull, R. Wachen­
chauzer.

Por último (aunque no necesariamente en este lugar) a mi familia, y
especialmente a mi esposa Nancy y mi hija Lucía, a quienes dedico esta tesis.



Contenidos

Introducción

1 Algoritmos determinísticos
Aritmética de baja profundidad1.1

1.1.1 Suma de números enteros
1.1.2 Sumatorias de números enteros
1.1.3 Producto de números enteros

Algebra lineal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1.2.1 Operaciones matriciales . . . . . . . . . . . . . . . . .

1.2.2 Cálculo del polinomio característico . . . . . . . . . . .

1.2.3 Cálculo de la matriz adjunta . . . . . . . . . . . . . . .

1.2.4 Cálculo del rango . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1.2.5 Resolución de sistemas de ecuaciones lineales . . . . . .

Operaciones con polinomios
1.3.1
1.3.2
1.3.3

División entera
Máximo común divisor . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Representación separable . . . . . . . . . . . . . . . . .

Consecuencias para los problemas de eliminación . . . . . . . .
1.4.1
1.4.2

1.4.3
1.4.4
1.4.5
1.4.6
1.4.7

El problema de la consistencia y la representación . . .
El problema de la pertenencia y la representación en
ideales intersección completa . . . . . . . . . . . . . . .

El problema de la pertenencia al radical
El problema de eliminación cero-dimensional . . . . . .
El problema general de eliminación . . . . . . . . . . .
Cálculo de la dimensión y normalización de Noether . .
Descomposición en componentes equidimensionales

12
20

20

21

22

23
23

26

29

30

31

34

37

38
41

42
42

44
45

46
48
51

54



2 Algoritmos probabilísticos
2.1 El caso O-dimensional: técnicas de elemento primitivo . . . . . 62

2.1.1 Algunas reducciones éstandar 63
2.1.2 Soluciones geométricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
2.1.3 La complejidad del cálculo de un elemento primitivo. . 69
2.1.4 El método de Newton-Hensel 73
2.1.5 Sobre los circuitos aritméticos . . . . . . . . . . . . . . 86

2.1.6 El algoritmo para el cálculo de un elemento primitivo . 103
2.2 La división módulo un ideal intersección completa reducido . . 123

2.2.1 Traza y dualidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

2.2.2 Un paso de división . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

2.3 Aplicaciones a la eliminación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
2.3.1 El problema de la consistencia y la representación . . . 129
2.3.2 El problema de la pertenencia y la representación en

el caso de ideales intersección completa . . . . . . . . . 134
2.3.3 Cálculo del grado de una. variedad . . . . . . . . . . . . 135
2.3.4 Una versión efectiva del Teorema de Quillen-Suslin . . 138

3 Tradeofl's espacio-tiempo 143
3.1 Espacio y tiempo para circuitos aritméticos . . . . . . . . . . . 144

3.1.1 Del modelo de pebble games al de locación de registros 145
3.1.2 Del modelo de locación de registros al modelo de com­

plejidad geométrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

3.1.3 Una descripción geométrica del conjunto de los poli­
nomios evaluables con recursos prefijados . . . . . . . . 153

3.1.4 Algunas consecuencias en términos de tradeoll's . . . 161
3.2 Herramientas de eliminación geométrica y teoría. de intersección163
3.3 Polinomios difíciles de evaluar . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

3.3.1 Polinomios dados por sus coeficientes . . . . . . . . . . 171
3.3.2 Polinomios dados por sus raíces . . . . . . . . . . . . . 181
3.3.3 Cotas inferiores de espacio para, una evaluación óptima.

en tiempo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

4 La complejidad intrínseca de la eliminación 190
4.1 Resultados de complejidad estructural . . . . . . . . . . . . . 192

4.1.1 Cotas inferiores relativas sobre modelos binarios . . . . 193
..2004.1.2 Cotas inferiores relativas sobre modelos aritméticos



4.2 Resultados de complejidad absoluta. . . . . . . . . . . . . . . . 204
4.2.1 Familias playas de problemas de eliminación . . . . . . 205
4.2.2 La. complejidad dc eliminación de un sistema. de ecua­

ciones polinomialcs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

Conclusiones 217

Referencias 218



Introducción

Los procedimientos algoritmicos de eliminación generalmente han sido
diseñados desde el punto de vista del álgebra conmutativa. Por ejemplo,
consideremos el caso del problema de la consistencia de un sistema de ecua­
ciones polinomiales 171,.. .,F, en Z[X1, . . . ,X,]: se trata de decidir cuando
el sistema

F¡(X¡,...,Xn)=0,...,F,(X1,...,Xn)=0
tiene una solución, es decir, si la variedad algebraica

V := {(m¡,...,x,,) e C"/ F1(.1:1,...,:c,,)=0,...,F,(1:¡,...,z,,)= O}

es o no vacía. Por medio de un teorema de Kronecker (el Nullstellensatz
erróneamente atribuido a Hilbert), esta cuestión se puede reducir a un pro­
blema de naturaleza puramente algebraica:

V = Üsi y sólo si existen polinomios G1, . . . , G, e Q[X¡, . . . , Xn] tales que
vale la igualdad l E G1F1+--' + G,F,

El software existente sobre el tema, basado en la teoría de bases de
Gróbner (cf. [36]), se concentra en el estudio del ideal polinomial involucrado,
es decir, el ideal I := (171,.. ., 17,) generado por los polinomios F1, . . . , F, en
(Q[X1,. . . ,Xn]. En tal sentido, la pregunta del problema de la consistencia
de un sistema de ecuaciones polinomiales constituye simplemente un caso
particular del problema general de la pertenencia de un polinomio a un ideal
dado, cuya formulación precisa es la siguiente:

DadospolinomiosF¡,...,F,,F en Z[X¡,...,X,], decidirsi F pertenece al
ideal generado por F1, . . . , F, en MX1,. . . , Xn], es decir, si existen polinomios
G1,...,G, E Q[X1,...,X,,] tales que se verifica la identidad F = GIFI +
. . . + G’Fr



Desde la informática teórica la respuesta a esta última pregunta no es
alentadora: un trabajo de E. Mayr y A. Meyer [126] (ver también [125])
clasifica este problema como intraiablc desde el punto de vista de los recur­
sos computacionales que éste requiere para su solución. Dado que el software
que utiliza los métodos de bases de Gróbner resuelve el problema de la perte­
nencia, se deduce que éste exige grandes recursos computacionales para su
aplicación.

Este fenómeno ocurre con frecuencia en el ámbito del álgebra computa­
cional: dado que los aspectos computacionales no se toman en cuenta, las
computadoras se sobrecargan con rutinas (generalmente innecesarias) y en
consecuencia el usuario debe ser paciente. Esta ineficiencia práctica crea la
demanda de un análisis de los problemas computaciones que puede analizarse
por medio de consideraciones (le complejidad. El estudio de la complejidad
apunta a explicar porque algunos problemas requieren mas espacio de memo­
ria del que la computadora. dispone o porque la respuesta a ciertas preguntas
no puede esperarse en tiempo razonable.

El objetivo central de esta tesis es estudiar la problemática algoritmica
de la eliminación geométrica y algebraica desde el punto de vista de la com­
plejidad. En tal sentido, se prestará. atención a los dos aspectos relevantes de
la cuestión: el de la optimización y el de las limitaciones. Por tal motivo, la
tesis se divididirá en (los partes: en la primera mitad se desarrollarán algo­
ritmos que optimizan el uso de los dos recursos computacionales básicos que
consideraremos: el espacio de memoria y el tiempo de cálculo secuenciales.
Por su parte, la segunda mitad de la tesis estará dedicada a estudiar los
limites de toda posible mejora.

La ineficiencia de los métodos basados en bases de Gróbner crea la necesi­
dad de buscar métodos alternativos para tratar los problemas de eliminación.
Retomando nuevamente el problema de la consistencia como ejemplo, una
idea natural consiste en acotar los grados de los polinomios G.-que aparecen
en la representación de l en el ideal generado por (F1, . . . , FL). De este modo,
el problema de la consistencia del sistema de ecuaciones polinomiales definido
por F1, . . . , F, puede resolverse por comparación de coeficientes y álgebra li­
neal (la cota para los grados de los polinomios G.-permite estimar el tamaño
del sistema lineal). Esta alternativa, propuesta por Hilbert, fue tratada. por
primera vez por G. Hermann ([96]) en la década del ’20 para el caso gene­
ral de la pertenencia a un ideal. La autora demostró que un polinomio F
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pertenece al ideal (171,.. . , F,) si y solamente si existe una representación:

F=mn+m+an
donde los G.-son polinomios de grado total acotado por degF + 2(1 + d2 +
-- - + d?"-l ), siendo d el máximo de los grados de los polinomios F.-,

A pesar de diversas mejoras a las que fue objeto el resultado de Hermann,
Mayr y Meyer (ver [126]) mostraron que la mejor cota de grado que se puede
obtener para un sistema arbitrario es doblemente exponencial en los datos
de entrada d y n, por lo que es imposible esperar una estimación mejor.

O.H. Keller y W. Gróbner estudiaron esta idea (de acotar los grados
de los 'polinomios G1, . . . , G") en el Nullstellensatz cuando tenemos F = 1 y
conjeturaron que en este caso la cota debía ser de tipo deg G,-S d" (Problema
del Nullstellensatz efectivo).

La conjetura de Keller y Gróbner fue finalmente demostrada en 1986 por
D. Brownawell ([34]) para el caso de los números complejos. El resultado
fue extendido poco más tarde al caso general por L. Caniglia, A. Galligo
y J. Heintz (ver [38], [39]) y finalmente refinado por J. Kollár ([111]). Se
obtuvieron versiones más generales del Nullstellensatz efectivo (ver [5], [15],
[35], [41], [64], [65], [143], [164]) y se pudo tratar el problema general de la
pertenencia de un polinomio F a un ideal y de la representación para ciertos
casos particulares en tiempo simplemente exponencial (ver [56]). Entre estos
casos particulares se destacan el de un ideal de dimensión cero y el de un
ideal intersección completa. Cabe destacar que los grados de tipo d" que
aparecen en los Nullstellensátze citados son casi optimales (ver [34], donde
este hecho se ilustra por medio de un ejemplo debido a T. Mora, D. Lazard,
D. Masser y P. Philippon entre otros).

A partir de estos resultados se desarrolló una estrategia general para
tratar con problemas geométricos de teoria de eliminación: reducir los pro­
blemas a cuestiones de álgebra lineal. De esta manera pudieron resolverse en
tiempo simplemente exponencial problemas tales como la eliminación de un
bloque de cuantificadores en el caso real y complejo ([66], [67], [91], [92], [93]),
la pertenencia al radical ([39]), el cálculo de la dimensión de una variedad
([56]), la descomposición en componentes equidimensionales ([79]), el cálculo
de la clausura proyectiva ([40]) y una versión algoritmica del Teorema de
Quillen-Suslin ([64], [65]) entre otros. Por otra parte cabe mencionar que la
clasificación de la complejidad intrínseca de algunos problemas algoritmicos
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fundamentales queda abierta, como por ejemplo el cálculo de generadores
para el radical de un ideal polinomial dado (ver [112]).

Una interesante caracteristica común de los algoritmos mencionados an­
teriormente es el buen comportamiento que todos ellos poseen desde el punto
de vista de la computación en paralelo. Es decir, en un modelo en el cual se
dispone de varios procesadores que trabajan simultáneamente, el tiempo de
cálculo se reduce en forma polilogarítmica con respecto a los parámetros dc
entrada n (la cantidad de variables), s (la cantidad de polinomios) y d (el
grado máximo de los polinomios) mediante una adecuada distribución de los
procesos (Operaciones aritméticas) a realizar.

Surge entonces la cuestión de como puede utilizarse esta característica de
los algoritmos considerados en el ámbito de la computación secuencial. Desde
la computación booleana, la respuesta viene dada a partir de un resultado
de A. Borodin [24] (ver también [69]): bajo ciertas condiciones de uniformi­
dad, el tiempo de computación paralela puede transformarse en espacio de
memoria secuencial.

En el primer capítulo de la tesis se estudia la manera de aplicar el teorema
de Borodin a los problemas de eliminación. Para esto se discute la transfor­
mación del teorema de Borodin en una herramienta algoritmica utilizable
en este contexto. Se estudia especialmente la forma en la que el teorema
de Borodin involucra la uniformidad del algoritmo dado. Posteriormente se
desarrollan algoritmos para la resolución de los problemas de álgebra lineal
que intervienen en los problemas de eliminación. Los casos centrales desde
el punto de vista de las aplicaciones son el cálculo del rango de matrices en
ZM” y la resolución de sistemas de ecuaciones lineales sobre Z.

Aquí el espacio de memoria es critico teniendo en cuenta que los algorit­
mos comúnmente utilizados (basados en la eliminación gaussiana) requieren
una cantidad polinomial de espacio, lo cual los transforma en impracticables
para grandes matrices como las que aparecen típicamente en las aplicaciones
a la eliminación.

Los algoritmos que se obtienen por medio del teorema de Borodin utilizan
espacio de memoria polilogarítmico. Para este propósito se estudian algorit­
mos aritméticos de bajo tiempo paralelo sin divisiones, como los de [19] o
[1] para el cálculo del polinomio característico (ver también [52], [150], [30],
[72], [137], [75], [20]), los cuales se “traducen” a algoritmos booleanos, a fin
de poder aplicar la estrategia del teorema de Borodin.



Si bien parece natural realizar esta traducción de la base de operaciones
{+,*} en Z a la base {A,V,-'} en {0,1}, se demuestra que la traducción
puede realizarse mas eficientemente a partir de la base {+, *, Z}, donde E se
implementa en tiempo paralelo logaritmico por medio de un circuito Carry
Save Adder (ver [23], [181]). Esto permite obtener algoritmos que tienen
una perfomance, en cuanto al tiempo paralelo se refiere, comparable con
los mejores algoritmos uniformes conocidos hasta el momento, como los de
[27],pero con ventajas adicionales importantes desde el punto de vista de la
programación.

Posteriormente se muestran reducciones de varios problemas de elimi­
nación en geometría algebraica y semialgebraica a cuestiones de álgebra lin­
eal. A fin de transformar estas reducciones en algoritmos (booleanos) de
bajo tiempo paralelo, se controla el tamaño de las matrices involucradas así
como también la longitud bit de los números involucrados. De esta manera,
se obtienen algoritmos de tiempo paralelo polinomial en n y logaritmico en
s, d y h (la. longitud binaria máxima de los coeficientes de los polinomios
17.-)para resolver algunos problemas fundamentales en teoría de eliminación
geométrica (cf. [90], [138]): la representación de 1 en el problema de la con­
sistencia, la pertenencia de un polinomio dado a un ideal cero-dimensional o
dc intersección completao a un ideal radical, y la eliminación de un bloque de
cuantificadores; como así también algunas cuestiones algoritmicas de impor­
tancia: técnicas de preprocesamiento de datos (normalización de Noether),
de descripción de la variedad (cálculo de la dimensión, grado, descomposición
en componentes irreducibles), de reducción (cálculo de la clausura proyectiva)
y otras (versión algoritmica del teorema de Quillen-Suslin). '

Estos algoritmos proveen los “buenos” candidatos para la aplicación de
la estrategia del teorema de Borodin, y esto nos conduce al tema de la uni­
formidad. Parece ser un comportamiento éstandar en el ámbito del cálculo
simbólico ignorar este aspecto de vital importancia. Por ejemplo, tanto en
[19] como en [27] y [125] se anuncian resultados como uniformes sin exhibir
ninguna demostración de este hecho. Un punto que es crucial en este tema es
que la única forma de probar la uniformidad necesaria para la aplicación del
método de Borodin de una familia de circuitos es exhibiendo un algoritmo
que, dado el número de circuito como entrada, describe el diseño de dicho
circuito en espacio polilogarítmico. Y esto no es trivial, como puede apre­
ciarse en el caso de producto iterado (ver [99]) o de la división de números
enteros (ver [108], [152]).



Por lo tanto se discute la cuestión de la uniformidad de los algorit­
_mos antes mencionados y se muestra que ésta puede obtenerse en espacio
logaritmico. Finalmente, a partir de la estrategia del teorema de Borodin se
consiguen algoritmos que funcionan en espacio de memoria polinomial para
todos esos problemas. Cabe destacar que todos estos resultados se encuen­
tran contenidos en los trabajos [86] y [123].

Algunos algoritmos para problemas de teoría de eliminación han sido pre­
sentados como algoritmos que utilizan bajos recursos de espacio de memoria.
Tal es el caso de los algoritmos en [14], [42],y [153] por ejemplo. Sin embargo,
en esos trabajos los autores no analizan las cuestiones de uniformidad de sus
algoritmos, de modo que no queda claro que estos posean las características
anunciadas.

Es un hecho general de la teoría de complejidad en el ámbito de la com­
putación secuencial, al menos en su modelo mas utilizado, el de la máquina
de Turing, que con espacio de memoria S prefijado, el tiempo de cálculo
queda acotado en el peor caso en forma exponencial con respecto a S (cl.

Esta estimaciónaplicada a los algoritmosde eliminaciónanteriormente
mencionados daria cotas no polinomiales (subexponenciales o exponenciales
según el contexto) para el tiempo que los mismos requieren. Es por lo tanto
interesante estudiar de que manera pueden mejorarse los métodos anteriores
a fin de obtener algoritmos con mejor comportamiento con respecto al tiempo
de cálculo.

Con esta cuestión como objetivo, el segundo capítulo de la tesis exhibe una
nueva clase de algoritmos para problemas de eliminación cuya perfomance
en cuanto al tiempo de cálculo es claramente superior, aunque admitiendo
la posibilidad de que los mismos produzcan respuestas erróneas (de todas
maneras la probabilidad de que esto ocurra es muy baja).

Uno de los ingredientes principales para lograr esta clase de algoritmos
es la descripción de una variedad en forma seudo-puamétrica mediante un
elemento primitivo. La idea original viene del caso de la eliminación cero­
dimensional, donde ésta técnica ha sido aplicada con éxito desde bastante
tiempo atrás, como por ejemplo en [4], [42], [46], [48], [77], [78], [80], [81],
[82], [90], [110], [114], [118], [119], y [128] entre otros. En este caso un
elemento primitivo es simplemente una forma lineal 7 que separa los (finitos)
puntos de la variedad, es decir, que verifica7(P) 7‘- para todo par de
puntos distintos P,Q E V.



Mediante una adaptación para. el caso de sistemas de ecuaciones polino­
miales de dimensión positiva, el elemento primitivo permite una descripción
de variedades algebraicas que es útil en varias cuestiones de eliminación y
puede calcularse y manipularse con baja complejidad.

El otro ingrediente fundamental es el uso de correct-test sequences (cf.
[94], ver también [53], [87], [114], [159]). Estas han sido una herramienta
de importancia en varios trabajos sobre eliminación (ver [80], [83], [68],
[113], [114], [82], [81], [78]), donde se han utilizado para chequear proba­
bilísticamente identidades de polinomios dados por su grafo de computación.
Al contrario de los métodos desarrollados en [55], [97], [162] y [186], donde el
chequeo depende del polinomio particular que se considera, las correct test
sequences brindan un test que es uniforme para todos los polinomios que
poseen un grafo de computación del mismo tamaño.

Una de las principales aplicaciones de las correct-test sequences es el caso
de sistemas sobredeterminados (es decir, con más ecuaciones que incógnitas).
Una técnica común (ver por ejemplo, [16], [17], [34], [38], [39], [42], [48],
[60], [68], [80], [83], [111], [113], [114], [118], [144], [154]), es reemplazar las
ecuaciones originales por n combinaciones lineales G1, . . . , G" de las mismas
de manera de describir la variedad con igual cantidad de ecuaciones que
incógnitas. Un punto clave es que los coeficientes que aparecen en esas com­
binaciones lineales pueden elegirse con la única condición de no satisfacer
cierta ecuación polinomial que puede calcularse con bajo tiempo paralelo.
Como se demuestra en [114] section 3.1, estos coeficientes pueden generarse
aleatoriamente bit a bit con alta probabilidad de obtener una “correct se­
quence”.

En primer lugar se exhibe un algoritmo para. calcular elemento primitivo,
tomando como base los algoritmos aritméticos desarrollados en [114], [82],
[81] y [78], y el teorema de Borodin. Posteriormente se estudian algunas
aplicaciones con esta filosofía, como el problema de la representación de la
unidad en el caso de la consistencia y la pertenencia. de un polinomio a un
ideal intersección completa, el cálculo del grado de una variedad y una nueva
versión del teorema de Quillen-Suslin en el cual la incidencia del tamaño de
la matriz baja de exponencial a polinomial (hecho clave para 'su “aplicabi­
lidad”). Algunos de estos algoritmos también mejoran sustancialmente las
cotas hasta ahora conocidas con respecto a la computación paralela.

Es interesante destacar que esta. clase de algoritmos tiene un compor­
tamiento en cuanto al tiempo de cálculo que es al menos tan bueno como
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el que poseen los algoritmos que utilizan los métodos de bases de Gróbner,
siendo su principal ventaja sobre aquellos que requiere una cantidad razon­
able de espacio de memoria (en el caso de los métodos de bases de Gróbner,
estos son como minimo de tipo exponencial, lo que ocasiona que frecuente­
mente su ejecución no pueda completarse por falta de espacio de memoria).

Habiendo estudiado la cuestión de la optimización de la utilización de
recursos computacionales en problemas de eliminación, surge claramente la
necesidad de estudiar los límites de toda posible mejora. En tal sentido, en
el tercer capítulo de la tesis se estudia la forma en que los dos recursos com­
putacionales que hemos estado considerando (espacio de memoria y tiempo
de cálculo) se interrelacionan.

El problema de la interrelación (tradeoff) tiempo-espacio en informática
teórica ha sido un tópico de interés desde los comienzos de la disciplina.
Desde hace tiempo se había observado que frecuentemente la economización
de espacio de memoria ocasiona la recomputación de resultados parciales.

Un modelo natural para el estudio de los tradeolls es el de los straight­
line programs (cf. [31], [168], [89], [172], [75], [138], [37]). Un straight­
line program modela la evaluación de una función representada, mediante
un grafo de computación (que es un grafo orientado acíclico cuyos nodos
son etiquetados según la operación aritmética que realizan) con una cierta
cantidad de registros. La evaluación del grafo procede en varias etapas, en
cada una de las cuales se calcula el resultado correspondiente a un nodo del
grafo (siempre que los resultados correspondientes a sus predecesores estén
almacenados en dos registros) y el resultado obtenido se almacena en otro
registro. El espacio se mide por la cantidad máxima de registros utilizada
durante todo el proceso y la cantidad de etapas necesarias para la evaluación
de todo el grafo es lo que se identifica con el tiempo de cálculo.

Literatura. sobre tradeofl's tiempo-espacio en este modelo puede hallarse
en los surveys de N. Pippenger [149] y J.E. Savage [155]. Los straight­
line programs han sido utilizados para mostrar cotas inferiores para varios
problemas, incluyendo sorting (ver [173]),reconocimiento de lenguajes ([61]),
multiplicación binaria entera [158]problemas de álgebra. lineal y multilineal
como convolución, producto matriz-vector y transformada de Fourier discre­
ta ([173], [174], [157]), multiplicación, inversión y multiplicación iterada de
matrices ([85], [101], [156], [174]), range queries ([183], [175]) y otros ([120],
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[140], [148]).
Otro modelo alternativo comúnmente utilizado es el de los branching pro­

grams (cf. [25]). Este modelo también ha. sido lo suficientemente poderoso
como para permitir establecer cotas inferiores para problemas algebraicos.
En [185] por ejemplo se establecen cotas inferiores para transformada de
Fourier discreta y en [2]se muestran tradeofi's tiempo-espacio para una larga
lista de problemas algebraicos tales como convolución, multiplicación entera,
producto matriz-vector, multiplicación e inversión de matrices, el cálculo
del producto de tres matrices y el de PAQ donde P y Q son matrices de
permutación. Este modelo puede asimismo aplicarse a otros problemas como
sorting (ver [28], [26]), distinción de elementos ([29], [184])y hallar elementosúnicos

En esta tesis se estudia la complejidad tiempo-espacio de la evaluación
de polinomios bajo el modelo de los straight-line programs. El método para
que se utiliza a fin obtener cotas inferiores se basa en una interpretación
geométrica de la noción de straight-line program en la que sólo se tienen en
cuenta las operaciones no escalares (es decir, productos entre polinomios no
constantes y divisiones cuyo denominador es un polinomio no constante).

En primer lugar, se observa que el grafo de computación asociado a la
regla de Horner para un polinomio univariado P E K [X] de grado d puede
realizarse utilizando exantamente dos registros en tiempo total 2d y tiempo
no escalar d. Si L y S denotan el tiempo y espacio no escalar del algoritmo
de Horner aplicado a la evaluación del polinomio P, se obtiene la siguiente
obvia cota. superior para el tradeoff tiempo-espacio de evaluar P:

L-Sz=4-d.

A partir de un simple argumento de dimensión, se mostrará que esta
cota es, salvo un orden de magnitud, exacta para casi todos los polinomios
univariados de grado d. Como en [171] y [89] se llama a. tales polinomios
difíciles de evaluar en términos de tradeofl'.

Luego se desarrolla la estrategia global que permite exhibir polinomios
univariados específicos que son difíciles de evaluar en el sentido anterior.
Esta estrategia incluye un análisis de la altura de puntos en la. fibra de un
morfismo entre variedades diofánticas y constituye la principal herramienta
para establecer tradeoíïs tiempo-espacio para polinomios univariados con
coeficientes enteros. El caso más simple de los polinomios con coeficientes
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algebraicos se trata mediante un método para estimar el grado de una fibra
de un morfismo entre variedades diofánticas inspirado en [95] (ver también
[94], [90])­

Cabe destacar que estos resultados, contenidos en [3], muestran por pri­
mera vez cotas inferiores significantes para el tradeofl' tiempo-espacio en cir­
cuitos con una sola salida.

Finalmente, el cuarto capitulo de la tesis estudia la cuestión de las limi­
taciones de toda posible optimización de los algoritmos considerados.

Existen ciertos indicios de que la eliminación algoritmica enfrenta serios
problemas de complejidad. Por un lado es sabido que la eliminación de cuan­
tificadores general en geometría algebraica y semialgebraica requiere tiempo
intrínsecamente doblemente exponencial y espacio de memoria simplemente
exponencial ([54], [66], [88])y que los tipicos problemas algebraicos en anillos
de polinomios (como el problema de la pertenencia para ideales polinomia­
les) son completos en espacio exponencial ([125], [126]). Por otro lado una
larga lista de problemas geométricos fundamentales son resolubles en espa­
cio polinomial (con la. correspondiente complejidad en tiempo simplemente
exponencial en la cantidad de variables).

En esta tesis se muestra evidencia que avala la conjetura que la elimi­
nación en geometría tiene una complejidad intrínsecamente exponencial con
respecto al tiempo secuencial e intrínsecamente polinomial con respecto al
espacio de memoria. Esta evidencia se dará, tanto en términos de complejidad
estructural (relativa) como en términos de complejidad absoluta (aunque en
modelos de computación restringidos).

Con respecto a complejidad estructural, se demuestra que la suposición
de un carácter intrínseco polinomial de la eliminación algoritmica implica
que la jerarquía de tiempo aritmética colapsa (lo que implicaría, como es
bien conocido y contrario a la creencia general, que P=NP) y que lo mismo
ocurre con respecto a modelos no uniformes de computación (por ejemplo,
la tesis de Valiant sería incorrecta).

En cuanto a la complejidad absoluta, se demuestra que una clase bien
definida. de algoritmos, que incluye todos los algoritmos actualmente imple­
mentados o posibles variantes de los mismos y los desarrollados en la primera
parte de la tesis, requieren espacio de memoria polinomial y tiempo de cálculo
simplemente exponencial. Para tal fin se introduce el concepto de algoritmo
algebraicamentc robusto, el cual sintetiza las características de todos los al­
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goritmos de eliminación conocidos en cálculo simbólico. Posteriormente, se
demuestra. que cualquier algoritmo algebraicamente robusto posee el carácter
exponencial anteriormente anunciado.

Se deduce que los algoritmos desarrollados en la primera mitad de la tesis
no son esencialmente mejorables, al menos utilizando el tipo de técnicas que
se han aplicado hasta el momento.



Capítulo 1

Algoritmos determinísticos

El objetivo de esta tesis es estudiar la teoría de eliminación geométrica desde
el punto del vista algoritmico. Por lo tanto, uno de los aspectos mas rele­
vantes a tener en cuenta es el del desarrollo de algoritmos “eficientes” para
resolver problemas de eliminación.

Este capítulo se dedicará al diseño algoritmos deterministicos, es decir,
algoritmos que pueden ser aplicados a cualquier instancia del problema con­
siderado, y que producen siempre una solución para tal instancia.

La eficiencia de dichos algoritmos se expresa en términos de los recur­
sos necesarios para ejecutarlos. Dependiendo del modelo de algoritmo que
se elige, se considerarán recursos tales como el tiempo de computación, el
espacio de memoria requerido o el número de operaciones a realizar.

Las estimaciones de los recursos que requiere un algoritmo para su fun­
cionamiento dependen del aspecto sintáctico del problema. Es por tanto
importante acordar de que manera se codificarán los objetos con los cuales.
se opera. Dado que se piensa en algoritmos que factibles de ser implemen­
tados en computadoras reales, es necesario que las entradas y los resultados
sean sucesiones finitas (palabras) de símbolos de un alfabeto finito, como
{0,1} por ejemplo.

Un modelo que permite apreciar el comportamiento del software sobre
una computadora real es el de las máquinas de Turing. Una máquina de
Turing determint’stica M es un dispositivo que consiste de un control finito
y un número fijo k de cintas equipadas cada una de ellas con una cabeZade
lecto-escritura (cf. [7], [71]).

Las cintas se clasifican en tres tipos: hay una cinta de entrada que es sólo
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de lectura (es decir, no se puede modificar su contenido), una segunda cinta
de salida que es sólo para escritura y las restantes se denominan cintas de
trabajo con funciones de lectura y escritura. Estas cintas son semiinfinitas (a
derecha) y están divididas en celdas. La cabeza de lecto-escritura de cada
cinta se puede mover a izquierda o derecha y puede leer los contenidos de
una sola celda en cada instante de tiempo. .

El control finito consiste de un alfabeto de cinta E, un conjunto Q de es­
tados o instrucciones (que posee un elemento distinguido qoque se denomina
estado inicial y un subconjunto especial llamado el conjunto de los estados
finales .7: Q Q) y una función (parcial) de transición:

ózQ x 2*-1—» Q x 2*‘1x{L,R,N}"

(donde L, R, N denotan el movimiento a izquierda, derecha y nulo respecti­
vamente).

A‘cada instante de tiempo, la máquina M está. en un estado q G Q y las
cabezas de las cintas de entrada y de trabajo leen los símbolos (a1, . . . , ak_¡)
que contienen las celdas sobre las cuales están posicionadas. Entonces, en
un instante de tiempo se puede modificar el contenido de todas las celdas
sobre las cuales hay una cabeza de lecto-escritura, imprimir un símbolo so­
bre la cinta de salida (en la posición actual de la cabeza correspondiente),
mover cada cabeza una posición a izquierda o derecha (o dejarla en la misma
ubicación) y cambiar el estado q E Q. Todos estos movimientos constitu­
yen un paso de computación y se realizan de acuerdo con las especificaciones
de la imagen 6(q,a¡,...,ak_¡) de la función de transición 6 aplicada a la
configuración definida por (q,a¡, . . . , ak_¡).

La máquina M comienza operando con una palabra de entrada a:sobre la
cinta de entrada en estado qo, todas las demás cintas en blanco y las cabezas
situadas sobre la primera celda de cada cinta. Entonces M procede aplicando
la función de transición tantas veces como sea posible (hasta que 6 resulte
indefinida sobre cierta configuración), en cuyo caso la máquina para. Si M
se detiene sobre un estado final q E f se dice que M acepta la entrada z; en
caso contrario, M rechaza z.

Dada una entrada a: que ha sido aceptada por M, se definen el tiempo
de computación sobre a: como la cantidad de pasos de computación que M
realiza hasta su detención y el espacio de memoria sobre a: como la máxima
cantidad de celdas de cintas de trabajo utilizadas durante el proceso.
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Luego, el espacio de memoria S y el tiempo de computación T de M
se definen como las funciones S,T : IN —v lN tales que S(n) es el máximo
espacio utilizado en una computación sobre una entrada de longitud n y T(n)
el máximo tiempo requerido por una computación sobre entradas de longitud
n.

En términos de estos dos recursos los problemas se agrupan en diferentes
clases, dc las cuales sc pueden mencionar la clase P de los problemas reso­
lubles en tiempo polinomial (cs decir, de tipo nom) y la clase l’Sl’ACE de
los problemas resolubles en espacio polinomial. En teoría de computación se
considera que los problemas que requieren mas que espacio polinomial para
su resolución no tienen interés desde el punto de vista práctico.

Existen algunos hechos básicos que relacionan las diferentes clases de
complejidad. Entre ellos, se puede citar el siguiente:

Lema 1 ([7], Theorem 2.8) Sea M una máquina de Turing determinz’stica
que funciona en espacio .S'(n) 2 log n. Entonces M tiene tiempo de com­

putación T(n) acotado por T(n) S 20(s(")).

Los algoritmos que se presentarán en este capítulo realizan una cuidadosa
alocación de data con el fin de optimizar el espacio de memoria disponible.
Esto demanda un control permanente del espacio que requiere cada proceso.

Un caso que aparentemente no ofrece complicaciones es el de la com­
posición de dos máquinas de Turing M1 y M2. Sin embargo, el esquema
obvio de composición no es eficiente desde el punto de vista del espacio de
memoria ya que, para realizarlo es necesario alojar en memoria el resultado
que calcula M1 a fin de utilizarlo como entrada de M2, y éste resultado podría.
tener una longitud exponencial con respecto al espacio de memoria que usa
M1 (ver lema 1).

No obstante, esta dificultad se evita por medio de un proceso que podría
describirse como de recomputación de cada bit de la salida de M1 a medida
que el mismo es requerido por M2. Más precisamente, el resultado es el
siguiente:

Lema 2 ([7], Lemma 3.4) Sean f,g : 2‘ —>2' funciones computables por
medio de dos máquinas de Turing determinz’sticas M1 y M2 que utilizan espa­
cio .5'1Z log n y S; 2 logn respectivamente. Entonces, existe una máquina
de Turing determinz’sticaM3 que calcula la composición g o para todo
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a:E 2' en espacioO(S¡(Izl)+ dondeIyIdenotala longitudde
la palabra y E 2'.

Mas cercanos al comportamiento del hardware son los circuitos booleanos
(cf. [23], [108], [181]). Un circuito booleana es un grafo dirigido acíclico,
cuyos nodos se etiquetan de la. siguiente manera: los nodos con inLdegree 0
son los nodos de entrada, y se etiquetan con una variable o con la constante
0 o 1. Los nodos de in-degree mayor que 0 y out-degree mayor que 0 se dicen
nodos nodos y se etiquetan con una función booleana w, que se restringirá al
conjunto {A, V,ñ}. Los nodos de out-degree 0 son los nodos de salida y se
etiquetan también con una operación booleana en {A,V, -r}.

Los recursos relevantes en el modelo de los circuitos booleanos son la

talla, que se define como el número total de nodos internos del circuito, y la
profundidad, que es la longitud (número de nodos internos) del camino mas
largo que une un nodo de entrada a un nodo de salida.

Sea f : {0,1}" —>{0,1} una función booleana. Entonces, la talla de
circuito de f, S (f), es el menor número de nodos internos de un circuito que
calcula.f. Análogamente, la profundidad de f, D(f), es la mínima profundi­
dad de un circuito que calcula f.

Obsérvese que el modelo sólo permite instancias de longitud fija. Por
lo tanto, si se desean estudiar problemas que tienen instancias de distinta
longitud por medio de circuitos booleanos, debe usarse un circuito distinto
para cada posible longitud de entrada.

Es por tal motivo que se consideran familias de circuitos booleanos: una
familia de circuitos booleanos C = {c,,},,21es simplemente un conjunto de
circuitos booleanos donde el n-ésimo circuito cn tiene n entradas.

Se dice que una función booleana g : {0,1}" —>{0,1} se calcula con talla
hl y profundidad hz, donde h1,h2 : IN —>IN, si, para todo n, S(gn) = h1(n)
y D(gn) = ¡12(n), donde gn es g restringida a {0,1}".

Sea C = {cn}n2¡ una familia de circuitos booleanos de talla S(n) y pro­
fundidad D(n). Supuesto enumerados los nodos de cn tal que los nodos de
entrada están numerados de 1 a n, y la numeración se restringe de modo tal
que existe una constante k > 0 tal que, para todo n e IN, el mayor número
de nodo está acotado por S(n)", se define la codificación estándar del circuito
cn, notada por a, como la lista. de 4-uplas {(p,-op,p¡,p,)}pss(,,)k, donde p
representa el número de nodo, op es la operación booleana que se realiza en
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'el nodo p, p¡ es el número del nodo cuya salida es la entrada izquierda de p
y p, es el número del nodo cuyo salida es la entrada derecha de p.

Obsérvese que la codificación estándar de una familia arbitraria de cir­
cuitos booleanos no necesariamente posee una descripción finita. Sin em­
bargo, la finitud de tal descripción es de vital importancia para la manipu­
lación de dicha familia de circuitos booleanos. Por otro lado, una idea in­
tuitiva aceptada es que cualquier estrategia razonable de resolución de cierto
problema no debería cambiar fundamentalmente en función del tamaño de
la instancia considerada. Es por estos motivos que en esta tesis se estu­
diarán especialmente las familias de circuitos que poseen ciertas propiedades
de uniformidad (cf. [24], [8]):

Definición 1 Una familia de circuitos C = {cn},,2¡ de tamaño S(n) y
profundidad D(n) se dice uniforme (en espacio logari'tmico) si existe una
máquina de Turing deterministica que calcula la función 1" —>E; en espacio
O(maa:{D(n),log

Esta noción de uniformidad tiene el inconveniente práctico que sólo per­
mite el acceso al código completo de cada circuito c". Sin embargo, en un
proceso de evaluación del circuito en, a fin de ahorrar espacio de memoria
es más importante obtener información “local”, como la que suministra la
función

1n#P _’ (p) b)pl1pr)

la cual, dado el número n de circuito y un número de nodo p como entrada,
calcula la codificación (p, b,p¡, pr) del p-ésimo nodo del circuito cn.

Si bien esta función parece requerir más recursos en su cómputo que la
función 1" —>6;, esto no es así como se demuestra. en el siguiente lema:

Lema 3 Una familia de circuitos booleanos C = {en},.2¡ es uniforme si y
sólo si existe una máquina de Turing determim'stica que calcula la función

1"#p _’ (pibaphpr)

enespacioO(maz{D(n),log

Demostración Es claro que el hecho que la función 1"#p —v(p, b,p¡,pr) es
computable en espacio O(maa:{D(n),log S(n)}) implica la uniformidad, ya
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que la máquina de Turing M que atestigua la uniformidad de la familia C =
{cn}n>¡ puede diseñarse de la siguiente manera: por medio de un contador
se recorren los índiCes correspondientes a. todos los nodos de cu y el código de
cada nodo se produce por medio de una llamada a la máquina M (obsérvese
que el contador requiere O( logS celdas de espaciode trabajo).

Supóngase ahora que se tiene una máquina de Turing M que demuestra
la uniformidad de la familia de circuitos {cn}n2¡. Se modificará M a fin de
obtener una máquina de Turing M la cual, con una entrada 1"#p genera la
codificación estandar del p-ésimo nodo cn.

Se supone que M marca el comienzo del código de cada nodo por medio
de un símbolo distinguido (que se denominará, separador). Si se tuviera cal­
culada la posición del p-ésimo y el (p + 1)—ési_moseparador sobre la cinta de
output, se podría modificar el programa de M de modo tal que imprima un
símbolo (sobre una cinta de trabajo auxiliar T) si y sólo si previamente éste
se iba a imprimir entre las posiciones del p-ésimo y el (p + 1)—ésimosepa­
rador impreso sobre la cinta de salida.de M (esto puede hacerse controlando
la posición de la cabeza de la cinta de salida de De esta manera, la
máquina modificada M imprimiría exactamente la codificación del nodo p
que se desea obtener.

El procedimiento que calcula la posición de los separadores que marcan
el comienzo y final del código del nodo p funciona en a lo sumo p etapas,
calculándose en la i-ésima etapa la posición del (i + 1)—ésimoseparador a
partir de la posición del i-ésimo separador.

En la primer etapa, se calcula la posición de los dos primeros separadores
sobre la cinta de salida. Para este propósito, se simula el funcionamiento de
M sin imprimir ningún símbolo sobre la cinta de salida. Luego de guardar
en mem_orialas posiciones de los dos primeros símbolos separadores que im­
prime M sobre la cinta de salida, (obsérvese que O( log C(n)) celdas trabajo
serán suficientes para registrar estas ubicaciones), la posición de cada nuevo
simbolo separador que imprime M sobre la cinta de salida se compara con las
dos posiciones guardadas en memoria, y se conservan las dos posiciones mas
bajas. Es claro que de esta manera, al final del proceso se obtiene la ubicación
de los primeros separadores impresos por M sobre la cinta de salida.

Posteriormente,se simula vecesmás el funcionamientode M de
forma similar a la descripta, a fin de obtener las posiciones del p-ésimo y el
(p+1)—ésimo separador (sólo se calculan dos posiciones por vez). Desde ya, el
espacio de memoria ocupado por las posiciones de separadores anteriormente
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calculados se reutiliza cada vez.
El espacio adicional necesario para realizar este procedimiento es de tipo

O( log S(n)), lo cual demuestra el enunciado del lema 3. Cl

Cabe destacar que el resultado del lema 3 también podria haberse ob­
tenido como corolario del lema 2. Sin embargo, debido a la generalidad del
enunciado del lema 2, el tiempo de computación que se obtiene de esa manera
cs netamente superior al del proceso que aqui sc describe.

Una de las principales ventajas que resulta de la introducción de las fa­
milias de circuitos booleanos como modelo de computación es que es posible
apreciar el concepto de buena paralelizabilidad en las funciones booleanas.

-Una función booleana g : {0,1}' -> {0,1} se dice bien paralelizable si existe
una familia de circuitos booleanos C9 = {cn}nENde talla polinomial no“) y
profundidad polilogarítmica O(log¡n) que calcula g (cf. [8], [108], [181]).

El tiempo paralelo queda claramente representado por la profundidad del
circuito, sugiriendo la idea de un conjunto de procesadores atravesando el
circuito simultáneamente y ejecutando las operaciones definidas por los nodos
que encuentran en su camino. Resulta entonces natural relacionar la talla y la
profundidad de circuito con el tiempo secuencial y paralelo respectivamente.

En este sentido, las clases N C‘ conformadas por las funciones booleanas
que pueden calcularse por medio de una familia uniforme de circuitos boo­
leanos de talla no“) y profundidad O(login)) (cf. representan las clases
de funciones que se pueden beneficiar significativamente con el uso de la
computación paralela. De hecho, de acuerdo con la definición dada, el tiempo
necesario para calcular cualquier función en NC‘ se reduce de polinomial a
polilogaritmico cuando se pasa de computación secuencial a paralela.

Una pregunta interesante es si tal propiedad es significativa sólo en el
ámbito de la computación paralela, o tiene también repercusiones en el
ámbito de la computación secuencial.

En ([24]), A. Borodin halló una respuesta positiva a esta pregunta. La
siguiente es una interpretación algoritmica de dicho teorema.

Teorema 1 ([24], Theorem 4) Sea f : {0,1}‘ —>{0,1} una función boo­
leana en NC‘. Entonces existe una máquina de Turing determinz’stica M
que calcula f en espacio O(log‘n).

Demostración Sea C = {cn}n21la familia de circuitos booleanos que cal­
cula f cuya existencia garantiza el enunciado. Dado que la familia C es uni­
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forme, aplicando el lema 3 se obtiene una máquina de Turing deterministica
Mu que, con una entrada l"#p, calcula la codificación del p-ésimo nodo de
cn en espacio O(logln).

Se desea construir una máquina (le 'l‘uring dctcrininistica M la cual, para
cada número natural n, sobre una entrada dada de n bits evalúa el circuito
c,l en espacio O(log¡11). Esta máquina M simulará la máquina Mu cuando
sea necesario y utilizará. una pila para su funcionamiento.

Como el objetivo es la evaluación de todos los nodos de salida, el proce­
dimiento general de evaluación de un nodo que realiza M se repetirá sobre
cada nodo de salida hasta que todos ellos resulten evaluados.

Comenzando por el nodo de salida cuyo resultado se quiere evaluar, la
máquina M recorre el circuito con un esquema estándar de búsqueda en pro­
fundidad (ver [141]por ejemplo). La pila (de profundidad máxima O(log i 12))
se utiliza a fin de codificar el camino desde el nodo de salida a evaluar al nodo
que está. siendo evaluado.

A fin de que cada celda. de la pila tenga tamaño constante, se utiliza
una codificación especial del camino de forma tal que en cada paso de la
computación, la pila se ve como una palabra sobre el alfabeto {0, 1,2}. Esta
palabra codifica la elección del camino que se sigue en cada nivel (nodo)
entre su entrada izquierda y derecha. Al mismo tiempo, el resultado de la
evaluación del subcircuito izquierdo se almacena, si el subcircuito derecho
está siendo atravesado. Obviamente, siempre se utiliza el orden izquierda.­
derecho.

Cada vez que se necesita la códificación éstandar de un nodo cuyo número
se conoce, M simula la máquina Mu. Por lo tanto, la máquina M, sobre
una entrada :c (le longitud n, necesita las siguientes cantidades de celdas de
espacio de memoria:

o O(log n) celdas para. simular Mu.

o O(logí7z) celdas para la pila.

o O(logn) celdas para almacenar la codificación de un nodo.

o O(log n) celdas para almacenar el número de un nodo.

En conclusión, todo el proceso puede ser realizado con O(log¡n) celdas de
trabajo, lo cual demuestra el teorema. D
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1.1 Aritmética de baja profundidad
El teorema l permite transformar circuitos de baja profundidad en algorit­
mos que utilizan bajos recursos de memoria. Ahora bien, dado que los pro­
blemas a tratar son de naturaleza aritmética (fundamentalmente cuestiones
algoritmicas de álgebra lineal y manipulaciones algebraicas de polinomios),
es natural que los algoritmos que los resuelven se describan por medio de mo­
delos aritméticos. En particular, la propiedad de la buena paralelizabilidad
de los algoritmos que se desarrollarán se ven bien reflejadas en los circuitos
aritméticas (que se definirán posteriormente).

Por lo tanto, la aplicación del teorema 1exige un proceso de traducción de
cada familia de circuitos aritméticos C = {cn}neNen una familia.de circuitos
booleanos Ó = {én_h}n,hende acuerdo con las siguientes pautas:

o por cada nodo de entrada p del circuito aritmético cn se crean h nodos
de entrada en el circuito booleano Em}.que contienen la representación
binaria del número entero (cuya longitud no supera los h bits) que
ingresa como entrada en el nodo p.

o por cada nodo p de cn marcado con una operación aritmética op e
{+, -, se corresponde con un subcircuito booleano que, con la codifi­
cación binaria de los dos antecesores pl, pg de p como entrada, produce
la representación binaria de p := pl oppg como salida.

Es entonces de suma importancia que los circuitos booleanos que realizan las
operaciones aritméticas sean sumamente eficientes, tanto en talla como en
profundidad. Esta subsección se dedicará a la.descripción de tales circuitos
booleanos, que han sido tomados de [108]y [181]. Cabe destacar que todos
los circuitos aqui presentados son uniformes.

1.1.1 Suma de números enteros
Un circuito de adición toma dos números enteros de r bits como entrada
y produce la representación binaria de la suma de ambos números como
salida. Sean (2:,_1,...,:co) e (y,_¡,...,yo) las representaciones binarias de
las entradas y sea (2,, . . . ,zo) la de la salida.

Nótese por cj el bit de acarrea de la j-ésima posición. Se definen el j­
ésimo bit de acarrea generado gj y el j-ésimo bit de acarrea propagado por
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gJ-= az,-A yJ-y p,- = z,- V yj respectivamente. Dado que cj = gj V (pj A cj_¡)
y 21-= 1'1-G)yj GBcJ-_¡ paraj = 0...1‘ (donde 6 es el “o” exclusivo y c_¡ se
define como cero), se deduce que cJ-= V 9.-A p.-+¡ /\ . . . /\ pj.

¡SJ
Con estas fórmulas es posible obtener el siguiente circuito para la adición

de dos números enteros:

o Calcular todos los bits de acarreo generados gj y todos los bits de
acarreo propagados pj en paralelo.

o Calcular 9.-A p,-+¡ A . . . /\ pj en paralelo para 1 S i S r —l.

o Calcular cj para 0 S j S r —l a partir de los resultados de la última
etapa.

o Calcular cada 21-a partir de :cj, yj y cj_¡ en paralelo para 0 S j S r.

Con una implementación directa del proceso descripto resulta un circuito
booleano de talla O(1-2)y profundidad O(log 1‘), mientras que si el cálculo
de las expresiones g.-/\ p¡+¡ A A pj se realiza por medio de un algoritmo
paralelo para sumas de prefijos ([117]) se obtiene un circuito de talla O(1') y
profundidad O(log r).

1.1.2 Sumatorias de números enteros

Un circuito para la sumatoria de n números enteros de r bits toma como
entrada la representación binaria (lc los n números y produce como salida la
de su adición.

A fin de obtener tal circuito, se puede organizar el cálculo en un árbol
binario balanceado, donde cada hoja realiza la adición de dos números enteros
por medio del circuito anteriormente descripto. Sin embargo, este esquema
produce un circuito de profundidad O(logn logr), cantidad que es de orden
superior al logaritmo del tamaño de la entrada.

En cambio, se utiliza una alternativa que se basa en un truco conocido
como tres-por-dos, el cual, con talla y profundidad constante reduce el pro­
blema de sumar tres números enteros de s bits a la suma de dos números
enteros de s + l bits.

Sean a = (a,_¡,...,ao), b = (b,_1,...,bu) y c = (c,_¡,...,c0) los tres
números de s bits a sumar. Si se suman los tres bits a.-, b.-y c.-para cada
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ie {0, . . . ,3-1}, se obtiene un número de dos bits a.-+b.-+c.-= 2-u.-+v.-, cuyo
cálculo requiere talla y profundidad constante. Dado que todos los dígitos u.­
y v, pueden calcularse simultáneamente para i = 0,. . . ,s —1, este cómputo
se realiza con talla. O(1‘)y profundidad constante. Luego, a + b + c = u + v
dondeu = (u,_¡,...,uo,0) y v = (v,_¡,...,vo).

La adición de n números enteros de 1‘bits puede entonces realizarse apli­
cando O(log n) iteraciones del truco de tres-por-dos, con lo cual se reduce a
dos el número de enteros a sumar, seguido de una adición final de los dos
números enteros resultantes. El circuito que resulta de este proceso tiene
talla O(n(r + log11)?)y profundidad O( log(nr)).

1.1.3 Producto de números enteros

Un circuito de multiplicación toma dos números enteros de r bits como en­
trada y calcula los 21‘bits del producto como salida. Sea (1:,_¡,...,a:o) y
(y,_¡,...,yo) la representación binaria de las entradas y sea (22,4, . . . ,20)
la de la salida.

El método escolar produce r números de O(r) bits que se suman para
obtener el producto. Denótese por 2°) el i-ésimo número a sumar en la
multiplicación. Entonces zl') = (a:,_¡ A y,-,...,a:o /\ y¿,0,...,0) para z' =

0,. . . , r. Luego, se aplica O(log r) veces el truco de tres-pori-CÏÍJZ‘:lpara reducir
la suma z("1) +- --+z(°) a.la adición de dos números, los cuales finalmente se
suman. De esta manera. se tiene un circuito de multiplicación de talla O(r2)
y profundidad O(log r).

Cabe destacar que existen circuitos uniformes de multiplicación mas efi­
cientes que el descripto en esta subsección. El mejor circuito conocido hasta el
momento ha. sido desarrollado por A. Schónage y V. Strassen ([160]) en base
al cálculo de la Transformada de Fourier Discreta sobre ciertos anillos finitos
y posee talla O(r logrlog logr) y profundidad O(log r). Sin embargo, dado
que el impacto de este circuito sobre las cotas de complejidad es bastante
modesto, se ha preferido no reemplazarlo por el descripto a fin de mantener
esta exposición autocontenida.
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1.2 Algebra lineal
La resolución de los problemas de eliminación que se tratarán se basa en
reducciones a cuestiones de álgebra lineal, que generalmente involucran ma­
trices de gran tamaño. Es por lo tanto dc suma importancia que los algorit­
mos de álgebra lineal que se utilizan sean muy eficientes en la utilización de
recursos computacionales.

En esta sección se resolverán algunos problemas de álgebra lineal medi­
ante familias uniformes de circuitos booleanos de baja profundidad. De esta
manera, en virtud del teorema de Borodin (teorema 1), estas familias de
circuitos se pueden convertir en algoritmos que requieren bajos recursos de
memoria.

Se describen a continuación las familias de circuitos correspondientes, con
la.atención puesta en el control de la profundidad de los mismos así como en
su uniformidad.

1.2.1 Operaciones matriciales
Producto de matrices

Sean A,B dos matrices de tamaños n x l y l x m respectivamente, con
coeficientes cuya representación binaria tiene una longitud no mayor que h
bits y sea C := A - B. Como es bien sabido, los coeficientes c.-¡de C pueden
calcularse por medio de la fórmula:

l

CÜ'= z (Hkbkj
k=l

La evaluación de la fórmula (1.1) para l S i S n y 1 S j S m puede
llevarse a cabo de la siguiente manera: en primer lugar se calculan todos los
productos amb“. De acuerdo con los resultados de la subsección 1.1.3, este
cálculo requiere O(nmlh2) operaciones booleanas con profundidad O(log h).

Posteriormente se calculan todas las adiciones 2,, aikbkj siguiendo el es­
quema detallado en la sección 1.1.2 con talla O(nmlh2) y profundidad
O(log(hl)). De esta manera, se tiene un circuito booleano que realiza. el
producto de matrices tiene talla O(nntll¿2) y profundidad O( log(hl)).

La uniformidad de la. familia de circuitos {Cn_m'¡'h}n,m_¡lhe¡qque calcula.
el producto de 2 matrices de tamaños n x l y l x m con coeficientes de h

23



bits de longitud es una consecuencia directa de la estructura aritmética del
procedimiento y la uniformidad de los circuitos booleanos que realizan las
operaciones aritméticas.

Se puede construir una máquina de Turing M que genera la codificación
estándar del circuito Cnll'"¡'hdescripto en espacio O( log(nmlh)). Esta má­
quina M organiza las operaciones aritméticas a. realizar en función de los
índices involucrados: por ejemplo, para ordenar el cálculo de los productos
aikbkj se define un orden sobre las 3-uplas (i, k,j). El orden inducido por la
función

(i,lc,j) —>k+N-i+N2-i
donde N := maz{n,l,m}, es particularmente conveniente, ya que los pro­
ductos a¡kbk¡ se ordenan en la forma en que luego éstos se sumarán. El
manejo de esta función y su decodificación puede llevarse a cabo en espacio
O( log(nmlh)).

Asimismo, M genera la codificación estándar de los circuitos que realizan
las operaciones aritméticas, simulando a tal efecto la máquinas que producen
la codificación estándar de los circuitos booleanos que realizan dichas opera­
ciones. Dado que el tamaño de los números enteros involucrados en estas
operaciones es polinomial en los parámetros n,m,l, h, se deduce que M re­
quiere espacio de tipo O(log(n1nlh)) para realizar estas simulaciones. En
conclusión, se puede enunciar el siguiente lema:

Lema 4 Existe una familia uniforme en espacio O(log(nmlh)) de circuitos
booleanos de talla O(nmlh2) y profundidad O( log(hl)) que realiza el producto
de dos matrices de temarios n x l y l x m con coeficientes enteros de a lo
sumo h bits.

Cabe destacar que existen algoritmos mas refinados para el producto de
matrices (como los desarrollados en [169], [136] o [50] por ejemplo). Sin
embargo, a fin de mantener esta exposición autocontenida, éstos no han sido
tomados en cuenta debido al modesto impacto que los mismos producen sobre
las cotas de complejidad de los algoritmos desarrollados en esta sección.

Producto iterado de matrices

Sean A], . . .,A,, matrices de tamaños m1 x m2, . . .,m,1 x mn“ respectiva­
mente, con coeficientes enteros de a lo sumo h bits. Sea m := maz{m,—: 1 S
i S n + l}. El problema es calcular el producto HL, A,-.
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Este producto se organiza en un árbol binario balanceado, donde cada
nivel de profundidad consiste de los productos, dos a dos, de las matrices
calculadas en el nivel anterior.

Dado que el producto de 2 matrices de tamaño m.- x m]- y m]- x mk
con coeficientes enteros de h bits es una matriz cuyos coeficientes tienen
2h+log m bits, iterando este razonamiento se deduce que el tamaño bit de los
coeficientes de las matrices que se calculan en el l-ésimo nivel de profundidad
del árbol de productos está. acotado por 2'h + I log m.

Por lo tanto, como se realizan n productos organizados en log(n) nive­
les de profundidad, el circuito booleano que calcula el producto 1'],-A,-tiene

talla O( Zlï’fflfllh + llogm)2m3%‘¡)= O(n2h2malog2mlog2 n) y profundi­
dad O( log(nhm) logn).

La uniformidad de la familia de circuitos {Cum,_..,m,.,h}n,m,,.__,mmhes con­
secuencia de la uniformidad del producto de dos matrices (lema 4) y la or­
ganización del producto 1'],-A, en un árbol binario balanceado. Es posible
diseñar una máquina de Turing determinística que genera el código del cir­
cuito Cmmhwmmhen espacio log(nmh), reutilizando para ello cada vez el
espacio necesario para generar el código de un subcircuito que realiza el pro­
ducto de 2 matrices. Por lo tanto, se tiene el siguiente resultado:

Lema 5 Existe una familia de circuitos booleanos uniforme en espacio
O(nmh) de talla 0(712}12m3log2ml0g2n) y profundidad O( log(nhm) logn)
que calcula el producto H,-A,-.

Otro caso de producto iterado de matrices de interés es el de la poten­
ciación: dada una matriz A de tamañoin x n con coeficientes enteros de talla
binaria h y un número natural k 5 n, el problema es calcular las potencias
A2, . . . , Ak.

En este caso se puede organizar el cálculo de manera de realizar exacta­
mente k productos con profundidad logk. La forma de hacerlo es la siguiente:
supónganse construidos los primeros l niveles de de profundidad, donde se
calcularon las potencias A, A2, . . . , Azi. Entonces, en el (l + 1)—ésimonivel
se multiplica AZ‘por todas las potencias anteriormente calculadas, de modo
de obtener las potencias AT“, . . . , Azm.

Mediante consideraciones similares a las del lema 5, se obtiene el siguiente
resultado:
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Lema 6 Existe una familia de circuitos booleanos uniforme en espacio
O( log(nh)) de talla O(l:2113h2log4n) y profundidad O( log(nh)logn) que cal­
cula las potencias A2, . . . ,Ak.

1.2.2 Cálculo del polinomio característico
Sea A una matriz n x n con coeficientes enteros de tamaño bit acotado por h
y x4 su polinomio característico. Se trata ahora de calcular los coeficientes
del polinomio característico XA(en particular se calculan el determinante y
la traza de A).

Escríbase la matriz A en la forma.

_ (11.1 RA’(s M)
donde R, S y M son matrices enteras de tamaños 1 x (n —1), (n —l) x 1 y
(n —1) x (n —1) respectivamente. Sean

n-l
XMO‘)= det(M —/\ - I): an_¡_¡/\‘

¡:0

Entonces se satisface la siguiente relación [19, Claims 1 and 2]:

xA(A)= (am—/\)-det(M—A-I)—R-(Z(Mk'2-qo+---+I-qk_2)-/\""‘)-S
k=2

A partir de esta ecuación se deduce que existe una. relación lineal entre los
coeficientes de XAy los de XM,que puede expresarse fácilmente en la forma:

(p01plv---1pn)t=Cl'(quniqn-l)‘
donde Cl es la matriz Toeplitz triangular inferior de tamaño n x (n —1)
definida por:

—1 si i =j

c.-'¡={a¡,¡ si i=j+1—R-M‘-Í-2-S si i-j s2
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De este modo se reduce el cálculo de los coeficientes del polinomio carac­
terístico de la matriz A al de los coeficientes del polinomio característico de
una submatriz de A. Por lo tanto, iterando este razonamiento se tiene un
algoritmo que calcula XAsin divisiones ni ramificaciones. Mas precisamente,
para l S k 5 n se define

Rk = (aMH, . . . , (1km)

SI: = (ak+1.k, - - - 1amic)

ach akm
Mk = . .

anJc an,n
n-k

Se escribe ka(/\) = zq:_k_¡)\‘ = det(M¡c—/\ - I) y se define la matriz
¡:0

Toeplitz triangular inferior C'k de (n —k + 1) x (n -—k) por:

—1 if i: j
cb: ¿lka _' i=j-1

—Rk-M;"'2-Sk if i-j 52

La relación (1.2) toma ahora la forma:

((15-11qu-1! ' ' ' vqui:llc+l)t = Ck ' (‘13! ' ' ' a(Iii-k)!

y aplicándola recursivamente se tiene la identidad:
n

(Po,pn,-.-,pn)' = HCk
k=l

Las matrices CL.pueden calcularse en forma simultánea, lo que permite
reducir la profundidad de los circuitos que calculan xA. Asimismo, a fin de
reducir la talla de los circuitos, los coeficientes Rk(Mk)jSk se calculan de la
manera siguiente:
dado quej < n, es posible escribir aj en la formaj = jl + j2\/1_z,donde
j¡,j2 < Por lo tanto, en lugar de calcular la potencia (M01.para luego

multiplicarla por Rk y Sk, se calculan las matrices Rk(Mk)j‘ y ((M¡.)‘/'_‘):.S'¡c
que multiplicadas dan el producto Rk(Mk)jSk buscado. En definitiva, el
proceso completo puede describirse de la manera siguiente:
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Procedimiento 1: Algoritmopara el cálculo del polinomio característico.

1. Calcular las potencias (Mt)? paraj = 1,..., [log\/1Ï| en forma si­
multánea para lc= 1,. . . ,n.

2. Calcular los productosRk(Mk)jparaj = 1,.. . , en un árbol bi­
nario balanceado de estructura similar al del lema 6, en paralelo para
k = 1,. . . ,n.

3. Calcular la potencia (Mufi para lc= 1,. . . ,n en forma simultánea.

4. Calcular las potencias (Mk)2j‘/'-lparaj = 1,..., [log/17] en forma
similar al paso 1.

5. Calcular los productos (Mk)j‘/’_‘.S'¡cparaj = 1,. . . , en forma simi­
lar al paso 2.

6. Calcular los productos Rk(Mk)jl - (Main/¡Sk para lc = 1,...,n en
forma simultánea.

Q. Calcular el producto HZ“ CI. en un árbol binario balanceado.

Teniendo en cuenta que las matrices (Mk)j tienen coeficientes enteros de
tamaño acotado por O(h+log n), combinando los lemas 4, 5 y 6 se deduce que
la familia de circuitos booleanos descripta tiene talla O(n6h2) y profundidad
O(log(nh)log n), teniendo los coeficientes calculados a lo sumo O(n(h +
log n)) bits.

La uniformidad de esta familia depende ahora de la uniformidad de los
algoritmos que realizan los diferentes tipos de producto de matrices y la.
manera. en que se ordena el cálculo de las matrices Rk(Mk)j‘ y (MQ-¡"5.51.
Dado que los pares (jh jz) se obtienen a partir de la divisiónde j por fi, esto
sugiereun ordenamientode lospares(j¡,j2) segúnel númeroj := jl +j2
que representan.

En conclusión, se ha demostrado el siguiente resultado:

Lema 7 Existe una familia de circuitos booleanos {Cn’h}n,heNuniforme en
espacio log(nh), de tamaño O(n6h2) y profundidad O( log(hn) log n) que cal­
cula los coeficientes del polinomio característico de A.
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1.2.3 Cálculo de la matriz adjunta

Sea A una matriz n x n no singular con coeficientes enteros de tamaño bit
acotado por h. La matriz adjunta de A, Adj(A), se define de la siguiente
manera: si Adj(A) := (bij)lsi_<_n’15jsn,entonces se tiene la relación:

b," := (-1)‘+"det(A(J',i))

donde A(j,i) denota la matriz de tamaño (n —1) x (n —1) que se obtiene
a partir de A si se elimina la j-ésima fila y la i-ésima columna de A. La
siguiente propiedad de la matriz Adj(A) es bien conocida:

A - Adj(A) = Adj(A) . A = det(A)Id,.xn

El método para calcular Adj(A) se basa en el cálculo del polinomio ca­
racterístico xA(T) := T" + p,¡_1T"“1 + -- - + po de A: el teorema de Cayley­
Hamilton asegura que

2: A" + Pn-lAn—l+ ' ' ' + POIdnxn= 011x11

por lo tanto, multiplicando esta identidad por la matriz Adj(A) se obtiene:

0mm = Adj(A) - A" + pn_¡Adj(A) -A"‘l + + po- Adj(A) =

= ¡Do/4"" + pOPn-lAn_2 + - - - + Po - AdJ'(A)

Luego, dado que po 5€0, diviendo el tercer miembro de la identidad anterior
por po se tiene la igualdad:

Adj(A) = -A"“ —pn_¡A"'2 + -. . —puan (1.3)

La ecuación (1.3) se puede transformar fácilmente en un algoritmo para
el cálculo de Adj(A): se calculan los coeficientes del polinomio característico
de A, las potencias sucesivas A2,...,A"'1 y se realiza la combinación lineal
de dichas potencias indicada en (1.3). Teniendo en cuenta los resultados del
lema 7 se concluye:

Lema 8 Existe una familia de circuitos booleanos {Cn,h}n,hen uniforme en
espacio log(nh), de tamaño O(n6h2) y profundidad O( log(hn) log n) que cal­
cula la matriz adjunta de A.
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1.2.4 Cálculo del rango

Sea A una matriz de tamaño n x m con coeficientes enteros de h bits, cuyo
rango 7‘g(A)se desea calcular. Dado que rg(A) = rg(A-A‘), se puede calcular
el rango de la matriz B := A - A‘ en lugar del de A.

Ahora bien, como B es diagonalizable se tiene que n —.rg(B) coincide
con la multiplicidad de cero como raiz del polinomio característico de B, XD.
Entonces se puede aplicar el algoritmo descripto en la sección 1.2.2 a fin de
calcular los coeficientes (le XD,y el número n -—rg(B) se obtiene por simple
inspección de estos coeficientes.

Se describe entonces una familia de circuitos booleanos uniforme que cal­
cula el número rg(B) = max{i; 1 S i S nAp.- 760} a partir de la codificación
binaria de los coeficientes p.-de x3.

Para este propósito, se diseñan subcircuitos “p.- = 0” y “p.- 7€ 0” que
tienen el mismo valor booleano de verdad que el enunciado con el cual han
sido etiquetados.

Sea p.-= (pg, . . . ,p.-o) la representación binaria de p.-. Entonces p.-= 0 si y
sólo si todos sus dígitos son nulos, es decir, si p¡, V - - -Vp.-o= 0. Por lo tanto,
el operador -I(p.-,V V p.-°) tiene el mismo valor de verdad que p.- = 0, y
esta misma afirmación es cierta para p,-,V - - - V p.-,,y p.- 7€O respectivamente.
Cada par de subcircuitos “p, = 0” y “p¡ 9€0” tiene talla O(n(h + log n)) y
profundidad O( log(n) log h) (la talla coincide con el número de bits de p.-)
y pueden evaluarse en forma independiente para 1 S i S n, por lo cual se
concluye que todos los pares de subcircuitos requieren talla O(n2(h + log n))
y profundidad O( log h log n).

Luego, para cada 1 5 i 5 n se construye un subcircuito que computa el
valor de verdad del enunciado “po = 0 /\ pl = 0 /\ - - - A p.- 7€ 0”, por medio
de un árbol de conjunciones de las salidas de los subcircuitos previamente
construidos. Este árbol tiene talla y profundidad acotadas por n y logn
para cada i, de donde se deduce que las todas las expresiones po = 0 A pl =
0 A - - - Ap,- 750 pueden calcularse con talla y profundidad adicionales de tipo
O(n2) y log n.

Finalmente, dado un número natural i En{1...nl con representación
binaria i = (i,,...,io), se define i = (22,...,io) por: ik := (po = 0 Apl =
0 /\ - - - A p.-5€0) A ik, el cual devuelve el k-ésimo dígito de i sii la afirmación
po = 0 A pl = 0 A - - - Ap.- sé 0 es cierta y 0 en caso contrario.
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En consecuencia, la disyunción V ik retorna el k-ésimo dígito del número
i=l

entero max{i;l S i 5 n A p,-7É0}. Dado que talla O(n2(h + log n)) y pro­
fundidad O(logn) es suficiente para implementar esta última construcción,
se tiene talla O(n3h) y profundidad O( log(n) log h) para todo el circuito.

La uniformidad de esta familia de circuitos es consecuencia directa de su
descripción, dado que su construcción sólo se refiere al tamaño bit de los
coeficientes del polinomio característico x3.

Utilizando los resultados del lema 7, se deduce el siguiente resultado:

Lema 9 Existe una familia de circuitos booleanos uniforme en espacio
O( log(nh)) de talla O(n6h2) y profundidad O(log(hn)log n) que calcula el
rango de cualquier matriz entera n X m con coeficientes de h bits.

Cabe destacar que si la matriz A pertenece a Rm‘m,siendo R un dominio
efectivo arbitrario (7¿[X1,. . .,X,,] por ejemplo), el cálculo de rg(A) puede
reducirse al cálculo de un polinomio característico aplicando técnicas debidas
a K. Mulmuley [132] (ver también [47]).

En primer lugar, siendo X una nueva indeterminada, se define la forma
bilineal simétrica B := At - M - A donde M es la matriz diagonal de n x n
cuyo i-ésimo coeficiente M.-,-tiene la forma M.-,-:= X"l para i = l, . . . ,n.

En [132, Lemma 1] se demuestra que rg(A) = rg(B). Por lo tanto, el
problema se reduce al cálculo del rango de una matriz simétrica B de tamaño
m x m.

Posteriormente, se extiende una vez mas el cuerpo de coeficientes por
medio de la adición de una nueva indeterminada Y, y se construye una.matriz
simétrica C := N -B -N, donde N es una matriz diagonal de m x m definida
por N,-¡:= Y‘.“l para i = 1,...,n.

Esta nueva matriz C verifica que rg(C) = rg(B) y además se satisface
que rg(C) es igual a la multiplicidad de cero como raíz del polinomio carac­
terístico de C. Por lo tanto, es la reducción buscada.

1.2.5 Resolución de sistemas de ecuaciones lineales

Sea A una matriz entera de n x m, X un vector de tamaño rn x l cuyos
coeficientes son incógnitas y b un vector entero de n x 1. Sea h una cota
superior par el tamaño bit de todos los coeficientes de A y b. El problema es
resolver el sistema de ecuaciones lineales A - X = b.
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La idea es chequear en primer lugar que el sistema considerado es com­
patible. Esta cuestión puede resolverse mediante cálculos de rango: como es
bien sabido, el sistema A -X = b es compatible si y sólo si rg(A) = 1'g(A, b),
donde (A,b) denota la matriz cuyas primeras m columnas son las de A y
tiene las coordenadas del vector como última columna.

En caso en que el sistema resulte compatible, se reduce su resolución a
la de un sistema con matriz cuadrada no singular. Dado que este último
sistema puede resolverse mediante la aplicación la regla de Cramer, se tiene
la solución al problema original.

La reducción consiste en hallar una submatriz cuadrada no singular de
A, que se denotará Á, de rango máximo, y reexpresar el sistema en términos
de Á. Esto significa que se considera el vector ÏJque se obtiene a partir de
b quitando aquellas coordenadas de b que no corresponden a las filas de Á,
y que se fijan como cero todas las coordenadas de X que no corresponden a
las columnas de A partir de cualquier solución del sistema Á - X = Ï)se
obtiene una solución fácilmente una solución del sistema original A -X = b.

Para hallar la submatriz cuadrada Á de rango máximo, es necesario evitar
una búsqueda exhaustiva, ya que esto resultaría en un crecimiento exponen­
cial de las cotas de complejidad. El proceso que se describira'.elige en primer
lugar cuales filas de A formarán la matriz Á, calculando para ello el rango
de n matrices. Con un esquema similar se determina que columnas de A se
eligenpara construir

Denótese por ,4.-la i-ésima lila de A. Se calcula en paralelo rg(A¡, . . . , A¡)
para i = l,...,n. Cada vez que rg(A¡,...,A.-_¡) < rg(A1,...,A.-) se con­
serva en memoria el índice i. Estos índices corresponden a las filas que
forman Obsérvese que la matriz formada a partir de las filas elegidas de
esta manera tiene el mismo rango que A y todas sus filas son linealmente
independientes.

El circuito descripto calcula el rango de 2+m +n matrices de tamaño no
mayor que n x m + l en 3 etapas sucesivas siguiendo el esquema de la sección
1.2.4. Posteriormente, culmina con el cálculo de a lo sumo n determinantes
de matrices de tamaño acotado por n, para lo cual se utiliza el algoritmo de
la sección 1.2.2. Su uniformidad se deduce directamente de su descripción y
la uniformidad de los circuitos que calculan rango y determinante.

Por lo tanto, a partir de los resultados de los lemas 7 y 9 se puede concluir:
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Lema 10 Existe una familia de circuitos booleanos uniforme en espacio
O( log(mnh)) de tamaño (mnh)0(1) y profundidad O( log(mnh) logn) tal que
chequea si existe una solución del sistema A - X = b, y, en tal caso, calcula
numeradores y denominadores de una solución particular del sistema.

La talla binaria de la solución calculada puede acotarse por O(nh log n).

Cabe destacar que mediante una leve modificación del esquema anterior se
puede construir un conjunto afinmente independiente maxima] de soluciones
del sistema de ecuaciones lineales considerado. Para tal propósito, basta
notar que la solución particular hallada asigna el valor cero al conjunto de
variables A := {X,+¡,...,Xn} a priori. Esto es posible dado que, por la
manera en que se eligieron las filas y columnas que forman Á, toda asignación
de valores (3,“, . . . ,zn) E C" a las variables en A se corresponde con una
única solución del sistema que verifica X,“ = 2,“, . . . ,Xfl = 1:".

En consecuencia, si se asigna el vector de variables (X,+¡, . . . , X“) todos
los posibles valores de un conjunto independiente afín maxima] de Q""",
se obtiene un conjunto de soluciones del sistema que forma un conjunto afin­
mente independiente (dado que su proyección sobre las coordenadas
(X,+¡ , . . . , X") lo es). Mediante un argumento de dimensión se concluye que
tal conjunto es maximal con la propiedad de ser afinmente independiente.



1.3 Operaciones con polinomios

Sea R un dominio de característica cero (en esta tesis, R típicamente será.
Z o un anillo de polinomiosde tipo Z[X¡,...,X,,] o Q[X¡,...,X,,]), K el
cuerpo de cocientes de R y T una indeterminada sobre K.

En esta sección se desarrollarán algoritmos para realizar manipulaciones
algebraicas con polinomios univariados en R[T]. Todos estos algoritmos serán
bien paralelizables y no contendrán divisiones por elementos de R (en el
caso R = Z[X1, . . . , Xn] por ejemplo, algoritmos que realizan divisiones por
elementos de R pueden producir divisiones por cero al momento de evaluar
las variables X1, . . . , Xn en valores particulares).

Los algoritmos se describirán en el modelo de los circuitos aritméticos,
que es el que mejor se adapta a estas cuestiones. Un circuito aritmético tiene
una estructura similar a la de un circuito booleano, salvo por el hecho que
sus nodos están etiquetados por una operación aritmética op G {+, —,*,
La talla y profundidad se definen en forma análoga al caso de los circuitos
booleanos.

"Aquí se prestará especial atención a las medidas no escalares, que son
las que se obtienen cuando sólo se consideran las multiplicaciones entre dos
polinomios no constantes, y la división cuando el divisor es no constante. En
particular, la profundidad no escalar permite obtener las estimaciones mas
precisas del grado de los polinomios representados de esta manera (cf. [114])
y la talla binaria de los números enteros involucrados, información de vital
importancia para el proceso de traducción de circuitos aritméticos a circuitos
booleanos en el sentido de la sección 1.1.

También se describirá explícitamente la traducción de estos circuitos a­
ritméticos a circuitos booleanos en el caso en que R = Z [X¡, . . . , Xn] y los
elementos de R que aparecen en las entradas tienen grado y talla binaria
prefijada. La uniformidad de los algoritmos así obtenidos se deducirá direc­
tamente de su estructura aritmética y del hecho que los mismos se basan en
álgebra lineal que, según lo demostrado en la sección 1.2, es uniforme.

A fin de llevar a cabo estas traducciones, es necesario en primer lugar
desarrollar circuitos booleanos que realizen la suma y producto de polinomios
multivariados dados en representación densa y operaciones de álgebra lineal
tales como el cálculo de los coeficientes del polinomio característico de una
matriz cuyos coeficientes son polinomios multivariados.
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En lo que sigue se operará con polinomios de %[X1,...,Xn] de grado
acotado por D, cuyos coeficientes tienen una talla binaria. acotada por h.
Asimismo, se fijará un orden monomial de fácil manipulación mediante el cual
se ordenan los monomios, como por ejemplo el orden graduado lexicográfico
definido por X1 > > Xn (ver [51]).

La suma de dos polinomios multivariados no ofrece dificultades: simple­
mente se suman los coeficientes correspondientes a monomios de las mismas
potencias en ambos polinomios. Teniendo en cuenta que existen a lo sumo
O(D") monomios distintos de grado D en n variables y que la decodificación

del orden monomial elegido se realiza. en espacio OSIog(nD)), se concluyeque la suma de dos polinomios multivariados se rea iza en forma uniforme
con talla O(D"hz) y profundidad O(log h).

La sumatoria de N polinomios multivariados se realiza, mediante consi­
deraciones similares a las anteriores y los resultados de la subsección 1.1.2,

uniformemente con talla O(D"N(h + logN)2) y profundidad O(log Nh).
El cálculo de los coeficientes del producto de dos polinomios multivariados

F, G'de grado D, cuyos coeficientes tienen talla binaria acotada por h requiere
algo mas de reflexión. Sea 7(D,n) la cantidad de monomios (distintos) en
n variables de grado menor o igual que D. El orden monomial adoptado
induce un ordenamiento de las n-uplas (01,...,an) G IN". Dado que este
orden es graduado, todo i E {1, . . . ,7(2D,n)} se corresponde con una. n-upla
no nula (asi),. . . ,affl) tal que 22:14” 5 2D y todoj G {l,...,7(D,n)} se
corresponde con una n-upla no nula ( li), . . . ,33”).

(2D.n)x1(DSe considera entonces la matriz M(F). e Z” '"l cuya (i,j)—ésima
entrada mi,- se define de la manera siguiente: si ag) —13,9)2 0 para k =
1,. . . ,n, entonces mü es el coeficiente de F correspondiente al monomio

(a?) —139),. . . ,04? —HS”)

La matriz M(F) fue contruída de forma tal que el vector ¡resultante de
multiplicar a M (F) por el vector de los coeficientes de G corresponde a los
coeficientes, ordenados según el orden monomial adoptado, del polinomio
producto F - G'. Por lo tanto, los coeficientes del producto F - G se calculan

en forma uniforme con talla O(D2"h2) y profundidad O(nlog(hD)).
Los resultados obtenidos se resumen en el siguiente lema:
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Lema 11 Sean F,G,F¡,...,Fn polinomiosen Z[X¡,...,Xn] de grado a lo
sumo D, cuyos coeficientes tienen talla binaria acotada por h. Entonces, son
ciertas las siguientes afirmaciones:

o Los coeficientes del polinomio F + G' se calculan por medio de una
familia uniforme de circuitos booleanos de talla O(D"h.2) y profundidad
O(log h).

o Los coeficientes del polinomio F¡+- - -+FN se calculan por medio de una

familia uniforme de circuitos booleanos de talla O(D"N(h + log N)2)
y profundidad O(log Nh).

o Los coeficientes del polinomio F - G' se calculan por medio de una fa­
milia uniforme de circuitos booleanos de talla O(D2"h2) y profundidad

O(nlog(hD)).

Se tienen ahora todos los elementos necesarios para. realizar el álgebra
lineal con matrices cuyas entradas son polinomios multivariados. El esquema
que se utiliza es generalmente el mismo de la sección 1.2 (excepto por el
calculo del rango, donde es necesario aplicar las técnicas descriptas en la
subsección 1.2.4), realizándose las operaciones aritméticas entre polinomios
multivariados con los métodos del lema. 11.

Los resultados que se obtienen de esta manera se resumen en el siguiente
lema:

Lema 12 Sean A, B matrices en Z [X¡, . . . ,Xn]‘x‘, tales que los polinomios
que aparecen como entradas de A y B tienen grado y talla binaria acotada por
D y h respectivamente. Entonces, las siguientes afirmaciones son válidas:

o El producto A - B se calcula por medio de una familia uniforme de

circuitos booleanosde talla O(t3DO(“)h2)y profundidad O(n log(Dht)).

o Existen familias uniformes de circuitos booleanos que calculan el deter­
minante de A, su polinomio característico, su rango y la matriz adjunta
Adj(A) con talla O(to("lDo(")hz) y profundidad O(nlogtlog(Dht)).
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1.3.1 División entera

Sean f = ded + + fo y g = geTe + --- + go dos polinomios univariados
en R[T] (le grados d y e respectivamente, tal que se verifica glf en ¡([T]. El
problema es hallar el polinomio á G ¡([T].

La idea es simple: considerando el polinomio h := É con coeficientes
indeterminados, la condición f = gh se traduce en un sistema de ecuaciones
lineales que se obtiene por medio de la igualación de los coeficientes de f y gh
correspondientes a la misma potencia. De esta manera, se tiene un sistema
(le (1+ l ecuaciones con d —e + 1 incógnitas, cuya resolución se reduce al de
un sistema con matriz cuadrada no singular siguiendo las ideas de la sección
1.2.5.

Para ello, es necesario hallar una submatriz cuadrada de rango maximal
que, en este caso, es fácil de elegir de antemano: es la que se obtiene tomando
las primeras d —e + 1 ecuaciones. En efecto, considerando solamente las
ecuaciones correspondientes a las d- e+1 mayores potencias de T, el sistema
tiene el siguiente aspecto :

fd ge hd-e

f0 gti-e gc ho

donde h = hd_eT“‘° + - - - + ho, de lo cual se deduce que dicha submatriz es
de rango maxima] d —e + 1, ya que ge =,¿0.

A Íin de evitar divisiones en el cálculo de los coeficientes de h, en lugar de
invertir la matriz del sistema se utiliza la matriz adjunta de la misma, por lo
que se calcula un múltiplo gf‘°'“h del polinomio h buscado (ya que 93"“
es el determinante de la matriz del sistema).

En conclusión, se tiene el siguiente resultado:

Lema 13 Existe un circuito aritmética que calcula el cociente de f por g
con talla dom y profundidad no escalar O(log d).

Supóngase ahora que los coeficientes f¿,. . . ,fo y ge, . . . ,go son polinomios
en Z[X¡,...,X,,] de grado acotado por D, cuyos coeficientes tienen talla
binaria acotada por h. De los resultados de los lemas 11 y 12 se deduce el
siguiente:
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Lema 14 Existe una familia uniforme de circuitos booleanos que calcula el
cociente de f porg (salvo un múltiplo uniforme en Z[X¡, . . . ,Xn]) con talla

O(d0(n)DO(n)}¿2)y profundidad 0 (n logd [05(th))

1.3.2 Máximo común divisor

Sean f,g polinomios en R[T], con d := gr(f) 2 gr(g) =: e. Se desea calcular
el máximo común divisor mcd(f,g) de f y g.

El algoritmo que se utilizará determina en primer lugar el grado de
mcd(f,g). Para ello, es necesario tener en cuenta que, si f no es un múltiplo
constante de g, entonces se satisface la siguiente identidad ([74, Theorem
2.3]):

gr(mcd(f,g)) =:j = min{k E IN;3r,s E K[T]
gr(r) < e- k, gr(s) < d- k y gr(rf+sg) = k} (1.4)

Una vez hallado el grado j del polinomio mcd(f,g), la condición (1.4)
correspondiente a k := j se utiliza también para calcular los coeficientes de
los polinomios r y s que aparecen en (1.4) y los coeficientes de mcd(f,g) a
partir de éstos últimos.

El enunciado de (1.4) se puede traducir directamente en un sistema de
d + e —2k ecuaciones lineales, que provienen de igualar a cero los coeficientes
correspondientes a las potencias lc+ 1, . . . ,d+ e - k del polinomio resultante
rf+sg en (1.4) e igualar a 1 el coeficientede grado k de rf+sg, considerando
los coeficientes de r y s como indeterminadas. La matriz que resulta de tal
sistema, Pk(f,g), se conoce como la k-e'sima submatriz principal de Sylvester
de f y 9­

Esta matriz se define en términos de la matriz de Sylvester Po(f,g) de f
y g: esta matriz Po(f,g) tiene tamaño (d + e) x (d + e) y se define por:

fuí ge

fd-l fd ge—l ge

fat-1 9e-1

Pou) 9) 3: fo É f4 go É ge e Rdhxfle
fo fd-r 90 9e-1

f0 90
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donde hay e columnas con coeficientes (le f y d columnas con coeficientes de
g. La resultante de f y g es el determinante de Po(f,g).

La matriz Pk(f,g) se define ahora como la (d + e —-2k) x (a' + e —-2k)­
submatriz de Po(f,g) que consiste de las primeras e —k columnas de coefi­
cientes de f, las primeras d - k columnas de coeficientes de g y las primeras
(1+ e - 2k filas de Po(f,g):

fd ge
fá-l fa 9e-1 ge

. fd-l ge_1

Pk(fvg) z: fd—e+k+l . fd ge_d+k+¡ ge

f2k—e+l fk 92j-d+l 9k

(donde f.- = 0, 9.-= 0 si i < 0).
Por lo tanto, se debe determinar cual es el menor índice k tal que

deiPk(f,g) sé 0. Posteriormente, si j = gr(mcd(f,g)), se resuelve un sis­
tema con matriz PJ-(f,g). Dado que det(PJ-)(f,g) 7€0, este sistema puede
resolverse por la regla de Cramer.

A fin de evitar divisiones por det(P,-)(f,g), si se multiplica ambos lados
del sistema por la matriz adjunta. de P_,-(f,g), Adj(P_,-(f,g)), se tiene:

det(Pj(fag))(T€-j-li ' ' ' aro)34-1-1, ' a30)‘ = Adj(Pj(f19))(0v ' °' a0’ 1)‘

Obsérvese que el lado derecho de la última ecuación es la última columna de
la matriz Adj(PJ-(f,g)). De esta manera se calcula un múltiplo det(PJ-(f,g))
de los coeficientes de r(T) y s(T) en una construcción algoritmica adecuada.

El algoritmo puede resumirse de la siguiente manera:

Procedimiento 2 Un algoritmo para el cálculo del máximo común divisor.

o Calculardet(P.-(f,g)) en paralelopara 2'= l, . . . ,

o Calcularj := min{i;det(P,-(f,g)) 7€0}.
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o Calcular los coeficientes del vector

det(Pï(f’9))('9—)i—n“'JÉÜ,83Ï¡_1,---,sli))‘

como las coordenadasde la última columna de la matriz Adj(P.-(f,

o Calcular (en paralelo) los coeficientes de los polinomios det(PJ-(f,g))r-f
y det(Pj(f,9))s -9­

° Calcular det(Pj(f,9)) ' mcd(f,g) = det(Pj(f,9))(r -f + s '57)­

Durante su ejecución, el algoritmo calcula O(d + e) determinantes or­
ganizados en dos niveles de profundidad —las subresultantes principales y
la última columna de la matriz Adj(P.-(f,g)) - de matrices cuyo tamaño
máximo es (d + e) x (d + e) y realiza O(d) comparaciones (en profundidad
O(log d)) y O(d) productos en paralelo. Los determinantes se calculan con
los métodos de la sección 7 y las comparaciones con las ideas de la sección
1.2.4. En conclusión se tiene el siguiente resultado:

Lema 15 Existe un circuito aritmético sin divisiones que calcula un múltiplo
escalar de mcd(f,g)) realizando O(dom) operaciones aritméticas en profun­
didad no escalar O(log d).

Suponiendo ahora que los coeficientes de f y g son polinomios en son
polinomios en Z[X1,...,Xn] de grado acotado por D, cuyos coeficientes
tienen talla binaria acotada por h, combinando el esquema del procedimiento
2 con los resultados de los lemas ll y 12 se tiene el siguiente resultado:

Lema 16 Existe una familia uniforme de circuitos booleanos de talla

O(dol")D0(")h2) y profundidad O(n logdlog(th)) que calcula un múltiplo
det(P_,-(f,g))e Z[X1,...,Xn] del máximo comu'ndivisor mcd(f,g)).

Otro caso de interés es el de máximo común divisor de varios polinomios.
Sean F¡,...,FN polinomiosen Z[X¡,...,Xn][T] de grado (total) acotado
por d y talla binaria menor o igual que h. El problema es Calcular un múltiplo
uniforme (en Z[X¡,...,Xn][T]) del máximo común divisor de F1,...,FN,
considerados como polinomios en Q(X¡, . . .,Xn)lT].

Una posible manera. de calcular este máximo común divisor es iterar el
procedimiento 2, organizando el proceso en un árbol binario balanceado. En
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lugar de aplicar esta idea, se utilizará. una alternativa con la cual se obtienen
mejores resultados. Esta se basa en la observación que el máximo común
divisor F de 171,.. ., FN es el polinomio de (12(X1,. . . ,Xn)[T] mónico en T de
grado mínimo que se puede expresar en la forma:

N

F = z H,-F.- (1.5)
k=l

donde H], . . . , HN son polinomios en Q(X¡, . . . , Xn)[T] de grado en T acotado
por (cl-1)N y grado en X¡,...,Xn acotado por d2(N+1).

Con ideas similares a las del lema. 15, a partir de la. ecuación (1.5)
se plantean d + 1 sistemas de ecuaciones lineales (que corresponden ahla

condiciónng(mcd(F¡,...,FN)) = k para lc = 0,...,d) cuyas matrices
tienen tamaño (dN)0(") x (dN)°(") y talla binaria acotada por h. De los
resultados del lema 10 se deduce entonces el siguiente resultado:

Lema 17 Existe una familia uniforme de circuitos booleanos que calcula
un miíltiplo uniforme en Z[X¡,...,Xn][T] del máximo común divisor de
F¡,...,FN en Q (X¡,...,Xn)[T] con talla (dN)o(")h2 y profundidad
0(n2 log(dN)log(th)).

1.3.3 Representación separable
Sea f = ded + - -- + fo un polinomio de R[T]. El problema ahora es hallar
una representación separable de f, es decir, un polinomio g G [{[T] que tiene
los mismos ceros que f y es libre de cuadrados.

Dado que K es de caracteristica cero, se observa que el polinomio g =
m verifica las propiedadesrequeridas, donde f’ denota el polinomio
derivado de f respecto de T. Obsérvese que los coeficientes del polinomio f’
se calculan inmediatamente a partir de los coeficientes de f. ­

Como antes, no se calcula exactamente la representación separable de f
sino un múltiplo en R[T] de la misma, a fin de evitar divisiones por elementos
de R. Combinando los lemas 15 y 13, se deduce el siguiente resultado:

Lema 18 Existe un circuito aritmética de talla dom y profundidad no es­
calar O(log d) que calcula un miíltiplo escalar de la representación separable
def.
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Si los coeficientes de f son polinomios en son polinomios en Z [X¡, . . . , Xn]
de grado acotado por D, cuyos coeficientes tienen talla binaria acotada por
h, se deduce el siguiente resultado como una consecuencia inmediata de los
lemas 16 y 14:

Lema 19 Existe una familia uniforme de circuitos booleanos de talla

O(d0(")DO("’/L2)y profundidad O(n logdlog(th)) que calcula la represen­
tación separable de f salvo un múltiplo uniforme en Z [X1,. . . ,an.

1.4 Consecuencias para los problemas de e­
liminación

En esta sección se mostrarán algoritmos que resuelven algunos problemas
algoritmicos teoría de eliminación geométrica. Todos los algoritmos requieren
recursos de espacio de memoria razonables.

Para comenzar, se fijarán algunas notaciones que se mantendrán durante
el resto de la sección:

sean X1, . . . ,Xn indeterminadas sobre Q . Se considerarán polinomios
171,.. . ,F, e Z[X¡,...,X,,] (siendo n Z 2) donde el grado total gr(FJ-) para
1 5 S s queda acotado por un entero d 2 3. Se supone que todos los coefi­
cientes de los polinomios F.-tienen talla binaria acotada por h. Se denotará
por (F1, . . .,F,) el ideal generado por 171,...,F, en Q[X1, . . . ,Xn], es decir,

(F¡,...,F,) := {F E Q[X¡,...,X,,];

3P1,...,P,eQÍX1,...,X,¡]talesqueF:
Además, se notará por V la variedad algebraica de C" definida por F1, . . . , F,:

V := {F1= 0,...,F, = 0} := {z e C";F1(a:)= = F,(:c) = O}

1.4.1 El problema de la consistencia y la representa­
ción

Como ejemplo del método general a.aplicar, se considera en primer lugar un
problema. clásico: el problema de la consistencia de un sistema de ecuaciones
polinomiales.
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Este problema consiste en decidir si un sistema de ecuaciones polino­
miales definido por polinomios 171,.. . , F, en Z[X1,. . . ,Xn] posee soluciones
comunes en C". Como ha sido señalado en la introducción, el teorema de los
ceros de Hilbert (el Hilbert Nullstellensatz) demuestra que una respuesta
negativa para el problema de la consistencia es equivalente a la triviali­
dad del ideal generado por F¡,...,F, en C[X1,...,X,.]. Esta cuestión es
a su vez equivalente a la trivialidad del ideal generado por F¡,...,F, en
Q[X¡,...,Xn], lo cual se verificasi y sólo si 1 E (F1,...,F,).

Es común considerar ambos problemas en conjunto: el de la consistencia
y la representación (le la unidad en el ideal, que se pueden enunciar de la
siguiente manera:

Decidir si V = (lly en tal caso, hallar P1, . . . , P, E Q[X¡, ..,Xn] tales que se
satisface Ia identidad 1 = P1F1 + - - - + P,F,.

La herramienta esencial que se aplicará. en la resolución de estos pro­
blemas es una versión simplemente exponencial del Nullstellensatz afín en
característica 0 demostrada en [34]y sus generalizaciones a cuerpos arbitra­
rios contenidas en [38], [39], [111] (ver también [15], [16]):

Teorema El ideal (F¡,...,F,) es trivial si y so'lo si existen polinomios
P1, . . . ,P, en Q[X1, . . . ,Xn] que satisfacen las condiciones

l= P1P] + . -o+ F, y max{gr(PJ-Fj);l 51's s} S d" (1.6)

Esto transforma la cuestión en un problema de álgebra lineal: dado que
se tiene una cota para los grados de los polinomios P1, . . . , P,, la condición
(1.6) puede reescribirse como un sistema de ecuaciones lineales cuyas inde­
terminadas son los coeficientes de los polinomios P,-. El sistema se obtiene
como resultado de igualar los coeficientes que aparecen en (1.6) monomio por
monomio.

d" + n)nDado que hay ( = O(d"2) monomios distintos de grado menor o
igual que d", se tienen O(d"2) ecuaciones a lo sumo. El número de indetermi­
nadas, O(sd"2), es igual al número de posibles coeficientes de cada polinomio
P¡ (1 5 i 5 s). En consecuencia, se obtiene un sistema de ecuaciones lineales
de tamaño O(d"2 x sd“) cuyos coeficientes se obtienen directamente a partir
de los coeficientes de los polinomios F1, . . . , F, y por lo tanto tienen a lo sumo
h bits.
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Para la construcción uniforme de la matriz del sistema, será necesario fijar
un orden monomial de fácil manipulación. Un posible orden es el graduado
con orden lexicográfico dado por X1 > > Xn (ver [51]). De hecho, la
decodificación en ese orden puede hacerse en espacio determinístico de tipo
O( log(nd)).

Aplicando los resultados de la sección 1.2.5 a este caso se obtiene una fa­
milia de circuitos booleanos de talla (hsd"2)0(') y profundidad
O(n4 log2(hsd)), uniforme en espacio de tipo O(log(nsdh)) que decide si el
sistema de ecuaciones polinomiales {F1 = 0, . . . , F, = 0} es compatible y en
tal caso, calcula una. solución particular del mismo.

A este punto se aplica la demostración del teorema 1 a fin de evaluar el
circuito que ha sido construído. En conclusión, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2 El problema de la consistencia y de la representación de la
unidad puede resolver por medio de una máquina de Turing determinz'stica
en espacio O(n" log2(hsd)).

1.4.2 El problema de la pertenencia y la representa­
ción en ideales intersección completa

El problema a considerar es el siguiente: supóngase que s S n y F1, . . . , F,
forma. una sucesión regular de Q[X¡, . . . , Xn], es decir, se cumplen las condi­
ciones (cf. [124]):

o Para todo i E {1,...,s}, el polinomio F.- no es divisor de cero en el
anilloQ[X1,...,Xn]/(F1,...,E_1).

o El ideal (F¡,...,F,) no es el ideal trivial de Q[X¡,.. . ,Xn].

Sea además F un polinomio dado con coeficientes enteros de talla bina­
ria. acotada por h. Se quiere decidir si F pertenece al ideal generado por
F1,...,F, en (Q[X¡,...,X,¡] y en tal caso, hallar polinomiosP1,...,P, e
Q[X¡,. . . , Xn] tales que se tiene la siguiente representación de F en el ideal
generado por F1, . . . ,F,:

F=P1F1+"'+P,F,

Como ha sido observado en la introducción, el problema. de la perte­
nencia a, ideales arbitrarios requiere espacio exponencial. Sin embargo, las
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características particulares del caso en que el ideal es intersección completa.
permiten un tratamiento efectivo.

Aquí nuevamente los Nullstellensátzse afines efectivos son el punto clave:

Teorema Supóngase que los polinomios F1, . . . ,F, forma una sucesión reg­
ular en Q[Xl,...,Xn]. Entonces, F pertenece a (F1,...,F,) si y sólo si
existenpolinomiosP¡,...,P, E Q[X1,...,Xn] tales que

ria-F,- y max{9r(Pij);lSiss}59r(F)+d’Syr(F)+d"
J

Ver [56] por una demostración ([15], [164], [41], [5] contienen versiones
algo diferentes de un teorema de cotas de grado para la representación en
ideales intersección completa y generalizaciones del mismo).

Se procede entonces de forma similar a la de la sección 1.4.1: se halla
un sistema de ecuaciones lineales de tamaño O(d"2 X sd'p) y coeficientes
enteros de talla binaria acotada por h, cuyas soluciones corresponden a los
coeficientes de los polinomios P¡,...,P, requeridos. En consecuencia, se
deduce el siguiente teorema:

Teorema 3 El problema de la pertenencia y la representación en ideales
intersección completa puede resolverse por medio de una máquina de Taring
determinz’stica en espacio 0(n4log2(hsd)).

1.4.3 El problema de la pertenencia al radical

El ideal radical de (F¡,...,F,), (Fl‘,...,F,), se define como el ideal de
(Q[X¡, . . . ,Xn] que consiste de todos aquellos polinomios que elevados a al­
guna potencia pertenecen a (F1, . . . , F,), es decir:

‘/(F¡,...,F,) := {F e (Q[X¡,...,X,,];3N e lNtal que FN e (F1,...,F,)}

El teorema de los ceros de Hilbert fuerte asegura que un polinomio F perte­
nece al ideal radical de (171,.. . , 17,) si y sólo si F se anula sobre la variedad
V Q C" definida por F1, . . . , 17,.

El problema de la pertenencia al radical y la representación consiste en
decidir cuando un polinomio F dado se anula sobre V y en tal caso, hallar
uu número natural N E INy polinomiosP¡,...,P, E Q[X¡,...,Xn] tales
queIPN: P1F1+"’+P,F,.
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La siguiente observación, que se deduce inmediatamente a partir del Null­
stellensatz efectivo, permite reducir el problema a la resolución de un sistema
de ecuaciones lineales de tamaño simplemente exponencial:

Observación ([56], Remark 1.6) F se anula sobre V si y so'lo si existe
una representación Fd" = P1F¡ + -- - + P,F, con los polinomios P1, . . . ,P, e
Z[X¡, . . . ,Xn] y max{gr(PJ-Fj);l51's s} S d"(gr(F)+1)'

En consecuencia se tiene un sistema de ecuaciones lineales de tamaño

O(d"2(deg(F) + 1)"), cuyas entradas se obtienen directamente a partir de los
polinomiosF¡,...,F, y Fd".

Los coeficientes de F4" se pueden obtener a partir de los de F en forma
uniforme mediante productos matriciales con talla (dngr(F))O(")h2 y profun­
didad O(n2 log(hd)), pudiéndose estimar su talla binaria de estos coeficientes
por O(d3"h loggr(F)).

Luego, aplicando los algoritmos y los resultados de la sección 1.2.5, se
demuestra:

Teorema 4 Existe una máquina de Turing deterministica que resuelve el
problema de la pertenencia al radical y la representación en espacio

O(n'l log2(ti/¿97(Fll)

1.4.4 El problema de eliminación cero-dimensional
El problema del estudio de variedades de dimensión cero ha sido extensa­
mente estudiado en teoría de eliminación. Una forma de resolución simbólica
de esta cuestión se basa. en el siguiente problema, que se denomina el pro­
blema de la eliminación cero-dimensional (cf. [90]):

Siendo V una variedad cero-dimensional y dada una forma lineal
t e Z[X1,...,Xn], hallar un polinomio univariado no nulo Q E ZM] tal
que se anulasobreV.

A fin de resolver este problema se tiene el siguiente resultado, que se
deduce a partir de [56, Proposition 1.12]:

Lema Existe un polinomio no nulo F e (Q[É]y polinomios P¡,...,P, e
Q[X1,...,Xn] tales que

F = P1171+ . . . + P,F, y mam{gr(P¡F.-;15i5 s} 5 d"(d“ +1) (1.7)
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La condición (1.7) se traduce en un sistema de ecuaciones lineales de tamaño
O((F" ><sd2") y talla binaria dol")h. Por lo tanto, aplicando los algoritmos
desarrollados en la sección 1.2 se deduce el siguiente resultado:

Teorema 5 El problema de eliminación cero-dimensional puede ser resuelto
mediante una máquina de Turing determim'stíca en espacio O(n‘1log2(hsd)).

Es de particular interés la situación en la cual la variedad V es localmente
intersección completa, es decir, cuando la variedad cero-dimensional V se
describe como el conjunto de ceros comunes de n polinomios F1, . . . ,Fn en
Z[X¡,...,Xn]. En este caso, por medio de un esquema mas refinado es
posible reducir notablemente las cotas de complejidad para el problema de
la eliminación cero-dimensional obtenidas en el teorema 5.

El primer paso consiste en producir una deformación homotópica del sis­
tema, a fin de de reducir la cuestión al caso proyectivo cero-dimensional.
Para esto, se introducen nuevas variables X0 y e, y se definen los polinomios:

G.-:= Xohm+ ¿XHF'W

donde "F,- denota el polinomio homogeneizado de F} con variable de ho­
mogeinización X0. Considerados como polinomios en Z [6][Xo,. . . ,Xn],
G1, . . . ,G’ndefinen una variedad cero-dimensional en lP"(Q(e)) ([80], Lemme
3.3.3). La representación densa de G1, . . . , Gn se obtiene inmediatamente a
partir de la de F1, . . . ,Fn.

Se aplican ahora argumentos sobre la regularidad de la función de Hilbert
del anillo graduado

A:= Q(e)[Xo,...,X,.]/(G¡,...,G,.) = A0+A1+---+Ak+--­

Sc tienen los dos siguientes hechos:

o AN y AN“ son (e)—espaciosvectoriales isomorfos de dimensión finita
D 5 (d + 1)“, y

o daclo que el ideal (G1, . . . ,G'n) no tiene ceros en el hiperplano X0 = O,
la homotecia nxo : AN ——>AN“ es un isomorfismo.

Se considera entonces el endomorfismo:

-1
d) := nxom : AN —> AN
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Por el Teorema de Cayley-Hamilton, el polinomio característico P(T) de 43
verifica P(qS) E 0, por lo que ngon) también. Como X0 no es divisor de

cero en A, el polinomio no nulo P(Xo, Z) := XáJP(X¿°) verifica que P(X0,É)
se anula en A.

A fin de evitar divisiones en el cálculo de ¡5ng Z), siguiendo [114]se cal­
cula un múltiplo A(6,Xo, Z) = 2511 pj(e)Zon ’J en Z [e][Xo,Z] del mismo.
Para calcular este polinomio, es necesario manipular todos los monomios en
X0, . . . ,Xn de grado menor o igual que nd + 2 a fin de producir bases mono­
míales adecuadas para el cálculo de las matrices de las homotecias 17xo y m.
Esta manipulación se realiza operando con matrices de tamaño (nd)0(“), en
lugar de las matrices de tamaño d"2 que hasta ahora consideradas.

Si se divide el polinomio A(e, X0, Z) por la mayor potencia posible de e,
se obtiene un polinomio A1(6, X0, Z), el cual verifica que Q(Z) := A¡(0, 1, Z)
es el polinomio buscado ([80], Proposition 3.3.4).

En conclusión, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 6 El problema de eliminación cero-dimensional para ideales lo­
calmente intersección completa puede ser resuelto mediante una máquina de
Turing determinzística en espacio O(n2 log2(hsd)).

1.4.5 El problema general de eliminación
Varios problemas geométricos y algebraicos interesantes pueden formularse
por medio de fórmulas de primer orden sobre C con cuantificadores existen­
ciales y universales.

A fin de definir que se entiende por una fórmula de primer orden sobre
C, se considera en primer lugar el lenguaje de primer orden C que contiene
los siguientes simbolos no lógicos:

o para cada a E (Q,una constante que se denomina también “a”,

o los símbolos funcionales +, —,-, y

o el simbolo relacional =.

Se consideran las variables de L como indeterminadas X1, . . . , Xn sobre'C, y
se piensan los términos del lenguaje L representados por polinomios multi­
variados con coeficientes en (Q(en representación densa).
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Por lo tanto, un término típico tiene la forma F E Q[X1, . . . ,Xn], y una
fórmula atómica típica tiene la forma F = 0. La negación de esta fórmula se
notará por F 7€0.

Una fórmula de primer orden sobre C se construye a partir de fórmulas
atómicas usando los conectivos lógicos V, A, -1y los cuantificadores de primer
orden 1V variando sobre los elementos de C. Por lo tanto, cada fórmula
(I)E C se construye a partir de fórmulas atómicas que involucran polinomios
F¡,...,F,€Q[X¡,...,Xn]. ‘

Es sabido que toda fórmula (I)de este tipo es equivalente a una fórmula
(Í) E E libre de cuantificadores. El proceso de hallar la fórmula (Í) E L se
denomina eliminación de cuantificadores, y generalmente se realiza en varias
etapas, en cada una de las cuales se elimina e] bloquede cuantificadores del
mismo tipo “mas a la derecha”.

Dado que que el cuantificador V puede expresarse en la forma -13-|, se
puede asumir que el bloque de cuantificadores a eliminar es existencial, y
esto motiva el siguiente problema, conocido como el problema general de
eliminación:

dada una fórmula <1)E L de la forma

(3Xm+¡) --- (3Xn)\IJ(X1,...,X,.)

donde ‘II(X¡,...,X,.) es una fórmula libre de cuantificadores, hallar una
fórmula equivalente a (I) libre de cuantificadores.

Este problema también puede describirse en forma geométrica: notando
por V el subconjunto (localmente abierto en la topología de Zariski) de C"
formado por aquellos elementos que satisfacen la fórmula \II(X1,. . . ,Xn), la
fórmula <1>(X1,...,X,.) define la proyección 1r(V) de V según el morfismo
1r: C“ —>Cm definido por 1r(a:1,...,a:n) = (151,...,:cm).

Todo conjunto expresable por polinomios F1, . . . , F, puede escribirse como
una unión de conjuntos de tipo {sg(F¡) = 61,...,sg(F,) := 6,} donde
(61,. . ., 6,) E {0,1}’ con la convención que sg(F.-) = 0 representa la condición
F.- = 0 y sg(F.-) = l equivale a F} 7€ 0 (ver [88], [66], [67]). Estos conjuntos
se denominan (F1, . . . , F,)-celdas.

El procedimiento comienza chequeando la consistencia de todas las posi­
bles (F¡, . . . , F,)—celdasen paralelo. Si bien a primera vista la cantidad total
de posibles (F1, . . . ,F,)-celdas puede estimarse por 2’, según se demuestra
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en [88]esta estimación puede mejorarse a (d+ 1)". Siguiendo el esquema des­
cripto en [67]es posible reducir la cantidad de test de consistencia a realizar
a 23(nd)2".

Toda (F1, . . . , F,)—celda puede expresarse en la forma

{A F,-=0A(H 17,)740}JGM ng

donde M g {1, . . . ,s}. Este conjunto es no vacio si y sólo si, siendo Y una
nueva indeterminada el siguiente sistema sobre Cn“:

{A F¡=0/\1—Y( H Fj) :0}jEM J'ÉM

es compatible. Esta última condición puede chequearse, aplicando los ar­
gumentos de la sección 1.4.1, por medio de cálculos de rango de matrices
enteras de tamaño O(d"2) y talla binaria O(32hn logd).

Posteriormente la proyección 1r(V) se describe como la unión de la pro­
yección de las (171,.. ., F,)-celdas consistentes. Siendo M g {1, . . . ,s}, con­
sidérese la (Fl, . . . , F,)—celda C definida por:

C:={j¿>417j=0A(jg4FJ-)9ÉO}

Su proyección 7r(C) puede ser descripta por la fórmula:

Mamma-po
“(C)=(3Xm+,)..-(3Xn){jeM MM l

A fin de expresar 7r(C) por medio de una fórmula sin cuantificadores exis­
tenciales, se considera la cuestión sobre C[X¡, . . . , Xm], lo cual transforma el
problema, apiicando la estrategia que se utilizó para chequear la consistencia
de (171,. . . , F,)—celdas, en un problema de consistencia sobre C [X¡, . . . , Xm]
en el sentido de la sección 1.4.1 (ver Theorem 2 en [67]o Théoreme 3 en [66]).

El problema de la consistencia se reduce a chequear igualdad del rango
de dos matrices, para lo cual se utilizan las técnicas descriptas al final de

'la subsubsección 1.2.4. Para este fin se introducen nuevas variables Z1, Z2
y se transforman dichas matrices en dos nuevas matrices cuadradas, cuyos
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polinomios característicos se calculan. De la construcción resulta que la
multiplicidad de la raíz 0 de esos polinomios característicos indica el rango
de las matrices originales.

Entonces se analiza cual es el primer coeficiente no nulo de ambos poli­
nomios característicos. Sean Go,...,G. y Ho,...,H¡ los polinomios en
Z[X¡,. . .,Xm, Z1,Z2] que aparecen como coeficientes de estos polinomios
característicos. Las ecuaciones necesarias para expresar la igualdad de los
rangos de las matrices consideradas se pueden describir de la siguiente man­
era:

<... (Go=0/\.../\Gk_¡ =0AGk760AHo=0A.../\Hk_¡ =0AHk7é0)
k=0

(1.8)
Considerando a Go, . . . ,G, y Ho, . . . ,H. como polinomios en

Z [X¡ , . . . , Xm][Z¡, Z2], la condición (1.8) puede reexpresarse en términos de
los coeficientes en Z [X], . . . ,Xm] (le estos polinomios. Estas ecuaciones son
la fórmula libre de cuantificadores buscada.

El cálculo de los polinomios característicos se realiza según la estrategia
del lema 12 deduciéndose de éste la existencia de una familia uniforme de

circuitos booleanos de de talla somdob‘alh2 y profundidad O(n5log2(sdh))
que resuelve el problema. De aquí se puede concluir el siguiente:

Teorema 7 El problema general de eliminación puede resolverse por medio
de una máquina de Turing delermim'stica en espacio O(n5 log2(sdh)).

1.4.6 Cálculo de la dimensión y normalización de No­
ether

Un técnica esencial de preprocesamiento de sistemas de ecuaciones polino­
miales es la normalización de Noether. Sea r := dim(V). Se dice que las
variables X1, . . . ,Xn están en posición de Noether con respecto a V si para
cada r < i S n existe un polinomio cle Q[X1,...,X,,X.-] que es mónico en
X,- y se anula sobre V (en este caso se dice que {X,.+1,. . .,Xn} son enteras
respecto de X¡,. . . ,Xr). Dado que siempre es posible extraer r variables
del conjunto {X¡, . . . ,Xn} que son libres con respecto a V (es decir, ningún
polinomio en tales variables se anula sobre V), se deduce que las variables
X1, . . . ,Xr son libres con respecto a V.
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La normalización de Noether consiste en un cambio lineal de coordenadas
(que será descripto por medio de una matriz triangular superior Q e MAZ),
salvo un reordenamiento de las variables) de la forma:

r I
Ai X1

IX" X“

donde las nuevas variables Xí, . . . , X; satisfacen las siguientes condiciones:

1. Q[X{,...,X;]n(F,,...,F,)= {0}.

2. Para cadaj E {r+1,...,n} existe un polinomio G'J-E Q[X{,. ..,X;,XJ’-]
mónico en X}, tal que G'J-G (F1,...,F,).

Obsérvese que el número máximo de variables libres del conjunto
{X1, . . .,Xn} con respecto a V es precisamente la dimensión de V, por lo
que un algoritmo que calcula una normalización de Noether calcula necesari­
amente la dimensión de V.

El primer paso del algoritmo es calcular un sistema de variables indepen­
dientes con respecto a V. En tal sentido, se tiene el siguiente resultado:

Proposición 1 ([56], Proposition 1.7) Sea{i¡,...,ik} g {l,...,n}. En­
tonces, (F¡,.. . ,F,) fi Q[X¡¡,...,X¡k] 7€{0} si y so'lo si existe un polinomio
F E Q[X¡¡,...,X.-k] no nulo y polinomiosP¡,...,P, e Q[X¡,...,Xn] tales
que

F = P1171+...+ PJ", y ma:i:{gr(P.-F,-;lS i S s} S d"(d" +1)

Esta condición es equivalente a la resolubilidad de cierto sistema de ecua­
ciones lineales de tamaño O(d2" x sdz") y talla binaria h. Realizando el test
para los 2" subconjuntos de {1, . . . ,n}, se halla un sistema independiente de
variables {X¡, . . . ,X,} maxima] (y en particular, la dimensión de V).

Posteriormente, es preciso determinar cuales de las variables
{X,.+¡, . . . ,Xn} son enteras con respecto a {X¡, . . . ,Xr}. 'Se aplica entonces
el siguiente:

Proposición 2 ([56], Proposition 1.11) Sea {X¡,. . . ,X,} un sistema de
variables independientes para (F1, . . . ,F,) y É una forma lineal en Q[X¡, . . . , Xn]
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que es entera respecto de {X¡,...,X,}. Entonces existe un polinomio G E
Q[X¡, . . . ,X,,T] mo'nico en T de grado acotado por d"(d" + 1) y polinomios
P¡,...,P, e Q[X1,...,Xn] talesque

G(X¡,...,X,,€) = P¡F¡+...+P,F, y ma:c{gr(P.-F.-;1S i S s} S d“(d"+1)

Se chequea entonces la compatibilidad de n —r sistemas de ecuaciones lin­
eales de tamaño O(d2" x sdz") y talla binaria h (uno por cada variables en
{.\’,+¡,...,Xn}.

Sean X,“ , . . . , Xp las variables enteras. Un procedimiento recursivo sobre
las restantes variables calcula el cambio de variables adecuado. Para esto es
necesario el siguiente resultado:

Proposición 3 ([56], Proposition 1.12) Sea {X¡,...,X,} un sistema de
variables independientes para (F1, . . . , F,) y e una forma lineal en (Qth . . . , Xn].
Entonces existe un polinomio G E Q[X1,. . ., X,,T] no nulo de grado acotado
por d"(d" +1) y polinomios P1, . . . ,P, e Q[X¡,. . . ,Xn] tales que

G(X¡,...,X,,l’) = P¡F¡+...+P,F, y max{gr(P,-F,-;15i5 s} 5 d"(d"+1)

Tomando Z:= Xp“, se hallará un cambio de variables

(X1,...,XT,XP+1)—¡ (X;,...,X;,X;+l)

de modo tal que el polinomio que se obtiene a partir de G por este cambio
de variables (que se notará también por G con un leve abuso de notación)
resulte mónico con respecto a X;+¡.

Sea G1 el polinomio que consiste de los monomios de mayor grado de G (es
decir, la componente homogénea de mayor grado de G) y (A1,. . . , Ar) E Z'
tal que G101, . . . , Ar, l) 7É0. Se define entonces el cambio de variables:

X1 = XÍ+Á1Xp+1

X, = X;+A,x,,+¡
Xp+1 = Xi)“

Dado que G¡(Xí + A¡X¡',+¡,X; + Á,X;+¡,X¡’,+¡) es mónico en Xí,“ (ya
que el coeficiente correspondiente al monomio X;+1 es G101, . . . , /\,, 1)), la
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variable X;,_Hresulta entera respecto de Xi, . . . ,X;. Además, como las va-'
riables Xp“, . . . ,Xp son enteras respecto de X1, . . . ,X,,X,,+¡ (ya que lo son
respecto de X¡,...,X,), y X¡,...,X,,Xp+1 son a su vez enteras respecto
de Xi, . . . ,X;,X¡’,+1, propiedades estándar de extensiones enteras permiten
deducir que Xr+1,. . .,X,,+¡ son enteras respecto de X1, . . . ,X,.

El problema es entonces hallar una r-upla (A1,...,A,) e Z' tal que
G101, . . . , /\,, 1) 560. Dado que G1 es un polinomio no nulo tal que gr(G¡) S
d"(d"+ 1), existe una.r-upla Ae {0, . . . ,d"(d"+ l)}' que verifica la condicion
requerida. Se evalúa G1 en todas las posibles r-uplas del conjunto
{0, . . . ,d"(d" +1)}r y se halla una que no anula a G1.

Mediante n —p pasos recursivos como el descripto, se halla un cambio de
variables

(X¡,...,X,¡) —>(X¡,...,X,,,Y,,+¡,...,Y,,)
que constituye una normalización de Noether para V. Utilizando los algorit­
mos desarrollados en la sección 1.2 y la demostración del teorema 1, se puede
concluir:

Teorema 8 El cálculo de la dimensión y la normalización de Noether puede
realizarse por medio de una máquina de Turing determinz'stica en espacio
O(n" log2(hsd))

1.4.7 Descomposición en componentes equidimensio­
nales

Un problema fundamental para la descripción de la variedad V consiste en
el cálculo de su descomposición equidimensional. Esto es, a partir de las
ecuaciones polinomiales que describen la variedad V, para cada dimensión
intermediai (0 S i S dim(V)) se desea producir un conjunto finito de poli­
nomios que define la unión de las componentes irreducibles de V de dimensión
i.

Sea r := dim(V). Para i = 0,...,r se notará por V¡ la unión de las
componentes irreducibles de V de dimensión i y por W.-la unión de las com­

' ponentes irreducibles de dimensión estrictamente menor ¿quei. El algoritmo
que se aplicará. consiste de a lo sumo r etapas recursivas, en cuya i-ésima
etapa calcula un sistema de ecuaciones polinomiales que describe V,_.-+¡.

Una característica fundamental del algoritmo es que los polinomios que
se calculan como salida de cada etapa son intrínsecas, es decir, no dependen
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del algoritmo. Este hecho permite estimar el grado y la talla binaria de
estos polinomios en términos de la variedad V, a fin de evitar el crecimiento
exponencial de estas cantidades que seguramente ocurriría como consecuencia
del proceso recursivo.

Supóngase realizada la (i —-1)—ésimaetapa, en la cual se calcularon los
siguientes ítems:

o Ecuaciones para V,._.-+2.

o Un sistema de a lo sumo t := d”2 ecuaciones polinomiales G1, . . .,G¿
de grado acotado por gr(V, U- - -U V,_.-+2)y talla binaria no mayor que
dcl"(logs + h) donde c y c’ son constantes universales adecuadas que no
dependen de s, n, d y h, cuyos ceros comunes constituyen la variedad
l/rU°"UVr—¡+2

La i-ésima etapa comienza calculando las ecuaciones que describen V,_.-+1.
Esta variedad, supuesta no vacia, consiste de las componentes de mayor di­
mensión de la variedad W,_¡+2 = V \ (V, U —- - U V,._.-+2). Por lo tanto, es
necesario manipular variedades algebraicas del tipo V \ W, donde W está.
dada como el conjunto de ceros comunes de t’ ecuaciones H1,...,H.: de
grado acotado por d". Para tal fin, se define el siguiente Q-espacio vectorial
de dimensión finita:

E(V,W);= {Fe o[xl,...,xn]; Vj=1,...,t’

ElPfj),...,P,(j) G Q[X¡,...,X,.] tales que

FH?"= Z Plj’n y gr(P¿”n) s ¿me +1)} (1.9)
k=l

Se tiene entonces el siguiente resultado:

Proposición 4 ([79], Proposition 4.2.5) V\W es el conjunto de ceros
comunes en C" de todos los polinomiosen E(V,

Si bien es posible calcular con complejidad admisible un sistema de gene­
radores de E(V, VrU- - -UV,._¡+2),este cálculo no se realizará ya que el operar
directamente con tales polinomios haria crecer la complejidad en forma ex­
ponencial. En cambio, la información que provee la proposición 4 se utilizará.
en forma mas indirecta, como se verá posteriormente.
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El problema es extraer las componentes de (mayor) dimensión r —i + 1
de W,_.-+2 = V \ (Vr U -o- U V,_.-+2). Para esto se calcula en primer lugar
una posición (le Noether de las variables con respecto a W,_¡+g. En lugar de
tomarlas ecuaciones que definen W _.-+2para hallar esta posición de Noether,
combinando las demostraciones de las proposiciones 1, 2 y 3 con la de la
proposición 4 se prueba que la toda información necesaria para calcular una
posición de Noether de las variables con respecto a W,_.-+2puede obtenerse
a partir de sistemas del tipo de (1.9).

Cabe destacar que el cálculo de la posición de Noether implica el de la
dimensión de W,_.-+2. De esta manera se determina también si V,_.-+¡ es
vacia, en cuyo caso se da por finalizada, la i-ésima etapa.

Asumiendo que V,_.-+¡ es no vacia, el procedimiento continúa con el
cálculo de una posición general de las variables con respecto a W _.-+g,lo cual
significa que las variables están en posición de Noether con respecto a W,_.-+2
y el morfismo 1r : C“ —> Cr'i'l’2 definido por 1r(:1:1,. . . , mn) = (1:1, . . . , :r,_,-+2)
separa las componentes irreducibles de W,_.-+2,es decir, dadas dos compo­
nentes irreducibles C, C’ de W,_.-+2,se verifica que 1r(C) 7€1r(C') (cf. [79]).

Para esto, dado 7 G Z se define la forma lineal X7 := X1 + 7X2 + - -- +
7"“Xn. Entonces, se tiene que existe 7 G F := {1,...,nd“"2} tal que las
variables X¡,...,X,_.-+1,X.,, X,_.-+3,...,X,. están en posición general con
respecto a W_.-+2 ([79], Lemme 2.3.5). El procedimiento operará. con las
(posibles) posiciones generales determinadas por todos los elementos 7 e P
a la vez (en paralelo).

Para 7 E F, se nota por 1L,: C" -—->0"”? el morfismo definido por
7r.,(1:¡,.. . ,1") = (31,“ . ,z,_,-+¡,:c.,). Como las variables X¡, . . . ,X,_.-+1,X.,,
X,_¿+3, . . . , Xn están en posición de Noether respecto de W,_¡+2, el morfismo
7L,es finito y por lo tanto, dado que V_.-+¡ es una variedad equidimensional
de dimensión 1'—2'+ 1, la imagen 1r.,(V,_.-+¡)es una hipersuperficie de 0"”
definible mediante un polinomio H7 en X1, . . . , X,_.-+¡, X7. A fin de calcular
H7, se considera el siguiente Q-espacio vectorial de dimensión finita:

E.,(V,V,U---UV,_.-+2):= {F e Q[X¡,...,X,_.-+¡,X.,]; Vj=1,...,t’

ElPlj),...,P,(j) G Q[X¡,...,X,,] tales que

mg" = z ama y gr(Pé"’Fk)s d"(2d"+ 1)}
k=l
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Las consideraciones anteriores junto con las ideas de la demostración de
la proposición 4 conducen al siguiente resultado:

Teorema 9 ([79], Théoréme 4.1.2 y Proposition 4.2.2.) Para cada
'y e F, sea G.y G Q [X¡,...,X,,X7] el polinomio que resulta de calcular
el máximo comu'n divisor con respecto a X7 de los polinomios que forman
una base como Q-espacio vectorial de E,(V, Vr U - - - U V,._.'+2)y H7 la repre­
sentación separable (le G7. Entonces, V,_,'+¡ = V(H.,;7 E P).

El procedimiento que sugiere este teorema se reduce a cálculos de álgebra
lineal. De hecho, es necesario hallar una base de soluciones de O(nd"”2)
sistemas de ecuaciones lineales homogéneos de tamaño O(sd3"2 x afin?) en
paralelo, cuyos coeficientes tienen talla binaria de tipo d0(“)(h + logs). Pos­
teriormente, los polinomios H7 se calculan en dos etapas: en primer lugar, el
máximo común divisor G7 de la base de soluciones halladas se calcula con la
estrategia del lema 17. Luego, de G'.yse extrae una representación separable
aplicando para ello el lema 19.

La importancia de los polinomios H7 radica no sólo en la información que
los mismos proveen, sino especialmente en su carácter intrínseco. De hecho,
como ha sido observado en [79],el grado de cada polinomio H.yestá acotado
por gr(V,_,-+¡ Esta observación puede hacerse extensiva también a la talla
binaria de los mismos. Combinando el Théoreme 3, Proposition 4 y Théoreme
6 en [147](ver también [32]), se deduce una cota de tipo d0(")(h+ log s) para
la talla binaria de los coeficientes del polinomio H7 (cabe destacar que los
trabajos [147] y [32] utilizan métodos no elementales de álgebra y análisis
complejo, cuyos resultados pueden reobtenerse en forma elemental a partir
de los métodos desarrolladosen [114,Section

Finalmente es necesario calcular un sistema de ecuaciones polinomiales
que defina la variedad V, U --- U V,_¡+1. En principio, la manera obvia de
describir ésta variedad es tomar el ideal generado por todos. los productos
GJ-- 1-1.,paraj = 1,...,t y 7 =1,...,nd“"2. Ahora bien, como gr(G'J-)S
g1‘(V,U U V,_¡+2) y gr(H.,) S gr(V,._,-) teniendo en cuenta que gr(V,. U
n - U V,_,-+¡)5 gr(V) S d“ se obtiene la estimación

gr(G¡ - H7) s d"

para todo j = 1,...,t y todo 7 = 1,...,nci“"2 ([79],Proposition 4.2.6). Por
lo tanto, dado que el (ll-espacio vectorial generado por los polinomios de
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grado no mayor que d" tiene dimensión (cantidad de monomios) acotada por
dc"), se puede extraer una base formada por a lo sumo dm2 polinomios de
tipo GJ- - H.y que definen Vr U - ' - U V,_¡+¡.

Asimismo, dado que la talla binaria. de los coeficientes de cada polinomio
GJ-está acotada por dcl"(h + logs) y la talla binaria de los coeficientes de
cada polinomio H7 no supera la cantidad d°”"(h + logs), se deduce que los
coeficientes de los polinomios GJ-- H7 elegidos tienen talla binaria acotada
por dcm"(h+ logs).

En conclusión, cada etapa puede llevarse a. cabo en forma uniforme con

talla sol")dol"2)h2 y profundidad O(n4 log2(hsd)). Dado que se efectúan a lo
sumo n etapas recursivas, se tiene una talla total sol")dO("2)/L2y profundidad

O(nslog2(hsd)). Aplicando entonces la estrategia del teorema 1 se deduce
el siguiente resultado:

Teorema 10 Existe una máquina de Turing deterministica que calcula la
descomposición equidimensional de V en espacio n510g2(hsd).
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Capítulo 2

Algoritmos probabilísticos

En el capítulo 1 se estudiaron algoritmos determz'nisticos para resolver los
problemas de eliminación geométrica. Estos algoritmos generan siempre la
solución exacta de todas las posibles instancias del problema considerado
utilizando recursos de espacio y tiempo que dependen de un análisis del peor
caso.

Sin embargo, en diversas situaciones, esta filosofía impone restricciones
que pueden dificultar la aplicabilidad de los algoritmos. A fin de hallar una
solución a esta cuestión, dos alternativas han sido estudiadas en el ámbito
del cálculo simbólico. La primera de ellas se basa en desarrollar algoritmos
que funcionan bien para. instancias típicas del problema, los que se conocen
como algoritmos para el caso promedio.

La otra alternativa, la que se seguirá en este capítulo, consiste en intro­
ducir aleatoriedad en el algoritmo porlmedio de un generador de números
aleatorios (cf. [l51],[102]). El ejemplo clásico en problemas de eliminación es
el de la verificación de identidades polinomiales: dado un circuito aritmético
sin divisiones que representa un polinomio P, decidir si P es el polinomio
nulo.

El método directo de expandir P en una suma de mononiios y chequear
si todos sus coeficientes son nulos requiere, en general, un número excesivo
de operaciones. En cambio se explorará. un método alternativo que consiste
en evaluar el polinomio en uno o más puntos elegidos aleatoriamente en un
conjunto finito I.

Esta idea, que fue considerada por primera vez en un trabajo de R.A.
De Millo y RJ. Lipton ([55]), posteriormente en sendos trabajos de J.T.
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Schwartz ([162]) y RE. Zippel ([186]), aparece en varios trabajos (ver [104],
[97], [98] por ejemplo; en [159], [97] se han desarrollado métodos similares
para chequear probabilísticamente la nulidad de un número calculado por un
circuito aritmético). La idea es, dado un circuito aritmético sin divisiones
que evalúa un polinomio P en n variables, elegir aleatoriamente un punto
(21,...,z,,) de Z" (que será llamado un punto testigo según [165]) en un
conjunto I C Z" adecuado y suficientemente grande de modo que la proba­
bilidad de que P no sea nulo y la evaluación P(a:¡,...,:r,.) sea, igual a 0 es
menor que El test (conocido como el test de Schwartz-Zippel) consiste
en evaluar P(a:¡,...,1:,¡) y puede repetirse a fin de reducir la probabilidad
de error bajo cualquier constante positiva. En resumen, se tiene el siguiente
lema:

Lema 20 ([97, Corollary 2.1]) Sea P E Q [X1,...,X,.] un polinomio no
nulo que se evalúa por medio de un circuito aritmética de profundidad no
escalart’. Sea I := {0, . . . ,2‘+1n}" Q Z". Entonces, la probabilidad de elegir
aleatoriamente una n-upla a := ((11,.. .,a,,) e I tal que P(a¡, . . .,a,,) = 0 es
menorque

Cabe destacar que el conjunto I elegido depende tanto del tamaño de
la entrada (en forma polinomial) como de la instancia que se considera, es
decir, cada circuito aritmético requiere de la generación de un nuevo punto
testigo si el error quiere mantenerse bajo

En tal sentido, una interesante alternativa surge como consecuencia de un
trabajo de Heintz-Schnorr ([94]): el punto testigo se reemplaza por un con­
junto de fijo de puntos de Z" de cardinalidad polinomial (que será llamado
¡un conjunto questor o una correct test sequence). La ventaja ahora es que
este conjunto de puntos puede utilizarse para todos los circuitos aritméticos
de talla y profundidad dada. El test (que se conoce como el test de Heintz­
Sclmorr) consiste entonces en evaluar el circuito aritmético en estos puntos y
da siempre la respuesta correcta si el conjunto questor ha sido correctamente
elegido.

Definición 2 Sea .7: un subconjunto de polinomios en Z[X¡, . . . ,Xn] tal que
0 pertenece a .7: y Q un subconjunto de Z". Entonces Q se dice un conjunto
questor para .7: si el polinomio 0 es cl único polinomio del conjunto .7: que se
anula sobre todos los puntos :1:de Q.
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Entonces se tiene el siguiente lema:

Proposición 5 ([94, Theorem 4.4], [114,Corollary 19]) Sea .7: := W(n,L,t’)
el conjunto de todos los polinomios en Z[X¡,. ..,Xn] que pueden evaluarse
mediante un circuito aritmética de talla (no escalar) L y profundidad (no
escalar) É. Sea w := (2'+1 —2)(2’ + 1)2 y a := 6(€L)2. Entonces el conjunto
{1,. . . ,w}"" C 7L” contiene al menos w""(1 —(0%) conjuntos questores de
cardinalidad a para la clase .77.

Si bien no se conocen algoritmos polinomiales determinísticos que calculen
conjuntos questores, es posible generarlos aleatoriamente en forma indepen­
diente del input considerado. En tal caso el error que se comete está acotado
por w%-<<

Esta idea ha sido aplicada en varios trabajos, como por ejemplo en [68],
[80], [83], [114], [82], [81], [78] (cf. [138]). Recientemente se ha hallado un
análogo de este método para el caso de números representados por circuitos
aritméticos (ver [87]).

En el presente capítulo ambos tests serán aplicados en diferentes situa­
ciones: el test Schwartz-Zippel será. utilizado típicamente cada vez que sea
necesario realizar un preprocesamiento de datos. En estos casos es impor­
tante generar una única respuesta con la cual se operará posteriormente, y
por esto es importante trabajar con un punto testigo.

Por ejemplo, en el caso de sistemas sobredimensionados el número de
ecuaciones se puede reducir considerablemente mediante combinaciones li­
neales de las ecuaciones originales (ver subsección 2.1.1). En este caso se
demuestra (Teorema 6) que los coeficientes que intervienen en esas combi­
naciones lineales pueden elegirse con la condición de no anular un polinomio
que se calcula mediante un circuito aritmético de talla y profundidad contro­
ladas. Otro caso de aplicación es la normalización de Noether que se realiza
en la subsección 2.3.3.

Por otro lado, el test Heintz-Schnorr será aplicado en la subsección 2.3.4
a fin de generar sistemas de ecuaciones polinomiales que sean incompati­
bles. Dado que se trata con circuitos aritméticos de los cuales solamente su
talla y profundidad, es necesario tener un mismo test para todas las posibles
instancias, lo que exige la utilización de un conjunto questor.

Un modelo adeCuado para describir los algoritmos probabilísticos que
se desarrollarán es el de las máquinas de Turing probabilisticas (cf.
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Una máquina de Turing probabilística M es un dispositivo de características
similares a las del modelo determinístico, excepto por el hecho que la función
de transición 6 tiene dos imágenes por cada posible configuración.

Luego, en cada paso de computación la máquina M decide aletoriamente
cual de las dos posibles imágenes de la función 6 considera.

Una entrada :1:se dice aceptada por M si al menos la-mitad de todas
las posibles computaciones comenzando con a: terminan en un estado de
aceptación. El espacio de memoria y el tiempo de computación que requiere
M sobre una entrada a: se definen ahora como los mínimos entre todas las
posibles computaciones aceptantes.

La probabilidad de error em(a:)se define como la proporción entre la can­
tidad computaciones sobre a: que dan una respuesta errónea y la cantidad
total de computaciones sobre 1:.

Un tipo especial de máquinas probabilísticas, las máquinas de error aco­
tado, son particularmente interesantes en la práctica ya que, en este caso,
el error puede reducirse rápidamente por debajo de cualquier constante pos­
itiva, mediante la repetición de la la computación sobre 1:. Una máquina
probabilística de error acotado es una máquinas probabilística M que veri­
fica que existe una constante 6 < %tal que el error eM(a:) es inferior a e para
todo a: G {0,1}‘.

2.1 El caso O-dimensional: técnicas de ele­
mento primitivo

Los algoritmos que se describirán aprovechan la semántica de los proble­
mas que tratan a fin de realizar una utilización mas eficiente de los recursos
computacionales. Es por lo tanto importante realizar una reflexión sobre la
semántica de las cuestiones que se consideran.

El problema central a considerar es el de resolver sistemas de ecuaciones
polinomiales. Debido a las restricciones que impone la práctica, resulta natu­
ral adoptar como entrada de todos los algoritmos un conjunto finito F1, . . . , F,
de polinomios en Z[X¡, . . . ,Xn].

Claro está, la palabra “resolver” tiene distintos significados en diferen­
tes ámbitos. En esta tesis los problemas que se estudian tienen significado
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geométrico, es decir, se refieren a la variedad algebraica

V 2={(31,...,:cn) E C";F¡(a:¡,...,:rn) = = F,(a:¡,...,:c,.) = 0}

mas que al ideal generado por dichas ecuaciones polinomiales 171,.. .,F, en

si. En este sentido, se estudia el ideal radical ‘/(F1, . . . , FL), ya que este ideal
es el que corresponde a la variedad V. Para esto se estudia la Q-álgebra
reducida:

B := Q[X1,. . . ,Xn]/‘/(F1,...,F,)

Una estrategia común es reducir las cuestiones al caso 0-dimensional,
dado que en este caso existen técnicas que permiten importantes mejoras de
complejidad. Es por lo tanto de suma importancia tener métodos que per­
mitan la descripción efectiva de la Q-álgebra B en el caso cero-dimensional.
Este es el objetivo central de esta sección.

2.1.1 Algunas reducciones éstandar
A fin de simplificar un poco la situación, es conveniente realizar algunas
reducciones del problema a tratar. En primer lugar se demostrará que toda
variedad algebraica de dimensión cero puede describirse por medio de una
cantidad n 5 t S n + 1 de ecuaciones F{,. . . , F,’ tales que Fl', . . . , F; forman
una sucesión regular, las cuales pueden generarse con baja complejidad a
partir de cualquier sistema de ecuaciones que defina la variedad V. Este es el
contenido del siguiente lema, que es un caso particular de una técnica general
de preprocesamiento de sistemas de ecuaciones polinomiales (ver [88], [38],
[154], [59], [114]):

Lema 21 Sean F1, . . . ,F, polinomios en Z[X¡, . . . ,Xn] que definen una va­
riedad algebraica V Q C" de dimensión cero. Entonces existe t e {n,n + 1}
y una matriz genérica Q E Zn“ tales que, si

definiendo F] := AHF] + - - - + /\.-,F, para i = 1,. . . ,t, se verifica:

1. V(F{,...,F{)=V(F1,...,F,)
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2. Fl’, . . . , F; forman una sucesión regular

3. los coeficientes zh,- verifican |/\.-J-| S d“ y se pueden generar aleato­
riamente con probabilidad mayor que á de obtener una matriz Q que
satisfaga las condiciones pedidas.

Demostración. Se construyen inductivamente polinomios Fl’,...,F,: que
forman una sucesión regular de manera que dim(F{,...,E-’) = n —i para
i = 1,...,n. Eventualmente, en el caso en que V(F¡’,...,F,'¡) 7€ V, es
necesario construir un polinomio adicional Fl,“ tal que V(F¡', . . . ,FÁH) =
V(F1,. . . ,F,).

Para k = 1, suponiendo Fl 740 se puede tomar simplemente Fl’ := F1.
En el caso general, sea 1 < i < n y Fl’, . . . , F" que verifican las condiciones

del enunciado del lema. Sea.C el conjunto de las componentes irreducibles de
V(F1’,. . . ,F¡’). Como V es una variedad de dimensión cero y V(F¡', . . . , es
una.variedad equidimensional de dimensión n —i > 0, se deduce que ninguna
componente C E C está, contenida en V. Por lo tanto, es posible elegir un
punto :cc í V en cada componente C E C y definir el siguiente polinomio:

F(H-1)(Ti+l1,. _. ,THI a) 3: H(T¡+11FI(ZC)+ ‘‘ ' + Ti+l st(zC))
CEC

Dado que ningún punto :cc pertenece a V se deduce que, para cada C E C
existej e {1, . . . ,s} tal que FJ-(asc)7€0. Esto asegura que las formas lineales
T1F1(:rc) + - - - + T,F,(:cc)) son no nulas para todo mc. Además, el conjunto
#(C) tiene cardinal acotado por d" (ver [88]). Por lo tanto, el polinomio
F(T1,...,T,.) es un polinomio no nulo de grado menor o igual que d“, y
existen entonces enteros no negativos AH] 1, . . . , /\.-+1, acotados por d" tales
que F(/\i+11,---,Ai+1 a) SÉ0­

En consecuencia, se define 1'"¿'_H:= A.“ ¡F1 + + /\.-+¡,F,. Por con­
strucción, F¿’+¡no es divisor de cero módulo (Fl',...,F¡’), ya que {177+l=
0} corta propiamente todas las componentes irreducibles de (Fl’,...,F,-’):
dada una tal componente C, si IC fue el punto elegido en esa componente
para la construcción de F, se tiene que F¡’+¡(:rc) = /\.-+¡¡F¡(a:c) + +
/\.-+¡,F,(a:c) 7€ 0 por la elección de (¡M-+1¡,...,/\.-+¡ ,), lo que significa que
C g. { ¡[+1= 0}­

Finalmente, al final del n-ésimo paso se tienen dos posibilidades:

o V(F¡', . . . , Fé) = V, en cuyo caso el proceso está concluido.

64



o V(F¡',...,F,’l) 74 V, en cuyo caso se realiza un paso mas del proceso
inductivo.

En el segundo caso se consideran las componentes C de V(F¡',. . .,F,'¡)
que no están contenidas en V. Como estas componentes tienen dimensión
ccro son los puntos mc de C" que se eligen para la construcción del poli­
nomio FJI“. De esta manera, los puntos de V(F¡’, . . . , Fé) \ V se eliminan de
V( F1',. . . , 1'71“), obteniéndose en consecuencia que
V(F{,...,F,’¡+¡) = V.

Resta demostrar las propiedades que verifican los coeficientes A¡J-que se
han elegido para formar la matriz Q. De la demostración se deduce que
estos coeficientes pueden elegirse con la única condición de no satisfacer la
siguiente ecuación:

t

H “Maru, . . . ,Tk,) = o
k=2

Los polinomios F“) tienen grado acotado por d". Por lo tanto, el poli­
nomio I] FU“)tiene grado nd", y utilizando el test de Schwartz-Zippel (lema
20) se deduce que los coeficientes Áü pueden elegirse aleatoriamente en el con­
junto {0, . . . ,nzd"}" con probabilidad mayor que %de obtener una matriz Q
que verifica las condiciones del enunciado del lema. El

A los fines que aquí se consideran, es posible trabajar con la variedad
V(F1’,. . . , FJI) aún en el caso en que ésta no coincide con la variedad original
V. Mediante un nuevo preprocesamiento de las ecuaciones se obtienen gene­
radores para el ideal (Fl’, . . . ,Fá) que verifican las condiciones anteriores y
algunas propiedades adicionales. Esta'nueva reducción se realiza aplicando
una versión efectiva del Teorema de Bertini (cf. [103]).

Proposición 6 ([114], Proposition 37) Sean F'1,...,F'fl polinomiosen
Z[X¡,...,Xn] tales que el ideal (F¡,...,Fn) es de dimensión 0. Entonces
existe una matriz Q E Z("")"" con coeficientes acotados por d" tal que los
polinomios definidos por:

verifican las siguientes condiciones:
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r;,...,1r,(_,,r,.) = (F¡,...,F,,)(

o (F{,...,F,’,) es una sucesión regular

(Fl', . . . , es un ideal radical de Q[X¡, . . . ,Xn] para todoi = l, . . . ,n­
l

11o los coeficientes de Q se pueden elegir aleatoriamente en {0, 1,. . . ,d"}
con probabilidad mayor que l de obtener una matriz Q que verifique2

las condiciones requeridas.

2.1.2 Soluciones geométricas
Según lo desarrollado en la subsección anterior, se puede suponer que los poli­
nomios de entrada 171,.. . , Fn en -Z[X¡, . . . , Xn] forman una sucesión regular
en Q[X1, . . . ,Xn] y que el ideal generado por F1,...,F.- en Q[X¡,. . . , Xn] cs
radical para i = 1,. . . , n —l. Como ha sido dicho anteriormente, el problema
es describir la Q-álgebra B definida por:

B ;= aux], . . . ,Xn]/\/(F¡, . . . , Fu)

Sea V.-C C" la variedad algebraica definida, por F¡,...,F¡ y V := V".
Dado que F¡,...,Fn forman una sucesión regular resulta V una variedad
cero-dimensional y por lo tanto B es un lll-espacio vectorial de dimensión
finita. Asimismose sabe que 6 := dimQB = (ver [83],[88]).

Los procedimientos conocidos para describir la estructura algebraica de B
generalmente operan con el conjunto de todos los monomios de Q[X¡ , . . . , Xn]
que verifican cierta condición (este conjunto suele tener cardinalidad al menos
de tipo d"), a fin de obtener una base de B como (IQ-espacio vectorial.

El método que aquí se propone difiere radicalmente de este tipo de pro­
cedimientos, dado que maneja estructuras cuyo tamaño está controlado por
parámetros que dependen de la geometria del sistema de ecuaciones a. con­
siderar.

A fin de hallar una base de B como Q-espacio vectorial, se observa que
cualquier forma lineal U E Z[X1,...,Xn] elegida genéricamente separa los
puntos de la variedad V (es decir, se satisface que 7€U(y) para todo
par de puntos distintos a:,y E V). Cada forma lineal U en estas condiciones
permite obtener una base de B de la siguiente manera: siendo u la imagen dc
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U en B, el conjunto de las potencias {1,u, . . . ,u5'1} forman la base buscada.
En tal caso, se llama a u un elemento primitivo de B (ver [77], [110]por más
detalles).

A partir de un elemento primitivo u se obtiene una representación de B
como cl cociente de GMT]módulo un cierto ideal principal (el generado por
el polinomio minimal de u) :

B = Qan ---,an/(P(u),PX1 - 01(1‘),---’PXn- vn(Xn))= QlTl/(P(T))

donde p es un entero no nulo, v¡,...,v,.,P E Z[T], siendo P el polinomio
minimal de u en B y el grado de cada polinomio v,-está. acotado por deg(P) —
1 = 5 — 1.

Obsérvese que la representación de B que se ha elegido consiste solamente
de polinomios enteros univariados de grado a lo sumo 6 y un entero p E Z,
lo cual implica que el tamaño de esta estructura de datos es polinomial en
términos de 6 y n. Por último, el tensor de multiplicación en B puede obte­
nerse fácilmente a partir de esta información : si M es la matriz compañera
de P(T), entonces Mx, := p'¡v¡(M).

Convenientementetraducidas, estas nociones pueden aplicarse al caso mas
general de variedades de dimensión positiva: sean F1, . . . , F, e Z[X1, . . . , Xn]
polinomios que forman una sucesión regular en Q[X¡,...,X,,] tales que el
ideal que generan 171,.. . ,F'r en Q[X¡,. . . , Xn] es radical. En primer lugar, es
posible realizar un cambio de variables (X¡,...,X,,) —>(Y¡,...,Y,,) tal que
las variables Y], . . . , Yn_, son libres respecto de V := V(F¡, . . . , Fr) (es decir,
no existe ningún polinomio en Q[Y1,...,Y,,_,] que se anule sobre V) y tal
que la extensión de anillos conmutativos:

12;= Q[Y,,...,Y,_,] —»Q[i/,,...,Y,]/,/(F¡,...,F, =: B

es entera.
En este caso, B resulta reducido (es decir, sin divisores de cero no trivia­

les) y un R-módulo libre de rango finito (cf. [83]). En tal casó, un elemento
u e B se dice un elemento primitivo de la extensión de anillos R Q B si
el grado del polinomio minimal mu de u coincide con el rango de B como
R-módulo libre.

En lo que sigue, dado b G B se denota por m, : B —> B el endomorfismo
R-Iineal inducido por la multiplicación de elementos de B por b (un tal
endomorfismo será llamado una homotecia). También se denotará la matriz
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de la liomotecia 1”, por Mb, el polinomio característico de 17;,por xr, G R[.’I‘]
y el polinomio minimal primitivo de 115por mb. Obsérvese que Xb y ml, son
polinomios mónicos de R[T], que serán llamados el polinomio característico
y minimal de b respectivamente.

Sea k := Q(Y¡,...,Y,,_,) el cuerpo de cocientes de R y B’ = A:® B =
02(l’1,...,Yn_,)[Y_,+¡,...,Yn]/k®(F¡, . . .,F,.), donde k®(17'¡,...,17,) es el
ideal generado por (F1,...,F,) en k[Y,,_,+¡, . . . , Yu]. Entonces un elemento
u e B resulta un elemento primitivo B si y sólo si, para ó := rangonB =
dika' el conjunto {1,u, . . . ,uó‘l} representa una base del k-espacio vecto­
rial B'.

En lugar de describir B, para los lines necesarios será suficiente dar una
descripción adecuada de la k-álgebra B'. Y esta álgebra se caracteriza me­
diante los siguientes ítems:

o una base del k-espacio vectórial B’

o para n —r + 1 S i S n las matrices Mx, de las liornotecias yx. : B —>
B con respecto a la base dada (estas matrices describen el tensor de
multiplicación de la k-algebra B' y por lo tanto, de la IZ-álgebra B)

Estos ítems son lo que se define como una solución geométrica de la
variedad V(F¡,...,F,). La base de B’ se obtiene a partir de un elemento
primitivo de B adecuado.

En el contexto de esta tesis, el elemento primitivo u E B será elegido como
la imagen en B de una forma lineal genérica de las variables XM,“ , . . . , X"
con coeficientes en Z, es decir, u será. la imagen de una forma lineal U =
An_,+¡X,,_,+¡ + + AnX", con A,-€ Z para n —1‘+l S i S n. Siendo '1'
una nueva indeterminada, el polinomio minimal mu(T) (le u como elemento
de la R-álgebra B (o equivalentemente como elemento de la. k-álgebra B’)
será. un polinomio mónico en Q[X¡,...,X,,_,,T]. Este polinomio minimal
será. elegido como un elemento del anillo Z[X¡, . . . , Xn_,,T] = R[T] y, en el
caso cero-dimensional, será reemplazado por un múltiplo de mu de manera
tal que el polinomioresultante, que será,notado qu,sea primitivoen

Finalmente, como {1,u, . . . ,u‘s’l} es una base del k-espacio vectorial B',
para n —r + l S i 5 n existen polinomios v5") E R[T] y elementos no nulos
pl") G R tales que pg")X¡ —v5")(U) pertenece al ideal generado por 1'], . . . , 1”,
en k[X,._,+¡, . . . , Xn]. En particular, se tiene la siguiente identidad de ideales
de len_,-+1, . . . , anl
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(a, . . . , Fr) = (qu(U),pí"’Xr+1—vw), . . . ,pSfixn —MU»

Mas aún, si M es la matriz compañera de la homotecia nu con respecto
a la base {l,u,...,uD‘l}, las matrices Mxn_,+,,...,Mx,_ que caracterizan
el tensor de multiplicación de la R-álgebra B (o equivalentemente de la k­
algebra B’) se obtienen a partir de la identidad:

pS") . Mx.—= v5"’(M)

paran—r+15i5n.

2.1.3 La complejidad del cálculo de un elemento pri­
mitivo

En esta subsección se determina la complejidad del cálculo de un elemento
primitivo para V y de la solución geométrica que se obtiene a partir del
mismo.

Como se ha dicho, la diferencia esencial entre el método aquí aplicado
y los métodos anteriormente utilizados es que cantidades algebraicas usual­
mente utilizadas para estimar la complejidad de los problemas de eliminación
geométricos (como el número de Bezout d" o la regularidad de la función de
I'Iilbert de un ideal homogéneo apropiado) se reemplazan por parámetros que
vienen de la geometría. Siguiendo [82], [81], [78] se definen dos invariantes
geométricos que controlan el tamaño del álgebra lineal involucrada y la lon­
gitud bit de los números enteros que se manipulan: el grado (afín) y la altura
(afín) de variedades intersección completa.

Sea entonces V C C“ la variedad algebraica definida por polinomios
Fl, . . . , F, en Z[X¡, . . . , Xn] de grado acotado por d (r S n) que forman una
sucesión regular en (Qth . . . , Xn] tales que (171,.. . , Fr) es un ideal radical de
Q[X¡, . . . , Xn]. Se considera el conjunto Dv de todas las variedades lineales
H de dimensión n —i tales que #(H n V) < oo y se tiene la siguiente
definición:

Definición 3 El grado de V, gr(V), se define como la máxima cantidad de
puntos que se obtienen al intersecar V con variedades lineales de DV
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En [88] se demuestra que el grado es siempre un número natural y que el
mismo se obtiene cuando la variedad lineal con la que se interseca es genérica.
Esta definición de grado es equivalente a la siguiente: si se considera todos
los cambios lineales afines de coordenadas

(X¡,...,X,.)4(Y¡,...,Yn)

cada cambio de coordenadas genérico de este tipo induce una extensión de
anillos entera:

R := Q[Y¡,...,Yn_,] —.Q[Y¡,...,Yn]/(F¡,...,F,) =; «¿[V].

El anillo 02W] es un R-módulo de rango finito (cf. [83] por ejemplo). Este
rango es el mismo para cualquier cambio (le coordenadas lineal genérico y
coincide con el grado de la variedad V.

La definición de altura de una variedad diolántica afín se inspira en la
noción correspondiente para variedades proyectivas desarrollada en [133],
[134], [142], [145], [146], [147] (ver también [33], [18], [62], [113], [114]).

En primer lugar es preciso definir primero que es la altura (logaritmica)
de un entero, de un vector de enteros, de una matriz con entradas enteras y
de un polinomio con coeficientes enteros.

Sea a € Z, entonces la altura de a se define como ht(a) := ma:r{log|a[,1}.
Es claro que la altura mide la longitud binaria de a. Para un vector de
números enteros a := (a¡,...,an) E Z", se define la altura de a como el
máximo entre las alturas de sus coordenadas, y análogamente se define la
altura de una matriz A e ZM“ como el máximo entre las alturas de sus
entradas. Finalmente la altura de un polinomio F e Z[X1, . . . , Xn] se define
como la altura del vector formado por sus coeficientes.

Se define entonces la noción (le altura afín de una variedad diofántica
cero-dimensional:

Definición 4 Dada una variedad algebraica diofa'ntica cero-dimensional
V C C" y una forma lineal U = Ále + -- - + /\,.Xn con coeficientes enteros
que representa un elemento primitivo n de la extensión de anillos Q —>CMV],

se define la altura de V con TGSJJCCÉOa U como el máximo de las alturas (le
los polinomios q“(T), p[“)X¡ —ul")(T), . . . , pí‘ÚXn —v],“)(T) que corresponden
a la solución geométrica. de V a partir del elemento primitivo u. Esta altura
se notará por ht(V; U).
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Luego, la altura de una variedad algebraica diofántica cero-dimensional
V se define como la función htv : IN —vIN que asocia a cada número natural
c E IN el valor htv(c) := marr{ht(V, U); ht(U) S c} si la extensión de anillos
Q —>Q[V] tiene un elemento primitivo u que es imagen de una forma lineal
U de altura acotada por c y que asocia a c el valor 1 si no existe tal elemento
primitivo.

En el caso mas general de una variedad diofántica intersección completa
V de dimensión positiva n —r, sean F¡,...,F, G Z[X¡,. ..,Xn] polinomios
que forman una sucesión regular en Q[X¡, . . . ,Xn] que definen V. Sea NV la
clase de todos los cambios de coordenadas:

Y] an aln X1

Yn an] ann Xn

tales que la matriz A := (a¡j)¡s¡¿5n tiene entradas enteras y es no singular y
tal que la extensión inducida por el cambio de coordenadas:

12:= Q[iq,...,Yn_,] —+Q[Y¡,...,Yn]/(F¡,...,F,) := Q[V] (2.1)

es entera. El cambio de coordenadas dado por la matriz A induce un morfismo
finito de variedades afines 1r: V —>0"". Se considera cualquier forma lineal
U = An_¡+¡Xn_.-+1+ - -u+ Aan con coeficientes enteros tal que su imagen u
en es un elemento primitivo de la.extensión de anillos R —bQ[V], y la
clase fu de todos los puntos P e Z"" tales que:

o los elementos de Vp := 1r‘1({P}) son puntos suaves de V,

o el número de elementos gr(Vp) de Vp coincide con el rango del R­
módulo libre 02W] y

o la forma lineal U genera también un elemento primitivo de la extensión
Q4 QIVPI­

Manteniendo estas notaciones se tiene la siguiente noción de altura de
variedades algebraicas diofánticas:
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Definición 5 Dada una variedad diofdntica intersección completa V como
antes, un cambio lineal de coordenadas A e NV, una forma lineal U E
Z[Yn_¡+¡,...,Yn] cuya imagen u en Q[V] es un elemento primitivo de la
extensión entera de anillos 2.1 y un punto P G fu, se define la altura de V
con respecto a (A,U,P) en la forma:

mw; (A, U,P)) := ht(Vp; U).

Luego, la altura de una variedad algebraica diofcíntica intersección com­
pleta V se define como la función htv : lN —9IN que asocia a cada nu'mcro
natural c e IN el valor htv(c) := ma:c{ht(V;A,U,P) : ht(A,U,P) 5 c} si
existe un triple (A,U,P) que satisface los requerimientos de la definición de
altura acotada por c y que asocia a c cl valor 1 si no existe tal elemento
primitivo.

En [78]se demuestra. que ht(c) se acota. en forma polinomial en términos
del número de Bezout d", la altura h de los polinomios F.-y c, pudiendo ser el
número ht(c) ostensiblemente menor que esta estimación en casos de interés
práctico.

Habiendo definido los parámetros geométricos que controlan la comple­
jidad del proceso, se puede ahora sintetizar el resultado principal de esta
sección, cuyo enunciado preciso es el teorema 11:

Sea V C C" la variedad algebraica intersección completa de dimensión cero
definida por polinomios F1, . . . , F" e Z[X1, . . .,Xn] que verifican:

o F1, . . . , Fn definen una sucesión regular en Q[X¡, . . . , Xn],

o para todo i = 1,...,n, el ideal (F¡,...,F.-) es un ideal radical (te
Q[X1,...,X,.],

o los polinomios F¡,...,Fn esta'n dados mediante un circuito aritmética
uniforme de talla L y profundidad no escalar (Í, que utiliza parámetros
enteros de talla h.

Sea d := ma1:{gr(F,-) : l S i S n} el máximo grado total de los polinomios
input y 6 := ma:v{gr(V(F¡,...,F.-)) : 1 S i S n} el grado geométrico del
sistema. Finalmente, se define la altura geométrica del sistema 1]en la forma
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n := ma.r{htvl(c((logn+t) log 6) : 1 5 i S n}, donde c > 0 es una constante
universal que no depende del input F¡,. . . , F" considerado (ni de su tamaño).

Entonces existe una máquina de Turing probabilz'sticade error acotado que
calcula una forma lineal U que representa un elemento primitivo u para V y
la solución geométrica asociada al elemento primitivo u en espacio polinomial
con respecto a los parámetros n, e y r) y polilogarítmico con respecto a d, h,
L y 5.

2.1.4 El método de Newton-Hensel

Sea V Q C" la variedad algebraica intersección completa definida por los poli­
nomios F¡,...,F, E Z[X¡,...,Xn]. Según lo desarrolladoen la subsección
2.1.2, la idea es hallar una solución geométrica para la variedad V. El ob­
jetivo de esta sección es mostrar un método mediante el cual esta cuestión
puede reducirse al caso cero-dimensional.

En primer lugar, luego de un preprocesamiento de las variables (la nor­
malización de Noether que se obtiene mediante un cambio de variables lineal),
se puede suponer sin pérdida de generalidad que la extensión de anillos

R := Q[X¡,...,X,._,] —>Q[X¡,...,Xn]/(F¡,...,F,) = QW]

es inyectiva y entera.
En tal caso, el morfismo 1r : V —>C"" inducido por este cambio de

variables es finito y la fibra Vp := 1r'1({P}) de cualquier punto genérico
P E Cn" es finita y tiene cardinal gr(V). La intención es aplicar el método de
Newton-Hensel en forma simbólica a fin de recuperar la solución geométrica
de V a partir de la solución geométrica de la fibra Vp de un punto P E Cn"
adecuado. Dado que Vp es una variedad cero-dimensional para P G Cn"
genérico, se deduce que el problema de calcular la solución geométrica de una
variedad algebraica intersección completa de dimensión positiva se reduce al
caso cero-dimensional.

A fin de preservar la “racionalidad” del algoritmo el punto P será elegido
con coordenadas enteras, es decir, P e 2"". Para poder extraer toda la
información necesaria de Vp, es preciso que el punto P elegido verifique las
siguientes condiciones:

o los elementos de Vp = 7r"(P) son puntos suaves de V,
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o el número de elementos gr(Vp) de Vp coincide con el rango del R—
módulo libre 02W], y

o la forma lineal U genera también un elemento primitivo de la extensión
02-*‘Q[Vrl

Un punto P E 2"" en estas condiciones se llamará. un punto de levan­
tamiento y su fibra Vp se llamará. la.fibra de levantamiento.

En lo que sigue se supondrá que se tiene una forma lineal con coeficientes
enteros U = An_,+¡Xn_,+¡+ + Áan tal que su imagen u en Qle] es
un elemento primitivo de la extensión de anillos Q —>Q [VP], polinomios

q(P)(T), víïlr+¡(T),...,v,(¡P)(T) E Z[T] y elementos pSK’,+¡,...,p5{’> G 7]; tales
que constituyen una solución geométrica para la variedad Vp.

SeaF := (F¡,...,F,) y seaD(F) := D(F¡,...,F,) := (fixgyñr
la matriz jacobiana de los polinomios 171,.. . , Fr. Suponiendo que esta ma­
triz es regular y considerando los polinomios F¡,...,F, como funciones en
Á := (Xn_,.+1,. . . ,Xn), se define el siguiente operador de Newton-llcnsel:

Xn-r F1(Xn—r+la'--1Xn)
Np(Xn_,,...,Xn) := 3 —D(F)" g (2.2)

X" Fr(Xn—r+l)-°-1Xn)

Se tiene entonces la siguiente versión del conocido lema de l'lensel:

Lema 22 Sea P = (p¡,___,p,,_,) e Zn" un punto de levantamiento para
V. Entonces, dado un punto f = ({n_,+¡, . . . ,61) e Vp, existen únicas series

de potencias mew“. . . ,RLÜ en C [X1 —ph. . . ,Xn_, —pn_,]] que verifican
las siguientes condiciones

o Para i = 1,. . . ,1' vale la siguiente identidad en C|IX1 —pl, . . . , X,._, —
pn_rl:

E(X¡,...,X,,_,,RSÉL+¡,...,RSP) = o

o Paraj = l,...,7' vale que Rm (P) = ¿n_,+jn—r+.i
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Demostración. Se define la siguiente sucesión en C [X1 —pl, . . . ,Xn_, —
Pn-rllr:

¡{(6.0)= mati)“, __“¡255.00 ;= (¿n_,+¡,. . .,€,.)

12W“) = (RSEÍ'IJ’, - - - ,RSS'NW) == NF(R“'”’)‘ PMa N 2 0

donde A‘ denota la matriz traspuesta de A. Obsérvese que de la definición

de RlE'N),por medio de un argumento inductivo se deduce que cada RS;le
representa una función racional de C(X¡, . . . ,Xn_,).

Se nota por m el ideal maximal m := (X1 —p¡, . . . , XM, —p,._,) generado
por X1 —p¡, . . .,X,,_,. —pn_, en CHXI- p¡,...,X,._r —p,,_,]. Entonces las
siguientes afirmaciones son válidas para todo N E lN:

1. 17.-(X¡,...,Xn_,,R(¿'N)) E m2" para i = 1,...,r.

2. det(D(F))(X¡,...,Xn_,,R(¿'N)) í m

Estas afirmaciones se demuestran por inducción en N. En el caso N = 0,
las afirmaciones l y 2 son las hipótesis del lema.

En el caso general, suponiendo ambas afirmaciones ciertas para. el caso
N, se considera los polinomios F1, . . . , F, como elementos del anillo de poli­
nomios C[X¡,...,X,._,][Xn_,+1,. . . ,Xn]. Con un leve abuso de notación se
utilizará el mismo símbolo, F}, para denotar el elemento de C[X1, . . . ,Xn] o
su imagen en el anillo C[X¡, . . . ,Xn_,][Xn_,.+1, . . . ,Xn].

Sean Yn_,+¡,...,Y,. nuevas indeterminadas. A partir de un desarrollo
formal de Taylor de los polinomios F1, ._. . , F, en torno a, Yn_,+¡, . . . ,Yn, se
obtiene la siguiente identidad en el C[X¡, . . .,Xn_,]-módulo
Clexll) ' ' ' aXn-r][Xn—r+l a - ' ' aX11)Yn-r+l) ' ' ° i Yu]:

Ipí(.x,1¡—r+1,. . . ,Xn) = F}(Yn_r+l,. c_,Yn)+

+ j(Yn-T+l)-. -,Yn)' (Xn_r+j n_r+j)

módulo (Xn_r+1 —Yn_r+1, . . . , Xn —Yn)2
(2.3)

para i = 1,...,r, donde (Xn_,.+1— n_,.H,...,Xn —Y") denota el ideal
generado por los polinomios XM,“ —Yn_,+¡, . . . ,Xn —Yn en
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C[X¡,...,Xn_,][X_,+¡,...,X,,,Yn_,+l,...,n].
Utilizando la inclusión

Clxl) - ' - ¡Xn—r]H _ P1,' ' ' 1Xn—r_ pn-rll

dada por el desarrollo de Taylor de cada polinomio F E C[X¡, . . . , X,,_,] en
torno al punto (pl , . . . ,pn_,) y reemplazando en la ecuación (2.3) las variables

Xn_,+¡,...,Xn por 125,‘32’L”,...,R¿EW+Ue Yn_,+¡,...,Yn por 35322,,”
R515"), se obtiene la siguiente identidad en CII/Y] —711,.. .,X,._, —p,l_,]]:

' 3

E(R(E.N+l)) = E(R(E.N)) + Í: _ÉF"_(R(€.N)) . (Rai/XLI)_ R(E.N))_ n—r+j
¡:1 n-r+J

módqu (12547? —R531!“ . . . , RW“) —HSM)?
(2.4)

De la definición de RW”) resulta:

F¡(R(¿'N))

R(€.N+l) _ R(€.N)= _D(F)—I(R(€.N)). ;

pr(R(€.N))

En consecuencia, multiplicando ambos miembros de esta, identidad por el

vector(%(R(¿'N)), . . . , fi(1t“’”Ü) (queconstituyela i-ésilnalila
de la matriz D(F)(R(¿'N))), se tiene la siguiente ecuación:

ï (E.N) aF’ (LN) . (E.N+l)_ (E,N)z_
(aXMHuz ),...,aXn_r+l(12 )) (12 12 ) _

F¡(R(€.N))
aF] N aFr N —l N) ­___(R(E. )),n.’ (RG. )) . _D(F) (RM. ) , :

(“HH 3X"-'+‘ ) ( ) ¡www

. 1?¡(R(E.N))
z

= -<0,---,1,o,...,o>-( ' )=—mn<w>mmm)
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Por lo tanto, reemplazando esta última. identidad en (2.4) se obtiene:

E(R(E.N+l)) = R(R(E.N))+

ÜF,ÜF
+ __1_(R(¿.N)),_._’_(R(¿.N)) .

(axn-r“ aX’H“ )F'l(R(c.N))

'(-D(F)'I(R(¿'N)))' ( E ) =Fr(R(e.N))

= R(R“'”’) —F}(R("”>) = o

módulo(RSf_";’I¡1)—125321,“, ESPN“) _ Rg€.N))2

(le donde se deduce que

F.-(R“'”+") e (RL‘L’ÏIP—1253121,.. . ,RLW" —REF”)?

para i = 1,. . . ,r. Ahora bien, como

F¡(R(€.N))

(R(€.N+1)_ R(€.N))I= _D(F)-I(R(€.N)). ( 1 )FT(R(E.N))

y E(R(¿'N)) G m2" para z'= 1,. . . ,r por hipótesis inductiva, resulta entonces
que

mm” —35,5711,. . . , ESPN“)'- 39”)? g (m2")’ = m2“

lo que demuestra la primera afirmación.
Con respecto a la segunda afirmación, realizando un desarrollo de Taylor

formal del polinomio det(D(F)) como en (2.3), se tiene la.siguiente expresión:

det(D(F))(X,._,+¡,...,X,.) = det(D(F))(Yn_,+¡,...,Y,.)+

r ad i D F
+ #(Yn-Td’l) ' ' ' 3Y”). (Xn'r'l'j- Yn_r+j)1:] "-T+J

módulo (Xn_r+1 — Yn_r+1, . . . , Xn — Yn)2
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Si se reemplaza en esta ecuación, del mismo modo que en (2.4), las varia­
bles Xn_,+¡, . . . ,Xn por RSÏLIÏI¡1),...,RS5'N“) y las variables Yn_,+¡, . . . , l";

por 1255321,. . . , REF”) se obtiene la siguiente identidad:

det(D(F))(R(¿'N“l) = det(D(F))(R(€.N))+

r Üdet D F
+ ——( ( ”(¿‘”’)<RSE.'7L-”)4:55:71»

J
ast
módqu (¡25373) —125ml , . . . , 1255”“) —REM)?

Dado que se verifica que Hifi?) —RSÏLIRJ-E 17er g m paraj = l, ...,1' y
det(D(F))(R(¿'N)) í m por hipótesis, se deduce entonces que det(D(I¡'))(R(¿'N+'l) í
m. '

De las afirmaciones 1 y 2 se desprende que la sucesión {RSÏLIÏL}N€N con­0

verge en C[[X¡, . . . ,X,._,]] a una. serie de potencias R52,“- paraj = 1,. . . ,r.
Estas son las series de potencias cuya existencia afirma el enunciado del lema.

Denótese por R“) el vector de series de potencias ¡{(0 := (1252,“ , . . . , REP).

En primer lugar, dado que RSLIÏL-l)—RS;le e mz” para todo N e IN, se
deduce que

RSS,“ E RSanj módulo m2" para todo N E IN (2.5)

Combinando esta. observación con la ecuación (2.3), se tiene que

1255-) +1 - RlELNi-i

¡li-(12(0)= md“) + D(F)(R(¿'N’) 3 módulo m2”

125.0— Rss”)

para i = 1, . . . ,7‘, de donde se deduce que F¿(R(¿)) G m2"
Luego

para todo N G lN.

17.-(Rlo) = 0 en C[[X¡ ——121,. . .,X,._r —pn_,]]

para i = l, . . . , r, como se quería demostrar.

En cuanto a.la unicidad, suponiendo (¿ueexistieran dos soluciones (listin­
tas Rm := (1252,44? . . , REP) y 1.2“):= (Rnírfi, . . . , REP) en las condiciones
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del enunciado, aplicando una vez más la expresión (2.3) se obtiene:

_ - R52,“ 4552,“
¡“12(0) = F¡(R(E))+ D(F)(R(€)).

¡{5.6)_ fiat)

módulo (i255),+1 —RS),H,. . . , Rss) —R30)?

Como F.-(R(¿)) = F,-(Íï(¿)) = 0, se tiene:

0 Ñ ¡{SSL-+1_ Riflr+l
= mmm“)­

0 R55) _ ¡255)

módulo(3552,...“_ ÉíEJr-fl)-' ' a _

Por hipótesis, R52,”- y 1-252,“-tienen el mismo término constante, lo que

implicaque Riflr+j—ÉS,E_),+je m paraj = 1,. . . ,r. Como det(D(F))(}.ï(¿l) í

m, se deduce entonces que R52,“- —13152,”e rn2 paraj = 1,. . . ,r. Iterando

este razonamiento se demuestra que RSE,+1-ÉSÏLH e m2" para todo N G IN

yj = 1,. . . ,r, lo que a su vez implica que R52,“- = És)
como se quería demostrar.

Sea Vp = {n(‘),...,1](5l} donde cada 170°)E C' y 7]“) 7€ nm si i 7Éj.
Aplicando el lema anterior, mediante la iteración del operador de Newton
comenzando con 1)“) como el primer _elemento de la sucesión para lc =
1,. . . ,6, se obtienen 6 soluciones distintas (Rík),+l,...,RS,k)) en forma. de
series (le potencias. Sea U := An_,+¡X,,_,+¡ + --- + Áan una forma lineal
de Z[X,._,+¡,...,X,.] de modo tal que U representa un elemento primitivo
para V y Vp. La idea es recuperar la solución geométrica de V con respecto
a U a partir de la solución geométrica de Vp con respecto a U.

La clave para reconstruir la solución geométrica de V esipoder calcular
proyecciones de V sobre rectas: dada una forma lineal l e Z[X1,. . . ,Xn], la
cuestión es hallar un polinomio pl E Z[X1,.. . ,Xn-,,T], mónico en T, tal
que p[(X1,...,Xn_,-,€) E (F],...,Fr).

El hecho fundamental es que es posible controlar satisfactoriamente el
grado del polinomio mínimo mz E Z[X¡,...,X,,_,,T] que anula la forma
lineal Ésobre V. En tal sentido, se tiene el siguiente lema:

_,+_,-paraj=1,...,r,
Ü
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Lema 23 ([154], Proposition 1) Con las notaciones anteriores, dada una
forma lineal É E Z[X¡, . . . ,Xn], la ecuación de dependencia entera de grado
mínimo mg e (Q[X1,. . . ,Xn_,,T] que satisface É en la extensión

Q[X1,...,X,._,] —>Q[X¡,...,Xn]/(F¡,...,F,)

es un polinomio cuyo grado total está acotado por g1'(V).

A partir del lema 23 se deduce que es suficiente calcular la [log 6]­
ésima iteración del operador de Newton: dado que el polinomio minimal
de cualquier forma lineal É tiene grado total acotado por ó, si se conoce en
forma exacta el desarrollo en series de potencias de las soluciones del sistema
(12%),“, . . . , REP) hasta grado ó se tiene toda la información necesaria para
reconstruir la solución geométrica de la variedad V. Gracias a la identidad
(2.5), la expansión en series de potencias de las funciones racionales que se
calculan en el paso [log(6)] de iteración del operador de Newton coincide con
la expansión de las soluciones exactas hasta el grado 6.

A fin de preservar la racionalidad del algoritmo la estrategia básica es
representar los objetos de Vp que se necesitan mediante homotecias en el
álgebra (Q[VP]. En tal sentido, en lugar de operar con las coordenadas

1193,“, “W715!” de los puntos de Vp, se opera con las homotecias por
Xn_,+¡, . . . ,Xn en (Q [Vp], que se representan mediante las matrices

Mi,"er , . . . ,Mt’? que describen el tensor de multiplicación en Q[Vp].
Sea. entonces K := lo 6 y g("_)- ,..., (K),ÍL(K_)-,...,h(") los numera­g n ¡+1 gn n ¡+1 n

dores y denominadores de las funciones racionales de Q[X¡, . . . ,Xn] que se
obtienen luego de aplicar K pasos de iteración del operador de Newton al
vector Xn_,+1, . . . ,Xn.

Interpretando a gí'?,+¡,...,g,(¡"),lzsl"_),+l,. . . ,hí") como funciones de
Q[X¡, . . . ,Xn_,][Xn_,+1,...,X,.], se definen para k = 1,. . .,r las siguientes
matrices:

ma := gí?,+k(Ml’.’.)_,+. , . . . , M5}: ) - ILLLAMEY’ZL“ , - . - , MSÁÍ’)”

Las matrices/V _,+¡ , . . . ,M. contienen toda la información necesaria para
llevar a cabo el K-ésimo paso de itcración de Newton comenzando con cada
punto 71kde Vp. Dado que el número K se lla elegido de forma tal que
la aproximación se consigue es suficientemente “cercana” a la solución, a
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partir (le estas matrices es posible reconstruir la proyección de V en cualquier
dirección e. Esto es lo que se demuestra en el siguiente lema, cuya enunciado
y demostración se obtiene mediante una combinación de las ideas expuestas
en [81] y [78]:

Lema 24 Sea Z := An_,+1X_,.+¡ + + Aan una forma lineal en
Z[X,._,+1, . . . ,Xn]. Sea Mt E Q(X1,. . . ,Xn_,)5"5 la siguiente matriz:

M, ;= email“, . . . mi”) = An_,+¡N,SÍ),+,+ ---+ Amy)

y mg"):= 22:1 ka" E Q(X¡,...,X,._,)[T] el polinomio minimal de Ia ma­
triz Mt. Sea mg = XLI akT" E Q[X¡,...,X,._,,T] el polinomio minimal
de É sobre V (en el sentido del lema 2.9). Supongamos que eI punto de levan­

tamiento P verifica que ng(m¿) = gr(mSP)). Entonces, los coeficientes de
mg y m5”) satisfacen Ia siguiente condición en €3le - pl, . . . ,Xn_, - pn-,]

ak s bk módulo (X1 —p], . . . , Xn_, —pn_,)6 (2.6)

parak = 0,...,6.

Demostración Dado que la imagen de Zen Q[X¡,...,Xn]/(F1, . . . ,F,) es
entera respecto de (Q[X¡,. . . , Xn_,] (puesto que las imágenes de las variables
X,._,+1, . . . ,Xn lo son y f es combinación lineal de ellas), el polinomio mini­
mal mt e Q[X¡, . . . , Xn_,,T] es el único polinomio mónico en T y de grado
mínimo en T tal que

m¿(X¡, . . . ,xw, e.)e (F1, . . . ,F,) (2.7)

Sean El“) = (393%,, . . . , REP) para k = 1,. . . ,6 las soluciones en forma
de series de potencias cuya existencia se asegura en el lema.22. Reemplazando
formalmente las variables XM,“ , . . . , X" por cada Rl") en la identidad (2.7),
se deduce que m¿(T) tiene a cada KRW) como raiz para k =,1, . . . ,6.

Como ((lel) e C[[X¡—p¡,...,Xn_,. —pn_,.]|verificapara lc=1,...,61a.
identidad ((R(k))(p¡, . . . ,pn_,) = (lam), se deduce que el conjunto

A := amm), . . -¿(RW

tiene al menos tantos elementos distintos como el grado h del minimal msm
de la forma lineal e sobre Vp. Dado que el grado del minimal m¿ de i sobre
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V coincide con el grado de mSP), se deduce que A contiene todas las raíces
de m¿. Tratándose del polinomio minimal de una homotecia se deduce que
éste debe ser libre de cuadrados, lo cual implica que

mt = fi (T —emm» (2.8)
k=l

suponiendo que €(Rlll),...,€(1ï(hl) son los h elementos distintos dc .Á.
Si se nota por RU”) = (RgÍÍlH,...,RSÏ"‘)) el resultado que se obtiene

luego de realizar la n-ésima iteración del operador Newton-Hensel comen­
zando con 11W,se tiene para k = 1,. . . ,6 que

Rm E RU“) módulo (X1 —ph. . . , Xn_, —p,._,)6

en CIIXl —p¡, . . . , Xn_, —p,,_,]I. Si se aplica esta identidad en (2.8) se obtiene

h

7mE H (T —[(le"))) módulo(X1-])1,- -an-r - Pu-rys
k=l

Sea Ü'j(}/1,.. . , Yh) la j-ésima función simétrica elemental en h variables.
Entonces, el j-ésimo coeficiente aJ-de 772gverifica que

dj = (-llj01(Ú(R(')),---,É(R(")))

de donde se deduce que

a,- E (-1)ja_,-(€(R(l"‘)), . . . ,e(n<"v*>)) módulo(X¡ —p¡,. . .,x,._, —p,,_,.)6

en C[[X¡—p¡,...,X,,_, —pn_,]|.
La demostración se completa ahora demostrando que

h

mí") = H (T —[(R(h'")))
k=l

(K)
tdado que en tal caso los coeficientes bj de m satislarían la igualdad

bj = (-1)j01(€(1ï("")),- --,€(R(""‘)))

Sea U el elemento primitivo de Vp elegido y mljpl e Q[T] su polinomio
. . . - P , .

minimal. Sea Map) la matriz companera de mi] l. Observese que esta matriz
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representa la homotecia por U en QWP] en la base de Q[Vp] formada por las
potencias {1,...,U5} de U.

Como U es un elemento primitivo el polinomio m8,) tiene grado 6 y sus
6 raíces (distintas) son U(n(')), . . . , U(1](5)). Por lo tanto, la matriz Mg’) es
diagonalizable y existe una matriz P G C5“ inversible tal que la homotecia
por U toma la forma diagonal:

U (17(1)) 0 0

PMuP“ = 0 mm) 0

o o U(n(‘))

Dadoque se satisfacenlas identidadespíïLth,” = víï1+k(U)en Vp,

se tiene entonces que MX'HH = pnl“ (P)v,(¡}:),+k(My).Como los cambios de
base aplicados a una matriz conmutan con evaluaciones polinomiales de la
misma, resulta entonces:

PMX.._.+1;P_l= ¡Fi-"vLÏLÁPMUP-l) =n—r+

P

Évuawmm» o 0
P

o ¡wi-víinwwn) on-r+k

. P .

0 o Éví.l+kw(n<‘>))

1752,” (29 o
= 0 nn-r+k 0

0 0 "Liu

Como la matriz NM,“ se define en la forma:

K P K P _
NM“ = 9Á3r+k(MfYn)_r+l,...,X1(lP)).hí3r+k(Mgrn) ,, xg‘m) 1—r+k’ ' '

83



consideraciones similares a las anteriores permiten deducir las siguientes iden­
tidades:

(K)

PNn_,+kP“= É‘Ï(PMX,,_,+,P“1,...,PM,,P“) =

9”) k (1)
gïíF-(n ) o o

n—r+k
(K)

0 fisrüimm) 0n—r+k =

hn"—r+k I

BELL . (20)
= 0 Rn;:+k 0

6,.1‘

0 0 REI-11'46

Finalmente, de la.definición de la matriz Mg resulta:

PMlP_l = 22=1An—r+kPA/n—r+kp_l=

22:1An-r-l-k 0 O
r 2,5

o zm A,._r+k12‘-,’+k o

0 0 22:1 Amr“- RSE?“

¿(120m 0 0
0 ¿(12%) 0

0 0 ((12010)

Luego, Mg es diagonalizable y por lo tanto su minimal es el polinomio
libre (le cuadrados que tiene a ¿(R("“)),l( Rlz'“)),. . .,(Ï(R(6"‘)) como raíces.
Pero ese polinomio es mg")= “2:1 ('1'—[(le'“))), como se quería demostrar.
Ü
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La forma en que se aplicará. este lema es la siguiente: dada una forma
lineal É de la cual se quiere calcular su polinomio minimal sobre V, la idea
es calcular en primer lugar el polinomio m," que se enuncia en el lema.
Por el lema 23 el polinomio mg buscado tiene grado total acotado por 6.
Entonces el lema 24 garantiza que la expansión hasta grado 6 de mi coincide
exactamente con el polinomio ml buscado.
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2.1.5 Sobre los circuitos aritméticos

En la sección 2.1.2 se ha discutido la forma matemática y la codificación
sintáctica de la salida del algoritmo para la solución geométrica que se exlii­
birá. Sin embargo, es también necesario discutir una codificación adecuada
de la entrada y los resultados intermedios del algoritmo.

Los objetos matemáticos que se manipulan son polinomios con coeficientes
enteros F E Z[X¡,...,X,,]. Estos polinomios pueden escribirse como una
lista de monomios y de esta idea resultan las dos primeras codificaciones posi­
bles para un polinomio: la representación densa y la. representación esparsa.
Si el polinomio F tiene grado d y coeficientes con talla binaria acotada por

h, la longitud de F bajo estas codificacionesqueda acotada por h- (d j; n),
siendo esta cantidad de tipo d" cuando d 2 n. Por lo tanto, la codificación
de polinomios multivariados en “representación densa o esparsa conlleva un
carácter exponencial que se manifiesta negativamente en la complejidad de
los procedimientos de eliminación.

Una interesante alternativa es la representación de polinomios mediante
circuitos aritméticos. Desde el punto de vista de la geometría, un polinomio
es también una función que puede evaluarse y, en tal sentido, las diferentes
opciones para evaluar polinomio concretos pueden realizarse mediante cir­
cuitos aritméticos.

La idea de representar polinomios mediante algoritmos que realizan su
evaluación tiene sus raíces en los inicios de la complejidad algebraica, donde
se aplicó como un modelo para algoritmos seminuméricos (cf. [109], [172]).
Entre los precursores cabe mencionar a A.M. Ostrowski, quien en 1954 se
preguntó sobre la optimalidad de la regla de I'lorner (cf. [135]). Desde
entonces, la teoría de complejidad algebraica tuvo un relevante desarrollo,
fundamentalmente relacionado con las cuestiones de la estimación (le cotas
inferiores para la evaluación de polinomios y los problemas de pertenencia a
conjuntos construíbles.

A fines de los años setenta se descubrió que los circuitos aritméticos
pueden jugar un importante rol en eliminación. Varios autores, entre los
cuales se pueden citar a J. von zur Gathen, J. Heintz, O.I'I. Ibarra, E.
Kaltofen, S. Moran, J. Morgenstern, C.l’. SCllllOI‘l‘,J.'l‘. Schwartz, M. Sievek­
ing, V. Strassen y ll. Zippel entre otros, consideraron la eliminación univari­
ada tratando de obtener el mayor beneficio de la codificación de polinomios
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por circuitos aritméticos. Exiten varios trabajos que reflejan esta filosofía,
como por ejemplo [76], [94], [95], [97], [98], [104], [162], [186].

A mediados de los años ochenta los circuitos aritméticos fueron aplicados
al caso de la eliminación con polinomios multivariados, al influjo de las ideas
desarrolladas por M. Giusti, J. Heintz, J. Morgenstern entre otros. Al res­
pecto pueden mencionarse los siguientes trabajos: [79], [80], [65], [66], [67],
[33], [114], [82], [81], [78]­

Desde ya, entendiendo que la representación de polinomios mediante cir­
cuitos aritméticos puede resultar en una importante compresión de datos,
la manipulación de polinomios en esta codificación resulta mas difícil de re­
alizar. En lo que resta de la sección se desarrollarán los algoritmos necesarios
para operar con polinomios representados por circuitos aritméticos.

Derivadas

Son F E Qle, . . . , an un polinomio dado mediante un circuito aritmético
,3 de talla L y profundidad no escalar É. El problema consiste en calcular F

y sus derivadas parciales primeras %, . . ., ag.
La idea es realizar el cálculo de cada derivada primera de F “paso a

paso” en el circuito aritmético que calcula F. Para ello, por cada nodo p
del grafo de computación de F se crean n nodos que contienen las derivadas
primeras de la función calculada en p. A fin de calcular esas derivadas, basta
tener en cuenta que en nodos anteriores se tienen calculadas las derivadas
primeras de los nodos predecesores de p, por lo que el esquema de cálculo de
las derivadas de la función calculada en p es una consecuencia directa de las
reglas de derivaciónpara funcionesde tipo fopg con op e {+, —,-,

Como consecuencia de la estrategia descripta, se puede concluir el siguien­
te resultado:

Lema 25 Sea F E Q[X¡,...,X,,] un polinomio dado mediante un circuito
aritmética fl de talla L y profundidad no escalar L Entonces, existe un
circuito aritmética fl que evalúa el conjunto de polinomios {F, ¡987171,. . . , 38—F
con talla O(nL) y profundidad no escalar O(É). n

El proceso descripto es lo que se conoce como el “modo directo” (forward
mode) en ámbito de diferenciaciónautomática de programas (cf. Existe
un procedimiento alternativo de mejor complejidad para la diferenciación,
conocido como el “modo reverso” (backward mode), cuyos orígenes pueden
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situarse en un trabajo de W. Baur y V. Strassen ([10]) (ver también [84],
[105], [106], [131]). Sin embargo, éste no ha sido tenido en cuenta dado que
no es clara la uniformidad del mismo.

Interpolación y cálculo de componentes homogéneas

Sea nuevamente F G Q[X¡,...,X,,] un polinomio de grado total acotado
por d, representado mediante un circuito aritmético fl de talla L y pro­
fundidad no escalar É. El problema ahora es hallar la descomposición (le
F en componentes homogéneas, es decir, se desea calcular los polinomios
F0, . . . ,Fd E (Q[X¡, . . . ,Xn] que verifican las siguientes propiedades:

d

o F=2Fk
k=0

o Para k = 0,. . . , d, el polinomio Fk es el polinomio nulo o es homogéneo
de grado lc.

Claramente, es necesario evitar el cálculo de la representación densa (le las
componentes homogéneas de F, ya que esto podría resultar cn un crecimiento
exponencial de la complejidad debido a la cantidad de monomios distintos
de grado d en n variables. Por esto, todas las componentes homogéneas de
F se representarán por medio de un circuito aritmético.

Asimismo, a fin de evitar la introducción de parametros enteros que
puedan hacer crecer el tamaño binario de los números con que se opera,
el proceso de interpolación que naturalmente aparece en el cálculo de las
componentes homogéneas se reemplaza por un cálculo matricial.

La idea es la siguiente: en primer lugar se observa que F(tX¡, . . . , 1X“) =
21:0 thk(X¡, . . . , X") ya que FL.es homogéneo de grado k. Esto permite re­
ducir el problema del cálculo de las componentes homogéneas a una cuestión
de interpolación (escritura) con respecto a la variable t.

Dado que grt(F(tX1, . . . ,tXn)) 5 d, calculando F(tX¡, . . . ,an) módulo
td“ se obtiene nuevamente F(tX1, . . . , tXn). Las componentes lion'iogéneas
de F se liallarán como coordenadas de F(tX¡, . . . , tX") respecto de una cierta
base de un espacio vectorial de dimensión finita adecuado.

Mas precisamente, se considera el (12(X1,. . . , X,,)—espacio vectorial (le (li­
mensión finita Q(X1, . . . , X")[t]/(td+') y la base natural de este espacio vec­
torial dada por las potencias de t: B := {1,t, . . . ,td}. Obsérvese que las co­
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ordenadas de F(tX¡, . . . ,tXn) en base B son precisamente las componentes
homogéneas que se desea calcular.

Para hallarlas, se considera la homotecia np por F(tX1,. . . ,tXn). La
matriz Mp de esta liomotecia en base B puede hallarse fácilmente teniendo
cn cuenta que, si M es la matriz de la homotecia por t en base B, entonces
Mp = F(X¡'M,...,Xn-M). Finalmente,dadoque7]}:‘(Ï)= F(tX1,...,tXn)
y Ï tiene coordenadas (I, 0,. . . , 0) en base B, se deduce que la primer columna
de la matriz Mp contiene las componentes homogéneas a calcular.

En resumen, se realizan los siguientes pasos:

o Se halla un circuito aritmético É que calcula F(tX¡,...,tXn), reem­
plazando los nodos de entrada X1, . . . ,Xn por tX¡, . . .,tX,| (agregan­
dose además el nodo de entrada adicional t).

o Se calcula MF = F(X¡ -M, . . . , Xn-M) transformando É en un circuito
aritmético “de matrices” sustituyendo de t por M.

0 0 0

I 1 0 0 _ ü
Observese que M = c . , ya que es la matriz companera

0 . . . 1 0

del polinomio td“, y por lo tanto las matrices X1 -M, . . . , X" -M se obtienen
directamente sin realizar ninguna operación aritmética. Dado que cada nodo
de ,Ése transforma en una operación de matrices de tamaño d + 1, la talla
del circuito resultante puede estimarse por L(d+ 1)3. En conclusión, se tiene
el siguiente resultado:

Lema 26 Las componentes homogéneas de F se pueden calcular por medio
de un circuito aritmética de talla L(d + l)3 y profundidad no escalar e.

Cabe destacar que el proceso anterior puede aplicarse también en el caso
que no se conoce una cota “a priori” del grado de F (en cuyo caso el grado
dc F queda acotado cn forma exponencial con respecto a la profundidad no
escalar É) y se sólo se desea calcular las componentes homogéneas de F de
grado no mayor que d.

El circuito descripto contiene un esquema de interpolación en una variable
que se enuncia separadamente ya que será necesario independientemente de
la descomposición en componentes homogéneas:
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Lema 27 La representación densa de F respecto de una variable puede ha­
llarse por medio de un circuito aritmética de talla L(d + 1)3 y profundidad
no escalar t’.

Elusión de divisiones

Sean Fo, . . . , Fm polinomios de Z [Xh . . . , X,,] de grado acotado por d que se
evalúan por medio de un circuito aritmético fl de talla L y profundidad no es­
calar Z. Supóngase además que Fo sé 0 y que Fo divide a Fk en Q[X¡, . . . , Xn]

para k = 1,. . . ,m. El problema es calcular los polinomios gt, . . . , sin di­
visiones. La idea es aplicar el conocido proceso de Strassen Vermeidung von
divisionen ([170]) en la versión de [114] a fin de controlar la altura de los
parámetros que se utilizan.

Proposición 7 Con las notacioncs anteriores, existe un circuito aritmético
sin divisiones ,É de talla O((L + d + m)d3), profundidad no escalar O(t +
log d) y parámetros de altura logaritmica acotada por O(log nd) que calcula

un entero 0 E Z no nulo y polinomios P1,...,P,,. tales que 011.= para
k = 1,. . . , m.

Demostración. Dado que el polinomio Fo es no nulo y tiene grado d, existe
7 = (71,...,7n) E Z" tal que I7.-I5 2nd parai = l,...,n y Fo(7) 7€0. Por
el lema 20, eligiendo las coordenadas qqaleatoriamente con la propiedad que
|7,-| S 2nd, con probabilidad mayor que á se halla un punto 7 de Z" tal que
Fo('7) 7É 0­

Sea p := ¡70(7) y Go, . . . ,G'm los polinomios de 7L[Xh. . . ,X,.] definidos
por Gk(X1,. . . ,Xn) = Fk(X¡ +71, . . . ,Xn +7"). Sea Q := p- Go (obsérvesc
que Q(O, . . . ,0) = p —Go(0, . . . ,0) = p —Fo(7) = 0). Todos estos polinomios
se evalúan por medio de un circuito aritmético de talla L+n+l y profundidad
no escalar É. Sea finalmente 0 := pd“.

Entonces, se tiene que

ü _ 0Gk _ l 0Gk
Go P - Q P 1 - 9;

Dado que

ÜGk(X1,...,/Y,¡)= +71,...,X"+7")
G0(X1,---,Xu) F0(Xl+7la-H9Xn+7n)

d oo

= (;pd—iQi+ z: pd-iQi)Gki=d+l

= 0Pk
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y g1-(Fk) S d, se deduce que gr(%) 5 d, lo cual implica que 030:sólo
depende de las componentes homogéneas de grado menor o igual que d del
último miembro de la identidad (2.9). Dado que Q(0,...,0) = 0, todas las
componentes homogéneas del segundo sumando del último miembro de la

identidad (2.9) tienen grado mayor que d, por lo que “golresulta igual a la
suma de las componentes homogéneas de (zz-¡:0p""'Q")G¡g de grado menor o
igual que d.

Para concluir, sólo resta observar que

aFk 0Gk(X1-71,...,Xn-7n)k____
_ Fo — G0(X1—71,...,Xn-7n)

Por lo tanto, dado que la expresión (ELO pa‘lQ‘)Gk cuyas componentes
homogéneas de grado a lo sumo d se extraen, se calcula con talla O(L+d+ m)
y profundidad no escalar É+ logd para k = 1,. . . ,n, aplicando el lema 26 se
demuestra el enunciado de la proposición 7. El

La construcción de un circuito aritmético ,Bque verifica las propiedades
del enunciado de la proposición 7 se realiza determinísticamente excepto por
la elección del punto 7 = (71, . . . ,7") e Z" tal que Fo(7) 7€O, como puede
inferirse a partir de la demostración de la proposición 7. A fin de hallar un
tal punto 7, puede aplicarse el lema 20, que genera probabilísticamente un
punto 7 E Z" con probabilidad mayor que %de hallar uno que verifica la
condición ¡70(7) 7€0. Se concluye que la construcción del circuito aritmético
fi puede realizarse probabilísticamente con probabilidad mayor que %que ,B
cumpla las condiciones requeridas por el enunciado de la proposición 7.

Construcción de un elemento primitivo

La construcción de un elemento primitivo y la solución geométrica asociada
al mismo se basa en una versión algoritmica del conocido sliape lemma. En
esta subsubsección se sigue la estrategia desarrollada en [114] (ver también
[80]), cuyos enunciados se redemuestran a fin de analizar la uniformidad de
los algoritmos así obtenidos.

Cabe destacar que todos los circuitos que se describirán en esta subsub­
sección se componen fundamentalmente de rutinas de álgebra lineal. Por
esta razón, sus “traducciones” al contexto booleano resultan uniformes.
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En primer lugar se trata el caso particular de la solución geométrica de
una variedad definida por dos polinomios en dos variables separadas.

Lema 28 ([114], Lemma 26) Sea R un dominio de caracteristica cero con
cuerpo de cocientes k. Sea K la clausura algebraica de k y X, Y indetermi­
nadas sobre K. Sean F,G polinomios en R[T] libres de cuadrados en k[.’1'],
I := (F(X),G(Y)) el idealgeneradopor F(X) yG(Y) en le, Y] y W C K2
la variedad 0-dimensional definida por F(X) y G(Y). Sea u := aX + l"
una forma lineal que constituye un elemento primitivo para LV. Se nota
6 := gr(F) -gr(G). Entonces, existe un circuito aritmética sin divisiones
de talla 60“) y profundidad no escalar O(log ó), consistente principalmcnlc
de operaciones de álgebra lineal con matrices de tamaño acotado por 6, que
calcula polinomios q,v¡,vg E R[T] y un elemento p e It con las siguicntcs
propiedades:

o gr(q) = 6 y 1na:c{gr(v¡),gr(v2)} < 6.

0 (q(u),r)X - vn(u),pY - v2(u))S I

Demostracióil. Sea B la k-álgebra B := Ic[X,Y]/I. Dado lt e k[X, Y], se
nota mediante h la clase de h en B. Es claro que B es un k-espacio vectorial
de dimensión 6 y que la imagen en B del conjunto

B := {X‘Yi/o 5 i 5 gr(F) —1,0 51's gr(G) —1}

define una base de B como k-espacio vectorial.
Suponiendo ordenada la base B por medio del orden lexicográlico con

X < Y, las matrices Mx,My E k6“ de los endomorfismos 11xy ny en
base B pueden obtenerse directamente a partir de los coeficientes de Iï' y
G. Observese que, siendo a,b e R los coeficientes principales de F y G
respectivamente, todas las entradas de Mx y My son elementos (le It, o bien
de la forma fi o de la forma í para algún r E R respectivamente.

Luego, la matriz de la homotecia 11,,en base B se obtiene directamente a
partir de MX y My gracias a la identidad Mu = a -Mx + My. En particular
se deduce que los coeficientes que aparecen en Max“, son elementos de R o
tienen la. forma f5 para algún r e R.

Como u es un elemento primitivo para W, se tiene entonces que el con­
junto [3’ := {1,u, . . . ,u‘s‘l} es una base del k-espacio vectorial B.
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Además, por el Teorema de Cayley-Hamilton, el polinomio característico
x e k[T] de la matriz Mu verifica que x(17.,)es el endomorfismo nulo de B.
En particular x(n..(Ï)) = x(u) = 0 en B, y dado que gr(x) = 45,resulta
entonces x la ecuación minimal de u sobre B.

Obsérvese que, debido a la forma especial de la matriz Mu, los coeficientes
de x son de la forma ¿y con i,j G {0,...,5} y r e R. Luego, a‘bax es un
polinomio en RIT] que anula a la forma lineal u sobre B y tiene grado 5, lo
cual implica que es el polinomio q buscado.

A fin de hallar p G R y los polinomios v¡,v2 e R[T] que verifican las
condiciones del enunciado del lema, dadas las bases B' := {1,u, . . . ,u6'1} y
B := {X‘Yj/O S i S gr(F) —1,0 51's gr(G') —l}, se tiene la relación:

l 1

u X

u2 = Mu . Y

116.-] Xyr(F')-1.Yyr(G)-l

Por lo tanto, multiplicando esta identidad por la matriz adjunta de Mu te­
nemos:

1 1

u X

Adj(Mu)- “2 = dct(M.,)- Y

"6.4 X9r(F)-1'Y91'(G)-l

Dado que cada coeficiente de la, matriz adjunta de Mu es (salvo signos)
el determinante de una submatriz de Mu de tamaño (6 —1) x (6 —1), se
deduce que (ab)5"Adj(Mu) = Adj(abMu) es una matriz con coeficientes en
R y (ab)6 - det(M,,) pertenece a R. Luego, definiendo p := (¿by - det(Mu) y
nl (u), v-¿(u)como los polinomios de R[T] de grado menor que 6 cuyo vector de
coeficientes se obtiene multiplicando la segunda y tercera. fila de abAdj(abMu)
por (1, u, . . . , u‘l") respectivamente, se obtienen las siguientes identidades en
B:

p - X = v¡(u)
p - Y = v2(u)
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Por último, puede utilizarse la identidad (ab)6xMu(T) = xabMu(abT) a fin
de evitar divisiones durante el cálculo (le (ab)6,\/.

En resumen, el procedimiento puede describirse algoritmicamente de la
siguiente manera:

Procedimiento 3 Shape leinma para 2 polinomios en 2 variables separadas.

o Calcular los coeficientes de abe y abMy.

o Calcular los coeficientesde abMax+y = aabe + abMy.

o Calcular (los coeficientes de) el polinomio característico XabMox+Y(’1').

o Calcular las potencias sucesivas {1,ab, . . . , (ab)5}.

o Calcular los coeficientes de 'xabMax+Y(abT)a partir de los resultados de
los dos pasos anteriores.

o Calcular la segunda y tercera fila de ab/ldj(abMax+y).

Utilizando los algoritmos de la sección 1.2, se obtiene un circuito arit­
mético sin divisiones que calcula la solución geométrica de W con talla 60“)
y profundidad no escalar O(log 6). El

En lo que resta de la sección se utilizarán las siguientes notaciones:

R denotará un dominio de característica cero con cuerpo de cocientes la
y K la clausura algebraica de lc. Asimismo, se considerarán polinomios
F1,...,F, e R[X1,...,X,.] que definen una variedad cero-dimensional V
de cardinal 6 sobre K", de modo tal que el ideal I generado por 171,.. . ,F,
es radical.

Siendo T1, . . . ,Tn indeterminadas sobre K[X1, . . . , Xn], se notará por Zj,
paraj = 1,. . .,n, la forma lineal

Zj ¡= TIXI 'l' ' ' ' + 73-1Xj-1+ Tj+lXj+l + ' ' ' + Tux”

. y por IT el ideal generado por 171,.. . ,F, en k(T¡, . . . ,Tn)[X¡, . . . ,Xn]. Sea
finalmente Y una nueva indeterminada.

Lema 29 ([114], Lemma 25) Supo’ngasedados los siguientes items:
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o para cadaj = 1,. . . ,n, un polinomio GJ-e R[Y] libre de cuadrados en
k[Y] de grado gr(G,-) S 6 tal que GJ-(Xj) pertenece a I.

o para cadaj = 1,...,n, un polinomio H,- € R[T1,...,Tn][Y] libre de
cuadrados en k(T¡,...,T,,)[Y], mónico en Y salvo factores en R de
grado ng(H,') S 5, tal que HJ-(Zj) pertenece a IT

Entonces, existe un circuito aritmética ,6 de talla 002500)) y profun­
didad no escalar O(log(n6)) que calcula un polinomio Q E Z[T¡,...,T,,]
que verifica la siguiente propiedad: para toda upla (A1,. . . ,Án) G R" tal que
Q(A¡,...,/\n) 750, la forma lineal u := MX] + ---,Á,.Xn es un elemento
primitivo de V.

Demostración. Sean (th. . . ,tn) 6 R" y zgll,zg-2),zj(-1),zj(-2)G K tales que:

GM”) = cms-2)) = 0 (2.10)
11j(t1,...,t,,,z.‘)) = H,-(t1,...,t,.,zj.2)) = 0

La idea es que zm zmJ , J corresponden a valores

Z}l)=tlz{1)+. . . + + ---+ tnxg)
A

z?) = ¿11:22)+ ... 441.132)+ ..- +tnzí2)

donde (1:21),. . . , 39)) y (2:52),. . . , 253))son dos puntos distintos de V. Luego, si
se quieren determinar condiciones sobre (tl, . . . ,tn) G R“ para que
u := thl + + tan sea un elementoprimitivopara V, deberá ocurrir
que

“1350+... +tn39) 7€tlzg2)+...+tnzí2)

y por lo tanto, que

tsz-I) + 21(1)7‘-tjcc?) + z?) (2.11)

Se hallarán entonces polinomios Q1, . . . , Qn que verifican que, para toda
n-upla (tl, . . . ,tn) E R" tal que QJ-(th . . . ,tn) aé 0 y pares distintos (arg-l),25-”)

y (mg-2),¡eg-2))que cumplen la condición (2.10), resulta. thSn'i'Zsl) 7€tiré-242?).
Posteriormente se demostrará que el polinomio Q := H};1 QJ-cumple con los
requisitos del enunciado del lema.
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(1)
j

nuevas indeterminadas XF), X10),Z1“),ZP). En términos de estas indetermi­
nadas, la condición (2.11) puede reescribirse como

- 2 1 2

Entonces, para cada J = l,...,n. se reemplazan rc ,zg- L2} ),zJ(-) por

Tim!” —Xf’) + ZJW—2,9) ae o

Y ésta última condición se puede reescribir por medio de matrices de ilO­
motecias.

. . 1 2

Para esto, se consrderan las homotecras 1]X(¡)_\,(2)por X} ) — X; ) cn
J J

k(T1,. . . ,muy),X}2>]/(Gj(x}”),G¡(X}”)) y qZ¿,)_Z¿2,por 2;" —2;” en
1 2 1 2Maturana kz} ’l/(Hj(Z}mit-(Z; b).

Del mismo modo que en el lema 28, las matrices de las homotecias

1]X(1)_X(2)y 1]z(¡)_z(2) pueden calcularse directamente (salvo múltiplos en
J J J J. .

R[T1,. . . ,Tn]) a partir de los coeficrentes de GJ-y Hi.

Sean XX(_¡)_X(2)y XZ(¡)_Z(2)los polinomios característicos de estas matri­
J J J Jces:

XX(')_X(2)()/) = YDI + aD¡—lYDl_l + ' ' ' + am]le
J J

= YD:+ aDg-lYD2_l+ ' ' ' + (11112}/7n2
J J

Si ml = D1, entonces resulta

(x10) —X9)“ E o módulo (G¡(X}')), Gj(x}2’))

J a J (

Gj(IES-2))= O verifica que caí-l)= 23-2).Por lo tanto, definir QJ-(T1,. . . ,'1

será, suficiente ya que, dados dos pares distintos (1:51),2;”) 74 (mg-2),252)) tales

que Gucci-1)) = (PJ-(3:52))= 0, resulta 3:5") = 25-2). Luego, para que ambos
(2)
j

Esto significa que todo par de elementos zm mm e K tales que GJ-mi”) =

pares sean distintos deberá. ocurrir que 21(1)7€z , y por lo tanto, para todo
tj G R se verifica la condición (2.11).

Análogamente, en el caso 777.2= D2 se tiene que

(ZJW—2;”)02 E o módulo (1-1,-(Z}"),11j(z}2’))

lo cual significa que la.condición

Hj(t1,...,t,.,z(-1))= HJ-(tl,...,tn,z(2)) = o (2.12)J .Í
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implica 25]) = 25-2).Por lo tanto, dos pares distintos (má-“¿515 y (x52),zJ(-2))
en K2 que cumplen (2.12) tienen su segunda coordenada igual, es decir,

25-1)= 2?), lo cual implica que 2:9) 75 reg-2).Por lo tanto, siempre que t,- 7É0
se cumplirá la condición (2.11), de donde se desprende que alcanza. con definir
Qj(T¡,. . . ,Tn) Z:

Se analiza aliora el caso general D1 > m1 y D2 > m2. Sean

XX(1)_X(2)(Y1)

1 z: J “17:1

ngmzfnm)
Y!”

para j = 1,. . . ,n. Como antes, la matriz MTle+Y2de la homotecia nrjyfiy,
en la base monomial natural de k(T¡,...,Tn)[H,}3]/(g¡(}fi),h¡(iá)) con el
orden lexicográfico se determina directamente a partir de los coeficientes de
gJ-(Y1)y hJ-(Yg). La idea es que esta matriz tiene como autovalores todos

him) ==

los posibles valores TJ-(rrgll—zS-zl)+ (251) —252)). Dado que es preciso que
todos estos valores sean no nulos, debe ocurrir entonces que el polinomio
característico de Mijl+y2 no tiene a 0 como raíz, lo cual se traduce en la
condición que el término constante del mismo, det(MTJy¡+y2)sea distinto de
cero. Obsérvese que este polinomio no es constante, ya que, en un desarrollo
en potencias de TJ-del mismo, el término constante corresponde a det(My,),
que es no nulo puesto que h,- no tiene a cero como raiz.

Por lo tanto, se define QJ-en la forma:

Qj(T1,- WT") ==iïidet(MT,-Yi+Y2)

Se afirma que esta definición verifica lo pedido: sea (il, . . . , tn) e R“ tal que

QJ-(tl, . . . ,tn) 760 y dos pares en K2 distintos (msnm?) y (má-“,2?” con las
condiciones (2.10).

Si 2;” = 25-2)entonces debe ser se?) 7€21:52)y como t,- 7ÉO’resulta tft?) +
(1) = zm
J J

De modo que se puede suponer que
25-”) 9€tir?) + 25-2).Por otro lado, esta conclusión es evidente si :1:

(en cuyo caso vale que 25-1)7€ 252)).
2

11:51) 7€ reg-2) y 25-!) 7€ z;- l.

En este caso se tiene que gJ-(zrgl)—mi”) = 0 y hJ-(th . . . , tn, 25-1)—252)) = 0.

Entonces tj(a:S-l) — reg-2))+ 21(1)— 25-2)es raiz del polinomio característico de
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M.Jy,+y,, y dado que (tl, . . . , tn) fue elegida de modo que el término constante

de este polinomio resulte no nulo, se deduce que tj(1:S-l)—a:g2))+zj-l)—25-2)7€0.
Resta ahora probar que para toda n-upla (t¡,...,t,,) e R" tal que

Q(t¡,...,tn) 9€0, la forma lineal u := t¡X¡ + + t,,X,, es un elemento
primitivo de V.

Sean entonces (t¡,...,t,,) una n-upla tal que Q(t¡,...,t,,) 94 O y
(zíl),...,:rl,‘)), (:cí”,...,:rl,2)) dos puntos distintos (le V. Luego, existej 6

{1, . . . ,n} tal que arg-l)sé 2?). Si se define

z?):=i139)+---+ij:rgi)+---+tn:rsl

para z'= 1,2, vale que

G (se?) = (¿ug-2’) = o
H (2,07)= 11,99)): 0
(25"),z‘” ae(39,4”)

Por lo tanto, se cumplen las condiciones de la afirmación anterior, de lo cual
se deduce que

mí" + - -- + tua-53)= tjx, + 25-"96tij-Z) + 25.2)= tlrrlz) + --- “,15,”

Para concluir, se estima la complejidad de este proceso.
En primer lugar, se calculan los coeficientes de los polinomios carac­

terísticos xx(¡)_x(2) y xz(¡)_z(2) aplicando cl lema 7 con talla O(nó8 log 6)

y profundidald nojescalarJOUog 6). Con las ideas del lema 28 en mente, si
al” G Z y bm G ZI'I'I,...,T,,] son los coeficientes principales (en T) (le
G,- y H]- respectivamente, con el mismo tipo de complejidad se puede calcu­

lar (alj))62xxín_sz)(T) y (b(j))62ngi)_zgz)(T)de manera que todo el proceso
pueda realizarse sin divisiones.

Luego hay que determinar cual es la potencia de T correspondiente al
menor coeficiente no nulo de (alj))62,\/X(¡)_X(2)(T)y (blj))62xzu)_z(2)(T), a fin

J J J J

de obtener los polinomios gj y hi. Para esto se utiliza el lema 20 O(nóol'))
operaciones aritméticas adicionales con profundidad no escalar O(log 6).

Finalmente, se calculan ((tb)64dci(MTJx’+z¡), siendo A413X1+21un matriz
de tamaño 64, con talla O(nó16log 6) y profundidad no escalar O(log 6), luego
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de lo cual se multiplican todos los polinomios obtenidos, lo que implica una
talla total de tipo O(n60(1)log6) y una profundidad no escalar O( log(n5)),
como se habia enunciado. D

Este lema reduce el problema de hallar los coeficientes de una forma
lineal que representa un elemento primitivo para la variedad V al del la
determinación de una n-upla /\ = (A1,...,An) e Z" con la propiedad que
Q(A) .-,¿0, donde Q es el polinomio del enunciado del lema 29. Mediante
la aplicación de la proposición 20, esta última cuestión puede resolverse en
forma probabilística.

Supuestos dados tales coeficientes, se tiene el siguiente resultado:

Lema 30 ([114], Proposition 27) En las condiciones del lema 29, dado
además un elemento primitivo u := /\¡X¡ + + Aan para V, existe un
circuito aritmética ,3 de talla n60“) y profundidad no escalar O(€+ log 6) tal
que calcula elementos p¡,...,p,. e R y polinomios q,v1,...,vn G R[T] con
las siguientes propiedades:

0 97‘T(q)= 5 y q verifica que q(/\1X1+---+ Áan) e I

o para todo i = 1,...,n vale que gr(v,-) 5 5 y p.-X,-—v.-(u) E I

Demostración : Sea ZJ-:= MX] + —-. + AÏÏJ- + . - -+ Aan. Reemplazando
las variables (T1, . . . ,Tn) por (A1, . . . , A") en los polinomios H1, . . . , Hn se ob­
tienen polinomios /L¡(T) := H1(/\¡, . . . , ‘AmT), . . . , hn(T) := Hn(/\¡, . . . , An,T)
en RlT] que verifican hj(Zj) E I.

Como u es un elemento primitivo de V, en particular separa puntos de
{GJ-(Xj) = 0, hJ-(Zj)}. La idea es aplicar el lema 28, para lo cual es necesario
previamente hallar una representación separable de los polinomios hJ-(Zj). La
representación separable ÏLJ-(Zj)de hJ-(Zj) se calcula utilizando la estrategia
descripta en la sección 1.3.3.

Luego se aplica el lema 28 en k[T]/(G¿(X¡),Ïi¿(Z,-)) con u = AjXJ-+ Z,­
como elemento primitivo para j = l, . . . ,n, y se obtiene un elemento p,-E R
y PolínomÍOS¿Javi € RlTl tales que {pjvj(u)1qi(u)} S (Gj(Xj),hj(Zj)) S Ï­

De las estimaciones de complejidad de los lemas 18 y 28 se deduce que
todo el proceso tiene talla O(n64 log 6) y profundidad no escalar O(log 6). CI
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Elusión de divisiones en la iteración del operador de Newton­
Hensel

A fin de producir las entradas necesarias para la aplicación de los lemas 29
y 30, se aplicará el lema 24 que reduce al caso cero-dimensional. Para esto,
como ha sido dicho en la subsección 2.1.4, es necesario calcular la expansión
hasta grado 6 de la serie de potencias de cierta función racional.

Esta expansión se calculará mediante el proceso de “elusión de divisiones”
descripto en la proposición 7. A fin de poder aplicar esta proposición, es
necesario calcular la función racional involucrada con una sola división al
final de todo el proceso. Dado que las divisiones provienen de cada paso
de iteración con el operador de Newton-Hensel, se redefinirán las funciones
racionales que intervienen en el mismo a fin de evitar divisiones en pasos
intermedios.

El operador de Newton-llen'sel se da como un vector de r funciones
racionales de Q(X¡,...,X,¡). Lo mismo es cierto para la. K-ésima iteración
de este operador, que se notará por N}. Escribiendo las r funciones racionales
con un denominador común, existen entonces numeradores (9511),“,. . . , gí‘l) e
Q[X¡,. . . ,Xn] y un denominador lil“) G Q[X¡, . . . ,Xn] no nulo tales que N}?
puede escribirse como:

gl“) +1 (K)K_ L "_ r r r
NF_ Puah“) €Q(/\la“-i/\n)

En el siguiente lema se muestra como pueden calcularse en forma.uniforme
sin divisiones en (Q[X¡,. . . , X,.] los numeradores y el denominador (le

Lema 31 ([78], Lemma 27) Supuesto que F¡,...,F, se representan mc­
diante un circuito aritmética F sin divisiones de talla L y profundidad no
escalar É, es posible calcular los numeradores gnir+1,. . . ,gS‘“)y denominador
lil“) correspondientes al K-e'simo paso de iteracio'n del operador de Newton-­
Hensel NE sin divisiones en (Q[X1,...,X,,] por medio de un circuito ar­
itmética de talla L(Kn1‘d)o(l)y profundidad no escalar O(K(t’+ log

Demostración. Considerando los polinomios F1, . . . , 17',como elementos de
Q [X1,...,X,,_,.][Xn_,+¡,...,Xn], sea A(F) = (a¡j)¡5¡,¡5n la matriz tras­
puesta de la matriz adjunta de D(F). Tanto A(F) como el determinante
Jacobiano J(F) := det(D(1¡')) pueden evaluarse uniformemente mediante un
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circuito aritmético sin divisiones de talla O(Ln + rom) y profundidad no
escalar O(e + log 1'), combinando el lema 7 y el lema 25. El operador Np
puede escribirse de la manera siguiente

Xn-r+l F1(Xn-r+l,- -- ,Xn)

J(F)( E )-A(F)( ' )
NF = X" Fr(Xn—r+1,...,X,,)

JU?) (2.13)

Las entradas aJ-kde la matriz A(F) son polinomios del anillo Q[X1,. . . ,Xn]
de grado a lo sumo (n —1)(d - 1). Asimismo, el determinante Jacobiano
J(F) es un polinomio de Q[X¡, . . . ,Xn] de grado acotado por n(d— 1). Para
l Sj S n se considera '

gn-r+j==J(F)Xn-r+j - Z aijk
lc=l

Todos los polinomios que aparecen en el miembro derecho de la definición
of gn_,+,- como sumandos tienen grado acotado por u := nd + 1. Luego, el
grado de cada gn_,+¡ queda acotado por u. Sean "gn_,+¡(Xo,X1,...,X,,)
y "J(F)(X0,X¡,...,X,,) los polinomiosde Q[X0,X1,...,,X,,] que resultan
de homogeneizar los polinomios gn_,+j y el determinante Jacobiano J (F )
respecto de las variables Xn_,+¡, . . . ,Xn mediante una nueva variable X0.

Se introducen entonces los siguientes polinomios homogéneos:

. Gn-r+j(X01' ' ' aX1!) z: Xg-gr(g,)(hgj)1

. 11(X0,.. . ,xn) ;= Xg‘9'("“)('-J(F)).

Del lema 26 se deduce que es posible calcular los polinomios Gn_,.+¡,
...,G,, y H con un circuito aritmético sin divisiones en Q[X¡,. . . ,Xn] de talla
L(nrd)0(') y profundidad no escalar O(Z + logr). Finalmente, se definen
recursivamente los siguientes polinomios:

o para k = 1 y l Sj S r sean 3152,“: Gn_,+j(1,X,,_,+¡,. . . ,Xn),

h“) := H(1,X,,_,+¡,...,X,,)
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° para k 2 2 y 1 Si S 7'scan 953+,- ==Gn-r+j(h“'"’,gík_ïïh --,gl.""’)
. '- k_ .­

h“) := HU‘“ lbflí-rïh - - - vglnk1))

Por inducción en k se demuestra que los polinomios 9,2,1“, . . . ,gflk) son
los numeradores y hl") es el denominador de la k-ésima iteración del operador
de Newton-Hensel Nip.

El circuito aritmético que evalúa gík),+¡,...,gllkl se obtiene iterando k
veces el circuito aritmético (sin divisiones) que calcula G,._,+¡, . . . , Gn y II,
resultando su talla O(Lk(nrd)o(‘)) y su profundidad no escalar O(k((’ +
log Dado que no se introducen nuevos parámetros por este procedi­
miento, poniendo k := r: se tiene el enunciado del lema. El

Cabe destacar que el circuito aritmético descripto se compone fundamen­
talmente de operaciones de álgebra lineal con matrices de tamaño r x 1', lo
cual implica que su traducción booleana puede realizarse en forma uniforme.

102



2.1.6 El algoritmo para el cálculo de un elemento pri­
mitivo

En esta sección se desarrollará. un algoritmo que calcula un elemento primi­
tivo para V y la solución geométrica asociado al mismo. Este algoritmo se
aplica recursivamente a las variedades V.-:= V(F¡,...,F¡) para 1 5 i S n,
por lo que se describirá el i-ésimo paso de esta recursión.

Según lo desarrollado en la. sección 2.1.1, se puede suponer que los poli­
nomios input 171,.. . , Fn forman una sucesión regular en Q[X¡, . . . ,Xn] y los
ideales 1.- generados por F¡, . . . , F.-en Q[X1,. . . ,Xn] son radicales para todo
i=1,...,n —1. Se asume asimismoque (F¡,...,Fn) es radical.

Los polinomios 1'1¡,...,Fn E Z[X¡,...,Xn] se representan mediante un
circuito aritmético l‘ en Z[X¡, . . . , Xn] de talla L y profundidad no escalar f
con parámetros enteros de altura máxima h que evalúa 171,.. . , Fn. A fin de
estimar la complejidad del i-ésimo paso recursivo del algoritmo, será.necesario
introducir los siguientes parámetros:

o 6,' := g'r(V,-)

o 6::maz{6;:15i5n}

o 11.-:= hit/¡(0), donde C es un número natural de orden 0((logn +
É)log 6) elegido de modo tal que Q[V.-]tiene un elemento primitivo de
altura C con respecto a una posición de Noether adecuada para V.­

o nz=max{n¡:15iín}

Sea z'e {1, . . . ,n} fijo. A fin de simplificar las notaciones se supone que
las variables X 1,. . . ,Xn están en posición de Noether con respecto a la va­
riedad V¡,siendo las variables X¡, . . .,Xn_.- libres. También se supone dada
la representación binaria de las coordenadas enteras de un punto de levanta­
miento P.-,de los coeficientes enteros de una forma lineal U,-que representa un
clcmcnto primitivo para Vp.y de los coeficientes de los polinomios primitivos
que constituyen la solución geométrica para Vp¡correspondiente al elemento
primitivo definido por U.-.La siguiente proposición, que sigue las lineas gen­
erales (le [78, Proposition 30] con la diferencia que realiza todo el proceso sin
necesidad de pasar al espacio proyectivo, se describe el circuito aritmético l".­
que realiza el i-ésimo paso recursivo del algoritmo:

103



Proposición 8 ([78], Theorem 28) Existe un circuito aritmética I‘,- en
Z[X¡,...,X,¡] sin divisiones de talla (id6,-L)Om y profundidad no escalar
O((logi + É)log 6.-)que utiliza parámetros de altura logaritmica acotada por
ma:c{h,7]¡,0((logi + E)log 6¡)} el cual, teniendo como entrada

o una normalización de Noetlzer para la variedad V,-,

o un punto de levantamiento P.- para V.-y

o la solución geométrica de la fibra de levantamiento Vpl

produce como salida

un cambio lineal de variables (X¡,. . . ,Xn) —> (Y¡, . . . , Y“) tal que las
nuevas variables Y¡,...,Yn esta'n en posición de Noether con respecto
a “+1;

un punto de levantamiento P,-+1para V.-+¡y

una solución geométrica para la fibra de levantamiento me.

Este circuito aritmética consiste fundamentalmente de operaciones de álgebra
lineal con matrices cuyo tamaño máximo está acotado por 64 X 64.

Demostración. El circuito aritmético l‘.-consta de dos etapas. En la primer
etapa obtiene la solución geométrica de V.-a partir de la de VP“ es decir, se
calculan los siguientes items:

o el polinomio minimal primitivo q,-e 'E[X¡, . . . ,Xn_¡,U,-] del elemento
primitivo u.-de la extensión de anillos:

12.-: Q[X¡,...,Xn_,-]—. Q[X¡,...,X,.]/(F¡,...,F,-) =: om] y

o polinomios p:1¡+¡,...,ps:'l e Z[X1,...,X,._.-], p“) := nï="_¡+¡ pg) y
polinomios v52¡,...,ví‘) E 7L[X¡,...,X,._.-,U,-] con las siguientes pro­
piedades:

— 1naa:{gru.v;-¡) ; r <j S n} < 6.-,

— para k = 1,. . . ,n-i el polinomio p,¡_.-+kX,._,-+k—vil-H. es primi­
tivo, y
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- se satisface la identidad:

(1a,. . . ,R-n.) = («zi-(Ut),pí‘llxa. —vS21(U.-),.. . ,pS’Xn - wiki/¡»pm

(donde Ip denota la localización del ideal I por el conjunto {1,p, . . . , p", . .
de todas las potencias de p).

En la segunda etapa se interseca algoritmicamente la variedad V,-con la
hipersurperficie V(F,-+1)a fin de producir:

una normalización de Noether de las variables con respecto a la variedad
Vi+l = Vin V(Fi+l),

un punto de levantamiento P.-+¡ para la variedad V.-+¡y

una forma lineal U.-+¡que representa un elemento primitivo tanto de la
extensiónR,“ := Q[X1,...,X,,_,-]—>Q[X¡,.._,X,,]/(F¡,.,.,F}+¡) =;
Q[V,-+¡]como de la extensión Q —> Q[Vp_.+¡],y

la solución geométrica de Vp‘.+1asociada a elemento primitivo u,- in­
ducido por U,“ en Q[Vp_.+,].

161‘. etapa:
Dado que las variables X1, . . . , X" están en posición de Noether con respecto
a la variedad V.-,siendo las variables X¡,. . . , Xn_,- libres, se tiene que la
extensión R.- —> Q[V.-]es entera.

Sea P,- = (pl, . . . ,p,,_.-) E Zn“ el punto de levantamiento dado y Vp¡=
1n-l(1°.-)la fibra de levantamiento. Entonces se tiene que D,- := gr(Vp.) =
rangoninVil S 9T(V.-)= 5.2 Sea

Ui = An—i+lA,n-i+l'l' ' ' ' "l' An){n e len-í+li - - °vXn]

la forma lineal dada que genera un elemento primitivo de la extensión de
anillos Q —> Q[Vp_](es decir, U.-separa los puntos de VR).

El polinomio minimal de la imagen u,-de U.-en tiene grado mayor o
igual que la cardinalidad del conjunto U¡(Vp¡). Como U,-sepa’ra los puntos de
VP” esta cardinalidad es gr(Vp¡) = rangoR¡Q[V,-].Por lo tanto, el polinomio
minimal m,“ tiene grado D.-, lo cual significa que U.-genera también un
elemento primitivo de la extensión de anillos R,-—v Q[V¡].

En lo que sigue se notará indistintamente por u,- al elemento primitivo
generado por U, en las extensiones de anillos Q —+ Q[Vp_.]y R1-—> Q[V,-].

Por hipótesis, los siguientes ítems están dados como input:
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o la ecuación minimal primitivaá e ZIT] del elemento primitivo u,- (lc
(Dll/nl,

o la parametrización de VR.por los ceros de á, dada por las ecuaciones

X1_pl :0)...,Xn—í_pn-i =an(71)=0’

fin-í+an-í+l '_ Ün—i+l(T)= 01---viian _ = 0’

donde ón_.-+¡,...,ï)n son polinomios de Z[T] de grado menor que 1).- y
¡5,¡_,-+1,.. . ,fin son números enteros no nulos tales que los polinomios
ñn—í+an—i+l_ ñn—i+l(T)!' ' -al.)an _ son primitivos­

Sea a G Z el coeficiente principal de á.
Considerando 171,.. . ,17.-como polinomios en las variables Xn_.-+¡, . . . , X",

es decir, como elementos del anillo de polinomios R.-[X,._¡.H, . . . , Xn], se tiene
el Operador de Newton-Ilensel NF para F := (F1, . . . , 17.-)introducido en la
sección 2.1.4. Este operador fue definido en la forma

XII-¡+1

NF = E - DUPYl .
X" Fi

Fl

donde D(F) es la matriz Jacobiana de F con respecto a las variables
Xn_,-+¡, . . . ,Xn, es decir:

ÜF.

J l<k<l
n-i-ïl 5-1571

Del lema 31 se deduce la existencia (le numeradores gí'ilifi, . . . ,gfl") y un
denominador no nulo hl") en el anillo de polinomios R,-[X,._.-+¡,..., Xn] tal
que la K-ésima iteración del operador de Newton-Hensel es de la forma:

(I‘)gn-íil
h

('n)

fin
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Sean Mmm.+1, . . . , Mx" las matrices que describen el tensor de multipli­
cación (le la Q-álgebra Q[Vp¡].Siendo M la matriz compañera del polinomio
a"q(T) e MT], para 1 Sj 5 2'la siguiente identidad es inmediata:

fin—i+jMXn—.-+¡= 5n-í+i(M)

Dado que {nm-+1-es un polinomio de grado menor o igual que D.-—l, se deduce
que las matrices fin_¡+jaD""Mxn_¡+¡ tienen coeficientes enteros. Siguiendo
la estrategia del lema 24, sea n := 1 + 10926.-(nótese que rc2 1 + loggD.-). El
circuito aritmético I‘¡ ejecuta n iteraciones del operador de Newton-Hensel
en forma simbólica de la siguiente manera: l‘,-calcula numeradores y deno­
minadores de las matrices Nn_.-+¡,. . . ,Nn con entradas en Q(X1,...,Xn_¡)
definidas por:

. .= gíüi+k(X1)"'1Xn—í,_M_)
_¡+k- hl")(Xl,...,Xn_¡,M)

Nn

donde M = (MXN.+1, . . . , Mx") y gig-+1, . . . ,92“) son los numeradores y hl")
el denominador del lema 31 (es decir, N,._.-+1,...,N,| son las matrices que
resultan de aplicar K.pasos de iteración del operador de Newton a las matrices
Mxn__+,,. . .,Mx").

A partir de éstas, se obtiene la matriz

M 3: Ui(Nn—i+l, - - - ¡Nn) = An—i+11Vn—i+l+ ' ' ’ + AnNn

con coeficientes en Q(X1,. . . ,Xn_.-) cuyo polinomio característico x permite
hallar una ecuaciónque anula a u¡ en (ver lema 24).

A fin de evaluar los coeficientes del polinomio característico x de M sin
divisiones por polinomios de (11X1, . . . ,Xn] en pasos intermedios, es necesario

retomar la demostración del lema 31: los polinomios 95:1)”,, . . . , gg‘), hl") se
definen a partir de polinomios homogéneos

G,,_¡+¡(Xo, . . . ,Xn), . . . ,Gn(Xo, . . . ,Xn), H(Xo, . . . ,Xn)

del mismo grado, siguiendo las siguientes reglas:

° para k = 1 y 1 S ia 91(11—)í+jz: Gn-í+j(1)Xfl-¡+1)"'1Xfl)r

h“) := H(1,X,._.-+¡,. . . ,Xn)
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0 para k 2 2 y 1 Si S i, 953.-” ==Gn-¡+j(h(""’,gíïíí)j, -- -mtb”),

¡LW;= 11(h<k-1>,g“‘"’. . (k-U)n-i+Ja' '9 n

Dado que; los polinomios Gn_,-+j y H son homogéneos del mismo grado,
la fracción %t¿(Xo,Xn_.-+¡,...,Xn) no varía si se reemplaza el vector
(X0,Xn_¡+¡,...,Xn) por cualquier múltiplo escalar del mismo. Entonces,
si se define fil‘) := H}=¡ ¡LH-H, comenzando el primer paso con las funciones:

Para l S i) 91(¡1-)i+ji: Gn-¡+j(aDi_lfi(i))aDí—lñ(í)Xn—i+l)- ' ' aaDl_lÍ3(i)Xn)

h“) ;= 11(aD"lfi("),aD"lfi(¡)Xn_¡+¡,..qua-1,3%,.)
k

la sucesión de funciones racionales ¿[ist-Lcoincide con la. definida anterior­
mente. Esta nueva sucesión tiene la ventaja de estar en términos dc los
polinomios fillan_.-+J-, cuyo tensor de multiplicación en QleJ se tiene sin
divisiones por polinomios de Q[X¡, . . . , Xn] y con coeficientes enteros.

Por lo tanto, si se calcula la siguiente sucesión

o para lc= ly 1 Sj S isean 9,2th := Gn_¡+,-(aD"1fi(‘),Yn_.-+¡,..., Y”),

h“) := H(aD“l/3(‘), yn_,.+l,. . . , y")

o para k 2 2 y 1 Sj S i sean 9512“ := Gn_.-+j(h(k“),g,(¡k__¡i)j,.. . ,gllk‘”),
_ k- —

1200:1101“ 1),gí_.-1,’,-,..-, t" ll)

las funciones resultantes del rc-ésimo paso verifican:

(") _ .

h(,:g¿(aDl_lfi(i)Xn—í+lr--1aD'_lfi(i)Xn) Xn—í+l
s = N; s

l“) D.--1-(i) D —1-(¡) X,¿133m p Xn_.-+¡,...,a ' p X") 1

De aqui se deduce que las matrices que las matrices gfl'Ï¿+k((LD"'f)(¡)M)
para k = ,...,i y h(")(aD"'fi(‘)M) pueden utilizarse a fin de expresar las
matrices Nn_¡+¡,...,Nn sin divisiones. En consecuencia, la matriz M se
puede escribir en la. forma:

M = (An-¡“9533.41(a"“‘ñ“’M_)+---+An951“’(aD“'/7“’M))"‘(a')"'fi“’M.)"
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Para evitar las divisiones en el cálculo de los coeficientes de x que se
producirian si M se calcula mediante el esquema de la identidad anterior,
sea 0 := (let(lz(aD"‘fi(llM)) e R.- y M¡ la matriz con coordenadas en R.­
definida por M1 := 0M. Entonces, se tienen las siguientes identidades:

dei(T- Ido, —M) = det(T - MD, —a-‘M,) = 0'D‘det((0T)IdD¡ —M1).

Sea 45(T)= TD'+<;SD¡_¡TD"'+- ' +450 E R¡[T] el polinomio característico
de M1. De las identidades anteriores se deduce que para 0 5 k S D.-—1 el
k-ésimo coeficiente de x puede escribirse como

ÜkÓk

W (2.14)ak =

Por lo tanto, en lugar de calcular los coeficientes ak se calculan los coeficientes
qSk,los cuales poseen toda la información necesaria para recuperar los ak
mediante la identidad (2.14).

Sea ahora mu. := TD‘+bD._¡TD"'l +- - -+bo. A partir de las relaciones de
congruencia (2.6) se concluye que los coeficientes ak del polinomio x verifican
la siguiente propiedad:

a, s bkmódulo (X1 —p1,...,Xn—i - pm)“

Asimismo, el lema 23 asegura que los grados de los coeficientes bh del
polinomio minimal m.“ e R.-[T] están acotados por 5.-. Por lo tanto, el
desarrollo hasta grado 6.-del polinomio ak es precisamente el polinomio bk
buscado para k = 0, . . . , D.-—1. Dado que ak se tiene como cociente de dos
polinomios con coeficientes enteros, la éscritura de ak se recupera por medio
de la proposición 7.

Resta estimar la complejidad de este proceso. En primer lugar, es nece­
sario tener los numeradores y el denominador correspondiente al ¡c= 1+logg6,­
paso (le iteración del operador de iteración de Newton-Hensel, que se cal­
culan según el esquema descripto en el lema 2.1.6, con tallaiLdiom log 6.-y
profundidad no escalar O( log6.-(¿’+logi)). Asimismo, la matriz aM y las ma­
trices aD"‘1,6(‘.)MX"_¡+l, . . . , aD"1fi(‘)Mxn se obtienen de la manera siguiente:
siendo Vn_,-+J-(X0, T) la homogeinización de 5,14“- con variable X0, entonces
se tiene

( H fin-i+k)aD'_l—gr(ün-i+l)V'I-í+j(arGM) = aD"lfi(i)Mxn_¡+¡
kaej
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Por lo tanto, aM, aD“'/3(¡)Mxn_¡+,,...,aD"'fi(‘)Mxn se calculan con talla
006?) y profundidad no escalar O(logi + log 6.-).

A partir de estos datos se calculan las matrices gí’il¡+¡(aD"lfi(‘)M),. . . ,
gí"l(aD"lfi(‘)M) y Izl")(aD‘-¡fi(¡)M)evaluando el circuito aritmético que cal­
cula 9512+“... ,gí") y lll“) en aD“lfi(‘)1llxn_¡+l,...,aD'_lfi(¡)Mx", y sc cal­
cula también 0 = det(/L(aD"lñ(‘)M)). Esto requiere Ld(ió¡)o(ll operaciones
aritméticas con profundidad no escalar O( log 6.-(t’+ logi)).

Luego, la matriz JW] se calcula por medio de la identidad:

M] = ÜA/f=

= (An-mal?“ + ' -- + Ányí“’)(aD"'fi“’M) °AdJ'(h-(aD"‘fi“’M))

y los coeficientes du.del polinomio característico de M1 se calculan sin (livi­
siones vía el lema 7, con talla Ld(1Ï6.-)o(')y profundidad no escalar O( log 6¡((+
logi)).

Finalmente se utiliza la proposición 7 a fin de evitar divisiones enel calculo
de ¿33% y se calcula el máximo común divisor del contenido de go, . . . , g¡)l_¡,
para luego dividir por éste número a go, . . . ,gp¡_¡ y obtener así el polinomio
minimal primitivo q,-G Z[X¡, . . . ,X,._.-,T] buscado.

Dado que los cálculos de máximo común divisor entero exigen ramifica­
ciones, se tiene una red aritmética sin divisiones F; en Z[X¡,...,X"_¡] de
talla Ld(ió¡)0(') y profundidad no escalar 0((logi+Ú) log 5.-)que utiliza como
parámetros las coordenadas pl, . . . ,p,,_¡ de 13.-,los coeficientes del cambio de
coordenadas de la normalización de Noether para V.-,los números enteros que
aparecen como coeficientes en la solución geométrica de la fibra (le levanta­
miento Vpl.y los parámetros de F.

El cálculo de las parametrizaciones vii-H“ . . ,vg) G MX], . . .,X,._¡,'1'],
se realiza combinando el esquema del circuito F:-y la estrategia del lema 30.
Para aplicar el lema 30 es necesario calcular el polinomio minimal 172xn_l+k
de las imágenes de las variables X,,_¡+ken y el polinomio minimal
mznfl“ de las imágenes de las formas lineales Zn_,-+k:= T _¡+¡X,,_¡+¡ +- - -+
Tn_¡+kX,,_,-+k+ --- + TnX" en ® Q(T,,_¡+¡, . . . ,Tn) para k = l, . . . ,i.

Dado que los endomorfismos que se consideran son liomotecias, sus poli­
nomios minimalcs se obtienen mediante una representación separable de su
polinomio característico. A fin de calcular tales ecuaciones se utilizan los
polinomios característicos de las matrices N,,_.-+kanteriormente definidas y
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los polinomios característicos de las matrices

Z
NIE-ii-k i: Zn—í+k(Nn_i+k, . . . , N")

El cálculo de estos polinomios característicos sigue los lineamientos del cál­
culo de polinomio característico x de la matriz M: en lugar de calcularlos
directamente, a fin de evitar divisiones se calcula el polinomio característico
de un múltiplo adecuado de las matrices a considerar.

Posteriormente, la representación separable de estos polinomios carac­
terísticos se calcula utilizando la estrategia de la sección 1.3.3 a fin de evitar
divisiones. De esta manera los coeficientes de los polinomio minimales busca­
dos se obtienen por un circuito aritmético que tiene solamente una división al
final del proceso. Por lo tanto, la.proposición 7 permite calcular la expansión
exacta de los coeficientes de los polinomios minimales hasta grado 6,, que por
el lema 23 resultan los coeficientes buscados.

Finalmente, operando como en el lema 30 se obtienen las parametriza­
ciones asociadas a las variables Xn_,-+ky se completa la primera etapa.
Obsérvese que el circuito aritmético en cuestión tiene talla (id6,-L)O(‘)y pro­
fundidad no escalar O(log(d6.-)+ f) con parámetros of altura logaritmica
acotada por O(log(dó,-) + (3).

2da. etapa:
La segunda etapa se comienza con el cálculo de una normalización de Noether
de las variables respecto de V.-+¡.Esta posición consiste de un cambio lineal
de las variables X¡,...,X,, (que se suponen normalizadas respecto de V,-)
en nuevas variables Y¡,...,Y,, de forma tal que se cumplen los'siguientes
requisitos:

o Y], . . . , Yn_¿_¡ son libres respecto de V¿+1

o la siguiente extensión de anillos es entera

R€+13=«un,...,vn-.--¡1—» QIYI,...,Yn1/(F1,...,n+l)

o las coordenadas del cambio de coordenadas son enteras

Para tal fin, se considera la imagen de 17.-“en Q[V¡],y la homotecia que
éste elemento define. El polinomio minimal mp”, de esta homotecia tiene su
término constante no nulo, ya que FH] no es divisor de cero en QVHI]. Y este
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término constante a0(X¡, . . . , Xn_,-)constituye una relación de dependencia
de las variables X1, . . . ,Xn_,- en Q[V.-+¡]: dado que n1¡r¡+,(F.-+l) E 0 en Q[V.-],
se tiene que

17.33+ aDu-1R2i1_l+n'+ ao E Ü

en Q[V.-]. Por lo tanto, ao E 0 en (Q[V¡+¡].
Si se realiza un cambio de variables

(X1,--.,Xn—.-) —>(Y1,-..,Yn_.')

de modo tal que a0 resulte mónico en Y _.-, se tendrá, entonces que Y,,_.-es
entera respecto de Y1,...,Yn_.-_¡. Dado que las variables X,,_.-+¡,..., X"
eran enteras respecto de X1, . . . ,Xn_¡ en Q[V,-]también lo son en (DH/¡HLy
por lo tanto Xn_¿+¡,...,Xn son enteras respecto de Y¡,. . . , Y,._¡en Q[V,-+¡].
Pero además Yn_,-es entera respecto de Yl, . . . , Yn_.-+¡,de donde se deduce
que las variables Yn_.-,X,,_¡+¡, . . 2,X,l son enteras respecto de Y], . . . , l""_¡_¡
en (lll/¿14,10 cual implica que las variables Yl, . . . , Y,._.-,Xn._¡+1, . . . , Xn están
en posición de Noether respecto de V.-+¡.

Entonces, para obtener el cambio de variables buscado es necesario cal­
cular el término constante ao del polinomio minimal mn.“ de 172+]respecto
de 02M]­

Como la extensión IL —> es entera y R,-es un anillo íntegramente
cerrado, el minimal de FH] sobre Q[V,-]es igual al minimal de F¿+¡ como
elemento de MX], . . . ,Xn_.-)[X,._,-+¡,. . . ,X,.]/(F1, . . . , Este espacio vec­
torial tiene una base B := {1,u¡, . . . ,u?"‘}, siendo u.-el elemento primitivo
hallado, en la cual el tensor de multiplicación es conocido. Esto es el lle­
cho fundamental que permite calcular los coeficientes el polinomio minimal
771m“.

Sea ahora Ao G Q[X¡,...,Xn_.-] la componente homogénea de mayor
grado de ao, y 7 := (71, . . . ,7,._,-) una (n —i)—upla que verifica que
¡10(71, . . . ,7n_.-_¡,7,._,-) 7€0. Se introduce entonces el cambio de variables:

X1 = Y] +71Yn—¡

¡Yu-¡+1 = )/ïl-ll+l+7lYn-i
Xu-i = }/n—l'

X" = Y"
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Dado que el coeficiente de a0 en el monomio ¡CES-“les Ao(7¡, . . . ,7n_.-, 1), se
deduce que el polinomio ao es mónico en Yn_.-.Por lo tanto, este cambio de
variables es una normalización de Noether respecto de V.-+¡.

A fin de calcular la componente de mayor grado Ao de ao, es importante
observar que a0 tiene grado acotado por d6,-:

sea (I)el morfismo de variedades algebraicas definido por:

(I): —> (¡ln-¿H
(21,...,1:n) i—> (31,...,zn_¡,F}+1(a:¡,...,a:,.))

Dado que ningún polinomio en X1, . . . ,Xn_.- se anula sobre V.-,se deduce
que <I>(v.-)= V(mn+.)- Por lo tanto, WWE-+1)= warm) = graba/m (cf.
[88])­

Sicndo una hipersuperficiede C""“, existe un hiperplano afín
H := {C¡X¡+"'+Cn_¿+1Xn_¡+1 = co}de 0"“ tal que el conjunto (I)(V¡)0H
es finito y verifica: #(I>(V.-)ñ H = #<I>(V.-)n H = gr(<I>(V.-)).

Entonces, se tiene que

o-‘(m = d)"(<I>(V.-)n H):

={CIX1+"'cn—íXn—i+ cn-I'+l«Fi+l(Xh---,Xn) = o} n Vi

Por lo tanto, aplicando la desigualdad de Bézout (ver por ejemplo [88],
Tlieorem l o [70], Example 8.4.6) resulta

grab-KH» s gr(v.-)-grua-+1)

Pero además se verifica que

97‘(‘I’(Vi))= #(‘Ï’(V¡) n H) S ¿MQ-¡(HD

ya que, siendo <I>"(H) = UcecC la descomposición de (Il-WH) en com­
ponentes irreducibles, como la imagen <I>(<I>"(H)) = <I>(V,-)n H es cero­
dimcnsional, se tiene que la imagen por (I)de cada componente C E C es un
punto.

Se deduce entonces la siguiente cadena de desigualdades:

gr(<I>(V.-))= #(‘1’(V.')n ¡1)5 #C S 2 97(0) =
Cec
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= are-¡(«va n 11)) s gï-(vi)-91'(F.-+1)
En consecuencia, se tiene que

97‘(mF.-+¡) S 9T(‘Ï’(Va‘)) S dór

como se había afirmado.

Luego, la descomposición en componentes homogéneas de ao se halla con
cotas de complejidad admisible gracias a la cota de grado de ao y posterior­
mente se genera aleatoriamente la (n —i)-upla 7 que no anula Ao por medio
del lema 20.

Desde el punto de vista algoritmico, el procedimiento que realiza el primer
paso de la segunda etapa calcula en primer lugar el polinomio característico
XR“. A fin de evitar divisiones por elementos de Z[X¡, . . . ,X,._.-], en lugar
de utilizar el polinomio característico de la homotecia por 17.-“, se opera
con el de la llomotecia por (aD"'p(¿))d17¡+¡, cuyo cálculo puede realizarse sin
divisiones de la manera siguiente:
si EH = ELO es la descomposiciónde 17.4.1en componentes homogéneas
con respecto a las variables X,¡_¿+¡, . . . ,Xn (cl. sección 2.1.5), entonces

(00“‘p“))“1’¡+1 =

._ i -- ¡k r -.. i r — i r=zz=l(av'W)“‘Ftl(«\1,...,xn_i,a”-1p< wm”)
Luego, la matriz de la llomotecia por (aD“1plll)dF.-+¡ en la base B (le

(Ill/¡l formada por las potencias de u,-,B := {1,u.-, . . . ¿LP-1}, es la siguiente:

M(aD¡"p(‘))“F.-+¡ =

._ ¡' __ k ._ ' _ ¡­
E:=1(aD' lp( ))d kjrl.(+l(Xl""’X"—ÜaD' lp(')MXn—I+l""’aDl lp( )A/!Xn)

Para calcular esta.matriz, se escribe en primer lugar la matriz aM, siendo
M e Q[X¡,...,Xn_,-]D"XD‘ la matriz compañera de a"q.-, cuyas entradas
pueden obtenerse directamente a partir de los coeficientes de a“q.-. Poste­
riormente, se hallan las matrices aD"lp(‘lMX de la manera siguiente: si

(i)
n—í+j

n-HJ:

VÁZH-(Xo,T) es la homogeinización respecto de T de v con variable X0,
entonces se tiene la identidad:

aD‘_lP(i)Mx.r-.+k= (H Pili-uk)aDl-l_gr(v"'l“)VvlüflkwvaM)#k
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la cual sugiere un esquema de cálculo que puede llevarse a cabo con talla
006?) y profundidad no escalar O( log(z'5.-)).Por otro lado, los polinomios
FJ; se calculan por medio del circuito aritmético desarrollado en el lema 26
con talla O(Ld3) y profundidad no escalar O([). Luego, la matriz
MaD¡-l(p(n))dp¡+lse obtiene simplemente reemplazando en el circuito aritmé­

tico para la evaluación de EQ}, . . . , las variables Xn_.-+¡,. . . ,Xn por las
matrices

al)"“p(")M;,,r,__..+l, . . . , aDí'lpmen y realizando algunas multiplicaciones adi­
cionales, lo cual conlleva O(Ld35;Ï’)operaciones aritméticas adicionales con
profundidad no escalar O(€ + log(i5,-)).

Luego, se aplica el lema 7 a fin de calcular los coeficientes del polinomio
característico de la homotecia por (api-‘p(‘))dF'¡+¡ con talla O(6}') y profun­
didad no escalar O(log 6.-). Dado que M(aD¡-lp(i))dp¡+l= (aDi'lp(‘))“Mp;+,, se

deduce que x(ao¡—np(¡))ap¡+¡((aD“1p(‘))dT)= (aD"‘p(¡))dD‘xn+,(T), de donde
se desprende que el coeficiente correspondiente al monomio T" del polinomio

x(ao,_¡p(.-))¿F¡“(T) tiene la forma (aD"'p(‘))“(D“klbk, siendo bh el k-ésimo
coeficiente de xp,+1. Por lo tanto, multiplicando el k-ésimo coeficiente de
X(GD¡—lp(i))dFl.+lpor (aD"‘p(¡))d", se obtienen los coeficientes del polinomio
(aD.-—1p(¡))dD.-XE+'_

Finalmente, a fin de obtener los coeficientes del polinomio mp,+1, siguien­
do el esquema de la sección 1.3.3 se calcula sin divisiones un polinomio 0 6 R.­
y una representación separable del polinomio (al')"‘l,o("))'m‘xr;+1respecto de
T multiplicada por 0 con OM?) operaciones aritméticas y profundidad no
escalar O(log 6.-).

En definitiva, siendo mp;+1:= TD + aD_¡TD'l + + ao, se calculan
sin divisiones los polinomios 0(aD“1p(‘))dDiak e R,- los cuales, divididos por
0(aD"'p(¡))dD‘ dan los coeficientes ap, . ..,ao buscados. Aqui se aplica en­
tonces la proposición 7 a fin de evitar divisiones, con lo cual se tiene una
talla total de tipo Li(d5.-)0(‘) con profundidad no escalar O(€ + log(i5.-)).

En particular, se obtiene un circuito aritmético con parámetros enteros
sin divisiones en 01X” . . . , Xn_¡] de talla Li(d5¡)o(1) y profundidad no escalar
O( log(i6.-) + É) que calcula el coeficiente constante ao E Q[X¡, . . . ,Xn_,-], de

1711?.“ .

Como gr(ao) S (15.-,con Li(d6.-)o(l) operaciones aritméticas en profun­
didad no escalar O( |og(i6,-)+ Z) es posible calcular todas las componentes
homogéneas del polinomio ao. Del lema 20 se desprende que eligiendo aleato­
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riamente una (n —i)—upla7 cuyas coordenadas tengan talla binaria acotada
por O( log(i6¡) + É), con probabilidad mayor que á se obtiene una tal que
¡10(7) sé 0. Esta (n —i)—upla es la que se utiliza para definir el cambio (le
variables que realiza la normalización (le Noetlier respecto de V,-+¡.

El siguiente paso en la segunda etapa consiste en obtener un punto (le
levantamiento P.-+¡E Z""".

Para tal propósito, se considera el polinomio

ÜFkJF...,F,- :=dt ——
( l +1) e (an)15k5.+i"45:va

el cual no es divisor de cero en QlVHl], dado que el ideal (F¡, . . . ,1¡'¡+¡) es
radical. '

Sea ¡L E Q[X¡,...,X,._¡_¡] el término constante del polinomio carac­
terístico de la homotecia definida por J := J(F1 . . . , 17.-“) en Q[V,—+¡].Dado
que J representa un elemento que no es divisor de cero en Q[V,-+¡],se con­
cluye que p no es el polinomio nulo. La importancia de este polinomio u
radica en el hecho que, siendo 1r.-+1el morfismo de variedades algebraicas
«¿+1 V.-+¡ —> C'H’l que proyecta las primeras n —i coordenadas de
los puntos de V¡+¡, un punto de levantamiento P,-+¡ G Z"““ tiene fibra
7r¡_+l¡({P,-+1})suave si y sólo si ,u(P,-+¡) 74 0:

siendo u.-+¡ un elemento primitivo para Q[Vp¡+,], cada raíz del polinomio
característico XJ corresponde a la evaluación de J(F¡ . . . , 17.-“) en un punto
de Qle¡+¡]. Por lo tanto, una condición suficiente para que la evaluación (le
J(F1, . . . , EH) en cada punto de Vp'+l resulte distinta de cero es que XJ no
contenga a cero entre sus raíces, siendo esta última afirmación equivalente a.
que el término constante de XJ, es decir ¡1, verifique ¡“(R-H) 7‘:0.

Por otro lado, la suavidad de la fibra me asegura también que el cardinal
de la misma es igual al rango de Q[V¡+¡]como [LH-módulo:

como Q[V,-+1]es un RMI-módulo libre de tipo finito (ver por ejemplo [83])
de rango DH.“ se tiene que (Q[V¡+¡]es isomorfo como IZ.-—móduloa (IL-+1)“.
Luego, para cualquier punto (pl, . . . ,pn_¡_¡) E (Q""‘1, se tiene que
(Dll/¿Hl/(Yl —p1,..., Yn_.-_¡—pn_.-_¡)es un Q-espacio vectorial dc dimensión
finita isomorfo a (¡LH/(H —p¡,. . . ,Yn_.-_1—pn_.-_¡)) ‘ 2' QB",y por lo tanto,
de dimensión D.-.
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Ahora bien, si el punto P.-+¡de coordenadas (p¡,...,pn_¡_1) tiene fibra
suave, se tiene entonces que

_ph'“7Yn-í-l_pn-i-l)=

= 'IYnl/(Fl)“"‘F'i+l)}/l_ pl)"'1Yn-i-l_pn—l'-l)l:

z (QlyrI-í)- ' -aYnl/(F1(Pi+hyn—ía- - '1Yn)>' ' ' )R+1(R+1)Yn-í1' °-aYn»

Siendo P,-+1un punto de fibra suave, se tiene que p(P.-+1) aé 0 de lo cual se
deduce, gracias al criterio del jacobiano, que el anillo

ani“'iYnl/(Fl)"'7n+hn _p1)"')Yn-i-1_Pn-í—l)

es reducido. En consecuencia, el ideal (F1,...,F,-+¡,Y1 —p¡,...,Yn_¡_¡ —
pn_.-_¡)es radical y define la variedad cero-dimensional me. Por lo tanto,
el cardinal de la fibra VR+1es igual a la dimensión del Q-espacio vectorial
GUY“...,Yn]/(F¡,...,E+1,}G —p¡,...,Yn_,-_¡ —pn_.-_¡), y es entonces D.­
como se había afirmado.

Se observa entonces que cualquier punto P.-+1 E Zn'i“ que verifica
¡r(P.-+¡) 7€0 cumple los requerimientos necesarios para ser un punto de levan­
tamiento para V¿+¡.Luego, un tal punto puede conseguirse aplicando el lema
20, para lo cual es preciso estimar la complejidad aritmética de la evaluación
del polinomio y. Obsérvese que ¡u es el coeficiente de un polinomio carac­
terístico de una homotecia en Q[V,-+¡],cuyo tensor de multiplicación todavía
no ha sido calculado. _

El esquema que se aplicará en la resolución de esta cuestión se utilizará.
reiteradamente en lo que sigue. Si bien no se tiene el polinomio característico
de la homotecia por J(F¡, . . . ,F,-+¡) en Q[V.-+1],es posible calcular sin divi­
siones los coeficientes del polinomio característico de la homotecia por este
mismo polinomio en Q[V.-]con las mismas ideas con que se ha calculado el
polinomio característico XR+1 (para estimar la complejidad de este proceso
es importante observar que gr J(F¡,...,F¡+1) S (d —1)(z'+ La idea
es “eliminar” la variable Yn_,-de x1, para lo cual se utiliza la relación de
dependencia ao(Yl, . . . , Yn_¡) que verifican las variables Yl, . . . , Yn_.-en V,-+1.

En primer lugar, los coeficientes de ao(Y¡, . . . , Yn_.-)respecto de su escri­
tura. en la variable Yn_,-puede conseguirse siguiendo el esquema de la sección
2.1.5. A partir de estos coeficientes se escribe la matriz compañera Myn_¡del
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polinomio ao(Y¡, . . . , Yn_.-)(como polinomio en Y _¡) y se calcula la matriz
MJ z: XJ(Y¡, . . . , Yn_,-+¡,My,__¡,T).Se afirma que el determinante det(MJ)
de la matriz MJ es una ecuación que anula a J(F¡, . . . ,F,-+¡) en Q[V,-+¡]:

de su definición, se tiene que el polinomio XJ E Q[Y¡,...,Yn_.-][T] verilica
XJ(J(F¡, . . .,F,-+1)) E 0 módulo (F1,...,F¡). Para eliminar la variable Y"-.­
de esta ecuación, se calcula el polinomio dct(MJ) E Q[Y¡,. ..,Y,._.-_¡]['1'].
Este polinomio satisface que det(MJ)(T) _=_0 módulo el ideal generado por
(10:

la matriz MJ describe la homotecia por XJ en (Ill/1,. . . , Yn_¡+¡,T)[Yn_¡]/(a0)
en la base natural formada por las potencias de Yn_.-. Si se aplica esta
homotecia al polinomio cuyas coordenadas son las de la primer columna de
la matriz adjunta de MJ se obtienen las coordenadas de un múltiplo de XJ
módulo ao. De la definición de Adj(MJ) se deduce que estas coordenadas
son nulas salvo por la coordenada correspondiente al término de grado cero
en Yn_.-,la cual da. el polinomio det(MJ). Por lo tanto, este polinomio es un
múltiplo de XJ módulo (ao) que tiene grado cero en Yn_.-.Se deduce entonces
que

d6t(MJ)(}/¡,...,Yn_¡_1,J(F1,...,R+])) E (F1,...,F¡,(lo) g (F1,...,F'¡+1)

y es, por tanto, una ecuación que anula J en V.-+¡.En particular, el coeficiente
constante fl (respecto de T) de esta ecuación es múltiplo del polinomio ¡uy
por lo tanto la condición }l(P¡+1) 950 puede rcemplazarse por [.L(P¡.H)7€0.

El proceso descripto opera con la solución geométrica de V¿,que sólo tiene
validez en un abierto Zariski de C" (el definido por pm 7€ 0). Esto podría
introducir divisiones por cero en pasos posteriores del algoritmo que deben
evitarse. Este inconveniente se soluciona si se impone la condición adicional
que el punto P.-+1a hallar no anule el polinomio p“).

A fin de estimar la complejidad aritmética del polinomio fl - p“), se ob­
serva que en primer lugar que el polinomio J(F1,. . . , 17.-“) puede evaluarse
mediante un circuito aritmético sin divisiones de talla + 1)5+ L) y pro­
fundidad no escalar O(logi + É), combinando los lemas 7 y 25. Además,
J(F¡, . . . ,F¿+¡) tiene grado acotado por (i + 1)(d —l).

Luego, mediante consideraciones similares a las realizadas para el cálculo
del polinomio minimal de F.-+¡se obtiene un circuito aritmético sin divisiones
en Q[X¡,...,Xn_.-_1] que calcula fl con talla L(id6¡)0(‘) y profundidad no
escalar O(É + log 215.-),y esto mismo es cierto para el producto p“) - fi.
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Aplicando el lema 20, se generan aleatoriamente números enteros
p., . . . ,p,,_.-_1de altura logaritmica O(¿’+ logn + log ió.) tales que el punto
Pm := (pl, . . . ,pn_¡_¡) E Z""'l satisface la condición (p -fl)(P.-+¡) 7€0 con
probabilidad mayor que Claramente, P¡+¡ resulta un punto de levanta­
miento para la variedad V¡+¡.

La segunda etapa se completa con el cálculo de una solución geométrica
de me. Para esto, se generarán las entradas necesarias para la aplicación
de los lemas 29 y 30. En la demostración del lema 29 se calcula un polinomio
F(Tn_.-, . . . ,Tn) de talla O(z'6¡o(l))y profundidad no escalar O( log(i6.-)) con
la propiedad siguiente:
cualquier vector de coeficientes (An_¡,. . . , An) G Z‘“ que verifica la condición
F(An_¡, . . . , An) aé 0 define una forma lineal U.-+¡ := An_.-Y,._.-+ + AnYn
que induce un elemento primitivo 11.-.“de me. Por lo tanto, aplicando el
lema 20 se obtienen los coeficientes (A,._,-,. . . , A") de U,-+¡buscados.

Luego se utiliza el lema 30, a fin de calcular la solución geométrica de
Vpl+l asociada al elemento primitivo u.-+¡.

Resta entonces resolver la cuestión de generar las entradas necesarias para
la aplicación de los lemas 29 y 30. Especializando (Y¡,. ..,Yn_¡_¡) en P.-+¡
en los polinomios obtenidos como resultado de la aplicación del método de
Newton-Hensel (primera etapa) y el polinomio ao(Y¡, . . . , Yn_.-)resultante de
la normalización de Noether respecto de V¿+1(primera parte de la segunda
etapa), se tienen los siguientes ítems:

Para cadaj = n —i + 1,...,n, un polinomio gJ-e Z[Y,._.-][T]tal que
gJ-(Yj)pertenece a Im“), donde Im“) es el ideal definido por los
polinomios F¡(P,-+1,Y,._.-,.. .,Yn),...,F,-+¡(P,-+¡,Yn_.-,. . . ,Yn).

Para cadaj = n —i + 1,. . . ,n, un polinomio

hL'É ZlTn—í+1)°' ' 7Tn)Kl-l') - ' ' a tal que hj(Tn-l'+'lY —í+l+ ' ' ' +
TJ-XJ-+ - - -T,.Y,,) pertenece al ideal Im“) ® Q(T,¡_.-+¡,. . . ,Tn).

Un polinomio hn_¡ G Z[T,._¡+¡, . . . , Tn, Yn_.-,. . . , Yn][T] tal que

hJ-(Tn_.-+¡Y _.-+¡+- —oTnYn) pertenece al ideal I(P"+‘)®GXT _.-+¡, . . . , Tn).

Un polinomio Ao E Z[T] tal que A0(Y,,_¡) pertenece a I(P"+‘).
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A fin de calcular los polinomios minimales de las variables n-“ . . . , Y;
en (Dll/pm],se realiza un proceso similar al aplicado para hallar una ecuación
para J(F¡,...,F¡+¡) en VR“, utilizando el polinomio Ao como forma “e­
liminante” de la variable Yn_.-. Así, operando con Ao y gj se obtiene un
polinomio G'J-Z[T]tal que GJ-(Xj) e Im“) paraj = n —i + l,...,n.. La
representación separable de los polinomios obtenidos de esta manera y A0
da un múltiplo entero del polinomio minimal de las variables Xn_.-,. . . , X"
que se quieren hallar. De la misma forma se calcula el polinomio minimal de
Tn-i+lYn—i+l 'l' ' ' ' + TnYn a Partir de hn-i y A0­

Finalmente, los polinomios minimales en Q[Vp¡+,]® Q(Tn_¡, . . . ,T") dv.
las formas Tn_.-Yn_,-+.-- +T/J-l7j+ ---+T,1Yn paraj = n—i+2,...,n sc
calculan por medio del lema 28 aplicado a los polinomios hJ-y ao, utilizando
el elemento primitivo Tn_.-Y,._¡+ - - - + TnYn.

Podría ocurrir que la altura de los coeficientes de estos polinomios mini­
males fuera excesiva. En tal caso, dividiendo por sus contenidos se los hace.
primitivos, lo cual requiere cálculos de máximo común divisor entero que no
modifican el comportamiento asintótico de la complejidad del algoritmo.

De las estimaciones de complejidad de los lemas 28 y 30 se concluye que
este proceso puede realizarse con talla L(id6¡)o(ll y profundidad no escalar
O(É + log i6.-). Por lo tanto, el i-ésimo paso recursivo se realiza mediante
un circuito aritmético de talla total L(id6¡)o(') y profundidad no escalar
O( log 6.-(É+ log i)). El

Habiendo descripto el circuito que realiza el i-ésimo paso recursivo del
algoritmo, es posible enunciar el resultado principal de esta sección:

Teorema 11 Sea .7: := {.7:(n'¿,l¿¿_h'¿_,,)}una familia de subconjuntos finitos
de polinomios con las siguientes propiedades:

. f(n,L.l,d,h,6,n)i: {Fly - - - 1Fu} g lel‘D' ' ' 1Xn]

o d = marc{g1‘(F.-) : l S i S n} es el máximo grado total de los poli­
nomios 171,.. ., Fn.

o 6 = maa:{gr(V(F¡,...,F.-)) : l S i S n} es el grado geométrico del
sistema definido por F1, . . . , F".

o 7; := mam{htv(¡.«¡'___Im(c((logn+ É)log6) : l S i S n} es la altura
geométrica del sistema definido por F¡,...,F,., donde c > 0 es una
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constante universal que no depende del input F¡,...,F,. considerado
(ni de su tamaño).

Los polinomios F1, . . . , F" están dados mediante un circuito aritmética
I‘(n'L’¿_¿_h,5.,,)de talla L y profundidad no escalar t, que utiliza paráme­
tros enteros de talla h.

La familia de circuitos {F(n'L_¿'d'h'5m)}es uniforme en espacio log(nLh).

F1, . . . , F" definen una sucesión regular en Q[X1, . . . ,Xn]

para todo i = l,...,n, el ideal (F¡,...,F.-) es un ideal radical de
Q[X¡,...,Xn]

Sea V := V(n'¿,_¿¿,h,5_,,)C C“ la variedad algebraica intersección completa de
dimensión cero definida por Ï(n,L_¿’¿,h,5',,).Entonces existe una máquina de
Turing probabilística de error acotado que calcula una forma lineal U que
representa un elemento primitivo u para V y la solución geométrica asociada

al elemento primitivo u en espacio O(nlog(n6)(t + log(nnh6))) y tiempo
L(Éndh6)o("l°55+‘l.

Demostración. La idea es utilizar el circuito descripto en la proposición
8, para luego aplicar el teorema 1. Este circuito contiene entradas que se
determinan aleatoriamente, las cuales se generan en el momento necesario y
se alojan en memoria.

Por tal motivo, es necesario “expandir” el circuito de la proposición 8 a
un circuito booleano y demostrar la uniformidad del mismo.

La estimación de la profundidad no escalar del subcircuito que realiza i­
ésimo paso recursivo permite deducir que el circuito global opera con números
enteros cuya altura logaritmica está acotada por O(nhn62')). Asimismo,
todas las matrices que se utilizan tienen tamaño de tipo n60“). Por lo tanto,
el álgebra lineal puede llevarse a cabo con profundidad (booleana) máxima

de tipo O(log(n5) log(n5(nhn62‘))). Dado que el algoritmo funciona en n
etapas recursivas, es necesario componer n máquinas de Turing, lo cual puede
realizarse en el espacio correspondiente a la suma de las mismas y tiempo
correspondiente al producto del tiempo que utiliza cada una (lema 2).

La uniformidad de las familias de circuitos consideradas depende fun­
damentalmente de la uniformidad del circuito que evalúa F1, . ..,F,, y del
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álgebra lineal. Las cotas para el tamaño del álgebra lineal considerada y la
longitud binaria de los números enteros involucrados permiten concluir que
el código del circuito puede generarse en espacio de tipo O( log(th€1¡6)).

Aplicando el teorema 1 se deducen las cotas de espacio y tiempo enun­
ciadas. El

Cabe destacar que en el peor caso (es decir, cuando el grado geométrico 6
del sistema es de la misma magnitud que el número de Bézout g1‘(F¡) - - -gr(1¡',,)
S d"), el espacio (y por ende el tiempo) utilizado puede mejorarse a can­
tidades de tipo 112log(th’6n), aplicando las técnicas basadas en deforma­
ciones llomotópicas del sistema descriptas en 1.4.4. Desafortunadamente
estas técnicas tienen la desventaja de no distinguir los sistemas bien condi­
cionados de los mal condicionados, por lo que la complejidad de la resolución
de cualquier sistema. cuyas ecuaciones tienen grado y cantidad de variables
prelijados corresponde a la del peor caso y queda en función de parámetros
“sintácticos” (como la regularidad de la función de Hilbert de cierto ideal o
el número de Bezout) que no tienen relación con la geometría del conjunto
de soluciones.

Por otro lado, el control del tamaño del álgebra lineal involucrada que
se realiza en el algoritmo que se ha descripto es una puerta abierta a la
posibilidad de mejoras la complejidad espacio-tiempo de la resolución de
sistemas de ecuaciones polinomiales: una mayor eficiencia (en el sentido de
tradeofl espacio-tiempo) para la resolución de problemas de álgebra lineal
tendría consecuencias inmediatas importantes sobre la complejidad espacio­
tiempo del algoritmo descripto.



2.2 La división módulo un ideal intersección
completa reducido

En esta sección se trata un problema crucial para las aplicaciones que in­
volucran cuestiones de representación: el problema del calcular el cociente
(le una división en un anillo que es intersección completa reducido.

El ingrediente principal para el teorema de división es una técnica de
dualidad basada en la existencia de trazas para álgebras de Gorenstein.

2.2.1 Traza y dualidad
Fórmulas de traza aparecen en varios trabajos recientes que tratan proble­
mas algoritmicos en teoria de eliminación. En algunos de estos trabajos se
utilizan fórmulas de traza a fin de calcular un cociente como el resultado de la

división de dos polinomios dados módulo un ideal intersección completa (ver
[68], [114]). En otros trabajos se usan fórmulas de traza o de residuos para
diseñar algoritmos para la resolución geométrica o algebraica de álgebras de
Gorenstein cero-dimensionales dadas por ideales intersección completa ([4],
[12], [43], [44], [57], [58]). En [154]se aplica una fórmula de traza para obtener
una cota superior para los grados en el Nullstellensatz (ver también [15], [16],
[17] por aspectos aritméticos).

Sin embargo, todas estas aplicaciones de fórmulas de traza requieren el
uso de una familia de monomios de grado acotado que genera el álgebra
de Gorenstein como un espacio vectorial sobre un cuerpo adecuado. En
consecuencia, tales fórmulas no proveen cotas de complejidad intrínseca. En
esta sección, siguiendo el desarrollo realizado en [78], se utiliza una fórmula
de traza alternativa que permite obtener cotas de complejidad polinomiales
para álgebras de Gorenstein geométricamente bien condicionadas.

Se comienza recordando los hechos básicos de teoría de traza que se nece­
sitan. Para sus demostraciones se refiere al lector a [116],__ApéndicesE y
F.

Teoría general de traza

Sea R un anillo de polinomios sobre Q. Sea K el cuerpo de cocientes de R
y ¡{[Xl, . . . , X,,] el anillo (le polinomios en n variables con coeficientes en R.
Sea 133,.. . , F" una sucesión regular suave de polinomios en R[X¡ , . . . , Xn] de
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grado en las variables X1, . . . , Xn acotado por d, que genera un ideal radical
(171,. . . ,Fn).

Se considera R-algebra B dada como el cociente de R[X¡, . . . , Xn] por
este ideal:

B Z:Rth...,Xn]/(F¡,...,F'n)

Se supone además que la extensión (le anillos entera II —->B representa.
una normalización de Noether de la variedad V(F¡, . . . , F") delinida por los
polinomios:F¡,...,F,. en un espacio afín adecuado. Por lo tanto, B es un
R-módulo libre de rango acotado por el grado de la variedad V(F¡, . . . ,17").
Mas aún, la R-álgebra B es Gorenstein y los siguientes enunciados se basan
en este hecho.

Se considera B‘ := Homn(B, R) con la estructura de B-módulo definida
a partir del producto escalar

BxB'—>B'

que asocia a cada (0,7) en B X B‘ el morlismo R-lineal b - T : B ——->R
definido por (b - := T(b:c)para cada elemento .1:de B.

Dado que la R-álgebra B es Gorenstein, su dual B' es un B-módulo libre
de rango l. Cada elemento a de B" que genera B" como B-módulo se dice
una traza de B. Existen dos elementos relevantes de B' que se denotan por
Tr y a. El primero, Tr, se llama la traza estándar de B y se deline de la
siguiente manera: dado b e B, sea m, : B —> B la homotecia por b. La
imagen Tr(b) por Tr se define como la traza ordinaria del endomorlismo 11,,
de B (nótese que esta definición tiene sentido ya que B es un Iii-módulo
libre).

Para introducir U (que será. llamado una traza de B), se necesitan al­
gunas notaciones adicionales. Para cualquier elemento G E R[X1,...,X,,]
se denota por Ó su imagen en B, es decir la clase residual de G' módulo el
ideal (F1,...,F,.). Sean Y¡,...,Yn nuevas variables e Y := (Y¡,. . . , Y"). Sea
l S j S n y FJ-(Y):= FJ-(Yl,...,Yn) el polinomio de R[Y1,...,l’;,] obtenido
sustituyendo en las variables X¡,...,X,, por Yl, . . . ,Yn. Se considera el
polinomio

k=l

124



donde los (¡k son polinomios que pertenecen a R[X¡,...,Xn,Y1,...,Yn] de
grado total acotado por (d —1) (obsérvese que los (¡k no están univocamente
determinados por la sucesión F1, . . . , F"). Se considera ahora el determinante
A (le la matriz (¿tha-¿Sn el cual puede escribirse en la forma

A = zam(X¡,...,Xn)bm(}1,...,Y,,) e R[X¡,...,X,.,Y¡,...,Yn],

siendo los am elementos de R[X¡ , . . . , Xn] y los bmelementos of R[Y¡, . . . , Yu].
(cabe destacar que no será necesario hallar los polinomios am y bm, sólo es
necesaria su existencia. para la argumentación). El polinomio A se llama el
determinante seudo-jacobiano de la sucesión regular F1, . . . , F". Obsérvese
que los polinomios am y bmpueden elegirse con grados acotados por n(d —1)
en las variables X1, . . . , Xn e Y], . . . , Y" respectivamente.

Sea cm E R[X¡,...,X,.] el polinomio que se obtiene sustituyendo las
variables Y1,.. .,Yn por X¡, . . . ,Xn en bm. Si .Ï es la clase del determinante
jacobiano J(F¡, . . . , F") en B se tiene la siguiente identidad

J = Z: am - a,"
m

Mas aún, la imagen del polinomio A en el anillo de clases de residuos
R[A’¡,...,X,,,Y¡,...,Y,,] móduloel ideal (F1,..,Fn,FfY),...,F,SY)) es in­
dependiente de la elección particular de la matriz (hn-hsk'J-Sn.Esto justifica
el nombre “seudo-jacobiano” para el polinomio A. Con estas notaciones
existe una única traza a G B‘ tal que la siguiente identidad vale en B:

1 = z a(ám) -¿m
m

La principal propiedad de la traza a, conocida como la “fórmula de traza”
(“fórmula de traza de Tate” [116, Appendix F], siendo [100]un caso especial
(le la misma) es el siguiente enunciado: para cada G e R[X¡,. . . ,Xn] se
verilica la siguiente identidad en B:

G = 20(6‘ . am) -a". (2.15)
m

Obsérvese que el polinomio zm a(G' - ám) - cm e R[X¡,...,Xn] de la
identidad (2.15) tiene grado en las variables X1, . . . , X,l acotado por n(d— l).
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Esta fórmula de traza se utilizará para resolver el problema del “levanta­
miento” de una clase residual:

dado un polinomio G E R[X1,...,Xn] de grado arbitrario en X¡,...,X,.,
se quiere hallar un polinomio G1 E R[X¡, . . . ,Xn] de grado en las variables
X¡,. . . ,Xn acotado por n(d —l), tal que vale Ó] = Ó en B.

Como ya se ha visto, la fórmula de traza (2.15) resuelve este problema
dado que se puede elegir para G1 el polinomio

Gl := 20(6' -am). (2.16)

Sin embargo, la definición del polinomio G1 mediante la fórmula (2.16)
tiene la desventaja que es necesario calcular los polinomios a,n y cm, para lo
cual hay que operar con todos los monomios de grado acotado por n(d —l).
En consecuencia, se reemplazará la fórmula (2.15) por medio de la siguiente
alternativa:

Proposición 9 ([78], Proposition 31) Con las notaciones anteriores, se
considera el R[X¡,...,X,.]—mo'dalo libre B[X¡, . . . , Xn] y el polinomio A¡ e
R[X¡,. . . ,Xn] definido por:

A1z=zam.c,,. e B[X¡,...,Xn]

Entonces, para cada G E R[X¡, . . . ,Xn] se satisface la siguiente identidad
en R[X¡,...,Xn]:

20((7' . am) - cm = "MJ-"Ó - A1)

(donde 'Íi' := '1'1'®Id¡¡[x¡_mlxnl: B[X¡, . . . ,Xn] —> 1t[X¡,..., X,.] es la traza
estándar que se obtiene a partir de la traza estándar Tr : B —> It por
extensión de escalares).

Claramente se ve que, para H e R[X¡,...,X,.,Y¡,...,Yn], 'Í'r(17) es la
traza estándar de la imagen Ü de H en el R[Y¡, . . . , Yn]—móduloB[Y¡, . . . , l’;,].
Esta observación en conjunto con la proposición 9 representa la herramienta
básica para la evaluación de la fórmula (2.16) y por lo tanto para la solución
del problema del cálculo (le una clase residual. Este es el contenido (le las
siguientes observaciones.
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Sea B’ = K ®n B la K-álgebra obtenida localizando B en los elementos
no nulos (le R. Dada una base fija del K-espacio vectorial de dimensión finita
B’, scan Mx], . . . ,MXrl las matrices de las homotecias nx_. : B’ —-> B’ con
respecto a la base dada de B’ y sea 'Ii‘ la función que asocia a la matriz dada
su traza usual. Con estas convenciones, el polinomio G1 de 2.16 se puede
hallar de la siguiente manera:

G. = Tr(J(F1,...,F,,)(Mx,,...,Mx,,)“-G(Mx,,...,Mxn)­
-A(Mxl,...,Mxn,X¡,...,X,.)) (2.17)

Se ve entonces que G1 pertenece a R[X1,...,X,.] y que se satisface la
igualdad G1 = G en B.

2.2.2 Un paso de división
El proceso de levantamiento descripto en la subsección anterior se utilizará a
fin de calcular el cociente de dos polinomios módulo un ideal intersección
completa reducida. Mas precisamente, sea F E R[X1,...,Xn] un poli­
nomio que no es divisor de cero en B y G e R[X1,...,X,.] un polinomio
tal que la clase residual 171divide a la clase residual Ó en B. En la siguiente
proposición se demuestra como se puede calcular un cociente de levanta­
miento Q e R[X¡, . . . ,Xn] para la división de Ó por F en B.

Proposición 10 (Paso de división) Con las notaciones y suposicionesde
la subsección previa, sea D el rango de B como R-módulo libre. Sean dados
los siguientes items como entrada:

o un circuito aritmética P’ de talla L y profundidad no escalar f que
evalúa los polinomios F, G, 171,.. . ,Fn, y

o las matrices Mxl , . . . , Mx“ que describen el tensor de multiplicación de
B con respecto a la base dada de B’ = K ®R B.

Supo'ngase que F‘ no es un divisor de cero de B y que Fidiuide Ó en B.
Entonces, existe un circuito aritmética l‘ sin divisiones en ¡([X1,. . . ,Xn] de
talla L(nD)°<‘) y profundidad no escalar O(t’ + [092D + 109271.)que calcula,
a partir de las entradas de las matrices Mx“. . .,Mxn y los parámetros de
F’ un elemento no nulo 0 de R, y un polinomio Q de R[X¡,. . . ,Xn] tal que
0 divide Q en R[X¡,. . . ,Xn] y tal que se satisface la identidad QF‘ = ÜÓ en
B.
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Demostración. Obsérvese en primer lugar que cualquier base de B como
R-módulo libre induce una base de B[Y¡, . . . , Yu]como R[Y¡,. . . , Yn]—módulo
libre. Mas aún, si Mx¡ es la matriz que representa la llomotecia por XQen
B con respecto a la base dada, Mxl. representa también la homotecia por
XQen B[Y¡,...,Yn] con respecto a la misma base. Además, dado que los
polinomios F y J(F¡,...,F,.) no son divisores de ccro módulo (F¡, . . . , F"),
las siguientes matrices son no singulares:

f1: F(MX¡)°")MXH)
Jl := J(Fl,...,Fn)(MX¡)"'1MXn)

Finalmente, se nota por G1 y A1 las siguientes matrices:

G1 i: G(MX11' ' ' aMXn)

A13: A(MX¡;...,MXn,X1,...,Xn)
donde A es el determinante seudo-jacobiano de 17¡,...,17'n. Obsérvcse que
las matrices f, Jl y Gl tienen entradas en K mientras que Al tiene entradas
en I&'[Y¡,...,Yn]. A partir de la fórmula (2.17) de la sección anterior sc
deduce que Q1 := Tr(.]¡"l CF" - G1 - A¡(X¡,...,Xn)) es un polinomio (le
R[X¡,...,X,¡] que satisface en B la identidad Qlfi' = Ó en B (donde Tr
denota ahora la traza usual de matrices).

Por último, se traspone la matriz adjunta de .7:y Jl:

f- ;= ‘Adj(.7-'), and J2 := ‘Adj(J¡)

El cociente Q G R[X¡, . . . , Xn] y la constante no nula 0 e R que se buscan
están dadas por:0Q3:

. o := det(.7:') - det(J2)

Claramente, el polinomio Q1 es el cociente de 8%,y además QI? = ÓÓ
se satisface en B. Mas aún, Q puede calcularse por medio de un circuito
aritmético F sin divisiones en K[X¡,...,Xn] a partir de las entradas (le
MX¡,...,MX,. y los parámetros de l" (nótese que para el cálculo de Q1
se necesitan divisiones). La cota de complejidad en el enunciado de la
proposición sigue de la reconstrucción del circuito aritmético que evalúa
F,G,J(F1,...,Fn),A y los determinantes involucrados. El
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2.3 Aplicaciones a la eliminación
En esta sección se aplican las técnicas desarrolladas a problemas de elimi­
nación. Se estudiarán el problema de la consistencia de un sistema de ecua­
ciones polinomiales y la identidad de Bézout en caso que el sistema no posee
soluciones comunes, la pertenencia de un polinomio y su representación en
el caso de ideales intersección completa, se calculará el grado de una varie­
dad algebraica y finalmente se dará. una versión algoritmica del teorema de
Quillen-Suslin.

2.3.1 El problema de la consistencia y la representa­
ción

Sean F¡,...,F,+¡ polinomios en Z[X¡,...,Xn], siendo t S n, tales que
F1, . . . , F, forman una sucesión regular en (Q[X¡,. . . ,Xn] y los ideales gener­
ados por F¡,...,F,- sobre Q[X1,...,X,,] son radicales para 2'= 1,...,t (dc
la sección 2.1.1 se deduce que pueden suponerse tales hipótesis). Supóngase
además que los polinomios F¡,...,F¿+¡ tienen grado acotado por d, coefi­
cientes de talla binaria no mayor que h y se evalúan por medio de un circuito
aritmético de talla L y profundidad no escalar É, cuya codificación puede
generarse en espacio determinístico de tipo O(€Lh). Sean finalmente 6 y 7]el
grado geométrico y la altura geométrica del sistema definido por 171,.. . , 17..

El problema a tratar es el siguiente:

1. Decidir si el sistema definido por F¡,...,F¿+1 es consistente, es de­
cir, si la variedad algebraica V(F¡, . . . , F1“) constituida por los ceros
comunes de F1, . . . , Ft.“ en C" es vacía.

2. En caso de respuesta afirmativa en 1, hallar una identidad de Bézout:

1: PIFI++ Pt+lFt+1

donde los polinomios P1, . . . , Pt“ pertenecen a Q[X¡, . . . ,Xn].

A efectos de resolver ambas cuestiones, supóngase calculada una solución
geométrica de la variedad V, := V(F¡,...,F.) (lo cual implica que se ha
calculado una solución geométrica para las variedades V.-:= V(F¡,...,F,-)
para 2'= 1,. . .,t —l, que se supone alojada en memoria).
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Sean X1, . . .,X,._¡ las variables libres respecto de V, y M314“ , . . . , Ml?
las matrices que describen el tensor de multiplicación en
Q[X¡,. . . ,an/(F1,...,F¿) con respecto a la base definida por el elemento
primitivo u. que resulta de la solución geométrica de Vt. Se define la matriz
Alp-¡+1 por:

MH.“ = Ft+l(X11-"'¡Xn-hMSÏHHH'”aMgl)

Entonces, se=tiene que la siguiente observación: V(F¡, . . . , Ft“) es vacía si y
sólosi det(Mp,+,)GQ\

En primer lugar se supone que V(F¡,. . .,F¿+1) es vacía. Dado que las va.­
riables X1, . . . , Xn están en posición de Noether con respecto a a 171,.. . ,17“ se
deduce que estos polinomios, considerados en 0XX1,. . . , Xn_.)[X,._H.1, . . . ,Xn],

definen una variedad cero-dimensiOnal V, = {n(1),. . . ,1)(6)}en Q(X¡, . . . , X,,_,)l.
Con respecto a una base adecuada de Q[X¡, . . . ,an/(Fl, . . . , Ft), la ma­

triz MPH, toma la forma:

Ft+1(71m)

Ft+l(71(2))

Ft+l(n(6))

Por lo tanto det(Mp‘+¡) = HL] F¿+¡(7)(")).Si det(Mp‘+,) í {0}, existe
un punto a := (011,...,an_¿) G 0"" tal que det(Mn+¡)(a¡,...,an_¿) está
definido y es igual a 0.

Dado que el morlismo 7r V. —>C"" definido por 7r(a:¡,...,:r,,) =
((01,...,:cn_.) es finito de rango 6, la fibra de a tiene a lo sumo 6 puntos
"(1.00 . . _ n(6.alpha)_i ’

Considérese ahora un elemento üt de modo tal que la solución geométrica
asociada al mismo está. definida en a. Dado que esta solución geométrica
describe ahora la 1r-fibra de a se deduce que la matriz Mp.“ que representa
la homotecia por 17.-“en la base inducida por la potencias de ü, verifica la.
siguiente identidad:

6

det(A/1Ñ+i)(a) = H F1+1(7Ï(k'a))
k=l
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Debido a la invariancia de det(Mp¡+,) por cambios de base, se tiene que

(¡61(MFH1): det(Mp‘+¡)

En consecuencia, como det(Mp‘+¡)(a) = det(Mp,+,) = 0 existe 1 S k S 6
tal que F.+¡(n(k'°)) = 0. Este punto nl“) es un cero común de 171,.. . , F.“
contrariamentea lo supuesto. De aquí se deduce que det(Mp,+,)e Q\

Recíprocamente, si det(Mp¡+,) e Q \ {0} entonces la inversa de Mm“
tiene coeficientes en Q[X¡,...,Xn_.]. Por lo tanto, las coordenadas de la
primer columna de M531]representan un polinomio P,“ e Q[X¡,...,X,._t]
que verifica Ï = 13.4.1131“,lo cual implica que V(F¡,...,F.+1) es vacía.

En consecuencia, es suficiente con calcular el determinante det(Mp¡+¡) y
chequear si es un número racional no nulo. Para esto, se calcula det(Mp-,+1)
evaluado en un punto (p¡,...,pn_¿) de Zn" adecuado y se determina si el
polinomio det(Mpm) es el polinomio constante det(Mp,+¡)(p¡, . . . ,pn..¡) por
medio del test de Schwartz-Zippel (lema 20). Estos procesos de realizan sin
divisiones por números enteros y polinomios en Q[X¡, . . . , Xn] empleando el
mismo tipo de técnicas de la demostración del teorema 11. En conclusión, se
tiene el siguiente resultado:

Teorema 12 El problema de la consistencia puede resolverse mediante una

máquina de Turing probabilz'stica de error acotado en espacio O(n log ¿(Z +

log(1]nh)6)) y tiempo L(€ndh5)0(nlosó+l)

Supóngase ahora que V(F¡, . . . , Ft“) es vacía. El problema de la repre­
sentación de la unidad en el ideal generado por F1, . . . , FH] se resolverá por
medio de la aplicación de la proposición 10 a fin de realizar divisiones módulo
ciertos ideales intersección completa.

La idea es la siguiente: como ÉHIÏ módulo (F1, . . . , F"), por medio de la
proposición 10 es posible calcular un elemento 01+] E R; := 01X], . . . , Xn_t] y
un polinomio Qc+1 E 61X“ . . . , Xn] de grado acotado por nd tal que 0g+1|Q1+1
y se satisface la condición

01+1'1= Qt+lFl+l mÓdUl°(F1,---,Ft)

Esto significa que 01+¡(1 —E+¡%fi-IL)pertenece a (F¡,. . . ,E) que es un
ideal equidimensional de dimensión n -t (lo cual implica que 0, no es divisor
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de cero módulo (F1, . . . , F.)). Por lo tanto, se tiene que 1-17)“ %‘—+*l¿pertenece

a (171,. . .,F¿), de donde se deduce que Flll — 171+¡3—"+*l-'en (F1, . . . , F¿_¡), lo
cual implica. a su vez que 0¿+¡F.|0.+¡ - l —Q1+1Ft+1 G (F1, . . . , 171-1).

Posteriormente se divide el polinomio 0t+1-1—Q¿+¡Ft+¡por 0‘“ F¿ módulo
(F¡,...,F,_¡), consiguiéndosede esta manera un elemento 0, E [L4 :=
Q[X¡,...,X,._.+¡] y un polinomio Q, e Q[X¡,...,Xn] de grado no mayor
que nd tal que MQ. en RFI y

"0t01+1'1— 0tQt+lFt+l —Q10t+lFt e (Fly-uaFt-l)

Prosiguiendo con este esquema en forma recursiva, se calculan polinomios
0h . . . ,01“, Q1, . . . , QHI E QXh . . . , Xn], tales que se verifican las siguientes
propiedades:

o 0.-e R¡_¡ := Q[Xh...,Xn_¡-_'¡] para i = l,...,t+ l.

0 Q; E Q[X1,...,X,.] y tiene grado acotado por nd para todo i =
1,. . . ,i + l.

o 0¡IQ¡ en R¡_¡.

0 01-i"'0t+1‘1_Qt—i"'0t+lFt-i""'_02-í"'otQH-IFHI G (F1,---,Fs—i—1)

En consecuencia, al final del último paso recursivo se tiene la identidad:

01"'0t+1'1= Q102' ' ' ¿+1121+ 01Q203"'01+1F1+“'+ 01"'01Q1+IFI+1
(2.18)

donde cada 0.-IQ,-en R¡_¡. Por lo tanto, aplicando la proposición 7, se cal­
cula sin divisiones un entero no nulo a e Z‘ y polinomios Ph. ..,P,+1 e
Z[X¡,...,Xn] tales que P,-= (1%para i = 1,...,t+ 1.

Reemplazando esta. identidad en (2.18) se obtiene la representackín:

a=PlFl+"'+Pt+1Ft+1

Para estimar la complejidad de este proceso, se estudia el i-ésimo paso
recursivo. En este paso, se calculan polinomios 0¿_.-+2e RH“ y 62144.2e
(Q[X¡, . . . ,Xn] a partir de 0¿_,-+3y Q¡_¡+3 de la siguiente manera:
si M,\rn_‘+¡_l, . . . , Mx" son las matrices con coeficientes en 01X] , . . . , X,,_H_,-_¡)
que describen el tensor de multiplicaciónen Q[X¡,...,X"]/(F¡,. ..,1¡'._,-+¡),
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se calculan el determinantejacobiano J(X¡ , . . . , Xn) y el determinante seudo­
jacobiano A(X¡,...,Xn,Y¡,...,Y,.) del ideal (F¡,...,F¡_,-+1) definidosen
la proposición 10 y se reemplazan las variables X _¿+.-_¡,...,X,, por las
matrices Mxn_,+¡_,,...,Mxn en los polinomios J,A y Q¡_.-+3(no es nece­
sario realizar este reemplazo en 0¿_¡+3,ya que este polinomio no depende de
Xn_,+,-_¡,...,Xn).

Los polinomios J = J(‘),A = A“) correspondientes a la i-ésima etapa
recursiva pueden calcularse simultáneamente para todo i = 1,...,n. En
consecuencia, el reemplazo matricial en éstos no produce un incremento de
la complejidad asintótica del proceso. No ocurre lo mismo con Qt_,-+3.

Sin embargo, observando que:

. Q,_¡+3= Tr(Q..í-13-Á) = Tr(Ó . J -15)-MA),

o sólo Tr(Á) depende de las variables Xn_.+.-_¡, . . . ,Xn, y

o Á = Á se calcula simultáneamente para todo 2'= 1,... ,n,

se deduce que la talla del circuito que resulta del proceso recursivo crece de
manera aditiva, lo cual implica una talla total aritmética de tipo
L(nd5)0(') (que a su vez implica una talla booleana de tipo L(dh176)o(‘)).

La profundidad no escalar es de tipo O(n2 log(n6)(i’+ log(n5))), ya que,
una vez calculada la solución geométrica de las variedades V(F¡, . . . , E) para
i = l, . . . , n, se tiene un proceso recursivo que en cada etapa opera. con matri­
ces de tamaño no superior a 60(1)y manipulaciones algebraicas similares a las
realizadas en la construcción del circuito que calcula la solución geométrica
de l/(F¡, . . . ,Ft). Asimismo, debido a la talla binaria de los números con

que se opera, se tiene una profundidad booleana de tipo O(n2 log(n5)(€ +

log(nhï]6))). "
Aplicando la demostración del teorema l, se deduce el siguiente teorema:

Teorema 13 El probIema de la representación de I en el caso de un sis­
tema no consistente puede resolverse por medio de una máquina de Turing

probabilz'stica de error acotado en espacio O(n2 log(n6)(€ + log(nh115))).
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2.3.2 El problema de la pertenencia y la representa­
ción en el caso de ideales intersección completa

Sean F, F1, . . . ,F¿ polinomios en Z[X¡,...,X,.] tales que F1, . . . , F. forman
una. sucesión regular en Q[X¡, . . . , Xn] y los ideales generados por F1, . . . , F.­
sobre Q[X1,...,X,,] son radicales para i = 1,. . . ,t. Se supone que los poli­
nomios F, F1, . . . , Ft tiene grados acotado por d, coeficientes de talla binaria
no mayor que h y se evalúan por medio de un circuito aritmético de talla,
L y profundidad no escalar t’, cuya codificación puede generarse en espacio
determinístico de tipo O(L’Lh). Sean finalmente ó y 7]el grado geométrico y
la altura geométrica del sistema definido por F1, . . . , Ft.

El problemaa tratar es la pertenencia de F al ideal generado por F¡ , . . . , F,
y su representación en este ideal. Es decir, se desea determinar si F pertenece
al ideal generado por F1, . . . ,F¿ en Q[X¡,. . . ,Xn], y en tal caso, hallar poli­
nomios P1, . . . , P, e Z[X¡, . . . , tales que se verifica la siguiente identidad:

F=P1Fl+"'+PtFt

En primer lugar se estudia el problema de la pertenencia. Se observa que
F e (F1, . . . , F1) si y sólo si la homotecia definida por F en (Q[X¡, . . . , Xn] es
nula. Para calcular la matriz de esta homotecia, se utiliza la base definida por
un elemento primitivo u de la variedad V(F¡, . . . , Ft). Si wam , . . . , MX"
son las matrices que representan el tensor de multiplicación con respecto a
esta base, se tiene entonces que la matriz de la homotecia por F en esta base
es F(X¡,...,Xn_,,Mxn_,+,,...,Mxn).

Finalmente, para chequear que esta matriz tiene todas sus entradas nulas,
será. necesario utilizar 62 puntos elegidos aleatoriamente en cierto conjunto
de acuerdo con la estrategia del lema 20.

Una vez establecida la pertenencia de F a. (F1, . . . , Ft), la representación
de F en el ideal se realiza con la técnica descripta en la sección anterior,
comenzando con F en lugar del polinomio l.

De acuerdo con los teoremas ll y 13, se deduce el siguiente resultado:

Teorema 14 El problema de la pertenencia y la representación para ideales
intersección completa puede resolverse por medio de una máquina de Turing

probabili'stica de error acotado en espacio O(n2 log(nó)(t’ + log(nhi¡6))).
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2.3.3 Cálculo del grado de una variedad

Sea 1' la dimensión de V y V = VrU- noU Vola descomposición de V en com­
ponentes equidimensionales donde V.-tiene dimensión i para i = 1,...,r
(ver sección 1.4.7). Para cada componente V.-, se define el grado de V,­
como usualmente (ver sección 2.1.2) y se nota esta. cantidad por gr(V.-).
Siguiendo [88], se define el grado de una variedad algebraica arbitraria V
como la suma de los grados de sus componentes equidimensionales, es decir,
MV) ==91'04) + -- - +9r(Vo)­

Según se demuestra en [88],si se eligen i hiperplanos genéricos H1“), . . , HP.)
se verifican las siguientes condiciones:

1. l/¡OHIMÑ--41H,“ es una variedad cero-dimensional de cardinal gr(V,-).

2. anHfÜD-nnI-IÉÜ =(llsij <1".

3. fi H1“)ñ- -—ñH5")es una variedad equidimensional de dimensión j —i
si j > i.

En consecuencia, los puntos aislados de V n H1“)ñ fi H5") (es decir, las
componentes irreducibles de dimensión cero) son los puntos de V,-n H¡(' ñ
- - - ñ HF). Por lo tanto, calculando esta cantidad se obtiene gr(V,-).

A fin de realizar el proceso descripto en forma algoritmica, es necesario
estimar el grado de los polinomios que representan la condición genérica
requerida para los coeficientes de los hiperplanos Hl' , . . . , H,‘ .

De los resultados de la sección 1.4.7 Se deduce que cada componente V,-se
puede describir por medio de polinomios Gli), . . .,Gl:) en Z[X¡, . . . ,Xn] de
grado acotado por d". Se introducen nuevas variables Ajk, BJ-para l S j S i
y l 5 k 5 n y los hiperplanos HF) definidos por:

¡401: z Aijk + Bj
k=l

parak=l,...,j.
El hecho que la condición l vale genéricamente significa que reemplazando

las variables AJ-k,B,-por puntos de un abierto Zariski de Cm“, los hiperplanos
así construidos intersecan a V.-en gr(V.-) puntos (ver [88]). Por lo tanto, la
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variedad W que consiste de las soluciones en ClAJ-k,Bj;1 S j S i,l S k S 11]"
del siguiente sistema:

W:= {GP =0,...,GS? =0,H¡“"=0,...,H}‘) :0}

es cero-dimensional y consiste de gr(V.-) puntos. De [114, Section 4], se
deduce que existe un circuito aritmético bien paralelizable de profundidad
no escalar O(nzlogd) que calcula los coeficientes en Z[/ljk,BJ-;l S j 5
¿,1 S k 5 de los siguientes polinomios:

o una forma lineal u € ZlAjk,Bj;l _<_jS i,1 S k S n][X¡, . . . ,Xn], y

o un polinomio p G IMJ-¡”8,11 Sj S i,l S k S n][T] de grado g7’(V,-)

tales que u separa los puntos de W y ¿p es el polinomio minimal que anula
a u sobre W, donde a E Z[Ajk,Bj;l S j S i,l S k S n] es el coeficiente
principal de p.

Sea 7 un vector de ZM“ tal que si se reemplaza en p las variables Ajk, BJ
por 7 el polinomio resultante de Z[T] tiene grado g7‘(V.-)y es libre de cuadra­
dos. Entonces los liiperplanos que se obtienen a partir de 7 cortan a V¡en
exactamente gr(V¡-). Por lo tanto, la condición genérica que deben cumplir
los coeficientes de los hiperplanos a elegir es no anular al coeficiente principal
a de p y al discriminante A E Z[Ajk,BJ-;l Sj S i,l S k S n] de p. Y el
producto de ambos polinomios puede calcularse en profundidad no escalar
O(n2 log d) (para el cálculo de A se utilizan las ideas de la sección 1.3.2).

Ahora es necesario introducir una condición genérica sobre los coeficientes
de los liiperplanos 1-110),. . . , 1-1?)que asegure que se cumple la condición 2.
Para esto, es necesario apelar a una versión diofántica del Nullstellensatz
efectivo. Dado que genéricamente ocurre que (V,-_¡U U Vo)ñ (Hl') U

U Hp) es vacía, esto mismo ocurre cuando se considera la situación
en C[Ajk,BJ-;1 Sj 5 i,1 S k 511]". Aplicando el Nullstellensatz efectivo
en la versión de [114], se deduce la existencia de un polinomio no nulo
a e Z[AJ-k,BJ-;1S j S i,1 S k S n], calculable por un circuito aritmético
de profundidad no escalar O(n2 logd), que pertenece al ideal generado por
los polinomios que definen V.-_¡U ' - 0U Vo (ver sección 1.4.7) y H1“), . . . , HF).

Cualquier evaluación de las variables Ajk,BJ' en un vector 7 G Wim“
tal que a(7) 7€0 asegura que la variedad lineal definida por los Iiiperplanos
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1-1,“)(7), . . . , II,-(¡)(7) no corta a V.-_1U - - - U Vo. Por lo tanto, el polinomio a
es la condición genérica que se busca.

Finalmente, resta imponer la tercera condición, es decir, que WJ-:= n
I-Ilmñ. . NH,“ no tenga puntos aislados si j > 2'.Con los mismos argumentos
de antes, se considera la situación en C[AJ-k,Bj;1 Sj 5 i,l S k S n] Apli­
cando [114]nuevamente, con profundidad no escalar O(n2 log d) se obtiene la
solución geométrica de una variedad cero-dimensional W,-que contiene los
puntos aislados de Wj. Sea u e Z[Ajk,BJ-;1Sj 52,1 S k S n][X¡,...,X,,]
la forma lineal que se calcula. y p 6 Z[AJ-k,B,-;1 S j S ¿,1 S k S n][T] el
polinomio minimal de la misma. Dado que la variedad Wj no posee pun­
tos aislados, la intersección entre la variedad calculada y Wj debe ser
vacia. Para constatar esta condición será.suficiente con reemplazar las varia­
bles Xl, . . . ,Xn en los polinomios que definen WJ-por las parametrizaciones
obtenidas en la solución geométrica de W,-(que de esta manera se transfor­
man en polinomios de ZM“, Bj;1 5 j 5 i,1 S k S n][u]) y chequear que el
máximo común divisor de los mismos y p(u) sea 1.

Según la estrategia desarrollada en la subsección 1.3.2, se halla un poli­
nomio b e Z[A¡k,BJ-;l 5 j S ¿,1 5 k 5 n] que se escribe como una
combinación polinomial de los polinomios involucrados. La no anulación de
este polinomio asegura que la intersección WJ-n W,"es vacía, por lo cual b
constituye la condición genérica restante.

En conclusión, multiplicando las O(n) condiciones obtenidas se obtiene un
polinomio P,-e ZlAjk,Bj;1 Sj S i,1 5 k S n], calculable con profundidad
O(n2 logn log d), que verifica que cualquier vector 7 E Zum.“ tal que P.-(7) 9€
0 provee los coeficientes de 2'liiperplanos con todas las condiciones requeridas.
Aplicando el lema 20, se obtiene un tal vector aleatoriamente con talla binaria
O(n2 log n log d).

Luego, es necesario calcular los puntos aislados de V n H1“)ñ - - - ñ H,“
para z'= l, . . . , n. Se sigue entonces esencialmente el procedimiento descripto
en la sección 1.4.4».En primer lugar, se genera aleatoriamente una n-upla en
7/." a partir (le la cual se hallan los coeficientes de n polinomios que definen
una variedad W que difiere de V n HF) n -- - n H,“ sólo en finitos puntos.
Por medio de una deformación liomotópica posterior se pasa al caso cero­
dimensional proyectivo. Dada una forma lineal Z, según se demuestra en
[80], el polinomio p E Z[T] que se calcula verifica que p(€) se anula sobre los
puntos aislados de V n HF) fl - - - n HE”.
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Una vez que se tiene un mecanismo para calcular proyecciones sobre rec­
tas, éste se utiliza a fin de calcular las proyecciones necesarias para la apli­
cación de los lemas 29 y 30. De esta manera, se halla la solución geométrica
de los puntos aislados de W (que contienen a los puntos aislados (le V ñ
HI“)ñ- --ñ HE”). Finalmente, reemplazando las parametrizaciones obtenidas
por la solución geométrica de W en las ecuaciones que definen la varie­
dad V ñ H1“ fi fi HF), se obtienen ciertos polinomios univariados cuyo
máximo común divisor tiene grado igual a la cantidad de puntos aislados de
v n 1-15" n _..- - n HS".

Teniendo en cuenta que el procedimiento opera con matrices dc tamaño
(nd)o(n) cuyas entradas tienen talla binaria de tipo shd", se deduce el si­
guiente teorema:

Teorema 15 Existe una máquina de Turing probabilistz'cade error acotado
que calcula el grado de V en espacio O n2 log2(hsd) .

2.3.4 Una versión efectiva del Teorema de Quillen­
Suslin

Una matriz F en Z[X1, . . . ,Xn]”" con s Z r se dice unimodular si y sólo si
el ideal generado en Q[X¡,...,Xn] por todos sus menores de tamaño r x r
es el ideal trivial.

Sea F una matriz unimodular en Z[X¡, . . . ,Xn]”". Denótese por gr(F) el
máximo de losgrados de las entradas de F y sea d = l+deg(F). Del teorema
de Quillen-Suslin se deduce la existencia (le una matriz M unimodular (lo
tamaño s x s tal que FM = [I,,0], donde [I,,0] denota la. matriz de r x s
que se obtiene agregando a la matriz identidad I, de r x r, s —r columnas
nulas.

El problema es hallar algoritmicamente la matriz M. El proceso que
se realiza para tal fin consta de n etapas, en las que se construyen ma­
trices M1, . . .,Mn unimodulares de tamaño s X s que verifican la siguiente
propiedad:

F'Mn"'Mi+l =(E1(X1""’Xï’0""’0))1<i<r1<

donde F := (Fij(X1,---»Xn)) 199.195;



Dado que la matriz F - MIN-Mn es unimodular y tiene entradas en
(12,mediante un proceso estándar de triangulación ésta puede reducirse a la
forma [In 0]. Si Mo es la matriz (unimodular) que realiza esta triangulación,
M := Mn -- ' Mo es la matriz buscada.

Obsérveseque las matrices (IC-¡(le..,X¡,0,...,0))ISKTIKKa pueden
producirse simultáneamente, por lo que el cálculo de las matrices-Mo, . . . , Mn
puede realizarse en paralelo.

Siguiendo el esquema propuesto en [64] (ver también [65]), el proceso del
cálculo de cada matriz M.-se divide en cuatro etapas. A fin de simplificar la
notación, se describirá solamente el cálculo de Mn.

En la primera etapa, se construye una sucesión c1, . . . ,cN de polinomios
de grado acotado por (rd)2 (donde N se determinará posteriormente) tales
que:

O (61,...,CN)

o Para todo k e {1, . . . , N}, existe una matriz no singular Ak e GL,(Q)
tal que:

ck = Rcs(det[F¡(k), . . . , F,"°’],det[F1('°), . . . ,Fffll, F5191)

donde F1“),. . . , denota las columnas de la matriz Flk) := F - Ak.

Se elegirán matrices Ak con el siguiente aspecto:

f 1
a] 1 \

alfil 02

01,3? 0252

S E 1

Ak = am 1 (2.19)
ar-lfir-l 0 1

: ar

k alflrz CMB;-3 amfiïï 0 ari-"1 1 Í

donde01,...,a,,fl1,...,fl,_¡ son númerosenteros.
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Se trata entonces de hallar enteros ask), . . . ,alk),fllk), . . . ,fll'fl para k =
l, . . . , N de talla binaria controlada y en la menor cantidad posible de manera
que la variedad definida por cl, . . . ,cN sea vacía.

Se consideran indeterminadas 51,...,S,,T¡,...,T,._¡ y la matriz A e
ELS},Tj; 1 S i S r,l Sj S r —l] que se obtiene si se reemplaza en la matriz
Ak de (2.19) cada a.- por 5.-y cada flj por Tj. Asimismo, se definen:

o F’:= [F¡’,...,Fr’+l]= F-A

o D'l :=__det[Fl', . . . , FJ]

o D; := det[F¡’, . . . , F,’_¡,F,’+¡]

o c := Resxn(D'l,D’2)

El punto clave es que, para cada a: E C", existe un vector (a,fl) E IN?"l
tal que c(:v,a,fl) 7€ 0 ([64, Proposition 5.6]). Por lo tanto, sc tiene que
c(:z:,Sl,...,S,,T¡,...,T,_¡) es un polinomiode Z[S.-,TJ-;l5 i 5 13151'5
1' —-1] no nulo para cada rc e C". Además, c(:I:,S¡,...,S,,T¡,...,ÏL_¡)
se calcula con talla (aritmética) de tipo O(53r4(rd)2") y profundidad no
escalar O(nlog(sd)). Por la proposición 5 existe un conjunto questor dc
N := O(s7(rd)5") elementos (alkl,fi(")) G {1,...,u}2"1 para k = 1,...,t,
donde u := (sd)0("), tal que para todo :1:E C‘ existe k E {1, . . . , N} que ver­
ifica c(z,a(k),fi(kl) # 0. Mas aún, un tal conjunto questor puede ser hallado
aleatoriamente con probabilidad mayor que l —u% >> 1.

Entonces se defineek := c(X¡,...,X,¡,a("),fi(")) para k = 1,... ,N. Ob­
sérvese que los polinomios c1,...,cN tienen grado acotado por (rd)2 y su
cómputo involucra el cálculo del determinante de O(s7(1'd)5") matrices poli­
nomiales de r x r.

En la segunda etapa se halla una representación:

Xn :0101 +"°+GNCN

de la variable X.-en el ideal generado por los polinomios c1, . . . ,cN generados
en la primera. etapa.

En la tercer etapa se construyen N matrices unimodulares ML”, . . . , MÁN)
en Q [X¡, . . . ,an’x’ de modo tal que, definiendo bk := ELl ahch para
k = 1, . . . , N, se tiene la identidad:

¡”‘“(kaJf’ = F‘“(bk-1) (2.20)
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donde F“) = F ' Ak y F(kl(bk) denota la matriz que se obtiene a partir de
¡"W cuando se evalúa la variable X“ de las entradas de Flk) en bk.

A partir de la identidad (2.20) se deduce que la matriz Eh := Ak-Mk -AE]
verifica la propiedad:

F(bk)Ek = F(bk_¡) (2.21)

Como ck = Resxn(lel,Dák)), existen polinomiosg,h E Q[X¡,...,Xn]
tales que

ck=g-D{"’+h-ng’

Dado que ck no depende de Xk, se deduce que:

= gun -02an + han) -Dá*’(bk) (2.22)

Siguiendo la demostración del Lemma 4.5 en [64], si FJ“) denota la j­
ésima columna de Fl“, dado que bk E bk_¡ módulo ck-QXh . . . , Xn], median­

te un desarrollo en series de Taylor de los coeficientes de FJ-k se demuestra

la existencia de un vector columna GEL.)e Q[X1, . . . ,X,,]"‘l que verifica

F}")(b,,) —FJ-(k)(bk_,) = okay“) (2.23)

Combinando (2.22) y (2.23) se obtiene la identidad:

mmm.) —FJikkbk-i) = Dí’" (Wu-Wi“) + Dá*’(h(bk)GS-")) (2.24)

Sean Bl y Bz las siguientes matrices:

BS“ == Adle5*)(b), . . . , FJ*>(bk)1

33“) := Adj[F1(")(b),. . . ,Fff’l(bk),1r,‘ï’l(bk)]

Entonces, se tienen las identidades:

nikkbnguwsk) = [F:*)(bk),. . . , F5*’<bk)13í’°’g<bk)GS-*’== anFJ-(k)(bk)
j=1

03")(brwwnagk) = [Flk)(bk), . . . , ngubk), Fíïl(br)lBá"’h(bk)GS-’°’
i: Ejaér ñJ'FJi )(bk)
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donde (7]¡,...,7],)‘ := Bík)g(bk)G5-k)y (fi¡,...,ñ,_¡,ñr+¡)‘ := Bák)h(bk)G'É-k).
Estas identidades, aplicadas en (2.24), dan la siguiente igualdad:

¡«z-WI»)—mm-» = (m + ñ1)Fl")(bk)+ --- + nrr,‘*>(bk)+ñr+1rfil(bk)

Utilizando esta, ecuación para j = r + 2,. . . ,s se construye una matriz
unimodular Ml") que verifica:

F‘k’(bk)M(") = [F¡(k)(bk),.. . ,F,‘i’,(bk),1r,‘ï)2(bk_l),. . . ,12'}*>(b,._,)]

Para concluir la construcción de la matriz Mlk), se define la siguiente
matriz unimodular T“) de tamaño (r + l) x (r + l):

T(I=);=¿Adj( 'lklflm) Fík’flm) 1'"!ïl(bk)).°" Ü ._h(bk) 9071:)

.(Ff*’(bk-l) WH) Fíïlwm)O —h(bk_¡) g(bk_¡)

Luego, MU“):= Ml") - (TW 63I,_,_¡) es la matriz buscada.

Finalmente, en la cuarta. etapa se calcula el producto M" := I'IkN=¡Ek =
HL, AlekMgl. Dado que se tienen las identidades:

F=F(X,.) = F(bN)
F(()N)En = F(bN_1)

F(01)E1 = F(bo)=F(0)

se tiene que la.matriz M" verifica las condiciones requeridas.
Luego de n procesos paralelos como el descripto, se obtiene una familia.

uniforme de circuitos booleanos que satisface las condiciones requeridas por
el teorema 1. Entonces, se puede aplicar la estrategia de la. sección 1.2 y
concluir:

Teorema 16 El Teorema de Quillen-Suslin puede realizarse en forma al­
gorítmica por medio de una máquina (lc Turing probabilz'siicade error acotado
en espacio O(n4 log2(shd)).
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Capítulo 3

Tradeoffs espacio-tiempo

Las medidas mas naturales de complejidad computacional son el espacio y
el tiempo, donde el tiempo se mide ——generalmentehablando- por el número
de pasos discretos en una computación y el espacio por el tamaño de las
distintas locaciones de memoria que se acceden durante la computación.

Lo que se intenta es clasificar la complejidad intrínseca de un problema
(lado, pero un problema puede ser resuelto de muchas maneras diferentes.
¿Cual debería ser la solución óptima para un problema? El deseo natural
es elegir aquella que posea las menores complejidades posibles, las cuales se
identificarían como las inherentes al problema.

Dado que se consideran dos medidas de complejidad, las cuales se repre­
sentan mediante funciones y no mediante números naturales, es posible que
no existan soluciones que puedan identificarse como óptimas para la reso­
lución de un problema dado. Podrían existir relaciones o tradcofls entre el
espacio y el tiempo requerido por cualquier solución (algoritmo) de determi­
nado problema que hagan imposible la tarea de elegir una medida de espacio
o tiempo como inherente al problema.

A fin (le entender mejor las posibilidades y las dificultades que se aparecen
en la búsqueda de las mejores soluciones de cada problema, es necesario
estudiar el tradeofl' espacio-tiempo del mismo. De esta manera, se podrá
identificar una clase de soluciones que son óptimas en cierto sentido, de las
cuales puede elegirse aquella que mejor se adapta a las facilidades disponibles.

En este capítulo se estudiarán tradeoffs espacio-tiempo en teoría de com­
plejidad algebraica. Mas precisamente, se estudiarán tradeofl’s para los pro­
cedimientos de evaluación de polinomios, caso que es central ya que los poli­
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nomios representan los objetos básicos del lenguaje de la teoría de compleji­
dad algebraica.

En particular, el análisis de los tradeolïs espacio-tiempo brindará la posi­
bilidad de obtener cotas inferiores para la complejidad de espacio de los pro­
cedimientos de álgebra computacional, cuyo estudio parece estar relegado en
el ámbito de la computación algebraica.

Es claro que todo polinomio puede evaluarse con un número constante de
registros por medio de la regla de Homer, y observaciones similares pueden
realizarse e'n otros modelos de complejidad algebraica (ver [13], [127] por
ejemplo). Esto aparentemente indicaría que el espacio no es un recurso sig­
nificativo en el estudio de la complejidad de la evaluación de polinomios, lo
cual constituye al mismo tiempo una paradoja.

En este capítulo se tratará de arrojar alguna luz en esta dirección, mos­
trando cotas inferiores de complejidad para el espacio requerido en procesos
de evaluación polinomial. Por ejemplo, se concluirá que la “mayoría” de los
polinomios univariados de grado d requiere Q(di') registros de memoria para
realizar una estrategia de evaluación óptima en términos de complejidad no
escalar (como la de [139]).

3.1 Espacio y tiempo para circuitos aritmé­
ticos

En primer lugar, se discutirá como las medidas (le complejidad de espacio
y tiempo pueden representarse adecuadamente en el modelo básico de com­
putación, es decir, el de los circuitos aritméticos. Intuitivamente se podría
decir que espacio y tiempo computacionales de un circuito aritmético tienen
una representación natural en cualquier pebble game realizado sobre el gralo
de computación (ver por ejemplo [25]).

Sin embargo, esta definición combinatoria del espacio y el tiempo no es
conveniente para la aplicación de los métodos geométricos que se utilizarán
a fin de demostrar cotas inferiores de complejidad -el principal objetivo de
este capítulo. Por este motivo, se transformará el modelo de complejidad
basado en los pebble games primero en un modelo (le locación de registros,
y posteriormente éste último en un modelo geométrico de computación.
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3.1.1 Del modelo de pebble games al de locación de
registros

Sea K un cuerpo infinito y X¡,...,X,. indeterminadas sobre K. Por
K[X¡,...,X,,] se denota el anillos de polinomios en n variables sobre K
y por K(X¡, . . . , Xn) su cuerpo de cocientes.

Sea F un elemento de K(X 1, . . . , X"), es decir, una función racional sobre
K en las variables X1, . . . , X". Se recuerdan las siguientes nociones estándar
de teoría de complejidad algebraica (ver [31], [172], [168], [89], [72], [75],
[138], [37]).

Definición 6 Un straight-line program en K(X1,...,Xn) que calcula una
función racional F es una sucesión fi = (Q1, . . . , Q,) de elementos del cuerpo
K(X¡, . . . ,Xn) con las siguientes propiedades:

1. Q, = F,

2. Para cada 1 5 p 5 r, la función racional Qp pertenece a KU{X¡, . . . , n:l
o existen 1 S php; < p y una operación aritmética opp en {+, —,3+}
tales que vale Qp = Qpl op, Qm.

Las funciones racionales Q1, . . . ,Q, se llaman los resultados intermedios
del straight-line program ,6 y la función racional F = Q, es el resultado final
o salida de fl. En lo sucesivo, se asumirá sin pérdida de generalidad que todos
los resultados intermedios Q1, . . . , Qr de fi son no nulos.

A un straight-line programfl = (Q¡,...,Q,) dado en K(X1,...,X,.) se
le asocia como usualmente un grafo dirigido acz'clicoque se notará por I‘M) y
será llamado el grafo de computación del straight-line program fi. El grafo de
computación F(,H)tiene r vértices llamados nodos. Cada nodo de l‘(,B) tiene
indegree 0 o 2 y está etiquetado por un elemento de K U {X¡, . . . , Xn} en el
primer caso y por una operación aritmética en el segundo caso. Los nodos de
indegree 0 se llaman los nodos fuente de l"(fi). Los nodos fuente marcados
con una variable X1, . . . ,Xn se llaman nodos de entrada y los marcados con
un elemento de K se llaman nodos parámetros. Los elementos de K que
aparecen de esta manera. de llaman parámetros del grafo de computación
FU?) (o del straight-line program fl).

Los nodos (le F(fi) se numeran por l 5 p S r. Si para un nodo p de I‘(fl)
existen nodos 1 5 pl, pg < p y una operación aritmética opp tal que vale
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Qp = Qpl op,oQ”, entOIICesel nodo p se marca con opp, su indegree es 2 y
FW) contiene dos ejes dirigidos de los vértices pl y pg al vértice p (los nodos
p] y pg se llaman los nodos predecesores de p). Los nodos que no son fuente
se dicen nodos internos (le 11(fl). El nodo r se denomina nodo de sal-ida del
gralodecomputación

A cada nodo p de F(,6) se asocia la función racional Qp que aparece en la
sucesión fi como resultado intermedio. Esta función racional se calcula recur­
sivamente por el gralo [‘(fi) comenzando por los nodos fuente. En particular,
la función racional que corresponde al nodo de salida 1' es Q, = F.

Un nodo p de I‘M) es no escalar si tiene la siguiente propiedad: el nodo p
tiene indegree 2, la operación aritmética oppes una multiplicación o división y
los resultados intermediatos Q,DI, Qp, de fl asociados a los nodos predecesores
phpg de p satisfacen la condicion Qp¡,Qp, G K si 01),,es una multiplicación
y Qp, 9€K si opp es una división. ,

Sobre el grafo dirigido acíclico I‘(fl) se puede jugar un pebble game de
acuerdo con las siguientes reglas (ver [25]):

P1 cualquier nodo fuente puede recibir un pebble,

P2 si los nodos predecesores de un nodo p de l‘(fi) tienen ambos un pebble,
entonces p puede recibir un nuevo pebble o uno de los pebbles de alguno
de sus predecesores,

P3 todo pebble puede ser removido de un nodo (le l‘(fi).

El pebble game finaliza cuando el nodo de salida del‘(fl) recibe un pebble.
En general es posible jugar varios pebble games distintos sobre un gralo (le
computación dado Esto significaque el gralo de computación l‘(fi)
típicamente admite más de un pebble game, o en otras palabras: los pebble
games no están únicamente determinados por el gralo de computación.

Para un pebble game particular sobre un grafo de computación l‘(fl) se
tienen las siguientes medidas de complejidad:

C1 una medida de espacio (lada por el máximo número de pebbles utilizado
en cualquier momento del juego,

C2 una medida de tiempo total dada por el número de ubicaciones de peb­
bles realizados durante el juego según las reglas l’l y P2,
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C3 una medida de tiempo no escalar dada por la cantidad de ubicaciones
de pebbles sobre los nodos no escalares de I"(fi) realizadas durante el
juego siguiendo la regla P2.

Se extiende esta noción de straight-line program en la forma siguiente:
a partir de ahora, un straight-line program sera' un un circuito aritme'tico ,8
en el sentido de la Definición 6junto con un pebble game fijo jugado sobre
su grafo de computación Se utilizará la misma notación, es decir fi,
para el nuevo objeto matemático: el straight-line program junto con el pebble
game fijado.

Se introduce el siguiente modelo de complejidad combinatorio que refleja
tiempo secuencial y espacio en el contexto aritmético:

Definición 7 Sea F E [{(X¡,...,X,.) una función racional. Un straight­
line program en el cuerpo de las funciones racionales [{(X1,...,Xn) que
evalúa F en tiempo total T, tiempo no escalar L y espacio S es un straight­
line program fi para F en el sentido de Ia Definicion 6'junto con un pebble
game realizado sobre NB) en tiempo total T, tiempo no escalar L y espacio
S, donde estas medidas de complejidad están determinadas en términos de
las condiciones C2, 03 y CI.

De esta manera se obtiene un modelo de complejidad puramente com­
binatorio que mide tiempo total y no escalar utilizado por un pebble game
realizado sobre un grafo de computación. Se construirá. ahora un modelo
de locación de registros a fin de derivar cotas inferiores sobre el tradeofl'
espacio-tiempo de la evaluación de polinomios.

Supóngase dado un straight-line p'rogram fi como antes junto con su
grato de computación Supóngaseademásque se tiene un pebble game
sobre F(,B) que usa S pebbles 1,. .. ,S y se juega en tiempo total T sobre
el grato de I‘(fi). En lo que sigue se piensa el pebble game dado como una
sucesión de T instrucciones de locación de registros en las cuales las nuevas
variables R1, . . . , Rs aparecen como nombres de registros. Las instrucciones
de locación de registros se marcan con los símbolos (1),. . . , Se las define
de la manera siguiente:

l. Si un nodo fuente p de Ï‘(fi) recibe el pebble l 5 j S S en el instante de
tiempo 1 5 t 5 T del juego siguiendo la regla Pl entonces la instrucción
(t) tiene la forma

“Rj z: Xi”
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en caso en que el nodo p esté marcado por la variable de entrada X.-.
Si el nodo p está. marcado por el parámetro a E K la instrucción de
locación de registros (t) toma la forma

“Rj := a”

N . Si el nodo interno p de I‘(fl) recibe el pebble l S j S S en el instante
1 5 t 5 T del juego siguiendo la regla P2, entonces la. instrucción (lc
locación de registros (t) tendrá. la forma

“RJ- := Rk opp R1”

donde opp es la. operación aritmética asociada con el nodo p y l S k,
l S S son los pebbles ubicados sobre los nodos predecesores pl, pg (le
p.

De acuerdo con las reglas de locación de registros introducida se puede
redefinir la noción de un straight-line program de tiempo total T (resp.
tiempo no escalar L) y espacio S de la siguiente manera:

Definición 8 Un straight-line programfl en [((Xl, . . . , X“) que utiliza tiem­
po total T y espacio S es una sucesión de instrucciones de locación de reg­
istros (l),...,(T) tales que para l S t S T la instrucción (t) es de uno de
los siguientes dos tipos:

(i) “Rj := a” conaE KU{X1,...,X,,} y 1 Sj S S

(ii) “RJ-== Rk op 12:” con op e {+,—,—,+} yl s k,z <1 s s.

Aquí R1,...,R5 son las (distintas) variables que denotan los registros que
usa el straight-line program fl.

El tiempo total utilizado por un straight-line program fl es en consecuen­
cia el número T de instrucciones de locación de registros que contiene. El
tiempo no escalar utilizado por fi (o su longitud no escalar) es el número de
intrucciones de locación de registros de la forma (ii) que aparecen en fl sujetas
a las siguientes restricciones: la operación aritmética op es una multiplicación
o división, los contenidos de los registros Rk, R1 —nociónque se introducirá
mas adelante- no pertenece al dominio K de los parámetros en caso en que
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op es una multiplicación y el contenido del registro R¡ no pertenece a K si
op es una división. En lo que sigue se notará L(fi) el tiempo no escalary por
S(fl) el espacio utilizado por el straight-line program ,B.

Dado un straight-line program fi en el sentido de la Definición 8 se puede
definir de la manera más obvia para cada instante de tiempo 1 S t 5 T y
cada registro RJ- con 1 S j S S su contenido R;- como la función racional
de K(X¡,. . . ,Xn) que se obtiene aplicando paso a paso las intrucciones de
locación de registros (1), . . . , En el caso en que el registro j permanece
sin especificar de esta manera al instante t se define su contenido como el valor
constante 1 del cuerpo K. Por lo tanto en cualquier instante el contenido
de cualquier registro es el valor constante 1 e K o una función racional
de K(X¡, . . . ,Xn) que aparece como resultado intermedio del circuito arit­
mético fi correspondiente en el sentido de la Definición 6. Se denomina
(Il;)]SjSS']SgST la matriz de computación del straight-line program ,6.

3.1.2 Del modelo de locación de registros al modelo
de complejidad geométrico

En esta subsección se introduce un modelo geométrico para la evaluación
de polinomios que refleja el espacio y el tiempo computacional cuando las
operaciones aritméticas se cuentan con costo uno. El modelo es algo grosero
con respecto a cotas superiores de complejidad pero es conveniente para
inferir cotas inferiores para la complejidad intrínseca de la función de tradeoff
espacio-tiempo de una serie de polinomios explícitos los cuales —almenos
al conocimiento del autor- se estudian por primera vez bajo el aspecto de
espacio versus tiempo.

El método para obtener cotas inferiores para el tradeofl espacio-tiempo
de procesos de evaluación de polinomios se basa en una interpretación geomé­
trica (le la noción (le un straight-line program que utiliza tiempo no escalar y
espacio no superior a cantidades prefijadas L y S respectivamente. En lo que
sigue se restringirá cl estudio al caso n := 1. Esto significa que se tratará con
polinomios y funciones racionales univariadas definidas sobre el cuerpo K. Se
denota por X := X1 la única variable de los polinomios y funciones racionales
que aparecen como resultados intermedios en los straight-line programs que
se considerarán a partir de ahora.

En primer lugar, obsérvese que, sobre el grafo de computación asociado
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a la regla de Horner para un polinomio univariado F E K[X] de grado d,
puede jugarse un pebble game en tiempo total time 2d y tiempo no escalar (l
usando exactamente dos pebbles. Sean L y S el tiempo no escalar y cl espacio
utilizado por el algoritmo de Homer que evalúa el polinomio F. Entonces L
y S satisfacen la relación de tradeolf LS2 = 4d.

Esta consideración conduce a la siguiente pregunta: (lado cualquier poli­
nomio F e K[X] de grado no mayor que d, ¿existe un straight-line program
fi in [((X) que utiliza tiempo no escalar L(fl) y espacio S(fi) tal que cl
h‘adeofl espacio-tiempo L52(,3) := L(fi)52(fi) es considerablemente menor
que d? Por medio de un simple argumento de dimensión se demostrará
que la respuesta a esta cuestión es negativa. Esto significa que existe una
constante universal c > 0 tal que (en un sentido preciso) casi todos los poli­
nomios F E ¡{[X] de grado acotado por d tienen la propiedad que cualquier
straight-line program fl en K(X_) que evalúa F tiene un tradeolf espacio­
tiempo L52(fl) que satisface la desigualdad LSZ([3) _>_cd (ver Teorema 17).
En lo sucesivo se abreviará un tal enunciado como LS2(F) 2 cd.

De forma similar a [171] y [89], se dirá que una familia de polinomios
univariados (F¿)¿€N tal que 17dtiene grado d es difícil de evaluar en términos
de tradeoff si existe una constante c’ > 0 tal que cualquier familia de circuitos
aritméticos (finden en ¡{[X] tal que fld evalúa el polinomio Fd satisface la
siguiente desigualdad de tradeoff espacio-tiempo:

L52(fi¿) 2 dc'.

En lo sucesivo tal enunciado se abreviará en la forma:

L52(F¿) = do“).

El método geométrico que se desarrollará permitirá exhibir familias (le
polinomios univariados específicasque son difíciles de evaluar en este sentido.

Sean L y S números naturales fijos y sea fi un straight-line program que
calcula la función racional F E [((X) en tiempo no escalar L(fl) S 1, y
espacio S(fi) S S.

A fin de llomogeneizar notaciones sc comienza el cálculo formalmente on
el instante cero fijando para 1 S j S S el contenido de cada registro
RJ- como R? := 0. Además del espacio se tendrá en cuenta solamente el
tiempo no escalar como medida de complejidad. El tiempo no escalar será
indicado por el nuevo parámetro l que varía de 1 a L. Mas aún, sc utilizarán
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dos registros adicionales R_¡ y Ro cuyos contenidos en cualquier instante de
tiempo 0 S I 5 L se fija como RLI := l y R3 := X. Dado que en el modelo
no escalar operaciones K —linealesson libres y que sólo se toman en cuenta
operaciones no escalares en el straight-line program ,B,se puede describir fi
por una sucesión recursiva de instrucciones de locación de registros del
tipo siguiente:
para 1 Sj S S y l S l S L la instrucción tiene la forma

R2==( z alj"’R‘;‘) op( z bí""’R‘;‘),49:55 49-53

donde op es una multiplicación o división y los ag") y blj") son elementos
adecuados de K.

La salida F (le fi se da por la siguiente instrucción final de locación (le
registros (I):

F' := z ckRí'
49:55

donde los ck son ciertos elementos de K.
Los elementos aim, bi“), ch de K que aparecen en estas instrucciones

de locación de registros se llaman los parámetros del straight-line program
fi. Mas aún, los resultados intermedios de fi se representan por medio de la
matriz de computación

M (fl) == (RD-1955.0951;

El circuito fl queda determinado por sus parámetros y la indicación sobre cual
operación aritmética, multiplicación o división, se aplica en cada instrucción
de locaciónde registros

Obsérvese que la intrucción de locación de registros no refleja e­
xactamente un pebble game sobre el grafo de computación I‘(fi) dado que
en este modelo se supone que todos los registros cambian sus contenidos
simultáneamente. Por el contrario, un pebble game en cada instante de
tiempo afecta sólo un registro y no todos simultáneamente.

En consecuencia, el modelo de computación en K (X ) definido por las
reglas de locación de registros de tipos e (I) para 1 S j S S y 1 S
I 5 L es algo mas grosero que el modelo dado por las Definiciones 7 y
8. Esto significa que de esta manera pueden aparecer funciones racionales
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como el resultado de computaciones que no pueden ser efectuadas por medio
de un straight-line program que utiliza solamente tiempo no escalar L y
espacio S. Dado que el propósito final es demostrar cotas inferiores para
el tradeoiï entre espacio y tiempo no escalar requerido para calcular ciertos
polinomios univariados, esta [alta de precisión del modelo de complejidad no
afectará la correctitud de los resultados que enunciaremos en el sentido de
las Definiciones 7 y 8.

Sean L y .S'cantidades fijas. Supóngase que los parámetros a ck
que aparecen para —l S k S S, 1 Sj S S y l S l S L en las instrucciones
de locación de registros y (I) se consideran como variables, es decir,
se reemplazan estos parámetros por nuevas indeterminadas. Entonces las
entradas de la matriz de computación y la función racional F que
representa los resultados intermedios y la salida del straight-line program fl
se transforman en expresiones racionales en los parámetros del circuito fl (y
por supuesto en la variable X).

De esta manera el straight-line program fi se transforma en un esquema
de computación genérico de tiempo no escalar L y espacio .S'el cual queda
únivocamente determinado por las cantidades L y S y la elección de la op­
eración aritmética realizada (multiplicación o división) para cada l S j S S
y 1 5 I S L en la instrucción de locaciónde registros

Se simplificará algo mas el esquema de computación de tiempo no escalar
L y espacio S. Para este props'ito se introduce para cada l 5 j S S y
1 S l S L un nuevo parámetro du") el cual se interpretará de la manera
siguiente: el valor asignado al parámetro du") es 1 si la operación aritmética
op de la instrucción es una multiplicacióny el valor es 0 si esta operación
aritmética es una división.

Ahora se reemplaza para cada l S 5 S, l S l S L la instrucción de
locaciónde registros por la siguienteque se denotará :

( '.l ',l
k1 )’ bi] ),

n;=( z «rima-I)- (M z bij'”12r‘)+-]SkSS _l_<_kss

+(1_ ¿(mx Z bíj.l)le—1)—i)—15k55

(obsérveseque tomar en la instrucción de locaciónde registros la inversa
de la subexpresión E4955 (¿JBL-l es consistente con la suposición general
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que las computaciones que se consideran no contienen la función racional
cero como resultado intermedio). Como siempre, cada parámetro dl“) se
representa por medio de una nueva indeterminada.

3.1.3 Una descripción geométrica del conjunto de los
polinomios evaluables con recursos prefijados

En la subsección anterior se obtuvo un esquema de computación genérico
que sólo depende del tiempo no escalar L y .el espacio S. Los parámetros
de este esquema de computación son ag"), blkm,dll") y ck con -l S lc 5 S,lgjgsylslgL.

Se analizará ahora como la salida F depende de estos parámetros si F es
un polinomio que pertenece a K[X]. Para este fin se aplica una idea cuyo
origen puede situarse en el trabajo [171] (ver también [161]).

A fin de enunciar el siguiente resultado técnico se recuerda que el peso de
un polinomio con coeficientes enteros es la suma. de los valores absolutos de
estos coeficientes.

Lema 32 Sean d,L,S números naturales dados, sea N := 8LS2 y sean
Zl, . . . , ZN nuevas indeterminadas. Entonces existen polinomios P¿,. . . , Po
Z[Z¡, . . . , ZN] de grado y peso acotados por 2(Ld + 1) y (4(S + 1))“HlLH
respectivamente, tales que el morfimo de espacios afines

(Emus t KN -> ¡{d-H

definido por estos polinomios tiene la siguiente propiedad:
para cada polinomio F G KlX] de grado acotado por d que puede evaluarse
por medio de un straight-line program en K (X ) que utiliza tiempo no escalar
L y espacio S, existe un subconjunto cofinito (no vacío) Up de K tal que
para cada elemento n E Up el punto (f¿(n),...,fo(17)) e K‘"+1 dado por la
representación

F: X fi(fl)(x—fl)'
09'54

pertenece a la imagen del morfismo (Dans.

Demostración. Sea fi un straight-line program arbitrario en K (X) que
calcula un polinomio dado F E I\'[X] de grado acotado por d en tiempo
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no escalar L y espacio S. Se supone que fl está dado como antes por una
sucesiónde instruccioneslocaciónde registros con l Sj S S y l S l S L
y una instrucción final Por lo tanto, los resultados intermedios de fl son
funciones racionales RicE K(X) con —l S k S S y 0 S l S L que satisfacen
las siguientes relaciones recursivas:

RL1=1paracadaOSlSL

R6=XparacadaOSlSL

Iïg=0paracadalSjSS

Y

n;- z aíj"’Rl-‘)- (¿wn z blj"’RL-‘)+-15k55 —¡5kgs

+ (1- d‘1'"’)(Z blj")R';')") (3.1)—15kgs

paracadalSjSSycadalSlSL.
Finalmente, el polinomio de salida F G [([X] se representa como

F: z cklïf; (3.2)
—15k58

Aquí ag"), bíj'l), du"), ck son elementos adecuados de K with —l S k S 5',
1 S j S S y l S l S L, los parámetros del straightfline program [3.

Cada una de las funcionesracionales2:49:55 alj'lllilc'l y 24955 (¿mili-l
que aparecen como subexpresiones en la ecuación (3.1) están bien definidas
y son diferentes de cero en todos los puntos de algún subconjunto cofinito
Up de K. Dado que K es infinito el conjunto Up es no vacío. Sea 7] un
punto arbitrario de Up y j y l números naturales con 1 S j S S y l S
l S L. Entonces las funciones racionales Iii-11,...,Rfs_', 249.55 alj’lllii’l
y 2:49:55 bíj'llRlc-l están definidas en 17y son diferentes de cero en 1]. Por

medio de un cambio adecuado de los parámetros al“), bS-j'l)y ch en las ecua­
ciones (3.l) y (3.2) se puede suponer sin pérdida de generalidad que vale

z_15k55aíj'l)RL‘l(7¡) = l y 24955 bíj'nlllc'Kn) = l. El parámetro (10")
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toma por hipótesis solamente los valores 0 o 1. Esto implica que la función

racional RS-está definida en 1]y que se satisface la condición BK”) = l. Esto
permite representar R; como una serie de potencias formal en X —1]con
coeficientes en K. Más precisamente, se puede escribir la función racional
R; unívocamente como la serie de potencias

Ri=1+ ZR;,¡(X - fl)‘
¡>1

con coeficientes R2“ pertenecientes al cuerpo K. Obsérvese que R3 = X
tiene también una representación en series de potencias de la forma R},=
n+(X-n) =n+Z.-51R¿,¿(X-n)‘ con36,1= ly Rá,.-=0parai>1. De
las hipótesis realizadas se deduce:

z a‘u'ml.‘ = z al’”RL,.-‘(n)+z al’)ZRi..-‘(X-n) =
4955 -15kSS ogkgs ¡21

'.I - i= 1+ 2 al”zRL..-‘(X-n) (3.3)
ogkgs ¿21

y similarmente

z bí.1'"’RL.-'=1+E blj")ÉRlÏ¿‘(X-n)‘ (3.4)
4953 DSL-SS ¡21

La ecuación (3.4) implica la siguiente:

( z (’(ij)le—l)_=1+z (_ z bíj.l)thil(X_n)i)49:55 021 _ogkgs ¡21

Esto permite expresar la ecuación (3.1) en términos de series de potencias.
ParalSjSSyISlSLsetiene

1 + 2.21 RS'ÁX —77)‘=

= (1+ 209-55al“)2.21 " ’7)‘)'

(110") (1 + Eoskss bli")2.21 RL}!(X - UY)+

+ (1—d‘i'")(1+ É(_ oz ¿(km¿Rua _ 77)..)021 SkSS
(3.5)
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De la ecuación (3.5) se deduce inductivamente que los coeficientes R2,.­
son expresiones polinomiales con coeficientesenteros en los parámetros al”),
bíjl'llldul'") del straight-line program fl donde k, j’ y l’ varían en
0 S k S S, 1 S j' S S y l S l’ S I. Estas expresiones polinomiales
dependen solamente de L y S y son independientes de la elección particular
de 77y del straight-line program particular fl.

Dado que no puede aparecer ninguna ambigüedad, se denotará tal cx­
presión polinomial con el mismo símbolo que el coeficiente de la serie de
potencias que representa, es decir RS“.

Comparando coeficientes en la ecuación (3.5) se ve que cada coeficiente
RS“-es, salvo signos, una suma de expresiones monorniales de uno de los dos
tipos siguientes:

(d"'"))‘- H bli"’1ï'k:.‘.-.. (3.6)
¡SuSu

aíí'"R‘k:.‘.-i(d""’)‘ H bíí"’1ïí:.'.-v (3.7)
|5u<uconilíufpivzivlsivsi)1

A partir de esta observación se deduce la.siguiente cota de grados recur­
siva:

gr(R;-_¡) 5 max{;t + l + 219,5” ¿MM-3,2") 1

z iu=i,Iguazu/¿9309058 (3-8)
lSuSu

De la construcción realizada. se deduce inmediatamente que para cada.
O S k S S y cada. i Z l se satisface la siguiente estimación:

¿”(32,0 S 0 (3-9)

Si se resuelven las relaciones de recurrencia (3.8) tomando en cuenta las
condiciones iniciales (3.9) se obtiene:

g1‘(Rl-_.')s ¿(21 — 1) +1 (3.10)

paracadalSjSS,lSlíLinl.
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Se estima ahora el peso de los polinomios RL“ Para tal propósito se
observa. que el número de expresiones monomiales (3.6) y (3.7) que aparecen
en 12;“no excede 2'+'(S + l)‘. Por lo tanto, se deduce la siguiente cota
recursiva para el peso:

peso(R;-_¡)S 2‘+'(S + 1)‘ max{H¡SvS# peso(R':"‘-u) :

lSuSp

Por inspección directa se verifica fácilmente que para cada l S l S L y
cada 0 S k S S vale la estimación:

peso(RL'¡) S 4'(S + l)l (3.12)

Tomando en cuenta las condiciones iniciales (3.12), la resolución de las
relaciones de recurrencia (3.11) da:

pesdñfi'i) S 2(¡+1)((i+1)'-1)(S+1)i(i+l)'-1) (3.13)

Los coeficientes RL- de la serie de potencias que aparece en la ecuación
(3.5) son expresiones polinomiales sobre Z en los 2L52 + 3LS parámetros
alkj'n,blkj'l),du") con 0 5 k S S, 1 Sj S S y 1 S l S L. En consecuencia, se
los considerará como polinomios en (2LS2 + 3LS) variables sobre Z.

El polinomio F E K[X] tiene grado no mayor que d y por lo tanto posee
una expansión finita en series de Taylor en (X —1))del tipo:

F: z ¿(MUY-77)"
09'54

con coeficientes f,-(7])pertenecientes al cuerpo K.
Dc la ecuación (3.2) se deduce:

F = z f.-(n)(X—n)‘= z «:th =
09'54 ask-gs

= (C_1+con+ z Ch)+ z CI: Ridx “77)i) =19:55 ogkgs ¡21

= (c_¡ + qm + z CL.)+ z ( z cka.‘-) (X —17)i.igkgs ¡21 ogkgs
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Esto implica
MW) = X Cle',.- (3-14)

ogkgs

para 1 S i S d y
fo(71) = c_1+ COTI+ X Ci- (3.15)

igkgs
para i = O.

Obsérvese que la ecuación (3.14) es independiente del parámetro c_¡. Esto
permite considerar c_¡ + con como un nuevo parámetro c del cual depende
el straight-line program fi que reemplaza al viejo parámetro c_¡. En este
sentido se puede reescribir la ecuación (3.15) como

fo(n)=c+ Z Ck- (3.16)
igkgs

El lado derecho de las ecuaciones (3.14) y (3.16) son expresiones polino­
miales en los 2LS2 + 3LS + S + 2 S 8LS2 parámetros c, ck, aíj'l), bi“), (10")
con 0 S k S S, l 5 j 5 S y l 5 l S L. Estas expresiones polinomiales
dependen solamente de L y S y son independientes de la elección del punto
7] G UF­

Sea N := 8LS2 y let 21,. . . , ZN nuevas indeterminadas. De las ecuaciones
(3.10), (3.13), (3.14) y (3.16) se deduce que existen polinomios Í’o,. . . , I’d e
Z[Z¡, . . . , ZN] tales que para cada 0 S i S d el grado y el peso (le P.- puede
estimarse por

g1‘(P.-)S ¿(2L —1) + 2 S 2(Ld +1)

pesom) s ws +1))<"+'>“'
tales que se satisface la.siguiente afirmación: para cada polinomio F e ¡{[X]
de grado a lo sumo d que puede evaluarse por medio de un straight-line
program en tiempo no escalar L y espacio S existe un conjunto colinito (no
vacío) Up en K tal que para cada valor 1]G Up hay un punto z G KN con

F= Z f-'(71)(X-71)'= Z Pi(z)(X -77)'
09'54 095d

Sea ahora
(kung 2KN —> Ka“

el morfismo de espacios afines definido por (I>¿_Lls(z):= (P¿(z),...,Po(z))
para z E KN arbitrario. Este morfismo tiene todas las propiedades anuncia­
das en el enunciado del lema 32. El
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En las aplicaciones se necesitará. una formulación mas comprensible del
lema 32 en la cual el valor genérico 17y el conjunto cofinito Up al cual
r; pertenece no aparezcan explícitamente. Tal formulación puede obtener­
se fácilmente incluyendo el valor genérico 1]en la lista de parámetros del
straight-line program fi hipotético analizado en la demostración del lema 32.
De esta observación se deduce el próximo resultado.

Lema 33 Sean d,L,S números naturales dados, N := 8L.S'2+1 y sean
Z¡ ...,ZN nuevas indeterminadas. Entonces existen polinomios
Pd, . . . , Po € Z[Z¡, . . . , ZN] de grado y peso acotados por

2(Ld+ 1)

(d +1)!(4(S +1))(d+1)L+I

respectivamente tales que el morfismo espacios afines

su,“ : K" —. (“+1

definido por estos polinomios tiene la siguiente propiedad:
para cada polinomio F G ¡([X] de grado menor o igual que d que puede
evaluarse por medio de un straight-line program en tiempo no escalar L y
espacio S, el punto (f¿,...,fo) E K“!+1dado por la representación F =
EOS-Sdf¡X¡ pertenece a la imagen de 0¿,L,s.

En lo sucesivo se identificará. cada polinomio F = BUG“ f.-X" G KlX] de
grado a lo sumo d con su vector de coeficientes (fd, . . . , f5) -que se considerará
como un punto del espacio afín Kd“. En este sentido una afirmación como
“F e ¡(“1” deberá entenderse como “(L1,. . . ,fo) E Kd'H”.

Del lema 32 se deducen las siguientes consecuencias geométricas que repre­
sentan la principal herramienta para derivar cotas inferiores sobre el tradeoff
espacio-tiempo intrínseco de polinomios univariados (comparar con [95]).

Lema 34 Sean d, L, S números naturales dados. Existe un Subconjunto
cerrado Zariski irreducible Q-definible Wd'L's de K ¿+1 tal que se satisfacen
las siguientes afirmaciones:

(í) dim(W¿.L'5) S 8LS2.
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(ii) grflVdelS) g (2(Ld +1))8LS’.

(iii) el vector de coeficientes de todo polinomio F 6 K[X] de grado no mayor
que d que puede evaluarse por medio de un straight-line program en
¡((X) de tiempo no escalar L y espacio S pertenece a la variedad alge­
braica WdlL's.

Demostración Sea W := Wd'L_5la clausura Zariski en K“!+1de la imagen
del morfismo (I) := (PdlL'sdel lema 32. Se ve inmediatamente que W es un
conjunto cerrado Zariski irreducible del espacio afín Kd‘“. Este subconjunto
es también Q-definible dado que el morlismo (I)está. dado por polinomios
Pd, . . . , P0 que tienen coeficientes enteros. Durante el resto de la demostración
se interpretará. <Dcomo un morfismo de variedades afines KN en W. En
esta interpretación (I)es dominante. y por lo tanto esto implica dim(W) S
N = 8L52. En consecuencia, la variedad algebraica W = WM“; satisface la
condición

Se verifica ahora la condición (ii). Sea r := dim W. Dado que el morÍismo
(I)es dominante existe un subconjunto Zariski abierto no vacío dc W que
está. contenido en Im (I), la imagen de (I). Por lo tanto, se deduce de [88]
que existen r hiperplanos afines H1, . . . ,H, de Kd“ que intersecan Im (Dcn
gr(W) puntos. Sea M := H] fi ...ñ H, n Im (I). Entonces se tiene #M =
gr(W). Del lema 32 se deduce inmediatamente que (D‘I(H¡), . . . ,<I>"(11,)
son hipersurperficies de KN de grado a lo sumo 2(Ld + 1). Sea

C := {C : C es una componente irreducible de <I>_I(H¡)ñ . . . ñ <I>_1(H,)}

Por la desigualdad de Bézout (ver [88], 0 [70]) se tiene

# Cs Z MC) s ((2(Ld+1))' s ((2(Ld+ mw
CEC

donde gr(C) denota el grado (geométrico) del cerrado irreducible C dc KN.
Para cada. C E C la clausura Zariski de la imagen <I>(C)es un subconjunto

irreducible de Kd“ contenido en M, y por lo tanto un punto (le M. Dado
que el conjunto M está. contenido en Im (I)se concluye que

9"(Wd.L.s)= 971W)= #M s #c s (2(Ld + 1))“52

Finalmente, resta verificar la condición (iii). Sea F = EOS-SdLX" G
¡([X] un polinomio de grado acotado por d que puede evaluarsc por un

160



straight-line program en ¡{(X) en tiempo no escalar L y espacio S. Para cada
1]G K sea F = EOS-Sdf.-(11)(X—17)‘la expansión de Taylor de F en X-n. El
vector (f¿(11),. . . ,fo(1))) depende en forma polinomial del parámetro 17.Sea
U := Up el subconjunto cofinito no vacío introducido en el lema 32. Para
cada 17€ U se tiene:

(fd(n))"°)f0(fl)) G ¡m (Dans = Im‘Ï’ C W,

por este lema. Dado que U es infinito y W es un cerrado Zariski de Kd“
se concluye que (fd, . . . , fo) = (fd(0), . . . ,fo(0)) pertenece a la variedad alge­
braica W = WdlL's. El

3.1.4 Algunas consecuencias en términos de tradeofi's
A partir del lema 34 se deducirán cotas inferiores para el tradeofl' espacio­
tiempo. El primer resultado que se obtendrá caracteriza la complejidad
intrínseca del tradeofl' espacio-tiempo de “casi todos” los polinomios uni­
variados de grado acotado por d generalizando en consecuencia el resultado
principal de [139] y mostrando que la regla de Horner es asintóticamente
Optimal en términos de tradeoff espacio-tiempo.

Teorema 17 Sea d un número natural dado. Existe subconjunto abierto
Zariski no vacío U de Kd“ tal que para cada polinomio F e K[X] de grado
a Io sumo d con F E U vale la estimación de tradeofl'

d2 >_LS(F)_8

Demostración Sea d fijo. Para cada número racional positivo t S d se
considera el suconjunto cerrado Zariski Waltde Kd“ definido por

Wd'g I: U Wd,L,S
L.SeN. 1,525:

Del lcma 34 se deduce:

(lim(Wd_¿)S max{dim(W¿_L.s): L,S G IN, [/52 S i} S Si

Por lo tanto, para t := g se tiene
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dim(W¿_g) 5 d

Esto implica que el subconjunto abierto Zariski U := Kd“ \l‘V¿'ages no vacío.
Del lema 34 (iii) se deduce finalmente que para polinomio F de 1\'[X] cuyo
grado no excede d que pertenece al conjunto U satisface la estimación de
tradeoíf LS2(F) Z É. Ü

Siguiendo [139] existe una constante c > 0 tal que cualquier polinomio
F € K[X] de grado arbitrario d puede evaluarse con un straight-line program
en K[X] en tiempo no escalar no superior cx/d. Combinando este resultado
con el teorema 17 se obtiene la siguiente conclusión:

Corolario 1 Existe una constante c’ > 0 con las siguientes propiedades: sea
d un número natural dado y sea'U el subconjunto abierto Zariski de K‘l“
introducido en el teorema 17. Entonces para cada polinomio F G 1\'[X] dc
grado no mayor que d que satisface la condición F E U y para cada straight-s
line program fi en ¡{(X) que evalúa F en tiempo no escalar óptimo, cl espacio
SU?) requerido por el procedimiento ,3 se acota inferiormente por

sw) 2 ¿W

Se puede reenuciar el contenido del corolario l de la siguiente manera:
casi todos los polinomios de ¡([X] de grado a lo sumo d requieren espacio
c’ ‘ d si se evalúan optimalmente con respecto al tiempo no escalar. Por
otro lado, siguiendo [139]existe una constante c” > 0 tal que casi todos los
polinomios de K[X] de grado no superior a d necesitan tiempo no escalar
c"\/d para su evaluación. Esto explica en que sentido el teorema 17 contiene
el mejor resultado de tradeoÍÏ espacio-tiempo genérico posible.
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3.2 Herramientas de eliminación geométrica
y teoría de intersección

En este capítulo frecuentemente sc enfrentarán situaciones como la siguiente:
supóngase dado un polinomio F e ¡{[X] de grado d. Solamente a partir del
conocimiento de los coeficientes de F se debe deducir una cota inferior para
la cantidad LS2 donde L y S son números naturales arbitrarios que satis­
facen la condición F e W¿_L_so F e [mód'L'S con WMHSy Qd'L's definidos
como en el lema 34 y el lema 33 respectivamente. Estos dos lemas establecen
una relación entre el tamaño de los parámetros de complejidad L y S y el
grado o la altura de la variedad algebraica Wu“; o el morfismo algebraico
(Dallas. Por lo tanto, se necesitan herramientas que permitan estimar estos
invariantes geométricos: el grado y la altura de Wuhs y (Duns-respectiva­
mente a partir de los coeficientes de un sólo punto específico que pertenece
a la variedad algebraica Wd'L's o la imagen del morfismo Q¿_Lls. Tales her­
ramientas se desarrollarán por medio del uso de un Nullstellensatz adecuado
y una Desigualdad de Bézout de teoria de eliminación geométrica y aritmética
(comparar con [139], [171], [161], [95], [76], [94], [89], [90], [167], [168], [121],
[129], [130], [9], por un punto de vista similar).

En esta sección técnica se explicarán los resultados de eliminación y teoría
de intersección que se aplicarán. En primer lugar, recuérdese que la altura
de un polinomio con coeficientes enteros es el máximo valor absoluto de
sus coeficientes. Similarmente, la altura logari'tmica de un polinomio es la
máxima longitud bit de sus coeficientes.

El principal resultado de esta sección es el siguiente:

Proposición 11 Sean N, d, D y 1]números naturales y sea

<I>:= (P¿,...,Po) : CN ——>C"+1

un morfismo de espacios afines donde Po, . . . , Pd son polinomios que pertene­
cen a Z[Z¡, . . . , ZN]. Sea F un punto dado de Zd“. Conside'resc la Ó-fibra
V := <I>"(F) del punto F como una subvariedad cerrada Zariski Q-definible
(le CN. Supo'ngase que V es no vacia. Sean h¡,...,h, e Z[Z1,...,ZN]
polinomios que satisfacen las siguientes condiciones:

I. V:= {2€ CN: li¡(z)=0,...,h_,(z)=0}
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2. max{gr(h,-): 15 i 5 s} S D y

3. max{log2 height(h,-) : 1 S i S s} < 1]

Entonces, existe un punto 0 = (01,. . . ,0N) de la fibra V que satisface Ia
estimación

loggmax“ 0.-I: 15 i S N} S D°N(logzs +17),

donde c > 0 es una constante universal adecuada.

El resto de esta sección se dedicará a la demostración de este resultado.
Para este propósito se necesitan una serie de resultados intermedios técnicos
de teoría de eliminación geométrica. El primero de ellos es una forma ade­
cuada de un Nullstellensatz efectivo, el cual se vuelve a enunciar para como­
didad del lector.

Teorema 18 (Nullstellensatz efectivo) Scan D Z 3 y N 2 3 números
naturales y 111,...,h, E Z[Z1,...,ZN] polinomios de grado a lo sumo D.
Conside'rese el ideal I = (lll,...,ll,) generado por estos polinomios en
Q[Z¡, . . . , ZN]. Entonces, el ideal I es trivial si y so'lo si existen polinomios
gl, . . . ,g, e Z[Z¡,...,ZN] que satisfacen la cota de grados

max{g1‘(g¡) : 15 i S s} S DN —D

tales que vale la siguiente identidad de Be'zout:

1= z gih.‘ (3.17)
15i_<_s

Cabe destacar que recientes Nullstellensátze “intrínsecos” como los dc­
mostrados en [115] y [166] permitirían establecer leves mejoras en las cotas
de tradeofl'.

La cota sobre el grado de los polinomios 91,. . . ,g, en el teorema 18 per­
mite reducir la cuestión de la vacuidad de la variedad algebraica V definida
por los polinomios 111,...,h, al problema de la compatibilidad de un sis­
tema inhomogéneo de ecuaciones lineales de tamaño DN2 x sDN2 con en­
tradas racionales, las cuales están dadas por los coeficientes de los polinomios
h¡,. . . , h,. Este sistema de ecuaciones lineales permite calcular un polinomio
adecuado de grado acotado que expresa una cierta propiedad de eliminación
de la variedad V. Esta observación conduce al siguiente resultado:
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Lema 35 Sean D 2 3 y N Z 3 nu'meros naturales dados y sea V un sub­
conjunto cerrado Zariski de CN que es Q-definible y tiene dimensión positiva
r. Supo'ngase que V está dado como el conjunto de ceros comunes de fini­
tos polinomios en Z[Z¡,...,ZN] de grado a lo sumo D. Se introducen para
l S i 5 r y l S j S N + 1 nuevas indeterminadas TM-y polinomios

Li 1: Ti,lZ1+"’+ Ti.NZN+ Ti.N+1

Bajo estas condiciones existe un polinomio no nulo E G Z[T,-'J-; 1 5 i S
r, l Sj S N + 1] de grado a lo sumo DN2 con la siguiente propiedad:

lineales afines

L1(t,Z1,-o-,ZN)=t1,1Z1+'--+t1,NZN +11,N+1,

LT(t)Zl) - - -yZN) = tan] + ' ' ' + tr.NZN + tr,N+1

verifica que la intersección de V con el subespacio lineal afin de CN dado por
estos polinomios

Vn{z€ CN: L,(t,z)=o,...,L,(t,z)=o},
es no vacio si se satisface la condición Zariski abierta (consistente) E(t) 7€0.

Notación 1 Por el resto de esta sección se fijan las siguientes notaciones:

T1: (TíJ)15igr,15jgN+1 y Z := (Z¡,...,ZN).

Demostración del lema 35 Por hipótesis existen finitos polinomios
h¡,...,h, e Z[Z¡,...,ZN] de grado no mayor que D que definen la va­
riedad V. Dado que r es la dimensión (positiva) de V existe .un subconjunto
abierto Zariski no vacío U de C'xm“) tal que para. cada. t E U la.intersección

Vñ {z E CN : L¡(t,z) = 0,...,L,.(t,z) = 0},

contiene al menos un punto (ver por ejemplo [88], Lemma 1). Esto implica.
que cl ideal J generado por los polinomios h¡,. . . ,h,,L1, . . . , Lr en el anillos
de polinomios Q(T)[Z] es propio. Del teorema 18 se deduce entonces que
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no puedenexistirpolinomiosg¡,...,gr+, G tales que para cada
1 5 k S 1‘+ s el polinomio gk tiene la forma

MZ) := z YU" 21W“.szV].....UN
u]+---+VNSDN-D

con coeficientes YJRWNen el cuerpo y tal que se satisface la identidad
de Bézout:

1= 91(z)hl(z)+-u+ g,(z)h,(z) +
+9:+l(Z)Ll(TvZ)+"'+9r+s(Z)Lr(TaZ) (3-18)

en 02(T)[Zl­
La identidad polinomial (inconsistente) (3.18) puede interpretarse como

un sistema inhomogéneo de ecuaciones lineales en las indeterminadas YÁÏLUN
que aparecen como coeficientes d'e los polinomios “potenciales” gl, . . . ,gr+,
en las variables Z¡,...,ZN. Este sistema de ecuaciones tiene tamaño de
tipo DN2 x sDN2 y su matriz, que se denota por A, contiene como entradas
los coeficientes de los polinomios l¿¡,...,h, y L1,...Lr con respecto a las
variables Z¡, . . . , ZN.

En consecuencia, la matriz A se construye con enteros e indeterminadas
Tu. Nótese por

AY = B (3.19)

el sistema inliomogéneo de ecuaciones lineales que representa la identidad
polinomial (3.18). Aquí B e Y son vectores columna de longitud a lo sumo
DN2 y sDN2 respectivamente, todas las entradas de B son 0 excepto una que
es 1, e Y es el vector columna de indeterminadas del sistema. Estas indetermi­
nadas pueden escribirsecomo Yugin con l 5 k S r+s y 1/¡+-.-+¡/,I 5 DN.
La inconsistencia de la identidad polinomial (3.18) implica la inconsistencia
del sistema de ecuaciones lineales (3.19). Por lo tanto, el rango de la matriz
A es estrictamente inferior al rango, m, de la matriz A’ que se obtiene agre­
gando a la matriz A el vector columna B. Esto significa que A‘ contiene un
menor regular m ><m con determinante no nulo E G Z[T] mientras que todos
los menoresde m x m de /l son singulares. Este determinante expresa
un propiedad de eliminación adecuada de la variedad algebraica definida en
C'xlN“) x CN por los polinomios h¡(Z), . . . ,h,(Z), L¡(T, Z),. . . , L,(’1',Z) si
se proyecta esta variedad en cl espacio afín L'xlN“). El siguiente argumento
contiene el sentido preciso de este enunciado y su justificación:
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para cada t e CxlN“) tal que vale E(t) 740 el sistema de ecuaciones lineales
que se obtiene a partir de (3.19) especializando la matriz genérica T en t es
inconsistente. En virtud del teorema 18 esto significa que el ideal genera­
do por los polinomios h¡(Z), . . . , h,(Z), L¡(t, Z), . . . , L,(t, Z) en el anillo de
polinomios C[Z] es propio. Por lo tanto, la variedad

Vñ {z 6 CN : L¡(t,z) = 0,...,L,(t,z) = 0} =
= {z e CN : h¡(z) = 0,...,h,(2) = 0,L¡(t,z) = 0,...,L,(t,z) = 0}

es no vacia.

Obsérvese que las entradas de la matriz A’ son constantes o polinomios
lineales de Z[T] y que A" tiene a lo sumo DNz filas lo que implica m S DNZ.
En consecuencia, el grado del polinomio E(T) está acotado por DNz. D

El lema 35 representa el principal paso en la demostración del próximo
resultado.

Lema 36 Sean D Z 3 y N 2 3 números naturales y sea V un subconjunto
de ON cerrado Zariski Q-definible de dimensión positiva r. Supo'ngase que V
está dada como el conjunto de ceros de finitos polinomios de Z[Z1, . . . , ZN] de
grado a lo sumo D. Entonces existen r polinomios lineales afines L1, . . . , Lr G
Z[Z¡, . . . , ZN] de altura Iogaritmica acotada por N(N+1) log2D, tal que para
cada 1 5 k 5 r la variedad algebraica

V0 {z GCN: L¡(z) =0,...,Lk(z) = 0}

es no vacia de dimensión r —k.

Obsérvese aquí que los resultados de [114], Subsection 4.8 implican una
mejora de la estimación para la altura logaritmica de los polinomios lineales
afines L,,...,L, en el lema 36 a chog2 D donde c > 0 es una constante
universal adecuada. Sin embargo se trabajará con la cota de altura del enun­
ciado del lema 36, dado que el impacto de la mejora mencionada sobre los
resultados (le complejidad que se obtendrán es bastante modesto y la cota
hallada es mucho mas fácil de demostrar.

En la siguiente demostración se utilizará nuevamente la matriz

T == (TlallsíínlSJ'SNH

de indeterminadas TM-introducida anteriormente.
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Demostración del lema 36 Aplicandoel lema 35 se construyen en forma
recursiva con respecto a la dimensión r de la variedad V polinomios line­
ales afines L1,...,L, E Z[Z] que satisfacen los requirimientos del lema. a
demostrar.

Antes de comenzar esta construcción recursiva obsérvese que la hipótesis
que V se define por medio de polinomios en N variables de grado acotado
por D y la Desigualdad de Bézout (ver por ejemplo, [88], Theorem l o [70],
Example 8.4.6) implican en conjunto que el grado (le V está acotado por DN.

Se considera en primer lugar el caso r := l.
Dado que gr(V) S DN es posible elegir un conjunto F de a lo sumo

DN puntos de V tales que para cada componente irreducible de máxima
dimensión r = 1 de V existe al menos un punto en esta componente que
pertenece a F. Sea

Q1: H (71T1.1+ - ' - +I7NT1,N + T1,N+1)E ClTi,1,---,T¡.N+1l
('71,...,7N)Ef‘

y sea El e Z[T¡'¡,...,T¡_N] el polinomio de eliminación del lema 35. En­
tonces QEl es un polinomio no nulo de QT“, . . . ,TLNH] de grado no mayor
que DN2 + DN < DNlN“). Por lo tanto, existe en el conjunto

{(t1'1,.. .,t1'N+1)e ZN+lZmaX{It1'jIZ 1 S N + S DN(N+1)}

un punto (11,“. . .,t¡'N+¡) tal que se satisface la condición

QEl(tl.la---)151,N+l)í'é Ü

Sea L1 3: i1,121 + - -- + t1,NZN + i1.N+1­
Dado que Q(t¡'1,...,t¡,N+¡) :,É0 se deduce que el hiperplano afín {z e

CN : L¡(z) = 0} corta propiamente todas las componentes irreducibles
de V de dimensión maximal r = 1 y E¡(t¡,1,...,t¡'N+¡) 74 0 implica que
V ñ {z 6 CN : L¡(z) = 0} es no vacía. En consecuencia, por el Teorema (le
la Dimensión (ver por ejemplo [163]) la dimensión de la variedad algebraica
V ñ {2 e CN : L¡(z) = O} es r —l = 0. Mas aún, la altura logaritmica
del polinomio lineal afin L1 satisface los requerimientos en la conclusión (lcl
lema 36.

En el caso general r > l se procede similarmente. Se asume inductiva­
mente que para cada subvariedad cerrada de CN de dimensión 1' — 1 que
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es definible por polinomios de Z[Z1,...,ZN] de grado a lo sumo D se ha
hallado un conjunto de r - l polinomios lineales afines de Z[Z¡, . . . , ZN] que
satisfacen los requirimientos en la conclusión del lema 36.

Nuevamente se elige un conjunto I‘ de a lo sumo DN puntos de V tal
que para cada componente de dimensión maxima] r de V existe al menos un
punto en esta componente que pertenece a F.

Sea

Q 3: H (7ITI.1+"'+ 7NT1,N+ T1.N+1)É C{T1,1,.-.,T1.N+1]
(71""I7N)€r

y sea E'r E Z[T] el polinomio de eliminación del lema 35. Entonces QEr es
nuevamente un polinomio no nulo de C[T]de grado estrictamente menor que
DMN“). Por lo tanto, existe en el conjunto

{(i¡.j)nsn'sr.15jsn+¡ e Z'X‘NH’ :
:max{| tu |: 15 i g r, 1 sj g N+ 1} g D”(N+‘)}

un punto t = (ti'j)15¡57'15j5N+1tal que fi SeaL1Z=t1'1Z1+' ' ' +
t1,NZN + t1,N+1.

Dado que Q(t) = Q(t1'1, . . . , tus/+1) 7€0 se deduce que el hiperplano afin
{z E CN : L¡(z) = 0} corta propiamente todas las componentes de V de
dimensión maximal r. Por otro lado, si se nota por T‘ la matriz obtenida
a partir de T reemplazando el primer vector fila (TU, . . . ,TLNH) en T by
(tu, . . . ,tl'NH) puede inferirse de E,(t) 750 que el polinomio (r —1)(N +
])-variado E,(T’) es no nulo. Del lema 35 se deduce fácilmente que cada
selección de r-l polinomios lineales afines de (IZI, . . . , Zn] cuyos coeficientes
satisfacen la condición abierta Zariski E,(T') 9€ 0 define una intersección
no vacia con la variedad algebraica W := V ñ {z G CN : L¡(z) = 0}.
Esto implica que W es no vacía y que dimW = r —1. Por otro lado, W
es definible por polinomios de Z[Z¡,...,ZN] de grado a lo sumo D. En
consecuencia, aplicando la hipótesis inductiva a la variedad W se hallan
polinomioslineales afines L2,..., L, e Z[Z¡,...,ZN] de altura logaritmica
acotada por N(N + 1)log2D tales que para cada 2 5 k S r el subconjunto
cerrado Zariski

W0{z€CN: L2(z)=0,...,Lk(z)=0}=
=Vn{z€CN: L¡(z)=0,...,Lk(z)=0}
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es no vacio de dimensión dim(W) — (k — l) = (r - l) — (k — l) = r —
k. Juntando toda esta. información se ve que los polinomios lineales afines
L1, . . . , L, satisfacen los requirimientos en la conclusión del lema 36. El

A fin de finalizar la demostración de la proposición ll se necesario el
siguiente resultado que estima los valores absolutos de las coordenadas de los
coordenadas de los puntos aislados de un subconjunto del espacio afín UN
cerrado Zariski Q-definible.

Proposición 12 Sean N, D, 1)y s números naturales dados con D Z N y
sean 111,.. . , h, polinomios de grado a lo sumo D y altura logaritmica acotada
por 77,que pertenecen a Z[Z1,. . . , ZN]. Sea V el subconjunto de CN cerrado
Zariski definido por estos polinomios, es decir:

V := {z E CN:. ¡“(2) = 0,...,h,(z) = 0}

Entonces cualquier punto aislado 0 := (01,...,0N) de V satisface la esti­
mación

max{log2 I 0.-I: 1 51's N} 5 D" N(log25 +1)),

donde c’ > 0 es una constante universal adecuada.

Por una demostración de este resultado ver [114], Corollary 7.
Ahora se puede demostrar la Proposición 11:

Demostración de la proposición 11 Sea r := dim V. Dado que V es
no vacia por hipótesis se tiene que 0 S r S N. En caso en que r = 0
todos los puntos de V son puntos aislados y se puede aplicar directamente la
proposición 12 a fin de obtener un punto 0 de V que satisface la estimación
requerida.

Supóngase ahora que r > 0. Del lema 36 se deduce que existen r poli­
nomios lineales afines en Z[Z¡, . . . , ZN], L1, . . . , L,, de altura logaritmica no
mayor que N(N + 1) log2D tales que

es una subvariedad algebraica de CN cero-dimensional. En particular W
es no vacía. La variedad W se define por s + r S s + N polinomios que
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pertenecen a Z[Z¡,...,ZN] y que tienen grado acotado por D y altura
logaritmica no mayor que max{n,N(N + l)log2 D}. Sea 0 = (01,...,0N)
un punto cualquiera de W. Aplicando la proposición 12 a la variedad W se
deduce la estimación

max{log.¿| 0,-I: 1 Sj 5 N} S D°'N(log2(s+N)+max{n, N(N+1)log2 D})

S D°N(1°gz S + 17)

donde c > 0 es una constante universal adecuada (aquí se usa la hipótesis
D _>_N). Dado que W está contenida en V el punto 0 pertenece a la variedad
V. Mas aún, los valores absolutos de las coordenadas de 0 satisfacen los
requirimientos en la conclusión de la proposición 11. El

3.3 Polinomios difíciles de evaluar

En esta última sección de este capítulo se exhibirán algunos ejemplos de
familias de polinomios univariados específicas que son difíciles de evaluar
desde el punto de vista del tradeofl' espacio-tiempo. En estos ejemplos se
exhibirán cotas inferiores significativas para los requerimientos de espacio de
cualquier procedimiento optimo con respecto al tiempo no escalar que evalúa
estos polinomios. Se pueden dividir los ejemplos en dos grupos principales
según la forma en que están dados los polinomios en consideración: por sus
coeficientes o por sus raíces. El interés del último grupo de ejemplos está.
motivado por la búsqueda de cotas inferiores de complejidad en teoría de
eliminación geométrica donde la representación de los polinomios por sus
raíces aparece naturalmente (ver [90], [165]). Se puede realizar una segunda
división de los ejemplos en dos clases que agrupan a los polinomios que tienen
coeficientes algebraicos o racionales. Se ha tratado de hallar una presentación
casi unificada para estas clases de ejemplos.

3.3.1 Polinomios dados por sus coeficientes
En esta subsección se presenta una serie de técnicas para mostrar cotas in­
feriores para el tradeoff espacio-tiempo y aplicarlas a familias específicas de
polinomios con coeficientes enteros y algebraicos. Se comenzará. con dos fa­
milias de polinomios particulares con coeficientes enteros y se demostrará que
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estas familias son difíciles de evaluar en términos de tradeolï espacio-tiem po.
Luego, se obtendrá el mismo tipo de resultados para familias de polinomios
especificos con coeficientes algebi‘aicos. Finalmente se demostrará que exis­
ten muchas familias de polinomios con coeficientes {0, l} que son (lil'íciles (le.
evaluar en términos de tradeoll' espacio-tiempo.

Polinomios con coeficientes enteros

En [171]se presentan varias familias explícitas de polinomios con coeficientes
enteros que son difíciles de evaluar en el sentido de complejidad (le tiempo
secuencial. Este tipo de resultados se extiende y se mejora en [161] y [168].
Se aplicará. la proposición ll a fin de obtener resultados de tradeoll espacio­
tiempo en el espíritu de las referencias citadas.

Ejemplo 1 Sea [Fl := (F¿)¿GN la familia de los polinomios Fd E 7/;[X] (lr
grado d definida por

Fd:= z zflxí.
05de

Entonces esta familia fl es difícil de evaluar en el sentido del tradeojf
espacio-tiempo. Más precisamente, se tiene

L82(F¿)= ou)

Demostración Sea d lijo y sea F := Fd. Scan además L y S números
naturales arbitrarios tales que el polinomio F puede evaluarse por medio de
un straight-line program en (MX), que utiliza. tiempo no escalar L y espacio
S. Entonces el polinomio F pertenece a la imagen del morfismo

(1):: (Dans := (P¿,...,Po) : CN —> Cd+1

introducido en el lema 33, con N := 8LS2 +1 y Po, . . . ,Pd e Z[Z¡,...,ZN]
(recuérdese que se identifica el polinomio F e Z[X] con el punto “flog-Sd :=
(2j!)05j5¿ de Cd“ dado por el vector de coeficientes de F). Se observa que
(fj)05¡5¿ es el único punto de Ci“ contenido en la variedad algebraica

{(f¿,...,fo)eC"+': ¡"o-2:0,fi—fo=0,...,fd—fá‘.i =0}­
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Sea Z = (Z¡,..., ZN) y considérense los polinomios Qo,...,Q¿ G Z[Z]
definidos Q0 := P0(Z)—2 y QJ-(Z) := PJ-(Z)—P¡J_¡(Z)con 1 51's d. Nótese
que la Ó-filna V := <I>"(F) del punto F G Cd“ es el conjunto algebraico

V= {2€CNI Qo(z)=0,---,Qa(z)=0}

D := max{gr(Q,-): 0 <j < d}

17:= max{log2 height(Q,-) : 0 Sj S d}

Del lema 33 se deduce que vale

9T(Qj)S ¡97(le S 2Í(Ld +1) S 2d(Ld+1)

para 0 Sj S d.
Esto implica

D S 2d(Ld + l) (3.20)

Además, del lema 33 se concluye

log2(height(Qo)) 5 1 + log2(peso(Po)) S

5 1+ (d + 1)log2(d+ 1) + (d +1)L+‘(2 + log2(S +1)),

y

logz(heighi(Qj)) S logz(peso(PJ-))+1032(P630(Pj-1))j S
s (d+ l)1082(d+1)+ (d+1)“‘(2 + losas +1)) +
+ d((d + 1)log2(d+ 1) + (d +1)L+‘(2 + log2(S +1))) 5

5 (d +1)2iog2(d + 1) + (d +1)L+2(2 + log2(S +1))

para 1 S j S d. Esto implica la cota de altura

1, g (d + 1)2log2(d + 1) + (d + 1)L+2(2+ log2(S + 1)) +1 (3.21)

Aplicando la proposición 11 a la.variedad algebraica V definida y tomando
en cuenta las estimaciones de profundidad y altura (3.20) y (3.21), se concluye
que V contiene un punto 0 = (01, . . . ,0N) que satisface la estimación:
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log2max{| 0,-I: 151'5 N} S D°N(log2(d+ l) +n)},

donde c > 0 es una constante universal adecuada. Sea I 0 |:= marc“ 0.- I:
1 5 i 5 N}. A fin de terminar la demostración se considera para 0 S j S d
el j-ésimo coeficiente fJ-del polinomio F. Dado que la imagen del punto 0
bajo el morlismo (I)es F, se tiene que fj = PJ-(0) para 0 S j S d. Por lo
tanto, por el lema 33, el valor absoluto de fj está acotado como sigue:

10521165001) + 9T(Pj) "1082 I 0 I S

u+1n%2u+1y+w+1fi“a+dggs+n)+
+ 2(Ld +1)D°N(n + log2(d+ 1)).

Por la regla de Homer se puede asumir sin pérdida de generalidad que
LS2 S c1d, donde c1 es una constante universal adecuada. Combinando esta
observación con las estimaciones (3.20) y (3.21) para D y 77,se concluye que
el valor absoluto de las coordenadas fo, . . . ,fd del polinomio F satisfacen la
desigualdad

1082 l fi l

|/\|/\

d! S max{log2 I fj I: 0 51's d} S dC’N

donde cz > 0 es una constante universal adecuada. En consecuencia, se
obtiene por un lado que d! 5 de?” y por el otro que N = 8LS2 + l. Esto
implica cad 5 LS2 para una constante universal adecuada C3 > 0. Dado
que L y S son los requerimientos de tiempo y espacio de un straight—line
program arbitrario que evalúa el polinomio F = F4 se obtiene finalmente
Lszm) = Q(d). Ü

Ejemplo 2 Sea .72 := (F¿)¿GNla familia de polinomios Fd e Z[X] de grado
d definida por

J .

pd := z 22x1
05de

Entonces, esta familia JF; es difícil de evaluar en el sentido del tradeojf
espacio-tiempo. Más precisamente, se tiene

2 , = ___
LS (rd) s2(log2d)
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La demostración de esta cota puede establecerse en la misma forma que
en el ejemplo l. Para d, L, .S'e IN dados se considera la variedad algebraica

{(fda--'>f0)€Cd+l:f0_2=0) fl_f02=0)"') fd'fcÏ-l=0}

cuyos único punto es el vector de coeficientes del polinomio F4. La <I>¿.¿'S-fibra
de esta variedad se define por P0(Z) —2 y los polinomios PJ-(Z) —PJÏ‘L](Z) con
l 5 j S d. Los restantes argumentos son los mismos que en la demostración
de la cota inferior del ejemplo 1.

Cabe destacar que el ejemplo 2 se analiza en [171]donde se demuestra la

cota inferior de tiempo secuencial L(F¿) = Q 3 É .

Polinomios con coeficientes algebraicos

En esta subsubsección se adaptan dos métodos generales para demostrar
cotas inferiores de complejidad para polinomios con coeficientes no racionales
al contexto del tradeoff espacio-tiempo. El primer método que se presenta
fue recientemente introducido por W. Baur La descripción de una idea
similar puede hallarse en [37], Chapter 9, Exercise 9.11.

Proposición 13 Existe una constante universal c > 0 con la siguiente pro­
piedad: sea D un número natural dado y sea

F‘= Z ijj
095d

un polinomio de grado a lo sumo cl con coeficientes complejos. Supo'ngase que
existen polinomios 91,...,gm e Q[Y¿,...,Yo] de grado a lo sumo D, y que
los números complejosg¡(fd,...,fo),...,gm(f¿,...,fo) son (ll-linealmente
independientes. Bajo estas hipótesis se tiene

log mLS2 F > -———2——
( )-° log2d+logzD

Demostración Sea dado un straight-line program arbitrario ,5 en C(X)
que evalúa el polinomio F en tiempo no escalar L y espacio S. Como
antes, cn virtud (le la regla de I'lorner se puede asumir sin pérdida de gen­
eralidad que vale L S d. Sea N := 8L.’5'2+ l y 5 := (2Ld +1). Sean
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Z¡,...,ZN nuevas indeterminadas. Entonces por el lema 33 existen poli­
nomios Pd, . . . ,Po e Z[Z¡, . . . , ZN] de grado a lo sumo 6 tales que el vector
de coeficientes (fa, . . . ,fo) de F está. en la imagen del morfismo (le espacios
afines (Inma;: CN —> Cd“ dado por (P¿,...,Po).

Dado que los números complejos g¡(f¿, . . . ,fo), . . . ,g,,,(f¿, . . . ,fo) son (l)­
linealmenteindependientes por hipótesis y existe un punto 0 G CN tal que
vale

(fh,---,/b)== (¡Ü(0),---,¡B(0))

se concluye que los polinomios g¡(P¿ . . . , Po), . . . ,gm(P¿, . . . , Po) también de­
ben ser (IQ-linealmenteindependientes. Nótese que estos polinomios tienen
grado acotado por (SD. Esto implica que el Q-espacio vectorial:

P := {Ge nz}; . .,zN1=mc) s w}
tiene dimensión al menos m. Por otro lado, se tiene

dim(’P)= (N “¡i/w) 5 (60)”
Teniendo en cuenta que L 5 d se deduce de ésta la estimación

m S (50)” = (2(Ld+1)D)8“’+‘ < (2m?+1)D)“5’“

Tomando logaritmos, se concluye que existe una constante universal c > 0

tal que vale L52 2 cfifih. Dado que fl era un straight-lineprogram
arbitrario en (1X) calculando el polinomio F en tiempo no escalar L y espacio
S sigue la proposición 13. El

El segundo método para demostrar cotas inferiores (lel tradeofl' espacio­
tiempo del polinomios con coeficientes racionales tiene su origen en [95].

Proposición 14 Existe una constante universal c > 0 con la siguiente pro­
piedad: sea D un número natural y sea

F1: z fJ-Xj
osjsd

un polinomio de grado a lo sumo d con coeficientes complejos algebraicos.
Sea p el cardinal de la órbita del punto (f¿,...,fo) G Cd“ bajo la acción
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del grupo de automorfismos de C over Supo'ngase que existen polinomios
gl, . . . ,gm E (lll/d, . . . , Yo]de grado a lo sumo D, tales que el conjunto de ceros
comunes (le esos polinomios en Cl“ es finito y contiene el punto (f4, . . . , fo).
Bajo estas hipótesis se tiene

log pL3?F > .—2_
( ) _ c logz d + [092D

Demostración Sea fi un straight-line program arbitrario en C(X) que
evalúa el polinomio F en tiempo no escalar L y espacio S. Obsérvese que el
vector de coeficientes (f4, . . . , fo) del polinomio F pertenece a la subvariedad
algebraica W := Wd'L'gde Cl“ introducida en el lema 34. Sea r := dim(W)
y Obsérvese que vale r S 8LS2 por el mismo lema. Se eligen ahora r combi­
naciones Q-lincalcs genéricas

Bk ;= fklgl+...+fi,‘,flgm e Q[}’.¡,...,Yo]

de los polinomios 9,, . . . ,gm para l 5 lc S r con coeficientes 139),. . . ,flg‘) E
(Q. La genericidad de esta elección y el hecho que los polinomios 91,. . . ,gm
definen un subconjunto no vacio finito (es decir una subvariedad cero-di­
mensional) (le Cd“ implican, junto con el hecho que r = dim(W), que el
conjunto

v;= Wñ{(y¿,...,yo)€ 0‘“: Bl(y¿,...,yo)=0,...,B,(y¿,...,yo) =0}

es finito. Obsérvese que vale que (f¿_,...,fo) G V y que B¡,...,B,. son
polinomios de QDQ,. . . , Yo]de grado acotado por D.

En consecuencia V es una subvariedad de Cd“ cero-dimensional Q­
definible que contiene a la órbita del punto (f¿,...,fo) bajo la acción del
grupo de automorfismos de C sobre Q. Esto implica p S #V = gr(V).

De la Desigualdad (le Bézout y el lema 34 (ii) se infiere

91-(V) g g1'(W) . D' 5 g1'(W) . DaLS’ g (2(Ld +1)D)8LS’

Como antes se puede asumir sin pérdida de generalidad que vale L S d.
Juntando toda esta información se obtiene la estimación

p s (2(d2 +1)D)°L5’
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Tomando logaritmos, se concluye que existe una constante universal c > 0
tal quesesatisfacela condiciónLS22 c- W.

Dado que ,6 es un straight-line program arbitrario en (XX) que calcula cl
polinomio F en tiempo no escalar L y espacio S sigue la proposición 14. El

Usando las proposiciones 13 y 14 se exhibirán dos familias de polinomios
con coeficientes algebraicos que son difíciles de evaluar en el sentido del trade­
oll' espacio-tiempo. Estas familias han sido analizadas en [95] y [76], Appli­
cation 2 desde el punto de vista de la complejidad de tiempo secuencial.

Ejemplo 3 l. Sea f3 := (F¿)¿EN la familia de polinomios 17dE lR[X] (le
grado d definida por

F43: z x/lTij_l
15154

donde pj denota el j-e'simo número primo. Entonces esta familia 1:3
es dificil de evaluar en el sentido del tradeofl espacio-tiempo. Más
precisamente, se tiene

dL 2 = o —
S (Fd) (1052 d)

2. Sea .754:= (Fd)¿€N la familia de polynomios F4 G C[X] de grado d
definida por

174:: z ezTflX-l’l
15154

donde e J denota la ]—e31maraiz de la unidad (canonica) contenida
en C. Entonces esta familia f4 es dificil de evaluar en el sentido del
tradeofl' espacio-tiempo. Más precisamente, se tiene

d2 _
LS (Fd) —a (log2 (l)
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Demostración Sean Yd,. . . , Yonuevas indeterminadas.
Se discute en primer lugar la cota inferior asintótica. para la familia .773.

Para ello, se aplicará la proposición 13.
Para cada S g {1, . . . ,d} se considera el polinomio

as ==HYj e an,...,Yo}
jes

Obsérvese que el grado de gs está acotado por d.
De [76] se deduce fácilmente que la familia de valores complejos

{gs(\/;T¡,...,\/;T¿) : 5g {1,...,d}}

es Q-linealmente independiente. La cota inferior para. el tradeoff espacio­
tiempo de la familia .773se deduce ahora fácilmente de la. proposición 13
tomando m := 2d y D := d.

Con respecto a la familia .774,se aplicará. la proposición 14. Considérense
los polinomios

913=Y0,922:“ ’1,933=Y22—1,---a9d+13=nd—1

Obsérvese que estos polinomios se anulan en el punto 0 := (0, 6212,.. . , cial)
de C‘“1 que representa los coeficientes del d-ésimo miembro de la familia

.774,es decir, el polinomio Fa = Elsjsdegïqu". Más áun, los polinomios
g¡,...,gd+¡ pertenecen a Q[Y¿,. . . ,Yo], tienen grado a lo sumo d y definen
un subconjunto finito de Cd“.

Sea p el cardinal de la órbita del punto 0 bajo la acción del grupo de
automorfismos de C sobre Q. Denótese por Lpla función de Euler y por
[1,2,... ,d] el mínimo común múltiplo de los l, 2,. . . , d. Con estas notaciones
se deduce fácilmente la siguiente identidad

p = [Q(e¿F,...,ez:-i) : = <p([1,2,...,d])

Del Teorema de los Números Primos (ver por ejemplo [45] se infiere que

logzp=10g2<P(l1,2,.--,d]) = 9M)

La cota inferior para. el tradeoff espacio-tiempo de la familia. .74 es una
consecuencia inmediata de la.proposición 14 tomando D := d. D
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Polinomios con coeficientes {0,1}

En esta subsubsección se demuestra que casi todos los polinomios con coeli­
cientes {0, 1} son difíciles de evaluar en el sentido del tradeoff espacio-tiempo.
El método que se utilizará en la demostración de este resultado [ue aplicado
en una forma levemente diferente en [94]a fin de demostrar cotas inferiores
para la complejidad en tiempo no escalar de estos polinomios. Se introduce
la,siguiente notación:
para cada número natural d sea

Lsïomd) := max{L52(Z LA"): (flama) e {0,1}“+‘}
cgisd

Teorema 19 Sean d Z 2 y k números naturales con d > k log2d. Entonces
se tiene:

(i) #{(f¿,...,fo) e {0,1}“+1=LSz(Zogj5dijj) S ¿(É - k)} S ÉL

(ii) L5Ï0,1}(d)2 ¿5:7­

Demostración Sean d, k, L, S números naturales dados sujetos a las condi­

ciones d Z 2, d > k logzd y L52 5 ¿(Mid —k). Obsérvese que el conjunto
{0, 1}d+l puede ser definido como la intersección de d + 1 liipersuperficies de
Cd“ de grado 2, es decir como

{0,1}"“={(fd,---,fo)€C‘“:f}—f¿=0,...,f3— 0:0}

Aplicando [94], Proposition 2.3 y el lema 34 de la subsección 3.1.3 sc
deduce de la Desigualdad de Bézout las siguientes estimaciones:

#(W¿_L'5 n {0, l}d+l) S gr(LVd’L_S), 2dim(Wd_L.s)S

s (4(Ld + 1))“5’ 5 (8Ld)3’“525

s (8L52d)3”52.

d
log, dTomando logaritmos y usando la hipótesis LS2 S ï‘—6( -k), sc concluye
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log2(#(Wd.L,sn{0,1}“+‘)) s 8LS2log2(8L.S'2d)5
1 d l d— — — - — —k d <

S 2 (¡082d k) logz (2 (logzd ) ) —
1 d 1 1 k_ _ _d2 — —— <

S 2 (¡082d k) logz(2 (logzd dl) ’
1 d 1 l

S 5 (—log2d—lc) (2log2d+ log2 (—log2d_ _

De la suposición que d > klogzd se deduce 0 < ¿(m —fi) S 1. Esto
implica

1052(#(Wd.L.sr1{0,1}"'+1)) S d - “052 d

Del lema 2.6 (iii) se infiere que

d 2°l—— <—
d k)}-dk

. 1

#{Udv-wfo)e {0,1}"+‘wsïngfjx’) s mcg?

lo cual constituye la aserción del teorema. (ii) siguede tomando k := 1
y observando que el conjunto {0,1}‘i+1 tiene 2""H > % elementos. CI

3.3.2 Polinomios dados por sus raíces

El estudio de las cotas inferiores de complejidad para la evaluación de
familias polinomios dados por sus raices está motivada por su relación con
la complejidad intrínseca de los procedimientos de eliminación de cuantifi­
cadores. Puede hallarse evidencia de esta relación en [90], [138] y [165]. En
esta subsección se exhiben dos ejemplos de familias de polinomios dados por
sus raíces que son dificiles de evaluar en términos del tradeoff espacio-tiempo.

Sean Y¿_¡, . . . , Yonuevas indeterminadas y sea G := Xd+Y¿_1Xd‘1+---+
Yoel polinomio genérico mónico en la variable X con coeficientes Y¿_¡, . . . , Yo.
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Sea además D(Y¿_¡, . . . , Yo)el discriminante del polinomio G' con respecto a
la. variable X.

Lema 37 Sea f5 := (F¿)¿GNla familia de polinomios F¿ e Z[X] de grado
d definida por

FdZ= H —22,).
¡giga

Entonces Fd es el único polinomio mo'nicoF = Xd+f¿_¡ X“'l +- - -+fo de
grado d con coeficientes reales que satisface las siguientes cuatro condiciones:

HA . F(0)7é0,F(l)760,F(—1)760

. D(f¿_¡,...,fo) 7É0 (esto significa que F tiene solamente raíces sim­
pies)

No

(¡o. el polinomio F tiene solamente ceros reales

4. existe un número real to con tg 7€4 tal que vale

(-1)d4fo = ¿(2)

y (-1)“'1‘1(/\')1‘1(-X)(X2- 4) = (X2 - ¿3)F(X2)

Demostración Tomando to := 22" se puede chequear fácilmente que el
polinomio Fd satisface las cuatro condiciones del lcnia. En consecuencia
es suficiente demostrar que existe al menos un polinomio mónico F = X" +
f¿_¡Xd‘l + - - - + fo G IR[X] de grado d que satisface las condiciones.

Supóngase ahora que tal polinomio F está. dado y fíjese un número real
to que satisface la cuarta condición con respecto a este F. Esta condición
implica que para cada. raíz a: de F, o bien 1:2= tg o F(.1:2) = 0 se satisface.
Por lo tanto, para cada raíz .1:de F ocurre uno de los dos siguientes casos:

(i) existe un número natural k con IL'zk= tg, o

(ii) cualquier elemento del conjunto S(:i:) := {22m: m E IN} es una raíz (le
F.
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En el caso (ii) las hipótesis sobre F implican que el conjunto S(a:) es in­
finito. Esto elimina este caso ya que F es mónico. En consecuencia cualquier
raíz .1:de F satisface

Se ve fácilmente que F(4) = 0. Sea r un entero no negativo maxima]
tal que 22,222,. . . ,22r son raíces de F. Dado que F(4) = 0 y gr(F) = d se
concluye que l 5 r 5 d. La maximalidad de r implica que F(22'+l) 7€0 de
donde 22r+l = tg = (-1)“4fo. En consecuencia se tiene | to |> 1.

Ahora se demostrará que r = d. Supóngase que este no es el caso. De la
hipótesis que F tiene solamente raíces simples que son todas reales se deduce
que deben existir d —r ceros reales distintos 3,“, . . . , 11:4de F no contenidos
en el conjunto {22,222,. . . , 22'}. Por lo tanto, las raíces de F son los números
reales 22, 222, . . . , 22', 93,“, . . . , :vd. Esto implica

22'+1=(_1)d4f0=4.22.22’...22'.zr+¡...z¿

y consecuentemente 1:,“ - - -xd = l.
Sea r < m 5 d. Dado que la raíz zm de F satisface existe un número

natural km tal que 1:37?“= tg. Por lo tanto, como | to |> 1 se tiene que | zm |>
1 para cada r < m 5 d. Pero esto contradice la conclusión 1:,“ . - -xd = 1.

La demostración de la aserción r = d se concluye observando que
22,222,...,22d son todas las raíces del polinomio mónico F de grado d. En
otras palabras, se tiene

F: H (x—22’)=F¿
Isjsd

Cl

Sea n un número natural y sean X1, . . . , Xn indeterminadas sobre Z. Un
subconjunto S de IR" se dice semialgebraico si existe un conjunto finito de
polinomios Q G Z[X¡, . . . ,Xn] tales que .S'es definible como’ una expresión
booleana contruída a partir de fórmulas atómicas de tipo G = 0 o G > 0 con
G e (J. En este caso se dirá también que S es un conjunto semialgebraico Q­
definible. Un conjunto semialgebraico tiene sólo finitas componentes conexas
que son a su vez conjuntos semialgebraicos (por más detalles ver [22]).

En lo sucesivo se utilizará. la siguiente estimación que puede hallarse en
[179] (comparar con [93], Theorem 4):

183



Proposición 15 Eziste una constante universal co > 0 con la siguiente pro­
piedad:
sean n,D,s,h números naturales y sea Q un conjutno de s polinomios de
Z[X¡,. ..,X,.] de grado acotado por D y altura logari'tmica acotada por li,
que define un conjunto semialgebraico S de IR“. Entonces la bola de lll" de
radio 2(’D)c°""‘centrada en el origen interseca cada componente concxa de .S'
en al menos un punto.

Ahora se tienen todas las herramientas necesarias para demostrar que la
familia 7:5 es dificil de evaluar en el sentido del tradeolÏ espacio-tien'ipo si sc
restringe el cuerpo de parámetros a K := IR (ver subsección 3.1.2):

Proposición 16 Eziste una constante universal c > 0 con la siguiente pro­
piedad:
sean d, L, S números naturales y sea

F:= H (X-22’)
15de

Sea 7 un straight-line program en IR(X) que evalúa el polinomio F en
tiempo no escalar L y espacio S. Entonces se tiene

2 >
LS _ clogzd

Demostración SeaF = ded+f¿_¡X"" +- --+f0 con(L1,.. . ,fo) e 75‘“
y fd = 1. Obsérvese que E y (f¿_¡,...,fo) satisfacen las cuatro condi­
ciones del lema 37. Se aplica ahora el lema 33 con K := IR. Siguiendo
la demostración de este resultado se ve que existen para N := 8LS2 + l
polinomios P¿,...,Po e Z[Z¡,... ZN]de grado a lo sumo 2(Ld + l) y peso
acotado por (d+1)!(4(5 + 1))(d+'l +1tales que el morfismo de espacios afines
(DMA : IRN —>IR‘H" introducido en este lema manda los parámetros del
straight-line program 7 en (f4, . . . ,fo) E Zd“.

Sea ((1,...,(N) el punto de IRN que representa los parámetros (le 7,
sea (I) := (Dans y sea V := (D‘l((f¿,...,fo)) la. (D-fibra.del punto entero
(fd, . . . ,fo). Dado que ((1,. . . ,CN) está, contenido en V, se concluye que V
es no vacío.

184



Se verifica inmediatamente que V es un subconjunto semialgebraico de
IRN. Sean T, U1,U2,U3,U4, U5 nuevas indeterminadas. Usando la notación
del lema 37 se considera el siguiente sistema de ecuaciones polinomiales:

Pd -1 = 0
P0U1—l = 0

(2095.1!Pj)U2 -_1= 0
(20954le-ll’wa -1= 0
D(Pd_1,...,Po)U4—1 :0
(T2—4)U5—1=0
(-1)"4P0 —T2 = 0
(-1)"R(’€)1'Ï(-¡€)(k2 - 4) = (k2- T2)R(k2)

para 0 5 k 5 2d con R := PdXd+- --+Po. Obsérvese que los polinomios que
aparecen en este sistema pertenecen al anillo Z[Z¡, . . . , ZN, T, U1,U2,U3,U4,U5]
y tienen grado acotado por D := c’Ld3 y altura logaritmica acotada por
h := c’(d + 1)L+2(2+ log S) para una constante universal c’ > 0 adecuada.
Además hay a lo sumo s := c’d de estos polinomios.

Estos polinomios codifican las cuatro condiciones del lema 37 y definen
un subconjunto semialgebraico W de IR” x IR“. Sea 7r: lRN x IR6 —vlRN la
proyección canónica que manda cada punto de IR" x IR6en sus primeras N
componentes.

De los lemas 37 y 33 se deduce fácilmente que 1r(W) = V. En particular
W es no vacía. Aplicando la proposición 15 se ve que W contiene un punto
w := (0., . . . ,ÜN,t,u¡,u2,ug,u4,u5) € lRN x IR6con

IIw II== (0? + - - - + üiv + t” + u? + 112+ 113+ 143+ uáfi s 2"D)‘°‘"*°“

donde co > 0 es la constante universal de dicha proposición. Esto implica
que el conjunto semialgebraico contiene un punto 0 := ((01, . . . ,0N) E IR”,
que se nota por 0 = 1r(w), el cual satisface i

¡Ogg I 0 I=log2ma1:{|0¿ |; 1 5 2'S N} S (3D)co(N+6)-h

Sin pérdida de generalidad se puede suponer L 5 d. En consecuencia,
tomando en consideración que N = SLS2 + 1,3 = c'd,D = c’Ld3 y h =
c’(d+ l)(l'+2)(2 + log S) se concluye que existe una constante universal c” > 0
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tal que vale la estimación log2 I 0 IS (ic/ILS:
a la (D-fibra V de (fd, . . . ,fo) se tiene

(-1)“22'“'-2 = (-1)“' H 22’= ¡o = row)
¡giga

. Dado que el punto 0 pertenece

Razonando como en la demostración de la cota inferior de tradeoll del

ejemplo l se obtienen las siguientes desigualdades:

2d“ —2 :1052lfol51082PeS°(P0)+ 97'(P0)'1082 l 0 IS

(d +1)log2(d + 1)+ (d +1)L+‘(2 + log2(S+1))+ 2(Ld + “¿sus?

Tomando logaritmos en estas desigualdades se deduce de L S d que existe
una constante universal c > 0 tal' que

d

logz d
Lszzc

Ü

Ejemplo 4 Sea como antes .75 := (F¿)¿€N la familia de polinomios Fd e
Z[X] de grado d definida por

174:: H (X-221)
¡giga

Entonces esta familia .75 es difícil de evaluar en el sentido del tradeojï
espacio-tiempo. Más precisamente se tiene

d2 , = _

Demostración La cota inferior anunciada en este ejemplo se refiere a
straight—line programs en (XX) y no en lR(X) como en la proposición 16. Sin
embargo, esta cota inferior se deduce fácilmente a partir de esa proposición:
es suficiente observar que cualquier straight-line program fi en C(X) que
calcula el polinomio Fd, puede transformarse en un straight-line program 7
que evalúa Fd en tiempo no escalar 5L(fi) y espacio 45(fi) usando solamente
parámetros reales.
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Este straight—line program 7 se obtiene calculando la parte real e imagi­
naria (lecada resultado intermedio de ,3separadamente (nótese que, en virtud
de [122],estas estimaciones de tiempo y espacio para 'y son incluso bastante
groseras).

El enunciado sigue entonces fácilmente de la proposición 16. El

Se considera ahora un segundo ejemplo de una familia de polinomios da­
dos por su raíces que es dificil de evaluar en el sentido del tradeoff espacio­
ticmpo. Los polinomios de esta segunda familiar tienen coeficientes alge­
braicos. Un ejemplo similar fue analizado en [90] desde el punto de vista de
la complejidad en tiempo secuencial.

Ejemplo 5 Sea f6 := (F¿)¿EN Ia familia de polinomios Fd E Z[X] de grado
d definido por

PDF: II (JÏ'-'\/ïï%
lSiSd

donde pj denota elj-ésimo número primo. Entonces, esta familia .76 es difícil
de evaluar en el sentido del tradeofl' espacio-tiempo. Más precisamente, se
tiene

Lsïfih)=ÍK )
log2 d

Demostración La cota inferior anunciada sigue de una adaptación de un
argumento introducido en [9] al contexto de los tradeoffs espacio-tiempo.
Sea d e IN dado y sea F := Fd. Para l S j 5 d se nota por 01-la j-ésima
función simétrica elemental en d argumentos y f,- := aj(‘/;)_1,...,\/p—¿) por
su valor en el punto («p-1,. . ., pd) G IR“. Se tiene entonces

F: H (X-JITJ'FXd-fiXd-l+---+(-1)dfd
lsjsd

para ciertos números reales algebraicos f¡,...,f¿. Sean X¡,...,X¿ e
Y¡,...,Y¿ nuevas indeterminadas y sea 1 5 j 5 d. El polinomio
NJ- := X11”.+1+ + X?“ es simétrico y por lo tanto existe un (único)
polinomio QJ-E Z[Yl, . . . , Yd]de grado a lo sumo 2j +1 tal que

Nj(Xh"')Xd) = Qj(al(xl)'")Xd))"')ad(X1)"°)Xd))
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(ver por ejemplo [180]). Sea b,-el número real

b,-:=Qj(fh---)fd)

Se verifica inmediatamente que

bj=Nj(\/p_h""\/ïtï)=1’i\/p_l+'”+l’á\/ñ
Por lo tanto, los valores bl, . . . ,b¿ pueden escribirse como combinaciones

Z-lineales de los valores \/p_¡,. . . , \/p_¿. La matriz correspondiente es una ma­
triz de Vandermonde no singular (píhSJ-¿Sb Esto implica que existen formas
(ll-lineales 111,..., Hd en d argumentos tales que vale = ¡[J-(bl,. . .,b¿)
para 1 Sj S d.

Para cada subconjunto S C {1, . . . ,d} se considera el polinomio95i:H
jes

Obsérvese que g1‘(gs) S d(2d + l) y

“(fun-Jr!) = H x/P-j
jes

Por lo tanto,

{95(f1,-..,f¿):SC {l,...,d}}
forma una familia de 2d valores reales que son (Il-linealmente independientes.
La cota inferior para el tradeofl espacio-tiempo de la familia f5 sigue ahora
de la proposición 13 tomando m := 2d and D := d(2d + l). El

3.3.3 Cotas inferiores de espacio para una evaluación
óptima en tiempo

De la regla de I-Iornerse deduce que cualquier polinomio univariado puede
evaluarse en espacio constante (ver en este contexto también [13]). En con­
secuencia, el espacio puede reducirse arbitrariamente en la evaluación de
polinomios si no se considera el tiempo.

188



Sin embargo, restringiéndose a. procedimientos óptimos en tiempo se ob­
tiene como consecuencia inmediata de los resultados de tradeofl' demostrados
en este capítulo el siguiente enunciado concerniente a cotas inferiores de es­
pacio (comparar con el corolario 1):

Proposición 17 Sean 1 S i 5 6 y f.- := (FÍÜdGN cualquiera de las fa­
milias de polinomios FP E C[X] introducidas en los ejemplos 1, 2, 3, 4, 5.
Entonces, existe una constante universal c > 0 con la siguiente propiedad:
para cada sucesión (fi¿)¿EN de circuitos aritméticos en C(X) tal que fid evalúa

el polinomio FS) en tiempo no escalar L(fi¿) 5 x/d, el espacio S(fi¿) utilizado
por fld satisface la cota inferior i

Mlogzd'

Para el caso de la familia f1 esta cota puede incluso mejorarse a

S(fi¿) 2 C'

SUM 2 C- W­
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Capítulo 4

La cómplejidad intrínseca de la
eliminación

La clasificación de un problema de acuerdo a la dificultad computacional de
su resolución involucra dos disciplinas de carácter diferente. Una de ellas, la
teoría de algoritmos, se ocupa de dar cotas superiores sobre la cantidad de
recursos necesarios para resolver un problema dado.

La otra disciplina, conocida como teoría de la complejidad computacional,
intenta demostrar que ciertos problemas no pueden ser resueltos eficiente­
mente estableciendo para ello cotas inferiores sobre su complejidad com­
putacional inherente.

En este capítulo se analizará. la complejidad computacional de los proble­
mas de eliminación desde el punto de vista del tiempo secuencial. Com­
binando este estudio con los resultados sobre cl tradcolÏ espacio—tiempo
obtenidos en el capítulo 3 se obtiene información sobre la complejidad com­
putacional desde el punto de vista del espacio.

Usualmente los enunciados de cotas inferiores se entienden como resulta­
dos sobre cotas inferiores para un problema. Sin embargo, esto no es com­
pletamente cierto, ya que las cotas inferiores para. un problema también de­
penden del aspecto sintáctico del mismo.

Esto se hace patente en el caso de los problemas de eliminación. Si se
consideran los problemas de representación en un ideal polinomial con la co­
dificación densa de los polinomios se tienen respuestas definitivas: no existen
algoritmos polinomiales para los problemas de representación:
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Teorema 20 ([126]) Dados k,d e lN,d Z 5,n := 10k, existen n + l poli­
nomios P1, . . . , PnH en Z[X¡, . . . ,Xn] de grado acotado por d (en realidad,
los polinomios P,-se construyen como la diferencia entre dos monomios), tales
que X1 —X" pertenece al ideal generado por P1,...,P,¡+¡ en Q[X¡, . . . ,Xn]
y se verifica la siguiente condición:

n+l

si X¡ —X" := zg¡P¡ entonces maz{gr(g¡);1 S i S n +1} 2 (d- 2)2k_l
i=l

La cota inferior se basa entonces en una estimación de la longitud de la.
salida: la cota de grado del enunciado del teorema 20 determina la longitud
de un polinomio de salida. en representación densa.

Este teorema dice que la codificación densa de polinomios hace que el
problema. de la representación en el caso de ideales arbitrarios resulte fuera
del alcance de cualquier clase de complejidad tratable. Pueden hallarse cotas
inferiores de orden similar con la representación densa de las salidas para el
problema de la eliminación de cuantificadores sobre cuerpos algebraicamente
cerrados o real cerrados de característica dada (ver [54], [66], [88], [182]) y la
decisiónen la teoría de los cuerposalgebraicamentecerrados

Incluso si se considera el problema de la representación en el Nullstel­
lensatz en representación densa, se tienen cotas inferiores exponenciales en
tiempo. Varios autores (D. Lazard, T. Mora, W. Masser, P. Philippon entre
otros) han encontrado el siguiente ejemplo :

Proposición 18 Conside'rese el siguiente sistema de ecuaciones polinomia­
Ies sobre Q[X¡, . . . ,Xn]:

j. = xf, ¡2 = Xl —Xg,..., f,._l = X,._2—X54, f" =1— Xn_¡X,‘f"
(4.1)

Entonces son ciertas las siguientes afirmaciones:

o el sistema definido en (4.1) no posee soluciones comunes en C".

o toda representación 1 := 22;] g¡f.- verifica que gr(g¡) 2 d" —d"’l.

Dado que la cantidad de monomios del polinomio gl es de tipo exponencial
(10"?) = ((lo("))" con respecto a la cantidad dal") de monomios de grado d
en n variables, se concluye la cota inferior anunciada.
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Cabe destacar que este resultado implica la optimalidad (salvo factores
logaritmicos) de la versión probabilística del algoritmo desarrollado en la
sección 1.4.4 con respecto al espacio y al tiempo secuencial.

A fin de evitar la notable simplificación de la cuestión de la complejidad
computacional de los problemas de eliminación que se introduce cuando se
consideran modelos con una fuerte estructura involucrada, se considerará,
la cuestión sobre un modelo más general: se codificarán los polinomios por
medio de programas (=circuitos) aritméticos que los evalúen.

Es claro que cualquier cota inferior en este modelo se traslada inmedi­
atamente a una cota inferior en representación densa (así como también en
representación rala (sparse)), ya que la codificación de cualquier polinomio
por medio de un programa es más económica que la representación densa
del mismo (si bien en el caso generico ambas representaciones poseen aproxi­
madamente el mismo tamaño, en ciertos casos especiales —queeventualmente
podrían ser los casos de los polinomios que aparecen como resultado de uu
proceso de eliminación- la diferencia puede ser importante).

4.1 Resultados de complejidad estructural
Un primer intento de clasificar la complejidad computacional de la resolución
de un problema consiste en relacionarlo con clases de complejidad. De la
existencia de teoremas de jerarquía de espacio y tiempo (cf. se deduceu
cotas inferiores para el problema considerado.

En tal sentido, la tarea de la complejidad estructural es establecer rela­
ciones en términos de clases de complejidad. Para esto es necesario tener una.
herramienta que permita comparar la dificultad de dos problemas dados, la.
cual viene dada con el concepto de reducibilidad.

Una vez que se ha fijado algún tipo de reducción, se pueden definir los
conceptos de dureza y completitud para miembros de una clase de compleji­
dad: siendo A una clase de complejidad, se dice que uu problema o lenguaje
'P es A-daro si todo problema (le la clase A es reducible 'P, y “P se diee
A-completo si es A-duro y además pertenece a la clase A.

En forma intuitiva se puede decir que los problemas A-completos son
aquellos miembros de la clase .Á de máxima dificultad, y que la resolución de
un problema A-duro ofrece al menos tanta dificultad como la de cualquier
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otro problema de la clase A. Si bien no es clara la existencia de problemas A­
completos para una clase A arbitraria, en el caso de las principales clases de
complejidad ésta lia sido establecida por medio de la exhibición de ejemplos
concretos.

Una observación obvia es la siguiente: dado un problema 'P, si existe
un problema 15 que es .Á-duro o A-completo y reducible a 'P, entonces 'P
es A-duro. Por lo tanto, a fin de demostrar que la resolución de cierto
problema ofrece tanta dificultad como la de cualquier miembro de una clase
de complejidad A dada, es suficiente con demostrar que existe una problema
.Á-duro o A-completo que es reducible a éste.

En lo que sigue se estudiarán distintos modelos de complejidad desde el
punto de vista de la complejidad estructural. Se demostrará que los pro­
blemas de eliminación son “duros” en ciertas clases, reduciendo para ello
problemas completos en esas clases a cuestiones de eliminación.

De esta manera, se aportarán indicios a la conjetura que la.complejidad de
los problemas de eliminación tiene un comportamiento inherente simplemente
exponencial si la entrada. se mide mediante parámetros sintácticos (como el
grado o la talla de circuito de los polinomios de entrada, la altura de sus
coeficientes o el número de variables).

4.1.1 Cotas inferiores relativas sobre modelos bina­
rios

Para el primer indicio sobre la.intratabilidad de los problemas de eliminación
que se han considerado se utilizarán las.herramientas que provee la teoría de
la NP-completitud. La idea es demostrar que los problemas de eliminación
son “al menos tan duros” como una larga lista de problemas de diferentes
ámbitos, los cuales son ampliamente reconocidos como problemas probable­
mente intratables: los problemas NP-completos (cf. [71]).

Todos estos problemas poseen una característica comúnf pueden resol­
vcrsc cn forma polinomial, si se considera una variante mas “poderosa” que
las máquinas de Turing determinísticas: las máquinas de Turing no deter­
minz'sticas.

Una máquina de Turing no determinística M es un dispositivo de carac­
terísticas similares a una máquina determinística excepto por el hecho que
cada paso de computación puede elegirse entre varias posibilidades codifi­
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cadas en la función de transición 6.

Por lo tanto, sobre cada entrada a:no existe una sola.computación sino un
conjunto de posibles computaciones. En tal sentido, se dice que una entrada
a: es aceptada por M si y sólo si existe una. computación de M sobre rr que
finaliza en un estado de aceptación.

El tiempo requerido por M sobre una.entrada :1:se define como el mínimo,
sobre todas las posibles computaciones aceptantes sobre rc, del número de
pasos de computación realizados. En estos términos sc define la clase NP,
como la clase de los problemas que pueden ser resueltos por una máquina (le
Turing no determinística en tiempo polinomial.

Dados dos lenguajes L¡,L2 g 2', se dice que L1 es reducible (o polino­
mialmente reducible) a.L2 si existe una máquina de Turing de determinística
que calcula en tiempo polinomial una función f : 2' —>2' con siguiente
propiedad:

E L5 si y sólo si .1:E L1

La clase de los problemas NP-completos se deline en términos de esta
reducción. El mérito de haber descubierto el concepto de la NP-completitud
se debe a S. Cook, quien demostró que el siguiente problema, conocido como
SAT, es NP-completo [49]:

Problema l Dada una fórmula booleana (I) en las variables X¡,. . . ,Xn li­
bre de cuantificadores, decidir si (I) es satisfactible, es decir, si existe una
asignación de valores booleanos

a: {X¡,...,X,,} ——>{0,1}

tal que <I>(a(X¡),...,a(Xn)) = 1.

Aquí se utilizará. una variante de este problema, conocida como 3SAT,
más fácil de manipular, cuya completitud en NP es conocida (ver [107]):

Problema 2 Sea (I)una fórmula booleana en las variables X“. . . ,Xn dada
en forma 3-conjuntiva normal, es decir:

(I) = c1 A - - - /\ c,

donde cada cláusula c,-cs de la forma

C.‘= uh V u.-, V ui:

siendo 11.-,una variable Xk o su negación Xk. Decidir si (I) es salisfaclible.
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Se tienen ahora todas las herramientas necesarias para demostrar el pri­
mer resultado concerniente a la complejidad relativa de los procedimientos
(le eliminación. Se enuncia en primer lugar el problema de eliminación que
se estudiará:

Problema 3 : El Problema de la Consistencia (PC) Dada una suce­
sio'nfinita de polinomios 171,.. .,F, en Z[X¡, . . . ,XH], decidir si el siguiente
sistema de ecuaciones polinomiales tiene una solución en C":

F'¡(X,,...,X,,)=0, , F,(X1,...,Xn)=0

La NP-dureza del problema PC es bien conocida en el ámbito de teoría
de eliminación (ver [90], [138] por ejemplo). La demostración de este hecho
se reproduce aqui por motivos didácticos:

Teorema 21 PC es NP-duro.

Demostración Siguiendoel esquemaestándar de demostración de este tipo
de enunciados, se exhibirá una reducción polinomial de 3SAT a PC. Para
ello, sea (I)= cl A . o- /\ c, una fórmula booleana sin cuantificadores sobre las
variablesu := {U¡,...,U,.}. I

A fin de definir la función f que realizará la reducción de BSAT a. PC,
a cada variable U.- E Ll se le asigna una indeterminada X¿ sobre C. A
fin (le simular un comportamiento “discreto” de las variables “continuas”
Xl, . . . , X", estas variables estarán sujetas a las condiciones:

(X1)2-X1=0,...,(Xn)2—Xn=0

que asegura que todos los posibles valores que toman X¡,...,Xn son los
enteros 0 o l.

Se construirá. ahora un polinomio Fo en Z [X], . . . , Xn] de forma tal que
Fo posee una solución en {0,1}“ si y sólo si la fórmula d) es satisfactible.
Cada cláusula c; que aparece en (I)es de alguno de los siguientes tipos:

XVYVZ
XVYVÏ
XVVVZ
ÍVVVZ
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Para cada una de estas clásulas, se definen los siguientes polinomios:

X+Y+Z—XY—XZ—YZ+XYZ
l-Z+XZ—XYZ

1-YZ+XYZ
l-XYZ

Es fácil corroborar que los polinomios asi definidos toman solamente los
valores Oo 1 sobre cada upla en el conjunto {0, l}3, y toman el valor 1 sobre
una tal upilasi y sólo ésta corresponde a una asignación de valores booleanos
a las variables X, Y,Z que satisface la cláusula en consideración. Por lo tanto,
por cada cláusula c.-que aparece en (I)existe un polinomio p.-(X,-l, X,-,, Xh) de
alguno de los tipos definidos en 4.2 que verifica las propiedades mencionadas.

En consecuencia, la compatibilidad del siguiente sistema de ecuaciones
polinomiales con coeficientes enteros:

(X1)2—X1=0,...,(Xn)2—X":0

(4.2)

s
F‘Q:=Hpi(xí11X¡21Xi3)_l=0

¡:1

es equivalente a la satisfactibilidad de la.fórmula (I). Nótese que los polinomios
que definen el sistema (4.3) pueden calcularse por medio de O(s) operaciones
aritméticas.

Debido a la forma especial del sistema definido en (4.3) es claro que éste
puede ser generado en tiempo polinomial a partir de la fórmula (I). Dado
que BSATes un problema NP-completo, se ha demostrado el enunciado del
teorema. Ü

El siguiente resultado constituye una mejora con respecto a la NP-dureza
de los problemas de eliminación: se demostrará que la hipótesis de la polino­
mialidad de los problemas de eliminación implica no sólo que P=NP, como
se deduce del teorema 21, sino también que la clase #P, de complejidad
presumiblemente superior a NP, también colapsa a P.

La clase #P, introducida por L. Valiant en [177],se describe en términos
de las máquinas de Turing contadores. Una máquina de Turing contadora
es una máquina no deterministica estándar que posee un dispositivo auxi­
liar que (lïlágicamente) imprime en notación binaria sobre una cinta especial
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el número de computaciones aceptantes inducidas por la entrada. Una tal
máquina tiene complejidaden tiempo si la más larga computaciónacep­
tante inducidapor el conjuntode todas las entradas de tamaño n toma
pasos de computación (cuando la máquina se mira como una máquina no
determinística estándar sin dispositivo auxiliar).

La clase #P consiste de todas las funciones que pueden computarse por
medio de máquinas de Turing contadoras en tiempo polinomial.

Se define una noción de reducción por medio de artículos, en un sentido
similar a la noción en [49]. Una máquina de Turing con oráculo es una que
posee dos cintas especiales: una de consulta. y una de respuesta. Para consul­
tar al oráculo la máquina imprime una palabra sobre la cinta de consulta y,
yendo a un estado especial de consulta, retorna una respuesta en una unidad
de tiempo sobre la cinta de respuesta.

Con esta terminología, un problema L se dice #P-duro si todo problema
#P puede calcularse en tiempo polinomial con una maáuina con oráculo L.
Por supuesto, un problema #P-completo es uno que es #P-duro y pertenece
a #P.

En [177] se demostró que el problema de calcular el permanente de una
matriz A e Zn" es #P-completo. El permanentede una matriz Aen Zn"
se define en la forma n

PermA := Z H am“)
aESn i=l

donde am-denota el coeficiente (i,j) de la matriz A y .S'ndenota el conjunto
de todas las permutaciones de (1,2, . . . ,n).

Se relacionará la dificultad de la. resolución de los problemas de elimi­
nación con la de los problemas #P-completos mediante una reducción al
cálculo del permanente. El problema de eliminación que se utilizará. a tal
efecto es el siguiente:

Problema 4 : El problema general de eliminación (PGE) Dadospoli­
nomios 171,.. . , F,J en Z[X1, . . . ,Xn], hallar una fórmula sin:cuantíficadores
en el lenguaje de cuerpos algebraicamente cerrados que describa la siguiente
proyección sobre Cr (1'S n):

(3Xr+1)'' ' ..,Xn)=0,...,F,(X1,...,Xn)=
Se tiene entonces el siguiente resultado, el cual es una versión mejorada

de [90, Proposition 13]:
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Teorema 22 Si PGE es resoluble en tiempo polinomial entonces P=# P.

Demostración La idea es mostrar que a partir de una instancia dc PGE se
obtiene el permanente de cualquier matriz A E ZM". Dado que el problema
del cálculo del permanente de matrices enteras es #P-duro, se deducirá el
enunciado del teorema.

Para esto, se considera la siguiente fórmula definida sobre las variables
ÍX11,“.,Xm¡,Z11,...,Znn,.F,YZ

(3x11)n-(ax,.,.){ /\ (mi)? _ xü = 0

(4.4)

y»= TÜ (¿Mia-0}1-]

En primer lugar, obs'erveseque si las variables X“,...,X,m se piensan
como coordenadas de una matriz X de n X n, las condiciones

(mir-Xiao, /\(ÉX.-,-=1), Mix-1:1) (4.5)
' ¡:1 j=l

n

15:]an t=l i=l

implican que la matriz X es una matriz de permutacio’n: X sólo tiene 0 o l
como entradas, y existe una permutación a en Sn tal que X¿J-= l si y sólo si
a(i) = Más aún, todas las posibles matrices definidas por las condiciones
(4.5) corresponden exactamente a todas las permutaciones a en Sn.

A fin de determinar que conjunto resulta de la proyección definida cn
(4.4), se reemplaza el polinomio:

fl n

Y = TH( X.-,-Z.-J-)
i=l j=
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(que es el único polinomio que aparece en (4.4) que no depende exclusi­
vamente de X¡1, . . . , XM) por todos los posibles valores que pueden tomar
las variables X¡1,. . . ,Xm. de acuerdo con las restricciones impuestas por la
fórmula (4.4).

Así se obtienen n! conjuntos, cuya unión constituye la proyección definida
en (4.4):

n

U (Y —T H Zi.a(i))
aESn ¡:1

Esta unión se puede expresar en forma.mas compacta. por medio de los ceros
del siguiente polinomio “eliminante”:

G" := H (Y —T‘I-ÏI1Zi,a(i))aES"

Se demostrará que el permanente de cualquier matriz n x n puede calcu­
larse con un oráculo que resuelve la instancia del problema PGE definida por
la fórmula (4.4). Por lo tanto, dado que esta fórmula tiene longitud 0(n2)
(y se calcula por medio de O(n2) operaciones aritméticas) se tienen las dos
alternativas siguientes: o bien la instancia del problema PGE definida por
la fórmula (4.4) no es resoluble en tiempo polinomial; o ésta si es resoluble
en tiempo polinomial, lo cual implicará que el problema PGE es #P-duro,
ya que se demostrará que la respuesta a la fórmula (4.4) puede utilizarse
como oráculo para el cálculo del permanente. En ambos casos se deduce el
enunciado del teorema.

A fin (le demostrar como puede calcularse el permanente a partir del
polinomio eliminante G", se observa que la escritura de G" como polinomio
en Q[T, Z”, . . . , Znn][Y] está. dada por la siguiente expresión:

G" = yn! + alTyn!—l + azT‘ZYIFZ O. c+ aoTn!

donde el coeficiente a1 toma. la forma:

al = z Z¡’a(¿))= Perm(Z,-J-)
065" ¡:1

Supóngase que G" viene representado por un circuito aritmético sin divi­
siones fin de talla Ln. Si no existe ningún circuito aritmético fin que evalúe
G" en tiempo Ln polinomial, entonces se habrá. demostrado que PGE es
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intrínsecamente exponencial en cuyo caso el enunciado del teorema es cierto.
En consecuencia, se puede suponer que L" está. acotado por un polinomio en
n.

Aplicando el teorema de Baur-Strasen [10](ver también [131]), es posible
transformar en tiempo polinomial en n el circuito fi" en uno É“ que calcula
la derivada 37%“.Dado que este polinomio tiene la forma:

ü = all/"l.l + ZagTYI!_2--- + nlaoT"!0T

especializando Y en 1 y T en 0, se obtiene el coeficiente al, es decir, el per­

manente Perm ((Z,-¡)15¡_j5,,). Por lo tanto, PGE es #P-duro, de donde se
deduce que un algoritmo polinomial para su resolución implica. uno polino­
mial para la resolución de cualquier problema #P. En consecuencia, se tiene
que P=#P. D

4.1.2 Cotas inferiores relativas sobre modelos aritmé­
ticos

En esta subsección se considerarán los problemas de eliminación sobre el
modelo aritmético introducido por L. Valiant en [176] (ver también [178],
[73]), el cual constituye un análogo aritmético de la teoría booleana de l’
versus NP, que se pone en términos de las clases de familias de polinomios
p-computables versus p-definibles.

En la teoría de Valiant, los polinomios se evalúan (y representan) por
medio de circuitos aritméticos, de los cuales sólo se considera su talla de
circuito como medida de complejidad. Dado que los circuitos aceptan sola­
mente un número fijo de entradas, es natural considerar familias de circuitos
como modelo de computación.

El objeto de estudio son las familias .7:= (Fn)neN de polinomios de grado
polinomial en n con coeficientes en un cuerpo (que aquí se restringirá a 02),
en una cantidad polinomial de variables. Es decir, cada polinomio 17,,de la
familia .7: pertenece a (Q[X1,. . . ,Xvw], donde v(n) es una función acotada
en forma polinomial con respecto a n y tiene grado total polinomial en n.

Se dice que una función t : IN —>lN es p-acotada (“polinomialmente aco­
tada”) si existen constantes c1,c; tales que t(n) S c171c2y qp-acotada (“cuasi­
polinomialmente acotada”) si existen constantes chez tales que
i(n) S c12('°‘")c2.
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Las clases centrales -los análogos aritméticos de P y NP- son las formadas
por las familias de polinomios p-computables y p-definibles.

Una familia .7:= (FulneN de polinomios con Fn e Q[X¡,...,X,,(,,)] es p­
computable si v(n) y gr(F,,) son funciones p-acotadas y la función L(F,,) que
mide la talla del polinomio F'nes p-acotada. Estas familias son consideradas
“factibles”, es decir, el análogo aritmético de la.clase P.

La definición de la clase de las familias p-definibles involucra algunos
conceptos técnicos previos. En primer lugar, una. familia. .7: = (Fn)nEN se
dice p-expresable si v(n) y gr(F,,) son funciones p-acotadas y la. función
E(F,,) que mide el tamaño de fórmula de Fn es también p-acotada.

Las reducciones se establecen por medio de las p-proyecciones. Un poli­
nomio F E Q[X¡, . . . , Xn] es una proyección de G G Q[X1, . . . , Xm], si existen
(z¡,...,am E QU {X¡,...,X,,} tales que

F: G(a1,...,am)

Dadas dos familias .7: = (Fn)nEN y Q = (Gn)neN de polinomios sobre Q, con
Fn E Q[X1,...,X.,(,,)] y Gm e Q[X1,...,Xw(m)], y una. función t : lN —>IN,
se dice .7:es una t-proyección de Q si, para todo n E IN, existe m 5 t(n) tal
que tal que v(n),w(m) 5 t(n) y Fn es una proyección de Gm.

Finalmente, siendo .7: y Q familias como antes, se dice que .‘Fes una p­
proyccción de g si .7: es una t-proyección de g para alguna función t que es
p-acotada.

En estos términos se puede definir el concepto de p-definabilidad: si
g = (Gn)neN y 'H = (Hn)nEN son dos familias de polinomios sobre Q,
entonces Q define a 'H si para todo n €_INse tiene

H": z G,,(e)Xe
eE{0,l}"

donde Xe denota el monomio X1el- - -X3". Una. familia. .7:de polinomios sobre
Q es p-definible si existe una familia. p-expresable g sobre Q tal que .77es
una p-proyección de la familia 'H definida por Q. "

Las familias p--dcÍiniblcs son cl análogo aritmético de NP. Los miembros
mas difíciles de esta clase, bajo el concepto de p-proyección, se denominan
las familias p-completas. La Hipótesis de Valiant afirma. que existen familias
de polinomios p-definibles sobre Q que no son p-computables. Claro está, la
hipótesis de Valiant es cierta si y sólo si existe una familia p-completa que
no cs p-computable.
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A fin de aportar mas evidencia sobre la intratabilidad de los problemas de
eliminación, se demostrará que cualquier familia de polinomios p-completa
es la p-proyección del resultado de un proceso de eliminación del tipo PGE:

Teorema 23 El problema de eliminación PGE es resolubleen tiempo (:can­
tidad de operaciones aritméticas} polinomial si y sólo si la hipótesis de Valiant
es falsa.

Demostración La prueba del enunciado del teorema se basa en demostrar
que es posible obtener cualquier polinomio de la forma

H: z G(e)X°
ee {0,l}“

donde G es un polinomio cualquiera, como el resultado de un proceso (lc
eliminación del tipo PGE aplicado a un sistema de ecuaciones polinomiales

que se calcula con O(n + L(G)) operaciones aritméticas, donde L(G) denota.
la talla de circuito del polinomio G.

Para esto, siendo G un polinomio computable por medio de un circuito
aritmético de talla L, se considera la siguiente fórmula (Dc:

(3X1) ---(axn){ /"\(X.-)2—X.-= 0,Y = TG(X¡, . . .,x,.) (1 + X.-(Z.-—1))}
(4.6)

Obsérvese que todos los polinomios que forman la fórmula (DGpueden
calcularse por medio de un circuito aritmético de talla O(n + L). A fin de
hallar un polinomio eliminante para (Dc,se utilizará la técnica aplicada en cl
teorema 22.

En primer lugar, se observa que las condiciones

>­

/\ (X¿)2 —X¡ = 0
¡:1

implican que el vector de variables (X¡,...,Xn) toma exactamente todos
los posibles valores del conjunto {0,1}". Reemplazando cada uno de estos
valores en el polinomio

TI

Y = TG(X¡,...,X,,)H (1 + X.-(Z.-—1))
.=l

202



se obtienen 2" conjuntos, cuya unión constituye el conjunto resultante del
proceso de eliminación PGE aplicado a la fórmula (4.6). Esta unión puede
expresarse como el conjunto de ceros del siguiente polinomio:

Qz: H (Y-—TG(61,---a5n)zlEl
(er .....en)e{o.1}n

La escritura del polinomio Q con respecto a la variable Y tiene la siguiente
forma:

Q = yn! + alTyn!—l + a2T2yn!—2+ . . . + aoTn!

donde el coeficiente a] viene dado por la expresión:

al = z CIv(E¡,...,En)Zf¡"'Záill
(31.---n€n)6{0.1}"

Si no existe ningún circuito aritmético que evalúe Q en tiempo L polino­
mial en n, entonces se deduce que no existen algoritmos polinomiales para
PGE, lo cual implica el enunciado del teorema. En consecuencia, se puede
suponer que la evaluación del polinomio Q puede realizarse por medio de un
circuito aritmético fl de talla polinomial en n y L.

Aplicando nuevamente el teorema de Baur-Strasen [10]se transforma el
circuito fi en uno ,É que calcula el polinomio 3-32 Dado que este polinomio
tiene la forma:

3 .
á = all”!-l + 2a2TYf"2--- + nlaoT"!

se concluye que, especializando Y en 1 y T en 0, se obtiene el coeficiente a1,
es decir, el polinomio

G(€1,--.,6,,)Zl‘l . . . 2;"
(¿lu---.3n)E{0,l}"

Considérese entonces una familia .7: := (Fn)n€N de polinomios sobre Q
p-completa. Sin pérdida de generalidad, puede suponerse directamente que
la familia .7: está p-definida por medio de una familia g := (Gn)neN que es
p—expresable(y por lo tanto, p-computable).

En consecuencia, en virtud de la hipótesis de la polinomialidad del pro­
blema PGE, dado que la familia de polinomios que conforman la familia de
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fórmulas {Ócn} definidas según (4.6) es p-computables, se concluye que la
familia de polinomios eliminantes

Fu: Z: Gn(611-"1EH)ZIEI"'Z7ÍH
(el .---.€u)E{0.l}"

es p-computable.
Luego, dado que la familia .7:es p-completa, se tiene que la hipótesis de

Valiant es falsa, lo que concluye la demostración del teorema. El

Cabe destacar el modelo aritmético de las máquinas realesintroducido por
L. Blum, M. Shub y S. Smale ([21]), cl cual realiza un desarrollo análogo (le
la teoría booleana P versus NP por medio de las clases Pc y NPC. En [21]sc
demuestra que PC es un problema NPC-completo, lo cual avala la conjetura
sobre la intratabilidad de los problemas de eliminación (ver también [165]).

4.2 Resultados de complejidad absoluta
En esta sección se darán argumentos absolutos a favor de la hipótesis de la
intratabilidad de los problemas de eliminación, es decir, argumentos que no
dependen de la supuesta intratabilidad de alguna clase de complejidad.

Desafortunadamente, estos argumentos requieren ciertas hipótesis sobre
el tipo de algoritmos que se utilizan en la resolución de los problemas (le
eliminación. Sin embargo, los resultados que se demostrarán en esta sección
tendrán un gran impacto desde el punto de vista práctico —almenos en la
opinión del autor- ya que las hipótesis necesarias son aplicables a todos los
algoritmos hasta ahora conocidos y posibles variantes de los mismos.

Como se puede apreciar del contenido de la sección anterior, existen varias
propuestas diferentes para modelar el concepto de algoritmo. Cada mode­
lo posee clases de problemas “probablemente intratables” de gran interés
práctico, cuya conjeturada intratabilidad no ha sido demostrada en forma
concluyente.

Es posible que este fenómeno se deba a la generalidad con que se aborda
la palabra “algoritmo”. De esta manera, se incluyen en esta categoría proce­
dimientos que muy probablemente no serán jamás implementados (o siquiera
imaginadosl).
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La intención de esta sección es pragmática: no se pretende dar un cota in­
ferior para la cantidad de operaciones que realiza cualquier posible algoritmo
de eliminación, sino mas bien sobre el tipo de algoritmos que se ha desarro­
llado hasta ahora. La conclusión que deberia extraerse es: “no es posible
desarrollar algoritmos polinomiales generalistas para resolver los problemas
de eliminación con este tipo de técnicas”.

Es por tanto necesario encontrar un modelo general de algoritmo que in­
cluya a todos los hasta ahora desarrollados y todas las posibles variantes de
los mismos. Para este fin, se introduce el concepto de robustez algebraica.
Informalmente, un procedimiento general de eliminación se dice algebraica­
mente robusto si, para familias playas de instancias de problemas, produce
soluciones continuas o estables (en un cierto sentido a precisar).

Por supuesto, esta noción de robustez algebraica depende del contexto
(algebraico o geométrico). Si bien no se dará una definición general de este
concepto, la idea se explicará en la siguiente subsección en un ejemplo típico.

4.2.1 Familias playas de problemas de eliminación
Sean T1,“.,Tm,U¡,...,U,,X¡,...,X,.,Y indeterminadassobre C y sean
G“. ..,G,.,FpolinomiosquepertenecenaQ[T¡,...,Tm,U¡,...,U,,X1,...,Xn].
Supóngase que los polinomios G'¡,...,G,1 forman una sucesión regular en
Q [T,,...,Tm,U¡,...,U,,X¡,...,Xn], y definen una variedad (equidimen­
sional)

V:={G¡=0,...,Gn=0}

de C'"+'+“ de dimensión m + r, cuyo grado (afín) se nota por 6. Supóngase
asimismoque las variablesT¡,...,Tm,U¡,...,U,,X¡,...,X,. están en posi­
ción de Noether con respecto a V, y denótese por 1r: V —> Cm” el morfismo
de variedades algebraicas definido por

7r(t¡,...,tm,u¡,...,u,,:c¡,...,a:n) := (t¡,...,tm,u¡,...",u,)

para todo (il, . . . ,tm,u¡, . . . ,u,,z¡, . . . ,zn) E V. Este morfismo 1res finito y
genéricamente no ramificado, lo cual implica, en particular, que 1res playa.

Sea ír : V —> Cm+""‘ el morfismo definido por

7'r(z);= (1r(z),F(z))
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para todo 2 € V. La imagen de ir es una hipersuperficie de C’"+’+1 cuya
ecuación minimal es un polinomio P E Q[T¡, . . .,Tm,U¡,...,U,, Y]. Obsér­
vese que P es mónico en Y y que gry(P) S 6. Más aún, gry(P) es el cardinal
de la imagen de la restricción de F al conjunto {w} x 7r"{w} definido por
un punto w e C'"+r genérico.

Considérese un punto arbitrario t = (tl, . . . , tm) de C’". Para polinomios
B E Q[T1,...,Tm,U¡,...,U,,X¡,...,Xn] y C E Q[T¡,...,Tm, U¡,...,U,,Y]
arbitrarios se nota:

B“):= B(t¡,...,tm,U¡,...,U,,X¡,...,Xn)

C“) := C(t¡,...,tm,U¡,...,U,,Y)

Los polinomios Gli), . . . ,GL‘) forman una sucesión regular en
(QUI, . . . , tm)[U1, . . . , Un X1, . . . , Xn] y definen una variedad equidimensional

v") := {G20= 0,...,GSf’ = 0}

de C'+" cuyo grado está acotado por 6. Sean

7ra) : Vu) _’ Cr+n

,firu)z Va) _, «r+n+1

los morfismos inducidos por 7ry ir sobre la variedad V“). Entonces el ¡nor­
fismo ir“) es finito y playo pero no necesariamente genéricamente no rami­
ficado. Mas aún, la imagen (le ir“) es una liipersuperficie de Cr+1 sobre la.
cual se anula el polinomio PU) (sin ser necesariamente la ecuación minimal
de esta superficie).

Definición 9 El sistema de ecuaciones G1 = 0,...,G'n = 0 y el polinomio
F se llaman (la instancia general de) una familia playa del problema dc
eliminación m-dimensional dependiente de los parámetros T¡,...,'1"m. El
polinomio P se dice la solución general del problema de eliminación dado.

Cada elemento t de Cm se considera como un punto paramétrico que
determina una instancia particular del problema de eliminación dado. Esta
instancia está. entonces definida por los siguientes items:
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o las ecuaciones Gil) = 0, , GS,”= 0

o el polinomio FU)

y su solución (particular) es P“).
Dos puntos paramétricos t, t' E C'“ se dicen equivalentes (y se nota t N t')

si satisfacen las identidades:

cs” = os"), , asp = ag"), F“) = Fm

Obsérvese que t N t' implica que P“) = Pm.
Asimismo, polinomios A E Q[T1,...,Tm], B G Q[T¡,.. . ,Tm,U¡,. . . ,U,,

X¡,...,Xm] y C e Q[T1,...,Tm,U¡,...,U,,Y] se denominan invariantes
(con respecto a N) si para todo par de puntos paramétricos t, t' E C’“tales que
t N t’, se satisfacen las identidades A(t) = A(t'), B“) = Bi") y C“) = Cl”).

Sean ,8 y fi’ circuitos aritméticos en Q [T1,. . . ,Tm, U1, . . . ,Ur,
X1, . . . ,Xn] y Q[T¡, . . . ,Tm,U¡, . . . ,U,, Y] respectivamente, con parámetros
pertenecientes al anillos de polinomios Q[T¡, . . . ,Tm]. Los circuitos aritmé­
ticos fi y fi' se dicen invariantes (con respecto a N) si todos sus parámetros
son elementos invariantes de Q [T¡,...,Tm]. Obsérvese que los resultados
intermedios de un circuito aritmético invariante son polinomios invariantes.

Se tienen ahora todos los elementos necesarios para caracterizar, en la
situación dada, el significado de un procedimiento de eliminación algebraica­
mente robusto.

Definición 10 Supo'ngase que los polinomios Gl , . . . , G", F se dan por media
(le un circuito aritmética (típicamente invariante) fl en QlTl, . . . , Tm][U¡,. . . , Ur,
X1, . . . ,Xn]. Un procedimiento de eliminación se dice algebraicamente ro­
busto si produce, a partir del circuito aritmética ,Ücomo entrada, un circuito
aritmética F invariante en Q[T1, . . . ,Tm, U1,. . . , U,,Y] cama salida tal que
I‘ representa el polinomio P.

El requerimiento de invariancia en esta definición de robustez algebraica
tiene el siguiente significado: sea t = (t¡,. . . ,tm) un punto paramétrico de
C’" y sea I‘l‘) el circuito aritmético en Q(t¡, . . . ,tm)[U1, . . . , U,, Y] obtenido a
partir (le F por medio de la evaluación en t de los elementos de Q[T¡, . . . ,Tm]
que aparecen como parámetros de P. Entonces el circuito P“) depende so­
lamente de la instancia particular del problema determinado por el punto
paramétrico t y no de t en si mismo. Dicho de otra manera, un procedimiento
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de eliminación algebraicamente robusto produce la solución de una instan­
cia particular del problema de forma independiente de los posibles diferentes
puntos paramétricos que definen la misma instancia del problema dado.

Obsérvese que por definición un procedimiento de eliminación algebraica­
mente robusto produce siempre la. solución general del problema de elimi­
nación en consideración.

Habiendo definido el concepto de robustez algebraica, se demostrará que
cualquier procedimiento general de eliminación algebraicamente robusto tiene
una complejidad intrínsecamente no polinomial con respecto al tamaño de
la entrada, si ésta se mide solamente por medio de parámetros sintácticos.
Para esto, se considera la siguiente familia playa de problemas de eliminación
l-dimensional.

Ejemplo 6 Sean S, T, U,X¡, . . . ,XmY indeterminadas sobre (Q. Sea f la
familia playa de problemas de eliminación I-dimensional dependiente de los
parámetros S y T, definida por los siguientes polinomios:

G11=(X¡)2 —X¡,.. . ,Gn Z: (Xn)2 —X"

n .‘—| n - T" n k-l

F ;= (1 +511 (T2 +(zzJ-1Xj) H ((U2 —1)Xk+1)i=l j=l k=l

Estos polinomios se consideran como elementos de anillo de polinomios
Q[S,T][U,X¡,...,Xn]. En consecuencia, se tiene que m = 2 y r = l en
esta situación.

Es claro a partir de su representación que los polinomios G1, . . . ,Gn, F
pueden evaluarse por medio de un circuito aritmético fi en Q[S, T, U,X], . . . ,Xn]
de longitud O(n). La variedad V := {G1 = 0,...,G,. = 0} es la unión de
2" subespacios afines lineales de Cn”: V = 03 x {O,l}". El morfismo
7r : V ——>03 es la proyeccion canónica (le C'l x {0, l}" en C4. Obviamente
el morlismo 7I'es finito y genéricamente no ramificado. Más aún, todas las
fibras de 71'tienen cardinal 2".

Con estas notaciones se tiene el siguiente resultado:

Teorema 24 Todoprocedimiento general de eliminación algebraicamente ro­
busto aplicado a la familia .7: de problemas del ejemplo 6'produce un circuito
invariante solución cuya talla es de tipo 2m").
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Demostración. Sea (El,. . . ,Zn) un punto de {0,1}" y sea É:= Zï=12j_llj
el número entero con representación binaria (nl -1 . “El. Se verifica inme­
diatamente que vale la siguiente identidad:

2"—l

17(5,T,U,e¡,...,z,,) := (1+ s z Tkl2"""‘)U‘
k=0

En consecuencia, para cualquier punto (s,t,u,(¡,...,fn) e V con Z :=
;-‘=¡2”‘€¡ se tiene:

2"—1

F(s,t,u,f¡,...,fn) := (1+ s z third-Útil
k=0

A partir de esta consideración se deduce fácilmente que el polinomio de
eliminación P E (MS, T, U, Y] requerido es

2"-l 2n-l

P ;= H (y —(1 + s z Tke?"-‘-'=)U‘)[:0 k=0

Este polinomio puede expresarse en la forma:

P := Y?" + a,(S, T, U)Y'-’"‘l + - - - + a2..(S, T, U)

donde cada a¿ e (IMS,T, U] y a1 es el siguiente polinomio:

29-1 2'.'—l

a, ;= _ z (1+ s z Tke2"-‘-'°)U'
[:0 k=0

Supóngase dado un procedimiento de eliminación algebraicamente ro­
busto, el cual produce a partir del circuito aritmético de entrada fi un cir­
cuito aritmético invariante I‘ en Q [5, T, U,Y] que evalúa el. polinomio P.
Recuérdese que la invariancia de I‘ significa que los parámetros de I‘ son
polinomios invariantes A], . . ._,AN de Q[S, T].

Sea L(F) la talla de I‘ y L(P) la talla no escalar de P con respecto a

(IMS,T]. Se tiene entonces que L(P) 5 L(P) y N S (L(l") + 3)2 (ver [171] o
[161]por ejemplo). Sean 91,. . . , ON nuevas indeterminadas. De la estructura
del grafo del circuito F se deduce que, para cada 0 S É < 2", existe un
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polinomio Ql e Z[Q¡,...,QN] tal que Q(A¡,...,AN) es el coeficiente del
monomio U‘an’l de P, es decir:

2"—l

Ql(Al,- . .,ÁN) = 1+ S z Tk62"_1_k
¡6:0

paraf: 0,...,2" —l.
Obsérvese que para todo par de puntos t N t' se verifica la.relación (0,1) N

(0, t'). A partir de la invariancia de A1, . . . , AN se deduce que

A¡(0,t) = A1(0,t'),..., AN(0,t) = AN(0,t’)

Esto significa que los elementos

011:A1(0, ,...,C1Nl=
son valores constantes de (Q.

Se consideran los siguientes morfismos de espacios afines:

1/):CN —) C2"

(m,...,n,,) H (Q,(Q¡,...,Q,,))05(52“—1

Obsérvese que

1/)o Ms, T) = (Q¿(A1(S,T),. . .,AN(5,T))) =Ugl52"-l
= (1+ SLas] kazn’l’khstszhl

Sea. a := (01,...,aN) el punto de CCN cuyas coordenadas son las
definidas en 4.7 y e := (1,...,l) E C2". A partir de la argumentación
previamente desarrollada se deducen las identidades:

(woman = (Qt(A1(0,T),...,AN(0,T)))O<K2n_l=
(Q¿(a¡,...,aN)) _ _

((2:01))
05(52"—l =
=(1,...,l) =6

OS!S2"—I
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En particular se tiene que 1/)(a)= e.
Se analiza ahora el morfismo 1/)localmente en el punto a E CN. Sean

Ta,y 7; los espacios tangentes de los puntos a y e de los espacios afines CN
y 02 respectivamente. Se denota por (Dfia : 7; —> T, el diferencial del
morfismo ó en el punto a. Tomando las proyecciones canónicas de CN y C”
como coordenadas locales en los puntos a y e respectivamente, se identifica
7; con CN y T, con 02". Para todo t G Cl, se consideran las siguientes
curvas paramétricas:

7.:C —> CN

s H (A¡(S,t),...,AN(S,t))

6, : C ——> C2"

S .—. (1+ 53:31 ¡t'*l?"-1-'°)05,2.._l

Obsérvese que ¡bo 7, = 6. y vale que ——independientementedel valor de t­
71(0): a y 61(0)= e.

Para t G C fijo, los vectores tangentes a las curvas 7g y 6‘ en .S'= 0 tienen
la forma:

7x0)= (%(o,t),...,%(o,t))
2"—1

61(0)= (z tkpn'l'klostsv-I
k=0

Es claro que 7:(0) E 'Ïa y ¿{(0) E 7;. Más aún, dado que 1/)o 7, = 6, se tiene
que

(Dt)a(7:(o)) = ¿(0) = (2É1t*I’"-‘-*)oggn-l
k=0

Eligicndo 2" puntos diferentes to, . . . ,t2n_1 de C se obtienen 2" vectores
tangentes de 7;:

wo := 7:0(0) , . . . , (422..-! := 7ían_¡(0)

Obsérvese que la matriz M de tamaño 2“ x 2" cuyas filas son los vectores

(Dw)a(wo)i -- 'a (leaüvzn-I)
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tiene la forma

M = (ti. -l—p)ogh.p52"—1 '(Úq)051.q52"—1

Luego, M es no singular ya que es el producto de dos matrices Vander­
monde no singulares. Esto significa que los vectores tangentes ('D.¡,)Q(wo), . . . ,
(Dw)a(w2n_1)de 7; son linealmente independientes sobre C. Por lo tanto,
los vectores tangentes wo,. . . ,w2n_1de 7:, deben ser también C-linealmente
independientes. En consecuencia, se tiene que 2" S dim’Ïa = N, lo cual
implica que 2" 5 N S (L + 3)2, de donde se deduce la estimación 2%—4 5
L(I‘) 5 CU“).

De esta manera se lla demostrado que cualquier procedimiento de elimi­
nación algebraicamente robusto aplicado a la familias de problemas del ejem­
plo 6 (que tiene talla de entrada O(n) o 007,2) según el contexto) produce
un circuito solución de talla al menos 2%—4, es decir, un circuito de talla no
polinomial con respecto a la longitud de la entrada. D

Cabe destacar que las hipótesis del teorema 24 son aplicables a todos los
procedimientos de eliminación conocidos, es decir, todos los procedimientos
de eliminación conocidos (tanto los basados en álgebra lineal como en técnicas
de bases de Gróbner) son algebraicamente robustos sobre familias playas de
problemas de eliminación si la solución general del problema dado se requiere
como salida. La propiedad de invariancia de estos algoritmos se verifica
fácilmente en la situación de una familia playa de problemas de eliminación
m-dimensionales anteriormente considerados. Para ésto, es suficienten obser­
var que todos los algoritmos de eliminación conocidos aceptan los polinomios
de entrada G1, . . . , Cn, F en su representación densa o esparsa o por evalu­
ación “black box” con respecto a las variables U1, . . . , U,,.,X¡, . . . , X".

En consecuencia, ninguno de los métodos de eliminación conocido puede
mejorarse a fin de obtener un procedimiento de tiempo polinomial para eli­
minación geométrica (o algebraica).

Si bien la noción de procedimientos de eliminación algebraicamente ro­
bustos excluye ramificaciones en el programa de salida, la familia de poli­
nomios del ejemplo exhibido parece indicar que un algoritmo de eliminación
de tiempo polinomial (si existe) debe tener una gran complejidad topológica
incluso si se aplica solamente a familias playas de problemas de eliminación.
Por lo tanto, la eficiencia.implicaría una muy complicada casuística en eli­
minación geométrica.
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También se podría analizar si la admisión de divisiones en los circuitos
(le salida permitiría mejorar su talla minimal. Si bien ciertas divisiones son
compatibles con el método exhibido en la demostración del teorema 24, en
el caso general es necesario garantizar que las funciones parámetricas están
racionalmente definidas para cualquier instancia del problema.

Finalmente, cabe destacar que el método de demostración aquí desarrolla­
do no contribuye en absoluto a la cuestión fundamental de la teoría de com­
plejidad algebraica sobre la no polinomialidad de la eliminación geométrica
en el modelo no uniforme de complejidad o a la cuestión Pc 7€ NPC en el
modelo de las máquinas reales. De hecho, sólo se señala que todos los pro­
cedimientos de eliminación conocidos poseen una propiedad de uniformidad
muy limitante (llamada robustez algebraica) y que esta propiedad implica la
imposibilidad de transformar esto procedimientos en algoritmos de tiempo
polinomial.

4.2.2 La complejidad de eliminación de un sistema de
ecuaciones polinomiales

En esta subsección se analizará. desde un punto de vista no uniforme el fun­
cionamiento de los algoritmos desarrollados en el capítulo 2 sobre una familia
playa de problemas de eliminación cero-dimensional. Como consecuencias de
dicho análisis se propondrá. un nuevo parámetro de complejidad, la comple­
jidad (le eliminación de un sistema de ecuaciones polinomiales, con el cual
se intenta medir la dificultad intrínseca de la resolución de un sistema de
ecuaciones polinomiales dado.

Sean T1, . . . , Tm, X1, . . . , X", Y indeterminadas sobre Q y sean G1, . . . , G",
y F polinomios de Q[T¡, . . . ,Tm,X¡, . . . ,Xn]. Sea d el máximo de los grados
de los polinomios G1, . . . , G". Supóngase que G1, . . . , Gn y F están dados por
medio (le dos circuitos aritméticos en Q[T1, . . . ,Tm,X¡, . . . , Xn] de talla L y
K respectivamente. Se asume además que G1, . . . ,Gn forman una sucesión
regular en CMT],. . . ,Tm, X1, . . . , Xn] y definen una variedad equidimensional

V:= {G1=0,...,Gn=0}

de C’"+“ de dimensión m y grado afín 6. Finalmente, se supone que el
morfismo 1r: V —> C'" inducido por la proyección canónica de C“+’“ en Cm
es finito, genéricamente'no ramificado y tiene grado 6.
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Sea 7r’ : V —> C'"+" el morfismo de variedades afines definido por

7r'(z) = (7r(z),F(z)) para todo 2 e V y sea P e Q[T¡,...,Tm,Y] el poli­
nomio minimal de la imagen de 1r’. El polinomio P es mónico en Y y se
ve inmediatamente que g1'(P) S 6g1'(F) y gry(P) S 6. El método básico
desarrollado en el capítulo 2 requiere K600) + L(ndA)O(‘) operaciones arit­
méticas, donde A es el grado del sistema de ecuaciones G1 = 0,. . . ,Gn = O
(obsérvese que siempre se verifica. A S g1‘(G¡) - - -g1'(G',,)). La salida es un
circuito aritmético F1 en (INTI,. . . ,Tm, Y] de longitud (K + L)(nó)0(') que
representa el polinomio P. Se analizará si una complejidad (cantidad (le o­
peraciones) de tipo K600) es intrínseca para los problemas de eliminación
en consideración.

Para. tal fin, se exhibirá. un ejemplo de un problema de eliminación ccro—
dimensional para el cual la cantidad K6 representa una cota inferior para la
complejidad no escalar de la,salida polinomial en el modelo no uniforme de
complejidad.

Ejemplo 7 Sean S,T¡,...,T5,X,Y indeterminadassobre Sea Q la fa­
milia de problemas de eliminación definida por los siguientes polinomios:

0:: (X —T,-),F:= 3X2"
J3.le

Sea V := {G = 0} la liipersuperlicie de Cl5+2definida. por el polinomio
G y sea 7!’: V -—> C5“ el morfismo finito y genéricamente no ramificado
inducido por la proyección canónica de C5+2en C6“. Obsérvese que 6 es cl
grado de la lii[)e1'superlicie V de C‘s+2y del morl'ismo 7r (de hecho, V (‘s la
unión de 6 liiperplanos distintos de C's”).

Los polinomios G y F tienen complejidad (talla de circuito) no escalar
intrínseca 6 y K respectivamente, y constituyen una familia playa de proble­
mas de eliminación con m := 6 + 1 y n := 1. La longitud de la entrada cs
6 + K. La solución general de este problema de eliminación se representa por
medio del polinomio

6 6

P := H(Y —571.2"):W —¡”4522€ + 0(sz)
l=l l=l

que pertenece a GMT],. . . , T6, Y].
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Sea I‘ el circuito aritmético en Q[T1, . . . , T5,S, Y] de talla no escalar L(l‘)
que calcula el polinomio P. Derivando este circuito con respecto a S y
especializando S en 0 e Y en 1 se obtiene un circuito aritmético I“ de talla
L(F') 5 3L(I‘) que calcula el polinomio

6

12:= 2T,”
(:1

Analizando la complejidad del polinomio R por medio del método del grado
de Strassen [171], en el estilo de [10], se concluye que L(I") 2 K6. Esto
implica que L(l‘) 2 áKó.

Desafortunadamente el carácter del parámetro 6 es ambiguo, ya que éste
es el grado de la variedad V y del morfismo 7rasi como también la complejidad
no escalar del polinomio G.

En consecuencia, cualquier procedimiento de eliminación Optimal (incluso
no uniforme) que produce la solución general de una familia playa dada de
problemas de eliminación cero-dimensional tiene una complejidad inherente
que depende linealmente de la complejidad no escalar del polinomio que de­
fine la proyección que se considera. El factor de proporcionalidad de esta
dependencia lineal aparece como un invariante de la parte ecuacional del
problema de eliminación. Por el momento, el autor no es capaz de inter­
pretar sin ambigüedad este factor de proporción. El mismo está siempre
acotado superiormente por una función polinomial en el tamaño del circuito
aritmético, el número de variables eliminadas y el grado de la variedad de
entrada, y en algunos casos aparece acotado inferiormente por una cantidad
que puede ser interpretada alternativamente como el grado del sistema de
entrada o su complejidad no escalar.

La discusión realizada en torno a los ejemplos 6 y 7 justifica la necesidad
de introducir parámetros significativos a fin de estimar la complejidad com­
putacional de cada problema de eliminación. En tal sentido se propondrá el
concepto de complejidad de eliminación.

Sean Th. . . ,Tm, X1, . . . , Xn, Y indeterminadas sobre Qy sean G1, . . . , G'n
polinomios de Q [T¡,. ..,Tm,X¡,...,X,.] que forman una sucesión regular
en Q[T¡,...,Tm,X¡, . . . ,Xn] y definen una variedad equidimensional V :=
{Gl = 0,. . . , Gn = 0} de Cm“ de dimensión m y grado afín, y sea 1r : V —>
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Cm el morfismo de variedades afines inducido por la proyección canónica (le
CW"1 en C’". Supóngase que 7res finito y genéricamente no ramificado.

Para cada polinomio F E (Q[T1,. . . , Tm, Xl , . . . , Xn] se considera la familia
playa de problemas de eliminación cero-dimensional definida por las ecua­
ciones G'1= 0,. . . , G'n = 0 y el polinomio F. La solución general de este pro­
blema se representa por medio de un polinomio de Q[T¡,. . . , Tm, Xl, . . . , Xn]
que se denota por Pp. Sean L(F) y L(Pp) la complejidad no escalar de los
polinomios F y Pp respectivamente. En esta situación, se observa que el
conjunto:

L(PF)
mme Q[T1,...,Tm,Xh---,Xn1}NG,,..._G,. 1= {

está acotado (por una cantidad que depende en forma polinomial (le la talla
no escalar del circuito aritmético que evalúa G1, . . . , G,l y gr(V)).

Definición 11 Se define la complejidad de eliminación del sistema de
ecuaciones

G1=0,...,Gn=0
como la cantidad

r(G1, . . . ,Gn) := sup Nc,....,c..

Del contenido del capítulo 2 se deduce que la complejidad de eliminación
del sistema G1 = 0 , . . . , G',l = Oestá. acotada superiormente por una función
polinomial en el grado del sistema, el grado y la complejidad de G¡ , . . . , G"
y la cantidad de variables. Asimismo, el ejemplo 7 muestra una cota inferior
para la complejidad de eliminación del sistema que, como ya ha sido señalado,
puede interpretarse tanto como la complejidad o el grado (del sistema) de
G¡,...,Gn.
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Conclusiones

Retomando la discusión del capítulo 4, se deduce que existen graves
obstáculos (probablemente insalvables) para el desarrollo de algoritmos gen­
cralistas polinomiales que resuelvan los problemas de eliminación geométrica.
Es entonces necesario reorientar el estudio hacia algoritmos y el software es­
pecíficos para problemas particulares.

Las técnicas desarrolladas en el capítulo 2 constituyen un paso en tal
dirección. En lugar de cantidades algebraicas como número de Bézout o la
regularidad de la función de Hilbert de un ideal homogéneo apropiado, se han
introducido invariantes geométricos que permiten, en casos geométricamente
bien condicionados, reducir considerablemente el tamaño de las matrices en
los algoritmos (y por lo tanto, la complejidad de los procedimientos).

Otra importante característica de los algoritmos desarrollados radica en
la selección de la estructura de datos que se utiliza. La representación de
polinomios por medio de circuitos aritméticos es indispensable para evitar
el crecimiento exponencial de la complejidad de los algoritmos que ocurre
cuando se codifican polinomios multivariados por su escritura densa.

Desde ya, quedan varios problemas por resolver: el primero de ellos es hal­
lar familias infinitas de ejemplos de interés práctico en los cuales el grado y la
altura geométrica del sistema son bajos. Esto demostraría concluyentemente
la utilidad de las técnicas aquí desarrolladas.

Una segunda cuestión se refiere a la búsqueda de nuevos invariantes que
permitan reducir la complejidad de los procedimientos en casos particulares.
En particular, sería interesante hallar invariantes continuos que introduzcan
mejoras de la complejidad.

Asimismo, permanece sin respuesta la cuestión de la (conjeturada) in­
tratabilidad de los problemas de eliminación geométrica.
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