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On the Space-Time Complexity

of Geometric Elimination
Abstract

The space-time complexity of geometric elimination procedures is studied
from both the algorithmic and the computational complexity point of view.

From the algorithmic point of view, deterministic algorithms are devel-
oped which solve some of the main elimination problems and require small
space resources. Afterwards, a class of probabilistic algorithms is devel-
oped which has a better time perfomance and is able to distinguish well-
conditionated from ill-posed systems.

From the computational complexity point of view, an optimal lower bound
for the space-time tradeoff of polynomial evaluation procedures is shown and
several natural cases where this bound is reached are exhibited. Finally, all
the existent general purpose methods on the subject and all their posible
variants are proved to requiere exponential time.

Key words: Elimination, algorithms, complexity, tradeoffs, circuits.

Resumen

Se estudia la complejidad en espacio y tiempo de los procedimientos de
eliminacién geométrica tanto desde el punto de vista algoritmico como del
de la complejidad computacional.

Desde el punto de vista algoritmico, se desarrollan algoritmos deter-
ministicos que resuelven algunos de los principales problemas de eliminacién
y requieren bajo recursos de espacio de memoria. Posteriormente se desar-
rolla una clase de algoritmos probabiisticos cuyo comportamiento en cuanto
al tiempo es superior, que es capaz de distinguir sistemas bien condicionados
de sistemas mal condicionados.

Desde el punto de vista de la complejidad computacional, se demues-
tra una cota inferior para el tradeoff espacio-tiempo de los procedimientos
de evaluacién de polinomios y se exhiben varios casos naturales donde se
alcanza esta cota. Finalmente se demuestra que todos los métodos generalis-
tas existentes sobre el tema y todas sus posibles variantes requieren tiempo
exponencial.

Palabras clave: Eliminacién, algoritmos, complejidad, tradeoffs, circuitos.
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Introduccion

Los procedimientos algoritmicos de eliminacién generalmente han sido
disefiados desde el punto de vista del algebra conmutativa. Por ejemplo,
consideremos el caso del problema de la consistencia de un sistema de ecua-
ciones polinomiales Fy,..., F, en Z[X},...,X,]: se trata de decidir cuando
el sistema

Fl(Xl,...,Xn) =0,...,I‘-:,(X1,...,Xn) = O
tiene una solucidn, es decir, si la variedad algebraica
Vi={(z1,...,22) € C' [ Fi(71,...,24) =0,..., Fy(zy,...,2,) = 0}

es o no vacia. Por medio de un teorema de Kronecker (el Nullstellensatz
erréneamente atribuido a Hilbert), esta cuestién se puede reducir a un pro-
blema de naturaleza puramente algebraica:

V = @ si y sélo si existen polinomios Gy,...,G, € Q[X,,..., X,] tales que
vale la igualdad 1 € G, F; + --- + G, F,

El software existente sobre el tema, basado en la teoria de bases de
Grobner (cf. [36]), se concentra en el estudio del ideal polinomial involucrado,

es decir, el ideal T := ([, ..., I,) generado por los polinomios Fj,..., F, en
Q[Xi,...,Xs)- En tal sentido, la pregunta del problema de la consistencia

de un sistema de ecuaciones polinomiales constituye simplemente un caso
particular del problema general de la pertenencia de un polinomio a un ideal
dado, cuya formulacién precisa es la siguiente:

Dados polinomios f3,...,F,, F en Z[X],...,X,], decidir si F pertenece al
ideal generado por Fi,..., F, en QX1,..., X,], es decir, si existen polinomios
Gy,...,Gs € Q[Xy,...,X,] tales que se verifica la identidad F = G, F, +
-+ G, F,.



Desde la informatica tedrica la respuesta a esta iltima pregunta no es
alentadora: un trabajo de E. Mayr y A. Meyer [126] (ver también [125])
clasifica cste problema como intratable desde ¢l punto de vista de los recur-
sos computacionales que éste requiere para su solucién. Dado que el software
que utiliza los métodos de bases de Grobner resuelve el problema de la perte-
nencia, se deduce que éste exige grandes recursos computacionales para su
aplicacion.

Este fendmeno ocurre con frecuencia en el ambito del dlgebra computa-
cional: dado que los aspeclos computacionales no se toman en cuenta, las
computadoras se sobrecargan con rutinas (generalmente innecesarias) y en
consecuencia el usuario debe ser paciente. Esta ineficiencia practica crea la
demanda de un analisis de los problemas computaciones que puede analizarse
por medio de consideraciones de complejidad. El estudio de la complejidad
apunta a explicar porque algunos problemas requieren mas espacio de memo-
ria del que la computadora dispone o porque la respuesta a ciertas preguntas
no puede esperarse en ticmpo razonable.

El objetivo central de csta tesis es estudiar la problematica algoritmica
de la eliminacién gcométrica y algebraica desde el punto de vista de la com-
plejidad. En tal sentido, se prestara alencion a los dos aspectos relevantes de
la cuestion: el de la optlimizacién y el de las limitaciones. Por tal motivo, la
lesis se divididira en dos partes: en la prinera milad se desarrollaran algo-
ritmos que optimizan el uso de los dos recursos computacionales basicos que
consideraremos: el espacio de memoria y el tiempo de cédlculo secuenciales.
Por su parle, la segunda mitad de la tesis estara dedicada a estudiar los
limites de toda posible mejora.

La ineficiencia de los métodos basados en bases de Grobner crea la necesi-
dad de buscar métodos alternativos para tratar los problemas de eliminacion.
Retomnando nuevamente el problema de la consistencia como ejemplo, una
idea natural consiste en acolar los grados de los polinomios G; que aparecen
en la representacién de 1 en el ideal generado por (Fy,..., F,). De este modo,
el problema de la consistencia del sistema de ecuaciones polinomiales definido
por Fy,..., F, puede resolverse por comparacion de coeficientes y algebra li-
neal (la cota para los grados de los polinomios G; permite estimar el tamaifio
del sistema lineal). Esta alternativa, propuesta por Hilbert, fue tratada por
primera vez por G. Hermann ([96]) en la década del '20 para el caso gene-
ral de la pertenencia a un ideal. La autora demostré que un polinomio F
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pertenece al ideal (Fy,..., F,) si y solamente si existe una representacion:

F=GF++G,F

donde los G; son polinomios de grado total acotado por deg F + 2(1 + d* +
.++ 4+ d*™"), siendo d el maximo de los grados de los polinomios F;.

A pesar de diversas mejoras a las que fue objeto el resultado de Hermann,
Mayr y Meyer (ver [126]) mostraron que la mejor cota de grado que se puede
obtener para un sistema arbitrario es doblemente exponencial en los dalos
de entrada d y n, por lo que es imposible esperar una estimacion mejor.

O.H. Keller y W. Grobner estudiaron esta idea (de acotar los grados
de los polinomios Gy,...,Gy) en el Nullstellensatz cuando tenemos F =1y
conjeturaron que en este caso la cota debia ser de tipo deg G; < d" (Problema
del Nullstellensatz efectivo).

La conjetura de Keller y Grobner fue finalmente demostrada en 1986 por
D. Brownawell ([34]) para el caso de los nimeros complejos. El resultado
{uc extendido poco mas tarde al caso general por L. Caniglia, A. Galligo
y J. Heintz (ver [38], [39]) y finalmente refinado por J. Kollar ([111]). Se
obtuvieron versiones mas generales del Nullstellensatz efectivo (ver [5], [15],
(35}, [41], [64], [65], [143], [164]) y se pudo tratar el problema general de la
pertenencia de un polinomio F' a un ideal y de la representacion para ciertos
casos particulares en tiempo simplemente exponencial (ver [56]). Entre estos
casos particulares se destacan el de un ideal de dimension cero y el de un
ideal interseccion completa. Cabe destacar que los grados de tipo d" que
aparecen en los Nullstellensitze citados son casi optimales (ver [34], donde
este hecho se ilustra por medio de un ejemplo debido a T. Mora, D. Lazard,
D. Masser y P. Philippon entre otros).

A partir de estos resultados se desarrollé una estrategia general para
tratar con problemas geométricos de teoria de eliminacién: reducir los pro-
blemas a cuestiones de algebra lineal. De esta manera pudieron resolverse en
tiempo simplemente exponencial problemas tales como la eliminacién de un
bloque de cuantificadores en el caso real y complejo ([66], [67], [91], [92], [93]),
la pertenencia al radical ([39]), el cilculo de la dimensién de una variedad
([56]), la descomposicién en componentes equidimensionales ([79]), el célculo
de la clausura proyectiva ([40]) y una versién algoritmica del Teorema de
Quillen-Suslin ([64], [65]) entre otros. Por otra parte cabe mencionar que la
clasificacién de la complejidad intrinseca de algunos problemas algoritmicos
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fundamentales queda abierta, como por ejemplo el cdlculo de generadores
para el radical de un ideal polinomial dado (ver [112]).

Una interesante caracteristica comun de los algoritmos mencionados an-
teriormente es el buen comportamiento que todos ellos poseen desde el punto
de vista de la computacién en paralelo. Es decir, en un modelo en el cual se
dispone de varios procesadores que trabajan simultaneamente, el tiempo de
calculo se reduce en forma polilogaritmica con respecto a los parametros dec
entrada n (la cantidad de variables), s (la cantidad de polinomios) y d (el
grado maximo de los polinomios) mediante una adecuada distribucién de los
procesos (operaciones arilméticas) a realizar.

Surge entonces la cuestion de como puede utilizarse esta caracteristica de
los algoritmos considerados en el ambito de la computacion secuencial. Desde
la computacién booleana, la respuesta viene dada a partir de un resultado
de A. Borodin [24] (ver también [69]): bajo ciertas condiciones de uniformi-
dad, el tiempo de computacién paralela puede transformarse en espacio de
memoria secuencial.

En el primer capitulo de la tesis se estudia la manera de aplicar el teorema
de Borodin a los problemas de eliminacién. Para esto se discute la transfor-
macién del teorema de Borodin en una herramienta algoritmica utilizable
en este contexto. Se estudia especialmente la forma en la que el teorema
de Borodin involucra la uniformidad del algoritmo dado. Posteriormente se
desarrollan algoritmos para la resolucion de los problemas de algebra lineal
que intervienen en los problemas de eliminacién. Los casos centrales desde
el punto de vista de las aplicaciones son el calculo del rango de matrices en
Z"*™ y la resolucion de sislemas de ecuaciones lineales sobre ZZ.

Aqui el espacio de memoria es critico teniendo en cuenta que los algorit-
mos comunmente utilizados (basados en la eliminacién gaussiana) requieren
una cantidad polinomial de espacio, lo cual los transforma en impracticables
para grandes matrices coino las que aparecen tipicamente en las aplicaciones
a la eliminacién.

Los algoritmos que se obtienen por medio del teorema de Borodin utilizan
espacio de memoria polilogaritmico. Para este propdsito se estudian algorit-
mos aritmélicos de bajo tiempo paralelo sin divisiones, como los de [19] o
[1] para el célculo del polinomio caracteristico (ver también [52], [150], [30],
[72], [137], [75], [20]), los cuales se “traducen” a algoritmos booleanos, a fin
de poder aplicar la estrategia del teorema de Borodin.



Si bien parece natural realizar esta traduccién de la base de operaciones
{+,*} en Z a la base {A,V,~} en {0,1}, se demuestra que la traduccién
puede realizarse mas eficientemente a partir de la base {+, *, 3"}, donde 3" se
implementa en tiempo paralelo logaritmico por medio de un circuito Carry
Save Adder (ver [23], [181]). Esto permite obtener algoritmos que tienen
una perfomance, en cuanto al tiempo paralelo se refiere, comparable con
los mejores algoritmos uniformes conocidos hasta el momento, como los de
[27], pero con ventajas adicionales importantes desde el punto de vista de la
programacion.

Posteriormente se muestran reducciones de varios problemas de elimi-
nacion en geometria algebraica y semialgebraica a cuestiones de algebra lin-
eal. A fin de transformar estas reducciones en algoritmos (booleanos) de
bajo tiempo paralelo, se controla el tamaiio de las matrices involucradas asi
como también la longitud bit de los nimeros involucrados. De esta manera,
se obtienen algoritmos de tiempo paralelo polinomial en n y logaritmico en
s, d y h (la longitud binaria maxima de los coeficientes de los polinomios
F;) para resolver algunos problemas fundamentales en teoria de eliminacién
geométrica (cf. [90], [138]): la representacién de 1 en el problema de la con-
sistencia, la pertenencia de un polinomio dado a un ideal cero-dimensional o
de interseccién completa o a un ideal radical, y la eliminacién de un bloque de
cuantificadores; como asi también algunas cuestiones algoritmicas de impor-
tancia: técnicas de preprocesamiento de datos (normalizacién de Noether),
de descripcién de la variedad (calculo de la dimension, grado, descomposicién
en componentes irreducibles), de reduccion (célculo de la clausura proyectxva)
y otras (versién algoritmica del teorema de Quillen-Suslin).

Estos algoritmos proveen los “buenos” candidatos para la aplicacién de
la estrategia del teorema de Borodin, y esto nos conduce al tema de la uni-
formidad. Parece ser un comportamiento éstandar en el ambito del calculo
simbdlico ignorar este aspecto de vital importancia. Por ejemplo, tanto en
[19] como en [27] y [125] se anuncian resultados como uniformes sin exhibir
ninguna demostracién de este hecho. Un punto que es crucial en este tema es
que la tnica forma de probar la uniformidad necesaria para la aplicacion del
método de Borodin de una familia de circuitos es exhibiendo un algoritmo
que, dado el numero de circuito como entrada, describe el disefio de dicho
circuito en espacio polilogaritmico. Y esto no es trivial, como puede apre-
ciarse en el caso de producto iterado (ver [99]) o de la divisién de nimeros
enteros (ver [108], [152]).



Por lo tanto se discute la cuestion de la uniformidad de los algorit-
‘mos antes mencionados y se muestra que ésta puede obtenerse en espacio
logaritmico. FFinalmente, a partir de la estralegia del teorema de Borodin se¢
consiguen algoritmos que funcionan en espacio de memoria polinomial para
todos esos problemas. Cabe destacar que todos estos resultados se encuen-
tran contenidos en los trabajos [86] y [123].

Algunos algoritmos para problemas de teoria de eliminacion han sido pre-
sentados como algoritmos que utilizan bajos recursos de espacio de memoria.
Tal es el caso de los algoritmos en [14], [42], y [153] por ejemplo. Sin embargo,
en esos trabajos los autores no analizan las cuestiones de uniformidad de sus
algoritmos, de modo que no queda claro que estos posean las caracteristicas
anunciadas.

Es un hecho general de la teoria de complejidad en el ambito de la com-
putacién secuencial, al menos en su modelo mas utilizado, el de [a mdquina
de Turing, que con espacio de memoria S prefijado, el tiempo de cilculo
queda acotado en el peor caso en forma exponencial con respecto a S (cf.
[7]). Esta estimacién aplicada a los algoritmos de eliminacién anteriormente
mencionados daria colas no polinomiales (subexponenciales o exponenciales
segun el conlexto) parva el ticmpo que los inismos requieren. Es por lo tanto
interesante estudiar de que manera pueden mejorarse los métodos anteriores
a fin de obtener algoritmos con mejor comportamiento con respecto al tiempo
de calculo.

Con esta cuestion como objetivo, el segundo capitulo de la tesis exhibe una
nueva clase de algoritmos para problemas de eliminacion cuya perfomance
en cuanto al tiempo de cédlculo es claramente superior, aunque admitiendo
la posibilidad de que los mismos produzcan respuestas erréneas (de todas
maneras la probabilidad de que esto ocurra es muy baja).

Uno de los ingredientes principales para lograr esta clase de algoritmos
es la descripcion de una variedad en forma seudo-paramétrica mediante un
elemento primitivo. La idea original viene del caso de la eliminacién cero-
dimensional, donde ésta técnica ha sido aplicada con éxito desde bastante
tiempo atrds, como por ejemplo en [4], [42], [46], [48], [77], [78], [80], [81],
[82], [90], [110], [114], [118], [119], y [128] entre otros. En este caso un
elemento primitivo es simplemente una forma lineal 4 que separa los (finitos)
puntos de la variedad, es decir, que verifica v(P) # v(Q) para todo par de
puntos distintos P,Q@ € V.



Mediante una adaptaciéon para el caso de sistemas de ecuaciones polino-
miales de dimensién positiva, el elemento primitivo permite una descripcién
de variedades algebraicas que es util en varias cuestiones de eliminacién y
puede calcularse y manipularse con baja complejidad.

El otro ingrediente fundamental es el uso de correct-test sequences (cf.
[94], ver también [53], [87], [114], [159]). Estas han sido una herramienta
de importancia en varios trabajos sobre eliminacién (ver [80], [83], [68],
[113], [114], [82], [81], [78]), donde se han utilizado para chequear proba-
bilisticamente identidades de polinomios dados por su grafo de computacién.
Al contrario de los métodos desarrollados en [55], [97], {162] y [186], donde el
chequeo depende del polinomio particular que se considera, las correct test
sequences brindan un test que es uniforme para todos los polinomios que
poseen un grafo de computacion del mismo tamafio.

Una de las principales aplicaciones de las correct-test sequences es el caso
de sistemas sobredeterminados (es decir, con mas ecuaciones que incdgnitas).
Una técnica comin (ver por ejemplo, [16], [17], [34], [38], [39], [42], [48],
(60], [68], [80], (83], [L11], [113], [114], [118], [144], [154]), es reemplazar las
ecuaciones originales por n combinaciones lineales Gy,...,G, de las mismas
de manera de describir la variedad con igual cantidad de ecuaciones que
incégnitas. Un punto clave es que los coelicientes que aparecen en csas coin-
binaciones lineales pueden elegirse con la unica condicién de no satisfacer
cierta ecuacién polinomial que puede calcularse con bajo tiempo paralelo.
Como se demuestra en [114] section 3.1, estos coeficientes pueden generarse
aleatoriamente bit a bit con alta probabilidad de obtener una “correct se-
quence”.

En primer lugar se exhibe un algoritmo para calcular elemento primitivo,
tomando como base los algoritmos aritméticos desarrollados en [114], [82],
[81] y [78], y el teorema de Borodin. Posteriormente se estudian algunas
aplicaciones con esta filosofia, como el problema de la representacion de la
unidad en el caso de la consistencia y la pertenencia de un polinomio a un
ideal interseccién completa, el cilculo del grado de una variedad y una nueva
version del teorema de Quillen-Suslin en el cual la incidencia del tamaio de
la matriz baja de exponencial a polinomial (hecho clave para su “aplicabi-
lidad”). Algunos de estos algoritmos también mejoran sustancialmente las
cotas hasta ahora conocidas con respecto a la computacién paralela.

Es interesante destacar que esta clase de algoritmos tiene un compor-
tamiento en cuanto al tiempo de cdlculo que es al menos tan bueno como
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el que poseen los algoritmos que utilizan los métodos de bases de Grobner,
siendo su principal ventaja sobre aquellos que requiere una cantidad razon-
able de espacio de memoria (en el caso de los métodos de bases de Grobner,
estos son como minimo de tipo exponencial, lo que ocasiona que frecuente-
mente su ejecucion no pueda completarse por falta de espacio de memoria).

Habiendo estudiado la cuestién de la optimizacién de la utilizacién de
recursos computacionales en problemas de eliminacidn, surge claramente la
necesidad de estudiar los limites de toda posible mejora. En tal sentido, en
el tercer capitulo de la tesis se estudia la forma en que los dos recursos com-
putacionales que hemos estado considerando (espacio de memoria y tiempo
de célculo) se interrelacionan.

El problema de la interrelacién (tradeoff) tiempo-espacio en informatica
tedrica ha sido un tépico de interés desde los comienzos de la disciplina.
Desde hace tiempo se habia observado que frecuentemente la economizacion
de espacio de memoria ocasiona la recomputacién de resultados parciales.

Un modelo natural para el estudio de los tradeoffs es el de los straight-
line programs (cf. [31], [168], [89], [172], [75], [138], [37]). Un straight-
line program modela la evaluacién de una funcién representada mediante
un grafo de computacion (que es un grafo orientado aciclico cuyos nodos
son etiquetados segin la operacién aritmética que realizan) con una cierta
canlidad de registros. La evaluacion del grafo procede en varias etapas, en
cada una de las cuales se calcula el resultado correspondiente a un nodo del
grafo (siempre que los resultados correspondientes a sus predecesores estén
almacenados en dos registros) y el resultado obtenido se almacena en otro
registro. [ espacio se mide por la cantidad maxima de registros utilizada
durante todo el proceso y la cantidad de etapas necesarias para la evaluacién
de todo el grafo es lo que se identifica con el tiempo de calculo.

Literatura sobre tradeoffs tiempo-espacio en este modelo puede hallarse
en los surveys de N. Pippenger [149] y J.E. Savage [155]. Los straight-
line programs han sido utilizados para mostrar cotas inferiores para varios
problemas, incluyendo sorting (ver [173]), reconocimiento de lenguajes ([61]),
multiplicacién binaria entera [158] problemas de dlgebra lineal y multilineal
como convolucién, producto matriz-vector y transformada de Fourier discre-
ta ([173], [174], [157]), multiplicacién, inversiéon y multiplicacién iterada de
matrices ([85), [101], [156], [174]), range queries ([183], [175]) y otros ([120],
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(140], [148]).

Otro modelo alternativo cominmente utilizado es el de los branching pro-
grams (cf. [25]). Este modelo también ha sido lo suficientemente poderoso
como para permitir establecer cotas inferiores para problemas algebraicos.
En [185] por ejemplo se establecen cotas inferiores para transformada de
Fourier discreta y en [2] se muestran tradeoffs tiempo-espacio para una larga
lista de problemas algebraicos tales como convolucién, multiplicacién entera,
producto matriz-vector, multiplicacién e inversiéon de matrices, el calculo
del producto de tres matrices y el de PAQ donde P y Q son matrices de
permutacién. Este modelo puede asimismo aplicarse a otros problemas como
sorting (ver [28], [26]), distincién de elementos ([29], [184]) y hallar elementos
tnicos ([11}).

En esta tesis se estudia la complejidad tiempo-espacio de la evaluacién
de polinomios bajo el modelo de los straight-line programs. El método para
que se utiliza a fin obtener cotas inferiores se basa en una interpretacion
geométrica de la nocién de straight-line program en la que sélo se tienen en
cuenta las operaciones no escalares (es decir, productos entre polinomios no
constantes y divisiones cuyo denominador es un polinomio no constante).

En primer lugar, se observa que el grafo de computacién asociado a la
regla de Horner para un polinomio univariado P € K[X] de grado d puede
realizarse utilizando exantamente dos registros en tiempo total 2d y tiempo
no escalar d. Si L y S denotan el tiempo y espacio no escalar del algoritmo
de Horner aplicado a la evaluacién del polinomio P, se obtiene la siguiente
obvia cota superior para el tradeoff tiempo-espacio de evaluar P:

L-S%=4-d.

A partir de un simple argumento de dimension, se mostrara que esta
cota es, salvo un orden de magnitud, exacta para casi todos los polinomios
univariados de grado d. Como en [171] y [89] se llama a tales polinomios
dificiles de evaluar en términos de tradeofl.

Luego se desarrolla la estrategia global que permite exhibir polinomios
univariados especificos que son dificiles de evaluar en el sentido anterior.
Esta estrategia incluye un analisis de la altura de puntos en la fibra de un
morfismo entre variedades diofanticas y constituye la principal herramienta
para establecer tradeoffs tiempo-espacio para polinomios univariados con
coeficientes enteros. El caso mas simple de los polinomios con coeficientes
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algebraicos se trata mediante un método para estimar el grado de una fibra
de un morfismo entre variedades diofanticas inspirado en [95] (ver también
94}, [90]).

Cabe destacar que estos resultados, contenidos en [3], muestran por pri-
mera vez cotas inferiores significantes para el tradeoff tiempo-espacio en cir-
cuitos con una sola salida.

Finalmente, el cuarto capitulo de la tesis estudia la cuestién de las limi-
taciones de toda posible optimizacién de los algoritmos considerados.

Existen ciertos indicios de que la eliminacién algoritmica enfrenta serios
problemas de complejidad. Por un lado es sabido que la eliminacién de cuan-
tificadores general en geometria algebraica y semialgebraica requiere tiempo
intrinsecamente doblemente exponencial y espacio de memoria simplemente
exponencial ([54], [66], [88]) y que los tipicos problemas algebraicos en anillos
de polinomios (como el problema de la pertenencia para ideales polinomia-
les) son completos en espacio exponencial ([125], [126]). Por otro lado una
larga lista de problemas geoniétricos fundamentales son resolubles en espa-
cio polinomial (con la correspondiente complejidad en tiempo simplemente
exponencial en la cantidad de variables).

En esta tesis se muestra evidencia que avala la conjetura que la elimi-
nacién en geometria tiene una complejidad intrinsecamente exponencial con
respecto al tiempo secuencial e intrinsecamente polinomial con respecto al
espacio de memoria. Esta evidencia se dard tanto en términos de complejidad
estructural (relativa) como en términos de complejidad absoluta (aunque en
modelos de computacién restringidos).

Con respecto a complejidad estructural, se demuestra que la suposicién
de un cardcter intrinseco polinomial de la eliminacién algoritmica implica
que la jerarquia de tiempo aritmética colapsa (lo que implicaria, como es
bien conocido y contrario a la creencia general, que P=NP) y que lo mismo
ocurre con respecto a modelos no uniformes de computacién (por ejemplo,
la tesis de Valiant seria incorrecta).

En cuanto a la complejidad absoluta, se demuestra que una clase bien
definida de algoritmos, que incluye todos los algoritmos actualmente imple-
mentados o posibles variantes de los mismos y los desarrollados en la primera
parte de la tesis, requieren espacio de memoria polinomial y tiempo de calculo
simplemente exponencial. Para tal fin se introduce el concepto de algoritmo
algebraicamente robusto, el cual sintetiza las caracteristicas de todos los al-
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goritmos de eliminacion conocidos en calculo simbédlico. Posteriormente, se
demuestra que cualquier algoritmo algebraicamente robusto posee el cardcter
exponencial anteriormente anunciado.

Se deduce que los algoritmos desarrollados en la primera mitad de la tesis
no son esencialmente mejorables, al menos utilizando el tipo de técnicas que
se han aplicado hasta el momento.
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Capitulo 1

Algoritmos deterministicos

El objetivo de esta tesis es cstudiar la teoria de eliminacién geométrica desde
el punto del vista algoritmico. Por lo tanto, uno de los aspectos mas rele-
vantes a tener en cuenta es el del desarrollo de algoritmos “eficientes” para
resolver problemas de eliminacion.

Este capitulo se dedicara al disefio algoritmos deterministicos, es decir,
algoritmos que pueden ser aplicados a cualquier instancia del problema con-
siderado, y que producen siempre una solucién para tal instancia.

La eficiencia de dichos algoritmos se expresa en términos de los recur-
sos necesarios para ejecutarlos. Dependiendo del modelo de algoritmo que
se elige, se consideraran recursos tales como el tiempo de computacion, el
espacio de memoria requerido o ¢l nimero de operaciones a realizar.

Las estimaciones de los recursos que requiere un algoritmo para su fun-
cionamiento dependen del aspecto sintactico del problema. Es por tanto
importante acordar de que manera se codificaran los objetos con los cuales
se opera. Dado que se piensa en algoritmos que factibles de ser implemen-
tados en computadoras reales, es necesario que las entradas y los resultados
sean sucesiones finitas (palabras) de simbolos de un alfabeto finito, como
{0,1} por ejemplo.

Un modelo que permite apreciar el comportamiento del software sobre
una computadora real es el de las mdquinas de Turing. Una mdquina de
Turing deterministica M es un dispositivo que consiste de un control finito
y un nimero fijo k de cinlas equipadas cada una de ellas con una cabeza de
lecto-escritura (cf. [7], [T1]).

Las cintas se clasifican en tres tipos: hay una cinta de entrada que es sélo
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de lectura (es decir, no se puede modificar su contenido), una segunda cinta
de salida que es sblo para escritura y las restantes se denominan cintas de
trabajo con funciones de lectura y escritura. Estas cintas son semiinfinitas (a
derecha) y estan divididas en celdas. La cabeza de lecto—escritura de cada
cinta se puede mover a izquierda o derecha y puede leer los contenidos de
una sola celda en cada instante de tiempo. '

El control finito consiste de un alfabeto de cinta X, un conjunto ) de es-
tados o instrucciones (que posee un elemento distinguido ¢o que se denomina
estado inicial y un subconjunto especial llamado el conjunto de los estados
finales F C Q) y una funcién (parcial) de transicion:

§:Qx I — Qx k! x{L, R N}

(donde L, R, N denotan el movimiento a izquierda, derecha y nulo respecti-
vamente).

A cada instante de tiempo, la maquina M esta en un estado ¢ € Q y las
cabezas de las cintas de entrada y de trabajo leen los simbolos (a,,...,ax_1)
que contienen las celdas sobre las cuales estin posicionadas. Entonces, en
un instante de tiempo se puede modificar el contenido de todas las celdas
sobre las cuales hay una cabeza de lecto-escritura, imprimir un simbolo so-
bre la cinta de salida (en la posicion actual de la cabeza correspondiente),
mover cada cabeza una posicién a izquierda o derecha (o dejarla en la misma
ubicacién) y cambiar el estado ¢ € Q. Todos estos movimientos constitu-
yen un paso de computacién y se realizan de acuerdo con las especificaciones
de la imagen 8(g,ai,...,ak-1) de la funcidén de transicién é aplicada a la
configuracion definida por (q,ay,...,ak-1).

La maquina M comienza operando con una palabra de entrada z sobre la
cinta de entrada en estado qg, todas las demas cintas en blanco y las cabezas
situadas sobre la primera celda de cada cinta. Entonces M procede aplicando
la funcién de transicidn tantas veces como sea posible (hasta que § resulte
indefinida sobre cierta configuracién), en cuyo caso la maquina para. Si M
se detiene sobre un estado final ¢ € F se dice que M acepta la entrada z; en
caso contrario, M rechaza z.

Dada una entrada z que ha sido aceptada por M, se definen el tiempo
de computacidn sobre z como la cantidad de pasos de computacion que M
realiza hasta su detencion y el espacio de memoria sobre x como la maxima
cantidad de celdas de cintas de trabajo utilizadas durante el proceso.
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Luego, el espacio de memoria S y el tiempo de computacion T de M
se definen como las funciones S,T : IN — IN tales que S(n) es el maximo
espacio utilizado en una computacién sobre una entrada de longitud n y T'(n)
el maximo tiempo requerido por una computacién sobre entradas de longitud
n.

En términos de estos dos recursos los problemas se agrupan en diferentes
clascs, de las cuales se pueden mencionar la clase P de los problemas reso-
lubles en tiempo polinomial (es decir, de tipo n°M) y la clase PSPACE de
los problemas resolubles en espacio polinomial. En teoria de computacion se
considera que los problemas que requieren mas que espacio polinomial para
su resolucién no tienen interés desde el punto de vista practico.

Existen algunos hechos basicos que relacionan las diferentes clases de
complejidad. Entre ellos, se puede citar el siguiente:

Lema 1 ([7], Theorem 2.8) Sea M una mdquina de Turing deterministica
que funciona en espacio S(n) > logn. Entonces M tiene tiempo de com-

putacion T'(n) acotado por T(n) < 90(sm) |

Los algoritmos que se presentaran en este capitulo realizan una cuidadosa
alocaciéon de data con el fin de optimizar el espacio de memoria disponible.
Esto demanda un control permanente del espacio que requiere cada proceso.

Un caso que aparentemente no ofrece complicaciones es el de la com-
posicién de dos mdquinas de Turing M; y M,. Sin embargo, el esquema
obvio de composicion no es eficiente desde el punto de vista del espacio de
memoria ya que, para realizarlo es necesario alojar en memoria el resultado
que calcula M a fin de utilizarlo como entrada de M,, y éste resultado podria
tener una longitud exponencial con respecto al espacio de memoria que usa
M, (ver lema 1).

No obstante, esta dificultad se evita por medio de un proceso que podria
describirse como de recomputacion de cada bit de la salida de M; a medida
que el mismo es requerido por M;. Mas precisamente, el resultado es el
siguiente:

Lema 2 ([7], Lemma 3.4) Sean f,g: X* — E* funciones computables por
medio de dos mdquinas de Turing delerministicas My y M, que utilizan espa-
cio S; 2> logn y Sz > logn respectivamente. Entonces, existe una mdquina
de Turing deterministica M3 que calcula la composicion g o f(z) para todo
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T € £* en espacio O(Sl(lzl) + 5'2(|f(1:)|)), donde |y| denota la longitud de
la palabra y € L*.

Mas cercanos al comportamiento del hardware son los circuitos booleanos
(cf. [23], [108], [181]). Un circuito booleano es un grafo dirigido aciclico,
cuyos nodos se etiquetan de la siguiente manera: los nodos con in-degree 0
son los nodos de entrada, y se etiquetan con una variable o con la constante
0 o 1. Los nodos de in-degree mayor que 0 y out-degree mayor que 0 se dicen
nodos nodos y se etiquetan con una funcién booleana w, que se restringira al
conjunto {A,V,-}. Los nodos de out-degree 0 son los nodos de salida y se
etiquetan también con una operacion booleana en {A,V,-}.

Los recursos relevantes en el modelo de los circuitos booleanos son la
talla, que se define como el numero total de nodos internos del circuito, y la
profundidad, que es la longitud (nimero de nodos internos) del camino mas
largo que une un nodo de entrada a un nodo de salida.

Sea f : {0,1}* — {0,1} una funcién booleana. Entonces, la talla de
circuito de f, S(f), es el menor nimero de nodos internos de un circuito que
calcula f. Analogamente, la profundidad de f, D(f), es la minima profundi-
dad de un circuito que calcula f.

Obsérvese que el modelo sélo permite instancias de longitud fija. Por
lo tanto, si se desean estudiar problemas que tienen instancias de distinta
longitud por medio de circuitos booleanos, debe usarse un circuito distinto
para cada posible longitud de entrada.

Es por tal motivo que se consideran familias de circuitos booleanos: una
familia de circuitos booleanos C' = {cn}n>1 es simplemente un conjunto de
circuitos booleanos donde el n-ésimo circuito ¢, tiene n entradas.

Se dice que una funcién booleana g : {0,1}* — {0,1} se calcula con talla
hy y profundidad h,, donde hy, h; : IN — IN, si, para todo n, S(gn) = hi(n)
y D(gn) = h2(n), donde g, es g restringida a {0, 1}".

Sea C = {cn}n>1 una familia de circuitos booleanos de talla S(n) y pro-
fundidad D(n). Supuesto enumerados los nodos de ¢, tal que los nodos de
entrada estan numerados de 1 a n, y la numeracién se restringe de modo tal
que existe una constante k£ > 0 tal que, para todo n € IN, el mayor nimero
de nodo est4 acotado por S(n)*, se define la codificacidn estdndar del circuito
cn, notada por T, como la lista de 4-uplas {(p,o0p, pi, pr)} ,<s(n)*» donde p
representa el nimero de nodo, op es la operacién booleana que se realiza en
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“el nodo p, p; es el nimero del nodo cuya salida es la entrada izquierda de p
Y pr es el nimero del nodo cuyo salida es la entrada derecha de p.
Obsé¢rvese que la codificacion cstandar de una familia arbitraria de cir-
cuitos booleanos no necesariamente posee una descripcién finita. Sin em-
bargo, la finitud de tal descripcién es de vital importancia para la manipu-
lacién de dicha familia de circuitos booleanos. Por otro lado, una idea in-
tuitiva aceptada es que cualquier estrategia razonable de resolucion de cierto
problema no deberia cambiar fundamentalmente en funcién del tamaiio de
la instancia considerada. Es por estos motivos que en esta tesis se estu-
diaran especialmente las familias de circuitos que poseen ciertas propiedades

de uniformidad (cf. [24), [8]):

Definicién 1 Una familia de circuitos C = {cn}a>1 de tamasio S(n) y
profundidad D(n) se dice uniforme (en espacio logaritmico) si eriste una
mdquina de Turing deterministica que calcula la funcidn 1™ — T, en espacio

O(maz{D(n},logS(n)}).

Esta nocion de uniformidad tiene el inconveniente practico que sélo per-
mite el acceso al cédigo completo de cada circuito ¢,. Sin embargo, en un
proceso de evaluacién del circuito ¢, a fin de ahorrar cspacio de menoria
es mas importante obtener informacién “local”, como la que suministra la
funcién

1"#p — (0, b, 1, )

la cual, dado el nimero n de circuito y un numero de nodo p como entrada,
calcula la codificacién (p, b, pi, pr) del p-ésimo nodo del circuito cn.

Si bien esta funcién parece requerir mas recursos en su computo que la
funcién 1™ — &, esto no es asi como se demuestra en el siguiente lema:

Lema 3 Una familia de circuitos booleanos C = {ca}n»1 es uniforme si y
solo st existe una mdquina de Turing deterministica que calcula la funcion

ln#p - (P, b’ P, Pr)
en espacio O(maz{D(n),log S(n)}).

Demostracién Es claro que el hecho que la funcién 1*#p — (p, b, pi, pr) €s
computable en espacio O(maz{D(n),log S(rn)}) implica la uniformidad, ya
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que la maquina de Turing M que atestigua la uniformidad de la familia C =
{cn}n>1 puede disefiarse de la siguiente manera: por medio de un contador
se recorren los {ndices correspondientes a todos los nodos de ¢, y el cédigo de
cada nodo se produce por medio de una llamada a la maquina M (obsérvese
que el contador requiere O( log S(n)) celdas de espacio de trabajo).

Supdngase ahora que se tiene una méquina de Turing M que demuestra
la uniformidad de la familia de circuitos {cn}n>1. Se modificard M a fin de
obtener una méaquina de Turing M la cual, con una entrada 1"#p gencra la
codificacién estandar del p-ésimo nodo c,.

Se supone que M marca el comienzo del cédigo de cada nodo por medio
de un simbolo distinguido (que se denominara separador). Si se tuviera cal-
culada la posicién del p-ésimo y el (p + 1)-ésimo separador sobre la cinta de
output, se podria modificar el programa de M de modo tal que imprima un
simbolo (sobre una cinta de trabajo auxiliar T') si y sélo si previamente éste
se iba a imprimir entre las posiciones del p—ésimo y el (p + 1)-ésimo sepa-
rador impreso sobre la cinta de salida de M (esto puede hacerse controlando
la posicién de la cabeza de la cinta de salida de M). De esta manera, la
maquina modificada M imprimiria exactamente la codificacién del nodo p
que se desea obtener.

El procedimiento que calcula la posicién de los separadores que marcan
el comienzo y final del cédigo del nodo p funciona en a lo sumo p etapas,
calculandose en la :-ésima etapa la posicion del (¢ + 1)-ésimo separador a
partir de la posicién del i-ésimo separador.

En la primer etapa, se calcula la posicion de los dos primeros separadores
sobre la cinta de salida. Para este propdsito, se simula el funcionamiento de
M sin imprimir ningtin simbolo sobre la cinta de salida. Luego de guardar
en memoria las posiciones de los dos primeros simbolos separadores que im-
prime M sobre la cinta de salida (obsérvese que O(log C(n)) celdas trabajo
seran suficientes para registrar estas ubicaciones), la posicién de cada nuevo
simbolo separador que imprime M sobre la cinta de salida se compara con las
dos posiciones guardadas en memoria, y se conservan las dos posiciones mas
bajas. Es claro que de esta manera, al final del proceso se obtiene la ubicacién
de los primeros separadores impresos por M sobre la cinta de salida.

Posteriormente, se simula [%‘] veces mas el funcionamiento de M de
forma similar a la descripta, a fin de obtener las posiciones del p—ésimo y el
(p+1)-ésimo separador (sé6lo se calculan dos posiciones por vez). Desde ya, el
espacio de memoria ocupado por las posiciones de separadores anteriormente
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calculados se reutiliza cada vez.
El espacio adicional necesario para realizar este procedimiento es de tipo
O(log S(n)), lo cual demuestra el enunciado del lema 3. W]

Cabe destacar que el resultado del lema 3 también podria haberse ob-
tenido como corolario del lema 2. Sin embargo, debido a la generalidad del
enunciado del lema 2, el tiempo de computacién que se obtiene de esa manera
es netamente superior al del proceso que aqui se describe.

Una de las principales ventajas que resulta de la introduccién de las fa-
milias de circuitos booleanos como modelo de computacion es que es posible
apreciar el concepto de buena paralelizabilidad en las funciones booleanas.

. Una funcién booleana g : {0,1}* — {0,1} se dice bien paralelizable si existe
una familia de circuitos booleanos C, = {cn}nen de talla polinomial n01) y
profundidad polilogaritmica O(log*n) que calcula g (cf. [8], [108], [181]).

El tiempo paralelo queda claramente representado por la profundidad del
circuito, sugiriendo la idea de un conjunto de procesadores atravesando el
circuito simultaneamente y ejecutando las operaciones definidas por los nodos
que encuentran en su camino. Resulta entonces natural relacionar la talla y la
profundidad de circuito con el tiempo secuencial y paralelo respectivamente.

En este sentido, las clases NC* conformadas por las funciones booleanas
que pueden calcularse por medio de una familia uniforme de circuitos boo-
leanos de talla n°®) y profundidad O(log*n)) (cf. [8]) representan las clases
de funciones que se pueden beneficiar significativamente con el uso de la
computacion paralela. De hecho, de acuerdo con la definicién dada, el tiempo
necesario para calcular cualquier funcién en NC' se reduce de polinomial a
polilogaritmico cuando se pasa de computacion secuencial a paralela.

Una pregunta interesante es si tal propiedad es significativa sélo en el
ambito de la computacion paralela, o tiene también repercusiones en el
ambito de la computacién secuencial.

En ([24]), A. Borodin hallé una respuesta positiva a esta pregunta. La
siguiente es una interpretacion algoritmica de dicho teorema.

Teorema 1 ([24], Theorem 4) Sea f: {0,1}* — {0,1} una funcidn boo-
leana en NC*. Entonces eziste una mdquina de Turing deterministica M
que calcula f en espacio O(log' n).

Demostracién Sea C = {cn}a>1 la familia de circuitos booleanos que cal-
cula f cuya existencia garantiza el enunciado. Dado que la familia C es uni-

18



forme, aplicando el lema 3 se obtiene una maquina de Turing deterministica
My que, con una entrada 1*#p, calcula la codificacion del p—€simo nodo de
¢, en espacio O(log* n).

Se desea coustruir una maquina de Turing deterministica M la cual, para
cada ndmero natural n, sobre una entrada dada de n bits evalua el circuito
cn en espacio O(log' n). Esta méquina M simulara la maquina My cuando
sea necesario y utilizara una pila para su funcionamiento.

Como el objetivo es la evaluacién de todos los nodos de salida, el proce-
dimiento general de evaluacién de un nodo que realiza M se repetira sobre
cada nodo de salida hasta que todos ellos resulten evaluados.

Coinenzando por el nodo de salida cuyo resultado se quiere evaluar, la
maquina M recorre el circuito con un esquema estandar de busqueda en pro-
fundidad (ver [141] por ejemplo). La pila (de profundidad méxima O(log ‘ n))
se utiliza a fin de codificar el camino desde el nodo de salida a evaluar al nodo
que estd siendo evaluado.

A fin de que cada celda de la pila tenga tamaino constante, se utiliza
una codificacion especial del camino de forma tal que en cada paso de la
computacion, la pila se ve como una palabra sobre el alfabeto {0,1,£}. Esta
palabra codifica la eleccidn del camino que se sigue en cada nivel (nodo)
entre su entrada izquierda y derecha. Al mismo tiempo, el resultado de la
evaluacion del subcircuito izquierdo se almacena, si el subcircuito derecho
esta siendo atravesado. Obviamente, siempre se utiliza el orden izquierda-
derecho.

Cada vez que se necesila la cédificacion éstandar de un nodo cuyo nimero
se conoce, M simula la maquina My. Por lo tanto, la maquina M, sobre
una entrada z de longitud n, necesita las siguientes cantidades de celdas de
espacio de memoria:

e O(logn) celdas para simular My.

e O(log' n) celdas para la pila.

e O(logn) celdas para almacenar la codificacién de un nodo.
e O(logn) celdas para almacenar el nimero de un nodo.

En conclusién, todo el proceso puede ser realizado con O(log'n) celdas de
trabajo, lo cual demuestra el teorema. 0
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1.1 Aritmética de baja profundidad

El teorema 1 permite transformar circuitos de baja profundidad en algorit-
mos que utilizan bajos recursos de memoria. Ahora bien, dado que los pro-
blemas a tratar son de naturaleza aritmeética (fundamentalmente cuestiones
algoritmicas de algebra lineal y manipulaciones algebraicas de polinomios),
es natural que los algoritmos que los resuelven se describan por medio de mo-
delos aritméticos. En particular, la propiedad de la buena paralelizabilidad
dc los algoritmos que se desarrollaran se ven bien reflejadas en los circuilos
aritméticos (que se definirdn posteriormente).

Por lo tanto, la aplicacion del teorema 1 exige un proceso de traduccién de
cada familia de circuitos aritméticos C = {c, }aen en una familia de circuitos
booleanos C = {éux}nnen de acuerdo con las siguientes pautas:

e por cada nodo de entrada p del circuito aritmético ¢, se crean h nodos
de entrada en el circuito booleano ¢, que contienen la representacion
binaria del nimero entero (cuya longitud no supera los h bits) que
ingresa como entrada en el nodo p.

e por cada nodo p de ¢, marcado con una operacion aritmética op €
{+, —, -} se corresponde con un subcircuito booleano que, con la codifi-
cacion binaria de los dos antecesores p,, p; de p como entrada, produce
la representacion binaria de p := p; op p2 como salida.

Es entonces de suma importancia que los circuitos booleanos que realizan las
operaciones aritméticas sean sumamente eficientes, tanto en talla como en
profundidad. Esta subseccién se dedicard a la descripcién de tales circuitos
booleanos, que han sido tomados de [108] y [181]. Cabe destacar que todos
los circuitos aqui presentados son uniformes.

1.1.1 Suma de numeros enteros

Un circuito de adicion toma dos niumeros enteros de r bits como entrada
y produce la representacién binaria de la suma de ambos nimeros como
salida. Sean (z,-1,...,%0) € (Yr-1,---,¥0) las representaciones binarias de
las entradas y sea (z,...,z) la de la salida.

Nétese por c; el bit de acarreo de la j-ésima posiciéon. Se definen el j-
ésimo bit de acarreo generado g; y el j—ésimo bit de acarreo propagado por
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g; =z Ay; y p; = z; V y; respectivamente. Dado que ¢; = g; V (p; A ¢j-1)
yzj=2;®y;®cj—; para j =0...r (donde @ es el “0” exclusivo y c_; se
define como cero), se deduce que ¢; = \/ gi Apisi A ... Apj.
<3
Con estas férmulas es posible obtener el siguiente circuito para la adicion
de dos nimeros enteros:

e Calcular todos los bits de acarreo generados g; y todos los bits de
acarreo propagados p; en paralelo.

e Calcular g; Apiy1 A ... A pj en paralelo paral <: <r—1.

e Calcular ¢; para 0 £ j < r —1 a partir de los resultados de la dltima
etapa.

e Calcular cada z; a partir de z;, y; y ¢j—) en paralelo para 0 < 3 <r.

Con una implenmientacion directa del proceso descripto resulta un circuito
booleano de talla O(r?) y profundidad O(logr), mientras que si el célculo
de las expresiones g; A piq1 A ... A p; se realiza por medio de un algoritmo
paralelo para sumas de prefijos ([117]) se obtiene un circuito de talla O(r) y
profundidad O(log ).

1.1.2 Sumatorias de nimeros enteros

Un circuito para la sumatoria de n numeros enteros de r bits toma como
enlrada la representacion binaria de los n mimeros y produce como salida la
de su adicién.

A fin de obtener lal circuito, se puede organizar el célculo en un arbol
binario balanceado, donde cada hoja realiza la adicién de dos nimeros enteros
por medio del circuito anteriormente descripto. Sin embargo, este esquema
produce un circuito de profundidad O(lognlogr), cantidad que es de orden
superior al logaritmo del tamaiio de la entrada.

En cambio, se utiliza una alternativa que se basa en un truco conocido
como lres-por-dos, el cual, con talla y profundidad constante reduce el pro-
blema de sumar tres nimeros enteros de s bits a la suma de dos nimeros
enteros de s + 1 bits.

Sean ¢ = (as-1,...,a0), b = (bs=1,...,b0) y ¢ = (cs-1,...,¢0) los tres
ndmeros de s bils a sumar. Si se suman los tres bits a;, b; y ¢; para cada

21



¢ € {0,...,s—1}, se obtiene un nimero de dos bits a;+b;+c; = 2-u;+v;, cuyo
calculo requiere talla y profundidad constante. Dado que todos los digitos u;

y v; pueden calcularse simultaneamente para ¢ = 0,...,s — 1, este computo
se realiza con talla O(r) y profundidad constante. Luego, a+b+c=u+v
donde u = (uy-1,...,%0,0) ¥y v = (Vy-1,...,V0).

La adicién de n nimeros enteros de r bits puede entonces realizarse apli-
cando O(log n) iteraciones del truco de tres-por-dos, con lo cual se reduce a
dos el nimero de enteros a sumar, seguido de una adicién final de los dos
numeros enteros resultantes. El circuito que resulta de este proceso tiene
talla O(n(r + log n)z) y profundidad O( log(nr)).

1.1.3 Producto de numeros enteros

Un circuito de multiplicacién toma dos nimeros enteros de r bits como en-
trada y calcula los 2r bits del producto como salida. Sea (z,-1,...,20) ¥y
(yr-1,---,Y0) la representacion binaria de las entradas y sea (22,1, -.., 20)
la de la salida.

El método escolar produce r nimeros de O(r) bits que se suman para
obtener el producto. Dendtese por z() el i-ésimo nimero a sumar en la
multiplicacion. Entonces z) = (2,3 A yi,..., %0 A ¥i,0,...,0) para i =

i veces
0,...,7. Luego, se aplica O(log ) veces el truco de tres-por-dos para reducir
lasuma z" V4. .4 2(% a la adicién de dos nimeros, los cuales finalmente se
suman. De esta manera se tiene un circuito de multiplicacién de talla O(r?)
y profundidad O(logr).

Cabe destacar que exislen circuitos uniformes de multiplicaciéon mas efi-
cientes que el descripto en esta subseccién. El mejor circuito conocido hasta el
momento ha sido desarrollado por A. Schonage y V. Strassen ([160]) en base
al célculo de la Transformada de Fourier Discreta sobre ciertos anillos finitos
y posee talla O(r log rlog logr) y profundidad O(logr). Sin embargo, dado
que el impacto de este circuito sobre las cotas de complejidad es bastante
modesto, se ha preferido no reemplazarlo por el descripto a fin de mantener
esta exposicién autocontenida.
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1.2 Algebra lineal

La resolucién de los problemas de eliminacién que se trataran se basa en
reducciones a cuestiones de algebra lincal, que generalmente involucran ma-
trices de gran tamano. s por lo tanto de¢ suma iinportancia que los algorit-
mos de algebra lineal que se utilizan sean muy eficientes en la utilizacion de
recursos computacionales.

En esta seccién se resolverdn algunos problemas de algebra lineal medi-
ante familias uniformes de circuitos booleanos de baja profundidad. De esta
manera, en virtud del teorema de Borodin (teorema 1), estas familias de
circuitos se pueden convertir en algoritmos que requieren bajos recursos de
memoria.

Se describen a continuacién las familias de circuitos correspondientes, con
la atencién puesla en el control de la profundidad de los mismos asi como en
su uniformidad.

1.2.1 Operaciones matriciales
Producto de matrices

Sean A, B dos matrices de tamafios n x [ y | x m respectivamente, con
coeficientes cuya representacion binaria tiene una longitud no mayor que h
bits y sea C := A- B. Como es bien sabido, los coeficientes ¢;; de C pueden
calcularse por medio de la férmula:

l
Gj = Z (t,'kbkj (11)
k=1

llevarse a cabo de la siguiente manera: en primer lugar se calculan todos los
productos aitbyj. De acuerdo con los resultados de la subseccién 1.1.3, este
célculo requiere O(nmlh?) operaciones booleanas con profundidad O(log h).

Posteriormente se calculan todas las adiciones ¥, axby; siguiendo el es-
quema detallado en la seccién 1.1.2 con talla O(nmlh?) y profundidad
O(log(hl)). De esta manera, se tienc un circuito booleano que realiza el
producto de matrices tiene talla O(nmlh?) y profundidad O( log(hl)).

La uniformidad de la familia de circuitos {Cpnmn}nmineN que calcula
el producto de 2 matrices de tamafnos n x [ y [ x m con coeficientes de h

La evaluacion de la formula (1.1) paral1 <7 < nyl £ j £ m puede
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bits de longitud es una consecuencia directa de la estructura aritmética del
procedimiento y la uniformidad de los circuitos booleanos que realizan las
operaciones aritméticas.

Se puede construir una mdquina de Turing M que genera la codificacién
estandar del circuito Cpmu descripto en espacio O(log(nmlh)). Esta ma-
quina M organiza las operaciones aritméticas a realizar en funcién de los
indices involucrados: por ejemplo, para ordenar el célculo de los productos
airbi; se define un orden sobre las 3-uplas (7, k, 7). El orden inducido por la
funcién

(t,kyj) > k+ N-i+ N?-4
donde N := maz{n,l,m}, es particularmente conveniente, ya que los pro-
ductos aikbi; se ordenan en la forma en que luego éstos se sumaran. El
manejo de esta funcion y su decodificacion puede llevarse a cabo en espacio
O( log(nmlh)).

Asimismo, M genera la codificacién estandar de los circuitos que realizan
las operaciones aritméticas, simulando a tal efecto la maquinas que producen
la codificacién estandar de los circuitos booleanos que realizan dichas opera-
ciones. Dado que el tamaiio dc los numeros enteros involucrados en estas
operaciones es polinomial en los parametros n,m, !, h, se deduce que M re-
quiere espacio de tipo O(log(nmnlh)) para realizar estas simulaciones. En
conclusion, se puede enunciar el siguiente lema:

Lema 4 Eziste una familia uniforme en espacio O(log(nmlh)) de circuitos
booleanos de talla O(nmlh?) y profundidad O(log(hl)) que realiza el producto
de dos matrices de tamanos n x | y | x m con coeficientes enteros de a lo
sumo h bits.

Cabe destacar que existen algoritmos mas refinados para el producto de
matrices (como los desarrollados en [169], [136] o [50] por ejemplo). Sin
embargo, a fin de mantener esta exposicion autocontenida, éstos no han sido
tomados en cuenta debido al inodesto impacto que los mismos producen sobre
las cotas de complejidad de los algoritmos desarrollados en esta seccién.

Producto iterado de matrices

Sean A,,..., A, matrices de tamafios m; X my,...,My X Mp4 respectiva-
mente, con coeficientes enteros de a lo sumo h bits. Sea m := maz{m,;:1 <
i < n+1}. El problema es calcular el producto [T, Ai.
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Este producto se organiza en un arbol binario balanceado, donde cada
nivel de profundidad consiste de los productos, dos a dos, de las matrices
calculadas en el nivel anterior.

Dado que el producto de 2 matrices de tamafio m; X m; y m; X my
con coeficientes enteros de h bits es una matriz cuyos coeficientes tienen
2h+log m bits, iterando este razonamiento se deduce que el tamaiio bit de los
coeficientes de las matrices que se calculan en el [-ésimo nivel de profundidad
del 4rbol de productos esta acotado por 2'h + llogm.

Por lo tanto, como se realizan n productos organizados en log(n) nive-
les de profundidad, el circuito booleano que calcula el producto []; A; tiene
talla O( /8™ (2'h + llog m)?m®*%) = O(n®h?m®log® mlog’ n) y profundi-
dad O(log(nhm)logn).

La uniformidad de la familia de circuitos {Cpm,,...mnh}nm;,...mn,h €S CON-
secuencia de la uniformidad del producto de dos matrices (lema 4) y la or-
ganizacién del producto []; A; en un arbol binario balanceado. Es posible
disefiar una maquina de Turing deterministica que genera el cédigo del cir-
cuito Cpm,,...ma,n €N espacio log(nmh), reutilizando para ello cada vez el
espacio necesario para generar el cddigo de un subcircuito que realiza el pro-
ducto de 2 matrices. Por lo tanto, se tiene el siguiente resultado:

Lema 5 Eziste una familia de circuitos booleanos uniforme en espacio
O(nmh) de talla O(n*h*m®log? mlog®n) y profundidad O(log(nhm)logn)
que calcula el producto []; A;.

Otro caso de producto iterado de matrices de interés es el de la poten-
ciacién: dada una matriz A de tamafio n x n con coeficientes enteros de talla
binaria b y un nimero natural k£ < n, el problema es calcular las potencias
A2, .., Ak

[En este caso se puede organizar el calculo de manera de realizar exacta-
mente k productos con profundidad log k. La forma de hacerlo es la siguiente:
suponganse construidos los primeros ! niveles de de profundidad, donde se

calcularon las potencias A, AZ,..., A?. Entonces, en el (I + 1)-ésimo nivel
se multiplica A2 por todas las potencias anteriormente calculadas, de modo
de obtener las potencias A2 +1 ... A?*'

Mediante consideraciones similares a las del lema 5, se obtiene el siguiente
resultado:
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Lema 6 Eziste una familia de circuitos booleanos uniforme en espacio
O(log(nh)) de talla O(k2 3h?log® n) y profundidad O( log(nh)logn) que cal-
cula las potencias A?,..., A*.

1.2.2 Calculo del polinomio caracteristico

Sea A una matriz n X n con coeficientes enteros de tamarfio bit acotado por h
¥ X4 su polinomio caracteristico. Se trata ahora de calcular los coeficientes
del polinomio caracteristico x4 (en particular se calculan el determinante y
la traza de A).

Escribase la matriz A en la forma

(5 5)

donde R, S y M son matrices enteras de tamafios 1 x (n —1), (n —1) x 1y
(n — 1) x (n — 1) respectivamente. Sean

xXa(A) = det(M =X 1) Zp,, A

|=0

Xu(A) = det(M — A1) = ZQn—l—i/\i

1=0

Entonces se satisface la siguiente relacién [19, Claims 1 and 2J:

xa(A) = (al,l—/\)-det(M—A-I)—R-(i(M"'z.q(H....+].qk_2),/\n—k).5

k=2

A partir de esta ecuacién se deduce que existe una relacién lineal entre los
coeficientes de x, y los de xm, que puede expresarse facilmente en la forma:

(Po,P1,---,Pa) = C1 - (gos- - - qn-1)" (1.2)
donde C; es la matriz Toeplitz triangular inferior de tamafio n X (n — 1)
definida por:
-1 si 1=
c.-,j={am si t=7+4+1
—R-M-i72.8 s i—35<2
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De este modo se reduce el calculo de los coeficientes del polinomio carac-
teristico de la matriz A al de los coeficientes del polinomio caracteristico de
una submatriz de A. Por lo tanto, iterando este razonamiento se tiene un
algoritmo que calcula x4 sin divisiones ni ramificaciones. Mas precisamente,
para 1 < k < n se define

Ry = (@kk41y- -+ Ckn)

Sk = (Gks1ky- -+ Qn k)

ak,k Qk.n
M; . .

QAn k Qnn

n—k
Se escribe x4, (A) = Zq,':_k_i)\' = det(My — X - I) y se define la matriz

1=0

Toeplitz triangular inferior Ci de (n — k + 1) x (n — k) por:

-1 if i=j

c*-= Ak k o if i==j-l

—R M8 if 1-j<2

La relacién (1.2) toma ahora la forma:

(@7t @hThen) = Ch - (g65 -+, gnos)’

y aplicandola recursivamente se tiene la identidad:

n
(Po,p1,--.,pn) = [I Ck
k=1

Las matrices C) pueden calcularse en forma simultinea, lo que permite
reducir la profundidad de los circuitos que calculan x,. Asimismo, a fin de
reducir la talla de los circuitos, los coeficientes Ry(M;)’ Sk se calculan de la
mancra siguiente:
dado que j < n, es posible escribir a j en la forma j = j; + j2/n, donde
j1,J2 < /n. Por lo tanto, en lugar de calcular la potencia (My)’ para luego
multiplicarla por Ry y Sk, se calculan las matrices Ry(M)" y ((Mk)\/'_‘);Sk

que multiplicadas dan el producto Ri(M,)’S) buscado. En definitiva, el
proceso completo puede describirse de la manera siguiente:
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Procedimiento 1: Algoritmo para el cdlculo del polinomio caracteristico.

1. Calcular las potencias (My)? para j = 1,...,[log\/n]| en forma si-
multdnea parak =1,...,n.

2. Calcular los productos Ry(My)’ paraj = 1,...,[\/n] en un drbol bi-
nario balanceado de estructura similar al del lema 6, en paralelo para
k=1,...,n.

3. Calcular la potencia (My)V™ parak =1,...,n en forma simultdnea.

4. Calcular las potencias (Mk)zj\/'_‘ para j = 1,...,[log/n]| en forma
stmilar al paso 1.

5. Calcular los productos (My)V™Si para j =1,...,[/n] en forma simi-
lar al paso 2.

6. Calcular los productos Ri(M,) - (Mk)j’\/;S;c para k = 1,...,n en
forma simultdnea.

7. Calcular el producto [1;-, Cix en un drbol binario balanceado.

Teniendo en cuenta que las matrices (M, )’ tienen coeficientes enteros de
tamaiio acotado por O(h+log n), combinando los lemas 4, 5 y 6 se deduce que
la familia de circuitos booleanos descripta tiene talla O(n®h?) y profundidad
O(log(nh)logn), teniendo los coeficientes calculados a lo sumo O(n(h +
logn)) bits.

La uniformidad de esta familia depende ahora de la uniformidad de los
algoritmos que realizan los diferentes tipos de producto de matrices y la
manera en que se ordena el calculo de las matrices Ry(M;)* y (Mk)j"/'_‘S;,.
Dado que los pares (j, J2) se obtienen a partir de la division de j por \/n, esto
sugiere un ordenamiento de los pares (j;, j2) segin el nimero j := j;+7j2[/n|
que representan. A

En conclusidn, se ha demostrado el siguiente resultado:

Lema 7 Lziste una familia de circuitos booleanos {Cp p}nnen uniforme en

espacio log(nh), de tamaio O(n®h?) y profundidad O(log(hn)logn) que cal-
cula los coeficientes del polinomio caracteristico de A.
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1.2.3 Calculo de la matriz adjunta

Sea A una matriz n X n no singular con coeficientes enteros de tamario bit
acotado por h. La matriz adjunta de A, Adj(A), se define de la siguiente
manera: si Adj(A) := (bij)1<i<n1<j<n, €ntonces se tiene la relacién:

bij := (1) det(A(j, 7))

donde A(j,1) denota la matriz de tamafio (n — 1) x (n — 1) que se obtiene
a parlir de A si se elimina la j-ésima fila y la :-ésima columna de A. La
siguiente propiedad de la matriz Adj(A) es bien conocida:

A- Adj(A) = Adj(A) - A = det(A)Idnxn

El método para calcular Adj(A) se basa en el calculo del polinomio ca-
racteristico x4(T) := T" + pn-1T™"! + - - - + po de A: el teorema de Cayley-
lHamilton asegura que

XA(A) = A"+ Pn-lAm_1 + -+ poldaxn = Onxn
por lo tanto, multiplicando esta identidad por la matriz Adj(A) se obtiene:

Onxn = Adj(A)- A"+ pa1Adj(A)- A"V + -+ po - Adj(A) =

= poA™ ' + popn-1 A" + .- + po - Adj(A)

Luego, dado que po # 0, diviendo el tercer miembro de la identidad anterior
por pg se tiene la igualdad:

Adj(A) = =A™ = p, A" 2 4 o = pTduxn (1.3)

La ecuacion (1.3) se puede transformar ficilmente en un algoritmo para
el cdlculo de Adj(A): se calculan los coeficientes del polinomio caracteristico
de A, las potencias sucesivas A?,..., A" ! y se realiza la combinacién lineal
de dichas potencias indicada en (1.3). Teniendo en cuenta los resultados del
lema 7 se concluye:

Lema 8 FEziste una familia de circuitos booleanos {Cpp}nnren uniforme en
espacio log(nh), de tamasio O(n®h?) y profundidad O(log(hn)logn) que cal-
cula la matriz adjunta de A.
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1.2.4 Calculo del rango

Sea A una matriz de tamafio n X m con coeficientes enteros de A bits, cuyo
rango rg(A) se desea calcular. Dado que rg(A) = rg(A-A*), se puede calcular
el rango de la matriz B := A - A* en lugar del de A.

Ahora bien, como B es diagonalizable se tiene que n — rg(B) coincide
con la multiplicidad de cero como raiz del polinomio caracteristico de B, xp.
Entonces se puede aplicar el algoritmo descripto en la seccién 1.2.2 a fin de
calcular los coeficientes de xp, y el nimero n — rg(B) se obtiene por simple
inspeccion de estos coeficientes.

Se describe entonces una familia de circuitos booleanos uniforme que cal-
cula el mimero rg(B) = max{i;1 <: < nAp; # 0} a partir de la codificacién
binaria de los coeficientes p; de xp.

Para este propdsito, se disenan subcircuitos “p; = 0” y “p; # 0” que
tienen el mismo valor booleano de verdad que el enunciado con el cual han
sido etiquetados.

Sea p; = (pi,, .- ., Pi,) la representacion binaria de p;. Enloncesp; = 0siy
solo si todos sus digitos son nulos, es decir, si p;, V---Vp;, = 0. Por lo tanto,
el operador —(p;, V --- V pi,) liene el mismo valor de verdad que p; = 0, y
esta misma afirmacion es cierta para p;, V-V p;, ¥ pi # 0 respectivamente.
Cada par de subcircuitos “p; = 0" y “p; # 0” tiene talla O(n(h + logn)) y
profundidad O(log(n)logh) (la talla coincide con el nimero de bits de p;)
y pueden evaluarse en forma independiente para 1 < : < n, por lo cual se
concluye que todos los pares de subcircuitos requieren talla O(n*(h + log n))
y profundidad O(log hlog n).

Luego, para cada 1 <7 < n se construye un subcircuito que computa el
valor de verdad del enunciado “pp = 0Apy = 0A--- Ap; # 0", por medio
de un arbol de conjunciones de las salidas de los subcircuitos previamente
construidos. Este arbol tiene talla y profundidad acotadas por n y logn
para cada ¢, de donde se deduce que las todas las expresiones po = 0 A p; =
OA---Ap; # 0 pueden calcularse con talla y profundidad adicionales de tipo
O(n?) y logn.

Finalmente, dado un nimero natural ¢ € {1...n} con representacién
binaria i = (is,...,%), se define ¢ = (z,,...,%0) por: 1 := (pp = 0 A p; =
OA---Ap; #0) Ay, el cual devuelve el k-ésimo digito de i sii la afirmacion
po=0Ap =0A---Ap; #0escierta y 0 en caso contrario.
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n
En consecuencia, la disyuncién \/ i, retorna el k—ésimo digito del nimero

i=1

entero max{i;1 < i < nAp; #0}. Dado que talla O(n%(h + logn)) y pro-
fundidad O(logn) es suficiente para implementar esta ultima construccién,
se tiene talla O(n3h) y profundidad O(log(n)logh) para todo el circuito.

La uniformidad de esta familia de circuitos es consecuencia directa de su
descripcién, dado que su construccién sélo se refiere al tamafnio bit de los
cocficientes del polinomio caracteristico xp.

Utilizando los resuliados del lema 7, se deduce el siguiente resultado:

Lema 9 Eziste una familia de circuitos booleanos uniforme en espacio
O(log(nh)) de talla O(n®h?) y profundidad O(log(hn)logn) que calcula el
rango de cualquier matriz entera n X m con coeficientes de h bits.

Cabe destacar que si la matriz A pertenece a R**™, siendo R un dominio
efectivo arbitrario (Z[Xj,...,X,) por ejemplo), el cilculo de rg(A) puede
reducirse al calculo de un polinomio caracteristico aplicando técnicas debidas
a K. Mulmuley [132] (ver también [47]).

En primer lugar, siendo X una nueva indeterminada, se define la forma
bilineal simétrica B := A'- M - A donde M es la matriz diagonal de n x n
cuyo i-ésimo coeficiente M;; tiene la forma M;; := X*~! parai=1,...,n.

En [132, Lemma 1] se demuestra que rg(A) = rg(B). Por lo tanto, el
problema se reduce al calculo del rango de una matriz simétrica B de tamaifio
m X m,

Posteriormente, se extiende una vez mas el cuerpo de coeficientes por
medio de la adicion de una nueva indeterminada Y, y se construye una matriz
simétrica C := N-B- N, donde N es una matriz diagonal de m x m definida
por N :=Y"'parai=1,...,n.

[sta nueva matriz C verifica que rg(C) = rg(B) y ademaés se satisface
que rg(C') es igual a la multiplicidad de cero como raiz del polinomio carac-
teristico de C. Por lo tantlo, es la reduccién buscada.

1.2.5 Resoluciéon de sistemas de ecuaciones lineales

Sea A una matriz entera de n x m, X un vector de tamafio m x 1 cuyos
coeficientes son incégnitas y b un vector entero de n x 1. Sea h una cota
superior par el tamaiio bit de todos los coeficientes de A y b. El problema es
resolver el sistema de ecuaciones lineales A- X = b.
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La idea es chequear en primer lugar que el sistema considerado es com-
patible. Esta cuestiéon puede resolverse mediante calculos de rango: como es
bien sabido, el sistema A - X = b es compatible si y sélo si rg(A) = rg(A,b),
donde (A, b) denota la matriz cuyas primeras m columnas son las de A y
liene las coordenadas del vector como ultima columna.

En caso en que el sistema resulte compatible, se reduce su resolucién a
la de un sistema con matriz cuadrada no singular. Dado que este ultimo
sistema puede resolverse mediante la aplicacién la regla de Cramer, se tiene
la solucién al problema original.

La reduccién consiste en hallar una submatriz cuadrada no singular de
A, que se denotard A, de rango méximo, y reexpresar el sistema en términos
de A. Esto significa que se considera el vector b que se obtiene a partir de
b quitando aquellas coordenadas de b que no corresponden a las filas de A,
y que se fijan como cero todas las coordenadas de X que no corresponden a
las columnas de A. A partir de cualquier solucién del sistema A-X =bse
obtiene una solucion facilmente una solucién del sistema original A- X = b.

Para hallar la submatriz cuadrada A de rango maximo, es necesario evitar
una busqueda exhaustiva, ya que esto resultaria en un crecimiento exponen-
cial de las cotas de complejidad. El proceso que se describira elige en primer
lugar cuales filas de A formaran la matriz A, calculando para ello el rango
de n matrices. Con un esquema similar se determina que columnas de A se
eligen para construir A.

Dendtese por A; la i-ésima fila de A. Se calcula en paralelo rg(A;,.. ., Ai)
para ¢t = 1,...,n. Cada vez que rg(A,,..., Ai-1) < rg(Ai,..., Ai) se con-
serva en memoria el indice :. Estos indices corresponden a las filas que
forman A. Obsérvese que la matriz formada a partir de las filas elegidas de
esta manera tiene el mismo rango que A y todas sus filas son linealmente
independientes.

El circuito descripto calcula el rango de 2+ m + n matrices de tamaifio no
mayor que n X m+ 1 en 3 etapas sucesivas siguiendo el esquema de la seccién
1.2.4. Posteriormente, culmina con e} célculo de a lo sumo n determinantes
de matrices de tamaiio acotado por n, para lo cual se utiliza el algoritmo de
la seccién 1.2.2. Su uniformidad se deduce directamente de su descripcién y
la uniformidad de los circuilos que calculan rango y determinante.

Por lo tanto, a partir de los resultados de los lemas 7 y 9 se puede concluir:
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Lema 10 FEriste una familia de circuitos booleanos uniforme en espacio
O(log(mnh)) de tamafio (mnh)°M) y profundidad O(log(mnh)logn) tal que
chequea si existe una solucion del sistema A- X = b, y, en tal caso, calcula
numeradores y denominadores de una solucion particular del sistema.

La talla binaria de la solucién calculada puede acotarse por O(nhlogn).

Cabe destacar que mediante una leve modificacién del esquema anterior se
puede construir un conjunto afinmente independiente maximal de soluciones
del sistema de ecuaciones lineales considerado. Para tal propdsito, basta
notar que la solucion particular hallada asigna el valor cero al conjunto de
variables A := {X,41,...,X,} a priori. Esto es posible dado que, por la
manera en que se eligieron las filas y columnas que forman A, toda asignacién
de valores (2r41,-..,2Z2) € C™ a las variables en A se corresponde con una
unica solucién del sistema que verifica X, = zr41,...,Xp = Zy.

En consecuencia, si se asigna el vector de variables (X,41,...,X,) todos
los posibles valores de un conjunto independiente afin maximal de Q*~""?,
se obtiene un conjunto de soluciones del sistema que forma un conjunto afin-
mente independiente (dado que su proyeccién sobre las coordenadas
(Xr41,- .-, Xp) lo es). Mediante un argumento de dimensién se concluye que
tal conjunto es maximal con la propiedad de ser afinmente independiente.



1.3 Operaciones con polinomios

Sea R un dominio de caracteristica cero (en esta tesis, R tipicamente serd
Z o un anillo de polinomios de tipo Z[Xy,..., Xs] 0 Q[Xy,...,X,]), K el
cuerpo de cocientes de R y T una indeterminada sobre I .

In esta seccion se desarrollaran algoritmos para realizar manipulaciones
algebraicas con polinomios univariados en R[T]. Todos estos algoritmos seran
bien paralelizables y no contendran divisiones por elementos de R (en el

caso R =7Z[X,,...,Xxs] por ejemplo, algoritmos que realizan divisiones por
elementos de R pueden producir divisiones por cero al momento de evaluar
las variables Xj,..., X, en valores particulares).

Los algoritmos se describiran en el modelo de los circuitos aritméticos,
que es el que mejor se adapta a estas cuestiones. Un circuito aritmético tiene
una estructura similar a la de un circuito booleano, salvo por el hecho que
sus nodos estan eliquetados por una operacién aritmética op € {+, —, %, +}.
La talla y profundidad se definen en forma analoga al caso de los circuitos
booleanos.

"Aqui se prestard especial alencion a las medidas no escalares, que son
las que se obtienen cuando sdlo se consideran las multiplicaciones entre dos
polinomios no constantes, y la division cuando el divisor es no constante. En
particular, la profundidad no escalar permite obtener las estimaciones mas
precisas del grado de los polinomios representados de esta manera (cf. [114])
y la talla binaria de los numeros enteros involucrados, informacién de vital
importancia para el proceso de traduccidn de circuitos aritméticos a circuitos
booleanos en el sentido de la seccién 1.1.

También se describira explicitamente la traduccién de estos circuitos a-
ritméticos a circuitos booleanos en el caso en que R = Z[X},...,X,] y los
elementos de R que aparecen en las entradas tienen grado y talla binaria
prefijada. La uniformidad de los algoritmos asi obtenidos se deducira direc-
tamente de su estructura aritmética y del hecho que los mismos se basan en
algebra lineal que, seglin lo demostrado en la seccion 1.2, es uniforme.

A fin de llevar a cabo estas traducciones, es necesario en primer lugar
desarrollar circuitos booleanos que realizen la suma y producto de polinomios
multivariados dados en representacién densa y operaciones de algebra lineal
tales como el calculo de los coeficientes del polinomio caracteristico de una
matriz cuyos coeficientes son polinomios multivariados.
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En lo que sigue se operard con polinomios de Z [X},...,X,] de grado
acotado por D, cuyos coeficientes tienen una talla binaria acotada por h.
Asimismo, se fijara un orden monomial de facil manipulacién mediante el cual
se ordenan los monomios, como por ejemplo el orden graduado lexicografico
definido por X; > -+ > X, (ver [51]).

L.a suma de dos polinomios multivariados no ofrece dificultades: simple-
mente se suman los coeficientes correspondientes a monomios de las mismas
polencias en ambos polinomios. Teniendo en cuenta que existen a lo sumo
O(D™) monomios distintos de grado D en n variables y que la decodificacién
del orden monomial elegido se realiza en espacio Oglog(nD)), se concluye
que la suma de dos polinomios multivariados se realiza en forma uniforme
con talla O(D™h?) y profundidad O(log k).

La sumatoria de N polinomios multivariados se realiza, mediante consi-
deraciones similares a las anteriores y los resultados de la subseccién 1.1.2,

uniformemente con talla O(D"N(h + log N)z) y profundidad O(log Nk).

[l calculo de los coeficientes del producto de dos polinomios multivariados
F, G de grado D, cuyos coeficientes tienen talla binaria acotada por h requiere
algo mas de reflexién. Sea v(D,n) la cantidad de monomios (distintos) en
n variables de grado menor o igual que D. El orden monomial adoptado

induce un ordenamiento de las n-uplas (e,...,a,) € IN®. Dado que este
orden es graduado, todo 7 € {1,...,7(2D,n)} se corresponde con una n-upla
no mula (a!?, ..., o) tal que ©7_, i) < 2D y todo j € {1,...,7(D,n)} se
corresponde con una n—upla no nula (ﬂfj), oy BN,

Se considera entonces la matriz M(F') € 22D m)xADin) cyya (3, j)-ésima
entrada m,; se define de la manera siguiente: si al) — BY¥) > 0 para k =
1,...,n, entonces m,; es el coeficiente de F' correspondiente al monomio

(af) = BY,...,al) — g9

La matriz M(F) fue contruida de forma tal que el vector resultante de
multiplicar a M(F') por el vector de los coeficientes de G corresponde a los
cocficientes, ordenados segin el orden monomial adoptado, del polinomio
producto IF - G. Por lo tanto, los coeficientes del producto I - G se calculan
en forma uniforme con talla O(D*h?) y profundidad O(n log(hD)).

Los resultados obtenidos se resumen en el siguiente lema:
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Lema 11 Sean F,G, Fy,..., I, polinomios en Z[X,,...,X,] de grado a lo
sumo D, cuyos coeficientes tienen talla binaria acotada por h. Entonces, son
ciertas las siguientes afirmaciones:

o Los coeficientes del polinomio F + G se calculan por medio de una
familia uniforme de circuilos booleanos de talla O(D"h?) y profundidad

O(logh).

e Los coeficientes del polinomio Fy+- - -+ Fy se calculan por medio de una
familia uniforme de circuitos booleanos de talla O(D"N(h + log N)z)

y profundidad O(log Nh).

o Los coeficientes del polinomio I - G se calculan por medio de una fa-
milia uniforme de circuitos booleanos de talla O(D*™h?) y profundidad

O(n log(hD)).

Se tienen ahora todos los elementos necesarios para realizar el dlgebra
lineal con matrices cuyas entradas son polinomios multivariados. El esquema
que se utiliza es generalmente el mismo de la seccién 1.2 (excepto por el
calculo del rango, donde es necesario aplicar las técnicas descriptas en la
subseccién 1.2.4), realizindose las operaciones aritméticas entre polinomios
multivariados con los métodos del lema 11.

Los resultados que se obtienen de esta manera se resumen en el siguiente
lema:

Lema 12 Sean A, B matrices en Z [ X}, ..., Xa]'**, tales que los polinomios
que aparecen como entradas de A y B tienen grado y talla binaria acotada por
D y h respectivamente. Entonces, las siguientes afirmaciones son vdlidas:

o Ll producto A - B se calcula por medio de una familia uniforme de

circuitos booleanos de talla O(£*D°™h?) y profundidad O(n log(Dht)).

o Ezisten familias uniformes de circuitos booleanos que calculan el deter-
minante de A, su polinomio caracteristico, su rango y la matriz adjunta

Adj(A) con talla O(t°™ DO h2) y profundidad O(n logtlog(Dht)).
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1.3.1 Divisién entera

Sean f = fyT¢+-- 4+ foy g = g.T° + - -+ + go dos polinomios univariados
en R[T] de grados d y e respectivamente, tal que se verifica g|f en K[T). El
problema es hallar el polinomio 5 € K[T).

La idea es simple: considerando el polinomio h := 5 con coeficientes
indeterminados, la condicién f = gh se traduce en un sistema de ecuaciones
lineales que se obtiene por medio de la igualacién de los coeficientes de f y gh
correspondientes a la misma potencia. De esta manera, se tiene un sistema
de d 4+ 1 ecuaciones con d — e + 1 incognitas, cuya resolucion se reduce al de
un sistema con matriz cuadrada no singular siguiendo las ideas de la seccién
1.2.5.

Para ello, es necesario hallar una submatriz cuadrada de rango maximal
que, en este caso, es facil de elegir de antemano: es la que se obtiene tomando
las primeras d — e + 1 ecuaciones. En efecto, considerando solamente las
ecuaciones correspondientes a las d — e+ 1 mayores potencias de T', el sistema
tiene el siguiente aspecto :

fd e hd-e
fO Gd—e e hO

donde h = hy_ T4 ¢+ --- + hg, de lo cual se deduce que dicha submatriz es
de rango maximal d — e + 1, ya que g. # 0.

A fin de evitar divisiones en el calculo de los coeficientes de h, en lugar de
invertir la matriz del sistema se utiliza la matriz adjunta de la misma, por lo
que se calcula un miltiplo g¢=¢*!k del polinomio h buscado (ya que g¢=°*!
es el determinante de la matriz del sistema).

En conclusidn, se tiene el siguiente resultado:

Lema 13 Eziste un circuilo aritmético que calcula el cociente de f por g
con talla d°M y profundidad no escalar O(log d).

Supéngase ahora que los coeficientes fq,..., fo ¥y ge,. .., go son polinomios
en Z[X),...,X,] de grado acotado por D, cuyos coeficientes tienen talla
binaria acotada por h. De los resultados de los lemas 11 y 12 se deduce el
siguiente:
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Lema 14 Eziste una familia uniforme de circuitos booleanos que calcula el
cociente de f por g (salvo un miiltiplo uniforme en Z [X,,...,X,]) con talla

O(d°™ DO 12 y profundidad O(n log dlog(th))

1.3.2 Maximo comun divisor

Sean f, g polinomios en R[T], con d := gr(f) > gr(g) =: e. Se desea calcular
el maximo comun divisor mcd(f,g) de f y g.

El algoritmo que se utilizara determina en primer lugar el grado de
mecd(f,g). Para ello, es necesario tener en cuenta que, si f no es un multiplo
constante de g, entonces se satisface la siguiente identidad ([74, Theorem
2.3)):

gr(mcd(f,9)) =: 7 = min{k € N;3r,s € K[T)

gr(r) <e—k, gr(s) <d—ky gr(rf +sg) = k} (1.4)

Una vez hallado el grado j del polinomio mcd(f,g), la condicién (1.4)
correspondicnte a k := j se utiliza también para calcular los coeficientes de
los polinomios r y s que aparecen cn (1.4) y los coeficientes de med(f, g) a
partir de éstos ultimos.

El enunciado de (1.4) se puede traducir directamente en un sistema de
d+ e — 2k ecuaciones lineales, que provienen de igualar a cero los coeficientes
correspondientes a las potencias k+1,...,d+ e — k del polinomio resultante
rf+sgen (1.4) eigualar a 1 el coeficiente de grado k de r f + sg, considerando
los coeficientes de r y s como indeterminadas. La matriz que resulta de tal
sistema, Px(f,g), se conoce como la k-ésima submatriz principal de Sylvester
de fyg.

Esta matriz se define en términos de la matriz de Sylvester Py(f,g) de f
y g: esta matriz Po(f,g) tiene tamafio (d + €) x (d + €) y se define por:

[ Jfa 9e \
fa-r  Ja Ge-1  Ge
fa1 Ge—1
Po(fr9):=| fo : Ja go : g | € Ritexdte
Jo Ja-1 9o Ge-1
\ fo /] /
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donde hay e columnas con coeficientes de f y d columnas con coeficientes de
g. La resultante de f y g es el determinante de Py(f,g).

La matriz Pi(f,g) se define ahora como la (d + e — 2k) x (d + e — 2k)-
submatriz de Po(f,g) que consiste de las primeras e — k columnas de coefi-

cientes de f, las primeras d — k columnas de coeficientes de g y las primeras
d + e — 2k filas de Po(f,9):

( fd ge \
fd—l fd Ge-1 Ge
: fd—l : Ge-1
Pk(f, g) = | fa-esks1 fa | Ge-dtr+1 Ge
\ Sak—es1 fe | 92i-an 9 )

(donde f; =0, g; =0si: <0).

Por lo tanto, se debe determinar cual es el menor indice k tal que
detPi(f,g9) # 0. Posteriormente, si j = gr(mecd(f,g)), se resuelve un sis-
tema con matriz P;(f,g). Dado que det(P;)(f,g) # 0, este sistema puede
resolverse por la regla de Cramer.

A fin de evitar divisiones por det(P;)(f,g), si se multiplica ambos lados
del sistema por la matriz adjunta de P;(f,g), Adj(P;(f,9)), se tiene:

det(Pj(f’ g))(re-j-lv * 0y T0y Sd—j-1," " 130)‘ = Ad](PJ(f, g))(O, -+, 0, l)t

Obsérvese que el lado derecho de la dltima ecuacién es la dltima columna de
la matriz Adj(P;(f,g)). De esta manera se calcula un multiplo det(P;(f,g))
de los coeficientes de r(T') y s(T') en una construccién algoritmica adecuada.

El algoritmo puede resumirse de la siguiente manera:

Procedimiento 2 Un algoritmo para el cdlculo del mdzimo comin divisor.

o Calcular det(P,(f,g)) en paralelo parai=1,...,[4=].

e Calcular j := min{i;det(P,-(f,g)) # 0}.
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o Calcular los coeficientes del vector

det(Pj(f’g))(rit—)"-l’ e 1r(()i)’ 3.(;21'—1’ AR 3((Ji))t

como las coordenadas de la ultima columna de la matriz Adj(P;(f,g)).

o Calcular (en paralelo) los coeficientes de los polinomios det(P;(f, g))r- f
y det(P;(f,9))s - g.

o Calcular det(P;(f,g)) - med(f,g) = det(P;(f,9))(r- f+5-9).

Durante su ejecucion, el algoritmo calcula O(d + €) determinantes or-
ganizados en dos niveles de profundidad - las subresultantes principales y
la dltima columna de la matriz Adj(Fi(f,9)) - de matrices cuyo tamaiio
maximo es (d + €) x (d + e) y realiza O(d) comparaciones (en profundidad
O(log d)) y O(d) productos en paralelo. Los determinantes se calculan con
los métodos de la seccion 7 y las comparaciones con las ideas de la seccién
1.2.4. En conclusion se tiene el siguiente resultado:

Lema 15 Lrziste un circuito aritmético sin divisiones que calcula un multiplo
escalar de mcd(f,g)) realizando O(d°M) operaciones aritméticas en profun-
didad no escalar O(logd).

Suponiendo ahora que los coeficientes de f y g son polinomios en son
polinomios en Z[Xj,...,X,] de grado acotado por D, cuyos coeficientes
tienen talla binaria acotada por h, combinando el esquema del procedimiento
2 con los resultados de los lemas 11 y 12 se tiene el siguiente resultado:

Lema 16 Ezniste una familia uniforme de circuitos booleanos de talla
O(d°™ DO(MA?) y profundidad O(n log dlog(th)) que calcula un mailtiplo
det(P;(f,9)) € Z[X,,...,Xn] del mdzimo comin divisor mcd(f,g)).

Otro caso de interés es el de maximo comun divisor de varios polinomios.
Sean Fy,...,Fn polinomios en Z[Xj,...,X,][T] de grado (total) acotado
por d y talla binaria menor o igual que h. El problema es calcular un miltiplo
uniforme (en Z[X},...,X.][T]) del maximo comun divisor de Fi,...,Fn,
considerados como polinomios en Q(Xj,...,X,)[T).

Una posible manera de calcular este mdximo comun divisor es iterar el
procedimiento 2, organizando el proceso en un arbol binario balanceado. En
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lugar de aplicar esta idea, se utilizara una alternativa con la cual se obtienen
mejores resultados. Esta se basa en la observacién que el maximo comin
divisor I" de Fy, ..., Fy es el polinomio de Q(Xy, ..., X,)[T) ménicoen T de
grado minimo que se puede expresar en la forma:

N
F =Y HF (1.5)

k=1

donde H,, ..., Hy son polinomios en Q( Xy, ..., X,)[T] de grado en T acotado
por (d —1)N y grado en Xj,..., X, acotado por d*(N + 1).

Con ideas similares a las del lema 15, a partir de la ecuacién (1.5)
se plantean d + 1 sistemas de ecuaciones lineales (que corresponden ala
condicién ng(mcd(Fl,...,FN)) = k para k = 0,...,d) cuyas matrices
tienen tamafio (dN)°™ x (dN)°™ y talla binaria acotada por h. De los
resultados del lema 10 se deduce entonces el siguiente resultado:

Lema 17 Eziste una familia uniforme de circuitos booleanos que calcula
un miiltiplo uniforme en Z[X\,...,X.)[T] del mdzimo comin divisor de
Fi,...,Fn en Q (X1,...,Xa)[T] con talla (dN)°™h? y profundidad
O(n? log(dN) log(dNh)).

1.3.3 Representacion separable

Sea f = fyT?+--- + fo un polinomio de R[T). El problema ahora es hallar
una representacion separable de f, es decir, un polinomio g € K[T] que tiene
los mismos ceros que f y es libre de cuadrados.

Dado que K es de caracteristica cero, se observa que el polinomio g =
m{!.—f') verifica las propiedades requeridas, donde f’ denota el polinomio
derivado de f respecto de T. Obsérvese que los coeficientes del polinomio f’
se calculan inmediatamente a partir de los coeficientes de f. -

Como antes, no se calcula exactamente la representacién separable de f
sino un multiplo en R[T] de la misma, a fin de evitar divisiones por elementos
de R. Combinando los lemas 15 y 13, se deduce el siguiente resultado:

Lema 18 Eziste un circuito aritmético de talla d°") y profundidad no es-

calar O(log d) que calcula un miiltiplo escalar de la representacion separable

de f.
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Si los coeficientes de f son polinomios en son polinomiosen Z [ X, ..., X;]
de grado acotado por D, cuyos coeficientes tienen talla binaria acotada por
h, se deduce el siguiente resultado como una consecuencia inmediata de los
lemas 16 y 14:

Lema 19 Eziste una familia uniforme de circuitos booleanos de talla
O(d°(™ DO™ R y profundidad O(n logdlog(th)) que calcula la represen-
tacion separable de f salvo un maltiplo uniforme en Z X, ..., X,)].

1.4 Consecuencias para los problemas de e-
liminacién

En esta seccién se mostrardn algoritmos que resuelven algunos problemas
algoritmicos teoria de eliminacion geométrica. Todos los algoritmos requieren
recursos de espacio de memoria razonables.

Para comenzar, se fijaran algunas notaciones que se mantendran durante
el resto de la seccion:
sean X,,...,X, indeterminadas sobre @Q. Se consideraran polinomios
F,....,F,€ Z[X,,...,X,] (siendo n > 2) donde el grado total gr(F;) para
1 < j < s queda acotado por un entero d > 3. Se supone que todos los coefi-
cientes de los polinomios I tienen talla binaria acotada por h. Se denotara
por (F,...,F,) el ideal generado por F,...,F, en Q[X,,..., Xy], es decir,

(Fiy...,F) i= {F € QXi,..., X}
3p,...,P, € Q[X,,...,X,] talesque F = PLFy +--- + P,F,}
Ademas, se notara por V la variedad algebraica de C* definida por Fi, ..., F}:

V.= {F] =0,...,F,=0}:= {zEC";Fl(JJ)=-v-=Fa($)=0}

1.4.1 EIl problema de la consistencia y la representa-
cion
Como ejemplo del método general a aplicar, se considera en primer lugar un

problema cldsico: el problema de la consistencia de un sistema de ecuaciones
polinomiales.
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Iiste problema consiste en decidir si un sistema de ecuaciones polino-
miales definido por polinomios Fy,..., F, en Z[X),...,X,] posee soluciones
comunes en C". Como ha sido senalado en la introduccion, el teorema de los
ceros de Hilbert (el Hilbert Nullstellensatz) demuestra que una respuesta
negativa para el problema de la consistencia es equivalente a la triviali-
dad del ideal generado por Fy,...,F, en C[X,...,X,]. Esta cuestién es
a su vez equivalente a la trivialidad del ideal generado por Fi,..., F, en
Q[X,,...,X,), lo cual se verifica si y sélosi 1 € (F,...,F,).

IEs comin considerar ambos problemas en conjunto: el de la consistencia
y la representacién de la unidad en el ideal, que se pueden enunciar de la
siguiente manera:

Decidir si V = 0 y en lal caso, hallar Py,...,P, € Q[X,.., X,)] tales que se
satisface la identidad 1 = P Fy + --- + P, F;.

La herramienta esencial que se aplicara en la resolucién de estos pro-
bleinas es una version simplemente exponencial del Nullstellensatz afin en
caracteristica 0 demostrada en [34] y sus generalizaciones a cuerpos arbitra-
rios contenidas en [38], [39], [111] (ver también [15], [16]):

Teorema El ideal (F\,...,F,) es trivial si y sdlo si existen polinomios
Pi,..., P, en Q[Xy,...,X,] que satisfacen las condiciones

l=PF”+---+F, y max{gr(P;F;);1<j<s}<d" (1.6)

Esto transforma la cuestién en un problema de 4lgebra lineal: dado que
se tiene una cota para los grados de los polinomios P,..., P,, la condicién
(1.6) puede reescribirse como un sistema de ecuaciones lineales cuyas inde-
terminadas son los coeficientes de los polinomios P;. El sistema se obtiene
como resultado de igualar los coeficientes que aparecen en (1.6) monomio por
monomio.

Dado que hay (dn: n) = O(d"") monomios distintos de grado menor o

igual que d*, se tienen O(d"”) ecuaciones a lo sumo. El mimero de indetermi-
nadas, O(sd™"), es igual al mimero de posibles coeficientes de cada polinomio
P; (1 £ £ s). En consecuencia, se obtiene un sistema de ecuaciones lineales
de tamarno O(d"2 x sd™") cuyos coeficientes se obtienen directamente a partir

de los coeficientes de los polinomios F, ..., F, y por lo tanto tienen a lo sumo
h bits.
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Para la construccion uniforme de la matriz del sistema, serd necesario fijar
un orden monomial de facil manipulacién. Un posible orden es el graduado
con orden lexicografico dado por X; > --- > X, (ver [51]). De hecho, la
decodificacion en ese orden puede hacerse en espacio deterministico de tipo
O( log(nd)).

Aplicando los resultados de la seccién 1.2.5 a este caso se obtiene una fa-
milia de circuitos booleanos de talla (hsd™)°(") 'y profundidad
O(n*log?(hsd)), uniforme en espacio de tipo O(log(nsdh)) que decide si el
sistema de ecuaciones polinomiales {Fy = 0,..., F, = 0} es compatible y en
tal caso, calcula una solucién particular del mismo.

A este punto se aplica la demostracién del teorema 1 a fin de evaluar el
circuito que ha sido construido. En conclusion, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2 El problema de la consistencia y de la representacion de la
unidad puede resolver por medio de una mdquina de Turing deterministica
en espacio O(n*log?(hsd)).

1.4.2 EIl problema de la pertenencia y la representa-
cién en ideales interseccion completa
El problema a considerar es el siguiente: supéngase que s < ny Fy,...,F,

forma una sucesién regular de Q[X}, ..., X.], es decir, se cumplen las condi-
ciones (cf. [124]):

e Para todo 7 € {l,...,s}, el polinomio F; no es divisor de cero en el

a.nillo Q[Xl,...,Xn]/(Fl,...,F"‘_l).
e El ideal (Fy,...,F,) no es el ideal trivial de Q[Xy,..., Xa).

Sea ademas F un polinomio dado con coeficientes enteros de talla bina-
ria acotada por h. Se quiere decidir si F' pertenece al ideal generado por
F,...,F,en Q[X),...,X,] y en tal caso, hallar polinomios Pi,...,P, €
Q[Xi,...,X,] tales que se tiene la siguiente representacién de F en el ideal
generado por Fy,..., Fy:

F=PIF1+"'+P.!FJ

Como ha sido observado en la introduccién, el problema de la perte-
nencia a ideales arbitrarios requiere espacio exponencial. Sin embargo, las

44



caracteristicas particulares del caso en que el ideal es interseccion completa
permiten un tratamiento efectivo.
Aqui nuevamente los Nullstellensatzse afines efectivos son el punto clave:

Teorema Supdngase que los polinomios Fi,...,F, forma una sucesion reg-
ular en Q[X;,...,X,]). FEntonces, I pertenece a (Fy,...,F,) si y sdlo si
existen polinomios Py,..., P, € Q[X1,...,X,] tales que

F= Z:PJ-FJ- y max{gr(P;F;);1 <j < s} L gr(F)+d’ < gr(F)+d"
j

Ver [56] por una demostracién ([15), [164], [41], [5] contienen versiones
algo diferentes de un teorema de cotas de grado para la representacion en
ideales interseccién completa y generalizaciones del mismo).

Se procede entonces de forma similar a la de la seccién 1.4.1: se halla
un sistema de ecuaciones lineales de tamafio O(d®* x sd™) y coeficientes
enteros de talla binaria acolada por h, cuyas soluciones corresponden a los
coceficientes de los polinomios P,,..., P, requeridos. En consecuencia, se
deduce el siguiente teorema:

Teorema 3 El problema de la pertenencia y la representacion en ideales
interseccion completa puede resolverse por medio de una mdquina de Turing
deterministica en espacio O(n*log?(hsd)).

1.4.3 El problema de la pertenencia al radical

El ideal radical de (Fy,...,F,), +/(FY,. .., F;), se define como el ideal de

Q[X1,...,X.] que consiste de todos aquellos polinomios que elevados a al-
guna potencia pertenecen a (Fy,..., F,), es decir:

VR, ..., F) = {FeQ[Xy,...,Xa);IN € N tal que FN ¢ (A,...,F,)}

El teorema de los ceros de Hilbert fuerte asegura que un polinomio F perte-
nece al ideal radical de (F,..., F}) si y sélo si F se anula sobre la variedad
V C C” definida por F,..., F,.

El problema de la pertenencia al radical y la representacién consiste en
decidir cuando un polinomio F dado se anula sobre V y en tal caso, hallar
un mimero natural N € IN y polinomios P,..., P, € Q[Xy,...,X,] tales
que FN = PR, 4 -+ + P,F,.
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La siguiente observacion, que se deduce inmediatamente a partir del Null-
stellensatz efectivo, permite reducir el problema a la resolucion de un sistema
de ecuaciones lineales de tamafio simplemente exponencial:

Observacién ([56], Remark 1.6) F se anula sobre V si y sélo si existe
una representacion F&" = Py Fy +--- + P,F, con los polinomios P,,...,P, €
Z[X1,...,Xn) y max{gr(P;F;);1 <j < s} <d*(gr(F)+1)

En consecuencia se tiene un sistema de ecuaciones lineales de tamano
O(d"™ (deg(F)+1)"), cuyas entradas se obtienen directamente a partir de los
polinomios Fy,..., F, y F".

Los coeficientes de F'*" se pueden obtener a partir de los de F' en forma
uniforme mediante productos matriciales con talla (d"gr(l*"))o(")h2 y profun-
didad O(n?log(hd)), pudiéndose estimar su talla binaria de estos coeficientes
por O(d**hlog gr(F")).

Luego, aplicando los algoritmos y los resultados de la seccion 1.2.5, se
demuestra:

Teorema 4 [Fziste una mdquina de Turing deterministica que resuelve el
problema de la pertenencia al radical y la representacion en espacio

O(nlog? (dh gr(F)))

1.4.4 El problema de eliminacién cero—dimensional

El problema del estudio de variedades de dimension cero ha sido extensa-
mentle estudiado en teoria de eliminacién. Una forma de resolucion simbdlica
de esta cuestion se basa en el siguiente problema, que se denomina el pro-
blema de la eliminacién cero-dimensional (cf. [90]):

Siendo V una variedad cero-dimensional y dada una forma lineal
¢ € ZL[X,,...,Xa), hallar un polinomio univariado no nulo Q € Z|[{] tal
que Q(€) se anula sobre V.

A fin de resolver este problema se tiene el siguiente resultado, que se
deduce a partir de [56, Proposition 1.12]:

Lema Eziste un polinomio no nulo F € Q€] y polinomios Py,...,P, €
Q[X,,..., X, tales que

F=PF+...4+PF,y maz{gr(PF;1 <i<s}<d*(d"+1) (L7)
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La condicién (1.7) se traduce en un sistema de ecuaciones lineales de tamaiio
O(d*™ x sd™) y talla binaria d®™h. Por lo tanto, aplicando los algoritmos
desarrollados en la seccién 1.2 se deduce el siguiente resultado:

Teorema 5 [l problema de eliminacion cero—~dimensional puede ser resuelto
mediante una mdquina de Turing deterministica en espacio O(n*log?(hsd)).

s de particular interés la situacidn en la cual la variedad V es localmente
interseccion completa, es decir, cuando la variedad cero-dimensional V se
describe como el conjunto de ceros comunes de n polinomios Fy,..., F, en
Z[X,,...,Xs). En este caso, por medio de un esquema mas refinado es
posible reducir notablemente las cotas de complejidad para el problema de
la eliminacién cero-dimensional obtenidas en el teorema 5.

El primer paso consiste en producir una deformacién homotépica del sis-
tema, a fin de de reducir la cuestion al caso proyectivo cero-dimensional.
Para esto, se introducen nuevas variables X y €, y se definen los polinomios:

Gi = Xo"Fi + ex T (F)

donde "F; denota el polinomio homogeneizado de F; con variable de ho-

mogeinizacién Xo. Considerados como polinomios en Z |[e][Xo,..., X4,
G),...,Gy definen una variedad cero-dimensional en IP*(Q(¢)) ([80], Lemme
3.3.3). La representacion densa de Gjy,...,G, se obtiene inmediatamente a

partir de la de F3,..., F,.
Se aplican ahora argumentos sobre la regularidad de la funcién de Hilbert
del anillo graduado

A= Q(E)[Xo,...,X,J/(G],...,G,J= A0+A1 ++Ak+'
Se tienen los dos siguientes hechos:

o An y An4i son Q(e)-espacios vectoriales isomorfos de dimensién finita
D<(d+1),y

e dado que el ideal (G,,...,G,) no tiene ceros en el hiperplano X, = 0,
la homotecia nx, : AN — An41 es un isomorfismo.

Se considera entonces el endomorfismo:
-1
¢ :=nx,ne: AN — AN
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Por el Teorema de Cayley-Hamilton, el polinomio caracteristico P(T') de ¢
verifica P(¢) = 0, por lo que W,IY)OP(Gb) también. Como X, no es divisor de
cero en A, el polinomio no nulo P(X,, Z) := XPP(Z) verifica que P(X 4
se anula en Ap $o:2) ’ (XO) : o)

A fin de evitar divisiones en el calculo de P&)Xo, , siguiendo [114] se cal-
cula un miltiplo A(e, Xo, Z) = £, pi(€)Z' Xy~ en Z [e][Xo, Z] del mismo.
Para calcular este polinomio, es necesario ma.mpular todos los monomios en
Xo, ..., Xn de grado menor o igual que nd + 2 a fin de producir bases mono-
miales adecuadas para el cdlculo de las matrices de las homotecias nx, y 7.
Esta manipulacién se realiza operando con matrices de tamafio (nd)°("), en
lugar de las matrices de tamaiio d** que hasta ahora consideradas.

Si se divide el polinomio A(e, Xo, Z) por la mayor potencia posible de ¢,
se obtiene un polinomio A, (¢, Xo, Z), el cual verifica que Q(Z) := A,(0,1, 2Z)
es el polinomio buscado ([80], Proposition 3.3.4).

En conclusién, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 6 El problema de eliminacion cero-dimensional para ideales lo-
calmente interseccion completa puede ser resuelto mediante una mdquina de
Turing deterministica en espacio O(n? log*(hsd)).

1.4.5 El problema general de eliminaciéon

Varios problemas geométricos y algebraicos interesantes pueden formularse
por medio de férmulas de primer orden sobre € con cuantificadores existen-
ciales y universales.

A fin de definir que se entiende por una {é6rmula de primer orden sobre
C, se considera en primer lugar el lenguaje de primer orden £ que contiene
los siguientes simbolos no légicos:

e para cada a € @, una constante que se denomina también “a”,
e los simbolos funcionales +,—,:, y

e el simbolo relacional =

Se consideran las variables de £ como indeterminadas X,,..., X, sobre'C, y
se piensan los términos del lenguaje £ representados por polinomios multi-
variados con coeficientes en @ (en representacién densa).
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Por lo tanto, un término tipico tiene la forma F € Q[Xy,...,X,], y una
férmula atémica tipica tiene la forma F' = 0. La negacion de esta férmula se
notara por I # 0.

Una férmula de primer orden sobre C se construye a partir de férmulas
atémicas usando los conectivos légicos V, A, - y los cuantificadores de primer
orden 3,V variando sobre los elementos de C. Por lo tanto, cada formula
® € L se construye a partir de férmulas atdmicas que involucran polinomios
F,...,F,eQ[X,..., X, .

s sabido que toda férmula ® de este tipo es equivalente a una férmula
& € L libre de cuantificadores. El proceso de hallar la férmula & € £ se
denomina eliminacion de cuantificadores, y generalmente se realiza en varias
etapas, en cada una de las cuales se elimina el bloque de cuantificadores del
mismo tipo “mas a la derecha”.

Dado que que el cuantificador V puede expresarse en la forma ~3-, se
puede asumir que el bloque de cuantificadores a eliminar es existencial, y
esto motiva el siguiente problema, conocido como el problema general de
eliminacion:

dada una formula ® € L de la forma
(axm+l) T (BXH)‘IJ(XI, EER Xn)

donde ¥(Xi,...,X,) es una formula libre de cuantificadores, hallar una
formula equivalente a ® libre de cuantificadores.

Este problema también puede describirse en forma geométrica: notando
por V el subconjunto (localmente abierto en la topologia de Zariski) de C*
formado por aquellos elementos que satisfacen la formula ¥(X,,..., X,), la
formula ®(Xi,...,X,) define la proyeccion m(V) de V segin el morfismo
7 : € — C™ definido por 7(xy,...,z,) = (T1,...,Tm).

Todo conjunto expresable por polinomios Fy,. .., F, puede escribirse como
una unién de conjuntos de tipo {sg(Fi) = ei,...,s9(F,) = ¢,} donde
(€1,...,€) € {0,1}° con la convencién que sg(F;) = 0 representa la condicién
F; =0y sg(F;) = 1 equivale a F; # 0 (ver [88], [66], [67]). Estos conjuntos
se denominan (F,..., Fy)-celdas.

El procedimiento comienza chequeando la consistencia de todas las posi-
bles (Fy,..., Fy)-celdas en paralelo. Si bien a primera vista la cantidad total
de posibles (Fy,..., F,)-celdas puede estimarse por 2°, segin se demuestra
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en [88] esta estimacién puede mejorarse a (d+1)". Siguiendo el esquema des-
cripto en [67] es posible reducir la cantidad de test de consistencia a realizar
a 2s(nd)?".

Toda (F, ..., F,)-celda puede expresarse en la forma
{ INGELIN @ F,-);éo}
JEM iEM
donde M C {l,...,s]}. Este conjunto es no vacio si y sélo si, siendo ¥ una

nueva indelerminada el siguiente sistema sobre C**!:

{_€/>A1?,-=0A1—Y<HF;)=0}

JEM

es compatible. Esta dltima condicién puede chequearse, aplicando los ar-
gumentos de la seccién 1.4.1, por medio de célculos de rango de matrices
enteras de tamafio O(d"’) y talla binaria O(s2hn logd).

Posteriormente la proyecciéon m(V') se describe como la unién de la pro-
yeccién de las (F1,. .., I,)-celdas consistentes. Siendo M C {1,...,s}, con-
sidérese la (F,..., Fy)-celda C definida por:

c:={j£>41r,-=0/\(ﬂp,-)¢o}

JEM

Su proyeccién m(C) puede ser descripta por la férmula:

#(0) = (Xmer) - 3X0{ A F=0a(T1 55) #0]
JEM i¢M

A fin de expresar 7(C) por niedio de una férmula sin cuantificadores exis-
tenciales, se considera la cuestién sobre C[ X, ..., X\, lo cual transforma el
problema, apiicando la estrategia que se utilizé para chequear la consistencia
de (F,..., Fy)-celdas, en un problema de consistencia sobre C[Xj,..., Xn]
en el sentido de la seccién 1.4.1 (ver Theorem 2 en [67] 0 Théoréme 3 en [66]).

El problema de la consistencia se reduce a chequear igualdad del rango
de dos matrices, para lo cual se utilizan las técnicas descriptas al final de
‘la subsubseccién 1.2.4. Para este fin se introducen nuevas variables Z;, Z,
y se transforman dichas matrices en dos nuevas matrices cuadradas, cuyos
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polinomios caracteristicos se calculan. De la construccién resulta que la
multiplicidad de la raiz 0 de esos polinomios caracteristicos indica el rango
de las matrices originales.

Sntonces se analiza cual es el primer coeficiente no nulo de ambos poli-
nomios caracteristicos. Sean Gy,...,G¢ y Ho,...,H; los polinomios en
Z[X,,...,Xm,Z1,2;] que aparecen como coeficientes de estos polinomios
caracteristicos. Las ecuaciones necesarias para expresar la igualdad de los
rangos de las matrices consideradas se pueden describir de la siguiente man-
era:

t

V (Go=0A...AGky =0AGr #0A Ho=0A... AHp_y = 0AHy #0)

k=0
(1.8)
Considerando a Gy,...,Gy y Hy,...,H; como polinomios en
Z[Xy,...,Xu)lZ1, Z2), 1a condicién (1.8) puede reexpresarse en términos de
los cocficientes en Z [X), ..., X,z] de estos polinomios. Estas ecuaciones son

la férmula libre de cuantificadores buscada.
[l calculo de los polinomios caracteristicos se realiza segin la estrategia
del lema 12 deduciéndose de éste la existencia de una familia uniforme de

circuitos booleanos de de talla s9d9("*)p2 y profundidad O(n®log?(sdh))
que resuelve el problema. De aqui se puede concluir el siguiente:

Teorema 7 Ll problema general de eliminacion puede resolverse por medio
de una mdquina de Turing deterministica en espacio O(n° log*(sdh)).

1.4.6 Cilculo de la dimensién y normalizacién de No-
ether

Un técnica esencial de preprocesamiento de sistemas de ecuaciones polino-
miales es la normalizacion de Noether. Sea r := dim(V). Se dice que las
variables X, ..., X, estan en posicion de Noether con respécto a V si para
cada r < 7 < n existe un polinomio de Q[Xj,..., X;, X;] que es ménico en
Xi y se anula sobre V' (en este caso se dice que {X,41,...,X,} son enteras
respecto de X),...,X;). Dado que siempre es posible extraer r variables
del conjunto {X1,...,Xn} que son libres con respecto a V (es decir, ningiin
polinomio en tales variables se anula sobre V), se deduce que las variables
Xi,..., X, son libres con respecto a V.
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La normalizacion de Noether consiste en un cambio lineal de coordenadas
(que sera descripto por medio de una matriz triangular superior Q € M, (Z),
salvo un reordenamiento de las variables) de la forma:

Xi X]
| =e-| :
Xn X,
donde las nuevas variables X7,..., X! satisfacen las siguientes condiciones:
1. Q[X5,...,X]In(A,...,F,) = {0}.

2. Paracadaj € {r+l,...,n} existe un polinomio G; € Q[Xj,..., X/, X]
moénico en X7, tal que G; € (f4,..., F,).

Obsérvese que el nimero maximo de variables libres del conjunto
{X1,...,Xn} con respecto a V es precisamente la dimensién de V, por lo
que un algoritmo que calcula una normalizacién de Noether calcula necesari-
amente la dimensién de V.

El primer paso del algoritmo es calcular un sistema de variables indepen-
dientes con respecto a V. En tal sentido, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 1 ([56], Proposition 1.7) Sea {i1,...,%} C {1,...,n}. En-
tonces, (Fi,...,F,)NQ[Xi,,...,Xi] # {0} si y sdlo si existe un polinomio
F e Q[X,,...,X,] no nulo y polinomios Py,...,P, € Q[X;,...,X,] tales

que
F=PF +...4 PF,y maz{gr(PiF;1 <i<s} < d*(d" +1)

Esta condicidn es equivalente a la resolubilidad de cierto sistema de ecua-
ciones lineales de tamafio O(d?® x sd?") y talla binaria h. Realizando el test
para los 2" subconjuntos de {1,...,n}, se halla un sistema independiente de
variables {Xi,...,X,;} maximal (y en particular, la dimensién de V).

Posteriormente, es preciso determinar cuales de las variables
{Xr41,...,Xa} son enteras con respecto a {Xi,...,X;}. Se aplica entonces
el siguiente:

Proposicién 2 ([56], Proposition 1.11) Sea {Xi,...,X,} un sistema de
variables independientes para (Fy, ..., F,) y £ una forma lineal en Q[X,, ..., X;]
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que es entera respecto de {X,,...,X,}. Entonces ezxiste un polinomio G €
Q[X\,...,X,,T] mdnico en T de grado acotado por d"(d" + 1) y polinomios
Py,...,P, € Q[X,...,X,] tales que

G(Xy,..., X0, 0) = PR +. ..+ P F, y max{gr(P;F;;1 <i< s} < d*(d"+1)

Se chequea entonces la compatibilidad de n — r sistemas de ecuaciones lin-
eales de tamafo O(d?™ x sd®") y talla binaria h (uno por cada variables en
{Xrs1y--, Xn}

Sean X,41,..., X las variables enteras. Un procedimiento recursivo sobre
las restantes variables calcula el cambio de variables adecuado. Para esto es
necesario el siguiente resultado:

Proposicién 3 ([56], Proposition 1.12) Sea {Xi,...,X,} un sistema de
variables independientes para (F,. .., F,) y¢ una forma lineal en Q[ X, ..., X,].
Entonces existe un polinomio G € Q[X,,...,X,,T] no nulo de grado acotado
por d"(d™ + 1) y polinomios Py,..., P, € Q[X,,...,X,] tales que

G(X1,..., Xr,0) = Aly+...+ P,F, y maz{gr(P;F;;1 <1< s} < d*(d"+1)
Tomando € := X4, se hallara un cambio de variables
(X],...,XT,XP+1) — (X{,...,X,I.,X;_*_l)

de modo tal que el polinomio que se obtiene a partir de G' por este cambio
de variables (que se notard también por G con un leve abuso de notacién)
resulte ménico con respecto a X, ;.

Sea G| el polinomio que consiste de los monomios de mayor grado de G (es
decir, la componente homogénea de mayor grado de G) y (Ay,...,A,) € Z7

tal que Gi(\1,..., A, 1) # 0. Se define entonces el cambio de variables:

X1 = X+ M Xpn

X, = X'+ MXpn
Xot1 = X;’;+1

Dado que Gi(X] + MiXp41, X7 + Ar Xpy1, Xp41) €s ménico en X, (va
que el coeficiente correspondiente al monomio X, es Gi(Ay,..., A, 1)), la
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variable X7, resulta entera respecto de Xj,..., X]. Ademds, como las va-
riables X;41,..., X, son enteras respecto de Xj,..., X,, X,41 (ya que lo son
respecto de Xi,...,X;), y Xi,...,X;,Xp41 son a su vez enteras respecto
de Xi,...,X],X,,,, propiedades estindar de extensiones enteras permiten
deducir que X,41,...,Xp+1 son enteras respecto de Xi,..., X,.

El problema es entonces hallar una r-upla (Ay,...,A;) € Z" tal que
Gi(A1,. .+, Ar 1) # 0. Dado que G} es un polinomio no nulo tal que gr(G;) <
d*(d"+1), existe una r-upla A € {0,...,d"(d"+1)}" que verifica la condicion
requerida. Se evalia G; en todas las posibles r-uplas del conjunto
{0,...,d"*(d* + 1)} y se halla una que no anula a Gj.

Mediante n — p pasos recursivos como el descripto, se halla un cambio de

variables

Xy ooy Xa) — (X1 Xy Yiary o, Vo)
que constituye una normalizacion de Noether para V. Utilizando los algorit-
mos desarrollados en la seccidn 1.2 y la demostracion del teorema 1, se puede
concluir:

Teorema 8 [l cdlculo de la dimension y la normalizacion de Noether puede
realizarse por medio de una mdquina de Turing deterministica en espactio

O(n*log?(hsd))

1.4.7 Descomposicion en componentes equidimensio-
nales

Un problema fundamental para la descripcién de la variedad V consiste en
el calculo de su descomposiciéon equidimensional. Esto es, a partir de las
ecuaciones polinomiales que describen la variedad V, para cada dimensién
intermedia z (0 < i < dim(V)) se desea producir un conjunto finito de poli-
nomios que define la unién de las componentes irreducibles de V' de dimensién
.

Sea r := dim(V). Para ¢ = 0,...,r se notard por V; la unién de las
componentes irreducibles de V de dimensién ¢ y por W; la unién de las com-
" ponentes irreducibles de dimensién estrictamente menor que :. El algoritmo
que se aplicard consiste de a lo sumo r etapas recursivas, en cuya i—ésima
etapa calcula un sistema de ecuaciones polinomiales que describe V;_;41.

Una caractleristica fundamental del algoritmo es que los polinomios que
se calculan como salida de cada etapa son intrinsecos, es decir, no dependen
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del algoritmo. Este hecho permite estimar el grado y la talla binaria de
estos polinomios en términos de la variedad V, a fin de evitar el crecimiento
exponencial de estas cantidades que seguramente ocurriria como consecuencia
del proceso recursivo.

Supéngase realizada la (: — 1)-ésima etapa, en la cual se calcularon los
siguientes items:

e Ecuaciones para V;_i42.

e Un sistema de a lo sumo ¢ := d®™ ecuaciones polinomiales G, ..., G,
de grado acotado por gr(V;U---UV,_i;,) y talla binaria no mayor que
d“"(log s + k) donde ¢ y ¢’ son constantes universales adecuadas que no
dependen de s, n, d y h, cuyos ceros comunes constituyen la variedad
Viu-- UV i

L.a -ésima etapa comienza calculando las ecuaciones que describen V, _;4;.
Esta variedad, supuesta no vacia, consiste de las componentes de mayor di-
mensién de la variedad W;_i42 = V\ (V,U---UV,_;;2). Por lo tanto, es
necesario manipular variedades algebraicas del tipo V \ W, donde W estd
dada como el conjunto de ceros comunes de t' ecuaciones Hy,..., Hy de
grado acotado por d". Para tal fin, se define el siguiente Q-espacio vectorial

de dimensién finita:

E(V,W):={FeQ[X,,.... X, Vi=1,..,¢

3PP,..., P9 e Xy, ..., Xn] tales que

FH =Y PY'Fy gr(POF) < d"2d" +1)}  (L9)
k=1
Se tiene entonces el siguiente resultado:

Proposicién 4 ([79], Proposition 4.2.5) V\ W es el conjunto de ceros
comunes en €* de todos los polinomios en E(V,W). '

Si bien es posible calcular con complejidad admisible un sistema de gene-
radores de E(V,V,U---UV,_i;2), este célculo no se realizara ya que el operar
directamente con tales polinomios haria crecer la complejidad en forma ex-
ponencial. En cambio, la informacién que provee la proposicién 4 se utilizara
en forma mas indirecta, como se vera posteriormente.
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El problema es extraer las componentes de (mayor) dimensién r — i + 1
de Wi_iy2 = V\(V;U---UV,_i42). Para esto se calcula en primer lugar
una posicién de Noether de las variables con respecto a W,_;;+2. En lugar de
tomar las ecuaciones que definen W, _;;, para hallar esta posicion de Noether,
combinando las demostraciones de las proposiciones 1, 2 y 3 con la de la
proposicion 4 se prueba que la toda informacién necesaria para calcular una
posicién de Noether de las variables con respecto a W;_;;2 puede obtenerse
a partir de sistemas del tipo de (1.9).

Cabe destacar que el calculo de la posicion de Noether implica el de la
dimension de W,_;;2. De esta manera se determina también si V,_;;, es
vacia, en cuyo caso se da por finalizada la 1-ésima etapa.

Asumiendo que V;_;;; es no vacia, el procedimiento continia con el
calculo de una posicidon general de las variables con respecto a W, _;,,, lo cual
significa que las variables estan en posicion de Noether con respecto a W, _;;2
y el morfismo 7 : C* — €"~+2 definido por 7(zy,...,zn) = (T1,.. ., Tr_is2)
separa las componentes irreducibles de W;_;;,, es decir, dadas dos compo-
nentes irreducibles C,C’ de W,_;4,, se verifica que n(C) # n(C"’) (cf. [79)).

Para esto, dado vy € Z se define la forma lineal X, := X; +vX; +--- +
y*~1X,. Entonces, se tiene que existe v € I' := {1,...,nd"":} tal que las
variables Xy,..., X;—it1, Xy, Xr—it3,...,Xn estan en posicion general con
respecto a W,_i42 ([79], Lemme 2.3.5). El procedimiento operard con las
(posibles) posiciones generales determinadas por todos los elementos v € T’
a la vez (en paralelo).

Para v € T, se nota por m, : C* — €"~"*2 ¢l morfismo definido por
Ta(T1y- -+, Zn) = (T1,- .., Troit1, T4). Como las variables Xi,..., X;_is1, X,
Xr—it3,-..,Xn estan en posicion de Noether respecto de W;_;, 2, el morfismo
7., es finito y por lo tanto, dado que V,_;;; es una variedad equidimensional
de dimensién r — i + 1, la imagen m.(V;-i4+1) es una hipersuperficie de €' ~'*?
definible mediante un polinomio H, en Xj,..., X;—it+1, X4. A fin de calcular
H.,, se considera el siguiente Q-espacio vectorial de dimensidn finita:

E-y(V,VrU"'U‘/r—i+2) = {F € Q[Xh"-,Xr—i+hX‘y]; V] = 11"'vt,

3 Pl(j),. ., PY e Q[X,,...,X,] tales que
FHE =Y POF y gr(POF) < d*(2d* +1)}

k=1
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Las consideraciones anteriores junto con las ideas de la demostracién de
la proposicion 4 conducen al siguiente resultado:

Teorema 9 ([79], Théoréme 4.1.2 y Proposition 4.2.2.) Para cada
v €T, sea G, € Q[Xy,...,X,,X,] el polinomio que resulta de calcular
el mdrimo comun divisor con respecto a X, de los polinomios que forman
una base como Q-espacio vectorial de E,(V,V, U---UV,_i12) y H., la repre-
sentacion separable de G.. Entonces, V,_jy = V(H,;v € T).

El procedimiento que sugiere este teorema se reduce a calculos de dlgebra
lineal. De hecho, es necesario hallar una base de soluciones de O(nd*™’)
sistemas de ecuaciones lineales homogéneos de tamafio O(sd®” x d*) en
paralelo, cuyos coeficientes tienen talla binaria de tipo d°™(k + log s). Pos-
teriormente, los polinomios H, se calculan en dos etapas: en primer lugar, el
maximo comin divisor G de la base de soluciones halladas se calcula con la
estrategia del lema 17. Luego, de G, se extrae una representacion separable
aplicando para ello el lema 19.

La importancia de los polinomios H,, radica no sélo en la informacién que
los mismos proveen, sino especialmente en su caracter intrinseco. De hecho,
como ha sido observado en [79], el grado de cada polinomio H., estd acotado
por gr(V;_i+1). Esta observacion puede hacerse extensiva también a la talla
binaria de los mismos. Combinando el Théoreme 3, Proposition 4 y Théoréme
6 en [147] (ver también [32]), se deduce una cota de tipo d°™(h +log s) para
la talla binaria de los coeficientes del polinomio H., (cabe destacar que los
trabajos [147] y [32] utilizan métodos no elementales de ilgebra y analisis
complejo, cuyos resultados pueden reobtenerse en forma elemental a partir
de los métodos desarrollados en [114, Section 4]).

FFinalmente es necesario calcular un sistema de ecuaciones polinomiales
que defina la variedad V, U--- U V,_;;1. En principio, la manera obvia de
describir ésta variedad es tomar el ideal generado por todos los productos
G;-H,paraj=1,...,t yy=1,...,nd*"™. Ahora bien, como gr(G;) <
gr(Ve U -~ U Vi_iy2) y gr(H,) < gr(V,_;) teniendo en cuenta que gr(V; U
- U Viip1) £ gr(V) < d” se obtiene la estimacion

gr(G;- Hy) < d"

para todo j = 1,...,¢y todo y = 1,...,nd*" ([79], Proposition 4.2.6). Por
lo tanto, dado que el Q-espacio vectorial generado por los polinomios de
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grado no mayor que d" tiene dimensién (cantidad de monomios) acotada por
d™, se puede extraer una base formada por a lo sumo d* polinomios de
tipo G, - H, que definen V, U --- U V,_i4,.

Asimismo, dado que la talla binaria de los coeficientes de cada polinomio
G; estd acotada por d“"(h + logs) y la talla binaria de los coeficientes de
cada polinomio H. no supera la cantidad d°"(k + log s), se deduce que los
coeficientes de los polinomios Gj - H, elegidos tienen talla binaria acotada
por d“*(h + log s).

En conclusion, cada etapa puede llevarse a cabo en forma uniforme con
talla s°™dP) 2 y profundidad O(n“ logz(hsd)). Dado que se efectuan a lo

sumo n etapas recursivas, se tiene una talla total s d°"")p? y profundidad
O(n5 logz(hsd)). Aplicando entonces la estrategia del teorema 1 se deduce
el siguiente resultado:

Teorema 10 FEziste una mdquina de Turing delerministica que calcula la
descomposicién equidimensional de V en espacio n®log®(hsd).
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Capitulo 2

Algoritmos probabilisticos

En el capitulo 1 se estudiaron algoritmos deterministicos para resolver los
problemas de eliminacién geométrica. Estos algoritmos generan siempre la
solucion exacta de todas las posibles instancias del problema considerado
utilizando recursos de espacio y tiempo que dependen de un analisis del peor
caso.

Sin embargo, en diversas situaciones, esta filosofia impone restricciones
que pueden dificultar la aplicabilidad de los algoritmos. A fin de hallar una
solucién a esta cuestion, dos alternativas han sido estudiadas en el ambito
del calculo simbdlico. La primera de ellas se basa en desarrollar algoritmos
que funcionan bien para instancias tipicas del problema, los que se conocen
como algoritmos para el caso promedio.

La otra alternativa, la que se seguira en este capitulo, consiste en intro-
ducir aleatoriedad en el algoritmo por medio de un generador de nimeros
aleatorios (cf. [151],[102]). El ejemplo clésico en problemas de eliminacién es
el de la verificacion de identidades polinomiales: dado un circuito aritmético
sin divisiones que representa un polinomio P, decidir si P es el polinomio
nulo.

El método directo de expandir P en una suma de monomios y chequear
si todos sus coeficientes son nulos requiere, en general, un nimero excesivo
de operaciones. EEn cambio se explorara un método alternativo que consiste
en evaluar el polinomio en uno o mas puntos elegidos aleatoriamente en un
conjunto finito 1.

Esta idea, que fue considerada por primera vez en un trabajo de R.A.
De Millo y R.J. Lipton ([55]), posteriormente en sendos trabajos de J.T.
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Schwartz ([162)) y R.E. Zippel ([186]), aparece en varios trabajos (ver [104],
[97], [98] por ejemplo; en [159], [97] se han desarrollado métodos similares
para chequear probabilisticamente la nulidad de un mimero calculado por un
circuito aritmético). La idea es, dado un circuito aritmético sin divisiones
que evalia un polinomio P en n variables, elegir aleatoriamente un punto
(z1,...,Zn) de Z™ (que serd llamado un punto lestigo segin [165]) en un
conjunto I C Z" adecuado y suficientemente grande de modo que la proba-
bilidad de que P no sea nulo y la cvaluacién P(z,...,z,) sea igual a 0 es
menor que 3. El test (conocido como el test de Schwartz-Zippel) consiste
en evaluar P(z,...,2,) ¥ puede repelirse a fin de reducir la probabilidad
de error bajo cualquier constante positiva. En resumen, se tiene el siguiente

lema:

Lema 20 ([97, Corollary 2.1]) Sea P € Q[Xy,...,Xn] un polinomio no
nulo que se evalia por medio de un circuito aritmetico de profundidad no
escalar €. Sea I := {0,...,2*'n}* C ZL™. Entonces, la probabilidad de elegir
aleatoriamente una n-upla a := (ay,...,a,) € I tal que P(ay,...,a,) =0 es
menor que 3.

Cabe destacar que el conjunto I elegido depende tanto del tamafio de
la entrada (en forma polinomial) como de la instancia que se considera, es
decir, cada circuito aritmético requiere de la generacién de un nuevo punto
testigo si el error quiere mantenerse bajo 3.

En tal sentido, una interesante alternativa surge como consecuencia de un
trabajo de Heintz-Schnorr ([94]): el punto testigo se reemplaza por un con-
junto de fijo de puntos de Z" de cardinalidad polinomial (que sera llamado
un conjunto questor o una correct test sequence). La ventaja ahora es que
este conjunto de puntos puede ulilizarse para todos los circuitos aritméticos
de talla y profundidad dada. Ll test (que se conoce como el test de Heintz-
Schunorr) consiste entonces en evaluar el circuito aritmético en estos puntos y
da siempre la respuesta correcta si el conjunto questor ha sido correctamente
elegido.

Definicién 2 Sea F un subconjunto de polinomios en Z[X,, ..., X,] tal que
0 pertenece a F y Q un subconjunto de ZL™. Entonces Q se dice un conjunto
questor para F st el polinomio 0 es el inico polinomio del conjunto F que se
anula sobre todos los puntos ¢ de Q.
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Entonces se tiene el siguiente lema:

Proposicién 5 ([94, Theorem 4.4], [114, Corollary 19]) Sea F := W(n, L, ¢)
el conjunto de todos los polinomios en Z[X,,...,X,] que pueden evaluarse
mediante un circuito aritmético de talla (no escalar) L y profundidad (no
escalar) 0. Sea w := (2! —2)(2° +1)? y o := 6(¢L)?. Entonces el conjunto
{1,...,w}™ C Z™ contiene al menos w" (1 — w?) conjuntos questores de
cardinalidad o para la clase F.

Si bien no se conocen algoritmos polinomiales deterministicos que calculen
conjuntos questores, es posible generarlos aleatoriamente en forma indepen-
diente del input considerado. En tal caso el error que se comete esta acotado
por we & %

Esta idea ha sido aplicada en varios trabajos, como por ejemplo en [68],
(80], [83], [114], [82], [81], [78] (cf. [138]). Recientemente se ha hallado un
analogo de este método para el caso de nimeros representados por circuitos
aritméticos (ver [87]).

En el presente capitulo ambos tests seran aplicados en diferentes situa-
ciones: el test Schwartz-Zippel serd utilizado tipicamente cada vez que sea
necesario realizar un preprocesamiento de datos. En estos casos es impor-
tante generar una unica respuesta con la cual se operara posteriormente, y
por csto es importante trabajar con un punto testigo.

Por ejemplo, en el caso de sistemas sobredimensionados el nimero de
ecuaciones se puede reducir considerablemente mediante combinaciones li-
neales de las ecuaciones originales (ver subseccién 2.1.1). En este caso se
demuestra (Teorema 6) que los coeficiéntes que intervienen en esas combi-
naciones lineales pueden elegirse con la condicién de no anular un polinomio
que se calcula mediante un circuito aritmético de talla y profundidad contro-
ladas. Otro caso de aplicacion es la normalizacién de Noether que se realiza
en la subseccion 2.3.3.

Por otro lado, el test Heintz-Schnorr serad aplicado en la subseccion 2.3.4
a fin de generar sistemas de ecuaciones polinomiales que sean incompati-
bles. Dado que se trata con circuitos aritméticos de los cuales solamente su
talla y profundidad, es necesario tener un mismo test para todas las posibles
instancias, lo que exige la utilizacién de un conjunto questor.

Un modelo adecuado para describir los algoritmos probabilisticos que
se desarrollardn es el de las médquinas de Turing probabilisticas (cf. [7]).
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Una maquina de Turing probabilistica M es un dispositivo de.caracteristicas
similares a las del modelo deterministico, excepto por el hecho que la funcién
de transicién § tiene dos imdgenes por cada posible configuracion.

Luego, en cada paso de computacién la maquina M decide aletoriamente
cual de las dos posibles imagenes de la funcién é considera.

Una entrada z se dice aceptada por M si al menos la-mitad de todas
las posibles computaciones comenzando con z terminan en un cstado de
aceptacion. El espacio de memoria y el tiempo de computacién que requiere
M sobre una entrada z se definen ahora como los minimos entre todas las
posibles computaciones aceptantes.

La probabilidad de error e,,(z) se define como la proporcién entre la can-
tidad computaciones sobre = que dan una respuesta errénea y la cantidad
total de computaciones sobre z.

Un tipo especial de maquinas probabilisticas, las maquinas de error aco-
tado, son particularmente interesantes en la practica ya que, en este caso,
el error puede reducirse rapidamente por debajo de cualquier constante pos-
itiva, mediante la repeticion de la la computacion sobre z. Una maquina
probabilistica de error acotado es una maquinas probabilistica M que veri-
fica que existe una constante € < 1 tal que el error ep(z) es inferior a € para
todo z € {0,1}".

2.1 El caso 0-dimensional: técnicas de ele-
mento primitivo

Los algoritmos que se describiran aprovechan la semdntica de los proble-
mas que tratan a fin de realizar una utilizacion mas eficiente de los recursos
computacionales. Es por lo tanto importante realizar una reflexién sobre la
semantica de las cuestiones que se consideran.

El problema central a considerar es el de resolver sistemas de ecuaciones
polinomiales. Debido a las restricciones que impone la practica, resulta natu-
ral adoptar como entrada de todos los algoritmos un conjunto finito Fy, ..., F,
de polinomios en Z[X,..., X,].

Claro esta, la palabra “resolver” tiene distintos significados en diferen-
tes ambitos. En esta tesis los problemas que se estudian tienen significado
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geomélrico, es decir, se refieren a la variedad algebraica
Vi={(z1,...,22) € C* Fi(z1,...,20) = -+ - = Fy(21,...,T,) = 0}

mas que al ideal generado por dichas ecuaciones polinomiales F,..., F, en

si. Iin este sentido, se estudia el ideal radical \/(F},..., F,), ya que este ideal
es el que corresponde a la variedad V. Para esto se estudia la Q-algebra

reducida:
B:=Q[Xy,..., X/ (A, ..., Fy)

Una estrategia comun es reducir las cuestiones al caso 0-dimensional,
dado que en este caso existen técnicas que permiten importantes mejoras de
complejidad. Es por lo tanto de suma importancia tener métodos que per-
mitan la descripcién efectiva de la Q-dlgebra B en el caso cero-dimensional.
Este es el objetivo central de esta seccién.

2.1.1 Algunas reducciones éstandar

A fin de simplificar un poco la situacién, es conveniente realizar algunas
reducciones del problema a tratar. En primer lugar se demostrara que toda
variedad algebraica de dimension cero puede describirse por medio de una
cantidad n <t < n+1 de ecuaciones Fy,..., F} tales que Fy,..., I, forman
una sucesién regular, las cuales pueden generarse con baja complejidad a
partir de cualquier sistema de ecuaciones que defina la variedad V. Este es el
contenido del siguiente lema, que es un caso particular de una técnica general
de preprocesamiento de sistemas de ecuaciones polinomiales (ver (88], [38],
[154], [59], [114]):

Lema 21 Sean Fi,..., F, polinomios en Z{X,, ..., X, que definen una va-
riedad algebraica V C C™ de dimensidn cero. Entonces eziste t € {n,n + 1}
y una malriz genérica Q € Z**° tales que, si

definiendo F! := A\yFy 4+ -+ + A\iy Fy parai =1,...,1, se verifica:

1. V(Fl,....,F)=V(R,..., F)
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2. F{,...,F) forman una sucesion regular

3. los coeficientes Aij verifican |\;| < d™ y se pueden generar aleato-
riamente con probabilidad mayor que % de obtener una matriz Q que
satisfaga las condiciones pedidas.

Demostracion. Se construyen inductivamente polinomios FY,...,F! que
forman una sucesion regular de manera que dim(Fj,...,F}) = n — i para
¢ = 1,...,n. Eventualmente, en el caso en que V(F{,...,F.) # V, es
necesario construir un polinomio adicional F,,, tal que V(FY,...,F.,,) =
V(F,...,F).

Para k = 1, suponiendo [’} # 0 se puede tomar simplemente F| := F}.

En el caso general,seal <t <ny Fj,..., F! que verifican las condiciones
del enunciado del lema. Sea C el conjunto de las componentes irreducibles de
V(F],...,F]). Como V es una variedad de dimensién ceroy V(Fj,..., F!) es
una variedad equidimensional de dimensién n —: > 0, se deduce que ninguna
componente C € C estd contenida en V. Por lo tanto, es posible elegir un
punto z¢ ¢ V en cada componente C € C y definir el siguiente polinomio:

F(H'l)(Ti-}-l Lyee- ,T"-_H ’) = H (T'H-l IFI(:BC) + -+ T'i+1 aFa(l'C))
ceC

Dado que ningin punto z¢ pertenece a V se deduce que, para cada C € C
existe j € {1,...,s} tal que Fj(z¢) # 0. Esto asegura que las formas lineales
T\Fy(z¢)+ - + Ty Fy(z¢)) son no nulas para todo z¢. Ademas, el conjunto
#(C) tiene cardinal acotado por d"* (ver [88]). Por lo tanto, el polinomio
F(Ti,...,T,) es un polinomio no nulo de grado menor o igual que 4", y
existen entonces enteros no negativos Aiy 1,...,Ai41 5 acotados por d" tales
que F(Aig1 1,5 Xi41 5) # 0.

En consecuencia, se define 7y, := Ay 11 + -+ + Aig1 o F,. Por con-
struccién, Fy,, no es divisor de cero médulo (Fj,..., F}), ya que {Fj,; =
0} corta propiamente todas las componentes irreducibles de (F7j,...,F):
dada una tal componente C, si z¢ fue el punto elegido en esa componente
para la construccién de F7, se tiene que Fi,,(z¢c) = Aiy11Fi(zc) + - +
Mi+1 oFs(zc) # 0 por la eleccién de (Aigq 1, .., Ai41 s), lo que significa que
C&Z{ i1 = 0}.

Finalmente, al final del n-ésimo paso se tienen dos posibilidades:

o V(F|,...,F.) =V, en cuyo caso el proceso esta concluido.
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o V(F{,...,F!) # V, en cuyo caso se realiza un paso mas del proceso
inductivo.

En el segundo caso se consideran las componentes C de V(F},..., F;)
que no estan contenidas en V. Como estas componentes tienen dimensién
cero son los puntos z¢c de C™ que se eligen para la construccién del poli-
nomio [, ,. De esta manera, los puntos de V(F7,..., F;)\V se eliminan de
V(F, ..., Ihy), obteniéndose en consecuencia que
V(F,...,F ) =V.

Resta demostrar las propiedades que verifican los coeficientes ); ; que se
han elegido para formar la matriz (). De la demostracién se deduce que
estos coeficientes pueden elegirse con la tnica condicién de no satisfacer la
siguiente ecuacion:

t
[T F*Tu,...,Tis) =0
k=2
Los polinomios I'(*) tienen grado acotado por d". Por lo tanto, el poli-
nomio [] F¥) tiene grado nd", y utilizando el test de Schwartz-Zippel (lema
20) se deduce que los coeficientes \;; pueden elegirse aleatoriamente en el con-
junto {0,...,n%d"}* con probabilidad mayor que ; de obtener una matriz Q
que verifica las condiciones del enunciado del lema. O

A los fines que aqui se consideran, es posible trabajar con la variedad
V(F{,...,F!) ain en el caso en que ésta no coincide con la variedad original
V. Mediante un nuevo preprocesamiento de las ecuaciones se obtienen gene-
radores para el ideal (Fj,..., F!) que verifican las condiciones anteriores y
algunas propiedades adicionales. Esta nueva reduccién se realiza aplicando
una version efectiva del Teorema de Bertini (cf. [103]).

Proposicién 6 ([114], Proposition 37) Sean Fy,..., F, polinomios en
Z(X,,...,Xy] tales que el ideal (Fy,...,F,) es de dimension 0. Entonces
eriste una matriz Q € Z"~I%" con coeficientes acotados por d* tal que los
polinomios definidos por:

F! jal

Frll—l Fn

verifican las siguientes condiciones:
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F)=(#H,... . F)

Fi,... F

n-1»

(

o (F|,...,F;) es una sucesion regular
(F,...,F!) es un ideal radical de Q[ X, ..., X,) paratodoi = 1,...,n—
1

los cocficientes de Q) se pueden elegir aleatoriamente en {0,1,...,d"}"
con probabilidad mayor que 1 de obtener una matriz Q que verifique

2
las condiciones requeridas.

2.1.2 Soluciones geométricas

Segiin lo desarrollado en la subseccién anterior, se puede suponer que los poli-
nomios de entrada Fi,..., I, en Z[X,,...,X,] forman una sucesion rcgular
en Q[X,..., Xa] y que el ideal generado por [,...,Fien Q[X,,..., X,] cs
radical para¢=1,...,n— 1. Como ha sido dicho anteriormente, el problema
es describir la @Q-algebra B definida por:

B:=Q[Xy,..., Xu]/V(F,..., F)

Sea V; C C" la variedad algebraica delinida por Iy,..., F; y V := V.
Dado que Fi,...,F, forman una sucesién regular resulta V una variedad
cero-dimensional y por lo tanto B es un Q-espacio vectorial de dimension
finita. Asimismo se sabe que é := dimgB = #(V) (ver (83], [88]).

Los procedimientos conocidos para describir la estructura algebraica de B
generalmente operan con el conjunto de todos los monomios de Q[ X, ..., X,]
que verifican cierta condicion (este conjunto suele tener cardinalidad al menos
de tipo d"), a fin de obtener una base de B como Q)—espacio veclorial.

El método que aqui se propone difiere radicalmente de este tipo de pro-
cedimientos, dado que maneja estructuras cuyo tamafo esta controlado por
parametros que dependen de la geometria del sistema de ecuaciones a con-
siderar.

A fin de hallar una base de B como Q—espacio veclorial, se observa que
cualquier forma lineal U € Z[X,..., X,] elegida genéricamente separa los
puntos de la variedad V (es decir, se satisface que U(z) # U(y) para todo
par de puntos distintos 2,y € V). Cada forma lineal U en estas condiciones
permite obtener una base de B de la siguiente manera: siendo u la imagen de
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U en B, el conjunto de las potencias {1,u,...,u’"!} forman la base buscada.
En tal caso, se llama a u un elemento primitivo de B (ver [77], [110] por mas
detalles).

A partir de un elemento primitivo u se obtiene una representacién de B
como ¢l cociente de @ [T'] médulo un cierto ideal principal (el generado por
el polinomio minimal de u) :

B = Q[Xl)' : "Xn]/(P(u)a PXI - vl(u)" . .,an - vﬂ(Xﬂ)) = Q[T]/(P(T))

donde p es un entero no nulo, vy,...,v,, P € Z[T], siendo P el polinomio
minimal de u en B y el grado de cada polinomio v; esta acotado por deg(P)—
=6—1.

Obsérvese que la representacion de B que se ha elegido consiste solamente
de polinomios enteros univariados de grado a lo sumo § y un entero p € Z,
lo cual implica que el tamano de esta estructura de datos es polinomial en
términos de 6 y n. Por ultimo, el tensor de multiplicacién en B puede obte-
nerse facilmente a partir de esta informacion : si M es la matriz compaiiera
de P(T), entonces My, := p~'v;(M).

Convenientemente traducidas, estas nociones pueden aplicarse al caso mas
general de variedades de dimensién positiva: sean Fy,..., F, € Z[X,,..., X,]
polinomios que forman una sucesién regular en Q [X;,..., X,] tales que el
ideal que generan F,..., F, en Q[X),..., X,] es radical. En primer lugar, es
posible realizar un cambio de variables (X,...,X;) — (13,...,Y,) tal que
las variables Vi, ..., Y., son libres respecto de V := V(F,..., F;) (es decir,
no existe ningin polinomio en ®[Y,...,Y,-r] que se anule sobre V) y tal
que la extensién de anillos conmutativos:

R:=Q[Y,,...,Y.r] — QY,....YJ)//(F,...,F,) =B

es entera.

En este caso, B resulta reducido (es decir, sin divisores de cero no trivia-
les) y un R-médulo libre de rango finito (cf. [83]). En tal caso, un elemento
u € B se dice un elemento primitivo de la extension de anillos R C B si
el grado del polinomio minimal m, de u coincide con el rango de B como
R-moédulo libre.

En lo que sigue, dado b € B se denota por 1, : B — B el endomorfismo
R-lineal inducido por la multiplicacién de elementos de B por b (un tal
endomorfismo serd llamado una homotecia). También se denotard la matriz
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de la homotecia 7, por M, el polinomio caracteristico de 7, por xp € R[T)
y el polinomio minimal primitivo de 7, por m,. Obsérvese que xp y my son
polinomios ménicos de R[T"), que seran llamados el polinomio caracteristico
y minimal de b respectivamente.

Sea k := Q(Y;,...,Ya-;) el cuerpo de cocientes de Ry B' = k@ B =
AN, .. Yo ) Yaorsts - Yal/E® (Y, .. ., F,), donde k® (F},...,[}) es el
ideal generado por (Fi,...,F;) en k[Ya_r41,...,Ys]. Entonces un elemento
u € B resulta un elemento primitivo B si y sélo si, para é := rangopB =
dimy B’ el conjunto {1,u,...,u*"1} representa una base del k-espacio vecto-
rial B'.

En lugar de describir B, para los fines necesarios sera suficiente dar una
descripcién adecuada de la k-algebra B’. Y esta algebra se caracteriza me-
diante los siguientes iteins:

e una base del k-espacio vectorial B

o paran—1 + 1 <1 <n las matrices My, de las homotecias 5y, : B —
B con respecto a la base dada (estas matrices describen el tensor de
multiplicacion de la k-algebra B’ y por lo tanto, de la I2-algebra B)

Estos items son lo que se define como una solucion geométrica de la
variedad V(F),...,F;). La base de B’ se obtiene a partir de un clemento
primitivo de B adecuado.

En el contexto de esta tesis, el elemento primitivo« € B sera elegido como
la imagen en B de una forma lineal genérica de las variables X,_,41,..., X,
con coelicientes en 7, es dccir, u serd la imagen de una forma lineal U =
Mrt1 Xnorgt + -+ M X, con A\ € Z paran—r+1<t¢<n. SiendoT
una nueva indeterminada, ¢l polinomio minimal m,(T') de © como elemento
de la R-algebra B (o equivalentemente como elemento de la k-dlgebra B’)
serd un polinomio ménico en Q[Xj,...,X,_,,T]. Este polinomio minimal
sera elegido como un elemento del anillo Z[X}, ..., X,-,,T] = R[T] y, en el
caso cero-dimensional, sera reemplazado por un muiltiplo de m, de mancra
tal que el polinomio resultante, que sera notado g, sea primitivo en Z[T).

Finalmente, como {1,,...,u’"!} es una base del k-espacio vectorial B’,
paran —r + 1 <1 < n existen polinomios v,(") € R[T] y elementos no nulos
pf") € R tales que pS")X.- - vf")(U) pertenece al idcal generado por F),..., I,
en k[Xn-r41,---, Xn]- En partlicular, se tiene la siguiente identidad de ideales
de k[ Xn-rs1,- .., Xn):
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(Fi,. s ) = (u(U), 5 Xpp1 = 08 (U), ..., o9 X, = o(U))

Mas ain, si M es la matriz compaiera de la homotecia 7, con respecto
a la base {1,u,...,uP~'}, las matrices Mx,__,,,..., Mx, que caracterizan
el tensor de multiplicacién de la R-ilgebra B (o equivalentemente de la k-
algebra B’) se obtienen a partir de la identidad:

P My, = v(M)

paran—r+1<1<n.

2.1.3 La complejidad del calculo de un elemento pri-
mitivo

En esta subsecciéon se determina la complejidad del calculo de un elemento
primitivo para V y de la solucién geométrica que se obtiene a partir del
mismo.

Como se ha dicho, la diferencia esencial entre el método aqui aplicado
y los métodos anteriormente utilizados es que cantidades algebraicas usual-
mente utilizadas para estimar la complejidad de los problemas de eliminacién
geométricos (como el nimero de Bezout d" o la regularidad de la funcién de
[Tilbert de un ideal homogéneo apropiado) se reemplazan por parametros que
vienen de la geometria. Siguiendo [82], [81], [78] se definen dos invariantes
geométricos que controlan el tamarfio del algebra lineal involucrada y la lon-
gitud bit de los nimeros enteros que se manipulan: el grado (afin) y la altura
(afin) de variedades interseccion completa.

Sea entonces V C C™ la variedad algebraica definida por polinomios

F,...,F, en Z[X,,..., X,] de grado acotado por d (r < n) que forman una
sucesién regular en Q[ X7, ..., X,] tales que (F, ..., F}) es un ideal radical de
Q[X,,..., X.]. Se considera el conjunto Dy de todas las variedades lineales

H de dimensién n — ¢ tales que #(H NV) < oo y se tiene la siguiente
definicion:

Definicién 3 El grado de V, gr(V), se define como la mdzima cantidad de
puntos que se obtienen al intersecar V con variedades lineales de Dy
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En [88] se demuestra que el grado es siempre un nimero natural y que el
mismo se obtiene cuando la variedad lineal con la que se interseca es genérica.
Esta definicién de grado es equivalente a la siguiente: si se considera todos
los cambios lineales afines de coordenadas

(X1,.. ., Xn) = (1., Y2)

cada cambio de coordenadas genérico de este tipo induce una extensiéon de
anillos entera:

R:=Q[Yy...,Yao] = QYs,.... Yal/(F, ..., F)) = Q[V].

El anillo @ [V] es un R-médulo de rango finito (cf. [83] por ejemplo). Esle
rango es el mismo para cualquier camnbio de coordenadas lincal genérico y
coincide con el grado de la variedad V.

La definiciéon de altura de una variedad diofantica afin se inspira en la
nocién correspondiente para variedades proyectivas desarrollada en [133],
[134], [142], [145], [146], [147] (ver también [33], [18], [62], [113], [114]).

En primer lugar es preciso definir priinero que es la altura (logaritimica)
de un entero, de un vector de enteros, de una matriz con entradas enteras y
de un polinomio con coeficientes enteros.

Sea a € 7, entonces la altura de a se define como ht(a) := maz{log|al,1}.
Es claro que la altura mide la longitud binaria de a. Para un vector de
niumeros enteros a := (ay,...,a,) € Z", se define la altura de a como el
maximo entre las alturas de sus coordenadas, y analogamente se define la
altura de una matriz A € Z"™*™ como el maximo entre las alluras de sus
entradas. Finalmente la altura de un polinomio FF € Z[X,,..., X;] se define
como la altura del vector formado por sus coelicientes.

Se define entonces la nocion de altura afin de una variedad diofantica
cero-dimensional:

Definiciéon 4 Dada una variedad algebraica diofdntica cero-dimensional
V C C" y una forma lineal U = \) X1 + -+ + A\ X, con coeficientes enleros
que representa un elemento primitivo u de la extension de anillos Q@ — Q[V],
se define la altura de V con respecto a U como el mdzimo de las alturas de
los polinomios q,(T), p(I“)Xl —o\"(T),..., P X, — v{)(T) que corresponden
a la solucion geomélrica de V a partir del elemento primitivo u. Esla altura
se notard por ht(V;U).
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Luego, la altura de una variedad algebraica diofintica cero-dimensional
V se define como la funcién hty : IN — IN que asocia a cada nimero natural
c € IN el valor hty(c) := maz{ht(V,U); ht(U) < c} si la extension de anillos
@ — Q[V] tiene un elemento primitivo u que es imagen de una forma lineal
U de altura acotada por c y que asocia a c el valor 1 si no existe tal elemento
primilivo.

En el caso mas general de una variedad diofantica intersecciéon completa
V de dimensién positiva n — r, sean Fy,..., F, € Z[X,,...,X,] polinomios
que forman una sucesién regular en Q[Xj,..., X,] que definen V. Sea Ay la
clase de todos los cambios de coordenadas:

Y ay Qin X 1
Yn Qny Ann Xn

tales que la matriz A := (aij)1<i j<n tiene entradas enteras y es no singular y
tal que la extensién inducida por el cambio de coordenadas:

R:=QY,....Ya | = Q... Ya/(R,...,F) :=Q[V]  (21)

es entera. El cambio de coordenadas dado por la matriz A induce un morfismo
finito de variedades afines 7 : V — €*~*. Se considera cualquier forma lineal
U= AM_it1Xn-it1 + -+ A X, con coeficientes enteros tal que su imagen u
en Q[V] es un elemento primitivo de la extensién de anillos R — Q[V], y la
clase F, de todos los puntos P € Z™"* tales que:

e los elementos de Vp := #~1({P}) son puntos suaves de V,

¢ el mimero de elementos gr(Vp) de Vp coincide con el rango del R-

médulo libre Q[V] y

o la forma lineal U genera también un elemento primitivo de la extensién

Q— Q[Ve].

Manteniendo estas notaciones se tiene la siguiente nocién de altura de
variedades algebraicas diofanticas:
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Definicion 5 Dada una variedad diofdntica interseccion completa V como
antes, un cambio lineal de coordenadas A € Ny, una forma lineal U €
Z[Yn-it1y--.,Ys] cuya imagen u en Q[V] es un elemento primitivo de la
extension entera de anillos 2.1 y un punto P € F,, se define la altura de V
con respecto a (A,U, P) en la forma:

ht(V;(A,U, P)) := ht(Vp; U).

Luego, la altura de una variedad algebraica diofdntica interseccion com-
pleta V se define como la funcion hiy : IN — IN que asocia a cada niimero
natural ¢ € IN el valor hty(c) := max{ht(V; AU, P) : ht(A,U,P) < ¢} si
existe un triple (A,U,P) que satisface los requerimientos de la definicion de
altura acolada por ¢ y que asocia a c el valor I si no existe lal elemento
primativo.

En (78] se demuestra que hf(c) se acota en forma polinomial en términos
del nimero de Bezout d", la altura & de los polinomios F; y ¢, pudiendo ser el
nimero ht(c) ostensiblemente menor que esta estimacién en casos de interés
practico.

Habiendo definido los pardametros geométricos que controlan la comple-
jidad del proceso, se puede ahora sintetizar el resultado principal de esta
seccion, cuyo enunciado preciso es el teorema 11:

Sea V C C" la variedad algebraica interseccion completa de dimension cero
definida por polinomios I,. .., I, € Z[X,,..., X, que verifican:

o Fi,..., I, definen una sucesion regular en Q[X1,..., X,],

e para todo ¢t = 1,...,n, el ideal (Fy,...,I;) es un ideal radical de

Q(X,..., X,

o los polinomios F\, ..., I, estin dados mediante un circuito aritmético
uniforme de talla L y profundidad no escalar €, que utiliza pardmelros
enteros de talla h.

Sea d := maz{gr(F;) : 1 <i < n} el mdrimo grado total de los polinomios
input y 8 := maz{gr(V([,...,F)) : 1 <1< n} el grado geométrico del
sistema. Finalmente, se define la altura geométrica del sistema 1) en la forma
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n := max{hty,(c((logn+¢€)log é) : 1 <i: < n}, donde c > 0 es una constante
untversal que no depende del input ..., F, considerado (ni de su tamario).

Entonces eziste una mdquina de Turing probabilistica de error acotado que
calcula una forma lineal U que representa un elemento primitivo u para V y
la solucion geométrica asociada al elemento primitivo u en espacio polinomial
con respecto a los pardmetros n, £ y n y polilogaritmico con respecto a d, h,

Lybé.

2.1.4 El método de Newton—Hensel

Sea V C C" la variedad algebraica interseccién completa definida por los poli-
nomios Fy,...,F, € Z[X},...,X,]). Segin lo desarrollado en la subseccién
2.1.2, la idea es hallar una solucién geométrica para la variedad V. El ob-
jetivo de esta seccion es mostrar un método mediante el cual esta cuestién
puede reducirse al caso cero-dimensional.

Iin primer lugar, luego de un preprocesamiento de las variables (la nor-
malizacién de Noether que se obtiene mediante un cambio de variables lineal),
se puede suponer sin pérdida de generalidad que la extensién de anillos

R = Q[Xl,...,Xn_,-] — Q[X],...,Xn]/(Fl,...,Fr) = Q[V]

es inyectiva y entera.

En tal caso, el morfismo 7 : V — €™ inducido por este cambio de
variables es finito y la fibra Vp := 77!({P}) de cualquier punto genérico
P € €7 esfinita y tiene cardinal gr(V). La intencién es aplicar el método de
Newton-Hensel en forma simbélica a fin de recuperar la solucién geométrica
de V a partir de la solucion geométrica de la fibra Vp de un punto P € C*"
adecuado. Dado que Vp es una variedad cero-dimensional para P € C™~"
genérico, se deduce que el problema de calcular la solucién geométrica de una
variedad algebraica interseccion completa de dimension positiva se reduce al
caso cero—dimensional.

A fin de preservar la “racionalidad” del algoritmo el punto P sera elegido
con coordenadas enteras, es decir, P € Z™". Para poder extraer toda la
informacién necesaria de Vp, es preciso que el punto P elegido verifique las
siguientes condiciones:

e los elementos de Vp = m~!(P) son puntos suaves de V,
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e el nimero de elementos gr(Vp) de Vp coincide con el rango del R~
médulo libre Q[V], y

¢ la forma lineal U genera también un elemento primitivo de la extension

Q- Q[Vp)].

Un punto P € Z™"" en eslas condiciones se llamara un punto de levan-
tamiento y su fibra Vp se llamara la fibra de levantamiento.

En lo que sigue se supondra que se tiene una forma lineal con coeficientes
enteros U = A\_rp1 Xnorp1 + -+ + A X, tal que su imagen u en Q[Vp] es
un elemento primitivo de la extensién de anillos @ — @ [Vp], polinomios
¢\P(T), vffi),_,_l(T),...,v,(lP)(T) € Z[T) y elementos pf,’:),_,_,,. .o, pAP) € T tales
que constituyen una solucion geométrica para la variedad Vp.

Sea I := ([,...,F}) y sea D(F) := D(F,,...,I}) := (ﬂ'—

3"’n—r+1)15.’,j5r
la matriz jacobiana de los polinomios Fj,..., Fy. Suponiendo que esta ma-
triz es regular y considerando los polinomios Fi,..., F, como funciones en

X = (Xa=r41,...,Xp), se define el siguiente operador de Newton-Ilensel:

Xn—r Fl(Xn—r-i-lv”-,Xn)
Ne(Xnory.. oy Xa):=| | = D)™ : (2.2)
Xn Fr(Xn—r+la“-1Xn)

Se tiene entonces la siguiente versién del conocido lema de IHensel:

Lema 22 Sea P = (p1,...,pu—r) € Z™" un punto de levantamiento para
V. Entonces, dado un punto £ = (€n—ryr,-..,&n) € Vp, existen dnicas serics
de potencias Rff_),H,. RO en C[X, —pry. ooy Xner — Pn—r] que verifican
las siguientes condiciones

® Parai=1,...,r vale la siguiente identidad en C[X, —py,..., Xp_r —
2
Fi(Xyy. oy Xoeey RO 1 RO) =0
e Paraj=1,...,r vale que R© (P) = bnryj

n—r+j
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Demostracion. Se define la siguiente sucesién en € X:i-p,..., Xnor —
Pa-r]"

0
R&0) = (Rr(f—r)+h tee RSS'O)) = (bart15-+-16n)

REN+D = (RENHD | RENH)) .= Np(REM) para N > 0

donde A* denota la matriz traspuesta de A. Obsérvese que de la definicién
de R€M por medio de un argumento inductivo se deduce que cada R,(f_'l!_,)_j
representa una funcién racional de C(X;,..., X,-,).

Se nota por m el ideal maximal m := (X, —py, ..., Xazy —Pn-,) generado
por Xy —p1,..., Xn—r — Pn—r en C{X, - py,..., Xn—y — pn-r]. Entonces las
siguientes afirmaciones son vilidas para todo N € IN:

1. Fi(X1,..., Xner, REMY e m?” parai=1,...,r.
2. det(D(F))(Xy,. .., Xn-r, REN)) ¢ m

Estas afirmaciones se demuestran por induccién en N. En el caso N =0,
las afirmaciones 1 y 2 son las hipétesis del lema.

En el caso general, suponiendo ambas afirmaciones ciertas para el caso
N, se considera los polinomios Fy, ..., F, como elementos del anillo de poli-
nomios C[Xy,..., Xn—r][Xn=r+1,...,Xn]. Con un leve abuso de notacion se
utilizara el mismo simbolo, F;, para denotar el elemento de C[Xj,...,X,] o
su imagen en el anillo C[X),..., Xa=r][Xn-rt1,--.,Xn].

Sean Y,_;41,...,Y, nuevas indeterminadas. A partir de un desarrollo
formal de Taylor de los polinomios I,..., F, en torno a Yp_;41,...,Ys, se
obtiene la siguiente identidad en el C[Xy, ..., Xp—;]-médulo
C[‘\’l PR Xn-r][Xn—r+l Yt Xm Yn—r+l) Ty Yn]:

E(.X"-f+[ Yy Xn) = E(Yn-f+1’ ey Yn)"l’
'—.'(Yn—r+l, seey Yn) ‘ (Xn—r+j - Yn-r+J')

médulo (Xn-r41 = Yacrsty- - Xn — Ya)?
(2.3)
para ¢ = 1,...,r, donde (Xn-ry1 — Ya—rt1,...,Xn — Ya) denota el ideal
generado por los polinomios Xp—r41 — Yazr41,..-, Xn — Yq €n
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ClXy, .y Xner)[Xnertty e ooy Xny Yaerry - -, Yoo).

Utilizando la inclusién
C[Xla e ’Xn—r] — C[[XI — Py aXn—r - pn—rll

dada por el desarrollo de Taylor de cada polinomio F € C[Xj,..., X,_,] en
torno al punto (py,...,pn-r) y reemplazando en la ecuacién (2.3) las vaxia.blcs
Xn—r41,---,Xn por R(€ l:’_:ll), JRENH) e Y, h,..., Y, por Rff -
R(€ N) se obt.lene la siguiente ldentldad en C[X;—pi,..., Xocr — puer]:

b )

F,-(R(E'N'“)) — F,-(R“'N)) + zr:

j=1 n-r+j

(REM) . (RENH) _ pleN)

n—r+j n—r4j

médulo (REVH) — RET) .. REN*D — plen)y?

(2.4)

De la definicién de R%™) resulta:

F](R“'N))
REN+Y) _ pN) _ —D(F)"(R“‘N)) . ( : )

FL(REN)

En consecuencia, multiplicando ambos miembros de esta identidad por el

vector (axn_r“ (R(E N, . ..,ﬁ'ﬂ—l(li(f"v))) (que constituye la i-¢sima fila

de la matriz D(F)(R(¢N))), se tiene la siguiente ecuacién:

or (€,N) or; ENNY.( REN+L) _ p(&N)yt _
(6Xn_r+1 (R ) ”"3/\',1 r+l(R )) (R f ) -
Fi(R&M)
(e (M), ..., =25 (REM)). (—D(F) (RE))-|
OXn-r41 "0 Xnri1 FL(REM)

. F](R(G'N))
1
=—(0,...,1,0,...,0)-( :

: ) = —F(RE")
F(R&N)
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Por lo tanto, reemplazando esta tltima identidad en (2.4) se obtiene:

F,-(R“-N“)) — F.-(R“'N))+

oF, orF,
+(6X 1 (R(E’N)),...,E——(R“'N)))-
n—-r+1 n—-r+l FI(R(va))
(=DFIREM-| ] =
F,(R&N))

= Fy(R&N) — F(R&N) = 0

médulo(RENHD — REGN) | RlEN+) _ RleN))2

n—r+l1r°

de donde se deduce que
IN ’N ’ ’
F(RENY) € (RETH) — RETL, ... REMHD — REMY?
parai = 1,...,r. Ahora bien, como

Fl(R(f'N))
(R(f.N+1) - R(f.N))t = _D(F)—x(R(c,N)) . ( . )

Fi R'(e.N))

y F;(R&N) ¢ m2" parat = 1,...,r por hipétesis inductiva, resulta entonces
que

(R(c.N+l) _ R&N) .,Rff"v“) _ Rge.N))z C (mzN)z = m2'

n—r+1 n—r+1r--* -

lo que demuestra la primera afirmacién.
Con respecto a la segunda afirmacion, realizando un desarrollo de Taylor
formal del polinomio det(D(F')) como en (2.3), se tiene la siguiente expresién:

det(D(F))(Xn-r41,- .., Xn) = det(D(F))(Yarsa, ..., Ya) +

I, ddet(D(F
+ M(Yn—r+h sy Yn) * (X'n-r+j - Yn—r+j)
j=1 aXn—r+J

modulo (.Xn_,-.'.] -Y, —r4lyc vy Xn - Yn)2
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Si se reemplaza en esta ecuacién, del mismo modo que en (2.4), las varia-
bles Xn—r41,---,Xn por Rff_”:’:,l),. .o, REN+Y v las variables Yo_r41,..., Y,

por Rff_";’ll, ..., REN) se obtiene la siguiente identidad:

det(D(F))(REN1) = det(D(F))(REN)+

3det ) N N
Z axn_,ﬂ (MR - BEL)

médulo (Ry7H) — RET), ., REN*D — jeN)?

Dado que se verifica que Rff l:’_:;l) Rff IRJ em? Cmparaj=1,...1y

det(D(F))(RN)) ¢ m por hipdtesis, se deduce entonces que det(D(['))(REN+1)) ¢
m. )

De las afirmaciones 1 y 2 se desprende que la sucesién {RS‘”‘J}NGN con-
[\]

verge en C[X,..., X,-,] a una serie de potencias Rff_),ﬂ paraj=1,...,1
Estas son las series de potencias cuya existencia afirma el enunciado del lema.
Denétese por R(€) el vector de series de potencias R{¢) := (Rff_),_,_, vy RO,

En primer lugar, dado que Rg-'lﬁ-.;l) IiSIC—I‘:,-f)-J € m?" para todo N € IN, se
deduce que
Rf)rﬂ = Rff ’:,l, médulo m?" para todo N € IN (2.5)

Combinando esta observacién con la ecuacion (2.3), se tiene que

Rn— +1— “ N+)-1
Fy(R®)) = F(¢M) 4+ D(F)(REN) : médulo m?"
R — RN

parai =1,...,r, de donde se deduce que F;(R®)) € m?" para todo N € IN.
Luego
F(RY =0en C[X; = p1,...) Xncr — Pner]

para i = 1,...,7, como se queria demostrar.

En cuanto a la unicidad, suponiendo que existieran dos soluciones distin-
tas R©) := (Rff_),H, : R“)) y RO = (1), +1r- > ) en las condiciones
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del enunciado, aplicando una vez maés la expresién (2.3) se obtiene:
RO, - B9

Fi(R®) = Fi(R©) + D(F)(R(f))-
R® — R®

médulo (R®, ., — R _.,,..., R — RO
Como F;(R®)) = F;(R®) = 0, se tiene:
0 RSf—)r+l - RS—)H-I

) = D(F)(R©).

0 R© — R

modulo (Rslf—)r-}-l - Rs-f_)r-}.n RN R,(f) - RS.E))Z

Por hipétesis, R( nertj ¥ I.iff)r +; tienen el mismo término constante, lo que
implica que Rff_),ﬂ Rff),h € mparaj=1,...,r. Como det(D(F))(R“)) ¢
m, se deduce entonces que RSf_),._,_J - R,(f),+J € m? para j = 1 ,7. Iterando
este razonamiento se demuestra que Rff_), _,_J-—Rff_),ﬂ € m?" para todo NelN
yj=1,...,r, loqueasu vez implica que Rn_,+1 ‘6_),_,_]- paraj=1,...,r,
como se queria demostrar. 0

Sea Vp = {nM,...,7®} donde cada 7¥) € C" y p) # n) si i # j.
Aplicando el lema anterior, mediante la iteracién del operador de Newton
comenzando con 7*) como el primer elemento de la sucesion para k =
1,...,6, se obtienen & soluciones distintas (R,, D rt1r-- -y BF) en forma de
serics (le potencias. Sea U := M, 1 Xprqr +-+- + )\ X,, una forma lineal
de Z[Xn-r41,.-.,Xn] de modo tal que U representa. un elemento primitivo
para V y Vp. La idea es recuperar la solucion geométrica de V' con respecto
a U a partir de la soluciéon geométrica de Vp con respecto a U.

La clave para reconstruir la solucién geométrica de V' es’poder calcular
proyecciones de V sobre rectas: dada una forma lineal £ € Z[X,,..., X,], la
cuestion es hallar un polinomio p, € Z[X,...,Xn-,, T}, ménico en T, tal
que pe(X1,..., Xn-r,0) € (I,..., F}).

El hecho fundamental es que es posible controlar satisfactoriamente el
grado del polinomio minimo m, € Z[X,,...,Xa—r,T] que anula la forma
lineal ¢ sobre V. En tal sentido, se tiene el siguiente lema:
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Lema 23 ([154], Proposition 1) Con las notaciones anteriores, dada una
forma lineal € € Z[X,, ..., X,], la ecuacidn de dependencia entera de grado
minimo me € Q[X,,..., Xn-r,T] que satisface £ en la extension

Q[X],...,Xn_,-] b Q[le"')Xn]/(Fla"'aFr)

es un polinomio cuyo grado total estd acotado por gr(V).

A partir del lema 23 se deduce que es suficiente calcular la [log 6]-
ésima iteracion del operador de Newton: dado que el polinomio minimal
de cualquier forma lineal ¢ tiene grado total acotado por 4, si se conoce cn
forma exacta el desarrollo en series de potencias de las soluciones del sistema
(R£k2,+l, ..., R¥)) hasta grado 6 se ticne toda la informacién necesaria para
reconstruir la solucién geométrica de la variedad V. Gracias a la identidad
(2.5), la expansion en series de potencias de las funciones racionales que se
calculan en el paso [log(6)] de iteracién del operador de Newton coincide con
la expansién de las soluciones exactas hasta el grado é.

A fin de preservar la racionalidad del algoritmo la estralegia basica es
representar los objetos de Vp que se nccesitan mediante homotecias cn el
algebra Q [Vp]. En tal sentido, en lugar de operar con las coordenadas
1),(,’i),+l, ...,n®) de los puntos de Vp, se opera con las homotecias por
Xn-rt1r---,Xn en @Q [Vp], que se representan mediante las malrices
M;’? ce Ms(’:) que describen el tensor de multiplicacién en Q[Vp].

Sea entonces « := [logé] y g,(f_),-_,_l,...,g,(l"),lsz_),-H,...,h,("‘) los numera-
dores y denominadores de las funciones racionales de Q [X, ..., X,] que sc
obtienen luego de aplicar k¥ pasos de iteracion del operador de Newton al
vector Xp—r41y-+-yXn-

Interpretando a g,(,'i),ﬂ,..., (%), hff_),ﬂ, ..., b como funciones de
Q[X1,..., Xn=r][Xn=r41,...,X.], se definen para k = 1,...,r las siguientes
malrices:

N m g (M M) K, M )

Las matrices Ny_,41,. .., N, contienen toda la informacién necesaria para
llevar a cabo el k-ésimo paso de iteracion de Newton comenzando con cada
punto 7 de Vp. Dado que el numero & se ha elegido de forma tal que
la aproximacién se consigue es sulicienlemente “cercana” a la solucidn, a
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partir de estas matrices es posible reconstruir la proyeccién de V en cualquier
direccion €. Esto es lo que se demuestra en el siguiente lema, cuya enunciado

y demostracion se obtiene mediante una combinacién de las ideas expuestas
en [81] y [78]:

Lema 24 Sea ¢ = M1 Xn—rp1 + -+ + A\ X, una forma lineal en
Z|Xn-ri1y- -, Xn). Sea Mg € Q(X,,..., Xn-r)**® la siguiente matriz:

M= e(/\ﬁ(:)rﬂ, e ,Nr(.“)) = An—r+1-/\/(’:)r+l +o-t ’\anS“)

y mg") =Y bT* € Q(Xy,...,Xn-,)[T] el polinomio minimal de la ma-
triz M. Sea m¢ = Yi_, axT* € Q[Xy,...,Xn-r,T] el polinomio minimal
de ¢ sobre V (en el sentido del lema 23). Supongamos que el punto de levan-

tamiento P verifica que grr(m,) = gr(msp}). Entonces, los coeficientes de

mey ms") satisfacen la siguiente condicion en C[ Xy —py,..., Xn-r — Pn—s]

ax = by, médulo (X; —py,..., Xner — Pn=r)’ (2.6)
para k =0,...,6.

Demostracién Dado que la imagen de £ en Q[X,,..., X,]/(F,..., F;) es
entera respecto de Q[ X, ..., X,_,] (puesto que las imdgenes de las variables
Xu=r41,...,Xn lo son y € es combinacion lineal de ellas), el polinomio mini-
mal m, € Q[X,,...,Xn_r,T)] es el tinico polinomio ménico en T y de grado
minimo en T tal que

me(Xa, ..., Xner, &) € (Fy,..., F)) (2.7)

Sean R®) = (RW ., ...,R®) para k = 1,..., 6 las soluciones en forma
de series de potencias cuya existencia se asegura en el lema 22. Reemplazando
formalmente las variables X,_;41,..., Xn por cada R*) en la identidad (2.7,
se deduce que m¢(T') tiene a cada £(R¥) como raiz para k =1,...,6.

Como ¢(R®) € C[X, —p1,..., Xn-r — Pa—] verificapara k =1,...,6 la
identidad ¢(R™))(py,...,pazr) = €&(n®), se deduce que el conjunto

A= {(RV),...,((RD)}

tiene al menos tantos elementos distintos como el grado h del minimal msp)
de la forma lineal ¢ sobre Vp. Dado que el grado del minimal m, de ¢ sobre
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_ P . ,
V coincide con el grado de mf ) se deduce que A contiene todas las raices
de m,. Tratandose del polinomio minimal de una homotecia se deduce que

éste debe ser libre de cuadrados, lo cual implica que

me = f[ (T - ¢(R™)) (2.8)

k=1

suponiendo que ¢(RM), ... ¢(R™) son los h elementos distintos de A.
Si se nota por R*) = (Rf,k_":)_,,l, ..., Rk el resultado que se obtiene
luego de realizar la k-ésima iteracion del operador Newton-Hensel comen-

zando con n*), se tiene para k= 1,...,6 que
R¥) = R*=) médulo (Xi=py. .y Xner — p,.-,)a

en C[X1—p1,..., Xner —Pu—r]- Sise aplicaesta identidad en (2.8) se obtiene

h
me = H (T - f(R(""‘))) médulo (X — pry. ooy Xner — Pn—r)'s
k=1

Sea oj(Y1,...,Y4) la j-ésima funcién simétrica elemental en h variables.

Entonces, el j-ésimo coeficiente a; de m, verifica que

a; = (=1)o;(((RM),..., ¢ RM))

de donde se deduce que
(—1)o;(¢(RM),. .., ¢(R®)) médulo(Xy — p1y- -+, Xacr — Pur)

a; =
en C[X; —p1y.. oy Xner — Pn—r]-
La demostracion se completa ahora demostrando que

h
msx) =J[(T- ¢(RM))

k=1

dado que en tal caso los coeficientes b; de ms") satisfarian la igualdad

b = (~1Po;(e(RM), .., (R™))
(P) ¢ @ [T] su polinomio

Sea U el elemento primilivo de Vp elegido y my,
minimal. Sea Ml(,P) la matriz compaiiera de mg)). Obsérvese que esla matriz
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representa la homotecia por U en Q(Vp] en la base de Q[Vp] formada por las
potencias {1,...,U%} de U.

Como U es un elemento primitivo el polinomio m§, ) tiene grado 6 y sus
6 raices (distintas) son U(n"),...,U(n®). Por lo tanto, la matriz MU es
diagonalizable y existe una matriz P € C®*® inversible tal que la homotecia
por U toma la forma diagonal:

Uy o 0
PMyP! = 0 Ue®) 0
0 0 U(n®)

Dado que se satisfacen las identidades P,._r+an-r+k = v,(:),_,_k(U) en Vp,
se tiene entonces que Mx,_,,, = > "“ (P) ,(,f),_,_k(Mu) Como los cambios de
base aplicados a una matriz conmutan con evaluaciones polinomiales de la

misma, resulta entonces:

pn—r+
AU (™) 0 0 )
0 A= (U (1)) 0
0 0 _(F;_vn-r+k(U(n‘6))) /
pn—r+
nr(zl)r+k 20 0
- 0 nr(z—)r+k 0
. 5:
0 0 7 .

Como la matriz M, _,4x se define en la forma:

5 P X —-
Nacrie = g0 ME) LX) RW (M) XN

Xn—rs1? Xn—r4x?
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consideraciones similares a las anteriores permiten deducir las siguientes iden-
tidades:

(%)
PNursiP™" = 25945 (PMx,,_,,, P7',..., PM P™") =

n—r4k

/ %;-;—;ﬁi(-,’(l)) 0 0 \

n—r4k
(%)
om0
(x)
\ 0 0 #FEG)
n—r4k
R, - 0 0
2,x
| 0 RX 0
6,.r<
0 0 R,

FFinalmente, de la definicion de la matriz M, resulta:

PMP™' =T v gk PNy gk P71 =

Shet Anrpk RD, 0 0
0 Thet Aneri B2, 0
0 0 Thoy Aneren RO,
£(RO~))Y 0 0
0 ¢(R(2)) 0
0 0 ¢(RE)

Luego, M, es diagonalizable y por lo tanto su minimal es el polinomio
libre de cuadrados que tiene a ¢(R*~),¢(R?~)), ..., ¢(R®*)) como raices.

Pero ese polinomio es mS"') = [Th_, (T = €(R™"))), como se queria demostrar.
0
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La forma en que se aplicard este lema es la siguiente: dada una forma
lineal ¢ de la cual se quiere calcular su polinomio minimal sobre V, la idea
es calcular en primer lugar el polinomio ms") que se enuncia en el lema.
Por el lema 23 el polinomio m, buscado tiene grado total acotado por 6.
Entonces el lema 24 garantiza que la expansion hasta grado 6 de mg") coincide
exactamente con el polinomio m, buscado.
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2.1.5 Sobre los circuitos aritméticos

En la seccion 2.1.2 se ha discutido la forma matematica y la codificacién
sintactica de la salida del algoritmo para la solucién geométrica que se exhi-
bira. Sin embargo, es también necesario discutir una codificacion adecuada
de la entrada y los resultados intermedios del algoritmo.

Los objetos matematicos que se manipulan son polinomios con coelicientes
enteros I € Z|[X,...,X,]. Estos polinomios pueden escribirse como una
lista de monomios y de esta idea resultan las dos primeras codilicaciones posi-
bles para un polinomio: la representacion densa y la representacién esparsa.
Si el polinomio F tiene grado d y coelicientes con talla binaria acotada por

h, la longitud de I bajo estas codificaciones queda acotada por h - (d ;t " > )

siendo esta cantidad de tipo d" cuando d > n. Por lo tanto, la codificacién
de polinomios multivariados en representacion densa o esparsa conlleva un
caracter exponencial que se manifiesta negativamente en la complejidad de
los procedimientos de eliminacidn.

Una inleresante alternativa es la representacion de polinomios mediante
circuitos aritméticos. Desde el punto de vista de la geometria, un polinomio
es también una funcidon que puede evaluarse y, en tal sentido, las dilerentes
opciones para evaluar polinomio concretos pueden realizarse mediante cir-
cuitos aritmeéticos.

La idea de representar polinomios mediante algoritinos que realizan su
evaluacion tiene sus raices en los inicios de la complejidad algebraica, donde
se aplicé como un modelo para algoritmos seminuméricos (cl. [109], [172]).
Entre los precursores cabe mencionar a A.M. Ostrowski, quicn en 1954 se
pregunté sobre la optimalidad de la regla de Horner (cf. [135]). Desde
entonces, la teoria de complejidad algebraica tuvo un relevante desarrollo,
fundamentalmente relacionado con las cuestiones de la estimacion de cotas
inferiores para la evaluacion de polinomios y los problemas de pertenencia a
conjuntos construibles.

A fines de los aflos setenta se descubrio que los circuitos aritiméticos
pueden jugar un importante rol en eliminacién. Varios autores, entre los
cuales se pueden citar a J. von zur Gathen, J. Heintz, O.Il. Ibarra, L.
Kaltofen, S. Moran, J. Morgenstern, C.P. Schnorr, J.'T'. Schwartz, M. Sievek-
ing, V. Strassen y R. Zippel entre otros, consideraron la eliminacion univari-
ada tratando de obtener el mayor beneficio de la codilicacion de polinomios
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por circuitos aritméticos. Exiten varios trabajos que reflejan esta filosofia,
como por ejemplo [76], [94], [95], [97], [98], [104], [162], [186].

A mediados de los afios ochenta los circuitos aritméticos fueron aplicados
al caso de la eliminacién con polinomios multivariados, al influjo de las ideas
desarrolladas por M. Giusti, J. Heintz, J. Morgenstern entre otros. Al res-
pecto pueden mencionarse los siguientes trabajos: [79], [80], [65], [66], [67],
[83), [114], 82}, [81], [78].

Desde ya, entendiendo que la representacién de polinomios mediante cir-
cuitos aritméticos puede resultar en una importante compresién de datos,
la manipulacién de polinomios en esta codificacion resulta mas dificil de re-
alizar. En lo que resta de la seccién se desarrollaran los algoritmos necesarios
para operar con polinomios representados por circuitos aritméticos.

Derivadas

Sca I' € Q[X},..., X,) un polinomio dado mediante un circuito aritmético
B de talla L y profundidad no escalar ¢. El problema consiste en calcular F’
y sus derivadas parciales primeras 8—8)%, RN 5%{5;.

La idea es realizar el cdlculo de cada derivada primera de F' “paso a
paso” en el circuito aritmético que calcula F'. Para ello, por cada nodo p
del grafo de computacion de F se crean n nodos que contienen las derivadas
primeras de la funcién calculada en p. A fin de calcular esas derivadas, basta
tener en cuenta que en nodos anteriores se tienen calculadas las derivadas
primeras de los nodos predecesores de p, por lo que el esquema de céalculo de
las derivadas de la funcién calculada en p es una consecuencia directa de las
reglas de derivacién para funciones de tipo fopg con op € {+,—,-,+}.

Como consecuencia de la estrategia descripta, se puede concluir el siguien-
Le resultado:

Lema 25 Sea FF € Q[X,,...,X,] un polinomio dado mediante un circuito
aritmélico 8 de talla L y profundidad no escalar €. Entonces, ezriste un
circuilo aritmélico f que evahia el conjunto de polinomios {F, 2 oF

V3K, DX,
con talla O(nL) y profundidad no escalar O(¢).

Il proceso descripto es lo que se conoce como el “modo directo” (forward
mode) en ambito de diferenciacion automatica de programas (cf. [6]). Existe
un procedimiento alternativo de mejor complejidad para la diferenciacién,
conocido como el “modo reverso” (backward mode), cuyos origenes pueden
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situarse en un trabajo de W. Baur y V. Strassen ([10]) (ver también [84],
[105], [106], [131]). Sin embargo, éste no ha sido tenido en cuenta dado que
no es clara la uniformidad del mismo.

Interpolacién y cdlculo de componentes homogéneas

Sea nuevamente I € Q[X),...,X,] un polinomio de grado total acotado
por d, representado mediante un circuito aritmético f§ de talla L y pro-
fundidad no escalar . El problema ahora es hallar la descomposicion de
F en componentes homogéneas, es decir, sc desea calcular los polinomios
Fo,...,Fy € Q[X,,...,X.] que verilican las siguientes propiedades:

d
° F=2Fk
k=0

e Para k=0,...,d, el polinomio [ es el polinomio nulo o es homogéneo
de grado k.

Claramente, es necesario evitar el calculo de la representacion densa de las
componentes homogéneas de I, ya que esto podria resultar en un crecimiento
exponencial de la complejidad debido a la cantidad de monornios distintos
de grado d en n variables. Por esto, todas las componentes homogéneas de
I se representaran por medio de un circuito aritmético.

Asimismo, a fin de evilar la introduccién de pardmetros enteros que
puedan hacer crecer el tamaifo binario de los ndmeros con que sc opera,
el proceso de interpolacién que naturalmente aparcce en el calculo de las
componentes homogéneas se reemplaza por un calculo matricial.

La idea es la siguiente: en primer lugar se observa que F(tX,,...,tX,) =
Z:i:o t*Fi(X1,. .., Xa) ya que Fy es homnogéneo de grado k. Esto permite re-
ducir el problema del cdlculo de las componentes homogéneas a una cuestidu
de interpolacidn (escritura) con respecto a la variable ¢.

Dado que gry(F(tX,,...,tX,)) <d, calculando F(tX),...,tX,) médulo
t**! se obtiene nuevamente F(tX,,...,tX,). Las componentes homogéncas
de I se hallaran como coordenadas de F'(tX),...,tX,,) respecto dc una cicrta
base de un espacio vectorial de dimension finila adecuado.

Mas precisamente, sc considera el @ X,..., X, )-espacio vectorial de di-
mensién finita Q(X;, ..., X,)[t)/(¢4*") y la base natural de este espacio vec-
torial dada por las potencias de t: B := {L,t,...,t?}. Obsérvese que las co-
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ordenadas de F'(tX),...,tX,) en base B son precisamente las componentes
homogéneas que se desea calcular.

Para hallarlas, se considera la homotecia ng por F(tX;,...,tX,). La
matriz M de esta homotecia en base B puede hallarse ficilmente teniendo
en cuenta que, st M es la matriz de la homotecia por ¢ en base B, entonces
Mp = F(X,-M, ..., X,-M). Finalmente, dado que gr(1) = F(tX,,...,tX,)
y 1 tiene coordenadas (1,0,...,0) en base B, se deduce que la primer columna
de la matriz MF contiene las componentes homogéneas a calcular.

En resumen, se realizan los siguientes pasos:

e Se halla un circuito aritmético 8 que calcula F(tX,...,tX,), reem-
plazando los nodos de entrada Xi,..., X, por tXi,...,tX, (agregan-
dose ademas el nodo de entrada adicional ¢).

o Secalcula Mp = F(X,-M, ..., X, M) transformando £ en un circuito
aritmético “de matrices” sustiluyendo de ¢t por M.

0 0 0
) 1 0 0 ) 5
Obsérvese que M = . |, ya que es la matriz compaiiera
0 ... 1 0
del polinomio t#*!, y por lo tanto las matrices X;- M, ..., X, - M se obtienen

directamente sin realizar ninguna operacion aritmética. Dado que cada nodo
de B se transforma en una operacién de matrices de tamafio d + 1, la talla
del circuito resultante puede estimarse por L(d+ 1)®. En conclusidn, se tiene
el siguiente resultado:

Lema 26 Las componentes homogéneas de F' se pueden calcular por medio
de un circuito aritmético de talla L(d + 1)® y profundidad no escalar ¢.

Cabe destacar que el proceso anterior puede aplicarse también en el caso
que no se conoce una cota “a priori” del grado de F' (en cuyo caso el grado
de I? queda acotado en forma exponencial con respecto a la profundidad no
cscalar ) y se sélo se desea calcular las componentes homogéneas de F' de
grado no mayor que d.

2l circuito descripto contiene un esquema de interpolacion en una variable
que sc cnuncia separadamente ya que serda necesario independientemente de
la descomposicién en componentes homogéneas:
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Lema 27 La representacion densa de I respecto de una variable puede ha-
llarse por medio de un circuito aritmético de talla L(d + 1)® y profundidad
no escalar €.

Elusién de divisiones

Sean Fy, ..., [n polinomios de Z [X,, ..., X,] de grado acotado por d que se
evalian por medio de un circuito aritmético 8 de talla I, y profundidad uo es-
calar £. Supdngase ademas que Fp # 0 y que [ divide a I en Q[ X, ..., X,]
para k = 1,...,m. Ll problema es calcular los polinomios —%, ceeh ’—;%1 sin di-
visiones. La idea es aplicar el conocido proceso de Strassen Vermeidung von
divisionen ([170]) en la versién de [114] a [in de controlar la altura de los

parametros que se utilizan.

Proposiciéon 7 Con las notaciones anleriores, erisle un circuilo arilmélico
sin divisiones f de talla O((L + d + m)d®), profundidad no escalar O(€ +
logd) y pardmetros de altura logaritmica acotada por O(log nd) que calcula
un enlero 0 € Z no nulo y polinomios Py,..., P, lales que 0P = i—f)ﬁ para
k=1,...,m.

Demostracién. Dado que el polinomio g es no nulo y tiene grado d, existe
Y= (Yye--yTn) € Z" tal que |yi| <2nd parai =1,...,ny Fo(y) # 0. Por
el lema 20, eligiendo las coordenadas +; aleatoriamente con la propiedad que
7| < 2nd, con probabilidad mayor que 1 se halla un punto v de Z" tal que
Fo(y) # 0.

Sea p := Io(7) y Go,-..,Gm los polinomios de Z[Xj,..., X,] delinidos
por Ge(X1y---, Xa) = Fi(Xi+71,-- -, Xn+7m)- Sea @ := p— Go (obsérvese
que Q(0,...,0) = p—Go(0,...,0) = p— Io(y) = 0). Todos estos polinomios
se evalian por medio de un circuito aritméticode talla L+n+1 y profundidad
no escalar . Sea finalmente 0 := p?+!,

Entonces, se tiene que

0G) 0G) 1 0Gy d dei i N deini
= = — = Q'+ Q') Gk 2.9
Go p-Q p1-¢ (gf’ @ ,.EH” Q)G (2.9)

Dado que

OGk(Xla"'v/Yfl) _ OFL(Xl +7l)---))\,n +’7n)

= =0P
Go( X1, Xn)  Fo(Xi+71,.1 Xn +7n) ,
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y gr([) < d, se deduce que gr(%c'}) < d, lo cual implica que %c,} solo
depende de las componentes homogéneas de grado menor o igual que d del
altimo miembro de la identidad (2.9). Dado que Q(0,...,0) = 0, todas las
componentes homogéneas del segundo sumando del dltimo miembro de la
identidad (2.9) tienen grado mayor que d, por lo que %Gok resulta igual a la
suma de las componentes homogéneas de (X%, p**Q*)G} de grado menor o
igual que d.
Para concluir, sélo resta observar que

0F) _ 0GL( X1 —7,y--., Xn —7,.)
Fo GO(XI —71,...,X,,—‘7n)

P =

Por lo tanto, dado que la expresién (2%, p?~'Q')G cuyas componentes
homogéneas de grado a lo sumo d se extraen, se calcula con talla O(L+d+m)
y prolundidad no escalar £+ logd para k = 1,...,n, aplicando el lema 26 se
demuestra el enunciado de la proposicion 7. 0O

La construccién de un circuito aritmético B que verifica las propiedades
del enunciado de la proposicién 7 se realiza deterministicamente excepto por
la eleccién del punto v = (11,...,7m) € Z" tal que Fy(y) # 0, como puede
inferirse a partir de la demostracion de la proposicion 7. A fin de hallar un
tal punto v, puede aplicarse el lema 20, que genera probabilisticamente un
punto ¥ € Z" con probabilidad mayor que .1-, de hallar uno que verifica la
condicién Fp(y) # 0. Se concluye que la construccion del circuito aritmético
B puede realizarse probabilisticamente con probabilidad mayor que 1 que f8
cumpla las condiciones requeridas por el enunciado de la proposicion 7.

Construccion de un elemento primitivo

La construccién de un elemento primitivo y la solucion geométrica asociada
al mismo se basa en una versién algoritmica del conocido shape lemma. En
esta subsubseccién se sigue la estrategia desarrollada en [114] (ver también
[80]), cuyos enunciados se redemuestran a fin de analizar la uniformidad de
los algoritmos asi obtenidos.

Cabe destacar que todos los circuitos que se describiran en esta subsub-
seccién se componen fundamentalmente de rutinas de dlgebra lineal. Por
esta razon, sus “traducciones” al contexto booleano resultan uniformes.
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En primer lugar se trala el caso particular de la solucién gecométrica de
una variedad definida por dos polinomios en dos variables separadas.

Lema 28 ([114], Lemma 26) Sea R un dominio de caracteristica cero con
cuerpo de cocientes k. Sea K la clausura algebraica de k y X,Y indelermi-
nadas sobre I{. Sean F,G polinomios en R[T] libres de cuadrados en k[1'),
T := (F(X),G(Y)) el ideal generado por F(X) yG(Y) en k[ X, Y]y W C K?
la variedad 0-dimensional definida por F(X) y G(Y). Sea u := aX + Y
una forma lineal que conslituye un elemento primitivo para W. Se nota
6 := gr(F) - gr(G). DEntonces, existe un circuito arilmético sin divisioncs
de talla 6°) y profundidad no escalar O(log ), consistente principalmentc
de operaciones de dlgebra lineal con malrices de lamano acotado por §, quc
calcula polinomios q,v,,v2 € R[T] y un elemento p € R con las siguicntcs
propiedades:

e gr(q) =6 y maz{gr(vn),gr(v2)} < 6.
o (q(u),pX —vi(u),pY —v2(u)) C T

Demostracién. Sea B la k-dlgebra B := k[X,Y]/I. Dado h € k[X, Y], sc
nota mediante & la clase de h en B. Es claro que B es un k-espacio vectorial
de dimension 6 y que la imagen en B del conjunto

B:={X'Y’'[0<i<gr(F)-1,0<5 < gr(G)—1)

define una base de B como k-espacio vectorial.

Suponiendo ordenada la base B por medio del orden lexicografico con
X < Y, las matrices My, My € k®*® de los endomorfismos 7x y 7y cn
base B pueden obtenerse dircctamente a partir de los coeficientes de [y
G. Observese que, siendo a,b € R los coeficientes principales de 'y &
respectivamente, todas las entradas de Mx y My son elementos de 12, o bien
de la forma I o de la forma § para algin r € R respectivamente.

Luego, la matriz de la homotecia 7, en base B se obtiene directamente a
partir de My y My gracias a la identidad M, = a- Mx + My. En particular
se deduce que los coelicientes que aparccen en M, x4y son elementos de I o
tienen la forma 5 para algin r € .

Como u es un elemento primitivo para W, se tiene entonces que el con-
junto B’ := {l,u,...,u’"'} es una base del k-espacio vectorial 3.
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Ademas, por el Teorema de Cayley-Hamilton, el polinomio caracteristico
X € k[T) de la matriz M, verifica que x(7,) es el endomorfismo nulo de B.
En particular x(7.(I)) = x(u) = 0 en B, y dado que gr(x) = &, resulta
entonces y la ecuacion minimal de u sobre B.

Obsérvese que, debido a la forma especial de la matriz M,,, los coeficientes
de x son de la forma -5 con ¢,j € {0,...,8} y r € R. Luego, a’b’x es un
polinomio en R[T'] que anula a la forma lineal u sobre B y tiene grado 6, lo
cual implica que es el polinomio ¢ buscado.

A fin de hallar p € R y los polinomios v;,v, € R[T] que verifican las
condiciones del enunciado del lema, dadas las bases B’ := {1,u,...,u’"'} y
B:={X'Y?7/0 <i<gr(F)-1,0 <j < gr(G) — 1}, se tiene la relacién:

1 1
u X
u? =M, - Y
ub‘.—l Xgr(F)—l.Yyr(G)—l

Por lo tanto, multiplicando esta identidad por la matriz adjunta de M, te-
nemos:

1 1

u X

AGiM,) - | @ | = det(M,) - Y
u6.—1 Xgr(F)—l'Ygr(G)—l

Dado que cada coeficiente de la matriz adjunta de M, es (salvo signos)
el determinante de una submatriz de M, de tamado (6 — 1) x (§ — 1), se
deduce que (ab)’~'Adj(M,) = Adj(abM,) es una matriz con coeficientes en
Ry (ab)® - det(M,) pertenece a R. Luego, definiendo p := (ab)® - det(M,) y
vy(u), v5(1) como los polinomios de R[T] de grado menor que § cuyo vector de
coeficientes se obtiene multiplicando la segunda y tercera fila de abAdj(abM,)

por (1,u,...,u"!) respectivamente, se obtienen las siguientes identidades en
B:

p- X =uv(u)

p-Y =v(u)
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Por dltimo, puede utilizarse la identidad (ab)xas, (T') = Xabar, (abT') a fin
de evitar divisiones durante el calculo de (ab)®y.

En resumen, el procedimiento puede describirse algoritmicamente de la
siguiente manera:

Procedimiento 3 Shape lemma para 2 polinomios en 2 variables separadas.

o Calcular los cocficientes de abMy y abMy .

Calcular los coeficientes de abM,x 4y = aabMx + abMy .

Calcular (los coeficientes de) el polinomio caracteristico x.sm T).

aX+Y(

Calcular las polencias sucesivas {1,ab,...,(ab)’}.

Calcular los coeficientes de Xabm, x,y(abT’) a partir de los resultados de
los dos pasos anteriores.

Calcular la seqgunda y tercera fila de abAdj(abMyx 4y).

Utilizando los algoritmos de la seccion 1.2, se obtiene un circuito arit-
mético sin divisiones que calcula la solucién geométrica de W con talla §°(1)
y profundidad no escalar O(log 6). m

En lo que resta de la seccidn se utilizaran las siguientes notaciones:

R denotarda un dominio de caracteristica cero con cuerpo de cocientes k
y I la clausura algebraica de k. Asimismo, se consideraran polinomios
F,...,F, € R[X),...,X,) que definen una variedad cero-dimensional V
de cardinal § sobre K™, de modo tal que el ideal T generado por [,..., F,
es radical.

Siendo T,...,T, indeterminadas sobre K[X|,..., X,], se notara por Z;,
para j = 1,...,n, la forma lineal

Zi =T X+ +TiaXja + TinXj + -+ T,X,

. y por I el ideal generado por F,..., F, en k(1y,...,T,)[X1,..., X,]. Sea
finalmente Y una nucva indeterminada.

Lema 29 ([114], Lemma 25) Supdngase dados los siguientes ilems:
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e para cada j =1,...,n, un polinomio G; € R[Y] libre de cuadrados en
k[Y] de grado gr(G;) < § tal que G;(X;) pertenece a I.

e para cada j = 1,...,n, un polinomio H; € R[T\,...,T,][Y] libre de
cuadrados en k(Ty,...,T,)[Y], mdnico en Y salvo factores en R de
grado gry(H;) < 6, tal que H;(Z;) pertenece a Ir

Entonces, eziste un circuito aritmético B de talla O(n6°M) y profun-
didad no escalar O(log(nb)) que calcula un polinomio Q € Z(Tx,...,T,]
que verifica la siguiente propiedad: para toda upla (Ay,...,A,) € R" tal que
Q(A, ..., An) # 0, la forma lineal u := M X, + .-+, . X, es un elemento
primitivo de V.

Demostracién. Sean (t),...,t,) € R*y =M,z M B e K tales que:

J’J’J’J

G,-(x‘-"> = G,-(x‘-”) =0

J

2.10
I{ (tl, tn,Zzl)) = Hj(tl, n) 52)) = 0 ( )

. 1) _(2
La idea es que zf- ),zJ(- ) corresponden a valores

zJ‘-” =tV 4. 4 t,-:cﬁ-‘) 4ot bzl

2P =te® 42?1

donde (z\", ..., zN)y 2,..., z()) son dos puntos distintos de V. Luego, si
se quieren determinar condiciones sobre (¢;,...,t,) € R" para que
u:= HX; + .-+ t, X, sea un elemento primitivo para V, debera ocurrir

que
t1$£l) +--+ tn:cg) 75 t1.’vgz) +-- 4+ tnxf,z)

y por lo tanto, que
tiz + 28 # ;2P 4 2 (2.11)

Se hallaran entonces polinomios Qy,...,Q, que verifican que, para toda
n-upla (t,...,t,) € R" tal que Qj(t1,...,ts) # 0 y pares distintos (x (l))
y (1:52), ; )) que cumplen la condicién (2. 10) resulta ¢; z(l)+z(l) £t x(2)+z(2)
Posteriormente se demostrara que el polinomio @ := ]'[J=1 QJ cumple con los
requisitos del enunciado del lema.
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@ 0 (2
FER RS B R

nuevas indeterminadas X}l), X}z), Z}l), Z;z). [En términos de estas indetermi-
nadas, la condicién (2.11) puede reescribirse como

Entonces, para cada j = 1,...,n se reemplazan :lIJ ) ! por

Ti(XM - xP)+ 20 - 2% # 0

Y ésta ultima condicion se puede reescribir por medio de matrices de ho-
motecias.
. . 1 2
Para esto, se consideran las homotecias () _ (2 por XJ( ) _ XJ( ) en
Y

k(Ty,... u)[/\(l) X(2)]/( (XJ(.I))’G_,'(XJ@))) Y 40)_ ) pox ZJ(-I) _ ZJ(_z) ent
7 J
KT T, 20 20, (2.

Del mismo modo que en el lema 28, las matrices de las homotecias
1]X(1) O 1)2(1) 2 pucden calcularse direclamente (salvo nmiltiplos en

R[Tl, J yTn)) a partu de los coeficientes de G; y ;.
Sean XX}')—Xf’) y xzsx)_zgz) los polinomios caractensticos de estas matri-
ces:
Xxw_x@ (V) =Y? +ap, 1 Y2 4o+, Y™

Xzm_ga(Y)=YP +ap, Y2 4o 4 g, Y™
J J
Si m; = D,, entonces resulta

(X = XP)Pr = 0 médulo (G;(X"),G;(x?))

Esto significa que todo par de elementos :c.(, ) 2 T ) € K tales que Gj(x 5 ) =
Gj(z (~2)) = 0 verifica que :c( ) = J,‘( ). Por lo tanto, definir Q;i(Th,...,T,) =1
sera suﬁ(:lente ya que, dados dos pares distintos (z 51),2(1)) # (z ;2), 12)) tales

que Gj( z; ) = Gj(z 5-2)) 0, resulta 1:() = 5-2). Luego, para que ambos
pares sean distintos deberd ocurrir que zJ( ) # zJ(-z), y por lo tanto, para todo
t; € R se verifica la condicién (2.11).

Analogamente, en el caso m,; = D; se tiene que

(2 — Z)Pr = 0 médulo (H;(2"), H;(2{))
lo cual signilica que la condicion

Hj(tyy .ty 2) = Hi(ty, .oy tay287) = 0 (2.12)
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implica z§ ) = zJ Por lo tanto, dos pares distintos (:1,'J , fl)) y (:cgz), 1(2))

en K'? que cumplen (2.12) tienen su segunda coordenada igual, es decir,
m _ @ s (1) 2 : ,

z; = 2;",lo cual .m'1pl|ca que z;° # z;. Por lo tanto, siempre que ¢; # 0

se cumplird la condicién (2.11), de donde se desprende que alcanza con definir

Qj(Tl)' o ,Tn) = T;,

Se analiza aliora el caso general D, > m; y D, > m,. Sean

X x_x@ (Y1)

ngl)_zﬁz)(yz)
—
para j = 1,...,n. Como antes, la matriz M7,y v, de la homotecia 71,y 11,
en la base monomial natural de k(T,...,T,)[Y1, Y2]/(9;(Y1), h;(Y2)) con el
orden lexicografico se determina directamente a partir de los coeficientes de
g;(Y1) y h;(Y2). La idea es que esta matriz tiene como autovalores todos

hi(Yz) :=

los posibles valores Tj(:cgl) - :cg-z)) + (zJ(-l) - zﬁz)). Dado que es preciso que
todos estos valores sean no nulos, debe ocurrir entonces que el polinomio
caracteristico de MT,y, 4y, no tiene a 0 como raiz, lo cual se traduce en la
condicién que el término constante del mismo, det(Mr,y, +v,) sea distinto de
cero. Obsérvese que este polinomio no es constante, ya que, en un desarrollo
en potencias de T; del mismo, el término constante corresponde a det(My,),
que es no nulo puesto que h; no tiene a cero como raiz.
Por lo tanto, se define @; en la forma:

Qi(Tlv cevy Tn) :=.Tidet(MTjY|+Yz)

Se afirma que esta definicion verifica lo pedido: sea (¢,...,t,) € R tal que
Q;(t1,...,ta) # 0y dos pares en I{? distintos (:c?), 51)) y ( ;2), ;2)) con las

condiciones (2.10).

Si z(l) = z(z) entonces debe ser :c(l) # x(z) y como t; # 0'resulta t; a:(l) +

(l)) # t,m(z) + z(z) Por otro lado, esta conclusion es evidente si :v(l) 5-2)

(en cuyo caso vale que z( ) # z( )).

o) 4 o) y 00 % @),
[in este caso se tiene que g;(z; _ (-2)) 0y hj(try... tn, ;1) (2)) = 0.

Entonces t;(z g ) 32)) + ZJ(I) ; )

De modo que se puede suponer que

es raiz del polmomno caracteristico de
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My v, +v,, y dado que (t1,-..,ts) fue elegida de modo que el término constante

de este polinomio resulte no nulo se deduce que ¢;(z; () _ (-2))+z§])—z§-2) # 0.
Resta ahora probar que para toda n-upla (t,, . ta) € R" tal que
Q(t1y..-,tn) # 0, la forma lineal u := ¢; X, + --- + t, X, es un elemento
primitivo de V.
Sean entonces (l1,...,t,) una n-upla tal que Q(¢y,...,tn) # 0y
(=, zW), @, ...,z dos puntos distintos de V. Luego, existe j €
{1,...,n} tal que a:;l) # :1:5-2). Si se define

para i = 1,2, vale que

G (:1:(1)) = Gj(z (2)) =0
Hj(z “’)— H;(z ‘2’) =0
(2, 2) # ('2) 27

Por lo tanto, se cumplen las condiciones de la afirmacion anterior, de lo cual
se deduce que

tla:(l) +--- 4+ t,.a:fl” =tr; + zJ(»l) # tja:_(,-z) + zJ(~2) = tla:sz) +---+ tn:cff)

Para concluir, se estima la complejidad de este proceso.
En primer lugar, se calculan los cocficientes de los polinomios carac-
teristicos x _x( y \Z(n) 2 aplicando el lema 7 con talla O(né®log 6)

plofundidad no escalar O(log ). Con las ideas del lema 28 en meule, si
a(’) € ZybY € Z[,...,T,] son los coeficientes principales (en T') de
G;y H; respectwa,mente con el mismo tipo de complejidad se puede calcu-
la.r (a (’)) XX}"—X}”(T) y (b)) Xzﬁl)_zgz)(T) de manera que todo el proceso

pueda realizarse sin divisiones.
Luego hay que determinar cual es la potencia de T correspondiente al
menor coeliciente no nulo de (a(j))‘sz,\'xu)_x(:)(T) y (b(j))szxzu)_z(z)(T), afin

J J J J

de obtener los polinomios g; y h;. Para esto se utiliza el lema 20 O(n6°(")

operaciones aritméticas adicionales con prolundidad no escalar O(log é).
Finalmente, sc calculan ((tb)"‘det(MTJxﬁz ), siendo My, x 1z un matriz

de tamaifio §*, con talla O(né'®log é) y profundidad no escalar O(log 8), lucgo
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de lo cual se multiplican todos los polinomios F; obtenidos, lo que implica una
talla total de tipo O(n6°("log §) y una profundidad no escalar O( log(n$)),
como se habia enunciado. o

Iste lema reduce el problema de hallar los coeficientes de una forma
lineal que representa un elemento primitivo para la variedad V al del la
determinacién de una n-upla A = (Ay,...,A,) € Z™ con la propiedad que
Q()) # 0, donde Q es el polinomio del enunciado del lema 29. Mediante
la aplicacion de la proposicion 20, esta tltima cuestién puede resolverse en
forma probabilistica.

Supuestos dados tales coeficientes, se tiene el siguiente resultado:

Lema 30 ([114], Proposition 27) En las condiciones del lema 29, dado
ademds un elemento primitivo v := \\X; + -+ + A\, X, para V, eziste un
circuito aritmético B de talla n6°M) y profundidad no escalar O(€ +log §) tal
que calcula elementos py,...,pn € R y polinomios q,vy,...,va € R[T] con
las siguientes propiedades:

o grr(q) = 8 y q verifica que q( M X1+ -+ + M Xa) €T

o paratodoi=1,...,n vale que gr(v;) <6 y p;Xi —vi(u) € T

Demostracion : Sea Z; := A\ X, + - +A7Xj + -+ A Xy. Reemplazando
las variables (T,...,T,) por (A4,...,A,) en los polinomios Hy,. .., H, se ob-
tienen polinomios iy (T) := (A1, .., 20, 1)y ooy ha(T) := Ho (M1, - -2y A, T)
en R[T} que verifican h;(Z;) € T.

Como u es un elemento primitivo de V, en particular separa puntos de
{G;(X;)=0,h;(Z;)}. Laidea es aplicar el lema 28, para lo cual es necesario
previamente hallar una representacion separable de los polinomios k;(Z;). La
representacién separable h;(Z;) de h;(Z;) se calcula utilizando la estrategia
descripta en la seccion 1.3.3.

Luego se aplica el lema 28 en k[T]/(G;j(X;), k;j(Z;)) con u = \;X; + Z;
como elemento primitivo para j = 1,...,n, y se obtiene un elemento p; € R
y polinomios §;,v; € R[T] tales que {p;v;(u),g;(u)} C (G;(X;), hi(2;)) C 7.

De las estimaciones de complejidad de los lemas 18 y 28 se deduce que
todo el proceso tiene talla O(né*log é) y profundidad no escalar O(log é). O
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Elusién de divisiones en la iteraciéon del operador de Newton—
Hensel

A fin de producir las entradas necesarias para la aplicacion de los lemas 29
y 30, se aplicard el lema 24 que reduce al caso cero-dimensional. Para esto,
como ha sido dicho en la subseccién 2.1.4, es necesario calcular la expansion
hasta grado é de la serie de potencias de cierta funcién racional.

Esta expansion se calculard mediante el proceso de “elusion de divisiones”
descripto en la proposicion 7. A fin de poder aplicar esta proposicion, cs
necesario calcular la funcién racional involucrada con una sola division al
final de todo el proceso. Dado que las divisiones provienen de cada paso
de iteracion con el operador de Newton-Hensel, se redefiniran las funciones
racionales que intervienen en el mismo a fin de evitar divisiones en pasos
intermedios.

El operador de Newton-Ilensel se da como un vector de » [unciones
racionales de Q(X),...,X,). Lo mismo es cierto para la k-ésima iteracion
de este operador, que se notara por Ng. Escribiendo las r funciones racionales
con un denominador comun, existen entonces numeradores (g,(l"_),_H oo gi®M) €
Q[X1,. .., Xa] y un denominador h® € Q[X|,..., X,] no nulo tales que N}
puede escribirse como:

g(~) " (x)
K _ n—r n so\r
NF_ W,...,m GQ(Xl,...,/\,,)
En el siguiente lema se muestra como pueden calcularse en forina uniforme
sin divisiones en Q[X},..., X,] los muneradores y el denominador de N

Lema 31 ([78], Lemma 27) Supuesto que I,..., F, se represenlan me-
diante un circuito aritmético I' sin divisiones de talla L y profundidad no
escalar €, es posible calcular los numeradores g,(,"_),+l vy g y denominador
h(%) correspondientes al k-ésimo paso de iteracidn del operador de Newton-
llensel Nf sin divisiones en Q [X,,...,X,] por medio de un circuilo ar-

itmético de talla L(knrd)°") y profundidad no escalar O(k(€ + logr)).

Demostraciéon. Considerando los polinomios I, ..., F, como elementos de
Q (X1, .., Xon-r)[Xnor415. -, Xn], sea A(F) = (aij)i<ij<n la matriz tras-
puesta de la matriz adjunta de D(["). Tanto A(F) como el determinante
Jacobiano J(F) := det(D([")) pueden evaluarse uniformemente mediante un
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circuito aritmético sin divisiones de talla O(Ln + r°(")) y profundidad no
escalar O(¢ + logr), combinando el lema 7 y el lema 25. El operador Np
puede escribirse de la manera siguiente

Xn—r+l Fl(Xn-r+l,---,Xn)
J(F)( s )—A(F)( : )

_ Xn Fo( Xn-r41y---,Xn)
Np = J(F) (2.13)

Las entradas a,i de la matriz A(F) son polinomios del anillo Q[Xj,.. ., X,]
de grado a lo sumo (n — 1)(d — 1). Asimismo, el determinante Jacobiano
J(F) es un polinomio de Q[Xj,...,X,] de grado acotado por n(d —1). Para
1 <7 < n se considera

In-rti = J(F)Xnzrs; — ) ajiFe
k=1

Todos los polinomios que aparecen en el miembro derecho de la definicién
of ga_r4; como sumandos tienen grado acotado por v := nd + 1. Luego, el
grado de cada g,_,4; queda acotado por v. Sean *g,_,,i(Xo, X1,...,Xn)
y *J(F)(Xo, X1, ..., Xn) los polinomios de Q[Xp, Xi,...,,Xa] que resultan
de homogeneizar los polinomios g,—,+; y el determinante Jacobiano J(F')
respecto de las variables X,_,4;,..., X, mediante una nueva variable Xp.

Se introducen entonces los siguientes polinomios homogéneos:

¢ Gurii(Xor. .., Xn) 1= X5 @) (hg),
o H(Xo,...,Xn) = X, O sy,

Del lema 26 se deduce que es posible calcular los polinomios Gn_r41,
..,Gn y H con un circuito aritmético sin divisiones en Q[Xj, ..., X,] de talla
L(nrd)°M y profundidad no escalar O(¢ + logr). Finalmente, se definen
recursivamente los siguientes polinomios:

e parak=1y1<j<rsean gf,’_),ﬂ» = Gnor4i (1, Xn-rt1y-- -, Xn),

RO i= H(1, Xners1s.- ) Xn)
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e parak>2y 1 <j<rsean g,(,k_),+1- = G,‘_,ﬂ-(lz(k"),g,(,t:?l, . g1)

3 . k- b —
IL(L) = H(h(k l))gy(l—rl-i-)h e ’gv(lk l))

Por induccién en k se demuestra que los polinomios gf,k_)rﬂ, ..., g% son
los numeradores y h*) es el denominador de la k-ésima iteracién del operador
de Newton-Hensel Nf.

El circuito aritmético que evalia g,(,k_),H,...,gff) se obtiene iterando A
veces el circuito aritmético (sin divisiones) que calcula Gy—ry1,..., Gy y I,
resultando su talla O(Lk(nrd)°M) y su profundidad no escalar O(k(¢ +
logr)). Dado que no se introducen nuevos paramectros por este procedi-
miento, poniendo k := k se tiene el enunciado del lema. 0

Cabe destacar que el circuito aritmético descripto se compone [undamen-
talmente de operaciones de algebra lineal con matrices de tamaifio r x r, lo
cual implica que su traduccion booleana puede realizarse en forma uniforme.
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2.1.6 El algoritmo para el calculo de un elemento pri-
mitivo

En esta seccion se desarrollard un algoritmo que calcula un elemento primi-

tivo para V y la solucién geométrica asociado al mismo. Este algoritmo se

aplica recursivamente a las variedades V; := V(F,...,F;) paral < i < n,

por lo que se describira el i-ésimo paso de esta recursién.

Segin lo desarrollado en la seccién 2.1.1, se puede suponer que los poli-
nomios input Fy,..., F, forman una sucesion regular en QX,,...,X,] y los
ideales I; generados por Fi,..., F; en Q[X,,..., X,] son radicales para todo
t=1,...,n— 1. Se asume asimismo que (F,..., Fy) es radical.

Los polinomios Fy,...,F, € Z[X,,...,X,] se representan mediante un
circuito aritmético I en Z[X,,..., X,] de talla L y profundidad no escalar ¢
con parametros enteros de altura maxima h que evalia Fy,..., F,. A fin de
estimar la complejidad del :-ésimo paso recursivo del algoritmo, sera necesario
introducir los siguientes parametros:

o 6 :=gr(V)
o §:=maz{b;:1<1i<n}

e 7, := hty,(C), donde C es un nimero natural de orden O((logn +
¢) log §) elegido de modo tal que Q[V;] tiene un elemento primitivo de
altura C con respecto a una posicién de Noether adecuada para V;

e n:=max{n;:1<i<n}

Seaz € {l,...,n} fijo. A fin de simplificar las notaciones se supone que
las variables Xi,..., X, estan en posicion de Noether con respecto a la va-
riedad V;, siendo las variables Xj,..., X;—; libres. También se supone dada
la representacién binaria de las coordenadas enteras de un punto de levanta-
miento P;, de los coeficientes enteros de una forma lineal U; que representa un
elemento primitivo para Vp, y de los coeficientes de los polinomios primitivos
que constituyen la solucién geométrica para Vp, correspondiente al elemento
primitivo definido por U;. La siguiente proposicién, que sigue las lineas gen-
erales de 78, Proposition 30| con la diferencia que realiza todo el proceso sin
neccsidad de pasar al espacio proyectivo, se describe el circuito aritmético I';
que realiza el 1-ésimo paso recursivo del algoritmo:
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Proposicién 8 ([78], Theorem 28) Eziste un circuito aritmético I'; en
Z[X,,...,Xn| sin divisiones de talla (:d6;L)°") y profundidad no escalar
O((logt + £) log &;) que utiliza pardmetros de altura logaritmica acotada por
mazx{h,n;,O0((logi + €)logé;)} el cual, teniendo como entrada

e una normalizacion de Noether para la variedad V;,
e un punto de levantamiento P; para V; y

e la solucidn geomélrica de la fibra de levantamiento Vp,
produce como salida

e un cambio lineal de variables (X,,...,X,) — (Y1,...,Ys) tal que las
nuevas variables Y1,...,Y, estan en posicion de Noether con respeclo
a ‘/i'H;

e un punto de levantamienlo Py para Vg, y
e una solucion geoméltrica para la fibra de levantamiento Vp,,,.

Este circuito aritmético consiste fundamentalmente de operaciones de dlgebra
lineal con malrices cuyo tamaiio mdzimo estd acotado por §* x 61.

Demostracién. El circuito aritmético I'; consta de dos etapas. En la primer
etapa obtiene la solucién geométrica de V; a partir de la de Vp,, es decir, se
calculan los siguientes items:

e el polinomio minimal primitivo ¢; € Z[X,..., Xazi, U;] del elemento
primitivo u; de la extension de anillos:

Ri = Q[Xh"')Xn—i] — Q[Xla"',Xn]/(Fla"-)R) =Q[‘/l] y

o polinomios p{y 11, o) € Z[Xy,..., Xnoi)y o9 = Miciipr A
polinomios vii,)_l, o) € Z[Xy,. .., Xuzi, Ui] con las siguientes pro-
piedades:

- ma:c{gru.v;") ;1 <j<n}<é,

— parak=1,...,n—1el polinomio py—ix Xn—itr — v,f'_),-_H, es primi-
tivo, y
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— se satisface la identidad:

(Fiyeos F) o = (@2, o Xewr = oI (W), ) X = 0§ (U)o
(donde 7, denota la localizacién del ideal T por el conjunto {1, p,...,p*,...}
de todas las potencias de p).

IEn la segunda etapa se interseca algoritmicamente la variedad V; con la
hipersurperficie V(Fi41) a fin de producir:

¢ una normalizacion de Noether de las variables con respecto a la variedad

Vi = VinV(Fiq),
e un punto de levantamiento P;;, para la variedad Vy, y

e una forma lineal U4, que representa un elemento primitivo tanto de la
extensién R4y := Q(X,,..., Xosi] — QX,,..., X0)/(F,-- ., Fip) =
@©[Viz1] como de la extensién @ — Q[Vp,,], ¥

o la solucién geométrica de Vp,, asociada a elemento primitivo u; in-
ducido por Uiy en QVp,,].

ler. etapa:
Dado que las variables X),..., X, estan en posicion de Noether con respecto
a la variedad V,, siendo las variables Xj,..., X,_; libres, se tiene que la
extension R; — Q[V;] es entera.

Sea P; = (p1,...,pn-i) € Z"' el punto de levantamiento dado y Vp. =
77 '(P) la fibra de levantamiento. Entonces se tiene que D; := gr(Vp,) =
rangon,Q[Vi] < gr(Vi) = 6. Sea

Ui = An—i+1/\,n—i+l +---+ An)(ﬂ € Z[Xn-i+1$ T )Xn]

la forma lineal dada que genera un elemento primitivo de la extension de
anillos ® — Q[Vp,] (es decir, U; separa los puntos de Vp,).

El polinomio minimal de la imagen u; de U; en Q[V;] tiene grado mayor o
igual que la cardinalidad del conjunto U;(Vp,). Como U; separa los puntos de
Vp,, csta cardinalidad es gr(Vp,) = rangog,Q[Vi]. Por lo tanto, el polinomio
minimal m,, tiene grado D;, lo cual significa que U; genera también un
elemento primitivo de la extensién de anillos R; — Q[V;].

En lo que sigue se notara indistintamente por u; al elemento primitivo
generado por U; en las extensiones de anillos § — Q[Vp] y R; — Q[Vi].

Por hipétesis, los siguientes items estan dados como input:
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¢ la ecuacién minimal primitiva § € Z[T] del elemento primitivo wu; de

Q[Vr),

e la parametrizacion de Vp, por los ceros de ¢, dada por las ecuaciones

Xl —-—N= 0,...an—i — Pn-i = an(T) = 0’

P~n—i+an-i+l - {)n-i-H(T) = 01 <o )ﬁnxn - f)n(T) = 0,

donde ¥,_i41,...,0, son polinomios de Z[T] de grado menor que D; y
Pr—itly--+yPn SON numeros enteros no nulos tales que los polinomios
Pr—it1 Xn—it1 — On—ig1(T), ..., pnXn — 9a(T) son primitivos.

Sea a € 7 el coeficiente principal de §.

Considerando F),..., I; como polinomios en las variables X, _4),..., X,,
es decir, como elementos del anillo de polinomios R;[Xn—i41,. .., Xy, se tiene
el operador de Newton-Ilensel Np para F := (F,..., ;) introducido en la
seccion 2.1.4. Este operador fue definido en la forma

Xn—i+l Fl
Np = : - D(F)~'|
Xn I

donde D(F) es la matriz Jacobiana de [’ con respecto a las variables
Xn-itly---,Xn, es decir:

or
F] 1<k<

n—i-FlS)_(_n

Del lema 31 se deduce la existencia de numeradores g,&"_’,-,rh oy g8y un

rIn
denominador no nulo ) en el anillo de polinomios Ri[Xn-it1,---, X,] tal

que la k-ésima iteracion del operador de Newton-lensel es de la [orma:
(%)

gn—ii!
h

(<)

Wy
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Sean Mx,_..,,--.,Mx, las matrices que describen el tensor de multipli-
cacién de la Q)-dlgebra @Vp,]. Siendo M la matriz compaiiera del polinomio
a~'q(T) € QT), para 1 < j <1 la siguiente identidad es inmediata:

Pr—isiMx,_iy; = Onoiyi(M)

Dado que ¥,_i4; es un polinomio de grado menor o igual que D;—1, se deduce
que las matrices pn_iy;a”"'Mx,_,,. tienen coeficientes enteros. Siguiendo
la estrategia del lema 24, sea & := 1+ logz6; (nétese que £ > 1+ log, D;). El
circuito aritmético I'; ejecuta & iteraciones del operador de Newton-Hensel
en forma simbdlica de la siguiente manera: I'; calcula numeradores y deno-
minadores de las matrices Np_i31,..., Np con entradas en Q(X;,..., Xn-;)
definidas por:

gy(:‘-)H.k(Xl) v )Xn—i,_M.)
h(ﬂ)(Xl) <o 1Xn—f) M)

Nn—i+k =

donde M = (Mx,_,1,---» Mx,) ¥ 841, .., 9t son los numeradores y (%)
el denominador del lema 31 (es decir, Np_i41,..., N, son las matrices que
resultan de aplicar « pasos de iteracion del operador de Newton a las matrices
Mx, i1y Mx,).

A partir de éstas, se obtiene la matriz
M = Ui(Nnzigry -y Vo) = McisaiNacign + - + ANy

con coeficientes en Q(X,...,X,_;) cuyo polinomio caracteristico x permite
hallar una ecuacién que anula a u; en Q[V;] (ver lema 24).

A fin de evaluar los coeficientes del polinomio caracteristico y de M sin
divisiones por polinomios de QX), ..., X,] en pasos intermedios, es necesario
retomar la demostracién del lema 31: los polinomios ¢!, ,,..., (™, h(x) se
definen a partir de polinomios homogéneos

Gu-it1(Xoy .., Xn)y .+, Gn(Xoy - .-, Xu), H(Xo, ..., X3)
del mismo grado, siguiendo las siguientes reglas:

eparak=1y1<j<yq g(l—)i+j = Gn-i+j(1’xn—i+l7"-’xn)’
AW = H(1, Xpit1, -2 Xn)
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¢ para k 2 2 y 1 SJ S i) gr(xk-)i+j = G’n—i+_j(h(k_l 7gf(lk :-1}-)_;1 L) 1(‘k l))

- k- -
B = H(RAD, gl glth)

Dado que los polinomios G,_;4; y H son homogéneos del 1nismo grado,
la fraccion G"—'U-(XO,X,, —i+1;---yXn) Do varia si se reemplaza el vector
(Xo,/\,1 i+1)- - -»Xn) por cualquier multiplo escalar del mismo. Entonces,
si se define p() : oy = H,-l Pn—i+j, comenzando el primer paso con las funcioues:
para 1< ] < i, g( ) = Gn_l,+j(aD.'—lﬁ(n),aD.‘—lﬁ(l)Xn_.__H" . ,aD'—lﬁ(')Xn)

n=it;
A1) = H(aP=150) aPi 50 X, vy, ..., aP 500 X))

k
la sucesion de funciones racionales %‘){}1 coincide con la definida anterior-
mente. Esta nueva sucesion tiene la ventaja de estar en términos dc los
polinomios ) X,_i4;, cuyo tensor de multiplicacién en Q[Vp] se tiene sin
divisiones por polinomios de Q[ X, ..., X,] y con coeficientes enteros.
Por lo tanto, si se calcula la siguiente sucesion

e parak=1y1<j<1isean g,(, ),+J 1= Gnoip; (P15 Yo i, .. o),

AW = H(aP 50, Yoiivr, .., i)

o parak >2yl <j<iseang! )‘+J- i= Gpoig; (R, gk ‘jr) ooy gtk

h®) = H(AY, g0 gk D)

las funciones resultantes del k-ésimo paso verifican:

(%) , )

gr;x-i;) (aD'_lﬁ(l)Xn-H'l Yo 7aD'—lﬁ(‘)Xﬂ) X"-H'l
(=) ~(i 4
% (a a1 0 X, i a1 0 X) Xn

De aqui se deduce que las matrices que las matrices gn_,+ («P 150 M)
para k = 1,...,i y h®(a?~15(I M) pueden utilizarse a fin de expresar las
maltrices Np_i41,..., N, sin divisiones. [n consecuencia, la matriz M se
puede escribir en la forma:

M = (hneis 1982001 (77 FOMY+- -+ dag P (aP 5O M))- (> 49 11)
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Para evitar las divisiones en el cdlculo de los coeficientes de x que se
producirian si M se calcula mediante el esquema de la identidad anterior,
sea 0 := det(h(a®~'5()M)) € R; y M, la matriz con coordenadas en R;
definida por M, := 0 M. Entonces, se tienen las siguientes identidades:

det(T - Idp, — M) = det(T - Idp, — 67 M,) = 8~ Pidet((8T)Idp, — M,).

Sea ¢(T) = TP +¢p,.1 TP~V +. ..+ ¢o € R;[T]el polinomio caracteristico
de M,. De las identidades anteriores se deduce que para 0 < k < D; — 1 el
k-ésimo coeficiente de x puede escribirse como

6% i

% = oo,

(2.14)
Por lo tanto, en lugar de calcular los coeficientes aj. se calculan los coeficientes
&1, los cuales poseen toda la informacidn necesaria para recuperar los aj
mediante la identidad (2.14).

Sea ahora m,, := TDH: +b1_)._1TD"'l +:--+bo. A partir de las relaciones de
congruencia (2.6) se concluye que los coeficientes aj del polinomio x verifican
la siguiente propiedad:

ar = b médulo (X; — py,y..., Xnci — pni)’

Asimismo, el lema 23 asegura que los grados de los coeficientes b; del
polinomio minimal m,;, € R;[T] estin acotados por é;. Por lo tanto, el
desarrollo hasta grado é; del polinomio a; es precisamente el polinomio by
buscado para k =0,...,D; — 1. Dado que a; se tiene como cociente de dos
polinomios con coeficientes enteros, la éscritura de a; se recupera por medio
de la proposicion 7.

Resta estimar la complejidad de este proceso. En primer lugar, es nece-
sario tener los numeradores y el denominador correspondiente al £ = 14/og;6;
paso de iteracién del operador de iteracion de Newton-Hensel, que se cal-
culan segin el esquema descripto en el lema 2.1.6, con talla’ Ldi®Mlog 6; y
profundidad no escalar O( log §;(¢+log?)). Asimismo, la matriz aM y las ma-
trices a1 5OMy _...,...,aP"1 ) My se oblienen de la manera siguiente:
siendo V,,_+j(Xo, T) la homogeinizacion de ¥,_;4; con variable X, entonces
se tiene

( H ﬁn—i+k)aD'—l_gr(an-i+’)Vn—i+j (a, aM) = aDi-lp‘.(i)MXn-iﬂ’
k#)
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Por lo tanto, aM, a®~'p0Mx, _...,...,a? My, se calculan con talla
O(26?) y profundidad no escalar O(log ¢ + log é;).

A partir de estos datos se calculan las matrices g,(f_),-,rl(aD"“ﬁ(")M),. .
gWN (P15 M) y R (aPi=15() M) evaluando el circuito aritmético que cal-
cula g%ty Wy A en aPim150OMy L aP T My se cal-
cula también 0 = det(h(aP~'5IM)). Esto requiere Ld(:6;)°") opcraciones
aritméticas con profundidad no escalar O(log 6;(¢ + logt)).

Luego, la matriz M, se calcula por medio de la identidad:

Ml = 01\/1 =
= Oneis1 %41 + o+ Aag®)(@P 150 M) - Adj(h(aP=" 59 M)

y los coeficientes ¢y del polinomio caracteristico de M, se calculan sin divi-
siones via el lema 7, con talla Ld(26;)°!) y profundidad no escalar O( log &;((+
log)).

Finalmentese utiliza la proposicion 7 a fin de evitar divisiones en el calculo
de ﬁ‘—'ﬁﬁ_‘% y se calcula el maximo comuin divisor del contenido de g, ..., 9p,-1,
para luego dividir por éste nimero a go, ..., gp,~1 y obtener asi el polinomio
minimal primitivo ¢; € Z[X,, ..., Xu—i, T} buscado.

Dado que los cilculos de maximo comun divisor entero exigen ramifica-
ciones, se tienc una red aritmética sin divisiones I'; en Z[X,,..., X, ;] de
talla Ld(:6;)°" y profundidad no escalar O((log i +¢) log §;) que utiliza como
parametros las coordenadas p,,...,p.-i de P;, los cocficientes del cambio de
coordenadas de la normalizacién de Noether para V;, los niimeros enteros que
aparecen como cocficientes en la solucion geométrica de la fibra de levanta-
miento Vp, y los parametros de .

El célculo de las parametrizaciones v,(:l,-ﬂ,. Lol e QX .., X, TY,
se realiza combinando el esquema del circuito I'; y la estrategia del leina 30.
Para aplicar el lema 30 es necesario calcular el polinomio minimal my,_,,,
de las imagenes de las variables X, _i4x en Q[V.] y el polinomio minimal
mz,_.,. de las imagenes de las formas lincales Z, iyt := Thoipy Xocipr +- -+
Tn-i-{-k/\’n-i-l-k +--- 4 Tan cil Q[V;] ® Q(Tn—i+la v »Tn) para k= 1) <o ’7

Dado que los endomorfisinos que se consideran son liomotecias, sus poli-
nomios minimales se ohtienen mediante una representacion separable de su
polinomio caracteristico. A fin de calcular tales ecuaciones se utilizan los
polinomios caracteristicos de las matrices N, ;4 anteriormente definidas y
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los polinomios caracteristicos de las matrices

N(Z)+k = Zn—-i+k(Nn—i+k) (R Nn)

n—t

El calculo de estos polinomios caracteristicos sigue los lineamientos del cal-
culo de polinomio caracteristico x de la matriz M: en lugar de calcularlos
directamente, a fin de evitar divisiones se calcula el polinomio caracteristico
de un miiltiplo adecuado de las matrices a considerar.

Posteriormente, la representacion separable de estos polinomios carac-
teristicos se calcula utilizando la estrategia de la seccién 1.3.3 a fin de evitar
divisiones. De esta manera los coeficientes de los polinomio minimales busca-
dos se obtienen por un circuito aritmético que tiene solamente una divisién al
final del proceso. Por lo tanto, la proposicién 7 permite calcular la expansién
exacta de los coeficientes de los polinomios minimales hasta grado §;, que por
el lema 23 resultan los coeficientes buscados.

Finalmente, operando como en el lema 30 se obtienen las parametriza-
ciones asociadas a las variables X,_;;x y se completa la primera etapa.
Obsérvese que el circuito aritmético en cuestion tiene talla (:d6;L)°®) y pro-
fundidad no escalar O(log(d6;) + €) con parametros of altura logaritmica
acotada por O(log(dé;) + ¢).

2da. etapa:

La segunda etapa se comienza con el calculo de una normalizacion de Noether
de las variables respecto de V;4;. Esta posicién consiste de un cambio lineal
de las variables X},..., X, (que se suponen normalizadas respecto de V;)

en nuevas variables Y;,...,Y; de forma tal que se cumplen los siguientes
requisitos:
o Y),...,Y,._i_1 son libres respecto de V4,

e la siguiente extension de anillos es entera
R'H-l = Q[}/l)' .- )Yn—t'-l] — Q[},l)' . -)Yn]/(Fl,- . ')F‘i+1)

e las coordenadas del cambio de coordenadas son enteras

Para tal fin, se considera la imagen de Fi;, en Q[V], y la homotecia que
éste clemento define. El polinomio minimal mp,,, de esta homotecia tiene su
término constante no nulo, ya que Fiy, no es divisor de cero en QV44]. Y este
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término constante ao( X, ..., Xn-i) constituye una relacion de dependencia
de las variables X, ..., Xn-i en Q[Vi41]: dado que my,,(Fit1) = 0 en QVi],
se liene que

Fi+ap 1 FRT' +---+a0=0

en Q[V;]. Por lo tanto, ag = 0 en Q[Vi4,].

Si se realiza un cambio de variables
Xy s Xasi) = (Y, o, Yasi)

de modo tal que ao resulte monico en Y, _;, se tendra entonces que Y, _; cs
entera respecto de Yj,...,Y,_ ;1. Dado que las variables X, _i41,..., X,
eran enteras respecto de Xj,..., Xn—; en ®Q[Vi] también lo son en Q[Viy,], y
por lo tanto X, _i41,..., X, son enteras respecto de Yj,..., Y, i en Q[Viy,].
Pero ademas Y,_; es entera respecto de Y),...,Y,_i41, de donde se deduce
que las variables Y,_;, Xu-i41,..:, Xn son enteras respecto de Y, ..., Y, _i)
en QVi;1], lo cual implica que las variables Yy, ..., Y, i, Xncig1, ..., X, estan
en posicion de Noether respecto de V4.

Entonces, para oblener el cambio de variables buscado es necesario cal-
cular el término constante ao del polinomio minimal mpg,, de Fi;; respecto
de QV.

Como la extensién Iy — Q[Vi] es entera y R; es un anillo integramente
cerrado, el minimal de Fj4; sobre Q[V;] es igual al minimal de Fiy, como
elemento de (X, ..., Xpn_i)[Xnzit1y-- -, Xu)/(F1, ..., F;). Este espacio vec-
torial tiene una base B := {1, u,;,... ,1t,~D‘_l}, siendo u; el elemento primitivo
hallado, en la cual el tensor de multiplicacion es conocido. Esto es el he-
cho fundamental que permite calcular los coeficientes el polinomio minimal
mp..“ .

Sea ahora Ag € Q[X,,...,X,-i] la componente homogénea de mayor
grado de ag, y v := (M1, ..,7m-i) una (n — ¢)-upla que verifica que
Ao(71y- -+ Yn—i-1,Tm—i) # 0. Se introduce entonces el cambio de variables:

Xy = +mY.

Xn-is1 = Yo+ Yo
Xu—i = )/n—i
Xn = Yn
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Dado que el coeficiente de ao en el monomio Y{* es Ag(1, . . ., Vi, 1), se
deduce que el polinomio ag es ménico en Y, _;. Por lo tanto, este cambio de
variables es una normalizacién de Noether respecto de V4.

A fin de calcular la componente de mayor grado Ap de ag, es importante
observar que aq tiene grado acotado por dé;:

sea ® el morfismo de variedades algebraicas definido por:

®: V. — Q!

(Z1y---2Zn) — (Z1y.. ey Tneiy Fia(21,. .., Tn))

Dado que ningun polinomio en X,,..., X,_; se anula sobre V;, se deduce
que (Vi) = V(mpg,,). Por lo tanto, gr(mp..“) = gr(®(V:)) = gr(®(V;)) (cf.
(88]).

Siendo ®(V;) una hipersuperficie de C"~+!, existe un hiperplano afin
H:={a X+ +cn-it1 Xn-it1 = co} de C—** tal que el conjunto o(V)nll
es finito y verifica: #&(V;) N H = #&(V,) N H = gr(®(V:)).

Entonces, se tiene que

o~'(H) = @7 (&(V) N H) =

={aXi+ - eaiXazi + iein Fin (X, ..., X)) =0} N Y,

Por lo tanto, aplicando la desigualdad de Bézout (ver por ejemplo [88],
Theorem 1 o [70], Example 8.4.6) resulta

gr(®7'(H)) < gr(Vi) - gr(Fis1)
Pero ademas se verifica que
gr(®(Vi)) = #(2(Vi) N H) < gr(®7'(H))

ya que, siendo ®7'(H) = UcecC la descomposicién de ®~'(H) en com-
ponentes irreducibles, como la imagen ®(®~'(H)) = ®(V;) N H es cero-
dimensional, se tiene que la imagen por ® de cada componente C € C es un
punto.

Se deduce entonces la siguiente cadena de desigualdades:

gr(®(Vi)) = #(@(Vi)) N H) < #C < Czcgr(C) =
€
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= gr(¢7'(#(V) N H)) < gr(Vi) - gr(Fis1)

En consecuencia, se tiene que
gr(mry,) < gr(®(V)) < db;

como se labia afirmado.

Luego, la descomposicion en componentes homogéneas de ag se halla con
cotas de complejidad adisible gracias a la cota de grado de ay y posterior-

mente se genera aleatoriamente la (n —2)-upla y que no anula Ag por medio
del lema 20.

Desde el punto de vista algoritmico, el procedimiento que realiza el primer
paso de la segunda etapa calcula en primer lugar el polinomio caracteristico
XFiy:- A fin de evitar divisiones por elementos de Z[X),. .., Xa_i], cn lugar
de utilizar el polinomio caracteristico de la liomotecia por Fi;,, se opera
con el de la homotecia por (a?~!p)¢F,,, cuyo célculo puede realizarse sin
divisiones de la manera siguiente:
si Fiyp =30 F,(fz es la descomposicion de [, en componentes liomogéncas
con respecto a las variables X, _i;1,..., Xn (cl. seccién 2.1.5), entonces

(aP=tp) Ry, =

. i -k (k 4 ;= i)v - 1) v
=EZ=I(GD' lp( ))d kﬁi(-i-)l(/\h"'axu—i,aD' lp( )/\n-i+l»"-vaD' lp()‘\n)

Luego, la matriz de la homotecia por (aP='p())?F;,; en la base B de
@fVi] formada por las potencias de u;, B := {1,u;,...,u>" "'}, es la siguiente:

M(aDi—lp(i))dp..“ =

Tioa (P oM R F (X oy Xamiy P oM,y a0 pl M)

Para calcular esta matriz, se escribe en primer lugar la matriz aM, siendo
M € Q[X,,...,Xn=i]P*Pi la matriz compaiiera de a~'q;, cuyas entradas
pueden obtenerse directamente a partir de los coeficientes de a='g;. Poste-

riormente, se hallan las matrices a?~1p)My .. de la manera siguicnte: si

Vn(i),-H(Xo,T) es la homogeinizacion respecto de T' de v,(ﬂ”j con variable Xp,
entonces se tiene la identidad:

aD.--lp(i)MXn_I“ — ( H ps:lu_k)aD.-—l—gr(u.._.'u) Vn('_)'.+k(a, (I.M)
J#Ek
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la cual sugiere un esquema de calculo que puede llevarse a cabo con talla
O(:8?) y profundidad no escalar O(log(i6;)). Por otro lado, los polinomios
I",-(ﬂ se calculan por medio del circuito aritmético desarrollado en el lema 26
con talla O(Ld®) y profundidad no escalar O(f). Luego, la matriz
MaD,-—l(p(.))dF..+I se obtiene simplemente reemplazando en el circuito aritmé-

tico para la evaluacién de F,-(ﬂ, Cee F,(f:z las variables X,_;41,..., X, por las
matrices

aP 1My, _.\y...,aP 1 p My y realizando algunas multiplicaciones adi-
cionales, lo cual conlleva O(Ld®6}) operaciones aritméticas adicionales con
profundidad no escalar O(¢ + log(ié;)).

Luego, se aplica el lema 7 a fin de calcular los coeficientes del polinomio
caracteristico de la homotecia por (a?~1p()¢F;,, con talla O(6¢) y profun-
didad no escalar O(log é;). Dado que M(,0,-10yeF;,, = (aPi=1plN)e M, ,, se
deduce que x(ao,--:p(.-))dp.,“((aD"‘lp("))dT) = (aDi-1p)aDix g (T), de donde
se desprende que el coeficiente correspondiente al monomio T del polinomio
X(aPi-1p9)dF,,, (T) tiene la forma (aDPi-1p)dDi=k)p, = siendo by el k-ésimo
coeficiente de xf,,. Por lo tanto, multiplicando el k-ésimo coeficiente de
X(aDi=1 plydF;,, POT (aPi=1p())4 se obtienen los coeficientes del polinomio
(aP=1pW)HPixp,, .

Finalmente, a fin de obtener los coeficientes del polinomio mg,,,, siguien-
do el esquema de la seccion 1.3.3 se calcula sin divisiones un polinomio 8 € R;
y una representacién separable del polinomio (aP=1p()4Diy +1 Tespecto de
T multiplicada por 6 con O(8}) operaciones aritméticas y profundidad no
escalar O(log 6;).

In definitiva, siendo mp,, := TP 4 ap_TP-' 4 ... + aq, se calculan
sin divisiones los polinomios 8(aP~1p{))4Pia, € R; los cuales, divididos por
0(aP=1p(1)Di dan los coeficientes ap,...,ao buscados. Aqui se aplica en-
tonces la proposiciéon 7 a fin de evitar divisiones, con lo cual se tiene una
talla total de tipo Li(d6;)°™) con profundidad no escalar O(£ + log(ié;)).

En particular, se obtiene un circuito aritmético con parametros enteros
sin divisiones en QX),..., Xp—;] de talla Li(d6;)°® y profundidad no escalar
O(log(i6;) + ¢) que calcula el coeficiente constante ag € Q[ X},. .., Xn-i}, de
'nlp.“ .

Como gr(ag) < db;, con Li(d6;)°1) operaciones aritméticas en profun-
didad no escalar O(log(ié;) + €) es posible calcular todas las componentes
homogéneas del polinomio ag. Del lema 20 se desprende que eligiendo aleato-
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riamente una (n — ¢)-upla v cuyas coordenadas tengan talla binaria acotada
por O(log(i6;) + €), con probabilidad mayor que  se obtiene una tal que
Ao(y) # 0. Esta (n — ¢)-upla es la que se utiliza para definir el cambio de

variables que realiza la normalizacién de Noetlier respecto de V4.

El siguiente paso en la segunda etapa consiste en obtener un punto de

levantamiento Py, € Z"*71.

Para tal proposito, se considera el polinomio

"
J(F .. Fiyy) i=det | 7
( : +1) ¢ (8X,> 1<k<itl

n=ig;<n

el cual no es divisor de cero en Q[V;4,], dado que el ideal (F,..., Fi;1) es
radical. .

Sea p € Q[Xy,...,Xuziz1] el término constante del polinomio carac-
teristico de la homotecia definida por J := J(Fy ..., Fiy1) en Q[Viy ). Dado
que J representa un elemento que no es divisor de cero en Q[Viy], se con-
cluye que g no es el polinomio nulo. La importancia de este polinomio p
radica en el hecho que, siendo m;4; el morfismo de variedades algebraicas
Tis1 Vipr — €™ 7! que proyecta las primeras n — ¢ coordenadas de
los puntos de Viy;, un punto de levantamiento Py, € Z"**! tienc fibra
Ti1({Pi+1}) suave si y sélo si p(Pipy) # 0:
siendo u;y; un elemento primitivo para Q[Vp,,], cada raiz del polinomio
caracteristico xy corresponde a la evaluacién de J(F) ..., Fi4y) en un punto
de Q[Vp,,,]. Por lo tanto, una condicion suficiente para que la evaluacién de
J(F,...,Fi41) en cada punto de Vp,,, resulte distinta de cero es que xy no
contenga a cero entre sus raices, siendo esta ultima afirmacion equivalente a
que el término constante de x, es decir g, verilique pu(Piyy) # 0.

Por otro lado, la suavidad de la fibra Vp,,, asegura también que el cardinal
de la misma es igual al rango de Q[V;41] como R;4-mddulo:

como ®[Vi41] es un Riy1-médulo libre de tipo finito (ver por ejemplo [83])
de rango D;41, se tiene que Q[Viy1] es isomorfo como Ri-médulo a (Rig)".
Luego, para cualquier punto (pi,...,pn-i-1) € Q"7'7!, se liene que
QVit1)/(Ya =1y -+ Yazicy — Pai-1) es un Q-espacio vectorial de dimension
finita isomorfo a (Riy1/(Yi—p1y- -+, Yazict —p,,_,-_l))D‘ ~ @, y por lo tanto,
de dimensién D;.
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Ahora bien, si el punto P,;; de coordenadas (py,...,pn—i-1) tiene fibra
suave, se tiene entonces que

Q“/l+l]/(}/l — P1,- '°,Yn—|'—l - pn—i—l) =
= Q[}/l,---)Yn]/(Flr--,-Fi+l,}/l "Pl,---,yn—i—l _Pn—i—l) ~

A Q[Yn—i, o -ayn]/(Fl(Pi+l,Yn—ia- . :Yn))' .. )R+1(R+1)Yn—h- . -,Yn))

Siendo P41 un punto de fibra suave, se tiene que u(Piy1) # 0 de lo cual se
deduce, gracias al criterio del jacobiano, que el anillo

Q[)/la"')Yn]/(Fla'“)IPl'-{-l))/l _PI)---,Yn—i—l _pn—i—l)

es reducido. En consecuencia, el ideal (F,..., Fi41,Y1 — p1y-.., Yaoicl —
Pn-i—1) es radical y define la variedad cero-dimensional Vp,,,. Por lo tanto,
cl cardinal de la fibra Vp,,, es igual a la dimension del Q-espacio vectorial
QY,,.... YL/ (M, ..., Fis, Ys — pry ..y Yacict — Pr-i-1), ¥ es entonces D;
como se habia afirmado.

Se observa entonces que cualquier punto Py, € Z™ ! que verifica
1t(Piy1) # 0 cumple los requerimientos necesarios para ser un punto de levan-
tamiento para V4. Luego, un tal punto puede conseguirse aplicando el lema
20, para lo cual es preciso estimar la complejidad aritmética de la evaluacion
del polinomio p. Obsérvese que i es el coeficiente de un polinomio carac-
teristico de una homotecia en Q[V41], cuyo tensor de multiplicacién todavia
no ha sido calculado. .

El esquema que se aplicara en la resolucion de esta cuestién se utilizara
reiteradamente en lo que sigue. Si bien no se tiene el polinomio caracteristico
de la homotecia por J(F,..., Fi;1) en Q[Vi41], es posible calcular sin divi-
siones los coeficientes del polinomio caracteristico de la homotecia por este
mismo polinomio en ®V;] con las mismas ideas con que se ha calculado el
polinomio caracteristico xr,,, (para estimar la complejidad de este proceso
es importante observar que gr J(Fy,...,Fi4) < (d - 1)(i + 1)). La idea
es “eliminar” la variable Y,_; de xy, para lo cual se utiliza la relacién de
dependencia ao(Y), ..., Yazi) que verifican las variables Y;,...,Y,_; en Vi;;.

En primer lugar, los coeficientes de ao(Ys, ..., Ya_;) respecto de su escri-
tura en la variable Y;,_; puede conseguirse siguiendo el esquema de la seccién
2.1.5. A partir de estos coeficientes se escribe la matriz compafiera My, _; del
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polinomio ao(Yi,...,Y,-;) (como polinomio en Y,_;) y se calcula la matriz
My :=x,(N1,..., Yazisr, My,_;,T). Se afirma que el determinante det(M ;)
de la matriz M es una ecuacion que anula a J(F,..., Fij1) en Q[Viy):

de su definicién, se tiene que el polinomio x; € Q[Y},...,Y,_;][T] verifica
xJ(J(F, ..., Fiy1)) = 0 médulo (Fy,..., F;). Para eliminar la variable Y, _;
de esla ecuacidn, se calcula el polinomio det(M,) € Q[Yi,..., Yo ia][T].
Este polinomio satisface que det(M;)(T) = 0 médulo el ideal generado por
aog:

la matriz M describe la homotecia por x; en QY),. .., Ve it1, T)[Ya-i]/(20)
en la base natural forinada por las potencias de Y,_;. Si se aplica esta
homotecia al polinomio cuyas coordenadas son las de la primer columna de
la matriz adjunta de M se obtienen las coordenadas de un multiplo de y
médulo ag. De la definicién de Adj(M ) se deduce que estas coordenadas
son nulas salvo por la coordenada correspondiente al término de grado cero
en Y,_;, la cual da el polinomio det(M,). Por lo tanto, este polinomio es un
multiplo de x; médulo (ag) que tiene grado cero en Y,,_;. Se deduce entonces
que

dCt(MJ)(Yl,...,Yn_,'_l,J(Fl,...,IP;.;.])) € (F],...,F,‘,ao) g (Fl,...,F'H.l)

y es, por tanto, una ecuacion que anula J en V;4;. En particular, el coeficiente
constante ji (respecto de T') de esta ecuacion es multiplo del polinomio y y
por lo tanto la condicion u(P;y;) # 0 puede reemplazarse por ji( Piy;) # 0.

El proceso descripto opera con la solucion geométrica de V;, que sélo tiene
validez en un abierto Zariski de C* (el definido por p{) # 0). Esto podria
introducir divisiones por cero en pasos posteriores del algoritmo que deben
evitarse. Este inconveniente se soluciona si se impone la condicién adicional
que el punto Py, a hallar no anule el polinomio p!".

A fin de estimar la complejidad aritmética del polinomio fi - p{*), se ob-
serva que en primer lugar que el polinomio J(Fy,..., Fiy)) puede evaluarse
mediante un circuito aritmético sin divisiones de talla ((z + 1)° + L) y pro-
fundidad no escalar O(log: + ¢), combinando los lemas 7 y 25. Ademas,
J(Fy,..., Fiy,) tiene grado acolado por (2 + 1)(d — 1).

Luego, mediante consideraciones similares a las realizadas para el calculo
del polinomio minimal de F;;; se obliene un circuito aritmético sin divisiones
en Q[Xy,...,Xn-i—1] que calcula fi con lalla L(id6;)°M) y profundidad no
escalar O(€ + log 16;), y esto misimo es cierto para el producto oW
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Aplicando el lema 20, se generan aleatoriamente numeros enteros
Ply--«,Pu—i-1 de altura logaritmica O(¢ + logn + logé;) tales que el punto
Py :=(p1,-.-,Pn—i-1) € Z**"! satisface la condicién (p - 1)(Piy1) # 0 con

1

probabilidad mayor que ;. Claramente, P;4; resulta un punto de levanta-

miento para la variedad V4;.

La segunda etapa se completa con el calculo de una solucién geométrica
de Vp,,. Para esto, se generaran las entradas necesarias para la aplicacién
de los lemas 29 y 30. En la demostracion del lema 29 se calcula un polinomio
F(T,-i,...,T,) de talla O(i&,-o(l)) y profundidad no escalar O(log(zé;)) con
la propiedad siguiente:
cualquier vector de coeficientes (An_;, . .., A,) € Z™t! que verifica la condicién
F(M-iy- -y An) # 0 define una forma lineal Uiyy := M—iYaoi + - + A Yn
que induce un elemento primitivo u;4, de Vp,,. Por lo tanto, aplicando el
lema 20 se obtienen los coeficientes (A,—;, ..., Ay) de Uiyy buscados.

Luego se utiliza el lema 30, a fin de calcular la solucién geométrica de
Vp,,, asociada al elemento primitivo u,4,.

Resta entonces resolver la cuestion de generar las entradas necesarias para
la aplicacién de los lemas 29 y 30. Especializando (4,...,Y,-i-1) en Piyy
en los polinomios obtenidos como resultado de la aplicacion del método de
Newton-Hensel (primera etapa) y el polinomio ao(Y},. .., Y,—;) resultante de
la normalizacion de Noether respecto de Vi4; (primera parte de la segunda
etapa), se tienen los siguientes items:

e Para cada j =n—i+1,...,n, un polinomio g; € Z[Y,_|[T] tal que
9;(Y;) pertenece a IT(Pi+1) donde I(Fi+1) es el ideal definido por los
polinomios F](I'),'+1, Y,,._.', ceny Yn), ey F','+1(1'),'+] , Yn_,', ceey Yn).

e Paracadaj=n-1i1+1,...,n, un polinomio
hl\e Z[Tln—i+l) vo 7Tn) }/n—l') teey }In][T] tal que hj(Tn—l'-Fl Yn—i+l +---+

T;X; + - - T,Y,) pertenece al ideal I(F+1) @ QTa-it1,---,Tn).

e Un polinomio hn_i € Z[Ty-it1,..., T, Yai, ..., Ya][T)] tal que
hj(Tn-i+1Yn-it1+ - T,Y,) pertenece al ideal TP+ )Q@Q T, 44, . . ., T,).

e Un polinomio Aq € Z|[T) tal que Ag(Y,-:) pertenece a T(Fi+1),
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A fin de calcular los polinomios minimales de las variables Y,_;,..., ¥,
en QfVp,,], se realiza un proceso similar al aplicado para hallar una ecuacién
para J(Fy,...,Fiy1) en Vp.,1» utilizando el polinomio Ag como forma “e-
liminante” de la variable Y,_;. Asi, operando con A y g; se obtienc un
polinomio G;Z(T] tal que G;(X;) € Ih+1) para j =n—i+41,...,n. la
representacion separable de los polinomios obtenidos de esta manera y Ay
da un muiltiplo entero del polinomio minimal de las variables X,_;,..., X,
que se quieren hallar. De la misma forma se calcula el polinomio minimal de
Tn-l'+lYn—i+l +--- 4+ Tnyn a Pal'til' de hn—i y AO-

Finalmente, los polinomios minimales en Q[Vp,,,] ® Q(Tn-i,..., 7)) de
las formas Tn—;Y.-; +---+T/_,-E + -+ ToY, paraj=n—1+2,...,n sc
calculan por medio del lema 28 aplicado a los polinoinios h; y ay, utilizando
el elemento primitivo T,,_;Yo—; + - - + T,,Y;,.

Podria ocurrir que la altura de los coeficientes de estos polinomios mini-
males fuera excesiva. [in tal caso, dividiendo por sus contenidos se los hace
primitivos, lo cual requiere calculos de maximo coinun divisor entero que no
modifican el comportamiento asintético de la complejidad del algoritmo.

De las estimaciones de complejidad de los lemas 28 y 30 se concluye que
este proceso puede realizarse con talla L(id6;)°") y profundidad no escalar
O(¢ + logt6;). Por lo tanto, el i-ésimo paso recursivo se realiza mediante
un circuito aritmético de talla total L(id6;)°(") y profundidad no cscalar

O(log 6;(€ + log1)). O

Habiendo descripto el circuito que realiza el 1-ésimo paso recursivo del
algoritmo, es posible enunciar el resultado principal de esta seccién:

Teorema 11 Sea F := {Fn,Ledhsn} una familia de subconjuntos finitos
de polinomios con las siguientes propiedades:

o FinLtdhsm) = {F1,..., [} CA[Xy, ..., X,]

o d = max{gr(F;) : 1 < i < n} es el mdzimo grado total de los poli-
nomios I, ..., F,.

o 6 = maz{gr(V(F,...,F}) : 1 < i < n} es el grado geomélrico del
sistema definido por Iy, ..., F,.

o 1 := maz{htyp,. .r)(c((logn + €)logd) : 1 < ¢ < n} es la altura
geométrica del sistema definido por Fy,..., I, donde ¢ > 0 es una
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constante universal que no depende del input Fy,..., F, considerado
(ni de su tamanio).

e Los polinomios F,..., F, estin dados mediante un circuito aritmético
PnLedhsm de talla L y profundidad no escalar £, que utiliza pardme-
tros enleros de talla h.

e La familia de circuitos {T'(s,1,6d,4.6n)} €5 uniforme en espacio log(nLh).
e Fi,...,F, definen una sucesion regular en Q(X,..., X,]

o para todo i = 1,...,n, el ideal (Fy,...,F;) es un ideal radical de

Q[Xy,..., X,

Sea V := Vin,Ltdnsm) C C* la variedad algebraica interseccion completa de
dimension cero definida por Fin pdhsn)- Entonces eziste una mdquina de
Turing probabilistica de error acotado que calcula una forma lineal U que
representa un elemento primitivo u para V y la solucion geométrica asociada
al elemento primitivo u en espacio O(n log(né)(¢ + log(nnh&))) y tiempo

L(£ndh§)O(n1oss+0)

Demostracion. La idea es utilizar el circuito descripto en la proposicién
8, para luego aplicar el teorema 1. Este circuito contiene entradas que se
determinan aleatoriamente, las cuales se generan en el momento necesario y
se alojan en memoria.

Por tal molivo, es necesario “expandir” el circuito de la proposicién 8 a
un circuito booleano y demostrar la uniformidad del mismo.

La estimacién de la profundidad no escalar del subcircuito que realiza i-
ésimo paso recursivo permite deducir que el circuito global opera con niimeros
enteros cuya altura logaritmica estd acotada por O(nhné2¢)). Asimismo,
todas las matrices que se utilizan tienen tamaiio de tipo né°(!). Por lo tanto,
el algebra lineal puede llevarse a cabo con profundidad (booleana) maxima
de tipo O(log(n&) log (n5(nhq52‘))). Dado que el algoritmo funciona en n
etapas recursivas, es necesario componer n maquinas de Turing, lo cual puede
realizarse en el espacio correspondiente a la suma de las mismas y tiempo
correspondiente al producto del tiempo que utiliza cada una (lema 2).

La uniformidad de las familias de circuitos consideradas depende fun-
damentalmente de la uniformidad del circuito que evalia F,..., F, y del
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algebra lineal. Las colas para el tamaiio del algebra lineal considerada y la
longitud binaria de los ndmeros enteros involucrados permiten concluir que
el cédigo del circuito puede generarse en espacio de tipo O( log(Lnhtné)).
Aplicando el teorema 1 se deducen las colas de espacio y tiempo enun-
ciadas. O

Cabe destacar que en el peor caso (es decir, cuando el grado geométrico é
del sistema es de la misma magnitud que el nimero de Bézout gr(F) - - - gr(F},)
< d"), el espacio (y por ende el tiempo) utilizado puede mejorarse a can-
tidades de tipo n?log(hLén), aplicando las técnicas basadas en deformna-
ciones homotopicas del sistema descriptas en 1.4.4. Desafortunadamente
estas técnicas tienen la desventaja de no distinguir los sistemas bien condi-
cionados de los mal condicionados, por lo que la complejidad de la resolucidn
de cualquier sistema cuyas ecuaciones tienen grado y cantidad de variables
prefijados corresponde a la del peor caso y queda en funcién de paranictros
“sintacticos” (como la regularidad de la funcién de IHilbert de cierto ideal o
el nimero de Bezout) que no tienen relacion con la geometria del conjunto
de soluciones.

Por otro lado, el control del tamaiio del algebra lineal involucrada que
se realiza en el algoritmo que se ha descriplo cs una puerta abicrta a la
posibilidad de mejoras la complejidad espacio-tiempo de la resolucion de
sistemas de ecuaciones polinomiales: una mayor eficiencia (en el sentido de
tradeofl espacio-tiempo) para la resolucién de problemas de algebra lincal
tendria consecuencias inmediatas importantes sobre la complejidad espacio-
tiempo del algoritmo descripto.



2.2 La divisién médulo un ideal interseccién
completa reducido

En esta seccién se trata un problema crucial para las aplicaciones que in-
volucran cuestiones de representacion: el problema del calcular el cociente
de una divisién en un anillo que es interseccion completa reducido.

El ingrediente principal para el teorema de divisién es una técnica de
dualidad basada en la existencia de trazas para algebras de Gorenstein.

2.2.1 Traza y dualidad

Férmulas de traza aparecen en varios trabajos recientes que tratan proble-
mas algoritmicos en teoria de eliminacién. En algunos de estos trabajos se
utilizan férmulas de traza a fin de calcular un cociente como el resultado de la
divisién de dos polinomios dados médulo un ideal interseccién completa (ver
(68], [114]). En otros trabajos se usan férmulas de traza o de residuos para
disenar algoritmos para la resolucion geométrica o algebraica de dlgebras de
Gorenstein cero-dimensionales dadas por ideales interseccién completa ([4],
(12], [43], [44], [57], [58]). En [154] se aplica una férmula de traza para obtener
una cota superior para los grados en el Nullstellensatz (ver también [15], [16],
[17] por aspectos aritméticos).

Sin embargo, todas estas aplicaciones de férmulas de traza requieren el
uso de una familia de monomios de grado acotado que genera el dlgebra
de Gorenstein como un espacio vectorial sobre un cuerpo adecuado. En
consecuencia, tales formulas no proveen cotas de complejidad intrinseca. En
esta seccion, siguiendo el desarrollo realizado en (78], se utiliza una férmula
de traza alternativa que permite obtener cotas de complejidad polinomiales
para algebras de Gorenstein geométricamente bien condicionadas.

Se comienza recordando los hechos basicos de teoria de traza que se nece-
sitan. Para sus demostraciones se refiere al lector a [116], Apéndices E y

F.
Teoria general de traza

Sea R un anillo de polinomios sobre @). Sea K el cuerpo de cocientes de R
y IR[X1,..., X,] el anillo de polinomios en n variables con coeficientes en R.
Sea I,..., F, una sucesién regular suave de polinomios en R[X},...,X,] de
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grado en las variables X),..., X, acotado por d, que genera un ideal radical
(..., F).

Se considera R-algebra B dada como el cociente de R[Xj,..., X,] por
este ideal:

B:= R[X1,..., Xa)/(Fyy- .., F))

Se supone ademas que la extensién de anillos entera R — B representa
una normalizacién de Noether de la variedad V([F,..., F,,) definida por los
polinomios’ I, ..., F,, en un espacio afin adecuado. Por lo tanto, 3 es un
R-médulo libre de rango acotado por el grado de la variedad V(F,,..., I,).
Mas ain, la R-dlgebra B es Gorenstein y los siguientes enunciados se basan
en este hecho.

Se considera B* := Homp(B, R) con la estructura de B-mddulo definida
a parlir del producto escalar

B x B* — B*

que asocia a cada (b,7) en B x B* el morfismo R-lineal b-7 : B — R
definido por (b- 7)(z) := 7(bz) para cada elemento z de B.

Dado que la R-algebra B es Gorenstein, su dual B* es un B-médulo libre
de rango 1. Cada elemento o de B* que genera B* como B-médulo se dice
una traza de B. Existen dos elementos relevantes de 3* que se denotan por
Try o. El primero, Tr, se llama la traza estindar de B y se define de la
siguiente manera: dado b € B, sea n, : B — B la homotecia por b. La
imagen Tr(b) por Tr se define como la traza ordinaria del endomorfismo 7,
de B (nétese que esta delinicion ticne sentido ya que B es un ft-imédulo
libre).

Para introducir o (que sera llamado una traza de B), se necesitan al-
gunas notaciones adicionales. Para cualquier elemento G € R[Xj,..., X,]
se denota por G su imagen en B, es decir la clase residual de G médulo el
ideal (Fy,...,F,). Sean Yj,...,Y, nuevas variablese Y := (Y;,...,Y;). Sea
1<j<ny FJ-(Y) := F;j(Y1,...,Ya) el polinomio de R[Y),...,Y;] obtenido
sustiluyendo en F; las variables X,,..., X, por Y,...,Ys. Se considera el
polinomio

Fj(Y) - F; =) (Y — Xi) € R[X), ..., X0, 11, .., Ve
k=1
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donde los I;; son polinomios que pertenecen a R[Xj,..., X, Y,...,Y,] de
grado total acotado por (d —1) (obsérvese que los /;x no estan univocamente
determinados por la sucesién Fy, ..., [},). Se considera ahora el determinante
A de la matriz (Ijc)1<jk<n €l cual puede escribirse en la forma

A=Y an(Xtye ., Xa)bm(Y, ..., Ya) € RIXy, .., X, Yiy ., Y,

siendo los a,, elementos de R[X), ..., X,] y los b, elementos of R[Y},...,Y,].
(cabe destacar que no sera necesario hallar los polinomios a,, y by, sélo es
necesaria su existencia para la argumentacién). El polinomio A se llama el
determinante seudo-jacobiano de la sucesion regular Fy,..., F,. Obsérvese
que los polinomios a,, y b, pueden elegirse con grados acotados por n(d - 1)
en las variables X;,..., X, e Y},...,Y, respectivamente.

Sea ¢n € R[Xi,...,X,] el polinomio que se obtiene sustituyendo las
variables ¥;,...,Y, por Xi,..., Xy en by. Si J es la clase del determinante
jacobiano J(Fi,...,F,) en B se tiene la siguiente identidad

J =) Gm-Cm
m

Mas ain, la imagen del polinomio A en el anillo de clases de residuos
R(X,,.. X,,,Y,, ,Y,] médulo el ideal (Fy,...,F,, F),...,F{¥)) es in-
dependiente de la eleccxon particular de la matnz (lkJ),Sk_JSn Esto justifica
el nombre “seudo-jacobiano” para el polinomio A. Con estas notaciones
existe una unica traza o € B* tal que la siguiente identidad vale en B:

i=za(am)-ém

m

La principal propiedad de la traza o, conocida como la “férmula de traza”
(“formula de traza de Tate” [116, Appendix F], siendo [100] un caso especial
de¢ la misma) es el siguiente enunciado: para cada G € R[X),...,X,] se
verifica la siguiente identidad en B:

G= Z (G ) Em (2.15)

Obsérvese que el polinomio 3, 0(G - @n) - ¢n € R[Xy,...,X,) de la
identidad (2.15) tiene grado en las variables Xj, ..., X, acotado por n(d—1).
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Esta {ormula de traza se utilizara para resolver el problema del “levanta-
miento” de una clase residual:
dado un polinomio G € R[Xy,...,X,] de grado arbitrario en X,,...,X,,
se quiere hallar un polinomio Gy € R[X,...,X,] de grado en las variables
Xi1,...,Xn acotado por n(d — 1), tal que vale G, = G en B.

Como ya se ha visto, la férmula de traza (2.15) resuelve este problema
dado que se puede elegir para G, el polinomio

G1:=)_ 0(G-@m) - cm. (2.16)

m

Sin embargo, la definicién del polinomio G, mediante la {érmula (2.16)
tiene la desventaja que es necesario calcular los polinomios a,, y cm, para lo
cual hay que operar con todos los monomios de grado acotado por n(d —1).
En consecuencia, se reemplazara la formula (2.15) por medio de la siguiente
alternativa:

Proposicién 9 ([78], Proposition 31) Con las nolaciones anteriores, sc
considera el R[X,,...,X,]-mdédulo libre B[X\,...,X,] y el polinomio A, €
R[X,...,X,] definido por:

A] = Z&mcm € B[Xl,...,Xn]

Entonces, para cada G € R[X),..., X,] se satisface la siguiente identidad
en R[X1,...,X4):

Y 0(Gam)-em = Tr(J7'G - A)
(donde Tr := Tr® Idpx,...x. : B[X1,--., Xa] — R[X\,..., X,] es la traza
estindar que se obliene a partir de la traza estindar Tr : B — I por
extension de escalares).

Claramente se ve que, para I € R[X,,..., X, 1,...,Ya], '1~'r(1—1) cs la
traza estandar de laimagen [ de H en el R[Y),...,Y,]-médulo B[Y;,...,Y,].
Esta observacion en conjunto con la proposicion 9 representa la herramienta
basica para la evaluacién de la formula (2.16) y por lo tanto para la solucion
del problema del calculo de una clase residual. Este es el contenido de las
siguientes observacioncs.
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Sea B' = K ®r B la K-algebra obtenida localizando B en los elementos
no nulos de R. Dada una base fija del K-espacio vectorial de dimension finita
B, sean Mx,,..., My, las matrices de las homotecias nx; : B’ — B’ con
respecto a la base dada de B’ y sea Tr la funcién que asocia a la matriz dada
su traza usual. Con estas convenciones, el polinomio G, de 2.16 se puede
hallar de la siguiente manera:

G = Tr(J(F,...,F)(Mx,,...,Mx,)"" -G(Mx,,...,Mx,) -
AMx,,...,Mx,, X1,...,X3)) (2.17)

Se ve entonces que G, pertenece a R[X1,...,Xa] ¥ que se satisface la
igualdad Gy = G en B.

2.2.2 Un paso de division

El proceso de levantamiento descripto en la subseccion anterior se utilizara a
fin de calcular el cociente de dos polinomios médulo un ideal interseccién
completa reducida. Mas precisamente, sea F € R[Xj,...,X,] un poli-
nomio que no es divisor de cero en B y G € R[X,,...,X,] un polinomio
tal que la clase residual [ divide a la clase residual G en B. En la siguiente
proposicion se demuestra como se puede calcular un cociente de levanta-
miento Q € R[X),...,X,] para la divisién de G por F en B.

Proposicién 10 (Paso de divisién) Con las notaciones y suposiciones de
la subseccion previa, sea D el rango de B como R-mddulo libre. Sean dados
los siguientes ilems como entrada:

e un circuito aritmético I" de talla L y profundidad no escalar € que
evalia los polinomios F,G, I,...,F,, y

o las malrices Mx,,...,Mx, que describen el tensor de multiplicacion de
B con respecto a la base dada de B' = K ®g B.

Supdngase que F no es un divisor de cero de B y que F'divide G en B.
Entonces, eriste un circuito aritmético I' sin divisiones en K[X,,...,X,] de
talla L(nD)°M y profundidad no escalar O(€ + loga D + logan) que calcula,
a partir de las entradas de las matrices My,,...,Mx, y los pardmetros de
I un elemento no nulo 0 de R, y un polinomio Q de R[X,,..., X,] tal que
0 divide Q en R[X),...,X,] y tal que se satisface la identidad QF = 0G en
B.
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Demostraciéon. Obsérvese en primer lugar que cualquier base de B como
fi-médulo libre induce una base de B[V}, ...,Y;] como R[Y),...,Y,]-médulo
libre. Mas ain, si My, es la matriz que representa la homotecia por X; en
B con respecto a la base dada, My, representa también la homotecia por
Xi en B[Y,,...,Y,] con respecto a la misma base. Ademas, dado que los
polinomios 'y J(I,..., ) no son divisores de cero médulo (1,..., F,),
las siguientes matrices son no singulares:

F = F(Myx,,...,Mx,)
Jii= J(Fla-u)Fn)(MXn‘"’M"'")

Finalmente, se nota por G, y A, las siguientes matrices:

G, :=G(My,,..., Mx,)
A] = A(Mxl;...,Mxn,Xl,...,Xn)

donde A es el determinante seudo-jacobiano de I,..., . Obsérvesec que
las matrices F, J; y G, tienen entradas en I{ mientras que A; tiene entradas
en K[Y},...,Ya]. A partir de la f6rmula (2.17) de la seccién auterior se
deduce que @, := Tr(J;' - F -G, - Ay(Xh,...,X,)) es un polinomio de
R[X;,...,Xa] que satisface en B la identidad Q,F = G en B (donde Tr
denota ahora la traza usual de matrices).

Por ultimo, se traspone la matriz adjunta de F y J;:

Fi= 'Adj(F), and Jy := ‘Adj(J))

El cociente @ € R[X),..., X.] y la constante no nula § € R que se buscan
estan dadas por:

e Q:=Tr(F-J-G-4))

o 0 :=det(F) - det(J,)

Claramente, el polinomio Q; es el cociente de %, y ademas QI = 0G
se satisface en B. Mas ain, @ puede calcularse por medio de un circuito
aritmético I' sin divisiones en K[Xj,...,X,] a partir de las entradas de
My,,...,Mx, y los pardmetros de I (nétese que para el calculo de @,
se necesitan divisiones). La cota de complejidad en el enunciado de la
proposicién sigue de la reconstruccién del circuito aritmétlico que evalia
F,G,J(F,...,F,),A y los delerminantes involucrados. O
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2.3 Aplicaciones a la eliminacion

En esta seccién se aplican las técnicas desarrolladas a problemas de elimi-
nacién. Se estudiaran el problema de la consistencia de un sistema de ecua-
ciones polinomiales y la identidad de Bézout en caso que el sistema no posee
soluciones comunes, la pertenencia de un polinomio y su representacién en
el caso de ideales interseccién completa, se calculara el grado de una varie-
dad algebraica y finalmente se dard una version algoritmica del teorema de
Quillen-Suslin.

2.3.1 El problema de la consistencia y la representa-
cion
Sean F,...,Fi;, polinomios en Z[X,,...,X,], siendo t < n, tales que
Fy,..., F, forman una sucesién regular en Q[Xj,..., X,] y los ideales gener-
ados por I,...,F; sobre Q[X),...,X,] son radicales para i = 1,...,t (de
la seccién 2.1.1 se deduce que pueden suponerse tales hipétesis). Supéngase
ademas que los polinomios Fj,..., Fi4 tienen grado acotado por d, coefi-
cientes de talla binaria no mayor que h y se evalian por medio de un circuito
aritlmético de talla L y profundidad no escalar ¢, cuya codificacién puede
generarse en espacio deterministico de tipo O(¢Lh). Sean finalmente 6 y 7 el

grado geométrico y Ja altura geométrica del sistema definido por F,..., F}.
El problema a tratar es el siguiente:

1. Decidir si el sistema definido por Fy,..., 4 es consistente, es de-
cir, si la variedad algebraica V(F),..., Fi4,) constituida por los ceros
comunes de F,..., Fiy, en C* es vacia.

2. En caso de respuesta afirmativa en 1, hallar una identidad de Bézout:
1=PF+: -+ Py Fp
donde los polinomios Py,..., Py pertenecen a Q[X,,..., X,].

A efectos de resolver ambas cuestiones, supéngase calculada una solucién
geométrica de la variedad V; := V(F,,..., F,) (lo cual implica que se ha
calculado una solucién geométrica para las variedades V; := V(F,..., F)
para: = 1,...,1 — 1, que se supone alojada en memoria).
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Sean Xji,..., Xn_ las variables libres respecto de V; y M(') Ceprr M}t’)'
las matrices que describen el tensor de multiplicacion en
Q[X),...,Xn)/(F1,...,F}) con respecto a la base definida por el elemento
primitivo u, que resulta de la solucién geométrica de V;. Se define la matriz
Mpg,,, por:

MF,,, =Ft+l(Xla-.-,Xn—t,M(t) ...,M)((l))

Xn—H-l’ n

Entonces, se:tiene que la siguiente observacién: V(I,..., F4,) es vacia si y
s6lo si det(Mp,,,) € Q\ {0}.

En primer lugar se supone que V(F,..., Fi;41) es vacia. Dado que las va-
riables Xi, ..., X, estan en posicion de Noether con respectoaa Iy, ..., I, se
deduce que estos polinomios, considerados en ® X1, . .., Xn_¢)[Xn-t41,- - X,l],

definen una variedad cero-dimensional V, = {51, .. )(6)} en Q(X,, e )\,, ,)‘.
Con respecto a una base adecuada de Q[X},.. X"]/(l"l, , 1), la ma-
triz Mr,,, toma la forma:

F.+1(n(‘))
Ft+1(7l(2))

Fipr(n'®)

Por lo tanto det(Mr,,) = [1i=; Fit1(n®). Si det(Mr,,) ¢ Q\ {0}, existe
un punto a := (ay,...,an—) € C** lal que det(Mp,,,)(a1,...,an_¢) esld
definido y es igual a 0.

Dado que el morfismo #  V,; — €™ definido por =n(zy,...,x,) =
(1,...,Zn-¢) es finito de rango §, la fibra de o tiene a lo sumo § puntos
1,(1.a) L T)(&alpha)-

) )

Considérese ahora un elemento %, de modo tal que la solucién geométrica
asociada al mismo esta definida en a. Dado que esta solucidén geométrica
describe ahora la w-fibra de a se deduce que la matriz Mp,“ que represcnta
la homotecia por ;) en la base inducida por la potencias de i, verifica la
siguiente identidad:

dct Alr‘_“ CY) H Fl+l 7]
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Debido a la invariancia de det(MF,,,) por cambios de base, se tiene que
det(Mr,,) = det(Mp,,,)

En consecuencia, como det(Mp,,,)(a) = det(Mr,,) = 0 existe 1 < k < &
tal que Fii;(n*®)) = 0. Este punto 7*) es un cero comin de Fi, ..., Fi,
contrariamente a lo supuesto. De aqui se deduce que det(Mp,,,) € Q\ {0}.

Reciprocamente, si det(MF,,,) € Q \ {0} entonces la inversa de Mfp,,,
tiene coeficientes en Q[Xj,...,X,_¢]. Por lo tanto, las coordenadas de la
primer columna de M;-‘l+l representan un polinomio Py € Q[X),..., X -]
que verifica 1 = Py, Fi41, lo cual implica que V(F,..., Fi1) es vacia.

En consecuencia, es suficiente con calcular el determinante det(Mpr,,) y
chequear si es un niimero racional no nulo. Para esto, se calcula det(MF,,,)
evaluado en un punto (pi,...,pn—¢) de Z""! adecuado y se determina si el
polinomio det(MF,,,) es el polinomio constante det(MFr,,,)(p1,...,Pn-t) Por
medio del test de Schwartz-Zippel (lema 20). Estos procesos de realizan sin
divisiones por nimeros enteros y polinomios en Q[X),..., X,] empleando el
mismo tipo de técnicas de la demostracion del teorema 11. En conclusién, se
tiene el siguiente resultado:

Teorema 12 El problema de la consistencia puede resolverse mediante una
mdquina de Turing probabilistica de error acotado en espacio O(n log 6(¢ +

log(qnh)&)) y tiempo L(€ndh§)O(nloeé+0)

Supéngase ahora que V(Fy,..., Fi;;) es vacia. El problema de la repre-
sentacién de la unidad en el ideal generado por Fi, ..., Fi4; se resolvera por
medio de la aplicacién de la proposicién 10 a fin de realizar divisiones médulo
ciertos ideales intersecciéon completa.

La idea es la siguiente: como Fyy,|I médulo (Fy, ..., F}), por medio de la
proposicién 10 es posible calcular un elemento 0,41 € Ry := QXy,..., Xn-t] y
un polinomio Q4 € Q Xy, ..., X,] de grado acotado por nd tal que 041 | @41
y se satisface la condicion

041 -1 = Qu41F141 médulo ([, ..., Fi)

Esto significa que 0,41(1 — F;H%i*-l‘-) pertenece a (Fy,..., F;) que es un
ideal equidimensional de dimensién n —t (lo cual implica que ; no es divisor
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de cero médulo (F,. .., [})). Por lo tanto, se tiene que 1—Fiy; %‘—:}—‘ pertenece

a (Fy,..., ), de donde se deduce que Fi|1 — Ft+13—:++f en (F,...,F1), lo
cual implica a su vez que 041 Fi|0s1 - 1 — Qupr Fogr € (Fy,y ..., Froy).

Posteriormente se divide el polinomio @¢41-1— Q41 Fi41 por 041 [y médulo
(Fy,...,Fi_1), consiguiéndose de esta manera un elemento 6, € ;- :=
Q[Xi,..., Xn-t+1] y un polinomio Q; € Q[X,,...,Xn] de grado no mayor
que nd tal que 8;|Q.en Ry—, y

00041 -1 — 0Qes1 Feyr — Qiber I € ([, ..., Firoy)

Prosiguiendo con este esquema en forma recursiva, se calculan polinomios
01,...,0041,Q1,...,Qe+1 € QXi,..., X,], tales que se verifican las siguientes
propiedades:

© 0, € Risi:=QX,,..., Xp_iy]parai=1,...,t+ 1.

e Q; € Q[X1,...,X,] y tiene grado acotado por nd para todo ¢ =
... t+1.

® 0.’|Q,' €Il R,‘-].
4 0!-:’"‘0¢+1‘1—Qt—i v '0t+lFt—i"' . -—0¢_,' ' "otQt+lFl+l € (Fla- o ,Ft—i—l)

En consecuencia, al final del ultimo paso recursivo se tiene la identidad:

Oy 041 -1 =Qu02 -0 IV + 0,Q203 - O v+ - + 01+ 0,Q 41 Fiog
(2.18)
donde cada 6;|Q; en R;_,. Por lo tanto, aplicando la proposicién 7, se cal-
cula sin divisiones un entero no nulo a € Z* y polinomios Py,..., Py, €
Z[X1,..., X, tales que P, = a% parai=1,...,t+ 1.
Reemplazando esta identidad en (2.18) se obtiene la representacion:

a=P P+ + Pl

Para estimar la complejidad de este proceso, se estudia el i-ésimo paso
recursivo. En este paso, se calculan polinomios 0;_;j12 € Ry_iy1 y Qi_is2 €
Q[X1,...,Xn] a partir de 0,_;43 y Qi-i+3 de la siguiente manera:
si Mx,_i4icas---» Mx, son las matrices con coeficientes en Q( Xy, ..., Xu_r4i-1)
que describen el tensor de multiplicacién en Q[X\,..., Xu]/(F1,. .., Fimit1),
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se calculan el determinantejacobiano J(Xj,..., X,) y el determinante seudo-
jacobiano A(X),...,Xn,Y,...,Y,) del ideal (F,..., Fi_it1) definidos en
la proposicién 10 y se reemplazan las variables Xp_4i-1,..., X, por las
matrices Mx,_,.._,,..., Mx, en los polinomios J,A y Q_;4+3 (no es nece-
sario realizar este reemplazo en 0,_;43, ya que este polinomio no depende de
Xncthiclye -y Xn).

Los polinomios J = J(), A = AU correspondientes a la i—ésima etapa
recursiva pueden calcularse simultineamente para todo ¢ = 1,...,n. En
consecuencia, el reemplazo matricial en éstos no produce un incremento de
la complejidad asintética del proceso. No ocurre lo mismo con Q¢—;43.

Sin embargo, observando que:

¢ Quuiva=Tr(Q-J-P-A)=Tr(Q-J-P) - Tr(B),

e sélo TT(A) depende de las variables Xn_¢4i-1,...,Xn, ¥
e A = A se calcula simultdneamente para todo i = 1,...,n,

se deduce que la talla del circuito que resulta del proceso recursivo crece de
manera aditiva, lo cual implica una talla total aritmética de tipo
L(nd8)°M (que a su vez implica una talla booleana de tipo L(dhn6)°™)).

La profundidad no escalar es de tipo O(n2 log(né)(¢ + log(n&))), ya que,
una vez calculada la solucién geométrica de las variedades V(F, ..., F;) para
i =1,...,n, se tiene un proceso recursivo que en cada etapa opera con matri-
ces de tamaiio no superior a §°(!) y manipulaciones algebraicas similares a las
realizadas en la construccion del circuito que calcula la solucion geométrica

de V(F,...,F). Asimismo, debido a la talla binaria de los nimeros con
que se opera, se tiene una profundidad booleana de tipo O(n2 log(né)(¢ +
log(nhné))). "

Aplicando la demostracién del teorema 1, se deduce el siguiente teorema:

Teorema 13 El problema de la representacion de 1 en el caso de un sis-
tema no consistente puede resolverse por medio de una mdquina de Turing
probabilistica de error acotado en espacio O(n2 log(né)(¢ + log(nhf;S))) .
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2.3.2 El problema de la pertenencia y la representa-
cién en el caso de ideales interseccion completa

Sean F, I},..., F, polinomios en Z[X},...,X,] tales que F,..., Iy forman
una sucesién regular en Q[ X, ..., X,] y los ideales generados por Fy,..., [;
sobre Q[X1, ..., X, son radicales para ¢ = 1,...,t. Se supone que los poli-
nomios I, Iy, ..., I, tiene grados acotado por d, coeficientes de talla binaria
no mayor que h y se evalian por medio de un circuito aritimético de talla
L y profundidad no escalar ¢, cuya codificacion puede generarse en espacio
deterministico de tipo O(¢Lh). Sean finalmente § y 7 el grado gcométrico y
la altura geométrica del sistema definido por Fy, ..., [}.

El problema a tratar es la pertenencia de I al ideal generado por I, ..., I,
y su representacion en este ideal. Es decir, se desea determinar si IV pertencce
al ideal generado por F,..., Fy en Q[X,,...,X,], y en tal caso, liallar poli-
nomios P, ..., P, € Z[X,,..., X,] tales que se verilica la siguiente identidad:

F=PF+ - +PF,

En primer lugar se estudia el problemna de la pertenencia. Se observa que
F e (F,...,F)siy solosi la homotecia definida por F en Q[X|,..., X,] cs
nula. Para calcular la matriz de esta homnotecia, se utiliza la base definida por
un elemento primitivo u de la variedad V(Fy,..., Fy). Si Mx,_,,,,..., Mx,
son las matrices que representan el tensor de multiplicacién con respecto a
esta base, se tiene entonces que la matriz de la homotecia por I en esta basc
es F(X1,..., Xnot, Mx,_iyys- -y Mx,).

Finaliente, para chequear que esta maltriz tienc todas sus entradas nulas,
sera necesario utilizar 62 puntos clegidos alealoriamente en cicerto conjunto
de acuerdo con la estrategia del lema 20.

Una vez establecida la pertenencia de FF a (F,..., F}), la representacién
de F en el ideal se realiza con la técnica descripta en la seccién anterior,
comenzando con [ en lugar del polinomio 1.

De acuerdo con los teoremas 11 y 13, se deduce el siguiente resultado:

Teorema 14 Il problema de la pertenencia y la representacion para ideales
interseccion completa puede resolverse por medio de una mdquina de Turing
probabilistica de error acotado en espacio O(n2 log(né)(¢ + log(n.h7)6))).
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2.3.3 Calculo del grado de una variedad

Sea r la dimensionde Vy V = V,U---UV, la descomposicién de V en com-
ponentes equidimensionales donde V; tiene dimensién z para ¢t = 1,...,r
(ver seccién 1.4.7). Para cada componente V;, se define el grado de V;
como usualmente (ver seccién 2.1.2) y se nota esta cantidad por gr(V}).
Siguiendo [88], se define el grado de una variedad algebraica arbitraria V
como la suma de los grados de sus componentes equidimensionales, es decir,
gr(V) :=gr(V}) + - + gr(Wo).
Segin se demuestra en [88], si se eligen 7 hiperplanos genéricos H,(‘), ceey H,-(i)

se verifican las siguientes condiciones:

1. VinHPn.. -ﬂH,-(i) es una variedad cero-dimensional de cardinal gr(V}).
2 VinHY - .aHP =0sij<i.

3. V;n Hl(i) n---N H,-(i) es una variedad equidimensional de dimensién j —1
sig > 1.

En consecuencia, los puntos aislados de V N H, On...n H,-(i) (es decir, las
componentes irreducibles de dimensién cero) son Ios puntos de V; N Hl“ N
=N }I,-(i). Por lo tanto, calculando esta cantidad se obtiene gr(V;).
A fin de realizar el proceso descripto en forma algoritmica, es necesario
estimar cl grado de los polinomios que representan la condicion genérica

requerida para los coeficientes de los hiperplanos H{", ..., H®.
De los resultados de la seccion 1.4.7 se deduce que cada componente Vi se
puede describir por medio de polinomios G G(' en Z[X,,..., X, de

grado acotado por d". Se introducen nuevas vana.bles Aji, B; para l S 71<1
y | £k < ny los hiperplanos H,£') definidos por:

HY = ZA 2 X + B;

para k=1,...,7.

El hecho que la condicién 1 vale genéricamente significa que reemplazando
las variables A;i, B; por puntos de un abierto Zariski de C**!, los hiperplanos
asi construidos intersecan a V; en gr(V;) puntos (ver [88]). Por lo tanto, la
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variedad W que consiste de las soluciones en C[Ajx, B;;1 < 7 <1,1 <k < n|
del siguiente sistema:

w:={G"=0,...,G0=0,H" =0,...,H =0}

es cero-dimensional y consiste de gr(V;) puntos. De [114, Section 4], se
deduce que existe un circuito aritmético bien paralelizable de profundidad
no escalar O(n’logd) que calcula los coeficientes en Z[Aj, Bj;1 < j <
i,1 < k < n] de los siguientes polinomios:

e una forma lineal u € Z[A;i, B;;1 <3 <4,1 <k <n][Xy,..., Xn) y
e un polinomio p € Z[Ajx, B;; | <j <1,1 <k <n][T] de grado gr(V;)

tales que u separa los puntos de W y ép es el polinomio minimal que anula
a u sobre W, donde a € Z[Aji, B;;1 £ j < 1,1 < k < n] es el coeficiente
principal de p.

Sea v un vector de Z™*! tal que si se reeinplaza en p las variables Ay, B;
por 7 el polinomio resultante de Z[T] tiene grado gr(V;) y es libre de cuadra-
dos. Entonces los hiperplanos que se obtienen a partir de 4 cortan a V; en
exactamente gr(V;). Por lo tanto, la condicién genérica que deben cumplir
los coeficientes de los hiperplanos a elegir es no anular al coeficiente principal
a de p y al discriminante A € Z[Ajx,Bj;1 <j<i,1 <k<n]dep. Yel
producto de ambos polinomios puede calcularse en profundidad mo escalar
O(n? log d) (para el calculo de A se utilizan las ideas de la seccién 1.3.2).

Ahora es necesario introducir una condicién genérica sobre los coclicientes
de los hiperplanos Hl('), RN H,-(') que asegure que se cuinple la condicién 2.
Para esto, es necesario apelar a una versién diofantica del Nullstellensatlz
efectivo. Dado que genéricamente ocurre que (Vi_; U --- U Vp) N (1-11(') U
..U H,~(')) es vacia, esto mismo ocurre cuando se considera la situacion
en C[Aj,Bj;1 <j<i1<k<n]. Aplicando el Nullstellensatz clectivo
en la versién de [114], se deduce la existencia de un polinomio no nulo
a € ZL[Ajx,Bj;1 £ j £1,1 <k £ nl, calculable por un circuito aritmético
de profundidad no escalar O(n?logd), que pertenece al ideal generado por

los polinomios que definen V;_{ U--- UV, (ver seccién 1.4.7) y Ifl(i), N 11,-(".
Cualquier evaluacién de las variables Ajx, B; en un vector y € 7 ™+!
tal que a(y) # 0 asegura que la variedad lineal definida por los hiperplanos
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I-Il(i)('y), cey H,-“’(’y) no corta a V;.; U--- U V. Por lo tanto, el polinomio a
es la condicién genérica que se busca.

IFinalmente, resta imponer la tercera condicion, es decir, que W; := V; N
Hf”ﬂ. ..N H,-(i) no lenga puntos aislados si j > 7. Con los mismos argumentos
de antes, se considera la situacién en C[Aj, B;;1 <j <:,1< k< n] . Apli-
cando [114] nuevamente, con profundidad no escalar O(n? log d) se obtiene la
solucién geométrica de una variedad cero-dimensional W; que contiene los
puntos aislados de Wj. Sea u € Z[A;, Bj;1 < j <1,1 <k <n][X,..., X,
la forma lineal que se calcula 'y p € Z[Aj, Bj;1 < 7 < 1,1 <k <n][T] el
polinomio minimal de la misma. Dado que la variedad W; no posee pun-
tos aislados, la interseccion entre la variedad calculada W; y W; debe ser
vacia. Para constatar esta condicidn sera, suficiente con reemplazar las varia-
bles Xy,..., X, en los polinomios que definen W; por las parametrizaciones
obtenidas en la solucién gedmétrica de W,- (que de esta manera se transfor-
man en polinomios de Z[Ajk, Bj;1 < 7 <i,1 <k < n][u]) y chequear que el
maximo comin divisor de los mismos y p(u) sea 1.

Segiin la estrategia desarrollada en la subseccién 1.3.2, se halla un poli-
nomio b € Z[Aj, B;;1 < j < 4,1 £ k < n] que se escribe como una
combinacién polinomial de los polinomios involucrados. La no anulacién de
este polinomio asegura que la interseccion W; N Wj es vacia, por lo cual b
constiluye la condicién genérica restante.

En conclusién, multiplicando las O(n) condiciones obtenidas se obtiene un
polinomio P; € Z[Aj, Bj;1 < j <14,1 < k < n], calculable con profundidad
O(n? log n log d), que verifica que cualquier vector v € Z™*! tal que Pi(7) #
0 provee los coeficientes de 7 hiperplanos con todas las condiciones requeridas.
Aplicando el lema 20, se obtiene un tal vector aleatoriamente con talla binaria
O(n? log n log d).

Luego, es necesario calcular los puntos aislados de V' N Hl(i) N---N Hi(‘)
parat = 1,...,n. Se sigue entonces esencialmente el procedimiento descripto
en la seccién 1.4.4. En primer lugar, se genera aleatoriamente una n-upla en
7" a partir de la cual se hallan los coeficientes de n polinomios que definen
una variedad W que difiere de V' N Hf') N---N H,-(') solo en finitos puntos.
Por medio de una deformacién homotdpica posterior se pasa al caso cero-
dimensional proyectivo. Dada una forma lineal ¢, segin se demuestra en
[80], el polinomio p € Z[T] que se calcula verifica que p(¢) se anula sobre los
puntos aislados de V N Hfi) n---N H,-(").
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Una vez que se tiene un mecanismo para calcular proyecciones sobre rec-
tas, éste se utiliza a fin de calcular las proyecciones necesarias para la apli-
cacién de los lemas 29 y 30. De esta manera, se halla la solucion geométrica
de los puntos aislados de W (que contienen a los puntos aislados de V N
Hl(” N---N [I,(i)). Finalmente, reemplazando las parametrizaciones obtenidas
por la solucién geométrica de W en las ecuaciones que definen la varie-
dad V' N H,(i) Nn---N I-I,-(i), se obtienen ciertos polinomios univariados cuyo
maximo comun divisor tiene grado igual a la cantidad de puntos aislados de
vaan; ..ol

Teniendo en cuenta que el procedimiento opera con matrices de tamaio
(nd)®(n) cuyas entradas tienen talla binaria de tipo shd™, se deduce el si-
guiente teorema:

Teorema 15 Eziste una mdquina de Turing probabilistica de error acotado
que calcula el grado de V en espacio O(n2 logz(hsd)).

2.3.4 Una version efectiva del Teorema de Quillen-
Suslin

Una matriz I en Z[X,,..., Xy]™® con s > r se dice unimodular si y sélo si
el ideal generado en Q[X),..., X,] por todos sus menores de tamaiio r x r
es el ideal trivial.

Sea F una matriz unimodular en Z[ X1, . .., X»]™**. Denétese por gr(F) el
maximo de los grados de las entradas de I y sea d = 1+deg(F’). Del teorema
de Quillen-Suslin se deduce la existencia de una matriz M unimodular de
tamaiio s x s tal que FM = [I,,0], donde [I,,0] denota la matriz de r x s
que se obtiene agregando a la matriz identidad I, de » x , s — r columnas
nulas.

El problema es hallar algoritmicamente la matriz M. El proceso que
se realiza para tal fin consta de n elapas, en las que se construyen ma-
trices M,,..., M, unimodulares de tamafo s x s que verifican la siguiente
propiedad:

F-My- M = (Fy(Xy,..., X,,0,...,0

’ )) 1<i<r1<5<s



Dado que la matriz F' - M;--- M, es unimodular y tiene entradas en
@, mediante un proceso estandar de triangulacién ésta puede reducirse a la
forma [1,,0]. Si My es la matriz (unimodular) que realiza esta triangulacién,
M =M, --- My es la matriz buscada.

Obsérvese que las matrices (F;J-(Xl, . X, 0,. pueden

o 0)) 1<i<n,1<5<s
producirse simultaneamente, por lo que el calculo de Ias maftrices My, ..., M,
puede realizarse en paralelo.

Siguiendo el esquema propuesto en [64] (ver también [65]), el proceso del
célculo de cada matriz M; se divide en cuatro etapas. A fin de simplificar la

notacién, se describira solamente el calculo de M,.

En la primera etapa, se construye una sucesién cy,...,cy de polinomios
de grado acotado por (rd)? (donde N se determinari posteriormente) tales
que:

e le (C],...,CN)

e Para todo k € {1,..., N}, existe una matriz no singular Ax € GL,(Q)
tal que:

cr = Res(det[F®, ..., FO), det[F{",..., F1, F}])])

r

donde Fl(k) F(i), denota las columnas de la matriz F(*) := F . A4,

Se elegiran matrices Ay con el siguiente aspecto:
(! )
ay 1
a1/ a:
01,3? a2
: : 1

o 2.19
A oy 1 (2.19)
ar—lﬂr—l 0 1
. o
\ a1fi7? aff5° ar1f7Z] 0 oy 1)
donde ay,...,a,, B, .., Pr-1 son nimeros enteros.
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Se trata entonces de hallar enteros a(lk), e ,ay‘),ﬂ}k), o, B para k =
1,...,N detalla binaria controlada y en la menor cantidad posible de manera
que la variedad definida por ¢y,...,cn sea vacia.

Se consideran indeterminadas S,...,S,,T1,...,Tr—; y la matriz A €
Z[S:, T;;1 <i<r,1<j<r—1]que se obtiene si se reeinplaza en la matriz
Ak de (2.19) cada a; por S; y cada B; por T;. Asimismo, se definen:

o [":=[F|,....Fl|]=F-A
o D) :=det[F],..., F]]

o D) :=det[F],...,F/_\, F},\]
o c:= Resx, (D1, D3)

El punto clave es que, para cada = € C*, existe un vector (o, 8) € IN*"~!
tal que c(z,a,B) # 0 ([64, Proposition 5.6]). Por lo tanto, se ticne que
c(z,S1,..-,Sr,T1,...,Tr_1) es un polinomio de Z[S;,T;;1 <1 <r1 <5 <
r — 1] no nulo para cada * € C*. Ademass, ¢(z,S5,...,5,T1,...,Tr_1)
se calcula con talla (aritmética) de tipo O(s*r%(rd)?") y profundidad no
cscalar O(nlog(sd)). Por la proposicion 5 existe un conjunto questor de
N := O(s"(rd)®") elementos (al¥), B%)) € {1,...,u}* ! para k = 1,...,1,
donde u := (sd)°™), tal que para todo = € C* existe k € {1,..., N} que ver-
ifica ¢(z,a®) B(¥)) £ 0. Mas ain, un tal conjunto questor pucde ser hallado
aleatoriamente con probabilidad mayor que 1 — us > 1

Entonces se define ¢ := ¢(X), ..., X,,a®) )} para k =1,...,N. Ob-
sérvese que los polinomios ¢y,...,cn tienen grado acotado por (rd)? y su
cémputo involucra el célculo del determinante de O(s”(rd)*") matrices poli-
nomiales de r x r.

En la segunda etapa se halla una representacion:
Xn=ayc1+ - +anen

de la variable X; en el ideal generado por los polinomios ¢y, ..., cny generados
en la primera etapa.

En la tercer etapa se construyen N matrices unimodulares M{", ..., M{N)
en Q[X,...,X.])"** de modo tal que, definiendo by := mel apcy para
k=1,...,N, se tiene la identidad:

FO)MP = FO(by_y) (2.20)
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donde F*) = F. A, y F(®)(b,) denota la matriz que se obtiene a partir de
F'®) cuando se evalia la variable X, de las entradas de F(*) en by.

A partir de la identidad (2.20) se deduce que la matriz E, := Ay My - A}?
verifica la propiedad:

F(bk)Ex = F(bg-1) (2.21)

Como ¢ = Resxn(ka),ng)), existen polinomios g,h € Q[X,,..., X;]
tales que
=g D +h. DY

Dado que ¢, no depende de X}, se deduce que:
cx = g(bk) - DM (be) + h(br) - D (by) (2.22)

Siguiendo la demostracién del Lemma 4.5 en [64], si FJ-(k) denota la j-
ésima columna de F¥), dado que by = by_; médulo ¢;-QX;, .. ., X,], median-
te un desarrollo en series de Taylor de los coeficientes de FJ-(k) se demuestra
la existencia de un vector columna G;-k) € Q[X,,..., Xa]™! que verifica

FP(b) = F(bio) = Gl (2.23)
Combinando (2.22) y (2.23) se obtiene la identidad:
FO(b) = F9(bi-r) = D (9(00)GJ7) + D (h(B)GSY)  (2:24)
Sean B, y B; las siguientes matrices:
B := Agj[F{O(b),..., FP(bi)]
BY := AG[FP®),. .., FE (b), FS (b))

Entonces, se tienen las identidades:

DO (b)g(b)GH = (Fb),...., OB BPg(b)GY 1= 3 m; F(b)

i=1

D (b)h(b1)GS? = [F{9(by), - ,‘f’,am) F (501 B h(b:) G
= Zj#rnJFJ (bk)
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donde (m,...,7,)" = B;k)g(bk)G.(,-k) Y (e ooy lraty firgr)t = B:Sk)h(bk)Gg-k).
Estas identidades, aplicadas en (2.24), dan la siguiente igualdad:

F{O(bi) = FF (bker) = (m + 7) FE(bk) + - - + 0, BB (b) + g FE5 ()

Utilizando esta ecuacién para j = r +2,...,s se construye una matriz
unimodular M®*) que verifica:

FOO)MB = [FB(by), ..., F¥ (be), FE) (beey), - . ., FE (be_y)]

Para concluir la construccién de la matriz M¥) sc define la siguicnte
matriz unimodular 7'®) de tamaiio (r 4 1) x (r 4 1):

T¢) .= lAdj( ) FB(b) I’r‘i’l(bk)>.
Ck

0 e —Il(bk) g(bk)
. ( FRMbo)  F®(beey) FE (beor) )
0 —h(be_1)  g(bk1)

Lucgo, M® := M® . (T®) @ [,_._,) es la malriz buscada.

Finalmente, en la cuarta etapa se calcula el producto M, := [[~_, Ex =
T, AkM® ALY, Dado que se tienen las identidades:

F=F(X) = F(by)
F(bN)En = F(bN_l)

F(b)E, = F(b)= F(0)

se tiene que la matriz M,, verifica las condiciones requeridas.

Luego de n procesos paralelos como el descripto, se obtiene una familia
uniforme de circuitos booleanos que satisface las condiciones requeridas por
el teorema 1. Entonces, se puede aplicar la estrategia de la seccién 1.2 y
concluir:

Teorema 16 El Teorema de Quillen-Suslin puede realizarse en forma al-
goritmica por medio de una mdquina de Turing probabilistica de error acolado
en espacio O(n®log®(shd)).
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Capitulo 3

Tradeoffs espacio—tiempo

Las medidas mas naturales de complejidad computacional son el espacio y
el tiempo, donde el tiempo se mide —~generalmente hablando- por el nimero
de pasos discretos en una computacién y el espacio por el tamaiio de las
distintas locaciones de memoria que se acceden durante la computacion.

Lo que se intenta es clasificar la complejidad intrinseca de un problema
dado, pero un problema puede ser resuelto de muchas maneras diferentes.
iCual deberia ser la solucién éptima para un problema? El deseo natural
es elegir aquella que posea las menores complejidades posibles, las cuales se
identificarian como las inherentes al problema.

Dado que se consideran dos medidas de complejidad, las cuales se repre-
sentan mediante funciones y no mediante nimeros naturales, es posible que
no existan soluciones que puedan identificarse como éptimas para la reso-
lucién de un problema dado. Podrian existir relaciones o tradeoffs entre el
espacio y el tiempo requerido por cualquier solucién (algoritmo) de determi-
nado problema que hagan imposible la tarea de elegir una medida de espacio
o tiempo como inherente al problema.

A fin de entender mejor las posibilidades y las dificultades que se aparecen
en la busqueda de las mejores soluciones de cada problema, es necesario
estudiar ¢l tradeoff espacio-tiempo del mismo. De esta manera, se podra
identificar una clase de soluciones que son 6ptimas en cierto sentido, de las
cuales puede elegirse aquella que mejor se adapta a las facilidades disponibles.

En este capitulo se estudiaran tradeoffs espacio-tiempo en teoria de com-
plejidad algebraica. Mas precisamente, se estudiaran tradeoffs para los pro-
cedimientos de evaluacion de polinomios, caso que es central ya que los poli-
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nomios representan los objetos basicos del lenguaje de la teoria de compleji-
dad algebraica.

En particular, el analisis de los tradeoffs espacio-tiempo brindara la posi-
bilidad de obtener cotas inferiores para la complejidad de espacio de los pro-
cedimientos de algebra computacional, cuyo estudio parece estar relegado en
el ambito de la computacién algebraica.

Es claro que todo polinomio puede evaluarse con un nimero constante de
registros por medio de la regla de Horner, y observaciones similares pueden
realizarse en otros modelos de complejidad algebraica (ver [13], [127] por
ejemplo). Esto aparentemente indicaria que el espacio no es un recurso sig-
nificativo en el estudio de la complejidad de la evaluacion de polinomios, lo
cual constituye al mismo tiemnpo una paradoja.

En este capitulo se tralara de arrojar alguna luz en esta direccidn, inos-
trando cotas inferiores de complejidad para el espacio requerido en procesos
de evaluacion polinomial. Por ejemplo, se concluira que la “mayoria” de los
polinomios univariados de grado d requiere §}(d+) registros de memoria para
realizar una eslrategia de evaluacion optima en términos de complejidad no
escalar (como la de [139]).

3.1 Espacio y tiempo para circuitos aritmé-
ticos

En primer lugar, se discutira como las medidas de complejidad de espacio
y tiempo pueden representarse adecuadamente en el modelo basico de com-
putacion, es decir, el de los circuitos aritméticos. Intuitivamente se podria
decir que espacio y tiempo computacionales de un circuito aritmético tienen
una representacién natural en cualquier pebble game realizado sobre el grafo
de computacién (ver por ejemplo [25]).

Sin embargo, esta definicién combinatoria del espacio y el tiempo no es
conveniente para la aplicacion de los mélodos geométricos que se utilizaran
a fin de demostrar colas inferiores de complejidad -el principal objetivo de
este capitulo. Por este motivo, se transformara el modelo de complejidad
basado en los pebble ganies primero en un modelo de locacién de registros,
y posteriormente éste tltiino en un modelo geométrico de computacion.
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3.1.1 Del modelo de pebble games al de locaciéon de
registros

Sea K un cuerpo infinito y Xi,...,X, indeterminadas sobre K. Por
K[Xh,..., Xa] se denota el anillos de polinomios en n variables sobre K
y por K(X),...,Xy) su cuerpo de cocientes.

Sea F' un elemento de K'(X,, ..., Xy,), es decir, una funcién racional sobre
K en las variables Xi,..., X,. Se recuerdan las siguientes nociones estandar
de teoria de complejidad algebraica (ver [31], [172], [168], [89], [72], [75],
[138], [37)).

Definicién 6 Un straight-line program en K(X),...,X,) que calcula una
funcion racional F' es una sucesion f = (Q\,...,Q,) de elementos del cuerpo
K(Xy,...,Xn) con las siguientes propiedades:

1. Q,=F,

2. Paracadal < p <, la funcidn racional Q, pertenece a KU{X,,..., X,}
o existen 1 < py,p2 < p y una operacidn aritmética op, en {+,—,-,+}
tales que vale Q, = Q,, op, Q,,.

Las funciones racionales Q),,...,Q, se llaman los resultados intermedios
del straight-line program S y la funcién racional F' = @, es el resultado final
o salida de $. En lo sucesivo, se asumira sin pérdida de generalidad que todos
los resultados intermedios @1, ...,Q, de B son no nulos.

A un straight-line program g = (Qy,-..,Q,) dado en K(X,...,X,) se
le asocia como usualmente un grafo dirigido aciclico que se notara por I'(8) y
sera llamado el grafo de computacion del straight-line program §. El grafo de
computacion I'(B) tiene r vértices llamados nodos. Cada nodo de I'(B) tiene
indegree 0 o 2 y estd etiquetado por un elemento de K U {X},..., X,} en el
primer caso y por una operacion aritmética en el segundo caso. Los nodos de
indegree 0 se llaman los nodos fuente de I'(f8). Los nodos fuente marcados
con una variable Xi,..., X, se llaman nodos de enirada y los marcados con
un clemento de K se llaman nodos pardmetros. Los elementos de K que
aparecen de esta manera de llaman pardmetros del grafo de computacién
I'(B) (o del straight-line program f).

Los nodos de I'(8) se numeran por 1 < p < r. Si para un nodo p de I'(5)
existen nodos 1 < p;, p2 < p y una operacién aritmética op, tal que vale
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Q, = Q,, op, Q,,, entonces el nodo p se marca con op,, su indegree es 2 y
['(B) contiene dos ejes dirigidos de los vértices p; y p, al vértice p (los nodos
p1 Y p2 se llaman los nodos predecesores de p). Los nodos que no son fuente
se dicen nodos internos de I'(8). Il nodo r se denomina nodo de salida del
grafo de computacion ['(5).

A cada nodo p de T'(f) se asocia la funcién racional , que aparece en la
sucesion f como resultado intermedio. Esta funcion racional se calcula recur-
sivamente por el grafo I'(#) comenzando por los nodos fuente. En particular,
la funcidn racional que corresponde al nodo de salida » es Q, = F.

Un nodo p de I'(B) es no escalar si tiene la siguiente propiedad: el nodo p
tiene indegree 2, la operacion aritmética op, es una multiplicacion o division y
los resultados intermediatos @,,, @,, de B asociados a los nodos predecesorcs
p1, p2 de p satisfacen la condicion @,,,Q,, ¢ I si op, es una multiplicacién
y Qp, ¢ K si op, es una divisién. .

Sobre el grafo dirigido aciclico I'(#) se puede jugar un pebble game de
acuerdo con las siguientes reglas (ver [25]):

P1 cualquier nodo fuente puede recibir un pebble,

P2 si los nodos predecesores de un nodo p de I'(3) tienen ambos un pebble,
entonces p puede recibir un nuevo pebble o uno de los pebbles de alguno
de sus predecesores,

P3 todo pebble puede ser removido de un nodo de I'(3).

El pebble game finaliza cuando el nodo de salida del’(83) recibe un pebble.
En general es posible jugar varios pebble gaines distintos sobre un grafo de
computacién dado I'(B). Esto significa que el grafo de computacion I'(3)
tipicamente admite mas de un pebble game, o en otras palabras: los pebble
games no estan unicamente determinados por el gralo de computacion.

Para un pebble game particular sobre un grafo de computacion 1'(8) se
lienen las siguientes medidas de complejidad:

Cl unamedida de espacio dada por el maximo nimero de pebbles utilizado
en cualquier momento del jucgo,

C2 una medida de tiempo lotal dada por el niimero de ubicaciones de peb-
bles realizados durante el juego segiin las reglas Pl y P2,
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C3 una medida de tiempo no escalar dada por la cantidad de ubicaciones
de pebbles sobre los nodos no escalares de I'(3) realizadas durante el
juego siguiendo la regla P2.

Se extiende esta nocién de straight-line program en la forma siguiente:
a partir de ahora, un straight-line program serd un un circuito aritmético f
en el sentido de la Definicion 6 junto con un pebble game fijo jugado sobre
su grafo de computacion T'(B). Se utilizard la misma notacidn, es decir f3,
para el nuevo objeto matemdlico: el straight-line program junto con el pebble
game fijado.

Se introduce el siguiente modelo de complejidad combinatorio que refleja
tiempo secuencial y espacio en el contexto aritmético:

Definicién 7 Sea ' € K(X,,...,Xs) una funcion racional. Un straight-
line program en el cuerpo de las funciones racionales K(X,,...,X,) que
evahia I en tiempo total T, tiempo no escalar L y espacio S es un straight-
line program B para F en el sentido de la Definicion 6 junto con un pebble
game realizado sobre T'(B) en tiempo total T, tiempo no escalar L y espacio
S, donde estas medidas de complejidad estdn determinadas en términos de
las condiciones C2, C3 y C1.

De esta manera se obtiene un modelo de complejidad puramente com-
binatorio que mide tiempo total y no escalar utilizado por un pebble game
realizado sobre un grafo de computaciéon. Se construira ahora un modelo
de locacién de registros a fin de derivar cotas inferiores sobre el tradeoff
espacio-tiempo de la evaluacién de polinomios.

Supéngase dado un straight-line program S como antes junto con su
grafo de computacién I'(B). Supongase ademas que se tiene un pebble game
sobre T'(8) que usa S pebbles 1,...,S y se juega en tiempo total T sobre
el gralo de I'(B). En lo que sigue se piensa el pebble game dado como una
sucesion de T instrucciones de locacién de registros en las cuales las nuevas
variables R,,..., Rs aparecen como nombres de registros. Las instrucciones
de locacién de registros se marcan con los simbolos (1),...,(T). Se las define
de la manera siguiente:

1. Si un nodo fuente p de I'(B) recibe el pebble 1 < j < S en el instante de
tiempo 1 <t < T del juego siguiendo la regla P1 entonces la instruccién
(t) tiene la forma

“RJ_ = X'.”
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en caso en que el nodo p esté marcado por la variable de entrada X;.
Si el nodo p estda marcado por el pardmetro a € K la instrucciéon de
locacion de registros (t) toma la forma

“Rj = a”

2. Si el nodo interno p de I'(B) recibe el pebble 1 < 7 < § en el instante
1 <t < T del juego siguiendo la regla I’2, entonces la instruccién de
locacion de registros (t) tendra la forma

“Rj := R op, R”

donde op, es la operacion aritmética asociada con el nodo p y 1 < k,
[ < S son los pebbles ubicados sobre los nodos predecesores py, p, de

p-

De acuerdo con las reglas de locacién de registros introducida se puede
redefinir la nocién de un straight-line program de tiempo total T (resp.
ticmpo no escalar L) y espacio S de la siguiente manera:

Definicion 8 Un straight-line program  en K(X,..., X,) que utiliza tiem-
po total T y espacio S es una sucesion de instrucciones de locacion de reg-
istros (1),...,(T) tales que paral < t < T la instruccion (t) es de uno de
los siguientes dos tipos:

(i) “Rj:=a” cona€e KU{X1,...,.X,} y1<j<S
(i1) “R; := Rk op Ry” conop € {+,—,",+} y1 <kI<j<S8§.

Aqui R,,..., s son las (distintas) variables que denotan los registros que
usa el straight-line program f.

El tiempo total utilizado por un straight-line program f es en consecuen-
cia el nimero T de instrucciones de locacion de registros que contiene. [l
tiempo no escalar utilizado por f (o su longitud no escalar) es el nimero de
intrucciones de locacién de registros de la forma (it) que aparecen en f sujetas
a las siguientes restricciones: la operacion aritmética op es una multiplicacion
o divisién, los contenidos de los registros %k, 12 —nocion que se introducira
mas adelante- no pertenece al dominio /' de los parametros en caso en que
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op es una multiplicacion y el contenido del registro R; no pertenece a K si
op es una divisién. En lo que sigue se notara L(f) el tiempo no escalar y por
S(B) el espacio utilizado por el straight-line program .

Dado un straight-line program f en el sentido de la Definicién 8 se puede
definir de la manera mas obvia para cada instante de tiempo 1 <t < Ty
cada registro R; con 1 < j < S su contenido R;- como la funcién racional
de K(Xi,...,X,) que se obtiene aplicando paso a paso las intrucciones de
locacion de registros (1),...,(T). En el caso en que el registro j permanece
sin especificar de esta manera al instante ¢ se define su contenido como el valor
constante 1 del cuerpo K. Por lo tanto en cualquier instante el contenido
de cualquier registro es el valor constante 1 € K o una funcion racional
de K(X,,...,X,) que aparece como resultado intermedio del circuito arit-
mético [ correspondiente en el sentido de la Definicion 6. Se denomina
(ll;)lsjss.]sgsfr la matriz de computacion del straight-line program S.

3.1.2 Del modelo de locacion de registros al modelo
de complejidad geométrico

En esta subseccién se introduce un modelo geométrico para la evaluacion
de polinomios que refleja el espacio y el tiempo computacional cuando las
operaciones aritméticas se cuentan con costo uno. El modelo es algo grosero
con respecto a cotas superiores de complejidad pero es conveniente para
inferir cotas inferiores para la complejidad intrinseca de la funcién de tradeoft
espacio-tiempo de una serie de polinomios explicitos los cuales —al menos
al conocimiento del autor- se estudian por primera vez bajo el aspecto de
espacio versus tiempo.

[El método para obtener cotas inferiores para el tradeoff espacio-tiempo
de procesos de evaluacion de polinomios se basa en una interpretacién geomé-
trica de la nocién de un straight-line program que utiliza tiempo no escalar y
espacio no superior a cantidades prefijadas L y S respectivamente. En lo que
sigue se restringira cl estudio al caso n := 1. Isto significa que se tratara con
polinomios y funciones racionales univariadas definidas sobre el cuerpo K. Se
denota por X := X, la unica variable de los polinomios y funciones racionales
que aparecen como resultados intermedios en los straight-line programs que
se consideraran a partir de ahora.

En primer lugar, obsérvese que, sobre el grafo de computacion asociado
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a la regla de Horner para un polinomio univariado F' € K[X] de grado d,
puede jugarse un pebble game en tiempo total time 2d y tiempo no escalar d
usando exactamente dos pebbles. Sean L y S el tiempo no escalar y ¢l espacio
utilizado por el algoritmo de Horner que evalia cl polinomio [. Entonces I
y S satisfacen la relacién de tradeoff LS? = 4d.

Esta consideracién conduce a la siguiente pregunta: dado cualquier poli-
nomio F € K[X] de grado no mayor que d, jexiste un straight-linc program
B in K(X) que utiliza tiempo no escalar L(f) y espacio S(f) tal que cl
tradeof] espacio-tiempo LS*(B) := L(B)S?(B) es considerablemente menor
que d? Por medio de un simple argumento de dimension se demostrara
que la respuesta a esta cuestion es negativa. Esto significa que existe una
constante universal ¢ > 0 tal que (en un sentido preciso) cast todos los poli-
nomios F' € K[X] de grado acotado por d tienen la propiedad que cualquier
straight-line program # en K(X) que evalia F' tiene un tradeoff espacio-
tiempo LS?(f) que satisface la desigualdad LS?(8) > cd (ver Teorema 17).
En lo sucesivo se abreviara un tal enunciado como LS?(F) > cd.

De forma similar a [171] y [89], se dird que una familia de polinomios
univariados (f4)4en tal que Fy tiene grado d es dificil de evaluar en términos
de tradeofl si existe una constante ¢’ > 0 tal que cualquier familia de circuitos
aritméticos (Ba)den en K[X] tal que By evalia el polinomio Fy satisface la
siguiente desigualdad de tradeoff espacio-tiempo:

LS*(By) > d°.
En lo sucesivo tal enunciado se abreviara en la forma:
LSZ(Fd) = 4",

El método geométrico que se desarrollara permitira exhibir familias de
polinomios univariados especificas que son dificiles de evaluar en este sentido.

Sean L y S numeros naturales fijos y sea # un straight-line program que
calcula la funcién racional F' € K(X) en tiempo no escalar L(f8) < Ly
espacio S(8) < S.

A fin de homogeneizar notaciones sc comicnza el calculo formalmente en
el instante cero fijando para 1 < j < S el contenido R? de cada registro
Rj como R) := 0. Ademas del espacio se tendra en cuenta solamente cl
tiempo no escalar como medida de complejidad. El tiempo no escalar sera
indicado por el nuevo parametro ! que varia de 1 a L. Mas atin, sc utilizaran
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dos registros adicionales R_; y Ry cuyos contenidos en cualquier instante de
tiempo 0 < ! < L se fija como R., := 1y R} := X. Dado que en el modelo
no escalar operaciones I{ —lineales son libres y que sélo se toman en cuenta
operaciones no escalares en el straight-line program S, se puede describir
por una sucesion recursiva de instrucciones de locacion de registros (/ J') del
tipo siguiente:

paral <3 <Syl1<I<Llainstruccién (IJ') tiene la forma

w=( g )l T won),

-1<k<S -1<k<S

donde op es una multiplicacién o divisién y los af’l) y bg") son elementos
adecuados de K.

La salida F' de B se da por la siguiente instruccion final de locacién de
registros (/):

F:= Y R}
-1<k<S
donde los ¢; son ciertos elementos de K.

Los elementos aﬁj"), b{.’."), cx de I que aparecen en estas instrucciones
de locacion de registros se llaman los parametros del straight-line program
B. Mas ain, los resultados intermedios de § se representan por medio de la
matriz de computacion

M(B) := (R})_1<j<sosisL

El circuito # queda determinado por sus parametros y la indicacion sobre cual
operacion aritmética, multiplicacion o division, se aplica en cada instruccion
de locacién de registros (I}).

Obsérvese que la intruccién de locacién de registros (I}) no refleja e-
xactamente un pebble game sobre el grafo de computacién I'(8) dado que
en este modelo se supone que todos los registros cambian sus contenidos
simultaneamente. Por el contrario, un pebble game en cada instante de
tiempo afecta sélo un registro y no todos simultaneamente.

En consecuencia, el modelo de computacién en K(X) definido por las
reglas de locacién de registros de tipos (I}) e (I) paral < j < Sy 1 <
Il < L es algo mas grosero que el modelo dado por las Definiciones 7 y
8. Esto significa que de esta manera pueden aparecer funciones racionales
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como el resultado de computaciones que no pueden ser efectuadas por medio
de un straight-line program que utiliza solamente tiempo no escalar L y
espacio S. Dado que el propésito final es demostrar cotas inferiores para
el tradeofl entre espacio y tiempo no escalar requerido para calcular cicrtos
polinoniios univariados, esta falta de precision del modelo de complejidad no
afectara la correctitud de los resultados que enunciaremos en el sentido de
las Definiciones 7 y 8.

Sean L y S cantidades fijas. Supdngase que los parametros a y Ck
que aparecen para —1 <k < 5,1<73< Syl <I<Len las instrucciones
de locacion de registros (IJ') y () se consideran como variables, cs decir,
se reemplazan estos parametros por nuevas indeterminadas. Entonces las
entradas de la matriz de computacion M(f8) y la funcién racional I que
representa los resultados intermedios y la salida del straight-line program g
se transforman en expresiones racjonales en los paraetros del circuito § (y
por supuesto en la variable X).

De esta manera el straight-line program /3 se transforma en un esquema
de computacién genérico de tiempo no escalar L y espacio S el cual queda
univocamente determinado por las cantidades L y S y la eleccién de la op-
eracién aritmélica realizada (multiplicacién o divisién) paracadal < ;< §
y 1 <1< L en la instruccién de locacién de registros (1}).

Se simplificara algo mas el esquema de computacién de tiempo no escalar
L y espacio S. Para esle propsito se introduce para cada | < 7 < Sy
1 < | < L un nuevo parametro d¥¥) el cual se interpretara de la manera
siguiente: el valor asignado al parametro dU") es 1 si la operacién aritmética
op de la instruccién (/}) es una multiplicacion y el valor es 0 si esta operacién
aritmética es una division.

Ahora se reemplaza pata cada 1 < 7 < 5,1 <[ < L la instruccion de
locacién de registros (/}) por la siguiente que se denotard (Jj) :

i i
i] ), bij )

B=( 5 ) (w0 T o

~1<k<S —1<k<S

- i) pl—1y—
+ (1= 2 wORT )
—1<k<S
(obsérvese que tomar en la instruccién de locacién de registros (J}) la inversa

1

.y y 1 —- . « e
de la subexpresion 3-_,<k<s by, R’k es consistente con la suposicién general
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que las computaciones que se consideran no contienen la funcién racional
cero como resultado intermedio). Como siempre, cada parametro dU) se
representa por medio de una nueva indeterminada.

3.1.3 Una descripcion geométrica del conjunto de los
polinomios evaluables con recursos prefijados

En la subseccién anterior se obtuvo un esquema de computacién genérico
que sélo depende del tiempo no escalar L y el espacio S. Los parametros
de este esquema de computacion son aﬁ"'), b(k"'), diD y ¢ con -1 < k<SS,
1<j<Syl<I<L.

Se analizara ahora como la salida F' depende de estos parametros si F es
un polinomio que pertenece a K[X]. Para este fin se aplica una idea cuyo
origen puede situarse en el trabajo [171] (ver también [161]).

A fin de enunciar el siguiente resultado técnico se recuerda que el peso de
un polinomio con coeficientes enteros es la suma de los valores absolutos de
estos coeficientes.

Lema 32 Sean d,L,S nimeros naturales dados, sea N := 8LS? y sean
Zyy. .., ZN nuevas indeterminadas. Entonces ezisten polinomios Py,..., P €
Z[Z,,...,2ZN] de grado y peso acotados por 2(Ld + 1) y (4(S + 1))E+)**!
respectivamente, tales que el morfimo de espacios afines

(bd,[,,s : KN — Kd+l

definido por estos polinomios tiene la siguiente propiedad:

para cada polinomio F € K[X] de grado acotado por d que puede evaluarse
por medio de un straight-line program en K(X) que utiliza tiempo no escalar
L y espacio S, exisle un subconjunto cofinilo (no vacio) Up de K tal que
para cada elemento n € Up el punto (fa(n),..., fo(n)) € K**' dado por la

representacion
F= 3% fi(n)(X-n)

0<i<d

pertenece a la imagen del morfismo ®4 1 5.

Demostracion. Sea B un straight-line program arbitrario en K(X) que
calcula un polinomio dado F' € K|[X] de grado acotado por d en tiempo

153



no escalar L y espacio S. Se supone que f esta dado como antes por una
sucesion de instrucciones locacion de registros (JJ') conl <j;j<Syl1l<I<L
y una instruccién final (I). Por lo tanto, los resultados intermedios de 3 son
funciones racionales 12, € K(X) con =1 < k< Sy 0<!< L que satisfacen
las siguientes relaciones recursivas:

R'_,=lpa.raca.da0§l$L
R =X paracada0<I<L
i =0paracadal <j<§

y

I =( > a‘k""’R‘;') - (d‘f"’( > WIOR +

-1<k<S ~1<k<S

+(1=dU)( 3 b‘:"’R‘;')-') (3.1)
-1<k<S
paracadal <j< Sycadal <I<L.
Finalmente, el polinomio de salida I € {[X] se representa como

F= Y oRf (3.2)

-1<k<S

Aqui aij'l), b}cj"), d9) | ¢, son elementos adecuados de I with —1 < k < S,
1 <7 <Syl1 <1< L,los parametros del straight-line program .
Cada una de las [unciones racionales 3°_; ¢x¢s a Rty s <k<S et
que aparecen como subexpresiones en la ecuacion (3.1) estan bien definidas
y son diferentes de cero en todos los puntos de algin subconjunto cofinito
Ur de K. Dado que K es infinito el conjunto Ur es no vacio. Sca 5 un
punto arbitrario de Ur y j y I nimeros naturales con 1 < j < Sy 1 <

| < L. Entonces las funciones racionales R’__',',...,R'S"l, L_1<k<S aij“)lilk—'

Y -1<k<s bij'l)RL_l estan definidas en 7 y son diferentes de cero en 7. Por
medio de un cambio adecuado de los parametros aﬁ"l), bg-"') y ¢k en las ecua-

ciones (3.1) y (3.2) se puede suponer sin pérdida de generalidad que vale
Sorckes AWVREI M) = 1y Toicres VR (n) = L. El pardmetro dU
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toma por hipétesis solamente los valores 0 o 1. Esto implica que la funcién
racional R} esta definida en 7 y que se satisface la condicién R’( ) =1. Esto
permite representa,r R’ como una serie de potencias formal en X — 5 con
coeficientes en K. Mas precisamente, se puede escribir la funcién racional
R; univocamente como la serie de potencias

Ri=1+) Ri(X-n)

i>1
con coeficientes R' pertenecientes al cuerpo K. Obsérvese que R) = X
tiene también una representacxon en series de potencias de la forma R} =

1+ (X —=n)=n+Tict R (X —9) con Ry, =1y R; =0 parai>1. De

las hipétesis realizadas se deduce'

S R = R+ Y TR ) -

-1<k<S -1<k<S 0<k<S i>1
)l - i
= 1+ Y af" Y RN X -1) (33)
0<k<S i>1

y similarmente

S RS =14+ Y Y RENX — ) (3.4)

-1<k<S 0<k<S i>1

La ecuacién (3.4) implica la siguiente:

( ) b{.f"’R‘;‘)— =1+% (— > oY REMX -—n)‘)

—1<k<S v21 \  0<k<S i>1

Esto permite expresar la ecuacién (3.1) en términos de series de potencias.
Paral1 <j< Syl <I<Lsetiene

T+ 2 R§~,.-(X —n) =
(1 + Yo<k<s a‘_ Zl.>1 R‘ (X = ’7)‘)‘
-(d(j") (1 + Xo<k<s bg'l) 2i>1 Rt.'l (X - 77)'.) +

+(1 _d(j.l))(] +Z(— 3 b{_j.l)ZRL}'(X-q)f)u )

w21\ 0<k<S i21
(3.5)
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De la ecuacién (3.5) se deduce inductivamente que los coeficientes R!
son expresiones polinomiales con coeficientes enteros en los pardmetros a,(L,j .
bij"ll),d(j"") del straight-line program f donde k, j' y !’ varian en
0< k<S5 1< <SSyl <l <l Estas expresiones polinomiales
dependen solamente de L y S y son independientes de la eleccién particular
de 7 y del straight-line prograin particular £.

Dado que no puede aparecer ninguna ambigiedad, se denotara tal ex-
presion polinomial con el mismo simbolo que el coeficiente de la serie de
potencias que representa, es decir R$-|,-.

Comparando coeficientes en la ecuacién (3.5) se ve que cada coeliciente
R;-',- es, salvo signos, una suma de expresiones monomiales de uno de los dos
tipos siguientes:

(a¥0): TT 62" RiY, (3.6)
1<v<pn
(Jl) ‘“"‘ d(},l) H b(Jl)Rk., . (37)
1<v<p

con Yicogutv =4 1 <4, <4, 1<pu <, 05k, <Syee{0,1}.

A partir de esta observacion se deduce la siguiente cota de grados recur-
siva:

gr(R;-‘,) < max{pg+ 1+ Licocu QT(RL., K

Y i=i, 156, <4, 1$p<i, 0Sk <8} (38)

1<vsn

De la construccion realizada se deduce inmediatamente que para cada
0< k< Sycada: > 1 sesatisface la siguiente estimacion:

gr(RR;) <0 (3.9)

Si se resuelven las relaciones de recurrencia (3.8) tomando en cuenta las
condiciones iniciales (3.9) se obtiene:

gr(l;) <i@l-1)+1 (3.10)
paracada 1 <3< 5,1 << Lyi> L.
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Se estima ahora el peso de los polinomios R;-.,-. Para tal propdsito se
observa que el nimero de expresiones monomiales (3.6) y (3.7) que aparecen
en R!; no excede 2+'(S + 1)°. Por lo tanto, se deduce la siguiente cota
recursiva para el peso:

peso(1t;) < 2%1(S + 1) max({[],¢ue, Peso( R, ) :
Y iw=1,1<54,<7,1<pu<i,0<k, <S8} (3.11)
1<v<p

Por inspeccion directa se verifica facilmente que paracadal1 <1< Ly
cada 0 < k < S vale la estimacién:

peso(RLJ) <4(s+1) (3.12)

Tomando en cuenta las condiciones iniciales (3.12), la resolucién de las
relaciones de recurrencia (3.11) da:

PeSO(R‘IiI") < 2(l'+1)((l'+l)‘—])(s + l)t'(t'-}—l)‘_l) (313)

Los coeficientes R.;',. de la serie de potencias que aparece en la ecuacién
(3.5) son expresiones polinomiales sobre Z en los 2LS? + 3LS parametros
a6 con 0 < k< S,1<j<Syl<!< L. En consecuencia, se
los considerara como polinomios en (2LS5? + 3LS) variables sobre Z.

El polinomio F € K[X] tiene grado no mayor que d y por lo tanto posee
una expansién finita en series de Taylor en (X — ) del tipo:

F= 3% fi(nX-n)

0<i<d

con coeficientes f;(n) pertenecientes al cuerpo I.
De la ecuacion (3.2) se deduce:

F= ¥ X-1= ¥ aRl=

0<i<d ~1<k<S

= (c_l +ean+ ), ck) + ) o (Z R,‘;',-(X—n)") =

1<k<S 0<k<S i>1
= (c_, + con + Z ck) + Z ( z ckR,f‘.,-) (X - 7).
1<k<S i>1 \0<k<S
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Esto implica

fil = Y aRy; (3.14)
0<k<S
paral <:<dy
Jom)=caitcn+ Y, (3.15)
1<k<S

para t = 0.

Obsérvese que la ecuacion (3.14) es independiente del parametro c_;. Esto
permite considerar ¢_; + con como un nuevo parametro ¢ del cual depende
el straight-line program B que reemplaza al viejo parametro c_;. Ln esle
sentido se puede reescribir la ecuacién (3.15) como

fom =c+ ), o (3.16)
1<k<S

El lado derecho de las ecuaciones (3.14) y (3.16) son expresiones polino-
miales en los 2LS% 4+ 3LS + S + 2 < 8LS5? parametros c, ck, aij'”, b{_j‘l), dUh
con 0 < k<S5, 1<j< Syl <!l < L. Estas expresiones polinomiales
dependen solamente de L y S y son independientes de la eleccién del punto
n € Ur.

Sea N :=8LS?ylel Z;,...,Zn nuevas indeterminadas. De las ecuaciones
(3.10), (3.13), (3.14) y (3.16) se deduce que existen polinomios P,..., Py €
Z[Z,,...,Zn] tales que para cada 0 < i < d el grado y el peso de P, puede
estimarse por

gr(Pi) <i:(2L-1)+2<2(Ld+1)
peso( ) < (4(S +1))+0™
tales que se satisface la siguiente afirmacion: para cada polinomio I € K[X]
de grado a lo sumo d que puede evaluarse por medio de un straight-line
program en tiempo no escalar L y espacio S existe un conjunto cofinito (no
vacio) Ur en K tal que para cada valor 5 € Ur hay un punto z € K™ con

F=Y X -ni= Y P)(X-n)

0<i<d 0<i<d

Sea ahora

(I)d,L,S : I\’N — .Kd'H

el morfismo de espacios afines definido por @41 5(z) := (Pa(2),..., Po(z))
para z € (N arbitrario. Este morfismo tiene todas las propiedades anuncia-
das en el enunciado del lema 32. m
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En las aplicaciones se necesitard una formulacién mas comprensible del
lema 32 en la cual el valor genérico  y el conjunto cofinito Ur al cual
7n pertenece no aparezcan explicitamente. Tal formulacién puede obtener-
se facilmente incluyendo el valor genérico  en la lista de parametros del
straight-line program S hipotético analizado en la demostracién del lema 32.
De esta observacién se deduce el préximo resultado.

Lema 33 Sean d,L,S nimeros naturales dados, N := 8LS? 4+ 1 y sean
Zy...,Zn nuevas indeterminadas. Entonces existen polinomios
Puy...,Po € Z[Z,,...,2ZN] de grado y peso acotados por

2(Ld + 1)

(d + 1))(4(S + 1))+

respeclivamente lales que el morfismo espacios afines
Gyrs: KN — K

definido por estos polinomios tiene la siguiente propiedad:

para cada polinomio I € K[X] de grado menor o igual que d que puede
evaluarse por medio de un straight-line program en tiempo no escalar L y
espacio S, el punto (f4,...,fo) € K dado por la representacién F =
Yo<i<d fi X' pertenece a la imagen de ®41 5.

En lo sucesivo se identificara cada polinomio F' = 3"g¢icq fiX' € K[X] de
grado a lo sumo d con su vector de coeficientes (fa, .. ., fo) que se considerara
como un punto del espacio afin {%*'. En este sentido una afirmacién como
“F € (41" debera entenderse como “(fa,..., fo) € K4+'”.

Del lema 32 se deducen las siguientes consecuencias geométricas que repre-
sentan la principal herramienta para derivar cotas inferiores sobre el tradeoff
espacio-tiempo intrinseco de polinomios univariados (comparar con [95]).

Lema 34 Sean d, L, S nimeros naturales dados. Eziste un Subconjunto
cerrado Zariski irreducible Q-definible Wy s de K9+ tal que se satisfacen
las siguientes afirmaciones:

(i) dim(Wd.L's) S 8LS2.

159



(ii) gr(Wars) < (2(Ld + 1))8L5.

(iii) el vector de coeficientes de todo polinomio I' € K[ X] de grado no mayor
que d que puede evaluarse por medio de un straight-line program en
K(X) de tiempo no escalar L y espacio S pertencece a la variedad alge-
braica Wd.L,S-

Demostracién Sea W := Wy s la clausura Zariski en K4*! de la imagen
del morfismo ® := ¥4 s del lema 32. Se ve inmediatamente que W es un
conjunto cerrado Zariski irreducible del espacio afin {?*!. Este subconjunto
es también Q-definible dado que el morfismo ¢ esta dado por polinomios
Py, ..., Py que tienen coeficientes enteros. Durante el resto de la demostracion
se interpretara ® como un morfismo de variedades afines KN en W. In
esta interpretacion ¢ es dominante. y por lo tanto esto implica dim(W) <
N = 8LS?. En consecuencia, la variedad algebraica W = W, [ s satisface la
condicién (z).

Se verifica ahora la condicién (7). Sear := dimW. Dado que el morfismo
¢ es dominante existe un subconjunto Zariski abierto no vacio de W que
esta contenido en Im ®, la imagen de ®. Por lo tanto, se deduce de [88]
que existen r hiperplanos afines Hy,..., H, de K%' que intersecan Im ® en
gr(W) puntos. Sea M := HyNn...N H, N Im®. Entonces se tiene #M =
gr(W). Del lema 32 se deduce inmediatamente que ®~'(H,),..., 9~ (H,)
son hipersurperficies de KV de grado a lo sumo 2(Ld + 1). Sea

C :={C: C es una componente irreducible de ®~'(H\)N...N &~'(H,)}
Por la desigualdad de Bézout (ver [88], o [70]) se Liene

#C <Y gr(C) S ((2(Ld + 1)) < ((2Ld + 1))

CeC

donde gr(C) denota el grado (geométrico) del cerrado irreducible C de KN

Para cada C € C la clausura Zariski de la imagen ®(C) es un subconjunto
irreducible de K9*! contenido en M, y por lo tanto un punto de M. Dado
que el conjunto M esta contenido en /m ¢ se concluye que

gr(Wars) = gr(W) = #M < #C < (2(Ld + 1))3L5°

Finalmente, resta verificar la condicidn (i11). Sea F' = Tocicq iX' €
K[X] un polinomio de grado acotado por d que puede evaluarse por un
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straight-line program en K'(X) en tiempo no escalar L y espacio S. Para cada
1 € K sea I = Tocica fi(n)(X —1)' la expansién de Taylor de F en X —1. El
vector (f4(n),- .., fo(n)) depende en forma polinomial del pardmetro 5. Sea
U := Ur el subconjunto cofinito no vacio introducido en el lema 32. Para
cada ) € U se tiene:

(fa(n),-.., fo(n)) € Im®yrs=Im® C W,

por este lema. Dado que U es infinito y W es un cerrado Zariski de J{?t!
se concluye que (fq4, ..., fo) = (f4(0),..., fo(0)) pertenece a la variedad alge-
braica W = Wy L s. ]

3.1.4 Algunas consecuencias en términos de tradeoffs

A partir del lema 34 se deduciran cotas inferiores para el tradeoff espacio-
tiempo. El primer resultado que se obtendrd caracteriza la complejidad
intrinseca del tradeoff espacio-tiempo de “casi todos” los polinomios uni-
variados de grado acotado por d generalizando en consecuencia el resultado
principal de [139] y mostrando que la regla de Horner es asintéticamente
oplimal en términos de tradeoff espacio-tiempo.

Teorema 17 Sea d un nimero natural dado. FExiste subconjunto abierto
Zariski no vacio U de K4t! tal que para cada polinomio F € K[X] de grado
a lo sumo d con I € U vale la estimacion de tradeoff

d

2 > -
LS'(F) 2 ¢

Demostracién Sea d fijo. Para cada nimero racional positivo t < d se
considera el suconjunto cerrado Zariski Wy, de K definido por

Way = U Was
L.SEN, LS?<t

Del lema 34 (¢) se deduce:

(lim(Wd.;) < max{dim(Wd,L,s) : L,SeN, LS? < t} < 8t

Por lo tanto, para t := g se tiene
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Esto implica que el subconjunto abierto Zariski U := K¢*! \Wd_g €s 10 vacio.

Del lema 34 (z:¢) se deduce finalmente que para polinomio I de /K[X] cuyo
grado no excede d que pertenece al conjunto U satisface la estimacion de
tradeoff LS%(F) > §. O

Siguiendo [139] existe una constante ¢ > 0 tal que cualquier polinomio
F € K[X] de grado arbitrario d puede evaluarse con un straight-line program
en I{[X] en tiempo no escalar no superior ¢v/d. Combinando este resultado
con el teorema 17 se obtiene la siguiente conclusion:

Corolario 1 Exziste una constante ¢’ > 0 con las siguientes propiedades: sea
d un nimero natural dado y sea’U el subconjunto abierto Zariski de K4+
introducido en el teorema 17. Entonces para cada polinomio I' € K[X] dc
grado no mayor que d que satisface la condicion I’ € U y para cada straight -
line program B en I{(X) que evalia I en tiempo no escalar éptimo, cl espacio
S(B) requerido por el procedimiento B se acota inferiormente por

S(8) > dV/d

Se puede reenuciar el contenido del corolario 1 de la siguiente manera:
casi todos los polinomios de I{[X] de grado a lo sumo d requieren espacio
c'v/d si se evalian optimalmente con respecto al tiempo no escalar. Por
otro lado, siguiendo [139] existe una constante ¢’ > 0 tal que casi todos los
polinomios de K[X] de grado no superior a d necesitan tiempo no cscalar
¢"v/d para su evaluacién. Esto explica en que sentido el teorema 17 conticne
el mejor resultado de tradeoff espacio-tiempo genérico posible.
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3.2 Herramientas de eliminacion geométrica
y teoria de interseccion

En este capitulo frecuentemente se enfrentaran situaciones como la siguiente:
supéngase dado un polinomio F' € K[X] de grado d. Solamente a partir del
conocimiento de los coeficientes de F' se debe deducir una cota inferior para
la cantidad LS? donde L y S son nimeros naturales arbitrarios que satis-
facen la condicion F' € Wy s 0 F € Im®y 1 s con Wy sy ®ar s definidos
como en el lema 34 y el lema 33 respectivamente. Estos dos lemas establecen
una relacién entre el tamafio de los parametros de complejidad L y S y el
grado o la altura de la variedad algebraica Wy s o el morfismo algebraico
&, 5. Por lo tanto, se necesitan herramientas que permitan estimar estos
invariantes geométricos: el grado y la altura de Wy s y ®4r s respectiva-
mentle a partir de los coeficientes de un solo punto especifico que pertenece
a la variedad algebraica Wy, s o la imagen del morfismo @4, 5. Tales her-
ramientas se desarrollaran por medio del uso de un Nullstellensatz adecuado
y una Desigualdad de Bézout de teoria de eliminacion geométricay aritmética
(comparar con [139], [171], [161], [95], [76], [94], [89], [90], [167], [168], [121],
[129], [130], [9], por un punto de vista similar).

En esta seccién técnica se explicardn los resultados de eliminacion y teoria
de interseccién que se aplicaran. En primer lugar, recuérdese que la altura
de un polinomio con coeficientes enteros es el maximo valor absoluto de
sus coeficientes. Similarmente, la allura logaritmica de un polinomio es la
maxima longitud bit de sus coeficientes.

IE1 principal resultado de esta seccidn es el siguiente:

Proposicién 11 Sean N, d, D y n nimeros naturales y sea
®:=(Py...,P): CV — CH!

un morfismo de espacios afines donde Py, ..., Py son polinomios que pertene-
cen a Z[Z,,...,Zn). Sea F un punto dado de Z*'. Considérese la ®-fibra
V := ®~1(F) del punto F como una subvariedad cerrada Zariski Q-definible
de CN. Supdngase que V es no vacia. Sean hy,...,h, € Z[Z,,...,ZN]
polinomios que satisfacen las siguientes condiciones:

I.V:i={z€C": h(z)=0,...,h(z) =0}
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2. max{gr(h;): 1<i<s}<Dy
3. max{log, height(h;): 1 <i<s} <p

Entonces, eriste un punto § = (0,,...,0n) de la fibra V que satisface la
estimacion

log, max{| 0; | : 1 <7< N} < DN(log, s + 1),
donde ¢ > 0 es una constante universal adecuada.

El resto de esta seccion se dedicard a la demostracién de este resultado.
Para este propdsito se necesitan una serie de resultados intermedios técnicos
de teoria de eliminaciéon geométrica. El primero de ellos es una forma ade-
cuada de un Nullstellensatz efectivo, el cual se vuelve a enunciar para como-

didad del lector.

Teorema 18 (Nullstellensatz efectivo) Sean D > 3 y N > 3 niimcros
naturales y hy,...,hy € Z(Z,,...,ZN] polinomios de grado a lo sumo D.
Considérese el ideal T = (hy,...,h,) generado por estos polinomios cn
Q(Z,...,2N]. Entonces, el ideal T es trivial si y sdlo si ezisten polinomios
Giy--+y9s € L[Z\,...,2ZN]) que satisfacen la cota de grados

max{gr(g:) : 1 <i<s} <DV -D

tales que vale la siguiente identidad de Bézout:

1= Z gih; (3.17)

1<i<s

Cabe destacar que recientes Nullstellensalze “intrinsecos” como los de-
mostrados en [115] y [166] permitirian establecer leves mejoras en las cotas
de tradeofl.

La cota sobre el grado de los polinomios g,...,g; en el teorema 18 per-
mite reducir la cuestion de la vacuidad de la variedad algebraica V definida
por los polinomios hy,...,h, al problema de la compatibilidad de un sis-
tema inhomogéneo de ecuaciones lineales de tamafio DV x sDN* con en-
tradas racionales, las cuales estan dadas por los coeficientes de los polinomios
hy,...,hs. Este sistema de ecuaciones lineales permile calcular un polinomio
adecuado de grado acolado que expresa una cierta propiedad de eliminacién
de la variedad V. Esta observacion conduce al siguiente resultado:
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Lema 35 Sean D > 3 y N > 3 nimeros naturales dados y sea V un sub-
conjunto cerrado Zariski de CV que es Q-definible y tiene dimensidn positiva
r. Supongase que V estd dado como el conjunto de ceros comunes de fini-
tos polinomios en Z[Z,,...,Zn] de grado a lo sumo D. Se introducen para
1<:<ryl<j<N+1 nuevas indeterminadas T;; y polinomios

L,‘ = T.'JZ] + -+ Ti,NZN + Ti,N+l

Bajo estas condiciones existe un polinomio no nulo E € Z[T;;; 1 <1 <
r, 1 <j < N + 1] de grado a lo sumo DN? con la siguiente propiedad:
cualquier matrizt = (4 ;) (1<i<r, 1<i<N+1) de C*(N+1) que define r polinomios
lineales afines

Ll(t,Zl, N ZN) = tl,lZl + -+ tl,NZN + tl,N+h

Lr(ta Zla ey ZN) = tr,lZI +---4 tr,NZN + tr.N-{-l
verifica que la interseccidn de V con el subespacio lineal afin de CV dado por
estos polinomios
vn{zeC" : Li(t,z)=0,...,L.(tz) =0},

es no vacio st se satisface la condicion Zariski abierta (consistente) E(1) # 0.

Notacion 1 Por el resto de esta seccion se fijan las siguientes notaciones:

T := (Tijhicicracichyr ¥ Z:=(2y,...,2N).

Demostracion del lema 35 Por hipdtesis existen finitos polinomios
hy,...,hy € Z[Zy,...,ZN] de grado no mayor que D que definen la va-
riedad V. Dado que r es la dimensién (positiva) de V existe un subconjunto
abierto Zariski no vacio U de € *(N+) ta] que para cada t € U la interseccién

vn{zeC" : Li(t,z)=0,...,L(t,z2) =0},

contiene al menos un punto (ver por ejemplo [88], Lemma 1). Esto implica
que el ideal J generado por los polinomios h,, ..., h,,Ly,..., L, en el anillos
de polinomios @Q(T')[Z] es propio. Del teorema 18 se deduce entonces que
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no pueden exislir polinomios gi,...,g-4+s € Q(T)[Z] tales que para cada
1 <k <r+sel polinomio g tiene la forma

gk(Z) = Z u(lk) UNZ;" “e ZII:JN

vy +'~+VNSDN—D

. k v . . .
con Cf)eﬁc1e11tes Yu(, '?_.'VN en el cuerpo Q(T') y tal que se satisface la identidad
de Bézout:

1= gu(Z)(2) + - + 9.(2)h(2) +
+ 91 (DT, 2) + - + gra2)Li(T, Z)  (3.18)

en QT)(2].

La identidad polinomial (inconsistente) (3.18) puede interpretarse como
un sistema inhomogéneo de ecuaciones lineales en las indeterminadas Y{*)
que aparecen como coeficientes de los polinomios “potenciales” g;,...,gr4s
en las variables Z;,...,Zn. Esle sistema de ecuaciones tiene tamano de
tipo DV? x sDV* y su matriz, que se denota por A, contiene como entradas
los coeficientes de los polinomios hy,...,hs y Ly,...L, con respecto a las
variables Z,,..., Zn.

En consecuencia, la matriz A se construye con enteros e indeterminadas
T; ;. Notese por

AY =B (3.19)

el sistema inhomogéneo de ecuaciones lineales que representa la identidad
polinomial (3.18). Aqui B ¢ Y son vectores columna de longitud a lo sumo
DN* y sDN* respectivamente, todas las entradas de B son 0 exceplo una que
es 1, e Y es el vector colummna de indeteriinadas del sistema. Estas indetermi-
nadas pueden escribirse como Y,*)  con1 <k <r+sywvi+---+v, < DV,
La inconsistencia de la identidad polinomial (3.18) implica la inconsistencia
del sistema de ecuaciones lineales (3.19). Por lo tanto, el rango de la matriz
A es estrictamente inferior al rango, m, de la matriz A* que se obticne agre-
gando a la matriz A el vector columna B. Esto significa que A* conticne un
menor regular m x m con determinante no nulo £ € Z[T'} mientras que todos
los menores de m x m de A son singulares. [ste determinante [J(T") expresa
un propiedad de eliminacién adecuada de la variedad algebraica deflinida cn
C*(N+1) 5 CN por los polinomios h(Z),...,ks(2), Li(T, Z),...,L(T, Z) si
se proyecta esta variedad en cl espacio afin C*(N+1)_ El siguiente argumento
contiene el sentido preciso de este enunciado y su justificacion:
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para cada t € C*(N+1) tal que vale E(t) # 0 el sistema de ecuaciones lineales
que se obtiene a partir de (3.19) especializando la matriz genérica T en ¢ es
inconsistente. En virtud del teorema 18 esto significa que el ideal genera-
do por los polinomios ky(Z2),...,h(Z), L,(t,Z),...,L.(t,Z) en el anillo de
polinomios €[Z] es propio. Por lo tanto, la variedad

vn{zeC' : Li(tz)=0,...,L(t2) =0} =
={zeC" : hy(z)=0,...,hy(z) =0,Ly(t,2) =0,...,L,(t,2) = 0}

€s no vacia.

Obsérvese que las entradas de la matriz A* son constantes o polinomios
lineales de Z[T] y que A” tiene a lo sumo D™* filas lo que implicam < DV’.
En consecuencia, el grado del polinomio E(T) esta acotado por DV’. o

El lema 35 representa el principal paso en la demostracién del proximo
resultado.

Lema 36 Sean D >3 y N > 3 numeros naturales y sea V un subconjunto
de CV cerrado Zariski Q-definible de dimensidn positiva r. Supdngase que V
estd dada como el conjunto de ceros de finitos polinomios de [ Z,,. .., Zn] de
grado a lo sumo D. Entonces ezisten r polinomios lineales afines L,,...,L, €
L[Z\,...,2ZN] de altura logaritmica acotada por N(N +1)log, D, tal que para
cada 1 < k < r la variedad algebraica

Vn{zeC": Li(z)=0,...,L(z) =0}
es no vacia de dimension r — k.

Obsérvese aqui que los resultados de {114}, Subsection 4.8 implican una
mejora de la estimacion para la altura logaritmica de los polinomios lineales
afines L;,...,L, en el lema 36 a cN log, D donde ¢ > 0 es una constante
universal adecuada. Sin embargo se trabajara con la cota de altura del enun-
ciado del lema 36, dado que el impacto de la mejora mencionada sobre los
resultados de complejidad que se obtendran es bastante modesto y la cota
hallada es mucho mas facil de demostrar.

En la siguiente demostracion se utilizara nuevamente la matriz

T :=(Tij)icicracisNe

de indeterminadas T; ; introducida anteriormente.

167



Demostracion del lema 36 Aplicando el lema 35 se construyen cn forma
recursiva con respecto a la dimension r de la variedad V polinomios line-
ales afines Ly,...,L. € Z[Z] que satisfacen los requirimientos del lcma a
demostrar.

Antes de comenzar esta construccién recursiva obsérvese que la hipotesis
que V se define por medio de polinomios en N variables de grado acotado
por D y la Desigualdad de Bézout (ver por cjemplo, [88], Theorcm 1 o [70],
Example 8.4.6) implican en conjunto que el grado de V esta acotado por DV,

Se considera en primer lugar el caso r:= 1.

Dado que gr(V) < DV es posible elegir un conjunto I’ de a lo sumo
DN puntos de V tales que para cada componente irreducible de maxima
dimensién r = 1 de V existe al menos un punto en esta componente que
pertenece a ['. Sea

Q= JI T+ +wThin+Tinvet) € oy Tinve]

(4. yn)ED

y sea By € Z[T,,...,Tin] el polinomio de eliminacién del lema 35. En-
tonces Q E; es un polinomio no nulo de ({711, ..., Ti n+1] de grado no mayor
que DV* 4+ DN < DN(N+1)_ Por lo tanto, existe en el conjunto

{(tl,l)"')tl,N+l) c %N+l B ma,x{l tl'j I: 1 S] S N + 1} S DN(N+1)}
un punto ({1,1,...,t1,n+1) tal que se satisface la condicién

QL (11, ing1) £ O

Sea Ly:=4H,1Z1+ -+ tiNZN + tiN41-

Dado que Q(¢1,1,...,t1,n41) # 0 se deduce que el hiperplano afin {z €
CVN : L,(z) = 0} corta propiamente todas las componentes irreducibles
de V de dimensiéon maximal r = 1y Ey(4),1,...,t1nv41) # 0 implica que
VNn{zeC": L(z) =0} es no vacia. En consecuencia, por el Teorcma dec
la Dimensién (ver por ejemplo [163]) la dimensién de la variedad algebraica
VNn{zeC': Li(z) =0} esr—1=0. Mas ain, la altura logaritmica
del polinomio lineal afin L, salisface los requerimientos en la conclusién del
lena 36.

En el caso general > | se procede similarimente. Se asume inductiva-
mente que para cada subvariedad cerrada de CV de dimensién r — 1 que
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es definible por polinomios de Z|[Z,, ..., Zy] de grado a lo sumo D se ha
hallado un conjunto de r — 1 polinomios lineales afines de Z[Z,, ..., Zy] que
satisfacen los requirimientos en la conclusién del lema 36.

Nuevamente se elige un conjunto I' de a lo sumo DV puntos de V tal
que para cada componente de dimensién maximal r de V existe al menos un
punio en esta componente que pertenece a I'.

Sea

Q:= H MmTNa+ -+ wWhwv+Tiver) € ATy, TN H]

(‘Yl l"‘l‘YN)EP

y sea E, € Z[T] el polinomio de eliminacién del lema 35. Entonces QE, es
nuevamente un polinomio no nulo de ({T'] de grado estrictamente menor que
DN(N+1)_ Por o tanto, existe en el conjunto

{(tighsicr15icn € ZTNHD;
cmax{| 4;]: 1<i<r, 1<j<N+1} < DN+

un puntot = (tf.j)lﬁfﬁf- 1<i<N+1 tal que QE,(t) 75 0. Sea L, := thl +--- 4
UNZN + i Nsr

Dado que Q(t) = Q(t1,1,--.,21,n+1) # 0 se deduce que el hiperplano afin
{z € €Y . L,(z) = 0} corta propiamente todas las componentes de V de
dimensién maximal 7. Por otro lado, si se nota por T la matriz obtenida
a partir de T reemplazando el primer vector fila (Ty1,...,Ti,n+1) en T by
(ti1,---,t1,n41) puede inferirse de E.(t) # 0 que el polinomio (r — 1)(N +
1)-variado E.(T*) es no nulo. Del lema 35 se deduce ficilmente que cada
seleccién de r—1 polinomios lineales afines de ({Z,, . .., Z,] cuyos coeficientes
satisfacen la condicién abierta Zariski E.(T*) # 0 define una interseccién
no vacia con la variedad algebraica W := Vn{z € €N : L,(z) = 0}.
Esto implica que W es no vacia y que dimW = r — 1. Por otro lado, W
es definible por polinomios de Z[Z,,...,Zn] de grado a lo sumo D. En
consecuencia, aplicando la hipétesis inductiva a la variedad W se hallan
polinomios lineales afines Lo,...,L, € Z[Z,,...,ZN] de altura logaritmica
acotada por N(N + 1)log, D tales que para cada 2 < k < r el subconjunto
cerrado Zariski

Wn{zeC: Ly(z)=0,...,Li(z) =0} =
=Vn{zeC: Li(z)=0,...,Li(z) =0}
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es no vacio de dimensién dim(W) - (k—=1) = (r=-1)=-(k=-1) = r —
k. Juntando toda esta informacion se ve que los polinomios lineales afines
Ly,..., L, satisfacen los requirimientos en la conclusion del lema 36. O

A fin de [inalizar la demosiracion de la proposicion 11 se necesario cl
siguiente resultado que estima los valores absolutos de las coordenadas de los
coordenadas de los puntos aislados de un subconjunto del espacio afin €V

cerrado Zariski Q)-definible.

Proposicién 12 Sean N, D, 1 y s nimeros naturales dados con D > N y
sean hy,...,h, polinomios de grado a lo sumo D y altura logaritnica acotada
por n, que pertenecen a Z[Zy,...,ZN). Sea V el subconjunto de CN cerrado
Zariski definido por estos polinomios, es decir:

Vi={zeCV:hy(z)=0,...,h(z) =0}

Entonces cualquier punto aislado 0 := (0y,...,0n) de V satisface la esti-
macion

max{log, | 0; |: 1 <j < N} < DV(log,s + 1),

donde ¢’ > 0 es una constante universal adecuada.

Por una demostracién de este resultado ver [114], Corollary 7.
Ahora se puede demostrar la Proposicion 11:

Demostracién de la proposicién 11 Sea r := dimV. Dado que V es
no vacia por hipotesis se tiene que 0 < r < N. En caso en quc r = 0
todos los puntos de V son puntos aislados y se puede aplicar directamentc la
proposicion 12 a fin de obtener un punto @ de V' que satisface la estimacion
requerida.

Supdngase ahora que 7 > 0. Del lema 36 se deduce que existen r poli-
nomios lineales afines en Z[Z,,...,Zn], L,..., L., de altura logaritmica no
mayor que N(N + 1) log, D tales que

es una subvariedad algebraica de CV cero-dimensional. En particular W
es no vacia. La variedad W se define por s + r < s + N polinomios que
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perienecen a Z[Z,,...,Zn) y que tienen grado acotado por D y altura
logaritmica no mayor que max{n, N(N + 1)log, D}. Sea 6 = (0,,...,0n)
un punto cualquiera de W. Aplicando la proposicién 12 a la variedad W se
deduce la estimacion

max{log, | 8; |: 1 < j < N} < DN(log,(s+ N)+max{y, N(N+1)log, D})

< D*(log, s + )

donde ¢ > 0 es una constante universal adecuada (aqui se usa la hipétesis
D > N). Dado que W esta contenida en V el punto 8 pertenece a la variedad
V. Mas aun, los valores absolutos de las coordenadas de @ satisfacen los
requirimientos en la conclusién de la proposicion 11. 0

3.3 Polinomios dificiles de evaluar

En esta ultima seccion de este capitulo se exhibiran algunos ejemplos de
familias de polinomios univariados especificas que son dificiles de evaluar
desde el punto de vista del tradeoff espacio-tiempo. En estos ejemplos se
cxhibiran cotas inferiores significativas para los requerimientos de espacio de
cualquier procedimiento optimo con respecto al tiempo no escalar que evalia
estos polinomios. Se pueden dividir los ejemplos en dos grupos principales
segun la forma en que estan dados los polinomios en consideracion: por sus
cocficientes o por sus raices. Ll interés del ultimo grupo de ejemplos esta
motivado por la bisqueda de cotas inferiores de complejidad en teoria de
eliminacién geométrica donde la representacién de los polinomios por sus
raices aparece naturalmente (ver [90], [165]). Se puede realizar una segunda
divisién de los ejemplos en dos clases que agrupan a los polinomios que tienen
coeficientes algebraicos o racionales. Se ha tratado de hallar una presentacién
casi unificada para estas clases de ejemplos.

3.3.1 Polinomios dados por sus coeficientes

En esta subseccidn se presenta una serie de técnicas para mostrar cotas in-
feriores para el tradeoff espacio-tiempo y aplicarlas a familias especificas de
polinomios con coeficientes enteros y algebraicos. Se comenzara con dos fa-
milias de polinomios particulares con coeficientes enteros y se demostrara que
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estas familias son dificiles de evaluar en términos de tradeofl espacio-tiempo.
Luego, se obtendra el mismo tipo de resultados para familias de polinomios
especificos con coeficienles algebraicos. I'inalmente se demostrara ue exis-
ten muchas familias de polinomios con coeficientes {0, 1} que son dificiles de
evaluar en términos de tradeoff espacio-tiempo.

Polinomios con coeficientes enteros

En [171] se presentan varias [amilias explicitas de polinomios con coeficientes
enteros que son dificiles de evaluar en el sentido de complejidad de tiempo
secuencial. Este tipo de resultados se extiende y se mejora en [161] y [168].
Se aplicara la proposicion 11 a fin de obtener resultados de tradeofl espacio-
tiempo en el espiritu de las referencias citadas.

Ejemplo 1 Sea Fy := (Iy)den la familia de los polinomios Iy € | X] de
grado d definida por
Fp= Y 27°X0.
0<5<d
Entonces esta familia F, es dificil de evaluar en el sentido del tradeoff
espacio-tiempo. Mds precisamente, se tiene

LS(Fy) = Q(d)

Demostracién Sea d fijo y sea I’ := Fy. Sean ademas L y S ntimeros
naturales arbitrarios tales que el polinomio I’ puede evaluarse por medio de
un straight-line programn en Q(X), que utiliza tiempo no escalar L y espacio
S. Entonces el polinomio I' pertenece a la imagen del morfismo

d .= q)d,L,S = (Pd, .. .,Po) . CN — Cd+l

introducido en el lema 33, con N :=8LS*+ 1y P,...,Ps € Z[Z,,...,2ZN]
(recuérdese que se identifica el polinomio I° € ZZ[X] con el punto ( f;)o<j<a :=
(2')o<j<a de €' dado por el vector de coeficientes de F). Se obscrva que
(fi)o<j<a es el tnico punto de C**! contenido en la variedad algebraica

{(fd,...,fo) S Cd+l : jo—zzoafl _f0=0)"'7fd—f:il—] =0}
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Sea Z = (Z),...,2Zn) y considérense los polinomios Qo,...,Q4 € Z[Z]
definidos Qo := Po(Z) -2y Qj(Z) := Pj(Z)-P}_,(Z) con 1 < j < d. Nétese
que la ®-fibra V := ®~(F) del punto F € C**! es el conjunto algebraico

V={2eC": Qo2) =0,...,Qu(z) =0}

Sea

D := max{gr(Q;): 0<j <d}

7 := max{log, height(Q;): 0 <j < d}

Del lema 33 se deduce que vale
gr(Q;) < jgr(F;) < 2j(Ld +1) < 2d(Ld +1)

para0 <3 <d.
Esto implica
D <2d(Ld +1) (3.20)

Ademas, del lema 33 se concluye

log,(height(Qo)) < 1+ log,(peso(Py)) <
< 14 (d+1)logy(d +1) + (d +1)"*'(2 + log,(S + 1)),

y

log,(height(Q;)) < log;(peso(F;)) + logy(peso(Pj-1)) <
(d+1)log,(d+ 1) + (d + 1)E+(2 + logy(S + 1)) +
d((d + 1) log,(d + 1) + (d + 1)!*1(2 4 logy(S + 1)) <

(d + 1)%log,(d + 1) + (d + 1)X2(2 + log,(S + 1))

IN + 1IN IA

para 1 < j <d. Esto implica la cota de altura

n < (d+1)%logy(d+1) + (d+ 1)E4%(2 + logy(S + 1)) + 1 (3.21)

Aplicando la proposicién 11 a la variedad algebraica V definida y tomando
en cuenta las estimaciones de profundidad y altura (3.20) y (3.21), se concluye
que V contiene un punto 8 = (6,,...,0n) que satisface la estimacién:
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log,max{| 0; |: 1<i< N} < D°N(log2(d+ 1) +17)},

donde ¢ > 0 es una constante universal adecuada. Sea | 0 |:= maxz{| 0; |:
1 <i< N} A fin de terminar la demostracién se considera para 0 < 7 < d
el j-ésimo coeficiente f; del polinomio F. Dado que la imagen del punto
bajo el morfismo ® es F, se tiene que f; = P;j(0) para 0 < 5 < d. Por lo
tanto, por el lema 33, el valor absoluto de f; estd acotado como sigue:

log, | fj I < logzpeso(P,') +97'(Pj) -log, | 0 | <
< (d41)log, (d+1) + (d+ 1) (2 + log,(S + 1)) +
+ 2(Ld + 1) DN ( 4 log,(d + 1)).

Por la regla de Horner se puede asumir sin pérdida de generalidad que
LS? < ¢;d, donde ¢; es una constante universal adecuada. Combinando esta
observacion con las estimaciones (3.20) y (3.21) para D y 7, se concluye que
el valor absoluto de las coordenadas fo,..., fa del polinomio F satisfacen la
desigualdad

d' < max{log, | fj |: 0<j <d} <d?N

donde ¢, > 0 es una constante universal adecuada. [En consecuencia, se
obtiene por un lado que d! < d?" y por el otro que N = 8L5? + 1. Esto
implica cad < LS? para una constante universal adecuada c3 > 0. Dado
que L y S son los requerimientos de tiempo y espacio de un straight-line
program arbitrario que evalia el polinomio ' = F; se obtiene (inalmente

LS*(Fs) = Q(d). O

Ejemplo 2 Sea F; := (I4)den la familia de polinomios Iy € ZL[X] de grado
d definida por

y
Fd = Z 22 XJ
0<5<d
Lntonces, esta familia F, es dificil de evaluar en el sentido del tradeoff
espacio-tiempo. Mds precisamente, se tiene

d
2P =
s =a (L)
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La demostracién de esta cota puede establecerse en la misma forma que
en el ejemplo 1. Para d,L,S € IN dados se considera la variedad algebraica

{(fda'-"fD)GCi.H :f0_2=0) fl_f02=0"") fd—fc?—l:O}

cuyos unico punto es el vector de coeficientes del polinomio Fy. La ®, 1 s-fibra
de esta variedad se define por Po(Z)~—2 y los polinomios P;j(Z)— P?_,(Z) con
1 £ j <d. Los restantes argumentos son los mismos que en la demostracién
de la cota inferior del ejemplo 1.

Cabe destacar que el ejemplo 2 se analiza en [171] donde se demuestra la

cota inferior de tiempo secuencial L(Fy) = Q ( 3 10:2 =)

Polinomios con coeficientes algebraicos

En esta subsubseccién se adaptan dos métodos generales para demostrar
cotas inferiores de complejidad para polinomios con coeficientes no racionales
al contexto del tradeoff espacio-tiempo. El primer método que se presenta
fue recientemente introducido por W. Baur [9]. La descripcién de una idea
similar puede hallarse en [37], Chapter 9, Exercise 9.11.

Proposicién 13 Erziste una constante universal ¢ > 0 con la siguiente pro-
piedad: sea D un nimero natural dado y sea

Fi= 3 f;X’
0<ji<d
un polinomio de grado a lo sumo d con coeficientes complejos. Supongase que
ezisten polinomios gy,...,9m € Q[Ya,...,Yo] de grado a lo sumo D, y que
los niimeros complejos g1(fay.--+fo0)s--y9m(fay. .., fo) son Q-linealmente
independientes. Bajo estas hipotesis se tiene

. log, m
log, d + log, D

LS}(F)>c

Demostraciéon Sea dado un straight-line program arbitrario § en C(X)
que evahia el polinomio F' en tiempo no escalar L y espacio S. Como
antes, en virtud de la regla de Horner se puede asumir sin pérdida de gen-
eralidad que vale L < d. Sea N := 8LS* +1y § := (2Ld +1). Sean

175



Z1,..., 2N nuevas indeterminadas. LEntonces por el lema 33 existen poli-
nomios Py,..., Py € Z[Z,,...,Zn] de grado a lo sumo § tales que el vector
de coeficientes (fg,- .., fo) de F estd en la imagen del morfisino de espacios
afines ®4p5: C¥ — C€*! dado por (Pu,..., o).

Dado que los niineros complejos g1 (fd,---, fo)s---»gm(Sfa,- -, Jo) son Q-
linealmente independientes por hipélesis y existe un punto § € CV tal que
vale

(Jar- -5 Jo) = (Pu(0),.- .., Po(0))

se concluye que los polinomios ¢1(Py ..., Po),-..,9m(Pa;- ., Fo) también de-
ben ser Q)-linealmente independientes. Nétese que estos polinomios tienen
grado acotado por 6D. Esto implica que el @-espacio vectorial:

P:={GeW2z,...,Zn]: g7(G) < 6D}

tiene dimension al menos m. Por otro lado, se tiene

dim(P) = (N jvw ) < (D)

Teniendo en cuenta que L < d se deduce de ésta la estimacion

m < (6D) = (2(Ld + YD)+ < (2(d” + 1) D)+

Tomando logaritmos, se concluye que existe una constante universal ¢ > 0
tal que vale LS? > Clogzlz+l:;,D' Dado que S era un straight-line program
arbitrario en ( X) calculando el polinomio F en tiempo no escalar L y espacio

S sigue la proposicién 13. O

El segundo método para demostrar cotas inleriores del tradeoll cspacio-
tiempo del polinomios con coeficientes racionales tiene su origen en {95].

Proposicién 14 FEziste una constante universal ¢ > 0 con la siguienie pro-
ptedad: sea D un nimero nalural y sea

F .= Z ijj

0<5<d

un polinomio de grado a lo sumo d con coeficientes complejos algebraicos.
Sea p el cardinal de la drbita del punto (f4,...,fo) € C*! bajo la accion
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del grupo de automorfismos de C over Q. Supdngase que ezxisten polinomios
Gy 9m € QYy, ..., Yo] de grado a lo sumo D, tales que el conjunto de ceros
comunes de esos polinomios en C**! es finito y contiene el punto (fa, ..., fo).
Bajo estas hipdtesis se tiene

log, p
LS}F)>c- 2
(F)ze log, d + log, D

Demostracién Sea § un straight-line program arbitrario en €C(X) que
evalia el polinomio F en tiempo no escalar L y espacio S. Obsérvese que el
vector de coeficientes (f4, ..., fo) del polinomio F pertenece a la subvariedad
algebraica W := Wy s de C**! introducida en el lema 34. Sea r := dim(W)
y obsérvese que vale r < 8L5? por el mismo lema. Se eligen ahora r combi-
naciones Q-lincales genéricas

By =" + ...+ Mg, € Q[Yy, ..., Yo

de los polinomios ¢y,...,9m para 1 < k < r con coeficientes ﬂ{k),. ., B €
Q. La genericidad de esta eleccién y el hecho que los polinomios gy, ..., gm
definen un subconjunto no vacio finito (es decir una subvariedad cero-di-
mensional) de C**! implican, junto con el hecho que r = dim(W), que el
conjunto

V.= Wﬂ{(yd,...,yo)e Cd“ : Bl(yd,...,yo)=0,...,B,(y¢,...,y0) =0}

es finito. Obsérvese que vale que (fg,...,fo) € V y que B,,..., B, son
polinomios de Q[Yg, ..., Yy] de grado acotado por D.

En consecuencia V es una subvariedad de C**' cero-dimensional Q-
definible que contiene a la érbita del punto (fy,..., fo) bajo la accién del
grupo de automorfismos de € sobre Q. Esto implica p < #V = gr(V).

De la Desigualdad de Bézout y el lema 34 (ii) se infiere

gr(V) < gr(W)- D" < gr(W) - D*%5" < (2(Ld + 1) D)*E*

Como antes se puede asumir sin pérdida de generalidad que vale L < d.
Juntando toda esta informacién se obtiene la estimacién

p < (2(d® + 1) D)BLS
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Tomando logaritmos, se concluye que existe una constante universal ¢ > 0
tal que se satisface la condicion LS? > c- loszl:'*'l:Sz 5
Dado que f es un straight-line program arbitrario en ¢{X) que calcula ¢l

polinomio F en tiempo no escalar L y espacio S sigue la proposicion 14. O

Usando las proposiciones 13 y 14 se exhibiran dos familias de polinomios
con coeficientes algebraicos que son dificiles de evaluar en el sentido del trade-
off espacio-tiempo. Estas familias han sido analizadas en [95] y [76], Appli-
cation 2 desde el punto de vista de la complejidad de tiempo secuencial.

Ejemplo 3  [. Sea F3:= (Fy)aen la familia de polinomios Fy € IR[X] de
grado d definida por

Fd‘:‘—"- Z \/],TJ'-XJ'_I

1<5<d

donde p; denola el j-ésimo nimero primo. Entonces esta familia F-
5 3
es dificil de evaluar en el sentido del tradeoff espacio-liempo. Mds
precisamente, se liene

d
2 —_
LS*(Fq) = (log2 d)
2. Sea Fy := (Fy4)den la familia de polynomios Fy € C[X] de grado d
definida por

ami o
Fg:= ) e7 X!
145<d

2 N Id . ’ . ’ - .
donde e 1 denota la j-ésima raiz de la unidad (candnica) contenida
en C. Enlonces esta familia Fy es dificil de cvaluar en el sentido del
tradeoff espacio-tiempo. Mds precisamente, se tiene

d
2 =
L5%(Fa) = (log2 (1)
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Demostracién Sean Yy, ..., Y, nuevas indeterminadas.

Se discute en primer lugar la cota inferior asintética para la familia Fj.
Para ello, se aplicara la proposicién 13.

Para cada S C {1,...,d} se considera el polinomio

gs ‘= H}/] € Q[)/d)’}/()]
Jj€S
Obsérvese que el grado de gs estd acotado por d.
De [76] se deduce ficilmente que la familia de valores complejos

{9s(vPrs-..,v/Pa) = SC{1,...,d}}

es @)-linealmente independiente. La cota inferior para el tradeoff espacio-
tiempo de la familia F; se deduce ahora facilmente de la proposicién 13
tomandom :=2¢y D :=d.

Con respecto a la familia F;, se aplicara la proposicion 14. Considérense
los polinomios

a1 = Y09 92 =Y —lagS = )/22_1""1 9d41 = )/dd_l

Obsérvese que estos polinomios se anulan en el punto 6 := (0, e A ezd&)
de C**! que representa los coeficientes del d—ésimo miembro de la familia
F4, es decir, el polinomio Fy = 3_,<j<a e’F Xi-1. Mis aun, los polinomios
a1, ---,9a+1 pertenecen a Q[Yq, ..., Yo], tienen grado a lo sumo d y definen
un subconjunto finito de C¢*!,

Sea p el cardinal de la orbita del punto 8 bajo la acciéon del grupo de
automorfismos de C sobre @). Dendétese por ¢ la funcion de Euler y por
[1,2,...,d] el minimo comiin miiltiplodelos 1,2,...,d. Con estas notaciones
se deduce facilmente la siguiente identidad

p=[QeT,...,e ) Q) = o([1,2,...,d)

Del Teorema de los Numeros Primos (ver por ejemplo [45] se infiere que

logap = log; ¢([1,2,...,d]) = Q(d)

La cota inferior para el tradeoff espacio-tiempo de la familia F; es una
consecuencia inmediata de la proposicién 14 tomando D := d. O
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Polinomios con coeficientes {0,1}

En esta subsubseccion se demuestra que casi todos los polinomios con coeli-
cientes {0, 1} son dificiles de evaluar en el sentido del tradeoll espacio-ticmpo.
El inétodo que se utilizara en la demostracion de cste resultado fue aplicado
en una forma levemente diferente en [94] a fin de demostrar cotas inferiores
para la complejidad en tiempo no escalar de estos polinomios. Se introduce
la siguiente notacion:

para cada numero natural d sea

LS} )(d) := max {LS*( 3 £;X7): (far---s fo) € {0,1}%*'}

0<i<d

Teorema 19 Sean d > 2 y k nimeros naturales con d > klog,d. Enlonces
se tiene:

(i) #{(far- -+ fo) € {0, 1} : LS (Togjca fiX) < fs(poaq — M) S &
(i) LSTo1)(d) 2 f5maa-

Demostracién Sean d, k, L, S nimeros naturales dados sujetos a las condi-

ciones d > 2,d > klog,d y LS* < ll_G(logd,d — k). Obsérvese que el conjunto

{0,1}4*! puede ser definido como la interseccién de d + 1 hipersuperficies de
C4*! de grado 2, es decir como

(0,1} = {(Jur..r Jo) €CH . f3— fu=0,...,E = fo=0)

Aplicando [94], Proposition 2.3 y el lema 34 de la subseccion 3.1.3 sc
deduce de la Desigualdad de Bézout las siguientes estimaciones:

#(Wd.L,S N {0, 1}d+l) < gr(l/Vd‘L'S) . 2dim(wd,x,.s) <
< (4(Ld+ 1) < (8L <
< (8LS*d)*r.
Tomando logaritmos y usando la hipétesis LS? < il'e(logd,d_k)' sc concluye
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logy(#(Wars 0 {0,1}44")) < 8LS?logy(8LS%d) <
<3 (et 3 ()9
< 3 e ) e (3 (= 2)) 3
< % (10;1201 - k) (2log2d+log2 (% (l:;_d - S))) _

De la suposicién que d > klog, d se deduce 0 < %(@ ~ %) <1. Esto
implica
logy(#(Wa,L,s N {0,1}1")) < d — klog, d

Del lema 2.6 (iii) se infiere que

1, d 24

#HUforeoonfo) € 0.1 1 LS 3 fX0) < o~ RN <

lo cual constituye la asercién (i) del teorema. (ii) sigue de (i) tomando k :=1
y observando que el conjunto {0, 1}4*! tiene 29+ > % elementos. 0

3.3.2 Polinomios dados por sus raices

El estudio de las cotas inferiores de complejidad para la evaluacién de
familias polinomios dados por sus raices estd motivada por su relacién con
la complejidad intrinseca de los procedimientos de eliminacién de cuantifi-
cadores. Puede hallarse evidencia de esta relacién en [90], [138] y [165]. En
esta subseccidn se exhiben dos ejemplos de familias de polinomios dados por
sus raices que son dificiles de evaluar en términos del tradeoff espacio-tiempo.

Sean Yy_,,..., Y, nuevas indeterminadas y sea G := X4+ Y _; X4 ' 4. -+
Yo ¢l polinomio genérico ménico en la variable X con coeficientes Yy_,,.. ., Y.
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Sea ademas D(Yy-y,. .., Yy) el discriminante del polinomio G con respecto a
la variable X.

Lema 37 Sea F5 := (I'y4)den la familia de polinomios Iy € Z[X] de grado
d definida por

3
Fa= [[ (X -2%).
1<5<d
Entonces Iy es el inico polinomio ménico I' = X+ f4_1 X4 ' +-- -4 fo de
grado d con coeficientes reales que satisface las siguientes cuatro condiciones:

1. F(0) #0,F(1) #0, F(~1) #0

2. D(fu=r,-.-,fo) # 0 (esto significa que I’ tiene solamente raices sim-
ples)

3. el polinomio F tiene solamente ceros reales

4. existe un mimero real to con 12 # 4 tal que vale
(=1)%4fo =13

v (1 P(X)F(=X)(X? = 4) = (X? - 2)F(X?)

Demostracién Tomando lp := 22° se puede chequear [icilmente que el
polinomio [y satislacc las cuatro condiciones del lema. En consccuencia
cs suficiente demostrar que existe al menos un polinomio ménico I = X¢ +
fa-1 X9V 4 -+ fo € R[X] de grado d que satisface las condiciones.
Supéngase aliora que tal polinomio F estd dado y [ijese un nimero real
to que satisface la cuarta condicion con respecto a este I7. Esta condicion
implica que para cada raiz = de F, o bien z2 = t2 o F(z?) = 0 se satisface.
Por lo tanto, para cada raiz « de I ocurre uno de los dos siguicntes casos:

2k

(i) existe un nimero natural k con 2% =12, o

(ii) cualquier elemento del conjunto S(z) := {z?” : m € IN} es una raiz de
F.
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En el caso (ii) las hipdtesis sobre F' implican que el conjunto S(z) es in-
finito. Esto elimina este caso ya que I’ es ménico. En consecuencia cualquier
raiz x de F satisface (i).

Se ve facilmente que F'(4) = 0. Sea r un entero no negativo maximal
tal que 22,22, ... 22" son raices de F. Dado que F(4) =0y gr(F) = d se
concluye que 1 < r < d. La maximalidad de r implica que F(22"™*") # 0 de
donde 22" = {2 = (—1)%f,. En consecuencia se tiene | to |> 1.

Ahora se demostrard que r = d. Supéngase que este no es el caso. De la
hipdtesis que F tiene solamente raices simples que son todas reales se deduce
que deben existir d — r ceros reales distintos z,41,...,zq de F no contenidos
en el conjunto {22,2%,...,2%"}. Por lo tanto, las raices de F son los nimeros
reales 22,22 .. 22" z ... ..., z4. Esto implica

22— (—1)fo=4-22.22 .27 ., 2y

y consecuentemente z,4y -+ zq = 1.

Sea r < m < d. Dado que la raiz z,, de F satisface (i) existe un nimero
natural k, tal que 22" = 2. Por lo tanto, como | o |> 1 se tiene que | zn, |>
1 para cada r < m < d. Pero esto contradice la conclusién z,4; - x4 = 1.

La demostraciéon de la asercion r = d se concluye observando que
22,92 . 22" son todas las raices del polinomio ménico F de grado d. En
otras palabras, se tiene

F=TJ] x-2)=Fy

1<5<d
o

Sea n un nimero natural y sean Xj,..., X, indeterminadas sobre Z. Un
subconjunto S de IR™ se dice semialgebraico si existe un conjunto finito de
polinomios G € Z[X),..., X,] tales que S es definible como una expresién
booleana contruida a partir de férmulas atémicas de tipo G =00 G > 0 con
G € G. En este caso se dird también que S es un conjunto semialgebraico G-
definible. Un conjunto semialgebraico tiene sélo finitas componentes conexas
que son a su vez conjuntos semialgebraicos (por mds detalles ver [22)).

En lo sucesivo se utilizarad la siguiente estimacién que puede hallarse en
[179] (comparar con [93], Theorem 4):
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Proposicién 15 Eziste una constante universal co > 0 con la siguiente pro-
piedad:

sean n, D, s, h nimeros naturales y sea G un conjutno de s polinomios de
Z[Xy,...,Xa] de grado acotado por D y altura logaritmica acotada por h,
que define un conjunto semialgebraico S de IR™. Entonces la bola de IR® de
radio 26P)°"h centrada en el origen inlerseca cada componente coneza de S
en al menos un punlo.

Ahora se tienen todas las herramientas necesarias para demostrar que la
familia F5 es dificil de evaluar en el sentido del tradeofl espacio-tiempo si sc
restringe el cuerpo de parametros a I{ := IR (ver subseccion 3.1.2):

Proposicidon 16 FEziste una constante universal ¢ > 0 con la siguiente pro-
piedad:
sean d, I, S niumeros naturales y sea

F= ] (X -2%)

1<5¢d

Sea « un straight-line program en R(X) que evalia el polinomio F en
tiempo no escalar L y espacio S. Entonces se tiene

d

LS >
52 clog2 d

Demostracién Sea FF = fu X+ fu_, X4 +---+ fo con (fa, ..., Jo) € !
y fa = 1. Obsérvese que F'y (f4-1,...,fo) satislacen las cuatro condi-
ciones del lema 37. Se aplica ahora el lema 33 con K := IR. Siguiendo
la demostracién de este resultado se ve que existen para N := 8LS? + |
polinomios Py, ..., Py € Z|Z,,...,Zn] de grado a lo sumo 2(Ld + 1) y peso
acotado por (d+1)1(4(S +1))@1"*" tales que el morfismo de espacios afines
G415 : RY — IR introducido en este lema manda los pardmetros del
straight-line program v en (fy,..., fo) € Z¢*'.

Sea ((1,...,(n) el punto de IRY que representa los parametros de 7,
sea @ := Oy 5 ysea V = & Y((fy,..., fo)) la ®-fibra del punto entero
(fas---,Jo). Dado que ((i,...,(n) esta contenido en V, se concluye que V
es no vacio.
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Se verifica inmediatamente que V es un subconjunto semialgebraico de
IRN. Sean T, Uy, U,,Us, Uy, Us nuevas indeterminadas. Usando la notacién
del lema 37 se considera el siguiente sistema de ecuaciones polinomiales:

Pi-1=0

PoU] - 1 == 0

(Eo<,<d P; )U2 -1=0

(Cogjca Pi(—1) Vs —1=0
D(Pi_y,...,P)Us—1=0
(T?-4)Us-1=0

(=1)%4P, - T* =0

(~1)?R(k)R(-k)(K? - 4) = (k¥ — T*)R(K?)

para 0 < k < 2d con R := P;X?+-..4 P,. Obsérvese que los polinomios que
aparecen en este sistema pertenecen al anillo Z([Z,, ..., Zn, T, Uy, U,, Us, Uy, Us}
y tienen grado acotado por D := ¢Ld® y altura logaritmica acotada por
h := ¢(d + 1)£*%(2 + log S) para una constante universal ¢’ > 0 adecuada.
Ademas hay a lo sumo s := ¢/d de estos polinomios.

Estos polinomios codifican las cuatro condiciones del lema 37 y definen
un subconjunto semialgebraico W de R x IR®. Sea 7 : RN x IR - RV Ia
proyeccién canénica que manda cada punto de RN x IR® en sus primeras N
componentes.

De los lemas 37 y 33 se deduce facilmente que #(W) = V. En particular
W es no vacia. Aplicando la proposicién 15 se ve que W contiene un punto
w:=(0y,...,0n,t,uy,uz,u3,uq,us) € RN x IR con

Hwll= (02 +-- 4 0% 4+ + u? + ul 4 ud 4 u? 4 ul)7 < 26D

donde ¢ > 0 es la constante universal de dicha proposicién. Esto implica
que el conjunto semialgebraico contiene un punto 8 := ((01, .,0n) € RV,
que se nota por § = m(w), el cual satisface

log, | 0 |= log, maz{| 6;|: 1 <i < N} < (sD)eN+6rh

Sin pérdida de generalidad se puede suponer L < d. En consecuencia,
tomando en consideracién que N = 8LS? + 1,s = ¢d,D = J/Ld® y h =
¢(d+1)E*? (2 +1log S) se concluye que existe una constante universal ¢ > 0
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tal que vale la estimacién log, | 8 |< d°"LS*. Dado que el punto 8 pertenece
a la ®-fibra V de (fq4,..-, fo) se tiene

(=122 = (1) ] 2% = fo = Po(9)

1<5<d

Razonando como en la demostraciéon de la cota inferior de tradeofl del
ejemplo 1 se obtienen las siguientes desigualdades:

294! — 2 = log, | fo I< log; peso(Po) + gr(Ps) - log, | 0 |<

(d41)logy(d+ 1)+ (d+ l)[‘+l(2 +log,(S+ 1)) +2(Ld + l)dc"l,s2

Tomando logaritmos en estas desigualdades se deduce de L < d que existe
una constante universal ¢ > 0 tal que

d

LS?>
ST 2 e

O

Ejemplo 4 Sea como antes F5 := (Fy)aen la familia de polinomios Iy €
Z[X) de grado d definida por

Fy:= ] (X-27)

1<5<d
Entonces esta familia Fs es dificil de evaluar en el sentido del tradeoff
espacio-tiempo. Mds precisamente se tienc

d

200\ —
LSH(F) = Ui —

)

Demostracién La cota inferior anunciada en este ejemplo se reficrc a
straight-line programs en ({ X) y no en IR(X) como en la proposicién 16. Sin
embargo, esta cota inferior se deduce facilmente a partir de esa proposicion:
es suficiente observar que cualquier straight-line program £ en €(X) que
calcula el polinomio Fy, puede transformarse en un straight-line program «
que evalia Fy en tiempo no escalar 5L(B) y espacio 45(f) usando solamente
parametros reales.
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Iiste straight-line progran v se obtiene calculando la parte real e imagi-
naria de cada resultado intermedio de 3 separadamente (ndtese que, en virtud
de [122], estas estimaciones de tiempo y espacio para - son incluso bastante
groseras).

El enunciado sigue entonces facilmente de la proposicién 16. 0

Se considera ahora un segundo ejemplo de una familia de polinomios da-
dos por su raices que es dificil de evaluar en el sentido del tradeoff espacio-
tiempo. Los polinomios de esta segunda familiar tienen coeficientes alge-
braicos. Un ejemplo similar fue analizado en [90] desde el punto de vista de
la complejidad en tiempo secuencial.

Ejemplo 5 Sea F¢ := (Fy)aen la familia de polinomios Fy € Z[X] de grado
d definido por

Fy:= H (X = /P5),

1<i<d
donde p; denota el j-ésimo nimero primo. Entonces, esta familia F¢ es dificil

de evaluar en el sentido del tradeoff espacio-tiempo. Mds precisamente, se
tiene

d
log, d

LS*(Fa) = Q( )

Demostracién La cota inferior anunciada sigue de una adaptacién de un
argumento introducido en [9] al contexto de los tradeoffs espacio-tiempo.
Sea d € IN dado y sea F := F;. Paral < j < d se nota por og; la j-ésima
funcion simétrica elemental en d argumentos y f; := a;(/p1,...,/Pd) por
su valor en el punto (\/pr,...,/Pd) € IR?. Se tiene entonces

F= I (X-ym) =X~ AX" 4+ (-1)*f,

1<5<d
para ciertos numeros reales algebraicos fy,...,fs. Sean X;,...,Xy e
Y),...,Ys nuevas indeterminadas y sea 1 < j < d. El polinomio
N; = XU 4 ... 4 XP*! es simétrico y por lo tanto existe un (dnico)

polinomio Q; € Z[Y4, ..., Y] de grado a lo sumo 25 + 1 tal que
Nj(Xh"de) = Qj(al(Xh- ..,Xd),-.-,Ud(Xl,...,Xd))
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(ver por ejemplo [180]). Sea b; el nimero real

bj := Qi(fr,.. ., fa)

Se verifica inmediatamente que

bj = Ni(Vp1y-.,VPa) = PivPr + -+ + Pav/Pa
Por lo tanto, los valores by,..., by pueden escribirse como combinaciones
Z-lineales de los valores /py, ..., /pd. La matriz correspondientc es una ma-
triz de Vandermonde no singular (p{;)lsj,ksd. Esto implica que existen formas
Q©-lineales H,,..., Hy en d argumentos tales que vale VP = Hi(by,. .., ba)
para 1l <j <d.
Para cada subconjunto S C {1,...,d} se considera el polinomio

gs = H I{J(Ql(}/hyyd)a1Qd(}/’l)1)/d))

JES
Obsérvese que gr(gs) < d(2d+1) y

9s(fr,-- fa) =[] vP;

JES

Por lo tanto,

{gs(fir - fa): S C {L,...,d}}

forma una familia de 2¢ valores reales que son ®-linealmente independientes.
La cota inferior para el tradeoff espacio-tiempo de la fanilia Fg sigue ahora
de la proposicién 13 tomando m := 2% and D := d(2d + 1). O

3.3.3 Cotas inferiores de espacio para una evaluacion
optima en tiempo

De la regla de Horner se deduce que cualquier polinomio univariado puede
evaluarse en espacio constante (ver en esle contexto también [13]). En con-
secuencia, el espacio puede reducirse arbitrariamente en la evaluacién de
polinomios si no se considera el tiempo.
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Sin embargo, restringiéndose a procedimientos ptimos en tiempo se ob-
tiene como consecuencia inmediata de los resultados de tradeoff demostrados
en este capitulo el siguiente enunciado concerniente a cotas inferiores de es-
pacio (comparar con el corolario 1):

Proposicién 17 Sean 1 <1 <6 y F; := (F}‘))JGN cualquiera de las fa-
milias de polinomios F}') € C[X] introducidas en los ejemplos 1, 2, 8, 4, 5.
Entonces, eziste una constante universal ¢ > 0 con la siguiente propiedad:

para cada sucesion (f4)aen de circuitos aritméticos en Q(X) tal que By evahia

el polinomio Fl,(i) en tiempo no escalar L(Ba) < V/d, el espacio S(Ba) utilizado
por Py satisface la cota inferior

vd
Jlog, d’

Para el caso de la familia F, esta cota puede incluso mejorarse a

S(Ba) > c-

S(Ba) > ¢ V.
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Capitulo 4

La complejidad intrinseca de la
eliminacion

La clasificacion de un problema de acuerdo a la dificultad computacional de
su resolucién involucra dos disciplinas de caracter diferente. Una de cllas, la
teoria de algoritmos, se ocupa de dar cotas superiores sobre la cantidad de
recursos necesarios para resolver un problema dado.

La otra disciplina, conocida como teoria de la complejidad computacional,
intenta demostrar que ciertos problemas no pueden ser resueltos eliciente-
mente estableciendo para ello cotas inferiores sobre su complejidad com-
putacional inherente.

En este capitulo se analizara la complejidad computacional de los proble-
mas de eliminacién desde el punto de vista del tiempo secuencial. Com-
binando este cstudio con los resultados sobre ¢l tradeofl espacio-ticmpo
obtenidos en el capitulo 3 se obtiene informacion sobre la complejidad com-
putacional desde el punto de vista del espacio.

Usualmente los enunciados de cotas inferiores se entienden como resulta-
dos sobre colas inferiores para un problema. Sin embargo, esto no es com-
pletamente cierto, ya que las cotas inferiores para un problema también de-
penden del aspecto sintactico del mismo.

Esto se hace patente en el caso de los problemas de eliminacién. Si sc
consideran los problemas de representacion en un ideal polinomial con la co-
dificacién densa de los polinomniios se ticnen respuestas definitivas: no existen
algoritmos polinomiales para los problemas de representacion:
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Teorema 20 ([126]) Dados k,d € IN,d > 5,n := 10k, ezisten n + 1 poli-
nomios Py,..., Poy en Z[X,,..., X,] de grado acotado por d (en realidad,
los polinomios P; se construyen como la diferencia entre dos monomios), tales
que X1 — X, pertenece al ideal generado por Py,..., Poyq en Q[Xh,..., X,]
y se verifica la siguiente condicion:

n+1
si X) — X, = Zg,-P,- entonces maz{gr(¢g;);1 <i<n+1} > (d- 2)2"_l

=1

La cota inferior se basa entonces en una estimacién de la longitud de la
salida: la cota de grado del enunciado del teorema 20 determina la longitud
de un polinomio de salida en representacion densa.

[iste teorema dice que la codificacién densa de polinomios hace que el
problema de la representacion en el caso de ideales arbitrarios resulte fuera
del alcance de cualquier clase de complejidad tratable. Pueden hallarse cotas
inferiores de orden similar con la representacion densa de las salidas para el
problema de la eliminacién de cuantificadores sobre cuerpos algebraicamente
cerrados o real cerrados de caracteristica dada (ver [54], [66], [88], [182]) y la
decisién en la teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados ([63]).

Incluso si se considera el problema de la representaciéon en el Nullstel-
lensatz en representacion densa, se tienen cotas inferiores exponenciales en
tiempo. Varios autores (D. Lazard, T. Mora, W. Masser, P. Philippon entre
otros) han encontrado el siguiente ejemplo :

Proposicion 18 Considérese el siguiente sistema de ecuaciones polinomia-
les sobre Q[ X, ..., X.):

fl =X;1v f2=Xl_ng-"’ fn—l =X—2_X:_h fn=l_xn—1X:_]
(4.1)

Entonces son ciertas las siguientes afirmaciones:
o ¢l sistema definido en (4.1) no posee soluciones comunes en C™.
o toda representacion 1 := Y, g;f; verifica que gr(gy) > d* — d*~L.

Dado que la cantidad de monomios del polinomio g, es de tipo exponencial
dO0*) = (™)™ con respecto a la cantidad d°™ de monomios de grado d
en n variables, se concluye la cota inferior anunciada.
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Cabe destacar que este resultado implica la optimalidad (salvo factores
logaritmicos) de la versién probabilistica del algoritmo desarrollado en la
seccion 1.4.4 con respecto al espacio y al tiempo secuencial.

A fin de evitar la notable simplificacion de la cuestion de la complejidad
computlacional de los problemas de eliminacién que se introduce cuando se
consideran modelos con una fuerte estructura involucrada, se considerara
la cuestién sobre un modelo mas general: se codificaran los polinomios por
medio de programas (=circuitos) aritméticos que los evalien.

Es claro que cualquier cota inferior en este modelo se traslada inmedi-
atamente a una cota inferior en representacién densa (asi como también cn
representacion rala (sparse)), ya que la codilicacion de cualquier polinomio
por medio de un programa es mas econémica que la rcpresentacion densa
del mismo (si bien en el caso genérico ambas representaciones poseen aproxi-
madamente el mismo tainafo, en cierlos casos especiales —que eventualmente
podrian ser los casos de los polinomios que aparecen como resultado de un
proceso de eliminacién-~ la diferencia puede ser importante).

4.1 Resultados de complejidad estructural

Un primer intento de clasificar la complejidad computacional de la resolucion
de un problema consiste en relacionarlo con clases de complejidad. De la
existencia de teoremas de jerarquia de espacio y tiempo (cf. [7]) se deducen
cotas inferiores para el problema considerado.

En tal sentido, la tarea de la complejidad estructural es establecer rela-
ciones en términos de clases de complejidad. Para esto es necesario tener una
herramienta que permita comparar la dificultad de dos problemas dados, la
cual viene dada con el concepto de reducibilidad.

Una vez que se ha fijado alguin tipo de reduccidn, se pueden definir los
conceptos de dureza y completitud para miembros de una clase de compleji-
dad: siendo A una clase de complejidad, se dice que un problema o lenguaje
P es A-duro si todo problema de la clase A es reducible P, y P se dice
A-completo si es A-duro y ademas pertenece a la clase A.

En forma intuitiva se puede decir que los problemas A-completos son
aquellos miembros de la clase A de mdzima dificultad, y que la resolucién de
un problema A-duro ofrece al menos tanta dificultad como la de cualquier
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otro problema de la clase A. Si bien no es clara la existencia de problemas A-
completos para una clase A arbitraria, en el caso de las principales clases de
complejidad ésta ha sido establecida por medio de la exhibicién de ejemplos
concretos.

Una observacion obvia es la siguiente: dado un problema P, si existe
un problema P que es A-duro o A-completo y reducible a P, entonces P
es A-duro. Por lo tanto, a fin de demostrar que la resolucién de cierto
problema ofrece tanta dificultad como la de cualquier miembro de una clase
de complejidad A dada, es suficiente con demostrar que existe una problema
A-duro o A-completo que es reducible a éste.

En lo que sigue se estudiaran distintos modelos de complejidad desde el
punto de vista de la complejidad estructural. Se demostrard que los pro-
blemas de eliminacién son “duros” en ciertas clases, reduciendo para ello
problemas completos en esas clases a cuestiones de eliminacion.

De esta manera, se aportaran indicios a la conjetura que la complejidad de
los problemas de eliminacién tiene un comportamiento inherente simplemente
exponencial si la entrada se mide mediante parametros sintacticos (como el
grado o la talla de circuito de los polinomios de entrada, la altura de sus
coelicientes o el nimero de variables).

4,1.1 Cotas inferiores relativas sobre modelos bina-
rios

Para el primer indicio sobre la intratabilidad de los problemas de eliminacién
que se han considerado se utilizaran las herramientas que provee la teoria de
la NP-completitud. La idea es demostrar que los problemas de eliminacién
son “al menos tan duros” como una larga lista de problemas de diferentes
ambitos, los cuales son ampliamente reconocidos como problemas probable-
mente intratables: los problemas NP-completos (cf. [71]).

Todos estos problemas poseen una caracteristica comini pueden resol-
verse en forma polinomial, si se considera una variante mas “poderosa” que
las maquinas de Turing deterministicas: las mdquinas de Turing no deter-
ministicas.

Una maquina de Turing no deterministica M es un dispositivo de carac-
teristicas similares a una maquina deterministica excepto por el hecho que
cada paso de computacién puede elegirse entre varias posibilidades codifi-
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cadas en la funcién de transicién 4.

Por lo tanto, sobre cada entrada z no existe una sola computacién sino un
conjunto de posibles computaciones. En tal sentido, se dice que una entrada
T es aceptada por M si y sélo si existe una computaciéon de M sobre z que
finaliza en un estado de aceptacién.

El tiempo requerido por M sobre una entrada z se define como el minimo,
sobre todas las posibles computaciones aceptantes sobre z, del nimero de
pasos de computacion realizados. En cstos Lérminos sc define la clase NP,
como la clase de los problemas que pueden ser resueltos por una maquina de
Turing no deterministica en tiempo polinomial.

Dados dos lenguajes Ly, L, C ¥*, se dice que L, es reducible (o polino-
mialmente reducible) a L, si existe una maquina de Turing de deterministica
que calcula en tiempo polinomial una funcién f : £¥* — E* con siguiente
propiedad:

f(z) € Lysiysdlosiz €L,

La clase de los problemas NP-completos se define en términos de esta
reduccién. El mérito de haber descubierto el concepto de la NP-completitud
se debe a S. Cook, quien demostré que el siguiente problema, conocido como

SAT, es NP-completo [49]:

Problema 1 Dada una férmula booleana ® en las variables X,,..., X, li-
bre de cuantificadores, decidir si ® es salisfactible, es decir, si exisle una
asignacion de valores booleanos

a:{Xy,..., X} — {0,1}
tal que ®(a(Xy),...,a(X,)) =1.

Aqui se utilizard una varianle de este problema, conocida como 3SAT,
mas facil de manipular, cuya completitud en NP es conocida (ver [107]):

Problema 2 Sea & una férmula booleana en las variables X,,..., X, dada
en forma 3-conjuntiva normal, es decir:

P=ciA---Agc,
donde cada cldusula c; es de la forma
Ci = Uy, \% Uy, \% Uiy

siendo u;, una variable Xy o su negacion Xy. Decidir si @ es salisfactible.
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Se tienen ahora todas las herramientas necesarias para demostrar el pri-
mer resultado concerniente a la complejidad relativa de los procedimientos
de eliminacién. Se enuncia en primer lugar el problema de eliminacién que
se estudiara:

Problema 3 : El Problema de la Consistencia (PC) Dada una suce-
sion finila de polinomios Fy,..., F, en ZL[X,,...,X,), decidir si el siguiente
sistema de ecuaciones polinomiales tiene una solucion en C":

F](Xl,...,Xn)=0, e ,F,(X],...,Xn)=0

[.a NP-dureza del problema PC es bien conocida en el ambito de teoria
de eliminacién (ver [90], [138] por ejemplo). La demostracién de este hecho
se reproduce aqui por motivos didacticos:

Teorema 21 PC es NP-duro.

Demostracién Siguiendo el esquema estandar de demostracién de este tipo
de enunciados, se exhibira una reduccion polinomial de 3SAT a PC. Para
ello, sea ® = ¢; A --- A ¢, una féormula booleana sin cuantificadores sobre las
variables Y := {Uy,...,Uy,}. ,

A fin de definir la funcién f que realizara la reduccién de 3SAT a PC,
a cada variable U; € U se le asigna una indeterminada X; sobre C. A
fin de simular un comportamiento “discreto” de las variables “continuas”
Xy,..., X,, estas variables estaran sujetas a las condiciones:

(X])2—X1 =0,...,(Xn)2—Xn=0

que asegura que todos los posibles valores que toman X,,...,X, son los
enteros 0 o 1.
Se construird ahora un polinomio Fg en Z [X), ..., X,] de forma tal que

Fp posee una solucién en {0,1}" si y sélo si la férmula & es satisfactible.
Cada clausula ¢; que aparece en ® es de alguno de los siguientes tipos:

XVvYvzZ
XvYvZ
XvYvZ
XvYvVvZ
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Para cada una de estas clasulas, se definen los siguientes polinomios:

X+Y+Z-XY-XZ-YZ+XYZ
1-Z+XZ-XYZ2
1-YZ+XYZ
1-XYZ

Es facil corroborar que los polinomios asi deflinidos toman solamente los
valores 0 o 1 sobre cada upla en el conjunto {0,1}3, y toman el valor 1 sobre
una tal upla si y sélo ésta corresponde a una asignacién de valores booleanos
a las variables X, Y, Z que satisface la cldusula en consideracién. Por lo tanto,
por cada clausula ¢; que aparece en ® existe un polinomio p;( X, , Xi,, Xi,) de
alguno de los tipos delinidos en 4.2 que verifica las propiedades mencionadas.

En consecuencia, la compatibilidad del siguiente sistema de ccuaciones
polinomiales con coeficientes enteros:

(X1)2—X1 =0,...,(X,,)2—X,. =0

(1.2)

s (’13)
F¢ = Hp,‘(X,'l,X,'Q,X,'J) —-1=0
i=1
es equivalente a la satisfactibilidad de la férmula ®. Noétese que los polinomios
que delinen el sistema (4.3) pueden calcularse por medio de O(s) operaciones
aritméticas.

Debido a la forma especial del sistema deflinido en (4.3) es claro que éstc
puede ser generado en tiempo polinomial a partir de la {érmula ®. Dado
que 3SAT es un problema NP-completo, se ha demostrado el enunciado del
teorema. O

El siguiente resultado constituye una mejora con respecto a la NP-dureza
de los problemas de eliminacién: se demostrara que la hipétesis de la polino-
mialidad de los problemas de eliminacién implica no sélo que P=NP, como
se deduce del Leorema 21, sino también que la clase #P, de¢ complejidad
presumiblemente superior a NP, también colapsa a I.

La clase #P, introducida por L. Valiant en [177], se describe en términos
de las maquinas de Turing contadoras. Una maquina de Turing contadora
es una maquina no delerministica estandar que posce un dispositivo auxi-
liar que (mdgicamente) imprime en notacién binaria sobre una cinta especial
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el nimero de computaciones aceptantes inducidas por la entrada. Una tal
maquina tiene complejidad en tiempo f(n) si la mas larga computacion acep-
tante inducida por el conjunto de todas las entradas de tamano n toma f(n)
pasos de computacién (cuando la maquina se mira como una maquina no
deterministica estandar sin dispositivo auxiliar).

La clase #P consiste de todas las funciones que pueden computarse por
medio de maquinas de Turing contadoras en tiempo polinomial.

Se define una nocién de reducciéon por medio de ordculos, en un sentido
similar a la nocién en [49]. Una mdquina de Turing con ordculo es una que
posee dos cintas especiales: una de consulta y una de respuesta. Para consul-
tar al oraculo la maquina imprime una palabra sobre la cinta de consulta y,
yendo a un estado especial de consulta, retorna una respuesta en una unidad
de tiempo sobre la cinta de respuesta.

Con csta terminologia, un problema L se dice #P-duro si todo problema
#P puede calcularse en tiempo polinomial con una maquina con oraculo L.
Por supuesto, un problema #P-completo es uno que es #P-duro y pertenece
a #P.

En [177] se demostré que el problema de calcular el permanente de una
matriz A € Z™*" es # P-completo. El permanente de una matriz A en Z™**"

se define en la forma .
Perm A := Z H @i o(i)
0€ESp 1=1
donde q;; denota el coeficiente (7, j) de la matriz A y S, denota el conjunto
de todas las permutaciones de (1,2,...,n).

Se relacionara la dificultad de la resolucion de los problemas de elimi-
nacion con la de los problemas #P-completos mediante una reduccién al
calculo del permanente. El problema de eliminacién que se utilizard a tal
efecto es el siguiente:

Problema 4 : El problema general de eliminacién (PGE) Dados poli-
nomios Fy,...,Fy, en ZL[ X\, ..., X,), hallar una férmula sin:cuantificadores
en el lenguaje de cuerpos algebraicamente cerrados que describa la siguiente
proyeccion sobre C™ (r < n):

(3Xr41) - AX){F(X0, ..., Xn) =0,..., Fs(X1,..., Xn) = 0}

Se tiene entonces el siguiente resultado, el cual es una versién mejorada
de [90, Proposition 13]:
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Teorema 22 Si PGE es resoluble en tiempo polinomial entonces P=#P.

Demostracion La idea es mostrar que a partir de una instancia de PGE se
obtiene el permanente de cualquier matriz A € Z™*". Dado que el problema
del cdlculo del permanente de matrices enteras es #P-duro, se deducira el
enunciado del teorema.

Para esto, se considera la siguiente formula delinida sobre las variables

X“,. . .,Xm,,,Z“,. . .,Zm,,T, YZ

@) @) A (X = Xy =0

1<i,j<n

n

A (5%=1)

>

..
1
—

(4.4)

A (3% =)

>

= Tf[ (jz:;,\',-,-z.-,-)}

=1

En primer lugar, observese que si las variables X;,..., X, se piensan
como coordenadas de una matriz X de n x n, las condiciones

n

A (Xiy)? = Xi;=0, /\(ZX'J= ), Z'\(Z:Xi.i:I) (4.5)

1<t,j<n =1  j=I

implican que la matriz X es una matriz de permutacidn: X sélo tiene 0 o 1
como entradas, y exisle una permutacién o en S, tal que X;; =1 si y solo si
o(z) = 5. Mas ain, todas las posibles matrices definidas por las condiciones
(4.5) corresponden exactamente a todas las permutaciones o en S,.

A fin de delerminar que conjunto resulta de la proyeccién delinida en
(4.4), se reemplaza el polinomio:

n

Yy =T]] (ijx.-,-z.-,-)
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(que es el dnico polinomio que aparece en (4.4) que no depende exclusi-
vamente de Xy,,..., Xn,) por todos los posibles valores que pueden tomar
las variables Xjq,..., Xnn de acuerdo con las restricciones impuestas por la
formula (4.4).
Asi se obtienen n! conjuntos, cuya unién constituye la proyeccién definida
en (4.4):
n
U (Y -T]I Zw)
0ESn i=1
Esta union se puede expresar en forma mas compacta por medio de los ceros
del siguiente polinomio “eliminante”:

Gn:= ] (Y - T“I:l[l Zi,a(i))

0€ESn

Se demostrara que el permanente de cualquier matriz n X n puede calcu-
larse con un oraculo que resuelve la instancia del problema PGE definida por
la férmula (4.4). Por lo tanto, dado que esta férmula tiene longitud O(n?)
(y se calcula por medio de O(n?) operaciones aritméticas) se tienen las dos
alternativas siguientes: o bien la instancia del problema PGE definida por
la formula (4.4) no es resoluble en tiempo polinomial; o ésta si es resoluble
en tiempo polinomial, lo cual implicara que el problema PGE es #P-duro,
ya que se demostrard que la respuesta a la férmula (4.4) puede utilizarse
como oraculo para el cilculo del permanente. En ambos casos se deduce el
enunciado del teorema.

A fin de demostrar como puede calcularse el permanente a partir del
polinomio eliminante G,, se observa que la escritura de G, como polinomio
en QT, Zy,. .., Zan)[Y] estd dada por la siguiente expresién:

Gn — Yn! + alTyn!—l + agT2Y:!-2 oot aoTn!

donde el coeficiente a, toma la forma:
a = Z (H Z,-,a(,')) = Perm(Z;,-)
o€ESy, 1=1

Supéngase que G, viene representado por un circuito aritmético sin divi-
siones f3, de talla L,. Si no existe ningin circuito aritmético B, que evalie
G, en tiempo L, polinomial, entonces se habrd demostrado que PGE es
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intrinsecamente exponencial en cuyo caso el enunciado del teorema cs cierto.
En consecuencia, se puede suponer que L, esta acotado por un polinomio cn
n.

Aplicando el teorema de Baur-Strasen [10] (ver también [131]), es posible
transformar en tiempo polinomial en n el circuito 8, en uno fB. que calcula
la derivada %C.}n. Dado que este polinomio tiene la forma:

aGn nl—1 1-2 n!
W = a,Y ' + ZGQTY: o4 1L!(10T :
especializando Y en 1 y T en 0, se obtiene el coeliciente a;, es decir, el per-
manente Perm ((Z.’j)lsi'jsn). Por lo tanto, PGE es #P-duro, de donde sc
deduce que un algorilmo polinomial para su resolucién implica uno polino-

mial para la resolucion de cualquier problema #P. En consecuencia, se ticne
que P=#P. O

4.1.2 Cotas inferiores relativas sobre modelos aritmé-
ticos

En esta subseccion se consideraran los problemas de eliminacion sobre el
modelo aritmético introducido por L. Valiant en [176] (ver también [178],
[73]), el cual constituye un andlogo aritmético de la tecoria booleana de P
versus NP, que se pone en términos de las clases de familias de polinomios
p-computables versus p—definibles.

En la teoria de Valiant, los polinomios se evalian (y representan) por
medio de circuitos aritmélicos, de los cuales solo se considera su talla de
circuito como medida de complejidad. Dado que los circuilos aceptan sola-
mente un nimero fijo de entradas, es natural considerar familias de circuitos
como modelo de computacion.

El objeto de estudio son las familias F = (F,)nen de polinomios de grado
polinomial en n con coeficientes en un cuerpo (que aqui se restringird a @),
en una cantidad polinomial de variables. Es decir, cada polinomio F,, de la
familia F pertenece a Q[X), ..., Xyu)], donde v(n) es una funcién acotada
en forma polinomial con respecto a n y tiene grado total polinomial en n.

Se dice que una funcién ¢t : IN — IN es p-acotada (“polinomialmente aco-
tada”) si exislen constantes ¢y, c; tales que t(n) < ¢;n? y gp-acotada ( “cuasi-

polinomialmente acotada”) si existen constantes c¢j,c; tales que
t(n) < ¢, 20e™?,
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Las clases centrales —los andlogos aritméticos de P y NP- son las formadas
por las familias de polinomios p-compulables y p—definibles.

Una familia F = (F,)aen de polinomios con F, € Q[Xi,..., Xym)] es p-
computable si v(n) y gr(F,) son funciones p-acotadas y la funcién L(F,) que
mide la talla del polinomio F,, es p-acotada. Estas familias son consideradas
“factibles”, es decir, el analogo aritmético de la clase P.

La definiciéon de la clase de las familias p-definibles involucra algunos
conceptos técnicos previos. En primer lugar, una familia F = (F,)nen se
dice p-expresable si v(n) y gr(F,) son funciones p-acotadas y la funcion
E(F,) que mide el tamanio de formula de F,, es también p-acotada.

Las reducciones se establecen por medio de las p-proyecciones. Un poli-
nomio I € Q[X,,..., X,) es una proyeccionde G € Q[ Xy, ..., Xn], si existen
ay,...,am € QU{X,..., X,} tales que

F =G(ay,...,am)

Dadas dos familias F = (F,.)nen ¥ G = (Gr)nen de polinomios sobre @, con
Foe Q[X1,...,Xym) y Gm € Q[Xy,..., Xy(m)], y una funcién ¢ : N — NN,
se dice F es una t-proyecciéon de G si, para todo n € IN, existe m < t(n) tal
que tal que v(n),w(m) < t(n) y F, es una proyeccion de Gp,.

Finalmente, siendo F y G familias como antes, se dice que F es una p-
proycccién de G si F es una t-proyeccion de G para alguna funcién ¢ que es
p-acotada.

En estos términos se puede definir el concepto de p-definabilidad: si
G = (Ghlaen Y H = (Hp)uen son dos familias de polinomios sobre @),
entonces G define a H si para todo n € N se tiene

> Ga(e)X®
e€{0,1}n
donde X¢ denota el monomio X;* -+ X¢. Una familia F de polinomios sobre
@ es p-definible si existe una fa.mllla. p—expresa.b]e G sobre Q tal que F es
una p-proyeccién de la familia H definida por G.

Las familias p-dcfinibles son ¢l analogo aritmético de NP. Los miembros
mas dificiles de esta clase, bajo el concepto de p-proyeccion, se denominan
las familias p-completas. La Hipdtesis de Valiant afirma que existen familias
de polinomios p-definibles sobre @ que no son p-computables. Claro esta, la
hipétesis de Valiant es cierta si y solo si existe una familia p-completa que
no ¢s p-computable.
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A fin de aportar mas evidencia sobre la intratabilidad de los problemas de
eliminacién, se demostrara que cualquier familia de polinomios p-completa
es la p-proyeccién del resultado de un proceso de eliminacién del tipo PGE:

Teorema 23 El problema de eliminacion PGE es resoluble en tiempo (=can-
tidad de operaciones aritméticas) polinomial si y sélo si la hipdtesis de Valiant
es falsa.

Demostracién La prueba del enunciado del teorema se basa en demostrar
que es posible obtener cualquier polinomio de la forma

H= Y G(e)X®

ee{0,1}"

donde G es un polinomio cualquiera, como el resultado de un proceso de
eliminacion del tipo PGE aplicadé a un sistema de ecuaciones polinomiales
que se calcula con O(n + L(G)) operaciones aritméticas, donde L(G) denota
la talla de circuito del polinomio G.

Para esto, siendo G un polinomio computable por medio de un circuito
aritmético de talla L, se considera la siguiente [ormula ®:

n

G&}n@&%Auy—X;OY TG(Xy,.. ﬁ@+x - »}

i=1 i=1
(4.6)
Obsérvese que todos los polinomios que forman la formula ¢ pueden
calcularse por medio de un circuito aritmético de talla O(n + L). A [in de
hallar un polinomio eliminante para ®¢, se utilizara la técnica aplicada en cl
teorema 22.
En primer lugar, se observa que las condiciones

Auy—m=o

implican que el vector de variables (X,,...,X,) toma exactameute todos
los posibles valores del conjunto {0,1}". Reemplazando cada uno de estos
valores en el polinomio

Y = TG(Xy,..., X ﬁo+x Zi - 1))

=1
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se obtienen 2" conjuntos, cuya unién constituye el conjunto resultante del
proceso de eliminacién PGE aplicado a la férmula (4.6). Esta unién puede
expresarse como el conjunto de ceros del siguiente polinomio:

Q= II (Y-TGl,...,e) 25 - 2¢")

(€1 ----.en)G{O,l}"

La escritura del polinomio @ con respecto a la variable Y tiene la siguiente
forma:

Q = Yn! + alTyn!—l + a2T2yn!-2 4o aoTn!

donde el coeficiente a, viene dado por la expresion:

a = Z G(El,...,En)Z:l"‘Z:"
(e1,.-.£n)€{0,1}"

Si no existe ningtin circuito aritmético que evalie @ en tiempo L polino-
mial en n, entonces se deduce que no existen algoritmos polinomiales para
PGE, lo cual implica el enunciado del teorema. En consecuencia, se puede
suponer que la evaluacién del polinomio @ puede realizarse por medio de un
circuito aritmético § de talla polinomial en n y L.

Aplicando nuevamente el teorema de Baur-Strasen [10] se transforma el
circuito B en uno B que calcula el polinomio g—‘TZ. Dado que este polinomio
tiene la forma:

0Q

oT =~
se concluye que, especializando Y en 1 y T en 0, se obtiene el coeficiente a,,
es decir, el polinomio

a, Y™ ! + 2a2T}’f'2 e 4 nlagT™

E G(sh---,€n)Zfl...Z:n

(1,..,en)E{0,1}"

Considérese entonces una familia F := (Fy)nen de polinomios sobre @
p-completa. Sin pérdida de generalidad, puede suponerse directamente que
la familia F estd p-definida por medio de una familia G := (Gp)aen que es
p-expresable (y por lo tanto, p-computable).

IEn consecuencia, en virtud de la hipdtesis de la polinomialidad del pro-
blema PGE, dado que la familia de polinomios que conforman la familia de

203



f6rmulas {®g,} definidas segin (4.6) es p-computables, se concluye que la
familia de polinomios eliminantes

Fn= Z Gn(el)"'$6n)Zlﬂ'”Z:&“

(e1,...en)E{0,1}"

es p-computable.
Luego, dado que la familia F es p-completa, se tiene que la hipétesis de
Valiant es falsa, lo que concluye la demostracion del teorema. O

Cabe destacar el modelo aritmético de las maquinas reales introducido por
L. Blum, M. Shub y S. Smale ([21]), el cual realiza un desarrollo analogo de
la teoria booleana P versus NP por medio de las clases P¢ y NP¢. Ln [21] se
demuestra que PC es un problema NP¢-completo, lo cual avala la conjetura
sobre la intratabilidad de los problemas de eliminacion (ver también [165]).

4.2 Resultados de complejidad absoluta

En esta seccion se daran argumentos absolutos a favor de la hipdtesis de la
intratabilidad de los problemas de eliminacién, es decir, argumentos que no
dependen de la supuesta intratabilidad de alguna clase de complejidad.
Desafortunadamente, estos argumentos requieren ciertas hipotesis sobre
el tipo de algoritmos que se utilizan en la resolucién de los problemas de
eliminacion. Sin embargo, los resultados que se demostraran en esta seccion
tendran un gran impacto desde el punto de vista practico —al menos en la
opinion del autor- ya que las hipétesis necesarias son aplicables a todos los
algoritmos hasta ahora conocidos y posibles variantes de los mismos.

Como se puede apreciar del contenido de la seccidon anterior, existen varias
propuestas diferentes para modelar el concepto de algoritmo. Cada mode-
lo posee clases de problemas “probablemente intratables” de gran interés
practico, cuya conjeturada intratabilidad no ha sido demostrada en forma
concluyente.

Es posible que este fendmeno se deba a la generalidad con que se aborda
la palabra “algoritmo”. De esta manera, se incluyen en esta categoria proce-
dimientos que muy probablemente no seran jamas implementados (o siquicra
imaginados!).
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La intencién de esta seccién es pragmadlica: no se pretende dar un cota in-
ferior para la cantidad de operaciones que realiza cualquier posible algoritmo
de eliminacién, sino mas bien sobre el tipo de algoritmos que se ha desarro-
llado hasta ahora. La conclusién que deberia extraerse es: “no es posible
desarrollar algoritmos polinomiales generalistas para resolver los problemas
de eliminacidn con este tipo de técnicas”.

Es por tanto necesario encontrar un modelo general de algoritmo que in-
cluya a todos los hasta ahora desarrollados y todas las posibles variantes de
los mismos. Para este fin, se introduce el concepto de robustez algebraica.
Informalmente, un procedimiento general de eliminacién se dice algebraica-
mente robusto si, para familias playas de instancias de problemas, produce
soluciones continuas o estables (en un cierto sentido a precisar).

Por supuesto, esta nocién de robustez algebraica depende del contexto
(algebraico o geométrico). Si bien no se dard una definicién general de este
concepto, la idea se explicara en la siguiente subseccién en un ejemplo tipico.

4.2.1 Familias playas de problemas de eliminacién

Sean Ty,...,Tn,Uh,..., U, Xy,...,X,,Y indeterminadas sobre € y sean
G\, ..., Gy, F polinomios que pertenecen a Q[Ty,. .., T, Us, ..., U, Xy,. .., X,].
Supdngase que los polinomios G},...,G, forman una sucesién regular en
QNh,...,Tn,Uy,..., U, X),..., Xy), y definen una variedad (equidimen-
sional)

Vi={G =0,...,G, = 0}

de C™**" de dimensién m + r, cuyo grado (afin) se nota por §. Supéngase
asimismo que las variables Ty,...,Tn, Us,...,Us, X1,..., X, estdn en posi-
cion de Noether con respecto a V, y denétese por 7 : V — C™*" el morfismo
de variedades algebraicas definido por

(o by Uy ey Upy T1y ooy Tn) 1= (L1, oo ey by U,y 005 Uy)
para todo (t1,...,tm, 5, .., U, T1,...,T,) € V. Este morfismo 7 es finito y

genéricamente no ramificado, lo cual implica, en particular, que 7 es playo.
Sea 7 : V — €C™*™*1 e| morfismo definido por

#(2) = (n(2), F(2))
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para todo z € V. La imagen de % es una hipersuperficie de C™*"+! cuya
ecuacién minimal es un polinomio P € Q(T},...,Tx,Uy,...,U;,Y]. Obsér-
vese que P es ménicoen Y y que gry(P) < §. Més ain, gry(P) es el cardinal
de la imagen de la restriccion de I al conjunto {w} x 7#='{w} definido por
un punto w € C™*" genérico.

Considérese un punto arbitrario t = (¢;,...,tn) de C™. Para polinomios
BeQn,...,TaUy,...,Us, X1,..., Xa)y C € Q[Th, ..., T, Un,y ..., U, Y]

arbitrarios se nota:

BY .= B(ty,...,tm, Uy, ..., Us, X1,..., X))

CW:=C(ty,...,tmUs,..., U, Y)

Los polinomios th), ..., G forman una sucesién regular en
Q(tr,...,tm)[Uh,-..,Ur, X1,..., Xs] y definen una variedad equidimensional

v .= (G =0,...,GY = 0}
de C™*™ cuyo grado esta acotado por §. Sean
7r(t) . V(t) N Cr+n

7}(!) . V(t) —_ C'+"+l

los morfismos inducidos por 7 y # sobre la variedad V). Entonces ¢l mor-
fismo 7(* es finito y playo pero no nccesarianiente genéricamente no rami-
ficado. Mas atn, la imagen de #*) es una hipersuperficie de C™*! sobre la
cual se anula el polinomio P (sin ser necesariamente la ecuacién minimal
de esta superficie).

Definicién 9 El sistema de ecuaciones Gy = 0,...,G, = 0 y el polinomio
I se llaman (la instancia general de) una familia playa del problema de
eliminacion m-dimensional dependiente de los pardmetros Ty,...,1T,. El
polinomio P se dice la solucion general del problema de eliminacion dado.

Cada elemento t de C™ se considera como un punto paramétrico que

determina una instancia particular del problema de eliminacién dado. Esta
instancia estd entonces definida por los siguientes items:
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o las ecuaciones G =0, ..., GV =0
¢ el polinomio F®)

y su solucién (particular) es P().
Dos puntos paramétricos t,t' € C™ se dicen equivalentes (y se nota t ~ t')
si satisfacen las identidades:

GV =6",...,G0=G", F = )

Obsérvese que ¢ ~ ¢’ implica que P() = P(*),

Asimismo, polinomios A € Q[T,...,T), B € Q[Ty,...,Tm,Uh,..., U,
X,e.0, Xa]l y C € Q[Th,...,Tn,Uy,...,U;,Y] se denominan invariantes
(con respecto a ~) si para todo par de puntos paramétricos ¢,t' € C™ tales que
t ~ ', se satisfacen las identidades A(t) = A(t'), B® = B) y ) = C(*),

Sean B y p' circuitos aritméticos en Q [Ty,...,Tnm,Us,...,U;,
Xy, Xy Q[T ..., Tw, Uy, ..., U, Y] respectivamente, con parametros
pertenecientes al anillos de polinomios Q [Ty, ..., Ty]. Los circuitos aritmé-
ticos B y B’ se dicen invariantes (con respecto a ~) si todos sus parametros
son elementos invariantes de @ [Ty,...,T,,). Obsérvese que los resultados
intermedios de un circuito aritmético invariante son polinomios invariantes.

Se tienen ahora todos los elementos necesarios para caracterizar, en la
situacién dada, el significado de un procedimiento de eliminacion algebraica-
mentle robusto.

Definicién 10 Supdngase que los polinomios Gy, ...,Gy, F se dan por medio
de un circuito aritmélico (tipicamente invariante) B en Q[Th,. .., Tn]Uy,. .., Us,
X1,...,Xxs]. Un procedimiento de eliminacidn se dice algebraicamente ro-
busto si produce, a partir del circuito aritmético B como entrada, un circuito
aritmético T invariante en Q[T),...,Tm,Uy,..., U, Y] como salida tal que

' representa el polinomio P.

El requerimiento de invariancia en esta definicion de robustez algebraica
tiene el siguiente significado: sea t = (ty,...,¢,) un punto paramétrico de
C™ y sea I'®) el circuito aritmético en Q(ty,. . .,tm)[Us, ..., U,,Y] obtenido a
partir de I' por medio de la evaluacion en t de los elementos de Q(T3,. .., T\]
que aparecen como parametros de I. Entonces el circuito I'® depende so-
lamente de la instancia particular del problema determinado por el punto
paraméirico ¢ y no de ¢ en si mismo. Dicho de otra manera, un procedimiento
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de eliminacién algebraicamente robusto produce la solucion de una instan-
cia particular del problema de forma independiente de los posibles diferentes
puntos paramétricos que definen la misma instancia del problema dado.

Obsérvese que por definicién un procedimiento de eliminacion algebraica-
mente robusto produce siempre la solucién general del problema de elimi-
nacién en consideracion.

Habiendo definido el concepto de robustez algebraica, se demostrara que
cualquier procedimiento general de eliminacion algebraicamente robusto tiene
una complejidad intrinsecamente no polinomial con respecto al tamaiio de
la entrada, si ésta se mide solamente por medio de parametros sintacticos.
Para esto, se considera la siguiente familia playa de problemas de eliminacion
1-dimensional.

Ejemplo 6 Sean S5,T,U, X,,...,X,,Y indeterminadas sobre §). Sea F la
familia playa de problemas de eliminacion [-dimensional dependiente de los
pardmetros S y T', definida por los siguientes polinomios:

Gl = ()(])2 —Xl,...,Gn = (Xn)z - X"

F:= (1+Sf[ (TT" + (anzf-‘x,-) > )) li[ (U - )Xk +1)

i=1 =1

Estos polinomios se consideran como elementos de anillo de polinomios
Q[S,T)[U, Xy, ..., X:). En consecuencia, se tiene que m = 2y »r = 1 en
esta situacion.

Es claro a partir de su representacién que los polinomios Gy, ...,G,, I’
pueden evaluarse por medio de un circuito aritmético fen Q[S, T, U, X, ..., X,]
de longitud O(n). La variedad V := {Gy = 0,...,G, = 0} es la unién de
2" subespacios afines lineales de C™**: V = C3 x {0,1}*. El morfismo
7 : V — €2 es la proyeccion canénica de C* x {0, 1}* en €*. Obviamente
el morfismo 7 es finito y genéricamente no ramificado. Mas atin, todas las
fibras de 7 tienen cardinal 2".

Con estas notaciones se tiene el siguiente resultado:

Teorema 24 Todo procedimiento general de eliminacion algebraicamente ro-
busto aplicado a la familia F de problemas del ejemplo 6 produce un circuito
invariante solucion cuya talla es de tipo 28,

208



Demostracién. Sea (¢,...,¢,) un punto de {0,1}" y sea £ := 7, 27'¢;
el nimero entero con representacién binaria £,4,_;...¢;. Se verifica inme-
diatamente que vale la siguiente identidad:

2n_1
F(S,T, U, el,.. .,en) = (1 + S Z Tkeg"_l_k)Ut

k=0

En consecuencia, para cualquier punto (s,t,u,4),...,€,) € V con ¢ :=

"1 2771¢; se tiene:
A
F(s)t$u$e1a“-,en) = (1 +s Z t"f’ -l—k)ut

k=0

A partir de esta consideracién se deduce facilmente que el polinomio de
eliminacién P € Q[S,T,U,Y] requerido es

2n -1 2n-1
Pi=TI (Y- (148 ¥ Te14)ue)
=0 k=0
iste polinomio puede expresarse en la forma:

P = an + a,(S, T, U)y2"—l +-.-- + agn(s, T, U)

donde cada a; € Q[5,T,U] y a, es el siguiente polinomio;

2n-1 2"-1
ai==-3Y (1+8 Y TH" R0
=0 t=0

Sup¢ngase dado un procedimiento de eliminacidn algebraicamente ro-
busto, el cual produce a partir del circuito aritmético de entrada S un cir-
cuito aritmético invariante I' en Q [S,T,U,Y] que evalia el polinomio P.
Recuérdese que la invariancia de T significa que los pardmetros de I' son
polinomios invariantes A,,..., Ay de Q[S,T].

Sea L(T') la talla de I' y L(T') la talla no escalar de I' con respecto a
Q[S,T). Se tiene entonces que L(I') < L(T') y N < (L(F) + 3)2 (ver [171] o
[161] por ejemplo). Sean Q,. ..,y nuevas indeterminadas. De la estructura
del grafo del circuito I' se deduce que, para cada 0 < ¢ < 2", existe un

209



polinomio Q, € Z[Qy,...,0n] tal que Q(Ai,...,An) es el coeliciente del
monomio U‘Y?"~! de P, es decir:

2"-1

Ql(Al,- . .,AN) =149 Z Tk€2"_1_k
k=0

paral{=0,...,2" — 1.
Obsérvese que para todo par de puntos ¢ ~ ¢’ se verifica la relacion (0,1) ~
(0,t'). A partir de la invariancia de A,,..., Ay se deduce que

Ay(0,t) = Ay(0,t),..., An(0,t) = An(0,t")
Esto significa que los elementos
ay := A(0,T),..., an := An(0,T) (4.7)

son valores constantes de Q.
Se consideran los siguientes morfismos de espacios afines:

p:CN — C7
(Qy s Q) — (Qe(,. .., )

0<e<2n -1

p:€* — CVN
($,T) +— (AS,T),...,An(S,T))

Obsérvese que

pou(S,T) = (Q:(AI(S,T), e AN(S,T))) =

_ S 21 Tk£2"—l—k 02" -1
= (145 Tk=0 Jo<ecan-1

Sea a := (ay,...,an) el punto de CCV cuyas coordenadas son las
definidas en 4.7 y € := (1,...,1) € €?". A partir de la argumentacién
previamente desarrollada se deducen las identidades:

($op)(0,T) = (Qz(Al(O,T),...,AN(O,T))) _

0<e<an -1

= (Qa,...,an)) =

0<e<2n -1

= (Q‘(a))ogtgn-n =(1,...,1)=¢
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En particular se tiene que ¥(a) = e.

Se analiza ahora el morfismo 1 localmente en el punto @ € CV. Sean
T. y T. los espacios tangentes de los puntos a y ¢ de los espacios afines CV
y €? respectivamente. Se denota por (Dy)a : Ta — 7T el diferencial del
morfismo ¢ en el punto a. Tomando las proyecciones canénicas de CV y C?"
como coordenadas locales en los puntos « y € respectivamente, se identifica
T, con CN y T, con C?". Para todo t € C!, se consideran las siguientes
curvas paramétricas:

74:€C — CV
S — (A(S,t),..., AN(S,1))

6[ . C — Cg"
S — (1+8Yi3 tkl?"'l'k)ogczn_l

Obsérvese que 3 oy, = §, y vale que —independientemente del valor de t—
7(0) = ay §(0) =e.

Para t € C fijo, los vectores tangentes a las curvas 4; y é; en S = 0 tienen
la forma:

0= (P, O
7!(0) = (E(O)t)) 798 (O’t))
2n -1
8,(0) = (3 """ F)ocecany
k=0

Es claro que v;(0) € 7, y 6;(0) € 7,. Mas atin, dado que ¥ oy, = 4, se tiene
que

(Dy)a (7:(0)) = 6:(0) = (22-:1 tker‘-l_k)oslsgn_l

k=0

Eligicndo 2™ puntos diferentes 1y, ...,%;n_; de C se obtienen 2" vectores
tangentes de 7,:

wo 1= 74, (0),..., wany :=,,_, (0)

Obsérvese que la matriz M de tamario 2" x 2" cuyas filas son los vectores

(Dy)a(wo) s - .-, (Dy)alwan_1)
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tiene la forma

M = (t5 " Poghpsanot * ((ogeqcan

Luego, M es no singular ya que es el producto de dos matrices Vander-
monde no singulares. Esto significa que los veclores tangentes (Dy)a(wo), - . .,
(Dy)a(wan—1) de 7, son linealmente independientes sobre C. Por lo tanto,
los vectores tangenles wy,...,wsn_ de 7, deben ser también C-linealimente
independientes. En consecuencia, se tiene que 2" < dim7, = N, lo cual
implica que 2" < N < (L + 3)?, de donde se deduce la estimacién 27 — 4 <
L(T) < L(T).

De esta manera se ha demostrado que cualquier procedimiento de climi-
nacién algebraicamente robusto aplicado a la familias de problemas del cjem-
plo 6 (que tiene talla de entrada O(n) o O(n?) segin el contexto) produce
un circuito solucién de talla al menos 2% — 4, es decir, un circuito de talla no
polinomial con respecto a la longitud de la entrada. 0O

Cabe destacar que las liipotesis del teorema 24 son aplicables a todos los
procedimientos de eliminacién conocidos, es decir, todos los procedimientos
de eliminacién conocidos (tanto los basados en algebra lineal como en técnicas
de bases de Grobner) son algebraicamente robustos sobre familias playas de
problemas de eliminacion si la solucién general del problema dado se requicre
como salida. La propiedad de invariancia de estos algoritmos se verifica
facilmente en la situacion de una familia playa de problemas de eliminacion
m-dimensionales anteriormente considerados. Para ésto, es suficienten obser-
var que todos los algoritmos de eliminacion conocidos aceptan los polinomios
de entrada G,..., Gy, I’ en su representacion densa o esparsa o por evalu-
acién “black box” con respecto a las variables Uy, ..., U, Xj,..., X,.

En consecuencia, ninguno de los métodos de eliminacidon conocido puede
mejorarse a fin de obtener un procedimiento de tiempo polinomial para eli-
minacién geométrica (o algebraica).

Si bien la nocién de procedinmientos de eliminacién algebraicamente ro-
bustos excluye ramificaciones en el programa de salida, la familia de poli-
nomios del ejemplo exhibido parece indicar que un algoritino de eliminacion
de tiempo polinomial (si existe) debe tener una gran complejidad topoldgica
incluso si se aplica solamente a [amilias playas de problemas de eliminacién.
Por lo tanto, la eficiencia implicaria una muy complicada casuistica en eli-
minacién geométrica.
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También se podria analizar si la admision de divisiones en los circuitos
de salida permitiria mejorar su talla minimal. Si bien ciertas divisiones son
compatibles con el método exhibido en la demostracién del teorema 24, en
el caso general es necesario garantizar que las funciones parametricas estan
racionalmente definidas para cualquier instancia del problema.

Finalmente, cabe destacar que el método de demostracién aqui desarrolla-
do no contribuye en absoluto a la cuestion fundamental de la teoria de com-
plejidad algebraica sobre la no polinomialidad de la eliminacién geométrica
en el modelo no uniforme de complejidad o a la cuestién P¢ # NP¢ en el
modelo de las maquinas reales. De hecho, sélo se sefiala que todos los pro-
cedimientos de eliminacién conocidos poseen una propiedad de uniformidad
muy limitante (llamada robustez algebraica) y que esta propiedad implica la
imposibilidad de transformar esto procedimientos en algoritmos de tiempo
polinomial.

4.2.2 La complejidad de eliminacién de un sistema de
ecuaciones polinomiales

En esta subseccién se analizara desde un punto de vista no uniforme el fun-
cionamiento de los algoritmos desarrollados en el capitulo 2 sobre una familia
playa de problemas de eliminacién cero-dimensional. Como consecuencias de
dicho anélisis se propondra un nuevo parametro de complejidad, la comple-
jidad de eliminacion de un sistema de ecuaciones polinomiales, con el cual
se intenta medir la dificultad intrinseca de la resolucién de un sistema de
ecuaciones polinomiales dado.

SeanT),...,Tm, X1,..., Xy, Y indeterminadas sobre @ y sean G}, ..., G,,
y F polinomios de Q(Ty,...,Tn, X1,..., X,]. Sea d el maximo de los grados
de los polinomios Gy, ..., G,. Supdngase que G,,...,G, y IF estin dados por

medio de dos circuitos aritméticos en Q[T1,...,Tn, X),..., X ] de talla L y
K respectivamente. Se asume ademas que Gy,...,G, forman una sucesién
regular en Q[T1,...,Tm, X1,..., X,] y definen una variedad equidimensional

V:i={G =0,...,G, =0}

de €C™*" de dimensién m y grado afin 6. Finalmente, se supone que el
morfismo 7 : V — C™ inducido por la proyeccién canénica de €*t™ en C™
es finito, genéricamente no ramificado y tiene grado 6.
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Sea ' : V — €™t el morfismo de variedades afines definido por
m'(2) = (w(z),F(z)) para todo z € V y sea P € Q[T},...,Tn, Y] el poli-
nomio minimal de la imagen de 7. El polinomio P es ménico en Y y se
ve inmediatamente que gr(P) < dgr(F) y gry(P) < 6. El método basico
desarrollado en el capitulo 2 requiere I §°(") 4+ L(ndA)°(M) operaciones arit-
méticas, donde A es el grado del sistema de ecuaciones G, = 0,...,G, =0
(obsérvese que siempre se verifica A < gr(Gy)--- gr(G,)). La salida ¢s un
circuito aritmético I'y en Q(T},...,Tn, Y] de longitud (K + L)(n8)°M que
representa el polinomio P. Se analizara si una complejidad (cantidad de o-
peraciones) de tipo K§°(") es intrinseca para los problemas de eliminacién
en consideracion.

Para tal fin, se exhibira un ejemplo de un problema de eliminacién cero-
dimensional para el cual la cantidad K6 representa una cota inferior para la
complejidad no escalar de la salida polinomial en el modelo no uniforme de
complejidad.

Ejemplo 7 Sean S,T,...,Ts, X,Y indeterminadas sobre Q). Sea G la fa-

milia de problemas de eliminacion definida por los siguientes polinomios:

)
G:=[[(X-T;), F:=5Xx*"

=1

Sea V := {G = 0} la hipersuperficie de €%*? definida por el polinomio
G yseaw:V — C**! el morfismo finito y genéricamente no ramificado
inducido por la proyeccién canénica de C**2 en C%*!. Obsérvese que § es cl
grado de la hipersuperficie V de €C%*? y del morfismo 7 (de hecho, V es la
unién de § hiperplanos distintos de C*+2).

Los polinomios G y I tienen complejidad (talla de circuito) no escalar
intrinseca § y I{ respectivamente, y constituyen una [amilia playa de proble-
mas de eliminacién con m := § + 1 y n := 1. La longitud de la entrada es
6+ K. La solucion general de este problema de eliminacion se representa por
medio del polinomio

6 )
P:=T[(Y - ST*) = Ys - Y5183 T + 0(5?)

i
(=1 =1

que pertenece a Q[Ty,...,T5,Y].
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Sea I el circuito aritmético en Q[Ty,...,Ts, S, Y] de talla no escalar L(T')
que calcula el polinomio P. Derivando este circuito con respecto a S y
especializando S en 0 e Y en 1 se obtiene un circuito aritmético I'* de talla
L(T*) < 3L(T") que calcula el polinomio

)
R:=5TF
=1

Analizando la complejidad del polinomio R por medio del método del grado
de Strassen [171], en el estilo de [10], se concluye que L(I*) > K§. Esto
implica que L(T) > 3 K8.

Desafortunadamente el caricter del parametro é es ambiguo, ya que éste
es el grado de la variedad V' y del morfismo 7 asi como también la complejidad
no escalar del polinomio G.

En consecuencia, cualquier procedimiento de eliminacién optimal (incluso
no uniforme) que produce la solucién general de una familia playa dada de
problemas de eliminacién cero-dimensional tiene una complejidad inherente
que depende linealmente de la complejidad no escalar del polinomio que de-
fine la proyeccién que se considera. El factor de proporcionalidad de esta
dependencia lineal aparece como un invariante de la parte ecuacional del
problema de eliminacién. Por el momento, el autor no es capaz de inter-
pretar sin ambigiiedad este factor de proporciéon. El mismo estd siempre
acotado superiormente por una funciéon polinomial en el tamano del circuito
aritmético, el nimero de variables elimjnadas y el grado de la variedad de
entrada, y en algunos casos aparece acotado inferiormente por una cantidad
que puede ser interpretada alternativamente como el grado del sistema de
entrada o su complejidad no escalar.

La discusién realizada en torno a los ejemplos 6 y 7 justifica la necesidad
de introducir parametros significativos a fin de estimar la complejidad com-
putacional de cada problema de eliminacién. En tal sentido se propondra el
conceplo de complejidad de eliminacion.

Sean Ty,...,Tm, X1,...,Xn, Y indeterminadas sobre Q) y sean G,,...,G,
polinomios de Q [T,...,Tm, X1,...,Xn] que forman una sucesién regular
en Q[T3,...,Tn, X1,-..,Xs] y definen una variedad equidimensional V :=
{G, =0,...,G, =0} de C™*" de dimensién m y grado afin,yseaw: V —
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C™ el morfismo de variedades alines inducido por la proyeccion canonica de
C™t" en C™. Supdngase que 7 es finito y genéricamente no ramificado.

Para cada polinomio I € Q[T3,...,Tm, X1, ..., X,] se considera la familia
playa de problemas de eliminacion cero-dimensional definida por las ecua-
ciones G; =0,...,G, = 0y el polinomio F. La solucién general de este pro-
blema se representa por inedio de un polinomio de Q[T}, ..., T\, Xi, ..., X,]
que se denota por Pp. Sean L([") y L(Pr) la complejidad no escalar de los
polinomios F' y Pr respectivamente. En esta situacion, se observa que el
conjunto:

Ng,..Gn = {%;F € Q[T,,...,Tm,Xl,...,Xn]}

esld acotado (por una cantidad que depende en forma polinomial de la talla
no escalar del circuito aritmético que evalda Gy,...,G, y gr(V)).

Definicién 11 Se define la complejidad de eliminacién del sistema de
ecuactones

G1=0,...,Gn=0

como la cantidad
r(Gy,...,Gy) :=sup Ng, .G

Del contenido del capitulo 2 se deduce que la complejidad de eliminacién
del sistema G, =0,..., G, = 0 estd acotada superiormente por una funcién
polinomial en el grado del sistema, el grado y la complejidad de G,,...,G,
y la cantidad de variables. Asimismo, el ejemplo 7 mucstra una cota inferior
para la complejidad de eliminacion del sistema que, como ya ha sido senalado,
puede interpretarse tanto como la complejidad o el grado (del sistema) de

Gy, .., Gn.
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Conclusiones

Retomando la discusion del capilulo 4, se deduce que existen graves
obstaculos (probablemente insalvables) para el desarrollo de algoritmos gen-
eralistas polinomiales que resuelvan los problemas de eliminacién geométrica.
s entonces necesario reorientar el estudio hacia algoritmos y el software es-
pecificos para problemas particulares.

Las técnicas desarrolladas en el capitulo 2 constiltuyen un paso en tal
direccién. En lugar de cantidades algebraicas como nimero de Bézout o la
regularidad de la funcién de Hilbert de un ideal homogéneo apropiado, se han
introducido invariantes geométricos que permiten, en casos geométricamente
bien condicionados, reducir considerablemente el tamano de las matrices en
los algoritmos (y por lo tanto, la complejidad de los procedimientos).

Otra importante caracteristica de los algoritmos desarrollados radica en
la scleccion de la estructura de datos que se utiliza. La representacién de
polinomios por medio de circuitos aritméticos es indispensable para evitar
el crecimiento exponencial de la complejidad de los algoritmos que ocurre
cuando se codifican polinomios multivariados por su escritura densa.

Desde ya, quedan varios problemas por resolver: el primero de ellos es hal-
lar familias infinitas de ejemplos de interés prdctico en los cuales el grado y la
altura geométrica del sistema son bajos. Esto demostraria concluyentemente
la utilidad de las técnicas aqui desarrolladas.

Una scgunda cuestion se refiere a la bisqueda de nuevos invariantes que
permitan reducir la complejidad de los procedimientos en casos particulares.
En particular, seria interesante hallar invariantes continuos que introduzcan
mejoras de la complejidad.

Asimismo, permanece sin respuesia la cuestién de la (conjeturada) in-
tratabilidad de los problemas de eliminacién geométrica.
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