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Resumen

Se describe el tratamiento de las coordenadas colectivasen sistemas que presentan ruptura
de simetría a nivel de las soluciones clásicas desde el punto de vista de la integral de camino
lagrangiana. El tratamiento se basa en el formalismo de Anticampos. En primer lugar, se
aplica el tratamiento a un modelo mecánico sencillo. Se introducen coordenadas colectivas,
y el sistema de gauge resultante es cuantizado por medio del formalismo de Anticampos. Se
calculan las correcciones a dos loops de los estados vibracionales y la energía colectiva a un
loop, mostrando que los resultados son independientes de los parámetros de fijado de gauge.
A continuación, se desarrolla el tratamiento para un caso mïu general, que incluye modelos
solitónicos como el de Skyrme y el 0(3), y que corresponde al movimiento de una partícula en
una variedad de Riemann sujeta a un potencial. Las soluciones estáticas son sólo invariantes
ante un subgrupo de las simetrías de la acción, lo que da lugar a modos cero. Se introducen
coordenadas colectiva, y la teoría de gauge resultante es cuantizada en el formalismo de
Anticampos. Se calcula la función de partición intrínseca a dos loops y el hamiltoniano
colectivo efectivo a un loop, y se muestra que los resultados son independientes del fijado
de gauge. Se describe brevemente la equivalencia con el tratamiento BRST hamiltoniano.
Finalmente, se discute el problema de los fijados de gauge canónicos. Se muestra que se
pueden obtener resultados correctos a dos loops en un gauge similar al gauge de Coulomb si
se define la integral de camino por medio de una discretización del intervalo temporal y de la
prescripción de evaluación en el punto medio.

Lagrangian BRST treatment of collective coordinates

The treatment of collective coordinates from the point of view of the lagrangian path
integral in systems displaying a breakdown of symmetries at the level of classical solutions
is described. The treatment is based in the Antifield formalism. In the first place, the
treatment is applied to a simple mechanical model. Collective coordinates are introduced,
and the resulting gauge system is quantised by means of the Antifield formalism. Two-loops
corrections to the vibrational states and the collective energy to one loop are calculated,
showing that the results are independent of the gauge fixing parameters. Next, the treatment
is developed for a more general case, which includes solitonic models like the Skyrme and O(3)
models, and which corresponds to the motion of a particle in a Riemannian manifold subject
to a potential. The static solutions are only invariant under a subgroup of the symmetries
of the action, which gives rise to zero modes. Collective coordinates are introduced, and
the resulting gauge theory is quantised in the Antifield formalism. The intrinsic partition
function is calculated to two loops and the effective collective hamiltonian to one loop, and
it is shown that the results are gauge independent. The equivalence with the hamiltonian
BRST treatment is briefly described. Finaly, the problem of canonical gauges is discussed.
It is shown that it is possible to obtain correct results at two loops in a gauge similar to the
Coulomb gauge if the path integral is defined by means of a discretization of the time interval
and of the prescription of mid point evaluation.

Coordenadu colectiva; solitones; BRST; formalismo de anticampos.
Collective coordinates; solitons; BRST; antifield formalism.
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Capítulo 1

Introducción

La correcta cuantificación de las coordenadas colectivas ha sido un tema
central en el estudio de modelos solitónicos. Por ejemplo, en el modelo
de Skyrme [1, 2] los bariones son los solitones de un lagrangiano quiral
SU(2)L x SU(2)R/SU(2)V y los grados de libertad internos (spin e isospin)
se describen como excitaciones colectivas del solitón Estas excitaciones
colectivas aparecen típicamente como fluctuaciones de energía cero alrededor
de una solución clásica que rompe cierta invariancia de la acción. Para
tratar los modos cero los grados de libertad asociados con los movimientos
colectivos deben ser separados. Como esto es difícil de conseguir en el caso
general, se pueden introducir las coordenadas colectivas explícitamente como
grados de libertad adicionales. Este procedimiento se conoce como el método
de coordenadas colectivas [4, 5, 6, 7].

La manera general de introducir variables colectivas es como parámetros
dependientes del tiempo de las transformaciones de los campos originales
[8]. La teoría transformada, que depende del conjunto sobrecompleto de
campos originales más coordenadas colectivas es una teoría de gauge.

El tratamiento más riguroso de teorías de gauge es el basado en la
simetría BRST [9, 10, 11]. La aplicación del método BRST hamiltoni­
ano [12, 13, 14, 15, 16, 17] a la cuantificación de coordenadas colectivas
en sistemas finitos fue desarrollado en [18, 19, 20, 21, 22, 23]. Las coorde­
nadas colectivas se introducen como parámetros de las transformaciones de
simetría que son rotas (o parcialmente rotas) por las soluciones clásicas. La
teoría de gauge resultante se cuantifica siguiendo el procedimiento BRST
canónico usual: se introducen multiplicadores de Lagrange y ghosts por
cada grado de libertad de gauge, se construye una carga BRST hermítica
y nilpotente, y se definen los estados y operadores físicos como aquellos in­



variantes ante la simetría global BRST. La teoría de gauge se reemplaza
entonces por una teoría invariante BRST con el gauge fijado, en la cual las
variables colectivas son fi'sicas, y los modos cero son cancelados por los mul­
tiplicadores de Lagrange y los ghosts. Modelos solitónicos sencillos fueron
estudiados usando este formalismo [24, 25]. La cuantificación BRST de co­
ordenadas o campos colectivos en teoría de campos fue presentada en [26],
donde se discute el caso en el que las transformaciones no están restringidas
a formar un grupo o ser simetrías de la acción.

La cuantificación BRST puede formularse como una integral de camino
lagrangiana por medio del formalismo de Anticampos [27, 28, 29, 30, 31, 32].
Dada una teoría de gauge con sus correspondientes ghosts se introducen
anticampos, y se define una estructura de anticorchetes. La acción BRST
con el gauge fijado se obtiene de la solución de la ecuación maestra. Todo
el procedimiento se formula en el espacio de las variables lagrangianas.

El formalismo de Anticampos es considerado actualmente el método más
poderoso de cuantificación de teorías de gauge. Permite tratar todos los
casos conocidos de teorías de gauge, tanto las teorías en las que las trans­
formaciones de gauge son linealmente independientes y cuya algebra es de
Lie, como por ejemplo, las teorías de Yang-Mills, como aquellas en las que
el álgebra de gauge forma una álgebra de Lie a menos de términos propor­
cionales a las ecuaciones de movimiento (álgebras abiertas). Ejemplo de
estas últimas son algunas teorías de supergravedad.

Esta Tesis describe el tratamiento de las coordenadas colectivas en sis­
temas que presentan ruptura de simetría a nivel de las soluciones clásicas
desde el punto de vista de la integral de camino lagrangiana. El tratamiento
se basa en la aplicación del formalismo de Anticampos.

La organización de esta Tesis es la siguiente. Los capítulos 2 y 3 de­
scriben brevemente los formalismos BRST hamiltoniano y de Anticampos,
respectivamente. Han sido incluídos para hacer la presentación autoconsis­
tente. Descripciones extensas de estos dos temas se pueden encontrar en las
referencias [16, 17, 32].

En el capítulo 4 se aplica el tratamiento BRST lagrangiano a un mod­
elo sencillo [33]. Corresponde a una partícula en 3 dimensiones sujeta a
un potencial central que posee una familia de mínimos lejos del origen, y
es la generalización al caso no-abeliano del modelo estudiado en [19, 21].
El tratamiento perturbativo a partir de una expansión alrededor de uno de
los mínimos posee modos de energía cero. Para tratar estos modos cero
se introducen coordenadas colectivas correspondientes a rotaciones de las
coordenadas. El sistema de gauge resultante es cuantificado por medio del
formalismo de Anticampos, y se elige un fijado de gauge que permite con­



trolar los modos cero y realizar cálculos perturbativos. A través de técnicas
de temperatura finita se calculan las correcciones a dos loops de los estados
vibracionales, y la energía colectiva a orden más bajo y un loop, mostrando
que los resultados son independientes de los parámetros de fijado de gauge.

El capítulo 5 desarrolla el tratamiento para un caso más general [34].
Estudia el movimiento de una partícula en una variedad de Riemarm, que
corresponde al espacio de configuración del sistema, sujeta a un potencial.
La acción es invariante ante un grupo finito de transformaciones globales,
pero las soluciones estáticas son sólo invariantes ante un subgrupo. Esto da
lugar a modos cero al expandir alrededor de una solución clásica. Se intro­
ducen coordenadas colectivas como parámetros de las transformaciones de
simetría, y la teoría de gauge resultante es cuantificada por medio del for­
malismo de Anticampos. Se elige un fijado de gauge que permite controlar
los modos cero y calcular correccionespor medio de teoría de perturbaciones.
Se calcula la función de partición intrínseca a dos loops y el hamiltoniano
colectivo efectivo a un loop, y se muestra que los resultados son independi­
entes de los parámetros de fijado de gauge. También se describe brevemente
la equivalencia con el tratamiento BRST hamiltoniano.

El tratamiento estudiado en el capítulo 5 incluye modelos solitónicos
como el de Skyrme y el O(3), asícomo también modelos mecánicos como el
del capítulo 4. A pesar que estos casos podrían ser tratados con las técnicas
usuales de Faddev y Popov, el tratamiento de anticampos sería necesario
para tratar, por ejemplo, solitones supersimétricos cuando el álgebra super­
simétrica sea abierta, es decir, a menos de términos proporcionales a las
ecuaciones de movimiento.

En el capítulo 6 se discute el problema de los fijados de gauge canónicos
[35]. Si se elige un fijado de gauge mediante el cual se anulan los modos
cero y de las coordenadas colectivas solamente se conservan las necesarias
para describir el movimiento colectivo, se obtienen resultados incorrectos
a dos loops [21, 36]. Este hecho está relacionado con una ambigüedad de
orden en la acción cuántica, y es nesario introducir términos de orden ha
para obtener resultados correctos [37]. En este capítulo se muestra que
se pueden reproducir los resultados del capítulo 5 en un gauge canónico
similar al gauge de Coulomb del electromagnetismo si se define con cuidado
la integral de camino por medio de una discretización del intervalo temporal
y de la prescripción de evaluación en el punto medio.

El tratamiento de coordenadas colectivas presentado en esta Tesis es
adecuado para el estudio de la dinámica de baja energía de solitones con
cargas topológicas iguales a uno, para los cuales el espacio de soluciones
estáticas está dado por la órbita de una solución ante el grupo de simetría



de la acción. Los modos cero corresponden a vectores tangentes al espacio
de soluciones. Cabe aclarar que en el tratamiento desarrollado aqui se con­
sideran solamente los movimientos colectivos cuyos momentos de inercia son
finitos, es decir, los modos cero con norma finita. En general pueden existir
modos cero con parámetros de inercia infintos, como es el caso de los mod­
elos sigma [38],en los cuales estos movimientos corresponden a simetrías de
la acción espontáneamente rotas por el vacío. Es posible incluir las coor- '
denadas colectivas correspondientes a los movimientos con inercia infinita,
pero la finitud de la energía requiere que los valores de estas coordenadas
sean constantes.

Un aspecto no estudiado en el presente trabajo es el de renormalización
ultravioleta, ya que esto depende del modelo particular al cual se le aplique
el formalismo.

Finalmente, en el capítulo 7 se dan las conclusiones. Los apéndices con­
tienen información complementaria sobre el formalismo canónico y grupos
de Lie, y definiciones y relaciones utilizadas en el cálculo de los diagramas.



Capítulo 2

Cuantización BRST de
teorías de gauge

Este capítulo contiene un breve resumen del formalismo hamiltoniano de
cuantización de teorías de gauge basado en la simetría BRST [12, 13, 14,
15]. Se describe el análisis de los sistemas con libertad de gauge como
sistemas hamiltonianos con vínculos, la introducción de ghosts que dan lugar
a la simetría BRST [9, 10, 11], tanto clásica como clásica y cuántica, y la
cuantización canónica por el método de operadores. Discusiones extensas
de estos temas se pueden encontrar en las referencias [16, 17].

2.1 Formulación hamiltoniana de teorías de gauge

La propiedad principal de una teoría de gauge es la presencia de funciones
del tiempo arbitrarias en las soluciones a las ecuaciones de movimiento.
Esto implica que las variables canónicas no son todas independientes, y que
existen entre ellas relaciones llamadas vínculos. Por lo tanto, una teoría de
gauge es un sistema hamiltoniano con vínculos.

El análisis hamiltoniano de un sistema con vínculos se inicia con la acción
iagrangiana

Solq]= [a L(q,á), (2.1)

dependiente de las variables q‘ del espacio de configuración, que supon­
dremos bosónicas (conmutativas).

Las ecuaciones de Euler-Lagrange
¿So BL d 6L

óq‘(t) Üq' ) dt aá‘( ) ( )
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se obtienen de pedir que la acción sea estacionaria ante variaciones de las co­
ordenadas que se anulen en los extremos. Las ecuaciones pueden reescribirse
como

..J-82L _ 0_L _ ÜZL
q aq'ïá‘ ‘ aqi aqiaá“

Las aceleraciones pueden ser determinadas univocamente a un dado tiempo
por las posiciones y velocidades si y sólo si el determinante

B’L

(2.3)

es no nulo. Si el determinante es nulo las soluciones a las ecuaciones de
movimiento contendrán fimciones arbitrarias del tiempo. Esto es lo que
ocurre en el caso de las teorías de gauge.

El primer paso en el formalismo hamiltoniano es definir los momentos

canónicos p.- = 3-5;. Si el determinante (2.4) es cero no es posible invertir
las velocidades como fimciones de las coordenadas y los momentos. En este
caso los momentos no son todos independientes y existen relaciones

óm,(q,p) = 0, (2.5)

llamadas vínculos primarios.
El siguiente paso es la definición del hamiltoniano canónico mediante la

transformada de Legendre HC = q"p,-- L. El hamiltoniano He es función
de las coordenadas y los momentos, pero está bien definido solamente en la
variedad del espacio de fases determinada por los vínculos primarios. Las
ecuaciones de Euler-Lagrange son equivalentes a las ecuaciones de Hamilton
obtenidas de

a" (ap.-- He) = o (2.6)

ante variaciones independientes de las coordenadas y los momentos, sujetas
a las condiciones

43m1= 0, 643,,“ = 0. (2.7)

Las ecuaciones de Hamilton también se pueden obtener del principio
variacional

t, .

6/t1(qp.-—Hc- «pm,)=o, (2.8)

para variaciones arbitrarias óq‘, 6p.-,¿um sujetas solamente a la condicion
6q‘(t1) = óq‘(t2) = 0. Las variaciones están libres de las restricciones (2.7)



debido a la introducción de nuevas variables u’"l , que aparecen como multi­
plicadores de Lagrange para imponer los vínculos primarios. Las ecuaciones
de movimiento para una función arbitraria F(q,p) se pueden escribir en
término del corchete de Poisson

F = {F,Hc} + umr{F,4>,,.,}. (2.9)

Los vínculos primarios deben conservarse en el tiempo (condición de
consistencia), es decir,

43m1= {emm} + umïwmuesma = o. (2.10)

Las ecuaciones anteriores pueden dar lugar a nuevas relaciones entre las coor­
denadas y los momentos 45m,, llamadas vínculos secundarios. Estos también
deben conservarse en el tiempo, así que deben imponerse condiciones sim­
ilares a (2.10), lo que puede dar lugar a vínculos terciarios 45m3,etc. Al
finalizar el algoritmo de consistencia se tiene el conjunto total de vinculos
del sistema {ón} = {ÓMHÓMN. .

Si las condiciones daano son todas independientes se denomina a los
vínculos como reducibles. Si los vínculos son independientes, se los denomina
irreducibles, y es el caso que se considerará aquí.

Una función F(q, p) se llama de primera clase si

{Edu} z 0 Vibe, (2.11)

donde el símbolo z (igualdad débil) indica que la expresión vale sobre la
superficie 45.,= 0. Si (2.11) no se cumple la función es de segunda clase.
En particular, se pueden separar los vínculos en vínculos de primera y de
segunda clase.

Los vínculos de segunda clase, que vienen de a pares en el caso bosónico,
representan pares de variables conjugadas redundantes en la teoría y se
suelen eliminar mediante una modificación del corchete de Poisson, llamada
corchete de Dirac. En lo que sigue se supondrá que todos los vínculos son
de primera clase, es decir, que los vínculos de segunda clase (si los hubiera)
fueron eliminados mediante corchetes de Dirac.

Los vínculos de primera clase son generadores de transformaciones de
gauge. Llamando Ga a los vínculos, las condiciones de primera clase son

{GasGb} = Cachc, (2.12)

{HmGa} VJ’Gb. (2.13)



La última ecuación es consecuencia de las condiciones de consistencia (2.10),
y en lo que sigue supondremos al hamiltoniano en involución con los vínculos,
es decir, V05= 0. Las transformaciones de gauge generadas por las Ga son

¿F = e°{F,G.}, (2.14)

y dejan invariante la acción (2.1).
De las relaciones (2.12) se puede deducir el álgebra de las transforna­

ciones de gauge. Si las Cabc dependen de las coordenadas o momentos el
algebra puede ser abierta. Si las Cd," son constantes el álgebra de gauge es
un álgebra de Lie, y es el caso que consideraremos aquí.

La evolución más general fisicamente permisible debe permitir realizar
transformaciones de gauge arbitrarias mientras el sistema evoluciona en el
tiempo. Para generar este movimiento se define el hamiltoniano extendido

HE = HC- ÁaGa. (2.15)

Para variables invariantes de gauge (fimciones de primera clase) la evolución
generada por HCy por HE es la misma. Para las demás sólo HE toma en
cuenta toda la libertad de gauge.

Las ecuaciones de movimiento se derivan de la acción extendida

SE = f (á‘Pi- HE), (2-16)

y se reducen a

F z {EEE}, (2.17)
Ga z o. (2.18)

La acción extendida es invariante ante las transformaciones de gauge (2.14)
si se define la transformación de los multiplicadores de Lagrange

a,» = —¿°+ árabe“. (2.19)

Los multiplicadores de Lagrange A“ pueden ser considerados variables
canónicas como las q‘ y p; si se incluyen los momentos conjugados ba, y el
término cinético en la acción extendida

f Á“b.dt. (2.20)

Los ba deben anularse. Estas condiciones aparecen como vínculos primarios
y expresan la arbitrariedad de los multiplicadores de Lagrange. Los vínculos



Ga aparecen como vínculos secundarios al requerir que los vínculos primarios
ba z 0 se conserven en el tiempo.

La libertad de gauge implica que existen más de un conjunto de variables
canónicas para una dada situación física. Para eliminar esta ambigüedad
es posible imponer restricciones adicionales sobre las variables canónicas,
llamadas funciones de fijado de gauge. Si las condiciones de gauge son sobre
las variables (q,p),

x"(q,p) = 0, (2.21)

se las denomina condiciones de gauge canónicas. Para fijar el gauge comple­
tamente deben satisfacer la condicion

det{x°, G5} 960, (2.22)

que corresponde a la condición para vínculos de segunda clase. Por lo tanto,
luego de fijar el gauge no quedan vínculos de primera clase y se elimina
totalmente la libertad de gauge.

También es posible fijar el gauge mediante condiciones sobre las vari­
ables canónicas y los multiplicadore de Lagrange y sus derivadas. Estas
condiciones se conocen como gauges no canónicos. Los gauges derivativos
corresponden a condiciones

Á“ + f“(q,p, A) = 0, (2-23)

y los gauges de multiplicador a

A“+ x°(q,P) = 0- (2-24)

2.2 Teoría BRST clásica

La idea central del la teoría BRST es reemplazar la simetría de gauge por
una simetría fermiónica global, conocida como simetría BRST, actuando en
un espacio de fases extendido por la presencia de nuevas variables llamadas
ghosts. La propiedad fundamental de la simetría BRST es la nilpotencia, lo
que permite definir la cohomología de la transformación de BRST. La iden­
tificación con la teoría de gauge original se debe al hecho que la cohomología
a número de ghost cero (ver más abajo) es igual al conjunto de observables
(funciones invariantes de gauge) de la teoría original.

Se define el espacio de fases extendido agregando a las variables canónicas
(q, p) una variable fermiónica 17°,llamada ghost, y sus momento conjugado



‘Pa,por cada vínculo de primera clase,

{Pmnb} = 45.", (2.25)

{7’mq‘} = {Papa}={n°,q‘}={n“,pa}=0, (2-26)
e(11°) = e(P°)=1, (2.27)

donde {-, corresponde al corchete de Poisson generalizado, y e a la paridad
de Grassmann, descriptos en el apéndice A. Los ghosts son reales y sus
momentos imaginarios

(n°)' = n“, (P.)’ = —P... (2.28)

Se define además una estructura llamada número de ghost asignándole a las
variables canóm'cas el siguiente número de ghost:

gh ql = gh p.- = 0, gh 11°= —gh 'P.l = 1, (2.29)

y definiendo que el número de ghost de un producto de variables es igual a
la suma del número de ghost de los factores.

Se define el generador de la simetría BRST (carga BRST),

.sF = {17,0}, (2.30)

con las siguientes propiedades:

¿(0) = 1, gh 9 = l, 0' = 0, {9,9} = 0. (2.31)

La última de las propiedades implica la nilpotencia de la simetría BRST
s2 = O. Esta propiedad es no trivial, ya que al ser fl fermiónica el corchete
de Poisson (generalizado) es simétrico.

Si el álgebra de los generadors Ga (2.12) es de Lie (Cabc constantes) la
carga BRST que satisface las propiedades (2.31) esta dada por

1

9 = ifGa + 50.:.‘n‘nb7’c- (2-32)

Cuando se considera la acción extendida (2.16) y se toman a los multi­
plicadores de Lagrange A“ como variables canónicas es necesario introducir
nuevas variables fermiónicas ña, llamadas antighosts, y sus momentos con­
jugados 1-7“,correspondientes a los vínculos ba z 0, y con las propiedades

{ñ.,75"} = —60", (2.33)

shña = —gh75°=-1, €(ña)=€(75°)=1, (2-34)
(ña)' = ña, (75“)’=-75°- (2-35)
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En el espacio de fases extendido con los multiplicadores de Lagrange y los
antighosts la carga BRST es

fl = 17°Ga —175%., + á “¿cuanb'Pc. (2.36)

La transformación BRST a actúa como un diferencial sobre funciones
del espacio de fases extendido. Se define Ker a al conjunto de funciones
aniquiladas por a

F G Ker a 4:, aF = 0, (2.37)

llamadas BRST cerradas, e Im a al conjunto de las funciones que son la
transformada BRST de otra función

F E Im a Q F = aF', (2.38)

llamadas BRST exactas. Por la nilpotencia de s todas las funciones BRST
exactas son BRST cerradas. Ker a se puede dividir en clases tal que dos
funciones en una misma clase difieran por una función BRST exacta. Estas
clases se llaman clases de cohomología de a, y al conjunto de las clases de
cohomología H '(a) se lo denomina cohomología

_ Ker s
H'(a) _ Im a . (2.39)

La observación fundamental sobre la que se basa el tratamiento BRST es
que la cohomología a número de ghost cero H°(s) (el conjunto de funciones
BRST cerradas módulo las BRST exactas de número de ghost cero) es igual
al conjunto de funciones invariantes de gauge de la teoría. de gauge original

H°(a) = {observables clásicos}. (2.40)

Se llama observables BRST alas funciones del espacio de fases extendido
que satisfacen

JF E {EQ} = 0, (2.41)
gh F = o, (2.42)

F' = F, (2.43)

identificando funciones que difieran en una BRST exacta. Si Fo es una
función invariante de gauge existe un correspondiente observable BRST F
y que es igual a Fo cuando los ghosts se anulan.
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En el espacio de fases original la evolución está determinada por el hamil­
toniano HE = HC —AaGa. Como He es invariante de gauge existe una
extensión BRST que genera la dinámica en el espacio de fases extendido

He -> HBRST, {31335159} = 0- (2-44)

Si F es la extensión de la fimción invariante de gauge Fo entonces

F = {F,HBRST}, (2.45)

equivale a las ecuaciones (2.17)-(2.18). La evolución generada por HBRSTno
tiene ambigüedades, así que corresponde a un determinado fijado de gauge.
Si se cambia la extensión BRST del hamiltoniano,

HBRST-> Hnnsr + ¡{K,fl}, e(K) = 1, K' = K (2.46)

la dinámica de los observables BRST no se modifica, pero si cambia la
dinámica de las funciónes no invariantes BRST. El cambio (2.46) corre­
sponde a un cambio en el fijado de gauge, y K se conoce como el fermión
de fijado de gauge.

Se puede elejir el hamiltoniano BRST como

HBRST= Hc + HK, n}, (2.47)

con gh K = —1para que HBRST, además de ser bosónico y real, tenga
número de ghost cero, lo que implica la conservación del número de ghost
en las trayectorias. La acción de la que se deriva la dinámica en el espacio
de fases extendido es

tz . . . _

SK = f (4'12.-+ ma + 1ra. + ña?“ - He+ ¡{K,n})- (2-48)¿1

Esta acción no es invariante de gauge debido al término BRST exacto
-i{K, Q}, pero es invariante ante transformaciones BRST globales.

2.3 Teoría BRST cuántica

La cuantización canónica de la teoría BRST clásica implica la realización
como operadores lineales actuando en un espacio de Hilbert de todas las
variables del espacio de fases extendido, y con un producto interno tal
que las variables canónicas reales (imaginarias) se convierten en operadores
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hermíticos (antihermíticos). Las relaciones de conmutación y anticonmutación
se definen a partir de los corchetes de Poisson

[F,G] = ¿nm G}, (2.49)

donde [-, indica el conmutador graduado, definido en el apéndice A. Las
relaciones de conmutación1 no nulas son

bin-,45] = —iñ6.?', (2.50)

[bm/V] = [790,175]:[11,155]: 4m; (2.51)

Al cuantificar, la carga BRST se convierte en un operador lineal hermítico

m = a, (2.52)

y la condición clásica de nilpotencia de la transformación BRST se convierte
en

[0,9] = o =>02 = o. (2.53)

También se define el operador antihermítico número de ghost

g = á- (77°7’a _ Pana - 7-7075“+ 75077“)’ (2‘54)

g- = ‘g, (2.55)

que determina los números de ghost de los operadores

[94"] = [9,ps]=[9,A“]=[G,ba]=0, (2.56)
[9317”]= n“, [amb-Pa, [amb-ña, [g,fi°]=75“.(2.57)

Se define un observable BRST como un operador A que conmuta con la
carga

[11,0] = 0. (2.58)

Como la descripción de la teoría de gauge en término del espacio de fases
extendido tiene grados de libertad redundantes es necesario imponer alguna
restricción que seleccione un subespacio físico del espacio de Hilbert. Esta
restricción es que los estados físicos sean BRST invariantes

0M) = 0- (2.59)

lDe aquí en más se usará “conmutación” en el sentido generalizado.
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La nilpotencia del operador 0 permite definir la cohomología cuántica.
de manera similar a caso clásico. Para los operadores se tiene

[A,Q] = 0 <=> A es BRST cerrado, (2.60)

A = [3,9] <:> A es BRST exacto. (2.61)

Los operadores BRST exactos son BRST cerrados. La cohomología de oper­
adores H¿(0) corresponde a las clases de equivalencia de operadores BRST
cerrados módulo BRST exactos.

También se puede definir la cohomología de los estados, ya que debido a
(2.53)

n(le)) = 02lx) = 0- (2-62)

Entonces,

0M) = 0 <:> I‘ll!)es BRST cerrado, (2.63)

IW)= 0|x) <=> Iú) es BRST exacto, (2.64)

y se define la cohomología de estados EMO) como el conjunto de clases de
equivalencia de estados BRST cerrados módulo BRST exactos.

La identificación de los observables A y A + [K, Q], para K arbitrario
es posible debido a que los dos operadores tienen los mismos elementos de
matriz entre estados fisicos

Will/1+ [K,9]I'/¡2) = (WIIAIW)+ (1han + Knlïfiz) = (WIIAIW); (2-65)

con

QWI) = ahh) = 0- (2-66)

Los estados BRST exactos QIx) tienen norma nula

(xlmfllx) = (xlflzlx) = 0, (2-67)

y el producto escalar con cualquier estado fisico es cero

(tblfllx) = (XIQIKÜY‘= 0, (253)

así que no contribuyen a las amplitudes fisicas. Por lo tanto, es posible
identificar los estados nulos con cero y llegar a la conclusión que los estados
fisicos están dados por las clases de equivalencia de la cohomología BRST.

Los observables clásicos estaban caracterizados no solo por ser BRST
invariantes sino también por tener número de ghost cero. Para incorporar
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esta propiedad en la.teoría. cuántica es necesario imponer que los operadores
y estados físicos tengan número de ghost cero

[9,14] = 0, GW) = 0. (2.69)

Por lo tanto, los operadores y estados físicos están dados por las coho­
mologl'as HEAD) y EMD).
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Capítulo 3

Formalismo de anticampos

El formalismo de anticampos o formalismo de Batalin-Vilkovisky [27, 28,
29, 30, 31] provee un método general para la cuantificación de teorías de
gauge dentro en una formulación lagrangiana. La transformación BRST
[9, 10, 11] y un formalismo canónico son definidos en el espacio de vari­
ables lagrangianas por la introducción de ghosts y anticampos. Una acción
cuántica con el gauge fijado se obtiene de una ecuación (ecuación maes­
tra) más ciertas condiciones de contorno. El procedimiento es algebráico
y directo, pero, sin embargo, poderoso. El formalismo de anticampos es
descripto extensamente en las referencias [17, 32].

3.1 Formulación lagrangiana de teorías de gauge

Consideremos un sistema cuya dinámica está govemada por una acción
clásica So[q],que depende de las coordenadas q‘ del espacio de configuración,
y que suponemos como la integral de un lagrangiano local en el tiempo,

So[q(t)]= h Lu, q). (3.1)

Las ecuaciones de movimiento son

¿LL
dt aq'i

¿So

64W)

6L= t)- (t)=
Supongamos que la acción es invariante ante un conjunto de transfor­

maciones de gauge, es decir, ante transformaciones de las coordenadas q’s
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parametrizadas por funciones arbitrarias de t. Las transformaciones in­
finitesimales se pueden escribir

. , . .a ¡ d‘e“
¿29‘= Riofisa + Rllfile + l . . + ROFF' (3.3)

para algún .sfinito.
Adoptemos una notación compacta (notación de DeWitt) en la que los

índices i, a, etc., incluyen la dependencia en t, y que las sumas sobre i, a,
etc., implican integrales sobre t. Con esta notación q‘ corresponde a una
historia q‘(t) en el espacio de configuración, y la ecuación (3.3) es

6,q"= Ria“ (4» 6,q‘(t) = / dt’Rf,(t,t')e°(t’)>, (3.4)

donde el núcleo

Rf,(t,t’) = Éo)a(t)6(t - t') + R21)a(t)6'(t —t’) + - - -. (3.5)

La invariancia de la acción ante las transformaciones de gauge,

6.50 = so,.-ó,q‘= Sofi-Ria“= o (,i a 5/6q‘), (3.6)

implica las identidades de Noether

So,.-R:',= o. (3.7)

Una consecuencia de las relaciones (3.7) es que las ecuaciones de movimiento
no son independientes. Las transformaciones de gauge mapean soluciones
de las ecuaciones de movimiento y, por lo tanto, aparecen funciones arbi­
trarias de t en las soluciones más generales de las ecuaciones. Sin embargo,
diferentes soluciones relacionadas por una transformación de gauge no repre­
sentan distintos estados fisicosdel sistema. Para eliminar esta arbitrariedad
es necesario imponer restricciones sobre las coordenadas, llamadas funciones
de fijado de gauge.

Las identidades (3.7) también indican que la cuantificación de teorías de
gauge tiene problemas. Si se diferencia la ecuación (3.7) respecto de q‘ se
obtiene

(50.jRí),.- = 50.:‘1'RÁ+ SOJR'ZJ = 0 => SoszíIE = 0» (3-8)

donde 2 es el conjunto de soluciones clásicas qo definidas por Sofi-Im= 0.
Supongamos que se quisiese cuantificar la teoría expandiendo en término de
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fluctuaciones alrededor de alguna solución clásica. En ese caso no se podrían
definir los propagadores, ya que estos involucran la inversa del hessiano
singular Sofi.

El conjunto de generadores R: es completo, en el sentido que

Sofi-X"= o => X" = Rimq) + M‘ï(q)so_,- , M‘J' = —MJ". (3.9)

Si los generadores R: son linealmente independientes sobre 2 la teoría se
llama irreducible. Cuando existen dependencias entre los generadores, la
teoría es reducible. En lo que sigue supondremos que la teoría es irreducible.

El álgebra de las transformaciones de gauge se obtiene conmutando
transformaciones de la acción

(6,6” —¿“uso = e°y°s.,_.-(Rznilj —RiRLJ) = o, (3.10)

y si se factorizan los parámetros e“ y ph

su (¡amd —RíRi'j) = 0. (3.11)

De la ecuación (3.9) se obtiene el álgebra de los generadores de gauge

MEL- —RíRi.,- = - af 1+ MiiSon Mii = -M32- (3-12)

El álgebra se llama abierta si 960. Si M = 0 el álgebra es cerrada, y
es un álgebra de Lie si las Cab“son constantes. Aquí sólo consideraremos el
caso en el que el álgebra es de Lie.

3.2 Teoría clásica de anticampos

3.2.1 Anticampos y anticorchetes

La acción clásica So[q‘] es invariante ante las transformaciones de gauge
(3.3), que consideramos irreducibles y cuya álgebra es de Lie. El primer paso
en el formalismo de anticampos consiste en introducir por cada generador
de la simetría de gauge un ghost fermióm'co 17°.El conjunto de campos di“
es 45A= {q‘,n“} con

dai) = 0, 601“) = 1. gh q‘ = 0, gh 17"= 1, (3.13)

donde e corresponde a la paridad de Grassmarm (apéndice A) y gh - al
número de ghost (sección 2.2). ó‘, que en la notación compacta equivale a
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d)‘(t), corresponde a una historia en el espacio de configuración extendido
(sección 2.2).

Se intruduce un anticampo 45;por cada campo 45Acon paridad de Grass­
mann y número de ghost

cuba) = sw”) + 1(mod 2), gh 4»; = -sh ¿A - 1, (3.14)

es decir

484 = {93,112}, (3.15)

sus) = 1, e(n;)=o, (3.16)
5th = -1, shn;=-2- (3-17)

La duplicación de campos por medio de los anticampos permite definir
una estructura de corchete llamada anticorchete

¿HX ¿LY ¿HX ¿by

w 64s; Mi w
6X óLY ¿"x ¿Y ¿RX ¿Y 6X ¿LY

64" aq: ’ sq: 64" 511“ ón; ’ 511; 511° ’

(X,Y) E

wm

donde ¿R'L corresponde a derivada derecha e izquierda (sólo distinguibles
para variables fermiónicas), respectivamente.

El anticorchete satisface las siguientes propiedades:

o es fermiónico

e((X,Y)) = ex + ey + 1; (3.19)

o lleva número de ghost +1

sh(X,Y)=shX+shY+1; (3-20)

o tiene simetría opuesta al corcete de Poisson generalizado

(X.Y) = —(—)<‘x+‘><‘v+1><v,x); (3.21)

o satisface la identidad de Jacobi

((K,Y),z) + <-)<‘x+‘><'v+‘z>((ï,z).x)
+ (—)<‘z+‘><'x+'*>((z,Km=o; (3.22)

20



o es una derivación graduada

(X,YZ) = (X,Y)Z + (—)‘Y‘z(X,Z)Y, (3.23)
(XY, Z) = X(Y,Z)+ (—)‘X‘YY(X,Z). (3.24)

El anticorchete en el espacio de campos y anticampos juega un papel
similar al del corchete de Poisson. Los anticampos pueden pensarse como
las variables conjugadas a los campos ya que de (3.18) se deduce

(45‘43) = 53, (41‘43) = (ÓLÓB) = 0- (3-25)

Se definen transformaciones canónicas, cuya forma infinitesimal es

45‘-> Ó” + ¿(ÓA,F), 453-’ 4’}+ ¿(MIL (3-26)

donde F es una función arbitraria de los campos y anticampos con gh F =
—1,y e(F) = 1. Las transformaciones canónicas (3.26) preservan los anti­
corchetes (3.25).

3.2.2 La ecuación maestra

La transformación BRST se puede definir en forma canónica a partir del
anticorchete

3X = (X,S), (3.27)

donde el generador S [4)“,dá] debe satisfacer

¿(5) = gh S = 0. (3.28)

La propiedad de nilpotencia de la transformación BRST implica

(5,5) = 0. (3.29)

La ecuación (3.29) se conoce como “ecuación maestra clásica”. La solución
de la ecuación maestra S debe satisfacer las condiciones de contorno

S {43‘45} = 0] = Solq‘]. (3.30)

El generador S no sólo contiene la información de estructura de gauge de la
teoría original sino que también es la acción a partir de la cual se procede a
la cuantificación en el formalismo de anticampos.
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La solución a la ecuación maestra que excluye a la solución trivial S = So
se conoce como propia. En el caso de una. teoría de gauge irreducible y con
un álgebra de Lie se puede mostrar que la solución propia es

. 1

S = So + qïRtn“ + 50u°n2nbn°. (3-31)

Al conjunto de campos y anticampos 4‘)“,45:4se le puede agregar pares de
variables triviales, de manera similar a lo que ocurre con los multiplicadores
de Lagrange en el caso hamiltoniano. Si se incluyen por cada libertad de
gauge las variables ba,ña con

GUI“) = 0, €(ñ.) = 1, (3.32)

gh ba = 0, gh ña = —1, (3.33)

y los anticampos correspondientes b‘",ñ"'

(ba) bb.) = (ñaiñb‘) = 6:1 (3'34)

e(b‘") = l, e(ñ°') = 0, (3.35)

gh b‘" = —1, gh 17‘"= 0, (3.36)

la solución de la ecuación maestra es

l ' a 1 t c — a

S = So + q.-Rzn + 5060.1151) + n“ ba- (3-37)

3.3 Teoría cuántica de anticampos

La acción clásica de campos y anticampos (3.37) posee invariancias de gauge
residuales debido a la presencia de los anticampos. Para poder cuantificar
la teoría es necesario una elección de fijado de gauge que permita remover
los anticampos.

La acción cuántica WM),43“]corresponde a la acción clásica más posibles
correcciones cuánticas

W=S+hM1+ñ2Mz+---. (3.38)

Se define la acción con el gauge fijado

. 5B

leó] E W [43,45= TI] , (3.39)

a partir de un fimcionalde los campos con las propiedades

e(1/1)= 1, 3h 1.0= -1- (3-40)
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¡lase conoce como el fermión de fijado de gauge. La libertad en la elección del
fermión de fijado de gauge corresponde a la posibilidad de imponer diferentes
condiciones de gauge a la teoría de gauge original.

La teoría se cuantifica por medio de la integral de camino sobre los
campos de la exponencial de la. acción con el gauge fijado

leólexp ¿Www (3.41)

La independencia de (3.41) del fijado de gauge implica que la acción
cuántica debe satisfacer

¿(me W) = iñAW, (3.42)

donde el operador A es

( +1) ¿R 5B 2A = — ‘4 ——, e A = 1, A = 0. 3.43
( ) w, Mi ( ) ( >

La ecuación (3.42) se conoce como la “ecuación maestra cuántica”, y el
término de orden mas bajo en ñ es la ecuación maestra clásica (3.29).

Cuando el álgebra de gauge es un álgebra de Lie, la acción clásica es
lineal en los anticampos (ecuación (3.37)). En ese caso es fácil mostrar que
la solución a la ecuación maestra cuántica es

Wldmfi‘] = SWAT] + ñMllól, (3-44)

donde la corrección cuántica M1 debe satisfacer

(S, M1) = iAS. (3.45)

Se ve de (3.45) que existe una ambigüedad en la solución a la ecuación
maestra que corresponde a sumarle a M1 un término invariante de gauge.

En la integral de camino se ve explícitamente como la elección del fermión
de fijado de gauge 1,1)impone una condición de gauge. Supongamos que para
el caso de (3.37) se elije

w = -ñ. [f°(q) —góabbb] , (3-46)

donde f(q) son funcionales de los campos originales q. La correspondiente
acción es

w“, = so —17062€") mn" —(¡a —gó°bbb) ba + O(h). (3.47)
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Los campos auxiliares b pueden ser integrados. Si a = 0 se obtiene una
función delta en la integral de camino que impone el gauge f“ = 0. Cuando
a 960 se tiene un promedio gaussiano de funciones delta, y al integrar en b
se obtiene un término de fijado de ¿auge en la acción

—2¿5.,,f°f°. (3.48)C!
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Capítulo 4

Un modelo simple

En este capítulo se aplica el tratamiento BRST lagrangiano de coordenadas
colectivas a un modelo sencillo [33],dado por el movimiento de una partícula
en 3 dimensiones sujeta a un potencial central con mínimos fuera del origen.
El modelo es una generalización no-abeliana del modelo estudiado en [19,
21]. El objetivo es mostrar en un ejemplo simple como se puede utilizar el
formalismo BRST lagrangiano. Por medio de técnicas de temperatura finita
se calculan correcciones a las energías de todos los estados vibracionales y
el hamiltoniano colectivo. En el caso particular de este modelo es posible
comparar los resultados con los que se obtienen por separación de variables.

4.1 El modelo

Consideremos el movimiento de una partícula sujeta a. un potencial tipo
“sombrero mejicano” en tres dimensiones espaciales q, (a = 1,2,3). El
hamiltoniano para este problema es

2 2
_ P. “3 2 2 2H—fi+&7(q.-a), (4.1)

donde m es la masa de la partícula y wa,a son parámetros que determinan
la forma del potencial. De aquí en más m y ñ se tomarán iguales a l si no
se indica lo contrario.

El hamiltom'ano (4.1) es invariante ante las transformaciones generadas
por los operadores de momento angular Ja (a = 1, 2, 3)

[Ha-Ia] = 0) (4.2)

[JMJb] = ieach. (4.3)
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Este es un problema estándar de una partícula sujeta a una fuerza central,
con la única peculiaridad que el potencial posee una familia de mínimos lejos
del origen. El problema se puede resolver por separación de variables. En
coordenadas esféricas los autoestados son de la forma

lbnjm= Rflí(r)ij(0IÓ)l (4-4)

donde YJ-mson los esféricos armónicos y Rflj las autofunciones del problema
radial efectivo.

Usando la teoría de perturbaciones de Schroedinger se obtienen las en­
ergías de las dos bandas más bajas (en una expansión en potencias de 1/ a):

eo,-= - 417+ our-4))

+217j(j + 1) (1 + É + 0(a“)) . (4-5)

el,"= - á +(Xd-4))

+áflü+n0+g+0@40- um
Para a grande y j pequeño el espectro de bajas energías consiste de una

banda rotacional asociada a cada modo de vibración de la coordenada radial.
Deseamos resolver el problema en el caso en el cual la energía de vibración
es mucho mayor que la de rotación

M3»
21,102 —>mazwa >> ñ. (4.7)

Para m = 1 y wa (0(1)) fijo, a grande es equivalente a ñ pequeño. Por lo
tanto, la expansión para a grande es equivalente a la aproximación semiclásica.
Sin embargo, si se trata de iniciar la expansión perturbativa a partir de un
mínimo de la acción se encuentra un continuo de minimos tal que la partícula
está en reposo a un radio a y con cualquier valor de las coordenadas angu­
lares. Por el contrario, cuánticamente existe un sólo vacío con j = 0. (Esta
situación debe distinguirse del fenómeno de ruptura espontánea de simetría
en el cual hay muchos vacíos cuánticos.) Si se elige uno de los vacíos clásicos
y se trata de corregirlos aparecen modos de frecuencia cero en las direcciones
angulares que arruinan el cálculo con divergencias infrarrojas.

En la situación general también se tiene un álgebra de generadores de
simetría como (4.3), y el espectro puede ser clasificado por las correspondi­
entes representaciones irreducibles. Lo que no es posible en general es sepa­
rar las coordenadas asociadas ala simetría de los demás grados de libertad.
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Este problema puede ser resuelto introduciendo coordenadas colectivas. Las
coordenadas colectivas permiten eliminar los modos cero y al mismo tiempo
restaurar la simetría que fue rota al nivel clásico.

4.2 Soluciones estáticas y coordenadas colectivas

La acción euclídea. para el modelo es

1 _ wz 2

sm = / dr [in + 53-,(a?- a2) , (4.8)

donde q', E 6,41,. La acción (4.8) es invariante ante el grupo G = 50(3) de
rotaciones de las coordenadas q,.

Las ecuaciones de movimiento para S son

u “g 2 2 _ 0 4 9qt’fiql(Qt_a)-' (-)
Las soluciones estáticas fi, satisfacen la ecuación independiente del tiempo

qf = a2. (4.10)

Debido a la invariancia rotacional hay una familia continua de mínimos dada.
por (4.10).

Supongamos que se escoje como mínimo á = (0,0,0) y se expande las
coordenadas en término de fluctuaciones alrededor de la solución estática
q, —>á, + q,. Las ecuaciones linearizadas para las fluctuaciones son

5,, = o (3’ = 1,2), (4.11)
4.3= w313.

El mínimo elegido es solo invariante ante el subgrupo H = 50(2) C G =
S0(3) de rotaciones alrededor del eje 3. Debido a que el mínimo rompe
parcialmente la simetría rotacional no hay fuerza de restauración a lo largo
de las direcciones 1 y 2, y esto que da lugar a dos modos de frecuencia cero.

Hagamos una rotación de las coordenadas dependiente del tiempo
1

ql _’ R(a(T))tht = 41a" aaeaatqt+ SanabeantebtuQu+ ' ' ',

donde a“ (a = 1,2, 3) son parámetros dependientes del tiempo que describen
el movimiento en 50(3).1

lSe eligió la parametrización canónica para simplificar la notación. Cualquier otra
buena parametrización de la variedad del grupo (como los ángulos de Euler) puede ser
elegida.
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La acción transformada es

1 . . 2 wz 2

S’= /dT (q. —aucttebqu)+ 8732 —a2) :I’

donde e“, son las constantes de estructura asociadas con la simetría del
problema (ver ecuación (4.3)), y la matriz (2 se define en el apéndice B, a
partir de la identidad (B.10), que en este caso es

(R_1a:a1z> a = 4:55... (4.15)

La acción transformada S’ describe el problema desde un sistema de
referencia móvil orientado de acuerdo con las variables colectivas a“, y
moviéndose con una velocidad 61°C:en la dirección b.

Consideremos ahora los ángulos a“ como genuinas variables (colectivas)
del sistema. Es fácil ver que la acción (4.14) es invariante ante transforma­
ciones de gauge, cuya forma infinitesimal es

5:41.= _ea(T)€aatqh¿sab= _ea(T)e:v

donde G es la inversa de C (apéndice B).
La invariancia de gauge es una manifestación del hecho que transfor­

mar las coordenadas intrínsecas y correspondientemente mover el sistema
de referencia no cambia la situación fisica.

4.3 Formalismo de anticampos

La acción lagrangiana invariante BRST correspondiente a la teoría de gauge
(4.14) se obtiene mediante el formalismo de anticampos descripto en el
capítulo 3. En la notación de ese capítulo el conjunto los campos de la
teoría son las variables originales y las coordenadas colectivas q‘ = {qu aa},
mientras que los generadores de las transformaciones de gauge (4.16) son

R... = —e,,..q,, R: = 4):. (4.17)

El álgebra de gauge (3.12) para este problema corresponde al álgebra de
SU(2) con contantes de estructura Cab”= 6.5.,(este resultado se obtiene de
la identidad (B.14)).

Siguiendo los pasos de la sección 3.2, se le agrega al conjunto de variables
intrínsecas y colectivas {9a,61°},por cada uno de los generadores de gauge
(4.17), variables bosónicas auxiliares b, y pares de ghost fermiónicos 17“y
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17a. Por conveniencia elegimos los ghosts reales y a las variables auxiliares
ba imaginarias.

Por cada uno de los campos {q,, a“, ba,17“,ña} se introduce un anticampo
{q:,a;,b"',n;,ñ°'}, con paridad de Grassmann y hermiticidad opuesta al
campo correspondiente. Se define el anticorchete según (3.18),

_ ¿F ¿LG ¿RF ¿G ¿F ¿LG
(EG) ‘ /‘" (Mach) ’¿q:(r)¿q.(r)+6a°(7)6a:<r)

_ ¿RF ¿G + ¿"F ¿G _ ¿F ¿LG
5a;(T)5a“(T) 611“(T)5n;(7) 5n;(T)5n°(T)

¿"F ¿G _ ¿F ¿LG + ¿F ¿LG
óña(r)6ñ°'(r) 5ñ°'(1')6ña(1') 6b.,(1-)6ba'(-r)
¿"F ¿G (4-18)

Los anticorchetes fundamentales no nulos entre los campos y anticampos
son (ver ecuación (3.25))

“ng” = 5th (4'19)
(05015) = (71",175)= (ñ°',ñb) = (V356) = 53- (4-20)

La acción clásica de los campos y anticampos S debe ser solución de la
ecuación maestra (3.29) (S, S) = 0, con la condición de contorno (3.30). La.
solución propia correspondiente es

l l 1 l — Ü

S = SI + /d7' (-Éaatqaqtna _ 059277“+ Eeabcnanbnc_ a ba) - (4-21)

S, además, genera la transformación BRST (3.27) de los campos

sq. = -n‘ea.zqz, (4.22)

sab = —n°@:, (4.23)
1

arz‘ = -56a¿c17“n", (4.24)

317., = —b., (4.25)

¿ba = o. (4.26)

Como el álgebra de gauge es un álgebra de Lie la acción cuántica tiene la.
forma (3.44) W = S + ñMl, con M1 como función solamente de los campos
que satisface la ecuación (3.45) (euclídea)

(s, M1) = AS. (4.27)
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El miembro derecho de la ecuación anterior es

As = -e:,.,n°ó(o)= e: ¿59%me (4.28)

donde ,a E 8° E a/aa°. Haciendo uso de la relación (B.l3) se obtiene

AS = n‘ezo‘ácztców)= retablos Icwo), (4-29)

con la identidad ÜGICI= ICIOECL’WEl miembro derecho de (4.29) corresponde
a la transformación BRST s(—log ICI)= (S, —flogICId'r), y, por lo tanto,
la solución a la ecuación maestra cuántica es

WW] = Sldnó']—nao) /los ¡(Ian (4.30)

con S dada por (4.21).
La integral de camino está dada por (ver ecuación (3.41)) (ñ = l)

Z
/ Dig! ainiñ) biexp(_W1fi[qn 016,77“,ña) bai)

/D[q,a,17,ñ, b]exp <—S,¡,+ ¿(0) flogICIdT) . (4.31)

5,1,corresponde a la acción (4.21) con los anticampos eliminados mediante
el fermión de fijado de gauge ¡b (ecuación (3.39)). El segundo término en el
exponente se puede reescribir mediante la identidad

j Dlalexp (¿(0) / losICIdr) = /D[a11:[IC(T)I= f vlaucl, (4.32)

y corresponde ala medida de Hear (apéndice B) sobre la variedad de S0(3).
Elegimos para 1p

2 ' 2

1/2= i f dr [(%€31a'9a+ a, (abcr') + ña'+ ¿"(2173], (4.33)

donde a’ = 1,2. El parámetro w es arbitrario y debería desaparecer de
cualquier resultado fisico (invariante de gauge). Será interpretado como la
fi'ecuencia asociada al sector espurio. Se obtienen las siguientes expresiones
para. los anticampos

. 61h iw’ _

GI. = E=Tfawflah (4-34)
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. 51.0

“b = H

= i (Cg'ña’_ ea'deácCSCIÏña'_ + €3dáacgcgñ3) ’ (4'35)
. 51.0 wz _

bar= ¿Tal= -fiflal,
_. _ ¿W _ . U2 .5 al ¿U2
"a' - 517.,- ‘ (Ta-W + ar (° ¿b) + fib‘“ ’ (4'37)
_. _ 51/1_ “a 3
773_ 6173_ la a!

. _ 51/) _
"a _ ¿”a_0!

. _ 51.0 _
b3 _ m_o. (4.40)

Con esta elección de gauge la. acción es

U2 _ U2 . al

S‘Í’ = S, + /dT [Egg-bra?—¡ba' (76:35:14. + a‘r (aBCb

. .a 3 .; .a' ._ .3 i012 _ al _ 3
-zbaa (a - "Ian; + "7371- T (431%”? - qarnarn )

+ieau1á‘cznbñcv —¿amar anña] . (4.41)

Los campos b pueden ser integrados. La integral de camino es entonces

Z = /D[q,a,n,ñ]6 (¿15(5)exp(-S.¡,), (4.42)

5-1: = S’ + / dr (weam'q. + ¿31(«°z"c,:"))2 —¡176,17€

._ .3 _ E — a, _ - 3
+1773” a q37Ïa'77 ga'nn'n

+i6abclád43flb'ñc: - ¿GubÓCCÉTIbT-n]. (4.43)

Por conveniencia. introducimos los multiplicadores de Lagrange A“, en la
integral de camino

z = /D[q,a,mñw\]5(áb(f)1150“,-gábCfl)eXP(-5w)

f qu,n,ñ,A]D[a,1r]exp(-S.2)- (4.44)
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En la última línea las funciones delta fueron exponenciadas por medio de
los campos 1r. Entonces:

S‘Ip = Sintr. + Scol. + Sacop.

1 , U al 2 l z 2 2

Sintr.= [dr (ql - €0'et9t)+ W (ql _ a )
l ' 2 .; . ' ._ ­

+5 (“fansub + Aa') _ "Ïa'na + "13’73
2¡U _ I _ ’ -_

-— (qana'rf - animar/3) + —€a'sw\° 173175:a aw ,, (4.45)
SML = —i/d‘rá“1ra, (4.46)

SMP. = É / ¿TA°'®:,1rb. (4.47)

La acción para las variables intrínsecas (coordenadas originales q, mul­
tiplicadores de Lagrange A y ghosts 11,17)es Sinn, Contiene la acción trans­
formada (4.14), pero con los multiplicadores de Lagrange como velocidades
del sistema de referencia móvil. También contiene un término de fijado de
gauge, la acción para los ghosts y el acoplamiento entre los ghosts y las
variables bosónicas.

ScoLes la acción libre para las coordenadas colectivas, en formulación
hamiltoniana. Se puede ver que los «a = ióSconjóá“ deben interpretarse
como los momentos conjugados a los ángulos a“. Por lo tanto, ‘D[a,vr]es la
medida invariante canónica en el espacio de fases.

El acoplamiento entre las variables colectivas y las intrínsecas está dado
por Snap.­

4.4 Tratamiento perturbativo

4.4.1 La descripción a orden cero

Estamos describiendo el movimiento de una partícula desde un sistema de
referencia intrínseco que se mueve respecto del sistema de referencia original
del laboratorio. Es conveniente considerar que el sistema intrínseco está fijo
y que el sistema del laboratorio se mueve respecto de el. En ese caso tenemos
los siguientes generadores: Ja = ¿“quan que rotan la partícula respecto del
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sistema intrínseco; y Io = 02195,que rotan el sistema de laboratorio respecto
del sistema intrínseco.

Se puede construir un operador I, como Iaía, donde 5,, = (R_1)aa es el
tercer eje en sistema del laboratorio. I, conmuta. con todos los Ia porque
tanto Ia como ía rotan. Los autoestados colectivos serán autofunciones de
I2 e I, de la forma

1,1201“)= z q, 053,101“), (4.43)
¡a

donde las D’s son las matrices de rotaciones finitas.
Como Iz conmuta con el hamitoniano H la energía es independiente del

valor de Iz y se recupera la simetría rotacional rota por la solución clásica,
correspondiente a la degeneración original en Jz.

En un problema con simetría axial I3 también conmuta con H. En el
caso de nuestro modelo de juguete el autovalor permitido para I3 es I3 = 0
(como se muestra más abajo) y, por lo tanto, la funciones de onda resultante
son esféricos armónicos, como se esperaba desde el comienzo (ver ecuación
(4.4)).

En los próximos pasos se obtiene la función de partición Z (de la que se
pueden obtener los valores de las energías). El método de integral de camino
permite obtener Z como una integral sobre caminos periódicos (incluyendo
los ghosts) [39, 40]. Elegimos la misma solución clásica que en la sección 4.2,
y expandimos las variables intrínsecas en término de fluctuaciones cuánticas.
Los multiplicadores de Lagrange y los ghosts se anulan clásicamente. Esto
da una expansión para la acción intrínseca en término de las fluctuaciones

Sintr.= SSgh+ +intr. mir. ' (4.49)

4.4.2 La acción cuadrática

De la acción cuadrática se obtienen los propagadores libres. La acción
cuadrática es

2 1 . 1 .

55ml. = / «h [5 (a: + miei) + 5 («2,+ wei)
1 ' l - I I

+ 5 (A3,+ JA”) —i (flan-7°+ Jam") “173171 .(4.50)

A este orden el sistema es descripto por un oscilador armónico de fre­
cuencia w,. Además, el sector espurio es descripto, por cada subíndice (1, 2),
por dos modos bosónicos y dos fermiónicos, todos con la misma frecuencia
de excitación w. El fijado de gauge (4.33) fue elegido precisamente para
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darle fi'ecuencia distinta de cero a estos modos. Al estar la acción (4.50)
libre de modos cero los propagadores están bien definidos, y los cálculos
perturbativos pueden ser llevados a cabo en forma directa. La aparición
de la frecuancia espuria w es consecuancia del fijado de gauge, así que esta
debe desaparecer de los resultados invariantes de gauge (que corresponden
a resultados físicos).

Para evaluar la función de partición a orden cuadrático se usan las inte­
grales gaussianas

/D[45] exp (-á/dfldz + (02452))= det-¡”(6,2 —wz), (4.51)

f Dlïm]exp(- / ¿rw + Mm) = detw.’- w”), (4.52)
para variables bosónicas y fermiónicas, respectivamente. Se obtiene

Zo = / qua, qa, A“, ña, 17°]crm-5533,.)

= det‘l/zwf —wg)det-1(af— w2)det'1(6¿2 —w2)det2(8¿2—w”)

det-1/’(a,’—ug)= [2mm 4. (4.53)
Las contribuciones de los ghosts cancelan las contribuciones de los grados
de libertad espurios bosónicos O", q,:). La última igualdad se obtiene por
regularización del determinante. Aquí fl es la inversa de la temperatura [41].

A partir de 582,. se calculan los propagadores libres por medio de la
expresión

«Trommmm» =

= f qua,qa,Á“',ña',fl°]01(7'1)02(1'2)“PF-9532,.)- (4.54)
Se obtiene

(8) = ((Tqa(T)qa(T'))) = GMT - T')» (4-55)

(b) = <<Tqa3(r)q.¿(r')>>= Gm —r'), (4.56)

(C) = ((TÁ“ (7)”, (T'))) = CMT - T'), (4-57)
(d) -= ((Tña'(1')n° (T'))) = -iGw(T - T'), (4-53)

donde 1

Gm)= m (gave-erl+eww). (4.59)
Los propagadores están representados gráficamente en la figura 4.1.
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3 _" «Á» _ 1'_
(a) (b) (e) (d)

Figura 4.1: PROPAGADORES LIBRES.

4.4.3 Correcciones de orden superior

Los términos cúbicos y cuárticos en (4.49) proveen los vértices de interacción,
que se muestran en la figura 4.2. Sus valores son

(a) = - 3; ag,
(b) = - 3% 939.21,

(C) = ¡E3n'a' á3qa'A0,)
= _ ¡53"0' qanI'Aaliï

(e) = - 93A°'2,

(f) = «Maní,
g = _ WT qa’ña'nn
E13= _ ¡gw (4-60)
(Í) = ¡thíaa'b' Aalflblña,

(j) = - 5.:: «12,

(k) - si”: 4.21413“

(1) = - 412;: 43413:»

(m) = - fi: 42A“,
(n) = — ¿”TJ kimi-(quad)?

La. topología de los diagramas de dos loops que contribuye a la función
de partición intrínseca está dada por la figura 4.3. Sus valores son:

_ 95‘”; 2 3/3“; fl“; 2
(a) — Baz GU,(0) + 4‘12Gw,(0)Gw(0)+ E6140) , (4.61)

_ fi 3,30); 2 2m2 —w;
(b) _ _87+ 4a; Gwa(0) +16 2a; GUJ(O)GU(O)

“2+ 2
+fiT%Gu(0)’, (4.62)
_ 3fiwg 2 _ 4m2 + w;

(e) — Bazamm) fl—4a, Gu,(o)Gu(o)
4m” + 3 2

437% Gw(0)’. (4.63)
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3
(a) (b) (C) (d)

«Ni/í Mii/«1‘3\55/1?
(e) (f) (g) (h)

\I\ l / 3 3 3' 3’ 3 33X w><vs><l
(i) (j) (k) (1)

3 s' t’

a’ a’ b’ a’

(m) (n)

Figura. 4.2: VÉRTICES DE TERCER Y CUARTO ORDEN DE S“) Y 5.“) .intr. mtr.
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(a) (b) (C)

Figura 4.3: DIAGRAMAS DE DOS LOOPS INVOLUCRADOS EN LA CORRECCIÓN
A LA FUNCIÓN DE PARTICIÓN.

Sumando todos los diagramas se obtiene

A(fi)= (a)+ (b)+ (c)= —¿ + ü [coth 2, (4.64)8a2 8a2

donde la frecuencia arbitraria w no aparece.
Para encontrar las energías corregidas se expande el resultado anterior

de la siguiente manera:

IB —Lfiw 7:6 —¿Bu67a+ 83
Si se compara esta expresión con la fimción de partición exacta

Z = e-B(%wa+5€o) + e-B(%Ua+5€i) + _, ,

(1- [3660+ «¡ima + (1 - [i661+ e-%fi“’° + . -- (4.66)

se obtienen inmediatamente las correceiones

1
6 = —— 4.
60 4‘12) (

7

661= —47,
que coinciden con (4.5) y (4.6) salvo por los términos dependientes de j
que calculamos más abajo. Es de notar que la expresión (4.64) contiene la
corrección a este orden de todos los autovalores mua. Esta es una. ventaja
del método de temperatura finita.

Las correcciones que involucran los momentos colectivos Ia se pueden
evaluar en manera similar a partir de los vértices de la figura 4.4, pero el re­
sultado es mejor expresarle como un hamiltoniano efectivo. La.contribución
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alM
Figura 4.4: VÉRTICE DE ACOPLAMIENTOlNTRÍNSECO-COLECTIVO.

alW
Figura 4.5: CORRECCIÓN COLECTIVA A ORDEN ÁRBOL.

a orden árbol de la figura 4.5 da

43,2%. (4.69)

Similarmente, las correciones de un loop se evalúan de los diagramas de
la figura 4.6

(a) = —13,Ï—ÉGU,(0)+I:,Í—4G.,(0), (4.70)

(b) = -31%Gu.(o)-I.ïl%cu(o), (4.71)

(c) = 13,;7Gu,(0)+13.2—íïaw(o). (4.72)

Hay una contribución adicional de los diagramas desconexos de cuarto
orden de la figura 4.7. Esta contribución debería se cero salvo por el hecho
que los generadores Ia no conmutan. Se obtiene una contribución de orden fi,
que puede ser evaluada por medio de teoría de perturbaciones para estados

Figura 4.6: CORRECCIÓN COLECTIVA A UN LOOP.
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Figura 4.7: DIAGRAMAS DESCONEXOS DE CUARTO ORDEN.

degenerados. El resultado es

—I},2%Gw(o). (4.73)

La suma de (4.69) y (4.70)-(4.73) da:

43,2% —¡Li-famm). (4.74)

La ecuación (4.74) es el hamiltoniano colectivo efectivo (a. orden 0(1/a4)).
Físicamente se espera que la partícula esté en un estado con Ia = 0 debido
a su simetría respecto de este eje. En el formalismo BRST esto se obtiene
de la observación que Ia es un operador nulo I3 9€0 corresponde a estados
nulos (ver sección 5.4. Por lo tanto, se debe tomar el valor medio de (4.74)
en Ij Iz Ia = 0). Usando el hecho que

(1'12Ia = ("1341.1213 = o) = ¡(2' + 1), (4.75)

se obtiene fi 3fi
—j(j+ 1)? —¡(j + ngcwm). (4.76)

Expandiendo como en (4.65) se obtienen las correcciones dependientes
de j a los primero dos niveles

1 . . 3 _

¿coj = fijo + 1) (1 + (1-,+ 0(a 4)) (4.77)
1 . . 9 _

de acuerdo con (4.5) y (4.6).
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Capítulo 5

Tratamiento de coordenadas
colectivas en un modelo
general

En este capítulo se aplica el tratamiento lagrangiano BRST ala cuantización
de las coordenadas colectivas en un modelo general [34]que incluye modelos
solitónicos bosónicos, como el modelo de Skyrme o modelos sigma no lineales,
asícomo también modelos mecánicos como el del capítulo 4.

5.1 El modelo

Consideremos una. partícula que se mueve en una variedad de Riemann C
con métrica g... La. acción euclídea es

s = / dr Gana"? + vw) , (5.1)

Las coordenadas q' parametrizan la variedad y V(q) es un potencial arbi­
trario. El punto tj‘ indica derivada respecto del tiempo euclideo -r. La suma
está implícita sobre índices repetidos.

La variedad C corresponde al espacio de configuración. Un punto q E C
describe una configuración del sistema. Por ejemplo, en un modelo a no
lineal en 2 + 1 dimensiones con espacio interno T, descripto por la acción
euclidea

5 = ÍdezzaijW) (sb‘sój+ V90“-VW) , (5-2)
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donde gp"y g¡J-(t,o)son coordenadas y la métrica en T, respectivamente, el
espacio de configuración C es la variedad (infinito dimensional) de mapas de
energía finita. 90(5) : R2 —>T. Las coordenadas q‘ son los campos escalares
90‘03).La métrica en C y el potencial son

9.:(4) s 9sj(so(5='))52(5-1ï), (5.3)

Vu) = [mmm-vw. (5-4)
El índice s corresponde tanto al índice discreto í corno a la variable espacial
52'.Sumas en s indican sumas en i e integrales en í. Con estas convenciones
el formalismo que se desarrolla a continuación puede ser aplicado tanto a
modelos de solitones como a simples modelos mecánicos.

Supongamos que existe un grupo finito, no trivial, G de simetrías de
la acción, constituido por las isometrías que también dejan invariante el
potencial

q' -> f'(a.q). (5-5)
9-:(4) = Ü:f"&f"9w(f(a,q)), (5.6)
V(q) = V(f(a,q)), (5.7)

donde las a“ parametrizan el grupo G. 6, y a. indican 8%.y 82., respecti­
vamente. La parametrización es tal que a“ = 0 corresponde a la identidad
f'(0,q) = «'­

Las variaciones infinitesimales, que generan el álgebra g de G, están
definidas por

¿aq‘ = Üaf'(a,q)|a=o. (5.8)

Conmutando dos de estas variaciones se obtiene (ecuación (B.4))

Üaf‘ÜbÜzf'- ÜbÜtf'Üaf‘ = -Cab°3cf', (5-9)

donde Cab“son las constantes de estructura del grupo G.
En la sección siguiente se realiza una expansión semiclásica alrededor de

un mínimo del potencial V. El caso interesante es aquel en el cual varios
mínimos clásicos están relacionados por transformaciones de G, mientras
que cuánticamente solamente hay un vacío porque G no está roto (este
no es el caso de ruptura espontánea de simetría en el cual existen muchos
mínimos cuánticos). Si se elige un mínimo clásico aparecen divergencias
infrarrojas que arruinan el cálculo (las excitaciones tangentes a la superficie
de mínimos tienen fuerza de restauración nula). La cura a este problema es
la introducción de coordenadas colectivas que eliminan los modos cero y al
mismo tiempo restauran la simetría rota a nivel clásico.
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5.2 Soluciones estáticas y coordenadas colectivas

Las ecuaciones de movimiento que se obtienen de la acción (5.1) son

.. 1 . .u

gatqt+ Eq‘q (anys!+ atgsu_ algtu)_ aav = 0-

Las soluciones estáticas satisfacen la ecuación independiente del tiempo

(ZVIFJ = 0. (5.11)

Elegimos una solución estática particular fi' y expandimos los campos
alrededor de ella q' —vfi' + q' . La ecuación linearizada para las fluctuaciones
es

(Vu - “2.610€! = 0, (5-12)

donde _
gamba:= au ' ' 'avgstiq=qi Vu...v= au ' ' 'avviq:q '

El conjunto de transformaciones infinitesimales {6a} se divide en dos:
las 64:, que modifican la solución estática, y las 65, que la dejan invariante.
Los elementos de G que dejan al mínimo invariante forman un subgrupo
compacto H de G con álgebra de Lie b [42]. La parametrización a“ puede
ser elegida tal que los generadores de g-b y b, {60'}y {65},respectivamente,
sean ortogonales. Además, supondremos para simplificar que G/ H es un
espacio simétrico, lo que es válido para los modelos de Skyrme y O(3).
Estas condiciones se resumen en las siguientes relaciones:

[g_b1blg g_b)
[mb] S b, (5.15)

[s-M-b] S b, (5.16)

Por lo tanto, las únicas constantes de estructura no nulas son Cama, Car,Ey
Carga.

Los generadores de g —l) dan lugar a modos cero

(/qu = 0, 1/4,or 6.,:q'. (5.17)

Si se eligen los generadores 60: tal que el tensor de inercia

Ia’b'= gatóa'q-‘65’q‘v

sea diagonal, entonces se pueden definir los modos cero normalizados

11).}= I;1/26a'q-‘> (5.19)
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donde los momentos de inercia Ia; corresponden a los elementos diagonales
de 10:51,y en la ecuación (5.19) no hay suma sobre a'.

El conjunto de modos normales {111,1}= {1115;1/12,},

vadbál = 0, (Vu - “¡215.01% = 0 (“a 9€o); (5-20)

satisface las relaciones de ortogonalidad

ini/¡34’53= óflfin gat'pz'lpá'= óo'b') filllpihpá'= o)

y completitud
fluáflñtbáth'; + ñ.e6“""1bính‘,"= 52‘. (5.22)

Hemos asumido que el grupo G no está roto a nivel cuántico, así que
el vacío debe ser invariante ante G. Como la solución estática no es invari­
ante se restaura la simetría por medio del procedimiento de coordenadas
colectivas.

Hacemos una transformación de los campos q' dependiente del tiempo
[3, 21]

q’ —of‘(a(t),q). (5.23)

Hay que tener cuidado cuando este tipo de transformaciones se realizan en la
integral de camino ya que pueden aparecer términos de orden ñ2 [43]. Con
la elección de gauge que se hace más abajo están ausentes, pero en otros
gauges deben ser incluidos [44]. En el contexto de coordenadas colectivas
este problema fue discutido en [37, 45], y su resolución para el tratamiento
con anticampos [35] se describe en el capítulo 6.

La acción transformada es

So—»sa = f dr [gsm(4' + crew) (4‘+ crew) + von] , (5-24)

donde la matriz C: se define en el apéndice B (ecuaciones (B.9), (B.10)).
Consideremos ahora a los parámetros a“ como genuinas variables (colec­

tivas) del problema. Es fácil ver que la acción Sá es invariante ante trans­
formaciones de gauge [8, 21], cuya forma infinitesimal es

( ) -’ ¿“(T)( 218)) ) , (5.25)

donde R;(q) = óaq' está dada en (5.8) y

Rua) = 5.a" = 4):. (5.26)
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El sistema de arriba puede se interpretado como una descripción del
problema desde un sistema de referencia móvil orientado de acuerdo a las
coordenadas colectivas, y moviéndose con velocidades «PC: en las direcciones
b. La. invariancia de gauge es una manifestación del hecho que tansformar
las coordenadas intrínsecas y correspondientemente mover el sistema de ref­
erencia no cambia la situación fi'sica.

5.3 Formalismo de anticampos

En esta sección se aplica el formalismo de anticampos descripto en el capítulo
3 al problema presentado en las secciones anteriores. La notación utilizada
en este capítulo (definida en la sección 5.1) difiere de la del capítulo 2 en
que la dependencia temporal se escribe explícitamente.

5.3.1 Solución de la ecuación maestra clásica

Comenzamos por la acción S¿[q,a] (5.24) que es invariante ante las trans­
formaciones de gauge (5.25). El álgebra de gauge, que se obtiene de las
ecuaciones (5.9) y (B.14), corresponde al álgebra de Lie del grupo G, con
costantes de estructura Cabc.

El conjunto de variables {q‘,a°} es aumentado por la introducción,
por cada generador independiente de gauge, de variables bosónicas (anti­
hermíticas) ba, y pares de ghost fermiónicos (hermíticos) 1]“y ña.

Por cada uno de los campos 45A= {q', a“, ba, 17°,ña} se introduce un anti­
campo 45; = {q:, 61;,b”, 17;,ña'}, con paridad de Grassmarm y hermiticidad
opuestas al campo correspondiente. A partir de los campos y anticampos se
define el anticorchete según la ecuación (3.18). Los anticorchetes canónicos
no nulos son

(q‘,q:) = 6.:, (5.27)
(aïaí) = (17“,175)=(ñb,ñ“')=(bb,b°')=óï- (5-28)

El paso siguiente es encontrar la acción de los campos y anticampos que
satisface la ecuación maestra (3.29) (S, S) = 0 con la. condición de contorno
(3.30) S [45,45'= 0] = S¿[q,a]. La solución correspondiente a la ecuación
maestra es

1 _ _a_

S = Sá + fd-r (qfliárf —0:30:11“- 5 abcncn°17b+ 1; ba) . (5.29)
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S es la acción a partir de la cual se procede a cuantificar la teoría. Además
genera la transformación BRST (3.27) de los campos (ecuación (3.27))

sq' = 1;“óaq', (5.30)

sab = —n°G:, (5.31)
1

317° = 5 Juan", (5.32)
"7. = —b., (5.33)

ab. = o. (5.34)

5.3.2 Solución de la ecuación maestra cuántica

La acción cuántica de los campos y anticampos WM, Ó'] tiene la forma (3.44)
WM, 45’]= S [4, df] + hMflqS]debido a que el álgebra de gauge es un álgebra
de Lie. M1 satisface la ecuación (3.45) (euclídea)

(S, M1) = AS, (5.35)

donde el operador A está definido en (3.43). El miembro derecho de la
ecuación anterior se puede calcular a partir de la solución (5.29)

AS = ¿(0) [4111," (3.12; —ao: —00:) . (5.36)

De las ecuaciones (G.9), (B.9) y (B.13) se obtiene

AS 2

¿(0) / dm“ (—R;a. logfi + OZÜbICI), (5.37)

¿(0) f dm" (- lsv“.«7.t,uR:+ 0395664:)

con'g = det g“ y |(| = det (2, y donde se usó la identidad det M ‘16,. det M =
M'JüuMü. El miembro derecho de (5.37) corresponde a la transformación
BRST

a (—Iowa —103K!) = —R:a. loa/17+ 02mm. (5.38)

Por lo tanto, la solución a la ecuación maestra cuántica es

Www = slwl - ¡16(0)/<lowa+1og|cndr, (5.39)

con S dada por (5.29).
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5.3.3 Fijado de gauge e integral de camino

Para cuantificar la teoría es necesario eliminar los anticampos por medio
del fijado de gauge. Se define la acción con el gauge fijado (de aquí en más
ñ = 1)

_ . _ 51!)
W.»= W [mb —¡3] , (5.40)

donde 1/;es el fermión de fijado de gauge. La integral de camino está dada
por

Z = f qu,a,n,ñ.blexp [-s.» + ¿(0)/dr(l°g\/E+ logICI)]. (5.41)

Sd,es la acción (5.29) con los anticampos eliminados mediante el fermión de
fijado de gauge. El término proporcional a ¿(0) puede reescribirse

/”“"’1°XP[5<0) /dT(1°s\/í+ 10mm]

= /D[q’a]l:I‘/WIC(T)I= jplqlx/íDIGHCI, (5.42)

y corresponde a. la medida de integración sobre el espacio de configuración
C y la medida de Haar sobre la variedad del grupo G.

Realizamos la siguiente elección para el fermión de fijado de gauge

_ l _ I iwz, la! _ _ _

1/)= —1/d-r [(wïlxa —a, (abCE) + Ébbrób ) na: + abCÉna], (5.43)

donde las funciones x“, dependen de los campos q, y los parámetros de
inercia Ia: fueron definidos en (5.18). Los parámetros wa: son arbitrarios
y deberían desaparecer de cualquier resultado fisico (invariante de gauge).
Serán interpretados como las frecuencias asociadas al sector espurio (ver
ecuaciones (5.79)-(5.81)). La acción con el gauge fijado es

“:1
sw = Sá+/d‘r[21lbï,—ibar [w3,x°'—a,(á°(:')]

+ iñan'r" - iba (¿1%.?)+ ¿mi? - iwïrñal (6M) n"

_ icabc‘ (¿14(3) n‘ñc, —ic“;E (¿443) 1,5175]. (5.44)
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Los campos b pueden ser integrados. Las integrales sobre ba dan fun­
ciones delta, mientras que aquellas sobre ba: son gaussianas y pueden ser in­
terpretadas como promedios sobre funciones delta de fijado de gauge (sección
3.3)

z = /D[q]\/ED[a]ICID[n,ñ]H6(¿ha?)exp(-Sw), (5.45)

Sá = 53+/d1' [wfi,x°'—0,(á°(fl)]z

+ iñm’ + im“ —¡win-1.:(695“) n"

_ ¡CJ' (Mcg) "51'76,—ica“,E (¿14(3) 1,517.3]. (5.46)

Para eliminar las derivadas de segtmdo orden ¿i introducimos multipli­
cadores de Lagrange A“, en la integral de camino para. Sd,

z = / vlqlmlanclvm H6 (M) exp(-st)

= f qulfiDÍaIICIDIA,n.ñ] a - ¿“45)

x H 5 (¿54,?)exp (-Sú). (5.47)

Las funciones delta pueden ser exponenciadas por medio de campos 1r.
Se obtiene finalmente

z = /qulfivla,r]D[A,n,ñlexp(-St), (5.48)
S1];= Sintr.+Scol.+Sacop.s

wa:

I

1 ,,Sintr.= +«IT
_ a) I I

X (qt + ÉÁ" 554‘) + V(q)
Ia: 2

2 a' w“, 'G'_ , ——¡\
+ 240:! (wa X VIa' )

+ ¡find +i1'7a1'la- iwÏ'ña' (5:08,) 17°

Aa’afl')

I I

_ i wa C ¡bc'l‘a'nbñcl_i wa
m a C ,b‘A“'n"ñ¿] (5.50)x/ï' °
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sm]. = —if d-rá“1r.,, (5.51)

Sacop.= /dT%Aalezlïb-
La acción para las variables intrínsecas (campos originales q, multipli­

cadores de Lagrange /\ y ghosts 11,17)es SML. Contiene la acción transfor­
mada (5.24), pero con los multiplicadores de Lagrange como velocidades del
sistema móvil. También contiene un término de fijado de gauge, la acción
para los ghosts, y el acoplamiento entre los ghosts y las variables bosónicas.

ScoLes la acción libre para las coordenadas colectivas en forma hamiltoni­
ana. De ella se ve que 1ra= fiscal/66'!“ debe interpretarse como el momento
canónico conjugado a las coordenadas colectivas a“. Por lo tanto, 'D[a,1r]
es la medida. invariante canónica en el espacio de fases. La forma mezclada
las. 0' l '“ ' es frecuente en problemas de coordenadas colec­
tivas [36].

El acoplamiento entre grados de libertad intrínsecos y colectivos está
dado por Sncop,

5.4 Cuantización BRST hamiltoniana

En la sección anterior la integral de camino BRST con el gauge fijado fue
construida por medio del formalismo de anticampos. Un resultado similar
se puede obtener integrando los momentos en una integral de camino BRST
hamiltoniana. En esta sección se describe brevemente ese procedimiento
para mostrar su equivalencia con el tratamiento de anticampos. La. cuan­
tificación BRST hamiltoniana fue descripta en el capítulo 2. Su aplicación
el tratamiento de variables colectivas se puede encontrar en [21].

El hamiltoniano clásico correspondiente a la acción lagrangiana invari­
ante de gauge (5.24) es

H = ¿wm + vu), (5.53)

más un conjunto de vínculos abelianos de primera clase

Fa = (21's - 1ra, (5-54)

con corchetes de Poisson

{p.,q‘} = 42, (5-55)
{hab} = 43, (5.56)
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y donde j, = p.60q' son los operadores que generan las transformaciones de
los campos intrínsecos. El hamiltoniano cuántico posee una ambigüedad de
orden que se resuelve como de costumbre tomando como energía cinética al
laplaciano sobre C. Cuando se expresa el Hamiltoniano en el orden de Weyl
se obtiene un potencial extra a orden ñz [46]

- ñ2 1

H = -ïA + V= 5 [pagupt1w+ [i2qu+ V1

COD 1

un = a (gúrïu ru+ R) ’ (5'58)

donde I‘f, son los símbolos de Christoffel

l
Iv; E 59m,(gun!+ 9:11,." 911,11)1

y R es el escalar de curvatura del espacio de configuración C

R E 9" (The - T12,“+ TLF?" - P121111")- (5-60)

Un conjunto de vínculos no abelianos se obtiene multiplicando los vínculos
(5.54) por 0 [21]

G. = sin, = j. —1., {G.,G.,}= cara, (5.61)

Los operadores I, = 02m, satisfacen {ImIb} = -Ca5°Ic, y deben consider­
arse como las versiones colectivas de los operadores intrínsecos ja, ya que
generan las transformaciones de las variables colectivas (ecuación (B.16)).

Siguiendo el procedimiento descripto en la sección 2.2 el espacio de fases
se extiende introduciendo por cada vínculo de primera clase un multiplicador
de Lagrange A“ y dos ghosts fermiónicos n°,ñ.,, junto con sus correspondi­
entes momentos conjugados ba, 'Pa, 'Ï’“. Como fue explicado en la sección 2.3,
al cuantificar, los estados fisicos son definidos como aquellos aniquilados por
la carga BRST Q (2.36),

— 1

Q = naGo + ipaba + Ecuac’laïlbpc,

y los operadores fisicos como aquellos que conmutan con Q.
Cualquier término de la forma [K, fl] puede agregarse al hamiltoniano

sin alterar los elementos de matriz del hamiltoniano original dentro del
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subespacio aniquilado por fl. Luego de la redefinición A“, —>10011;,“ 21V],

bn: —>-iI:,/2w;,lba:, elegimos [21]

wa:

Ia:
K:

Aalpa' _ ña’ (UÍIXGI+ %6olblbb') - (5'62)al

El hamiltoniano BRST que se obtiene a partir de esta elección de gauge es

ill) I I l , I

HBRST = H - JZLA“ Ga: + Ebfi,+wau/Iaibalx“al

- 2'15“'1>..:—avila: (óbxd) n"

5%0615°A°'n°7’c. (5.63)

Si se integran los momentos p', ba, 'Pa y 75“ en la integral de camino en
espacio de fases se obtiene la integral de camino lagrangiana de (5.48)-(5.49),
con la identificación 'Pa = 17a.

Las funciones x se eligen tal que [jagxbl] aé O a orden cero, lo que
permite que los propagadores de ghost estén bien definidos. En ese caso
el hamiltoniano BRST no conmuta con los operadores ja. Esto es deseable
para los jul, ya que dan lugar a los modos cero, como se vió en la sección
5.2. Por otro lado, la simetría ante las transformaciones ja no es rota por
la solución clásica, así que es conveniente elegir un esquema de fijado de
gauge que conserve dicha simetría. Primero se deben definir operadores de
transformación similares a los Ga (que transforman las variables originales
y las colectivas) para los multiplicadores de Lagrange y los ghosts [21]:

(db: ‘l ¡[el

—i

Na s —c :"A"'b¿+ï “¡Exb’ba
uuu/T; °" mi "

+ V3" Caf'A‘bc: + CafA‘bE, (5.64)

Ta E Cabcnbpc,
fa E Cabc'fibñc-

Estos operadores tienen las mismas reglas de conmutación que los ja.
Las transformaciones de todas las variables están definidas por los oper­

adores

La s G..+N..+ra+ñ., (5-67)
[Lme] = ¡CabCLn (5.68)
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que son operadores nulos [21]

La = n, ¿0,55%A5'ñ, + iCafAFñc+ m] , (5.69)

conmutan con D, y mapean estados físicos en estados nulos (de norma cero)
[17]. También conmutan con el hamiltoniano original.

Los operadores La: no conmutan con el fermión de fijado de gauge debido
a las funciones xal. Sin embargo, estas funciones pueden ser elegidas para
transformar ante los La como

¿[Láixbll = ¡[ja,x"'] = Cac'blxcl. (5-70)

Esta es la elección que se hace en las sección 5.5 (ecuación (5.73)).
Si los parámetros arbitrarios wa; se eligen iguales dentro de cada rep­

resentación irreducible de H en g —Í) los operadores La conmutan con el
hamiltoniano BRST. Por lo tanto, los autoestados del hamiltoniano pueden
clasificarse por las representaciones irreducibles del grupo H . Sin embargo,
en una representación irreducible cualquier estado puede obtenerse a partir
de cualquier otro por aplicación reiterada de los La, que son operadores nu­
los. Esto significa que la única representación que no está necesariamente
compuesta por estados nulos es la trivial, en la que hay solamente un estado
que satisface Lal) = 0. Los estados físicos están en esta representación.

La acción de los operadores colectivos I¡ en estados físicos está determi­
nada por la estructura intrínseca, es decir,

=0=> =(ja+Na,+Ta+
Los operadores colectivos Ia pueden identificarse con los operadores intrinsecos
ja + Na + 1.-,+ 'ï-ñal tomar elementos de matriz entre estados físicos. Este
hecho es usado en la sección siguiente al calcular la función de partición.

5.5 Tratamiento perturbativo

En esta sección se evalúa perturbativamente la función de partición (5.48),
es decir, la traza sobre estados fi'sicos de e’flH . Es sabido [39, 40] que esto
corresponde a realizar la integración funcional sobre campos con condiciones
periódicas de contorno en el intervalo [0,fi], incluyendo los ghosts, a pesar
de ser fermiones.

La minimización de la acción (5.49) con la suposición que los multipli­
cadores de Lagrange y los ghosts se anulan clásicamente da que los únicos
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valores de expectación no nulos para los campos son los de la ecuación
(5.11). Expandiendo todos los campos como fluctuaciones alrededor de sus
valores clásicos se procede a relizar un cálculo perturbativo. El lagrangiano
cuadrático provee los propagadores libres, y los términos cúbicos o de or­
den superior dan los vértices que se usan en la expansión en diagramas de
Feynman.

Para simplificar el cálculo expandimos las fluctuaciones de q’ en término
de los modos normales

q' = á‘ + was“ + w516“, (5.72)

donde f" son las coordenadas normales. Elegimos las funciones de fijado de
gauge x“, como

I —1 2 I I —1 2 I

x“ = Ia, / a“ 9...1); (qt —q‘) = Ia, / g“. (5.73)

Dicha elección cancela a nivel cuadrático el acoplamiento entre A y f, y
provee de frecuencias (espurias) a los modos cero y los ghosts. Este gauge
se conoce en problemas de solitones como gauge rígido, y es similar al gauge
de ’t Hooft en teorías de Yang-Mills-Higgs [47].

La acción cuadrática es

1 . .

5821-.= [‘17 [agan +Uizi€flfñ)

+ 36W (¿‘“¿5'+ ¿(“su + Á“'Á°'+ (¿Ad/W)

— (77017)“,+Uzlñalflal)+ .

Para evaluar la función de partición a orden más bajo se usan las inte­
grales gaussianas en el tiempo periódico 7'

/ Dmexp / W +w246]= det-“Rafi- wz), (5.75)

para campos bosónicos, y

f Dm] exp[—/ «116m+ Jim] = de.th - wz), (5.76)

para campos fermiónicos.
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Se obtiene [41]:

z(1) / A177)77]
H det-“Rafi —wi) x
fl

1] det-l/zwf —«¿oda-Waz — 3,)det(63 —mi)

1:1[2511111 4, (5.77)

donde fi es la temperatura inversa. Como de costumbre, el determinante de
ghost cancela la contribución de los grados de libertad bosónicos espurios
(A°',E"'). Expandiendo el resultado anterior se encuentra la contribución
2“ ‘12“a la energía del vacío.

Los propagadores de temperatura finita se calculan de manera similar

((T€“(T)€"‘(T’)))= ¿”GMT-7'), (5-78)
((T‘¿°'(r)¿°'(r')>>= ¿“Gym - r'), (5.79)

((TA°'(T)A°'(T’))) = 5“""Gu..(r—r’), (5.30)

((TñaI(T)n°'(T’))) = -i6:',Guc,(1'-1"), (5.31)

donde 1 u _WITI “H
Gu(T)= m (epe +e ) . (5.82)

El orden temporal en el propagador de dos velocidades se define

((TÉ"(T)É'"(TI))) ¿"marar'GwÁT ’ TI)

6”"6('r —1") - ¿"mwfiGwÜ —T'). (5.83)

La ¿(1' —1") cancela vértices extras en el lagrangiano (respecto del hamil­
toniano de interacción), como también las contribuciones proporcionales a
¿(0) que aparecen de la medida %6(0)fd‘rlogg(-r) (Eq.(5.42)) [48].

Los términos de orden superior al cuadrático proveen los vértices para
construir diagramas de Feynman. Los vértices cúbicos y cuárticos están
dados en la Figura 5.1. Las líneas derechas corresponden a los campos q, las
onduladas, a A, y las de puntos a ghosts. Los valores para los vértices de la
Figura 5.1 son:

(a) = —%Anmz€"€"'€', (5.84)
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1 . .

= -53nmflfnímíl)
(c) = _wa' (Ba'm;n+ Da';mn)Aalgná’n)

1 I I

= ‘5wa'wb’(Ba'b’;n+ Da';b'n+ Db';a'n)AaAb¿"y

. [Ibi _ I . -1 _
(e) = wï' 1-_,Db';a’n7la'€nnb+WZ'Ia’ ¡D5;0'nfla'5n775, (5-88)

(r) = —iwc:1'c:'%CC,S°'ña,A°'n5, (5.89)

= wc'Ic’_;_Cc'b'üñdAc,bl)
1

= _fiEnmlp€n€m€lfpa
. 1 . .

(1) = -¡ nm,zp€"E"‘€‘€”, (5.92)

. 1 a’ n m '

(J) = ’Ua' (EFla’mm+ Bpl;nDa';pm+ Ha'lmm) A g E ¿lr
1 l

= _wa'wb'[(zFa'b'mm + Blb'm+ EDa'fln) Db';lm

+ Ha,;,,,;,.,,,]¿“'Ab'gflf'", (5.94)

(l) = WZ'Hbm'mmfio'Übfnfm- (5-95)

También hay un término de acoplamiento entre los multiplicadores de
Lagrange A“ y los operadores colectivos Ia: (ver ecuación (5.49)). Cuando
se integra sobre los campos q, A y los ghosts, los Ia: se comportan como
fuentes (no conmutativas) para A“. El vértice correspondiente se muestra
en la Figura 5.2, y es igual a

wa:—i—A°'Ia,. 5.96
¡Tal ( )

5.5.1 Correcciones a dos loops

Las correcciones a dos loops de la función de partición (excluyendo los
términos dependientes de Ial, que se calculan más abajo) están dadas por
los diagramas de la Figura 5.3. Sus valores son

(a) = á [(wanmmm - Ammfl)Gwm(0)+ wípa’;ña'Gwal(0)]2

x g(wñ) (5.97)

55



(a) (b) (C) (d)

“¿w/az ¡wi/á mig p l
(e) (f) (g) (h)

ñ 1h Í m n m

p l al n bl al

(i) (j) (k)

Figura 5.1: Vérticesde tercer y cuarto orden de Lg?“ y ngfl.

Figura 5.2: Vértice de acoplamiento intrínseco-colectivo.
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: ngl (Buin-¡m+ Da';mn)2GU°I(0)GWn(0)

É
2

1

+Zw3'wlï' [(Ba'b';n + Da';b'n + Db';a'n)2 _ 2Da';b'nDb';a’n]

2
(d l al .

wfanÏIlp;nGUm(0)Gwn(0)_ ÉCC'B Cc'tf'g(wcliw0')

X g(wa')wb')wn)

1 2
__w2'w12n(Ba'mm + Do';mn) g(wa';wm,wn)2

l 2 232 lA:
+4 wmwp mp;n + 3 nmp g(wn!wmiwp)

1

_5w:' (Ba'm;n + Da';mn) (Ba'n;m + Da';nm)

x g(wa'sú’m,‘i’n)

1 . .

+5 (“íanzponzm + Bm ¡"Ampn)9(“"mwm)“’p) (5'98)

(c) = gngññ;UGwn(0)Gwl(0)

mz: + Duaznau..<o>cw<o>

—% nnUGUn(0)GUI(O) (5'99)

donde las funciones g(wfl), g(wñ,w[,w,y¡), g(w[,tbñ,cb,y.) y g(w,¡,ú)m) están
definidas en el apéndice ??. Las contribuciones proporcionales a ¿(0) que
vienen de la exponenciación de H1,fi (ver ecuación (5.42)) y del propagador

secancelanexactamente.
Sumando todos los diagramas, y haciendo uso de las relaciones del apéndice

?? para simplificar el resultado, se obtiene

Z(2) = í (wáwaánñ + ¿Afina g(wn,wr.wm)

+% (BññJAññI + ermnñBnpw) Murió-’15!)Úfin)

+á [(UÏthmm - Afilfilñ)Gwm(0)]29(“’ñ)

+ (¿am + ¿mmm —ganar) Gw.(o)cwm(o)
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WQ
(a) (b) (c)

Figura 5.3: Diagramas de dos loops que intervienen en la corrección de la
fimción de partición.

alW
Figura 5.4: Energía colectiva a orden más bajo.

fi (2Ba'mfl + Da'nhfl) [Dnfim + 4fiwáDa';fllflGUn(0)Gt-Im(0)l_í

+ÉD6';a'c'Da’;b’c' + ¿Daüb’me'm’m " gBa’b'nhDa'whb'
fl I _

_ïcc,g 0°,},—pvq..(q), (5.100)c

donde se ve que todas las frecuencias espurias han desaparecido, como debía
suceder. Se puede verificar en casos simples que los resultados conocidos son
reobtenidos, como por ejemplo para el kink MJ‘ en 1 + 1 dimensiones [37].

5.5.2 El hamiltoniano colectivo

Las correciones que involucran los momentos colectivos Ia pueden ser eval­
uadas en una manera similar a las de la subsección anterior. Sin embargo,
como se hace en teoría de perturbaciones a niveles degenerados, el resultado
se expresa mejor como un hamiltonjano efectivo actuando sobre las coor­
denadas colectivas. A orden árbol los diagramas involucrados son los de la
Figura 5.4, que son de orden OCZ-1)

1 2 —2

216,1“:+ 0(1' (5.101)

Los diagramas de un loop son los de la Figura 5.5. Dan

{IOIJIb'} {1(a) = m z (Ba'm;n+ Da';mn)(Bb'm;n+ Db';mn)a

H col. =
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Figura 5.5: Priemra corrección a la energía colectiva.

x [-flGu.(0) + w3n9(wmwm)]

+3 (Ba'm;n + Da';mn) (Bb’n;m+ Db’;nm)g(á¡n)d¡m)
i
4 (Ba'c';n + Da';c'n + Dc';o'n) (Bb'c';n + Db';c’n + Dc';b'n)

X w3,g(wn,wcr)}
fiI III I .

+ficbg Ca,5,g(w¿,), (5.102)a

1451,
(b) = ;I—I:bl_b}l(Bo’b’;ñ + 2Da';b’fl) [(wythfilfil;ñ _ Afiu‘hñ) Gwm(0)V a

+wgocl¡ü.cwc,(0)] g(w,?¡), (5.103)
I I,II 1 1 1

(c) = % [áFa'b’mn+ EBla’me'fln+ zDa’flnDb’fln

+ im,me Gwn(0). (5.104)

Existe una contribución adicional del vértice (5.96) (Figura 5.2) a cuarto
orden. Dicha contribución corresponde a diagramas desconexos y debería
anularse salvo por el hecho que los generadores Io: no comnutan. Usando
teoría de perturbaciones a niveles degenerados se obtiene

IaIIaIIbIIbI IaIIbIIaIIbI

2Ï0IÏbI GU"(0) + 81-0115!
I II II II I . .

-“8;—,;b,°[mambo - muxo», (5.105)0

que claramente se anularía si los Ia conmutaran. Como fue discutido en la
sección 5.4, los Ia pueden identificarse con operadores intrínsecos, así que la

gobn' l06')-fl
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contribución proporcional a ellos debe incluirse en la corrección intrínseca.
a orden OCT”) (diagramas de tres loops). Tomando esto en cuenta, la
contribución de (5.105) al hamiltoniano colectivo es

Ia: I (,I

ZÏalÏblp CCIUJCC,¿“'GU=,(0). (5.106)

La correción de un loop al hamiltoniano colectivo efectivo (5.101) puede
obtenerse como —l/fl veces la suma de todos los diagramas más (5.106).
Usando las identidades del apéndice se obtiene:

1-1 {I I,I5I} 1 1
Ecol.°°p= _ficwa(o) [gFa'b'Jlfl+ zHa'Wiflfl

1

+Ñ (Ba'b';fl+ 2Da’;b’fl)(wáBmmm - Ammn)ñ
1 1

_z a'rn;ñ.Bb’m;fl- ¡Dc'm'flDch'fl
1

_5 (Ba’c';flDc';b’il+ Da';c'nDc';b'n)]

_{IaI,IbI} l
fix/Ïalïu 4

x g(wfl1wfil)

W127.(Ba'vh;fl + Da'n‘hfl) (Bb'mm + Dun“)

+ í (Ba'mm + Damm) (Bunny. + Db';nm) 905m (1%)}5-107)

Nuevamente se ve que es independiente de los parámetros arbitrarios war,
lo que da una útil prueba de nuestro cáculo. Tiene una dependencia en ,6
porque corresponde al hamiltoniano colectivo asociado a todos los estados
vibracionales. Por ejemplo, las energías colectivas asociadas al estado fun­
damental se obtienen del límite fl —>oo. Si se quieren las del nivel un debe
buscarse el término proporcional a e‘p‘“.

El resultado anterior da las correciones a los parámetros de inercia Iar.
Para obtener la correción a orden CCI-2) de los niveles de energía deben
calcularse los diagramas de tres loops.
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Capítulo 6

Tratamiento de coordenadas
colectivas en gauges
canónicos

En el capítulo 5 se estudió el tratamiento de coordenadas colectivas mediante
el formalismo de anticampos. Las coordenadas colectivas fueron introduci­
das realizando una transformación, en general no lineal, de las coordenadas
del sistema original. Es sabido [37]que dichas transformaciones pueden dar
lugar a términos de orden ñ2 en la acción. Con la elección de un gauge no
canónico como el del capítulo 5 dichos témiinos adicionales no aparecen, pero
si deben incluirse cuando se eligen gauges canónicos [44]. En este capítulo se
describe el tratamiento de coordenadas colectivas con una elección de gauge
canónico, y se demuestra que es posible obtener los mismos resultados que
en el capítulo 5 si se incluyen los términos adicionales de orden ñz en la
acción.

Consideremos la acción (5.1)

1 .,.
So = /d7' (59.14 qt + VU”) 1

pero incluyamos las coordenadas colectivas a“ dentro de las variables del
sistema antes de realizar la transformación (5.23)

Q' -> f'(a(i),q)­

En este caso las variables originales y las coordenadas colectivas están de­
sacopladas, y existe una invariancia de gauge trivial dada por las transfor­
maciones

6,q' = o, ¿aa = —ege°. (6.1)
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La correspondiente solución propia de la ecuación maestra es

1

5 = Sá + / ¿T (-aíefin“ - 5 nb°n:n“n"+ 17"ba)

45(0) / d-r-(logfi+ logla). (6.2)

El último término determina la.medida de integración para los campos en
la integral de camino

Dlmmñmblx/EICI- (6.3)

La transformación (5.23) puede dar lugar a la aparición de términos
de orden ñ”. Para estudiar esto en el marco de la integral de camino es
necesario discretizar el intervalo temporal en segmentos de longitud e tal
que t¿ = to + ei, y conservar los términos de 0(e) en la acción [37], usando
el hecho que debido a la naturaleza estocástica de la integral de camino las
diferencias Aq (definida en (6.7)) son de 0(\/E) [43]:

So = águA‘I'Aqt

mias un,“ —2gmlatpnuvq1)Aq'Aq=Aq"Aq" + ev, (6.4)

y la solución propia

S = So+ e(-aaeflamï' - ¿CJnánïn? + ñf’bai). (6-5)

con la medida de los campos dada por

H dq¡da.-dñ¡d1;¿db¡m |((a¡)|. (6.6)

Las variables en punto medio y la diferencia se definen

es; s á (qa-+1+ 45.-), M s 4o.-“ - 45.-, (6.7)

donde 45representa a todos los campos y

4:.-s 450.-), [stu] a ¿(gm + y.” - 9..."). (6.8)

Las funciones de los campos de la.acción So están evaludas en el punto medio
ya.que esta elección coincide con el orden de Weyl para el hamiltoniano [37].
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Los términos proporcionales a los anticampos en (6.5) están evaluados en el
tiempo t,-pues corresponden a las transformaciones de gauge de los campos

6,4: = o, ¿a? = —®:(a.-)e?. (6.9)

Realizamos ahora la transformación de las variables

q: -' f'(ai,qn'), ai -' ai- (6.10)

Se obtiene la acción en término de las nuevas variables

1 V 1 I I

So = zzgnmrmqmq +E [29.:,"f‘m+3g,c.uf,,.fftf;,
t

+ (9am - 29"[stp][uvq]),Lfififi] Aq"Aq”Aq'Aq’
+eV(q;), (6.11)

donde la métrica g“ y sus derivadas están evaluadas en f(a;, q;), y q" denota
q' y a“. Esta acción es invariante ante las transformaciones

¿caí = M1362, ¿a? = —0ï(a.-)ei-’, (6.12)

siendo la correspondiente acción de los anticampos

t I - a 1 c - a —a­

Sac = €([‘1.¡5a‘1¡ ' aH@:(ai)] Tli — '2- ab 17.577.‘77?+ 7h bai) - (6-13)

6.1 Gauge de Coulomb

Al cuantificar alrededor de una de las soluciones clásicas q, la dinámica de
baja energía corresponde a un movimiento libre en la variedad de mínimos,
que en nuestro caso es el espacio simétrico G/H , acoplado a las oscilaciones
de frecuencia finita en las direcciones normales. Teniendo esto en cuenta es
razonable considerar una elección del fijado de gauge que preserve solamente
las variables físicas del problema, es decir, las fluctuaciones de frecuencia
finita y las coordenadas sobre G/ H . En esta secciónse estudia este gauge que
designamos, por similitud con el electromagnetismo, “gauge de Coulomb”.

Es conveniente utilizar la expansión en modos normales de la sección 5.5

q' = q" + 111,15". (6.14)

Elegimos el fermión de fijado de gauge

111= zif (ña'ifil' + T7501?), (6-15)
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del que se obtienen los anticampos en función de los campos

q;- = mms“ (6-16)
«15,. = ¡17m (6.17)

a2“- = 0, (6.18)

77?" = inf, (6.19)

17.9" = ie“. (6.20)

En este gauge la acción de los anticampos es1

5m» = z if ([ña'iüuóbq:1/}?- ñaiei' (010]'li + ba'ifi" + bad?) - (6-21)

A1integrar los campos auxiliares b los últimos dos términos de la acción ante­
rior dan funciones delta en la integral de camino que imponen las condiciones
de gauge

5;? = o, a? = o. (6.22)

Con esta elección de gauge la medida de los campos es

H dadag'dñmnq/gfi + thai?) det (32(4) det 111;. (6.23)

A1igual que en el capítulo anterior se puede calcular perturbativamente
la función de partición. Para ello expandimos la acción en potencias de
las fluctuaciones Para simplificar el cálculo pasamos a una notación
continua mediante

e; a e (6.24)
a; —> a, (6.25)

Af _. eÉ, (6.26)

Aa —> eá, (6.27)

n.- a n. (6.28)

17.- —v ñ, (6-29)

reteniendo los términos proporcionales a e y ¿2 en la acción:

So = / ig..fo,ïQ"Q”+V(á+wns“)
2

+58mami” +ag...“¿Lim
+ un...” —2g"[stp][uvq])num] Ó"Ó"Ó'ÓC (6-30)

lUsamos la parametrización para los elementos de G descripta en el apéndice B.
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con la métrica g,¿ y sus derivadas evaluadas en f(a°',fi + wifi), y donde
Q“ denota f“ y (1°,. El límite e —>0 debe tomarse después de calcular los
diagramas. Esto se debe a que los factores e que vienen de los vértices de
la acción pueden cancelarce con ¿(0) E í provenientes de los propagadores
(ver ecsuaciones (6.33)-(6.38)).

Consideremos primero las contribuciones de los términos de la acción
independientes de e. La acción cuadrática es

1 - 1 r r

su) = /__ €fl2+w2€fl2 +_ü ¡Ida db4' ,2( fi ) 2 “b

+i Iáñaln“, 41761;“+ iñacgogínc'. (6.31)

El segundo término es la acción de las coordenadas colectivas, y corresponde
al movimiento libre en el espacio cociente G/ H , con métrica

¿su = Ïc'CiiCE:. (6.32)

Los propagadores libres que se obtienen de la acción cuadrática son

<<ajgñ(r)g*(r')>>= ¿“Gym-r9, (6.33)
<<7¿7(r)¿"j(r')>>= ¡“já6(r-r')-Wwácw(r—r'), (6.34)

<<Tá°(r)á°(r'))> = ¿“sv-H), (6.35)
ib',

<<Tñ..:(r)nb'(r')>>= jim-w), (6.36)
<<Tña(r)n‘(r')>>= -i626(r-r'), (6.37)

ib', ,

((Tña'(T)ns(T')))= ¿saciar-1'). (6.38)

De los términos de orden superior en la acción se obtienen los vértices
cúbicos y cuárticos de la Figura 6.1. Las líneas llenas corresponden a los
campos f, las onduladas a. las coordenadas colectivas, y las de puntos a los
ghosts. Los valores de los vértices de la Figura 6.1 son:

(a) = -%Amr€“€'“ír, (6.39)

(b) = ’á ñfiiJÉñÉ'hsl-i (6.40)

(c) = - (Bb'ñ;m+ Db'mm)+ CEIDEflm]delfméñ, (6.41)
1 I I . ' . ' fi

—5‘/ICII¿1(:,(:, (Beldl:ñ+ Dcl¡dlñ+ Ddl;clñ)C!“ab 6 ,
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., _
_ _-_ ; ; a - .I

(a) (b) (C) (d)

z;

I\\_í n ñ! n 171.“\/ Fï ¡:ï a'i/
(h)

(i) (J')

Figura 6.1: Vértices de tercer y cuarto orden.

(e) = _iVIb’Db';o’ñña'fflnb’v
l

(f) = -fi mllfflfñfrfña (6.44)
1 . .

(s) = —¡ masflm’e‘, (6.45)
I I 1 1

= _ VIC'C2' [V Id'cg’ (¡Fc'd'iflfll + BÏc';flDd’;Ï17¡+ 5Dd’;ÏñDc';Ïñ

1 1 J .al .bl
+ EHdlmlinm+ 5(51H¿;clmma a fflf'h,

= ’iVIb'Hb'm'mfilña'nblgñEñ)
(j) = -íHl;;.I;mña'n5€"€'“- (6-48)
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6.2 Correcciones a dos loops

Las correcciones a dos loops están dadas por diagramas cuya topología es la
de los de la. Figura 5.3. Sus valores son:

(a) = l (“faBñnmm' Arama) Gwm(0)g(wñ) (6.49)8

(b)
1 1

Z (wáwáBámJ'i' g(wñiwfinwl_)
1 2 . .

+53nmfl' (“flBnEm + Amnl')9(“’ñawfinwl)

’Éwá (Ba’fl;ñ|+ Da';flm)2 Gun(0)Gwm(0)2

-fiw%á°'blCEiC¿v Ic' (Bc'ñnh + Dc';ñfil) DJ;ñ1fiGUn(0)GWm(O)

-gwáaa'b’cílcáBamba,me(magno) (6.50)

(C) = —%(Eññmñ - MgFflflnfiñ)Gwn(0)Gwm(0)

La suma de los diagramas (a), (b) y (c) no coincide con el resultado
(5.100) del capítulo anterior. Faltan términos que vienen de la acción de
0(e) y 0(€2), y sobran los dos últimos términos de los diagramas (b), que
dependen de las coordenadas colectivas. Los primeros son considerados en lo
que sigue, mientras que los segtmdos serán tomados en cuenta en la sección
siguiente cuando se calcule el hamiltoniano colectivo.

Para calcular la contribución de la acción de 0(e) y 0(€2) es conveniente
notar que la. elección del fijado de gauge (6.15) es equivalente a hacer un
cambio de coordenadas en la.acción original (6.4). Esta. observación se puede
comprobar comparando las integrales de camino.

La medida de integración en la integral de camino para la acción (6.4)
en término de las variables originales q’ es

qu¡Vg(q¡). (6.52)

Si se realiza. el cambio de variables

q: = f‘ (ar', q‘+ wm) , (6.53)

la medida de integración se convierte en

H dáÏ‘daï'\/det guu(Q.-), (6.54)
i
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con la nueva métrica definida por

9w(Q) = y.z(f)f,1 .5, (6-55)

I - 1 - I '
donde Q" representa a.f“ y a“ . La acc1onen func10n de las nuevas varlables
es (en la notación continua)

So = /%QWQ"ÓV + V(Í+ 'Í’nffl)
2

+:_8 [29“f,:4 fue?+ sgltmfiffufir

+ (gatmv- 29”[3tP]["09])foLffáfi] Ó"Ó"Ó’ÓT

= / á-‘MQuÓV+ VW + WC")
2 . . . .

+:_s (9%" ‘ 29A"[F”*1[0TK])Q"Q”Q”Q’. (6.56)

La métrica (6.55) vale

g = ( 9am gm' >“y ga'ñ ga'b'

= ( Hawk/¡sn gat'pácglóbqt)gmfiác‘ifiaq‘ gqulCfiuíóaq‘ ’

con g“ y u; evaluados en á‘ + Wifi", y (ab,en (2°,. La métrica. puede ree­
scribirse como

g = ( óññr 0 ) ( gat'l’á'pitn gntüáïbál ) ( 6M (Mt)d'r )“y Ma'ñ Na’b’ gntúglwyth gift/¿"Ibi 0 (Nt)d’e' ’
(6.58)

con

Ma'fl = CÏIÜW'ÉAWÉ, Na'b’ = Cg'ócq.ñat'pl:'- (6'59)

A partir de (6.58) se obtiene que

H difdafi-‘Idgfi + me?) det «p;det N.,.,,(Q.-). (6.60)

La acción (6.30) en el gauge (6.15) coincide con (6.56). Para. demostrar
que la. elección del fijado de gauge (6.15) equivale al cambio de variables
(6.53) falta. comparar las medidas de integración.

68

¡000.00.00.00000000ÓOOOOOOOOOOOOIOOQOOÓOOOÓ...0.0|



La medida de las fluctuaciones, coordenadas colectivas y ghosts en el
gauge (6.15) está dada por (6.23). Mediante la redefinición 17° —>(¡211°la
acción de los ghosts (6.21) se reescribe

Sgh=z if[ña'iñstu;(q'+ - ñaiflia].

Al integrar los ghosts se obtiene (6.60).
Para pasar a la notación continua es necesario evaluar las funciones de

q y a en el punto medio. Esto da una contribución adicional de 0(c) a la
acción (6.56) proveniente del jacobiano de (6.54) [37]

6 . . T

/ _E (gwglll'fl‘r + gW,UgMI/,T)QGQ - (6.62)

Los términos proporcionales a ez en la ecuación (6.56) y a e en la (6.62)
dan la contribución extra a 00'22). Para la. contribución a dos loops a la
función de partición las funciones en (6.56) y (6.62) están evaluadas en el
mínimo, es decir, con las fluctuaciones E“ = 0. El término proporcional a.
62en (6.56) proporciona un vértice cuártico, con el cual se puede formar un
diagrama en el cual 62se anula con las partes singulares de los propagadores.
Esta contribución vale

fl - a. - ­
¡ñ (gw —29 Mmm)

x (gflI/gü‘r+ + ñflTñI/U')
fi - 'v - "r 'a '

= -3 (gWI‘M, + gWI‘MI‘W+ R) , (6.63)

donde FL, son los símbolos de Christofl'el

I‘ 9" (gunu+ gw,”" gym-r),
1._1
¡10:5

y R es el escalar de curvatura del espacio de configuración C. De (6.62) se
obtiene un vértice cuadrático y un diagrama en el cual e se anula

fl _ _ _ _ _ fi- ­
T6(gwguup-r+ gw,agpv,r)9vr = ggwrïwy' (6'65)

Por lo tanto la contribución a dos loops es

J; (gwí‘m‘; + R) . (6.66)

69



En el resultado (6.66) se pueden separar los términos que dependen de las co­
ordenadas colectivas, y usando las expresiones para los símbolos de Christof­
fel del apéndice C se obtiene

J; (¿Mmm + R) = —nuo1(a')—avqum

“É (2Ba'mñ + Da';ñlfl) Dn';ñ1h+ ÉDb'm'c'Da'fla'c'8 8

fi fi fi a' s
+íDa’;b’m-Db’;a’flt_ ¡Ba’b’nhDa'whb'_ 87:76:15Cc'a"

Vcoles la contribución de los términos de 0(e) y 0(€2) al hamiltoniano
colectivo

Vcol(a') = VG/E(a') +
1 -al l c:

—Zg b 11'ch Ic’ (Bc'flmi + Dc';flm) D335,“
1 _al I

" 59 b (:ICÉDammDJmm, (6.68)

donde VG/Hes el potencial cuántico (5.58) para el movimiento en el espacio
cociente G/H

1 _ Il- I — I

VG/B’= g (gabFglclrfildl+ ,
siendo Rc/H el escalar de curvatura del espacio cociente [49]

—-¿0 50 °’ 6 7o
Rc/H- II a'c’ ser - (. )

El resto de los términos de (6.67) son los diagramas que faltaban en (6.49)­
(6.51) para obtener la función de partición intrínseca a.dos loops (5.100).

6.3 El hamiltoniano colectivo

El lagrangiano a más bajo orden para. las coordenadas colectivas se obtiene
de la acción cuadrática (6.31)

¿(0) 1col= iña'b'áa’áb"
El correspondiente hamiltoniano es

115231= á [rarflblrbr] [MIOZÍGSW] w , (6.72)
_ 1

w_2I¿,
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donde --]w indica orden de Weyl. A este hamiltoniano deben agregársele
las contribuciones del mismo orden que vienen de los diagramas calculados
en la sección 6.2 que dependen de las coordenadas colectivas

¿“'(Í'Ds;am((Éñ€ñ)) + VG/H

+ (ÉÜGWCMÉIVÏT' (Bc'nwn + Damm) Damm

+54?“ :,(¿’,D¿;fl,,.D¿m) [1+4wáGwn(0)Gum(0)], (6.73)

El factor entre corchetes puede reescribirse

1+ mamando) = 1+ Manu [PnF‘PI-E‘]w»
= 46”’6ñ.,-.<<Pñ€“&¿‘)), (6.74)

donde los Pfi son los momentos conjugados a las fluctuaciones (fl. Como las
contribuciones dadas por la parte singular del propagador (6.35) ya fueron
incluidas en los diagramas (6.49)-(6.51) se puede hacer el reemplazo ¿1°,—>
-i_t7“""1rbi.Además,se tienen que = -i((Pñ€'7‘)), y haciendouso
de las relaciones del apéndice (C.20)-(C.21), la contribución (6.73) puede
reescribirse

Héol = - [a°’°'«.lc.5]w«AM» + vw

+a°'°'c:íc¿<<jí?"i3”">>
1 _al I _ r _ r

+59 b¿SCM? >15:b), (6.75)

donde já”) = Pñ (¿ahhhfm es la parte física de los términos cuadráticos en
las fluctuaciones de los generadores intrínsecos ja = p.6aq' (ver sección 5.4
y apéndice C).

Como G/ H es un espacio simétrico es posible definir un operador tipo
paridad a (automorfismo invloutivo) tal que [49]

a : G —>G, a'2 :1, (6.76)

17(2) = z si z E l)

{ 17(2) = —:|: si a: E g - h (6'77)

Si suponemos que 0' actúa en el espacio de configuración y conmuta con el
hamiltoniano (y con el operador número de ghost) el valor de expectación

.(2r) .(2r) __ . . . .
((1c, JJ _ 0 ya que Jcly JJ tienen paridades opuestas.
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El hamiltoniano colectivo es entonces

Ecol = Hifi? + Egel

_ 1 a b
_ .217 [1.O¿9clrb]w + VG/g, (6.78)

donde se hizo uso de la. identificación

"Mi; = «ar<<já"’>>, ms = <<já"’jé"’>>, (6.79)

que corresponde a la. identidad (5.71) en el gauge de Coulomb. El hamilto­
niano colectivo puede reescribirse en función de los generadores colectivos

1 12,, (6.80)H = —
col 21-“, a

con los generadores hermíticos definidos por

1

Ia, = 5 (150:, + (93,15). (6.81)

El hamiltoniano (6.80) coincide con el hamiltoniano colectivo a orden OCZ-1)
obtenido en el capítulo 5.
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Capítulo 7

Conclusiones

En esta Tesis se ha presentado el tratamiento BRST lagrangiano de coorde­
nadas colectivas, basado en el formalismo de Anticampos para la cuantifi­
cación de teorías de gauge.

En primer lugar, en el capítulo 4, se ha descripto la aplicación del
tratamiento al estudio de un modelo mecánico simple dado por el movimiento
de una partícula en 3 dimensiones en presencia de un potencial central
cuyos mínimos están fuera del origen de coordenadas. Este sencillo mod­
elo, sin embargo, presenta las características básicas de los problemas en
los que aparecen las coordenadas colectivas: las soluciones clásicas son in­
variantes solamente ante un subgrupo (rotaciones alrededor de un eje) del
grupo de simetría de la acción (las rotaciones en 3 dimensiones), y por lo
tanto si se procede a cuantificar expandiendo las coordenadas como fluctua­
ciones alrededor de la solución clásica aparecen modos de frecuencia cero.
Para tratar los modos cero se introdujeron coordenadas colectivas como
parámetros de las rotaciones de las coordenadas. El sistema sobrecompleto
de coordenadas originales y coordenadas colectivas es un sistema de gauge,
y se procedió a cuantificarlo por medio del formalismo de Anticampos. Con
una adecuada elección del fijado de gauge, que le proporciona frecuencias
espurias a los modos cero, fue posible realizar cálculos perturbativos. En
particular se calcularon correcciones de dos loops a los estados vibracionales
y de un loop a la energía colectiva, mostrándose que los resultados que se
obtienen mediante este procedimiento son independientes de los parámetros
de fijado de gauge (frecuencias espurias de los modos cero), y que además
coinciden con los resultados que, en este modelo, se pueden calcular por
medio del método de separación de variables.

En el capítulo 5 se presentó el tratamiento de coordenadas colectivas para
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la cuantificación de un modelo general correspondiente al movimiento de una
partícula en una variedad de Riemann, posiblemente infinito dimensional, y
que corresponde al espacio de configuración del sistema, y sujeta a la acción
de un potencial. Este modelo incluye los modelos solitónicos bosónicos,
como el modelo de Skyrme y 0(3), además de modelos mecánicos simples
como el considerado en el capítulo 4.

La acción del modelo general considerado es invariante ante un grupo
finito de isometrías, pero sus solucionesclásicas, solamente ante un subgrupo
compacto. Por lo tanto, existe un conjunto infinito de soluciones clásicas
dadas por la órbita de una de las soluciones ante el grupo de isometrías.
El conjunto de estas soluciones es un espacio cociente, que por simplicidad
supusimos un espacio simétrico.

La cuantificación alrederor de una solución clásica sufre del problema
de los modos cero, dados por las fluctuaciones tangentes al espacio de solu­
ciones. Para controlar los modos cero y restaurar la simetría rota a nivel
clásico se introdujeron coordenadas colectivas como parámetros dependi­
entes del tiempo de las transformaciones de simetría, obteniéndose una teoría.
de gauge con álgebra no-abeliana. Se procedió a cuantificar la teoría por
medio del formalismo de Anticampos. Eue posible controlar los modos cero
con una elección adecuada del gauge, generalización de la del capítulo 4, que
les dio frecuencias espurias no nulas, determinadas por los parámetros del
fijado de gauge, y al mismo tiempo desacopló a orden más bajo las fluctua­
ciones de los multiplicadores de Lagrange. Por medio de técnicas de teoría
de campos a temperatura finita (en el formalismo de tiempo imaginario) se
calcularon correcciones cuánticas a dos loops para las energías intrínsecas y
de un loop al hamiltonino colectivo efectivo, mostrándose que los resultados
fi'sicos son independientes de los parámetros introducidos al elegir el fijado
de gauge.

Finalmente, en el capítulo 6 se discutió el problema de los fijados de
gauge canónicos, considerando una elección de gauge similar al gauge de
Coulomb en electromagnetismo. En este caso el fijado de gauge elimina las
fluctuaciones de energía cero y las coordenadas colectivas sobre el grupo que
sobran respecto de las coordenadas del espacio de mínimos, y no se intro­
ducen multiplicadores de Lagrange. Sin embargo, aunque parece la elección
más sencilla pues solamente se conservan grados de libertad físicos, y es en
la que se basa el método original de coordenadas colectivas [5, 6], no se ob­
tienen resultados correctos a dos loops. Esto se debe a que la elección de
gauge equivale a un cambio no-lineal de las variables de integración en la
integral de camino, por lo que aparece una ambigüedad de órden en la acción
cuántica, y es nesario introducir términos de órden fi2 para obtener resul­
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tados correctos [37]. Se mostró que es posible elegir un gauge no canónico
y reproducir los resultados del capítulo 5, en en cual el fijado de gauge fue
derivativo, si se define con cuidado la integral de camino por medio de una
discretización del intervalo temporal y de la prescripción de evaluación en
el punto medio.

El tratamiento descripto en esta Tesis basado en el formalismo de An­
ticampos podría ser extendido para incluir teorías con campos fermiónicos.
En particular, sería de interés poder aplicarlo al estudio de solitones su­
persimétricos. El álgebra supersimétrica es un álgebra abierta, y como es­
tos solitones rompen parcialmente la supersimetría, al incluir coordenadas
colectivas se obtendría un algebra de gauge abierta. En ese caso podrían
aprovecharse todas las ventajas del formalismo de Anticampos. También
sería interesante extender el tratamiento para el estudio de la dinámica de
baja energía de solitones con cargas topológicas mayores a uno, para los
cuales en general el espacio de soluciones no corresponde a un espacio co­
ciente, como se supuso en esta Tesis. Este problema está. relacionado con el
estudio de la dispersión de solitones.

75





Apéndice A

Formalismo canónico con
variables bosónicas y
fermiónicas

Consideremos un sistema que depende de variables reales conmutativas q‘
y anticonmutativas 0“ pertenecientes a un álgebra de Grassmann, y que
corresponden al límite h —>0 de operadores bosónicos y fermiónicos, respec­
tivamente:

aaa” + 050° = o, (A.1)

Baq‘ —q‘Ba = 0, (A2)

aqi —qiqi = o. (u)

Se define la paridad de Grassmann e de las variables

dq") = 0, e(0°‘) = 1, (AA)

y tal que la paridad de Grassmann de un producto de variables sea.la suma
de las paridades de los factores módulo 2.

Las ecuaciones clásicas de movimiento surgen de extremizar la. acción

tz n n I

S=/ L(q‘,á',0",0“)dt, (A.5)t1

con q‘ y 0° fijas en los extremos y siendo el lagrangiano L real y bosónico.
Los momentos canónicos se definen

0L
Pi = "6?;
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aLL
ra =

donde % corresponde a la derivada desde la izquierda definida mediante la
variación de una función

0L_f_ fi
80" _ 60°

Los momentos p.- son reales y los 1ra imaginarios.
El hamiltoniano canónico

me") = 59° 50°. (A.8)

H = q"p¡ + ¿Para —L, (A.9)

es real y bosónico. Las ecuaciones de Hamilton surgen de la acción hamil­
toniana

S=/ (q"fi+0"'1ra- .
Se define el corchete de Poisson generalizado entre dos funciones de las

variables canónicas como

üF 6G ÜF 6G óLF üLG ÜLF ÜLG
= —,— ———,— —‘F — A.11

{F,G} (Bq‘üps apiaq‘) +( ) (60° ara + ara Üüa)’ ( )

donde ep = e(F). En particular, las ecuaciones de movimiento son

F: {F,H}. (A.12)

El corchete de Poisson generalizado tiene las siguientes propiedades:

{F, G} = -(—)“"G{G, F}, (A.13)
{F,Gle} = {F,G1}Gz+ (—)q"61{F,Gg}, (A14)

{F, G}' = —{G",F'}, (A.15)

€({F,G}) = GF+EG, (A16)

y satisface la identidad de Jacobi

{{F1,F2},Fa} + (_)€F‘(cñ+gñ){{F21FSLFI}
+ (-)"5("1+"‘){{F2,F3},F1}:0- (A17)

Los corchetes de Poisson no nulos entre las variables canónicas son

{píiqj}= _6;:i’
{9037719}= _63-
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En la teoría cuántica las variables canónicas se convierten en operadores
en un espacio de Hilbert, y se define el conmutador graduado (conmutador
o anticonmutador)

[A, B] = AB - (—)‘4‘BBA, (A.20)

a partir del corchete de Poisson

[A, B] = iñ{A, B}. (A.21)

El conmutador graduado tiene las siguientes propiedades:

[RG] = -(-)‘"G[G,FL (A.22)
[Fi GlG2l = [FaGlle + (—)GFEG1[F,G2], (A23)

[EGP = -(-)"‘G[G*, Fi], (A.24)
¿([F,G]) = GF+ 6G, (A.25)

y satisface la identidad de Jacobi

[[FthLFal + (-)""(""+"‘)[[F2,FaLF'Il
+ (_)cF3(€F¡+€Ph)[[F2,F3],F1] = 0_ (A26)

Las relaciones de conmutación entre los operadores canónicos son

bw,qu = 4563, (A27)

[eau] = 456;. (A.28)

El producto interno en el espacio de Hilbert es tal que las variables clásicas
reales (imaginarias) se convierten en operadores hermíticos (antihermíticos).
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Apéndice B

Algunas propiedades de los
grupos de Lie

Un grupo de Lie consiste de una variedad diferenciable T, y un mapa da:
T x T —>T, con las propiedades:

1. Clausura: 7° = d)“(fl,a), «1,5,7 e T,

2. Asociatividadr ó“(7.ó(fl.a)) = ó“(<fi(7,fi),a),

3. Identidad: d°(o,a) = a“ = ¿"(050),

4. Inversa: da(a,a-1) = o = d°(a-1,a) .

Un grupo de transformaciones de Lie consiste de un grupo de Lie que
actúa. sobre un espacio geométrico Q a través de las transfonnaciones'de
coordenadas conectadas con la. identidad f : T x Q —>g. La función 2:" =
f¡(a, z) tiene las propiedades:

1. Clausura: a e 7,: e g =>z" = f"(a,z) e g,

2. Asociatividad:f‘[fl, f(a,:)] = f‘[d(fi,a),z],

3. Identidad: f‘(o,z) = 2‘ ,

4- Inversa:f‘la‘1,f(a,=)] = f‘la,f(a“,=)] = f‘[ó(a“,a),=)] = z‘ .

Las transformaciones infinitesimales z" = f¡(óa, z) son generadas por

X..(z')= 43275;, (3.1)
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R:(zl)= af‘(fiszl)
013° 5:0'

Las relaciones de conmutación de los generadores determinan el álgebra de
Lie através de las constantes de estructura

[Xa(='),Xb(=')] = CJXÁz'), (13-3)

lo que implica

R:(=')% - Ruzo% = -C..,°R¿(='). (13.4)

Supongamos dos transformaciones sucesivas

z" = f‘(a,z'), z" = f‘(fi,z" . (13.5)

De la propiedad de asociatividad se tiene que

2‘ = f‘la,f(fi,=")] = f‘ló(a,fi),="]- (13-6)

Derivando respecto de ,6“ ambos miembros de la ecuación anterior, evalu­
ando en ,3“ = 0, y usando que z’ = z” cuando fl“ = 0, se obtiene

af‘(a,=') ,- 1 _ af‘iafi') 345601,!3)
azu' Ra(z) _ aab afin 5:0

Se definen a b( )45 ¡1,56'; = —— , B.8
(a) ap. 5:0 ( )

y su inversa (:(a),
C293 = 951G = 52- (13-9)

La relación (BJ) se puede reescribir como

af‘(a,2') _ Üf‘(a,=') o ‘T _T(°(a)Ri(z'). (B.10)
Las condiciones de integrabilidad para las ecuaciones (B.10) son

azf‘(a,=') azf‘(a.3') _
Baflüa" _ Gahan“ _ 0' (B'll)
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Derivando (B.10) respecto de ab se obtiene

üzf" _ af‘ c j ar" ac; J.
Üa°aab _ az’jüa" C°R°+ üz'j Üa"R“

._a dk c ' '
_ (Üz’kCbRd) (“El + Üz’jÜa"R5

Ü’Í‘ c a - 1. óf‘ c d 0125 ar” ac; .
: azljazthaCbRiRd+ azIkCaCbR'gazlj+ azlj aabRg,

y, por lo tanto, la condición (B.11) junto con (B.4) dan la relación de las
matrices C con las constantes de estructura

2,5- (5,. = CJCZCZ, (B.13)

donde ,a E 6., E a/Üa“. De CG)= l se obtiene

9:91h * e: 3.a = Cabdoá' (13-14)

A partir de las martrices O se pueden definir los generadores de trasla­
ciones derechas F(a) —>F(d>(a,fl)) en el grupo de Lie

Y.(a) = —e:ab, (13.15)

con reglas de conmutación que surgen de (B.14)

[Ya(a),Yb(a)] = - ab°Yc(a)- (13.16)

Para un grupo compacto la medida de integración en el grupo invariante
ante traslaciones derechas e izquierdas (medida de Haar) está dada por

ama) = manana), (13.17)

donde |((a)| = det CZ,y dV(a) es la medida plana euclídea dV(a) = da:1A
dazAu-Ada".

A veces es conveniente usar la parametrización para un grupo G dada
por la descomposición por el espacio cociente G/ H [49]. Dada una sección
a' : G/H —>G, se puede descomponer g E G como:

g = ah, (B.18)

a = exp («1°,Xar) E G, h = exp (aüxñ) E H, (B.19)
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siendo X5 los generadores del subálgebra b y Ka: los del complemento g —b.
En esta parametrización las matrices C y O son

¡b' 5 Ib' _ Ic' J ‘5
C: (0' (.1; , e = e a’ e “15693 . (B.20)

0 (¡ 0 9a

1:35¡Patrices C', (E, y 0' dependen de todos los parámetros a, mientras que
C y G)solamente de los a“, que parametrizan H. 9' es la inversa de C' y Ó
la, de C.
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Apéndice C

Relaciones útiles para el
cálculo de diagramas

En este ápendice se definen los coeficientes que aparecen en los cálculos
perturbativos de los capítulos 5 y 6, y se establecen relaciones entre ellos
consecuencia.de la invariancia de la acción (5.1) que se necesitan para probar
la independencia. de gauge de los resultados físicos.

Cuando se expande la acción (5.1) en potencias de los modos normales
es útil introducir los coeficientes definidos a continuación:

Am; = Vaumtnwr, (0-1)
Bnm;l = Ü.t,uïpyl'/’:nlbrv (C2)

Dm = IaI-üuaalurwwa 3., (0.3)
Damm = ÜuÜauÍ'(0aÍ)’JJÏ¡Ú;n (C-4)Enmlle=
an;lk = flama/¿WLM 1.0:, (0-6)

HM", = I.:-%g.tamf'(o,awawxwr- (G.7)

Estos coeficientes están relacionados entre si por el hecho que la.acción (5.24)
es invariante de gauge. Para encontrar todas las relaciones que permiten
simplificar el cálculo hay que diferenciar ambos miembros de las ecuaciones
(5.6)-(5.7) con respecto a a“, y evaluar en a“ = 0:

0 = alv(f(0)q))aaf.1
0 — aaaafu(0)Q)gut+aaatfu(01q)glv+aafw(0)q)gu,un

donde se usó que 0,f‘(0,q) = 6:.
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Expandiendo estas relaciones alrededor de la solución clásica se obtienen
las relaciones deseadas

Emrua' = _AlemnDa’;kl- AkmlDa';kn - AMI-7da.»;

"ï’vana'mml - Üífla'mm‘l _ Ülzfla'flwnm (0-10)

Adm = 4310”,“ —a;Dal;,,.,., (0.11)
Emma! = -Dal¡mn - Dalmm, (0.12)

F111;ma' = -Bu;mDa';Im - Bum Da';hl - Bnl;kDa‘;Iem

_ a';l;nm- a'mnnl) (C'13)

Damm = —Dd;fitfl (C.14)

Danny = Dawn = 0 (0-15)

IC: I
D511,” = - —C¡blc , (C16)

’ 1'54

Cñc'b‘ = ‘Ï-¿’Cab'cla (0-17)
¡,1

donde, para abreviar, se define Ü“ = wn, Ü“: = 0. Se obtienen relaciones
adicionales a partir de las relaciones de conmutación (5.9):

Dagan —Dbgml = 0, (C18)
l

1),. 1),. —D,.,,mD,. = ‘/—c.a,¿D.
a ,mn b ,nI b . a ,nl IaIIb' b ¿mi

+Hb';m;la’- a';m;lb'-

Las fluctuaciones E" alrededor del mínimo fi están en una representación
de G. La representación de los generadores 6,, está dada por las matrices

(500M! = VI°'(D0';[flml+Ba’[n;m]) (0-20)

(65)1¡111 = Dd;[nm]a (0.21)

donde - indica antisimetrización. A partir de las relacionesde más arriba
se puede demostrar que (0.20) y (C.2l) efectivamenteson una representación
de G

(Mm. (50m: - (56)"...(5a)“ = Cao”(5:)n1- (0-22)

También es conveniente definir algunas funciones que se obtienen al in­
tegrar los propagadores térmicos:

fl fl fl
90%) = / ¿TI/ ¿TzanTi-Tz = —2, (0.23)o o “n
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fl 5

g(wn,wm) = / d‘rl/ deGun(T1 —1'2)Gwm(7'1—72)o o

fi [301m

2wnwm(uz.—uf“) [“"‘°°th

—wmcoth , (C24)
B B

g(Ún,áJm) = / dTI/ 41126.”Gwn(1'1- T2)6,-¡GUM(T1—T2)o o

fi fi n
2(wz- wz.)[“’"“14%)

(MM, (C25)
9(“n»“m,w1) = fofl d1'1f: drsz,.(n —1'2)Gwm(-r¡-—MGM-,1 _ ,2)

fl [un(w:—«a;—w?)coth coth

+“"10”;- w121-“12)COth coth

+wz(w?- w;—uz)coth coth

+ 2“¡11“I’vv'lwl]/

[4wnwmwl (wn + Um + w!) (¿un + wm _ w!)

x (wn - wm + «¡1)(m,l —wm —w¡)], (C26)

fl fl

g(wn,cbm,á;¡) = / an f d‘rzGunCr-l_ 1,)¿9,1c1'.,m(r1—rz)aflc:‘,,(r1 —12)0 0

fi [un (uf. - wi. - w?)

+ wm(mín—w: + uf) coth(fi‘gm) coth

+w,(uf—mi+uf")coth coth

+2wnwmw1coth coth /
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4wn (wn + wm + UI) (wn + wm _ wl)

)((w,1 —wm + (¡11)(u),l- wm —un), (C.27)

90bit)= "fiGuJÜL
fl9“'”"’“m)=

x [wmcom (Lg) m (5%)]. (0.29)

A partir del la métrica (6.55) se pueden calcular los símbolos de Christof­
fel, cuyas expresiones a más bajo órden (evaluados en la solución clásica)
son:

- 1

r2!!! = 5 (Balay. + Bml‘m" Amr) r ((3-30)
— I 1 _ I I I _ _

Pam = 5 Ida“ (Él(Bitc'ph+ Dc’flh‘h)+ (n H m),
_ l _ I I I

Pg“: = -5 [V Liga b (5' (Bñc’;m+ Dc';ññt) + (Í'Df;flm]
—(ñ H fit), (C.32)

_ 1 ; I

TÏ'bI = -5VÏaÏd' :ng (Baena + 2Da;a'n) , ((7-33)
_ , 1 _ I I l I

11;“, = 5,/1c,zd,g=°(;,gg, (B¿¿,¡,.+ 213M”), (0.34)
_ I 1 - I I _ _ ­

I‘Íuu = 59° d (go'd',b’+ away - go’b’,d'), (0-35)
_ - 1

gwrzay = í (anpñih _ B:m¡[) - D:';b’fl+ Ha';a';flñ

+Üa’bICÏICfi V Id'HE;d’;ñfl

+5“, (9543134,,_ egícjí,a,e{,c;',.,,,) . (0.36)
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