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RESUMEN

En este trabajo se construye un algoritmo efectivo para la elimi

nación de cuantificadores sobre un cuerpo algebraicamente cerrado:

Se demuestra que si k es un dominio integro, infinito, efectivo y

cerrado para la extracción de raices p-ésimas cuando car(k)=p>0 y

o es una fórmula prenexa con r bloques de cuantificadores que in

volucra a s polinomios F1,...,Fs e k[X1,...,xn] entonces existe un
algoritmo bien paralelizable y sin divisiones de complejidad se

cuencial del orden de O(I@I) + D(°m))r que encuentra una fórmula

equivalente a o libre de cuantificadores, donde lol es la longitud

de o y D = máx {1 + z deg Fl , n , s}.1:1

Este algoritmo mejora las cotas conocidas que son del orden de

0(|p|) + Dncrcon c > 1 una constante universal (ver [Ie, 1989] y

[Fi-Ga-Mo, 1990]). En particular se obtiene que el carácter doble

mente exponencial de las cotas conocidas en el caso de un solo

bloque de cuantificadores (del tipo O(|p|) + D: con c > 1) no es

intrínseco, es decir no depende del problema sino de los algorit

mosy del tipo de codificación utilizados.
Los resultados obtenidos se basan fundamentalmente en el cambio

del modelo de codificación de los polinomios: en vez de represen

tar los polinomios de salida por el vector de sus coeficientes, se

los codifica por medio de una red aritmética sin comparaciones ni

ramas que permite evaluarlos en cualquier punto.

Comoaplicación, se calcula la Forma de Chowde una variedad pro

yectiva irreducible.



1. Introduccioh

Sea k un cuerpo arbitrario y sea Í un cuerpo algebraicamente

cerrado que lo contiene. Se denota por 2(k) al lenguaje de primer

orden sobre el cuerpo Í con constantes en k. En otras palabras,

2(k) es el conjunto de fórmulas que son combinaciones booleanas

(A,V,1) de polinomios en varias variables a coeficientes en k, i

gualados a cero, admitiéndose también los cuantificadores 3 y V

para modificar únicamente a elementos de K, representados por va
riables.

Es un hecho clásico de la teoria de modelos que el lenguaje de

primer orden de los cuerpos algebraicamente cerrados admite elimi

nación de cuantificadores, es decir, para toda fórmula o e 2(k)

existe una fórmula w e 2(k), sin cuantificadores, que describe el
ï’mismo subconjunto de , donde r es el número de variables de o

que no están afectadas por ningún cuantificador.

Muchos problemas geométricos y algebraicos pueden ser formula

dos en el lenguaje de primer orden de los cuerpos algebraicamente

cerrados y su solución consiste, precisamente, en eliminar los

cuantificadores. Por esta causa, es de particular interés encon

trar algoritmos que realicen esta eliminación (i.e., que a partir

de la fórmula o encuentren la fórmula w).

En [He-Wü, 1975] J. Heintz y R. Wüthrich presentaron por prime

ra vez un algoritmo de eliminación de cuantificadores con cotas

de complejidad para cuerpos algebraicamente cerrados de caracte

ristica dada. En realidad, parece ser que ya hacia 1940, A. Tarski



conocia la existencia de algoritmos para este problema, aunque no

los describió explícitamente (ver [Tar, 1951]). De ahi en más, se

ha intentado exhibir algoritmos de eliminación de cuantificadores
cada vez más eficientes.

Los algoritmos serán representados comoredes aritméticas, es

decir por medio de grafos orientados, donde en cada nodo se reali

za una operación aritmética (suma, resta, producto) o booleana, u

na comparación de elementos de Í o una selección. Por lo tanto, la

noción de eficiencia de un algoritmo se puede medir en términos

del grafo correspondiente.

Asi aparecen dos nociones básicas de awmüzfldadde algoritmos:

- la ammukfldadoauumcuú: el número de nodos del grafo

- la commkfldadpwuúda: la longitud del camino más largo en el

grafo.

Dada una fórmula o e 2(k), sean

lol = longitud de o = número de simbolos necesarios para codificar

645

n = número de variables que aparecen en o
S

D = 2 + Zgr Fl , donde F1, ..., FB e k[X1,...,Xn] son todos los1:1

polinomios que aparecen en o

y, en el caso en que o sea prenexa (i.e., cuando todos los cuanti

ficadores aparecen al principio de 0), sea

r = númerode bloques de cuantificadores distintos en o

En [He-Wü, 1975], [Wü, 1977] y [He, 1983], Heintz y Wüthrich

desarrollaron algoritmos para la eliminación de cuantificadores en



un cuerpo algebraicamente cerrado, cuyas cotas superiores de com
cn

plejidad secuencial son doblemente exponenciales del tipo Dn lol,
donde c es una constante universal.

Más tarde, basándose en técnicas fundamentales de [Ch-Gr, 1983]

y [He, 1983], Chistov y Grigor'ev consideran el problema para fór

mulas prenexas y obtienen en [Ch-Gr, 1984] y [Gr, 1987], cotas se

cuenciales más precisas, a saber, Dnujol, donde c es una constan

te universal mayor o igual que 2. Comose ve, el carácter doble

mente exponencial de la cota depende únicamente del número r de

bloques de cuantificadores de o. Sin embargo, la complejidad del

algoritmo depende de propiedades aritméticas del cuerpo de cons

tantes k, hecho que se debe a la utilización de subalgoritmos de

factorización de polinomios.

Cabe señalar también que ninguno de los algoritmos mencionados

arroja buenas cotas en paralelo (es decir, cotas del orden del

cuadrado del logaritmo en base 2 de las cotas secuenciales).

Finalmente, combinando los métodos de [He, 1983] con versiones

efectivas del Nullstellensatz (ver [Ko, 1988], [Ca-Gu-Gu, 1991],

[Ca, 1989], [Ph, 1988], [Am, 1989] y [Br, 1989], que afinaron los

resultados de [Br, 1987], [Ca-Ga-He, 1988], [Ca-Ga-He, 1989] y

[Be-Yg, 1991]), en [Fi-Ga-Mo, 1990] se construye un algoritmo de

eliminación de cuantificadores con las mismas cotas secuenciales

obtenidas en [Ch-Gr, 1984] y [Gr, 1987], pero con la ventaja de
cr

que se obtienen cotas del orden de n D°+c log2(|ol) en paralelo
y además se evita que la complejidad dependa de propiedades parti



culares del cuerpo de constantes k. Más tarde, el mismoresultado

fue obtenido por Ierardi ([Ie, 1989]). Una consecuencia importante

y directa de la paralelización es que la eliminación de cuantifi

cadores es posible en EXPSPACE(ver [Bo, 1977], [Bo et al, 1982] y

[Ma-Tu, 1995]).

En todos estos algoritmos, los polinomios están codificados en

forma densa (i.e., están representados por el vector de todos sus

coeficientes, aún los nulos, siguiendo un orden preestablecido de

los monomios) y, en el modelo de la representación densa de los

polinomios, las cotas superiores obtenidas en [Fi-Ga-Mo, 1990] son

optimales como medida general de complejidad, no sólo desde el

punto de vista de la complejidad secuencial sino también de la pa
ralela.

Por consiguiente, los caracteres doblemente exponencial y sim

plemente exponencial de dichas cotas son intrinsecos del problema,

siempre que se adopte la representación densa de los polinomios

comomodelo. Esto muestra que, para intentar mejorar las cotas, es

inevitable modificar la estructura de datos para los polinomios.

Una forma de codificación de polinomios que mostró ser efectiva

para conseguir algoritmos más eficientes en problemas de álgebra y

geometria es la utilización de lunauuu una ¡wannamazcircuitos

aritméticos que no contienen ramas ni comparaciones y que permiten

evaluar los polinomios en cualquier punto (ver, por ejemplo,

[He-Si, 1981], [Kal, 1988], [Gi-He, 1993], [Gi-He-Sa, 1993],

[Kr-Par, 1994], [Fi-Gi-Smi, 1995] o [Gi et al, 1995]).



En este trabajo se obtiene un algoritmo rápido de eliminación

de cuantificadores, utilizando los resultados de [Gi-He, 1993] pa

ra el cálculo de la dimensión de una variedad algebraica afin. Pa

ra ello, los polinomios serán codificados, según convenga, a veces

en forma densa, a veces por medio de un straight line program y a

veces combinando ambas formas (es decir, en forma densa con res

pecto a algunas variables y codificando sus coeficientes en las

restantes por medio de un straight line program).

La construcción del algoritmo obtenido en este trabajo se hace

en varias etapas.

En un primer paso se consideran fórmulas del tipo:

3 x .,3 xn : F1(x1,...,xn) = 0 A . .. A Fs(x1,...,xn) = 0n-m+1 ' ' '

donde F1,...,Fs son polinomios en n variables dados por un
straight line program de longitud L. Sea d 2 m una cota para los

grados de los polinomios F1,...,Fs respecto de las m variables a
eliminar.

El algoritmo de eliminación obtenido en este caso tiene una

complejidad secuencial del orden de L.dOM) 4- so“).dOM), lo que

mejora sustancialmente las cotas existentes. Para probarlo se ex
hibe un ejemplo que muestra que, aún con un solo bloque de cuanti

ficadores, cualquier algoritmo que utilice el modelode represen
2

tación densa de polinomios tendrá una complejidad no menor a dm.

El caso de un solo bloque de cuantificadores existenciales es

de particular importancia ya que aparece con mucha frecuencia en

la formulación de problemas geométricos y algebraicos (por ejemplo,



en la definición de la Forma de Chowde una variedad proyectiva

equidimensional o en el problema de la pertenencia de un polino

mio a un ideal).

Luego se modifica de manera conveniente el algoritmo obtenido

anteriormente para permitir la inclusión de desigualdades, es de

cir, se consideran fórmulas del tipo:

3 n_m‘1,.. .,3 x : F1(x1,.. .,xn) = 0 A A Fs(x1,.. .,xn) = 0 A

A G1(x1,...,xn) t 0 A ... A Gs,(x1,...,xn) = 0

donde FU...,F;,G“...,Gy son polinomios en n variables y se ob
tiene un algoritmo de complejidad secuencial IÏ(s.s'.6)m1) dmmn

donde 8 es una cota para los grados de los polinomios G“...,Gy
en las variables a eliminar, d z m es una cota para los grados de

los polinomios F1,...,Fs también con respecto a las variables a e
liminar y L es la longitud del straight line program que codifica

a FH,...,FS,G1,.. .,Gs,.

Tambiénen este caso las cotas obtenidas mejoran la complejidad

de cualquier algoritmo de eliminación que sólo utilice la repre

sentación densa de polinomios.

Dado que el cuantificador existencial conmuta con las disjun

ciones, el algoritmo obtenido resuelve el problema de la elimina

ción para cualquier fórmula prenexa con un solo bloque de cuanti

ficadores existenciales escrita en forma disyuntiva (es decir, un

solo bloque de cuantificadores existenciales precediendo a una

disjunción de conjunciones de igualdades y desigualdades de poli

nomios). Para terminar de resolver el problema de la eliminación

10



en el caso en que haya un solo bloque de cuantificadores, teniendo

en cuenta que mediante la negación se pueden transformar los cuan

tificadores universales en existenciales (V = 1 3 n), se da un al

goritmo que permite encontrar, a partir de una fórmula que no con

tenga cuantificadores, otra equivalente que sea una disjunción de

conjunciones de igualdades y desigualdades polinomiales para poder

reducirse luego al caso anterior.

De este modo se obtiene un algoritmo que resuelve el problema

de la eliminación en el caso de una fórmula prenexa con un solo

bloque de cuantifi- cadores. La complejidad secuencial de este al

goritmo mejora la de cualquier algoritmo en el modelo de la repre

sentación densa de polinomios.

Luego, basándose en el caso de un solo bloque de cuantificado

res, se obtiene el siguiente resultado:

Sea o una fo?mula prenexa con r bloques de cuantificadores que

involucra a es polinomios F1,...,Fs e k[x1,...,xn] codificados en
S

forma densa, sea D = máx {1+}:deg Fl, n, s} y sea lol la longitud¡:1

de o. A menos de una preparación previa existe un algoritmo bien

paralelizable y sin divisiones de complejidad secuencial del orden
l‘

de 0(|p|) + D(°m)) que encuentra una fórmula equivalente a qu

libre de cuantificadores,

Por último, como aplicación de los algoritmos de eliminación

exhibidos anteriormente, se construye un algoritmo que calcula la

Forma de Chowde una variedad proyectiva irreducible. Las cotas de

11



complejidad logradas de esta manera mejoran los resultados conoci

dos (ver, por ejemplo, [Ca, 1990]).

Todos los algoritmos exhibidos en este trabajo son bien parale

lizables (es decir, con complejidad paralela del orden del cuadra

do del logaritmo en base 2 de la complejidad secuencial) y no con

tienen divisiones. Además, son no uniformes ya que para su cons

trucción es necesario un preprocesamiento cuyo costo excede las

clases de complejidad consideradas en este trabajo. Sin embargo,

dicho prepocesamiento, que consiste en la elección de ciertos nú

meros, puede ser reemplazado por una elección aleatoria con una

probabilidad de error baja. En este sentido, todos los algoritmos

aqui construidos son uniformes con el mismo orden de complejidad

promedio si se los considera aleatorios.

12



2. Preliminares

2.1. Lenguaje de primer orden de un cuerpo algebraicamente cerrado

Sea k un cuerpo y sea Í un cuerpo algebraicamente cerrado que

lo contiene. El ummuue de púmza wuün (o ümgwuk eümumuú)

sobre Í con constantes en k, denotado por 2(k), se define de la

siguiente manera: los simbolos no lógicos de 2(k) son {a, ask},

+,—,-,= , las variables son indeterminadas X1,...,Xn,... sobre Í y
los términos son polinomios en varias variables a coeficientes en

k. Un término tipico tiene la forma F e k[X1,...,xn] y una fórmula
atómica es F = 0 (o F a 0 para su negación). El lenguaje Z(k) se

construye a partir de estas fórmulas utilizando los conectivos ló

gicos A , v , 1 y los cuantificadores 3 y V que sólo se pueden a

plicar a elementos de Í (representados por variables) y no a sub

conjuntos ni a relaciones de Í. 2(k) es un conjunto de palabras

finitas (fórmulas) sobre el alfabeto de simbolos de 2(k) (varia

bles, simbolos no lógicos, conectivos lógicos, cuantificadores,

paréntesis). Para una definición precisa, ver [Ch-Kei].

Para cada fórmula o e 2(k), se define la ümqüud de o como la

cantidad de simbolos necesarios para escribir a o. La longitud de

o será denotada por lol. Las variables que en la fórmula o apa

recen acompañadaspor un cuantificador (existencial o universal)

se llaman uunuwhm üqadao o myúaüko uuuúuundao y las res

tantes se llaman4xmuú&müüum.

Sean o,w e 2(k). Diremos que o y w son emuuaumum con respec

13



to a Í si se verifican las dos condiciones siguientes:

(i) a y w tienen el mismonúmerode variables libres

(ii) Si m es la cantidad de variables libres de o entonces, para

todo x = (x1,...,xm) e Í“, o(x) es verdadera si y sólo si w(x) lo
es (donde ¿(x) significa reemplazar las m variables libres de o

.CñxI
p 1, un)

Diremos que una fórmula o e 2(k) es paauma cuando todos los

cuantificadores que aparecen en ella se hallan al principio. Cabe

señalar que para toda fórmula o e 2(k) puede encontrarse eventual

mente en tiempo lineal, una fórmula prenexa w e 2(k) equivalente a

ella, renombrandolas variables. Este procedimiento no modifica ni

lol ni el grado de los polinomios que aparecen en o, y la cantidad

de variables de w está acotada por la suma de 1a cantidad de va

riables libres y la cantidad de cuantificadores de o.

Es un hecho clásico de la teoria de modelos que el lenguaje de

primer orden de los cuerpos algebraicamente cerrados admite efinú

nadah de cuyúúumdwun, es decir, para toda fórmula o e ïKk) e

xiste una fórmula w e 2(k), sin cuantificadores, equivalente a o

con respecto a todos los cuerpos algebraicamente cerrados que con

tienen a k. Además, esta eliminación puede hacerse en forma algo

ritmica. Por lo tanto, si la fórmula original no contiene varia

bles libres, un algoritmo de eliminación efectivo tendrá comosa

lida una combinación booleana de igualdades y desigualdades de e

lementos de k que es verdadera o falsa. En este caso se dice que

se trata de un pnaukmade daiuah.

14



Muchosproblemas geométricos y algebraicos pueden ser enuncia

dos en términos de fórmulas del lenguaje de primer orden de los

cuerpos algebraicamente cerrados y su solución consiste precisa

mente en eliminar los cuantificadores. Por ejemplo, el problema de

determinar si dos polinomios en k[X], de grado n y m respectiva

mente, tienen un factor común en k[X] es equivalente a que tengan

una raiz en comúnen Í y por lo tanto puede describirse por medio

de la fórmula w en 2(Í):

(3x):ao+a1.x+a2.x2+...+a.x =0A
A b + b .x + b .x2 + ... + b .xm = o A a a o A b a o

0 1 2 In n m

Esta es una fórmula prenexa conteniendo 4 polinomios en n+m+3

variables. Las única variable ligada es x, y las variables libres

son al, b‘l (Osisn, Osjsm).

Si consideramos la matriz C e k“"mx“"m

\
a . .. . a 0 . . . . . . . . . . . . . .. 0n n-l 0
O a a . . a 0 .. . . On n-1 0

O . . . . . . . . . . .. 0 a a . . . . . .. a
C = n n-1 0

b . . . . . . . . . . . . .. b 0 . . . . . .. 0
m m-1 0

0 b b = . . . . . . . . .. b 0 .. 0
m m-I 0

L o . o bm bm_1 . . . . . . . . . . .. b0 J

resulta que det C = O A a a 0 A b a 0 es una fórmula sin cuan
n m

tificadores equivalente a o que soluciona el problema (notar que

det C es la resultante entre los polinomios dados).

15



Los algoritmos efectivos para la eliminación de cuantificadores

permiten resolver computacionalmente aquellos problemas que pueden

formularse en el lenguaje de primer orden de los cuerpos algebrai
camente cerrados.

2.2. Notaciones

Sea k un dominio de integridad infinito. Supondremos que k es

ekmuuo, es decir, que las operaciones aritméticas (suma, resta,

producto) y las comparaciones entre elementos de k son realizables

por un algoritmo. En el caso en que k tenga caracteristica p>0,

supondremos también que k es cerrado para la extracción de raices

p-ésimas y que la extracción de tales raices es realizada por un
algoritmo.

Sea k’ el cuerpo de cocientes de k y sea Í una clausura alge

braica de k’. El espacio afin n-dimensional sobre Í, equipado con

su topología de Zariski y su anillo de coordenadas de funciones

polinomiales, será denotado por A"(Í).

Sean x1,...,xn indeterminadas sobre k. Dado :E e k[x1,...,xn],

deg f denota el grado total de f y degx f denota el grado
parcial de if respecto de x1,...,xl (Isisna. Además, si f1,...,fr

son polinomios en k[x1,...,xn], mcdx(f1,...fr) denota el máximo

comúndivisor entre f1,...fr respectonde la variable xn (es decir,
)viendo a f1,...f comopolinomios a coeficientes en k(x1,...,xnlr _

en la indeterminada xn)

Si u y p son funciones de m en m, u(n) = O(p(n)) significará
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que existe una constante c > 0 independiente de n tal que, para

todo n e m, “(n) s c.p(n).

2.3. El modelo algoritmico

2.3.1. Generalidades

En este trabajo se construirá un algoritmo efectivo de elimina

ción de cuantificadores. La noción de algoritmo que se va a utili

zar es la de una red aritmética, es decir, un grafo orientado aci

clico donde cada nodo interno representa o bien una operación a

ritmética de elementos de k (incluyendo la extracción de raices

p-ésimas en el caso en que car k = p > 0), o bien una operación

booleana, o bien una comparación entre elementos de k seguida por

un selector, y donde los nodos externos representan la entrada y
la salida de la red.

También es necesario mencionar que una parte del algoritmo co

rresponde al manejo puro de las fórmulas. Por ejemplo, de la fór

mula de entrada hay que extraer los polinomios que contenga para

construir la fórmula de salida. En pocas palabras, se admitirán el

mismotipo de operaciones elementales con los simbolos del lengua

je de primer orden que con los elementos de k (concatenación de

palabras, intercambio o inserción de simbolos del lenguaje, etc).

Se definen las dos siguientes nociones de amekfidad para un

algoritmo, en términos de su grafo:

(i) la. compüguüui oauumcuú: es el número de nodos del grafo,
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sin contar los nodos de entrada.

(ii) la cmmúefidwi mywbda: es el número de nodos de una cadena

maximal del grafo (es decir, el camino orientado más largo a

seguir para llegar a un resultado), sin contar los nodos de
entrada.

Si se supone que cada operación se realiza en una unidad de

tiempo dada, la complejidad secuencial representa el tiempo nece

sario para ejecutar el algoritmo utilizando un único procesador,

mientras que, dado que la profundidad del grafo refleja el número

de operaciones que deben esperar el resultado de operaciones ante

riores, la complejidad paralela representa el tiempo minimoque se

necesita para ejecutar el algoritmo si se dispone de una cantidad

de procesadores igual a la complejidad secuencial, funcionando en

paralelo.

Para ejemplificar,la suma de 8 números x“...,x8 puede reali
zarse por medio del algoritmo:

\H N U a UI O\ NI

+———+-——+-——+———+——-+———+——-x



pero también puede realizarse el mismocálculo utilizando el algo
ritmo:

El primer algoritmo tiene complejidad secuencial 7 y compleji

dad paralela 7, y el segundo tiene complejidad secuencial 7 y com

plejidad paralela 3.

Diremos que un algoritmo es buyt panaüdbyuue si su compleji

dad paralela es del orden del cuadrado del logaritmo en base 2 de

la complejidad secuencial.

2.3.2. Codificación de polinomios

Los polinomios que aparezcan en los algoritmos construidos en

este trabajo serán codificados, según convenga, en alguna de las

siguientes formas:

a) En kmmadama, es decir, representados por el vector de to

dos sus coeficientes (aún los nulos) en un orden preestablecido de

los monomios,fijado el grado y la cantidad de variables.

b) Por medio de un awaqyu üne puwnwn (también llamado pro

gramade evaluación o circuito aritmético) , es decir, representa

dos por una red aritmética que no hace intervenir comparaciones ni
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ramas: un straight line program en k[x1,...,xn] sin divisiones es

un vector b = (b1,...,bL) e (k[X1,...,Xn])L tal que V 1 s p s L
se cumple alguna de las siguientes condiciones:

o bp e {x1,...,xn}

- bp ek

- 3 0,t < p / bp = b.c - ba , donde v e {+,-,-}

En este caso L se llama la ümquuddel straight line program b.

Para mayor precisión sobre estas redes ver [St, 1972], [Gat, 1986],

[Sto, 1989] o [He, 1989].

c) Combinando la representación de polinomios en forma densa

con straight line programs, es decir, en forma densa con respecto

a algunas variables y dando sus coeficientes (que‘son polinomios

en las restantes variables) por medio de un straight line program.

Los polinomios de salida siempre estarán dados por medio de un

straight line program lo que, en general, reduce el espacio para

codificarlos (y, en consecuencia, la complejidad del algoritmo)

tal comose ve en el siguiente ejemplo:
r

2
Sea f e z[x“...,xn], f = (XIJg...Xn) con r e m. Si el grado

prefijado es n.2', preestableciendo un orden para los monomios, la
" r

representación en forma densa de f será el vector de -LE¿3:Ï_ELL(n.2 )!.n!
coordenadas que tiene un l en el lugar correspondiente al monomio

r P P
2 2x .x 2... x

2 n1 y cero en los restantes lugares. Por lo tanto,
esta forma de codificar a f insume más de 2”‘lugares de memoria.

Sin embargo, el mismo polinomio f puede ser representado por

medio de un straight line program de longitud 2n + r - 1:
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2
2 2

(x1,x2,...,xn,x1x2,x1x2x3,...,x1x2...xn,(x1x2...xn) ,(xlxz...xn) ,
3 r

(xlxz. . .xn)2 , . . . .,(x1x2. . .xn)2)

Otra codificación que podria utilizarse en este caso es la for

ma rala (especificando únicamente los coeficientes no nulos del

polinomio y a qué monomio corresponden). La ventaja de los

straight line programs con respecto a la forma rala es que los

primeros permiten cambios lineales de variables sin modificar sus

tancialmente la complejidad.

2.4. Herramientas utilizadas

Los algoritmos construidos en este trabajo se basan esencial

mente en las técnicas desarrolladas en [Gi-He, 1993] sobre el cál

culo de la dimensión de una variedad algebraica a partir de la re

cuperación de los puntos aislados de una variedad de dimensión ce

ro apropiada.

Las técnicas del álgebra lineal efectiva utilizadas se basan en

el algoritmo bien paralelizable de Berkowitz ([Ber, 1984]) que

calcula en tiempo polinomial todos los coeficientes del polinomio
característico de una matriz cuadrada a coeficientes en un dominio

integro. Los coeficientes del polinomio característico se repre

sentan mediante un straight line program sin divisiones.

Para calcular el rango de una matriz, se combina el algoritmo

de Berkowitz con un resultado de Mulmuley ([Mul, 1986]) que reali

za el rango comola multiplicidad del cero en el polinomio carac
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teristico de una matriz cuadrada auxiliar.

Para poder aplicar los resultados mencionados será necesario

introducir nuevas indeterminadas (parámetros). Estas serán luego

eliminadas de la salida utilizando el siguiente teorema de Heintz

Schnorr (ver [He-Sch, 1982]):

Se considera el conjunto W(D,n,v).de polinomios de k[T1,...,Tn]
de grado menor o igual que D que pueden ser evaluados por medio de

un straight line program de longitud a lo sumov. Sea F un subcon

junto de k de cardinal 2v(1+D)2. Entonces existe un subconjunto

Q(D,n,v,F) = {71,...,7r} de F", donde r = 6(v+n)(v+n+1), que veri
fica 1a propiedad siguiente: todo polinomio de W(D,n,v) que se

anula sobre {71,...,7r} es idénticamente nulo.

Un subconjunto Ii s F" se llamará una comuxi ami aauumce para

D, n y v si cumple:

f e W(D,n,v), f(h) = 0 V h e H a f = 0

En este sentido, el teorema de Heintz-Schnorr asegura la exis

tencia de correct test sequences incluidas en un subconjunto de

cardinal apropiado dado de antemano.

En este punto, el hecho de que los algoritmos construidos en

este trabajo no contengan divisiones es fundamental debido a que

los polinomios de salida se obtendrán evaluando un straight line

program en los puntos de una correct test sequence adecuada.

Aunque la elección de una correct test sequence puede hacerse

algoritmicamente, el costo requerido para su construcción excede
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las clases de complejidad consideradas en este trabajo. Sin embar

go, fijados los parámetros de entrada, esta elección es indepen

diente del problema en si. Por lo tanto, se pensará que ya se ha

obtenido la correct test sequence por medio de un preprocesamiento

cuyo costo no será considerado en las cotas de complejidad halla

das. En este sentido se dirá que los algoritmos obtenidos son no

unqhnmeo.

Por otra parte, el Teorema4.4. en [He-Sch, 1982] garantiza que

se puede elegir al azar una correct test sequence con una probabi

lidad de error que es siempre menor que -—ïÉ%Ï¡ï—-y que decrece
arbitrariamente a medida que los parámetros aumentan. En conse

cuencia, los algoritmos construidos son uniformes con el mismoor

den de complejidad promedio si se los considera aleatorios.

De este modo, los resultados logrados son válidos no sólo en el

sentido del modelo de complejidad no uniforme sino también en el

sentido de los algoritmos probabilisticos (se dice que un algorit

mo es pmfimhüúmuncuando su construcción se basa en la elección

aleatoria de ciertos números. De esta elección dependerá que la

respuesta dada por el algoritmo sea correcta o no. De esta manera,

un algoritmo probabilisticb trabaja en la forma usual, con la di

ferencia de que, eventualmente, las decisiones que toma tienen una

cierta probabilidad de error asociada. Para mayores detalles ver,

por ejemplo, [Bal et al, 1988], [Gi-He, 1993] y [Gi-He-Sa, 1993]).

Cuandola caracteristica p de k sea positiva, será necesario

extraer raices p-ésimas de ciertos elementos en extensiones del
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anillo de base. Estas extracciones aparecerán únicamente en subru

tinas y no modificarán los resultados finales ni el comportamiento

de los algoritmos (ver [Gi-He-Sa, 1993]).

En el caso k = Z, cada nodo de la red aritmética que correspon

de a una operación fundamental en el anillo de base Z puede ser

reemplazado por un circuito booleano que procesa bits. Teniendo en

cuenta el crecimiento de los coeficientes de los polinomios que a

parecen en los resultados intermedios de los algoritmos, las redes

aritméticas pueden ser transformadas en redes booleanas del mismo

orden de complejidad en forma natural y los resultados siguen

siendo válidos para el modelo de complejidad bit de algoritmos re

presentados por redes booleanas, pero este análisis excede los al

cances del presente trabajo (para un análisis de este tipo ver,

por ejemplo, [Kr-Par, 1994]).
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3. Un caso fundamental

En esta sección se exhibirá un algoritmo de eliminación de

cuantificadores para fórmulas prenexas que contengan un único blo

que de cuantificadores existenciales afectando a una conjunción de

igualdades y desigualdades polinomiales. Este algoritmo utiliza

convenientemente la codificación de polinomios por medio de

straight line programs. En algunos casos, será necesario efectuar

cambios de codificación. El métodopara realizarlos se describe en

3.1. En 3.2. se analizará el caso particular de una fórmula sin

desigualdades. Luego, en 3.3. se exhibirá un ejemplo que muestra

que las cotas obtenidas mejoran la complejidad de cualquier algo

ritmo posible en el modelo de la representación densa de polino

mios. Finalmente, en 3.4. se adaptará el algoritmo de 3.2. para el

caso en que también haya desigualdades.

A lo largo de esta sección se mantendrán las notaciones esta
blecidas en 2.2.

3.1. Cambios de codificación _

En la siguiente proposición se construye un algoritmo que codi

fica en forma densa respecto de algunas variables a un conjunto de

polinomios dados por un straight line program.

Proposición 3.1.1. Sea m un número natural tal que lsmsn y sean

F1,...,Fs e k[X1,...,Xn] polinomios dados por un straight line
program de longitud 2, cuyos grados totales en las variables
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t I
,...,xn estan acotados por un numeronatural d 2 m.X

n-m+1

Entonces existe un algoritmo bien paralelizable y sin divisiones,
dom)de complejidad secuencial 2 que escribe a los polinomios

F,...,FEl e k[x1,...,Xn_m][Xn1 ..,Xn] en forma densa en las-m+1' '

variables x .,xn, dando a sus coeficientes (que son elemenn-m+1 ' .

tos' de k[x1,...,xwfl]) en forma de un straight line program de
longitud f d°“X

Demostración: se utilizará el métodode interpolación para escri

bir a los polinomios en forma densa en la última variable y luego

se iterará el procedimiento mveces.
(d+1)x(d+1)

Sean eo,uu,cd e k d+1 puntos distintos y sea A e k
la matriz definida por:

2 d1 e e e
o o o

2 dA = l e e e
1 1 1

' 2 dl e e e
a d d

. . -1El primer paso conSiste en calcular A (notar que, como los

puntos son distintos, la matriz A es inversible). El costo de es

te paso es do“).

Para cada i tal que 1 s i s s,

ek[X1,...,X ]
d

F = za xJ con a
:0 n l n-1J

q
) e k" , queremos calculaI' el valor
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alJ(51,.. .,En_l)

Para ello, se considera el sistema lineal no homogéneocon coe
ficientes en k

d
J _

z e z - Fl(€1,.. .,En_1,eo)

a
J

X 8d 21] F1(E1"° "€n-1’€d)
J=0

Dado que la matriz asociada al sistema es la matriz A y que la

única solución del sistema es zU = aU(Ei,...,¿m4), resulta que

a¡o(Ell-- -IEn_1) F¡(€11-- 'IEn_lleo)

a1d(€1"' "€n—1) F1(E1"° "€n-1’ed)

n_1) (1 s i s s , 0 s j s d) neLuego, para hallar aU(€1,...,E
cesitamos evaluar F1,...,Fs en d+1 puntos y efectuar los productos
de matrices. El costo de realizar esto es 2.(d+1)+s.2(d+1)2.

Una vez obtenido el straight line program para aU (1 s i s s,

0 s j s d) repetimos el procedimiento para la variable xrH (Notar
que la matriz asociada a cada uno de los sistemas que van apare

ciendo es siempre la matriz A y, por lo tanto, el costo de calcu
larla e invertirla se cuenta sólo una vez).

Finalmente, después de iterar este procedimiento m veces y te

niendo en cuenta que m s d y que s s 2 se obtiene el straight line
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program deseado de longitud 2.dmmk

3.2. Unbloque de cuantificadores existenciales sin desigualdades

Sean x1,...,xn indeterminadas sobre k y sea m un número natural

tal que 1 s m s n. Sean F1,...,Fs e k[xu...,xn] polinomios cuyos

grados totales en las variables Xn .,xn están acotados por-m+1 ’ .

un número natural d a m y cuyos grados totales en las variables

x“...,xn están acotados por un número natural d'. Supondremos-m

que los polinomios F1,...,Fse k[x1,...,xmfi][xn .,Xn] están_m+1, o .

codificados en forma densa en las variables xw_ ,...,xn yr quem+1

sus coeficientes (que son elementos de k[xu...,xmm]) están dados
por un straight line program de longitud L. Sea 5’ S AWW(Í)el

conjunto definido por:

3’ = { (x1,...,xn_m) e Z“ / 3 (x
“m... x e k

n-m+1 I I n)

F1(x1,.. .,xn) = 0 A .... A Fs(x1,.. .,xn) = 0 }

Teorema 3.2.1. A menos de una preparación previa, existe un algo

ritmo bien paralelizable y sin divisiones, de complejidad secuen

cial I; + s°“fid°“h que permite describir al conjunto 9’ de la

siguiente manera:

? = { (x1,...,xmm) e ¡mw / W(x1,...,x ) }n-m

donde w es una fórmula libre de cuantificadores, es decir, una
. . / . .comb1nac1ónbooleana de formulas atómicas del tipo
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G1(x1, . ,xn_m) = 0 A A GA(x1, ,xn_m) = 0 A

A GM1(x1,...,xn_m) t 0 A A G“(x1,...,xn_m) at 0

con G1,...,G“e k[x1,...,xmü].

La longitud de la fórmula w es del orden de L + s°“ïd““’ y en

0(1)'d0(m)ella aparecen a lo sumo s polinomios con grados acotados

por d'.d°m), dados por un straight line program de longitud L +
+ Sm1tdom).

Demostración: Fijemos un punto (EN...,Emm) e km” y sea K el a

nillo x = k[51,...,gn_m].

Para cada 1 s i s s sea fl e K[Xmfifl,...,xn] el polinomio de

finido por fl = Fl(51,...,gmfi,xmm*1,...,xn).

Observemosque (51,...,Emfl) e ? si y sólo si la variedad

v = { (xn_m,...,xn) e í“ / f1(xn_m+l,...,xn)= o A A

A fs(xn_m+1,...,xn) = o } s IA'“(í)
es no vacia.

Ahora bien, como V = o es equivalente a dim V a 0, nuestra in

tención es tratar de aplicar el algoritmo de [Gi-He, 1993] que

calcula la dimensión de V (notar que la variedad V está definida

por s polinomios en m variables a coeficientes en el anillo K, da

dos en forma densa y cuyos grados están acotados por d). Este al

goritmo se construye a partir de algoritmos básicos de álgebra li

neal que utilizan straight line programpara codificar polinomios

y correct test sequences para realizar comparaciones. El problema
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que surge al intentar aplicar el mencionadoalgoritmo en nuestro

caso es la imposibilidad de decidir si un elemento de K es cero o

no (notar que el punto fijado (51,...,€mfi) es un punto cualquiera
de ¡mi y en general no es posible decidir si un polinomio a coe

ficientes en k evaluado en este punto es cero o no). Esto se solué

cionará modificando el algoritmo de manera conveniente.

Como en [Gi-He, 1993], introducimos ma+ m nuevas indetermina

das TU , Tr (1 s r,j s m) y sea R = K[TrJ,Tr]1SnJSzn . En el caso
en que la caracteristica p de k sea positiva, en ciertas subruti

nas del algoritmo de [Gi-He, 1993] aparece la necesidad de calcu

lar raices p-ésimas de elementos de R. Comola cantidad de veces

que debe realizarse dicha operación está acotada de antemano, el

problema se solucionará mediante el cambio de las variables invo

lucradas por potencias adecuadas de nuevas variables. Todo este

proceso no incidirá en el resultado final ni en la complejidad to

tal del algoritmo. Para mayores detalles, ver [Gi-He-Sa, 1993].

Para cada 1 s r s m sea Ar e Rrx ..,xn] la forma lineal, .n-m+1

definida por:

Para cada 0 s r s m sea WrS Am(ï) la variedad definida por

Wr= { (xmm*1,...,xn) e í" / f1(xmm’1,...,xn) = 0 A .... A

A fs(xmfl*1, ..,xn) = 0 A (1)

A A1(xnflmd,...,xn) = 0 A .... A Ar(xmú*1,...,xn) = 0 }
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Afirmación: V = z si y sólo si para todo 0 s r s m W = o

En efecto, si V = a, por el Teorema de los ceros de Hilbert,

existen polinomios P1,...,Ps e K'[x .,x ] tales quenOn-m+l I

En consecuencia, V 0 s r s m,

y, por lo tanto, Wr= o.

Por otra parte, como V = WBn Í m, si Hg = o resulta que V = o,

lo que concluye la demostración de la afirmación.

Ahora encontraremos condiciones equivalentes a V a o utilizando

las variedades W0,...,W;.

Sea F = {7(“,...,7(d} s k9 un conjunto de cardinal apropiado

01 O 1= S ( )'d0(m) ().d0(m)= (s+m>

como en [Gi-He, 1993], 3.4.7. Luego, para cada anillo efectivo A

que contiene a k (donde la efectividad de A incluye la extracción

de raices p-ésimas en el caso en que la caracteristica p de k sea

positiva) y para cada variedad afin

W = { (xn_m1,...,xn) e En / h1(xn_m+1,...,xn) = 0 A A

A hm(xn_m,. .,xn) = o } s AHÍ)

definida por polinomios h1,...,hWI e ¿[xwú*1,...,xn], dados en
forma densa y cuyos grados están acotados por d, se pueden calcu
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lar, utilizando el algoritmo bien paralelizable y sin divisiones

de [Gi-He, 1993], de complejidad secuencial (s + nn°(“.d°m)
01

= S () dom), un elemento 0 a a e A, un elemento 7 = (11,...,1) m

de F y, en consecuencia, un elemento y e k[x ..,x ] , y =nn-m+l l .

¡lxmfl + . . . + 3ran y polinomios r1, . . . ,rrn e ¿[2] de grado

dom) en la indeterminada Z, tales que cada punto aislado w e W
satisface

a-U = (r1(Y(U))¡---rrm(Y(w)))

(para mayores detalles, ver [Gi-He, 1993], 3.4.7)

Esto es posible ya que las coordenadas de los elementos de F

pueden ser elegidas en un subconjunto de A de cardinal apropiado,

fijado de antemano y, por lo tanto, en k.

Además, todos los resultados intermedios de este algoritmo son

0(m) 0(1) d0(m)'polinomios, de grado (i y evaluables en tiempo s en

los coeficientes de h1,...,hsm, sobre k.#

Es nuestra intención aplicar el algoritmo de [Gi-He, 1993] a

cada una de las variedades Wl (0 s i s m) definidas anteriormente,
es decir, a variedades del tipo:

_ _m =
W - { (xmm+1,...,xn) e R i/ h1(xwm+l,...,xn) 0 A (2)

— m _
A A hsm(xn_ml,...,xn) — 0 } S A (5Q)

donde h1,...,hwu son polinomios en k[x1,...,Xn,TU,Tl]1juin de
grado menor o igual que d en las variables xmfifl,...,xn y de gra

do menor o igual que d' en las variables x1,...,xn__m,TU,Tl , da

dos en forma densa en las variables xmflfl,...,xn y en forma de

straight line program de longitud L en las variables X1,...,Xmm,
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evaluados en el punto (su...,gmü) fijado al principio de la de
mostración.

En una primera parte, el algoritmo de [Gi-He, 1993] calcula, u

tilizando técnicas del álgebra lineal efectiva (cálculo de bases
monomiales, matrices de transformaciones lineales en tales bases,

bases standard, etc.), un polinomio g e R[Y1,...,Ym] y polinomios

g1,...,gm e R[YU...,Y;,Z], donde Y“...,Y;,Z son nuevas indeter
minadas sobre R, que luego serán utilizados para encontrar el ele

mento (x y' los polinomios r1,...,rm buscados. Como el algoritmo
mencionadorealiza comparaciones entre los elementos del anillo de

base y en nuestro caso no podemos determinar si un elemento B e R

es cero o no (ya que el punto (EN...,Emfi) fijado de antemano es
cualquiera) cada vez que necesitemos decidir si B e R es nulo o no,

se considerarán las dos posibilidades: B = 0, B a 0. Para cada una

de ellas se continuará con el algoritmo hasta obtener los polino

mios g,gl,...,gm lo que producirá ramificaciones (selectores aso
SOU) dom),ciados a fórmulas) BJ (lsjsb), donde b s del tipo:

B = 0 A A B a 0B : A
J 16H 1] lEN l]

donde # M + # N 5 3°“) dQW’ y cada BU e R es un polinomio eva

luable en tiempo secuencial s0“) dom) y' de grado acotado por

dom), en los coeficientes de h1,...,hym.

En esta forma, para cada una de las ramificaciones obtenemos

ola.ciertos polinomios g, g1 .,g; que dependen de ella.

Luego, en una segunda parte, el algoritmo de [Gi-He, 1993] en
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cuentra el elemento a y los polinomios r“...,r e R[Z] buscadosm

utilizando los elementos del conjunto F = {1(“,...,1(“} S k9 de

la siguiente manera:

Primero calcula g(7“)). Si g(1“)) a 0 el algoritmo produce la

salida a = gu‘“), ¡71(2) = g1(7m,Z) , , rm(Z) = gm(7(1),Z).
Si g(1“)) = 0, calcula g(1u)). Si g(1Q)) a 0 produce la salida

a = g(1‘”), r1(z> = giovm’,z) , --- , rm<z) = g¿(w‘”,z>- Si
g(1m)) = 0, el algoritmo continúa en forma análoga.

Para cada una de las ramificaciones obtenidas anteriormente

continuamos con el algoritmo utilizando los polinomios g,g1,...,gm
correspondientes a ella hasta obtener la salida. Comoen nuestro

caso no es posible determinar si g(7“)) es cero para ¡(H e F,

tomando para cada l s i s c
(1) (1) (l)

a7 = g<v‘“), rÏ (z) = gl(w“’,z>,...,r: (z)= g¿<w‘“,Z)

al considerar todas las posibilidades cada condición Bá se ramifi
ca en la forma:

a7 :0
J

(1) (2)

a? = 0 A a z 0

(1) (2) (3)
a7 = 0 A a = 0 A a t 0

B J
J

c-1 (1) (c)
a7 = 0 A a a 0

1:1 J J

De esta manera obtenemos un nuevo algoritmo que contiene rami
I
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(r)
ficaciones BJ (lsrsc, lsjsb), donde c = # I‘ s 5°“) d°“’ y- b 5
s so“) dom), del tipo:

(r) r-l u) (r)B :/\ = A A 7 = 1
J 16HBu 0 A ¡en Buto A1=1a1 o A a] :0

(l)ar¡sitesun
so”) dom) y cada BU e R y cada aJ

donde # M + # N s

0(1) d0(m)polinomio evaluable en tiempo secuencial s y de grado a

cotado por dom), en los coeficientes de h1,...,h . Para cadalllS+

una de las ramificaciones Br) este nuevo algoritmo produce la sa
7(r) ¡(m 7¡(n (r)

lida a = aJ , r1 = r1 ,..., rln = rln Notemos que tanto aí
7h) 7(r)

Vcomolos coeficientes de r1 ,..., rm son polinomios a coefi

cientes en k en las indeterminadas X1,...,X ,'I'U,Tl (lsi,jsm),n-m
0(m)

de grado acotado por d’.d evaluados en el punto (51,...,¿wm).

Incluyendo las ramificaciones en la salida conseguimos un nuevo

algoritmo que, cuando lo apliquemos a una variedad W como en (2),

producirá una salida del tipo:
(r) (r) (r)

(r) _ 7 _ 7 7

{ BJ , aJ , r1 ,..., rln } ISJSb
ISrSc

Para el punto (51,...,;Pm) ya fijado existen únicos j0 y r0

con ISjOSb y lsrosc tales que (51,...,€mfl) satisface Bïb) (la
o

existencia está garantizada por el refinamiento del lema del ele

mento primitivo ([Gi-He, 1993], 3.4.7.) y la unicidad se desprende
(r)

”)), el a? ° correspondiente es distinto deJ

cero y además, todo punto aislado u e Wsatisface:

de la definición de B
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(r(r ) (r ) )

a . u = [ r3 ° (y(w>>,...,r: ° <y<w>>]

Ante la imposibilidad de decidir cuáles son el jo y el ro que
corresponden al punto fijado, se continúa el algoritmo para cada j

y cada r (l s j s b y l s r s c ) de la siguiente manera:

Para cada hl (1 s i s s+m) que aparece en la definición de W

sea
(r) (r)

Jr 7h.) d I'Ï I'7’ _ —_ lll
Pl [aJ ] . h1 (r) , , 1m e R[Z]a a

J J

En el caso en que j = jo y r = ro estos polinomios P?” poseen
las propiedades siguientes:

o Si Wcontiene puntos aislados, entonces PÏr,...,P;; no son co
primos (comopolinomios a coeficientes en R’ en la variable Z)

oo Si PÏF,...,PïÏ no son coprimos en R’[Z] entonces Wt osm

(r)
En efecto, como aï t 0 el primer punto se deduce del hecho de

que todo punto aislado u e Wsatisface

((r ) (r) r)

a7 . u = [rf (y(w)),...,rï <y<w>)]

y el segundopunto es trivial.

Cuando además W contiene a lo sumo puntos aislados, de o y oo

resulta claro que la condición W= a es equivalente a que los po

linomios PÏ',...,P:; sean coprimosen R'[Z].

De esta manera, cuando continuamos con el algoritmo para todo
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j,r, la condición w = z resulta equivalente a

V (r) Jvr Jpr o ,
ISJSb [ BJ A P1 ,...,Psflll sean coprimos en R [Z] ]
ISrSc

Ahora bien, dados j y r, los polinomios P:J,...,P:; son co

primos en íR'[Z] si y sólo si existen Q:",...,Q:;; e fR'[Z], de
0(m)grado en Z acotado por d , tales que

5*m Jr Jr
l :121 Pl - Q1

si y sólo si el sistema lineal no homogéneocon coeficientes en R

determinado por (3) tiene una solución en R', lo que es equivalen

te a que el rango de la matriz del sistema homogéneoasociado sea

igual al rango de la matriz ampliada. Para obtener los coeficien

tes de la matriz del sistema (que vendrán dados por medio de un

straight line program) necesitamos tener a Pí”,...,Pï; escritos
en forma densa en la variable Z. Para ello, primero eliminaremos

(r)
las divisiones por aí , obteniendo asi un staight line program

J.r J.r

Comolos polinomios hl (lsiss+m) ya vienen dados en forma densa
,...,x , bastará introducir una nueva va

n
en las variables x

n-m+1

riable Y, hacer los 1H(xm¿fl,...,xn) (lsiss+m) homogéneos de gra

do d utilizando la variable Y y, si ñl(x .,Xn,Y) (lsiss+m)n-m+1’ .

son los nuevos polinomios obtenidos, entonces

(r) (r) (r)

Prr = El [ rï r7 a7 ]

Ahora, escribir estos polinomios en forma densa en la variable

Z puede hacerse interpolando (ver Proposición 3.1.1.), teniendo en
I
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cuenta que el grado de PÏr,...,P:; en dicha variable está acota
do por dmmk

0(m) 0(1) d0(m)El sistema consta de d ecuaciones y s incógnitas

y, siendo los coeficientes de la matriz del sistema precisamente

los coeficientes de PÏ',...,P:', resulta que éstos son polinolll

d0(m) I
' I

mios en k[x1,...,xn__m,TU,Tl]1Shjsln de grado acotado por d .
dados por un straight line program de longitud L + 5°“) do“), e

valuados en (51,...,Emfi).

Sea B la matriz que se obtiene agregándole una columna de ceros

a la matriz del sistema homogéneoasociado y sea É la matriz am

pliada del sistema. Utilizando las técnicas de Berkowitz-Mulmuley

([Ber, 1984] y [Mul, 1986]) introducimos dos nuevas indeterminadas

Z1 y Z2 y calculamos los polinomios característicos de las matri
ces cuadradas A y X que se obtienen a partir de B y É (notar que

amboscaracterísticos tienen igual grado pues las matrices tienen

las mismas dimensiones):

x =G“+G"'A+....+G“A‘+A‘”
A 0 1 t

z =H“+H“A+....+H"’A‘+Am
I 0 1 t

(¡Onde t s d°‘“" y Gá":"GÍ",-..,GÉ", H3", HÍ",..., Hi” Son

polinomios en k[x1,...,xmfi,Tm,Tu,Z1,ZZL51JSm, de grado acotado
por d'.dOM), dados por un straight line program de longitud L +

+ so“) do“), evaluados en el punto (51,...,Emfi).

Por lo tanto, Pí",...,P:r son coprimos en R'[Z] si y sólo sim

las multiplicidades de cero como raiz en ambos característicos
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coinciden, lo que se traduce en la condición:

(l') . J,P J’r J¡r _ Jnr _ Jlr
D‘l . (Go at 0 A H0 ¡e 0) v (G0 - 0 A Ho - 0 A G1 3 0 A

A HJ’r at 0) v v (Gj’r = 0 A Hj’r = 0 A A Gj’r = 0 A1 o o t-I

AH’"=0AGJ"=0AHJ":0)t-l t t

En resumen, si w es como en (2) y contiene a lo sumo puntos

aislados entonces

W=ze=>V [B‘r’ADm]15m, J J
ISrSc

(r)
J

mios en k ... T T ue emos '
[Eli ¡Swml ¡k1 ¡’21,Z2115hk5m y q r tener COndl

Observemos que en las condiciones B y DY) aparecen polino

ciones equivalentes a ellas pero que sólo involucren elementos de

k[€“...,5mfi]. Comolos polinomios que aparecen en dichas condi
. oCiones son de grado acotado por D s d (m) en las m2 + m + 2 va

(lsi,ksn) y están dados por un straightriables T , T , Z , Z
1k 1 1 2

line program de longitud v = so“) dm“) en dichas variables dado

que los polinomios de entrada F1,...,Fs vienen dados en forma den

sa en las indeterminadas x “,Xn, utilizaremos el resultadon-m+1 ' '

de [He-Sch, 1982] para obtener las condiciones deseadas:
2

Sea A s k“ ""2 un conjunto de cardinal 6(v+m2+m+2)(v+m2+m+3)s

0(1) d0(m)s s que satisface:

V P e Hai, .,.‘;'n_m][le,T¡,ZI,Zz]151¡(5‘n de grado acotado por D

y evaluable por medio de un straight line program de longitud aco

tada por v, P = 0 es P(8) = 0 V 6 e A

De esta forma, cada condición
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) = 0P(E1"' .IEnfln’le'Tl’zl'Z ISLkfih2

se traduce en

/\ P(EI,...,En_m,8) = o
óeA

Análogamente, cada condición

P(€1’°'°'En-m’Ttk'Tl'Zl’zz)151.k5m i o

se traduce en

V P(El,...,éjn_m,6) 1: 086A

Cuando aplicamos a una variedad Wdel tipo (2) el algoritmo de

complejidad secuencial L + so“) dom) que hemos construido, obte

nemos como salida una fórmula w" libre de cuantificadores, que es
una combinación booleana de fórmulas atómicas del tipo:

g1(El,...,En_m) = 0 A A gh’(51,...,fin_m) = 0 A

A gh,fl(51,...,€n_m) ae0 A A gh(51,...,En_m) at 0

tal que

a) Iwul S Sou) dom)

b) cada gl es un polinomio en k[x1 , ..., xmn] de grado acotado
por d'. dom)

c) los polinomios gl vienen dados por medio de un straight line
program de longitud L + smIÏdom).

Además, si Wcontiene a lo sumopuntos aislados, entonces:

W = o si y sólo si w"

Para cada una de las variedades Wr (0 s r s m) que definimos en
1
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(l) aplicamos el algoritmo anterior obteniendo como salida las

fórmulas w",...,wu.
0 m

m

Afirmación: V = o si y sólo si /\\wu
r=0 r

En efecto, si V = o , entonces Wr = z v 0 s r s m. En particu

lar, cada Wr contiene a lo sumo puntos aislados, de donde WHpara
l‘

todo Osrsm.

m

Por otra parte, supongamos /\\ww, entonces w". Comopor cons
r=0 r m

trucción W tiene a lo sumo puntos aislados, entonces W = o y, en
lll ln

consecuencia, W 1 tiene a lo sumo puntos aislados. Luego W 1 = om- m

pues w" . Repitiendo este razonamiento, resulta que Wr = o para
m-l

todo 0 s r s m y por lo tanto V = o.

Luego,

Vazsii V w" =w(51,...,€ >
r =0 r mm

Comose desprende de la construcción del algoritmo, los polino

mios que aparecen en la fórmula w hallada no dependen del punto

(51,...,Emfi) fijado: hemos obtenido una fórmula w(xl,...,xwfi)
libre de cuantificadores que satisface

{ (x1,...,xn_m) e FH“ / 3 (xn_mfl,. ,xn) e P

F1(x1, ,xn) = 0 A A Fs(x1, ,xn) = 0 } =

={ (x1, ..,x > e í“ / wxl, ,xM) } 
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Observacióh 3.2.2. En el caso en que los polinomios F1,...,F esS

tén codificados por un straight line program de longitud 2 en to

das las variables, se procederá primero a escribirlos en forma

densa en las variables xn ..,X con sus coeficientes (que sonn-m+1 I o

elementos de k[x1,...,xmn]) codificados en forma de straight line
program (ver Proposición 3.1.1.) y se aplicará luego el algoritmo

del Teorema 3.2.1., para L = 2 dom).

Notar además que, si los polinomios F1,...,F están codificaS

dos en forma densa en todas las variables, se los puede escribir

de manera obvia en forma densa en las variables xn ..,x dann-m+1 l .

do sus coeficientes (que son elementos de k[x“...,xmm]) por me
dio de un straight line program de longitud s.d'°m"”.dmm) se

vaplicará luego el algoritmo del Teorema3.2.1.

3.3. Ejemplo

Sean d,r e m tales que d z r y sea o la fórmula:

d a
3 x 3 x ... 3 x : x .y' - 1 = 0 A x .y' - x = 0 A1 2 r4 1 1 2 2 1

d a
A x .y' - x = 0 A .... A x .y — x = 0 A3 3 2 r-1 r-1 r-2

d
A — x = 0yr r-l

En este caso hay r variables libres y r-l variables ligadas,

aparecen r polinomios cuyos grados en las variables libres están

acotados por d y cuyos grados en las variables ligadas también es

tán acotados por d. Estos polinomios pueden ser codificados por
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medio de un straight line program de longitud L = 4r-1+2r[log¿d],

donde [loggfl] es la parte entera del logaritmo en base 2 de d.

Aplicando el algoritmo descripto en el Teorema3.2.1. se obtie

ne una fórmula libre de cuantificadores equivalente a o y el tiem

po requerido para esto es del orden de d°”Ï

Siguiendo las ideas de [Fi-Ga-Mo, 1990], analizaremos qué pasa

en este caso en el modelo de la representación densa de polino

mios.

Es evidente que o es equivalente a la siguiente fórmula libre
de cuantificadores:

a
y .y .yr_2 ....yz.y1 —1 = 0

Sea w una fórmula libre de cuantificadores equivalente a w.

Luego, {(y1,...,yr) e ÏT/ W(y1,...,yr)} debe ser la variedad
algebraica de dimensión r-l

r r-2 r-3
d d dV={(y1,...,yr>e?/ yr .y ....y2d.y1-1= 0}

que es una variedad irreducible pues el polinomio

dr dr-2 dr-3 dY ¡Y ¡Y OIDIY .Y - l
r r-1 r-2 2 1

es irreducible en k[Y1,...,Yr].

Sean G1,...,Gt k[Y1,...,Yr]los polinomios que aparecen en la
fórmula w. El hecho conocido de que toda fórmula sin cuantifica

dores puede escribirse en la forma normal disyuntiva nos permite

describir a la variedad V de la siguiente manera:
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V = U {(y1,...,yr) e P/ Gl (y1,...,yr) = o A
1

A G12(y1,...,yr) = 0 A ... A le(y1,...,yr) = 0 A

A Gl (y
k+1 1,...,yr) t 0 A ... AGk(y1,...,yr) t 0}

y como V es cerrado entonces

V = U {(y1,...,yr) e 73/ Gl1(y1,...,yr) = 0 A

AG12(y1,...,yr) = 0 A Ale(y1,...,yr) = 0 A

AGl (y ,...,yr) a 0 A AGl (y1,...,yr) ae0}
¡(+1 t

1

Siendo V irreducible, resulta que V debe ser uno de los conjun

tos que aparecen en esta última unión y como dim V=r-1 y V es ce

rrado , este conjunto no puede ser de la forma:

{(y1,...,yr) e P/ G1(y1,..-,yr>== 0 A AGt(y1,...,yr) ==0}

Luego, existe i, 1 s i s t, tal que
-r

v s {<y1,...,yr> e k/ G,(y1,...,yr) = 0}

r-2 r-3 "l'
de donde Yd .Y d .Y d ....Y‘ÏY - 1 divide a G .

r r-l r-2 2 1 11

Esto muestra que cualquier fórmula libre de cuantificadores

equivalente a p necesariamente contiene un polinomio en r varia

bles a coeficientes en k de grado mayor o igual que dr y por lo

tanto cualquier algoritmo en el modelo de la representación densa
2

de polinomios tendrá una complejidad no inferior a dr.
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3.4. Unbloque de cuantificadores existenciales con desigualdades

Comoantes, sean x1,...,xn indeterminadas sobre k y sea m un

número natural tal que 1 s m s n. Sean F1,...,Fs e k[x“...,xn]

polinomios cuyos grados en las variables xmflfl,...,xn están aco
tados por un número natural d a m y cuyos grados en las variables

X1,...,xM están acotados por un númeronatural d'.

Sean además G1,...,Gy e k[x1,...,xn] polinomios cuyos grados

en las variables x .,xn están acotados por un número natun-m+1 I .

ral 8 y cuyos grados en las variables X1“..,xmln están acotados
por un número natural 8’.

Supondremosque los polinomios F1,...,FS,G1,...,GS, están dados
por un straight line program de longitud L.

Sea ? S A"”(Í) el conjunto definido por:

..,xn) e En :
_ fia-m

T - { o o o'xn_m) G k / 3 (Kim-“"1,o

F1(x1,...,xn) = 0 A A Fs(x1,...,xn) = 0 A

A G1(x1,...,xn) á 0 A .. .. A GS,(x1,...,xn) t 0 }

Utilizando el truco dezRabinowitz, si Y es una nueva indetermi
SI

nada y G - 1 - Y . n G1, T se puede describir de la siguiente ma1:1

nera:
_ fl

7’ = { (x1,...,xn_m) e En“ / 3 (xn_m1,...,xn,y) e P"

F1(x1,...,xn) = 0 A .... A Fs(x1,...,xn) = o A

A G(x1,...,xn,y) = 0 }
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Notar que éstos son s+1 polinomios dados por un straight line

program de longitud L + s' + 1, cuyos grados en las indeterminadas

,...,anY están acotados por D = máx {d,s'6+1} y cuyos graX
n-m+ 1

dos en x1,...,xmfi están acotados por D’= max {d’, s’8’},

Teniendo en cuenta la Observación 3.2.2., el algoritmo del Teo

rema 3.2.1., de complejidad secuencial (L+s').D°m)+ SOUJ.D0m),

permite describir al conjunto ? mediante una fórmula w libre de

0(m) 0(1)'D0(m).cuantificadores de longitud (L + s’).D + s Los po

linomios que aparecen en w vienen dados por un straight line pro

gram de longitud (L + s').Dmm) + s“1ïn°“’
0(m)

y sus grados son del

orden de D'.D

Comopuede verse, las cotas obtenidas de esta manera dependen

polinomialmente de s'om) y de ¿omÏ

Sin embargo, esta dependencia no es intrínseca del problema si

no del algoritmo utilizado tal comolo muestra el siguiente:

Teorema 3.4.1. A menos de una preparacióh previa, existe un algo

ritmo bien paralelizable y sin divisiones de complejidad secuen
. 2 , ou) om) . . .Clal acotada por L (s.s .6) d , que permite describir a1

conjunto ? de la siguientekmanera:

7>={ (x1,...,xn_m) e P” / W(x1,...,xn_m) }

/ . . . .donde w es una formula libre de cuantificadores, es dec1r, una

combinación booleana de fórmulas atómicas del tipo

H1(x1,...,xmú) = 0 A .... A HA(x1,...,xmfi) = 0 A

A HA+1(x1,...,xn_m) a 0 A A Hu(x1,...,xn_m) a 0
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con H1,...,H“ e k[x1,...,x ].n-m

La longitud de la formula w, así comotambién 1a cantidad de poli

nomios que aparecen en ella, es del orden de L2 (s.s'.8)°“) dmmÏ

Además, los polinomios de salida vendráh dados por un straight

line program de longitud L2 (s.s’.6)°“) dm") y sus grados serán

del orden de 8’d’(s’.6)°“) dom).

.I . . .. .Demostrac1on: La idea de la demostraCión es modificar conveniente

mente el algoritmo del Teorema3.2.1. Primero escribimos los poli

nomios F ,..., F en forma densa en las variables X ,...,X
1 s n—m+1 n

con sus coeficientes en k[x1,...,xmm] codificados por medio de un
straight line program. (Ver Proposición 3.1.1.)

Ahora, fijemos como antes un punto (EN...,Emm) e ¡mm y sea

K = = k[gl,...,gn_m].

Para cada 1 s i s s sea f1 e K[xmfifl,...,xn] el polinomio de
finido por

y, para cada 1 s j s s’, sea gJ e K[X .,xn] el polinomio.
n-m+1 '

definido por

gJ = Gl(EI,...,En_m,xn_m+1,...,xn)

Sea V s A”(Ï) la variedad

v = { (xn_m,...,xn) e 1?"/ f1(nn_m+l,...,xn) = o A A

A fs(xmm*1,...,xn) = 0 }

y sea U s m“(ï) el abierto
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..,xn) e Ñ“ / 91(x ..,xn) at 0 A A. .
n-m+1 ' n-m+1 ’

A gs,(xn_mfl,...,xn) a 0 }

Comoantes, introducimos nuevas indeterminadas TJ,T (lsr,jsm).l' r

Sea :R = K[TU,"I‘I_]15“JSD.Para cada 1 s r s m definimos la for

ma lineal Ar e :R[x .,xn] en la forma:. .
n—m+1 l

A: +...+TX+TT X .
r r 1 n-m+ 1 rm n r

Para cada 0 s r s m sea WrS 09(5) la variedad

wr = { (xn_m+1,...,xn) e f" / f1(xn_m,...,xn) = o A A

A fs(xn_m+1,...,xn) = 0 A (4)

A A1(xn_m+1,...,xn) = 0 A A Ar(xn_m1,...,xn) = 0}

y sea ‘U' S Am(fR)el abierto

‘U’ = { (xn_m+1,...,xn) e fi" / gl(xn_m+1,...,xn) ae 0 A A

A gs’(xn_mfl,. .,xn) at 0 }

<Afirmación:Vn‘u=osiysólosi Wrn‘U’=ov0_rsm

En efecto, si Wrn 'U’ = o V 0 s r s m entonces, en particular,

wo n ‘U’ = o. Luego, Won ‘U’ n Í”: o, de donde resulta que V n ‘u =

= (Woním) n (u' nin) =z

Por otra parte, si V n u = o, introduciendo una nueva indeter

minada Y sobre í y utilizando el truco de Rabinowitz obtenemos que
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.,x,y) e Ïmfl / f(x ,...,x) = 0 A A
n 1 n

x . .
{ ( n-m+1’ n-m+1

..,xn) = 0 A l - y;Ü;gl(x ..,xn) = 0 }
A f x . .

s ( n-m+1 I n-m+1 '

es vacio. Luego, por el Teorema de los ceros de Hilbert, existen

_mfl,...,xn,Y] (1 s i s s+1) tales quep eK'[X
1 n

S

1 :2 Pi.f1+ P9141 —Y.ngl)
l=1 1=1

Es decir, para todo 0 s r s m,

¡a w

en 5'2’[Xn ,xan] y por lo tanto Wrrw u' = e , V 0 s r s m—m#1,...

como habiamos afirmado.

Sean ahora F y c como en el Teorema 3.2.1. y sea w una variedad

del tipo:

W = { (xn_mu,...,xn) e a“ / h1(xn_m1,...,xn) = 0 A (5)
m _

A A hs+m(xn_m1,...,xn) = 0} S [A(92)

donde h1,...,hwn son polinomios en k[xl,...,xn,T“,Tleld5m de
grado menor o igual que d‘en las variables xmfifl,...,xn y de gra

do menor o igual que d’ en las variables X“...,xn__m,TU,T1 , da

dos en forma densa en las variables Xn__mfl,...,xn y en forma de
¡X In-mstraight line programde longitud L en las variables x“...

evaluados en el punto (EN...,¿mm) fijado al principio de la de
mostración.

Cuandoaplicamos la primera parte del algoritmo exhibido en el
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Teorema 3.2.1. a W obtenemos como salida

(r) (r) (r)
(r) . 7 _ 7 7

{ B , a} , r1 ,..., I'm } ISJSb

Para cada j y r calculamos como antes los polinomios Pi’re fR[Z]
(15iss+m) que satisfacen las propiedades o y oo del Teorema 3.2.1.

Sea t s dom) una cota para degz(PÍ'r) (lsiss+m).

Sea Gj’re fR[Z] el polinomio definido por
(r) (r)

Jr s’ 1(r) 8 I'Ï r: t
G = n ] o g’l ——(Ï, ... , fi

l: a7 a
J

Sean j0 y ro como en el Teorema 3.2.1.

Afirmación: Cuando j = jo y r = ro y además W n ‘U' = o o sólo con

tiene puntos aislados de Wentonces el polinomio GLr satisface:

I _ . c J,r J’r J’r
W n ‘u —o Sl y sólo Sl mcdz(P1 , ...,Ps+m) | G

En efecto, si mcdz(P:'r,...,P:;;) I G)" entonces 3 a; e í tal

que mcdz(P:’r,...,P:;;) (1;) = 0 y GJ’rw) a: 0 ya que la multipli
cidad de q, como raiz de GJ’r es mayor o igual que el grado respec

Liz) , para todo I; e 3-2 queto de la variable Z de mcdz(Pf"',...,P!J3
sea raiz de mcd(PJ’r,...,P1’r).

Z 1 s+m

Luego, Pf’rw) = 0 V ISiss+m y Gj’rw) a 0, de donde resulta

que
(r) (r)

rÏ (4) r: (4)—— , , ——— e Wn ‘U’.(r) (r)
a1 a7

J J

Reciprocamente, si W n u' a o sea a) e W n ‘U’. Por hipótesis w
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es un punto aislado de w y por lo tanto satisface

7(r) 7h)
r1 (y(w)) rm (ym)

U: —————(r), ... ,———(r)
a7 417

J J 7

(donde y es la forma lineal del teorema del elemento primitivo co

mo en el Teorema 3.2.1.). Luego,

Pf"(y(u)) = o v lsiss+m 'y G”’(y(u)) a o

En consecuencia, y(w) es una raiz de mcdz(PÏ',...,P:;)) que

no es raiz de Gbr de donde mcdzU#'Ü...,P:;) I GL' con lo que
concluye la demostración de la afirmación.

Comono podemos determinar jo y ro, continuamos con el algorit
mopara todo j,r.

Ahora bien, fijados j y r, mcdz(PÏ',...,P:;) | GLPsi y sólo
' J) 9 ISi 3 Qir,...,QL; e R [Z] tales que

Jr 84m Jr Jr
G :2 Ql P1 (6)

l=1

0(In) d0(m)y degZ QT” s d + degz GLr s 8 s'

si y sólo si el sistema lineal no homogéneocon coeficientes en R

determinado por (6) tiene una solución en R', lo que, usando los

mismos argumentos que antes, se traduce en una condición polino
mial.

En este caso el sistema tiene a lo sumo 6 s’ dom) ecuaciones y

s+m
X (1+degZ QT”) 5 6 s s' d n incógnitas.
1=1
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Comolos coeficientes de la matriz del sistema y de la ampliada

son los coeficientes de los polinomios PL',... PL” y GL' para
1 ' s+m l

poder armar el sistema escribimos a Pfr,..., Par en forma densasm

en la variable Z tal como se hizo en el Teorema 3.2.1. y luego

calculamos los coeficientes de GLr en dicha variable. Para ello,

primero daremos un straight line program para GLP eliminando las
(r)

divisiones por a? de la siguiente manera:

Sea Y una nueva indeterminada y, para cada i tal que laiss' sea

N 7(r) 1h)
gl = gl[ Y.r1 ,...,Y.r ] e Mil,...,€n_m,Tw,Tu,Z,Y]ISu’vsm

Escribimos a cada él en forma densa en la variable Y y, si a“
. . k N

es el coefiCiente de Y en g1 entonces

s’ 6 u) ó-k t

GL' = n z a [a7 ]1:1 k=0 1k J

De esta manera obtenemos un straight line program para GL' de

longitud L s' (s a)°“’ d°"°’.

Ahora, escribimos a GLPen forma densa en la variable Z inter

polando, lo que finalmente cuesta L (6 s' s)°“) dom).

Por lo tanto, los coeficientes de la matriz del sistema son po

linomios en k[x1,...,xwfl,TLv,Tu] cuyos grados están acota15u,v5m

dos por 8 6' s' d' do“), dados por un straight line program de
ou) dom)

I n-mlongitud L (s s' 6) evaluados en (51,...,E ).

Luego, para cada j y r, se tiene una condición polinomial Dr)
r) | G)” donde aparecen a lo sumo

‘Ümequivalente a mcdz(PÍ", . . . ,P:
¿s'd°m) polinomios de grado acotado por (6s’)°“) ó'd'dom) dados

/
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por un straight line program de longitud L (s s' 6)°u) dom).

En resumen, si W es del tipo (5) y w n U’ tiene a lo sumo pun

tos aislados de W, combinandolas salidas del algoritmo del Teore

ma 3.2.1 con las condiciones polinomiales recién descriptas, re

sulta que

Wn‘U’=o <=>V [Bm/x13“)15m, J J
15r5c

(r)
J

y queremos tener condi
Observemos que en las condiciones B y Dr) aparecen polino

lnlOS en Mil,...,EIM,le,Tl,Zl,Zz]ISLkSm
ciones equivalentes a ellas pero que sólo involucren elementos de

k[EI,...,E ]. Comolos polinomios que aparecen en dichas condin-m

. o 2Ciones son de grado acotado por s' 8 d m) en las m + m + 2 va

riables T”, T1, Zl, 22 (lsi,ksm) y están dados por un straight
line program de longitud Il (s s' 6)°u) dom), utilizando el re

sultado de [He-Sch, 1982] tal como lo hicimos en el Teorema 3.2.1.

obtenemos las condiciones deseadas.

De esta manera, cuando aplicamos a una variedad Wdel tipo (5)

el algoritmo de complejidad secuencial L2 (s s' 8)°“)d°”“ que

hemos construido, obtenemos como salida una fórmula w" libre de
cuantificadores, que es una combinación booleana de fórmulas ató

micas del tipo:

h1(El,...,€n_m) = 0 A A hk_(€1,...,En_m) —0 A

A hk,+1(51,...,€n_m) a 0 A A hk(€1,...,En_m) t 0
tal que

a) ¡wal s L2 (S S, ¿>0u) dew)
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b) cada h1 es un polinomio en k[x1 , ..., xmm] de grado acotado
por 8, d, (s, 6)0(1) d0(m)

c) los polinomios hl vienen dados por medio de un straight line
program de longitud L2 (s s' 6)°m do“).

Además, si w n u' contiene a lo snmo puntos aislados de W, en
tonces:

w n u' = o si y sólo si w"

Para cada una de las variedades Wr (0 s r s m) que definimos en
(4) aplicamos el algoritmo anterior obteniendo como salida las

fórmulas w",...,wu.
o

m

Afirmación: V n U = o si y sólo si /\wH
r=0 r

En efecto, como V n U = o si y sólo si Wun U' = o para todo

0 s r s m, entonces:

Si V n U = o entonces Wr n u' = o V 0 s r s m y por lo tanto,

en particuar, Wrn U' contiene a lo sumo puntos aislados de w de

donde w" V 0 s r s m
I‘

m

Reciprocamente, si /\wu entonces w"
r=0= r m

ComoW por construcción tiene a lo sumo puntos aislados enton
lll

ces w n u' contiene a lo sumo puntos aislados de w; de donde relll

sulta que w; n U' = o.

Como Am es una forma lineal genérica, W“M n { Am = 0 } == w; y

U' es un. abierto, por el teorema de la dimensión resulta que
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wmln u' tiene a lo sumo puntos aislados de W 1 y como satisface_ m

w" , entonces W 1 n u' = a.m
m-l

Iterando este razonamiento obtenemos que Wrn u' = o para todo
0 s r s m y por lo tanto V n u = o

m

Luego, V n u a o si y sólo si \/ 1 w": w(¿1,...,gmm)r=0 r

Al igual que en el Teorema 3.2.1., los polinomios que aparecen

en la fórmula w no dependen del punto (51,...,¿n_m) fijado,sino

que lo que hemos obtenido es una fórmula w(x“...,xmm) libre de
cuantificadores que satisface

{ (x1,...,xn_m) e í“ / 3 (xn_m,.. ,x) e P“

F1(x1,...,xn) = 0 A A Fs(x1,...,xn) = 0 A

A G1(x1,...,xn) t 0 A ... . A Gs,(x1,...,xn) t 0 } =

= { (x1,...,xn_m) e í“ / dl(x1,...,xn_m) } n

Observación 3.4.2. Sean d,r e N tales que d 2 r z 3 y sea p la

fórmula:

a d
3 x 3 x ... 3 x : x .y - l = 0 A x .y' — x = 0 A1 2 r4 \ 1 1 2 2 1

d _ d _ =Ax3.y3-x2- 0A Ax”1 .yr_1 xp2 0A
d _ —

A yr — x!__1 — 0 A y2.yr x1 ae 0

Es claro que p es equivalente a la fórmula sin cuantificadores:

d d d.yr_2 ....yzyi-1=0/\y1.y2.yr —1==O
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. . d d
Sean g,f e k[Y1,...,Yr] los polinomios g = = Y1.Y2.Y; — 1 y

dr dr-2 dr-3 d
f = Y Y Y . . Y Y - 1r r-I r-2 1

Como

{(yln-uyr) e P/ f<y1,...,yr) = 0} =

= {(y1,...,yr) e Ir/ f(y1,...,yr) = o A g(y1,...,yr) aeo } U

U {(Y1:--orYr) E ¡T/ f(Y11-'°Iyr) = o A g(Y11---IY ) = o }T

y los conjuntos

{(Y11"'Iyr) E f(Y1I°"IYr) = o}

{(Y1:---:Yr) E ¡7/ f(Y1I°"IYr) = 0 A g(Y11--°1Yr) = o }

son cerrados, entonces

{(Y1:---:Yr)€ ¡7/ f(Y1r---:Yr) = 0} =

={(Y1/---1Yr)e P./ f(Y11'°-IY¡_) = 0 A g(Y1I'°°IYr) t 0 } U

U {(YII-°°1Yr) e P/ f(y1,.-uyr) = 0 A 9(Y1r---¡Yr) = 0}

Además, como {(y“...,yr) e ¡T/ f(y1,...,yr) = 0} es irreduci
ble ya que f es irreducible y distinto de

l‘{<y1,...,yr)e P/ f<‘y1,...,yr) = 0 Ag(y1,...,y> = 0}

'ya que f no divide a g, entonces debe ser

{<y1,...,yr) e P/ f<y1,...,yr> = 0} =

.={(y1,---,yr) e ¡r/ f(y1,--.,yr) = 0 Aguy-nun) ==0}

de donde se deduce, aplicando un razonamiento similar al usado en
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3.3., que cualquier algoritmo en el modelo de la representación

densa de polinomios tendrá una complejidad secuencial no inferior
a df.

Sin embargo, aplicando el algoritmo del Teorema 3.4.1. se ob

tiene una fórmula sin cuantificadores equivalente a q) en tiempo

secuencial del orden de do”) lo que muestra que, también en el

caso en que haya desigualdades, las cotas obtenidas en 3.4.1. me

joran la complejidad secuencial de cualquier algoritmo posible en

el modelo de la representación densa de polinomios.

Observacióh 3.4.3. Sean x1,...,xn indeterminadas sobre k, sean

F1,...,Fs e k[x“...,xn] polinomios cuyos grados totales están a

cotados por un número natural dzn y sean G1,...,Gy e k[x1,...,xn]
polinomios cuyos grados totales están acotados por un número natu
ral 8.

Supongamosque los polinomios F1,...,FS,G1,...,Gy están. dados
por un straight line program de longitud L.

Sea ? el conjunto definido por

?={ueí“/F1(u)=oA...AFs(u)=oA
k A G1(w) a 0 A ...A GS,Uo) t 0 }

Observemos que la condición "T es no vacio“ puede describirse

mediante la fórmula de 2(k)

3 x1 3 xn : F1(x1,...,xn) = 0 A A Fs(x1,...,xn) = O A

A G1(x1,...,xn) 2 0 A ...A Gs,(x1,...,xn) a 0 }
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Luego, el utilizando el algoritmo del Teorema3.4.1.,

plejidad secuencuencial L2 (s.s’.6)MI) do”),

si el conjunto P es no vacio.
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4. El caso general

En esta sección se exhibirá un algoritmo que resuelve el pro

blema de la eliminación de cuantificadores sobre un cuerpo alge

braicamente cerrado para cualquier fórmula. Dado que toda fórmula

arbitraria o puede ser transformada por medio de un algoritmo bien

paralelizable de complejidad secuencial 0(le) en una fórmula pre

nexa equivalente sin modificar ni Ipl ni el grado de los polino

mios que aparecen ni la cantidad de variables (ver [Kr, 1990]), a

sumiremos sin pérdida de generalidad que la fórmula de entrada es

prenexa. En 4.1. se construirá un algoritmo que a partir de cual

quier fórmula libre de cuantificadores encuentra una equivalente

escrita comodisyunción de conjunciones de igualdades y desigual

dades polinomiales. En 4.2. se resolverá el problema para el caso

de un solo bloque de cuantificadores y en 4.3. se resolverá recur

sivamente el caso general.

4.1. Formadisyuntiva "consistente"

Sean F1,...,Fs e k[x1,...,xn] y sea I = {l,2,...,s}

Definición 4.1.1. Se dice que Z S A“(E) es una F1,...,F;-odua si:
i) Z t o

ii) 3 Ms I tal que

Z={xeP/Fl(x)=0VieMAFJ(x):0Ver-M}

Sea o una fórmula libre de cuantificadores que es una combina
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ción booleana de fórmulas atómicas que involucran a los polinomios
S

F“...,Fs, sea D = máx{1 +Ezdeg F1 , n , s} y sea |w| la longitud
1:1

de o, es decir, el númerode simbolos-necesarios para codificar a

p. Se construirá un algoritmo que, para F1,...,Fs dados en forma
densa, encuentre una fórmula equivalente a p que sea una disyun

ción de conjunciones consistentes (es decir, que definen subcon

juntos no vacios de í“) de manera tal que cada una de esas conjun

ciones consistentes corresponda a una F1,...,Fs-celda. En otras

palabras, si C = {MS I / Mdefine una F“...,Fs-celda}, el algo
ritmo encontrará un subconjunto S de C tal que p es equivalente a
la fórmula:

\V/ /A\ Fl(x1,.. .,xn) = 0 A /A\ Fj(x1,.. .,xn) t 0MES ¡en jEI-H

Esto es posible pues las F“...,F;-celdas son los átomos del
álgebra de Boole de los subconjuntos de En definibles por fórmulas

libres de cuantificadores que involucran a F1,...,F .' S

Manteniendolas notaciones anteriores, se tiene el siguiente:

Teorema 4.1.2. A menos de una preparacióh previa, existe un algo

ritmo bien paralelizable k sin divisiones de complejidad secuen

cial O(le) + Dom)que a partir de la fórmula w encuentra el sub

conjunto S.

Demostracián: A lo largo de esta demostración, [a] denotará la

parte entera de a y log denotará el logaritmo en base 2.

Procederemos primero a encontrar el conjunto C que caracteriza
I
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a las F1,...,Fs-celdas, lo que se hará en 2+[log(s-l)] etapas.
Para facilitar la notación

{Fl=0A...AFl=0AF *0A...AF130}
1 h h+1 k

denotará el conjunto algebraico

{x e Íh/ F1(x) = 0 A...A Fl (x) = 0 A Fl (x) t 0 A...A F1(x) t 0}
1 h h+1 k

11 -n . .Sea a ==2’°gus l. Para eVitar la separaCión en casos de a

cuerdo al desarrollo binario de s, definimos FJ = 0 (5+15jsa).

En la etapa cero, se consideran los conjuntos

A°={{F, = 0}, {F, ==0} } (Isison1

Utilizando el algoritmo del Teorema 3.4.1. se determina para

cada A? (lsisa) cuáles de sus elementos son el conjunto vacio

(notar que los polinomios F1,...,Fs pueden ser codificados por me
om)dio de un straight line program de longitud D ya que son s po

linomios en n variables de grado acotado por D y s s D).

En la etapa l se consideran los conjuntos

1 _ o o .
Al - {B n C / B e A2h A C e Aa A B t o A C t o} (1515-Ï—)1

1 . a . ,
y, como antes, para cada Al (lSlsïï-) se determina cuales de sus
elementos son el conjunto Vacio.

Suponiendo concluida la etapa j-ésima, en la etapa j+1-ésima se

consideran los conjuntos

ACGAáIABtzAC3a} [lsisa—]AJ”={BnC/BeAJ
1 2J‘121-1

y se decide cuáles de los elementos de AÍ*1 [lsis——%¡—]son el2
conjunto vacio.
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Observar que si B e A: entonces B está definido por una conjun

ción de 2J fórmulas atómicas que involucran a los polinomios Fk,
con (1+2’.(i+1)sks21.i).

Al llegar a la etapa 1+[log (s-l)] quedará definido un único
1+[loq(s-1)]
1 y todos sus elementos involucran a todosconjunto A

los polinomios Fk (15ksa).

Si B e Aïlmgh'nl entonces será de la forma:

B = {F1= 0 A ... A Fl= 0 A Fl t 0 A ... A Fl 2 0}
1 h h+1 a

Definimos MB= {il,...,ih} n {l,...,s} y con esto descartamos a

los polinomios F9 ,...,Fa. Luego,1

1+[log(s-1)]
1 A B t z}C={MB/BeA

Una vez obtenido el conjunto C, se puede encontrar el conjunto

S mediante un algoritmo de complejidad secuencial O(Ip|) (ver, por

ejemplo, [He, 1983] y [Fi-Ga-Mo, 1990])

Observemos que v Osj51+[log(s-l)] y V lsiS-ET el conjunto A:2

tiene a lo sumo Dn elementos (ver [He, 1983], Corollary 1). Dado

además que los elementos de los conjuntos de la etapa j+1—ésima se

construyen a partir de elementos no vacios de los conjuntos de la

etapa j-ésima, resulta que el algoritmo del Teorema3.4.1. se uti
liza a lo sumo4th veces. Comocada vez que se utiliza dicho al

goritmo la complejidad secuencial es del orden de Dom), ya que

F1,...,Fs son s s D polinomios de grado total acotado por D y pue
den ser codificados por medio de un straight line program de lon
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gitud Dom), resulta que la complejidad del algoritmo que hemos

construido es del orden de O(|p|) + D0“) I

Observación 4.1.3. En el caso en que los polinomios F1,...,FS ven
gan dados por un straight line program de longitud L, se utilizará

el algoritmo descripto en la Proposición 3.1.1. para codificarlos

en forma densa y se aplicará luego el algoritmo del Teorema 4.1.2.

En este caso la complejidad será del orden de O(Ip|)+L.d°m)+D°m)

donde d es una cota para los grados de los polinomios F1,...,Fs.

4.2. Un solo bloque de cuantificadores

Sea p una fórmula prenexa con un solo bloque de cuantificadores

que involucra s polinomios F1,...,Fs e k[x1,...,xn] codificados en
S

forma densa y sea D = máx {1+}:deg Fl, n, s}. Podemos suponer que
1:1

los cuantificadores son existenciales (ya que V - 1 3 1 ), es de

cir, que p es una fórmula del tipo

3 xmw#1... 3 xn : p(x1,...,xn)

Construimos un algoritmo para eliminar cuantificadores combi

nando los ya descriptos de la siguiente manera:

Utilizando el Teorema4.1.2., calculamos primero la forma dis

yuntiva consistente correspondiente a p.

Luego, usando que los cuantificadores existenciales conmutan

con las disjunciones, aplicando el algoritmo del Teorema3.4.1. a
cada uno de los términos de la disjunción (que son a lo sumo D") y
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teniendo en cuenta que s s D polinomios en n variables de grado

total acotado por D pueden codificarse por medio de un straight

line program de longitud Dom), se obtiene una fórmula sin cuanti

ficadores equivalente a 1a dada.

Por lo tanto, se tiene el siguiente

Teorema 4.2.1. Sea w una fórmula prenexa con un solo bloque de

cuantificadores que involucra s polinomios F1,...,Fs e k[X1,...,xn]

codificados en forma densa, sea D = máx {1+Ïdeg F1, n, s} y sea
Ipl la longitud de w. 1:1

A menos de-una preparación previa, existe un algoritmo bien para

lelizable y sin divisiones de complejidad secuencial del orden de
o ) . .m que encuentra una fórmula w equ1valente a o, libre0(le) + D

de cuantificadores. La longitud de la formula w, asi como también

la cantidad de polinomios que aparecen en ella, es del orden de

Dom). Además, los polinomios de salida tendrán grados acotados

por Dom)y vendrán dados por un straight line program de longitud
0(n)D I

Este resultado mejora cualquier cota posible en el modelo de la

representación densa de los polinomios (ver 3.4.2.).

4.3. Unafórmula arbitraria

Iterando el algoritmo del Teorema 4.2.1. tantas veces como

cuantificadores haya y teniendo en cuenta la Observación 4.1.3. se

obtiene el siguiente resultado general:
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Teorema 4.3.1. Sea w una fórmula prenexa con r bloques de cuanti

ficadores que involucra a s polinomios F1,...,Fs e k[X1,...,X ]n

codificados en forma densa, sea D = máx {1+Ïdeg Fi, n, s} y sea
le la longitud de o. 1:1

A menosde una preparación previa existe un algoritmo bien parale

lizable y sin divisiones de complejidad secuencial del orden de

0(|p|) + Dun“)r que encuentra una fórmula w equivalente a o, li

bre de cuantificadores. La longitud de la fórmula w, asi como tam

bién la cantidad de polinomios que aparecen en ella, es del orden
l‘

de Dm"). Además, los polinomios de salida tendrán grados acota
l‘

dos por Dom) y' vendrán dadOS' por un straight line progran: de
r

longitud Dom). I

Notar que la complejidad de este algoritmo es mejor que las

complejidades de los algoritmos de eliminación conocidos que son

del tipo DJ” donde c z 2 es una constante universal.

Una posibilidad para lograr un algoritmo de eliminación de

cuantificadores con mejores cotas de complejidad podría surgir al

aplicar los resultados obtenidos en [Gi et al, 1995] que involu

cran cotas que dependen más intrínsecamente de la geometria del

problema. Sin embargo, este análisis excede los alcances del pre

sente trabajo.
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5. Una aplicación: Cálculo de la Forma de Chow

A continuación se dará, a modode aplicación de los algoritmos
de eliminación de cuantificadores exhibidos en los Teoremas 3.2.1.

y 3.4.1., un algoritmo eficiente para el cálculo del polinomio de

ChOW'de una variedad. proyectiva irreducible (ver, por ejemplo,

[Ca, 1990]).

Sean k un cuerpo, Í una clausura algebraica de k y k[x°,...,xn]

el anillo de polinomios en las indeterminadas xo,...,xn a coefi
cientes en k.

Recordemos brevemente la definición de la Forma de Chowde una

variedad proyectiva irreducible.

Sea P" el espacio proyectivo n-dimensional sobre É y sea

I = { x e p" / F1(x) = o A ... A Fs(x) = o }

una variedad irreducible de P“, donde F1,...,Fs e k[Xo,...,xn]

Sea r la dimensión proyectiva de I.

Un hiperplano de P" se identificará con el punto de P“ formado

por los coeficientes de cualquier forma lineal que lo defina.
n r+1Se considera el subconïunto F de (P ) x I definido por:

n r+1r = {(Ym)¡---:Y”)rx) E (P ) x I / x e y(U (OSisr)}

y sea

p(F) = {(y“”,...,y”)) e (P"Y“1 : 3 x e I / x e y(n (Osisr)}

la proyección de F a (P")”1.
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Entonces, w(F) resulta ser una hipersuperficie en ([P")H1defi

nible por un polinomio irreducible FI . Este polinomio se llama la
Forma de Chow de I y determina unívocamente a la variedad (ver

[sn], Ch I, g 6).

Se tiene la caracterización
)

x e í e: ( x e y(1 Vi, OSisr a FI(Y(m, ---¡Y(r)) = 0 )

La importancia de la Forma de Chowes que su grado es el grado

de la variedad irreducible í.

En lo que sigue se supondrá que k es efectivo (en el caso en

que k tenga caracteristica p > 0 la extracción de raices p-ésimas

también se supondrá efectiva).

Teorema 5.1.1. Sean F‘1,...,Fs e k[my...,xn] polinomios de grado

acotado por d > n. Sea I = {x e P" / F1(x) = 0 A A Fs(x) = 0}

una variedad proyectiva irreducible y sea r su dimensión proyecti

va. A menos de una preparación previa, existe un algoritmo bien

0(1) d0(nr)paralelizable de complejidad secuencial s que tiene co

mo entrada a los polinomios F1,...,FS codificados en forma densa y
produce comosalida al polinomio de Chowde la variedad I, codifi

cado por un straight line program de longitud so“) domÏ

(i) i
Demostración: Para cada i, Osisr, sea L = Yo x0 + ... + Y; Xn,

donde Y: (0 s i s r , 0 s j s n) son nuevas indeterminadas sobre

k[Xo,...,xn].

Sea F S (II='“)'"'1x P" el conjunto de ceros del ideal generado
w) (n — 1

por F1,...,FS,L ,...,L en Mxo,...,Xn,YJ]0515r’oSJSH
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n r+1 n r+1
Sea p : (P ) x P" -———+(P ) la proyección canónica. El

conjunto w(r) es cerrado e irreducible de codimensión l (ver [Ne,
1977], Lema 4) y por lo tanto de la forma:

som = {y e <n>“)”‘ / Fm = 0}

para algún polinomio irreducible F e k[Y’] que es el
J OSISr,OSJSn

polinomio de Chowde la variedad proyectiva irreducible I.

Sea w = {u e ¡“"nuwn/ F(w) = 0}. Claramente W es la varie

dad afin correspondiente a p(r) y por lo tanto

w = { (y3,...,y;) e ¡“WMV o(yfi,...,y;) }

donde o es la fórmula:

3 xo 3 xn : F1(xo,...,xn) = 0 A A Fs(xol""xn) = 0 A
(0) o o

A L (xor---IxnIYOI'--Iyn) = 0 A
()

A ... AIlr (xo,...,xn,y;,...,y;) = 0

que tiene un solo bloque de cuantificadores, n+1 variables liga

das y (n+1)(r+1) variables libres, los polinomios que intervienen

están dados en forma densa en las variables xo,...,xn y sus coefi
pueden ser evalua. l

Cientes, que son elementos de MYJJOSISPÑQSn
dos por medio de un straight line program de longitud (r+l)(n+l).

Utilizando el algoritmo del Teorema 3.2.1., obtenemos una fór

mula w sin cuantificadores equivalente a o. Luego,

w = { w e ¡(n+1)(r+1)/ }

Sean H1,...,Hk los polinomios que aparecen en w.

Sean I = {1,...,k}. Para facilitar la notación, si Mes un sub
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conjunto de I

{ /\ H1 = 0 A /\ HJ a 0 }¡en jEI-H

denotará el conjunto algebraico

{u e ¡(“WMV Hl'(w) = 0 v i e M A HJ(w) ae o v j e I-M}

' 1 ' <'<
Análogamente, 51 Gl,. ..,Gh e k[YJ]OSlSr'OSJSn, dado .1 / l_1_h

{ G = O A ... A G = 0 A G a 0 A u. A Gh t 0}

denotará el conjunto algebraico

{w e ¡"WWW slug) = o v lsjsi A Gj(w) a: o v i+lsjsh}

Sea C = {Ms I / M define una H1,...,Hk—celda} (ver Definición
4.1.1.) y sea S el subconjunto de C tal que

W = U { /\ Hl = 0 A /\ HJ a 0 }nes ¡en JEI-H

Notar que existe un único subconjunto S de C que satisface esta

condición pues las H“...,Hk-celdas son los átomos del álgebra de
Boole de los subconjuntos de ¡“w1“"”) definibles por fórmu

las libres de cuantificadores que involucran a H1,...,Hk y que, a

demás, { lá} H1 = 0 AJE{\; HJ t 0 } es no vacio V M e S ya que S

es un subconjunto de C.

Como W = { F = 0 } entonces W es cerrado y como

w=U { /\ Hl=0A AHJ:0}MES ¡en JEI-H

entonces

W = U { l/\ H1 = 0 A /\ HJ t 0 }EH JEI-H
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Wes una variedad irreducible ya que W= { F = 0 } y F es irre

ducible, por lo tanto arg e S tal que

W={ /\ H1=0A AHJ==0}¡en JEI-H
o o

SeaJ={ieI/{H1==0}nw=o}
Afirmación: M0= J

En efecto, si u e M0, entonces

w={ /\ H1=0A/\HJ=0}s{Hu=0}¡en JEI-H
o o

de donde { Hu a 0 } n W = z y por lo tanto u e J.

Reciprocamente, sea u e J. Entonces u e I y Wn { Hu 2 0 } = z.

Si u e Moentonces u e I —M6y por lo tanto

{A Hl=oAA3120}:
¡EMO jEI-Ho

={ /\ Hl=0A /\HJ=0}n{Hu=0}SWn{I-Iu==0}=z¡en jEI-H
o o

de donde resulta que { /\ H = 0 A /\ Ii a 0 } = o, lo que es¡en JEI-H
eo o

un absurdo ya que uk e S.

Hemos demostrado entonces que J = Hg tal como habiamos afirma

do. En particular, como Moe S, resulta que J : z, ya que si J = e

entonces z e S pues J = Mo. Luego {H1 a 0 A ... A Hk t 0} es no

vacio y { H1 t 0 A ... A Hk a 0 } s W = { F = 0 }, de donde resul

ta que H1 ... Hk .F = 0 y, como F t 0 entonces H1 = 0 para algún
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i e I. Pero esto no puede ocurrir ya que { H1 t 0 A ... A Hk a 0 }
era no vacio.

1 .

Dado P e k[YJ]OS¡Sr,OSJ5ncon rad(P) denotaremos al naduzal de
P, es decir al polinomio libre de cuadrados que se obtiene multi

plicando los factores irreducibles no asociados de P (ver [Ne,

1977]) y, dado un conjunto finito no vacio de polinomios

_ 1

A — {Pt e k[YJ]OSlSr’OSJSD / t e L}

con mcd (Pt, t e L) denotaremos al máximo común divisor entre to
dos los polinomios de A.

Sea G = rad(mcd(Hl, i e J)) y sea H = n HJJGI-J
_G—
mcd(G,H)

Demostraremos ahora que F 

En efecto, como para todo i e J, { F - 0 } - w s { H1 - 0 } en

tonces F|Hl para todo i e J, de donde resulta que F|G.

Como G = ———Áí————. mcd(G,H) y F es irreducible, entonces F
mcd(G,H)

divide a -——Jí————o F divide a mcd(G,H). Pero si F|mcd(G,H)
mcd(G,H)

entonces F|H y como H = n H y F es irreducible entonces exis
JEI-J

te i e I —J tal que F|Hl. Luego,

Wn{Hl:0}={F=0}n{Hl:0}-z
para algún i e I —J, lo que es una contradicción. Por lo tanto F
dividea —G— .

mcd(G,H)
. 1 . . . duPor otra parte, Si f e k[Yfloflsnoáfin es un polinomio irre
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G
—————————entonces f|G y fIH (pues G es radi
mcd(G,H)

cible que divide a

cal) y por lo tanto, f|Hl V i e J y fIH.

Como { f = 0 } = {f = 0 A H a 0} u {f = 0 A H = 0} y {f = 0} y

{f = O A H = 0} son cerrados, entonces

{f=0}={f=0AH==0}U{f=0AH=0}
y como { f = 0 } es irreducible (ya que f es irreducible) entonces

{ f = 0 } = {f = 0 A H t 0} o { f =.0 } = {f = 0 A H = 0}. Pero

si { f = 0 } = {f = 0 A H = 0} entonces { f = 0 } s { H = 0} lo

que no puede ocurrir pues le. Por lo tanto

{f = 0} = {f = 0 A H t 0}

Además, como fIH1 para todo i e J y fIHJ para todo j e I - J ya
que fIH y H = n H entonces se tiene que

jEI-J

{f = 0 A H a 0} S { /\ H1 = 0 A /\ la a 0 } =¡eJ JEI-J

/\ Hl=0A/\HJ=tO}¡EH JEI-H
0 0

pues J = M0. Por lo tanto,

{f = 0} = {f = 0 A H a Ó} S [ /\ Hl = 0 A /\ H a 0 } = W¡en jEI-H
o o

_G—
mcd(G,H)

es radical (pues G es radical) y hemos probado que todo irreduci

Luego, { f = 0 } s W = { F = 0 } de donde f|F. Como

ble que lo divide debe necesariamente dividir a F, entonces resul
G

————————-divide a F. Hemos probado entonces que
mcd(G,H)

ta que
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G—
mcd(G,H)

Ahora concluiremos con la descripción del algoritmo que calcula
la Forma de Chow F.

Dado que los polinomios H1,...,Hk fueron obtenidos aplicando el
algoritmo construido en el Teorema3.2.1. a la fórmula

3 xo ... 3 xn : F1(xo,...,xn) = 0 A .. . A Fs(xo,...,xn) = 0 A
(0) o o

A L (xo,...,xn,yo,...,yn) = 0 A
()

A ... AI.r (xo,...,xn,yg,...,y;) = 0

resulta que la complejidad de este primer paso es del orden de

s0(1) d0(n)s0m dou”. Además k s y los polinomios H1,...,}n son
0(n)de grado acotado por d y están dados por un straight line pro

gram de longitud son) dom).

Para cada 1 s i s k, decidimos si { Hi t 0 } n W = o para de

terminar el conjunto J aplicando el algoritmo del Teorema 3.4.1.

(ver Observación 3.4.3.) a la fórmula:

0 r . =
3 x0 .. . 3 xn 3 yo .. . 3 yn .F1(xo,.. .,xn) 0 A . .. A

(0) o o
A Fs(xo,...,xn) = 0 A L (xo,...,xn,yo,...,yn) = 0 A

() ‘ o
A ... AIlr (xo,...,xn,y;,...,y:) = 0 AH1(yo,...,y;)

.. . 0(1) 0(nr)La complejidad secuenCial de este paso es s d .

Finalmente, calculamos G = rad(mcd(H“ i e J)), H = n HJ yjEI-J
mcd(G,H)utilizando las técnicas de [Kal, 1988] (es decir haciendo

transformaciones genéricas para obtener polinomios mónicos en una

variable y aplicando un algoritmo de álgebra lineal que calcula el

73



máximo común divisor para polinomios de una sola variable).

complejidad total del algoritmo construido es, por lo tanto,
0(1) d0(nr).orden de s I
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