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Resumen

En este trabajo se estudian las leyes de decaimiento para sistemas Hamiltonianos

cuasiligados, cuya dinámica transitoria es completamente caótica pero no necesaria­

mente completamente hiperbólica.

En la Introducción efectuamos una revisión de los conceptos fundamentales asocia­

dos con estos sistemas, como así también enmarcamos nuestro análisis dentro de los

últimos avances relacionados con el estudio de los fenómenos de decaimiento y dis­

persión caótica.

En el Capítulo l introducimos el Pozo de Sinaí, sistema que utilizaremos como mode­

lo, estudiando los aspectos más relevantes de su dinámica. El conjunto invariante de

este sistema puede ser completamente hiperbólico o incluir un subconjunto de órbitas

periódicas parabólicas de acuerdo al valor de un simple parámetro.

El Capitulo 2 constituye el desarrollo de un formalismo novedoso que permite, a

través del empleo de propiedades de la teoría ergódica, vincular la ley de decaimiento

para un dado sistema Hamiltoniano con distribuciones internas que caracterizan la

dinámica. Demostramos la influencia que poseen las distribuciones internas en la ley

de decaimiento final, utilizando diferentes distribuciones de prueba, que conducen

a comportamientos marcadamente distintos en las leyes de decaimiento. Se estu­

dia numéricamente el decaimiento en el Pozo de Sinaí, a partir de una población de

equilibrio, mostrando que la ley de decaimiento presenta dos comportamientos bien

diferenciados de acuerdo al valor del parámetro mencionado previamente.

El estudio analítico de la ley de decaimiento se realiza en el Capítulo 3, posterior­

mente al análisis de la relación que existe entre nuestro sistema y el Gas de Lorentz

Periódico que resulta ser la versión extendida del billar de Sinaí.

El Capítulo 4 está dedicado al estudio del problema de decaimiento en muchas di­

mensiones, obteniéndose como resultado relevante e inesperado la independencia del



comportamiento a tiempos largos de la ley de decaimiento con el número de dimen­

siones.

En el Capítulo 5 se efectúa una revisión de los conceptos fundamentales del proceso

de dispersión caótica. Empleando un enfoque que permite entender a los procesos de

dispersión como procesos de decaimiento en los cuales el espacio de fases se puebla

con una distribución particular, extendemos en el Capítulo 6 el formalismo implemen­

tado en el Capítulo 2 para encontrar la ley de decaimiento asociada a los procesos

de dispersión. En el caso de que el conjunto invariante posea un subconjunto de

órbitas periódicas parabólicas, demostramos que la ley de decaimiento a tiempos lar­

gos para el problema de dispersión es algebraica. difiriendo el exponente en uno con el

hallado en el estudio del problema de decaimiento a partir del equilibrio. Así mismo

estudiamos la influencia de la estructura interna del conjunto invariante atrapado

en los observables característicos de estos procesos como la. función de dispersión y

la distribución de tiempos de retardo, encontrando en los mismos comportamientos

marcadamente distintos dependiendo de que el conjunto invariante sea o no comple­

tamente hiperbólico.
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Introducción ¡o

textos de dinámica no lineal que abordan el tema desde enfoques muy rigurosos (ver

por ejemplo [1, Creeemosque para el desarrollo de este trabajo alcanza con enfa­

tizar algunos conceptos básicos que resultarán relevantes para una mejor comprensión

del mismo. Aquí adaptaremos a los sistemas Hamiltonianos, la definición de sistema

caótico que se da en el libro de Wiggins [l], con una pequeña modificación referente

a la estabilidad del conjunto invariante.

Un sistema que manifiesta sensibilidad a las condiciones iniciales en un conjunto cer­

rado invariante A se denomina caótico. El conjunto invariante está conformado por

un número infinito de órbitas periódicas con períodos arbitrariamente grandes.

La definición anterior se aparta levemente de la formulada por Wiggins en la que las

órbitas periódicas atrapadas son todas inestables.

Nosotros diremos que en caso de que se satisfaga esta última condición, o sea que

el conjunto A sea completamente hiperbólico, el sistema presenta caos duro. El

mecanismo de Smale, el cual se discute ampliamente en las referencias citadas, gen­

era el mapa prototipo cuyo conjunto invariante resulta completamente hiperbólico.

Este conjunto invariante posee estructura fractal, medida de Lebesgue cero y es un

conjunto de Cantor.

Por otra parte, una gran cantidad de sistemas Hamiltonianos investigados en la liter­

atura poseen dinámica mixta, o sea.un espacio de fases en el cual coexisten regiones

regulares (islas de estabilidad) inmersas en un mar caótico. El mapa standar es el

paradigma de esta clase de sistemas Claramente aquí el conjunto invariante no

posee medida nula (debido al área finita de las regiones de estabilidad).

Como tercera categoria se encuentran aquellos sistemas que siendo completamente

caóticos (no presentan regiones regulares) no exhiben caos duro, ya que el conjunto

invariante no es completamente hiperbólico. En otras palabras, el conjunto atrapado

posee además de órbitas periódicas inestables un subconjunto de órbitas periódicas

parabólicas (levementeinestables pero no aisladas)
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Del análisis anterior se desprende, que una forma de clasificar el grado de “caoticidad”

de un sistema es a través de la estructura del conjunto invariante. La misma mues­

tra características diferentes según corresponda a un sistema que presenta caos duro,

dinámica mixta o es completamente caótico pero no completamente hiperbólico.

El estudio del conjunto invariante de órbitas atrapadas resulta de gran relevancia

cuando en un sistema Hamiltoniano se pueden desarrollar mecanismos que permiten

la eliminación de puntos del espacio de fases de una (lada región de interés, ya que

el conjunto invariante corresponderá a aquellos puntos cuyas vidas medias resultan

infinitas. Es por esta razón que en la literatura se conoce al conjunto invariante como

repelor caótico, ya que todas las trayectorias finalmente escapan de su vecindad.

Los mecanismos de escape se generan por ejemplo en los procesos de dispersión [5],

disociacióno decaimientoespontáneo

Una vez entendidas las características fundamentales del conjunto invariante atra­

pado, definiremos un sistema cuasiligado como aquel tal que su dinámica puede estar

restringida temporalmente a una región del espacio de fases en la cual existe un

conjunto infinito de órbitas periódicas inestables, para luego manifestar un compor­

tamiento no ligado. La transición entre el movimiento ligado y el no ligado es lo que

definimos como el proceso de decaimiento.

En un sistema integrable las constantes de movimiento establecen barreras que res­

tringen la dinámica a regiones definidas del espacio de fases no existiendo ningún

mecanismo de transporte que permita la transición del movimiento ligado al no liga­

do.

Los trabajos hasta ahora realizados en el marco del análisis de los procesos de de­

caimiento en sistemas caóticos se basan generalmente en el estudio del conjunto in­

variante. En otras palabras se infieren propiedades del tipo de ley de decaimiento

observada o posible de ser observada a través del estudio de la estructura de la región

atrapada del espacio de fases [7, 8, 9].
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Una de las dificultades mayores que presenta este análisis es que exige, ya sea el

conocimiento detallado del conjunto invariante o el generar un modelo que permita

describirlo.

Queda claro que resultaría interesante invertir el enfoque anterior, y ésto es parte de

lo que haremos en el presente trabajo. El vincular la ley de decaimiento con distribu­

ciones que dependen de la dinámica interna, nos permitirá inferir información sobre

la estructura del espacio de fases a partir de la observación de la ley de decaimiento

asociada.

En un trabajo del año 1990Bauer y Bertsh concluyeron, a partir de simulaciones

numéricas desarrolladas sobre un sistema cuya dinámica podía variar de regular a

caótica (no mixta), dependiendo de la elección de un parámetro de control, que una

ley de decaimiento puramente exponencial estaba relacionada con el régimen caótico,

mientras que una ley algebraica de decaimiento se obtenía cuando la dinámica era

regular. El decaimiento en el sistema anterior se efectúa a través de un orificio en

el espacio de configuraciones (son billares con una pequeña ventana) que permite el

pasaje de partículas de la región ligada al exterior (no ligada). Si bien este trabajo

significó la primera aproximación a la idea de clasificar el grado de no integrabilidad

de un sistema a través de su ley de decaimiento, poco tiempo después se demostró que

la observación anterior no era concluyente, en el sentido de que la vinculación entre

ley de decaimiento y tipo de dinámica no resultó unívoca. A modo de ejemplo en la

referencia [10]se encontró para el billar circular una ley de decaimiento exponencial

siendo este sistema completamente regular.

Por otra parte, en el trabajo de Hillermeier ct al. del año 1992 [9] se estudió el de­

caimiento de un sistema caótico en el que se probó analíticamente la no existencia

de islas de estabilidad y se encontró una ley algebraica de decaimiento. Ésto resultó

concluyente para demostrar la existencia de sistemas completamente caóticos (o sea

que no poseen dinámica mixta) cuyas leyes de decaimiento pueden ser no exponen­



Introducción 5

ciales.

Como dernostraremos en nuestro trabajo, el comportamiento exponencial de la ley de

decaimiento estará vinculado al carácter hiperbólico del conjunto invariante de órbitas

periódicas, mientras que para sistemas completamente caóticos, pero no completa­

mente hiperbólicos, la ley de decaimiento manifestará una transición de exponencial

a algebraica para tiempos largos.

Como se mencionó previamente, entendemos el decaimiento como la transición en­

tre dinámica ligada-no ligada. Esto nos permitirá englobar a los fenómenos de de­

caimiento espontáneo y de dispersión caótica como procesos que difieren esencialmente

en la forma de poblar inicialmente el espacio de fases. Si bien esta observación fue

efectuada originalmente por Pikovsky [1l], en el presente trabajo se formalizará cuan­

titativamente la relación entre ambos fenómenos.

El sistema que elegimos como modelo para nuestro estudio es el Pozo de Sinaí, que

presenta gran analogía con el billar del mismo nombre [12]. El conjunto invariante

atrapado de nuestro sistema coincide con el del billar, habiéndose probado formal­

mente para éste las propiedades de ergodicidad y mezclado (miting) que caracterizan

a los sistemas completamente caóticos.

El Capitulo 1 está dedicado a una descripción exhaustiva de la dinámica en el Pozo

de Sinai, razón por la cual aquí nos detendremos únicamente en la descripción de

las características del conjunto invariante. Éste puede ser completamente hiperbólico

(todas sus órbitas periódicas resultan inestables y aisladas) o puede poseer un subcon­

junto parabólico de órbitas periódicas no aisladas de acuerdo al valor de un simple

parámetro de control. En el primer caso la ley de decaimiento será exponencial,

mientras que en el segundo manifestará la transición mencionada de exponencial a

algebraica para tiempos largos.

Si bien existen numerosos fenómenos físicos en los cuales el billar de Sinaí puede em­

plearse como modelo simple para describirlos (por ejemplo nucleones a bajas energías
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confinados dentro de un núcleo en donde el movimiento está. gobernado por el po­

tencial obtenido en la aproximación de campo medio), en el último par de años el

estudio teórico (le la dinámica en este tipo de billares ha adquirido relevancia para

las aplicaciones experimentales.

A modo de ejemplo y para concluir con la presente introducción mecionaremos que

dentro de la física de materia condensada, recientemente, se han llevado a cabo

experimentos sobre medición de conductancia en microestructuras de conductores

mesoscópicos [13]. Bajo ciertos regímenes estos conductores pueden ser considerados

como balisticos (se desprecian las colisiones con las impurezas del material en com­

paración con las colisiones con la propia microestructura) y son modelados por billares

con una geometría regular (por ejemplo una cavidad cuadrada o circular). Cuando

las cavidades son (lopadas con impurezas y bajo cierta geometría, éstas pueden ser

representadas por un billar como el Sinaí, siendo la dinámica asociada caótica. Al

inyectar partículas dentro de la cavidad, las partículas rebotan elásticamente dentro

de la misma para finalmente escapar. Este es un típico ejemplo de un proceso de dis­

persión. En el caso de que la dinámica interna sea caótica corresponderá al fenómeno

de dispersión caótica que estudiaremos en detalle en el Capítulo 5 de este trabajo.

Bajo ciertas condiciones, el tiempo de escape puede ser considerado una cantidad pu­

ramente clásica que puede obtenerse por simulaciones de las ecuaciones de movimiento

[14]. La distribución de tiempos de escape para las diferentes partículas se mide ex­

perimentalmente y manifiesta características marcadamente diferentes dependiendo

si la dinámica en la cavidad es regular (sin impurezas) o caótica (con impurezas).

La medición de conductancia en la microestructura es sensible a la distribución de

tiempos de escape, mostrando que un proceso de dispersión caótica clásico tiene con­

secuencias experimentalmente medibles.



Capítulo 1

El Sistema

Este capítulo estará dedicado al análisis del sistema que elegimos como modelo y a

la dinámica asociada.

En la primera sección comenzaremos efectuando una breve descripción del pozo

cuadrado en dos dimensiones para luego abocarnos al estudio del Pozo de Sinaí.

1.1 El Pozo Cuadrado Bidimensional

Consideremos una partícula puntual de masa unidad en un pozo de potencial cuadrado

bidimensional. Sean —Vo(V0 > 0) y a la profundidad y ancho del pozo respectiva­

mente. De acuerdo al valor de la energía E = ¡12/2—Vodistinguiremos tres tipos de

movimientos posibles :

a) E' < 0.

El movimiento es ligado, permaneciendo la partícula atrapada dentro del pozo. La

dinámica es la de una partícula dentro de una caja cuadrada rcbotando elásticamente

en las paredes. En este caso el sistema se comporta como un billar.

7
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b) 0 S E 5 M).

Como veremos en este caso, a diferencia de lo que sucede para sistemas de un

grado de libertad, la condición E > 0 resulta ser necesaria pero no suficiente para

tener movimiento no ligado. A los efectos de establecer la condición accesoria que

se debe satisfacer para que el movimiento resulte no ligado, consideremos ahora el

potencial V(a:,y) definido por:

—V sizZO yZO,
V(I,y)= o y

0 en otro caso .

y supongamos que la partícula incide desde la región I y arriba a a:= 0 en el punto A

formando un ángulo d),-con la normal ñ en A ( ver fig. l). Estableceremos bajo qué

condiciones la partícula puede accceder a la región I I utilizando la conservación de

la energía y de la componente py del momento (dado que no existen fuerzas aplicadas

en esa dirección). Por lo tanto se verifican las siguientes igualdades

E1: Eu = E , (1.1)

esto es

¡Li_vo=É=E, (1.2)
2 2

y

pl sin 1p.-= pu sina , (1.3)

De lo anterior se deduce que pu < p; y por lo tanto gb.-< a. Dado que el máximo

valor de a es 7r/ 2, para una dada energía existe una cota superior para el valor de 1/).­

que resulta compatible con las condiciones (1.2) y (1.3) y que denominaremos ¡ph-m.

Por lo tanto en estas condiciones de la relación (1.3) obtenemos

sin ¡pum= M , (1.4)
PI
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implicando la relación (1.2) la definición

sin 1/25,“= ——1—-— . (1.5)
V1 + Vo/E

Si 1,6.-> rrhh-m, esto es

—lpl” I > sin ¡lluma (1-6)

la partícula es perfectamente reflejada y no puede penetrar en la región II.

Todo este análisis es análogo al efectuado en óptica geométrica para determinar

la condición de reflexión total en la interfase de dos medios materiales con distinto

índice de refracción.

En caso que la partícula haya sido reflejada en A, supongamos que ahora arriba

a el punto B situado en y = 0 (ver fig. Evidentemente para obtener una segunda

reflexión necesitamos que se satisfaga la siguiente relación

“¿l- > sin ¡ph-m. (1.7)
P1

Las dos relaciones precedentes pueden agruparse en la siguiente

M > sin ¡bh-m (1-8)
P

siendo i = 1',y las dos componentes cartesianas del momento fi.

La relación (1.8) es la condición accesoria que determina el movimiento ligado

dentro del pozo cuadrado aún cuando la energía total de la partícula sea mayor que

cero.

Notar que la condición E S V0cs necesaria de forma de que 1/25,"resulte menor

que 7r/4 y puedan satisfacerse las relaciones (1.6) y (1.7) simultáneamente. En caso

de no satisfacersc alguna de ellas la partícula abandonará el pozo a lo sumo en dos

rebotes.

Teniendo en cuenta que p = p; = ‘/2(E + Vo)de la relación (1.6) obtenemos
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py2/2 > E. (1.9)

Por otra parte, de (1.7) obtenemos

¡1,2/2 > E, (1.10)

pero E = (P12 + Py2)/2 —Volo cual implica que

¡kz/2 < Vo,

¡af/2 < Vo. (1.11)

La conservación de | p,- | mientras la dinámica es análoga a la de un billar implica

una distribución de energía inalterable entre los dos grados de libertad del sistema

de forma que si se satisface la relación (1.11) el movimiento es siempre ligado aún

cuando E > 0.

c) E > Vo.

El movimiento es no ligado.

En nuestro estudio nos restringiremos al caso b).

1.2 El Pozo de Sinaí

Como se señaló al concluir la sección anterior la conservación del módulo de las compo­

nentes del momento 17establece una distribución de energía fija entre los dos grados de

libertad. Esto introduce en el espacio de fases dos regiones disjuntas, una correspon­

diente al movimiento ligado (billar) y la otra al movimiento no ligado (región libre).

Un punto del espacio de fases que se encuentre en la región libre/ billar permanecerá

siempre en esa región para un dada energía, siendo esta propiedad característica de
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los sistemas integrables.

La idea es generar algún mecanismo que permita el pasaje de puntos del espacio de

fases de una región a otra, en particular de la región de billar a la región libre. En

otros términos permitir la redistribución de la energía entre los dos grados de liber­

tad de forma que la condición (1.8) pueda llegar a no satisfacerse, produciéndose el

decaimiento.

Una forma de proveer el ¡mecanismode redistribución de la energía es colocando en

el centro geométrico del pozo cuadrado una barrera circular infinita de radio R < a/ 2.

Esto elimina la condición I p.- |= cte, en otra palabras la condición (1.8) puede dejar

de satisfacerse luego de cada colisión con el centro dispersor circular. Como resultado

del choque existe una redistribución de la energía entre los dos grados de libertad que

podría llegar a generar una transición desde la región de billar a la región libre.

Nuestra partícula dentro del pozo puede interpretarse como una versión simplificada

de un núcleo compuesto que teniendo suficiente energía disponible para decaer no lo

hace hasta que su energía haya sido convenientemente redistribuída.

Al sistema descripto lo denominamos Pozo de Sinaj, por su analogía con el Billar de

Sinaí [12]en donde el pozo cuadrado es infinito, o sea representa un billar real.

Para todo nuestro análisis consideraremos a (lado del pozo cuadrado) como unidad

de longitud.Teniendoen cuentaque m es el módulode la velocidaddado

quela masaes uno,el cocientea/ W tieneunidadesde tiempo,por lo tanto

podemos tomarlo como la unidad de tiempo de modo que la única dependencia con la

energía E es a través de la condición (1.5). Esta elección implica Ifi |= 1 sin pérdida

de generalidad.

Para el estudio de. la dinámica las secciones de Poincare [1, 2] son muy útiles ya que

los límites entre la región de billar y de movimiento libre son lineas rectas definidas

por el valor de sin (pum(1.5). Como es usual para billares [15, 16] se grafica uu punto

en la sección cada vez que la partícula choca contra el contorno del billar. La or­
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denada es el valor de la velocidad tangencial v, = c030 y la abscisa la distancia l

sobre el contorno medida en sentido antihorario desde algún origen que se toma como

referencia (por ejemplo un vértice del cuadrado) hasta el punto correspondiente al

rebote. Cuando el sistema representa un billar real (Vo —>oo ó E < 0) la dinámica

puede ser descripta por una mapa conservativo sobre el cilindro (definido por vgy

I), pero cuando V0es finito existirán puntos mapeados desde la región de billar a la

región libre escapando las trayectorias asociadas hacia el infinito.

El sistema estudiado presenta estrecha conexión con los billares con agujeros en los

contornos (en especial con el sistema estudiado en [6]), esto es en el espacio de con­

figuraciones, a través de los cuales las partículas pueden escapar del billar.

En nuestro caso la condición (1.8) introduce agujeros en el espacio de momentos.

La lig. 3 muestra el espacio (le momentos y los mencionados agujeros. El momento

de la partícula está. representado por un punto en la circunferencia de radio unidad

(recordar que | fi |= 1 ). En este espacio, las colisiones con el centro dispersor pueden

ser vistas como un mapa de la circunferencia sobre si misma. Si un punto en la cir­

cunferencia es mapeado tal que su momento final cae en un agujero (esto es | p: | o

| py | menores que sin ¡jm-m) la partícula abandonará la región de billar.

Dado que el Billar de Sinai es completamente ergódico y caótico [12], es de esperar

que en nuestro sistema para un conjunto de condiciones iniciales en la región de billar

la medida de Lebesgue (longitud) del conjunto asintóticamente invariante sea cero

aún cuando son introducidos los agujeros en el espacio de momentos.
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valor particular Rc del radio del dispersor circular que los separa. En un caso, cuando

R > Rc, el decaimiento es exponencial exp-At para todo tiempo, mientras que en

el segundo caso, para R < Rc, el decaimiento es exponencial para tiempos cortos y

presenta un comportamiento algebraico, ésto es N l/t'l con 7 = 1, para t —voo.

La fig. 5 muestra los exponentes A obtenidos a través del mejor ajuste exponencial

como función de R . Para R < RCse ajustó únicamente la parte correspondiente al

comportamiento exponencial inicial.

2.2 Leyes Temporales y Dinámica interna

El objetivo principal de esta sección es obtener la ley temporal de decaimiento en

término de distribuciones características de la dinámica interna del sistema. Suponga­

mos que inicialmente tenemos No partículas distribuidas de acuerdo a la distribución

inicrocanónica en la región de billar. Sea n(t) = —dN/dt el número de particulas

que abandona el pozo en un intervalo de tiempo entre t y t + dt. Sin pérdida de

generalidad podemos escribir

11(t)= n¡(t)+n2(t)+n3(t)... , (2.1)

donde n¡(t) es el número de partículas que abandona el pozo después de i rebotes

contra el centro dispersor.

Asi mismo definimos w < 1 como la probabilidad de que una partícula transite de la

región de billar a la región libre luego de una colisión con el centro circular. Podemos

evaluarla usando la teoría ergódica como el cociente entre todas las orientaciones del

momento en la región libre y todas las orientaciones posibles del momento.

4 líblim

7T

'll) =
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1

= í x4arcsin—— (2-2)m °
Definiremos a continuación dos distribuciones que serán características de la dinámica

interna del sistema.

La distribución g(t)dt representa la fracción de partículas cuya primera colisión con el

centro dispersor ocurre entre t y t+dt y la distribución f (t)dt corresponde a la fracción

de partículas cuyo tiempo entre dos colisiones sucesivas con el centro dispersor está

entre t y t + dt. Esta última distribución es equivalente a la distribución de camino

libre dado que Ifi |= const..

A partir de las definiciones precedentes podemos escribir

me) = Nowgm
z

ng(t) = No(1—w)w/ g(t(l))f(t —t(l))dt(l)t‘1 =0
¡(2)

)

t

n3(t) = Nou-mm] j g(t(1))f(t(2)—t(l))f(t—t(2))dt“)dt(2)¿(0:0 g(l)=O

t ¿(u-l) ¡(2)

ni(t) = N0(1_w)i-lw/ f ...t('-l)=0 t"’)=° l“)=°
j=í-1

xgummtm —Mm“) - tm) ---¡(t —tw) H dti . (2.3)
j:l

Si a la expresión anterior le calculamos su transformada de Laplace, empleando

la notación ¿[11(0] = ñ(s) obtenemos

73(5) = ñ¡(s) + ñ2(s) + ñ3(s) + . --

= Nowí/(es)(1+(1—w>¡(s)+(1—w)2(f<s))2 + --­_ (24)
1-(l-w)f(a) '
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Definiendo por comodidad

QU) = 1 —Nov/vo

obtenemos )
A _ = wá(s /.sA
Q“ 1- (1-w)f(s)’

teniendo en cuenta que en nuestro sistema se verifica (ver Apéndice A)

dsI/dt= -y(0)f(i) ,

de tal forma que
A

¡(8) = 1 - s¿MO/51(0),

finalmente obtenemos

. _ _ was/s
Q(b)—1+(1_w)[j(s)s/g(0) - 11'

Por lo tanto para conocer Q(t), tendremos que antitransformar (2.9).

16

(2.7)

(2.9)

Antes de concluir esta sección realizaremos algunos comentarios acerca de las hipótesis

involucradas en las relaciones (2.3). Al escribir las convoluciones entre las distribu­

ciones g(t)dt y f(t)dt estamos suponiendo que para todo tiempo (incluso tiempos

cortos) la distribución f (t) es función únicamente del intervalo de tiempo transcu­

rrido entre dos choques sucesivos, en otras palabras postulamos que existe pérdida

instantánea de memoria después de cada colisión con el centro dispersor. Más adelante

volveremos sobre este punto al estimar el grado de dependencia con esta suposición

de nuestros resultados finales.
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2.3 Distribuciones Prueba

De forma de establecer las características relevantes de las distribuciones internas

con respecto a la ley de decaimiento, efectuaremos un cálculo explícito de (2.9) uti­

lizando cuatro distribuciones prueba g(t), tres de las cuales conducen a funciones

antitransformadas de Laplace Q(t) bien conocidas.

2.3.1 Función Escalón

Supongamos que g(t) es una función escalón.

=L"‘_(t_)_—“(‘_—fi)l
ya) T0 (2.10)

siendo u(t) la función de Ileaviside y To su ancho. La distribución propuesta. implica

que para 0 < t < To la tasa de colisiones es constante, mientras que en t = To

todas las partículas colisionaron con el centro dispersor. A partir de la relación (2.7)

obtenemosla función para.la distribucióng(t) propuesta:

¡(o = ¿(t —To) (2.11)

esto es la función delta, o sea que el tiempo entre dos colisiones sucesivas es constante

e igual a Topara todas las partículas. Por lo tanto en este caso el tiempo medio entre

colisiones es igual a To.

Las distribuciones anteriores conducen a.

- __ L (exp (Tos) —1) _
QB) _ (T032) [exp (Tos) —(l —w)] (2'12)

a partir de lo cual

Q“) = ¿tu _ .w)l‘I/Toldt'’ (213)
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siendo [t’/To] la parte entera de t’/ T0. Por lo tanto denominando n = [t/ T0],obtene­

mos

Q(t) = w230 —«vw-U,

y efectuando la suma encontramos

Q(i) 1-(1-w)"

ln(l —w) X t]N1—exp[ To

donde utilizando (2.5) sc llega a

=exp[w- Xt].

2.3.2 Función Escalonada Geométrica

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Aquí supondremos que g(t) es una serie de funciones escalón cuyas alturas decrecen

geométrícamente.

gm = CZ aoj"{u[t—(j- 1)T01—u(t—jTo)},
j=1

con C = (l —au)/To y ao <1.

En el caso presente obtenemos

A - ao)= (exp _
Por lo tanto, usando los resultados precedentes llegamos a

NU)
No

[l —w(1 —ao)]"

l 1-' —

Tos2 l {exp(Tos) - [l —w(1 - ao)“ '

(2.17)

(2.19)
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2.3.3 Función Exponencial

En este caso proponemos que g(i) sea una función exponencial

1 .

g(i) = Ïexp(—t/To) , (2.20)o

Es fácil comprobar que T0es el tiempo medio entre colisiones. Transformando Laplace

y sustituyendo la expresión anterior cn (2.9) obtenemos,

A w l ‘ _le)= (2.21)
y N

ASS)= exp (-wt/To) . (2.22)

2.3.4 Función Escalonada Algebraica

Para concluir con nuestro análisis proponemos que ahora y(t) sea una serie de fun­

ciones escalón donde las alturas de los escalones decrecen de acuerdo a una ley alge­

braica,

HU)= +Í(1/1)7lult-(j-I)Tol— "(i-175)}- (2-23)
70((7) ¡:1

Aquí, ((7) E l/j'y es la funciónde Riemann. Por lo tanto obtenemos

- i _ w [l —exp(—Tos)]2exp(Tos) . ¡I
) _ (Todo/bz) {l + (1 - w)[(1—exp(—Tos)))3exp (Tos) —1]} ’ (2'24)

donde É E exp(—Tosj)/j'7. La antitransformada de Laplacede (2.24) no

es analítica, por lo que deberemos antitransformar numéricamente. Comenzaremos

estudiando el comportamiento para tiempos cortos, tomando el límitet —>0 (s —>oo).



CAPÍTULO 2. LEYES TEMPORALES DE DECAIMIENTO

Nexp(_Tos)’. °° exp(
11m...ooz Jj=l

por lo tanto bajo este límite (2.24) se transforma en

- w [exp(Tos) — 1]
Q(s) N , ,2 , _ _(“Web [eXP(Ï05) (1 10)]

esto es un decaimiento exponencial.

Con el objeto de estudiar el comportamiento para tiempos largos tomamos el límite

t —>oo (s —>0). Por razones que quedarán justificadas más adelante, nos restringire­

mos a 7 = n enteros mayores o iguales que 2. Para comenzar, reemplazamos la suma

2 por la integral
°° exp (-Tosx)E,.(T05):1 le’

y usando la identidad [17]

mz)=film-z) —z mm}
en el nurnerador y denominador de (2.24) obtenemos para el límite s —>0,

. To

QB) N ((n)s(n —l)

La expresión anterior conduce a

[L - sexp (Tos)En-1(T05) 'To

N(t) Té“)
No (t + To)("-1) ’

o sea una ley dc decaimiento algebraica.

(2.28)

(2.29)

(-2.30)

(2.31)

De lo expuesto anteriormente concluimos que las distribuciones g(t) que decrecen ex­

ponencialmente o más rápido conducen a leyes de decaimiento exponenciales, mien­

tras que las distribuciones g(t) que decrecen algebraicamcnte dan lugar a leyes de
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decaimiento que manifiestan para tiempos cortos un comportamiento exponencial

que se transforma en una ley algebraica para tiempos largos.

Las observaciones precedentes pueden formalizarse estudiando el término dominante

(s —>0) de la relación (2.9) y antitransformando Laplace. De esta forma podemos

vincular el comportamiento a tiempos grandes de la ley de decaimiento N(t)/N0 con

la distribución g(t)dt, I

N(t) N w/t_‘g(t')dt'. (2.32)z o

La expresión (2.32) resulta consistente entonces con que para un decrecimiento expo­

nencial de g(t) la ley de decaimiento a tiempos largos manifieste un comportamiento

exponencial, mientras que para g(t) con cola algebraica (del tipo 1/ i“) el decaimiento

sea a tiempos largos algebraico con exponente y + l. La conclusión anterior está.

íntimamente relacionada con el fenómeno de difusión anómala que tiene lugar en el

Gas de Lorentz Periódico cuando el horizonte es infinito y que conduce a una cola alge­

braica para tiempos largos en la función de autocorrelación de velocidades [18, 19, 20].

Para comprender esta vinculación dedicaremos parte del próximo capítulo a estable­

cer la analogía entre el sistema que nos ocupa y el Gas de Lorentz Periódico.
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asintótico de la autocorrelación de velocidades

t

C(t) z< (ó’(0).ï;’(t))>N %, (3.1)

para una configuración de centros dispersores con horizonte infinito.

El coeficiente de difusión se vincula a la autocorrelación de velocidades a través de la

conocida relación de Einstein-Green-Kubo (ver por ejemplo [24])

1

D 5 [o < (5(0).ï)'(s))> ds. (3.2)

Considerando el comportamiento asintótico (3.1) para la relación (3.2), vemos

que el coeficiente de difusión D es infinito. La divergencia del coeficiente de difusión

caracteriza al fenómeno de difusión anómala que, como se mencionó al finalizar el

capítulo 2, ocurre para el Cas de Lorentz periódico cuando el horizonte es infinito

[18].

3.2 Corredores en el Gas de Lorentz con Hori­

zonte Infinito

En esta sección introduciremos formalmente la. definición de corredor para el Gas

de Lorentz Periódico bidimensional. Formalmente se dice que una configuración

periódica de centros dispersores tiene horizonte finito si existe algún M > 0, tal

que cada segmento de longitud M en el plano intersecta algún dispersor. En caso

contrario se dice que la configuracióntiene horizonte infinito.

Supongamos una configuración de centros dispersores con horizonte infinito y sea l

una linea recta en 332que no intersecta ningún centro dispersor; I = {al tel +02 tez}

con al 02 e 3? y e1 ez una base de 3?. Sea L el conjunto de tales lineas. En la

ref.[‘25]se introduce la definición de corredor a través de las siguientes proposiciones:
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¡_¡ . El conjunto L es no vacio.

[Q . Cualquier l E L es racional en el sentido de que al /az es racional o infinito.

Ca: . El conjunto L se descompone en un número finito de clases Lz1¡22 con el

mismo valor de 01/02 = 21/22 con zl, 22 racionales.

4. La“ consiste de un conjunto numerable de franjas (corredores) tal que
cada dominio acotado de 322intersecta solamente a un número finito de

dichas franjas.

De lo anterior se desprende que si la trayectoria de una partícula pertenece a un

corredor la longitud del camino libre medio será no acotada. Por otra parte, todo

camino libre suficientemente grande pertenece casi enteramente a algún corredor. En

la definición de l, al y a2 pueden interpretarse como las dos componentes de la

velocidad 17de una partícula cuya trayectoria pertenece a algún corredor.

3.3 Relación entre C(t) y g(t)

En el capítulo 2 se concluyó que las distribuciones g(t)dt que decaían al menos ex­

ponencialmente daban lugar a leyes de decaimiento tipo exponencial, mientras que

g(t)dt con decaimiento algebraico daban lugar a leyes de decaimiento que resultan

exponenciales a tiempos cortos, teniendo una cola algebraica a tiempos largos.

Los resultados numéricos para nuestro sistema manifiestan para valores del radio

R > Rc del centro dispersor la anterior conclusión, con el exponente de la cola alge­

braica del decaimiento igual a 1.

No debe resultar sorprendente que el comportamiento de la autocorrelación de ve­

locidades C(t) para el Gas de Lorentz evidencie una transición de exponencial para

tiempos cortos a algebraico (1/ t) para tiempos largos cuando el horizonte es infinito.

La relación entre horizonte infinito en el Gas de Lorentz y radio crítico RCen el billar
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de Sinai quedará completamente establecida en la siguiente sección. Si bien también

más adelante estableceremos la forma explícita de la función g(t), a continuación de­

mostraremos que existe una expresión general que la vincula con la autocorrelación

de velocidades C (t). En la. ref.[26] se da la expresión general para C(t) en términos

de la distribución de camino libre medio utilizando promedios estadísticos. Aqui

adaptaremos ese resultado para el Gas de Lorentz,

1

CU): <T> jim (T —t)f(T) dT (3.3)

donde f (t)dt es la distribución de camino libre medio (introducida en el capítulo 2) y

< T >= [oootfm dt (3.4)

el tiempo medio entre colisiones. Transformando Laplace la expresión (3.3) obtenemos

Co) = 3-1 + < T >-l {20(3) —1), (3.5)

como en sistemas tipo Gas de Lorentz se verifica (ver Apéndice A)

A

f(3) = 1 - SÉ(S)/9(0) a (3-6)

finalmente obtenemos

Ó(s) = s_l(l —53(5)). (3.7)

Antitransformando Laplace la expresión anterior llegamos a
l

C(t) = 1—/ g(t’) dt'. (3.8)o

Dado que “¡tog(t) dt = 1, podemos expresar el segundo término de la relación (3.8)
como

t oo

f gm dt' = 1—f gm dt' , (3.9)o t

con lo cual

C(t) = [w g(t') dt’. (3.10)
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Con la expresión anterior formalizamos la dependencia existente entre la autocorrela­

ción de velocidades y la función g(t) para tiempos largos. La relación (2.32) hallada

al concluir el capitulo 2 conjuntamente con (3.10), confirman la relevancia que posee

la distribución g(t)dt tanto en el análisis de la ley de decaimiento a tiempos grandes

como en el estudio del comportamiento asintótico de la función de correlación de

velocidades.

Conocido el comportamiento asintótico para la autocorrelación de velocidades C(t) en

el caso de horizonte infinito, se obtiene a partir de (3.10) el comportamiento asintótico

de g(t).

Al concluir el presente capítulo desarrollaremos un modelo que permite, a partir

del estudio de la sección de Poincare, calcular analíticamente el comportamiento a

tiempos largos de la función g(i) cuando el conjunto invariante de órbitas periódicas

posee un subconjunto parabólica.

3.4 Corredores y Órbitas Periódicas Parabólicas

De lo analizado en las dos secciones precedentes se concluye que el fenómeno de

difusión anómala (decaimiento (1/t) para la autocorrelación (le velocidades) que tiene

lugar en el Gas de Lorentz Periódico con horizonte infinito está íntimamente vinculado

con la dinámica asociada a trayectorias que pertenecen a los corredores. Según se

concluyó en la sección (3.2) los corredores pueden etiquetarse por los valores vl/vz =

21/22 con 21/22 racional o infinito.

Para el arreglo bidimensional existen al menos dos corredores correspondientes a las

direcciones a: y y. Empleando la notación de la referencia [18], llamaremos a estos

corredores a y [3 respectivamente. El número de corredores aumenta a medida que

el radio R de los centros dispersores disminuye. Por ejemplo, cuando 10 < R <

M3274aparecen otros corredores (7) que corresponden a vy/v: = :tl.
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Dado que el Gas de Lorentz bidimensional periódico puede considerarse como un

modelo del billar de Sinai extendido, es natural que exista una equivalencia entre los

mencionados corredores y las órbitas periódicas parabólicas no aisladas del billar (ver

Introducción). Los canales a y fl corresponden a partículas que rebotan elásticamente

contra dos paredes diametralmente opuestas del billar sin colisionar con el centro

dispersor. El canal (7) corresponde a partículas cuyas trayectorias son paralelas a las

diagonales del cuadrado rebotando secular-menteentre caras adyacentes del mismo,

y dado que R < pueden no colisionarcon el dispersor circular. Este análisis

puede repetirse para valores de R menores, encontrando nuevas familias de órbitas

periódicas parabólicas.

Una vez enfatizada esta analogía entre corredores en el Gas de Lorentz y órbitas

periódicas en el billar de Sinai, pasemos a estudiar qué sucede con el Pozo de Sinai,

o sea nuestro billar con agujeros en el espacio de momentos.

3.5 La Ley de Decaimiento y las Órbitas Periódicas

Parabólicas

En esta sección propondremos la forma explicita para la función g(t) que da lugar al

comportamiento observado para la ley de decaimiento en el Pozo de Sinai.

La condición (1.8) hallada en el capítulo 1 que introduce la separación entre región

de billar y región libre, hace que las órbitas periódicas correspondientes a los canales

a y [3pertenezcan a la región libre. Por lo tanto para R > /4 no existen órbitas

periódicas parabólicas atrapadas en la región de billar. Esto tiene una consecuencia

directa en la ley de decaimiento, ya que como revelan los estudios numéricos del

capítulo 2, para R > la ley de decaimientoes exponencialpara. todo tiempo

t. Para R < /4, las órbitas periódicas parabólicas son atrapadas, evidenciando la
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ley de decaimiento una transición de exponencial para tiempos cortos a algebraica

para tiempos largos. Este análisis, conjuntamente con los resultados numéricos y el

análisis de las distribuciones prueba del capítulo 2 sugieren el siguiente ansatz para

g(i)

y(t) = C(l‘u(t)- “(i - To)l+ z a¡ul1-(R/Rc.)lD¡[1 -(R/Rc.)l¡:2

x Z(1/J)2{ult-(j-1)To] - uu —j'ro)}) , (3.11)
¿[:2

siendo D¡(;1:) funciones monótonas crecientes de a: entre 0 y 1 con D¡(0) = 0 y

D,-(1) = 1, a,- son constantes de peso y C es la constante de normalización. El primer

término de (3.11) es una función escalón, responsable del tramo inicial exponencial

en la ley de decaimiento. La segunda contribución, cuando es no nula (ésto es para

R < /4), proviene de condiciones inicialescuyas posicionesy velocidades son tales

que las trayectorias asociadas resulten asintóticas a las órbitas periódicas parabólicas

(corredores en el Cas de Lorentz). Los cocientes a.-u[1—(Ii/Rc.)]D.-[1 —-(R/Rc.

pueden interpretarse como la fracción de condiciones iniciales del espacio de fases

asintótica a las órbitas periódicas que surgen cuando R < Rc“

Como mencionamos, suponemos que la función escalón (u(t) —u(t - To)) da lugar al

comportamiento inicial exponencial de la ley de decaimiento. Por lo tanto de acuerdo

con (2.16) o (2.27), To tiene que estar relacionado con el exponente

= ln(1 - w)
A T0

(3.12)

Por otra parte, es conocido el resultado de la teoría ergódica para el tiempo medio

entre colisiones con el centro dispersor [27]:

(1 — FRZ)
2B (3.13)
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Cuando R > Rc“ se verifica

T0 = T (3.14)

dado que en ese caso, T0 es el tiempo medio entre colisiones. La pregunta a formu­

larse es qué sucede cuando R < Rc, y para contestarla apelaremos a la fig. 5. En

ésta se muestra el exponente que resulta del mejor ajuste al tramo exponencial del

decaimiento junto con el exponente /\ que predice la relación (3.12) como función de

R, asumiendo que 7' = T0. La concordancia entre ambas curvas sugiere que se debe

verificar
(1 - TfRz)

2B ’

aún cuando R < Rcl. Dado que T es e] tiempo medio entre colisiones únicamente

To = (3.15)

cuando > Rc, (ley exponencial de decaimiento), para R < Rc“ T resulta ser el

tiempo medio entre colisiones para la, fracción de partículas que decae exponencial­

mente. Por lo tanto, el resultado ergódico (3.13) es válido únicamente para la región

hiperbólica del espacio de fases.

Uno de los objetivos principales del presente estudio es poder extraer información de

la dinámica a partir de de la ley de decaimiento observada. En otras palabras obtener,

de las cantidades plausibles de ser determinadas por mediciones experimentales, in­

formación de la dinámica interna del sistema. En lo que sigue, sin pérdida de general­

idad, nos restringiremos en la expresión (3.11) para g(t) al caso de un único corredor

abierto, o sea consideramos órbitas periódicas parabólicas tales que vy/v, = :l:l. Dado

que ésto implica un único radio crítico, redefinimos Rc = Rc, = fi/4 y omitimos los

subíndices. Denominamos

01Dl[1—(R/RC)]= NR) (3-16)

y empleando (2.9) y (3.11) obtenemos

A '(L’

Q“) = Toll + A<R>(<(2>—1)1s2
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X [1 —exp (-Tos)]exp(Tos)[exp (-Tos) + A(R)>3']
1+ (1- wllll - exp(-Tos)leXP(ToslleXM-Tos)+ A(RET-1}

,(3.17)

donde2’ E exp(-Tosj) /j2 y hemosutilizadola expresiónpara la constantede
normalización

1

_ To[1+ A(¡'í’—)(C(‘2)- 1)] '

De lo anterior se concluye que A es el único parámetro libre en la expresión

C (3.18)

(3.17). Por lo tanto antitransformando numericamente (3.17) y ajustando con la ley

de decaimiento obtenida numericamente, obtuvimos A(R) para varios valores de R.

En la fig. 6 se muestran los resultados obtenidos, donde hemos graficado el ln A como

función (le ln (l —R/Rc). Por lo tanto podemos asumir para A la siguiente forma

funcional

Am)= a(1 —ÉY. (3.19)
Tomando el logaritmo en ambos miembros de la expresión anterior

lnA=flln(l—R/Rc)+lna, (3.20)

podemos determinar los parámetros ,Üy a a través del mejor ajuste lineal.

Hemos obtenido fi = 1.4776 y a = 0.2741, graficándose el ajuste en la fig. 6. La

fig. 7 muestra la lcy de decaimiento obtenida a partir de (3.17) utilizando (3.19) y los

valores anteriores de los parámetros, conjuntamente con la ley de decaimiento calcu­

lada numéricamente en el capítulo 2 para cuatro valores de R que corresponden todos

ellos a al sistema con un único corredor (o sea una única familia de órbitas periódicas

parabólicas). Conocidos a y fi es posible obtener información de la fracción de condi­

ciones iniciales asintótica a esta familia de órbitas periódicas parabólicas.
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3.6 Estudio Analítico del Comportamiento a Tiem­

pos Largos de g(t).

Esta sección estará dedicada al estudio de la distribución g(t) para tiempos largos.

Consideraremos la situación en la cual el conjunto invariante de órbitas periódicas

no es completamente hiperbólico. Nos restringiremos al caso de un único corre­

dor abierto en el Gas de Lorentz, lo que equivale a considerar una única familia

de órbitas periódicas parabólicas atrapadas. De forma de comparar los resultados

que aquí se deriven con los obtenidos en las secciones anteriores, supondremos que

\/5/10 < R < fi/4 por lo tanto las órbitas parabólicas son las correspondientes a

vy/vx = :lrl.

Consideraremos la dinámica en la superficie de Poincare sobre el contorno del billar

(ver capítulo 1). Por lo tanto, estudiaremos el mapa (l, vt) —>(1’,ví) que es generado

por la dinámica sobre la superficie de Poincare.

La simetrías del problema (correspondientes al grupo C“) permiten restringir el mapa

sobre todo el contorno del cuadrado a una única cara arbitrariamente elegida. Intro­

ducimos las variables reducidas

:r (1+1-k),

v = vt , (3.21)

donde k = l, ‘2,3, 4 numera las caras del cuadrado en sentido antihorario.

La figura 8 muestra varias curvas que dividen la superficie de Poincare en regiones

que están caracterizadas no sólo por el lado sobre el cual cada punto es iterado bajo

la acción del mapa, sino también por la existencia (o no) de una colisión con el centro

dispersor antes (le arribar a dicho lado. A modo de ejemplo, los (1,0) E 12 son

condiciones que sc mapean a la cara 2 sin colisionar con el centro dispersor, mientras

que los (.r,'v) E I; corresponden a partículas que arriban a la cara 2 colisionando



CAPÍTULO 3. DECALMIENTO PARA EL POZO DE SINAI EN D: 2 33

previamente con el dispersor.

La figura 9 es similar a la fig. 8, pero en este caso nos interesan las preimágenes de

los puntos (z, v). Por lo tanto los (9:,v) 6 A2 corresponden a partículas que provienen

de la cara 2 sin haber sufrido ninguna colisión con el centro dispersor y los (3:,v) E A’2

están relacionados con condiciones que provienen de la cara 2 habiendo chocado con

el dispersor. Las curvas de la figura 9 pueden ser obtenidas de las de la fig. 8 a

través de la operación de simetría (3:,v) —v(2:,—v) que corresponde a la inversión

temporal. Dado que también está presente la simetría C4”la curva limite que divide

las regiones 12 e 1.; puede ser obtenida (le la curva límite que separa las regiones

[4 e I_'la través de la transformación (2:,v) —v(1 —1:,—v). Esta transformación es

una reflexión con respecto al plano perpendicular que contiene el centro del dispersor

circular y"el punto medio del lado (.1:= 1/2). Dado que el sentido de las órbitas

parabólicas para una dada familia puede ser horario o antihorario, sin pérdida de

generalidad consideraremos únicamente el primer subconjunto.

Nuestro interés está concentrado en estudiar como decrece con el tiempo el área

inicialmente definida por

A4 ñ 12 . (3.22)

Esto es, de que forma cl número de puntos que arriba a la cara 1 desde la 4 y luego

se mapea en la cara 2 sin sufrir ninguna colisión con el centro dispersor decrece con

el número de iteraciones del mapa o lo que es equivalente, con el número de rebotes

contra las caras del cuadrado n. Queda claro que el área final correspondiente a

n —->oo será cero salvo para el conjunto atrapado (de medida nula) correspondiente

a las órbitas periódicas parabólicas de la familia considerada.

La fig. 10 muestra el área inicial. Las curvas AB y BC están definidas por

= (1/2 —x)‘/(1/2 —z)? + (1/2)2 —122+ ¡{/2
(1/2 - I)? + (1/2)? ’ (3'23)

'U
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= (¿r-l/ZZ) (l/2-w)2+(l/2)2—Rz+R/2 . (3.24)
(1/'2 - IV + (1/2)2

Estas curvas están determinadas por las rectas tangentes al dispersor circular que

partiendo del punto :L'van respectivamente a la cara 2 y a la cara 4. La intersección

del conjunto invariante parabólico y la superficie de Poincare es el segmento Ñ; donde

1 = (¿-= 12/23“ = fin) e 1' = (a:= (1 —R/2Rc),v = fi/z). Aquí, 11“:c= «5/4.

Por lo tanto la longitud del segmento invariante es

L = (1 - R/RC). (3.25)

El mapa para los puntos que van a la cara 2 sin colisionar con el centro dispersor es

, v1—02
a: = -v—(1—x),
v' = V1 —v2 . (3.26)

Este mapa transforma puntos que pertenecen a la curva AB en puntos pertenecientes

a la curva BC y transforma BC en la curva DE de la fig. 10. En particular pode­

mos verificar que el segmento 77 permanece invariante (o sea se transforma sobre sí

mismo).

Después de sucesivas iteraciones el área remanente se reduce al cuadrilátero mostrado

en la parte derecha de la fig. 11. Las condiciones iniciales en el área de interés son las

que aún no han colisionado con el centro dispersor. El cuadrilátero es transformado

en el paralelogramo aproximado de igual área mostrado en la parte izquierda de la

figura (no olvidar que el área remanente es muy pequeña). El sector triangular que

cae fuera de la región de interés, corresponderá. a las partículas que colisionarán por

primera vez con el dispersor circular. Por inspección de la fig. 11 resulta que

l, _ (¡1+12)
2 !

ng.—_ ..)
[l (212cos a + L) ' (¿mi?)
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Por lo tanto

(¡á - ’2) N 1092
[2 [2 dt ’

12cosa_—___ 3.28
(212cosa + L) ’ ( )

donde hemos introducido el tiempo como t = Ton, siendo To = un tiempo

característico entre dos colisiones sucesivas sobre las caras del cuadrado.

Integrando (3.28) obtenemos

(t-‘°)__L_ ¿_¿ _. 12(_t) ‘
'ro _cosa(l.¿(t) 12(0)) 21n 12(0). (3.29)

Como estamos interesados en tiempos t largos, entonces podemos aproximar la ex­

presión anterior (le forma de obtener

L T0

COS0

NN
1

x í _ (3.30)

Por lo tanto el área del paralelogramo resulta,

A(t) = 2lg(t)Lsina ,

z ‘21ng tana x %,

a: fitanau —g)? ><
“lb-I

, (3.31)

donde hemos empleado la. igualdad (3.25). De forma de poder evaluar tan a, calcu­

lamos la primera derivada. de (3.24) en I'

tana = —-—l—— . (3.39)fi(l_ .­
Por lo tanto finalmente obtenemos,

(1 - R/Rc)2 1
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Por los argumentos precedentes, el comportamiento a tiempos largos de la distribución

g(t) será

(1A

y“) N -—dï

t —> oo (3.34)

con lo cual

(1 _ R/Rc)2 l
y“) (1- R/2Rc) x :2’

N (1- R/Rc)3/2x . (3.35)

En la última relación, el exponente 3/2 resulta consistente con el valor del parámetro

,6 = 1.4776 obtenido en la sección anterior a partir del análisis de la ley de decaimiento

observada.

El resultado aquí hallado mediante el estudio de la sección de Poincare, concuerda

con el encontrado en la sección (3.3) a partir del estudio alternativo de la vinculación

existente entre g(t) y la autocorrelación de velocidades C(t) para horizonte infinito.



Capítulo 4

El Decaimiento en D Dimensiones

Este capítulo está. dedicado al estudio de la ley de decaimiento en D dimensiones para

el Pozo de Sinaí.

La extensión a dimensiones mayores que dos, hace más interesante a nuestro sistema

como modelo de núcleo compuesto, ya que en este caso las dimensiones adicionales

pueden interpretarse como grados internos de libertad. Por lo tanto el proceso de re­

distribución de la energía entre los grados internos de libertad resulta en una dinámica

cuya complejidad crece con el número de variables internas involucradas. Además de

la complejidad en la dinámica que surge al considerar varios grados de libertad la

pregunta natural que uno se formula es cómo depende la ley (le decaimiento con las

dimensiones y en que medida la complejidad de la dinámica interna se evidencia en el

decaimiento. A lo largo de este capítulo trataremos de responder a estas cuestiones.

4.1 El Pozo de Sinaí en D dimensiones

En el capítulo l se realizó una descripción detallada del Pozo de Sinai en D = 2

dimensiones. Este es el sistema que elegimos como modelo para estudiar la ley de

37
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decaimiento en el caso de un problema con 2 grados de libertad. La extensión a

más dimensiones es bastante directa pero existen algunas carecterísticas nuevas que

resultan convenientes de detallar. Por lo tanto nos abocaremos en esta sección a la

descripción del Pozo de Sinai en D dimensiones.

Consideremos nuevamente una partícula puntual de masa unidad pero ahora en un

pozo cuadrado D dimensional (hipercubo) de profundidad —Vo,(Vo> 0) y lado a,

que colisiona elásticamcnte con un dispersor ubicado en el centro geométrico del

pozo. El dispersor es una esfera D dimensional de radio unidad y como es usual

tomamos el módulo de la velocidad de la partícula igual a uno. Análogamente al

estudio del problema en dos dimensiones consideramos la energía total de la partícula

E=P2/2-Vo(OSES V0)­

En D dimensiones el movimiento ligado está caracterizado por la condición

-o A 2p'ni .
1 —( _. ) > 5"]wlimaV lPl

donde 7ï,-,2'= l, .., D , es la dirección de la normal interna correspondiente a la cara

i del hipercubo sobre la cual la partícula rebota elásticamente y

. l

4mm—arcsmW , (4.2)
es el ángulo límite en D dimensiones. La desigualdad (4.1) es la condición que se

debe satisfacer para que exista reflexión interna cuando la partícula alcanza algún

contorno del hipercubo.

En el capítulo l fue hallada la relación (1.8) que es la condición de movimiento ligado

para D = 2. Comparando (1.8) y (4.1) se ve que esta última es la generalización

directa a más dimensiones dc la condición (1.8).

Como se mencionó oportunamente, la colisión con el centro dispersor cambia el valor

de las componentes del momento de la partícula y ésto puede generar la transición

de la región de billar o ligada a la región libre. En otras palabras puede producirse
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el decaimiento.

En el sistema D dimensional el ángulo límite KPH,"puede relacionarse con la prob­

abilidad al) < l de que la partícula transite de la región ligada a la libre después

de una colisión con el centro dispersor. En este caso el espacio de momentos es una

hiperesfera de radio unidad (recordar que el módulo de 13': l) en la cual

¿JD= , (4.3)
donde dllmm(D) y Q(D) son respectivamente el ángulo sólido subtendido por Wu,“y el

ángulo sólido total en D dimensiones. En el Apéndice B se demuestra explícitamente

la relación (4.3) en función de llum. Aquí damos el resultado general

wo N K115; , (4.4)

que muestra que para una energía E fija, la probabilidad de transición decrece

con la dimensión D cuando Wu". << 1 .

4.2 Estudio Numérico del Decaimiento en D Di­

mensiones

En esta sección mostramos los resultados del estudio numérico del decaimiento .

Es un hecho conocido que para. tiempos cortos el comportamiento de la ley de de­

caimiento en D dimensiones es exponencial. Bouchaud y Le Doussal [19]estudiaron

numéricamente la dinámica de una partícula puntual en un arreglo D dimensional de

centros dispersores (Billar de Sinaí sin horizonte) encontrando un decaimiento expo­

nencial en la autocorrelación de velocidades para tiempos cortos.

Nuestro objetivo principal es entender el comportamiento de la ley de decaimiento
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para tiempos largos. Como veremos en la siguiente sección, de forma de extraer

información acerca del comportamiento a tiempos largos, alcanza con conocer la dis­

tribución g¡)(t)dt (análoga a la definida en el capítulo 2) para el caso multidimensional.

Para el análisis numéricoestudiaremos la función G = gD(t’) dt’ como función

de t en vez de N(t)/No (para determinar G solamente hay que computar para cada

condición inicial el tiempo transcurrido hasta el primer choque con el centro disper­

sor, ésto es una gran ventaja para el cálculo computacional ya que requiere menos

tiempo de CPU y permite mejorar la estadística pudiendo considerar mayor cantidad

de condiciones iniciales).

Comenzamos con N = 107 partículas distribuidas al azar en el espacio de fases ac­

cesible y consideramos como en el caso bidimensional el cociente Vo/ E = 20.

La Fig. 12(a) muestra el resultado del estudio numérico de G para D = 2, 3, 4 y radio

del centro dispersor D dimensional R = 0.23. Se evidencia que el comportamiento es

exponencial para tiempos cortos y se transforma en algebraico (1/ tó) para tiempos

largos. La Fig. 12(1))muestra las colas algebraicas de G para D = 2,3,4 junto con el

mejor ajuste que predice para todas las curvas un valor del exponenente 6 = l.

La Fig. 13(a) es similar a la Fig. 12(a) pero para R = 0.4. Para D = ‘2la función G

es una exponencial para todo tiempo. Este resultado concuerda con lo obtenido en

el capítulo 2 y en la referencia [‘28]en el sentido de que para el sistema bidimensional

R > Rd = es compatiblecon una distribucióngD(t) de horizontefinito, resul­

tando la ley de decaimiento exponencial para todo tiempo. Para D = 3, 4 nuevamente

el mejor ajuste predice un exponente 6 = l para la cola algebraica.

La Fig. 13(b) muestra dlCllOajuste junto con los resultados numéricos a tiempos lar­

gos para l) = 3, 4.

De lo anterior resulta que contrariamente a lo que sucede para el sistema bidimen­

sional, para 1) > 2 no existe un radio critico del centro dispersor a partir del cual el

comportamiento de la ley de decaimiento cambia para tiempos grandes. En términos
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del conjunto invariante atrapado la observación precedente es equivalente a afirmar

que para el sistema multidimensional existen siempre órbitas periódicas del tipo

parabólico, siendo las condiciones iniciales asintóticas a estas órbitas aquellas que

contribuyen a la cola algebraica (1/ t) de la ley de decaimiento.

4.3 Estudio Teórico

Del estudio numérico (le la sección anterior puede concluirse que para el Pozo de Sinaí

la ley de decaimiento a tiempos largos resulta independiente de la dimensión D.

Dentro del marco teórico, todos los trabajos hasta ahora desarrollados estudian mod­

elos análogos únicamente en dos dimensiones [29], [30]. Para más dimensiones en la

ref.[19]se formula una conjetura que estima un comportamiento exponencial para la

ley de decaimiento aún a tiempos largos. Como veremos a lo largo de esta sección

esta conjetura no es cierta.

Para comenzar con el análisis teórico extenderemos a D dimensiones algunos resul­

tados obtenidos en el capítulo ‘2que vinculan la ley de decaimiento con la dinámica

interna. La generalización a D dimensiones de (2.6) es

Ó“) = WDÉD(S)/5A a (4.5)
1- (1 -wD)fD(-5)

dondenuevamente = eslaTransformadadeLaplacede y

N (t)
t = — . . '

Q( ) 1 No (4 b)

Teniendo en cuenta que en D dimensiones se sigue verificando la igualdad,

(¡SID/dl= -9D(0)fD(i) , (4-7)

de tal forma que

fue) = 1 —sama/90(0) , (4.8)



CAPÍTULO 4. EL DECAIMIENTO EN D DIMENSIONES 42

obtenemos

Q“) __ wD ¿JDM/S
_ 1+ (1 -WD)L<?D(S)3/SID(0)- 1l °

La ecuación precedente es la generalización de la (2.9) que se obtuvo en el capítulo 2

(4.9)

para el problema bidimensional siendo en aquel caso wD=g= w. Antitransformando

Laplace(4.9)sedetermina

De forma de establecer el comportamiento a tiempos largos de la ley de decaimiento

calculamos el término dominante de (4.9) y empleando la relación (4.6) obtenemos
t'=t

1V“) N ¿410/ gp(t’)dtl . (4.10)t’=0

Por lo tanto como se anticipó en la sección anterior basta conocer la distribución

gD(t)dt para analizar el comportamiento a tiempos largos de la ley de decaimiento.

Por otra parte resulta conveniente generalizar a D dimensiones la definición de corre­

dores del capítulo 3 para lo cual emplearemos el modelo de Gas de Lorentz periódico

D dimensional. Recientemente Chernov [31] estudió la estadística asociada a este

sistema en el dominio liiperbólico (horizonte finito) y un análisis numérico de algunas

propiedades universales fue desarrollado en el trabajo de Bouchaud y Le Doussal [19].

La definición de horizonte infinito es análoga a la del caso bidimensional (ver capítulo

3). La primera extensión trivial a D dimensiones de los corredores es definirlos por

las direcciones de la velocidad 17que satisfacen v,-/v¡ = 21/32 V('¿,j), siendo 2:1y :2

enteros coprimos. Como (‘s de preveer estas no son las únicas direcciones que con­

ducen en D dimensiones a un movimiento libre no acotado. Por ejemplo para D = 3

la dirección definida por vl = 0, vz y v3 arbitrarias (compatibles con la condición de

que el módulo de la velocidad, I 17|= 1) define un corredor en cuanto a movimiento

no acotado se refiere.

La principal característica para remarcar es que a medida que la dimensión D aumenta

es posible encontrar cada vez mas direcciones que definan movimiento no acotado para

cualquier valor del radio R del centro dispersor que satisfaga R S 0.5. Por lo tanto
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en D > 2 dimensiones no existe radio crítico Rc como sucede para D = 2. Con­

viene aclarar, por razones que quedarán justificadas más adelante, que Rc influencia

el número de corredores, ya que existen ciertos corredores que desaparecen cuando

R > Rc.

Todas las trayectorias que contribuyen al comportamiento para tiempos largos del

decaimiento permanecen casi enteramente en algún corredor. En términos del Pozo

de Sinaí podemos decir que estas trayectorias corresponden a condiciones iniciales

asintóticas a las órbitas periódicas parabólicas que se generan en D dimensiones

abandonando la región ligada con probabilidad cupdespués de colisionar con el centro

(lispersor.

Además de los corredores que se pueblan con condiciones iniciales que contribuyen al

decaimiento algebraico a tiempos largos con un exponente 6 = 1 (los denominamos

corredores principales), existen otros corredores que se pueblan con condiciones

iniciales que generan un comportamiento de la ley de decaimiento del tipo (1/ t“) con

el exponente y > l. Una manifestación de estos corredores puede observarse en la

Fig. 14. Esta muestra para D = 4 y R = 0.4 dos curvas G como función del tiempo

t. En una (línea punteada) todos los corredores han sido poblados y el exponente

de la cola algebraica es 5 = 1; en la otra curva representada por la línea sólida no

se han considerado explícitamente condiciones iniciales asintóticas a los corredores

principales resultando un exponente diferente de l para la cola algebraica.

Los corredores poblados con estas condiciones iniciales los llamaremos corredores

escondidos ya que no existe evidencia de los mismos en el comportamiento global

de la ley de decaimiento para tiempos largos. Los resultados numéricos de la sección

precedente confirman que a tiempos largos la ley de decaimiento es (1/ t) indepen­

dienten'iente de la dimensión L).

Por otra parte el comportamiento a tiempos intermedios de la ley de decaimiento,

vinculado con las condiciones iniciales asintóticas a los corredores escondidos, resulta
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ser una superposición de decaimientos del tipo algebraicos con exponentes mayores

que uno. Este comportamiento es cada vez más complejo a medida que crece la di­

mensión D.

Por lo tanto de forma de entender el comportamiento a tiempos largos de la ley de

decaimiento alcanza con analizar la dinámica dentro de los corredores.

Comenzaremos obteniendo la dependencia explícita con t de la distribución gD(t)dt

para aquellas condiciones iniciales asintóticas a los corredores principales, empleando

el Gas de Lorentz Periódico D dimensional. Sin pérdida de generalidad calcularemos

gD(t)di para aquellas condiciones iniciales que pueblan en D = 3 dimensiones el corre­

dor principal definido por las direcciones de la velocidad v1/'v2 = :tl y v3 arbitraria

quesatisfaga| ¿7|= l, para R < Rc=

En la fig. 15 se representa. el mencionado corredor de ancho l en la cual hemos cortado

con el plano z = const. los dispersores esféricos por su centro geométrico de forma de

simplificar la figura.

Recordamos que como el | 17|= 1 las distribuciones en tiempos resultan equivalentes

a distribuciones en longitudes.

Sea n(t') la fracción dc condiciones iniciales para las cuales la primera colisión con un

determinado dispersor ocurre para tiempos t > t'. Dado que estamos interesados en

el comportamiento a tiempos largos, el angulo a (ver fig. 15) es proporcional a nU'),

n(t') N a NtL. (4.11)

)7

I

—dn/dt' N t_—2N gD(t') (4.12)

donde gD(t')dt' representa la fracción de condiciones iniciales para las cuales la

primera colisión con el centro dispersor suCedeentre t' y t' +dt'. Deberíamos agregar

en la última expresión el resultado de la integración sobre el ángulo sólido total, pero
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como es una constante no modifica la dependencia temporal. Por lo tanto,

cte l

Empleando la expresión precedente en (4.10) obtenemos el comportamiento a

tiempos largos para la ley de decaimiento,

N(t) N . (4.14)

que corrobora los resultados previamente obtenidos. Los cálculos precedentes pueden

repetirse para otros corredores principales, obteniéndose la misma dependencia tem­

poral para la ley de decaimiento.

Para los corredores escondidos, vestigios de algún corredor principal que desaparece

cuando R > Rc, la integración sobre el ángulo sólido da lugar a una dependencia

adicional en 1/ t. Por lo tanto para los corredores escondidos en D = 3 dimensiones

obtenemos
t I

gD(t N 2, (4.15)
¿a

Los cálculos precedentes pueden rehacerse para. mayores dimensiones. Para los

corredores principales la dependencia temporal queda inalterada, dependiendo la con­

stante que resulta de integrar el ángulo sólido de la dimensión considerada.

Para los corredores escondidos, a medida que la dimensión D aumenta la integración

sobre el ángulo sólido da lugar a contribuciones en gp(t) del tipo l/t“ con 3 S p S D

que al decaer más rapidamente que (1/ t2) no se observan en el comportamiento a

tiempos largos de la ley de decaimiento.
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5.1 Preliminares

En términos generales el fenómeno de dispersión puede definirse como el problema de

obtener la vinculación entre las variables de “entrada” que caracterizan cierto estado

de un sistema dinámico y las variables de “salida” que caracterizan una dada situación

final. Para sistemas Hamiltonianos de dos grados de libertad, a una dada energía, la

variable de salida es en general el ángulo de dispersión 9 (mide la desviación de la

trayectoria en la región asintóticamente libre con respecto a la dirección de inciden­

cia), y la variable de entrada suele ser el parámetro de impacto b (definido como la

distancia al origen de la trayectoria incidente).

El objetivo en el estudio del problema de dispersión es el de establecer la vinculación

funcionalentre ambas variables. Esto es, obtener la relación funcional entre O y b

para una dada energía. La función que describe esta dependencia se conoce en la

literatura con el nombrede función reacción o de dispersión Uno de los

aspectos fundamentales a resaltar es que la función reacción evidencia características

cualitativamente diferentes dependiendo si la dinámica en la región de interacción es

regular o caótica. En los sistemas integrables, el ángulo de deflexión es una función

monótona del parámetro de impacto (en general decreciente), y el análisis de los pro­

cesos de dispersión en estos sistemas podría decirse que es un problema cerrado.

El primer indicio que manifiesta una diferencia sustancial entre los sistemas regulares

y los caóticos es que en estos últimos la función reacción experimenta grandes fluc­

tuaciones que ocurren a todas las escalas del parámetro de impacto b.

A modo de ejemplo, de la ref.[33]se ha extraído la fig. 16 que muestra la relación en­

tre G y b obtenida numéricamente para el potencial V(a:,y) = 1'23;2exp [—(:.r2+ y2)].

Este potencial consiste de cuatro barreras cuyos picos están localizados en (:r,y) =

(il, :tl). La dinámica puede ser regular o caótica dependiendo de la energía de la

partícula incidente. No analizaremos aquí el origen de este comportamiento, sim­
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plemente estudiaremos ciertos aspectos fenomenológicos. Cuando la energía E de la

partícula es mayor que el máximo de energía potencial Em la dispersión es regular,

evidenciando la fig. 16(a) el comportamiento suave de G)como función de b. Cuando

E < E,n la dinámica es caótica, mostrando la función de reacción regiones aparente­

mente singulares, en las que la variable de salida G varia tan rápida y abruptamente

con b que se necesitaría de una precisión infinita como para resolverlas (ver fig. 16(b)).

Si amplificamos esas regiones en la escala horizontal como para mejorar la resolución,

vemos en la fig. 16(c) que las regiones singulares persisten. Este comportamiento se

manifiesta a todo nivel de resolución, por más arbitrariamente pequeña que sea la

escala de valores de b.

El tipo de comportamiento descripto para la función de dispersión implica que una

pequeña indeterminación en b puede hacer imposible la determinación de G, o sea

existe sensibilidad a las condiciones iniciales.

Formalmente se demuestra que el conjunto de valores de b para los cuales 9 es sin­

gular es un conjunto de Cantor, o sea tiene estructura fractal y medida de Lebesgue

cero. Este conjunto corresponde a determinadas condiciones iniciales que dan lugar

a órbitas que entran en la región de interacción y permanecen allí por siempre, o sea

son órbitas atrapadas. Si bien estas órbitas no son accesibles en ninguna situación

realista dado que tienen medida cero, una condición inicial que resulte asintótica a

una de estas órbitas, permanecerá más tiempo en la región de interacción cuanto más

cercana sea a la órbita atrapada.

Por lo tanto, otra alternativa a estudiar en los procesos de dispersión caótica es la

función de tiempos de retardo que brinda informaciónacerca de cómo depende

de b el tiempo de permanencia de una dada órbita en la región de interacción. Nue­

vamente esta función toma valores infinitos siempre que haya una singularidad en la

función de dispersión.

Desde otro enfoque uno podría definir a las órbitas atrapadas como aquel conjunto
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del espacio de fases del cual todas las trayectorias dispersadas son finalmente expul­

sadas, y dado que la dinámica asociada es caótica muchas veces en la literatura se lo

denominarepelor caótico.

Un medición cuantitativa que caracteriza la magnitud de los efectos descriptos es la

dimensión del conjunto fractal de singularidades, existiendo numerosos trabajos en

los cuales se la calcula, entre otros las ref. [8, 33, 34]. Las caracteristicas del conjunto

fractal asi como su dimensión dependen fuertemente de la estructura del espacio de

fases y de las órbitas atrapadas. Por lo tanto, es necesario el estudio detallado del

conjunto invariante atrapado de forma de comprender los diferentes mecanismos que

dan lugar al comportamiento descripto.

Tanto la función de dispersión como la función de tiempos de retardo presentan carac­

terísticas marcadamente diferentes dependiendo si la dinámica en espacio de fases es

completamente hiperbólica, presenta regiones con islas de estabilidad (toros KAM),

o no presenta islas de estabilidad pero a la vez no es completamente hiperbólica.

El análisis de los dos primeros casos está actualmente bastante bien desarrollado,

entendiéndose bastante rigurosamente los mecanismos que ocurren en el espacio de

fases y que dan lugar a los diferentes comportamientos observados.

Es uno de los principales objetivos del presente trabajo el estudio de los procesos

de dispersión para el caso en que la dinámica en espacio de fases no posee islas de

estabilidad pero además no es completamente hiperbólica, o sea presenta un sub­

conjunto de órbitas atrapadas parabólicas. Desarrollaremos este tema en el próximo

capitulo. En él analizaremos a los procesos de dispersión entendiéndolos como pro­

cesos (le decaimiento en los cuales la población inicial no obedece a una distribución

inicial microcanónica sino que la forma de poblar depende de las caracteristicas del

haz incidente. A partir de este enfoque obtendremos, como ocurrió para los procesos

de decaimiento estudiados en los capítulos precedentes, información de la dinámica

interna.
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A continuación efectuaremos una descripción, a través del análisis de la dinámica en

espacio de fases, de la dispersión caótica para el caso hiperbólico y (le dinámica mixta,

estableciendo las principales diferencias entre ambos casos.

En términos generales puede decirse que la dinámica en espacio de fases es hiperbólica

si todas las trayectorias periódicas son inestables y aisladas, no existiendo islas de es­

tabilidad.

En ese caso, el conjunto invariante atrapado que provendrá de las intersecciones

homoclinicas y heteroclínicas de las órbitas periódicas inestables, consistirá de un

número infinito de órbitas inestables periódicas y no periódicas (para mayores de­

talles ver por ejemplo ref. Una.condición inicial que comience en la variedad

estable de una órbita del conjunto atrapado, tardará un tiempo infinito en abandonar

esa región del espacio de fases o sea será capturada por siempre. Por lo tanto la

función (le dispersión poseerá una singularidad para esa condición inicial. El con­

junto fractal de valores de b que hacen singular a la función de dipersión corresponde

a todas las condiciones iniciales que pertenecen a la variedad estable. La dimensión

fractaJ es en general menor que 1 y mayor que 0 [33, 34].

Otro aspecto interesante de estudiar es la estadística de tiempos de retardo P(T).

Dado un conjunto de condiciones iniciales que definen ciertos valores de b, se com­

puta el tiempo de permanencia de cada condición inicial en la región de interacción.

La fracción de condiciones iniciales con tiempos de retardo entre T y T + dT es

l’(’1')d’1‘.

Para la dispersión hiperbólica la estadística de tiempos de retardo obedece una ley

de decaimiento exponencial

P(T) N exp(—'1'/T) , (5.1)

donde T es un tiempo característico del sistema.

Para resumir, la dispersión caótica hiperbólica está caracterizada por:
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1. Dimensión fractal D del conjunto de singularidades es en general

0<D<1.

2. Decaimiento exponencial de la distribución de tiempos de retardo.

Cuando la dinámica en espacio de fases es mixta, coexisten regiones regulares de

islas de estabilidad rodeadas por superficies KAM inmersas en un mar de movimiento

caótico Si bien la naturaleza del fenómeno de dispersión en este caso no está.

tan entendida como en el caso hiperbólico, la existencia de. toros KAM hace que las

condiciones iniciales no puedan acceder a regiones del espacio de fases delimitadas

por las islas de estabilidad. Por otro lado puede llegar a generarse un mecanismo

de difusión lenta en espacio de fases en caso de que existan Cantoros [35] . En la

literatura se dice que los toros KAM son "1)egajosos” ya que las condiciones iniciales

cercanas a ellos permanecen más tiempo en la región de interacción. Esto hace que

la distribución de tiempos de retardo P(T) sea cualitativamente diferente al caso

hiperbólico, decayendo algebraicamente [36]

P(T) N T"' . (5.2)

Ilemos hecho especial énfasis en distinguir la dinámica mixta de la no hiperbólica.

Como se discutió en la introducción, la dinámica no hiperbólica no necesariamente

implica la existencia de islas de estabilidad.

En el campo de la dispersión caótica, hasta la fecha conocemos un solo trabajo que ex­

plica un decaimiento algebraico de la distribución de tiempos de retardo en un sistema

donde la ausencia de estructuras estables es probada analiticamente. Heillermeier et

al. [9] investigaron el proceso de ionización en el átomo de hidrógeno mediante un

modelo resolul)le de difusión, prediciendo el coeficiente de decaimiento a con un error

relativo del 10%.
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En el Pozo de Sinaí la dinámica en espacio de fases, para ciertos valores del radio del

centro dispersor R, no es completamente hiperbólica y no presenta regiones regulares

(ver capítulos precedentes). Por lo tanto, el estudio del problema de dispersión en

nuestro sistema [37]constituye una contribución muy valiosa para la comprensión del

fenómeno de dispersión caótica en sistemas no biperbólicos. En el próximo capítulo

desarrollaremos este estudio.

Para concluir daremos algunos ejemplos físicos que muestran la amplia gama de pro­

cesos que conducen a la dispersión caótica.

5.2 Ejemplos Físicos

o Mecánica Celeste. Existen numerosos problemas de mecánica celeste en los

cuales la dinámica es caótica. De hecho el Caos puede decirse que nace a partir

de los estudios de l’oincare de la interacción gravitatoria entre tres cuerpos.

Un ejemplo más reciente es el trabajo de Petit y Hénon [38] en el que se es­

tudia el ¡movimiento en el plano de dos cuerpos masivos pequeños alrededor

de una masa muy pesada. Inicialmente ambos cuerpos se mueven en círculos

concéntricos de distinto radio alrededor de la masa central. En caso de encuen­

tros cercanos entre ambas particulas se desarrolla una dinámica muy complicada

con la consecuencia que, salvo para un conjunto de medida nula de condiciones

iniciales, las pequeñas partículas se separan nuevamente. Este fenómeno puede

resultar relevante para el movimiento de las lunas de ciertos planetas o para

partículas en anillos planetarios.

Procesos llidrodinámicos. Es un hecho conocido que la dinámica de vórtices

ideales es caótica si el número de vórtices es mayor que tres (para más de­

talles ver por ejemplo la ref.[39]). Cuando los vórtices están separados unos






































































































