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Resumen

En este trabajo se estudian las leyes de decaimiento para sistemas Hamiltonianos
cuasiligados, cuya dindmica transitoria es completamente cadtica pero no necesaria-
mente completainente hiperbdlica.

En la Introduccién efectuamos una revision de los conceptos fundamentales asocia-
dos con estos sistemas, como asi también enmarcamos nuestro analisis dentro de los
ultimos avances relacionados con el estudio de los fenémenos de decaimiento y dis-
persién cadtica.

En el Capitulo 1 introducimos el Pozo de Sinai, sistema que utilizaremos como mode-
lo, estudiando los aspectos mds relevantes de su dindmica. El conjunto invariante de
este sistema puede ser completamente hiperbélico o incluir un subconjunto de 6rbitas
periddicas parabdlicas de acuerdo al valor de un simple parametro.

El Capitulo 2 constituye el desarrollo de un formalismo novedoso que permite, a
través del empleo de propiedades de la teoria ergédica, vincular la ley de decaimiento
para un dado sistema Hamiltoniano con distribuciones internas que caracterizan la
dinamica. Demostramos la influencia que poseen las distribuciones internas en la ley
de decaimiento final, utilizando diferentes distribuciones de prueba, que conducen
a comportamientos marcadamente distintos en las leyes de decaimiento. Se estu-
dia numéricamente el decaimiento en el Pozo de Sinai, a partir de una poblacién de
equilibrio, mostrando que la ley de decaimiento presenta dos comportamientos bien
diferenciados de acuerdo al valor del parametro mencionado previamente.

El estudio analitico de la ley de decaimiento se realiza en el Capitulo 3, posterior-
mente al analisis de la relacion que existe entre nuestro sistema y el Gas de Lorentz
Periodico que resulta ser la version extendida del billar de Sinai.

El Capitulo 4 esta dedicado al estudio del problema de decaimiento en muchas di-

mensiones, obteniéndose comno resultado relevante e inesperado la independencia del



comportamiento a tiempos largos de la ley de decaimiento con el nimero de dimen-
siones.

En el Capitulo 5 se efectia una revisién de los conceptos fundamentales del proceso
de dispersién cadtica. Empleando un enfoque que permite entender a los procesos de
dispersién como procesos de decaimiento en los cuales el espacio de fases se puebla
con una distribucidn particular, extendemos en el Capitulo 6 el formalismo implemen-
tado en el Capitulo 2 para encontrar la ley de decaimiento asociada a los procesos
de dispersion. En el caso de que el conjunto invariante posea un subconjunto de
orbitas periédicas parabdlicas, demostramos que la ley de decaimiento a tiempos lar-
gos para el problema de dispersion es algebraica difiriendo el exponente en uno con el
hallado en el estudio del problema de decaimiento a partir del equilibrio. Asi mismo
estudiamos la influencia de la estructura interna del conjunto invariante atrapado
en los observables caracteristicos de estos procesos como la funcién de dispersién y
la distribucion de tiempos de retardo, encontrando en los mismos comportamientos

marcadamente distintos dependiendo de que el conjunto invariante sea o no comple-

tamente hiperbdlico.
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o

Introduccién

textos de dinamica no lineal que abordan el tema desde enfoques muy rigurosos (ver
por ejemplo [1, 2]). Creeemos que para el desarrollo de este trabajo alcanza con enfa-
tizar algunos conceptos basicos que resultaran relevantes para una mejor comprension
del mismo. Aqui adaptaremos a los sistemas Hamiltonianos, la definicién de sistema
cadtico que se da en el libro de Wiggins [1], con una pequena modificacién referente
a la estabilidad del conjunto invariante.

Un sistema que manifiesta sensibilidad a las condiciones iniciales en un conjunto cer-
rado invariante A se denomina cadtico. El conjunto invariante esta conformado por
un numero infinito de érbitas periédicas con periodos arbitrariamente grandes.

La definicién anterior se aparta levemente de la formulada por Wiggins en la que las
orbitas periddicas atrapadas son todas inestables.

Nosotros diremos que en caso de que se satisfaga esta ultima condicién, o sea que
el conjunto A sea completammente hiperbélico, el sistema presenta caos duro. El
mecanismo de Smale, el cual se discute ampliamente en las referencias citadas, gen-
era ¢l mapa prototipo cuyo conjunto invariante resulta completamente hiperbdlico.
Este conjunto invariante posee estructura fractal, medida de Lebesgue cero y es un
conjunto de Cantor.

Por otra parte, una gran cantidad de sistemas Hamiltonianos investigados en la liter-
atura poseen dinamica mixta, o sea un espacio de fases en el cual coexisten regiones
regulares (islas de estabilidad) inmersas en un mar cadtico. El mapa standar es el
paradigma de esta clase de sistemas [3]. Claramente aqui el conjunto invariante no
posee medida nula (debido al area finita de las regiones de estabilidad).

Como tercera categoria se encuentran aquellos sistemas que siendo completamente
cadticos (no presentan regiones regulares) no exhiben caos duro, ya que el conjunto
invariante no es completamente hiperbdlico. En otras palabras, el conjunto atrapado
posee ademas de orbitas periddicas inestables un subconjunto de érbitas periédicas

parabolicas (levemente inestables pero no aisladas) [4].
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Del analisis anterior se desprende, que una forma de clasificar el grado de “caoticidad”
de un sistema es a través de la estructura del conjunto invariante. La misma mues-
tra caracteristicas diferentes segin corresponda a un sistema que presenta caos duro,
dinamica mixta o es completamente cadtico pero no completamente hiperbélico.

El estudio del conjunto invariante de orbitas atrapadas resulta de gran relevancia
cuando en un sistema Hamiltoniano se pueden desarrollar mecanismos que permiten
la eliminacién de puntos del espacio de fases de una dada region de interés, ya que
el conjunto invariante correspondera a aquellos puntos cuyas vidas medias resultan
infinitas. Es por esta razén que en la literatura se conoce al conjunto invariante como
repelor caético, ya que todas las trayectorias finalmente escapan de su vecindad.
Los mecanismos de escape se generan por ejemplo en los procesos de dispersién (5],
disociacién o decaimiento espontaneo [6].

Una vez entendidas las caracteristicas fundamentales del conjunto invariante atra-
pado, definiremos un sistema cuasiligado como aquel tal que su dindmica puede estar
restringida temporalmente a una region del espacio de fases en la cual existe un
conjunto infinito de drbitas periddicas inestables, para luego manifestar un compor-
tamiento no ligado. La transicion entre el movimiento ligado y el no ligado es lo que
definimos como el proceso de decaimiento.

En un sistema integrable las constantes de movimiento establecen barreras que res-
tringen la dindmica a regiones definidas del espacio de fases no existiendo ningiin
mecanismo de transporte que permita la transicién del movimiento ligado al no liga-
do.

Los trabajos hasta ahora realizados en el marco del andlisis de los procesos de de-
caimiento en sistemas cadticos se basan generalmente en el estudio del conjunto in-
variante. Ln otras palabras se infieren propiedades del tipo de ley de decaimiento
observada o posible de ser observada a través del estudio de la estructura de la regién

atrapada del espacio de fases [7, 8, 9].
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Una de las dificultades mayores que presenta este analisis es que exige, ya sea el
conocimiento detallado del conjunto invariante o el generar un modelo que permita
describirlo.

Queda claro que resultaria interesante invertir el enfoque anterior, y ésto es parte de
lo que haremos en el presente trabajo. El vincular la ley de decaimiento con distribu-
ciones que dependen de la dindmica interna, nos permitira inferir informacion sobre
la estructura del espacio de fases a partir de la observacién de la ley de decaimiento
asociada.

En un trabajo del afio 1990 Bauer y Bertsh [6] concluyeron, a partir de simulaciones
numéricas desarrolladas sobre un sistema cuya dindmica podia variar de regular a
caética (no mixta), dependiendo de la eleccion de un paranetro de control, que una
ley de decaimiento puramente exponencial estaba relacionada con el régimen caético,
mientras que una ley algebraica de decaimiento se obtenia cuando la dinamica era
regular. El decaimiento en el sistema anterior se efectua a través de un orificio en
el espacio de configuraciones (son billares con una pequena ventana) que permite el
pasaje de particulas de la region ligada al exterior (no ligada). Si bien este trabajo
significé la priniera aproximacién a la idea de clasificar el grado de no integrabilidad
de un sistema a través de su ley de decaimiento, poco tiempo después se demostré que
la observacion anterior no era concluyente, en el sentido de que la vinculacién entre
ley de decaimiento y tipo de dindmica no resulté univoca. A modo de ejemplo en la
referencia [10] se encontré para el billar circular una ley de decaimiento exponencial
siendo este sistema completamente regular.

Por otra parte, en el trabajo de Hillermeier et al. del afo 1992 [9] se estudié el de-
caimiento de un sistema cadtico en el que se probé analiticamente la no existencia
de islas de estabilidad y se encontrd una ley algebraica de decaimiento. Esto resulté
concluyente para demostrar la existencia de sistemas completamente caéticos (o sea

que no poseen dindmica mixta) cuyas leyes de decaimiento pueden ser no exponen-
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ciales.

Como demostraremos en nuestro trabajo, el comportamiento exponencial de la ley de
decaimiento estara vinculado al cardcter hiperbdlico del conjunto invariante de érbitas
periédicas, mientras que para sistemas completamente cadticos, pero no completa-
mente hiperbélicos, la ley de decaimiento manifestard una transicién de exponencial
a algebraica para tiempos largos.

Como se menciond previamen'te, entendemos el decaimiento como la transicién en-
tre dinamica ligada-no ligada. Esto nos permitirad englobar a los fenémenos de de-
caimiento espontdneo y de dispersién cadtica como procesos que difieren esencialmente
en la forma de poblar inicialmente el espacio de fases. Si bien esta observacién fue
efectuada originalmente por Pikovsky [11], en el presente trabajo se formalizara cuan-
titativamente la relacién entre ambos fenémenos.

El sistema que elegimos como modelo para nuestro estudio es el Pozo de Sinai, que
presenta gran analogia con el billar del mismo nombre [12]. El conjunto invariante
atrapado de nuestro sistema coincide con el del billar, habiéndose probado formal-
mente para éste las propiedades de ergodicidad y mezclado (mizing) que caracterizan
a los sistemas comnpletamente cadticos.

El Capitulo 1 esta dedicado a una descripcion exhaustiva de la dinamica en el PPozo
de Sinai, razén por la cual aqui nos detendremos unicaniente en la descripcion de
las caracteristicas del conjunto invariante. Este puede ser completamente hiperbdlico
(todas sus Orbitas periédicas resultan inestables y aisladas) o puede poseer un subcon-
junto parabdlico de drbitas periddicas no aisladas de acuerdo al valor de un simple
parametro de control. En el primer caso la ley de decaimiento serd exponencial,
mientras que en el segundo manifestard la transicién mencionada de exponencial a
algebraica para tiempos largos.

Si bien existen numerosos fenémenos fisicos en los cuales el billar de Sinai puede em-

plearse como modelo simple para describirlos (por ejemplo nucleones a bajas energias
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confinados dentro de un niicleo en donde el movimiento esta gobernado por el po-
tencial obtenido en la aproximacién de campo medio), en el dltimo par de anos el
estudio tedrico de la dinamica en este tipo de billares ha adquirido relevancia para
las aplicaciones experimentales.

A modo de ejemplo y para concluir con la presente introduccién mecionaremos que
dentro de la fisica de materia condensada, recientemente, se han llevado a cabo
experimentos sobre medicién de conductancia en microestructuras de conductores
mesoscépicos [13]. Bajo ciertos regimenes estos conductores pueden ser considerados
como balisticos (se desprecian las colisiones con las impurezas del material en com-
paracién con las colisiones con la propia microestructura) y son modelados por billares
con una geometria regular (por ejemplo una cavidad cuadrada o circular). Cuando
las cavidades son dopadas con impurezas y bajo cierta geometria, éstas pueden ser
representadas por un billar como el Sinai, siendo la dindmica asociada cadtica. Al
inyectar particulas dentro de la cavidad, las particulas rebotan elasticamente dentro
de la misma para finalmente escapar. Este es un tipico ejemplo de un proceso de dis-
persién. En el caso de que la dindmica interna sea cadtica correspondera al fenémeno
de dispersién caédtica que estudiaremos en detalle en el Capitulo 5 de este trabajo.
Bajo ciertas condiciones, el tiempo de escape puede ser considerado una cantidad pu-
ramente clasica que puede obtenerse por simulaciones de las ecuaciones de movimiento
[14]. La distribucién de tiempos de escape para las diferentes particulas se mide ex-
perimentalmente y manifiesta caracteristicas marcadamente diferentes dependiendo
si la dindmica en la cavidad es regular (sin impurezas) o cadtica (con impurezas).
La medicion de conductancia en la microestructura es sensible a la distribucién de
tiempos de escape, mostrando que un proceso de dispersién cadtica cldsico tiene con-

secuencias experimentalmente medibles.



Capitulo 1

El Sistema

Este capitulo estara dedicado al analisis del sistema que elegimos como modelo y a
la dindmica asociada.
En la primera seccién comenzaremos efectuando una breve descripcién del pozo

cuadrado en dos dimensiones para luego abocarnos al estudio del Pozo de Sinai.

1.1 El Pozo Cuadrado Bidimensional

Consideremos una particula puntual de masa unidad en un pozo de potencial cuadrado
bidimensional. Sean —V; (Vo > 0) y a la profundidad y ancho del pozo respectiva-
mente. De acuerdo al valor de la energia E = p?/2 — V, distinguiremos tres tipos de
movimientos posibles :

a) £ <0.

El movimiento es ligado, permaneciendo la particula atrapada dentro del pozo. La
dinamica es la de una particula dentro de una caja cuadrada rebotando elasticamente

en las paredes. En este caso el sistema se comporta como un billar.

7



CAPI/TULO 1. EL SISTEMA 8

b)0 < F <V,

Como veremos en este caso, a diferencia de lo que sucede para sistemas de un
grado de libertad, la condicién E > 0 resulta ser necesaria pero no suficiente para
tener movimiento no ligado. A los efectos de establecer la condicién accesoria que
se debe satisfacer para que ¢l movimiento resulte no ligado, consideremos ahora el

potencial V(z,y) definido por:

-V siz>0yy>0,
VEy)=9q

0 en otro caso .
y supongamos que la particula incide desde la region [ y arriba a ¢ = 0 en el punto A
formando un angulo ¥; con la normal 71 en A ( ver fig. 1). Estableceremos bajo qué
condiciones la particula puede accceder a la region I utilizando la conservacién de
la energia y de la componente p, del momento (dado que no existen fuerzas aplicadas

en esa direccion). Por lo tanto se verifican las siguientes igualdades

Ei=Eq=F, (1.1)
esto es
p—%——Vu=p—%'=E, (1.2)
2 2
y
prsiny; = pyrsina (1.3)

De lo anterior se deduce que p;; < pr y por lo tanto ¥; < a. Dado que el maximo
valor de a es 7/2, para una dada energia existe una cota superior para el valor de ;
que resulta compatible con las condiciones (1.2) y (1.3) y que denominaremos j;m.

Por lo tanto en estas condiciones de la relacién (1.3) obtenemos

sin Prim = 2L | (1.4)
pI



CAPITULO 1. EL SISTEMA 9

implicando la relacién (1.2) la definicion

1
T 1.5
sin ¥y AT (1.5)

Si v > Yy, esto es

M > sin "l’lim ’ (1'6)
pi

la particula es perfectamente reflejada y no puede penetrar en la regién II.

Todo este analisis es analogo al efectuado en Sptica geométrica para determinar
la condicién de reflexién total en la interfase de dos medios materiales con distinto
indice de refraccion.

En caso que la particula lhiaya sido reflejada en A, supongamos que ahora arriba
a el punto B situado en y = 0 (ver fig. 2). Evidentemente para obtener una segunda

reflexién necesitamos que se satisfaga la siguiente relacion

M > sin ‘l[’u,,, . (1.7)
pr

Las dos relaciones precedentes pueden agruparse en la siguiente
Ipil > sin Yiim (1.8)
p

siecndo ¢ = x,y las dos componentes cartesianas del momento p.

La relacion (1.8) es la condicién accesoria que determina el movimiento ligado
dentro del pozo cuadrado ain cuando la energia total de la particula sea mayor que
cero.

Notar que la condicion £ < V4 es necesaria de forma de que v, resulte menor
que 7/4 y puedan satisfacerse las relaciones (1.6) y (1.7) simnultineamente. En caso
de no satisfacerse alguna de ellas la particula abandonara el pozo a lo sumo en dos

rebotes.

Teniendo en cuenta que p = p; = 1/2(E + V) de la relacién (1.6) obtenemos
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p2/2>E. (1.9)

Por otra parte, de (1.7) obtenemos

p:[2> E, (1.10)

pero E = (p:2 + p,%)/2 — V; lo cual implica que

1’-""2/.2 < ‘/01

22 < V. (1.11)

La conservacién de | p; | mientras la dindmica es andloga a la de un billar implica
una distribucién de energia inalterable entre los dos grados de libertad del sistema

de forma que si se satisface la relacién (1.11) el movimiento es siempre ligado aun

cuando £ > 0.
c) E> V.
El movimiento es no ligado.

En nuestro estudio nos restringiremos al caso b).

1.2 El Pozo de Sinai

Como se senalé al concluir la seccién anterior la conservacién del inédulo de las compo-
nentes del momento p'establece una distribucion de energia fija entre los dos grados de
libertad. Esto introduce en el espacio de fases dos regiones disjuntas, una correspon-
diente al movimiento ligado (billar) y la otra al movimiento no ligado (regién libre).
Un punto del espacio de fases que se encuentre en la regién libre/billar permanecera

siempre en esa region para un dada energia, siendo esta propiedad caracteristica de
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los sistemas integrables.
La idea es generar algiin mecanismo que permita el pasaje de puntos del espacio de
fases de una regién a otra, en particular de la regién de billar a la regién libre. En
otros términos permitir la redistribucion de la energia eutre los dos grados de liber-
tad de forma que la condicién (1.8) pueda llegar a no satisfacerse, produciéndose el
decaimiento.

Una forma de proveer el mecanismo de redistribucién de la energia es colocando en
el centro geométrico del pozo cuadrado una barrera circular infinita de radio R < a/2.
Esto elimina la condicién | p; |= cte, en otra palabras la condicion (1.8) puede dejar
de satisfacerse luego de cada colisién con el centro dispersor circular. Como resultado
del choque existe una redistribucion de la energia entre los dos grados de libertad que
podria llegar a generar una transicién desde la region de billar a la regién libre.
Nuestra particula dentro del pozo puede interpretarse como una versién simplificada
de un nicleo compuesto que teniendo suficiente energia disponible para decaer no lo
hace hasta que su energia haya sido convenientemente redistribuida.
Al sistema descripto lo denominamos Pozo de Sinai, por su analogia con el Billar de
Sinai [12] en donde el pozo cuadrado es infinito, o sea representa un billar real.
Para todo nuestro analisis consideraremos a (lado del pozo cuadrado) como unidad
de longitud. Teniendo en cuenta que m es el modulo de la velocidad dado
que la masa es uno, el cociente a/ \/m tiene unidades de tiempo, por lo tanto
podemos tomarlo como la unidad de tiempo de modo que la \inica dependencia con la
energia E es a través de la condicion (1.5). Esta eleccién implica | p'|= 1 sin pérdida
de generalidad.
Para el estudio de la dinamica las secciones de Poincare [1, 2] son muy itiles ya que
los limites entre la regién de billar y de movimiento libre son lineas rectas definidas
por el valor de sin ¢y, (1.5). Como es usual para billares [15, 16] se grafica un punto

en la seccién cada vez que la particula choca contra el contorno del billar. La or-
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denada es el valor de la velocidad tangencial v, = cosf y la abscisa la distancia [
sobre el contorno medida en sentido antihorario desde algun origen que se toma como
referencia (por ejemplo un vértice del cuadrado) hasta el punto correspondiente al
rebote. Cuando el sistema representa un billar real (Vo — 0o 6 £ < 0) la dinamica
puede ser descripta por una mapa conservativo sobre el cilindro (definido por v, y
l), pero cuando Vj es finito existiran puntos mapeados desde la region de billar a la
regién libre escapando las trayectorias asociadas hacia el infinito.

El sistema estudiado presenta estrecha conexién con los billares con agujeros en los
contornos (en especial con el sistema estudiado en [6]), esto es en el espacio de con-
figuraciones, a través de los cuales las particulas pueden escapar del billar.

En nuestro caso la condicion (1.8) introduce agujeros en el espacio de momentos.
La hg. 3 muestra el espacio de momentos y los mencionados agujeros. El momento
de la particula esta representado por un punto en la circunferencia de radio unidad
(recordar que | p'|=1). En este espacio, las colisiones con el centro dispersor pueden
ser vistas como un mapa de la circunferencia sobre si misma. Si un punto en la cir-
cunferencia es mapecado tal que su momento final cae en un agujero (esto es | p; | o
| py | menores que sin¥vy;,, ) la particula abandonara la regién de billar.

Dado que el Billar de Sinai es completamente ergédico y caético [12], es de esperar
que en nuestro sistemna para un conjunto de condiciones iniciales en la regién de billar
la medida de Lebesgue (longitud) del conjunto asintéticamente invariante sea cero

aun cuando son introducidos los agujeros en el espacio de momentos.
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valor particular R, del radio del dispersor circular que los separa. En un caso, cuando
R > R., el decaimiento es exponencial exp —At para todo tiempo, mientras ue en
el segundo caso, para R < R., el decaimiento es exponencial para tiempos cortos y
presenta un comportamiento algebraico, ésto es ~ 1/t7 con 4 = 1, para t — oo.

La fig. 5 muestra los exponentes A obtenidos a través del mejor ajuste exponencial

como funcién de R . Para R < R, se ajustd inicamente la parte correspondiente al

comportamiento exponencial inicial.

2.2 Leyes Temporales y Dinamica interna

El objetivo principal de esta seccion es obtener la ley temporal de decaimiento en
término de distribuciones caracteristicas de la dinamica interna del sistema. Suponga-
mos que inicialinente tenemos Ny particulas distribuidas de acuerdo a la distribuciéon
microcanodnica en la regién de billar. Sea n(t) = —dN/dt el nimero de particulas
que abandona el pozo en un intervalo de tiempo entre t y ¢ + dt. Sin pérdida de

generalidad podemos escribir

n(t) = nl(t) + nz(t) + n3(f) y (21)

donde n;(t) es el nimero de particulas que abandona el pozo después de i rebotes
contra el centro dispersor.

Asl mismo definimos w < 1 como la probabilidad de que una particula transite de la
region de billar a la regién libre luego de una colisién con el centro circular. Podemos
evaluarla usando la teoria ergédica como el cociente entre todas las orientaciones del

momento en la regién libre y todas las orientaciones posibles del momento.

4 Iil)lim
T

w =
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= 1 X 4 arcsin S . (2.2)
T 14+ W/E

Definiremos a continuacion dos distribuciones que seran caracteristicas de la dinamica
interna del sistema.
La distribucién g¢(t)dt representa la fraccion de particulas cuya primera colisién con el
centro dispersor ocurre entre ¢ y ¢t+dt y la distribucién f(t)dt corresponde a la fraccién
de particulas cuyo tiempo entre dos colisiones sucesivas con el centro dispersor esta
entre t y t + dt. Esta dltima distribucién es equivalente a la distribucién de camino
libre dado que | g |= const..

A partir de las definiciones precedentes podemos escribir

mil) = Nowg(t)
n2(t) = No(l— w)w/ g(tM)f(t — tM)deV
(

1)=0
¢(2)

ns(t) = No(l —w)w [) /( g(tW)f(t@ — 1MW) f(t — 1 D)W P
=0

l)_o

t(=1) (2)

4
ni(t) = No(1 —w)™" / / /
G-1)=¢ -—2)0 M=o
J=1-1

xg(tM) f(t@ — (M) f(¢1® — 1) .. f(t — D) H d’ . (2.3)

J—
Si a la expresion anterior le calculamos su transformada de Laplace, empleando

la notacién L[n(¢)] = n(s) obtenemnos

A(s) = u(s)+fals) + iials) + -

= MwMﬂU+U—w)(%H1—M(ﬂHV+

Nowg(s)
= — . 2.
1— (1 -w)f(s) .
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Definiendo por comodidad

Q) =1—=N(t)/No

obtenemos

oy = i)/
M rp—y R

teniendo en cuenta que en nuestro sistema se verifica (ver Apéndice A)

dg/dt = —g¢(0)f(1) ,

de tal forma que
f(s)=1-1s(s)/g(0) ,
finalmente obtenemos

o il
Q(s) = 14+ (1 —w)[g(s)s/g(0) — 1] .

Por lo tanto para conocer Q(t), tendremos que antitransformar (2.9).

16

(2.9)

Antes de concluir esta seccidn realizaremos algunos comentarios acerca de las hipotesis

involucradas en las relaciones (2.3). Al escribir las convoluciones entre las distribu-

ciones g(t)dt y f(t)dt estamos suponiendo que para todo tiempo (incluso tiempos

cortos) la distribucién f(t) es funcién inicamente del intervalo de tiempo transcu-

rrido entre dos choques sucesivos, en otras palabras postulamos que existe pérdida

instantanea de memoria después de cada colisién con el centro dispersor. Mas adelante

volveremos sobre este punto al estimar el grado de dependencia con esta suposicién

de nuestros resultados finales.
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2.3 Distribuciones Prueba

De forma de establecer las caracteristicas rclevantes de las distribuciones internas
con respecto a la ley de decaimiento, efectuaremos un calculo explicito de (2.9) uti-
lizando cuatro distribuciones prueba g(t), tres de las cuales conducen a funciones

antitransformadas de Laplace Q(¢) bien conocidas.

2.3.1 Funcion Escalén
Supongamos que ¢(¢) es una funcién escaldn.

g(t) = [u(t) - :‘}f)t B TO)] ,

(2.10)

siendo u(¢) la funcién de Heaviside y Ty su ancho. La distribucién propuesta implica
que para 0 < t < T la tasa de colisiones es constante, mientras que en t = Ty
todas las particulas colisionaron con el centro dispersor. A partir de la relacién (2.7)

obtenemos la funcién f(t) para la distribucién g(¢) propuesta:

f(t)=6(t—To) (2.11)

esto es la funcion delta, o sea que el tiempo entre dos colisiones sucesivas es constante

c igual a Ty para todas las particulas. Por lo tanto en este caso el tiempo medio entre

colisiones es igual a T.

Las distribuciones anteriores conducen a

Aoy [ w (exp (Tos) — 1) )
Qls) = (Tosz) [exp (Tos) — (1 — w)] (2.12)

a partir de lo cual

w t 1y
Qu) =g [ (1= wrmar, (2.13)
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siendo [t'/Ty] la parte entera de ¢'/T,. Por lo tanto denominando n = {t/To), obtene-

mos

Q) =w) (1-w)bi™,
1=1

y efectuando la suma encontramos

Q) = 1-(1-w)

~ l—exp[ln(lT—_w)xt],
0

donde utilizando (2.5) sc llega a

A/’\([z) = exp [ln(lT:w)_ X t] .

2.3.2 Funcién Escalonada Geométrica

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Aqui supondremos que g(¢) es una serie de funciones escalén cuyas alturas decrecen

geométricamente.
w .
9(t) = C Y adult = (j = VTe] - u(t ~ jTo)} ,
J=1
con C=(l—-ay)/Toy ao<1.
En el caso presente obtenenios

Q(a) _ [w(l — ag) (exp (Tops) — 1)

Tos? ] {exp (Tos) — [1 —w(l —ap)}}

Por lo tanto, usando los resultados precedentes llegamos a

N(t)
No

= [1-w(l—ap)"
In[1 — w(l — ag)] 8 t] .

= exp [ T,

(2.17)

(2.19)
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2.3.3 Funcion Exponencial
En este caso proponeinos que g(¢) sea una funcién exponencial
L .
g(t) = TGXP( t/To) , (2.20)

Es facil comprobar que T es el tiempo medio entre colisiones. Transformando Laplace

y sustituyendo la expresién anterior en (2.9) obtenemos,

A w 1 o
ey = (T—) T+ w/To) (221)
’ N
NL:) = exp (—wt/To) . (2.22)

2.3.4 Funcion Escalonada Algebraica

Para concluir con nuestro analisis proponemos que ahora g(t) sea una seric de fun-
ciones escalén donde las alturas de los escalones decrecen de acuerdo a una ley alge-

braica,

g(t) = )Z(lm’{u[t —(j = DTo) - u(t - jTo)} - (2.23)

ToC(y

Aqui, ((v) = Zj’;l 1/5” es la funcién de Riemann. Por lo tanto obtenemos

O(s) = ( w ) 1 — exp (=Tos)|Z exp (Tys) (2.24)

To((7)5 ) TL+ (1= w)[(1 - exp (—Tos))E exp (Tos) — 1]} °

donde ¥ = 3°% exp(—Tosj)/j7. La antitransformada de Laplace de (2.24) no
es analitica, por lo que deberemos antitransformar numéricamente. Comenzaremos

estudiando el comportamiento para tiempos cortos, tomando el limitet — 0 (s — 00).
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o] -—T .
lims—-oo Z e_xp(J—,.,o.si)' ~ €Xp (—TOS) ’
i=1

por lo tanto bajo este limite (2.24) se transforma en

. w [exp (Tos) — 1)
Q) (Ch)Tos") [exp (Tos) — (1 — w)]

N(1) In(1 - w)
No exp [ T, xt|,

esto es un decaimiento exponencial.

Con el objeto de estudiar el comportamiento para tiempos largos tomamos el limite

t — oo (s — 0). Por razones que quedaran justificadas mas adelante, nos restringire-

mos a y = n enteros mayores o iguales que 2. Para comenzar, reemplazamos la suma

¥ por la integral
* exp (—Tysz)

E . (Tos) = / dz

1 Iﬂy
y usando la identidad [17]

1
Eu(z) = Grmgylens(=2) = 2B (2]
en el numerador y denominador de (2.24) obtenemos para el limite s — 0,

Q(S) ~ Z@)—‘;{:Tl) I:Tlo — Sexp (ToS)En_l(Tob‘)

La expresion anterior conduce a

N(t) Y
No (t + Tg)("—l) ’

o sea una ley de decaimiento algebraica.

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

De lo expuesto anteriormente concluimos que las distribuciones g(t) que decrecen ex-

pouencialmente o mas rapido conducen a leyes de decaimiento exponenciales, mien-

tras que las distribuciones ¢(¢) que decrecen algebraicamente dan lugar a leyes de
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decaimiento que manifiecstan para tiempos cortos un comportamiento exponencial
que se transforma en una ley algebraica para tiempos largos.

Las observaciones precedentes pueden formalizarse estudiando el término dominante
(s — 0) de la relacién (2.9) y antitransformando Laplace. De esta forma podemos
vincular el comportamiento a tiempos grandes de la ley de decaimiento N(t)/N, con

la distribucién g(t)dt,
t'=t
N(t) ~ w/ g(t')dt' . (2.32)
t

I=0
La expresion (2.32) resulta consistente entonces con que para un decrecimiento expo-

nencial de ¢g(¢) la ley de decaimiento a tiempos largos manifieste un comportamiento
exponencial, mientras que para g(t) con cola algebraica (del tipo 1/t*) el decaimiento
sea a tiempos largos algebraico con exponente g + 1. La conclusién anterior estda
intimamente relacionada con el fenémeno de difusién anémala que tiene lugar en el
Gas de Lorentz Periédico cuando el horizonte es infinito y que conduce a una cola alge-
braica para ticmnpos largos en la funcién de autocorrelacién de velocidades [18, 19, 20].
Para comprender esta vinculacion dedicaremos parte del proximo capitulo a estable-

cer la analogia entre el sistema que nos ocupa y el Gas de Lorentz Periédico.
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asintético de la autocorrelaciéon de velocidades

- - cte
C(t) =< (v(0).3(t)) >~ < (3.1)
para una configuracién de centros dispersores con horizonte infinito.
El coeficiente de difusién se vincula a la autocorrelacién de velocidades a través de la

conocida relacién de Einstein-Green-Kubo (ver por ejemplo [24])

D %/Ooo < (#(0).5(s)) > ds . (3.2)

Considerando el comportamiento asintético (3.1) para la relacién (3.2), vemos
que el coeficiente de difusién D es infinito. La divergencia del coeficiente de difusion
caracteriza al fenémeno de difusién anémala que, como se mencioné al finalizar el

capitulo 2, ocurre para el Gas de Lorentz periédico cuando el horizonte es infinito

[18].

3.2 Corredores en el Gas de Lorentz con Hori-

zonte Infinito

En esta seccion introduciremos formalmente la definiciéon de corredor para el Gas
de Lorentz Periédico bidimensional. Forinalmente se dice que una configuracién
periddica de centros dispersores tiene horizonte finito si existe algin M > 0, tal
que cada segmento de longitud M en el plano intersecta algin dispersor. En caso
contrario sc dice que la configuracién tiene horizonte infinito.

Supongamos una configuracién de centros dispersores con lhorizonte infinito y sea [
una linea recta en R? que no intersecta ningin centro dispersor; | = {a) te1+a: tez}
con a; a; € R? y e; ez una base de R2. Sea L el conjunto de tales lineas. En la

ref.[25] se introduce la definicién de corredor a través de las siguientes proposiciones:
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1. El conjunto L es no vacio.
2. Cualquier [ € L es racional en el sentido de que a,/a; es racional o infinito.

3. El conjunto L se descompone en un nimero finito de clases L., /., con el

mismo valor de a;/a; = 21/z; con z), z; racionales.

4. L, ., consiste de un conjunto numerable de franjas (corredores) tal que
cada dominio acotado de R? intersecta solamente a un nimero finito de

dichas franjas.

De lo anterior se desprende que si la trayectoria de una particula pertenece a un
corredor la longitud del camino libre medio serd no acotada. Por otra parte, todo
camino libre suficientemente grande pertenece casi enteramente a algun corredor. En
la definicién de I, a; y a; pueden interpretarse como las dos componentes de la

velocidad ¢ de una particula cuya trayectoria pertenece a algin corredor.

3.3 Relacion entre C(t) y g(t)

En el capitulo 2 se concluyé que las distribuciones g(t)dt que decaian al menos ex-
ponencialmente daban lugar a leyes de decaimiento tipo exponencial, mientras que
¢(t)dl con decainiento algebraico daban lugar a leyes de decaimiento que resultan
exponenciales a tiempos cortos, teniendo una cola algebraica a tiempos largos.

Los resultados numéricos para nuestro sistema manifiestan para valores del radio
R > R, del centro dispersor la anterior conclusion, con el exponente de la cola alge-
braica del decaimiento igual a 1.

No debe resultar sorprendente que el comportamiento de la autocorrelacién de ve-
locidades C(t) para el Gas de Lorentz evidencie una transicién de exponencial para
tiempos cortos a algebraico (1/t) para tiempos largos cuando el horizonte es infinito.

La relacién entre horizonte infinito en el Gas de Lorentz y radio critico R. en el billar
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de Sinai quedara completamente establecida en la siguiente seccién. Si bien también
mas adelante estableceremos la forma explicita de la funcién ¢(t), a continuacién de-
mostraremos que existe una expresion general que la vincula con la autocorrelacién
de velocidades C(t). En la ref.[26] se da la expresién general para C(t) en términos
de la distribucién de camino libre medio utilizando promedios estadisticos. Aqui

adaptaremos ese resultado para el Gas de Lorentz,

C(t) = = ; 3 /too (T'-t)f(T)dT (3.3)

donde f(t)dt es la distribucién de camino libre nedio (introducida en el capitulo 2) y
<T>= Aw tf(t) dt (3.4)

el tiempo medio entre colisiones. Transformando Laplace la expresién (3.3) obtenemos
Cls)=s'+<T>1s72(f(s) - 1), (3.5)

como en sistemas tipo Gas de Lorentz se verifica (ver Apéndice A)

fls) =1-s4(s)/9(0) , (36)
finalmente obtenenios
Cls)=s7'(1 = §(s)) - (3.7)
Antitransformando Laplace la expresion anterior llegamos a
t
cit)y=1- / g(t')y dt'. (3.8)
0
Dado que j:o g(t) dt = 1, podemos expresar el segundo término de la relacién (3.8)
como
t o0
/ g(tydt' =1 - / g(t') dt', (3.9)
0 ¢
con lo cual

C(t) = [ ~ g(t') dt'. (3.10)
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Con la expresién anterior formalizamos la dependencia existente entre la autocorrela-
cién de velocidades y la funcién g(t) para tiempos largos. La relacién (2.32) hallada
al concluir el capitulo 2 conjuntamente con (3.10), confirman la relevancia que posee
la distribucién g(t)dt tanto cn el andlisis de la ley de decaimiento a tiempos grandes
como en el estudio del comportaniiento asintético de la funcién de correlacién de
velocidades.

Conocido el comportamiento asintético para la autocorrelacién de velocidades C(t) en
el caso de horizonte infinito, se obtiene a partir de (3.10) el comportamiento asintético
de g(t).

Al concluir el presente capitulo desarrollaremos un modelo que permite, a partir
del estudio de la seccién de Poincare, calcular analiticamente el comportamiento a

tiempos largos de la funcién ¢(¢) cuando el conjunto invariante de 6rbitas periddicas

posee un subconjunto parabdlico.

3.4 Corredores y Orbitas Periédicas Parabdlicas

De lo analizado en las dos secciones precedentes se concluye que el fenémeno de
difusién anémala (decaimiento (1/t) para la autocorrelacién de velocidades) que tiene
lugar en el Gas de Lorentz Periddico con horizonte infinito esta intimamente vinculado
con la dindmica asociada a trayectorias que pertenecen a los corredores. Segilin se
concluyé en la seccién (3.2) los corredores pueden etiquetarse por los valores vy /v, =
z1/z2 con z/z, racional o infinito.

Para el arreglo bidimensional existen al menos dos corredores correspondientes a las
direcciones r y y. Empleando la notacién de la referencia [18], llamaremos a estos
corredores a y 3 respectivamente. El nimero de corredores aumenta a medida que
el radio R de los centros dispersores disminuye. Por ejemplo, cuando v/5/10 < R <

V/2/4 aparecen otros corredores () que corresponden a vy vz = £1.
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Dado que el Gas de Lorentz bidimensional periédico puede considerarse como un
modelo del billar de Sinai extendido, es natural que exista una equivalencia entre los
mencionados corredores y las 6rbitas periédicas parabdlicas no aisladas del billar (ver
Introduccion). Los canales a y § corresponden a particulas que rebotan elasticamente
contra dos paredes diametralmente opuestas del billar sin colisionar con el centro
dispersor. El canal (y) corresponde a particulas cuyas trayectorias son paralelas a las
diagonales del cuadrado rebotando secularmente entre caras adyacentes del mismo,
y dado que R < v/2/4 pueden no colisionar con el dispersor circular. Este analisis
puede repetirse para valores de R menores, encontrando nuevas failias de orbitas
periodicas parabolicas.

Una vez enfatizada esta analogia entre corredores en el Gas de Lorentz y érbitas
periddicas en el billar de Sinai, pasemos a estudiar qué sucede con el Pozo de Sinai,

o sea nuestro billar con agujeros en el espacio de momentos.

3.5 LaLey de Decaimiento y las Orbitas Periédicas

Parabdlicas

En esta seccién propondremos la forma explicita para la funcién g(t) que da lugar al
comportamiento observado para la ley de decaimiento en el Pozo de Sinai.

La condicién (1.8) hallada en el capitulo 1 que introduce la separacién entre regién
de billar y region libre, hace que las érbitas periddicas correspondientes a los canales
a y 8 pertenezcan a la region libre. Por lo tanto para R > \/2/4 no existen orbitas
periddicas parabdlicas atrapadas en la regién de billar. Esto tiene una consecuencia
direcla en la ley de decaimiento, ya que como revelan los estudios numéricos del
capitulo 2, para R > v/2/4 la ley de decaimiento es exponencial para todo tiempo

t. Para R < v/2/4, las 6rbitas periédicas parabdlicas son atrapadas, evidenciando la
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ley de decaimiento una transicién de exponencial para tiempos cortos a algebraica
para tiempos largos. Este andlisis, conjuntamente con los resultados numéricos y el

analisis de las distribuciones prueba del capitulo 2 sugieren el siguiente ansatz para

(1)

g(t) = C([u(t)—u(t—To)l +3" el = (R/R)IDL — (R/R.,)

=2

< S/ ult = (= DT - e = 7)) (3.11)

=2

siendo D;(z) funciones monétonas crecientes de « entre 0 y 1 con D;(0) = 0 y
D;(1) = 1, a; son constantes de peso y C es la constante de normalizacién. El primer
término de (3.11) es una funcién escalén, responsable del tramo inicial exponencial
en la ley de decaimiento. La segunda contribucién, cuando es no nula (ésto es para
R < V/2/4), proviene de condiciones iniciales cuyas posiciones y velocidades son tales
que las trayectorias asociadas resulten asintéticas a las orbitas periddicas parabélicas
(corredores en el Gas de Lorentz). Los cocientes a;u[l — (R/R.,)]|D:[1 — (R/R.,)]/C
pueden interpretarse como la fraccion de condiciones iniciales del espacio de fases
asintotica a las orbitas periddicas que surgen cuando R < R,,.

Como mencionamos, suponemos que la funcion escalén (u(t) — u(t — Tp)) da lugar al
comportamiento inicial exponencial de la ley de decaimiento. Por lo tanto de acuerdo
con (2.16) o (2.27), Ty tiene que estar relacionado con el exponente

_ In(1 — w)

A T

(3.12)

Por otra parte, es conocido el resultado de la teoria ergédica para el tiempo medio

entre colisiones con el centro dispersor [27]:

(1 —7R?)
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Cuando R > R,,, sc verifica
To =T (314)

dado que en ese caso, Ty es el tiempo medio entre colisiones. La pregunta a formu-
larse es qué sucede cuando R < R,, y para contestarla apelaremos a la fig. 5. En
ésta se muestra el exponente que resulta del mejor ajuste al tramo exponencial del
decaimiento junto con el exponente A que predice la relacién (3.12) coino funcién de

R, asumiendo que 7 = Ty. La concordancia entre ambas curvas sugiere que se debe

verificar
(1 —wR?)
2R ’

aun cuando R < R.. Dado que 7 es el tiempo medio entre colisiones unicamente

To = (3.15)
cuando R > R., (ley exponencial de decaimiento), para R < R, T resulta ser el
tiempo medio entre colisiones para la fraccidon de particulas que decae exponencial-
mente. Por lo tanto, el resultado ergdédico (3.13) es valido unicamente para la regién
hiperbdlica del espacio de fases.

Uno de los objetivos principales del presente estudio es poder extraer informacién de
la dindinica a partir de de la ley de decaimiento observada. En otras palabras obtener,
de las cantidades plausibles de ser determinadas por mediciones experimentales, in-
formacién de la dinamica interna del sistema. En lo que sigue, sin pérdida de general-
idad, nos restringiremos en la expresién (3.11) para g(t) al caso de un 1nico corredor
abierto, o sea consideramos 6rbitas periddicas parabdlicas tales que v, /v, = £1. Dado
que ésto implica un dnico radio critico, redefinimos R. = R, = v/2/4 y omitimos los

subindices. Denominamos
a1Dy[1 - (R/R:)] = A(R) (3.16)
y empleando (2.9) y (3.11) obtenemos

)= T AmEE — DI
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« [1 — exp (—Tos)] exp (Tos)[exp (—Tos) + A(R)Y]
1+ (1 — w){[1 — exp (—Tos)] exp (Tos)[exp (—Tos) + A(R)E] — 1}

(3.17)

donde ¥’ = ZT:; exp (—Tosj)/j? y hemos utilizado la expresién para la constante de

normalizacion
1

T T+ AR - )]

De lo anterior se concluye que A es el tinico parametro libre en la expresion

C

(3.18)

(3.17). Por lo tanto antitransformando numericamente (3.17) y ajustando con la ley
de decaimiento obtenida numericamente, obtuvimos A(R) para varios valores de R.
En la fig. 6 se muestran los resultados obtenidos, donde hemos graficado el In A como
funciéon de In(1 — R/R.). Por lo tanto podemos asumir para A la siguiente forma

funcional

A(R) = a(l - %ﬂ)ﬂ. (3.19)

Tomando el logaritino en ambos miembros de la expresién anterior
InA=8In(l-R/R.)+Ina, (3.20)

podemos determinar los parametros 8 y a a través del mejor ajuste lineal.

Hemos obtenido g = 1.4776 y a = 0.2741, graficindose el ajuste en la fig. 6. La
fig. 7 muestra la ley de decaimiento obtenida a partir de (3.17) utilizando (3.19) y los
valores anteriores de los pardmetros, conjuntamente con la ley de decaimiento calcu-
lada numéricamnente en el capitulo 2 para cuatro valores de R que corresponden todos
ellos a al sistema con un tnico corredor (o sea una tdnica familia de érbitas periédicas
parabdlicas). Conocidos a y 3 es posible obtener informacién de la fracciéon de condi-

ciones iniciales asintdtica a esta familia de 6rbitas periddicas parabélicas.
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3.6 Estudio Analitico del Comportamiento a Tiem-

pos Largos de g(t).

Esta seccién estara dedicada al estudio de la distribucion g(t) para tiempos largos.
Consideraremos la situacién en la cual el conjunto invariante de érbitas periddicas
no es completamente hiperbédlico. Nos restringiremos al caso de un unico corre-
dor abierto en el Gas de Lorentz, lo que equivale a considerar una unica familia
de érbitas periddicas parabdlicas atrapadas. De forma de comparar los resultados
que aqui se deriven con los obtenidos en las secciones anteriores, supondremos que
V5/10 < R < v/2/4 por lo tanto las 6rbitas parabélicas son las correspondientes a
vy /vy = 1.

Consideraremos la dinamica en la superficie de Poincare sobre el contorno del billar
(ver capitulo 1). Por lo tanto, estudiaremos el mapa ({,v;) — (I',v}) que es generado
por la dinamica sobre la superficie de Poincare.

La simetrias del problema (correspondientes al grupo Cy,) permiten restringir el mapa
sobre todo el contorno del cuadrado a una dnica cara arbitrariamente elegida. Intro-

ducimos las variables reducidas

z = (I+1-4F),
v o= v, (3.21)

donde k£ =1,2,3,4 numera las caras del cuadrado en sentido antihorario.

La figura 8 muestra varias curvas que dividen la superficie de Poincare en regiones
que estan caracterizadas no sélo por el lado sobre el cual cada punto es iterado bajo
la accién del mapa, sino también por la existencia (o no) de una colisién con el centro
dispersor antes de arribar a dicho lado. A modo de ejemplo, los (z,v) € I, son
condiciones que se mapean a la cara 2 sin colisionar con el centro dispersor, mientras

que los (r,v) € I} correspouden a particulas que arriban a la cara 2 colisionando
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previamente con el dispersor.

La figura 9 es similar a la fig. 8, pero en este caso nos intcresan las preimagenes de
los puntos (z,v). Por lo tanto los (z,v) € A; corresponden a particulas que provienen
de la cara 2 sin haber sufrido ninguna colisién con el centro dispersor y los (z,v) € A3
estan relacionados con condiciones que provienen de la cara 2 habiendo chocado con
el dispersor. Las curvas de la figura 9 pueden ser obtenidas de las de la fig. 8 a
través de la operacién de simetria (x,v) — (z,—v) que corresponde a la inversién
temporal. Dado que también estd presente la simetria Cy, la curva limite que divide
las regiones I, e I, puede ser obtenida de la curva limite que separa las regiones
I, e I} a través de la transformacion (z,v) — (1 — z,—v). Esta transformacién es
una reflexion con respecto al plano perpendicular que contiene el centro del dispersor
circular y el punto medio del lado (x = 1/2). Dado que el sentido de las drbitas
parabdlicas para una dada familia puede ser horario o antihorario, sin pérdida de
generalidad consideraremos unicamente el primer subconjunto.

Nuestro interés esta concentrado en estudiar como decrece con el tiempo el area

inicialmente definida por
ANy . (3.22)

Esto es, de que forma el niumero de puntos que arriba a la cara 1 desde la 4 y luego
se mapea en la cara 2 sin sufrir ninguna colisién con el centro dispersor decrece con
el nimero de iteraciones del mapa o lo que es equivalente, con el nimero de rebotes
contra las caras del cuadrado n. Queda claro que el area final correspondiente a
n — oo sera cero salvo para el conjunto atrapado (de medida nula) correspondiente
a las orbitas periddicas parabdlicas de la familia considerada.

La fig. 10 muestra el area inicial. Las curvas AB y BC estan definidas por

(1/2 =2)y/(1/2 = x2)2 + (1/2)2 = R + R/2 19
(1/2 - z)? + (1/2)2 ’ (3:23)
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(z = 1/2)\/A2— 2P + (122 — R+ R[2
(1/2 - z)2 +(1/2)? '

Estas curvas estan determinadas por las rectas taugentes al dispersor circular que

(3.24)

particndo del punto z van respectivamente a la cara 2 y a la cara 4. La interseccién
del conjunto invariante parabdlico y la superficie de Poincare es el segmento TT" donde
[=(z=R2R.,v =V2[2) e I' = (z = (1 — R/2R.),v = V2/2). Aqui, R, = V2/4.

Por lo tanto la longitud del segmento invariante es
L=(1-R/R.). (3.25)

El mapa para los puntos que van a la cara 2 sin colisionar con el centro dispersor es

V1 — 2
! %(1_1),

v = VI-ot. (3.26)

8
I

Este mapa transforma puntos que pertenccen a la curva AB en puntos pertenecientes
a la curva BC y transforma BC en la curva DE de la fig. 10. En particular pode-
mos verificar que el segmento TI’ permanece invariante (o sea se transforma sobre si
mismo).
Después de sucesivas iteraciones el area remanente se reduce al cuadrilatero mostrado
en la parte derecha de la fig. 11. Las condiciones iniciales en el area de interés son las
que atn no han colisionado con el centro dispersor. El cuadrildtero es transformado
en el paralelogramo aproximado de igual area mostrado en la parte izquierda de la
figura (no olvidar que el area remanente es muy pequena). El sector triangular que
cae fuera de la regién de interés, correspondera a las particulas que colisionaran por
primera vez con ¢l dispersor circular. Por inspeccién de la fig. 11 resulta que

[ = (L + 1)

2 >

Ll; N
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Por lo tanto

b=b)  mds

&

Iy Il dt’
l; cos a
= " Rheosa+)’ (3.28)
donde hemos introducido el tiempo como t = 7on, siendo 7o = v/2/2 un tiempo
caracteristico entre dos colisiones sucesivas sobre las caras del cuadrado.
Integrando (3.28) obtenemos
t—t L | 1 Io(¢
(= to) _ - _amp 20 (3.29)
To cosa \ [(t) 12(0) [>(0)

Como estamos interesados en ticmpos t largos, entonces podemos aproximar la ex-

presion anterior de forma de obtener

1
I, =~ X 7 (3.30)

COs &

Por lo tanto el area del paralelogramo resulta,

A(t) = 2L(t)Lsina,

I 1
2r9L*tanar x —

Q

Q

V2tana(l — —R{i)z X % , (3.31)

(3

donde hemos empleado la igualdad (3.25). De forma de poder evaluar tan a, calcu-

lamos la primera derivada de (3.24) en I

tana = 1 : (3.32)

v2(1 - R/2R.)

Por lo tanto finalimente obtenemos,

_ (1-R/R.)?

AW = TN % (3.33)
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Por los argumentos precedentes, el comportamiento a tiempos largos de la distribucion

g(t) sera

dA
y(t) T
t — oo (3.34)
con lo cual
(L-R/R) 1
9 ~ GT"RpR) B’
~ (1 =R/R.)*? x tl—z . (3.35)

En la dltima relacidn, el exponente 3/2 resulta consistente con el valor del parametro
B = 1.4776 obtenido en la seccion anterior a partir del analisis de la ley de decaimiento
observada.

El resultado aqui hallado mediante el estudio de la seccién de Poincare, concuerda
con ¢l encontrado en la seccion (3.3) a partir del estudio alternativo de la vinculacién

existente entre g(t) y la autocorrelacién de velocidades C(¢) para horizonte iufinito.



Capitulo 4

El Decaimiento en D Dimensiones

Este capitulo esta dedicado al estudio de la ley de decaimiento en D dimensiones para
el Pozo de Sinai.

La extensién a dimensiones mayores que dos, hace mas interesante a nuestro sistema
como modelo de nicleo compuesto, ya que en este caso las dimensiones adicionales
pueden interpretarse como grados internos de libertad. Por lo tanto el proceso de re-
distribucién de la energia entre los grados internos de libertad resulta en una dinamica
cuya complejidad crece con el numero de variables internas involucradas. Ademas de
la complejidad en la dinamica que surge al considerar varios grados de libertad la
pregunta natural que uno se formula es cémo depende la ley de decaimiento con las
dimensiones y en que medida la complejidad de la dinamica interna se evidencia en el

decaimiento. A lo largo de este capitulo trataremos de responder a estas cuestiones.

4.1 El Pozo de Sinal en D dimensiones

En el capitulo | se realizé una descripcidn detallada del Pozo de Sinai en D = 2
dimensiones. Lste es el sistema que elegimos como modelo para estudiar la ley de

37
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decaimiento en el caso de un problema con 2 grados de libertad. La extensién a
mas dimensiones es bastante directa pero existen algunas carecteristicas nuevas que
resultan convenientes de detallar. Por lo tanto nos abocaremos en esta seccion a la
descripcion del Pozo de Sinai en D dimensiones.

Consideremos nuevamente una particula puntual de masa unidad pero ahora en un
pozo cuadrado D dimensional (hipercubo) de profundidad —V,,(Vo > 0) y lado a,
ue colisiona eldsticamente con un dispersor ubicado en el centro geométrico del
pozo. El dispersor es una esfera D dimensional de radio unidad y como es usual
tomamos el médulo de la velocidad de la particula igual a uno. Andlogamente al
estudio del problema en dos dimensiones consideramos la energia total de la particula
E=p*2-V, (0 < E < V).

En D dimensiones el movimiento ligado esta caracterizado por la condicién

N
FRS ’
1- (P—_,—‘) > sin Wy, (4.1)
¥
donde n;, 1 = 1,.., D , es la direccién de la normal interna correspondiente a la cara

7 del hipercubo sobre la cual la particula rebota elasticamente y

¥im = arcsin ———— (4.2)

V1+W/E’ -

es el angulo limite en D dimensiones. La desigualdad (4.1) es la condicién que se
debe satisfacer para que exista reflexién interna cuando la particula alcanza algiin
contorno del hipercubo.

En el capitulo 1 fue hallada la relacién (1.8) que es la condicién de movimiento ligado
para D = 2. Comparando (1.8) y (4.1) se ve que esta iltima es la generalizacién
directa a mas dimensiones de la condicién (1.8).

Como se mencioné oportunamente, la colisién con el centro dispersor cambia el valor
de las componentes del momento de la particula y ésto puede generar la transicién

de la region de billar o ligada a la region libre. En otras palabras puede producirse
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el decaimiento.

En el sistema D dimensional el dngulo limite ¥y;,, puede relacionarse con la prob-
abilidad wp < | de que la particula transite de la region ligada a la libre después
de una colisidn con ¢l centro dispersor. En este caso el espacio de momentos es una

hiperesfera de radio unidad (recordar que el médulo de p'=1) en la cual

_ d¥n(D)
“D =Dy

donde d¥;,, (D) y Q(D) son respectivamente el angulo sélido subtendido por ¥y, y el

: (4.3)

angulo sdlido total en D dimensiones. En el Apéndice B se demuestra explicitamente
la relacién (4.3) en funcién de ¥;,,. Aqui damos el resultado general

wp ~ ¥E-1 (4.4)

que muestra (ue para una energia F fija, la probabilidad de transicién decrece

con la dimensién D cuando ¥, € 1.

4.2 Estudio Numérico del Decaimiento en D Di-
mensiones

En esta seccién mostramos los resultados del estudio numeérico del decaimiento .
Es un hecho conocido que para tiempos cortos el comportamiento de la ley de de-
caimiento en D dimensiones es exponencial. Bouchaud y Le Doussal [19] estudiaron
numéricamente la dindmica de una particula puntual en un arreglo D dimensional de
centros dispersores (Billar de Sinai sin horizonte) encontrando un decaimiento expo-
nencial en la autocorrelacion de velocidades para tiempos cortos.

Nuestro objetivo principal es entender el comportamiento de la ley de decaimiento
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para tiempos largos. Como veremos en la siguiente seccion, de forma de extraer
informacién acerca del comportamiento a tiempos largos, alcanza con conocer la dis-

tribucién gp(t)dt (analoga a la definida en el capitulo 2) para el caso multidimensional.
1—¢

Para el analisis numérico estudiaremos la funcién G = [,-;

gp(t') dt’ como funcion
de t en vez de N(t)/N, (para determinar G solamente hay que computar para cada
condicidn inicial el tiempo transcurrido hasta el primer choque con el centro disper-
sor, ésto es una gran ventaja para el calculo computacional ya que requiere menos
tiempo de CPU y permite mcjorar la estadistica pudiendo considerar mayor cantidad
de condiciones iniciales).

Comenzamos con Ny = 107 particulas distribuidas al azar en el espacio de fases ac-
cesible y consideramos como en el caso bidimensional el cociente Vy/E = 20.

La Fig. 12(a) muestra el resultado del estudio numérico de G para D = 2,3,4 y radio
del centro dispersor D dimensional R = 0.23. Se evidencia que el comportaniiento es
exponencial para tiempos cortos y se transforma en algebraico (1/t®) para tiempos
largos. La Fig. 12(b) muestra las colas algebraicas de G para D = 2,3,4 junto con el
mejor ajuste que predice para todas las curvas un valor del exponenente § = 1.

La Fig. 13(a) es similar a la Fig. 12(a) pero para R = 0.4. Para D = 2 la funcién G
es una exponencial para todo tiempo. Este resultado concuerda con lo obtenido en
el capitulo 2 y en la referencia [28] en el sentido de que para el sistema bidimensional
R > R, = V2/4 es compatible con una distribucién ¢gp(t) de horizonte finito, resul-
tando la ley de decaimiento exponencial para todo tiempo. Para D = 3,4 nuevamente
el nicjor ajuste predice un exponente § = 1 para la cola algebraica.

La IMig. 13(b) muestra dicho ajuste junto con los resultados numéricos a tiempos lar-
gos para D = 3,.

De lo anterior resulta que contrariamente a lo que sucede para el sistema bidimen-
sional, para 1) > 2 no existe un radio critico del centro dispersor a partir del cual el

comportamiento de la ley de decaimiento cambia para tiempos grandes. En términos
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del conjunto invariante atrapado la observacién precedente es equivalente a afirmar
que para el sistema multidimensional existen siempre érbitas periédicas del tipo
parabdlico, siendo las condiciones iniciales asintdticas a estas drbitas aquellas que

contribuycn a la cola algebraica (1/t) de la ley de decaimiento.

4.3 Estudio Tedrico

Del estudio nuinérico de la seccidén anterior puede concluirse que para el Pozo de Sinai
la ley de decaimiento a tiempos largos resulta independicnte de la dimensién D.
Dentro del marco tedrico, todos los trabajos hasta ahora desarrollados estudian mod-
elos analogos unicamente en dos dimensiones [29], [30]. Para mas dinensiones en la
ref.[19] se formula una conjetura que estima un comportamiento exponencial para la
ley de decaimiento atin a tiempos largos. Como veremos a lo largo de esta seccién
esta conjetura no ¢s cierta.

Para comenzar con el analisis tedrico extenderemos a D dimensiones algunos resul-
tados obtenidos en el capitulo 2 que vinculan la ley de decaimiento con la dinamica

interna. La gencralizacién a D dimensiones de (2.6) es

O(s) = —2P go(s)/s

R ) (4.5)
1 = (1 —wp)fp(s)
donde nuevamente Q(s) = L[Q(t)] es la Transformada de Laplace de Q(t) y
N(t)
t)y=1- . .6
Q) =1-= (46)
Teniendo en cuenta que en D dimensiones se sigue verificando la igualdad,
dgp/dt = —gp(0)fp(t), (4.7)

de tal forma que

-

fo(s) =1—1sgp(s)/9p(0) , (4.3)
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obtenemos
- wp gp(s)/s
Q(s) = : —.
1+ (1 —wp)gn(s)s/gp(0) — 1]
La ecuacidén precedente es la generalizacién de la (2.9) que se obtuvo en el capitulo 2

(4.9)

para el problema bidimensional siendo en aquel caso wp=; = w. Antitransformando
Laplace (4.9) se determina Q(t).
De forma de establecer el comportamiento a tiempos largos de la ley de decaimiento
calculamos el término dominante de (4.9) y empleando la relacién (4.6) obtenemos
t'=t
N(t) ~ wD/ gD(t’)dtl . (4.10)
t'=0

Por lo tanto como se anticipo en la seccién anterior basta conocer la distribucion
gp(t)dt para analizar ¢l comportamiento a tiempos largos de la ley de decaimiento.
Por otra parte resulta conveniente generalizar a D dimensiones la definicién de corre-
dores del capitulo 3 para lo cual emplearemos el modelo de Gas de Lorentz periédico
D dimensional. Recientemente Chernov [31] estudié la estadistica asociada a este
sistema cn el dominio hiperbdlico (horizonte finito) y un analisis numérico de algunas
propiedades universales fue desarrollado en el trabajo de Bouchaud y Le Doussal [19].
La definicién de horizonte infinito es analoga a la del caso bidimensional (ver capitulo
3). La primera extension trivial a D dimensiones de los corredores es definirlos por
las direcciones de la velocidad ¥ que satisfacen v;/v; = z/z, ¥(4,j), siendo =z, y =;
enteros coprimos. Como cs de preveer estas no son las unicas direcciones que con-
ducen en D dimensiones a un movimiento libre no acotado. Por ejemplo para D = 3
la direccion definida por vy = 0, v, y v3 arbitrarias (compatibles con la condicién de
que el modulo de la velocidad, | ¥ |= 1) define un corredor en cuanto a movimiento
no acotado se refiere.
La principal caracteristica para remarcar es que a medida que la dimensién D aumenta
es posible encontrar cada vez mas direccioues que definan movimiento no acotado para

cualquier valor del radio R del centro dispersor que satisfaga R < 0.5. Por lo tanto
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en D > 2 dimensiones no existe radio critico R, como sucede para D = 2. Con-
viene aclarar, por razones que quedaran justificadas mas adelante, que R, influencia
el nimero de corredores, ya que existen ciertos corredores que desaparecen cuando
R> R..

Todas las trayectorias que contribuyen al comportamiento para tiempos largos del
decaimiento permanecen casi enteramente en algin corredor. En términos del Pozo
de Sinai podemos decir que estas trayectorias corresponden a condiciones iniciales
asintSticas a las Orbitas periddicas parabdlicas que se generan en D dimensiones
abandonando la regién ligada con probabilidad wp después de colisionar con el centro
dispersor.

Ademas de los corredores que se pueblan con condiciones iniciales que contribuyen al
decaimicento algebraico a tiempos largos con un exponente 6 = | (los denominamos
corredores principales), existen otros corredores que se pueblan con condiciones
iniciales que generan un comportamiento de la ley de decaimiento del tipo (1/t#) con
el exponente g > 1. Una manifestacion de estos corredores puede observarse en la
Fig. 14. Esta muestra para D =4y R = 0.4 dos curvas G como funcién del tiempo
t. En una (linea punteada) todos los corredores han sido poblados y el exponente
de la cola algebraica es § = 1; en la otra curva representada por la linea sélida no
se han considerado explicitamente condiciones iniciales asintéticas a los corredores
principales resultando un exponente diferente de 1 para la cola algebraica.

Los corredores poblados con estas condiciones iniciales los llamaremos corredores
escondidos ya que no existe evidencia de los mismos en el comportamiento global
de la ley de decaimiento para tiempos largos. Los resultados numéricos de la seccién
precedente confirman que a tiempos largos la ley de decaimiento es (1/t) indepen-
dientemente de la dimensién D.

Por otra parte el comportamiento a tiembos intermedios de la ley de decaimiento,

vinculado con las condiciones iniciales asintéticas a los corredores escondidos, resulta
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ser una superposicion de decaimientos del tipo algebraicos con exponentes mayores
que uno. Este comportamiento es cada vez mas complejo a medida que crece la di-
mension D.

Por lo tanto de forma de entender el comportamiento a tiecmpos largos de la ley de
decaimiento alcanza con analizar la dinamica dentro de los corredores.
Comenzaremos obteniendo la dependencia explicita con ¢ de la distribucién gp(t)dt
para aquellas condiciones iniciales asintéticas a los corredores principales, empleando
el Gas de Lorentz Periédico D dimensional. Sin pérdida de generalidad calcularemos
gp(t)dl para aquellas condiciones iniciales que pueblan en D = 3 dimensiones el corre-
dor principal definido por las direcciones de la velocidad v, /v, = £1 y v3 arbitraria
que satisfaga | 7 |= 1, para R < R, = v2/4.

En la fig. 15 se representa el mencionado corredor de ancho ! en la cual hemos cortado
con el plano z = const. los dispersores esféricos por su centro geométrico de forma de
simplificar la figura.

Recordamos que como ¢l | ¥ |= 1 las distribuciones en tiempos resultan equivalentes
a distribuciones en longitudes.

Sea n(t*) la fraccién de condiciones iniciales para las cuales la primera colisién con un
determinado dispersor ocurre para tiempos ¢t > t*. Dado que estamnos interesados en

el comportamiento a tiempos largos, el angulo a (ver fig. 15) es proporcional a n(t),

l
n(t')~a~t—_ (4.11)
)7
- 1 -
—dn/dt” ~ ="~ gp(t™) (4.12)
donde gp(t™)dt™ representa la fraccién de condiciones iniciales para las cuales la
primera colisién con el centro dispersor sucede entre ¢* y t* +dt*. Deberiamos agregar

en la dltima expresion el resultado de la integracién sobre el dngulo sélido total, pero
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como es una constante no modifica la dependencia temporal. Por lo tanto,

cte )
gD(t) ~ "t7 (413)
Empleando la expresion precedente en (4.10) obtenemos el comportamiento a
tiempos largos para la ley de decaimiento,
wp

Nt~ =2 (1.14)

que corrobora los resultados previamente obtenidos. Los céalculos precedentes pueden
repetirse para otros corredores principales, obteniéndose la misma dependencia tem-
poral para la ley de decaimiento.

Para los corredores escondidos, vestigios de algin corredor principal que desaparece
cuando R > R,, la integracion sobre el angulo sélido da lugar a una dependencia
adicional en 1/t. Por lo tanto para los corredores escondidos en D = 3 dimensiones
obtenemos

gD(t) ~ =3 (4.15)

Los célculos precedentes pueden rehacerse para mayores dimensiones. Para los
corredores principales la dependencia temporal queda inalterada, dependiendo la con-
stante que resulta de integrar el angulo sdlido de la dimensién considerada.

Para los corredores escondidos, a medida que la dimension D aumenta la integracién
sobre el angulo sélido da lugar a contribuciones en gp(t) del tipo 1/t* con3 < u < D
que al decaer mas rdpidamente que (1/t?) no se observan en el comportamiento a

tiempos largos de la ley de decaimiento.
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5.1 Preliminares

En términos generales el fenémeno de dispersién puede definirse como el problema de
obtener la vinculacién entre las variables de “entrada” que caracterizan cierto estado
de un sistema dindmico y las variables de “salida” que caracterizan una dada situacion
final. Para sistemas Hamiltonianos de dos grados de libertad, a una dada energia, la
variable de salida es en general el dngulo de dispersién © (mide la desviacién de la
trayectoria en la regién asintéticamente libre con respecto a la direccion de inciden-
cia), y la variable de entrada suele ser el parametro de impacto b (definido como la
distancia al origen de la trayectoria iucidente).

El objetivo en el estudio del problema de dispersion es el de establecer la vinculacién
funcional entre ambas variables. Esto es, obtener la relacion funcional entre © y b
para una dada energia. La funcion que describe esta dependencia se conoce en la
literatura con ¢l nombre de funcién reaccién o de dispersién [5]. Uno de los
aspectos fundamentales a resaltar es que la funcién reacciéu evidencia caracteristicas
cualitativamente diferentes dependiendo si la dindmica en la regién de interaccién es
regular o cadtica. En los sistemas integrables, el angulo de deflexion es una funcién
mondtona del parametro de impacto (en general decreciente), y ¢l analisis de los pro-
cesos de dispersién en estos sistemas podria decirse que es un problema cerrado.

El primer indicio que manifiesta una diferencia sustancial entre los sistemas regulares
y los cadticos es que en estos ultimos la funcién reaccién experimenta grandes fluc-
tuaciones que ocurren a todas las escalas del parametro de impacto b.

A modo de ejemplo, de la ref.[33] se ha extraido la fig. 16 que muestra la relacién en-
tre © y b obtenida numéricamente para el potencial V(z,y) = 22y?exp [—(z? + y?)).
Este potencial counsiste de cuatro barreras cuyos picos estdn localizados en (z,y) =
(£1,£1). La dindmica puede ser regular o cadtica dependiendo de la energia de la

particula incidente. No analizaremos aqui el origen de este comportamiento, sim-
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plemente estudiarenos ciertos aspectos fenomenolégicos. Cuando la energia E de la
particula es mayor que el maximo de energia potencial E,, la dispersion es regular,
evidenciando la fig. 16(a) el comportamiento suave de © como funcién de b. Cuando
E < E,, la dinamica es cadtica, mostrando la funcion de reaccion regiones aparente-
mente singulares, en las que la variable de salida © varia tan rapida y abruptamente
con b que se necesitaria de una precisién infinita como para resolverlas (ver fig. 16(b)).
Si amplificamos esas regiones en la escala horizontal como para mejorar la resolucion,
vemos en la fig. 16(c) que las regiones singulares persisten. Este comportamiento se
manifiesta a todo nivel de resolucién, por mas arbitrariamente pequena que sea la
escala de valores de b.

El tipo de comportamiento descripto para la funcién de dispersion implica que una
pequena indeterminacién en b puede hacer imposible la determinacién de ©, o sea
existe sensibilidad a las condiciones iniciales.

Formalmente se demuestra que el conjunto de valores de b para los cuales © es sin-
gular es un conjunto de Cantor, o sea tiene estructura fractal y medida de Lebesgue
cero. Este conjunto corresponde a determinadas condiciones iniciales que dan lugar
a orbitas que entran en la regién de interaccion y permanecen alli por siempre, o sea
son orbitas atrapadas. Si bien estas 6rbitas no son accesibles en ninguna situacién
realista dado que tienen medida cero, una condicidn inicial que resulte asintética a
una de estas orbitas, permanecera mas tiempo en la regién de interaccién cuanto mas
cercana sea a la orbita atrapada.

Por lo tanto, otra alternativa a estudiar en los procesos de dispersién caética es la
funcién de tiempos de retardo que brinda informacién acerca de cémo depende
de b el tiempo de permanencia de una dada 6rbita en la regién de interaccion. Nue-
vamente esta funcién toma valores infinitos siempre que haya una singularidad en la
funcion de dispersion.

Desde otro enfoque uno podria definir a las 6rbitas atrapadas como aquel conjunto
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del espacio de fases del cual todas las trayectorias dispersadas son finalmente expul-
sadas, y dado que la dinamica asociada es cadtica muchas veces en la literatura se lo
denomina repelor caético.

Un medicién cuantitativa que caracteriza la magnitud de los efectos descriptos es la
dimensién del conjunto fractal de singularidades, existiendo numerosos trabajos en
los cuales se la calcula, entre otros las ref. [8, 33, 34]. Las caracteristicas del conjunto
fractal asi como su dimensién dependen fuertemente de la estructura del espacio de
fases y de las orbitas atrapadas. Por lo tanto, es necesario el estudio detallado del
conjunto invariante atrapado de forma de comprender los diferentes mecanismos que
dan lugar al comportamiento descripto.

Tanto la funcidn de dispersién conio la funcidn de tiempos de retardo presentan carac-
teristicas marcadamente diferentes dependiendo si la dinamica en espacio de fases es
completamente hiperbdlica, presenta regiones con islas de estabilidad (toros KAM),
o no presenta islas de estabilidad pero a la vez no es completamente hiperbdlica.
El andlisis de los dos primeros casos esta actualmente bastante bien desarrollado,
entendiéndose bastante rigurosamente los mecanismos que ocurren en el espacio de
fases y que dan lugar a los diferentes comportamientos observados.

Es uno de los principales objetivos del presente trabajo el estudio de los procesos
de dispersion para el caso en que la dinamica en espacio de fases no posee islas de
estabilidad pero ademas no es completamente hiperbdlica, o sea presenta un sub-
conjunto de orbitas atrapadas parabdlicas. Desarrollaremos este tema en el préximo
capitulo. En él analizaremos a los procesos de dispersién entendiéndolos como pro-
cesos de decaimiento en los cuales la poblacién inicial no obedece a una distribucién
inicial microcandnica sino que la forma de poblar depende de las caracteristicas del
haz incidente. A partir de este enfoque obtendremos, como ocurrié para los procesos

de decaimiento estudiados en los capitulos precedentes, informacién de la dinamica

interna.
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A continuacién efectuaremos una descripcidn, a través del analisis de la dinamica en
espacio de fases, de la dispersién cadtica para el caso hiperbdlico y de dinimica mixta,
estableciendo las principales diferencias entre ambos casos.

En términos generales puede decirse que la dinamica en espacio de fases es hiperbdlica
si todas las trayectorias periddicas son inestables y aisladas, no existiendo islas de es-
tabilidad.

En ese caso, el conjunto invariante atrapado que provendra de las intersecciones
homoclinicas y heteroclinicas de las drbitas periédicas inestables, consistirda de un
nimero infinito de orbitas inestables periédicas y no periddicas (para mayores de-
talles ver por ejemplo ref. [1]). Una condicion inicial que comience en la variedad
estable de una 6rbita del conjunto atrapado, tardara un tiempo infinito en abandonar
esa region del espacio de fases o sea sera capturada por siempre. Por lo tanto la
funcién de dispersidn poseera una singularidad para esa condicidén inicial. El con-
junto fractal de valores de b que hacen singular a la funcién de dipersién corresponde
a todas las condiciones iniciales que pertenecen a la variedad estable. La dimensién
fractal es en general menor que 1 y mayor que 0 [33, 34].

Otro aspecto interesante de estudiar es la estadistica de tiempos de retardo P(T').
Dado un conjunto de condiciones iniciales que definen ciertos valores de b, se com-
puta el tiempo de permanencia de cada condicién inicial en la regién de interaccién.
La fraccién de condiciones iniciales con tiempos de retardo entre T 'y T + dT es
P(T)dT.

Para la dispersion hiperbélica la estadistica de tiempos de retardo obedece una ley

de decaimiento exponencial

P(T)~exp(-T1/T), (5.1)

donde 7 es un tienipo caracteristico del sistema.

Para resumir, la dispersion cadtica hiperbdlica esta caracterizada por:
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1. Dimensién fractal D del conjunto de singularidades es en general

0<Dc<l.

2. Decaimiento exponencial de la distribucién de tiempos de retardo.

Cuando la dindmica en espacio de fases es mixta, coexisten regiones regulares de
islas de estabilidad rodeadas por superficies KAM inmersas en un mar de movimiento
cadtico [2]. Si bien la naturaleza del fenémeno de dispersion en este caso no esta
tan entendida como en el caso hiperbdlico, la existencia de toros KAM hace que las
condiciones iniciales no puedan acceder a regiones del espacio de fases delimitadas
por las islas de estabilidad. Por otro lado puede llegar a generarse un mecanismo
de difusién lenta en espacio de fases en caso de que existan Cantoros [35] . En la
literatura se dice que los toros KAM son “pegajosos™ ya que las condiciones iniciales
cercanas a ellos permanecen mas tiempo en la regién de interacciéon. Esto hace que
la distribucion de tiempos de retardo P(T') sea cualitativamente diferente al caso

hiperbdlico, decayendo algebraicamente [36]
P()y~T™>. (5.2)

Hemos hecho especial énfasis en distinguir la dindmica mixta de la no hiperbdlica.
Como se discutio en la introduccidn, la dinamica no hiperbélica no necesariamente
implica la existencia de islas de estabilidad.

En el campo de la dispersion caética, hasta la fecha conocemos un solo trabajo que ex-
plica un decaimiento algebraico de la distribucién de tiempos de retardo en un sistema
donde la ausencia de estructuras estables es probada analiticamente. Heillermeier et
al. [9] investigaron el proceso de ionizacién en el dtomo de hidrégeno mediante un

modelo resoluble de difusién, prediciendo el coeficiente de decaimiento a con un error

relativo del 10%.
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En el Pozo de Sinai la dindmica en espacio de fases, para ciertos valores del radio del
centro dispersor R, no es completamente hiperbdlica y no presenta regiones regulares
(ver capitulos preccdentes). Por lo tanto, el estudio del problema de dispersion en
nuestro sistema [37] constituye una contribucién muy valiosa para la comprension del
fenémeno de dispersién cadtica en sistemas no hiperbdlicos. En el proximo capitulo
desarrollarenmos este estudio.

Para concluir darenios algunos ejemplos fisicos que muestran la amplia gama de pro-

cesos que conducen a la dispersion cadtica.

5.2 Ejemplos Fisicos

e Mecéanica Celeste. Existen numerosos problemnas de mecanica celeste en los
cuales la dindmica es cadtica. De hecho el Caos puede decirse que nace a partir
de los estudios de Poincare de la interaccion gravitatoria entre tres cuerpos.
Un ejemnplo més reciente es el trabajo de Petit y Hénon [38] en el que se es-
tudia el movimiento en el plano de dos cuerpos masivos pequenos alrededor
de una masa muy pesada. Inicialmente ambos cuerpos se mueven en circulos
concéntricos de distinto radio alrededor de la masa central. En caso de encuen-
tros cercanos entre ambas particulas se desarrolla una dindmica muy complicada
con la consecuencia que, salvo para un conjunto de medida nula de condiciones
iniciales, las pequenas particulas se separan nuevamente. Este fendineno puede
resultar relevante para el movimiento de las lunas de ciertos planetas o para

particulas en anillos planetarios.

e Procesos Hidrodinamicos. Es un hecho conocido que la dindmica de vértices
idcales es cadtica si ¢l nimero de vértices es mayor que tres (para mas de-

talles ver por cjemplo la ref.[39]). Cuando los vértices estan separados unos

























































































































































