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Introduccién

La nocién de polarizacién subordinada a una forma lineal dada de un élgebra de Lie
L juega un papel central en la teorfa de representaciones de dlgebras y grupos de Lie
nilpotentes y resolubles. Esta nocién fue introducida por A. A. Kirillov en su célebre
trabajo Représeniaiions uniiaires de grupes de Lie nilpotentes (Uspechi Mat. Naouk.,
1962) donde establece el “método de de las érbitas” y sefiala que este método podrfa ser 1itil
para estudiar las representaciones de otra clase de grupos. Este estudio fue realizado entre
otros por Auslander, Konstant, Pukanszky y Duflo, ademés de Kirillov. Otros problemas
en teorfa de representaciones de dlgebras de Lie también fueron atacados con este método,

en particular el estudio del centro del dlgebra envolvente y su cuerpo de fracciones.

Desde un punto de vista algebraico, la correspondencia entre polarizaciones y repre-
sentaciones esta esbozada en la pégina 5 de este trabajo. Esencialmente, si P es una
polarizacién de una € -dlgebra de Lie L subordinada a f, entonces podemos pensar a €
como un U(P)méduloy U(L)®y(p)C resulta un U(L)-médulo simple (aquf U(-) note

al dlgebra envolvente).

En el presente trabajo tomamos como punto de partida una observacién de M. Vergne
(cf. [B-R}) que ee‘tableoe que el conjunto de polarizaciones subordinadas a una forma lineal
dada de un dlgebra de Lie L es una variedad algebraica; nos dedicaremos estudiar esta
variedad en los casos en que L es un 4lgebra central (i.e. [{L,[L,L]] =0) y en algunos
otros casos. Los resultados obtenidos establecen que la variedad algebraica en estos casos

es “suave”. Su homologfa se determina asimismo en forma completa.
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El trabajo de tesis estd dividido en cuatro capftulos. El capftulo 0 es de cardcter
introductorio; en él se exponen los resultados basicos de geometrfa y topologia que serdn
utilizados luego y se fija la notacién. En el capftulo 1 comenzamos estudiando el caso en que
el dlgebra de Lie es el dlgebra de Heissenberg H, ; en el mismo se prueba que la variedad
de polarizaciones es una variedad compleja de dimensién n(n + 1)/2 y se introduce una
filtracién conveniente que sera usada en el capftulo siguiente para analizar la homologfa. En
el capitulo 2 se establece una férmula para la homologia de la variedad de polarizaciones del
dlgebra de Heissenberg presentada como subvariedad de una Grassmaniana. Finalmente
en el capftulo 3 se introduce la nocién de élgebra de tipo Heissenberg, que incluye a algunas

dlgebras resolubles, y se generalizan los resultados obtenidos para este caso.

La teorfa de representaciones unitarias de grupos de Lie queda bien clasificada medi-
ante las érbitas de polarizaciones en el caso nilpotentes y resolubles. Del presente trabajo
sigue que estas representaciones en los casos considerados pueden ser parametrizadas en

forma “suave” por la variedad de polarizaciones.

Para terminar, quiero expresar mi agradecimiento al Dr. A.R. Larotonda, quien
planteé el problema que dio origen a esta tesis y al Instituto Argentino de Matemdtica

donde trabajé durante el desarrollo de la misma.



Capftulo 0

En este capftulo expondremos las herramientas necesarias para desarrollar el presente

trabajo y fijaremos la notacién a usar.

1. Algebras de Lie.

Como referencia general para élgebras de Lie, utilizaremos [B] y [V ]; sélo trataremos

aquf las definiciones y resultados bésicos necesarios para el desarollo del presente trabajo.

Definicién. 0.1. Sean L un K -espacio vectorial y [-,-]: L x L — L una aplicacién
lineal en cada variable. Diremos que (L,[-,-]) es una K -digebra de Lie si el corchete

verifica:
i) [2,2])=0, 'Vzel

if) [2:[%"”{[1”[3’2”"'["v[z’l/”=0 Vz,y, €L

En particular tenenos que el corchete es anticonmutativo, es decir, [z,y] = —([y, z]

Definicién. 0.3. Sean J y S subespacios de L. Diremos que S es una subdlgebra de
Liede L si [S,S]C S yque J esunidealde L si [J,L]CJ.

Se deduce directamente de las deflniciones que todo ideal de L es una subdlgebra

de L.



Definicién. 0.3. Llamaremos centro de L y lo notaremos con Z(L) a

Z(L)={z€L|[zy]=0, VYyel}.

Proposicién. 0.4. Z(L) es un idealen L.

Proposicién. 0.5. Si J es un ideal de L , entonces |-,-] induce un corchete {-,-} en
L/J tal que (L/J,[-,-]) es una K -digebra de Lie llamada el €lgebra de Lie cociente de
L por J.

Dado que usaremos reiteradamente dlgebras cocientes, indicaremos brevemente como

se define el corchete de L/J.

Sean Z, §j € L/J, definimos [Z,{j] = [e,y] donde @ y y son representantes de las
clases de # e {j respectivamente. El nuevo corchete esté bien definido pues si ¢ = 2’ + 2z,
ey=y' +z;3 con 21, 23 € J tenemos [e,y] = [2',y'}+[e', 23]+ [21,¥'] +[21,22] dado

que los tres dltimos sumandos estan en J de donde deducimos que [2,y]'=[2z',y'].

Definicién. 0.6. Dada une K -flgebra de Lie L, llamaremos serie central descendente

de L e Ia sucesién
c\(L)=L, C*L)=|[L,L), cM(L) = [L,C¥L))
y serie derivada de L a
D(L)=L, DXL)=[L,L), DM'(L) = [DM(L), DM (L))

Diremos que L es nilpotente si existe k tal que C*(L) = 0. Si existe k talque D*(L) =0
diremos que L es resoluble. Si en particular tenemos que C*(L) =0 (o bien D*(L) =0)

entonces diremos que el flgebra es abeliana



Notemos que toda dlgebra de Lie conmutaitiva es nilpotente; por otra parte, ya que
C?*(L) es un ideal de L, L/C?*(L) es un élgebra de Lie y podemos verificar inmediata-
mente que es abeliana. De la definicién de dlgebras nilpotentes y resolubles deducimos,

dado que D*(L) C C*(L) la siguiente proposicién

Proposicién. 0.7. Si L es un dlgebra de Lie resoluble, entonces L es nilpotente.

Como ejemplo elemental de un dlgebra de Lie nilpotente no abeliana tenemos

Ejemplo. 0.8.

Sean n€ IN y {p1,...,Pn,q1,.-+,qn,t} la base de un espacio vectorial de dimen-
si6n 2n+1. Podemos dotar a L de una estructura de élgebra de Lie difiniendo el corchete

[-,-] del siguiente modo

)

i=j

t
[p1,g5)=~[g,m]= {0 oy

[gi,t) =[5, t] =Ipi,pi) =@ 5] =0, Vi,j

Este dlgebra de particular importancia en fisica y matemética, es llamada el dlgebra

de Heisenberg y la notaremos H,, .

De la definicién del corchete se deduce inmediatamente que Z(H,) = (t) ({ ) nota

al subespacio generado) y que H, es un élgebra nilpotente, pues [H,,[{Hn, Hy]] =0

2. Polarizaciones.[D]

Dada f € L* una forma lineal, podemos asociarle una forma bilineal de L x L en K

definida por (z,y) — f([2,v]).



Dado un subconjunto E de L notaremos con E! a

Et={yeL|flz,y]=0Vz € E}
En particular, si E =L, a L' lo notaremos como L/ .

Definicién. 0.9. Dadas f € L* y S una subédlgebra de L se dice que S estd subordi-
nadae a f si f[S,5) =0, esdecirsi SC S*.

]

Proposicién. 0.10. Si S es una subélgebra subordinada a f, entonces

dim S < }(dim L + dim LY).

Definicién. 0.11. Sean L un d&lgebra de Liey f € L*. Diremos que P C L es une
polarisacién subordinada a f si

i) P es una subdlgebra subordinade a f.

ii) dim P = }(dim L + dim L/).

Proposicién. 0.12. Son equivalentes:

i) P es una polarisacién subordinada a f.

ii) P es una sub&lgebra subordinadaa f y P = PL. Ademds, si P es una polarizacién,
L! C P; en particular Z(L)C P.

En general no es cierto que dadas un dlgebrade Lie L y f € L* existan polarizaciones
subordinadas a f. Por ejemplo, si cosideramos la IR -dlgebra L con base formada por

los vectores {z2,y,z,t} y corchete definido por [2z,y] =z, [2,z] = -y, [p,2z] =t y
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[L,t] = 0; L resulta una IR -dlgebra de Lie resoluble de dimensién 4. Sea f € L*,

f(1) # 0, entonces no existen polarizaciones de L subordinadas a f.

No obstante tenemos el siguiente importante teorema de Vergne.([ D ])

Teorema. 0.13. Si L es una C- dlgebra de Lie resoluble; entonces para toda f € L*
existe P polarisdcién de L subordinada a f.

De ahora en més por un dlgebra de Lie ya sea nilpotente o resoluble, entenderemos
una € -dlgebra de Lie. Dadas L y f € L* notaremos al conjunto de polarizaciones de L
subordinadas a f con P(L, f).

Ejemplo. 0.14.

Sean L = H, y f € H:. Si f(t) = 0; entonces H+ = H, pues f[H, H,) =
f(t) = 0 luego H, es una polarizacién subrodinada a f.

Si f(t) # 0, entonces H{ = (t). Por lo tanto si P es una polarizacién, dim P =
n + 1. Asf por ejemplo las subdlgebras

Pl = (P1,-.-,p..,f)

p= (‘11)--_' )%u‘)

Ps=(p1+q1,...,Pn t gn,t)

son polarizaciones de H, pues cada una de ellas verifica P C P+ y dimP, =n+1.

Como se indicé en la introduccién, el objeto de este trabajo es estudiar el conjunto de
polarizaciones subordinadas a una forma dada. El interes de considerar ese conjunto radica
en su relacién con las representaciones de élgebras de Lie. Aquf esbozaremos brevemente

esta relacién, para un estudio més detallado las referencias son [D}, [C-V] y [B-R].
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Sean f € L*, f # 0 y P una polarizacién subordinada a f. De f[P,P] =0
deducimos inmediatamente que f: P — € es una representacién de P en €. Sean U(L)
y U(P) las dlgebras envolventes de L y P respectivamente; tenemos que € resulta un

U(P)-médulo medi;nte la accién
fUP)xT—C (p,2) — f(p)z

a este médulo lo notaremos de ahora en més con €¢. Ya que U(L) también es un

U(P)-médulo tiene sentido considerar el producto tensorial

U(L) ®ucr) Cr

que resulta un U(L)-médulo simple en el caso en que L es resoluble. A este médulo lo
notaremos ind(f,C). Dade la correspondencia existente entre los L-médulos simples y
las representaciones irreducibles de L hemos obtenido de esta manera, a partirde f y P

una representacién irreducible ( en general de dimensién inflnita) de U(L).

Ademds, si Prim(L) nota al conjunto de representaciones irreducibles de L , se puede
probar que la aplicacién

Diz: L*\ {0} — Prim(U(L))

es suryectiva (por lo tanto toda representacién irreducible de /(L) es inducida por alguna
forma f de L* y a:lguna polarizacién subordinada a ella). Hay una teorfa que topologiza
a Prim(L), para L arbitrario, la topologl; de Jacobson. Con esta topologfa, si damos a
L* la topologfa de Zariski, la aplicacién Diz : L*\ {0} — Prim(U(L)) resulta continua.

3. Grassmaniannas.([C])

Sea V un K -espacio vectorial (K = IR o €) de dimensién n. Notaremos Gr(n,k) al
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conjunto de todos los subespacios de V de dimeusién k. Se verifica

Proposicién. 0.15. El conjunto Gr(n,k) es una K -variedad analftica compacta de
dimensién k(n — k).

A Gr(n,k) se la denomina la variedad grassmanianna ( de subespacios de V de
dimeneién k). Para fijar la notacién a usar describiremos brevemente una parametrisacién
de Gr(n,k).

Sean S;, Sy subespacios de V tales que S; @ S; = V y dimS; = k. Sea
U = End(S,,53) ; definimos

¢:U — Gr(n,k) T+ gréficode T
Claramente ¢ esté bien definida pues dim(gréfico deT’) = k ya que dim S; = k. Notemos

ademés que si fijamos sendas bases en S; y S; podemos identificar a U con C*(»-K) y

de este modo ¢~':p(U) — U ~ CX("~k) eg una carta “clésica” de Gr(n, k).

De aquf en adelante al gréfico de T' lo notaremos como S; + T'S; entendiendo por

esto

“Fijada una base vy,...,vy de Sy; S; + TS, es el subespacio de V generado por

los vectores vy + Tvy, va +Tvy,...,vp +Tuv".
Necesitaremos la siguiente

Proposicién. 0.16. Con la notcién anterior, si S C V es un subespacio de dimensién k
Yy 51NS3 =0, entonces S € p(U) ; es decir existe T € U tal que o(T) = S.

Demostracién: Sean 71:S; @ S3 — S; ; 72:5; ® S — S3 las proyecciones y

{v1,...,v} una basede S. Si m(v) =0l y 73(vs) = 0!, entonces el {v},...,v's} es
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un conjunto linealmente independiente en S; pues

A ]
Y Am(w)=0 = Y Aun€SHinS = N=0(i=1,...,k
i=1 i=1

Luego {v{,...,v's } es unabase de S;. Si deflnimos T:S; — S; por Tv} = v!' tenemos

que

o(T) =51+ TS = (v} + v’ hcick =(vi) =S o

Sea K = C. Los siguientes teoremas son conocidos

Teorema. 0.17. ([C]) La variedad Gr(n, k) es compacta y simplemente conexa. Ademds
si H;(Gr(n,k)) representa el i-ésimo grupo de homologfa de Gr(n,k) con coeficientes

en Z , entonces;
H;(Gr(n,k)) =0 si i es impar o mayor que 2k(n—k) y

H;(Gr(n, k)) esun Z -médulo libre

Si nos permitimos introducir la nocién de clase de Chern, podemos dar més precisién

al teorema anterior. Concretamente tenemos

Teorema. 0.18. ([B-T]) Sean S y Q los fibrados universales de Gr(n,k) y Gr(n,n—k)
y a(S),...,aa(S) ¥y a(Q),...,cn-2(Q) 'las respectivas clases de Chern de S y Q.
Entonces

i) Como anillo

. . - IR [c1(S),-..,ex(S)e1(Q),-.-s6n- Q)
H(Grn ) Z) = == i@ =1

ii) Las clases ¢;(Q),...,cn-5(Q) generan al anillo H*(Gr(n,k); Z ).

]
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De este modo el anillo H*(Gr(n,k)) es isomorfo al cociente del anillo

Z [z1,.-- 25, Y1)+ -+ Yn—4) (1)

por un ideal conveniente donde los elementos @;, y; tienen grado 2i y H'(Gr(n,k)) es

igual a la proyeccién al cociente de la componente homogénea de grado ! de (1).

Como primer paso en el estudio de la geometrfa del conjunto P tenemos

Teorema. 0.19. ([D]) Sean L un dlgebra de Lie de dimensiéon n y f € L*, en-
tonces P(L, f) es una subvariedad algebraica compacta de Gr(n, k) con k =1/2(dim L+
dim L) .

4. Fibraciones ([Sp])

Sean E y B espacios topolégicos y p: E — B una aplicacién continua

Definicién. 0.20. Dado X un espacio topoldgico, diremos que p: E — B tiene Ia
propiedad de levantamiento de homotopfas respecto a X si dadas f: X — E y
F:XxI—B ta_Ies que F(z,0) =po f'(2) paratodo # € X existe F': X x I — E tal
que F=po F', ﬂ

Definicién. 0.21. Diremos que p: E — B es una fibracién si p tiene la propiedad de

levantamiento de homotopfa con respecto a cualquier espacio X . Si existe un cubrimiento

abierto U = {U} de B tal que

Plp-1w)y: P~ (U) = U es una fibracién VU € U
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diremos que p: E — B es localmente una fibracién.

Proposicién. 0.22. Si existen un cubrimiento abierto U de B y un espacio topoldgico

F tales que para cada U € U se verifica
i) existe un homeomorfismo fy:p~'(U) = U x F

ii) xo f=p donde n:U x F — U es Ia proyeccién.

Entonces p: E — B es localmente una fibracién.

Teorema. 0.23. Sea B un espacio paracompacto y T;. Entonces p: E — B es una

fibracién si y s6lo si es localmente una fibracién.

Supongamos ahora que p: E — B es una fibracién que verifica;
i) E y F son conexos por arcos.
ii) B es simplemente conexo.

Si i:F < E es la inclusién, tenemos la siguiente proposicién que relaciona la ho-

mologfade E, B y F (ver [H]).

Proposicién. 0.24. Si H,(B) =0 para 0 < p<pp y Hy(F) =0 para 0 < ¢ < ¢o,

entonces, si ng = pg + qo, Ia siguiente sucesién de Z -médulos es exacta

Hoo-t(F) 2+ Hppor(E) 2% Hppor(B) -5 Haoes(F) —

— HyB) Y H{F) — HE) — 0
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5. Dualidad de Lefschetz ([Sp])

Sean X un espacio topolégicoy (B, D) un paren X, esdecir B y D son subcon-
juntos de X talesque DC B.

Definicién. 0.25. Un par (U, V) se dice un entorno de (B, D) si U y V son abiertos
en X y BCU,DCV.

Sea M un A-médulo. Notemoe que a la familfa de entornos de (B, D) podemos
dirigirla por inclusién. Luego, si HY(U,V) es el g-ésimo grupo de cohomologfa con coefi-
cientesen M; { HY(U,V; M) | (U,V) es un entorno de (B, D)} es un sistema dirigido y
por consiguiente tiene sentido considerar su lfmite directo.

Sea H'(B,D; M) =lim_, H'(U,V; M) queda definido un morfismo

i: H'(B, D; M) — H'(B, D; M)

Definicién. 0.26. Un par (B, D) se dice “taut” en X con respecto a Ia cohomologfa

singular si i es un isomorfismo para todo q y para todo A-médulo M .

Proposicién. 0.27. Si B, D y X son poliedros compactos y B C D; entonces

cualquier inmersién de (A,B) en X es “taut”.

Definicién. 0.28. Un par (X,Y) se dice una n-variedad relativa si X es T3, Y es
cerradoen X y X \Y es una variedad topolégica de dimensién n .

Para variedades relativas tenemos la siguiente proposicién conocida como el teorema
de dualidad de Lefschetz; este aplicado a pares “taut” es de suma utilidad pues establece

un isomorfismo entre la homologfa de X \ 'Y y la cohomologfa relativa del par (X,Y).

11



Proposicién. 0.20. Sea (X,Y) una n-variedad relativa compacta tal que X \ Y es
orientable sobre un anillo A, entonces para todo q y para todo A -médulo M existe un

isomorfismo entre H(X\Y; M) y H" Y(X,Y; M).



Capitulo 1

En este capftulo nos restringiremos a trabajar con el dlgebra de Heisenberg H, de di-
mensién 2n + 1. Sea f € H:, dado que f(t) = 0 implica P(H,,f) = { H, }, supon-
dremos que f(t) =1. Notaremos con P a P(H,, f).

De acuerdo con lo visto en el capftulo anterior podemos considerar a P como un
subconjunto de Gr(.2n + 1,n + 1). El primer paso para probar que P es una variedad
“lisa” y estnblecer‘ su dimensién consiste en demostrar que P puede ser cubierto por
entornos coordenados convenientes. En principio, bastarfa considerar la interseccién de los
entornos coordenados de Gr(2n+1,n+1) con P, pero esto es técnicamente inconveniente
pues no siempre resultard fécil caracterizar a la interseccién del entorno con P en €(+1),
No obstante en ciertos casos esto puede hacerse y es suficiente para nustras necesidades;

veamos cuales son esos entornos.

Sea I un subconjunto de {1,...,n}, con #I notaremos su cardinal. Conservando
la notacién del capftulo 0 para el élgebra de Heisenberg, consideraremos los siguientes

subespacios de H, :
i) Efr es el subespacio generado por los vectores de la base py,,...,pa, con hj en [ y
Qkys-+ -1 qr,._; con k; en el complemento de I y
it} T igual al centro de H,

es decir

Er= (phu EEEY 4 YIL'{ TTRRR) vqk,._;) Ay, D€l . T= <t) (= Z(Hn))

.lt'--vbn—‘el

13



y notaremos con Uy a

Ur= End(El (&) T, E]e)

Proposicién. 1.1. Sea P Ia variedad de polarisaciones de H,, subordinada a f, en-

tonces

Pc U o))
e, ..n}

donde ¢:Uy — Gr(2n+1,n+ 1) es Ia parametrizacién usual.

Demostracién: Por la proposicién 0.18 es suficiente probar que dado P € P existe
JC{1,...,n} tal que PNE;=0; en este caso resulta que P € ¢(U,.).

Sea P, la polarizacién Py = (p;,...,pn,t) . Dado que (t) C PNP, por la proposicién
0.11, si el subespacio P N P, tiene dimensién k+ 1 entonces existe J C {1,...,n} tal
que #J =n—k y 8 Sy = (pj,,.. 1 Pj._.)i1eJ , entonces PN S; = 0. Afirmo que
PnE;=0.

Primero notemos que Po= PN Py ®Ss; yquesi 2 € PNEy,, entonces z = 2y + 22

donde 2, € Sy, @2 €(gi,,...+4i,)i,eJe - Ahora bien;

¢[’) PO] = ¢[3)Pn PO] +¢l3v<%'u'-')qt'.)l'|€.¥° ]~

Dadoque 2 € P yque PNF, € P, resulta ¢[z, PN P,] =0. Por otra parte, ¢[z,S] =
v[21,5]+¢[22,5]. Como 2z, € S, resulta ¢[2,,5] =0 y como 23 € (gi,,---, %, )irere
entonces ¢[z2,S] = 0. Luego ¢[z,Py] = 0; es decir z € P+ = Py, por lo tanto
z€PNE;NP=SNP=0. (n]
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Con la ayuda de la proposicién anterior podemos enunciar el resultado central de este

cépitulo, que establece la dimensién y la “suavidad” de P.

Proposicién. l‘.2. P es una variedad compleja de dimensién -'-.-("2;1) .

Demostracidén: Sean P € Pny(U;) y T € Uy tal que P = ¢(T). Si notamos con

pr a (pi,,...,pi,) ycon gs a (gj,,.--,9j._.), (J es el complemento de 1) y usamos

notacién matricial, 7' es de la forma

pI

T\ qs =(PJW)°(
t

Ayr Ayy ZJ)
By B'r; Zp

Donde Ayy, A'ys y Zj son las coordenadas correspondientes a Tpy, T'qs y Tt respecto

alabase py y Brr, B'1s y Zr las correspondientes a Tpy, Tqs y Tt respectoa qr.

Es decir

n-k [ ]

=1 A=1

n-bk

.k
T(Wp) = E A}. jaPir t E B:;.}pq"u = A:”‘p.r + B;hq’
=1 A=1

n-k k
T) = Zipj + Y Zintin = Zsps + Z1as
=1 A=1

Como ¢(T) tiene dimensién n+1 = 3(dim H, + dim H{) tenemos ¢(T) € PNy(Ur) si
y 86lo 8i ¢(T') es una subdlgebra tal que f[(T),(T)] =0. En particular
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[pi, + Asi,ps + Briygr, piy + Asinps + Brinar] =Biyi, — Biyiy =0 Viin €1
. => By = Bi,
(@, + Aly;,ps + Bh,an, g5, + Al ps + Bpjar] = — Ay, + Ajy, =0 Vinjn€J
= A=Ay
[pi, + Asi,ps + Brijar, ajn + ASj ps + Bpja1] =Bi;, + Aji, =0 Vi€l ja€J
= B'1y = AY;
[t 4+ Zsps + Z1qr,pi, + Asips + Briyar} =2;, =0 Va €l

[t+ Zsps + Z1qr,q5, + A' 55,00 + Brj 1) =2;, =0 V5 €J

Luego
[ By = Bj,
A= Ay,
p(T)ePNnoUs) = { B'1y= -AY; (»)
Zr= 0
( Z;= O

Por otra parte una transformacién lineal T' € Uy que satisfaga las cinco condiciones

anteriores verifica ¢(T") € P pues en este caso ¢(T') es una subdgebra - Z(H,) C ¢(T) -
dimp(T) =n+1y f([¢(T),¢(T)]) =0.

Por lo tanto hemos probado; ¢(T) € P N ¢(Ur) si y sblo si (*); por consiguiente
Pne(U)~crt)/a g

A la matris
Bir B}J
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la lamaremos la matriz asociada a P y la notaremos por M(P,I).

Corolario 1. La variedad P es conexa por arcos.

Demostracién: Por la proposicién 1.2 es claro que P N ¢(Ur) es conexa para todo
subconjunto I de {1,...,n}. Ademés la polarizacién P = (p; + q1,..-,Pn + qn,t)
pertenece a P Ny(Us) para todo 1. (]

Notemos que hemos obtenido en particular
BP; Z)=Z

donde HY(P; Z ) nota al ¢g-&imo grupo de cohomologfa singular con coeficientesen Z .

De la demostracién de la proposicién 1.1 podemos deducir en particular que
{PeP|dimPnNP,=i+1} puede ser cubierto por cartas de la forma ¢(Ur) con

#1I = 1 ; es decir, tenemos

Corolario 3. Sea P;={P€P|dimPNPF,=i+1} entonces

rc U eUn
IC(1,..,n}
#I=i

La estructura de los conjuntos P; tiene un interés particular dado que gracias a ellos

podremos definir una filtracién que nos permitiré calcular la cohomologfa de P.
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La proposicién siguiente nos permite caracterisar a los conjuntos P;; este resultado
serd utilizado inmediatamente después para establecer las propiedades que necesitaremos

en el capftulo 2.

Los conjuntos P; quedan caracterizados de la siguiente manera

Proposicién. 1.3. Sean P € PNyp(Ur) y M(P,I) la matris asociadaa P. Si #I =1,

1 > 0, entonces se verifica:

“PeP; n¢(U1) siysblosi Bfr=0"

Demostracién: Por la definicién de P; tenemos que P € P; si, y sélo si, la dimensién
de PN Py es i + 1. Para estudiar la interseccién de P y P, utilizarenos la matris

ampliada M(P,I) de M(P,I) formada por las coordenadas de ¢(T') respecto a la base

{P1,---1Pnsq1y--1@n }. A M(P,I) podemos considerarla como una matriz de dos blo-
ques
. M,
M(P,I) =
M,
donde M; esta formado por las coordenadas respecto a los vectores py,...,p, y M, por
las coordenadas respecto a gqy,...,q, -

Tenemos entonces
dd M,
P e P;ny(Ur) <> rango =2n-—1
0 M,
Claramente

id M, (
rango = n + rango ( M.
0 M, )
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Ahora bien, la matriz M, se obtiene a partir de los bloques (B Bp;) de M(P,I)

intercalando n — i filas de la forma
o,...,9,0,...,1,0,...,0)

que corresponden a las coordenadas de los vectores g;,,...,g;,, . Como el rango es inva-
riante por la permutacién de filas y columnas tenemos que

By Bi,

ra.ngo(M,):m.ngo( d):n—i+mgoB"
0

En resumen, P € P;Np(Us) < 2n—i=n+ n— i+ rango Byy, es decir, si y sblo si

By =0. o

Proposicién. 1.4. P; es una subvariedad compleja de P de dimensién com-
(n—f)(n+i+1)
2 .

pleja

Demostracién: El caso i = n es trivial.

Consideremos primero § = 0. En este caso, dado que PN P, = (t), luego

Pn(p1,...,pn) =0 y por la proposicién 0.16 obtenemos

P € p(End((q1,-.-,an)t), (P1, .-, Pn))) = ¢(Us).

Por otra parte si ¢(T) € PN yp(Uy), entonces ¢(T) € Pg. Por lo tanto Py = p(Ug) NP
es decir P, es una subvariedad abierta de 7. Ademés, como en Uy las condiciones sobre
los bloques de M(P,I) se reduce a A;; = A';,;'; Py ~ Simg(n), deducimos entonces que

dim Py = n(n + 1),/2 ..Supongamos ahora que i > 0; en este caso por la proposicién 1.3

#(T) € Pingp(Ur) siy sblosi o(T) € PNp(Ur) y Brr=0
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esto es P; estd definida localmente por i(¢ + 1)/2 ecuaciones lineales en una variedad de

dimensién n(n +1)/2; luego P; es una variedad compleja y

n(n+1) i(i+1) - (n—d)(n+i+1)

dimg Py = ==3 2 2

Observacién. 1.5.

De la demostracién de la proposicién 1.3 se deduce en particular que
Pine(Ur)=0si#I<i

En efecto, como debe ser 2n —i = n+n—#I +rango(Brr) entonces rango(Byr) = #1—1,

por lo tanto #1I > i. De esto obtenemos que

W<ia=Pc |J o)

Ic(1,...,n}
Wimis

Concluimos el capftulo introduciendo la filtracién prometida en P. Definimos
Ci=PnUPn_lU"’UPn_|' OS..S"

Se verifica Co = Pp = {Po}; Co = P; Ci C Ciy1 ¥y Cit1 \Ci = Pp—i_1. Ademés, de

acuerdo con la observacién a la proposicién 1.3
Ci Co(Uqs,...n}) 81 0 < i < n o bien

CiCop(Us)sil<i<n
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Proposicién. 1.8. Los subconjuntos (C;)1<i<n formaa una filtracién cerrada de P por

subvariedades algebraicas.

Demostracién: Es evidente que (C;)i<i<n forma una filtracién de P. Sea ¢(Ur) un

entorno coordenado con #I = 0 y consideremos C; N ¢(Ur). Dado que
CG={PeP|dmPNP>n—-i+1}

P € C;np(Uj) siy sblo si rangoMs < i — 1 y este tltimo conjunto es una variedad
algebraica pues estd definido por los ceros de todos los menores de M, de dimensién

nxn(n—-1)x(n-1),...,(n~5) x(n—1). (8]
Corolario 1. Los subconjuntos (C;)1<i<n verifican :

i) Son poliedros compactos.

ii) (C;,C;-1) es una i(2n — i + 1) -variedad relativa compacta pues C; — C;_y = Pp_; .
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Capfitulo 2

En este capftulo calcularemos la cohomologfa de la variedad de polarizaciones estudiada
anteriormente. Para esto, primero estableceremos una relacién entre las subvariedades P,
y las grassmaniannnas Gr(n,k) que nos permitird calcular su cohomologfa y luego la de

los miembros de la filtracién (C;)1<i<n - Veamos cual es esa relacién.

Sea Po = (p1,...,pn). Observemos que de acuerdo con la definicién de las sub-

variedades P, , tenemos bien definida una aplicacién

p:Pr—Gr(nk) P+~ PNPF

Proposicién. 2.1. La aplicacién p: Py — Gr(n,k) es una fibracién con fibra isomorfa

al espacio de las matrices simétricas de (n — k) x (n — k).

Demostracién: Sea ¢(T) € Pr con T€ Uy y #I = k; entonces
¢(t)NPo=(pr+Tps)® 2,

luego o(t) N Fg = (pr + Tpr) .

En efecto; de la demostracién de la proposicién 1.3. se deduce que

id Ay
rango . =2n-—1
0 By

luego ¢(T) N P esté generado por las restantes columnas de la matriz
id M,
0 M,
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es decir por las columnas de la matriz
An
( Bll )
las que corresponden a la coordenadas de p;+Tp; enlabase {p1,...,Pn,q1,.--14qn} -

Ademiés ¢(T) € PyNp(Us) siy sblosi By = 0; entonces podemos identificar a pr+Tpr
con el subespacio ¢(T) N Py de de Fj.

Sean §; = (Pi., '”tpl'.)‘.Elv S3 = (pin'" vPJ..-.)hel'

y ¢: End(Sy,S3) — Gr(n, k) la parametrizacién usual; entonces
¢(t) N Py = pi + Tpr = (T ) € ¥(Vi) C Gr(n, k)

por lo tanto p(p(Ur)) C¥(Vi) y v 1opop(T) = Tls‘ i.e. p es holomorfa.

Notemos que ademés probamos la inclusién

p(e(Ur) NP) C ¥(V}).

Veamos que vale la igualdad, es decir que

¥(V1) € p((Ur) N P).

Sean T' C V; y Ay Ia matris de T' relativa o las bases {pi,,...,p: Jiser
{psss s Pins Yiies
Definimos
T Agjrs- s Gnos) = (s -1 Gin)

por la matriz ~A%; y T € Ur definida por Tz = T'zy + T"z5 donde

z1=m(e), m:Ef— (Pt'u”wpt'n); z3 = 7)(2), =x2:Ep— (Qinv"':‘lin_n);
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y T@)=0o.
Entonces
i) ¢(T) € Pxnp(Ur) pues By =0y Ayy=0

ii) v=1p(p(T)) = Tlsl =T por lo tanto Y(T') = pp(T), i.e. ¥(V7) Cp(e(Ur)NPs).

La igualdad ¥(Vr) = p(¢(Ur) N Pi) y las condiciones sobre los bloques de la matriz
M(P,I) nos permite establecer que
Biy=0 Ay =AY,

Pep Y (Y(T')) < M(PI veriﬁca{
€ p~ (¥(T)) (A1) Mat(T") = Ayr = —AY;

)

Por lo tanto p~!(¥(T")) es biholomorfo a Simg(n — k) a traves de la aplicacién

g:p ($(T')) = Simp(n—k)  o(T)+— Ay

g claramente es holomorfa y tiene por inversa a
g7 ":Simp(n~ k) = p~ (W(T)) S+ o(T)

donde T € Uy verifica T(t) = 0 y estd definido por la matriz
Mat(T") S 0)

M(¢(T).I)=(. 0 —Mat(T") 0

Corolario 1. P; es una variedad conexa por arcos para 0 <i<n.

Demostracién: Los casos i =0, i = n son triviales; el segundo por ser P, = { P} un

punto y el primero pues P, =~ Simg(n) de acuerdo con lo visto en la proposicién 1.4.
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La justificacién para los casos restantes reside en que p: P; — Gr(n,i) es una fibracién

y que tanto la base como la fibra tipo son conjuntos conexos por arcos. a

Usando la sucesién exacta de la proposicién 0.24. y la proposicién anterior podemos

establecer fécilmente la homologfa de 7P en funcién de la homologfa de Gr(n,s).
Proposicién. 2.2, ‘Sm k>0 y 0<i<n entonces

Hy(Pi) = H.,(Gr(n, l))

Demostracién: El caso k = 0 se deduce ,para ¢ entre 0 y n del corolario anterior.

Asimismo, los casos 1 = 0 e i = n son evidentes. En los casos restantes notemos que

i) La base de la fibracién p: P; — Gr(n,i) es simplememte conexa y H; (Gr(n, l)) =0

para todo i y n.

ii) Las fibras F de p son homeomorfas a Simg(n — ), por lo tanto son conexos por

arcos y Hy(F) =0, para todo ¢
ili) Como se establecié en el corolario anterior, P; es conexo por arcos para todo

Luego podemos aplicar a la fibracién p: P; — Gr(n,) la proposicién 0.20. y obtene-

mos la sucesién exacta
— u—l(F) — Hn—l(P‘) — n—l(G?("»i)) - Hn—ﬂ(F) -
— H3(Gr(n,i)) — H(F) — H(P) — 0

Dado que Hp(F) =0 si k> 1, resulta

Hy(P;) ~ Hy (Gr(n, l)) (®)
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Hasta aquf hemos conseguido calcular la homologfa de las variedades P, ; el paso

siguiente consiste en calcular la de los conjuntos C (0 < k < n). Recordemos que

‘Ci—,-—PnUPn—IU"'UPn—" OSl.Sn

Tenemos la siguiente relaciéon

Proposicién. 2.3.
Hh(C,,C,_l) = Ho(:n—c+l)—h(”n-a)'

Demostracién: Por la proposicién 1.4., tenemos dimg P,_, = 8(2n — ¢ +1)/2, luego
dimm Pn—. = ‘(2"‘ .+1)-

Dado que (C,,C,—1) es “taut” en P (prop. 0.28 y corolario a la proposicién 1.5)
tenemos

A*C.,Co-1) = H*(C,,C, )

Por otra parte, como el par (C,,C,_1) es una &(2n — s + 1) -variedad relativa compacta y

orientable (por ser compleja), por dualidad de Lefochetz resulta

Hk(cn Cia1) = Ho()n-o+l)-l(ca \ca-l) = Hc()n—c-l-l)-b(Pn—u) a

Corolario 1.
Hk(cu Comr) Ha(:n—a-ﬂ)-h (G"("v n-— '))

Gracias al corolario anterior podemos obtener la informacién que necesitamos sobre

la cohomologfa de los conjuntos C;
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Proposicién. 2.4. Para todo k> 1, H*-1(C;) =0 y H?*(C;) o es nulo o es libre y

verifica

H™(C:) = H*™(Ci—y) ® H**(Ci,C —i —1) (1)

Demostracién: Consideremos la sucesién exacta
— HY(C,Cimy) — H'(C)) — H'(Ciy) — HYY(C,Cio)) —

Veamos primero que H3*+1(C;) = 0.
Claramente vale para § = 0. Si suponemos que vale para i; enotnces la sucesién
queda, ya que H(C;,C;_,) es la homologfa de una grassmanianna,

0 — H1(C;,;) — 0 porlotanto H*+1(Ciy,) =0

Para probar que H2*(C;) verifica (1) hagamos induccién nuevamente, entonces, si i = 1

tenemos
—_— H"‘(C,,co) —_ H:l(cl) —_ H"(Co) —_ th—l(chco) —_—
O sea
0 — H™C,6) — A™G) — H™C) — 0

Si k#0, entonces H2*(Co) =0 por lo tanto H3*(C — 1) ~ H?*(Co) ® H*(C,, (o) .

8i k=0, entonces H3*(Cp; A)=A y A esun A-médulo libre; luego la sucesién se

escinde y nuevamente obtenemos (1) para i =1.

Supongamos ahora que la afirmacién vale para i, la sucesién exacta se reduce a

0 — H%(Ci+1,6) — H®Cy) — H™G) — 0 (*)
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por hipétesis inductiva H2*(C;) es nulo o libre; si es nulo entonces
H*(Ci1) = H™(Ci41,C) = H*(Cipr, C:) ® H*(C)

y H?*Ci41) es nulo o libre segiin lo sea H?*(Ci41,Ci) .

Si H?*(C;) es libre; entonces la sucesién (*) se escinde y obtenemos (1). Ademds
H?(C;41) es libre pues es suma de dos médulos libres, o bien de un médulo libre y de

uno nulo dependiendo de k. a

Finalmente, por un argumento recurrencia, obtenemos la siguiente expresién para la

cohomologfa de P.

Proposicién. 2.5.

H*(P) =~ @ Hi(an-i41)-r (Gr(n,n — 1)) Vk>1.

iml

Demostracién: La demostracién se deduce inmediatamente de la proposicién anterior.

Recordemos que P = C, , entonces
H*(P) = H*(Cn) ~H*(Cn,Cn-1) ® H*(Cn-1)
~H*(Cp,Cno1) ® H*(Cp_1,Cn — 2) @ H¥(Cp_a) =~ - --
~H*(CnyCn1) ® H*(Caz1,Cn —2) @ --- ® H*(Cy, Co) & H*(Co)

Luego, si k > 1 entonces

H*P; A) = P Hian-i41)-1(Gr(n,n—i);4) O

im]

Pasando a cohomologfa, por dualidad de Poincaré obtenemos el
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Corolario 1.
n
HMP; A) ~ @ H*(Gr(n,n —i); A)

i=t

Proposicién. 3.6. Sea P = P(H,, f). Entonces H’(P;A) = A, H**}(P,A) =0 y
H*(P;A) es un A-médulo libre.

Observacién. 2.7.

Por el teorema 0.18 y la observacién que le sigue, tenemos que H*(P; Z) esté
generado por los monomios de grado k—i(i+1) de los anillos Z [z},...,2}_;,4i,..., 4]

correspondientes a H*(Gr(n,n—1i); Z ).



Capitulo 3

En este capitulo extenderemos los resultados obtenidos anteriormente a una clase méds
amplia de dlgebras de Lie,, que incluye a algunas &lgebras resolubles. Para esto primero
necesitamos caracterizar al subconjunto de una grassmanianna formado por todos los sube-

spacios que contienen a un subespacio fljo. Tenemos las dos siguientes proposiciones.

Proposicién. 3.1. Sean V un € -espacio vectorial de dimensién n, So C V un sub-

espacio de dimensién r y d tal que 0 < r < d < n. Entonces el conjunto
S={S€Gr(nd)|SoCS}

es una variedad compleja de dimensién (d — r)(n —d).

Demostracién: Sea S € Gr(n,d); entonces S pertenece a un entorno coordenado de
la forma ¢Y(U) con V = End(S;,S;), Si®Sa=V y dimS; =d. Siademés S€ S,
podemos suponer_sin perdida de generalidad que Sp C S} . Sea S} tal que So® S, = S ;
si S=y¢(T), T €U consideraremos a T como T = (T T3) con

T1=T|5°=So*53 y Tz=|36=56—’52

Si z € 5) entonces existen vinicos zg, y zg; tales que z = zg, + zs; ; luego

&9,

Te =T(es, + 25;) = (Th T3) ( ) = Trzs, + Taes;
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W(T) e Y(U)NS sii So C Y(T) sii So C (So + Ty S0, So + T250)
Entonces ¢ € Sy si y sblo si existen 2, € Sp, 23 € S tales que
z=2y+ T2y + 23+ Tozy esdecirsf y sblo of 2 — 2y = 23 + T1 2y + T3z,

pero ¢ — 21 € So y 23+ T1ey + Taza € S;® S2; como SoN(Sp D S3) = 0 resulta
zl=0, 23=0y T‘21+T323=0

es decir

z=2y, 293=0y Tz =Tiz=0.

Luego
SoCY(T) <= T = Tlso =0;

de donde, si consideramos T = (T; T3),
V(T) ep(U)NS <= T=(0Ta)

y as{
¥(T)NS ~ End(S;,S3) ~ ¢(d-r)(n=d)

y S es una subvariedad compleja de dimensién (d — r)(n —d). o

Proposicién. 3.3. Con las hipStesis de la proposicién anterior, la proyeccién al cociente

n:V — V/S, induce un biholomorfismo #4:8 — Gr(n —r,d—r).

Demostracién: #! esté bien deflnida puessi SCV y So C S, entonces x(S) = S/S,
y dim#x(S)=d-r.
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La expresién de x! en coordenadas es
v loxbp(U)NS - W e lond(0 ) =T,

donde U = End(So ® S5, S3) y W = End(S§, S2) por la proposicién anterior, de donde

se deduce que 7! es holomorfa.

Por otro lado, de la definicién misma de ! obtenemos que es biyectiva pues
xS =Sy => $1/So = S2/S0o => 51/So ® So = S2/So & So

y,dado S’ € Gr(n—r,d—r),sea S C V talque So C S y #(S) = S, entonces
Ms=9".

Introduzcamos ahora la situacién que nos interesa.

Definicién. 3.3. Sea L una C -digebra de Lie resoluble, J un idealde L y f € L*.

Diremos que la terna (L, J, f) es de tipo Heisenberg si se verifica
i) J Ckerf.

ii) L/J = H, paraalgin n.

iii) fIZ(L) #£0.

Ejemplos. 3.4.

i) Sean L un dlgebra de Lie tal que [L,L]) C Z(L) y f € L* tal que f(z) # 0 para
algin z € [L,L]. Sea J un ideal de L tal que Z(L) = (2) & J, entonces (L, J, f)

es de tipo Heisenberg.
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Claramente J C kerf y fl 2(z) # 0. Por otra parte, se puede porbar que L/J es
un élgebra de Heisenberg pues [L/J,L/J] = Z(L/J) y dimZ(L/J) =1 (cf. [D]
pag. 147).

ii) Sean L la € —4lgebra de Lie con base p,q,t,a,b y con corchete definido por [p,q] =
t; [a,b] = a y todos los deméds nulos y f € L* tal que f(t) =1. Entonces L es
resoluble, Z(L) = (t), J = (a,b) es un ideal y L/J =~ (p,q,t), [5,d] = {; luego
(L,J, f) es de tipo Heisenberg.

El interes de considerar ternas tipo Heisenberg reside en que en este caso la variedad
P(L, f) es esencialmente igual a P(H,,f) donde f se obtiene de f al pasar al cociente.
El objetivo de este capftulo consiste en demostrar esto; para ello usaremos los resulta-
dos establecidos previamente para grassmaniannas y ademés necesitaremos el siguiente

resultado sobre polarizaciones.

Proposicién. 3.5. Sean L un lgebra de Lie, f € L* y J un ideal tal que J C kerf;
entonces J C P para todo P € P(L, f).

Demostracién: Sea P € P(L, f); entonces J + P es una subdlgebra de L pues
[J+P,J+ P] g[J,J]+[J,P]+[P,:I]+[P,P]gJ+P y J+ P C(J+P)L pues
i) f([J,J + P]) C¢(J) =0 dado que J = kerf
ii) f(IP,J+P))C f(J+[P,P])=0 dadoque PCJ+ P

Entonces

1
2(dim L+ dim L') = dim P < dim(J + P) < %(dimL +dim LY)
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luego, dim P = dim(P + J) y por lo tanto J C P. o

De aquf en adelante (L, J, f) serd de tipo Heisenberg. Notemos que de la definicién

se deduce que:
i) Si #:L — L/J es la proyeccién al cociente, x(Z(L)) # 0 pues existe z € Z(L) tal

que z ¢ J.
ii) #(Z(L)) = Z(x(L)) pues n(Z(L)) C Z(n(L)) y dim Z(x(L)) =1.
iii) Z(x(L))Cx(P) VPeP(L,f) pues Z(L) C P (prop. 0.11).

iv) x(P) es un ideal de x(L) pues [x(L),x(L)] C Z(x(L))

Proposicién. 3.8.. Si P € P(L, f); entonces x(P) € P(L/J, f).

Demostracién: Notemos que #(P) C n(P)* pues f[x(P), x(P)] = f[P,P] = 0. Basta
probar entonces que x(P)% C x(P). Supongamos que no; entonces existe z € L tal que
x(z) € x(P)L y =x(z) ¢ ~(P).

Sea P' = P @ (z); entonces P' es una subdlgebra de L. Basta ver que [z, P] C
P. En efecto, dado que [#(z),x(P)] € Z(L/J) por iv), [2,P] C Z(L)+J C P
pues Z(L)C Py JCP porla propos:icién 3.5.

Ademés P' C P'* ya que
fIP',P'] = fx[ P, P'}) = f[x(P) + x{e), x(P) + x{e)] = 0

entonces (dim L + dim Lf)/2 = dim P < dim P’ < (dim L + dim L/)/2 ; absurdo.
Luego es x(P)* C x(P) y x(P) € P(L/J,f).
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Corolario 1. Si (L, J,f) es de tipo Heisenbergy P € P(L,f) entonces

_dimL+dimJ +1
= : :

dim P
Demostracién: Sean dimL =n y dimJ =r. Dadoque L/J~Hy, n—r=2k+1;
entonces k = (n —r — 1)/2; luego dimx(P)=(n—r—-1)/2+1=(n~-r+1)/2. Pero
dim P =dimx(P)+r osea dimP=(n+r+1)/2. o

Observamos que, dado que todas las polarizaciones subordinadas a una forma dada
tienen la misma diniensién, si (L,J,f) y (L,J', f) son ternas de tipo Heisenberg entonces

dimJ =dimJ'.

La proposicién 3.6 nos permite establecer una relacién entre las polarizaciones de
L subordinades a f y las de L/J subordinadas a f. Para clarificar totalmente la
estructura de P(L, f) aplicaremos los resultados obtenidos en 3.1. y en 3.2. tomando
como el subespacio fijo Sp al ideal J; de este modo P(L, f) estd contenido en S y su

imagen por 7! resulta una subvariedad de la grassmanianna correspondiente.

Proposicién. 3.7. Con Ia notacién anterior; si P = P(L, f), entonces P es isomorfa &

Demostracién: Por el corolario a la proposicén 3.5 tenemos que P C Gr(n, ”—%ﬂ) .
Sean V =L y So = J. Siaplicamos las proposiciones 3.1 y 3.2 obtenemos un biholomor-
fismo

n—r+1

xS -+ Gr(n-r,
2

)
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Por la proposicién 3.6 tenemos

Por otra parte, si P’ € ‘P(Hn_i_;,f),sea P = w'-l(P'); P € S. Entonces:
i) dmP=dimP' +r=0=f+l,-ntrtl

2

ii) P es una subflgebra.

Como P' es.un ideal en H p=g=1 ; entonces P es un ideal en L; por lo tanto una

subdlgebra.
iii) f[P,P]=0
fIP, P] = fx[P,P) = f[x(P),x(P)} = f[P',P']=0

Luego, de i), i) y iii) concluimos que P € P(L,f) y »}(P) = P'. ()

A partir de los resultados obtenidos queda establecido el

Teorema. 3.8. Sean L una @ -figebra de Lie resoluble, f € L* y J un ideal tal que

(L, J, f) tiene tipo Heisenberg; entonces

i) P(L,f) es una variedad compleja compacta de dimensién L(n—r—1)(n—r+1).

ii)
HYP(L,f))=Z

HY*Y(P(L,f)) =0

H”(P(L)f))= @ Hi(n-r-—i)—l(ar(n_;—li n_;_l _".))
{=1

en particular H¥(P(L,f)) son Z -médulos libres.
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Es un hecho conocido de la topologfa diferencial la relacién entre los fibrados vecto-

riales y las grassmaniannas. Podemos describirla brevemente como sigue:

Dado un fibrado vectorial (E,p, B) de dimensién k existe n y una aplicacién con-
tinua f: B — Gr(n,k) tal que E es el “pull back” del fibrado universal U de Gr(n,k)
(estoes U= {(S,2) €Gr(n,k)xC"|x €S} y p: U — Gr(n, k) esla aplicacién inducida

por la proyeccién de la primera coordenada)

En el caso de los fibrados de polarizaciones, la variedad de polarizaciones desempeiia

un papel andlogo. Primero necesitamos una serie de definiciones. Sean L un dlgebra de
Lie, f € L* tal que P(L,f) # 8, X una variedad compacta y (X x L,p, X) el fibrado
trivial.

Definicién. 3.9. Un subfibrado (§,p, X) del (X x L, p, X) se dice un fibrado de subédlige-
bras de Lie de dimensién k si existe una trivialisacién local (U, py,Sy) de (¢,p, X) tal

que :

i) Su es una subdlgebra de Lie de L de dimensén k

ii) Para cada z € U, existe un isomorfismo de élgebras de Lie ®y.:L — L tal que

Y. = oule, -

De la definicién se deduce que §, es una subdlgebra de Lie de L para cada =.

Definicién. 3.10. Un fibrado de subdlgebras de Lie de L se dice un fibrado de polarisa-

ciones de L subordinadas a f si, con la notacién anterior,
i) Sy es una polarisacién de L subordinada a f.
ii) ®y,. verifica fody, = f
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Observacién. 3.11.
Si (¢p,X), es un fibrado de polarizaciones de L subordinadas a f, £ es una
polarizacién de L subordinada a f.

En efecto, como ¥y, es un isomorfismo dim Sy = dim ¢, ; ademés

flée,ée] = f[®u,e(Sv), Bu,e(Sv)] = f o By e[Sy, Su] = f[Sv,Su]=0

Definicién. 3.13. Sean (§,p,X) y (¢',p', X) dos fibrados de polarisaciones de L sub-
ordinadas a f. Un homeomorfismo h:§ — § se dice un morfismo de fibrados de polariza-

ciones de L subordinadasa f si
i) poh=p

ii) Para cadd & € X ; existe un isomorfismo de flgebras de Lie H.: L — L tal que
hele, = H, (donde h,:¢ — Ch(a)) yfoH,=f

De la definicién deducimos que todo fibrado de polarizaciones es localmente isomorfo

a un fibrado trivial de polarizaciones.

Como P C Gri(L) para un k conveniente, podemos considerar el fibrado Up = Ulp
sobre P con U el fibrado universal de Gry(L).

Proposicién. 3.13. Dado un fibrado de polarigaciones (¢,p, X) existe una aplicacién
continua f: X — P tal que ¢ = f*(Up).

Demostracién: . Si £ = X x P es el fibrado trivial, basta definir f: X — P por
f(z) =P Vz € X y claramente ¢ = f*(Up). En el caso general definimos f: X — P
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por z — p~i(e) ='¢,. f es localmente continua pues para cada U abierto trivial-
izante f(z) = (Sv1(2),...,Sus(e)) con Sy:U — p~1(U) secciones continuas tales que
{Svi(2),...,Sus(z)} es una base de ¢, para cada 2 € U y por lo tanto es continua.
Ademsés se verifica que f*(Up) = ¢ por la definicién misma de f.

w0
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=iy
")
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