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Introducción

La noción de polarización subordinada a una forma lineal dada de un álgebra de Lie

L juega un papel central en la teoría de representaciones de algebrss y grupos de Lie

nilpotentes y resolubles. Esta noción fue introducida por A. A. Kirillov en su célebre

trabajo Repre’sentatíons snitairea de grspes Je Lie nilpotenteo (Uspechi Mat. Naouk.,

1962)donde establece el “método de de las órbitas” y señala que este método podría ser útil

para estudiar las representaciones de otra clase de grupos. Este estudio fue realizado entre

otros por Auslander, Konstant, Pulianszky y Duflo, además de Kirillov. Otros problemas

en teoría de representaciones de álgebras de Lie también fueron atacados con este método,

en particular el estudio del centro del álgebra envolvente y su cuerpo de fracciones.

Desde un punto de vista algebraico, la correspondencia entre polarizaciones y repre­

sentaciones esta esbozada en la página 5 de este trabajo. Esencialmente, si P es una

polarización de una C -6.lgebrade Lie L subordinada a f , entonces podemos pensar a C

como un ll(P) módulo y U(L) ®u(p) C resulta un 11(L)-módulo simple (aquí Ll( nota

al álgebra envolvente).

En el presente trabajo tomamos como punto de partida una observación de M. Vergne

(cf. [B--R])que establece que el conjunto de polarizaciones subordinadas a una forma lineal

dada de un algebra de Lie L es una variedad algebraica; nos dedicaremos estudiar esta

variedad en los casos en que L es un álgebra central (i.e. IL, [L,L]] = 0) y en algunos

otros casos. Los resultados obtenidos establecen que la variedad algebraica en estos casos

es “suave”. Su homologís se determina asimismo en forma completa.
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El trabajo de tesis está dividido en cuatro capítulos. El capítulo 0 es de carácter

introductorio; en él se exponen los resultados básicos de geometria y topología que serán

utilizados luego y se fija la notación. En el capítulo l comenzamos estudiando el caso en que

el álgebra de Lie es el álgebra de Heissenberg Hn ; en el mismo se prueba que la variedad

de polarizaciones es una variedad compleja de dimensión n(n + l)/ 2 y se introduce una

filtración conveniente que será usada en el capítulo siguiente para analizar la homología. En

el capítulo 2 se establece una fórmula para la homología de la variedad de polarizaciones del

álgebra de Heissenberg presentada como subvariedad de una Grassmaniana. Finalmente

en el capítulo 3 se introduce la noción de algebra de tipo Heissenberg, que incluye a algunas

algebras resolubles, y se generalizan los resultados obtenidos para este caso.

La teoría de representacionm unitarias de grupos de Lie queda bien clasificada medi­

ante las órbitas de polarizaciones en el caso nilpotentes y resolubles. Del presente trabajo

sigue que estas representaciones en los casos considerados pueden ser parametrizadas en

forma “suave” por la variedad de polarizaciones.

Para terminar, quiero expresar mi agradecimiento al Dr. A.R. Larotonda, quien

planteó el problema que dio origen a esta tesis y al Instituto Argentino de Matemática

donde trabajé durante el desarrollo de la misma.



Capítulo 0

En este capítulo expondremos las herramientas necesarias para. daarrollar el presente

trabajo y fliaremos la notación a usar.

l. Álgebras de Lie.

Como referencia general para ¿lgebras de Lie, utilizaremos [B] y [V] ; sólo trataremos

aqui las definiciones y resultados básicos necesarios para el desarollo del presente trabajo.

Definición. 0.1. Sean L un K -espacio vectorial y [-,-]:L x L -o L una aplicación

lineal en cada variable. Diremosque (L,[', a una K -ügebra de Lie si el corchete

verifica:

i) [z,z]=0, ‘VzGL

ü) [miiyizll+iy9[ziz]]+[‘IinV”:0 vai”! EL

En particular tenenos que el corchete es anticonmutativo, es decir, [2, y] = —-[y,z]

Definición. 0.2. Sean J y S subespeciosde L. Diremosque S es una subúlgebra de

Líede L si [S,S]QS yque J esun ídealde L si [J,L]QJ.

Se deduce directamente de las definiciones que todo ideal de L es una subúlgebra.

de L.



Definición. 0.3. Llamaremoscentro de L ylo notaremos con Z(L) a

Z(L)={=€L|[=.vl=0. V0614­

Proposición. 0.4. Z(L) es un ideal en L .

Proposición. 0.5. Si J es unidealde L , entonces induceuncorchete en

L/J tal que (L/J,[-, es una K-¡flgebra de Lie llamadael álgebrade Liecocientede

L por J.

Dado que usaremos reiteradamente flgebras cocientes, indicaremos brevemente como

se define el corchete de L/ J .

Sean 5 , Üe L/J, definimos [Ej] = [cmr donde c y y son representantesde las

clases de í e ü respectivamente. El nuevo corchete está bien definido pues si c = c'+z¡

e y=y'+zg con :1, 23€ J tenemos[c,y]=[e',y']+[e',22]+[z¡,y']+[21,22] dado

que los tres últimos sumandosestan en J de donde deducimosque [2, yr: [z', y’

Definición. 0.6. Dada uns K ¿lgebra de Lie L , llamaremosserie central descendente

de L a la sucesión

¿“(11)= L. 0’01) = [13.L], Cm“) = [13,¿“(10]

y serie derivada de L a

D‘(L) = L, 19'03)= [LL], DMUI) = [D'(L),D"(L)l

Dinemosque L mnilpotente si existe le tai que C"(L) = 0 . Si existe le tai que D"(L) = 0

diremos que L es resolubie. Si en particular tenemos que C’(L) = 0 (o bien D’(L) = 0 )

entonces diremos que el algebra es sbeliana



Notemos que toda álgebra de Lie conmutaitiva es nilpotente; por otra parte, ya que

C2(L) es un ideal de L, L/C’(L) es un algebra de Lie y podemos verificar inmediata­

mente que es abeliana. De la definición de algebras nilpotentes y resolubles deducimos,

dado que D" (L) g C" (L) la siguiente proposición

Proposición. 0.7. Si L es un álgebra de Lie resoluble, entonces L es nilpotente.

Como ejemplo elemental de un algebra de Lie nilpotente no abeliana tenemos

Ejemplo. 0.8.

Sean n G W y {ph . . .,p,.,q¡, . . . ,qmt} la base de un espacio vectorial de dimen­

sión 2n+ l . Podemos dotar a L de una estructura de algebra de Lie diflniendo el corchete

[., del siguientemodo
t

l 1 l 1 {t bj,71qu- ah!" '- o

[q¡,f]=lqj,t]=[p¡.p¡]=[q¡.q¡l=0, Vid

Fate álgebra de particular importancia en física y matemática, es llamada el algebra

de Heisenberg y la notaremos Hn .

De la definición del corchete se deduce inmediatamente que Z(Hn) = (t) ) nota

al subespecio generado) y que H" es un algebra nilpotente, pues [HM [HM Hn = 0

2. Polarizaciones.[D]

Dada f G L’ una forma lineal, podemos asociarle una forma bilineal de L x L en K

definidaPor (cm) H ¡(lcd/l)­



Dado un subconiunto E de L notaremoe con EL a

E*={96L|f[=.v]=0,Vz€E}

En particular, si E = L, a L'L lo notaremos como L! .

Definición. 0.9. Dadas f e L’ y S una aubálgebrade L se dice que S está subordi­

nada a f si f[S,S].=0, esdecirm'SQ SL.

Proposición. 0.10. Si S es una subúlgebrasubordinada a f , entonces

dímS 5 ¿(d'unL+dimU).

Definición. 0.11. Sean L un álgebra de Lie y f e L’ . Dinemoaque P Q L es una

polarización subordinada a f si

i) P es una aubúlgebra subordinada a f .

ü) dimP= ¿(dinaLerimI/y

Proposición. 0.12. Son equivalentes:

i) P es una polar-¡naciónsubordinada a f .

ii) P es una subálgebra subordinada a f y P = PJ‘ . Además, si P es una polarización,

Ll (_.'.P; en particular Z(L) Q P .

En general no es cierto que dadas un álgebra de Lie L y f e L’ existan polarizacionea

subordinadas a f . Por ejemplo, si coeideramoela m Álgebra L con base formada por

los vectores {z,y,z,t} y corchete definido por [2,y] = z, [2,1] = -—y,[11,2]=t y
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[LJ] = 0; L resulta una R álgebra de Lie resoluble de dimensión 4. Sea f G L’,

[(t) á 0 , entonces no existen polarizaciones de L subordinadas a f .

No obstante tenemos el siguiente importante teorema de Vergne.([D

Teorema. 0.13. _SiL es una d}- flgebra de Lie resoluble; entonces para toda f e L’

existe P polarización de L subordinada a f .

De ahora en mas por un álgebra de Lie ya sea nilpotente o raoluble, entenderemos

una C álgebra de Lie. Dadas L y f e L’ notaremos al conjunto de polarizaciones de L

subordinadasa f con ‘P(L,f).

Ejemplo. 0.14.

Sean L = H" y f e H;. Si f(t) = 0; entonces Hd" = H" pues f[H,.,H,.] =

{(t) = 0 luego Hn es una polarización subrodinada a f .

Si f(t) aé 0, entonces H,{ = (t) . Por lo tanto si P es una polarización, dimP =

n + l . Así por ejemplo las subúlgebras

P1= (p¡,...,p.,,t)

P2 =(‘11»--_-,qm‘>

Ps = (P1+91v-upn +4Im‘)

son polarizaciones de Hn pues cada una de ellas verifica P¡ g PgL y dim P¡ = n + 1 .

Como se indicó en la introducción, el objeto de este trabajo es estudiar el corúunto de

polarizaciones subordinadas a una forma dada. El interes de considerar me conjunto radica

en su relación con las representaciones de úlgebras de Lie. Aqui esbozaremos brevemente

esta relación, para un estudio más detallado las referencias son [D], [C-V] y [B-R].

5



Sean f e L’, f a6 0 y P una polarizaciónsubordinada a f. De f[P,P] = 0

deducimos inmediatamente que sz -+ G es una representación de P en C . Sean ¿((L)

y U(P) las álgebras envolventes de L y P respectivamente; tenemos que C resulta un

U(P) -módulo medidnte la acción

f=u(P) XC-“v (P.2)HT(P)2

a este módulo lo notaremos de ahora en mas con C1. Ya que Ll(L) también es un

ll (P) -m6dulo tiene sentido considerar el producto tensorial

“(Ill ®u(p) Cr

que resulta un 11(1))-módulo simple en el caso en que L es resoluble. A este módulo lo

notaremos índ( f, C) . Dada la correspondencia existente entre los L-módulos simples y

las representaciones irreducibles de L hemos obtenido de esta manera, a partir de f y P

una representación irreducible ( en general de dimensión infinita) de U(L) .

Además, si Prím(L) nota al conjunto de representaciones irreducibles de L , se puede

probar que la aplicación

Dic: L’ \ {0} —>Prim(ll(L))

es suryectiva (por lo tanto toda representación irreducible de ll (L) es inducida por alguna

forma f de L’ y alguna polarización subordinada a ella). Hay una teoria que topologiza

a Prím(L) , para L arbitrario, la topología de Jacobson. Con esta topología, si damos a

L’ la topologíade Zarislri,la aplicación Dic : L’ —>Prim(ll(L)) resulta continua.

3. Grassmaniannas.([C])

Sea V un K -espacio vectorial( K = m o C) de dimensión n . Notaremos Gr(n,lc) al

6



coniunto de todos los subespacios de V de dimensión la. Se verifica

Proposición. 0.15. El conjunto Gr(n,k) es una K -van'edad analítica compacta de

dimensión k(n - le).

A Gr(n,k) se la denomina la variedad grassmaníanna ( de subespacios de V de

dimensión k Para fijar la notación a usar describiremosbrevemente una parametrización

de Gr(n, le).

Sean S1, S, subespacios de V tales que S¡ GS; = V y dim51 = le. Sea

U = End(S¡, Sg) ; definimos

gp:U -o Gr(n, le) T H grafico de T

Claramente gpestá bien definida pues dim(graflco deT) = h ya que dim S1 = k . Notemos

además que si fijamos sendas bases en Sl y S; podemos identificar a U con C"(“"‘) y

de este modo (p'1:q2(U) -r U 2' C“(""‘) es una carta “clásica” de Gr(n, k) .

De aquí en adelante al gráfico de T lo notaremos como Sl + T51 entendiendo por

esto

“Füada una base v1,. . . ,v. de S¡ ; S1 + T51 es el subespacio de V generado por

los vectora v; +T01 , v2+Tvg,. . .,v¡ +Tv. ".

Necesitaremos la siguiente

Proposición. 0.10. Con la notcíón anterior, si S Q V es un subespacio de dimensión k

y Sl OS, = 0, entonces SE <p(U),-adecirexiste Te U talque «¡(T)= S.

Demostración: Sean «1:81 e S, —oSl ; 12:51 e Sa -r S, las proyecciones y

{m,...,v¡} unabasede S. Si 11(v¡)=v.¿y 13(v¡)=v2',entoncesel {v{,...,v'¡} es
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un conjunto linealmente independiente en Sl pues

i l
EA¡1|’1(0¿)=0 => ZÁív.‘ GS,nS => Á;= 00' = l,...,k)
¡:1 ¡:1

Luego {01, . . . , v' 1.} es una base de Sl . Si definimos T: Sl -v S, por T05 = v,” tenemos

que

sp(T) = 51 + T31 = (v: + ví'hsis» = <vi>= 5 Ü

Sea K = C . Los siguientes teoremas son conocidos

Teorema. 0.17. La variedadGr(n, le) escompactay simplementeconexe. Además

si H.-(Gr(n, le» representa el í-éimo grupo de bomologla de Gr(n, le) con coeficientes

en Z , entonces;

H¡(Gr(n, le)) = 0 si i es impar o mayor que 2k(n - le) y

H¡(Gr(n, le» es un Z -módulo libre

Si nos permitimos introducir la noción de clue de Chern, podemos dar más precisión

al teorema anterior. Concretamente tenemos

Teorema. 0.18. ([B-TDSean S y Q losflbredosuniversalesde Gr(n,le) y Gr(n,n-k)

y c1(S),...,c1,(S) y c1(Q),...,c,.-¡(Q) 'las respectivas clases de Cbern de S y Q.

Entonces

i) Como anillo

, . _ m[c(S),...,c (S),c(Q),...,c,._
H (G'(""‘)’ Z) ‘ l («'s)c(oi=1) I

ii) Las clases c¡(Q),.. .,c,._¡(Q) generan al anillo H’(Gr(n, k); Z).
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De este modo el anillo H’(Gr(n, k)) es isomorfo al cociente del anillo

'Z[z¡,...,c¡,y¡,..., "-5] (1)

por un ideal conveniente donde los elementos z.- , y.- tienen grado 21°y H l(Gr(n, 12)) es

igual a la proyección al cociente de la componente homogénea de grado l de (1) .

Como primer paso en el estudio de la geometria del conjunto 1’ tenemos

Teorema. 0.19. Sean L un álgebra de Lie de dimensión n y f e L’ , en­

tonces ‘P(L,f) es una subvariedad algebraica compacta de Gr(n, le) con le= l/2(dimL+

dim LI ) .

4. Fibraciones ([Spl)

Sean E y B espacios topológicos y p: E —>B una aplicación continua

Definición. 0.20. Dado X un apacio topológico, diremos que sz —>B tiene la

propiedad de levantamiento de homotopias respecto a X si dadas f’:X —>E y

F2X x I —>B tales que F(z,0) =pof'(z) para todo z GX existe F'2X x I-v E tal

que F = poF'. fl

Definición. 0.21. Diremos que p: E —oB es una fibración si p tiene la propiedad de

levantamiento de bomotopía con respecto a cualquier espacio X . Si existe un cubrimiento

abierto ll = {U} de B tal que

pI'_¡(U):p‘¡(U) —+U a una flbración VU 6 ll
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diremos que p: E —>B es localmente una fibración.

Proposición. 0.22. Si existen un cubrimiento abierto ll de B y un espacio topológico

F tales que para cada U e ll se verifica

i) existe un homeomorfismo fuzp‘1(U) —oU x F

ii) IOÍ=p donde1r:UxF-vU eslaproyeoción.

Entonces p: E —oB es localmente una fibmción.

Teorema. 0.23. Sea B un espacio paracompacto y T3. Entonca p:E —>B a una

fibración si y sólo si es localmente una libración.

Supongamos ahora que p: E —oB es una fibración que verifica;

i) E y F son conexos por arcos.

ii) B es simplemente conexo.

Si i: F H E es la inclusión, tenemos la siguiente proposición que relaciona la ho­

mologfa.de E,_B y F (ver

Proposición. 0124.’Si H,(B) = 0 para 0 < p < po y H,(F) = 0 para 0 < q < qo,

entonces, si no = po + qa, la siguiente sucesión de Z -módulos es exacta

Husa) L» Humo ¿o ¡JM-¡(3) —‘o¡Inem -—o

—» HAB) —‘—. mar) —. mas) —. o
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5. Dualidad de Lefschetz ([Sp])

Sean X un espacio topológico y (B, D) un par en X , es decir B y D son subcon­

juntos de X tales que D Q B .

Definición. 0.25. Un par (U, V) sedioe un entorno de (B, D) si U y V son abiertos

en X y BQU, DQV.

Sea M un A-módulo. Notemos que a la familia de entornos de (B, D) podemos

dirigirla por inclusión. Luego, si H '(U, V) es el q-ésimo grupo de cohomología con coefi­

cientes en M; {H'(U, V;M) | (U, V) es un entorno de (B, D)} es un sistema dirigido y

por consiguiente tiene sentido considerar su límite directo.

Sea Fw, D; M) = lim_.H'(U, V;M) queda definidoun morfismo

¡:H'w, D;M) _. H'(B, D;M)

Definición. 0.26. Un par (B, D) se dice “tant” en X con respecto a Ia cobomologfa

singular si í es un isomorfismopara todo q y para todo A-módulo M .

Proposición. 0.27. Si B, D y X son poliedros compactos y B Q D; entonces

cualquier inmersión de (A,B) en X a -‘.‘taut”.

Definición. 0.28. Un par (X, Y) se dice una n-variedad relativa si X es T2, Y es

cerrado en X y X \ Y es una variedad topológica de dimensión n .

Para variedades relativas tenemos la siguiente proposición conocida como el teorema

de dualidad de Let'schetz;este aplicado a pares “taut” es de suma utilidad pues establece

un isomorflsmo entre la homologia de X \ Y y la oohomología relativa del par (X, Y) .

ll



Proposición. 0.29. Sea (X, Y) una n-miedad relativa compacta tal que X \ Y a

oríentable sobre un anillo A , entonces para todo q y para todo A -módulo M existe un

isomorfismoentreH,(X\Y;M) y H"_'(X,Y;



Capítulo 1

En este capítulo nos restringiremos a trabajar con el algebra de Heisenberg H" de di­

mensión 2n + 1. Sea f e H;, dado que [(t) = 0 implica P(H,.,f) = {Hu }, supon­

dremos que f(t) = l . Notaremoscon P a P(Hn,f) .

De acuerdo con io visto en el capitulo anterior podemos considerar a P como un

subconjunto de Gr(.2n + 1,n + 1) . El primer paso para probar que P es una variedad

“lisa” y establece; su dimensión consiste en demostrar que P puede ser cubierto por

entornos coordenadas convenientes. En principio, bastaría considerar la intersección de los

entornos coordenadas de Gr(2n+ l, n+ l) con P, pero esto es técnicamente inconveniente

pues no siempre resultara fácil caracterizar a la intersección del entorno con P en GTM“) .

No obstante en ciertos casos esto puede hacerse y es suficiente para nustras necesidades;

veamos Cllüiü son 6808entornos.

Sea I un subconjunto de { 1,. . . ,n } , con #1 notaremos su cardinal. Conservando

la notación del capitulo 0 para el algebra de Heisenberg, consideraremos los siguientes

subespacios de H“:

i) E1 es el subespacio generado por los 'vectores de la base ph, . . . ,py“ con ¡y en I y

q¡¡,...,q¡___¡ con le; enel complemento de I y

ii) T igual al centro de H"

es decir

El = (le- -. .muqmuuqh.-¡) hip-«ME! T = (t) (= Z(Hn))
b‘0"'lhl-‘Gla

13



y notnremos con U1 n

UI = End(E¡e T, Ep)

Proposición. 1.1. See ‘P le variedad de polarizacionm de En subordinado e f , en­

tones

PS U ‘P(Ul)
Ig(l,...,n}

donde gp:U¡ —oGr(2n + l, n + l) es la punmetrizeción usual.

Demostración: Por le. proposición 0.16 es suficiente probar que dudo P e 'P existe

J Q{l,...,n} tnlque POE; :0; en estecnsoresultequeP€<p(U¡e).

Sea. Po ln polarización Po = (ph . . . ,pmt) . Dedo que (t) Q PnPo por le proposición

0.11, si el subespecio P n Po tiene dimensión le+ l entonces existe J g { l, . . . , n} tnl

que #J = n —k y, si SJ = (p¡¡,...,p¡___)¡,e¡ , entonces POS; = 0. Afirma que

P n EJ = 0 .

Primero notemos que Po = Pn Poe SJ y que si z G P0 EJ , entonces z = :1 + zz

donde el G SJ, e, G (q.'¡, . . . ,q¡'¡>.'¡eje . Ahora. bien;

plc! P0] = plcipn P01+ ‘PÍC.(gin °--Qq‘.>‘|ÉJ°

DedoquezeP yque PnPoeP,resultn p[2,PnPo]=0. Porotrnpnrte,4p[z,S]=

qp[z¡,S]+9p[z,,S]. Como 21 E S, resulto. 1p[z¡,S]=0 yoolno z: G (q¡,,«..,q,-_),-¡€J.,

entonces p[z,,S] = 0. Luego go[z,Po] = 0; es decir z e PóL= Po, por lo tnnto

zePnEJnPo=SnPo=0. D



Con la ayuda de la proposición anterior podemos enunciar el resultado central de ute

capitulo, que establece la dimensión y la “suavidad” de 'P .

Proposición. 1:2. ’P es una variedad compleja de dimensión 2-0341) .

Demostración: Sean P G “P09(U¡) y T e U; tal que P = MT) . Si notamos con

p; a (p.-¡,...,p¡,) y con q; a (01,...,q¡.__), (J es el complementode I) y usamos

notación matricial, T es de la forma

PI

T «u =(p.rq¡)-(
t

A." Á'JJ ZJ)Bu B'n ZI

Donde A," , A'” y Z1 son las coordenadas correspondientesa Tp; , Tq; y Tt respecto

ala base p; y B", B'u y Z¡ lasoorrespondientesa TpI, Tq; y Ti respectoa q¡.

Es decir

n-h h

T(Pi.)= z A5.¡.Pj.+ z Bm. en.= Amp: + Bmw
l=1 k=1

n-h _. h

Thu.) = X 4.1.115.+ X: Bim‘ñ'»= AGM":+ BM"
I=l h=l

h k

TU)= ZM}.+ z Zum. = ZJpJ + Zm
h=1¡:1

Como q:(T) tienedimensiónn+ l = Hn+dim Hg) tenemos93(T)E Pnp(U¡) si

y sólo si gp(T) es una subalgebra tal que f[go(T),qp(T)] = 0 . En particular
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Im. + AJMU+ Bmanm. + Amp; + Bmw] =B.-,¡,.- BM, = 0 Víy,i. e I

‘ => B" = Eh

i‘b’n+ A3,-.p.r+ B}¡,q¡.su. + A3,.” + Bb,qu = —A;,,_ + 14;“, = o m1,. e J

=> A'JJ = A'JJ‘

im. + Amin + Bmw, tu. + A3,.th + thqtl =Bám+ AM, = 0 Vi:e I,j;. e J

=> B'u = A5,

Í‘ + ZJPJ + Zlthi. + Amin + Bmw] =Z¡, = 0 Vi; e I

[1+ ZJPJ+ anqj. + A'J¡.p.r+ 31;.qu =Z¡. = 0 Vi: 6 J

Luego
Bu = Bit

Á'JJ = A'iu

(p(T)e P 0 tp(U1)=> B'n = w451 (*)

Z1 = 0

Z; = 0

Por otra parte una transformación lineal T e U; que satisfaga las cinco condiciones

anteriores verifica. 4p(T) e 'P pues en este caso 1p(T) ee una eubúgebra. —Z (Hu) _C_4p(T) ­

dimMT) = n + 1 y I([v(T).v(T)I) = 0..­

Por lo tanto hemos probado; sp(T) E 1’ n p(U1) si y sólo si (t); por consiguiente

P n p(U1)z C"("+‘)/’. u

A la. matriz

En Bb

16



la llamaremos la matriz asociada a P y la notaremos por M(P, I) .

Corolario 1. La variedad P es conexa por arcos.

Demostración: Por la proposición 1.2 es claro que P n go(U¡) es conexa para todo

subcorúunto I de {l,...,n}. Además la polarización P = (m + q1,...,p,. + qm!)

pertenecea anp(U¡) para todo I. El

Notemos que hemos obtenido en particular

Ho(P; Z ) = Z

donde H’(P; Z ) nota al q-ésimo grupo de cohomologíasingular con coeficientesen Z .

De la demostración de la proposición 1.1 podemos deducir en particular que

{P e P I dimP n Po = í+ l} puede ser cubierto por cartas de la forma qp(U¡) con

#I = í ; es decir, tenemos

Corolario2. SeaP.-= {PePldimRnPo=í+l} entonces

7’.‘Q U WW!)
Ig{ l,...,n}

#I-l'

La estructura de los conjuntos P¡ tiene un interés particular dado que gracias a ellos

podremos definir una filtración que nos permitirá calcular la cohomologíade P .

17



La proposición siguiente nos permite caracterizar a los conjuntos 'P¡ ; este resultado

sera utilizado inmediatamente después para establecer las propiedades que necesitaremos

en el capítulo 2.

Los conjuntos P; quedan caracterizados de la siguiente manera

Proposición. 1.3. Sean P e ‘anp(U¡) y M(P, I) la matriz asociadaa P. Si #I = í,

í > 0, entonces se verifica:

“P e 1,; nga(U¡) siy 8610si B1; = 0"

Demostración: Por la definición de P.- tenemoe que P E 1’; si, y sólo si, la dimensión

de P n Po es í + l . Para estudiar la intersección de P y Po utilizarenos la matriz

ampliada Ñ (P, I) de M(P, I) formada por las coordenadas de qp(T) respecto a.la base

{ph . . . ,pn, q1,. . . , qn } . A M(P,!) podemos considerarla como una matriz de dos blo­

ques
- M1

M(P, I) =
M2

donde M1 esta {ormado por las coordenadas respecto a los vectores pl, . . . ,pn y M, por

las coordenadas respecto a 411,.. . ,qn. _

Tenemos entonces

¡d M¡
P€P¡nqp(U¡) <= rango =2n—i

0 M,

Claramente
id M1

rango =n+ran o M
o M2 S ( a)

18



Ahora bien, la matriz M, se obtiene a partir de los bloques (Bu B'") de M(P, I )

intercalme n - i filasde la forma

que corresponden a las coordenadas de los vectores q,-¡,. . . , 1;" . Como el rango es inva­

riante por la permutación de filas y columnas tenemos que

BH Bi:

rungo(M,)=rango( d)=n—i+rungoB¡¡0 í

Enresumen,P€P¡n<p(U¡) => 2n—í=n+n—i+rangan,esdecir,siysólosi
B"=0. Ü

Proposición. 1.4. P.- es una submit-¡edad compleja de P de dimensión com­pu.
Demostración: El caso i = n es trivial.

Consideremos primero i = 0. En este caso, dado que P n Po = (t), luego

P n (p1, . . . ,pn) = 0 y por la proposición 0.18 obtenemos

P E P(End(<q1.o-.qut),(p1..-.,pn))) = «(U0)­

Por otra parte si 4p(T)E P fl pal.) , entonces tp(T) e Po . Por lo tanto Po = <p(U.)n P

es decir Po es una subvariedad abierta de P . Ademas, como en U. las condiciones sobre

los bloques de M (P, I) se reduce a A'” = A1,} ; Po 'z Simb(n) , deducimos entonces que

dimPo = n(n + .,Supongamosahora que í > 0; en este caso por la proposición1.3

p(T) e P.‘09(UI) si y sólosi tp(T)e anp(U¡) y B" = 0

19



esto es 1’,-estú definida localmente por ¡(í + l)/2 ecuaciones lineala en una variedad de

dimensión n(n + l)/2; luego 1’; es una variedad compleja y

Ddimt;'P.-="(";1)_í(¡:1>= (n-i)(v;+¡+1)

Observación. 1.5.

De la demostración de la proposición 1.3 se deduce en particular que

anpflh) =0si#1<í

En efecto,comodebeser 2n-í = n+n-#I+rango(B") entoncesrango(B¡¡)= #I —í,

por lo tanto #I 2 í. De esto obtenemosque

¡1S ¡a => 7" S U MUI)
lg{l,....n}#Ï'h

Concluimos el capítulo introduciendo la filtración prometida en ’P. Definimos

Cí=PnUPn_1U"'UPn_í

Se verifica Co = 15,.= {Po}; C = 'P; (3.-g 6.-.” y 6.-.“ \C.' = 1’"_¡_¡ . Además, de

acuerdo con la observación a la proposición 1.3

C.'S 9(U{ l,...,n }) Si 0 S I' S n 0 bien

cngmilss'sn
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Proposición. 1.6. Los subconjuntoa (0019-9. forman una filtración cerrada de 'P por

subwm'edades nlgebraicas.

Demostración: Es evidente que ((30199. forma una.filtración de 1’. Sen 4p(U¡) un

entorno coordenada con #I = 0 y consideremos C.-n qp(U¡). Dado que

C¡={P€P|dimPnP02n—í+l}

P e C.-n gp(U¡) si y sólo si rangoÑ, < i —l y este último conjunto es una variedad

algebraica pues está definido por los ceros de todos los menores de Ñ, de dimensión

nxn,(n-l)x(n—l),...,(n-í)x(n—i). El

Corolario l. Los subconjuntoa (60195,. verifican:

1') Son poliedroa compactos.

ii) (C¡,C¡_¡) es una ¡(211—5+ l) -vn.riedad relativa compacta pues 6.-—C-_¡ = ’Pn_¡ .
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Capítulo 2

En este capítulo cnlculnremos la cohomologín de ln variedad de poluiznciones estudiada

anteriormente. Para esto, primero estableceremosuna relación entre las submieclndu P.

y las grnssmnninnnnns Gr(n, le) que nos permitirá calcular su cohomologís y luego ls de

los miembros de la filtración (6;)¡99 . Veamoscual es esa.relación.

Sen Po = (ph... ,pn) . Observemos que de acuerdo con la. definición de las sub­

miedudm P. , tenemos bien definida una aplicación

p:'P¡-+Gr(n,k) PHPnPá

Proposición. 2.1. La aplicación szg -o Gr(n,k) es una flbracíón con fibra isomorfa

al apacio de las marica simétrica de (n - le)x (n —le).

Demostración: Ses qp(T)e 'Pp,con T e U¡ y #I = le; entonces

Mi) n Po = (PI + TP!) e Z,

luego W) n P6 = (p: + Tn) .

En efecto; de ln demostración de la proposición 1.3. se deduce que

¡a AG,
rango _ = 2n —i

0 B'¡J

luego qp(T)n P6 está generado por las restantes columnas de la matriz

(¡a M1)o M,
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es decir por las columnas de la matriz

Á."

(su)
las que corresponden a la coordenadas de p; + Tp¡ en la base {ph . . . ,pn, q¡,. . . , qn} .

Además tp(T) e P1.09(U1) si y sólo si B” = 0; entonces podemos identificar a p; +Tp1

con el subespacio qp(T)fl P6 de de P6 .

se“ Sl = (pin ' ' ' ,Pi.)¡.eh Si = (pin ' ' ' ¡pin-¡”IEP

y gb:End(S¡,Sg) —oGr(n, le) la parametrización usual; entonces

W) n P6= p.-+ Tn = ¿(Tlsj 6 MV!)S Gr(n.k)

por lo tanto p(qp(U¡)) g d)(V¡) y 1/3" opo so(T) = TL,l i.e. p es holomorfa.

Notemos que ademas probamos la inclusión

¡"(WWAn 7’) S ¿(VI)­

Veamos que vale la igualdad, a decir que

1MV1) S p(v(U¡) n 7’).

Sean T' g V¡ y A” la matriz de T' relativa alas bases {p.-¡,...,p.-I ha,

{pirv'flpÍn-a bucl­

Definimos

TI:<WU"WWa-a)”(qínn'vq‘n)

por la matriz —Af,¡y T e U; definida por Tz = T21 + T'zg donde

el = 11(3)! ¡“El _' (pin-“¡pink z? = Ï3(z)v ¡”El -' (qinv'°'¡Wu-h);
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y TU) = 0.

Entonces

i) MT) e 1’;09(U1) pues B" = 0 y A,” = 0

ii) w-1p(p(T))= Tlsl a T’ por lo tanto MT) = pqp(T), i.e. ¿(vn g p(qp(U1)n P1.)­

La igualdad da(V1)= p(p(U 1) fl 'P.) y las condiciones sobre los bloques de la matriz

M (P, I) nos permite establecer que

31] = 0 A'JJ = A'SJ

P "ibT' <=>MPJ Verifi°‘{EP ( ) M.t(T')=A.u=-Aiu|

Por lo tanto p-l (d;(T)) es biholomorfo a Simb(n —le) a traves de la aplicación

y=p"‘(1l'(T'))-* Sima" - h) WT) H A'u

g claramente es holomorfa y tiene por inversa a

a“=Simc(n - k) -* p"(1P(T)) S H ‘p(T)

donde T e U¡ verifica T(t) = 0 y esta definido por la matriz

Mat(T') S 0)MW(T)'I)=(. o -—Mat(T’)‘o

Corolario 1. 1’.-es una variedad conexa por arcos pata 0 S í s n .

Demostración: Loa casos i = 0 , i = n son trivialea; el segundo por ser ’Pn= {Po} un

punto y el primero pues Po z Simc(n) de acuerdo con lo visto en la proposición 1.4.
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Lajustificación para los casos restantes reside en que p: P,--’ Gr(n, í) es una flbración

y que tanto la base como la fibra tipo son conjuntos conexos por arcos. U

Usando la sucesión exacta de la proposición 0.24. y la proposición anterior podemos

establecer fácilmente la homología de ’P en función de la homología de Gr(n, í) .

Proposición. 2.2..s'em le_>_0 y 0 5 í 5 n entonces

H.(‘P¡)= H1,(Gr(n, .

Demostración: El caso le = 0 se deduce ,para í entre 0 y n del corolario anterior.

Asimismo, los casos i = 0 e í = n son evidentes. En los casos restantes notemos que

i) La base de la fibración p:1’¡ -# G'r(n, i) es simplememte oonexa y H¡ (Gr(n, = 0

para todo í y n.

ii) Las fibras F de p son homeomorfas a Simc(n - i) , por lo tanto son conexos por

arcos y H,(F) = 0, para todo q

Como se estableció en el oorolario anterior, 1’,-es conexo por arcos para todo í

Luego podemos aplicar a ls. fibrsción p: ‘P.-—oGr(n, í) la proposición 0.20. y obtene­

mos la sucesión exacta

'_’ n—l(F) '_"’ ¡In-¡(P0 _’ n—l(G'(nvi)) _‘ Hn—2(F) _"

-—* H2(G'(",¡)) —’ H1(F) —’ H1(Pi) —' 0

Dado que H¡,(F) = 0 si k Z l, resulta

H5(7;) f: Hb(Gr(n,
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Hasta aquí hemos conseguido calcular la homología de las variedades P5; el paso

siguiente consiste en calcular la de los coniuntos C; (0 S le5 n Recordemosque

‘c‘áanPn-‘U"'Upn_‘

Tenemos la siguiente relación

Proposición. 2.3.

H'WnCa-I) = H0(2n-a+l)-h(Pn-O)'

Demostración: Por la proposición 1.4., tenemos dimc ’P _, = s(2n -- o + l)/2, luego

dimm 'Pn_.=s(2n—a+l).

Dado que (C.,C._¡) es “tant” en P (prop. 0.23 y corolario a la proposición 1.5)

tenemos

H*(c.,c._¡) 2 H"(C.,c._,)

Por otra parte, como el par (C,,C,_¡) es una s(2n - a + l) -variedad relativa compacta y

orientable (por ser compleja), por dualidad de Lefschetz results

finance-l) = Hc(2n-c+l)-h(ca\ca-l) = Ho(2n-o+l)—k(Pn-I) Ü

Corolario 1.

¡{.(cnca-l) z Hs(2n—s+l)-l(G'(ns n _ 0)

Gracias al corolario anterior podemos obtener la información que necesitamos sobre

la eohomología de los conjuntos C;
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Proposición. 2.4. Para todo h 2 l , ¡In-¡(C0 = 0 y H“(C¡) o a nuloo es librey

verifica

H"‘(C¡) = H"'(C.-_¡) e H"(c.-,c —i —1) (1)

Demostración: Consideremosla sucesiónexacta

—-* H'(C¡,Cí—1) —’ H'(C¡) —* ¡"(Ci-1) -—' H'+‘(C¡.Ci—1) -*

Veamos primero que H a""‘1(C¡)= 0 .

Claramente vale para í = 0. Si suponemos que vale para í ; enotnces la sucesión

queda, ya que H (6;, C¡_¡) es la homología de una grassmanianna,

o —. H"+‘(Ca+¡) —o 0 porlotmto H“+1(Ca+1)=°

Para probar que H2"((3) verifica (l) hagamos inducción nuevamente, entonces, si i = l

tenemos

_, H2h(cl,co) _, Hum” _, H2h(co) __, Hab-¡(checo _,

osea

o ——’H"(cl,c0) —+_.H"(c1) —» H"(c°) —» o

Si le1':0 , entonces H"‘(Co) = 0 por lo tanto H"(C - 1):: H"(Co) e H"(C¡,Co) .

si le= 0 , entonces H“(Co; A) = A y A es un A-módulo libre; luego la sucesión se

escinde y nuevamente obtenemos (l) para i = l .

Supongamos ahora que la afirmación vale para í , la sucesión exacta se reduce a

0 —9 H’k(C¡+l,C¡) —t H"(C.'+1) —-0 H“(C¡) -—> 0 (i)

27



por hipótesis inductiva H“(CO es nulo o libre; si es nulo entonces

H"(C¡+1)=' H“(Cí+hci) ’21Haus-¡»1,609 Hua?)

y H“(C.-+¡) es nulo o libre según lo sea H“(C.-+¡,C¡) .

Si H 3' (6.-) es libre; entoncm la sucesión (ú) se escinde y obtenemos (l) . Además

H 2"((3.41) es libre pues es suma de dos módulos libres, o bien de un módulo libre y de

uno nulo dependiendo de le. El

Finalmente, por un argumento recurrencia, obtenemos la siguiente expresión para la

cohomología de P .

Proposición. 2.5.

HR?) 1‘e Hí(2n-í-H)-h(Gr(n, n - í)) VI:2 1.
¡al

Demostración: La demostración se deduce inmediatamente de la proposición anterior.

Recordemos que 'P = Cn, entonces

H"(7’) = H"(Cn)1'¡IÏ"(Can-t)€i3 H"(Cn-1)

:H"(C,.,Cn-¡) e H"(C,.-¡,Cn- G H"(Cn_3)2 ' ' °

:H"(C,.,C.._¡) e H"(C,._¡,Cn —2) ea. --e H*(c¡,co) eaH"(Co)

Luego, si ¡e2 l entonces

n

¡{.(P; 2 e H¡(,,._¡+¡)_¡(Gr(n,n'- Ü
¡Il

Pasando a cohomología, por dualidad de Poincaré obtenemos el
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Corolario 1.

H"(P; A) 2 G H" (Gr(n, n —í);A)¡Il

Proposición. 2.6. Sea P = ‘P(H,.,f). Entonca H°('P;A) = A, H"+1(’P, A) = 0 y

H“(‘P; A) a un A-módulo libre.

Observación. 2.7.

Por el teorema 0.18 y la observación que le sigue, tenemos que H¡(7; Z ) está

generado por los monomios de grado k-í(í+ l) de los anillos Z [2%,. . . , 25,4, y‘í,. . . ,

correspondientesa H’(Gr(n, n - i); Z ) .



Capít ulo 3

En este capítulo extenderemos los resultados obtenidos anteriormente a una clase más

amplia de algebras de Lie,, que incluye a algunas algebrss resolubles. Para esto primero

necesitamos caracterizar al subconjunto de una grassmanianna formado por todos los sube­

spacios que contienen a un subespecio flio. Tenemos las dos siguientes proposiciones.

Proposición. 3.1. Sean V un C-espacio vectorial de dimensión n, So g V un sub­

espacio de dimensión r y d tal que 0 < r < d < n . Entonces el conjunto

S={S€Gr(n,d)|SogS}

es una variedad compleja de dimensión (d —r)(n —d) .

Demostración: See. S e Gr(n,d); entonca S pertenece a un entorno coordenada de

la forma v/¡(U)con V = End(S¡,S,), Sl GS, = V y dimSl = d. Si además S e S,

podemos suponer_sin perdida de generalidad que So g Sl . Sea 56 tal que 80936 = Sl ;

si S = ú(T) , T 6 U consideraremos a como T = (T1 T2) con

Tl=TlsozSo—oSz y T2=ls¿:S(')-’S’

Si z e S1 entonces existen únicos 23° y 053 tales que z = 23° + es") ; luego

35°

Tc = T(cso + 236) = (T1T3) ( ) = szso + Tzüsg236

Tenemos que
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v1)(T)e MU) ns Bü So S WT) Bü So S (So + 71150,56+ T2 6)

Entonces z e So si y sólo si existen zl e So, 22 E Sá tales que

z=C¡+lel +32+1122, Uiy 8-21 :2: +T131+1138,

pero 2-21 ESOy 22+T121+ngg ESáengomo Son(S¿eS,)=o resulta.

81:0, 22:0” T121+T222=0

es decir

2:21, 13:01; T121=le=0.

Luego

4:?1115118050;

de donde, si consideramos T = (T1 T3) ,

MT) G'MUWS <=> T=(0 T2)

y asi

WT) 05 2 End(S{,,S,)g C(d-r)(n-d)

y S es una subvnriedad compleja de dimensión (d —r)(n - d) . D

Proposición. 3.2. Con las hipótesis de in proposición anterior, la proyección al cociente

1r:V -+ V/So induce un bibolomorflsmo 1r‘:S -+ Gr(n —nd - r) .

Demostración: 1r' está bien definida pues si S g V y So g S , entonces 1r(S)= S/So

y dim1r(S)=d-r.
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Ls expresión de 1r' en coordenadas es

¡b’low'ztp(U)nS-0W p’lor'm T,)=Tg

donde U = End(So e 56,53) y W = End(S¿, Sa) por lo.proposición anterior, de donde

se deduce que 1r' es holomorfn.

Por otro lado, de la.definición misma de 1r' obtenemos que es biyectivn pues

¡.51 = ¡'52 => 51/50 = 83/50 => 51/50e So= 53/50 e So

y, dado S’ G Gr(n—r,d—r), sen S Q V tol que So Q S y «(5) = S', entonces

1r'S=S'.

Introduzcnmos ahora la situación que nos intereso.

Definición. 3.3. Sea L uns C-ügebm de Lie resoluble, J un ideal de L y f e L’.

Diremos que Is tema (L, J, f) es de tipo Heisenberg si se verifica

i) J Q kerf.

ii) L/J: Hn para algún n.

flzu)i o'

Ejemplos. 3.4.

i) Sean L un álgebra. de Lie tal que [L,L] Q Z(L) y f e L’ tal que f(z) 960 para.

algún a!e [L,L] . Sea. J un ideal de L tal que Z(L) = (z) e J, entonces (L, J, f)

es de tipo Heisenberg.
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Claramente J g kerf y 1‘12“) as o. Por otra parte, se puede porbar que L/J es

un álgebra de Heisenbergpues [L/J,L/J] = Z(L/J) y dimZ(L/J) = 1 (cf. [D]

pag. 147).

ii) Sean L la C-álgebra de Liecon base p, q,t,a,b y con oorchetedefinido por [p,q] =

t; [a,b] = a y todos los demás nulos y f e L’ tal que f(t) = l . Entonces L es

resoluble, Z(L) = (t), J = (0,6) es un ideal y L/J z <p,q,t), [13,6] = Í; luego

(L, J, f) es de tipo Heisenberg.

El interes de considerar ternas tipo Heisenberg reside en que en este caso la variedad

’P(L,f) es esencialmente igual a ’P(H,., donde Í se obtiene de f al pasar al cociente.

El objetivo de este capítulo consiste en demostrar esto; para ello usaremos los resulta­

dos establecidos previamente para grassmaniannas y además necesitaremos el siguiente

resultado sobre polarizaciones.

Proposición. 3.5. Sean L un álgebra de Lie, f G L’ y J un ¡deal tel que J Q kerf ,'

entonces J Q P para todo P E 'P(L,f).

Demostración: sé. P 6 ’P(L,f);entonoes J +P es una subálgebrade L pues

[J+P,J+P]g[J,J]+[J,P]+[P,:Ï]+[P,P]gJ+P y J+Pg(J+P)* pues

i) f([J,J+P]) Q<p(J)=0 dadoque J=kerf

ii) f([P,J+P])gj(J+[P,P])=0 dadoquePQJ+P

Entonces

l
-2-(dimL+dimL’)= dimP s dim(J+ P) 5 ¿(dimL +dimL’)
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luego, dimP = dim(P + J) y por lo tnnto J Q P . D

De aquí en adelante (L, J, f) será de tipo Heisenberg. Notemos que de la definición

se deduce que:

i) Si vr:L —.L/J es la,proyección nl cociente, «(zum ee o pues existe c e Z(L) tal

que z e J.

ii) «(Z(L)) = Z(F(L)) Pues ¡(Z(L)) Q Z(I(L)) y dímZ(1r(L)) = 1­

iii) Z(1r(L)) g «(11) VP e'P(L,f) pues Z(L) g P (prop. 0.11).

iv) 1r(P) es un ideal de 1r(L) pues [1r(L),1r(L)] Q Z(1r(L))

Proposición. 3.o, Si P e 1’(L,f); entonces¡(10)e P(L/J, f).

Demostración: Notemosque 1r(P)Q 1r(P)"' pue 1r(P),1r(P)] = f[P, P] = 0 . Basta

probar entonces que '¡r(P)'L Q 1r(P) . Supongamos que no; entonces existe z 6 L tal que

1r(z)€ 1r(P).L y «(2) é 1r(P).

Ses P' = P e (z); entonces P' es una subúlgebrs de L. Basta ver que [2,P] Q

P. En efecto, aedo que [«(:),«(P)] g Z(L/J) por iv), [2,P] g Z(L) + J g P

pues Z(L) Q P y J Q P por la proposición 3.5.

Además P' Q P'J' ya que

ÍÍP',P'] =Ï"[P',P']=Í[*(P)+*(3)M(P)+W(z)l=°

entonces (dimL+dim L¡)/2 = dimP < dimP' 5 (dimL +dim LÏ)/2; absurdo.

Luegoes "(PV S «(P) Y NP) GP(L/th)'
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Corolario l. Si (L, J, f) es de tipo Heisenbergy P e P(L,f) entonces

_dimL+dimJ+1____——2 .dimP

Demostración:SeandimL=n y dimJ=r. DadoqueL/Jth n—r=2lc+l;

entoncesk = (n-r- 1)/2; luegodim1r(P)= (n —r—l)/2+ l = (n-r+ 1)/2. Pero

dimP=dim1r(P)+r osea dimP=(n+r+l)/2. El

Observamos que, dado que todas las polarizaciones subordinadas a una forma dada

tienen la misma dimensión, si (L, J, f) y (L, J ', f) son ternas de tipo Heisenbergentonces

dimJ=climJ'.

La proposición 3.5 nos permite establecer una relación entre las polarizaciones de

L subordinadas a f y las de L/J subordinadas a Í . Para clarificar totalmente la

estructura de P(L, f) aplicaremos los resultados obtenidos en 3.1. y en 3.2. tomando

como el subespacio flio So al ideal J ; de este modo P(L, f) está. contenido en S y su

imagen por 1r' resulta una submiedad de la grassmanianna correspondiente.

Proposición. 3.7. Con la notación anterior; si P = P(L, f) , entonces P es isomort'aa

Demostración: Por el corolarioa la proposioón3.5 tenemosque P C_ZGr(n,

Sean V = L y So = J . Si aplicamos las proposiciones 3.1 y 3.2 obtenemos un biholomor­

fismo

xl:8—oGr(n—r,
2
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Por la proposición 3.5 tenemos

w'mL,m gmqu, f)

Porotra parte,si P’ e www, f) , sen P = w'"(P’); P e s. Entonces:

i) dimP=dimP'+r=DLP-1h: Est-gil.

ii) P es un. subúlgebrn.

Como p' es.un ideal en ¡{EP ; entonces P es un ideal en L; por lo tanto una.

subúlgebrn.

iii) ¡[a P] = o

flP, Pl = ¡«(R Pl = flw(P).1r(P)l= ¡[P2 P'l = 0

Luego,de i), ii) y concluimosque P 6 'P(L,f) y «¡(P) = P' . El

A partir de loa resultados obtenidos queda. establecido el

Teorema. 3.a. Sean L un. a:-agebm de Lie rmoluble, f e L’ y J un ¡deu m que

(L, J, f) tienefipo Heisenberg;entonca

i) 'P(L,f) es una variedad complqía compacta de dimensión ¿(n —r —l)(n —r + l) .

ü)
H°(P(L,m = z

Hu+l(7’(LJ)) = 0
n-r-l

a; _ n-r-l n-r-l ,
H - G H‘(n-r-—¡)-}(Gr(_2_, —2——0))¡al

en particqu H” ( ’P(L,f )) son Z -móduloalibres.
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Es un hecho conocido de ls topología diferencial la relación entre los fibrados vecto­

riales y las grassmaniannas. Podemos describirla brevemente como sigue:

Dado un fibrado vectorial (E, p, B) de dimensión ¡e existe n y una aplicación con­

tinua. f: B -> G’r(n,k) tal que E es el “pull back” del fibrado universal U de Gr(n, le)

(esto es U = { (S, a) G Gr(n, le)XC“ Ix E S} y p: U —oGr(n, k) es la aplicación inducida

por la proyección de la primera coordenada)

En el caso de los fibrados de polarizaciones, la variedad de polarizaciones desempeña

un papel análogo. Primero necesitamos una serie de definiciones. Sean L un álgebra de

Lie, f e L‘ tal que P(L,Í) 360, X una. variedad compacta y (X x L,p,X) el flbrado

trivial.

Definición. 3.9. Unsubfibrado (fi,p, X) del (X x L,p, X) se dice un fibrado de subtíige

bras de Lie de dimensión k si existe una trivialización loca] (U,pu, Su) de (f, p, X) tal

que :

i) Su es una subúlgebra de Lie de L de dimensón le

ii) Para cada. z e U , existe un isomorfismo de ¿lgebras de Lie Óu’.:L -¡ L tal que

‘ï’vmE Wle. ­

De la definición se deduce que 6. es una subúlgebra de Lie de L para cada z .

Definición. 3.10. Un librado de subflgebras de Lie de L se dice un fibrsdo de polariza­

ciones de L subordinadas a f si, con Ia notación anterior,

i) Su es una polarización de L subordinada a f .

ii) (Pu', verifica f o (Pa, = f
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Observación. 3.11.

Si (¿,p,X)‘ eeuu fibrado de polarizaciones de L subordinadas a f, C. es una

polarización de L subordinada a f .

En efecto, como Qu... es un isomorfismo dim Su = dim fi, ; además

= ÍIQU,I(SU))QU,I(SU)]= ÍOQU,I[SQHS|I]= tflSUaSU]= 0

Definición. 3.12. Sean ({,p,X) y ({',p',X) dos fibrados de polarizacionesde L sub­

ordinadas a f . Un bomeomorfismo hzá —ofi se dice un morlismo de fibrados de polariza­

ciones de L subordinadas a f si

i) p' ° h = p

ii) Para cada z e X ; existe un isomorfismo de flgebras de Lie H,:L -o L tal que

h.|¿_ E H, (donde h,:€. —>CM”) y fo H, E f

De la definición deducimos que todo fibrado de polarizaciones es localmente isomorfo

a un fibrado trivial de polarizaciones.

Como 'P Q Gr¡,(L) para un le con'Veniente,podemos considerar el fibrado Up = U|p

sobre ’P con U el flbrado universal de Gr¡(L).

Proposición. 3.13. Dado un librado de polarizadones (¿,p,X) existe una aplicación

continuasz —o'P tal que f: f’(Up).

Demostración: . Si t = X x P es el fibrado trivial, basta definir sz —-v'P por

[(2) = P V: 6 X y claramente á: f'(Up). En el caso generaldefinimos f:X —r'P
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por z H ¡1"(2) '56. . f es localmente continua.pues pero. ceda. U abierto trivial­

izante ¡(2) = (Sade), . . . , Su,¡.(c)) con SU.”U —tp"(U) seccionescontinuas tales que

{Su,¡(c),. . .,Su,¡(c)} es una base de C. para cada. z E U y por lo tonto es continua.

Además ee verifica que f'(Up) = C por la definición misma de f .ww

¡.1i r al:wm Eseuaïícá
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