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Resumen

Resumen

El modelo de Skyrme que describe la dindmica de un campo isovectorial que representa
al campo pidnico en el espacio tiempo natural es el modelo més popular de estos dias
para describir la dindmica hadénica de energias intermedias. Este modelo tiene una
interaccién que sostiene, al minimizar las ecuaciones de movimiento, soluciones clasicas
soliténicas. Estas soluciones representan al nucleén. Las fluctuaciones alrededor del
solitén son consideradas como piones y se tratan cuidnticamente. Este modelo semicldsico
fue presentado a fines de los afos cincuenta. Luego pasa al olvido con la aparicién de
QCD como la teoria hadénica. Sin embargo como es bien sabido, QCD es no lineal en el
limite de bajas energias y por lo tanto resulta imposible obtener la descripcién del nucleén
en estos limites.

Con los trabajos de t’Hooft y de Witten quedo conjeturado que en el limite en que
el nimero de colores en QCD tiende a infinito, QCD tiende al modelo de Skyrme. Sin
embargo, el modelo de Skyrme arroja, a primer orden, resultados para las magnitudes
estdticas del nucledn que coinciden con los valores empiricos dentro de un 30%. Para
obtener mayor precisién es necesario tener en cuenta correcciones perturbativas de las
interacciones residuales en el numero de color.

Inmediatamente se ecuentran, como en todo buen modelo o teoria, una serie de
divergencias que impiden obtener correcciones finitas. La primer divergencia es la ultra-
violeta. Esta puede ser subsanada orden por orden pero no a todos los ordenes debido
a la naturaleza de la interaccién y a nuestros conocimientos de renormalizacidn. Luego
esta la divergencia infrarroja. Esta se debe a la ruptura de simetria del vacio sobre el
cual se considera las fluctuaciones. La solucién clasica que describe el nucledn no posee
la simetria del hamiltoniano que describe su dindmica. Entonces aparece un modo de
energia cero que lleva un vacio a otro y que esta relacionado con las coordenadas colec-
tivas que describen la dindmica del nucledn. Este modo de cero energia nos imposibilita
tratar perturbativamente las correcciones a las magnitudes que deseamos conocer. Las
coordenadas colectivas son angulos quirales y la simetria rota es la simetria quiral. Para
restaurar la simetria rota y lograr una convergencia de la serie perturbativa es necesario
utilizar ya sea el método de Dirac o el método BRST[32].

Por otro lado para poder definir el solitén necesario minimizar clasicamente el hamil-
toniano. Entonces por definicién no puede haber términos lineales en las fluctuaciones.
Esto implica que no habra un acoplamiento de Yukawa. Este acoplamiento es el tercer in-

grediente necesario para poder jactarse de tener un modelo que describa apropiadamente



Resumen 2

la dindmica hadénica en estos limites. Como este acoplamiento no aparece, mucha ha sido
la gente que conjeturo, o aventuro, que la amplitud de probabilidad de transicién esperada
de tal acoplamiento podria obtenerse de la interaccidn cuadrética al tratar apropiadamente
el modo de energia cero.

Dada la importancia de este modo, ya sea para corregir las magnitudes relevantes,
como para determinar la existencia de una amplitud de probabilidad de transicién, comen-
zamos por tratar el modo cero de un modelo simplificado que admite soluciones clasicas
soliténicas. Estos modelos viven en 1 + 1 dimensiones y poseen una ruptura de simetria
translacional. Sin embargo, los resultados obtenidos pueden ser extrapolados facilmente
al modelo de Skyrme.

Comenzamos por comparar el método de Dirac con el formalismo BRST. Esto lo
hacemos para diversas magnitudes como la energia del vacio de un solitén y la energia de
un mesdn sobre el vacio del solitén en el limite en que el solitén se desplaza con momentos
del orden de la masa de los mesones. También calculamos la correccidn al operador
campo entre estados de un mesén y el vacio sobre el solitén con el propésito de mostrar
que también se pueden corregir otras magnitudes a parte de la energia. Mostramos que
en este limite ambos métodos dan los mismos resultados pero que el método de Dirac es
mas sencillo de implementar porque posee un nimero menor de vértices. Sin embargo,
para implementar este dltimo es necesario hacer uso de una transformacién que, como
mostramos, no es canénica. Luego renormalizamos las energias teniendo en cuenta el
modo cero para asegurar que las magnitudes pueden ser renormalizadas en presencia del
modo cero. Esto también lo hacemos con ambos métodos y los resultados coinciden una
vez mas. Luego estudiamos el limite relativista. En este limite se ven las diferencias entre
los métodos al corregir la energia del vacio del solitén. Justificamos la discrepancia en
la aproximacion realizada para utilizar el formalismo de Dirac. Usando un modelo con
solucién exacta y con un vinculo similar al que surge en los modelos simplificados con
solitones mostramos que los resultados obtenidos al corregir la energia del vacio con el
formalismo BRST tiene la forma esperada. Por lo tanto se verifica que el formalismo
BRST tiene mayor precisién que el método de Dirac.

Finalmente tratamos con ambos métodos y con un gauge no rigido el modo cero del
hamiltoniano cuadrético al calcularla amplitud de probabilidad de transicién. Verificamos
que la conjetura que este modo daria lugar a una amplitud de probabilidad de transicién
del orden de la que daria una interaccién de Yukawa es incorrecta. El gauge no rigido es
usado para refutar las afirmaciones de autores que las magnitudes fisica son dependientes
de la eleccidén de gauge, algo que como es bien sabido es incorrecto. También demostramos
que el sector cldsico de la fé6rmula de reduccién no contribuye, como arguyen algunos
autores, a la amplitud de probabilidad de transicién. Por lo tanto resulta dudosa la aptitud

del modelo de Skyrme para describir la dindmica hadrénica en energia intermedias.
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Introduccion

Sobre los fines de la decada de los cincuenta y comienzos de los sesentas T.H.R. Skyrme
presenta un modelo para describir la fisica haddénica de energias intermedias[l]. El modelo
consiste en un campo isovectorial en 3 + 1 dimensiones que junto con un lagrangiano
describe la dindmica de los mesones. El lagrangiano se conoce con el nombre del autor.
Este lagrangiano no cuenta con un sector explicito que describa la dindmica de los bariones.
Sin embargo, debido a la eleccién del potencial la ecuacién de movimiento para los mesones
no es lineal. Esta ecuacidon tiene minimos clasicos independiente del tiempo que pueden
clasificarse por su numero topolégico. Para niumeros topoldgicos distintos de cero puede
mostrarse que las soluciones son solitones, o sea tienen energia finita y localizada que no
se dispersa en el tiempo, ni decaen. Esto lo impulsa a Skyrme a realizar un tratamiento
semicldsico del modelo. Entonces la dindmica del barién es tenida en cuenta por el sector
clasico del lagrangianorealizando la asociacién entre el nimero topolégico de las soluciones
con el nimero bariénico. Las fluctuaciones alrededor del minimo dan lugar a un sector
cudntico que describe la dindmica de los mesones[29]. Ergo mediante un tratamiento
semicldsico podemos describir con un solo campo la dindmica de dos particulas distintas:
una baridnica, la otra mesénica.

A pesar de que la idea era atrayente en su momento, la historia no le dié crédito
al autor hasta mediados de los ochenta. A mediados de los sesentas el modelo de la
cromodindmica cuantica, QCD, fue presentado en sociedad y bien recibido. Este modelo
es un lagrangiano de quarks y otro de gluones, campos de gauge, acoplados mediante
una derivada covariante como en QED. El modelo de QCD no es lineal a bajas energias
porque el acoplamiento entre gluones y quarks es de O(1). Sin embargo, a altas energfas,
la constante de acoplamiento es pequena y puede tratarse perturbativamente. Entonces el
lagrangiano de quarks se desacopla del de los gluones dando lugar a una dindmica sencilla.
Al realizar un tratmiento perturbativo del acoplamiento los resultados obtenidos coinciden
con los datos empiricos. Rapidamente las publicaciones en QCD aumentaron porque habia
mucho trabajo para hacer con este modelo. El modelo de Skyrme fue olvidado, pero no
por mucho tiempo.

Si QCD describe la dindmica de los hadrones a toda energia esperamos que a bajas

energias existan estados de un barién con energia de 1GeV. Sin embargo, como es bien
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sabido, QCD tiene problemas a bajas energias. La razén es el orden del acoplamiento
entre gluones y quarks en este rango de energias. Ergo, la posibilidad de sumar la serie
perturbativa de infinitos términos resulta casi imposible. Entonces no se puede determinar
si QCD es una teorfa correcta para describir la dindmica de los hadrones a bajas energias
analiticamente. La solucién presentada a este problema fue calcular el lagrangiano en
un espacio tiempo discretizado mediante el uso de computadoras. Esto se conoce como
lattice QCD. Esto se lleva a cabo en un espacio con doce grados de libertad para cada
particula fermidnica ( 2 de spin, 2 de sabor, y 3 de color por cada punto del espacio
tiempo en 3 + 1 dimensiones.) Lamentablemente, la tecnologia computacional existente
en el mercado, incluso ahora, impide obtener resultados convincentes.

Frustrados por estas limitaciones, a mediados de los setentas revivieron los trabajos
basados en la idea de Skyrme de relacionar el niimero topolégico del sector cldsico con el
numero baridnico[2][3][5]. También por esta epoca t’'Hooft[4] presenta una idea sencilla
pero revolucionaria que aun hoy produce dolor de estomago entre muchos. La idea es
introducir un parametro perturbativo en QCD que sea natural del modelo. El dnico
disponible es el nimero de colores. QCD se basa en que el nimero de colores solo puede
ser tres. Esto esta confirmado experimentalmente. Sin embargo, t’"Hooft propone utilizar
infinitos nimeros de colores. En este limite mostré que los grados efectivos de libertad
dejaban de ser gluones y quarks para pasar a ser grados efectivos de quark-antiquark.
Esto grados son los utilizados en QCD para construir estados de mesones. Por lo tanto,
en el limite de infinitos colores los grados de libertad son mesones. También mostré que
los dnicos diagramas que contribuyen en este limite son los llamados diagramas planares.
Estos diagramas pueden ser sumados y por lo tanto se pueden obtener resultados para
bajas energias. La idea de tener infinitos colores era la parte fea del modelo.

Eso no lo desanimé a Witten[6] que en el afio 79 utilizé la aproximacidn realizada
por t’Hooft para demostrar que QCD en este limite se convertia en un modelo de mesones
con una interaccién que no podia ser tratada perturbativamente. Esto junto la simetria
que exibe QCD con 2 sabores que se conoce como simtria quiral o SU(2)L x SU(2)r le
permitié entrelazar el trabajo de t’Hooft con los de Skyrme. La justificacién se basaba
en que la interaccidn, a parte de no ser perturbativa, daria lugar a soluciones clasicas
soliténicas y también que el modelo de Skyrme compartia la simetria quiral de QCD.

Junto con sus colaboradores Witten[7] revive en el 83 el trabajo de Skyrme. Ha-
ciendo uso de este modelo muestra que las propiedades estaticas bariénicas coincidian con
las experimentales dentro de un 30%. Debido a que fue Witten el que revivié el modelo no
faltaron aquellos que se tiraran de cabeza en el tema. El nimero de publicaciones sobre
el modelo de Skyrme crecié exponencialmente en la decada del ochenta. Los resultados
eran alentadores. Sin embargo, no faltaron los problemas.

A pesar de que el lagrangiano de Skyrme tiene simetria quiral, la solucion cldsica

que minimiza la energia en el sector con topoldgia no trividl no tiene tal simetria. Como
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es bien sabido luego del trabajo de Goldstone [8] esta ruptura de simetria esta rela-
cionada con modos de energia cero que impiden realizar un tratamiento perturbativo sin
encontrar divergencias infrarrojas. La expansién en el numero de colores implica que las
correcciones perturbativas son del orden del 30%. Entonces un tratamiento perturbativo
es escencial[31]. O sea que para lograr una descripcién mds acertada que un 30%, este
modo debe ser tratado en forma apropiada. En la correccién de estas magnitudes también
aparecen divergencias ultravioletas. La forma del potencial impide implentar una renor-
malizacién a todo orden. Sin embargo, estas pueden ser tratados orden por orden [9]. O
sea que un tratamiento del modo de cero energia junto con la renormalizacién puden dar
lugar a una mejor descripcién de las propiedades estaticas del barién.

Las propiedades dinidmicas de los hadrones en estos regimenes de bajas energias
obtenidos con el modelo de Skyrme coincidian con la evidencia experimental. Los trabajos
de Eckart et. al.[10] junto con los de Mattis y colaboradores [11] sobre colisiones entre
piones y bariones muestran esto. La dispocicién de los nimeros cuanticos del espectro del
nucledn y la A obtenidos con el modelo de Skyrme con el uso de colisiones entre mesones y
bariones coincide con los datos experimentales salvo excepciones. Entre estas excepciones
la mas contundente es la falta de los términos de Born relacionados con la resonancia A
en scattering nucledn-pion. Esto implica que no existe en el modelo un acoplamiento de
Yukawa.

El acoplamiento de Yukawa lleva el nombre del autor que intuyo la presencia de una
particula masiva (respecto del fotén, respecto del barién esta particula no tiene masa) que
media las interacciones fuertes entre bariones. La interaccidn es de corto alcance porque la
particula que media es masiva. También se sabe que es lineal en el campo mesénico y que
conserva el nimero baridnico en este rango de energias. Con el descubrimiento del pién
y del acoplamiento de Yukawa entre piones y bariones quedaron sellados las propiedades
necesarias para describir la fisica haddnica a bajas energias. Primero se necesitan dos
tipos de particulas. Por un lado los bariones por el otro los piones. Luego estas particulas
deben interacctuar entre si mediante el acoplamiento de Yukawa. Si la masa del barién es
de O(N.) donde N, es el nimero de colores entonces la masa del mesén es de O(1) y la
interaccion lineal en el campo mesénico y que conserva el nimero bariénico es de O(Nc% )-
Una interaccién de este orden da lugar a términos de Born de O(1) porque el mecanismo
de Heitler Bhabha cancela los términos de O(N.) que aparecen al calcular el elemento de
matriz de transicién dejando como contribucidn principal a los términos de O(1).

La falta de un acoplamiento de Yukawa en el modelo de Skyrme fue atribuida por
autores al tratamiento incorrecto del modo de cero energia en el hamiltoniano que describe
la dindmica de los mesones a orden principal(30] [10]{11]. Sin embargo esto fue solo una
conjetura. Hay muchos trabajos donde realizan un tratamiento del modo cero y muestran
de alguna forma u otra la existencia del acoplamiento [13][14]. Sin embargo, los autores

también muestran resultados positivos en modelos en 1 + 1 dimensiones, los cuales en
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un tratamiento semiclasico admiten solitones cldsicos y que tienen grados espiireos que
dan lugar al modo de energia cero. Los mas conocidos son el modelo ¢* y el modelo de
sine-Gordon. Las asociaciones entre estos modelos y el de Skyrme son las siguientes. El
ndimero de colores que es el parametro semicldsico en el modelo de Skyrme es reemplazado
por la masa del barién en los modelos en 1 + 1 dimensiones. El campo isovectorial en el
modelo de Skyrme pasa a ser un campo escalar en los modelos en 1 + 1 dimensiones. Los
modelos en 1 + 1 dimensiones no tienen simetria quiral, sin embargo tienen una simetria
U(1) que es la simetria translacional. Como veremos, las ecuaciones de movimiento dan
lugar a solitones que no possen tal invariancia. La consecuencia es la aparicién de un
modo de energia cero que también nos impide corregir valores como la masa del solitén y
verificar la existencia del acoplamiento de Yukawa.

Nosotros presentamos estos modelos simplificados. La razén de esta eleccidn se
basa en que el modelo de Skyrme tiene vinculos que dependen de las fluctuaciones de
manera similar al encontrado en los modelos simplificados. En el modelo de Skyrme se
hace uso de un nimero mayor de coordenadas colectivas y por lo tanto surge un nimero
mayor de vinculos que no son abelianos. Sin embargo, en los modelos simplificados solo
se usa una coordenada colectiva para restituir la simetria rota. Ergo, se trabaja con
un solo vinculo. El hecho de que el modelo de Skyrme los vinculos no sean abelianos no
presenta problemas cuando se trabaja con el formalismo BRST[35], si, es mds complicado.
También, el hecho de trabajar en espacio-tiempos de menos dimensién resulta atractiva.
Entonces, el trabajo necesario para tratar el modo cero y estudiar sus consecuencias parece
ser menos complicado en estos modelos que en el modelo de Skyrme.

Nuestra intensién es estudiar el modo cero en estos modelos mediante distintas
técnicas, cada una de ellas se lleva a cabo en espacios de variables dindmicas de distinta
dimensién. De esta manera mostraremos que el tratamiento BRST resulta ser el mas
adecuado para obtener mayor precisién. Sin embargo, veremos que este método es mas
complicado que el método de Dirac. Con lo cual resulta mas conveniente trabajar con el
método de Dirac si uno desea una descripcion correcta a menor orden. También queremos
mostrar que el modo cero no da lugar a un término de Born de O(1) como han conjeturado
varios autores[11][12]. La razén para que esto suceda es que los estados asintéticos son
ortogonales al modo cero por ser estados fisicos.

En el primer capitulo presentamos los modelos simplificados. Con un tratamiento
semicldsico estudiamos los distintos sectores topolégicos que pueden originarse. Vemos
que el sector con menor energia corresponde al sector con topolégia trividl. En este
sector se muestra ausente la ruptura espontanea de simetria. También verificamos que el
sector con topoldgia no trividl tiene tal ruptura que implica la existencia de un modo de
cero energia entre los estados no perturbados y de divergencias infrarrojas al realizar un

tratamiento perturbativo.
El segundo capitulo presenta un espacio de variables que incluye a la coordenada
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colectiva y su conjugado. En el limite de bajos momentos colectivos mostramos que en
el espacio de variables existe una simetria de gauge local. Debido a esta simetria se
demuestra que la dindmica en este espacio no se rige mas por los corchetes de Poisson
sino que se rige por los corchetes de Dirac. Con estos nuevos corchetes podemos realizar
un tratamiento perturbativo sin encontrar divergencias infrarrojas. La renormalizacidn,
que es necesaria para obtener magnitudes que sean finitas, también es atacada en este
espacio para estudiar como es afectada por el modo cero. Finalmente, presentamos un
espacio que incluye a un multiplicador de Lagrange y su conjugado. Esto nos pertitira
tabajar con momentos colectivos relativistas. En este caso encontramos que la correccion
perturbativa a la energia del vacio no coincide con la obtenida con el método BRST y que
por lo tanto es incorrecta.

El formalismo BRST lo presentamos en el cuarto capitulo. Alli mostramos el espacio
que incluye, a parte de todas las variables presentadas en el capitulo anterior, a los
fantasmas. Confirmamos que los resultados obtenidos en el limite de bajos momentos
colectivos en el capitulo anterior coinciden. Los resultados renormalizados también. Los
resultados en el limite relativista no coinciden. Como no se conocen los resultados exactos
de estos modelos, mostramos recurriendo a un modelo cuya solucién exacta se conoce que
los resultados BRST coinciden con los exactos.

En el siguiente capitulo atacamos las colisiones entre mesones y bariones a orden
principal. Esto lo hacemos en el sector cuéntico para un gauge no-rigido. La razén se debe
a que existen autores que sostienen que la eleccién de gauge puede modificar los resultados
fisicos. Esto, como es bien sabido, no es cierto. Sin embargo, lo demostramos. Presen-
tamos primero el tratmiento de Dirac, luego el tratamiento BRST. Ambos coinciden: no
hay acoplamiento del orden del acoplamiento de Yukawa. Hay autores que demuestran
que el acoplamiento tan deseado esta en el sector cldsico de la férmula de reduccién que
relaciona a la amplitud de probabilidad de transicién con la funcién de Green para los
campos. Nosotros demostramos que estan equivocados.

Las conclusiones estan luego, antes de los apéndices que muestran diversas cosas.

Algunas necesarias para obtener resultados.



Capitulo 1

Solitones en 1+ 1 dimesiones y el

modo cero

La literatura sobre los modelos con solitones en 1+ 1 dimensiones es vasta. Esta se puede
remontar a los trabajos de Dashen et. al.[2]. En ese trabajo se estudiaron las fluctuaciones
alrededor de los campos cldsicos que minimizan el hamiltoniano. Ellos mostraron la exis-
tencia de un modo de energia cero en el sector con topolégia uno. El trabajo hace pie en
la idea de Skyrme de relacionar el numero topolégico del solitén con el nimero bariénico
del nucledn. Nosotros presentamos en este capitulo las ideas de Dashen y asociados.
Primero definimos la accidon para estos modelos. Luego presentamos la carga topolégica
y demostramos que se conserva si imponemos condiciones de contorno periédicas para
las fluctuaciones. La clasificacion de las soluciones clasicas la presentamos al final de la
primera seccién. El sector con topoldgia trividl o nula se presenta en la segunda seccién.
Alli estudiamos las fluctuaciones alrededor de esta solucién. Vemos que no hay modos de
energia cero. Ergo, el tratamiento perturbativo de los términos residuales arroja correc-
ciones que no poseen divergencias infrarrojas. Luego presentamos el sector con topolégia
uno. Confirmamos la existencia de un modo de energia cero y las divergencias encontradas

a causa de é]. Seguimos en este capitulo las ideas presentadas por Rajaraman(15].

1.1 El lagrangiano

Consideramos la accién para un campo escalar e isoescalar ¢ en 1 4+ 1 dimensiones

1. 1 2
S= [da(z8 - (#) - V(9). (1.1)
Convenimos que

c=h=1. (1.2)

10
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El potencial tiene minimos degenerados que dan lugar a una ecuacién de movimiento que
es no lineal en el campo. Esto garantiza la existencia de soluciones de energias finitas y

localizadas en el espacio[15].

La variacion de la accidn respecto de una variacion del campo es

55 = / 2z{$ — ¢" + Vi(8)}6¢ + /t * 46,4|L, 66 - / dcdigsh|2. (1.3)

1

donde V;, = j;‘:l¢_—_¢c.
Suponemos que no hay variacidén de los campos en los intantes t; y t,. Entonces,

encontramos que la ecuacién de movimiento toma la forma

$—¢"+ V() =0 (1.4)
al imponer como condiciones de contorno

9:¢/%, = 0. (1.5)

Usando la definicién de conjugado del campo

oc
9¢
podemos escribir el hamiltoniano correspondiente a la densidad lagragiana
1 1
[det = [da(zp* + S(8) + V(9)) (1.7)
La conmutacién entre el campo y su conjugado se escribe
[6(z), p(y)] = i 6(z — y). (1.8)

Al optar por una descripcién hamiltoniana del sistema, debemos incluir una ecuacién

de movimiento para p. Esta viene dada por el hamiltoniano y se escribe

p=¢. (1.9)

Soluciones dependientes del tiempo de las ecuaciones (1.4) y (1.9) no se conocen.
Solo existen en la literatura soluciones independientes del tiempo. Dentro del marco de
un tratamiento semicldsico podemos satisfacer la ecuacién de movimiento para campos
clasicos y estaticos y luego estudiar fluctuaciones alrededor de dicha solucién. Como
primera aproximacién hemos dejado las fluctuaciones de lado por ser pequefias, de O(1),
frente a los valores semicldsicos. Estos ultimos son de O(M) donde M >> 1 es la masa
del solitén, y nos concentramos en estos ultimos.

Las ecuaciones satisfechas por las soluciones estiticas son

pe = 0
6. = W (1.10)
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También incluimos el nimero carga topolégica como buen nimero porque como
veremos en el sector cldsico y en el cudntico este niimero se conserva sin necesidad de
imponer condiciones de contorno.

La corriente topolégica puede definirse como
7* = ae®0,¢. (1.11)

donde €*¥ es el tensor antisimétrico, con la convencién € = 1. El orden de la constante
a sera determinamos a continuacidn para que el potencial elegido tenga un minimo de
energia finita y localizada con toplogia uno.

De esta manera la carga topoldgica queda

Qr = [ dos° = a{#(z = 00) - §(z = —o0)}. (1.12)

Esto indica que @r no es un operador asociado a una simetria continua sino que surge
como observable por las condiciones de contorno.
La evolucidén temporal de este operador viene dada por el hamiltoniano. Al consid-

erar solo efectos cldsicos se conserva porque

8.Qr=[r=0. (1.13)

Insistimos en que hemos despreciado efectos cuanticos. La inclucidn de ellos nos mostraria
que la carga solo se conserva en el tiempo a O(M~3) porque al incluir las fluctuaciones H
con @r commutan solo a O(M ‘%) si no imponemos condiciones de contorno apropiadas.

Con estas condiciones de contorno la carga topolégica aparece como un nuevo
numero cuantico del modelo y representa al nimero baridnico, que como sabemos las
interacciones fuertes conservan en el tiempo en este rango de energias.

La ecuacién (1.10) admite varias soluciones, cada una en un sector topoldgico dis-
tinto. Estas soluciones pueden ser clasificadas por su numero topolégico y por su energia.
La energia asociada al campo es minima dentro de cada sector topoldgico y viene dada

por el teorema virial

H=[(a) (1.14)

Debido a que la accién es invariante de Lorentz existe un algebra de Poincaré.
Esto implicas que el operador global hamiltoniano conmuta a todo orden con el operador

momento global

P=/¢p (1.15)

Este operador global es el generador de las transformaciones en el espacio. Entonces H
queda invariante frente a una translacion en el espacio.
Por conmutar con el hamiltoniano, el operador P nos sera util para clasificar las

distintas solucién en dos clases. Una clase estard formada por las soluciones que quedan
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invariantes ante la accidn de P. La otra clase serd formada por soluciones que no son
invariantes ante la accién de P.

Con esta subclasificacién y con la definicién de carga topoldgica podemos clasificar
al conjunto de soluciones cldsicas en (1.10). Estas son las caracteriscas que se presentan

en el sector con topolégia nula que corresponden al sector sin bariones
.. , L
¢ El campo que minimiza la energia es de O(M73);
e Es la solucién de menor energia, y se puede tomar como nula;

e la densidad de energia no esta localizada porque el campo queda invariante ante

translaciones.

En el sector cldsico con topolégia uno que corresponden al sector con un solo barién

las soluciones presentan las siguientes caracteristicas
. . . rd 4 L
¢ El campo que minimiza la energia es también de O(M?);

o La energia es minima dentro de este sector topolégico, entonces no puede decaer

a otra solucién dentro del mismo sector y simultaneamente conservar e] nimero

topolégico;
e No tiene momento, entonces la masa del estado es la energia;

e la energia es finita y esta localizada ya que las soluciones pierden la invariancia

translacional;

e segun el potencial la densidad de energia de una solucién puede dispersarse o no

cuando esta en presencia de otras soluciones.

Con los cuatro primeros atributos tenemos definido una onda solitaria con topolégia
uno. Incluyendo el dltimo item definimos un solitén con topoldgia uno. Un solitén se
diferencia de una onda solitaria en que el primero no se dispersa en el tiempo ante la
presencia de otros solitones. Ergo, la densidad de energia de un solitén se conserva en el
tiempo en presencia de otros solitones.

El solitén tiene los mismos atributos que un barién. El nimero topolégico representa
el nimero baridnico. Tiene energia finita. No decae al sector con topolégia nula que
representa un estado sin bariones. El baridn esta localizado en el espacio y no se dispersa
ante la presencia de otros bariones.

A continuacién consideramos las fluctuaciones de (O(1) alrededor de las soluciones
clasicas del sector con topolégia nula y uno para ver las consecuencias aparejadas por la

pérdida de invariancia translacional de las soluciones clasicas del ultimo sector.
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1.2 El sector con topoldgia nula

Como vimos, En el tratamiento semicldsico podemos clasificar los distintos términos del
hamiltoniano con el parametro semicldsico M. Cuando consideramos fluctuaciones § de

O(1) alrededor de la solucién clésica, el campo se escribe

¢ =457 + ¢P=°. (2.16)
Donde $B=° es una constante de O(M3) que satisface

V(¢2=%) = 0. (2.17)

Las fluctuaciones alrededor del conjugado del campo cldsico $2=° da lugar a un conjugado

que lo escribmos como
p=p.+p°=° =p"". (2.18)
El hamiltoniano en este sector es

HB:O = I;IB =0 HB =0

res

ﬁoB=0 — 2/ AB 0)2 B 0)12+# (AB 0)2)

AB=o _ z/ (§8=0): (2.19)

1>2

donde u? = V,2=° es una constante. El primer término describe mesones que se propagan
con masa g la cual es de O(1). Los mesones estan libres a (1) porque no hay términos
que dependan de las fluctuaciones que sean de orden superior. Esto es lo que esperamos
en este sector porque no hay bariones. El segundo término son las interacciones de menor
orden, O(M~3) y O(M™1), entre los mesones.

La ecuacién de movimiento lineal en las fluctuaciones que surge de (2.19) es
+B=0 ~B=
g -7 +u*" =0 (2.20)

Esta ecuacién de movimiento es la muy conocida ecuacion de Klein-Gordon que describe

mesones libres que se propagan con masa p.
Al expandir a las fluctuaciones en modos normales

=0 = Xk: \/ZZTk(iﬁkak — Yraf) (2.21)

encontramos que las funciones 1, satisfacen la ecuacién de Klein-Gordon para una particula

de masa u

(—— +u— i) =0 (2.22)
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donde wy = \/u? + k2. Esto implica que si u # 0, como es nuestro caso, todos los modos
tienen energias positivas. Aun mads importante, se desprende que no hay modos de cero
energia.

Las funciones 1} también satisfacen (2.22) debido a que esta es invariante ante
conjugacidn compleja. Mientras que los modos a; se relacionan con las soluciones ¥y, los
modos aj se relacionan con las soluciones ¥} = ;.

El operador a; aniquila el vacio del sector con topoldgia nula, el cual llamamos
|B = 0 >. El operador a; (ax) crea (aniquila) un mesén con momento k y energia wy.

Las relaciones de conmutacion distintas de cero entre estos operadores son

[ak, af)] = bk pr (2.23)
El conjugado de las fluctuaciones §Z=° se obtiene de la relacién

§°7° = —il¢®=0, 7, = 577" (2.24)
Entonces

po=0 = Xk: \/%T("l’kak + Praf). (2.25)
El hamiltoniano AB=° en término de estos modos queda

HE=° = gwk(a;:ak + %) (2.26)

El operador momento también queda diagonal porque conmuta a todos los ordenes con

el hamiltoniano

. 1
P5=% =%"k(afar + 5) (2.27)
k

Obviamente, se verifica la conmutatividad entre HB=%y PB=0, Esto nos permite clasificar
a los estados de mesones sobre el vacio por la energia y el momento.

La carga topoldgica se escribe al hacer uso de las fluctuaciones como

Qe = azk: J;Tk /(¢Lak — Py ak*). (2.28)

Esto implica que el conmutador entre la carga topoldgica y el hamiltoniano cuadratico

se conserva solo si imponemos condiciones de contorno periédicas para las fluctuaciones

porque entonces

(Ho, Qi) =) ,/i% /(zp;ak +Prakt) = 0. (2.29)
k

Ergo, también podemos clasificar a los estados sobre el vacio por su nimero topoldgico.
Hacemos notar que en este sector las condiciones de contorno impuestas en el sector cldsico

son las mismas que las impuestas en el sector cuantico.
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Entonces, partiendo de estos estados con buena energia, momento y topolégia pode-
mos hacer una expansién perturbativa en M de la energia y otras magnitudes haciendo uso
de los términos 15!,2:0. Como hemos visto, este hamiltoniano no tiene modos de frecuencia
cero porque la relacién de dispersién lo impide. Como veremos debido a la ausencia de
estos modos espireos no encontraremos divergencias infrarrojas. Sin embargo dejamos
las correcciones de la energia para luego, donde también tendremos oportunidad de renor-
malizar estas magnitudes, y medirlas respecto de los sectores con topolégia no trividl
donde también calcularemos la misma magnitud al mismo orden. Continuamos con el

sector con topoldgia uno.

1.3 El sector con topoldégia uno

En este sector el tratamiento semicldsico nos permite como nos permitié en la seccién
anterior, clasificar los distintos términos del hamiltoniano con el parametro M. En el
sector con topolégia nula cada operador estaba etiquetado con un supraindice que indicaba
el sector B = 0 al que pertenecia. En este sector no etiquetamos a los operadores para
diferenciarlos de los operadores que pertenecen al sector con topolégia trivial.

Cuando consideramos fluctuaciones § de O(1) alrededor de la solucién cldsica el

campo se escribe

$=¢. + g (330)

Donde ¢, es de O(M?), y minimiza la energfa del sector con topolégia uno. Como este
campo pertenece a este sector sus valores en el contorno deben ser distintos (ver ec. (1.12).

Ergo, el campo ¢, no es una constante y su derivada en el espacio es distinta de cero

. # 0. (3.31)

La ec. (3.31) implica la pérdida de simetria translacional y deberemos introducir, como
veremos, una coordenada colectiva para restituirla.

También consideramos fluctuaciones alrededor del conjugado
P ptpmi (332
El hamiltoniano (1.7) queda debido a (3.31)

H - HC+I:Io+I:Irca)

M
. L, 1 (., 1/’*.2
= - = |V
H, 2/p+2/q t5 ) Vaa

N éi R
H = E/EV;. (3.33)

1>2
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El primer término en este sector topolégico, H., describe la dindmica del barién. El barién
esta en reposo y tiene masa M. Como hemos visto, en el sector con topolégia nula este
término no existe debido a que el campo cldsico es constante. Con el hamiltoniano H,
que es de O(1) describimos a los mesones que se propagan con una masa igual a la que se
propagan los mesones del sector con topolégia nula. Sin embargo, este hamiltoniano no
satisface un algebra de Poincare y por lo tanto no es invariante de Lorentz. El hamiltoni-
ano H,., define la interaccién entre los mesones. Estos son todos de O(M-3) o inferior.
Aqui vemos el primer inconveniente de los modelos soltonicos como modelos de bariones a
bajas energias: no existe término de O(M7) lineal en las fluctuaciones en el hamiltoniano
que de origen a términos de Born de O(1). La existencia de términos de Born de O(1)
indicaria la existencia de un acoplaminento de Yukawa que es la interaccién empirica entre
mesones y bariones. No hay términos lineales de O(M %) porque debemos minimizar la
energia para definir el solitén de menor energia dentro de cada sector topoldgico.

La ecuacién de movimiento lineal para las fluctuaciones la determina H, solamente

y es
§—4§"+Vag=0. (3.34)

A partir de esta ecuacién se definen los estados con los cuales se pueden hacer un
tratamiento perturbativo convergente en M de los términos restantes del hamiltoniano.
Sin embargo encontraremos divergencias infrarrojas.

La expansién de las fluctuaciones en modos normales es

i=% \/;Tﬂ(xb,.an —prat). (3.35)

Los operadores a} (a,) crean (destruyen) una particula con densidad de probabilidad

[n|? sobre el vacio con topolégia uno en el cual el campo tiene valor medio ¢c(z). Al
vacio de este sector lo llamamos |1 >. La expansién (3.35) junto con la ec.(3.34) imponen

que las funciones 1, satisfagan la ecuacion

(—% + V2) Yo = W2 Y. (3.36)
La funcién V, no es invariante translacional, y es par. Esto dltimo nos permite elegir las
fases para que la parte real (imaginaria) de la funcién 9, sea par (impar). El reverso
temporal de 1, es su conjugado y lo escribimos como ¥; y es también autovalor de (3.36)
porque esta ecuacién queda invariante respecto de la conjugacién compleja.

Debido a que estamos trabajando en este sector donde la invariancia translacional
del hamiltonian que no es compartida por la solucién cldsica, la ec.(3.36) tiene como

solucién una funcién %, sin energia. Esto es

b= g w=0 (337)
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ya que se cumple que

d2

(—E + W) =

(=4 + Vi) =0. (3.38)
La segunda igualdad sale de hacer uso de la ecuacién de movimiento del campo clasico
(1.4). La constante de normalizacién 71171 surge de la definicién de la energia del campo
clasico para este sector (ver ec.(1.14)). Debido a la ruptura de simetria translacional del
campo clasico ¢. # 0. Ergo, ¥, es linealmente independiente respecto de las restantes 1,.
Entonces, la funcién 9, pertenece a la base del espacio de hilbert. Esto no sucede en el
sector con topolégia nula donde ¢, = 0 y por lo tanto es linealmente dependiente y no
pertenece a la base de tal espacio.

Es facil ver que en el caso en que el potencial es funcién par del campo como lo es el
potencial de modelo ¢*, el campo clasico es impar y por lo tanto que su derivada es par.
Ergo, 1 es par.

Las fluctuaciones entonces quedan

§j = 2\/—;7—(¢nan—¢;a:)+\/%71¢l(al ~a}),
P = 3\ L uan +9r08) + (4 of) (3.39)

A menos que mencionemos explicitamente, el modo cero es de ahora en mds excluido de
todas las sumatorias sin primar. Las sumatorias primadas lo excluyen.
Entonces el hamiltoniano cuadratico en las fluctuaciones puede ser escrito

1 1
H® = S w,(atan + 5) + W(P(l))z. (3.40)

Aqui el operador
P = /¢;‘ = VM(a: + o), (3.41)

es lineal en el operador momento conjugado.

Es facil ver que ambos operadores, H®) y P(Y) conmutan. Por lo tanto el modo
relacionado con el operador momento lineal no tiene fuerza de restitucién y entonces lo
llamamos modo cero.

Por otro lado, la carga topolégica en este sector se escribe

Q=1+a} \/2:7,. / ($.an — pioan™). (3.42)

Esto implica que el conmutador entre la carga topolégica y el hamiltoniano cuadratico
se conserva solo si imponemos condiciones de contorno periddicas para las fluctuaciones

porque

(H.,Qd =aY \/WT" [Whont ditan*) = 0. (3.43)



Solitones en 1 + 1 dimesiones y el modo cero 19

Ergo, también podemos clasificar a los estados por su nimero topolégico. Sin embargo,
hacemos notar que en este sector las condiciones de contorno impuestas en el sector
clasico son distintas a las impuestas en el sector cudntico. Las primeras son antiperiédicas
mientras que las segundas son periédicas. También notamos que debido a que ¢. es par,
el modo cero no contribuye a la carga topoldgica.

Al intentar hacer un tratamiento perturbativo encontramos divergencias infrarrojas
debido al tratamiento incorrecto del modo cero. El término clibico en el hamiltoniano
residual I:I,,, contribuye en el tratamiento diagramatico de la correccidn a la energia del
vacio a O(M™!) con un vértice que crea una particula con frecuencia cero. El diagrama
que corrige la energia del vacio a segundo orden en teoria de perturbaciones tiene como
denominador de energia a la energia del estado espureo el cual no es cancelado por los
elementos de matriz que aparecen en el numerador. Por lo tanto este diagrama sera
divergente. también el valor de expectacién del término cuartico de H,., contribuye a
la correccién a la energia del vacio con términos que poseen como denominador a una
potencia de la energia del sector espireo. Ergo la contribucién de este término también
es divergente.

Entonces correcciones perturbativas a magnitudes como la energia dejan de tener

sentido porque estas serdn infinitas.



Capitulo 2

El formalismo de Dirac

En el capitulo anterior mostramos la existencia de un modo de cero energia en el sector
con topolégia uno. También mostramos que este modo nos impide corregir magnitudes
fisicas como la energia del vacio porque al hacerlo encontramos divergencias infrarrojas.
En la seccién anterior hemos partido de un modelo definido en un espacio de variables
que solo incluia a las fluctuaciones mesénicas. Sin hacer un tratamiento apropiado de esta
variable encontramos las divergencias infrarrojas en el tratamiento perturbativo. En este
capitulo mostramos que el modo de energia cero es consecuencia de incluir en el espacio
de las variables a la variable colectiva X que describe la posicién del campo cldsico, o sea
la posicién del barion. Ahora agrandamos el espacio de variables para que también se
inlcuya a la dindmica del barién.

Un tratmiento apropiado implica tratar a la variable X como una variable dindmica
desde el principio y ver como contribuye a la dindmica de los restantes grados de libertad
del modelo. La técnica utilizada en este capitulo se debe a Dirac. El hace uso de un
espacio de variables que incluye a las variables colectivas. Alternativamente, se puede
incluir variables adicionales como multiplicadores de Lagrange para partir de un minimo
distinto.

Nos dedicamos a construir y estudiar el espacio que incluye a las variables colectivas.
En este espacio mostramos la existencia de un vinculo. La dindmica de las variables
se rigen por el corchete de Dirac que esta definido a partir del corchete de Poisson.
Sin embargo, este corchete tiene complicaciones cuando los vinculos presentan términos
cuadraticos en las fluctuaciones. Para sobre pasar esto recurrimos a la transformacion
que no es candnica hecha por Gervais et. al.[3] y formalizada por Tomboulis[5]. Luego
realizamos un tratamiento perturbativo en este espacio para el caso en que el solitén
se mueve con pequenos momentos colectivos, del orden de la masa de las fluctuaciones.
Para concluir, también generamos el espacio que aparte de incluir a las variable colectivas

incluye al multiplicador de lagrange y su conjugado. En este espacio podemos estudiar

20
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la masa del solitén que se propaga con momentos relativistas, del orden de la masa del
barién. Sin embargo, veremos que los resultados obtenidos no coinciden con el obtenido
con el tratamiento BRST debido a que la transformacidn no es candnica.

Existen otros métodos que se desarrollan también en el espacio que incluye a las
variables colectivas. Este es el caso del método desarrollado por Gervais et. al.[3]. Este
método usa técnicas similares a las usadas en el método de Faddeev-Popov: multiplicar la
funcién de particidn en el espacio original por la unidad escrita en términos de integrales
de camino sobre las variables colectivas y funciones delta; actuar con una transformacién
local de gauge sobre esta nueva funcién de particién que da lugar al determinante de
Faddeev Popov el cual, mediante la trasformacidn de Gervais et. al., es llevado a un
escalar.

A menudo saltaremos de un tratamiento cldsico a uno cuantico. O sea que tratare-
mos indistintamente ambos casos. Para ir de un caso al otro las trayectorias clasicas
dentro del espacio de fases son reemplazadas por estados cuanticos que viven en el espa-
cio de Hilbert asociado a las variables que forman el espacio de fases !. El valor de una
funcién de las variables del espacio de fases sobre una trayectoria lo reemplazamos por el
elemento de matriz del operador cudntico asociado a la funcién entre los estados relaciona-
dos con la trayectoria clasica. Finalmente, los corchetes de Poisson los reemplazamos por
conmutadores multiplicados por una fase apropiada, —:. Habiendo aclarado esto, pedimos

al lector que use las herramientas apropiadas al caso en cuestion.

2.1 El espacio H,

El espacio que incluye solo las variables originales q y p lo llamamos H;. En el capitulo
1 hemos trabajado en este espacio. El espacio que también incluye la varible colectiva X
y su conjugado II lo llamamos H;. En este espacio la simetria translacional se restaura
al introducir la coordenada colectiva X y su conjugado II. Donde X mide la posicién del
sistema de referencia intrinseco que se mueve respecto del sistema de refencia fijo en el
laboratorio. En el primero el solitén esta en reposo. La cantidad z mide las distancias
relativas en el sistema intrinseco.

El campo con topolégia uno en el espacio H; se puede relacionar con el campo con

topolégia uno en el espacio H,

¢'H1(z) = ¢Hz(m + X(t)) (11)

En este capitulo abandonamos el subindice que indica en que espacio vive el campo porque

solo haremos uso del campo en H;. También dejamos de mostrar la dependencia temporal

de las variables colectivas.

lsuponemos que los sisternas son integrables. Por lo tanto, se puede usar el método de Bohr-

Sommerfeld para cuantificar el sistema.
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El lagangiano en este espacio es[34]
L= /(¢'s(z + X)p(e + X) + I1X — H). (1.2)
El hamiltoniano en este espacio se define
H= [ e+ X)pa+X)+1X ~ L= 2 [(#(z+X)+ 672+ X) + V(#(z + X))}.(13)

De ahora en mas toda funcién que no muestre un argumento explicito sera considerada
funcién de z + X.

Como consecuencia de las propiedades de las transformaciones de Legendre el hamil-
toniano no depende de la variable X. Esto significa que el hamiltoniano no tiene infor-
macion de la dindmica de la variable X. Esto es de esperarse porque en el espacio H,; el
hamiltoniano también es independiente de X.

En cambio, la dindmica de los campos dada por los corchetes de Poisson depende
de la variable X[34]

é = {4 H}-X{¢,f}

p = {p.H}-X{p,f}. (1.4)
Donde
f=(P-1) (1.5)
es el vinculo que se obtiene de la definicién del conjugado de

oL

% (1.6)

La dindmica de una funcidn arbitraria definida en este espacio es[34]

M={M,H} - X{M, (P -1} (1.7)
En todos los casos la evolucién temporal depende de la velocidad colectiva que aun no ha
sido determinada. Para hacerlo imponemos la condicién que la funcién de gauge se anule
a todo tiempo

G(4,p,X,X) =0. (1.8)
Para que (1.8) se cumpla para todo tiempo debe satisfacerse

G ={G,H} - X{G,f} =0. (1.9)

La funcién de gauge puede tomar cualquier forma mientras que no conmute con el vinculo
f. Esto nos permite expresar a X en forma univoca como funcién de los corchetes del
gauge con el hamiltoniano y el vinculo. Con una eleccién apropiada del gauge podemos

asignarle el valor a X que represente nuestro sistema. Como caso especial,

G=X (1.10)
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implica que X = 0 porque el conmutador de (1.10) con el hamiltoniano se anula. Con
este gauge recuperamos la dindmica de los campos en H;. Reemplazando el valor de X

en (1.7) obtenemos los corchetes de Dirac[34]
. 1
={MH}p = - — :

La transformacién

T(a(t)) = ezp(a(t){f, }) (1.12)

deja invariante al lagrangiano.
Esta transformacién hace una translacidn global de los puntos intrinsecos generada

por P

T >z + aft), (1.13)
y esta acompanada de una translacion apropiada del sistema intrinseco generada por —II
Xo = X, — aft). (1.14)

Las magnitudes fisicas quedan identicas ante una transformaciéon de gauge porque la
descripcion de una magnitid fisica definida en H; no puede ser afectada por las variables
introducidas para definir a H,.

La transformacién (1.12) implica que la misma dindmica puede ser descripta desde
sisternas intrinsecos que se mueven con distintas velocidades. O sea que podemos formar
la clase de equivalencia de las infinitas trayectorias que describen la misma dinamica pero
que pertenecen a sistemas intrinsecos que se mueven con distintas velocidades. Las trans-
formaciones de gauge (1.12) son las responsables de generar a partir de una trayectoria
las restantes de su clase. De todas estas trayectorias elegimos aquella que corresponde al
sistema intrinseco cuya velocidad esta determinada. Esto lo hacemos con la eleccién de
gauge. Entonces, al fijar el gauge elegimos un miembro de la clase.

En un tratamiento cuantico la imposicion que las magnitudes fisicas queden invari-

ante ante la accién del vinculo es reemplazada por[34]

flphys > = 0 (1.15)
[f, Ophys] = 0. (1.16)

Entonces consideramos como estados fisicos a aquellos estados que quedan invariante ante
la accién del generador. Los operadores fisicos se definen como aquellos operadores que
también quedan invariantes ante tal transformacion.

Como vimos, en este espacio, la dindmica se determina con los corchetes de Dirac
en vez de ser determinada por los corchetes de Poisson. En un tratamiento cuantico los
corchetes se reemplazan por conmutadores. Sin embargo los corchetes de Dirac presentan

dificultades cuando el corchete de Poisson entre el vinculo y el gauge es funcién de alguna
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variable en vez de ser un escalar. Para entender el porque expresamos al vinculo en

término de las fluctuaciones y de II

f= /¢cp+/Pq - (1.17)

Vemos que el vinculo tiene hasta términos bilineales en las fluctuaciones. El gauge mds

comodo para tabajar es el rigido

1
G = M/‘m' (1.18)

Por gauge rigido nos referimos al gauge que solo depende de las variables esptireas, y por
lo tanto no tiene modos reales que conmutan con el vinculo lineal. Se puede ver que este
es el caso del gauge en (1.18) debido a que ¢, es proporcional a ¥,. Al integraren dz todos
los modos fisicos que son ortogonales a 1, desaparecen y solo queda aquel proporcional a

Y.

El conmutador entre f y G es

11,6 =1+ - 44" (1.19)

Entonces, El corchete de Dirac entre dos funciones arbitrarias 8 y =y es

B.7p = (8,718, f] [v, Gl

1+Mf¢ll

+[v, f] 18,6l (1.20)

1
1+ 57 /4.4
Las expresiones que aparecen en el denominador dependen de los operadores de creacién
y destruccién a} y a,. Entonces, al no conocer sus inversas tampoco podemos conocer
la inversa de (1.19). Como alternativa se puede expandir los denominadores en potencias
de M. De esta manera el primer término de esta expansién es constante y de O(1). El
siguiente término es proporcional a las fluctuaciones y de O(M '5'). En principio este
ultimo término no puede ser descartado por ser de menor orden. Mucha de la dindmica
colectiva se pierde si hacemos esta aproximacién. Esta afirmacion puede demostrarse
teniendo en cuenta estos términos en forma aproximada.

La forma aproximada de tratar este término se debe a Gervais et. al.[3]. Los autores
introducen una tansformacidn en el espacio H; que les permite llevar el vinculo a la forma
lineal en las fluctuaciones. La transformacidn fue hecha de forma mas elegante y sencilla
por Tomboulis[5]. Esto le permitié a Tomboulis hacer un tratamiento a la Dirac sin
exponenciar la unidad en término de las variables colectivas como lo hichieron Gervais et.
al.

La transformacién se escribe[5]
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Con esta transformacidn el vinculo efectivo queda

fess = / PP (1.22)

Los autores de esta transformacion modifican las reglas de conmutacidén y piden que

[Be(2),4(y)] = §(z — y). (1.23)
Esto no es correcto. Solo es una aproximacion porque

pe=p-T+ [53 +O(M}) (1.24)
Esto implica que la relacidon de conmutacidn entre § y p; es

[Be(2), 4(y)] = §(z — y) + O(M~3). (1.25)

En evidente contradiccién con (1.23). Ergo, las nuevas reglas de conmutacién entre p y §

es una aproximacién. Sin embargo, solo cuando hacemos uso de
I, X]=1 (1.26)
con (1.23) obtenemos

i[p(z), p(y)] = 8(z — y). (1.27)

Entonces, esta transformacion no es candnica porque es necesario implementar la aproxi-
macidn (1.23) para que se verifique (1.27). Esta es la aproximacién que aparece en todos
los tratamientos que solo hacen uso del espacio H; y equivale a transformar al determi-
nante de Faddeev-Popov en un escalar. Como veremos, esta aproximacion da resultados
que coinciden con los obtenidos por el tratamiento BRST solo hasta O(AI}—’,) A O(AI}—’,

se encuentran las diferencias entre ambos tratamientos. La solucidn sin uso de coorde-
nadas colectivas para este modelo no se conoce. Resulta dificil saber en este modelo
cual de los dos tratamiento es el que falla primero en dar la descripcién acertada. Como
veremos el método BRST no hace uso de aproximaciones como las hechas en esta parte
(ver ec.(1.23)) porque este resultado equivale a exponenciar el determinante de Faddeev-
Popov. Suponemos que esta es la razén por la cual la descripcién en H; no es correcta
a todo orden. Pero nos afianzamos en el modelo "MOBOL” presentado al final del sigu-
iente capitulo. El MOBOL es el modelo de una particula que se mueve con dos grados de
libertad bajo las fuerzas de un potencial con forma de sombrero mexicano. La solucién
semicldsica se conoce en forma exacta al utilizar coordenadas cilindricas. El modelo puede
tratarse en H, y en H4 cuando se utilizan coordenadas cartesianas. En el espacio H4 se
puede aplicar el formalismo BRST. El vinculo que se genera al trabajar con coordenadas
cartesianas es bilineal como lo es f. Como veremos, el resultado BRST coincide con el ex-
acto a O (momento colectivo)?/(parametro semicldsico)®). Recordamos que el parametro

s - L
semicldsico en nuestro caso es el campo cldsico el cual es de O(M 7).
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La transformacion nos permite escribir al corchete de Poisson entre el gauge y el

vinculo como

i1f, G =l [ #po-dtd] = 1. (1.28)

Sin embargo, la dinamica sigue siendo regida por el corchete de Dirac. Haciendo uso de
la ec. (1.11) es facil ver que este corchete entre el vinculo y el gauge se anula. A nivel
cuédntico el conmutador de Dirac también se anula. O sea que el modo cero ya no tiene
mas dindmica. También se puede ver que ya no existe mds incerteza en el sector espureo

y entonces podemos imponer a tiempos iguales el gauge y el vinculo. Esto es[5]

f=[op= (1.29)
7= _/¢;q = 0. (1.30)

Entonces, el modo de energia cero desaparece de ¢ y de p;, y por lo tanto del problema.

Con el uso de esta transfomacién el hamiltoniano queda escrito[3]

HD = I:Ic + I;[o + I;[co'up + f{rea)

M,
2 1o 1 1., 1-/‘*‘2
o = = = - |V
H 2/P¢+2/q +2 29
. I12 ) R [k )
Hewp = ——”2/¢LQ'—U/PW+W(/¢JI)2+

B, = Z/“V M‘ LUR (1.31)

1>2 8M
Donde
I1
v = i (1.32)

El primer término, H., lo presentamos en el espacio H;. Describe en el limite
adiabatico la dindmica del barién. Tanto en H; como en H; cuando el barién se mueve
con momento II, la energia del barién debe variar como la segunda componente de un
bivector? porque el hamiltoniano es covariante ante transformaciones de Lorentz. El
primer término no adiabdtico de la expansion de la energia es la energia cinética no
relativista (galileana). En H; no podemos conjeturar que la correccién a la energia se
comporte de tal manera debido a la existencia del modo cero que nos impide hacer un
tratamiento perturbativo. Sin embargo, en H,, donde hemos tratado en forma aproxi-
mada la contribucién de este modo, el primer término no adiabdtico es el primer término
de ﬂcwp. Los siguientes ordenes no adiabdticos de la expansién de la energia cinética
deben surgir del tratamiento perturbativo de los restantes términos del hamiltoniano del

acoplamiento intrinseco-colectivo, Hepyp-

3recordamos que estamos trabajando en 1 + 1 dimensiones.
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También presentamos en la seccién anterior el hamiltoniano que describe la dindmica
a O(1) de las fluctuaciones mesénicas H,. O sea que en ambos espacios H; y H, la
dindmica de los mesones es la misma para los modos reales a este orden. El modo espureo
ha desaparecido del hamiltoniano cuadratico en H,. El hecho de que este modo no posea
dindmica es la razén por la cual en este espacio no existen divergencias infrarrojas.

Al orden siguiente, O(M~!), también hay diferencias. El modo cero de H,; se ha
transformado no solo para dar lugar al acoplamiento intrinseco colectivo sino también
para dar lugar al segundo y tercer término en el hamiltoniano residual. El segundo
término no depende de las fluctuaciones y solo contribuye en primer orden de teoria de
perturbaciones y sale del ordenamiento normal del momento. Habiendo presentado el
hamitoniano en H,, en la siguiente seccién nos proponemos realizar un tratamiento de los

términos perturbativos.

2.2 El tratamiento perturbativo

En H, la ruptura de simetria translacional del vacio con topoldgia uno trae como con-
secuencia la existencia de un modo de energia cero en el hamiltoniano que describe las
fluctuaciones alrededor de dicho vacio. Al intentar hacer una expansién perturbariva
en M de los términos residuales del hamiltoniano encontramos divergencias infrarrojas.
Recurriendo a un espacio de mayor dimensiéon pudimos definir un hamiltoniano efectivo
que es equivalente (en este nuevo espacio) al hamiltoniano en el espacio original. En el
espacio H; donde la dindmica se rige por los corchetes de Dirac tanto el vinculo como el
gauge conmutan. Entonces podemos imponerlos simultaneamente. Con este hamiltoni-
ano efectivo pudimos desacoplar el modo cero y darle masa. Logramos de esta manera
deshacernos de las divergencias infrarrojas al hacer un tratamiento perturbativo. Las
desventajas que se deben afrontar por evitar las divergencias infrarrojas son tener que
trabajar con mas variables dindmicas que las del sistema original y también tener un
mayor nimero de términos en el hamitoniano perturbativo ( ﬁmp + H.., ). Este dltimo
punto implica que encontraremos un numero mayor de diagramas en el tratamiento en H,
que en el tratamiento en H,. Nos concentramos primero con los términos del acoplamiento
intrinseco-colectivo para estudiar las correcciones dindmicas a la masa del solitén. Luego
incluimos los términos residuales para obterner correcciones de orden superior a la masa
dindmica O(1). Lo hacemos tanto para el vacio como para el estado de un mesén real
sobre el vacio. Como veremos mas adelante a este orden los resultados que obtendremos
tienen divergencias ultravioleta que pueden ser tratadas con renormalizacién. La renor-
malizacién también puede ser hecha dentro del espacio H,. Pero no puede llevarse a cabo
sin hacer uso de un potencial particular. Por eso primero derivamos las correcciones a
magnitudes fisicas para potenciales arbitrarios. Finalmente, calculamos la correccién al
elemento de matriz del campo ¢, una magnitid fisica en el sentido de (1.16) que no es
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invariante translacional como lo es el hamiltoniano, entre un vacio con momento Il y un
estado de un mesén real sobre un vacio con momento II’ # II.

Como advertimos en la seccién anterior, la primer correccién a la masa estitica
del barién es la que se espera en el limite de bajos momentos colectivos. Avanzamos un
orden mas. Para esto nos hace falta considerar solo el segundo de los términos de ﬂmp
en (1.31). La razén es que este es el tinico término que puede contribuir al orden que
estamos interesados, O( Al}—:) Este término no tiene valor de expectacién y por lo tanto no
da lugar a una correccidn a primer orden en teoria de perturbaciones. A segundo orden

el término espireo da una contribucién que aparece en la figura 1.

Figura 1

El simbolo O indica que el vértice es de orden (’)(—3—3—) Cuando este valor es agregado

al primer término de H,o,p en (1.31) obtenemos como correccidn a la masa dindmica del

solitén|3]
m
SEG = 53 ~ Bap5" (2.33)

Es facil ver, como hemos dicho, que esta correccién corresponde a los primeros dos

términos no adiabaticos de la expansién de la energia relativista del barién

E=vM?+ 12 (2.34)

El tercer término de esta expansién aparece recién al considerar tercer y cuarto orden
en teoria de perturbaciones. A este orden los diagramas que contribuyen salen de la
combinacién del segundo, tercer y cuarto término en el acoplamiento intrinseco-colectivo
en (1.31) y del término cibico las fluctuaciones encontrado también en H,. Los diagramas

son todos topolégicamente equivalentes a los diagramas que aparecen en la figura 2.
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(a) (b) ()
Figura 2

Aqui los vértices con el simbolo @ son de O(v) mientras que los vértices que no llevan

simbolo o llevan el stmbolo x son de O(M~2). El valor de los diagramas es

(4) _ ].HG
5Edin = W

Por supuesto este valor corresponde al tercer término obtenido de la expansion de la

(2.35)

energia relativista (2.34).

Hasta aqui hemos hecho solo correcciones dindmicas a la masa del solitén de O(M).
Sin embargo también existen contribuciones a la masa dinamica del solitén a O(1). Para
obtener estas correcciones debemos considerar diagramas que son el producto de vértices
del término de acoplamiento y del término residual en Hp.

Los vértices del sector espureo en ﬁ,e, junto con los vértices de flcwp dan la primera
correccion no adiabadtica de la masa dinamica a O(1), o sea la energia a O(E—i) Los

diagramas de segundo orden en teoria de perturbaciones estan listados en la figura 3.

Figura 3
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El valor de estos diagramas es

Wn Wp+ W Wmw?

2 2 = A 2
§EQ) = %ZB&"(L I, TS ‘:HZ/V;;% o] (2.36)

donde hemos hecho uso de las integrales (reales)

An = i/¢;wn : Bum = i/\p;wm (2.37)

También debemos incluir los valores de expectacion que contribuyen a primer orden en

teoria de perturbaciones. Esto es

(fpzq) - (Wn — Wen)? 3u2A2

WnWm + 4w,

(2.38)

La correccién a la energia del estado fundamental que viene del sector espireo es al

considerar también el segundo término en H,.,

AE,n = _SLM ()2 + IGIM';(wL:wtm)zBﬁm - % ﬁ;w" (2.39)
Vemos que la correccidn a la energia dindmica en (2.39) verifica que (3]

T2
Eyae(I1) = Eyoc(0) + 2B, (0) =T (2.40)
donde
Evae(0) = M + %zﬂ;w,, (2.41)

es la masa del solitén a O(1). Entonces, vemos que la masa a este orden es covariante
ante transformaciones de Lorentz infinitesimales ( II pequero .)

Obviamente también hay una contribucién del sector real. Esta estd presente aun
cuando el sector espiireo no es tratado y viene del sector real de los términos V3 and Vj

en el hamiltoniano residual. Los diagramas que se obtienen estan listados en la figura 4.

Figura 4
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Entonces la contribucion del sector real a la correccién de la energia es

l ~Waamm 1 1 Woms 1 W2
AM, = — e O D) L nim 2.42
3254 Wby 325 wﬁ(g W ) 48 Wnwmwi(Wn + wm + wi) (242)

n,m

donde
Wt =14 / Vatbn¥mi ; Wi = / VahnYm Y. (2.43)

Entonces, la correccién a la energfa del vacio a O(M~') y a O(IL) es

1 Wnﬁm,ﬁ 1 1 anﬁ-, 1 W: o
O ;

— —_— — S 2 —_— —_—
32/ Wmwn 25w W ) 48— wnwmwi(wn + Wm + wr)

1 ; 1 Wy — Wi )3 ¢ 1
it SO D e B g g e (49

n,m wnwm

Evuc = AMr =

En forma similar se puede obtener una correccion a la energia de un mesén n sobre
el vacio de un solitén. Los diagramas que se logran con estos vértices estan listados en la

figura 5.

| /

(a) (b) ()
Figura 5

La correccion del sector espireo a esta energia sobre el vacio de un solitén es
2
Tamz

También hay una contribucién a primer orden en teoria de perturbaciones que corrige la

E., = (2.45)

masa estdtica a O(M~1). El diagrama esta el la figura 5’
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Figura 5’

y su valor es

2

E Z Bm,n w'rzn + w'rzl
maa M  wawy,

m

El sector real contribuye con los diagramas de la figura 6

| /

(a) (b)

Figura 6

Vemos que el tltimo término en (2.45) nos permite afirmar que

H2
2F,(0)

E.(II) = E,(0) + + ...
donde

1
E.0)=M + w, + EZwm

es la masa de un mesén n sobre el solitén a O(1).

La correccidn del sector real es

If%¢l¢m¢nl2 . f‘/lil¢n|2¢mf%|¢l|2 r.n

Br=23,

o Awnwm (w2 — (W + wm)?) 8wnw? wy

32

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)
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Entonces la correccidn de ambos sectores es

E | [ Vavrhmbnl? _ JValgn*Yom J Valthl*or,
n - 4wnwm(wﬁ - (w + wm)?) 8wnw? wi
ma w2 +w? I12

+Z IM wpom 2M2R (2:50)

Al calcular la correccion a la energia el operador sobre el cual hacemos la correccién
perturbativa, el hamiltoniano, posee invariancia translacional. También es posible hacer
correcciones sobre magnitudes fisicas que no poseen tal invariancia. Tomamos como ejem-
plo de esta clase de operadors al operador campo. Calculamos el elemento de matriz de
¢ entre el estado de un bosén real n sobre un vacio con momento II y otro vacio con mo-
mento II'. Debido a la diferencia de momentos colectivos entre los estados que utilizamos
para evaluar el campo habra un conjunto de diagramas desconectados que dardn lugar a
una contribucidn distinta de cero. Estos diagramas que no contribuyen para el caso en
que los momentos colectivos son iguales son una excepcion del teorema de Goldstone.

Si tomamos al operador ¢ = ¢(z + X) podemos interpretar que para opearadores
fisicos la distancias se miden desde el sisterna de referencia del laboratorio. Esta depen-
dencia en la coordenada colectiva del operador campo garantiza que cualquier funcional
de este operador conmute con el vinculo f y como consecuencia de esto tal funcional sea

fisica. La integracion sobre las coordenadas colectivas da el operador de transicién en [3]

befs = 3= [dXeM-TXg(z 4 X) — 712—we‘(""")" * (2.51)
(‘;cz:?%;:("/-’nan - "/-’;a:))

donde la transformada de Fourier del campo clasico la escribimos con una barra (¢ =

712_« J ®(z) ezp[i(II-II')z]). Los diagamas que contribuyen al sector espireo estan listados

en la figura 7. La contribucién de este sector al elemento de matriz es

<I57n = 0lgeslTlin = 1 >ppn= probgme h=eiM' - (2.52)
(s T B + I by B B~ A
m [£n m
+@1l;lzu}Tman;$Wm1[ - @J)lf;wm[wa_—(i:m+w,)7] Bml Wmia

+(H + H')( n¢1 + sz —w2, mn".bm) %(H H') ;—é:th "‘"1/)"‘)

El sector real contribuyen solo a través de los diagramas (c), (d) y (h) de la figura 7. Esta

contribucidn es

<Il'ynp = 0lgesplll;mn = 1 >, = 7277— eT'-M)= (2.53)

( 16w7 'pﬂZw mrni 42 '»blzu,,. mranl
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1 7. X 1 1 1 T 1 1
+ieaz¥nd_or Wnﬁmzk:w—,, Wik = zg: —(wg_w‘z)%ZqWJm;a Wiim
m n m

1 .7 3w? —(wi+wm)? 2 1 1 T 1 L o
"8 Vn 2 A um Vi Ekz;e EEmIl DY w»-[w?.—(wzwm)’lw"""wklm) :
m, n m,

Como vemos, la magnitudes fisicas que no poseen la invariancia translacional pero que

son fisicas también pueden ser corregidas.

(a) (b) () (d)

AN

A A & A /

oo,
N
Y

(e) (f) fiputat () (h)

En la figura 7 el simbolo A representa al operador campo. El simbolo ® representa

vértices de O(M™),n=1,1 y de O(v) y O(M%’—)

2.3 Renormalizacion

Como hemos anunciado, las correcciones a la energia de ambos sectores topolégicos tienen
divergencias ultravioletas. Estas divergencias fueron corregidas con el uso de teoria de
renormalizacidn. El primer paso fue llevado a cabo por Dashen et. al.[2] en el modelo ¢*.
Ellos lograron deshacerse de las divergencias lineales que surgen del ordenamiento normal
de hamiltoniano cuadratico teniendo en cuenta un contratérmino y mediendo la energia

del sector topolégico uno respecto del otro sector. En este trecho los modos espireos no
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aparecen, aun cuando no se hace uso de algin formalismo para tratarlo. Al ser sumatorias
de funciones lineales en la energias el modo cero no contribuye por definicién. El segundo
paso fue hecho por Gervais et. al. [3] a un loop, también para el mismo modelo. Ellos
si se vieron forzados a utilizar un método para tratar las divergencias infrarrojas. De
vuelta, midiendo las energias de un sector respecto del otro logran un resultado finito.
La renormalizacién a dos loops fue realizada por De Vega[l6] para el modelo de Sine-
Gordon. El utilizé el método de Dirac para tratar el sector espiireo. Nuevamente hace
uso del mismo contratérmino para renormalizar ambos sectores y luego, al comparar las
energias, verifica que su resultado es finito. En ambos casos a uno y dos loops, debido
a los ordenes buscados, se necesita relacionar el potencial cuyas derivadas respecto del
campo aparece en los términos perturbativos con el contratérmino. La razén siendo que
buscamos magnitudes finitas.

Elegimos, el modelo ¢* para renormalizar a dos loops. El potencial del modelo ¢*

donde la masa de las fluctuaciones esta normalizada a /2 es [3]
V(¢) = T L (3.54)
2 4) 4 '

Como solo podemos medir diferencias de energia respecto del vacio total debemos primero
estudiar el sector topolégico cero. En este sector el campo toma el valor ¢ = X € O(M%)
y entonces V(¢) = 0. Debido a la minimizacién no existen términos lineales. El campo

tiene simetria translacional y entonces el hamiltoniano cuadratico

. 1

L L (3.55)
2 2

no tiene modo cero. Los modos normales de las fluctuaciones que llevan este hamiltoniano

a la forma diagonal se asocia con ondas planas

= N, elk:l: — _elk: 3.56
'd)k k \/__L_ ( )

que poseen buen momento lineal k y autovalores wx = Vk? + 2. O sea que las particulas
tienen masa v/2. L es el largo del segmento al cual esta acotado el movimiento de las

particulas. Las fluctuaciones en términos de los modos normales se escriben

qg = zk:\/gwk(¢kak_¢;a:) (3.57)

p = ol ar + Yiat). (3.58)
4 zk:\/:(l/’k x +¥i k)

El hamiltoniano residual son los términos ciibicos y cudrticos. Se escribe

HE:® = Af°+ HE (3.59)
"y 1.

A = 3@ (3.60)
fiB=0 _ Lq_ (3.61)
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El vértice generado por esta interaccién que da lugar a una correccién divergente a segundo

orden en teoria de perturbaciones es el de la figura 8

x

Figura 8

El valor del vértice 8 es
: A
(8) = — 326, dk

M/2w, L Jo 27w (3.62)

El término cuartico contribuye una cantidad divergente a O(A~2) a través de su valor de

expectacién 3

_dh
(4) "= 4)\2{/ 27r)w;,;l (3.64)

Para cancelar las divergencias agregamos un contra término Hj,,2 al hamiltoniano

. 2
Hi® = —5%(45’ ) (3.65)
donde
3 (rdk
2 _
om? = /0 o (3.66)

En el sector con numero topoldgico nulo el contra término escrito en términos de las

fluctuaciones queda

HPZ = —51(2,\“ ). (3.67)

3Aqui hemos hecho el paso de sumatorias sobre el indice k a integrales sobre el elemento dk. En el
sector B = 0 donde hacemos uso de ondas planas este paso es sencillo. La suma de alguna magnitud

dependiendo discretamente del momento, ser fi, puede pasarse a la forma integral usando

A
Y ofi= /A ;—:Ilf(k)- (3.63)
- _

Donde f(k) es una funcién de k.
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De este contratérmino se obtiene un vértice de O(M - 5‘) que contribuye a segundo orden en
teoria de perturbaciones y un valor de expectacién de O(M~!) que contribuye a primer
orden en teorfa de perturbaciones. El vértice que contribuyen a la energia del vacio a

segundo orden con una cantidad divergente esta en la figura 9.

02

Figura 9

Este vértice cancela al vértice de la figura 8. Por lo tanto al tener en cuenta el con-
tratérmino no hay contribucién de diagramas que poseen una sola particula.

La contribucién divergente a la energia del vacio a O(M ') cuando se tiene en cuenta
el contratérmino es

dk
B=0 __ e 2
Evac - 4A2 {/ 2 (368)

kal

Esta magnitid es divergente logaritmicamente pero la diferencia respecto del vacio del

sector con un solitén sera finita.
En el sector con topolégia uno resulta conveniente comenzar por definir el campo

cldsico que minimiza el hamiltoniano.

¢ = A tanh(ﬂc :L/ix°). (3.69)

En este minimo la energia a orden M es
2
2\/? | (3.70)

La energia de los modos reales son los autovalores de la ecuacion de movimiento para las

E=M=

fluctuaciones en el sector con topolégia uno en el capitulo anterior. Las soluciones de esta

ecuacién se pueden encontrar en[17]. Estas son aparte del modo cero que ya fue definido,
estados de energias positivas y un estado ligado.

Las primeras son|3]

do =g *kn={3tanh2(7) 3ikn\/2 tanh(ﬁ) ~7 <=9k} (3.71)
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donde
N2 = 2L(k2 + 2)(2k2 + 1) — 12v2(K2 + 1), (3.72)

y L es el intervalo de espacio. Los autovalores de estas autofunciones son w, = {/k2 + 2.
La relacion entre el numero de onda en el sector con nimero topolégico cero, k, y el
numero de onda en el sector con nimero topolégico uno, k,, viene dada por la condicién

de contorno periédica. Esto es

2mn 6(k,

= k=k,+ % (3.73)
En (3.73) las funciones § son los corrimientos de fase de las soluciones del sector B = 0
respecto de las del sector B = 1. Se puede ver[14] que los corrimientos de fase estan
relacionados con la matriz S de algin estado fisico el cual representamos en segunda
cuantificacién.

El modo ligado de energia w? = 3 con funcién de onda

' -
Yo = k(G5 (3.74)
cosh?( %)
estd asociado en el modelo de Skyrme a la resonancia Roper.
En el sector con topoldgia uno utilizamos el mismo contratérmino que fue utilizado
en el sector con topolgia trividl. Sin embargo, los vértices que se generan en el primer
sector son distinto de aquellos del ultimo sector. Esto se debe a la diferencia de los campos

que minimizan cada sector. Entonces el contratérmino en el sector B = 1 es[3]

N L
HEm :——’;—(¢3—A2+2¢cq+q2). (3.75)

Se puede verificar que este término es fisico porque su conmutador de Dirac con el vinculo
se anula al linealizar el vinculo. De esta interaccién surge el vértice (figura 10a) que
cancela la parte divergente del vértice con la misma topologia de la interaccion residual
(figura 10b).

(a) (b)

Figura 10
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Los valores de estos vértices son|3)

. . 2f¢l.¢c
(10a) = 6m Nk
mzf¢f¢c S Vayr (A dkmgm

(108) = e L [ e, (3.76)
Donde
g = Niz{—gtanh“(\%) ~ btanki( 72) + (~12V2 + )8 + (~12V2 +3)) (3.77)

es una cantidad convergente en el limite en que k, — oo. Por lo tanto la suma de
estos vértice da lugar a un vértice que genera diagramas sin divergencias ultravioleta. Al
combinar este vértice con el vértice lineal en las fluctuaciones del acoplamiento intrinseco

colectivo se obtiene un diagrama que contribuye(3]
1
- Jvm’ /(¢3 —)2), (3.78)

Entonces se verifica que el valor del sector cldsico del contratérmino se transforma co-
varidntemente. El valor de expectacidn del contratérmino es
2

_51’471 {Z |¥m| }? = 6m {/ dkg,. 2 26m }. (3.79)

A 27rw,, 3

La cual al ser sumada al valor de expectacidn de la interaccién residual da como con-

tribucién divergente a O(M 1)

dk
EB=1 _ 4A2{/ L ) (3.80)

vac 27rwk1

Al comparar estas energia divergentes respecto de las del vacio con topoldgia trivial
consegimos que las cantidades divergentes se anulen dando paso a cantidades finitas.
Las divergencias ultravioletas pueden ser tratadas dentro del método de Dirac en H,
Nuevamente, el método hace uso de un mayor numero de diagramas. A pesar de este

inconveniente es un precio accesible si uno esta interesado en encontrar correciones de

orden superior en M.

2.4 El espacio H; y el limite relativista

Los trabajos pioneros de mediados de los setentas [18, 3, 20, 5] centran sus esfuerzos en
cuantificar solitones en 1 + 1 solo para momentos colectivos pequefios, II € O(1). La
suposicién es que el momento del barién es mucho menor que su masa. Pero también
existe el limite relativista donde el momento es del orden de la masa del solitén. Un
ejemplo donde el tratamiento relativista se hace impresindible es en scattering meson-
barién donde el baridn se mueve con velocidades relativistas respecto del laboratorio.

También en este limite estan las correcciones a la energia. En esta seccién intetentaremos
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calcular la correccién a la energia del vacio con topolégia uno en el limite relativista. Para
esto primero descirbimos el espacio que nos permitird cuantizar solitones para momentos
arbitrarios. Este espacio incluye a un multiplicador de Lagrange y su conjugado. A este
espacio que incluye un nimero mayor de variable lo llamamos H;.

En el espacio H; el vinculo f es un vinculo primario por que no es consecuencia de
las ecuaciones de movimiento sino de la definicién de momento colectivo. Para que f sea
secundario, para que surja de las ecuaciones de movimiento, introducimos el multiplicador
de Lagrange, (2, y su conjugado, B, dentro del conjunto de variables dindmicas.

El campo en H; es el mismo que el que usamos en H,. El lagrangiano se escribe[34]
L=/(¢p+nX+BQ—H). (4.81)
Mientras que el hamiltoniano toma la forma
H =[5 +47 + V(g(a + X)) - O(P - TI) (4.82)
Vemos que en el caso en que imponemos el vinculo primario
B=0 (4.83)

sobre el lagrangiano en (4.81) recuperamos el lagrangiano (1.2). Por supuesto, hemos
usado el vinculo f que ahora es secundario porque el vinculo primario B debe conservarse

en el tiempo, es decir
{HB}=B=0=f. (4.84)

En este espacio que incluye dos variables y sus conjugados a parte de las variables

originales, los estados y operadores fisicos cumplen|34]

flphys >= Blphys > = 0
[f) Ophya] = [B)Ophya] = 0. (485)

En este espacio también existe un generador de las transformaciones de gauge(34]

T(B(t)) = ezp(-B{B, }+B{f, })- (4.86)

El lagrangiano al igual que las magnitudes fisicas quedan invariante ante la transformacién
(4.86) y cuando imponemos el vinculo primario B.

El vinculo B no afecta el algebra de las variables del espacio H,. Por lo tanto, los
corchetes de Dirac que utilizamos en las secciones anteriores para describir la dindmica
en H, pueden ser utilizados también en H3. La imposicidén del vinculo a nivel clasico f
junto con las restantes ecuaciones de movimiento, las cuales fueron usadas en H,, nos
permitirai deshacernos de términos lineales en las fluctuaciones a todos los ordenes. Este
no era el caso en H; porque alli teniamos el segundo término del acoplamiento intrinseco

colectivo que en el limite relativista es de O(M?). No se puede esperar que este término
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de lugar a una convergencia de la serie perturbativa por ser de este orden. Por ejemplo,
en este limite la contribucidn a la energia del vacio serd de O(M) en segundo orden de
teoria de perturbaciones. A ordenes mas altos en teoria de perturbaciones encontraremos
correcciones del mismo orden. Por lo tanto debemos sumar todos los ordenes en teoria
de perturbaciones. El precio que pagamos para sumar todos estos ordenes de manera
sencilla es el uso de H3. Por supuesto, una transformacién similar a la necesaria para
linealizar el vinculo en H; también debe ser utilizada en H;. No solo porque el corchete
de Dirac se simplifica, como lo hemos visto en la seccién anterior, sino también porque
sino existiria un acoplamiento entre el multiplicador de lagrange y los grados intrinsecos.
Este acoplamiento resulta dificil tratarlo en H;. Sin embargo, en H, su tratamiento es
trivial.

Combinando (4.84) con las ecuaciones de movimiento del capitulo anterior obten-

€Inos
P = 'U,-¢::
(L-v)g+Vi = 0
Q = w,. (4.87)

Donde ahora debido a estudiar fluctuaciones alrededor de un nuevo minimo queda modi-

ficada la velocidad clasica

, = —. 4.88
v =F (4.88)
La constante E la determinamos ahora. La relacidn entre el campo que minimiza el

hamiltoniano de Hai, ¢, y €l campo ¢. donde el hamiltoniano de H;3 es minimo es

z (4.89)

ber(z) = ¢c(\/—1—_—v—3)-

El indice cr es por cldsico relativista.

La energia puede ser expresada en términos de la masa del barién en reposo M que
depende de ¢.. O sea

= (M? + I1?)s (4.90)

Entonces el término de la energia a O(M) tiene una dependencia en el momento colectivo
es correcta a todo orden en II. Esto implica que al sumar todos los diagramas que incluyen

el vértice

2
equivale a desplazar el minimo del hamiltoniano en el espacio original, ¢, a un nuevo

minimo @, .
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Ahora consideramos las fluctuaciones alrededor de los minimos
¢ = ¢ +g
b = o, +h (12)

Para tratar al modo cero en H; realizamos el mismo tratamiento que el que utilizamos

en H,. El vinculo expresado en término de las fluctuaciones queda

f=[dup+ud)+ [5 - (4.93)

El vinculo en H; es distinto del encontrado en H; no solo por el cambio de minimo sino

también por la dependencia en las fluctuaciones. Vemos que en H3; tenemos un término

adicional v, [ ¢..¢".
La transformacion que linealiza este vinculo es similar a la utilizada en el espacio
H,
, : 4.94
pe—{ [ ud E+M, =L (4.94)
Esto nos permite llevar a (4.93) a la forma
f=/¢M@+mﬂ. (4.95)

Vemos que la dependencia del vinculo en este espacio es distinta a la del espacio Ha,.
Sin embargo es lineal y por lo tanto al elegir un gauge lineal tenemos asegurado que el
determinante de Faddeev Popov es inversible en forma trividl por haber sido reducido
a un escalar. Ergo, la dindmica de los corchetes de Dirac puede ser aplicada de forma
sencilla.

El gauge mds conveniente es el rigido el cual se escribe en este espacio

‘E‘f/«ﬁ i-% [ +ud)ad, (4.96)

En el limite en que v — 0 las soluciones de (4.109) tienden a las obtenidas a comienzos

» 1
G =

de este capitulo. Esto implica que el gauge (4.96) también tiende a la expresién obtenida

en el mismo capitulo.
La eleccién del gauge garantiza que el corchete de Poisson entre el vinculo linealizado

y el gauge sea

[f,C] = i. (4.97)
Ergo, los corchetes de Dirac para dos funciones en este espacio quedan|34]
B = 18,78, flv, G + [, 118, G (4.98)

Este corchete junto con el hamiltoniano serdn los encargados de determinar la dindmica

en Hz. Nuevamente con estos corchetes logramos por definicién que

[f,Glp =0. (4.99)
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Entonces podemos imponer el vinculo y el gauge al mismo tiempo como fue hecho en el

espacio H,. Esto es

f =0

G =0 (4.100)
El modo cero ha desaparecido del tratamiento en el espacio H3. Por lo tanto podemos
realizar un tratamiento perturbativo sin encontrar divergencias.

También debemos incluir las fluctuaciones del vinculo primario y del multiplicador

de lagrange. Es decir

B = B
Q = v, +0 (4.101)

El hamiltoniano en término de las fluctuaciones queda

HD = I;{c + f{o + f{coup + f{ren

E,
. 1., 1. 1 .. . .
H, = §/pf+§/q’2+§/qu’—vr/p¢q’

; / oy [ ELd
v, —_—

Hcoup = plq E+f¢;_q”
3 _ i Cr (f ﬁté’)z _ 1 / "
H,.., = Z/ Vit agz ) Pt (4.102)

i>2
Debido a que hemos impuesto el vinculo, tanto los términos que multiplican al multipli-
cador de Lagrange como otros no participan del tratamiento perturbativo y no los hemos
mostrado en (4.102). Tanto el multiplicador y su conjugado no participan del tratamiento
perturbativo, entonces resulta innecesario considerar fluctuaciones alrededor de los valores
clasicos.

El primer término, H., ya lo presentamos. Es la energia relativista a O(M) del
vacio. Como dijimos era equivalente a sumar todos los diagramas de O(M) los cuales
estaban formados por el término lineal en las fluctuaciones del acoplamiento intrinseco
colectivo. Este término no figura mas, ha sido integrado y por lo tanto no hay un doble
contaje de contribuciones a este orden.

El hamiltoniano cuadrético que intentamos diagonalizar no es H,. Hasta ahora el
tercer término bilineal en las fluctuaciones fue tratado perturbativamente. Pero su orden
en este limite es (O(1). Al ser de este orden no puede ser tratado perturbativamente porque
la cantidad de diagramas que contribuyen a la energia a O(1) son infinitos. Entonces
debemos tratarlo al igual que los restantes términos de H,. El hamiltoniano a diagonalizar

€s

1 ) 1 r. 1 7. ol on
HO = o [y [+g [eVe-w [dh (4.103)
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El conmutador del hamiltoniano en (4.103) con las fluctuaciones dan la evolucién

temporal de ellas

a

§ = [Hg=p-v¢ (4.104)
p = [H,q)=4¢"-Vag—vp. (4.105)

Entonces obtenemos la ecuacién de movimiento para la fluctuacién § para momentos

colectivos arbitrarios
[§— (1 —v2)§" + 2u,§' + Va4) = 0. (4.106)

A diferencia de la ecuacién de movimiento para las fluctuaciones § utilizada en el capitulo
anterior esta tiene un nuevo término (el tercero) que proviene del tercer término en (4.102)
en el hamiltoniano cuadrético.

La fluctuacién § en término de estos modos es

.
1
j = Wncn — Ulch). :
g Xﬂ: R nex) (4.107)

Esperamos un modo de energia cero debido a la pérdida de simetria translacional del
campo ¢, el cual por ahora lo conservamos dentro de la sumatoria.
La dependencia de p en los modos normales se obtiene haciendo uso de la ec. (4.104)

y luego haciendo uso de (4.107). Es decir

1
A A Y ﬁ . + Ur ’ _ 'e +
P=g¢+v4§ = Z,,: Vg (nen + el + m(‘l’ncn Vrer) (4.108)

Aqui también incluimos el modo cero dentro de la sumatoria.
Al utilizar la expansién de la fluctuacién § en término de modos normales (4.107) y
convinarla con la ecuacién de movimiento (4.106) obtenemos la ecuacién diferencial que

deben satisfacer las soluciones ¥, para que las fluctuaciones 4 satisfagan la ecuacién de

movimiento
2 d? - d 2
[-(1 - v,)d—:c2 - zZv,w,‘E + Va2 —w)|¥n(z) =0 (4.109)

Esta ecuacién difiere con la obtenida en el capitulo 1. La diferencia esta en el

segundo término de (4.109).
Notamos que las funciones ¥, no pueden ser consieradas autofunciones. La razon

es que la ecuacidn (4.109) no puede escribirse como
(K — )%, =0 (4.110)

donde 4, es el autovalor asociado a ¥,. Claro, w, aparece dos veces en vez de una. La
primera vez aparece en forma lineal y multiplicando al operador translacion. La segunda
vez aparece en forma cuadratica, tal cual como aparece en la ecuacién de movimiento en

el capitulo 1.
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La ec (4.109) tiene una solucién que corresponde a la raiz con energia cero porque

d , d ki
(-1 = v?) o + Vo = gl (2) = —[-(1-]) d:f’

Para llegar a la segunda igualdad hace falta hacer uso de la condicién impuesta al campo

2

+Vi]=0. (4.111)

clasico para minimizar el hamiltoniano en H;.
Porque el hamiltoniano H(?) conmuta con el término lineal de P, P(1), esperamos

una solucién de energia cero proporcional a ¢..

I—v2 iy,
¥, (z) = d ) (i) Wi =0 (4.112)

AN ,
donde la constante de normalizacién se obtiene a través de la ecuacién (0.1) del apéndice
B. La exponencial que depende de w, en este espacio puede ser substituida por la unidad
basado en el argumento que la frecuencia es cero.

Para encontrar las restantes soluciones hacemos uso de una solucién de prueba

Wy T

U,.(z) = exp[— |®n(z). (4.113)

1 -2
La ecuacién a satisfacer por las funciones ®,(z) se obtiene al reemplazar la ec. (4.113)
en la ecuacién (4.109)

2

—(1-v)@ + (Va- g f"v,)@n =0 (4.114)

T

La cual puede ser facilmente llevada a la forma de la ecuacién de movimiento correspon-

diente al caso IT = 0. Para esto debemos hacer las siguientes asociaciones

W, — —n (4.115)

z — zy/1 -2 (4.116)

Las asociaciones son més que evidentes. La energia en reposo (la energia de los modos
para v = 0) se comporta como la segunda componente de un bivector momento-energia.
O sea se transforma de manera covariante ante una transformacién de Lorentz del sistema
intrinseco. Junto con el boost del sistema intrinseco aparece una contraccién del espacio.
Esta esta reflejada en (4.116).

Las soluciones de frecuencias finitas son

o,(z) = \I'.,o(\/l?—_—;)
Wy, = y1—v2wn (4.117)



El formalismo de Dirac 46

donde

wh, =m? + k2, ; km=2—7L11+6,. (4.118)
La funcién §, es el corrimiento de fase entre una onda plana en el sector con topolégia
nula con un nimero de onda k respecto de la solucién con el mismo nimero de onda k&,
en el sector con topoldgia uno. Siempre suponemos condiciones periédicas de contorno en
un caja de largo L. El corrimiento de fase estd relacionado con la matriz de scattering,
la cual también se obtiene considerando estados de segunada cuantificacién.

Se desprende entonces que las soluciones ¥,(z) de la ec.(4.109) correspondiente a

los modos finitos pueden ser escritas

VW T T

1_—1);_,] \pm(\/IT—_v?)

Las funciones ¥, se muestran normalizadas cuando suponemos que las funciones ¥,

Uo(z) = (1 — v?)¥ ezp[— (4.119)

también lo estdn. Aqui suponemos que el indice n que aparece en la funcién ¥, incluye
el modo ligado ¥, que fue descripto con anterioridad.
El nimero de onda efectivo k, que aparece en la fase de las funciones ¥,, puede ser

reconocido como el resultado de una transformacion de Lorentz

_ ke v
g iy (4.120)

Cuando la velocidad colectiva es nula en la ecuacién de movimiento existen modos

kn

degenerados debido a que la ecuacién que los determinaba quedaba invariante ante la
conjugacion compleja. Ahora, cuando la velocidad colectiva aumenta esta degeneracién
se rompe. La ecuacién (4.109) no queda invariante ante la conjugacién compleja.

Las relaciones the ortogonalidad y completitud que cumplen las soluciones ¥, estan
en el apéndice B.

Como enfatizamos, la ecuacién para ¥, no es una de autoestados. Las relaciones
que hemos derivado en el apéndice B (0.1)-(0.5) muestran que este es el caso. Habiendo
hecho un estudio de las soluciones (4.109) podemos escribir el hamiltoniano en término

de los modos normales.

1 1 —2?

H® = Xn:w,‘(a:a,.+§) + —2E—(P(‘))2 (4.121)
~ le

Nuevamente nos encontramos con el motivo de nuestro trabajo: un modo de energia
cero que nos impide realizar tratamientos perturbativos sin divergencias infrarrojas. Sin
embargo, debido al tratamiento realizado y que ha tenido en cuenta desde el principio

la coordenada colectiva introducida artificialmente ya tenemos en el sector real a O(1)
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resultados gratificantes. La energia del estado fundamental para v, # 0 sin renormalizar

cambia respecto del fundamental sin renormalizar para v, = 0 en la cantidad
AE{) = an V1—v2 AMG) = AM,S;z (4.123)

Donde las frecuencias w, estat dadas por la ecuacién (4.117). El término AM() es el

cambio en la masa en reposo debido a las fluctuaciones cudnticas.

vac

AMO) = Ew,w (4.124)

La ecuacidn (4.123) tiene la forma necesaria para satisfacer la covariancia a primer orden
en la expansién en potencias de E~!. Esto se debe a la relacién
A(ME))’ )

5 .

Algo similar ocurre con la energia de un meson n sobre el vacio.

M

(M +AM))Y? + %2 = E + EAM,E§2+0( (4.125)

vac

2.4.1 El tratamiento perturbativo en H;

Como enfatizamos en la introduccidn de este capitulo nos interesa conocer las ventajas del
método BRST frente al método mas tradicional de Dirac. Basta entonces con considerar
una sola magnitud, aquella que muestre una diferencia entre un método y el otro. Afor-
tunadamente, la magnitud que sirve nuestros propositos es la correccién a la energia del
estado fundamental. Esta correccion hecha a la Dirac a pesar de ser divergente y necesitar
renormalizacidn difiere con la obtenida a la BRST también sin renormalizar. Justificamos
asi la falta de renormalizacidn, la cual no haremos.

Tampoco haremos un tratamiento perturbativo. No hace falta hacerlo para verificar
que no daréd los mismos resultados que los que encontraremos con el hamiltoniano BRST
en este limite en el capitulo siguiente. La razén se debe a que solo existen términos lineales
en II en el hamiltoniano I:Icwp en (4.102). Esto implica que a lo sumo encontraremos cor-
recciones de O(g—:) Como veremos, el hamiltoniano BRST en este limite da correcciones
a la energia del vacio de ordenes superiores, por ejemplo de (’)(g—:) Ergo, los resultados
no coinciden. Al final del siguiente capitulo mostramos que las correcciones a la energia
del vacio de otro modelo hechas con el formalismo BRST son correctas y por lo tanto mas

confiables.



Capitulo 3

El formalismo BRST

En el capitulo anterior mostramos que el modo cero es consecuencia de un agrandamiento
del espacio de las variables dindmicas que incluye la variable colectiva X que describe
la dindmica del campo clasico, o sea la dinidmica del barién. Entonces hemos partido
de un modelo definido en un espacio de variables que solo inclufa a las fluctuaciones
mesoénicas y lo hemos agrandado para que también incluya la dindmica del barién. Con
un tratamiento aproximado de esta variable en el espacio H; encontramos contribuciones
finitas en el tratamiento perturbativo. También vimos que resulta conveniente incluir a
un multplicador de Lagrange y su conjugado para poder obtener una mayor precisién de
las magnitudes que se desean corregir. Al espacio que incluye también a estas variables
lo llamamos H;.

Hacia fines de los sesentas Faddeev y Popov([19] incluyen variables de Grassman con
las cuales pueden exponenciar el determinante que aparece en H3 y que lleva sus nombres.
De esta manera no resulta necesario linealizar el vinculo mediante transformaciones que
no son candnicas. Asi logran una funcién de particidén en el espacio Hy que es funcién
de un hamiltoniano efectivo que dependen de las variables de Grassman. El método se
basa en la existencia de transforamaciones locales de gauge para generar el determinante.
Mas adelante, a mediados de los setentas aparece la simetria BRST [32] que solo vive en
el espacio Hy4 y no en los presentados hasta ahora. La diferencia respecto a lo hecho por
Faddeev y Popov es que para generar el hamiltoniano efectivo se utiliza una transformacién
global. Simultaneamente, la escuela rusa de vinculos presenta el hamiltoniano efectivo de
Fradkin y Vilkovisky(21] identico al hamiltoniano BRST pero que no hace uso de la
simetria BRST. La inclucidén de esta simetria lo hacen luego, en el ’77 con el trabajo de
Batalin Vilkovisky [22]. La simetria BRST no es impresindible en nuestro trabajo. Este
es el caso de los sistemas con vinculos abelianos(36).

Aqui trabajamos en un espacio que incluye a los fantasmas o variable de Grassman

a parte de las variables de H3. Lo presentamos junto con sus propiedades. El trabajo

48
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de Calogeracos [33] no incurre en el sector cudntico. Nosostros en cambio repetimos los
calculos hechos en el capitulo 2[26]. Vemos coincidencias en el limite de bajos momentos.
Pero en el limite relativista tal coincidencia no existe[37]. Esta discrepancia la atribuimos
a la tranasfornacién no candnica realizada para linealizar el vinculo en el capitulo anterior.
Para deteminar cual de los tratamientos es correcto utilizamos un modelo cuya solucién

exacta es conocida. Verificamos que el espacio H, resulta mas apropiado en este limite.

3.1 El espacio H,

Introducimos dos variables fermidnicas y hermiticas  y 7 y sus respectivos conjugados 7

y 7. Las relaciones de anticonmutacién distintas de cero para estos fermiones son|34]

[, 7], = 0,7, = L. (1.1)
La carga BRST Q se define como([34]

Q=-nf + 7B. (1.2)

Es facil verificar ( especialmente porque el conjunto de vinculos es abeliano ) que la carga
BRST es nilpotente

Q* =0, (1.3)
y también hermitica

Q' =Q. (1.4)
Vemos que los estados definidos como fisicos en los espacios anteriores cumplen

Q lphys >=0 (1.5)

Mientras que los operadores que eran fisicos en los espacios anteriores también satisfacen

que
[Q:Ophw] =0 (1-6)

Sin embargo, en este espacio existen los estados |x > y operadores O, tal que(34]

Ix > = Qlunphys >
Oy = @, Ounphva]i- (1-7)
Estos estados son fisicos porque siendo la carga BRST nilpotente satisfacen (1.5).

También los operadores O, son fisicos porque satisfacen (1.6). Sin embargo, el estado

|x > tiene norma nula debido a que la carga BRST es nilpotente

< x|x' >=< unphys|@?*lunphys’ >= 0. (1.8)
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La accién del operador O, sobre un estado fisico lo transforma en un estado de norma

nula porque

Ox|phys >= QOunphysIPhys >= Qla > . (1.9)
Ergo, se cumple que

< phys|Oy|phys >= 0. (1.10)
Podemos entonces identificar la clase de equivalencias en este espacio como

|lphys > — |phys > +|x >
Ophyg — phys + Ox (1-11)

En el caso de los estados, la clase se recorre al recorrer todos los |x >. Al recorrer O,
también recorremos la clase de equivalencia de los operadores. La clase de equivalencia
se obtiene mediante transformaciones globales generadas por la carga BRST.

Entonces en este espacio podemos reemplazar el hamiltoniano original que estd

embebido en H4 por otro equivalente

HBRST=H+[P,Q]+- (1.12)

Donde el iltimo término en la derecha de (1.12) es un operador nulo por definicién. Como

dijimos, al actuar sobre un estado fisico lo transforma en un estado de norma nula.
Entonces los elementos de matriz de este hamiltoniano BRST son los mismos que

aquellos elementos de matriz del hamiltoniano original cuando nos restringimos al espacio

fisico que satisface (1.5). La funcién p es arbitraria pero su conmutador con la carga

BRST debe ser distinto de cero para lograr una descripcidn alternativa. Se puede ver que

con la eleccién p = @ recuperamos la descripcién original porque @ es nilpotente.
Nosotros elegimos

p=7Q + 7wHG - %J—B). (1.13)

La frecuencia w es arbitraria pero debe desaparecer de cualquier resultado fisico porque

ha sido introducida artificialmente.
El hamiltoniano BRST queda con esta eleccién de funcién de gauge

-

3 rA P ~. B ..
Hgrst = H — Q(/ <I>'p—H)+z7r7‘r+w2(BG— oM +’I7ﬁ[G,P]) (114)

Debido a que Hgrst no conmuta con el vinculo f porque este hamiltoniano depende del
gauge que por eleccién no conmuta con el vinculo se puede concluir que el modo cero tiene
una fuerza de restitucidn en este espacio. O sea que en este espacio tiene masa. Entonces

al considerar las fluctuaciones alrededor del campo que pertenece a H; y que minimiza
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H y también las fluctuaciones alrededor de su conjugado, el hamiltoniano BRST toma la

forma

IA{BRST = ﬂc + f{o + f{coup + IA{rea)
H =

M,
R 1 1 1 7.
Ho — —/Az _/Alz _/ A2
5 /P +2 q +2 Vag

- / ¢+ w?B(G - \/_) + 177 + Wi,

H. = E/ Q/qp+ Hwonn (1.15)

1>2

Comparamos este hamiltoniano efectivo con el hamiltoniano original que ahora estd em-
bebido en Hs. El primer término, H., queda igual a su par en el hamiltoniano original.
El hamiltoniano cuadritico, H,, ahora incluye términos que nos permitirat darle masa
al modo cero y asi evitar divergencias IR. El acoplamiento entre el sector intrinseco y el
sector colectivo viene dado por el término H.,,,. Finalmente podemos verificar que salvo
por el primer término en H,., los restantes no aparecen en el hamiltoniano original. Estos
ultimos términos son consecuencia de haberle asignado al modo cero una masa.

Al considerar la variable colectiva X como una variable dindmica algin grado de
libertad original debe reemplazar su calidad de espurea. Esto se puede hacer cuando se
considera el hamiltoniano cuadrético incluyendo al modo n = 1 en el sector espireo, junto
con los demas términos cuadriticos que provienen de la expresién [p, @)

Haciendo uso de H, en (1.15) podemos escribir el hamiltoniano espireo como

(2) — (1y2 _ (1) T - _—_RB?
H 2M(P ) QP 4 7 + W (BG 2MB + 197)

= w(cfer — afco +aa + bb) (1.16)

Si usamos el gauge rigido

L[,
6= [da (1.17)

que no posee componentes longitudinales a los modos fisicos, los modos normales bosénicos

y fermidnicos espiireos pueden expresarse como

¢t = Igj:/f)w_ %Q+i %G

& = 1 2iMB+ %Q—' %uiG

i = ib*:\/%‘;w+ “5’17

b = —ia+=—\/—;_:7'r+ UEJ" (1.18)
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Las relaciones de conmutacién y anticonmutacién distintas de cero son
lev,ct] = ~leord] = [a,as = (b8, = 1. (1.19)

Como es facil ver, el modo o tiene asociada una métrica negativa. Esto no es preocupante,
como no lo es el hecho que los fantasmas posean una métrica fermidnica. La razén para
despreocuparnos se debe a que estamos trabajando con modos que no son fisicos. En un
espacio de variables que no son fisicas importa poco la métrica utiliza porque la métrica
de estas variables no puede afectar los obsevables fisicos.

El vacio para las excitaciones espiireas se define como
al >=c| >=a| >=b| >=0 (1.20)

y es aniquilada por la carga BRST la cual expresada en término de estos modos toma la

forma
QA =3B - ﬁ(/ 'p—II) = —VMli(c] + ¢})a+ (a1 + o)) + A1 (1.21)
Este vacio de las excitaciones espireas representa el estado no perturbado del sector
espureo para todo estado fisico.
El hamiltoniano cuadritico de O(1) queda

1 -
)+ w(ctey — cfco + @a + bb). (1.22)

H® = an(a:an + 5

La invariancia p’erdida se recupera a nivel colectivo y por lo tanto el conjunto de esta-
dos fisicos del hamiltoniano cuadritico tienen como buen nimero cuintico al momento

colectivo I1. Los estado fisicos toman la forma

< X|II,n, >= e X |n, > (1.23)

1
Var
donde 7, son los niimeros de ocupacién en el sector real y el espireo.

En esta representacién los operadores §,p se escriben

q9 = 1/)1( + z\/——('ﬁbnan )
p = [¢1(co+c0 +C1+C)+2 wn (Ynan + Pray). (1.24)

Ya que los modos de frecuencia cero no aparacen no encontraremos divergencias infrarojas

cuando se haga una expansién perturbativa. Estas han sido eliminadas del problema.

3.2 El tratamiento perturbativo

Recurriendo a un espacio de mayor dimensién pudimos definir un hamiltoniano efectivo

que es equivalente (en este nuevo espacio) al hamiltoniano original. Con este hamiltoniano
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efectivo pudimos darle masa al modo cero logrando de esta manera deshacernos de las
divergencias infrarrojas al hacer un tratamiento perturbativo. Las desventajas que se
deben afrontar por evitar las divergencias infrarrojas son tener que trabajar con mads
variables dindmicas que las del sistema original y también tener un mayor ntimero de
términos en el hamiltoniano perturbativo (f{cwp + f{rea)' Esto implica que encontraremos
un numero mayor de diagramas en el tratamiento BRST que en el tratamiento donde se
hace uso de los paréntesis de Dirac. A pesar de este inconveniente la precisién de los
resultados obtenidos en el primer tratmiento serd mayor. Nos concentramos primero con
los términos del acoplamiento intrinseco-colectivo para estudiar las correcciones dindmicas
a la masa del solitén. Luego incluimos los términos residuales para obterner correcciones

de orden superior.

3.2.1 El acoplamiento intrinseco colectivo

El acoplamiento intrinseco colectivo aparece en el término QII que es de orden O(M %)
cuando IT es de O(1) porque 2 es de O(M~z). Entonces en este limite puede ser tratado
como una perturbacién. En el caso en que II es de O(M) carece de sentido hacer un
tratamiento perturbativo de este término. Este seria de O(M%) y por lo tanto no con-
vergeria la expansién. El tratmiento de este caso lo dejamos para més adelante.

El término de acoplamiento no contribuye a primer orden en teoria de perturba-
ciones. Su contribucién a segundo orden en teoria de perturbaciones viene dado por el

diagrama en la figura 1.

Figura 1

Donde el simbolo o« representa vértices de (9(751\—4) El valor del diagrama es

<> P 5 95
§Egin = -11 YT (2.25)
La dltima igualdad en (2.25) se debe a la eleccién de la métrica negativa de los operdores

o y €. A segundo orden en teoria de perturbaciones el término Hp contribuye a la
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energia cinética esperada para un solitén que se mueve con bajo momento II y coincide
con la correccidn obtenida con los paréntesis de Dirac. Correcciones relativistas superiores
en Il pueden ser obtenidas a partir de diagramas que incluyen vértices del término de
acoplamiento junto con vértices del término residual. Sin embargo no incurrimos en este
calculo porque resulta conveniente introducir una transformacién candnica que elimine el
término de acoplamiento intrinseco colectivo por otros que den lugar a una convergencia

mas rapida. La transformacién que logra este objetivo tiene la forma
T = ezp[—:iIIR) (2.26)
donde

R—ﬁ \/_ iV2Mw(co — cF). (2.27)

Esta tranformacidn lleva la carga BRST a una carga efectiva
Q) = #B — i [ 4h = ~VM(ct + c)a+ (c1 + )l (2.28)

Las magnitudes fisicas tienen que ser debidamente transformadas para que conmuten con
la carga efectiva.
El hamiltoniano obtenido a partir de esta transfomacién es igual a (1.15) salvo el

reemplazo

~ 112
Hcoup - 37 - —Q_/¢ qp - 2 /¢::q’ (229)

El primer término del hamiltoniano transformado es nuevamente la energia cinética del
solitén que se mueve con momento II. Los restantes términos pueden tratarse perturbati-
vamente ya que son de menor orden que el de QII, esto es (< O(M~1)). El dltimo término
en (2.29) no contribuye a primer orden en teoria de perturbaciones. A segundo orden da

una contribucién que aparace en la figura 2 y que es independiente del sector espireo.

Figura 2
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Cuando ester valor es agregado al primer término en (2.29) obtenemos como correccién a

la masa dindmica del solitén
(2) _ Hz H4

SEV = — )
dn ~ oM  8M3

Este correccién corresponde a los primeros dos términos de la expansién de la energia

(2.30)

relativista
£ VIfiTTE (2.31)

El tercer término de esta expansién aparece solo en cuarto orden en teoria de perturba-
ciones. A este orden los vértices que contribuyen salen de los dltimos tres términos en
(2.29) y del término cibico en las fluctuaciones.

Aqui vemos como los diagramas del tratamiento de Dirac son distintos de los utiliza-
dos en este tratamiento. Los vértices con grados espureos generados por el término f{cwp
conjuran para generar los diagramas que dan lugar a la misma contribucién generada por

el vértice del término

2
([ 44y (232)
en el tratamiento de Dirac. Por supuesto, el término (2.32) esta ausente en H,4 porque no
hemos tenido que realizar transformaciones que no son candnicas. Los restantes términos
del hamiltoniano dan una contribucién identica a los términos perturbativos del hamilto-
niano en H,.

Los diagramas generados por los vértices espireos del hamiltoniano I:Icwp en H4 son

todos topolégicamente equivalentes a los diagramas que aparecen en la figura 3.

(a) (b)
Figura 3
El valor de los diagramas es
(o _ 3 2.33
5Ed1n - 32M5 . ( )

Ergo, coincide con la contribucién de (2.32).
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Por supuesto, la suma de todos los diagamas que contribuyen a este orden corre-
sponde al tercer término obtenido de la expansién de la energfa relativista (2.31). Esto
resulta alentador para continuar la expansién perturbativa a ordenes superiores. Sin em-
bargo, no continuamos.

Cabe destacar que muchos de los diagramas que hemos utilizado dependen de la
frecuencia arbitraria w del modo cero. A pesar de esto, la suma de los diagramas es
independiente de esta magnitud orden a orden. Esto se debe, Como hemos argumentado,
a que ambos hamiltonianos, el original, y (1.15), son equivalentes en el espacio en que
el dltimo puede ser definido. Sin embargo, el primero es independiente del parmetro w
mientras que el segundo no lo es.

Hasta aqui hemos hecho solo correcciones dinamicas a la masa del solitén de O(M).
Sin embargo también existen contribuciones a la masa dindmica del solitén a O(1). Para
obtener estas correcciones debemos considerar diagramas que son el producto de vértices
del término de acoplamiento y del término residual. Esta correccién junto con la correccién

estdtica ( para Il = 0 ) son el motivo de la siguiente seccién.

3.2.2 El hamiltoniano residual

Todos los términos del hamiltoniano residual (1.15) dan lugar a una convergencia de la
serie perturbativa. Junto con los términos obtenido en la seccién anterior para el hamil-
toniano de acoplamiento intrinseco-colectivo, (2.29), podemos calcular las correcciones
para diversas magnitudes como la masa estdtica del solitén a O(M~!) y la correccién a
la masa dindmica a O(E—z,), la masa de un mesén real a O(M 1) y la energia cinética
de la masa de un fonon real sobre el solitén a 0(3—2,) Como veremos mas adelante to-
dos estos resultados tienen divergencias ultravioleta que encontramos con el tratmiento
de Dirac. Estas divergencias fueron tratadas con renormalizacidon que también puede ser
hecha dentro del formalismo BRST. Pero no puede llevarse a cabo sin hacer uso de un
potencial particular. Por eso primero derivamos las correcciones a magnitudes fisicas para
potenciales arbitrarios. Luego utilizamos el modelo ¢* para realizar la renormalizacidn.
Finalmente, calculamos la correccién al elemento de matriz del campo ¢, una magnitud
fisica en el sentido de (1.6) que no es invariante translacional como lo es el hamiltoniano
porque no conmuta con el operador momento total, entre un vacio con momento Il y un
estado de un mesdn real sobre un vacio con momento II’ # II.

Los vértices del sector espiireo contribuyen a la correccidn de la energia dindmica del
solitén a O(Ar}—z,) a través de los diagramas de segundo orden en teoria de perturbaciones
que estan listados en la figura 4. Los diagramas que corrigen la energia a O(M~!) estan
en la figura 5. La tabla 1 muestra los valores de estos diagramas listados en la figura 4 y
en la figura 5. Esto lo hacemos para mostar, al menos en este caso, como se cancela la

dependencia en el parametro de gauge.



El formalismo BRST 57

(a) +(c)
()
(d)

Figura 4

(d)

\

Figura 5

S oy fugtl P P
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12 Iv,bll2 ¥nl?
TaEn 4M22/(— o

ﬂ

1 e | oy ] (wn—wm)?
B 2
T 16M wk Z WnWm T 16 M nzm WnWm Brm
1 2 1 \2
BE 16Mw2 Wn 'n + an n 8M /("pl) (234)

También debemos incluir los valores de expectacion que contribuyen a primer orden en

teoria de perturbaciones. Esto es

l/V4<q4> = 3 Z = Z A2+ Z/Vsqy’w)"lz
24 32M w? 16M
1 (wn wm)(w ~03) o
+ 16Mw,§n WnWm Brm (215
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La correccidn a la energia del estado fundamental que viene del sector espiireo es

1 1 (wn - wm)2 m 1
AEJ = T 2oas )2 2
Pl 8M Joy+ 163 2 Bom = 20 23724 (2.36)

nm Wnwm

Esta correccién es independiente de] parametro w, como es de esperarse por haber sido
introducido por la funcién que fija el gauge p.

Vemos que la correccion a la energia dindmica en (2.36) también verifica que

HZ
E(Il) = E@ 4+ TGk (2.37)
donde
E© = M4 %an (2.38)

es la masa del solitén a O(1). Entonces, vemos que la masa a este orden es covariante
ante transformaciones de Lorentz infinitesimales ( II pequefio .)

Obviamente también hay una contribucién del sector real. Esta estd presente aun
cuando e] sector espiireo no es tratado y viene del sector real de los términos V3 and Vj
en el hamiltoniano residual. Los diagramas que se obtienen estian listados en la figura 4
del capitulo anterior.

Vemos que los diagramas (d) de la figura 5 son los responsable de la contribucién
debido al ordenamiento normal del término 3 f p° en el tratamiento de Dirac. También es
facil ver que los diagramas (d) de la figura 5 logra la contribucién del valor de expectacién
del término en el tratamiento de Dirac
(fs’;:;)z. (2.39)

Resulta claro que los resultados correctos se obtienen con menor esfuerzo mediante el

tratamiento de Dirac ya que la cantidad de diagramas que debemos considerar en el
tratamiento BRST es mayor al utilizado por el método de Dirac. Sin embargo, el método
BRST cuenta con la ventaja de avisar cuando se han sumado todos los diagramas del
sector espireo. Esto se debe a que en general el parametro espireo w solo desaparece
cuando se han sumado todos los diagramas de este sector.

Si realizamos la transformacién de Tomboulis de]l hamiltoniano BRST y no forzarmos
ni el vinculo ni el gauge, es facil ver que tanto los grados de los fantasmas y del multi-
plicador de lagrange desaparecen del hamiltoniano residual y solo queda el hamiltoniano
cuadrdtico esptireo apropiadamente diagonalizado. Al realizar un tratamiento perturba-
tivo del hamiltoniano residual y corregir la energia del vacio a O(M~!) vemos que los
términos dependientes en w ya no son cancelados. Esto se debe a que los diagramas de
los términos ciibicos y cudrticos en § que dependen del modo af no son cancelados por
los diagramas en que participaban los grados desacoplados y que ahora estin ausentes.
Esto demuestra en forma alternativa la no candnicidad de la transformacidn, ya que si

fuera candnica, la cancelacidn en w de una magnitid fisica seria inminente.
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En forma similar se puede obtener una correccidén a la energia de un mesén n sobre

el vacio de un solitén con momento II. Los diagramas que se logran con los vértices de

este hamiltoniano estan listados en la figura 6.

S

(2) (b) (c)
Figura 6

La correccion del sector espureo a esta energia es

2 2 2 2
Bm.,, w}h, + wh II

E., = - -
P §4M W 2M2“'J

Vemos que el ltimo término en (2.40) nos permite afirmar que
2
E(Il)=E —.

donde ahora
1
E(0)=M +wn + EZw,,,

es la masa de un mesén n sobre el solitén a O(1).

La correccidn de] sector real es

Ee=+Y | ] VahipmPn? _ T Vslbal*m [ Valhil*9r

o dwnwn (W — (W + wm)?) Bwnw2 wy

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

Una vez mds vemos que esta cantidad, que es la correccidon a una cantidad fisica, es

independiente del parametro w. También resulta menos dificultosa la correccién en el

método de Dirac que en el formalismo BRST por contar con menos diagramas. Esta

expresién también tiene divergencias ultravioletas las cuales tratamos mas adelante.

Calculamos en este espacio Hy4 el mismo elemento de matriz de ¢ que calculamos
mediante el método de Dirac. Si tomamos al operador ¢ = ¢(z + X ) podemos interpretar

que para operadores fisicos la distancias se miden desde el sistema de referencia del lab-

oratorio. Esta dependencia en la coordenada colectiva del operador campo garantiza que

cualquier funcional de este operador conmute con la carga BRST (1.5) y que como con-

secuencia de esto tal funcional sea fisica. Como hemos transformado a la carga también
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debemos transformar al operdor campo para que este siga conmutando con ella. El campo

transformado queda

i g (0— @) @

¢ — d(z+X) + Zo( 2Mw) v+ 1) qu¢é(m+X)
z v+1 (CO—CSF)V ¥ d ,
q — UX:IO( 2Mw) + Ol (a1 = af) o bl + X) (2.44)

0 (co—cf)

Y T B ) G ax

La integracion sobre las coordenadas colectivas en la base (1.23) da el operador de tran-

(¥n(z + X)an — ¥5(z + X)ay) (245)

sicién en [18|
bess = £ J AXETTIXg(g 4 X) - LelT-De (2.46)

- . 1yr(er—cf) - —ei(T' M) 1 7 7 * i(IT'—
(¢c 5 7,(]52[%8 A= + gl—nlrl] + Zﬁ;:("»bnan - d)na‘:)e & H)S)

donde la transformada de Fourier del campo cldsico la escribimos con una barra (¢ =

= [ (=) ezp[i(TI - I')a)).

h (f) Figura 7 () (h)
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Los diagamas que contribuyen al sector espiireo estdn listados en la figura 7. La

contribucidn de este sector al elemento de matriz es

< Iy np = 0fdess |l np = 1 >p 1= :7_2,," '(n “Me « (2.47)
( 8w "pﬁzw —w mn 2ZZ%B'""BMVJ)’ - %IﬁlZiAman
m lfn m

+@$IE$BﬂmX’:£—'Wmli - @J’lzmwg_(_lwm_’_mBmlelﬁ
m m,l

(H + I )( n¢1 + sz w2, mn"pm H H, Zw w2 —w mn"Zﬁ:)

El sector real contribuye solo a través de los diagramas (c), (d) y (h) de la figura 7. Esta

contribucion es

< H’ Np = 0|¢¢ff|H n,=1>,= 71_e.'(n'-n)= * (2.48)

2w,-. 2x
1 .7 1 1 1 7 1
(— To07 ¥n D o Wensins + zz—rj(..,g,_..,, '/’tszmﬁmi
m
1 n 1 1 1
+iasz¥n ) gr Waam D o Wiim — § Z ¢zZ o Woind_ 2 Wiim
k k

m

n wi —(w, Wen 2
B ﬁ"l’"gw:{w“i—((ufutwm))’]’ wi atm t 3 Z (uz u=)'/’kzu...[w= (Wi +wm)?] Wiim Wklm)

Nuevamente vemos que el nimero de diagramas es mayor en este método que el tratamiento
de Dirac. La razén es la misma: un nimero mayor de grados de libertad da lugar a un
numero mayor de vértices que a su vez dan lugar a un mayor nimero de diagramas. Sin
embargo, los resultados son equivalentes al orden en que hemos incurrido. Vale la pena
mostrar otra diferencia. Esta es la transformacién de los campos hecha en (2.45). Si solo
consideramos la transformacién a O(1) recuperamos el campo efectivo de Hz. O sea, los
elementos de matriz del operador en (2.45) entre estados fisicos a O(1) seran los mismos
que los del operador campo definido en H; entre los mismos estados fisicos. Esto se debe
a que el sector espireo del campo a este orden es un operdor que lleva estado fisicos a
estados de norma nula. Es facil ver que las contribuciones de menor orden debido a la
transformacidn hecha en (2.45) estin ausentes en e] tratmiento de Dirac. Esta diferencia
no trae aparejadas consecuencias a O(M™!) pero a ordenes superiores es posible que las
haya. No incurrimos en el cdlculo explicito a orden superiores por ser sumamente tediosa
la generacidn de diagramas e irrelevante a nuetros propésitos. Preferimos buscar otra
magnitid e imponer otros limites para demostrar que los términos de O(M~7) marcan

las diferencias.
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3.3 Renormalizacion

Como hemos visto en el capitulo anterior, las correcciones a la energia de ambos sectores
topoldgicos tienen divergencias ultravioletas. Estas divergencias fueron corregidas con el
uso de teoria de renormalizacidn. Continuamos con el modelo ¢* para renormalizar a
dos loops porque nuestro objetivo en este capitulo también es comparar los resultados
obtenidos en el tratamiento BRST y en el tratamiento de Dirac.

En el sector con topolégia uno utilizamos el mismo contratérmino que fue utilizado
en el sector con topolgia trividl. Entonces tenemos que el contratérmino en el sector B = 1
es
Fr6m? bm? 5 12 2 22
= TN gt ). (3.49)
Se puede verificar que este término es fisico porque conmuta con la carga BRST (1.21). Sin
embargo, hemos hecho una transformacién candnica de la carga BRST y del hamiltoniano.
Por lo tanto hemos transformado a su vez el espacio de Hilbert sobre el cual estamos
trabajando. En este nuevo espacio las magnitudes fisicas no son las que conmutan con
la carga (1.21) sino los que conmutan con la carga efectiva (2.28). Como consecuencia
de esta transformacién de la carga debemos también transformar de la misma manera el

contratérmino para que siga siendo fisico. Esto es

HJ?}’ — TH6m7Tdagger

(¢2 = X% +2¢.(§ — th /¢1é + '\/’/‘——5) +(d - % /wlé + %)’) +(3-50)

ém?
2

Con esta transformacién introducimos nuevos vértices que garantizan que las energias
renormalizadas sean independientes del parametro w.

De esta interaccion efectiva surgen los vértices que corrigen la energia del vacio

0

Figura 7

Al considerar el contratérmino la energia del vacio toma la forma encontrada con

el método de Dirac en el capitulo anterior. Estos resultados son los mismos que los
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obtenidos por el método de Dirac a pesar de haber incluido los vértices de un operador
nulo, el cual como hemos argumentado no contribuye a la correccién de magnitudes fisicas.
Recordamos que no hay vértices del sector residual con la topologia del vértice de la figura
7 y que propague un estado espureo. Por lo tanto podemos concluir que al orden en que
hemos incurrido, esto es O(M~1) y O(LL), el tratamiento BRST no muestra ninguna
ventaja sobre e] tratamiento de Dirac. Resulta entonces conveniente a estos ordenes
utilizar el método de Dirac porque es més sencillo corregir las magnitudes fisicas al tener

un menor numero de vértices.

3.4 El limite relativista

En esta seccién primero minimizamos e] hamiltoniano BRST teniendo en cuenta las vari-
able espireas para eliminar los términos lineales en las fluctuaciones[37]. En esta seccién

utilizamos una funcién de gauge p modificada. Esta la escribimos como

¢

p=7Q + 7*G - WB) (4.51)
Con esta eleccién de gauge podemos escribir el hamiltoniano BRST con la forma

Hgpst = H — Q(P — 1) + ir% + w?(BG — ng +77(G, P)) (4.52)
La ecuaciones de evolucién temporal para las distintas variables son

B, = G.=0 (4.53)
m= [énr (4.54)
Pe = v, (4.55)
donde

v, =0, =N/E E-= /(qs;,)2 (4.56)
La minimizacidn funcional del hamiltoniano respecto del campo ¢ es

- =V - (1-) =i (4.57)

Aqui nuevamente hemos aproximado la minimizacién porque hemos despreciado el acoplamient
entre los fantasmas y las restantes variables. Vemos que recuperamos los resultados
cldsicos obtenidos para el tratamiento de Dirac en Hj. Pero esto solo lo hemos logrado a
O(M). Para considerar ordenes inferiores debemos recurrir a las fluctuaciones alrededor

de los valores cldsicos.

Las fluctuaciones alrededor de estas magnitudes cldsicas son

¢ = o +4,
P = Pa+p
Q= v +0
B = B (4.58)
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El hamiltoniano BRST queda al considerar las fluctuaciones
HBRST = E+ Ho + f{rea
— 1 ~2 1 ~12 1/"2 /./.
H.,—2/p+2/q+2 gVa—v [ qP

Heo = 3 3Vi— QPO +u%5(G, PO (4.59)

12

Cabe destacar que debido a que no hemos minimizado el hamiltoniano en Hy4, no
. P . . . 1 s .« .
existen términos lineales en las fluctuaciones de O(M3) en el limite relativista. Esto nos
impedia obtener una convergencia en este limite.

El momento es el mismo que el encontrado en H3. Este se escribe
P = N4 P04 pO)
PO = [4L, (p+uq)
p® = / 3'p (4.60)
El modo de energia cero, el cual no tiene restitucion, lo incorporamos, de la man-
era utilizada en el comienzo de este capitulo. Esto es con los restantes términos del
hamiltoniano BRST cuadrdtico. Estos dltimos términos son los que contribuye el término
2
[0, Q™.
Trabajamos con el hamiltoniano espiireo porque el hamiltoniano cuadrético real

ya ha sido diagonalizado y estudiado en la seccidn relativista del capitulo anterior. El

hamiltoniano espireo se escribe

2
1 —v;

- - - a ~ 2 -
H® = (WY - O PW 4 2 BG - “’732 +i(T7 + wini). (4.61)

El gauge se elige para que sea el operador conjugado al término lineal del vinculo. Esto
garantiza que los factores que multiplican a las fluctuaciones fermidnicas en el dltimo
término sean las que aparecen.

Los términos que solo incluyen modos espireos con estadistica fermidnica y que
aparecen en la ec. (4.61) se pueden llevar a la forma diagonal haciendo una transformacién

identica a la hecha en el comienzo de este capitulo.

a = i5+=—1 T -1 U—J’f]
Vaw 2
. 1 . [w .
— et A W
b = 1 —-\/2_w7r+z\/2 (4.62)

donde los operadores de creacidn y destruccién cumplen con las relaciones de anticon-

mutacion
(a,a]+ = [b,8]4 = L. (4.63)
El vacio de estos modos, |0 >, es aniquilado por los operadores a y b. Esto es

al0 >= b]0 >= 0. (4.64)
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Los términos que contienen los modos espireos con estadistica bosénica se desacoplan

solo si ¢ = 5%, Esto se ve al completar cuadrados en la ecuacién (4.61).

E

1 — 2 E 1 E
- p) 2 _ 2B -0 4 — (G2 _ 2 )

5 (P l—v,?Q) w?(( G )+2A(G ) l—erQ (4.65)
La condicién para que estos dos osciladores se desacoplen es

E
1) _ — Y =

(P — — UgQ),(B ¢ =o. (4.66)
Debido a la constante que multiplica al término 7jn en (4.61), el gauge debe tomar la
forma
N I L +
G=1 2. E (ay — af) (4.67)

Este operador de gauge tiene la ventaja de tener solo modos espireos. Esta es la definicién
de gauge rigido cuya alternativa es el gauge no-rigido el cual estd también compuesto por
modos de frecuencias finitas. El uso de un gauge rigido garantiza que los términos que
aparecen en (4.61) queden desacoplados de los modos reales. Esto no sucede en general
para el gauge no-rigido. El gauge definido en (4.67) en término de los modos normales
puede también ser escrito en término de las fluctuaciones, las cuales estian relacionados
con los modos. Vease la seccién relativista en el capitulo anterior.

Con esta eleccién de gauge se puede diagonalizar el hamiltoniano (4.61) si utilizamos

las siguientes transformaciones

_ J£ pa
G = \/T,;P() ,—( \/;
—\/;B \/mﬂ-i—z\/;G

Donde los operadores de creacién y destrucciéon cumplen relaciones de conmutacion iden-

Co

(4.68)

ticas a las satisfechas por sus pares en el comienzo de este capitulo

[e1,¢f] = [e5, 0] = 1 (4.69)
El vacio del sector esptireo también es aniquilado por los destructores bosénicos. Esto es
1|0 >= ¢|0 >=a|0 >= 5|0 >= 0, (4.70)

Sin embargo, los operadores en (4.70) no son los mismos operadores espireos encontrados
en la primera seccién de este capitulo. Estos dltimos aniquilan un vacio distinto al encon-
trado en (4.70) porque las transformaciones utilizadas para diagonalizar el hamiltoniano

son distintas en ambos casos y estas afectan a los modos espireos.
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De esta manera llegamos a definir el hamiltoniano espireo y el espacio en que este

esta definido
H® = w(cfer — cteo + aa + bb). (4.71)

De vuelta se observa que la energia del vacio y de los estados con modos reales definido por
(4.71) son independientes del parametro w. Esto no hace mas que reflejar la supersimetria
de (4.71), y la equivalencia del hamiltoniano original con el hamiltoniano BRST.

La carga BRST cuadratica en término de estos modos es

QP = —, /1 fvz [i(cf + cF)a + (c1 + c,)b). (4.72)

Entonces es facil ver que el vacio del sector espiireo, |0 >, es aniquilado por la expresién

cuadritica de la carga BRST. Esto refleja que los estados definidos por los modos normales
son fisicos al orden impuesto por la carga. En consecuencia, una expansidn perturbativa
puede ser construida a partir de esto estados. Los resultados obtenidos seran independi-
entes del parametro w.

Para terminar el tratamiento cuadratico expresamos a las fluctuaciones en término

de los modos normales

. [l —v? w
i = Y55 ¢;(01—CT)+\/2—E(1_—UE)W$¢;(C1+CT+CO+CBL)

2

v, h.c.

RS

p = 1 1_v’?'u,.rﬁ"(cl—c+)-{~ Y (¢, +v2¢lz)(cr + ¢f +co+¢F)
2Ew cr 1 2E(1—‘U3) cr r¥er 1 0

W w,

Notese que la frecuencia cero w; ha desaparecido de las fluctuaciones. Esta ha sido reem-

¥, )en + h.c.) (4.73)

plazada por la frecuencia arbitraria pero finita w. Lo mismo sucede con el hamiltoniano.
Por consiguiente, podemos hacer un tratamiento perturbativo sin encontrar divergencias
infrarrojas.

Los términos del hamiltoniano intrinseco-colectivo han sido incluidos en este tratamiento
dentro de la base de estados que se utilizard para realizar el tratamiento perturbativo.
Por lo tanto no contribuira con vértices como lo hizo a comienzos de este capitulo. Sin
embargo, la contribucién de este hamiltoniano en teoria de perturbaciones surge de la
dependencia en v, de los vértices utilizados para estos fines.

El hamiltoniano residual, que es independiente de v,, contribuye a la correccion de
magnitudes como la energia del fundamental en este sector topolégico a O(E~!). Ya
lo escribimos en (4.59). La energia del estado fundamental, a pesar de ser divergente y
necesitar renormalizacion, difiere con la obtenida a partir de los conmutadores de Dirac

sin renormalizar. Justificamos asi la falta de renormalizacidn, la cual no haremos.
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La contribucidn de los diagramas que son generados por los vértices del hamiltoniano

~

H,., aparecen en la figura 9.

(a) (b)

Figura 9

La suma de estos diagramas es como es de esperarse independiente del parametro
w pero dependiente de la velocidad colectiva

1+ 3v2 — v} + 9 ” 3vA(1 — v?
ARt = tHB_ et fgry BOZ) fgnye [y

1_v Z ”Va‘l’ Undl ity 5 [Vola¥ndly [2VoUa 08,
w'nUJm Wn + w. )2 4E n,m w,,wm(wn - u}m)

llpm| 2 1 If I/Z*l‘]:Jn‘I’m‘I’llz
_ Vi U il
Z 32«:2 | E/ . "= 48 Z WnWmwi(Wn + wm + wy)
I‘I’n|‘Z
+a3 / Va(Y (4.74)

n,m,l

Las dos tltimas lineas incluyen la contribucién de los modos de frecuencia finita. El modo
de energia cero da una correccién que aparece en las primeras dos lineas. Debido a la
dependencia intrincada de las funciones ¥,, en la velocidad colectiva v,, resulta dificil
llevar esta expresion a la forma necesaria para que represente el dltimo término en (4.125)
del capitulo anterior. Suponemos que para el caso de un potencial particular V(¢) tal

relacién puede ser obtenida a partir de (4.74).

3.5 MOBOL

En el capitulo 2 utilizamos el método de Dirac en H;, para tratar el modo cero que se
nos presentd al trabajar en H;. Vimos en las secciones anteriores de este capitulo que
el formalismo BRST también puede ser utilizado para tratar en el espacio Hy a este
modo esptireo. En el limite de bajos momentos colectivos, O(II) ~ O(1), los tratamientos
dan resultados identicos. Sin embargo, en el limite relativista donde O(II) ~ O(M),

encontramos que la correccién a la energia del vacio difiere de un tratmiento al otro.
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Lamentablemente, la solucién exacta donde no se hace uso de grados espiireos, esto es en
H1, no es conocida porque no podemos desacoplar los grados espiireos de los reales. Por
lo tanto no podemos a priori determinar cual de los dos procedimientos es el correcto.

Una de las razones por la discrepancia entre ambos resultados es la no canénicidad
de la transformacién implementada en H, y en H; para llevar el vinculo que contiene
hasta términos bilineales a otro que solo contiene un término lineal. La otra razén para
justificar las diferencias de los tratamientos en este limite se basa en la retencién de
términos adicionales de la solucién de cero energia ¥,. Como vimos, para cancelar la
dependencia en el parametro de gauge w, nos hizo falta expandir la funcién ¥, y retener
hasta términos lineales en w. Recordamos que la funcién ¥, en H; depende del autovalor
cero w;, pero que en H, reemplazamos a w; por el parametro de gauge w. Ergo una
expansién en w; de la funcién ¥, que vive en Hj3 no dard lugar a términos lineales en
w; por la sencilla razén que son proporcionales a cero. En el espacio H4 tales términos
existen porque el parametro de gauge no es nulo como lo es w;.

No satisfechos por estas razones buscamos un modelo cuya solucién exacta sea cono-
cida pero que guarde semejanzas con el modelo que hemos tratado hasta ahora. Escencial-
mente requerimos que el modelo de lugar a un vinculo que sea un polinomio de grado dos
en las fluctuaciones cuando se hace uso de coordenadas colectivas para poder implementar
la transformacién de Tomboulis. Tal es el caso del modelo MOBOL.

El modelo MOBOL|[34] describe una particula que se mueve en 2 + 1 dimensiones.
La particula, como hemos anticipado, se mueve bajo las fuerzas de un potencial con
forma de sombrero mexicano. Al hacer uso de coordenadas cilindricas podemos obtener
resultados en H; porque el modo cero se desacopla del modo real y entonces no hay una
ruptura de simetria. Al utilizar coordenadas cartesianas el hamiltoniano exibe un modo
de cero energia junto con una ruptura de simetria. La solucidn cldsica de las ecuaciones de
movimiento no guarda las simetrias de]l hamiltoniano que da lugar a tales ecuaciones. Esto
nos permite realizar un tratmiento en H3 y en H4. Primero nos concentramos en presentar
el tratamiento en H; y después en H4. Mostraremos que ambos resultados coinciden en

el limite de altos momentos colectivos. Seguimos aqui el tratamiento realizado en [23].

3.5.1 El tratamiento en H,;
Las coordenadas cilindricas

En este espacio el hamiltoniano se escribe

1
H = -(BB+p3)+V(r); r*=q¢+q

2
Vi) = YE(r _ g2y (5.75)
(7') - 8:1:2 T :Bo) '

El parametro semicldsico es z, y juega un papel similar al del campo cldsico en los mod-

elos con solitones. Al hacer uso de coordenadas cilindricas podemos separar la variable
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rotacional de la radial. Esto no sucede en los modelos con solitones. Entonces, el hamilto-
niano radial cuando nos restringimos a un subespacio donde el conjugado de la coordenada

angular, I, es constante es

_Pf (I2-1/4)  wi , 2\2 ., — 4
HI - 2 + 2,’,2 + Szg(r zo) ) [T)Pr] =1 (5.76)

y actua sobre funciones redefinidas como & — r~*/2%.

El término

1
_ 5.77
= (5.77)
aparece por el laplaciano en polares. Los fantasmas en H, son los encargados de generar
los vértices que dan lugar a este término y por lo tanto los encargados de llevar la métrica.

El minimo semiclasico lo llamamos z,; y satisface

d,I? 42
757+ g = T2 Mr=eus = 0. (5.78)

Al considerar las fluctuaciones

r = ZTo+T
I .
Tol

alrededor del minimo el hamiltoniano queda

HI = Huib + Hrot + Hanh + Hcoup

_ 1, wﬁ, 2
Hos = gpt T
12
Hrot - 233[
3 4
_ 2 T T
Hopp = w’(2z01 +—8z31+...)
2,3 2,4
Hep = J2A L (5.80)

) 6
Lol 2:301

El modo cero no aparece pero si surge la energia rotacional de la particula en H,q.

La contribucién principal a la energia del vacio es!

1 r?

= - 1+ I? 5.81
Ega 2‘”:1 + 2$31 ( + 0'[) ( )
donde

1+ 471%0; z?
2 _ : = _° 5.82
el zio1 ot ‘”2‘”21 ( )

1Este modelo no tiene una energia clisica como sucede con los modelos con solitones
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O sea que el sistema se convierte en un vibrador maés rotor con un momento de inercia
que depende del momento colectivo I.
La correccién a la energia a orden siguiente puede ser obtenida en forma trividl por

no existir modos de energia cero

3 — 32I%

Dgo = —
g 8z2,(1 + 41%0;)?

(5.83)

La expresién (5.83) es valida para valores de I del orden de z2.

Las coordenadas cartesianas

Al utilizar coordenadas cartesianas el potencial exhibe una familia de minimos continuos

tal que
910 + 920 = T, (5.84)

porque z2 > 0.

Por la existencia de esta familia continua, podemos elegir alguno de estos minimos
como por ejemplo aquel vacio en que la particula estd a lo largo del eje z. Sin embargo,
debido a la simetria cilindrica del sistema, el vacio sera transformado en otro al rotar las
coordendas cartesianas.

Este es otro ejemplo de un rompimiento espontdneo de simetria. Los vacios no
poseen la simetria del hamiltoniano.

Al minimizar el hamiltoniano, q; satisface la ec. (5.78) para I = 0.

La expansién de las fluctuaciones alrededor del minimo son

@1 = To+tT Q=Y

P1 = P P2 =Dy (5.85)
con

[:l:.',p_.,'] = 1:6,'1'. (586)

El hamiltoniano se escribe

H = H® 4+ H,.,
H® = L(p2 4wa?) + lpf,

2 2
2 2
. ws 2 2 Wz, 2 212
H., = z—zom(m +y )+ E(z + y%)°. (5.87)

Claramente, debido a la eleccién del vacio, la fluctuacién ¢» no posee fuerza de resti-

tucién. Ergo, hay un modo cero que nos impide realizar un tratamiento perturbativo del

hamiltoniano residual.
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El vinculo puede ser obtenido al considerar al conjugado, I, del angulo, ¢ que
relaciona al sistema de laboratorio con el intrinseco. [34] Al expresar el lagrangiano en el
sistema primado y considerar a ¢ como una variable dindmica, que depende del tiempo,
la variacion del lagrangiano respecto de ¢ que es la definicién de su conjugado I da lugar

al vinculo
J-1 =0
J = qp2 — qp1. (5.88)

3.5.2 El tratamiento con coordenadas colectivas en el espacio
Hq

Con el procedimiento realizado en este capitulo podemos trabajar haciendo uso solamente
de los corchetes de Poisson. También, como advertimos, no hace falta recurrir a una
transformacidn que no es candnica para linealizar el vinculo porque hemos introducido a
los fantasmas. La minimizacién en H4 despreciando el acoplamiento entre los fantasmas

y los restantes grados de libertad dan los siguientes valores de expectacién clasicos

plc p— Q2c = I —_ JC = BC = 0
1 I
= —_— e = o ; QC = — .
Pac 7 Qic = Tof = (5.89)

Donde nuevamente, el minimo z,; satisface la ecuacidn (5.78).

Al considerear las fluctuaciones el vinculo se escribe

f = fO 4 7@
o= ToIPy + 'Lm
Tor
f® = ap, — yp. (5.90)
E] hamiltoniano BRST es

Hppst = H1(30})st + Hf” + H®) + Hier

Hiksr = 21;(1 + Ior)
MY = Loy s LT 0 T
H® = —J® 4 ?2BGM - ‘;—232 + a7 + winh
Hygsr = %m(mz + 93+ gfz(:z:2 +y?)? - QJ@ 4+ TI‘F][G,J(Z)] (5.91)
El hamiltoniano cuadratico H(?) tiene un modo cero porque se puede escribir como
HP = : (JO)? + %pi, Ly (5.92)

~ 222,(1 + 4120y) 2
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Donde w?; y o son aquellos definidos en (5.82) y

I 1+ 2% 2I0z?;
ol = Pet —=y; =% Pl 21Vl 5.93
Pel =Pzt 395 B1= 105, ~ Tal20,P (5.93)
Escribiendo el gauge como

14200 2lo1z,1
T ozo(1 + 4I2a,)y 1+4%0,""

(5.94)

podemos darle masa w al modo cero.
Al realizar una expansién perturbativa en w;!z;? del hamiltoniano residual H™™*
obtenemos del sector espureo los términos necesarios para que la correccién a la energia

del vacio a ese orden sea la misma que la obtenida en H; usando coordenadas cilindricas.



Capitulo 4

La ausencia del acoplamiento de

Yukawa

Los solitones, como hemos visto, tienen buen niimero topolégico que se lo asocia al nimero
baridnico. Entonces, los solitones representan a los bariones. Las fluctuaciones alrededor
del solitén describen los mesones. El tercer ingrediente para tener un modelo que describa
la fisica nuclear de bajas energias es el acoplamiento de Yukawa, la interaccién entre
bariones y mesones encontrada en la naturaleza. En este capitulo nos dedicamos a estudiar
la existencia o no de este acoplamiento.

Este acoplamiento fue sugerido por Yukawa en 1934. Oportunidad en que Yukawa
también planted la existencia de particulas masivas (mesones) que mediaban las interac-
ciones fuertes. El modelo se apoya en un hamiltoniano de Klein-Gordon para mesones
sin isospin. La masa de los mesones se considera de O(1). Los bariones, descrip-
tos por el hamiltoniano de Dirac para fermiones con masa de O(M) son considerados
como particulas puntuales, algo severamente objetado por los seguidores de los modelos
soliténicos. La interaccidn lineal en el campo mesénico y que conserva el nimero bariénico
la produce el reemplazo de la derivada en el hamiltoniano de Dirac por la derivada covari-
ante. La constante de acoplamiento entre los bariones y los mesones se consideraba de
orden O(Mé). Anos después, con la constatacion con evidencia experimental se le agrega
a este modelo el isospin de los mesones. De todas maneras, el acopllamiento y restantes
magnitudes conservaban sus ordenes.

De estos modelos, y con este tipo de acoplamiento se obtiene partiendo de estados de
un mesén y un barién una amplitud de probabilidad de transicién (ATP) para colisiones
inelasticas que se conocen como los términos de Born. El orden de ellos, a pesar del orden
de la interaccidn y debido al mecanismo de Heitler-Bhabha es de O(1). La existencia de
términos de Born de O(1) es una manera alternativa de determinar la existencia o no de

un acoplamiento del tipo Yukawa.

73
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Skyrme, en sus trabajos, duda sobre la existencia de tal acoplamiento porque es
necesario minimizar el hamiltoniano para justificar la estabilidad ante decaimiento del
solitén. Este requisito implica que no hay términos lineales en las fluctuaciones y de
O(M?) en el hamiltoniano. Si tal término existiese los términos de Born serfan de O(1)
y concluiriamos que el modelo de Skyrme describe todos los procesos basicos de la fisica
hadénica a bajas energias.

Las conjeturas a las que llego Skyrme no fueron tenidas en cuenta por algunos de sus
seguidores. Entre ellos figuarn Mattis[11]. Luego de encontrar coincidencia con el espectro
bariénico experimental, salvo por dicho acoplamiento, suguiere que tal acoplamiento puede
estar oculto en el sector espiireo, y que un tratamiento adecuado de ese sector deberia dar
lugar a tal acoplamiento. Esta conjetura también fue apoyada por gente como Eckart et.
al. [10]. Siguiendo estas conjeturas, Verschelde[27] en el modelo de Skyrme y Ohta[14]
en el modelo en 1 + 1 sugieren que para obtener los términos de Born deben sumarse
todos los diagramas a todo orden en M teniendo en cuenta el modo cero. Esto segin
ellos da lugar a una amplitud de probabilidad de transicién de O(1). Al mismo tiempo
sostienen que esta suma de diagramas puede ser obtenida mds facilmente si se hace uso de
un gauge no rigido, el cual acelera la convergencia de la serie. Ellos, entonces, concluyen
que el acoplamiento de Yukawa existe en dichos modelos. Lo que si advierten es que los
términos de Born solo se logran en un gauge particular. Esto por supuesto va en contra
del concepto que se utiliza para demostrar la equivalencia entre el hamiltoniano original
y el hamiltoniano BRST: las magnitudes fisicas son independientes de los parametros de
gauge. Esto fue demostrado a lo largo de todo este trabajo. Los resultados de magnitudes
fisicas fueron en todo momento independientes del parametro de gauge w. En particular
mostramos al corregir la masa del solitén a O(M~!) que este parametro desaparece de
las magnitudes clasicas orden por orden.

Por otro lado, han sido muchos los autores que sugieren que el acoplamiento se
encuentra en el sector cldsico de la férmula de reduccién. Entre ellos los mas destacados
son Ohta[l4],[28] y Uehara[l3]. Haciendo uso de de ciertas aproximacién cuya validez
ponemos en duda obtienen los tan buscados términos de Born.

También estan los trabajos de Schwesinger[12] en el modelo de Skyrme que sostienen
que tal acoplamiento no existe debido a la necesidad de minimizar. Nosotros nos aderimos
a esta conclusién que demostraremos. Para lograr este objetivo continuamos trabajando
con nuestro modelo simplificado en 1 + 1 dimensiones. Sin embargo, para poder refutar
las conjeturas y resultados obtenidos por Verschelde y Ohta presentamos aqui la cuantifi-
cacién del hamiltoniano BRST en el gauge no-rigido. El caso del gauge rigido del capitulo
2 se obtiene como limite del no-rigido.

Primero calculamos la ATP con el formalismo de Dirac en H; y usando la definicién
de ATP de Joachim [24] y mostramos que no hay términos de Born. Luego calculamos la

misma cantidad pero en H, usando por supuesto el formalismo BRST. En coincidencia
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con el calculo anterior verificamos que no existe un acoplamiento de Yukawa. La ATP
también se obtiene de la férmula de reduccién. Finalmente estudiamos el sector cldsico
de la férmula de reduccién utilizada por Uehara[l3] y verificamos que sus calculos son

erroneos.

4.1 El formalismo de Dirac

Aqui, en esta seccién presentamos el hamiltoniano en H; para el caso del gauge no rigido.
Esto lo hacemos para mostrar que los resultados de Verschelde y Ohta son incorrectos.
Luego definimos la ecuacién de movimiento para las fluctuaciones que definen los estados
utilizados para calcular la ATP. Finalmente calculamos la ATP y vemos que se anula a
O(1).

El gauge no rigido lo escribimos como
s 1 R | / .
Gnr - M/¢cq+ M;CR ¢ﬂq (11)

El segundo término estuvo ausente en nuestros tratamientos hasta ahora. Debido a la
ortonormalidad de las funciones 1, este término tiene solo modos que son fisicos. También
debe notarse que los parametros de gauge ¢, son de orden O(Mé) Imponiendo que los
parametros de gauge (, se anulen, recuperamos el gauge rigido y los resultados que este
acarrea.

Recordamos que en el espacio H, la dinamica estd regida por los corchetes de Dirac.
Como estos corchetes dependen de la eleccién de gauge, al relizar un cambio de gauge las
ecuaciones de movimiento se modifican. También debe modificarse, debido al cambio de
gauge la transformacion para linealizar el vinculo.

El conjugado de las fluctuaciones ¢ lo escribimos
.. 1 1 .y 1 1 et
p=ho— VM T4 [ ik — 5 S Gl T+ [ 6 (1.2)
Donde
M=M+VM [ 98+ T [4ad (1.3)

Con esta transformacién se logra que el vinculo tome la forma

forr = [ 4 (1.4)

Entonces, el corchete de Dirac entre la fluctuacién ¢ y su nuevo conjugado p, es
e A 1 /
(), 4(¥)]p = (= — y) — Ya2Whi(y) = 77 2 &n¥n(2)4L(Y)- (1.5)

El 1ltimo término en (1.5) no estaba cuando trabajamos con el gauge rigido.
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Recordamos que para obtener (1.5) hemos modificado los corchetes de Poisson entre
P: ¥ ¢: consideramos a p; como el conjugado de g.

El hamiltoniano que se obtiene luego de realizar esta transformacidn se escribe

HD = Hc + Ho + Hcoup + f{reu

M,
o= 5 [#4g [ [
How = +g{l+ [5,2P TlGF
{0+ [, 232 [ b

o = 5L Bl [ty o

Es facil confirmar que este hamiltoniano es mas complicado que el obtenido a través del
gauge rigido. Se puede verificar realizando un tratamiento perturbativo de los ultimos
dos términos en Heoyp en (1.6) que la masa dindmica del solitén tiene la forma esperada a
O(nﬁz) y es independiente de los parametros de gauge como es de esperarse. Esto también
sucede con otras magnitudes.

Como vemos, en el limite de altos momentos colectivos, el ultimo término de ﬂcwp en
(1.6) que es de O(M ) garantiza una ATP de O(1). Sin embargo, como es bien sabido,
las interacciones fuertes son independientes del momento total del sistema. Ergo, este
término no puede ser considerado como el acoplamiento entre mesones y solitones. En el
limite de bajos momentos colectivos, de todos los términos del hamiltoniano trabajamos
solo con el hamiltoniano H,. La razén para esta eleccién se basa en que los restantes
términos de orden O(M~3) o inferior no pueden contribuir a procesos de O(1). Ergo,
en el limite de bajos momentos colectivos, el término del hamiltoniano de mayor orden
es H, que es de O(1). Por ser de este orden podemos suponer que puede contribuir a la
amplitud de probabilidad de transicién a O(1) debido al modo cero.

Si consideramos el hamiltoniano A, como hamiltoniano de orden cero entonces los
estados que diagonalizan H, seran los que utilizaremos para calcular la amplitud de prob-
abilidad de transicién. Las interacciones perturbativas serin todas de inferior orden a
O(1). O sea que no podemos esperar un acoplamiento de Yukawa partiendo de estos
estados.

Podemos también considerar parte del hamiltoniano H, como de orden cero y la
parte restante como interaccién. Esta interaccién tiene que dar lugar a una amplitud de
probabilidad de transicién de O(1) para que podamos afirmar que hay un acoplamiento
de Yukawa.

La manera de fraccionar el hamiltoniano H, en dos pedazos, uno de orden cero que
determina los estados que utilizaremos para calcular la probabilidad de transicién y otro

pedazo del mismo orden que determina la interaccién merece algin comentario. A simple
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vista resulta conveniente pedir que los estados utilizados sean aquellos que diagonalizan
el hamiltoniano en ausencia de soltiones. Pero estos estados que satisfacen la ecuacién de
Klein-Gordon estan definidos en H; y no en H;. Esto implica que no pueden ser utilizados
en H; porque no son fisicos. Para mostrar esto basta con escribir a los modos relacionados

con ondas planas en término de las fluctuaciones de H,

of = ~iy[% [ i+ = [, (17)

y realizar el conmutador con el vinculo efectivo. Es decir

ot [ # =[5 [ s (1.8)

Debido a que las funciones 1, no son ortogonales a la funcién ¢. el conmutador no se

anula. Ergo, los modos a} que representan ondas planas no son fisicos. Esto implica
que los estados asintdticos preferido por los fenomendlogos y experimentales en teorias
como QED y QCD no pueden ser usados en los modelos con solitones que incluyen a la
coordenada colectiva como variable dindmica.

Ya que no podemos usar los modos normales del hamiltoniano de Klein-Gordon
para una particula de masa g nos contentamos con trabajar con ese hamiltoniano como

hamiltoniano de orden cero. Esto es
H, = Hgc+V
i =l/1‘,2+l/é'2+l#2/éz

1 f,- .
Vo= [(h-ui (1.9)
Con el hamiltoniano de Klein-Gordon y los corchetes de Dirac se obtienen las ecuaciones
de movimiento para las fluctuaciones ¢ y ¢°** que diagonalizan a Hygc. Como estas

fluctuaciones satisfacen la misma ecuacidn, solo escribimos una. Pero por simplicidad

incluimos al modo cero dentro de la sumatoria
_wzé"" + (#2 _ d_z)q‘in + L ZC :‘(l) ,/¢I(éin” _ #2éin)
8 1e dzz e M ’, 8 - c e e
_ﬂZ/lp ”C ”{(#2 _ d_z)éin + LZC ,¢ '/11'1(@""” _ /.thfi")} =0 (1.10)
M s s da:z e M ’I s s e e

’II

Donde hemos usado la relacién

ECn"ﬁn: ZC:"!’:- (1'11)

Donde las funciones 9, forman una base del espacio expandido por las funciones ¥,. Los

coefficientes (, verifican

Ca = ZCﬂ/¢l¢; (112)
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Las fluctuaciones satisfacen una ecuacién mds sencilla que (1.10). Esta se escribe

~in d2 ‘lﬂ ‘lﬂ
o2+ (4 - )i +—z<,,¢.,/¢( - w4 = 0. (1.13)
Si se cumple (1.13) entonces se verifica que
p d2 “lﬂ ~n’/ Atn
_% Z;¢J”<J"{(#2 - F qc + = Z C"¢-" / ¢ ( #zqe )}

Z/¢a”<a”qe . (114)

’ll
El término a la derecha de la igualdad se anula porque G,., = 0. Habiendo demostrado
esto volvemos a omitir de las sumatorias al modo cero.
Las fluctuaciones que satisfacen (1.13) no son las fluctuaciones asintéticas para un

gauge no rigido arbitrario. Para que los sean debe satisfacer que

thEn é = éin
. «  __ ~out
Jm i = (1.15)

Esta es la definicién formal de fluctuaciones de entrada (in) y de salida (out). A tiempos
iniciales y finales los mesones se hallan a distancias muy grandes del origen (o sea del
blanco) y entonces el limite ¢ — *oo implica que z — +o0o. En este limite la ecuacién

para las fluctuaciones que diagonalizan el hamiltoniano H, es
§—§"+pr§=0 (1.16)

Esta ecuacidn no coincide con (1.13) a menos que todos los {, se anulen para los cuales

no se cumple que
zﬁinmxb,:O. (1.17)

Este, en general, no es el caso porque el potencial en el infinito es finito. Vemos que en
este formalismo, el gauge no rigido nos impide llamar a estas fluctuaciones asintéticas.
Esto no sucede con en el formalismo BRST en el espacio Hj.

Expandimos a las fluctuaciones ¢i" en término de modos normales

n ? —iw,t o _tw,t_+
= o Q4 in ’ . 1.1
Ge Z o ($ee™* " asin — Yre™a] ) (1.18)

Donde las funciones 1, satisfacen la ecuacién integrodifencial
d? 1
—“"311[’3 + (#2 - E)d’s + 1/’1 /¢1(¢;I - ﬂ2¢3) + H ECJ’¢1’ /4’1(#’1’ - /‘Lz"pa) (119)

No debemos conocer las soluciones de esta ecuacién para obtener los resultados deseados.
Lo que si debemos demostrar es que las funciones ¥, son ortogonales al modo cero. Esto

lo hacemos multiplicando por 3; a (1.19) e integrando; el resultado es

w3/¢1¢a =0. (1.20)
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Como veremos mas adelante la relacién (1.20) es la causa de que el modo cero no de
lugar a una ATP. También nos hace falta mostrar que las funciones 9 satisfacen la ec.
(1.19) porque esta queda invariante ante conjugacién compleja. Con esto demostrado es
facil concluir, luego de paso similares al realizado por v, pero con otra funcién ¥}, que

el conjunto de funciones {1,} forma una base ortognormal porque
(w] — wfr)/tﬁ,w:, =0. (1.21)

Habiendo demostrado estas propiedades es facil verificar que el hamiltoniano Hkg se

puede escribir
. 1
Hyke = Y w,(ata, + 5). (1.22)

Para calcular la amplitud de probabilidad de transicién o matriz T, utilizamos la

definicién de Joachim([24]. Esta se escribe
. .1 .
< 8, II|T(w(s))|s, I >=< s, |V]|s, I > + < 3,H|V—ﬁV|3,H > (1.23)
w, — M1,
Los estados estan etiquetados con el momento colectivo del sistema y el nimero intrinseco

s. Los numeros s corresponden a estados que son fisicos.

A primer orden la ATP es

T = <, 0|V|s, 1 >=< s,0|[a,,[V,a}]p]pls, T >
> (wp — w})l /dwnlz (1.24)

La dltima igualdad se obtiene al utilizar
[as,a3)p = bur (1.25)

y luego de insertar la funcién §(z—y) escrita en la base {¢1,%¥n}. A segundo orden en teoria
de perturbaciones podemos usar como estados intermedios a aquellos que diagonalizan H,.
Esto es equivalente al formalismo desarrollado en teoria de campos nucleares (NFT) [25].
Los vértices son

Vo = lam (V8] = <= - o) [ W10,

o = [0, [V,07) = —o=(wh - o) [ Ui

(1.26)

Con estos vértices se construyen los diagramas que dan a segundo orden una contribucién

T® = 3 (w2 + )| [ $ubal? (1.27)

n
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La suma de (1.24) con (1.27) se anula porque los términos son de igual magnitid pero

con signos opuestos. Entonces llegamos al resultado pregonado.
T=TM4+T® =0, (1.28)

Entonces no hay amplitud de probabilidad de transicién de O(1) debido a una interaccién
cuadratica cuando existe un sector espureo y se utiliza un gauge no rigido, el cual incluye
al rigido. Por lo tanto podemos decir que en este modelo no hay un acoplamiento de
Yukawa entre mesones y bariones. Si las funciones 1, no son ortogonales al modo cero,
si no son fisicas como es el caso de las ondas planas, entonces existe una contribucién
de O(1) porque al insertar la delta en T(!) habra un término mas que no serd cancelado
por los términos T(?). Entonces la ATP hasta segundo orden en teoria de perturbaciones

queda
T = | [ bl + O [ watn ) (1.29)

El segundo término a la derecha representa contribuciones de tercer orden. Entonces
representan procesos de mayor orden que los términos de Born. Sin embargo, el primer
término es el término de Born principal para un mesén con niimero s y un sistema con

momento II en el limite adiabatico.

4.2 El formalismo BRST

En H4 comenzamos por escribir el hamiltoniano BRST para una funcién de gauge de la

forma
(2A+1)B
2M

Cuando la constante A, que serd determinada posteriormente, se anula y el gauge no

Pnr = TQ + wz(Gnr — ) (2.30)

rigido es reemplazado por el gauge rigido, la funcién de gauge pn, toma el mismo valor

que en el capitulo anterior. El gauge no rigido en este caso lo escribimos como lo hicimos

con el formalismo de Dirac.
El hamiltoniano BRST efectivo con esta eleccién de funcién de gauge pn. y gauge

no rigido G’m queda

I;[BRST = f{c + I;Io + ﬁcoup + ﬂrca)

H = M,
) = 1 -2 1 212 1/‘ 22
Ho = 2/p+2/q TAG
. < s 2A +1)B caa . paa
—Q/cﬁiﬁ-ﬂuﬁB(Gm - (24 +1)B 2;/[ ) ) + i + wiig,
Hep = IO
- A S SR
Hrcs = Z/%‘/‘—Q/QIP-F M“’:’W (231)

1>2
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Aclaramos que las funciones ¥, al igual que ¢. son las mismas que las del capitulo 1. Los
parametros de gauge (, son arbitrarios, y por ser esta una teoria de gauge dependiente del
tiempo deben desaparecer de cualquier resultado fisico, en contradiccidn con lo expuesto
por Verschelde[27] y Ohta[14].

Las fluctuaciones en término de los modos normales que diagonalizan el hamiltoniano

cuadritico H, en el capitulo anterior nos permiten llevar el hamiltoniano H, en (2.31) a

la forma
1 -
> wn(cten + 5) + w(cfer — e, + @a + bb)

lin AB

_;E(Ci‘- +ct—a—c)lentch)+ ST (2.32)

La transformacién que debemos realizar para que los modos espiireos bosénicos se de-
sacoplen de los reales en el hamiltoniano H, no atafie a los modos espureos fermidnicos.

Esta transformacién es

En Bn

th = Mt ™ + Ya
W — Wwp W+ wy
2|i|?ww, i En
o — 1 - = _n_ n
c +Z( ) ~ Ya Zw+w,,7 w_wn‘r}

g = %{(I—Z:ZM Yo + Ya + Z Fn i Yn}. (2.33)

w? — w?)? w+w,, W —wp

Aqui, las constante f, estan relacionadas con los parametros introducidos por el gauge

no rigido
g, = — i (2.34)

Los operadores ~,, v, ¥ Yn satisfacen las siguientes reglas de conmutacidn

[’Yn)’_Ym] = 6".”1
[’Ya)'_Ya] =1
[¥6, %) = —1. (2.35)

Ante la conjugacion hermitica esto operadores se transfoman como

Ya = M

Yo = M (2.36)
El vacio de estos modos satisface

Yal0 >= 1[0 >=7,]/0 >= 0. (2.37)

El hamiltoniano cuadratico H, en término de estos modos toma la forma no diagonal

- _ 1 wn
H, = Zwﬂ('Yn'Yn 2) + w(’Ya’Ya — Ty + aa + bb - (Z #“2—

ﬂ

— A)(Fa — 1)*(2.38)
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Entonces, con una eleccién apropiada del parametro 4 los dos dltimos términos en (2.38)
se cancelan y el hamiltoniano cuadratico queda como la suma de modos normales reales
y un operador escala supersimétrico

: 1 -
Ho =3 wn(¥n + 1 + 5) +w(Fa¥a = WY + 80 + bb). (2.39)

Estos modos llevan todo el hamiltoniano cuadrético a la forma diagonal. Como
consecuencia de esto no hay interaccién residual de O(1). Nuestro objetivo es definir
estados asintoticos para una interaccién de O(1). Para esto reescribimos el hamiltoniano

H, de otra forma alternativa

~

H,_-, = IA{;(G + f/l,

A 1 (.o 1 ., 12/A2 A/ . s fd (2A+1)B
1 - - - - _ M B _

Hyge 2/1’ +2/q +2# q VMQ | 49 + w*B( i oM )

+iFT +iw2ﬁf7,

" 1 .
o= o[- (2.40)

Los primeros tres términos de Hl son el hamiltoniano de Klein-Gordon que describe los
mesones libres en H4. Los términos restantes son la contribucién cuadritica del anticon-
mutador entre la funcién de gauge pn, y la carga cuadratica BRST.

En los modelos y teorias donde no se hace uso de coordenadas colectivas las estados
asintéticos deben ser autoestados de un hamiltoniano que describe a la particula libre.
Al introducir grados de libertad adicionales esta condicién deja de ser suficiente para
definir a los estados asintéticos. El nuevo requisito es que estos estados sean fisico, o
sea que sean aniquilados por la carga BRST efectiva. Como este requisito es demasiado
fuerte utilizamos estados que son fisicos a primer orden: que sean aniquilados por la parte
cuadrética de la carga BRST efectiva. Los autoestados de Hi, no son fisicos. Esto
se debe a que este hamiltoniano no conmuta con la parte cuadrética de la carga BRST
efectiva lo cual implica que existen modos normales de dicho hamiltoniano que no son
fisicos. Los modos normales del hamiltoniano siempre pueden ser expresados en término
de las fluctuaciones ¢ y p. Esto se debe a la existencia de una base completa.

Queda claro que si algunos de estas fluctuaciones no conmuta con la carga BRST
efectiva a primer orden entonces los modos que pueden ser escritos en término de ellas
tampoco lo seran. Para salvar este obstaculo definimos la parte real de las fluctuaciones g,
que excluye a las componentes espireas de forma que esta conmuta con la parte principal
de la carga BRST efectiva. Es decir

Ge=d-% [ (2.41)

No hace falta definir una fluctuacién p.. La fluctuacién p en el regimen de pequenos
momentos colectivos conmuta con la parte cuadratica de la carga BRST efectiva principal.

Entonces, los modos que solo dependan de las fluctuaciones §. y p seran fisicos.
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Las relaciones de conmutacidn entre p y §. se obtinen de las relaciones de con-

mutacidn entre § y p

iI[B(y), 4e(z)] = 8(z — y) — a(z ) (v). (2.42)

El paso siguiente es expresar al hamiltoniano H, en términos de la fluctuacion real

de- Esto se logra usando la ecuacién de movimiento para ¢ que nos permite escribir
Ho = HKG + V)

3 _ Ll 1 1. lz ~2 - . 2 2 f’¢'1é_(2A+1)B
ch—E/p+§/q,+2,u/q,—\/ﬁﬂ/¢1p+w3(m T )

1T 4w,
1
Vo= g [m-eE (2.43)

Se puede verificar que el conmutador entre la carga BRST cuadratica efectiva se
anula. Por lo tanto los modos normales de este hamiltoniano seran fisicos porque conmu-
tardn con dicha carga. Estos modos se obtienen a partir de las ecuaciones de movimiento
para las fluctuaciones sin considerar los modos reales del gauge y el término proporcional
a A. Estos son considerados més adelante como lo hicimos para llevar a H, a la forma
diagonal. Entonces, la ecuacién de movimiento es independiente de la eleccién de gauge.
la ecuacién de movimiento para ¢'" es la misma que la de §°** y se obtiene a partir de
la evolucién temporal de §. y la de p considerando solo Hgg. El sector espureo de p no
contribuye.

i d? . - .

B (= i @ - ) =0, (2.44)
La ecuacidn (2.44) se diferencia de la ecuacidn de movimiento para las fluctuaciones 4.
La primera es integrodiferencial y no es local. Estas particularidades no son compartidas
por la segunda. Esto traera como consecuencia una férmula de reduccién diferente a las
encontradas en la literatura.

Las fluctuaciones en (2.44) son asintSticas porque la ecuacién de movimiento que
satisfacen es el limite de la ecuacién que satisfece las fluctuaciones que diagonalizan el
hamiltoniano H,. En el limite de tiempos infinito, que implica que los mesones se hallan
a distancias muy grandes del origen donde se halla el blanco de protones, se verifica que

ambas ecuaciones toman la forma

§—§"+u*g=0 (2.45)
porque
lim 4 (z) = 0. (2.46)

Vemos aqui otra ventaja mas del espacio H, respecto del espacio H,.
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La fluctuacién real ¢! puede ser expandida en término de los modos fisicos

. 1
ql’l —

¢ Z,.: V2w,

Donde los modos 1, satisfacen la ecuacién integrodifencial

(wre_iwrtar,in - ¢:eiw.ta+ ) (247)

rin

d2
—w2, + (8 = W+ [ - i) = 0. (2.48)

Esta ecuaciéon no admite como solucién a la funcién ¥; que si era solucién de la ecuacién
satisfecha por los modos normales del hamiltoniano H,. Las soluciones v, no son cono-
cidas. Sin embargo, tampoco hace falta esta informacién para poder calcular la ATP de
estados de un meson r sobre el vacio de un solitén. Las propiedades necesarias para cal-
cular este tipo de magnitudes son la ortogonalidad entre las funciones 1, y la funcién ¥,
y la ortogonalidad entre las funciones 1),. Para demostrar la primera de estas propiedades

hace falta multiplicar (2.48) por la funcién ¥, e integrar. Se obtiene

w, / bty = 0. (2.49)

Esta ecuacién implica que para valores de w, # 0 la integral es cero. Suponemos que
se cumple que todos los modos w, son distintos de cero porque (2.48) no sostiene como
solucién al modo ;. Ergo, los modos relacionados con las funciones 4, son ortogonales
a los modos espureos. La segunda propiedad se obtiene multiplicando a (2.48) por %, e

integrando. La expresion resultante es

(w? = ) [ = 0. (2.50)

Por lo tanto, la base es ortogonal y puede ser llevada a la forma ortonormal mediante una

normalizacion, la cual suponemos de ahora en mas,

/ brtpor = by, (2.51)
Las funciones v, deben expandir el espacio ortogonal a 3,. Entonces
S b (@)r(y) = 8(z — y) — ha(2)a(y)- (2.52)

La ecuacidén de movimiento para la fluctuacién p se obtiene combinando la evolucion

temporal de p con la de g, y la de B
p=7" -4 / ¥1p — 12 (p — % / P1p — Wiy / ¥1p — / (" — ¥ / ¥p).  (2.53)

Esta ecuacién a diferencia de la ecuacién de movimiento para la fluctuacién 4. tiene una
contribucién del sector espiireo. A raiz de esta contribucidn, esta ecuaciéon admite como
solucién al modo de frecuencia cero v,. Las soluciones restantes son las mismas 1, que

satisfacen (2.48). En término de los modos normales la fluctuacién p puede escribirse

ﬁ — Z %(d’rar,ine_iw't + ¢:a:ineiwpt) + \/g,‘pl(cle—iwt + coe—iwt + c-ll-eiwt + C:eiwt).(2.54)
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Con esta expansién y la de g, en (2.47) es facil verificar que las relacién de conmutacién
entre §. y p (2.42) se satisace.

Con estas expansiones y las propiedades satisfechas por las funciones v, podemos
verificar que a la parte cuadritica de la carga BRST efectiva en término de los modos
normales del hamiltoniano Hxg es independiente de los modos fisicos a} y solo depende
de los modos espireos.

A pesar de que g. no tiene modos espireos, la fluctuacidn ¢ si los tiene, y su con-
tribucién al hamiltoniano Hxg a través del término de gauge es vitdl para poder llevarlo

a la forma diagonal. Por eso escribimos la ecuacién de movimiento de esta fluctuacién
- d? 2 2
g+ (1 - )"+ /du — 2@+ wihg) = 0. (2.55)

La cual admite a 4, como solucién. Esto implica que esta fluctuacién es dependiente del

modo espireo. Al expandir a ¢ en término de los modos normales esta queda

cfe). (2.56)

a z t — re—tw,tar _ tetwpta+ ce —wt
q( ) ) Er: \/ﬂ(d’ ¢r ) \/—1/)1( 1
El hamiltoniano Hkg queda al expresarlo en término de los modos normales como

A 1 -
Hke = Y w(cfe + 5) +w(cfer — ¢ co + aa + bb)

D RACEL SRS CER)! (2.57)

Aqui, las constante f, estan relacionadas con los parametros {, mediante la relaciones
(1.11) y (1.12). Es decir

zw%C
o, = — Wi 9.58
# Mo (2.58)

La transformacidn que debemos realizar para que los modos espiireos bosénicos se de-

sacoplen de los reales es similar a la realizada para H,. Esta transformacion es

& = 7+ ats Y + £r ﬁa
W — wy w+ w,

20w, B . &
o = 1 - Ya — r r
c \/_{ +Z( ))b v Zw+w,7 .

2|/—‘| Wwy o

- . , . 2.59

c1 2 Z( ))%+'7 Zw+wr T (2.59)

Los operadores 74, T, ¥ - satisfacen las siguientes reglas de conmutacién

[’Yr,'?r’] = 6r,r’
[7a)'7a] =1

[, %) = — (2.60)
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Ante la conjugacién hermitica esto operadores se transfoman como

& = m

_+ —

’Yr - ’Y‘r (2.61)
El vacio de estos modos satisface

Va0 >= 1|0 >=1,|0 >=0. (2.62)

El hamiltoniano Hxg queda al expresarlo en término de esto modos

" 1 _
Hke = Y wa(¥n +m+ 5)+ @(Tave — W + 3a + bb)

n
—(Z ﬁfﬁ - ;ﬂ:ﬁ)(% - 1) (2.63)

Para el caso en que el gauge no es rigido no se pueden llevar simultaneamente a
la forma diagonal a ambos hamiltonianos H, y ﬁxa. Al realizar una transformacidn de
la base {¢,} a la base {1, } se transforma también los coeficientes que multiplican a los
modos reales. Como vimos al comienzo de esta seccién, la constante A que aparece en la
funcién de gauge pn, es funcién de estos coeficientes. Entonces, ante un cambio de base,
esta constante debe ser modificada. En el gauge rigido la constante es la misma, y el
problema de llevar los hamiltonianos a la forma diagonal simultaneamente es trividl. Sin
embargo, en nuestro caso debemos conformarnos con utilizar los primeros dos términos
de (2.63) como hamiltoniano de orden cero y tratar el dltimo perturbativamente a la par
de V.

Entonces escribimos al hamiltoniano como

H, = H,+V
X 1 i}
Hyge = zwn(;Yn + 7+ 5) + w(’-Ya’Ya — MY + aa + bb)
? 1 22 —2_ Wr -2 Wn = 2
V.= 3 / V2g: — (Xr: P —w ~ Xﬂ:#nm)(% — )" (2.64)

El dltimo término en V es un operador nulo porque puede ser escrito como el anticonmu-

tador de un operador con la carga cuadratica efectiva ya que

Q® = av2y + ba. (2.65)
Entonces
(3o = 1Y = 5((5,@); 2, QL) (2.66)

Por lo tanto, como veremos no contribuira a la ATP.
La matriz de colisiones o de scattering nos permite relacionar las cantidades medidas
por los experimentales como la seccién eficaz y las probabilidades de transicién con el

hamiltoniano. En el limite en que ¢ — —oo el estado asintStico serd un estado de entrada
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(in). En el otro limite ¢ — +oo el estado asintdtico serd un estado de salida (out). La
amplitud de la probabilidad de empezar de un estado asintético de entrada |a in > y

terminar en otro de salida |’ out > viene dada por
Saar =< o out|lain > . (2.67)

Como vimos en la seccién anterior, los estados a llevan como buenos nimeros cuanticos
el momento colectivo II, el nimero r y los niimero espireos. Entonces, la matriz de
colisiones S que describe la colisién de un estado de un mesén en el sector con topoldgia

uno es
Sep=<II,7out|ll,rin > . (2.68)

La férmula de reduccién relaciona a la matiz de colisiones S con la funcién de green de
las fluctuaciones. Esta relacién se obtiene siguiendo los pasos de Bjorken y Drell que

seguimos en el apéndice [38]

Sewr = bopr 3 [ Padyin(z, L)L (. 4G +w?)(BF, + w2
< HIT‘}e(mat:)ée(y)tV)ln >. (2-69)

Si la ecuacién de movimiento no fuese integrodiferencial, entonces podriamos substituir
a las derivadas cuadréticas en el tiempo por expresiones que podrian ser integradas por
parte en las coordenadas espaciales. Esto nos permitiria obtener una expresién similar a
las encontradas en la literatura. El elemento de matriz que aparece en (2.69) no es mds
que la funcién de green para las fluctuaciones reales ¢.. Ergo, hemos logrado con esta
relacién conocida como la formula de reduccion relacionar a la matriz de colisiones con
la funcién de green. Ahora podemos conocer las probabilidades de transicién si sabemos
la funcién de green. La funcién de green puede calcularse perturbativamente a partir de
una definida por los modos normales que diagonaliza el hamiltoniano de orden cero Hke.
A esta funcién de green se la conoce como la funcién de green de orden cero. Los ordenes
sucesivos pueden ser calculados con el uso de las interacciones. Cuando las interacciones
son cuadriticas en los campos, como es nuestro caso la funcién de green puede escribirse
trivialmente sin hacer uso de teoria de perturbaciones. Entonces realizamos el tratamiento
perturbativo de esta funcién en el apéndice.

Haciendo uso de la definicién de ordenamiento cronologico, de la representacion
integral de la funcién escaldén o Heavyside y de la expansién en modos normales de la
fluctuacién §. que diagonaliza H, podemos expresar a la funcién de green como
du, ieivelts=t)

2 _ 2 44
2 w? —w? + 1€

ng)(“’)y) =< O|T4e(z, t)4e(y, ty)|11 >= Z¢n(z)¢;(y) (2.70)

Al hacer uso de esta expresién en (2.68) y evaluando las derivadas cuadraiticas en el tiempo

obtenemos

Sew = bom+3 [ Padyp(e, L)y, w2 + WP H-w? + w2} x



La ausencia del acoplamiento de Yukawa 88

dwo 1eWolta —ty)

2 _ )2 e
21 w? —w?2 + 1€

(2.71)

Y Yalz)¥i(y)

Esta expresion al integrar en ¢; y en t, se anula porque la dependencia temporal de las

funciones 1), es una exponencial. Al integrar en el tiempo se obtienen dos deltas de Dirac
w, — w,), 8wy — w,) (2.72)
Luego de integrar en w, uno de los términos que no es cancelado por el denominador

(ws — w?) (2.73)

se anula.

La férmula de reduccién para los modos s se escribe como

Sa,a’ = 6:,:’ + 7;2 / d2$d2y,¢l’($, t:)¢:’(y) tu)(a:a + waz)(a:y + wf’)
< H|Tge(z, tz)de(y, t)|TT > . (2.74)

Entonces también con el tratamiento en H, y (2.74) podemos verificar el resultado (1.28).

La razén de este anulamiento puede ser interpretada de otra manera. Debido a
que la interaccién es cuadrédtica la funcién de green que aparece en (2.69) representa
el propagador de una sola particula vestida. Este no seria el caso si hubiese otro tipo
de interaccidn que no conservase el nimero de particulas como lo son las interacciones
lineales, clbicas, cudrticas, etc. La clave del cancelamiento es que lo propagado es una sola
particula y no un nimero distinto de uno. La matriz de colisiones S parte de estados con
energia definida. Estos estados se encuentran en cascara (estin on-shell). Es decir estdn
representados diagramaticamente por lineas que se propagan desde tiempos muy distantes
en el pasado (o futuro) a un tiempo finito determinado por el instante en que la interaccién
termina la propagacién de la particula. En el tiempo distante en el pasado (o futuro) no
hay una interaccién que genere la particula, suponemos que esta estuvo siempre. A
este tipo de propagadores podemos llamarlos propagadores externos porque no participan
del tratamineto perturbativo de la matriz de colisiones. Al transformar la matriz de
colisiones en la formula de reduccidn los propagadores externos son sacados de la cascara
de energia (son puestos off-shell) y son transformados en propagadores internos. En este
proceso aparecen las integrales en el tiempo. Por propagadores internos nos referimos a
propagadores que comienzan y terminan en una interaccidn. O sea que estdn acotados
en ambos extremos por la interaccién mientras que los propagadores externos solo lo
estdn en un extremo. Los propagadores internos contribuyen al tratamiento perturbativo.
Pero si nuestro objetivo es transformar a dos propagadores externos (uno para propagar el
estado in y otro para propagar el estado out) en internos dejando invariante a la expresién
debemos cancelar los propagadores transformados en internos para que estos ultimos no
contribuyan en el tratamiento perturbativo. Esta cancelacién es llevada a cabo por los

dos paréntesis que incluyen a las derivadas cuadrdticas en el tiempo. Los paréntesis que
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incluyen a las derivadas cuadraticas en el tiempo seleccionan al volver on-shell integrando
en el tiempo los estados de entrada y salida. Al existir un solo propagador vestido solo
se cancelard uno de los paréntesis que incluyen a las derivadas cuadraticas en el tiempo.
El otro paréntesis se anula y por lo tanto no hay contribucién a la matriz de colisiones S
maés alld de la contribucidn trividl y entonces no hay una ATP de O(1). Ergo, no hay un
acoplamiento de Yukawa.

A pesar de haber realizado un tratamiento en el gauge no rigido no hemos logrado
un término de (1) para la ATP. Esto se contradice con los resultados obtenidos por
Verschelde[27] y Ohta[l14]. Ellos llegan a una ATP de O(1) usando los corrimientos de
fase relacionados con las soluciones de la ecuacién de movimiento para las fluctuaciones

g. Sin embargo, en la ecuacién (2.28) del articulo de Ohta [14], la cual se escribe
T =< klolk > +uf| [ 1 + T(wl — wb)] [ dathl?, (2.75)

el segundo término se obtiene luego de propagar un modo espureo sin un tratamiento

adecuado. Esto es incorrecto como ya hemos argumentado anteriormente.

4.3 El sector clasico de la fé6rmula de Reduccion

Hay literatura sobre colisiones entre mesones y solitones que sostiene que el acoplamiento
tan buscado estd en el sector cldsico de la férmula de reduccién. Los trabajos mas desta-
cados y recientes son de Uehara y colaboradores [13]. También existen trabajos que
sostienen que el sector cldsico de la férmula de reduccién da una contribucién que no es
nula. Este es el caso de Ohta [14]. El argumento usado por estos autores se basa en la
substitucién de la fluctuacidn ¢, por el campo total ¢ en la funcién de green en la férmula
de reduccién. Ellos encuentran que la contribucién a la ATP con esta modificacidén no es
nula. pero no mostraron como la obtienen en forma clara. Nosotros, primero mostramos
que este no es el caso. Luego mostramos que la formula que utilizan no parte de estados
fisicos y que los elementos de matriz utilizados tampoco los son.

La férmula de reduccidn usada por [13] y[14] que depende de los campos totales
d(z,t) = ¢z, tz) + §(z,1) es

Sk = bpp + ‘iz/dzzdzyei(k’_”*‘°)e"("'v‘“h"v)
(82 +wi)(82 +wl) < T d(z, t2)8(y, t,)|T > .

Usando la definicién del campo se puede expresar el propagador que aparece en (3.76) en

término de las fluctuaciones y el campo cldsico.
<M|T¥(z,t:)2(y, 1)1 > = < Tz, t)de(y, ty)I1 > + < T|T be(x, )4(y, ) [IT >

+ < M|T§(z, t)éc(y, t)IT >
+ < |T§(z, t=)d(y, t,)|T > . (3.76)
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La contribucién de los primeros tres términos en (3.76) a (3.76) se anula en contradiccién
con [13][14]. Damos aqui los argumentos para esta anulacién y explicamos porque tal
contradiccidn pero antes demostramos la el calculo explicito del primero de los términos
en (3.76). Para los restantes términos solo argumentamos la cancelacién en la férmula de
reduccidn.

La dependencia en el tiempo del campo cldsico surge de la dependencia temporal

de la coordenada colectiva X(t). Esto nos permite escribir

< H|¢e(z — X)|II' >= W-Me+ilBp-EMt= g (71 _ 1) (3.77)
donde
Be(k) = [ dze=*4.(z). (3.78)

Si insertamos la identidad [ dII'|II’ > < II'| entre los campos cldsicos y usamos la relacién

(3.77), entonces la the contribucion a la matriz de colisiones es

dll' dw,

- 27|'7. I&C(H’ - H)|2 X
e~ (wo+Ery - En)(ta—ty)+i(N'-M)(z-y) e~ W(wo+Eps — En)(ty—ta)+i(1' -M)(y-=)
: + : }. (3.79)
Wy 1 1€ W, + 1€

La accién de los operadores que tienen las derivadas cuadrdticas en el tiempo sobre esta

expresion es

dll'dw, -
= | 518l = MPF{~(wo + B — En)* + wiH—(wo + Env — En)® + wii} x
e—i(u,+En,-En)(t.-t,,)+i(l'l’-n)(z—y) e—i(u.,+En,-En)(t,-t.)+i(rl'-n)(y-::)
. + . }. (3.80)
W, + 1€ W, + 1€

Al multiplicar esta expresién por e "k'¥-wwty) y ei(kz-wate) e integrar sobre las dos coor-
denadas temporales nos da

27ri/dH'dw°|q~Sc(H' - H)|2{—(wo + Enl - En)2 + w,f}{—(wo + Enl - En)2 + w,f,} X

G -M)(z—y) Qi ~T)(y—=)

{6(wx + wo + Eqr — En)5(wkl +w, + Enr — Enp) { },(3.81)

w, + 1€ + wo + i€
Es facil ver que esta expresién se anula cuando integramos en dw,.

Como mencionamos en la seccién anterior la férmula de reduccién transforma los
propagadores externos que aparecen en la matriz de colisiones en propagadores internos.
Como consecuencia de esta transformacion hecha los propagadores deben ser cancelados
por los paréntesis que incluyen a las derivadas cuadraticas en el tiempo. Si estos paréntesis
no son cancelados por algin propagador estos se anulan al intergrar en el tiempo. Los
ordenamientos termporales que incluyen a los campos cldsicos ¢, no generan propagadores
que puedan cancelar estos paréntesis. Entonces los términos que dependen del campo

cldsico no contribuyen a la matriz S.
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Los autores que hicieron uso de (3.76) plantean como identidad

K K,T{®(z)®(y)} = T{K.K,(z)®(y)} + §(t= — t,)[®(z), K, &(y)]. (3.82)
Donde
K. = (O; + p?). (3.83)

Esta expresién es incorrecta porque el ordenamiento temporal involucra a una funcién
escaldn en el tiempo cuya segunda derivada es distinta de cero y no aparece en (3.82).
La funcién de green que depende de f 11§ en(3.76) no es fisica porque no conmuta
con la parte cuadratica de la carga BRST efectiva. Por lo tanto no puede decirse que en
(3.76) se utilice solo cantidades fisicas como es necesario para que los resultados posean
sentido. También se puede ver que el sector cudntico de la expresién (3.76) es diferente
a la expresién (2.69) porque las funciones 9,, ¥, son reemplazadas por ondas planas que

como hemos visto no son fisicas por no ser ortogonal al modo de energia cero.



Capitulo 5

Conclusiones

En el segundo capitulo estudiamos las propriedades de los espacios en que pueden ser
tratados los grados de libertad colectivos. El primero hace uso de un espacio que solo
incluye a las variables colectivas. En este espacio vimos que existen dos problemas que nos
impiden obtener una precisién arbitraria al corregir magnitudes fisicas perturbativamente.
El primer inconveniente es la necesidad de linealizar el vinculo para poder trabajar con
un corchete de Dirac entre la fluctuacion y su conjugado que sea constante y no dependa
de las variables dindmicas. La transformacion utilizada para lograrlo no es canénica y por
lo tanto se pierde informacidn sobre la dindmica. También vimos que en el hamiltoniano
en este espacio tiene términos lineales en las fluctuaciones que no pueden ser tratados
perturbativamente en el limite relativista.

Este ultimo inconveniente puede ser sorteado trabajando en un espacio que incluye
también al multiplicador de Lagrange y su conjugado. Con esta inclusién, todos los
términos lineales del hamiltoniano desaparecen. Pero vimos que aun deshaciendonos de
estos términos los resultados obtenidos no eran confiables debido a que la transformacién
que linealiza e] vinculo no es candnica.

Esta lineanlizacion que equivale a transformar el determinante de Faddeev-Popov en
un escalar, no puede ser sorteada en teorias con vinculos cuadraticos en las fluctuaciénes
mientras no incluyamos fantasmas. Estos nos permiten exponenciar el determinante y
transformarlo en una término méas del hamiltoniano. Alternativamente podemos definir
la carga BRST y definir el mismo hamiltoniano. La diferencia entre un procedimiento y el
otro se basa en el caracter local del primero y global del segundo de la transformacidén que
nos lleva del hamiltoniano original al hamiltoniano efectivo. De todas maneras, para nue-
stro caso ambas son equivalentes. En este espacio no hace falta transformar el vinculo con
transformaciones que no son canénicas y por lo tanto se logran correcciones perturbativas
con precision arbitraria.

Los modelos que describen solitones, como el modelo de Skyrme, hacen uso de la
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minimizacién para definir el solitén estable. Dada esta condicién no habra interacciones
lineales en las fluctuaciones de O(M#). La interaccién de orden mas alto ser la cuadratica
de O(1). Debido a que las interacciones cuadraticas, cualquiera su orden, dan lugar a
ecuaciones de movimiento lineales para las fluctuaciones, los propagadores que tengan en
cuenta esta interaccidn representardn una sola particula que se propaga con su masa (la
masa tiene en cuenta la interaccidén). Entonces este tipo de interacciones no produciran
los dos o méds propagadores necesario para que exista un elemento de matriz T de O(1).
La falta de acoplamiento Yukawa ha sido atribuido a un tratamiento incorrecto del modo
cero en el hamiltoniano cuadrdtico. Nuestro resultados han considerado a este modo
dentro del formalismo BRST. Por lo tanto tales afirmaciones no tienen mds justificativo.
También se ha dicho que tal acoplamiento puede estar "oculto” en el sector cldsico de la

férmula de reduccién. Esperamos haber convencido al lector que este no es el caso.



Appendix A

Algunas propiedades utiles para

relacionar vértices

Al trabajar en Hy4 no forzamos el gauge. Por lo tanto el modo de cero energia esta presente.
Sin embargo su energia es ahora w, el parametro espireo. Esto trae como consecuencia
la aparicién de vértices de los términos residuales encontrados también en H,. Es decir

que los términos
1 i
> 5 [ via (0.1)

producen vértices que dependen de w. Los diagramas generados por estos vértices que
dependen de w deben cancelarse con los diagramas que provienen del anticonmutador de
la carga BRST con la funcién de gauge. Sin embargo estos tltimos solo dependen de
Y1 ¥ ¥n pero no de V3 y V4. Ergo, debemos relacionarlos. Para esto comenzamos por

diferenciar la ecuacién de movimiento satisfecha por la fluctuaciones

—Yn + Vathy = wlthn. (0.2)
Es decir
_"xz’::’ + V3¢:¢n + Vahn = wrzu"xz’n- (0'3)

Al multiplicar esta expresién por %, integrar, e integrar por partes obtenemos

[ Vatbrbutbn = (2 = w2) [ . (0.4)

De esta manera podemos relacionar los vértices ctbicos en las fluctuaciones que poseen
una linea de particula espiirea que se propaga con masa w con los diagramas que provienen

del anticonmutador de la funcién de gauge con la carga BRST.
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En forma similar podemos multiplicar a (0.3) por ¥, integrar e integrar por partes

para obtener

[ Vstriom = . [t (0.5)

Entonces, podemos relacionar los vértices ctbicos que propagan dos particulas con fre-
cuencia espurea con los diagramas del anticonmutador.

El valor de expectacién del término cudrtico se relaciona con los demds términos en

forma similar. las relaciones son

[vat = 2y w4
[Vl = g St = 7 Do + i) B

2 1 "
+ﬁzn:u:/|¢n|2- (0.6)

Para demostrar que la masa dindmica del solitén a O(1) se comporta correctamente

en el limite galileano hacen falta las siguientes relaciones
I,(’bmlz A2 A2 32

Vab, In o Omf N Zmn

Zn:/ e Wm w2 W Z,,:w,,.’
1
Bom = E(wrzn _w:)/¢n$¢m
B2

nm 1 AL
Z = —§Zw"_2zw_ (07)




Appendix B

Relaciones de ortogonalidad y

completitud en el limite relativista

Las relaciones the ortogonalidad y completitud que cumplen las soluciones ¥,, se obtienen
de la ecuacidn (4.109) en el capitulo 2. Al multiplicar (4.109) actuando sobre ¥,, por una

funcién ¥, e integrando sale

S ——(1+—/q: \1:'+z—/q:'\1:;,, (0.1)
En forma similar, multiplicamos por ¥,, en vez de con ¥}, y obtenemos
0 = (wn — wm) [ Galp +i20, [ 0,0, (0.2)

Las relaciones de completitud salen de las distintas relaciones de conmutacidn entre las
fluctuaciones. Primero consideramos el conmutador entre las fluctuaciones ¢ y p el cual

da la relacién
8z —y) = — '¢( )6L(y) + 5 Z Un(2)¥n(y) + hec) (0.3)

En forma analoga podemos obtener otra importante relacién entre soluciones en distintos

puntos del espacio. De la conmutacic')n entre ¢(z) y §(y) se obtiene
vy ,
0=2(z-y)d(2)dLy) + 3 Z 2(y) + hec) (0.4)

Finalmente, las relaciones de conmutacién entre las fluctuaciones p(z) y p(y) dan lugar a

la relacién

0 = U2 a)) - s (0:5)

4 T nal@)V3(5) — U)W (0) + 0 Ta(e) W (y) + )
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Appendix C

La derivacion de la féormula de

reduccion

Partimos de la definicidn de la matriz de colisiones
Srr =<, 7'out|ll,rin > . (0.1)

La férmula de reduccion relaciona a la matriz de colisiones con la funcién de green de las

fluctuaciones. Para esto reexpresamos a la ec. (0.1)

Spr = <II,r'out|at, |II >,

rin

= < II,rout|a) /I > + < II,7'out|a],, — a] . |IT > . (0.2)

rin

Como las funciones v, forman una base ortonormal y perpendicular a la funcién ¥,

podemos expresar a los modos a};, y a,,, en términos de las fluctuaciones. Es decir

atin = [ d(3,t)Budin(z, 1) (0.3)
donde
Yr(T,ts) = hretrte. (0.4)

Entonces (0.2) toma la forma
Spr =< II,7', —rout|ll > + — i < II, ' out| /1,[),.5:,(@.-,, — Gout)|IT > . (0.5)

El sobrelapamiento < II, 7', —rout|Il > desaparece para r # r’ porque el indice —r implica

que la accién de a},,, aniquila una particula en el bra < II, 7’| con niimero 7. Entonces si
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r # 7', af .. aniquila al bra. Para el paso siguiente necesitamos hacer uso de las ecuaciones

que relacionan a la fluctuacién con las fluctuciones asintéticas

thmq! = étmt
im § = §in. (0.6)
ty——00

Luego de hacer uso de la identidad

(Jim — lim ) [ dagi(e,)09:(3,t2) = [ da(ga(a, )0 01 (2, 1)) (0.7)

tz—00

La expresién (0.5) queda
v = bui —i / Lz, t)(6r. +w?) < I, rout]G.|I > . (0.8)

No podemos hacer uso de la ecuacidn satisfecha por v, para reemplazar al término w24,
por los demds en dicha ecuacidn e integrar por partes como se hace habitualmente con
otros campo en otros modelos. La razén es que los términos que reemplazan son integrod-
iferenciales en vez de ser diferenciales y no permiten llegar a una expresién més elegante
integrando por partes.

Hasta aqui hemos sacado al estado r de la cascara de energia (take off shell). Ahora
hacemos lo mismo para el estado 7’. Reescribimos el elemento de matriz que aparace en

la ec. (0.8) para que tome la forma
< [, 7'0ut|ge|II >=< I|a, outde — Ge@rin|II > (0.9)
El segundo término en (0.9) es cero escrita en forma pedante, pero nos permite escribir

< Hlar,wtéc - éear,inln > = _z/dzd}:'(y)ty)a!, < Hléwtée - éeéinln > (010)

(lim — lim )x
ty—oo ty——o00

; / dzt(y, 1,)0, < TTde(y, ty)de(, t2)|T1 > (0.11)

La ultima igualdad surge luego de hacer uso de las relaciones (0.6). Al hacer uso de (0.7)

en (0.11) e insertando esto en (0.8) obtenemos
Spr = 5,_,:+i2/dzzd2y¢,.(:c,t,)tﬁ,',(y,ty)(6:,+wf)(3:,+wf,) < T §e(z, tz)ge(y, ty)|TT > .(0.12)

El elemento de matriz que aparece en (0.12) no es mds que la funcién de green para las
fluctuaciones reales g.. Ergo, hemos logrado con esta relacidn conocida como la férmula
de reduccién relacionar a la matriz de colisiones con la funcién de green. Ahora podemos

conocer la amplitud de probabilidad de transicidn si sabemos la funcién de green.



Appendix D

El tratamiento perturbativo de la

formula de reduccion

La funcién de green se puede calcular perturbativamente a partir de una definida por los
modos normales que diagonaliza el hamiltoniano de orden cero Hrc. A esta funcién de
green se la conoce como la funcién de green de orden cero. Los ordenes sucesivos pueden
ser calculados con el uso de las interacciones.

Por lo tanto el modo Para realizar el tratamiento perturbativo es necesario expressar
a la funcién de Green que propaga estados que diagonalizan el hamiltoniano cuadratico
H, con la funcién de Green que propaga estados que diagonalizan Hyg. Para esto es
necesario tener en cuenta solamente la interaccién V definida en el capitulo 4. La relacién

GP(z,y) = Gi=,y) + (i) [ P2(Va(2) - ¥*)Gi(z, 2)G(z,) (0.1)
+(—i)2/dzzd22'(Vz(z) — p?)(Va(2') — p?)GS(z, 2)Go(2,2')G2(2', y) + ...

Aqui G2(z,y) es la funcién de Green que estd asociada a la propagacidn de los campos r.

Entonces esta se escribe
duo, ieiwelts=ts)

0.2
21 w? —w? + e (02)

G2(z,y) =< I|TGe(2, t=)de(y, t)ITT >= D e (2)97(y)

Es posible sumar la serie en (0.1), la cual puede ser escrita siguiendo los pasos de Bes et.

al.[25] como
Ge(2,9) = Gila,y)+ (i) [ E=(Va(2) - w)C2(s, 2)62(2,9) (0.3)
(=) [ E2d?2Vy(2) - 1) (Vi) = 4Gz, 2)Gi(2, 2)G2(2',9).
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El primer término en (0.1) es el propagador de una sola particula y no contribuye a la

férmula de reduccién. El segundo término es

—9m3 / dz(Va(2) — g2V’ / 2,6 = —2mi(w? — W) / R (0.4)

El tercer término en la expresién (0.3) cancela el segundo por ser de igual mgnitud pero
con el signo opuesto. Ergo no hay una amplitud de probabilidad de transicién de O(1)
cuando se trata perturbativamente a la férmula de reduccién. Los resultados perturbativos

coinciden con el obtenido sin hacer uso de teoria de perturbaciones.
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