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Introducción

En la resolución numérica de ecuaciones diferenciales, en muchas ocasiones, se desea encontrar
una solución de cierto problema con un error prefijado y por lo tanto es (le interés estudiar
estimaciones del error.

En general, hay dos tipos de estimaciones del error: (a) estimaciones a priori y (b) estimaciones
a. posteriori. Las estimaciones a priori se basan en el conocimiento de características de la
solución tales como su suavidad y nos dan información cualitativa acerca de la velocidad de
la. convergencia, es decir, cómo tiende a cero el error cuando un parámetro relacionado con la
malla (como por ejemplo, el lado máximo de una triangulación o la inversa del número de grados
de libertad de la malla) tiende a cero. Usualmente no dan información cuantitativa acerca del
error real para una malla fija. Los estimaciones a posteriori usan información obtenida durante
el proceso de cálculo de la solución aproximada, y pueden darnos una medida cuantitativa del
error.

Consideremos, por ejemplo, un problema elíptico en un dominio que pueda ser dividido en
triángulos iguales (que llamaremos triangulación inicial) y que tenga por solución exacta a
una función regular. Podemos calcular una aproximación por el metodo de elementos finitos
que corresponda a la. triangulación inicial. Si queremos una solución aproximada más precisa
podemos dividir todos los triángulos uniendo los puntos medios de los lados y generando de cada
triángulo cuatro subtriángulos iguales y calcular nuevamente. Si repetimos este proceso podemos
construir una sucesión de soluciones aproximadas que converge (en una norma. adecuada) a la
solución exacta [18]. En la práctica, el esfuerzo computacional aumenta de manera tal, que en
pocos pasos el problema se convierte en irresoluble (debido a su tamaño). La. pregunta que
se debe hacer es si la mejora en la precisión que se logre será. significativa en relación con el
costo computacional. Esto está medido por un parámetro llamado el orden de convergencia que
nos relaciona al error entre la solución exacta y la aproximada en una norma adecuada con la
longitud del lado más largo de los triángulos; es decir

llu - uhll S C'h’3

donde u es la solución exacta, uh es la solución aproximada correspondiente a la triangulación
que tiene a h como longitud del lado más largo de los triángulos, fl es el orden de convergencia
y C es una constante que depende de la regularidad de la solución.

Es frecuente hallar problemas que tienen soluciones con singularidades provenientes de esquinas
cóncavas en la frontera del dominio o cambio de un tipo de condición de borde en otro. Si
en estos problemas uno pretende utilizar triangulaciones uniformes (es decir, con triángulos del
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mismo tamaño) el orden de convergencia resulta menor que el correspondiente a problemas cou
solución suave. Sin embargo. es posible recuperar dicho orden si utilizamos triangulaciones que
no sean uniformes. Obviamente, las regiones más densificadas tienen que ser aquellas donde el
error local es mayor y deben detectarse en forma automática.

En general las formas de densificación se clasifican en: densificación p. donde se aumenta el
orden p de los polinomios interpolantes, y densificación h donde se aumentan el número de
elementos. En esta tesis solo se consideraran densificaciones del tipo h.

Llamaremos proceso adaptivo o adaptividad a un algoritmo que usa resultados intermedios para
modificar el curso de los cómputos de manera que el resultado obtenido sea, en algun sentido,
óptimo para, el problema particular que estamos resolviendo (para una discusión de la noción
de adaptividad en procedimientos numéricos ver [50]). Este proceso es normalmente ejecutado
después de que tenemos disponible una solución inicial; y las regiones del dominio de solución
donde la precisión no es satisfactoria serán identificadas de acuerdo al criterio elegido de esti
mación del error. Para definir dicho criterio se utilizan los estimadores a posteriori del error, y
por tal motivo, en los últimos años, fue creciente el interés en el desarrollo de estos en el método
de elementos finitos (ver [12] , [5] , [7] , [8] , [10] , [ll] , [22] , [31] , [36] , [9], [47] y [37] y sus
referencias).

Para realizar densificaciones h hay esencialmente dos tipos de estimadores a posteriori:

e Estimadores basados en consideraciones residuales

o Estimadores basados en técnicas de promedios

Los estimadores que se presentarán en esta. tesis serán del tipo residual.

En general, un estimador a posteriori del error del tipo residual, (1, asociado a una red T tiene
la siguiente estructura:

61 = ||(7rr(u1))rerll

donde rn- es una aplicación a valores reales y es una norma en RNP] (donde Nel es el número
de elementos). La función rrr especializada en la solución dada por el método de elementos
finitos ur nos da un valor que podemos considerar como un indicador del error o estimador del
error local en el elemento T. La elección de la norma depende de la norma particular que
estemos utilizando para el error exacto. Por ejemplo, para la norma de la energía se toma como
|| || a la norma euclídea, obteniendo

1

61 = {z 77%(1t1)}TET

Una vez elegido el estimador del error, un algoritmo adaptivo para el método de elementos finitos
consta de tres procesos que los notaremos por f¡,fg,f3. El primero f¡ consiste en, dados los
datos del problema y una triangulación, calcular la aproximación del método de elementos finitos
correspondiente; para el segundo proceso se necesita la aproximación calculada en el primero,
los datos del problema y la malla y nos provee de indicadores del error para cada triángulo;
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y por último, f3 nos dará una nueva triangulación con la información de los indicadores y la
triangulación. Para indicar estos procesos podemos escribir

fl(Pa7l:) = un
f2("7¡vpi = ("T(u7¡9p))1‘67¡
f3((7ÏT(ufi’P))7’efi i776) = 71+]

donde p indica los datos del problema. Para que el proceso sea efectivo es necesario que f2 nos
provea de indicadores adecuados. Para ello es necesario hacer un análisis del error y constatar
que paso a paso el error disminuye. En general, esto se garantiza si los indicadores provienen de
un estimador a posteriori del error que verifique ciertas propiedades.

A pesar de la aparición de,máquinas con gran memoria y velocidad de cálculo es imposible. sin
usar procesos adaptivos, resolver problemas de la mecánica de fluidos complejos, en particular,
en tres dimensiones. Así, el proceso adaptivo automático se convierte en una herramienta muy
atractiva para. problemas de gran escala en fluido-dinámica computacional.

Cuando la ecuación diferencial a resolver es lineal y está. en forma de divergencia y con condi
ciones de Dirichlet homogéneas, podemos representar el problema en su forma débil por

a(u,v) = F(v) Vv E V

donde a es una forma bilineaJ continua. y F es una transformación lineal continua.

Si el espacio de dimensión finita Vh donde se busca la solución aproximada del problema no
está. contenido en el espacio asociado al problema V, el método de elementos finitos se llama no
conforme.

Si bien Vi. no está. contenido en V, ambos deben ser subconjuntos de un tercer espacio X. Por
ejemplo, en el caso en que V = H}, y el espacio Vh esta formado por funciones lineales en cada
triángulo y continuas en el punto medio de cada lado de la triangulación, ambos espacios están
contenidos en X = L2 y entonces podemos considerar la suma de ellos.

Para definir la aproximación no conforme debemos poder extender la forma bilineal a y la lineal
F, al espacio V + Vh. las cuales serán notadas por ah y F". respectivamente. Asi, la solución
aproximada up.será. aquella que verifique

ah(uh,v) = Fh(v) Vv E Vh

En el caso particular en que F está definida sobre X entonces se debe tomar Fi. = F.

Para realizar análisis de covergencia también es necesario que la norma de V se.pueda extender
a V + Vh. Se puede ver que si la forma bilineal a). es coerciva y continua con constantes que no
dependan del subespacio V}.se verifica una estimación del error abstracta en la cual además del
término esperado infuev,l|Iu- vIIhaparece un término de consistencia. Esta estimación abstracta
del error fue dada por Strang [44].

Hay distintos motivos para introducir métodos no conformes. Por ejemplo, para evitar la necesi
dad de elementos suaves en problemas de cuarto orden o para tratar problemas de minimización
con restricciones tales como las ecuaciones de Stokes (ver para un revisión de esta clase de.
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métodos). También, puede verse que están relacionados con métodos mixtos (ver [l] , [33h y
nos referimos a [2] para ver aplicaciones en elasticidad.

La.dificultad principal al aproximar las ecuaciones de Stokes por elementos finitos es debido a
la condición de incompresibilidad div u = 0. Esto da lugar a la introducción de formulaciones
mixtas donde esta restricción se introduce mediante un multiplicador de Lagrange (la presión) _v
se aproxima la velocidad y la presión con dos espacios de elementos finitos. Para que el método
sea estable es necesario que los espacios aproximantes satisfagan una condición de compatibilidad
entre los espacios para aproximar las velocidades y las presiones llamada condición inf-sup o de
Baba!ka.-Brezzi [4] [49].

El uso de elementos no conformes para el problema de Stokes esta. motivado en el hecho de
que los elementos estándar de menor orden no satisfacen la condición inf-sup. En cambio, los
elementos lineales no conformes de Crouzeix y Raviart [20]y los elementos cuadráticos de Fortín
y Soulie [25] si la satisfacen y entonces proveen órdenes de convergencia óptimos.

El'objeto de esta tesis es introducir y analizar estimadores de error para métodos de elementos
finitos no conformes.

En primer lugar, se demuestra que para problemas lineales se puede obtener ordenes óptimos
con respecto al número de nodos, extendiendo los resultados conocidos para el método conforme.
También obtenemos estimaciones a priori para los problemas no lineales que estudiamos.

Las técnicas que introducimos paro estudiar estimadores a posteriori del error pueden ser apli
cadas a distintos problemas en forma de divergencia: lineales y no lineales.

Como modelo de ecuaciones lineales se consideran el Laplaciano y las ecuaciones de Stokes.
Para estos casos se definen estimadores a posteriori del error en_distintas normas y se prueba
que son equivalentes al error.

Posteriormente se obtienen resultados similares para problemas no lineales: el p-Laplaciano y las
ecuaciones de fluidos quasi-Newtonianos. Se prueba que el error esta' mayomdo por el estimador
y, además, se muestra para el p-Laplaciano otro estimador que acota por abajo al error (tener
estimadores que acoten por abajo al error es de interés para garantizar que el proceso adaptino
no introduce nodos innecesarios). En estos casos no se pudo obtener la equivalencia entre el
estimador y el error (esto tampoco se conoce en el caso conforme para ningun problema no
lineal).

La.técnica que expondremos en esta tesis se basa en el uso de descomposiciones similares a Ia de
Helmholtz y de algunas relaciones de ortogonalidad para el error. Al igual que la descomposición
de Helmholtz, las aqui presentadas son posibles en cualquier dominio simplemente conexo del
plano con frontera Lipschitz continua. En el espacio se necesita la hipótesis adicional de que el
dominio sea convexo para que. la componente de divergencia nula de la descomposición sea el
rotor de una función regular [27]. Esta hipótesis es muy restrictiva e indeseable para el uso de los
estimadores resultantes en algoritmos adaptivos. En el capítulo 2 de esta tesis presentamos esti

madores del error para el Laplaciano y probamos que son equivalentes a (21-61“ - uhlf'p'T)”

En este caso se utiliza la descomposición tipo Helmholtz y no se puede extender para problemas
en dimensión 3. A continuación establecemos otros estimadores que acotan por arriba al error
en norma. LP. Este análisis no utiliza la descomposición anterior y puede extenderse a problemas



tridimensionales. Por último obtenemos un estimador equivalente al error en norma L"° y en
este caso los resultados pueden generalizarse a problemas de tres dimensiones.

El plan de la tesis es como sigue:

En el primer capitulo introducimos notaciones y resultados que serán necesarios posteriormente.
En particular, precisamos la noción de estimadores del error.

En el capitulo 2 estudiamos estimaciones para el Laplaciano. Se analizan los refinamienth de.
mallas en presencia de singularidades causadas por esquinas de la frontera del dominio y (le
mostramos que un refinamiento apropiado da el mismo orden de convergencia del error, medido
en términos d'e número de incógnitas, que para soluciones suaves y triangulaciones casi uni
formes. A continuación, se introducen estimadores a posteriori (lei error en distintas normas
para aproximaciones de.elementos finitos no conformes lineales a trozos cie problemas escalares
elípticos de segundo orden y se estudia la equivalencia con el error. Por último, presentamos var
ios experimentos numéricos que muestran el buen comportamiento de estos estimadores cuando
ellos son usados como indicadores locales del error para refinamientos adaptivos.

En el capítulo 3 estudiamos problemas elipticos no lineales de tipo monótono. Analizamos la
convergencia del método no conforme y estimadores a posteriori del error.

En el capitulo 4 se analizan estimaciones del error para aproximaciones de flujos de fluidos
newtonianos y quasi-newtonianos. El objeto de la primer parte del capitulo es el de presentar y
analizar estimadores a posteriori del error para aproximaciones con elementos no conformes de
las ecuaciones de Stokes. En la segunda parte del capitulo 4 analizamos estimaciones a priori y
a posteriori del error para aproximaciones con elementos no conformes para el flujo de un fluido
quasi-Newtoniano.





Capítulo 1

Preliminares

En este capitulo introducimos notaciones y resultados que serán necesarios posteriormente. En
la primera sección formulamos los principales resultados sobre formulaciones variacionules. que
jugamn un rol fundamental ('n todas las consideraciones futums. Como son resultados clásicos
no íncluiremos sus demostmciones. A continuación agregamos una introducción al método de
virmmlo.‘ finitos :mv- m" ru: ¡Í uuu-co wn ii i'mu' fmbajarrinus ¿,1_.'.Irr.r.'isnnios¡a .‘lOl‘IÓHJe wstiv
nation ¡ir-i- i'mr.

1.1 Principios variacionales

Sean X y .1! dos espacios de Banach reflexivos (reales) y sus respectivas normas - Hx .VH' HM.
Sean X'.M' sus espacios duales correspondientes y il - ¡le y ll - HM:sus normas duales.

lntroducimos una. forma. bilineal continua. b : X x M —-R con norma

b(v.u)b = sup —.—
II H ue.\'.ueM ll U Hxll V EIM

Nota: todos los infimos v supremos serán tomados sobre los espacios indicados excepto el¡r

elemento cero de manera. que la. expresión tenga sentido.

Entonces consideramos el siguiente problema variacional:

Dado x E M’ hallar u e X ta.l que:

b(u.i/)= \'(i/) Vi/e M (1.1)

la forma bilineal b le nsociamos un operador lineal B E (XX. M’) definido por:
B(-v)(u) = b(v.u)V1:€ X,Vi/ E M

Además. tenemos que IIB I|¿(X_M:)=|| b

Sea B' e E(M,X’) el operador dual de B, es decir:
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B'(u)(v) = b(v,u) Vv E X.'1u E M

Ahora el problema (1.1) es equivalente .1:

Dado x E M' hallar u E X tal que:

B(u) = x en .U’ (1.2)

Sea V = Ker(B) y, para cada. x e M’, definimos la. variedad afin:
V(x) = {v E X : B(v) = x} = {v E X :-b(v,u) = x(u)Vu e M} y se tiene que V = V(0)

Además la continuidad del operador B implica que V es un subespacio cerrado de X. Definimos
también el conjunto polar V° de V por V° = {g e X’ : g(r) = 0 Vv e V}

Observemos que si B es un monomorfismo se tiene que V“ = X'

Lema 1.1 Las tnes propiedades siguientes son equivalentes:

i) Existe una constante B > 0 tal que:

_ b(L‘.u)¡nfsuP ;
"EMuex !l U hxl! V ;:.\-t

ii) El operador B' es un isomorfismo de M en V° y:

IIB’(V)IIx' 2 .3IIVÍIM

iii) El operador B es un isomorfismo de VJ“ en M’ y:

“B(v)IIM’ 2 fillvllx

La.demostración puede verse en [25] pag. 58.

Como corolario del Lema. 1 se tiene el caso particular en que V = 0 y que enunciamos en el
siguiente teorema. ([4] pag. 112)

Teorema 1.1 (Laz-Milgram generalizado)
Si X y M son espacios de Banach neflezivos reales con productos escolares (, )x y (JM. En
tonces:

b es una forma bilineal continua sobre X x M tal que se verifican:

Existe una constante 13> 0 tal que

b(v,u)inf su ——— 2 .3 (1.3)
ueMueï u v IIxII u "M

sup b(v,u) > 0 Vv E X —{0} (1.4)
[IGM

si, y solo si, B es un isomorfismo de X en M'
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Observación: Que B sea un isomorfismoes equivalente a:

Si x e M’. 3! ue X [al que

b(a.u) = \/(u) V u e M

además.se verifica: g 3‘;¡huy!

Definición: Una. forma bilineaJ b que satisface (1.3) y (1.4) se llamará debilmcnte coerciva.

Definición: Si b satisface (1.3) diremos que b satisface la condición inf-sup.

[ntroducimos otra forma. bilineal continua. a : X x X -—R con norma

a( u, v)

" " 1': 33‘er ll u ¡lel ux'

y consideramos el siguiente problema. mriacional que será llamado mixto :

Dado l e X' y \' G .V'. encontrar un par (u,p) E X x M tal que

a(u,v)+b(v.P) = flv) VvE-ï (15)
HM) = x01) VqEM '

A la. forma bilineal a le asociamos el operador lineal A E E(X.X') definido por

A(u)(v) = a(u. v)

El problema (1.5) es equivalente a:

Dado l E X’ y \ E M’ , encontrar un par (u.p) e X x M tal que

(1.6)
A(u)+B’(p) = l en X’

B(u) = x en M'

También introducimos el operador lineal continuo TIE ¿(XC V') dado por

II(¡XI!) = f(v)

(observemos que H I|< l)

Teorema 1.2 Se verifican las dos condiciones siguientes:
i) II o f: V —>V' es un isomorfismo
ii) b satisface la condición inf-sap
si, y solo si,
el operador lineal Q E ¿(X x M,X' x M') dado por <I>(v,q)= (A(v) + B’(q),B(v)) es un
isomorfismo

Demostración: puedeverseen pagina59
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Observación: Combinando los teoremas 1 y 2 se obtiene que se verifican las siguientes condi
ciones:

a) existe a > 0 tal que:
a(u, v)infsup— 2a

uGVueV u v “V

b} Para todo v e X no nulo se verifica que

sup I a(u,v) I> 0
uGV

c) existe 5 > 0 tal que:
b .infsupM- _

"EMueX || v lell V lIM

si. y solo si:

Dado l E X' y x e M’, existe un único par (u,p) E X x M tal que

a(urv) + b(v.p) = [(v) Vve X
bMJ)=xu)Vq€M

y. además, existe una constante C positiva tal que

II u le + Il P IIMS C(II 1 llx' + II x iIM')

Definición: Diremos que una forma bilineal a : X x X —’Si es fuertemente coerciva en X si se
verifica que existe una constante positiva llo tal que:

a(u,u) 2 1/0 u Vue X

Observemos que si a es fuertemente coerciva, entonces a es debilmente coerciva.

Observación: El teorema convencional de Lax-Milgram concierne a formas bilineales continuas
y fuertemente coercivas y es consecuencia del teorema 1 poniendo X = M y las condiciones sobre
a se reducen a:

I a(u,v) IS M Il u llxll v IIx

chau) 2 VoIIu Il}

1.2 El método de elementos finitos

1.2.1 Método de Galerkin

Sean V un espacio de Hilbert y A : V x V —>R una forma bilineal. El problema a considerar es:

12



{ Dado f E V’ encontrar u e V tal que: (l -).l(u. v) = flv) Vv e V

Sea X un espacio (le Hilbert ¡al que V C X. Consideremos también un subespacio de dimensión
finita 5 C X que se llamará el espacio aproximante.

.‘lotaremos por V5 = V + 5 y supondremos que f E X’ _\'que existe a : V5 x V5 -» R tal «¡ue

0 aIva= A

o a es no-singular en S x S. es decir que Vs e 5 - {O}. Et e 5 tal que als.t) ;é 0

Llamaremos problema aproximado asociado al problema (1.7) a:

(1.8)
Dado f E X' encontrar uo E S tal que:
alumv) = flv) V”E 5

a la solución de (1.8) la llamaremos solución aproximada.

Definición: Si S C V la solución aproximada ao se llamará aproximación conforme de la
solución de (1.7) y en otro caso se llamará aproximación no conforme de la solución de (1.7).

Si tomamos una base {aah-:1 de 5 podemos ver que (1.8) es equivalente a un sistema de ecua
ciones:

N

Za(e.-.ej)c¿ = fm) j=1.--.,4V (1.9)
¡:1

La. matriz de este sistema es inversible (pues a es no-singular) y en consecuencia la solución
aproximada uo = 2;; c.-p.-se determina en forma única.

Definición: El procedimiento de construir la solución aproximada por mediodel sistema (1.9)
se llamará método de Galerkin.

1.2.2 El método de elementos finitos

Para resolver el sistema (1.9) se deben calcular los elementos al 9.-,pj) y es de mucha importancia
en la práctica que esto se realice sin mucho costo computacional.

El método de elementos finitos se aplica a problemas variacionales que provienen de una ecuación
diferencial en un dominio Q y es una técnica para construir subespecios de dimensión finita S
tal que Ia matriz del sistema (1.9) sea rala (es decir, con una cantidad de ceros tal que hace
más conveniente computacionalmente una. técnica de almacenamiento distinta de la estandar)

El caso en que S C V se llama método de elementos finitos conforme y en otro caso se llamará
método de elementos finitos no conforme .

La técnica consiste en:



o la partición del dominio Q ¿en el cual se plantea el problema) en un conjunto de subdo
minios llamados elementos

o la construcción ¡lei espacio .S'definido sobre. Q por funciones simples .‘en general polinomios
en cada elemento)

a esta partición la llamaremos malla o red de elementos finitos que notaremos como 'Ï.

Precisemos lo antedicho:

Definición: Un elemento finito en R" es una terna (K.P. É) donde:

o K es un subconjunto cerrado de R" con interior no vacio y con frontera Lipchitz continua.
el cuaJ será llamado elemento

o P es un espacio de funciones reales definidas sobre K que incluye al espacio Puff) de
polinomios de n variables y de grado k sobre K

o E es un conjunto finito de formas lineales linealmente independiente 0.-. l 5 i 5 .Vdefinidas
sobre P, el cual es P-unísolt‘ente , es decir: dados escalares reales 01,. . . ,ay, El!p e 1’ tal
que 49"(13): art-,1 S i S .V

Observación: 3 p,- e P tal que Oj(])¡') = fiü. 1 5 i S .V donde 6.-,-es 1 si i = j y cero si s
distintos. Luego Vp E P se tiene que p = ¿3:1 o.-(p)p¡ y en consecuencia dimP = .V

Definición: Los elementos (le É se llaman gmdos ¡le libertad del elemento finito y las funciones
{p¡} se llaman funciones base o funciones de forma.

Definición: Un elemento finito se llama de Lagmnge si sus grados de libertad son de la forma:
o(p) = p(A), A E K y el punto A se llama nodo del elemento K y notaremos por .VK al conjunto
de nodos de K.

Definición: Sea (K. É) u_nelemento finito de Lagrange. Diremos que el elemento (K. P. É)
es afinmente equivalente a (K. P, S) si existe una aplicación afin inversible F : K — 3?" tal que

. K=F(Ii')
o P={P¡K-'R5P=P°F-l'fiep}
. S={d>.-(p)=p(F(á¡) ¡“EA/K}

Definición: Una familia de elementos se llama una familia afin si todos sus elementos son
A

afinmente equivalentes a un elemento finito fijo (K. P, S) llamado el elemento finito de referencia
de la familia.

Por simplicidad consideraremos en que los elementos K son todos polígonos, los elementos finitos
son todos de Lagrange y forman una familia afin. De esta manera excluimos varios casos posibles
(como por ejemplo, de tener elementos con lados curvos, combinar triángulos con rectángulos.
etc.) que no seran utiliZados en esta tesis.

Definición: Una. malla o red afin de elementos finitos de Lagrange es una. familia de elementos
finitos 7' = {(K, PK, EK)} tales que:



o K es un polígono V(K,PK. SK) E 'Ï

o (K. PK. SK) es un elemento finito de Lagrange

o ‘Ï es una familia afin

o ÏÏ = U{K : (K,PK. SK) G 'T} y en consecuencia Q es un polígono

o cualquier lado de un elemento K1 es una lado de otro elemento K2. en cuyo caso se diran
adyacentes, o es una parte de la frontera (le S).

o si (K. PK. SK) y (K'. Pm. SKI) son dos elementos adyacentes entonces .Vh-n K = .VKIÑK

Definición: .V = U{.VK : (K. P. El} es el conjunto de los nodos de la malla

Para introducir los espacios de elementos finitos debemos establecer previamente la siguiente
hipótesis de compatibilidad conocida como el patch test:
los momentos hasta el grado k —1 de v E S en cualquier lado de la partición deben
ser continuos, es decir:

Vq e 'Pk_¡(E') / vq ds es continuo a través de E’El

donde k es el mismo de la definición (le elemento finito (en donde requeriamos que 77kC Pl.

Definición: El espacio de elementos finitos 5('Ï) asociado a 7' es el espacio formado por las
funciones v tales que le e PK VK E ’Ty tal que S(’Ï) verifica el patch test.

Sea una. familia de redes v sean 51' = S(7}-)los espacios asociados a Para mayor
simplicidad supondremos que el problema de contorno que estamos resolviendo tiene condiciones
de Dirichlet homogénes. Notaremos por 5,30a.lsubespacio de 5',-de las funciones que se anulan en
los nodos pertenecientes a la.frontera y por uJ-ala correspondiente solución aproximada en Sj'o
dada. por aj(u,-, v) = f(v) Vv e Sj'o donde aJ-extiende a A en la forma expuesta. anteriormente.
Supondremos que la norma de V se extiende a los espacios = V5]E V + Sj

Definición: Diremos que la sucesión (uj) converge a u si limJ-_..,o| u —uj Iv}: 0

Observemos que, a diferencia del caso conforme, la norma depende de la triángulación.

Lema 1.2 Si {dj} verifica:

1)3 Mj>0talque|aJ-(y,:)|5 Mjly|v¡|:|v¡ Vy,:eV,

2) 3aj > 0 tal quea,- 5 infyeshosupwesLo
u . 1 fl l- ( . )

entonces | u —uj IVJS (ig:- + 1)inf.,.551_o| u —v Iv, +(a—1)supwesj'0 ¿"5%"

Demostración: Si v E 5m de 2) se tiene que:

. _ ¿[Sul-unn) _ j!w)—al!u.w)
a] l u] _ v S supw65¡_o u, V, "" SuprS‘ho w V,

_ j w -a u.uI a u-v.w- supwes,.o{ +Jimi-Z}
15



y de l) se. sigue que:

, (w)—-av(u.w)
ajluJ-—v3v¡5 supf——¡J——-+M.,|u—vvl

“¡65,3 i d}

Luego:

lui-uh; +lv-ulv)
A! . l l ¡(wi-a (mw)_¿ l . _ _. e __1_

(a) +l)mf.,(.;.,1.o I u v [yJ +(u))supu.€)¡_o w.IllrJ

uJ — u lv, S

S

Observación: Si existen constantes positivas M y a tales que a 5 aj y Mj 5 M Vj, se verifica
que existe una constante C tal que:

f(w) —aj(u.lL')} (1.10).0u-u <C inf u-v + 'u
I J IV¡_ {UESMJ l IV} 1:65?

Este resultado se conoce como lema de Strang y es una generalización del lema (le Céa para el
caso conforme.

El primer término del lado derecho de (1.10) se llama. emor de discretización y el segundo ('rror'
de consistencia. Este último puede verse como un término de perturbación: mide cuán bien la
solución exacta satisface la ecuación discreta. Diremos que la solución de elementos finitos es
de orden óptimo si los términos de discretización y de consistencia. tienen el mismo orden.

1.2.3 Estimaciones del error de interpelación

Estimaciones del error para operadores que preservan polinomios

Se puede ver en [18] el siguiente resultado básico:

Teorema 1.3 Para enteros k 2 0 y m 2 0 y números p. q E [1,oo], sean Wk+l"’(1i') y W'""'(Ii')
espacios de Sabolev que satisfacen la inclusión:

W"+"P(Ii') — Wquui')

y sea ÏI E C(W"+"P(Ii'), W'""7(Ii')) tal que

Úfi= p vre PAK)

Para cualquier conjunto abierto K que sea afinmente equivalente a Á', sea HK definida por

TIA-v= Úï) - F"

para funciones í) E Wk‘l’l'PUÏ') y v e WHI'WK) relacionadas por v = ü - F-1 donde F es la
aplicación lineal inversible de Ii" en K. Entonces, existe una constante C = C(ILK) tal que
para todo K afinmente equivalente

_ m 1-;
Iv- nKva.q.K s CIIB ‘u IIBII*+‘Idet(B)I«4kame Vve W*+"P(K)

16



Observación: Si ponemos:

h = diam(1\')
¡1 = diatm Ii')

p = sup{(iiamS: S es una bola contenida en K}
¡3 sup{diamS: S es una bola contenida en

entonces

l í: d 1'“Bus-Ï IIB"Hs - ¡dera!=
P P medi lx )

se obtiene en el teorema anterior:

. 1-1hk“ k“ .
Iv —nKL‘Im_q_K5 C(med(I\ ))v P pm ivlk+l'p_l\' Vt‘ E W 'p(Í\)

Familias de triangulaciones y operadores de interpelación

Dada una triangulación T para K E 'Ï notaremos por hK = diamK y por h = maxh-Eq-hK. En
lo que sigue usaremos a h como parámetro de discretización.

Un conjunto de triangulaciones .7: = {77,} de Q será. llamada una familia de triangulaciones si
para cada h a lo sumo hay una triangulación y para e > 0 existe 7}.E f con h < e.

Definición: Una familia de triangulaciones .77se dice regular si existe una constante a > O tal
que para cualquier 71 e .7:y cualquier K E 77;se tiene

h .
_h S a
TK

donde pK = sup{ diam 5' : 5 es una bola contenida. en K}

Una familia de triangulaciones se dirá casi-unifonne si es regular y satisface la siguiente hipótesis
inversa: existe un número a tal que h S a hK .

Observación: La regularidad de una familia de elementos triangulares es equivalente a la
condición de Zlamal del ángulo mínimo [45], Existe una constante ao tal que

aK 2 ao > 0

para todo K E Th y todas las triangulaciones, donde aK denota el menor ángulo de K

Con las notaciones de la sección anterior escribiremos V = 517].) y por V0al subespacio de V
formado por las funciones que se anulan en los nodos de la frontera del dominio.

El análisis númerico de problemas con valores de contorno resueltos por el método de elementos
finitos requiere del conocimiento de resultados en la teoría de aproximaciones. Para establecer el
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error estimado entre la solución exacta de nn problema _vla del problema discreto correspondiente
que "s buscada en .in espacio de elementos finitos adecuado: debemos comparar esta solución
con '.a mejor aproximante en el espacio de elementos finitos. con respecto a la norma de un o
varios espacios de Selioiev: el camino más simple es definir un operador de interpelación de este
espacio de Sebolev en el espacio de elementos finitos.

El resultado que se quiere obtener es el siguiente:

Teorema 1.4 Supongamosque T rs una familia regular de elementos finitas. Entonces, existe
un operador II : W144i!) — V con las siguientes pmpicdades:

a) H’á'plfl) tiene por imagen a l'o. es decir, H(lVá'p(Q)) = V0
b)PamOSmglgiwdngpsefiene

I _ nl¿—¿)+l-vn' V
llv _ IIL'llm.q.K S Cth p lvll.p.5_I\'

donde 5K es cl interior del conjunto OT yt'Ü.K.-E 'Ï} y la constante C dependesolo
de la dimensión. el ma'n'mo grado de los polinomios de PK y de la regularidad (le ¡a red.

En [16] se considera la interpolada de Lagrange usual y se obtienen resultados similares al
anterior basados en la continuidad de la interpolada: pero dicha interpolada puede no existir:
por ejemplo si u E H'IQ) donde Q es nn dominio del plano los valores puntuales de u pueden
no estar definidos _vconsecuentemente la interpolación anterior no es posible. En se define
una aproximación considerando la intepolación de las funciones regularizadas. En [19], Clément
propone un operador de interpelacón usando promedios locales para definir valores nodales
aún para funciones de L‘. Esta interpelación verifica el teorema anterior y además puede
generalizarse a otros casos como. por ejemplo. en que el dominio de definición sea curvo [1-1].
Sin embargo. la interpelación no preserva naturalmente las condiciones de borde liomogeneas.
es decir. para que se verifique la propiedad a) del teorema anterior, se modifica el operador
imponiendo valores nodales nulos en el borde; lo cual no es fácil de extender en el caso en que
las condiciones de borde no sean homogéneas. En [38]se propone otro operador de interpelación
basado en promedios locales que preserva las condiciones de borde naturalmente.

1.2.4 Estimadores del error y Adaptividad

El proceso de seleccionar 5,.“ de todos los espacios previos: S.-.i = 1,....n _vposiblemente
de ufl y los datos del problema se llamará. procedimiento de extensión. Este procedimiento
de extensión, en general está basado en la estimación (le los errores de discretización _vde
consistencia. Observemos que la determinación del error exacto requiere el acceso a la solución
exacta, la cual en general no es conocida. Por eso es necesario obtener estimaciones del error.

En general, hay dos tipos de estimaciones del error: (a) estimaciones a priori y (b) estimaciones a
posteriori. Las estimaciones a priori se basan en el conocimiento de características de la solución
tales como su suavidad _vnos dan información acerca de la “velocidad” de la convergencia, es
decir, como tiende a cero el error cuando el número de grados de libertad tiende a infinito.
Usualmente no dan información acerca del error real para una. malla dada.
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Los estimadores a posteriori usan información obtenida durante el proceso de calculo de la
solución y los datos del problema. pueden darnos una medida cuantitativa del error exacto.

El proceso de cambiar la aproximación de manera tal que podamos alcanzar la “mejor” solución
para un dado costo computacional se llamará. proceso adaptivo o adaptividad. Este proceso es
normalmente ejecutado después de que tenemos disponible una solución inicial: _vlas regiones
del dominio de solución donde la precisión no es satisfactoria serán identificadas de acuerdo
al criterio elegido de estimación del error. Luego el proceso puede iterarse tomando la última
solución como la nueva solución inicial.

Cuando hacernos refinainientos adaptivos en problemas que envuelven singularidades las mallas
generadas son usualmente altamente iio-uniformes (es decir. los elementos de 'Ï pueden tener
tamaños muy diferentes). Sin embargo. si el refinamiento se hace (le una forma apropiada la
familia pueden construirse tal que el angulo minimo de cualquier no es menor que la
mitad del ángulo mínimo de la triangulación inicial (ver [36]).

Introducimos la siguiente relación de orden entre redes:

Definición: Diremos que una red 'Ïg es más fina que otra red 7} si se verifica que:

5m )n Cm) c sm) n Cut)

donde C(Q) indica. el espacio de las funciones continuas. También diremos que ‘Ïg es un refi
namiento o una densiflcación de TI.

En general, un estimador a posteriori del error 67', asociado a una red T tiene la siguiente
estructura:

€(T-P) = “(77(T»u1,P))TeTII

donde p indica los datos del problema. r) es una aplicación a valores reales y || ¡l es una norma
en Ï’RNel(donde Nel es el número de elementos). La función r7especializada en (T. u7,p) nos da
un valor llamado indicador del error o estimador del error local en el elemento T.

Cuando no produzca confusiones. notaremos 1n-= r7(T.u7.p) y por c = ¿(T,p)

Definición: Un estimador a posteriori del error se dirá, equivalente al error en norma 1| || si
existen dos constantes positivas C¡.Cz que dependen sólo de mínimo angulo de T. tales que

01€ S “Il-uf“ _<_C26

Los indicadores del error se emplean en el proceso adaptivo para identificar aquellas porciones
de la malla con mayores errores. con el fin de generar una nueva malla refinada. Usualmente
las mallas generadas por este proceso adaptivo son regulares, pero no uniformes :36]; y en
consecuencia, todos los estimadores conocidos no son asintóticamente exactos en las mallas que
se construyen adaptivamente. Sin embargo. los estimadores en uso son equivalentes al error
para cualquier familia de redes regulares, y esta es la mejor propiedad que debemos requerir
de un estimador. En los capitulos siguientes propondremos estimadores a posteriori del error y
probaremos, en algunos casos, que son equivalentes al error.
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Capítulo 2

Estimaciones del error para
problemas elípticos escalares de
segundo orden

En este capitulo se analizan los nefinamientos de mallas en presencia ¡le singularidades cau
sadas por esquinas de la frontera del dominio. Se demuestra que con un refinamiento apropiado.
las aproximaciones lineales no conformes (le la solución. (lan errores con (l misino urrlen «le
convergencia, medido en términos (le número «le incógnitas. que pam soluciones suaves y tri
angulaciones casi uniformes. Luego para aproximaciones (le elementos finitos no conformes
lineales a trozos de problemas escolares elípticos de segundo orden se introducen estimadones a
posteriori del error (uno o dos en cada caso} y se prueba que estos estimadones

l
o son equivalentes a {27-67 lelf.p_T}P

o acotan por arriba a Ilello‘p

o son equivalentes a Hello,oo

en los casos respectivos. Finalmente. se presentan varios experimentos numéricos que muestran
el buen comportamiento de estos estimadores cuando ellos son usados como indicadores locales
del error para refinamientos adaptivos.

2.1 Introducción

En este capítulo tratamos con estimadores a posteriori del error y adaptividad para métodos de
elementos finitos no conformes.

Hay distintas motivaciones para introducir métodos no conformes. Por ejemplo, para evitar
la necesidad de elementos suaves en problemas de cuarto orden o para tratar problemas de
minimización con restricciones tales como las ecuaciones de Stokes (ver [27] para un revisión de
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esta clase de métodos). También. puede verse que estan relacionados con métodos mixtos (ver
{1]. {3l}). Tambien nos referimos a para ver aplicaciones más recientes en elasticidad.

Consideramos aquí el caso de aproximaciones lineales no conformes de problemas elipticos es
calares de segundo orden {18}.En los capitulm subsiguientes veremos como extender esta técnica
a otros problemas.

Como primer paso nos interesa el comportamiento del método de elementos finitos en presencia
de singularidades causadas por esquinas de la frontera del dominio. La pregunta que nos hace
mos es si se justifica generar un método adaptivo para resolver dichos problemas. La respuesta
es si. ya que, mediante un proceso adaptivo adecuado. puede obtenerse el mismo orden de con
vergencia del error, medido en tennino de número de incógnitas. que para soluciones suaves
y triangulaciones casi uniformes. En el caso conforme. este análisis puede verse en _v{28}.
La dificultad de extenderlo al caso de elementos finitos no conformes reside en el tratamiento
de los términos de consistencia. En la práctica esto significa que. si somos capaces de con
struir un método adaptivo eficiente. podemos generar soluciones más precisas con menor costo
computacional.

En el caso conformese introdujeron varias técnicas para definir estimadores de error para distin
tos problemas basadas en usar la ecuación del residuo (ver por ejemplo [T], [8], [9], [4-1]). Para
extender estas técnicas a aproximaciones no conformes. la dificultad principal es el tratamiento
de los términos de consistencia que aparecen en este caso en la ecuación del error. Estos terminos
dependen de la solución exacta y no pueden despreciarse. La técnica expuesta en este capítulo
se basa en el uso de la descomposición de Helmhotz y de algunas relaciones de ortogonalidad
para el error. En esta forma, es posible extender al caso no conforme las ideas desarrolladas en
[44].

En el caso de aproximaciones lineales a trozcs de problemas elípticos de segundo orden definimos
estimadores de error equivalentes al error en distintas normas. En particular. vemos que los saltos
a traves de elementos de la derivada tangencial de la. solución aproximada (tj (la cual puede
escribirse en términos de los saltos de uj )juegan un papel importante. En efecto. los saltos del
flujo (que en el caso conforme son esenciales ) pueden omitirse pues ellos están dominados por
el lado derecho de la ecuación (es decir, el residuo local).

Resultados numéricos muestran el buen comportamiento de estos estimadores cuando se usan
como indicadores del error para refinamientos adaptivos. una de las más importantes aplicaciones
de las estimaciona a posteriori del error.

El resto del capítulo está. organizado como sigue. En la sección 2 introducimos el problema
modelo y recordamos su aproximación por elementos finitos. La sección 3 trata de estimaciones
a priori del error _vconstituye la justificación de la necesidad del método adaptivo. En la sección
4 se introducen estimadores a posteriori del error (uno o dos en cada caso) _vse prueba que estos
estimadores

_ 1

o son equivalentes a {21-61 leli’mJ}'

o acotan por arriba a ||c||o,p

o son equivalentes a. Ilellom



en los rasos respectivos. En la sección -l se introducen varios estimadores riel error y >e prueba
que son equivalentes a distintas normas del error. Finalmente, en la sección .3presentamos varios
resultados numéricos.

2.2 Problema modelo y su aproximación por elementos finitos

Sea Q C R2 un polígono simplemente conexo. Consideramos el problema modelo:

-Au=f. enQ .2“
u=g. enÜQ I'M

Usaremos notaciónlestándar para espacios de Sobolev. normas y seminormas. Entonces. para
f E L2(Q) y y E ¡”(09) la solución u e H1!!!) del problema (2.1) satisface:

/Vqu =/fv. VL'Ellá t'Q 0

Supondremos que tenemos una familia de triangulaciones (le Q tales que cualquier par de
triángulos en se cortan a lo sumo en un vértice o en un lado.

Iv IL _/

Para todo introducimos el espacio de elementos no-conformes

VJ = {v e L2(Q) : vIT e P1 . VT E y v es continua en el punto medio de cada lado}

('Pl denota el espacio de polinomios de grado uno ) y definimos.

Vói= {v e Vj : v = 0 en los puntos medios contenidos en ÜQ}

En nuestro análisis también usaremos el espacio estándar de elementos finitos conformes lineales
a trozos,

.w={veH‘(m:vIT6P1. V T673}

irá = .w' n H3

Sea .l’Ítel punto medio del lado f. Entonces la aproximación por elementos finitos rio-conformes
a la. solución del problema (2.1) se define por u,- e VJ y

2Te73frvuj'vv =fnfv« V UEVoj
(2.3)

¡“(Illa = 90”” . ViC
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Definición: Si L'E llTeZlV'HT) definimos el vertor VJL' E L” x Lp por

V," lr= Vll‘ Er)

Observemos que ¡[VJel!” es una seminorma sobre [[767]ll""’(T) que extiende a I - l“. Además,
ruando el paramentro de discretización sea h escribiremos Th en lugar de VJ

Para mayor simplicidad en los cálculos supondremos on este capítulo que: g es lineal a trozos y
j its constante a trozos y denotarernos por f1 al valor de f en el elemento T.

2.3 Estimaciones a priori del error

2.3.1 Caso regular

El análisis de las estimaciones a priori para el método de elementos finitos usualmente se basa.
en la regularidad de la solución del problema dado {18]y se prueban resultados del siguiente
tipo:

IIu - “hll s Clu)h'3 (2.4)

donde utilizamos como parámetro de discretización de la familia de redes al número h =
max-per;hr. Decimos que el orden de convergencia es 3 con respecto al parámetro h o equiv
alentemente. que tenemos una convergencia O(h3). Ademas de la. regularidad de u. se supone
que la familia de redes 7L es regular. es decir, existe una constante a tal que

h—T _<_a VT E '77.Pr

donde h-r = diamT y p1-= sup{ diam S donde S es una bola contenida en T

Si indicamos por .V al número de nodos del elemento de referencia. por an es la medida de la
bola unitaria en Si". por Nod al número de nodos de la. red y si suponemos que la familia de
redes es casi uniformes. es decir, es regular y existe una constante a tal que

híahT VTE'ÏÍ.

entonces podemos reescribir la desigualdad anterior utilizando como parámetro a Nod, pues

. - — p? - 0" a"/ "0”"Nodgy 1ng a"—_<_.V—Z— dzg.v——|0|
1% a»; hi7!“ a" T677.hn T a" hn

Entonces. se tiene

)*(Nod)-%
Ñ n n o

hs(_c':_|_|n

24



y en consecuencia se obtiene de ( 2.4) el orden de convergencia con respecto al parametro Nod:

Hu- uh“ 5 C(u)l\’od'É

Para el caso particular en que n = 2. u E HHH) y ul espacio de elementos finitos está formado
por 5' nciones lineales en cada elemento se tiene:

. , -1 . _ 
¡IVhÜl - uhlllo.2 S ClNOdl 2 l ll 3.2 (2-0)

La presencia de esquinas en la frontera del dominio produce un comportamiento singular de la
<olución o-n las cercanias (le dicha esquina. inclusive en los casos en que los datos sean suavs

lista. singularidad afecta al orden de convergenciaen toda la región.

lín :6} j."un ['28] se prueba. que el orden con respecto al número de nodos que se obtiene para
aproximaciones conformes en el caso regular puede recuperarse cuando el dominio tiene esquinas.

Veremos en el resto de la sección que dicho resultado se extiende a aproximaciones no conformes.
Para ello combinaremos los resultados de [‘28]para el caso conforme singular. con los ¡le
para el caso no conforme regular. Para que se pueda seguir la linea del razonamiento incluimos
algunas demostraciones (lemas 2.1. 2.4 y 2.5) que salvo pequeñas modificaciones se encuentran
tambiénen

2.3.2 Espacios de Sobolev con peso

Para simplificar el análisis supondremos que en nuestro problema modelo g = 0. Supondremos
que Q es un dominio plano con frontera poligonal. siendo 80 la unión de un número finito .Y
de segmentos lineales I‘,-numerados en el sentido antihorario. Denotaremos por .u'J-al ángulo
entre F, y [‘¡H y supondremos que s2,-5 rr para todoj excepto paraj = .V. Por simplicidad
supondremos que el punto de la esquina correspondiente a la intersección de I‘N y I] se lia
trasladado al origen y que I“ está, incluido en el semieje positivo de las absisas (0x). Para
simplificar la notación pondremos a) = uN.

Dado f e L2(Q) la solución débil u e [13(9) de

—Au = f en Q (2.6)

verifica que existe un único número A tal que

u —Arfsen’g e ¡12(9) (“2.7i

donde r = (12 + y2)%y 0 : arctgtï).

Aquí utilizaremos como parámetro de discretización de la familia de redes al número

h = max hT
TET

25



donde h-r ns el diámetro de T. Suponemos que este número h varía y se aCerca a 0 y que ia
familia lie triangulariones (7L) es regular.

El resultado clásico es que existe una constante C tal que:

k ,
HWu - uh) “0.2.05 Ch I u Ik+1.2.0 i233)

siempre que u E Hk+'(il),k = 0.1 (ver sección 3.2 de Ciarlet [18]). Interpolando estas desigual
dades. teniendo en cuenta (2.7). se obtiene la estimación

II VU! - uh) “0.2.05 Ch'Ï-c l u Il+5—c.2.0

para todo c > 0. si ,\ no se anula. Veremos a continuación que (2.8) no es la mejor estimación a
priori si introducimos hipótesis adicionales a las redes 71. Para tal propósito definimos:

Definición: Para números reales k y a 2 0, denotaremos por H"“'°(Q) al siguiente espacio

¡{Huan = {v e ¡1*(0) : r°'D’3ve Lzm) v .3 tal que | ¡3 |= k +1}

Lema 2.1 Equipando ÍI"“'° con la norma

. . .- . ¡2 .L

:Ïu'lli‘*‘-"((l) = {HHHÍJJW i Umuuuy}?

donde 1
l u IH““-°(n)= { Z IITaDBullógnlï

IOI=k+l

entonces, la inmersión de Hk+"°(0) C Wh’l'Pm) es continua para todo p tal que l S p <
É; la inmersión de H"“'°'(Q) C W""’(Q) es continua para todo q tal que 1 g q < y la
inmersión natural H"“'°(Q) C H"(Q) es compacta para a < 1. Además, H2'°(Q) está inmerso
continuamente en CWÜ)

Demostración: Recordemos que, en R2, r5 e Ll si y sólo si ,3 > —2. Ahora, si aplicamos la
desigualdad de Hólder tenemos que:

-22 l-‘
I u ¡mpg ur =-»II5.1‘I u ¡”un

y en consecuencia HH“ C WH"? para todo p E 0,6%“). Por los teoremas de inmersión de
Sobolevsabemos que si p < '2la inmersión de W“ en W"? es continua para todo q E [p,
resultando así que la inmersión de Hk'H'“ en Wk'q es continua para todo q E (1. Si p E

) _‘.'a < 1 entonces '2 < 2-2};y por el teorema de Rellich-Kondrachov la inmersión de
2'l .hd-l

W‘“-P en f!"ces compacta. Por último si observamos que para todo p. la inmersión de W“ en
Com) es continua, se tiene que la inmersión de H2” en C°(ÏÏ) también lo es.

Observación: Teniendo en cuenta (2.7) para w E (1r,21r) tenemos que la solución u de (2.6)
pertenece a H2‘°(Q) para todo a > l — Luego. si Q es cualquier poligono, resulta que a > á
y como consecuencia del lema anterior resulta que

u e Whm) v p e (1,3)
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uew'mz) v thl.i)

Con PAG) indicaremos el espacio de polinomios de grado 5 k restringidos a (7.

A continuación enunciamos un resultado básico sobre espacios de Sobolev que dice. como coro
lario. que sobre el espacio cociente H"“'"(G)/Pk(G) la seminorma Ilin-leqG) es equivalente
a. la norma cociente. Para. el caso n = 0 la demostración puede verse en L1.El]pag. 115 y para
a y! 0 en ['28] pag. 388.

Lema 2.2 Existe una constante C [al que

¿asimila - piIHk+i.o(G) S C I ll IHk+l.u(G) V U E HIM-Laia)

2.3.3 Estimación del error de discretización

Sea.ET el conjunto de lados de T. Para cualquier T e 77.y í E T definimos H,"E C( L3“); I’.)(t))
y r1-E ¿(H1(T);P¡(T)) dados por:

Hu: = fi/;da rTv(M¿)= HA!)Il) V Í E ETt

donde Mges el punto medio del lado t y para w e H¡(Q) notaremos por ["sz a la función, dada
por:

¡"cui IT: rq-w V T E 7;.

Notaremos por 'Í‘ al triángulo de referencia cuyos vértices son (0.0):(l.0) y (0.1) y por
FrzT —-—T la aplicación afín invertible dada. por Ffií‘) = Brit + b. También pondremos

Mi) = v(:c) : f E ría. Notemos que se verifica. 1‘12= (rTa) o FT

Lema 2.3 Existe una constante C independiente del triángulo T tal que V v e H"°(T) se
verifica la siguiente desigualdad

Z f ¡Ir-au?"Imm 1*dzfiTIa ¡”rms CllBï'IF'lIBrII’ IdetBT r? {
|3|=s

donde s es un entem positivo y a = FT(0) es un vértice de T

Demostración: Tenemosque

Iñ limar) = 2mm “r”Damián
Eme. f1 I r°(í)D‘3(v ° FTXÍ) ¡2dí
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Aplicando la regla de la cadena y el cambio de variables r = 177113)obtenemos

¡mms CIIBTIIZ‘IdezBTI-‘l;[r lr“(Fï'(r))D*’v(:)I2dr

y la desigualdad deseada se sigue porque:

'(FFIUN = “51(1) - ¡”T-¡(alllS IlBï'llllI - all

Observación: En el lema que sigue acotaremos el error de interpelación en un elemento T.
L'tilizaremos que en el elemento de referencia T se verifica

llv —Hum s ÓleH2.a(T-) Vv e H2'°(T)

La demostración es la misma que para el caso conforme con la interpolada de Lagrange y puede
verse en [6] pag. 456.

Lema 2.4 Existe una constante C independiente del triángulo T tal que V u e H2“'(T) se
verifica

lu - m |1.2.TSCIIBï1l|1+°llBrl|2{Z / :II - un“ I Dfium 2‘dr}:
|a|=2 T

donde a es un vértice de T

Demostración: Sea ü = u o FT. Se verifica que ü e H2'°'(Ï') y además (r-ru) o F1-= í-ú.
Luego ü - 1‘11= (u —rTu) o FT = (u —rTu) y entonces

— l A -.

I u —rTu I1'2_TS CIIBTWI | detBT IïI u —ru IL“:

y. utilizando que í'p = p Vpe PAT), resulta

1 - .
lu —rq-u |¡_2_TSCIIB"|| | detBT I: C inf. Hu —p|| ¡a

T peP¡(T) "7 m

y por los lemas 2.2 y 2.3 tenemos que

- a a l
Iu-rrul1,2.rs cuBT‘IIl+IIBTIHZ ¿ur-au? ID”v(r)I2dI}2

IBI=2

Observación: Utilizando el hecho de que IIBTII 5 ChT y que “Bïlll S Cp}l (ver [18]);
obtenemos de la desigualdad del lema 2.4 los siguientes casos particulares:

o Cuando a = 0 se obtiene

h2

lu —¡“141.215 CET l u l2.2.T (2-9)
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o Cuando a > 0 y a = 0 se obtiene

h2

I u - ¡"cu I1_2ITS Cpl—3_'aI u IH2.a(T) (2.10)T

Dada una. triangulación 771indicaremos con 7;“, al conjunto de los triángulos de 77, que tienen
al origen como uno de sus vértices.

Lema 2.5 Si la familia de triangulaciones es regulary satisface que existe rr pam el cual
(a)h.l¡.'° 5 ah V T67}._o
(bllhq-5 ah||3||° V JET , V Ten-TM)
entonces existe una constante C tal que

[IV/¡(u- FCHHIO'Q'QS I u Im.a(g)

Demostración: Si uno de los vértices de T es 0 usando (2.10), la.regularidad de las triangula
ciones y la. hipótesis (a) obtenemos:

hi
1+

PT a
lu - ¡mu |1.2.TSC I u lun-ms Chi-4' I u Im-°(T)S Ch l u ¡Hz-om

y si T no tiene vértice en 0 se sigue de (2.9), la regularidad de las triangulaciones _\'la hipótesis
(b), que

h2

I u - ¡"cu ¡1.215 CET l u ¡mms ChT I u ¡mms Ch I UlH7-°(T)

luego. para todo triángulo T se tiene que

"VM" - ¡”10"on S Ch I u ¡Hu-(T)

de la cual se sigue la desigualdad deseada.

2.3.4 Estimación del error de consistencia

Lema 2.6 Se verifica:

liviana —uuuz = Z) j flama —ui.)
0.2.0 Ten 8T an

Demostración: Veamos que para. cualquier w E Vh

¿Vhwvhumu —u) = 0

En efecto de integrar por partes se tiene

c aw nc
waV(I"‘u-u)=/ —(I u-u)=0 v TenT 8T an
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Ahora. podemos calcular

fnlvh\["‘7u—uh)52 = [n Vil\lncu__uh)vh“l_uh)
MVWVMPW-uH-hIHWu-M)
erTh _ f)(1ncu'- uh)""far {fiUm’u'- uh){-4

' I y.Eran lar fillm" " "hi

de donde se obtiene el lema.

El siguiente lema es una generalización del lema 3 pag. 41 (le ['20]. resultado que se recupera
cuando a = 0.

Lema 2.7 Si ,2 E P¡(T) y v E H""(T), entonces existe una constante C independiente del
triángulo T tal que

h2 . . l

/»’(1‘ - Htl‘) S C T7; IPl1,2.Tl Z / ¡li ' “liza l ÜJNI) ¡2(11}?
‘ pT Ia|=i T

donde a es un vértice (le T

Demostración: Sea p e (l, 730-)y ql,q2 E Po(Ï'). Para í' E H"°‘(Í') consideramos ul funcional

¿—/Ma—mmwr,

el cual es continuo sobre l-Vl-P'(Ï‘) con norma. 5 Hi:- ÍIl-¡Z'IIo'pjy se anula sobre Po. entonces

gf¿,;-(¿- _ nit-v) I s cute - qilll,,,l_T-II(1 — IL-xi' - ‘12)”0.p.¿
g QW-mmwflW‘WMfi

Como la_traza de lV“”('Í') en LPM)es continua. y P¡(Í') es de dimensión finita. se tiene que para
,3 E P¡(T) se verifica

“¿will? - Úgül I S Cl {9- qillmj-Hï’ - ‘hllLPj'
S l

I

C - QIIILz'TIIÜ_ qQIIHl.o(T)

donde hemog usado que la inmersión de H "° en WL” es continua. Ahora. tomando infimo sobre
(11,112E P0(T) y utilizando el lema 2.2 se obtiene

I[im - me) Is C Ié Im-I o¡mm

y combinando las fórmulas de cambio de variables con el lema 2.3 tenemos:

¡[mv-neon s CldetBrlllBï‘II¡km-món 1
S C||3ï1||1+°IIBT||2|99|1.2.T{É|a|=1f1||3 - allz" l Düvlï) I2dt}?
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Observación: En la estimación ¿1priori del problema con solución regular >e utiliza É
desiguaJdad básica

I Y‘ j wo -nT s Chunwum !o [un v o e ¡Huan-lv we vt
TF"? '97h

Esta es crucial para. el :tnáJisis de métodos no conformes y puede verse en ’20] pag. 44.

A continuación se formula un resultado que extiende la.desigualdad de la observación anterior.

Lema 2.8 Si la familia de triangulaciones {73.}es regular y satisface que existe a para el cual
(a) hip-u 5 ah V T e 71.0
(b)hT 5 athH" V x6 T . V Ten-77“,
entonces existe una constante C tal que

I z f1- wd’ 'nT IS Chllvhwlloan l 45 IH'-°(fl) V Ó E (Hl'atmfij'! u: s H.
T677.

Demostración: Podemosescribir

Z ¿T wd)-n7-da= Z Z ¿MCR- “¿Orinida
TETh T677. (GET

y usando el lema. anterior tenemos que si 0 es un vértice de T

I z /w(o¡ - nl‘PíMIJdÚIS Chi-a l 4’ ini-«(nl 101115 Ch I Ó mami w !1.T
(GET l

y si 0 no es un vértice de T

I z jlww.‘ - “¿Odnuda IS ChT I Ó ¡1.TIw ¡LTS Ch Í 0 ÏHIv-(ní IL"¡LT
[GET

y en consecuencia se tiene la.estimación deseada.

Corolario 2.1 Con las hipótesis del lema anterior, se verifica que existe una ronstante C' tal
que:

IIVh(1"°u - ur.)||o.2.n S Ch I u ¡rn-om)

Demostración: Basta. reemplazar en el lema.anterior o' por Vu y usar el lema 2.6 para obtener
el corolario.

2.3.5 Estimación del error

Teorema 2.1 Si la familia de triangulaciones {77.} es regular y satisface que existe a para el
cual
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la} hir‘" < .1/1 V T E 71,0
(b) ¡17- 5 dhiltila V 1: E T . V TE 77‘ —'Ï].,.J
entonces triste una constante C ml que

Ilvliiu - "hiilozu S Ch i U.H'l-um)

Demostración: El teorema se sigue de combinar el corolario anterior y el lema 2.5.

Si tenemos la intención de no introducir grados de libertad prescindibles. debemos poner hipótesis
más restrictivas para nuestra familia de triangulaciones. Para tal fin establecemos el siguiente
resultado:

Teorema 2.2 Sean f G II°'°(Q). u E ¡16(9) [a solución ¡le {2.6) y uh su aproximación por
elementos finitos. Si la familia de triangulaciones {Th} cs regular y satisface que existe rr para
el cual

(a) a“h 5 h%-'° < ah V TE 77.4,
(wa-‘hunr s h? s «¡turna v xe'r . v ren-no
(c) a'thIH" S hr 5 ah||x||° V .1:E T.V T e 7;. —77,1,
entonces existe una constante C tal que

. -1,
IIVhiu - uh)|io.2.nS C0011) ‘tirjfiiogn

donde .Vod es el número (le nodos de la triangulación Th.

Demostración: Observemos en primer lugar que para T E '77.

hzflrllz"s azht

pues, si T E T}.—77m se sigue de la primera desigualdad (le (b) y si T E 77m se tiene que:

hzflrflz" S hzh? S 02h?

Ahora, veamos que se verifica
h 5 CNod-%

con C que depende sólo de Q,a.o'

C 27677.hï'l Í'r dl

IAl/\l/\|/\

CEM HIT ¡irll'hir
Ch'2

donde hemos usado que a < 1. Finalmente. para obtener el teorema se utiliza el siguiente
resultado ( [30], teorema 1.1 ); con las hipótesis anteriores. si f E HO‘HI), la solución de (2.6)
pertenece a H2'°(Q), y existe una constante c > 0 independiente de f tal que

llullm-a S CIIÍIIHM
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Observación: lÍna familia de triangulaciones que verifique las hipótesis del teorema :mteri
puede verse en {28] pag. 393.

Observación: Si los ángulos reentrantes son mas de uno debemos modificar los espacios
H'"'°(Q) cambiando el peso. como en 56],donde se.define para un ¡uultiindice a = (ul. o“)

cam = H;‘='.¡I:—nll‘“

donde J:¡.1 5 i _<_.ll denota los vértices de Q con ángulo interior mayor que 7 y

H'“'°'(Q) = {u e H'""(Q) : oaDJu e L2(Q) v m1 que [J i: m}

equipado con la norma !|u||Hm.a = {|]u¡|3n_m'n + “oa Dmllllg_2_n}{"_ven la definición de las
familias de redes debemos ¡modificar solamente la parte concerniente al conjunto Tim de la
siguiente manera: Dada una triangulación 7},indicaremos con Th")al conjunto de los triángulos
de 77, para los cuales oo se anula.

Los resultados anteriores se obtienen en forma análoga para cualquier poligono Q.

También puede observarse que si .Q es un polígono «:onvexo. a = 0 y Tim = "Dcon Io cual
la familia de redes resulta casi-uniforme. lo que indica que las hipótesis sobre las redes para
polígonos arbitrarios forman una buena. extensión de la definición de redes casi-uniformes.

2.4 Estimaciones a posteriori del error

Cuando hacemos refinamientos adaptivos en problemas que envuelven singularidades las mallas
generadas son usualmente altamente no-uuiformes (es decir. los elementos de 17'pueden tener
tamaños muy diferentes). Sin embargo. si el refinamiento se hace de una forma apropiada la,
familia puede construirse de modo tal que el ángulo minimo de cualquier 7; no sea menor
que la mitad del ángulo minimo de la triangulación inicial (ver [36]). Por lo tanto. es natural
construir estimadores de error que sean equivalentes al error con constantes que dependan sólo
del angulo mínimo (y no del tamaño del elemento). Presentaremos aqui algunos estimadores de
esta clase.

2.4.1 Ecuación de error y relaciones de ortogonalidad

Ahora, introducimos algunas notaciones que necesitaremos en la definición y análisis de los
estimadores del error.

Sea E1 el conjunto de todos los lados interiores y, como en la sección anterior. ET el conjunto
de lados de T. Para cada lado interior í elegimos un sentido arbitrario para la normal n y
denotamos a los dos triángulos que comparten este lado por Tin y Tom donde n apunta hacia
afuera de T¡n. Para un lado de la frontera l tomarnos n como la. normal exterior.
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.. n . —n . .

bi n = ( nl ) definimos la. tangente en í por t = ( n 2 ) y para í interior2 -1

ou[)-n—V(u¡,Tin)-n. V ¡EL

Üflj] _ l v I ¿
—W"NI-out".t _ WI‘m-in).t

Notemos que estos valores son independientes de Ia elección del sentido de n.

Definimos el salto para. É interior y r e VÍ como

-‘ = " —." . f(IMJ) llTout(I) ITmLt) VIE

finalmente para «,9E Wl'P(Q) definimos.

_3_v_ 'ÍI
curlp_( u?)url

Para un É dado definimos JL" y JL, por

Mu .

JLn={ Sl(e El0 si [c UQ

y .3 1 si6eEl
Ju = a tau . .

2á-#)|t SlíCdQ

El siguiente lema da una. ecuación de error la. cual es uno de los puntos principales de nuestro
análisis.

Lema 2.9 Para v E Wol'p', p E WL”, y w e V0)el error e = u —uJ- satisface.

21'67}frVe'(Vl’+ 6111459): (211)
= ZTGT,{IT ¡(v " w)+ ¿Zielïr [1“th —w) + Jt.t\?)} n

Demostración: Usando (2.3) e integrando por partes en cada elemento tenemos:

21-673 f7. Ve - (Vu + curl ya)=

= 21-67,fTflv - w)- ITVuj -V(v - w) + f7.Ve curl ,9

= 21'67; frflv- wi‘fa'r vuínT (U- w)+ far??? 19}

= 27.51; f-rf(v - W)- ztezrns, “¿VIH'nT (v- w)+ fl
+2103?! ft (3'? _ a", )‘F



el cual. nn vista de las definicionesde JM y Ju. nos da (lll)

Observación: Podemos poner w = ¡“Cv en ul lema 2.9 obteniendo:

:TETJ Ve' (Vl‘ Clll'l =
= :re'r, {f1-Íll' - ¡"0) + :¡eET JAH-7}

El segundo paso en el análisis son las relaciones de ortogonalidad del error las cuales se dan en
el próximo lema.

Lema 2.10 El ermr satisface:

Z/Ve-Vv=0. v veMá (2.12)
re'r, T

Z/Ve- curlp=0. vgew (“2.13)
T61, T

Demostración: Como Má C Wol'pln Volpodemos usar (2.2) y ¡2.3) para u e Alá y reslando
(2.3) de (2.2) obtenemos (2.12).

La propiedad de ortogonalidad (2.13) es conocida (ver por ejemplo {2}).En efecto. la integración
por partes nos da

899 ag:V. 1 _f _ ._ _ _
</T e eur p ¿C30 [(9 “1)0t ¿GElfiïqul Ütun

y el lado derecho se anula porque l es constante. [ui], es cero en el punto medio de f para
todo I E E, y g —uJ-es lineal en l (pues g lo es) y nula en el punto medio de i para 1‘C US).

2.4.2 Estimadores a posteriori del error equivalentes a “Viena,

En esta sección introducimos estimadores de error y probamos que son equivalentes a ¡IVJcllow
Supondremos que Q y p son tales que la ecuación diferencial:

Au = div (r) en Q

donde r E Lp'm). tiene una única solución en Wá'plfll) que verifica:

IIVuleI S Clll'llp'

donde p’ = ¡{-1 y C depende sólo de Q y p. Se sabe [32] que para cualquier Q existe un entorno
del número '2 tal que, si p’ pertenece a dicho entorno la hipótesis anterior se verifica.
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Definimos el estimador de error local ¡mp por,

1 . A. lm: {##th ¡”+7 Z ul...«2m» (2-1-1)2. .
¿GET

y el global por,
J.

,¡p= { z ,fi‘p}, (2.15)
T673

Sea. VJ-e el vector de L” x Llp definido por

Teorema 2.3 Existe una constante positiva C que depende sólo del (inguío mínimo de ral
que.

“VJCHOm S C’Ïp

Demostración: Descomponemos un vector arbitrario r E LP,x LP,como sigue.

r = Vw1+ curl uz (2.16)

con wl G Wá'p' y (bge WI'P'. Notemos que cuando p = '2 esta es la descomposición usual de

Helmholtz de r y, en efecto, (2.16) puede obtenerse como en ese vaso. Primero. sea «.‘le H’á'p
la. solución de

Awl = div r en Q

entonces, div (le —r) = 0 y por lo tanto existe (D2e WH" tai que

r - V101= curl v2

Además. por las hipótesis sobre p y Q se verifica la. siguiente desigualdad

I 1111Il.p' + I 1,02I1.p'S Cllríloy

Ahora, sea IC(¡/)2)e Mi tal que,

“wa - 1°(Ló2)llo.pr.rS Chrlw2i,_p,¡ (2.17)

donde ‘Ï es la unión de todos los triángulos que comparten un vértice con T (ver :19]).

Usando la descomposición (2.16), para r E LPI x LP, tenemos.

[Vie-r=/0Vje-(Vw1+ curl wz)n
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y por ol lema. "2.10

ÁVJe-rzj VJe-Vv¡+V¡e curlqcrg—1°('w2))n

iuego. del lema 2.11 con n = un . p = uz - I°(vg) y w = ¡“Lu obtenemos

f0 Vje - r = 21-611 {IT ¡11 Ul —[MUI ) + ÉZLEET fl .Ír_:(L'g- Fl. L‘g

y usando que “¡pl —["Cwfllmpq 5 ("hr I uh [Lp/,1. la desigualdad de ¡{older y (2.17) tenemos

fo V13" S C'Ith’illpl + EMILp')
S C’ÏP “Piloy

y esto prueba la desigualdad deseada. pues:

[Vje-r
SUP .—- 5 C '7p

reLp'pr' il r “O-P’
IIVie EME

Notaremos por T' = U{T’ e : T y T' tienen un lado en común}

Teorema 2.4 Existe una constante positiva C que depende .so'lodel «ingqu mínimo (le 'ÏJ- ral
que.

rm» S C “VJCIIO.p.T’

Demostración: Seguiremos las ideas desarrolladas por Verfürth [44]para el caso conformo (ver
también [5]). Usamos la. ecuación de error que provee el lema 2.11 con w = 0 y la elección
particular de v E WS" y ,9 e WL” que verifican.

fr ¡Tv = h?” I ¡r :P (2.13)

j! JW =| Ju I”W. v ee azr (2.19)

Ivh.pr.T+I-pl1.pl.r S C fi]: (2.20)

No es difícil ver que tales v y ,9 existen. Para ello. denotaremos por bT a la. función burbuja
canónica de T, es decir. el producto de las coordenadas baricentricas de T y por o) a.la función
base canónica de P2(T) que se anula en todos los nodos excepto en el que se encuentra en la
mitad del lado l en el cual o, vale 1.

Entonces definimos:
v = aTb-r
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,2= Z Jn);
¡GE-r

donde {017-}y {,31}se determinan como sigue. Para. ral ,2 ¡2.19) implica:

Mu / o; =I Ju 2Pïil"I

con lo cual I J; 55 C l J“ Ip’ll l" |. Para. determinar a7- utilizamos ¡2.18) de la cual se deduce
que:

"Th/T07 = ¡il-Dr+2l fT ip

y en consecuencia. es | a1 ES CIM}.i f1- !P". Tenemos. entonces que:

llvll0.oo.TS Ch? l fr l”‘l

ll‘r’llOncIS CX: | Ju i”"l il

llpiloüm S C I JL, lP"| (l donde 6 = T 71T’

utilizando la desigualdad inversa.(es decir. I m. lun-S Ch?"l I uh lux; . ver :lb‘l) se obtiene:(<1

’—1+ 
Iv l1.p'.T < Ch? " Ifr I"“5 002;” If1"mi s Cmpif' s Cai;

2-l _ l _
Ch? zi I Ju I”"I e Is az,- IJ“ I"|e II):7s ana;l/\l‘? ll.p’.T

l2- z
Ivlmar < Chï lJuI”"IflSC'IJe..I”"|íl755C(l.h.:VHF)?5617i:

donde T' C T' —T _v l: TnT'

Observemos que v se anula fuera de T y ,2 se anula fuera. de T'. Ahora. (2.11) junto con (2.18).
(2.19), (2.20) y el hecho de que ¡"cv = 0 nos da.

2

"ap = MF l ¡T lp +‘áZEEETl JL! lp lil2 = fTÍTt'+%EÍEE1-I[Jl,t;

zrezlfr Iv + 24657 f: JU‘P}= ÍT-View” + Curly“)

_<_ Cllvjell0.p.T'll vI1.p'.T + l vl1.p'.T°) S Clleello.p.T-¡7517,l

lo cua.l concluye el teorema.

Observación: La.extensión de los resultados anteriores cuando la.ecuación es

—div(AVu)=f
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donde A es una matriz constante por elemento y tal que la ecuacion es estrictamente I‘liplic.
En este caso, JM debe definirse

lava-nl] si ¿e E
JL“ = { l J «ll I

I

L

0 siCCÜQ

Observación: En el caso p = 2 los resultados anteriores pueden extenderse a problemas con
condiciones de borde mixtas. Si notamos por FD a la región (le la frontera con condiciones «le
Dirichlet y por FN a la de Newmann y suponiendo que

u = 91 . enFo
AVun = gg , enI‘N

entonces, para un f dado, definimos JM y Ju por

[[AVuJ-nHl si í e E,

Jan = 2(gz —AV-ujn)|l si c c rx (2.21)
0 Si Ü C FD

y uan,
Ju= — sií c rx ass-2)

0 , Sl É C [3,

En este caso, el operador de interpolación conforme I c debe preservar condiciones de frontera.
es decir, 1452—Ich/22) = 0 en I'N (en [38] se contruye una interpolación que satisface estas
condiciones). También debe redefinirse el problema del cual es solución ul (ver detalles un ).

2.4.3 Estimadores a posteriori del error que acotan por arriba a fci|0.p

En esta sección introducimos estimadores de error y probamos que son equivalentes a :{ellow
Para mayor simplicidad en los cálculos supondremos que: g = 0

También supondremos que Q y p son tales que la ecuación diferencial:

—Au = f en Q

donde f E LPI(Q), tiene una única solución en Won/(Q) que verifica:

Iu I2.p'S Cllfllp'

donde p’ = ¡{-1 y C depende sólo de Q y p. Se sabe ( pag. 265 de [28] ) que para p > donde
w es el mayor de los ángulos interiores de Q, la hipótesis anterior se verifica. En particular si p es
suficientemente grande (tal que l < p’ < á ) la hipótesis anterior se verifica para todo polígono
Q.

Sera necesaria la siguiente relación entre los saltos de una función del espacio aproximante y del
salto de su derivada tangencial:

39



Lema 2.11 Si v e VJ se tiene que para cualquier lado Z de la triangulacio'n

i
IlleSIT'IJuI

Demostración: Supongamos que Zes un lado compartido por los triángulos T1y T2; notaremos
los vértices de T1en sentido antihorario por al , a2, a3 y por a¡,a4,a2 a los vértices de T2. Además.
a la restricción de v en el triángulo T.-la indicaremos por 0.-.Entonces se tiene que

¡J I: I”1(‘12)-vl(al) _ 02(02)- 02(01)"‘ I Ill Ill

y como v¡(ag) —vg(a2) = v2(a¡) - v¡(a¡) se tiene que

¡(“Jul = ¡"1012) - 171011)- 02(02) + 02(01)| = 2'1'1(02) - l’2(“2)| Z ¡[vil

con lo cual se obtiene el lema.

Ahora. definimos el estimador de error local en, por

2 1 I.

GT.»= {th ||f||3.,,r + 5 Z (IlJt.n|I3,,,,¿+ IIJt.:l|Ï,,,¿) WW}?
¿GET

y el global por l
6P= { z #43},

T67}

Teorema 2.5 Sea p > 27‘”donde w es el mayor de los ángulos interiores formados por los lados
pertenecientes a la frontera. Entonces, existe una constante positiva C que depende soïo ¡[el
ángulo mínimo de tal que,

Ilello.p S Cfp

Demostración: Sea.x e L". Como p > 2+,”resulta. que p' 6 (1. 233,) y entonces la.solución de

—A<p=xen9
v=0en80

está.en W“, y además,
I ‘r’ |2.p's C “XIIO.p’ (2-23)

Entonces, integrando por partes dos veces, usando el lema 2.10 y la. desigualdad de ¡{older
tenemos que:

In 6X = - f9 ¿ACP= 21'61) IT VeVp + áztesr [tía-1.1%?
2m: fr WW - W) + áLas, I, ruth-1‘”:' a ,c

ÉreT, l|f||0.p.rllv —IC'Pllom‘J + 5 Z:¿EET[“J,_,¡“0_M“(P_ ¡cpuolpl‘t
8 —[°+uluj1uwuwhom]

40

IAIl



y usando los resultados de interpolación de [19]iaplicados n ; y ¿lsus derivadas) se tiene que:

2 . 1 . . r "

[o e\' s C{ Z hTPimggflh Z IN“ ¿IJ,_,.;€5_,,,¡+líill[¿v:j]u8_p.¿mz.”
Ten “(GET

y utilizando 2.23 y el lema 2.}1 resulta que

“¿Moss inr M Cc,\'ELP' ÉIXHOJJ' _

Utilizando el hecho de que f es constante por efemento se puede definir un estimador del error
equivalente a cp más simple. observando que el término correspondiente al salto del flujo se acota
por el correspondiente a f. En efecto. dado un ¡ado interior f sea ,31e Vó’la función base que
es igual a uno en M, y se anula en cualquier otro nodo. Entonces. de (2.3) tenemos,

/ VuJ‘-Vp(+/ Vuj' Vpl=/ jp,
Tin Tout T‘UTÍ

y si indicamos por f1- al valor de f en T e integamos por partes obtenemos

-/Je.m9r =/ fv‘tl T1UT2

m
3

luego,
¡TI

- Juli! = ¡2‘l— + fr, . .).
3 (2.-i)

(la relación (2.24) fue observada en [31]en un contexto diferente). En vista de todo lo anterior.
definimos el estimador de error local

._ - - 1 1

er.»= {I¡Tl' h?“ + 5 X “¿tiriter
[EE-r

y el global.
.. .l.
ep = { Z 3%}?

Ter,

y tenemos,

Teorema 2.6 Existe una constante positivas C que depende sólo del ángulo mínimo tal que

ll eIlo.» S C ïp

Demostración: El teorema se sigue de (2.24) y el Teorema 2.5.
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2.4.4 Estimadores a posteriori del error equivalentes a Jana»

En esta sección introducimos un estimador del error el cual veremos que es equivalente a ÉPIÏON.
Este estimador extiende el del caso conforme [33] y conserva sus mismas propiedades.

Al igual que en la sección anterior supondremos que: g = 0 .

Supondremos, además que la familia de triangulaciones verifica que existe 7 2 l ral que
h" S Cminreq- hT.

Como la solución exacta u es [{ólder continua. digamos con exponente 0 < a 5 l "[21].;283)
podemos elegir un número J tal que .3 > Sen .L'oe Q tal que ¡ï«¡(10) |= Heilox

Lema 2.12 Sea Ó una mgularisación (le la distribución (le Dime tal que su soporte sea un
. . . a .

subconjunto (le la bola abierta con centro cn 1:0 y nadia h? y, ademas.

/a=1 0555011430

y sea G la correspondiente función de Green regularizada, es decir. G E HC],y —_\(J' = h ¡.n f2.
Entonces:

0 IGI2.1SC'I109hi2

° iieii0.oo < C l fne 6 I

Salvo el hecho que debemos considerar la interpolada no conforme I" para el primer item Ilo
cual no genera ningun inconveniente),la demostración se encuentra en

Ahora definimos el estimador de error local Er por

ET = hi IIÍIIOmJ + (¡2ng IÉIHJI.ni|o..ao.z+ lilllJr.:llo.oo.t}

y el global por
e = max ET

Ter,

Teorema 2.7 Existe una constante positiva C que depende sólo del ángulo mínimo (le tal
que

llellom s C I Iogh I2 e

Demostración: Integrando por partes dos veces. usando el lema 2.10y la desigualdad de ¡[older
tenemos que:

- ZTET,ITVBWG’ FG) + ZieEr fl {1511:1162

zm, IT¡(G - FG) + ¿265, I, [JIMG- FG) + [u,¡L°;;—m]
22'61, “fiIO.oO.T“G- ÏCGHOJJ + %ZteE1-[“Jl.n“0.oo.liic - [CGÏIOJJ

a G- l‘G
Hut-num“JTHIIW]
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y usando la teoría. de interpolación estandar y nl lema 2.11 ..o tiene que:

[ea s C e iG 2mn

y por el lema 2.12 resulta. que
llellom S C ! log/t iz e

Teorema 2.8 Existe una constante positiva C que depende .so'lo¡[el ángulo mínimo ¡le tal
que

ET S C Hello»?

Demostración: Igual que antes. siguiendolas ideas desarrolladaspor Verfíirth para ul caso
conforme (ver también [33]), podemos afirmar que existen (los funciones v e WO“ y ,9 e W“
que verifican

[frv=h%!fri (2.25)T

/Jl.n‘r° =I Jim l líl. V t’e 0T [2.26)l

¿Jim? =I JL! I lil . V [E 3T (¿27)
y

Ivlzm +lvlz.1.r s C (2.28)

No es difícil ver que tales v y (,9existen [33], y que pueden construirse en cada elemento como
polinomios cuadráticos más funciones "burbujas" cúbicas y tales que se anulen nn todos los
vértices de la. triangulación.

Ahora, (2.11) junto con (2.25), (2.26), (2.27), (2.28) y el hecho de que Icv = 0 nos da.

ET = f7"fT'U + É ZlEE-r ft Ju»?
f7" Í” + í ZueET fl,Jim?
fT. Vje(Vv + curlrp)

= fT- e(-Av) + Eres, MáS-¡v+ 13-M
S ClleI|0,oo.T'

donde hemos usado que
av
— < C v

llanllonar _ I I2.1.T

0
¡Ignorar s C I «p|2.1.T

43



Observación: Es simple la.extensión de los resultados anteriores cuando la ecuación es

—div (AVu) = f

donde A es una. matriz constante y tal que la ecuación es estrictamente elíptica. En los teoremas
de esta. sección hemos supuesto que f es constante por elemento. Sin embargo, los resultados
siguen siendo válido para. A e [W""°'°(Q)]2X2y f uniformemente continua en cada triángulo
T E T y con modulo de continuidad a¡(t) = log! [‘2) y la extensión a este caso se hace igual
que para el caso conforme [33].

2.5 Resultados numéricos

En esta sección presentamos los resultados de algunos cálculos computacionales. Generamos las
mallas en forma.adaptiva usando como indicadores del error en el elemento T a (2.14) con
el salto en la dirección tangencial definido como en (2.22).

Comenzando con una. triangulación 76, 73+] se obtiene de por refinamiento de los elementos
T e talesque

771" 2 0-7 71mm:

donde nm“ = maxTeT, 7712 Estos elementos son divididos en cuatro elementos iguales y el
refinamiento se propaga usando el método descripto en [36],el cual garantiza que para todo j
el ángulo mínimo de no es menor que la mitad del ángulo mínimo de 76.

Como primer ejemplo consideramos el problema de Dirichlet

u = g , en 80 (2'29){ Au = 0 , en Q

donde Q es el dominio de la. figura l y g es la función suave tal que la solución de 2.29 en
coordenadas polares es

u(r,0) = 13/3sin 0)
La tabla 1 muestra los resultados obtenidos en este ejemplo en pasos del procedimiento adaptivo,
denotando por ¿Val número de nodos.

Tabla l

J' N r7

0 115 0.3312
l 134 0.2862
2 174 0.2405
3 229 0.2089
4 339 0.1757
5 495 0.1537
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Los resultados en la tabla. muestran en particular que el proceso de refinamiento automático
permite obtener el orden óptimo de convergencia con respecto al número de nodos para este
caso con solución singular, es decir, el mismo orden que en el caso regular. En efecto, de la.
sección 3 sabemos que, si las mallas se construyen adecuadamente,

lleello = 0(N'm) (2-30)

“10° i T í i 3 ' o

Se observa computacionalmente que nuestro procedimiento adaptivo genera mallas para las
cuales (2.30) también se verifica en la práctica. Las figuras (1.a), (1.b), (1.c) muestran las
mallas 76, T2, 74, respectivamente

VVAVAVA
‘MWM‘WÑ“Si; AVENA

Figra (l.b)
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En los siguientes ejemplos consideramos nuevamente la ecuación de Laplace pero con condiciones
de borde mixtas. Para. k = 4,6,8 resolvemos

Au=0, enQ
11:0, enI‘1

u=sin , enI‘2
33:0, enI‘3

donden={(r,0):0<r<1,0<0<%,
P1={(r,0):0<r<1,0=0},
I‘g={(r,0):r=1,0<0< %}md,
I‘3={(r,0):0<r<1,0='77'}

La solución de este problema es,

u(r,0)= rz/ksin

La tabla. 2 muestra el número de nodos en las mallas generadas para estos tres ejemplos. Estas
redes se muestran en las figuras 2, 3 y 4 para k = 4,6 y 8 respectivamente.

Tabla 2

k = 4 k = 6 k = 8
N N N

82 134 160

105 160 189

127 180 239

163 218 288
227 261 337
289 295 386

Uni-OOMHO‘-"
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Capítulo 3

Estimaciones del error para
problemas elípticos no lineales de
tipo monótono

En este capitqu se estudian estimaciones a priori del rrmr pam .‘¡pmrinmcimus ¡le il. mr Him
finitos no conformes (¡e problemas rglípticos (le tipo monotono. ¿tuyo se introu'iu'r-n 4.\íllllll{lun .s
a posteriori del error y se estudian las acotaciones por arriba y por abajo del (rmr

3.1 Introducción

La.ecuación de Euler de la. integral variacional

/|Vu|pd:rÜ

con 1 < p < ao. es la denominada ecuación p-armónica o p-Laplaciano

- div (I Vu Ip'2 Vu): 0 en Q

Esta ecuación tiene aplicaciones prácticas en problemas de diseño aerodinámico [IT] y en el
estudio de algunos modelos glaciológicos [35]. También. para algunos fluidos No-Newlonianos
[3], el operador de Laplace. en las ecuaciones de Navier-Stokes. se reemplaza por nl operador
p-ammónico(o p-Laplaciano). Además. para p = n. tiene aplicaciónes en la teoria de funciones
quasi-conformes [15].

En [‘27]se estudia en detalle la aplicación del método de elementos finitos conformes a.l problema
de Dirichlet para el p-Laplaciano. En [17] se extienden estos resultados para el caso en que ol
coeficiente principal pertenece a.una. familia más general (le funciones. de la forma k(1:,l Vuhr) i).
Esta. clase de ecuaciones se llaman de tipo monótono Por último. en [12]se estudia un estimador
a posteriori del error para aproximaciones de elementos finitos conformes.
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Iln este capítulo, analizaremos la convergencia y estudiaremos estimudores a poswriuri .ivi v-rrnr
para aproximaciones de elementos finitos no conformes (le ecuaciones e-lípticnsde tipo :nmnnono.

3.2 Problema modelo y su aproximación por elementos finitos

3.2.1 Formulaciones variacionales

Sea Q C R.2 un polígono simplemente conexo. Consideramos el problema :nodeio :

. ¡3.2)—div (k(:r,| Vu |)Vu) = f. en Q
u=0. enUQ

donde el coeficiente k(-, -) es una función continua no negativa definida un Q x R’ _'.'supnmlrl-nu-r
que, para casi todo J: e Q. la función 99(t) = k(.r.t)t es estrictamente creciente en l?’ que wriïim

o ,9(t) 5 alt?“ +02 para todo t E 32+,donde a] > 0. ag 2 0 son constantes iudvpvml¡MH-s
de t.

o Para. p E (1.2] . ,9“) es Holder-continua con exponente p- 1. es decir. existe r:
Q > 0 tal que

I W) —«p(s) Is Q I t —s I"'l VM e R’

Si p > "2supondremos que «psatisface la desigualdad

lau) —;(3) ¡5 Q | t- .3| (K1 + K2(t + sy“) Vu e R‘

con constantes K1 2 0. K2 > 0 y Q > O. todas independientes de t y

o La función «,9es monótona creciente y satisface una de las siguientes condiciones

— Si 1 < p 5 2, entonces

C1(t - s) 5 (<p(t) —<p(s‘))(K¡ + K2“ + s)2_”) Vt z s 2 0

donde K1 2 O , K2 > 0, y Cl > 0 son constantes conocidas que no dependen de f
3.

- Si p > 2
,9“) - Clip" es una función creciente de t E R+

Observación: En el caso particular en que k(1:,t) = a(:1:)t“”2con a e H"'"‘° y ¡un 2 u., > u:
la función ,9(t) = k(:r,t)t verifica todas las condiciones precedentes con a] = Q = ¡fiasioJV. (.2 =
K1=0,Kg=1yC¡=ao(p—l)si1<p52yC¡=aosip22.
Representaremos a la función k(:r, -) por k(-). Además, usaremos las notaciones introducidas en
los capítulos anteriores.
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Entonces. la aproximación por elementos finitos ¡io-conformes de la solución dei problema ¡3.21
se define por uJ- E VJ y.

ZTGTJjlrk(VuJ-)Vu¡ 'Vl' : In fu , V v e

amm mmm, WCÜQ

Es fácil ver que (3.1) es la.ecuación de Euler de

J(v)=ÁÁIVUI99(t)dtd1:-Áfvdz

J¡(L')=ÁÁIV’Ulp(t)dtda:-Áfvdz
y las soluciones u y u, verifican

y que (3.2) es la de

JJ(u) = min{J(v)conv E Wol'p} Jj(uJ-) = min{JJ-(v)con1: e V01}

Notaremos por u] a la función definida sobre (Wol'P+ Voj)x (Wol'p + V01)por

aj(w.v)= Z/k(IVw|)Vw-Vv
re7; T

Observemos que la solución débil u de (3.1) verifica que

a](u,v)=/flfv VvEVVol‘p

y la de(3.2)

aj(uj.v)=/{;fv VvEVoj

3.2.2 Continuidad, monotonía y estabilidad

(3.“

(3.o)

En primer lugar. enunciamos unas desigualdades intermedias para vectores cuyas demostracionus
pueden verse en {17]

Lema 3.1 Si 1<p52 y n21,para cualquier 31,263?"

Iz-yl2a» - <<lczz-k ,z—>..1\|+Í\2(|z|+ly“2—p— y 92
Ik(l2|)z-k(lyl)y|57Iz-yl”’1

donde K1 2 0, Kg > 0, a > 0 y 7' > 0 son constantes independientes de y y z.
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Lema 3.2‘ Si '.’ 1; p < x, y n 2 l. ¡mm cualquier (1,: E n‘"

"'Z-yápí <k(|=’)=-ktlyí)y.:-u>w

ÍÁ'(i3i)3—k(I;'/Ï)!IÍÉ7Íï-UÏiKlf'Kziiïl+..7:)p_:)

donde lx] 2 0. K2 > l). n > 0 y 7 > 0 son constantes independientes (te y _'/:.

De est'os lemas se obtiene, facilmente. la continuidad _\'l ¡monotonía de u,

Teorema 3.1 Existen constantes positivas Ir y 7 tales que. pam todo '1.r. ru e
verifica

o Si l < p S 2

FIV-u - VJ""Íi.C2).p0-. v, ‘ , . Sa(u.u—v)—u:t‘.u—v)
A1 "' ¡“(HVJUHO-p '*' ¡IVJ "¡lapiz-p J J

, ,(¡.(u.u')—a.'lr.w)| . i _¡S7:57,5'- VJL‘VÏJ.»
ilV;u‘iio.p 

o Si '2 5 p < ao

a||TJu —erlláp 5 a,(u.u - r) - (LJ'UJ.u —v)

la',(u. w) - flj(t‘. w) |
- S TIIVJU- ij'HO.p(Kl + Íi'zillviuliom + iiVJl’ÉÍ0.pi"
IIVJ‘L’HUJD

donde K1 2 0 y K2 > 0 son constantes independientes (te y y :.

Como consecuencia del teorema previo tenemos que J y .I¡ son estrictamente convoxos 3."mn
tinuos. Luego. los problemas (3.1) y (3.2) tienen una única solución [37].

Observación: La misma demostración del teorema anterior prueba que para w E LP x t,” w
verifica

inuvmnvy-kUVWHVH'Wg.wu_vtn”
ainAJ-P I 'P

si1<p52,y

kt V-u Vu-k V'v Vu-w , _;.¡['J')J ('J"’] SHWW—VWMMM+AMWwMHWWMMVw
“wll0.p

si25p<oo



Observación: Poniendo u = v en (3.5). utilizando el teorema anterior y la desigualdad de
Poincaré. se obtiene que para 2 5 p < no que

a l u ll’,,,S aj(u.u) S llfll0.p'llull0.p S CllfllOJ)’ l u!1.p

y en consecuencia
cmo I e

u <( nl ' -P)P-ll l1.p_—a
Si l < p 5 2 tenemos que

alul1.pS(Á'1+ ¡iz | u IÏÏMJW‘ u) S CUi'i + Á'2I u li;plllfll0.p' I u lLP

y en consecuencia

Cilfllo.p'(Ki + K2));_Ll
— }

De la misma manera se puede acotar E|V1uji|o_pya que la desigualdad de Poincaré tambien se
verifica para elementos no conformes [2] [43].

lull.ps min{11( a

.‘xllOl‘aveamos la estabilidad. Sean ’l],U-_\las soluviones débiles rorrespondientm :L .‘
fin": 3'95pt‘tlñ'hlih‘!“'í'.l:!'lïñilt'í‘5tem-mos que

0 l "l - U2IMS llfi - lelo.p'(K1+I\'2(l"il1.p 'ï' l U2¡mV-p) Si 1 < P S "3

—1 - .ahi-“Hip Sllfi-lelo.p' 5'¿<PÉ 3°

resultando | al - U2IMS C||f1 —f2||oj donde C puede depender de a.f¡ y f2.

El mismo argumento se puede aplicar al problema discretizado. Luego. los problemas (3.5) y
(3.6) estan bien planteados.

3.3 Estimaciones a priori del error

Supondremos en esta sección que k(:,t) = 0-2. Luego debemos tomar K1 = 0 y K2 = l.

3.3.1 Resultados preliminares

Se puede ver en [39] la demostración del siguiente lema

Lema 3.3 Sean f e Lp, y u la solución de

—div (| Vu |""2 Vu): f en R"

entonces, se verifica

ouEWu(R")8i1<p52



. u e wl-vm") si 2 < p < x. 5/j e wl-P’im

En la observación anterior al lema 2.8 recordamos una desigualdad básica para nl analisis «lola
estimación a priori «lc-lproblema lineal con solución regular. .\ routiuuacióu 1‘llllllí'líllllnn :Zlm
desigualdad fundamental para las ucotaciones de los términos (lo consistencia. la ruul u-xriomi-I
la desigualdad anterior. En el lema 2.3 ya hemos hecho una extensión «ledicho resulrzuio 3: ¡mr
ser análoga,a aquella. la demostración será omitida.

Lema 3.4 Si la família de triangulaciones es regular (ntoncrs «n'le una ronalflnlt (L'm."
que

.1

z / wo-nT g C'hHVleII0_plOI¡_pIv oe (¡IW-Paganïv w610

3.3.2 Caso 1 < p S 2

Teorema 3.2 Si la solución rmcta (le (3.1) u cumple que u E WLMQ). la familia ¡lc Irwin/u
[aviones es regular y 1 < p _<_‘_’.se verifica que

“VJ uj - VulloJ, S C hP'l

donde C depende de a . 7 , “un”. f y del ringqu mínimo (le la Iriangu/ario'n.

Demostración: Sea v e Vo}.Se verifica

“V¡u)-V¡v”g0—i—!fi_—<",'-"""’
(¡|v¡u¡¡¡ohp+”V¡u¡lo'P, p _ 01W] "J v) ‘1le "J ¿l

5 aj(u. uJ- — 1') - (lj(L‘, uJ- - v) + (LJ-(ui, uj — L‘)—a,( u. uj — r)

. _1 .
S 7'!qu - Vivfláp lIVj U1- Vjvllom + “¡(16,111- "l - ".4 u. a] - "l

y dividiendo por “VJ-uJ-- V, L‘ll0,presulta,

|Vu-Vvlo. _. __,_. ._.
a—l-¿-‘—J-J-H—(“VJ“¡no.finvluuo.“-p S a,(uJ, u; 1) a1(v. u, L)

_ l ‘ p_¡ a (u .w)—q (u.w)s 7IIVuVibllop+Supwevg

Utilizando la integración por partes y el lema. 3.4. se obtiene

aj(u¿,w) —aj(u. w) = —Z
_ Üu _- . . - . .

[MIVMP 207w s IIVuI” Zvuhplunwuoi = !"IS.leV1“‘!lo.p
TGT,

Ahora, combinando estas desigualdades y eligiendo v = ¡"cu obtenemos

IIVjuj - Vjvllo-pS Chp"
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donde C' depende de a. *'. ¿Iujllp . f y del ángulo mín'mo de. Ïa fr'nngulac ón. Por Ïa ‘c> -u lr
dad ïr'anguiar. se t'vne que

' _ , 7‘ z P-l!|Vu Viufllofi ¿ Ch

lo cual concluye la demostrac'ón.

Observación: Esta est'mac'ón da. un orden (le couvergenc'a menor que para. el raso mnlbrmv.
demostrado í-n :27] _\'mejorado vn S'u embargo. para el ún'co raso un que vodos [0.3urdvum
de convergenc'a son ópt'mos es cuando 1)= 2.

3.3.3 Caso 2 Sp< ac

Teorema 3.3 Si la solurión exacta de ¡3.1) u cumple que u E H’g'PHI). la familia de {rima/II
lociones es regular _'/‘.’5 p < 30. se verifica que

“Qu,- —M04, g C' hfi

donde C depende de a . 7'. “un”, , f y del ángulo minimo (le la lriangulacio'n.

Demostración: Sea v e V0".Se ver'ñca

5 aj(ltj.(lj - v) —(LJ-(1'.u] - v)
S a¡(u. u] —v) - a¡(v. uj —v) 4- a¡(u¿. u_,- v) —«411.11: - r)

. . l , ‘ _._, _S HIV)“ - Vi L’HOJHIVUIIOJ+ ¡IVJL'HUWP :¡vJ'h “ v1 ¡1.:le
+a¡(uj,uj —v) - aj(u. uj - v)

‘ . , .‘ P

(¡|le “J - VJLIIÜJ)

y tomando como v = ¡"cu tenemos

HVJuJ-- vano;1 s 2"”(¡IVJ-uj - Vilncullo: + “Vu —VJI"°uH-3;‘>

SCHI“¿”manu+SUP .¿¿__-¿.
we H): “VJ u-‘!É0.p

donde C depende de a. 7 . f y del ángulo mín'mo de la tr'angulac'ón.

Con las m'smas cuentas que para. el caso 1 < p 5 2 se t'ene que

a;(u.. w) —a 'u.u.‘) ,‘—‘.—Jk_ < uiSUP . .
¡Ivjwllom

weVOJ

y comb'nando con (3.7 ) se t'ene

“nu,- —Vu||o;l 5 Ch

donde C depende de a , 7 , ||u||2_p‘ f y del ángulo mín'mo de la tr'angulac'ón.
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Observación: En el caso conforme. l término de consistencia ns nulo y eligiendo
como una interpolada conforme resulta que

“VJuj _ VulIoJ,5 Ch?!

si la. triangularión es regular y el espacio aproximante está formudo por funcionos (¡HPun un.”
triángulo son polinomios de grado 1. Este resultado fue obtenido en [27].

3.4 Estimaciones a posteriori del error

3.4.1 Preliminares

lïtilizaremos que k(| VJ-uJ-“lelj E LP'(Q).

(Ïonsideraremos la. solución ,9 E Wol'pdel siguiente problema auxiliar

j ku V»:“wa = f ku Vj"j Uvm-Vw Vwe Wá'Pfl 0

y sea. u) e WL”, tal que

curl w= k(| lelj |)V¡u¡' - kll VP IW»?

Tal wexiste para todo dominio de R2, pues div (k(|Vt,c|)V; —k(¡VJuJ-IW'UJ)= 0
se cumple la.siguiente estimación:

Lema 3.5 Se verifica Ia siguiente desigualdad

C||V,-u,- -V<p||g-l si 1 < pw I< 'P .
' "4°- l CIIVJ-uj—wuo.p 2 s p

donde C depende de 0,7, f, K1 y K2

Demostración: Si w e Lp x LP se tiene

j curl ww = [Ika Vjuj¡mui - kuw ¡mai-w
-1

< 7 lleuJ' ’ V‘Pllop llwllom
- 7|leu1' - Vvllo.p(K1+ K2(IIVJuJ-uo.p+IIWilo.p)”“)lIwIIo.p 2 s p < x

Si 2 S p < oo se tiene que

a I‘Plips j ku w nva = / ku Viuj DVJ-uJ-vvs 7(1\'1+ K2IIV1ajuar) l p ut
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¿551.u..¡'¡o_pestá ¿colada por una constante que Jepende =le rr 3."Je f. resuitn r,

/ curl w ' w S C ilv,‘u: - vgigünviiwrtufl

entonces se verifica que

| .Í' curl 1.:- w C' iva, _ T .,{."-l >. liU!1.p’= — < , . V A. , .\l

sup ,, ‘ “"r’
IVEUJ'HNV “wllw C Elva"; ‘ Tr‘ïap |/'\/\

s. l\ lv

con lo cual se tiene el lema.

Para un dado t definimos JM y J“ por

Jl." = [[Hl VuJ- ¡)Vu, - ndi si t 5 1;,
0 si í C dQ

au 1 l

J, = 5'(eEl
"t 2?". i, si cc un

3.4.2 Estimador a posteriori del error que acota por arriba a ÏEV;I.,_¡

Casol<p52

Definimos los siguientes indicadores del error para cada T E

r¡LT= hriifllo.p'.r

m =( z Ii ¡2ww)“
tel-JT

’n' = {’TÏJ + 75.7}?

y el estimador a.posteriori del error por

n= Zn?
TE'T,

Observación: Cuando p = '2 este estimador coincide con el de la sección 4.2 del rapi'tuin
anterior.



Teorema 3.4 Con las definii'ioms «interiores se i'crífim .¡ue

“Vu —VJuJHQP < (Í 7

I¡0!I(Í( f." :iqmule (le a . 7. f y ¡lc-lringqu mínimo ¡le Ïu ’ríum/ulru‘íán.

Demostración: Para acotar por arriba a,“Vu-TJ ají!“p huscuremosvotaspara qu —Fra!”
para IV; —{3111”on

En primer lugar analizamos {ITIL—Vpilolp. lndivaremos por v; = u —,2 y por [""r; .1 2.:
ínterpoiada 110conforme de e; definida en el (-apítulo '2. Se verifica

¡2
lr u — ,3 gl'p “Ju-"el -aj(;.e_.)

a“.u'c") _ "Nube: _ Inch) - [nff“).
ETGTJf7"¡(ev _ ¡“Gal + Vier}.- ll {HW-1,uni-¡“(6; —¡"na-l
ZTeT,IT¡(5; - ¡“cul

' a J p - v . ¡ v . y | .. .

pues :kl íV'_.u¡¡) os constante en (y f, ¡"(5; = f, «2;. Lnlxzanuo ¡a desigualdad ue sloldor ¿.
los resultados de interpelación presentados on los capítulos previos tenemos

ll|/\

p.1
161:

a - "2 u ._ r" up’ i’ . 
. u —r r.,,,s C Z (llfilo.p'.ThT)le,- ¡Ms C ( Z hTU.,o.p,_T)P 1- y

TÚ}

donde T os la únion de todos los triángulos que comparten un vértice ron T. Entonces

Iu-vlus C ( Z Vivir)?
Ter,

‘ l . - A . ‘Ahora esumemos ¿[VJu] - Toll”. Se xerlfica

2 . . 
allïjuj - Vean.“ _<_(11(itj,u¡ —Y) —uliyut] —1,)

y como (¡fly-.9) = (tj(u¡,;) resulta.

alleuj -V9l!3.p S “¡(uj'ujl-aJhs'uJ)
ZTG'Ï, VJ“j ip-z V1“1- l Tv: ind VT:le "J
27-61) f1- curl uV_,u_.

= zm, ITsur!(v- dm,
= zm, farw- u")
- zm, LEE, f, É‘Hw —L")

y utilizando la desigualdad de llólder y los resultados de interpelación tenemos

L

llVJ'"1'-V‘Fllg.ps C Z Z llJr..ziIo.p.¡h%lWW}
TET, ¿EE-r
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1 .L

s c( z z leI"¿Juana ' Iv ¡ws c( z z Iel IIJz,.II3,,¿)'IIV¡uj- mua?
T61, leBr Te'r, ¿elh

y, entonces

“VJ-u,--V<Pllo.ps C ( 2 ¿WWW (39)
Ter,

Combinando (3.8) y ( 3.9) resulta

I _ _ l _
IIVu-VjujllomS C( z ni,+( z wm)?

T67} TE'T,

y usando que
4 n

‘SZImI’ qu(o,11 (3.10)
i=l|=l

se obtiene el teorema.

Caso25p<oo

Definimos los siguientes indicadores del error para. cada T E

171.1“= hTHfIIo.p'.T

772,1"= ( Z m2 “¿mi
(GET

I I l

’7T = {77119.7+ Via}?

y el estimador a. posteriori del error por

Punt}?
TET,

Teorema 3.5 Con las definiciones anteriores se verifica que

IIVu-Vjujllo.p < C TI

donde C depende de a , 7 , f y del ángulo minimo de Ia triangulación.
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Demostración: En este caso, acotaremos por arriba a "Vu —Vj “jua”. Para ello, buscaremm
cotas Para ||Vu - V‘PIISJ,y Para IIW - Vj"j||5.p

En primer lugar estimaremos ||Vu —VplIS'p. Igual que en el teorema anterior, indicaremos por
e, = u —-4py por I""eW a la interpolada no conforme de ev. Se verifica

ala-Sali];

y, entonces

Ahora estimemos "VJ-u,- —V<p||3m

5 aJ-(u,ew) - aj(30,€qp)

= f0 ¡(esp‘ Incev) _ “.inew _ ¡"(89)
Zre‘r, IT ¡(ev ’ ei»)

C ÉTET, (llfll0.p’.Th7') I "WILpÏ

C(ÉTeT, hprllfllsmar) p l u - 50ll.p

IAll

|/\

Iu-pIï'ps C Z nf'T (3.1|)
Ter,

. Se verifica

GIIVjuj - lelli,D S “¡(153% - SP)- "¡(90% - 4p)

y como (¡J-(90,90)= (¡J-(15,90) resulta

alleuj - V‘PIIÉJ,S "¡("j»"j) - “¡(wnlj)
ETET,frll Vjuj l"‘2 Vjuj- | V‘PIl"2 leVjuj
2161, fr cur' V’Vjuj
ETET,fr Curl (1/)- WWW

27'51, far 23(1) - W)
ETET, 2161-31-ft [ÉÉ'ÉIIW’- 1/")

y utilizando la desigualdad de Holder y los resultados de interpolarión tenemos

l
IIVjuj-Vspllgm S C Z3 E IIJÍ.!ll0.P.lh';'I'/"Il.p'.T

7'67} [GET

l 1

s c( 2; z Iz IIIJz..IIs,,..)' IwIMSc( z z: Ie1"¿rusia "¡|ij - mu”
Te'r,tes,

y, entonces

uvjuj- wus, s c ( 2; nar z IiIIIJ:.:I|8_,,,r.)F11

TET, ¿GET

(3.12)
TET, [GET
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Combinando (3.11) y ( 3.12) resulta.

p ' 71-1
lqu- Vjuj||1,pS C ( Z flir+ ( Z "5.1) )

TET, Ter,

y usando (3.10) se obtiene el teorema.

3.4.3 Estimador a posteriori del error que acota por abajo a IIVJ-eIIo'p

Casol<p52

Sea.T e y sea. tp e WI'P' una función que verifica

[Ju‘P aut-WH“-v IJtle-fim‘-» weET (3.13)l

I —

I ‘P I1.p' S C733? 3

Veamos que una función spcon esas propiedades siempre existe. Notaremos con ,9, a. la función
cuadrática. a. trozos que vale 1 en la. mitad del lado € y se anula. en la. mitad de cualquier otro
lado y en los vértices. Tomamos como 99a

‘P= z BM
¿GET

con [iga.determinar. Notaremos por T' = U{K e :Ï 0T es un lado } y observamos que el
soporte de Lpestá. contenido en T'. De (3.13) calculamos fig obteniendo

IflcllJuIIllSCMJmo

luego tenemos

“a, ¡5 C I e |(P-l)2ÏJ-p) 1| J“ IG-lüJ-ñ '

y entonces, por la.desigualdad inversa

3,—1
C h? Ilcpllom

I 9° Il.p’ S 2 25 Cïtesrlilm‘HT‘ |J,_t¡(Wim-l
S C 2165 It “EP-¡ÉU-mxl-Jfiz) IJL‘ I( p-l 3-”)(1-37-12)

P’(l--'F)
5 C772; p

ngïp-s
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Ahora podemos estimar

0:7 = 21651-I¿i "' 3" I Ju ¡“’"m‘";
EleE-r f JIM"
IT. Vje curl go
"Viellomfr’ I ip llm’

CIIVjello.p.T°así?“IAIAIl

Con lo cual hemos obtenido el siguiente resultado

Teorema 3.6 Existe una constante positiva C que depende solo del ángulo mínimo dr 7; Inl
que

3
"2,1? S CIIVjt’IIo.p.T°

Caso25p<oo

Sea T E y sea.goE WM” una. función que verifica

¿Ju? =|ilïlïlJm Iïï'l Vie E1 (3.1.1)

'—¡
“P ilm's 075,7“

Veamos que una función gocon esas propiedades, siempre existe. Tomamos como goa

SP= z BM:
[GET

con fit a determinar. De (3.14) calculamos fl( obteniendo

Im |th l“¡SCI/[val

de (3.14) tenemos

IflzISCIlIP- " IJu IFE"

y entonces, por la. desigualdad inversa.

Isohm' s Ch%_l||9||0.ooz a
s c 2,65,. It IFT'HF’" IJu Iï'fr“

S CÉgeETHIRï’E“ “¿HP-h

S C7727
= 0113,?

62



Ahora podemos estimar .1. _L
Étesr I CI”" IJM I""su h]

1

= ZIEET Í'ÏM‘P

= f7. Vie curl (p

IA IIVjello.p.T° | tp |1.p'

IA
'—l

C IIVJ'CHOmJ' "5,7

Con lo cual hemos obtenido el siguiente resultado

Teorema 3.7 Existe una constante positiva C que depende solo del ángulo mínimo dr ’Ï_,Iul
que

712.7S C "VFIIOJJ’
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Capítulo 4

Estimaciones del error para
aproximaciones de fluidos
Newtonianos y Quasi-Newtonianos

4.1 Introducción

Las ecuaciones que expresan la conservación de la masa y cantidad de movimiento de un 'inimïn
incompresible en coordenadas culerinnns son ia condición de divergencia nula

div u=0 ¡Lu

y la ecuación de equilibrio dinamico

pa-diva=f I'|.'_‘.

donde u es la velocidad. a es la aceleración. p la densidad. a el tensor de tensión de (Ïnucin‘
(simétrico) y f las fuerzas volumétricas. Supondremos que el flujo es ostacionarioy sin inercia sI's
decir. a E O). El sistema queda determinado una vez que se propone una ecuación consnmtim
para a.

Se dice que el fluido Ps Newtoniano si

a = —pI+2uD(u) (-1.3)

donde p, es una constante llamada viscosidad del fluido. p es la presión y D(u) es el tensor de

velocidadde deformación(D.-¡(u)= + 13%)).
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Observación: Para un fluido Newtoniano incompresible se ríene que

divl'lnDluH = ¡l (liv'\V’u)4-;1nüv'(Vu)
= “Tr ¡livul-e-yAu
= pAu

Le adjuntamos una condición ¡le borde. que elegimos ¡le tipo Dirichlet y homogénea para sim
plificar la exposicion

u=0 en OQ (4.:)

La sustitución de (4.3) en (4.2). junto con (4.1) y (4.4) nos prmee las ecuaciones (le .b'lulvs

-p.lu —1-Vp = f en fl
div u = 0 en El ¡4.73

u = 0 en JO

El objeto de la primer parte (le este capitulo es el (ie presentar y analizar estimadores a pmterinci
del error para aproximaciones con elementos no conformes de las ecuaciones «le Stoke-s.

El uso de elementos no conformes para aproximar el problema de Stokes está motivado en u-ilic-cho
que los elementos estándar de menor orden no satisfacen la condición inf-sup. En cambio. Im
elementos lineales no conformes (le Crouzeix y Raviart :20] _vlos dementos cuadraticos de l’nr'f-u
y Soulie satisfacen la condición de estabilidad y entonces proveen órdenes «leconvergencn
óptimos.

En el caso conforme hay varias formas de definir estimadores del error por medio de la ecuación
del residuo. En particular. para el problema de Stokes, Verfiirth [40]y Bank y Welfert :lol.
introducen varios estimadores del error y prueban que ellos son equivalentes al error en la norma
de la energía.

La dificultad principal en extender las técnicas de los trabajos recién citados a los métodos no
conformes es el tratamiento (le los términos de consistencia que aparece en la ecuación de error
en este caso. Este término depende de la solución exacta _vno puede despreciarse.

En este capítulo veremos que. con modificaciones apropiadas. las técnicas del capitulo 2 pueden
extenderse para tratar este problema.

Sin embargo, numerosos flujos de fluidos no verifican la ley de Newton (4.3) pero si una relación
más compleja en que la viscosidad varía en función del segundo invariante de D(u). es decir ¿e

IIDtuill22 EDU-(u)?
"J

a=-pI+2#(IID(u)II)D(u) (415)

Los flujos de fluidos que verifican (4.6) para una función y. a precisar serán llamados
quasi-Newtonianos.
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La sustitución nie 4.6) í-n ¡4.2 , (4.1) y (4.-!) n05 dan las ecuaciones del flujo de un fluido
(¡rmsi-Newtoniano

— (¡iv ¿2M :|D(ui}| ) I)‘u)) + Vp = f en Q
div u = 0 en 12 (-1.7‘1

u = Í) en (K2

El objeto (le la segunda parte de este capítulo es 0| de presentar y analizar estimadores .1
posteriori del error para aproximaciones con elementos no conformes para el flujo de un Íll¡i\i'}
quasi-N'ewtoniano.

En el caso conforme Baranger y El Amri :l2] definen estimadores del error por medio de ;'
ecuación del residuo y prueban que acotan por arriba al error en una norma adecuada.

En el capitulo 3 hemos introducido y analizado estimadores a posteriori del error para aproxi
maciones no conformes de problemas elípticos escalares de lipo monótono. E ia segunda parh
de este capitulo veremos que. con modificaciones apropiadas. esas ideas pueden extenderse .l
problema (le flujos de fluidos quasi-Newtonianos.
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4.2 Fluidos Newtonianos

4.2.1 Introducción

En esta sección se definen y anlizan estimadores del error para aproximaciones no conl'ornIN
de las ecuaciones de Stokes. Probamos que estos estimadores son equivalentes al error en "1.2|
norma apropiada. Para el caso de elementos lineales a trozos se definen dos estimador-es del
error. Ambos de ellos son faciles de implementar computacionalmente pero el segundo es más
simple porque puede computarse usando solamente el dato f y las velocidades a.proximmlu<.
Veremos que el primero de estos estimadores puede generalizarse a elementos de mayor orden.
Finalmente, presentamos varios ejemplos numéricos en los cuales uno de los estimatlores se usa
para el refinamiento adaptivo.

En 4.2.2 se introducen algunas notaciones. En 4.2.3 se definen los estimadores del error y a:
prueba su euivalencia con el error. En 4.2.4 se considera la extensión a los elementos cuadrn'licm
de Fortín y Soulie y finalmente, en 4.2.5 se presentan algunos resultados computacionales en Im
cuales uno de los estimadores se utiliza para el refinamiento adaptivo.

4.2.2 Las ecuaciones de Stokes y su aproximación por elementos finitos

Dado un polígono simplemente conexo Q C SR?consideramos las ecuaciones de Stokes (4.5). mn
¡,1E l. La formulación débil apropiada para métodos mixtos es entonces,

fn Vu: Vv —fnp div v = f0 f-v Vv e H¿(Q)
(u)

donde, Hám) = H¿(e) x H¿(Sl), Lam) = {qe Lzm) : fnq = o}, Vu es la matriz _\
usamos la notación estándar para espacios de Sobolev y para la contracción (le dos matrices l
y B, es decir,

2

A13: z Á¡jB¡j
i.j=l

Recordemosque si tenemos una familia de triangulaciones de Q tales que cualquier par (le
triángulos en comparten a lo sumo un vértice o un lado; los espacios de elementos finitos no
conformes de Crouzeix-Raviart se definen por,

vj = {V E [12(9) X ¡12(9)! VIT E 'Pl X Ph VT E Tj,v es continua en los puntos
medios de los lados y 0 en los puntos medios contenidos en 852}

Y.

Q’"= {q e Lám): qIT e Po. VT e Ti}
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La solución aproximada (uj,pj) E Vi X QÏ del problema (4.5) está definida por,

21'67;{f7- ZVV— div V} = f0f.v VvE
(-1.9)

27-61;qu div ui = 0 Vqe Q1

Notemos que la segunda ecuación dice que para todo T E 7}, div (ujIT) = 0.

En el análisis del estimador del error usaremos también el espacio estándar conforme,

Mi = {v e ¡11(9) : vIT e 13,x P¡,VT e Tj}

. . . . ., . "i

Ahora mtroducrmos notacnones que necesrtaremos. Para una l'uncnon vectorial (p = ( Y )2I
)

definimos la matriz curl cppor,

Q

ïQHHuu

0:!

1'.'." Vcurl tp = (

y para. una matriz A la divergencia de A es el vector.

8A 8A

¿avA= +‘53? + ‘52?

Observemos que con esta notación tenemos,

[div A-Lp=-/AIV‘P+/ AmpD D 8D

para cualquier A y qpconla regularidad apropiada, donde n es la. normal exterior a al).

También,

j qu : curl tp= 00

para cualquier 1pE Hám) y ¡b E H'(9).

4.2.3 Estimaciones a posteriori del error

En esta sección introducimos los estimadores del error y probamos su equivalencia con el error.

Para. definir estos estimadores necesitamos introducir algunos saltos asociados con la snluric'm
discreta (u1,p’) E VJ x Q1.

Definimos,
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Hum-#OML=P(W

donde I es la matriz identidad, y,

' I] n, —[V (uiToulTour) - p, rm) _ "j 1...1] n'

[wwmsvomhfirvbujn
898 El el conjunto de lados interiores Y para. un elemento 7‘, RCR¡31' (‘I ('Ol'l.llllt0 d? ¡mins (il‘J . J
T.

Ahora sea,

Jl = { [[(Vuj -1)jl)n(]][ si (E In‘,'" o si z c an

J“={Wrw. asuemWu“: . si t c an

Con estas notaciones introducimos el estimador de error local m definido por,

l
vi = ITIutu?” +5 z ¡4’ (nal? + um?)

(GET

y el global por,

á
_ 2

n —(z ar)T

Sean e = u —uj y e = p - los errores en velocidad y presión respectivamente.

Para. una. función vectorial regular a trozos v definimos el gradiente discreto como la matriz (iv
(L2)2X2 definida. por,

Vjv|T = V(v|T)

También usaremos la siguiente ecuación de error la cual se obtiene rostando (4.9) de (Mi) pnrn
cualquier v e H¿(9) n VJ,

/Vje:Vv—/cdivv=0, VveH¿(n)nvi (umn n
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Para. una función v E H1(0) tomamos v' E Mi como una interpolante adecuada de v que
satisface

v—vflhrscwfiwl (unIÏ

1

IIv - v' "0.,s c mz M1,;

donde Ï" es la únion de todos los elementOS que comparten nn vértice con T. Recordemos que Ki
v E Hám) entonces v' puede tomarse en H¿(Q)nM’ (ver por ejemplo [38]para la conslrucción
de esta clase de interpolaciónes ).

Primero veremos que la norma del error,

ll 6 llo + Il Vie Ilo

está. dominada por el error. Esto será consecuencia de dos Lemas. El primero de,ellos muestra
que el error en la. presión está dominado por el error en las velocidades más el estimador _\-a-I
segundo acota el error de la velocidad por una constante por el estimador.

Lema 4.1 Es válida la siguiente estimación

ll f llo S C {0+ ll Vie llo}

Demostración : Como c E Lan), existe v E HMS!) [25]tal que,

fnc div v
lvl:

llflloSC (rm

Ahora, como vl E Mi n H¿(Q) C V5 n ¡13(9) podemos usar la ecuación de error (4.10) ohln
niendo,

fue div v =fnc div(v-v')+fnc div vl
:1“; div(v—v')+an,-n:Vv'
=fnc div(v—v’)—f0Vje:V(v-v')+anje:Vv

luego, integrando por partes en cada elemento resulta,

fnc div v = ZTGT,{fT(-Vp+ Au)»(v —v')

+ ¡3T(vjui - pine -<v—v')} +10 Vie =Vv

= ET {- fo-(v -—vl -—%2,651. flJlm-(v —v')} + f0 Vje : Vv
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Ahora. usando la desigualdad de Schwartz. (4.11) y (4.12). obtenemos.

[ne div v s C(n+ ll VJeIIonvIl

Io cual junto a (4.13) prueba el Lema.

Lema 4.2 Se verifica la siguiente estimación

II Vie Ilo S C r7

Demostración: Primero descomponemosel error como.

VJe=Vr—qI+ curlt; ¡JJ-li

con r e Hail), q e Lam) y p E Him) verificando,

IIrI|1+I|vlllsCIIVJeIIo 1.:?“

div r=0 'J.‘n'

Esta descomposición puede obtenerse como sigue. Sea r e H¿(Q) y q E L8 la solución .loi
problema de Stokes con miembro derecho —div (Vje) E H"(Q), es decir.

—Ar+Vq = —div(VJ-e) ¡1mdivr = 0 "'Á'

De la estimación a priori estándar sabemos que,

IIPII1+I|€I|IoSCHVjeHo ¡LN

Por otro lado, la primera ecuación de (4.17) puede escribirse como.

div (Vr —qI —Vie) = 0

entonces. existe 9,9e H‘(Q), con integral cero, tal que (4.14) vale y la cota para || ,2 I], so sigue
de (4.18) y (4.14).

Ahora estimamos el error en la velocidad usando la descomposición (4.14). Primero observamos
que,

72



[VJequ=T/q dive=0n T T

porque div l eir) = l). Entonces. como div r = O tenemos.

l|Vjejá=/ Vjezï'r- [v div r-/ Vje: curl ,2 »l.;!,hl) al? fl

lÏsando la ecuación de error (4.10) para v = r' E Hg,ñ VJ y la relación de ortoqonalidad.

/V¿e: curl ,:l = 0 11.31%0

la cual se verifica como en el caso escalar. obtenemos de (-1.19).

||V1efí3 :f0V_.e:Y'(r—rl)—f¡}e div(r—r")+anJe: curl [Ye-;¡)=fn(V¡e—tI):V(r-r )-é-an¡e: Curl(¡a-H)

Integrando por partes en cada elemento obtenemos

IIvie¿lá=Er frf-(r- M- ww - M) - r'>- term-w - W}
= :r ITf-(r- r’) + ¿Bear LLJM-(r- r’)—i-¿Ju-(i: - ;’

(donde t denota la tangente a 0T)

y aplicando la desigualdad de Schwartz. (-1.11).¡4.12) y (4.15) obtenemos el lema.

Como una consecuencia inmediata de los dos lemas recién mencionados tenemos el nlgllll'lllv.

Teorema 4.1 Existe una constante C tal que.

ll f llo + ll Vie lloS CU

En el próximo teorema vemos que el estimador está. esencialmente dominado por el error. liz:
efecto, extendemos a nuestro caso la tecnica introducida en para elementos conformm
probamos que el estimador está acotado por una constante por el error más un término de orden
mayor el cual depende de la regularidad local del dato f.

Teorema 4.2 Sea f1-: ñ [T f. Entonces. existe una constante C tal que.

77S C ll f llo+ llVJe llo+ lTl Ilf- fr “3.7)T
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Demostración : Procediendo como en el lema 4.2 vemos que.

fn Vie:(Vr+ curl p) —fne div r =

= :1" {f1-t"¡"1'+ á ZZGET[ft Jt.n'!'+ ,¡an'v‘i + iïrkf- f'r W}

para todo r E H¿(Q) y todo cp E H‘(Q).

Ahora elegimos r y cp tal que,

fr fT-r =ITI2It127 VT e '13
Min-r = Ill2 IJMF w e E, .¡.-_--_n
¡Ju-«p = Ill2IJu|2 vr e E,.ve c ¿m

Ir [LT +IS‘7I1'T S C’ÍT I 1.115%

Estas funciones pueden tomarse como polinomiales a trozos como en el capítulo '_‘.De 4.2!
(-1.22) tenemos,

f0 Vje : (Vr+ curl p) —fos div r =

= 2T FTPPT+ á2,65, la?(¡Jim + m") + Ifir- rm}= 2T ITIIIfllám +á Des, W (um? + un?) + ¡Tu- rm —1"r¡Iif- rr 23.1}
= '72+ XT {f1(f- ÏTHI’ - I'T) - ¡TI IIf- f1”Him}

entonces, usando la desigualdad de Schwartz, (4.23), la conocida estimación I r - r7

CïTI'; Irlu- y, |T|% || f- fT llog-5 rn- obtenemos,

112 = (u e “o +IIV1eIIo)(Irl|¡+IvI¡)
+6 2T u r- fT no.1-ITI=(Irlu + Irr) l

s c {II e llo + IIVie “o + (zr u r- fr “3.7 ITI) ° } r7

y el teorema está probado.

Ahora introducimos un estimador que es equivalente a r) y más simple de. valvular.

Para hacer esto veremos que los términos correspondientes a J ¿n pueden ser eliminados.

Lema 4.3 Dado un lado i , se verifica la siguiente desigualdad

TinlI ¡To I

“¿mel? SIIfIIÉJ... 3 TM+ II “13.11,...
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Demostración :

Podmnos supmwr que f E El. Sea L",la función baso Asociada a] punto medio de Í. es lioci
os uno vn «su» punlo medio y vom nn todos los otros nudos.

, c' Í) . _ .

I‘omando vl = ( Or ) y. vl = ( L ) como funnones test en (2.3) o :megrando por pill'l's‘I.

oblenemos.

[rm VJuJ :Vv‘ —[TMpo"div v" 1-frm VJ-ul :Vv‘ —[TM p’ div v‘
[31-m(Vu¡I- ¡fiUm-v' - faTW(VuJ - p¡I)n¡-v'
- JLn'V‘

[Tur-¡Tau! =

Entonces. denotando por Ján y f. i = 1.2 las dos componentes de JL" y f respectimmcn
¡811911105.

_";.n =/ f‘L'ÍTlnur'ml

iJ’Jli SIl "y
A

=Mhm0%f+wmmx%fiï

lo cual concluye el Lema.

Consecuentemente. definimos el estimador ñ por

#=Z%
T

l... 2 2 2

’Pzr= 1T! Il fIIOJ' +5 z lil É-Ïul
[EE-r

Del lema 4.3 y los teoremas 4.1 y 4.2 obtenemos para ñestimaciones análogas que para l].

Teorema 4.3 Existe una constante C¡ y C2 tales que.

II f llo + II Vje IIoS Clñ

y,



1
7

ñ S 02 llf llo+ IIVie Ilo+ :ITI Ilf- TT"3.1)T

Observación : El estimador ñ depende solo del lado derecho f y la Velocidadaproximada u!
y no de p’. Entonces, puede calcularse sin conocer la presión aproximada. Este hecho es útil si
uno calcula solamente uJ usando una base de divergencia nula de V1.

Observación : Siguiendo la demostración del lema 4.1 vemos que la parte de 17correspondiente
a J“ no aparece en la cota de este Lema. Luego, en vista del lema 4.3 obtenemos la estimación

1
2

IlflloSC (XITIIIfIIÉJ) +|IVjel|oT

más precisa que la desigualdad del lema 4.1.

4.2.4 Los elementos de segundo orden de Fortín y Soulie

Hemos introducido y analizado solamente estimadores de error para espacios de elementos no
conformes de menor orden, con el fin de obtener mayor simplicidad. En efecto, nuestros resul
tados pueden extenderse a elementos de mayor orden.

Ahora consideramos los elementos de segundo orden de Fortín y Soulie [23]. Como se muestra en
[23], la situación es diferente que en el caso de elementos lineal a trozos pues los modos naturales
(es decir: los seis nodos de Gauss de los lados de T) no pueden tomarse como grados de lilwrtml.
La razon es que existe un polinomio cuadrático que se anula en esos seis nodos. Si A.-son lus
coordenadas baricéntricas de T, este polinomio es,

PTO) = 2 —su? + A; + Ag)

Fortín y Soulie mostraron que el espacio de funciónes cuadráticas a trozos continuas en los dm
nodos de Gauss de cada lado coincide con los elementos estándar cnadráticos a trozos y cnnlillllu
enriquecido con un nodo interior en cada triángulo asociado con ‘P-r. El costo computacional 4‘.\
esencialmente el mismo que para los elementos cuadráticos estándar. pues el grado de lilierlzul
interno puede ser eliminado localmente.

Por otro lado. la condición inf-snp se satisface cuando estos elementos se usan para la Velocidad
junto con presiónes discontinuas lineales a trozos.

Para extender lOsresultados de la Sección 3 a este caso observemos que las relaciones (le ortog
onalidad (4.20) valen también en este caso, en efecto, denotando con [uJ]t el salto de u-’ en f
tenemos,
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f0 Vie: Curl v9! = ’ET f1-Vju-l_: curl pl = —ZT f8],uj.( curl 9,1”
_ ZieEi ft [qut'l curl 99')!!!= 0

porque [ui], se nula en los dos puntos Gaussianos de e.

Para definir el estimador tenemos que reemplazar el término que contiene || f IIO'Ten el caso
lineal a trozos por el residuo local (en efecto, f era el residuo local en ese caso).

También tenemos que tener en cuenta que Jl,“ y Ju no son constantes en este caso. Luego.
definimos

- - 1

rá = ITI u f+ Ani - Vp’ llár +5 z Ill (II «¡1.1.IIS; + u JL. nat)
(GET

Los resultados en los teoremas 4.1 y 4.2 valen en este caso con f1 reemplazado por la proyección
L2 local de f en el espacio de funciones lineales.

Observación: El resultado del lema 4.3 no se puede extender a.este caso. En concecuensia.
no hay una generalización directa del estimador ñ a este caso.

4.2.5 Resultados numéricos

En esta sección presentamos los resultados de computación numérica con los elementos de
CrouZeix-Raviart. Hemos usado 177como un indicador de error local para el refinamiento adap
tivo en problemas que tienen singularidades.

El procedimiento adaptivo es como sigue. Primero, computamos u° y po correspondientes a
la triangulación inicial 7°. Entonces, la partición 7'"+1 se obtiene de TJ por refinamiento de
aquellos elementos tales que,

vrr2 0.7%“

donde nm“ = maxTeq; rn. El refinamiento se propaga usando el método propuesto en [36]. En
esta forma, el ángulo mínimo de no es menor que la mitad del ángulo minimo de 'ÏO.

En nuestros resultados teóricos hemos supuesto. para mayor simplicidad, condiciones de frontera
de Dirichlet homogeneas. Sin embargo, los estimadores pueden definirse con modificaciones
simples para condiciones de frontera generales y los resultados son esencialmente los mismos.
La única diferencia es la presencia de términos de mayor orden en la equivalencia entre el error
y el estimador que dependen de la regularidad local de los datos (ver [5],[40]para los detalles
en situaciones similares).

Ejemplos 1 y 2. Sea Q = {(r,0) :0 < r < 1, 0 < 0 < '%'}, con k = 3 para el ejemplo 1 y
= 4 para el ejemplo 2. Resolvemos —Au+ Vp = 0 con condiciones de frontera de Dirichlet

homogeneas en las partes rectas de la frontera, y conditions de borde no homogeneas en la parte
curva de la frontera. Las soluciones exactas estan dadas por
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u = ( r"[(1 + a) sinWW) + coswww],
r°lsin 93911,09)- (1 + a)coww/J(tp)])

p = - r°"[(1+ WWW) + aswwn/(1+ a)

wo) = sin((1+ am cos(au)/(1+ a) - cos((1+ am
+ sin((a —1)<p)cos(au)/(1—-a) + cos((a -1)<p),

a = 856399/1572864 , ' w = 31r/2

para. el ejemplo 1 y
ww) = asinwsv) —sin(1.5<p).

a = 0.5 , u = 21r

para. el ejemplo 2 [47].

La.Tabla. 1 muestra. el error ||Vje||o+ "¿Iloy el estimador para. 5 pasos del proceso de refinamiento
para. el ejemplo 1. Se utiliza. N para, el número de incógnitas. La. Tabla. 2 muestra. resultados
similares para. el ejemplo 2.

Tabla 1

k N r] Error

0 112 2.11 5.30
1 242 1.93 3.91
2 388 1.77 3.07
3 502 1.71 2.63
4 744 1.54 2.10
5 1220 1.39 1.55

Tabla 2

k N r7 Error

0 148 3.55 10.74
1 302 3.38 8.53
2 592 3.06 6.32
3 834 2.82 5.01
4 1076 2.66 4.25
5 1630 2.36 3.16

De estos resultados, se deduce que el orden óptimo de convergencia.se obtiene para esta. solucionns
singulares.es decir,

|l€I|o+ IIVjello= OMPI”)

Esto se muestra en la. figura. 1. Este orden de convergencia es el mismo que el obtenido para
soluciones regulares con refinamientos uniformes.
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Las figuras (2.a), (2.b), (2.c), (2.d) muestran las mallas TÍ para k = 0,1,3,5, obtenidas en el
ejemplo 1. En la. figura. 3 se muestran las mismas mallas para el ejemplo 2.

Ejemplo 3. Este último ejemplo es la "cavidad cuadrada” estándar. La. Tabla. 3 muestra. el
estimador para 5 pasos del procedimiento adaptivo.

Tabla. 3

l: N n

0 198 1.50

1 362 1.26
2 726 0.99
3 1176 0.83
4 1616 0.72
5 2280 0.62

Los resultados en esta. tabla muestran que 7)= 0(N "1/2), lo canal, de acuerdo con los teoremas
previos, garantiza. el orden de convergencia óptimo tambien para. este problema. Las mallas TJ
para. k = 0,1,3,5, que se obtienen en este ejemplo se muestran en la.figura. 4.

IIeIIo+IIYelI0
4 .

í a Ejemplo]
A EjemploZ

3 

2 p

l A l I 4 l A 1 l 1

102 2 3 4 5 B 7 3 2
Número de Incógnitms



HS“ (2.b)

vAFM
VEmail!“

Flsum (2d)
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Figura (3.b)Figura (3.a)

Figura (3.d)Figura (3.c)
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Figma (4.a) Figura (4.b)

Figura (4.c) Figura (4.d)
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4.3 Fluidos Quasi-Newtonianos

4.3.1 Preliminares

Para. las velocidades consideramos el espacio funcional

l.p _ Lp 2Wo - (Wo )

equipado con la norma
||D(u)llo.p

la cual, por la desigualdad de Korn, es equivalente a la norma de Sobolev en WE)", [23].

El problema (4.7) admite una formulación debil mixta

Dado fe LP' hallar (u,p) e wgpm) x LP'(Q)ta1 que

fn2#(lID(u)||)D(u)=D(v)-fnpdivv = fnf" , Vvewá'”
(4.24)

fnqdivu = 0 VqELPI

Si definimos W = {v E Wá'p : div v = 0} la solución del problema (4.24) verifica que

< Au,v >s f 2p(||D(u)||)D(u) : D(v) = / fv, vVe w (4.25)n n

La formula (4.25) se puede interpretar como la ecuación de Euler J'(u) del problema de mini
mización inf{J(v) : v E W} donde

"Dm"
J(v) = / 2f p(t)tdtd1:- j fvda:Q 0 n

Supondremos que el coeficiente es una función continua. no negativa definida en 32+y que
la función 99(t) = p(t)t verifique las mismas hipótesis que en el capítulo 3.

Para un vector v cuyas componentes son funciónes regulares a trozos definimos el gradiente
discreto como la. matriz de (Ll’)2X2dada por

VjV IT: V(v IT)

y la divergencia discreta por
div jv = I : Vjv

Observación: Consideremos como Q al cuadrado unidad y en la triangulaciónóue se obtiene
con sus dos diagonales. La malla obtenida está. formada por cuatro triángulos iguales como
muestra la siguiente figura.
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u ITl = (-4y,4z —2)

u sz = (4g - 2,4 —4x)

u ¡Ta = (4 - 431,43: —2) (4.26)

u ly;l = (4y — 2, —4:c)

Notemos que u = 0 en los nodos de la frontera y ||Dju||o'2 = 0,10 cual muestra que ||Dju|| no es
una norma en el espacio de las funciones no conformes lineales. Consideraremos los elementos de
segundo orden de Fortín y Soulie debido a que para. ellos “DJ-uno; sí es una norma y además,
verifican la versión discreta de la. desigualdad de Korn [24].

Definimos los siguientes espacios de elementos finitos no conformes [25]

VJ = {v : v ITE P2(T) x P2 VT E 7},v es continua en los puntos de Gauss de
_ y nula en los puntos de Gauss de 09}

Q’ = {v =v ITE P1(T),VT e 73'}

Entonces, la aproximación. por elementos finitos no-conformes de la solución del problema (4.24)
se define por (uj,pj) E VJ x Q] y,

27‘67; fT#(llD(“j)ll)D(uj) =D(V) -fnpj div V = fn fv V v e VJ'
_ (4.27)

ZTGZquzdiVuj :0 V qEQJ

dondeD_,-(u)= w.
Si definimos Wi = {v E Vj : div ¡v = 0} la solución del problema (4.27) verifica que

< Ajujw >E Á2u(IIDj(uj)ll)Dj(uj) =Dj(V) = jnfv, VVE Wi (4-28)

La formula (4.28) se puede interpretar como la ecuación de Euler JJ’-(u)del problema de mini
mización inf{JJ-(v) : v e Wi} donde

num"
JJ-(v)= ¿2/0 ¡.L(t)tdtda:—/;lfvd1:
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Observomosque A,"está definida sobre (W + Wj) y verifica que < Ajv,w >=< Av,w > para
v,w e W Además, la solución débil u de (4.28) verifica que

< Aju,v >= / fv Vve w (4.29)0

De la misma manera que en el capitulo 3 se obtiene el siguiente resultado

Teorema 4.4 Existen constantes positivas a y 7 tales que, pam todo u,v,w E W + Wj se
verifica '

.Sz'1<p52
D'u —D-v 2

a) _ J J “0m 2 S (AJ-u-AJ-v,u—v>
In + K2(I|Djullo.p + “DJVIIO.p)_p

I< Aju —Ajv,w >| S7 D'u—D-v| '1
“Djwllo'p J J I0,p

o Si 2 S p < 00

a||Dju - Djvllg'pS < Aju - Ajv,u —v >

I< Aju - Ajv,w >|
_ S 7|leu - DjVII0.p(K1+K2(“Dju“0.p + IIDjV||0.p)”'2)

llDJWIIOm

donde K1 2 0 y K2 > 0 son constantes independientes de y y 2.

Como consecuencia del teorema previo tenemos que J y JJ- son estrictamente convexos y con
tinuos. Luego, los problemas (4.25) y (4.28) tienen una única solución [40].

Definimos el operador B E LÍ(W¿"’, LP) por

< Bv,q>=/ q divvQ

y su análogo discreto

< ij,q >= f q div ¡v VVe (IITWI'P(T))2Ü

En [13] puede verse el siguiente resultado

Teorema 4.5 (4.24) admite una solución única si, y solo si, (4.25} admite una solución u'nica
y B es suryectivo y satisface la siguiente condición inf-sap

. < Bv, >0< a 5 inf sup ——q—
qeLP'IBIvewá’v II‘IlILz/RIIDVIIOm
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Observación: Si la frontera (7Q de Q es suficientemente regular (n = 2 ) el operador divC
LÍ(W¿"', LP) es suryectivo y admite una inversa a derecha continua. [30], lo cual equivale a la
condición inf-sup del teorema anterior. En [35] se demustra que si p = 2, el resultado es válido
para dominios con fronteras Lipschitz-continuas ( [35] pag.187, '[27] ) y la misma demostración
puede usarse para ver que el resultado también es válido para 1 < p < oo.

Análogamente, suponiendo que V’,Q’ satisface la.condición inf-sup discreta

B- ,0<a’sinfsupMi.
qu’veV’ IIqIIQ’IiDjVii0.p

donde a’ es una. constante independiente de VJ,Q-’ , entonces el problema aproximado (4.27)
admite una solución única.

4.3.2 Estimaciones a priori del error

Comenzamos estimando el error de consistencia. para l < p < oo

Lema 4.4 Si la familia de triangulaciones es regular y si ¡L(||Du||)Du E (W249,)2X2
p E WZ'P' entonces existe una constante C tal que

< Aju - Ajuj,w >
sup S Ch2

wew, "DJ-whom

donde C depende del ángulo mínimo de la triangulación, de |p(||Du||)Du|2,pI y de ||p||2'pz.

Demostración: Pondremos cr= p(|lDu||)Du —pI. Como div J-w= 0, para w E Wi tenemos
ue

q <Ajll-AJ'UJ',W> = <A_,-u.w>—(f,,w)
= < Aju,w > +( div a,w)

2767} faTcr - nw —fn(p —Icp) div ¿w
CW | 0 i2.p' +iIP —ICPI|0.p')||Djw||0.p
CW #(IIDHIIWu |2.p' +|IP||2.p')lIDjW||0.p

donde hemos usado la desigualdad de Korn discreta.

|/\|/\||

Recordemos también que ||Djuj||o,p y ||1)u||0'p estan acotadas por ||f||o_p:.

Casol<1152

Teorema 4.6 Si la familia de triangulaciones es regular y si ¡L(||I)u||)1)u E (lA/2'93“2
p E WQ'P' entonces existe una constante C tal que

IID(u) - Dj(Uj)||o.p S CMP-l)

donde C depende de a,7,1\"1,K2, del ángulo mínimo de la triangulación, de ||f||o'p:, de
¡#(IIDUIIJDUI2.p' y de IIP||2.p'
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Demostración:

Para cualquier v E WJ se verifica

n ||D,u¡—D,v||gm
L‘K. +I\'2(||I)J u,||o_,,+||I),v||o_,,)I'-? < Ajuj - Ajv,uj —V >

< AJ-u—Ajv,u¡ —v > +.< Ajllj —Aju,uj —v)-1
'7IIDu - DjV|I3,p IIDjuj - Djvllom

+ < AjuJ-- Aju,uj - V)
|/\|/\|/\

Ahora, usando el lema 4.4 y eligiendo v = I‘u como la inetrpolada 'Pz conforme, obtenemos

IIDjuj - DjV||0.p S CHW-1)

luego
IIDu- DjujllomS Ohm”)

Ahora, estimaremos el error en las presiones. Para. ello nos basaremos en la. condición inf-sup

Si v E Vi para. cualquier q E Qj se tiene

(div ¡v,pj —q) = < Ajuj,v > —(f,v) —( div v,q)
< Ajllj,v > +( div (-pI+ 2p(||Du||)Du),v) —( div v,q)
< Ajuj —“AJ-u,v> +(p - q, div iv) + 27-673 faTa - nv
C (IIDjuj - Dullo: + IIP- qllOm'+ ’12I 0 |2.p')|leV||0,p

donde hemos usado la.desigualdad de Korn discreta. Si tomamos por q una. interpolada de p se
sigue de la desigualdad triangular y la condición inf-sup que

|/\||

C (lleuj - Dullo;1+ h2(llPll2.p’+ ||#(IIDul|)Du||2.p'))up- pinos, s 2
g amp-1) (liPII2.p'+ ll#(||D"|l)Dull2.p')

luego se tiene el siguiente resultado

Teorema 4.7 Si la familia de triangulaciones es regular y si p(||Du||)Du E (W249,)2X2
p E Wz'p' entonces existe una constante C tal que

_ _ 2
nom) —DJ-(uJ-nlom‘ + up - ¡»J-Hop!s Ch“? 1’

donde C depende de 0,7,Ix'1,1i"2, del ángulo mínimo de la triangulacio'n, de ||f||olp:, de
l#(IlDuII)Du|2.p' y de HPII2.pI

Caso 2 S p < oo

Teorema 4.8 Si la familia dc triangulaciones es regulary si

#(IIDHIIWUI E (Wz'l’l)2X2 y p E Wz'p'
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entonces existe una constante C tal que

_¿
IIDjuj - DullomS C h“

donde C depende (le a,7,I\'¡,I\"2, del ángulo mínimo de la triangulación, (le “muy, de
¡#(IIDUIIWUIM y de ||P||2.p'

Demostración: Para. cualquier v E Wi usando el teorema. 4.4 se tiene que

OHDJ'UJ'- Djvllám < < Ajuj - Amuj - V >
S < Aju— Ajv,uj —v > + < Ajuj —Aju,llj —v)

y entonces

“Djuj - DJ'VIISJ,1S

s wn +K2(“Du“0.p+IIDJ-vuom-znwu- Divuw+
y tomando como v = [Cu tenemos

|leu - DjVIlo,pS Chri-l

y entonces

|leu - DujllomS IIDu- chullom + "Djuj - DjfcullomS Chi (4-30)

con lo cual se tiene el teorema.

Igual que en el caso 1 < p S 2 ahora, podemos estimar el error en las presiones.

Teorema 4.9 Si la família de triangulaciones es regulary si

#(IIDUHWu E (WWW? y p E Wz'p'

entonces existe una constante C tal que

L
IID(u) - Dj(uj)“0.p + “P - PjIl0.p'S Ch?"

donde C depende de a,7,1\"¡,1\"2, del ángulo mínimo de la triangulación, de ||f||0_pr, de
¡#(IIDUII)DUI2.pI y de “pll2,p'

Demostración:

Si v e Vj para cualquier q E Qj se tiene

(div v,pj —q) = < Ajuj,v > -(f,v) —( div v,q)
< Ajuj,v > +( div (-pI + 2;L(IIDu||)Du),v) —( div v,q)
< AjuJ-—Aju,v > +(p- q, div jv) + EMT, faTa -nv

c {un + 1¡'2(||Du||0.p+ IIDjujIIo,p)”‘2)IIDjuj —Dunas + up - quam:

+19 I a |2.p' }uD,-vuo.p

|/\
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Si tomamos por q una intorpolada do 1) se sigue de la. desigualdad triangular y ln condición
inf-sup que

C (“Djuj - Dullom+ ’l2(||PII2.p'+ ||H(||Dull)Du|l2.p'))IIP-lelo.pr s L
S C'Ít"-'(I|1I|l2.p' + Il/t(l|Du||)Dull2.pI)

con lo cual se tiene el teorema.

4.3.3 Estimador a posteriori del error que acota por arriba a ||Du - Djujllolp

Consideraremos la solución (r,q) E Wá'p x L8, del siguiente problema. auxiliar

< Ar,w > -((l, div w) = < Ajuj,w > , Vw e Wá'p
((1a dÏVI‘) = 0 , VwGLS

y sea 1,1)E WI'P' que verifica,

curl 1.5 = #(IIDJ'UJ'IIWJ'UJ'- #(IIDr||)Dr + ql

Tal ¡b existe para todo dominio de ER?[27]. Además, se cumple la. siguiente estimación:

Lema 4.5 Se verifica la siguiente desigualdad

I 4, .1 ,< { Cuwjuj —Druo;‘ +||q||o.p') si 1< p 52¡p_ C(“DJ'“J' _ Driiom +ii‘1ii0.p') si 2 5 p < oo

donde C depende de (1,7, f, K1 y K2

)2x2Demostración: Si w E (Lp se tiene

j curl w zw = /(#(|IDjuj||)Dju1- #(IIDrII)Dr+ ql) =w

{ Cuwjuj —Drug: + IIQIlp')IIW|lo.p x si 1 < p s 2- C{(1n+ 11'2(IIDj"jIIo.p+“Drum-2) "vivi —Druo.p+ uqupl}nwuo.p si 2 s p < oo

Si 2 Sp< oo se tiene que

aIIDr|I8.p s f#(IIDrII)Dr : Dr =< Aiubr >

< Ajuj —Ajo» > s 7(K1+ Ix’leDjujIISÍ)IIDrIIo.p

donde hemos usado la. última desigualdad del teorema 4.4. Como "Dj ujllo'p está. acotada por
una. constante que depende de a y de f, resulta. que
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jumwzwscme—me+wmmwmm
entonces se verifica que

¡W Il.p’__ sw Lïiï;ï {Guam-mm:+mmwml<ps2we(LP(n))m lelom CIIDjuj - Drllo.p+ "‘IHOm' si? S P < 0°

con lo cual se tiene el lema.

Para un dado Édefinimos Jt'n y J“ por

J¿={[K-MLHMmemw)ml a ateam o , mecan

] áfeE;[[Vuj - tJu = l _
2VUj'tl SIÉCÜQ

Caso 1 < p S 2

Notaremospor R = f + div (-Pj1+ 2#(IIDj“j“)Dj“j)

Definimos los siguientes indicadores del error para cada T E

I I ’ I

77113.7.= [lgllRllg'phT + z l e I “Jlfllllsm'J
(GET

1

77,2):7'= Z: I Z |(p-I)(a—p) "JtltllïpTlfi-m0.p.T
[GET

I l l

"T = {Wim + 7753*}?

y el estimador a posteriori del error por

Hz W
1‘67,

Observación: Cuando p = 2 este estimador coincide con el de las ecuaciones de Stokes.

Teorema 4.10 Con las definiciones anteriores se verifica que

IIDu - Djujllom S C 77

donde C depende de 01,7, ¡(“KL del ángulo minimo de la triangulacio’n y de IIflIO'pr.
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Demostración: Para acotar por arriba a Du —Dj u¡||o,p buscaremos cotas para ||l)u— Drilud,
y para lll)r - Djüjllo.p

En primerlugar analizamos||Du-Dr||o,p. Indicaremospor e, = u-r y por el a una interpolada
conformo. (le er. Se verifica

aHDerflám 5 C < Aju —Ajr,e,. >
= C <A¡u—Ajr,e,-e{>+<Aju—Ajr,e{>

C < Aju —Ajr,e, —el > +(p- p]-—q, div el)
C < Aju,e, - el > —(p, div (e, —en) + (pj, div (e, —en)

—[< Ajr,er —el > —(q, div (e, - e{))]
= C(f,er—e{)—< Ajuj,e,.—e{)+(pj, div (er-eh)
_ C ÉTeT, ÍT Mer - el) + :tEET fc Jt,n(er —el)

Utilizando la desigualdad de Ilólder y los resultados de interpelación presentados en los capítulos
previos tenemos

1-}.
“Derllim 5 C zre'r, (llRll0.p'.ThT+2133,- llJt.nll0.p'.lhT P)llDerll0.p.T

I I l,

C (zm, htunuam + zur Ie I IIJe.n||S,pI_T)P “Deruom|/\

y, entonces

BJ...

IIDerIlo.pS C ( X: nÏT) \ (4.31)
Ter,

Ahora estimemos ||DJ-uJ-—Dr|[o.p. Se verifica

a||Djuj - Dr||áp S C < Ajuj - Ajr,uj - r >

y como < Ajr,r > = < Ajuj,r > resulta

a||DjUj - DrIIÉ'p S C < Ajllj - Ajr,uj >
= C Zrer, fT[#(IIDjujII)Djuj- #(IlDr||)Drleuj

C 27'67] fT( Curl tb - ql) 2Djuj
C 27'67} ÍT Curl (tb - tb I)Djuj —q div uj

y usando que div juj = 0 y que curl 1,1)es simétrico y entonces dv I puede elegirse como una
interpolada simétrica. Luego se tiene

IIDjuj - Drllám = Era; IT curl (tb - ¡b ¡WM
= 21‘27, far V“j 'tÜp - 4’ I)
= :Te'ï, ïteET L «¡mw - tb I)

y utilizando la desigualdad de llólder y los resultados de interpelación tenemos
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¿

“DJ'uj —Drllgm S C ÉTeT, EleET "Jullowhï" I 11’lI1,p',T

<1(Era, ner-T I r I Il-h.:||8,,,,u-)" ¡w
l .

¿"(zm 2,65, Ie l mus”) " ("DJ-u,-—Din-us; + uquomr)

y de la. condición inf-sup se tiene

|/\

|/\

(q, div v) < Ajllj -—Ajr,v > _ l -1
all‘JiIOm'5 3"PVEw¿-PW S SUPVEW¿.rW S CiiDJuJ._Drllo,p

y, entonces

“DJ-ui—Druom s C ( z 1739"”)F‘ñ (4.32)
TET,

Combinando (4.31) y ( 4.32) resulta

lIDu- Djujl|0.ps c ( z n11}+ ( Z 1259"”)m)?"
7'67, TeT,

y usando (3.10) obtenemos el teorema.

Caso25p<oo
Definimos los siguientes indicadores del error para cada. T E

l ' ’ I

flisr = hilllïllápw + Z If I IIJtmllé’w
(GET

I _l_ +
775.7= Z HIP" IIJt.z||5,pÏT

(EE;

I I 1p p
UT = {711,7+ 7721}?

y el estimador a. posteriori del error por

72421151}
T67, \

Vl

Teorema 4.11 Con las definiciones anteriores se verifica que

IIDu - Djujiiom < C 17

donde C depende de (1,7, K1,Ii'2, del ángulo mínimo de la triangulación y de “filomr.
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Demostración: En este caso, acotaremos por arriba a ||Du- Djlljllg'p. Para ello, buscaremos
cotas para “Du - Dr||8lp y para ||Dr —DjuJ-IIg'p.

En primer lugar estimaremos ||Du —Druap. Igual que antes, indicaremos por er = u —r y por
el a una interpolnda conforme de er. Se verifica

aHDu - Drllgm 5 < Aju —/l,-r,e, >
= < Aju —Ajr,er —e,’.> + < AJ-u- Ajr,e,l >

< Aju —Ajr,e,. —el. > +(p —pj —q, div el.)
= < Aju,e,. —el > —(p, div (e, —en) + (pj, div (e, —e“)

—[< Air,e, —el > —(q, div (er —e{))]
= (f,er - e{)- < Ajllj,er - el > +(pj, div (er —en)
= 2167, IT 1€(er- el) + ZIEETft Jt.n(er - el)

donde hemos usado que div e, = 0. Utilizando la desigualdad de Hólder y los resultados de
interpolación presentados en los capitulos previos tenemos

1-}.
||Du-DrIIS,p s C 2 (llIÏll0.p'.ThT+ Z llJt.nll0.p'.lhTP) lerl1.p.T

T67; [GET

I Í Í l,

s C( Z bananas] + Z Ill umuafl)’ ||Du- Druom
T673 [GET

y, entonces

||Du- mua, s c z nf; x (4.33)
TET,

Ahora estimemos ||Djuj —Dr||8_p. Se verifica

a||DjuJ- —Dr||8m 5 < AjuJ- —Air, uJ- —r >

y como< Ajr,r >=< Ajuj,r > resulta

aIIDJ'uJ'- DrIIS'p S < Ajuj - Ajr, uj >
= Eur, fTUl'(lleujll)Djuj- #(IIDrller =Djuj

2767] fT( curl ¡b —qI) : Djuj
27‘67, IT curl (11’- tb ')=Dju1- q div "j

y usando que div uj = 0 y que curl ¡b es simétrico y entonces 1p I puede elegirse como una
interpolada simétrica. Luego se tiene

lleuj - Dr||3,p = 231€sz curl (1.1,HI} ')=Vjuj
ZTG'I; farvuj ¿(11’ - 11’I)
ÉTeT, ZIGETfl Ju“, - 1PI)

y utilizando la desigualdad de Hólder y los resultados de interpelación tenemos

93



l
“Djuj —Drligp S C Era; XteET iiJl,tii0.p,lhj’1"‘I 1P l|1.p'.T

s C(ÏhpzïmmJ¿HUu%%ÜP|W|m'l
scxzmzzmhHummaapmmw—vmnfiinwü

y de la condición inf-sup se tiene

(q, div v) < Ajuj —Air,v >v ,< ,—< _—<CD--—D
a||q||o_p _ supvewáp “Dvllo'p _ subvewáp “Dvllo’p _ II JU; rliom

y, entonces

¿1Mw-MmSC(ZüJZHWMmfl” um)
T67} ¿GET

Combinando (4.33) y ( 4.34) resulta.

IIDu- DjujiiiimS C ( Z flïiri' ( Z: flag)
Te'r, TeT,

y usando que (3.10) se obtiene el teorema.

4.3.4 Estimador a posteriori del error que acota por arriba a ||p —pjllo'pl

Notaremos por e = p —Pj

Lema 4.6 Es válida la siguiente estimación

II < C{17+ Dje Ilo'p} si 1< p S 2
c 0'",‘ C{1¡P'1+Dje||5;,l} si 2 S p < oo

Demostración : Como e E LS'UZ),existe v e Wá'p(Q) tal que,

fas div vII6Ilo.ISC-—
p “Dviiom

(4.35)

Ahora,comov' e Mi n Wá'pfll)C Vi n obtenemos,
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fnc div v =fnc div(v-v')+fnc div v'
= fn 6 div (V- V') + fnlfl(|leu||)Dju - #(IIDjujIIWJ'uJ'l=DV'
= fnc div (v —v )- < Aju —Ajuj,v— v¡ > + < Aju —A_,-u¿,v>

luego, integrando por partes en cada elemento resulta,

Jhcüvv =Ïhïz{h(-VP+dW(MHDNDDuHV-VÜ
idúmewmmw-mDmW-WÜ+<mu-MWN>
= ET {—[T R-(v —v’ —¿2,6% f¿J¿_n-(v —v')} + < Aju —AjUj,V >

Ahora, usando la desigualdad de Holder, (4.11) , (4.12) y la desigualdad de Korn obtenemos,

MHWfiM} _
fc div v 5 C||Dv||om Sl 1< p 5 2

9 {HP-1+ Dje "0;,1} si 2 S p < oo

lo cual junto a (4.35) prueba el lema.

Juntando los resultados anteriores para las velocidades y las presiones tenemos:

Teorema 4.12 Existe una constante C tal que,

“€“0.p' + IIDjeIIo.p S Cn si 1 < p 5 2
¡ww+wmm‘scw4 suspsw
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