BIBLIOTECA CENTRAL LUIS F LELOIR

BibliOteca Digital BIBLIOTECA CENTRAL]EJLOIR

F c E N - U B A FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES UBA

Tesis de Posgrado

Algunos aspectos de la Teoria del
Control de Sistemas no Lineales :
Observadores de tipo Luenberger

Garcia, Rafael Antonio

1993

Tesis presentada para obtener el grado de Doctor en Ciencias
Matematicas de la Universidad de Buenos Aires

Este documento forma parte de la coleccién de tesis doctorales y de maestria de la Biblioteca
Central Dr. Luis Federico Leloir, disponible en digital.bl.fcen.uba.ar. Su utilizacién debe ser
acompafiada por la cita bibliogréfica con reconocimiento de la fuente.

This document is part of the doctoral theses collection of the Central Library Dr. Luis Federico
Leloir, available in digital.bl.fcen.uba.ar. It should be used accompanied by the corresponding
citation acknowledging the source.

Cita tipo APA:

Garcia, Rafael Antonio. (1993). Algunos aspectos de la Teoria del Control de Sistemas no
Lineales : Observadores de tipo Luenberger. Facultad de Ciencias Exactas y Naturales.
Universidad de Buenos Aires.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2579_Garcia.pdf

Cita tipo Chicago:

Garcia, Rafael Antonio. "Algunos aspectos de la Teoria del Control de Sistemas no Lineales :
Observadores de tipo Luenberger". Tesis de Doctor. Facultad de Ciencias Exactas y Naturales.
Universidad de Buenos Aires. 1993.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2579_Garcia.pdf

UBA
Universidad de Buenos Aires

EXACTAS:

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Direccidn: Biblioteca Central Dr. Luis F. Leloir, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires. Contacto: digital@bl.fcen.uba.ar

Intendente Giiiraldes 2160 - C1428EGA - Tel. (++54 +11) 4789-9293



http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2579_Garcia.pdf
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2579_Garcia.pdf
mailto:digital@bl.fcen.uba.ar

UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Algunos aspectos de la Teoria del Control
de Sistemas no Lineales:

Observadores de tipo Luenberger

por
RAFAEL A. GARcia

Director: DR. CARLOS E. D’ATTELLIS

Tesis presentada para optar al grado de

Doctor en Ciencias Matemadticas.

Julio de 1993






-

A mina nat






Reconocimientos

Muchas personas colaboraron para que esta tesis fuera posible. En primer
lugar, quiero agradecer a mis docentes del Departamento de Matematica de
la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad de Buenos
Aires.

Asimismo quiero agradecer a los miembros del Laboratorio de Investigacién
en Procesamiento de Sefiales del Departamento de Electrénica de la Facul-
tad de Ingenieria de la Universidad de Buenos Aires, y en particular al Dr.
Bruno Cernuschi Frias, que me codirigi6 en la primeras etapas de investiga-
cién.

Mi reconocimiento se extiende a los integrantes de la Divisién de Aplicacio-
nes Cientificas del Centro de Célculo Cientifico de la Comisién de Energia
Atdémica, cuya colaboracién fué inapreciable.

Quiero también agradecer a mis compaiferos del grupo que dirige el Dr.
D’Attellis en el Departamento de Matemadtica de la Facultad de Ciencias
Exactas, con quienes a lo largo de los afios mantuvimos muchas estimulan-
tes discusiones.

Pero especialmente, quiero expresar mi reconocimiento a mi director el Dr.
Carlos E. D’Attellis, por su constante aliento y sabia direccién en todos estos
afios.






Indice

1 Introduccién

1.1
1.2
1.3

Descripcién del problema. . . . ... ... ... ... ... .
Antecedentes bibliogrdficos. . . ... ... ... .. L.
Organizaciondelatesis. . . .. ... .. ... ... .......

2 El observador continuo

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6

2.7

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

4.1
4.2

Introduccidn . . . . . . . .. ..
El problema del observador en tiempo continuo . . . ... ..
Generalidades . . . . . ... ... ..,
Sistemas no lineales en tiempo continuo . . ... .......
Observadores generales . . . . . . .. ... ... ........
Distribuciones de Invariancia Condicionada. Existencia de
observadores generales . . . . . ... ... ... .. ......
Conclusiones

El observador de tipo Luenberger

Introduccidén . . . . . . . . ..o e e e
Sobre la hipétesis de convergencia . . .. ... ..... ...
Sistemas a observar. Observabilidad ... ...........
El observador completo de tipo Luenberger

El observador reducido de tipo Luenberger. . . . .. ... ..
Conclusiones . . ... ... i v it i ittt

La convergencia del observador

Introduccidn. . . . . . .. . . .. L e e
La convergencia del observador completo a lazo abierto. . . .
4.2.1 Convergencia de los sistemas Ocl. ... ... ... ..
4.2.2 Convergencia de los sistemas observables-c generales .

1

27
35

37
37
37
42
50
56
61

63
63
64
64
75



4.3 La convergencia del observador completo a lazo cerrado 87
4.3.1 La convergencia en el seguimiento de trayectorias . . . 88

4.3.2 La convergencia en el seguimiento de modelos . . . . . 99

4.4 La convergencia del observador reducido . . . . ... .. ... 116

4.5 Conclusiones . . . . . . .. it ittt 119

E] observador discreto 121

5.1 Introduccidn. .. ... ... .. ..o ittt 121

5.2 El problema del observador en tiempo discreto . .. ... .. 121

5.3 Sistemas no lineales en tiempo discreto . . . .. ... ... .. 122

5.4 Observadores Generales Discretos . . . . . ... ........ 125
5.5 Distribuciones de Invariancia Condicionada. Existencia de

observadores generales discretos . . . . .. ... ... ... .. 128

5.6 Sobre la hipétesis de convergencia H2d. . ... ... ... .. 134

5.7 Sistemas discretos a observar. Observabilidad . . .. ... .. 136

5.8 El observador de tipo Luenberger en tiempo discreto . . . . . 138

5.9 La convergencia del observador de tipo Luemberger discreto . 145

5.10 Conclusiones. . . . . . . . o i i it v vttt it e 154

Simulaciones 155

6.1 Introduccidn. . . . .. .. . . i i i i it 155

6.2 El seguimientodeunmodelo. . . .. ... ... ... ..... 155

6.2.1 Elsistemaacontrolar. . . .. ... ........... 155

6.22 Elobservador. ... .......... ... .. ... 157

6.2.3 El modelo a seguir y el control de seguimiento. . . . . 159

6.24 Simulaciones. . ... .. ... ... 0o, 160

6.3 El seguimiento de una trayectoria. . ... ... ... ... .. 161

6.3.1 Elsistemaacontrolar. . . .. .............. 161

6.32 Elobservador. . ..................... 164

6.3.3 La trayectoria a seguir y el control de seguimiento. . . 166

6.3.4 Simulaciones. . .. ... ... i e 167

6.4 Un observador en tiempo discreto. . . . . ... ... ... .. 169

6.4.1 Elsistemayelobservador . . ... ... ........ 169

6.4.2 Simulaciones. . . . . . .. .. ..o 170

6.5 Conclusiones. . . . ... ... ... .. i e 171

191



Capitulo 1

Introduccion

Seria redundante explicitar aqui la importancia del diseio de observadores
para sistemas de control, tanto lineales como no lineales. Si bien para el caso
lineal se ha logrado una perfecta comprensién del problema y su solucidn, al
menos para el observador completo, no se da lo mismo para el caso no lineal.
A ello se debe la diversidad de observadores no lineales en tiempo continuo
construidos hasta el presente, casi todos ellos disefiados a base de sistemas
no lineales particulares.

Rara vez se encuentra en tales estudios el andlisis del comportamiento
de los observadores no lineales en lazos cerrados de control. Esta deficiencia
es particularmente importante, ya que se hace uso de un observador precisa-
mente para utilizar sus estimaciones en los lazos de control. La consideracién
de tal problema y su solucién es una de las contribuciones que presenta esta
tesis.

Pricticamente todas las tareas de control de sistemas observables se pue-
den asimilar al seguimiento de trayectorias en el espacio de estados, o a la
emulacién del comportamiento entrada - salida de modelos. Dado que los
sistemas para los cuales es posible resolver satisfactoriamente los problemas
que tales tareas presentan tienen estructuras determinadas, es importante
construir observadores lo suficientemente generales como para abarcarlos,
Yy que, ademds, se comporten correctamente a lazo cerrado. Estos son los
temas que se tratarin en los capitulos siguientes, en los que se construiran
los observadores y se demostrardn las propiedades que poseen cuando se los
utiliza en los problemas de control mencionados.

Las anteriores consideraciones corresponden a sistemas no lineales en tiempo
continuo. Respecto de los observadores para sistemas discretos —que es el
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segundo tipo de observadores que analizamos en esta tesis—, si bien para
el caso lineal se puede lograr un paralelismo con los observadores continuos,
no es asi para el caso no lineal, para el cual, por otra parte, no fue posible
encontrar referencias bibliogrédficas previas. Dado que la disponibilidad de
computadoras alienta la discretizacién de los sistemas a controlar, es de par-
ticular interés el desarrollo de observadores para tales sistemas no lineales,
por lo que consideraremos este problema. en el Capitulo 5.

1.1 Descripcion del problema.

El problema que trataremos es el disefio de observadores para sistemas no
lineales, y lo encararemos como dos subproblemas diferenciados, tal como lo
establecimos en el parrafo anterior:

¢ el diseito de observadores para sistemas en tiempo continuo,
o el disefto de observadores para sistemas en tiempo discreto.

Dado que nuestra intencién es hacer funcionar a los observadores a lazo ce-
rrado para las tareas mencionadas anteriormente, y que la realizacién de
éstas exige plantear el problema en el contexto del control geométrico, basa-
remos nuestro andlisis en sistemas no lineales que se puedan tratar mediante
tales métodos. Sin embargo, para no introducir limitaciones innecesarias en
el tratamiento del problema, consideraremos sistemas no lineales —tanto en
tiempo continuo como discreto—, en el marco mas general posible. Tampoco
limitaremos la clase de controles que actian sobre los sistemas, algo que no
pudieron evitar otros autores, como veremos en detalle mas adelante.

Para ambos subproblemas serd preciso definir qué se entiende por observa-
dores, y buscar caracteristicas estructurales que permitan la construccién
de los mismos. Es de esperar en este punto que la solucién al problema no
sea dnica para tal grado de generalidad en la definicién de los sistemas, por
lo que introduciremos definiciones mas precisas acerca de los mismos que
involucren de alguna forma su grado de observabilidad.

Posteriormente estableceremos condiciones para lograr un comportamiento
“de tipo Luenberger” de los observadores, es decir asegurar una convergen-
cia exponencial a cero del error de observacién, (potencial para los sistemas
discretos), con velocidad de convergencia arbitraria, al menos a lazo abierto.
Finalmente, para el caso de lazo cerrado, estudiaremos la posibilidad de in-
troducir hipétesis que aseguren un principio de separabilidad para sistemas
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no lineales a fin de obtener un comportamiento aceptable del observador.

1.2

Antecedentes bibliograficos.

Las publicaciones referidas a observadores no lineales en tiempo continuo
pueden clasificarse en dos grupos, a saber:

1.

2.

Para

observadores funcionando a lazo abierto

observadores funcionando a lazo cerrado, en el seguimiento de trayec-
torias y en la estabilizacién.

el primer caso puede hacerse a su vez la siguiente subdivisién:

Observadores para sistemas auténomos, esto es del tipo

e @

con z € R™, y € R? . En el tratamiento de observadores no lineales
auténomos como el (1.1), podemos citar dos métodos: el de lineali-
zacién global, y el de Thau. El primero consiste en la busqueda de
transformaciones no lineales de coordenadas del espacio de estados,
z=T(z), que transformen (1.1) en un sistema del tipo

{;

con (A,C) par observable y ¢ una funcién no lineal que depende sélo
de la salida. Una vez encontrada la transformacién, la construccién del
observador resulta sencilla en el espacio transformado, y la convergen-
cia a lazo abierto es inmediata. La construccién de la transformacién
se basa en el cdlculo de derivadas de Lie sucesivas de la funcién de
salida h respecto del campo f , y métodos para hallarla se pueden ver
en [1], [41], y [2] en el caso de una sola salida, y en [38], [39] y [2] para
el caso de miltiples salidas.

El problema fundamental de este enfoque es que la clase de sistemas
que pueden transformarse de la manera descripta es considerablemente
reducida (Cfr.[38]), y adin en esos casos encontrar la transformacién

Az + g(v)
Cz
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implica integrar tantas ecuaciones diferenciales a derivadas parciales
como estados haya (Cfr.[2],[39]).

El método de Thau es mas bien un método de verificacién que de dise-
fio. En [44], Thau da condiciones suficientes para la convergencia de la
estimacién para sistemas descriptos por (1.1), y en [43] y [42] se presen-
tan resultados que extienden el trabajo antes citado. En ningin caso
se muestran métodos de construccién de los observadores sino condi-
ciones suficientes para la convergencia del estado estimado, utilizando
para ello, generalmente, funciones de Lyapunov.

Es conveniente citar aqui el método de disenio de observadores basado
en las técnicas de deslizamiento (sliding), que presentan buenas ca-
racteristicas de robustez frente a las incertidumbres en el modelo y a
la presencia de ruido de medicién, pero cuya principal desventaja es
exigir que la salida sea una funcién lineal de los estados, (Cfr.[17], [21],
(53).

Un trabajo que —si bien no trata el disefio de observadores— tiene
particular importancia, es el de van der Scahft [35], pues en él se adopta
el enfoque geométrico-diferencial en la definicién del sistema a observar
y se adapta —al caso no lineal auténomo— el trabajo de Willems [34]
sobre subespacios de invariancia condicionada, via las distribuciones
de invariancia condicionada introducidas en [33].

Observadores para sistemas no auténomos, esto es del tipo

z = f(z,u)
{y = h(z), (1.2)

con (z,z) € R™" x R™, y € R? . Consideraremos primeramente
los métodos que buscan transformaciones que llevan al sistema (1.2) a
adoptar la forma:

2 = Az+g(y,u)
(122 -

con el par (4,C) observable.

En [38] se extienden a estos sistemas los resultados sobre sistemas no
lineales auténomos, y se lo hace mediante la descomposicién del campo
f en uno que depende sélo de z y otro que contempla la influencia
del control u. Este método agrega a las exigencias sobre el sistema

6



comentadas oportunamente, una adicional: el cambio de coordenadas
debe convertir a la parte del campo que contempla la influencia del
control en una funcién sélo del control y la salida.

Cabe mencionar aqui el observador adaptivo presentado en [48] para
sistemas no lineales de una entrada y una salida lineales afines en el
control, con salida y = 1, que pueden ser transformados en una clase
particular de la forma (1.3). En [6) se dan condiciones necesarias y
suficientes para lograr esa transformacién, pero son muy dificiles de
aplicar.

Otro enfoque del problema se puede ver en [4] para sistemas (1.2)
con una sola salida. Sin embargo, en ese método en necesario que los
controles sean n veces diferenciables para lograr la transformacién
necesaria, lo que involucra la integracién de ecuaciones a derivadas
parciales, e impone fuertes restricciones estructurales sobre el campo
f. En [3] e evitan estos inconvenientes, aunque para sistemas (1.2)
de una entrada y una salida, y manteniendo la hipétesis anterior de
diferenciabilidad del control. La solucién se obtiene mediante la linea-
lizacién de la ecuacién de error a lo largo de la trayectoria estimada
en e] espacio de estados, para el control dado. Dos problemas sin em-
bargo subsisten: es necesario definir una funcién no lineal arbitraria
—para lo que no se presenta ningun criterio—, y elegir el valor inicial
del estimado del estado del sistema de tal forma que la linealizacién
sea admisible.

Otro método de transformacién del sistema (1.2) en el (1.3), siempre
para sistemas de una entrada y una salida, es el de pseudo-linealizacion
que puede verse en [5]). Tal método consiste, esencialmente, en sucesi-
vas transformaciones del sistema original que involucran linealizaciones
alrededor del conjunto de puntos de operacién (que se supone son de
equilibrio), y transformaciones de coordenadas en el espacio de estados
que lleven al sistema a la forma deseada. Cuando las transformacio-
nes no se pueden hacer de manera exacta, se procede a despreciar los
términos de orden dos o mayor alrededor de los puntos de operacién.
La ventaja de este método sobre los anteriores es que se puede aplicar
a sistemas no lineales para los cuales aquellos resultan indtiles. Sin
embargo, no es posible su extensién a sistemas con multiples entradas
y salidas, y su cardcter es esencialmente local.
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Citaremos ahora métodos que no se basan en lograr transformaciones
que conduzcan a (1.3).
El primero, de linealizacion eztendida [7], propone para el sistema (1.2)
supuesto analitico y con un conjunto dado de puntos de equilibrio, un
observador de la forma:

{é = f(z,u)+9() - 9(3)
§ = h(z),

con ¢ funcién analitica a determinar, de forma tal que los autovalores
de la linealizacién de la ecuacién de error de observacidn, alrededor de
los puntos de equilibrio, sean constantes. La ventaja de este método
sobre los anteriores es que garantiza un comportamiento similar al del
observador lineal de Luenberger localmente alrededor de los puntos de
equilibrio, y en todos ellos con igual comportamiento. Sin embargo,
para obtener g es necesario integrar » ecuaciones diferenciales no
lineales a derivadas parciales.

El segundo método consiste en utilizar técnicas de Lyapunov para ase-
gurar la convergencia de la ecuacién de error de observacién ([8], [9]).
En los dos articulos citados se propone para (1.2) observadores del
tipo:

z = f(&,u) — (2, v)(L(h(z)) — L(h(£))),

con L funcién continua,y & una funcién matricial C* . La existencia
de L se postula, asi como la de una funcién de Lyapunov adecuada
que garantice la convergencia. Sélo en el caso en que la funcién h sea
lineal es posible un cémputo preciso, ain bajo las hipStesis antedichas,
de la funcién ® . Las condiciones de convergencia son suficientes, y las
hipétesis necesarias para encontrar la funcién de Lyapunov son dificiles
de satisfacer.

El método de inmersién de (1.2) en un sistema bilineal, que se mues-
tra en [12], [13], se refiere a sistemas no lineales de una entrada—una
salida, lineales analiticos, completos y minimales, que pueden ser in-
mersos en sistemas bilineales antisimétricos, en cuyo caso la inmersién
resulta un homomorfismo inyectivo. Se demuestra que es posible cons-
truir un observador para tales sistemas bilineales, convergente en forma
asintdtica e independiente de la condicién inicial, siempre que las en-
tradas sean persistentes, es decir, no se confundan con entradas no
universales ([14]). Asi, a través de la inmersién mencionada se obtiene
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un observador para el sistema original. La ventaja de este método es
que permite —sobre sistemas para los cuales existen entradas que no
permiten distinguir entre estados— construir observadores que con-
verjan independientemente de la condicién inicial siempre y cuando
se trabaje con una subclase de las entradas universales, lo que no es
contemplado por los otros métodos. Sin embargo, las condiciones de in-
mersién limitan considerablemente la clase de sistemas para los cuales
tal construccién es factible, y su verificacién, asi como la construccién
de la funcién de inmersién, son dificultosas en la practica.

Dos trabajos que deben considerarse como antecedentes inmediatos al
nuestro son [11] y [22])-[23], aunque ambos se refieren exclusivamente a
sistemas lineales analiticos con una sola entrada y una sola salida. En
ambos, la expresién del observador es

2= f(£)+9(£)u+ K(y — h(2)),

y en [11] se prueba, mediante argumentos tipicos de Lyapunov, la exis-
tencia de la matriz &X' que logra la convergencia exponencial del vector
estimado, con velocidad arbitraria, siempre que el sistema (1.2) sea
difeomorfo a uno cuyo campo g(z) tenga una forma particular.

En [22] se prueba, para sistemas que tienen grado relativo igual a n (di-
mension del espacio de estados), la convergencia del observador cuando
la matriz i es de la forma F(£)K; , con F' funcién matricial que es el
Jacobiano de un cambio de coordenadas, y KX; matriz real de diseio.
En el reciente trabajo [23] —una versién mejorada de la anterior, en
tanto presenta modificaciones sobre ciertos puntos erréneos contenidos
en ella— se extienden los resultados al caso en que el grado relativo del
sistema no coincida con la dimensién del espacio de estados, aunque
a costa de suponer que el control es de estructura polinomial n veces
derivable, y agregar algunas hipétesis sobre la estructura de los campos
para asegurar la convergencia. La importancia de este trabajo reside
en el método de demostracién de la convergencia, que esencialmente
consiste en diagonalizar la matriz correspondiente a la parte lineal de
la ecuacién de error de observacién, de forma tal que la nolinealidad se
transforme en una perturbacion sobre la matriz, estructurada en forma
tal de que se pueda asegurar, mediante la elecciéon adecuada de K, , la
convergencia exponencial a cero del error de observacion.

En lo referente al funcionamiento de observadores a lazo cerrado para
la estabilizacién local de un sistema no lineal, podemos citar los siguientes
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articulos: [40] y [10]; en el primero se dan condiciones necesarias y suficientes
para la existencia de observadores exponenciales para la estabilizacién local
hacia un punto de equilibrio en sistemas del tipo (1.2), y en términos de la
linealizacion local del sistema. La importancia fundamental del articulo, a
nuestro entender, reside en la obtencion, para sistemas definidos en R™ , de
la forma candnica del observador de identidad a partir de supuestos basicos
en la definicién de la nocién de observador. No es posible la extensién del
observador alli propuesto al funcionamiento a lazo cerrado en otro tipo de
tareas de control.

En cuanto al segundo, tal resultado de estabilizacién aparece como secun-
dario en un contexto de otra indole, y se aplica al observador propuesto en
[11].

En lo referente al funcionamiento del observador en el seguimiento de
trayectorias, cabe citar a los trabajos de Canudas de Wit, [15], [16], [19] ¥
[18], en los cuales se proponen dos tipos diferentes de observadores —uno de
tipo Luenberger y otro de tipo de estructura variable— para el seguimiento,
por un brazo de robot de juntas rigidas, de una trayectoria predeterminada.
El problema fundamental de estos observadores es que basan su disefio y
funcionamiento en las caracteristicas especiales del sistema considerado, y
por lo tanto, no se pueden extrapolar los resultados obtenidos para ellos a
otros sistemas mas generales.

En esa linea de trabajo —la de observadores disefiados para modelos de
manipuladores robéticos— hemos realizado avances sobre la consideracién
de la robustez del observador y su comportamiento en el lazo de control, que
pueden verse en nuestros trabajos [49] y [50]. Simulaciones obtenidas sobre
un sistema robdtico comercial usando el observador disefiado se incluyen en
el Capitulo 6.

Lo anterior se refiere al problema de seguimiento de trayectorias. En lo
que respecta al seguimiento de modelos con el uso de observadores no linea-
les, no hay antecedentes publicados. Sobre este aspecto logramos alguno:
resultados originales que tienen en cuenta un problema ineludible en la préc-
tica: el de la utilizacién de controles acotados. A partir de nuestro articulo
[52] —donde se demuestra que todo sistema lineal analitico con grado rela-
tivo global y con una entrada y una salida puede seguir el comportamiento
de un sistema bilineal completamente controlable con controles acotados—
introduciremos en el Capitulo 6 el observador en el lazo de control de se-
guimiento, a fin de que un sistema fisico concreto pueda seguir tal modelo
bilineal, y mostraremos simulaciones de tal seguimiento.
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De la breve exposicién anterior podemos concluir que el tratamiento del
disefio de observadores para sistemas no lineales continuos se desarrolld,
fundamentalmente, para la clase particular de sistemas denominados lineales
analiticos, y aliin en este caso dista mucho de encarar en forma sistemadtica
el caso del funcionamiento a lazo cerrado.

Respecto de los sistemas no lineales discretos, no fue posible encontrar
referencias bibliograficas sobre el disefio de observadores.

Es por eso que nuestro trabajo se concentra en el tratamiento de los te-
mas que, de acuerdo con lo comentado, no estin estudiados suficientemente:
observadores no lineales para sistemas generales, tanto en tiempo continuo
como discreto, y su comportamiento en lazos cerrados de control. Expon-
dremos a continuacién un esquema basico de la organizacion del trabajo que
presentamos acerca de los tépicos mencionados.

1.3 Organizacién de la tesis.
Los lineamientos de organizacién de esta tesis son los siguientes.

e En el Capitulo 2 definiremos el problema del observador en tiempo
continuo. Para ello estableceremos dos hipétesis bdsicas acerca del
comportamiento de un observador, y daremos un marco preciso de
referencia de los sistemas no lineales para los cuales pretendemos cons-
truir dicho observador. A diferencia de lo realizado en otros trabajos en
cuanto a la formulacién de sistemas sobre los que se aplicara e] observa-
dor, adoptaremos las definiciones més generales posibles de sistema no
lineal descripto desde el ambito geométrico diferencial, dadas en [29] y
[30], con el fin de no introducir restricciones innecesarias en el trata-
miento del problema. A partir de esto definiremos lo que entendemos
por un observador general para un sistema no lineal, y demostraremos
que tal observador es el que cumple con la primera de las hipdtesis
antedichas.

Con el objeto de establecer la existencia de tal observador generali-
zaremos el concepto de distribucion de invariancia condicionada, pre-
sentado por Isidori et. al. en [33] para sistemas lineales analiticos, y
obtendremos un teorema fundamental que liga la existencia de tales
distribuciones con la de los observadores generales.

Estos resultados que presentamos generalizan los obtenidos por Wi-
llems en [34] para sistemas lineales, y por van der Schaft en [35] para
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sistemas no lineales auténomos, es decir del tipo (1.1).

En el Capitulo 3 completamos la forma de los observadores que se ob-
tienen naturalmente en el Capitulo 2, a fin de asegurar el cumplimiento
de la segunda hipétesis de comportamiento del observador, es decir, la
convergencia de las estimaciones; para ello demostraremos que la pro-
piedad de ser observador general es invariante frente a la adicién en la
expresion del mismo de funciones pertenecientes a una clase determi-
nada. La restriccién de este resultado general al caso de observadores
idénticos en R™ permite recuperar la notable observacién de Xai y Gao,
de la canonicidad de la estructura de tales observadores (Cir.[40]).
Seguidamente, y dado que nuestra intencidén es tratar sistemas que
puedan seguir trayectorias y modelos dados, introduciremos el tipo de
observabilidad que exigiremos para ellos, y demostraremos que es un
caso particular de la observabilidad local débil de Hermann y Krener
(Cfr.[45]), pero que sin embargo abarca a todos los conceptos de ob-
servabilidad para los cuales se construyeron observadores no lineales.
Para este tipo de sistemas, a partir de los resultados del Capitulo 2 —
que destacamos, son constructivos— obtendremos primeramente el ob-
servador general candnico, y para garantizar la convergencia del error
de observacién, lo modificaremos segin lo expuesto anteriormente para
obtener el observador completo de tipo Luenberger. Este observador,
a diferencia de los existentes, trata sistemas con miltiples entradas
y salidas y no exige una especial estructura del sistema tal como ser
lineal analitico, u otras. En este aspecto, es superior a los obtenidos
recientemente por Ciccarella et. al. en [22]- [23], y por Gauthier et.
al. en [11].

Finalmente, y siguiendo la misma metodologia que para el observador
completo, construiremos el observador reducido de tipo Luenberger,
que —salvo en [7], donde se utiliza el método de linealizacién exten-
dida (es decir esencialmente técnicas lineales)— es el primero cons-
truido para sistemas no lineales de que tengamos conocimiento.

En el Capitulo 4, trataremos la convergencia del observador tanto com-
pleto como reducido, alazo abierto y a lazo cerrado; esto tltimo se hard
para el seguimiento tanto de trayectorias como de modelos.

Comenzaremos por establecer las hipétesis que aseguren la conver-
gencia del observador completo en forma exponencial y con velocidad
deseada, para una subclase de los sistemas considerados, y suponiendo
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solamente la acotacién uniforme de los controles admisibles. Veremos
a continuacién que es posible debilitar dichas hipétesis siempre que
los controles hagan que los estados del sistema se mantengan en un
conjunto acotado, como sucede en muchos casos reales.

Para sistemas que no pertenezcan a la subclase antedicha demostrare-
mos que el problema de la convergencia se reduce al de la perturbacién
no lineal de un sistema lineal estable con perturbaciones no estructura-
das, y estableceremos hipdtesis que permitan asegurar la convergencia
asintética del error de observacidn a cero, aunque no exponencial.

En lo que respecta a la convergencia a lazo cerrado, comenzaremos
tratando el problema del seguimiento de trayectorias, para lo cual lo
replantearemos en el contexto de los sistemas que estamos tratando,
generalizando los resultados obtenidos para los lineales analiticos en
[25], y [31]. Obtendremos las expresiones de las leyes de seguimiento
de trayectorias, y estableceremos las hipdtesis que aseguren el segui-
miento de una trayectoria deseada, con error de seguimiento decayendo
exponencialmente con velocidad deseada y con el control obtenido a
través del observador, para lo cual deberemos introducir una especie de
principio de separabilidad. Probaremos dicha convergencia, asi como
la del observador, y veremos que es posible relajar las hipétesis siempre
que se restrinja adecuadamente la clase de trayectorias a seguir.

Para el problema del seguimiento de modelos, dado que los resultados
obtenidos para sistemas tan generales como los que estamos tratando
no dan una ley explicita de seguimiento, deduciremos bajo qué con-
diciones se puede obtener dicha ley, y la exhibiremos. Este resultado
generaliza los habituales de leyes de seguimientos de modelos para sis-
temas lineales analiticos, que se pueden ver en [25], [58], [59]. Una vez
resuelto en nuestro contexto el problema de seguimiento de modelos,
mostraremos que cuando se utilizan observadores en el lazo de control
el problema es similar al de seguimiento de trayectorias, y, por lo tanto,
la prueba de convergencia se reduce a la anterior. Finalmente proba-
remos la convergencia del observador reducido a lazo cerrado, para los
problemas mencionados.

Como fue expresado anteriormente, no hay —salvo contados casos,
sobre todo los articulos de Canudas de Witt, [15], [16], [19] y [18],
referidos a casos muy particulares— antecedentes sobre el estudio de
observadores no lineales en el seguimiento de trayectorias. Tampoco
se registran en el seguimiento de modelos, y menos ain considerando
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controles uniformemente acotados, tema en el cual nuestro trabajo es
pionero (Cf. [52]).

En el Capitulo 5 encararemos los problemas de los capitulos anteriores
para sistemas no lineales discretos, sobre los que definiremos el pro-
blema del observador, el tipo de sistemas no lineales para los cuales lo
construiremos, encontraremos relaciones estructurales similares al caso
continuo que permitan asegurar la existencia del observador, construi-
remos el observador completo, y probaremos la convergencia del mismo
a lazo abierto.

Nuevamente, plantearemos las hipdtesis bdsicas que debe cumplir un
observador discreto, adoptaremos la definicién més general posible de
sistema no lineal discreto siguiendo los lineamientos de Grizzle en [61]
y definiremos el observador general discreto. Dado que el contexto
en que trabajamos es diferente al del caso continuo, definiremos las
distribuciones de invariancia condicionada discreta, y probaremos la
relacién entre la existencia de las mismas y la de los observadores ge-
nerales discretos.

A continuacién estableceremos el tipo de observabilidad que conside-
raremos, y construiremos el observador canénico de tipo Luenberger
discreto. Como en el caso continuo, exhibiremos las modificaciones de-
jan invariante a este observador, y las introduciremos a fin de lograr la
convergencia del mismo. Seguidamente construiremos los observadores
de tipo Luenberger, tanto completo como reducido.

Para finalizar el Capitulo, estableceremos las hipétesis que permitan
asegurar la convergencia de ambos observadores a lazo abierto, para
controles uniformemente acotados, y con velocidad de convergencia po-
tencial. Veremos a continuacién que es posible relajar dichas hipétesis
a cambio de sacrificar la velocidad de convergencia.

Como hemos expresado anteriormente, no se han podido obtener ante-
cedentes bibliogréficos sobre el tema, por lo que no se puede comparar
la performance de este observador con ningin otro.

En el Capitulo 6, finalmente, mostraremos simulaciones para sistemas
continuos reales, tanto en el seguimiento de trayectorias como de mo-
delos, a lazo cerrado, y con la insercién de observadores en el lazo de
control.

En el primer caso, obtendremos el modelo matematico de un brazo de
robot de un solo vinculo con juntas flexibles, y disefiaremos, de acuerdo
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con nuestro trabajo [52], una ley de control que permita el seguimiento
de un sistema bilineal completamente controlable con controles acota-
dos, insertando el observador en el lazo de control, y simulando el
conjunto para una ley de control externo de tipo bang-bang, obtenida
siguiendo lo desarrollado en nuestro trabajo [51].

En el segundo caso simularemos €] funcionamiento del observador en el
lazo de control del manipulador robético PUMA 560 en el seguimiento
de una trayectoria predeterminada, a partir del modelo del mismo en
el caso de tener tres articulaciones fijas.

También mostraremos el comportamiento a lazo abierto del observador
para un sistema discreto no lineal definido a partir de sus ecuaciones
en diferencias.

En todos los casos explicitaremos los pasos seguidos en la construccién
del observador, asi como la determinacién de las constantes de disefio.

e En el Apéndice A adjuntamos copias de nuestros trabajos [50] y [52]
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Capitulo 2

El observador continuo

2.1 Introduccién

En este Capitulo trataremos el problema del observador en tiempo continuo,
y estableceremos las definiciones bdsicas que se utilizardn con ese fin.

Primeramente se presentardn los sistemas no lineales que se consideraran,
las hipétesis sobre los mismos y su significado. A continuacion se definira
un observador general para este tipo de sistemas, mostrando que se reduce,
en el caso lineal, al observador de Luenberger.

Finalmente, se introducird una generalizacién del concepto de distribu-
ciones de invariancia condictonada, y se relacionara la existencia de esas
distribuciones con la de un observador general.

2.2 El problema del observador en tiempo conti-
nuo

El problema de la construccién de observadores en tiempo continuo se puede
resumir en la siguiente forma.

Dado un sistema T con entradas u(t) y salidas y(t), si denominamos z(t)
a sus estados en una cierta realizacién, se pretende construir un sistema X,
(el observador), que tenga por entradas al control u(t) y a las salidas y(2),
de tal manera que a partir de sus variables de estado w(t), se pueda obtener
una estimacién £(t) del estado z(t).de £ como muestra la figura 2.1. .
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X= estado
wult) y(t)

Z

w: estado

Zat)

Figura 2.1
La estimacién debe verificar las siguientes condiciones:

e Hlc. si para algin o, £(%0) = z(%0), entonces £(t) = z(¢), Vt > 1o
donde esté definida z(t).

e H2c. (t) converge a z(t) independientemente de las condiciones
iniciales Z(to) y z(%o)-

En este Capitulo veremos bajo qué condiciones existe un observador que
cumple con H1lc., y a tal observador lo denominaremos observador general
para el sistema X.

El analisis de las condiciones para el cumplimiento de H2c., lo realiza-
remos en los capitulos siguientes.

2.3 Generalidades

Resumimos en este apartado algunas definiciones de Geometria Diferencial
que utilizaremos en lo sucesivo tanto para la definicién de los sistemas no
lineales con que trabajaremos, como para la de los observadores para tales
sistemas.

Definicién 2.1

Un haz fibrado (o fibrado) es una terna A = (B, M,II) donde B y M son
variedades diferenciables vy II : B — M es una aplicacién C*® y suryectiva
que verifica la siguiente condicién, llamada de trivialidad local :

Vz € M 30 entorno abierto de z en M, una variedad diferenciable U y
un difeomorfismo 7 : O x U — II"!(O) que hace conmutativo el diagrama:
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OxU 4 1Y0)
pri s n
0

Figura 2.2

esto es, Vy € O, Vt € U, II(n(y,t)) = v.

Se dice que B es el espacio fibrado, M su base y Il su proyeccion.
A (O x U,n) se la llama trivializacion.

Observacién 2.1

1. Dado que H|n-l(0) = pr, 07”1, Il resulta una sumersidny por lo tanto,
Vz € M, II7Y(z) = B, es una subvariedad cerrada de B llamada fibra
de = para A.

2. Si TM es el fibrado tangente a M, entonces (T'M,M,Ilps) es un fi-
brado.

Dado b € B, se dird que Bry) es la fibra en el punto b. Si todas las fibras
son difeomorfas a una misma variedad F (como por ejemplo cuando B es
conexo) se dird que B es un espacio fibrado de tipo F, y F su fibra standard.

Como el espacio tangente a una fibra B; en un punto b € B (i.e. II(b) =
z), estd canénicamente identificado a un subespacio de T,(B), se dice que
los vectores de este espacio son los vectores tangentes verticales en el punto
b y ellos forman el nicleo de Il., Diferencial de II en b.

Definicién 2.2

Dados dos fibrados A = (B, M,II), M = (B',M’,II') se lama morfismo
de A en )X atodo par (f,g) tal queg: M — M’, f: B — B’ son aplicaciones
C® que hacen conmutativo el diagrama:

B L B
I'Il I
M = M
Figura 2.3
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Si fy g son difeomorfismos, el morfismo de A sobre A’ se llama isomor-
fismo. Si M = M'y (f,In) es un morfismo (isomorfismo) se dice que f es
un M -morfismo (M -isomorfismo) de B en B’.

Observacién 2.2
Notar que f aplica fibras de B en fibras de B’.

Sea ahora b € B y consideremos una carta coordenada (z,0’) alrededor
de II(b) en M, donde z = (z1,Z2,...,2Zn). Identificando z; : M - R

con z; oIl : B — R, podemos considerar z,,z2,...,Z, como funciones
coordenadas en B. Si tomamos en B funciones coordenadas adicionales
v = (u1,u2,...,Um), de forma que (z,u) sea un sistema coordenado en B,

entonces las fibras vendran dadas por los conjuntos z = constante. Tal
sistema de coordenadas en B se dice que preserva fibras.

2.4 Sistemas no lineales en tiempo continuo

Definicién 2.3

Un sisterna no lineal de control (en tiempo continuo), sobre un fibrado
(B,M,II), es un M-morfismo F de B en TM, es decir que el siguiente
diagrama es conmutativo:

B B 1M

m\ al
M

Figura 2.4

Se notard al sistema ¥ = (B, M, F)

Aqui M ha de considerarse como el espacio de estados, mientras que las
fibras de B representan el espacio de entrada (dependiente de los estados),
y F representa la dindmica del sistema.

Consideremos by € B y, en la notacién de la Definicién 2.1, supongamos

que zo = II(bo) € O. Sean z = (z;,...,2,) coordenadas alrededor de zq, y
si n7(bo) = (Zo,0), sean u = (uy,...,un) coordenadas en U alrededor de
V0.

1 1

Entonces, (z10772,...,z2p0n",us0n7),. .., um 07~ 1) son coordenadas
locales en B alrededor de bg, que notamos (1, ..« Zn, U1y« Um) = (Z,u).
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Tomando en T'M la carta local (z,%), en ésta y las cartas anteriores, F’
vendréd dada localmente por:

F(z,u) = (z, f(z,u)), (2.1)

recobrando la expresién comin de un sistema no lineal definido en un
abierto de R™ x R™:

z= f(z,u) (2.2)

Observacién 2.3

Conviene aqui puntualizar los hechos que motivan la Definicién 2.3.

A partir del sistema definido por la ecuacién (2.1), la definicién global
de un sistema no lineal de control en tiempo continuo vendria dada por el
siguiente diagrama conmutativo (Cfr.[29],[30)):

MxU 5 ™™

m\, Z Nu
M

Figura 2.5
donde U C R™ es el espacio de entradas y M es el espacio de estados.

Si (zo,u0) € M X U y z, u son funciones coordenadas alrededor de zo y
ug, respectivamente, entonces en las cartas locales (z,u) en M x U, y (z,)
en T M, se obtendrin nuevamente las expresiones (2.1) - (2.2). Pero en esta
descripcién se supone que:

1. el espacio de entrada, U, es independiente de los estados, lo que no
contempla en general controles realimentados.

2. el campo f(z,u) estd globalmente definido en U.

La dltima suposicién no es cierta para cualquier sistema no lineal (Cfr.[31]).
En cuanto a la primera, si bien el hecho de recurrir a un observador sugiere
que no se dispone de todo el vector de estados z, y por lo tanto no hay reali-
mentacién de estados, si se utiliza e] estimado £ para las leyes de control del
sistema para tareas tales como el seguimiento de trayectorias o la regulacién,
etc.

Ahora bien, como dichos controles también actiian sobre el observador,
si éste ha de ser un sistema no lineal, necesariamente vendrd dado por la
Definicién 2.3. De ahi, la utilidad de considerar tanto al sistema como al
observador con esta definicién.
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Definicién 2.4

Un sistema no lineal con salidas, (en tiempo continuo) , es una pentau-
pla £, = (B,M,F,Y,h), donde ¥ = (B, M, F) es un sistema no lineal de
control, Y una variedad diferenciable,y h: M — Y, (°, es una sumersiéon
suryectiva.

Observacién 2.4

1. El hecho que h esté definida sobre la base M indica la independencia
de la funcién de salida con respecto a las entradas.

2. Sea y una funcién coordenada en Y alrededor de h(II(bo)), entonces en
estas coordenadas para Y, y (z,u) para B, X, se escribird localmente:

{2t e

donde, por abuso de notacién se escribié h en vez de yohoz™1.
Finalmente, para dar una definicién de observadores generales , introducimos
la siguiente:

Definicién 2.5

Un sistema no lineal eztendido es una terna ¥ = (BxY, M, K), tal que B
es un fibrado de base M, Y es una variedad diferenciabley K : BXY — TM
es una funcién C* que hace conmutativo el siguiente diagrama:

Bxy X TM
Hopr;\ <z m
M
Figura 2.6

Diremos que I es un M - morfismo Y - extendido de B en TM ( o
morfismo eztendido cuando no haya confusién).

Observacién 2.5
En coordenadas locales (z,u) para B, e y para Y, el diagrama se reduce
a la ecuacién

& = k(z,u,y) (2.4)
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2.5 Observadores generales

Definicién 2.6
Dado un sistema no lineal con salidas ¥, = (B, M, F,Y,h), se dice que
el sistema no lineal extendido £’/ = (B’ x Y, W, I{') es un observador general

de X, si:

1. existe un morfismo (®, ) de (B, M,II) en (B, W,II') tal que ¢ es una
sumersion suryectiva.

2. Si (O xU,n) y (O’ x U',n') son trivializaciones de B y B’ respecti-
vamente con ®(II71(0)) C II'"1(0’), entonces 7'~ o ® 0 = (p,0),
donde ¢ : U — U’ es un difeomorfismo.

3. Sih: B — Y estd definida por
h=holl (2.5)

el siguiente diagrama es conmutativo:

X o™

S T

B'xY — TW
Figura 2.7

Notar que 1. y 3. implican que los siguientes diagramas son conmutativos:

B X p
nl ll’l’

M A w

Figura 2.8

B
nlkﬁ
M — Y

Figura 2.9
Si, como antes, ((z,u),0 x U) es una carta local alrededor de by € B, que
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preserva fibras, donde, por abuso de notacién se identificé localmente B con
su imagen difeomorfa segin la trivialidad local , y ((w,v),0’ X U’) es otra
similar alrededor de by = ®(b9) € B’, tomando coordenadas y alrededor de
h(II(bo)) y las canénicas (z,z) y (w,w), para TM y TW respectivamente,
de los diagramas de las figuras 2.7, 2.8 y 2.9 se deduce que localmente se
cumple:

F(s,0) = (2,f(5,8) = (2,%) (2.6)
B(a,u) = (w,)=(p(z),0(w) (2.7)
h(z,u) = h(z)=y (2.8)
K(w,v,y) = (w,k(w,v,7)) = (w,w) (2.9)

donde, por abuso de notacién se nota con las mismas letras las funciones
y campos que sus expresiones en coordenadas locales, y con esta convencién
se tiene que

f:0"XU"CR*XR™ > R"
Q’JIO”ICT\’,"—'R"

oc:U" > U"

h:0%"Cc R > R!
E:0"xU"xZCRFXxR™x R - REF.

Observacién 2.6
1. De 2. dela Definicidn 2.6, se deduce que ® es una sumersién suryectiva.

2. Dado que o es un difeomorfismo, por abuso de notacién identificaremos
v con u.

3. La Definicién 2.6 establece un cierto relajamiento sobre la hipétesis
Hle. .

En efecto, si (®,h) : B — B’ x Y no es un difeomorfismo, entonces de
(2.7) - (2.8), como (&, k)(z,u) = (w,u,y) no tiene inversa, no se podré
estimar todo z a partir de (w, u,¥), sino sélo una parte Z = G(w, u,y),
y tendremos por lo tanto un observador parcial . En este caso Hle.
se reduce localmente a :

H3c. si para algin to > 0 w(to) = ¢(z(t0)), entonces w(t) = p(z(t)) Vt €
[to, 1], intervalo de definicién de z(t).
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4. Si (®,h) es un difeomorfismo, z se puede recuperar a partir de (w,u,y)
y el observador se dird completo ,y £ = G(w,u,y) , con G inversa de
(®,h), estimard a z.

Definicién 2.7

Un control admisible para un sistema no lineal de control definido lo-
calmente por la ecuacién (2.6) en un entorno O” x U” de (zo,u0), s una
funcién medible u : [to,t;] — U”, tal que existe solucién z(t) de la ecuacién

{ z : f(.‘l:,’l.t) (2.10)

I(to) o
con z(t) € 0"Vt € [to,11)-

Vale la siguiente:

Proposicién 2.1
Localmente, el observador general ¥’ de T,, cumple la hipétesis H3c.

Demostracién

Supongamos que £ y ¥’ vienen descriptos localmente por las ecuaciones
(2.6) - (2.9), y que u es un control admisible para (2.10) en [to,?).
Supongamos tambien, sin pérdida de generalidad que h estd definida
en 0”.

Entonces, la conmutatividad del diagrama de la figura 2.7 se expresard
localmente por

2"2 3v;(z)jj(x’u) = ki(¢(z), u, h(z)) (2.11)

i=1 9z;

V(z,u) € 0" x U”, 1 <i<k, donde

flz,v) = (Alz,u),..., fo(z,w))
w(z) = (p1(2),---,k(2))
k(w,u,y) (k1(w,u,9),- .., kx(w, v, ¥))
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Por lo tanto, si z(t) es solucién de (2.10), y @(t) = ¢(z(t)), de (2.11)
tendremos:

dwi(t) _  dei(z(1)

dit dt
= 20 oy, u)

i=1 az.’

ki(p(z(2)), u(t), h(z(1)))
= ki(u-)(t)’u(t)a y(t)) (2'12)

con y(t) = h(z(t)), 1 < i< k.

Por otra parte, la solucién w(t) de la ecuacién del observador, W =
k(w,u,y) con las entradas u(t) e y(¢) anteriores y una condicién inicial
arbitraria w(tp) = wo € (0"), satisface

du;t(t) = ki(w(?), u(?), y(1)) (2.13)
‘w,'(to) = w

1<i<k,Vte [to,t]], con t] < ty.
Por lo tanto, si wo = ¢(z¢), de (2.12) - (2.13), por la existencia y
unicidad de las soluciones de las ecuaciones diferenciales, t] = t;, y

w(t) = (z(1)) = B(2). W

Observacién 2.7

En el caso de tener un sistema lineal con salidas £, = (R™ x U, F,Y, h),
con U CR™Y C R}, abiertosy F: R*"xU - R*, h:R*" > Y C R!
lineales, es decir:

F(z,u) = Az + Bu
h(z) = Cz
un observador general £’ = (R* x U x Y,R¥,K) de I,, es tal que con
K :RFxUxY — R* también lineal, es decir, K (w,u,y) = Gw+ B'u+ Ly,

hace conmutativo el diagrama
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R x U £, gn

ke s

REx U x Y XK Rk

Figura 2.10
con T :R™ —» R* lineal.
La conmutatividad indica que

TAz + TBu=GTz + B'u+ LCz = (GT + LC)z + B'u (2.14)
y como se cumple para todo z y para todo u, han de valer:

B' = TB (2.15)
TA = GT+1IC (2.16)

Las condiciones (2.15) y (2.16) son exactamente las condiciones para la
existencia de un observador lineal de Luenberger. (Cfr.[32])
Mas atn, en este caso (&,h) = (T,C) es un isomorfismo de R™ en R* xY

c .| T .
si y sélo si la matriz o | de R(k+Dxn tiene rango n, lo que de acuerdo con

[32] es la condicién para la existencia de un observador lineal reducido , es
decir aquel que permite determinar todo el vector de estados con un nimero
de ecuaciones diferenciales menor que la dimension de dicho vector.

2.6 Distribuciones de Invariancia Condicionada.
Existencia de observadores generales

Precisaremos aqui el concepto de distribucion de invariancia condicionada
para un sistema no lineal en tiempo continuo, concepto que generaliza el
usual para sistemas afines en el control introducido en [33].

Mostraremos que la existencia local de tal distribucién es equivalente a la
existencia de un observador general, generalizando los resultados obtenidos
para los sistemas lineales por [34], y para los no lineales auténomos por [35).

Definicién 2.8

Dado £, = (B, M, F,Y,h), sistema no lineal con salidas, se dice que una
distribucién involutiva D en M es de invariancia condicionada local para
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¥,, si para todo punto zo € M, existe una carta coordenada ((z,u),0 x U)
en B que preserva fibras, con (z,0) carta en M alrededor de zo, tal que :

[f(-,u),DN Ker(dh)] C D (2.17)
para todo u fijo en U.

Observacién 2.8

Si bien los resultados que se obtendrdn son de caricter local y por lo
tanto basta con la Definicién 2.8, hay una extension obvia de la misma a la
de tnvariancia condicionada (global) .

Consideremos X, = (B, M, F,Y,h), y sea (O;)ier un cubrimiento de M
por dominios de cartas trivializantes para B, con (7;,0; x U) las trivializa-
ciones; si O; N O; # 0, se tendra el siguiente diagrama conmutativo

H_I(O; nO;)
ni / Les \\, ny
(0in0;)x U — (Oin0;)x U
Figura 2.11

con I'ij(z,u) = (z,7i;(=,u)), Y(z,u) € O;N O; x U. Podemos dar entonces
la siguiente:

Definicién 2.9

Sea D una distribucién de invariancia condicionada local para X,; se dice
que D es de invariancia condicionada (global) para X,, si se puede encontrar
un cubrimiento abierto de M por dominios de cartas trivializantes (O;)ier
tal que:

1. D es de invariancia condicionada local en cada O;,7 € I, con las res-
pectivas coordenadas (z*,u'), que preservan fibras.

2. en el diagrama de la figura 2.11, v;; es independiente de z Vi,j € I

Observacién 2.9
Sea P una codistribucién en M tal que
Ker(P)={X € TM :6(X)=0VY8 € P} = D.
Entonces, se puede ver (Cfr.[25),[33]) que (2.17) es equivalente a:

Ly.u)P CP+dh (2.18)

para todo u fijo en U, donde L. )P es la codistribucién que contiene todas
las derivadas de Lie de todas las 1 - formas de P a lo largo del campo f(-, ).
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Teorema 2.1

1. Sea £, = (B, M, F,Y,h) un sistema no lineal con salidas, y sea
¥ = (B’ x Y,W, K') un observador general de £,. Entonces la distri-
bucién Ker(p.) , con . el Diferencial de ¢, es de invariancia condi-
cionada local para Z,.

2. Reciprocamente, sea D una distribucién en M involutiva, de dimensién
constante y de invariancia condicionada local. Entonces M se puede
factorizar localmente mediante las hojas de la foliacién inducida por
D, a una variedad diferencial W, esto es, existe ¢ : M — W, tal que
Ker(p.) = D. Ademds, existe (localmente) un observador general ¥’
de Z,.

Demostracién.

1. De los diagramas conmutativos de las figuras 2.7, 2.8 y 2.9, se
deducen estos tres también conmutativos

Figura 2.12

TB L M

o./ \A. =

TB' xTY Xo TTW
Figura 2.13

TTM %25 TTwW
™ 25 TW
Figura 2.14
Como @,k y ¢ son sumersiones suryectivas, inducen las siguientes dis-
tribuciones involutivas:
E = {XeTB: (<I>..,l_z..)X =0} (2.19)
D = {X€e€TM:p.X =0} = Ker(p.) (2.20)
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Valen entonces :

a.

IN.E=DnD°=DnKer(dh) = DN Ker(h.) (2.21)

F.EcD (2.22)

donde D es la prolongacién, (o levantamiento completo) de D en
TTM.

Validez de a.
Del diagrama de la figura 2.12 se deduce que
Mo®, = ¢.oll (2.23)
he = h.oll. (2.24)

Por otra parte, X € E = (guoll )X = (IILo®)X =0=>II.X €
D y(haoll)X =h.X =0=>II.X € D°,

= II.EC DnD°.

Para la otra inclusién, consideremos coordenadas (z,u) en B y
(w,u) en B’, que preserven fibras. Si ((z,u),(%,2))y ((w,u),(w, %))
son las coordenadas correspondientes en TB y T B’, respectiva-
mente, en estas coordenadas tendremos :

. = [ Idnx-n Onxm ]
!
I, = | Idexs Ok)(m]
- ?T‘p]_ aw
z) ozp
P = :
3 L)
| 5o Bon
r 9% 3%, 3% o® b
T OZn uy Um
9%x %, %, 3%y
d — T Tn Ouy Oum
- - 30,. 1 60,‘ 1 3¢k 1 8Qk 1
oz dzrn _37;1*_ Um
sym O%kim O%kym OQkym
- T Ozn du, Um -
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De (2.23) se deduce que

3% 8%, 1 3 8
Ery za =y Bon

: : = : : (2.25)
3% a9 8 3

) Tn J 5;235 gff
2% 8%,

uj U

: : = Okxm (2.26)
3% )
Fuy ol

Consideremos ahora X € D N D°, que en las cartas anteriores se
escribe como X = Y"1, X; aa y tomemos

Y; = ,_1-3—1-X.VI.+1<_7<L+m

Como &. restingido a las fibras es un isomorfismo, entonces

80“i1 a¢kil

duy dum

30. 60.
e o T

es inversible, y por lo tanto existen (1inicas) funciones C® Us,...,Un
tales que
m
0%;
Z 0_ (2.27)
=1

Consideremos ahora

X= Z(Xon)—-ZU,a (2.28)

=1

Claramente II.X = X € D, y ademds, como @.X = 0, de (2.25)
y (2.26), y de la construccién de los U;,1 < j < m, sale necesa-
riamente que 3.X =0.
Ademds, como X € D°,

R X = (haoll)X = (h. oH)(g(XoH)a )
= ha Zx-i =hX=0 =
i=1 'az'. i
X €e E =>X=I.XeI.E.
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Es decir, DN D° C II.E

e Validez de b.
Veamos que Ker(p..) C D : del diagrama de la figura 2.14, se
tiene que

(HW)- O Puuw = Pu O (HM)- (2.29)
Si X € Ker(v..) C TTM, entonces

(pao(IIp)a)X = (Mw)eopu)X =0 =
(IIpm)eX € Ker(e.) =D,

por lo tanto, X € D.
Del diagrama de la figura 2.13 tenemos que

©Puw 0 Fu = K. 0 (®.,h.) (2.30)

Si X € E, entonces (p.a0 F.)X = I{..O(Q.,}-L.)(X) =0=>F.X¢€
Ker(pu) C D; por lo tanto F.E C D.

Veamos ahora la validez de 1., es decir, que existen localmente coor-
denadas en B que preservan fibras tales que se cumple (2.17).

Dado que D N D° es involutiva y de dimensién constante, induce una
foliacién en M, (Cfr. [36)); sean F una hoja de esa foliacién y Br la
restricciéon de B a dicha hoja.

Como F es involutiva y II.E = D N D°, las intersecciones de las sub-
variedades integrales de E con Br proyectan sobre F. Se puede por
lo tanto definir coordenadas u para las fibras de Br tales que u~1(c),
con ¢ constante, son dichas intersecciones.

Ademds, como &, restringido a las fibras de B es un isomorfismo, E
restringido a dichas fibras es el vector nulo.

Sean ¢ = (z1,...,Z,) coordenadas locales en M tales que
D = span{bz—l,...ai—r},D" = span{a%,...a%}, donde, sin pérdida
de generalidad se puede tomar s < 7.

Por las consideraciones anteriores, (z,u) preservara fibras, y ademas
en estas coordenadas,

7] 7}
E = Span{a,...a}
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. 7] 8 0 9
D sPan{a_:n""éz—r_’B_ﬁ:l"“&i,}
yF(fD,'u) = (I,f(I,'U.))= (I,(fl(I,‘U),...,fn(I,'ll)))

Entonces, localmente,

[ 1 0 o0 0
0 1 0 0
F, = ) an 2 af)
zy dTn uj Jum
ofa ofn 8fn 8fn
L ox 8zn Ou) Sum J

Por lo tanto (2.22) implica que g—ﬁ-(z,u) =0,V1<i<s, 7+1<j<n,
pero esto es equivalente a [f(,u), D N D°] C D, esto es, (2.17).
2. Dado que D es involutiva y de dimensidn constante, por el teorema
de Frobenius (Cfr.[25]), existen localmente k funciones
i :0C M- R, C®°1 < i<k, tales que sus diferenciales son
linealmente independientes, y que si ¢ = (¢1,...,9x) : O = W C R,
entonces D = Ker(dyp) = Ker(spanr{dei,...,dor)}).
Ahora bien, se puede identificar Ker{dy), con Ker(y¢.) = D. Por
hipétesis dh + dp tiene dimension constante y es involutiva, y por lo
tanto, nuevamente por el teorema de Frobenius existen coordenadas
locales £ = (z1,...,%,), que sin pérdida de generalidad podemos su-
poner definidas en O, tales que

dh + dp = span{dzi,...,dz,} T<n (2.31)
Pero D es de invariancia condicionada local y por tanto existen coor-
denadas en B que preservan fibras, (Z,u) : O x U — R™ x R™ tales
que se cumple (2.17) - (2.18), condicién que sigue verificindose bajo

difeomorfismos locales en la base M, por lo que podemos suponer que
((£,u),0 x U) = ((z,u),0 x U), y por lo tanto:

Li.w(dp)Cdh+dp VuelU (2.32)

Sea ahora A : O x U — R,C%; indicaremos con

d:\(z,u) = E %(z,u)dt;.

=1
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Entonces de (2.32) tendremos:
d,,-(Lf(,'u)(p,') = Lf(.'u)(d(pi) Cdh+dp 1Li<k (2.33)

Sean ahora Ly(;.)9i(z) = K’.-(:cl,.. yZnu)1<i<k V(z,u) €0 X
U,de (2.31) y (2.33) sale que d.(Ii(z1,...,Zn, ) C span{dzi,...,dz,},
1 < i< k,y por lo tanto

E(zl,...,zﬂ,u)=F’;(zl,...,:c,.,u) (2.34)

1<i<k, (z,u) € O x U,y entonces existen localmente k funciones
k; tales que

Lyzu)pi(z) = ki(e(2), u, h(z)) (2.35)
1<i<Lk, (z,u) €0 x U . Porlo tanto

L@ = 3 288 (e ) = ki(ole), wh(@)  (2:36)
=1 9%

1< i<k (z,u) € 0xU,y localmente tendremos el siguiente
diagrama conmutativo:

oOx U £, 70
%i\?uﬁh " ltp.

W x U x h0) X 1w

Figura 2.15
con F(z,u) = (z, f(z,u)), K = (ki1,.-.,ki), es decir, un observador
general para ! = (O x U, F, h(O), h), observador general ;ocal de I,
|

Observacion 2.10

1. En el caso lineal, donde £, = (R" x U, F,Y, h), si definimos subespacios
de invariancia condicionada, como aquellos subespacios § C R" tales
que existen k,T y I{ tales que el diagrama de la figura 2.10 sea conmu-
tativo y § = Ker(T), entonces el teorema anterior afirma que S es de
invariancia condicionada (global) si y sélo si (A + Bu)(SN Ker(C)) C
SVYueU.

Este resultado generaliza el obtenido por Willems para sistemas linea-
les auténomos (Cir.[34]).
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2.7

El teorema anterior también generaliza los resultados de van der Schaft
sobre observadores no lineales auténomos (Cfr.[35]).

Conclusiones

. La existencia local de observadores generales en tiempo continuo, es

decir, aquellos que cumplen las hipétesis Hlc.- H3c. , es equivalente
a la existencia de distribuciones de invariancia condicionada local.

Axn en modelo mads simplificado de un sistema no lineal con salidas, es
decir £, = (M x U, F,Y, h), la demostracién de la parte 2) del Teorema
2.1 muestra que sélo es posible construir localmente un observador
general para dicho sistema.

Los resultados anteriores generalizan los previos para sistemas lineales
y no lineales auténomos (Cfr. [34], [35]).

La hipétesis H2c. de estabilidad no puede deducirse de lo anterior,
e impone pautas adicionales en el disefio del observador general en
tiempo continuo, lo que se vera en capitulos posteriores.
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Capitulo 3

El observador de tipo
Luenberger

3.1 Introduccion

En este Capitulo se presenta el observador de tipo Luenberger que se propone
para sistemas no lineales en tiempo continuo.

Primeramente se establece un resultado fundamental en lo que hace al
cumplimiento de la hipétesis H2¢. de convergencia del observador. A conti-
nuacion se presentan los sistemas no lineales, descriptos en forma local, para
los cuales se construira el observador, asi como el tipo de observabilidad que
involucra la restriccién a tales modelos. Posteriormente, se construye el ob-
servador completo para dichos sistemas, finalizando con la construccién del
observador reducido para los mismos.

3.2 Sobre la hipétesis de convergencia

La hipétesis H2c. del Capitulo 2 establece que el estimado Z, de todo (o
parte) el estado = debe converger al valor real (o parte) de dicho estado.

En términos de la Definicién 2.6 del observador general, esto significa
que la solucién w(t) de la ecuacién (2.13) debe converger a la de la ecuacién
(2.12), independientemente de las condiciones iniciales wo = w(tp), y @(to) =
¢(z0), para cualquier control admisible u(t). (Conviene aqui convenir que
cuando se hable de controles admisibles en los problemas de convergencia se
ha de entender que en la Definicién 2.7 t; = o0.)
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En otros términos, el sistema de control

d‘z_gt) = K(w(t), u(t), y(2)) (3.1)

debe tener para u admisible cualquiera, pero fijo, una dnica solucion esta-
cionaria, para cualquier funcion y(t) también admisible.

Ahora bien, esta condicién es dificil de satisfacer en general para I{
funcién arbitraria (Cfr. [37])). Una posible excepcién se da en el caso en que
la ecuacién (3.1) toma la forma:

WY - K -w(t) + L), u(w) (32)
con K una matriz constante y L una funcién C>.

En efecto, en este caso, si w(t), y @(t), son soluciones de (3.2) corres-
pondientes a las condiciones iniciales wg y wo respectivamente, para t = 1,
y si lamamos £(t) = w(t) — @w(t) V¢ > o, al error entre las dos soluciones,
tendremos la ecuacién

de(t) _ .,
T = K- €(t)
E(to) = 'w(to) - ‘lf)(to),

cuya solucion es
£(t) = e(to) - ef(t0),

De esta ecuacién se ve que el error € entre ambas soluciones (y por lo
tanto entre todas), tenderd a cero si y sélo si i’ es una matriz de Hurwitz,
es decir tiene todos sus autovalores con parte real negativa. Por tanto, bajo
estas condiciones habra una inica solucién estacionaria de la ecuacién (3.2).

Sin embargo, aln fijadas las propiedades que ha de tener la funcién K
a fin de que se tenga unicidad de la solucién estacionaria de (3.1), queda el
problema de encontrar la distribucién de invariancia condicionada local que
resuelva el observador general para dicha I, es decir, que se debe resolver
el sistema de ecuaciones diferenciales (2.35) para tal K.

Desarrollos en ese sentido para ¢ un difeomorfismo,(ver la Definicién 2.6),
que permiten obtener localmente (3.2) para sistemas mucho mas restringidos
que los que trataremos aqui, se pueden ver en [38], [39], [41] y [48].

Un enfoque diferente del problema de la convergencia, se basa en la
siguiente:
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Observacion 3.1
Consideremos el sistema lineal de la figura 2.10 con z(t) solucién de

dz(t)

7 A-z(t)+ B -u(t)
I(to) = ZIo

ye) = C-a().

De las ecuaciones (2.14), (2.15), identificando a T', al que supondremos
un isomorfismo, con su matriz asociada en la base canénica, y tomando
w =T -z, tendremos que w(t) cumple:
dw(t
ldg—)- =G-w(t)+ L-y(t)+ TB -u(t). (3.3)
con w(tg) = T - zo.
Por otra parte, si @(t) es solucién de la ecuacién del observador:
dw(t) b _
— = K(o(t),u(t),y(t)) =G -o(t)+ L-y(t)+ TB - u(t) (3.4)
con Wo = @W(to) # T-zo, y €(t) = w(t)—w(t) es el error de observacién, de
las ecuaciones anteriores, tendremos que se cumple la ecuacién diferencial:

()

=G e(t) (3.5)

con solucién
e(t) = (T - zo — o)eCt—1),

que no tiende a cero si G no es Hurwitz.

Consideremos ahora I;(w,u,y) = Ly - (y = CT~! - w), con L; € R™*!
arbitraria. _

Si tomamos K (w,u,y) = K(w,u,y) + K1(w,u,y), entonces, como
K\(T-z,u,C-2)=0 Vz Vu,el diagrama de la figura 2.10 seguird siendo
conmutativo, y por lo tanto ¥ = (R* x U x Y,R",{) también serd un
observador general para Z,.

Sea ahora w(t) la solucién de la ecuacién de este nuevo observador, es
decir:

dzzgt) = G-®(t)+L-yt)+TB-u(t)+ Ly - (y(t) — CT~! - B(t))
@(to) = QDOa
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y si tomamos £(t) el nuevo error de observacién, tendremos que cumplird
la siguiente ecuacién diferencial:
dé(t)

= = (G- LieT™) &), (3-6)

que es similar a la (3.5).

Si el par (A4,C) es observable, de (2.15), y del hecho que T es un iso-
morfismo, se deduce que el par (G,CT~!) también es observable, y por lo
tanto se puede elegir L; tal que (G — L;CT~!) sea Hurwitz, con lo que &(t)
tenderd a cero.

Por lo tanto, el agregar la funcién L; no sélo no alteré la esencia del
observador, (en el sentido de seguir siendo un observador general), sino que
aseguré el cumplimiento de H2c.

A fin de tratar de adaptar este esquema a los sistemas no lineales, se
pueden resumir las principales caracteristicas del mismo, en términos locales
para los sistemas no lineales:

1. ¢. es un isomorfismo, con lo que ¢ resulta un difeomorfismo.

2. se puede modificar K en forma aditiva, sin modificar el caracter de
observador general.

3. alguna hipétesis de observabilidad permite que la modificacién anterior
asegure que se cumple H2c.

La primera caracteristica determina que el observador sea completo, y
veremos que es posible relajar tal condicionamiento para el caso del obser-
vador reducido. En cuanto a la tercera, veremos que estd ligada fuertemente
a la primera, para los sistemas que consideraremos.

Analizaremos a continuacién la segunda caracteristica en detalle.

Para ver qué tipo de modificaciones son admisibles para un sistema no
lineal con salidas £, = (B, M, F,Y, k), con observador general
T = (B'x Y,W, K), consideremos

S=(®,Rh)B)={(t,y)€EB' xY:3be BA(t,y)=(3,R)(d)}, (3.7
y la clase K de W - morfismos Y - extendidos de B’ en TW :
K={K,:B' xY - TW : K,|s = 0}, (3.8)

donde 0 es el morfismo nulo, es decir, si (V',y) € B’ xY,y
IT'(b") = w, entonces 0(b’,y) = Oy, (el vector nulo de T\, W).
Vale entonces la siguiente
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Proposicién 3.1
Si If; € K, entonces & = (B’ x Y, W, K + K;) es un observador general
para X,

Demostracién

1. I{ + K, estd bien definida: sea (¥,y) € B’ XY, entonces como I
y I son morfismos extendidos

E@,y) € T"(u)W’ Ky(Y,y) € Tnzb,)W Vy e Y,
y por lo tanto tiene sentido la suma:
(K + K1)V, ) = K (¥, y) + K1 (Vs 9) (3.9)

2. K 4+ K, hace conmutativo el diagrama de la figura 2.7:
Sea b € B, entonces

(X + XK1)(2(b), R (b))

K(3(b),h(b)) + K1(2(b), h(b))
K(®(b),h(b)) + O,
@ 0 F(b)

[ |
Observacién 3.2

1. Para el sistema dado en coordenadas locales por las ecuaciones (2.6) -
(2.9), tendremos que:

{k1: REx R™ x RY = RE,C 2 ka(p(2), u, h(2)) = 0
V(z,u) € O x U},

y la Proposicién 3.1 expresa que el observador general tiene como su
expresion mds completa

0 k(w,u,9) + Fw,u,9) (3.10)
con k € K, y k tal que se cumple
3(,,.
Z (2, 9)fi(z,v) = ki((2), u, h(=)) (3.11)

1<i<k, ¥(z,u)€0xU
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2. El resultado de la Proposicién 3.1, si bien elemental en el contexto del
observador general, s6lo aparece en la literatura en un marco mucho
mas limitado (el de los observadores de identidad en R™ ), recién en
1988. (Cfr.[40}).

Notablemente, en varios articulos que tratan el disefio de observadores
para sistemas no lineales auténomos en ", se obtiene para los obser-
vadores expresiones similares a la ecuacién (3.10), aunque en todos los
casos es k(w,y) = k(y — h(z)). (Cfr. [42], [43], [44)).

En lo subsiguiente se aprovechara el resultado anterior para modificar
convenientemente un observador general con el objeto de obtener uno que
cumpla con la hipétesis H2e¢.

3.3 Sistemas a observar. Observabilidad

En este apartado consideraremos el tipo de sistemas no lineales para los
cuales construiremos el observador, definiendo el tipo de observabilidad que
exigiremos para los mismos.

En principio, a partir del Teorema 2.1 y de las conclusiones del Capitulo
anterior, vemos que es suficiente considerar el sistema no lineal localmente.
Por lo tanto, sin pérdida de generalidad supondremos en lo sucesivo que el
sistema estd definido por :

I f(z,u)
{y = h(z) (3.12)

f (fl)fz""afu):OXU_’Rnicoo
h = (h1,hay...,):0 = RL,C®

con O abierto de R"™ y U abierto de R™.

Sea (zo,u0) € Ox U,y supongamos que existe O’ x U’ entorno de (zo, up),
tal que V(z,u) € O’ x U’ se verifica para k entero no nulo arbitrario pero
fijo:

; [ dlel

Ouj | 0ug ™ ... Quy ™ L;(z'")hi(z) =0 1sjsm, 1sisl

Va = (ai,...,am) m-upla de enteros no nulos tal que |a| = %, a; = k.
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Entonces existen funciones f¥, g‘};-ar"jom,CW, definidas en O,
1< ja<m, 1< 1< quecumplen

L,l;(::,u)h"(z) = f‘k(z)

k
+ Z E gll'cjgl...jom (x)(ujol - uoja, ) e (ujam . u'ojam)

la}=1 ja; -jam
= fHz)+ gtz ) (3.13)
con u = (Uy,...,uUm) € U’y up = (uo1,-..,Um)

Definicién 3.1

El sistema no lineal (3.12) es observable-c en (zo, uo) si existen un entorno
O' x U’ de (zo,up) y una ! - upla de numeros naturales py,...,p:, (que sin
pérdida de generalidad podemos suponer ordenados segin p; > p2 > ... 2>
pi1 > 1) tales que

1.

7} 6"" k ' '
a—uj aulal . “aumam Lj(z'u)h.-(a:) =0 |a| =k V(G,U) €eO0'xU

1<j<m, 0<k<pi-1, 1<i<l

2. Las funciones f¥ definidas en (3.13) son tales que sus diferenciales
{df¥(z0),0 < k < p; — 1,1 < i < 1} son linealmente independientes en
1;. 0.

3. 25:1 pi=n

Observacion 3.3

1. Si el sistema (3.12) es observable-c en (zo, uo), es localmente débilmente
observable en zo en el sentido de Hermann - Krener (Cfr.[45])

En efecto, consideremos u!,...,uP controles constantesen U’, entonces
de (3.13) se tendrd

Lipayhi(z) = @)+ S 5h(2)(u} - uoj)

=1

Liuyfi(z) = fA2)+ 3 85(z)(u? — uoj)
=1

Lyunyili(a) = §5(2)+ 3 §isr()(u? = vor)
r=1
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por lo tanto se tendra

Lj(z.u’)Lf(:,u‘)hi(I) = f2(:r)+Zg,J(z)(u —uOJ)

j=1

3

+ 2 8%(z)(y; — uoy)

j=

p.a

m m
2
+ Zzgur :1:) uo,)(u} - qu)

r=1j=1
En general se cumplird
Lyzwr) -+ - Lyzayhi(z) = fA(z) + Q¥(z,ul,...,wP u0)  (3.14)

VzeO,1<i<l conQF polinomio de grado p en las variables
(u" — up),1 <7 < p con coeficientes en C®(0’) tal que

Qf(z,uo,. ..y Ug, 'u.o) =0Vz e 0.

Pero, si u! = u? = ... = uP = ug, de (3.14) sale que

L;(z w) i (z)= f’(a:), y si consideramos p = py, el conjunto de covec-

tores de T O’
{dL% 20 oy hi(20),1 < i < 1,0 < k < p)
tiene rango n y por lo tanto existe un entorno O” C O’ de zo, tal que
{dL}(z uo)hi(2),1 i< 1,0< k< p Yz € 0"}

también tiene rango n.

Pero de (3.14), debido a la continuidad respecto de u},...uP , existe
un entorno U” C U’ de ug tal que

{d(Lj(z'up)Lf(z'up—l) ces Lf(:'ux)h.'(a:)), 1<iL!}

tiene rango n V(z,u?,...,u?) € O” x U” , es decir, el sistema satisface
la condicidn de rango de observabilidad en z¢ , (Cfr.[45]), y por lo tanto
es localmente débilmente observable en zg.

. La nocién de observabilidad - ¢ comprende también la de los sistemas
auténomos

z

y

f(=)
h(z)



y la de los del tipo (3.12), "autonomizados” segin

{ i = f(z,u")
Yy

h(z)
con u” genérico fijo, dadas por Krener y Respondek (Cfr. [38)).

Definicién 3.2
Denominaremos indices de observabilidad del sistema (3.12) a los nime-
ros p1,...,0 de la Definicién 3.1.

Consideremos ahora el siguiente resultado, que serd de importancia en lo
sucesivo:

Proposicién 3.2

Dado el sistema (3.12), con ! < m , es decir, cuyo nimero de salidas no su-
pera al de entradas, supongamos que existen enteros positivos py,p2,...,01,
que cumplen:

1. Existe O’ x U’ € O x U , entorno de (zo,up) tal que

9 &
Fu; Lieayhi(a) = 0

V(iz,u) €eO'x U, 0<k<pi—1,1<i<],1<j<m
2. la matriz

A(z,v) = {aij(z,u),1<i<],1<j<m}
0 .
{6u,- Lj(::,u)

hi(z),1 <4<, 1< j<m}

tiene rango [ en (zo, up).

3. E£'=1 pi=mn

Entonces, el sistema (3.12) es observable-c en (zg, up)

Demostracién.

De 1. se deduce que

LYz wyhi(z) = fE(z) Y(z,0) € 0'x U, 0< k< pi—1,1<i <
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De 2. se ve que existe un entorno O” x U"” C O’ x U’ de (zo,u0) ,
tal que A(z,u) tiene rango I en O” x U” por la continuidad de
A(z,u) respecto de (z,u). Veamos que las funciones {ff,o<k<
pi — 1, 1 < i < I} tienen diferenciales linealmente independientes en
O”. Supongamos en principio que no.

Sean f7,1 < j < m, los campos vectoriales en O, paramétricos en
u € U’, definidos por:

. 2. 8f; 0
fl(z,u) = Z 8_L(z’u)8_:t:;'

=1

Entonces, si A: O’ = R,C, se tiene
7]
Lyiau)(A) = 5 (Lin)) (3.15)
3

Sea (z*,u*) € O” x U” arbitrario pero fijo y consideremos la funcién
A1:0" = R, C*®, dada por

! pi—1

M(z) =) Y cfi(2)

1=1 k=0
con ¢;x € RV i,k , tales que

! pi—1

d(z*) =Y cadff(z") =0 (3.16)

1=1 k=0

Entonces,V1 < j<m vale

0 = <d\(z"),fi(z",u") >
I pi—1
Yo e < dff(z7), iz, ) >
=1 k=
11 p.'—c; .
= > > cikLgi(enun fEE7). (3.17)

i=1 k=1

Pero de las hipétesis 1., 2. y (3.15)

0 kE<pi—1

a;j(z™, ") k=p; -1 (3.18)

bt
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Por lo tanto, de (3.17) se deduce que

I
Ec;p,._la.'j(a:",u') =0 V1<j<m,

=1

y si ¢1 = [€1p,~15+++Clp-1] , tendremos ¢; - A(z*,u") = 0 ; pero A
tiene rango [ en O” x U” , de donde

G = 0. (319)

Consideremos ahora
I pi—2 R
Xa(z) =3 ) cafi(z);
i=1 k=0
de (3.16) y (3.19) se deduce que
1 pi=2 .
dro(z*) =3 Y cadff(z") = 0. (3:20)
=1 k=0
Por otra parte
<adff@) [£F] (370%) > = Ly un)Lpieeuny fE(2")
—  Lyigeno)L(ee ) fE(z7). (3.21)
Pero de (3.18),si k< p; — 1,
Lj.i(;r:‘,u‘)fik(z.) =0
y Lﬂ(z‘.u‘)Lf(z'.u')fik(z'l) = Lf-f(x'.u')fx'lc+1(z-)
Por lo tanto tendremos, de nuevo por (3.18) y de (3.21),

< dff(="), [f’ fj] (27 u%) >= { gaij(l",'u') l’:: z: :3 (3:22)

1 £ j £ m. Entonces, de (3.20) y (3.22),

1
0=< dho(z"), [£, F] (2%, 07) >= = Y cipimzai(z™,u7)

=1
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1<j<m,ysicy=/[c1p,-2,-)Clp-2] » quedard nuevamente
¢+ A(z",u*) =0 y por lo tanto

C2=O-

Prosiguiendo con corchetes de mayor orden, esto es, del tipo

tata T dlliE

se obtiene andlogamente que ¢z = ...=¢; =0, y por lo tanto
{dff(e),1<i<,0< k< pi— 1)

son linealmente independientes en O”. Por lo tanto, considerando la
hipétesis 3., el sistema es observable-c. I

Observacién 3.4

1. Es conveniente notar que los sistemas (3.12) que cumplen con las hipé-
tesis 1. y 2. de la Proposicién 3.2, son aquellos para los cuales existe
el grado relativo vectorial en (zo,uo) (Cfr. [25], [31]).

En este caso, cuando ademads se verifica la hipdtesis 3., los indices de
observabilidad coinciden con los nimeros caracteristicos del sistema.

2. Los indices de observabilidad no son en general invariantes para cam-
bios de coordenadas que preservan fibras.

En efecto, sean (z,u),y (z/,v) dostales pares de coordenadas definidos
en un entorno de (o, ug); por simplicidad supondremos que z = z’ .

El cambio de coordenadas, al preservar fibras, sera de la forma
(2,4) = (z,a(z,9) con
rango matriz {-‘3—3(:,1})} = m (3.23)
localmente en un entorno O’ x U’ de (zo, uo).
Sean py,...,p; losindices de observabilidad del sistema (3.12) respecto

de las coordenadas (z,u);sil< r,s<m,1<i</,
0<k<pi—1,(z,u) € O' x U, se tiene

Oa, 8

32
3vrav,(L’;(“'")h'.(z)) = [Z 9, Ou,, f(-'l:.u)h' (z))
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> 0%a,

= E ode, au 53— (LS (e mhi(2))

da, ba, 8
+ Z z dv, Ov, Ou,du, (L (=, ")h (=)

p=lv=l

_ =, 9? O%ay
- :": 0v,0v, au 3 Lizahi(z)) (3.24)

pues Eﬁu—y(L}(z'u)h;(z)) =0,alserk<pi—1ly(z,u)€e O'xU".

La sumatoria (3.24) se anulard en O’ x U’ , y la propiedad 1. de la
Definicién 3.1 serd vdlida en términos de las coordenadas (z,v) sdlo
cuando una de estas condiciones se cumpla:

[ ]
T
a_u“(Lf(:c,u)h’l'(z)) =0 (3.25)

1<u<m,0<k<pi~1,en cuyo caso §¥(z) =0Vz € O’

%a,(z.u)

v, dv,

1<rs<m, VY(z,u) € O'x U, es decir, el cambio de coorde-
nadas u = a(z,v) es Afin.

=0 (3.26)

De 2. de la observacién anterior, se podria concluir que la clase de los
sistemas observables - ¢ es demasiado amplia y que habria que restringirse
sblo a aquellos que no presentan la patologia alli mencionada.

Pero el tipo de cambio de coordenadas u = a(z,v) es en realidad un
cambio de coordenadas en el espacio de control, con realimentacién no lineal
de los estados, y tal estructura de control aparece en tareas tales como
estabilizacion, seguimiento de trayectorias y seguimiento de modelos. En
este contexto, dicha patologia influiria en la convergencia del observador a
lazo cerrado si se lo utiliza para obtener dicho control.

Pero los problemas antes mencionados son resolubles en el contexto del
control geométrico, para sistemas que cumplen con (3.25) o (3.26), (Cfr. [25),
[31]). Dado que analizaremos la convergencia del observador a lazo cerrado
justamente para la realizacién de controles que permitan la solucién de estos
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problemas, que por otra parte abarcan pricticamente todo el espectro de
tares de un sistema de control realimentado, la limitacién anterior no influird
en nuestro caso.

Para el funcionamiento a lazo abierto, como el control u es ezterior tanto
al sistema como al observador, no aparece la limitacién antes citada.

Por lo tanto, de aqui en mds los sistemas (3.12) para los cuales cons-
truiremos el observador serdan aquellos que son obervables - ¢ en un punto
(zo,u0) , y dicho observador serd local en un entorno de dicho punto.

3.4 El observador completo de tipo Luenberger

Presentaremos inicialmente un resultado fundamental que vincula el con-
cepto de observabilidad-c con la existencia de observadores.

Proposicién 3.3
Si el sistema (3.12) es observable-c en (zg,uo) , entonces admite un ob-
servador general local alrededor de (zo,uo).

Demostracién
Notemos
Phy=fF VO<Sk<p-1,15ig! (3.27)
‘P‘.=(‘Pi7'°'v¢;.’)7 1<:<1 (328)
0= (@) = (P @hseshoengh)  (3:29)

donde las f¥ vienen dadas por la ecuacién (3.13).

Sea dp = span{dpi, 1 < k < p;,, 1 < i< 1}, el conjunto de
combinaciones lineales de las 1 - formas dp} Vi,k con coeficientes
funciones C* , sobre O , entorno de 2o . Como el sistema es observable-
¢ en (zo,uo0) , dim(dp(zo)) = n , y por lo tanto existe un entorno
O’ C O de z¢, donde dicha dimensién se mantiene constante. Por lo
tanto

p:0'CR" = pO0)CR"
serd un difeomorfismo.

Pero entonces Ker(p.) = Ker(dp) = 0 es la distribucién nula en TO’,
y por lo tanto, claramente es involutiva y cumple

[f(-yu), Ker(p.) N Ker(dh)] = Ker(p.),
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para todo u fijo, es decir, es de invariancia condicionada local.

Por lo tanto, por el Teorema 2.1, existe un observador general local
para el sistema dado alrededor de (zo, uo).

Pero la demostracién del Teorema 2.1 también nos indica cdmo construir
dicho observador a partir de (3.29) y (3.13). En efecto, de (2.35) tenemos

\

(L j(zu)#i(2)

Lf(z,u) ‘P;(z)

Lf(:c,u) (P:); (2:)

Lf(z,u)‘P:.).-—l(z)

o

Lf(: uhi (3)

f(=@) + gz, u)

wh(z) + ny(z,u)

L_f(.f. u)(Lf(z u)h (:‘B) - V’z(z u))
Lj(,u)h (:L') Lf(z,u)(‘pZ(z u))
(pé(z) + g?(z u) Lf(z.u)(()02(z u))
©3(z) + n3(z,w)

Vi<i<V(z,u)eO' x U
Tomando

w!

w

se tendra

\

(wi,...

A ]

(3.30)
= Lj(zu (L?(;zu)h’(z) - ‘P;,-—l (:11‘))
= Liahi(@) = Ly (#hi-a1(z,0)
= @)+ np.(:c u) .
= Lf(zu)(Lf(;u)h (:E) "Ip.-(x,“))
= 7'(z, u)+77p +1(z,u)
W) = (P1(2)s- - ph(2)) V1<i<l
w') = () (3.31)
wh + n3(p~ 1 (w), %)
(3.32)

w,,, + 75, (07 1 (w), )

v (v“(w),u)+n,,.+1(so Y(w),u)
hi(z) = wi

1< i< LV (w,u) € p(0') x U’ , entorno de (wo, uo) = (¢(Z0), %o)-

51



Por lo tanto, si definimos

Al'

Bl'

Ci

Az, u)

V(z,u) €

{ w(t) A
y(t)

-

oo
o

0
1

o

€ RNXP:’

e O =

LI J
oo
O O ses

OO0 OO -

€ RHX

- o

€ R V1<i<l

0]

(3.33)

diag{Al,..., A}
diag{B',...,B'}
diag{C!,...,C"}
[ 71(31"’)

(3.34)

] e R (3.35)

L 7(z,u)
[ 7i(z,u)
: € Rrx1

Vi<i<l (3.36)

L T’f’.‘+1("-’) u)
[ Al(z,u)

(3.37)

. :l € Rnxl
| A’(z,u)

O’ x U’ , tendremos que

A w(t) + B - T(p~ (w(t),u(1) + A(p™} (w(®), u(t)) (5 35

w(t)
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Observacion 3.5
1. De las ecuaciones (3.38) y (2.36), tenemos en este caso

K P(OYx U xY — (0",
I(('waua y) = A-w+B- r(«’—l(w)au’) + A((p_l(’w),'u,)

2. Si el sistema (3.12) es auténomo y observable-c, tendremos que A =0,

Yy
L?‘(z)hl(z)
r=I@=| :
L;‘(z)h,(a:)
y (3.38) se escribird:
w(t) = A-w(t)+ B Tl (w(t))
{ o I (3.39)

Si en particular el sistema es linealy [ = 1 , obtenemos

W (t) = wp(t)
Un_1(t) = wa(t) (340
wp(t) = CA™-T71.w(t)=3T7, ajw;(t)
y(t) = w(?)
cona; € R1<Lj<n,y
A
C-A
T = : ) (3.41)
C. At

Esta es la forma observable del sistema lineal auténomo (Cfr.[46]), y
por lo tanto diremos que (3.38), es la descripcién del sistema (3.12) en
forma observable.
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Esta forma, si bien canénica, no lo es respecto del seudogrupo de cam-
bios de coordenadas de salida, pues diferentes coordenadas de salida
hacen que I' sea diferente (Cfr.[47]). De todas formas, la expresién
(3.38) si es candnica en el sentido del observador general, y como tal,
nos referiremos a ella como al observador general canénico del sistema
(8.12), observable-c.

Para obtener la expresién del observador completo de tipo Luenberger,
de acuerdo a las conclusiones del parigrafo 3.2 y a la Proposicién 3.1 modi-
ficaremos el observador general candnico de (3.38) de acuerdo con

dw(t)

a = A. 'U.’(t) + B. I‘((,a‘l('w(t)), u(t))

+ Ale7Hw®),u®)) + K- (y(t) - C-w(t)) (342
donde X € R™*! es una matriz en principio arbitraria.
Observacién 3.6
1.
K, @(0") x Y — ¢(0’'),dada por
Ki(w,y) = K-(y-C-w)
es claramente una funcién de K, de acuerdo a la ecuacién (3.8).

2. Si bien en principio & es una matriz arbitraria, serd su adecuada
seleccion la que asegure el cumplimiento de H2c.

Consideremos ahora z(t) , solucién de (3.12) con condicién inicial z(2p) ,
y control admisible u(t) . Si w(t) = ¢(z(t)) , como (3.38) es un observador
general, se tendrd :
dw_(t) = A B -1 -1
g = A w(t) + B-T(p™ (w(t),u(t)) + A~ (w(1), u(t)) (3.43)

Naturalmente, de la conmutatividad del diagrama de la figura 2.7 sale que

B = fa),ue) = e w) - [4-w()

+ B'F(w"(w(t)),u(t))+A(<P'1(w(t),u(t)))] (3.44)
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donde por abuso de notacién hemos identificado a . , diferencial de ¢ , con
su expresion matricial, es decir, la matriz jacobiana de ¢.

Sea ahora 1(t) , la solucién de (3.42), con y(t) = h(z(t)) y u(t) , con
condicién inicial w(to) # ¢(z(%)) , es decir, w(t) cumple

dio(t)

- = A-0()+B-T(p7 (d(1)), u(?))

+ A(p(0(1)), u(?)) + K - (y(t) — C - (2)) (3.45)

Como (3.42) también es un observador general, si £(t) = ¢~ 1(@(t)) ,
nuevamente por la conmutatividad del diagrama de la figura 2.7 tendremos

LR FORI0)
+ @ll(@(1)) - K - (y(t) = C - (1)) (3.46)
y como
h1(2(1))
covy=|
hi(2(1))
tendremos
di(t) .. L . )
— = FE@),u(®) + I (9(2(1)) - K - (3(2) — h(2(2))) (3.47)

Se tiene entonces la siguiente

Definicién 3.3
La ecuacién (3.47), con K arbitraria representa un observador completo
de tipo Luenberger para el sistema observable-c (3.12).

Observacién 3.7

1. Si bien la ecuacién (3.45) ya es el observador completo, por lo menos
en los términos que hemos establecido, es preferible la ecuacién (3.47),
debido a que en el primer caso, £ se debe evaluar mediante £ =
¢~ 1(w) , en cambio en el segundo, se debe evaluar la inversa de la
matriz jacobiana, ¢ 1(¢(2)) , lo que es més ficil.

2. En el caso en que el sistema sea lineal analitico definido en R™ , con
una entrada, una salida y grado relativo n, la expresién (3.47), coincide
con Ja obtenida en [22].

55



3.5 El observador reducido de tipo Luenberger

Veremos que en principio es posible construir para sistemas observables-c
dados por la ecuacién (3.12), observadores reducidos, es decir que estiman
todos los estados del sistema, pero con un nimero de ecuaciones diferenciales
menor que en el caso del observador completo.

Para ello , a partir de la ecuacién (3.27), si definimos

Bi = @k 1<k<pi-1, 1<i<l (3.48)
po= (dhomhey) V1<
B = (l"'lv-'-’#’) (349)

de (3.30) se deduce
[ Lizwyhi(z) Hi(z) + (2, u)
Lf(zuri(z) #3(z) + n3(z,u)
4 (3.50)

I’f(:l:,u)#:;.'—Q(‘r) #;.‘—1(:) + T.]:;'.(J:,‘U)
| Li@aybpi-1(z) = 7(z,0) + np4a(z,u)

V(z,u) € O'xU’, 1<i<l

Ahora bien, si du = span{du},1 < k < p;~1, 1 <i <!}, razonando en
forma simular que en la Proposicién 3.3, se vé que Ker(u.) = Ker(dy) es
regular, ( esto es, tiene dimensién constante n — ! localmente alrededor de
Zo ), e involutiva, y como dy = dh + du , entonces

Ker(p.)n Ker(dh) = Ker(p.) = 0en TO'

y por lo tanto Ker(u.) es de invariancia condicionada local en zo. Consi-
deremos ahora

K= : #0 € RF! V1<igl (3.51)

K = diag{K",...,K'} (3.52)
y sea

¢ o' - w cRr!
#(z) = wp(z)- K -h(z) (3.53)
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Como Ker(¢.) = Ker(dp) = Ker(du)nKer(dh) = 0, entonces Ker(¢p.)
es regular, involutiva y de invariancia condicionada local, y por el Teorema
2.1 se tendrd un observador general local para el sistema (3.12), con el si-
guiente diagrama conmutativo:

o' x U 2L, 1o

At

W x U x hO) = TW

Figura 3.1
Para obtener las ecuaciones del observador reducido, procederemos como en
el caso del completo. Para ello, de (3.50) y (3.53), se tiene

$i(e) = pi(z) - ki hki(z)
(3.54)

;,'._1(1:) = up.—-l(a:) p.—l - h; (I)

Vi<i<l, z€0
Entonces, procediendo como en (3.30), se tendrd
( Lf(z,u)¢i(z) Lj(a: u)”'l(z) - K Lf(:: u)h' (:L')
py(z) + 773(3 u) — k) Lf(: u)h (z) L
¢2(’5) + "'2 (-"") + 773(-"’ u) — 1"1/“'1(::) — kins(z,u)
‘k'¢1(1’) + 4’2(-"5) + (l"z - "'ll"')h (z)
773(-"5 u) — ’"5772(3 u)
Lzu)ih(z) — ks Ly(zuyhi(z)
#3(z) + m4(z, u) — k3L g(z,)hi(Z) o
¢5(z) + k3hi(z) + ni(z,u) = kypi(z) — kyni(z, )
—ky¢i(z) + ¢5(z) + (kb — kiki)hi(2)
774("'3 u) - ’v2’72(17 u)

Lf(:vu) ¢‘2($)

S o T T B T

—kp2#1(2) + 8L -1 (2) + (Kb =y — Kok )hi(z)
77;,-(3’ ‘“)." k::.-—zﬂz(? u)

Lf(r.u)l‘l‘:v.‘—l'(z) - k‘p;—lL[(:,u)h"l.(z) . .

7' (=, u) + 7, 41(2,u) - ;:.-—_1#‘1(-?) — kpieama(z, u)
—k,, _191(2) + ‘Y Yz, u) = kj,_ k1 Ri(z)
Tpit1(2,2) — kp_175(, %)

L f(zu)Bpi—2(2)

L j(zu)Bpi—1(2)

+ 0o+
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1<i<!l (z,u) € 0O’ xU'. Tomando

v o= (wl,...,wh )= (8i(2),...,bh1(z) YV1Li<I
w = (wl,...,w') (3.55)

se tendrd

(W —kjwi + w) + (k) — Kiki)w
+n3(2,u) — kyma(z, )

< u.}:).‘—ﬁ = —k:').'—Zw"l + w:?.'—l + (k;i—l - k;i—2k;‘.)y" (356)
. +1p.(2,u) — kp,_ama(z,u)
’U.):a.'—l = —k'p;—lwi + 7'(2:.) ’U.) - k'p.'—lk"l Yi
+n.ﬁ-‘+l (3:7 u) - k;.—-lﬂ‘z(z, u)
L ¥ = hi(z)

Vi<i<l, (z,u)€ O'x U

Si tomamos A € R(Pi-1)x(pi-1) B ¢ Rlpi=1)x1 (i ¢ RIXx(ri-1) 1 <
i <1, como en (3.33), y A, B, C, I'(z,u) , como en (3.34) y (3.35)
respectivamente, y
~ i(z,0) — Kini(z,0)
Al(z,u) = : € Rli-1)x1 (3.57)

n;;.'+1(z’u) - k;;—lné(z’ U)
conl<i<Ll,y
Al(z,u)
Az,u) = : € Rin=Nx1 (3.58)
&'(x,u)
V(z,u) € O'x U’, tendremos
w=(A-KC) - w+(A-KC)K -y+ B -T(z,u) + A(z,u). (3.59)

Dado que ¢ = (¢}, u, 03, u%,...,¢4, 4') es un difeomorfismo en O’,

Y = (‘p%,'”avll’ﬂlin-)”’l)
= (hy,-.. kit .. 6h) (3.60)
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también lo serd. Pero

P(z) = (hi(z),...,h(z),é(z) + K(h1(z),...,H(2)))
= (y,w+ K -y) (3.61)
en O', y por lo tanto tendremos
z =97y, w+Ky) V(y,w)€hO)x¢O) cR x R*!
con lo que (3.59) se escribird
(A-KC) w4+ (A-KC)K -y
+ B- r(¢-1(y)w + K- y)yu)
+ AW (nw+ K -y)u) (3.62)
YV (w,u,y) € ¢(0") x U' x h(O").
Sea como antes z(t) la solucién de (3.12), con control admisible u(t) ,
condicién inicial z(tg) y salida y(t) = h(z(t)) ; si W es la solucién de (3.62)
para w(to) # #(z(to)) , es decir
w(t) = (A-KC)b(t)+ (A-KC)K -y(t)
+ BT (y(1), (1) + K - y(1)), u(1))
+ AT y(), () + K - y(2)), u(t)) (3.63)

w

entonces
2(t) = 71 (y(2), w(t) + K - y(t)) (3.64)
es la estimacién de z(2) . Se tiene pues la siguiente

Definiciéon 3.4

Las ecuaciones (3.63) - (3.64) con K dada por (3.52) pero arbitra-
ria, representa un observador reducido de tipo Luenberger para el sistema
observable-c (3.12).

Observacién 3.8
1. Como
¢=(20) : Tz, 0’ € R™ = Ty(z)#(0') € R™,

no se podrd obtener una expresién como la (3.47) para la evolucién del
estimado £ de z , siendo necesario en general recurrir a (3.64), la que
trae aparejada la complicacién adicional de tener que calcular ~1.
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2. Sin embargo, para sistemas no lineales para los que ¥ es lineal, como

en algunos casos de manipuladores robéticos de juntas rigidas, el ob-
servador reducido presenta ventajas computacionales evidentes frente
al completo. (Ver Capitulo 6.)

. Sea un sistema lineal con una salida observable-c, entonces (z) =
T -z con T dada por (3.41) es un isomorfismo. Sean

C-A ky
D= : , K : g R(r-1)x1
C - A" kn_q
yscaw=ypu(z)-K-h(z)=D-z-K-y.

.,
Il

Por el teorema de Cayley - Hamilton, existe
a = [ao,a1,...,a,,_1] € R™*1
talque a-T = C-A".

Entonces, (3.62) se escribird

s —ky 1 0 0 wy
'U:?g —kz 0 1 0 w2
'li),._z —kn_g 0 0 1 Wn-2
Wn -1 | a1 — knoi a2 a3 Gn-1 | Wn-1
[ —ky 1 0 0 ]
~k, 0 1 0
+ : P Doy
—kn_g 0 0 1
| o1 —kno1 az a3 Qn-1 |
[0 CA - kC
0 CcA? - kC
+ cly+ | o - Bu (3.65)
0 CA™?2 — [k, .C
| ao CA™! — kn1C
Pero llamando
0 CAB
Ay = : g Rn-Vx1 p, — : € R(m-1)x1
ag CA™ B
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3.6

Bi=C-B €RY™™, 4;,=[1,0,...,0) € R¥X*r-1)
0 1 0 0
0 0 1 0
Agy = Do e R(r=1x(n-1)
0 0 O© 1
ay az a3 Qn-1

(3.65) queda:

W = (Azz -K. Au) cw <+ (A22 -IK. A12) -Ky+ Any
+ (Bg -LkK. Bl)u (366)

que es justamente la ecuacién del observador reducido de Luenberger

(Cfr.[32)).

Conclusiones

Los sistemas observables-c admiten una forma candnica de observador
general dada por (3.38).

Se puede modificar el observador canénico mediante la adicién de fun-
ciones, cuya adecuada seleccién permite el cumplimiento de H2c., se-
gin lo veremos en el préximo Capitulo.

En el observador completo de tipo Luenberger, puede evaluarse la evo-
lucién de la estimacién de los estados, utilizando (3.47).

En el observador reducido no existe esta posibilidad, y por ello es nece-
sario, en cada caso, evaluar las ventajas computacionales que se pue-
dan obtener usando este observador, haciendo una comparacién entre
las dificultades aparejadas en evaluar %~! , y las que aparecen en la
integracion de un nimero mayor de ecuaciones diferenciales.
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Capitulo 4

La convergencia del
observador

4.1 Introduccién

En este Capitulo se estableceran las hipotesis que determinan la convergen-
cia del observador en tiempo continuo, y se demostrara dicha convergencia.
En principio se tratard la convergencia de] observador a lazo abierto, es decir
cuando el control u es una funcién arbitraria del tiempo, (o sea que para su
construccion no se recurre a realimentacién de los estados).

En este caso, se probari la convergencia exponencial con velocidad arbitra-
ria, del observador, para sistemas observables-c que cumplen con la hipétesis
1. de la Proposicién 3.2, a los que de aqui en adelante llamaremos sistemas
Ocl. Para aquellos que no la cumplan, sélo se podrd demostrar convergencia
asintética del observador.

Posteriormente se tratard la convergencia del observador a lazo cerrado, o
sea, cuando u = u(%,v), con v funcién arbitraria.

Este andlisis se hara para estrategias de control que resuelvan el seguimiento,
tanto de trayectorias como de modelos, con lo cual se abarcardn practica-
mente todos los problemas de disefio de control realimentado. Los sistemas
que se considerardn serdn aquellos que cumplan con todas las hipétesis de
la Proposicién 3.2, ya que es para estos sistemas que se puede encontrar los
controles © que resuelven esos problemas.

Finalmente, se demostrard la convergencia del observador reducido.
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4.2 La convergencia del observador completo a
lazo abierto
4.2.1 Convergencia de los sistemas Ocl.

Consideremos un sistema Ocl.; entonces, de (3.13), existe O’ x U’, entorno
de (zo,uo), tal que

@)
0

LYz wyhi(2)
3 (z )

V(z,u)eO'xU',0<k<p;—1,1<iL L
Por lo tanto, en (3.30), se tendrd que en dicho entorno

n_;:(z,u) =0 (4.1)

2 < j < pi, 1 <1<l Entonces, de (4.1), (3.32) se escribird

W] = Wy
\ vt _, = wi (4.2)
pi- pi .
Wy, = ‘7‘(90—1("”)_, u) = L'}'(wq(w),u)hi(‘r”—l(w))
(Vi = hi(z) = w

1<i<!, V(w,u) € 9(0") x U, entorno de (wo,uo) = (¢(z0), uo).
Entonces, con A, B,T" definidas en (3.34) y (3.35), las ecuaciones (3.43)
y (3.45) se escribirdn

dtzgt) = A-w(t) + B - T(o~ (w(t)), u(t)) (4.3)
y
2O = 4o+ BT GO0

+ K- (y(t) - C- (1)) (4.4)

donde nuevamente z(t) , es solucién de (3.12) con condicién inicial z(to) ,

y control admisible u(t) ,w(t) = ¢(z(?)) y w(t) la solucién de (4.4), con
y(t) = h(z(t)) , y con condicién inicial w(to) # (z(t0)) -
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Consideremos ahora M > 0 arbitrario, entonces, si Az, y,) €5 la clase
de controles admisibles para (3.12) segin la Definicién 2.7, notaremos

UM = {1 € Agguo) : lu()| S M V12> 1o}

(zosuo) —
Supongamos que z(t), w(t) son las soluciones anteriores para u € L{(';’o uo) ?

y £(t) = ¢~ 1(1(t)) ; entonces vale el siguiente

Teorema 4.1
Supongamos que

1. ¢~ es uniformemente de Lipschitz de constante m -1 en ¢(0’),

2. existe V: R — Ry>o creciente, que transforma acotados en acotados,
tal que

IT(z1, %) — T(z2,2)|| < V(llulDllz1 — 22|

V(z1,u),(z2,u) € 0O’ x U’

Entonces, dado @ > 0 arbitrario, existe una matriz I € R™*! tal que
l92) = wt)ll < &illid(to) ~ w(to)l|e™C*)
Vt > tg,con §; constante;
3. si ademas ¢ es uniformemente de Lipschitz con constante m, en O’
2(8) — 2@l < &0 — z(to)[|e™ ")
Yt > to, 2o = ¢~ 2(2i(t0)) y 62 constante.

Es decir, el observador completo converge a lazo abierto en forma exponencial
con velocidad de convergencia arbitraria.

Demostraciéon
Sea
e(t) = w(t) — w(t) (4.5)
el error de observacién; de (4.3) y (4.4) se deduce que
de(t R —1/.-
L0~ aq) - w(®) + BI(e (6(0), u(t)

BI(p~ (w(1)), u(2)) + K (Cu(t) - Cib(1))
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es decir,

de(t)

=~ = (A= KC)(t) + B[M(p™" (1)), u(®))

(e~ (w())yu(¥))] (4.6)

de solucién

€(t) = €U KONg(tg) 4+ [ KO BT (™23, ()

0

= T(e™'(w(r)),u(r))] dr. (4.7)

Consideremos la matriz K de la forma:

[ K0 0 ]
kL0 0
0 k2 0
o :

K=| 0 0 |, (4.8)

0 0 :
: K

| 0 0 kb

Entonces,siV1 <1 </,

[ -k 10 1
-k 01 0
D' = S : € RFX4, (4.9)
—-ki._, 00 1
L —k;;.' 00 OJ
se tendri
D = (A - KC) = diag{D*,...,D'}. (4.10)
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Dado que D' es una matriz en forma companion, {ki,. ..,kf,'.} son
los coeficientes de su polinomio caracteristico, y por lo tanto se pue-
den elegir de forma que su espectro o(D') = {Ai1,..., A, } , se sitie
adecuadamente, y como de (4.10) se deduce que el espectro de D es
la unién disjunta de los espectros de las D, 1 < i < I, se pude elegir
K de forma que

Alpy < ooe <A < ANppy <ov e < Mgy -0 < A < 0. (4.11)

Pero entonces, cada D' tiene sus autovalores distintos, con lo que es
diagonalizable, y si lamamos V;; al siguiente vector fila

Vi = [0 (4.12)

este serd autovector a izquierda de D' para Aij1£7i<pi, 1< L1
Por lo tanto, si

Vi
Ai = V’ (4.13)
Vi
Ai1 0
A= Az (4.14)
0 Aip;
entonces
D' = A71AAY (4.15)
V1< 1< 1. Consideremos ahora los vectores fila
Vi = (0,20, Visn 0, ) (4.16)
a; b;

Vi<jij<pi, 1<i<L1,donde

e = YiZie 1<igl b; n-Yiap 1<i<l
a = 0 bl = 0
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Por la forma de D ,claramente V;; es un autovector a izquierda suyo
correspondiente al autovalor A;; , y si

Vi
V;
A=]| (4.17)
Vi
se deduce de (4.15) que
D = A"'AA para (4.18)
A = diag{Qy,...,0}. (4.19)

Simbolizando con A = o(D) , se tendra que A = A()), serd funcién de
este conjunto de autovalores.

Si reemplazamos ahora (4.18) en (4.7) tendremos
e(t) = ATI(N)eACTA(N)e(to)

¥ /h A= (N)eAC-TAN)BID (o™ (@(r)), u(r))
D™ (w(r)), u(r))] dr (4.20)

y por lo tanto
le@®ll < euE=R AT )| AN lle(to

+ [ MDA A BI G~ (7)), u(r)

- T~} w(r)),u(r))|| dr. (4.21)
Ahora bien, de la forma de B , (ecuacién (3.34)), se deduce que

[1 0 07
10 0
01 0

A(A)B = 01 E

00 1

| 0 0 1]
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y, por el orden establecido en los p; , tendremos que ||A(A)B|| = /p1 .
Por lo tanto, de esto y de las hipétesis del teorema, (4.21) queda

le@ll < uE=NAT ) A lleto)l
t
+ Le*"(“’)||/\“(,\)|| VP1me- V([|u(r)) lle(r)l| dr.
Pero, como u € U(’::"o'uo), V(lIlw(T)Il) £ V(M) = M; V1 ,y entonces

eIl < enE=D A= )| AN lleCto)l]
+ LIAT ) /t., nE|g(r)ldr  (4.22)

con L = Mym,-1,/p1. Tomando §(t) = e~2121(t=%)||g(2)]| , (4.22) queda

6(0) < IAT A eteo)l + ZIAT Q) [ 6(r) o
y por el lema de Gronwall (Cfr.[24])
8(2) < AT A Hle(to)]] eHIAT (lle=to))
Vt > to , con lo que
lle@Il < AT I HA)I Hle(to)] e+ HATINME=te)) (4 23)

Vt > to . Veamos ahora que existe A tal que A\j; + L||A~Y(Q)|| = -« .

Sea p € Ry arbitrario, y consideremos
=1 .
Aij = -—p(z"ﬂ ox)+i 1<j7<pi 1<iLl (4.24)
con 22=1 pi = 0 ; entonces

[ (_p(HE::I Pk))p"l (—p(l‘*'):i:ﬁk) pi—2 L

ay < | CHOTESPT (T

| (_p("-‘*'z::: Pk))p‘-1 (-—-p(p"'"zi:; pk))p.'—z 1 |
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Pero, si t; = ;i=1 j(j —1), entonces det(A;) = P(p) es un polinomio
ménico en p, de grado grd(P*) = ( ;;11 pj) i,y
* *

1

0) (4.25)

A p) = P
Q'(p) »
donde Q"(p). también es un polinomio moénico en p , con el mismo
grado que P'(p) , y los otros elementos de la matriz son también poli-

nomios en p , pero de menor grado. Por lo tanto, cuando p tiende a
+00 ,A™1(p) tiende a la matriz

0 0 0"
E=|: : : € RFXP, (4.26)
+1 0 0

Por otra parte, de (4.17), se ve que

A 0
A= A ,
0 A
con lo que
(Ar)? 0
A= = (A2)™? ’
0 (A)?
y por lo tanto, cuando p tiende a +00 ,A~(p) tiende a
E? 0
E?
E=
0 E!

De alli, por la continuidad de la norma

B -1 _
lim AT =1, (4.27)
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y ademas

lim 1A~ (2)] = +o0. (428)

Pero entonces, para el a dado 3 A* tal que A}, + L||[A™Y(A*)|| = —a,
y tomando & = ||A~1(A*)|| [JA(AY)||, de (4.23) tendremos

lle(@)Il < 61 lle(to)ll e>C%) Vi > 1o,
o sea,

l6(2) — w()ll < b1 [l(to) ~ w(to)l| e*C=2) Vi > 0. (4:29)

Si ademds ¢ es uniformemente de Lipschitz en O,

12@) —z@)l = i~ (@(1)) = ¢~ (w()ll
< mem l0(t) — w(t)|
< M-8y ||B(to) — w(to)|le= (=10
= myn16 |le(E(t0)) — p(z(to))l| e~(%)
< my-161 my||E(to) — z(to)]| e 0) Wi > 1o

y si tomamos §; = m,-16;m, ,
1£(2) — 2(2)l| < &2 |I£(t0) — z(to)l| €7*(%) Vi 1o. (4.30)
|

Observacién 4.1

1. Esta demostracién se basa en la obtenida en [49] para el caso parti-
cular de un manipulador robético, la cual es una generalizacién de la
obtenida en [22] para un sistema lineal analitico en R™ de una entrada
y una salida con grado relativo n.

2. Para el caso de los sistemas afines en el control, dados por

que cumplen las hipétesis 1. y 3. de la Proposicién 3.2, se tiene que

Ti(z,u) = L, hi(z) + Zng(z)L;"(;)lh;(z)Uj V1<i<l, (4.32)

i=1
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y, por lo tanto,
ITi(z,u) — Ti(z,u)l < L5 hi(2) = L hi(2)]
- i—1 - i—=1
+ Z; |Lgj(2) LYz Pi(&) = Lgya) Ly i)l [u;1(4.33)
J=

En consecuencia la hipé6tesis 2. del teorema se reduce a que sean uni-
formemente de Lipschitz las funciones L;‘h;, ngL‘j’"lh,- Vi<:<
l, 1<j< m.

Veamos ahora que en ciertos casos es posible debilitar las hipétesis del Teo-
rema 4.1 :

Corolario 4.1
Supongamos que Z/{(’gvuo) es tal que

1.3rn>0 : YueuM o) 1a solucién z(2) de la ecuacién (3.12)

(zo
verifica z(t) € B(zo,71) Vt > tp , donde B(zo,71) es la bola abierta
de centro z¢ y radio r; en R™;

2. existe s > 1 tal que si 72 = maz {||<,o(p) — @(z0)|| ,p € B(:z:o,rl)}
y r3 = 2 radio {¢~ (B(¢(z0),(1 + s)r2))}, B(zo,71 +73) C O".

Entonces, dado o > 0 arbitrario, existen una matriz K € R**! |, y un
nimero v > 1 tales que si £(%o),z(to) € B(zo,71)N ¢~ (B(p(z0), 2) , se
cumple:

l2(2) = z(2)|| < bre= o) Vi >4,

Demostracién

De la ecuacién (4.20), tenemos que
AM)e(t) = At A(N)e(to)
+ [ MDA BIT AT AN (), ()
~ T~ (AT NAN (7)), u(r))) dr (4.34)
Pero, por la diferenciabilidad de 'y ¢!
L~ (AT (A)AN)B(7)), u(T)) — T( (AT (A)A(A)w(T)), u(T))
= T 6w 2L A ) A () - AQYw(r)]-
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Como por hipétesis z(to),2(to) € B(zo,71) , por continuidad de las
soluciones de las ecuaciones diferenciales, existe t* > 2o , tal que

z(t),%(t) € B(zo,m1 +73) (4.35)

Vig<t<t*. Sean

L1 = maz { gg(é,u) e B(zo,71 + 1r3), u € B(O,M)} ,

!
w

@), 6 € p(B(zo, 1 + Ts))} )

m¢_1 = maa:{

oo Il . —
my = maz{|32)|.5 € Bamm T},
w
entonces, se cumplird

IAM)e@l < e E=R[A(Ne(to)
+_/t 0= BrLime- |AT ) IIAN)e()Il dr - (4.36)

Vo <t<t*,y por lo tanto, procediendo como en el Teorema (4.1),
tendremos
IAMe@Il € A M)e(to)] (4.37)

Vig<t<t®,con

A=A+ AT V)AL
Consideremos ahora, para a > 0 arbitrario pero fijo,

Ann = —a - sLiym,-1./p1. (4.38)

Si numeramos consecutivamente

A= {1, = {81y s tin}
y para 6 > 0 arbitrario hacemos

pr=A, pi=pm—8=xn-6 V2 <i<n,
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de las expresiones (4.25) para A]!, y A~! , tendremos que

lim AT = +oo
, -1 _
Jm A7) = 1,

y por lo tanto existe §* tal que si u; = A1y — 6* 2 < i < n, entonces
AT AE NI = AT AT < s, y de (4.38)

M+ AT O VA Lime <
A+ sy/pilimya = —a = sy/p1Limy-r + sy/p1Limy- = —a;
por lo tanto (4.37) queda:
AT < et A )e(o)l (4.39)
Vio <t <t*. Tomando v = maz{2||A(X*)| ,1},

IAA")e(to)ll = [IA(A")((2(20)) — #(2(t0))]l <
AN (lle(2(20)) = ¢(zo)ll + lle(2(t0)) — ¢(z0)ll)

» T2 T2
242 <
<IAe(2+2) <r
y por lo tanto, por continuidad
Al = Lim |AA")e()l]
< lim IA(A")e(to) e~ C0)

IA(A)e(to)] |~ %)
“A(’\-)E(tO)" < ra.

A

Pero entonces

eIl < IATT NI AN )@ < sr2

= llp(aE) - @) € BO,sr2).
Pero por hipétesis, ¢(z(t)) € B(¢(zo0),72) C B(¢(z0),72(1 + 3))
Vit>1t, conloque
llo(2(2*)) — @(zo)ll < s72 + |le(2(t™)) — p(zo)ll < 2(1 + )
= £(t%),z(t*) € ¢~ (B(¢(20),2(1+ s))
= ||2(t7) — zo|l < |12(t™) — z(¢7)| + ||z(2") — zol|
<rz3+r71.
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Pero entonces la ecuacién (4.35) es vilida para tiempos mayores que t*
por la mismarazdén que antes y por lo tanto, repetiendo el razonamiento
anterior, se tendrd que la ecuacién (4.39) vale V¢ > to, con lo que

le@ll < NATIADINAA) le(to)lle=Ct)
£@0) ~ =Wl < billE(to) ~ z(to)lje™ (") (4-40)
donde & = m amy[|ATI (A A

Vi>t, M

4.2.2 Convergencia de los sistemas observables-c generales

A diferencia de los sistemas Ocl., no serd posible asegurar convergencia
exponencial para los sistemas observables-c generales, salvo para casos par-
ticulares, y restringiendo el valor del error inicial de observacién.

La razén esencial puede entreverse de la ecuacién (4.6) de error, que sin

pérdida de generalidad consideraremos para [ = 1. Entonces tendremos

con

é1(2) ~k 00 0 0
éa(2) —k, 01 0 0
: =| i |ew+ | [T (441
én_1(t) —knq 00 1 0
én(t) k. 00 0 1

10 = ZoenZen)

01(t) = (w(t)+m@De@),u(t), 0<p(t)<1
62(2) w(t) + pa(t)e(t) 0 < pa(t) <1

y por lo tanto

él(t) -—k1 00 0 El(t)
E:z(t) -k, 01 0 Ez(t)
én_l(t) —kn—qy 0 O 1 En_l(t)
én(t) —k, 0 0 0 ] | en(®)
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0 0 ei(t)
0 0 €2(t)
+ : : : - (442)
0 0 En_l(t)
Tni(t) Tra(l) en(t)

De esta ecuacién se ve que el término no lineal de (4.41) se traduce en una
perturbacién T(t) sobre la matriz (A — KC) que aparece sélo en su dltima
fila, esto es, una perturbacion estructurada (Cfr.[54]), y es este tipo particular
de estructura de la perturbacién la que permite dado @ > 0 arbitrario,
asegurar la existencia de la matriz K tal que ®(0(4 — KC + T())) <
—-aVt>t.

Para el caso general, no pasara esto, pues si por ejemplo la perturbacién

es
61(¢)) -1 0 0
0 6(t) -1 0
o= + : :
0 0 0 -1
0 0 0 5a(2)
con lo que
—ky+6(t) O 0
. -k 82(2 0
A-KC+71(t)= B B0 s
—k, 0 on(2)

o(A-KC+T(t)) = {61(t)—k1,...,6n(t)} resultaindependiente de K y por
lo tanto no se podrd asegurar convergencia, (y mucho menos exponencial),
de la ecuacién de error. Se tiene pues, que para sistemas observables-c
generales la pretensién de convergencia exponencial impondra restricciones
adicionales.

Consideremos de (3.38)

O(z,u) = B -I(z,u)+ A(z,u)
1(z,u) Al(z,u)
B-| + :
7' (z,u) Al(z,u)
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entonces las ecuaciones (3.38) y (3.45) se escribiran

B(1) = A-w(t)+O(p7 (w(1)), u(t)
{ya) Z Clug (4.43)
y
Br) = A-0(t)+O(p~ (1)), u(t))
+ K-(y(t) - C- (), (4.44)

con lo que la ecuacidon del error de observacién quedara:

) = (A-KC)(t)+ 0(p™ (w(t) +&(2)), u(t))
- O~ (w(1)), u(?)). (4.45)

Sea
8w, ) = 5= (0™ (w),0)

entonces vale el siguiente

Teorema 4.2
Supongamos que

1. ¢~' y ¢ son uniformemente Lipschitz de constantes m, -1 y m, en
@(0") y O' respectivamente

2. sup{llé(w,u)ll,w € p(0"),ue€ u(';{m)} =M < 00

3. existen P,Q € R™*™ | matrices definidas positivas, y una matriz
K € R™! tales que

QUA-EKC)+(A-EKC)'Q = -P (4.46)
% M;y; (4.47)

entonces, existen «,6 > 0 tales que
l18(t) — =()]| < 6lI(t0) — z(to)lle= ")

Vit 1.
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Demostracidén

Consideremos la funcién V(t) = e(t)TQe(t) , entonces

V() = 2¢(t)TQé(t)
= 2:(t)TQ(A - KC)e(t)
+ 26(1)7Q [O(p™ (w(2) + £(1), u(t)) ~ (¢~ (w(t)), u(t))]
= —e(t)T Pe(t) + 2¢(1)7Q ( / *B(wlt) + se(t), u(t)) ds) £(1)
0
< “min(P)lle)I®
1
+ 26077Q ([ 19(w(t) + se(t), u(t)l ds ) e(t)
< =Omin(P) = 2 QUMD = —plle@)I>.

Pero Apmin(Q)le@I? € V(1) € Amaz(Q)|e®)]* Y t y por lo tanto

M < _—F* __
V() = Imaz(Q)
V(1) < V(to)e2a(t—t0)

le@)* < :\\—:%||e(to)uze_za(t-to)

1
el < [ 8] letto)emete=

2a

4

4

4

y tomando

_ [Amaz(Q)
6= [/\mtn(Q)

31
2
MM,
obtenemos

I1£(2) — z(2)|| < 6]|2(to) — z(to)”e—a(t—to)

Como en el caso del Teorema 4.1 es posible relajar las hipStesis del teo-
rema anterior en la siguiente forma:
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Corolario 4.2
Supongamos que Z/((’:,’,’0 uo) €S tal que

1.3, >0 : Yue Z,((’fo'uo) la solucién z(t) de la ecuacién (3.12)
verifica z(t) € B(zo,71) Vt > 1o , donde B(zo,m1) es la bola abierta
de centro o y radio r; en R";

2. si 13 = mas {||<,o(p) #(20)ll € Blzo,r1)} ¥
r3 = 2 radio {1 (B(¢(z0),2r2))} , B(zo, 1 + 73) C O';

3. si maz {||6(w, ), w € ¢(B(zo,m1 + 73)) ,u € B0, M)} = My, exis-
ten matrices P,Q, K , como en el Teorema 4.2.

Entonces, existen a > 0,v > 1 tales que si
£(t0),z(to) € B(zo,m1)N ¢~ (B(¢(z0),2), se verifica

2(2) — (@)l < 61ll&(to) — z(to)lle™=) Vi to
con §; constante.

Demostracién

Nuevamente, como por hipétesis z(20), 2(%0) € B(zo,71) , por la conti-
nuidad de las soluciones de las ecuaciones diferenciales, existe t* > g ,
tal que

z(t),a‘:(t) € B(zo,rl + 7‘3)
Vip <t<it®

Pero, por el teorema anterior, para tales ¢t vale

1
el < [522=2] letoljem=-2 (4.48)

con a definido alli. Pero entonces

el = el mEg;] le(to)le~=' =
= el < 2= e
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Sea ahora

Vv = maz {2[%]%,1} ,

entonces

lle(to)ll lle(2(20)) — #(z(t0))l

lle(2(t0)) — #(zo)ll + lle(2(%0)) — #(zo)ll

AN A

y por lo tanto ||(t*)|| < r2 . Pero

2(t") € B(zo,m1) = @(a(t")) € B(¢(zo),72) =
lle(2(7)) = e(zo)ll < llp(3(2") = ezt + lIe(z(t7)) - @(zo)ll
< T9 4 1y =27 =>
£(t"),z(t") € ¢~} (B(#(20),2r2)) =
12(2%) — zoll < [I2(2") — ()| + [|l=(z") — zol|
<rs+r7,
con lo que

z(t*),z(t*) € B(zo,71 + 73)

y razonando como antes, la ecuacién (4.48) vale V't > to , por lo que,
si tomamos

8! - ~ —_—
My—1 = maz £ (@), 6 € o(B(zo,71+73)) ¢,
a - . o
m, = ma.:c{ a—i(p)",pe B(zo,73 +1‘3)} y
Amaz(Q)]
h o= [Am.-n(Q)] Tt
tendremos

12(2) — z(2)l| < 61llE(to) — z(to)]|le™ ") Vi >to
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Observacion 4.2

Del teorema y el corolario anteriores, se ve que no es posible en gene-
ral fijar la velocidad de convergencia del error de observacién. Ademais,
la existencia de la solucién de la ecuacién de Lyapunov (4.46) que cumple
con (4.47) serd posible en general cuando M; sea pequefio, es decir, para
perturbaciones pequeifias de la matriz A — KC .

Con el objeto de determinar condiciones sobre la perturbacién de A — KC ,
consideremos ahora las siguientes definiciones y proposiciones: Sea M una
matriz estable de K*** ' = Ro K =C.

Definicién 4.1 (Cfr.[55])
El radio de estabilidad de M ,

re(M) = inf{||D|| : 9(A+ D)NC; # 0}
es la norma de la “menor” perturbacién desestabilizante D € K"*" de M.

En general se verifica

0<rc<rr<sn(M) donde (4.49)
sn(M) =min{X: X € (M M)} = |M7~} (4.50)

si det(M) # 0.
Obsérvese que el radio de estabilidad no contempla estructura alguna de la
perturbacién, que es justamente nuestro caso.

Que la distancia de o(M) al eje imaginario no es un indicador valido
de la inmunidad de M frente a perturbaciones se puede ver en el siguiente
ejemplo: sea

M, = [—k __lf],ke./\f =
Mt = [—18—1 _lf—l] =
o(My) = {-k,—k}, ||M]| = O(k)
con lo que
kli_.n;ogt(a(Mk)) = —00

lim sp(M;) = 0.
k=00
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y por (4.49),
lim rr(My)) = 0
k— oo
El dnico caso en que se puede asegurar una relacién directa, viene dado por

la siguiente

Proposicién 4.1 (Cfr.[55])
Sea M € C™*™ estable y normal con autovalores

Aj = —aj + wj, a1 > ...an, > 0. Entonces
1. re(M) =ayn
2. siM e R, re(M)=rp(M)=an
|

Si bien en esta proposicién se requiere la normalidad de M , el siguiente
resultado muestra la "casi normalidad”, en este sentido, de las matrices
estables:

Proposicién 4.2 (Cfr.[55])
Sea M € K™*" estable con autovalores A\, < ... < A; < 0 .Entonces,
3T e Gl(n, K) tal que |\| =7 (TMT!). B

Para ver cémo se pueden utilizar estos resultados en nuestro problema, con-
sideremos el sistema no lineal dado localmente por las siguientes ecuaciones:

(&1 = = + lorul 4 Jeault
To = z3 + Izgul% + Il'a'ul;_
(4.51)
Znl = Zpn + Izn_1u|;— + |:cﬂ'u|;'
T, = z; + Iznul% + |z1u|%
L ¥ = T2

En este caso, de (3.29), se deduce que

w(z) =



Consideremos ahora

P(Tw) = BTp(z) : 0" = uT(p(0")) (4.52)

con >0, y T € Gl(n,C) cualesquiera; entonces si w = (r,)(z)
W = @(1,.)(2) , (4.43) se escribird

w(t) = TAT™'+ pTO(ppp,,(w(t)),u(t))
{y(t) e M (4:53)
y (4.44),
w(t) = TAT'i(t) + pTO(p(7,,) (D)), u(?))
+ uTK -(y(t) — p~1CT1i(1)) (4.54)

con lo que la ecuacién del error de observacién para este observador modifi-
cado quedara:

E(t) = T(A-KC)T (1)
+ UT [O(p (1) + £(2)), u(®)) — O(P,(w(®)), u(t))|4.55)

Para este ejemplo particular, tendremos

é = T(A-KC)T'e+piTA (4.56)
con A = col{Ay,...,A,}

JANY

(73w + el = (T2 )l

T i ORI LE e O I

s
||

(@@ + el = (T @D
+ AT @t - (@l (@87

2 < i < n. Es evidente, que en un entorno de w = 0, el Teorema (4.2) no
es aplicable, pues las derivadas de A no son acotadas, y por lo tanto, las.
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perturbaciones tampoco. Sin embargo, de (4.57) tenemos
1 = (@7 @+ @l - (T @)l
+ I @+ @l - 1@l fulb
[T @Disa + @ Diaalt = (T @il

1T @)+ @ EMF - (@7 w)l?] ful?

A

con lo que

a1] < [Tl + 1T ] 1
< 2Tl
A < [T Eonl? + (TP ul?

1
2T~ (e)||? [ul?

IA

Pero entonces
1
3T Al < 2npE | TINT2 ) 7 lel| ¥ ol 2
y si en particular tomamos, para M; > 0 arbitrario
M.
= ——I—J_ sale
2n|[T|N1T-2|

1 1, 1

lezTA|l < Mlellz]ul?

W=

7

y por lo tanto en este caso el operador P = P(, T,,) dado por:

Pie — uT [0(pg,(w+e),u) - 0(pg, (w),u)]  (4.58)

serd un operador de L?([tg,00),C") , en tanto y en cuanto u € L?([tg,00),R).
Ademads, en este caso

IPIl = inf{y € R: [Pl < Yllvllz=} £ M1 My

donde ahora My es la cota en L? , de la clase de controles admisibles
considerados que simbolizaremos con U(fo,,uo)‘»
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Veremos ahora que la posiblilidad de elegir T , y por lo tanto u tales
que la solucién de la ecuacién de error (4.55) tienda a cero asintéticamente

se deriva del siguiente

Teorema 4.3

Dado el observador descripto por la ecuacién (4.54), con ¢(r,,) dada por
(4.52),siVT € Gl(n,C) 3 p = u(T) € Ryo tal que el operador P definido
por (4.58) resulta acotado, independientemente de T, entonces 3 i € R"*/
tal que el error de observacién dado por (4.55) converge asintéticamente a
cero.

Demostracién.
Sea ||P|| = M; , por lo tanto existe &' € R™*! tal que si

c(A-EKC)={l<...< A <0}

entonces M; < |A\;| . Pero de la Proposicién 4.2 se vé que 3 T* €
Gl(n,C) : |M| = re(T*(A = KC)T*)"') . Consideremos esta ma-
triz T* y el p* correspondiente, y denominemos por simplicidad
AaT*(A- KCYT*)™.

Sea el operador de convolucién £ de L2?([tg,00),C™) dado por

(Lv)(t) = /oo e‘&("")v(s) ds;

to

en [54) se prueba que

y como de (4.55) se obtiene
. t
e(t) = eAlt-to)g(t0) + /to AP 1o u(ry () (E(T)) dT (4.59)

entonces

]|eA(')€(t0)”L2 + |12 Pl llellza
- M
"eA(')E(to)"Lz + =L ”EHL2
[A1]

IA

llel L2

lle#Oe(to)ll2 + ellell»
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cona:ﬁlll[<1.

Pero como A es estable
1

1- o(”eA(')E(to)”L2 < 0o.

llellzs <

Veamos ahora que ¢(t) — 0 : como
e~ e (to)]] < MM =le(to)]

con M > 0 fijo, el primer término de (4.59) tiende a cero. Considere-
mos el segundo término, escribiendo por simplicidad

P(u® T, w(t), u(t))(e(t)) = é(2)
se tiene que 6(-) € L?([tp,00),C™) . Entonces

o0 = [ ‘eAt-"5(r) ar

to
i - t .

= /2 eAt-7)§(7) dr +/ eAt=7)§(7) dr
to H

t-to . t
= .[ eA6(t— 1) dr +[ eAlt-"§(r) dr
z 2

2
donde hemos supuesto que ¢ > 2¢¢ , con lo que

t—to - t -
Il < [, el lisce = mllar + [ e 16l ar
H z
y por la desigualdad de Schwartz en L? , se tiene

1

I A e N A

L 2

[ rt - 2 '21 t
+ | [neden dr] [/ ls(oI? dr]
LY 2 2

1

© - 9 2
[ e dr] Il

L™ 2

o [ 0] [ S s dr] %

2

1
2

IA
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Pero [|leA0)]|, 16(-)|| € L([to,0),R) , y como para toda
f € L*([to,0),R) , vale

00
lim / If(*)? dr =0,
—_—00 t
lim [l(0)]] = 0.

Observacién 4.3

De lo anterior se observa que es posible obtener para los sistemas ob-
servables - ¢ generales, convergencia asintética considerando en la clase de
controles admisibles aquellos que son acotados en norma L? , y no en valor
absoluto, bajo la hipdtesis de que un cambio adecuado del modelo inicial del
observador, via T* conduzca a un operador P adecuado.

4.3 La convergencia del observador completo a
lazo cerrado

Trataremos en este apartado la convergencia del observador completo a lazo
cerrado para un sistema no lineal de control, cuando el objetivo del control
de tal sistema sea

¢ El seguimiento de una trayectoria arbitraria en el espacio de salida.

e El seguimiento del comportamiento entrada - salida de un sistema mo-
delo dado, el modelo de referencia, de comportamiento mas simple que
el sistema original y por lo tanto mds facil de controlar.

Ahora bien, se puede ver (Cfr.[25], [31]) que los sistemas observables-c para
los cuales es posible disefiar controles que cumplan con estos objetivos, atin
conociendo exactamente los estados del sistema, son aquellos para los que
se cumplen las hipétesis de la Proposicién 3.2. Por ello, de aqui en mas
supondremos que trataremos con un sistema de esas caracteristicas.
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4.3.1 La convergencia en el seguimiento de trayectorias

Consideremos un sistema con m entradas y ! salidas; de acuerdo a (4.2)
tendremos

i

u’;'i = w)
. (4.60)
u:,:?i—l = w;’.'
Wy, = 7' (w)u)= L‘}'(v_l(w),u)hi(‘r"—l(w))
V1<i<|I, (w,u) € (O') x U', entorno de (wo,uo) = (¥(z0), vo)-
Ademads, de acuerdo con la hipétesis 2. de la Proposicién 3.2, si
T = col{7},...,7'},
. [or
rango matriz %(zo,uo) =1l (4.61)
Sea ahora la trayectoria a seguir
Ya(t) = col{ya1(t), ..., var(t)}, t210 (4.62)

tal que Yy = {y(’) 0<7<pi,1<i<l, t2> 1t} estd definido.
Si se tiene acceso a todos los estados del sistema, tomando de acuerdo a
[25], [31],

i = y(f' Z-‘?-J (w - ydf 1)) (4.63)

1 <7< lcong;; €ER arbitarias y suponiendo que existe u* tal que
v = 7 (o (w),u") Vi<i<Ll, (4.64)

reemplazando en (4.60) se tendrd :

1

'l.bl S )
, (4.65)
li)' i=1 =
'f —_ (;’- _ f _ (j-1)
Wp, = Y J—l 9ij ( i — Yai
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1 <7< 1. Sillamamos 6§ = wi — yg al i-ésimo error de segimiento,
tendremos que

el e iy S
0 = 6 = ﬁ;‘z_yd'_) _ wé—y‘(,,-)

(4.66)
6;:__ = 5;;.,_1 = w;‘_l_y‘(i?s—l) — w;"i_yt(i?i_l)

Como se tiene que 6§ = 6{(j—1) 1<j7<pi, 1<i< 1, de (4.65) tendremos

& = &
. . (4.67)
fw = 8 o
&, = —Tiiigi6 = -0k, ¢i(61)7
1<i<l.Ysié= col{6{,...,6f,'.} , se tendrd
0 1 0 0
0 0 1 0
=1 : : : : 6 =1z (4.68)
0 0 0 1
—gi1 —gi2 —4gi3 —3Gip;

V1< i< !,y como las matrices ! estin dadas en forma companion, una
adecuada eleccién de los gij, 1 £ j < pi, 1 <1 <!, hard que los errores
&' converjan a cero, independientemente de sus valores iniciales, es decir,
se seguird la trayectoria deseada con error decreciente exponencialmente, y
con la velocidad deseada.

Para verificar la existencia de u* en (4.64), consideremos

F:pO)xU xR xR 5 R
"F(w, u,}-,d’ G.,) = I‘((p“l(w),u) -

donde

= col{vy,...,m}

= {glla cee93Q1p1- - --,glm}-

19 TS
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Si

wo = (o)
Ydo = {0,...,0,71(99_1(100),“0))-°"07"'10771('10—1(100)"“0)}

entonces,de (4.61)

. [OF - -
rango matrzz{a—u(wo, uo,ldo,O)} = rango (.7-') =1 y
J’(wo, Uo, i’dO,O) = 0.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que las / dltimas columnas
de la matriz F son linealmente independientes, y fijando uf = ug; 1 <
1 < m -1, tendremos por el teorema de la funcién implicita que existen
0" C ¢(0"), U" C U’, A; entorno de ¥ en R™+ A, entorno de 0 € R™ ,
y una unica funcién C*®

}-(w’Q(wa ?da G-’),?d,é) =0

donde §2; = up; 1 <7 < m— 1, es decir que existe

. u* = Qw,¥,,G):
e Hw),u)=vV1<iL!

en el dominio antedicho.

Observacién 4.4

El resultado anterior exhibe la limitacién en las trayectorias a seguir,
(aquellas tales que Yy € A; ), y la de la velocidad de convergencia del error,
dada por G, y por lo tanto restringida a As .

En lo sucesivo, supondremos la validez de ambas sin notarlo explicita-
mente dado que un cémputo exacto de las mismas s6lo es posible en los casos
particulares. Asimismo, por simplicidad, supondremos que ¢~1(0") = 0’,
U” = U’ , y notaremos = (w) , sin hacer, a menos que sea necesario,
mencién explicita de su dependencia respecto de Yy y G.

Supongamos ahora que no disponemos de los estados del sistema, sino de
sus estimaciones por el observador completo. En este caso, para determinar
los controles v; en (4.63), y por ende u* en (4.64), lo natural es tomar:

pi . .
v=ylf? =Yg (0 - i) (4.69)

=1
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1<il,y
u* = Q(). (4.70)

De (4.69), identificando de ahora en mis G con la matriz

g1 91, 0 0 0 0
0 0 0 0
. . 9oz ] , (4.71)
0 0 0 0 an Gip,
y notando
Yy = col{ya,--- ,yg‘;"l), ey Ydlye oo ,yS‘,"-l)} (4.72)
tendremos
yi )
v = : - G(w -Yy) (4.73)
(o1)
Yar

y resolviendo (4.64) en este caso, es decir obteniendo v = Q(w) , y reempla-
zando este control en (4.60) y su similar para el observador, tendremos

(i i

’w1 = w2
< oo = u (4.74)
W, = 7 (e (w), D))
L Vi = w}
1<igl,
by = —kidf + 0+ Ky
e (4.75)
;:_,,-...1 "k;.--ld’i + w.p.' + k;i—ly‘
w,, = —kp0f + (e (D), AUw)) + K ui
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1<i<!. SiQ(w) eslasolucién de (4.64) para v dado por (4.63), tomando
los errores de seguimiento 6_,‘,'- , como en (4.66), tendremos

i o=
s o
b = G .

0 = = X5L19i6 + 7' (07 (w), Qw)) = 7 (7 (w), Aw))

1< ¢<1l,ysi, comoen (4.5), ¢ es el error de observacién, de (4.74) y
(4.75), tendremos

€1 = —kieji+¢3
.......................................................... (4.77)
"'f'e-'—l = ke +e, X )
£, = =k &+ (7 (@), U@)) = 1 (¢ (w), Uw))
V1<i:<!.Sillamamos
[0 1 0 0
. 0 0 1 0
I o= ) ) . ) (4.78)
| —9i1 —gi2 —9i3 ... =Gip,
K 10 0
K 01 0
L = : Do : (4.79)
~ki_y 0 0 1
-k 0 0 0
1<i:<l,y
5l 0
DX
o = , (4.80)
| 0 Z
" 51 0
=3
T, = (4.81)
| 0 =%
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T = [21 0] (4.82)

0 =
B = [Jg g] (4.83)

donde B viene dada por (3.34), y consideramos
p=col{6,...,8',e,...,e'} = col{b, e}
el error del sistema a lazo cerrado, tendremos que
Bt) = Z-u)

5 [ T(e™ (w(2), Q@(t))) = T(¢~ (w(t)), w(?)))
T B p(em1 (), 2(w(1)) - (e~ (w(t)), Q(w(t)) | 459

es su dindmica.

Podemos ahora establecer la convergencia a lazo cerrado del observador,
es decir, la convergencia a cero de x , con velocidad arbitraria de convergen-
cia:

Teorema 4.4
Supongamos que

1. ¢~ es uniformemente Lipschitz de constante m,—1 en ¢(0’),

2. existe V: R — R>0 que transforma acotados en acotados, tal que
ID(z1, 2(e(2), G)) — T(z1, Asp(21), ENIl < V(IGDlo(z2) - o)l
VzlaIZ € OI,

3. T cumple:

IT(z2, 2(¢(22), G)) = (21,2 (22), G)I| £ mr(lIG]) |21 = 22l
Vz,,z, € 0',G € Rxn,

Entonces, dado @ > 0 arbitrario, existen matrices I{ € R,
G € R'*™ tales que

lo(t) = w(t)]] < &i|lw(to) - w(to)|le= (=)
lo(t) = va(®)ll < S2lly(to) — valto)lle™C)

Vt > tg,con §;,8, constantes;
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4. si ademds ¢ es uniformemente de Lipschitz con constante m, en O’
l£(t) = ()|l < ballzo — z(to)lje~ ")
Vt > to, 20 = ¢~} ((2o)) y 83 constante.

Es decir, el observador completo converge a lazo cerrado en forma exponen-
cial con velocidad de convergencia arbitraria, para el seguimiento de trayec-
torias.

Demostracién

De la ecuacién (4.84), tenemos los dos sistemas siguientes:

() = T16(t)+ B [L(¢™ (w(1)), 2((2), 6))

— Tl (w()), Aw(2), 6))] (4.85)
&) = Tae(t)+ B [T(p™ (&(1), (1), 6))
= T(p™(w(1)),Q(a(1), 6))] (4.86)

Pero 0(Z;) = Uo(Z}) y por lo tanto se podra fijar a voluntad eligiendo
convenientemente los g;; , dado que las matrices £] son companion;
por lo tanto existe una matriz G* € R'*™ tal que

0(Z1)={Mp <...< A1 <...< Ajp, €...< A1 = —a <0}

Consideremos esta matriz fija, y simbolicemos con £} la matriz co-
rrespondiente dada por (4.80). De las hipdtesis 1. y 3. se deduce

I (o™ (), 2, G™)) = (o™ (), R, G| <
mmmr (Gl - wl

y por lo tanto, para (4.86), vale lo expuesto en el Teorema 4.1 con lo
que, dado

f>a (4.87)
arbitrario pero fijo, existird K'* € R ta] que

lo(t) —w®)ll < &illb(to) — w(to)l|e~Pl=%)
< &lld(to) — w(to)lle™>"%).  (4.88)
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Pero, de (4.85) se obtiene
6(t) = eFilt-lg(1y)
+ [ BB [N (), A(w(), 67)
- T(p M (w(r)), NUw(r),GY)| dr =
6 < em=t=t)pgy ||5(20) |
+ / e at=n 0, | BV (G D ll(r) - w(r)| dr

to

y de (4.88), dado que ||B|| =1,

6@ < et )M lé(to)l (4.89)
- - t
+ MiV([|G*|)é1][d(t0) — w(to)ll / emo(t=)e=P(=7) gr
to
= e (=) M ||6(to)]
+ MM, (1 e (Pme)t-to)) gmalt=to) (4.90)

y por lo tanto

16 < 62ll(to) — va(to)lle™ ")

VUG IDb1lld(to) ~ w(to)l

M, = o
b2 = M; (1 + ”5(to)l|>

donde hemos supuesto, sin pérdida de generalidad, que ||§(Z0)|| # 0
La demostracion de la dltima afirmacidn del teorema es igual a la dada
en e] Teorema 4.1 y la omitimos.

Observacién 4.5

1. Las hipétesis 2. y 3. del teorema establecen una especie de Principio
de Separabilidad, (Cfr.[56], [57]) para el sistema a lazo cerrado. En
efecto, la hipétesis 3. y las estructuras de las ecuaciones (4.85) y (4.86)
marcan la independencia de la dindmica del observador respecto de la
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seleccién de la matriz G , salvo la desigualdad (4.87), natural por otra
parte en toda estrategia de control que involucra observadores, a saber:
la dindmica del observador ha de ser mas ripida que la del controlador.

La hipétesis 2. junto con (4.85) y (4.86) establecen esencialmente la
posibilidad de fijar la dindmica del controlador segin las exigencias
externas (« ), independientemente del observador.

2. Es facil ver que los sistemas analiticos con grado relativo global que
cumplen con la hipétesis 3. de la Proposicién 3.2, tales que la matriz de
desacople A depende s6lamente de las salidas {y;,...,%} , y las otras
no linealidades de la forma normal (Cfr.[25],[29]) son uniformemente
Lipschitz, cumplen con las hipétesis del teorema.

Para dar un resultado similar al Corolario 4.1, debemos especificar las clases
de trayectorias a seguir. Con precisién, consideremos

T = {ya€C” ([to,0),R) X ... x C* ([to,00) , R)
[IYa(t) = p(zo)ll < 7Vt 2 to} (4.91)

donde ys e Yy vienen dados por (4.62) y (4.72) respectivamente. Vale
entonces el siguiente:

Corolario 4.3

Dados a,r; reales positivos arbitrarios, e yg € 77! , existen matrices
K* e ™y G* € RI*™ | y un niimero positivo éo(a, 1) , tales que si y(t)
es la salida del sistema no lineal a lazo cerrado correspondiente a la solucién
z(t) de (3.12), con condicién inicial z(tp) € ¢~} (B(Y4(to), €0)) , entonces

”'l-b(t) - ‘LD(t)” < 61”12;(10) — w(to)”e-a(t—to)

ly®) ~ wa®ll < b2lly(to) = palto)lle™>=)

Vt > to,con §;,62 constantes. En otras palabras, el observador converge a
lazo cerrado en el seguimiento de la trayectoria y4 , y este seguimiento se
hace con decrecimiento exponencial del error.

Demostracién
Dado a , sea como en el Teorema 4.4 G* la matriz correspondiente, y
consideremos
L, = maa:{ £ N XA B(s’(zo),3rl)}
Zl(e=1(p).02(0.G*))
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Q
ow

. or
(G = max{ x _
Ul(e= (p),02(0,G*))

7,9 € B((20),3m1) }

a -1
I m{ 2

Entonces, como en el Teorema 4.1, existe K* € R™*! tal que

(9.G°)

peW}

=M1+ AT )IVeIme-1 Ly = —(a + 1).

Sean

81(A")

€0

AT )] |1I_A()\‘)I| >1 y

M1+ V(IG R0 ~

donde A viene dado por el Teorema 4.1 y M; por el Teorema 4.4.
Como (1) es arbitrario, podemos tomarlo como:
w(to) = Ya(to).

Si suponemos que z(?9) cumple con las condiciones de la hipétesis,
tendremos que

llw(to) — ¢(zo)ll < llw(to) — Ya(to)ll + [[Ya(t0) — #(=o)ll

< €+7r <2r.

Por lo tanto por la continuidad de las soluciones de las ecuaciones
diferenciales, existe t™ > to tal que

w(t) € B(p(z0),2r1) Vo <t < t°
‘lb(t) € B((,D(:Bo),31‘1) Vip<t<th,

y por lo tanto, como por el teorema del valor medio alli se tiene

L~ (D(1)), A (1),G%)) ~ T(e™'(w(1)),2(w(2),G7)) =

aT (¢~ (p), Q@(1), G™))
0z p=p(i):| «
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con p(t) = u(t)w(t)+ (1 — p(t))w(t),0 < p(t) < 1, de (4.86) se deduce
como en el Teorema 4.1,

(t) = A" (A")e~ At A(A")e(20) +

t -1 - ol
/ A—l(/\-)e-A(t—‘r)A(/\-)B (e (p)bg(w("')ac ) ] e(t) dr
1 p=p(7)
con lo que
lle@)ll € &1 (A7)e~ HVE=0)je(t0)]| < 7y (4.92)

V19 <t <t*. Pero entonces, al igual que en el Corolario 4.1,
@)l < 1
con lo que
1D(2) = p(zo)ll < llw(t™) — e(zo)ll + le(@)I} < 21 + 1 = 3y,
Ademis, de (4.89)
18I < M3 ([I6¢0)]) + TAIGDERNlle(to)]l) e,
y como [[6(20)ll = lle(o)ll »

6@ < Millet)ll (1 + VUG HEMN)]) et
< meet=) <y (4.93)

Vig<t<t*,conlo que
N6l < r1.
Pero entonces,
lw(™) = e(zo)ll < [IYa(t™) — @(zo)ll + 16| < 1+ 11 =21,

y por lo tanto existe £** > t* tal que (4.92) y (4.93) se cumplen
Vg £t <t™,delocual se deduce que estas ecuaciones valen V¢ > to .

Observacién 4.6
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1. 6;(A\*) crece con r; , y por ello no debe esperarse sin mds un creci-
miento de ¢¢ aumentando r; , es decir permitiendo trayectorias de
mayor excursion.

2. Asimismo,M; , (y eventualmente V(||G*||) ) aumenta al crecer a , y
por lo tanto, una mayor velocidad de convergencia disminuird la tole-
rancia al error inicial, o el conjunto de trayectorias a seguir admisibles.

3. Se vera posteriormente que los resultados de esta seccién son aplicables
directamente al caso de manipuladores robéticos de juntas rigidas.

4.3.2 La convergencia en el seguimiento de modelos

El objetivo esencial en el seguimiento de modelos es establecer leyes de con-
trol que permitan que un sistema no lineal con salidas siga el comportamiento
entrada - salida de otro sistema, el modelo, de estructura considerablemente
mas simple que el original, (y por lo tanto mas ficil de controlar), o que
tiene caracteristicas especiales que lo hacen atractivo para la emulacién por
parte del sistema original. Si bien es posible establecer condiciones para que
un sistema no lineal con salidas, como el dado por la Definicién 2.4 siga un
sistema modelo dado también asi definido (Cfr.[31]), ya que trataremos con
sistemas que cumplen con las hipétesis de la Proposiciéon 3.2, plantearemos
el problema del seguimiento de modelos (local) en los siguientes términos:

Definicién 4.2
Dado un sistema analitico

(52 i o0

f O'xU —-TR" fec¥
h O'-R™ hec¥

donde O’ x U’ C R™ x R™ es , como antes un entorno de (zg,u%p) , Yy un
sistema modelo también analitico a seguir:

¢
ym

fM(C)“")
har(€) (4.95)
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M O"xU"—-R™, fypeC
ha 0" = R™, hyy €C¥

donde O" x U" C R"™ x R™M | es un entorno de ((p,wo) , €l problema
de seguimiento local de modelos consiste en encontrar una funcién analitica
a:01X03x03 = U ,con0; x03%x03 CO" x0”xU" entorno de
(zo, o, wo) , tal que si §(t,zp) es la solucién del sistema

£(t) = f(z(1),a(z(1),((2),w(?)))
y(t) = h(z(d)) (4.96)
$(t0) = To

con w(t) control exterior admisible y ((t) dada por el sistema

(&) = iM(é()t),w(t))

M = M

(te) = Co (4.97)
w(to) = wo

de salida simbolizada por yam(2,{o,wo) , entonces §(t,zo) — ym(t,{o,wo) es
independiente de w(t) V1t > tg .

Para los sistemas lineales analiticos, se establecieron condiciones para la
solucién del problema de seguimiento de modelos, en términos de sistemas
eztendidos y estructuras de infinito, en [59] y [31]. En el caso particular en
que ademds el modelo es lineal, se solucioné el problema, en términos de
dindmica de los ceros y desacople de perturbaciones, en [58], [31). En todos
estos casos se exhiben computos explicitos de a .

Para sistemas no lineales como los de la definicién anterior, si bien en
[31) se obtienen condiciones para la resolucién del problema, no se exhibe
ningin método para la obtencién de a . En lo que sigue, y basindonos en el
desacople de perturbaciones, obtendremos para los sistemas (4.94) y (4.95)
a explicitamente.

Definicién 4.3 ([31)])
Dado el sistema no lineal analitico

z
y

f(z,u,q)
h(z) (4.98)
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f OxUxQ—-R" fec”
h O —=TR™ hecC“

donde ¢ € R™ se considera una perturbacién, el problema del desacople lo-
cal de perturbaciones consiste en encontrar localmente una funcién analitica
a:01x05—U",con O] x 0y C O'x U’ entorno de (zg,u0) , tal que en
el sistema transformado de (4.98)

2(t) = f(z(t),e(z(t),v(1)),9(2))
y(t) = h(z(1)) (4.99)
z(tg) = zo

la salida y(t) sea independiente de g(t) V¢ > to , donde v(t) es el control
exterior.

Si se puede medir las perturbaciones, entonces la funcién analitica que se
buscaes a: 0] x 05 x 05 — U’ ,con 01 x 05 x 05 C O’ x U’ x Q entorno
de (zo,u0,90) , tal que en el sistema transformado de (4.98)

igt; = igzgtgsa(z(t),v(t),q(t)),q(t))

y(t = z(t

Yy = = (4.100)
g(to) = o

la salida y(t) sea independiente de g(t) VI > to .

Proposiciéon 4.3
Consideremos el sistema (4.98), tal que en un entorno
01 X 02 x O3 de (zo, ©o, go) se cumplan:

1.
9 .,k
Bu; L @unhi(@) =0
0<k<pi-1,1<i<m1<j<m,
2.
9 &
5g; Liemahi(®) = 0
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3. dada

)0 L .
A(z,u,q) = matrzz{a—WL;‘(zvu'q)h.'(z),l <45 < m} ,

TangOA(xO7u0$ qO) =m,

entonces el problema de desacople local de perturbaciones tiene solucién
local.

Demostracién

De 1. y 2. se ve que las funciones Ly(; . q)hi(z) dependen sdlo de z
en un entorno de (zo,%0,9) 0 < k< p;—1, 1 £i < m. Consideremos
la codistribucién regular

Q! = span {dhl’dehlv--,dL?_th,...,th, e ,dL;M-th}

y los campos vectoriales en R™ paramétricos en u,q dados localmente
por

17, .
Xj('vu’ q) = a_éf_(',u’q) 1<j7<m,
J

donde por abuso de notacién identificamos un campo en R™ con sus
componentes en la carta candénica. Entonces, la hipétesis 2. indica que

xi(z,u,q) € Qz)t 1< j< m. (4.101)

Consideremos O] x 05 x O} entorno de (zo,u0,g0) contenido en

01 x02x03 adeterminar, y supongamos que existe & : 0] x05x 05 —
05 €C¥, con afzo,v0,g0) = uo, Vo € O) arbitrario. Sea y(t) lasalida
de

£(t) = [f(=z(1),e(z(t),v(2),q(2)), q(?))

y(t) = h(=(1))

z(to) = =o

g(to) = qo
con v(to) = vg, y v(t) € O3 ,z(t) € O] Vt > to . Supondremos ademds
que ¢(t) € O§ Vt > to . Entonces, por la hipétesis 2.,

o _ oh, .
Eyiihe (’)_q,-(z) =0,

27
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y por la hipétesis 1. y (4.101), se tiene

h;
¥ = %—z(z)f(z,a(:,v,q),q) =

iy‘ = a—aq;[%(z)f(:ﬂ,a(:ﬂ,vaq))q)]

3‘1.1
Oh; 9
= E(z)a_qu(‘z?a(z’v"ﬂ’Q)
Oh;
= —x(z)[;\’j(-‘c,a(%v,Q),‘I)
aof Jda
+ -B_J(x’a(z’v’q)’q)a—q_j(z’v’q)]
= 0 1<j<Ll
Anidlogamente,
(%)
% (;)=0 2<k<p-11<ji<m.
9g;
Ademais
i (i) i[[ﬁ_ pi=1p ] ]
aqjyi = aqj 3xI’j hi(z) f(z,a(a:,v,q),q)

= [2157 h@)] i@ atz,0,0), )

af Jda
+ Leon0.05 @00

9 _pi Oa
Fa Ll watna 0 hi(#)5-(2::9)

h.-(z)

=1
+ ij(a:.a(z.v.q).q)L;(z,a(z,v,q).q)
da
= Al' z,a(z,v,9),9)5—\%,v,
(z,a(z,v,q) q)aqj( q)
+ Lx,'(z.a(x.v.Q)-Q)L?‘(:,la(z,u.q),q)hi(z) (4102)

1<1%,7<m con A; lai-ésima fila de A .

Si pretendemos que la salida sea independiente de ¢ , necesariamente
ha de cumplirse en (4.102) Bg—jyf"‘)(t) =0 1<4,j<m,Vt2>tg,
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por lo que

Oa
A.’(:,a(x, 'U,Q)’ q)(t)T(.‘C,'v, q)
q;
i—1
+ij(z,a(z.u.q),q)L’}(x,a(z'v,q)'q)hl'(:)(t) = 0
1<i,j<m,Vt>1ty. Si
B{j(t,a(t,v, q)’q) = Lx.i(:'a(z'u'q)'Q)L;i(;'la(zl"ﬂ)ﬂ)h‘.(z)

1< i,7 < m, debe cumplirse

A@,a(2,9,0), D(0) 5o (2,9, 0)(0)
+B(z,a(z,v,q9),9)(t) =0 (4.103)

A(zO, 0(30’ vaqO)’ ‘]0) = A(IO) ug, 90)

es inversible, y por lo tanto en un entorno de (zo,vo0,q0) también lo
serd, por lo que alli (4.103) se escribird

Z—j(z,v,q) — 4~Y(z, (s, v, ), q)B(z, oz, v,4),¢) = 0. (4.104)

Pero el segundo término de esta ecuacién es analitico en (z,a,q)
con lo que resulta una ecuacién cuasilineal analitica, y por el teorema
de Cauchy - Kowalewsky (Cfr.[60]), admite solucién analitica en un
entorno 07 x 05 x 04 de (zo,%0,90) , con lo que (4.103) se cumplird
Vt>to.

Observacién 4.7

Si bien en la proposicién anterior se supuso que los sistemas son ana-

liticos, es posible relajar dicha hipétesis para los sistemas afines, para los
cuales

f(z,u,9) = f(z) + g(z)u + p(z)g,
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con lo que, en este caso,
&(2,0,9) = a(z) + B(z)v +1(z)g
y en consecuencia la ecuacién (4.103) se reduce a
A(z)y(z)+ B(z) =0
con A inversible, es decir a una ecuacién algebraica lineal. (Cfr.[25], [31]).

Consideremos ahora el problema de seguimiento local de modelos; vale
el siguiente:

Teorema 4.5
Dados los sistemas (4.94), (4.95), si se cumple localmente alrededor de

(207 ‘I.Lo) y (CO’“’O)

1.
9 &
Eu_ij("") h;(z) =0
0<k<p-L15:<m1<j<m
2.
9 &
B, Linetcanhmi(€) = 0
0<k<pi—-L,15i<m1l<j<m
3. dada

. 0 ., ..
A(z,u) = matriz {%L?@'u)h;(z),l <i4,7< m} ,

rango A(Zo,up) = m ,

entonces el problema de seguimiento local de modelos es resoluble.

Demostracién

Consideremos el sistema eztendido

[ : ] = f(z,¢u,w) (4.105)
y il(ﬂ:,C)
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H — .f(a:, u)
{(z’c’u’w) - [ fm(¢w)
h(z,¢) h(z) — hnm(C)
Entonces, el problema de seguimiento local de modelos, es equivalente

al de desacople local de la salida y de (4.105) de la “perturbacién” w .
Pero,

L

< diz.-,f(:c,(,u,w) >
= < d,h.-(x) - d(hMl(C)v f(x7C7 u,w) >
= < d,h,'(z),f(z,u) >+ < d(h’Ml'(()$ fM(Caw) >
= Lj(z.u)hi(z) - LfM(Cw)hMi(C)

f(zlciulw) h‘.

y analogamente,
5 hi = Lk : k _
Liecum™ = Li@uwhi(®) = Liycuhmi(C)

0<k<pi, 15i<m.
Ademids,si 0 < k <p;—1,1< 1< m, por las hipétesis 1. y 2., se
tiene
9 1k . 9 1,k k
u; Vit = g [Z5 k(@) = Ly canphri( )] = 0
1<j<m,y

0 rai ; d
Ty g™ = a LYo yhi(2) = Lty cayhai(O)]

= a_uj [Lf'kx.u)h‘ =]

1 £ i,7 £ m, por lo que, considerando la hipétesis 3., se deduce
que se cumplen las hipétesis 1. y 3. de la Proposicién 4.3. Ademds,
considerando

Q= 3pan{dizl,dLjﬁ1,...,dL;.l'zhl,...,dﬁm,...,dL;.""zizm}

como
d

~ ¢ Vi

k
dL%h [a LEh;,
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9 . 0
xi(z,¢,u,w) = 3ij(a:,c,u,w) = [ gz—ij((y“-’) ] ’

donde por abuso de notacién hemos identificado los diferenciales y
campos con los vectores de sus componentes en las respectivas bases
candnicas, de la forma de Q y x; y de la hipdtesis 2, tenemos que
también se cumple (4.101) para el sistema extendido, por lo que de
acuerdo a la Proposicién 4.3, el problema local de desacople es resoluble
para el sistema (4.105).

Ademis, en este caso a = a(z,({,w) cumplird

Az, (5, ) g2 (2,6,0) + X((0) = 0 (4:106)

donde x = {x1,---,Xm} , Y Nuevamente, si pedimos que
a(zo, (o,wo) = uo , (4.106) tendrd solucién en un entorno de ese punto.
u

Observacion 4.8

1. En el contexto general aqui planteado, se ve que para resolver el pro-
blema de seguimiento de modelos, es necesario encontrar la solucién
del sistema cuasilineal analitico de ecuaciones diferenciales a deriva-
das parciales (4.106), lo que es en general dificultoso, ain haciéndolo
en forma numérica. Sin embargo, veremos en seguida que agregando
hipétesis sobre el sistema modelo, serd posible para los sistemas que
cumplen con las hipotesis de la Proposicion 3.2 solucionar el problema
de seguimiento de modelos resolviendo un sistema de ecuaciones im-
plicitas.

2. En la Definicién 4.2 se planted que la diferencia de salidas
#(t,2z0) — Yym(t,Co,wo) fuera independiente de w(t) Vt > to . Veremos
que en el caso referido anteriormente, se pueden hacer modificaciones
en el cilculo de @ para que haya convergencia exponencial entre ambas
salidas.

Supongamos que el sistema (4.94) cumple con las hipétesis de la Proposicién
3.2, que el sistema modelo cumple con la hipétesis 2. del Teorema 4.5, y que
ademas:
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1. las diferenciales
{dL, hMi(60),0 S k < pi—1,1 < i< m} (4.107)

son linealmente independientes;

L 1 (¢ouan) Mi(€0) = Lz, oy hi(0) (4.108)
1 <i:<m.

De acuerdo con el Teorema 4.5 el problema de seguimiento de modelos tendra
solucién; pero si por otra parte consideramos

ei(z) = L7 'hi(z), 1<j<p,1<i<m
¢ = (PhreeerPh)
o = (¢...,0™)

hi(Q) = Lithmi(¢(), 1<j<pi, 1<i<m
Pt = (Fhrrse o Pip:)
om = (Phtr--r97r)

sabemos que ¢ es un difeomorfismo local, y por lo tanto un cambio de
coordenadas, y si completamos (s con ¢ps a un cambio de coordenadas,
y tomamos

w=p(z) 2= pm(¢) 2= ¢m(() ¢ = Bm(z,2),

entonces en forma similar a (3.32) se tendra

)

wh = wh

! . 4.109
Wpm1 = Wy . o; . ( )
W), = (¢~ (w).’ u) = Lj'(cp—l(w),u)h"(‘/’_ (w))

v = h(z) =)
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1<i<m, V(w,u)€ p(0)x U, entorno de (wo, uo) = (¢(z0),u0) ¥

( # =z
J %;;‘_1 = Z, L X L (4.110)
Zp; = 7M(@M (Z’ z),w) = L-,M(Ql_ul (z'j)'w)hMl'(QM (Z, Z))
( ymi = humi(z) = 2}

1<i<m,V((22),w) € ®(0") x U", entorno de
((20, Z0),wo0) = (2(o),wo).

Siguiendo las lineas de (3.33) - (3.38), (4.109) y (4.110) se pueden resumir
en

w = Aw+ BT(¢ Y (w),u) (4.111)
3 = Az+ BTpy(®7Y(2,2),w)
Az + BT p(¢,w). (4.112)

Como por hipétesis

matriz{%l"((p'l(wo), u0)}

es inversible, entonces por el teorema de la funcién implicita, existirdin O,
entorno de (wp,{o,wo) , O2 entorno de ug y una funcién C¥ a: O, — O2
tal que

(¢~ (w), a(w,(,w)) = Tp(¢,w) (4.113)
V(w,(,w) € O1 por lo que (4.111) se escribird
= Aw + BT m(¢,w). (4.114)

Si consideramos las soluciones de (4.111) - (4.114) con condiciones iniciales
w(to) = (o), 2(to) = ¢m({o) tendremos

w(t) = eAlt)y(to) + B/;t eAl=TITpr(¢(7),w(T)) dr
z(t) = eAlt=t)z(10)+ B /¢ ' AT (C(r),w(T)) dr =
w(t) — z(t) = eAlt%)(w(to) — 2(10)) V t > 2o,
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es decir, w(t) — z(t) es independiente de w(t) V ¢t > {5 , y como las sali-
das de los sistemas son parte de estos vectores, también su diferencia serd
independiente de w , es decir, hay seguimiento de modelo.

Supongamos ahora, que como en el caso del seguimiento de trayectorias,
planteamos el sistema de ecuaciones

7 (™ (w), a(w, (,w)) = 7hy(¢,w) - Xl:gij (i - ohr;(Q))  (4.115)

i=1

1< i< mcongi; € R arbitrarias; si llamamos

5= w; - z_;: = w; - tpjw((,') (4.116)

el i-esimo error de seguimiento de modelos, tendremos de (4.109)- (4.110),
como en (4.67)

8 = &
.. ....................... (4117)
6;.'—1 6:;.'
Op; = - E?:] g,'j6;~
1<i<m .Ysié = col{6{,...,6f,_.} , se tendrd
0 1 0 0
0 0 1 0
=1 : : : : & =xig (4.118)
0 0 0 1
—gi1 —gi2 —Yi3 —Gipi

1<i<m,y como las matrices ! estin dadas en forma companion, una
adecuada eleccién de los g;;, 1 < j < pi, 1< i< m, hard que los errores
6' converjan a cero, independientemente de sus valores iniciales, es decir, se
seguird el modelo con error decreciente exponencialmente, y con la velocidad
deseada.

Tomando, como en el seguimiento de trayectorias la matriz G que invo-
lucra la g;; , en vez de la ecuacién (4.113) se deberd resolver la siguiente:

P(‘r’_l(w)ra(W,C,w, G)) = rM((,U) - G-'(w - (pM(C)) (4.119)
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lo que serd posible, por lo anterior, y consideraciones similares al caso de
seguimiento de trayectorias.

Se ve entonces, que el problema de seguimiento asintético local de mode-
los es formalmente similar, cuando se tiene acceso a los estados del sistema,
al problema de seguimiento de trayectorias. Por lo tanto, los resultados ob-
tenidos para este caso, cuando se utiliza los estados dados por el observador
completo, serdn aplicables también en el seguimiento de modelos.

Observacién 4.9

1. De lo anterior, se ve que es posible relajar la condicién de analiticidad,
dado que la funcién a se determina mediante el teorema de la funcién
implicita.

2. Si se omite la exigencia (4.108) en el seguimiento asintético, se ob-
tendrd un seguimiento, también exponencial del modelo, pero con un
error final que se puede hacer tan pequeiio como se quiera eligiendo la
velocidad de convergencia lo suficientemente grande.

Consideremos ahora el problema de seguimiento de modelos cuando no se
dispone de los estados del sistema sino de sus estimados por el observador
completo. Supondremos que el modelo cumple (4.107), (4.108) y la hipétesis
2. del Teorema 4.5 y ademds (w(t),({(t),w(t)) € O; YVt > to, en cuyo caso
diremos que es un modelo admisible, y que el sistema cumple las hipétesis
de la Proposicidn 3.2. El problema que se plantea en este caso es la deter-
minacién de v* = &(w,(,w,G) en (4.119), cuando no se tiene w sino ¥ , el
estimado dado por el observador.
Tomando, en forma natural,

Qw,G) = a(b,(,w,G)
solucién de
r(‘P_l (tD)),a(zD,(’,w, G-) = rM(Caw) - é(ﬁ) - ‘PM«.))

tendremos, reemplazando en (4.60) y su similar para el observador:

[ w} = W
{ ; 4.120
s wj, - (4.120)
v, = Y™ (w), D, G))
| % = w



Dy = —kio} + o) + Ku
. (4.121)
bpmt = by} + 0L, + Ky
oy T T - A i
wpi = —kPi wy + ‘7‘((;9 l(w)’ Q(w’ G)) + kp.'yi

V1< i< m. Tomando los errores de seguimiento 6;- como en (4.116),
tendremos

6; = 55

e e 122
bpi1 = 6 o . . N

&, = =X5 98 + 7 (¢ (w), (%, G)) - 7 (¢ (w), Aw, G))

1< i< m ysi, comoen (4.5), ¢ es el error de seguimiento, de (4.120) y
(4.121) tendremos

£l = kil +¢€b

.............. (4123)
é;‘_l = —k;?‘_;e'l +.£:,.. a ' X

é:’.' = —k;’iei +7'(90_1(12)),Q(1D,G)) —‘7'((,9_1(10),9(11),(;))

1 < i < m . Estas ecuaciones son similares a las (4.76) - (4.77) para el
seguimiento de trayectorias, por lo que obtendremos un teorema similar al
Teorema 4.4, a saber:

Teorema 4.6
Supongamos que

1. =1 es uniformemente Lipschitz de constante m,-1 en p(0’),

2. existe V: R — R0 que transforma acotados en acotados, tal que
IT (21, (e(22), G)) = T(21, (1), Gl < V(IGIDll(z2) = (1)l
v Z1,T2 € OI,
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3. T cumple:
IT(22, A#(22), G)) — T(z1, Ap(=2), G)| < mr([|G])|z1 — =2l

Vz,,z2 €0,G € RIXn,
Entonces, dado a > 0 arbitrario, existen matrices K € RAxt
G € RI*™ tales que
lw(t) — w(@)]| < &ifw(to) - w(to)”e—a(t—to)
ly(®) = sl < Sally(to) — yaa(to)lle= =)

Vt > to,con 6;,82 constantes;

4. si ademds ¢ es uniformemente de Lipschitz con constante m, en O’,
I12(2) = 2(8)l| < 8allzo — z(to)]le=>=").

Es decir, el observador completo converge a lazo cerrado en forma exponen-
cial con velocidad de convergencia arbitraria en el seguimiento de modelos
admisibles. H

Para obtener un resultado similar al Corolario 4.3 debemos restringir los
modelos y controles de forma que sus trayectorias resulten acotadas. Con
precision, sea

F = {(fm,hnm,wnm) = sup{[]z(t) — @(zo)llst 2> to} < 7,wm (o) = wo}

donde z(t) = @am(¢(t,Co,w(t))) ¥y (/M,hr) es un modelo admisible. En-
tonces vale el siguiente:

Corolario 4.4

Dados a,r; reales positivos arbitrarios, y (fap, har,war) € F7? , existen
matrices K* € R"* y G € R*" | y un nimero positivo €o(a, r1) , tales
que si y(t) es la salida del sistema no lineal a lazo cerrado correspondiente
a la solucién z(t) de (3.12), con condicién inicial z(tp) € ¢~ 2(B(2(1o), €0)) ,
entonces

|lo(t) — w()|| < é&i|lw(te) — w(to)”e—a(t—to)
ly(®) — um @Il < &llu(to) — yar(to)|le=10)

Vt > to,con 6;,8, constantes. En otras palabras, el observador converge a
lazo cerrado en el seguimiento del modelo admisible, y este seguimiento se
hace con error que decrece en forma exponencial. B
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Observacién 4.10

1. Que 7~ no es vacio se ve tomando (far,hrm) = (4,B,C) con A
matriz estable; entonces si [wp(?)|| £ 1 V t > 1o, tomando ||C]||
suficientemente pequefia, resulta (fpyr, har,wp) € F7 .

2. Un caso particularmente importante en el seguimiento de modelos se
da cuando el sistema (4.94) es lineal analitico con grado relativo global
y una entrada y una salida, es decir

z
#
f, g R"—=R", f,g€C”
h : R"->R,heC”
v € UCR
y € YCR.

{lg; +o(e) (4.124)

Para este sistema es posible resolver el problema de la controlabilidad
de la salida utilizando realimentacion dindmica

v = a(z,0) + Az, ) w (4.125)

paraw uniformemente acotado, con cota independicnte de la salida
que se pretende alcanzar. Con precisién, dado § € Y cualquiera, y
dada M independiente de §, tal que |w(t)| < M V't > 1o, utilizando
(4.125) en (4.124), la salida y(t) de este sistema alcanza a § en tiempo
finito.

En [52] se demuestra que la ley de control (4.125), se puede obtener
siempre, y esto se hace a partir del seguimiento de un modelo bilineal

{g = ff*”c‘”‘“’“’ (4.126)
con
AN € TRrMXxnM
b € Rmrmxl
c € R¥*"M
¢ € R"M
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con grado relativo global 7

igual al del sistema (4.124), 7 , y con
npr 2> n . Dicho sistema bilineal es de minima fase, es decir

-

0 1 0 0
0 0 1 0
A= | Eo,
0 0 O 1
| a1 a2 as Anpr |
[0 0 O 0 ]
0O 0 O 0
N = |+ i N
0 0 O 0
| M1 N2 N3 Mnp
b = [0,0,0,...,bnM]T C=[Cl,62,63,...,CnM],

y la ley de control (4.125) vendrd dada por

cA™¢ — Lh(z)
— LgLy 'h(z)

cA™"'b4+ cA™"IN(
LgL;‘lh(z)

(4.127)

En nuestro caso, suponiendo r = n , se cumplen las hipétesis del

Teorema 4.5, (suponiendo que ¢~! es uniformemente Lipschitz) y por

lo tanto se puede plantear, en términos del observador, la ley de control

como

cA™( — Lh(2)
LgL}"lh(i)

1 n iti i
LyL7 h(%) {Z-""J’ (L7 () = ca c)} (4.128)

i=1

cA™=1b 4 cAMINC
L, L7 h(z)

Con esta ley de control es posible pues, bajo las hipdtesis de conver-
gencia del sistema a lazo cerrado, obtener controlabilidad asintética
de la salida para el sistema (4.124), con el observador completo y el
modelo bilineal en el lazo de control, manteniendo el control exterior
w uniformemente acotado para todo el espacio de salida segin el
esquema de la figura:
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(4-124)

Obs.
2z
. 3 w
(4.128) (4.126)
L
Figura 4.1

4.4 La convergencia del observador reducido

En este apartado consideraremos la convergencia, tanto a lazo abierto, como
a lazo cerrado, del observador reducido.

Lo haremos sélo para sistemas observables-c que cumplen las hipétesis de la
Proposicién 3.2, (aunque esto se puede relajar para la convergencia a lazo
abierto), por dos razones:

e A partir de la ecuacién (3.57), se puede ver que los términos
A'(p~Yy,w+ Ky),u) son de la forma

[ (5w + Ky),u) - Kiny($7 (3w + Ky), ),
s T (BT (@ w + Ky),u) — k(97 (v, w + Ky),u)]

y por lo tanto dependen de la matriz ' no sélo en el término
w+ Ky, por lo que resultados similares a los del observador completo
a lazo abierto, sélo serdn vdlidos para casos particulares.

e Para la convergencia a lazo cerrado que involucra los problemas mads
importantes del control, se traté anteriormente sélo este tipo de siste-
mas.
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Consideraremos pues, bajo las antedichas hipétesis las ecuaciones (3.62) y
(3.63); dado que entonces A = 0 , tenemos que con el cambio de coordenadas
w = ¢(z) = u(z)— K'h(z) , las ecuaciones para el sistema y el observador se
escribirdn :
w = (A-EKC)w+ (A-EKC)Ky+ Br(¢v~ (y,w+ Ky),u)
» = (A-KC)b+ (A~ KC)Ky+ Br(v~ (y,% + Ky),u),
y la ecuacién del error de observacién sera:
€ = (A-KC)e
+ B[Py, 0+ Ky),u) - T($7 (3,0 + Ky),u)|  (4.129)
que es similar a la (4.6).
Ahora bien, si ¥~! es uniformemente Lipschitz, y I' cumple con las
hipétesis del Teorema 4.1, se tendrd
IT(¥~ (g, + Ky),u) =T~ (g, w + Ky), )
< myV(|jul)ljo - vl
pue K afecta solamente a y , que es conocida.
De esta observacién se deduce que bajo las mismas hipétesis, valen tam-

bién para el observador reducido, el Teorema 4.1 y el Corolario 4.1.
Para el seguimiento de trayectorias mediante observadores, si consideramos

&8 = yi— oy
8§ = pi(z)—yP
8 = Moy — vV (4.130)

1<:<1!, como
f5(2) = pia(z)  1<j<p-21<i<!

tendremos de (3.50)

& = &
............................................................... w11
6_:.7.'—1 = 670_-‘ ) ) (01)

B, = Y(ei(w),u) - 3% = v (¥ Ny, w + Ky),u) — o
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1<:<!,y si, como en (4.63), tomamos
() _ ~ (j-1)
=38 =3 gii (Wi - 98 77) (4.132)
J=1

1<i<lconpuf =y yu" como en (4.64), entonces (4.131) serd

------------------------

(4.133)

(=23
7
Il
|
|
=
—
9
<
(=2
<

1 < <!, ecuacién similar a (4.68).
A partir de (4.132) y recordando que
,u-‘;-(:z:) = w; - k;-h,-(::)
= wi-ku 1<j<p-1,1<i<!

podemos establecer que (4.133) serd vilido para u = Q(w,y, K,G) tal que

Y Yy, w + Ky), Aw,v, K, ) = v — g1 (3 — yas)

Pi .
=S gii(wioy — Ky — V) (4.134)
=2

1<i<1,donde G viene dada por (4.71). Nuevamente, como en el caso
del observador completo, la obtencién de u , viene dada por el teorema de
la funcién implicita.

En forma similar a (4.76) y (4.77), podemos escribir

(& = &
. . 4.135
< §;'_1 = 6'p' - . . ) ( )
by = — X598+ (7 (v w + Ky), U, y, K, G))
\ —7‘(;{)"1(10),9(10, Y, K, G))
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( é = —kiel+eb
J é;:;.-_l — _k:,.-_;ei +. efo,- ) (4136)
Epi = —k:?.'stl + 7' (¥ (v, 0 + Ky), Q(@,y, K,G))
| 1@ Yy, w+ Ky),Qd,y, K,G))
1<i<l.

Si se cumplen las hipétesis 2. y 3. del Teorema 4.4,y ¥~} es uniforme-
mente Lipschitz, se tendrd

IT(¥~Y(y, @ + Ky), b, y, K,G)) -
T(y~ Yy, w+ Ky), 2w, y, K,G)|| £ V(|G|l)my-1||@ — w||

pues nuevamente, K afecta sélo a y . Por lo tanto, el Teorema 4.4 tam-
bién vale en el caso de seguimiento de trayectorias utilizando el observador
reducido.

Respecto del seguimiento asintético de modelos, dado que en nuestro
contexto es un caso particular del seguimiento de trayectorias, los resultados
obtenidos en el apartado anterior, se aplican también para el observador
reducido.

4.5 Conclusiones

1. Para los sistemas observables-c que cumplen con la hipétesis 1. de la
Proposicién 3.2 se demostrd, para funciones uniformemente Lipschitz y
controles uniformemente acotados, la convergencia exponencial a lazo
abierto, con velocidad de convergencia fijada a voluntad, tanto del
observador completo como la del reducido.

2. Para aquellos que no cumplen con tal hipétesis, se probd suponiendo
acotacién de derivadas y controles uniformemente acotados, 6 compor-
tamiento de las no linelidades del sistema como un operador de L? ,
y controles acotados en dicha norma, la convergencia asintética del
observador completo modificado a lazo abierto.

Para el observador reducido no es posible obtener estos ultimos resul-
tados en forma general.
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3. Para sistemas que cumplen con las hipétesis de la Proposicién 3.2, se
probd que se puede seguir trayectorias deseadas con convergencia ex-
ponencial y con velocidad fijada a voluntad, utilizando para el control
las variables de estado estimadas por el observador, tanto compieto
como reducido; es decir se probé en este caso la convergencia a lazo
cerrado del sistema compuesto por el sistema mas el observador.

4. A partir del resultado anterior se probd la convergencia, (también ex-
ponencial con velocidad de convergencia deseada), del sistema a lazo
cerrado, tanto para el observador completo, como para el reducido, en
el seguimiento de modelos.
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Capitulo 5

El observador discreto

5.1 Introduccién

En este Capitulo se presenta el problema del observador para sistemas en
tiempo discreto, a los que indistintamente llamaremos sistemas discretos,
estableciendo, en lo posible, un paralelismo con el de tiempo continuo.
Para ello, a semejanza con el Capitulo 2, plantearemos el problema del ob-
servador, definiremos un sistema no lineal discreto, el observador discreto ge-
neral, adaptaremos la definicién de distribucién de invariancia condicionada
en este nuevo marco y obtendremos el resultado que vincula la existencia
de esas distribuciones con la de los observadores, al igual que en el caso de
tiempo continuo.

Posteriormente, definiremos el tipo de sistemas discretos para los cuales
se construird el observador y el tipo de observabilidad involucrada en esta
definicién. Luego se construird el observador discreto, tanto completo como
reducido.

Finalmente se estableceran las condiciones de convergencia del observa-
dor, completo y reducido, a lazo abierto.

5.2 EIl problema del observador en tiempo dis-
creto

De aqui en mas, y hasta el final del Capitulo, consideraremos una sucesion
arbitraria pero fija de nimeros reales {tx,k € Mp} , como los instantes en
los que se considera la evolucién de los sistemas discretos. Por simplicidad,:-
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para cualquier variable s de alguno de estos sistemas, notaremos
Sk = S(ik) VkeMN .

El problema de la construccién de observadores en tiempo discreto, a
semejanza del caso en tiempo continuo, se puede resumir en la siguiente
forma.

Dado un sistema discreto ¥ con entradas u; y salidas yx , si denomi-
namos T a sus estados en una cierta realizacién, se pretende construir un
sistema ¥’ también discreto, (el observador), que tenga por entradas al con-
trol ux y a las salidas y, , de tal manera que a partir de sus variables de
estado wyg , se pueda obtener una estimacién Z; del estado zx de T como
muestra la figura 5.1.

x - estado

w= estado

Figura 5.1
La estimacion debe verificar las siguientes condiciones:

e Hi1d. si para algin ko, Zx, = zi, , entonces T = x5, Vk > ko .
e H2d. Z, converge a z, independientemente de las condiciones
iniciales Tk, y z4,.

5.3 Sistemas no lineales en tiempo discreto

Definicién 5.1 (Cfr.[61])

Un sistema no lineal de control (en tiempo discreto), sobre un fibrado
(B, M,II), es una funcién F: B — M, C*® .

Se notard al sistema T = (B, M, F).
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Aqui M ha de considerarse como el espacio de estados, mientras que las
fibras de B representan el espacio de entrada (dependiente de los estados),
y F representa la dindmica del sistema.

Observacién 5.1

1. En el caso de los sistemas discretos, los cdlculos en coordenadas locales
son mas delicados que para los sistemas en tiempo continuo, ya que se
debe trabajar con un par de cartas coordenadas, una en el dominio de
F y otra en la imagen.

Sean (zo,u0) € By F(zo,u0) € M, si (prm,Unm) es una carta en
M alrededor de F(zg,up) , tomemos una carta trivializante (¢p,Up)
alrededor de (zo,u0) , tal que Ug C F~1(Ups) , entonces (Cfr.[61]),
{(¢5,UB),(¢nrm,Unr)} es un par de cartas coordenadas.

Notaremos, con cierto abuso, (z,u) las coordenadas de (¢5,Up) ¥y
por z las de (¢ar,Un) , 1o que permitird hacer calculos locales como
si se trabajara con una sola carta coordenada, que preserva fibras. Al
par de cartas coordenadas lo designaremos simplemente por (z,u) .

2. En caso de ser necesario distinguir entre los diferentes dominios de z ,
lo haremos por medio de los abiertos Ug y Ups .

3. Si z¢o es un punto fijo, i.e. F(zg,ug) = zo V up , se puede elegir
siempre Upg tal que

IUs)CUm ¥y
To¢p = ¢M|n(U5) )
con lo que se estd usando esencialmente una sola carta coordenada.
La dinamica del sistema, en un par coordenado (z,u) , esta definido por
T = Fzg,ug) para (5.1)

U € H"l(zk).

Definicién 5.2

Un Sistema no lineal con salidas, (en tiempo discreto), es una pentaupla
Y, =(B,M,F,Y,h), donde £ = (B, M, F) es un sistema no lineal discreto,
Y una variedad diferenciable,y h: M — Y, (C°, es una sumersién suryec-
tiva.
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Observaciéon 5.2
1. El hecho que h esté definida sobre la base M indica la independencia
de la funcién de salida con respecto a las entradas.

2. Sea y una funcién coordenada en Y alrededor de h(zo), entonces en
estas coordenadas para Y, y (z,u) para B, I, se escribird localmente:

Tke1 = f(zk,uk)
{yk+1 = h(zx) (5-2)

donde, por abuso de notacién se escribié h en vez de yo hoz71,

3. Si
B = R"xXR™
F R*xXR™ = R", C*
h R = RP, C*
entonces X, = (R® x R™,R", F,RP,h) es la clase usual de sistemas
discretos en R™ .

4. Si
F(z,u) = Az + Bu
h(z) = Cz
con A, B,C operadores lineales, se tiene el sistema lineal en tiempo
discreto :
Pl 8

Finalmente, en forma similar al caso de tiempo continuo, introducimos la
siguiente:

Definicién 5.3

Un Sistema no lineal discreto eztendido T = (B x Y,M,K), es una
terna tal que B es un fibrado de base M, Y es una variedad diferenciable y
K :BXxY — M es una funcién C®.

Observacién 5.3
En coordenadas locales (z,u) para B, e y para Y, se tiene para la diné-
mica del sistema extendido la ecuacién

Zry1 = K(zk, vk, yi)- (5.4)
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5.4 Observadores Generales Discretos

Definicién 5.4

Dado un sistema discreto con salidas £, = (B, M, F\Y, h), se dice que el
sistema no lineal discreto extendido &' = (B’ x Y, W, K') es un observador
general discreto de I, si:

1. existe un morfismo (@, ¢) de (B, M,II) en (B’,W,II’) tal que ¢ es una
sumersién suryectiva.

2. Si(OxUmn)y (O xU',n') son trivializaciones de B y B’ respecti-
vamente con $(II~1(0)) C II'"1(0’), entonces n'~1 0o ® o = (p,0),
donde ¢ : U — U’ es un difeomorfismo.

3. Sih: B — Y estd definida por

h=holl (5.5)
el siguiente diagrama es conmutativo:
B L M

o \r e

Bxy X w
Figura 5.2

De 1. y 3. igual que en el caso continuo, se deducen los siguientes diagramas
conmutativos:
o

B — B
nl ln'
M 2w
Figura 5.3
B
nl\ R
M 2y
Figura 54

Si ((z,u),0 x U) es un par coordenado alrededor de (zo,uo) € B,
Yy ((w,v),0" x U’) es otro alrededor de (zg,uy) = ®(z0,u0) € B’, tomando
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coordenadas y alrededor de h(zg), de los diagramas de las figuras 5.2, 5.3 y
5.4 se deduce que localmente se cumple:

F(z,u) = f(z,u) (5.6)
o(z,u) = (w,v) = (p(z),0(x)) (5.7)
h(z,u) = h(z)=y (5.8)
K(w,v,y) = k(w,v,y) (5.9)

donde, por abuso de notacién, se nota con las mismas letras a las funciones
que a sus expresiones en coordenadas locales, y con esta convencion se tiene
que

f:O"XU"CR*"XR™ = R"
QOIO”ICRn—'Rk

U:U”—’U”

L:0WcR"=R!
E:0*xU"XxZCRFxR™x R = RE.

Observacién 5.4
1. De 2. de la Definicién 5.4 se deduce que P es una sumersién suryectiva.

2. Dado que o es un difeomorfismo, por abuso de notacién identificaremos
v con u.

3. La Definicién 5.4 establece un cierto relajamiento sobre la hipétesis
Hid.
En efecto, si (®,k) : B — B’ x Y no es un difeomorfismo, entonces de
(5.7) - (5.8), como (&, k)(z,u) = (w,u,y) no tiene inversa, no se podra
estimar todo z a partir de (w, u,y), sino sélo una parte Z = G(w, u,y),
y tendremos por lo tanto un observador parcial. En este caso H1d. se
reduce localmente a :
H3d. Si para algiin ko > 0 wx, = (z,), entonces wy = @(zk)
Vk > ko .

4. Si (®,h) es un difeomorfismo, z se puede recuperar a partir de (w, %, )

y el_observa,dor se dird completo , y T = G(w,u,y) , con G inversa de
(®,h), estimard a z.
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Definicién 5.5
Un control admisible para un sistema no lineal discreto definido local-

mente por

J:ko Zo

{Ik+1 = f(zk’uk) (5.10)

en un entorno (O” x U”) de (zo, ug) , es una sucesién de R™, {ug, k > ko},
tal que (zx,ux) € 0" X U"V k 2 ko, ¥ uk, = uo .

Vale la siguiente:
Proposicién 5.1

Localmente, el observador general £’ de T,, cumple la hipdtesis H3d.
Demostracién

Supongamos qué Y y X' vienen descriptos localmente por las ecua-
ciones (5.6) - (5.9), y que {ux} es un control admisible para (5.10) .
Supongamos tambien, sin pérdida de generalidad que h esti definida

en O”.
Entonces,la conmutatividad del diagrama de la Figura 5.2, se expresard
localmente por

(po f)(z,u) = k(p(z),u, h(z)) (5.11)
V(z,u) € 0" x U". Por lo tanto, si z; es solucién de (5.10), y
g = @(zk) Yk 2 ko , de (5.11) sale:
Dry1 = P(Ti41)

= o(f(zk,uk))

= k(e(zk), uk, h(zk))

= k(Wk, vk, Yk) (5.12)
con yx = h(zy), Vk 2> k.
Por otra parte, la solucién w;, de la ecuacién del observador

Wo

{wk“ = k(wk,uk, k) (5.13)

con las entradas u, e yi, anteriores y una condicién inicial arbitra-
ria wo € ©(0"), es tal que si wo = ¢(zo), de (5.11) - (5.13), por la
existencia y unicidad de las soluciones de las ecuaciones en diferencias,
wig = @(zk) = Wi Yk 2> ko y H3d. se satisface. B
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5.5 Distribuciones de Invariancia Condicionada.
Existencia de observadores generales discre-
tos

La diferencia mds importante entre los sistemas no lineales de tiempo con-
tinuo y los de tiempo discreto es que para los primeros, las imédgenes de F
estdn en el fibrado tangente a la variedad M , mientras que para los segundos
estan en la variedad M . Por esto, en coordenadas locales, f(-,u) serd en el
primer caso un campo vectorial, mientras que en el segundo serd una aplica-
cion de una variedad en si misma. Por ello, para sistemas discretos no tiene
sentido una definicién de distribuciones de invariancia condicionada como
la dada por la Definicién 2.8 para los sistemas continuos. Presentaremos
por ello, una definicién alternativa siguiendo el método utilizado por Grizzle
(Cfr.[62]) en su definicién de distribuciones de invariancia controlada.

Definicién 5.6

Sea ¥ = (M x U,M,F) un sistema de control discreto, y sea R una
relacién de equivalencia en M. Se dice que R es invariante si
VueU F(z,u)RF(Z,u) cada vez que zRZ .

Observacion 5.5
Dado £ = (R™® x R™,R", Az + Bu) , sistema lineal discreto en R™ , sea
V un subespacio de R™ . Entonces

Ry ={(z,2):z -2 €V}

es una relacién de equivalencia, y la condicién F(z,u)Ry F(Z,u) se traduce
aqui como

(Az + Bu) — (A2 — Bu) = A(z —2) €V si
z—-2€eV

0, equivalentemente, AV C V , es decir, V es un subespacio invariante de
A.

Consideremos ahora una distribucién A en M que origine una foliacién
regular F en M . Entonces F induce en M la siguiente relacién de equiva-
lencia:

Ry ={(z,2) € M X M : z y & pertenecen a la misma hoja de F}.
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Definicién 5.7
F es localmente invariante si V (zo,u) € M x U , existe un entorno

abierto U, de zo tal que F(z,u)RrF(Z,u) cada vez que (z,%) € Uz X Ux,
yzRxz ,Vu€eU.

Esta propiedad se puede caracterizar de la siguiente forma:

Proposicién 5.2
F es localmente invariante si y sélosi VX € A 3 ex > 0 tal que

F(X'(z),v)RrF(z,u) (5.14)
V(z,u) € M x U, Vt: |t| < ex donde X(:) es el flujo de X .

Demostracién
En efecto, dada z € U,,,V X € A,3ex > 0: X'(z) € UgVt :
ItI <€x .
Pero z y X!(z) pertenecen a la misma hoja de F, o sea
X' (z)Rrz Vt:|t| < ex =

F(X'(z),u)RrF(z,u) Vt:|t| < ex.

Reciprocamente, sea
0.1:0 = U {Xt(IO)’ ltl < 6X}a
Xea

que es un abierto de la hoja F,, de 7 que pasa por zp ; por lo tanto
existe un abierto Uz, C M tal que

Uzy = Ugy N Fzy C F.
Sean z,% € Uz, tales que 2R rZ ; sin pérdida de generalidad se puede
suponer que z,% € Uz, . Entonces existen
X1,X2 € Ay, 2
[t1] < exyslt2] < €x,

tales que
T = X (20),2 = X2(z0) =
(F(z,u) = F(X1*(20), %)) Rr F(zo,%)
(F(2,u) = F(X%(20),2)) Rr F(zo,u) =
F(z,u)RxF(%,u)

VueU. N
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Ahora bien, de (5.14), F(X%(z),u) estd en la hoja de F que pasa por
F(z,u)Vt:|t| < ex ,y por lo tanto

L F(X(2), )

€ A(F(z,u)) =
0

F.(XY(z,u)) X(X'(2))| _, € A(F(z,v) =
F.(,u) X CAVX eAueU.

Esto conduce a la siguiente

Definicién 5.8
Sea A una distribucién involutiva en M , entonces A es una distribucion
invariante de ¥ = (M x U, M, F) si

F(,u)ACA Vuel. (5.15)

Estamos ahora en condiciones de extender la definicién de distribucién de
invariancia condicionada, dado que localmente B es un producto cartesiano.

Definicién 5.9

Dado X, = (B, M, F,Y,h), sistema discreto con salidas, se dice que una
distribucién involutiva D en M es de invariencia condicionada local dis-
creta para L,, si para todo punto zo € M, cxiste una carta coordenada
((z,u),0 x U) en B que preserva fibras, con (z,0) carta en M alrededor de
zg, tal que :

fu(yu)(DN Ker(dh)) C D (5.16)
para todo u € U fijoy f representacién local de F .

Observacién 5.6
La globalizacién de la Definicién 5.9 es similar a la de la Definicién 2.8
para sistemas a tiempo continuo.

Tenemos ahora el siguiente
Teorema 5.1

1. Sea ¥, = (B, M, F,Y,h) un sistema discreto con salidas, y sea
Y = (B’ xY,W, K) un observador general discreto de £,. Entonces
la distribucién Ker(p.) , es de invariancia condicionada local discreta
para X,.
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2. Reciprocamente, sea D una distribucién en M involutiva, de dimensién
constante y de invariancia condicionada local discreta. Entonces M se
puede factorizar localmente mediante las hojas de la foliacién inducida
por D, a una variedad diferencial W, esto es, existe ¢ : M — W, tal
que Ker(yp.) = D. Ademis, existe (localmente) un observador general
discreto X' de T,.

Demostracidon.

1. Del diagrama conmutativo de la figura 5.2, se deducen estos tres,
también conmutativos

TB 2% TP
A / ln.

|
TY 0 TM & TW

Figura 5.5

TB £ o™

0.‘/ \Z"' Jf‘“

TB xTY X+ 1w

Figura 5.6

™ 25 TwW
HMJ« lnw
M = w

Figura 5.7
Como &, h y ¢ son sumersiones suryectivas, inducen las siguientes dis-
tribuciones involutivas:

E = {X€eTB:(%.,h)X =0} (5.17)
D = {Xe€TM:p.X =0} = Ker(p.) (5.18)

Valen entonces
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I.E=DND°=DnKer(dh) = DN Ker(h.)  (5.19)

F.ECD (5.20)

e Validez de a.

Considerando los diagramas de las figuras 2.12 y 5.5, se ve que la
demostraciéon de la validez de a. del Teorema 2.1 sirve también
en este caso.

e Validez de b.
Del diagrama de la figura 5.6, se tiene que si X € E entonces

(pao F)X = (K.o(%.,k.))(X)
Ko ((®.,R)(X)=0 =
Ker(p.)=D

F.X

m

por lo tanto FLE C D.

Veamos ahora la validez de 1). Razonando igual que en el caso del
Teorema 2.1, existen coordenadas v para las fibras de Br de forma
que si £ = (z1,...,Zn) son coordenadas locales en M tales que D =
span{ ?:; ""313»}’ De° = span{éi—l,...-a—a;;}, donde, sin pérdida de
generalidad se puede tomar s < 7, (z,u) son coordenadas en B que
preservan fibras, y en esas coordenadas

0 0
E = span{a—zl,...a—%}
F(z,v) = f(z,u)=(fi(z,u),-..., falz,u)).
Entonces, localmente,
8 3 3 -]
8fn 8 a:,. 2
Por lo tanto, (5.20) implica que g—ill_-(::, u)=0,1<:¢<s,

7+ 1< j < n, pero esto es equivalente a f.(-,u)(D N D°) C D, esto
es, (5.16).

F, =
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2. Nuevamente, como en el Teorema 2.1, dado que D es involutiva y
de dimensién constante, por el teorema de Frobenius (Cfr.[25]), existen
localmente k funciones ¢; : O C M — R, C*,1 < ¢ < k, tales que sus
diferenciales son linealmente independientes, y que si

@ =(P1,.--,9k): O = W C R¥, entonces

D = Ker(dp) = Ker(spang{des,...,dpor)}).

Nuevamente, se puede identificar Ker(dy), con Ker(p.) = D. Por
hipétesis dh + dip tiene dimensién constante y es involutiva, y por lo
tanto, nuevamente por el teorema de Frobenius existen coordenadas
locales z = (z1,...,Zy), que sin pérdida de generalidad podemos su-
poner definidas en O, tales que

dh + dp = span{dz,,...,dz,} r< . (5.21)

Pero D es de invariancia condicionada local discreta, y por tanto exis-
ten coordenadas en B que preservan fibras, (Z,u):Ox U — R*xR™
tales que se cumple (5.16), lo que sigue valiendo via difeomorfismos
locales en la base M, por lo que podemos suponer que

((Z,4),0 x U) = ((z,4),0 x U). Sean X € D N D°, entonces para
i, 1 < i< k;valdré:

<dpi, f.(,u) X > = 0=>

(fe(u) X)) = 0=
X(pio f(hu) = 0=
<d(pio f(u)),X> = 0=
d(pio f(-,u)) e (DND°) = dp+dh (5.22)
VueU,1<i<k. Sean ahora
wio f(z,u) = Ki(z1,...,%n,u) (5.23)
1<i<k,V(z,u) € OxU,de(521)y (522) sale que
dz(Ki(z1,...,2Zn,u)) € span{dz,,...,dz,} (5.24)

1< i< k,yporlo tanto
Ei(z1,...,2Zn,u) = Ki(zy,...,2,,u) (5.25)

1<i<k, (z,u) € O x U,y entonces existen localmente k funciones
k; tales que

wi o f(z,u) = ki(¢(z), u, h(z)) (5.26)
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1<i<k, (z,u) € O xU . Por lo tanto localmente tendremos el
siguiente diagrama conmutativo:

0 x,U 2.0

(7] dy h 1’0
W x Ux h(O) 25 w
Figura 5.8

con K = (ky,...,kk), es decir, un observador general discreto para
! = (0 x U, f,h(0),h), observador general local discreto de £, I

5.6 Sobre la hipétesis de convergencia H2d.

Al igual que en el caso de tiempo continuo, la hipétesis de convergencia,
H2d. en este caso, se traduce en que el sistema de control discreto

Wit = I (Wi, uk, Yi) (5.27)

tenga para cualquier control {uy,k € Mp} fijo, una Wnica solucion estacio-
naria, cualquiera sea {yx,k € NMp}.
En el caso en que (5.27) sea de la forma

Wey1 = K - wi + L(yk, ux) (5.28)

con K una matriz constante y L una funcién C*, pueden obtenerse condi-
ciones sobre I para que haya convergencia.

En efecto, en este caso, si wg, y Wx, son soluciones de (5.28), correspon-
dientes a las condiciones iniciales wo y o, respectivamente, para k = kg, si
llamamos g, = wi — Wi Vk > kg, al error entre las dos soluciones, tendremos
la ecuacién

Erer = K&
€k = wo — Wo,

de solucién
er = K(F=ko) . g .

De esta ecuacion se ve que el error ¢ entre ambas soluciones (y por lo tanto
entre todas), tenderd a cero si y sélo si K es una matriz de Schur, es decir
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tiene todos sus autovalores con médulo menor que uno. Por tanto, bajo estas
condiciones habrd una tnica solucién estacionaria de la ecuacién (5.28).

Siguiendo las lineas de desarrollo del observador continuo, nos propo-
nemos buscar modificaciones de la ecuacién (5.27), que eventualmente per-
mitan lograr la convergencia sin por eso alterar el cardcter del observador
discreto.

Para ello, dado que el Teorema 5.1 es local, y como basaremos la cons-
truccién del observador en la demostracién del mismo, supondremos, sin
pérdida de generalidad que dado un sistema discreto con salidas
L, = (B,M,F,Y,h), con observador general discreto &’/ = (B’ x Y,W, K),
existe una carta global (7, W),n: W — R¥,con 0 € n(W).

Consideremos

S=(8,h)(B)={(thy)eB' xY:3be BA,y)=(3,h)(b)}. (5.29)
y la clase K de funciones :
K={K,:B' XY = ng(W)C®: K\|s = 0}; (5.30)
vale entonces la siguiente

Proposicién 5.3
Si I, € K, entonces £’ = (B'xY,W,n"o(no K + k1)) es un observador
general para L,

Demostracién

1. Como

no K BxW-RF y K ek,
n7lo(no K + K1)) B'XY W (=
2. n71o(no K + K;)) hace conmutativo el diagrama de la figura 5.2:
sea b € B, entonces
o (no K + K1) (@), AM) = 77 olno K(8(b), k(1))

+  K1(2(b),h(b)))

= K(3(b),h(b))

= o F(b).
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Observacién 5.7
Para el sistema dado en coordenadas locales por las ecuaciones

(5.6) - (5.9), tendremos que:
K = {k:RFExR™x R - RF,C®: ky(p(z),u,h(z)) =0
V (z,u) € 0OxU}

y la Proposicion 5.3 expresa que el observador general discreto tiene como
su expresiéon mas completa, tomando, por abuso de notacién w =7,

wey1 = k(wk, uk, yx) + E(wk, wk, yi) (5.31)
con k € K, y k tal que se cumple
@i o F(z,u) = ki(¢(z),u, h(z)) (5.32)
1<i<k, VY(z,u) €0 xU.

En lo subsiguiente se aprovechard el resultado anterior para modificar con-
venientemente un observador general discreto con el objeto de obtener uno
que cumpla con la hipdtesis H2d.

5.7 Sistemas discretos a observar. Observabili-
dad

En este apartado consideraremos el tipo de sistemas discretos para los cuales
construiremos el observador, definiendo el tipo de observabilidad que exigi-
remos para los mismos.

En principio, a partir del Teorema 5.1 , vemos que es suficiente considerar
el sistema discreto localmente. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad
supondremos en lo sucesivo que e] sistema estd definido por :

Tki1
Yk

f = (infay.. s fa): OxU = R*,C®
(h1,h2,...,)): O = R, C*®

f(zk,ur)
h(z:) k (5.33)

>
|

con O abierto de R™ y U abierto de R™..
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Sea (z0,u0) € Ox U,y supongamos que existe O'x U’ entorno de (zg, up),
tal que V(z,u) € O’ x U’ se verifica para v entero no nulo, arbitrario pero
fijo:

8 alel

a'U.J 3u1°“ o aum"

—hio f(z,u)| =0 1<j<m, 1<ig!

Va = (ay,...,an) m-upla de enteros no nulos tal que || = Y72, ;= v,y
con

f(2,8) = f(u0) ... 0 (- u0) of(2,)

~
v-1 veces

Nuevamente, como en el caso continuo, existen funciones f?, GiayiamC
definidas en 0’, 1 < jo, < m, 1 < i< que cumplen

hio f*(z,u) = f(a)
+ Z 2 g'%"l ...qu (z)(ujo] - uojcl ) M (ujom - uojam)

lal=1jay --Jam

= f(z)+ 8¢ (z,u) (5.34)

con u = (¥1,...,um) € U'y up = (vo1,.--,%m)
y P = hi(z),9)(z,u) = 0.

Definicién 5.10

El sistema no lineal discreto (5.33) es olservable-d en (zo,uo) si existen
un entorno O’ x U’ de (zp,ug) y una /- upla de numeros naturales py,..., g,
(que sin pérdida de generalidad podemos suponer ordenados segin p; >
p22...2 p1 2> 1) tales que

1.
8 glel

3%, |G uem oS (BY)| =0 lal=v V(z,u) €0'x T

1<j<m 0<v<p-1,1<i<L.

2. Las funciones f¥ definidas en (5.34) son tales que sus diferenciales
{df!(20),0 £ v < pi — 1,1 < i < !} son linealmente independientes en
1;,0
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3. E£=1 pi = n.
Observacién 5.8
1. Esta definicién es la adaptacién de la de observable-c al caso discreto.

2. Si consideramos sistemas discretos auténomos

Zke1r = f(zk)
v = h(zk)’

esta definicién de observabilidad coincide con la de observabilidad local
fuerte dada en [63).

3. Sigl(z,u)=0V(z,u) €O0'xU', 0<v <p;i—1,1<i<1,ylamatriz
A(z,v) = {aij(z,v),1Li<!,1<j<m}
= (gohefAEn1<i<h1<i<m)
tiene rango ! en (zo,uo), (suponiendo I < m ), entonces {p1,...,p1}

son los indices caracteristicos de (5.33) en (zo,u0) (Cir.[64]), concepto
que extiende el de grado relativo a los sistemas discretos.

5.8 El observador de tipo Luenberger en tiempo
discreto

Al igual que en el caso continuo, vale el siguiente resultado fundamental que
vincula el concepto de observabilidad-d con la existencia de observadores
discretos.

Proposicién 5.4
Si el sistema (5.33) es observable-d en (zg,up), entonces admite un
observador general local discreto alrededor de (zo, uo).

Demostracién
Notemos
Ooar = fYy 0<v<pi—-11<ig!] (5.35)
¢ = (@h..0h), 1<i<l (5.36)
e=(¢h...,0") = (Pl s @bl ) (5.37)
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donde las f¥ vienen dadas por la ecuacién (5.34).

Sea dp = span{dp!, 1 <v < p;, 1 <i<1}, el conjunto de combina-
ciones lineales de las 1 - formas d¢!, ¥V 4, con coeficientes funciones
C*® , sobre O , entorno de zo . Como el sistema es observable-d
en (zo,up) , dim(dp(zo)) = n , y por lo tanto existe un entorno
O’ C O de zp, donde dicha dimensién se mantiene constante. Por lo
tanto

p:0"CR" = p(0')CR"

serd un difeomorfismo. Pero entonces Ker(p.) = Ker(dp) = 0, es
la distribucién nula en TO’, y por lo tanto, claramente es involutiva y
cumple

fe(ryu)(Ker(p.) N Ker(dh)) = Ker(p.),

para todo u fijo, es decir, es de invariancia condicionada local discreta.

Por lo tanto, por el Teorema 5.1, existe un observador general local
discreto para el sistema dado alrededor de (zg, ug). I

Pero la demostracién del Teorema 5.1 también nos indica cémo construir
dicho observador, pues a partir de (5.23) , (5.34) y (5.35) tenemos:

[((piof)(zu) = (hio f)(z,u)
fH(z) + gl (z,u)
_ wy(z) + ny(z,v)
(#5 0 f)(z,u) P3(f(z,v))

(91 © £)(f(z, 1), ) = 75(f(2,1), o)

(hi 0 1), u) = ¥4(/(2,u), )

@(z) + 32(z,2) = $3(f(2,), o)

#h(z) + 7i(z,0) (5.38)

..................................................................

(@10 )(@0) = (Ppee 0 H(F(, 4),u0) — 7 —1(F(2,8), o)
(h_'i o fpi—l)(z’u) - T’;;;—l(f(z,u)auO)
©p (Z) + 7, (2, )

(Soj).' ° f)(z,u) (()0::,--1 ° f)pi_l(f(a't, '(L), uO) - 77;;,- (f(xa u), uO)
= (h‘ o f"‘)(z,_u) - U;;(f(z,u),"o)
y = 7(z,u) + M4 (2, u)
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1<i<, ¥V (z,u) € 0’ x U'. Resumiendo, tendremos

[ (¢} 0 f)(z,u) = ph(z) + ni(z,u)
(P20 f)(z,u) = ¢3(z)+n3(z,u)
<
(Phic1 0 f)(z,u) = ¢h(2)+ nh(z,u)
\ (‘P;,'- o f)(z,u) = 7'(z,u)+ ’7;:.'+1("°’u)

1<i<1,V(z,u) € O' x U'. Tomando

w o= (w{,...,wf,l.)=(cp'i(a:),...,go;..(z)), 1<i<l
yw = (w,...,v") = ¢(z)
se tendrd
([ (])k41 #1(ks1) = (¢ © F) (@, ux)

= oh(an) + ek u)
= (wh)k + (0~ (wi), ux)

Pi—1 (k1) = (@h;—1 © f)(Tks ur)

Pps(Tk) + M, (Tk, ui)
(w), )k + 75, (07 (wi), uk)

J (w;;—1)k+1

(wp,)k+1 ©pi(Zk+1) = (p); © )@k, ur)
= 7'_($k,uk)+ 77;.-+1(3k_, u)
= 7(p—Uwk), uk) + 0,41 (0—1(wk), ux)
(¥ )k = hi(zk) = (w})k

(5.39)

(5.40)
(5.41)

(5.42)

1<4i<1, y {uk,k € Mo} tal que (wi,ux) € ©(0’) x U’ , entorno de
(wo,u0) = (¢(z0),u0) Vk > ko. Por lo tanto, si definimos como en el caso

continuo,
010 0
0 01 0
At = co : € RPiXP
0 0O 1
0 00 0
c = [1 00 o] € RI*Pi  1<i<l



A = diag{A,..., A"}, (5.44)
C = dieg{C,...,C'}, (5.45)
[ (2, )
Ii(z,u) = : € RFX1, (5.46)
| (2, u) + 0 (2, w)
" T'Y(z,u)
I'(z,u) = : , € R™? (5.47)
| Tl(z,u)

V(z,u) € O’ x U’ tendremos si wx = p(zx)

Weyp1 = A-wp + P(go‘l(wk), uk) (548)
Yk = C * Wk

Observacién 5.9

1. De las ecuaciones (5.48) y (5.23), tenemos

K P(O)Yx U xY — p(0'), es
KE(w,u,9) = A-w+T(p7 (w),u)

2. En forma similar al caso de tiempo continuo, nos referiremos a (5.48)
como al observador general candnico discreto del sistema observable-d

(5.33).

Teniendo en cuenta la Proposicién 5.3, si se modifica el observador dado
por (5.48) de acuerto con:

Weypr = A-wie+ r(#’-l(‘wk),uk) + K- (ye~C- w,,) (5-49)

donde I{ € R™*! es una matriz en principio arbitraria, (5.49) también serd
un observador general discreto para el sistema observable-d (5.33), local
alrededor de (zo, u0) , pues
K, P(0") XY — ¢(0"), dada por
Ki(wy) = K-(y—C-w)
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es claramente una funcién de K. Consideremos ahora zj , solucién de (5.33)
con condicién inicial zj, , y control admisible ux . Si wi = ¢(zx) , como
(5.48) es un observador general, se tendrd :

Wep1 = A -wi + P(lp_l(‘wk), ug) (5.50)
De la conmutatividad del diagrama de la figura 5.2 sale que

zker = STk, 9%)
¢ 1A - o(zi) + T(zk, uk)) - (5.51)

Sea ahora g , la solucién de (5.49), con yx = h(zk) y ux el mismo control
anterior, con condicién inicial g, # @(zk,) , €s decir, W, cumple

Brp1 = A+ Do~ (D), ur)
+ K-(y—C-in). (5.52)

Como (5.52) también es un observador general discreto, si 2x = ¢~ () ,
nuevamente por la conmutatvidad del diagrama de la figura 5.2 tendremos

k1 = f(Zk,ux)
= ¢ A o(Ek) +T(&Ek,ue) + K - (yx — C - i), (5.53)

y como
hi(2x)
C- - =
hi(£x)
tendremos
Erg1 = @7 A 9(84) + T(&k, k) + K - (v — C - h(£4))). (5.54)

Se tiene entonces la siguiente

Definicién 5.11
La ecuacién (5.54), con K arbitraria representa un observador completo
de tipo Luenberger discreto para el sistema observable-d (5.33).

Observacién 5.10
A diferencia del caso en tiempo continuo, (ecuacién (3.47)), de (5.54) se
ve que para los sistemas discretos, es necesario evaluar £ = ¢~ 1() .
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Si definimos, a partir de la ecuacién (5.35)

g, = ¢l 1<v<pi—1, 1<i<l (5.55)
o= (phoph_y) 1<i< (5.56)
p o= (p...,uh) (5.57)

entonces, nuevamente como en el caso continuo, sale que Ker(u.) es de
invariancia condicionada local discreta en zg. Definiendo como antes

#(z) = p(z) — Kh(z) (5.58)
con I{ matriz definida en (3.52) y
w o= (wi,... ,wf,‘._l) = (¢'i(:z:),. . .,¢:','._1(-’F)), 1<:i<1
w = (wl,...,w), (5.59)

se tendra , en forma similar a (3.56)

( (w1)k+1 = —kj(wik + (wi)k + (k5 — ik (w:)k
+78(zk, uk) — kinb(zk,uk)
q (Wh2)k4r = —kp_p(wi)k + (w pi—1)k + (kp_q = kj,—2k1)(¥i)k (5.60)
. +77p (zk,’Uk) '—2772(zk’uk)
(Woim k1 = =k g (wik + 7 (ks wk) = K1 K4 (9i)k
+"7p,+1(3k, ug) — p,—1772($k, Uk)
(i) = hi(z)

ISiSI,V(z,u)Q o'xU _
Si tomamos A € Ri-1x(ei=1) i ¢ RIx(ei-1) 1 < i <[, como en
(5.43), A, C,, como en (5.44) - (5.45), y
) iz, u) — kini(z, )
T(z,u) = : € RHT
7(2,u) + Dpigr (T, 0) = k), _1753(2, w)
1<i<|,
fl(z’u)
I(z,u) = : € R(n=Ix1 (5.61)
T(z,u)



V(z,u) € O’ x U’, tendremos
wiy1 = (A — KC) - wi + (A — KC)K - yx + T(zx, ui)- (5.62)
Dado que ¢ = (¢}, 1,93, 4%,...,¢4,1') es un difeomorfismo en O,

Y = (‘Pi’"”‘PIl’ﬂlv-"aﬂl)
= (hy... hiypty . i) (5.63)

también lo serd. Pero

P(z) = (hi(2),...,h(z),¢(z) + K (hi(z),...,(z))) '
= (y,w+ Ky) (5.64)

en O, y por lo tanto tendremos
z =9 (y,w+Ky) V(y,w)€h0)x¢$0) CR xR
y por lo tanto, (5.62) se escribird

Wit1 = (A - I\’C) W + (A - I\"C)I\' * Yk
+ T vk, we + K - yi), ui) (5.65)
V (w,u,y) € ¢(0') x U’ x h(0O’). Sea como antes z; la solucién de (5.33),
con control admisible ¢, , condicién inicial zi, y salida yr = h(zk) , si
Wi es la solucién de (5.65), para W, # ¥(zk,) , s decir
Wkp1 = (A-—KC) wp+ (A-KC)K -y
+ T (ve, b + K - 3, uk) (5.66)
entonces
2 =9 (vk, Bk + K - w2) (5.67)
es la estimacién de z, Yk > kg . Se tiene pues la siguiente

Definicién 5.12

Las ecuaciones (5.66) - (5.67) con K dada por (3.52) pero arbitraria,
representa un observador reducido de tipo Luenberger discreto para el sistema
observable-d (5.33).
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5.9 La convergencia del observador de tipo Luem-
berger discreto

Consideraremos solamente la convergencia a lazo abierto del observador,
para controles uniformemente acotados, esto es, dado M > 0 arbitrario, si
A(zo,u0) €S la clase de controles admisibles para (5.33) segin la Definicién
5.5, notaremos Z,((’go'uo) = {2 € A(zouo) * lurll S MV k > ko, ur, = uo}.
Supongamos que zi,Zx son las soluciones de (5.33) y (5.54) con condi-

ciones iniciales zy, y&x, € U’ para u € L((A:o uo) » entonces, con o, ' dadas

por (5.37) y (5.47) respectivamente, vale el siguiente

Teorema 5.2
Supongamos que

1. ¢! es uniformemente de Lipschitz de constante m,-1 en ¢(0’)
2. existe V: R — R>o continua, creciente, con V(0) = 0, tal que
IT(z1, %) = T(z2, 2)ll £ V(|lulDliz1 — 22|l

Y(z1,u),(z2,u) € 0" x U'.
Entonces, dado 8, 0 < # < 1 arbitrario, existe una matriz
K € R™ tal que

b — will < 6alltbry — wi, |8
Vk > ko,con §; constante.

3. Siademas ¢ es de uniformemente de Lipschitz con constante m,, en O’
8k = 2kl < ballEr, — zio 16

Vk > ko, y 62 constante.

En otras palabras, e] observador completo discreto converge a lazo abierto
en forma potencial con velocidad de convergencia arbitraria.

Demostracién.

Sea
Ep = ‘lIJk - Wk

145



el error de observacién; de (5.48) y (5.52) se deduce que

Er41 = (A—-KCey+ r((p-l(tbk),uk)
- T(e™ (wi),u)
= (A-KC)er+ Ty (5.68)

T = (7 (D), ux) = T(p™ (wi),uk) (5.69)

cuya solucién es (Cfr.[65])

k-1
er = (A—- KC)kRleg + S~ (A-KC)*=*D1,; (5.70)

a=ko
entonces, tenemos:

llexll < 114 = KC|I**)]leg, |l
k-1
+ Y |lA- KCEm) T, (5.71)

s=ko

Consideremos la matriz &' como en el Teorema 4.1 de forma de obtener
la descomposicion:

A—KC =AY (MN)AAN)

con A dada por (4.19) y A(X) por (4.17) con
A= {M1,.-., 15, } ¥ A; dados por

A; = diag{diag{Al(px—p;+l)1 cee aAl(pl—p;+1)})Ai+l} Pi > pit1
A; = A pi = pis1

1<i<,

A= dia'g{’\l(px—m+l)v (ER) )‘lpx}’

1> |A11| > I)qgl >7"'»|’\1le > 0.
Tenemos entonces que

14 = KC|I* < IATX I A P l* = M)A ?
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por lo que de (5.71),

lleell < M)A l®50)|lek |
k-1
+ 3 M)l )T, (5.72)

s=ko
Pero
IT(e™* (), k) = D™ (wie), wi )l

V(llukll) llo™ (wr + €x) = ™ (wi)l|
m-1 M ||ex]|,

1Tl

INIA

con M; = V(M), por lo que (5.72) quedard

lell < M)A |*50)le, ||
k=1
+ 3 MOYMymg-1 | An]® e, |,
s=ko

de donde
[Ana] =% |kl <
k-1

MNllekll + - MOA)YMim -1 [ A" HAu|~C=5)||e,[(5.73)
a=ko

Supongamos que es valido el siguiente:

Lema 5.1

Sean N, ko naturales, N > ko, f : {ko,...,N} = R>o,
€10 € Ry0,v € Rxo tales que

k-1
0L f(R)<E+ D (vf(s)+v), ko<k<N
a=ko
entonces
F(k) < (E+ Nv + pf(ko)) (1 + p)k—ko=1)
ko<k<N.R
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Tomando en el lema,

N — oo,v=0,
£ = MQOlell
7 MA)my-1 A My y

fe) = Pa|"¢ R e,

tendremos

sl el < (MOlew

+ MO)Mamges Al e )
(14 MO)Mimgma A=) 7

lesl < MOlenoll(1Aus] + Mim - )
(IRl + MO)Mym =) 7

k—ko
= Gillekoll (Parl + M) Mymyo) ™ (5.74)

M) (D] + mg-1 M)
| A ] + M(A)m,-1 M

Ahora bien, de las estructuras diagonales de A(A) y A, y de la forma
en que se tomo los A; , (y por ende los A;()) , se tiene que

A = [l[A(M)I] y
IATIOI = AT
Tomemos
M7 g An 1
A(A) = | : : : I
Al A2 Ay 1

y supongamos relaciones fijas entre los autovalores, a saber:

AMj=aj-1An 257<m
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entonces,

[ 1 1 1 1
rn-1 ,1—-2
a, al aq
M(A) =
- ’ -2
-a::—; QZ:-l Qp -1 1
Ao 0 0
0 X172 g 0
0 0 0 1

= ]{(a)D(Au)

con a = (ay,...,0p,-1), @ < 1Vi. Por lo tanto,

A7) .= D7'(An)AY(e)
AL AT < IID_(Au)II D=2 (Il lIA() A7 ()]
M(a)
TS (5.75)

La ecuacién

M(a)m -1 My

:Pl-l

O(z)=z+
tiene un minimo

o[ (o1 = Dt (@)mms 1) ] = ~Ls (01 = V(@ 1)

Por lo tanto, si

Blpr — 1)\* 1
My < ( /M ) (p1 - I)M(a)mv,-; ’ (5.76)
yan = (o= Di(@m- i) < 2= )

tendremos que
b — will = |lell < 1ller 18777 = 61 |[tdry —wio |8~
Ik — will = llexll < 61ller, 18%50) = 61 ||ibr, —wi, ||B%*0)
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Vk > ko y por lo tanto, razonando igual que en el caso continuo,
2k — zkll  Mmym1mybl|Ek, — ko [IB*) = 63|21, — 2k, |85
Vk > ko R

Demostracién del Lema 5.1.

Lo haremos por induccién sobre k :

e Parak=ko+1,
f(BY<E+ Nv+uf(ko)=(E+ Nv+ I-Lf(ko))k°+1_k°"1

e supongamos que vale para k = h , entonces

h
fh+1) < €4 > (f(s)+v)
s=ko
h

= E+uf(ko)+(h—ko)v+p > f(s)
s=ko+1
< €+ uf(ko)+ Nv

h
+ (E+uflo)+Nvyp 3 QA +p)ph?
s=ko+1

(h=ko) _
= (£+pf(ko)+ Nv) (1+“(1+p)# 1)

= (E+nf(ko)+ Nv)(1+ p)=*o)

con lo que el lema es vélido. B

Observacién 5.11
1. El Lema 5.1 es la versidn discreta del lema de Gronwall.

2. A partir de (5.65) y (5.66),si ™! y ¥ son uniformemente de Lipschitz
y se cumple para I' la hipétesis 2. del Teorema 3.2, como la ecuacién
del error del observador reducido discreto es

ek41 = (A-KC)-ex + T (yk, 0k + K - yi), uk)
- r(¢_1(yk’ wi + K. yk)vuk)a
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K sélo afecta a y , y por lo tanto, tendremos

T (ks Bk + K - y)yue) — T vk wie + K - yi), ui)|
< My V(|lugl)lldre — will,

por lo que el Teorema 5.2 también serd vilido para el observador re-
ducido discreto.

. A diferencia con el observador en tiempo continuo, para lograr la con-
vergencia del observador discreto, es decir poder tomar 0 < § < 1
no basta con la selecciéon adecuada de la matriz i . En efecto, para
p1 dado, existe una configuracién éptima o = (e,...,a,,-1) tal que
M(a) sea minimo. Como );; viene dada por (5.77), de (5.76) se
deduce que se debe cumplir

(o1 — 1)ﬁ)pl 1
M (p1 — 1)M(a)
independientemente de &K' . Esto impone severas restricciones en la

cota M de los controles, en el caso en que valga la hipdtesis 2. del
Teorema 5.2.

Mlmv,—z < (

La razén de este fenémeno, puede verse a partir de la ecuacién (5.68);
en efecto, usando alli el teorema del valor medio, se obtiene

erp1 =(A—KC)-er+ Ti-er (5.78)
donde
t,2 & 8 (5.79)
0z l(p=1(de)ue) 0w |5,
y
br = prwi + (1 — pi)dx, 0 < px < 1,
con lo que

€rs1 = (A - KC + Ti) - €. (5.80)

La matriz A — KC sufre una perturbacién aditiva Tr ,ysiA-
KC + T4 ha de ser de Schur, deberd cumplirse en todos los casos
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que ||Tx|| < 1, (Cfr.[66]). De esto se deduce, que para los sistemas
observables-d, para los cuales el observador general es del tipo

Wiyl = A -wp + I"(a:k,uk)

el problema anterior subsistird. Una posible solucién es obtener un
observador general de la forma

wky1 = A - wi + Ty, uk)

lo que naturalmente impondra restricciones mas severas sobre los siste-
mas observables-d.(Cfr.[38], [41], [48] para el caso de tiempo continuo,
para el caso de tiempo discreto no hay referencias de resultados en tal
sentido).

4. Si bien se puede establecer hipétesis para la convergencia a lazo cerrado
del observador discreto en el seguimiento de trayectorias y modelos, a
partir de las consideraciones anteriores, y del hecho que el control de-
pende tanto de la amplitud de las trayectorias, (o el tipo de modelos),
a seguir, como de la velocidad del controlador, (matriz G), la conver-
gencia del observador discreto se dard para trayectorias, (y modelos),
muy restringidos y para velocidades de respuesta muy pequeias.

Es posible relajar las exigencias de la cota en el control dadas por el Teorema
5.2, imponiendo cotas en las perturbaciones, y sacrificando la velocidad de
convergencia .

En efecto, en (5.78), supongamos que ||Ti|| < éVk > ko y que
A= A—-EKC esdeSchur. Entonces, dada Q , simétrica y positiva definida,
existe una dnica matriz P , también simétrica y positiva definida que verifica

(Cfr.[65])

ATPA-P=-Q (5.81)
y
P= i (A7) Q4. (5.82)
=0

Sea V(e) = €T Pe una funcién de Lyapunov, entonces, de (5.78), sale
V(ex) = V(ers1) = V(er) = €ly, Peryr — eF Pey,
= e [(A+TT(A+Te) - P e
= f [ATPA+T[PA+ ATPT.+ 1TPTc - Ples
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y de (5.81)
V(er) = —eF Qe + 26X TT PAey + X YT PT 1es
y si para F' matriz arbitraria definida no negativa escribimos
27 Fz = ||z|F
tendremos

V(Ek)

IA

~llexli% + 2¢llexlll P Aexl| + IIPY llexll®
[—IIEL-II% + 28lexllll P Ackll + [Pl llexll®

V(er). (5.83
el e (589
Pero, dadas F,G , matrices simétricas definidas no negativas, y G definida
positiva, vale (Cfr.[67)):

2
maz {w £ # 0} = /\ma:r(FG_l)s

llellz’
min{"dﬁ’ £ # o} = Amin(FG™1)
2 0 = min ’
llell&
Amin(Glel® < lell% < Amaz(G)llell?,
con Amaz(+), Amin(+) €l mayor y el menor autovalores respectivamente. Por
lo tanto

llexlld 1
Tz S —Amin(QPT)=m (5.84)
||€k||P
2¢\lexll IPAekll _  2¢llexll llexllirp24
lekll? llexllp  llexllp
- - 1
_ )\m,-n(ATPzAP"l) 2 .
< 2¢ = 5.85
s Nae(P) mo (585)
E|lex | 1Pl 2 Amaz(P)
——— < /=17 5.86
llexlB Aemin(P) (5.86)

Por lo tanto, si 7y + 72 + 73 = 1 < 0,V(ex) < nV(ex) y entonces V es
mondtona decreciente y por lo tanto

Il
o

lim V(Sk) =
k— o0

I
L

lim &g
k—o0
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con lo que el observador converge, con una velocidad de decaimiento que se
puede estimar como dada por Apmin(QP71). )
Naturalmente, para obtener tal convergencia no sélo ha de ser A de
Schur, lo que viene garantizado por la eleccién de K, sino también debe ser
pequeiia la cota ¢ de la perturbacién, de acuerdo con (5.85) y (5.86).

5.10 Conclusiones.

1. Al igual que para los sistemas en tiempo continuo, la existencia de
observadores generales locales discretos es equivalente a la existencia
de distribuciones de invariancia condicionada local discreta.

2. Los sistemas observables-d admiten una forma canénica de observa-
dor general, dada por la ecuacién (5.48), que se puede modificar por
adicién de funciones convenientes a fin de cumplir con la hipdtesis de
convergencia H2d.

3. Tanto para el observador completo discreto como para el reducido, es
necesario evaluar la estimacién £; de los estados del sistema mediante
las inversas de las funciones ¢ y % , dadas por (5.37) y (5.63) respecti-
vamente, lo que implica la determinacién de dichas inversas, y esto es
en general complicado.

4. A diferencia con €] caso continuo, la convergencia del observador dis-
creto, ain a lazo abierto, impone severas restricciones, tanto en el
sistema a observar como en al amplitud de los controles utilizados,
restriccién que se extiende a la velocidad de convergencia, asi como al
tipo de trayectorias (y modelos) a seguir en el caso de la operacién a
lazo cerrado.
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Capitulo 6

Simulaciones

6.1 Introduccién

En este Capitulo mostraremos simulaciones del comportamiento del obser-
vador tanto continuo como discreto. Para el caso continuo, exhibiremos el
funcionamiento del observador completo a lazo cerrado en dos problemas de
control:

1. El seguimiento, por parte de un brazo de robot de un sélo vinculo
acoplado eldsticamente a un actuador, de un modelo bilineal comple-
tamente controlable con controles acotados.

2. El seguimiento, por parte del brazo de robot de juntas rigidas PUMA
560, de una trayectoria arbitrariamente fijada en el espacio de estados.

En ambos casos se desarrollan los modelos matematicos de los sistemas, se
construyen los observadores y los controladores, y se muestran las simula-
ciones correspondientes.

Para el caso discreto, también se construye el observador completo para
un modelo ya dado en ecuaciones de estado, y se lo simula para un control
exterior de conmutacion, es decir a lazo abierto.

6.2 El seguimiento de un modelo.

6.2.1 El sistema a controlar.

Consideremos un brazo de robot de un sélo vinculo, cuyo movimiento de
rotacién estd controlado por un motor acoplado a él eldsticamente. Tal
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acoplamiento entre actuadores y vinculos, aparece cuando la transmisién del
movimiento se hace mediante correas, cuando hay una caja reductora entre
ellos, o cuando el eje del actuador es muy largo.

Generalmente se modela dicho acoplamiento, llamado juntae eldstica, me-
diante un resorte lineal de torsién que vincula al eje del actuador, supuesto
rigido, y el extremo del vinculo. En nuestro caso, el modelo obtenido es el
que muestra la figura:

$a

Motor

Figura 6.1
El sistema viene descripto por dos ecuaciones diferenciales de segundo
orden, una que caracteriza el balance mecinico en el eje del actuador, y
otra que caracteriza el balance mecdnico del vinculo. Llamando ¢ y ¢2 a
los angulos que forman el eje y el vinculo, respectivamente, respecto de un
marco fijo de referencia, la ecuacién del actuador se puede escribir:
. . K, q1
Jig1 + Figr — N (qz = F) =T (6.1)
en la cual J; es el momento de inercia del eje y la caja de reduccién, F} es
la constante de friccién viscosa, I, la constante de elasticidad del resorte
que representa el acoplamiento eldstico, N es la relacién de transmisién de
la caja reductora, y T el torque producido por el actuador en el eje. Por
otra parte, la ecuacién en el vinculo es:

]\7

en la cual m y d son la masa y la posicién del centro de masa del vinculo,
respectivamente.

Jogs + Fogo + K, (qz - q—l) + mgcos(q2) =0 (6.2)
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Si elegimos el vector de estados

T N
z q
z= |22 =],
z3 q2
T4 q2

(6.3)

y como salida tomamos, como es natural, la posicién angular ¢ del vinculo
respecto del marco fijo de referencia, el sistema completo se escribird en la

forma:
z = f(z)+9(z)u
y = h(z)
con
T3 0
T4 0
)= - K, K, F T) =
f( ) ’ :h_Nr!.’zl_i_ﬁ:z_jJ;xa g( ) :}l_
jl_ﬁ‘vzl - %-2"-2:2 ~ T cos(z2) — %1:4 0
y
h(z) = z,,
donde hemos tomado u = T la entrada al sistema.
6.2.2 El observador.
Como
th(:l:) = 4
K, K, mgd )
2 — — — — — S— — Smt—
Lih(z) = JgNzl 7, E2) 7 cos(z2) 7, T4
I\’,- Fz]\",- Fz Fz
L}hr(z) = Jnga ~JIN z) + J—2232 + J—22m g d cos(z3)
F, K, mgd ]
[J2 J2 J22 sen(:z:g) Zg
se vé que

L,h(z) = LyLsh(z) = LyL%h(z) =0

I,
72N 70

L,L3k(z) =
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Vz . Porlo tanto,conl=m =1, p =4 se vé que el sistema cumple con las

hipétesis de la Proposicién 3.2 y por lo tanto admite un observador de tipo
Luenberger.

Por otra parte, de (6.7) - (6.10), (3.13) y (3.27), se tiene

h(z)
w=p(z) = f,jgj:gg (6.11)
L3h(z)

Jf{?’w:«; + Nw;, + N"'rdcos('wl) + N\f w
-1

z=¢"" | 4N NEs. _ Nmgd . (612)
Fows + Nwy + F2ws — “8sen(w;)w;
w2
De (6.11), obtenemos
N - ﬂ}’\v"fﬁisen(ig) ’—\,';f-r‘z %—{1 0
(¢™)u(p(8)) = . Nengd B N
—N—}'\f‘f—i.,cos(a“:z) N — T%%sen(22) o NT}
0 1 0 0
Entonces, a partir de (3.47), tomando
ks
= | k2
K= ks | (6.13)
k4
las ecuaciones del observador serdn:
él = Z3+ [(N - N;lgdsen(z‘g)) ky
\r
NF, NJ, .
+ Tkt ka] (y - 42) (6.14)
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E7 = Zq+ ki(y - £2) (6.15)

2 — I\’r - I\’,- . Fl . 1
I3 = T N? z + J1N$2 7 z3+ 7 U (6.16)

+ [_ N’,T-lgdj‘icos(iz)kl + (N - Nn?gdsen(:i:g)) ko

I\r IL,-
NF? . NJ2 .

+ I\’r L3 + I\’r k4] (y 32) (6.17)
: K, . K, L mgd . F . ] )
24 = Sui- 7,2, cos(22) — 7, &4 + ko(y — £2) (6.18)

6.2.3 El modelo a seguir y el control de seguimiento.

El modelo cuyo comportamiento entrada - salida pretendemos seguir es uno
completamente controlable con controles acotados. Esto es particularmente
importante porque al ser el modelo capaz de alcanzar cualquier punto de su
espacio de estados en tiempo finito, con un control acotado independiente-
mente de tal punto, lo mismo sucederd con el espacio de salida de nuestro
sistema, es decir, se podra alcanzar cualquier punto de él en tiempo finito.
Ademis, para el modelo bilineal que se pretende seguir, basta tomar el con-
trol saturado en los valores maximo y minimo, lo que permite determinarlo
mediante métodos de minimizacién estocéstica (Cfr.[51]). La ventaja de esto
reside en e] hecho de que no es necesario cambiar la cota del control cada
vez que de pretende alcanzar algin punto del espacio de salida del sistema
no lineal. E] modelo que se pretende seguir responde a las ecuaciones:

7= Ant+Nnw+ln (6.19)
¥ = ¢
[0 1 0 O 0
0 0 1 O 0
4 = 0 0 0 1 b= 0
| @1 a2 a3 aq 1
[0 0 0 O
0 0 0 O
N = 0 0 0 O
n1 N2 N3 7Ng4




En [52] se dan las condiciones para que un sistema no lineal pueda seguir
a este modelo bilineal, y se puede ver que nuestro sistema cumple con las

hipétesis alli establecidas.
La ley de control conociendo los estados del sistema, de acuerdo a (4.127),

vendra dada por
~ cAtn — Lih(z) A3 + cA3Nq
LyL3h(z) LyL3h(z)

(6.20)

Dado que en nuestro caso utilizaremos las variables de estado estimadas por
el observador, el control vendrd dado por la ecuacién (4.128):

cA'n — LYh(2) cA3b+ cA3Nq

LgL}h(:i:) LgLﬁh(:Z:)
1 4 . .
—_— (L7 h(2) — cAT 1) . 6.21

6.2.4 Simulaciones.

En este apartado se muestran los resultados de la simulacién del seguimiento
del modelo bilineal, cuando se supone que el control exterior, (w), estd aco-
tado por el valor M =0.3.

En este caso, y de acuerdo a [52), obtenemos los siguientes valores para
las matrices Ay N :

a = —8-5, a; =6, a3 = —9, a4 = 0
ny = =7.5,n,=10, n3 = -3, ng =4.

Supusimos ademds las siguientes constantes para el sistema:

K, = 60, N=10, m=1, ¢=9.81,d=0.3
Ji = 01, J, =03, F; =0.1, F, =0.15.

Con el objeto de tener una cierta velocidad de respuesta en el seguimiento,
tomamos los autovalores del controlador, y del observador como

{-5, —5.1, =5.2, —5.3}

{-6, —6.1, —6.2, —6.3},
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lo que resulté en los siguientes valores para los coeficientes de las matrices
G,y K respectivamente:

a1 296.184, g2 = 285.686, g3 = 103.31, g4 = 16.6
ki = 246, ky = 226.9, k3 = 930.1, kg = 1429.6.

Los resultados de las simulaciones se muestran en las figuras 6.2 a 6.9:

Las figuras 6.2 a 6.5 muestran los errores de observacién ¢; = £; — z;,

1 < 7 £ 4 respectivamente; en ellas se puede ver que la convergencia a cero de
dichos errores se da en aproximadamente 1.Gseg. , es decir aproximadamente
tres veces la constante de tiempo mds lenta del observador.

En la figura 6.6 se puede ver el error de seguimiento de la salida del
modelo, e, = ¥y — ¥ , que estd en la banda de 0.2, y que converge a cero en
aproximadamente 2.1seg. , ligeramente mds lento que para el observador, ya
que esta dinamica viene regida por los autovalores del controlador.

En la figura 6.7 se vé la trayectoria de las salidas del modelo y del sistema,
y como esta practicamente se confunde con aquella a los 2.1seg. .

La figura 6.8 muestra el control w que se le aplica al modelo, para que
este siga la trayectoria de salida que se vié en la figura anterior, y la figura
6.9 muestra el control u , esto es, el control que efectivamente se le aplica al
sistema para seguir al modelo.

Los errores iniciales de observacion y salida se tomaron como :

e1=-0.1,e2=-01, e3=-0.2, ¢4 =-0.2, ¢, = 0.1
En estas figuras se puede ver el correcto comportamiento del observador
a lazo cerrado en el seguimiento del modelo propuesto.
6.3 El seguimiento de una trayectoria.

6.3.1 El sistema a controlar.

En este apartado consideraremos el seguimiento de una trayectoria por
parte de un brazo de robot de juntas rigidas. Este sistema se puede conside-
rar como una cadena cinematica abierta constituida por n cuerpos rigidos,
(los vinculos) unidos entre si y a un punto fijo mediante n articulaciones,
en las cuales estdn ubicados los actuadores, (motores).
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Si, por simplicidad suponemos que las juntas son rotatorias, el comporta-
miento del brazo de robot de juntas rigidas viene descripto por las siguientes
ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden (Cfr.[26])

> Dijii + Taidi + > Y Dijedidj + Di = T (6.22)
J=1 J=1lk=1
1 <: <n,donde
e n es el nimero de juntas,

e gi,§i,d; son la posicidn, la velocidad y la aceleracién angulares de la
junta ¢,

T; es el torque actuante en la junta 1,

D;;, D;; son las inercias efectivas y acopladas,

I, es la inercia del actuador refejada en la junta t,

D;;j, Dijx son los coeficientes de las fuerzas centripetas y de Coriolis,

D; es la fuerza de gravedad.

Supondremos que los actuadores del manipulador robético son motores de
corriente continua controlados por armadura, y cuyos voltajes de entrada
son las variables de control. La tensiéon de armadura del i-esimo motor viene
regida por la siguiente ecuacién:

. dii | edwi
R,‘Z| + L.E + I\i -Et— = U (6.23)

1 <t <n,con
e w; es ]a posicién angular del rotor,

e R; es la resistencia del circuito de armadura,

L; es la inductancia del circuito de armadura,

i; es la corriente de armadura,

I(¢ es la constante de tensién del motor,

u; es la tensién -de armadura.
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Mis ain,
w; = Ny, (6.24)
T, = N;KFi; (6.25)
donde

e N; es la relacién de transmisién de la i-esima junta, y

e KF esla constante de torque del i-esimo motor.

Para obtener una ecuacién dindmica que tenga en cuenta tanto a los actua-
dores como al brazo robético, se debe combinar las ecuaciones (6.22), (6.23)
y (6.24), con lo que se obtiene (Cfr.[20]), si ¢ = (¢1,92,---,qn)T » ¥

Dy + Ia Dy2 Din
D Doy + 1 D
D) = D :12 22 + la2 :2n ,
Dn1 Dnz Dnn + Ian

. Ll Ln
D, = dzag{NlKIT,..., Nan.}

P(¢,4:8) = [Pi(g,6,9)s---» Palg, 6D,
donde
R. n n n
Pi(q,q'aq') = N i Z‘DIJ(IJ + LiGi + Z: E Dch‘]JQL + D;
L} =1 1=1k=1
]\r kT E D'JqJ ++ Z Z (Dukq.jq.k"l'
J=1k=1

+2Dijkqj‘Ik) + D-‘] + K{Nygi i:1,...,n,

el sistema completo escrito en la variable de estados z (Cfr.[28]):

#1 z? 0
t=| 22 | = z3 + 0 u, (6.26)
& | D~Y(z!)P(z) D71(z!)

conz! =q,z2 =gand 23 = §, o

= 1)+ 0s(a)us(t),

=1
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donde
72

flz) = z?
-D"1P(z)

y
dj(z) el la j-esima columna de la matriz D~! (dimensién n ),

g;(z) = (0,...,0,d;(z))T (dimensién 3n).

En nuestro problema de seguimiento de trayectorias, supondremos que
los estados a los que tenemos acceso son sélo las posiciones angulares ¢, su-
posicién que se ve corroborada en la prictica por la dificultad de la medicién
de velocidades o aceleraciones (Cir.[50]). Por lo tanto, las salidas del sistema

seran

¥i = hi(z) = :c} =¢ it=1,...,n. (6.27)

6.3.2 El observador.
De las ecuaciones del modelo (6.26) y (6.27), sc tiene
th,-(z) = ¢
Lg;Lshi(z) = 0
L?h,‘(z) = §;
Ly;Lihi(z) = dji(z)
donde dji(z) es el i-esimo elemento de d;(z) .
Dado que la matriz D~! es inversible globalmente, (es la matriz de los
términos de inercia y por lo tanto simétrica y definida positiva), el sistema

cumple con las hipétesis de la Proposicién 3.2, conpy =p2=...=pp =3
En este caso, podemos pues tomar el cambio de coordenadas

[R1,Lyhy, L3hy, ... hoy Db, L3 Ra)T
[41,9'1,4']'1,- . ’Qmém('l'n]T-

w = ¢(z)

En las nuevas variables w el sistema (6.26) se escribe

w! = w?
w} = wf
W) = Lihi(eM(w)) + Y Ly, L3hi(™! (w))u;(t) (6.28)

=1
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con w} = ¢; (posiciones), w? = ¢; (velocidades), w} = §; (aceleraciones),
i=1,...,n,ylamatrix LgL;h = D71,

Tomando, como en el Capitulo 3, las matrices siguientes:

0
A = diag{A1,...,Ap} ER®*3> A;=|0
0
0
B = diag{B,...,Ba} € R®**, B;=1|0 |,
1

o O
o = O

LrH = (L3h,...,L3hs) € R™™,
C = diag{Ci,...,Co} R, Ci=[1 0 0],

la equacidn (6.28) se escribe

W = Aw+ B [LrH(p 7 (w))+ D7 (! (w))u(t)] (6.29)
y = Cu, (6.30)

De la forma de ¢ , que es una transformacién lineal, (en realidad es una
permutacién), se deduce que es indistinto considerar la variable z ola w .
Por lo tanto podemos construir el observador segin la ecuacién (3.45), en
vez de la (3.47) como en el ejemplo anterior. Entonces, teniendo en cuenta
(6.30), la ecuacién del observador serd

W= (A- KC)b+ BLrpH(¢ (@) + BD (¢ (z"))u+ Ky  (6.31)
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con I € R3*" de la forma

[ k1 0 0 7
ki O 0
kia 0 0
0 kn 0
0 ko :

0 ko
K=119 o
0
knl
: : kn2
L 0 0 kn3 J

6.3.3 La trayectoria a seguir y el control de seguimiento.

Consideremos la trayectoria a seguir, dada en el espacio de estados segin
wi(t)=( qa da1 G 9dn  Gdn  Gan );
si tomamos los errores siguientes:

e(t)y = w(t)— w(t)
6(t) = w(t)— wy(?)
e(t) = w(t)— wa(t) =6(t)+e(t)

entonces, si disponemos de los estados verdaderos del sistema, de acuerdo a
(4.63), tendremos que el control exterior para el seguimiento de la trayectoria
en forma asintética serd

g
v= : - G§(2), (6.32)
0
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donde la matriz de ganancia de seguimiento G es

gn g1z 9is O 0 0 0 0 0
&= 0 0 0 g1 922 923 0 0 (6.33)
0 0 0 0 0 0 gn1 dn2 Gn3

y el control de realimentacidn, que entra efectivamente al sistema, de acuerdo
2 (4.64) es

v = ~D(p~ (w))LrH(¢7'(w)) + D(p~" (w))o. (6.34)

Como en nuestro caso se usa la estimacién w , utilizamos para v la ecuacién
(4.69), con lo que

()
b= : — Ge(t). (6.35)
()
y para u la (4.70)
u = —D(¢~ (&) LrH (¢~ (®)) + D(¢~())5. (6.36)

Dadala particular estructura del sistema robético aqui considerado, se puede
ver (Cfr.[50]) que este cumple las hipétesis del Teorema 4.4 y por lo tanto
se podré encontrar matrices K y G que permitan seguir la trayectoria con
la velocidad de convergencia deseada.

6.3.4 Simulaciones.

En la simulacién se implementa el seguimiento por parte del modelo del
brazo de robot de la siguiente trayectoria:

qa1(t) 0.047t% + 0.1257
qa(t) = | qa2(?) | = 0.5sen(0.47¢) ,
qas(t) 0.4¢

con 0 <t < 5 segundos.

Este seguimiento se realiza a lazo cerrado con el observador anterior y
segin la ley de control dada por (6.35) - (6.36). Usamos el modelo dindmico
del manipulador robético PUMA 560 ([27], [28]). Sdlo las tres primeras
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juntas de este manipulador se modelaron y simularon. Los motores tienen
una potencia de 100 Watts, y voltajes de saturacién * 45 volts.

La matriz G se eligié de forma tal que los autovalores en las ecuaciones
de error de seguimiento del sistema controlado (4.76) para cada junta fueran:

{-15, -14 - 13}.
La matriz K se eligié para que los autovalores en las ecuaciones de error de
observacién (4.77) fueran:
{-17, -18, -19, —20, —21, —22, —23, —24, —25}.
Las condiciones iniciales para la simulacién se tomaron:

@1(0) = 0.6, ¢2(0)=0.1, ¢3(0)=0.2
¢:1(0) 0.5, ¢2(0)=0.2, ¢3(0)=0.35
6i(0) = 4(0)=G(0)=¢;=0 i=123.
Los resultados de la simulacién se pueden ver en las figuras 6.10 a 6.17.

Las figuras 6.10 - 6.12 muestran los errores de seguimiento angulares, de
velocidad y de aceleracidén respectivamente, segin

ej = g;(t) — g4;(2)
ei+3 = g5~ 4a;() i=123
§;(t) — da, (1)
Las figuras 6.13 - 6.15 muestran ]a performance del observador a lazo cerrado,
exhibiendo los errores
eo; = §j(t) —¢;(?)

¢;(1) —4¢;(1) =123

eojre = §;(t) — (¢);(2).
La figura 6.16 muestra los voltajes de control reales de los motores de las
tres juntas. La comparacién entre las trayectorias real y deseada del efector
del brazo en el espacio de trabajo se muestran en la figura 6.17, donde se
pueden ver los errores de posicién en las tres coordenadas ez, ey, y €.

En las figuras anteriores se puede apreciar la diferencia de velocidades de
convergencia del observador y de las trayectorias, lo que refleja las diferencias
entre los autovalores de disefio. También se puede apreciar el excelente
comportamiento de todo el sistema a lazo cerrado, pese a que las condiciones

iniciales fueron elegidas en forma por demds desfavorables. Asimismo, se vé
que los voltajes de control se mantienen dentro de la zona de no saturacién.

1l

€j+6

€0j+3
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6.4 Un observador en tiempo discreto.

6.4.1 El sistema y el observador

Con el objeto de mostrar las técnicas de diseio del observador discreto com-
pleto expuestas en el Capitulo 5., consideremos el siguiente sistema:

(z1)ksr = (A4 (z1)k)us
(Z2)k41 = (T + (23)k (6.37)

(23)k+1 ((z3)k + cos((z2)k))ux,
con salidas
(y)e = (z2)k
6.38
{ (v2)e = (z1)k- (6:38)
Entonces, a partir de (5.37), (5.39) y (5.48), obtenemos:
C o
p(z) = | z1tazs |, (6.39)
- zl
[ 0
I[(z,u) = 1+ 2, +cos(z2) + 23 | u, (6.40)
| 14 I
y ademids, py = 2, p2 = 1. Entonces, sc puede ver que si w = ¢(z),
tendremos
(wik+r = (w2l
(w2legr = ((w2)r + cos((wr)k) + uk)uk (6.41)
(waks1 = ((wa)k + uk)ux,
y
w3
o N (w) = W . (6.42)
w2 — W

Por lo tanto la ecuacién del observador, de acuerdo a (5.54), sera:

(k41 = (14 (E)e)us + k3((y2)k — (21)k)

(F2)eer = (€1 + (£a)e + k1 ((91) — (22)8) (6.43)
(Z3)ks1 = ((Z3)k + cos((Z2)k))ux '

+ K2 ((v1)k = (@2)k) = k3((y2)r = (£1)k)-
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Como m,-1 = ||(¢71).]| = 1.618 y

IT(Z,v) =T(z, W)l < UBillIZ -zl |u] con

0 01
B, = 1 1 1|, entonces
1 00
V(lul) = 1.8478|ul.

Si tomamos 8 = 0.8 y a = 0.1, tendremos A3 = 0.4, A\12 = Ag2 = 0.04,
M(a) =3.0125 y

0.36 0
K=10016 0
0 0.04

6.4.2 Simulaciones.

En las figuras 6.18 - 6.24 se exhiben los resultados de la simulacién del com-
portamiento del observador a lazo abierto para un control de conmutacién
con valor de saturacién 0.6 y un tiempo de muestreo de 0.05 seg. Las con-
diciones iniciales se tomaron como:

21 = 0.3, 22 = 0.5, 23 = —=0.2, &; = —2.3, £, = —0.5, £3 = 1.2.

En las figuras 6.18 - 6.20 se pueden ver los errores de observacién e; =
Zi—zi,i=1,...,3;en ellas se puede apreciar que el error cae priacticamente
a cero parat = 0.6 seg., lo que es coherente con la adopcién de B , pues al ser
el tiempo de muestreo At = 0.05 seg., el tiempo de decaimiento corresponde
a doce pasos de evolucién, y 12 = 0.055 .

En las figuras 6.21 - 6.23 se ven las trayectorias reales en el espacio de
estados, y en la 6.24 el control exterior aplicado.

Es importante notar que de acuerdo a la ecuacién (5.76) deberia ser
|u| < 0.06 ; sin embargo la simulacién muestra el adecuado funcionamiento
del observador para controles diez veces mayores que tal cota, por lo que
podemos concluir que limitacién en las amplitudes de los controles dada por
la ecuacién antedicha es bastante conservativa. De todas formas el compor-
tamiento, respecto de la velocidad de convergencia es el predicho por los
resultados del Capitulo 5.
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6.5 Conclusiones.

En este capitulo se simulé el comportamiento del observador continuo a lazo
cerrado tanto en el seguimiento de modelos como en el de trayectorias, y el
del observador discreto a lazo abierto. Las simulaciones para el observador
continuo se hicieron sobre sistemas reales con los siguientes resultados:

e En el primer caso se simulé un brazo simple de junta eldstica,y se si-
guié el comportamiento entrada - salida de un modelo completamente
controlable con controles acotados, tarea particularmente importante,
dada la relativa sencillez del modelo, asi como la posibilidad de de-
terminar facilmente para éste controles saturados de amplitud fija. El
comportamiento del observador se ajusté a las pautas fijadas en el
Capitulo 4.

e En el segundo caso se simulé el comportamiento de un modelo comer-
cial de manipulador robético, en el seguimiento de trayectorias. De
nuevo, el comportamiento del sistema a lazo cerrado, se ajusté a los
resultados obtenidos para el observador presentado.

La simulacién para el observador discreto, se realizé sobre un sistema des-
cripto por su evolucién en el espacio de estados, con control de conmutacién,
y alazo abierto. El comportamiento {ué acorde a los resultados del Capitulo
5 en lo que respecta a la velocidad de convergencia, y muy superior a ellos
respecto de las cotas del control.

De lo expuesto anteriormente, se vé la relativa sencillez del disefio de los
observadores, tanto continuo como discreto, y el correcto funcionamiento de
los mismos en las tareas de control propuestas.
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OUTPUT CONTROLLABILITY OF
NONLINEAR SYSTEMS WITH
UNIFORMLY BOUNDED
CONTROLS"®
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Abstract. The problem we deal with in this paper is the output controllability
of a smooth single input-single output nonlinear system using uniformly bounded
controls, i.e., the control @ is bounded ~|w(¢t)| = M- for a given M> 0 independ-
ent of the point to be reached in the output attzinability set of the nonlinear sys-
tem. The approach to the problem consists of a modification of the system by
using dynamic feedback so that the input-output behavior of the closed loop
matches that of a bilinear sysiem completely controllable with uniformly bounded
control. We include an example that shows the success of the approach.

Key Words—
1. Introduction

The problem of output controllability of linear systems has been studied
since the first years of modern control theory (Brockett and Mesarovic, 1964;
Wonham, 1979; Athans and Falb, 1966; Morse, 1971). This paper deals with the
output controllability of single input-single output nonlinear systems of the fol-
lowing type:

= f(x)+ g(x)u, (1)
y = h(x), (2)

where xr€ 22" and f, g, hE€ &

During the last decade, a geometric theory for this class of systems has
been developed (Isidori, 1989; van der Schaft, 1990), which has led to interest-
ing applications in various fields of control engineering, like robotics, chemical
reactors, etc.

Problems such as exact linearization, model matching, trajectory tracking
and perturbation decoupling were solved by using nonlinear coordinate trans-
formations and nonlinear feedbacks of the forms
1. (static) u=a(x)+ b(x)w,

2. (dynamic) u=a(z, x)+b(z, x)w,
where 2 is the state of other dynamical system, different from (1)-(2).

* Received by the editors July 25, 1991 and in revised form July 30, 1992.
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2 C.E. D'ATTELLIS AND R A GARClA

In this framework, the control w is designed in order to satisfy the desired
performance. In the case with which this paper deals, i.e., the output controlia-
bility, we consider an important practical restriction: the control @ must be
bounded due to physical reasons. Then, the problem is the following. given a
point ¥ in the output attainability set, look for a uniformly bounded control w,
such that the corresponding output y(t) reachs ¥ in finite time. We emphasize
that uniformly bounded control means |w (¢)|<M, Vt=t¢,, for a given M >0
independent of y.

With this aim, a dynamic nonlinear feedback will be used in the system (1)
in such a way the closed loop input-output behavior matches that of a com-
pletely controllable system with uniformly bounded controls. This is a classical
“model matching problem” and has been solved usually to match linear systems
(di Benedetto, 1989; di Benedetto and Isidori, 1986). The class of linear sys-
tems is not good enough in the case of complete controllability with uniformly
bounded controls. In fact, as it is well known (Mohler, 1973), a linear system
i=Ax+ bv is not completely controllable with » bounded, if the eigenvalues of
A have negative real parts. Furthermore, in any linear system, every output
value that can be reached in finite time can be reached with a bounded control,
but the bound depends on the output value to be reached.

In order to apply certain results of controllability using uniformly bounded
controls (Mohler, 1973), we will solve the bilinear model matching problem and
demonstrate that given a nonlinear system (1)—(2), it is always possible to con-
struct a bilinear system completely controllable with uniformly bounded con-
trols that solve the bilinear model matching problem.

The paper is organized as follows. In Sec. 2, we show an example in which a
linear model that solves both the model matching problem and the stabilization
problem is not good for reaching a given value of the output. This example is
continued in the last part of the paper, where we show a bilinear modification
of the linear model that allows us to reach every output value with the same
constrained control. The bilinear modification is made, using the results that
we show in Secs. 3 and 4. In Sec. 3, we solve the bilinear model matching
problem, and in Sec. 4, we establish the conditions under which it is possible
to choose a completely controllable bilinear system with uniformly bounded
control for solving the model matching problem.

2. Example. Part 1
We begin with some definitions. The system (1)-(2) has strong relative de-
gree r, if Sastry and Bodson (1989)
ofor k=0, 1, ---, r—2 and for all x
L‘L}h(x) =0
o for all x
]L‘L;'lh(x)| =ze>0,

where Lok (x): £2"— &2 stands for the Lie derivative of h(x) with respect to
f(z)iie,
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dh(x)
Leh(z) = ——= X).
sh(x) P f(x)

We consider the following nonlinear system in £2%

41:'1 =—xl+12 “—;‘xg
I'z = —21‘ + 4}2 + XX — 2:% + (BX§+1)u . (3)
y=x

P,= (0, 0) is an unstable equilibrium point, and P, = (0, 2) is an asymptotically
stable equilibrium point. The strong relative degree is r = 1, since

Lih(x) =323 +1+0, vx € &°

The linear system

i=Az + bo
] 4)

y=cz

with

_|0 1 - 10 -
a=[0 1] o= 2] -0

solves the linear model matching problem (Isidori, 1989) for both a, and a,,

using the dynamic feedback

cAz—Lsh(x)+w
Lyh(x)

Then, if x,(0)=2,(0), we obtain x,(t)=2z,(t) ¥t =0; i.e., the same input-out-
put behavior @ — y. Taking a, = — 2 and g, = — 4, the resulting linear system,

(5)

u(lz, x) =

Z =2,
i, = -2z — 4z, + 0}, (6)
y=1z

is a compensator for (3); i.e., the pair formed by the compensator (6) and the
feedback (5) solves the dynamic stabilization problem (Bacciotti, 1992). In fact,
the closed loop (3)-(6)-(5) is

, 1

=1+ 1 —7::2

X, = =22 — 42 + 0 )]
Z.1=I2

and

2 1 »

Vixy, 23, 2)) = 27 + — x5 + =23
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is a Liapunov function for the free system corresponding to (7). Thus, the con-
trol w =0 locally stabilizes the closed loop system (7) in (0, 0, 0), and so an
important control problem is solved.

However, the linear model (6) it is not good enough for solving the output
controllability problem.

In order to analyze this assertion, let us consider that we want to drive the
nonlinear system (3) from a given initial state in a neighborhood of (0, 0) to-
ward the stable equilibrium point P, = (0, 2), using a constrained control.

We observe that, in the free system corresponding to (3), the point (0, 2)
is an attractor for the points of the form (x,, 2), since £,=-x,, £, =0 and
%, =2. In consequence, we could think of using the linear model matching
control scheme previously described, because we are facing an output control-
lability problem: to reach ¥ =2 and then on set #(¢)=0in (3).

As we have seen, the input-output behavior w — y of the closed loop
(3)-(6)-(5) is the same as the input-output behavior of the linear system (6).
Then, if we are able to design, on the linear system (6), a control function w,
such that the output reaches the value y = 2 in finite time, the objective will be
fulfilled.

Let us suppose a constrained control |w (¢)|=< 1.5, V¢=0.

For linear systems of type (4), it is easy to verify that, when 0<a}+4aq,,

IZZ(t)I = "§D=|L,' VtZO,

—_—t al

where 2, (¢) is the solution of (4), corresponding to the control @ (¢) and (0, 0)
as an initial condition. Then, in our case, |z, (¢)| <1.5/v2 < 2, that is, the linear
system cannot reach the desired target y=2. Obviously, with a different linear
system, the desired output value could be reached, using the same constrained
control; but in general, for each output value, we have to choose a different
linear model. This drawback will be solved, using bilinear models, as we will
see in the following sections. We will come back to this example in Sec. 5.

3. Bilinear Model Matching

In the following, we will consider that the initial condition xo= 2(0) is an
equilibrium point of the system; i.e., f(z,)=0; furthermore, without loss of
generality, we will suppose that h(x,)=0.

Proposition 3.1  Given
1. the system (1)-(2) with x,= x(0) and strong relative degree r <=,
2. the bilinear system

z=Az+ Nzo + b, (8)
Y, = cz (9)

with z€ 2™ A, NE @™ ™ b€ Z™*", c€ 2™, 2(0), and
(a) strong relative degree r, =r

() m=ry,

then there exists a dynamic feedback,
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u=alz, z)+ Bz, xo, (10)
with a, § € ¢, such that for all =0 the input-output behaviour w — y of the

closed loop system (1)-(2)—(8)-(9)-(10) is the same as the input output behav-
iour w — y, of the bilinear system (8)-(9).

Proof. We consider the expanded system,
zZ || Az 0 Nz+b
[i'] [f(x)]+ [g(,)]“'* [ 0 ]w. (11)
e=h(x)_cz. (12)

We look for the functions a(z, x) and B(z, x), so that by using the feed-
back (10), the output e becomes independent of w. Defining

e- 1] F““[f%;)]' 6= [ 0

H(E) = h(x) — ez, P(&) = [N’o”].
the system (11)-(12) can be written as
E=F(&) + G(&)u + P(&)o, (13)
e= H(&), (14)

and we may consider « as the control and @ as a known perturbation. Then, the
problem can be stated as a disturbance decoupling problem (Isidori, 1989). Let us
calculate the relative degree 7z of the system (13)-(14) without perturbations;
i.e., w=0. As

LYH(E) = —cA*2 + LIh(x), (15)
AL h(x) 0
k = | — ,ak /
LoLEH(E) [ cA —— ][g(x)]
= L, L}h(x), YE=0, (16)

then 7z = 7. Replacing (10) in (13), we obtain

F() + GO a(d)+B(Sw]+ P(Hw
=[F(&)+G(&)a(d)] + [G(E) (&) +P(S)]w.

¢

Following Isidori (1989, p.199-201), the decoupling problem can be solved,
if and only if

[G(HBE)+P(O)E Q2 (8)
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and

LeH(E)

LLHE) 4

a(é) = -
where

( dH(E)
. ag
Q* = ker :
ILL'H(E)
| S
[ dh(x)
-

adx

ker :

3L;"h(x)
ox

—cAr"!

ker #(&).

>

This implies that the following must hold:
A (OGS B(E)+P(E)) = 0.
Consequently, B (&)= B(z, x) must verify
—cNz - cb+ B(z, x)Lyh(x) =0,
—cANz — cAb+ B(z, x)L;Leh(x) =0,
=0,
—cA""'Nz — cA" "' + B(z, z)L,L’/"h(x) = 0.
Since the relative degrees of the bilinear system and the nonlinear system are
equal by hypothesis, the former equations are trivially identically zero, except

the last one, from which we obtain the function

cA""'Nz+cA""'b
Ll 'h(x)

Finally, from (15)-(16)-(17)-(18), the control law that solves the decoupling
problem is

(18)

Bz, x) =

u=a(f)+ f(fw
_ cA’z— L h(x) + cA" b+ cAT!Nz

r=1 r—1 (19)
Lyl 'h(z) Ly h(x)

Using this feedback, the output ¢ is decoupled from w; i.e., e(¢) is the same
whatever w may be; in particular, setting @ =0 in (13) and (19) we obtain






Ourtput controllability of nonlinear systems with uniformly bounded controls
= F(&)+ G(a(d), (20)
e= H(&). (21)
The point §,=(0, x,}' is an equilibrium point of (20), because
f(x0) =0,
L;h(xo) = 0,
L,L'/"h (x0) # 0
and

o o [ Lihxo) 7_
Fe)+ Gl&)a(é,) = [f(xo)]+ [g(xo][ Liyee 170

Then, é(t) = Go» Yt=0and H(E))=0. Therefore, e(t)=0,V¢=0; i.e., there will
be an exact output tracking on [0, = ].

4. Bilinear Systems and Bounded Controls

As we have said, the reason for treating bilinear model matching is that for
some of such systems, it is possible to obtain complete controllability with uni-
formly bounded controls. With this aim, we will use phase-variable bilinear sys-
tems (Rink and Mohler, 1968); i.e., those that verify

z2=Az+ Nzw + bo, (22)
y=cz, (23)
where
01 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 00 0
A= : i, N=| ! P,
0 0 0 1 0 0 O 0
a a, a; (7 ny 7N, Ny n,,
b=[00 - 0 b,), c=1[¢ ¢ ¢ Cm ).

For these systems, the following result holds:

Proposition 4.1. (Mohler, 1973; Rink and Mohler, 1968) Consider the
phase-variable bilinear system (22)-(23) and a compact set K, such that
0eKC 22 letforeachwe K,

gﬂl
D(w)z
with D(w)=A+ Nw, by the set of equilibria of (22). Then, (22) is completely

Z(w)=[ze +ba)=0}
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controllable with uniformly bounded controls, if there exist two points ®* and

"~ in the set K, such that

1. the real parts of the eigenvalues of D(w*) and D(w~) are positive and nega-
tive, respectively;

2. Z(0") and Z (™) belong to the same connected component of Z (K).

Proposition 4.2. A phase-variable bilinear system always exists, verifying
following conditions:

1. it is completely controllable, using uniformly bounded controls;

2. it solves the bilinear model matching problem.

Proof. Let r, be the relative degree of the bilinear system. In order that r, =7
(7 1s the relative degree of the system (1)-(2)), it suffices that

¢hb=cAb=cA%=..=cA""% =0, (24)
¢N = ¢cAN = ¢cA’N = ... = cA""IN = 0, (25)
cA" b+ 0, (26)
cA"TIN # 0. (27)

However, the bilinear system is a phase-variable one, so

ch=1le ¢ - epl| 7 |= Cmbm-

Since b,, #+ 0, then ¢,, =0 in order to verify (24). Yet,

[0 1 0 0 0
cAb= (¢ ¢ Cm-1 0] 0 01 0 O
_a'l a, ay gy bm
[ 0
=[0 ¢ ¢ Cm-1) 0 = Cperbm,
b

and ¢,,_,;=0. In the same way, we obtain ¢,,_, =0 for 1=k=7r-2 in order to
verify (24), and from (26), ¢,,_,-,# 0. Then, if the vector c is

c=1[¢ ¢ Cm-r-1 0 -+ 0], (28)

the conditions (24) and (26) hold. Since each column of N has the same form
as b, the vector ¢ also verifies (25) and (27); i.e.,

CA*N=[000 - 0], Osk=r-2,

CA'-lN = [Cm—f+1’ll Comer+1%m ] F 0-
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Summing up, if the vector ¢ has the form (28), then r, = r. Thus, the hypothesis
(a) of Proposition 3.1 is satisfied. The bilinear model matching problem is solved,
using a phase-variable bilinear system (22)-(23) with m=r (hypothesis (b),
Proposition 3.1).

We will show now that it is possible to chose the matrices A and N in such a
way that the bilinear system is completely controllable with uniformly bounded
controls. If

() = [2§(w), -, z(0) V'
is an equilibrium point of equation (22) for some w €K, i.e.,

0 = 2°(w) = D(w)z*(w) + b,

then, as
0 1 0 0
pw=| ¢ 0 1 °
al+.am, Gy +@ny, B3+ WNy - Gy +.am,,,
=[000 - b,
we obtain
0=2{ = 25,
0=12; = z,

0= 25, = z5,,
0=z = (g +on)zf + -+ (ap+on,)z;, + 0b,.
From this, these results
0= (aq,+on)zi{ + wb,,

and for those w, such that g, + wn, # 0, the equilibrium point will be
wb,,

a+own,

z,(w) = 0

0
Since we are concerned about bounded control, we will take K=[-M, M ] for
some M > 0. If g, n, are such that






10 C.E. D'ATTELLIS AND R A. GARCiA

(el m (29)
n |

then a,+ wn,# 0 for all w € K, and then the function 2z : K —» Z#™ is continu-
ous. It follows that z¢(K) is a connected set of 2™ In this way, the second hy-

pothesis of Theorem 4.1 is verified.
It remains to find w™ and @~ in K that verify the first hypothesis of Theorem

4.1.
As we know, m must be greater than or equal to r; then, we assume that m
is even, and m=r. As D (w) is a companion matrix, its characteristic polynomial

1S
Q(w, A)= A" — (@, +wn,) A" ' = ... — (g,+0n). (30)
The polynomial
P(w A) = {A-a(@)])7 [A-&()]7,

where ¢ :[-M, M ]— ¥ is a continuous function, has only two roots, a(w)
and its conjugate @ (), both of multiplicity 7 /2 ; but we can also write

P, )= A" + 6, (w) A" + 8,(w) A + 6,(w), (31)
where the coefficients §; (d) are nonconstant polynomials in the variables
Re(a (w)) and | a (w)|.

Taking
—w =w=pE[-M M],
we look for matrices A and N, such that
P(p, 2) = Q(p, 2),
P(=p, 2) = Q(-p, A).
It this way, the eigenvalues of D(p) will be a(p) and @ (p), and those of
D(-p), a(-p) and @ (— p). We will choose p in such a way that the first hy-
pothesis of Proposition 4.1 will be true.
By comparing (30) and (31) we obtain for 1=i=m
- (a; + pn;) = 6;(p),
—(a; — pn;) = 6;(— p).

Then, for those p, such that §; (p)— &; (— p) =0, the coefficients of the matrices
A and N must verify

8 _ S;(p)+6;(—p) 1<i= 32
P —epy S ET (32)

In order to show that there exists p€[ —M, M ] such that
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5) - 6;(=p)+0, 1=i=<m,
we consider §; (p) — &; (— p) as a polynomial in four vanables,
(n,, 1,0 m3, 1),
where
1, = Re(a(p)), m; = la(p)|, ny = Re(a (=), ny = la(-p)l.
We denote
4:(m) = 4Ai(n,, n,, 0, n,,) 4 & (n,, n,) - ;(n,, n,),
and define
V; = [nei‘=0], l=i=<m,
v=UL.

V and V; are closed algebraic verieties in £2¢, and we will demonstrate that the
interior of V (int(V)) is the empty set. In fact, suppose

n° = (1% 73 n3 nd) € int(V),
and let B, be an open neighborhood of n° contained in V; then,
a(m) 4 fIlA.-(n) =0, Yn€ By,
and since £2[n] is an integral domain, there exists i*, such that
4;.(n) =0, ¥n€ B,.
Then,
5ie(ny, 1) = 8- (13 1) = 0, YN €E B,
In particular,
8- (ny, M) = 8- (3, 1),
and §;. (n,, n,) is constant in an open set of 7% This contradicts the fact that
;. is a nonconstant polynomial. Then, the complement of ¥ (V) is an open and

dense subset of 224 so it is possible to choose /1 € (s 71,0 Ty, n)E V¢, such
that

7,> #, > 0, (33)
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A,z 0, 7, =15l (34)

Defining

a@) 4 (#+3 ﬁfﬁxﬂiﬂ>

(e ) Ags) e

we obtain
Re(a(py)) = 7, (36)
Re(a(=p,)) = 7, 37
la (e, )| = 7, (38)
la (=, = 7, (39)

Then,

1. the first hypothesis of Proposition 4.1 is satisfied, because the eigenvalues of
D(po), ie., a(p ) and a(py). have positive real parts (36), and the
eigenvalues of D —po) ie., a(- po) and & (- p,) have negative real parts
(37).

2. there exist real numbers, a,, ---, @y, ny, -+, %y, that verify the equation
(32); in fact, as € V¢

4,7 #0, 1=i<m,
we can take pairs (a;, #;), such that

g _ , Si(p)+di(-p,))

E ?, ATAETACTS I 1<i=<m. (40)

Up to now, any p, €[ —M, M ] could be chosen, but if we write (32) explicitly
for i=1, in order that », also verifies (29),

@ _, la (p )"+l a(=p)I"
mo TV a(p)m=la(=p)I"
= p, A 4 py, (41)
fi =g

Taking (33) into account, #> 1, and choosing p,, such that | pole (M/u, M],
the condition (29) holds.

5. Example. Part 2

Let us modify the linear system (6) used in Sec. 2, adding a bilinear term






Output controllability of nonlinear systems with uniformly bounded controls 13

Z'l = 2
o= =2z — 425 + 0(t) + mzw(t) + nyz.0(t)}. (42)
Yy = 2,.

For this example, the feedback control given in (19) is

u(t) = ,} [ 2x,—4x,— 2,2, +2x3) - 22, - 42,
x5+
+ (ﬂ12]+ ﬂgZz)a)(t)]. (43)
Selecting
1'11 =1 f;z = 415,
. 1 =
=19 ML

and p,=1/2, we obtain from (35),

- 94200 17, [360, ,( [T°_ [360 )]
a(@) 19 +’[V2+ 361 +“’<\/: 361 /|
Then, from (31),

51(w) = |la(w)P,

6:(w) = 2Rea(w) = %[ 9+ 20w].

Taking into account (40) and (41),

i - % _ 3
R TR

~

and since the coefficients of the linear part are ¢, = — 2 and a, = — 4, we obtain
n,=—0.8 and n, = — 8.88. Figures 1 and 2 show the evolution of the state vari-
ables x, and x, of the closed loop system (3)-(42)-(43).

. 1 .,
5n=—x+t+ x; —712,

£, = —22, - 4x, + w(t) - 0.82,0(t) — 8.88x,w0(2),

zl = X,
y = 1,

corresponding to the control function w(t)=0.5. As we can see, the desired
output y =2 is reached in finite time. In that instant, and by only considering
the output, the control « of the nonlinear system is turned off (¥ =0), and, as we
have explained in Sec. 2 ( Part 1 of this example), x,=2 and x, — 0, as we de-
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sired. Since the bilinear model was constructed according to Proposition 4.2,
every value in the output attainability set of the nonlinear system (1)-(2) can be
reached, using the constrained control ||l < 1.5.
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A robust nonlinear observer for trajectory
tracking in robot manipulators
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Abstract

This paper deals with a problem treated by different authors in the last years: the
use of a nonlinear observer in the control of a robot arm in order to estimate the state
variables. The control theory has been used in robotics under the assumption of full state
measurements, and it is interesting to investigate the possibility of controlling a robot
manipulator by only using the angular position measurements. In this paper we propose
a nonlinear observer with the following characteristics: 1) stability, 2) robustness respect
to inaccuracies in the inertia matrix, and 3) stable closed loop for trajectory tracking
(with the observer in it). The complete proof of these results is presented.
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1 Introduction

Different authors have recently been concerned with the problem of controlling robot manip-
ulators using nonlinear observers in the control loop in order to estimate the state variables
(11, (2], [4]), [6], [5), [19]). A robot manipulator having n revolute rigid joints is modeled
by a system of second order differential equations resulting from the Lagrange equations,
with the motor torques as inputs. Defining the joint displacements and velocities as states
variables, the model can be written in the classical state space representation [13]. Since
robot manipulators are generally equipped with encoders, it is possible to get precise mea-
surements of joint displacements. But using nonlinear control methods the complete state
vector is needed in the feedback, i.e., not only the joint displacements but also the veloc-
ities ([7],[13],(14],(15], (16]). However the velocities obtained by tachometers are in many
cases contaminated by noise (1], and the velocities estimated by simple techniques such as
position interpolation are not good enough, in particular for low velocities [2]. In addition,
tachometers increase the weight of the moving parts of the robot, thereby decreasing the
robot’s efficiency [3], and their cost may be comparable to the cost of the motors them-
selves [4). Thus, there are several technical reasons for using observers in the control of
robot manipulators.

Additional difficulties are met when the actuator dynamics are included in the model.
Tarn et. al. [7] have recently shown that combining motor equations with dynamic equa-
tions of manipulator links, a system of third order differential equations is obtained, with
armature voltages as inputs. These equations provide a better model for the purpose of
controller design. In this case the state variables are positions, velocities and accelerations.

The previous comments show that it is obviously useful to analize the possibility of
accurate estimations of velocities and accelerations from the angular position measurements,
with the aim of using these estimations in the robot control loop.

At this point we are confronted with two problems. The first one was pointed out by
Misawa and Hedrik [8] and Canudas de Wit et.al. [1]: the use of a nonlinear observer can
destabilize the closed loop control system. The second one was observed by Canudas de
Wit et.al. [1]: parameter incertainties, in particular errors in the inertia matrix, introduce
additional disturbance terms inducing inaccuracies in the estimated variables.

This paper presents an approach for trajectory tracking control using a nonlinear ob-
server with the following characteristics: 1) the nonlinear observer is stable (or uniformly
ultimately bounded in the sense used in [13]), and the speed of convergence can be adjusted
adequately; 2) the observer is robust respect to inaccuracies in the inertia matrix; 3) the
closed loop control (with the observer in it) is stable.

In the Section 2 we briefly introduce the third order model of robot manipulators,
refering to Tarn et. al. for details [7]. The robust nonlinear observer is shown in Section
3, and the stability of the closed loop for trajectory tracking using the state estimations is
proved in Section 4. Finally, we present some simulation results in Section 5.






2 Third order model of robot manipulators

As it was previously established in the Introduction, the most complete model for describing
the dynamic behavior of a rigid robot manipulator is a set of third-order equations. We
will use this model because it faces the nonlinear observer with the most difficult case: the
observer has to estimate not only velocities but also accelerations. Since we will use Tarn’s
model [7] we will adopt their notation to avoid unnecessary repetitions, refering to [7) for
details. The Tarn’s third order model is the following:

d®gq -
D(q)T + P(g,4,§) = u, (1)

where ¢ = (q1,92,.--,49n)" (t denotes the transpose), ¢; is the position of joint 7, u =
(u1,...,un)" (u; is the armature voltage of the i-th motor), and

Di + 1y D2 Dyn

) Ly L, Dh2 Dz + Iz Din
= d ceny
D(q) 1ag{N1K:l]' ) NnK;{} : E ’
Dnl Dn2 Dnn + Ian
P(47q.7q.) = [Pl(%q'yq.)v .. ’Pn(quvq)]ty
with
. R; - w " L . .
P(q,6,4) = ——=F |2 Dijij + Luidi + >_ 3 Dijrdjdx + Di| +
N'Ki i=1 j=1lk=1
L; i

+

n n

NkT 2o Didi++3.) ] (D.‘jks’{jdk+
s Jj=1 i=1k=1

+2Diside) + i) + KENigi i:1,...,m.

The system (1) can be written in the state space variable z as follows [7]:

! z? 0
i=|4?|= z3 +{ 0 |u (2)
3 —-D~Y(z')P(z) D-1(z!)

where z! = ¢, 22 = §and 2% = §, or
¢ = f(z) + 9(z)u,

( the definition of f(z) and g(z) is obvious).
As we have established in the Introduction we suppose that the output functions are

hi(z) =z} i=1,...,n.

3






In this case, the state space transformation used in (7], is

z= ¢I>(z) = [hlsthlyL§h17-°-1hn1 L!hn, L}hn]t
[‘Ihq‘l)q’h-°-)anqny'q.ﬂ]t'

(Lsh(z) denotes the Lie derivative of the function h(z) along the vector field f).
In the new variable z the system (2) becomes

3= 2
7=
n
2 = L3hi(2)+ ) Lg; L3hi(2)uj(t) (3)
i=1
where z} = ¢; (positions), z? = ¢; (velocities), z? = §; (accelerations), i = 1,...,n, and the
matrix (see ([7])) LgLsh = D71,
Defining
010
A = diag{A1,..., A} R A;=[0 0 1|,
000
0
B = diag{B1,...,Ba} e R®™*", B;=]|0 |,
1
LrH = (L3h,...,L3ks) € R™,
C = diag{Cy,...,Ca} €R™®, Ci=[1 0 0],

equation (3) can be written

z

Az+ B [LpH(2)+ D7 (2 )u(t)] (4)
y = Cgz (5)
where 2! = (2},...,2})
Remark 1: The system (4)-(5) is observable.
Remark 2: The nonlinear feedback u = a(z) + 8(z)v with 8(z) = D(z!) and afz) =

—D(z')LpH(z), transforms (4)-(5) into 2 = Az+ Bv,y = Cz, i.e. into n decoupled strings
of triple integrators [12].

3 The robust nonlinear observer

As we already pointed out, an important drawback in the use of nonlinear observers as part
of the control loop of robot manipulators is the error in the values of the elements of the






inertia matrix. Then we will suppose that we know an approximate value of D~!(z!) that
we call D~1(z!), and that the difference between them,

AD™Y(zY) = D7 (z") - D73 (6)
is bounded:
157 - D < M, @

Proposition 3.1 Given a number M > 0 and a matriz D~(z!) that verifies (7), the
solution of

j_"t" = (A- KC)3 + BLpH(3) + BD™(z")u + Ky 8)

with K € R™*3", has the following property for any initial condition 3(0) and any bounded
control u: for all § > 0 there exist a matriz K(8) and a positive number T(K) such that

12() - 2(1)ll < 6, VE>T,
where 2(t) is a solution of (4).

Proof: Defining
e(t) = [|2(2) = =(2)ll

and considering the systems (4) and (8), we obtain:
é= (A~ KC)e + B[LpH(3) - LrH(2)] + B [D7(2") - D™'(s")] u().
Then,
e(t) = e4=KO)lg(0) + /0  (A=KON=T) B[ H (3) LpH(z))dr
+ /0 ‘ eA-KONe=T) BAD (2" )u(r)dr (9)

We choose the matrix (see Remark 1)

kin k12 ki3 0 0 O 0 0 0
K = 0 0 0 ku ki ko 0 0 0
0 0 0 0 0 0 kni kn2 kns

in such a way that the eigenvalues of A — KC,

A11.) A'1.21 A137 0y Aﬂl, /\n2y Ana,

5






verify:
0> /\11 > /\12 > /\13 > > /\nl > /\,,,2 > An3.
Since A — KC = diag(M;,...,M,), with

-ky1 1 0
Mi=| —-ka 0 1],
—kiz 0 0
if Ai; is an eigenvalue of M;, the row vector (/\?j, Aij, 1) is the corresponding eigenvec-
tor. Then we can diagonalize the matrix A — K'C using the block diagonal matrix

V(A) = dlag [AI)‘ . -)An] )

where
A = (A1, M2, M35+« 45 Any Ar2y An3),
A = | A 2 1. (10)
From (9),
e(t) = VI(N)erV(Ne(0) +
¢
+ / V=I(NeMIV()B[LpH(3) - LrH(2)] +
()
¢ .
+ [ VATV BADT @ u(rar,
()
where
A = diag{A11, M2, M3, -+ .y An1y An2y An3}
But
o [V(A)B| =vn
o LpH(.)islocally lipschitzian (see Appendix 1, Lemma 6.1), and L is the Lipschitz
constant

e lAD7Y ()] < M
o |lu(7)|| £ Vu (since u; are voltages, they are bounded)






Then,
le®Il < VIO IV )llle@)l +
t
+ VAMIVTIO)Va [ entmdr 4
0

¢
+ VAV [ utIlie(r)dr.
0

Defining

K1(2) V=MVl
$(t) = e utle(r)l.

we obtain
K < KO+ VAV )V [ enrar +
LAV [ 8(rye.

Applying the Generalized Gronwall Criterium [10} and using

KY) = LRIV
) = VAV IAIVaM,
we obtain
B0 < KOl +e) [ eumar +

+KY) /0 PO [K,(A)ne(O)n +e(A) /0 ’ e-*u’ds] dr =

= Kl +e3) [ e mar +
+ KK [ ¢O6ar 4
+EQ)e(N)ekr /0 fe kg, / " Moy,
Integrating by parts the last term, we have
KOO [14+ 503 [ H06ar] +

Foc(A)ere /‘ e~ FAnlr g _
0

¢(t)

IA

t
Kl(A)lle(O)”ek(A)t +C(/\)ek(’\)t/ e‘["(*)'*'z\n]‘rd.’..
0

7

(11)

(12)
(13)






Summing up

t
YD) € Fr O 4 Nt [ e

that is,
le@Il < Ki()lle(0)flele N+l 4 (14)
(NPl [ e hul gy, (1)
0

Up to this point we have used the Gronwall Criterium.

Now, given an arbitrary ¢; > 0, for A\;; < 0 small enough the following inequality is
valid (it is demonstrated in the Appendix 2):

k(/\) + <A+ (n + El)\/ﬁL. (16)

Since the eigenvalues of the matrix A — KC can be placed arbitrarily (Remark 1),
given an arbitrary number a > 0, we can choose A;; so that the inequality (16) be
true and also

An + (n +€1)\/EL < —a. (17)

Then, from (15), defining b = M V)s/L and using that from (12) and (13) ¢(A) = bk(A),
we obtain

t
el < Ka(A)le0)lle™ + bk()e~ (R} +Aule / e~k anlr g
0
_ k(,\)e["('\)-f-kult _
= Ki(\ 0 ot L g\ [k(;\)+/\u]t_1 =
1(M)le(0)lfe™" + k(X)) + Al [e ]
- k(X)
= IK;(Mlle(0 at L p A [y _ (M)A <
OO + boSE)— [1 - el <
i} k()
< KiW)lle(0)lle™** + b 18
< KOl + b (18)
We start the analysis with the second term in the right hand side of (18). Since
1k(2) + Al = [k(X) = [Au]l,
we have
k(D) 1 1 (19)
o+ 3l [T B -






From (16) and (17), k(A) + A1 < —a, that is

/\11 < -a- k(/\) <0,

Pul > a + k() > k().
Summing up,

A
) 1>0.
Consequently, (19) can be replaced by

k() _ 1
|k(A) + Al %’Xl)l -1

(20)

But for |Ay;| large enough as we are supposing, from (16),

k() < (n+e1)vnl,

and then
1 > 1
k(A) = (n+e)ynl
|Aua| 1 | A1 3
k() ~ (ntea)/nl
1 1

< . (21)
A - A
oy -1 oL 1

From (20) and (21) we have

KA 1 (22)

Ik(’\)+ ’\ul - m_% -1

Given an arbitrary €2 > 0, we can choose |A1;| large enough in order that

1
An -1 < €2.
in+q):[7nb

Now we will analize the first term of the right hand side of (18). Given a number
a > 0 we fix the eigenvalues );; in the following order:

(23)

A3 <Az <A1 <+ <Ada<Az<An < —a<0,

9






with |A;1| large enough in order to verify (23). With the eigenvalues fixed, the coef-
ficient K1(A) = K (a constant). It is clear that, given €2 > 0 there exists T such
that

e ™ <ey VEST. (24)

The value of T depends on the matrix K, since the eigenvalues are fixed with K.
Going back to (18) with (22), (23) and (24), we obtain

eIl < [Kalle(Oll + ble2, V¢ > T.
Since €2 > 0 is arbitrary small the proof is completed.
Remark 3: If we know exactly the inertia matrix, i.e., if
D1(") = DTI(=Y),

we obtain exponential convergence and the speed of convergence can be adjusted using the
gain matrix K:

[12() - 2(t)ll < Re™*[|2(0) — z(0)]l,

where R is a constant.

4 The observer in the control loop. Stability.

In this section we deal with the use of the nonlinear observer in a trajectory tracking
problem.

As we can see in the Figure 1, there are two loops in the control system: the inner
loop for the exact linearization of the robot dynamic equations, and the outer loop for the
trajectory tracking ([7], [11]). Both of them use the state estimate given by the nonlinear

observer.
As it is well known ([11]) (see Remark 2), the feedback control for the robot exact

linearization and decoupling is
u=—D(z")LrpH(3) + D(z")v. (25)

We observe that in our case we have to use the observer state estimation Z and the approx-
imated value D(2!) of the inertia matrix, related to the true value as follows:

D(z') = D(z') + AD(zY). (26)
Using the control (25) and (26) in (4) we obtain
2 = Az+ B[LpH(z)-LrpH(2)]+ Bv+
+ BDY(z')[-AD(:)LrH(2)+ AD(2')o] . (27)

10






Now, using (25) in (8),

(=(A- KC):+ KCz + Bo. (28)
Let
24(t)=( g da1 dan Qdn  Gdn  Gdn )

be the desired trajectory, i.e., the trajectory to be tracked. We will consider the following
error functions:

et) = 3(t) - 2(t)
5(t) = za(t) — 2(t)

e(t) = z4(t) - () = 6(t) —(t)

The control v for the trajectory tracking is ([7],[11])

% ()

v= : - Gé(t),

% (1)

where the gain matrix G is
gm g1z 13 0 0 O 0 0 o
G- 0 0 0 g2 g22 923 0 0 0 . (29)

0 0 0 0 0 0 ... gn1 9n2 Gn3
In our case we have to use the estimation 2(t), and then we take
0
v= : — Ge(t). (30)
72 (1)

Proposition 4.1 Given the system (4)-(5), a desired trajectory with bounded third-order
derivative, the control laws (25) and (30), and an arbitrary §* > 0, there ezists 5(6*) > 0,
a gain matriz G(6*) and T(G) > 0 such that, if

ID7}(z1)AD(2")| < B,
for any initial conditions €(0), 6(0), it follows

I(6(8),e()Il < &7, ¥Vt > T(G).

11






Proof: From (27) and (28) the error £(t) satisfies the following differential equation:

¢ = (A-KC)e+ B[LpH(2)- LrH(2)] +
+ BD7Y(ZY)AD(z')[LrH(2) -],

and using the control (30) we have

¢ = (A-KC)e+ B[LrH(2)- LrH(2)] +
+ Bn(t)+ By(t),

(31)
(32)

(33)

(34)

with
n(t) = DNMAD(H)LrH() - 2.7
¥(t) = D7'(z')AD(2')Ge(t)
A0 [Qo
ZPm = | |8
£l L
That is, taking into account the form of the matrices A — KC and of the vectors
LpH,Bn, By,
€} = €2 —kpel
£} = €} —kige!
3

€} = L3hi(2) - L3hi(2) — kisel + ni(t) + 7i(2),

i1=1,...,n.

Moreover, using (30) in (27) we obtain

¢ = Az+B[LrH(z) - LrH(2) + B(Z{) - Ge]
+ Bn(t) - By(b),
that is,
1 2

= 2z

2 = 53

2 5 3
3 = L?h.-(z) — Lih.‘(z) + zc(ii) _

- gael — gioe} — gizel — mi — 7.
We introduce the following error vector:

pi=(06 & & e € ).
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The last three elements of the vector satisfy the differential equations (34). For the
first three elements we have

8 = 24— 3 =42} =67
8 = 3y -3t=34-22=67
§ = 2 -3 = I3h(2) - L3hi(2) + (35)

+ 916! + 9i26? + 9i36} —
— g€l — giae? — gised + mi(t) + %(2).
From (34) and (35),

0 1 0 0 0 0 7
0 0 1 0 0 0
. gi1 92 93 —gin1 —gi2 —Gi3 .
=1 0 0 —kx 1 0 [HT
0 0 0 -k O 1
0 0 0 =—ka O U

(£3hi(2) = L3hi(2) + (1) + %(0)) ,

+
_ OO0 = OO0

i=1,...,n, or, in matrix form,
g = diag{ly,...,Ta}u+
diag{Z1,...,En} [LFH(Z) - LEH(2) + 0(t) +1(8)]

where
po= (m oo opn )
[0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
. = gn G2 g3 —gia —gi2 —4gi3
i 0 0 0 =—kiy 1 0
0 0 0 —kp2 0 1
| 0 0 0 —k3 O 0
F 0
0
1
3 = 0
0
[ 1)

13






But from (33) and the hypothesis,

vl < BlIGlllle(Nl < BIGI@N, (36)
and from (31),
Iln®Il < BILEHEI + 12D @]
< BM, (37)
because LrH(Z) is locally bounded and Zf) is bounded by hypothesis.

The values k;; are fixed according to the rules established in the previous section.
Now we take the values g;; in such a way that the eigenvalues of the matrix

I' = diag{T1,..., [}

be distinct and negatives, and that the ones corresponding to the control (i.e. the ones
that we can move with the g;; coefficients) are closer to zero than those corresponding
to the observer (i.e. the ones that we can move with the k;; coefficients) (see Appendix
3). Let J(A) be the matrix such that

J‘l(/\)I‘J(,\) = diag{/\u, oo ,/\13, ceegans ,/\nl,. . ,)\ns}, (38)

where the );; are the eigenvalues of ' and Ay; is the greatest one.

Using the inequalities (36) and(37), the diagonalization (38) and the Lemma 6.1, we
obtain

= T +
+ V2 I + BIIG]) /0 () dr +

el

IA

t
+ Vam|J T (WIBM / Mt=7) g
0

and then

177 OHIT )1 +
V|l I + ﬂllGll)/0 e 7 |lu(r)|ldr +

e 1 |u(t)|

IA

+

t
+ Va|lI)IBM / e~ dr,
1]
Defining

e (o) (39)
VERI|lJ DI + BlIGI) (40)
Var|lJ (A8 M, (41)

()
k(A)
c(A)
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we can repeat the steps of Proposition 3.1, and using again the Generalized Gronwall
Criterium , we obtain

le®l < Ma()||u(0)|jekN+Anle

c(A) %
A VAV | (k(A)+211]e
* [£(A) + Al [ ‘ ] ’

where Mz(2) = I MII-

We will demonstrate that given two arbitrary numbers a > 0 and 7; > 0 we can place
the eigenvalues in such a way that

1. (speed of convergence)
k(M) + A1 < —a. (42)

2. (final error)

c(A)

TR0 + 2arl <™ 4

If the inequalities (42) and (43) are valid, ||u(t)]| is as small as we wish for ¢ large
enough, and the Proposition will be proved.

First we will prove (42). Given an arbitrary 72 > 0, we can place the eigenvalues of
A in order that

W' < 1+ m (44)

(see Appendix 2). Let A;; be the greatest eigenvalue. From (40),

k(A) < V2r(1 + m2)[L + B|G|]- (45)
Now we take
§ > LV2a(1+4m) (46)

and choose the matrix A in such a way that its eigenvalues are in the described order
and the greatest one, Aj;, verifies

A, = —-maz{a+6,|Mnl}. 47)

We denote G* the corresponding matrix, and A* the vector of eigenvalues. Now we
take 8 such that

B <

i 7
G [Var(i+m) ~ 7]
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5

(We observe that the term on the right is positive for (46)). Consequently,

. )
BlIG*||+ L < ——‘/2_71(1 T (48)
Then, using (48) in (45),
k(A") < 6, (49)

and from (47) and (49),
|AM1] = k(A7) 2 @
that is,
k(A") + A1 = —Anl + k(A7) = =[A%1] = k(A7) < -a,
which proves (42).
Now we will demonstrate (43). Since
[6(A") + Al 2 M| = B(A%) 2 @,
then
c(A%) (A7)
- - <
[£(A*) + ALl

’

a
VE OO VER(L +m)
.

a

where we have used (44) in the last inequality. Finally, we choose a such that

2n(1 +
___\/(am)<,,l,

Then we have proved (43), and, in consequence, the Proposition.

Simulation Results

The simulation program implements the third order model of a robot arm described in
Section 2, the robust nonlinear observer introduced in the Section 3 and the control strategy
developed in Section 4. We use the dynamic model of the Puma 560 robot manipulator
((17], (18), modelling and simulating, as in Tarn et. al. (7], the three first joints. The aim of
the simulation is to show the performance of the robust nonlinear observer in a trajectory
tracking problem. The state space trajectory to be tracked is

qar(t) 0.047t2 + 0.1257
q4(t) = | qa2(t) | = | 0.5sin(0.47t) |,
qa43(1) 0.4t

16






with 0 < t < 5 sec. Figure 2 shows the corresponding trajectory in the task space. The
control configuration is shown in Fig. 1. The entries of the matrix G were chosen in order
to get a fast decay of the error keeping the control inputs between the saturation values.
Once G is fixed, the matrix K is designed so that the eigenvalues satisfy the conditions
imposed in the Section 4.

Figures 3, 4 and 5 show the errors between the coordinates of the end-effector position
and those of the desired trajectory, in two cases:

1. the inertia matrix is exactly known (continuous line)

2. there are uncertainties of the order of 20% in the inertia matrix (dashed line).

6 Appendix 1
Lemma 6.1 The functions L}hi(z),i = 1,...,n are locally lipschitzian in the variables 22
and 23, i.e.
|L3hi(21, 22, 2°) - L3hi(',2%,2°%)| < Li||(2* - 2,2° - 29|
in some region E.
Proof: Following Tarn et. al. (7]

L3hi(z) = Z D' (z")P;(2),
=1

P.(z) = Nﬁ;g‘

1

-

SO Dij(m)2d + Lz} + D Y Dije(n)z2zf + D.-(n)‘ +
j=1 j=1k=1

L;
N;kiT

n

J

n
+2Diu(m)232]) + 3 M.‘(n)z?] + K Nizf,
=1

n n n
St + 355 (3 (it e+

n
1i=1 j+1 k=1 \i=1

n = (coszj,sinz},...,cosz5,sinz)),

and
Di(n), Di;(n), Dije(m), Mi(n), Mi;(n), Mi;(m)
are trigonometric polinomials satisfying the following relations:
Di = Mi(mz+--+ Ml (n)z]
Mi(n)z3 + -+ M}(n)22
Dijk = Mj(n)z3+ -+ M(n)z],

I

17






we obtain

Bi(2*,2%,2%) - By(2!,2%,2%) =
Nf%i [ZD"(”)[’ - )+ Ll - 20+
S Di(m)(z232 - 22 zz]]
7=1k=1

L; nn
* rk,T ;;M:’ 77)[2 32 - 22 22]+

n
> Ml ()3t 22 - 2R+

=1

NE
[\/]:

1k

+2Diji(n)(2 2 - 2327) + lz": HE ])]
=1

0
-

.
]

+ KEN;[32 - 22).
Using that

e the functions of 7 involved are trigonometric polinomials
o the vectors 22 and 2z are speeds and accelerations, (then they are bounded)

and the mean value theorem, i.e.,
12257 — 22| < &lz -zl 4+ &la - 2] < M|z - 2|
|2x2357 — 28222 < N2 -2
we obtain
|Pi(z", 22, 23) — PBy(24, 2, 2%)| < Li||(3% - 22, 5% = 29

7 Appendix 2

From (10)
DY IV
A= 2 X\ 1
PYEDYEN|

Following [9] we take A\; = —p, A2 = —p?,A3 = —p? (p is a positive integer number) and the

matrix A becomes

P -p 1
A=|pt - 1],
P -p° 1






and detA = p® - 2p” + 2p® — pt. Then, when p — oo,

-p*+p® p-p° -p+p 0
-pt+p® pP-p® —pP4pt [ — [0
-p"+0® pPP+p" -pt+p° 1

_1 -
detA

[ I e I ]
(=R e i ]

Thus, ||[A~?)] = 1 when p — oco. Since
V™1 = diag{A]},..., A"},
we obtain
IV NATH + -+ + [AZ

and [|[V~!|| — n when p — oo.
But the eigenvalues of the matrix A — KC can be placed arbitrarily (Remark 1), and
then, we can choose K in such a way that given an arbitrary number € > 0,

A+ IVVARL € M+ (n + e)v/al.

8 Appendix 3

We consider the matrix

R S
=5 x|
with
0 1 0 k1 1 0
R=]0 0 1|, K=| -k 0 1
91 92 g3 —k3 0 0
Then

det[A] — T] = det[A\] — R]det[A\] — K),

and since they are companion matrices, it is possible to choose the elements in order that
the eigenvalues have the desired configuration.
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