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Capítulo 1

Introducción

Sería redundante explicita: aquí la importancia del diseño de observadores
para sistemas de control, tanto lineales como no lineales. Si bien para el caso
lineal se ha logrado una perfecta comprensión del problema y su solución, al
menos para el observador completo, no se da lo mismo para el caso no lineal.
A ello se debe la diversidad de observadores no lineales en tiempo continuo
construidos hasta el presente, casi todos ellos diseñados a base de sistemas
no lineales particulares.

Rara vez se encuentra en tales estudios el análisis del comportamiento
de los observadores no lineales en lazos cerrados de control. Esta deficiencia
es particularmente importante, ya que se hace uso de un observador precisa
mente paIa utilizar sus estimaciones en los lazos de control. La consideración
de tal problema y su solución es una de las contribuciones que presenta esta
tesis.
Prácticamente todas las tareas de control de sistemas observables se pue
den asimilar al seguimiento de trayectorias en el espacio de estados, o a la
emulación del comportamiento entrada - salida de modelos. Dado que los
sistemas para los cuales es posible resolver satisfactoriamente los problemas
que tales tareas presentan tienen estructuras determinadas, es importante
construir observadores lo suficientemente generales como para abarcarlos,
y que, además, se comporten correctamente a lazo cerrado. Estos son los
temas que se tratarán en los capítulos siguientes, en los que se construirán
los observadores y se demostrarán las propiedades que poseen cuando se los
utiliza en los problemas de control mencionados.
Las anteriores consideraciones corresponden a sistemas no lineales en tiempo
continuo. Respecto de los observadores para sistemas discretos —que es el
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segundo tipo de observadores que analizamos en esta tesis—, si bien para
el caso lineal se puede lograr un paralelismo con los observadores continuos,
no es así para el caso no lineal, para el cual, por otra parte, no fue posible
encontrar referencias bibliográficas previas. Dado que la disponibilidad de
computadoras alienta la discretización de los sistemas a controlar, es de par
ticular interés el desarrollo de observadores para tales sistemas no lineales,
por lo que consideraremos este problema en el Capítulo 5.

1.1 Descripción del problema.

El problema que trataremos es el diseño de observadores para sistemas no
lineales, y lo encararemos como dos subproblemas diferenciados, tal como lo
establecimos en el parrafo anterior:

o el diseño de observadores para sistemas en tiempo continuo,

o el diseño de observadores para sistemas en tiempo discreto.

Dado que nuestra intención es hacer funcionar a los observadores a lazo ce
rrado para las tareas mencionadas anteriormente, y que la realización de
éstas exige plantear el problema en el contexto del control geométrico, basa
remos nuestro análisis en sistemas no lineales que se puedan tratar mediante
tales métodos. Sin embargo, para no introducir limitaciones innecesarias en
el tratamiento del problema, consideraremos sistemas no lineales —ta.nto en
tiempo continuo como discreto—, en el marco más general posible. Tampoco
limitaremos la clase de controles que actúan sobre los sistemas, algo que no
pudieron evitar otros autores, como veremos en detalle más adelante.
Para ambos subproblemas será preciso definir qué se entiende por observa
dores, y buscar características estructurales que permitan la construcción
de los mismos. Es de esperar en este punto que la solución al problema no
sea única para tal grado de generalidad en la definición de los sistemas, por
lo que introduciremos definiciones más precisas acerca de los mismos que
involucren de alguna forma su grado de observabilidad.
Posteriormente estableceremos condiciones para lograr un comportamiento
“de tipo Luenberger” de los observadores, es decir asegurar una convergen
cia exponencial a cero del error de observación, (potencial para los sistemas
discretos), con velocidad de convergencia arbitraria, al menos a lazo abierto.
Finalmente, para el caso de lazo cerrado, estudiaremos la posibilidad de in
troducir hipótesis que aseguren un principio de separabilidad para sistemas
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no lineales a fin de obtener un comportamiento aceptable del observador.

1.2 Antecedentes bibliográficos.
Las publicaciones referidas a observadores no lineales en tiempo continuo
pueden clasificarse en dos grupos, a saber:

1.

2.

Para

observadores funcionando a lazo abierto

observadores funcionando a lazo cerrado, en el seguimiento de trayec
torias y en la estabilización.

el primer caso puede hacerse a su vez la siguiente subdivisión:

Observadores para sistemas autónomos, esto es del tipo

{ ¡(2),Mz),

con a: 6 R", y E 'R’ . En el tratamiento de observadores no lineales
autónomos como el (1.1), podemos citar dos métodos: el de lineali
zación global, y el de Thau. El primero consiste en la búsqueda. de
transformaciones no lineales de coordenadas del espacio de estados,
z = T(z) , que transformen (1.1) en un sistema del tipo

{

con (A,C) par observable y g una función no lineal que depende sólo
de la salida. Una vez encontrada la transformación, la construcción del
observador resulta sencilla en el espacio transformado, y la.convergen
cia a lazo abierto es inmediata. La construcción de la transformación
se basa en el cálculo de derivadas de Lie sucesivas de la. función de
salida h respecto del campo f , y métodos para hallarla se pueden ver
en [1], [41], y [2] en el caso de una sola salida, y en [38], [39] y [2] para
el caso de múltiples salidas.
El problema fundamental de este enfoque es que la clase de sistemas
que pueden transformarse de la manera descripta es considerablemente
reducida (Cfr.[38]), y aún en esos casos encontrar la transformación

a':

Z'J

(1.1)

A2 + 9(y)
Cz

á
y
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implica integrar tantas ecuaciones diferenciales a derivadas parciales
como estados haya (Cfr.[2],[39]).

El método de Thau es más bien un método de verificación que de dise
ño. En [44], Thau da condiciones suficientes para la convergencia de la
estimación para sistemas descriptos por (1.1), y en [43]y [42]se presen
tan resultados que extienden el trabajo antes citado. En ningún caso
se muestran métodos de construcción de los observadores sino condi
ciones suficientes para la convergencia del estado estimado, utilizando
para ello, generalmente, funciones de Lyapunov.

Es conveniente citar aquí el método de diseño de observadores basado
en las técnicas de deslizamiento (sliding), que presentan buenas ca
racterísticas de robustez frente a las incertidumbres en el modelo y a
la presencia de ruido de medición, pero cuya principal desventaja es
exigir que la salida sea una función lineal de los estados, (Cfr.[17], [21],
[53]).

Un trabajo que —si bien no trata el diseño de observadores- tiene
particular importancia, es el de van der Scahft [35],pues en él se adopta
el enfoque geométrico-diferencial en la definición del sistema a observar
y se adapta —al caso no lineal autónomo- el trabajo de Willems [34]
sobre subespacios de invariancia condicionada, vía las distribuciones
de invariancia condicionada introducidas en [33].

Observadores para sistemas no autónomos, esto es del tipo

i ¡(3,10
y Mi),

con (z,u) E 7?." x 72'", y E 'RP . Consideraremos primeramente
los métodos que buscan transformaciones que llevan al sistema (1.2) a
adoptar la forma:

(1.2)

á =
y =

con el par (A,C) observable.
En [38] se extienden a estos sistemas los resultados sobre sistemas no
lineales autónomos, y se lo hace mediante la descomposición del campo
f en uno que depende sólo de a: y otro que contempla la influencia
del control u. Este método agrega a las exigencias sobre el sistema

A2 + 9(y, u)
Cz, (1'3)
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comentadas oportunamente, una adicional: el cambio de coordenadas
debe convertir a la parte del campo que contempla la influencia del
control en una función sólo del control y la. salida.

Cabe mencionar aquí el observador adaptivo presentado en [48] para
sistemas no lineales de una entrada y una salida lineales afines en el
control, con salida y = 21, que pueden ser transformados en una clase
particular de la forma (1.3). En [6] se dan condiciones necesarias y
suficientes para lograr esa transformación, pero son muy difíciles de
aplicar.

Otro enfoque del problema se puede ver en [4] para sistemas (1.2)
con una sola salida. Sin embargo, en ese método en necesario que los
controles sean n veces diferenciables para lograr la transformación
necesaria, lo que involucra la integración de ecuaciones a derivadas
parciales, e impone fuertes restricciones estructurales sobre el campo
f. En [3] e evitan estos inconvenientes, aunque para sistemas (1.2)
de una entrada y una salida, y manteniendo la hipótesis anterior de
diferenciabilidad del control. La solución se obtiene mediante la linea
lización de la ecuación de error a lo largo de la trayectoria estimada
en el espacio de estados, para el control dado. Dos problemas sin em
bargo subsisten: es necesario definir una función no lineal arbitraria
—para lo que no se presenta ningún criterio—, y elegir el valor inicial
del estimado del estado del sistema de tal forma que la linealización
sea admisible.

Otro método de transformación del sistema (1.2) en el (1.3), siempre
para sistemas de una entrada y una salida, es el de pseudo-linealización
que puede verse en Tal método consiste, esencialmente, en sucesi
vas transformaciones del sistema original que involucran linealizaciones
alrededor del conjunto de puntos de operación (que se supone son de
equilibrio), y transformaciones de coordenadas en el espacio de estados
que lleven al sistema a la forma deseada. Cuando las transformacio
nes no se pueden hacer de manera exacta, se procede a despreciar los
términos de orden dos o mayor alrededor de los puntos de operación.
La ventaja de este método sobre los anteriores es que se puede aplicar
a sistemas no lineales para los cuales aquellos resultan inútiles. Sin
embargo, no es posible su extensión a sistemas con múltiples entradas
y salidas, y su caracter es esencialmente local.
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Citaremos ahora métodos que no se basan en lograr transformaciones
que conduzcan a (1.3).
El primero, de linealizacio'n extendida [7],propone para el sistema (1.2)
supuesto analítico y con un conjunto dado de puntos de equilibrio, un
observador de 1a forma:

{á = f(f,u)+9(y)-g(zí)y = h(a:),

con g función analítica a determinar, de forma tal que los autovalores
de la linealización de la ecuación de error de observación, alrededor de
los puntos de equilibrio, sean constantes. La ventaja de este método
sobre los anteriores es que garantiza un comportamiento similar al del
observador lineal de Luenberger localmente alrededor de los puntos de
equilibrio, y en todos ellos con igual comportamiento. Sin embargo,
para obtener g es necesario integrar n ecuaciones diferenciales no
lineales a derivadas parciales.
El segundo método consiste en utilizar técnicas de Lyapunov para ase
gurar la convergenciade la,ecuación de error de observación ([8],
En los dos artículos citados se propone para (1.2) observadores del
tipo:

á = f(í,u) - <1’(=ï:,u)(L(h(I))-L(h(ï))),

con L función continua, y <I>una función matricial C°° . La existencia
de L se postula, así como la de una función de Lyapunov adecuada
que garantice la convergencia. Sólo en el caso en que la función h sea
lineal es posible un cómputo preciso, aún bajo las hipótesis antedichas,
de la función (I). Las condiciones de convergencia son suficientes, y las
hipótesis necesarias para encontrar la función de Lyapunov son difíciles
de satisfacer.
El método de inmersión de (1.2) en un sistema bilineal, que se mues
tra en [12], [13],se refiere a sistemas no lineales de una entrada-una
salida, lineales analíticos, completos y minimales, que pueden ser in
mersos en sistemas bilineales antisimétricos, en cuyo caso la inmersión
resulta un homomorfismo inyectivo. Se demuestra que es posible cons
truir un observador para tales sistemas bilineales, convergente en forma
asintótica e independiente de la condición inicial, siempre que las en
tradas sean persistentes, es decir, no se confundan con entradas no
universales Así,a travésde la inmersiónmencionadase obtiene
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un observador para el sistema original. La ventaja de este método es
que permite —sobre sistemas para los cuales existen entradas que no
permiten distinguir entre estados- construir observadores que con
verjan independientemente de la condición inicial siempre y cuando
se trabaje con una subclase de las entradas universales, lo que no es
contemplado por los otros métodos. Sin embargo, las condiciones de in
mersión limitan considerablemente 1a clase de sistemas para los cuales
tal construcción es factible, y su verificación, así como la construcción
de la función de inmersión, son dificultosas en la práctica.
Dos trabajos que deben considerarse como antecedentes inmediatos al
nuestro son [11]y [22]-[23],aunque ambos se refieren exclusivamente a
sistemas lineales analíticos con una sola entrada y una sola salida. En
ambos, la expresión del observador es

á = ¡(5) + g(í)u + K(y - h(a“v)),

y en [11]se prueba, mediante argumentos típicos de Lyapunov, la exis
tencia de la matriz K que logra la convergencia exponencial del vector
estimado, con velocidad arbitraria, siempre que el sistema (1.2) sea
difeomorfo a uno cuyo campo g(:z:) tenga una forma particular.
En [22]se prueba, para sistemas que tienen grado relativo igual a n (di
mensión del espacio de estados), la convergencia del observador cuando
la matriz K es de la forma. F(5:)K1 , con F función matricial que es el
Jacobiano de un cambio de coordenadas, y K1 matriz real de diseño.
En el reciente trabajo [23] —una versión mejorada de la anterior, en
tanto presenta modificaciones sobre ciertos puntos erróneos contenidos
en ella- se extienden los resultados al caso en que el grado relativo del
sistema no coincida con la dimensión del espacio de estados, aunque
a costa de suponer que el control es de estructura polinomial n veces
derivable, y agregar algunas hipótesis sobre la estructura de los campos
para asegurar la convergencia. La importancia de este trabajo reside
en el método de demostración de la convergencia, que esencialmente
consiste en diagonalizar la.matriz correspondiente a la parte lineal de
la ecuación de error de observación, de forma tal que la nolinealidad se
transforme en una perturbación sobre la.matriz, estructurada en forma
tal de que se pueda asegurar, mediante la elección adecuada de K1 , la
convergencia exponencial a cero del error de observación.

En lo referente al funcionamiento de observadores a lazo cerrado para
la estabilización local de un sistema no lineal, podemos citar los siguientes
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artículos: [40]y [10]; en el primero se dan condiciones necesarias y suficientes
para la existencia de observadores exponenciales para la estabilización local
hacia un punto de equilibrio en sistemas del tipo (1.2), y en términos de la
linealización local del sistema. La importancia fundamental del artículo, a
nuestro entender, reside en la obtención, para sistemas definidos en 72" , de
la forma canónica del observador de identidad a partir de supuestos básicos
en la definición de la noción de observador. No es posible la extensión del
observador allí propuesto al funcionamiento a lazo cerrado en otro tipo de
tareas de control.
En cuanto al segundo, tal resultado de estabilización aparece como secun
dario en un contexto de otra índole, y se aplica al observador propuesto en
[11].

En lo referente al funcionamiento del observador en el seguimiento de
trayectorias, cabe citar a los trabajos de Canudas de Wit, [15], [16], [19] y
[18], en los cuales se proponen dos tipos diferentes de observadores —uno de
tipo Luenberger y otro de tipo de estructura variable- para el seguimiento,
por un brazo de robot de juntas rígidas, de una trayectoria predeterminada.
El problema fundamental de estos observadores es que basan su diseño y
funcionamiento en las características especiales del sistema considerado, y
por lo tanto, no se pueden extrapolar los resultados obtenidos para ellos a
otros sistemas más generales.

En esa línea de trabajo —la de observadores diseñados para. modelos de
manipuladores robóticos- hemos realizado avances sobre la consideración
de la robustez del observador y su comportamiento en el lazo de control, que
pueden verse en nuestros trabajos [49]y [50]. Simulaciones obtenidas sobre
un sistema robótico comercial usando el observador diseñado se incluyen en
el Capítulo 6.

Lo anterior se refiere al problema de seguimiento de trayectorias. En lo
que respecta al seguimiento de modelos con el uso de observadores no linea
les, no hay antecedentes publicados. Sobre este aspecto logramos algunos
resultados originales que tienen en cuenta un problema ineludible en la prác
tica: el de la utilización de controles acotados. A partir de nuestro artículo
[52]—donde se demuestra que todo sistema lineal analítico con grado rela
tivo global y con una entrada y una salida puede seguir el comportamiento
de un sistema bilineal completamente controlable con controles acotados
introduciremos en el Capítulo 6 el observador en el lazo de control de se
guimiento, a fin de que un sistema físico concreto pueda seguir tal modelo
bilineal, y mostraremos simulaciones de tal seguimiento.
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De la breve exposición anterior podemos concluir que el tratamiento del
diseño de observadores para sistemas no lineales continuos se desarrolló,
fundamentalmente, para la clase particular de sistemas denominados lineales
analíticos, y aún en este caso dista mucho de encarar en forma sistemática
el caso del funcionamiento a lazo cerrado.

Respecto de los sistemas no lineales discretos, no fue posible encontrar
referencias bibliográficas sobre el diseño de observadores.

Es por eso que nuestro trabajo se concentra en el tratamiento de los te
mas que, de acuerdo con lo comentado, no están estudiados suficientemente:
observadores no lineales para sistemas generales, tanto en tiempo continuo
como discreto, y su comportamiento en lazos cerrados de control. Expon
dremos a continuación un esquema basico de la organización del trabajo que
presentamos acerca de los tópicos mencionados.

1.3 Organización de la tesis.

Los lineamientos de organización de esta tesis son los siguientes.

o En el Capítulo 2 definiremos el problema del observador en tiempo
continuo. Para ello estableceremos dos hipótesis básicas acerca del
comportamiento de un observador, y daremos un marco preciso de
referencia de los sistemas no lineales para los cuales pretendemos cons
truir dicho observador. A diferencia delo realizado en otros trabajos en
cuanto a la formulación de sistemas sobre los que se aplicará. el observa
dor, adoptaremos las definiciones más generales posibles de sistema no
lineal descripto desde el ambito geométrico diferencial, dadas en [29]y
[30], con el fin de no introducir restricciones innecesarias en el trata
miento del problema. A partir de esto definiremos lo que entendemos
por un observador general para un sistema no lineal, y demostraremos
que tal observador es el que cumple con la primera de las hipótesis
antedichas.

Con el objeto de establecer la existencia de tal observador generali
zaremos el concepto de distribución de invariancia condicionada, pre
sentado por Isidori et. al. en [33] para sistemas lineales analíticos, y
obtendremos un teorema fundamental que liga la existencia de tales
distribuciones con la de los observadores generales.

Estos resultados que presentamos generalizan los obtenidos por Wi
llems en [34] para sistemas lineales, y por van der Schaft en [35] para
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sistemas no lineales autónomos, es decir del tipo (1.1).

En el Capítulo 3 completamos la forma de los observadores que se ob
tienen naturalmente en el Capitulo 2, a fin de asegurar el cumplimiento
de la segunda hipótesis de comportamiento del observador, es decir, la
convergencia de las estimaciones; para ello demostraremos que la pro
piedad de ser observador general es invariante frente a la adición en la
expresión del mismo de funciones pertenecientes a una clase determi
nada. La restricción de este resultado general al caso de observadores
idénticos en 7?,"permite recuperar la notable observación de Xai y Gao,
de la canonicidad de la estructura de tales observadores (Cfr.[40]).
Seguidamente, y dado que nuestra intención es tratar sistemas que
puedan seguir trayectorias y modelos dados, introduciremos el tipo de
observabilidad que exigiremos para ellos, y demostraremos que es un
caso particular de la observabilidad local débil de Hermann y Krener
(Cfr.[45]), pero que sin embargo abarca a todos los conceptos de ob
servabilidad para los cuales se construyeron observadores no lineales.
Para este tipo de sistemas, a partir de los resultados del Capítulo 2 —
que destacamos, son constructivos- obtendremos primeramente el ob
servador general canónico, y para garantizar la convergencia del error
de observación, lo modificaremos según lo expuesto anteriormente para
obtener el observador completo de tipo Luenberger. Este observador,
a diferencia de los existentes, trata sistemas con múltiples entradas
y salidas y no exige una especial estructura del sistema tal como ser
lineal analítico, u otras. En este aspecto, es superior a los obtenidos
recientemente por Ciccarella et. al. en [22]- [23], y por Gauthier et.
al. en [11].
Finalmente, y siguiendo la misma metodologia que para el observador
completo, construiremos el observador reducido de tipo Luenberger,
que —salvo en [7], donde se utiliza el método de linealización exten
dida (es decir esencialmente técnicas lineales)— es el primero cons
truido para sistemas no lineales de que tengamos conocimiento.

En el Capítulo 4, trataremos la convergenciadel observador tanto com
pleto como reducido, alazo abierto y a lazo cerrado; esto último se hará.
para el seguimiento tanto de trayectorias como de modelos.
Comenzaremos por establecer las hipótesis que aseguren la conver
gencia del observador completo en forma exponencial y con velocidad
deseada, para una subclase de los sistemas considerados, y suponiendo
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solamente la acotación uniforme de los controles admisibles. Veremos
a continuación que es posible debilitar dichas hipótesis siempre que
los controles hagan que los estados del sistema se mantengan en un
conjunto acotado, como sucede en muchos casos reales.

Para sistemas que no pertenezcan a la subclase antedicha demostrare
mos que el problema de la convergencia se reduce al de la perturbación
no lineal de un sistema lineal estable con perturbaciones no estructura
das, y estableceremos hipótesis que permitan asegurar la convergencia
asintótica del error de observación a cero, aunque no exponencial.
En lo que respecta a la convergencia a lazo cerrado, comenzaremos
tratando el problema del seguimiento de trayectorias, para lo cual lo
replantearemos en el contexto de los sistemas que estamos tratando,
generalizando los resultados obtenidos para los lineales analíticos en
[25], y [31]. Obtendremos las expresiones de las leyes de seguimiento
de trayectorias, y estableceremos las hipótesis que aseguren el segui
miento de una trayectoria deseada, con error de seguimiento decayendo
exponencialmente con velocidad deseada y con el control obtenido a
través del observador, para lo cual deberemos introducir una especie de
principio de separabilidad. Probaremos dicha convergencia, así como
la del observador, y veremos que es posible relajar las hipótesis siempre
que se restrinja adecuadamente la clase de trayectorias a seguir.
Para el problema del seguimiento de modelos, dado que los resultados
obtenidos para sistemas tan generales como los que estamos tratando
no dan una ley explícita de seguimiento, deduciremos bajo qué con
diciones se puede obtener dicha ley, y la exhibiremos. Este resultado
generaliza los habituales de leyes de seguimientos de modelos para sis
temas lineales analíticos, que se pueden ver en [25], [58], [59]. Una vez
resuelto en nuestro contexto el problema de seguimiento de modelos,
mostraremos que cuando se utilizan observadores en el lazo de control
el problema es similar al de seguimiento de trayectorias, y, por lo tanto,
la prueba de convergencia se reduce a la. anterior. Finalmente proba
remos la convergencia del observador reducido a lazo cerrado, para los
problemas mencionados.
Como fue expresado anteriormente, no hay —-sa.lvocontados casos,
sobre todo los artículos de Canudas de Witt, [15], [16], [19] y [18],
referidos a casos muy particulares- antecedentes sobre el estudio de
observadores no lineales en el seguimiento de trayectorias. Tampoco
se registran enel seguimiento de modelos, y menos aún considerando
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controles uniformemente acotados, tema en el cual nuestro trabajo es
pionero (Cf. [52]).

En el Capítulo 5 encararemos los problemas de los capítulos anteriores
para sistemas no lineales discretos, sobre los que definiremos el pro
blema del observador, el tipo de sistemas no lineales para los cuales lo
construiremos, encontraremos relaciones estructurales similares al caso
continuo que permitan asegurar la existencia del observador, construi
remos el observador completo, y probaremos la convergencia del mismo
a lazo abierto.
Nuevamente, plantearemos las hipótesis básicas que debe cumplir un
observador discreto, adoptaremos la definición más general posible de
sistema no lineal discreto siguiendo los lineamientos de Grizzle en [61]
y definiremos el observador general discreto. Dado que el contexto
en que trabajamos es diferente al del caso continuo, definiremos las
distribuciones de invariancia condicionada discreta, y probaremos la
relación entre la existencia de las mismas y la de los observadores ge
nerales discretos.
A continuación estableceremos el tipo de observabilidad que conside
raremos, y construiremos el observador canónico de tipo Luenberger
discreto. Como en el caso continuo, exhibiremos las modificaciones de
jan invariante a este observador, y las introduciremos a fin de lograr la
convergencia del mismo. Seguidamente construiremos los observadores
de tipo Luenberger, tanto completo como reducido.
Para finalizar el Capítulo, estableceremos las hipótesis que permitan
asegurar la convergencia de ambos observadores a lazo abierto, para
controles uniformemente acotados, y con velocidad de convergencia po
tencial. Veremos a continuación que es posible relajar dichas hipótesis
a cambio de sacrificar la velocidad de convergencia.

Como hemos expresado anteriormente, no se han podido obtener ante
cedentes bibliográficos sobre el tema, por lo que no se puede comparar
la performance de este observador con ningún otro.

En el Capítulo 6, finalmente, mostraremos simulaciones para sistemas
continuos reales, tanto en el seguimiento de trayectorias como de mo
delos, a lazo cerrado, y con la inserción de observadores en el lazo de
control.

En el primer caso, obtendremos el modelo matemático de un brazo de
robot de un solo vínculo conjuntas flexibles, y diseñaremos, de acuerdo
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con nuestro trabajo [52],una ley de control que permita el seguimiento
de un sistema bilineal completamente controlable con controles acota
dos, insertando el observador en el lazo de control, y simulando el
conjunto para una ley de control externo de tipo bang-bang, obtenida
siguiendo lo desarrollado en nuestro trabajo [51].

En el segundo caso simularemos el funcionamiento del observador en el
lazo de control del manipulador robótico PUMA 560 en el seguimiento
de una trayectoria predeterminada, a partir del modelo del mismo en
el caso de tener tres articulaciones fijas.

También mostraremos el comportamiento a lazo abierto del observador
para un sistema discreto no lineal definido a partir de sus ecuaciones
en diferencias.

En todos los casos explicitaremos los pasos seguidos en la construcción
del observador, así como la determinación de las constantes de diseño.

o En el Apéndice A adjuntamos copias de nuestros trabajos [50] y [52]
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Capítulo 2

El observador continuo

2.1 Introducción

En este Capítulo trataremos el problema del observador en tiempo continuo,
y estableceremos las definiciones básicas que se utilizarán con ese fin.

Primeramente se presentaran los sistemas no lineales que se considerarán,
las hipótesis sobre los mismos y su significado. A continuación se definirá.
un observador general para este tipo de sistemas, mostrando que se reduce,
en el caso lineal, al observador de Luenberger.

Finalmente, se introducirá una generalización del concepto de distribu
ciones de invariancia condicionada, y se relacionará la existencia de esas
distribuciones con la de un observador general.

2.2 El problema del observador en tiempo conti
nuo

El problema de la construcción de observadores en tiempo continuo se puede
resumir en la siguiente forma.

Dado un sistema 2 con entradas u(t) y salidas y(t), si denominamos z(t)
a sus estados en una cierta realización, se pretende construir un sistema 2',
(el observador), que tenga por entradas al control u(t) y a las salidas y(t),
de tal manera que a partir de sus variables de estado w(t), se pueda obtener
una estimación :E(t) del estado z(t)».de 2 como muestra la figura 2.1. .
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X = CS+ádO

ul:c51.‘ado

La
ias)

Figura 2.1
La estimación debe verificar las siguientes condiciones:

o ch. si para algún to, 5‘00) = a:(to), entonces :ï:(t) = z(t), Vt 2 to
donde esté definida z(t).

o H2c. :ï:(t) converge a z(t) independientemente de las condiciones
iniciales i(to) y :c(to).

En este Capítulo veremos bajo qué condiciones existe un observador que
cumple con H1c., y a tal observador lo denominaremos observador general
para. el sistema E.

El análisis de las condiciones para el cumplimiento de H2c., lo realiza
remos en los capítulos siguientes.

2.3 Generalidades

Resumimos en este apartado algunas definiciones de Geometría Diferencial
que utilizaremos en lo sucesivo tanto para 1a definición de los sistemas no
lineales con que trabajaremos, como para la de los observadores para tales
sistemas.

Definición 2.1
Un haz fibrado (o fibrado) es una terna A= (B,M, H) donde B y M son

variedades diferenciables y H : B —>M es una aplicación C°° y suryectiva
que verifica la siguiente condición, llamada de trivialz'dad local :

Va:E M 3 O entorno abierto de a: en M , una variedad diferenciable U y
un difeomorfismo 1]: O x U .—>'H-1(O)que hace conmutativo el diagrama:
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O x U —"> H‘1(O)
Pr1\ ,/ n

O

Figura 2.2

esto es, Vy G O, Vt e U, H(17(y,t)) = y.

Se dice que B es el espacio fibrado, M su base y II su proyección.
A (O x U,7])se la llama trivialización.

Observación 2.1

1. Dado que Hln_¡(o) = pr, 077-1,H resulta una sumersióny por lo tanto,
V2 E M, H'1(a:) = B, es una subvariedad cerrada de B llamada fibra
de a: para A.

2. Si TM es el fibrado tangente a M, entonces (TM, M, HM) es un fi
brado.

Dado b E B, se dirá que B11“)es la fibra en el punto b. Si todas las fibras
son difeomorfas a una misma variedad F (como por ejemplo cuando B es
conexo) se dirá.que B es un espacio fibrado de tipo F, y F su fibra standard.

Como el espacio tangente a una fibra B: en un punto b e B (i.e. II(b) =
z), está. canónicamente identificado a un subespacio de Tb(B), se dice que
los vectores de este espacio son los vectores tangentes verticales en el punto
b y ellos forman el núcleo de II.5, Diferencial de II en b.

Definición 2.2
Dados dos fibrados A= (BJLH), z\’= (B’,M’,H’) se llama. morfismo

de Aen A’atodo par (f,g) tal que g :1‘! —>M’, f : B ->' B’ son aplicaciones
C°° que hacen conmutativo el diagrama:

B L» B'

H1 lfl'
9 IM —> M

Figura 2.3
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Si f y g son difeomorfismos, el morfismo de A sobre A’se llama isomor
fismo. Si M = M’ y (f, IM) es un morfismo (isomorfismo) se dice que f es
un M-morfismo (M-isomorfismo) de B en B’.

Observación 2.2
Notar que f aplica fibras de B en fibras de B’.

Sea ahora b E B y consideremosuna carta coordenada (2,0') alrededor
de H(b) en M, donde a: = (z¡,zg,...,zn). Identificando 1:; : M —>7?,
con z.- o II : B —>72,, podemos considerar 21,22,...,In como funciones
coordenadas en B. Si tomamos en B funciones coordenadas adicionales
u = (u1,u2, . . . ,um), de forma. que (3:,u) sea un sistema coordenado en B,
entonces las fibras vendrán dadas por los conjuntos z = constante. Tal
sistema de coordenadas en B se dice que preserva fibras.

2.4 Sistemas no lineales en tiempo continuo

Definición 2.3
Un sistema no lineal de control (en tiempo continuo), sobre un fibrado

(B,M,II), es un M-morfismo F de B en TIM; es decir que el siguiente
diagrama es conmutativo:

B L TM
fl\. ./ “M

M

Figura 2.4

Se notará. al sistema E = (B,M, F)

Aquí M ha de considerarse como el espacio de estados, mientras que las
fibras de B representan el espacio de entrada (dependiente de los estados),
y F representa la dinámica del sistema.

Consideremos bo e B y, en la notación de la Definición 2.1, supongamos
que 2:0= H(bo) E O. Sean a: = (:1,. . . ,zn) coordenadas alrededor de zo, y
si n’1(bo) = (20,110),sean u = (uh. . . ,um) coordenadas en U alrededor de
‘vo.

Entonces, (21 o 17‘1,. . . , zn o n'l, ul o 17-1,. . . , um o 17") son coordenadas
locales en B alrededor de bo, que notamos (1:1,. .m-,zn,u1, . . . ,um) = (2:,u).
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Tomando en TM la carta local (2,:i), en ésta y las cartas anteriores, F
vendrá dada localmente por:

¡”(3,11)= (I,f(z,u)), (2-1)

recobrando la expresión común de un sistema no lineal definido en un
abierto de 7?,"x 72'":

:i:= f(:,u) (2.2)

Observación 2.3
Conviene aquí puntualizar los hechos que motivan la Definición 2.3.
A partir del sistema definido por la ecuación (2.1), la definición global

de un sistema no lineal de control en tiempo continuo vendría dada por el
siguiente diagrama conmutativo (Cfr.[29],[30]):

MxU L TM
l'I¡\ /HM

M

Figura 2.5
donde U C Rm es el espacio de entradas y M es el espacio de estados.

Si (1:0,u0) e M X U y 3:, u. son funciones coordenadas alrededor de zo y
uo, respectivamente, entonces en las cartas locales (z,u) en M x U, y (2,23)
en TM, se obtendrán nuevamente las expresiones (2.1) - (2.2). Pero en esta
descripción se supone que:

1. el espacio de entrada, U, es independiente de los estados, lo que no
contempla en general controles realimentados.

2. el campo f(:z:,u) está globalmente definido en U.

La última suposición no es cierta para cualquier sistema no lineal (Cfr.[31]).
En cuanto a la primera, si bien el hecho de recurrir a un observador sugiere
que no se dispone de todo el vector de estados z, y por lo tanto no hay reali
mentación de estados, sí se utiliza el estimado :ï:para las leyes de control del
sistema para tareas tales como el seguimiento de trayectorias o la regulación,
etc.

Ahora bien, como dichos controles también actúan sobre el observador,
si éste ha de ser un sistema no lineal, necesariamente vendrá dado por la
Definición 2.3. De ahí, la utilidad de considerar tanto al sistema como al
observador con esta definición.
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Definición 2.4
Un sistema no lineal con salidas, (en tiempo continuo) , es una pentau

pla E, = (B,M,F,Y,h), donde 2 = (B,M,F) es un sistema no lineal de
control, Y una variedad diferenciable, y h : M —>Y, C°°, es una sumersión
suryectiva.

Observación 2.4

1. El hecho que h esté definida sobre la base M indica la independencia
de la función de salida con respecto a las entradas.

2. Sea y una función coordenada en Y alrededor de h(H(bo)), entonces en
estas coordenadas para Y, y (2:,u) para B, E, se escribirá localmente:

:í: = f(a:,u)

{y = 12(2) (23)

donde, por abuso de notación se escribió h en vez de y o h,o 2-1.

Finalmente, para dar una definición de observadores generales , introducimos
la siguiente:

Definición 2.5
Un sistema no lineal extendido es una terna 2 = (B x Y,M, K), tal que B

es un fibrado de base M, Y es una variedad diferenciable y K : B x Y —>TM
es una función C°° que hace conmutativo el siguiente diagrama:

B xY L TM
Hopr¡\ _/ HM

M

Figura 2.6

Diremos que K es un M - morfismo Y - extendido de B en TM ( o
morfismo extendido cuando no haya confusión).

Observación 2.5
En coordenadas locales (1:,u) para B, e y para Y, el diagrama se reduce

a la ecuación

z' = k(a:,u,y) (2.4)
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2.5 Observadores generales
Definición 2.6

Dado un sistema no lineal con salidas 2, = (B,M, F, Y,h), se dice que
el sistema. no lineal extendido 2' = (B' x Y,W,K ) es un observador general
de 2, si:

1. existe un morfismo ((5,90)de (B,M,II) en (B’,W,H’) tal que tp es una
sumersión suryectiva.

2. Si (O x U,n) y (0’ x U’,n') son trivializaciones de B y B’ respecti
vamente con <I>(H'1(O)) C H"1(O’), entonces 17"1 o (I)o 17= (90,0),
donde a : U —>U’ es un difeomorfismo.

3. Si Ïz : B —+Y está. definida por

Ïz = h o II (2.5)

el siguiente diagrama es conmutativo:

¿»TM
fx: 1v

B' x Y Á» TW

Figura 2.7

Notar que 1. y 3. implican que los siguientes diagramas son conmutativos:

B i» B’

I'I 11'1'
M i» W

Figura 2.8

Bn1\h
M —h>Y

Figura. 2.9
Si, como antes, ((z,u),0 x U) es una carta local alrededor de bo G B, que
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preserva fibras, donde, por abuso de notación se identificó localmente B con
su imagen difeomorfa según la trivialidad local , y ((w,v),0' x U') es otra
similar alrededor de bé,= <I>(bo)e B’, tomando coordenadas y alrededor de
h,(II(b0)) y las canónicas (2,13) y (211,113),para TM y TW respectivamente,
de los diagramas de las figuras 2.7, 2.8 y 2.9 se deduce que localmente se
cumple:

F(a:,u) = (z,f(a:,u)) = (2,23) (2.6)
M3,”) = (wm) = (v(z),0(u)) (2-7)
Ïz(z,u) = h(z) = y (2.8)

K(w,v,y) = (w,k(w,v,y)) = (w,u')) (2.9)

donde, por abuso de notación se nota con las mismas letras las funciones
y campos que sus expresiones en coordenadas locales, y con esta convención
se tiene que

f:O”xU”CT¿"x'R"‘->7Z"
99:0'"C'R"—>'Rk

a:U"->U"
h:0"‘CR"-+'R'

k:0”xU”xzc72’°x7zmx7e'—>7e’°.

Observación 2.6

1. De 2. de la Definición 2.6, se deduce que (I)es una sumersión suryectiva.

2. Dado que a es un difeomorfismo, por abuso de notación identificaremos
v con u.

3. La Definición 2.6 establece un cierto relajamiento sobre la hipótesisch. .
En efecto, si (ini-z) : B -> B’ x Y no es un difeomorfismo, entonces de
(2.7) - (2.8), como (9,5)(2, u) = (w, u,y) no tiene inversa, no se podrá.
estimar todo a:a partir de (w,u,y), sino sólo una parte :ï:= G(w, u,y),
y tendremos por lo tanto un observadorparcial . En este caso ch.
se reduce localmente a :

H3c. si para algún to 2 0 w(to) = 99(a:(to)),entonces w(t) = go(z(t)) Vt E
Ito, 231],intervalo de definición de a:(t).
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4. Si (<1),Ïz)es un difeomorfismo, z se puede recuperar a partir de (w, u, y)
y el_observador se dirá completo , y í' = G(w,u,y) , con G inversa de
(<I>,h), estimara’. a :c.

Definición 2.7
Un control admisible para un sistema no lineal de control definido lo

calmente por la ecuación (2.6) en un entorno O” x U" de (20,1143),es una
función medible u : [to,t1] —>U”, tal que existe solución z(t) de la ecuación

{ 300)

con z(t) E O” Vi E [to,t1].

f(z’ u) (2.10)
¿Bo

Vale la siguiente:

Proposición 2.1
Localmente, el observador general 2’ de 2,, cumple la hipótesis H3c.

Demostración

Supongamos que 2 y 2’ vienen descriptos localmente por las ecuaciones
(2.6) - (2.9), y que u es un control admisible para (2.10) en [to,t1].
Supongamos tambien, sin pérdida de generalidad que h está. definida
en O”.

Entonces, la conmutatividad del diagrama de la figura 2.7 se expresará.
localmente por

n (999K?)

._ azj fí(‘”’")=ki(9°(z),uah(z)) (2.11)

V(z,u) E O” x U”, 1 s i 5 k, donde

f(:c,u) = (f1(:c,u),...,fn(z,u))
PCB) = ((PICELH -)(Pk(z))

k(w1u, y) = (A7100)uay), ' ' ' 1kk(w1u)
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Por lo tanto, si :c(t) es solución de (2.10), y Mi) = 99030)), de (2’11)
tendremos:

dal-(t) = ¿sol-(10))
dt dt

g Wwe), um)
= k¡(cp(a:(i)),u(t),h(ï(t)))
= k.-(zïz(t),u(t),y(i)) (2'12)

con y(t) = h(a:(t)), 1 S i S k.

Por otra parte, la solución w(t) de la ecuación del observador, u'; =
k(w, u, y) con las entradas u(t) e y(t) anteriores y una condición inicial
arbitraria w(to) = wo E <p(0”), satisface

daga) = k‘(w(t),u(t),y(t)) (2.13)
wiÜo) = wío

1 5 2'5 k,Vt e [to,t’1], con t’, 5 t].
Por lo tanto, si wo = 90(20), de (2.12) - (2.13), por la existencia y
unicidad de las soluciones de las ecuaciones diferenciales, t’1 = tl, y
w(t) = <P(z(t)) = 15(1)-I

Observación 2.7
En el caso de tener un sistema lineal con salidas 2, = (71" X U,F, Y, h),

conUC'R'",YCR',abiertosyF:R"xU—>72",h:72"—>YC'R'
lineales, es decir:

F(:c,u) = Aa:+ Bu
h(z) = Ca:

un observador general 2’ = (72k x U x Y,72'211’) de 2,, es tal que con
K : 72"x U x Y —>72k también lineal, es decir, K(w, u, y) = Gw+B'u+ Ly,
hace conmutativo el diagrama
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R"x U ¿L R"

7/ idy C 1Tkacix Y lb Rk
Figura 2.10

con T z72” —>72" lineal.

La conmutatividad indica que

TAa:+ TBu = GT2:+ B'u + LC: = (GT + LC): + B'u (2.14)

y como se cumple para todo z y para todo u, han de valer:

E = TB (zw)
TA = GT+LC QJQ

Las condiciones (2.15) y (2.16) son exactamente las condiciones para la
existencia de un observador lineal de Luenberger. (Cir.[32])

Mas aún, en este caso (<1),h) = (T, C) es un isomorfismo de 7?,"en 'R" x Y

g de R(k+‘)"" tiene rango n, lo que de acuerdo con

[32] es la condición para la existencia de un observador lineal reducido , es
decir aquel que permite determinar todo el vector de estados con un número
de ecuaciones diferenciales menor que la dimension de dicho vector.

si y sólo si la matriz

2.6 Distribuciones de Invariancia Condicionada.
Existencia de observadores generales

Precisaremos aquí el concepto de distribución de invariancia condicionada
para un sistema no lineal en tiempo continuo, concepto que generaliza el
usual para sistemas afines en el control introducido en [33].

Mostraremos que la existencia local de tal distribución es equivalente a la
existencia de un observador general, generalizando los resultados obtenidos
para los sistemas lineales por [34],y para. los no lineales autónomos por [35].

Definición 2.8
Dado 2, = (B, M, F, Y,h), sistema no lineal con salidas, se dice que una

distribución involutiva D en 1Mes de invariancia condicionada local para
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2,, si para todo punto zo e M, existe una carta coordenada ((z, u),0 x U)
en B que preserva fibras, con (:r,0) carta en M alrededor de zo, tal que :

[f(-,u),DnKer(dh)] C D (2.17)

para todo u fijo en U.

Observación 2.8
Si bien los resultados que se obtendrán son de carácter local y por lo

tanto basta con la Definición 2.8, hay una extensión obvia de la misma a la.
de invariancia condicionada (global) .

Consideremos 2, = (B,M, F, Y,h), y sea (0.-)¿61un cubrimiento de M
por dominios de cartas trivializantes para B, con (77.30;x U) las trivializa
ciones; si O; n OJ-.760, se tendrá. el siguiente diagrama conmutativo

H_1(O.' n Oj)

m I.“ 'U
(Oian)XU —'J> (O.‘ÑO¡)XU

Figura 2.11
con I‘;j(:c,u) = (I,’)’ij(3,ü)), V(a:,u) E 0.- n OJ' X U. Podemos dar entonces
la siguiente:

Definición 2.9
Sea D una distribución de invariancia condicionada local para 2,; se dice

que D es de invariancia condicionada (global)para 2,, si se puede encontrar
un cubrimiento abierto de M por dominios de cartas trivializantes (0.-)¿61
tal que:

1. D es de invariancia condicionada local en cada O¡,i E I, con las res
pectivas coordenadas (z‘,u‘), que preservan fibras.

2. en el diagrama de la figura 2.11, 7.3 es independiente de z Vi,j e I

Observación 2.9
Sea P una codistribución en M tal que

Ker(P) = {X e TM : 00:) = o v0 e P}: D.
Entonces, se puede ver (Cfr.[25],[33]) que (2.17) es equivalente a:

L¡(.'u)P C P + dh (2.18)

para todo u fijo en U, donde L¡(.MP es la codistribución que contiene todas
las derivadas de Lie de todas las 1 - formas de P a lo largo del campo f(-,
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Teorema 2.1

1. Sea 2, = (B,M,F, Y,h) un sistema no lineal con salidas, y sea
2’ = (B’ x Y,W,Ii") un observador general de 2,. Entonces la distri
bución Ker(cp.) , con Lp.el Diferencial de cp,es de invariancia condi
cionada local para 2,.

N. Recíprocamente, sea D una distribución en M involutiva, de dimensión
constante y de invariancia condicionada. local. Entonces M se puede
factorizar localmente mediante las hojas de la foliación inducida por
D, a una variedad diferencial W, esto es, existe (,0: M —>W, tal que
K er(<p.) = D. Además, existe (localmente) un observador general 2’
de 2,.

Demostración.

1. De los diagramas conmutativos de las figuras 2.7, 2.8 y 2.9, se
deducen estos tres también conmutativos

TB L TB’
a./ ln. ln:

TY «"—°TM A TW

Figura 2.12

i TTMTB

0.] \B. 19..
TB’xTY fi» TTW

Figura 2.13

TTM “’—"»TTW

(1150.1 lmw).
TM k. TW

Figura 2.14
Como <1),h y 4pson sumersiones suryectivas, inducen las siguientes dis
tribuciones involutivas:

E = {X e TB : (<I>.,Ïz.)X = o} (2.19)

D = {X e TM : (¿X = o} = Ii’er(l,o_) (2.20)
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Valen entonces :

a.

H.E = D n D° = D n Ker(dh) = D n Ker(h.) (2.21)

¡LE c D (2.22)

donde D es la prolongación, (o levantamiento completo) de D en
TTM.

o Validez de a.

Del diagrama de la figura 2.12 se deduce que

H', o Ó. = (p. o II. (2.23)

ñ. = h. o II. (2.24)

Por otra parte, X €_E á (cp.oII.)X = (H’_o<I>..)X= 0 =>ILX E
D y(h.oII.)X=h.X=0:>H.X€D°,
=>II.ECDnD°.
Para la, otra. inclusión, consideremos coordenadas (:c,u) en B y
(w, u) en B’, que preservenfibras. Si ((2, u), (a':, y ((w, u), (11),
son las coordenadas correspondientes en TB y TB', respectiva
mente, en estas coordenadas tendremos :

n. [Idm om]
H: = [Idkxk Oka]

ér‘pl. 921.:1 0.1:"

so- = 3
8 8ta

. :1 3:5.“
30 80¡ 845 80

í :1 dx“ 111 um

80k 80 80k 80k
<1)- = ao”1 soi" 33"“ a?”k 1 k 1 ki] ki!

dx; dz" tu Um

3°): m 30k m 30k m aokim
' 1:1 din du; Um
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De (2.23) se deduce que
80 30 a a
3?} 3:3: EÏÍ 53,?

2 s = s s (2.25)
60 00 8 3

Il ¡En ¿ik 512;:
3Q 80

1 um
'É
. . = Oka (2.26)

Consideremos ahora X e D fl D°, que en las cartas anteriores se
escribe como X = 22;] X.-a%¡ y tomemos
Yj=zr=1%X¿Vk+15jík+m
Como (I). restingido a las fibras es un isomorfismo, entonces

3°ki1 aokil
au) Bum

80. 80:
:1] m 11:imm

es inversible, y por lo tanto existen (únicas) funciones C°'° U1, . . . , Um
tales que

m ao 
Y- = —J . 2.27
J auan ( )

l 1

Consideremos ahora

X=É(X¡0H)—a m a
— U-— (2.28)

02:.- JÜuji=l

Claramente ILX = X e D, y además, como (p.X = 0, de (2.25)
y (2.26), y de la construcción de los U_,-,15 j 5 m, sale necesa
riamente que ‘I>.X = 0.
Además, como X E D°,

_ - ., n a

h.X = (h. oII.)X = (h. oII.) (¿un omí“)

= h. =hX=0 =>
¡:1 ‘02,- '

Í E E =>X=H.ÏeILE.
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Es decir, D n D° C ILE
o Validez de b.

Veamos que Ker(<p..) C D : del diagrama de la figura 2.14, se
tiene que

(Hw)- ° ‘Pn = 99-° (HM)- (2-29)

Si X e Ii’er(<,9..)C TTM, entonces

(90-°(HM)-)X = ((Hw). 090..)X = 0 =>
(HM).X e Ker((p.) = D,

por lo tanto, X E D.
Del diagrama de la figura 2.13 tenemos que

90.. o F. = K. o («I»_,ïz.) (2.30)

Si X E E, entonces (ga..oF.)X = Ir..O(Ó.,Í-'L.)(X)= 0 =>F.X e
Ker(<p..) C D; por lo tanto FLE C D.

Veamos ahora la validez de 1., es decir, que existen localmente coor
denadas en B que preservan fibras tales que se cumple (2.17).

Dado que D n D° es involutiva y de dimensión constante, induce una
foliación en M, (Cfr. [36]); sean .‘Funa hoja de esa foliación y B}- la
restricción de B a dicha hoja.

Como E es involutiva y ILE = D n D°, las intersecciones de las sub
variedades integrales de E con B}- proyectan sobre .77. Se puede por
lo tanto definir coordenadas u para las fibras de B;- tales que u'1(c),
con c constante, son dichas intersecciones.

Además, como <1).restringido a las fibras de B es un isomorfismo, E
restringido a dichas fibras es el vector nulo.

Sean a: = (:1, . . . ,zn) coordenadas locales en M tales que
D = span{¡,Ï—1,...5:—r},D°= span{-¿%,...3%:}, donde, sin pérdida
de generalidad se puede tomar s 5 r.

Por las consideraciones anteriores, (z,u) preservará fibras, y además
en estas coordenadas,

0 0E—
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- 0 0 6 0

D = span{ï,m5-z—r,a—h,ma—ir}
y mm) = (z,¡(z,u)) = (I.(f1(z,u)»- -.,fn(=v,u)))

Entonces, localmente,

1 0 0 0

F 0 1 0 0n = 3 3 3 3h
1:1 3% u; dum

31:1 az" en] aum

Por lo tanto (2.22) implica que alli-(2,11.): 0,V 1 5 i S s, r+1 5 j 5 n,
pero esto es equivalente a [f(,u), D n D°] C D, esto es, (2.17).

2. Dado que D es involutiva y de dimensión constante, por el teorema
de Frobenius (Cfr.[25]), existen localmente k funciones
cp,-: O C M —>R, C°°,1 5 z' 5 k, tales que sus diferenciales son
linealmente independientes, y que si (,9= (¿ph . . . ,(pk) : O —>W C 72",
entonces D = Ker(dcp) = Ix’er(span1-¿{dl,ol, . . . , dcpk)}).

Ahora bien, se puede identificar Ii'er(d<p), con Ix'e'r(<p.) = D. Por
hipótesis dh + dcptiene dimensión constante y es involutiva, y por lo
tanto, nuevamente por el teorema de Frobenius existen coordenadas
locales a: = (21,. . .,a:n), que sin pérdida. de generalidad podemos su
poner definidas en O, tales que

dh + d<p= span{d:c¡, . ..,d1:,} r 5 n (2.31)

Pero D es de invariancia condicionada. local y por tanto existen coor
denadas en B que preservan fibras, (5m) : Ó x U -—>7?," X 72’" tales
que se cumple (2.17) - (2.18), condición que sigue verificándose bajo
difeomorfismos locales en la base M, por lo que podemos suponer que
((ZE,u),Óx U): ((z,u),O x U), y por lo tanto:

L¡(.,u)(d<p) C dh + dgo V u G U (2.32)

Sea ahora A : O x U —->72,6”; indicaremos con

d,A(z, u) = z: Üa—)\(z,u)dzi.
í=1 3‘.
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Entonces de (2.32) tendremos:

dz(LÍ("u)<p.-)= L,(..u,(dw) c dh + ¿90 1 s i s k (2.33)

Sean ahora L¡(,'u)ga¿(z) = ÏÍ'.-(a:¡,. . .,a:n,u) 1 5 i _<_k, V (:c,u) e O x
U, de (2.31) y (2.33) sale que d,(1x".-(:c¡, . . . ,zn, u)) C span{d21,. . . , dm,},
15i5k,yporlotanto

K(21,...,zn,u)= í}(z¡,...,z,,u) (2.34)

1 5 i 5 k, (z,u) E O X U, y entonces existen localmente k funciones
k,- tales que

L¡(=,u)90¡(z)= ki(<P(I)su,h(3)) (2-35)

lgigk, (z,u)€0XU . Porlotanto
n 390" a:

Latam-(z)= 2 3+.)mzm) =mamas» (2.36)
j=1 J

1 S i 5 k, (2,11) E 0 X U, y localmente tendremos el siguiente
diagrama conmutativo:

OxU ¿»To
ÁQQ,‘ la.

Wxe 12(0)¿fi TW

Figura 2.15
con F(z,u) = (z,f(a:,u)), K = (k¡,...,kk), es decir, un observador
general para EL = (O x U,F, 11(0), h), observador general Localde 2,I

Observación 2.10

1. En el caso lineal, donde E, = (72"x U,F,Y, h), si definimos subespacios
de invariancia condicionada, como aquellos subespacios S C R" tales
que existen k,T y K tales que el diagrama de la figura 2.10 sea conmu
tativo y S = K er(T), entonces el teorema anterior afirma que S es de
invariancia condicionada. (global) si y sólo si (A + Bu)(S n Ii'er(C)) C
S Vu G U.

Este resultado generaliza el obtenido por Willems para sistemas linea
les autónomos (Cfr.[34]).
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2.7

¡.1

W

. El teorema anterior también generaliza los resultados de van der Schaft
sobre observadores no lineales autónomos (Cfr.[35]).

Conclusiones

. La existencia local de observadores generales en tiempo continuo, es
decir, aquellos que cumplen las hipótesis H1c.- H3c. , es equivalente
a la existencia de distribuciones de invariancia condicionada. local.

. Aún en modelo más simplificado de un sistema no lineal con salidas, es
decir E, = (M x U,F, Y,h), la demostración de la parte 2) del Teorema
2.1 muestra que sólo es posible construir localmente un observador
general para dicho sistema.

. Los resultados anteriores generalizan los previos para sistemas lineales
y no lineales autónomos (Cfr. [34], [35]).

. La hipótesis H2c. de estabilidad no puede deducirse de lo anterior,
e impone pautas adicionales en el diseño del observador general en
tiempo continuo, lo que se verá.en capítulos posteriores.
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Capítulo 3

El observador de tipo
Luenberger

3.1 Introducción

En este Capítulo se presenta el observador de tipo Luenberger que se propone
para sistemas no lineales en tiempo continuo.

Primeramente se establece un resultado fundamental en lo que hace al
cumplimiento de la hipótesis H2c. de convergencia del observador. A conti
nuación se presentan los sistemas no lineales, descriptos en forma local, para
los cuales se construirá el observador, así como el tipo de observabilidad que
involucra la restricción a tales modelos. Posteriormente, se construye el ob
servador completo para dichos sistemas, finalizando con la construcción del
observador reducido para los mismos.

3.2 Sobre la hipótesis de convergencia

La hipótesis H2c. del Capítulo 2 establece que el estimado :2, de todo (o
parte) el estado a: debe converger al valor real (o parte) de dicho estado.

En términos de la Definición 2.6 del observador general, esto significa
que la solución w(t) de la ecuación (2.13) debe converger a la de la ecuación
(2.12), independientemente de las condiciones iniciales wo = w(to), y 13(to)=
<p(1:o),para cualquier control admisible (Conviene aquí convenir que
cuando se hable de controles admisibles en los problemas de convergencia se
ha de entender que en la Definición 2.7 t1 = oo.)
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En otros términos, el sistema de control

“+5” = ¡«(w(t),u(t),y(t)) (3.1)

debe tener para u admisible cualquiera, pero fijo, una única solución esta
cionaria, para cualquier función y(t) también admisible.

Ahora bien, esta condición es difícil de satisfacer en general para K
función arbitraria (Cfr. [37]). Una posible excepción se da en el caso en que
la ecuación (3.1) toma 1a forma:

L‘g‘l = K . w(t) + L(y(t),u(t)) (3.2)

con K una matriz constante y L una función C°°.
En efecto, en este caso, si w(t), y 15(t), son soluciones de (3.2) corres

pondientes a las condiciones iniciales wo y 150respectivamente, parat = to,
y si llamamos ¿(t) = w(t) —15(t) Vt 2 to, al error entre las dos soluciones,
tendremos la ecuación

d¿(1) _ ,
dt — Il - e(t)

500) = "¡(10)- 1500),

cuya solución es

e(t) = ¿(to) -eK(“‘°).

De esta ecuación se ve que el error e entre ambas soluciones (y por lo
tanto entre todas), tenderá. a cero si y sólo si K es una matriz de Hurwitz,
es decir tiene todos sus autovalores con parte real negativa. Por tanto, bajo
estas condiciones habrá. una única solución estacionaria. de la ecuación (3.2).

Sin embargo, aún fijadas las propiedades que ha de tener la función IL'
a fin de que se tenga unicidad de la solución estacionaria de (3.1), queda el
problema de encontrar la distribución de invariancia condicionada local que
resuelva el observador general para dicha K, es decir, que se debe resolver
el sistema de ecuaciones diferenciales (2.35) para tal K.

Desarrollos en ese sentido para goun difeomorfismo,(ver la Definición 2.6),
que permiten obtener localmente (3.2) para sistemas mucho más restringidos
que los que trataremos aquí, se pueden ver en [38], [39], [41] y [48].

Un enfoque diferente del problema de la convergencia, se basa en la
siguiente:
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Observación 3.1
Consideremos el sistema lineal de 1a figura 2.10 con a:(t) solución de

da:(t) _T—
200) = Io

y(t) = C - :z:(t).

De las ecuaciones (2.14), (2.15), identificando a. T, al que supondremos
un isomorfismo, con su matriz asociada en la base canónica, y tomando
w = T -z, tendremos que w(t) cumple:

dw(t)
_dt_

con w(to) = T -zo.
Por otra parte, si 15(t) es solución de la ecuación del observador:

= G . w(t) + L . y(t) + TB -u(t). (3.3)

11%?)= I((1ï2(t),u(t),y(t)) = G. wa) + L . ya) + TB . ua) (3.4)

con uïo = 1D(to)76T'zo, y e(t) = w(t)-'Lï1(t) es el error de observación, de
las ecuaciones anteriores, tendremos que se cumple la ecuación diferencial:

de t
% = G-su) (3.5)

con solución

E(i) = (T ' zo —Üo)eG(t_t°),

que no tiende a cero si G no es Hurwitz.
Consideremos ahora K1(w,u,y) = L1 -(y - CT"1 - w), con L1 E 72"“,

arbitraria. N
Si tomamos K(w,u,y) = I\'(w,u,y) + K1(w,u,y), entonces, como

K1(T - 2:,u, C - z) = 0 Va: Vu, el diagrama de la figur__a;2.10seguirá. siendo
conmutativo, y por lo tanto 2" = (72" x U X Y,72",]1') también será un
observador general para 2,.

Sea ahora 15(t) la solución de la ecuación de este nuevo observador, es
decir:

digit) = G ' Mi) + L °y(t) + TB - u(t) + L1 -(y(t) —CT-1.1D(t))
= 1501
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y si tomamos ¿”(0 el nuevo error de observación, tendremos que cumplirá.
la siguiente ecuación diferencial:

dé(t)T
que es similar a la (3.5).
Si el par (A,C) es observable, de (2.15), y del hecho que T es un iso

morfismo, se deduce que el par (G, CT’l) también es observable, y por lo
tanto se puede elegir L1 tal que (G —LICT“1) sea Hurwitz, con lo que ¿(13)
tenderá a cero.

Por lo tanto, el agregar la función Ii’l no sólo no alteró la esencia del
observador, (en el sentido de seguir siendo un observador general), sino que
aseguró el cumplimiento de H2c.

A fin de tratar de adaptar este esquema a los sistemas no lineales, se
pueden resumir las principales características del mismo, en términos locales
para los sistemas no lineales:

= (G —LICT") -5(t), (3-6)

1. (p. es un isomorfismo, con lo que (,9resulta un difeomorfismo.

2. se puede modificar K en forma aditivo, sin modificar el carácter de
observador general.

3. alguna hipótesis de observabilidad permite que la modificación anterior
asegure que se cumpla H2c.

La primera característica determina que el observador sea completo, y
veremos que es posible relajar tal condicionamiento para el caso del obser
vador reducido. En cuanto a la tercera, veremos que está ligada fuertemente
a la primera, para los sistemas que consideraremos.

Analizaremos a continuación la segunda característica en detalle.

Para ver qué tipo de modificaciones son admisibles para un sistema no
lineal con salidas 2,, = (B,M,F,Y,h), con observador general
2’ = (B’ x Y,W, K), consideremos

5 = (6,5)(3) = {(6311)E B' X Y =3 b E B A (b'w) = 0187000}, (3-7)

y la clase IC de W - morfismos Y - extendidos de B’ en TW :

¡c = {K1 : B’ x Y —>TW: K1|5 :6}, (3.8)

donde Óes el morfismo nulo, es decir, si (b',y) E B’ x Y, y
II'(b’) = w, entonces 0(b’,y) = Ow,(el vector nulo de Tui/V).

Vale entonces la siguiente
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Proposición 3.1
Si K1 e IC,entonces E” = (B’ X Y,W, K + K1) es un observador general

para 2,

Demostración

1. K + K1 está. bien definida: sea (b',y) E B’ x Y, entonces como K
y K1 son morfismos extendidos

K(b’,y) e THEMW,K1(b’,y) E Tnzb,)W Vy e Y,

y por lo tanto tiene sentido la suma:

(K + K1)(b',y) = ¡{(5,31) + K1(b',y) (3-9)

2. K + K1 hace conmutativo el diagrama de la figura 2.7:
Sea b € B, entonces

(K + K1)(<I>(b),ñ(b)) = K(<I>(b),Mb» + ¡«(mx/'20»
¡{(‘ï’(b),Ïl(b)) + Ow

<p-° F (b)

I
Observación 3.2

1. Para el sistema dado en coordenadas locales por las ecuaciones (2.6) 
(2.9), tendremos que:

K," = {k1272k x 72'" x 721-» 72",C°° :k1(<p(z),u,h(z)) = 0
V(a:,u) E O x U},

y la Proposición 3.1 expresa que el observador general tiene como su
expresión más completa

dw
í =k(w1u" +¿(waua

con É e IC, y k tal que se cumple

z az_(2ru)fí(zru) = k¡(‘P(z)iuvh(z)) (3'11)
J'=1 J

15i5k,V(z,u)€OxU
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2. El resultado de la Proposición 3.1, si bien elemental en el contexto del
observador general, sólo aparece en la literatura en un marco mucho
más limitado (el de los observadores de identidad en 7?," ), recién en
1988. (Cfr.[40]).

Notablemente, en varios artículos que tratan el diseño de observadores
para sistemas no lineales autónomos en R", se obtiene para los obser
vadores expresiones similares a la ecuación (3.10), aunque en todos los
casos es k(w,y) = k(y —h(a:)). (Cfr. [42], [43], [44]).

En lo subsiguiente se aprovechará el resultado anterior para modificar
convenientemente un observador general con el objeto de obtener uno que
cumpla con la hipótesis H2c.

3.3 Sistemas a observar. Observabilidad

En este apartado consideraremos el tipo de sistemas no lineales para los
cuales construiremos el observador, definiendo el tipo de Observabilidad que
exigiremos para los mismos.

En principio, a partir del Teorema 2.1 y de las conclusiones del Capítulo
anterior, vemos que es suficiente considerar el sistema no lineal localmente.
Por lo tanto, sin pérdida de generalidad supondremos en lo sucesivo que el
sistema está definido por :

{:3

f (f11f21"'1fn):OXU_*Rnac°°
h = (h1,h2,...,h¡):0 —»72',C°°

f(z,u)
Mz) (3.12)

con O abierto de 7?,"y U abierto de 72'".
Sea (zo, uo) e O XU, y supongamos que existe O’x U’ entorno de (zo, no),

tal que V(z,u) e O’ x U’ se verifica para k entero no nulo arbitrario pero
fijo:

a ala]_ —_ k . = . .
auj [3u1°“ ...aum°m L¡(=.u)h'(ï) 0 1 S J S m, 1 S 1Si

Va = (a1, . . . ,am) m-upla de enteros no nulos tal que la] = 22:1 a,- = k.
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Entonces existen funcionesff, ¿gurú-ami”, definidas en 0’,ISjagm,15i51quecumplen
Li}(::,u)¡74(2)=

k

+ z z glcjal"jam (z)(ujo¡ _ u0j01) ’ ' ' (“jam _ uojam)
|a|=1 ja¡ "Jam

= fik(2)+áÏ(I,u) (3-13)

con u = (u1,...,um) e U'y ug= (u01,...,u0m).
Definición 3.1

El sistema. no lineal (3.12) es observable-c en (zo, uo) si existen un entorno
0' X U’ de (zo,uo) y una l- upla. de numeros naturales p¡,. . .,p¡, (que sin
pérdida de generalidad podemos suponer ordenados según pl 2 pg 2 . . . 2
p; 2 1) tales que

1.

i ¿ü h-(z)—olaI-k V(a:u)eo'xU'
auj aulal...3um°"' ¡(“W ’ ‘ ’
líjím, ÜSka’i-l. ISÍSÏ

2. La.s_funciones f2" definidas en (3.13) son tales que sus diferenciales
{df¿k(zo),0 5 k 5 p.-—1,1 5 i 5 l} son linealmente independientes en
Tx'oO'.

3' 25:1 pi = n
Observación 3.3

1. Si el sistema (3.12) es observable-c en (zo, no), es localmente débilmente
observable en zo en el sentido de Hermann - Krener (Cfr.[45])
En efecto, consideremos u1, . . . , up controles constantes en U’, entonces
de (3.13) se tendrá.

Lf(=.u‘)hi(z) = 1:10”)+ Efi.-,-(z)(u} —qu‘)
.‘Í=1

L¡(=,u=)Í.-1(3=)= ¡3013)+ Zag-(2M - uoj)
j=1

Mamá-(z) = sia-(z)+ 253-42:sz? - um)
r=1
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N)

por lo tanto se tendrá.

L¡(,'u2)Lf(x'u1)h,-(z)= f?(:c)+ - uoj)
J=1

á3j(z)(u} - "01")+ [V];
I...
II u

25?“:qu - uorxu}- noi)
J=1

+ [V];

m

., |I H

En general se cumplirá,

Lj(:'up). . .Lj(:'ul)hi(17)= + QHI, ul, . . . ,u”,no)

V z E O’,1 5 i 5 l, con Q? polinomio de grado p en las variables
(u' —1.1.0),1 S r S p con coeficientes en C°°(O’) tal que
QÏ(I,U0, . . . ,uo,‘uo) = 0 V1:E 0’.

Pero, si ul = 'u2F . . . = up = uo, de (3.14) sale que
L’}(=M)h¡(z) = ff(z), y si consideramos p = pl, el conjunto de covec
tores de TgoO’

(3.14)

{dL'}(:o.uo)hi(=o),1 951,0 s k 5 p}

tiene rango n y por lo tanto existe un entorno O” C 0’ de zo, tal que

{dLi(:.uo)he(z),1s ¿51,0 s k s p v: e 0"}

también tiene rango n.

Pero de (3.14), debido a. la continuidad respecto de ul, . . .u" , existe
un entorno U" C U' de uo tal que

{d(L!(:'up)Lj(='up-l) . . . L¡(='u¡)h¡(2)), 1 S 1:S

tiene rango n V(z,u1, . . . ,u”) E O” x U” , es decir, el sistema satisface
la condición de rango de observabilidad en zo , (Cfr.[45]), y por lo tanto
es localmente débilmente observable en zo.

. La noción de observabilidad - c comprende también la de los sistemas
autónomos

NI)
h(a:){z



y la de los del tipo (3.12), ”autonomizados” según

{ a'c f(=r,u')y Mi)

con u" genérico fijo, dadas por Krener y Respondek (Cfr. [38]).

Definición 3.2
Denominaremos índices de observabilidad del sistema (3.12) a los núme

ros pl, . . . ,p1 de la Definición 3.1.

Consideremos ahora el siguiente resultado, que será. de importancia en lo
sucesivo:

Proposición 3.2
Dado el sistema (3.12), con l 5 m , es decir, cuyo número de salidas no su

pera al de entradas, supongamos que existen enteros positivos pl ,pg, . . . , p; ,
que cumplen:

1. Existe O’ X U' C O x U , entorno de (momo) tal que

a k
a-ijÍ(='u)hi(Z) = 0

V(z,u)€0'xU’,05k5p¡-1,15i51,15j5m
2.1amatriz

Acta") = {aíj(x9u))151'51, 1 S S m}

{áLñwh‘hM S i s z,1s j s m}J

tiene rango l en (zo, uo).

3' 25:1 ID"= n

Entonces, el sistema (3.12) es observable-c en (20,110)

Demostración.

De 1. se deduce que

L’}(,.u)he(z) = f¿’°(z) V(z,u) e 0’ x U’, 0 s k s p.-—1, 1 s z"s I
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De 2. se ve que existe un entorno O" x U” C 0’ x U’ de (momo) ,
ta.l que A(z,u) tiene rango l en O” x U” por la. continuidad de
A(z,u) respecto de (z,u). Veamos que las funciones {ji-k, 0 5 k 5
p,-—1, 1 5 z' 5 l} tienen diferenciales linealmente independientes en
O". Supongamos en principio que no.

Sean fj ,1 5 j 5 m, los campos vectoriales en O’, paramétricos en
u e U’, definidos por:

- n Ü - a.1 = t _.

Entonces, si A : 0’ —>72,6”, se tiene

6
ij(a:,u)(’\)= EL:(LI(:.u)A)

Sea. (z‘,u') E O” X U" arbitrario pero fijo y consideremos la. función
A1 : O” —>R, C°°, dada. por

I pi-l

¡‘1(==)= Z X: Cikfi-kh)
í=1 k=0

con cu. E 7?,V i,k , tales que

I pi-l
dA1(z")= z z c¡kdf,!‘(z')= o (3.16)

l'=1 k=0

Entonces, V 1 5 j 5 m vale

o = < dA1(z'),fí(z',u') >
l p.'—1

Z 2 cu < df.-"(z'),fl(z',u-)>

‘7‘ :Í‘: _.
z z: cikaJ'(:’,u°)fík(z-)°
i=1 k=1

Pero de 1a.shipótesis 1., 2. y (3.15)

- . 0 k < ¿- 1

Lfl(=°.u-)f¿'°(z )= { paij(z-’u-)k=pi_ 1
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Por lo tanto, de (3.17) se deduce que

l

26¡p¡-Iaij(3‘,u') = 0 V1 S .7'S m,
¿:1

y si c1 = [c1p¡_1,...,qp¡_¡] , tendremos c1 - A(z',u') = 0 ; pero A
tiene rango len O" x U” , de donde

Cl=0.
Consideremos ahora

l p¡-2 A

A205)= Z: Z: Cikfflz);
¡:1 k=0

de (3.16) y (3.19) se deduce que

l [Ji-2 
dxxz‘) = Z Z adn-km = 0- (3.20)

í=1 k=0

Por otra. parte

< dfík(z.)a [fa (221;) > = LÍ(='vu°)LÍ¡(=’.u°)fik(z‘)

— ij(:o'uo)L!(:n'uo)fik(m.).

Pero de (3.18), si k 5 p.-—1,

ij(::’,u’)fik(z-) = 0

y Ljí(:',u‘)Lf(=’.u')fík(a:.) = Lfí(::',u’)fik+1(z.)

Por lo tanto tendremos, de nuevo por (3.18) y de (3.21),

0 k<p¿-2
_a‘.j(zt,u-)k= pi_ 2< ¿fm-x [LF] (z’,u') >={

1 5 j 5 m. Entonces, de (3.20) y (3.22),

1

o=< muy), [LF] (:c’,u')>= _ qu¡_2a¿j(z',u')¡:1
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1 5 j 5 m, y si c2 = [c¡p,_2,. . . ,C¡p¡_2], quedará nuevamente
c2 -A(a:",u') = 0 y por lo tanto

cz = 0.

Prosiguiendo con corchetes de mayor orden, esto es, del tipo

J'[L [L [... [f,f ]]]],

se obtiene análogamente que C3= . . . = c1= 0 , y por lo tanto

{dÍ.-"(=c),15isu0 s k s p.‘- 1}

son linealmente independientes en O”. Por lo tanto, considerando la
hipótesis 3., el sistema es observable-c. I

Observación 3.4

1.

lx)

Es conveniente notar que los sistemas (3.12) que cumplen con las hipó
tesis 1. y 2. de la Proposición 3.2, son aquellos para los cuales existe
el grado relativo vectorial en (2:0,u0) (Cfr. [25], [31]).

En este caso, cuando además se verifica la hipótesis 3., los índices de
observabilidad coinciden con los números característicos del sistema.

. Los índices de observabilidad no son en general invariantes para cam
bios de coordenadas que preservan fibras.

En efecto, sean (:c,u), y (z’, v) dos tales pares de coordenadas definidos
en un entorno de (zo, no); por simplicidad supondremos que a: = z’ .

El cambio de coordenadas, al preservar fibras, será. de la forma

(z, 01(2,v))

m

(2:,u) = con

rango matriz {%(z, v)} (3.23)

localmente en un entorno 0’ x U’ de (momo).
Sean pl , . . . ,p¡ los índices de observabilidad del sistema (3.12) respecto
de las coordenadas (z,u) ; si 1 5 r,s 5 m, 1 51'51,
0 5 k 5 p,-—1,(z,u) e 0’ x U’, se tiene

m 6a,,¿(ü h-(w)) i Z —a—(L"h-(z))
aman, ¡(“0‘ av, u au.» ¡(“0‘:1 av,
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620“ a k
ma-wUIMMWÁ-‘FD

lI Ms
u 1

av, av,
u 1

m aabt aau 62 k .
El W(LÍ(=vu)h‘(2))

62a" L I: _
Mau, any (L¡(=.u)hn(z)) (3.24)MiIIM3

1tII

pues ¿fin-"(L'j(rlu)h¡(z)) = 0 , al ser k 5 p.-—1 y (2,11) E 0’ x UI.

La sumatoria (3.24) se anulara'. en O’ x U’ , y la propiedad 1. de la
Definición 3.1 será válida en términos de las coordenadas (2,1)) sólo
cuando una de estas condiciones se cumpla:

¿“(Law/242)) = o (3-25)

lgpSm, 05k5p¡—1,encuyocasofif(:c)=0Vz€O’

32a”(1:._u) _
30,01),

1 S r,s 5 m, V(:c,u) E O' X U’ , es decir, el cambio de coorde
nadas u = a(a:,v) es Afz'n.

o (3.26)

De 2. de la observación anterior, se podria concluir que la clase de los
sistemas observables - c es demasiado amplia y que habría que restringirse
sólo a aquellos que no presentan la patología allí mencionada.

Pero el tipo de cambio de coordenadas u = a(a:,v) es en realidad un
cambio de coordenadas en el espacio de control, con realimentación no lineal
de los estados, y tal estructura de control aparece en tareas tales como
estabilización, seguimiento de trayectorias y seguimiento de modelos. En
este contexto, dicha patología influiria en la convergencia del observador a
lazo cerrado si se lo utiliza para obtener dicho control.

Pero los problemas antes mencionados son resolubles en el contexto del
control geométrico, para sistemas que cumplen con (3.25) o (3.26), (Cfr. [25],
[31]). Dado que analizaremos la convergencia del observador a lazo cerrado
justamente para la realización de controles que permitan la solución de estos
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problemas, que por otra parte abarcan prácticamente todo el espectro de
tares de un sistema de control realimentado, la limitación anterior no influirá
en nuestro caso.

Para el funcionamiento a lazo abierto, como el control u es exterior tanto
al sistema como al observador, no aparece la limitación antes citada.

Por lo tanto, de aquí en más los sistemas (3.12) para los cuales cons
truiremos el observador serán aquellos que son obervables - c en un punto
(2:0,uo) , y dicho observador será. local en un entorno de dicho punto.

3.4 El observador completo de tipo Luenberger
Presentaremos inicialmente un resultado fundamental que vincula el con
cepto de observabilidad-c con la existencia de observadores.

Proposición 3.3
Si el sistema (3.12) es observable-c en (momo) , entonces admite un ob

servador general local alrededor de (3:0,uo).

Demostración
Notemos

soi+1=ffvagar-1,1951 (3.27)
so'=(90‘1,---,SOL.-), 1 Sist (3.28)

so= (sab-MW) = (wiw-,<p},1,.--,<Píw-,<.DL,) (3-29)

donde las f," vienen dadas por la ecuación (3.13).

Sea dcp = span{d<,o};, 1 S k S p.-, 1 S 5 l} , el conjunto de
combinaciones lineales de las 1 - formas tico; Vi,k con coeficientes
funciones C°° , sobre O , entorno de zo . Como el sistema es observable
c en (20,110) , dim(d<p(zo)) = n , y por lo tanto existe un entorno
0’ C O de zo, donde dicha dimensión se mantiene constante. Por lo
tanto

<p:0'C7Z"-Hp(0’)C7€"
será un difeomorfismo.

Pero entonces Ker(l,o.) = Ir'e'r(dgo)= 0 es la distribución nula en TO',
y por lo tanto, claramente es involutiva y cumple

[f(', u), Ifema) ñ ¡{67(dh)l= ¡("OP-L
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para todo u fijo, es decir, es de invariancia. condicionada. local.

Por lo tanto, por el Teorema 2.1, existe un observador general local
para el sistema dado alrededor de (momo).

Pero la demostración del Teorema 2.1 también nos indica cómo construir
dicho observador a partir de (3.29) y (3.13). En efecto, de (2.35) tenemos

r Lf(a:,u)9°á(:)

Lf(z,u)soá(z)

Lf(a:,u)‘Pj).-(z)

k

L¡(=.u)‘PÍ».-—1(z)

II

V15i51,V(z,u)€O'x
Tomando

i í
w (wl, . . .

w (wl, .

se tendrá.

0‘. _
w1 —

oi _
we‘._¡ —. . _
wm _'
31€ =

w}; + n2.-(<P"(w), u)

I¿¡(:,u)h¿(3)
f¡l_(-"’) + ¿{1.017,10

99%(17)+ "¿(2,10 '
Lf(:,u)(Lf(:I:,u)hí(z)_ 95(2’1‘»
L}('u)hí(z) _ Lf(:,u)(90'2(zau_))
90;}(2)+ " Lf(=.u)(‘¡0‘2(zau))
«¡05(3) + 71241,11)

(3.30)

L!(=.u)(L;Í;:)hi(ï) —So;¡-1(ziu))
= Lïiíthdz) - L¡(z.u)(90},.-_1(a:,u))
= mz) + amm) i= -77;)¡(31
= 713)") + 77;,¡+1(3au)

U’.

vwie)=(so'i(:)w-,so};_.(ï))Vlsz'sz
.. ,w') = 90(2) (3.31)

103+ WMP-WWW)

(3.32)

7199-100), u) + nii+1(so“(w), u)
h¿(:c) = wi

1 _<_i51¡V(w,u)€ 99(0’) x U’ , entorno de (wo,uo) = (cp(::o),uo).
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V(z,'u.) e

{

Por lo tanto, si definimos

Mi)
ya)

Ai

Bi

A¡(z, u)

A(z,u)

A.
C.

’

OO

‘OH

HO OO

e RPiXPi

‘I

OOOO"

OC) oo... O

e 72"“
o...

¡.1

e 72W" Vlgigl.0]

diag{A1,...,A‘}
diag{B1,...,B'}
diag{Cl,...,C'}

71(z,u)' e
. 7‘(z,u)

í náhau)= eRP‘“ V15i51
_ ná..+1(z,u>

' A‘(z,u)

° ] e Rnxl. A'(:;:,u)

0’ x U’ , tendremos que

wt
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(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)



Observación 3.5

1. De las ecuaciones (3.38) y (2.36), tenemos en este caso

K tp(0') x U’ x Y -> Lp(0’),

¡((wvuay) = A ' w + B ' I‘(‘P_1(w)au)+ AGD-100),“)

2. Si el sistema (3.12) es autónomo y observable-c, tendremos que A = 0 ,
y

Lj‘mhflz)
r = I‘(2) = s

L;2:)h¡(a:)

y (3.38) se escribirá:

ú)(t) = A -w(t) + B -I‘( '1(w(t))
{ ya) = C -wa) v (3'39)

Si en particular el sistema. es lineal y l = 1 , obtenemos

zbl(t) = w2(t)

tbn_¡(t) = wn“) (3-40)
1217103) = CA" 'T‘l °w(t) = 23:1 051010)
W) = 1010)

conajE'R 15j5n,y
A

C ' A
T = z . (3.41)

C . Án-I

Esta. es la forma, observable del sistema. lineal autónomo (Cfr.[46]), y
por lo tanto diremos que (3.38), es la.descripción del sistema. (3.12) en
forma. observable.
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Esta forma, si bien canónica, no lo es respecto del seudogrupo de cam
bios de coordenadas de salida, pues diferentes coordenadas de salida
hacen que I‘ sea diferente (Cfr.[47]). De todas formas, la expresión
(3.38) sí es canónica en el sentido del observador general, y como tal,
nos referiremos a ella como al observador general cano'nz'codel sistema
(3.12), observable-c.

Para obtener la expresión del observador completo de tipo Luenberger,
de acuerdo a las conclusiones del parágrafo 3.2 y a la Proposición 3.1 modi
ficaremos el observador general canónico de (3.38) de acuerdo con

“2+” = A -wa) + B-r<so-1(w(t)),u(t)>
+ A(<P’1(w(i)),u(i))+ ¿“(z/(t) - C'w(i)) (3-42)

donde K e 72"“ es una matriz en principio arbitraria.

Observación 3.6

1.

K1 <p(O') x Y —>99(0'),dada por

¡(100,30 = ¡{'(y-C’w)

es claramente una función de K,, de acuerdo a la ecuación (3.8).

2. Si bien en principio K es una matriz arbitraria, será. su adecuada
selección la que asegure el cumplimiento de H2c.

Consideremos ahora a:(t) , solución de (3.12) con condición inicial z(to) ,
y control admisible u(t) . Si w(i) = <p(a:(t)), como (3.38) es un observador
general, se tendrá. :

dw_(t) _ A B —1 —1¿t - 'w(i) + 'I‘(<P (w(t)),u(i)) + A(4.0 (w(i)),u(i)) (3.43)

Naturalmente, de la conmutatividad del diagrama de la figura 2.7 sale que

dsd?) = f(z(t)au(i)) = 99:1(w(t)) . [A . wa)

+ B'1‘(90‘1(w(t)),u(t))+A(<P'1(w(t),u(i)))] (3.44)
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donde por abuso de notación hemos identificado a Lp., diferencial de (p , con
su expresión matricial, es decir, la matriz jacobiana de (p.

Sea ahora u“;(t) , la solución de (3.42), con y(t) = h(:c(t)) y u(t) , con
condición inicial 11’00)7699(z(to)) , es decir, 1.2)(t) cumple

du“) t . _ .

TE) = A -w<t)+ B -mp 1(w(t)),u(t))
+ A(<.0(1ï1(t)),u(i))+ Ir - (3/0) - ¿“15(0) (3-45)

Como (3.42) también es un observador general, si í(t) = go'l(ú)(t)) ,
nuevamente por la conmutatividad del diagrama de la figura 2.7 tendremos

dig” = mama»
+ (¡n-1050)) ' K ' (31(1)- C ' 19(1)) (3-46)

y como

h1(«’ï=(i))

c-wa) = s
h1(5(i))

tendremos

dí(t) . _1 . , .
dt = f(z(i),u(i)) + 90. (9090») ' IK'(yU) - MIU)» (3-47)

Se tiene entonces la siguiente

Definición 3.3
La ecuación (3.47), con K arbitraria representa un observador completo

de tipo Luenberger para el sistema observable-c (3.12).

Observación 3.7

1. Si bien 1a ecuación (3.45) ya es el observador completo, por lo menos
en los términos que hemos establecido, es preferible 1a ecuación (3.47),
debido a que en el primer caso, :ï: se debe evaluar mediante í =
<p’1(1b) , en cambio en el segundo, se debe evaluar la inversa de la
matriz jacobiana, 99:1(<,o(í)), lo que es más fácil.

2. En el caso en que el sistema sea lineal analítico definido en 7?," , con
una entrada, una salida y grado relativo n, la expresión (3.47), coincide
con la obtenida en [22].
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3.5 El observador reducido de tipo Luenberger

Veremos que en principio es posible construir para sistemas observables-c
dados por 1a ecuación (3.12), observadores reducidos, es decir que estiman
todos los estados del sistema, pero con un número de ecuaciones diferenciales
menor que en el caso del observador completo.

Para ello , a partir de la ecuación (3.27), si definimos

p}; = sol“, 15ksp;—1, 19'51 (3-48)
u‘ = (ui,...,u;’,..-1) VI s 2'st
y = (¡Pp-.43) (3-49)

de (3.30) se deduce

L¡(=,u)hi_(z) 14(2) + valid!)
Lf(r.u)#i(z) 16(2) + ná(m,u)

(3.50)

L¡(:,u)#}}.-_2(I) = #;¡—1(I)+ TILÜW)
Lf(rvu)#‘p¡-1(:) = 7‘(z’ u) + 77;.‘+1(z’u)

V(a:,u)E O'XU', ISiSI
Ahora bien, si dy = span{dp;;,1 5 k 5 p¡ —1, 1 5 i 5 l} , razonando en

forma simular que en la. Proposición 3.3, se vé que Ker(/,¿.) = Ii'er(dp) es
regular, ( esto es, tiene dimensión constante n —l localmente alrededor de
zo ), e involutiva, y como d<p= dh + du , entonces

Ii'er(p..) n Ii'er(dh) = Ker(<,o.)= 0 en TO'

y por lo tanto Ker(p,.) es de invariancia. condicionada. local en zo. Consi
deremos ahora.

k.

A": 31 960 e 72"“1 VlgiSI (3.51)
kj,_._1

K = diag{Ii'1, . . . ,K‘} (3.52)

y sea.

4; 0' —»W’ c 71H

45(2) = #(z) - K -h(z) (3-53)
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Como Ii'er(45.) = Ker(dd>)= Ker(dp)nKer(dh) = 0 , entonces Ii'er(d>.)
es regular, involutiva y de invariancia condicionada local, y por el Teorema
2.1 se tendrá. un observador general local para. el sistema. (3.12), con el si
guiente diagrama conmutativo:

0’ x U' —’> TO’

as ¡fm h ' 14a.
W’ x U’ x h(O’) L» TW’

Figura. 3.1
Para. obtener las ecuaciones del observador reducido, procederemos como en
el caso del completo. Para ello, de (3.50) y (3.53), se tiene

¿(2) = #É(I)-k{-hs(=)

(3.54)

ÓL.-—1(I) = FIL-¡(3) - ¡cin-1 ’ ¡“(3)
v 1 5 i g l, a: e 0’

Entonces, procediendo como en (3.30), se tendrá

í L¡(=.u)4’i(3) Lj(=.u)#'1(í'=)- kiLf(=,u)h¿(z)
#5“) + "¿(ï’”) —kiLr(=.u)hi(F). . .
d>‘2(?)_+k%h¡(=€)+ 775m“) -_ki#‘1(z) - kïnflzm)
-_k'1<f>‘1(z)+_455(I) + (k5 - kiki)hi(ï)
77242,11) _- ki17%(z_,u)

Lf(z,u)#12(_z)_ kaLf(z,u)hí(z)
#1303)+77305,71)_ _ _
Ó5(ïr).+ káhib?) + miga) -,kÏ2#‘1(=c)- kanflz, u)
-.k'245'1(2)+_d>3(z)+(k5- kákí)hi(z)
77206,10- ¡chat-nu)

Lj(:l:,u) (17)

+l|||||||+l|||

-_ki,.-_245‘1(z)_+¿zi-¡(2) + (¡4..-1 - k2,.-_2kï)hi(z)
772.-(3810.- ¡CL-277565,“)
L;(=.u)#L.-_1.(ï) - kL.-_1L¡f(=,u)hi(z) _ _
7‘05, u) 77;.'+1(-T,u)’ k}.-—_1#i(_3)-kia-“730€, u)
-.k},,._1<15‘1(:c)+_7‘(t,_u) - k2,.-_1kihi(z)
nin-+1“, u) _ kb¡-177'2(zau)

L¡(=,u)45‘}.-_2(z)

||+||Lr(=.u)452.--1(ï)

+l|||
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15i51(z,u) EO'XU’. Tomando

u)" = (wi,...,w:,¡_1) = (qb'í(a:),...,qS:,¡_¡(z)) V1 5 2'51
w = (w1,...,w') (3.55)

se tendrá.

wi = -káwá + wá +_(1:; —muy;
+77á(2,u)- kïnflnu)

[Uvm-2= _k;¡—2wá+ win-1 (ka-l _ k;¡—2kí)yí
_ +7727¡(21 _ k;¡-2775(z’ .

“wn-1 = _klp¡-1wï + TÚ”; u) klp¡—1k2'lyí
+17‘Pi+1(z’u)- k;.——177‘2(zru)

yi = hi(-'=)

V15i_<_l, (z,u)€ O’xU’.
Si tomamos A‘ e R(P‘_1)X(P"1), B‘ e 72(”"I)"1, C" E R1x(”“1),1 S

i 5 l , como en (3.33), y A, B, C, I‘(a:,u) , como en (3.34) y (3.35)
respectivamente, y

A“ 7,2"!(211‘)_ ¡Chu-13”)
A‘(z,u) = g e R(P“1)"1 (3.57)

77;¿+1(‘5a")_ ¡“iq-177;“, u)

con 1 5 i 5 l , y

Á1(z,u)
¿(“o = g e 73W)“ (3.58)

Á'(z,u)

V (2:,u) E 0’ x U' , tendremos

w = (A —KC) -w + (A —KC)K -y + B .1‘(z, u) + ¿(2, u). (3.59)

Dado que (p = (<p},p1,goï,y2, . . . ,goá,p‘) es un difeomorfismo en O’,

1p = (‘PÏ’""SOII,#1!"')#1)
(h1,...,h¡,y1,...,pl) (3.60)
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también lo será. Pero

'Mz) = (h1(a:), . . . , h¡(z),45(a:) + K(h¡(a:), . . . , h¡(a:)))

(saw + K - y) (3.61)

en 0' , y por lo tanto tendremos

z = w’1(y,w + Kg) v (y, w) e h<o') x ¿(00 c 71' x 72""

con lo que (3.59) se escribirá.

ú: = (A-KC)-w+(A-KC)K-y
+ B - I‘(1,b'1(y,w + K -y),u)

+ A(1,b'1(y,w + K - y),u) (3.62)

V (w,u,y) e qb(0’)x U’ x h(0’).
Sea como antes z(t) la solución de (3.12), con control admisible u(t) ,
condición inicial z(to) y salida y(t) = h(:c(t)) ; si ú) es la solución de (3.62)
para 12200) 96 d)(:1:(to)) , es decir

iba) = (A —Kama) + (A —KC)K . y(t)
+ B °T(1b'1(y(t),1ïl(t)+ Iï°y(i)),u(t))
+ A(1b'1(y(i),15(i) + K - 34(1)),u(10) (3-63)

entonces

¿(73)= W1(y(t),ú’(i)+ K ' 31(1)) (3-64)

es la estimación de z(t) . Se tiene pues la siguiente

Definición 3.4
Las ecuaciones (3.63) - (3.64) con K dada por (3.52) pero arbitra

ria, representa un observador reducido de tipo Luenberger para el sistema
observable-c (3.12).

Observación 3.8

1. Como

¿.(zo) :T,,OO’ e 7a" —+T¿(,°)d>(0’) e 72"",

no se podrá obtener una expresión como la (3.47) para la evolución del
estimado :Ede a: , siendo necesario en general recurrir a. (3.64), la que
trae aparejada la. complicación adicional de tener que calcular ¡0-1.
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2. Sin embargo, para sistemas no lineales para los que w es lineal, como

9°

en algunos casos de manipuladores robóticos de juntas rígidas, el ob
servador reducido presenta ventajas computacionales evidentes frente
al completo. (Ver Capítulo 6.)

Sea, un sistema lineal con una salida observable-c, entonces 99(2)
T -a: con T dada por (3.41) es un isomorfismo. Sean

C - A k1

D = , K = e 73H)“
C ' An-l kn_1

yseaw=p(x)—K-h(z)=D-s-K-y.
Por el teorema de Cayley - Hamilton, existe

a = [a01a11-Haan-1] e RnXI
talquea-T = C-A".

Entonces, (3.62) se escribirá

till p —k1 1 0 0 ' w1

11'); -k2 0 1 0 wz

"bn-2 _kn—2 0 0 1 wn-2

tbn-1 _ a1 —kn-l 02 a3 an-l _¡ wn-l

—k1 1 0 0 '

—k2 O 1 0

+ í 3 5 E y

-kn_2 0 0 1
_ al - kn-l 012 Ora an-l

í 0 CA — kIC0 CA2 — k2C

+ ' y + E - Bu (3.65)

0 CA"‘2 — kn_2C
_ ao Clin-1 - kn..1C

Pero llamando
0 CAB

A21 = E 72("'1)"1, B2 = : e 71(n-1)x1
ao CAn-IB
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3.6

N

(a)

¡h

BI = C B e 71”” , A12= [1,0,...,0] e RIM-1)
0 1 0 0

0 0 1 0

A22 = I I e R(n-1)X(n-1)
0 0 0 1

01 012 013 Gin-1

(3.65) queda:

1D = (A22 - Ii, ' A12) ° w + (A22 - .K ' A12) ' Ky + A213]

+ (Bg —K . B1)u (3.66)

que es justamente la ecuación del observador reducido de Luenberger
(Cfr.[32]).

Conclusiones

. Los sistemas observables-c admiten una forma canónica de observador
general dada por (3.38).

Se puede modificar el observador canónico mediante la adición de fun
ciones, cuya adecuada selección permite el cumplimiento de H2c., se
gún lo veremos en el próximo Capítulo.

. En el observador completo de tipo Luenberger, puede evaluarse la evo
lución de la estimación de los estados, utilizando (3.47).

. En el observador reducido no existe esta posibilidad, y por ello es nece
sario, en cada caso, evaluar las ventajas computacionales que se pue
dan obtener usando este observador, haciendo una comparación entre
las dificultades aparejadas en evaluar 1/:‘1 , y las que aparecen en la
integración de un número mayor de ecuaciones diferenciales.
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Capítulo 4

La convergencia del
observador

4.1 Introducción

En este Capítulo se establecerán las hipótesis que determinan la convergen
cia del observador en tiempo continuo, y se demostrará dicha convergencia.
En principio se tratará la convergencia.del observador a lazo abierto, es decir
cuando el control u es una función arbitraria del tiempo, (o sea que para su
construcción no se recurre a realimentación de los estados).
En este caso, se probará la convergencia exponencial con velocidad arbitra
ria, del observador, para sistemas observables-c que cumplen con la hipótesis
1. de la Proposición 3.2, a los que de aquí en adelante llamaremos sistemas
Oc1. Para aquellos que no la cumplan, sólo se podrá demostrar convergencia
asintótica del observador.
Posteriormente se tratará la convergencia del observador a lazo cerrado, o
sea, cuando u = u(:ï:,v) , con v función arbitraria.
Este análisis se hará para estrategias de control que resuelvan el seguimiento,
tanto de trayectorias como de modelos, con lo cual se abarcarán práctica
mente todos los problemas de diseño de control realimentado. Los sistemas
que se considerarán serán aquellos que cumplan con todas las hipótesis de
la Proposición 3.2, ya que es para estos sistemas que se puede encontrar los
controles u que resuelven esos problemas.
Finalmente, se demostrará la convergencia del observador reducido.
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4.2 La convergencia del observador completo a
lazo abierto

4.2.1 Convergencia de los sistemas Ocl.

Consideremos un sistema Oc1.; entonces, de (3.13), existe O' x U’, entorno
de (xo,uo), tal que

L’Í(z.u)hi(3) = Íik(3)
mm) = 0

V(z,u)EO'XU’,OSkSp.-—1, 152'51.
Por lo tanto, en (3.30), se tendrá. que en dicho entorno

17}(z,u)= 0 (4.1)

2 _<_j 5 pi, 1 5 i 5 l. Entonces, de (4.1), (3.32) se escribirá.

-i i
wl = wz

Iba-1 = w; I (4.2)
Ü};- = 7'(‘P—1(w)}u) = Lí'(,p_1(w),u)hí(99-1(w))
yi = Mi) = wi

1 52'51, V (w,u) E <p(0’) x U’ , entorno de (100,110)= (99(20),uo).
Entonces, con A,B,I‘ definidas en (3.34) y (3.35), las ecuaciones (3.43)

y (3.45) se escribiran

dw(t)
dt =A'w(‘)+B'1‘(‘r°”1(w(t)),u(t)) (4.3)

y

L3? = A"¡’(‘HB'1‘((s°'1(u3(t)),u(t))
+ K - (ya) - C - ¡22(0) (4-4)

donde nuevamente :1:(t), es solución de (3.12) con condición inicial a:(to) ,
y control admisible u(t) ,w(t) = <p(a:(t)) y ú)(i) la solución de (4.4), con
y(t) = h(:c(t)) , y con condición inicial 15(t0) 96go(:c(to)) .
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Consideremos ahora M > 0 arbitrario, entonces, si AMM) es 1a clase
de controles admisibles para (3.12) según la Definición 2.7, notaremos

llamo)= {uEAMM): 5 MVi 2 to}.
Supongamos que a:(t), úz(t) son las soluciones anteriores para u E ¿{(1:13no) ,

y :ï:(t) = tp’l(tï2(t)) ; entonces vale el siguiente

Teorema 4.1
Supongamos que

1. 90-1 es uniformemente de Lipschitz de constante mr: en 90(0’),

2. existe V : 72 —>7220 creciente, que transforma acotados en acotados,
tal que

"112141) - 1‘(22,u)|| S V(|IUII)IIII- zle

V(zl,u),(:1:2,u) E O’ X U'

Entonces, dado a > 0 arbitrario, existe una matriz K E 73"“ tal que

Ilwa) —wa)“ s ¿lllú’(io) - w(to)IIe-°“-‘°>

Vi 2 to,con 61 constante;

3. si además (,0 es uniformemente de Lipschitz con constante m.p en O'

"¿(t) - z(ÜII S 52I|Ío- z(to)lle‘°("‘°’

Vt 2 to, io = cp'l(ú‘(to)) y 62 constante.

Es decir, el observador completo converge a lazo abierto en forma exponencial
con velocidad de convergencia arbitraria.

Demostración
Sea

e(t) = ú)(t) - w(t) (4.5)

el error de observación; de (4.3) y (4.4) se deduce que

Ed? = Acaba)—wm) + Br<so-1(w(t)),u(t))
- BT(<P'1(w(i)),u(t)) + ¡{(Cwúi) - 0150))
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es decir,

dÏT‘t‘) = (A —meu) + B[r(so-‘(w(t)),u(t))
- I‘(‘P'l(w(t)),u(i))l (4-6)

de solución

¿(Ü _—_¿(A-KC)(t-to)€(to) + -/tt e(A-KC)(t—'r)B[I‘(¿P—1(¿(T», “(1.”

- 1‘(v"(w(r)),u(T))] dT- (4-7)

Consideremos la matriz K dela forma:

í k} o o 7

k3, o2 o
o k1 o

. .22 .

K: ° ¡"n ° . (4.8)
O 0 5

kí

_ o o kg, J

Entonces, si V 1 S i 5 I,

—k{ 1 o 1
4:5 o 1 o

D‘ = g 3 E e Rp‘x“, (4.9)

—k;',_. o o o

se tendrá.

D = (A —KC): diag{1)1,...,D'}. (4.10)
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Dado que Di es una matriz en forma companion, {k{,... ,kjn} son
los coeficientes de su polinomio característico, y por lo tanto se pue
den elegir de forma. que su espectro a(D‘) = {Am . . . ,z\.-p¡}, se sitúe
adecuadamente, y como de (4.10) se deduce que el espectro de D es
la. unión disjunta de los espectros de las Di, 1 5 i 5 l , se pude elegir
K de forma que

Am< < An< AHPH < < A1,, < A11< 0. (4.11)

Pero entonces, cada D‘ tiene sus autovalores distintos, con lo que es
diagonalizable, y si llamamos Vü al siguiente vector fila

Vij= [Aff‘1,z\f;'2,...,z\aj,1] (4.12)

este será autovector a izquierda de Di para Aij 1 g j 5 pi, 1 5 i 5 l.
Por lo tanto, si

Vu

A,-= (4.13)

Au 0

A,- = A” (4.14)

0 Aíp.‘

entonces

D" = AflAm‘ (4.15)

V 1 5 i 5 l. Consideremos ahora los vectores fila.

17.-: o,...,o,V.--,o,...,o] 4.16
J i J b ( )a.' .

V15j5p¿, 15i51,donde

{ai = 2;“,- 1<i51 {12.-= n—):;ï=1p,-15i<l= 0 00,1 bl =
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Por la,forma.de D ,claramente es un autovector a izquierda suyo
correspondiente al autovalor Aú-, y si

E711
V

1.“ (4.17)

171m

se deduce de (4.15) que

D = A’IAA para (4.18)
A = diag{A¡, . . . ,A¡}. (4.19)

Simbolizando con A = a(D) , se tendrá, que A = A(A) , será función de
este conjunto de autovalores.

Si reemplazamos ahora. (4.18) en (4.7) tendremos

s(t) = A'1(A)eA(“‘°)A(A)5(to)

+ A-l(A>eA<'-'>A<A)Blr<so-‘me»,uu»
- 1‘(<P’1(w(T)),u(T))] dT (4-20)

y por lo tanto

||6(Í)I| S e’\“(H°)||A'1(I\)II I|A(/\)|| I|€(io)||

+ e*n<*-'>IIA-1<A)u IIA(A)BIIII1‘(<.0'1(ID(T)),u(T))

- I‘(Lp'1(w('r)),u(r))|| d'r. (4.21)

Ahora. bien, de la. forma. de B , (ecuación (3.34)), se deduce que

f 1 0 0 '

1 0 0

0 1 0.

A(A)B = o 1 0 ,

0 0 1

o o 1 J
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y, por el orden establecido en los p.- , tendremos que ]|A(A)B|| = 1/p1 .
Por lo tanto, de esto y de las hipótesis del teorema, (4.21) queda.

|I6(i)ll .<. CA"("“’)I|/\'1(/\)II lIA(/\)ll l|€(io)ll
t

+ ÁeA“("')IIA’1(/\)ll x/FTlmqp-JVÜIWTNI)||€(T)II dT

Pero,como'uEUÉNO), 5 V(M) = M1VT, y entonces

usa)" s e*"<‘-‘°>IIA-1<A>II"Am" Ile(to)ll

+ LIIA“1(A)IIj“ e*11<‘-*>ue(r))udr (4.22)

conL = Mlqu Tomando6(t)= e-'\“("‘°)||E(i)|| , (4.22)queda

¿(o s ¡IA-1m" "Am" Ile(to)ll+ LIIA’1(A)II6(T) dr,

y por el lema. de Gronwall (Cfr.[24])

¿(o s ¡IA-10)" “Am” "¿(to)“ e<L"“"<*>"<'-‘°”

Vt 2 to , con lo que

usos)“ s IIA"(/\)II IIA(r\)Il“¿(to)" e“*"+L"A"“WW-W (4.23)

Vi 2 to . Veamos ahora. que existe A tal que An + L||A'1(A)|| = —a .

Sea p e 72>o arbitrario, y consideremos

Aa= wm: "W 1s j s p; 1s i 51 (4-24)

con 22:1 p.-= 0 ; entonces

_p(1+z;:¡ pk) m“ _,,(1+z:;;‘, pk) “‘2 1

No) = (-10(2+ÉÏ==3”*))"—1(-P(2+ZL_Ï‘“Y”

(_p(p.-+:i:,pk>)m-1 (_p(p.-+zi;1pk))"*-2 í
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Pero, si t.-= 5;] j(j - 1) , entonces det(A.-)= P‘(p) es un polinomio

mónico en p , de grado grd(P‘) = ( pj) t.-, y

* * *
1

PT.» (4.25)Aï‘(p) = : s s

Q‘(p) * *

donde Q‘(p) también es un polinomio mónico en p , con el mismo
grado que P‘(p) , y los otros elementos de la matriz son también poli
nomios en p , pero de menor grado. Por lo tanto, cuando p tiende a
+00 ,A’1(p) tiende ala. matriz

o o o '

E‘ = g g e RP‘XP". (4.26)
:tl 0 0

Por otra. parte, de (4.17), se ve que

A1 0

A = A2 ,

0 A;

con lo que

(Airl 0

A_1 = (AQ-1

0 (AO-1

y por lo tanto, cuando p tiende a.+oo ,A‘1(p) tiende a

E1 0
E2

o E"

De allí, por la continuidad de la.norma

. _1 _
¿111m “A (pm — 1, (4.27)
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y además

ygIIA"I(P)II = +00- (4-28)

Pero entonces, para. el a dado ElA' tal que Aïl + LIIA’1(A')|| = —a,
y tomando 61 = ¡IA-¡(A'NI ||A(A')||, de (4.23) tendremos

IIe(t)IIs 61 Ile(to)lle“‘“"°’ Vt 2 to,

o sea,

“15(1)- w(i)|| S 51 IIú’Uo)- w(io)ll €-°("‘°) Vi 2 to. (4-29)

Si además cp es uniformemente de Lipschitz en 0’,

||Í(i)-z(t)ll = Ilw"(tü(i))-9°“l(w(i))ll
S mw'1IIú’(t)-w(i)ll

5 "lv-151 llzb(to) —w(t0)||e—a(t-to)

= "lv-151 IIsP(í(to))- 94200))" e-au-to)

5 mua-151mwllí(to)-s(to)lle“°““‘°) Vt 2 to

y si tomamos 62 = mr: 61m9,,

IIÍU) - z(¡DllS 52 l|5(to) - z(to)l| ¿"W-t” Vi Z to- (4-30)
I

Observación 4.1

l. Esta. demostración se basa. en la. obtenida en [49] para el caso parti
cular de un manipulador robótico, la. cual es una generalización de la.
obtenida en [22]para un sistema lineal analítico en 7?," de una. entrada.
y una, salida. con grado relativo n.

2. Para. el caso de los sistemas afines en el control, dados por

; iE:;+E?;19:-(z)ue (4.31)
que cumplen las hipótesis 1. y 3. de la. Proposición 3.2, se tiene que

I‘¡(z,u)= L;¡:)h,-(z)+ ZEprj-¿fm-(wuj v 1 5 2'51, (4.32)J:
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y, por lo tanto,

menu) - 1‘¿(z,u)lSIL72¿,hi(í)-L?}:)hi(z)l

+ ILg,(i)L;'¿;;h.-(i) —Lg,(.-.)L5'¿;)‘he(z)llujl(4-33)J:
En consecuencia. la. hipótesis 2. del teorema se reduce a que sean uni
formemente de Lipschitz las funciones LT)“, ngL;"1h.- V1 S i S
l, 1 S j S m.

Veamos ahora, que en ciertos casos es posible debilitar las hipótesis del Teo
rema, 4.1 :

Corolario 4.1

Supongamos que Llamo) es tal que

1. El r1 > 0 : V u e Ham) la. solución :c(t) de la ecuación (3.12)
verifica a:(t) E B(a:o,'r1) Vt 2 to , donde B(:co,'r1) es la. bola abierta.
de centro zo y radio r1 en R“;

2. existe s > 1 tal que si r2 = maz —<p(a:o)||,p E B(zo,r1)}
y r3 = 2 radio {90’1(B((p(zo),(1 + 3)T2))}, B(a:o,r1+ r3) C O’.

Entonces, dado a > 0 arbitrario, existen una matriz K E 71"“ , y un
número 1/ > 1 tales que si ¿(to),z(to) e B(:co,rl) n 99‘1(B(<p(zo),ïu1), se
cumple:

||:ï:(t) —z(t)|| 5 ¿le-"(HM Vi 2 to.

Demostración

De la. ecuación (4.20), tenemos que

A(>\)e(t) = eA(“‘°)A(A)E(to)

+ eA("')A(/\)B[I‘(P"(A‘1(/\)A(I\)ID(T)),"(TD
- r<so-1(A-1(A)A(A)w(r)),wm dr (4.34)

Pero, por la. diferenciabilidad de r y 99-1

r<so-1(A-1(A)A(A>w(r)>,uu» —r<so-1(A-1(A)A(A)w<r)),um)

= gngmvnag’”(¿UnA-10)www)- A(.A)w(r)1.w
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Como por hipótesis z(to),í(to) E B(a:o,r¡) , por continuidad de las
soluciones de las ecuaciones diferenciales, existe t' > to , tal que

z(t),:ï:(t) e B(a:o,r1 + r3) (4.35)

Vt05t<t'.Sean

L1 = ma:r{ %(É,u) ,É E B(a:o,r1 + r3), u E B(O,M)} ,
399-1 - - —————

m9-; = mas: aw (0) , 0 e 99(B(a:o,r1 + 73)) ,a _ _ _—
fio)" ,p e B(30,T1+m},maz {

entonces, se cumplirá.

mv

IIA(/\)E(t)|| S e"“("‘°)IIA(/\)E(io)ll

+/t eA“("')\/I’_1LIW-IIIA’IOOII||1\(/\)€(T)IIdT (4-36)

V to 5 t < t' , y por lo tanto, procediendo como en el Teorema (4.1),
tendremos

||A(/\)E(t)l| S e¡("‘°)IIA‘1(r\)€(to)II (4-37)

Vt051<t',con

J\ = A“ + ||A"1(z\)|l\/p_1L1mV,-1.

Consideremos ahora, para a > 0 arbitrario pero fijo,

Au= —a—sle‘ri (4.38)

Si numeramos consecutivamente

A= {An,...,z\1p,} = {p1,...,pn}

y para 6 > 0 arbitrario hacemos

l¿1=/\11,fli=#1-5i=/\11-5i V2 S 2' .<_n,
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de las expresiones (4.25) para A: 1, y A’l , tendremos que

¿igllA’W/Wfi)“ = +oo
. -1 _

¿gon/x (A(6))II — 1,

y por lo tanto existe 6' tal que si ¡1.-= A“ - 6' 2 5 i 5 n, entonces
¡IA-10(3))“ = IIA'IO')" S 8 , y de (4-38)

¡‘11+ "¡i-10')" x/lTllew-l S
A11+ Sfiï-lew—l = —a —s\/p_1L1mv,—i+ SVlelev—l = —a;

por lo tanto (4.37) queda:

IIA(Á')E(i)II S €'°('—'°)|IA(/\')E(to)ll (4-39)

Vto S t < t' . Tomando u = maz{2||A(/\')|| ,1},

I|A(>\')€(io)ll = IIA('\-)(SP(Í(10)) - ¿PC-"(10))"S

IIA(/\')l| (llso(5(io)) - <P(-'I=o)||+ lIP(z(io)) - 9420)”)

- L2 L2
<IIA(/\)II(V+ sr;

y por lo tanto, por continuidad

IIA(/\')E(i')|| - ¡131.IIA(I\')€(i)II

5 :"T.IIA(»\')6(to)IIe'°“"°’

= IIA(A'>e(to)IIe-°<"-‘°>

< ||A(A')a(to)||<r2.
Pero entonces

“¿(i')" S ¡IA-10')“ IIA(/\')E(i')|| < 372
=> I|9°(5=(t'))- 9°(z(i'))|| E B(0,s1'2)

Pero por hipótesis, <p(z(t)) E B(co(zo),r2) C B(<,9(zo),'r2(1+ 3))
VtZto ,con lo que

IIW(Í(i')) - 99050)“< 872+ ||<p(z(i')) - 99(30)“ S T2(1+ 3)

=>:ï:(t'),z(t') e so-‘(B(<p(zo),r2(1+ 8))
=> “¿(i‘) - zoII .<.IIÍU') - ï(i')|| + IIIU') - ¿Doll
< T3 + T1.
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Pero entonces la ecuación (4.35) es válida para tiempos mayores que t'
por la misma razón que antes y por lo tanto, repetiendo el razonamiento
anterior, se tendrá. que la ecuación (4.39) vale V t 2 to , con lo que

I|6(i)ll S IIA’1(/\')I|||A(/\')II||€(to)||e’°("‘°) y
IIÍ(t)-z(i)ll S 61IIÍ(to)-I(to)lle’°'("‘°) (4-40)

donde 51 = mv-‘mvllA-1(’\.)ll ||A(/\')|I

VtZto I

4.2.2 Convergencia de los sistemas observables-c generales

A diferencia de los sistemas Oc1., no será. posible asegurar convergencia
exponencial para los sistemas observables-c generales, salvo para casos par
ticulares, y restringiendo el valor del error inicial de observación.

La razón esencial puede entreverse de la ecuación (4.6) de error, que sin
pérdida de generalidad consideraremos para l = 1 . Entonces tendremos

É1(t) -k1 Ü 0 0 0
É2(t) -k2 0 1 0 0

5 = E 3 í 5 ¿(Ü + E “0503) (4-41)

Én_1(t) —kn_1 0 0 1 0
Én(i) -kn 0 Ü 0 1

Ü

ola) = (w(t)+u1(il:(i),u(t)), 0<#1(i)<1
02a) = w(i)+#2(i)5(i) 0<#2(i)<1

ra) = g-ïWfliDÜSO-IWÁÜ)

y por lo tanto

¿10) —k1 0 0 0 61(1)
É2(t) —k2 0 1 0 62(t)

Én_1(t) —kn_1 0 0 1 En_1(t)
¿”(21) —kn o o o en(t)
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0 0 81(1)
0 0 62(i)

+ 3 3 S - (4-42)

0 0 €11-10)
Tn1(t) Tuna) 6,,(t)

De esta ecuación se ve que el término no lineal de (4.41) se traduce en una
perturbación 'Ï‘(t) sobre la matriz (A —KC) que aparece sólo en su última
fila, esto es, una perturbación estructurada (Cfr.[54]),y es este tipo particular
de estructura de la perturbación la que permite dado a > 0 arbitrario,
asegurar la existencia de la matriz K tal que JE(U(A- KC + 'Ï‘(t))) S
—a Vi Z to .

Para el caso general, no pasará esto, pues si por ejemplo la perturbación
es

61(t) -1 0 0
0 620) -1 0

fm: s s s s
0 0 0 -1

0 0 0 6,.(t)

con lo que

-k1 + 61(t) o 0
. -k az o

A-Ii’C+’I‘(t)= .2 2.“ .

4:" o ¿nm

a(A-KC+'Ï‘(t)) = {61(t)—k1,... ,6n(t)} resulta independientede K y por
lo tanto no se podrá asegurar convergencia, (y mucho menos exponencial),
de 1a ecuación de error. Se tiene pues, que para sistemas observables-c
generales la pretensión de convergencia exponencial impondrá. restricciones
adicionales.

Consideremos de (3.38)

O(a:,u) = B-I‘(z,u)+A(a:,u)
71(3au) Alem“)

. + .B ’ : :

7‘(:c,u) A‘(z,u)
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entonces las ecuaciones (3.38) y (3.45) se escribirán

uva) = A-w(i)+0(99’1(w(t)),u(i))
{ym = c-wm (4'43)

iba) = A'lï’(i)+0(so‘1(tïl(t)),u(t))
+ K-(y(t)—C-úz(t)), (4.44)

con lo que 1a ecuación del error de observación quedará:

¿(1) = (A - KC)E(i) + 9(<P’1(w(t)+ ¿(i)),u(i))
9(80'1(w(t)), u(i))- (4.45)

_ a —1
G(w,u) _ 513 [GQ/9 (w),u)]

entonces vale el siguiente

Teorema 4.2
Supongamos que

1. 90-1 y tp son uniformemente Lipschitz de constantes mwi y mv, en
<p(0’)y 0’ respectivamente

to . sup{||Ó(w,u)ll,w e 99(0’),u e ufivuÜ} = M1 < oo

3. existen P,Q e 72”" , matrices definidas positivas, y una. matriz
K E 72"“ tales que

Q(A —KC) + (A —KC)TQ = —P (4.46)
Ami'n(-P)— > M’ 4.47

mmm) 1’ ( )

entonces, existen 01,6> 0 tales que

“¿(Í) - :c(t)IIs 6||:ï:(to)—¿(tome-«(bm

VtZto.
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Demostración

Consideremos la función V(t) = ¿(t)TQ€(t) , entonces

Va) = 2e(t)Tc2e'(t)
= 25(t)TQ(A—KC)e(t)

+ 2e(t)TQ [eo-wwe) + e<t)),u(t)) —9(99’1(w(t)),u(t))]

= —e(t)TPe(t)+ 2€(t)TQ(/1 Goya) + sc(t),u(t)) ds) e(t)0

s -z\m.-n(P)II€(i)II2
1 

+ 22mm (fo II9(w(t)+ se(t),u(t))u ds) su)
s —(Am.-n(P)—2IIQIIM1)IIE(t)II’ = -uue(t)u2.

Pero Am¡n(Q)||e(t)||2 g V(t) _<_Ama,(Q)l|€(t)||2 Vt y por lo tanto

M _L =_
VG) - Ama:|:(Q)

vu) 5 V(to)e'2°'("‘°)

"¿en?s Ïfiusawuzemuso)

2a

{lU

U
.L

“¿UNS “¿(io)lIe-a(t-to)

y tomando

_ I‘mu(Q) %
5’ [Mami mvmw

obtenemos

Ilé(t) —su)“ 5 6||:ï:(t0)_ ¿(talle-0040)

I
Como en el caso del Teorema 4.1 es posible relajar las hipótesis del teo

rema anterior en la siguiente forma:
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Corolario 4.2
A1

Supongamos que ¿((30%) es tal que

1. 3 r1 > 0 : V u E Hgm,“ la solución z(t) de 1a ecuación (3.12)
verifica a:(t) E B(:co,r1) Vi 2 to , donde B(a:o,r1) es la bola abierta
de centro zo y radio r1 en R“;

N. si r2 = mar {IMM- v(=o)llp EEW} y
r3 = 2 radio {9'1(B(9o(zo),2r2))} ,B(a:o,r¡ + r3) C 0’;

. si maz {||Ó(w,u)||,w E 99(B(zo,r1+ 13)) ,u e B(0,M)} = M1, exis
ten matrices P,Q,K , como en el Teorema 4.2.

C0

Entonces, existen a > 0,1/ > 1 tales que si
:ï:(to), :c(to) E B(a:o, r1) n 99‘1(B(<p(xo), 13-), se verifica

IIÍU) - z(i)ll S 61|l=ï=(io)- z(io)||€’°("‘°) Vi 2 to

con 61 constante.

Demostración

Nuevamente, como por hipótesis a:(to), :ï:(to) E B(zo, r1) , por la conti
nuidad de las soluciones de las ecuaciones diferenciales, existe t' > to ,
tal que

1700,50) E B(zo,r1 + Ta)

Vio S i < t.

Pero, por el teorema anterior, para tales t vale

nea)“< inmune-"('40 (4.48)— Amin(Q)

con a definido allí. Pero entonces

l

. Ama:(Q)]ï — t’—thmet = ¿t' <[— et e°'( °)H. II ()II II < )II _ AMM) II (0)“
. á

=» Ile(t')ll< II6(to)II
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Sea. ahora.

1/=maz ,
entonces

IIE(io)II = II<p(í(to)) —v(z(to))ll

S Ilso(=ï:(to))- som)“ + Ilso(z(to))- Wo)"

< 2-2 + 2-2 S 7‘2

y por lo tanto ||e(t")|| < r2 . Pero

20') E 30170,71) =‘> 9°(z(i')) E B(<P(Io)s T2) =>

Iltp(5(t‘))—90(20)“s Ilso(i(t‘))—mmm + uma?) - me)"
< T2 + T2 = 21‘2 =>

¿(i'),z(i') E tp‘1(B(9°(zo),2r2)) =>
IIÍU') - zollS “¿(i') - I(i')|| + IIIU') - roll
< Ta + T1,

con lo que

230.), Sal.) E B(20,T1 + T3)

y razonando como antes, la. ecuación (4.48) vale Vt 2 to , por 10 que,
si tomamos

aw vé E ‘P(B(301T1+ 73D}!V“m9-: = ma2:{

maz { ‘—' (15)” p"E B(z 1- + 'ra , o, 4 3 Y

_ Amaz(Q)
¿1 ‘ [Am-“(62)

mw

J.
2

] mvmw:

tendremos

“13(0- IU)“ S 51||5=(to)- 2(io)lle_°('_'°) Vt 2 to
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Observación 4.2
Del teorema y el corolario anteriores, se ve que no es posible en gene

ral fijar la velocidad de convergencia del error de observación. Además,
la existencia de la solución de la ecuación de Lyapunov (4.46) que cumple
con (4.47) será. posible en general cuando A41 sea pequeño, es decir, para
perturbaciones pequeñas de la matriz A —KC .

Con el objeto de determinar condiciones sobre la perturbación de A - If C ,
consideremos ahora las siguientes definiciones y proposiciones: Sea M una.
matriz estable de K“"",K = 'R.o K = C.

Definición 4.1 (Cfr.[55])
El radio de estabilidad de M ,

MM) = inf{IIDll=a(A + D) nf: 750}

es la norma de la “menor” perturbación desestabilizante D E Ii'm‘" de M.

En general se verifica

0 5 rc 5 r7; 5 saul) donde (4.49)

5,.(M) = min{:\ : Áe «(M'Mn = [IM-1||_1 (4.50)

si det(M) 960.
Obsérvese que el radio de estabilidad no contempla estructura alguna de la
perturbación, que es justamente nuestro caso.

Que la distancia de a(M) al eje imaginario no es un indicador válido
de la inmunidad de M frente a perturbaciones se puede ver en el siguiente
ejemplo: sea

_. _.3
M], = |: k _l;c],k€./V=>

_. -—k'1 k 1

Mkl = l o —k-1 =”
U(Mk) = {-kr-k}, ||Mk|I=0(k)

conlo que

klim 3?(a(1\lk)) — -oo
= 0.lim anllk)

k-ooo
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y por (4.49),

lim rn(Mk)) = 0
k-ooo

El único caso en que se puede asegurar una relación directa, viene dado por
la siguiente

Proposición 4.1 (Cfr.[55])
Sea M E Cmm estable y normal con autovaJores

AJ-= —a_,'+ iwj, a1 2 ...an _>_O . Entonces

1. rc(M) = an

2. si M e Rnx",rc(M) = rR(M) = o:nI
Si bien en esta proposición se requiere la normalidad de M , el siguiente
resultado muestra la ”casi normalidad”, en este sentido, de las matrices
estables:

Proposición 4.2 (Cfr.[55])
Sea M e Knx" estable con autovalores A" < < A1< 0 .Entonces,

3 T E Gl(n,I{) tal que |A1 = rK(TMT’1). I

Para ver cómo se pueden utilizar estos resultados en nuestro problema, con
sideremos el sistema no lineal dado localmente por las siguientes ecuaciones:

251 = 22 + Izlufi + Izgufi

952 = 333 + Ilzulá' + I-ïaullï

(4.51)

¿H = zu + 12,1424”? + Iznufi‘
z'n — 21 + Iznul’i + Izluli
3/ = Iz

En este caso, de (3.29), se deduce que

352

23

<p(=v) =

In
3:1
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Consideremos ahora

¿pa-m)= thp(a:) : 0’ —>,uT(<p(O’)) (4.52)

con p > 0, y T E Gl(n,C) cualesquiera; entonces si w = <p(T'“)(z)
ú) = <p(T',,)(í) , (4.43) se escribirá.

wa) = TAT"+#T@(w",,(w(t)),u(t))
{ym = y-ICT-lwa) (T') (4'53)

y (4.44),

the) = TAT-‘wm+uTe(v(;,)(w(t)),u(t>>
+ pTIx'»(y(t)-p‘1CT’11D(t)) (4.54)

con lo que la ecuación del error de observación para este observador modifi
cado quedará:

é(t) = T(A - Ii'C)T-15(t)

+ pr [o(so(-T1,,,(w<t)+ em), um) —e<<p(;,,,(w(t)), u(t))]<4.55)

Para este ejemplo particular, tendremos

é = T(A —KC)T‘15 + ¡ÉTA (4.56)
con A = col{A1,. . . ,An}

Y

A: = [I(T"(w+6))nl%-I(T“‘(w))nl%

+ I(T‘1(w + e>)1I%-I(T-1(w))1I%] ¡14%

A.- = [I(T“(w+€))i+1I%-I(T‘1(w))s+1ll

+ ¡(T-1(w+e>)¡I%-I(T-1(w))¡I%] ¡14% (4.57)

2 5 i 5 n. Es evidente, que en un entorno de w = 0 , el Teorema (4.2) no
es aplicable, pues las derivadas de A no son acotadas, y por lo tanto, las.
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perturbaciones tampoco. Sin embargo, de (4.57) tenemos

A1 = [I(T’1(w))n +(T-1(e))nI% - ¡(T-‘(wnnfi

+ ¡(T-‘<w))1+(T-1(e))ll% - ¡(T-‘(wnllfl ¡24%

A; — [I(T‘1(w))s+1+(T‘1(6))«+1I% —I(T‘1(w))s+1|]ï

+ I(T‘1(w)).- + (T-1<e)>.-I’ï - ¡(T-1(w)).-l%] ¡24%

con lo que

¡All s [KT-Kennfi +I(T-1<e))ll'ï] ¡14%

2IIT-l(e)u%lul%

[I(T“(e))¿+llï + ¡(T‘1(e)).-Iï] Iufi
_1_

2IIT-1(s)u=|ul%

IA

IAiI |/\

IA

Pero entonces

"pm" s 2nfiuTIIIIT-1¡fillelfilufi

y si en particular tomamos, para M1 > 0 arbitrario

M1

2nIITuIIT-llfi

IIpÉ‘TAII < Mlllelfiluli‘

nn.p,

y por lo tanto en este caso el operador 'P = Hua-My“) dado por :

79 : e —> pT[G(so(_13m-)(w + E),u) —9(99('13’“)(w),u)] (4.58)

será un operador de L2([to,oo) ,C") , en tanto y en cuanto u e L2([to,oo) ,
Además, en este caso

II7’II= inf{7 E 73 =|I7’(y)||L2 S “Illa/HU} S MlMU

donde ahora MU es la cota en L2 , de la clase de controles admisibles

considerados que simbofizaremos con ¿{0.:J“6)..
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Veremos ahora. que la, posiblilidad de elegir T , y por lo tanto p tales
que la. solución de la. ecuación de error (4.55) tienda. a. cero asintóticamente
se deriva. del siguiente

Teorema 4.3
Dado el observador descripto por la.ecuación (4.54), con ¿pa-W)dada. por

(4.52), si V T G Gl(n,C) 3 p = MT) e 72>o tal que el operador 'P definido
por (4.58) resulta. acotado, independientemente de T, entonces 3 K E 72"“
tal que el error de observación dado por (4.55) converge asintóticamente a
cero.

Demostración.

Sea. = M1 , por lo tanto existe Ii' e 72"“ ta.lque si

a(A-KC)= {An< < A1<0}

entonces M1 < |A1| . Pero de la Proposición 4.2 se vé que 3 T' e
Gl(n,C) : |/\1| = rc(T‘(A —KC)(T')"1) . Consideremos esta ma
triz T' y el p' correspondiente, y denominemos por simplicidad
A a.T'(A —KC)(T-)-‘.

Sea.el operador de convolución C de L2([to,oo) ,C") dado por

(Lv)(t) = fm eÁ("")v(s) ds;io

en [54] se prueba. que

1L =-—.
u "La TCM)

y como de (4.55) se obtiene

- t 

e(t) = eA('-‘°)e(to) + fio eA("")'P(y-'T-,w(1)lu(1))(e(‘r)) d'r (4.59)

entonces

llellm S Ile"(')€(to)l|L2 + IICIIL2II7’IIII€lIL2
- M

Ile"")6(to)I|L2 + —1-IIEIIL2
I/\1I

= lle"(')€(to)lIL2+ allelle
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cona=filí<L
Pero como Á es estable

1

1 — a“5|le S I|*3A(')tï(io)||¡,2< 0°

Veamos ahora, que e(t) —>0 : como

IIeÁ<‘-‘°>e<to)us Mew-“Human

con M > 0 fijo, el primer término de (4.59) tiende a cero. Considere
mos el segundo término, escribiendo por simplicidad

'P(#',T',w(t),u(i))(5(i)) = ¿(Ü

se tiene que E L2([to,oo),C") . Entonces
t 

/€A(t-T)6(T) d‘rto
¿(75)

1 - t 

f2 eA(t"’)6(1')dr +/ eA(‘-T)6('r)d-r
‘0 5
t-to - t 

j eA’6(t —7')dr + j eA("")6(-r)d1'á á

donde hemos supuesto que t > 2to , con lo que

tot- - t 

Mi)“ s j, "Wu “¿a —r)" dr + f, IIeA‘H’lI“¿mu drï ï

y por la. desigualdad de Schwartz en L2 , se tiene

Mi)"S "¿Wdr]¡í "¿(t- TWdf

+ "6%"le dr]%[ ||5(T)II2«hr

5 “e’í’llzdr] %II6IIL2

+ [/0” IIeÁ’Ilzdr] i [°° "¿mw ¿Tr
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Pero IIeÁ(')II,nao)“ e L2([to,oo),n) , y como para toda.
f e L2([t0,w)1R) avale

tnm /°° |f(r)|2 dr = o,

¿Ig Il<b(t)ll= o.

Observación 4.3
De lo anterior se observa que es posible obtener para los sistemas ob

servables - c generales, convergencia asintótica considerando en 1a clase de
controles admisibles aquellos que son acotados en norma L2 , y no en valor
absoluto, bajo la hipótesis de que un cambio adecuado del modelo inicial del
observador, vía T" conduzca a un operador 'P adecuado.

4.3 La convergencia del observador completo a
lazo cerrado

Trataremos en este apartado la convergencia del observador completo a lazo
cerrado para un sistema no lineal de control, cuando el objetivo del control
de tal sistema sea

o El seguimiento de una trayectoria arbitraria en el espacio de salida.

o El seguimiento del comportamiento entrada - salida de un sistema mo
delo dado, el modelo de referencia, de comportamiento más simple que
el sistema original y por lo tanto más fácil de controlar.

Ahora bien, se puede ver (Cfr.[25], [31]) que los sistemas observables-c para
los cuales es posible diseñar controles que cumplan con estos objetivos, aún
conociendo exactamente los estados del sistema, son aquellos para los que
se cumplen las hipótesis de la Proposición 3.2. Por ello, de aquí en más
supondremos que trataremos con un sistema de esas características.
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4.3.1 La convergencia en el seguimiento de trayectorias

Consideremos un sistema con m entradas y l salidas; de acuerdo a. (4.2)
tendremos

i
117i = wz

_ _ (4.60)= .
"JL.- = 7'(so-1(w),u> = L;¡v_1(w),u,h.-<so-l(w))

V 1 51'51, (w,u) E (p(0’) x U’ , entorno de (wo,uo) = (99(20),u0).
Además, de acuerdo con la. hipótesis 2. de la Proposición 3.2, si

I‘ = col{71,...,7l} ,

rango matriz {g-í(::muo)} = l. (4.61)

Sea ahora 1a trayectoria a seguir

Elda)= “¡ü/41(1),“ -4410)}, t 2 io (4-62)

tal que Yd= {yg),0 5 j 5 p.-, 1 51'51, tz to} está.definido.
Si se tiene acceso a todos los estados del sistema, tomando de acuerdo a

[25], [31] ,

Pi
í ' '-1

'U¿= )—Egg - )) (4.63)
j=1

1 5 i 5 l con ggj E 7?, arbitarias y suponiendo que existe u" tal que

m = 7‘(<p-1(w),u-) v 1 _<_1'51, (4.64)

reemplazando en (4.60) se tendrá. :

wi = w;

o . _ (4.65)
win-1 = w‘i _

o; = 3/52")- 25;] gij - 92'”)
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1 S i 5 l . Si llamamos ¿Í = w; —y¿¿ al i-ésimo error de segimiento,
tendremos que

65 = ¿a = uva-143 = wii-vii)
(4.66)

¿[in = Sii-1 = wii-¡_ygl’í-l) = w;¡—yc(i?‘-l)

Como se tiene que 6;-= ¿{U-1) 1 5 j 5 p¡, 1 _<_i 5 l , de (4.65) tendremos

á; = ¿g

.. . (4.67)

¿En-1 = 62.- . ,(. 1)
52.- = - EL 9:55}-= - ESL 9.30%)J

1 51'51. Y si 6i = col{6í,...,6í,¡} , se tendrá.

0 1 0 0

0 0 1 0

8‘ = 5 g g g 6‘ = Eáó‘ (4.68)

0 0 0 1

-9i1 -9i2 -9¡3 -9¡p.

V1 5 i 5 l , y como las matrices 2‘; están dadas en forma companion, una.
adecuada. elección de los gij, 1 _<_j S p,-, 1 5 i 5 l , hará, que los errores
6‘ converjan a cero, independientemente de sus valores iniciales, es decir,
se seguirá. la trayectoria deseada con error decreciente exponencialmente, y
con 1a velocidad deseada.

Para verificar la.existencia de u' en (4.64), consideremos

.7-': <p(0') x U’ x 12"“ x 71'“ —»71‘

f(w1ua}7dvá) = r((r°-1(w)au) _ v

donde

= col{v1,...,v¡}
= {9111°"9glp13'°-'1glp¡}'QIe
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Si

wo = 90(30)

Ydo = {O,...,0,7¡(<p"1(wo),uo),...,0,...,0,7'(<p’1(wo),uo)}

entonces,de (4.61)
. af - 

rango matriz {Ñ(wo,uo,l’¿°,0)} = rango (IF) = l y
¡(100,uo,í’do, =

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que las l últimas columnas
de la matriz .7: son linealmente independientes, y fijando uf = uo.- 1 S
2'5 m - l , tendremos por el teorema de la función implícita que existen
0” C 99(0'), U" C U',A1 entorno de 17.?en 72"“,¡42 entorno de 0 E 72"! ,
y una única función C°°

0:0”xA1xA2—>U" talque
.7-"(w,0(w, 17d,á),}7¿,c’:) a o

donde Q.-= ug.-1 5 i s m —l , es decir que existe

u' = Q(w,l-’¿,G-'):
7‘(go’1(w),u') = v.-V151'51

en el dominio antedicho.

Observación 4.4
El resultado anterior exhibe 1a limitación en las trayectorias a seguir,

(aquellas tales que Yde A1 ), y la de la velocidad de convergencia del error,
dada por Ó , y por lo tanto restringida a A2 .

En lo sucesivo, supondremos la validez de ambas sin notario explícita
mente dado que un cómputo exacto de las mismas sólo es posible en los casos
particulares. Asimismo, por simplicidad, supondremos que <p’1(0”) = 0’,
U” = U’ , y notaremos Q = Q(w) , sin hacer, a menos que sea. necesario,
mención explícita de su dependencia respecto de Ydy Ó.

Supongamos ahora que no disponemos de los estados del sistema, sino de
sus estimaciones por el observador completo. En este caso, para determinar
los controles v; en (4.63), y por ende u' en (4.64), lo natural es tomar:

p.‘ _ _

v.-= yí’í") —zm,- (za; —2451"") (4-69)
j=1
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1 S i s l , y

u" = nos). (4.70)

De (4.69), identificando de ahora en más Ó con la. matriz

911 91m O 0 0 o
0 0 0 0

9?1 92'” ' i (4.71)

0 0 0 0 yu 91m

y notando

Ya= cal{yd11--°,yíïl_1)1"'1ydh'"aygïl-l)} (4.72)

tendremos

1/31") _

v = . — G(1ï¡ —Yd) (4.73)
(m)

ya:

y resolviendo (4.64) en este caso, es decir obteniendo u = 52(6) , y reempla
zando este control en (4.60) y su similar para el observador, tendremos

1.1)1 = 1.02

wifi = wi" (4.74)
tía.- = 7‘(<P“(w),0(1ï’))
ys = w}

1<i<l,

¿Di = -kíúi+úá+kíyi

o... o o o I o o o o o o o I o l o I o o o I o a o I o o a o o c I I Il. l o o c I n I I Io

eli-1 = —k;.-_1wi+w;..+k;..-1y.
'ï’m = -’=L.-1ï’ï+7'(so"(ú1),9(ú)))+k;¡ye
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1 S 2'5 l . Si Q(w) es la.solrrción de (4.64) para v dado por (4.63), tomando
los errores de seguimiento 6;-, como en (4.66), tendremos

5' = a;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4'76)

¿ju-1 ¿ju
5;}.- = - ZZ'LI 9:36}-+ 7‘(<P"(w), Q(15)) - 7‘(9°"(w), 900))

1 5 i S l , y si, como en (4.5), e es el error de observación, de (4.74) y
(4.75), tendremos

e”; = -ki'eá+eá

...................................................... .. (4'77)
¿ZM-1 = _k:?¡-.16.1+.€;"1 . . - 1 .
€2.- = -k;.-E'1+7'(<P‘ (w),9(w))-7‘(so‘ (w),0(w))

V15i51.8illa.mamos

í o 1 o o. o o 1 o

Si = z z z z (4.78)

_ -9i1 —9i2 -9¡3 -gip.

4;: 1 o o
—k; o 1 o

2‘; = s s s s (4-79)

-k;',¡._1 o o 1
—k;,_. o o o

1 < i 5 I , y

[2} o '
2%

21 = , (4.80)

. o su
í 2; o '

2%
22 = (4.81)

. o 2;
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2 = [El o] (4.82)o 2,

É = [g g] (4.83)

donde B viene dada por (3.34), y consideramos

p = coz{51,...,6‘,e‘,...,e‘} = col{6,€}

el error del sistema a lazo cerrado, tendremos que

= 2-fl(t)

E [ r(«,o-1(w<t)),n<w(t))) - r<w1<w<t>w<w<t>>> (4.84)+ r(9P-1(1Ï’(t))a9(ïb(t)))-1"(#710140),90W»)

es su dinámica.
Podemos ahora establecer 1a convergencia a lazo cerrado del observador,

es decir, la convergencia a cero de y , con velocidad arbitraria de convergen
cia:

Teorema 4.4
Supongamos que

1. tp'l es uniformemente Lipschitz de constante m‘p—1en <p(O'),

2. existe V : 72 -> 7120 que transforma acotados en acotados, tal que

II1‘(31,9(<P(22),Ó))- 1‘(1=1,9(<P(I1),Ó))II S V(IIÓII)II<P(1=2)- 90(21)“

V21’32 e 0,)

3. I‘ cumple :

IIT(22,9(<P(22),Ó))- 1‘(:1,9(9°(22),Ó))|| S mr(||Ó|I) IIII - 32H

V21,zg e O’,Ó’ e 73"".

Ejntonces,dado a > 0 arbitrario, existen matrices K E 72"",
G € R’x" tales que

“MU-wa)" s ¿lllú’(to)-w(to)||e’°'("‘°)
“MQ-MU)“ S ¿zm/(to)-y¿(to)“e’°'(t"‘o)

Vt 2 to,con 51,62 constantes;
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4. si además (,0 es uniformemente de Lipschitz con constante me, en 0'

“¿(t) - -'B(i)|IS ¿allïo - I(io)||e'°("‘°)

Vt 2 to, 5:0= <p‘1(1ï)(to)) y 63 constante.

Es decir, el observador completo converge a.lazo cerrado en forma. exponen
cial con velocidad de convergencia. arbitraria, para. el seguimiento de trayec
torias.

Demostración

De la ecuación (4.84), tenemos los dos sistemas siguientes:

¿m = 216(t)+B[F(s°"(w(t)),9(zb(t),á))

- r<w-1<w(t)),a(w(t>.c'))] (4.85)

¿(o = 226(i)+3[T(<P_1(Ü(t)),9(1ï)(t),á))

— r<so-1(w(t)),a<w(t),á))] (4.86)

Pero 0031) = Ua(2'í) y por lo tanto se podrá. fijar a.voluntad eligiendo
convenientemente los 9.3-, dado que las matrices 2‘1 son companion;
por lo tanto existe una. matriz G' E R1" ta.l que

a(21)={z\¡m< ...</MI <...</\1,1 < ...< An= -a<0}.

Consideremos esta. matriz fija, y simbolicemos con 2; la. matriz co
rrespondiente dada. por (4.80). De las hipótesis 1. y 3. se deduce

|I1‘(90’1(1D),_9(1ïh¿"))- 1‘(9°’1(w)»9(1ïhá'))ll S
mio-1mr(IIG'II)II1ï’ - wll

y por lo tanto, para (4.86), vale lo expuesto en el Teorema. 4.1 con lo
que, dado

fi > a (4.87)

arbitrario pero fijo, existirá Ii" E 72".“ tal que

“MQ-10(1)” S 51||w(to)—w(t0)“e-fi(t-to)
S ¿Illú<to)—wanna-“W. (4.88)
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Pero, de (4.85) se obtiene

au) = eEï('“‘°)6(to)

«FW-“B [r<so-1(w(r>),a<ú(r),á'>>

— r<v-1(w<r)),a(w<r),á'))] dr =
“¿mu s e'°“"°)M¡II6(to)II

+ ft:¡"U-“MluBuwuá'umwm - wm" dr

+

y de (4.88), dado que ||B|| = 1,

||5(t)ll S e"’(“'°)M1||5(io)ll (4-89)
_ A f

+ M1V(IIG'||)51IIIÍI(to)-w(io)|l/6‘“("’)e’p“")drto

= e_"('-'°)Ml||5(io)||

+ M1M2(1—e’(p_°’)("‘°)) e-°(‘-‘°) (4.90)

y por lo tanto

Il6(t)|| s ¿gus/(to)-y¿(to)“e-a(t—to)

V(IIÓ'II)31IIÜ(to)- w(to)||
—a

62= M1(1+fi)
donde hemos supuesto, sin pérdida de generalidad, que ||6(t0)|| 96 0
La demostración de la última afirmación del teorema es igual ala dada
en el Teorema 4.1 y la.omitimos. I

M2

Observación 4.5

1. Las hipótesis 2. y 3. del teorema establecen una especie de Principio
de Separabz'lidad, (Cfr.[56], [57]) para. el sistema a lazo cerrado. En
efecto, 1ahipótesis 3. y las estructuras de las ecuaciones (4.85) y (4.86)
marcan la independencia de 1a dinámica del observador respecto de la
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selección de la matriz Ó , salvo la desigualdad (4.87), natural por otra
parte en toda estrategia de control que involucra observadores, a saber:
la dinámica del observador ha de ser más rápida que la del controlador.

La hipótesis 2. junto con (4.85) y (4.86) establecen esencialmente la
posibilidad de fijar la dinámica del controlador según las exigencias
externas (a ), independientemente del observador.

to . Es fácil ver que los sistemas analíticos con grado relativo global que
cumplen con la hipótesis 3. dela Proposición 3.2, tales que la matriz de
desacople A depende sólamente de las salidas {311,. . . ,yl} , y las otras
no linealidades de la forma normal (Cfr.[25],[29]) son uniformemente
Lipschjtz, cumplen con las hipótesis del teorema.

Para dar un resultado similar al Corolario 4.1, debemos especificar las clases
de trayectorias a seguir. Con precisión, consideremos

T' = {yde C“ ([to,oo),T¿) x x Cm(“0,00) ,71)
||Y¿(t) - 50(30)“< r Vi 2 to} (4-91)

donde yd e Yd vienen dados por (4.62) y (4.72) respectivamente. Vale
entonces el siguiente:

Corolario 4.3
Dados 02,1'1 reales positivos arbitrarios, e yd E 7'" , existen matrices

Ii" E 72"“, y Ó" E 'R'x" , y un número positivo €o(a,r1) , tales que si y(t)
es la salida del sistema no lineal a lazo cerrado correspondiente a la solución
:i:(t) de (3.12), con condición inicial a:(io) E 99’1(B(Y¿(to),€o)) , entonces

"15(1)- 10(1)“ < ¿lllú’(t0) - w(io)||e'°'('_'°)
“Wo-MU)" S 62|Iy(to)—y¿(t0)||e-a(t—to)

Vt 2 to,con 61,62 constantes. En otras palabras, el observador converge a
lazo cerrado en el seguimiento de la trayectoria yd , y este seguimiento se
hace con decrecimiento exponencial del error.

Demostración

Dado a , sea como en el Teorema 4.4 G' la matriz correspondiente, y
consideremos 01‘ —

L1 = maï{ 8-: ‘9paq e B(9’(30)v371)}(«>"(p).9(q.Ó°))
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00
37»{ 01‘

maz — _
a“ (sp-1(p).0(q.G’))

p,q E B(9°(zo),3r1)}

V(IIÜ'II)
(9.6“)

34,9“
Üw

p ,P E B(<P(30),371)} "lv-l = maz {

Entonces, como en el Teorema.4.1, existe K ‘ E 72"“ tal que

-Aï1+llA"(A')II\/tïmo-IL1 = —(a+ 1).

Sean

510V)
60:

IIA"(/\')II IIA(A')II> 1 y
T1

T11
_'—? <
M1(1+ V(IIG-II)61(>“))

donde A viene dado por el Teorema. 4.1 y A41 por el Teorema. 4.4.

Como tb(to) es arbitrario, podemos tomarlo como:

113080)= Y¿(to).

Si suponemos que a:(to) cumple con las condiciones de la. hipótesis,
tendremos que

||w(io) - <P(Io)|| S ||w(io) - Yd(to)|| + IIYdUo)- 99(20)“
< €o + T1 < 21'1.

Por lo tanto por la. continuidad de las soluciones de las ecuaciones
diferenciales, existe t' > to tal que

w(t) e B(Lp(a:o),27'1)v zo g t < i'

19(1)e B((,9(a:o),3r1)Vto 5 t < r,

y por lo tanto, como por el teorema. del valor medio allí se tiene

1‘(<P'1(15(t)),9(1ï)(i),á')) - 1"(v‘1(w(t)),9(ú)(i),á'))=

01"(9°“(P);9Í:(1D(i),Ó?) I su)
p=P(t)
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con p(t) = ,u(t)w(t)+ (1 —p(t))1b(t),0 < }L(t)< 1 , de (4.86) se deduce
como en el Teorema. 4.1,

e(t) = A-l(A-)e-A<'-*°>A(,\')e(to) +
t —1 '- -1:

f A—1(At)e-A(t-T)A(AI)B (p)aaS:(w(T)1G) :l 60.) drt° p=p(1')

con lo que

||€(i)ll S 51(Á')e‘(°+1)("‘°)||€(io)|l < rx- (4-92)

:Vto 5 t < t' . Pero entonces, al igual que en el Corolario 4.1,

new)“ < r1

con lo que

uwa') - 90(30)“s Ilw(t‘)- wo)" + new)" < 2r1+ r1 = 3n

Además, de (4.89)

naa)" s M1 ("mom + V(IIÓ'II)51(A')I|6(to)ll)«rw-to),

y como naaa)" = Ile(to)ll ,

MIHÉUO)“(1 + V(||G'"||)31()\-)“) e-a(t-to)
< rle‘au‘“) < r1

"¿(i)“ s

(4.93)

Vt05t<t" ,conlo que

"¿(i')“ < T1.

Pero entonces,

Ilw(i') - ‘P(zo)||S IIYdU')- fito)" + I|5(i')|| < 71+ T1= 2h

y por lo tanto existe t" > t' tal que (4.92) y (4.93) se cumplen
V to 5 t S t" , de lo cual se deduce que estas ecuaciones valen Vt 2 to .

Observación 4.6
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1. 61(A‘) crece con r1 , y por ello no debe esperarse sin más un creci
miento de co aumentando r1 , es decir permitiendo trayectorias de
mayor excursión.

. Asimismo,M1, (y eventualmente ) aumentaal crecera , y
por lo tanto, una mayor velocidad de convergencia disminuirá la tole
rancia al error inicial, o el conjunto de trayectorias a seguir admisibles.

N)

3. Se verá posteriormente que los resultados de esta sección son aplicables
directamente al caso de manipuladores robóticos de juntas rígidas.

4.3.2 La convergencia en el seguimiento de modelos

El objetivo esencial en el seguimiento de modelos es establecer leyes de con
trol que permitan que un sistema no lineal con salidas siga.el comportamiento
entrada - salida de otro sistema, el modelo, de estructura considerablemente
más simple que el original, (y por lo tanto más fácil de controlar), o que
tiene características especiales que lo hacen atractivo para. la emulación por
parte del sistema original. Si bien es posible establecer condiciones para que
un sistema no lineal con salidas, como el dado por la Definición 2.4 siga un
sistema modelo dado también asi definido (Cfr.[31]), ya.que trataremos con
sistemas que cumplen con las hipótesis de la Proposición 3.2, plantearemos
el problema. del seguimiento de modelos (local) en los siguientes términos:

Definición 4.2
Dado un sistema analítico

{:3 L its“ <4-94>

f O'xU'->72",f€C“’
h 0'—>72'",h€C“

donde 0’ x U’ C 72" X 72’" es , como antes un entorno de (230,110), y un
sistema modelo también analítico a seguir:

c' = mmm)
{11M = hM(C) (4'95)
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fM 0" X U" -> 73"“, fM E C“

hM OI! _’ Rm, hM e Cw

donde O" X U” C 72"“ x Rm” , es un entorno de ((0,wo) , el problema
de seguimiento local de modelos consiste en encontrar una función analítica
a201X02x03—>U’,con01x02X03CO’xO”xU” entornode
(zo, (mua) , tal que si 370,20) es la solución del sistema

a'=(i) = f(==(t),a(=(t),C(i),w(i)))
y(t) = h(:r:(t)) (4.96)
200) — ¡to

con w(t) control exterior admisible y C(t) dada por el sistema

¿(Ü = ¿MEÉSÜMUDyM = M
(ao) = (o (4.97)
w(to) = wo

de salida simbolizada por yM(t,Cg,wo) , entonces 330,20) —yM(t,(o,wo) es
independiente de w(t) Vt 2 to .

Para los sistemas lineales analíticos, se establecieron condiciones para la
solución del problema de seguimiento de modelos, en términos de sistemas
extendidos y estructuras de infinito, en [59]y [31]. En el caso particular en
que además el modelo es lineal, se solucionó el problema, en términos de
dinámica de los ceros y desacople de perturbaciones, en [58], [31]. En todos
estos casos se exhiben cómputos explícitos de a .

Para sistemas no lineales como los de la definición anterior, si bien en
[31] se obtienen condiciones para la resolución del problema, no se exhibe
ningún método para la obtención de a . En lo que sigue, y basándonos en el
desacople de perturbaciones, obtendremos para los sistemas (4.94) y (4.95)
a explícitamente.

Definición 4.3 ([31])
Dado el sistema no lineal analítico

{:5
f( , a )
M5)“ q (4.98)
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f O'xU’xQ->'R”,f€C“’
h O'->'R'",h€C“'

donde q e 72'" se considera. una perturbación, el problema, del desacople lo
cal de perturbaciones consiste en encontrar localmente una.función analítica
(1:0; X 0; —->U' , con Oí x O; C O' x U’ entorno de (20,110) , tal que en
el sistema. transformado de (4.98)

¿(73) = f(I(ï)v°l(z(t)a“(ÜLQUD
31(1) = ¡43(0) (4-99)
93(to) = Io

la. salida. y(t) sea. independiente de q(t) Vt 2 to , donde v(i) es el control
exterior.

Si se puede mede las perturbaciones, entonces la.función analítica. que se
buscaesazOí xO'szgá U’,con Oi xOáxOgCO’x U’XQ entorno
de (zo,uo,qo) , tal que en el sistema transformado de (4.98)

= ágïétgsa(z(t)iv(t)vq(t))aQ(t))y t = a: t
zac) = zo (4.100)
No) = 90

la. salida. y(t) sea. independiente de q(t) Vt 2 to .

Proposición 4.3
Consideremos el sistema, (4.98), tal que en un entorno

01 x 02 X 03 de (zo, uo,qo) se cumplan:

1.

3 k
íafimmdz) =0

OSkSPi-IJSiSmJSÍSm,
2.

a k
¿y-¿Iij(r.u.q)hí(z)=0
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3. dada

Azu =mat'z —Lp¡ h'a: 1<"<m
( , ,q) T1. a ¡(Lula l( )1 _ 7"] _ r

TangOA(201u01 (10)= m a

entonces el problema. de desacople local de perturbaciones tiene solución
local.

Demostración

De 1. y 2. se ve que las funciones L¡(,'u'q)h¿(a:) dependen sólo de a:
en un entorno de (zo,uo,qo) O5 k 5 p¿—1, 1 S i 5 m . Consideremos
1a codistribución regular

9 = 3P“”{dh1,dL¡h1v--,dL?’2h1,...,th,...,dL;M'2hM}

y los campos vectoriales en 72“ paramétricos en u, q dados localmente
por

a .

Xj(')u7 = u)<1) 1S .7S m1

donde por abuso de notación identificamos un campo en 7?," con sus
componentes en la.carta. canónica. Entonces, la.hipótesis 2. indica. que

x,-(z,u,q) e Q(a:)'L1 5 j 5 m. (4.101)

Consideremos Oi x 0'2 X OQ entorno de (30,210,qo) contenido en
01 X02 x 03 a determinar, y supongamos que existe a : Oí XO’Qx Of, —>
O; E C“ , con a(zo,vo,qo) = uo,vo E 03 arbitrario. Sea y(t) 1asalida
de

¿(Ü = f(=(t),a(z(i),v(i),q(i)),q(t))
W) = h(2(i))
1:00) = 20
QUO) qo

con v(to) = vo, y v(t) E 052,:1:(t) E Oí Vt 2 to . Supondremos además
que q(t) E 0g Vt 2 to . Entonces, por la hipótesis 2.,

13,
an' '

ah; _
3-90?) —0,
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y por la hipótesis 1. y (4.101), se tiene

%(z)f(z,a(z,v,q),q) =Ú.‘ =

. a ah,

a_qjyl — íq:[a_z(z)f(zva(zivvq)aq)]
ahi a

= ï(:)a—qu(31a(z)vaq)1q)
0h..

= a7:(z)[Xj(z,01(z,v,61),«1)
af aa

+ 'a-J(zva(zavaq)9q)'a_q7(zav>q)]
= 0 1 S j S l.

Análogamente,

(k)
ay‘ (=)=0 25ksp.-—1,13jsm.

3'11'

Además

i (m) L [í m-l . ] ]f(z)a(zrvrq)vq)
a ._

= lhi(z)][Xj(zaa(zavaq)vq)

+ %(z,a(x,v,q),q)g—;(z,v,q)]
a ¡ (9a

= achrlaÜcvquLQ)hi(z)%(z’v,

+ LXj(3v°'(:v”v9)v9)ng;}a(z.u,q),q)¡“(1)
3a

= Ai ra av) y — a a
(z (=r <1) Q)aqj(z v <1)

+ LXJ'(=v°'(3v"v‘1)v9)L;2;}a(z,u,q).q)hi(z)

15i,j5m con/1;la. i-ésima. fila. de A .

Si pretendemos que la, salida. sea. independiente de q , necesariamente

ha. de cumplirse en (4.102) 3271900) = 0, 1 5 i,j S m, V i Z to,
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por lo que

(9a
Al'(:,a(zrvvq)1q)(t)ï(ziv1

‘11

í-l _
+LXj(3.a(z.v.q).q)L;(:,a(z,u,q),q)hi(3)(t) - 0

líi,jSm,Vtzio- Si

¡Bi-¡(3’a(z’ v’ q)’ q) = LX1(=.0(=-v.q).q)Lji;.b(z.v,q),q)hi(z)

1 5 z',j S m, debe cumplirse

A(I,a(z,v,q),4)(i)%%(x,v,q)(i)
+B(z,a(z,v,q),q)(t) = 0

A(2o, 61(20, vo, '10),(Jo) = A(Io, “0,110)

(4.103)

es inversible, y por lo tanto en un entorno de (zo,vo,qo) también lo
será, por lo que allí (4.103) se escribirá

Ü _

3-:(z’v’q) - A ICC,a(zvva)aq)B(xva(zv"19)1Q)= 0° (4.104)

Pero el segundo término de esta ecuación es analítico en (z,a,q)
con lo que resulta una ecuación cuasilineal analítica, y por el teorema
de Cauchy - Kowalewsky (Cfr.[60]), admite solución analítica en un
entorno Oí X OQx Of, de (zo,vo,qo) , con lo que (4.103) se cumplirá
Vtzto.

Observación 4.7
Si bien en la. proposición anterior se supuso que los sistemas son ana

líticos, es posible relajar dicha. hipótesis para los sistemas afines, para los
cuales

f(2,u, q) = f0?) + 9(z)u + p(I)q,
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con lo que, en este caso,

01(2,v, Q)= 01(2)+ fi(3)v + 7(I)q

y en consecuencia. la. ecuación (4.103) se reduce a.

A(:¡:)7(a:) + 13(2) = 0

con A inversible, es decir a.una. ecuación algebraica lineal. (Cfr.[25], [31]).

Consideremos ahora, el problema, de seguimiento local de modelos; vale
el siguiente:

Teorema 4.5
Dados los sistemas (4.94), (4.95), si se cumple localmente alrededor de

(IO) uO) y (Chau-,0)

1.

a
ázzL7<x,u)h.-<z> = o

2.

r9 k

Twfimcmhmfiho

3. dada.

. Ü . . .

A(z,u) = matrzz {-a-ïijkx'ufiiü), 1 S 2,] S m} ,

rango A(:co,uo) = m ,

entonces el problema. de seguimiento local de modelos es resoluble.

Demostración
Consideremos el sistema extendido

I_|
n.a.

h-l

ll
¡(L C’1"“) (4.105)

y = ¿(2,4)
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" f(-"-'a u)

{(z’c’u’w) i fM(C,w)
MAC) = Mi) - hM(C)

Entonces, el problema de seguimiento local de modelos, es equivalente
al de desacople local de la salida. y de (4.105) de la. “perturbación” w .
Pero,

n.

hi = < díziaf(3’(.1u1w)>

= < d3h¡(3) _ d(hMí(C)1Í(39C9u9w) >
= < d,h,-(a:),f(:c,u) > + < dChMí(())fM(va) >

= Lf(a:,u)hi(:) - LJM(c.w)hM‘(O

y análogamente,

LÍ(:I:,(.u.w)

k ‘ _ k . k .
Li(=,c.u.w)h‘ - Lr(=,u)h'(z) ‘ Lm(c,w)hM'(C)

ÜSkSPa',ISiSm
Además, si 0 5 k 5 p.-—1, 1 5 i 5 m , por las hipótesis 1. y 2., se
tiene

a k ‘ a k k

0—uJ-Lf(=,c.u.w)h‘= 87,- [Lf(=v">h‘(3) ' LIMKMWM‘mi = 0

1 S j S m , Y

a p." ‘ a p.‘ p."

a_uij(z-.C.u.w) l. = [LÍ(3vu)h¡(x)_LÍM(Cv“)hMi(C)]
a p."

= 0th [Lr(s.u)h‘(‘)i

1 < i,j 5 m , por lo que, considerando la. hipótesis 3., se deduce
que se cumplen las hipótesis 1. y 3. de la Proposición 4.3. Además,
considerando

o = 3pan{dÏ7.1,dL¡-Ïu,. . .,dL;"2Ízl, . . . ,dñm,...,dL;m'2hm}
como

k‘_ _ a k a k
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a . 0

Xj(29(1uiw)= Iaw—jf(x’c’u’w)= [ áfh1(()w)],

donde por abuso de notación hemos identificado los diferenciales y
campos con los vectores de sus componentes en las respectivas bases
canónicas, de la forma. de Q y xj y de la hipótesis 2, tenemos que
también se cumple (4.101) para el sistema extendido, por lo que de
acuerdo ala Proposición 4.3, el problema local de desacople es resoluble
para el sistema (4.105).

Además, en este caso a = a(a:,(,w) cumplirá

A(:,a(z,c,w))%f—,(z,c,w> + x(c,w) = o (4.106)

donde x = {xh . . . ,xm} , y nuevamente, si pedimos que
a(a:o, (o,wo) = uo , (4.106) tendrá solución en un entorno de ese punto.

Observación 4.8

1. En el contexto general aquí planteado, se ve que para resolver el pro
blema de seguimiento de modelos, es necesario encontrar la solución
del sistema cuasilineal analítico de ecuaciones diferenciales a. deriva
das parciales (4.106), lo que es en general dificultoso, aún haciéndolo
en forma numérica. Sin embargo, veremos en seguida que agregando
hipótesis sobre el sistema modelo, será. posible para los sistemas que
cumplen con las hipótesis de la Proposición 3.2 solucionar el problema
de seguimiento de modelos resolviendo un sistema de ecuaciones im
plícitas.

N. En la Definición 4.2 se planteó que la diferencia de salidas
370,20) —ym(t,(o,wo) fuera independiente de w(t) Vt 2 to . Veremos
que en el caso referido anteriormente, se pueden hacer modificaciones
en el cálculo de a para que haya convergencia exponencial entre ambas
salidas.

Supongamos que el sistema (4.94) cumple con las hipótesis de la Proposición
3.2, que el sistema modelo cumple con la hipótesis 2. del Teorema 4.5, y que
además:
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1. las diferenciales

{dL'ÏMhM.-(Co),0 s k 5 p.-—1,1 5 i 5 m} (4.107)

son linealmente independientes;

L7L<co.uo)hM.-(Co)= L7},o_uo)h.-(zo) (4.108)

1 5 i 5 m.

De acuerdo con el Teorema 4.5 el problema de seguimiento de modelos tendrá.
solución; pero si por otra parte consideramos

soi-(z)= Lj'lh.-(z),151sp.-,15ism
so‘ = (wlan-,92.)
sp = (Sofi-mdp“)

sola-(C)= L¿;1hM.-(<),15jsp.-,15ism
soi; = (‘Pltllw-n‘r’lwm)

90M = (milan-’99?!)

sabemos que cp es un difeomorfismo local, y por lo tanto un cambio de
coordenadas, y si completamos (pM con 93M a un cambio de coordenadas,
y tomamos

w = WI) z = ‘PM(C) í = 95M(C) C = <I>M(z,2),

entonces en forma similar a (3.32) se tendrá

tax-1 = win . (4.109)
w)” = 7'(90_1(w)¡u) = LÏÏw-1(w),u)hi(‘P-1(w))
yi = ¡“(3) = wi
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1 5 2'5 m, V (w,u) e 99(0’) x U’ , entorno de (wo,uo) = (Lp(.'co),uo)y

á; = z;

¿{bl = Z; (4.110)

31M; = hm¡(z) = zi

1 5 i S m, V ((z,i),w) E <I>(O”)x U” , entorno de
((20,50),wo) = (‘Ï’(Co),wo)

Siguiendo las líneas de (3.33) - (3.38), (4.109) y (4.110) se pueden resumir
en

ú) _ Aw + BI‘(<p-1(w),u) (4.111)
:2 = Az + BI‘M(<I)-1(z,í),u)

= Az + BI‘M((,w). (4.112)

Como por hipótesis

. Ü _1
matrzz{á—l‘(<p (wo),uo)}u

es inversible, entonces por el teorema. de la función implícita, existirán 01
entorno de (wo,(o,wo) , 02 entorno de ug y una, función C‘”o: : 01 —>02
tal que

r(so-1<w),a(w,c,w)) = rM<c,u) (4.113)

V(w,(,w) E 01 por lo que (4.111) se escribirá

‘ÚJ= Aw + BI‘M(C,w). (4.114)

Si consideramos las soluciones de (4.111) - (4.114) con condiciones iniciales
“’(to) = 90(30),2(io) = ¿PA/¡((0)tendremos

w(t) = eA(t_t°)w(t0)+BÁteAU-ÜI‘MGÜLUÜ»dT

z(t) = eA(‘_t°)z(to)+B/teA("")I‘M(C(T),w(T))dT =>lo

w(t)—z(t) = eA(‘-‘°)(w(to)—z(to))w2.to,
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es decir, w(t) —z(t) es independiente de u(t) V t 2 to , y como las sali
das de los sistemas son parte de estos vectores, también su diferencia será
independiente de w , es decir, hay seguimiento de modelo.

Supongamos ahora, que como en el caso del seguimiento de trayectorias,
planteamos el sistema de ecuaciones

7"(<P'1(w),a(w,(,w)) = 7Á4(C,w)—Zar,- (w;-—mm) (4.115)

1 5 i 5 m con 9.3 e 'R arbitrarias; si llamamos

¿i = w;- — z;- = ws: —¿pij-(C) (4.116)

el i-esimo error de seguimiento de modelos, tendremos de (4.109)- (4.110),
como en (4.67)

(Si = ¿a

.l. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4.117)

¿ln = - 25.:] gíJ'ó;

1 S i S m . Y si (5i= col{6{,...,6;¡} , se tendrá.

0 l 0 0
0 0 1 0

¿í = g g g g 6‘ = 9,6" (4.118)

0 0 0 1

"9i1 -9¿2 -9¡3 -9¡p.

1 S i 5 m , y como las matrices Ei están dadas en forma companion, una
adecuada elección de los g,-_,-,1 5 j _<_p.-, 1 5 i 5 m , hará. que los errores
5‘ converjan a cero, independientemente de sus valores iniciales, es decir, se
seguirá. el modelo con error decreciente exponencialmente, y con 1a,velocidad
deseada.

Tomando, como en el seguimiento de trayectorias la matriz Ó' que invo
lucra la 9.-,-, en vez de la ecuación (4.113) se deberá resolver la siguiente:

I‘(so’1(w),.a(w,(,w,á)) = I‘M(c,w) —¿(w —(mm) (4.119)
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lo que será. posible, por lo anterior, y consideraciones similares al caso de
seguimiento de trayectorias.

Se ve entonces, que el problema de seguimiento asintótico local de mode
los es formalmente similar, cuando se tiene acceso a los estados del sistema,
al problema de seguimiento de trayectorias. Por lo tanto, los resultados ob
tenidos para este caso, cuando se utiliza los estados dados por el observador
completo, serán aplicables también en el seguimiento de modelos.

Observación 4.9

1. De lo anterior, se ve que es posible relajar la condición de analiticidad,
dado que la función a se determina mediante el teorema de la función
implícita.

to . Si se omite la exigencia (4.108) en el seguimiento asintótico, se ob
tendrá. un seguimiento, también exponencial del modelo, pero con un
error final que se puede hacer tan pequeño como se quiera eligiendo la
velocidad de convergencia lo suficientemente grande.

Consideremos ahora el problema de seguimiento de modelos cuando no se
dispone de los estados del sistema sino de sus estimados por el observador
completo. Supondremos que el modelo cumple (4.107), (4.108) y la hipótesis
2. del Teorema 4.5 y además (w(i),((t),w(t)) E O1 Vt 2 to, en cuyo caso
diremos que es un modelo admisible, y que el sistema cumple las hipótesis
de la Proposición 3.2. El problema que se plantea en este caso es la deter
minación de u' = a(w,(,w,Ó) en (4.119), cuando no se tiene w sino ú) , el
estimado dado por el observador.

Tomando, en forma natural,

mac?) = o:(2b,(,w,Ó)
solución de

r(‘P_1(1D))9a(zvavwa= PM(C!“’)_ _
tendremos, reemplazando en (4.60) y su similar para el observador:

i
11); = wz

-.' í 4.120
w’?¡_1 = w!" a _ ( )
0;.- = 7'_(<p"(w),9(w,G))
yr = w'1
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lgigmy
{2:1 = -ki'wi' +wá+kíy.

. (4.121)

fiin-1 _klií-IÚJÍ + ú’i.‘+ ¡CL-13“

15;.- = —k;.-u‘a+ v'(so-‘(w),n(w,c)) + kziyi

V 1 5 i 5 m . Tomando los errores de seguimiento ó;- como en (4.116),
tendremos

¿i = ¿a

.................................................................. “(1.122)
¿ii-1 = ¿Ín- . . . - . 
2,.- = - EL 9563-+ 7‘(<P‘1(w),9(tb, G)) - 7'(s0'1(w), (¡(10,G))

1 _<_i 5 m y si, como en (4.5), e es el error de seguimiento, de (4.120) y
(4.121) tendremos

¿á = —k{e‘í+ e;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . “(4.123)
= —k;.-—.lea+6.. - . _

5.:».- = "¡Vin-¿i+ TGD-¡(ÚLQÜÏHGÜ - 7'(‘P—1(w),9(1ïhc))

1 S i < m . Estas ecuaciones son similares a las (4.76) - (4.77) para el
seguimiento de trayectorias, por lo que obtendremos un teorema similar al
Teorema 4.4, a saber:

Teorema 4.6
Supongamos que

1. (¡p-1 es uniformemente Lipschitz de constante m9-: en <p(O’),

2. existe V : 7?.—>7220 que transforma acotados en acotados, tal que

IIT(31,9(<P(22),Ó)) - 1"(31,9(<P(21),Ó))Il S V(||Ó|l)ll99(22) - 99(21)“

V21,22 e 0’,

112



3. I‘ cumple :

IIT(32,9(P(=E2),Ó)) - 1‘(=1,9(99(32),Ó))II S mI‘(IIÓII)II21- 32H

V21,zg E O’,Ó e 72”".

Ejntonces, dado a > 0 arbitrario, existen matrices K E 72m“,
G e 72"" tales que

“1170)- 10(1)" S 51l|Ü(io) - w(io)|le'°'("'°)
Ily(t)- MU)“ S ¿zm/(to)- ym(to)lle'°(“‘°)

Vi 2 to,con 61,52 constantes;

4. si además go es uniformemente de Lipschitz con constante mu, en O’,

IIÍU)- 2(i)|| S ¿aIIÍo- I(to)lle""("'°)

Bs decir, el observador completo converge a lazo cerrado en forma exponen
cial con velocidad de convergencia arbitraria en el seguimiento de modelos
admisibles. I

Para obtener un resultado similar al Corolario 4.3 debemos restringir los
modelos y controles de forma que sus trayectorias resulten acotadas. Con
precisión, sea

77' = {(fMahMaUM) 3WPUIZU) - 99(20)“,i 2 to} < T,Um(io) = wo}

donde z(t) = (pM(((t,(o,w(t))) y (fM,hM) es un modelo admisible. En
tonces vale el siguiente:

Corolario 4.4
Dados a,r1 reales positivos arbitrarios, y (fM, hM,wM) e .77" , existen

matrices Ii" E 72m“ y Ó" E 72“" , y un número positivo eo(a,r1) , tales
que si y(t) es la salida del sistema no lineal a lazo cerrado correspondiente
a la solución a:(t) de (3.12), con condición inicial z(to) e 99’1(B(z(to),eo)) ,
entonces

“15(1) - w(t)|| S 61”»¿b(to)_ w(to)lle—a(t—to)

— S ¿dll/(io)- yM(t0)”e-°’(t'to)
Vi 2 to,con 61,62 constantes. En otras palabras, el observador converge a
lazo cerrado en el seguimiento del modelo admisible, y este seguimiento se
hace con error que decrece en forma exponencial. I
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Observación 4.10

1.

N)

Que IF" no es vacio se ve tomando (fM,hM) = (A,B,C) con A
matriz estable; entonces si ||wM(t)|| 5 c1 V t 2 to , tomando
suficientemente pequeña, resulta. (fM,hM,wM) E .7" .

. Un caso particularmente importante en el seguimiento de modelos se
da.cuando el sistema (4.94) es lineal analítico con grado relativo global
y una. entrada. y una salida, es decir

{ Í f(-"=)+.tl(1)uy
(4.124)Mz)

La R"->73",f,g€C“
h : 'R."—>'R.,h€C“’
u G UCR
y E YCR.

Para este sistema es posible resolver el problema de la controlabilidad
de la salida. utilizando realimentación dinámica

u = a(z,C) +fi(z,() w

paraw uniformemente acotado, concota independientede la salida
que se pretende alcanzar. Con precisión, dado 3,7E Y cualquiera, y
dada M independiente de 37, tal que |u(t)| S M Vi 2 to , utilizando
(4.125) en (4.124), la salida y(t) de este sistema alcanza a y en tiempo
finito.

(4.125)

En [52] se demuestra que la ley de control (4.125), se puede obtener
siempre, y esto se hace a partir del seguimiento de un modelo bilineal

{í : áC+NCw+bw (4.126)
con

A,N e RnMXnM
b e RnMxl
c e Rlng
C E 73"“
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con grado relativo global r5 igual al del sistema. (4.124), r , y con
nM 2 n . Dicho sistema. bilineal es de mínima fase, es decir

0 1 0 0

0 0 1 0

A = . 3 . . ’
0 0 0 1

_ al 112 aa anM

0 0 0 0

0 0 0 0

N = z : É : ,

0 0 0 0

nl nz 77,3 nn”

b = [0,0,0,...,bnM]T c=[c1,c2,ca,...,ch],

y la ley de control (4.125) vendrá dada. por

Ar _ Lrh a; r-l r-l
=° (_df () CA bÏjA NCU. (4J2ngq un Lfi;h@)

En nuestro caso, suponiendo r = n , se cumplen las hipótesis del
Teorema. 4.5, (suponiendo que 99"1 es uniformemente Lipschitz) y por
lo tanto se puede plantear, en términos del observador, la.ley de control
como

cA"( —L’}h(:ï:) cA"‘1b + cAn‘lNC“
L,L}‘1h(i) LgL;1n(i)

u:
——1 n j- ' - _-¡_
LgL;1h(5){ lgíí(L¡1h(z)-6A 14)} (4.128)j:

Con esta. ley de control es posible pues, bajo las hipótesis de conver
gencia del sistema a lazo cerrado, obtener controlabilidad asintótica
de la. salida para el sistema. (4.124), con el observador completo y el
modelo bilineal en el lazo de control, manteniendo el control exterior
w uniformemente acotado para. todo el espacio de salida.según el
esquema. de la figura:
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. 3
(1/.Iza) (11.125)"'L

Figura 4.1

4.4 La convergencia del observador reducido
En este apartado consideraremos la.convergencia, tanto a lazo abierto, como
a lazo cerrado, del observador reducido.
Lo haremos sólo para sistemas observables-c que cumplen las hipótesis de la
Proposición 3.2, (aunque esto se puede relajar para la convergencia a. lazo
abierto), por dos razones:

o 4 partir de la ecuación (3.57), se puede ver que los términos
A‘(1,b'1(y, w + Kg), u) son de la forma

[nm-lu, w+ Ky),u)—kim-ww + ¡fs/M),

' - ' a77;¡+1(1p-1(y1w + Iíy)a u) _ k;¡—1(w-1(y1 w + ¡(y)! u)]

y por lo tanto dependen de la matriz K no sólo en el término
w + K y , por lo que resultados similares a.los del observador completo
a.lazo abierto, sólo serán válidos para casos particulares.

o Para la convergencia. a lazo cerrado que involucra los problemas más
importantes del control, se trató anteriormente sólo este tipo de siste
mas.
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Consideraremos pues, bajo las antedichas hipótesis las ecuaciones (3.62) y
(3.63); dado que entonces Á E 0 , tenemos que con el cambio de coordenadas
w = ¿(3) = p(:c) —Ii'h(a:) , las ecuaciones para el sistema y el observador se
escribirán :

w (A —KC)w + (A —¡(amy + BI‘(1/2'1(y,w+ Ky),u)
{2; = (A —¡{0)12)+ (A —KC)Ky + Bmw-¡(mw + Ky),u),

ll

y la. ecuación del error de observación será:

É = (A —KC)E

+ B [rw-um + Ky),u)—Pop-ww + Ira/m] (4.129)

que es similar ala (4.6).
Ahora bien, si 112-1 es uniformemente Lipschitz, y I‘ cumple con las

hipótesis del Teorema 4.1, se tendrá

¡ITM-“mtb + KyLu) - 1“(ib"(y,w+ ¡fi/Lu)“
S mw-‘WIWIDHÚ’ - wII

pue K afecta solamente a y , que es conocida.
De esta observación se deduce que bajo las mismas hipótesis, valen tam

bién para el observador reducido, el Teorema 4.1 y el Corolario 4.1.
Para el seguimiento de trayectorias mediante observadores, si consideramos

¿i = yi-yd.‘

¿a = nun-ys?

62.. = uta-ys?” (4-130)
15i51,como

fl;(3)=#j+1(3) 1<Í<Pí'215isl
tendremos de (3.50)

¿i = ¿a

........ ................................................. “(4.131)
6.:?“1 = 6;." . . ( -)52.- = 7‘(<P’-1(w),u)- yíï') = www, w + ¡fl/Lu) —ya?
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1 5 i _<_l , y si, como en (4.63), tomamos

( -) "‘ - ('-1)
vi = yd? - Egg (¡é--1 - 31.1%) (4.132)

j=1

1 _<_i 5 l con ya = y,- y u' como en (4.64), entonces (4.131) será.

6; = 6%

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..

¿OL--1 = 52.- _ .

6;” = '2521 9'35}

1 5 i 5 l , ecuación similar a (4.68).
A partir de (4.132) y recordando que

¡62(2) w" - kÉhiÜv')J

= wi-kiy¡15jSp.-—1,15igz

podemos establecer que (4.133) será válido para u = Q(w,y,K, Ó) tal que

7‘(1.b’1(y,w+ Ky),Q(w,y,K,Ó)) = ví?” - g¡1(y¡—ya)
Pu'

- Egifiwiq - k}_1ys- 243171)) (4.134)
j=2

1 5 i 5 l , donde Ó viene dada por (4.71). Nuevamente, como en el caso
del observador completo, la obtención de u , viene dada por el teorema de
la función implícita.

En forma similar a (4.76) y (4.77), podemos escribir

05.
i-I-o.

II ¿á

6;." (4.135)

p.- - ESL 91'15}+ 7‘(1/)’1(y,_w + Kg), 9013, y, K, C’7))
—7‘(1p_1(w),Q(w13/,If,

°2: II
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¿a = 49m“;

-¡ í i í 4.136
Epi-1 = _k9¡-_151+_Epi _ ( )
¿1).- = -kL.-€‘1+7‘(1b"(y,ú)+Ify),0(ú3,y,1f,G))

_7¡(1/}_1(y,w+ 11'31), y)If)

1 S i S l .
Si se cumplen las hipótesis 2. y 3. del Teorema 4.4, y gli-1 es uniforme

mente Lipschitz, se tendrá

"Fw-low + Iry),0(w,y,1r,á)) —
1‘(w"(y, w + K y),9(1¡),y,K, G))|| 5 V(||G||)m,,,—1||u‘)—w"

pues nuevamente, K afecta sólo a y . Por lo tanto, el Teorema 4.4 tam
bién vale en el caso de seguimiento de trayectorias utilizando el observador
reducido.

Respecto del seguimiento asintótico de modelos, dado que en nuestro
contexto es un caso particular del seguimiento de trayectorias, los resultados
obtenidos en el apartado anterior, se aplican también para el observador
reducido.

4.5 Conclusiones

1. Para los sistemas observables-c que cumplen con la hipótesis 1. de la
Proposición 3.2 se demostró, para funciones uniformemente Lipschitz y
controles uniformemente acotados, la convergencia exponencial a lazo
abierto, con velocidad de convergencia fijada a voluntad, tanto del
observador completo como la del reducido.

ND . Para aquellos que no cumplen con tal hipótesis, se probó suponiendo
acotación de derivadas y controles uniformemente acotados, ó compor
tamiento de las no linelidades del sistema como un operador de L2 ,
y controles acotados en dicha norma, la convergencia asintótica del
observador completo modificado a lazo abierto.

Para el observador reducido no es posible obtener estos últimos resul
tados en forma general.
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3.

A

Para sistemas que cumplen con las hipótesis de la Proposición 3.2, se
probó que se puede seguir trayectorias deseadas con convergencia ex
ponencial y con velocidad fijada a voluntad, utilizando para el control
las variables de estado estimadas por el observador, tanto completo
como reducido; es decir se probó en este caso la convergencia a lazo
cerrado del sistema compuesto por el sistema más el observador.

. A partir del resultado anterior se probó la convergencia, (también ex
ponencial con velocidad de convergencia deseada), del sistema a lazo
cerrado, tanto para el observador completo, como para el reducido, en
el seguimiento de modelos.
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Capítulo 5

El observador discreto

5.1 Introducción

En este Capítulo se presenta el problema del observador para sistemas en
tiempo discreto, a los que indistintamente llamaremos sistemas discretos,
estableciendo, en lo posible, un paralelismo con el de tiempo continuo.
Para ello, a Semejanza con el Capítulo 2, plantearemos el problema del ob
servador, definiremos un sistema no lineal discreto, el observador discreto ge
neral, adaptaremos la definición de distribución de invariancia condicionada
en este nuevo marco y obtendremos el resultado que vincula la existencia.
de esas distribuciones con la de los observadores, al igual que en el caso de
tiempo continuo.

Posteriormente, definiremos el tipo de sistemas discretos para los cuales
se construirá. el observador y el tipo de observabilidad involucrada en esta
definición. Luego se construirá el observador discreto, tanto completo como
reducido.

Finalmente se establecerán las condiciones de convergencia del observa
dor, completo y reducido, a lazo abierto.

5.2 El problema del observador en tiempo dis
creto

De aquí en más, y hasta el final del Capítulo, consideraremos una sucesión
arbitraria pero fija de números reales {tb}: E No} , como los instantes en
los que se considera la evolución de los sistemas discretos. Por simplicidad;
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para cualquier variable 3 de alguno de estos sistemas, notaremos
3k = 30k) Vk E No .

El problema de la construcción de observadores en tiempo discreto, a
semejanza del caso en tiempo continuo, se puede resumir en la siguiente
forma.

Dado un sistema discreto E con entradas uk y salidas yk , si denomi
namos zh a sus estados en una cierta realización, se pretende construir un
sistema 2’ también discreto, (el observador), que tenga por entradas al con
trol uk y a las salidas yk , de tal manera que a partir de sus variables de
estado wk , se pueda obtener una estimación 53k del estado 2k de E como
muestra la figura 5.1.

2.: esíado
EL HK— —w:

LI

Figura 5.1
La estimación debe verificar las siguientes condiciones:

o Hld. si para algún k0, Sho = zko , entonces 53k= 2k, Vk 2 ko .

o H2d. 5,, converge a zh independientemente de las condiciones
iniciales iko y zko.

5.3 Sistemas no lineales en tiempo discreto

Definición 5.1 (Cfr.[61])
Un sistema no lineal de control (en tiempo discreto), sobre un fibrado

(B,M,H), es una función F : B —>M, C°° .
Se notará al sistema 2 = (B,M, F).
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Aquí M ha de considerarse como el espacio de estados, mientras que las
fibras de B representan el espacio de entrada (dependiente de los estados),
y F representa la dinámica del sistema.

Observación 5.1

1. En el caso de los sistemas discretos, los cálculos en coordenadas locales
son más delicados que para los sistemas en tiempo continuo, ya que se
debe trabajar con un par de cartas coordenadas, una en el dominio de
F y otra en la imagen.
Sean (zo,uo) e B y F(a:o,uo) E M, si (42M,UM) es una carta en
M alrededor de F(:co,uo) , tomemos una carta trivializante (dm, UB)
alrededor de (10,110) , tal que UB C F’1(UM) , entonces (Cfr.[61]),
{(9153,UB),(qSM,UM)} es un par de cartas coordenadas.
Notaremos, con cierto abuso, (z,u) las coordenadas de (453,UB) y
por z las de (óM, UM) , lo que permitirá. hacer cálculos locales como
si se trabajara con una sola carta coordenada, que preserva fibras. Al
par de cartas coordenadas lo designaremos simplemente por (:c,u) .

N. En caso de ser necesario distinguir entre los diferentes dominios de a: ,
lo haremos por medio de los abiertos UB y UM .

3. Si 2:0 es un punto fijo, i.e. F(:ro,uo) = 1:0 V uo , se puede elegir
siempre U3 tal que

H(UB) C UM y

H ° ÓB = <J!"MI[1(UB)a

con lo que se está. usando esencialmente una sola carta coordenada.

La dinámica del sistema, en un par coordenado (2,11) , está. definido por

2k.“ = F(zk,uk) para (5.1)
uk E H_1(Ik).

Definición 5.2
Un Sistema no lineal con salidas, (en tiempo discreto), es una pentaupla

2, = (B,M, F,Y,h), donde E = (B,1ll,F) es un sistema no lineal discreto,
Y una variedad diferenciable, y h : 1M-> Y,' C°°, es una sumersión suryec
tiva.
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Observación 5.2

1. El hecho que h esté definida sobre la base M indica la independencia
de la función de salida con respecto a las entradas.

2. Sea y una función coordenada en Y alrededor de h(a:o), entonces en
estas coordenadas para Y, y (1:,u) para. B, E, se escribirá localmente:

II: = f(3k,uk)
{MH = han) (5.2)

donde, por abuso de notación se escribió h en vez de y o h o 2-1.

3. Si

B = 72" x 71'"

F 'R" x 72'" -> R", C°°

h. 'R" -> 72", C°°

entonces E, = (72" x 72’",R",F,Rp,h) es la clase usual de sistemas
discretos en 72" .

4. Si

F(z,u) = AI+Bu
h(z) = Ca:

con A,B,C operadores lineales, se tiene el sistema lineal en tiempo
discreto :

{ 3k+1 = A3k+Buk (5 3)yk = Czk

Finalmente, en forma similar al caso de tiempo continuo, introducimos la
siguiente:
Definición 5.3

Un Sistema no lineal discreto extendido E = (B x Y,M, K), es una
terna tal que B es un fibrado de base M, Y es una. variedad diferenciable y
Ii' : B x Y —>M es una función C°°.

Observación 5.3
En coordenadas locales (2:,u) para B, e y para Y, se tiene para la diná

mica. del sistema extendido la ecuación

2k.“ = K(a:k,uk,yk). (5.4)
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5.4 Observadores Generales Discretos

Definición 5.4
Dado un sistema discreto con salidas 2, = (B, M, F, Y,h), se dice que el

sistema no lineal discreto extendido 2’ = (B’ X Y,W,K) es un observador
general discreto de E, si:

1. existe un morfismo (4),?) de (B,M,H) en (B',W, H’) tal que 4pes una
sumersión suryectiva.

2. Si (O X U,1]) y (0' x U',77’) son trivializaciones de B y B’ respecti
vamente con <I>(H'1(O)) C H”1(O’), entonces 17”] o (I,o 'r] = (4,0,0),
donde a : U -> U’ es un difeomorfismo.

3. Si Ïz : B -> Y está, definida. por

Ïz=hoII (5.5)

el siguiente diagrama es conmutativo:

B L M
o \B lv
B’ x Y Ji» w

Figura. 5.2

De 1. y 3. igual que en el caso continuo, se deducen los siguientes diagramas
conmutativos:

oB —> B’

n ln'
M i» W

Figura 5.3

Bnl\ a
M ¿a Y

Figura 5.4
Si ((z,u),0 x U) es un par coordenado alrededor de (zo,uo) E B,
y ((w,v),0’ x U') es otro alrededor de (26,14)) = 'I)(zo,uo) E B’, tomando
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coordenadas y alrededor de h(zo), de los diagramas de las figuras 5.2, 5.3 y
5.4 se deduce que localmente se cumple:

F(a:,u) = f(:c,u) (5.6)
N18,“) = (wav) = (99(3)a0(u)) (5-7)

71(2,u) = h(:c) = y (5.8)

K(w,v,y) = k(w,v,y) (5.9)

donde, por abuso de notación, se nota con las mismas letras a las funciones
que a sus expresiones en coordenadas locales, y con esta convención se tiene
que

f:O”xU”CR"x'R'"->'R"
(pzomcnnan

U:UII_>UII
h:0‘”cR"-»'R'

k:O”xU”ch'R"xR”‘x'R‘->Rk.

Observación 5.4

1.

2.

Co.)

.p.

De 2. de la Definición 5.4 se deduce que í) es una sumersión suryectiva.

Dado que a es un difeomorñsmo, por abuso de notación identificaremos
v con u.

. La Definición 5.4 establece un cierto relajamiento sobre la hipótesis
Hld.
En efecto, si (<1),Ïz) : B —>B’ x Y no es un difeomorfismo, entonces de
(5.7) - (5.8), como (Q,Ïz)(:r, u) = (w,u,y) no tiene inversa, no se podrá.
estimar todo a:a partir de (w,u,y), sino sólo una parte 5 = G(w, u,y),
y tendremos por lo tanto un observador parcial. En este caso Hld. se
reduce localmente a :
H3d. Si para algún ¡co2 0 wko = go(:ko), entonces wk = 90(21.)
Vk 2 ko .

. Si (<I>,Ïz) es un difeomorfismo, z se puede recuperar a partir de (w,u, y)
y el_observador se dirá. completo , y E = G(w,u,y) , con G inversa de
(Q,h), estimará. a z.

126



Definición 5.5
Un control admisible para un sistema no lineal discreto definido local

mente por

¡”k-Fl = f(xkvuk) (5
:ko = IO

en un entorno (0” x U”) de (20,110), es una sucesión de 72'", {uhk 2 ko} ,
tal que (zhuk) E O” x U”Vk 2 ko, y uko = uo .

Vale la siguiente:

Proposición 5.1
Localmente, el observador general 2’ de 2,, cumple la hipótesis H3d.

Demostración

Supongamos que 2 y 2' vienen descriptos localmente por las ecua
ciones (5.6) - (5.9), y que {uk} es un control admisible para (5.10) .
Supongamos tambien, sin pérdida de generalidad que h está. definida
en O”.
Entoncesda conmutatividad del diagrama de la Figura 5.2, se expresará.
localmente por

(v0 f)(zau) = k(<P(-'B),uah(I)) (5-11)

V(z,u) e O” X U”. Por lo tanto, si 2k es solución de (5.10), y
'¿Ïlk= Lp(2k) Vk 2 ko , de (5.11) sale:

"Ï’k+1 = 99(3k+1)

= 9°(f(=vk,uk))

= k(<P(zk),uk,h(ïk))
_ MEL-mmm) (5-12)

con yk = h(a:k), Vk 2 ko.

Por otra parte, la solución wk de la ecuación del observador

{ wk+1 = k(wkaukayk) (5.13)= wo

con las entradas uk, e yk, anteriores y una condición inicial arbitra
ria wo E 90(0”), es tal que si wo = 99(20), de (5.11) - (5.13), por la
existencia y unicidad de las soluciones de las ecuaciones en diferencias,
wk = <p(a:k)= zïzkVk 2 ko y I-I_3d. se satisface. I
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5.5 Distribuciones de Invariancia Condicionada.
Existencia de observadores generales discre
tos

La diferencia más importante entre los sistemas no lineales de tiempo con
tinuo y los de tiempo discreto es que para los primeros, las imágenes de F
están en el fibrado tangente a la variedad M , mientras que para los segundos
están en la variedad M . Por esto, en coordenadas locales, f(-,u) será.en el
primer caso un campo vectorial, mientras que en el segundo será una aplica
ción de una variedad en sí misma. Por ello, para sistemas discretos no tiene
sentido una definición de distribuciones de invariancia condicionada como
la dada por la Definición 2.8 para los sistemas continuos. Presentaremos
por ello, una definición alternativa siguiendo el método utilizado por Grizzle
(Cfr.[62]) en su definición de distribuciones de invariancia controlada.

Definición 5.6
Sea E = (M x U,M, F) un sistema de control discreto, y sea R una

relación de equivalencia en M. Se dice que 7?,es invariante si
Vu E U,F(z,u)RF(í,u) cada vez que 2725 .

Observación 5.5
Dado 2 = (72" x Rmfll", Aa:+ Bu) , sistema lineal discreto en 72'.", sea

V un subespacio de 72" . Entonces

Rv={(a:,é):z—:ï:eV}

es una relación de equivalencia,y la condición F(z, u)RvF(:i, u) se traduce
aquí como

(A:+Bu)—(A5:-Bu)=A(z-:E)EV si
z-íeV

o, equivalentemente, AV C V , es decir, V es un subespacio invariante de

Consideremos ahora una distribución A en 1|! que origine una foliación
regular .7:en M . Entonces f induce en M la siguiente relación de equiva
lencia:

7€}-= {(2,5) e M x M : z y i pertenecen a la misma hoja de f}.
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Definición 5.7
.7: es localmente invariante si V (1:0,u) e M x U , existe un entorno

abierto U“,ode zo tal que F(a:, u)R}-F(í,u) cada. vez que (1:, 5:) E UmJX U3,o
y 2723:93-,Vu E U.

Esta propiedad se puede caracterizar de la.siguiente forma:

Proposición 5.2
f es localmente invariante si y sólo si VX E A 3 e}: > 0 tal que

F(X‘(z),u)R}-F(z,u) (5.14)

V(:c,u) e M x U, ‘v't: |t| < ex donde X‘(-) es el flujo de X .

Demostración

En efecto, dada z e U,O,VX e A,3 cx > 0 : X‘(a:) E Uzo‘v’t:
It] < Gx .

Pero a:y X‘(z) pertenecen a la misma hoja. de .7-',o sea

X‘(:l:)7'¿fa: Vi : ItI < EX =>

F(X‘(:c),u)'R}-F(a:,u) Vt : |t| < cx.

Recíprocamente, sea

Üzo= U {X‘(2o),|il < 6x},
XGA

que es un abierto de la hoja .730 de .7: que pasa por zo ; por lo tanto
existe un abierto U1:oC M tal que

IL,o= U3on 7,0 c f.

Sean 2:,í E U3o ta1e_sque 3721-5:; sin pérdida de generalidad se puede
suponer que 2,5 e U3o. Entonces existen

X1,X2 E A,i1,i2:
It1I< €X1’It2l < 6X2

tales que

z = Xí‘(zo),é = X;=(zo) =
(FT-Tv")= F(Xi1(zo)a u» R7 ¡(30,10
(HM) = 1'"(J*í'á’(zo),u))732rF(zo,u) =>
F(z,u)7l;F(é,u)

Vu E U . I
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Ahora bien, de (5.14), F(X‘(z),u) está en la hoja de .77 que pasa por
F(:1:,u)Vt z |t| < ex , y por lo tanto

d t
¡Por (2M) E A(F(z, u)) =>

ot:

F.(X‘(z,u))X(X‘(:c))lt_o e A(F(a:,u)) =>
F.(o,u)X C A VX E A,u E U.

Esto conduce a la. siguiente

Definición 5.8
Sea.A una distribución involutiva en Ill , entonces A es una distribución

invaríante de E = (M x U,M, F) si

F.(-,u)A C A V u E U. (5.15)

Estamos ahora en condiciones de extender la definición de distribución de
invariancia condicionada, dado que localmente B es un producto cartesiano.

Definición 5.9
Dado 2, = (B,M,F, Y,h), sistema discreto con salidas, se dice que una

distribución involutiva D en M es de invariancia condicionada local dis
creta para 2,, si para todo punto zo E M, existe una, carta. coordenada
((z, u),0 x U) en B que preserva fibras, con (1:,0) carta en M alrededor de
1:0, tal que :

f..(-,u)(D n Ker(dh)) C D (5.16)

para todo u G U fijo y f representación local de F .

Observación 5.6
La globalización de 1a Definición 5.9 es similar a. la. de la, Definición 2.8

para sistemas a. tiempo continuo.

Tenemos ahora el siguiente

Teorema 5.1

1. Sea.2, = (B,M,F,Y,h) un sistema discreto con salidas, y sea
2’ = (B’ x Y,W,K) un observador general discreto de 2,. Entonces
la. distribución Ker(go.) , es de invariancia, condicionada local discreta
para 2,.
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2. Recíprocamente, sea D una distribución en M involutiva, de dimensión
constante y de invariancia condicionada local discreta. Entonces M se
puede factorizar localmente mediante las hojas de la.foliación inducida
por D, a una variedad diferencial W, esto es, existe (p : M —>W, tal
que Ker(<p.) = D. Además, existe (localmente) un observador general
discreto 2’ de 2,.

Demostración.

1. Del diagrama conmutativo de la figura 5.2, se deducen estos tres,
también conmutativos

TB —» TB’

B. / 111. ln;
TY k TM fl. TW

Figura 5.5

TB i TM
o./ y. 1%TB’xTY TW

Figura 5.6

TM i. TW
nui 1nw

M L W

Figura 5.7
Como <I>,h y cpson sumersiones suryectivas, inducen las siguientes dis
tribuciones involutivas:

E = {X e TB ; (@.,B.)X = 0} (5.17)
D = {X e TM : aX = 0} = I(e1'(tp.) (5.13)

Valen entonces
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mE=DnDH=Dnanm=DnKamJ aim

RECD wm)
o Validez de a.

Considerando los diagramas de las figuras 2.12 y 5.5, se ve que la
demostración de la validez de a. del Teorema 2.1 sirve también
en este caso.

o Validez de b.

Del diagrama de la figura 5.6, se tiene que si X E E entonces

(90-° F-)X = (K- ° (¿nit-DOC)
= mumfimxn=o á

FLX E Ker(ga..) = D

por lo tanto F.E C D.

Veamos ahora la validez de 1). Razonando igual que en el caso del
Teorema 2.1, existen coordenadas u para las fibras de B}- de forma
que si a: = (31,. . . ,zn) son coordenadas locales en Ill tales que D =
span{ :1 ,. . . ein}, D° = span{%,. . . 5%}, donde, sin pérdida de
generalidad se puede tomar s S 1', (2:,u) son coordenadas en B que
preservan fibras, y en esas coordenadas

6 Ü

E = span{a—zl,...a—zs}
F(z,u) = f(z,'u,) = (f1(:c,u),. . .,fn(z,u)).

Entonces, localmente,
a a a aá- #ïafi sfi

F- = 2 s = z
a a .. a5%, 3+;

Por lo tanto, (5.20) implica que gli-(2:,u) = 0, 1 S i _<_s,
r + 1 5 j 5 n, pero esto es equivalente a f.(-,u)(D n D°) C D, esto
es, (5.16).

no:5:
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2. Nuevamente, como en el Teorema 2.1, dado que D es involutiva y
de dimensión constante, por el teorema de Frobenius (Cfr.[25]), existen
localmente k funciones gp,-: O C M —>R, C°°,1 S i 5 k, tales que sus
diferenciales son linealmente independientes, y que si
(p = (4/21,...,<p¡,) : O —>W C 72k, entonces
D = Ker(d(,o) = Ker(span1z{d(pl, . . . ,dlpk)}).

Nuevamente, se puede identificar Ii'er(dgo), con Ker(<p..) = D. Por
hipótesis dh + dgotiene dimensión constante y es involutiva, y por lo
tanto, nuevamente por el teorema de Frobenius existen coordenadas
locales a: = (21,“ . ,zn), que sin pérdida de generalidad podemos su
poner definidas en O, tales que

dh + dqp= span{da:1,. . . ,dzr} 1'S n. (5.21)

Pero D es de invariancia condicionada local discreta, y por tanto exis
ten coordenadas en B que preservan fibras, (í, u) : O x U —>7?,"x 72'"
tales que se cumple (5.16), lo que sigue valiendo via difeomorfismos
locales en la base M, por lo que podemos suponer que
((E,u),0 X U): ((z,u),0 x U). Sean X E D n D", entoncespara
<p;,1 _<_2' 5 k ; valdrá:

< dp¡,f.(°,u)X > = 0 =>
(f-(',u)X)(<P¡) = 0 =>
XM ° f(-,u)) = 0 =>

< d(<p,-of(-,u)),X > = 0 =>

d(¿p,-o f(-,u)) E (D ñ D°)¿ = dtp + dh (5.22)

VuEU, ISiSk. Seanahora

(p,-o f(.1:,u) = IÏ'.-(a:1,. . . ,a:,,,u) (5.23)

1 5 i 5 k, V (z,u) E O x U; de (5.21) y (5.22) sale que

d=(IÏ',-(21, . . . ,zn, u)) e span{da:1, . . . , (12,} (5.24)

15i5k,yporlotanto
Ii',-(a:1,...,z,,,u) = I;',-(21,...,:cr,u) (5.25)

1 5 i 5 k, (:r,u) e O x U, y entonces existen localmente k funciones
k,- tales que

«p.-o ¡(m = k.'(<?(2),u,h(z)) (5.26)
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l S i 5 k, (z,u) E 0 x U . Por lo tanto localmente tendremos el
siguiente diagrama conmutativo:

OxU ¿»O
A ¿kh l”Wxe h(0)ï. w

Figura 5.8
con K = (k1,...,kk), es decir, un observador general discreto para
El, = (O x U,f, h(O),h), observador general local discreto de 2, I

5.6 Sobre la hipótesis de convergencia H2d.

Al igual que en el caso de tiempo continuo, la hipótesis de convergencia,
H2d. en este caso, se traduce en que el sistema de control discreto

wk+1 = ¡((wk, Uk,yk) (5-27)

tenga para cualquier control {uhk e Aro} fijo, una única solución estacio
naria, cualquiera sea {ymk E No}.

En el caso en que (5.27) sea de la forma.

wk+1 = IX,' w]. + L(yk,uk) (5.28)

con K una matriz constante y L una función C°°, pueden obtenerse condi
ciones sobre K para. que haya convergencia.

En efecto, en este caso, si wk, y 15k,son soluciones de (5.28), correspon
dientes a las condiciones iniciales wo y IDO,respectivamente, para k = ko, si
llamamos ek = wk —z'ükVk 2 ko, al error entre las dos soluciones, tendremos
la ecuación

Ek+1 = A, - 6k

¿ko = wo - Üo,

de solución

ek = Koh“) -ska.

De esta ecuación se ve que el error e entre ambas soluciones (y por lo tanto
entre todas), tenderá. a cero si y sólo si K es una matriz de Schur, es decir
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tiene todos sus autovalores con módulo menor que uno. Por tanto, bajo estas
condiciones habrá una única solución estacionaria de la ecuación (5.28).

Siguiendo las lineas de desarrollo del observador continuo, nos propo
nemos buscar modificaciones de la ecuación (5.27), que eventualmente per
mitan lograr la convergencia sin por eso alterar el carácter del observador
discreto.

Para ello, dado que el Teorema 5.1 es local, y como basaremos la cons
trucción del observador en la demostración del mismo, supondremos, sin
pérdida de generalidad que dado un sistema discreto con salidas
2, = (B,M, F, Y,h), con observador general discreto 2’ = (B’ x Y,W,K),
existe una carta global (n,W),17 : W -> 72",con 0 E 17(W).

Consideremos

.s = (qu/bw) = {(b’,y) e B' XY z3 b e B A (b’,y) = (<I>,Ïz)(b)}. (5.29)

y la clase K: de funciones :

K1= {K1 :B' x Y —>77(I'V)C°° : K1 [5 = 0}; (5.30)

vale entonces la siguiente

Proposición 5.3
Si Kl E K1,entonces 2” = (B’ x Y, W, 11‘1o(noIi"+ K1)) es un observador

general para. E,

Demostración

1. Como

noK B’xW->7Z’° y K1en,
77’10(770K+K1)) B’xY->W C°°

2. 17-1o(1;oK + K1)) hace conmutativo el diagrama de la figura 5.2:
sea. b e B, entonces

77-1° (n ° K + ¡{1)(‘I’(b),ÏI(b)) = 77'1 ° [n ° ¡{(ï’(b)aïl(b))

+ K1(<I»(b),ïz(b))]

¡{(‘I’(b),Ïl(b))

= Lpo F(b).
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Observación 5.7
Para el sistema dado en coordenadas locales por las ecuaciones

(5.6) - (5.9), tendremos que:

x ={hfoRme-flüflwflflflfiwfiwn=0
V (1:,u) E 0 X U}

y la Proposición 5.3 expresa que el observador general discreto tiene como
su expresión más completa, tomando, por abuso de notación w = 1],

wk+1 = HW!” “¡nz/k) + ¿(wkaukayü (5-31)

con Ïc e KS,y k tal que se cumple

cp.-o F(a:,u) = k.-(Lp(z),u, h(:c)) (5.32)

ISiSk, V(a:,u)€OxU.

En lo subsiguiente se aprovechará el resultado anterior para modificar con
venientemente un observador general discreto con el objeto de obtener uno
que cumpla con la hipótesis H2d.

5.7 Sistemas discretos a observar. Observabili
dad

En este apartado consideraremos el tipo de sistemas discretos para los cuales
construiremos el observador, definiendo el tipo de observabilidad que exigi
remos para los mismos.

En principio, a partir del Teorema 5.1 , vemos que es suficiente considerar
el sistema discreto localmente. Por lo tanto, sin pérdida de generalidad
supondremos en lo sucesivo que el sistema está. definido por :

zk+1 = f(3kauk)
{yk z W (5.33)

f — (f11f29"'ifn):OXU_’Rnacoo
h- mn” myoqwr”

con O abierto de 7?," y U abierto de 72m.»
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Sea.(zo, uo) E O x U, y supongamos que existe O’x U’ entorno de (zo, ug),
tal que V(z,u) e O’ x U’ se verifica para, 1/entero no nulo, arbitrario pero
fijo:

6
auf”..

alal
. au amh.-of"(z,u)=0 15jsm,lsz'sz

V a = (011,.. . ,am) m-upla. de enteros no nulos tal que IaI = 22:1 a.- = 1/,y
C011

Nuevamente, como en el caso continuo, existen funciones f'

f”(z,u) = f(-,u0) o of(-,uo)of(a:,u)
u-l veces

V “Il
' , Hija] “¿am

definidas en O’, 1 5 jo, 5 m, 1 5 i 5 l que cumplen

hi ° ÍVÜW)

+

¿”(3)

Z: fifj.,...j.m(z)(uj., - “ojo,) ---(“jm - uojan.)
|a|=1jal "-ij

¿”(3) + ü5'(z,u) (5.34)

con u = (u1,---,um) G U’y uo = (u01,---,uom)
y f.-°= h¡(z),9?(z,u) = 0

Definición 5.10
El sistema no lineal discreto (5.33) es observable-d en (20,110)si existen

un entorno O’ x U’ de (zo, ug) y una. l- upla de numeros naturales pl, . . . ,p1,
(que sin pérdida de generalidad podemos suponer ordenados según pl 2
pzz...2 mz 1)talesque

1.

a alal

EL: auf” . . . Üum

2

a".hi ° f”(3,u) = 0

ISJSm,05VSP¡-1,15iíl

T;°O’.
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3. 25:1 p,-= n.

Observación 5.8

1. Esta. definición es la adaptación de la de observable-c al caso discreto.

2. Si consideramos sistemas discretos autónomos

{HH = ¡(1%)yk = Mick) ’

esta. definición de observabilidad coincide con la.de observabilidad local

fuerte dada. en [63].

3. Sigf’(:c,u)=0V(z,u)EO’xU',05u5p¡-1,15i51,yla,matriz

A(a:,u) = {a¡j(:r,u),151'51, ISj S m}

_ {_hi°fpí(zvu))lsislv
au,

tiene rango l en (20,14)), (suponiendo I 5 m ), entonces {ph . . . ,pl}
son los índices característicos de (5.33) en (2:0,uo) (Cfr.[64]), concepto
que extiende el de grado relativo a los sistemas discretos.

5.8 El observador de tipo Luenber'ger en tiempo
discreto

Al igual que en el caso continuo, vale el siguiente resultado fundamental que
vincula. el concepto de observabilidad-d con la existencia de observadores
discretos.

Proposición 5.4
Si el sistema. (5.33) es observable-d en (momo), entonces admite un

observador general local discreto alrededor de (1:0,ug).

Demostración
Notemos

soi“ = f1”, OSVSp¡-115i51 (5.35)
<p' (vï,...,so;,..), 152‘51 (5.36)

‘p=(<p1,-.-,<p') (99%,.-.,<pÍ,,,.--,vá,m,soi,) (5-37)
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donde las ff vienen dadas por la ecuación (5.34).
Sea dgo= span{d<pf,, 1 5 1/ 5 p,-, 1 5 i S l} , el conjunto de combina
ciones lineales de las 1 - formas dpi, V 2',z/ con coeficientes funciones
C°° , sobre O , entorno de zo . Como el sistema es observable-d
en (zo,uo) , dim(d<p(zo)) = n , y por lo tanto existe un entorno
O’ C O de 3:0,donde dicha dimensión se mantiene constante. Por lo
tanto

99:0'C73"-><P(0')C73"

será. un difeomorfismo. Pero entonces Ker(<p.) = Ken-(dsp) = 0, es
la distribución nula en TO’, y por lo tanto, claramente es involutiva y
cumple

f.(-, u)(I{er(t,9.) n Ker(dh)) = Ker(<p.),

para todo u fijo, es decir, es de invariancia condicionada local discreta.

Por lo tanto, por el Teorema 5.1, existe un observador general local
discreto para el sistema dado alrededor de (somo). I

Pero la demostración del Teorema 5.1 también nos indica cómo construir
dicho observador, pues a partir de (5.23) , (5.34) y (5.35) tenemos:

(<P‘1o no, u) (p.-o f)(z,u)
f.'1.(-'B)+.<73.(I,u)
¿»95(2)+ Wan)
<P'2_(f(2,u)) _
(Solo u)1_ 775<f<17iu),uO)
(hjíof2)(zau)_ 101110)
95(3)+ _ (79‘2(f(z’u)iu0)
95(2) + nus, u) (538)

(vá ° f)(z,u)

II

o a o o a n o n n o g g . . . c - o . . . . . . . . o n o o . n g o . . . . . - . o s o n . n o - o . o . o g . . . . . - o c n o.

(¿PL-1 ° f)(-"=»u) = (Pm-2 0 f)(f(-’l=,Maui?) - 77;¡—1(f(2aul,uo)
= ° fpí-l)(ïvu) _ 77;:.--1(f(:1u)1u0)
= 99;.¿(z) + nin-(Im) _
= (SOL--1° f)”"1(f(9ï,u)auo) - 77}.-(f(ï,u),uo)
_ ° f”‘)(ï€a_u)_ 77:9¡(f(z’u)au0)

k = 71(2)“) + 77;)¡+l(21u)

(907;.-° f)(z,u)
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1 5 i 5 l, V (2,11) E 0’ x U’. Resumiendo, tendremos

(‘PÉ° f)(z,u) = 995M+ ¿(1,10
(99'2° f)(z,u) = 9024:)+ 05(2, u)

(5.39)

(win--1° f)(z,1t) = 90;“) + nin-(Im)
((Pro."o fxsau) = 7'(:1u) + 77:3í+1(z’u)

1 51'51, V(a:,u)€ 0’ XU’. Tomando

w" = (w{,...,w;¡) = (Lp{(z),...,qo;_.(z)),1 51'51 (5.40)
y w = (101,. . . ,w') = 99(2) (5.41)

se tendrá.

í (wÏ)k+1 = ‘PÉ(1k+1) É (<P'í° f)(=rk,uk)
= <P‘2(_Ik)+ 77'2(-"=k,uk)
= (10'91: + 77‘2(9°_l(wk)vuk)

J (wii-1h“ “¿i-1(zk+1).= (vii-1 o “(l-bm.) (5.42)
<p},,._(:ck)+ (7;,¡(zk,uk)

(19291:+ n;¡(so'.‘(wk),uk)
(w;¡)k+1 90}¡(€k+1) = (92.- ° f)(-'Ek, uk)

7'_(zk,uk) + 77;.‘+1(z¡ïauk)
7t(‘r°_1(wk)g uk) + 77:3¡+1(99_1(wk)ruk)

. (1/01: MH) = (wifi:

1 5 i 5 l, y {uhk e No} ta.l que (whuk) E <p(O’)x U’ , entorno de
(wo,uo) = (90(20),u0) Vk 2 ko. Por lo tanto, si definimos como en el caso
continuo,

01o o
0 0 1 0

A‘ = s s 2 s ERP“
o o o 1

0 0 0 0

ci = [1 o o o] 6721”" 1951, (5.43)
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A = diag{A1,...,A'},
C = diag{01,...,c‘},

ná(z,u)
I‘¡(:c,u) = 3 E 72”“,

7i(ziu) + 77:;¡+1(3’u)

F1(z,u)
I‘(:1:,u) = f , E 72"“

I"(a:,u)

V(z,u) E O’ x U’

{

, tendremos si wk = <p(:ck)

wk+1 = A'Wk+I‘(<P'1(wk),Uk)
yk = C'wk

Observación 5.9

1. De las ecuaciones (5.48) y (5.23), tenemos

K 4,9(0’) x U' x Y —>90(0’), es

K(w,u,y) = Avw+I‘(<p"1(w),u).

(5.44)

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

2. En forma similar a1 caso de tiempo continuo, nos referiremos a (5.48)
como al observador general canónico discreto del sistema observable-d
(5.33).

Teniendo en cuenta 1a Proposición 5.3, si se modifica el observador dado
por (5.48) de acuerto con:

wk+1 = A - wk + I‘(ga'1(wk),uk) + Ii' o(yk —C - wk) (5.49)

donde K E 72""! es una matriz en principio arbitraria, (5.49) también será.
un observador general discreto para el sistema observable-d (5.33), local
alrededor de (zo,uo) , pues

11,100, y) =

K1 90(0’) x Y —>99(0'), dada por
K-(y-C'w)
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es claramente una función de IC. Consideremos ahora 2k , solución de (5.33)
con condición inicial zko , y control admisible uk . Si wk = 90(zk) , como
(5.48) es un observador general, se tendrá. :

wk+1 = A -w¡. + I‘(<p'l(wk),uk) (5.50)

De la conmutatividad del diagrama de la.figura 5.2 sale que

17k+l = f(3kayk)

90’1 [A ' 90051:)+ Ï‘(3k,uk)]- (5.51)

Sea ahora ú);c, 1a solución de (5.49), con yk = h(a:k) y uk el mismo control
anterior, con condición inicial Úlko.76<p(:cko), es decir, 15k cumple

15k“ = A - 15k+ Ï‘(9>'1(1¡’k),Uk)

+ K - (y,c - C - 'Úlk). (5.52)

Como (5.52) también es un observador general discreto, si 23k= <p'1(u“)k),
nuevamente por 1a conmutatvidad del diagrama de la figura 5.2 tendremos

Ík+i = Niki“)
90-1[A - <p(:ï:k)+ PCE)” uk) + Ii" ' (yk —C - 15k” , (5.53)

y como

h1(5k)

C - 15k =

h1(.’ï:k)

tendremos

Ík+1 = 90'] [A ' ‘P(53k)+ Ï(Ík,uk) + K ' (SII.-- C ' h(5—'k))]- (5-54)

Se tiene entonces la siguiente

Definición 5.11
La ecuación (5.54), con K arbitraria representa un observador completo

de tipo Luenberger discreto para el sistema observable-d (5.33).

Observación 5.10
A diferencia del caso en tiempo continuo, (ecuación (3.47)), de (5.54) se

ve que para los sistemas discretos, es necesario evaluar :ï:= ¿p 1(w) .
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Si definimos, a. partir de la. ecuación (5.35)

y; = pj,“ 15u5p.-—1, 1_<_i51 (5.55)
¡1‘ = (#É,---,#í,.._1) Isis! (5.56)
¡u = (Mp-HM) (5.57)

entonces, nuevamente como en el caso continuo, sale que Ker(p.) es de
invariancia. condicionada. local discreta. en zo. Definiendo como antes

45(2)= ¡»(2) —me) (5.58)

con K matriz definida. en (3.52) y

w‘ = (wi,...,w;;..-1) = (asá(z),...,wz..-1(z)), 1 s i sz
= (w1,...,w'), (5.59)

se tendrá. , en forma similar a (3.56)

(wï)k+1 = -ki(w{)k + (wÉ)k_+(k3 - ¡=Ík{)(yi)k
+715(=Fkauk)-“77W?ka

(w;.‘—2)k+1 = —k;¡—2(w{)¡‘+(1'D;')¡-1_)k+ (ka-1 _ k;¡-2k{)(yí)k
_ +77;?¡(3k,ïl:k) - k;¡_2775(-’Bk,uk_) i

(w;¡_1)k+1 = -k;¡_1(wï)k + 71(15k1uk.)_ kL.-—1kï(yi)k
+TIÍz.-+1(-'=k,uk) - kL.-—1775(2k,uk)

(3/01: = h¿(1=k)

1gi51,V(z,u)e 0' x U’
Si tomamos Ai E R(”‘-1)x(‘°"1), Cí E R1x(”"1), 1 S i 5 l , como en

(5.43), A, C, , como en (5.44) - (5.45), y

I "¿(2,10- ¡477505110
F‘(z,u) = s e 72”""1

7i(zau) + n;¡+1(:au) _ k;¡—1flá(3au)

1 S i S l,

Í‘1(a:,u)

Ï‘(a=,u) = s e MH)“ (5.61)
Ï‘l(z,u)
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V (2,11) E 0’ X U', tendremos

wk+1 = (A —.KC) ' un. + (A —IÏC)I{ °yk + Í‘(zk,uk). (5.62)

Dado que (,0= (<p},pl,<pï,p2, . . . ,cpám') es un difeomorfismo en 0’,

1p = (‘Piv'°°!vllaflli"°afll)
= (h¡,...,h¡,p¡,...,p') (5.63)

también lo será. Pero

Mz) (h1(z),---,h1(3),<fi(ï)+K(h1(z),---,hz(3))) .
— (y,w+Ky) (5.64)

en O’ , y por lo tanto tendremos

z = Www + Kg) v (y,w)e h(o') x 45(0) c R' x 7a“

y por lo tanto, (5.62) se escribirá.

wk+1 = (A —KC) - wk + (A - KC)K - yk

+ Ï‘(1/J_1(yk,wk+ K - yk), uk) (5.65)

V (w,u,y) E Ó(O’) x U’ x h(0’). Sea como antes 2k la solución de (5.33),
con control admisible uk , condición inicial 1:;coy salida yk = h(zk) , si
zinc es la solución de (5.65), para 1ka 7€Manco) , es decir

un“ = (A —KC)-1Dk + (A —KC)K . yk

+ f("¡b_1(ykaú¡k+ K - yk),uk) (5-66)

entonces

5k = «rm, ak + K -yk) (5.67)

es la estimación de zh Vk 2 ko . Se tiene pues la siguiente

Definición 5.12
Las ecuaciones (5.66) —(5.67) con K dada por (3.52) pero arbitraria,

representa un observador reducido de tipo Luenbcrger discreto para el sistema
observable-d (5.33).
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5.9 La convergencia del observador de tipo Luem
berger discreto

Consideraremos solamente la convergencia a lazo abierto del observador,
para controles uniformemente acotados, esto es, dado Ill > 0 arbitrario, si
Akon,“ es la clase de controles admisibles para (5.33) según la Definición
5.5, notaremos Hgm) = {u E A(,_.o_,,°): S M V k _>_ko,uk° = U0}.

Supongamos que Ibi); son las soluciones de (5.33) y (5.54) con condi
. - n . .. l

Clones imeiales zko yzko E U para u E ¿((ro'uo) , entonces, con Lp,I‘ dadas
por (5.37) y (5.47) respectivamente, vale el siguiente

Teorema 5.2
Supongamos que

1. 90-1 es uniformemente de Lipschitz de constante mw; en <p(O’)

2. existe V : 72 —>R20 continua, creciente, con V(0) = 0, tal que

“1111,10 - Huan)“ S V(Il‘ull)llïl - a'32“

V(:c¡,u),(zg,u) e O' x U'.
Entonces, dado fl, 0 < fi < 1 arbitrario, existe una matriz
K E 73""l tal que

llú’k- Wkll S ¿Illika - Wko||fi(k'k°)

VI: 2 ko,con 61 constante.

3. Si además (,0es de uniformemente de Lipschitz con constante m9, en O’

“5L-- Ikll S ózllíko - Ikollfi(k_k°)

VI: 2 ko, y 62 constante.

En otras palabras, el observador completo discreto converge a lazo abierto
en forma potencial con velocidad de convergencia arbitraria.

Demostración.
Sea

Ek = 15k- wk
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el error de observación; de (5.48) y (5.52) se deduce que

6k.“ = (A - IX'C)Ek+ PGP-¡(150,110
- P(P_1(wk),uk)
= (A - KC)“ + Th (5.68)

TI: = Tha-¡(150m0 - Ï(‘P_1(wk)a"k) (5-69)

cuya. solución es (Cfr.[65])

k-l
ek = (A —KC)(""‘°)eko + z (A —1:0)(k-3-1>r,; (5.70)

a=ko

entonces, tenemos:

“5k” < IIA-KCII‘k'k°)IIEL-oll
k-l

+ z ||A —Kcu('°-°-1)||r.,||. (5.71)
s=ko

Consideremos 1a.matriz Ix’ como en el Teorema. 4.1 de forma. de obtener
la. descomposición:

A —KC = A"(A)AA(A)

con A dada. por (4.19) y A(A) por (4.17) con
A = {A11,.. . ,Alpl} y A.- dados por

Ai = diag{diag{’\1(p1-p¡+l)9- - - aAl(p¡—p.-+¡)}9Ai+1} Pi > Pí+1
AI- : Ai+1 Pi = Pi+1

15i<l,
A1: diag{Á1(p¡_p¡+1)1-n,Á1p¡}i

1>|A11|>|A¡2|>,...,|A¡,,|> 0.

Tenemos entonces que

IIA- KCII’ S IIA'1(/\)II lIA(/\)|I IAnI’ = M(/\)|Anl’
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por lo que de (5.71),

Ilekll S M(/\)|/\nl(""‘°)||5ko||
k-l

+ z: A4(A)¡A11|(*"‘1)||r.ll. (5.72)
a=ko

Pero

||T(P'1(1Ük)1uk)- I‘(90’1(Wk),uk)ll
V(Ilukll) “99-1001:+ 6k) - WWW)“

mw-IMIIISkII,

“Th”

IA|/\II

con M1 = V(M), por lo que (5.72) quedará.

Ilekll < M(’\)I'\11I(k-k°)“5ko“
Ic-l

+ z 1|!(z\)M¡mV,-1I/\11I(k-°-1)“53“’
a=ko

de donde

¡AHI-(bhmíkll S
Ic-l

MO‘NIEko”+ z M(/\)Mlmw-1l/\11|’1I/\11|—(”'°°)I|€sIK5-73)
a=ko

Supongamos que es válido el siguiente:

Lema 5.1

Sean N,ko naturales, N > ko,f : {ko,. . . ,N} -> 7220,
¿»fl G 7¿>o,l/ E R20 tales que

k-l
05f(k)SE+Z(uf(s)+I/), ko<kSN

a=ko

entonces

f0“) S (E+ NV + #f(ko)) (1 + #)('°"°°’1)

ko < k S N. I
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Tomando en el lema,

N -> oo,u=0,
e = Memes",
fl = M(/\)mw-1I/\11I_1Mly

me) = ¡AuI-<*-*°>usku,

tendremos

¡AHI-(k-Wlleku s (Momekou

+ M(A)Mlmt-a¡Ani-luchan)
k-k —1

(1+M(/\)M1mq,-z|/\n|'1) ° a

uuu s M(/\)||€ko||(¡A11I+Mlm,—z)
k-ko-I

(IA11I+ M(/\)M1mv—¡)
k-ko

¿luchan(¡Ann+ Mamma) (5.74)

6 MO) (IA11I+muy-le)
1 ’ [AHI+ M(/\)m.,,_,M1 '

Ahora. bien, de las estructuras diagonales de A(/\) y A , y de la. forma.
en que se tomó los A.- , (y por ende los A¿(A) , se tiene que

I|A(Á)|I = IIA1(/\)l| y

IIA’1(/\)II = HATO)“

Tomemos

Aá’i" "ïi-Z A11 1

A10): : É . ,

¿{in-1 ¡VIA-2 Am 1

y supongamos relaciones fijas entre los autovalores, a. saber:

A1j = olj—1/\11 2 S j S P1
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entonces,

1 1 1 1

a?“ af"? a1 1
A10) = ¡ ¡ .

-a:::i a:::ï api-1 1

Aïrl o o o
o Aïrï’ o o

_o o o 1

= Á(a)D(z\n)

cona = (a1,...,a,,,-1), a¡<1Vi. Porlo tanto,

A140) -= D'l(/\11)Á_l(a)
“A100” “¡H-10)” S III-3011)” Illa-10‘11)“ “11(0)” III-V101)"

¡{(01)

La. ecuación

Itzf(a)mq,_1M1
zPl-l0(a:)= 2+

tiene un mínimo

o [((m —1)M(a)mw-1M1)"’T] = pl”: 1 [(pl - 1)M(a)mv-:M1] É.

Por lo tanto, si

5071-1) m 1
M‘ < ( Pl ) (pl-1)M(a)m,_1’ (5’76)

- .L _

y A11 = [(Pl - 1)111(a)mq,—1M1] P1 5 ELP’IO—1) (5.77)1

tendremos que

Ilwk —wkII = IIEkIIs ¿lllíkollfi(k_k°) = ¿humo swkoufiü-ko)
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Vk 2 ko y por lo tanto, razonando igual que en el caso continuo,

- - k-k - Ic
IIIk - 2k" S mv’lmvólllzko - zkollfi( °) = ¿zllïko - 2ko||fi( "°)

Vk 2 ko I

Demostración del Lema 5.1.

Lo haremos por inducción sobre k :

o Parak=ko+1,

S f + NU+ prCo) = + 1V”+ flf(ko))ko+1-ko-1

o supongamos que vale para. k = h , entonces

h

¡02+ 1) s ¿+ E (uf(s)+ v)
s=ko

h

e + #f(ko) + (h - ko)”+ ¡u Z f(s)
s=ko+l

IA €+#f(ko)+NV
h

+ (6 + #fUCo)+ Nu)y, z (1 + #)8-ko-1
s=ko+1

= (g+ flfÜCO)+ Nu)(1 + pQ'LZ-Mi)
= (6 + #Í(ko) + Nu) (1 + #Wï-ko)

con lo que el lema. es válido. I

Observación 5.11

1. El Lema 5.1 es la. versión discreta. del lema. de Gronwall.

2. A partir de (5.65) y (5.66), si w-l y 1p son uniformemente de Lipschitz
y se cumple para I‘ la hipótesis 2. del Teorema 5.2, como la. ecuación
del error del observador reducido discreto es

€k+1 = (A - KC) '81; + f('l’-1(3/kaïbk + K -yk),‘ük)

r(1p_1(yk,wk + °yk)1uk)a
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C0

K sólo afecta a y , y por lo tanto, tendremos

“TW-¡(ykflï’k + K ' yk), uk) - Ï(1P_l(yk,wk + Ii’ -yk), uk)“

S map-lV(|Iukll)||1¡’k - wkll,

por lo que el Teorema 5.2 también será. válido para el observador re
ducido discreto.

. A diferencia con el observador en tiempo continuo, para lograr la con
vergencia del observador discreto, es decir poder tomar 0 < ,6 < 1
no basta con la selección adecuada de la matriz K . En efecto, para
p1 dado, existe una. configuración óptima a = (a1, . . . ,ap,_1) tal que
M(a) sea minímo. Como A11 viene dada. por (5.77), de (5.76) se
deduce que se debe cumplir

(P1- 1M)” 1P1 (pl —1)]ll(a)

independientemente de If . Esto impone severas restricciones en la
cota M de los controles, en el caso en que valga la hipótesis 2. del
Teorema 5.2.

Mlmqu S (

La razón de este fenómeno, puede verse a partir de la. ecuación (5.68);
en efecto, usando alli el teorema del valor medio, se obtiene

6k.“ = (A —KC) - ek + 'Ï‘k -ek (5.78)

donde

Í, = al _ 39°“ (5.79)
03 («a-¡(mm Üw 5,.

Y

9.1:= #kwk + (1 - #k)ïï)ky 0 < #k < 1,

con lo que

ek.“ = (A —KC + h.) -e¿.. (5.30)

La matriz A —KC sufre una perturbación aditiva 'Ïk , y si A —
KC + Th ha de ser de Schur, deberá. cumplirse en todos los casos
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que II'Ï‘kII< 1 , (Cfr.[66]). De esto se deduce, que para los sistemas
observables-d, para los cuales el observador general es del tipo

wk+1 = A ' wk + Nik-mk)

el problema anterior subsistirá. Una posible solución es obtener un
observador general de la forma

wk+1 = A 'wk + 1"(yk,uk)

lo que naturalmente impondrá restricciones más severas sobre los siste
mas observables-d.(Cfr.[38], [41], [48]para el caso de tiempo continuo,
para el caso de tiempo discreto no hay referencias de resultados en tal
sentido).

4. Si bien se puede establecer hipótesis para la convergencia a lazo cerrado
del observador discreto en el seguimiento de trayectorias y modelos, a
partir de las consideraciones anteriores, y del hecho que el control de
pende tanto de la amplitud de las trayectorias, (o el tipo de modelos),
a seguir, como de la velocidad del controlador, (matriz Ó), la conver
gencia del observador discreto se dará para trayectorias, (y modelos),
muy restringidos y para velocidades de respuesta muy pequeñas.

Es posible relajar las exigencias de la cota en el control dadas por el Teorema
5.2, imponiendo cotas en las perturbaciones, y sacrificando la velocidad de
convergencia fi .

En efecto, en (5.78), supongamosque 5 EVk2 ko y que
Á = A - KC es de Schur. Entonces, dada Q , simétrica y positiva definida,
existe una única matriz P , también simétrica y positiva definida que verifica
(Cfr.[65])

ÁTPÁ —P = —Q (5.81)

Y

P = Í (ÁT)"QÁ’. (5.82)
a=0

Sea V(e) = ETPE una función de Lyapunov, entonces, de (5.78), sale

V(ek) = V(ek+¡) —V(ek) = ¿{HPEHI —¿{Pak

= ¿í [(Á+ Ïk)T(Á + 'Ïk) - P] 6k

= EZ”[ÁTPÁ + “HP/i + ÁTP'Í‘k + ÍïPÍk —P] 5,,
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y de (5.81)

V(ek) = -eZQek + 2eï'Ï‘ïPÁsk + ¿{'Ï‘ïP'Ï‘kek

y si para. F matriz arbitraria definida.no negativa escribimos

¿TF-T = Hill}

tendremos

V(€k) S -||EklIÉ; + 2¿llekllllPl‘ÏH-ll + 62IIPII Ileïkll2

[-IIEk-Ilá + 26IIEkIIIIPAEkII+ ¿glIPII Ilekll2“¿k-II?»

Pero, dadas F,G , matrices simétricas definidas no negativas, y G definida.
positiva, vale (Cfr.[67]):

I/(ek). (5.83)

0 _ A (FG-1)
mas: —“€”2G,€fi - ma: a

2

min { "¿Hifi 760}“¿HG

Amin(G)l|€||2 S IISIIÉS Amu(G)IIEII2,

con Ama,(-),Am¡n(-) el mayor y el menor autovalores respectivamente. Por
lo tanto

Amin(FG-1))

Ilskllá- < -/\ .- P‘l = 5.84
¡lakuïo - "‘"(Q ) ’7‘ ( )

2EHEkHIIPA5k“ = 2EII5kIIIIEkHÁTp2Á
Ilíkllí IIEkIlP “Sk-HP

.. - l
- AmianPzAP-I) 2 _< 2C ————— = 5.80

- AMM) "2 ( )
52||6k||2||P|| /\ (P)-— <ÉL: . 5.86

“un; - AMP) "3 ( )

Por lo tanto, si 711+ 172+ 173= n < 0,ï7(ek) S 17V(sk) y entonces V es
monótona. decreciente y por lo tanto

lim V(€k) = 0 á
k-ooo

lim 6k = 0,
k-ooo
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con lo que el observador converge, con una velocidad de decaimiento que se
puede estimar como dada por Am¿n(QP’1) . _

Naturalmente, para obtener tal convergencia no sólo ha de ser A de
Schur, lo que viene garantizado por la elección de Ii" , sino también debe ser
pequeña la cota E de la perturbación, de acuerdo con (5.85) y (5.86).

5.10 Conclusiones.

1. Al igual que para los sistemas en tiempo continuo, la existencia de
observadores generales locales discretos es equivalente a la existencia
de distribuciones de invariancia condicionada local discreta.

2. Los sistemas óbservables-d admiten una forma canónica de observa
dor general, dada por la. ecuación (5.48), que se puede modificar por
adición de funciones convenientes a fin de cumplir con la. hipótesis de
convergenciaH2d.

(a) . Tanto para el observador completo discreto como para el reducido, es
necesario evaluar la estimación ik de los estados del sistema mediante
las inversas de las funciones cpy 1p, dadas por (5.37) y (5.63) respecti
vamente, lo que implica la determinación de dichas inversas, y esto es
en general complicado.

4:. . A diferencia con el caso continuo, la convergencia del observador dis
creto, aún a lazo abierto, impone severas restricciones, tanto en el
sistema a observar como en al amplitud de los controles utilizados,
restricción que se extiende a la velocidad de convergencia, así como al
tipo de trayectorias (y modelos) a seguir en el caso de la operación a
lazo cerrado.
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Capítulo 6

Simulaciones

6.1 Introducción

En este Capítulo mostraremos simulaciones del comportamiento del obser
vador tanto continuo como discreto. Para el caso continuo, exhibiremos el
funcionamiento del observador completo a lazo cerrado en dos problemas de
control:

1. El seguimiento, por parte de un brazo de robot de un sólo vínculo
acoplado elásticamente a un actuador, de un modelo bilineal comple
tamente controlable con controles acotados.

2. El seguimiento, por parte del brazo de robot de juntas rígidas PUMA
560, de una trayectoria arbitrariamente fijada en el espacio de estados.

En ambos casos se desarrollan los modelos matemáticos de los sistemas, se
construyen los observadores y los controladores, y se muestran las simula
ciones correspondientes.

Para el caso discreto, también se construye el observador completo para
un modelo ya dado en ecuaciones de estado, y se lo simula para un control
exterior de conmutación, es decir a lazo abierto.

6.2 El seguimiento de un modelo.
6.2.1 El sistema a controlar.

Consideremos un brazo de robot de un sólo vínculo, cuyo movimiento de
rotación está. controlado por un motor acoplado a él elásticamente. Tal
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acoplamiento entre actuadores y vínculos, aparece cuando la transmisión del
movimiento se hace mediante correas, cuando hay una caja reductora entre
ellos, o cuando el eje del actuador es muy largo.

Generalmente se modela dicho acoplamiento, llamado junta elástica, me
diante un resorte lineal de torsión que vincula al eje del actuador, supuesto
rígido, y el extremo del vínculo. En nuestro caso, el modelo obtenido es el
que muestra la figura:

#2,

Ho ¿“or

Figura 6.1
El sistema viene descripto por dos ecuaciones diferenciales de segundo

orden, una que caracteriza el balance mecánico en el eje del actuador, y
otra que caracteriza el balance mecánico del vínculo. Llamando ql y Q2 a
los ángulos que forman el eje y el vínculo, respectivamente, respecto de un
marco fijo de referencia, la ecuación del actuador se puede escribir:

- K ‘11

J" F ——r( ——)=T 6.11411+ 141 N 92 N ( )

en la cual JI es el momento de inercia del eje y la caja de reducción, F1 es
la constante de fricción viscosa, K, la constante de elasticidad del resorte
que representa el acoplamiento elástico, N es la relación de transmisión de
la caja reductora, y T el torque producido por el actuador en el eje. Por
otra parte, la ecuación en el vínculo es:

Jgijg+ Fzáz+ K, (q; - + mgcos(q2)= 0 (6.2)

en la cual m y d son la masa y la posición del centro de masa del vínculo,
respectivamente.
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Si elegimos el vector de estados

31 (11

22 (11z: = 6.3
33 (12 ’ ( )

24 dz

y como salida tomamos, como es natural, la.posición angular Q2 del vínculo
respecto del marco fijo de referencia, el sistema. completo se escribirá en la.
forma:

é = f(1=)+ 9(I)u 6.4{ y = ( )
con

33 0
934 0

f(z) - ¿755m+ fi“ _ ¿“isa 9(z) — Í (6-5)
¡it-¡vn — gar-1:2 — 1ffzicossccg) — 5927-24 0

y

h(a:) = 2:2, (6.6)

donde hemos tomado u = T la. entrada a.1sistema.

6.2.2 El observador.

Como

L¡h(a:) = :4 (6.7)

L?h(z) = 2%21 —%22 - "392d608(22)- 51-?“ (6.8)

L?h(a:) = ¿1411,33- 5%“ + 5-2322+ %m g d cos(a:2)

- + - -n;¿;sen(zg)]9:2 (6.9)
se vé que

Lgh(a:) = LgL¡h(:r) = L9L3h(z) = o

L9L3h(a:) = 960 (6.10)
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VI . Por lo tanto, con l = m = 1, p = 4 se vé que el sistema cumple con las
hipótesis de la Proposición 3.2 y por lo tanto admite un observador de tipo
Luenberger.

Por otra. parte, de (6.7) - (6.10), (3.13) y (3.27), se tiene

h(:r:)

w = 90(2)= ¿{1:8 (6.11)
L¡h(z)

Jfigwa+ Nwl + EÉfÉcos(w1)+#5le
wl= 6.12

z so ágil.“ + N102+ HK-ïzwa- Wseflwfiwg ( )
102

De (6.11), obtenemos

N —fl¡'é‘fïissenCEg) 9?? 0

(‘P_1)-(<P(5)) = N d 1 N 0d Ne? N9]
——¡'\C‘f—:i4cos(:ï:2)N —TTF-Lsenfin) Tr?-

0 1 0 0

Entonces, a.partir de (3.47), tomando

k1

K = k2 , (6.13)k3
k4

las ecuaciones del observador serán:

¡Él = 523+ —Npgd36n(ig)) k1lr
NF; NJ; 

+ .Kr k2 + ¡{r k3] (y - 172) (6.14)
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¿2 = 5:4+ k1(y —52) (6.15)

. _ Il,- . ¡(r 'h F1 . 1
23 _ JIN2 1+ .11sz J, “’3+ Jl u (6.16)

+ [- Nggdí4cos(52)kl + (N —Níjgdsenügo k2T xr

NFZ _ NJg _

1 _ Ir, . I(r‘ . ‘ a A
24 — J2N21 J2 2:2- J2 cos(zz) J2 2:4+ k2(y zz) (6.18)

6.2.3 El modelo a seguir y el control de seguimiento.

El modelo cuyo comportamiento entrada. - salida pretendemos seguir es uno
completamente controlable con controles acotados. Esto es particularmente
importante porque al ser el modelo capaz de alcanzar cualquier punto de su
espacio de estados en tiempo finito, con un control acotado independiente
mente de tal punto, lo mismo sucederá. con el espacio de salida de nuestro
sistema, es decir, se podrá alcanzar cualquier punto de él en tiempo finito.
Además, para el modelo bilineal que se pretende seguir, basta tomar el con
trol saturado en los valores máximo y minimo, lo que permite determinarlo
mediante métodos de minimización estoca'stica (Cfr.[51]). La ventaja de esto
reside en el hecho de que no es necesario cambiar 1a cota del control cada
vez que de pretende alcanzar algún punto del espacio de salida. del sistema
no lineal. El modelo que se pretende seguir responde a las ecuaciones:

f7 = A77+N77w+b77
yb = CTI

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

A _ 0 0 O 1 6- 0
a1 a2 a3 a4 1

0 0 0 0

0 0 0 0

N — O 0 0 0

77.1 ng 77,3 71,4

c = [1 o o o]
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En [52] se dan las condiciones para que un sistema no lineal pueda seguir
a este modelo bilineal, y se puede ver que nuestro sistema cumple con las
hipótesis allí establecidas.

La ley de control conociendo los estados del sistema, de acuerdo a (4.127),
vendrá, dada por

cA477—L}h(z) cAab + cAaNn... (e 20)

0 .
Dado que en nuestro caso utilizaremos las variables de estado estimadas por
el observador, el control vendrá. dado por la ecuación (4.128):

cA4'r]- L‘}h(i) cAab + cAaNnm
LgLÏhfiz) LgLÏhfir)

u:
1 4 -_1 - --1—, g- L’ ha: —cA’ 17. 6.21

Lng}h(z); J( j ( ) ) ( )

6.2.4 Simulaciones.

En este apartado se muestran los resultados de la simulación del seguimiento
del modelo bilineal, cuando se supone que el control exterior, (w), está. aco
tado por el valor M = 0.3 .

En este caso, y de acuerdo a [52], obtenemos los siguientes valores para
las matrices A y N :

a1 = —8.5, a2 = 6, 113= —9, a4 = 0

nl = —7.5, 77.2= 10, 17.3= —3, 114= 4.

Supusimos además las siguientes constantes para el sistema:

m.= m,N=uLm=Lg=9sLd=u3J1=uLh=MJth5=ma
Con el objeto de tener una cierta velocidad de respuesta en el seguimiento,
tomamos los autovalores del controlador, y del observador como

{-5,—5¿,—52,—53}

{-6,—61,—62,-63L
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lo que resultó en los siguientes valores para los coeficientes de las matrices
G, y K respectivamente:

91 = 296.184, 92 = 285.686, ga = 103.31, g4 = 16.6

k1 = 24.6, k2 = 226.9, k3 = 930.1, k4 = 1429.6.

Los resultados de las simulaciones se muestran en las figuras 6.2 a 6.9:
Las figuras 6.2 a 6.5 muestran los errores de observación e,-= 5:.-—2.-,

1 5 i 5 4 respectivamente; en ellas se puede ver que la convergencia a cero de
dichos errores se da en aproximadamente 1.6.seg., es decir aproximadamente
tres veces la constante de tiempo más lenta del observador.

En la figura 6.6 se puede ver el error de seguimiento de la salida. del
modelo, ey = y —yb , que está. en la banda de 0.2 , y que converge a cero en
aproximadamente 2.13eg. , ligeramente más lento que para el observador, ya
que esta dinámica viene regida por los autovalores del controlador.

En la figura 6.7 se vé la trayectoria de las salidas del modelo y del sistema,
y como esta prácticamente se confunde con aquella. a los 2.13eg. .

La figura 6.8 muestra el control w que se le aplica al modelo, para que
este siga la trayectoria de salida que se vió en la figura anterior, y la figura
6.9 muestra el control u , esto es, el control que efectivamente se le aplica al
sistema para seguir al modelo.

Los errores iniciales de observación y salida se tomaron como :

el = —0.1, 62 = —0.1, es = —0.2, e4 = —0.2, ey = 0.1

En estas figuras se puede ver el correcto comportamiento del observador
a lazo cerrado en el seguimiento del modelo propuesto.

6.3 El seguimiento de una trayectoria.
6.3.1 El sistema a controlar.

En este apartado consideraremos el seguimiento de una trayectoria por
parte de un brazo de robot de juntas rígidas. Este sistema se puede conside
rar como una cadena Cinemática abierta constituida por n cuerpos rígidos,
(los vínculos) unidos entre si y a un punto fijo mediante n articulaciones,
en las cuales están ubicados los actuadores, (motores).
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Si, por simplicidad suponemos que las juntas son rotatorias, el comporta
miento del brazo de robot de juntas rígidas viene descripto por las siguientes
ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden (Cfr.[26])

n n n

Z: Dijiij + Iaifii+ z Z: Dijkáiáj + Di = T." (6.22)
j=1 j=l k=l

1 5 i S n , donde

o n es el número de juntas,

o (¡ha-,5,- son la posición, la velocidad y la aceleración angulares de la
junta 2',

o T,-es el torque actuante en la junta i,

o D,-¡,Di, son las inercias efectivas y acopladas,

o Ia,-es la inercia del actuador refejada en la junta i,

o D;_,-_,,D,-_,-kson los coeficientes de las fuerzas centrípetas y de Coriolis,

o D.- es la fuerza de gravedad.

Supondremos que los actuadores del manipulador robótico son motores de
corriente continua controlados por armadura, y cuyos voltajes de entrada
son las variables de control. La tensión de armadura del i-esimo motor viene
regida por la siguiente ecuación:

Rd; + L¿% + ICE-d-dwt-í= u,- (6.23)

l S i 5 n , con

o w,-es la posición angular del rotor,

o R,-es la resistencia del circuito de armadura,

o L,-es la inductancia del circuito de armadura,

o i,- es 1a corriente de armadura,

o Kf es la constante de tensión del motor,

o u,- es la tensión -de armadura.
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Más aún,

Mi = Niqi, (6.24)

T.- = N.-Ix"¡Ti,- (6.25)

donde

o N,-es la relación de transmisión de la, i-esima. junta, y

o K? es la. constante de torque del i-esimo motor.

Para. obtener una, ecuación dinámica. que tenga. en cuenta. tanto alos actua
dores como al brazo robótico, se debe combinar las ecuaciones (6.22), (6.23)
y (6.24), con lo que se obtiene (Cfr.[20]), si q = (q1,q2,. . . ,qn)T , y

D11 + Ial 1712 Dln
D12 D22 + Iaz D211

= D1 z z a
Dnl Dn2 Dnn + Ian

. L1 Ln

D1—diag{m,...,m}
P(q,a,q') = [P1(q,á,a'),...,Pn(q,q,á)1T,

donde

12'. n n n

R(q,á,á')= zDüÍÍHIaiÜi+É;Dukáják+Di+t | j=1 j=1 :1

Li n - .. n " - , ,

+ Nkr Díj‘lj++22 (Dijk4j9k+' ' j=1 j=1k=1

+2DijkÏÍjÓk) + D.-] + ¡(fm-q;- i: 1, . . . ,n,

el sistema. completo escrito en la. variable de estados a: (Cfr.[28]):

5:1 3:2 0

:¡:= ¿2 = :3 + o u, (6.26)
5:3 . —D-1(21)P(:c) D—1(a:1)

conzl=q,22=áa.ndza=ij,o

i = nz) + É9j(ï)uj(t)v
j=1
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donde

22

f(-'B) = ‘53
—D"1P(a:)

dj(a:) el la j-esima columna de la matriz D’l (dimensión n ),
gJ-(z)= (0,.. . ,0,dj(z))T (dimensión 3n).
En nuestro problema de seguimiento de trayectorias, supondremos que

los estados a los que tenemos acceso son sólo las posiciones angulares q, su
posición que se ve corroborada en la práctica por la dificultad de la medición
de velocidades o aceleraciones (Cfr.[50]). Por lo tanto, las salidas del sistema
seran

y¡=h¿(z)=z} =q.- i: 1,...,n. (6.27)

6.3.2 El observador.

De las ecuaciones del modelo (6.26) y (6.27), sc tiene

L¡h.,-(z) = á.‘

ngL¡h¿(a:) = Ü

L3h¡(a:) =
ngLfih.-(z) = dj.-(z)

donde dj,-(:c) es el i-esimo elemento de dj(l') .
Dado que la matriz D-1 es inversible globalmente, (es la matriz de los

términos de inercia y por lo tanto simétrica y definida positiva), el sistema
cumple con las hipótesis de la Proposición 3.2, con pl = pg = . .. = pn = 3

En este caso, podemos pues tomar el cambio de coordenadas

w = 4,;(2) = [h1,L¡h1,L}h1,...,h,.,L¡hn,L}hn]T
= [Q1,ál,fih- - - ,‘In,án,¿jn]T

En las nuevas variables w el sistema (6.26) se escribe

'l.í)-2 = w;

w? = LÏh-'(<P'1(w))+ÉngLÏhi(9°’l(w))uj(i) (6.28)
j=1
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con w} = q,- (posiciones), w? = q".-(velocidades), w? = (j,-(aceleraciones),
i= 1,.. .,n, y la matrix LgL¡h= D’l.

Tomando, como en el Capítulo 3, las matrices siguientes:

o 1 o

A = diag{A1,...,An}€R3""3", A.-= o o 1 ,
o o o

o

B = diag{B¡,...,Bn}E723"xn, Bi: 0 ,
1

LpH (L3h¡,...,L‘}hn) e 71"“,
C = diag{Cl,...,Cn}E7€""3", C.-=[1 o 0],

la equación (6.28) se escribe

a, = Aw+B[LpH(so'1(w))+D'1(go‘(w))u(t)] (6.29)
y = Cw, (6.30)

De 1a forma de (p , que es una transformación lineal, (en realidad es una
permutación), se deduce que es indistinto considerar la variable a: o la w .
Por lo tanto podemos construir el observador según la ecuación (3.45), en
vez de la (3.47) como en el ejemplo anterior. Entonces, teniendo en cuenta
(6.30), la ecuación del observador será

ú; = (A —¡{0)11»+ BLpH(Lp_1('Lïa)-+ BD'1(90'1(21))1L + Ky (6.31)
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con K E Ram“, de la.forma

" kn 0 0 '
ku 0 0
¡313 0 0

0 kn 0

0 ¡622 '

0 1:23

O

knl

: : kn;
. 0 0 kna J

6.3.3 La trayectoria a seguir y el control de seguimiento.

Consideremos la trayectoria a, seguir, dada. en el espacio de estados según

wd(t) = ( qeu 4.11 ¿1.11 «Ian (¡un ¡1da );

si tomamos los errores siguientes:

€(t) = ú)(t) - w(t)
¿(0 = w(t)-wa(i)
e(t) = 1D(t)-w¿(t)=6(t)+s(t)

entonces, si disponemos de los estados verdaderos del sistema, de acuerdo a.
(4.63), tendremos que el control exterior para.el seguimiento de la trayectoria
en forma. asintótica. será.

qíi)(t)
v = 5 —Gm), (6.32)

qáikt)
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donde la, matriz de ganancia de seguimiento Ó es

911 912 913 0 0 0 0 0 0

G, = 0 Ü 921 922 923 0 0 (6.33)

0 0 0 0 0 0 gn] 91:2 9113

y el control de realjmentación, que entra efectivamente al sistema, de acuerdo
a (4.64) es

u = -D(‘P-1(w))LF‘H(‘r’-1(w)) + D(<P’1(w))v- (6-34)

Como en nuestro caso se usa la estimación ú) , utilizamos para v la.ecuación
(4.69), con lo que

qíÏ)(t)
í) = - —Óe(i). (6.35)

«13:30)

y para u la (4.70)

u = -D(‘1P—1("Ï’))LFH(99-l(ú’)) + D(9°’1(ú)))ï)- (6-36)

Dada la particular estructura del sistema robótico aquí considerado, se puede
ver (Cfr.[50]) que este cumple las hipótesis del Teorema 4.4 y por lo tanto
se podrá. encontrar matrices K y Ó que permitan seguir la trayectoria con
1a velocidad de convergencia deseada.

6.3.4 Simulaciones.

En 1a simulación se implementa el seguimiento por parte del modelo del
brazo de robot de la siguiente trayectoria:

qd1(t) 0.041”2 + 0.1257r
QdÜ) = 9:12“) = 0.55en(0.47.'t) ,

qaafi) 0.4z

con 0 5 t 5 5 segundos.
Este seguimiento se realiza a lazo cerrado con el observador anterior y

según la ley de control dada por (6.35) - (6.36). Usamos el modelo dinámico
del manipulador robótico PUMA 560 ([27], [28]). Sólo las tres primeras
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juntas de este manipulador se modelaron y simularon. Los motores tienen
una potencia de 100 Watts, y voltajes de saturación i 45 volts.

La matriz Ó se eligió de forma tal que los autovalores en las ecuaciones
de error de seguimiento del sistema controlado (4.76) para cada junta fueran:

{—15, —14 — 13}.

La matriz K se eligió para que los autovalores en las ecuaciones de error de
observación (4.77) fueran:

{—17, —18, —19, —20, —21, —22, —23, —24, —25}.

Las condiciones iniciales para la simulación se tomaron:

q1(0) = 0.6, ¿12(0)= 0.1, q3(0) = 0.2= = =
¿(0) = ¿{(0)= = ái= 0 i: 1’213'

Los resultados de la simulación se pueden ver en las figuras 6.10 a 6.17.
Las figuras 6.10 - 6.12 muestran los errores de seguimiento angulares, de
velocidad y de aceleración respectivamente, según

ej = «11(1)- «¡ct-(t)

e.‘Í+3= _ ádj“) = 112,3
ej+6 = ¿130)- 611,0)

Las figuras 6.13 - 6.15 muestran la performance del observador alazo cerrado,
exhibiendo los errores

eoj = «ii-(t)—mi)
eoj+3= _ '=1,2,3
“¡+6 = EN) - (4%“)

La figura 6.16 muestra los voltajes de control reales de los motores de las
tres juntas. La comparación entre las trayectorias real y deseada del efector
del brazo en el espacio de trabajo se muestran en la figura 6.17, donde se
pueden ver los errores de posición en las tres coordenadas enemy ez.

En las figuras anteriores se puede apreciar la diferencia de velocidades de
convergencia del observador y de las trayectorias, lo que refleja las diferencias
entre los autovalores de diseño. También se puede apreciar el excelente
comportamiento de todo el sistema a lazo cerrado, pese a que las condiciones
iniciales fueron elegidas en forma por demás desfavorables. Asimismo, se vé
que los voltajes de control se mantienen dentro de la zona de no saturación.
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6.4 Un observador en tiempo discreto.

6.4.1 El sistema y el observador

Con el objeto de mostrar las técnicas de diseño del observador discreto com
pleto expuestas en el Capítulo 5., consideremos el siguiente sistema:

(31)k+1 = (1+(31)k)uk
(22)k+1 = (21)L-+(I3)k (6-37)
(3:3)k+1 = ((33)k+003((ï2)k))uka

con salidas

(3/1)k = (32h 6.38
{ (y2)k = (¡51)k- ( )

Entonces, a partir de (5.37), (5.39) y (5.48), obtenemos:
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90(2) = 21 + Ia , (6.39)
31

0

I‘(z,u) = 1+ 1:1+ cos(:1:2)+ 3:3 u, (6.40)
1 + 131

y además, pl = 2, pg = 1. Entonces, se puede ver que si w = Lp(:c),
tendremos

(w1)k+1 = w2)k
(w2)k+1 = ((102),.-+ cos((w1)k) + uk)uk (6-41)
(w3)k+1 = ((wa)k+uL-)uk,

Y

wa

Lp'1(w) = wl . (6.42)
wz — wl

Por lo tanto 1aecuación del observador, de acuerdo a (5.54), será:

(51)k+1 = (1 + (51)k)uk + kim/2)): -(51)k)

(¿zh-+1 = (f1 )k + (Ía)k + ki((y1)k - (52M) (6 43)
(Ía)k+1 = ((53)): + cos((í=2)L-))uk '

+ kÏ((y1)k - (¿2)k) - k%((y2)k-(51)k)
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Como 7719-1= ||(<p'1).|| = 1.618 y

l|1"(ï,u)-I‘(I,u)|| < IIBIIIlIÍ-mll Iul con
0 0 1

B1 = 1 1 1 , entonces
1 0 0

V(||u||) _ 1.8478|u|.

Si tomamos fi = 0.8 y a = 0.1, tendremos A“ = 0.4,Á12 = A22= 0.04,
M(a) = 3.0125 y

0.36 0
Ii" = 0.016 0

0 0.04

6.4.2 Simulaciones.

En las figuras 6.18 - 6.24 se exhiben los resultados de la simulación del com
portamiento del observador a lazo abierto para un control de conmutación
con valor de saturación 0.6 y un tiempo de muestreo de 0.05 seg. Las con
diciones iniciales se tomaron como:

21 = 22 = 3:3= —0.2,5:1= -2.3, 52 = —Ü.5,133= 1.2.

En las figuras 6.18 - 6.20 se pueden ver los errores de observación e; =
í¿ —z.-,i = 1, . . . , 3 ; en ellas se puede apreciar que el error cae prácticamente
a cero para t = 0.6 389., lo que es coherente con la adopción de ,6 , pues al ser
el tiempo de muestreo At = 0.05 seg., el tiempo de decaimiento corresponde
a doce pasos de evolución, y fi” E”0.055 .

En las figuras 6.21 - 6.23 se ven las trayectorias reales en el espacio de
estados, y en la 6.24 el control exterior aplicado.

Es importante notar que de acuerdo a la ecuación (5.76) debería ser
lu] S 0.06 ; sin embargo la simulación muestra el adecuado funcionamiento
del observador para controles diez veces mayores que tal cota, por lo que
podemos concluir que limitación en las amplitudes de los controles dada por
la ecuación antedicha es bastante conservativa. De todas formas el compor
tamiento, respecto de la velocidad de convergencia es el predicho por los
resultados del Capítulo 5.

170



6.5 Conclusiones.

En este capítulo se simuló el comportamiento del observador continuo a lazo
cerrado tanto en el seguimiento de modelos como en el de trayectorias, y el
del observador discreto a lazo abierto. Las simulaciones para el observador
continuo se hicieron sobre sistemas reales con los siguientes resultados:

o En el primer caso se simuló un brazo simple de junta elástica,y se si
guió el comportamiento entrada - salida de un modelo completamente
controlable con controles acotados, tarea particularmente importante,
dada la relativa sencillez del modelo, así como la posibilidad de de
terminar fácilmente para éste controles saturados de amplitud fija. El
comportamiento del observador se ajustó a las pautas fijadas en el
Capítulo 4.

En el segundo caso se simuló el comportamiento de un modelo comer
cial de manipulador robótico, en el seguimiento de trayectorias. De
nuevo, el comportamiento del sistema a lazo cerrado, se ajustó a los
resultados obtenidos para el observador presentado.

La simulación para el observador discreto, se realizó sobre un sistema des
cripto por su evolución en el espacio de estados, con control de conmutación,
y a lazo abierto. El comportamiento fué acorde a los resultados del Capítulo
5 en lo que respecta a la velocidad de convergencia, y muy superior a ellos
respecto de las cotas del control.
De lo expuesto anteriormente, se vé la relativa sencillez del diseño de los
observadores, tanto continuo como discreto, y el correcto funcionamiento de
los mismos en las tareas de control propuestas.
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OUTPUT CONTROLLABILITY OF
NONLINEAR SYSTEMS WITH

UNIFORMLY BOUNDED
CONTROLS'

C. E. D’A'rrELus‘ ANDR. A. GARciAz

Abstract. The problem we deal with in this paper is the output controllability
of a smooth single input-single output nonlinear system using unilorrnly bounded
controls. i.e.. the control a) is bounded -|w(t)| s M- for a given M> 0 independ
ent of the point to be reached in the output attainability set ol the nonlinear sys
tem. The approach to the problem consists of a modification of the system by
using dynamic feedback so that the input-output behavior ol the closed loop
matches that of a bilinear system completely controllable with unifonnly bounded
control. We include an example that shows the success of the approach.

Key Words

1. Introduction

The problem of output controllability of linear systems has been studied
since the first years of modern control theory (Brockett and Mesarovic, 1964;
Wonham, 1979;Athans and Falb, 1966; Morse. 1971). This paper deals with the
output controllability of single input-single output nonlinear systems of the fol
lowing type:

2= f(x)+g(x)u. (1)

y = HI). (2)

wherere :7" andf, g,he W
Dun'ng the last decade, a geometric theory for this class of systems has

been developed (Isidori. 1989; van der Schaft, 1990), which has led to interest
ing applications in various fields of control engineering, like robotics, chemical
reactors, etc.

Problems such as exact linear-ization, model matching, trajectory tracking
and perturbation decoupling were solved by using nonlinear coordinate trans
formations and nonlinear feedbacks of the forms
1. (static) u = a(z)+ b(x)w ,
2. (dynamic) u = a(z, x)+ b(z, x)a),
where z is the state of other dynamícal system, different from (1)-(2).

' Received by the editors July 25. 1991 and in revised [onn July 30. 1992.
‘ Comisión Nacional de Energía Atómica. Centro de Cálculo Científico. Centro Atómico

Constituyentes. Av. LibertadOr 8250. 1429 Buenos Aires, Argentina.
1 Departamento de Matemática. F.C.E. y N.. Universidad de Buenos Aires. 1428 Buenos Aires.

Argentina.
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In this framework, the control a) is designed in order to satisfy the desired
performance. ln the case with which this paper deals, i.e., the output controlla
bility, we consider an important practical restriction: the control a) must be
bounded due to physical reasons. Then, the problem is the following. given a
point 5' in the output attainability set. look for a uniforme bounded conU'ol a).
such that the corresponding output y(t) reachs y in finite time. We emphasize
that uniformly bounded control means Iw(t)ISM, Viato, for a given M>0
independent of 5'.

With this aim, a dynamic nonlinear feedback will be used in the system (1)
in such a way the closed loop input-output behavior matches that of a com
pletely controllable system with uniformly bounded controls. This is a classical
“model matching problem" and has been solved usually to match linear systems
(di Benedetto. 1989; di Benedetto and Isidori, 1986). The class of linear sys
tems is not good enough in the case of complete controllability with uniformly
bounded controls. In fact, as it is well known (Mohler, 1973), a linear system
.1?= Ax + bv is not completely controllable with v bounded, if the eigenvalues of

A have negative real parts. Furthermore, in any linear system, every output
value that can be reached in finite time can be reached with a bounded control,
but the bound dependson the output value to be reached.

In order to apply certain results of controllability using unifome bounded
controls (Mohler, 1973), we will solve the bilinear model matching problem and
demonstIate that given a nonlinear system (l)-(2), it is always possible to con
struct a bilinear system completely controllable with unifome bounded con
trols that solve the bilinear model matching problem.

The paper is organized as follows. In Sec. 2, we show an example in which a
linear model that solves both the model matching problem and the stabilization
problem is not good for reaching a given value of the output. This example is
continued in the last part of the paper, where we show a bilinear modificaúon
of the linear model that allows us to reach every output value with the same
constrained control. The bilinear modification is made, using the results that
we show in Secs. 3 and 4. In Sec. 3, we solve the bilinear model matching
problem. and in Sec. 4, we establish the conditions under which it is possible
to choose a completely controllable bilinear system with uniformly bounded
control for solving the model matching problem.

2. Example. Part 1

We begin with some definitions. The system (1)-(2) has strong relative de
gree r, if Sastry and Bodson ¡(1989)
ofork=0.1, r-2 andforallx

L,L;h(z) = o

o for all z

IL,L;"h(x)I 2 e > o,

where L¡h (x) : .55?"—>'9? stands for the Lie derivative of h (x) with respect to
f (x): i.e..
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8h(x)L h x = —- x .
¡ ( ) ax f( )

We consider the f0110wingnonlinear system in .522:

11.1=-x¡+x2 "'—x%

iz = -21¡ + 4:2 + x112 - 2x3 + (3x.Ï+1)u . (3)

y: 12

Pl = (0. 0) is an unstable equilibrium point, and Pg= (O. 2) is an asymptoücally
stable equilibrium point The strong relative degree is r = 1. since

L¡h(x) = 3x3+1i 0, V:e fi?

The linear system

z' = Az + ba)

] (4)y=cz

with

_ 01 _ 0 _
A_[alaz],b-[1], No“

solves the linear model matching problem (Isidori, 1989) for both al and a2,
using the dynamic feedback

cAz-L¡h(x)+a)
Lgh (x) '

Then, if x2(0)=zz (0), we obtain 12(t)=zz (t) Vtz 0; i.e., the same input-out
put behavior a) - y. Taking al = —2 and a2= - 4, the resalting linear system,

(5)u(z, x) =

¿1:22
22=—2zl—4zg+w, (6)
yl=22

is a compensator for (3); i.e., the pair formed by the compensator (6) and the
feedback (5) solves the dynamic stabilization problem (Bacciotti, 1992). In fact.
the closed loop (3)-(6)-(5) is

1.1= _x1+ Ig _%x%
x'z = -22l - 4x2 + a) (7)

z'1=12

and

1 1

V(11.12. zl)= Xi + íxg + —8'Zi
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is a Liapunov function for the free system corresponding to (7). Thus, the con
trol a) E 0 locally stabilizes the closed loop system (7) in (0, 0, 0), and so an
important control problem is solved.

However, the linear model (6) it is not good enough for solving the output
controllability problem.

In order to analyze this assertion, let us consider that we want to dn've the
nonlinear system (3) from a given initial state in a neighborhood of (0, 0) to
ward the stable equilibrium point P2= (O, 2), using a constrained control.

We observe that, in the free system corresponding to (3), the point (0. 2)
is an attractor for the points of the form (xl, 2), since i,=—x¡, ig = 0 and
zz = 2. In consequence, we could think of using the linear model matching
control scheme previously described, because we are facing an output control
]ability problem: to reach 5'= 2 and then on set u(t)= Oin (3).

As we have seen, the input-output behavior w- y of the closed loop
(3)-(6)—(5) is the same as the input-output behavior of the linear system (6).

Then, if we are able to design, on the linear system (6), a control function a),
such that the output reaches the value 5'= 2 in finite time, the objective will be
fulfilled.

Let us suppose a constained control Ia)(t)Is 1.5, Vtz 0.
For linear systems of type (4), it is easy to verify that, when 0< a; + 4a,,

|22(t)ls":')="=¡
¿172+ a,

where 23(t) is the solution of (4), corresponding to the control a1(t) and (0, 0)
as an initial condition. Then, in our case, I22(t)I <1. 5/ w/ï < 2, that is, the linear
system cannot reach the desired target 3’: 2. Obviously, with a different linear
system, the desired output value could be reached, using the same constrained
control; but in general, for each output value, we have to choose a different
linear model. This drawback will be solved. using bilinear models. as we will
see in the following sections. We will come back to this example in Sec. 5.

3. Bilinear Model Matching

In the following, we will consider that the initial condition xo: 17(0) is an
equilibrium point of the system; i.e., f (xo)=0; furthermore, without loss of
generality, we will suppose that h (xo) = 0.

Proposition 3.1 Given
1. the system (1)-(2) with xo= x(0) and strong relative degree r< ac,
2. the bilinear system

á=Az+Nzco+bw, (8)

yo = cz (9)

withzE Q”, A,NE ym”. be fin“, ce fin“, z(0) ,and
(a) strong relative degree n, = r
(b) m 2 fo.
then there exists a dynamic feedback,
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u = a(z. x) + B(z, x)a), (10)

with a. [3€ 1?“. such that for all t20 the input-output behaviour a) —y of the
closed loop system (1)-(2)-(8)-(9)-(10) is the same as the input output behav
iour w - yb of the bilinear system (8)-(9).

Proof. We consider the expanded system,

i = AZ 0 Nz+b
[Í] [f(x)]+[g(x)]“[ o ]wv (11)

e=h(I)-Cz.
We look for the functions a(z, x) and 13(2, x), so that by using the feed

back (10), the output e becomes independent of a). Defining

_z __Az =0
¿-L],H@—[flp} m0 {un}

ma=huy-u,mp=[”ï*}
the system (ID-(12) can be written as

¿=na+0@n+P@m. (m)

e = H (fi). (14)

and we may consider u as the control and a) as a known perh1rbaúon.’l'hen, the
problem can be stated as a disturbance decoupling problem (Isidori, 1989). Let us
calculate the relative degree 75 of the system (13)-(14) without perturbations;
i.e., a) = 0. As

L}H(¿) = —cA"z+ L}h(x), (15)

aL*h(x) ok = _ k r
LGLFHG) [ cA ——ax Hgm]

=L,L}h(x), szo, (16)

then rE= r. Replacing (10) in (13), we obtain

é=Ha+Gunma+mam+Pum
=mwncumwn+mumunmam.

Following Isidon' (1989, p.199-201), the decoupling problem can be solved,
if and only if

[G(¿)B(¿)+P(¿)le Q‘G)
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and

= _ UPM)
a(€) LGLPHG) . (17)

where

y ama
. C

.QJ‘ = ker 3

aLF‘I'Hfí)
3€

F ahng-c
a;

ker .

8L;'lh (x)
a:

_cAr-l

é ker ;á’(¿).

This irnplies that the following must hold:

fi(¿)[ G(é)fi(¿)+P(¿)l = 0.

Consequently, fi (á) = ,6(z, x) must verify

-ch - cb+ ,6(z, x)Lgh(x) = 0,

-cANz - cAb+ fi(z, x)L¡L¡h(x) = 0,

.... .. = o,

-cA"‘Nz - cA"’b + fi(z, x)L¡L'¡"h(x) = 0.

Since the relative degrees of the bilinear system and the nonlinear system are
equal by hypothesis, the former equau'ons are trivially.idenu'cally zero, except
the last one, from which we obtain the function ,6

cA"‘Nz+cA"lbz, x = ——————. 18
m ) L,L',"h(x) ( )

Finally, from (15)—(16)—(17)-(18),the control law that solves the decoupling
problem is

u= a(€) + /3(€)a>

= cA'z—L;h(x) + cA"'b+cA"‘Nz (19)
L,L',"h(x) LgL'f‘h“)

Using this feedback, the output e is decoupled from a); i.e., e(t) is the same
whatever a) may be; in particular, setting a) = 0 in (13) and (19) we obtain
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¿= Fm + G(¿)a(;’). (20)

e = H (¿). (21)

The point ¿o=[ 0. xo l' is an equilibrium point of (20), because

f (xo) = 0.

L;h(xo) = 0,

L¡L'¡"‘h(xo) ae 0

and

_ o o _ L;h(xo) _
F(¿o)+ e(¿0)a(¿o)— {nm} [MMM -——L‘L,¡-.h(,°)

Then, ¿(U = ¿o, Vtz 0 and H(¿°) = 0. Therefore, e(t) = 0, Vtz 0: i.e., there will
be an exact output tracking on [ 0, ao].

4. Bilinear Systems and Bounded Controls

As we have said, the reason for treatíng bilinear model matching is that for
some of such systems, it is possible to obtain complete controllability with uni
formly bounded controls. With this aim, we will use phase-variable bilinear sys
tems (Rink and Mohler, 1968); i.e., those that verify

z' = Az + Nza) + ba), (22)

y = :2. (23)

where

0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0

A = : y N = 5 Z o

0 0 0 1 0 0 0 O

al ag 03 a," 711 no 713 71m

b=[00---0b,,,]', c=[c¡c2 c3 cm].

For these systems, the following result holds:

Proposition 4.1. (Mohler, 1973; Rink and Mohler, 1968) Consider the
phase-variable bilinear system (22)-(23) and a compact set K, such that
OEKcáïLetforeachcoEK,

_ 9?” =
Z(w) —[ze Dm,” +ba> o}

with D(a>)=A + Na), by the set of equilibria of (22). Then, (22) is completely
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controllable with unifonnly bounded controls, if there exist two points to" and
w' in the set K. such that
1. the real parts of the eigenvalues of D(w‘) and D(a>') are positive and nega

tive, respectively;
2. Z (w’) and Z (w’) belong to the same connected component of Z (K).

Proposition 4.2. A phase-variablebilinear system alwaysexists, verifying
follow-ingconditions:
1. it is completely controllable, using uniformly bounded controls;
2. it solves the bilinear model matching problem.

Proof. Let r, be the relative degree of the bilinear system. In order that r, = r
(r is the relative degree of the system (1)-(2)), it suffices that

cb = cAb = cAzb = = cA"2b = 0. (24)

cN = CAN= cAzN = = cA"2N = 0. (25)

cA"’b# 0, (26)

cA"‘N# 0. (27)

However, the bilinear system is a phase-variable one, so

cb=[c¡ c2 cm] = cmbm.

Since b,,lá 0, then c,"= 0 in order to verify (24). Yet,

0 1 O 0

cAb=[(:l c2 c,,,_¡ 0] o 1
¿1 a2 a3 a.”I b,"

0

=[0 cl cz c,,,_¡l =c,,,_¡b,,,,

b;

and c,,,_¡=0. In the same way, we obtain c,,._,.=0 for lsksr-Z in order to
verify (24), and from (26). c,,_,_¡ á 0. Then, if the vector c is

c= [cl c3 cm-,_¡ 0 0]. (28)

the conditions (24) and (26) hold. Since each column of N has the same form
as b, the vector c also verifies (25) and (27); i.e.,

cA*N=[00 0 0], OSkSr-Z,

CAr-IN = [Cm-7+1"! cm-anm 1"-"
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Summing up, if the vector c has the fonn (28). then r, = r. Thus, the hypothesis
(a) of Proposition 3.1 is satisfied. The bilinear model matching problem is solved.
using a phase-variable bilinear system (22)—(23)with m2 r (hypothesis (b),
Proposition 3.1).

We will show now that it is possible to Chose the matrices A and N in such a
way that the bilinear system is completely controllable with uniformly bounded
controls. If

z'(cv) = [zí(w). 2;.(w)1‘

is an equilibrium point of equation (22) for some w e K , i.e.,

0 = ¿‘(w) = D(co)z‘(w) + ba),

then, as

0 1 0 0

D(w)= 9 ° 1 9 .

a1+laml a2+am2 a3+am3 (2,,I+iam,"

=[0 o o b,,.l'.

we obtain

0 = ¿f = 22,

0 = 2'; = zz,

0 = ¿ven-l = zv'n .

0 = z"; = (a¡+am¡)zf + + (a,,,+am,,,)z,‘,l+ mb”.

From this, these results

0 = (a¡+am¡)zf + wbm.

and for those a). such that al + aml á 0, the equilibrium point will be

(vb,
m+wm

z,(a>) =

ó

Since we are concemed about bounded control, we will take K =[ -M. M ] for
some M> 0. If al, n, are such that
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|_aLII > M, (29)
"l I

then al + am, #-0 for all (06K, and then the function 2‘ :K -—>.57?” is continu
ous. It follows that 2‘(K) is a connected set of Q". In this way, the second hy
pothesis of Theorem 4.1 is verified.
It remains to find w’ and w' in K that verify the first hypothesis of Theorem
4.1.

As we know, m must be greater than or equal to r; then, we assume that m
is even, and m 2 r. As D (w) is a companion matn'x, its characteristic polynomia]
IS

Q(m, ,1) = 1’" —(a,,,+am,,,)zï.""l - - (a¡+am¡). (30)

The polynomial

Pm,A)=u-awfiu-amfi,

where a :[ -M. M ] -—)ïis a continuous function, has only two roots. a(a))
and its conjugate c7(w), both of mulfiplicity m/ 2 ; but we can also write

PUB. 3-) = 11'"+ 5m(w)¿"'" + 5200);» + 51(0). (31)

where the coefficients 6,-(aÍ) are nonconstant polynomials in the variables
Re(a(a))) andla(w)|.

Taking

-m‘=w*=pE[-M, M].

we look for matrices A and N, such that

PU). Á) = Qui, ¡1).

P(-P.1)= OPA/1).

It this way, the eigenvalues ofD(p) will be a(p) and E(p). and those of
D(-p), a(-p) and E(-p). We will choose p in such a way that the first hy
pothesis of Proposition 4.1 will be true.

By compar-ing (30) and (31) we obtain for ls is m

- (ai + Put) = 5¡(P).

- (01'- Dni) = 5i(‘P)

Then, for those p, such that 5¡ (P)- 5.-(- p)=—‘0, the coefficients of the matrices
A and N must verifyi= s‘s

n.- 6;<p>-6.-(—p)'1 ‘ "" ( )

In order to show that there exists pe [ —M, M ] such that
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5¡(P) - 5¡(—P)á 0. ls is m,

we consider 5.-(p) — 5,-(- p) as a polynomial in four variables,

(77,. nz. 113. m),

where

nl = Re(a(p)). T12= |a(p)l. 773= Re(a(-p)). m = |a(-p)|.

We denote

4.-(17) = A.-(n¡. nz. 113. 11..) 4 5.-(111. 172)- 6.4173. m).

and define

V,-= [ne%=0}, Isis m,
V = UF'.1V.-.

Vand V.-are closed algebraic verieties in 9?", and we will demonstrate that the
interior of V(ínt(V)) is the empty set. In fact, suppose

11°= (nf, ng. ng. 112)E int(V).

and let Bo be an open neighborhood of 11°contained in V; then,

¿(77) É fi14¡(71) = 0. '77 e Bo.

and since 521n] is an integral domain, there exists i*, such that

Aí-(Tï) = 0. '77 e Bo

51"(77p 772) _ 61"(773r 774) = 0’ '77 e BO

In particular,

al"(771.772)= 6!"

and 5,-.(17],172)is constant in an open set of 9?? This contradicts the fact that
6.-. is a nonconstant polynomial. Then, the complement of V(V‘) is an open and
dense subset of 55", so it is possible to choose ñ E (ñl, ñz, ña, 1'74)E V‘, such
that

ñl > 0. 1'73< 0.

7-72> 1-74> o, (33)
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i122 17,. mzlñal. (34)

Defining A
+ (35)

we obtain

Re(a(p°)) = 1'71. (36)

Re(a(-po)) = 1‘73. (37)

Ia(Po))| = ñz. (38)

Ia(-po))l = 1'14. (39)

Then,
1. the first hypothesis of Proposition 4.1 is satisfied, because the eigenvalues of

D(p°), i.e., a(p ) and 503°). have positive real parts (36), and the
eigenvalues of D —po), i.e., a(- po) and E (—po) have negative real parts
(37).

2. there exist real numbers. al, m, a,,,. n]. m, nm, that verify the equau'on
(32); in fact. as ñe V‘

A,-(ñ)=fi0,1sis m,

we can take pairs (a¡, m), such thatï= Mi <'<
n.- °6¡(po)—6¡(—po)' “‘m' (4°)

Up to now, any poE[ -M, M ] could be chosen, but if we wn'te (32) explicitly
for i = 1, in order that po also ven'fies (29).

¿= po Ia(PQ)I"'+Ia(-PQ)I"'
ni la(po)l'"-Ia(-po)l'"

= ,°—’_7;+’_7; 4 pau. (41)
772 ’774

Taking (33) into account, p> 1, and choosing po, such that Ipole (M/ ,u, M ],
the condition (29) holds.

5. Example. Part 2

Let us modify the linear system (6) used in Sec. 2, adding a bilinear term
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¡h = ZZ

z'g= -221— 423 + a)(t) + n¡z¡w(t) + "2220)(t) . (42)

y = 22.

For this example, the feedback control given in (19) is

= 0,1 [(2I1_4x2_1112+2¡Ï%)-2Z¡-422
3x5+1
+ (fllzl+fl222)w(t)].

Selecting

171=1 ¡72= t/1.5,

_ _ _ 1 _ _

and po= 1/ 2, we obtain from (35),

a(a))= -9¿1290—m+ i[Vg+J%+w(g-J%)].
Then, from (31),

61(m) = la(co)l2.

52m) = 2Rea(w) = ¿I 9+20a>].

Taking into account (40) and (41).

.LI ._— a? = i
711 2.5. 712 0 'N

and since the coefficients of the linear part are al = - 2 and a2= - 4, we obtain
n¡ = - 0.8 and nz= - 8.88. Figures 1 and 2 show the evolution of the state vari
ables xl and x2 of the closed loop system (3)-(42)-(43).

. 1

xl = -:¡ + x2 - 31%,

ig = -22¡ - 4:2 + a)(t) - 0.8z¡a)(t) - 8.88:zw(t),

Z.l = Z2,

y = 12v

corresponding to the control function w(t)=0.5. As we can see. the desired
output 5'= 2 is reached in finite time. In that instant, and by only considen'ng
the output, the control u of the nonlinear system is turned off (u E 0) . and, as we
have explained in Sec. 2 ( Part 1 of this example), :2 E 2 and x1 —>0, as we de
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sired. Since the bilinear model was consmicted according to Proposition 4.2,
every value in the output attainability set of the nonlinear system (1)-(2) can be
reached, using the constrained control IIwII.s 1.5.
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tracking in robot manipulators

Carlos E. D’Attellis ’

Centro de Cálculo Científico (C.A.C)
Comisión Nacional de Energía Atómica

Av. Libertador 8250, 1429-Buenos Aires, Argentina
E-Mail : cdatel©cnea.edu.ar

and

Rafael A. García

Departamento de Matemática, F.C.E. y N, Universidad de Buenos Aires
Ciudad Universitaria, 1428-Buenos Aires, Argentina

Abstract

This paper deals with a problem treated by different authors in the last years: the
use of a nonlinear observer in the control of a robot arm in order to estimate the state
variables. The control theory has been used in robotica under the assumption of full state
measurements, and it is interesting to investigate the possibility of controlling a robot
manipulator by only using the angular position measurements. In this paper we propose
a nonlinear observer with the followingcharacteristics: 1) stability, 2) robustness respect
to inaccuracies in the inertia matrix, and 3) stable closed loop for trajectory tracking
(with the observer in it). The complete proof of these results is presented.
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1 Introduction

Different authors have recently been concerned with the problem of controlling robot manip
ulators using nonlinear observers in the control loop in order to estimate the state variables
([1], [2], [4], [6], [5], [19]). A robot manipulator having n revolute rigid joints is modeled
by a system of second order differential equations resulting from the Lagrange equations,
with the motor torques as inputs. Defining the joint displacements and velocities as states
variables, the model can be written in the classical state space representation [13]. Since
robot manipulators are generally equipped with encoders, it is possible to get precise mea
surements of joint displacements. But using nonlinear control methods the complete state
vector is needed in the feedback, i.e., not only the joint displacements but also the veloc
ities ([7],[13],[14],[15],[16]). However the velocities obtained by tachometers are in many
cases contaminated by noise [1], and the velocities estimated by simple techniques such as
position interpolation are not good enough, in particular for low velocities In addition,
tachometers increase the weight of the moving parts of the robot, thereby decreasing the
robot’s efficiency [3], and their cost may be comparable to the cost of the motors them
selves Thus, there are several technical reasons for using observers in the control of
robot manipulators.

Additional difiiculties are met when the actuator dynamics are included in the model.
Tarn et. al. [7] have recently shown that combining motor equations with dynamic equa
tions of manipulator links, a system of third order differential equations is obtained, with
armature voltages as inputs. These equations provide a better model for the purpose of
controller design. In this case the state variables are positions, velocities and accelerations.

The previous comments show that it is obviously useful to analize the possibility of
accurate estimations of velocities and accelerations from the angular position measurements,
with the aim of using these estimations in the robot control loop.

At this point we are confronted with two problems. The first one was pointed out by
Misawa and Hedrik [8] and Canudas de Wit et.al. [1]: the use of a nonlinear observer can
destabilize the closed loop control system. The second one was observed by Canudas de
Wit et.al. [1]: parameter incertainties, in particular errors in the inertia matrix, introduce
additional disturbance terms inducing inaccuracies in the estimated variables.

This paper presents an approach for trajectory tracking control using a nonlinear ob
server with the following characteristics: l) the nonlinear observer is stable (or uniformly
ultimately bounded in the sense used in [13]), and the speed of convergence can be adjusted
adequately; 2) the observer is robust respect to inaccuracies in the inertia matrix; 3) the
closed loop control (with the observer in it) is stable.

In the Section 2 we briefly introduce the third order model of robot manipulators,
refering to Tarn et. al. for details The robust nonlinear observer is shown in Section
3, and the stability of the closed loop for trajectory tracking using the state estimations is
proved in Section 4. Finally, we present some simulation results in Section 5.





2 Third order model of robot manipulators

As it was previously established in the Introduction, the most complete model for describing
the dynamic behavior of a rigid robot manipulator is a set of third-order equations. We
will use this model because it faces the nonlinear Observer with the most diflicult case: the
Observer has to estimate not only velocities but also accelerations. Since we will use Tarn’s
model [7] we will adopt their notation to avoid unnecessary repetitions, refering to [7] for
details. The Tarn’s third order model is the following:

d(3)q . ..
D(q)—-dt + P(q,q,<I) = u, (1)

where q = (q1,q2,...,qn)‘ (t denotes the transpose), q.-is the position of joint i, u =
(ul, . . .,un)‘ (u,-is the armature voltage of the i-th motor), and

D11 + Ial D12 Dln

. L1 Ln D12 Dzz + Ia2 D2n=d —
DW) “HAM, ,NnK’T} E E ,

Dnl D112 Dnn + Ian

PU],á) = [1210114, ' ' ' 1Pn(q7(¿‘le

with

R" n n n
P.'(q,á,¿i) = _ T z Dijiij + Iai‘ïi+ Z: z Dijkáják+ D; +

NJQ- ._ -_ _J-l J-l k-l

L‘ fl o n n o‘ u . .

+ NH z: Dij‘lj+ + E (Dijqu'qlc'l'' t j=l j=lk=1

+2Dijk‘ÏjÓk) + 15.-]+ I(,-‘N.-cj.- i : 1,...,n.

The system (1) can be written in the state space variable z as follows [7]:

¡":1 2:2 0

:i:= ¿2 = 23 o u, (2)
¿3 —D’1(21)P(z) D‘¡(a:1)

where 1:1 = q, 2:2 = á and 23 =¿1', or

i = f(3) + 907)",

( the definition of f(z) and g(z) is obvious).
As we have established in the Introduction we suppose that the output functions are





In this case, the state space transformation used in [7], is

z=<I>(z) = [h1,th1,LÏ'h1,...,hn,Ljhn,L3hn]t
[QIy‘Íla‘Ïlv'Hvqnvánrfifllt°

(L¡h(z) denotes the Lie derivative of the function h(z) along the vector field f).
In the new variable z the system (2) becomes

= 2
á? z?’

= +z Lg,‘L}h¡(z)uj(t)
Í=1

where z} = q.-(positions), z? = 4.-(velocities), z? = ii.-(accelerations), i = 1, . . . ,n, and the
matrix (see ([7]))L5,th = D’l.

Defining

o 1 o

A = diag{A1,...,An}€R3"x3“, A.-= o o 1 ,
o o

o

B = diag{B¡,...,Bn}E'R.3""“, 3.-: o ,
1

¿FH = (L3h1,...,L=}hn)ennx1,
c = diag{C1,...,Cn}eR"X3", C¡=[1 o 0],

equation (3) can be written

2 = Az+B[LpH(z)+D’1(zl)u(t)] (4)
y = CZ,

where zl = (z{,...,z,1¡)
Remark 1: The system (4)-(5) is observable.
Remark 2: The nonlinear feedback u = 01(2)+ fi(z)v with fi(z) = D(zl) and 01(2)=

—D(z1)LpH(z), transforms (4)-(5) into á = Az + Bv,y = Cz, i.e. into n decoupled strings
of triple integrators [12].

3 The robust nonlinear Observer

As we already pointed out, an important drawback in the use of nonlinear observers as part
of the control loop of robot manipulators is the error in the values of the elements of the





inertia matrix. Then we will suppose that we know an approximate value of D‘1(z¡) that
we call D'1(zl), and that the differencebetween them,

AD-1<z‘)= D-1(zl)- D-‘(zb (6)

¡s bounded:

IIÜ"(21)- 04(2)" s M, A (7)
Proposition 3.1 Given a number M > 0 and a matriz D’l(zl) that verifies (7), the
solution of

dé
(Ti= (A _ KC)2 + BLFH(2) + BD‘1(zl)u + Ky (e)

with K E 72"“3", has the following property for any initial condition ¿(0) and any bounded
control u: for all ó > 0 there exist a matriz [((5) and a positive number T(K) such that

“¿(t) - z(i)ll < 5, Vi 2 T,

wherez(t) is a solutionof

Proof: Defining

EU) = “¿(t) - z(t)ll

and considering the systems (4) and (8), we obtain:

é = (A —¡{0)5 + B [Lp-HG) —LpH(z)] + B [D-1(zl) —D-1(zl)]u(t).

Then,

su) = e(A-KC>‘e(0) + [ot e(A_Kc)("")B [LFH(2) —LpH(z)] dr

+ j:e(A’KC)("')BAD‘1(zl)u(r)dr (9)

We choose the matrix (see Remark 1)

ku ¡012 k13 Ü 0 0 0 0 0

K: 0 0 ¡621 kn ¡C23 0 0

o o o o o o km kn: ¡V113

in such a. way that the eigenvalues of A —KC,

A11,Á12,/\13,' ' ' a/‘nhAnh Ana,





verify:

0 > Au > A12> ¡‘13> > Ánl > Ánz > Ana.

Since A —KC = diag(M1,. . . ,Mn), with

-k.'1 1 0
M¡= -k¿2 01 ,

- ¡3 0 0

2
if z\¡j is an eigenvalue of M.-, the row vector (AWMi, 1) is the corresponding eigenvec
tor. Then we can diagonalize the matrix A —KC using the block diagonal matrix

V(,\) = diag [A1, . . . ,An] ,

where

A = (A111 A121A137 ' ° ‘ 7A111)¡‘an A113),

A31 A“ 1

A.- = A32 An 1 . (10)

From (9),

¿(22) = v-1(A)eA‘V(,\)e(o)+
t

+ f V‘1(A)e"(“')V(A)B [LpH(2) —LpH(z)] +o
t .

+ fV-1(A)eA<'-')V(A)BAD-l(zl)u(r)dr,o

where

A = ¿1119011, A12, A13, . - - , A1111A112,A113}

But

° ||V(/\)BII= fi
o LpH(.) is locally lipschitzian (see Appendix 1, Lemma 6.1), and L is the Lipschitz

constant

° ||AD_1(Z‘)IIS M

o 5 VM(sinceu; are voltages,they are bounded)





Then,

Il6(t)|| S IIV'I(Á)l|e*“‘llV(/\)IlIIE(0)II+

+ «ñMuv-WIVM[chia-Tur +

+ LfiIIv-‘(AMI[e*"<'-*>ue(r)udr. (n)

Defining

KIM) = uv-‘(Anquwu
¿(o = e-Wuemu.

we obtain

W) s K1<A)ue(o)u+fiMIIv-‘(A)IIVMÁ‘e-mrdr+

Lfiuv-‘(Am[mn
Applying the Generalized Gronwall Criterium [10]and using

k(/\) = Lw/ïIIV"(/\)l| (12)
CO) fiIIV_1(/\)IIVMM, (13)

we obtain

W) s Klmueunu + cm [0‘e-Amd, +

k(A)Á‘¿k(A)(c-r)[K1(/\)“E(0)II+C(A)ÁTC_¡\113d8]dr:

_ K¡(A)||e(0)[|+ c(/\)/:e"’\”’dr +

7*

l

k(A)K¡(/\)IIE(0)II/ ¿(W-“dm0
t 1'

+ k(A)c<A>e’°<*>'/e”‘(’\)’d1'/ e-Ausds.0 0

+

Integrating by parts the last term, we have

W) s K1(A)ue(o)u [1+ km /0‘ e"<*><‘-'>dr]+

+ c(,\)e"W‘[te-["(MHHIMT =o

= K1(/\)"E(0)Ilek('\)t + c(z\)ek(’\)' jet C-[HAH'AHITdfi

7





Summing up

t

e-Wuemu s Kwuemmew + c(A>e"‘*"f e""‘”“"l*dr,0

that is,

usa)“ s K1(A)Ile(o)ue["“’+*”1‘+ (14)

¿(A)elk()\)+z\u]Í/‘ e-lk(/\)+I\u]1'd1-. (15)0

Up to this point we have used the Gromyall Criterium.
Now, given an arbitrary el > 0, for A11< 0 small enough the following inequality is
valid (it is demonstrated in the Appendix 2):

+ A11S A11+ (n + €1)\/T-lL.

Since the eigenvalues of the matrix A —K C can be placed arbitrarin (Remark 1),
given an arbitrary number a > 0, we can choose A“ so that the inequality (16) be
true and also

A11+ (n+61)fiL < —a.

Then, from (15), defining b = MVM/L and using that from (12) and (13) c(/\) = bk(A),
we obtain

t

Ile(t)ll S K1(A)Ile(0)lle'°‘+bk(A)e“["‘*’“““/ e"*‘*’+*“1’dr=0

k(,\)e[k(A)+A¡¡]t

lic“) + AHI

_ k(/\) l= at _ k(z\)+z\u]t
¡(1(A)||e(0)||e +b——lk(/\)+AHI [1 e ] g

k0)+b——. 18
Ik(z\)+/\ul ( )

= K1(z\)||e(0)||e"°“ + b [e-Ikumuie _ 1] =

IA K1(/\)l|€(0)lle’°“

We start the analysis with the second term in the right hand side of (18). Since

|k(/\) + Ánl = |k(/\) - |/\u||,

we have

k(A) = 1 = 1 (19)
|k(/\)+I\u| I1—%I I%-1I'





From (16) and (17), k(A) + A11< -a, that is

/\11< -a - k(/\) < 0,

IAuI Z a + k“) > ¡“(A)

Summïng up,

|/\11|

HA) 1 > 0.

Consequently, (19) can be replaced by

k(A) _ 1

Ik(/\)+'\11| ¡gil-1'

But for IAuI large enough as we are supposing, from (16),

km s (n + ent/HL,

(20)

and then

L > ___1_
ku) - (Hem/HL

M_1 > |/\11| _
k0) - (num/HL

1 < _—1——. (21)A — A

Irc-(351” (¿fin-1

From (20) and (21) we have

1

k(A) < 1
k A /\ - A _ °I ( )+ ul hifi 1

Given an arbitrary 62 > 0, we can choose [Au] large enough in order that

(22)

_1_
,\

('n'+'eólihz, " 1

Now we will analize the first term of the right hand side of (18). Given a. number
a > 0 we fix the eigenvalues MJ-in the following order:

< 62. (23)

An3</\n2</\nl<"'</\13</\12</\11<-C!<0,

9





with |z\n| large enough in order to verify (23). With the eigenvalues fixed, the coef
ficient K1(A) = K1 (a constant). It is clear that, given 82 > 0 there exists T such
that

e"°" < ez, Vt > T. (24)

The value of T depends on the matrix K, since the eigenvalues are fixed with K.

Going back to (18) with (22), (23) and (24), we obtain

||E(t)ll S [K1||€(0)|| + blsz, Vt > T

Since 82 > 0 is arbitrary small- the proof is completed.

Remark 3: If we know exactly the inertia matrix, i.e., if

17’10?)= D'l(zl),

we obtain exponential convergence and the speed of convergence can be adjusted using the
gain matrix K:

“¿(t) - ¡(fill S Re’°‘||5(0) - z(0)ll,

where R is a constant.

4 The Observer in the control loop. Stability.

In this section we deal with the use of the nonlinear Observer in a trajectory tracking
problem.

As we can see in the Figure 1, there are two loops in the control system: the inner
loop for the exact linearization of the robot dynamic equations, and the outer loop for the
trajectory tracking ([7], [11]). Both of them use the state estimate given by the nonlinear
Observer.

As it is well known ([11]) (see Remark 2), the feedback control for the robot exact
linearization and decoupling is

u = —D(z1)LFH(2)+ bw)”. (25)

We observe that in our case we have to use the Observer state estimation 2 and the approx
imated value D(zl) of the inertia matrix, related to the true value as follows:

D(zl) = D(z‘) + AD(z‘). (26)

Using the control (25) and (26) in (4) we obtain

2 = AZ+ BlLFH(Z) - LpH(2)] + Bv +

+ BD’1(z‘) [-AD(21)LpH(2) + AD(zl)v] . (27)

10





Now, using (25) in (8),

é: (A _ KC)2 + KCz + Bv. (28)

2¿(t) =( 9.11 941 9211 ¿Ian dan fidn)

be the desired trajectory, i.e., the trajectory to be tracked. We will consider the following
error functions:

¿(13) = 2(t)—z(t)

5a) = z¿(t)—z(t)
e(t) = z¿(t) —¿(12)= ¿(0 —e(t)

The control 'v for the trajectory tracking is ([7],[11])

qiÏ)(t)
v: 3 -G6(t),

45330)

where the gain matrix G is

911 912 913 0 0 0 0 0 0

G: 0 0 921 922 923 0 0 o (29)

0 0 0 0 0 0 °'°gnlgn2gn3

In our case we have to use the estimation 2(t), and then we take

qiï’a)
v = 3 —Ge(t). (30)

3
(15.30)

Proposition 4.1 Given the system (4)-(5), a desired trajectory with bounded third-order
derivative, the control laws (25) and (30), and an arbitrary 6’ > 0, there ezists fi(6") > 0,
a gain matriz G(ó") and T(G) > 0 such that, if

IID'¡(ZI)AD(ZI)II < fl,

for any initial conditions ¿(0), ¿(0), it follows

||(¿(t),€(t))|| < 6', Vt 2 T(G).

11





Proof: From (27) and (28) the error e(t) satisfies the following differential equation:

é (A —KC)e + B [LpH(2) —LpH(z)] +

+ BD-1(21)AD(21) [LFH(2) - v],

and using the control (30) we have

é = (A —KC)e + B [Lp-H0?) - LFH(Z)] +

+ Bn(t) + BW),

with

17(t) = D-‘<21)AD<21)[LFH(2)-25”] (31)
w) = D-‘(z1>AD<z1>Ge<t> (32)

23%) qáïkt)
2.5% = 2 = s (33)

23330) ¿33m

That is, taking into
LFHaBn’B7a

6'}

e"?

é?

i=1,...,n.

account the form of the matrices A —KC and of the vectors

2 1= Ei - kilEi

= e? —-kgs} (34)

= L3h¡(2) —Líhdz) - ¡W3511+ 77"“)+ 7‘“),

Moreover, using (30) in (27) we obtain

á

that is,

A2 + B [Lp-¡{(2) —LpH(2)] + mz?) —Ge]
+ BW) - BW),

¿al = z?

i? = z?

á? = L‘}h.-(z)—L=}h¿(2)+z3Ï)—

9‘16} - 9'76? - 9:36? - 17.‘—7.-.

We introduce the following error vector:

#i=(5.-‘ a? a? ez e? e? )‘

12





The last three elements of the vector satisfy the differential equations (34). For the
first three elements we have

3.1

¿.2

3?

From (34) and (35),

¿¿¡—á.-1=Édi-Z¡2=5¡2
¿cu-2'?=Ïd¡-Z?=5¡3

25?) —2? = ¡gm-(2) —Lim-(z) +

9.1551+9625;2 +9i35? "

gue} - ¿me? - gasa?+ TW) + 750).

(35)

o 1 o o o o

o o 1 o o o

gn 9í2 gía -9¡1 -9¡2 -9¿3 _
o o o -k,-¡ 1 o ”'+
o o o —k.-2 o 1

o o o —Ic.-3 o o

o

o

1 Lah-‘ L3h- -t o (, .(z)- , .(z>+n.()+7,(t)),
o

1

i: l, . . . ,n, or, in matrix form,

p = diag{I‘1, . . . ,I‘n}p +

diag{2¡,...,2n} [L}H(2) —L}H(z) + n(t) + 70)] ,
where

( #1 Fu )‘

' 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

9‘1 9.-2 953 -g.'1 -9i2 -gi3
0 0 0 —k,-¡ 1 0

0 0 0 —k.-2 0 1

_ 0 0 0 —k¿3 0 0

’ 0

0

1

0

0

_1





But from (33) and the hypothesis,

l|7(t)ll S flIlGIIIICU)" S ÚIIGHIIFÜ)": (36)

and from (31),

|In(t)|| s ¡a[Human + ¡Izt°)(t)u]
s fiM, (37)

because LPI-IQ) is locally bounded and Z023)is bounded by hypothesis.

The values In,- are fixed according to the rules established in the previous section.
Now we take the values gú- in such a way that the eigenvalues of the matrix

I‘ = diag{I‘1,...,I‘n}

be distinct and negatives, and that the ones corresponding to the control (i.e. the ones
that we can move with the gü coefficients) are closer to zero than those corresponding
to the observer (i.e. the ones that we can move with the k.)-coeflicients) (see Appendix
3). Let J(A) be the matrix such that

= diag{/\11,...,A15,...,...,/\n1,...,Áns},

where the /\¡'J'are the eigenvalues of I‘ and An is the greatest one.

Using the inequalities (36) and(37), the diagonalization (38) and the Lemma 6.1, we
obtain

|l#(t)l| s IIJ“(/\)IIIIJ(A)IIIIn(0)l|e*"‘+

x/ïïïIIJ"(z\)II(L+flIIGII) e"“"")ll#(r)lldr+
t

+ x/2n||J’1(/\)||fiM f ¿MIG-Tur,0

and then

e-Amuyu)“ 5 ||J"(A)IIIIJ(/\)Illlu(0)ll+

+ V272HJ“(I\)II(L+fiIIGlI)Á‘e‘A“’II#(r)IIdT+

+ mIIJ-1(A)||fiM/;e-*wr.
Defining

Mi) = e“"‘IIMÜII (39)
k0) = VEIIJ"(A)II(L+fiIIGII) (40)
c0) = MIIJWMIIfiM, (41)

14





we can repeat the steps of Proposition 3.1, and using again the Generalized Gronwall
Criterium , we obtain

< M2(¡\)“y(0)”e[k(l\)+z\u]t+
CO) [k(,\)+A ]t_— 1_ ll

+ Ik(/\)+/\nl[ e 1’

where M20) = IIJ‘1(/\)III|J(/\)II

We will demonstrate that given two arbitrary numbers a > 0 and nl > Owe can place
the eigenvalues in such a way that

1. (speed of convergence)

+A11<-a.
2. (final error)

c(/\)
Ik(/\)+_z\11| < ”‘ (43)

If the inequalities (42) and (43) are valid, “,u(t)|| is as small as we wish for t large
enough, and the Proposition will be proved.

First we will pr0ve (42). Given an arbitrary 172> 0, we can place the eigenvalues of
A in order that

IIJ"(/\)II < 1+ nz (44)

(see Appendix 2). Let Á“ be the greatest eigenvalue. From (40),

k0) s «27(1 + n2)[L+ fiIIGIII- (45)

Now we take

6 > L\/2_n(1+ nz) (46)

and choose the matrix A in such a way that its eigenvalues are in the described order
and the greatest one, Ah, verifies

Aïl = -maz{a+6,lz_\u|}. (47)

We denote G' the corresponding matrix, and z\" the vector of eigenvalues. Now we
take fi such that

1 ó
fl<

15





5

(We observe that the term on the right is positive for (46)). Consequently,- _L_
fiIIGII+L< «Eu-HI2). (48)

Then, using (48) in (45),

km s 6, (49)

and from (47) and (49),

IÁhI- kW) 2 a,

that is,

kW) + Aïl= -|/\ï1|+ k(/\') = -[l/\ï1|- k(/\')] S -a,

which proves (42).

Now we will demonstrate (43). Since

|k(/\') + Áïil 2 IÁïrl- HI") Z a,

then

c(/\")___ m
|k(/\‘) + /\ï1| a

«fin-10')" < F2141+ m)
a _ a ’

where we have used (44) in the last inequality. Finally, we choose a such that

2n 1 +
V (a '02) < m.

Then we have proved (43), and, in consequence, the Proposition.

Simulation Results

The simulation program implements the third order model of a robot arm described in
Section 2, the robust nonlinear Observerintroduced in the Section 3 and the control strategy
developed in Section 4. We use the dynamic model of the Puma. 560 robot manipulator
([17], [18], modelling and simulating, as in Tarn et. al. [7], the three first joints. The aim of
the simulation is to show the performance of the robust nonlinear Observer in a trajectory
tracking problem. The state space trajectory to be tracked is

(MIU) 0.047rt2 + 0.1251r
tha) = (MU) = 0.5sin(0.41rt) ,

€1.13“) 0.4i





with 0 _<_t 5 5 sec. Figure 2 shows the corresponding trajectory in the task space. The
control configuration is shown in Fig. 1. The entries of the matrix G were chosen in order
to get a fast decay of the error keeping the control inputs between the saturation values.
Once G is fixed, the matrix K is designed so that the eigenvalues satisfy the conditions
imposed in the Section 4.

Figures 3, 4 and 5 show the errors between the coordinates of the end-effector position
and those of the desired trajectory, in two cases:

1. the inertia matrix is exactly known (continuous line)

2. there are uncertainties of the order of 20% in the inertia matrix (dashed line).

6 Appendix 1

Lemma 6.1 The functions L:}h¡(z),i = 1,. . . ,n are Iocally lipschitzian in the variables 22
and 23, i.e.

|L?h¡(zl,zz,za) —L3h¿(zl,22,23)| S L;||(z2 —¿2,23 —23“

in some region E.

Proof: Following Tarn et. al. [7]

L3h¿(z) = É D51(21)I3j(z),
¡:1

where

12(2) = Z Dij(77)ZÏ+ Iaiz? + E Z: Dijk(77)zÏZÏ+ Di(77) +
.‘Í=1 '

L
T

Nilf‘ J=l k=l

Li

Mic?"

n fl n n n

EMS-(17%?“z z (z Manwe?“l l: 1+1 k=l l=1J ¡.a

+2ntjk<n>zïzz) + É M.’(n)z?]+ KsNizs,

17 = (cos 2%,sin zo},. . . , cdslzi, sin 2,11),

and

D.-(n),D.-j(n),Dajk(n),MÉ(n)yM.’,-(n),Minh)

are trigonometric polinomials satisfying the following relations:

D.- = M."(n)z%+ -'-+ M3(n)zí

Dü = M.-1j(17)z3+ "'+ M.'1j(n)zÏ.

Dijk = Miljk(77)z%+"'+Míljlc(77)zrzn

17





we obtain

IPí(zlv

7 Appendix 2

From (10)

we obtain

13.-(21,

+

Using that

22,23) —P;(z¡,22,za) =

Rí
n

.3 3 a

W [F1 D¿j(77)[zj- Zjl+ ¡«ilzÏ - 231+

É É Dijk(77)l¿Ïï'IÏ—ZÏZIÏI]j=l Ic=l

L_ fl n l
N.kT X: z Míj(77)[212'212_ zÏzlzi'l'‘ i j=1l=l

n
1 . . .

M -,-k(n)[z?zïzi - 21223213HM: [V]:
' 1k l l=l

n

emm-2223 - ¿2:1 + z M.-‘(n)[2f- 2,21)]l=l
mmm-fi.

1..
ll

o the functions of n involved are trigonometric polinomials

o the vectors 22 and 23 are speeds and accelerations, (then they a.re bounded)

and the mean value theorem, i.e.,

Iii-2,2 — zÏ-zlzl S

Iii/{235,2 — zZzÏzlzl 5

leíj - ZJ'I+ fjlïl - le S MIIÍ - ZII
NIIÍ-ZII

¡22,23) —É(zl,z2,z3)| 5 L.-||(.=E2—22,23 —23“.

l
A: ¡‘21

1

Following [9] we take A1= —p,/\2 = -p2,z\3 = —p3(p is a. positive integer number) and the
matrix A becomes

fi w 1
A= p“ -p21 ,

p6 -p31





and detA=p3—2p7+2p5—p‘. Then, whenp—>oo,

1 1 -172+p3 p-p3 -p+p2 0
_ =m -P4+P6 132-176 —P2+P4 —’ 0

-p7+pa p"’+p7 -p“+p5 1 OOO OOO

Thus, ||A‘¡|| -> 1 when p —>oo. Since

V-1 = diag{A1'1,...,A;l},

we obtain

IIV'IIIS IIAIIII+ + llAílll

and [|V‘1|| —> n when p —>oo.
But the eigenvalues of the matrix A - KC can be placed arbitrarily (Remark 1), and

then, we can choose K in such a. way that given a.n arbitrary number e > 0,

¡‘11+ ¡IV-¡“fill S An + (n + e)fiL.

8 Appendix 3
We consider the matrix

R S

with

0 1 0 -k1 1 0
R: 0 0 1 , K: —k2 0 1

91 92 93 -k3 0 0

Then

det[AI —1‘]= det[AI —R]det[AI —K],

and since they are companion matrices, it is possible to choose the elements in order that
the eigenvalues have the desired configuration.
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