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INTRODUCCION.

El problema que se estudia en el presente trabajo, se encuentra estrechamente

vinculado a dos problemas clásicos de la mecánica del sólido.

El más antiguo de ellos, es la conjetura de Saint-Venant (1856). Este autor afir
maba: “entre todas las barras cilíndricas, con sección transversal del mismo área, la.de
sección circular es la más resistente a la torsión”. La.demostración matemática de esta

conjetura fue dada por Polya en 1948 (ver [17]), mediante técnicas de sirnetrización.

El segundo problema, que generaliza al anterior, es el siguiente: entre todas las
barras cilíndricas huecas de material elástico, que tienen su sección transversal del mismo

área, y mismo área conjunta de sus agujeros, hallar la más resistente a la torsión. Polya

y Weinstein lo resolvieron en 1949 (Ver [18]), y la barra óptima es aquella cuya sección
es un anillo bordeado por círculos concéntricos.

El propósito de esta tesis es resolver el siguiente problema abierto (a nuestro

conocimiento): entre todas las barras cilíndricas de material elástico, que tienen su

sección transversal del mismo área, y un agujero H dado, hallar aquella que sea más
resistente a la torsión.

Este problema fue tratado en [19] y en otras referencias allí citadas. Estos autores
lo abordaron - aunque sin resolverlo - en casos particulares, usando técnicas de apli

caciones conformes. También fue tratado en [20] mediante el estudio de un problema
relajado. Sin embargo, ninguno de estos artículos demuestra existencia o propiedades
de la solución.

Describamos brevemente los principales resultados de nuestro trabajo:
1) Para “agujeros” H C IR" con frontera CZ, se encuentran condiciones necesarias

y suficientes que aseguran existencia y regularidad de la solución.

2) Se hallan relaciones que vinculan la geometría del “agujero” con la existencia de
solución del problema.

3) Se halla una clase .7 de “agujeros” H C Hi", en la cual se prueba existencia,

regularidad (la secciónde la barra tiene frontera localmente analítica) y estabilidad
de la solución.



Breve descripción del trabajo.

Llamando D a la seccióntransversal, H al agujero, D \H a la región ocupada por

el material y wo su área, matemáticamente, el problema considerado es el siguiente:

Dado H C IR" , un dominio acotado de clase CZ, con IR” \H conexo, y dado
0 < wo < +oo, se quiere hallar entre todos los abiertos D C IR" tales que D 3 H,

con IR n \ D conexo, y ID \ H | = wo, aquel que tenga energía elástica mínima, es decir

1

PF(H): min min IVvI2—2/ v.D

mn\13_3‘:m°x° v=vceoIrÏStÉEzilH D D
|D\H|=wo

Nuestra manera de atacar PF(H) es la siguiente. Fijado un domino admisible D ,
observamos que el segundo mínimo en PF(H) se alcanza en una función v que satisface

D = {v > 0} . Pensamos a v como elemento del conjunto

K(H) = {v E H1(1R")0L1(HÏ"), v = const. en H, Ha: í H /v(a:) > 0}| = wo},

y proponemos el problema. auxiliar

1H: ' — V 2- .P< > "¿san/w "' 2L,”
La complejidad de P(H) nos lleva a resolverlo en varios pasos. Tomamos primero

las funciones de K (H ) que valen una constante fija c > 0 en H . Luego penalizamos el

funcional de modo de eliminar la restricción sobre el volumen de {v > 0} (inspirándonos

en [11]), de la siguiente manera

1 .

¿(12)= 5/ _|VvI‘ —2/ _v+,fe(|{z e H/v(z) > 0}|)IR"\H IR"\H

donde ( ) <e s -- wo 8 _ wo,

f=<s>= 2:((-’ —wo) +(3 —100)) 3 Z wo,

y notamos Pf(H) al problema de minimización asociado. Como el dominio de las fun
ciones admisibles es no acotado, minimizamos el funcional penalizado con la restricción

suplementaria de que las funciones tengan soporte en una bola de radio R (problema

PÏ,n(H) ).
Mostramos que el mínimo se alcanza, y probamos propiedades preliminares de

regularidad para todo mínimo u , en la linea de [2], en particular: u 2 0 , u es lipschitz,
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Au = —2 en {u > 0} , u tiene crecimiento lineal cerca de la frontera libre 3{u > 0} .

Probamos por otra parte, el hecho importante de que para R suficientemente grande,

{u > 0} es conexo y acotado independientemente de R (sección 3.1).

Esto permite resolver el problema P:(H) y probar que sus soluciones satisfacen

propiedades análogas a las que cumplen las soluciones de Pf’R(H) . Finalmente proba
mos que ambos problemas son equivalentes para R grande (sección 3.2).

Posteriormente obtenemos propiedades preliminares de regularidad de la frontera
libre, en la línea de [2] y [11] (capítulo 4).

Probamos luego - extendiendo las técnicas desarrolladas en [2] - que la frontera
libre es localmente analítica si n = 2, y que si n 2 3 la frontera libre es localmente

analítica a excepción, de a lo sumo, un subconjunto cerrado de medida de Hausdorfl'

n- 1 dimensional cero (capítulo 5). Por lo tanto, si u es solución de P:(H ) , u resuelve

el problema de frontera libre

Au=—2 eann{u>0},
u = 0, 0-,u = A sobre HC ñ 8{u > 0} (A > 0, constante)

(0.1)

Definimos el problema P°(H) , que consiste en fijar la constante c > 0 en P(H) .
Nuestro principal resultado en la sección 6.1 es mostrar que para e > 0 pequeño las

soluciones de P:(H) coinciden con las de P°(H) , o sea que no hay necesidad de pasar

al límite en e, porque el volumen de {u > 0} se ajusta automáticamente a wo para e

pequeño. Este fenómeno es similar al que ocurre en [11].

A continuación, probamos que P(H) tiene solución. Si el valor c de la solución u

en H es positivo, entonces u resuelve Pf(H) para e pequeño, y por lo tanto hereda

las propiedades ya establecidas. Finalmente, si’una solución u de P(H) satisface
c E u|H > 0 y IR" \ {u > 0} es conexo, entonces D = {u > 0} es solución del

problema físico original PF(H) . Además, si el dominio H es tal que toda solución de
P(H) vale 0 en H , entonces PF(H) no tiene solución (sección 6.2).

Por último, determinamos una clase f de dominiosregulares H (agujeros) para los

cuales PF(H) tiene solución, y esta tiene frontera localmente analítica. Luego definimos
una noción de cercanía en la clase .7: y establecemos un teorema de estabilidad: si H

está. en la clase .7:, todo H cercano también está, y además sus energías son cercanas

y sus soluciones también (sección 6.3).



Principales Contribuciones.

Las contribuciones principales de este trabajo, para obtener los resultados 1) a 3)
ya citados, son - a nuestro entender - las siguientes:

a)

b)

c)

d
V

e
V

f)

s)

h)

Se resuelve un problema de minimización en un dominio no acotado, haciéndolo

primero para cada bola de radio R, y probando luego que la solución no depende

de R, para R grande.

Aunque en este trabajo nos restringimos al estudio de un problema de frontera
libre particular, se podría proceder en forma similar para estudiar la regularidad
de la frontera libre de un problema de minimización, cuya solución satisfaga (0.1),
pero reemplazando el miembro derecho de la ecuación por una f regular, acotada
y negativa.

Las técnicas de estabilidad desarrolladas podrían aplicarse a otros problemas. En

particular a [2] y [11], para probar, por ejemplo, que si para un dominio dado los

mínimos del problema no tienen singularidades en su frontera libre, tampoco las

tendrán los mínimos correspondientes a dominios suficientemente cercanos.

Por otra parte, los resultados de estabilidad obtenidos motivan la aplicación de

métodos numéricos para la resolución aproximada del problema estudiado, a la vez
que proveen elementos que servirían para la justificación teórica de dichos métodos.

También juega un papel importante el hecho de que no es necesario pasar al límite
en e para obtener la solución del problema.

Cabe destacar también:

Los resultados se obtienen en El", n Z 2, aunque el problema que se estudia

tenga sentido físico sólo en mz .

Se prueba que el problema planteado no tiene solución si se admite que las barras

tengan otros agujeros en su sección además del prefijado.

Las técnicas desarrolladas en este trabajo podrían aplicarse al estudio del problema

“inverso”, es decir, con la frontera exterior de la sección fija y la interior libre.

En forma similar podría abordarse el mismo problema que el estudiado, pero per
mitiendo la aparición de zonas con deformación plástica.

4



CAPITULO 1: PRELIMINARES.

En este capítulo introducimos algunas de las herramientas matemáticas que serán
necesarias posteriormente.

1.1. Simetrización de Schwarz. (ver[6],[13]).

1.1.1. Definición.

Sea. 9 C IR" un dominio acotado, entonces, se define el dominio simetrizado 82"

como la. bola. {rc / |12|< p} con el mismo volumen que fl .

Sea u una. función a. valores reales definida. en un dominio acotado D C El” . Se

asocia. a. u una. nueva. función u." : D" —>HÏ del siguiente modo. Se define

Doo =={z e D / no) 2 p},

u"(:c) := sup {y / z E D(p.)"'} si z E D'.

La. función u." es llamada la. simetrizada. Schwarz de u .

1.1.2. Propiedades.

1) u." es una. función radialmente simétrica, es decir u"(z) = u"(|z|), y u"(|z|) es
una. función no decreciente de Izl .

2) |{z E D / u(:c) 2 p}| = |{z E D" /u"'(z) 2 p}|,pa.ra. todo p, e El .

3) suszD. il.*(z)= supaep u(z) .

4) Si 1,b: IR —>IR es una. función continua, entonces

[Dwuwndz= _ amenaza.

5) Si u es no negativa y u e Wol'p(D) con 1 < p < oo entonces u." E Wol‘p(D"') y se

cumple

(1.1.1) f IVulpdz2/ IVu'IPdz.D D’
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1.1.3. Teorema. Sea D C IR" un dominio acotado confrontera analítica a trozos,

y sea u : D —>IR: analítica en D, u = 0 en 3D. Entonces la igualdad estricta en

(1.1.1) se verifica si y sólo si u es igual a u" (módulo traslación).

1.2. Algunos resultados de la teoría del potencial.

1.2.1. Teorema. (Desigualdad de IIarnack) (ver [3], 2.3).

Sea. u E C2 (B,(a:o)) una. función armónica. no negativa. y sea. 0 < a < 1 . Entonces

sup u S C inf u C = C(n,a)
3.,(30) Bcn-(30)

1.2.2. Fórmula de representación de Green (ver [3],2.4).

Sean Broto) C IR", y E 3,.(20).

Notaremos G, a. la función de Green positiva. para el laplaciano en B,(:co) con

polo en y. Se tiene entonces que G, es una. función armónica. en B,(:co) \ {y} que
satisface:

Ga G C°° (ECW) \ {y})

G110”)> 0 Si z e Br(‘”0)\ {y}, G110”)= +°°
Gy(:v) = 0 si z E 83,.(20).

Además G, E L1 (B,(:co)) .

Para. u. e C2 (B,(:co)) ñ Cl (É,(a:o)) tenemos la. fórmula. de la. representación de
Green:

(1.2.1) j GvAudz= —u(y)+/ u8_,,Gde"-1.Br(:0) BBP(=0)

Cuando zo = 0, (1.2.1) toma. la. forma.

1'2 - |31|2 u
(1.2.2) j GyAuda:= —u(y)+ —/ —nd7i:_1,B,(o) "wn? 0340) Iz —yl

y además es posible estimar a. GV en B,(0) del siguiente modo:
1 2-n——— — 2

Gv(‘°)5{il 21' _2
21r Os laz-y] n'- I
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1.2.3. Fórmula de representación de Poisson (ver [3], 2.5).

Si u E C2 (B,(0)) ñ C'1(É,(0)) es armónica, de (1.2.2) obtenemos la fórmula. de
representación de Poisson:

u(y)= —"2- lylzf ——“ d'H"‘1nwnT oB,(o) |93-yl" z ’

que sigue valiendo aún cuando u G C2 (B,(0)) ñ C0 (É,(O)) .

1.3. Algunos resultados sobre distribuciones y medidas de Ra
dón.

1.3.1. Lema.‘ Sea fl C IR" un dominio, v e HIIOCUZ),a 2 0, y supongamos que
Av Z —a en el sentido de las distribuciones.

Entonces podemos asumir que

v(:v)=limj: v V260 y1'10
B,(=)

v es semicontinua superiormente.

Además, si 3,.(2) CC fl se tiene

j.- v S lim — v, lirn 3/- v 5 j: v.¡10 210
03,0.) aB,+.(a) aB,_.(a) BB,(::)

DEMOSTRACIÓN. Si a = 0, el resultado es conocido (ver por ejemplo [10], p. 90),

pues se deduce del hecho de que si B,(z) CC Q y r' < r , entonces

— v S — v, f: v S _ v.
3,:(2) B..(z) 83,:(2) BB,(z)

Si a > 0 , la. demostración se obtiene aplicando primero el resultado a. la. función

subarmónica. 10(2) := v(z) + a:—I-, y deduciendo luego el resultado para. v . Eln

1.3.2. Lenin. Sea fl C IR" un dominio, p, una medida de lladón en fl . Entonces

si 33(2) C fl se cumple que ¡1.(ÜB,(::)) = 0 para casi todo r E [0,12].

7



DEMOSTRACIÓN. Se deduce del hecho que |p|(K) < +00 para. todo compacto
K C fl . El

1.3.3. Teorema. Sea (mene ¡N una sucesión de medidas de Radón no negativas
tales que pk(IR") 5 M Vic e IN, M independiente de k. Entonces, cziste una

medida de Rado'n p, y una subsucesión (Mei) tal queJ'EIN

lim (prime, = f ‘Pdflv"lil mnJ'-°°°

para toda (p E CO(IR") y ¡lim pk, (E) = p(E) para todo conjunto borcliano E acotado,J-‘OO
tal que p(0E) = 0.

DEMOSTRACIÓN. Ver apéndice A de [4]. El

Si consideramos (pk)ke ¡N una. sucesión regularizante, es decir, una. sucesión de
funciones satisfaciendo

(1.3.1) pkG soppkCBI/k(0),j pkdz= 1, pk2 0,mn

tendremos

1.3.4. Corolario. Sea Q C R" un dominio, v G Hllocfll), a 2 0 y supongamos

que Av _>_—a en el sentido de las distribuciones.

Entonces u := Av es una medida de Radón (con signo). Además, si

v]. := pk :Izv, pk como en (1.3.1) se tiene

limprvkdz=f goduh-tm n n

limf Avkdz=/ dule-boo E E

para todo boreliano E CC fl, tal que IBEI= u(8E) = 0.

para toda (pE 00(0), y'

En consecuencia, si 33(2) CC fl resultará

lirn Avkdz = / du para casi todo p E [0,12].'°-'°° cha) 8.,(2)

8
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DEMOSTRACIÓN. Definamos 10(3) = 12(2)+ (1% y wk = pk * w , con pk como en
(1.3.1). Entonces wk son subarmónicas y pk := Aw;c es una. sucesión de medidas dc

Radón positivas en cada abierto D CC fl , para k grande. Aplicando en consecuencia
el teorema 1.3.3 y el lema. 1.3.2 obtenemos el resultado para. las funciones wk , de donde

se deduce luego el resultado deseado. El

1.3.5. Teorema. Sea y una medida de Radón en El" y f una función localmente

integrable en H2" respecto de y. Entonces

1am—1—/ my) —f(z)ldn(y) —o'—’°#(Br(z)) B,(a)

para p-caai todo z e H2".

DEMOSTRACIÓN. Ver teorema 1.3.8 de [7]. El

1.4. Medida de Hausdorfi' (ver[7]).

1.4.1. Definición. Para A C H2", lc> 0 y a > 0, sea

oo oo

1.4.1 'H" A =w¡.2"'inf diam S. h: A C 5-, diam S- < a ,a J J J
J'=1 j=1

donde un. es una. constante positiva, que cuando lc e EV coincide con el volumen dc
la.bola. unitaria de. IR".

Dado que H"; aumenta. cuando a disminuye, se define la medida. de Hausdorfi'
k-dimensional de A como

(1.4.2) 'H"(A) = lirn H:(A) = sup H:(A).
a—>0 a>o

1.4.2. Observación. Si k E W, k S n, 'H"(E) coincide con la. noción de área.
lc-dimensiona.l en HI” , bajo hipótesis adecuadas sobre E .



1.5. Distancia de Hausdorfi'. (ver[21]).

1.5.1. Definición. Se define la distancia de Hausdorff d(A,B) entre los conjuntos
A, B C IR" como

d(A,B)=inf{e>0:ACB‘yBCA‘}

donde notamos para un conjunto D C HZ" y c > 0

D‘ = {z E Ill": d(a:,D) < e}.

1.5.2. Teorema. Sea K C HI" un compacto. Entonces el conjunto F(K)
formado por todos los subconjunto; compactos de K es un espacio métrico compacto

con la, distancia de Hausdorfi'.

1.6. Conjuntos de perímetro finito (ver[1],[4],[7])

1.6.1. Definición. Sea. fl C H2" un abierto y sea. f E L1(Q). Definamos

(1.6.1) = sup{/nf divgdz:g EC3(fl;IR”), S 1paraa:Eo} .

Si j IVf I < +00 , diremos que f tiene variación acotada, y llamaremosn

'va) = {f e L1(n): ÁIVfI < +00}.

Se observa. que si f G B 17(9) las derivadas de f en el sentido de las distribuciones son
medidas de Radón en fl .

1.6.2. Definición. Dado E C Hi" un conjunto boreliano, definimos el perímetro de
E en un abierto fl como

P(E,n)= IVX(E)I,
y diremos que E es un conjunto de perímetro finito en Q si X(E) E lil/(Q). Si

P(E,fl)) < +00 para todo abierto fl acotado, diremos que E es un conjunto de
perímetro localmente finito.
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1.6.3. Teorema. Sea E C IR" un conjunto de perímetro localmente finito.
Entonces

/ |VX(E)I S 'H"_1(Afi ÜE) para todo abierto A C IR”.A

1.6.4. Teorema. Sea E C IR” un boreliano y supongamos que

'H"_1(K03E) < +00 para cada compacto K C IR". Entonces E tiene perímetro
localmente finito.

1.0.5. Definición. Sea E un conjunto medible Lebesgue. Dado a: e IR”, diremos
que el vector unitario y es la. normal exterior a. E en :c en medida, si

m¿j IX(E)-xuy: (y-z)-v<0})|=o.B,(z)r-OO 1'"

Observamos que si un tal V existe, será único y lo notaremos v(:c,E) . Entonces defi
nimos

Ü'E = {z : v(:c,E) existe }

y se tiene que 8*E C ÜE.

1.6.6. Observación. Si E C IR" es un dominio acotado de clase C’1, se cumple que

P(E, fl) S Hn'l (Q ñ ÜE) y por lo tanto E tiene perímetro localmente finito. Además
Ü‘E = aE , y u(:e,E) es la. normal exterior a E en :c en el sentido usual.

Si E es de clase C2 , se cumple que P(E,fl) = 'H"“1(Q n ÜE) .

1.0.7. Teorema. Sea E C IR" un conjunto de perímetro localmente finito.
Entonces

n-l ,
lim H (B,(zo)f10E)
Tao w 1Tn_1 = 1 para 'H"_1 —casi todo zo E 0*E.n

1.6.8. Teorema. Sea E C H2" de perímetro localmente finito y supongamos que

para todo z E ÜE se cumple
. ¡11(3) nEl . IBr(=v)n IR"\E|hmsu———>0 hmsu————>0.
Hop ¡Brun ’ Hop IBr<=v>I

Entonces Hn'l (BE \ 3*E) = 0.

1.6.9. Teorema. Sea E C H2" de perímetro localmente finito. Entonces para

todo v E Cá(1R";1R")

[E divoda:= Á.Ev(z).u(z,E)d7't“-1(z).
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CAPITULO 2: PLANTEO DEL PROBLEMA.

En este capítulo formulamos matemáticamente nuestro problema: en 2.1 describi

mos el modelo de la torsión elástica de una barra, probamos que la energía elástica está.

bien definida y la calculamos en dos ejemplos particulares. En 2.2 efectuamos algu

nas estimaciones que serán necesarias posteriormente. En 2.3 planteamos en términos

matemáticos el problema PF(H) que se quiere resolver. En 2.4 se propone, a fin de

resolver PF(H) , un problema variacional auxiliar P(H) .

2.1. La torsión elástica de una barra.

2.1.1. Introducción.

Se considera una barra cilindrica en El 3 de material elástico, de sección transversal

uniforme. Se supone que el material del cilindro es homogéneo e isotrópico, y que la

sección transversal del mismo es perpendicular a su eje.

El problema de la torsión es el siguiente: un extremo de la barra se mantiene fijo

y en el otro extremo se aplica una fuerza (torque) que lo hace rotar un ángulo dado.

La teoría de la torsión elástica indica, que si la barra es larga cn relación a las

dimensiones de su sección, y en ausencia de otras fuerzas, cada una de las secciones

de la misma efectúa un movimiento rígido de rotación en su propio plano (de ángulo
proporcional a la distancia al extremo fijo), y a su vez se deforma en la dirección
perpendicular.

Por su simetría, puede pensarse como un problema plano.

Sea D C IR2 la sección de la barra (antes de deformarse). Si la barra es maciza,

es decir, si D es simplemente conexo, su energía una vez deformada, viene dada por

E(D)= min IV'vIz-2/ v.vEH¿(D)2 D D

La función que alcanza dicho mínimo, llamada función de torsión, permite conocer las
tensiones en el interior de la barra en su estado deformado.

12



Por otra parte, se define la. rigidez torsional de la. barra T(D), como la fuerza
(torque) requerida para rotar la barra en un ángulo 0 = 1 por unidad de longitud. Se

cumple que E(D) = —2(29—2, lo cual indica que cuanto menos energía tenga una barra,
mayor será su resistencia a la torsión.

Si la barra es hueca, es decir, si la sección transversal de la misma es multiplemente
'n. 7|.

conexa, con agujeros H1, . . . ,Hn, U F; C D, donde D\ U Ü; es la región ocupada
i=1 i=1

por material, la energía viene dada por
" _ 1

E D H- = min -/ Vv 2 —2/ v c- constantes( \..=L_J1‘) 2 D I I D , i 1
v=c¡ en H¡

y su interpretación es la misma que en el caso anterior.

Una. descripción detallada del modelo puede hallarse por ejemplo en [15], [10],

[22].

Aunque la energía elástica, en el caso de la torsión, sólo tiene sentido físico cuando

se la calcula para. un abierto de 11-22,su definición podrá. extenderse a. abiertos de

H2", n Z 2. Para eso necesitaremos:

2.1.2. Definición. Sea n 2 2. Para. 'vE H1(Hï") ñ L1(HÏ") definimos

(2.1.1) J(v)= le|2 —zfm v,
observando que, definido de este modo, el funcional no depende del abierto del cual

calculamos la energía.

El teorema que probaremos a.continuación, muestra que bajo ciertas hipótesis sobre

el abierto de IR", la energía elástica (de torsión) está bien definida, a la. vez que
caracteriza a la función de torsión.

2.1.3. Teorema. Sea D C IR" un abierto de medida finita tal que IR" \ D
es conezo. Sean H; C IR" dominios acotados de clase C2, 1 5 i 5 k, tales que

k k

UÏÏ; C D,Íc E No (con k = 0 notaremos UÏIX = (0).
¿:1 ¡:1

Entonces el problema

min J(v)

v e H3(D)
(2.1.2) v=c,-enH,-15i5k

(c,- constantes arbitrarias)
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tiene un único mínimo u, y por lo tanto podemoa definir la energía. elástica (de torsión)
k

del abierto D\ U F,
¡:1

k

E(D\ U Fi) := J(u).
¡:1

Además, u es la única función que satisface

u G H&(D)

(2.1.3) Au = —2en 1)\ Ü E
t=1

u. = c: en H¡, c: constantes, 1 S i 5 lc

8
(2.1.4) — —ud'H"_1 = 2|H¡|, u normal exterior a, H,-, 1 S i S k,

0H¡ all

y se cumple que u > 0 en D.

DEMOSTRACIÓN. Por el teorema. de Stampacchia. ([5], p. 83) existe un único mínimo

u del problema. (2.1.2).

Tomando funciones cp satisfaciendo

(2.1.5) cpE H¿(D) con go= c,-en H.-, c,-constantes, i = 1,. . .,k

tenemos que J (u + ego)2 J (u) Ve E Hi . Entoncee

(2.1.6) ¿IVchp —2 /D Ip= 0 Vgosatisfaciendo (2.1.5)

y por lo tanto

¡e

(2.1.7) Au = —2en D \ U Ï¡.
i=1

Por otra. parte, la. función u+ := max{u,0} es admisible para. (2.1.2), con

J(u+) 5 J(u) y entonces u 2 0 en D, lo que junto con (2.1.7) y el principio fuerte del

mínimo nos da. k

u > 0 en D \ U íg.
i=1
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Si k = O el teorema está probado.

Para el caso k 2 1 procedamos del siguiente modo. Fijemos j, 1 5 j S lc,

tomemos en (2.1.6) funciones (,0E HÉ(D) con (p = 1 en Hj, go= 0 en Hi, i 76 y
apliquemos la.fórmula de Green. Entonces

0=—/ goAu+j Équ'Ï-Ü-l-Z/(pD\U:=¡Ñ.- aH- a” DJ

au
= ——dH"‘1 —2 II

BH,- a” I JI

(2.1.8)

con u normal interior a Hj.

Para ver que u > 0 en D,notemos cf = uIHi , i = 1,... ,Ic. Sabemos que e: 2 0.

Si existiera algún j tal que c; = 0, tendríamos ü 5 0 en ÜHJ-(u normal interior a
HJ-), lo que contradice (2.1.8). Por lo tanto u > 0 en D . Para finalizar la demostración

observemos que para cada elección de las constantes c2 habrá. una única. solución de

(2.1.3) y que la condición (2.1.4) impone los valores de dichas constantes. Ü

2.1.4. Corolario. (energía elástica de una bola) Sea B = BR C B2" una. bola.

Existe un único u E H3 (B) tal que

' J =J .
.323.) (v) (u)

Además u>0 en B y

(2.1.9) E(B) = J(u) = —C(n)_|B|"-n“,

(2.1.10) oo.):=

DEMOSTRACIÓN. Se deduce del teorema 2.1.3, observando que en este caso
2 2

{-ïfií IzISRuu): n n
sino

es el mínimo buscado. [1
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2.1.5. Corolarío. (energía elástica de dos anillos conce'ntricos)

Sean0<R1<R2<R3<R4,

H1 == {fc/ISI < R1}

H2 2: {IB/R2< < R3}

D =={z/Izl < R4}

y llamemos

hl = IIIII, hz=

M1=l{=v/R15|=vl.<. 122M,#2 = ¡{z/Iza s lzl s nm.

Entonces

(2.1.11)E(D\ =
n m n n

= _C(")((l"1 + hdr-Él _ hl” + (#1 +fl2 + ¡11+ ¡tú-'12 —(#1 +h1 +h2)4n'—’),

con C(n) > 0 dada por (2.1.10).

DEMOSTRACIÓN. I Se deduce del teorema 2.1.3 observando que si tomamos

61 |33| S R1

|=°I2——+d1 RISIGISRz
11(2) = n

c2 Rz S |93| S Rs

la? 2-T+d2 RSSIzISR4,
con c,-,d,-, i = 1,2"ele‘gidosde modo tal que u resulte continua, y 11(2)= 0 si = R4 ,
obtenemos el mínimo buscado. ’ El

2.2. Algunas estimaciones preliminares.

En la presente sección obtendremos cotas vinculadas con el funcional J definido

en (2.1.1), que serán muy usadas en el resto del trabajo.

2.2.1. Lema. Se cumple que

(2.2.1) J(v) 2 —C(n) |{v > o}|"-»ü Vv e ¡11(112")n Buzz"),
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con C(n) > 0 dada por (2.1.10).

En consecuencia, si |{v > 0}I < +oo, y si B es una bola con IBI = |{v > 0}|, se
tiene

J(v)2

DEMOSTRACIÓN. Sea v e H1(1R") r1 IPUR”), 12+ := max{v,0}. Como

J(v) 2 J(v+) y |{v > 0}| = |{v+ > 0}| , bastará probar el lema suponiendo que v 2 0 .

Para el caso en que {v > 0} es acotado, tomamos B" una bola tal que

|B"| = |{v > 0}| y 0* e UME") la función que se obtiene apartir (lc v por simetrización
de Schwarz. Entonces por el corolario 2.1.4 tenemos

It . _ m}!
J(v) 2 J(v )Z weg¿?B_)J(w)- -C(n) ¡{v> 0}I ,

C(n) como en (2.1.10).

Si {v > 0} no es acotado, procedemos del siguiente modo:

Fijamos una función 1]E C3(HÏ"), con 0 S 17S 1 , satisfaciendo

1 si a: Sl

n(z)={ H0 si |23| Z 2,

y definimos 17;.(12)= n , k e IN. Llamando 12;,:= nkv resulta

vk Z 0, {v}.> 0} acotado

¿uf-buen H1(IR"), l{v¡.>0}|—>|{v>0}|.

Entonces si aplicamos el resultado a las vk y tomamos k —>oo , obtenemos (2.2.1).

El lema se completa finalmente observando (2.1.9) y (2.2.1). D

2.2.2. Lema. Eziste una constante C = C'(n) > 0 tal que si v E H3(D), con D

algún abierto de IR", entonces

l/n "-12 1/2
||v|IH1(m") s con) (1 + IDI ) (Ju) + IDI n ) .

DEMOSTRACIÓN.Basta probar el resultado para v e Cá
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Supongamos primero que D es acotado. Como ‘vE HMD), por la desigualdad de
Poincaré ([3], p. 164) existe una constante C(n) > 0 tal que

(2.2.2) v2)1/25 C(n)ID|1/"’IV'vI2)1/2

Entonces, usando la desiguladad de Holder y (2.2.2) tenemos

va s amm-3*»;(/D ¡WEY/2
y por lo tanto para /\ > 0 arbitrario

/ |Vv|2= 2J(v)+4] v g 21(1))+ ¿compr-F + ZA/ |va2.D D A D

Si fijamos A = í- obtenemos

(/D IVv|2)1/2S C(n) (J(v) + IDIL?)l/2

lo que junto con (2.2.2) da la desigualdad buscada, para el caso en que D es acotado.

Para el caso en que D no es acotado, definamos vk := nkv, con 1];ccomo en el

lema 2.2.1 y Dk := D ñ sz. Entonces

vk e Há(Dk) con Dk acotado, 1),,—>v en H1(1R"),

y por lo tanto si aplicamos el resultado para v1. en Dk y tomamos k —>oo , obtenemos
el lema. El

2.2.3. Lema. Sean v G H1(HZ”)0L1(1R”), D un dominio de IR”, y
s E H1(IR") n L1(Hl") la función que satisface I

As = —2 en D
(2.2.3)

s = v en H2" \ D

Entonces,

J<v)- Ju) = 3 [D IV(v- a)? = á jm“ ¡wv —m2.

DEMOSTRACIÓN. De (2.2.3) se deduce que

(2.2.4) —/ Vngo = —2/ (,0 ch E EMD).mn mn
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Tomando entonces (p = v —s en (2.2.4) obtenemos el resultado deseado. Ü

2.3. Problema PF(H).

2.3.1. Introducción.

El problema que se estudiará es el siguiente:

Entre todas las barras cilíndricas huecas, de material elástico, que tienen su sección

transversal del mismo área y un mismo agujero H dado, se busca aquella que sea más
resistente a.la torsión.

En otras palabras, se supone dada una superficie cilíndrica, y una cantidad fija de

material elástico, y se quiere saber de que forma rodear a la superficie, de modo tal

de obtener un cilindro hueco de material elástico de sección uniforme, que resulte más

rígido para la torsión.

El problema, en consecuencia, consistirá. en minimizar la energía elástica definida

en la sección 2.1, entre aquellos cilindros que sean admisibles.

Notemos, por otra parte, que si en el ejemplo de los dos anillos concéntricos (coro
2

lario 2.1.5), mantenemos la cantidad de material ]D\ U H,-| constante, fijamos el
t=1

agujero interior H1 y variamos el agujero H2 , haciendo |H2| ——>+oo , la energía tiende

a —oo. Esto muestra que el problema con un agujero fijo, no tiene solución si se per

miten otros agujeros arbitrarios. Por lo tanto, impondremos que las barras admisibles
no tengan otros agujeros además de aquel que se fija.

2.3.2. Datos del problema.

Supondremos dados los siguientes datos

- H C H2" un dominio acotado de clase C2 , con IR" \ ÏÍ conexo, n 2 2.

- 0<w0<+00.
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2.3.3. Plantea del problcrnn PF(II).

Definamos el conjunto de los abiertos admisibles para. nuestro problema.

Ad (H) = {D C IR",D abierto, D 3 TÍ, IR" \ D conexo, Il) \ Fl = wo},

y observemos que para. D e Ad (H) la. energía. elástica. se define como

2.3.1 ED TI = ' J .
( ) ( \ ) “¿33%) (v)

v: const. cn Il

® II: agujero
¿D‘H D \ TÍ : material

Notemos que si definimos

Ü _ ‘ ' f —_
E (II) -—Demian) E(D \ 11),

tendremos que E"(H) > —oopor el lema 2.2.1. Éntonces planteamos el problema.

PF(H) : Demi?!”E(D \ H).

Cuando no se preste a.confusiónusaremos Ad y Pp para.notar Ad y PF(H)
respectivamente.

2.3.4. Lema. Sea D e Ad Entonces ezíste una única función de torsión
u e 113(1)) con u = const. en H, tal que

J(v)= J(u)= E(D\min
vEH¿(D)

v=consh en H
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Además se cumple que

u e H1(1R") n L1(1R"), D = {u > o},

|D\I_II = |{z e H/u(a:) > 0}| =w0.

DEMOSTRACIÓN. Se deduce en forma trivial del teorema 2.1.3. El

2.4. Problema P(H).

2.4.1. Introducción.

El problema PF(H) consiste en minimizar la.energía.elástica. sobre los abiertos ad

misibles Ad (H Basándonos en el lema.2.3.4, plantearemos un problema variacional
P(H), consistente en minimizar el funcional J sobre un conjunto de funciones, que

contiene a.las funciones de torsión de todos los abiertos de Ad (H).

2.4.2. Datos del problema.

Supondremos dados H y wo como en 2.3.2.

2.4.3. Planteo del problema P(H).

Definamos

K(H) = {v GH1(IR")0L1(HI"),v = const. en H,|{:c é H / v(:c)> 0}| = wo}.

Observemos que si definimos

P(H)=¿{Hgm
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tendremos, aplicando los lemas 2.3.4 y 2.2.1, que

(2.4.1) E*(H) 2 J*(H) > —oo.

Entonces planteamos el problema

P(H):vemK1(nH)J(v).

Cuando no se preste a confusión usaremos K y P para notar K(II) y P(H)
respectivamente.

2.4.4. Observación. La resolución del problema P(H) presenta los siguientes
inconvenientes:

1) Las funciones de K (H ) están definidas en todo IR", con lo cual, en principio, las
sucesiones minimizantes no tienen por que converger a un mínimo del problema .

2) La condición v = const. en H , cumple el papel de condición de contorno, y ésta es

variable, ya que el valor de la constante en H es una de las incógnitas del problema.

3) El hecho de fijar la medida de {z G H / v(z) > 0} para las v admisibles, complica
el problema variacional.



CAPITULO 3: EL PROBLEMA PENALIZADO.

Con el propósito final de resolver el problema. P(II), estudiamos los problemas

penalizados Pf'HUÍ) y P:(H).

En 3.1 planteamos el problema PÏ'R(H) . Mostramos que existe solución y pro
bamos propiedades preliminares de regularidad para toda solución u. En particular:

u Z 0, u es lipschitz, Au = —2 en {u > 0}, u tiene crecimiento lineal cerca. de la

frontera libre 0{u > 0}. Además estudiamos detalladamente la dependencia. de los
distintos parámetros del problema, definiendo a tal fin, parámetros auxiliares p. y 6 .

En 3.2 planteamos el problema P:(H) y probamos - gracias a los resultados de
3.1 - que este problema tiene solución. Además sus soluciones satisfacen propiedadcs'

análogas a las que cumplen las soluciones de PÏ’R(H) . Finalmente probamos que ambos
problemas son equivalentes para R grande.

3.1. Problema Pf’R(H).

3.1.1. Datos del problema.

Fijamos H y wo como en 2.3.2 y además fijamos los siguientes parámetros

11"> 0, tal que H satisface la propiedad de la esfera

(3.1.1) interior uniforme de radio r"

Ro > 0, tal que {z e an/d(:c,H) S 1} C BR°(0).

3.1.2. Planteo del problema Pf’R(H).

Fijemos e > 0, c > 0, R 2 Ro.

Sea fl = IR" —F y para v E H1(fl) n L1(fl) definamos

mv) = á le’ —2 v+¿(Hz e n/vm > om
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donde

12(3): {í(3_w0) 357-001E ((3 —w0) +(s —w0)2) s 2 wo.
Dcfinamos

(D.1) KE=KÏQ(H)= {v EHá(BR), v=cen H}.

Claramente KfI(H) C ¡11(0) n [11(0) , entonces planteamos

Pan = final) 3013%}!¿(1’)

Por otra parte, fijamos una, función u" = uff E II¿(BR°) satisfaciendo

u°=cenH, uCZO, |{z íH/u°(z)>0}|5wo.

Entonces, si definimos

(3.1.2) 1:12, == IIVu°IIía(m»,,

tendremos que J,(u°) S l, y como R 2 Ro , resultará

(3.1.3) u° E KÏ; y por lo tanto inf J,('v) _<_l.
vEKh

Observación importante.

Definamos 93' ='BR —í. Entonces si v e Kit , también v E H1(IR") y se tiene

(A) v€H1(QR), v=cenÜH y v=0enaBR (enelsentido H1)

A su vez, dada una función satisfaciendo (A), podremos pensarla. definida en todo
IR" , si asumimos

0 si z e IR" —BR,
v(:c) =

c si a: E H

y tendremos entonces que v G H 1(112") y además v E KE .

Por tal razón, asumiremos de acá en más que

(D.2) Kfi=KÏI(H)={v€H1(DR), v=cen GH,v=0en ÜBR},
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observándose que si bien las definiciones (D.1) y (D.2) son equivalentes, esta última
resultará. más adecuada para el estudio de propiedades locales.

En consecuencia se tendrá.

1

14v): —j IVvI"—2f v + f, (¡{z e 911/005)> om vv e Ka.2 nn nn

La definición (D.1) será. usada sólo cuando se lo aclare explícitamente.

3.1.3. Teorema. Eziste una solución u de Pf’R.

DEMOSTRACIÓN. Pensando a KE como en (D.1), y definiendo para v E Ki“

s(v) := |{z Q H/v(z) > 0}|, tenemos

(3.1.4) J.(v) = J(v) + 2clH| + fe (8M),

con J definido en (2.1.1). Observando que

(3.1.5) fe (s(v)) 2 —ewo Vv E KE,

y usando el lema 2.2.1, tenemos para v G KÏt que

J,(v) Z -C' + 2cIH| —ewo, C’constante,

y entonces 7 := infvexñ J,(v) > —oo.
Tomemos uk una sucesión minimizante. De (3.1.4), (3.1.5) y como c > 0 resulta

-J(u¡.) —swo S J,(uk) 5 J,(u1) para k grande

es decir,

J(u¡,) S C, C independiente de k

y usando el lema 2.2.2 obtenemos

IIukIIH1(mn) S C’, C independiente de k.

Por lo tanto existe u e Hg(BH) y una subsucesión uk tal que

Vu,° —->V11. débilmente en L2(BR)

uh —> u en L1(BR) y c.t.p. en B11.
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En consecuencia. u = c en H y entonces u E KÏ; . Además

s(u) 5 ligninf s(uk)

fe (son) s 15,53¿grf, (sus)

j ¡vul2 _<_h'minf/ IVuklzmn k-OG) mn

con lo cual

J¿(u) S liminf J,(u¡,) = lim J,(u¡.) = 7k-ooo k-ooo

lo que prueba el teorema. CI

Estudiemos propiedades de regularidad de las soluciones dc Pan .

3.1.4. Lema. Si u es una solución de Pf’R entonces Au 2 —2 en el sentido de
Ias distribuciones en QR .

Por lo tanto podemos asumir que u satisface

u(z)=lim j: u V2693,1'10
B,(z)

y u es semicontinua superiormente.

DEMOSTRACIÓN. Sea 17E C€°(QR), 172 0 y sea. t > 0. Entonces u-tn es admisible

para Pf'n , con

¡{z G nit/(u - tan) > 0}| S |{=cG912/142) > 0}|

y por lo tanto

os %(Je(_u—tn)-Je(u))í%(¿Ánlwu-tnflz-¿ÁanuI2+2tÁnn)
Tomando limite superior para t —>0 resulta

f (-Van + 217)2 0,nn

de donde concluimos que Au 2 —2 en el sentido de las distribuciones en nn .

Finalmente, el resultado se completa aplicando el lema 1.3.1. D

3.1.5. Lema. Sea u. una solución de Pf’R. Entonces u. _>_0.
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DEMOSTRACIÓN. Supongamos que u(:co) < 0 para. algún :co E fin .

Entonces, definiendo v := max (u,0), obtenemos una. función admisible para Pech
I

y por el lema. 3.1.4. tendremos que

/ IVvI2</ IVulz, /v>/ u.nn nn nn nn

Como además

|{-'BE nn/Uv(='=) > 0}| = |{=vE (ln/14€) > 0}|

resultará J¿(v) < J,(u), lo que es un absurdo. El

3.1.6. Lema. Sea D C IR" un dominio, v e H1(D) una función no negativa

semicontinua. Existe una constante C = C(n) > 0 tal que si Br(:c) CC D, y si s es

una función satisfaciendo As = —a en B,(z), s = v en 33,013), con a Z 0, entonces

2

1

’ "¿HH -I{ye Baz), vw) = o}Is Cf Iv(v—muy.r B..(z)
OB,(:e)

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que B,(z) = 31(0) y notemos que podemos acotar a

s del siguiente modo: Si h es la. función armónica en B] con h = s = v 2 0 en 8131,

usando el principio del máximo y la fórmula de representación de Poisson

(3.1.6) sw) 2 h(y) 2 0(n)(1 —IyI) v, y e BI.
831

Fijemos ahora z tal que |z| S á y consideremos la transformación
z r—> (1 —Iznz + :c de BI en sí misma, donde z se convierte en el nuevo origen,

y sean

1242):: v<(1 —Iznz + z) 32(2) ==s ((1 —Iz|)z + z),

donde observamos que v, = s, en (931.

Dado E e (931 definimos

, 1

r¿ =1nf S 1'_<_1y v,(r€) :0},
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si el conjunto es no vacío y r¿ = 1 si el conjunto es vacío. Para. Hn-l -casi todo
, 1 . .

E E ÜBI, v,(r¿) esta. en H1 en r, 1' E [5,1]. Entonces, Sl fijamos E G 8B1 tal que vz
tenga esta propiedad y tal que r¿ < 1 obtenemos

31(7'E¿)=32(7'60’ "¿WO =/r ¿(vt '—SIXTÜdTS

5 1—r¿ |V(v,—sz)(r¿)|2dr)

Entonces por definición de a, y por (3.1.6) resulta

1 É

(JL v) (1"'7€)S IVÜ’:" 3:)(7'5)I2dr) 1831 ‘

o bien

(3.1.7) BB; (1—r¿)so<n) |V(vz-8z)(r¿)|2dr,

desiguladad que también es válida. cuando re = 1.

Recordando la. definición de 1'¿ resulta.

1

/ X{v.=0}dz.<_f / Tn_1deHÉ'-1S / _ TE)dH2L-l,31-31]. IEI=1 Pg I€|=1

y por lo tanto si integramos (3.1.7) sobre f obtenemos

2

f. v f x{,,,=o}dz5 C(n)/ |V(v, —s,)|2d:c,
831 31-31” 31(0)

es decir,

2

(3.1.8) v j x{.,=o}dySC(n)/ IV(v—s)I2dy
031 31-31/4(z) 31(0)

Si consideramos ahora. (3.1.8) para. z1 y zz en Bl/z con lil/¿(21) ñ B1/4(z2) = (0
y sumamos, obtenemos el resultado buscado en 31(0) .
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Finalmente, haciendo el cambio de variable correspondiente, se obtiene el lema para.

3,.(2) CC D arbitraria. El

3.1.7. Teorema. Existen constantes positivas so = 50(n) y C tales que toda

solución u de Pan, con e 5 eo satisface

|{z E (ZR/11(2) > 0}| S C

donde C = C(n, IHI,I) , l dada por (3.1.2). Además C varía en forma. continua cuando

IHI ó l varían. en HZ>0.

DEMOSTRACIÓN. Sea h = IHI . Para v admisible definamos

s(v):= E(ZR/Mz)>
Si para toda solución u de Pf'R se cumple que s(u) 5 max {1 —h,wo} , el lema

resulta trivial."

Sino, existe una. solución u de PZR satisfaciendo

(3.1.9) s(u) 2 max {1 —h,wo} .

Pensando a u e H3(BR), tomando u = c > 0 en H, por el lema 2.2.1, tenemos
m

(3.1.10) J,(u) > —C(n)(s(u) + h) " + f, (s(u))

y por lo tanto de (3.1.9), (3.1.10) y (3.1.3)

(3.1.11) s(u) e {s/s Z 0, F(s) < 0} 7€Ü,

con F(s) = —eC(n)(s + h)2 + (s —wo)2 —el.

Entonces si e e (0,60], con eo : F resulta una función cuadrática en s= 20(n)’
con coeficiente principal positivo, y de (3.1.11) se concluye que

existen .91, sz raíces reales de F, .91< .92, sz > 0, y s(u) E [0,32).

No es difícil ver de la. definición de F que

s2 = 32(n,c,h,l) S C(n,h,l) para 0 < e:S 50(n),

donde C es una constante que varía en forma continua. cuando h ó l varían en IR >0 .

Esto concluye la demostración. El
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3.1.8. Observación. De acá en más, asumiremos e S eo , con eo = 60(1).)dado
por el teorema 3.1.7. Además, fijaremos una constante y. > 0, parámetro del problema

PÏIR , con la siguiente propiedad

(3.1.12) E SIR/11(2)> 0}| S y. para toda solución u de :‘R,

observando que una tal p. existe por el teorema 3.1.7.

Por otra parte, el citado teorema nos asegura que de ser necesario , podremos elegir
dicha p, de modo tal que resulte independiente de e: ó de R .

De esta observación y del lema 3.1.5, concluimos que si u es solución dc I’f’u y II cs
grande existirá una región de QR donde u E 0 , y también una frontera (ZRñ 0 {u > 0}
que llamaremos la frontera libre.

3.1.9. Lema. Eziste una constante C = C(e) > 0 tal que si u es solución de Pf'n
y si s es una función satisfaciendo As = —2 en D, s = u en 8D, con D C DE un

abierto, entonces

[D IV(u—a)? s c(e)<1 +#+ IDI)¡{ye muy) = on,

donde p, viene dado por (3.1.12).

DEMOSTRACIÓN. Sean D C QR un abierto y u. una solución de Pf'n. Sea s E
H 1(fl R) la función que satisface

As=—2enD, s=uenflR—D,

entonces s es una fúnción admisible para Pin, y como u Z 0, por el principio del
máximo tenemos

{s>0}={u>0}U{yED/u(y)=0}.

Por lo tanto, por definición de f, y por (3.1.12) se tiene

fe (|{3 > 0}|) - fe (I{u > 0}|) S sup f.’(8)(|{8 > 0}| - I{u > 0}|)
OS‘SIH'IDI

(3.1.13) = c(e)(1 + n + IDI)¡{ye D/u(y) = on.

Además, por ser u. solución de Pin y por el lema 2.2.3 tenemos

1

o s us) —un) = 7 fD Iv<u—a)? + fe (I{s > o}|) —f. (|{u > om,
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lo que junto con (3.1.13) prueba. el lema. El

3.1.10. Lema. Existe una constante positiva C, tal que para. cada solución. u de

Pin y para cada bola 3,.(2) C QR con r < 1 , se cumple la siguiente propiedad:

1

; .. u Z C implica u > 0 en B,(:z:)
GB,(:I:)

donde C = C'(n,e,p.), y. viene dada por (3.1.12).

DEMOSTRACIÓN. Sean u una. solución de P23 y B,(z) C On con r < 1. Sea. s la.
función satisfaciendo

As = —2en B,(:v), s = u en 63,.(2),

entonces por el principio del máximo y como s es continua. en B,(:c) , resulta.

(3.1.14) s > 0 en B,(z), 111181/. s = s(y) si y G B,(z).p
39(11)

Por el lema. 3.1.6

11. j: u .I{y E Br(:c), u(y) = 0}| 5 c(n)/B( )¡V(u_ ¿N2
03,01) r z

y por el lema. 3.1.9, usando que r < 1 tenemos

(3.1.15) j“ )|V(u —s)|2 _<_C(n,c,,u.) |{y e B,(a:), u(y) = 0}|., z

Es decir, existe una. constante positiva. C = C(n, em.) tal que

É - u -I{yeB.(z),u(y)=o}I% scl{yeB.<z).u<y)=o}I%
BB.(:)

1

Por lo tanto, si se cumple que :F 3/- u 2 20, deberá. ocurrir que u, > 0 c.t.p. en
034:)

B,(:c) , con lo cual, de (3.1.15) y de la. desigualdad de Poincaré obtenemos que u. = s
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c.t.p. en B,(:c). Entonces por (3.1.14) y por el lema 3.1.4, tenemos u = .9 > 0 en
3,.(2). El

3.1.11. Lema. Sea u una solución de Pf’n . Entonces Au = —2 cn cl conjunto
abierto{z EQR/ > 0}.

DEMOSTRACIÓN. Veremos primero que {z E QR / u(a:) > 0} es un abierto.

Scan ¡coE nn tal que u(:vo) > 0 y a tal que u(a:0) > a > 0. Por cl lema 3.1.4

l' —- =
¿irá f u u(2:o) > a,

B'(zo)

con lo cual para un r1 > 0 chico se tiene Buceo) C On y además
1'

/ f (u —a)d'H"—1dp> 0, Vr S r1.0 BBP(20)

En consecuencia, existe una sucesión pk —>0 tal que

j (u—a)dH"-1>o, pk>0, Vke IN.asma)

Entonces, si C es la constante del lema 3.1.10, podremos encontrar un ko G EV con la

propiedad de que

_ udHn-l > pï > C, Vk > ko,la

GBP].(5°)

y por lo tanto u > 0 .en Bpho(zo).

El resultado se completa aplicando el lema 3.1.9 en Bpko(1:0). El

Para 0 < 6 < 1 definamos

(3.1.16) D5 = D¿(H) := {z E El" / 0 < d(a:,H) < 6}.

Entonces, como R Z Ro , con Ro dado en (3.1.1), se tiene que

D¿c{z€ IR"/0<d(a:,H)51}CnR.

Probaremos ahora que la.frontera. libre QRn 8{u > 0} se mantiene uniformemente
alejada de ÜH .
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3.1.12. Teorema. Existe una constante 60, 0 < ¿o < 1, tal que toda solución u

de Pf’n cumple

D60 C {a2E (IR/11(2) > 0}

con 60 = 60(n,c,c,r",p), 1'" y p. dadas por (3.1.1) y (3.1.12) respectivamente. Además

¿o varía en forma continua cuando c varía en 1R>0 .

DEMOSTRACIÓN. Sea zo E ÜH, y sea 0 < 5 < min{1,r"'}, 1'" como en (3.1.1) y

consideremos 35 la bola de radio 6 tangente interior a H en zo . Sin pérdida de la

generalidad supondremos B5 = B¿(0) .

Observmnos entonces que 326 = B26(0) satisface

326093960 É2¿c{zemn/d(z,11)51}cnnuí,

hecho que nos-permitirá extender u a todo 325 , tomando u = c en B25 —QR y de

este modo u G H1(ng) .

Sea. s la función definida. en Bu satisfaciendo:

As = —2en QR ñ 32.5, s = u en 8611.1ñ 325), s = u en el resto de 325.

Además construyamos la. barrera w del siguiente modo:

Aw=0en 325-35, w=cen 835, w=0en 0B”,

es decir

10(2)= cC(n)f(IzI), 5 5 lzl S 26, C(n) > 0,

(3.1.17) 1n(26/p) i n = 2,
f(p) = ,H 1 16 — n>2.

Entonces, como

A(s—w)=—2en930325, s-w ZOen 36230326),

tenemos por el principio del máximo que

(3.1.18) s —w 2 0 en QR n 325.

Razonaremos en forma. similar al lema. 3.1.6:
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Dado 6 E 331 definimos

1'¿= inf{'r / 6 5 r 5 26, u(r¿) = 0},

si el conjunto es no vacío, y 1‘¿= 26 si el conjunto es vacío. Para H"_1— casi todo

fi G 831 , está.en H1 en r, 'r E [6,26]. Entonces, si fijamos fi E 831 tal que u.

tenga esta propiedad y tal que re < 26 obtenemos

26

amo = smc) —ame) = j ¿(a —sxrc) dr
rG

26. 1/2

(3.1.19) g 26 —7'¿ |V(u —3)(1-¿)|2dr)"e

Observando que r¿f E QR n Bu , de (3.1.18) y (3.1.17) resulta

C n
amo 2 ww) = ww) - w(26€)2 c—f.—)(26—Ti),

lo que junto con (3.1.19) conduce a

cz 26

(3.1.20) 67(26 —ns) 5 C'(n) j |V(u —s)(rf)|2 dr,"e

desigualdad también válida cuando r¿ = 26 .

Recordando la definición de 'r¿ se tiene

26

|{ze nn n Egg/11(2):o}|5/ / r"-1¿1'ng‘1IH=1 ü

5 aman-1 j (26—n) ¿Hg-1|€|=1

y si ahora integramos (3.1.20) sobre CE 331 obtenemos

2

(3.1.21) ¿2-[{a:e nn n 326 / 11(2)= o}| 5 C(n)/ |V(u —3)]2dz.6 nnnBu

Por el lema 3.1.9, usando que 6 < 1

(3.1.22) / |V(u —.s)[2dz 5 C(n,e,p.)|{z e nR n B26 / 11(2)= o}|,nnnBu

lo que junto con (3.1.21) resulta en
2

(3.1.23) 2-. ¡{z e 912n Bas/“(3) = 0}! s com, uma e nn n Bu / 11(2)= 011,
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< T1587; , de (3.1.23) obtendremos que u > 0
c.t.p en QR ñ Bzó. Entonces por (3.1.22) y razonando como al final del lema 3.1.10,

Si ahora fijamos un 6 tal que 62

se tiene que u > 0 en QR ñ B25. Recordando como habíamos construído 1326, y

observando que el razonamiento hecho es independiente del punto zo E 011 del que

partimos, se concluye que D5 C {u > 0} . El

3.1.13. Observación. De acá. en más fijaremos una constante 6, 0 < 6 < 1,

parámetro del problema Pf'R con la.siguiente propiedad

(3.1.24) D5 C {1: E SIR/ 11(2)> 0} para. todo. solución u (lc Pin,

observando que una tal 6 existe por el teorema 3.1.12.

Dada u una solución de Pf'R , notaremos para :c E DE , tal que u(:c) > 0

(3.1.25) ¿(12)= ¿“(12):= d(:v,QR n Ü{u >

En particular tendremos ¿(2) > 0 y B¿(,,)(:v)n DR C {u > 0} .

El próximo lema muestra que u tiene crecimiento lineal cerca de la frontera libre.

3.1.14. Lema. Existen constantes positivas C1 y Cz tales que si u es solución

de Pan, a:E {u > 0}, B¿(,)(z) CC OR y ¿(2) < 1, entonces

C1d("’) S “(33) S 02‘10”)

donde 01 = C¡(n,e),. 02 = 02(n,e,p), p, dada por (3.1.12).

DEMOSTRACIÓN. Sea u una solución de Pan. Tomemos zo satisfaciendo

(3.1.26) zo e {u > 0}, B, := B¿(,°)(zo) cc OR, ¿(20) < 1.

Llamemos v(:c) := 11(2)+ Jz_—:°|:. Por definición de ¿(20)

(3.1.27) 3B, contiene un punto de la frontera libre,

u > 0 y entonces Au = —2 en B, ,

(3.1.28) Av=0 y vZu>0enB,
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PASOI. (primera desigualdad). Tomemos a tal que

(3.1.29) u(a:o) < ar, a > 0.

De (3.1.28) y la desigualdad de Harnack resulta

(3.1.30) gup v 5 C(n)v(:co) = C(n)u(zo), C(n) > 07/2

y entonces de (3.1.28), (3.1.30) y (3.1.29) concluimos

(3.1.31) u(:c) S C(n)ar en Br/z.

Fijemos una función 1,1)G C°°(1R") satisfaciendo

O si Izl S 1,
10(3) = ,

1 Sl |22| 2 2,

ú(z)>0 si1<IzI<2,

y definamos‘I’(z)= Sea

{min{u,C(n)ar'I>} en Br/z
w :=

u en QR- Br/2

entonces por (3.1.31) w resulta admisible para Pf'R y observando además, que w = 0

en B,“ y w > 0 en Br/z —B,./4, se tiene

1 N ...

1/ IVwI2——/ IVuI2S C(n)a2r", C(n) > 02 lnn. 2

—2/ w+2] u S d6(n)r"+1,nn nn

fe(|{w > 0}|) - f:(|{u > 0}|) S -Ü(€,n)7‘”, aan) > 0

Recordando que 1'< 1, concluímos que existe Cl = 01(n, e) > 0 tal que

J,(w) —J¿(u) < 0 si a S Cl,

lo que es un absurdo.

Es decir, todo a satisfaciendo (3.1.29), cumple que a > C1 , y por lo tanto

01d(zo) = C17 S “(20)
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PASO II. (segunda. desigualdad). Por (3.1.26) tendremos para. p > 0 chico, que

Br.“ C DR, con 1'+ p < 1 . Entonces de (3.1.27) y del lema. 3.1.10 se deduce

1

m f: u<C, C=C(TL,€,}L)>0
83r+p

y si tomamos limite para. p —>0, por el lema. 1.3.1 obtenemos

(3.1.32) l u 5 C.1'

OBr

Finalmente, recordando la. definición de v, tendremos por (3.1.28), (3.1.32) y como
r < 1 que

2r
u(:co)= v(:no)=/: v =/: u + í S 027'= 6311000),

BB, BB,

donde C; = 02(n, 5,1,1),lo que completa el lema. El

3.1.15. Lema. Existe una constante positiva, L tal que si u es solución de Pin,
:co E DE ñ 6{u > 0} y B2,.(1:o) CC OR, con 0 < r < 1, entonces u es Lipschitz en

B,(a:o) con constante L, donde L = L(n,e,p.), p. dada por (3.1.12).

Por lo tanto u G C°'1(OR) .

DEMOSTRACIÓN. Sean u, 1:0 y r como en el enunciado. Fijcmos a: E B, = 13,.(20)

con > 0, entonces

:c E {u > 0}, B¿(,,)(:c) CC fin, d(a:) < 1

y por el lema. 3.1.14

(3.1.33) 0 < u(:c) S Cd(:c) S C C = C(n,e,p.).

Razonando como en el paso II del mismo lema, obtenemos que si d = ¿(12)

(3.1.34) :7 - u 5 c c = C(n,e,p,).
0340!)

Además, como u > 0 y en consecuencia. Au. = —2 en B¿(:c) , resulta.

Bu = < '
A (ami) 0 en B¿(z), 1 _ 1.5 n,
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de donde, para. p < d

3 1 a 1

(3.1.35) —"(z)= ——n/ u = —/ una,62.- wnp 3,,(2) 333i wnP” 03,,(2)

donde n es la. normal exterior a. BP(2) . Por lo tanto, haciendo p —>d, de (3.1.34) y

(3.1.35) obtenemos

(3.1.36) |Vu(2)| S L L = L(n,e,p.).

Como tenemos (3.1.33) y (3.1.36) para. 2 E B, ñ {u > 0} arbitrario y observando
que Vu = 0 c.t.p. en {u = 0} , concluímos que

u e WI'OO(B,.), IIVuIILoo(B') S L,

lo que completa. el lema. El

3.1.16. Lema. Ezisten constantes C > 0, 0 < ro < 1 tales que si u es solución de

PS’R, 20 E QR n 8{u > 0}, 32,.(20) CC QR, 0 < 1' < ro entonces

sup u 2 Cr
Br(30)

donde C = C(n,e,y.), ro = ro(n,s,p.), p. dada por (3.1.12).

DEMOSTRACIÓN. Fijemos u una. solución de Pf’n, 20 E On n 0{u > 0} y
B2,(20) CC QR con 0 < 1' < 1 . Por definición de ¿(2) tendremos

l

(3.1.37) ¿(2) S |2 —2o] S r V2 E B,(2o) ñ {u > 0}

y entonces por el lema. 3.1.14 resulta.

(3.1.38) C¡d(2) S u(2) S Czd(2) V2 G B,(2o) n {u > 0},

donde C.- = C¡(n,e,/.I.) > 0, i = 1,2, y por el lema. 3.1.15, existe una constante

L = L(n,e,p.) > 0 tal que

(3.1.39) u. es lipschitz en B,(2o) con constante L.
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PASOI. (parte principal de la. demostración). Probaremos que bajo nuestras hipótesis

existen 60 = 60(n,e,p), ro = ro(n,e,p.) constantes positivas, con ro < 1 tales que si
tomábamos arriba r 5 ro y

si 1: es tal que 11(2) > 0, B¿(=)(z) CC B,(:z:o), entonces

(3.1.40) { existe z = z(z) con Iz —zI = d(:c), u(z) 2 (1 + 60)u(:v) > 0

Para. demostrarlo, tomemos 1:1, con u(:v¡) > 0 y B¿(z¡) = B¿(,,,)(:c¡) CC B,.(z:0).
Entonces por definición de ¿(121), 0B¿(:c¡) contiene un punto yl de la. frontera libre,

y u > 0 en B¿(:z:1). Por lo tanto si 12(2):= 11(3)+ 1%]: , tenemos que

(3.1.41) Av = 0 en B¿(a:1) y v es continua. en B_¿(:cl).

Veamos que existen a = a(n,e,u), r1 = r1(n,e,p.), 0 < a, r1 < 1 , tales que si
1'57'1 Y

(3-1-42) Si z E aBdÜü) con ISB- y1I < ad, entonces v(a:) S ——v(:1),

En efecto, definiendo a := min{1, 4%} y r1 := min{1, 94m}, tendremos por (3.1.37) y

por (3.1.38) que

cl2 C1 'u.(:cl) v(:¡:1)3.1.43 L d — —d < —— = —.
( ) a + n < 2 - 2 2

Además los :I: considerados cumplirán, por (3.1.39)

(3.1.44) |v(z) —v(y1)| = |u(::) —u(y1)| S le —y1| S Lad.

Entonces por elección de yl , y por (3.1.43) y (3.1.44) obtendremos

00'31)
ve) s Lad+vw.)s T.

que prueba. (3.1.42).

Sea. 21 E 3B¿(:c¡) tal que v(z¡) = 031?“). Si ro S r1 de (3.1.41) y (3.1.42)d :1
resulta.

1,031): f. vs ¿ZEA+v(zl)(l—/\), A=/\(n,e,p,), 0< A<1,
BB¿(a¡)
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y definiendo 60 := {lg > O, tendremos que

(3.1.45) v(zl) 2 (1 + 260)v(2:1).

Finalmente, de (3.1.45), (3.1.38) y (3.1.37), eligiendo ro := min{r1,60nCl} obtenemos

¿2 d
¡[(21)2 + 260)!)(21)—í _>_ + 260)u(a:1)—“(111)? 2 + 60)u(:1:1),1

lo que completa cl paso I.

PASO ll. (iteración). De acá. en más supondrcmos r S ro dado cn el puso l.

Fijemos 2:1 satisfaciendo

(3.1.46) Izl —zol < r/8, u(:v¡) > 0

Dadoa:Emfil), por (3.1.37)

la: —zo] 5 d(:c¡) + Izl —zo] S 2|:cl —mol < 1',

y entonces

(3.1.47) B¿(=¡)(==1)CC 31-(30)

Por lo tanto es posible hallar zz := z(a:¡) como en (3.1.40), y entonces por (3.1.37) y
por elección de 2:1 tendremos

'22—21': ¿(111)S '21'- ¡Bol< 7/8.

Por otra parte, usando argumentos similares, no es difícil ver lo siguente: Si para

k e HV, luego de aplicar iterativamente (3.1.40), se tiene que

u(=B¡) > 0, Bd(=.-)(=v¡) CC Br(=vo), 3í+1 == 20'61"), 1 S i S k, y

ZÏ=1|zi+1 —zil < 7/3,(3.1.49) {

entonces,

"(zk+1) > o! Bd<=h+1)(zk+1)CC Br(zo)v

y por lo tanto será.posible definir zh.” := z(zk + 1) como en (3.1.40).
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Como (3.1.49) es válido para k = 1 (debido a. (3.1.46), (3.1.47) y (3.1.48)), hemos
probado que podemos comenzar un proceso iterativo partiendo de 2;], obteniendo así

puntos mi.“ = z(z¡).

Sin embargo, tomando k E IN tal que (3.1.49) valga, tendremos que por (3.1.40)

y (3.1.38)

k k 1 k (1+6) ko

g I3i+1—¡vil= gta-1’02 0-2214302 -—C2—¿“(131),

y entonces por (3.1.49) resulta.

021‘
ku(zl)Sm = C, C independiente de k ,

lo que nos muestra. que es posible realizar la iteración sólo un número finito de veces.

PASO III. (fin de la. demostración). El proceso iterativo nos permitió hallar ko > 1 , y

puntos 21.-,1 S i S ¡co+ 1 satisfaciendo

¡co-1

(3.1.50) [21 —mol < r/8, Z last-+1-—mil < 'r/8
i=1

pero

ko

(3.1.51) z Iz.-+1—z.-| 2 r/8.
i=1

Además por construcción tendremos para. 1 S i S k0

(3.1.52) Bd(z¡)(zi) CC Br(=vo)

(3.1.53) u(z¡+1)— ¡[.(Zi) 2 60u(13¡)> 0

(3.1.54) las.“ —mil = ¿(20

Llamemos i := 21.0.“ . Entonces de (3.1.53), (3.1.38) y (3.1.54) se tiene

ko ko k0

"(171) + 201113.41) —“(30) Z 50 21413€) _>_5001 z IEi-I-i—¡vil
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con lo cual por (3.1.51)

(3.1.55) u(:E)2 5%.

Además por (3.1.54), (3.1.37) y (3.1.50)

(3-1-56) ¡5 - molS laE- zkol + |sz - mol= ¿(31%)+ |sz - zol S leko - 5'30,

leo-1

(3.1.57) |sz —zol s z ¡zm —1:¡I+ |:I:1—zol < í.¡:1

Por lo tanto, sc tiene por (3.1.37)

(3.1.58) la: —zol S ¿(:E) + Ii —zo] S 2|:E —zol si :c e B¿(5)(:E),

y entonces de (3.1.55), (3.1.58), (3.1.56) y (3.1.57) concluímos que

existe :T:satisfaciendo
(3.1.59)

11(5)2 Cr B¿(,)(i) C B,(a:o) ñ {u > 0}, C = C(n,e,y.) > 0

y por lo tanto
sup u Z Cr,

B..(:o)

lo que prueba. el lema. El

3.1.17. Lema. Dado 0 < K < 1 , existen. constantes positivas CK y 1',H tales que

para cada solución u. de Pan, y para cada bola B,(:vo) C On, con d(:co,09n) 2 6/2
y 0 < r < rn , ae cumple la siguiente propiedad:

1' '

; j: u S Cn implica u E 0 en Bm.(zo)
BB'(20)

donde CK= C(n,e,p.,6,K.), rn = r(n,e,p.,6,n), p, y 6 dadas por (3.1.12) y (3.1.24)
respectivamente.

DEMOSTRACIÓN.

PASO I. Probaremos que dado 0 < te < 1, existen constantes positivas

C = C(n,e,p.,6,rc), r1 = r¡(n,e,p.,6) tales que si

(3.1.60) u es solución de PÏ'R, 13,.(20)C nn, ¿(20,093) Z g, r > 0
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y si además BRAZO) ñ {u > 0} 96W, 1' < 1'1, entonces

(3.1.61)

sup u 2 Cr.
Bfirfio)

Para demostrarlo, tomemos 'u.y B,(zo) como en (3.1.60). Entonces

Ba/2(1=o)C QR

i) Supongmuos primero que 3,".(20) C {u > 0} y ¿(20) < 6/2. Entonces por (3.1.61)

ii)

iii)

y por definición de ¿{(20) tendremos

B¿(,,o)(zo) CC QR, m' 5 ¿(20) < 1,

con lo cual por el lema. 3.1.14

u(:co)2 C1d(zo), Cl = 01(n,e,p).

En consecuencia.

sup u Z u(zo) 2 Clicr = Cr C = C(n,e,p.,rc).
Bfir(z°)

Supongamos ahora que 3,“.(130)C {u > 0} y d(:co) 2 6/2. Entonces por (3.1.60)

y por definición de d(zo) tendremos

35/2060) C QR Ñ {u > 0}

i°__:°Lzresultará. A(u—v) = 0 en 36/2030), u_.v 2 o

en 335/20“) , y por el principio del máximo

y definiendov(z) := g 

62> = —.
"(30) _ "(30) 4m

Entonces, tomando r < r1 5 6 tendremos

sup u 2 u(:co) 2 6T Cr— — C = C(n,6).
3.5420) 4”

Dcfinicndo

1“= (fi- IC)’I'/2,tendremos 0 < 'F< r y 32,.(21) C Bfircco) y por 10tanto

Finalmente, supongamos que existe 1:1 e BM.(1:0)n 0{u > 0}.
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35(31)CBfirovo), B25(31) nn.

Tomando 1' < r1 , con r1 = r1(n,e,p.) suficientemente chico, podremos aplicar el
lema 3.1.16 y entonces

sup u Z C17 C = C'(n,e,p.).
37(21)

En consecuencia, por (3.1.62) y por definición de F tendremos

sup u 2 Cr C = C(n,e:,p.,n),
Bfir(z°)

lo que completa el paso I.

PASO II. Fijemos 0 < N < 1. Sean u y 3,.(20) como en (3.1.60). Si tomamos

w(:n):= u(z) + LÏ’E y h tal que

(3.1.63) Ah = 0 en B,(zo), h = w en 83,.(20),

tendremos que

(3.1.64) h(zo)=/_ w=][. u+%.
03430) BB.(ao)

Además como A(w —h) 2 0 en B,(:co) y h = w en 63,.(20), obtendremos por el
principio del máximo _ypor definición de w

h Z w Z u en B,(zo).

Aplicando finalmente la.desigualdad de Harnack resulta

(3.1.65) sup u S sup h S C(n,n)h(zo).
3.5430) Bfir(=o)

Sean r1 y C las constantes que se obtienen para te en el paso I. Definamos

:= min r1, ¡cnsn , Cn := zoo; K , y supongamos que se cumple
I O

1

; — u 5 Cn, r < rn.
83,050)
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Entonces, por (3.1.65) y (3.1.64) resultará.

sup u < Cr,
Bfi'(30)

lo cual implica, por el resultado probado en el paso I, que BM.(:co)ñ {u > 0} = (0y por

lo tanto prueba el lema. El

3.1.18. Teorema. Existen constantes 0 < A1 S A2 < 1, 0 < ro < 1 tales que

si u es solución de Pin, zo E fin ñ 6{u > 0}, B2..(a:0) CC DR, 0 < r < ro, y
¿(20,8010 2 6/2 entonces

IBr(=Bo)n {u > 0}!
IBr(a’0)|

donde /\¿ = A¡(n,e,p.,6), i = 1,2, r0 = r0(n,e,p.,6), p. y 6 dadas por (3.1.12) y

/\1 S. SÁz

(3.1.24) respectivamente.

DEMOSTRACIÓN. Sea u una solución de Pf’n y zo E QR ñ 3{u > 0}, con
521-(30)CC nH y ¿(chas-ZR) 2 6/2

PASO I. (primera desigualdad). Tomando ro = ro(n,e,y.) como en el lema 3.1.16 y

r < ro , estamos en las hipótesis de dicho lema y por lo tanto podremos hallar í como

en (3.1.59), es decir satisfaciendo

(3.1.66) u(í) 2 Cr, B¿(,)(:E) C B..(a:o)n {u > 0}, C = C’(n,e,u) > 0.

Entonces por el lema 3.1.14 tendremos

(3.1.67) Czd(:ï:')2 11(5), 02 = Cz(n,e,p.) > 0

y en consecuencia de (3.1.66) y (3.1.67) concluimos

IBr(=o) n {u > OH > IBd(z)("-’)I> (C )nIBr(zo)l _ IBr(=vo)| — (7-2
n

que nos da la.primera desigualdadpara A1:= .

PASO II. (segunda desigualdad). Sin pérdida de la generalidad supondremos 1:0= 0 .
Consideremos s la función que satisface

As = —2en Br, a = u en 6B”

45



u I I o 2

y sea v la func10n armomca en B, , dada por v(y) = s(y) + Enl-. Tomemos r < ro < 1 .
Entonces por el lema 3.1.9, y la desigualdad de Poincaré tenemos

2 007959”) 2
(3-1-63) |{y E Br / “(9) = 0}| 2 Chen“) B |V(8- u)| 2 —‘,.2 (5 - u) V B'

Fijemos 0 < a < 1 y acotemos (3 —u) en Bm:

Dado y E Bar, si a es chico (dependiendo de n), se obtiene de la. fórmula de

representación de Poisson que

(3.1.69) v(y) 2 (1 —21101) v
BB,

y si además u(y) > 0, será d(y) 5 IyI y por lo tanto por el lema 3.1.14 tendremos

(3.1.70) u(y) 5 Cgar, 02 = C2(n,s,p.),

desigualdad que también es válida si u(y) = 0 . Entonces de (3.1.69) y (3.1.70), recor

dando las definiciones de v y 3, obtendremos

(MY
n —Czar si y e Bar.

(3.1.71) s(y) —u(y) 2 (1 —211.01)f. u —
BB,

Tomemos ahora 0 < 'K < 1 y CK, 1'n las constantes dadas para ¡e por el lema.

3.1.71. Si ro < rx , como 0 e QR ñ 3{u > 0} , tendremos por el citado lema. que

1

-/: u>C,c,T
BB,

lo que junto con (3.1.71)nos da, eligiendo a = a(n,s,p,6) pequeño

(3.1.72) 3(y) —u(y) 2 Cr en Bar, con C = C(n,s,p.,6) > 0.

Finalmente de (3.1.68) y (3.1.72) obtenemos

I{ye B, / u(y) = 0}I 2 CIB.I o < c = C(n,e,p.,5) < 1

que conduce a la segunda. desigualdad para A2 := 1 —C . D

Dada u una soluciónde PÏ’R, sabemos que el conjunto {1:E QR > O} es
un abierto que contiene a D¿°(H) para algún 60 > 0 pequeño (ver teorema 3.1.12).
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En consecuencia, {:c E DE / 11(2) > 0} tiene una componente conexa Du sé (D,con la

propiedad de que ÜH C 3D", .

3.1.19. Lenin. Eziste una constante M > 0 tal que si u es una solución de P5." ,
y si Du es la componente coneza de {azE QR / u(:v) > 0} que satisface 011 C 01).“
entonces

DuCBM

donde M = M(n,c,p,6), p y 6 dadas en (3.1.12) y (3.1.24) respectivamente.

DEMOSTRACIÓN. Sea u una solución de Pan y definamos Du como en el enunciado.
Entonces por (3.1.1) tendremos que

(3.1.73) Ba. n Du 9€(0

y además por (3.1.12)

(3.1.74) IDuI S I{:nG (IR/11(2) > 0}| S p.

Para. k E IN , lc 2 Ro definamos

Ak={z/kí Izl5 k+1/2}

Entonces, IAkI Z c(n)lc:""1 , y de (3.1.74) obtenemos que existe un ko E IN tal que

(3.1.75) A1. (ZDu, Vic2 ko, ko = ko(n,y.) 2 R0

Sea k1 E IN el mínimo (dependiendo de u) que satisface

(3.1.76) Du C B1...

Si k1 < ko + 2 , obtenemos que k1 S C(n,p.) y (3.1.76) nos da. el resultado buscado.

Supongamos entonces que k1 2 ko + 2. Como Du es conexo, de (3.1.73) por

elección de k1 se tiene que

AkñDuaéÜ sikoSkSh-2

y en consecuencia, recordando (3.1.75) obtenemos que existe 1:1.e (ln n 0{u > 0} conICS ko
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Tomemos r0 dado por el teorema. 3.1.18, ro = ro(n,e,6,u), y sea
:= min{1/8,ro/2}. Entonces si k0 S lc S ¡c1—2

32,01%)CC OR, (“thai-IR) 2 1/2 Z 5/2

con lo cual, por el citado teorema, resulta.

|{u > o} n B,.(a:¡,)| 2 ÁIIBrÜJkN, ko s k 5 k1 —2

con A1= A1(n,e,6,p,) > 0.

Observando que las bolas B,(:c1,) resultan disjuntas tendremos

k1-2

y, 2 |{:ce SIR/11(2) > 0}| 2 z AIIB,(z¡.)| 2 (k1 —1 —ko)C(n,e,6,p)
k=ko

y por lo tanto

k1 S M(n) ¿5,10,

lo que junto con (3.1.76) completa. el lema. Ü

3.1.20. Lema. Existe R1 2 Ro tal que si u es una solución de Pf’R con R 2 R1
entonces

{1: e QR / u(a:) > 0} es conezo.

DEMOSTRACIÓN. Sea. u una. solución de Pan y supongamos que

{wenn/11(2) >O}=D1UD2

donde D,- abiertos no vacíos disjuntos i = 1,2, D1 conexo con BH C ÜDI . Entonces,

u en D2,
11.2 =

0 en IR" —D2,

obtenemos que uz G H1( H2") ñ L1(IR") .

si definimos

Por el lema. 3.1.19, existe zo satisfaciendo

zoG D1C{(13- zo)' en>0}
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y si tomamos B” una bola tal que

(3.1.78) 0 < d(:co,B") < 1 B' C {(2 —zo) - en < 0} |B‘I = |{u2 > 0}|,

tendremos por definición de ug y por (3.1.12) que

(3.1.79) |B‘l 5 p.

Por el corolario 2.1.4, existe u‘ satisfaciendo

u." GHÉ(B"'), u' > 0 en B", J(u") = E(B"),

de donde por (3.1.78) y por el lema. 2.2.1 tendremos

(3.1.80) J(u") = E(B") S J(uz)

Entonces, si definimos fl = IR'1 —É como en 3.1.2 y

u en D1,

ü = u" en B",

0 en el resto de fl,

tendremos

(3.1.81) ü e 111m) n L1(fl), a = c en 011 = on,

con lo cual de (3.1.80) y por construcción de u obtenemos que
I

(3.1.32) J,(u) 2 ¿(12).

Fijemos ahora los parámetros p. y 6 en (3.1.12) y (3.1.24) de modo que no dependan

de R (lo podemos hacer por los teoremas 3.1.7 y 3.1.12). Entonces por el lema 3.1.19,

y por (3.1.79) obtenemos

D1 C BM, IB’I _<_C, M y C independientes de R

de donde, por construcción de ü, junto con (3.1.77) y (3.1.78) concluímos que existe
R1 tal que sop ü. C BR. , R1 Z Ro , R1 independiente de R.
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Esto último, junto con (3.1.81) y (3.1.82) muestra que ü es solución de Pf‘R,
si asumimos que R 2 2R1. Por lo tanto, es posible aplicar el teorema 3.1.18 a

1:0E QR n 6{ü > 0} , y para r pequeño tendremos

IBr(€Bo)ñ Dll3.1.83 o<A<—.
‘ ) 1 - IBr(=vo)I

Observemos, por otra parte, que podríamos haber permitido en (3.1.78) que

¿(20, B“) = 0 y zo E 3B“ , con lo cual la. solución ü que se obtiene está. en las hipótesis

del lema A.2.4 en un entorno de zo y entonces

|13r(='=o)nDll o,
IB,(a:o)| r-oo

lo que contradice (3.1.83) y prueba. cl lema. l,'_l

3.1.21. Corolario. Eziste una constante Mo > 0 tal que si u es solución de Pin
entonces

sap u C EMO, M0 independiente de R.

DEMOSTRACIÓN. Fijemos y. y 6 en (3.1.12) y (3.1.24) de modo tal que no dependan

de R, y sea. R1 como en el lema 3.1.20. Entonces si u es solución de Pf’R y R 2 R1
por los lemas 3.1.19 y 3.1.20 tenemos que

sop u C BM, M independiente de R.

Por otro lado, si u es solución de Pin y R S R1

sop u C BRI.

Tomando entonces Mo = max(M, R1) se obtiene el resultado. Ü

3.2. Problema P:(H).
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3.2.1. Datos del problema.

Fijamos H, 1'", Ro , wo como en 3.1.1.

3.2.2. Planteo del problema P:(H).

Fijamos e > 0, c > 0, definimos como antes fl = IR” —í y para

v E 111mm L1(fl) definimos J,(v) como en 3.1.2. Sea

Kc = K°(II) = {v e 111m) n L‘(fl), v = c en on}.

Entonces planteamos
c __ c , 

P, —Pe(H) . J,(v).

Se observa. que si tomamos u." y l como en 3.1.2, tendremos

(3.2.0) 'u,cE Kc y por lo tanto ienlgcJ,(v) _<_l.

3.2.3. Teorema. Existe una solución u de P: .

DEMOSTRACIÓN. Sea

7 i: "161%:Jet”) Z ’00

y tomemos una. sucesión minimizante v1.. Sin pérdida de la. generalidad, asumiremos

que para. k 2 Ro , sop vk C Bb y por lo tanto, vk es admisible para. Pf'k . Si además,

para cada. k 2 Ro elegimos uk una. solución de Pak , tendremos que

(3.2.1) u]. E Kc, J,(u¡.) S J,(v¡.), Vic2 Ro

de donde concluímos

(3.2.2) J,(u¡,) —>7.

Por otra. parte, si aplicamos el corolario 3.1.21 alas uh , tendremos

(3.2.3) sop ul. C EMO Vic2 Ro, Mo independiente de lc.
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Si fijamos ahora R 2 Mo, y tomamos un una solución de Pin, resultará.

(3.2.4) un E Kc, 7 S ¿(u/n).

De (3.2.1), (3.2.3) y por elección de R tendremos que si lc2 R0 , uk es admisible para

Pf'n , y por lo tanto

(3.2.5) un") g J,(u¡,) wc2 1:0.

Entonces, tomando limite para k ——>oo cn (3.2.5), y recordando (3.2.2) y (3.2.4) obte
nemos que 'y es finito y

¿(11,11)= min J,(v), un E K",uEK‘

lo que completa el teorema. El

3.2.4. Observación. El teorema anterior garantiza la existencia de solución del
problema P: . Además de su demostración se deduce que existe una constante Mo,

tal que cada solución de Pf’n también es solución de P," , cualquiera sea R 2 M0 que
elijamos.

Por otra parte, no es dificil ver que si una solución de P: tiene soporte compacto,

será solución de PÏ’R con tal de tomar R suficientemente grande. Pero como, en
principio, no podemos asegurar que todas las solucionesde P: tengan soporte compacto,

podrían existir soluciones de P: que no son solución de Pffl para ningún R .
Sin embargo tenemos

3.2.5. Observación. Se puede ver que las soluciones de P: satisfacen resultados

análogos a los resultados probados para las soluciones de Pf’R, ya que sólo hemos
estudiado propiedades de caracter local.

Concretamente, podemos repetir una a una las demostraciones de la sección 3.1,

desde el lema 3.1.4 en adelante, reemplazando Peña, QR , KE y BR respectivamente
por P: , Q, K" y IR" . Además, si se eligen adecuadamente los parámetros en (3.1.12)

y (3.1.24), es decir, de modo tal que no dependan de R, se obtendrán las mismas
constantes en cada uno de los resultados.

Por esa razón asumiremos de acá en más que e < eo , eo = 50(n) dado en el
teorema 3.1.7.
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A continuación haremos un resumen de las principales resultados que se obtienen,
notando que sólo incluiremos las demostraciones del corolario 3.2.15, lema 3.2.17 y lema

3.2.18 ya que el resto de las demostraciones se basa en la sección anterior.

3.2.6. Teorema. Sea u una solución de Pf. Entonces u 2 0,
u E C°'1(fl) ñ COU-2), Au 2 —2 en el sentido de las distribuciones en fl y Au = —2

en el abierto {z E fl / u(:c) > 0} .

3.2.7. Teorema. Eziste una constante positiva C tal que toda solución u de P:
satisface

|{269/u(=)>0}ISC

donde C = C(n, |H|,l), l dado en (3.1.2), y además C varia en forma continua cuando
IHI ó l varian en EN).

3.2.8. Observación. De acá.en más fijaremos una constante p. > 0 , parámetro del

problema P: , con la siguiente propiedad:

(3.2.6) [{z e Q / u(z) > 0}| 5 p. para toda solución u de Pf,

observando que una tal y, existe por el teorema 3.2.7.

Dada u una solución de Pf, como u Z 0, por el citado teorema concluímos que

existirá una región donde u E 0, y una frontera Q n 8{u > 0} que llamaremos la
frontera libre.

Si para 0 < 6 < 1., definimos D5 = D¿(H) como en (3.1.16) se tiene

3.2.9. Teorema. Existe una constante 60, 0 < 60 < 1 , tal que toda solución u de

P: cumple
D5°C{zEfl/u(:c)>0}

con 60 = 60(n,e,c,1"",p.); 1'" y y. dadas por (3.1.1) y (3.2.6) respectivamente. Además

50 varia en forma continua cuando c varia en H2>o .

3.2.10. Observación. De acá. en más fijaremos una constante 6, 0 < 6 < 1,

parámetro del problema P: con la siguiente propiedad:

(3.2.7) D5 C {z E fl / u(:c) > 0} para toda solución u de P2,
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observando que una tal 6 existe por el teorema 3.2.9.

3.2.11. Lema. Eziste una constante positiva C, tal que para cada solución u de

P‘ , y para cada bola B,(z) C Q con 1' < 1 , se cumple la siguiente propiedad:e

1

; _ u Z C implica u > 0 en 31(3)
BB..(:I:)

donde C = C(n,e,u), u dada por (3.2.6).

3.2.12. Lema. Dado 0 < K,< 1, ezisten constantes positivas C,c y rx, tales que

para cada solución u de Pf, y para cada bola B,(zo) C Q, con d(zo,0(t) 2 6/2 y
0 < 1' < 1'. , se cumple la siguiente propiedad:

1 . .

; _ u 5 CK implica u E 0 en B"(:co)
83.480)

donde C,c = C(n,e,u,6,rc), rn = r(n,e,u,6,n), u y 6 dadas por (3.2.6) y (3.2.7)
respectivamente.

Dada. u una solución de Pe“, notaremos para z E fl tal que u(:c) > 0

d(:c)= ¿“(2) := d(z,fl n 8{u>

3.2.13. Lenla. Ezisten constantes positivas C1 y C2 tales que si u es solución

de P", a: E {u > 0}, .B¿(,)(:c) CC fl y ¿(2) < 1¿ entoncese

C1d(z) S u(z) S Czd(z:)

donde C'1= C1(n,e), C; = Cg(n,e,p.), p. dada por (3.2.6).

3.2.14. Teorema. Existen constantes 0 < A1S A2< 1, O< ro < 1 tales que si u

es solución de Pe", :co E Q ñ 6{u > 0} , 0 < r < ro , entonces,

|B,(:no) n {u > 0}|A<——— <A
1 — IBr(zo)l _ 2

donde A.-= A¡(n,e,u,6), i= 1,2, ro = ro(n,e,p,6), p, y 6 dadas por (3.2.6) y (3.2.7).
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DEMOSTRACIÓN. Observar que en este caso (a diferencia del teorema 3.1.18), si

zo e Oña{u > 0} se satisface automáticamente que ¿(20, 39) Z 6/2 . Además se tiene

32,.(20) CC O con tal de pedir 1' < ro S 6/2. El

3.2.15. Corolario. Si u es solución de Pf, entonces fl ñ 6{u > 0} tiene medida
de Lebesgue nula.

DEMOSTRACIÓN. Observemos primero que si S es un conjunto medible entonces

“m ¡Bm n SI
(3“) wo pr(z)I = link JL Xs(y) dy = 1 para. casi todo 1: G S.p-o

BA")

Por otra. parte, dado zo E fl fl Ü{u > 0} tendremos por el teorema. 3.2.14 que

-.—IBP(zo)ñÜ{u>0}I .— IB (zo)n{u=0}|,11m———-— S 11m——p—— < 1
¡0-00 IBP(zO)I ¡9-00 IBP(‘°0)I ,

y en consecuencia, tomando S = fl ñ 6{u > 0} en (3.2.8) obtendremos el resultado
deseaado. El

3.2.16. Lema. Existe una constante M > 0 tal que si u es una solución de P:
entonces

{:c E fl / u(z) > 0} es conezo, y está contenido en BM ,

donde M = M(n,e,p,,6), p. y 6 dadas en (3.2.6) y (3.2.7) respectivamente.

Ahora. sí , estamos en condiciones de probar

3.2.17. Lema. Eziste una constante R1 2 R0 tal que

u es solución de P: <=> u es solución de PÏ'R VR Z R1

donde R1 = R1(n,e,p,6), y. y 6 dadas en (3.2.6) y (3.2.7) respectivamente.

DEMOSTRACIÓN.

i) Sea. u una. solución de P: . Por el lema. 3.2.16

sop u C Bm con R1 = R1(n,e,p,6) Z Ro.
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Tomemos R 2 R1 . Entonces tenemos

u EKF?! Je(u)= J=(v)S J‘(v),

es decir, u es solución de Pf’n VR 2 R1 .

ii) Tomemos R1 como en la parte i). Fijemos R Z R1 y u una. solución de Pf'R . Se
tiene que u E K" .

Si tomamos ahora. ü una. solución de Pf, tendremos por la. parte i) que, como

IZ 2 121, ü también es solución de Pf'n , y entonces

Je(u)= ¿(71)= Je(”)v

lo que prueba. que u. también es solución de P: y completa. la demostración. El

El próximo lema.nos permite obtener cotas que serán útiles más adelante.

3.2.18. Lema. Sea u una solución de P: .

1) Sea zo satisfaciendo

zo e n ñ a{u > 0}, 32,.(20) cc n, 0 < r < 1.

Entonces

“vuIIL”(Br(=o)) S La

donde L = L(n,c,p) > 0, y. dado en (3.2.6).

2) Sea D un dominio satisfaciendo

Dccn, Dna{u>0};é(0.

Entonces

(3-2-9) IIuIIwa) + IIVuIILaom)S C

donde C = C(n,c,p,,s,D) > 0, con s > 0 satisfaciendo d(z,80) Z s, Va:E D, p,
dado en (3.2.6).

DEMOSTRACIÓN. La. parte 1) se demuestra. como el lema. 3.1.15.
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Veamos la parte 2). Sean u y D como en el enunciado, tomemos s satisfaciendo

¿(2,89) 2 .9> 0, V1:e D, y llamemos D' al dominio que satisface D CC D' CC fl
dado por

D' = {z E Ein/¿(12,D) < 3/2}

PASOI. Sea ro = min{í,1}, y tomemos z satisfaciendo

z€DñÜ{u>0}.

Fijemos z E D' n {u > 0} . Como D' es conexo, podemos tomar puntos zo, . . . ,21. en

D' tales que

20:12, 25:2, |z¡—z¡_1|<ro/2, ISiSk,

que pueden elegirse de modo tal que k dependa. sólo de D y s . Entonces

(3.2.10) z.-e B,o(a:.-_1)cc n, 1 g i 5 k, B,o(z¡.) cc n

y además, por elección de 2:0 y zh , existe 0 Sj S k tal que

(3.2.11) B,°(z¡) C {u > 0}, 0 S i S j —1,

(3.2.12) B,o(z,-) (Z{u > 0}.

Para. 0 5 i S j —1 consideremos la. función

_ . 2

que por (3.2.11) es armónica en B,°(a:,-) y entonces, por la desigualdad de Harnack y
por elección de los sv,-resulta.

(3.2.13) u(z¡) 5 sup v.-(a:)S C(n) inf ' v,-(z) S C(n)u(:c¡ + 1).
) Bro/2(=l)rol, al.

Por otra parte, de (3.2.10), (3.2.11) y (3.2.12) obtenemos que u(a:¡-)> 0 y ¿(135)< r0,
y entonces podremos aplicar el lema. 3.2.13 con lo cual

(3.2.14) u(a:j) S Cro C = C(n,c,p.).
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De (3.2.13) y (3.2.14) obtendremos inductivamente que u(:no) S C, con

C = C(n,e,p.,s,k); con lo cual, por elección de lc y de zo , resultará.

(3.2.15) “uIILoo(D)S IIuIILoo(DI)5 C C = C(n,e,p,3,D).

PASO II. Sea. r1 := min{fi,%} y fijemos :1:E D ñ {u > 0}. Si d(1:) > r1 , entonces

3,1(2) CC {u > 0} n D' , y por lo tanto

C n C n
(3.2.16) IVu(z)Is u s (—)Ilu|lw<v')1 1'1

DB,¡(0)

Si ¿(12) 5 r1 , tomemos y tal que

yEflna{u>0}, |z—y|=d(:c),

y entonces tendremos

34,1(3) CC fl, 0 < 21'1< 1, :c e Bg,¡(y) n {u > 0}.

Por la. parte 1) de este lema. resultará.

IVu(=°)| S ||Vu||L°°(B...(v)) S L» L = LWP-Hit)

lo que junto con (3.2.15), (3.2.16) conduce a.(3.2.9) y por lo tanto completa. cl lema. EJ
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CAPITULO 4: PROPIEDADES DE LA FRONTERA LIBRE.

En este capítulo, continuando con el estudio de las soluciones u de P:(H), pro
bamos propiedades preliminares de la frontera libre.

En 4.1 probamos que 8{u > 0} tiene medida Hn-l finita y por lo tanto {u > 0}
es un conjunto de perímetro localmente finito. Además , mostramos que Au := Au +

2X{u>o} es una. medida de Radón con soporte en 3{u > 0}. Más precisamente, Au
viene dada por una densidad qu multiplicada por la medida de superficie de 0{u > 0}

(siendo qu = ¿Lun cuando 8{u > 0} es regular).

En 4.2 probamos estimaciones sobre IVuI cerca de la. frontera libre, que serán

necesarias en el Capítulo 5. Además probamos que existe una constante Au > 0 tal que

qu = Au, y obtenemos cotas para Au dependiendo de los parámetros del problema.

Las hipótesis que se asumen en este capítulo son las mismas que en la sección 3.2.

4.1. La medida Auy la función qu.

4.1.1. Lema. Sea u una solución de P: . Entonces A= Au := Au + 2X{u>o} es
una medida de Radón positiva con soporte en fl ñ 6{'u.> 0} .

DEMOSTRACIÓN. Sea u una solución de P: , y para n e C¿’°(O), 172 0 , definamos

T(n)=—/Vuvn+2/ nfl {u>0}

Dado k E IN , tomemos 17;.:= 17(1- fk(u)) , con

1 ItI S l/k,

fk(t) := 2 —Ic|t| l/k 5 |t| 5 2/Ic,

0 |t| 2 2/k.

Por el teorema 3.2.6 obtenemos que

(4.1.1) Au = —2 en {u > 0},
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y además m. E H(}({u > 0}) . Por lo tanto

_/VuV77k+2/7Ik=01n n

(4.1.2) T(n)=- f0 Vuv(n¡k(u))-2/{ =o}n+2/n nfk(u)

de donde se deduce que

Por otra parte, por definición de f1,, y como 772 O obtenemos

f VuV(nfk(u))s f ¡vuano 0<u<2/k

-2/ n+2/nfk(u)20,{u=0} n

lo que junto con (4.1.2), si hacemos k —>oo , muestra. que T(n) 2 0 . Es decir, probamos

que /\ := Au 2X{u>0} 2 0 en el sentido de las distribuciones y entonces, por el
Teorema. de Representación de Riesz ([12], p. 35), A define una. medida. de Radón

positiva.

Finalmente, si tomamos (p E C:°(fl \ 3{u > 0}), tendremos que

(p { } e C:°({u > 0}), y entonces por (4.1.1) será. T((p) = 0, lo que completa elu>0
ema. El

4.1.2. Lema. Sea u una solución de P: . Entonces A = Au := Au es una medida

de Radón en fl. Además si 33(20) CC D CC fl, se cumple para casi todo 1' E [0,12]
que

(4-1-3) Ivul e L°°(aBr-2Hn_1) con ".VuIILW(BB,,7í"—‘)S “Vulle(D),

(4.1.4) jdA=/ Vu-udH"-1, es.

donde B, := B,(zo) .

DEMOSTRACIÓN. Sean u, B,(zo) y D como en el enunciado. Por el teorema.

3.2.6 y el corolario 1.3.4 se tiene que A := Au es una. medida. de Radón, y además si

uk := pk * u , pk una. sucesión regularizante,

(4.1.5) lim/ Aukdz=/ dA,k-oco Br r
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para casi todo r E [0,12]. Como u E C°'1(Q) ,

(4.1.6) IVuk(z)I S C V1:E BR, C := "VUIILao(D).

Por otra parte, del teorema 3.2.6 y del corolario 3.2.15 se deduce que existe A tal que

(4.1.7) Vuk(a:) —>Vu(:c) Va: E BR ñ A",

donde A C BR, IA]= 0 y por lo tanto

(4.1.8) H"—1(An 013,) = o,

para casi todo 1' E [0,R] .

Si fijamos ahora r E [0,12] tal que se cumplan (4.1.5) y (4.1.8), tendremos de (4.1.7)

que

Vuk(:c) —>Vu(:c) para H"_1 -casi todo :c E BB”

lo que junto con (4.1.6) nos da que (4.1.3) vale y permite aplicar el teorema de la

convergencia dominada de Lebesgue para probar que

(4.1.9) lim j Vu;c-vdHn'l = / Vu -ud'Hn'l.BB, BB,k-boo

Entonces, observando primero que como las uk son regulares satisfacen

Auk da: = Vuk - VdHn—1,
B, BB,

y haciendo finalmente k —>oo, tenemos por y (4.1.9) que se cumple (4.1.4). Ü

En el lema 4.1.3 y teorema 4.1.4 usaremos resultados sobre la función de Green que

se encuentran detallados en la sección 2 del Capítulo 1.

4.1.3. Lema. Sean u una solución de P: y A = Au. Sea y E B,(:co) CC fl, tal

que u(‘y) > 0 .

Entonces, si GV es la función de Green positiva para el Laplaciano en Br(:co) con
polo en y, ¿e tiene que

f G, dA= —u(y)+/ 11,8-va d'H"-1Br(30) OB'(=0)

61



I 3
DEMOSTRACION. Definamos v(:c) = EL w = u+v , wk = pk *w , donde pk es unan ,

sucesión regularizante. Como por el teorema 3.2.6

(4.1.10) Au = —2 en el abierto {u > 0}

y Au 2 —2 en el sentido de las distribuciones en D , resulta. Aw 2 0 en el sentido de

las distribuciones en fl, y entonces p. := Aw es una. medida. de Rudón.

Dado y G 3,.(130)CC 9, con u(y) > 0, por (4.1.10) existirá un entorno V de y
tul que

(4.1.11) Aun. = 0 en V para. k grande,

(4.1.12) Aw = 0 en V y en consecuencia. ¡1,(V)= 0.

Tomemos M > 0 tal que IGV]S M en B,.(:vo)\ V, y sea. f e 05(9) dada. por

f = {min(G,,,M) en B,(:co)0 en fl \ B,.(:co)

Por el corolario 1.3.4 se tiene

(4.1.13) ÁwakdzaÁfdp.

Además, por definición de f y por (4.1.12) tenemos f = G” en 13,.(20)\ V y p-c.t.p.
en B,(:co) , de donde se deduce, junto con (4.1.11) y (4.1.13) que

(4.1.14) j G"¡,Aw¡cdz —> G” du.B'(=0) Br(30)

Por otra.parte, como w].E C2 para. k grande, se tiene

(4.1.15) / G¡,A.w¡cdz = —w¡.(y)+/ wk6_.,Gy ¿Tin-1.Br(=o) 33430)

Entonces, como w es continua pues u lo es, y por (4.1.14), tomando límite para. k —>oo

en (4.1.15) obtenemos

j GVdu = —w(y)+/ w3_,,G¡,JH"-1B.(=o) 63420)
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y finalmente, notando que la fórmula de representación de Green también cs válida para
v , se obtiene el lema. D

4.1.4. Teorema. Sea u una soluciónde Pf.

Dado D CC Q, existen constantes 0 < E S Ü y r0 > 0 tales que para bolas

B, C D con centro en fl ñ 3{u > 0}, 1' 5 ro se cumple

¿HH 5 j dAug Ür"_1Br

DEMOSTHACIÓN. Llamcmos

(4.1.16) c1 = IIVuIIme),

y consideremos 1:0E D ñ 8{u > 0} .

PASO I. (primera. desigualdad). Fijemos K.= 1/2 y llamemos

(4.1.17) cz = Cn, r0 = rn

con CK y rn las constantes dadas por el lema 3.2.12.

Sea r < r0 tal que Br(zo) C D . Entonces por el citado lema tendremos

(4.1.18) — u > 6271', cualquiera sea 'y E (0,1].

anrÜ’O)

Tomemos 0 < a < _1. Por (4.1.18) existirá un punto y con la propiedad

(4.1.19) y E 330,420), u(y) 2 czar > 0.

Por (4.1.16) y (4.1.19)

(4.1.20) u(y) S clly - zol S c1ar,

c2a
(4.1.21) u > 0 en Bc(a),.(y), c(a) := 2€ .1

Además por (4.1.19) es posible aplicar el lema 4.1.3, con lo cual

(4.1.22) LA“) a, dA= —u(y)+ f
u6_¡,Gy d'H""1 .

BB'(30)
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Como y E 330,.(120), si tomamos a suficientemente chico (dependiendo sólo de n) y
recordamos (4.1.18), tendremos

(4.1.23) / u8_,,Gde"-1 2 (1 —Zna) _ ud'H"_1 z (1 —2na)c2r.
BB'(20) BB'(=°)

Entonces de (4.1.22), (4.1.23), (4.1.20), fijando a = a(c1,cz,n) adecuado resulta

(4.1.24) / G, dA 2 —u.(y)+ (1 —2na)c2r 2 car, C3= c3(c1,c2,n) > 0.Br(=())

l’or otrn. parte, por cl lema 4.1.1 y por (4.1.21)

f GydA=/ G”dz\S sup GV/ d)Br(30) Br(30)n{u=o} Br(zO)\Be(n)r(V) Br(=|=o)

(4.1.25) 5 c4r2—"j d).34330)

con c4 = C4(c1,c2,n) > 0. Finalmente de (4.1.24) y (4.1.25) resulta

car5/ G, dA5/ G, ¿A5 «mz-"f dA,37(20) B,(:o) Br(30)

lo que prueba la primera desigualdad.

PASO II. (segunda. desigualdad). Por el lema 4.1.2 y por (4.1.16), sabemos que para

casi todo 1' tal que B,(:co) C D se tiene

/ dA=/ Vu-udH"-1 g clH"-1(0B,.).37(30) OB'(30)

Si además 1' < 1 resultará.

/ ¿A=/ dA+2/ X{u>0}S ÜTn-l,Br(=o) Br(=o) 3r(=o)

desigualdad que valdrá para todo r < 1 tal que B,(:co) C D y por lo tanto completa
el teorema. El

4.1.5. Observación. Fijado D CC 0, no es difícil ver que las constantes E y Ü

del teorema 4.1.4 dependen sólo de n y de las constantes c1 y c2 definidas en (4.1.16)

y (4.1.17) respectivamente. Por tal razón, si zo es un punto satisfaciendo

zo E Q ñ 8{u > 0}, con 52110120)CC 9, 0 < R < 1
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y si tomamos D = 33(20) en el citado teorema, obtendremos (por los lemas 3.2.18 y

3.2.12) que las constantes E y Ü dependen sólo de n, e, 6 y p, (6 y p. definidas en

(3.2.7) y (3.2.6) respectivamente).

4.1.6. Teorema. Sea u una solución de Pf. Entonces

1) 'H"_1(fl 03{u > 0}) < +00.

2) Existe una función boreliana en fl qu tal que

Au + 2X {u>o}= qan_l L 6{u > 0}

es decir, para toda (p e Có’°(fl) tenemos

(4.1.26) -/ VuV<p+2/ (p= / (pqud'Hn-1
l? {u>0} OnB{u>0}

3) Para D CC Q, ezisten constantes 0 < c" S C" y ro > 0 tales que para toda bola

B,(:c) C D con r Sra y z E flfia{u>0},

c* s qu(z) s 0*, own-1 s H“’1(B,(z) n 6{u > 0}) g own-1.

4.1.7. Observación. Sea u una. solución de P: y supongamos que existe una
porción no vacía T de 3{u > 0} de clase 01'“ , 0 < a < 1 . Entonces por cl teorema
3.2.6 tendremos

u e C°°({u > o}) n Cl’°‘({u > o} u T),

y por lo tanto si tomamos un abierto D C fl de clase C1 tal que D ñ 8{u > 0} C T,

resultará de (4.1.26) que u satisface

Au=—2 en Dn{u>0},

u=0, 8_,,u=qu enDñÜ{u>0},

donde u es la normal exterior a D n {u > 0}, y la última igualdad se entiende
Hn-l - c.t.p.
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DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 4.1.6.

Para. A C fl, definamos MA) = H"_1(A ñ 0{u > 0}) .

PASO I. Fijemos D CC fl , y sean ro, E, C las constantes dadas por el teorema 4.1.4

para. D. Veremos que existen constantes 0 < c1 S cz dependiendo de n, E y Ü tales

que

(4.1.27) c1p(K) S /\(K) S czy.(K) para todo compacto K C D.

Consideremosun compactoE C D00{u > 0}, r1 := min{fino} . Seu.r < r1
y tomemos (B,(y¡))¡elN un cubrimiento de HZ" tal que

(4.1.28) z X(B2,.(y¡))s C(n).
¡e HV

Entonces

(4.1.29) E c U B,(y.-) donde I = {i e IN /B.(y.) n E 75o}.
¡EI

Si para cada i E I, tomamos cc"e B,(y,-) n E, tendremos por elección de r, por el

teorema 4.1.4 y por (4.1.28) que

¿zw-1 s EME-(21)) s z f3 (E)«Bm-(yo)dxs c(n)A(B..-<E)).¡e! ¡el ¡e!

de donde por (1.4.1) y por (4.1.29) se tiene

“2:1(1'7) S CA(B4r(E))1 C = 001,5)

y haciendo r —>0, por (1.4.2)

(4.1.30) H"—1(E) g C.\(E), C = C(n,E).

Fijemos .9< r1 y supongamos ahora que E C U SJ-, con
jEJ

SJ-ñEaéÜ, dj=diamSj<s, VjEJClN.
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Si para cada j E J tomamos z,- E E ñ Si, por elección de .5 y por el teorema 4.1.4
tendremos

ME)s Z A(ij(“’j)) s 62(d.)”-1.
J'EJ .‘ÍEJ

de donde por (1.4.1) y por elección de los SJ- resulta

(4.1.31) A(E) 5 GHz-RE), C = C(n,Ü).

Entonces por (1.4.2), haciendo .9—>0 cn (4.1.31) y recordando (4.1.30) obtenemos

(4.1.32) clHn'1(E) S ME) S cz'H"_1(E) V compacto E C J) ñ Ü{u > 0},

c1, c2 dependiendo sólo de E, C y n.

Finalmente, dado un compacto K C D arbitrario, podremos tomar

E = K ñ 8{u, > 0} en (4.1.32), lo que por definición de y y por el teorema 4.1.1

conduce a (4.1.27) y completa el paso I.

PASOII. Del paso anterior, podemos deducir que p. y /\ son medidas de Radón mutu

amente absolutamente continuas sobre los borelianos de fl . Entonces, por el teorema

de Radón Nikodym ([12], p. 113), existe una función qu boreliana en fl tal que

(4.1.33) /\(A) = f qudp.= f qu(fiin-1 V boreliano A C QA AnB{u>0}

En consecuencia, si gpE C€°(fl) tendremos

/ ‘P¿A = ‘P‘Iudun-1 )n nna{u>o}

lo que, por definición de A, prueba 2).

PASOIII. Para probar 3), observemos primero que por (4.1.33) y por el teorema 1.3.5

' ——/\(Br(z))- 'm ——1 - z -c en
(41'34) 1‘51»#(B.(=v))14.43.00)Á...)q“d"‘q“( )’ “ 't'P' 9

Fijemos ahora D CC fl y consideremos r0, E, Ü (para. D) como en el paso I. Si

tomamos una bola. 3,.(2) C D con r 5 ro y a:E On 0{u > 0}, tendremos por (4.1.27)

(4.1.35) c < MBA”)
1 — M3143» —cz» 61,62 dependiendo dc c,C y n
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y además por el teorema 4.1.4 y por (4.1.27)

¿nn-l S ¡.L(B,.(a:))S ¿2Tn_1, ¿1,52 dependiendo de 6,6 y n,

lo que junto con (4.1.34) y (4.1.35) prueba 3).

PASO IV. Tomemos ahora 6 > 0 como (3.2.7), y M > 0 dado por el lema 3.2.16.
Consideremos el compacto

K = {z e III" / 5 M,d(:c,II) 2 6},

que por construcción satisface

(4.1.36) fl n 6{u > 0} C K C fl

Sea D tal que K C D CC Q, entonces por (4.1.36) y por lo visto en el paso I, existe
una constante C tal que

'H"_1(fl n 8{u > 0}) = H"_1(K fi 6{u > 0}) S CA(K),

lo que prueba 1), recordando que A es una medida de Radón y por lo tanto concluye el
teorema. Ü

4.1.8. Observación. Es claro que fijado D CC fl, las constantes c“ y C'" de

la parte 3) del teorema 4.1.6 dependen sólo de n y de las constantes E y Ü que se
obtienen para D en el teorema 4.1.4.

4.1.9. Observación. Notar que la función qu definida en el teorema 4.1.6 es única
en el sentido que si hay otra con la.misma propiedad, ambas coincidirán para H’hl -casi

todo 1: en Oñafu > 0}.

4.1.10. Observación. Dada u una soluciónde Pf, consideremos E := {u > 0}.
De los teoremas 4.1.6 y 1.6.4 se deduce que E tiene perímetro localmente finito en fl

y en consecuencia serán aplicables los resultados sobre conjuntos con perímetro finito
citados en la sección 1.6.

Definiremos entonces, la frontera reducida. de E (ver 1.6.5)

ÜredE:= fl ñ Ü‘E.
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Es decir audE = 6,ed{u > 0} es el conjunto de puntos a: E D tales que existe la

normal exterior uu(:c) a {u > 0} en a: (en medida), donde por definición tendremos

IVu(z)| = 1 y

(4.1.37) Pg},rin jB (e) Ix({u > 0}) —my =(y —z) -una) < om = o

4.1.11. Límites “blow up” de soluciones.

Dada u una solución de P: y (zh) una sucesión de puntos de 9 con cc;c—>1:0E (l,

y u(z¡,) = 0 , existe un entorno D C fl de zo donde u satisface las propiedades (P1),

(P2) y (P3) de A.2.1. (ver lema 3.2.12 y teorema 3.2.14).

Por esta razón, fijada una solución de P: , podemos definir sucesiones y límites

“blow up” como en A.2.2 y podemos en lo que sigue, hacer uso de los resultados de la
sección A.2.

El próximo teorema muestra que cerca de casi todo punto zo de la frontera re

ducida, u se comporta como la parte positiva de una función lineal con pendiente

qu(a’0) '

4.1.12. Teorema. Sea u una solución de Pf. Para Hn-l -ca.si todo
¡noE 8,ed{u > 0} ae cumple la siguiente propiedad:

Si Bph(:no) C fl es una sucesión (arbitraria) de bolas con pk —>0 y uk es una

sucesión “blow up” respecto de Bm (1:0) con límite uo , entonces,

(4.1.38) uo(z) = qu(:vo)max(—:c - Vu(:co),0)

DEMOSTRACIÓN. Sea u una solución de P: y sea. zo E 3,,¿{u > 0}. Tomemos

BP“(1:0) C fl bolas con pk —>0 y uk una sucesión “blow up” respecto de Bph(:co) con

límite no . Supondremos por comodidad que unha) = en .

PASO I. Veamos primero que

(4.1.39) {no = o} = {:cn 2 o}, {ug > o} = {zu < 0}.

69



Por definición de uk , tendremos para. R > 0

1

ñ Á...) "“m > 0D- me. < 0mdz=
1

= (13%)"fauna“) Iqu > 0D _ qu z(y _ “’0)' en < 0})| dy

con lo cual por (4.1.37)

X({uk > 0}) -' X({=vn< 0}) en LLCUR"),

y entonces por (A.2.7), como no 2 0,

(4.1.40) no = 0 c.t.p. en {mn > 0},

(4.1.41) no > 0 c.t.p. en {:z:n< 0}.

Como uo es continua, de (4.1.40) resulta. no = 0 en {:cn > 0} , y de (4.1.41) y (A.2.11)

deducimos que uo > 0 en {en < 0}, lo que prueba. (4.1.39) y completa. el paso I.

PASO II. Fijemos 1' > 0 y notemos BL la. bola. n —1 dimensional de radio r y centro

en el origen. Consideremos un abierto E C BL y

(4.1.42) 17E C:°(E), 0 S n S 1.

Definamos

(4.1.43) 77(2)= {min(2(1 - I2n|)a1)71(1=1a---,=vn—1) si Iznl < 1,si Iznl Z 1.

Entonces por (A.2.2), (A.2.8), (4.1.39) y (1.6.1) tendremos para. k grande (dependiendo

sólo de 1') que

“A - u —a—’ z u
fEndH —/Ex(_1'1)x({.>o}) asuma! s fEm'nvau I.>0})I,

con lo cual, tomando supremo sobre los n que satisfacen (4.1.42) y aplicando el teorema.
1.6.3 obtenemos

(4.1.44) H“—1(E)g H"-‘(a{u,. > 0} n (E x (—1,1))) < +00 v abierto E c 13;.
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PASOIII. Supongamos ahora que zo satisface además

(4'1'45) Iqu_ qu(20)IdHn_1= 0)
P-’° 10"“1 ./B,,(=.,)no{u>o}

H"—1(Bp(zo) n 0{u > 0}) =4.1.46 1'
( ) Pm) wn-lpn_1 1,

y en consecuencia, fijado R > 0

, H“"1(B¡¡(0)ñ 0{‘U.k>
(4.1.47) “15:; H'me _ 1.

Observemos que por (A.2.6) y (4.1.39), fijado a > 0 arbitrario

(4.1.48) 6{u¡. > 0} ñ (BL x (—1,1)) C B; X (—s,s) C B,+,(0) para lc grande.

Fijemos 77G Cg°(BL) , n 2 0 y para cada. lc definamos

Tk(n)= / ¡“nin-1 —/ _ nen-("4, ñ comoen (4.1.43)a{u,.>o} IR" ‘

entonces por (4.1.44) y (4.1.48), tendremos que 0 < Tk(n) < +oo para. lc grande

(dependiendo de r) y en consecuencia Th define una medida de Radón en B,'..

Por lo tanto, fijado e:> 0 se tendrá. por (4.1.48), que para lc grande

0 S T1417)S (Bupn)(H"_1(3{uk > 0} n (BL ><(-1,1))) - H"_1(BL))

(4.1.49) 5 (sup n)('H"“1(a{u,e > o} n B.+,(o)) —H"-1(BL))

Haciendo k —>oo en (4.1.49), tendremos por (4.1.47) (observando que e > 0 era

arbitrario) que

4.1.50 lim ñdH"-1 =/ nd'Hn-1( ) k-’°° a{u,.>o} IR"-1

De (4.1.26) obtenemos que si lc es grande

—j vu.Vñ+2p. j ñ = f ñ(=v)qu(=co+pkz)dH:-1.mn {u¡.>0} 8{u¡.>0}

y haciendo lc—>oo resultará. por (A.2.3), (4.1.50) y (4.1.45) que

_ __ n-l ..
(4.1.51) —fm” Vron —jmhl qu(zo)nd'H , 17como en (4.1.43),
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cualquiera sea 17G C6’°(B,'.), con 17Z 0 y 1' > 0 arbitrario. Como

Aug = 0 en {mn < 0}, no E 0 en {:I:n > 0},

resulta entonces de (4.1.51)

uo(z) = qu(zo) max(—:vn,0).

La.demostración se completa observando que por los teoremas 1.3.5, 4.1.6 (parte 3)

y 1.6.7, se tiene que (4.1.45) y (4.1.46) se cumplen para Hn-l -casi todo

zo e 0,ed{u > 0}. ¡:1

4.1.13. Lema. Si u es una solución de Pf, entonces

w-lm n 3{u > o}\ anda > 0})= o.

DEMOSTRACIÓN. El resultado se obtiene de observar que por el teorema 3.2.14, el

conjunto E = {u >10} se encuentra. en la hipótesis del teorema 1.6.8. El

4.2. Estimaciones sobre IVuIy qu.

4.2.1. Teorema. Dada. u una, solución de Pf, eziste una constante Au > 0 tal

que

(4.2.1) 1imsup|Vu(:c)| = Au para todo 1:0 en fl n 3{u > 0},343
u(a)>00

(4.2.2) qu(zo) = Au para Hn'l -casi todo zo en fl n 0{u > 0}.
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Antes de demostrar el teorema, necesitaremos probar dos lemas.

4.2.2. Lema. Sea u una solución de Pf.

Dados zo , 21 E Q ñ Ü{u > 0}, supongamos que eziste una. sucesión (pk) tal que

pk > 0, pk —>0, y que para i= 0,1 se cumple que:

eziate una sucesión. de puntos (zac) en fl con

tu: —>mi, u(=vik) = 0, Bp;.(=vik) C 9,

y tal que la sucesión “blow up” respecto de Bm (su)

“(Sue + ¡01:17)
tiene límite u¡(z) = A,-max(—1: - 14,0),

pu.
(4.2.3) u¿k(z) :=

donde 0 < M < +00 y V,-es un vector unitario.

Entonces A0 = /\¡ .

DEMOSTRACIÓN. La. idea. de la. demostración consiste en construir funciones admisi

bles ara P‘ ue contradicen ue u es solución de Pc a menos ue se ten a. A = A1.e i z i q g 0

Tomemos una. función 45e Cg°((—1,1)), 452 0, qSi 0 y sea. t > 0 chico. Para.
k E W definamos

a:+ tpkó vo si a:EBph(:cok)

71(3)i: a:—tpkqb 1/1 si a:EEmos”)
z en el resto de lll".

Entonces para. t chico (dependiendo sólo de da), 17. es un difeomorfismo con

D () I+tDn.- sizeBPk(z,-¡,)¿:o,1Th Z =
en el resto de IR”

donde

77"(31)3: (-1)i45(|y|)”i, i= 0,1

y por lo tanto, las funciones

“(3) ==“(Th-1(z))9

resultan admisibles para. P: para. k grande.
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Observemos que para. i = 0, 1 se tiene que

(4.2.4) ¡0,:"I{v¡c> 0}f'1 BP¡(:c,-k)| = / det D‘rk(a:¡k+ pky) dyB¡(O)r'1{u¡¡. >0}

= <1+ (-1)‘t4>'(¡ynï .ui) (ly,
Bl(O)H{u¡h>0}

(4.2.5) p;"I{u > o} n Bmw.» = ¡{una> o} n BI(O)I,

y además, por (4.2.3) y (A.2.7)

(4.2.6) was/ni -u.-dy —»f d>'(IyI)-y-.uidy.B¡(O)r1{y-u¡<0} |31|Á¡(o)n{u¡¡>0}

Entonces de (4.2.4), (4.2.5) y (4.2.6), notando que el límite obtenido en (4.2.6) no
depende de la. dirección de 11.-, obtenemos que

pí"(|{vh > 0}l - |{u > 0}|) -> 0,

y como > 0}| y |{v¡e> 0}| están acotados por una. constante independiente de lc,
y f, es lipschitz en cualquier intervalo acotado, concluímos que

(4-2-7) Ife(|{vk > OH)- fe(|{u > 0}|)| S CI ¡{vie> 0}| - |{u > 0}| | = 0002)

Por otra. parte, para. i = 0,1 tenemos

p;" f (¡vam —IVulz)= f (|Vu¿¡.(I+tDn¡)_1|2det(I+tDm) —¡vw-,42)BMW“) 31(0)

(4.2.8) = tf [Vuulz div 17"- 2Vuik -Urb-Vu“) + 0(t)31(0)

y entonces por (4.2.3); (A.2.1) y (A.2.10),
a.

Vu”c están uniformemente acotados en 31(0),

Vu,-¡e—>—)\,-u,-X(B¡(0) n {y - u; < 0}) c.t.p. en B1(O),

con lo cual (4.2.8) converge a

t/ div 17;- 21/,--Dun/i) + O(t)=B¡(O)r'1{y-u¡<0}

l f div n,-+ o(t)31(0)n{v-w<0}

= —t(—1)‘X:-’j ¿(Igndfiï‘l + ou)B¡(O)n{y-u¡=0}
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y observando que la. última. integral no depende de la. dirección de v,- concluímos que

(4.2.9)

j ¡wm —f IVuI’= p: (mi —A3) ¿(modus-1+ om) + voz).D n 31(0)n{vn=0}

Aplicando ahora el lema.3.2.13, se deduce que existe una.constante C independiente

de k tal que si y E Bmw“), i= 0,1,

vk(y) = “(Th-101))S CPI" u(y) S Cpk,

y por lo tanto

(4.2.10) 1/01”.—/nu| 5 sz“ = o(p;:).

Para. finalizar, supondremos que A1< Ao y en consecuencia, para. t suficientemente

chico (independiente de k ), el término principal en (4.2.9) resultará. negativo. Entonces

de (4.2.7), (4.2.9) y (4.2.10) obtendremos que

J,(vh) < J,(u), para. k grande,

lo que es un absurdo. Como zo y 1:1 pueden intercambiarse en la. demostración,

concluírnos que A1 = Ao. El

4.2.3. Lema. Sea u una solución de P: . Dado zo e fl ñ 0{u > 0}, llamamos

(4.2.11) A = ¡‘(zo) := lirn sup |Vu(:c)|
u(z)>°0

Entonces 0 < A < +00 . Además eziate una, sucesión (dk) tal que

(4.2.12) dk > o, dk —>o,

y una sucesión de puntos (yk) de fl con

(4.2.13) yk —>zo, yk E 9 ñ 6{u¡e > 0}, Bd,‘(yk) C fl,

y tal que la sucesión “blow up” respecto de Bdk(yk) tiene límite uo con

no = Amax(—:c -v,0),
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donde v = v(a:o) es un vector unitario.

DEMOSTRACIÓN. Por (4.2.11) existe una. sucesión zh —>1:0 con

(4.2.14) u(z,.) > 0, |Vu(z¡,)| —>A

Sea yk el punto más cercano a zh de fl ñ 8{u > 0}, y llamemos dk = ka —zh .

Entonces para. k grande, (4.2.12) y (4.2.13) sc satisfacen, y además

(4.2.15) B¿¡(zk) C {u > Ü}

Consideremos la. sucesión “blow u ” res ecto de Bd k tomemos una. subP P l. y 1 Y

sucesión con límite no, elegida. de modo tal que exista.

. "' Z'v:= 11mM,
k-ooo h

y sin pérdida. de la. generalidad asumiremos que v = en. Entonces uo es armónica en

{no > 0} , y de (A.2.7), (4.2.15) y (A.2.11) se deduce que

(4.2.16) B1(—en) c {ug > o}.

Por otra. parte, como yk E fl ñ 8{uo > 0}, se tiene por (A.2.12) que 0 E 8{uo > O} y

por lo tanto uo(0) = 0. Además de (4.2.11), (A.2.2) y (A.2.9) resulta.

(4.2.17) IVuol S /\ en {un > 0},

y de (A.2.4), (4.2.16),-(4.2.14) y (A.2.9)

(4.2.18) |Vu0(—en)| = A,

Conlo cual 0 </\ < +oo.

Sea. e := W , y consideremosla.función 67‘29-. Tenemos que

au
A (Teo) = 0 en {uo > 0},

y además por (4.2.16), (4.2.17) y (4.2.18)

611.0 Üuo
í 2 —Aen Bl(—€n), í
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lo que implica por el principio del máximo que

(911.0

ae = —/\ y u0(:c) = —)\a:- e + a en Bl(—en).

Como 11.0(0)= 0 y no > 0 en Bl(—en), tendremos que a = 0 y e = en, con lo cual

por continuación analítica resultará.

11.0(2)= —A:cnen {en < 0}.

Recordando que 0 E Ü{uo > 0} y que uo satisface (A.2.11) se observa. que ug está

en las hipótesis del teorema A.1.1. Entonces 11.0E 0 en {mn > 0} , lo que completa la
demostración. El

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 4.2.1.

Fijemos 2:1G 6,ed{u > 0} tal que :cl satisfaga (4.1.38). Dado zo e On > 0} ,
sea __

Am) = nmsupqu(z)I,
¡(331%

y apliquemos el lema 4.2.3 a zo , construyendo de este modo sucesiones (dk) , (yk) y

un vector unitario v(:co) . Entonces, por el lema 4.2.3 y por elección de 1:1, será. posible

aplicar el lema 4.2.2 a. zo y 2:1 si tomamos

Ph i: dk)

A0 := A(zo), 130]:i: yk) V0 z: "(930),

/\1 == 4u(31)a 1’11:== 111, V1 i: “¿(31),

con lo cual M20) = qu(31)

Llamemos

A1.:.i: 911.051)!

y notando que 1:0 era un punto arbitrario de fl ñ 6{u > 0}, se tiene que (4.2.1) es

válido. Como, por otra parte, 21 era. cualquier punto de 3,e¿{u > 0} satisfaciendo

(4.1.38), tenemos por el teorema. 4.1.12 que

qu(:c) = Au para. 'Hn'l -casi todo a: en 3,,¿{u > 0},

y finalmente de la. aplicación del lema 4.1.13 se obtiene (4.2.2). El
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4.2.4. Lema. Sea u una solución de Pf.

Si B es una bola en {u = 0} tocando fl n 6{u > 0} en 1:0, entonces

, u(:v)11 —— = Au
15:1" ¿(2,13)

u(::)>0

(4.2.19)

DEMOSTRACIÓN. Llamemos l = l(:co) al lado izquierdo de (4.2.19). Entonces existe

una sucesión zk —>zo , con u(zk) > 0, dk = ¿(zk,B) y “24:2 —>l.

Tomemos puntos yy. E 8B tales que dk = ka —zh] y consideremos la. sucesión

“blow up” respecto de Bd,‘(yk). Elijamos una subsucesión con límite un y tal que
exista.v:= limu

—-voo dk

Se tiene por construcción que

(4.2.20) uo(-v) = l,

(4.2.21) 11.0(2)= 0 si a: - v 2 0,

(4.2.22) uo(z) S —l:c-v si z - v S 0,

con lo cual, recordando (A.2.8), obtenemos que 0 < l < +oo . Veamos que

(4.2.23) 11.0(2)= lmax(—z -v,0).

Como uo(z) +12:-v es armónica. en {no > 0} , por (4.2.20), (4.2.22) y cl principio fuerte
del máximo tendremos que

.uo(z) = —l:c- v en un entorno de —v.

En consecuencia, por extensión analítica tendremos que (4.2.23) es válido si

:1:ov 5 0, y por (4.2.21) también lo es cuando z -v Z 0.

Para. finalizar, observemos que podemos proceder como en la demostración del

teorema 4.2.1, tomando para. nuestro zo E fl ñ 6{u > 0} la. sucesión “blow up” recién

construida, y fijando un punto 2:1E (9"¿{u > 0} que satisfaga (4.1.38). De este modo

resultará. l = qu(a:1) = Au, que es lo que queríamos demostrar. El

4.2.5. Lema. Eziaten constantes positivas cm“, CmM tales que si u. es solución

de Pf, entonces
cmin S Au. S Cmnx
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donde emm, Cm“ dependen sólo de n,e,6,p.; 6 y y. dados en (3.2.7) y (3.2.6) respec
tivamente.

DEMOSTRACIÓN. Sea zo E Q n Ü{u > 0} y 0 < R < 1 tal que B2n(zó) CC fl.

Tomemos D := 33(20) . Entonces por el teorema 4.1.6, existen constantes positivas

c“ , C“ tales que para. toda bola. B,(:c) C D con r chico y z: E Q ñ 3{u > 0}

c"1'"_1 S H"_1(Br(z) ñ 6{u > 0}) S CHW-1

y además

c"' S qu S C" 71""1 -c.t.p. en D ñ 0{u > 0},

donde, por las observaciones 4.1.5 y 4.1.8, las constantes c" y C" dependen sólo de n ,

e, 6 y 1.1..En particular tendremos para. r chico

(4.2.24) H"‘1(B,.(zo) n a{u > 0}) 2 c*r"‘1 > o,

(4.2.25) c' S qu(z) 5 C" para Tin-1 -casi todo z E B,(a:0) ñ 8{u > 0},

y por el teorema. 4.2.1

(4.2.26) qu(:c) = Au para Tin-1 -casi todo :c E B,(:co) ñ 3{u > 0}.

Entonces el resultado se deduce de (4.2.24), (4.2.25) y (4.2.26) tomando cm“. = 6* y
Cmnx = C‘ - El

4.2.6. Teorema. Ezisten constantes positivas C y ro tales que si u es solución
deP5, zoeflna{u>0} yrSTo

sup |Vu(z)| S Au(1+ Cr)
¡63"(30)

donde ro = ro(6) y C = C(n,e,6,p.), 5 y p. dadosen (3.2.7)y respectivamente.

DEMOSTRACIÓN. Dada. u una. solución de P: , se tiene que

au .
A(azi)=0 en{u>0} z=1,...,n
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y por lo tanto

IVu(-'B)|S IVuIdH'H,
1

IÜBÜBN 03(2)

para bolas B(:z:)CC {u > 0} . Entonces IVuI es subarmónica en {u > O}.

Dado k E EV , definamos

Uk := (IVuI —Au —1/k)+.

Como 9 ñ 6{u > 0} es compacto (lema 3.2.16), de (4.2.1) se deduce que

(4.2.27) Uk = 0 en un entorno de fl ñ 0{u > 0}

con lo cual

(4.2.28) U1. es continua y subarmónica en fl.

Sea. ro = 6/3 con 6 dado en (3.2.7), y tomemos zo E Q ñ 8{u > 0} . Entonces por

el lema.3.2.18 existe una constante L = L(n,e,p) > 0 tal que

(4.2.29) Uk 5 L en 3., n {u > 0}.

Si consideramos la. función armónica. en .B,.on {u > 0} dada por

la: — mol2—!12(2)= u(z) +

tendremos por (4.2.27) y (4.2.29), que si C = gí

(4.2.30) U1.S Cv en 3(B,o(:vo)ñ {u >

Por lo tanto de (4.2.28), (4.2.30) y el principio del máximo obtenemos que

U1,S Cv en B,o(zo) ñ {u > 0}

y haciendo ¡c —>oo, l

(4.2.31) IVuI S Au+ Cv en B,°(:co) n {u > 0}.

Tomemos ahora z E 3,.(20) fl {u > 0} , con r 5 ro . Por el lema 3.2.13 tendremos que

(4.2.32) v(:c) _<_CI: —zol + rïo|z —2.3| 5 Cr,

donde C = C(n,c,6,y.) . Finalmente, de (4.2.31), (4.2.32) y del teorema 4.2.5 resulta

|Vu(:c)| S Au(1+ Cr) si a:E B,(zo) ñ {u > 0}

donde C = C(n,s,6,y.) , lo que concluye la demostración. El
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CAPITULO 5: REGULARIDAD DE LA FRONTERA LIBRE.

En este capítulo estudiamos la regularidad de la frontera libre para soluciones de

P:(H) . En 5.1 se analiza el comportamiento de la solución cerca (le puntos “Ilat” de
la frontera libre. En 5.2 obtenemos analiticidad de la frontera libre cerca de sus puntos

“flat” . Probamos que los puntos regulares de la frontera libre son un subconjunto abierto
denso de la frontera libre, y que el resto tiene medida Tin-1 cero. Mostramos además

que para n = 2 no existen puntos singulares, es decir, la frontera libre es localmente
analítica.

Las hipótesis que se asumen en este capítulo son las mismas que cn la sección 3.2.

5.1. Puntos “flat” de la frontera libre.

5.1.1. Definición. Sean 0 < 0+, a- < 1 y T > 0. Diremos que u está en la clase

F(0'+,a_;‘r) en Bp(0) si u es una solución de Pf, Bp(0) C fl, 0 E 3{u > 0} y

".(2) = 0 Si zu 2 a+ps

“(3) 2. '“Au (¡En+ Ú-f’) Si ¡EnS _a—p1

IVuI 5 Áu(1 + 1') en BP,

donde Au es la constante del teorema 4.2.1.

Si el origen es reemplazado por zo y la dirección en es reemplazada por un vector
unitario u, diremos que u está. en la clase F(a'+,a'_;1') en Bp(1:0) en dirección u.

5.1.2. Observación. Sea u una solución de P: , y sea. Au dado por el teorema 4.2.1.
Entonces por el lema. 4.2.5 existe una constante cmin tal que

(5.1.1) 0 < cm S "uv

donde cmin no depende de la solución de P: que elijamos (ver lema 4.2.5).

Si suponemos que 3,,(0) C fl y definimos para z E 31(0)

v(:v):= 9
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tendremos que

'v e C°'1(B1(0))

_2¡,
(5.1.2) v 2 0, Av 2 A cn B1(0)

—2

(5.1.3) Av = A p en {v > o}.

Por otra. parte {v > 0} tiene perímetro finito en BI y del teorema. 4.1.6, lema.

4.1.13 y (4.2.2) deducimos que si 17E C5” (31(0)) entonces

(5.1.4) —/ VvVn + 2—p n =/ ndHn-l.{u>o} Au {v>0} B,°d{v>0}

Además se cumple que u e F(0'+,0'_;T) en Bp(0) si y sólo si v satisface

(5.1.5) o e 3{v > o}

(5.1.6) 12(3)= 0 si z" 2 0+

(5.1.7) v(z) 2 —(:cn + a-) si :vn S —a_

(5.1.8) IVvI S (1 + 1') en 31(0).

5.1.3. Teorema. .Eziaten conatantea positivas C = C(n) y ao = ao(n) tales que si

u e F(a,1;a) en BKJcon a 5 ao y p S cmlna, entonces u E F(20,Ca;a) en Bp/z,
emm dado en (5.1.1).

DEMOSTRACIÓN. Llamemos A = Au y definamos v(z) := %z) para :1:E 51(0).p
Sea. 2

exp para.|y|<1/317(y) := 1 — glyl
Para IyI2 1/3

y tomemos s _>_0 maximal tal que

BI n {v > 0} C D = D“, := {1: E Bl/azn < a' —s1¡(:n')}
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donde z = (z',:cn). Entonces, existe un punto z G Bl/z n 3D ñ 3{v > 0}. Además
350 pues0€3{v>0}.

Consideramos la. función wl tal que

—2

Awl = TP en D,
101:0 en ÜDOBI,

wl = (1 + 2a)(a —mn) en 6D \ BI.

Obscrvcmos primero que como wl satisface

2

A(w1—a+zn) = —Ïp en l),
w] —a+:t:n = —sn(:v') en aDñ BI,

wl —a+zn=2a(a—zn) en8D\B1,

tendremos por estimaciones a.priori (ver [3] p. 98)

3_yw1(z) - 1 S sup |V(w1 —a' + 2:")I 5 c(n)p//\ + c(n)a,
B¡¡,nD

y si tomamos p 5 emma, de (5.1.1) concluimos que

(5.1.9) 8_,,w1(z) S 1 + c(n)a.

Por otra parte, de (5.1.2) tendremos A(v —wl) Z 0 en I), y por construcción (lc

D y (5.1.8) será v —wl S 0 en 6D , con lo cual, por el principio del máximo

(5.1.10) v S w1 en D.

Fijemos ahora E E 3133/4 con ¿n < —1/2 y sea. wz (dependiendo de fi) la. función

armónicaen D \ FUN“) con

w2=0 enÜD

wz = —zn en ÜBl/m(¿).

Entonces, si a' es chico (dependiendo de n), por el principio de Ilopf p. 34)

(5.1.11) 0_.,w2(z) 2 c(n) > 0.
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Si suponemos Clue11(2)S w105) + dawn en 31/10“) para una consume d > 0’
tendremos

A0, _ wl + ¿("1,102 0 en 1) \ 131/10(¿)

v —wl + dawz S 0 en 8 (D \ B¡/10(¿))

y entonces v S wl —dawz en D \ 31/“,(6) , con lo cual por el lema. 4.2.4 y por (5.1.9)
y (5.1.11)

1 S limsupfi S 0-,w1(z) —d00_.,w2(z)S 1+ C(n)a —dac(n),a-oz y

lo que es un absurdo para d grande. Por lo tanto

(5.1.12) v(:c¿) 2 w1(m¿)+ Came”,

paraalgún1:¿'E31/10“) y C =

Usando esto último, (5.1.12) y el hecho que {n < --;- y

(5.1.13) w1(z) Z —(1+ 0):",

obtenemos para. a: E 31/5“)

3 3 1

—>—(1+a)z¿n+Caz¿n—ñ(1+a)2E-Ca>0,"(17) 2 v(zf) _ (1 + 0):“) —

si a S 00(n). Entonces por (5.1.13) wl —v es armónica en B1/5(E), y por (5.1.10)
podemos aplicar la desigualdad de Harnack con lo cual, recordando (5.1.12)

' (101- v)(€) S C(")(w1 - v)(z¿) S 00‘)”

y entonces por (5.1.13)

v(() 2 —€n—Ca.

Si usamos (5.1.8) otra vez, obtenemos integrando a lo largo de líneas verticales para
a > 0

vu: + ae.) 2 ve) - <1+ a)a 2 —(¿..+ a) —Ca.

lo cual, si recordamos la definición de v , nos dice que u E F(20', Ca';cr) en Bp/z . El

Notaremos puntos en IR" como (y,h), con y e ¡[In-1 , y bolas cn ¡[ln-1 como

BIO, o B},(y).
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5.1.4. Lema. Sea uk una. sucesión satisfaciendo

uk es de clase F(ak,ok;‘rk) en Bph(0)
5.1.14 T

( ) cona’k—+0,a—’;—>0ypk=0('rk),k

sea Ah := Auh y para 1: E 31(0) definamos

uk(pkz)_
(5.1.15) 0;,(2) := Akpk

Dado y E B; definamos

fï(y) ==sup{h/(y,akh) e 31 n am > o}},

¡[(y) ==inf {h/(y,akh) E B1 ñ 3{vk > 0}}

Entonces para una subsucesión,

(5-1-16) f(y) ==qujup fflz) = lirgLipffí(z),

para todo y E Bi . Además

f es continua,

(5.1.17) f: —>f, —>f uniformemente en cada compacto de Bí,

.¡(o)=o y lf(y)lsl si yeBi.

DEMOSTRACIÓN. Definamos

DI: 3: {(ysh)/(ysakh) e BI n {vk > 0}} '

Podemos elegir una. subsucesión de las v1. de modo tal que los conjuntos Ük resulten

convergentes en distancia de Hausdorfl', y para. esa. subsucesión definamos f como en

(5.1.16). Entonces, dado yo E Bi, existen puntos yk para. todo lc en esa. subsucesión
COI!

(5.1.18) yk —>yo, fflyh) —>f(yo)
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Como f resulta semicontinua superiormente, dado 6 > 0, existe a > 0 tal que para lc
grande

(31.511.)><[mz/l.) + 6.+oo)) nm = w

y por lo tanto

(5.1.19) (Elm) ><[cnef:(yk) + akó, +oo)) n B1 r1{v,e> o} = 0.

Como (pkyk,pkakf+(yk)) está. en a{u,c > o}, de (5.1.19) y (5.1.14) deducimos que

ul. E F(0h5/a,1;7'k) en Bapk ((PkyhmwkfiJ'Ü/k») '

Además como a). —>0, 7').= o(a'¡.) y pk = o(a¡,), podemos aplicar el teorema 5.1.3

para k grande, obteniendo que

uk E F(20k5/a,00k5/a;7'k) en Bam/2 ((Pkyk,Pk0kf+(yk))) ,

lo que implica que para k grande el conjunto

{(y,h) E Bi/Iy -yk| < a/4» h < 0k (fÍ(yk) - 05)}

está contenido en {v1e> 0} . Por lo tanto

fï(y) 2 fflyk) - 06 si y E 133/4211).

y recordando (5.1.18), obtenemos para lc grande

(5.1.20) f;(y) 2 ¡(1,0) —206 si y e B;,s(yo)

con lo cual limiynf 2 f(yo) , lo que prueba (5.1.16).
h-ooo

También de (5.1.20) deducimos que f es semicontinua inferiormente y por lo tanto

continua. Esto último y el hecho de que los Ü), converjan en distancia de Hausdorfl',

permite que las estimaciones del lema resulten uniformes en cada compacto de Bi , lo

que completa la demostración. El

5.1.5. Lema. Sea. f Ia función definida en el lema 5.1.4. Entonces f ca .mbarmó
nica.
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DEMOSTRACIÓN. Si así no fuera, existiría. una. bola Buga) CC Bi y una función
armónica. g en un entorno de esa bola tal que

(5.1-21) 9 > f en 33;,(3/0) y ¡(z/o) > 9(yo)

Notemos

Z == (BW/o) ><IR) n 31(0), Z+(<fi) == {(3071) G Z / h > ¿(Z/H,

3145) == {(y,h) E Z / h < 4411)}, Z°(4>) == {(ygh) E Z / h = ¿(l/H,

y sen d5(Z+(akg)) una. función test que converge cuando 6 —>0 a la función carac

terística. de Z+(a¡.g) (por ejemplo d¿(A)(:c) = min{(1/6) diet (z, JR" \ A), 1}

Por (5.1.4) tenemos

2

_/ wkvaza(z+(akg))+%j d6<z+<akgn={vh>o} k {0k>0}

=/ d¿(Z+(akg))d'H"-1.8tod{”k>0}

Tomando 6 —>0 (y asumiendo que Z°(a¡cg)ña{v¡e > 0} tiene medida Hn‘l nula, sino

reemplazamos g por g +c para algún c pequeño), obtenemos

Í VvkWW" + Zilzüakg) n {uk> 0}|=a(z+(a,.g))n{v..>o} A1.

= Hn-1(Z+(ng)n 8,ed{vk>

De (5.1.17) y (5.1.21) deducimos que para k grande

a(Z+(0k9)) n {vb > 0} = Z°(0k9) n {vie> 0},

y usando además que por (5.1.8), IV‘ka S 1 + 77., obtenemos

(5.1.22) 'H"_1(Z+(akg) n andan. > o}) 5 C;—:’°+ (1 + Tk)'H"—1(Z°(0'kg) n {me> 0}).

Consideremos los conjuntos

Eh := {‘01,> 0} U Z_((Tkg)

que tienen perímetro finito en Z con

(5.1.23)
Tin-¡(Z n andEh) S Hn-1(Z+(0'kg) n 8,,¿{vk > 0}) + Hn_1(Z°(0kg) n {11k=
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Si probamos la estimación

(5.1.24) H”"(Z r10...1Ek) 2 H"“‘(Z°(0k9)) + 5012..

para k grande y 6 > 0, obtendremos dc (5.1.22), (5.1.23) y (5.1.24)

502 + H"_1(Z°(0k9)) S C:—T+ H""1(Z°(0k9)) + TkH"’1(Z°(0kg) ñ {vk > 0})

y como Hn-1(Z°(akg) ñ {v1e> 0}) S C para. ¡c grande, tendremos

lo que, por (5.1.1) y (5.1.14) es un absurdo.

Sólo resta probar (5.1.24), cuya.demostración se omite pues se demuestra. como en

[2], p. 136. ¡:1

Notaremos BP- := Bp(0) ñ {h < 0} .

5.1.6. Lema. Sea w una función satisfaciendo:

Aw = 0 en B1

w(y.0) = g(y)

en el sentido que w(y,h) como función de y converge a g en L1 cuando h T 0,

g es aubarmónica y continua en Bi, g(0) = O,

w(0,h) S Clhl.

w 2 —C.

Entonces

1/2 1 "-2
jo 7-2 j: g(y) d‘Hv dr 5 Co

93’40)

donde Co = 00(C,n) .

DEMOSTRACIÓN. Ver lema. 5.5 en IL]

88



5.1.7. Lema. Sean h hv , +
wk(y’ h) := btt/ak) 1

donde vk son las funciones definidas en (5.1.15). Entonces, eziste C = C(n) tal que
para k grande

(5.1.25) Iwkls C en BI.

y para una subsucesión

(5.1.26) w := ¡eli-1,20105 cziste para todo z E 131-,

donde la convergencia es uniforme en cada compacto de Bl- . Además w satisface

(5.1.27) lwl S C,

(5.1.28) Aw = o en B1",

(5.1.29) w(y,0) = f(y)

en el sentido que llilïrróiw(y,h)= f(y), f dada en (5.1.16),

(5.1.30) w(y,h) —w(y,0) S 0 para (y, h) E 31-.

DEMOSTRACIÓN. Comencemos observando que (5.1.25) se obtiene de (5.1.14) y las

definiciones de wk y v].. Además, recordando (5.1.15) tenemos

2
(5.1.31) Aw,a= —Ap" en B; n {h 5 —a,,},leal:

y por lo tanto
- ._ Pie |33|2

10,.(2) .— 1.0],(2) + Aka]: n

son armónicas en B1-n{h S —a'¡.}. Como ¡37 a 0, de (5.1.25) y del teorema 2.10 de
[3], se deduce que IV‘LÏJkIestán uniformemente acotados en cada compacto de Bf , y por

lo tanto existe una función w tal que para una subsucesión, 1.5,,—>w uniformemente

en cada compacto de Bl- . Esto último prueba. (5.1.28), y usando nuevamente que

2%: —>0 tenemos (5.1.26) y (5.1.27).

Por otra. parte, como

Üwk 1 0o,. IVka -—1 r]._. ____—_____ <— <_
(5132) 5, — ¡.(a, +1)- k _ k,
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tenemos que si (y,h) E Bl- y h. < h.’ < 0

w.(y.h) —w.(y,h') s ¡h —h'I"—’°,
0k

de donde resulta, haciendo lc —>oo

(5.1.33) w(y,h) —w(y,h') 5 0.

Entonces, una. vez probado (5.1.29), podremos tomar límite para. h' —>0 en (5.1.33), y

de ese modo (5.1.30) se cumple. Sólo resta probar (5.1.29).

Primero probaremos que fijadas a > 0 chica.y K > 0 grande

(5.1.34) wk(y, hen.) —>f(y) uniformemente en D,

donde D := Bi_a x [-K, —1]. Por el lema.5.1.4, basta. ver que

(5.1.35) wk(y, hak) — (y) —>0 uniformemente en D.

De (5.1.32) y por definición de ft, para. (y,h) e D tendremos

(54'36) "W, ’Wk)- my) S wm, muy» —my) + (my) - mn.

= (full) —h)Tk _<_(1 + K)Tk.

Fijemos R > 0 grande y tomemos una. sucesión (yhhk) E D . Si definimos

¿mi sup (mw-mm»,
R 116331,“ vr.

tenemos por el lema. 5.1.4 que 3k —>0 (independientemente de la elección de los yk

Consideremos vk en BR” (zh), donde

zh ==(yk,0kfï(yk))a

entonces por definiciónde y 3,.

a”. E 0{v¡. > 0}

vk(y1h)= 0 Si (11”!)e Blanc“), h - akfïwk) >5k130k,
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con lo cual

uk E F(3k,1;‘rk) en Bp.na,.(Pk=ck)

Como ak —>0, 5‘}—>0, pk = O(‘rk), podemos aplicar el teorema. 5.1.3 para. lc grande
k

y si 6k := nmx(5k,‘rk) tendremos

uk E F(26¡.,Cók;-rk) en Bpkágaxpkzk).

En consecuencia, si Ihl < 12/2

“(zh + hake") Z —(ha¡.+ 06;.gak),

y entonces

“(mk+ hake")+ ha;c> _ï6k.(5.1.37) ¡“(21. + haken) —fï(yk) = —
07. 2

Podemos elegir ahora R grande (dependiendo sólo de K) de modo que

Ihk —fï(yk)l S R/2, y por (5.1-36) y (5-1-35)

Iwk(ykahk0k)- fï(yk)l S ak,

con ak —>0, ak independiente de la. elección de (yhhk) G D , lo que prueba. (5.1.35).

Para ver (5.1.29), tomemos 7, a > 0 chicos y K > 0 grande, elijamos 9., una.
función de clase Ca tal que

(5.1.38) f —27 5 9., S f —7 en B;

y sea. un, la. solución de

Au", = 1 en Bl

u.y = 9., en ÜBEÍL ñ {h = 0},

un, = in_fw en 6312€, n {h < 0}.

Por (5.1.34) y (5.1.38)

un. > u., en a(B¡‘_a r1{h < Kak})

para. lc grande (dependiendo de K , a, 'y). Recordando (5.1.31) obtenemos

A(u,.y—un.) 2 0 en 831:“ n {h < Koh}
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para. k grande y por el principio del máximo un, S wk en 331-_a n {h < —Kak} . Por

lo tanto w(y,h) Z u.,(y, h) en B12“ y en consecuencia.

(5-1-39) ETTMyfi) 2 97(y) 2 ¡(31)- 27 si y E Bha

Trabajando en forma. análoga con ü.y la solución de

Aü.’ = —1 en Bl-a’
17...,= fi, en OEI-_a ñ {h = 0},

17.7= supw .en BEL“ ñ {h < 0},
31

donde f + 'y S ¿7.7_<_f + 27 , obtenemos

(5-1-40) 1;_mw(y,h) S f(y) + 27 si y E 31-0.to

Como 'y y' a son arbitrarios, de (5.1.39) y (5.1.40) deducimos (5.1.29). Cl

5.1.8. Lema. Existe 01 = C¡(n) tal que para todo y E Bí/2 se cumple

¿1/4 7% f- _ ¿nin-2 dr S 01(77'),
0340!)

donde f es la función dada en (5.1.16).

DEMOSTRACIÓN. Fijemos y E Bi/2(O) y sea.

_ 1 _ h _ _
w (yvh):= w(5y+yaï)_w(y10)a (311,06BI)

donde w es la función definida. en (5.1.26). Entonces, si

. 1 _ _

y (y) ==f (¿y + y) - f(y),

tendremos por el lema. 5.1.7

Aw" = 0 en BI,

1,13;“!(ahh) =9 (y),
w*(o,h) g o,

Iw'l S C, C = C(n),
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y además por los lemas 5.1.4 y 5.1.5, g"' es subarmónicay continua. en Bi con 9*(0) = 0 .
En consecuencia, podemos aplicar el lema. 5.1.6 y obtenemos

1/2 1

/ 1.-2 f: 9*(y) dHn_2(y) dr S Co, Co = CO(C,n),
o BBKO)

y por definición de g" resulta.

foi/4 Ti, (f —¡(37))al7í'“2 dr s 01(n),
03'49)

que es lo que queríamos demostrar. El

5.1.9. Lema. Sea g una función que satisface:

g es subarmo’níca y continua en Bi

51(0) = 0, Igl S 1,

existe C1 > 0 tal que Ji y E Bí/z

1/4 1

[o 7-2 f- (sI-g(y))am"’2 dr S Cl
33K?)

Entonces

1) g es lipschitz en 3,1/4 con constante de lipschitz que depende de C1 y n.

2) Existen una constante C = C(n,Cl) > 0, y dada 0 < 0 < 1, una constante

co = c(0,n) > 0, tales que podemos hallar una bola B1. y un vector l e Ein-1 con

0
coSrSÜ, IllSC, y y(y)Sl-y+5r paralylsr.

DEMOSTRACIÓN. Ver lemas 7.7 y 7.8 en [2]. El

5.1.10. Lema. Existen una constante C = C(n) > 0, y dada 0 < 0 < 1, una
constante ce = c(0,n) > 0, tales que podemos hallar una bola BL y un vector l E Ein-1
COTI

(5.1.41) cosrsa, IIISC. y ¡(ws-w; IyISr,
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f Ia función dada en (5.1.16).

DEMOSTRACIÓN. El resultado se obtiene observando que por los lemas 5.1.4, 5.1.5 y

5.1.8, estamos en las hipótesis del lema 5.1.9 con la constante C1 dependiendo sólo dc
n. |'_'I

5.1.11. Lema. Fijemos C" > 0, 0 < 0 < 1 y consideremos C, Cg como en el
lema 5.1.10.

Entonces existe una constante 09 > 0 tal que

u E F(a',a';1') en Bp(zo) en dirección u

con cr S ao 1' S T902 C“ 5 1' im ¡icay y P P

u E F(00', 1;T) en 35(20) en dirección Ü

para ciertos p y u con cop S fi S 0p y Ii?—¡1| 5 Ca, donde a9 = a(0,n,C*,cmin),

cmin como en (5.1.1).

DEMOSTRACIÓN. Si el lema. no fuera cierto, existiría una sucesión uk satisfaciendo

uk E F(a¡.,a¡.;‘rh) en Bp¡(:l:¡.) en dirección uk

con a1. S l/Ic , 17.S ía: y C‘ph S T]., pero tal que la conclusión del lema no se cumple
para. ningún k .

Para. simplificar, supondremos primero zh =,0 y uk = en para todo lc. Entonces

la sucesión uk satisface (5.1.14) y si definimos f como en (5.1.16) tendremos por el
lema 5.1.10

f(y) S l-y +31“ para IylS r,

con r , l como en (5.1.41). Por lo tanto del lema 5.1.4 obtenemos para k grande

fï(y)Sl-y+0r paralylsr

con lo cual por definición de fi,"

uk(pky,pkh) = 0 si (y, h) E B, con h Z aki -y + 001.12
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Pero esto dice que uk es de clase F(6'k,1;‘rk) en Bp,‘ en dirección D1.con

00k __ . (—Ukl,1)fik:=pkr 67.:=— uk.———.
’ ,/1 + Ia'kllz’ ,/1 + ¡okm

Como 6k S 00;. , cap;e S ¡6kS üpk y Iük—enl S Ca;e , se cumple la conclusión del lema

para uk con k grande, lo que es un absurdo.

Para el caso 12;.y v1. arbitrarios se procede en forma análoga, definiendo en cl

lema5.1.4,vk(z)= W , 'k unarotacióncon Then= uk.
Finalmente, observando que la demostración no cambia si las funciones de la

sucesión uy. son soluciones de distintos problemas Pf:(11 k) , pero todas satisfaciendo
(5.1.1) con la misma constante cm“,, concluímos el lema. El

5.1.12. Lema. Dados 0 < 0 < 1 y C" > 0, existen constantes positivas 09, co y

C tales que si

(5.1.42) u E F(a', 1;1') en BP en dirección u

z y C‘p S 1', entoncescon aSa’g, T5090

u G F(0cr,00;02'r) en Bp en dirección 17

para ciertos ñ y ü con cop S ñ S ip y |ü- ul S Ca', donde ca = c(0,n), C’= C(n),
09 = cr(0,n,C"',cm¡n), cmh, dado en (5.1.5).

DEMOSTRACIÓN. Si a'a en el enunciado es suficientemente chico, podemos aplicar el

teorema 5.1.3 y obtenemos

u E F(C’a', Ca';1') en Bp/z en dirección u.

Entonces, tomando 0 < 01 S 1/2 podemos aplicar el lema 5.1.11 para C“ y 01, si otra

vez ag en el enunciado es suficientemente chico, con lo cual

(5.1.43) u. e F(01 00,1;1') en Br”, en dirección v1,

para ciertos r1, ul con

cg1 S 21'1 S 01, y lvl —ul 5 Ca.
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Consideremos la función

Uk := (IVul —/\ —1/k)+,

donde /\ = Au y k E IN . Se tiene que Uk es subarmónica y continua en Bp (vcr

demostración del teorema 4.2.6). Además por (5.1.42) Uk S AT en BP, y por (5.1.43),
Uk = 0 en

B:=h (%V1).

Como existe una constante 0 < c(n) < 1 tal que la. solución de

AV = 0 en Bzrlp \ F,
V = A1- en Ban,”

V = 0 en ÜB,

satisface V S (1 —c(n)))\‘r en B,1p, tenemos, aplicando el principio del máximo que

U1.S (1 - c(n))z\‘r en BHP,

y haciendo lc —>oo

IVuI S M1 + 037) en BHP,

donde

00 := 3/1 - c(n). l,

Esto, junto con (5.1.43) muestra que si 01 es elegido suficientemente chico (dependiendo

sólo de n)

u G F(000',1;03‘r) en Br”, en dirección v1.

Como podemos repetir este argumento un número finito de veces, siempre que eli

jamos la constante aa en el enunciado suficientemente chica para cada paso, obtenemos

u E F(0¡',"a, 1;03m‘r) en Bunmmp en dirección um

C

Co, S 21'j S 01" Y IVm - VI S 1—_—0—00
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Tomando entonces m suficientemente grande, y usando nuevamente el teorema 5.1.3,
completamos el lema. El

5.2. Regularidad de la frontera libre.

5.2.1. Teorema. Sea u una solución de Pf. Entonces ezisten constantes positivas

a, ño y 7'13tales que

u. e F(a, 1; oo) en Bp(zo) en dirección v

con a S 6'0 y p S foaz implica que

BP/3(zo) ñ 8{u > 0} es una superficie 01’“,

más precisamente un gráfico en dirección u de una función 01'“ .

Las constantes dependen so'lo de n, e, 6, p. (6 y y. dados en (3.2.7) y (3.2.6)

respectivamente).

DEMOSTRACIÓN. Como zo G fl ñ 6{u > 0}, si tomamos 6‘0 y fo suficientemente

chicos en el enunciado, tendremos por el teorema 4.2.6 que

sup IVu(z)| S Áu(1+ 6p),
39(30)

y entonces si

(5.2.1) 1' := 6p,

resultará.

(5.2.2) u E F(a,1;'r) en Bp(zo) en dirección u
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Podemos aplicar el teorema 5.1.3, si otra vez ño y fi, son suficientemente chicos en el

enunciado, y obtenemos

(5.2.3) u e F(Ca,Ca;T) en Bp/2(:co) en dirección u.

Fijemos ahora 1:1e Bp/2(zo) n 3{u > 0} . De (5.2.2) y (5.2.3) deducimos que

u E F(Ca,1;'r) en Bp/2(zl) en dirección u,

y achicando c‘roy fo podemos aplicar nuevamente el teorema 5.1.3 y por lo tanto

u e F(Ca,Ca;1') en Bp/4(a:1) en dirección u.

Queremos aplicar el lema 5.1.12 en Bp/4(zl) para algún 0 < 0 < 1 y para C" = 6 la
constante de (5.2.1). En efecto, si tomamos

(Ta 09C2

(5.2.4) ño S í y 'FoS a ,

podremos aplicar dicho lema. Pero además, queremos aplicar el lema 5.1.12 en forma

inductiva de modo de obtener pm y um (dependiendo de 1:1), con po = p/4, Vo= u,

Y

COPmS Pm+l S p_m Y IVm+1_ le S amoo4

tales que

(5.2.6) u E F(0"'Ca,0mCa';02mT) en Bpm(:v¡) en dirección um.

Para eso necesitaremos que en cada paso

0mCa S 0'9, 02m7 S 09(0m00')2, C'pm 5 02m7.

Las dos primeras desigualdades se verifican si vale (5.2.4) y dado que pm S po/4’" , la

tercera desigualdad se cumplirá. si

0 := 1/2.

Es decir, probamos (5.2.5) y (5.2.6) para todo m 2 0 con lo cual

(5.2.7) |(a: —1:1) oum] S 0mCapm si a: E Bpm(:c¡) n 0{u > 0}.
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Además, por (5.2.5)

1/(21) := lim um"Iv-’w

existe con

00'"
a'.

1 — 0
(5.2.8) |V(¡51)_ Uml S

Ahora, tomemos z E Bp/4(zl)00{u > 0} y sea. m tal que pm+1 S [1:—21|S pm .
Entonces por (5.2.7), (5.2.8) y (5.2.5)

m z-a: m 1 1
¡(z-21)-v(21)I500«(Hua sao a(1_0+¿)I=-zl

m+1
9y como por (5.2.5) tenemos c po S la:—zll, resulta.

0m+1S si(1:: 10831Po log c9

y finalmente concluímos

Ca' 1+0, ,
I(z—zl)-V(zl)| S Flex-21] 51:1:GBP/4(zl)ña{u >0}.

Esto último (si 6'.) es suficientemente chico), sumado al hecho de que las constantes de

la. demostración dependen sólo de las constantes de los teoremas 5.1.3, 4.2.6 y 5.1.12,

completa. el resultado. E]

5.2.2. Teorema. Si u es una solución de Pf, entonces 8,,¿{u > 0} es una
superficie CL“ localmente en fl, y el resto de nn a{u > 0} tiene medida Tin-1 cero.

DEMOSTRACIÓN. Sea. ¡noe 0,.¿{u > 0} y sea, uk una sucesión blow up respecto a.

bolas Bph(:co), con límite uo .

De (4.1.39) y (A.2.8) se deduce que existe una sucesión ak —>0 tal que

a E F(a¡., 1; oo) en Bph(:co) en dirección uu(:co),

y entonces para. k grande el teorema. 5.2.1 puede aplicarse. Ü

5.2.3. Teorema. Sea fl un abierto, 0 e I‘ C 89, con I‘ de clase 01 . Supongamos

que u G 02(0) ñ C1'°(fl U I‘) para algún 0 < a < 1 y u satisface la ecuación eh'ptica

F(:c,u,Du,D2u) = 0 en S2,
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u=0 enI‘ y g(a:,gradu)=0 enI‘,

donde las funciones F y g = g(:c,p¡,.. . ,pn) son analíticas. Asumamos además que

39
Is:mdu(0)| sé0 y gm, amd u(0)) vé0TI.

Entonces F es analítica.

DEMOSTRACIÓN. Ver teorema 2 de [14]. El

5.2.4. Teorema. Sea u una solución de Pf, entonces 0,.¿{u > 0} ea localmente
analítica.

DEMOSTRACIÓN. De la observación 4.1.7, el toerema 4.2.1 y el teorema 5.2.2 se

deduce que si zo e 6,,¿{u > 0} y p es suficientemente chico, u está en las hipótesis

del teorema 5.2.3 en Bp(zo) n {u > 0} , para

F(z,u,pu,D2u) = Au + 2, g(z, grad u) = Igrad ul2 —A?“

y en consecuencia Bp(zo) n 8{u > 0} es analítica. El

5.2.5. Observación. Sea u una soluciónde P5, y z un punto de la frontera libre
con B..(í) n 0{u > 0} regular para. algún r > 0. Perturbemos el conjunto {u > 0}
hacia afuera cerca de :ï: en forma suave, aumentando su volumen en a > 0 , y en el
conjunto perturbado Del que obtenemos, donde

3,05) n {1L> 0} C Da C Br(5)1

consideremos la. función va que satisface

Ava = —2 en Dan

va = u en 6DG fl 33,.(5),

va = 0 en B,(:E)\Da.

Como 8_.,'u.= Au en 3,.(5) ñ 8{u > 0}, no es dificil ver que

j |Vva —Vul2 = Aía + o(a).Br(5)
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También obtenemos la. misma. estimación si disminuímos en a > 0 el volumen de

{u > 0} y definimosen forma análoga.v; en el conjunto pcrturbado D; C B,(í)ñ{u >
0}.

5.2.0. Tcorenlu. Sea n = 2 y aca u una solución de P: . Si moe Slñ ('){u > 0}
entonces

(5.2.9) —— muxo: — |Vu|2,0) —>0 cuando r —>(J.

B,(:o)n{u>o}

DEMOSTRACIÓN. Llamemos A = A“ . Sean 0 < 1' < p chicos. Para. t > 0 y

1op meapmnBrm),log p r

17(2) := 1 1! G 31-0130),

0 z E Q \ Bp(zo),

definamos

vo := max(u —tn,0) = u —min(u,t17).

Entonces

(5.2.10)
1

-/ (IV'vOI2—IVuI2)= |Vmin(u.,t17)|2—/ VuV min(u,tn),2 3,420) 2 Emo) 3,.(20)

y como Au = —2 en Bp(:vo) ñ {u > 0} = {min(u,t17) > 0}

(5.2.11) 2/3 (a )(u —vo)=/ VuVmin(u,tn)39(30)

Como zo E fl n 3{u > 0}, tenemos por el lema. 3.2.13 que u S Cr en B,(zo).
Elijamos t = Cr y sea.

6g := |{z E B,,(:co) / 0 < u S tn}|.

Tomemos un punto 1:1 E fl ñ 8{'u. > 0} lejano a. zo tal que 3,1(21) ñ 3{u > 0} es

regular para. r1 > 0 chico. Perturbemos suavemente el conjunto {u > 0} cerca. de 1:1

aumentando su volumen en «St,y considermos v1 = v5. definida. en 3,1(21) como en
la. observación 5.2.5.
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Entonces la. función

vo en Bp(a:o),

:= 111 en 13,1(231),

u en el resto de fl,

resulta admisible para P: , y satisface

|{v > 0}| = |{u > 0}|

En consecuencia de (5.2.10), (5.2.11), del lema. 2.2.3 y de la observación 5.2.5 se deduce

o5 J,(v)—J,(u) = (z
y por lo tanto, recordando la definición de 6,

. A2

)|Vm1n(u,t17)|z- ïót + (¡(50,

j (A2—IVuI’) s tz f IVnI’+ om).Bp(=o)n{0<u5tn} Bp(=o)n{°<uítfl}

Entonces, por elección de t,

Í max(z\2—IVuI2,0)5/ max(|Vu|2 —Año) + C—’2 + o(6,,),B.(=o)n{u>o} 3,,(20) 1°g(P/7‘)

donde 6p := I{1:E 3,,(20) / 0 < u S Cp}| , y si usamos el teorema. 4.2.6 obtenemos

_ max(z\2 —|Vu|2,0) 5 ¿(opa + o(.s,,))+ —C——.r log<p/r>
B,(:o)n{u>0}

Finalmente, observando que por el teorema 3.2.14, 6,, S sz , y eligiendo r = p_f(p)1/4,

con f(p) := max (p, ÏLÉ’Q), se llega a (5.2.9). l El

5.2.7. Corolario. Sea n = 2 y sea u una. solución de P: . Dado

2:0e Q n 8{u¿ > 0} se cumple que si uk es una sucesión blow up respecto de Bpk(a:0),
con límite un , entoncea

u0(:c) = Aumax(—:c - e,0)

donde e = e(:co) es un. vector unitario.

DEMOSTRACIÓN. Llamemos A = Au y sea uk una. sucesión blow up respecto de

bolas Bpk(:co) con límite un . Por el teorema 5.2.6 tenemos que si k —>oo

1—— maxA2—Vuk20—>0
¡31(0)| 31(0)n{u¡>0} ( I l ’ ) ’
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y usando (A.2.7) y (A.2.10) obtenemos

(5.2.12) A S IVuoI en B1(0) ñ {no > 0}.

Por otra. parte si y E 31(0) ñ {no > 0} se tiene por (A.2.9)

IVu(=vo+ my)! = quu(y)l -* IVuo(y)|,

entonces del teorema 4.2.1 y de (5.2.12) deducimos

(5.2.13) IVuOI= A en B1(0) n {no > 0}.

Por (A.2.12) obtenemos que 0 E 0{uo > 0} y entonces uo(0) = 0. En conse

cuencia existe una componente conexa D de {uo > O} tal que 0 E 0]). Tomemos

yl e D n B1(0) , e := m y consideremosla.función ¿a? . Recordando que uo es
armónica. en {uo > 0} tenemos

A (8“) = o enDnBl(0)797

y además por (5.2.13) y por definición de e
au au
a—e°2 —,\ en D n 31(0), 797%,.) = —A.

Usando que 11.0(0)= 0 y D C {ua > 0} y razonando como al final del lema. 4.2.3

—/\yoe siy'eSO,
uo(y)=

deducimos que

0 siy-e>0,
que es lo que queríamos probar. Ü

5.2.8. Teorema. Sea n = 2 . Si u es una solución de Pf, entonces 0{u > 0} cs
una curva 01"". localmente en fl. En consecuencia 8{u > 0} es localmente analítica
en fl.

DEMOSTRACIÓN. Sea zo E 9 n 8{u > 0} y sea uk una. sucesión blow up con límite

un . Por el corolario 5.2.7 resulta

uo(:c) = Aumax(—:c - e,0),

y de (A.2.8) deducimos que existe una sucesión cn, —>0 tal que

u G F(a'¡.,1; oo) en BP. (zo) en dirección e,

y entonces para k grande el teorema 5.2.1 puede aplicarse.

Finalmente, razonando como en el teorema. 5.2.4 probamos que Bp(:co)ñ Ü{u > 0}

es analítica para p chico. El
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CAPITULO 6: SOLUCION DEL PROBLEMA ORIGINAL.

En este capítulo resolvemosel problema P(H) y estudiamos finalmente el problema
PF(II) .

En 6.1 planteamos el problema P°(H) , y mostramos que para e pequeño las
soluciones de Pf(H) coinciden con las de P°(H) , o sea que no hay necesidad de pasar
al límite en e .

En 6.2 probamos que P(H) tiene solución, y mostramos que si el valor de una

solución u en H es positivo, entonces u, resuelve P:(H) . Encontramos además, condi

ciones bajo las cuales D := {u > 0}, con u solución de P(H) , es solución de PF(H) .

En 6.3 determinamos una clase .7: de dominios H para los cuales PF(II) tiene
solución, y ésta tiene frontera localmente analítica. Además definimos una noción de

cercanía y probamos un teorema de estabilidad en la clase .7:.

Las hipótesis que se asumen en este capítulo son las mismas que en la sección 3.2.

6.1. Problema P°(H).

6.1.1. Lema. Sea u una solución de Pf. Entonces u satisface

1) /uAu+/ IVul2=/ uayud "-1.fl n 80

2) j 3,11.d'H"“ +' 2|{u > 0}| = nun-1m n c?{‘u.> 0}),en
donde u es la normal exterior a fl.

DEMOSTRACIÓN. Como u E C°(ñ) ñ C°°({u > 0}) , por el teorema de Sard (ver [8],

p. 39) tenemos que {u > t} es regular para casi todo 0 < t S to, y por lo tanto, si
'u.t:= u —t , de la aplicación de la fórmula de Green resulta

(6.1.1) / u‘Au+/ Vu‘Vu=/ utavu=/ utayu,{u>t} {u>t} 0{u>t} 60

donde u es la normal exterior a {u > t}. Haciendo ahora t —>0 en (6.1.1),

obtenemos 1).
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Para ver 2), fijemos t > 0 chico y sea (pt una función satisfaciendo

so‘e crm), 0 s so‘s 1 en n,
1

go‘(1:)=1 si t < d(:c,fl°) <

Tenemos que (p‘ = 1 en 0 ñ 8{u > 0} si t es suficientemente chico, y por lo tanto de

(4.1.26) y del teorema 4.2.1 deducimos que

(6.1.2) —/ Vuvzp‘+ 2/ got= AuH'Hm n a{u > o}).fl {u>0}

Además, como para t chico u e 02(51), donde Dt := {z / 0 < d(:c,0‘) < t}, tenemos

(6.1.3) —/ Vquot=—/ Vquat=/ Amat-f ayud'H'hl,fl 0. 0' {a / d(z,fl"-)=t}

donde u es la normal exterior a. fl; . Entonces tomando límite para t —>0 en (6.1.2) y

(6.1.3), obtenemos el resultado deseado. El

6.1.2. Lema. Eziste una constante positiva C = C(H) tal que si v E
H1(Q)OL1(Q), v 2 0 en fl, entonces

(6.1.4) (ÁgvdHn-1)2 S C(H)|{z E fl / v(a:)> 0}| - /n(v2 + IVvIz).

DEMOSTRACIÓN. Fijemos t > 0 chico y consideremos el conjunto

D = D¿(H) := {1:/ 0 < ¿(2,11) < t}.

Integrando a.lo largo de líneas obtenemos

janvd'Hn'lSC(H)(/I;vdz+/;IVvldz).
La demostración se completa usando que v 2 0 en Q y aplicando la desigualdad

de Holder. El

6.1.3. Lema. Sea u una solución de P2. Eziste una constante positiva a y

un punto zo E fl n Ü{u > 0} tal que si B,(zo) C Q y r es suficientemente pequeño,
entonces

(6.1.5) — _ u 2 ca,
03,050)
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donde a = a(n,r",l,|H|), con 1" y l dados en (3.1.1) y (3.1.2) respectivamente, es
una función que varía en forma continua cuando l ó [III varían en IR >0 .

DEMOSTRACIÓN. Sabemos que HU {u > 0} es conexo, satisfaciendo por el teorema
3.2.7

iFU {u > OH S CT") IHIvl)'

Como además H C BRO(O),deducimos que existe una constante R1 y un punto yl
satisfaciendo

yl EQÑO{U>O}, SRl, R1=R1(n,|H|,l) >Izo.

Sean r1 := d(y1,3H) = ¿(g/1,60) y 1'" como en (3.1.1). Existen yo E ÜII, yz E H
tales que

Bu (yl) es tangente exterior a.H en yo,

Br. (yz) es tangente interior a.H en yo.

Asumamos que la normal exterior a. H en yo es en y para. 0 S t S 1 consideremos

D, := {z E H?" / d(:c,It) < r'},

donde

It := {meB"/z=y2+sen, 05.9 52R1t}.

Es decir, hemos construído una. familia Dt de dominios regulares que varían en forum

suave cuando t varía. entre 0 y 1 , que satisfacen Dt C Dt: si t < t' y además

D0.=Br’(y2)9 Dir-19960 5it>0a yl EDI

Fijemos t el primer valor para el cual D, toca un punto de la frontera libre

¡co E apt ñ 0 ñ 6{u > 0}. Se cumplirá. por construcción de Dt que 0 < t < 1

y

(6.1.6) {u > o} 3 Dt n n.

Consideremos w la. función que satisface

Aw = 0 en Dt —B,./2(y2),

= 1 en aBro/2(y2),

= O en El" —Dt.
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Entonces, por el principio de Hopf,

6_,,w(:co) 2 7 > 0,

donde u es la normal exterior a. Dt en 2:0 y 7 una constante que depende sólo de n,

r", R1 y que varía. en forma continua cuando R1 varía en 1R>o . En consecuencia
para r suficientemente chico, tendremos

1
(6.1.7) — _ w 2 a, a = a(n,r*,R1) > 0.

83420)

Recordando (6.1.6) obtenemos

A(u —cw) = —2 en Dt n fl,

u-chO en8(D¿nfl),
y si aplicamos el principio del máximo, y usamos (6.1.7) resulta

1

— j: u 2 ca,1'

63,420)

lo que concluye el lema. El

6.1.4. Lema. Existen constantes positivas 01 y 02 tales que si u es solución de

P: entonces

C'1 S A‘u.S C2)

donde las constantes C¿ pueden estimarse dependiendo sólo de n, IIII, l, c, 1'" y

C(H) (l, 1'" y C(H) dados en (3.1.2), (3.1.1) y (6.1.4) respectivamente).

Además 0.- varían en forma continua como función de IHI, l y c cuando estos

parámetros varian en El” .

DEMOSTRACIÓN.

PASOI. (Primera desigualdad). Sea. zo E nna{u > 0} el punto dado por el lema 6.1.3,

y para 1' > 0 chico consideremos vo la función que satisface Avg = —2 en B,(:co),

vo = u en 8B,(:co) . Del lema 3.1.6 y de (6.1.5) resulta

f |V(vo—u)? 2 00013420) n {u = o}| 3-, u 2
34:0) BB,(zo)

(6.1.8) Z (ca)zC(n)|B,(zo)ñ {u=
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Elijamos un punto 21 E fl ñ 3{u > 0} lejano a 1:0, tal que B,¡(a:¡) ñ 3{u > 0} es

regular para un cierto r1 > 0. Perturbemos el conjunto {u > 0} hacia. adentro cerca.
de 1:1 en forma suave disminuyendo su volumen en 61', donde

61' := |B,.(:co) ñ {u = 0}|,

y consideremos v1 = v'h definida en 3,1(21) como en la observación 5.2.5.
Entonces la función

v0 en B,(zo),

v := v1 en B,¡(a:¡),

u en el resto de fl,

resulta admisible para P,“ y satisface

I{v > 0}I = I{u > 0}I.

En consecuencia, del lema 2.2.3, de (6.1.8) y de la observación 5.2.5 se deduce que

2

o 5 J,(v) —J.(u) 5 —(ca)29(2—n—)61'+ "244w + o(61'),

es decir

(ca)2C(n) S Ai.

PASO II. (Segunda desigualdad). Por una desigualdad iaoperimétrica (ver [0], p.1),
tenemos

(6.1.9) ‘ H"-1(n n a{u > o}) 2 C(n)|{u > o}¡“+‘.

Sea. D := Ü U {u > 0}, y definamos la función

u en Q,
ü := _

c en H.

Entonces ü E H¡}(D) y por (3.2.0), y como e:S 50(n), tenemos

J(ü) S J,(u) + ¿wo51+ 50(n)w0.

Además por el teorema 3.2.7

(6-1-10) ¡{u > 0}| S lDl S C(n, IHIJ),
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y entonces usando el lema 2.2.2 concluímos

(6-1-11) “uIIH‘(0) S IIüIIH‘(m") S C(nv IIIIvl)'

Si ahora aplicamos el lema 6.1.2 para u , luego (6.1.11) y nuevamente la desigualdad
isoperimétrica resulta

(6.1.12) ¿"Hu> 0}| 2 ¿(w-Nam)2 2 c2C(n,Im),

donde 6 = C(H) . C(n, |H|,l).

Por otra parte, usando que Au = —2en {u > 0}, obtenemos del lema 6.1.1, 1), y
de (6.1.11) que

(6.1.13) c/ 6,u=/ uayu_<_C(n,|H|,l).80 00

Finalmente, de 6.1.1, 2), (6.1.9) y (6.1.12) llegamos a

j aun + 2|{u > 0}| 2 AuC,00

lo cual, junto con (6.1.13) y (6.1.10), completa. el lema. El

6.1.5. Teorema. Eziste una constante positiva el tal que si u es solución de P:
con e 5 el , entonces

Hz G O / u(z) > 0}| = wo,

donde el puede estimarse dependiendo sólo de n, |HI, l, c, r“ y C’(H), y varía en
forma continua como función de IHI, l y c cuando estos parámetros varían en IR>0

(l, 1'", C'(H) dados ¡en (3.1.2), (3.1.1) y (6.1.4) respectivamente).

DEMOSTRACIÓN. Sea u una solución de P: y supongamos que |{u > 0}I > wo .

Tomemosun punto regular de nna{u > 0} , y perturbemos {u > 0} hacia adentro en un
entorno de dicho punto, de modo tal de disminuir su volumen en 6V> 0 . Construyamos

una función admisible v1, de modo tal que coincida con u en la región sin perturbar,

y en la región perturbada, procedamos como en la observación 5.2.5.

Si 6V es suficientemente chico, será. I{v1 > 0}I > wo , y como fe'(s) Z í cuando
s > wo , resulta.

(6.1.14) ¿(Hu > om - f.(l{v1 > om 2 ¿sm
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Entonces del lema 2.2.3, de (6.1.14) y de la.observación 5.2.5 obtenemos que

1 2 1 1 2 1
J,(u) —J,(v1) 2 —— |V(u —v1)| + -6v = (—-Au + —)6v+ o(6v).

2 n e: 2 s

Aplicando el lema 6.1.4, resulta. Au 5 02 , donde CZ es positiva e independiente de e .

Entonces existe una. constante E > 0 (dependiendo sólo de C2) tal que obtendremos,
si e < E

J,(u) > J¿(v1),

con tal de tomar 6V suficientemente chico, lo que es un absurdo. Es decir, probamos

que

|{u>0}|5wo sieSe’.

Supongamos que |{u > 0}| < wo y procedamos en forma. análoga. Construyamos

una. función admisible 1:2, perturbando el conjunto {u > 0} de modo que su volumen

aumente en 6V> 0, con 6V suficientemente chico para que |{v2 > 0}| < wo .

Usando que 12(3) = ¿(a —wo) si .9< wo y razonando como arriba obtenemos

J,(u) —¿(1,2) = |V(u —v2)|2—55v= (gi: —e) ¿v + o(.sv).

Como por el lema 6.1.4, Au 2 C1 , donde 01 es positiva. e independiente de e, existe

una constante é' > 0 (dependiendo sólo de 01 ) tal que si e:< E

J,(u) > J,(v2),

si 6V es suficientemente chico. Esto prueba. que

|{u>0}|2wo guía,

y completa. el teorema. El

6.1.6. Planteo del problema P".

Fijemos c 2 0, y para v G H1(1R") ñ L1(HÏ") definamos J(v) como en (2.1.1).
Sea.

ÏÍ" = 1?°(H) = {v e H‘(Hï") n L1(IR"), v = c en H, |{:c e H / v(:c) > 0}| = wo}.
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Entonces planteamos

Pc = P°(II): min J(v).
uEK“

Se observa que si v es admisible para P: , con c > 0 , v puede pensarse definida

cn todo IR", si asumimos v = c en II y de ese modo resulta v E ¡Il( III“) ñ L1(IR")
con{zEQ/v(z)>0}={z é H/v(:c)>0}.

0.1.7. Teorema. Sea c > 0. Entonces eziste una solución al problema Pc.
Además las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) u es solución de P: para algún e S el ,

2) u es solución de P: para todo e S el,

3) u es solución de P",

donde el es la constante dada en el teorema 6.1.5.

DEMOSTRACIÓN. Fijemos e 5 el y sea u, una. solución de P: . Por el teorema 6.1.5
resulta

¡{z é 3/1142) > 0}| = wo,

es decir ‘u,eE ff".

Por otra parte, dada v E IÏ", v es admisible para Pf, y como

|{z 9€H / 12(2)> 0}| = wo y f,(wo) = 0 deducimos que

(6.1.15) J,(v) = J(v) + 2c|H| Vve Ñ‘.

Entonces como a, es solución de P: tenemos

(6.1.16) J.(u.) 5 J,(v) Vve ÏÍ",

y como vimos que u. E Ñ‘, de (6.1.15) y (6.1.16) concluímos que

J(u,) 5 J(v) Vve EC,

es decir, u, es solución de Pc .

Para. completar el teorema, sólo resta ver que 3) => 2). Sea u una solución de
P". Fijemos e S el y tomemos a, una solución de Pf. Razonando como arriba
obtenemos que u, es solución de P" y por lo tanto

(6.1.17) J(u) = J(u,).
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Además u es admisible para P: y de (6.1.15) y (6.1.17) resulta

J,(u) = J¿(u,).

Entonces, como u, es solución de P: , u también lo será. El

0.1.8. Observación. Del teorema 6.1.7 se deduce claramente que las soluciones

de Pc, c > 0, satisfacen las propiedades probadas en los capítulos anteriores para las
soluciones de P5, e S el .

0.1.0. Teorema. (Problema P‘, con c = 0). Eziate una solución al problema
P° . Además si u es solución de P° se cumple que

J(u) = E(B),

donde B es una bola tal que |B| = wo . Ea decir, si C(n) es la constante en (2.1.10)
se tiene ¿u

J(u) = —C(n)wo" .

DEMOSTRACIÓN. Si v E Í?" será. v > 0 = wo y entonces por el lema 2.2.1’

obtenemos que

(6.1.18) J(v) 2 E(B) Vve I?°,

donde B es una bola. tal que IBI = wo. Además por el corolario 2.1.4, existe una.

función uo e 11MB) tal que uo > 0 en B y

(6.1.19) J(uo)=

Entonces, si elegimos el centro de B de modo tal que B n H = (0, tendremos que

uo E I?° , y de (6.1.18) y (6.1.19) concluímos que no es solución de P° . El

6.2. Solución de los problemas P(H) y PF(H).
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0.2.1. Teorenla. Existe una solución al problema P . Además si u es una solución
de P, u satisface una de las siguientes propiedades:

1) uIH = 0 y u es solución de P°,

2) a := uIH > 0 y u es solución de P“.

Antes de demostrar el teorema 6.2.1 probaremos

6.2.2. Lema. Supongamos que u satisface: u G H1(1Rn), sop u compacto,

u = const. en H, |{z E H / u(z) > 0}| S wo, J*(H) = infvEKJ(v) 2 J(u).

Entonces u E K(H) y por lo tanto u es solución de P(II) .

DEMOSTRACIÓN. Sea wl = |{z í H / 11(2)> Si wl = wo, entonces u E K y
el lema está probado.

Supongamos wl < wo y tomemos B una bola. tal que IBI = wo —wl , eligiendo su

centro de modo que resulte

Bñsopu=0, BñH=(D.

Sea 1’)una función satisfaciendo

o e H¿(B), a > o en B, J(ï2) < o,

(notemos que una tal íí existe por el corolario 2.1.4). Entonces la función

ü en B

.— u en IR“ —B

wEK y J(w)<J(u)S i2;{J(v),

satisface

que es una contradicción y por lo tanto prueba el lema. El

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 6.2.1.

Comencemos observando que si u es solución de P, entonces u Z 0, pues sino

J(u) > J(u+) con u+ GK, lo que es un absurdo. Entonces, si a := ul" , resulta a Z 0
y u E I?“ , y como I?“ C K concluimos que u es solución de P“ .
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Probemos ahora que el problema P tiene solución. Tomemos vk una. sucesión

minimizante. Sin pérdida de generalidad supondremos que vk 2 0 en IR" (sino reem

plazamos a vk por 1):), y además vk de soporte compacto. Sea

ck := kaH.

PASO I. Supongamos que

(6.2.1) liminf e]. = 0.h-ooo

Como |{v¡c> 0}| S wo + |H|, podemos tomar una. bola B satisfaciendo

(6.2.2) |B| =wo + |H|, BnH :0,

y simetrizar Schwarz las funciones vk , de modo tal de obtener funciones v; G ¡13(3) ,
que satisfarán

(6.2.3) J(v;) S J(v¡,) S J(v¡).

Entonces, por el lema. 2.2.2

||v;||H¡(mn) S C, C independiente de k ,

y en consecuencia deducimos que existe una. función v" G 11MB) y una subsucesión tal

que
' V1); —r Vv" débilmente en L2(HZ"),

v; —> v" en L1(1R”),

v; —> v" c.t.p. en IR".

Además, por (6.2.1), podemos elegir la. subsucesión de modo tal que ck —>0 . Entonces,

por definición de c1., si fijamos t > 0, tendremos que v1,< t en H para k grande, y

por lo tanto

|{vï2> t}| = |{vk > t}| S |{z É H / vk(=v)> 0}| = wo

Entonces

|{v' > t}| 5 ligninf > t}| S wo,—>oo
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y como t puede tomarse arbitrariamente chico resulta

|{v' > 0}| S wo.

Además

J(v") S liminf J(v¡':)k-voo

y esto junto con (6.2.3), como vk es una sucesión minimizante, muestra que

' f J > J " .
¿3K (v) _ (v )

Recordando que v" E HHH), donde B satisface (6.2.2), concluímos que v" está en las
hipótesis del lema 6.2.2, es decir, v" es solución de P .

PASOII. Veamos que existe solución al problema P cuando se cumple que

(6.2.4) 0 < lim inf ch S +ooh-ooo

En este caso, podemos asumir que c1.> 0 para k suficientemente grande y por lo tanto

vk son admisibles para P°" . Tomando entonces, para cada k, una solución uk de Pc“

tendremos J (1);.)2,J(uk) y en consecuencia uk resulta una sucesión minimizante del
problema P .

Como uk E H3({u¡. > 0}) y |{'u,¡e> 0}| = wo + IHI , tenemos, por el lema 2.2.2

“ukllH1(mn) _<_C, C independiente de k,

de donde deducimos que existe una función u e III(1R") y una. subsuccsión tal que

Vuh —> Vu débilmente en L2(IR"),

uk -> u enL11°C(lR"),

uk —> u. c.t.p.enIR".

Esto dice también que existe una constante a < +00 (que será.positiva por (6.2.4)) tal
que ch —>a, donde a = uIH.

Observemos primero que si pudiéramos hallar una constante M > 0 tal que

(6.2.5) sop uk C BM, M independiente de k,

tendríamos sop u C BM , uh —>u en L1( IR") y en consecuencia

. . . 1 2 ._ _ — > O
¿nf J(v) —hmmf f IVukI 2 11m/ uk J(u)oo
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Además, como

Ha:í H / > 0}| 5 lilrnianz í H / uk(a:)> 0}| = wo,

sería posible aplicar el lema 6.2.2 y concluir que u es solución de P.

Veamos entonces que podemos probar (6.2.5). Elijamos funciones ui; , uf, de

modo tal de tener en (3.1.2) parámetros l = li}, lk = 1;; , con lk —>l.

Entonces aplicando el teorema 6.1.7 para cada k deducimos que uk es solución

de Pf" para todo e S sf , donde (como en el resto de los parámetros no varía con k)

ef = 61(lk,Ck). Usando que 1,, —>l y ch —+a > 0 tenemos que ef —>51(l,a), y si

elegimos eo < el concluímos que para lc grande uk es solución de PC":.

Por el teorema 3.2.7, usando que h. —>l, podemos elegir el parámetro p, en (3.2.6)

de modo tal que sirva uniformemente para los problemas Pf; .

Razonando en forma similar, vemos por el teorema 3.2.9, que como ch —>a > 0 y

como elegimos p. uniforme para los problemas P5: , podemos elegir el parámetro 6 en

(3.2.7) de modo tal que sirva uniformemente para los problemas Pf; .

Entonces, podemos aplicar el lema 3.2.16 obteniendo M = M(n, eo,p, 6) , es decir,

independiente de k , tal que se satisface (6.2.5), y esto concluye la demostración. El

6.2.3. Observación. Del teorema 6.2.1. se deduce que si u es una solución de P,

y a := uIH > 0, entonces u satisface las propiedades demostradas para las soluciones

de Pe“, e 5 el .

6.2.4. Lema. ,Sapongamos que para toda solución u de P se cumple

uIH > 0.

Entonces, existe una constante R = R(H) > 0 tal que toda solución u de P satisface

{u > 0} C 33(0)

DEMOSTRACIÓN. Si así no fuera, sería posible hallar una sucesión uk de soluciones
de P satisfaciendo

(6.2.6) {uk > 0} n B; 96(0 Vk e IN.
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Sea ak := ukIH y supongamos que lilrninf ak :0 . Entonces podemos proceder como—-ooo

en el paso I del teorema 6.2.1 y hallar de ese modo una solución v“ de P con v" IH = 0 ,

lo que contradice la hipótesis.

Entonces ligninf ak > 0 , y podemos razonar como en el paso II del mismo teorema.—ooo

Es decir podemos hallar M > 0 independiente de lc, tal que sop uk C BM Vlce IN ,

lo que contradice (6.2.6) y prueba el lema. El

Ahora sí, estamos en condiciones de estudiar la existencia de solución de PF:

0.2.5. Teorenm. Supongamos que eziste una solución u del problema P que
satisface

uIH > 0, HZ" \ {u > 0} es conezo.

Entonces eziste una solución Dmh del problema PF con

Dm;n= {u > 0}, E(D¡.n¡n = J(u),

y por lo tanto

E'(H) = J"'(H).

DEMOSTRACIÓN. Sea Dmm := {u > 0}, con u una solución de P satisfaciendo las

hipótesis. Claramente Dmm E Ad(H) y además, de (2.3.1) deducimos que

J(u) 2 E(Dm¡n , y por ser u soluciónde P será.

(6.2.7) J*(H) = J(u) z E(Dm¡n\í) 2 E*(H).

Entonces (2.4.1) muestra que en (6.2.7) vale la igualdad, y esto completa la demostra
ción. El

6.2.6. Teorema. Asumamos las mismas hipótesis del teorema 6.2.5. En particular

el problema PF tiene solución.

Entonces, para cada solución D de PF, eziste una única v solución de P tal que

D = {v > 0} y por lo tanto se cumple

1) D es conezo y acotado.

2) Si n > 3, amm es localmente analítica y el resto de 0D tiene medida Hn-l
nula.
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Si n = 2, 8D es localmente analítica.

DEMOSTRACIÓN. Sea D una solución de PF . Por el lema 2.3.4, existe una. función

v = v(D) E K satisfaciendo

(6.2.8) J(v) = E(D \ F) = E"(H),

(6.2.9) D = {v > o}.

De (6.2.8) y del teorema 6.2.5 deducimos que

«¡(0)= P(H),

y por lo tanto v es solución de P . Por otra parte, la unicidad en el lema 2.3.4 indica

que no podrá'haber otra solución de P satisfaciendo (6.2.9). Además, por (6.2.9),
a := vIH > 0 y por el teorema 6.2.1, v es solución de P“ y a su vez de Pe“ con

e S 51. Entonces la conclusión de nuestro teorema se obtiene de (6.2.9), recordando los
lemas 3.2.16 y 4.1.13, y los teoremas 5.2.4 y 5.2.8. El

6.2.7. Teorema. (Solución ezplícita de P y PF para. H una bola).

Si H = B,.(0) con 1' > 0, eziate una única u solución de P(H), y u satisface

(6.2.10) ulH > 0, 1R"\ {u > 0} es conezo.

Por Io tanto PF(H) tiene una única solución dada por D = {u > O}. Además

D=BR(0), D\F={z/r < |12|< R},

dondeR > 0.eatalque = wo.

DEMOSTRACIÓN. Comencemos observando que si P tiene una única solución, y

dicha solución satisface (6.2.10), D = {u > 0} será.una solución de PF (teorema 6.2.5)

y además será.la única (teorema 6.2.6).

Veamos que la simetría de H nos permite calcular explícitamente una solución del
problema P. Sea

3* g: 33(0). R > o tal que IB'I = wo+ lHl,
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' ' o c'ón e . aman o u a. a. sime riara. c > O fi o conSJderemos u una. s lu 1 d P" Ll d * l t zada.

Schwarz de u, con u‘ E H3(B‘), resulta

(6.2.11) J(u) 2 J(u"'),

y además, como u = c en H, existen 0 S a < fl < R tales que u." = c en Ha'p , donde

(6.2.12) Ha'p := {z / a < Izl < fl}, IHa'pl = IHI.

Entonces, aplicando el teorema 2.1.3 para D := B" , HI := IIa'p , deducimos que

6.2.13 J " > ' J = J
( ) (u )_ 0623183,) (v) (uma),

v= con“. en Ha'p

con _En]:_¡_orï’_%’.¡.flïa OSIzISa,

_ _%’+RT' (251145.5,
ua.p(z)- _L:¡¿+nï= flSIzISR,

o Rslzl,
y

J(ua'p) = —Ü(n) (CHW2- ,Bn'n + Rm”) ,

donde Ü(n) = Comofl" —a" = 1'" por (6.2.12),llamando ü = ua=o,p=r,
resulta.

(6.2.14) J(u,_,3) = _Ü(n) (¿un+2_ (rn + any-xl + Rn+2) 2 JW),

y

(6.2.15) J(‘ua'p) = J(ü) => ua'p = ü.

Como a

"FET OSIZISTJ

aHali»12(2): — “+37” TSIzISR,

0 R S lzlv

deducimos que ü e K(H) , y por (6.2.11), (6.2.13) y (6.2.14) resulta

J(ü) S J(u)
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para cualquier solución u de Pc, c > 0 arbitrario. Observando además que

_ "-12 n_+_= "-‘E

un) = -c<n) ((wo + IHI) n —IHI n )< -C<n)w." .

(C(n) la constante en (2.1.10)), concluímos por los teoremas 6.1.9 y 6.2.1 que ü es
solución de P.

Para completar la demostración supondremos que P tiene, además de ü, otra
solución u. El último argumento muestra que c := ul” deberá. scr positivo, es decir
u es solución de P" con c > 0. Entonces simetrizando y razonando como antes,

obtenemos (6.2.11), (6.2.13) y (6.2.14), es decir

(6.2.16) J(u) 2 J(u"') 2 J(ua'p) 2 J(ü) = J(u),

y entonces de (6.2.15) y de (6.2.13), recordando que en el teorema 2.1.3 teníamos uni
cidad, deducimos que u" = 'ü..

De (6.2.16) también obtenemos que

6.2.17 / Vu."2 =/ Vu 2( ) mal I EPI I ,

si usamos que u," es la simetrizada Schwarz de u. De este último hecho deducimos

además que

u'=u=c enH=B,., c=Ifiïacu*=rEáaxu.n

Como u es solución de P, u es analítica. en el dominio acotado {0 < u < c}.

En consecuencia podemos proceder como en la. demostración del teorema 2.2 de [0], y

concluir que (6.2.17) sólo será posible si u = u." =!ü, y entonces ü es la única solución
de P.

Observando que ü satisface (6.2.10) finalizamos la demostración. El

6.2.8. Teorema. Supongamos que H es tal que toda solución u de P(H) cumple

uIH = 0 (es decir, toda.solución de P(H) es solución de P°(H)).

Entonces PF(H) no tiene solución.

DEMOSTRACIÓN. Vamos a. probar que

(6.2.18) E*(H) 5 P(H),
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y por (2.4.1) resultará. E"'(H) = J*(H). Entonces, si existiera D E Ad (II) una
solución de Pp , hallaríamos por el lema 2.3.4, una función u satisfaciendo

u e K, uIH > 0,

J(u) = E(D \ Ü) = E"(H),

con lo cual u resultaría solución de P y esto no es posible, por hipótesis. Entonces

deducimos que si (6.2.18) es cierto, Pp no tiene solución.

Resta probar (6.2.18), y para ello, bastará ver que fijado 7 > 0 pequeño, existe
D7 satisfaciendo

(6.2.19) D" e Ad (H), E(D" \ÏÍ) < J*(H) + 7.

Sabemos por hipótesis, usando el teorema 6.1.9, que

(6.2.20) J'(H) = E(B),

donde B es una bola tal que IBl = wo . Si fijamos 7 > 0 chico, por el corolario 2.1.4,

podremos hallar una bola B7 tal que IB'YI< wo y

(6.2.21) E(B") < E(B) + 7.

Fijemos el centro de B'V de modo tal que B" resulte tangente exterior a H en algún
punto y sea

A7 := {z / d(:c,H) < t},

donde elegimos t = K7) > 0 de modo tal que

D" := A'yU B7,

satisfaga ID7| = wo + IHI .

Se tiene entonces que

(6.2.22) D7E Ad

Usando nuevamente el corolario 2.1.4 hallamos una función u7 tal que

u" G¡13(3"), ¡(“7) = E(B"),
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y por construcción de D7 y B'Y resulta.

'u.7E H3(D7), u." = 0 en H.

Entonces

E(D" \ F) s Jon) = E097),

y por (6.2.21) y (6.2.20)

E(D" \ÍÏ) < J*(H) + 7,

de donde obtenemos, junto con (6.2.22), que (6.2.19) se cumple, y esto completa la
demostración. Ü

El próximo teorema da una relación que vincula la geometría de H con la existencia

de solución de PF(H) .

6.2.9. Teorema. Eziste una constante C = C(n) > 0, tal que si H satisface

H""1(8H) < CIHI,

entonces toda solución u de P(H) cumple uIH > 0.

DEMOSTRACIÓN. Llamemos p = H"_1(6H), h = IHI , y supongamos que

n wo 1/11.

(6.2.23) p < Eh con R=

Entonces, nuestro'resultado se obtendrá trivialmente de los teoremas 6.2.1 y 6.1.9, si
construimos una función v satisfaciendo

(6.2.24) v e K, J(v) < E(B),

con B una bola tal que IBI = wo .

A tal efecto, fijemos 7 > 0 chico y llamemos

A":= {:c/0<d(z,H)<7}, 1':= IA'Yl.

Tomemos una bola. B7 satisfaciendo

(HUA7)0B7=0, IBV|=wo—T,
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y w" la función dada por el corolario 2.1.4 que cumple

un e H¿(B”), J(w") = E(B”), un > o en B".

Fijemos A > 0 arbitrario y considermos la función

A7 a: E H,

7 A7_)‘d(zaH) z e A71
v (z) .— un z E B1,

0 en el resto de IR".

Claramente v7 E K. Además

(6.2.25) J(v7) = IVv'VI2—2/ v7 + J(w") S lAz'r —2/\-yh+ E(B").2 A7 Aqu 2

De (2.1.9), por construcción de B y B7 , deducimos

2/“ 2 2R2T 2Two T+O(T)=7+O(T),(6.2.26) E(B") —E(B) = C(n)

con R como en (6.2.23). Si usamos además la.estimación

T= |A7| = m + Ghz),

que es válida pues H es regular, y elegimos z\= É, obtenemos de (6.2.25) y (6.2.26)n

que

1 ,4 R2

J(v"’)—E(B)S 5Á7(/\p—4h,+ + Ghz)
_ 2M? h 2
— n (R-";)+0(7 )

Entonces, recordando que habíamos asumido (6.2.23), deducimos que v = v7 satisface

(6.2.24), si 7 es suficientemente chico, y esto completa. la demostración. El

6.2.10. Comentario sobre los resultados obtenidos.

Hemos resuelto el problema P para. cualquier agujero H , y hemos encontrado
condiciones bajo las cuales las soluciones de P permiten obtener soluciones de PF

(teorema (6.2.5)). Dichas condiciones resultan naturales para el problema físico que
queremos resolver: la.condición uIH > 0 indica. que H es efectivamente un agujero en la
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sección de la barra, es decir, H queda.rodeado por material. La condición lR”\{u > 0}

es conexo, indica que en la sección de la barra no hay otros agujeros además de H .

Por otra parte, si para un H dado se tiene que uIH = 0 (ver teorema 6.2.8), se

está. en la siguiente situación: la barra de sección circular (sin agujero) es más resistente
a la torsión que cualquier barra que tenga en su sección al agujero H dado.

Los teoremas 6.2.7 (agujero interior circular) y 6.2.9 (agujero con área no muy
chica en relación a su perímetro) dan ejemplos en donde la situación recién (lcscriptn.

no ocurre, es decir, en estos casos, una barra con el agujero interior H , resulta más

resistente que la barra sin agujero (en la sección 6.3 probaremos que si un agujero tiene

esta propiedad, también la tendrá. todo agujero cercano).

Un análisis de distintos ejemplos lleva a pensar que las condiciones del teorema

6.2.5 podrían no cumplirse en ciertos casos: por ejemplo en agujeros con área muy chica

en relación a su perímetro (donde fallaría uIH > 0) y en agujeros altamente no convexos

(donde fallaría HZ" \ {u > 0} es conexo).

6.3. Solución del problema PF(H) en la clase .77.

6.3.1. Definición. Diremos que H E .7: si

(hl) H es un dominio acotado de IR" , con IR" \H conexo.

(h2) H es de clase 02'“ , para algún a, 0 < a < 1 .

(h3) Toda solución u de P(H) satisface

i) "IH > 0,

ii) a{u > 0} es de clase C’1,

iii) IR" \ {u > 0} es conexo.
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Claramente, las hipótesis (hl) y (h2) garantizan la existencia de solución de P(H ) .
(ver teorema 6.2.1). Además para n = 2 , la hipótesis (h3) i), implica automáticamente
(h3) ii). (ver observación 6.2.3 y teorema 5.2.8).

0.3.2. Observación. Por el teorema 6.2.7, sabemos que .7: es no vacío.

6.3.3. Teorema. Sea H E .‘F. Entonces,

1) El problema PF(H) tiene solución.

2) D es solución de PF(H) <=> D = {u > 0} con u una solución de PU!) .

Además E*(H) = J’(H).

3) Si D es solución de PF(H) entonces

o D es conezo,

o 3D es localmente analítica.

4) Existe una constante R = R(H) > 0 tal que toda solución D de PF(H) satisface

D C 33(0) .

Además, el teorema es válido si en lugar de (h2) tenemos como hipótesis que H es
de clase C2 .

DEMOSTRACIÓN .

1) Se deduce del teorema 6.2.5.

2) Se deduce de los teoremas 6.2.5 y 6.2.6.

3) Se deduce del teorema 6.2.6, observando que'(h3) ii) implica que andD = 8D .

4) Se deduce del lema 6.2.4. El

La.definición que damos a continuación nos permitirá, más adelante, establecer una
noción de cercanía en la clase .77.

6.3.4. Definición. Sean H' un dominio acotado en H2", 0 < a < 1, y C una

constante positiva. Diremos que H E Ga'c(H') si:

1) H es un dominio acotado de HI" , con IR" \H conexo.

2) H es de clase Cz'“ .
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3) H CC H'.

4) Existe F E C2'°'(H') con

F > 0 en H,

F = 0 en BH, min |VF(1:)|= 1,:EBH

F < 0 en H' \ H,

y IIFIic2.«-(E')S C'

6.3.5. Observación. Sea H un dominioacotadode IR" con IR" conexo, H
de clase 02"" para algún 0 < a < 1 . Entonces, para todo dominio acotado H ' tal que

H CC H' , existe una constante C > O tal que H e Ga’o(H'). (ver [3], p. 143 y p.
136).

6.3.6. Obseriración. Si H E Ga,c(H') para alguna terna a,C,H’ como en 6.3.4,
entonces P(H ) tiene solución, y sus soluciones satisfacen las propiedades ya estudiadas.

Notaremos d(A, B) la distancia de Hausdorff entre A, B C IR" .

6.3.7. Lema. Supongamos que H satisface (hl) y (h2).

Sean 0 < a < 1 tal que H E 02'“, H' un dominio acotado tal que H CC H', y

C una constante positiva.

Sea Hb una sucesión de dominios que satisfacen

Hb E Ga’c(H'), d(H¡.,H) -> 0.

Entonces, para una subsucesión de los Hk , ezisten funciones gk satisfaciendo

(6.3.1) gi e 61(112";m"),

(6.3.2) 9;.(2) = :c si d(:c,3H) Z ro ,

(6.3.3) gk —>I en CIUR"),

(6.3.4) gk(Hk) = H,

donde ro > 0 es una constante fija que puede elegirse arbitrariamente pequeña.
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DEMOSTRACIÓN. Por hipótesis, existen funciones (pk E C2'°‘(ÑI) satisfaciendo

90;.(2)>0 sin: EH,"

90,.(13): 0 si z: G ÜHk, minceaHk |V<pk(z:)| = 1,

90;,(12)<0 sizEH'\Fk,

con Ilgokllc,_a(fil)S C . Entonces, existe una. función (p y una. subsucesión que verifica

(pk —>(p en Cz’fiUI') para todo 0 < fl < a.

Usando que d(Hk,H) —->0 , podemos hallar r > 0 chico y constantes positivas 900
y 7 tales que

¡mn 2 900si ¿(wm = r, wm)! 2 7 si z e 34611),

y además

90(2)> 0 si a: E HñBr(ÜH),

(6.3.5) <p(:c) = 0 si a: E BH, zIélÍoIbIVgoCDN= 1,

cp(:c)< 0 si z E F n B,(3H).

Por otra parte, si 1' es suficientemente chico, podemos definir

y : B,(8H) —>ÜHI, donde para. cada z e Br(6H), y = y(z) es el único punto de

ÜH tal que ly —:cl= d(z,ÜH). Como ÜH E 02'“, se tiene que y E CI(B,.(8H)) (ver
lema14.16en

Definamos ahora z : aH x (-pmtpo) —>B,(8H) ,

“(9,(lo):=y+ “y,P)%a

donde para. y, (p fijos, t = t(y,<p) es el único t E (-r,r) tal que 30(y+ tïzfiggï) = (p.
Del teorema de la función implícita, deducimos que t = t(y, 4p)E C1(6H ><(-4,00, 4,00)),

y en consecuencia. a: = z(y, (p) también.

Por construcción se cumple

(6-3-6) v(z(y, 90)) = so si y e BH, |90| < son,

(6.3.7) z(y(z), 97(2)) = a: si :c e B,(3H), |<p(:c)|< (po.

Fijemos 0 <rz <r1 <r y 0 < 901<qpo tales que

lso(=)| < sao/4 si = G 34311),

|p(z)| > qu si r2 S ¿(12,0H) S r1,
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y tomemos 1/)E 01(Hï) , 0 5 1/)S 1 satisfaciendo

l lsl < 991/41

10(8) = { 0 ISI > (Pl/2.

Consideremos las funciones

fk(=v)== (1 - Www)» 90(2) + 100/9142»90142),

que cumplen, para. k grande

0< fk(:v)<soo si zEHkñB,¡(ÜH),
(6.3.8) fh(:c) = 0 SÍ ¡DE 011).,

-‘Po< me) < o si z e F: n 34811),

y además

(6.3.9) fk(:n) = cp(:c) si 1-2S d(:c,3H) 5 r1.

Veamos que para k grande, las funciones

( ) “(y(z),fk(z)) si '-'=E 31433),9k 1' ==
a: si :cEIR"\B,.,(3H),

satisfacen las propiedades pedidas: (6.3.1) se deduce de (6.3.7) y (6.3.9); (6.3.2) es obvia.

De (6.3.7), observando que fk —>(p en 01(B,,(3H)), obtenemos (6.3.3). Finalmente

(6.3.4) resulta de combinar (6.3.8), (6.3.6) y (6.3.5). El

0.3.8. Observación. Consideremos un dominio .H y una sucesión de dominios Hk
como en el lema 6.3.7. Entonces,

1) podemos elegir una solución no de P°(H) , que a.su vez sea solución de P°(11k) ,

Vic (por el teorema 6.1.9, bastará fijar una bola B tal que IBI = wo , B ñ H = Ü,

B ñ Hk = ÜVk,y tornar uo E Há(B) tal que J(uo) = En particular, uo
resulta admisible para los problemas P(H) y P(H¡.) Vic.

Además se observa que para la subsucesión de los Hk construida en el lema 6.3.7

2) IHIeI-* IHI,

3) podemos fijar en el problema P(H) , las constantes R0 y 1'" en (3.1.1) y C(H) en

(6.1.4), de modo tal que las mismas también resulten adecuadas para los problemas
P(H¡,), para k grande.
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6.3.9. Lema. Supongamos las mismas hipótesis del lema 6.3.7. Entonces

(6.3.10) limsup J"(Hk) 5 J*(II)
k-soo

DEMOSTRACIÓN. Sea uo como en la observación 6.3.8 y supongamos que

1*(11) = J(uo). Como para k grande, uo es admisible para P(II¡.), tendremos que
J*(Hk) 5 J(uo) y por lo tanto (6.3.10) se cumple.

Si J"(II) < J(uo), existe una solución u de P(H) con c := ul” > 0. Sea.

(6.3.11) 7::1imsupJ"(Hk),
le-ooo

y elijamos una subsucesión de los H1. tal que

(6.3.12) klim J"(H¡.) = 7.

Podemos asumir que para cada k en esta. subsucesión, existe una. función gk definida
como en el lema 6.3.7. Consideremos las funciones

vk(1=) == “(91.06”

Por construcción de gh tendremos

vk€H1(m")ñL1(lR"), vk=c en Hk,

¡{z É Hb / vk(-'B)> 0}I = wo +Pk,

donde pk —>0 . Además, por (6.3.2) tenemos

vk(z) = u(z), si ¿(2, BH) Z ro,

donde elegimos ro > 0 suficientemente chico para. asegurar que vk = u en un entorno

de 6{u > 0} .

Tomemos un punto zo E 3{u > 0}, tal que 3,1(20) f‘l3{u > 0} es regular para
algún r1 > 0. Fijado k, si pk es positivo, perturbemos el conjunto {u > 0} hacia

adentro cerca de zo , en forma suave, disminuyendo su volumen en pk , y consideremos

v' definida en 3,1(20) como en la observación 5.2.5. (Si pk < 0, perturbaremosm.

aumentando el volumen en —p¡. Entonces la función

vk en IR" —3,1(20),
w]. :=

an en Buceo),
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es admisible para P(Hk), si ¡c es grande.

Además por construcción tendremos

(6.3.13) klim J(wk) = J(u) = J'(H).—ooo

Si tomamos ahora para cada k , una solución uk de P(Hk), resultará.

J*(II¡,) = JCI/4.)S J(wk).

Esto último, junto con (6.3.11), (6.3.12) y (6.3.13) completa la demostración. Ü

0.3.10. Lerna. Supongamos las mismas hipótesis del lema 6.3.7. Entonces

(6.3.14) klim J"(Hk) = J'(H).#m

DEMOSTRACIÓN. Para cada k , tomemos uk una solución de P(Hk) y definamos

c]. := uklyh.

Podemos suponer que las uk son de soporte compacto (esto ocurre siempre si c], > 0,

si c1.= 0 podemos elegir u], = un como en la observación 6.3.8).

Procedamos como en el teorema 6.2.1:

PASO I. Supongamos que

lim inf c]. = 0.
k-ooo

Como |{1.I.¡e> 0}I w_o+ IHkI , podemos tomar una bola satisfaciendo

|B|=wo+|H|+1, 'BnH=0,

y simetrizar Schwarz las funciones uk de modo tal de obtener, para k grande, funciones

u; E HHH), con
J(u;) S J(u¡.) = J"(Hk).

Procediendo del mismo modo que en el paso I del citado teorema. y usando el lema

anterior, probamos que existe u." E H3(B), y una. subsucesión tal que

Vu; —>Vu," débilmente en L2(Bin),

u; —+u." en L1 (112"),

u; —>u." c.t.p. en IR",
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y tal que c1.—>0 . Entonces, notando que para. t > 0 y k grande

Hui > t}| S ¡{r SÉHI: / uk(-’B)> 0}| = wo,

obtenemos

|{u' > 0}| S wo.

Además, como por construcción de u; y por el lema 6.3.9 tenemos

J(u") S limiuf J(u;) S liminf J'(II¡.) S J"'(11),k-ooo Ic-ooo

podemos aplicar el lema 6.2.2 y deducir que u." es solución de P(]1), es decir, se tiene

J(u*) = J"(H) , lo cual recordando el lema 6.3.9, prueba (6.3.14).

Observamos además que por construcción, la solución u," de P(II ) hallada, satis
face u‘IH = 0, es decir, es solución de P°(H) .

PASO II. Supongamos que

0 < 1iminfc,c S +00.
lc-ooo

Resultará. entonces que, para k grande, uk es solución de P“ (Hk) con c]. > 0. Sea

(6.3.15) 7 := liminf J"'(H¡.) = h'minf J(uk),k-ooo k-ooo

y elijamos una subsucesión de los H k tal que

(6.3.16) klim J'(H¡.) = 7.

Llamemos h]. = IHhI, h = IHI . Usando que

(6.3.17) |{u¡e > 0}| = wo + hk,

con hk S h + 1 para k grande, probamos del mismo modo que en el paso II del teorema

6.2.1, que existe una función u e H1( IR") y una subsucesión tal que

Vu,e —>Vu débilmente en L2(HÏ"),

uk —>u. en LLÁHÏ"),

uk —>u c.t.p. en IR",

y tal que ch —>c, c constante, 0 < c < +00 , donde c = uIH . Además, la subsucesión

puede ser elegida de modo tal de trabajar con dominios H1. tales que la observación

6.3.8 se aplique.
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Observemos primero que si pudiéramos hallar una constante M > 0 tal que

(6.3.18) sop uk C BM, M independiente de lc,

tendriamos, por (6.3.15), (6.3.16) y por el lema (6.3.9),

(6.3.19) J(u)51i&i}gf](uk)= 7 S J*(H).

Tomando límite inferior en (6.3.17), obtendríamos por la observación 6.3.8 que

|{u > 0}| S wo + h, y esto, junto con (6.3.19) y el lema 6.2.2 implicaría que u es

solución de P(H), es decir J(u) = J"(H). Finalmente de (6.3.19) y del lema 6.3.9
obtendríamos (6.3.14).

Veamos entonces que podemos probar (6.3.18). Por la observación 6.3.8 podemos

tornar Ro en (3.1.1) independiente de k . Además, podemos construir funciones ufik ,
u}, (haciendo uso de las funciones construidas en el lema 6.3.7, por ejemplo), de modo

tal de tener en (3.1.2) parámetros l= 1;“ l]. = 1;?“, con 1,,—>l.

Entonces, aplicando el teorema 6.1.7 para cada k , deducimos que uk es solución

de Pf"(H,,) para todo e S ef, donde por la observación 6.3.8, ef = 51(hk,lk,ck).
Como hk —>h, lk —>l y ch —>c > 0, tendremos que ef —>el := 51(h,l,c) , y eligiendo

eo < el concluímos que para Ic grande uk es solución de Pi: (Hk). Por el teorema
3.2.7, usando que 1;,—>l y hk —>h, podemos elegir el parámetro ¡,t en (3.2.6) de modo

tal que sirva uniformemente para los problemas P::(H¡.) y Pina!) .

Razonando en forma similar, vemos por el teorema 3.2.9 que como ck —>c > 0 ,

como elegimos el mismo 1'" para H y para todo 11;,, y como elegimos p. uniforme para

P::(Hk) y P:0(H), podemos elegir el parámetro 6 en (3.2.7) de modo tal que sirva
uniformemente para los problemas P5: (Hk) y P:°(H) .

Entonces podemos aplicar el lema 3.2.16, obteniendo M = M(n, eo, ¡1,45), es decir

independiente de lc, tal que se satisface (6.3.18), que es lo que restaba probar.

Se observa además que como u es solución de P(H) con ulH = c > 0, u es

solución de P°(H) . Entonces podemos deducir del teorema 6.1.7 y de la elección que

hicimos de eo , que u es solución de P5: (H) . El

6.3.11. Lema. Supongamos las mismas hipótesis del lema 6.3.7 y supongamos

además que H satisface (h3) i) y
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Para cada lc consideremos una solución uk de P(Hk). Entonces existen una
solución u. de P(H) y una subsucesión de las uk tal que

6{u¡, > 0} —>8{u > 0} en distancia de Ilausdorfl'.

Además czistc una constante p" > 0 tal que para lc grande

8{u,c > 0} c BP.(a{u > 0}),

y para todo zo E 8{u > 0} , si u(:co) es la normal ezterior a {u > 0} en :co, se tiene
que

0{u¡. > 0}l"1BP. (zo)

es el gráfico en Ia dirección V(a:o) de una función C1 .

DEMOSTRACIÓN.

PASO I. Sean cy. := ukIH,‘ y supongamos que fiin-inf ck = 0. Entonces podemos pro
ceder como en el paso I del lema 6.3.10, y hallar una solución u." de P(H) satisfaciendo

u‘IH = 0, lo cual, contradice que H satisface (h3) i). Por lo tanto Hit-1.Eka > 0 y
podemos proceder como en paso II del mismo lema.

Sabemos, en consecuencia, que existe una solución u de P(H) y una subsucesión

de las ak con las siguientes propiedades:

1) uk —>u c.t.p. en 1R",c¡. —>c > 0, c:= al”.

2) Existe una constante M > 0 independiente de lc, tal que

sop uk C BM(0), -'sop u C BM(O).

3) Existe una constante eo > 0 independiente de lc tal que

uy. es solución de Pe":(H k), u es solución de P:0(H),

4) Podemos fijar los parámetros y. > 0 y 6 > 0 en (3.2.6) y (3.2.7) de modo tal que

sirvan uniformemente para los problemas P::(H¡.) y P:0(H) .

Sea D := 33(0) \B_%¿(H) con R > M. Observemos que por elección de M y 6
tenemos

8{u>0} CD,
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8{uk>0}CD, d(z,Hk)26/2 VzGD,

si k es grande, y entonces por el lema 3.2.18, existe una constante positiva C indepen
diente de k, tal que

“ukllco.1(fi) S C

Por lo tanto, existe una. subsucesión tal que

(6.3.20) uk —>u en Co'p(ñ) para. todo 0 < fi < 1,

de donde concluímos, usando el lema. 3.2.12 y la. observación A.2.6 que

(6.3.21) a{u,, —>0} —>8{u > 0} en distancia de Hausdorff.

PASO II. Sabemos, por hipótesis que 3{u > 0} es de clase C1 y entonces, por el

teorema 5.2.4, es de clase C’2.

Tomemos zo E 8{u > 0}, y sea 1/(zo) la. normal exterior a {u > 0} en zo. Por

comodidad supondremos zo = 0 y 1/(zo) = en .

Fijemos a' > chico, entonces existe po(a) > 0 tal que si p S p0(a) se cumple

que 3{u > 0} n BP(0) es un gráfico en la. dirección en ,

(6.3.22) u(z) = 0 si a:E 3,,(0), 2,. > ap,

(6.3.23) u(:c) > 0 si a: e Bp(0), zu < —ap,

y BP(0) C D. Además como Ü{u > 0} es compacta, podemos elegir po(a) indepen
diente del punto zo E 8{u > 0} que fijamos.

En consecuencia, podemos Ver que existen constantes positivas a y fi, indepen

dientes de k tales que si elegimos a"S 6' y p S fi, resulta.

(6.3.24) 14(2) = 0 si a: E BP/2(0), :L:n> Zap,

(6.3.25) 11.1.(2)> 0 si a: e Bp/2(0), mn < —2crp,

para. lc suficientemente grande.
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En efecto, (6.3.24) se obtiene de (6.3.22) y (6.3.20), aplicando el lema. 3.2.12 a.

las funciones uk (eligiendo las constantes en dicho lema independientes de k Luego

obtenemos (6.3.25) de (6.3.23) y (6.3.20), aplicando el lema. 3.2.13 a u .

De (6.3.24) y (6.3.25) se deduce que para. k grande, existe

mk E Ü{uk > 0} n BP/2(0), mk = hken, h.’cE (—20p,20p)

Esto último junto con (6.3.24) implica, (si elegimos a" chico) que uk E F(160, 1; oo) en

BP/4(a:k) en dirección en. Si tomamos además 16cr S 0-0, p/4 S T_0(160)2, con C76y

fi las constantes del teorema. 5.2.1 (elegidas independientes de lc), tendremos por dicho

teorema. que si 2p"' S 3%, entonces 0{u¡c > 0} ñ 132),.(zh) es el gráfico en lu. dirección
en de una. función C1 .

Por (6.3.21) tenemos para k grande

(6.3.26) 3{u¡. > 0} C BP. (8{u > 0})

con lo cual Izkl < p", y por lo tanto ¿9{'u.¡e> 0} ñ BP. (0) es el gráfico en la. dirección

en de una. función C1 .

Esto último, junto con (6.3.26) completa. el lema, si recordamos que habíamos

supuesto zo = 0 y 11(20)= en, y observamos que la. demostración no depende del

punto :co e 3{u > 0} elegido. El

El siguiente teorema. prueba. que si H está. en la. clase .7:, todo H cercano también

está, y además sus energías son cercanas y sus soluciones también.

6.3.12. Teorema. Sea H G .77. Fijemoa OI< a < 1 tal que H E 02"" y H' un

dominio acotado tal que H CC H' . Entonces

1) Dado C > 0, eziste 6 > 0 tal que

Í} e Ga,c(H'), ¿(12,11) < .s => 1? e Jr.

En particular PF(H) tiene solución.

2) Dados C>0 y e>0, eziate6>0 talque

ñ e G,,C(H'), ¿(1111) < .s => |E*(ñ) —E*(II)| < e.
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3) Dados C' > 0 y e > 0, eziste 6 > 0 tal que 32'11 e Ga'c(11'), d(11,11)< 6 y si

ñ es una solución de PF(Ï1) entonces d(ñ,D) < e para. alguna solución l) de
PF(H).

DEMOS'I‘RACIÓNDE 1). Dividiremos la demostración en tres etapas.

PASOI. Dado C > o, existen 6 > 0 y a > o tal que si ñ e cagar), ¿(11,11) < .s

y si ü es soluciónde entoncesülñ Z c" > 0.

DEMOSTRACIÓN. Si así no fuera, existirían una constante C > 0 y una. sucesión

de dominios 11;eE Ga'c(H') con d(11k,H) —>0, y para cada k una solución uk de

P(Hk) con ch := mel”,l < l/Íc.

Como ck 2 0 resulta lim c1.= 0, y por lo tanto nos encontramos con la misma

situación presentada en el pazo’OIdel lema 6.3.10, lo que permite construir una solución

u," de P(H) satisfaciendo u‘IH = 0. Esto contradice (h3) i), que debe cumplirse pues
H E 7:, y prueba el paso I.

PASOII. Dado C > o, existe 6 > o tal que si ÏI e Ga,c(H'), d(ÍÍ,H) < a y si a es
soluciónde entonces6{ü > 0} es de clase 01 .

DEMOSTRACIÓN. Si así no fuera, existirían una constante C > 0 y una sucesión

de dominios Hk E Ga_c(H') con d(H¡.,H) —>0, y para. cada k, una solución uk de

P(Hk) tal que 6{u¡. > 0} no es de clase C1 .

Por el lema. 6.3.11, podremos extraer de la. sucesión uk, una subsucesión que sa

tisface que 3{u¡e es de clase 01 . De este modo obtenemos una contradicción,
probando así el paso II.

PASOIII. Dado c > o, existe 6 > o tal que si ÍÍ e Ga,c(H'), ¿(1111) < .s y si a
es soluciónde entonces m" \ {ü > 0} es conezo.

DEMOSTRACIÓN. Se procede como en el paso II por el absurdo, aplicando el lema

6.3.11, usando además que como H E .77, toda solución u de P(H) satisfará que

HZ" \ {u > 0} es conexo.

Finalmente, eligiendo 6 como el mínimo de los obtenidos en los pasos I a. III,

completamos la demostración de 1).
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DEMOSTRACIÓNDE 2). Si 2) no fuera cierto, existirían constantes positivas C y ¿o ,

y una sucesión de dominos Hk E Galc(H') con d(H¡,,H) —>0 (y por lo tanto Hk G .7:

para lc grande), satisfaciendo |E"'(Hk) —E"(II)I > eo .

Bajo estas hipótesis, podemos aplicar el teorema 6.3.3 y el lema 6.3.10 y deducir

que E"'(11;.) —>E*(H), lo que es un absurdo, y prueba 2).

DEMOSTRACIÓNDE 3). Si 3) no fuera cierto, existirían constantes positivas C y

eo, y una sucesión de dominos Hb E Ga’cUI') con d(II¡.,II) —>0 (y por lo tanto

Hb E .7: para lc grande), y para cada lc, una solución D], de PF(H¡,) satisfaciendo

¿(Dk,D) > co para toda. solución D de PF(H) .

Por el teorema 6.3.3, se tiene que Dk = {uye> 0} , con uk una solución de P(H¡.) .

Aplicando el lema 6.3.11, podemos deducir que existe una solución u de P(H), tal

que para una subsucesión de las uk se tiene 8{u¡. > 0} —>8{u > 0} en distancia de

Hausdorff. Esta. misma subsucesión cumplirá también que

(6.3.27) {11,1c> 0} —>{u > 0} en distancia de Hausdorfï.

Como por el teorema 6.3.3, D := {u > 0} es una solución de PF(H) , lo obtenido en

(6.3.27) es claramente una contradicción, y esto completa la demostración del teorema.
El
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APENDICE.

Demostramos resultados usados en capítulos anteriores. En A.1 probamos un resul

tado sobre funciones armónicas que entre otras propiedades, tienen crecimiento lineal.

En A.2 desarrollamos resultados - en 1a línea de [2]- para limites “blow up” dc

funciones con ciertas propiedades (que son satisfechas localmente por las soluciones de

los problemas que estudiamos).

A.1. Funciones armónicas con crecimiento lineal.

A.l.1. Teorema. Sea u una función lipschitziana en HZ" satisfaciendo

1) 11,20 en IR", Au=0 en {u>0}.

2){1:,.<0}C{u>0},u=0 en{:cn=0}.
¡{u = 0} n Bn(0)|

IB ( )
>A0,VR>0.

ROI3) Eziste 0 < Ao < 1 tal que

Entonces

a E 0 en {mn > 0}.

Antes de demostrar el teorema, veamos el siguiente lema:

A.1.2. Lema. Sea w una función que satisface

(A.1.1) w lipschitziana en IR" con constante L.

(A.1.2) wZO en R", Aw=0 en {w>0}.

(A.1.3) {:l:n<0} C {w > 0}, w=0 en {zn=0}.
¡{w = 0} 0 31(0)|

IBI(O)I

(A.1.5) Eziste 0 S a S L tal que 10(2) S azn en B1(0)l'1{:r:n > 0} .

(A.1.4) Eziste 0 < Ao < 1 tal que > Ao.

Entonces, ezisten constantes ca y 7 tales que

w(:c) S (a —caja:n en 31(0) n {mn > 0}
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C0” 7 = 700,71), 0 < 7 < 1 y ca = c(n,)\o,L,a) una función continua en a satisfa
ciendo 0 S ca S a,

ca>0 aia>0 y lim ca=ca =0
a-oo+ _

a——0

DEMOSTRACIÓN. Sean L, Ao, a y w como en el enunciado. Si a = 0, tomamos

ca = 0 y el resultado es válido cualquiera sea 7 , 0 < 7 < 1 .

Supongamos a > 0. De (A.1.1) y (A.1.2) se deduce que w es subarmónica en

H2" lo cual, junto con (A.1.5) y (A.1.3) nos dice que la función v definida como

11(2) := azn —10(2) , satisfará:

(A.1.6)

v superarmónica en H2", v 2 0 en B1(0)r1{:¡:n > 0}, v = 0 en {en = 0}.

Sea ,8 := 2-?21-< 1 . De (A.1.3) y (A.1.4) se deduce que existe un punto 1:0 tal que

(AJ-7) zo E 31(0), (20),; > fi, "¡(30) = 0

Sea r := |20| > fl y consideremos la función u que satisface

(A.1.8) {Au = 0 en Br(0) n {en > o}u = v en8(B,.(0)ñ {zn>

Observamos que de (A.1.6), (A.1.8) y del principio del máximo resulta

(A.1.9) v 2 u en B,(0)r1{zn > 0}

Dado a: e IR", a: = (121,...,zn), notemos 1’:= (21,...,zn_1,-—zn). Entonces

por (A.1.8) y (A.1.6) tenemos que si definimos

(A.1.10) u(:c) := —u(:E) si a: E 3,.(0) ñ {mn < 0},

u resulta. armónica en B,(0) .

Fijemos y tal que

(A.1.11) Iyl < fl/Z, yn > 0.
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Entonces por la. fórmula. de representación de Poisson y por (A.1.10) tendremos

u r2--Iyl2 u(z) ¿,¿n_1
(w -——-Á —-- anwnr a|=r la:_ yln

2 2— 1 1

= 1' / _ ___ dHï-l
nwnr 2|;5 la: —yl" la: —yI"cn

lo que junto con (A.1.9) y (A.1.8) nos da. que

2- 2 1 1
(AJ-12) “(wZ A.”v“) ' 7*?) ¿”z-1'n an>o _y z _yl

Tomemos 6 := %g y sea. a: tal que Ia:—zol < 6. De (A.1.1), (A.1.7) y recordando
que a S L tenemos que

10(2) S LIa: —zo , mn > (1:0),t —,8/4

y en consecuencia.

(A.1.13) 10(2) < CÏT'Ü, zu > % si z —¡col < 6

de donde concluímos que

(A.1.14) v(a:) > 923, 2,, > 0 si Ia:—zol < 6.

Entonces, de (A.1.12) (observando que su integrando es positivo), por definición dc r

y por (A.1.11) y (A.1.14) tenemos

“f ( 1 1 ) “A.1.15 vy 2 2:, va: ——_—-— d'H:
( ) “ 21m" LJ” “ Irc-all" las-yl"

|:—zo|<6
3¿EP-j «mz-14mu “P' Iz-yP Iz-mn

|2-zo|<6

y si recordamos (A.1.13) y (A.1.11), y las definiciones de ,B, r y 6 tendremos de

(A.1.15) que

(A.1.16) v(y) 2 C(n)fl4ayn7{"_1({z / Izl = r, la:—¡col< Z aCyn,

donde C = C(n,/\0,L,a).
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Entonces tomando
A

Ca=acv 7=fi/2=2_:1
se obtiene por definición de v y por (A.1.16) que

O5 w(y) S (a —ca)yn en B1(0) ñ {yn > 0}

0<ca5a, 0<7<1 y limca=0,
a—»0+

lo que prueba el lema. C]

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA A.1.1.

PASO I. Sea u como en el enunciado, y L > 0 su constante de lipschitz. Observamos

que si notamos a:= (24,2“) tendremos

(A.1.17) u(:c) = |u(z',:cn) —u(z',0)| S Las" en {:1:n> 0}.

Fijemos ro > 0 y definamos

1

(A.1.18) ¡00(2) := T—u(roz).o

Entonces wo satisface las propiedades (A.1.1) a (A.1.4). Además llamando ao = L,

tenemos por (A.1.17) que

wo(:v) S aozn en 31(0) n {mn > 0}.

Por lo tanto, podemos aplicar el lema A.1.2 y entonces

(A.1.19) wo(z) S (ao —cao)zn en B7(0) n {:z:n> 0}

donde 7 = 7(Ao,n) , ca,o= c(n,)\o,L,ao).
Definiendo

1

¡01(2) := Encina), r1 := 7ra, a1 := a0 —Cao

tenemos que w1 satisface las propiedades (A.1.1) a (A.1.4) y entonces por (A.1.18)

y (A.1.19)

w1(:c) 5 02112,. en B1(0) n {:t:n > 0},
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donde por construcción, 0 S a1 S a0 = L .

En general, aplicamos inductivamente el lema A.1.2 obteniendo sucesiones (ai) ,

(ri) y funciones (wi) , con i G Wo dadas por:

(A.1.20) w¿(a:) := ¿it/(nz), r¿+1 := 71"-= 7i+1r0, 7 = 7(Ao,n)

(A.1.21) a0 := L, ai.“ := (1.-—caí, cm.= c(n,/\0,L, ai),

que satisfacen

(A.1.22) 0 S ai+1 S ai S L,

w,-(:c)S aim“ en 31(0) ñ {en > 0},

y por lo tanto

(A.1.23) u(:c) S aizn en B,¡(0) ñ {mn> 0}.

Además de (A.1.22), (A.1.21) y recordando las propiedades de ca , deducimos que a,- —>

0, y se observa que la sucesión (a5) obtenida es independiente del ro > 0 con el que
comenzamos la. iteración.

PASOII. Probemos ahora el teorema. Supongamos que existe un punto zo con

(20),. > 0 y u(zo) > 0.

Tomemos la sucesión '(ag) definida en (A.1.21). Como ai -—>0 , existirá un k E IN tal

que

(A.1.24) u(zo) > ak(zo)n

Si construimos w,- como en (A.1.20), partiendo de un r0 > 0 tal que ro > laz-Él,
tendremos que

zo E Brk(0) n {:cn > 0},

y entonces por (A.1.23)

“(30) S ak(zo)n)

lo que contradice (A.1.24) y prueba el teorema. El
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A.2. Sucesiones y límites “blow up”.

A.2.1. Hipótesis.

Supondremos dado un dominio D C HZ", y una función u satisfaciendo

u lipschitziana en D con constante L > 0

(P1) u 2 0 en D

Au=—2enDñ{u>0}
Dado 0 < le < 1, existen constantes positivas C, y r,‘

(P2) tales que para. bolas B,(zo) C D con 0 < r < r, se cumple que
%- _ u S C,c implica u E 0 en 3,".(20)

03.-(30)

Existen constantes positivas ro y 0 < A1S A2< 1 tales que

(P3) para. bolas B,(zo) C D con zo E 3{u > 0} y 0 < 1' < ro
|B,(a:o) n {u > 0}|/\ <

1 _ IBr(20)I
SM

A.2.2. Definición. Dada u como en A.2.1, tomemos Bp,.(:c¡.)C D una. sucesión

de bolas satisfaciendo pk —>0, 2;, —+¡co e D , 11,001.)= 0.

Llamaremos a. la. sucesión de funciones

11(2],+ pkz)
7

11.1.(2) := pk

la. sucesión “blow up” respecto de Bm (2,.) . Como

(A.2.1) “VukIILcoS L en cada. compacto de IR", para k grande,

y como uk(0) = 0, VicE IN , existe una. función un : IR" —>H2 que llamaremos límite

“blow up”, tal que para. una. subsucesión se satisface

(A.2.2) uk —>uo en Cfl'ÏUR") para. todo 0 < a < 1,

(A.2.3) Vuk —>Vuo débil sken LÏÏLUR")
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y además se cumple que

(A.2.4) no lipschitziana en IR“ con constante L.

A.2.3. Lelna. Sean (uk) y un como en A.2.2. Sc cumplen las siguientes
propiedades:

(A.2.5) no 2 0 en H2" y Auo =0 en {no > 0}.

(A.2.6) ¿3{u;e> 0} —>0{uo > 0} localmente en distancia de IIausdorfl'.

(A.2.7) X({u¡. > 0}) —>X({uo > 0}) en L11°C(Ht").

(A.2.8) Si K CC int {no = 0}, entonces uk = 0 en K para Ic grande.

(A.2.9) Si K CC {no > 0} U int {no = 0}, entonces Vu;c 3 Vuo en K .

(A.2.10) Vuk —>Vuo c.t.p. en IR".

¡BME/0) ñ {no = o}|
A.2.11 Existe 0 < A < 1 tal que

( ) ¡Bm/on
V'yo e 6{uo > 0} .

>A,VR>0,

(A.2.12) Si zh e 8{u > 0} entonces 0 e 8{u0 > 0} .

DEMOSTRACIÓN. Es claro que uo 2 0. Si B CC {no > O}, tendremos que

B CC {11,1e> 0} para. k grande, y por lo tanto Au;c = —2p¡,=en B. Entonces las
funciones

|46|2
"¡.(3) ==ukü’) + PkT

son armónicas en .B , y además v5,j no en B, de donde se deduce (A.2.5).

Para ver (A.2.6), observemos que si B,(y) n 3{uo > 0} = (0 y no = 0 en Br(y) ,

entonces uk son uniformemente chicas en B,(y) para k grande y por (P2) uk = 0

en Br/2(y); si 11.0> 0 en B,(y) entonces uk > 0 en Br/2(y) . En consecuencia

Br/2(y) n t’3{u¡c> 0} = 0 para k grande.

Por otra parte si B,(y) n (9{u.;c> 0} = 0 para k grande y para una subsucesión

uk = 0 en B,(y), entonces no = 0 en B,(y). Si no, será uk > 0 en B,(y) para lc

grande y por lo tanto no armónica en B,(y) . En ambos casos B,(y) ñ 3{uo > 0} = (D.

De (P3) se deduce que dado un compacto K , |K|'18{u¡e > 0}| = 0 para lc grande,

y entonces por (A.2.6) obtenemos que

(A.2.13) |<9{u0> o}| = o.
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Por otra parte, fijados R y 1' positivos y razonando como lo hicimos para (A.2.6),
tendremos que si k es grande

f3 IX({uk > o}) —X({uo > om s ¡{z e BR / ¿(mm > o}>s rnn

y entonces usando (A.2.13) obtenemos (A.2.7).

Para probar (A.2.8) basta usar (P2) y para. ver (A.2.9), usamos (A.2.8) cuando
uo = 0, y cuando uo > 0 trabajamos con las funciones vk como lo hicimos arriba.

Observemos ahora que (A.2.10) se deduce de (A.2.9) y (A.2.13).

Para. ver (A.2.11), notemos que por (A.2.6), dado yo E 0{uo > 0}, existe

yk e 8{u.¡e > 0} tal que y], —>yo. Entonces por (P3), si fijamos R > 0, tenemos

que si k es grande

A!S ¡Bm/nom > 0}I S A2,
IBR(yk)|

y aplicando (A.2.7) obtenemos (A.2.11).

Finalmente (A.2.12) se deduce de (A.2.2) y (P2). El

A.2.4. Lema. Sea u como en A.2.1 y supongamos además

1) existe zo E D n 3{u > 0} tal que

u(z)=0 aizED,(z—-zo)-en=0,

2) eziate una bola B tal que

220683, BC{zED/(:c—zo)-en<0} yu(z)>03iz€B.

Entonces

Bm |B,.(:vo)ñ {u > 0} ñ {(z - zo) - en > 0}| _ 0
'-'° IBr(zo)|

DEMOSTRACIÓN. Consideremos una sucesión arbitraria, (pk) , tal que pk —>0 , pk > 0

y sea. uk la. sucesión “blow up” respecto de BP. (zo) con límite uo .

Entonces por 1) y 2) y por el lema. A.2.3 se tiene que un satisface las hipótesis del
teorema A.1.1 y por lo tanto uo E 0 en z" > 0.
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Finalmente, por (A.2.7) obtenemos que si k —>oo

1 .

—nIB¡‘,,‘(:I:.;,)ñ{u>0}ñ{(:z:—:z:0)-en >0}| =/ X({'u,¡c> 0})d:c —>0,pk 31(°)n{=n>0}

lo que completa la demostración. El

A.2.6. Observación. Supongamos dados un dominio D C IR" , una función u , y

funciones uk, todas ellas satisfaciendo (P1) y (P2), con las mismas constantes.

Supongamos además que

uk —>u en Co'p(D) para todo 0 < ,5 < 1.

Entonces razonando en forma similar a como lo hicimos al probar (A.2.6), podemos
demostrar que

3{u¡e > 0} —>Ü{u > 0} localmente en distancia de Hausdorfl'.
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