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INTRODUCCION.

El problema que se estudia en el presente trabajo, se encuentra estrechamente

vinculado a dos problemas clasicos de la mecanica del sélido.

El mas antiguo de ellos, es la conjetura de Saint-Venant (1856). Este autor afir-
maba: “entre todas las barras cilindricas, con seccién transversal del mismo area, la de
seccion circular es la mas resistente a la torsién”. La demostracién matematica de esta
conjetura fue dada por Polya en 1948 (ver [17]), mediante técnicas de simetrizacién.

Ll segundo problema, que generaliza al anterior, es el siguicnic: entre todas las
barras cilindricas huecas de material eldstico, que tienen su seccién transversal del misino
drea, y mismo drea conjunta de sus agujeros, hallar la mas resistente a la torsién. Polya
y Weinstein lo resolvieron en 1949 (ver [18]), y la barra 6ptima es aquella cuya seccién
es un anillo bordeado por circulos concéntricos.

El propédsito de esta tesis es resolver el siguiente problema abierto (a nuestro
conocimiento): entre todas las barras cilindricas de material elastico, que tienen su
seccién transversal del mismo érea, y un agujero H dado, hallar aquella que sea mas
resistente a la torsién.

Este problema fue tratado en [19] y en otras referencias alli citadas. Estos autores
lo abordaron - aunque sin resolverlo - en casos particulares, usando técnicas de apli-
caciones conformes. También fue tratado en [20] mediante el estudio de un problema
relajado. Sin embargo, ninguno de estos art{culos demuestra cxistencia o propiedades
de la solucién.

Describamos brevemente los principales resul’tados de nuestro trabajo:

1) Para “agujeros” H C IR™ con frontera C?, se encuentran condiciones necesarias

y suficientes que aseguran existencia y regularidad de la solucion.

2) Se hallan relaciones que vinculan la geometria del “agujero” con la existencia de
solucion del problema.

3) Se halla una clase F de “agujeros” H C IR™, en la cual se prueba existencia,
regularidad (la seccién de la barra tiene frontera localmente analitica) y estabilidad

de la solucidn.



Breve descripcion del trabajo.

Llamando D a la seccién transversal, H al agujero, D\ H ala regién ocupada por
el material y wy su area, matemédticamente, el problema considerado es el siguiente:

Dado H C IR™, un dominio acotado de clase C?, con IR™\ H conexo, y dado
0 < wy < 400, se quiere hallar entre todos los abiertos D C IR™ tales que D D H,

con IR™\ D conexo,y |D\ H|= wy, aquel que tenga energia eldstica minima, es decir

1
Pr(H): min min 5/ |Vv|? —2/ .
DDH
m"\[_)fconexo u=vchIn{:t(.[:Z\H P b
|D\H|=wo

Nuestra manera de atacar Pp(H) es la siguiente. Fijado un domino admisible D,
observamos que el segundo minimo en Pp(H) se alcanza en una funcién v que satisface

D = {v > 0}. Pensamos a v como elemento del conjunto
K(H)={ve H(IR")NL'(IR"™), v= const. en H, |{z ¢ H /v(z) > 0}| = wo},

y proponemos el problema auxiliar

1
P(H): min = Vo|? — .
)2 i 3 [ Vo =2 [0

La complejidad de P(H) nos lleva a resolverlo en varios pasos. Tomamos primero
las funciones de I{(H) que valen una constante fija ¢ > 0 en H. Luego penalizamos el
funcional de modo de eliminar la restriccion sobre el volumen de {v > 0} (inspirdndonos

en [11]), de la siguiente manera

1) = [V =2 [ ol ¢ H /@) > o))

donde ( ) <
e(s —w 8 S Wy,
f,(s):{ 0 S W

t((s —wo) + (s —wo)?) s = wo,
y notamos P7(H) al problema de minimizacién asociado. Como el dominio de las fun-
ciones admisibles es no acotado, minimizamos el funcional penalizado con la restricciéon
suplementaria de que las funciones tengan soporte en una bola de radio R (problema
P p(H)).
Mostramos que el minimo se alcanza, y probamos propiedades preliminares de

regularidad para todo minimo u, en la linea de [2], en particular: » > 0, u es lipschitz,
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Au = -2 en {u > 0}, u tiene crecimiento lineal cerca de la frontera libre 8{u > 0}.
Probamos por otra parte, el hecho importante de que para R suficientemente grande,

{u > 0} es conexo y acotado independientemente de R (seccién 3.1).

Esto permite resolver el problema PS(H) y probar que sus soluciones satisfacen
propiedades anilogas a las que cumplen las soluciones de P; p(H). Finalmente proba-

mos que ambos problemas son equivalentes para R grande (seccién 3.2).

Posteriormente obtenemos propiedades preliminares de regularidad de la frontera
libre, en la linea de [2] y [11] (capitulo 4).

Probamnos luego - extendiendo las técnicas desarrolladas en [2] - que la frontera
libre es localinente analitica si n = 2, y que si n > 3 la frontera libre cs localmente
analitica a excepcién, de a lo sumo, un subconjunto cerrado de medida de Hausdorff
n—1 dimensional cero (capitulo 5). Por lo tanto, si u es solucién de PS(H ), u resuelve

el problema de frontera libre

Au= -2 en H N {u > 0},
u=0, d_,u=)\ sobre H Nd{u > 0} (A > 0, constante)

(0.1)

Definimos el problema P°(H), que consiste en fijar la constante ¢ > 0 en P(H).
Nuestro principal resultado en la seccién 6.1 es mostrar que para € > 0 pequerio las
soluciones de PS(H) coinciden con las de P°(H), o sea que no hay necesidad de pasar
al limite en €, porque el volumen de {u > 0} se ajusta automaticamente a wy para ¢
pequeiio. Este fenémeno es similar al que ocurre en [11].

A continuacién, probamos que P(H) tiene solucién. Si el valor ¢ de la solucién u
en H es positivo, entonces u resuelve P{(H) para € pequefio, y por lo tanto hereda
las propiedades ya' establecidas. Finalmente, si una solucion u de P(H) satisface
c=ulg >0y IR™\ {u > 0} es conexo, entonces D = {u > 0} es solucién del
problema fisico original Pr(H). Adcmas, si el dominio H es tal que toda solucién de
P(H) vale 0 en H, entonces Pr(H) no tiene solucién (seccién 6.2).

Por dltimo, determinamos una clase F de dominios regulares H (agujeros) para los
cuales Pp(H) tiene solucidn, y esta tiene frontera localmente analitica. Luego definimos
una nocidén de cercania en la clase F y establecemos un teorema de estabilidad: si H
estd en la clase F, todo H cercano también estd, y ademads sus energias son cercanas

y sus soluciones también (seccién 6.3).



Principales Contribuciones.

Las contribuciones principales de este trabajo, para obtener los resultados 1) a 3)

ya citados, son - a nuestro entender - las siguientes:

)

b)

d)

f)

g)

h)

Se resuelve un problema de minimizacion en un dominio no acotado, haciéndolo
primero para cada bola de radio R, y probando luego que la solucién no depende

de R, para R grande.

Aunque en este trabajo nos restringimos al estudio de un problema de frontcra
libre particular, se podrfa proceder en forma similar para estudiar la regularidad
de la frontera libre de un problema de minimizacién, cuya solucién satisfaga (0.1),
pero reemplazando el miembro derecho de la ecuacién por una f rcgular, acotada

y negativa.,

Las técnicas de estabilidad desarrolladas podrian aplicarse a otros problemas. En
particular a [2] y [11], para probar, por ejemplo, que si para un dominio dado los
minimos del problema no tienen singularidades en su frontera libre, tampoco las

tendran los minimos correspondientes a dominios suficientemente cercanos.

Por otra parte, los resultados de estabilidad obtenidos motivan la aplicacién de
métodos numéricos para la resolucién aproximada del problema estudiado, a la vez
que proveen elementos que servirian para la justificacién tedrica de dichos métodos.
También juega un papel importante el hecho de que no es necesario pasar al limite

en ¢ para obtener la solucién del problema.
Cabe destacar también:

Los resultados se obtienen en IR™, n > 2, aunque el problema que se estudia

tenga sentido fisico sélo en IRZ.

Se prueba que el problema planteado no tiene solucién si se admite que las barras

tengan otros agujeros en su secciéon ademads del prefijado.

Las técnicas desarrolladas en este trabajo podrian aplicarse al estudio del problema

“inverso”, es decir, con la frontera exterior de la seccién fija y la interior libre.

En forma similar podrfa abordarse el mismo problema que el estudiado, pero per-

mitiendo la aparicién de zonas con deformacion pléstica.
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CAPITULO 1: PRELIMINARES.

En este capitulo introducimos algunas de las herramientas matematicas que seran

necesarias posteriormente.
1.1. Simetrizacion de Schwarz. (ver [6], [13]).

1.1.1. Deflnicién.

Sea 2 C IR™ un dominio acotado, entonces, se define el dominio simetrizado 2*

como la bola {z / |z| < p} con el mismo volumen que 9.

Sea v una funcién a valores reales definida en un dominio acotado D C IR™. Se

asocia 2 u© una nueva funcién u* : D* — IR del siguiente modo. Se define
D(p) :={z € D / u(z) = p},
u*(z) :=sup {p / = € D(p)*} si z € D*.

La funcién u* es llamada la simetrizada Schwarz de u.

1.1.2. Propicdades.

1) u* es una funcién radialmente simétrica, es decir u*(z) = u*(|z]), y »*(|z|) es
una funcién no decreciente de |z]|.

2) {z € D/ u(z) 2 p}| = |{z € D* / uw*(z) > pn}|, para todo p € IR .

3) sup,ecp. u*(z) = sup,cpu(z).

4) Si ¢ : IR — IR es una funcion continua, entonces

[ wuendz = [ p(@)d.

5) Si u es no negativay u € W;'?(D) con 1 < p < oo entonces u* € WyP(D*) y se

cumple
(1.1.1) /]Vu|”d:c2/ IVu? de.
D D*

5



1.1.3. Teorema. Sea D C IR™ un dominio acotado con frontera analitica a trozos,
y sea u:D — IRg' analitica en D, u =0 en 8D . Entonces la igualdad estricta en

(1.1.1) se verifica si y sélo si u es igual a u* (mddulo traslacidn).

1.2. Algunos resultados de la teoria del potencial.

1.2.1. Teorema. (Desigualdad de Ilarnack) (ver [3], 2.3).

Sca u € C? (B,(z¢)) una funcién arménica no negativa y sca 0 < @ < 1. Entonces

sup v <C inf u C =C(n,a)
Bar(20) Bas(zo)

1.2.2. Férmula de representacién de Green (ver [3], 2.4).

Sean B.(z¢) C IR™, y € B.(zy).

Notaremos G, a la funcién de Green positiva para el laplaciano en B,.(zo) con
polo en y. Se tiene entonces que G, es una funcién armédnica en B.(zg) \ {y} que

satisface:

G, €C™ (B_r(“’o) \ {y})
Gy(z) >0 si z€ B.(z0)\{y}, ll_rg Gy(z) = +oo
Gy(z)=0 s =z € 0B.(zo).

Ademids G € L' (B.(zy)).
Para u € C? (B.(z0)) N C* (B,(z¢)) tenemos la férmula de la representacién de

Green:

(1.2.1) / G,Audz = —u(y) +/ ud_,G,dH" 1.
B.(z0) 8B,(zo)

Cuando zy =0, (1.2.1) toma la forma
(1.2.2) / G,Audz = —u(y) + M/ L gnr?
B.(0) nwar  Jep, o) lz—yI* T
y ademas es posible estimar a G, en B.(0) del siguiente modo:

2—n
S — - 2

Gv("’)s{il 2r n=2
2r 2 \Jz — 9] -~
6



1.2.3. Formula de representacion de Poisson (ver [3], 2.5).

Si u € C?(B.(0)) N C? (B,(0)) es arménica, de (1.2.2) obtenemos la férmula de

representaciéon de Poisson:

r? — |y|? u n—
u(y)= I I ./8 de 17

nw,r B.(0) Iz —y|™

que sigue valiendo aiin cuando u € C? (B,(0)) N C° (B.(0)).

1.3. Algunos resultados sobre distribuciones y medidas de Ra-
don.

1.3.1. Lema. Sea 2 C IR™ un dominio, v € H, (), @ > 0, y supongamos que

Av > —a en el sentido de las distribuciones.

Entonces podemos asumir que

v(z) =lim J- v VeeQl vy
rl0
B,(=z)
v es semicontinua superiormente.
Ademds, si B.(z) CC Q2 se tiene
]/: v < lim - v, lim ]/- vSf: v.

el0 elo
8B, (2) 8B, 4(3) 8B, () 8B,(z)

DEMOSTRACION. Si a = 0, el resultado es conocido (ver por ejemplo [10], p. 90),
pues se deduce del hecho de que si B,.(z) CC 2 y »' < r, entonces

- v< - v, - v< {4 .

B, (=) B.(z) 8B (=) 8B, (=)

Si @ > 0, la demostracién se obtiene aplicando primero el resultado a la funcion
2

subarménica w(z) := v(z) + a];:—i- , ¥ deduciendo luego el resultado para v. m
n

1.3.2. Lemna. Sea 2 C IR™ un dominio, p una medida de Raddn en S¥. Entonces
st Bp(z) C 2 se cumple que p (8B, (z)) =0 para cast todo r € [0, R].

7



DEMOSTRACION. Se deduce del hecho que |p|(K) < +o0o para todo compacto
KcQ. O

1.3.3. Teorema. Sea (ik)re pv una sucesion de medidas de Raddn no negativas
tales que pp(IR™) < M Vk € IN, M independiente de k. ILnlonces, eziste una

medida de Radon p y una subsucesion (p.k’.) tal que

JEIN

lim pdpy; = / pdp
"l n m'l

j—too

para toda ¢ € Co(IR™) y lim pp,(E) = p(E) para todo conjunto boreliano I acotado,
j—oo
tal que p(OF) = 0.

DEMOSTRACION.  Ver apéndice A de [4]. o

Si consideramos (pi),c py una sucesién regularizante, es decir, una sucesién de

funciones satisfaciendo

(1.3.1) pr € C3°(IR™), s0p pi C By 4(0), fm pde =1, pr > 0,
tendremos
1.3.4. Corolario. Sea 2 C IR™ un dominio, v € Hl (), a > 0 y supongamos

que Av > —a en el sentido de las distribuciones.
Entonces v := Av es una medide de Radén (con signo). Ademds, st
Vi i= Pk * v, pp como en (1.3.1) se tiene
k—o00

lim pAv,de =/<pdu
a a

para toda ¢ € Co(R), y

lim /Avkd:c=/ dv
k—oo Jp E

para todo boreliano E CC 2, tal que |OE| = v(8E) = 0.

En consecuencia, s Br(z) CC Q resultard
lim Avydz = / dv para casi todo p € [0, R).
k=c0 JB,(2) By(2)

8
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. T
DEMOSTRACION.  Definamos w(z) = v(z) + alz—l Y Wk = pr * W, con p, como en
n

(1.3.1). Entonces w; son subarmdnicas y gy := Awj es una sucesién de medidas de
Radon positivas en cada abierto D CC 2, para k grande. Aplicando en consecuencia
el teorema 1.3.3 y el lema 1.3.2 obtenemos el resultado para las funciones wy , de donde

se deduce luego el resultado deseado. O

1.3.5. Teorema. Sea p una medida de Raddn en IR™ y f una funcidn localmente

integrable en IR™ respecto de p. Entonces

: 1 —
B, B ) Jo oy )~ F(@Ne) =0

para p-cast todo z € IR™,

DEMOSTRACION.  Ver teorema 1.3.8 de [7]. O

1.4. Medida de Hausdorff (ver [7)).

1.4.1. Definicién. Para ACIR", k>0y a >0, sea

o0 o =)
1.4.1 H*(A) = w2~ " inf diam S;)*: Ac | ] S;, diam S; <a},
o 2 2 2
i=1 i=1

donde w; es una constante positiva, que cuando k € IN coincide con el volumen de
la bola unitaria de IR*.
Dado que H* aumenta cuando a disminuye, se define la medida de Hausdorff

k -dimensional de A como

(1.4.2) H*(A) = lim Hg(A) = sup Hg(A).
a— a>0

1.4.2. Observacién. Si k € IN, k < n, H*¥(E) coincide con la nocién de irea

k-dimensional en IR™, bajo hipétesis adecuadas sobre E.



1.5. Distancia de Hausdorff. (ver [21)).

1.5.1. Deflnicién. Se define la distancia de Hausdorff d(A, B) entre los conjuntos
A, BC IR™ como

d(A,B)=inf{e >0: AC By B C A®}
donde notamos para un conjunto D C IR™ y € >0

D*={ze€ IR": d(z,D) < ¢€}.

1.56.2. Teorema. Sea K C IR™ un compacto. Entonces el conjunto F(K)
formado por todos los subconjuntos compactos de K es un espacio métrico compacto

con la distancia de Hausdorff.

1.6. Conjuntos de perimetro finito (ver [1], [4], [7])
1.6.1. Definicién. Sea 2 C IR™ un abierto y sea f € L!(2). Definamos

(1.6.1) A|Vf| = :3up{./n f divgdz: g€ C}(9Q; IR™), |9(z)] <1 paraz € Q} .

Si / |[Vf| < 400, diremos que f tiene variacién acotada, y llamarcinos
0

'BV(Q) = {f e L}(R): /n IVf| < +oo} .

Se observa que si f € BV(R2) las derivadas de f en el sentido de las distribuciones son

medidas de Radén en 2.

1.6.2. Definicién. Dado E C IR™ un conjunto boreliano, definimos el perimetro de

E en un abierto 2 como

P(E,Q) = / VX (E)l,

y dircmos que E es un conjunto de perimetro finito en Q si X(E) € BV(Q2). Si
P(E,Q)) < +oo para todo abierto §) acotado, diremos que I es un conjunto de

perimetro localmente finito.

10



1.6.3. Teorcma. Sea E C IR™ un conjunto de perimetro localmente finito.

Entonces

/ [VX(E) < H*"(ANOBE) para todo abierto A C IR™.
A

1.6.4. Teorema. See E C IR™ wun boreliano y supongamos que
H*" 1 (K NOBE) < 400 para cada compacto K C IR™. Entonces E tiene perimetro

localmente finito.

1.6.5. Deflnicién. Sea E un conjunto medible Lebesgue. Dado z € IR™, dircmos

que el vector unitario v es la normal exterior a £ en £ en medida, si
}i_rgri,,/ar(z)lx(E) — X ({y: (y—z)w <0})| =o0.
Observamos que si un tal v existe, serd tnico y lo notaremos v(z, ). Entonces defi-
nimos
0"E = {z : v(z,E) existe }

y se tiene que 8*E C OF.

1.6.6. Observacién. Si E C IR™ es un dominio acotado de clase C!, se cumple que
P(E,N) < H* 1 (2N IE) y por lo tanto E tiene perimetro localmente finito. Ademas

O*E = 0E, y v(z,E) esla normal exterior a E en z en el sentido usual.

Si E es de clase C?, se cumple que P(E,Q) = H*" (2N IE).

1.0.7. Tcorcina. Sea E C IR™ un conjunto de perimetro localmente finito.

Entonces
n—1 n
lin H (Br(zo) N OFE)

r—0 wn—lrn_l

=1 para H"™! — casi todo zo € O* L.

1.6.8. Teorema. Sea E C IR™ de perimetro localmente finito y supongamos que

para todo z € OF se cumple

 |B(=)nE| . |B.(z)n R™\ B|
limsup ————— >0, limsu > 0.
o B@ T et 1B
Entonces H*"1(8E \ 8*E) = 0.
1.6.9. Teorema. Sea E C IR™ de perimetro localmente finito. Entonces para

todo v € C}(IR™; IR™)
/ divvde = / v(z).v(z, E)dH" "1 (z).
E o*E
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CAPITULO 2: PLANTEO DEL PROBLEMA.

En este capitulo formulamos matematicamente nuestro problema: en 2.1 describi-
mos el modelo de la torsion elastica de una barra, probamos que la energia eldstica estd
bien definida y la calculamos en dos ejemplos particulares. En 2.2 efectuamos algu-
nas estimaciones que seran necesarias posteriormente. En 2.3 planteamos en términos
matemadticos el problema Pp(H) que se quiere resolver. En 2.4 se propone, a fin de

resolver Pr(H), un problema variacional auxiliar P(H).

2.1. La torsidén elastica de una barra.

2.1.1. Introduccién.

Se considera una barra cilindrica en IR® de material eldstico, de seccién transversal
uniforme. Se supone que el material del cilindro es homogéneo e isotrépico, y que la
seccién transversal del mismo es perpendicular a su eje.

El problema de la torsion es el siguiente: un extremo de la barra se mantiene fijo
y en el otro extremo se aplica una fuerza (torque) que lo hace rotar un angulo dado.

La teoria de la torsidn elastica indica, que si la barra es larga en rclacién a las
dimensiones de su seccién, y en ausencia de otras fuerzas, cada una de las secciones
de la misma efecttia un movimiento rigido de rotacién en su propio plano (de dngulo
proporcional a la distancia al extremo fijo), y a su vez se deforma en la direccién
perpendicular.

Por su simetria, puede pensarse como un problema plano.

Sea D C IR? la seccién de la barra (antes de deformarse). Si la barra es maciza,

es decir, si D es simplemente conexo, su energia una vez deformada, viene dada por

E(D)= min l/ |Vv|2—2/ v.
veHY(D)2 Jp D

La funcién que alcanza dicho minimo, lamada funcién de torsién, permite conocer las

tensiones en el interior de la barra en su estado deformado.
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Por otra parte, se define la rigidez torsional de la barra T(D), como la fuerza
(torque) requerida para rotar la barra en un angulo § =1 por unidad de longitud. Se
cumple que E(D) = —1(29—2 y lo cual indica que cuanto menos energia tenga una barra,

mayor sera su resistencia a la torsién.

Si la barra es hueca, es decir, si la seccién transversal de la misma es multiplemente

n n
conexa, con agujeros H,,...,H,, U H; C D, donde D\ U H; es la regién ocupada
=1 =1
por material, la energia viene dada por

n
— 1
E(D H;) = min —/ Voul|? —2/ v c; constantes
@e\UTo= min 5[ 10of-2[v o« ,

v=c¢g; en H;

y su interpretacién es la misma que en el caso anterior.

Una descripcién detallada del modelo puede hallarse por ejemplo en [15], [16],
[22].

Aunque la energia elstica, en el caso de la torsién, sélo tiene sentido fisico cuando

se la calcula para un abierto de IR?, su definicién podri extenderse a abiertos de

IR™, n > 2. Para eso necesitaremos:

2.1.2. Definicidén. Sea n > 2. Para v € H}(IR")N L}(IR™) definimos
1

(2.1.1) J(v) = —/ |Vol? —2/ v,
2 mn n

observando que, definido de este modo, el funcional no depende del abierto del cual

calculamos la energia.

El teorema que probaremos a continuacién, muestra que bajo ciertas hipotesis sobre
el abierto de IR™, la energia eldstica (de torsién) estd bien definida, a la vez que

caracteriza a la funcién de torsién.

2.1.3. Teorema. Sea D C IR™ un abierto de medida finita tal que IR™ \ D

es conezo. Sean H; C IR™ dominios acotados de clase C?, 1 < i < k, tales que

k k
UF,- C D,k€ INy (con k=0 notaremos UTI—.- =0)
i=1 i=1
Entonces el problema
min J(v)
v € HY (D
(2.1.2) o(D)
v=c;en H; 1<i<k

(¢; constantes arbitrarias)
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tiene un unico minimo u, y por lo tanto podemos definir la energia eldstica (de torsion)

k
del abierto D\ U H;

i=1
k
E(D\ |JH;) := J(u).
i=1
Ademds, u es la unica funcidon que satisface
u € H}(D)
(2.1.3) Au=-2en D\ 0 H;

t=1

u=c; en H;, ¢! constantes, 1 <i<k

o
(2.1.4) - ZLaHr = 2|H;|, v normal ezterior a H;, 1 <1 < k,
8 H; aV

y se cumple que v >0 en D.

DEMOSTRACION.  Por el teorema de Stampacchia ([5], p. 83) existe un énico minimo
© del problema (2.1.2).

Tomando funciones ¢ satisfaciendo
(2.1.5) @ € H(D) con ¢ = ¢; en H;, c; constantes, i =1,...,k
tenemos que J(u + €p) > J(u) Ve € IR . Entonces

(2.1.6) ;/-Vquo - 2/ ¢ =0 Vo satisfaciendo (2.1.5)
D D

y por lo tanto

k
(2.1.7) Au=—-2en D)\ U H;.
i=1
Por otra parte, la funcién »* := max{u,0} es admisible para (2.1.2), con

J(u*) < J(u) y entonces u > 0 en D, lo que junto con (2.1.7) y el principio fuerte del

, .
minimo nos da

u>0 en D\UH;.



Si k =0 el teorema estd probado.
Para el caso k > 1 procedamos del siguiente modo. Fijemos j, 1 < j < k,
tomemos en (2.1.6) funciones ¢ € H}(D) con ¢ =1 en Hj, p =0 en Hi, i £ j y

apliquemos la férmula de Green. Entonces

0
0=—/ i tpAu-{-/ a—utpd’H"_l—Z/QO
D H; 8H; oV D
(2.1.8) \ym ’
u
= —dH"™! — 2|H;|
8H; ov J
con v normal interior a II;.
Para ver que 2 > 0 en D, notemos ¢} = ul|y ,i=1,...,k. Sabemos que ¢} > 0.
Ou

Si existiera algin j tal que ¢} = 0, tendriamos <0 en 8II; (v normal interior a

ov
H;), lo que contradice (2.1.8). Por lo tanto « > 0 en D. Para finalizar la demostracion
observemos que para cada eleccidon de las constantes ¢! habrd una tnica solucién de

(2.1.3) y que la condicién (2.1.4) impone los valores de dichas constantes. m]

2.1.4. Corolario. (energia eldstica de una bola) Sea B = Bgp C IR™ una bola.
Eziste un inico u € H}(B) tal que

min_J(v) = J(u).

vEH}(B)
Ademds u >0 en B y
(2.1.9) E(B) = J(u) = —C(n)|B|***,
(2.1.10) C(n) := — 2
o n(n + Z)w,z./"

DEMOSTRACION.  Se deduce del teorema 2.1.3, observando que en este caso

n n

2 2
{—I“”—I+R— lz| <R
u(z) =

sino

es el minimo buscado. a
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2.1.5. Corolario. (energia eldstica de dos anillos concéntricos)
Sean 0 < R; < Ry < R3 < Ry,
H, :={z/|z| < R}
Hz = {w/Rz < |$l < R3}
D :={z/|z| < R4}

y llamemos

hy = |Hx|a ha = |Hz|
p1 = |{z/Ry < |z| < R}, pa = [{z/Rs < [z| < 14 }].

Entonces

(2.1.11) E(D\ Oﬁ) =

\ i=1
nta nta nt3 nt3
= —C(n) ((#-1+h1) n —hy" (1 +p2+ hy+he) "’—(#1 + hy + h3) "’),

con C(n) > 0 dada por (2.1.10).

DEMOSTRACION. ~ Se deduce del teorema 2.1.3 observando que si tomamos

(¢ lz| < Ry
|z|?
——+d; R Z|z| <R,
u(z) = ¢ n
c2 R, < |z| £ Ry
|z|?
L—T+d2 R3 < |z| £ Ry,

con ¢;, d;, ¢ = 1,2 elegidos de modo tal que u resulte continua,y u(z) =0 si |z| = R,

obtenemos el minimo buscado. ! ]

2.2. Algunas estimaciones preliminares.

En la presente seccién obtendremos cotas vinculadas con el funcional J definido

en (2.1.1), que serdn muy usadas en el resto del trabajo.

2.2.1. Lema. Se cumple que
242 1 n 1 n
(2.2.1) J(v) 2 -C(n)|{v>0} Vve H'(IR™")n L*(IR™),
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con C(n) > 0 dada por (2.1.10).
En consecuencia, si [{v > 0} < 400, y si B es una bola con |B| = |[{v > 0}], se

tiene

J(v) > E(B).

DEMOSTRACION. Sea v € HY(IR™)n L'(R"), v* := max{v,0}. Como
J(v) > J(vt) y |[{v > 0}] = |[{vt > 0}|, bastaré probar el lema suponiendo que v > 0.

Para cl caso en que {v >0} es acotado, tomamos B* una bola tal que
|B*| = |{v > 0}| y v* € H}(B"*) la funcién que sc obtienc a partir de v por simetrizacion

de Schwarz. Entonces por el corolario 2.1.4 tenemos

L] . ﬂ"-_ﬂ
Jw)=>J(v*) 2> wegls?a-) J(w)=-C(n)|{v>0}",

C(n) como en (2.1.10).
Si {v > 0} no es acotado, procedemos del siguiente modo:

Fijamos una funcién n € C}(IR™), con 0 < 5 < 1, satisfaciendo

1 silz]<1
n(w)={ =l

0 si|z|>2,
y definimos nx(z) =9 (%) y k€ IN. Llamando v, := niv resulta
v 2 0, {ve > 0} acotado
vy - ven H'(IR™), [{v ’>0}|—>|{‘v>0}|.

Entonces si aplicamos el resultado a las v, y tomamos k — oo, obtenemos (2.2.1).

El lema se completa finalmente observando (2.1.9) y (2.2.1). ]

2.2.2. Lema. Eziste una constante C = C(n) > 0 tal que si v € H}(D), con D

algin abierto de IR™, entonces

ollzscmmy < Om) (1+1DI™) (J) +1D1%2)

DEMOSTRACION.  Basta probar el resultado para v € C3 (D).
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Supongamos primero que D es acotado. Como v € H}(D), por la desigualdad de
Poincaré ([3], p. 164) existe una constante C(n) > 0 tal que

(2.2.2) (/sz)m < C(n)|D|M™ (/D |Vv|2)1/2

Entonces, usando la desiguladad de Holder y (2.2.2) tenemos

v < e ([ |Vv|2)m

y por lo tanto para A > 0 arbitrario
/ Vo[ = 2J(v) +4/ v < 2J(v) + ZC(1L)|D|’_v+-—'" + 2A/ |Vvl|2.
D D A D

Si fijamos A = ;];- obtenemos

(/;, |Vv|2)1/2 < C(n) (J(v) + |Dl’_3-2)1/2

lo que junto con (2.2.2) da la desigualdad buscada, para el caso en que D es acotado.

Para el caso en que D no es acotado, definamos v, := mv, con 7, como en el

lema 2.2.1 y D; := DN By,. Entonces
v € H(Dy) con D, acotado, ve = v en HY(IR™),

y por lo tanto si aplicamos el resultado para v, en D, y tomamos k — oo, obtenemos

el lema. a

2.2.3. Lema. Sean v € H!(IR™) N L'(IR™), D un dominio de IR™, y
s € HY(IR")NL'(IR™) la funcidn que satisface
As=-2 enD
(2.2.3)
s=venIR"\ D

Entonces,

I0)-7)=3 [Ve-af =3 [ 1ve-aP.

DEMOSTRACION.  De (2.2.3) se deduce que

(2.2.4) - VsVyp = —2/ ¢ Vo€ Hi(D).
m'l n
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Tomando entonces ¢ = v — s en (2.2.4) obtencmos el resultado deseado. 0O
2.3. Problema Pr(H).

2.3.1. Introduccién.

El problema que se estudiard es el siguiente:

Entre todas las barras cilindricas huecas, de material eldstico, que tienen su seccion
transversal del mismo area y un mismo agujero H dado, se busca aquella que sea mais
resistente a la torsion.

En otras palabras, se supone dada una superficie cilindrica, y una cantidad fija de
material eldstico, y se quiere saber de que forma rodear a la superficie, de modo tal
de obtener un cilindro hueco de material eldstico de seccién uniforme, que resulte mas
rigido para la torsién.

El problema, en consecuencia, consistird en minimizar la energia eldstica definida
en la seccién 2.1, entre aquellos cilindros que sean admisibles.

Notemos, por otra parte, que si en el ejemplo de los dos anillos concéntricos (coro-

2
lario 2.1.5), mantenemos la cantidad de material |D \ U H;| constante, fijamos el
agujero interior H; y variamos el agujero H;, haciendo |}}:| — 400, la energia tiende
a —oo. Esto muestra que el problema con un agujero fijo, no tiene solucion si se per-
miten otros agujeros arbitrarios. Por lo tanto, impondremos que las barras admisibles

no tengan otros agujeros ademds de aquel que se fija.

2.3.2. Datos del problema.

Supondremos dados los siguientes datos
- HC IR™ un dominio acotado de clase C?, con IR™\ H conexo, n > 2.

- 0<wy < +oo.
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2.3.3. Plantco del problema Pp(II).

Definamos el conjunto de los abiertos admisibles para nuestro probleina
Ad (H)={D c IR™, D abierto, D D H, IR™\ D conexo, |D\ H| = wy},
y observemos que para D € Ad (H) la energia eldstica se define como

2.3.1 E(D\H) = i J(v).
( ) (D\ H) el (v)

v= const, en I

@ I : agujero

D\ H : material

Notemnos que si deflinimos
. - . ; N\ T
E*(H) = Deml[(ﬂ) E(D\ II),
tendremos que E*(H) > —oo por el lema 2.2.1. Entonces planteamos el problema

Pp(H): L E(D\ H).

Cuando no se preste a confusion usaremos Ad y Pp paranotar Ad (H) y Pp(H)

respectivamente.

2.3.4. Lema. Sea D € Ad (H). Entonces eziste una tnica funcion de torsidn

u € HH}(D) con u= const. en H, tal que

i J =J = EB(D\ 1I).
v hin (v) =J(uv)=E(D\ 1)
v=const, en I
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Ademds se cumple que
v € H'(IR™)n L*(IR™), D = {u > 0},

ID\H| = |{z ¢ H /u(z) > 0} = wo.

DEMOSTRACION. Se deduce en forma trivial del teorema 2.1.3. (]
2.4. Problema P(H).

2.4.1. Introduccion.

El problema Pp(H) consiste en minimizar la energia elastica sobre los abiertos ad-
misibles Ad (H). Baséndonos en el lema 2.3.4, plantearemos un problema variacional
P(H), consistente en minimizar el funcional J sobre un conjunto de funciones, que
contiene a las funciones de torsién de todos los abiertos de Ad (H).

2.4.2, Datos del problema.

Supondremos dados H y wy como en 2.3.2.

2.4.3. Planteo del problema P(H).
Definamos
K(H) = {v € H'(IR™NL'(IR™),v = const. en H,|{z ¢ H / v(z) > 0}| =wo}.
Observemos que s8i definimos
I = s, T
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tendremos, aplicando los lemas 2.3.4 y 2.2.1, que
(2.4.1) E*(H) 2 J*(H) > —oo.
Entonces planteamos el problema

P(H): S8 J(v).

Cuando no se preste a confusion usaremos K y P para notar K(H) y P(II)

respectivamente.

2.4.4. Observacién.  La resolucién del problema P(H) presenta los siguientes

inconvenientes:

1) Las funciones de K(H) estan definidas en todo IR™, con lo cual, en principio, las

sucesiones minimizantes no tienen por que converger a un minimo del problema .

2) La condicién v = const. en H , cumple el papel de condicién de contorno, y ésta es

variable, ya que el valor de la constante en H es una de las incégnitas del problema.

3) El hecho de fijar la medidade {z ¢ H / v(z) > 0} paralas v admisibles, complica

el problema variacional.



CAPITULO 3: EL PROBLEMA PENALIZADO.

Con el propésito final de resolver el problema P(IT), estudiamos los problemas
penalizados P/ p(H) y P7(H).

En 3.1 planteamos el problema P; p(H). Mostramos que existe solucién y pro-
bamos propiedades preliminares de regularidad para toda solucion . En particular:
u > 0, u cs lipschitz, Au = —2 en {u > 0}, u tiene crecimiento lincal cerca de la
frontecra libre 8{u > 0}. Ademds estudiamos detalladamente la dependencia de los

distintos pardinetros del problema, definiendo a tal fin, pardmetros auxiliares p y 6.

En 3.2 planteamos el problema PS(H) y probamos - gracias a los resultados de
3.1 - que este problema tiene solucién. Ademés sus soluciones satisfacen propiedades
andlogas a las que cumplen las soluciones de P/ p(H). Finalmente probamos que ambos

problemas son equivalentes para R grande.
3.1. Problema P y(H).

3.1.1. Datos del problema.

Fijamos H y wy como en 2.3.2 y ademas fijamos los siguientes parametros

»* > 0, tal que H satisface la propiedad de la esfera
(3.1.1) interior uniforme de radio r*

Ry >0, tal que {z € IR"/d(z, H) < 1} C Bg,(0).

3.1.2. Planteo del problema P p(H).

Fijemos € > 0,¢ > 0, R > R,.
Sea @ = IR™ — H y para v € H}(Q2) N L}(N) definamos

7.0) =5 [[195F =2 [ v+ £.(1= € 9/0(2) > 0})
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donde

(s —wy 3 < wy,
fe(8)={1( :

< ((s —wo) + (s —wo)?) s> wo.
Definamos

(D.1) Kp =Kp(H)={ve Hy(Br), v=cen H}.

Claramente K§(H) C H(Q) N L}(N?), entonces planteamos

Pip=P:p(H): vrélli‘x}h Je(v).

Por otra parte, fijamos una funcién u® = u§; € HJ(Bpg,) satisfaciendo
u® =cen H, u€ >0, {z ¢ H [/ u(z) > 0}| < wy.
Entonces, si definimos
(3.1.2) L= 15 = Vel oy
tendremos que J.(u°) <1l,y como R > Ry, resultard

(3.1.3) u® € K yporlotanto inf J.(v) <l
vEK}’l

Observacién importante.

Definamos Qg = Br — H. Entonces si v € K5 , también v € H'(IR™) y se tiene
(A) v € HY(QR), v=cendH y v=0endBgr (en el sentido H')

A su vez, dada una funcién satisfaciendo (A ), podremos pensarla definida en todo

IR™, si asumimos

0 size€IR" — Bp,
v(z) =
¢c size€H
y tendremos entonces que v € H!(IR™) y ademas v € K§.
Por tal razén, asumiremos de acd en mas que

(D.2) K§ =K§(H)={ve H(Qg), v=cen 8H, v=0en 8B},
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observandose que si bien las definiciones (D.1) y (D.2) son equivalentes, esta dltima

resultard mdis adecuada para el estudio de propiedades locales.

En consecuencia se tendrad

Je(v) = %./‘; |Vo|? — 2-/0 v+ f. (|{z € Qr/v(z) > 0}|) Vv € K§.

La definicién (D.1) serd usada sélo cuando se lo aclare explicitamente.

3.1.3. Teorema. Eziste una solucion u de P[ p.

DEMOSTRACION. Pensando a K§ como en (D.1), y definiendo para v € Kj,
s(v) :=|{z ¢ H/v(z) > 0}|, tenemos

(3.1.4) T(v) = J(2) + 26| H| + £. (5(0))
con J definido en (2.1.1). Observando que
(3.1.5) fe(s(v)) = —ewp Vv € Kpg,
y usando el lema 2.2.1, tenemos para v € K5 que
Je(v) 2 —C + 2¢|H| — ewy, C constante,

y entonces 7 := infyekg Jo(v) > —o00.

Tomemos %, una sucesién minimizante. De (3.1.4), (3.1.5) y como ¢ > 0 resulta
J(ur) —ewp < J(ug) < Je(uw1) parak grande

es decir,

J(ux) £ C, C independiente de k

y usando el lema 2.2.2 obtenemos

k|l mny < C, C independiente de k.

Por lo tanto existe u € H}(BRr) y una subsucesiéon u, tal que

Vup — Vu débilmente en L?(Bg)

up — u en L'(BR) y c.t.p. en Bp.
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En consecuencia u = c en H y entonces u € K§. Ademas

s(u) < li,:n inf s(u)

£ (s(w)) < limint £, (s(ua))

/ IVuf? < liminf/ Va2
n k— o0 "
con lo cual
Je(u) < li,::n inf J.(ux) = klim Je(ur) =7

lo que prueba el teorema. o

Estudiemos propiedades de regularidad de las soluciones de I’f .

3.1.4. Lema. Si u es una solucion de P p entonces Au > —2 en el sentido de

las distribuciones en Qpg.

Por lo tanto podemos asumir que u satisface

u(z):lii% - u Vz € Qp,
B.(z)

y u es semicontinua superiormente.

DEMOSTRACION. Sea n € C§°(Q2r), 7 > 0 y sea t > 0. Entonces u —tn es admisible

para P/ p, con

Hz € Qr/(u - tn)(z) > 0}] < {z € r/u(z) > 0}|

y por lo tanto

0< %(Je(_u—tn)—Je(u))S%(%fnnlv(u—tn)lz—%/ﬂnlvulz+2t/%n)-

Tomando limite superior para ¢ — 0 resulta

(—=VuVn+2n) > 0,
Op

de donde concluimos que Au > —2 en el sentido de las distribuciones en Qp.
Finalmente, el resultado se completa aplicando el lema 1.3.1. a

3.1.6. Lema. Sea u una solucion de P;p. Entonces u > 0.
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DEMOSTRACION.  Supongamos que u(zy) < 0 para algiin zo € Q.

Entonces, definiendo v := max(x,0), obtenemos una funcién admisible para P¢p
’

y por el lema 3.1.4. tendremos que

/ |Vv|2</ |Vul?, /v>/ u.
Qnr Qn OQp Qn

Como ademas
{z € Qr/u(z) > 0}| = |{z € Qr/v(z) > 0}|
resultarda J,(v) < J.(u), lo que es un absurdo. ]

3.1.6. Lema. Sea D C IR™ un dominio, v € H'(D) una funcién no negativa

semicontinua. Eziste una constante C = C(n) > 0 tal que st B.(x) CC D, y si s es

una funcion satisfaciendo As = —a en B.(z), s =v en 8B.(z), con a > 0, entonces
2
1 n—
> [ et | e Bue) o =0l <0 [ V(- o) d.
" 8B, (z) B-(=)

DEMOSTRACION.  Supongamos que B.(z) = B;(0) y notemos que podemos acotar a
s del siguiente modo: Si h es la funcién arménicaen B; con h=s=v >0 en 0B,

usando el principio del maximo y la férmula de representacién de Poisson

(3.1.6) o(¥) 2 h(y) = C(n)(1 - ly]) / v, yeB.
8B,

Fijemos ahora 2z tal que |z] < % y consideremos la transformacién

z — (1 — [z])z + z de B; en si misma, donde z se convierte en el nuevo origen,

y sean

v:(2) == v((1 = [2])z +2) s.(z):=s((1 —lz])z + =),

donde observamos que v, = s, en 9B;.

Dado £ € 8B; definimos

T¢ =inf{r/% <r<i1 yv,(r{):O},
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si el conjunto es no vacio y ¢ = 1 si el conjunto es vacio. Para H™!-casi todo

p 1 .
£ € OBy, v,(r€) estien H! en r, 7 € [5,1] . Entonces, si fijamos £ € 0B; tal que v,
tenga esta propiedad y tal que ¢ < 1 obtenemos

1
o(rel) = 0:(re) = va(ret) = [ (e = 02)(r6)dr <

< V1—7¢ (/ |V (v, — s,)(r£)|2 d'r)
e

Entonces por definicién de s, y por (3.1.6) resulta

(/ ) (1—r¢) < Cm)y/T=7¢ ( / |V(v,—sz)(re)|2dr) ,

o bien

(3.1.7) (]f

8B,

2 1
v) (1-r¢) <C(n) / |V (vz = 8:)(r)|" dr,

desiguladad que también es valida cuando r¢ = 1.

Recordando la definicion de 7¢ resulta

1
/ X{v.=0}dz < / / r"_ldrd'He_l < / (]_ _ Te)dH?_l,
B1—Byys |€1=1 Jre l€]=1

y por lo tanto si integramos (3.1.7) sobre { obtenemos

2
]/_ v / X{v,=0}dz < C(n) |V(vy — .9,,)|2 dz,
- B1~By,s By (0)

es decir,

2
(3.1.8) ]/_ v / X{v=0}dy < C(n)/ V(v —s)|* dy.
B1—By,4(2) By (0)

8B,

Si consideramos ahora (3.1.8) para z; y 22 en By, con By 4(21) N Byja(22) =0

y sumamos, obtenemos el resultado buscado en B;(0).
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Finalmente, haciendo el cambio de variable correspondiente, se obtiene el lema para

B.(z) CC D arbitraria. a

3.1.7. Teorema. Ezisten constantes positivas €9 = €9(n) y C tales que toda

solucion u de P[p, con € < g satisface
l{z € Qn/u(z) > 0}| < C

donde C = C(n,|H|,l), | dada por (3.1.2). Ademds C varia en forma continua cuando

|[H| é | varian en IR, .

DEMOSTRACION. Sea h = |H|. Para v admisible definamos
s(v) := |{z € Qr/v(z) > 0}.
Si para toda solucién v de P;p se cumple que s(u) < max {1 —h,wo}, el lema

resulta trivial.

Sino, existe una solucién u de P; p satisfaciendo
(3.1.9) s(v) > max {1 - h,we}.
Pensando a u € Hj(BRr), tomando v =c > 0 en H, por el lema 2.2.1, tenemos
nt3
(3.1.10) Je(u) > =C(n)(s(u)+ h) ™ + fe(s(u))
y por lo tanto de (3.1.9), (3.1.10) y (3.1.3)
(3.1.11) s(u) € {s/s 20, F(s) <0} #0,

con F(s) = —eC(n)(s+h)? + (s —wo)? —el.

Entonces si € € (0,€¢], con g := F resulta una funcién cuadréitica en s

2C(n)’
con coeficiente principal positivo, y de (3.1.11) se concluye que

existen s;, 8, raices reales de F, s; < 33, 83 > 0, y s(u) € [0, s2).
No es dificil ver de la definicion de F' que
32 = s2(n,&,h,1) < C(n,h,l) para0<e < ego(n),

donde C es una constante que varia en forma continua cuando A 6 ! varian en IIts,.

Esto concluye la demostracion. o
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3.1.8. Observacién. De aca en mas, asumiremos ¢ < €9, con €9 = go(n) dado
por el teorema 3.1.7. Ademés, fijaremos una constante u > 0, parametro del problema

P{ py con la siguiente propiedad

(3.1.12) {z € Qr/u(z) > 0}| < p para toda solucién u de Pfj,
e, R

observando que una tal u existe por el teorema 3.1.7.

Por otra parte, el citado teorema nos asegura que de ser necesario , podremos elegir

dicha g de modo tal que resulte independiente de € 6 de ;.

De esta observacion y del lema 3.1.5, concluimos que si u ¢s solucién de P7, y It es
grande existira una regiéon de Qg donde u =0, y también una frontera 2N I {u > 0}

que llamaremos la frontera libre.

3.1.9. Lema. Eziste una constante C = C(ec) > 0 tal que si u es solucion de P/ p
y st 8 es una funcion satisfaciendo As = —2 en D, s=u en 0D, con D C lp un

abierto, entonces
J 9= 9 <C(e) (1 +u+IDD) 1y € D/u(y) = 0},

donde p viene dado por (3.1.12).

DEMOSTRACION., Sean D C Qg un abierto y » una solucién de P/ p. Sea s €

H(S2p) la funcién que satisface
As=-2enD, s=uenQgr-D,

entonces s es una funciéon admisible para P;p, y como u > 0, por el principio del

maximo tenemos

{s>0}={u>0}U{ye D/u(y) =0}.

Por lo tanto, por definicién de f. y por (3.1.12) se tiene

fe({s > 0}]) = fe ({u > 0}]) < i leé(s)(l{s > 0} — [{x > 0}])

Sslpt|

(3.1.13) =c(e)(1+u+|D|){y € D/u(y) = 0}|.

Ademais, por ser u solucién de P/ y por el lema 2.2.3 tenemos
1
0 79) = Te(w) = =3 [ IV = o) + £ (1{s > 0} - £ (Hu > 0}),
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lo que junto con (3.1.13) prueba el lema. a

3.1.10. Lema.  Eziste una constante positiva C, tal que para cada solucién v de

P; n y para cada bola B.(z) C Qp con 7 <1, se cumple la siguiente propiedad:

1
- ]/: ©v>C implicau > 0 en B.(z)
8B, (z)

donde C = C(n,€,pn), p viene dada por (3.1.12).

DEMOSTRACION. Sean u una solucién de Pipy Bi(z) CQp cont <1.Sea s la

funcién satisfaciendo
As = —2en B.(z), s =uen dB.(z),

entonces por el principio del maximo y como s es continua en B.(z), resulta

(3.1.14) s > 0 en B.(z), liirol /- s=3(y) si y€ B(z).
P
B,(v)

Por el lema 3.1.6

2

1 2
nt ]/: u| -|{y € B.(z), u(y) =0}| < C(n) _/l;'(:) |V(u — )

r
8B, ()

y por el lema 3.1.9, usando que r < 1 tenemos

(3.1.15) /. V=9 S Ol o)y € Bi(2), u(w) = O}
el

Es decir, existe una constante positiva C = C(n,¢,u) tal que

: f u |-y € Bu(=), v(y) = 0}|} < Cl{y € B.(e), u(y) = 0}|}.

r
8B, (z)

1
Por lo tanto, si se cumple que - f- u > 2C, deberd ocurrir que © > 0 c.t.p. en

8B,(z)
B.(z), con lo cual, de (3.1.15) y de la desigualdad de Poincaré obtenemos que u = s
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c.t.p. en B, (z). Entonces por (3.1.14) y por el lema 3.1.4, tenemos v = s > 0 en
B.(z). 0

3.1.11. Lema. Sea u una solucion de P;p. Entonces Au = —2 en el conjunto
abierto {z € U / u(z) > 0}.

DEMOSTRACION.  Veremos primero que {z € Qp / u(z) > 0} es un abierto.
Sean z¢ € Qp tal que u(zg) > 0 y a tal que u(zg) > a > 0. Por el lema 3.1.4

litn /: v =u(zo) > a,

rlo
BP(ZQ)

con lo cual para un r; > 0 chico se tiene B, (z9) C Qp y ademads

r
/ / (v — a)dH™* 1dp > 0, Vr < 7.
0 OB,,(zo)
En consecuencia, existe una sucesiéon pp — 0 tal que

/;B , )(u—a)d'H"_1>0, pr >0, Vke IN.
piT0

Entonces, si C es la constante del lema 3.1.10, podremos encontrar un kg € IN con la

propiedad de que
1
= L udHnrt's pﬁ >C, Vk> ko,
k
OBPk(’O)
y por lo tanto u > 0 .en B,, (zo).
El resultado se completa aplicando el lema 3.1.9 en B, (z0) . =]

Para 0 < § < 1 definamos
(3.1.16) Ds=Ds(H):={z€ IR" /] 0< d(z,H) < §}.
Entonces, como R > Ry, con Ry dado en (3.1.1), se tiene que
DsCc{ze€ IR"/0<d(z,H) <1} C Qpg.

Probaremos ahora que la frontera libre 5N 3{u > 0} se mantiene uniformemente

alejada de 0H .
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3.1.12. Teorema. Exziste una constante 6y, 0 < &g < 1, tal que toda solucion u
de P7p cumple
Dao C {:B € Qn/u(z) > 0}

con 8 = bg(n,e,c,7*, 1), ™™ y p dadas por (3.1.1) y (3.1.12) respectivamente. Ademnds

b9 varia en forma continua cuando ¢ varia en IR~y.

DEMOSTRACION.  Sea zy € 8H, y sea 0 < § < min{1,7*}, r* como en (3.1.1) y
consideremos Bjs la bola de radio § tangente interior a H en zo. Sin pérdida de la

gencralidad supondremos B = Bj(0).

Obscrvamos entonces que Bjs = I5(0) satisface
Bys NQr # 0 BysC{ze R" /d(z,H) <1} C QprUH,

hecho que nos permitird extender u a todo Bjys, tomando u = ¢ en Bys — g y de
este modo u € H'(By;).

Sea s la funcién definida en B,; satisfaciendo:
As = —2 en Qg N By, s = u en 8(Qg N Bys), s = u cn el resto de By;.
Ademas construyamos la barrera w del siguiente modo:
Aw = 0 en Bys — Byg, w = c en 0B, w = 0 cn 03,5,

es decir
w(z) = cC(n)f(|z|), § < z| <26, C(n) > 0,
In(26 =2,
(3.1.17) F(o) = { (_2 /p)1 1
" (p,._, — (26),,_,) n>2.

Entonces, como
A(s —w) = —2 en Qg N By, s —w > 0en 8(0p N Bys),
tenemos por el principio del maximo que

(3.1.18) s—w>0en QN By,

Razonaremos en forma similar al lema 3.1.6:

33



Dado £ € 8B, definimos
re =inf{r / § <r < 26, u(r€) = 0},

si el conjunto es no vacio, y r¢ = 2§ si el conjunto es vacio. Para H™!— casi todo
£ € 8B, u(r¢) estien H! en r, r € [§,26]. Entonces, si fijamos ¢ € 8B, tal que u
tenga esta propiedad y tal que r; < 2§ obtenemos

26
s(re€) = o(ret) —ulre) = [ 3w~ )(rE) dr

¢

26 1/2
(3.1.19) < V26 —7¢ (/ |V (u — 8)(r€)|? dr)

re
Observando que 7¢§ € Qg N Bys, de (3.1.18) y (3.1.17) resulta
C(n
a(ret) > w(re€) = w(ret) — w(266) 2 e (26 — re),
lo que junto con (3.1.19) conduce a

cz 26
(3.1.20) £(26 —r¢) < O(n) / IV (u — s)(ré)|? dr,

desigualdad también valida cuando r¢ = 2§.

Recordando la definicién de r¢ se tiene

26
[{z € Qr N Bys / u(:c) =0} < |€|—1./ r*1dp d'H?—l
= T¢
< C(n)s™? / (26 —re)dHp™?
[€1=1

y si ahora integramos (3.1.20) sobre ¢ € 0B, obténemos
2
(3.1.21)  {z € QRN Bys / u(z) = 0}| < C(n)/ V(u — 8)|? d.
62 IrNBjis
Por el lema 3.1.9, usando que § <1
(3.1.22) / |V(u — 8)|? dz < C(n,e,u)|{z € Qr N Bys / u(z) = 0},
QrNBis
lo que junto con (3.1.21) resulta en
2
c
(3.1.23) o) |{z € Qr N Bys/u(z) = 0}| < C(n,&,u)|{z € Qp N Bas / u(z) = 0}|,
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< T:;—mj’ de (3.1.23) obtendremos que u > 0

c.t.p en Qp N Bys. Entonces por (3.1.22) y razonando como al final del lema 3.1.10,

Si ahora fijamos un § tal que §2

se tiene que u > 0 en Qp N Bys. Recordando como habiamos construido B,s, y
observando que el razonamiento hecho es independiente del punto zo € 81 del que

partimos, se concluye que Ds C {u > 0}. a

3.1.13. Observacién. De acd en mas fijaremos una constante §, 0 < § < 1,

pardmetro del problema P/ p con la siguiente propiedad
(3.1.24) Ds C {z € Qg / u(z) > 0} para toda solucién u de I,

observando que una tal § existe por el teorema 3.1.12.

Dada u una solucién de P/ p, notaremos para z € g, tal que u(z) > 0
(3.1.25) d(z) = dy(z) :=d(z,2r N O{u > 0}).

En particular tendremos d(z) > 0 y Bgy(;)(z) N Qg C {u > 0}.

El préximo lema muestra que u tiene crecimiento lineal cerca de la frontera libre.

3.1.14. Lema. Ezisten constantes positivas C; y C, tales que si u es solucion

de P;p, © € {u >0}, By)(z) CCOr y d(z) <1, entonces

C1d(z) < u(z) < Cpd(z)
donde C, = Cy(n,€), Cy; = Cy(n,e,p), p dada por (3.1.12).
DEMOSTRACION. Sea u una solucién de P; p. Tomemos z, satisfaciendo
(3.1.26) zg € {u > 0}, By := By(z,)(%0) CC R, d(zg) < 1.

Llamemos v(z) := u(z) + L:"I: . Por definicién de d(z)

(3.1.27) 0B, contiene un punto de la frontera libre,
u > 0 y entonces Au= -2 en B,,
(3.1.28) Av=0 y wv>u>0en B,
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PAso I. (primera desigualdad). Tomemos a tal que
(3.1.29) u(zo) < ar, a>0.
De (3.1.28) y la desigualdad de Harnack resulta

(3.1.30) sup v < C(n)v(zy) = C(n)u(zy), C(n)>0

Br/!

y entonces de (3.1.28), (3.1.30) y (3.1.29) concluimos
(3.1.31) u(z) < C(n)ar en B, /,.

Fijemos una funcién ¢ € C°(IR™) satisfaciendo

0 si|z|<1,
o]

1 si|z| > 2,
P(z) >0 sil<|z| <2,
y definamos ®(z) = ¥(22). Sea

min{x,C(n)ar®} en B, ),
w =
u en (g — B, /;

entonces por (3.1.31) w resulta admisible para P; p y observando ademas, que w =0

en B,y y w>0 en B,; — B,4, se tiene

1 ~ ~
1 / |Vw|? — —/ |Vul? £ C(n)a®r®, C(n)>0
Qn 2 Qp

2
—2/ w+2/ v < aC(n)r™t!,
1n Qp
fe({w > 0})) — fe(l{x > 0}]) < =C(e,n)r*,  C(e,n) > 0.
Recordando que 7 < 1, concluimos que existe C; = Cy(n,c) > 0 tal que
Je(w)—J(v) <0 8 a<O0C,

lo que es un absurdo.

Es deccir, todo a satisfaciendo (3.1.29), cumple que a > C;, y por lo tanto
C]d(.’l!o) = CIT S ‘U.(.’Bo)
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Paso II. (segunda desigualdad). Por (3.1.26) tendremos para p > 0 chico, que
B.ip CSlp,con 7+ p < 1. Entonces de (3.1.27) y del lema 3.1.10 se deduce

1
mr f- u<C, C =C(n,e,u) >0
8B, 4,

y si tomamos limite para p — 0, por el lema 1.3.1 obtenemos

(3.1.32) ! / u<C.

T
o8B,

Finalinente, recordando la definicién de v, tendremos por (3.1.28), (3.1.32) y como

r <1 que
2
r
u(zo) = v(zo) =f. v =f. u+ - < Cor = Card(zy),
8B 8B
donde C; = C»(n,¢, 1), lo que completa el lema. a
3.1.15. Lema. Eziste una constante positiva L tal que si u es solucion de P; p,

o € QpN{u > 0} y By (z9) CC Ng, con 0 < r < 1, entonces v es Lipschitz en
B.(zo) con constante L, donde L = L(n,e,u), p dada por (3.1.12).

Por lo tanto u € C*(Qp).

DEMOSTRACION. Sean u, 9 y r como en el enunciado. Fijemmos z € B, = B.(zy)

con u(z) > 0, entonces

z € {u > 0}, Byz)(z) CC Qp, d(z) <1
y por €l lema 3.1.14
(3.1.33) 0<u(z) <Cd(z) < C C = C(n,e,pn).

Razonando como en el paso II del mismo lema, obtenemos que si d = d(z)

(3.1.34) -3 ]/- u<C C = C(n,e, p).
8B4(z)

Ademads, como u > 0 y en consecuencia Au = —2 en By(z), resulta

Ou .
A(aa:,-)=0 en By(z), 1<i<n,
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de donde, para p < d

Ou 1 o
(3.1.35) (z) = —— / v _ 1 / un;,
dz; Wnp™ JB,(z) 0Ti  wWnp™ JoB,(2)

donde n es la normal exterior a B,(z). Por lo tanto, haciendo p — d, de (3.1.34) y
(3.1.35) obtenemos

(3.1.36) |Vu(z)| < L L = L(n,¢&,pn).

Como tenemos (3.1.33) y (3.1.36) para z € B, N {u > 0} arbitrario y observando

que Vu =0 c.t.p. en {u = 0}, conclufinos que
ve Wh®(B,), ||Vullre(s,) < L,

lo que completa el lema. a

3.1.16. Lema. Exzisten constantes C >0, 0 <1y < 1 tales que si u es solucidon de

Pip, ®o € QrNd{u >0}, By (xo) CCNRr, 0 <7 <7y entonces

sup u 2 Cr
B,(zo)

donde C = C(n,e,u), 19 =ro(n,e,u), p dada por (3.1.12).

DEMOSTRACION. Fijemos u una solucién de Pipy, o € Qn N {u > 0} y
By.(z9) CC N con 0 <r < 1. Por definicién de d(z) tendremos
!

(3.1.37) diz) <|z—zo| <7 Vz € B.(zo) N {u > 0}
y entonces por el lema 3.1.14 resulta
(3.1.38) Cird(z) < u(z) < Cpd(x) Vz € B.(zo) N {u > 0},

donde C; = Ci(n,e,u) > 0, ¢ = 1,2, y por el lema 3.1.15, existe una constante
L = L(n,e,p) > 0 tal que

(3.1.39) v es lipschitz en B,.(z¢) con constante L.
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Paso I. (parte principal de la demostracién). Probaremos que bajo nuestras hipdtesis
existen &y = 8o(n,e,p), ro = ro(n,e,1) constantes positivas, con 7o < 1 tales que si

tomédbamos arriba r <7¢ y

si « es tal que u(z) >0, Bye)(z) CC B.(zo), entonces

(3.1.40)
existe z = z(z) con |z — z| = d(z), u(z) 2 (1 4+ 8)u(z) >0

Para demostrarlo, tomemos z,, con u(x;) > 0 y By(z1) = Ba(z,)(z1) CC B.(zo).

Entonces por definicién de d(z,), OBg4(z,;) conticne un punto y; de la frontera libre,

y © > 0 en By(z;). Por lo tanto si v(z) :=u(z) + ]’_—:‘E , tenemos que
(3.1.41) Av=0 en By(z,)y v es continua en By(z;).

Veamos que existen a = a(n,e,u), r1 = ri(n,e,n), 0 < a, 7y < 1, tales que si
r<r1y

(3.1.42) si z € 8B4(z;) con |z — y1| < ad, entonces v(z) < 5

En efecto, definiendo a := min{1, &} y r; := min{l, &4"}, tendremos por (3.1.37) y
por (3.1.38) que

d2 Cl u(:vl) 'D(:Bl)
1. —_— —d < = .
(3.1.43) Lad+n< zd__ > 3

Adcinds los = considerados cumplirdn, por (3.1.39)

(3.1.44) [v(2) — v(y1)| = [u(z) = u(@)| < Llz — 1 < Lad.

Entonces por eleccién de y; , y por (3.1.43) y (3.1.44) obtendremos
v(z) < Lad+ v(y1) < @,

que prueba (3.1.42).

Sea z; € 8By(z,) tal que v(z;) = X . Si 7o < 7y de (3.1.41) y (3.1.42)
a(Z1

resulta

v(zy) = ]/: vsg(—;ﬁ,\-}-v(z,)(l—/\), A= An,e,pn), 0<A<],
8B4(=31)
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y definiendo &g := ié—ﬁx > 0, tendremos que
(3.1.45) 'U(Zl) 2 (1 + 260)‘0(21).

Finalmente, de (3.1.45), (3.1.38) y (3.1.37), eligiendo 7y := min{r,,6,nC;} obtenemos

u(z1) 2 (1 4 26p)v(z;) — i—z > (14 260)u(z1) — u(zl)% > (14 bo)u(z1),

lo que completa el paso 1.

PAso 1l. (iteracién). De aca en més supondremos r < 7o dado en el paso 1.

Fijemos z, satisfaciendo
(3.1.46) |zy — zo| < 7/8, u(z1) >0
Dado z € By(,,)(z1), por (3.1.37)
|z — 20| < d(21) + |21 — 20| < 2|21 — 20| < T,
y entonces
(3.1.47) By(z,)(z1) CC Br(o)

Por lo tanto es posible hallar z3 := z(z1) como en (3.1.40), y entonces por (3.1.37) y

por eleccién de z; tendremos
(3.1.48) lmz - :I:1| = d(ml) < |21 - :Bol < 1'/8.

Por otra parte, usando argumentos similares, no es dificil ver lo siguente: Si para

k € IN , luego de aplicar iterativamente (3.1.40), se tiene que

u(zi) >0, Bd(z.')(zi) CccC Br(xO)’ Tit1 = z(zi)v 1<:< k’ y
i lzier —2il <7/8,

(3.1.49) {

entonces,

u(Tr4+1) > 0, Ba(zy4y)(zk+1) CCT Br(zo),
y por lo tanto serd posible definir =42 := z(z) + 1) como en (3.1.40).
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Como (3.1.49) es valido para k =1 (debido a (3.1.46), (3.1.47) y (3.1.48)), hemos
probado que podemos comenzar un proceso iterativo partiendo de z;, obteniendo asi
puntos ;4 = z(z;).

Sin embargo, tomando k € IN tal que (3.1.49) valga, tendrecimmos que por (3.1.10)
y (3.1.38)

k k 1 k (1+6) k
0
; |3i+1 - ~"v‘i| = ;d(‘vi) 2 C'_z ;u(ti) > ——02— ;u(zl)v

y entonces por (3.1.49) resulta

_-I-T) =C, C independiente de¢ k,

lo que nos muestra que es posible realizar la iteracién sélo un niumero finito de veces.

PAso III (fin de la demostracién). El proceso iterativo nos permiti6 hallar ko > 1,y
puntos z;, 1 <1z < ko + 1 satisfaciendo

ko—1
(3.1.50) |z1 — zo| < 7/8, Z |zi41 — x| < /8
i=1
pero
ko
(3.1.51) > lzigr — x| 2 1/8.
i=1

Ademads por construccién tendremos para 1 <1 < ko

(3.1.52) Bd(,,..)(:v.-) CC B.(zo)
(3.1.53) w(ziy1) — u(z;) 2 Sou(z;) > 0
(3.1.54) |2it1 — =] = d(=:)

Llamemos & := Z,+1. Entonces de (3.1.53), (3.1.38) y (3.1.54) se tiene

ko

ko ko
u(z1) + D (w(@ir1) — u(=:)) 2 & Zu(zi) 2 60C, Z |zir1 — 4

i=1 =1 =1
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con lo cual por (3.1.51)

(3.1.55) u(z) > 6"?’.

Ademis por (3.1.54), (3.1.37) y (3.1.50)

(3.1.56) |2 — zo| < |2 = Tho| + |Tho — To| = d(Tho) + |Tho — To| < 2|Tiy — Tol,
ko—1

(3.1.57) |zke — zo| < Z |zi41 — Ti| + |21 — 20| < 2
i=1

Por lo tanto, se tiene por (3.1.37)

(3.1.58) |z — zo| < d(Z) + |Z — zo| < 2|Z — z¢| si ¢ € By(s)(Z),

y entonces de (3.1.55), (3.1.58), (3.1.56) y (3.1.57) concluimos que

existe T satlisfaciendo
(3.1.59)

u(Z) > Cr By)(Z) C Br(zo) N{u >0}, C=C(n,e,pn)>0

y por lo tanto

sup u > Cr,
B, (=z0)
lo que prueba el lema. a
3.1.17. Lema. Dado 0 < k < 1, ezisten constantes positivas C, y 7., tales que

para cada solucion u de P[p, y pare cada bola B,(z¢) C Qn, con d(zy,00r) > §/2
y 0 <r<r,, se cumple la siguiente propiedad:

1 -
- J- uw<Cy tmplica u =0 en B..(z)

T
OB.-(:O)

donde C, = C(n,e,pn,8,K), o = r(n,e,1,6,8), p y 8§ dadas por (3.1.12) y (3.1.24)

respectivamente.
DEMOSTRACION.

PAso 1. Probaremos que dado 0 < &k < 1, existen constantes positivas
C = C(n,e,p,8,k), 11 =7r1(n,e,p,8) tales que si

)
(3.1.60) u es solucion de P; p, B.(zo) C Qr, d(z0,09R) > 50 T> 0
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y si ademds By.(zo) N {v >0} #0, r <r,, entonces

sup u 2> Cr.
B sz, (z0)

Para demostrarlo, tomemos v y B,(zo) como en (3.1.60). Entonces

(3.1.61) Bs/g(zo) C Qn.

i)

iii)

Supongamos primero que B..(zo) C {u > 0} y d(zy) < §/2. Entonces por (3.1.61)

y por definicién de d(zy) tendremos

By(zo)(z0) CC Qr, kr < d(zy) <1,
con lo cual por el lema 3.1.14

u(zo) = C1d(zo), C, = Ci(n,¢, p).
En consecuencia

sup u 2 u(zg) > Cikr =Cr C = C(n,e,u,K).
Bﬁ'(zo)

Supongamos ahora que By.(zo9) C {u > 0} y d(zo) > §/2. Entonces por (3.1.60)

y por definicién de d(zy) tendremos

Bg/z(zo) CQrN {u > 0}

y definiendo v(z) := :—2 - B > resultard A(u—1v) =0 en Bg/y(zo), u—v >0

n

en 0Bgs/3(z0), y por el principio del maximo

U(zo) Z ‘U(Z!o) = :—n.

Entonces, tomando r < r; < § tendremos

6
sup u > u(zg) > ° —cr C = C(n,¥).
Bz, (20) dn

Finalmente, supongamos que existe z; € DBx.(z9) N 8{u > 0}. Deliniendo

7= (v/K—K)r/2, tendremos 0 < 7 <7 y DBas(z1) C B sz.(z0) y por lo tanto
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(3.1.62) BF(zl) C B\/E,.(:l:o), Bzf(ﬂ:l) CcC nn.

Tomando r < r;, con 7, = ri(n,¢,u) suficientemente chico, podremos aplicar el

lema 3.1.16 y entonces

sup u > CF C = C(n,¢e,p).
Br(zl)

En consecuencia, por (3.1.62) y por definicién de 7 tendreinos

sup u>Cr C = C(n,¢e,p, k),
Bﬁr(zo)

lo que completa el paso 1.

Paso II. Fijemos 0 < k < 1. Sean u y B.(zo) como en (3.1.60). Si tomamos
w(z) :=u(z) + L:"E y h tal que

(3.1.63) Ah =0 en B,(zg), h = w en 8B,(z,),

tendremos que

2

(3.1.64) h(zo) = J/_ w= f: u+ %
8B, (z0) 8B, (=z0)

Ademis como A(w —h) > 0 en B.(z9) y h = w en 9B,(zy), obtendremos por el

principio del maximo y por definiciéon de w
h>w>u en B.(zy).
Aplicando finalmente la desigualdad de Harnack resulta

(3.1.65) sup v < sup k< C(n,k)h(zo).
B /z¢(20) B /z,(20)

Sean r; y C las constantes que se obtienen para x en el paso I. Definamos
:= min {rl, 2—0'(‘%;5} y O = ﬁ(c;—.ﬂ , Y supongamos que se cumple
1
- - u<C,, r< Tk
OB'-(lo)
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Entonces, por (3.1.65) y (3.1.64) resultara

sup u<Cr,
Bz, (o)
lo cual implica, por el resultado probado en el paso I, que B,.(zo)N{u > 0} =0 y por

lo tanto prueba el lema. a

3.1.18. Teorema. Ezisten constantes 0 < A\; < A3 <1, 0 <719 <1 tales que

si u es solucion de Pip, zo € Qp N O{u > 0}, By (z9) CC Qp, 0 <7 <79, ¥
d(zo,02R) = 6§/2 entonces

|Br(z0) N {u > 0}]
M < <A
1= |Br(z0)] =72

donde X\; = Xi(n,e,p,8), ¢ = 1,2, ro = ro(n,e,p,8), p y &§ dadas por (3.1.12) y
(3.1.24) respectivamente.

DEMOSTRACION. Sea u una solucion de Pip y zo € @pr N 8{u > 0}, con
BZr(‘BO) CCQry d("’o’aﬂn) 2 6/20

PAso I. (primera desigualdad). Tomando 7y = 7¢(n,€,p) como en el lema 3.1.16 y
r < rg, estamos en las hip6tesis de dicho lema y por lo tanto podremos hallar £ como

en (3.1.59), es decir satisfaciendo

(3.1.66) u(z) > Cr, By(s)(£) C Br(zo) N {u > 0}, C = C(n,e,u) > 0.
Entonces por el lema 3.1.14 tendremos

(3.1.67) C.d(z) 2 u(z), Cp = Ca(n,e,p) >0

y en consecuencia de (3.1.66) y (3.1.67) concluimos

|Bu(zo) 0 {u > 0}| _ [Bany@| _ (C\"
Br(zo)] = [|Bolzo)| > (c) ’

n
que nos da la primera desigualdad para A; := (c%) .

Paso II. (segunda desigualdad). Sin pérdida de la generalidad supondremos zo = 0.

Consideremos s la funcidon que satisface
As = —-2en B,, s =uen 0B,,
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.z ’ . 2
y sea v la funcion armoénica en B, , dada por v(y) = s(y) + 1%1— . Tomemos r < rg < 1.

Entonces por el lema 3.1.9, y la desigualdad de Poincaré tenemos
2 o C(n,e, 1) 2
(3.1.68) |{y € B, / u(y) = 0}| = C(n, ¢, u) V=l 2 =5 | (s—u).
r B"

Fijemos 0 < a <1 y acotemos (s —u) en Bgy:
Dado y € B,,, si a es chico (dependiendo de n ), se obtiene de la férmula de

representacion de Poisson que
(3.1.69) v(y) 2 (1 - 2na) ]/- v
8B,

y si ademds u(y) > 0, sera d(y) < |y| y por lo tanto por el lema 3.1.14 tendremos
(3.1.70) u(y) < Caar, Cp = Cy(n,e,p),

desigualdad que también es valida si u(y) = 0. Entonces de (3.1.69) y (3.1.70), recor-

dando las definiciones de v y s, obtendremos

(ar)®

n

(3.1.711) s(y) —u(y) =2 (1 — 2na) ]/: u— - Cyar si y € Bg,.

8B,

Tomemos ahora 0 <« <1y C,., 7, las constantes dadas para x por el lema

3.1.71. St 7y < 7., como 0 € 2z N 8{u > 0}, tendremos por el citado lema que

1
"/: u> C,,
r

6B,

lo que junto con (3.1.71) nos da, eligiendo a = a(n,¢,u,8) pequeio
(3.1.72) s(y) — u(y) > Cr en B,,, con C = C(n,e,u,8) > 0.
Finalmente de (3.1.68) y (3.1.72) obtenemos
{ye B, /u(y)=0}=>C|B,| 0<C=C(n,ené<1

que conduce a la segunda desigualdad para Ay :=1-C. a

Dada » una soluciéon de Ffp, sabemos que el conjunto {z € Qg / u(z) > 0} es

un abierto que contiene a Dy (H) para algin §, > 0 pequefio (ver teorema 3.1.12).
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En consecuencia, {z € Q5 / u(z) > 0} tiene una componente conexa D, # @, con la
propiedad de que H C 9D, .

3.1.19. Lema. Eziste una constante M > 0 tal que si u es una solucion de P[ p,
y st D, es la componente coneza de {x € Qg [ u(z) > 0} que satisface 811 C 3D, ,

entonces

DucBM

donde M = M(n,e,pn,6), p y § dadas en (3.1.12) y (3.1.24) respectivamente.

DEMOSTRACION.  Sea u una solucién de P; p y definamos D, como en el enunciado.

Entonces por (3.1.1) tendremos que
(3.1.73) Br,ND, #0
y ademas por (3.1.12)
(3.1.74) |Du| < {z € Q& / u(z) > 0}| < p.
Para k€ IN, k > R, definamos
Ar={z/k<|z| < k+1/2}
Entonces, |Ax| > c(n)k™"!, y de (3.1.74) obtenemos que existe un ko € IN tal que
(3.1.75) A, ¢ D,, Vk > ko, ko = ko(n,p) 2> Ry
Sea k; € IN el minimo (dependiendo de u) que satisface
(3.1.76) D, C By,.

Si ky < ko + 2, obtenemos que k; < C(n,u) y (3.1.76) nos da el resultado buscado.

Supongamos entonces que k; > ko + 2. Como D, es conexo, de (3.1.73) por

eleccién de k; se tiene que
AxND, #0 8i ko < k< k) —2

y en consecuencia, recordando (3.1.75) obtenemos que existe z, € 2 N 8{u > 0} con
k<|ze| <k+1/2,81 kg <k <k —2.
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Tomemos 7, dado por el teorema 3.1.18, 7y = 1o(n,c,6,u), y sea

:=min{1/8,79/2}. Entonces si kg < k < k; — 2
B,.(z) CC Qp, d(z,00R) 21/2> 6/2
con lo cual, por el citado teorema, resulta
[{w > 0} N B.(zx)| = A1|Br(z)l, ko <k<k —2

con A = A (n,e,6,p) > 0.

Observando que las bolas B,(z) resultan disjuntas tendremos

k1—2

p> ez € Qr/ulz) >0} > Y M|Bu(zi)] = (k1 — 1 — ko)C(n,e, 6, )

k=ko

y por lo tanto

ky < M(n’ 6’5)”)’

lo que junto con (3.1.76) completa el lema.

a

3.1.20. Lema. Eziste Ry > Ry tal que st u es una solucion de P:'R con R > R,

entonces

{z € Qn / u(z) > 0} es conezo.

DEMOSTRACION.  Sea u una solucién de P g y supongamos que
{zt € Qr /u(z) >0} =D, UD,

donde D; abiertos no vacios disjuntos ¢ = 1,2, D; conexo con dH C 0D,

u en D,,
Uy =
0 en Bn - D2,

obtenemos que u; € HY(IR™")N L!(IR™).

si definimos

Por el lema 3.1.19, existe =z, satisfaciendo

(3.1.77) zg € 8D1\0D Dy C {(z — o) - en > 0}
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y si tomamos B* una bola tal que
(3.1.78) 0 < d(ze,B*) <1 B* C {(z —zo) -en, < 0} |B*| = [{uz > 0},
tendremos por definiciéon de u; y por (3.1.12) que
(3.1.79) |B*| < p.

Por el corolario 2.1.4, existe u* satisfaciendo

u* € Hy(B*), u* > 0 en B*, J(u*) = E(B*),

de donde por (3.1.78) y por el lema 2.2.1 tendremos
(3.1.80) J(u*) = E(B*) < J(u,)

Entonces, si definimos 2 = IR™ — H como en 3.1.2 y

U en D,,
2=<¢ u* en B*
0 en el resto de 2,

tendremos
(3.1.81) 2 € H*(Q) N L*(N), 2 = c en OII = 0N,

con lo cual de (3.1.80) y por construccién de & obtenemos que

1

(3.1.82) T (u) > J. (7).

Fijemos ahora los pardmetros p y § en (3.1.12) y (3.1.24) de modo que no dependan
de R (lo podemos hacer por los teoremas 3.1.7 y 3.1.12). Entonces por el lema 3.1.19,
y por (3.1.79) obtenemos

D, C Bpy, |B*| < C, M y C independientes de R

de donde, por construccién de @, junto con (3.1.77) y (3.1.78) concluimmos que cxiste
R; tal que sop @ C Bgr,, Ry 2 Ry, ) independicnte de IT.
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Esto iltimo, junto con (3.1.81) y (3.1.82) muestra que @ es solucién de P{p,
si asumimos que R > 2R;. Por lo tanto, es posible aplicar el teorema 3.1.18 a
zg € Qg N 8{@ > 0}, y para r pequeio tendremos
IB,-(:E()) N D1|
| Br(z0)|

Observemos, por otra parte, que podriamos haber permitido en (3.1.78) que

(3.1.83) 0< A <

d(zy,B*) =0y zo € B*, con lo cual la solucién % que se obtiene esta en las hipétesis
del lema A.2.4 en un entorno de zy y entonces

IBr(zO) n Dll

+ 0

|Br($o)| r—0 ’
lo que contradice (3.1.83) y prucba el lema. Ll
3.1.21. Corolario. Eziste una constante Mo > 0 tal que si u es solucion de P/ p

entonces

sop u C By, M, independiente de IR.

DEMOSTRACION.  Fijemos g y 6§ en (3.1.12) y (3.1.24) de modo tal que no dependan
de R, y sea R; como en el lema 3.1.20. Entonces si u es solucién de Pipy 2R

por los lemas 3.1.19 y 3.1.20 tenemos que
sop u C By, M independiente de R.
Por otro lado, si u es solucion de Pip y R< I,
sop u C Bp,.

Tomando entonces My = max(M, R;) se obtienc el resultado. a

3.2. Problema Pf(H).
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3.2.1. Datos del problema.

Fijamos I, »*, Ry, wp como en 3.1.1.

3.2.2. Planteo del problemna PS(H).

Fijamos ¢ > 0, ¢ > 0, definimos como antes @ = IR™ — H y para
v € H1(2) N L(N) delinimos J,(v) como en 3.1.2. Sea

K¢=K°(H)={ve H'(Q)NL'(N), v=cecn 08}

Entonces planteamos
P; = PS(H): Jrex}?‘ J(v).

Se observa que si tomamos u¢ y | como en 3.1.2, tendremos

(3.2.0) u® € K¢ y por lo tanto xenfg Je(v) < L.
v c

3.2.3. Teorema. Eziste una solucion u de Pf.

DEMOSTRACION.  Sea

v = ulenfge Je(v) 2 —o00

y tomemos una sucesién minimizante v, . Sin pérdida de la generalidad, asumiremos
que para k > Iy, sop vx C By y por lo tanto, vi es admisible para P;, . Si ademais,

para cada k > Ry elegimos u) una solucién de P;,, tendremos que
(3.2.1) u € K¢, Je(ur) < Je(vi), Vk > R,
de donde concluimos
(3.2.2) Je(ug) = 7.
Por otra parte, si aplicamos el corolario 3.1.21 a las u, tendrcmos

(3.2.3) sop ux C By, Vk > R,, M, independiente de k.
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Si fijamos ahora R > My, y tomamos up una solucién de P; p, resultard
(3.2.4) up € K¢, v < Je(ugr).

Dec (3.2.1), (3.2.3) y por cleccién de It tendrenos que si k > Iy, ug ¢s admisible para

PZ p, y por lo tanto

(3.2.5) Je(ur) < Je(ur) Vk > IR,.

Entonces, tomando limite para k — oo en (3.2.5), y rccordando (3.2.2) y (3.2.4) obte-

ncinos que vy cs finito y
Je(ur) = min J(v), un € K¢,
vEK*®

lo que completa el teorema. a

3.2.4. Observacion. E] teorema anterior garantiza la existencia de solucién del
problema PS. Ademas de su demostracion se deduce que existe una constante M, ,
tal que cada solucién de P; p también es solucién de P;, cualquiera sea I? > M, que
elijamos.

Por otra parte, no es dificil ver que si una solucién de PS tiene soporte compacto,
serd solucién de P7p con tal de tomar R suficientemente grande. Pero como, en
principio, no podemos asegurar que todas las soluciones de PS tengan soporte compacto,
podrian existir soluciones de Py que no son solucién de P/ p para ningin R.

Sin embargo tenemos

3.2.5. Observacién. Se puede ver que las soluciones de PF satisfacen resultados
andlogos a los resultados probados para las soluciones de Pf g, ya que sélo hemos
estudiado propiedades de caracter local.

Concretamente, podemos repetir una a una las demostraciones de la seccién 3.1,
desde el lema 3.1.4 en adelante, reemplazando P;p, Qr, K§ y Br respectivamente
por Pf, Q, K¢y IR™. Ademads, si se eligen adecuadamente los parametros en (3.1.12)
y (3.1.24), es decir, de modo tal que no dependan de R, se obtendran las mismas
constantes en cada uno de los resultados.

Por esa razén asumiremos de acd en mas que € < €, €9 = €9(n) dado en el

teorema 3.1.7.
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A continuacion haremos un resumen de las principales resultados que se obtienen,
notando que sdlo incluiremos las demostraciones del corolario 3.2.15, leina 3.2.17 y lemma

3.2.18 ya que el resto de las demostraciones se basa en la seccién anterior.

3.2.6. Teorema. Sea u una solucion de PF. Entonces u > 0,

u € C™Y Q)N C’N), Au> —2 en el sentido de las distribuciones en @ y Au = —2
en el abierto {z € @ [ u(z) > 0}.

3.2.7. Teorcma. Eziste una constante positiva C tal que toda solucion u de P§

satisface

H{ze€@/u(z)>0}<C

donde C = C(n,|H|,l), | dado en (3.1.2), y ademds C varia en forma continua cuando

|H| 6 | varian en IR~g.

3.2.8. Observacién. De acd en mas fijaremos una constante g > 0, pardametro del

problema Pf, con la siguiente propiedad:
(3.2.6) Hz € Q/u(z) >0} <p para toda solucién u de Pf,

observando que una tal p existe por el teorema 3.2.7.

Dada u una solucién de P§, como u > 0, por el citado teorema concluimos que
existird una regiéon donde u = 0, y una frontera 2 N 8{u > 0} que llamaremos la

frontera libre.
Si para 0 < § < 1, definimos Ds = Ds(H) como en (3.1.16) se tiene

3.2.9. Teorema. Eziste una constante 6y, 0 < 8§y < 1, tal que toda solucion u de
P: cumple

Ds, C {z € 2/ u(z) > 0}
con & = o(n,e,¢,7*,pu); ™ y p dadas por (3.1.1) y (3.2.6) respectivamente. Ademds

6o varia en forma continua cuando ¢ varia en IR~y.

3.2.10. Observacién. De acid en mas fijaremos una constante §, 0 < § < 1,

parametro del problema P{ con la siguiente propiedad:

(3.2.7) Ds C {z € R/ u(z) > 0} para toda solucién u de P,
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observando que una tal § existe por el teorema 3.2.9.

3.2.11. Lema. Eziste una constante positiva C, tal que para cada solucion u de

Pf, y para cada bole B.(z) C Q2 con r <1, se cumple la siguiente propiedad:

e

- ]/_ u>C implica u >0 en B.(z)
8B, (z)
donde C = C(n,e,pn), p dada por (3.2.6).
3.2.12. Lema. Dado 0 < k < 1, ezisten constantes positivas C, y 7, , tales que

para cada solucion u de P{, y para cada bola B.(xo) C R, con d(zo,05) > /2 y

0<7r <7y, se cumple la siguiente propiedad:

1
- /; ©u<C, tmplica u =0 en By.(zo)
OB'-(zo)
donde C, = C(n,e,pn,6,k), vy = r(n,e,1,6,6), o y & dadas por (3.2.6) y (3.2.7)

respectivamente.

Dada u una solucién de P¢, notaremos para z € 2 tal que u(z) > 0

d(z) = dy(z) := d(z,2 N {u > 0}).

3.2.13. Lecina. Ezisten constantes positivas C, y C, tales que st u es solucion

de P:, z € {u>0}, Byay(z) CC O y d(z) <1, entonces
Cid(z) < u(z) < Cad(z)
donde C; = Cy(n,€), C; = Cy(n,e,p), p dada por (3.2.6).

3.2.14. Teorema. Ezisten constantes 0 < A\; < A3 <1, 0< 79 <1 tales que st u
es solucion de PS5, z9 € QN I{u >0}, 0 < r <7y, entonces,

| Br(zo) N {u > 0}
| Br(zo)|

donde A; = Ai(n,e,p,8), 1 =1,2, 1o =79(n,&,p,8), p y § dadas por (3.2.6) y (3.2.7).

A < < A2
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DEMOSTRACION. Observar que en este caso (a diferencia del teorema 3.1.18), si
zo € NN I{u > 0} se satisface automaticamente que d(zq,0N) > §/2. Ademas se ticne
B;.(z0) CC N con tal de pedir » < rq < §/2. ]

3.2.15. Corolario. Si u es solucion de Pf, entonces N 3{u > 0} tiene medida

4

de Lebesgue nula.

DEMOSTRACION.  Observemos primero que si S es un conjunto medible entonces
. |Bo(=z) N S| _ .. :
3.2.8 lim =2\ 0020 oy L x = ,
( ) lim B.(2)] lim . s(y)dy=1 para casi todoz € S
Bo(=

Por otra parte, dado zo € 2N d{u > 0} tendremos por el teorema 3.2.14 que
Tm |Bo(z0) N 8{u > 0} < fm |Bo(20) N {u = 0}|
p—0 |Bo(zo)| p—0 |Bo(zo)l

<1,

y en consecuencia, tomando S = 2N d{u > 0} en (3.2.8) obtendremos el resultado

deseaado. O
3.2.16. Lema. Eziste una constante M > 0 tal que si u es una solucion de Pf
entonces

{z € 2/ u(z) > 0} es conezo, y estd contenido en Dps,

donde M = M(n,e,p,68), p y 6§ dadas en (3.2.6) y (3.2.7) respectivamente.
Ahora si , estamos en condiciones de probar
3.2.17. Lema. Eziste una constante R; > Ry tal que
u es solucion de P; <= u es solucionde P VR2> R,
donde R; = Ry(n,e,p,8), p y 6 dadas en (3.2.6) y (3.2.7) respectivamente.
DEMOSTRACION.
i) Sea u una solucion de Pf. Por el lema 3.2.16

sop u C Bp, con R, = Ry(n,&,1,8) > R,.
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Tomemos R > R, . Entonces tenemos

u € Kp, Je(u) = ‘,nel}?c Je(v) < ul'gilélc Je(v),
n

es decir, u es solucién de P:'R VR>R,.

ii) Tomemos R; como en la parte i). Fijemos R > R; y v una solucién de P{p. Se

tiene que u € K°.

Si tomamos ahora # una solucion de Pf, tendremos por la parte i) que, como

It > Ity , @ también es solucién de P; g, y entonces
Je(u) = Jo(7) = vnél}t!’l‘ Je(v),
lo que prueba que u también es solucidon de Pf{ y completa la demostracién. O

El préximo lema nos permite obtener cotas que seran utiles mas adelante.

3.2.18. Lema. Sea u una soluction de Pf.

1) Sea z¢ satisfaciendo

To €QNO{u>0}, By(z)CCN, O<r<l

Entonces

IVull Lo (B, (20)) < Ly

donde L = L(n,e,p) >0, p dado en (3.2.6).

2) Sea D un dominio satisfaciendo
D ccq, DnNnofu >0} #0.
Entonces
(3.2.9) llullLe(D) + | Vllpe(p) < C

donde C = C(n,e,p,8,D) > 0, con s > 0 satisfaciendo d(z,092) > s, Vz € D, p
dado en (3.2.6).

DEMOSTRACION. La parte 1) se demuestra como el lema 3.1.15.
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Veamos la parte 2). Sean v y D como en el enunciado, tomemos s satisfaciendo
d(z,80Q) > s >0, Vz € D, y lamemos D' al dominio que satisface D CcC D' CC

dado por
D'={z€ R"/ d(=,D) < s/2}

PAso I. Sea 79 = min{$,1}, y tomemos z satisfaciendo

z € DN d{u > 0}.

Fijemos ¢ € D' N {u > 0}. Como D' es conexo, podemos tomar puntos zg,...,Z; en

D' tales que

Ty = T, Ty = z, |zi — zi—1| < 70/2, 1<i<k,
que pueden elegirse de modo tal que k& dependa sélo de D y s. Entonces
(3.2.10) z; € B(zi—1)CC RN, 1<i<k, B, (zx)CC
y ademas, por eleccién de zy y z, existe 0 < 5 < k tal que

(3.2.11) B, (z;)c{u>0}, 0<i<j-—1,

(3.2.12) Bro(z;) ¢ {u > 0}.
Para 0 <i < j—1 consideremos la funcién

— 4|2

que por (3.2.11) es arménica en By (z;) y entonces, por la desigualdad de Harnack y

por eleccién de los z; resulta

(3.2.13) u(z;) £ sup wi(z) < C’(n)B inf( )v,-(:c) < C(n)u(z; +1).

Byg/a(=i ro/3\%i

Por otra parte, de (3.2.10), (3.2.11) y (3.2.12) obtenemos que u(z;) >0 y d(z;) < 79,

y entonces podremos aplicar el lema 3.2.13 con lo cual

(3.2.14) u(z;) < Cry C = C(n,e,p).
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De (3.2.13) y (3.2.14) obtendremos inductivamente que u(zq) < C, con

C = C(n,€e,p,8,k); con lo cual, por eleccién de k y de z4, resultard

(3.2.15) lllzee (D) < |%lpeo(pry < C C = C(n,e,p,s,D).

Paso II. Sea r; := min{5,3} y fijemos z € DN {u > 0}. Si d(z) > r;, entonces
B,,(z) cC {u >0} N D', y por lo tanto

C(n C(n
(3:2.16) va@ls L2 L w < E e i,
™ T1
8B, (o)
Si d(z) < r;1, tomemos y tal que
yeNd{u>0}, |z-y|=d(z),

y entonces tendremos
B4,.1(3{) cca, 0<2r; <1, z € By, (y) N {u > 0}.
Por la parte 1) de este lema resultara
[Vu(z)| < [[Vullpe(sar, o) S Ly L= L(n,¢,p)

lo que junto con (3.2.15), (3.2.16) conduce a (3.2.9) y por lo tanto complcta ¢l lemna. O
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CAPITULO 4: PROPIEDADES DE LA FRONTERA LIBRE.

En este capitulo, continuando con el estudio de las soluciones u de PS(H), pro-

bamos propiedades preliminares de la frontera libre.

En 4.1 probamos que 8{u > 0} tiene medida H"~! finita y por lo tanto {u > 0}
es un conjunto de perimetro localmente finito. Ademds , mostramos que A, := Au +
2X {u>0} es una medide de Radon con soporte en d{u > 0}. Mais precisamente, A,
viene dada por una densidad g, multiplicada por la medida de superficie de d{u > 0}

(siendo ¢, = 8_,u cuando 8{u > 0} es regular).

En 4.2 probamos estimaciones sobre |Vu| cerca de la frontera libre, que serdn
necesarias en el Capitulo 5. Ademads probamos que existe una constante A, > 0 tal que

gu = A, Y obtenemos cotas para A, dependiendo de los pardmetros del problema.

Las hipétesis que se asumen en este capitulo son las mismas que en la seccién 3.2.

4.1. La medida ), y la funcién g,.

4.1.1. Lema. Sea u una solucion de P7. Entonces A = A, 1= Au+ 2X (450} €3
una medida de Raddn positiva con soporte en 2N d{u > 0}.
DEMOSTRACION.  Sea u una solucién de Pf,y para n € C§°(2), n > 0, definamos

T(n)=—/ Vu.Vn+2/ 7.
1] {u>0}

Dado k € IN , tomemos 7 := n(1 — fr(u)), con

1 |t] < 1/k,
fu®) = 2—klt| 1/k < |t] < 2/k,
0 It| > 2/k.

Por el teorema 3.2.6 obtenemos que

(4.1.1) Au = -2 en {u > 0},
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y ademas ;. € H}({u > 0}). Por lo tanto

- [ vuvn+2 [ =0,
1] 1]

de donde se deduce que

(41.2) T(r) == [ VaVah) -2 [ n+2 [ nfiw.
Q {u=0} Q

Por otra parte, por definicién de fr, y como n > 0 obtenemos

[vuvaneys [ vuva,
aQ 0<u<2/k

=2 ne2 [ anw 2o,
{u=0} a

lo que junto con (4.1.2), si hacemos k — oo, muestra que T'(7) > 0. Es decir, probamos
que )\ := Au + 2X {4>0} = 0 en el sentido de las distribuciones y entonces, por el
Teorema de Representacion de Riesz ([12], p. 35), A define una medida de Radén
positiva.

Finalmente, si tomamos ¢ € C§(N2 \ d{z > 0}), tendremos que

® (s>0) € Cg°({u > 0}), y entonces por (4.1.1) serd T'(¢) = 0, lo que completa el
u>0

lema. O

4.1.2. Lema. Sea u una solucion de PF. Entonces A = A, := Au es una medida

de Radon en Q. Ademds st Bp(zo) CC D CC 2, se cumple para casi todo r € [0, ]

que
(413)  |Vu|€ L®(8B,, H") con IVullLe(om,,1m-1) < [|V||Le(D),
(4.1.4) / dA = Vu-vdH* !

r éB,

donde B, := B.(zy).

DEMOSTRACION. Sean u, B.(zo) y D como en el enunciado. Por el teorema
3.2.6 y el corolario 1.3.4 se tiene que A := Au es una medida de Radén, y ademas si

Uk := pr * U, pr una sucesidon regularizante,

(4.1.5) ]im/ Aukd:c=/ dA,
k— o0 B' B'
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para casi todo r € [0, R]. Como u € C%(Q),

(4.1.6) |Vur(z)] < C Vz € Bp, C := ||Vu||gee(D)-

Por otra parte, del teorema 3.2.6 y del corolario 3.2.15 se deduce que existe A tal que
(4.1.7) Vug(z) = Vu(z) Vz € Bp N AS,

donde A C Bp, |A| =0 y por lo tanto

(4.1.8) H*"Y(ANSB,) =0,

para casi todo r € [0, R].
Si fijamos ahora r € [0, R] tal que se cumplan (4.1.5) y (4.1.8), tendremos de (4.1.7)

que
Vug(z) = Vu(z) para H™ !-casi todo z € 8B,,

lo que junto con (4.1.6) nos da que (4.1.3) vale y permite aplicar el teorema de la

convergencia dominada de Lebesgue para probar que

(4.1.9) lim Vup -vdH* ! = Vu-vdH™ 1,
k—o JoB, 6B,

Entonces, observando primero que como las u; son regulares satisfacen

Aup de = Vug - vdH*?,
B, oB,

y haciendo finalmente k — oo, tenemos por (4.1.5) y (4.1.9) que se cumple (4.1.4). O

En el lema 4.1.3 y teorema 4.1.4 usaremos resultados sobre la funcién de Green que

se encuentran detallados en la seccién 2 del Capitulo 1.

4.1.3. Lema. Sean u una solucion de PF y A = Au. Sea y € B,(z¢) CC R, tal
que u(y) > 0.
Entonces, si G, es la funcion de Green positiva para el Laplaciano en B.(zq) con

polo en y, se tiene que

/ G, dA = —u(y) + / u8_,GydH™"!
B'(zo) BB'(zo)
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, 3
DEMOSTRACION.  Definamos v(z) = L2l w= u+v, w = pp*w, donde p; es una

n !

sucesion regularizante. Como por el teorema 3.2.6
(4.1.10) Au = -2 en el abierto {u > 0}

y Au > —2 en el sentido de las distribuciones en 2, resulta Aw > 0 en el sentido de

las distribuciones en €2, y entonces p := Aw es una medida de Radédn.

Dado y € B,(zo) CC €2, con u(y) > 0, por (4.1.10) existird un entorno V de y

tal que
(4.1.11) Aw, =0 en V para k grande,
(4.1.12) Aw=0 en V y en consecuencia p(V) = 0.

Tomemos M > 0 tal que |G| < M en B,.(zo)\V,ysea f € Co(R2) dada por

min(G,, M en B.(zg
f={ (Gy M) en By(a0)

0 en 2\ B.(zo)
Por el corolario 1.3.4 se tiene
(4.1.13) / fAwy de — / f dp.
11} 11}

Ademas, por definicion de f y por (4.1.12) tenemos f = G, en B.(zo)\V y p-c.t.p.
en B.(zo), de donde se deduce, junto con (4.1.11) y (4.1.13) que

(4.1.14) / Gy Aw, dz — G, dp.
B,(z0) Br(z0)
Por otra parte, como wy € C?(B,) para k grande, se tiene

(4.1.15) / G Awp dz = —wi(y) + / we0_, Gy dH™ 1,
B'(zo) BBr(zo)

Entonces, como w es continua pues u lo es, y por (4.1.14), tomando limite para k — oo
en (4.1.15) obtenemos

/ Gydp = —-w(y) + / wd_, Gy dH"?
B.(=z0) 8B, (zo)

62



y finalmente, notando que la formula de representacion de Green también es valida para

v, se obtiene el lema. O

4.1.4. Teorema. Sea u una solucion de Pf.

Dado D CC ), ezisten constantes 0 < ¢ < C y 79 > 0 tales que para bolas
B, C D con centro en QN 8{u >0}, r <7y se cumple

erml < / d\, < Cr™!
B,

DEMOSTRACION. Llamemos
(4.1.16) c1 = ||Vullp=(p),

y consideremos zg € D N 8{u > 0}.

PAso I. (primera desigualdad). Fijemos x = 1/2 y llamemos
(4.1.17) cz = Cy, To = T

con C, y r, las constantes dadas por el lema 3.2.12.

Sea r < ¢ tal que B,(z9) C D. Entonces por el citado lema tendremos

(4.1.18) f- U > cpr, cualquiera sea v € (0,1].
8By ¢(zo0)

Tomemos 0 < a < 1. Por (4.1.18) existird un punto y con la propiedad
(4.1.19) y € 0By, (z0), u(y) 2 czar > 0.
Por (4.1.16) y (4.1.19)

(4.1.20) u(y) < ey — zo| L crar,

C2(x

(4.1.21) u > 0 en By(a)~(¥), c(a) = e
1

Ademads por (4.1.19) es posible aplicar el lema 4.1.3, con lo cual

(4.1.22) / Gy dA = —u(y) + / ud_, Gy dH™" 1.
B.(20) 6B, (z0)
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Como y € 0Bqr(z0), si tomamos a suficientemente chico (dependiendo sélo de n) y

recordamos (4.1.18), tendremos

(4.1.23) / ud_,GydH"*! > (1 — 2na) ]/_ udH* ! > (1 — 2na)ec,r.
BB'(=O) BB,(zo)

Entonces de (4.1.22), (4.1.23), (4.1.20), fijando a = a(¢;,cz,n) adecuado resulta

(4.1.24) / Gy dA 2 —u(y) + (1 — 2na)car > cyr, cs = c3(ecg,c2,n) > 0.
B.(z0)

Por otra parte, por cl lemma 4.1.1 y por (4.1.21)

/ G,d\ = Gyd\ < sup G, d\
B, (=zo) By (zo)N{u=0} Bf(zo)\Bc(n)r(y) B,(=z0)

(4.1.25) < gqr?m / d)
Br(zo)

con c4 = c4(€1,¢2,n) > 0. Finalmente de (4.1.24) y (4.1.25) resulta

csT < / Gy dA < / G,dr < c4r2—"/ dX,
B.(zo) B.(z0) B.(z0)

lo que prueba la primera desigualdad.

Paso II. (segunda desigualdad). Por el lema 4.1.2 y por (4.1.16), sabemos que para

casi todo r tal que B,(z9) C D se tiene
/ dA = / Vu-vdH* ! < eyH* 1 (0B,).
B,(za) aB'(Bo)

Si ademas r < 1 resultara

/ d\ = dA +2/ X {u>0} < cr 1,
B.(z0) B.(z0) B.(z0)

desigualdad que valdra para todo 7 < 1 tal que B.(z9) C D y por lo tanto completa

el teorema. ]

4.1.5. Observacién. Fijado D CC R, no es dificil ver que las constantes ¢ y C
del teorema 4.1.4 dependen sélo de n y de las constantes ¢; y c; definidas en (4.1.16)

y (4.1.17) respectivamente. Por tal razén, si o es un punto satisfaciendo
zg € N 8{u > 0}, con Byp(ze) CC R, O<R<1
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y si tomamos D = Bg(zo) en el citado teorema, obtendremos (por los lemas 3.2.18 y
3.2.12) que las constantes ¢ y C dependensélode n, e, § y u (6 y p definidas en
(3.2.7) y (3.2.6) respectivamente).

4.1.6. Teorema. Sea u una solucion de PS. Entonces
1) H* 1 (2N o{u > 0}) < +oo.

2) Eziste una funcién boreliana en Q0 gq, tal que
Au+2X (y50) = guH* 'L o{u > 0}

es decir, para toda ¢ € C§°(f) tenemos

(4.1.26) —/ VuV(p+2/ 7 =/ Py dH™?
a {u>0} N6 {u>0}

3) Para D CC S, ezisten constantes 0 < c* < C* y ro > 0 tales que para toda bola
B.(z)C D con r <7y y z € QN &{u >0},

¢ <qz)<cCt, TP <HPY(B(z)Nnd{u > 0}) < CrrL

4.1.7. Observacién. Sea u una solucién de Pf y supongamos que existe una

porcién no vacia T de 8{u > 0} de clase C''*, 0 < a@ < 1. Entonces por ¢l teorcina

3.2.6 tendremos

ve C®{u >0} NnCh({u>0}uT),

y por lo tanto si tomamos un abierto D C @ de clase C! tal que DN 8{u >0} C T',

resultard de (4.1.26) que u satisface
Au = -2 en DN {u > 0},

u=0, O_,u=gq, en D N 8{u > 0},

donde v es la normal exterior a D N {u > 0}, y la dltima igualdad se entiende
H™"1. c.t.p.
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.1.6.
Para A C 9, definamos p(A) = H* (AN d{u > 0}).

PAso 1. Fijemos D CC 2, y sean 1o, &, C las constantes dadas por ¢l teorema 4.1.4
para D. Veremos que existen constantes 0 < ¢; < ¢ dependiendo de n, € y C tales

que

(4.1.27) cp(K) < MK) < eap(XK) para todo compacto K C D.

d(l5,0D
Consideremos un compacto £ C DNd{u > 0}, r; := min {%,ro} .Scar<mr
y tomemos (B.(y:));c v un cubrimiento de IR™ tal que

(4.1.28) Y. X(Bsr(w:)) < C(n).
ic IN
Entonces
(4.1.29) Ec|JB-(y:) dondeI={i€ IV /B.(y:)NE#0}.
i€l

Si para cada i € I, tomamos z; € B.(y;) N E, tendremos por elecciéon de r, por el

teorema 4.1.4 y por (4.1.28) que

SIS I ES Y g, X(Brr(8) ) < CI(Ban()),

tel i€l i€l

de donde por (1.4.1) y por (4.1.29) se tiene

HyZ}(B) S ONBar(E)), € = C(n,0)
y haciendo » — 0, por (1.4.2)
(4.1.30) H*Y(E)< CXE), C =C(n,d).

Fijemos s < r, y supongamos ahora que E C U S;, con
JEJ

S;,NE#0, dj= diamS;<s, VjeJcC IN.
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Si para cada j € J tomamos z; € EN S;, por eleccién de s y por el teorema 4.1.4

tendremos

AE) <Y A (By(z;)) T (d;)2,

jeJ i€J
de donde por (1.4.1) y por eleccién de los S; resulta
(4.1.31) ME) < CHIYE), C = C(n,C).
Entonces por (1.4.2), haciendo s — 0 cn (4.1.31) y recordando (4.1.30) obtenemos

(4.1.32) ccH* Y (E) < M(E) £ eeH* Y(E) V compacto [ C DN d{u > 0},

¢1, ¢z dependiendo sélo de &, C y n.

Finalmente, dado un compacto K C D arbitrario, podremos tomar
E = KN 8&{u > 0} en (4.1.32), lo que por definicién de p y por el teorema 4.1.1
conduce a (4.1.27) y completa el paso IL.

Paso II. Del paso anterior, podemos deducir que p y A son medidas de Radon mutu-
amente absolutamente continuas sobre los borelianos de 2. Entonces, por el teorema

de Raddn Nikodym ([12], p. 113), existe una funcién g, boreliana en 2 tal que
(4.1.33) MA) = / qudp = / gu dH™? V boreliano A C 2
A ANB{u>0}

En consecuencia, si ¢ € C§°(§2) tendremos

/90dA=/ ‘PQudHn_li
a N6 {u>0}

lo que, por definicién de A, prueba 2).

PAso III. Para probar 3), observemos primero que por (4.1.33) y por el teorema 1.3.5

(4.1.34)  lim A(Br(z)) _ .. 1

= lim ——————= qu dp = qu(2), p-c.t.p. en §2
P W(B(=) ~ b WB. (@) Ja, oy ™ T )

Fijemos ahora D CC € y consideremos ry, €, C (para D) como en el paso L. Si

tomamos una bola B.(z) C D conr<rp y z € 2N 8{u > 0}, tendremos por (4.1.27)

< MB.(=))

< . =
= u(Bo(z)) = €2, ¢1,¢2 dependiendo de ¢,C y n

(4.1.35)
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y ademas por el teorema 4.1.4 y por (4.1.27)
&r™ ! < w(By(z)) < Er™7 1, ¢1,¢; dependiendo de &,C y n,
lo que junto con (4.1.34) y (4.1.35) prueba 3).

PAso IV. Tomemos ahora 6§ > 0 como (3.2.7), y M > 0 dado por el lema 3.2.16.

Consideremos el compacto

K={ze IR" /|z| < M,d(z, ) > 6},
que por construccion satisface
(4.1.36) QN{u>0CKCh

Sea D tal que K C D CC 2, entonces por (4.1.36) y por lo visto en el paso I, existe

una constante C tal que
H* (2N 8{u > 0}) = H* "} (K N &{x > 0}) < CA(K),

lo que prueba 1), recordando que A es una medida de Radén y por lo tanto concluye el

teorema. O

4.1.8. Observacion. Es claro que fijado D CC 0, las constantes ¢* y C* de
la parte 3) del teorema 4.1.6 dependen sélo de n y de las constantes ¢ y C que se

obtienen para D en el teorema 4.1.4.

4.1.9. Observacién. Notar que la funcién ¢, definida en el teorema 4.1.6 es 1nica
en el sentido que si hay otra con la misma propiedad, ambas coincidiran para H™~! -casi
todo z en 2N &{u > 0}.

4.1.10. Observacién. Dada u una solucién de PS¢, consideremos E := {u > 0}.
De los teoremas 4.1.6 y 1.6.4 se deduce que E tiene perimetro localmente finito en 2
y en consecuencia seran aplicables los resultados sobre conjuntos con perimetro finito

citados en la seccién 1.6.

Dcfiniremos entonces, la frontera reducida de E (ver 1.6.5)
OredE :=QNI'E.
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Es decir 8,.aF = Orea{u > 0} es el conjunto de puntos ¢ € N tales que existe la

normal exterior v,(z) a {# > 0} en = (en medida), donde por definicién tendremos

lvu(z)l =1y

(4.1.37) m = [ X > 0)) - X({y : (y — 2) - wle) < O)| = 0
B.(z)

4.1.11. Limites “blow up” de soluciones.

Dada u unasolucion de P¢ y (zx) una sucesién de puntos de 2 con z; — zo € 2,
y u(zk) =0, existe un entorno D C Q2 de z, donde u satisface las propiedades (P1),
(P2) y (P3) de A.2.1. (ver lema 3.2.12 y teorema 3.2.14).

Por esta razoém, fijada una soluciéon de Pf, podemos definir sucesiones y limites
“blow up” como en A.2.2 y podemos en lo que sigue, hacer uso de los resultados de la
seccion A.2.

El proximo teorema muestra que cerca de casi todo punto z, de la frontera re-

ducida, u se comporta como la parte positiva de una funcién lineal con pendiente

Qu(zo)-

4.1.12. Teorema. Sea u una solucion de PS. Para H™ !-casi todo

zg € Grea{u > 0} se cumple la siguiente propiedad:

Si B, (z9) C Q es una sucesion (arbitraria) de bolas con pr — 0 y u, es una

sucesion “blow up” respecto de B, (z¢) con limite ugy, entonces,

(4.1.38) ug(z) = qu(zo) max(—z : v,(zy),0)

DEMOSTRACION. Sea u una solucién de Pf y sea zg € Orea{u > 0}. Tomemos
B,, (z9) C 9 bolas con pr — 0 y 4, una sucesién “blow up” respecto de B,, (zo) con

limite up. Supondremos por comodidad que v,(zg) = e, .

PAso I. Veamos primero que

(4.1.39) {uo = 0} = {z, > 0}, {uo > 0} = {z, < 0}.
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Por definicion de uy, tendremos para R > 0

1
ﬁ/;n(o) IX({ur > 0}) — X({z < 0})|dz =

1
= Won)r /B< Pe({e > 0}) = X({y : (v — 20) - en < O}l dy

con lo cual por (4.1.37)
X({ue > 0}) = X({zn <0})  en Lj ("),
y entonces por (A.2.7), como uy > 0,

(4.1.40) ug =0 c.t.p. en {z, > 0},
(4.1.41) ug > 0 c.t.p. en {z, < 0}.

Como ug es continua, de (4.1.40) resulta ug =0 en {z, > 0}, y de (4.1.41) y (A.2.11)
deducimos que uy > 0 en {z, < 0}, lo que prueba (4.1.39) y completa el paso I.

Paso II. Fijemos » > 0 y notemos B! la bola n —1 dimensional de radio r y centro

en el origen. Consideremos un abierto E C Bl y
(4.1.42) neCP(E), 0<n<l.

Definamos

(4.1.43) ﬁ(.’c) _ {min(Z(l = |zal)y 1) p(21y. 0.y Tn-1) 8i|za| <1,

si |z, > 1.

Entonces por (A.2.2), (A.2.8), (4.1.39) y (1.6.1) tendremos para k grande (dependiendo

s6lo de r) que

fonaw=i= [ x(fun> o) g-mde < [
E Ex(-1,1) Oz, Ex(-1,1

) [V X ({ux > 0})],

con lo cual, tomando supremo sobre los 7 que satisfacen (4.1.42) y aplicando el teorema

1.6.3 obtenemos

(4.1.44) H*Y(E) < H*}(8{ur >0} N(E x (=1,1))) < +oo  V abierto E C B,.
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Paso III. Supongamos ahora que z, satisface ademas

. 1
(4.1.45) lim |gu — qu(zo)|dH™"! =0,

p—0 pn1 /19,,(:.,)no{u>o}

H™ (B y(z0) N {u > 0}) _

(4.1.46) lim ——p—— 1,
y en consecuencia, fijado 1 > 0

n—1
(4.1.47) lim L (Br0)N0{ur >0} _

BT Hi(Ty)
Observemos que por (A.2.6) y (4.1.39), fijado s > 0 arbitrario
(4.1.48) O{ux >0} N (B x (-1,1)) C B. x (—s,8) C By4,(0) para k grande.

Fijemos n € C§°(BL), n 2 0 y para cada k definamos
Te(n) = / FdH™! —/ ndH™ 1, 7 como en (4.1.43)
8{ux >0} mn—l

entonces por (4.1.44) y (4.1.48), tendremos que 0 < Ti(n) < +oo para k grande

(dependiendo de 7) y en consecuencia T} define una medida de Radén en B..

Por lo tanto, fijado € > 0 se tendra por (4.1.48), que para k grande

0 < Ti(n) < (supn)(H"(8{us >0} N (B, x (-1,1))) — K"~ (B;))
(4.1.49) < (supn)(H* "} (8{ur > 0} N B,4.(0)) — H*"1(BL))

Haciendo k& — oo en (4.1.49), tendremos por (4.1.47) (observando que ¢ > 0 era

arbitrario) que

4.1.50 lim qdH™? =/ ndH™?
( ) k— 00 0{u,.>0} mn—l

De (4.1.26) obtenemos que si k es grande
‘/ . VuRVi+ ZPk/ = / i(2)gu(zo + prz) dHZ ™7,
,m {u,, >0} b{u,, >0}
y haciendo k — oo resultard por (A.2.3), (4.1.50) y (4.1.45) que
(4.1.51) - /IR" Vuo Vi = /HZ""‘ gu(zo)ndH™ 1, 7} como cn (4.1.43),
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cualquiera sea n € C§°(B.),con 7 >0 y r > 0 arbitrario. Como
Aug = 0 en {z,, < 0}, ug = 0 en {z, > 0},
resulta entonces de (4.1.51)
uo(z) = qu(z0) max(—zy,,0).

La demostracion se completa observando que por los teoremas 1.3.5, 4.1.6 (parte 3)
y 1.6.7, se tiene que (4.1.45) y (4.1.46) se cumplen para H" !-casi todo
zg € Orea{u > 0}. o

4.1.13. Lema. St u es una solucion de Pf, entonces

H(Q N 8{u > 0} \ Frea{n > 0}) = 0.

DEMOSTRACION.  El resultado se obtiene de observar que por el teorema 3.2.14, el

conjunto E = {u > 0} se encuentra en la hipétesis del teorema 1.6.8. a

4.2. Estimaciones sobre |Vu| y g,.

4.2.1. Teorema. Dada u una solucion de PS, eziste una constante A, > 0 tal
que
(4.2.1) lim sup |Vu(z)| = M. para todo zo en N o{u > 0},
z—2
u(a)>°0
(4.2.2) gu(Z0) = Ay para H™"! -casi todo zo en 2N 3{u > 0}.

72



Antes de demostrar el teorema, necesitaremos probar dos lemas.

4.2.2. Lema. Sea u una solucion de PF.

Dados x4, =, € 2N {u > 0}, supongamos que eziste una sucesion (pi) tal que
pr >0, pr — 0, y que para ¢t = 0,1 se cumple que:

eziste una sucesion de puntos (z;;) en 2 con
Tik — T, u(zi) = 0, B,, (zi) C 9,

y tal que la sucesidn “blow up” respecto de DB, (i)

u(zip + prz)

(4.2.3) 'u,,-k(:c) = o

tiene limite u;(z) = A\; max(—=z - v;,0),

donde 0 < \; < 400 y v; es un vector unitario.

Entonces Ao = A1 .

DEMOSTRACION. La idea de la demostracion consiste en construir funciones admisi-

bles para P¢, que contradicen que u es solucién de P¢, a menos que se tenga A\g = A; .
PR) PR q 24 0

Tomemos una funcién ¢ € C§°((—1,1)), ¢ 20, $ #0 y sea t > 0 chico. Para

k € IN definamos
z + tprd (%l) vo siz € B, (zok)

T(z) 1= { & — tpud (%l) vy siz € DB, (z1k)

z en el resto de UT™.
Entonces para t chico (dependiendo sélo de ¢), 7, es un difeomorfismo con

I + tDn; ﬂu) size DB, (zg) i=0,1
Dri(z ={ ‘( Ph e (=ik)

en el resto de IR™

donde
m(y) :== (-1)'¢(lyvs, i=0,1

y por lo tanto, las funciones
vi(z) = u(r; " (z)),
resultan admisibles para PS para k grande.
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Observemos que para ¢ = 0,1 se tiene que

(4.2.4) pr™{v > 0} N B, (zi4)] = / det Dry(zix + pry) dy
B1(0)N{u;x>0}

/ (1 + (1 (o) L i) dy,
B1(0)N{u;y >0} |y|

(4.2.5) P "I{v > 0} N B, (zik)| = [{ui > 0} N B,(0)],
y ademas, por (4.2.3) y (A.2.7)
Vg dy.

(4.2.6) ¢'(|y|)|;i, v dy — ¢'(ly]) =

/Bl(o)n{uu.>0} Bi(0)n{y-v;: <0} |y|

Entonces de (4.2.4), (4.2.5) y (4.2.6), notando que el limite obtenido en (4.2.6) no

depende de la direccién de v;, obtenemos que

o™ ({ow > 0} — [{u > 0}) - 0,

y como [{v > 0} y |{vk > 0}| estdn acotados por una constante independiente de k,

y f. es lipschitz en cualquier intervalo acotado, concluimos que
(427)  1full{ow > OH) = £o(H{u > OH)| < C| {ow > O} = [{u > 0}| | = o(p}).
Por otra parte, para ¢ = 0,1 tenemos
p;"/ (IVvel® = |Vuf?) =/ (IVus(I + tDn) 72 |? det(I + tDn;) — |Vue|?)
ox(Zin Bi1(0)
(4.2.8) = t/ IV‘uu,Iz div n; — 2Vug - Dn; V) + o(t)
Ba1(0)

y entonces por (4.2.3), (A.2.1) y (A.2.10),

—

Vu;, estdn uniformemente acotados en B, (0),
Vug = =i X(B1(0) N {y-v; < 0}) c.t.p. en B;(0),

con lo cual (4.2.8) converge a

t/ )\f( div 7; — 2v; - Dnv;) + o(t) =
B1(0)n{y v <0}

. / div 7; + of%)
By(0)n{y-vi<0}

= —(-1)x [ B(lyl) 4~ + o(t)
B1(0)n{y-v;=0}
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y observando que la ultima integral no depende de la direccién de v; concluitnos que
(4.2.9)

/ Vv |? — / |Vu|? = pf (t(f\f —-A2) $(lyl) dHy ™! + O(t)) + o(pk)-
Q 0 B1(0)n{y~=0}

Aplicando ahorael lema 3.2.13, se deduce que existe una constante C independiente
de k tal que si y € B,, (zix), 1 =0,1,

ve(y) = u(r () < Cor,  u(y) < Cpx,
y por lo tanto

(4.2.10) I/nv‘, - ‘/‘; u| < Cppt? = o(p}).

Para finalizar, supondremos que A\; < \¢ y en consecuencia, para ¢ suficientemente
chico (independiente de k), el término principal en (4.2.9) resultard negativo. Entonces
de (4.2.7), (4.2.9) y (4.2.10) obtendremos que

Je(vi) < Je(u), para k grande,

lo que es un absurdo. Como zy y z; pueden intercambiarse en la demostracion,

concluimos que A; = A. (]

4.2.3. Lema. Sea u una solucidn de PS. Dado zo € RN 3{u > 0}, llamemos

(4.2.11) A = A(zp) := lim sup |Vu(z)]
u(=)>00

Entonces 0 < A < +o0o. Ademds eziste una sucesidn (di) tal que
(4.2.12) dy >0, dy —0,

y una sucesion de puntos (y.) de 2 con

(4.2.13) Yk — To, yu € 2N {uy > 0}, Bg, (y) C 9,

y tal que la sucesion “blow up” respecto de Dy, (yx) tiene limite uo con

ug = Amax(—z -v,0),
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donde v = v(zq) es un vector unitario.

DEMOSTRACION.  Por (4.2.11) existe una sucesién z; — zo con
(4.2.14) u(z,) > 0, |Vu(ze)| — A

Sea y; el punto mads cercano a 2z, de Q@ N d{u > 0}, y llamemos dy = |yp — 2x|.
Entonces para k grande, (4.2.12) y (4.2.13) se salisfacen, y ademds

(4.2.15) Bd,. (zk) C {u > 0}

Consideremos la sucesiéon “blow up” respecto de By, (yx), y tomemos una sub-
1

sucesion con limite ug, elegida de modo tal que exista

. -z
v:= lim yk——k,
k—oco dl,

y sin pérdida de la generalidad asumiremos que v = e,,. Entonces uo es armoénica en
{uo > 0}, y de (A.2.7), (4.2.15) y (A.2.11) se deduce que

(4.2.16) Bl(—en) C {UO > 0}.

Por otra parte, como yx € 2N 8{uy > 0}, se tiene por (A.2.12) que 0 € 8{uo > 0} y
por lo tanto u¢(0) = 0. Ademds de (4.2.11), (A.2.2) y (A.2.9) resulta

(4.2.17) |Vug| < A en {uo > 0},
y de (A.2.4), (4.2.16), (4.2.14) y (A.2.9)
(4.2.18) |Vug(—en)| = A,

con lo cual 0 < A < 4o00.
—Vug(— . .
Sea e := ]W‘;‘E(_T"‘ﬁ- , Y consideremos la funcién %‘Q . Tenemos que
n

e

8
A (aL:) =0 en {uo > 0},
y ademas por (4.2.16), (4.2.17) y (4.2.18)
Oug Ou
=0 5 _ - T0(—e) = —
5, 2~ en Bi(—eq), 5 (—en) = =2
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lo que implica por el principio del maximo que

o
%(3) =-A y uo(z) = —Az-e+ a en B(—e,).

Como u¢(0) =0 y up >0 en By(—e,), lendremos que a =0 y e = e, , con lo cual

por continuacidon analitica resultara
uo(z) = —Az, en {z, < 0}.

Recordando que 0 € 8{up > 0} y que u, satisface (A.2.11) se observa que uo estd
en las hipétesis del teorema A.1.1. Entonces ug =0 en {z, > 0}, lo que completa la

demostracion. ]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.2.1.

Fijemos z; € 8;.q{u > 0} tal que z; satisfaga (4.1.38). Dado z, € 2N 9{u > 0},
sea -
A(z0) = lim sup [Va(z),
u(2)>0
y apliquemos el lema 4.2.3 a2 o, construyendo de este modo sucesiones (dx), (y&) ¥y
un vector unitario v(zo). Entonces, por el lema 4.2.3 y por eleccién de z; , serd posible

aplicar el lema 4.2.2 a zy y z; si tomamos

Pk = dg,
Xo = X(zo)y, Tok:=Yr, Vo :=v(zo),

M= gu(T1), Tiki=21, v = (),

con lo cual A(zg) = gu(z1).
Llamemos

Ay 1= Qu(zl )1

y notando que z, era un punto arbitrario de 2 N d{u > 0}, se tiene que (4.2.1) es
valido. Como, por otra parte, z; era cualquier punto de 8;.a{u > 0} satisfaciendo

(4.1.38), tenemos por el teorema 4.1.12 que
¢u(z) = Ay para H"!.casi todo z en 8;a{u > 0},

y finalmente de la aplicacién del lema 4.1.13 se obtiene (4.2.2). (m
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4.2.4. Lema. Sea u una solucion de Pf.

Si B es una bola en {u = 0} tocando QN 8{u > 0} en z,, entonces

. u(z)
4.2.1 =
(4:2:19) NP e, B)
u(z)>0

DEMOSTRACION.  Llamemos I = l(z¢) al lado izquierdo de (4.2.19). Entonces existe
una sucesién zj — g, con u(zg) > 0, dp = d(zx,B) y %2 — 1,

Tomemos puntos y, € OD tales que dy = |yp — zx| y consideremos la sucesién
“blow up” respecto de By, (yr). Elijamos una subsucesién con limitec uo y tal que
. . Yr — 2
exista v := lim .
kh— oo dk

Se tiene por construccién que

(4.2.20) ‘U.o(—‘v) = l,
(4.2.21) uo(z) =0 siz-v >0,
(4.2.22) y(z) < —lz-v siz-v<0,

con lo cual, recordando (A.2.8), obtenemos que 0 < ! < +oco. Veamos que
(4.2.23) uo(z) = lmax(—z - v,0).

Como ug(z)+Iz-v es armoénica en {ug > 0}, por (4.2.20), (4.2.22) y el principio fuerte

del méximo tendremos que
wo(z) = ~lz v en un entorno de — v.

En consecuencia, por extensién analitica tendremos que (4.2.23) es vilido si
z.v <0,y por (4.2.21) también lo es cuando z-v > 0.

Para finalizar, observemos que podemos proceder como en la demostracion del
teorema 4.2.1, tomando para nuestro zo € N d{u > 0} la sucesién “blow up” recién
construida, y fijando un punto z; € 8;ea{u > 0} que satisfaga (4.1.38). De este modo

resultard | = gy(z1) = Ay, que es lo que queriamos demostrar. ]

4.2.5. Lema. Ezisten constantes positivas cmin, Cmax tales que si u es solucion

de Pf, entonces
Cmin < Ay < Crax
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donde cpin, Cmax dependen solo de n,e,b,p0; 6§ y p dados en (3.2.7) y (3.2.6) respec-

tivamente.

DEMOSTRACION.  Sea zo € 2N&{u >0} y 0 < R < 1 tal que B,p(zs) CC 0.
Tomemos D := Bgp(zy). Entonces por el teorema 4.1.6, existen constantes positivas

¢*, C* tales que para toda bola B.(z) C D con r chicoy z € 2nd{u > 0}
! < HMY(Bo(z) N8{u > 0}) < C*r?

y ademnas
c*<g,<C" H"*"!-c.t.p. en D N 8{u > 0},

donde, por las observaciones 4.1.5 y 4.1.8, las constantes ¢* y C* dcpenden sélo de n,

€, 6 y p. En particular tendremos para r chico

(4.2.24) H* (B (zo) N 8{u > 0}) > c*r"! >0,

(4.2.25) ¢* < gu(z) < C* para H"* '-casi todo z € B.(zo) N 8{u > 0},

y por el teorema 4.2.1

(4.2.26) gu(z) = A, para H" !.-casi todo = € B,(z) N 8{u > 0}.

Entonces el resultado se deduce de (4.2.24), (4.2.25) y (4.2.26) tomando ¢y, = ¢ y
Cinax = C*. O
4.2.6. Teorema. Ezisten constantes positivas C y ro tales que si u es solucion

de Pf, 2o € QN{u>0} yr<mr

sup |Vu(z)| < Au(1+Cr)
2€EB,(z0)

donde 19 =19(8) y C = C(n,e,86,1), § y p dados en (3.2.7) y (3.2.6) respectivamente.

DEMOSTRACION. Dada u una solucién de Pf, se tiene que

ou .
A(a:c,-):O en {u > 0} i=1,...,n
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y por lo tanto
1

|0B(z)| 8B(z)
para bolas B(z) CC {u > 0}. Entonces |Vu| es subarménica en {uv > 0}.

Dado k € IN , definamos

[Vu(z)| < |Vu| dH"_l,

U := (|Vu| = Ay — 1/k)*.
Como 2N d{u > 0} es compacto (lema 3.2.16), de (4.2.1) se deduce que
(4.2.27) Ur. =0 en un entorno de N d{uz > 0}
con lo cual

(4.2.28) Uy, es continua y subarménica en Q.

Sea 79 = §/3 con § dado en (3.2.7), y tomemos z¢y € 2N 3{u > 0}. Entonces por
el lema 3.2.18 existe una constante L = L(n,e,p) > 0 tal que

(4.2.29) Up <L en B, nN{u>0}.

Si consideramos la funcién arménica en B,, N {u > 0} dada por

oe) = u(z) + 220,

tendremos por (4.2.27) y (4.2.29), que si C = %o‘,r’-
(4.2.30) U < Cv en 8(Bry(zo) N {u > 0}).
Por lo tanto de (4.2.28), (4.2.30) y el principio del maximo obtenemos que
Up < Cv en B, (z¢)N {u>0}
y haciendo k — o0, |
(4.2.31) [Vu| < Ay +Cv  en B, (zo) N {u > 0}.
Tomemos ahora = € B,(zo) N {u > 0}, con r < ry. Por el lema 3.2.13 tendremos que
(4.2.32) v(z) < Clz —zo| + 7%’kﬂ: — zo| < Cr,
donde C = C(n,¢,6, ). Finalmente, de (4.2.31), (4.2.32) y del teorema 4.2.5 resulta
[Vu(z)| < A\u(1+Cr) siz € B(zo) N {u >0}

donde C = C(n,¢,6,1), lo que concluye la demostracién. o
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CAPITULO 5: REGULARIDAD DE LA FRONTERA LIBRE.

En este capitulo estudiamos la regularidad de la frontera libre para soluciones de
Pf(H). En 5.1 se analiza el comportamiento de la solucién cerca de puntos “llat” de
la frontera libre. En 5.2 obtenemos analiticidad de la frontera libre cerca de sus puntos
“flat”. Probamos que los puntos regulares de la frontera libre son un subconjunto abierto
denso dc la frontera libre, y que el resto tiene medida H™~! cero. Mostramos ademis
que para n = 2 no existen puntos singulares, es decir, la frontera libre es localmente

analitica.

Las hipdtesis que se asumen en este capitulo son las misinas que en la scecion 3.2.

5.1. Puntos “flat” de la frontera libre.

5.1.1. Definicién. Sean 0 < o4, 0_ <1 y 7 > 0. Diremos que u estd en la clase
F(o4,0-;7) en B,(0) si u es una solucién de PS, B,(0) C R, 0€ 9{u >0} y

u(z) =0 si ¢, > o4p,
u(a:) > —Au (Z,._ + 0'_p) sizy, < —0_p,
IVu| < Au(1 4+ 7) en B,,

donde ), es la constante del teorema 4.2.1.

Si el origen es reemplazado por zo y la direccion e, es reemplazada por un vector

unitario v, diremos que u estd en la clase F(o4+,0-;7) en B,(z¢) en direccién v.

5.1.2. Observacién. Sea u una solucién de Pf,y sea A, dado por el teorema 4.2.1.

Entonces por el lema 4.2.5 existe una constante cnmi, tal que
(5.1.1) 0 < cpin < Au,

donde cpin no depende de la solucién de Pf que elijamos (ver lema 4.2.5).

Si suponemos que B,(0) C Q y definimos para z € I};(0)

u(pz)

v(z) := B

81



tendremos que

v € C™ (B1(0))

(5.1.2) v20, Av> 3 2 en By(0)
—2
(5.1.3) Av=3 2 en {v > 0}.

Por otra parte {v > 0} tiene perimetro finito en B; y dcl tcorema 4.1.6, lema

4.1.13 y (4.2.2) deducimos que si n € C§° (13;(0)) entonces

(5.1.4) -—/ VvVn+2—p/ n=/ ndH™1.
{v>0) Au J{v>0} Broa {v>0}

Ademsis se cumple que u € F(04,0-;7) en B,(0) si y sélo si v satisface

(5.1.5) 0 € 8{v > 0}

(5.1.6) v(z) =0 siz, 204

(5.1.7) v(z) > —(en+o-) siz,<—0_

(5.1.8) [Vv|<(14+7) en B(0).

5.1.3. Teorema.  Ezisten constantes positivas C = C(n) y oo = o9(n) tales que st

u € F(o,1;0) en B, con 0 < 0g ¥ p < cmin 0, entonces u € F(20,Co;0) en B,
cmin dado en (5.1.1).

DEMOSTRACION.  Llamemos A = ), y definamos v(z) := u(App:c) para z € B;(0).
Sea ( —9|y|? )
exp | ———— para |y| < 1/3
n(y) := 1—9yl?
0 para |y| > 1/3

y tomemos s > 0 maximal tal que

Bin{v>0}CcD=D,,:={x € By/z, <o —sy(z')}
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donde z = (z',z,). Entonces, existe un punto z € By, N9D N d{v > 0}. Ademais
8 < o pues 0 € 9{v > 0}.

Consideramos la funcién w; tal que

Aw; = — en D,

A
wq =0 en(')DﬂBl,

wy; =(1+420)(0c —z,) endD)\ B,;.

Observeinos primero que como w; satisface

2
Awy —o+z,)= _Tp en D,

wy —0+ T, =—sn(z') endDN By,
wy — 0 + 2z, =20(0c —z,) endD)\ B,

tendremos por estimaciones a priori (ver [3] p. 98)

O_,wi1(2)—1< sup |[V(wy —o+z,)| < e(n)p/A+ c(n)o,

B,/,n

y si tomamos p < cpino, de (5.1.1) concluimos que
(5.1.9) 0_,wi(z) <1+ ¢(n)o.

Por otra parte, de (5.1.2) tendremos A(v —w;) > 0 en D, y por consiruccién de

D y (5.1.8) serd v —wy; <0 en 8D, con lo cual, por el principio del maximo

(5.1.10) v<w; enlD.

Fijemos ahora £ € 0B3/4 con {, < —1/2 y sea w; (dependiendo de ¢) la funcién

arménica en D \ By/10(£) con

wy, =0 endD

wy = —&, en 0B;/10(§).
Entonces, si o es chico (dependiendo de n), por el principio de Ilopf ([3] p. 34)

(5.1.11) O_,wy(z) 2 ¢(n) > 0.
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Si suponemos que v(z) < wy(z) + doz, en Bj/10(€) para una constante d > 0,
tendremos
A(v—w; +dow;) >0 en D\ By0(¢)
v—w; +dowy, <0end (D \ Bl/m(ﬁ))

y entonces v < wy — dow; en D\ By/14(£), con lo cual por el lema 4.2.4 y por (5.1.9)
y (5.1.11)

1 < limsup d(z(;)l)) < 0, wi(2z) = dod-,wy(z) < 14+ C(n)o — doc(n),

lo que es un absurdo para d grande. Por lo tanto
(5.1.12) v(z¢) > wi(ze) + Cozg,,

para algin z¢ '€ By/19(€) y C = C(n).

1
Usando esto dltimo, (5.1.12) y el hecho que ¢, < R

(5.1.13) wi(z) 2 —(1 + o)zn,
obtenemos para z € Bl/s(f)

(1+a)zen+Caz¢"——(1+a)> l—Ccr>0

v(z) > v(ze) — (1 + a) 10

10 -
si ¢ < go(n). Entonces por (5.1.13) w; — v es armonica en B,/5(¢), y por (5.1.10)
podemos aplicar la desigualdad de Harnack con lo cual, recordando (5.1.12)
(w1 - v)(§) < C(n)(w1 —v)(z¢) < C(n)e
y entonces por (5.1.13)
”(f) > _fn —Co.
Si usamos (5.1.8) otra vez, obtenemos integrando a lo largo de lineas verticales para

a>0
v({+ ae,) 2v(¢)-(1+o0)a> —(én + a)— Co,

lo cual, si recordamos la definicién de v, nos dice que u € F(20,Co;0) en B,;,. O

Notaretnos puntos en IR™ como (y,h), con y € IR™" !, y bolasen IR™ ' como
pr© By(y).
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5.1.4. Lema. Sea uj una sucesion salisfaciendo

uy es de clase F (oy,0k;7) en B, (0)

5.1.14
( ) con o — 0, %—»0ypk=0(rk),

k
sea A := ),, y pare = € B;(0) definamos
(5.1.15) v(z) 1= Lk2RE),
Dado y € B, definamos
fi () := sup {h/(y, oxh) € By N 8{vs > 0}},

fiu (v) :=inf {h/(y,0kh) € By N O{vs > 0}}.

Entonces para una subsucesion,

(5.1.16) f(y) :=limsup £ (2) = liminf f, (2),

para todo y € B} . Ademds

f es continua,

(5.1.17) f,':' — f, fy — f uniformemente en cada compacto de Bj,

fO)=0 y |f®I<1 s yeB.

DEMOSTRACION. Definamos

Dy := {(y,h)/(y,oh) € By N {vy > 0}}.

Podemos elegir una subsucesién de las v; de modo tal que los conjuntos D) resulten
convergentes en distancia de Hausdorfl, y para esa subsucesion definamos f como en
(5.1.16). Entonces, dado yo € Bj, existen puntos y, para todo k en esa subsucesién

con

(5.1.18) Y= Y0, i (Yr) = (o)
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Como f resulta semicontinua superiormente, dado § > 0, existe a > 0 tal que para k

grande

(E;(yk) X [ (ye) + 6,+oo)) D, =0
y por lo tanto
(5.1.19) (Bulws) x [ox £ (us) + 46, +00) ) N By 0 {wy > 0} = 0.

Como (prYk,Prokft(yx)) estd en {ur > 0}, de (5.1.19) y (5.1.14) deducimos quc

up € I'(opb/a,1;7) en Bypp ((pkyk,pkakf,;"(yk))) .

Ademas como o, — 0, 7, = o(ok) y px = o(ok), podemos aplicar el teorema 5.1.3

para k grande, obteniendo que
up € F(2046/a,Coré/a;mi) en By, 72 ((Pkyr, proeft(ye))) ,
lo que implica que para k grande el conjunto

{(,h) € B1/ly — vl < /4, h < o (fif (vx) — C6) }

estd contenido en {vj > 0}. Por lo tanto

fi () 2 fif(yw) — C8  siy € By (),

y recordando (5.1.18), obtenemos para k grande

(5.1.20) fo (¥) 2 f(yo) —2C6  siy € By s(yo)

con lo cual ].i;!_l‘ivl‘l’lf fe (y) = f(yo), lo que prueba (5.1.16).

k — 0o

También de (5.1.20) deducimos que f es semicontinua inferiormente y por lo tanto
continua. Esto iltimo y el hecho de que los D, converjan en distancia de Hausdorff,

permite que las estimaciones del lema resulten uniformes en cada compacto de Bj, lo

que completa la demostracion. m]
5.1.5. Lema. Sea f la funcidn definida en el lema 5.1.4. I'nlonces f es subarmo-
nica.
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DEMOSTRACION.  Si asi no fuera, existiria una bola B)(yo) CC Bj y una funcién

armonica ¢ en un entorno de esa bola tal que
(5.1.21) g>f endB,(y) y f(yo) > 9(wo)-

Notemos
Z := (B,(yo) x IR) N B,(0), Zt(¢) :={(y,h) € Z /| h > é(v)},
Z7(¢) ={(y,yh) € Z /| < $(y)}, 2Z°(8) :={(v,h) € Z / h = ¢(y)},

y sea ds(Z*(org)) una funcién test que converge cuando § — 0 a la funcién carac-
teristica de Z%(org) (por ejemplo ds(A)(z) = min{(1/6) dist (z, IR™\ A),1}).
Por (5.1.4) tenemos

2
_ / VouVds(2*(1g)) + 2 / ds(Z* (or9)) =
{”k>o} k {Uk>o}

- / ds(Z*(org)) dH™ 1.
8tod{“k>°}

Tomando § — 0 (y asumiendo que Z°(otg)N8{vi > 0} tiene medida H"~! nula, sino

reemplazamos g por g + ¢ para algin ¢ pequefio), obtenemos

/ Voi v dH" 4 222124 (049) N {u > 0}] =
8(Z+(oxg))N{vx >0} Ak
=H"" (2 (0rg) N Brea{vr > 0}).

De (5.1.17) y (5.1.21) deducimos que para k grande
(Z*(org)) N {ve > 0} = Z°(org) N {vr > 0},
y usando ademads que por (5.1.8), |Vvi| <1+ 7, obtenemos

(5.1.22) H* 1(ZF(org) N Brea{vr > 0}) < c:\—’:‘ + (A +7)H*(2°(org) N {ve > 0}).

Consideremos los conjuntos
Ey := {vi > 0} U Z7 (org)

que tienen perimetro finito en Z con
(5.1.23)
H"’_I(Z N a,edEk_) < H“'I(Z"'(a,,g) N aml{vk > 0}) + H"‘I(Z°(akg) N {vk = 0})
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Si probamos la estimacion
(5.1.24) H* Y (Z N BeaEr) = H Y (Z2°(0rg)) + Co?,
para k grande y C > 0, obtendremos de (5.1.22), (5.1.23) y (5.1.24)
~_2 n—1/r o Cpx n~1¢rzo n—1¢ryo
Cop + H" (Z°(0rg)) < B +H*(Z2°(okg)) + T H" " (Z2°(okg) N {ve > 0})

y como H* 1(Z°(org) N {ve > 0}) < C para k grande, tendremos

=~ _ Cps Tk
Cc< —
= Aol + Ca,zc’

lo que, por (5.1.1) y (5.1.14) es un absurdo.

Sélo resta probar (5.1.24), cuya demostracién se omite pues se demuestra como en

[2], p. 136. =
Notaremos B, := B,(0) N {k < 0}.
5.1.6. Lema. Sea w una funcion satisfaciendo:
Aw =0 en By

w(y,0) = g9(v)

en el sentido que w(y,h) como funcidn de y converge a g en L' cuando h 10,
g es subarmdnica y continua en By, g¢(0) =0,
w(0,k) < C|h|,
w> —C.

Entonces

1/2 4 ,
A 2 f: g(y)dH; " | dr < Cy
8B(0)

donde Cy = Cy(C,n).

DEMOSTRACION.  Ver lema 5.5 en [9]. (]
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5.1.7. Lema. Sean
vk(!hh) + h
]

wi(y, h) := or

donde v son las funciones definidas en (5.1.15). Entonces, eziste C = C(n) tal que

para k grande

(5.1.25) |lwe| £ C en By,

y para una subsucesion

(5.1.26) w = li_l’lcl’owk cziste para todo = € I3,

donde la convergencia es uniforme en cada compacto de B . Ademds w satisface

(5.1.27) lw| < C,
(5.1.28) Aw=0 en By,
(5.1.29) w(y,0) = f(v)

en el sentido que liilrlc} w(y,h) = f(y), f dada en (5.1.16),

(5.1.30) w(y,h) — w(y,0) <O para (3,h) € By

DEMOSTRACION.  Comencemos observando que (5.1.25) se obtiene de (5.1.14) y las

definiciones de wy y vi. Ademads, recordando (5.1.15) tenemos

(5.1.31) Awp = 3 en B N {h < -0},

y por lo tanto

sy pr_|z?
wk(:c) = wk(z) + ——Akdh -

son armoénicas en By N{h < —or}. Como 7\% — 0, de (5.1.25) y del teorema 2.10 de
[3], se deduce que |V, | estdn uniformemente acotados en cada compacto de By , y por
lo tanto existe una funcién w tal que para una subsucesién, w; — w uniformemente
en cada compacto de By . Esto tdltimo prueba (5.1.28), y usando nuevamente que

X;L';: — 0 tenemos (5.1.26) y (5.1.27).

Por otra parte, como

Swy, 1 [/ Ov |Vve| -1 Tk
1. —— T e — —_— < —_— < —_—
(5.1.32) 35 - (Bh + 1) < —,



tenemos que si (y,h) € By y h<h' <0
we(y, h) = wi(y,b') < |h — B %,
Ok
dc donde resulta, haciendo k£ — oo
(5.1.33) w(y,h) — w(y,h') < 0.

Entonces, una vez probado (5.1.29), podremos tomar limite para A' — 0 en (5.1.33), y

de ese modo (5.1.30) se cumple. Sélo resta probar (5.1.29).

Priinero probaremos que fijadas a > 0 chica y i > 0 grande
(5.1.34) we(y, hor) = f(y) uniformemente en D,
donde D := Bj__, X [-K,—1]. Por el lema 5.1.4, basta ver que

(5.1.35) wi(y, hor) — fif (y) = 0 uniformemente en D.
De (5.1.32) y por definicién de f, para (y,h) € D tendremos

(5.1.36)  wi(y, how) — ff (¥) < we(y, onfit (¥)) — fF(¥) + (FH (¥) = h)me
= (ff (¥) — k) < (1 + K)7s.

Fijemos R > 0 grande y tomemos una sucesién (yk,hi) € D. Si definimos

by = sup  (fd (v) — £ (we))s

R vEBR,, (v

tenemos por el lema 5.1.4 que §, — 0 (independientemente de la elcccién de los yi ).

Consideremos v, en Bpg,, (), donde
k= (yr, oSy (Y1),
entonces por definicién de f,;" y 8
zy € 8{v, > 0}

ve(y,h) =0 8i (y,h) € Bpo,(zk), h —onf (yx) > bxllow,
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con lo cual

up € F(Ek,l;'rk) en B, po, (Prz k).

Como o — 0, 2% — 0, pp = O(7:), podemos aplicar el teorema 5.1.3 para k grande
k

y si 8 := max(bg,7e) tendremos
u € F(26;,Cby; 1) en Bp.;’z_ﬂ(pkzk).
En consecuencia, si |h| < R/2
vi(zr + horep) > —(hoi + Cé; gok),
y entonces
ve(zr + horey) + hoy S _%'

(5.1.37) wi(zx + horen) — fif (i) = =
ok 2

Podemos elegir ahora R grande (dependiendo sélo de K ) de modo que
ke — £ (ws)| < R/2, y por (5.1.36) y (5.1.35)

|wi(yks hror) — i (vi)l < ax,

con a; — 0, a; independicnte de la eleccién de (yx,hi) € D, lo que prueba (5.1.35).

Para ver (5.1.29), tomemos v, a > 0 chicos y K > 0 grande, elijamos g, una

funcién de clase C? tal que
(5.1.38) f-2y<g,<f-v enB
y sea u., la solucion de

Au, =1 en By

Uy = Gy en 8B;_, N {h =0},
v, =infw en dB;_,N{h <0}

Por (5.1.34) y (5.1.38)
Wi > Uy en (B;_,N{h < Ko})
para k grande (dependiendo de K, a, v). Recordando (5.1.31) obteneinos
A(uy—wg) 20 en 9B;__,N{h < Ko}

91



para k grande y por el principio del maximo u, < wy en dB;_,N{h < —Ko,}. Por

lo tanto w(y,h) > u,(y,h) en B;__ y en consecuencia
(5.1.39) %w(y,h) >9,(y) 2 fly)—2v siye B_,.

Trabajando en forma analoga con i. la solucién de

Ad, = —1 en B

l1—a?

Uy = oy en 0B;__, N {h =0},
i, =supw en OB;__, N {h <0},
By

donde f+ 9 < g, < f + 27, obtenemos

(5.1.40) imw(y,h) < f(y) +27  siy € Bia
1o
Como v y a son arbitrarios, de (5.1.39) y (5.1.40) deducimos (5.1.29). O

5.1.8. Lema. Eziste Cy = C1(n) tal que para todo y € B;/2 se cumple

/:A rlz f_ (f = f(y)) dH™"2 | dr < Cy(n),

8B.(v)

donde f es la funcion dada en (5.1.16).

DEMOSTRACION. Fijemos 7 € B;lz(O) y sea

. 1 _h _ _
w*(y,h) 1= w(§y+y,§)—w(y,0), (y,h) € By,
donde w es la funcién definida en (5.1.26). Entonces, si
* 1 = _
9*(y):=f (§y + y) - /(%)
tendremos por el lema 5.1.7
Aw* =0 en B,
limw*(y, k) = ¢"(y),

w*(0,h) <0,
lw*| < C, C=C(n),
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y ademas por los lemas 5.1.4 y 5.1.5, g* es subarmoénica y continua en Bj con ¢g*(0) =0.

En consecuencia, podemos aplicar el lema 5.1.6 y obtenemos

1/2 4
[T £ swar—w|esa,  a=a@m,
’ 8B,(0)

y por definicion de g* resulta

//% |- sana=r| & <o,

6B, (9)
que es lo que queriamos demostrar. O
5.1.9. Lema. Sea g una funcion que satisface:

’ s » !
g es subarmonica y continua en B,

g(0) =0, lgl <1,

eziste C; > 0 tal que st y € B;/z

1/4 4
/ 2 f- (9 —9(y))dH™"? | dr < Cy.
0
8B, (v)

Entonces
1) g es lipschitz en E;“ con constante de lipschitz que depende de C; y n.

2) Ezisten una constante C = C(n,C;) > 0, y dada 0 < @ < 1, una constante

co =c(0,n) >0, tales que podemos hallar una bola B, y un vector l € IR™! con

0
c<r<6, |l|<C, Y y(y)sl-y+§r para |y| < 7.

DEMOSTRACION.  Ver lemas 7.7 y 7.8 en [2]. m

5.1.10. Lema. Ezisten una constante C = C(n) > 0, y dade 0 < 6 < 1, una

constante cg = c(8,n) > 0, tales que podemos hallar una bola B! y un vector | € IR™!

con
0
(5.1.41) co<r<6, |I<C, y fly)st-y+or paralyl<m,
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f la funcion dada en (5.1.16).

DEMOSTRACION.  El resultado se obtiene observando que por los lemas 5.1.4, 5.1.5 y

5.1.8, estamos en las hipétesis del lema 5.1.9 con la constante C; dependiendo sélo de

n. e
5.1.11. Lema. Fijemos C* > 0, 0 < 0 < 1 y consideremos C, cy como en el
lema 5.1.10.

Entonces eziste una constante o9 > 0 tal que
u € F(o,0;7) en By(zo) en direccion v

2

con 0 < o9, T < 190 C*p <7 implica
’ ) P P

u € F(00,1;7) en Bp(zo) en direccion i

para ciertos p y U con cgp < p<0p y [P —v| < Co, donde o9 = o(0,n,C*, Cmin),

Cmin como en (5.1.1).

DEMOSTRACION.  Si el lema no fuera cierto, existiria una sucesién u; satisfaciendo
ug € F(oky0ok; Tk) en B,, (z}) en direccién vy

con o, <1/k, 7 < %d,f y C*pr < 7i, pero tal que la conclusién del lema no sc cumnple
para ningun k.

Para simplificar, éupondremos primero z, =0 y v, = e, para todo k. Entonces
la sucesién u satisface (5.1.14) y si definimos f como en (5.1.16) tendremos por el
lema 5.1.10

f(y)Sl-y+gr para y| <,

con 7, | como en (5.1.41). Por lo tanto del lema 5.1.4 obtenemos para k grande
ff)<l-y+0r  parajy| <7
con lo cual por definicién de fi

ur(pry,peh) =0 si (y,h) € B, con h > opl-y+ 0opr.
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Pero esto dice que u, es de clase F(Gx,1;7%) en B,, en direccién 7, con

_ foy o (—dkl,l)

Ok := pT O = ——— Vg = .
Pk PkT) k 1+ |0kl|2 ) k 1+ |akl|2

Cotno 6 < Oor, copr < pr < O0pr y |Dx —en| < Cop, se cumple la conclusion del lema

para u; con k grande, lo que es un absurdo.

Para el caso z, y v, arbitrarios se procede en forma andloga, definiendo en ¢l

T .
lema 5.1.4, v(z) = 1"—(-’—;'%—@ y T, una rotacién con Tire, = v} .

IFinalinente, observando que la demostracién no cambia si las funciones de la
sucesion uj son soluciones de distintos problernas Pg*(1l), pero todas satisfaciendo

(5.1.1) con la misma constante cmin, concluimos el lema. O

5.1.12. Lema. Dados 0 < 8 <1 y C* >0, ezisten constantes positivas o9, co ¥

C tales que st

(5.1.42) v € F(o,1;7) en B, en direccion v

2 y C*p < 1, entonces

con 0 K09, TS 0¢0
u € F(00,00;6%T) en B, en direccion

para ciertos p y U con cgp < p < %p y |[P—v| < Co, donde ¢y = c(8,n), C =C(n),
oo = 0(0,n,C* Cmin), Cmin dado en (5.1.5).

DEMOSTRACION. Si o9 en el enunciado es suficientemente chico, podemos aplicar el

teorema 5.1.3 y obtenemos
v € F(Co,Co;T) en B,;; en direccién v.

Entonces, tomando 0 < 6; < 1/2 podemos aplicar el lema 5.1.11 para C* y 6,, si otra

vez og en el enunciado es suficientemente chico, con lo cual
(5.1.43) u € F(0,Co,1;7) en B, , en direccién vy,
para ciertos r;, v; con

co, <2r1 <60, y |nn—-v|<Co.

95



Consideremos la funcion
U :=(|Vu|— A —1/k)*,

donde A = A, y k € IN . Se ticne que Uj es subarmoénica y continua en B, (ver
demostracién del teorema 4.2.6). Ademads por (5.1.42) U < At en B,, y por (5.1.43),
Ur=0en

— B"lP (Tlp )
B := 1 9 vy ).

Como existe una constante 0 < ¢(n) < 1 tal que la solucién de

AV =0 en Bz,.lp \ F,
V=Ar en By,,,,
V=0 en 0B,

satisface V' < (1 — ¢(n))A\7 en B,,,, tenemos, aplicando el principio del maximo que
Ur < (1 = c(n))A7 en B, ,,

y haciendo k — oo

[Vu| < A1+ 037) en B, ,,

donde

0o := /1 —¢c(n). .

Esto, junto con (5.1.43) muestra que si 8; es elegido suficientemente chico (dependiendo
s6lo de n) ‘

u € F(6y0,1;037) en B, , en direccién v,.

Como podemos repetir este argumento un nimero finito de veces, siempre que eli-

jamos la constante oy en el enunciado suficientemente chica para cada paso, obtenemos
v € F(0g o, 1;03"‘1’) en B,,..r., en direccién vy,

con

co, <2rj<0;, y |vm—v|<Z o.

1-46,
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Tomando entonces m suficientemente grande, y usando nuevamente el teorema 5.1.3,

completamos el lema. O

5.2. Regularidad de la frontera libre.

5.2.1. Teorema. Sea u una solucion de P{. Entonces ezisten constantes positivas
a, 9 y To tales que
u € F(o,1;00) en B,(zg) en direccion v

con 0 <Gy y p < Foo?

tmplica que
B,s(zo) N 8{u >0} es una superficie C**,

mds precisamente un grdfico en direccion v de una funcidn CHe,

Las constantes dependen sdlo de n, €, 6§, p (8§ y p dados en (3.2.7) y (5.2.6)

respectivamente).

DEMOSTRACION. Como z¢ € 2N 8{u > 0}, si tomamos &y y T, suficientemente

chicos en el enunciado, tendremos por el teorema 4.2.6 que

sup |Vu(z)| < Au(1 + Cp),

B,(z0)
y entonces si
(5.2.1) T:=Cp,
resultard
(5.2.2) u € F(o,1;7) en B,(zo) en direccién v
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Podemos aplicar el teorema 5.1.3, si otra vez &y y T son suficientemente chicos en el

enunciado, y obtenemos
(5.2.3) u € F(Co,Co;7) en B,(zo) en direccién v.
Fijemos ahora z; € B,/3(z0) N d{u > 0}. De (5.2.2) y (5.2.3) deducimos que
u € F(Co,1;7) en B,/3(z;) en direccién v,
y achicando &y y 7p podemos aplicar nuevamente el teorema 5.1.3 y por lo tanto
u € F(Co,Co;T) en B,/4(z;1) en direccién v.

Queremos aplicar el lema 5.1.12 en B,/4(z;1) para algin 0 < 0 <1 y para C* = Cla

constante de (5.2.1). En efecto, si tomamos

02
(5.2.4) o < % y 7 < ”"5 :

podremos aplicar dicho lema. Pero ademads, queremos aplicar el lema 5.1.12 en forma
inductiva de modo de obtener p,, y vy, (dependiendo de z, ), con py = p/4, vy =v,

y

(5-2-5) c9Pm < Pm+1 S me y IVm.+1 - Vm.l <0™Co
tales que
(5.2.6) u € F(™C0o,0™C0;6*°™r) en B, (z1) en direcciéon vy,.

Para eso necesitaremos que en cada paso
0™ Co < oy, 6*™r < g9(8™Co)?, C*pm < 02™7.

Las dos primeras desigualdades se verifican si vale (5.2.4) y dado que p,, < po/4™, la
tercera desigualdad se cumplira si
0:=1/2.

Es decir, probamos (5.2.5) y (5.2.6) para todo m > 0 con lo cual
(5.2.7) (z — 1) +vm| L 0™ Copm siz € B, (z;)No{u > 0}.
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Ademds, por (5.2.5)
v(zy) := "llinw Vm
cxiste con

com
1-6

(5.2.8) [v(zy) —vm| < o.

Ahora, tomemos = € B, 4(z1)N3{u > 0} y sea m tal que pmi1 < |z — 21| < P -
Entonces por (5.2.7), (5.2.8) y (5.2.5)

1 1

m zT—z m
l(z — z1) - v(z1)] S CO U(Ilﬁl +Pm) <Céo 0’(‘1_—0 +a> |z — =4

y como por (5.2.5) tenemos cgtlpg < |z — z4], resulta

9m+15(u)° i i JB2
Po log ¢,

y finalmente concluimos
Co 1+a .
(2 —z1) v(z1)| < p—alz — 2| si ¢ € B,yj4(z1) N 3{u > 0}.

Esto ultimo (si &y es suficientemente chico), sumado al hecho de que las constantes de
la demostracién dependen sélo de las constantes de los teoremas 5.1.3, 4.2.6 y 5.1.12,

completa el resultado. )

5.2.2. Teorema. Si u es una solucion de Pf, entonces Oeq{u > 0} es una

superficie C1'@ localmente en 2, y el resto de 2N O{u > 0} tiene medida H"~! cero.

DEMOSTRACION.  Sea z¢ € 8rea{u > 0} y sea.u, una sucesién blow up respecto a
bolas B,, (o), con limite ug.

De (4.1.39) y (A.2.8) se deduce que existe una sucesién o — 0 tal que
u € F(og,1;00) en B,, (z¢) en direccién vy(z),
y entonces para k grande el teorema 5.2.1 puede aplicarse. O

5.2.3. Teorema. Sea 2 un abierto, 0 €' C N, con T' de clase C'. Supongamos
que u € C2(2)N CY*(QUT) para algin 0 < a <1 y u satisface la ecuacion eliptica

F(z,u,Du,D*u) =0 en,
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con

u=0 enl y g(z, grad ) =0 enT,

donde las funciones F y g = g(z,p1,...,Pn) s0n analiticas. Asumamos ademds que
dg
lgrad u(0)] # 0 y 5(0, grad u(0)) # 0.
n

Entonces I'" es analitica.

DEMOSTRACION.  Ver teorema 2 de [14]. o
5.2.4. Teorema. Sea u una solucion de P{, entonces Orea{u > 0} es localmente
analitica.

DEMOSTRACION. De la observacion 4.1.7, el toerema 4.2.1 y el teorema 5.2.2 se

deduce que si zg € Gea{u > 0} y p es suficientemente chico, u estd en las hipdtesis

del teorema 5.2.3 en B,(zo) N {u > 0}, para
F(x,u,pu,Dzu) =Au+2, g(z, grad u) = |grad u|? — A2,
y en consecuencia B,(zo) N d{u > 0} es analitica. m]

5.2.5. Observacién. Sea u una solucién de P{,y Z un punto de la frontera libre
con B.(z) N 8{u > 0} regular para algiin » > 0. Perturbemos el conjunto {u > 0}
hacia afuera cerca de Z en forma suave, aumentando su volumen en a > 0, y en cl

conjunto perturbado D, que obtenemos, donde
B.(2) N {u > 0} C Do C B,(),

consideremos la funcién v, que satisface

Avg = —2 en Da,
Vg = U en 6D., n 6B,-(5),
Vg = 0 en Br(i)\Da-

Como 8_,u = A, en B.(Z) N d{u > 0}, no es dificil ver que
/ |Vve — Vu|? = A2a + o(a).
B.(2)
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También obtenemos la misma estimaciéon si disminuimos en a > 0 el volumen de

{u > 0} y definimos en forma anéloga v, en el conjunto perturbado D!, C B, (z)N{u >

0}.

5.2.6. Tcorcma. Sea n =2 y sca u una solucion de Pf. Si o € AN J{u > 0}

entonces
(5.2.9) -[- max(AZ — |Vu|?,0) = 0 cuando r — 0.

Br(zo)n{u>0}

DEMOSTRACION. Llamemos A = A,. Sean 0 < r < p chicos. Para t >0 y

log(p/|z—=0 T € Bp(zo) \ Br(zO)’

log(p/r
n(z):=<1 z € B(zo),
0 z € 2\ By(z0),
definamos
vg := max(u — t7,0) = v — min(u, tn).
Entonces
(5.2.10)
l/ (IVwel? = |[Vul?) = -1—/ |V min(u, tn)|? —/ V4V min(u, t7),
2 JB,(20) 2 JB,(=0) B,(z0)
y como Au = -2 en B,(zo) N {u > 0} = {min(u,tn) > 0}
(5.2.11) 2/ (v —vp) = / VuV min(u, tn)
B,(zo) B,(=0)

Como zo € N 8{u > 0}, tenemos por el lema 3.2.13 que v < Cr en B.(zo).
Elijamos ¢t = Cr y sea

6. := |{z € B,y(z0) / 0 < u < tn}|.

Tomemos un punto z; € 2N 8{u > 0} lejano a zo tal que B, (z;)N 8{u > 0} es
regular para 7; > 0 chico. Perturbemos suavemente el conjunto {u > 0} cerca de z,
aumentando su volumen en §;, y considermos v, = vs, definida en B, (x;) como en

la observacién 5.2.5.
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Entonces la funcién
vo en B,(zg),
i= ¢ v; en B, (z;),
u  en el resto de Q,

resulta admisible para PS, y satisface

{v > 0}| = [{u > 0}].

En consecuencia de (5.2.10), (5.2.11), del lema 2.2.3 y de la observacién 5.2.5 se deduce

1 . A2
0 < J (v) = Je(u) = —/ |V min(u, tn)|> — =6, + o(6,),
2 B,(=z0) 2

y por lo tanto, recordando la definicién de §,

(A2 - |Vul?) < ¢ / IVnl? + o(6).

Lp(zo)n{0<u5tq} Bo(zo)n{0<u<tn}

Entonces, por eleccion de t,

max(3 = [Vul',0) < [ max([Vuf - 2%,0)+ +o(6,),

Cr?
B,(z0) log(p/7)
donde 6, := |{z € B,(z0) / 0 < u < Cp}{, y si usamos el teorema 4.2.6 obtenemos

_C
log(p/r)’

L,(:o)n{u>0}

1
£ max(® - [Vul,0) < (06" +o(5,) +
B.(zo)N{u>0}

Finalmente, observando que por el teorema 3.2.14, §, < Cp?, y eligiendo r = pf(p)'/*,
con f(p) := max (p, '%iL)) , se llega a (5.2.9). ‘ )

5.2.7. Corolario. Sea n = 2 y sea u una solucion de Pf. Dado
zg € QN I{u > 0} se cumple que st up es una sucesion blow up respecto de B, (zo),
con limite ug, entonces

uwo(z) = A, max(—z - ¢,0)

donde e = e(zy) es un vector unitario.

DEMOSTRACION. Llamemos A = A, y sea uj una sucesiéon blow up respecto de
bolas B, (zo) con limite uo. Por el teorema 5.2.6 tenemos que si k — oo

1

—_— max(\? — |Vu,|?,0) — 0
| B1(0)| JB,(0)n{us>0} ( Vil 0) ’
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y usando (A.2.7) y (A.2.10) obtenemos
(5.2.12) A < |V, en B,(0) N {uo > 0}.
Por otra parte si y € B,(0) N {ug > 0} se tiene por (A.2.9)

[Vu(zo + pry)| = [Vur(y)] — [Vuo(¥),
entonces del teorema 4.2.1 y de (5.2.12) deducimos
(5.2.13) IV‘!.Lol = en BI(O) N {uo > 0}.

Por (A.2.12) obtenemos que 0 € d{ug > 0} y entonces uo(0) = 0. En conse-
cuencia existe una componente conexa D de {uo > 0} tal que 0 € 8D . Tomemos
1 € DN B,(0), e:= ]_vv;u:%%ﬁ y consideremos la funcién 8—8'? . Recordando que uy es
armoénica en {ug > 0} tenemos

Ou
A(—a—:-) =0 en DN B,(0)
y ademads por (5.2.13) y por definicion de e
8‘!1,0 81!.0

E Z - en DN BI(O), —a?(yl) ==\

Usando que u¢(0) = 0 y D C {up > 0} y razonando como al final del lema 4.2.3

—dy-e siy-e<0,
uo(y) = .
0 siy-e>0,

que es lo que queriamos probar. O

7

deducimos que

5.2.8. Teorema. Sea n=2. Si u es una solucidn de PF, enlonces O{u > 0} ecs
una curva C1= localmente en . En consecuencia O{u > 0} es localmente analitica
en (1.

DEMOSTRACION. Sea zp € 2N &{u > 0} y sea uj una sucesién blow up con limite

ug . Por el corolario 5.2.7 resulta
uo(z) = A\, max(—z - ¢,0),
y de (A.2.8) deducimos que existe una sucesién o — 0 tal que
u € F(og,1;00) en B,, (z¢) en direccién e,
y entonces para k grande el teorema 5.2.1 puede aplicarse.

Finalmente, razonando como en el teorema 5.2.4 probamos que B,(z¢) N 3{u > 0}

es analitica para p chico. )
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CAPITULO 6: SOLUCION DEL PROBLEMA ORIGINAL.

En este capitulo resolvemos el problema P(H) y estudiamos finalmente el problema
Pp(H).

En 6.1 planteamos el problema P°(H), y mostramos que para & pequefio las
soluciones de PS(H) coinciden con las de P°(Il), o sea que no hay necesidad de pasar
al limite en €.

En 6.2 probamos que P(If) tiene solucién, y mostramos que si el valor de una
soluciéon v en H es positivo, entonces u resuelve PS(H). Encontramos ademads, condi-

ciones bajo las cuales D := {u > 0}, con u solucién de P(H), es solucién de Pr(H).

En 6.3 determinamos una clase F de dominios H para los cuales Pg(Il) ticne
solucidn, y ésta tiene frontera localmente analitica. Ademads definimos una nocién de

cercania y proBa.mos un teorema de estabilidad en la clase F.

Las hipdtesis que se asumen en este capitulo son las mismas que en la seccién 3.2.

6.1. Problema P<(H).

6.1.1. Lema. Sea u una solucién de P$. Entonces u satisface

1) / uvlAu + / |Vu|? = / ud,udH™ 1,
Q 0 an

2) / d,udH™ ! 4 2|{u >0} = A, H*"} (2N &{u > 0}),
en

donde v es la normal eztertor a 2.

DEMOSTRACION. Como u € C°(2) N C*®({u > 0}), por el teorema de Sard (ver [8],
p. 39) tenemos que {u > t} es regular para casi todo 0 < ¢t < ¢y, y por lo tanto, si

ut :=u —t, de la aplicacién de la féormula de Green resulta

(6.1.1) / u'Au—}—/ Vu‘Vu:/ u‘&,,u:/ u'd,u,
{u>t} {u>t} 8{u>t} oan

donde v es la normal exterior a {u > t}. Haciendo ahora ¢ — 0 en (6.1.1),

obtenemos 1).
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Para ver 2), fijemos t > 0 chico y sea ¢* una funcién satisfaciendo

' €C5P(2), 0<e'<1 en,

piz) =1 si t<d(z,N°) < %

Tenemos que ' =1 en 2N 8{u > 0} si t es suficientemente chico, y por lo tanto de

(4.1.26) y del teorema 4.2.1 deducimos que
(6.1.2) —/ VuVet + 2/ @t = A HH QN {u > 0}).
a {u>0}
Ademas, como para t chico u € C?(§Y;), donde , := {z / 0 < d(z, ) < t}, tenemos
(6.1.3) —/ VuVet = —/ VuVe' = Aupt —/ 9, udH™?,
Q 0. 0, {a/d(z.ﬂ"-):t}

donde v es la normal exterior a ;. Entonces tomando limite para ¢t — 0 en (6.1.2) y

(6.1.3), obtenemos el resultado deseado. ]

6.1.2. Lema. Eziste una constante positiva C = C(H) tal que st v €
HY(Q)NLY (), v>0 en N, entonces

(6.1.4) (/8 | vd’H"“)z < CH)|{z € 2/ v(z) > 0}- /n(v’ + |Vo?).

Q

DEMOSTRACION.  Fijemos ¢ > 0 chico y consideremos el conjunto
D=DH):={x/0<d(z,H) < t}.

Integrando a lo largo de lineas obtenemos

/anvd'H""l50(H)(Lvdz+/D|Vv|dz).

La demostracién se completa usando que v > 0 en 2 y aplicando la desigualdad
de Hoélder. )

6.1.3. Lema. Sea u una solucion de PS. Eziste una constante positiva o y

un punto o € R N{u > 0} tal que 81 B.(zo) C N y 7 es suficientemente pequeno,

1
- /: u 2 ca,
T

83'(30)

entonces

(6.1.5)
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donde a = a(n,r*,l,|H|), con r* y |l dados en (3.1.1) y (3.1.2) respectivamente, es

una funcion que varia en forma continua cuando | 6 |H| varian en IR, .

DEMOSTRACION.  Sabemos que H U {u > 0} es conexo, satisfaciendo por cl teorema

3.2.7
|HU {u > 0}| < C(n, |H|,).

Como ademas H C Bpg,(0), deducimos que existe una constante R; y un punto y;

satisfaciendo

n € Qﬂa{u>0}, |y1| < R, Ry =R1(n,|H|,I)>Ro.

Sean 7 := d(y;,0H) = d(y;,09) y r* como en (3.1.1). Existen yg € 01l , y, € II

tales que
B,,(y1) es tangente exterior a H en y,,

B,-(y2) es tangente interior a H en yo.

Asumamos que la normal exterior a H en yo es e, y para 0 < ¢ <1 consideremos
D,:={x€ IR" [/ d(z,I,) < 7"},
donde
It :={.’B€ R"/z:yz—i—aen, 058 SZth}.

Es decir, hemos construido una familia D; de dominios regulares que varian en forma

suave cuando t varia entre 0 y 1, que satisfacen D, C Dy si t < t' y ademds
D0.= Bro(yg), D,nﬂ;é(b it >0, v € D,.

Fijemos t el primer valor para el cual D, toca un punto de la frontera libre

zg € 0D, N Q2N A{u > 0}. Se cumplird por construccién de D, que 0 < ¢t < 1
y

(6.1.6) {«>0}>D,NAQ.

Consideremos w la funcién que satisface
Aw =0 en D, — B.;2(y2),
w=1 en 3B,.- /2(y2),
w=0 en IR™ — D,.
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Entonces, por el principio de Hopf,
O_,w(ze) >~y >0,

donde v es la normal exterior a Dy en zy y 7 una constante que depende sélo de n,
r*, R; y que varia en forma continua cuando R; varia en IR5o. En consecuencia

para r suficientemente chico, tendremos

(6.1.7) - /: w > a, a = a(n,r*,R;) > 0.

Recordando (6.1.6) obtenemos
A(u — cw) = -2 en D,NQ,
u—cw>0 en 9(D, N Q),

y si aplicamos el principio del maximo, y usamos (6.1.7) resulta

1 f
- - u 2 ca,
r

an(zo)
lo que concluye el lema. )
6.1.4. Lema. Ezisten constantes positivas C; y C, tales que si u es solucion de
P; entonces
Cl < Au < C27

donde las constantes C; pueden estimarse dependiendo sélo de n, |H|, 1, ¢, r* y
C(H) (I, r* y C(H) dados en (3.1.2), (3.1.1) y (6.1.4) respectivamente).
Ademds C; varian en forma continua como funcion de |H|, | y ¢ cuando estos

pardmetros varian en IR .
DEMOSTRACION.

Paso 1. (Primera desigualdad). Sea zy € 2N 8d{u > 0} el punto dado por el lema 6.1.3,
y para r > 0 chico consideremos vy la funcién que satisface Avy = —2 en B,(zy),

vg =u en 9B.(z¢). Del lema 3.1.6 y de (6.1.5) resulta
2

[ M@m-wPzomiBe)nw=0}|1 [ u| 2
B,(zo)
on(zo)
(6.1.8) > (ca)?*C(n)|Br(zo) N {u = 0}].
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Elijamos un punto z, € 2N 3{u > 0} lejano a z,, tal que B, (z;)Nd{u > 0} es
regular para un cierto 7; > 0. Perturbemos el conjunto {u > 0} hacia adentro cerca

de z; en forma suave disminuyendo su volumen en ér, donde
67 := |Bp(zo) N {u = 0},

y consideremos v; = v}, definida en B,,(z;) como en la observacién 5.2.5.
Entonces la funcién
vp en B.(zy),
v:=<{ v; en B, (z,),
u  enel resto de §,

resulta admisible para P{ y satisface

[{v > 0}| = [{u > 0}I.
En consecuencia, del lema 2.2.3, de (6.1.8) y de la observacién 5.2.5 se deduce que

/\2

0 < 1(v) = To(w) < ~(caf? ZPsr 4 2250 4 oor),

es decir
(ca)?’C(n) < A2,
PAaso II. (Segunda desigualdad). Por una desigualdad isoperimétrica (ver [0], p.1),
tenemos
(6.1.9) CHP QN 8{u > 0}) > C(n)|{u > 0} .

Sea D := H U {u > 0}, y definamos la funcién

u en
4=

c enH.

Entonces @ € H}(D) y por (3.2.0), y como ¢ < gy(n), tenemos
J(2) < Je(u) + ewo < 1+ €o(n)wo.

Ademas por el teorema 3.2.7

(6.1.10) {u >0} < |D| £ C(n,|H|,1),
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y entonces usando el lema 2.2.2 concluimos
(6.111) ”u”HI(n) < ”ﬁ”;.p(mn) < C(n, |I{|,I).

Si ahora aplicamos el lema 6.1.2 para u, luego (6.1.11) y nuevamente la desigualdad

isoperimétrica resulta
(6.1.12) Cl{u > 0}| > 2(H""1(89)) > *C(n, |H|),

donde C = C(H)-C(n,|H|,1).
Por otra parte, usando que Au = —2 en {u > 0}, obtenemos del lema 6.1.1, 1), y
de (6.1.11) que

(6.1.13) c O,u= / ud,u < C(n,|H|,1).
an an
Finalmente, de 6.1.1, 2), (6.1.9) y (6.1.12) llegamos a
/ 8,u+2|{u > 0}| > \.C,
oan

lo cual, junto con (6.1.13) y (6.1.10), completa el lema. m]

06.1.56. Teorema. Eziste una constante positiva €; tal que st u es solucion de P’

con € < €, , entonces

{z € 2/ u(z) > 0} = w,,

donde €; puede estimarse dependiendo sdlo de n, |H|, 1, ¢, * y C(H), y varia en
forma continua como funcion de |H|, | y c cuando estos pardmetros varian en IR
(1, r*, C(H) dados en (3.1.2), (3.1.1) y (6.1.4) respectivamente).

DEMOSTRACION.  Sea u una solucién de P¢ y supongamos que |[{u > 0} > wy.
Tomemos un punto regular de 2N8{u > 0}, y perturbemos {v > 0} hacia adentro en un
entorno de dicho punto, de modo tal de disminuir su volumen en §v > 0. Construyamos
una funcién admisible v, , de modo tal que coincida con u en la regién sin perturbar,
y en la regiéon perturbada, procedamos como en la observacién 5.2.5.

Si év es suficientemente chico, serd |{v; > 0} > wy, y como f!(s) > 2 cuando

8 > wy , resulta

(6.1.14) Fe(l{u > 0}) = fe(l{er > 0}) 2 Z6v.
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Entonces del lema 2.2.3, de (6.1.14) y de la observacién 5.2.5 obtenemos que
1 , 1 1., 1
Je(u) = Je(v1) 2 —= | |[V(u—v)|* + =6v = (==L + =)bv + o(6v).
2 0 € 2 [

Aplicando el lema 6.1.4, resulta A, < C,, donde C; es positiva e independiente de €.
Entonces existe una constante € > 0 (dependiendo sélo de C;) tal que obtendremos,
sie<é

Jc(u) > Jz(vl))

con tal de tomar év suficientemente chico, lo que es un absurdo. Es decir, probamos

que
[{u > 0} < wy sie <E.

Supongamos que |{u > 0}| < wy y procedamos en forma aniloga. Construyamnos
una funcién admisible v, , perturbando el conjunto {u > 0} de modo que su volumen

aumente en §v > 0, con év suficientemente chico para que |[{v; > 0}| < wy.

Usando que f.(s) = €(s —wyp) si s < wp y razonando como arriba obtenemos

1

Je(u) = J(vg) = 2 A |V(u —v3)]2 — ebv = (%/\,2‘ - 6) év + o(6v).

Como por el lema 6.1.4, A\, > C;, donde C, es positiva e independiente de ¢, existe

una constante € > 0 (dependiendo sélo de C;) tal que si € < €
Je(u) > Je(v2),
si 6v es suficientemente chico. Esto prueba que

[{v > 0}] = wy sie <€,

y completa el teorema. O

6.1.6. Planteo del problema P°c.

Fijemos ¢ > 0, y para v € H'(IR")N L}(IR™) definamos J(v) como en (2.1.1).

Sea

K= K‘(H)={ve H(R™)NL(R"), v=cen H,|{z ¢ H /v(z) > 0} = wp}.
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Entonces planteamos

P¢ = P°(II) : min J(v).
vekK-

Se observa que si v es admisible para Pf, con ¢ > 0, v puede pensarse definida
cn todo IR™, si asumimos v = ¢ en Il y de ese modo resulta v € H(IR™)NLY(IR™)
con {z €N /v(z) >0} ={z ¢ H /v(z)>0}.

06.1.7. Teorema. Sea ¢ > 0. Entonces eziste una solucion al problema P°.

Ademds las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) u es solucion de Pf para algin € < ¢, ,
2) u es solucion de P{ para todo € < ¢;,
3) u es solucion de P°,

donde €, es la constante dada en el teorema 6.1.5.

DEMOSTRACION.  Fijemos € < ¢; y sea u, una solucién de P¢. Por el teorema 6.1.5
resulta
{z ¢ H [ u.(z) > 0} = wy,

es decir u, € Ke.
Por otra parte, dada v € K¢, v es admisible para Pf, y como

{z ¢ H/v(z) >0} =wo y fe(wy) =0 deducimos que

(6.1.15) Je(v) = J(v) +2¢|H| Vve K°.

Entonces como u, es solucién de Pf{ tenemos

(6.1.16) Jo(u.) < J.(v) Vve K€,

y como vimos que u, € K¢, de (6.1.15) y (6.1.16) concluimos que
J(u) < J(v) Vve K©,

es decir, u, es soluciéon de P°€.

Para completar el teorema, sélo resta ver que 3) => 2). Sea u una solucién de

Pc. Fijemos ¢ < €; y tomemos u, una solucién de Pf. Razonando como arriba

obtenemos que u, es solucién de P¢ y por lo tanto
(6.1.17) J(u) = J(u.).

111



Ademids u es admisible para P; y de (6.1.15) y (6.1.17) resulta

Je(uw) = Je(ue)-
Entonces, como u, es solucion de P§, u también lo serd. ]
6.1.8. Observacion. Del teorema 6.1.7 se deduce claramente que las soluciones

de P°, ¢ > 0, satisfacen las propiedades probadas en los capitulos anteriores para las

soluciones de Pf, € < e¢;.

6.1.0. Teorcina. (Problema P€, con ¢ = 0). Eziste una solucidn al problema

P°. Ademds st u es solucion de P° se cumple que
P

J(u) = E(B),
donde B es una bola tal que |B| = wy. Es decir, si C(n) es la constante en (2.1.10)
se tiene
nt3
J(u) = —C(n)w," .
DEMOSTRACION. Si v € K°, serd |[{v > 0}| = wo y entonces por el lema 2.2.1

obtenemos que
(6.1.18) J(v)> E(B) VveK®,

donde B es una bola tal que |[B] = wy. Ademas por el corolario 2.1.4, existe una

funcién uo € Hj(B) tal que ug >0 en B y
(6.1.19) J(uo) = E(B).

Entonces, si elegimos el centro de B de modo tal que BN H = @, tendremos que

uo € K°, y de (6.1.18) y (6.1.19) concluimos que ug es solucién de P°. )

6.2. Solucion de los problemas P(H) y Pr(H).
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6.2.1. Teorema. Lziste una solucion al problema P. Ademds st v es una solucion

de P, u satisface una de las siguientes propiedades:
1) u|g =0 y u es solucidn de P°,
2) a:=u|lg >0 y u es solucion de P*.

Antes de demostrar el teorema 6.2.1 probaremos

6.2.2. Lema. Supongamos que u satisface: v € H(IR™), sop u compacto,
u= const. en H, |{z ¢ H [u(z) >0} <wy, J*(H)=infyex J(v) = J(u).
Entonces uw € K(H) y por lo tanto u es solucion de P(IH).

DEMOSTRACION. Sea w; = |{z ¢ H / u(z) > 0}|. Si w; = wy, entonces u € K y

el lema estd probado.

Supongamos w; < wy y tomemos B una bola tal que |B| = wy — w, , eligiendo su

centro de modo que resulte
BN sopu=0, BN H=0.
Sea ¥ una funcion satisfaciendo
€ Hy(B)y, ©>0 enB, J(¥)<0,

(notemos que una tal ¥ existe por el corolario 2.1.4). Entonces la funcién

9 enB
w =

u enIR™ - B
satisface
we€K y J(w) < J(u) < inf J(v),
vEK
que es una contradiccién y por lo tanto prueba el lema. m]

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 6.2.1.

Comencemos observando que si u es solucion de P, entonces u > 0, pues sino
J(u) > J(ut) con ut € K, lo que es un absurdo. Entonces, si a := u|y, resulta a > 0

y u€ K- , Y como K c K concluimos que u es solucién de P<*.
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Probemos ahora que el problema P tiene solucion. Tomemos v;, una sucesién
minimizante. Sin pérdida de generalidad supondremos que v > 0 en IR™ (sino reem-

plazamos a v, por v,‘f ), y ademds v, de soporte compacto. Sea

Ck = Vk|H.
PAso 1. Supongamos que
(6.2.1) liminf ¢ = 0.
k— oo

Como |{vi > 0}| < wp + |H|, podemos tomar una bola B satisfacicndo
(6.2.2) |B| = wo + |H|, BnH =0,

y simetrizar Schwarz las funciones vy, de modo tal de obtener funciones v} € H}(B),

que satisfaran
(6.2.3) J(vg) < J(ve) < J(v1).
Entonces, por el lema 2.2.2
lvkllzrr(m»y < C, C independiente de k,

en consecuencia deducimos que existe una funcién v* € H}(B una subsucesién tal
y 0

que
' Vv — Vv* débilmente en L?(IR™),

vg — vt en L'(IR™),

v} — v c.t.p. en IR™.

Ademas, por (6.2.1), podemos elegir 1a subsucesion de modo tal que ¢, — 0. Entonces,
por definicién de ¢, si fijamos ¢t > 0, tendremos que v <t en H para k grande, y

por lo tanto
[{vk > tH = {vi >t} < [{z ¢ H / vi(z) > 0} = wo.

Entonces
{v* > t}| < liminf [{vi > t}| < wo,
— 00
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y como ¢ puede tomarse arbitrariamente chico resulta
[{v* > 0}] < wo.

Ademas
J(v*) < liminf J(v};)
k—oo
y esto junto con (6.2.3), como v es una sucesién minimizante, muestra que

. > J(v*).
Jg}'{J(v)_J(v)

Recordando que v* € Hj(B), donde B satisface (6.2.2), concluimos que v* estd en las

hipé6tesis del lema 6.2.2, es decir, v* es solucién de P.

PAso 1I. Veamos que existe solucion al problema P cuando se cumple que
(6.2.4) 0 < liminf ¢; < 400
k— oo

En este caso, podemos asumir que ¢, > 0 para k suficientemente grande y por lo tanto
vi son admisibles para P, Tomando entonces, para cada k, una solucién uj; de P
tendremos J(vi) > J(us) y en consecuencia u, resulta una sucesién minimizante del

problema P.
Como uj € H)({ur > 0}) y |{ur > 0}| = wy + |H|, tenemos, por el lema 2.2.2

lluellzr¢m»y < C, C independiente de k,

de donde deducimos que existe una funcién v € H!(IR™) y una subsucesién tal que
Vur — Vu débilmente en L2(IR"),

up — u en L} (IR"),

loc

up — u c.t.p. en IR".

Esto dice también que existe una constante a < +oo (que seri positiva por (6.2.4)) tal
que cp — a, donde a =uly.

Observemos primero que si pudiéramos hallar una constante M > 0 tal que
(6.2.5) sop u, C By, M independiente de k,

tendriamos sop v C Bps, up — u en L'(IR™) y en consecuencia

- 00 mn

. 1 2 .
: = - - > .
u“elf J(v) = hl:'nmf 3 / . | Vug| 2k11m up > J(u)
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Ademas, como
{z ¢ H/u(z) >0} <liminf|{z ¢ H /ui(z) > 0} = wo,

seria posible aplicar el lema 6.2.2 y concluir que » es solucién de P.
Veamos entonces que podemos probar (6.2.5). Elijamos funciones w3}, u§ de
modo tal de tener en (3.1.2) pardmetros | = Ify, I, =13}, con I — 1.

Entonces aplicando el teorema 6.1.7 para cada k deducimos que u; es solucién

de Pf* para todo € < ef, donde (como en el resto de los pardmetros no varia con k)
ef = €;(lk,ck). Usando que Iy — 1l y c¢x — a > 0 tencmos que ef — €,(l,a), y si
elegimos ¢¢ < £; concluimos que para k grande u; es solucién de IFx.

Por el teorema 3.2.7, usando que Il — [, podemos elegir el pardmetro px en (3.2.6)
de modo tal que sirva uniformemente para los problemas Pg*.

Razonando en forma similar, vemos por el teorema 3.2.9, que como ¢ - a >0 y
como elegimos p uniforme para los problemas Pg*, podemos elegir el parametro 6 en

(3-2.7) de modo tal que sirva uniformemente para los problemas PS*.

Entonces, podemos aplicar el lema 3.2.16 obteniendo M = M(n, ¢y, 1, 6), es decir,

independiente de k, tal que se satisface (6.2.5), y esto concluye la demostracién. m]

6.2.3. Observaciéon. Del teorema 6.2.1. se deduce que si u es una solucién de P,
y a:=u|yg > 0, entonces u satisface las propiedades demostradas para las soluciones
de P*, e<¢.

e
6.2.4. Lema.  Supongamos que para toda solucion v de P se cumple
u]H > 0.
Entonces, eziste una constante R = R(H) > 0 tal que toda solucion v de P satisface

{u > 0} C BR(O)

DEMOSTRACION.  Si asi no fuera, seria posible hallar una sucesién u; de soluciones

de P satisfaciendo

(6.2.6) {ux >0}NB; #0  Vke IN.
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Sea aj := ur|y y supongamos que li,:n inf ay = 0. Entonces podemos proceder como
—00
en el paso I del teorema 6.2.1 y hallar de ese modo una solucién v* de P con v*|g =0,

lo que contradice la hipétesis.

Entonces li,{n inf ap > 0, y podemos razonar como en el paso Il del mismo teorema.
— 00

Es decir podemos hallar M > 0 independiente de k, tal que sop uy C By Vk € IN ,
lo que contradice (6.2.6) y prueba el lema. m]

Ahora si, estamos en condiciones de estudiar la existencia de solucién de Pp:

6.2.56. Teorema. Supongamos que eziste una solucion u del problema P quc
satisface

u|lg > 0, IR™\ {u >0} es conezo.

Entonces cziste una solucion Dy,in del problema Pg con
Dmin = {u > 0}7 E(Dmin \F) = J(u)’

y por lo tanto
E*(H)=J*(H).

DEMOSTRACION.  Sea Dy, := {u > 0}, con u una solucién de P satisfaciendo las
hipdtesis.  Claramente Dpn;n € Ad(H) y ademds, de (2.3.1) deducimos que
J(u) > E(Dmin \ H), y por ser u solucién de P sera

(6.2.7) J*(H) = J(u) > E(Dmin \ H) > E*(H).

Entonces (2.4.1) muestra que en (6.2.7) vale la igualdad, y esto completa la demostra-

cidén. a

6.2.6. Teorema. Asumamos las mismas hipétesis del teorema 6.2.5. En particular
el problema Pg tiene solucion.

Entonces, para cada solucion D de Pp, eziste una tinica v solucidn de P tal que
D = {v > 0} y por lo tanto se cumple

1) D es conezo y acotado.

2) St n > 3, OicaD es localmente analitica y el resto de 8D tienc medida H!

nula.
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St n=2, 0D es localmente analitica.

DEMOSTRACION. Sea D una solucién de Pr. Por el lema 2.3.4, existe una funcién
v =v(D) € K satisfaciendo

(6.2.8) J(v) = E(D\ H) = E*(H),

(6.2.9) D = {v> 0}.
De (6.2.8) y del teorema 6.2.5 deducimos que
J(v) = J*(H),

y por lo tanto v es solucion de P. Por otra parte, la unicidad en el lema 2.3.4 indica
que no podrd haber otra solucién de P satisfaciendo (6.2.9). Ademds, por (6.2.9),
a = v|g > 0 y por el teorema 6.2.1, v es solucién de P® y a su vez de PZ con
€ < €;. Entonces la conclusion de nuestro teorema se obtiene de (6.2.9), recordando los

lemas 3.2.16 y 4.1.13, y los teoremas 5.2.4 y 5.2.8. O

6.2.7. Teorema. (Solucion ezplicita de P y Pp para H una bola).

Si H = B.(0) con r > 0, eziste una tinica v solucion de P(H), y u satisface
(6.2.10) u|g >0, IR™\ {u >0} es coneczo.
Por lo tanto Prp(H) tiene una tnica solucion dada por D = {u > 0}. Ademds
D = Bg(0), D\H ={z /r < |z| < R},
donde R > 0.es tal que |D\ H| = wy.

DEMOSTRACION. Comencemos observando que si P tiene una unica solucidn, y
dicha solucién satisface (6.2.10), D = {u > 0} serd una solucién de Pg (teorema 6.2.5)
y ademas serd la nica (teorema 6.2.6).

Veamos que la simetria de H nos permite calcular explicitamente una solucién del

problema P. Sea
B* := Bg(0), R >0 tal que |B*| =wo + |H|,
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y para ¢ > 0 fijo consideremos u una solucién de P¢. Llamando u* a la simetrizada

Schwarz de u, con u* € H}(B*), resulta

(6.2.11) J(u) 2 J(u*),

y ademas, como u = ¢ en H , existen 0 < a < 8 < R tales que u* = ¢ en H, g, donde
(6.2.12) Hop:={z [/ a<|z| < B} |Ha,g) = |H]|.

Entonces, aplicando el teorema 2.1.3 para D := B*, H; := H, g, deducimos que

6.2.13 J(u*) > mi J(v)=J(u
(6.2.13) @)z min o I(0) = I(uan)
v=const. en H, s

con ,_Ltnl:_,_a?’_%’.y%’ 0<|z| L @,
2 pa
o) _EE_:-TR’ ;i::ﬂ <8,
ST 3 <|z| £ R,
L0 R < |z,
y

J(tap) = —C(n) («"** — g™+ + R™V?),

donde C(n) = ;(2"&_"_155 Como B™ — a™ = r™ por (6.2.12), lamando & = uUg=0,8=r)

resulta
(6.2.14) I(tap) = =C(n) (a™? = (" + ™) + R™?) 2 J(a),
y
(6.2.15) J(ua'p) = J(ﬁ) = Uq, = U.
Como 2 2

—% + ‘RT 0 S Izl S T

az)={ —EL+ B ;<5< R,
0 R< [z,

deducimos que % € K(H), y por (6.2.11), (6.2.13) y (6.2.14) resulta
J(@) < J(u)
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para cualquier solucion » de P¢, ¢ > 0 arbitrario. Observando ademas que
2

J(@) = =C(n) ((wo + [H)™F* = |H™) < —C(n)w,*

(C(n) la constante en (2.1.10)), concluimos por los teoremas 6.1.9 y 6.2.1 que % es

solucion de P.

Para completar la demostracién supondremos que P tiene, ademas de i, otra
soluciéon w. El] dltimo argumento muestra que ¢ := u|y deberd ser positivo, es decir
u es solucion de P¢ con ¢ > 0. Entonces simetrizando y razonando como antes,
obtenemos (6.2.11), (6.2.13) y (6.2.14), es decir

(6.2.16) J(w) > J(u*) > J(uap) > J(5) = J(u),

y entonces de (6.2.15) y de (6.2.13), recordando que en el teorema 2.1.3 teniamos uni-
cidad, deducimos que u* = 4.

De (6.2.16) también obtenemos que

(6.2.17) / |Vt = /mn|Vu|2,

si usamos que u* es la simetrizada Schwarz de u. De este dltimo hecho deducimos
ademas que

v=u=c¢ en H =B, ¢ = maxu® = maxu.

b/ i nr~
Como u es solucién de P, u es analitica en el dominio acotado {0 < u < c}.
En consecuencia podemos proceder como en la demostracién del teorcina 2.2 de [6], y
concluir que (6.2.17) sélo serd posible si u = u* =i, y entonces % es la tinica solucion

de P.

Observando que % satisface (6.2.10) finalizamos la demostracién. a

6.2.8. Teorema. Supongamos que H es tal que toda solucién u de P(H) cumple

u|g =0 (es decir, toda solucién de P(H) es solucion de P°(H)).

Entonces Pr(H) no tiene solucién.

DEMOSTRACION. Vamos a probar que

(6.2.18) E*(H) < J*(H),
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y por (2.4.1) resultara E*(H) = J*(H). Entonces, si existicra D € Ad (H) una

solucién de Pg, hallariamos por el lema 2.3.4, una funcién u satisfaciendo
u € K, uIH >0,

J(u) = E(D\H) = E*(H),

con lo cual u resultaria solucién de P y esto no es posible, por hipétesis. Entonces

deducimos que si (6.2.18) es cierto, Pr no tiene solucién.

Resta probar (6.2.18), y para ello, bastara ver que fijado v > 0 pequeiio, existe

D7 satisfaciendo

(6.2.19) DYe Ad (H), E(DY\H)<J*(H)+~.
Sabemos por 'hipétesis, usando el teorema 6.1.9, que

(6.2.20) J*(H) = E(B),

donde B es una bola tal que |B| = wyp. Si fijamos v > 0 chico, por el corolario 2.1.4,
podremos hallar una bola B tal que |B7| < wy y

(6.2.21) E(B") < E(B) + 7.

Fijemos el centro de BY de modo tal que B? resulte tangente exterior a I en algun

punto y seca

AV :={z [ d(z,H) < t},

donde elegimos ¢ = t('y) > 0 de modo tal que

D7 := AYU B”,
satisfaga |D7| = wy + |H|.
Se tiene entonces que
(6.2.22) D" € Ad (H).

Usando nuevamente el corolario 2.1.4 hallamos una funcién »? tal que
Y € H}(B"), J(uY) = E(B"),
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y por construcciéon de DY y B7 resulta
" € Hy(D"), u"=0 en H.

Entonces

E(D"\ W) < J(u") = E(B"),

y por (6.2.21) y (6.2.20)
E(D\H) < J*(H) +7,

de donde obtenemos, junto con (6.2.22), que (6.2.19) se cumple, y esto completa la

demostracién. O

El préximo teorema da una relacién que vincula la geometria de H con la existencia
de solucion de Pgr(H).

6.2.9. Teorema. Eziste una constante C = C(n) > 0, tal que st H satisface
H*"Y(8H) < C|H|,

entonces toda solucion v de P(H) cumple u|yg > 0.

DEMOSTRACION.  Llamemos p = H*"!(8H), h = |H|, y supongamos que
n we 1/n
(6.2.23) P < Eh con R= (w—n)

Entonces, nuestro resultado se obtendra trivialmente de los teoremas 6.2.1 y 6.1.9, si

construimos una funcién v satisfaciendo
(6.2.24) veE K, J(v) < E(B),

con B una bola tal que |B| = w,.
A tal efecto, fijemos v > 0 chico y lamemos

AT:={z /0< d(z,H) < v}, T := |A7|.
Tomemos una bola B7 satisfaciendo
(HUA")nBY =0, |BY| = wo — T,
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y w” la funcién dada por el corolario 2.1.4 que cumple
w” € Hy(B"), J(w") = E(B"), wY >0 en B".

I'ijjenos A > 0 arbitrario y considermos la funcién

( Ay z € H,
v ’\7 - ’\d(zv H) z € A‘Y’
v7(z) := o zc B,
[ 0 en el resto de II™.

Claramente v¥ € K. Ademas
(6.2.25) J(v7) =+ f Vo2 — 2 / o7+ J(w") < 1A2r — 20yh + E(BY).
2 Jan ATUH 2

De (2.1.9), por construccién de B y B7, deducimos
2R2

(6.2.26) E(B")—- E(B) = C(n)(—n—I—z)wg/"*r +0(r?) = + O(r?),
con R como en (6.2.23). Si usamos ademds la estimacién
T = |A"| = py + O(7?),
que es valida pues H es regular, y elegimos A = ==, obtenemos de (6.2.25) y (6.2.26)

que

J(v") — E(B) < 1A~,(,\p —4h + 1222) +0(v?)

2A7‘”(R ~n2) +0(2").

Entonces, recordando que habiamos asumido (6.2.23), deducimos que v = v7 satisface

(6.2.24), si v es suficientemente chico, y esto completa la demostracién. (]
6.2.10. Comentario sobre los resultados obtenidos.

Hemos resuelto el problema P para cualquier agujero H, y hemos encontrado
condiciones bajo las cuales las soluciones de P permiten obtener soluciones de Pg
(teorema (6.2.5)). Dichas condiciones resultan naturales para cl probleina fisico que

queremos resolver: la condicién u|y > 0 indica que H es efectivainente un agujero en la
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seccion de la barra, es decir, H queda rodeado por material. La condicién IR™\{u > 0}

es conexo, indica que en la seccion de la barra no hay otros agujeros ademads de H .

Por otra parte, si para un H dado se tiene que u|y = 0 (ver tcorema 6.2.8), se
esta en la siguiente situacién: la barra de seccidn circular (sin agujero) es mads resistente

a la torsién que cualquier barra que tenga en su seccién al agujero H dado.

Los teoremas 6.2.7 (agujero interior circular) y 6.2.9 (agujero con irea no muy
chica en relacién a su perimetro) dan ejemplos en donde la situacién rccién descripta
no ocurre, es decir, en estos casos, una barra con el agujero interior H , resulta mas
resistente que la barra sin agujero (en la seccién 6.3 probaremos que si un agujero tiene
esta propiedad, también la tendra todo agujero cercano).

Un andlisis de distintos ejemplos lleva a pensar que las condiciones del teorema

6.2.5 podrian no cumplirse en ciertos casos: por ejemplo en agujeros con area muy chica

en relacién a su perimetro (donde fallaria u|yg > 0) y en agujeros altamente no convexos

(donde fallarfa IR™ \ {v > 0} es conexo).

6.3. Solucion del problema Pr(H) en la clase F.

06.3.1. Deflnicién. Diremos que H € F si

(h1) H es un dominio acotado de IR™, con IR™\ H conexo.
(h2) H es de clase C**, para algin a, 0 < a < 1.

(h3) Toda solucién u de P(H) satisface
i) u|lg >0,
ii) 8{u > 0} es de clase C!,
ili) IR™\ {u > 0} es conexo.
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Claramente, las hipétesis (hl) y (h2) garantizan la existencia de solucién de P(H).
(ver teorema 6.2.1). Ademads para n = 2, la hipétesis (h3) i), implica automaticamente

(h3) ii). (ver observacién 6.2.3 y teorema 5.2.8).
06.3.2. Observacién. Por el teorema 6.2.7, sabemos que F es no vacio.

6.3.3. Teorema. Sea H € F. Entonces,

1) El problema Pp(H) tiene solucidn.

2) D es solucién de Pp(H) <= D = {u > 0} con u una solucién de P(II).
Ademds E*(H) = J*(H).
3) Si D es solucion de Pp(H) entonces
e D es conezo,

e 8D es localmente analitica.
4) Eziste una constante R= R(H) > 0 tal que toda solucion D de Pp(H) satisface
D c Bg(0).

Ademas, el teorema es valido si en lugar de (h2) tenemos como hipétesis que H es

de clase C2.

DEMOSTRACION.

1) Se deduce del teorema 6.2.5.
2) Se deduce de los teoremas 6.2.5 y 6.2.6.
3) Se deduce del teorema 6.2.6, observando que'(h3) ii) implica que 84D = 8D.

4) Se deduce del lema 6.2.4. o

La definicién que damos a continuacién nos permitird, mds adelante, establecer una

nocién de cercania en la clase F.
6.3.4. Deflnicién. Sean H' un dominio acotadoen IR", 0 < a <1,y C una
constante positiva. Diremos que H € Go,c(H') si:

1) H es un dominio acotado de IR™, con IR™\ H conexo.

2) H es de clase C?=,
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3) HCC H'.
4) Existe F € C**(H') con
F>0en H,
F=0en 0H, min |[VF(z)| =1,
z€8H
F<Oen H'\H,
y ”F"cz.n(ﬁ’) <C.

6.3.5. Observacién. Sea H un dominio acotado de IR™ con IR™\ I conexo, H
de clase C?*** para algin 0 < a < 1. Entonces, para todo dominio acotado H' tal que
H CC H', existe una constante C > 0 tal que H € Gq,c(H'). (ver [3], p. 143 y p.
136).

6.3.6. Observaciéon. Si H € Gq,c(H') para alguna terna «,C,H' como en 6.3.4,

entonces P(H) tiene solucidn, y sus soluciones satisfacen las propiedades ya estudiadas.

Notaremos d(A, B) la distancia de Hausdorff entre A, BC IR™.

6.3.7. Lema. Supongamos que H satisface (hl) y (h2).
Sean 0 < a < 1 tal que H € C**, H' un dominio acotado tal que H CC H', y

C una constante positiva.

Sea H; una sucesion de dominios que satisfacen
Hy € Ga,c(H"), d(H,H) — 0.
Entonces, para una subsucesion de los H, , ezisten funciones g, satisfaciendo
(6.3.1) g € CI(IR™; R™),
(6.3.2) gr(z) == si d(z,0H) > 7y,
(6.3.3) g — I en C1(IR"),

(6.3.4) gr(Hi)=H,
donde ro > 0 es una constante fija que puede elegirse arbitrariamente pcquenia.
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DEMOSTRACION.  Por hipétesis, existen funciones ¢ € Cz"'(ﬁl) satisfaciendo

er(z) >0 size Hy,
wr(z) =0 siz € OH, mingesm, |Ver(z) =1,
er(z) <0 siz e H'\ Hy,

con ”‘Pk“Cz.c.(ﬁ') < C. Entonces, existe una funcién ¢ y una subsucesiéon que verifica

Pr— en C*P(fI') para todo 0 < 8 < a.

Usando que d(Hy,H) — 0, podemos hallar » > 0 chico y constantes positivas ¢y
y v tales que

le(2)] = po si d(z,0H) =r, [Ve(z)| 2 v si = € B.(8H),

y ademas
¢(z) >0 size€ HNB.(0H),
(6.3.5) p(z) =0 size€dH, Enel‘i?x}{IVgo(:v)l =1,
p(z) <0 sizeH NB.(8H).
Por otra parte, si r es suficientemente chico, podemos definir
y : B.(8H) — 3H', donde para cada z € B.(0H), y = y(z) es el dnico punto de
O0H tal que |y — z| = d(z,0H). Como 8H € C?“, se tiene que y € C}(B,(0H)) (ver
lema 14.16 en [3]).
Definamos ahora z : 8H X (—¢o,¢9) — B.(6H),

z(y,¢) =y + t(y,9) ;ig;l ,

Vely)

donde para y, ¢ fijos, t = t(y, ) es el tnico t € (—r,r) tal que p(y + tw) =¢.

Del teorema de la funcién implicita, deducimos que ¢ = t(y, ) € CY(8H x (—0,¥0)),

y en consecuencia z = z(y, ) también.

Por construccion se cumple

(6.3.6) p(z(y,9)) = ¢ siy€dH, |p| < o,
(6.3.7) z(y(z), p(z)) =z siz € B.(8H), |p(z)| < po-

Fijemos 0 <r; <7 <7 y 0 < ¢p; < g tales que

le(z)| < po/4 si = € By, (8H),
()] > 1 si 7y < d(z,0l) < 7y,
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y tomemos ¥ € C}(IR), 0 < <1 satisfaciendo
1 |3| < ¢1/47
Y(s) = {
0 |s|>¢1/2.

Consideremos las funciones

fi(z) = (1 = %(pr(2))) ¢(2) + ¥(v(2)) pr(),

que cumplen, para k grande

0< fr(z) < wo siz € H,N B, (0H),
(6.3.8) fe(z) =0 siz € 0H,,
—po < fr(z) <0 size Hy,N B, (0H),

y ademas
(6.3.9) fe(2) = o(z) si 7 < d(z,0H) <.

Veamos que para k grande, las funciones

o) [ FBELE) iz Bom),
gklZ) =
z siz € IR™\ B,,(8H),
satisfacen las propiedades pedidas: (6.3.1) se deduce de (6.3.7) y (6.3.9); (6.3.2) es obvia.

De (6.3.7), observando que fi — ¢ en C!(B,, (8H)), obtenemos (6.3.3). Finalmente
(6.3.4) resulta de combinar (6.3.8), (6.3.6) y (6.3.5). o

6.3.8. Observaciéon. Consideremos un dominio .H y una sucesién de dominios H}

como en el lema 6.3.7. Entonces,

1) podemos elegir una soluciéon uo de P°(H), que a su vez sea solucion de P°(Il),
Vk (por el teorema 6.1.9, bastara fijar una bola B tal que |[B|=wo, BN H =0,
BN H; = 0Vk, y tomar uy € H}(B) tal que J(up) = E(B)). En particular, ug
resulta admisible para los problemas P(H) y P(H;) Vk.

Ademas se observa que para la subsucesion de los H; construida en el lema 6.3.7
2) |He| — |H|,
3) podemos fijar en el problema P(H), las constantes g y r* en (3.1.1) y C(H) en

(6.1.4), de modo tal que las mismas también resulten adecuadas para los problemas
P(H}), para k grande.
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6.3.9. Lema. Supongamos las mismas hipotesis del lema 6.3.7. Entonces

(6.3.10) limsup J*(H,) < J*(H)
k— o0
DEMOSTRACION. Sea wup como en la observacién 6.3.8 y supongamos que

J*(l) = J(uo). Como para k grande, uo es admisible para P(/l}), tendreinos que
J*(Hi) < J(up) y por lo tanto (6.3.10) se cumple.
Si J*(H) < J(ug), existe una soluciéon v de P(H) con c:=u|y > 0. Sca

(6.3.11) 7 := lim sup J*(H}),

k—o0

y elijamos una subsucesion de los H; tal que
(6.3.12) klirn J*(Hy) = 7.

Podemos asumir que para cada k en esta subsucesiéon, existe una funcién g, definida

como en el lema 6.3.7. Consideremos las funciones
oa(2) = u(gn(2).
Por construccién de g, tendremos
vaHl(ﬂZ")ﬂLl(m"), v =c en H,

Hz & Hi [ vi(x) > 0} = wo + pi,

donde p; — 0. Ademds, por (6.3.2) tenemos
ve(z) = u(z), si d(z,0H) > ry,

donde elegimos 7y > 0 suficientemente chico para asegurar que v, = u en un entorno
de 8{u > 0}.

Tomemos un punto zy € 8{uv > 0}, tal que B, (z9) N {u > 0} es regular para
algin r; > 0. Fijado k, si p; es positivo, perturbemos el conjunto {u > 0} hacia
adentro cerca de z(, en forma suave, disminuyendo su volumen en p;, y consideremos
v! ~definida en B, (zp) como en la observacién 5.2.5. (Si pr < 0, perturbaremos

Px
aumentando el volumen en —pj ). Entonces la funcién

vy en IR™ — B, (z),
Wg =

”;:;. en B, (zy),
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es admisible para P(H}), si k es grande.

Ademas por construcciéon tendremos
(6.3.13) klim J(wr) = J(u) = J*(H).
— 00
Si tomainos ahora para cada k, una solucién u, de P(H}), resultard

J'(.Hk) = J(‘u.k) < J(wk).

Esto dltimo, junto con (6.3.11), (6.3.12) y (6.3.13) completa la demostracién. m)
6.3.10. Lemna. Supongamos las mismas hipotesis del lema 6.3.7. Entonces
(6.3.14) klim J*(H,) =J*(H).

—+00

DEMOSTRACION.  Para cada k, tomemos %, una solucién de P(H}) y definamos
CL = uklyk.

Podemos suponer que las u, son de soporte compacto (esto ocurre siempre si ¢, > 0,

si ¢, = 0 podemos elegir u; = uo como en la observacién 6.3.8).

Procedamos como en el teorema 6.2.1:

PAso I. Supongamos que
Ii{n infep =0.
Como |{u; > 0}| S_.w_o + |Hy|, podemos tomar una bola satisfaciendo

|B|=wo + |H|+1, BNH=0,

y simetrizar Schwarz las funciones u; de modo tal de obtener, para k grande, funciones
u} € H}(B), con
J(uy) < J(ux) = J*(Hg).

Procediendo del mismo modo que en el paso I del citado teorema y usando el lema
anterior, probamos que existe u* € Hg(B), y una subsucesién tal que

Vu} — Vu* débilmente en L?(IR"),
u} — u* en L'(IR"™),

up — u* c.t.p. en IR™,
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y tal que ¢ — 0. Entonces, notando que para ¢t > 0 y k grande

Hur >t} < |{z ¢ Hi [ ur(z) > 0} = wy,

obtencmos
[{u* > 0}] < wp.

Adenas, como por construccion de u; y por el lema 6.3.9 tenemos
J(u*) < liminf J(ug) < liminf J*(H,) < J*(11),
k—o0 k— o0

podemos aplicar el lema 6.2.2 y deducir que u* es solucién de I’(11), cs decir, sc ticne
J(u*) = J*(H), lo cual recordando el lema 6.3.9, prueba (6.3.14).

Observamos ademas que por construccion, la solucién u* de P(H) hallada, satis-

face u*|y = 0, es decir, es solucién de P°(H).
PAso 1I1. Supongamos que
0 < liminf ¢ < +00.
k— o0
Resultard entonces que, para k grande, u; es solucién de P°*(H}) con ¢ > 0. Sea
(6.3.15) v :=liminf J*(H},) = lim inf J(u}),
k—o0 k— o0
y elijamos una subsucesion de los H; tal que
(6.3.16) klim J*(Hg) = 7.
Llamemos h, = |Hi|, h = |H|. Usando que
(6.3.17) [{ur > 0} = wo + Ay,
con h;, < h+1 para k grande, probamos del mismo modo que en el paso II del teorema
6.2.1, que existe una funcién v € H*(IR™) y una subsucesién tal que
Vup — Vu  débilmente en LZ(IR™),

Up — U en L] (IR"),

Up — U c.t.p. en IR™,

y tal que ¢, — ¢, ¢ constante, 0 < ¢ < 400, donde ¢ = u|y . Ademds, la subsucesién
puede ser elegida de modo tal de trabajar con dominios H) tales que la observacion

6.3.8 se aplique.
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Observemos primero que si pudiéramos hallar una constante M > 0 tal que
(6.3.18) sop ux C By, M independiente de k,
tendriamos, por (6.3.15), (6.3.16) y por el lema (6.3.9),

(6.3.19) J(u) < li{n inf J(ug) = < J*(H).

Tomando limite inferior en (6.3.17), obtendriamos por la observacién 6.3.8 que
[{z > 0}| < wo + h, y esto, junto con (6.3.19) y el lema 6.2.2 implicaria que u es
solucién de P(II'), es decir J(u) = J*(H). Finalmente de (6.3.19) y del lema 6.3.9
obtendriamos (6.3.14).

Veamos entonces que podemos probar (6.3.18). Por la observacién 6.3.8 podemos
tomar Iy en (3.1.1) independiente de k. Ademas, podemos construir funciones ug}, ,
u$; (haciendo uso de las funciones construidas en el lema 6.3.7, por ejemplo), de modo

tal de tener en (3.1.2) parametros I =g, I =3} ,con I — 1.

Entonces, aplicando el teorema 6.1.7 para cada k, deducimos que uj es solucién
de P:+(H,) para todo € < ef, donde por la observacién 6.3.8, ef = e;(hs,lx,cx).
Como hy = h, Il =1y cx — ¢ > 0, tendremos que ¥ — ¢; := ¢;(h,l,¢), y eligiendo
€9 < €; concluimos que para k grande u; es solucién de P;*(Hy). Por el teorema
3.2.7, usando que ly — I y hy — h, podemos elegir el pardmetro p en (3.2.6) de modo
tal que sirva uniformemente para los problemas PS*(Hy) y P7 (H).

Razonando en forma similar, vemos por el teorema 3.2.9 que como ¢, — ¢ > 0,
como elegimos el mismo r* para H y paratodo I, y como elegimos p uniforme para
P:x(Hy) y P; (H), podemos elegir el pardmetro § en (3.2.7) de modo tal que sirva

uniformemente para los problemas PS*(H:) y P; (H).

Entonces podemos aplicar el lema 3.2.16, obteniendo M = M(n,¢eq, 1, 8), es decir

independiente de k, tal que se satisface (6.3.18), que es lo que restaba probar.

Se observa ademas que como u es solucién de P(H) con u|lg =¢ > 0, u es
solucién de P°(H). Entonces podemos deducir del teorema 6.1.7 y de la eleccion que
hicimos de €q, que u es solucion de Pg*(H). ]
6.3.11. Lema. Supongamos las mismas hipdtesis del lema 6.3.7 y supongamos

ademds que H satisface (h3)i) y ii).
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Para cada k consideremos una solucion u, de P(H,). Entonces ezisten una

solucion u de P(H) y una subsucesion de las u; tal que
O{ur > 0} = 8{u > 0} en distancia de Hausdorf].

Ademds exisle una conslante p* > 0 lal que para k grande
O{ur > 0} C B,- (0{u > 0}),

y para lodo zo € O{u > 0}, si v(zg) es la normal ezterior a {u > 0} en zy, se tiene

que

8{uz > 0} N B+ (z0)

es el grdfico en la direccion v(zy) de una funcién C?.
DEMOSTRACION.

PAso I. Sean c¢j := ui|g, y supongamos que lixkn_glf ¢y = 0. Entonces podemos pro-
ceder como en el paso I del lema 6.3.10, y hallar una solucién u* de P(H) satisfaciendo
u*|g = 0, lo cual contradice que H satisface (h3) i). Por lo tanto ligig;f ck >0y
podemos proceder como en paso II del mismo lema.

Sabemos, en consecuencia, que existe una solucién v de P(H) y una subsucesién

de las u, con las siguientes propiedades:
1) up = u ct.p.en IR™, ¢, 2¢>0, c:=uly.

2) Existe una constante M > 0 independiente de k, tal que

sop up C Bps(0), rsop u C Bp(0).

3) Existe una constante €y > 0 independiente de k tal que

uj, es solucién de P.*(Hy), u es solucion de P/ (H),

4) Podemos fijar los pardmetros £ >0 y § > 0 en (3.2.6) y (3.2.7) de modo tal que
sirvan uniformemente para los problemas P;*(Hy) y P (H).
Sea D := Bpg(0) \B_“(H) con R > M. Observemos que por eleccion de M y §é
tenemos

o{v >0} C D,
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8{ur >0} C D, d(z,Hy)>6/2 VzeD,

si k es grande, y entonces por el lema 3.2.18, existe una constante positiva C indepen-
diente de k, tal que
”ukllco.l(ﬁ) <C.

Por lo tanto, existe una subsucesion tal que
(6.3.20) U — u en C*P(D) paratodo 0 < g < 1,
de donde concluimos, usando el lema 3.2.12 y la observacién A.2.6 que

(6.3.21) 0{ur — 0} — 8{u > 0} en distancia de Hausdorfl.

Paso II. Sabemos, por hipétesis que 8{u > 0} es de clase C! y entonces, por el

teorema 5.2.4, es de clase C?.

Tomemos zy € 8{u > 0}, y sea v(z¢) la normal exterior a {u > 0} en z4. Por
comodidad supondremos o =0 y v(zo) = e,

Fijemos o > 0 chico, entonces existe pg(o) > 0 tal que si p < pg(o) se cumple

que 3{u > 0} N B,(0) es un grifico en la direccién e, ,

(6.3.22) u(z) =0 si z € B,(0), T, > op,

(6.3.23) u(z) >0 si z € B,(0), z, < —op,

y B,(0) C D. Ademas como 8{u > 0} es compacta, podemos elegir po(o) indepen-
diente del punto zo € 8{u > 0} que fijamos.
En consecuencia, podemos ver que existen constantes positivas & y p, indepen-

dientes de k tales que si elegimos 0 < & y p < g, resulta

(6.3.24) ug(z) =0 si z € B,2(0), T, > 20p,

(6.3.25) uE(z) >0 si ¢ € B,/2(0), z, < —20p,

para k suficientemente grande.
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En efecto, (6.3.24) se obtiene de (6.3.22) y (6.3.20), aplicando el lema 3.2.12 a
las funciones u; (eligiendo las constantes en dicho lema independientes de k). Luego
obtenemos (6.3.25) de (6.3.23) y (6.3.20), aplicando el lema 3.2.13 a u.

De (6.3.24) y (6.3.25) se deduce que para k grande, existe
= € 8f{u, >0} N B,/2(0), z* = hke,, hk € (—20p,20p)

Esto ultitno junto con (6.3.24) implica, (si elcgimos o chico) que ug € F'(160,1;00) en
B,/4(z*) en direccién e, . Si tomamos ademis 160 < 75, p/4 < To(160)?, con T y
7o las constantes del teorema 5.2.1 (elegidas independientes de k), tendremos por dicho
teorema que si 2p* < &, entonces 9{u; > 0} N By, (z*) es el grifico cn la direccion

e, de una funcién C*.

Por (6.3.21) tenemos para k grande
(6.3.26) {ur > 0} C B,-(8{u > 0})

con lo cual |z*| < p*, y por lo tanto 8{ux > 0} N B,.(0) es el grifico en la direccién

en de una funcién C?!.

Esto ultimo, junto con (6.3.26) completa el lema, si recordamos que habiamos
supuesto zo = 0 y v(z9) = e,, y observamos que la demostracién no depende del

punto zo € 8{u > 0} elegido. o

El siguiente teorema prueba que si H estd en la clase F, todo H cercano también

estd, y ademads sus energias son cercanas y sus soluciones también.

6.3.12. Teorema. Sea H € . Fijemos 0<a<l ta que H e C*»* y H' un
dominio acotado tal que H CC H'. Entonces

1) Dado C > 0, eziste § > 0 tal que
H € Gac(H"), dH,H)<§ = HeF.

En particular Pp(H) tiene solucidn.

2) Dados C >0 y € >0, eziste § >0 tal que

HeGaco(H'), dH,H)<§ = |E*(H)— E*(II)| <e.
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3) Dados C >0 y € >0, eziste § >0 tal que si He Ga,c(H'), d(ﬁ,]]) <éys
D es una solucidn de Pp(ﬁ) enlonces d(ﬁ,D) < € para alguna solucion D de
Pe(H).

DEMOSTRACION DE 1).  Dividiremos la demostracién en tres clapas.

PAsO 1. Dado C >0, ezisten § >0 y c* >0 tal que si H € Goc(H'), d(H,H) < §

y 3i @ es solucion de P(H) entonces il > c* > 0.

DEMOSTRACION. Si asi no fuera, existirian una constante C > 0 y una sucesién
de dominios Hy € Ga,c(H') con d(H,H) — 0, y para cada k una solucién u de
P(H) con ci := ug|mg, <1/k.

Como ¢ > 0 resulta khm ¢ = 0, y por lo tanto nos encontramos con la misma
situacion presentada en el paso I del lema 6.3.10, lo que permite construir una solucién
u* de P(H) satisfaciendo u*|yg = 0. Esto contradice (h3) i), que debe cumplirse pues
H € F, y prueba el paso L.

PAso II. Dado C > 0, eziste § >0 tal que si H € Goc(H'), d(H,H) < 6 y si @ es
solucién de P(H) entonces 8{i > 0} es de clase C!.

DEMOSTRACION. Si asi no fuera, existirian una constante C > 0 y una sucesién
de dominios Hy € Gq,c(H') con d(Hy,H) — 0, y para cada k, una solucién u; de
P(H,) tal que 8{ux > 0} no es de clase C!.

Por el lema 6.3.11, podremos extraer de la sucesién u;, una subsucesién que sa-
tisface que O{uy > 0} es de clase C!. De este modo obtenemos una contradiccién,

probando asi el paso II.

PAso III. Dado C > 0, eziste § > 0 tal que i H € Goc(H'), d(H,H) < § y si @
es solucion de P(H) entonces IR™\ {@ > 0} es conezo.

DEMOSTRACION. Se procede como en el paso II por el absurdo, aplicando el lema
6.3.11, usando ademds que como H € F, toda solucién u de P(H) satisfard que
IR™\ {u > 0} es conexo.

Finalmente, eligiendo § como el minimo de los obtenidos en los pasos I a III,

completamos la demostracién de 1).
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DEMOSTRACION DE 2).  Si 2) no fuera cierto, existirian constantes positivas C y &g,
y una sucesién de dominos Hj € G4,c(H') con d(Hy,H) — 0 (y por lo tanto II, € F
para k grande), satisfaciendo |E*(Il) — E*(H)| > €.

Bajo estas LipStesis, podemos aplicar el teorema 6.3.3 y el leina 6.3.10 y deducir

que E*(Il,) —» E*(H), lo que es un absurdo, y prueba 2).

DEMOSTRACION DE 3). Si 3) no fuera cierto, existirian constantes positivas C y
€0, y una sucesion de dominos Hi € Gq,c(H') con d(Hy,HI) — 0 (y por lo tanto
I, € F para k grande), y para cada k, una solucién D de Pp(H}) satisfaciendo
d(Dy,D) > €p para toda solucién D de Pp(H).

Por el teorema 6.3.3, se tiene que Dy = {uy > 0}, con u una solucién de P(Hy).
Aplicando el lema 6.3.11, podemos deducir que existe una solucién v de P(H), tal
que para una subsucesion de las uj se tiene d{ur > 0} — 9{u > 0} en distancia de

Hausdorff. Esta misma subsucesién cumplird también que

(6.3.27) {ur >0} — {u > 0} en distancia de Hausdorff.
Como por el teorema 6.3.3, D := {u > 0} es una solucién de Pr(H), lo obtenido en

(6.3.27) es claramente una contradiccion, y esto completa la demostracion del teorema.

a
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APENDICE.

Demostramos resultados usados en capitulos anteriores. En A.1 probamos un resul-

tado sobre funciones armonicas quc entre otras propiedades, tienen crecimiento lineal.

En A.2 desarrollamos resultados - en la linea de [2]- para limites “blow up” de
funciones con ciertas propiedades (que son satisfechas localmente por las soluciones de

los problemas que estudiamos).

A.1. Funciones armoédnicas con crecimiento lineal.

A.1.1, Teorema. Sea u una funcidn lipschitziana en IR™ satisfaciendo
1) u>20 en IR", Au=0 en {u> 0}.

2) {zn<0}C{u>0}, u=0 en {z, =0}.
[{v = 0} N Br(0)|
|Br(0)]

3) Eziste 0 < Ag <1 tal que > X, VR>0.

Entonces
u=0 en {z, > 0}.

Antes de demostrar el teorema, veamos el siguiente lema:

A.1.2. Lema. Sea w una funcidn que satisface
(A.1.1) w lipschitziana en IR™ con constante L.
(A12) w>0en IR", Aw=0 en {w > 0}.

(A1.3) {zn<0}C{w>0}, w=0 en {z, =0}.
{w = 0} N B, (0)|
|31 (0)]
(A.1.5) Eziste 0 < a < L tal que w(z) < az, en B;(0)N {z, > 0}.

> Ao

(A.1.4) Eziste 0 < g <1 tal que

Entonces, ezisten constantes co y v tales que

w(z) £ (a — cq)Tn en B,(0)N {z, > 0}
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con v =7v(Agyn), 0 <y <1 y cq = c(n,A,L,a) una funcién continua en o satisfa-

ctendo 0 < ¢4 < @,

ca>0 s1a>0 ] lim ¢q = cq =0
a—0t =0
DEMOSTRACION. Sean L, A\¢, @ ¥y w como en el enunciado. Si a« = 0, tomamos

ce = 0 y el resultado es valido cualquiera sea v, 0 <y < 1.

Supongamos a > 0. De (A.1.1) y (A.1.2) se deduce que w es subarménica en
IR™ lo cual, junto con (A.1.5) y (A.1.3) nos dice que la funcién v dcfinida como
v(z) := az, — w(z), satisfara:

(A.1.6)
v superarménicaen IR", v >0 en B;(0)N {z, > 0}, v=0 en {z,=0}.

Sea B := 522r < 1. De (A.1.3) y (A.1.4) se deduce que existe un punto zo tal que
(A17) Tg € Bl(O), (:co),, > ﬁ, ‘W(a!o) =0.

Sea 7 := |zg| > B y consideremos la funcién u que satisface

(A1) { Au=0 en B.(0)N{z, > 0}

u=v en 8(B.(0) N {z, > 0}).

Observamos que de (A.1.6), (A.1.8) y del principio del mdximo resulta
(A.1.9) v2>u en B.(0)N {z, > 0}

Dado =z € IR, z = (21,...,2Zp), Notemos T = (T1,...,Zp—1,—2Zn). Entonces

por (A.1.8) y (A.1.6) tenemos que si definimos
(A.1.10) u(z) := —u(F) siz € B.(0) N {z, < 0},

u resulta arménica en B,(0).

Fijemos y tal que

(A.1.11) ly] < B/2, yn > 0.
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Entonces por la férmula de representacién de Poisson y por (A.1.10) tendremos

T S TC) R
(v) /I >

NWnT a|=r |z - yln

r? — |y)? 1 1 el
= ot ﬁz._, ”(u—w"nf—yln) e

lo que junto con (A.1.9) y (A.1.8) nos da que

2

r2 — |y|2 / 1 -1
. . > . '
(A.1.12) v(y) 2 — o = @)\ oz yl" o) ¥

Tomemos § := § % y sea z tal que |z —zo| < §. De (A.1.1), (A.1.7) y recordando

que a < L tcnemos que

w(z) < Llz — zol, zn > (To)n — /4
¥ en consecuencia
3 .
(A.1.13) w(z) < o;_ﬁ’ T, > Tﬂ si |Je—zo|<$é

de donde concluimos que

(A.1.14) v(z) > %, z, >0 si |z — x| < 6.

Entonces, de (A.1.12) (observando que su integrando es positivo), por delinicion de =
y por (A.1.11) y (A.1.14) tenemos

(A.1.15) v(y)_zf; /|=|=r (z)(lz—ylﬂ Ii'—ly|") dHnt

B3>0
jz—zo|<6

3 1 1
> i Cerarer ks
nw,, = s \lz—v E—y

y si recordamos (A.1.13) y (A.1.11), y las definiciones de 3, r y § tendremos de
(A.1.15) que

(A116)  u(y) 2 O(m)B* ayH " ({z / lol = 7, |o ~ 2ol < 30}) > aCy,

donde C = C(n, Ao, L,a).
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Entonces tomando \
ca=acv 7=ﬂ/2=2_:1

se obtiene por definicion de v y por (A.1.16) que
0< w(y) < (a - ca)yn €n B'y(o) N {yn > 0}

0<cq < a, 0<vr<l1 y im cq =0,

lo que prueba el lema. a

DEMOSTRACION DEL TEOREMA A.1l.1.

PAso 1. Sea u como en el enunciado, y L > 0 su constante de lipschitz. Observamos

que si notamos z = (z',z,) tendremos
(A.1.17) u(z) = |u(z',z,) — u(z',0)| < Lz, en {z, > 0}.

Fijemos 79 > 0 y definamos

(A.1.18) we(z) := %u(roz).

Entonces wqy satisface las propiedades (A.1.1) a (A.1.4). Ademads llamando a¢ = L,

tenemos por (A.1.17) que

wo(z) < apzn en B,(0) N {z, > 0}.
Por lo tanto, podemos aplicar el lema A.1.2 y entonces
(A.1.19) wo(z) < (ag — Cap)Zn en B,(0) N {z, > 0}

donde v = ¥(Ag, 1), €qp = c(n, Ao, L,ag).
Definiendo

1
wy(z) = ;u(rlz), Ty = YT, a; = g — Cq,

tenemos que w; satisface las propiedades (A.1.1) a (A.1.4) y entonces por (A.1.18)
y (A.1.19)
wi(z) < gz, en B,(0) N {z, > 0},
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donde por construcciéon, 0 < a; < a9 = L.

En general, aplicamos inductivamente el lema A.1.2 obteniendo sucesiones («;),

(ri) y funciones (w;), con ¢ € INy dadas por:

1 .
(A‘l‘zo) wi(z) = :‘U(T,’a‘:), Ti41 = Yry = 7l+17'03 v = '7(’\‘0""’)

13

(A.1.21) ag := L, Q4] 1= O — Cayy Ca; = ¢(n, Ao, L, ),
que satisfacen
(A.1.22) 0<aj1 <a; <L,
w;(z) < a;z, en B;(0) N {z, > 0},
y por lo tanto:
(A.1.23) u(z) < a;z, en B, (0)N {z, > 0}.

Ademas de (A.1.22), (A.1.21) y recordando las propiedades de ¢, , deducimos que a; —
0, y se observa que la sucesién (a;) obtenida es independiente del ry > 0 con el que

comenzamos la iteracidén.

PAso II. Probemos ahora el teorema. Supongamos que existe un punto zy con
(20)n >0 'y u(z)>0.

Tomemos la sucesién (o;) definida en (A.1.21). Como a; — 0, existird un k € IN tal

que
(A.1.24) u(zo) > ak(20)n

Si construimos w; como en (A.1.20), partiendo de un 7o > 0 tal que ro > ];yz—%l,

tendremos que
29 € By, (0) N {z, > 0},

y entonces por (A.1.23)

w(z0) < ak(z0)n,

lo que contradice (A.1.24) y prueba el teorema. o
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A.2. Sucesiones y limites “blow up”.

A.2.1. Hipétesis.

Supondremos dado un dominio D C IR™, y una funcién u satisfaciendo
( u lipschitziana en D con constante L > 0

(P1) ﬁ u>0en D

| Au=—2en DN {u> 0}

( Dado 0 < x < 1, existen constantes positivas C, y 7,

tales que para bolas B.(z9) C D con 0 < r < r, se cumple que

1

5 t/[ u < C, implica u=0 en B,.(zg)

\ 8B, (z0)

(P2)

 Existen constantes positivas 7 y 0 < A; < A < 1 tales que

(P3) { para bolas B.(z¢) CD conzg € 0{u >0} y0<r<ry

|Br(zo) N {u > 0}
| Br(z0)|

\ A1 S S/\z

A.2.2, Definicion. Dada u como en A.2.1, tomemos B, (zx) C D una sucesién

de bolas satisfaciendo py — 0, z) — z9 € D, u(z) =0.

Llamaremos a la sucesién de funciones

u(zk + pr)
’

up(z) := o

la sucesién “blow up” respecto de B, (zx). Como
(A.2.1) |[Vugllce < L en cada compacto de IR™, para k grande,

y como uk(0) =0, Vk € IN , existe una funcién ug : IR™ — IR que llamaremos limite

“blow up”, tal que para una subsucesién se satisface

(A.2.2) up — Ug en C'%(IR™) paratodo0 < a <1,
(A.2.3) Vu, = Vug débil * en LY. (IR™)
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y ademas se cumple que

(A.2.4) ug lipschitziana en IR™ con constante L.
A.2.3. Lema. Sean (ur) y uo como en A.2.2. Se cumplen las siguicnles
propiedades:

(A.2.5) ug 20 en IR™ y Aug =0 en {uy > 0}.
(A.2.6) O{up >0} — 8{ug > 0} localmente en distancia de Hausdor(].
(A.2.7) X ({ur >0}) = X({uo >0}) en L] (IR").

loc
(A.2.8) Si K CC int {ug =0}, entonces up, =0 en K para k grande.
(A.2.9) §i K cC {uo >0} U int {ug =0}, entonces Vu = Vuo en K.

(A.2.10) Vup — Vuyg c.t.p. en IR™.
|Br(yo) N {uo = 0}

A.2.11) Eziste 0 < A < 1 tal que
(A241) [Balyo)

Vyo € {uo > 0} .
(A.2.12) Si zx € 0{u > 0} entonces 0 € 8{uo > 0}.

> A, VR > 0,

DEMOSTRACION. Es claro que uo > 0. Si B CC {up > 0}, tendremos que
B CC {ur > 0} para k grande, y por lo tanto Auy = —2p, en B. Entonces las
funciones

|=|?
vi(z) 1= un(z) + Pr=——

son arménicas en B,y ademas vy 3 ug en B, de donde se deduce (A.2.5).

Para ver (A.2.6), observemos que si B.(y)N&8{up >0} =0 y up =0 en B.(y),
entonces uj son uniformemente chicas en B,(y) para k grande y por (P2) u;, = 0
en B,/;(y); si o > 0 en B,(y) entonces ur > 0 en B,/;(y). En consecuencia
B, /2(y) N {ux > 0} =0 para k grande.

Por otra parte si B,(y) N d{ux > 0} = 0 para k grande y para una subsucesién
ur = 0 en B,(y), entonces up = 0 en B,.(y). Si no, serd ux > 0 en B,(y) para k
grande y por lo tanto uo arménica en B.(y). En ambos casos B,(y)Nd{ue >0} =0.

De (P3) se deduce que dado un compacto K, |K Nd{u > 0}| = 0 para k grande,

y entonces por (A.2.6) obtenemos que
(A.2.13) |0{uo > 0}| = 0.

144



Por otra parte, fijados R y r positivos y razonando como lo hicimos para (A.2.6),

tendremos que si k es grande

/B X ({uk > 0}) — X({za > 0})| < [{z € Br / d(z,3{uo > 0}) < r}]

y entonces usando (A.2.13) obtenemos (A.2.7).

Para probar (A.2.8) basta usar (P2) y para ver (A.2.9), usamos (A.2.8) cuando
ug = 0, y cuando uy > 0 trabajamos con las funciones v, como lo hicimos arriba.

Observemos ahora que (A.2.10) se deduce de (A.2.9) y (A.2.13).

Para ver (A.2.11), notemos que por (A.2.6), dado yo € 8{uy > 0}, existe
yr € {ur > 0} tal que yr — yo. Entonces por (P3), si fijamos R > 0, tenemos

que si k es grande

|Br(yx) N {ur > 0}
| Br(ye)|

y aplicando (A.2.7) obtenemos (A.2.11).
Finalmente (A.2.12) se deduce de (A.2.2) y (P2). O

A1 S S sz

A.2.4. Lema. Sea u como en A.2.1 y supongamos ademads

1) eziste =g € DN O{u > 0} tal que

u(z) =0 siz €D, (z—=z9) €, =0,

2) eciste una bola B tal que

zy € 8B, BCc{zeD/(z—z): en <0} y u(z) >0 size€ B.

Entonces

0

g [Br(0) 0 {w >0} N {(z —20) - en > 0}] _
r—0 |B,.(:Bo)|

DEMOSTRACION.  Consideremos una sucesién arbitraria (p), tal que pp — 0, pp >0

se W ” P
y sea uj la sucesién “blow up” respecto de B,, (zo) con limite ug.

Entonces por 1) y 2) y por el lema A.2.3 se tiene que ug satisface las hipdtesis del

teorema A.l.1 y por lo tanto u9g =0 en z, > 0.
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Finalmente, por (A.2.7) obtenemos que si k — oo

1 .
LB, (m0) N {u> 0} N {(z — 20) - en > 0}] = / X ({ux > 0})dz — 0,
P B1(0)n{z,>0}

lo que completa la demostracion. O

A.2.6. Observacién. Supongamos dados un dominio D C IR™, una funcién u,y

funciones uj , todas ellas satisfaciendo (I’1) y (P2), con las mismas constantes.

Supongamos ademas que

uy - u en C*P(D) para todo0 < 8 < 1.

Entonces razonando en forma similar a como lo hicimos al probar (A.2.6), podemos

demostrar que

O{ur > 0} - d{u > 0} localmente en distancia de Hausdorff.
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