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1. INTRODUCCION.

§1. Notaciones y definiciones.

Indicamos con IR"™ el espacio euclideo formado por n-uplas z = (z;,...,2,),

donde cada z; es un nimeroreal, 1 <i < n.

Como es usual, para cada z que pertenece a IR"™, su norma es el numero

La bola centrada en z y de radio ¢ > 0 es el conjunto B(z,t) = {y € IR" :
|z — y| < t}. Cuando z es el vector nulo, escribiremos simplemente B,.

Si A C IR" es medible Lebesgue, denotaremos su medida por |A| y la funcién
caracteristica de A, por X 4.

Dada una funcién medible f,la Funcion Maximal de Hardy-Littlewood de f, esta
definida por

(1.1) Mi(@) = sup (181" [ 150}l dv)

donde B es cualquier bola en IR™. Si en la definicién anterior se consideran cubos
en lugar de bolas se obtiene una funcién, que salvo constantes multiplicativas que sélo
dependen de la dimensién, acota y estd acotada puntualmente por M f. Esto también
sucede, si para definir la funcién maximal en el punto z, sblo se consideran bolas
(o cubos) centrados en z. Para todas estas posibles definiciones usaremos la misma
notaciéon: M f.

Si Q C IN™ es un cubo y a es un numero real positivo, a@Q denota el cubo que

tiene el mismo centro que Q y |aQ| = a™|Q|.
Sea w(z) > 0 una funcién medible definida sobre IR™ y E C IR™ medible, su

medida con respecto al peso w serd notada w(FE) = / w(z)dz. Una funcién medible
E
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f pertenece a LP(w), 1 < p < oo,si ||fllr(w) = (/an |£(2)|Pw(z) dz) /p s finito.
El espacio L*°(w) consiste de todas las funciones medibles y esencialmente acotadas
con respecto a la medida w(z)dz. Ademds para f € L®(w), ||f|lre(w) s €l supremo
esencial, con respecto a w, de |f(z)|, £ € IR™. Cuando w = 1, caso que corresponde
a la medida de Lebesgue, como es usual escribiremos f € L? y |[f]l,, 1 <p < oo.

Sea w un pesoen IR™ y sea T un operadorde LP(w) en LY(w) donde 1 < p < oo
y 1 < g < oo. Se dice que T es de tipo fucrte (p,q) con respecto n w, si existe una

constante C > 0 tal que para toda f € LP(w) resulta
(1.2) NT'(llzsqwy < ClSfllLr(w)-

Cuando 1 < ¢ < 00, T es de tipo débil (p,q) con respecto a w, si existe C > 0
tal que para toda f € LP(w) y todo A > 0, vale la desigualdad

(1.3) w ({2 1)) > A € 1l cu:

Para ¢ finito, todo operador de tipo fuerte (p,q) es de tipo débil (p,q), con
respecto al mismo peso; esto también vale para ¢ = oo pues las definiciones de tipo

fuerte y débil coinciden.

§2. Clases de pesos.

El par de pesos (v,u) definidos sobre IR™ pertenece a la clase A(p,q), 1 < p < oo
y 1 < ¢ < 00, si existe una constante C tal que para toda bola (o cubo) B C "

(1.4) (|B|—l /B w(z)~? d:c)l/P' (|19|—l /B o(z)! da:)l/q <c.

Aqui y en lo que sigue, p' denota el exponente conjugado de p, es decir, p' = p/(p—1).

Cuando ¢ =p, 1 <p< o0,y u(z)? =v(z)? = w(z), (1.4) equivale a afirmar que
el peso w pertenece a la clase A, introducida por B. Muckenhoupt. Con respecto a
la definicién (1.2) podemos observar aqui, que la funcién maximal de Hardy-Littlewood

introducida en (1.1), es de tipo fuerte (p,p), 1 < p < oo si y sélosi w € A,, (ver [13]).
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Si ¢ =p =1, veremos que (1.4) es equivalente a la condicién
My(z) < Cu(z)

para casi todo z € IR™. Cuando éste sea el caso, simplemente escribiremos (v,u) € A; ;
y w € A, si v(z) = u(z) = w(z). La condicién A, sobre un peso w, es necesaria y
suficiente para que la funcién maximal sea de tipo débil (1,1) con respecto a w (ver

(1.3)).

Si v(z) = 0 para casi todo z € IH™, o bien u(z) = oo en cnsi todo punto,
trivinlmentc el par (v, u) satisface la condicion (1.4). Dichos pares scrin exclufdos de lus

clases A(p, q) pues carecen de interés con respecto a los resultados que demostraremos.

Sea S(z) la funcién definida sobre IR™ por:
(1.5) S(z) =1+ [=))7" X o,0)(Izal),

y para cada t > 0, sea Sy(z) =t~"S(z/t). Diremos que el par de pesos (v, u) pertenece

a la clase A, si existe una constante C tal que
(1.6) sup (S *v)(z) < Cu(z)
t>0

para casi todo z € IR™.

La menor constante C que aparece en cada una de las definiciones (1.4) y (1.6),

serd llamada la constante del par de pesos (o bien, del peso) en la clase correspondiente.

§3. Clases de nicleos integrales singulares.

De aqui en adelante, el elemento de area de la esfera unitaria ¥ = {z € INt": |z| =
1}, serd denotado por do(z). El espacio LP(X), 1 < p < 00, es la clase de funciones
medibles f, definidas sobre ¥ tales que

1£llzrzy = ( [is@r da(z))”’ < oo
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(1.7) Definicién. Sea k(z) = Q(z)|z|™™ una funcién medible definida sobre

IR™ \ {0}. Decimos que k es un niicleo integral singular si 0 satisface las siguientes

condiciones,

(i) 9 es una funcién positivamente homogénea de grado cero, es decir, paratodo A > 0

y todo z # 0, Q(A\z) = Q(z),
(ii) /}; Q(z)do(z) =0,

(iii) si

w(8) = sup sup |Q(z + h) — Q(z)]
|h|<6 z€D

entonces vale la condicién de tipo Dini,

1
/ w(6)67 d§ < oo.
0

Observemos que (iii) implica que §2 esta acotada sobre X.

(1.8) Definicién. Una funcion medible k(z) = Q(z)|z| ™™ definda sobre IR™\ {0}

es un nucleo integral singular de tipo L"-Dini, 1 < r < 0o, si 2 salisface (i) y (ii) de

la definicion anterior y la siguiente condicion,

(iv) Qe L™ (), ysi

we(6) = sup ( [ 102) —n(z)rda(z))l/',

lpI<8

donde p denota una rotacién y |p| = sup |pz — z|, entonces
z€XD
1
/ w,(8)67* db < oo.
0

Notemos que si 2 satisface la condicién (iii), también verifica (iv) para todo 7 :

1<r <.



Sea k un nucleo integral singular L"-Dini, y sea € > 0. Se define la integral

singular truncada de una funcién f como

(1.9) K@= [ He-n)f@d,

z—y ¢ B,

y la integral singular de f asociada al nicleo k,

(1.10) K(f)(=) = lim K.(f)(=),

si este limite existe.

(1.11) Definicién. Un nucleo integral fuertemente singular esta definido sobre
m™\ {0}, por

i|z|~®

b [4
k(z) = |z X[O.I](lzl)t
donde 0 < b < 0o. Para cada 7:0 < 7 <1, la integral fuertemente singular truncada

de f,es

., 1—0
etlvl

(1.12) Kw=[  EiE-v

La integral fuertemente singular de f, se define como
(1.13) K¥(£)(=) = lim K¥(f)(e),

si este limite existe.

§4. Familias admisibles de intervalos de IR", n > 2.

Sea R = {R;}¢>0 una familia de intervalos de IR™ centrados en el origen y de
lados paralelos a los ejes coordenados. Para cada t > 0,sea R, = {z € IR" : |z;| <
@i(t), 1 < i < n}. Entonces queda definida sobre la semirrecta (0,00) una funcién

¢i(t) >0 paracada i: 1 <i<n.



(1.14) Definicién. Decimos que la familia de intervalos R = {R;};>¢ de IR™,
n > 2, es admisible, si las funciones ¢;(t) satisfacen:
(i) existe iy tal que ¢;,(t) =t y para todo © # 39, 9;(t) > ¢,
(ii) para todo ¢, }1_13(1’ pi(t) =0,y
(iii) para cada ¢, }1_13% ¢i(t)/t, existe (puede ser infinito).
De ahora en adelante vamos a suponer que iy = n.

Sea k un nacleo integral singular. Dada una funcién medible f, definimos la
integral singular truncada por R;, de f
(1.15) Kn(@)= [ He-ufe)d,
s t

y la integral singular de f asociada a la familia R = {R;}:>¢, como
(116) Kn()(@) = lim Kn, (f)(2),

si este limite existe.

§6. Enunciados de los resultados.

En 1967, los nicleos integrales singulares de tipo L' -Dini fueron introducidos por
A.P. Calderén, M. Weiss y A. Zygmund en [3]. Ellos demostraron que el operador
integral singular asociado K, (ver (1.10)), estd bien definido en casi todo punto, es
de tipo fuerte (p,p), 1 < p < 00, y de tipo débil (1,1) con respecto a la medida de
Lebesgue. .

A.P. Calderén y O.N. Capri, probaron en [2] (1984) que si f es una funcién in-
tegrable y K(f) también pertenece a L!, entonces las integrales singulares truncadas

K.(f), definidas en (1.9), pertenecen al espacio L!; y ademas
tim [|K.(f) = K(£)lls = 0.

En el trabajo de D.S. Kurtz y R.L. Wheeden [11], en 1979, se definen las clases

de niicleos integrales singulares L"-Dini, 1 < r < oo. Alli se demuestra el tipo débil
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(1,1) del operador asociado K con respecto a un peso w, cuando w”™ € A,y el tipo
fuerte (p,p), bajo la hipotesis que el peso pertenezca a una clase A, donde el indice ¢
depende de p y r.

Para r > 1,si w" € A, y f y K(f) pertenecen a L!'(w), O.N. Capri y C.
Segovia demostraron en 1989, (ver [4]), que para las integrales singulares truncadas

vale la acotacién

I Ee(S)rrwy S CUSFNLr(wy + 1 E(F)llLrw)}s €e>0

(C cs una constante independiente de f y ¢) y la convergencia en Ia norma de L!(w)
de K.(f) a K(f), cuando ¢ tiende a cero.

Teniendo en cuenta que no se conocen acotaciones en norma p ni desigualdades
de tipo débil con pares de pesos, para estas integrales singulares con nicleos de tipo
L™ -Dini, fue necesario desarrollar nuevas técnicas para probar que el operador esta bien
definido y que las integrales singulares truncadas estan acotadas y convergen en norma.

En este caso, el resultado principal que hemos obtenido es el siguiente,

Teorema A. Sea k un nicleo integral singular L™ -Dini y (v,u) € A(p,p(r/p)'),
1<p<r<owdl=p<r<oo. Si fe€ LP(uP) entonces la funcion K(f) estd bien
definida en casi todo punto. Si ademds K(f) € LP(uP) resulta

(3) 1K (H)llzrwry < C{llfllecury + IE(H)llLrcury}

para todo € > 0, donde C es una constante independiente de € y f. También tenemos

que

(ii) P—I}}J IK.(f) - K(f)”_L’(v") = 0.

Con respecto a los operadores integrales asociados a nicleos integrales singulares,
truncaciones no estdndar del tipo de (1.14) fueron consideradas por E.O. Harboure, en
1979.

Si F es la clase de intervalos de IR™ centrados en el origen y con lados paralelos
a los ejes coordenados, para cada R € F se define la integral singular truncada por R
de f
Ta(f)e) = [ He-0)f()d.
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E.O. Harboure demostré, en [8] (1979), que el operador maximal asociado
(1.17) T*(f)(z) = sup |Tr(f)(=)I,
ReF

es de tipo fuerte (p,p), 1 < p < oo y de tipo débil (1,1) con respecto a la medida
de Lebesgue generalizando a rectangulos el bien conocido resultado para la funcién
maximal K*(f)(z) = sup | K (f) ()]

A partir de lo antt:r>ior y para truncaciones con familias R = {Ii;}¢>0 de intervalos
de IR™ admisibles, también en [9] se prob6 que el operador singular asocindo Kg (ver
(1.16)) es acotado en LP, 1 < p < 0o y de tipo débil (1,1) con respecto a la medida
de Lebesgue.

H. Aimar y E.O. Harboure, en [1] (1987), obtuvieron para T* (definido en (1.17))
el tipo fuerte (p,p) con respecto a un peso w perteneciente a A,, 1 < p < 00, y el
tipo débil (1,1), para w € A, .

Volviendo a los pares de pesos, de acuerdo con el Teorema A, si (v,u) € 4; y
ademds, f y K(f) pertenecen a L'(u) se tiene la acotacién en la norma de L'(v) de
las integrales singulares truncadas K,.(f) y la convergencia de ellas a la integral singular
K(f). Entonces el problema que se plantea, consiste en obtener resultados analogos
para las integrales singulares truncadas por intervalos R; de una familia admisible de
IR™, n > 2, (ver (1.15)).

La mayor dificultad que hallamos para resolver el problema planteado se debié al
hecho que las clases de pesos consideradas no parecen ser las adecuadas. En consecuencia
definimos una nueva clase: A;, (ver (1.6)), que como notaremos mas adelante, en el
caso de pares de pesos distintos esta estrictamente contenida en A, (Proposicién (3.5)
y Observacién (3.10)). El resultado que hemos obtenido serd demostrado en el Capitulo

3 y es el siguiente,

Teorema B. Sean R = {R;}¢>0 una familia de intervalos de IR™, n > 2, admi-
sible, (v,u) perteneciente a la clase A, y k un nicleo integral singular. Entonces, si
f € L (u) la funcidon Kr(f) estd bien definida en casi todo punto. Si Kr(f) pertenece

a L'(u), resulta



(i) | KR, (llLroy £ C{IfllLrcwy + IBR()l L2y}

para todo t > 0, donde C es una constante independiente de t y f; y ademads

(i) lim [|Kr,(f) = K=(f)llLso) = O.

Si w € A, , entonces (1) y (it) valen con v =u =w.

Dada una funcién @ definida sobre IR , suave, radial y tal que 6(z) =1 si |z| > 1,
y 6(z) =0 si |z] < 1/2, se define el multiplicador

Ty} () = 8(|z))e'l*! 2] =52 f(2),

donde 0 < b <1y g denota la transforinada de Fourier de g € L2.

Estos operadores fueron estudiados en el contexto de espacios L? por I. Hirschman,

S. Waigner, C. Feflerman y E.M. Stein. Ellos obtuvieron la acotacién en norma

”be“p < Cp”f"r

para 1 < p < oo y la correspondiente desigualdad de tipo débil (1,1) (ver [10] y [8]).
El operador T}, esta dado por la convoluciéon con el nucleo
=

eia°|z

C—fa— Xt=isn) + h(2),
donde b =1/(1-1b), a = bb/(1=b) _ p1/(1-b)
Ih(z)] < C(1+ [2])~ ") + Clz| ™™ X (12 <y

con § dependiendo sélo de b. Este resultado se debe a S. Wainger y puede hallarse en
[14] (1965).

La estimacion de h implica la desigualdad
|h* f(z)] < CM f(=)

donde M f es la funcién maximal de Hardy-Littlewood definida en (1.1). En conse-
cuencia el tipo fuerte (p,p), 1 < p < oo y la desigualdad débil (1,1) obtenidos para T

también valen para el operador

~ . eionlz—y|™Y
(1.18) AE =tim [ W

9



Por otro lado, teniendo en cuenta el comportamiento de la funcién maximal sobre
LP(w), con w en la clase A, de Muckenhoupt (ver §2), para estudiar T} sobre estos

espacios LP(w) es suficiente considerar el operador T, .

Las acotaciones usuales para los nicleos integrales singulares de las cuales se derivan
los resultados en norma con pesos, no son adecuadas en el caso del operador fb . El
nicleo que aparece en (1.18) satisface para |z| > 2|y|, una desigualdad del tipo

'
eia°|z—y|_° eiablz -

|yl
- <C—22
|z — y|® || = |z’

que comparada con la desigualdad que se tiene para los nicleos singulares de Calderén
y Zygmund, donde aparece el factor |y|/|z|**!, pone de manifiesto la presencia de una

singularidad mayor que en el caso de éstos.

Para el operador asociado a estos nucleos fuertemente singulares, en 1984, S.
Chanillo (ver [6]) obtuvo la correspondiente desigualdad de tipo fuerte (p,p), 1 <
p < oo con respecto a pesos w de las clases A, y el tipo débil (1,1) si w € A4,. Luego,
el problema a estudiar consiste en obtener para las integrales fuertemente singulares
truncadas una acotacién en la norma de L}(w), si w € 4;, y la convergencia de ellas
a la integral fuertemente singular. En este caso, la buena definicién en casi todo punto

del operador esta garantizada por el trabajo de Chanillo.

Dado que la presencia del factor a; es irrelevante con respecto a las acotaciones
obtenidas, con las definiciones introducidas en (1.12) y (1.13) enunciamos el resultado

que demostraremos.

Teorema C. Sea kb un nicleo integral fuertemente singular y sea w € A;. Si f y
K%f) € L*(w), entonces

(i) 1K (L) < CLUIf 2wy + 1K (F)llLrwy}s

para todo n suficientemente pequerio, donde C es una constante independiente de 7 y

f. Ademds
(i) lim 1Ko (f) = K (F)llLrqw) =0

10



2. ACOTACION Y CONVERGENCIA EN NORMA DE INTEGRALES
SINGULARES TRUNCADAS ASOCIADAS A NUCLEOS LT-DINI.

§1. Nicleos integrales singulares L"-Dini, 1 <r < oo.

Para los nucleos integrales singulares L™ -Dini, definidos en (1.8) ¢l siguicnte resul-
tado obtenido por D.S. Kurtz y R.L. Wheeden (ver [11]) serd usado para la demostracién

del segundo corolario que se deduce del préximo teorema.

(2.1) Lema. Sea k un nicleo integral singular L™ -Dini, 1 < r < oo, y sea

ly| < R/2. Entonces

1/r
( j k(= — y) - k(z)|" dz)
R<|z|<2R

C lyl -1
< - (&
S gaim <R +-/'3!',{<6<' | w,(6)677dé ),

y
p:3

donde C no depende de R > 0.

El siguiente teorema es una generalizacion de un resultado de B. Muckenhoupt, que
puede hallarse en [12].

(2.2) Teorema. Sea F una funcidn definida sobre IR™ y para cada entero s,

1/r
Co = (-/2.‘<|z|52'+l |F(z)|r dz)

A= Z C.Z‘n/'.’ < oo.
s€EZ

Supongamos que

Entonces, st F(z) = ¢ "F(z/e), 1 < p<r <o dl<p=r< oo, (vyu) €
A(p,p(r/p)') y f € LP(uP), resulta

11



(i) I Fe * fllLr(or) < CAllfllLeur)

donde C es una constante que depende sélo de n, v, p y la constante que le corresponde

al par de pesos por pertenecer a la clase A(p,p(r/p)').
Ademds, si a = ./HI“ F(z)dz, se tiene:

(’.i) !’_‘g "Fc * f— a’f"L’(u’) =0.

DEMOSTRACION.

Para cada s € Z , sea X, la funcidn caracteristica del anillo 2* < |z| < 211,
Consideremos {Q;};, una particiéon de IR™ en cubos de lados paralelos a los ejes

coordenados y de longitud 2°t'¢. Entonces

P
v(z)P dz

l IR“(FX,),(z —z)f(z) dz

ICEX.). * Faomy =
*3) > L (fe 1Pz =2/ 5 de) oty a.

Para cada z en Q; si |z — z| < 2°t1¢, entonces z pertenece a 3Q;, cubo que
tiene el mismo centro que Q; y medida igual a 3"|Q;|. Por la desigualdad integral de
Minkowski, (2.3) esta acotado por,

P

1/p
Z [ / @ ( /Q EX (e = 2ol dz> dz]

Aplicando la desigualdad de Holder y mediante un cambio de variables, tenemos

12



que

1/p
(/ |[FX,((z — z)/€)|Pv(2)P dz)
Q;

1/r

< (/ |FX,((z — z)/¢)|” dz> (/ v(z)Pr/PY dz)
Qi Qj
1/1‘ I/P("'/p)'
< eT (/ |F(y)|"dy> (/ v(z)p(rlp)' dz)
2°<|y|<L2 Q;

1/p(r/p)’

<erlre, ( [ syt dz)
3Q;

Luego (2.3) esta acotado por

1/(r/p)
e—nP/"'cf z (/ v(z)p(r/p)' dz) (/ |f(z)] d:c)
j 3Q; 3Q;

J

1/p(r/p)

) 4

Ahora por la desigualdad de Holder

([ wers) = ([ worser ) ([ )"

y teniendo en cuenta que (v,u) € A(p,p(r/p)'), (ver (1.4)), para cada s € Z ,

I(FX,)e % £l 0y < €7/ C2 Y Cl3Q; P~ 141/ (/P / f(@)Pu(z)? d=
J, .

=e"PITCrC(3 2 ) 3£ s (ury = C'CE2° T I £ 112 0 (ur)-

Entonces

IFe % fllrqery S 3 IFX)e # fllzsquny < © ( 2 Cﬂ'"“) 1£llr(ury,

€Z €EZ
y queda probada la parte (i). Veamos ahora (ii).
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En primer lugar, observemos que la hipétesis sobre (C,), € Z implica que F es

una funcién integrable sobre IR™. En efecto, por la desigualdad de Holder

1/r
”Flll N Z L' IF("’)Id’: =¢ Z (L-(I <2041 IF(z)Irdz) 2‘n/r’

scz V2 <|z|<2°H+? €Z

=C Z C,2*™" < oo.
eZ

Supongamos que f € LP(uP) y es acotada y de soporte acotado. Sea N > 0 tal

que el soporte de f estd contenidoen {z:|z| < N} y

/ v(z)? dz > 0, / u(z)"? dz > 0.
lz|<N |z|<N

Notemos que si el par (v,u) € A(p, p(r/p)'), por la desigualdad (1.4) siempre es posible

hallar N en tales condiciones, salvo que v =0 6 u = oo, casos que hemos excluido.

Para cada £ > 0, resulta
|1 Fe % f — aflIfo(ory < (/ +/ ) |Fe * f — af|PvP dz
|z|<3N  J|z|>8N
= Ii(e)? + I(e)*.
Puesto que F' es integrable, dado 1 > 0 existe M > 0 tal que

/ |F(2)|dz < 7.
lz|>M

Sabemos que vP es localmente integrable y f es una funcién acotada con soporte

acotado, luego cuando |z] < M, si € > 0 es suficientemente pequeiio

([1#@ =) - s@Potay dz)”p <n.

Teniendo en cuenta que
P 1/p
L(e) < ( /Msm ( /lszlF(Z)llf(w — ez) —f(z)ldz) o(z)? dz> +

P 1/p
+( / ( / IF(z)IIf(z—u)—f(z)IdZ) v(,)»d,,.>
[2|<SN zI<M

14



aplicando la desigualdad integral de Minkowski,

L(e) < 201 fllo /IM IF(2) ( /lzlsm”(“)p dz>1,, dz
+ /MSM |F(2) ( [t =e)- f(w)l’”dz)llp dz

1/p
< {leflloo (/I;Kmv(z)"dz) + || Flly } 7.

En consecuencia, I;(e) tiende a cero, cuando ¢ tiende a cero.

Ahora, estimaremos I,(¢). Por la desigualdad integral de Minkowski

1/p
(2.4) ( [ X fE)Po(e) dz)
|z|>3N

1/p
<e [156a) ( /|=|>s~ FX,((2 - 2)/e)Po(=)? dz) dz.

Cuando z pertenece al soportede f y |z| > 3N, se tiene que |z] < N y |z —z| >
2N . Entonces, el miembro derecho de (2.4) es igual a cero para ¢2°*! < 2N, o
equivalentemente para s < log,(N/¢). Si s > log,(N/¢), por la desigualdad de Holder

1/p
(25) ( [ X = D)ePoe)y dz)
jz|>sN

1/r 1/p(r/p)
< eMr (/ |F(y)|'dy> (/ v(z)P/PY dz)
20 <[y|<20 41 le—z|<2+1e

Multiplicando y dividiendo por /
|lz|<N

|z} < N y |z| £ N implican |z — z|] < €2°*!, si (v,u) € A(p,p(r/p)') tenemos que
e"/"C.C'(2'+le)"(1-1/P+1/p("/p)') (/
I

(2.5) estd acotado por
-1/p'
u(z)7? de
z|<N

-1/p'
=C'e"C,2'"/" / uw(z)"? de
|lz|<N

15
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Por lo tanto, para (2.4) obtenemos la cota

-1/p’
Cllfllx (/ u(z) ™" da«') c,2™".
Jz|<N

En consecuencia,

-1/p'
I>(e) < C||flh ([ |<Nu($)_”' dm) > c2mr,

s>log,(N/e)

y esto mnuestra que I3(¢) tiende a cero cuando ¢ tiende a cero.

En lo que sigue usaremosel hecho que las funciones de LP(uP) acotadas y de soporte
acotado son densas en LP(uP). También nos conviene observar, que por el Teorema de
Diferenciacién de Lebesgue, la condicién (v,u) € A(p,p(r/p)') implica que para casi
todo =

v(z) < Cu(z).
Sea f € LP(u?). Dado n > 0, consideremos g € LP(u?) acotada y de soporte
acotado tal que ||f — g||zr(ur) < 7. Tenemos que
|Fe* f — afllLror) < | Fe * (f — g)llLr(vr) + | Fe * g ~ gllLr(or) + la] [|f — gllLr(or)-
Por la parte (i), resulta

|Fe * f —af|lLeur) < (CA+clal)n+ ||Fe * g — gllLr(vr)-

Puesto que (ii) ya ha sido probada para funciones de LP(uP) acotadas y de soporte

acotado
}i_!g | Fe * f — afl||zr(ory = 0.

(2.6) Corolario. Sea H wuna funcion positivamente homogénea de grado cero
que pertenece a L™(X), 1 < r < 00, y ¢ una funcidn cuya menor mayorante radial
decreciente ¥, (¥(|z]) = [lo-X mn\B,, llcc) es integradle sobre IR™. Si (v,u) pertenece
a A(p,p(r/p)') vy fELP(vP), 1<p<r<oo d1<p=r<oo, enlonces
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o0
() NCHO): * Fllscon < cllBliresy [ H(O dt 1o,
y ademds st a = fm" H(z)p(z)dz, entonces

(#) Lm [[((He)e * f — af||lLo(or) = 0.

DEMOSTRACION.

Sea FF = H{p. Para esta funcién F estimamos la sucesion (C,),e z decl L'corema

(2.2). Resulta que
1/r
C, = (/ |(H(,o)(:c)|'dz)
2‘<'2:|$2'+"

2n+l

1/r
< ( /2 B(t)Ten! /E IH(z')I"da(z')dt)

< CurllHllz(my9(2°)2°".

Luego

E Cazan/r' S Cn".”H"L'(E) Z ¢(2a)23n

€EZ s€Z

< Ch Ml [ w0 dt
0
Ahora (i) y (ii) se deducen del Teorema (2.2).

2.7) Corolario. Sea k un nicleo integral singular L™ -Diniy ¢ € C! cuyo soporte
P

estd contenido en {z :|z| < 1} y tal que /p(z) dr = 1. Definimos
é(z) = K(p)(z) — ka1(=),

donde ki(z) = k(z) i || =1 y ki(z) =0 en otro caso.

Entonces el nicleo §,(z) = ¢~ "6(z/e) satisface
(i) N8e * fllLr(ory < Cllfllrur)

17



(i5) lim (|6 * Fllzoor = 0,
cuando (v,u) pertenece a A(p,p(r/p)'), 1 < p<r< o0 dl1l<p=1r<oo,y
f € LP(uP).

DEMOSTRACION.

Sea §(1)(z) = §(z) para |z| <4 y §(z) =0 si |z| > 4.
Teniendo en cuenta que el soporte de ¢ estda contenido en la bola unitaria y

/ k(y)do(y) = 0, cuando |z| < 4 resulta
r

Q=)

§(z) = lim —/¢<Ivlsl+lzlk(y) (= —v) — @) &y - T2 X agiaiso(@),

y puesto que ¢ € C!, para todo |z| < 4,
160(2)] < (1 + |(=))).

Entonces por el Corolario (2.6) tenemos que §) satisface (i).
Sea 6(3)(z) = é(z) — 6()(z). Dado z : |z| > 4, para todo y que pertenece al

soporte de ¢, resulta |z — y| > 3 y entonces

69(e) = [ be=y)e(v) dy - kz).
lvl<1
Por la hipétesis / ¢(z)dz =1, obtenemos la acotacién

15D (2)] < llelloe /II k(2 — y) — k(z)] dy.

Ahora estimaremos la sucesién (C,),c z del Teorema (2.2) para F(z) = §(3)(z).

Observemos que C, = 0 para s < 2. En el caso s > 2 resulta

r 1/r
C,<C (/z-qzlsz-“ (/|u|51 |k(z — y) — k(=)| dy) dz')

1/r
< C/ (/ lk(z — y) — k(z)|” dz) dy.
lvi<1 \V2*<|z|<2e+2

18



Luego, por el Lema (2.1), tenemos
C, < C27*™" (27° + w,(27)),

y entonces

S e <ey (e +w (27 =C (1 + /01 w(t)t! dt) < oo.

s Z 222

Ahora podecmos aplicar el Teorema (2.2), a F = §(2) y obtencr la parte (i) del

Corolario (2.7) para 6(3), Esto, junto con el resultado ya obtenido para 6§}, prucba
(i) para & = 6(1) 4 6,

En lo que sigue probaremos que /6(::) dz = 0, lo cual es suficiente para obtener

(ii). Sea N > 2. Recordando que / k(y)do(y) =0 y ¢ € C!, tenemos
)]

/|=|s~ §(z) dz = /|=|s~ K(p)(2) dz
= [ [ k@) lela—3) - (e) dyda.
lzl<N JlyI<N+1

Cambiando el orden de integracién, resulta

/|=|SN ) dz = ~/|v|5N+1 “w) (/I:ISN btz —3) = wl=)] dz) W

-/ o ensn
N-1<|y|<N+1 [v|ISN-1

Para cada y : |[y] < N —1, como el soporte de ¢ esti contenido en la bola unitaria,

se tiene que p(z —y)dz = /(p(:l:) dz, y en consecuencia I, = 0. Para I, vale
lz|<N
la acotacion

111 < 2lls [ k(@) dy

N-1<|y|<N+1
< Cllell 19y gy N2
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Luego
/IR" §(z)dz = A}im §(z)dz =0,

—°J|z|<N

como queriamos probar.

§2. Resultados sobre pares de pesos de la clase A(p,q9), 1 <p< o0, 1< g< 0.

Recordemos que scgin (1.4), el par de pesos (v,u) definidos sobre JRR™, pertencce
a la clase A(p,p(r/p)'), 1 < p < r £ o0, si existe una constante C tal que para toda
bola (o cubo) BC IR™

, 1/p' , 1/p(r/p)
(2.8) (|B|~1 / u(z) P dz) (|B|—1 / v(z)P(r/P) d:c) <C.
B B

Los pares (v,u), cuando v =0 é u = oo, no seran considerados.

(2.9) Lema. Sea 1 <p<r<oo. Si(v,u) € A(p,p(r/p)') entonces

[ @ T @) < oo

DEMOSTRACION.

Dado que excluimos los casos v =0 y u = oo, existe N > 0 tal que

0< / v(:c)"("/")l dz < oo.
Jz|l<N

Teniendo en cuenta que

(2.10) -/IR" w(z) P (1 + )T de

le|<N  j31 /24~ IN<lel<2*N
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resulta que (2.10) esta acotado por

/; |<Nu(z)_p' dz + Z (2k_1N)_npl/r'—p,/r-/ u(a:)_"' dz.

k>1 |2|<2kN

La condicién (v,u) € A(p,p(r/p)'), (ver (2.8)) implica que para toda bola B

(]

’ Iy ’ T p(r7p)
/ u(z)"P dz < C|BPP/" (/ v(z)P/P) dz)
B B

Entonces (2.10) esta acotado por

! ’

' o Dy ' g ' oo T prlp)
C|BN|f'r / .vP(;) dz + Z(zk—lN)—nf,-— E zknf,- / vP(;) dz
[z|<N [z|<2kN

k>1

1’
)" p(r7p)

< OByl (/ v/ ds 1+ (2/Ny5+% Z(z*)"’vr] -
lz|<N

k>1

(2.11) Lema. Sea 1 <r <oo. Si (v,u) € A(1,7') entonces eziste C > 0 tal que

para casi todo z € IR™,
(14 |z])~7~+ < Cu(z).

DEMOSTRACION.

Supongamos que 1 < r < oo. La condicién (v,u) € A(1,7') implica que para toda
bola B

, 1/r
sup esencial u(z)™? (|B|_1/ v(z)" dz) <C,
z€eB B
o equivalentemente
, 1/¢'
(2.12) (|B|'1 / v(z)" dz) < C inf esencial u(z).
B zEB
Veamos que a partir de (2.12) se deduce que para casi todo z,
M(v™ (=)™ < Cu(z).
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En efecto, consideremos el conjunto
A={z: M@ )(z)" > Cu(z)}.

St z € A existe una bola B tal que

(IBI-I/;v(y)"' dy)llr' > Cu(z),

’ .
y como v" es localmente integrable, podemos suponer que el centro de I3 es un punto
de coordenadas racionales y su radio es un nimero racional. Pucsio que por (2.12),
B N A tiene medida cero, el conjunto A queda cubierto por una unién numncrable de

conjuntos de medida nula y en consecuencia |A| =0.

Ahora sea N > 1 tal que

0< / v(y)"' dy.
VyI<N

Entonces en casi todo punto

1/r
(IB(::,N + Nlz|)|™? / o(y)" dy) < M@")(=z)V" < Cu(z),

B(z,N+N|z|)

lo cual implica

’ ’ ! —1/'.’
(L+ |e))™" < C|Bw " ( [ dy) u(z).

By
Es decir, (14 |z|)~™/" "1/ < (1 + [z])~"/" < Cu(z) para casi todo z € IR™.

En el caso r =1, la condicién (v,u) € A(1,00) implica que para toda bola B

(2.13) sup esencial v(z) < C inf esencial u(z).
z€EB z€B

Sea N > 0 tal que

0 <sup esencial ¥(z) = a < oo.
Islj<N
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Dado que para todo k£ > 0, por (2.13)

a <sup esencial v(z) < C inf esencial u(z),
lz|<N+k [z|<N+k

resulta que para casi todo z € IR"
a < Cu(z).

Entonces (1 + |z|)~"/"'~1/r < €u(z) en casi todo punto.

(2.14) Lema.  Si (v,u) € A(p,p(r/p)), 1<p<rt<o0 61=p<r< oo,
entonces
(2.15) Wfllrcasizpy-nre-2rry S CllfllLeury,

donde la constante C no depende de f.

DEMOSTRACION.

Si 1 <p<r<oo porla desigualdad de Hélder, resulta
Ju@ia +1enr=i g
l/p ] 2,00 , l/P’
s (/ |£(z)Pu(=)? d"’) (/ u(z)"P (14 |z|)~"P/m P/r d:c)

Entonces, por el Lema (2.9) obtenemos (2.15).
En el caso p =1, (2.15) se tiene por la desigualdad dada en el Lema (2.11).

(2.18) Observacién. El Lema (2.14) implica que si f € LP(uP) y (v,u) €
A(p,p(r/p)'), 1 < p<r <00 61=p<r < oo, entonces f es localmente inte-
grable.
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§3. Demostracién del Teorema A.

En la proposicién siguiente demostraremos que las integrales singulares truncadas
K.(f) ylaintegral singular K(f) estan bien definidas en casi todo punto, si f € LP(uP)
y (v,u) € A(p,p(r/p)'), 1< p<r<o0061=p<r < oo.Loslemas que siguen serin

empleados para probar el Teorema A.

(2.17) Proposicién. Sea k un micleo integral singular L™-Dini. Si f pertenece
a L'((1+ Izl)—vg’—"l'), entonces las integrales singulares truncadas K,.(f) y la integral
singular K (f), definidas en (1.9) y (1.10) existen en casi todo punto. In particular,
por el Lema (2.14) esto vale si f € LP(u?), (v,u) € A(p,p(r/pP)') y 1<p<r <00 6
l=p<r<oo.

DEMOSTRACION.

Sea T >1>e¢. Para z: |z| < T, consideramos
I@)= [ lk= =)l 1f )l dy.
lv|2sT

Integrando I(z), resulta

n 1= —y)l i
/lzKTI(z)dzs(a/z) /|=|<T (/MZ” e If(y)ldy) d

|f(y — T
_C‘/I)’T e (/.,,.am(” y)ld ) dy

Para cada y: |y| > 3T, por la desigualdad de Hélder y teniendo en cuenta que 2

e, I
es positivamente homogénea de grado cero, tenemos

1/r
(2.18) / 1= — y)|dz < [Br['/” (/ 12(z) d2>
|z|<T lv|-T<|z|<|y|+T

T 1/r
= C||r(x) / " dt
lvl-T

< 19| gy ly| D"
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Luego

—n n-—1
/ I(z)ds < C / 1£()) [y~ =2 dy
|z|<T ly|>3T
<c / F@I+ ly])™ 5~ dy < oo,

lo cual muestra que I(z) es finita en casi todo z: |z| < T.
Por otro lado, como f X p,,. es integrable, por la teoria sobre intcgrales singulares
desarrollada para la medida de Lebesgue (ver [2], Lema 2, pig. 232) para casi todo

punto existe

ﬁ,_yb, k(z — y)f(y) dy

lyl<sT

y también la integral singular K(f)(z).

(2.19) Lema. Si fe LY((1+ Izl)—f’-%) y g es una funcidn acolada con soporte

acotado, entonces

£ *gll < C(9)llfIl

L Q=) T = Li((1+=])" T ¥

DEMOSTRACION.

Supongamos que el soporte de g estd contenido en {z : || < N}. Entonces por

el Teorema de Fubini,
* a1 < g — Y1 +|z])~ 7~ * dz dy.
1 90y r-2y S [ 100 [ 11 =)0 +1eD)™3 2 dody
Puesto que |y] < N implica 1+ |z —y| < (1 + N)(1 + |z|), resulta

1 S+ N7 gl A

I|f * 9||L‘((1+|z|)- 51

L4y T #)

(2.20) Lema. Sea k un nicleo integral singular L™ -Dini. Supongamos que f €

LY((1 + |m|)_f’_%) y que g es una funcion acolada con soporte acotado. Entonces

K(f *g)(2) =(f » K(9))(=)
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para cast todo z .

DEMOSTRACION.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el soporte de g esta contenido en
{z:]z|<1}. Sean T >0 y R> 2T + 2.

Definimos fi(z) = f(z) si |[z| < Ry fi(z) =0, cuando |z| > R. Sea f3(z) =
f(z) — fi(z). Puesto que f; € L' y g € L?, por la teoria desarrollada en L2,

K(f1*g)(z) = (f1 * K(9))(=),

en casi todo punto.

Sea |z| < T'. Entonces la integral

I= [[ bz =y = )l lo(a)] 1£20)1 d dy

es finita. En efecto, puestoque |z —z|<T+1< |y|/2 y [z —y—z| > |y|/2, por (2.18)

tenemos

I<2%9lloo lf) yl™™ (/ |z —y — 2)| dz) dy
[vi>R |z~z|<T+1

N . S §
< Cllgleolz-(z) / F@) =7 dy
ly|>R

< C'liglleolRlL (x> lI Sl -1, < oo,

LY((1+[z])" 7~ F)

Luego, la integral
[[ #a =y =29 fata) dz dy

existe. Por el Teorema de Fubini y un cambio de variables
(f2 x K(9))(z) = K(f2 * g)(=)

para casi todo z : |2| < T,y como T es cualquiera la igualdad vale en casi todo punto.

Sea m un entero positivo y s = (s;,...,8,) una n-upla de enteros. El punto

2™™s € IR™ seré notado Yy ¥y Q7 ={y :27™s; < yi <27 ™(s; +1), 1 <i < n}.
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Observemos que y* € Q7 y que la longitud de los lados de Q7' es igual a 27 ™.
Ademds para cada m fijo, la familia {QT* : s € Z"} es una particién de IR™.
Supongamos que g es una funcidon acotada con soporte acotado y que f es localmente

integrable. Entonces para cada entero positivo m, definimos

(2.21) Calf)®) = 3 fe=vD) [ sw)ds.

sEZ"

Notemos que ¢l conjunto I de indices s con la propicdad que Q7' ticnc interseccion
no vacfa con el soporte de g, es finito. Si el soporte de g estd contenido en {z : |z| <
N}, los puntos {y"},er satisfacen |y7*| < N + 2 ™,/n. En lo que sigue suponemos
que m > n, asi que |[y*| < N +1.

Una demostracién del siguiente lema puede hallarse en (2], Lema 4, pag. 324.

(2.22) Lema. Sean f una funcion localmente integrable y g acotada y con soporte

acotado. Entonces para todo R > 0

lim ICm(f)(z) = (f * g)(z)| d= = 0.
<R

m—o0 |3|

(2.23) Lema. Sea k un nucleo integral singular LT -Dini. Supongamos que f
pertenece a L((1+ Izl)-f’_'}) y que K(f) es localmente integrable. Entonces si g es

una funcidn acotada con soporte acotado, resulta

K(f % 9)(=) = (K(f) * 9)(=)

para casi todo z € IR™.

DEMOSTRACION.

Supongamos que el soporte de g estd contenido en {z :|z| < N}.

Por el Lema (2.19), f *x g pertenece a L!((1 + |z:|)"f"£') y de acuerdo con la
Proposicién (2.17), K(f *g)(z) esta bien definida en casi todo z € IR™. Por otro lado,
como K(f) es localmente integrable y g es una funcién acotada y de soporte acotado,
la convolucién (K (f)* g)(z) estd definida para todo z € IR™.
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Sean T', > 0. Fijamos R > 3N + 3T + 3 tal que

[ @i+ dy <o,
lvI>R/2
Por el Lema (2.22), existe m > n que satisface

/ ICm (f)(w) — (f *9)(¥)| dy < 7°,
lvI<R

[ 1om(K(£))w) - () * 9)w)l dy < n*
lvi<R

Ahora sea X p(z) la funcién caracteristica de la bola Bp. Resulta que
{z : |z| < T, |[K(f * g)(=) — (K(f) * g)(=)| > n}|
SHz:lz| < T, |K(f * g)(z) — K(Xr(f * g))z)| > n/4}|
+ [z : |z| < T, |[K(Xr(f * 9))(z) — K(XRCwm(f))(z)| > n/4}|
+ {z:|z] < T, |[K(XRCm(f))z) — Cm(K(f))(=)| > n/4}|
+ {z: |z| < T, |Cm(K(f))(z) — (K(f) * g)(=)| > n/4}|
=a+fB+v+6

En primer lugar, estimaremos o:

I= i<z |K(f * 9)(=) — K(Xn(f % 9))(=)| dz

< /Ma /MZR Ik(z — v)] |(f * 9)(v)] dy dz
3\" |(f * 9)(w)| o — o) de
5( ) /MZR |92(z — y)| d= dy.

2 ly|™ |2|<T

Teniendo en cuenta (2.18), por Teorema de Fubini y un cambio de variables
—n_1
101l [ 1+ )@+ sl dy
lvI2R
<Cllum [ 0@ 11 =9I+ 1) ayas

< Onlgllesl®lry [ If@I+1)TFH da.
Iz2|2R-N
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Luego, por la eleccién de R resulta I < Cp?, y por la desigualdad de Chebyshev
debe ser a < C1.
Para estimar 3 sélo es necesario observar que como K es un operador de tipo

débil (1.1) con respecto a la medida de Lebesgue y m es suficientemmente grande

C
ps /MSR (Cm(£)(2) — (f * 9)(2)] d < C.

De acucrdo con (2.21), tencinos

(2.24) K(XpCm(f))(2) — Cm(K(f))(=)

= lim k(z — y)X —ym z)dzd
i, ) s, HE — vXa@) .GXZ:" fly-vi )/Q:" 9(z) dzdy
- Y im Ko = vl - i)y [ gz
eczn S0 o=y —yl>e Qm

Teniendo en cuenta que las series constan de sdlo finitos términos no nulos y me-

diante un cambio de variables en cada sumando, (2.24) puede escribirse en la forma

> tim | ke =97 = 9Xaly + o)) dy [ o(e)ds

aEZ" lz2=y—=v*|>e

- D lim k(z —y;" —y)f(y)dy /Q... 9(z) dz.

e—0

€ Z" lz—y—y|>e

Por lo tanto

K(XaCn(£))(=) ~ CrlK(£))(z)
= 3 [ e -7 - olaty+ 97 - 111 )dy [ o(e) e

s€Z"™

Luego para estimar v, tenemos que
(225) [ IK(XCm(£))(@) = Cm(K()(2)] d2
|zl<T
ol [ e —ldedy [ 1ol ds.

S /
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Puesto que [y+y"|> Ry |y"| < N+4n2 ™ < N+1 implican |y| > R—N—-1>
R/2 y |z —y —y| 2> |y|/3, entonces (2.25) estd acotado por

3"2/

o 9z — y™ — y)| dz dy / l9(2)! dz.
sEZ" viZ

Q ;u

@) ol /

|z|<T

Ahora por (2.18) resulta

/|=|<T 1z -y —y)ldz < / 1z — y)| d=

|z|<T+N+1
< Cran||QllLrcalyl 7.

Luego (2.25) es menor o igual que

c £ ()] ] gy < ¢ / @I+ y]) =5 % dy < C'n?.
lyI>R/2 lvI>R/2

Por la desigualdad de Chebyshev, concluimos que v < Cy.
Por ultimo, aplicando nuevamente la desigualdad de Chebyshev y dado que T' < R,

52 [ 1On(KUN)E@) - (K(f) * 9)(a)l do < 4n.
|l=l<T

En consecuencia, dado T > 0
{z : |z| < T,|K(f xg)(z) — (K(f) *g)(z)| >} <a+B+7+ 6 < cn.

Puesto que 7 es arbitrario, resulta K(f * g)(z) = (K(f) * g)(z) para casi todo
|z] < T y luego para casi todo z € IR™.

Ahora demostraremos el Teorema A que enunciamos nuevamente.

Teorema A. Sea k un nicleo integral singular L™ -Dini y (v,u) € A(p,p(r/p)'),
1<p<r<odl=p<r<oo. St fe LP(uP) entonces la funcion K(f) estd bien
definida en casi todo punto. Si ademds K(f) € LP(uP) resulta

(i) | Ke(f)lleeory < C{UIfllLeury + 1K (F)llLrcury}s
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para todo € > 0, donde C es una constante independiente de € y f. También tenemos
que

(5) Tim [|K.(f) = K(f)llzsory = 0.

DEMOSTRACION.

De acuerdo con la Proposicién (2.17), K(f) estd bien definida en casi todo punto.

Sea 6, definida como en el Corolario (2.7). Puesto que §.(z) = K(¢.)(z) — k.(z),
resulta que

K (f)(z) = (f * K(pe))(z) — (f % 8e)(=)-
Por el Lema (2.14), Lema (2.20), Observacién (2.16) y Lema (2.23)

(226) K.(f)(z) = (K(f) * pe)(z) — (f * 8)()-

En consecuencia
”Ke(f)”L”(vP) < |K(f)* V’e”u(ur) + |[f * 68”L’(v")'

Ahora aplicando la parte (i) de los Corolarios (2.6) y (2.7), obtenemos la parte (i)
del teorema. Para probar (ii), observemos que a partir de (2.26)

N K(f) — K(f)”L"(v') S NEK(f) *pe — K(f)”LP(vr) + || f * 6:”Lr(ur)-

Por la parte (ii) de los Corolarios (2.6) y (2.7) muestran que cada uno de los

términos de la suma anterior tiende a cero cuando ¢ tiende a cero, tal como queriamos
probar.
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3. CONVERGENCIA DE INTEGRALES SINGULARES CON TRUNCA-
CIONES NO ESTANDAR EN L! CON PESOS.

§1. Las clases 4; y A;.

Recordemos que en (1.5), fue definida la funcién par

S(z) = (14 |=]) ™™ X0,1)(Iznl)s

y paracada t > 0
(3.1) Se(z) =t7"S(z/t) = (t + |2])7" X (0,4 (|zn)-

En el capitulo 1, §2 establecimos que un par de pesos (v,u) pertenece a la clase

A; siy sélo si existe una constante C tal que
sup(Se * v)(z) < Cu(z),
t>0

para casi todo z € IR™, (ver (1.6)). Ahora, en la proposicién siguiente presentamos

otra condicién necesaria y suficiente para que un par (v,u) pertenezca a A,;.

(3.2) Proposicion. Sea S; la funcién definida en (3.1). Entonces la desigualdad

(3.3) ISe * fllLrwy < CllfllLre)

vale para todo t > 0 con una constante C independiente de t y f si y sdlo si (v, u)

pertenece a A; .

DEMOSTRACION.

Sea (v,u) € A; y notemos que para probar (3.3) es suficiente considerar el caso

f =2 0. Dado que S; es una funcion par, tenemos
[SexpEm@ ds = [[ 16)5e - v)o(a) dy e
= [rwxs v © [ i) du,
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donde C es la constante de (v,u) en la clase A;.

Ahora supongamos que (3.3) vale, entonces
/f(:c)(S, xv)(z)dz = /(S, * f)(z) v(z) dz
< C/f(z) u(z) dz.

Luego (S; * v)(z) < Cu(z) para casi todo z € IR™. El conjunto donde la desigualdad
no vale, puede depender de ¢. Sin embargo, puesto que para p < ¢

53(2) = 3+ la) "Xo(lzal) = (2) (4 Llel )Xo itlea)

< (1) @+ e Xoallzal) = (£) 5462,

esto es, Spy(z) < (%)n Sq(z), resulta que 3;1(;)) (St * v)(z) es igual al supremo tomado

sobre los nimeros racionales. Entonces para casi todo z € IR™
sup (S¢ *v)(z) < Cu(z),
t>0

es decir (v,u) € A;.

De acuerdo con (1.4) un par de pesos (v,u) pertenece a la clase A(1,1) (siinple-

mente notaremos (v,u) € A; ), si existe una constante C tal que
|B|~? / v(z) dz < C inf esencial u(z)
B as€B

para toda bola (o cubo) B en IR™. En la demostracién del Lema (2.11) quedé probado

que esta condicién, (ver (2.12)), implica que en casi todo punto
(3.4) Mvy(z) < Cu(z).

Puesto que de la definicién de la funcién maximal de Hardy-Littlewood (ver (1.1)) se
deduce que (3.4) implica (2.12), tenemos que (v,u) € A; si y sélo si para casi todo
z € IR™ vale (3.4) donde C es una constante independiente del punto z.
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En los resultados de este pardgrafo que siguen, mostramos la relacién que existe

entre las clases A; y A;.

(3.5) Proposicién. Si el par (v,u) pertenece a A; entonces también pertenece a
A

DEMOSTRACION.

Dado que

S(z) = (1 +[2]) ™" Xpo,0)(|2n]) 2 27" X B, (2) = ¢(2),

si para cada ¢t > 0 consideramos p¢(z) = t""p(z/t), resulta

/w(w —y)v(y)dy=(2t)™" /z

o(y) dy = 2| By | |B(=, 1) ~* / o(y) dy.
[z—y|<t

B(z,t)

Por lo tanto
Muv(z) < 2™|B; |7 sup (p¢ * v)(z) < 2"|By |t sup (S, * v)(z),
t>0 t>0
¥, en consecuencia, si (v,u) pertenece a A, , tenemos que
Moy(z) < 2"|B;|"*Cu(z)

para casi todo z € IR™. Luego (v,u) pertenece a A;.

Recordemos que cuando el par (v,u) pertenece a A; y los pesos son iguales v =

u = w, simplemente notaremos w € A;.

Para los pesos w de las clases A, de Muckenhoupt, 1 < p < oo sabemos que
existen 7 > 0 y C > 0, que s6lo depende de 1 y la constante de w en A,, tal que
para toda bola (o cubo) BC IR™

(R.H.L) (|B|-‘Lw(z)1+"dz)ﬁ—" 50|B|'1/Bw(z)dz,
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(ver [8], pag. 397). En el caso C = 1, esta desigualdad coincide con la desigualdad de
Holder en sentido inverso. Por tal motivo, usualmente es notada R.IL.I. (reverse lldlder
inequality).

Es conocido que para pares de pesos distintos de las clases A(p, p), una desigualdad
de tipo Holder pero en sentido inverso, no es valida.

Para la demostracién del lema siguiente conviene observar que cuando w € A4;,

R.I1. implica que

|B|"‘_/ w(z)'*7dz < C inf esencial w(z)!*",
B z€B

por lo tanto, w!*" también pertenece a A4;.

(3.8) Lema. Sea w un peso de la clase A;. Entonces eziste v, 0 <r <1 tal que
(3.7) |R|_1/ w(z)dz < C,, (IQl) inf esencial w(z)
IRI z€EQ

para todo cubo Q y todo intervalo R C Q, donde C,, es una constante que depende

solo de la constante de w en A; y r.

DEMOSTRACION.

Puesto que w € A, , existe 7 > 0 tal que w!*" € A;. Entonces por la desigualdad

de Holder
e
|R|“/ w(z)dz < (|R|-1/ w(z)”"dz)
R R
1

< ()™ (o foorna)

Iy 147 oot p— 1
Por la condicién A; para el peso w ysiT= gy resulta

-1 4 :
|R| -/R w(z)dz < C (lRI) inf ezseegcml w(z).

(3.8) Proposicion. El peso w pertenece a A; si y sélo si w pertenece a A; .
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DEMOSTRACION.

Si w pertenece a A; por la Proposicién (3.5) w pertenece a A, .
Para todo entero no negativo s, sea R, el intervalo centrado en el origen, con
lados paralelos a los ejes coordenados de longitud 2°+1,...,2°%1 2 y sea Q, D R, el

cubo con lados de longitud 2°*!. Notemos que

(3.9) S(z) < 2" i 27" X g, ().

=0

En efecto, dado que si z pertenece a R, \ R,_;, entonces |z| > 2°~! resulta
oo
(1 +12]) " Xjo,y(I2al) < D (1 + |2]) "X R, \R,_, (=) + (1 + [2]) "X, (2)
=1

< S KR (=) + Xno(2)

=1

<2") 27™Xg,(2).

=0

Luego por (3.9)
©o
Se(z) S 2™ ) 27" X 5, ().

=0

Teniendo en cuenta que |R,| = 2"2%"~1) | ge tiene

(Se % w)(z) < 2"r"22-m/ w(y)dy

=0 z+tR,

©o
= 4“22—'|z+tR,|—1/ w(y) dy.

=0 z+tR,

Aplicando el Lema (3.6) en cada término de la serie, resulta

(= =]
< n —sq8r ¢ :
(Sexw)(z) < Cp4 E 27°2 mgeezs_f?qcfa.l w(y)

< Cut” (5 ) Mu(@) < Cu(a)

21—r —
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para casi todo z € IR™. Entonces w pertenece a A, .

(3.10) Observaciones.
(i) Para pares de pesos, la clase A; esta estrictamente contenida en A4;.

En efecto, consideremos en IR?Z,

v(z1,22) = |21]| X [=1,1)(22),

y veamos que la funcién maximal

21+R

33+H
Mo(z1, 1) = sup(4R?) / / X 1(n) € dn = sup P(a1,2:)

1—R

satisface: Mv(z;,22) < |z1|+1.
Por la definicién de v(z;,z;), podemos suponer que z; >0 y z, > 0.

Si z; — R <0, entonces
z:+R
Pgp(z;,z;) = (4R?)" (22 + Rz)/ n X(-1,)(n)dn < 1.

Cuando z; — R > 0, tenemos

2y—1 =2+hR

PR(zl,zz) = (4R )— 221R/ X[_lvll(ﬂ) dT].
z;——R
Distinguimos ahora dos casos: 0 <z <1y 1<z,. Enel primeroysi z+ R <1
PR(S],Z:) = (ZR)—IZIZR = T).
Si0<z,<1l,z2+R>1y —1<z3— R, resulta
PR(Il,xz) = (2R)_121(1 — T2 + R) < zi.

Para 0<z;<1,z;+R>1y —12> z, — R, tenemos

Pn(zx,zz) = (2R)_1212 = R'lzl <zi.

37



En el segundo caso, es decir cuando 1 < z,,si Pr(z;1,22) # 0 entonces z,— R < 1.

Luego, si ademas es —1 < z, — R, vale que
Pp(z1,z2) = (2R) 'z;(1 —z, + R) < z,/2.
Por dltimo, si 1 <z y z — R < —1, resulta
Pr(z1,z;) = (2R) 'z;2 =z, /R < z,/2.

Por lo tanto, si u(z;,z2) = Mv(z1,2;) < |z1]+ 1, y de acuerdo con la definicién
de A, (ver (3.4)), el par (v,u) pertenece a esta clase. Sea f(z1,z2) = X o(z1,22),
donde @ = [~1,1]%. La funcién f pertenece a L!(u), sin embargo, S* f no pertenece
a L'(v) y por la Proposicién (3.2), el par (v,u) no pertenece a A;. En efecto, si

|z2] < 1/2 entonces

(5+ vz [ o Tl o, o,

(2+ |21 — &I)?
> G
Luego
/ (S * f)(z) v(z) dey dzs > (3—?"’;# dzy = +oo.

(ii) Notemos que la Proposicién (3.8) vale para todo par de pesos (v,u) tal que existe

r:0<r <1 y se verifica:

(3.11) |R|™? Lv(z) dz < C, (%) inf iseegcia.l u(z)

para todo cubo @ y todo intervalo R C Q.

La condicién (3.11) coincide con (3.7) del Lema (3.6). Sin embargo, el siguiente

ejemplo muestra que (3.11) no es necesaria para que un par de pesos (v,u) pertenezca

a..Al.
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Sea v(z1,z2) = X o(z1,22) donde Q =[-1,1]® y u(z;,z2) = Mv(z;,z;). Puede
probarse que Muv(z1,z2) = (1 + |z|])™2. Por otro lado, si Ry = [-N,N] x [-1,1] y
QN =[-N,N]?, N > 1, tenemos

|RN|—1 / ‘0(21,22) d:cl dwz = N—l,
Ry
inf esencial Mv(z) < C(1+ N)™2.
zEQN
Entonces si suponcinos que vale (3.11), resulta
N-'<CN"(1+N)"2?<CN™2.

Pero cualquiera sea C, esta desigualdad es falsa para N suficientemente grande. Sin

embargo, mostraremos que (v,u) pertenece a la clase A; . En efecto, dado que

X0,q(Iz2 — v2|)
< 1)
(Se *v)(z1,22) < 2// + o1 — ] + 122 — 92])° X @(v1,y2) dy1 dya,

para |z2| > 1 + t, resulta (S; *v)(z;,z2) = 0. Si |z2] < 1+ ¢, cuando |z;]| > 3,

tenemos
1+ 21| + |z2] < (5/2)(t + |21 — w1 + |22 — y2])-
Entonces
1
S < 2(5/2)? X —y2|)X dy, d
( t*v)(zl’zz)— ( / ) (1+|zll+|32|)2 // [O.t](|z2 y2|) Q(yl’y2) Y1 ay2

< 50(1 + |es| + |z2)) 7%

Si |z2] <141ty |z1] < 3, distinguimos dos casos: t <1 y ¢t > 1. En el primer
caso vale que: 1+ |z;| + |z2] < 6. Luego
* t

2 (=]
(S¢ xv)(z1,22) < ?/_wx[o,t](llz — ¥21) (/_w R — dy,) dy, < 4w

< 1447(1 + |z4] + |z2|) 2.

En el segundo caso, tenemos

14 |z3] + |22] < 3(t+ |21 — w1 + |22 — 2])-
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Por lo tanto

18
32) < (1 T |z1|+ |32|)2 /XQ(yI’yZ)dyl dyZ

< 72(1 + |z | + |22]) "2

(Se * v)(z1,

Entonces, para todo ¢ > 0

(S¢*v)(21,22) < C(L+ |zy| + |=2]) 72
< C'MXg(z1,z2) = C'u(z), )

en consecuencia (v,u) pertenece a A; .

§2. Demostracién del Teorema B.

Sea k un nicleo integral singular, definido en (1.7).
En este paragrafo, para cada t > 0, la integral singular truncada de f (ver (1.9))
sera notada

(3.12) Ko (@) =ka + 1) = [ ke-v) f0)dy.

z—y ¢ By

Con respecto a estas truncaciones estandar, para la integral singular de f asociada

a k, definida en (1.10) usaremos la notacién
(3.13) Ks(f)(z) = K(f)(=),

donde B = {Bt}t>0 .
Por otro lado, dada una familia de intervalos de IR™, n > 2, R = {R}¢>0, segiin
(1.15) y (1.16)

Kn (D) =br+ S@) = [ ke-2)fdy

z—y¢R,

K= (f)(z) = lim Kp,(f)(z).
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Recordamos que tal como comentamos en el Capitulo 1, §5, los operadores maxima-
les T* y K* (ver (1.17)) son de tipo débil (1.1) con respecto a la medida de Lebesgue.

El siguiente resultado esta contenido en el trabajo de Harboure, [0].

(3.14) Lema. Sea k un nicleo integral singular y sea R = {R;}¢>0 una familia
de intervalos de IR™, n > 2, admisible. Si f € L', entonces

(3.15) Ks(f)(z) = Kx(f)(z) + Lf(z),

t—0

en cast todo punto, donde L = lim/ k(y)dy.
R(—-B,

DEMOSTRACION.

Supongamos primero que f pertenece a C}. Entonces

(3.16) kg, * f(=z) = / ky) f(z — v) dy + /R k() [f(= — v) — £(=)] dy

véER, «—B,
+1@) [ kw)dy
= kg, * f(z) + L(f)(z) + f(z)L..

Ahora veremos que Iy(f)(z) tiende a cero cuando ¢ tiende a cero. En efecto, dado

que f pertenece a C}

" v‘(t)’) 1/3

=1

2
[ L(f)(z)] < IV flleo Ilnllbl(n)[( dr

n 1/2
LIV flleo 1912 () (E %’(t)z)

=1

y por la condicién (ii) que satisface la familia admisible de intervalos R = {R,}, (ver

n 1/2
(1.14)), }m% (E %.(t)z) = 0. Luego por (3.16), existe L = }m% L, y ademais
i=1

Kgp(f)(z) = K=(f)(z) + Lf(z)
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en casi todo punto.

Sea f una funcién que pertenece a L'. Dado ¢ > 0, existe g € C} tal que

IIf — glls < €%. En casi todo punto, tenemos

|Ks(f)(z) — Kr(f)(z) — Lf(z)| = |[Kp(f — 9)(z) — K=r(f — g)(=) — L(f — g)(=)]
S K*(f - 9)(=) + T*(f — 9)(=) + |LI |(f — 9)(=)I.

Por lo tanto,

(317)  Hz: |Ks(f)(z) - K=(f)(z) — Lf(z)| > €}|
< Hz: K°(f = 9)(=) > ¢/3H + {z : T*(f — 9)(=) > ¢/3}|

+|{z: 1 - 9)=)1 > g(lem}L

Teniendo en cuenta que los operadores maximales K* y T* son de tipo débil (1,1)

y por la desigualdad de Chebyshev, (3.17) estd acotado por

or (2) 1 =g+ 02 (2) 1 - gt + (XELEL) s - a1,
<3(Cy+Cs 1L+ 1.

Puesto que ¢ es arbitrario, se tiene el lema.

Sea (v,u) un par de pesos de la clase A;. Por el Lema (2.11) y como excluimos
los casos triviales v = 0 6 u = oo, existe una constante a > 0 tal que en casi todo

punto
a(l+|z|)™" < u(z).

En particular, si f € L!(u), entonces f € L}((1 + |z|)~™), lo cual implica que f

pertenece localmente a L!.

(3.18) Lema. Sean k un nicleo integral singular y R = {R,}¢>0 una familia de
intervalos de IR™, n > 2, admisible. Si f es una funcion que pertenece a L*((1 +

|z|)~™), entonces
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(i) para todo t > 0, Kpg, (f)(z) estd bien definido en casi todo punto,
(it) el limite Kr(f)(z) = lin% Kg,(f)(z) eziste en casi todo punto,
(iii) para casi todo z

Kp(f)(z) = K=(f)(z) + Lf(=)

donde L = lim k(y)dy.
t—0 R(—B.

DEMOSTRACION.

Sea T > 0. Definimnos fi(y) = f(y) si |y] < 2T, fi(y) = 0 si |y| > 2T y
f2(y) = f(y) — f1(y) . Entonces

KRr,(f)(z) = Kr,(f1)(z) + Kg,(f2)(2)-

La integral que define Kg,(f2)(z) existe para z : || < T, pues

Notamos que KRg,(f2)(z) no depende de ¢, para t suficientemente pequeiio, en-
tonces como f € L', por el Lema (3.14), el limite de Kg,(f)(z) existe para casi todo
z:|z| < T. Ademis Kpg,(f2)(z) = Ks(f2)(z) y por (3.15), en casi todo z : |z| < T

tenemos

Kr(f)(z) = Kr(f1)(z) + Ks(f2)(z)
= Kp(f1)(z) — Lfi(z) + Ks(f2)(z)
= Kp(f)(z) — Lf(z).

Teniendo en cuenta que T > 0 es cualquiera, se tiene el lema.

(3.19) Lema. Sean k un nicleo integral singular y R = {R,}¢>0 una familia de

tntervalos de IR™, n > 2, admisible. Sea L = }uno L, donde L, = k(y)dy, vy
- R,-B,
(v,u) que pertenece a A;. Si g es una funcion acotada con soporte acotado, entonces

!i—ror(lJ ”Lg - (ka‘_B.) * g“Ll(”) =0.
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DEMOSTRACION.

Puesto que |k(y)| = |y)||ly]™ < Cly|™™ en IR™ — {0}, cuando y € R, — B,
resulta |k(y)| < C'S¢(y) = C'(t + [y]) ™™ X[0,¢(|yn|) . Luego, para todo t > 0

4

(3.20) [ kwlaysc [sway=c".

Por otro lado, como g es una funciéon acotada con soporte acotado, dado € > 0

cxiste § > 0 tal que si |y| < § entonces
e

(3.21) [19z =) - s@v(z) d= < 357

Ahora por (3.20) y (3.21), tenemos

”Lg_(kxﬂn—Bn) * g”L‘(v)
<=Ll loloeo + [ b ([ lo(e =) = s(e)l (@) d2) d

S |L — Ll llgllzro) +€/2 < &,

si t es suficientemente pequeno.

Ahora demostraremos el Teorema B, cuyo enunciado volvemos a escribir.

Teorema B. Sean R = {Ri}¢>0 una familia de intervalos de IR™, n > 2, admi-
sible, (v,u) perteneciente a la clase A, y k un nicleo integral singular. Entonces, si
f € LY(u) la funcidn Kg(f) estd bien definida en cast todo punto. Si Kxr(f) pertenece
a L'(u), resulta

(1) I1KRr,()llLro) < C{UIfllLrwy + 1K=(F)llLrw}s

para todo t > 0, donde C es una constante independiente de t y f; y ademds

(i) lim ||[Kgp,(f) = Kr(f)llL2(o) = O-

Si w € A, , entonces (i) y (ii) valen con v =u =w.
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DEMOSTRACION.

Por el Lema (3.18), para casi todo = vale la igualdad Kg(f)(z) = Ks(f)(z) —
Lf(z). Puesto que por hipétesis Kr(f) pertenece a L!(u) entonces Kp(f) también
pertenece a L'(u) y aplicando el Teorema A con la notacién introducida en

(3.12) y (3.13)

(a) IKs,(Fllerw) £ C {IIflleru) + 1K8(f)llLrwy} paratodot >0,y

(3.22) (b) lim ||Kp,(f) = Ks(f)llzi ) = O-

Para cada ¢ > 0, tenemos que

Kn(N@=- [ kw)f(e-y)dy+ Ks,(5)(=).

W —B,

La integral anterior es igual a la convolucién de f con el nicleo k(y) X g,—p,(y) el cual
estd acotado, salvo una constante, por S;(y). Entonces por la Proposicién (3.2) y la

parte (a) de (3.22) resulta
1K g, (Fllzrw) < C {Ifllzr) + 1 KB (F)llrcw)} -

Teniendo en cuenta el Lema (3.18), parte (iii), obtenemos la parte (i) del teorema.
Para probar la parte (ii), consideramos una funcién g acotada, con soporte acotado y

tal que ||f — g|lL1(u) < €. Entonces

| KR, (f) = Kr(f)llLr(o) = |1 KB, (f) — (kXR,—B,) * f — K5(f) + LfllL2(v)
< 1Ks,(f) — Ks(f)llrrco) + (kX R,—B,) * (9 = fF)L1(v)
+ |l |f = gllr(v) + |1 Lg — (kX R,-B,) * 9llL1(v)-

Ahora, por la parte (b) de (3.22), la Proposicién (3.2) y el Lema (3.19), obtenemos la

parte (ii) del teorema.
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4. ACOTACION Y CONVERGENCIA DE INTEGRALES FUERTEMEN-
TE SINGULARES TRUNCADAS.

§1. Nicleos integrales fuertemente singulares.

Recordamos que segiin (1.11) un nicleo integral fuertemente singular estd definido
sobre IR™ — {0}, por

. -b
eilz]

k¥(z) = X0, (Izl)

|z|™
donde 0 < b < co. Para cada 7:0 < n < 1, la integral fuertemente singular truncada
de f,es

e"llll_b

KY(N)@) = ky» f2) = [ f(z - y)d,

n<iyi<a Y™

y la integral fuertemente singular de f, se define como
K¥(f)(=) = lim K3(F)(=),
si este limite existe.

S. Chanillo introduce en [56], el nicleo

eilzl'b

(4.1) Ky q() = PRGN

donde 0 < b < o0 y 2< q< oo. En el Lema (2.1) (pag. 82), del trabajo citado, se
da una demostracién del siguiente resultado que nosotros emplearemnos para probar el

Lema (4.5) y el Teorema (4.15):

(4.2) Lema. Sea q tal que (2+b)/q < 1. Entonces

Il
et
.

| Ks,q * fllg < Cqllfllg'

[ =
+
'Q‘lp-l

Para probar el Lema (4.5) también necesitaremos el siguiente resultado:
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(4.3) Lema. Si f € C', entonces la integral fuertemente singular K®(f) estd
definida en todo punto y es una funcidn acotada. Ademds, K®(f) es una funcion de

soporte acotado st f lo es.

DEMOSTRACION.

Para cada ¢ > 0, la integral fuertemente singular truncada de f, es

b _ e_illt T — — () d T e—il—v-li(‘l
)@= [ Ve - s@ldy e [ S
eilvl™®

- 12) + 1(2) [ e T

Dado que f € C!, resulta |I,(z)| < Cp||Vf|leo; ¥ por el Teorema de Convergencia
Mayorada de Lebesgue

eilvl™®
lim I,(z) = /I [f(= —3) - £(=)] dy.

e—0 v|<1 Iyln
Mediante un cambio de variables

eihl™® /e
/ dy = (Cn/b)/ e’stds.
e 1

<ly|L1 |yln

Entonces

(44) K@= [ °

i< lyl®

A partir de (4.4), notamos que

"Kb(f)“oo < Cn”Vf”oo + Cn.b“f”om

ily|~*

[f(z —y) — f(2)ldy + f(z)(Cn/b) / * eios=1 ds,

y si el soporte de f estd contenido en {z : |z| < N}, resulta que {z : |z] < N + 1}
contiene al soporte de K°(f).

(4.5) Lema. Sea k® un nicleo integral fuertemente singular. Sea w € C} tal que
el soporte de ¢ estd contenido en {z : || < 1} y /qp(:c) dez = 1. Notemos que st

€ > 0 es suficientemente pequerio, verifica
(4.6) de <e™ < 1—c.
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St ese es el caso consideramos p.(x) = e "p(z/c), y definimos el nicleo

(4.7) 8e(2) = K*(0c)(2) — kijren (),

donde k?,; ..(z) = kb(z), si |z| > et y kY1 /145(x) = 0 en otro caso. Entonces
(1) |6l £ C, donde C es una constante independiente de ¢, y

(it) para cada p > 0, hm |6e(z)|dz = 0.
Iz1>p

DEMOSTRACION.

Por ¢l Lema (4.3), K%(p.) estd bien definida y el soporte de §, estd contenido en
{z : || £ 1+ ¢}. Luego para probar el Lema obtendremos acotaciones para |§.(z)|
en cada uno de los siguientes casos: |z| < 4¢, 4c < |z| < e, e < |z| <1 —¢ y
l—e<|z|<1l+e.

Puesto que el soporte de ¢, estd contenido en {z:|z| < e}, si |z] < 4¢ entonces

Kw)e) = [ B ee-v)dy.
n<ly|<5e

Ahora por (4.6), 4¢ < ¢T¥% . Entonces §.(z) = K*p.)(z), y como por hipétesis
¢ € C; , resulta

' -b -—l
6'(z)=/lvlss= g Pe(® — ) —e(2)] dy + “"(“’)(C"/b)/l/se)b -

Luego, cuando |z| < 4¢, tenemos la acotacién
(4.8) [6e(2)| < CnllVeolloe™ + Crppp €™

y entonces
(4.9) / |6e(2)l dz < Cp
|z|<4e

Sea 4e < |z| < eTH | Si y pertenece al soporte de ¢,., entonces |z — y| > 3e.
Luego, por (4.7)

e‘.lz—‘ylmb
‘Pe(y) dy.

bu(z) = K¥(pe)(e) = [

e<|2—y|<1 I.'B - y|n
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Para cada ¢ tal que (2+ b)/¢ < 1, tenemos que
, - (3+4b) (2+8) (3438)
6,(1:) = /etlz—vl blz -y " 21 [lz _ yl—"+n 2:‘ _ Izl—n+" z:b ] ‘Pe(y) dy

_ (3+4) ~
+ 2|7V Koyg * (),

o~ . - (3+%)
donde K 4(y) = €'l b|y|_" ™ es el niicleo introducido en (4.1).

Dado y tal que ¢.(y) # 0, por el Teorema del Valor Medio, resulta

|2 =yl 75— T | < O g el 7O
Luego, si 4¢ < |z| < eTHs |
(4.10) 16¢(2)] < Crpyg elz| ™7 + |2| TME-CH/D 1Ky x ().

Por la desigualdad de Holder

e d
£e<|=|<em| (z)l z

1/4' 1/q
< Crpg€ / lz|~" 1 dz + / || - g ( / 1Ky g * 0e(z)]? d:c)
|z|>4e |z|<cr't5

- 1/q
< Cnpg+Crpg €™ (/ | K,q * e(2)|? dz) .
Teniendo en cuenta el Lema (4.2), resulta

(4.11) |6(2)| dz < Crypo(1 + ™|, |lq)

»/4¢<Iz|<¢r}3
< Cn.b.q(l + ”P”q')'

Si eTH < |z] < 1 — ¢, para cada y que pertenece al soporte de ¢, y por (4.6)

tenemos, |z — y| > 3¢. Entonces como por hipétesis [ p(z)dz =1,

§.(x) = Kb(Soe)(“’) - k:,,,+,,(a:)
= / k(= — y)pe(y) dy — k*(2)
3e<|z—y|<1

/ )
= - we(y) dy.
Se<|2—-y|<L1 Iz - yln Izln )
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Por el Teorema del Valor Medio

e"l’:_yl—6 eilzl-b €
- < Chn .
eyl el | S O e
Luego, cuando et < |z]| <1 —¢€, tenemos
(4-12) 16e(2)] < Co,n elz| ™ Hiplly = Coynyp elz| ™70

En consecuencia
b

4.13 / be(z)| dz < Cy e/ 7" 2dt =Cy o
( ) er'}:s<|z|<l—e | ¢( )l byn,p ei'h' b,n,e

Cuando 1 —¢ < |z| < 1+¢, dado que la condicién (4.6) implica que € < 1/4, para
todo y tal que ¢ (z — y) # 0 resulta |y| > || — |z —y| > 1/2. Luego

5 eSlvl™*
K= [ e -

1/2<|y|<1 ly[™

Por lo tanto, |K%(9.)(z)] < Cull@elli =Cn;ysi l—e<|z|<1+e
(4-14) l6(2)] < K (0e)(@)] + Ikgs/ass(2)] < Cr .

Entonces
/ lbe(z)| dz < C" e < C" .
1-e<|2|<1i+e ' '

Recordando que el soporte de &, estd contenido en {z : |z| < 1 + €}, por la
desigualdad anterior, (4.13), (4.11) y (4.9), tenemos la parte (i) del lema.

Para demostrar la parte (ii) podemos suponer que p < 1. Sea ¢ suficientemente
pequeiio de manera que
4e < eTHT <p<Ll-—e.

Por las acotaciones obtenidas en (4.12) y (4.14)
/ |6e(2)| dz < Cy e/ ||t ""1dx + Cz/ dz
|z|>p p<|z|<1—¢ 1—-e<|z|<1+e
<(Cip—b—1+0Cj)e,
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de donde resulta la parte (ii) del lema.

(4.15) Teorema. Sea kb un nicleo integral fuertemente singular y 6.(z) =

K. )(z) — kb 148 (z) definido como en el Lema (4.5). Si w es un peso de la clase A,

y f € L' (w) resulta
”6¢ * f"L‘(w) S C”f"L‘(w))

donde C es una constante independiente de € y f.

DEMOSTRACION.
Puesto que el soporte de §, estd contenido en {z : |z| < 1+ €}, si definimos

5£1) = §, X(|=|<4¢), 59) =§, X(4¢<|z|<¢1/1+b),

23) =, x(¢1/1+b<|z|<1—¢)) Yy 624) = &, x(l—z<|z|<1+¢)1

para probar el teorema es suficiente demostrar que

1687 % fllacwy < Cill Fllpr (wys

donde cada C; es una constante independientede ¢ y f, 1=1,2,3 y 4.

Sea {Q}}; una particién de IR™ con cubos cuyos lados tienen longitud 8¢. Por

el Teorema de Fubini,

(4.16) 167 * fllrqw) < 16(= — y)| £ (y)] dy w(z) d=
<3,

= (e - y)lw z dy.
—;/If(y)I/Q; 6z — y)l(z) d= dy

Size Q} , cuando ¢ —y pertenece al soporte de 6 , es decir |z —y| < 4¢, resulta

que y € 3Q; . Luego teniendo en cuenta que por (4.8), |6£1)(z)| < Chnp,p ™™, tenemos

que (4.16) esta acotado por

Cnb,p ; _/;Q} £)] (5—" /.':Q
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Puesto que w € A, , en casi todo punto Mw(y) < C,w(y). Entonces

160 » Flircer < Cnnon 32 [ 1@ i) b
j ;
< CllfllLr(wy-

Sabemos que si w € A; entonces para todo 7 pequeiio, w!*t? € A,. Luego

podemos elegir ¢ > 1 suficientemente grande de manera que
2+b)/g<1 y  w' €A

Recordemos que el soporte de 6¢%) esté contenido en {z:4e < |2z| < ef'h}. Sca
39 = 2 tal que

(4.17) 2%¢ < ¢TI < 2%0t1¢,

y para cada s : 2 < s < 3¢, consideramos 6(2)(1:) 6(2)(2:) si 2% < |z] < 2°tFle, y
(2)(3) = 0, en otro caso. Para estimar ||6¢,. * fllLt(w), sea {Q%}; una particién de

IR™ con cubos cuyos lados miden 2°t2¢. Por el Teorema de Fubini,
1662+ v < 3 / 1£(9)] / 168)(z — v)| w(z) do dy.

Teniendo en cuenta la acotacién obtenida en (4.10), resulta
(4.18) 116822 * Fllzacw)

< Cnage 3 [ 176 (@ [ v dz) dy

’e—“(_S’TH)') Ky o * z —y)|w(z)de
(@) Z/Q lf(y)l(/Q; Ko ez — )l w(z)da ) dy
= I(s,€) + I(s,¢€),

(3+%)

donde I?;,'q(y) = ey . Puesto que w € A,

(4.19) Ii(s,€) < Crpguw 2™’ E/ f(y)|w(y)dy

< C27°[[fller(w)-
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Ahora acotaremos I;(s,¢). Por la desigualdad de Holder y el Lema (4.2), tenemos

(4.20) ‘/Q? II?,,'q *x p.(z — y)|w(z) dz

- 1/q 1/¢'
< ([ 1Rugrvule-ulras) (/ w(z)“’dz)
Q?
1/¢'
< Cylleelly ( / w(z)! dz)
3Q?

)

Puesto que elegimos g de tal manera que w9 € A, , para casi todo y € 3Q%, (4.20)

estd acotado por
Coinw llpe ||q'(2'5)n/q w(y) < Cgnpw e_n/q”ﬁpllq'(z.e)n/q w(y).

Entonces

zlﬂs—”:‘b

L(s,e)<C ™/ || £ll 1 w)-

Luego por (4.18) y (4.19), resulta

- "‘,S"_“'Q n
1682 % fllacwy S C(27° +2°" ¢ €™/9) [ fl|Lacw).
A partir de (4.17), tenemos que 2%° < e~ T , ¥ esto implica que 2"°$1T+bl b1 < 1.
Entonces por la desigualdad de Minkowski,

80
162 % fllpscw) < ) 162 * fllzrcw)
=2

80
< C (E D + Enb/'l E Zlns#l) ”f”L‘(w)

822 =2

< C'M fllpr(w)-

5

’ . 1 .
El soporte de estd contenido en {z:eT# < |z| <1 —¢}, entonces si sy es un

entero positivo tal que 1 — ¢ < 2%+l Tl , podemos escribir

80
5 = 3050,

53



donde 55?.)(2:) = 653)(:1:), si 2% TH < |lz| < 20ty y 65?.)(2:) = 0, en otro caso. Para
estimar ||6£?,) * f|l1(w) » consideramos {Q}}; una particién de IR™ con cubos de lados

de longitud 2942745 | Por el Teorema de Fubini, tenemos que
(4.21) 16832 * Fllsqwy < 2 / e ( / 1682z — y)lw(c)dw) dy

Sca z € C.)3 , i * —y pertenece al soporte de 6, s , cutonces y € ZlQ;'- . Luego por

la desigualdad obtenida en (4.12), para (4.21) tencinos la cota

Ca,wZ/st |f(v)] (6(2‘€ﬂ“‘)"""‘_’/q?a w(z)dz> dy
J 5 ]
< Gl 3 / O ((2%&8)-" /Q ? w(z)dz) d

Puesto que w € A4, ,

162 # Flircer S Comann 2700 3 [ 1560 wl)
j i

< Civ"v?vw 2_.(1+b) "f”L"(W)'

Entonces por la desigualdad de Minkowski,

1682 * fll L2 (w) < E 16830 % £l L1 (w)

=0

< c(Z z-'“*"’) 1£llz5cw).

820
Recordando que 624) = 8¢ X (1-e<|z|<1+¢)» POT (4.14) tenemos la acotacion

|69(2)| < Ch,p-

Sea {Q}}j una particién de IR"™ con cubos cuyos lados tienen longitud 1. A
partir de las desigualdades 4c < e ™ <1 —¢ (ver (4.6)), resulta ¢ < 1/2. Luego por
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el Teorema de Fubini y puesto que w € A4, ,

10+ Sl < 3 [ 1) [ 1696 — )l wie) de dy
j J J

< Cnpw Y / oL

< Cr ol fllLr(w)-

(4.22) Lema. Sea kb un nicleco integral fuertemente singular y 6.(z) =
K%pe)(z) — k) j1ys(z) definido como en el Lema (4.5). Entonces

Hrr‘x) $e(z)dz = 0.

DEMOSTRACION.

Mediante un cambio de variables, resulta

(= b ‘_T'h ,
/kg;/wb(z) dz = / el |z " dz = (C’,,/b)/ e’ s 1 ds.
et/1+b<|z|<1 1
Luego, existe
oo
(4.23) lixr}J/kfl,Hb(z) dz = (Cn/b)/ e’s~1ds = L.
e— 1

Puesto que ¢, € C§ , por la desigualdad (4.4), obtenida en el Lema (4.3),

e"lvl'°
K¥p.)(z) = /m« o lede =)~ p@ldy + (o)

Entonces, teniendo en cuenta que el soporte de K°®(p.) estd contenido en {z :

lz| <1+e} y / pe(z)dz =1, resulta
[z]<e

. ~ eilvl™ ) — o (s
/K (pe)l=) d:c—~/lz|51+¢ /IVISI ly|" lpe(= =9) ~pe(=)l dyde + Lu.
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Ahora, por el Teorema de Fubini
(129 [ Ko@) dz

eilvl™®
= _/ n / [9’:(3 - y) - 90,(2:)] dedy + Ly
MESEEL |z|<1+¢

= L.
Por (4.23) y (4.24) se tienc el lema.

(4.25) Lema. Sea kb un nicleo integral fuertemente singular y 6.(z) =
K (p)(z) — kbyj1ss(z) definido como en el Lema (4.5). Sea w un peso de la clase
A;. Si f € L' (w) entonces

lim |8 * f{lL(w) = O-

DEMOSTRACION.

Supongamos primero que f es una funcién acotada con soporte acotado. Tenemos

la acotacion

1. % Fluscwr
< [ 6015 -0) - N ds|wie)ds + [|[6.0) £(2) dy] wiz) do
= I,(e) + I (¢).

Para I,(e) vale la desigualdad,
Ip(e) < I/ﬁg(y) dyl £l )

y por el Lema (4.22), I,(¢) tiende a cero cuando ¢ tiende a cero.
Dado > 0, como f es acotada con soporte acotado y w es localmente integrable,

existe p > 0 tal que si |y| < p entonces

/ f(z — y) - f(=)| w(=)dz < 7.
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Sea N > 0 tal que el soporte de f estd contenido en {z : |z| < N}. Por el

Teorema de Fubini
L) < /MSP 16e(v)| / 1£(z —v) - f(2)| w(z) dz dy

+ |6(v)l |f(z —y) — f(z)|w(z)dz dy
lvl>ep lz|<N+2

< allbells + 211/ lloo ( /' .<N+2“’(""“) /I )l
z|< vi>e

Teniendo en cuenta el Lema (4.5) partes (i) y (ii), I1(¢) tiende a cero cuando ¢

tiende a cero.

Dada una funcién f que pertenece a L!(w), sea g acotada con soporte acotado,

tal que ||f — gllL1(w) < 7. Por el Teorema (4.15)

16 * fllerqw) < 6e * (f — @)llLr(w) + |16 * gllL1(w)
S C\f — gller(w) + 116e * 9ll L1 (w)
<Cn+n

si € es suficientemente pequeno.

§2. Demostraciéon del Teorema C.

Los dos lemas siguientes seran empleados para probar el Teorcina C.

(4.26) Lema. Sea k® un nicleo integral fuertemente singular y sea g € Cy . Si w

es un peso de la clase Ay y f € L'(w) entonces para casi todo z € IR™,

K*(f » g)(z) = (f * K*(g))(=)-
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DEMOSTRACION.

Ante todo notemos que como f € L!(w) y w € A, resulta que f es una funcién
localiente integrable. Luego la convolucién f*g € C* y por el Lema (4.3), K*(f * g)
estéd bien definida en todo punto. También por el Lema (4.3), K%(g) es una funcién
acotada con soporte acotado. Entonces f *x K*(g) esté bien definida en todo punto.

Supongamos que el soporte de g estd contenido en {z :|z| < N} ysea T > 0.
Definimos fi(z) = f(z) si |z| < N+T+1y fi(z) =0 enotrocaso;ysca fo = f—f;.

Dado z : |z| < T, como el soporte de f, * g esta contenido en {z: |z| > T' 4+ 1}
entonces K ®(fxg)(z) = 0. Por otro lado, también (f2*Kb(g))(z) = 0 pues Kb(g)(y) =
0sily>N+1.

Ahora puesto que f; € L' y g € L?, por la teoria desarrollada por S. Chanillo

(ver [5]), en casi todo punto,
K*(f1 % g)(z) = (f * K*(9))(=),

es decir, Kb(f * g)(z) = (f * K%(9))(z) para casi todo z:|z| < T.

Recordamos que dado un entero positivo m, para cada s = (8;,...,8,) € Z ",
notamos y;* = 2~ ™s y consideramos la particion de IR"™, {QT*},c z» donde QT =
{y:27™s; <y; <27™(s; +1),1 £t < n}. Si g es una funcién acotada con soporte

acotado, para cada f localmente integrable, definimos en (2.21)

Calf)E)= 3 fe=v7) [ o(x)ds.

s€EZ"

De acuerdo con el Lema (2.22) se verifica que para todo R > 0

lim |Cm(f)(2) = (f *g)(z)| dz= = 0.
<R

m—oo Izl

Antes del préximo lema, también conviene observar que si w € 4, y f es una

funcién de L!(w), por la desigualdad de tipo débil (1,1) probada por S. Chanillo (ver
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Teorema C, pag. 79, en [5]) la integral fuertemente singular Kb(f) esta bien definida

en casi todo punto.

(4.27) Lema. Sea kb un nicleo integral fuertemente singular. Sean g € C} y w
un peso de la clase A;. Si f € L' (w) y ademds Kb(f) también pertenece a L'(w),

entonces en cast todo punto

K*(f * g)(z) = (K*(f) * 9)(=)-

DEMOSTRACION.

Sea T > 0. Tenemos que

[{z : |z| < T, |K*(f * 9)(=) — (K°(f) * 9)(=)| > n}|
< He:lzl < T, |IK*(f * g)() = Cm(K>(f))(=)| > n/2}|
+ {z : |2z| < T, |ICm(K*(f))(=) — (K°(f) * 9)(=)| > n/2}]
=a+p.

Puesto que K®(f) es localmente integrable, por la desigualdad de Chebyshev y el
Lema (2.22), resulta

g / ICm(K*(f))(2) — (K*(f) * g)(=)| dz < n,
n |z|<T

si m es suficientemente grande.

Por otro lado, tenemos que para casi todo z: |z| < T,

CulK (NN = 3 KA —or) [ o(e)ds

s€Z™
= lim [ kb(z -y — d 2)dz.
PIRLY LSS YOLY O

Cambiando variables y teniendo en cuenta que sélo finitos tériinos son no nulos,

On(KHN)E) = limy [ K= =) T se=v7) [ gte)de a

WEZ™

= K¥(Cm(f))(z).
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En consecuencia,

a=|{z:|z| < T, |K(f * g)(2) — K*(Cm(f))(2)| > n/2}|
=z : |z| <T, [K*((f * 9)X141)(2) = K*(Cm(f)X141)(2)| > n/2}I.
La funciéon f *g es localmente integrable pues f loesy g es acotada y de soporte

acotado. Entonces puesto que K® es de tipo débil (1,1) con respecto a la medida de

Lebesgue, resulta

a< S I(f * 9)(=) ~ Cm(f)(=)| dz <
N Ji=|<T+1

si m es suficientemente grande.

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema C, cuyo enunciado volvemos a

escribir.

Teorema C. Sea kb un nicleo integral fuertemente singular y sea w € A,. Si f y
K% f) € L*(w), entonces

(1) 1K A)lLrwy < C{UIfllLrw) + 1K)l Lrcwy}s

para todo n suficientemente pequerio, donde C es una constante independiente de 1 y
f. Ademds

(i) lim | K(f) = K*(f)llprcwy = 0.

DEMOSTRACION.

Para simplificar la notacién consideremos n = eTd . Sea 6.(z) definida como en
el Lema (4.5), 8.(z) = K*(p.)(z) — kb,/14s(z) . Entonces

Ko(f)(z) = (f * K*(pe))(z) — (e * f)(2).
Por los Lemas (4.26) y (4.27), resulta

(4.28) Kq(f)(z) = (K*(f) * e )(z) = (8c * f)(=)-

60



De acuerdo con la parte (i) del Corolario (2.6) y el Teorema (4.15) si 47'*® < 7 <

1 —n'*%, tenemos que

1K (F)llzrw) < CLUIE(F)llLrw) + 1 f 2wy}

es decir, la parte (i).

Ahora por (4.28),
NEKE(F) — K*(F M Lrqwy S WKP(S) * pe — KP(F)llrqw) + 16 * Fll L2 qw)-

Entonces por la parte (ii) del Corolario (2.6) y el Lema (4.25) ambos sumandos

tienden a cero cuando ¢ tiende a cero, y esto implica (ii) del Teorema C.
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