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1. INTRODUCCIÓN.

51. Notaciones y definiciones.

Indicamos con IR" el espacio euclídeo formado por n-uplas z = (21,. ..,zn),
donde cada. :0.-es un número real, 1 S i S n.

Como es usual, para cada. a: que pertenece a. HZ" , su norma. es el número

La bola. centrada en z y de radio t > 0 es el conjunto B(:v,t) = {y e IR" :

Iz —y] < t}. Cuando z es el vector nulo, escribiremos simplemente Bt .

Si A C IR" es medible Lebesgue, denotaremos su medida. por IAI y la función

característica de A, por XA.

Dada. una. función medible f , la Función Maximal de Hardy-Littlewood de f , está.

definida. por

(1.1) Mf(z) = ¿gg (IBI“ [B If(y)|dy)

donde B es cualquier bola. en IR“ . Si en la. definición anterior se consideran cubos

en lugar de bolas se obtiene una. función, que salvo constantes multiplicativas que sólo
dependen de la.dimensión, acota.y está acotada. puntualmente por M f . Esto también
sucede, si para definir la función maximal en el punto z, sólo se consideran bolas

(o cubos) centrados en z . Para. todas estas posibles definiciones usaremos la misma
notación: Mf .

Si Q C IR" es un cubo y a es un número real positivo, aQ denota. el cubo que

tiene el mismo centro que Q y IaQI = aleI .

Sea 10(2) 2 0 una. función medible definida. sobre H2" y E C IR" medible, su

medida. con resPecto al peso w será notada w(E) = 10(2)da:. Una. función medible
E
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1

f pertenece a LP(w), 1 5 p < oo, si ||f||L,(w) = (jmn|f(z)|1’w(z)dz) /p es finito.
El espacio L°°(w) consiste de todas las funciones medibles y esencialmente acotadas

con respecto a la medida w(:n)dz . Además para f E L°°(w) , IIfIILoo<w)es el supremo
esencial, con respecto a w , de , a:e HZ". Cuando w E 1, caso que corresponde

a la medida de Lebesgue, como es usual escribiremos f E Lp y IIfIIp, 1 S p S oo .

Sea w un peso en HI" y sea T un operador de LP(w) en L"(w) donde 1 S p S oo
y l S q S oo. Se dice que T es dc tipo fuerte (p,q) con respecto u, w, si cxthc unn

constante C > 0 tal que para toda f E L”(w) resulta

(1-2) "T(f)”L°(w) S CIIfIlLP(w)

Cuando 1 S q < oo , T es de tipo débil (p, q) con respecto a w , si existe C > 0

tal que para toda f E L”(w) y todo A> 0 , vale la desigualdad

(1.3) w({z=Irma» > A})s ¿"IMM

Para q finito, todo operador de tipo fuerte (p, q) es de tipo débil (p, q), con

respecto al mismo peso; esto también vale para q = oo pues las definiciones de tipo

fuerte y débil coinciden.

52. Clases de pesos.

El par de pesos (v,u) definidos sobre IR" pertenece a la clase A(p, q) , 1 S p S oo

y 1 5 q 5 oo, si existe una constante C tal que para toda bola (o cubo) B C HZ"

(1.4) (|B|_1_/Bu(z)-P'dz)l/p' (¡BI-I/Bv(z)qdz)1/q 5 o.

Aquí y en lo que sigue, p' denota el exponente conjugado de p , es decir, p' = p/ (p —1) .

Cuando q = p, 1 < p < oo, y u,(:t:)1D= v(:c)¡’= w(:c) , (1.4) equivale a afirmar que

el peso w pertenece a la clase AIDintroducida por B. Muckenhoupt. Con respecto a

la definición (1.2) podemos observar aquí, que la función maxima] de Hardy-Littlewood

introducida en (1.1), es de tipo fuerte (p,p) , 1 < p < oo si y sólo si w E Ap , (ver [13]).
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Si q = p = 1 , veremos que (1.4) es equivalente a la condición

M v(:c) S C u(:c)

para casi todo a: E IR" . Cuando éste sea el caso, simplemente escribiremos (v, u) G A1 ;

y w E A1 , si 12(2)= u(a:) = 10(2). La condición A1 sobre un peso w , es necesaria y

suficiente para que la función maximal sea de tipo débil (1, 1) con respecto a w (ver

(1.3)).

Si 11(3) = 0 para casi todo z E III", o bien 14(2) = oo en casi todo punto,

triviahncntc el par (11,11.)satisface la condición (1.4). Dichos pares serán excluidos delas

clases A(p, q) pues carecen de interés con respecto a los resultados que demostrarernos.

Sea S(a:) la función definida sobre H2" por:

(1-5) 5(=) = (1 + |=|)_"X[o.11(|=n|),

y para. cada t > 0 , sea S¿(z) = t_”S(z/t) . Diremos que el par de pesos (v, u) pertenece
a la. clase A1 si existe una constante C tal que

(1.6) sup (St al:v)(:c) 5 Cu(z)
t>0

para casi todo z G IR" .

La menor constante C que aparece en cada una de las definiciones (1.4) y (1.6),
será.llamada la constante del par de pesos (o bien, del peso) en la clase correspondiente.

53. Clases de núcleos integrales singulares.

De aquí en adelante, el elemento de área de la esfera unitaria E = {z e IR" : |z| =

1}, será denotado por ¿10(2). El espacio LP(E), 1 S p S oo , es la clase de funciones

medibles f , definidas sobre 2 tales que

llfller) = |f(z)l”da(z))1/p< oo.
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(1.7) Definición. Sea Ic(:c)= fl(z)|z|‘" una función medible definida sobre
IR" \ {0} . Decimos que k es un núcleo integral singular si Q satisface las siguientes
condiciones,

(i) fl es una.función positivamente homogénea de grado cero, es decir, para todo A > 0

y todo 1:960, 901:) = (¿(2),

(ii) Á Q(z)da(z) = 0,
(iii) si

10(6) = sup sup |(2(:c + h) —52(2)]
|h|56 zED

entonces vale la condición de tipo Dini,

1

j w(6)6_1¿6 < oo.o

Observemos que (iii) implica que fl está. acotada sobre 2 .

(1.8) Definición. Una funciónmedible k(:v)= fl(z)lz|_" definda sobre IR"\ {0}
es un núcleo integral singular de tipo L' -Dini, 1 5 r S oo, si Q satisface y (ii) de
la definición anterior y la siguiente condición,

(iv) Q E L'(E) , y si

l/r

mas) = sup (f mon) —n<z)l'da<z)) ,IPISÜ E

donde p denota una rotación y |p| = sup Ipz —2| , entonces
262

1

j w,.(6)c‘í-1¿6 < oo.o

Notemos que si 9 satisface la condición (iii), también verifica (iv) para todo r :
151'500.



Sea k un núcleo integral singular L' —Dini,y sea e > 0. Se define la integral

singular truncada de una función f como

(1.9) muxa) = f ¡con- wm) du,2’], E Bu

y la integral singular de f asociada al núcleo k ,

(1.10) K(f)(1:)=liu}JK,(f)(z),

si este límite existe.

(1.11) Definición. Un núcleo integral fuertemente singular está definido sobre
JR" \ {0}, Por

íl=|_°
wz) = eWXIMJUEI),

donde 0 < b < oo . Para cada 17: 0 < 17< 1 , la integral fuertemente singular truncada

de f , es

. —b
¿tlvl

(1-12) ¡{13(3)=/ —nf(z —y) dyv<lv|.<_1 |31|

La. integral fuertemente singular de f , se define como

(1.13) K"(f)(:c) = 1¡n¿1{3(f)(z),"-0

si este límite existe.

54. Familias admisibles de intervalos de H2", n 2 2.

Sea 7?,= {Rt}¿>o una familia de intervalos de H2" centrados en el origen y de

lados paralelos a los ejes coordenados. Para cada t > 0, sea Rt = {2: E IR" : [2.-]_<_

(¡m-(t),1 S i 5 n}. Entonces queda definida sobre la semirrecta (0,00) una función

qp,-(t)>0 paracada i: 1 Sign.



(1.14) Definición. Decimosque la familia de intervalos 'R,= {Rabo de IR",
n Z 2 , es admisible, si las funciones qp¡(t) satisfacen:

(i) existe io tal que «,o,-o(t)=t y para todo i 96io , cp,-(t)2 t,

(ii) para todo i, qp¡(t)= 0, y

(iii) para cada i, <p¡(t)/t, existe (puede ser infinito).

De ahora en adelante vamos a suponer que io = n .

Sea k un núcleo integral singular. Dada una función mcdiblc f, definimos la

integral singular truncada por R. , de f

(1.15) KR.(Í)(1’) = f k(=v- ymy) dy,3-1! e!Rc

y la integral singular de f asociada a la. familia 7?,= {R¿}t>o , como

(1-16) Knuxz) = Pg},Kn.(f)(=),

si este límite existe.

55. Enunciados de los resultados.

En 1967, los núcleos integrales singulares de tipo L1-Dini fueron introducidos por

A.P. Calderón, M. Weiss y A. Zygmund en Ellos demostraron que el operador
integral singular asociado K, (ver (1.10)), está. bien definido en casi todo punto, es

de tipo fuerte (p, p) , 1 < p < oo, y de tipo débil (1,1) con respecto a la medida de

Lebesgue. i

A.P. Calderón y O.N. Capri, probaron en [2] (1984) que si f es una función in

tegrable y K (f ) también pertenece a Ll , entonces las integrales singulares truncadas

K,(f) , definidas en (1.9), pertenecen al espacio L1 ; y además

{ig},"Km —K(f)II1 = o.

En el trabajo de D.S. Kurtz y R.L. Wheeden [11], en 1979, se definen las clases

de núcleos integrales singulares L" -Dini, 1 < r S oo. Allí se demuestra el tipo débil
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(1, 1) del operador asociado K con respecto a un peso w, cuando w" E A1 , y el tipo

fuerte (p,p) , bajo la hipótesis que el peso pertenezca a una clase Aq donde el índice q
depende de p y r.

Para 1- > 1, si w" G A1 y f y K(f) pertenecen a L1(w), O.N. Capri y C.

Segovia demostraron en 1989, (ver [4]), que para las integrales singulares truncadas
vale la acotación

“Kc(f)IILI(w) S Cillflluw) + IIK(Í)IILl(w)}, 6 > 0

( C cs una constante independiente de f y e) y la convergencia en ln.norma (lc ¡11(w)

de ¡{,(f) a K(j) , cuando e tiende a.cero.

Teniendo en cuenta que no se conocen acotaciones en norma p ni desigualdades

de tipo débil con pares de pesos, para estas integrales singulares con núcleos de tipo

L' -Dini, fue necesario desarrollar nuevas técnicas para probar que el operador está bien

definido y que las integrales singulares truncadas están acotadas y convergen en norma.

En este caso, el resultado principal que hemos obtenido es el siguiente,

Teorema A. Sea lc un núcleo integral singular L' -Dini y (v,u) E A(p,p(r/p)'),
1 S p S r < oo ó l = p < r S oo. Si f E Lp(up) entoncesla función está bien
definida en casi todopunto. Si además GLp(u”) resulta

(i) ||K=(f)||Lr(vv) S C{||f||Lv(uv)+ ||K(f)||m(ur)},

para todo e > 0, donde C es una constante independiente de e y f . También tenemos

que

(ü) “Km —Kmuuw, = o.

Con respecto a los operadores integrales asociados a núcleos integrales singulares,

truncaciones no estándar del tipo de (1.14) fueron consideradas por E.O. Harboure, en
1979.

Si .7: es la clase de intervalos de IR" centrados en el origen y con lados paralelos

a los ejes coordenados, para cada. R e .7: se define la integral singular truncada por R

de f

muxa) = j k<z—y)f(y) dy.a-y ga

7



E.O. Harboure demostró, en [9] (1979), que el operador maximal asociado

(1-17) T'(f)(==) = Sup ITn(f)(='=)|,
R67:

es de tipo fuerte (p,p), 1 < p < oo y de tipo débil (1,1) con respecto a la medida
de Lebesgue generalizando a rectángulos el bien conocido resultado para la función

maximal K"(f)(:c) = sup IK‘(f)(:c)I .
A partir de lo anter>iory para truncaciones con familias 'R = {R¿}¿>o (le intervalos

de III“ admisibles, también en [9] se probó que el operador singular asociado K-R (ver

(1.16)) es acotado en Lp , 1 < p < oo y de tipo débil (1,1) con respecto a la medida

de Lebesgue.

H. Aimar y E.O. Harboure, en [1] (1987), obtuvieron para T' (definido en (1.17))

el tipo fuerte (p, p) con respecto a un peso w perteneciente a AP, 1 < p < oo, y el

tipo débil (1,1), para w E A] .

Volviendo a los pares de pesos, de acuerdo con el Teorema A, si (v,u) e A1 y

además, f y K (f ) pertenecen a. Ll (u) se tiene la.acotación en la norma de L1(v) de

las integrales singulares truncadas K,( f ) y la convergenciade ellas a la integral singular

K( f) . Entonces el problema que se plantea, consiste en obtener resultados análogos
para las integrales singulares truncadas por intervalos R; de una familia admisible de

IR", n 2 2, (ver (1.15)).

La mayor dificultad que hallamos para resolver el problema planteado se debió al

hecho que las clases de pesos consideradas no parecen ser las adecuadas. En consecuencia

definimos una nueva clase: A1 , (ver (1.6)), que como notaremos más adelante, en el

caso de pares de pesos distintos está. estrictamente contenida en A1 (Proposición (3.5)

y Observación (3.10)). El resultado que hemos obtenido será.demostrado en el Capítulo

3 y es el siguiente,

Teorema B. Sean 'R = {Rt},>o una familia de intervalos de H2", n 2 2, admi

sible, (v,u) perteneciente a la clase A1 y lc un núcleo integral singular. Entonces, si

f e L1(u) la función Kn(f) está bien definida en casi todopunto. Si KRU) pertenece
a L1(u) , resulta



(í) llKR.(f)llL‘(v) S ClllfllL‘(u) + llK‘R(f)llL‘(u)}v

para todo t > 0, donde C es una constante independiente de t y f; y además

(ü) {13310IIKR.(f) —KnUlllLtu) = o.
Si w E A1, entonces y (ii) valen con v = u = w.

Dada una función 0 definida sobre IR , suave, radial y tal que 0(:c) = 1 si |13|2 1 ,

y 0(a:) = 0 si |z| 5 1/2, se define el multiplicador
A u h A
tf(=v) = 9(|=Bl)e""'Izl'b/zfüv),

donde 0 < b < 1 y á denota la transformada de Fourier (le g E L2 .

Estos operadores fueron estudiados en el contexto de espacios LP por I. Hirschman,

S. Waigner, C. Fefi'erman y E.M. Stein. Ellos obtuvieron la acotación en norma

"bellp S Cpllfllp

para 1 < p < oo y la.correspondiente desigualdad de tipo débil (1, 1) (ver [10] y

El operador Tb está. dado por la. convolución con el núcleo

eíablzrb

¡2p X(I=Isl) + Mz)»

donde b' = 1/(1 —b), ab = bb/(l-b) —lil/(14’) y

Ih(a=)lS C(1 + Izl)’("+1)+ Clzl‘"+6X(I=Isl>

con 6 dependiendo sólo de b. Este resultado se debe a S. Wainger y puede hallarse en

[14] (1965).

La estimación de h implica la desigualdad

¡h * nz)! s CMf(=v)

donde M f es la función maximal de Hardy-Littlewood definida en (1.1). En conse

cuencia el tipo fuerte (p, p) , 1 < p < oo y la desigualdad débil (1,1) obtenidos para T1,

también valen para el operador

... ehhh-III“,

(1.18) nuxz) = nm<Iz_yl<1—¡(y)dy.v-'° II - yl"

9



Por otro lado, teniendo en cuenta el comportamiento de la función maxima] sobre

LP(w) , con w en la clase A, de Muckenhoupt (ver 52), para estudiar T1, sobre estos

espacios LP(w) es suficiente considerar el operador ñ .

Las acotaciones usuales para los núcleos integrales singulares de las cuales se derivan

los resultados en norma con pesos, no son adecuadas en el caso del operador Ïb . El

núcleo que aparece en (1.18) satisface para IzI Z 2|y| , una desigualdad del tipo

n _ ' a _ l

emula-UI ° emblzl ° ¡yl
Iz-yl" _ III" _ Izl"+‘"+"

que comparada con la desigualdad que se tiene para los núcleos singulares de Calderón

y Zygmund, donde aparece el factor |3,(|/I:t:|""'1, pone de manifiesto la presencia de una

singularidad mayor que en el caso de éstos.

Para el operador asociado a estos núcleos fuertemente singulares, en 1984, S.

Chanillo (ver obtuvo la correspondientedesigualdad de tipo fuerte (p,p), l <

p < oo con respecto a pesos w de las clases Ap y el tipo débil (1, 1) si w E A1 . Luego,

el problema a estudiar consiste en obtener para las integrales fuertemente singulares

truncadas una acotación en la norma de L1(w), si w E A1, y la convergencia de ellas

a la integral fuertemente singular. En este caso, la buena definición en casi todo punto

del operador está garantizada por el trabajo de Chanillo.

Dado que la presencia del factor ab es irrelevante con respecto a las acotaciones

obtenidas, con las definiciones introducidas en (1.12) y (1.13) enunciamos el resultado
que demostraremos.

Teorema C. Sea kb un núcleo integral fuertemente singular y sea w E A1 . Si f y

Kb(f) E L1(w), entonces

(í) ||K3(f)|ILl(w) S C{”fIlL‘(w) + "Kb(f)“L‘(w)},

para, todo 17suficientemente pequeño, donde C es una constante independiente de n y

f . Además

(ii) IIKZU)- Kb(f)”L‘(w)= 0

10



2. ACOTACION Y CONVERGENCIA EN NORMA DE INTEGRALES
SINGULARES TRUNCADAS ASOCIADAS A NUCLEOS L"-DINI.

Sl. Núcleos integrales singulares L”-Dini, 1 S r S oo.

Para los núcleos integrales singulares L' -Dini, definidos en (1.8) cl siguiente resul
tmlo obtenido por D.S. Kurtz y ILL. thcdcn (ver [11]) será.usado para la demostración
del segundo corolario que se deduce del próximo teorema.

(2.1) Lema. Sea k un núcleo integral singular L" -Dini, 1 S r S oo, y sea

IyI< R/2. Entonces

I/r

(j me —y)- kw dz)R<|z|<2R

C IyI —1< _
_ Rn/r;(R +jlïyá<6<1il ,

donde C no depende de R > O.

El siguiente teorema es una generalización de un resultado de B. Muckenhoupt, que

puede hallarse en [12].

(2.2) Teorema. Sea_F una función definida sobre IR" y para cada entero s,

I/r

C,= |F(z)|'dz)20<Izlszs+l

A = z C.2°"/" < oo.
¡EZ

Supongamos que

I
Entonces, si [72(2) = e-nF(z/€), 1 S p < r S oo o 1 S p = r < oo, (1510€

11(1),p(r/p)') y f e LP(uP), resulta

11



(í) "Fe * fIILrw) S CAIIfIILr(ur)

donde C es una constante que depende sólo de n, r , p y la constante que le corresponde

al par de pesos por pertenecer a la clase A(p,p(r/p)') .

Además, si a.=/1Rn F(:c) dz, se tiene:

(ii) ¿gg IIF, * f - afllmvv) = 0

DEMOSTRACIÓN.

Para cada. s G Z , sea. X, la función característica del anillo 2‘ < IzI 5 2""1 .

Consideremos {Qj}¡, una partición de IR" en cubos de lados paralelos a los ejes
coordenados y de longitud 2'+1e . Entonces

P

v(z)p dz|I(FX.)e*fllï..(.,..,= j n fmn(Fx.),(z —zw) dz

(2.3) s [QÍ(jm, ¡(Fx.)((z—even me)!«12)va dz.

Para cada z en QJ- si Iz —2| S Z’He, entonces z pertenece a 3Qj , cubo que

tiene el mismo centro que QJ-y medida igual a 3'1le . Por la desigualdad integral de
Minkowski, (2.3) está. acotado por,

Pl/r

oi me»(fm ¡(Fx.)<<z- z)/e)l”v(z)”dz)dz]

Aplicando la desigualdad de Holder y mediante un cambio de variables, tenemos

12



que

1/1»

(f IFX.((z- z)/e)l‘°v(z)”dz>Qi

1/? 1/P(T'/P)'
z-z: e r z vzflr/p)’ z

s(/QÍIFXa(( )/)I d) <> d)
1/1- 1/P('/P)'

¿n/r r v z P(r/P)' zS W dv)(/Qj<> d)
1/?(r/p)'

S ¿""0, v(z)P('/P)'dz)3 .Q:

Luego (2.3) está acotado por

1/("/1I’)' p

e-nP/P'CÏz v(z)P(r/P)'dz) dz)- 3Q' 3Q,"J J

Ahora por la. desigualdad de Holder

(jue,-“w d”)?S (QI “(www dz) (/st “zh, ¿my/¡u

y teniendo en cuenta. que (v,u) e A(p,p(r/p)') , (ver (1.4)), para. cada 3 E Z ,

*fllïpofll)S ¿TnP/r'Cfz IP-l+l/(r/P)' ¿Q If(z)lpu(z)l’dzj i

= e-"w Crow 2'+‘e)"P/'3"llf|lïv(ur)= 0052"?" llfllïrwr

Entonces

"Fc*fllmw) É z IKFXa):*fuman) S C ( z G.2.n/r’> “fIILr(up),¡GZ ¿EZ

y queda.probada. la.parte Veamos ahora.(ii).
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En primer lugar, observemos que la. hipótesis sobre ((7,), E Z implica que F es
una función integrable sobre HI" . En efecto, por la desigualdad de Holder

l/r

“Flll = z Á' IF(E)Idz S C z: (ÁI<IzI<2a+1IF(z)Irdz) zan/r'¡ez <|=|52'+‘ .ez

= Cz 0.2"“ < oo.
¡EZ

Supongamos que f E LP(uP) y es acotada y de soporte acotado. Sea N > 0 tal
que el soporte de f está contenido en {1:: |12|S N} y

j 141:)sz > o, f u(z)-P' dz:> o.IZISN IzISN

Notemos que si el par (v,u) e A(p,p(r/p)') , por la desigualdad (1.4) siempre es posible
hallar N en tales condiciones, salvo que v E 0 ó u E oo , casos que hemos excluido.

Para cada e > 0, resulta

"Fen-f —afllïnw) S +/ ) IF;*f —af|PvPdz|=|53N |z|>3N

= I1(€)p + I2(€)p.

Puesto que F es integrable, dado n > 0 existe M > 0 tal que

f |F(z)| dz < 17.|z|>M

Sabemos que v” es localmente integrable y f es una función acotada con soporte
acotado, luego cuando IzI S M , si e > 0 es suficientemente pequeño

(j me —ez) —f(=)|"v(z)"drv)l/p < n.

Teniendo en cuenta que

p l/p

11(6)S(¿ISSN(ÁI>MIF(2)IIf(=v-ez)-f(=v)ldz) verde) +
p 1/1»

+ (/“¡S’N (/IzlsM“mmm _ ez)‘ f(“’)|¿z) Wa)"dz)
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aplicando la desigualdad integral de Minkowski,
l/p

11(6)S ziifiimÁz|>M|F(Z)| (/lzKSth)’ dz) dz

+ ÍMSM iF(Z)i If(:c—ez) —f(z)|p (12)”? ¿z
1/9

S {leflloo (/lzlGNW-W)’dz) +||F|l1}n.
En consecuencia, 11(6) tiende a cero, cuando e tiende a cero.

Ahora, estimaremos I2(e) . Por la desigualdad integral de Minkowski
1/9

(2.4) (f ¡(Fx,), *f(z)|vv(z)vdz)|2|>3N
l/p

s er" j mz» (fl NN IFX.((=v—z)/e)l”v(z)” dz) dz.

Cuando z pertenece al soporte de f y |23|> 3N , se tiene que lzI S N y la:- zI >

2N. Entonces, el miembro derecho de (2.4) es igual a cero para. 62"“ 5 2N, o

equivalentemente para. s S log2(N/c) . Si 3 > iog2(N/c) , por la desigualdad de Hólder
l/p

(2.5) (j ¡(Fx.)(<z- z)/e)l‘°v(z)’dz|2I>8N
1/1' 1/?("/P)'

s en” j ¡F(y)¡'dy f v<=)P<*/P>'dz2‘<Iv|S2’+‘ Izázlsz‘+‘e

1/p'

y teniendo en cuenta que
Multiplicandoy dividiendopor u(z)-P' dz:|:|<N

|12|< N y IzI S N implican |z —zI < 62"“ , si (v,u) e A(p,p(r/p)') tenemos que

en/rC.C(2'+‘e)"(1-1/p+1/p(r/p)'>(f I

(2.5) está acotado por
-1/P'

u(z)—P dz
z|<N

-1/p'

= C'e"C,2'"/" / u(z)_P'dz|z|<N
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Por lo tanto, para (2.4) obtenemos la cota

-1/p'

C||f||1 / u(z)-P' da: 0,2‘"/".|z|<N

En consecuencia,

-1/p'

12(6)S I<Nu(z)-Pdz) z C,2nn/r’’>l°82(N/‘)

y esto muestra que I,(e) tiende a cero cuando e tiende a cero.

En lo que sigue usaremos el hecho que las funciones de LP(uP) acotadas y de soporte

acotado son densas en L”(u’) . También nos conviene observar, que por el Teorema de

Diferenciación de Lebesgue, la condición (v,u) E A(p,p(r/p)') implica que para casi
todo z

v(:c) S Cu(z).

Sea f E LP(uP). Dado 1) > 0, consideremos g E LP(uP) acotada y de soporte

acotado tal que ||f —gIILp(uP)< 1]. Tenemos que

HF: * f - aflluur) S "Fc * (f - 9)”L"(vP)+ “Fc * 9 - giIL"(vY')+ ¡al "f - 9||Lr(vr)

Por la parte (i), resulta

“Fe * f - afIILp(u') S (CA + CMI)”+ “Fe * 9 - inLP(vP)

Puesto que (ii) ya ha sido probada para funciones de Lp(u”) acotadas y de soporte
acotado

PIB) * f _ afIILP(vP)= 0'

(2.6) Corolario. Sea H una función positivamente homogénea de grado cero

que pertenece a L'(E), 1 S r S oo, y (p una función cuya menor mayorante radial

decreciented), = "gp-Xmn\B|=I“°°)es íntegrablesobre IR” . Si (v,u) pertenece
a A(p,p(r/p)') y f e L7(u’), 1 Sp < r S oo ó 1 Sp: r < oo, entonces
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(í) "(1799):* fllmm) S cIIHIILrun/o 1/)(t)t"’1dt ||f||L,(u,),

y además si a = fm” H(z)go(1:)da:, entonces

(ü) “(1190):* f _ ¿If-“Luv”= 0.

DEMOSTRACIÓN.

Sea F = ng . Para esta función F estimamos la sucesión (0,).6 z del Teorema
(2.2). Resulta que

l/r

c. = (j I(Hso)(z)l'd=v)za<lzlszn+l

20+! l/r

s < ww"- fn |H(z')l'da(=v')dt)
s CWIIHIlymwmüzm/K

Luego

z G.20n/r’S Cn,rIIHIIL'(E)z ¿(23)23n
¡GZ IEZ

5 0,1’,||H||L.(E)/ 1/:(t)t""ldt.o

Ahora y (ii) se deducen del Teorema (2.2).

(2.7) Corolario. Sea k un núcleo integral singular L" -Dini y (pE C1 cuyo soporte

está contenido en {:c : Izl S 1} y tal que /<p(a:) dz = l . Definimos

¿(3) = ¡{(90)00) - ¡01(3),

donde ¡21(2) = Ic(:c) si |12|2 1 y ¡21(2) = 0 en otro caso.

Entonces el núcleo 5,013)= e-"5(z/e) satisface

(í) "5: * flIva) S CIIfIlLr(ur),
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(ii) “¿e*fumar) = 0;
cuando (v,u) pertenece a A(p,p(r/p)'), l S p < 1' S oo ó 1 S p = r < oo, y
f E L”(u”) .

DEMOSTRACIÓN.

Sea. ¿(“(12) = ¿(22) para. |13|S 4 y ¿(“(11) = 0 si Izl > 4.

Teniendo en cuenta. que el soporte de gp está. contenido en ln bola. unitaria. y

f k(y) da(y) = 0, cuando |12|S 4 resulta.D

l 1:)
¿(“(2) = nmj k(y) Mz —y>—sp<a=)1¿y - “n Mmmm),e<|y|51+|z| III3-00

y puesto que (p G C1 , para. todo |12|S 4,

|5(1)(==)|S C(1 + ¡”(33)0

Entonces por el Corolario (2.6) tenemos que ¿(1) satisface

Sea ¿(“(22) = ¿(2) —¿(“(23). Dado a: : |11| > 4, para. todo y que pertenece al

soporte de <p, resulta. Ia:—yI > 3 y entonces

60km)= j uz —my) dy—Hz).lvlsl

Por la hipótesis /p(z) da:= 1 , obtenemos la acotación

Wu)! s mangof me —y) —k(=v)|dy.lvlsl

Ahora estimaremos la. sucesión (0,),6 z del Teorema. (2.2) para. F(:c) = ¿(2)(z) .
Observemos que C. = 0 para. s < 2. En el caso s 2 2 resulta.

r 1/1

C.sc(/ Ik(z—y)-k(=v)ldy)dz)2’<|==|52‘+‘ lvlSl
1/1

5 C/ |k(z—y)—k(z)|' dz) dy.MSI 2‘<|==|Sz’+1
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Luego, por el Lema (2.1), tenemos

c. 5 C2’"‘/" (2" + w,(2-‘)),

y entonces

z 0,2'"/" 5 02(2“ + wr(2")) = C (1 + [01w,(t)t-1dt) < oo.
¡E Z a_>_2

Ahora podemos aplicar el Teorema (2.2), a F = ¿(2) y obtener la parte del
Corolario (2.7) para ¿(2). Esto, junto con el resultado ya obtenido para ¿(1), prueba

(i) para 6 = ¿(1)+ ¿(2).

En lo que sigue probaremos que f ¿(22)da: = 0, lo cual es suficiente para obtener

(ii). Sea N 2 2. Recordando que / k(y)da(y) = 0 y v E C1 , tenemosE

flzlSN 6(:c)dz = ÁzlSNK(go)(z)dz

= j j k(y)www-90(2)} dydz.IzIsN IvlsN+1

Cambiando el orden de integración, resulta

/'"5" ¿(2)dz = jlvl5N+1My) (/I‘zlsNMz _ y) _ “EN dz) ¿y

'=/ +/ =Il+I2N-‘ISIVISN'H MSN-1

Para cada y : |y| 5 N —1 , como el soporte de (p está contenido en la bola unitaria,

se tiene que <p(:v—y) da: = 90(2)dz , y en consecuencia Ig = 0 . Para Il , vale
Nlzlí

la acotación

¡III s 2usou1j lk(y)ldyN—15|VISN+1

S CIIPIII IIOIIL1(E)N_1
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Luego

62dz=lim/ ózdzv=0,jm, ( ) M MSN < >

como queríamos probar.

S2. Resultados sobre pares de pesos de la clase A(p,q) , 1 S p 5 oo, 1 S q S oo.

Recordemos que según (1.4), el par (le pesos (v,u) definidos sobre Ill" , pertenece

a. la. clase A(p,p(r/p)'), 1 _<_p S 1' S oo, si existe una. constante C tnl que para. toda.

bola. (o cubo) B g HZ"

, l/p' I 1/P(r/P)'

(2.a) (¡BI-1 f u(z)-P dz) (¡Br1 f v(z)v<'/P>de) g cB B

Los pares (0,11,), cuando v E 0 ó u E oo, no serán considerados.

(2.9) Lema. Sea 1 < p S r < oo. Si (v,u) e A(p,p(r/p)') entonces

Í 112»i‘m-¡“(1 + Izl)'"""""’"' dz < oo.

DEMOSTRACIÓN.

Dado que excluímos los casos v E 0 y u E oo , existe N > 0 tal que

0 < f v(:I:)P('/P)'dz < oo.|z|<N

Teniendo en cuenta. que

(2.10) jm" u(z)_"l(1 + Iz|)'"Ï'I"PrLdz

|=|<N k2, 2*‘1NS|2I<2"N
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resulta. que (2.10) está. acotado por

ÁRN u(z)_p' dz + z (2k—1N)_nPI/r'_p,/r/ u(:c)"”ldz.

La. condición (11,11.)E A(p,p(r/p)') , (ver (2.8)) implica que para. toda bola. B

o I I 1 -P('/')’)l

/ u(z)_" dz S CIBIPlr v(z)”('/P)dz)B B

Entonces (2.10) está. acotado por

¿FL

' I _r('/r)'
f vp(ï) dz:|z|<2hN

l I I ’w/p)’ , L, ,

5 013w /*' j «JW/P)dz 1+ (2/N)"%r+r 2325-? /' < oo.|z|<N 1:21

' , , _r('/y)’ ' L,

CIBNlïT j 11M?)dz + 2(2k-1N)—n{+— ' 21m
|z|<N ¡‘21

(2.11) Lema. Sea 1 S r S oo. Si (v,u) E A(1,r') entonces eziste C > 0 tal que
para casi todo z E IR",

<1+ ¡acn-H s cum.

DEMOSTRACIÓN.

Supongamos que 1 < 1'S oo . La.condición (v,u) E A(1,r') implica que para toda.
bola. B

I l/r'

sup esencialu(a:)_1(IBI-1] v(:c)" dz) 5 C,zEB B

o equivalentemente

I l/r'

(2.12) (|B|_1/ v(:c)' dz) S C inf esencial11(2).B EEB

Veamos que a.partir de (2.12) se deduce que para. casi todo z,

M(v")(z)1/" s Cu(z).
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En efecto, consideremos el conjunto

A = {:c: M(v")(z)1/" > 0142)}.

Si a: G A existe una bola B tal que

(IBI’I/BNyY'de/r, > 0142),
I Cy como v" es localmente integrabIe, podemos suponer que el centro de B es un punto

de coordenadas racionales y su radio es un número racional. Puesto que por (2.12),
B n A tiene medida cero, el conjunto A queda cubierto por una unión numerable de

conjuntos de medida nula y en consecuencia IA]= 0 .

Ahora sea. N > 1 tal que

0 < / v(y)" dy.' Iv|<N

Entonces en casi todo punto

1/1

(IBÜBJV+N|a=|)|_1/ v(y)"dy) S M(v")(='=)1/"S CME),B(=.N+N|z|)

lo cual implica

I ' I —1/r'

(msn-“h SCIBnl1/'(j v' dy) .42).BN

Es decir, (1 + IzI)_”/"—1/' S (1 + [xD-"h, S Cu(z) para. casi todo a:e IR" .

En el caso 1°= 1 , la. condición (v,u) E A(1, oo) implica. que para toda bola. B

(2.13) sup esencial v(a:) S C inf esencial u(z).
zEB ¡GB

Sea N > 0 tal que

0 <sup esencial 12(2)= a < oo.
|=|<N
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Dado que para. todo k > 0, por (2.13)

a Ssup esencial v(z) S C inf esencial u(a:),
|2|<N+k |z|<N+k

resulta que para. casi todo z G H2"

a 5 Cu(a:).

Entonces (1 + Ia:|)“"/"_1/" S 72142:)en casi todo punto.

(2-14) Lema- Si (tuu) E A(p,P(T/p)'), 1 < p S r < oo o’ 1 = p s r s oo,
entonces

(2-15) "fIIL1((1+|z|)-"/"‘1/') S CIIÍIILNM),

donde Ia constante C no depende de

DEMOSTRACIÓN.

Si 1 < P S r < °° Por 18-desigualdad de Holder, resulta.

Í 'f(=)l(1 + IzI)-"/"-1/razac
1/1D ' I ' ' Up,

5 'f(=)|”u(z)’dz)nos)” (1+Ian-"M”/'dz)

Entonces, por el Lema. (2.9) obtenemos (2.15).

En el caso p = 1 , (2.15) se tiene por la. desigualdad dada en el Lema. (2.11).

(2.16) Observación. El Lema. (2.14) implica que si f E LP(uP) y (v,u) E

A(p,p(r/p)'), 1 < p S r < oo ó 1 = p S 1' < oo, entonces f es localmente inte
grable.
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Q3.Demostración del Teorema A.

En la proposición siguiente demostraremos que las integrales singulares truncadas

K,(f) y la integral singular K(f) están bien definidas en casi todo punto, si f E LP(uP)

y (v,u) E A(p,p(1'/p)'), 1 < p S 1'< oo ó 1 = p 5 r S oo. Los lemas que siguen serán
empleados para probar el Teorema A.

(2.17) Proposición. Sea k un núcleo integral singular L'-Dini. Si f pertenece
a L1((1 + |z|)_7"’_""), entonces las integrales singulares truncadas ¡(,(f) y la integral

singular ¡{(j), definidas en (1.9) y (1.10) existen en casi todo punto. En particular,
por el Lema (2.14) esto vale si f E Lp(up), (v,u) e A(p,p(r/p)') y 1 < p S r < oo ó
1 = p S r 5 oo .

DEMOSTRACIÓN.

Sea T > 1 > s . Para a: : IzI < T, consideramos

I(z) = j Ik(z- y» ¡mm dy.IVIZST

Integrando I (1:), resulta

n M z
Ázl<TI(z)sz(3/2) jm“ (/MZST lyln If(y)|dy) d

— |f(y)l z_ z
’C Mm IyI" (¿KTM y)Id ) dy.

Para. cada y : |y| 2 3T, por la desigualdad de Holder y teniendo en cuenta que fl

es positivamente homogénea.de grado cero, tenemos

1/1

(2.18) j I0(=v- y» dz s ¡BTIW j Ifl(z)l' dz|=|<T lvl-T<|=I<|vI+T

lvl+T 1 1/”
=C|I9IIL'(2) j t"- dtlvl-T

S C'IIÜIILr(2)|yI("—1)/'v
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Luego

_n n-l
j ¡(z)szC/ ¡mmm +‘—1rdy|z|<T IIII>3T

s c' j |f(y)l(1+ ¡yn-H dy< oo,

lo cual muestra que I(a:) es finita. en casi todo a: : IzI < T.

Por otro lado, como f XB”. es integrable, por la teoría sobre integrales singulares

desarrollada para la medida de Lebesgue (ver [2], Lema 2, pág. 232) para casi todo
punto existe

k<=- ymy)dy
Iy|<3T

y tambiénla integralsingularK(f .

(2.19) Lema. Si f E Ll((1 + |z|)'r2’_%) y g es una función acotada con soporte
acotado, entonces

Ilf * gll 1 < C(9)I|f|| 1L1((1+I=I)‘v"‘v)— L1((1+I=I)'="'">'

DEMOSTRACIÓN.

Supongamos que el soporte de g está. contenido en {z : |22|5 N}. Entonces por
el Teorema de Fubini,

ak

9||L¡((1+lzl)._.'n¡_h s [MSN¡mm f If(=v-y)l(1 + ¡mn-7* dzdy.

Puesto que |y| S N implica 1 + Ia:—yI S (l + N)(l + , resulta

* __ 51+N-fr-% __.
IIf yIIL1((1+I,¡)¿», 5) < ) IIQIIIIIÏIIL¡((1+I:I);“T ¿,

(2.20) Lema. Sea k un núcleo integral singular L” -Dini. Supongamos que f e

L1((1 + Iz|)-r¿l’_%) y que g es una función acotada con soporte acotado. Entonces

K(f *9)(==)= (f * ¡((9))(3)
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para casi todo :c .

DEMOSTRACIÓN.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el soporte de g está contenido en
{zzlzls 1}. SeanT>O y R>2T+2.

Definimos f1(:c) = si |ch S R y f¡(:c) = 0, cuando Iml> R. Sea. f2(z) =
f(z) —f¡(z) . Puesto que f1 E Ll y g E L2 , por la teoría desarrollada en L2 ,

¡{(fl *y)(z) = (f1 * ¡((9))(3),

en casi todo punto.

Sea |93|< T. Entonces la. integral

I = j |k(==-y - z» Iy(z)l If2(y)|dzdy

es finita. En efecto, puesto que Ia:—z| S T+1 < IyI/2 y la:—y—zI 2 IyI/2, por (2.18)
tenemos

I s 2nugumfm” ¡mm Iyl’" (/IHISTH ¡no —y —z)| dz) ¿y
_'|_.l

SCIIQIIwIIQIIL'(2)/ If(y)l|yl v vayIvI>R

S C'llylloollflllvmfllfll _ - < .mamen 5” 5) °°

Luego, la integral

f] k<z—y —momo) dzdy
existe. Por el Teorema de Fubiní y un cambio de variables

(f2 * ¡((9))(2) = K(f2 * 9)(=v)

para casi todo z : |11|< T , y como T es cualquiera la igualdad vale en casi todo punto.

Sea m un entero positivo y s = (31,...,sn) una. n-upla. de enteros. El punto
2"".9 e IR" será notado y? y Q2" = {y : 2-ms¿ 5 y,-< 2_"‘(s¡ + 1), 1 5 i S n}.
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Observemos que yz" E Q2" y que la longitud de los lados de Q2" es igual a 2-” .

Además para cada m fijo, la. familia {QT : s E Zn} es una partición de IR".

Supongamos que g es una. función acotada con soporte acotado y que f es localmente

integrable. Entonces para cada.entero positivo m, definimos

(2.21) cmuxz) = z me —y?) j g<y)dy.IE Z " Q?

Notcmos que el conjunto I de indices s con la propiedad que Q'," tiene intersección

no vacía con el soporte de g , es finito. Si el soporte de g está contenido en {1: : |11|S

N}, los puntos {3/2"}.61satisfacen 5 N + 2_"‘\/1_1,.En lo que sigue suponemos
quem>n, asíque SN+1.

Una demostración del siguiente lema puede hallarse en [2], Lema 4, pág. 324.

(2.22) Lema. Sean f una función localmente integrable y g acotada y con soporte
acotado. Entonces para todo R > 0

um ICm(f)(=v)—(f * yxzn dz = o.
<Rm-ooo Izl

(2.23) Lema. Sea lc un núcleo integral singular L'-Dini. Supongamos que f

pertenece a L1((1 + |z|)_r¿l’-'}) y que K(f) es localmente integrable. Entonces si g es
una función acotada con soporte acotado, resulta

K(f *9)(=v)= (K(f) *50(2)

para casi todo a: e IR" .

DEMOSTRACIÓN.

Supongamos que el soporte de g está. contenido en {:c : |ch S N}.

Por el Lema (2.19), f * g pertenece a L1((1 + |z|)_'r""_i') y de acuerdo con la

Proposición (2.17), K(f #g)(:c) está. bien definida en casi todo a: E H2” . Por otro lado,

como K (f ) es localmente integrable y g es una función acotada y de soporte acotado,
la convolución urg)(z) está definidapara todo :1:E HI" .
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Sean T, 17>0. Fijamos R> 3N+3T+3 tal que
_ n _¿

j If(y)l(1 + IyI) 7 vdy < 172.Ivl>¡"¡/2

Por el Lema (2.22), existe m > n que satisface

f ICm(f)(y) —(f =«gxyn dy < 172,IvISR

f ¡omarmxw —(Km *gxyn dy < 112MSR

Ahora. sea XR(z) la. función característica. de la. bola. BR . Resulta que

¡{31M < Ta ¡KU * 9)(=) - (KU) *9)(z)l > 77}I

S |{z =ISI< T, |K(f * 9)(=) - K(Xa(f *9))(z)| > 17/4}|

+ |{===|=I=|< T, |K(Xn(f * 9))(3) - K(XRCm(f))(=c)| > 77/4}|

+ H2 =III < T» |K(XnCm(f))(=|=) - Cm(K(f))(-'B)I > n/4}I

+ ¡{z =Izl < T, ICm(K(f))(Z) - (KU) * 9)(=)I > 17/4}|

=a+fl+7+&

En primer lugar, estimaremos a:

I = [|sz ¡Ku wz9x2) —K(Xn(f *gmc» dz

s flw [mame -y)| I(f*g)(y)ldydz

s (Sn/MMM |fl(z—y)|d:cdy.2 lyl" |z|<T

Teniendo en cuenta (2.18), por Teorema de Fubini y un cambio de variables

I S CIIÜIIL'(E)/IIv

s Cllnllmn)f |<|=_

l(f *y)(y)l(1+ lylr:H dy
ZR

I9(=v)lj me —y)l(1 + lylr:H dyd-‘vN

s CNllyllLtllflllL'm)f mama + Izn-H dz.IZIZR-N
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Luego, por la elección de R resulta I S C772, y por la desigualdad de Chebyshev

debe ser a S C17.

Para estimar fi sólo es necesario observar que como K es un operador de tipo

débil (1.1) con respecto a la medida de Lebesgue y m es suficientemente grande

C

fl s ;¡ [MSR¡emma - (f *g)(z)ldz s Cn

De acuerdo con (2.21), tenemos

(2-24) ¡((Xn0m(f))(=) - Cm(K(f))(==)

= lim k a: - — m z dzd
._.o ¡,wl)‘ ( y)Xa(y).€zz:nf(y y. )/Q;“g( ) y

-' k z_ m_ d z dz
,;.Ho/Ia_w_vl>c ( y. y)f(y) y/Qr g( )

Teniendo en cuenta. que las series constan de sólo finitos términos no nulos y me

diante un cambio de variables en cada. sumando, (2.24) puede escribirse en la forma

2-00umj uz - yz"-y)xn(y +yI")f(y)dyf y(z)dz¡Ezn Iz-V—VÏ"I>‘ QT

- Z ¡im Hz-yl"-y)f(y)dyÁ?my(z)dz..ezn '_'° |=-v-v:"l>=

Por lo tanto

K(XRCm(f))(z)Cv'nUï

= E lc a: — L” - X + 0'" — 1 f d z dz.
.6 n/ ( y y)[ R(y y ) i (y) 11/. 9( )

Luego para estimar 7 , tenemos que

(2.25) j IK(XnCm(f))(=v)—Cm(K(f))(=)| de|z|<T

k a: — m — dzd z dz.
_ .62” flmmn ¡mm [WTI < y. y)! y [QT Ig( )I
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Puestoque Iy+y1nl2 R y S N+\/1_z2_"‘< N+1 implican IyI> R-N-l >
R/Z y la:- y? —y] Z IyI/3, entonces (2.25) está acotado por

3a z juan/2|walyl‘WÁ:I<TIfl(z-y;n_y)ldzdy¿;n|g(z)|¿z_se Z "

Ahora por (2.18) resulta

j ¡mz—yr-y)ldz s f ¡mz —y)IdzI=I<T IaI<T+N+1

S CT+NHQHL'(E)kWh-lyr

Luego (2.25) es menor o igual que

Cj ¡mm IyI‘"+‘"“‘)/'dys c' f ¡mm + ¡yn-H ¿y< 02,2.|v|>R/2 |1I|>R/2

Por la desigualdad de Chebyshev, concluímos que 7 5 C1].

Por último, aplicando nuevamente la.desigualdad de Chebyshev y dado que T < R,

6 < 3 j ICm(K(f))(=)—(KU) *9sz dz s 4n|z|<T

En consecuencia, dado T > 0

|{z =III < T,|K(f *9)(z) - (KU) *9)(==)|> 7I}IS a +fl +7 + 5 S c77

Puesto que 1] es arbitrario, resulta K(f skg)(z) = (K(f) * g)(:v) para casi todo
|13|< T y luego para casi todo z G H2".

Ahora demostraremos el Teorema A que enunciamos nuevamente.

Teorema A. Sea k un núcleo integral singular L' -Diní y (v,u) e A(p,p(r/p)'),
1 5 p S r < oo ó 1 =p < r S oo. Si f E LP(uP) entonces1afunción está bien
definida en casi todopunto. Si además E Lp(up) resulta

(i) "Kt(f)"L’(v') S Ü{|If|lLr(ur)+ ||K(f)||Lr(uv)},
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para todo e > 0, donde C es una constante independiente de e y f . También tenemos

que

(ii) ¿115%||Ke(f) - K(f)“L"(v”) = 0

DEMOSTRACIÓN.

De acuerdo con la.Proposición (2.17), K(f) está bien definida.en casi todo punto.

Sea. 6, definida como en el Corolario (2.7). Puesto que ¿(12) = K(gp,)(:c) - k,(:c),
resulta. que

Kc(f)(=) = (f * KW:))(1’)—(Í *50(2)

Por el Lema. (2.14), Lema. (2.20), Observación (2.16) y Lema. (2.23)

(2-26) Ke(f)(z) = (KU) * 50:)(3)" (f * 6e)(z)'

En consecuencia.

“Kt(f)“LP(vP) S IIKU) * ‘PeIILr(ur)+ IIf * 6,||L,(,,p).

Ahora aplicando la.parte de los Corolarios(2.6) y (2.7), obtenemos la parte
del teorema. Para. probar (ii), observemos que a.partir de (2.26)

||Ke(f) - K(f)||Lr(vv) S IIKU) *‘Pe- K(f)||Lr(ur) + ||f * ¿ellumy

Por la. parte (ii) de los Corolarios (2.6) y (2.7) muestran que cada. uno de los
términos de la.suma anterior tiende a.cero cuando e tiende a.cero, tal como queríamos

probar.
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3. CONVERGENCIA DE INTEGRALES SINGULARES CON TRUNCA
CIONES NO ESTANDAR EN L1 CON PESOS.

51. Las clases A1 y A1.

Recordemos que en (1.5), fue definida la función par

S(=) = (1 + Izl)‘"xlo.ll(|znl),

y para cada t > o

(3.1) s.(z) = t’"S(a:/t) = (t + |z|)-"x[o,.¡(|zn|).

En el capítulo 1, 52 establecimos que un par de pesos (v,u) pertenece a la clase
A1 si y sólo si existe una constante C tal que

sup(St Itv)(1:) 5 Cu(z),
t>0

para casi todo a: e IR" , (ver (1.6)). Ahora, en la proposición siguiente presentamos

otra condición necesaria y suficiente para que un par (v,u) pertenezca a A1 .

(3.2) Proposición. Sea St Ia función definida en (3.1). Entonces la desigualdad

(3.3) IIS:* fllum S ClifIIL¡(u)

vale para todo t > 0 con una constante C independiente de t y f si y sólo si (v,u)
pertenece a A1 .

DEMOSTRACIÓN.

Sea (v,u) e A1 y notemos que para probar (3.3) es suficiente considerar el caso
f 2 0 . Dado que St es una función par, tenemos

[(st *mame) dz= f ¡(s/>54:- me) dydz

= j ¡(ym *vxy)dys c f ¡(num dy,
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donde C es la constante de (v,u) en la clase A1 .

Ahora supongamos que (3.3) vale, entonces

/f(z)(S¿ urv)(:v)dz = /(S¿ * 12(2)dz

gc/flnqna.
Luego (S, skv)(:c) 5 Cu(z) para casi todo 1:E IR" . El conjunto donde la desigualdad

no vale, puede depender de t. Sin embargo, puesto que para p < q

_n q " _"
Spa) = (p+ ¡wn xlomluznl)= (1;) (q+ glzl) xlomluznl)

< q " _.. _ q "
_ (—) (q+ le) xloflluznl)—(-) saca),P P

esto es, Sp(z) S (%)n Sq(:c), resulta que sup (St ¡kv)(z) es igual al supremo tomadot>0
sobre los números racionales. Entonces para casi todo a: e HZ"

sup (S, *v)(:c) S Cu(z),
t>0

es decir (v,u) E A1 .

De acuerdo con (1.4) un par de pesos (v,u) pertenece a la clase A(1, 1) (simple
mente notaremos (v,u) e A1), si existe una constante C tal que

IBI.1 f v(z) dz S C inf esencialu(z)B SEB

para toda bola (o cubo) B en El" . En la demostración del Lema.(2.11) quedó probado
que esta condición, (ver (2.12)), implica que en casi todo punto

(3.4) Mv(z) S Cu(z).

Puesto que de la definición de la función maximal de Hardy-Littlewood (ver (1.1)) se

deduce que (3.4) implica (2.12), tenemos que (v,u) E A1 si y sólo si para casi todo

z e H2" vale (3.4) donde C es una constante independiente del punto :c.
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En los resultados de este parágrafo que siguen, mostramos la. relación que existe

entre las clases A1 y A1 .

(3.5) Proposición. Si el par (0,11.)pertenece a A1 entonces también pertenece a
A1 .

DEMOSTRACIÓN.

Dado que

57(2)= (1 + |==l)‘“x¡o.11(lznl)Z 2'"XB¡(=v) = Mz),

si para cada t > 0 consideramos <p¿(:c)= t""<p(a:/t) , resulta

/w(z - y)v(y)dy= (2t)’”/ muy = 2-“IBIIIB(z,t)I" j v(y)dy.lz_y|<t B(zvt)

Por lo tanto

Mv(:c) S 2"|B¡|_1 sup (p, akv)(:v) S 2"IB1I"1 sup (Si * v)(:c),
t>0 t>0

y, en consecuencia, si (v,u) pertenece a A1 , tenemos que

Mv(a:)S 2"|B¡|-ICu(z)

para casi todo a:G El". Luego (v,u) pertenece a A1.

Recordemos que cuando el par (v,u) pertenece a A1 y los pesos son iguales v =
u = w , simplemente notaremos w E A1.

Para los pesos w de las clases A, de Muckenhoupt, 1 S p < oo sabemos que

existen 7]> 0 y C > O, que sólo depende de n y la constante de w en AP, tal que

para toda bola (o cubo) B g H2"

(11.111.) (IBI-lÁw(z)l+”dz)th SCIBI'I/Bw(z)d:c,
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(ver [8], pág. 397). En el caso C = 1, esta desigualdad coincide con la desigualdad de

Holder en sentido inverso. Por tal motivo, usualmente es notada R..I'I.I.(reverse Holder

inequality).

Es conocido que para pares de pesos distintos de las clases A(p, p) , una desigualdad
de tipo Holder pero en sentido inverso, no es válida.

Para la. demostración del lema. siguiente conviene observar que cuando w E A1 ,

R.H.I. implica que

IBI-1 j w(z)1+'l da;5 C inf esencial w(z)1+”,B zEB

por lo tanto, wl'l'” también pertenece a A1.

(3.6) Lema. Sea w un peso de la clase A1 . Entonces eziate 1', 0 < r < 1 tal que

(3-7) IBI-1] 10(2)dz S Cu; inf esencialw(z)R zEQ

para todo cubo Q y todo intervalo R C Q, donde Cu, es una constante que depende

sólo de la constante de w en A1 y r.

DEMOSTRACIÓN.

Puesto que w e A1, existe 1]> 0 tal que wH" G A1 . Entonces por la.desigualdad
de Holder

Th

IRI'1/w(z)dzg (IRI'I/w(z)l+"dz)H H

s (¡QI-1[Qw(z)‘+"
. v y 1+” . __ 1

Por la condicron A1 para el peso w y Sl r —m , resulta
,.

IRF1/ w(:c)da:S C infesencialw(:c).R IRI =EQ

(3.8) Proposición. El peso w pertenece a. A1 si y sólo si w pertenece a A1 .
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DEMOSTRACIÓN.

Si w pertenece a A1 por la Proposición (3.5) w pertenece a. A1 .

Para todo entero no negativo s, sea. R, el intervalo centrado en el origen, con

lados paralelos alos ejes coordenados de longitud 2’+1,. . .,2""1,2 y sea Q, 3 Il, el
cubo con lados de longitud 2"+1 . Notemos que

(3.9) su) 5 2"Ï2-"-xn,(z).
¡:0

En efecto, dado que si z pertenece a. R, \ R,_1 , entonces |12|> 2"1 , resulta.

(1 + |z|)—"X[o.11(|=n|)S EU + |=|)_"XR.\H._1(2) + (1 + |m|)_"xao(=)

S Z(2._1)_nxfla\Ro-l(z) + X3003)

__<_2" Í 2_'"XR.(Z).
¡:0

Luego por (3.9)

S.(z)5 2"t-" z 2-“ xm,(z).
¡:0

Teniendo en cuenta. que |R,| = 2n2’("_1), se tiene

(S. nuw)(z)g 2"t"‘ z 2-“ fm! w(y)dy¡:0 z

= 4"22_'|z +tR,I_1/ w(y)dy.:+tR,c=0

Aplicando el Lema (3.6) en cada término de la. serie, resulta.

(St arw)(:c) 5 C'w4"z 2_'2" inseefíngialw(y)

5%) Mw(:c)S C'w(:c)5 C104"(
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para casi todo a: E IR". Entonces w pertenece a A1 .

(3.10) Observaciones.

(i) Para pares de pesos, la clase A1 está. estrictamente contenida en A1.

En efecto, consideremos en 1122,

0031,32) = IZIIX[—1.1](1’2),

y veamos que la función maximal

2 l ¡1+3 tri-R
M”(1’1,32)= suP(4R )_ j / ¡“xl-1,1197) ¿1€¿77= SUPPR(1’1,32)R>0 au-R 31-}! R>0

satisface: Mv(:c¡,a:2) 5 |21| + 1 .

Por la definición de v(z¡, 2:2), podemos suponer que 1:12 0 y 2:22 0.

Si 21 —R S 0 , entonces

23+R

PR(21,22) = (4R2)-1(zï + R2)/ R X[_1,1¡(n)dnS 1.22

Cuando 1:1—R > 0, tenemos

zz-I-R

PR(21,22) = (4R2)—1221R/ X[_1’1](7])d’f].zz-R

Distinguimos ahora dos casos: 0 S 1:2 < 1 y 1 _<_22 . En el primero y si 21:2+R S 1

¡“21,22) = (zm-121212= 2,.

Si 0522 <1, 22+R>1 y —1<22—R,resulta

PR(21,22) = (2R)-121(1 —22 + < 231.

Para 05132 < 1, 22+R>1 y —121:2 —R,tenemos

PR(z¡,zz) = (2R)'1:c¡2 = R421 < 21.
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En el segundo caso, es decir cuando 1 5 zz , si PR(1:1, 1:2) aé 0 entonces 1:2—R < 1 .

Luego, si además es —1 S 1:2—R, vale que

PR(21,22)=(2R)_121(1 —2:2+ R) S 21/2.

Por último, si 1 S zz y zz —R < —1, resulta.

Pn(z¡,a:2) = (210-1212 = zl/R < 21/2.

Por lo tanto, si 1421,22) = Mv(z¡,1:2) 5 |21| + 1, y de acuerdo con la. definición

de A1 (ver (3.4)), el par (v,u) pertenece a. esta. clase. Sea. f(a:1,:cz) = XQ(1:1,22),

donde Q = [-1, 1]2. La.función f pertenece a. L1(u) , sin embargo, 5* f no pertenece

a. Ll(v) y por la. Proposición (3.2), el par (v,u) no pertenece a A1 . En efecto, si

|22| < 1/2 entonces

(S*f)(=1,avz)2//IM_M<1 ¿gl¿gg2
Luego

j (s ..f)(z) v(z)d:c¡dzz2 «¿_ï'Tngzl = +00.

(ii) Notemos que la Proposición (3.8) vale para. todo par de pesos (v, u) tal que existe
r:0<r<1 yseverifica:

(3.11) [RI-1¿14de _<_Cv.“ infiseegcialu(z)

para. todo cubo Q y todo intervalo R C Q .

La. condición (3.11) coincide con (3.7) del Lema (3.6). Sin embargo, el siguiente

ejemplo muestra que (3.11) no es necesaria.para. que un par de pesos (v,u) pertenezca
¿A1.
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Sea. 120121,22)= Xq(:c¡,:cz) donde Q = [-1,1]2 y 1421,22) = Mv(a:1,zz). Puede

probarse que Mv(zl,22) z (l + Izl)_2. Por otro lado, si RN = [-N,N] x [-1,1] y
QN = [-N,N]2, N _>_l, tenemos

IRNI_1/ 1)(231,132)d131dz; = N_l,RN

inf esencialMv(z) S C(1 + N)”.
a=EQN

Entonces si suponemos que vale (3.11), resulta.

N“ 5 CN'(1+ N)-2 5 CM".

Pero cualquiera. sea. C , esta. desigualdad es falsa para. N suficientemente grande. Sin

embargo, mostraremos que (v,u) pertenece a.la. clase A1 . En efecto, dado que

X[o ¿10132—y2I)< Í
(St *v)(31,32) _ 2/] (t+ ¡al _y1|+ la: _yzl)2 XQ(y1,y2)dy1¿112,

para. [2:2]> 1 +t, resulta. (St #v)(z¡,zz) = 0. Si |22| 5 1 +t, cuando |21| 2 3,
tenemos

1 + |31| + |32| S (5/2)(t + '31 - 3/1I+ Iwz- ml)

Entonces

1

(1 + |21| + |22|)2
s 50(1+ |21| + |22|)”

(St * ”)(1’1,32)S 2(5/2)2 X[o,t](|32- y2I)XQ(y1ayz)d!/1¿yz

Si |22| S 1 +t y |21| < 3, distinguimos dos casos: t < 1 y t 2 1 . En el primer

caso vale que: 1 + |21| + |22| S 6. Luego

2 oo W t<- — — d d
(St *v)(:c1,:cz) _ t/wo X[o,t](lzz yzl) (/wo tz + Izl _ yllz yl) yz < 41r

5 1441r(l+ |21| + |22|)-2.

En el segundo caso, tenemos

1 + |21| + |22| S 3(t+ Ir: -y1| + Izz-y2l)
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Por lo tanto

18

(St*“(31,32)S W [XQ(y1,3/z)dy1¿yz
S 72(1 + |31| + ¡MD-2°

Entonces, para todo t > 0

(Sc * v)(=vn=c2)S C(1+I21I+I=v2l)’2

S C’MXQ(121,22)= C'u(21,32)

en consecuencia (11,11.)pertenece a. A1 .

52. Demostración del Teorema B.

Sea k un núcleo integral singular, definido en (1.7).

En este parágrafo, para. cada t > 0, la integral singular truncada de f (ver (1.9))
será notada

(3.12) waz) =ka. u<z>= j k(z—y>¡<y>dy.3-1! É BI

Con respecto a estas truncaciones estándar, para la integral singular de f asociada
a lc, definida en (1.10) usaremos la notación

(3.13) Ka(f)(=v) = K(f)(1=),

donde B = {Bg}g>o.

Por otro lado, dada una familia.de intervalos de IR", n 2 2, 7?.= {Rt}t>o , según

(1.15) y (1.16)

Ka.(f)(z)=kn.*f(=v)= f m k(=v-y)f(y)dy, yz-v

Kn(f)(=) = Kn.(f)(=v)
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Recordamos que tal como comentamos en el Capítulo 1, 55, los operadores maxima

les T" y K" (ver (1.17)) son de tipo débil (1.1) con respecto a la medida de Lebesgue.

El siguiente resultado está.contenidoen el trabajo de Ilarboure,

(3.14) Lenin. Sea k un núcleo integral singular y sea 'R = {R¿}¿>o una familia

de intervalos de IR", n Z 2, admisible. Si f E L1 , entonces

(3-15) KB(Í)(=) = KRUXZ) + LIC”),

en casi todo punto, donde L = lim/ k(y) dy.t-‘o R‘_B‘

DEMOSTRACIÓN.

Supongamos primero que f pertenece a C3 . Entonces

(3.16) k3. *r(z)= fm k(y)r(=—y>dy+ [R _B k(y){¡(z—y)—¡<z)1dyV n

“(2) fa _B ¡candy
= ha.t f(=v)+ una) + ¡(zm

Ahora veremosque I¿(f tiende a cerocuando t tiende a cero. En efecto, dado
que f pertenece a Cá

/(E:=¡ w(t)’)“adrt
lIt(f)(=v)I S IIVflloo IIOIILKB)

n 1/2

S IIVfIIoo“QIIL‘QD 90402)i=1

y por la condición (ii) que satisface la familia admisible de intervalos 'R = {12,}, (ver
1/2n

(1.14)), muy) = 0. Luegopor(3.16),existeL = Lt y además¡:1

Ka(f)(=) = Kn(f)(z) + Lf(=v)
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en casi todo punto.

Sea f una función que pertenece a L1. Dado e > 0, existe g E C3 tal que

“f —g||1 < ez . En casi todo punto, tenemos

IKs(f)(=v)- Kn(f)(z) - Lf(=v)|= |Ka(f - 9)(==)- Kn(f - 9)(=v)- L(f - g)(=v)|

S K'(f - 9)(=I=)+ T'(f - y)(=v)+ ILI¡(f - 9)(==)|'

Por lo tanto,

(3-17) I{=v=IKa(f)(z) - Kn(f)(z) - Lf(=v)| > e}|

S I{z =¡“(f - 9)(z) > e/3}I + |{z =T*(f —g)(z) > e/3H

+ |{z =I(f-9)(=v)l > ——3(¡L¡+ 1)}|.

Teniendo en cuenta. que los operadores maximales K " y T‘ son de tipo débil (1,1)

y por la desigualdad de Chebyshev, (3.17) está acotado por

cl Ilf—gu1+02 ur—9II1+ llf- yu;
s 3 (C; + C2 + ILI+ 1):.

Puesto que e es arbitrario, se tiene el lema.

Sea (v,u) un par de pesos de la. clase A1. Por el Lema (2.11) y como excluímos
los casos triviales v E 0 ó u = oo, existe una constante a. > 0 tal que en casi todo
punto

a (1 + IED'" S “(z)

En particular, si f e L1(u), entonces f e L1((1 + |z|)'”), lo cual implica que f
pertenece localmente a L1 .

(3.18) Lema. Sean k un núcleo integral singular y 'R = {R¿}¿>0 una familia de

intervalos de IR", n 2 2, admisible. Si f ea una función que pertenece a L1((l +
|z|)-") , entonces
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(i) para todo t > 0, Kn.(f)(:c) está bien definido en casi todo punto,

(ii) el límite Kn(f)(:v) = Ein}lKR‘(f)(z) eziste en casi todo punto,
(iii) para casi todo a:

Ka(f)(z) = Kn(f)(z) + “(3)

donde L = lim j k(y) dy .t-oO R‘_B.

DEM OS'l‘llAClÓN .

Sea. T > 0. Definimos f1(y) = si IyI S 2T, f1(y) = 0 si |y| > 2T y
f2(y)= —f1(y). Entonces

Kn.(f)(=v) = Kn.(f1)(==)+ Kn.(f2)(z)

La integral que define Kn,(f2)(z) existe para. :c : IzI < T, pues

IKR.(f2)(='=)|50"]th deg (I dy.
Notamos que KR‘(fz)(z) no depende de t, para. t suficientemente pequeño, en

tonces como f e Ll , por el Lema.(3.14), el límite de KR'(f)(:c) existe para. casi todo

a: : IzI < T. Además KR.(f2)(z) = K3(f2)(z) y por (3.15), en casi todo a: : Izl < T
tenemos

Knuxz) = Kn(f1)(=v)+Keane)
= Ka(f1)(==)-Lf1(z)+ Kauzxz)

= Kauxz) —mz).

Teniendo en cuenta. que T > 0 es cualquiera, se tiene el lema.

(3.19) Lema. Sean k un núcleo integral singular y 'R = {R¿}¿>0 una familia de

intervalosde IR", n 2 2, admisible.Sea L = Lt, donde Lt = j k(y)dy, yI_ Í
(v,u) que pertenece a A1 . St g es una función acotada con soporte acotado, entonces

{ig},“Lg - (¡NHL-B.) * 9|IL‘(v) = 0'
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DEMOSTRACIÓN.

Puesto que |k(y)| = ]Q(y)| IyI’" S CIyI‘" en IR" —{0}, cuando y G R; —B,

resulta. |k(y)| 5 C'S¡(y) = C'(t + IyI)-"X[o.t](lynl). Luego, para todo t > 0

(3.20) [a _B ¡mm dys c' f sandy = c".

Por otro lado, como g es una función acotada con soporte acotado, dado e > O

existe 6 > 0 tal que si IyI < 6 entonces

e

(3.21) /|g(z —y) —g(:c)|v(:v)da:<

Ahora por (3.20) y (3.21), tenemos

IILg-(kXR.-B.)*sum)

s IL —La ||9||L1(o)+ fa B ¡ku/n (j ¡gon- y) —g(z)l vos) dz) ¿y
S IL - Lil Ilgl|L1(v)+ 6/2 < e,

si t es suficientemente pequeño.

Ahora demostraremos el Teorema B, cuyo enunciado volvemos a escribir.

Teorema B. Sean 'R.= {R¿}t>o una familia de intervalos de IR", n Z 2, admi

sible, (12,11.)perteneciente a la clase A1 y k un núcleo integral singular. Entonces, si

f E L1(u) Iafunción KR(f) está biendefinidaen casi todopunto. Si pertenece
a L1(u), resulta

(i) "K3n(f)“L1(v) S C{IIÍIIL1(u)+ IIKR(Í)IIL1(u)}i

para todo t > 0, donde C es una constante independiente de t y f; y además

(ü) P13},¡IKR.(¡)- mmm) = o.
Si w E A1, entonces y (ii) valen con v = u = w.
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DEMOSTRACIÓN.

Por el Lema (3.18), para casi todo z vale la igualdad KR(f)(:v) = K5(f)(:c) —

Lf(:z:). Puesto que por hipótesis KR(f) pertenece a. L1(u) entonces KB(f) también
pertenece a Ll(u) y aplicando el Teorema A con la notación introducida en

(3.12) y (3.13)

(a) "KBa(f)“L‘(v) S C {llfllmm + “KB(f)”L‘(u)} Para todo t > 0, y3.
( 22) (b) {ig},“¡(3.0) —Ka(f)||m(v) = o.

Para cada t > 0 , tenemos que

Kama) = —f ¡cu/mz —y)dy + KB.<'¡)(z).R.—B.

La integral anterior es igual a la convolución de f con el núcleo k(y) XR,_B, (y) el cual

está acotado, salvo una constante, por S¿(y) . Entonces por la Proposición (3.2) y la

parte (a) de (3.22) resulta

IIKRc(f)"L1(v) S C {IlfIIL1(u)+ "K5(f)”L1(u)}

Teniendo en cuenta el Lema (3.18), parte (iii), obtenemos la parte del teorema.
Para probar la parte (ii), consideramos una función g acotada, con soporte acotado y

tal que ||f —gun“) < e . Entonces

IIKR.(f) - Kn(f)|lL1(v)= IIKB.(Í)- (¡Exa-B.) *f - KBU) + Lfllwv)

S IIKB.(f) - Ka(f)||m(v) + "(Mm-B.) * (9 - f)\\L1(u)

+ ILI Ilf - 9IIL1(v)+ IlLy - (Mm-B.) * 9“L‘(v)°

Ahora, por la parte (b) de (3.22), la Proposición (3.2) y el Lema (3.19), obtenemos la

parte (ii) del teorema.
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4. ACOTACION Y CONVERGENCIA DE INTEGRALES FUERTEMEN
TE SINGULARES TRUNCADAS.

51. Núcleos integrales fuertemente singulares.

Recordamos que según (1.11) un núcleo integral fuertemente singular está definido
sobre lll" —{0}, por

eilzrb
¡76(3)= W X[0.1](I=l)

donde 0 < b < oo . Para cada. 1]: 0 < 11< 1 , la integral fuertemente singular truncada

de f , es
¿”lll-b

K3<f>(=c)= k1;ar¡(2) = f me - y)dy,n<|vlsl |31|“

y la integral fuertemente singular de f , se define como

Kbuxz)= Ksuxz),
si este límite existe.

S. Chanillo introduce en [5], el núcleo

- —b
¿tlzl

Kb,q(2)=W
donde 0 < b < oo y 2 < q < oo. En el Lema (2.1) (pág. 82), del trabajo citado, se

da. una demostración del siguiente resultado que nosotros emplearemos para probar el

Lema (4.5) y el Teorema (4.15):

(4.2) Lema. Sea q tal que (2 + b)/q < 1 . Entonces

” 1

lle.q*fllq S qulfllq'a a

Para probar el Lema (4.5) también necesitaremos el siguiente resultado:
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(4.3) Lema. Si f e Cl, entonces Ia integral fuertemente singular Kb(f) está
definida en todo punto y es una función acotada. Además, K"(f) es una función de
soporte acotado si f lo es.

DEM OSTRACIÓN.

Para cada. e > 0 , la integral fuertemente singular truncada de f , es

e‘lvl" e Iv|’°
—T me: - y) —¡(su dy+ ¡(2) f — ¿y

í

<Ivlsl lvl"Kuna) =jc<ly|51 |31|

= 12(2)+ ¡(2)

- —b¿lvl

<Iy|51 lyln

Dado que f G C1 , resulta. |I,(:c)l S CnIIVflloo; y por el Teorema de Convergencia

Mayorada. de Lebesgue
- —b

¿tlvl

mw): [MSI¡ylnwww-nana.
Mediante un cambio de variables

¿im-b (1/2)“ '

f dy= (Cn/6)] e"s¡_1ds.e l<ly|51 |31|”

Entonces

5 _
(4.4) K (me) —jm] ¡W

- -b
¿tlvl

[f(z—y) —f(z)]dy + f(:n)(Cn/b)/ «Ju-Ida.1

A partir de (4.4), notamos que

||K5(f)||oo S CnIIVflloo + Cmbllfuom

y si el soporte de f está contenido en {z : |z| S N}, resulta que {z : |z| S N + 1}
contiene al soporte de K"(f) .

(4.5) Lema. Sea kb un núcleo integral fuertemente singular. Sea (p e C3 tal que

el soporte de go esta' contenido en {z : |z| S 1} y 90(2)dz = 1 . Notemos que si

e > 0 es suficientemente pequeño, verifica

(4.6) 4e<¿':ï'iï8 <1—e.
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Si ese es el caso consideramos qp,(:c) = e—"<p(z/e), y definimos el núcleo

(4-7) 52(3) = Kb(90e)(z)- ¡“ft/ud”),

donde ¡cil/¡“(13) = “(2), si |23|> ¿TJ-"5y k:¡¡1+,,(z) = 0 en otro caso. Entonces

(i) “¿CHIS C, donde C es una constante independiente de e, y

(ii) para cada p > 0, lim/ [6,(2)| da:= 0.‘-‘° I=I>p

DEMOSTRACIÓN.

Por el Lema. (4.3), Kb(9p,) está. bien definida. y el soporte de 6, está contenido cn

{z : |22|S 1 + e}. Luego para. probar el Lema. obtendremos acotaciones para. |6,(z)|

en cada uno de los siguientes casos: IzI < 45, 4€ < Izl < eT-h , 67h < |13|< 1 —e y

1—e<Iz|<1+e.
Puesto que el soporte de (p, está contenido en {z : Izl S e} , si Izl < 4€ entonces

szexz) = f My)me - y)dy.n<|ul556

Ahora. por (4.6), 4€ < eïíï . Entonces 52(2) = Kb(<p,)(z) , y como por hipótesis

4,0E C3 , resulta.

eilyI-b 0° io -1

¿(2): ÁyISBZ-Ïan-[tp,(z—y)—gpe(z)]dy+ so,(:c)(Cn/b) (“We s ds.

Luego, cuando [2| < 4€, tenemos la acotación

(4-8) |62(z)l S CnIIthIIoos’” + Cmbm6‘",

y entonces

(4.9) j ¡wn dzs CLM|z|<4e

Sea. 4€ < IzI < efi‘ . Si y pertenece al soporte de (pe, entonces la: —yl > 3€.

Luego, por (4.7)

¿lc-vr”
¿(2) = K°(«p.)(=)= f my) dy.se<|a—y|51 Iz - SII"
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Para. cada q tal que (2 + b)/q < 1 , tenemos que

. _ -5 _ ¡+5 _ 2+5 _ n(:+o
¿(2): fe"= v' ¡2-311"ue [Irc-yl "Hue -Iz| "+ +1 ]we(y)dy

_ ¡2+5! N
n+n q Kblq * v‘(z)’

A. , _ S 5!
donde Kb'q(y) = e‘lvl ¿lyrn a: es el núcleo introducido en (4.1).

+ |17|

Dado y tal que <p,(y) 760 , por el Teorema del Valor Medio, resulta.Inz— — s
Luego, si 4€ < IzI < eri“,

(4-10) “52(2)! S Cn.b.q t€|='=|_"_1+ Itl’"(1'(2+")/q) IÏÍM * Pe(=)l

Por la desigualdad de Holder

6, d
v/4:<|z|<eÏ'-i-ÏI z

s CW ef Izl’“ dz+ f ¡sI-"<1-‘—”ï°>qdz (j ¡KM*me)” dz)|z|>4e ¡14(ng
_, 1/q

5 Cihbm+ CLMen“ IKM*Wu)” dz)

Teniendo en cuenta. el Lema. (4.2), resulta.

(4-11) f ¡MIN dz S Ün.b.q(1+ e"/"II‘/>ellq')4e<|a=|<cTiT

5 Cn.b.q(1 + “‘Pllq')°

Si ¿“Ii < IzI < 1 —e, para. cada. y que pertenece al soporte de 4,0, y por (4.6)

tenemos, la:—yI > 3€ . Entonces como por hipótesis qp(z)dz = 1 ,

¿(13) = Kb(toe)(z) _ kit/1+5“)

_ j kb(:c—y)<.oe(y)dy—wz)3c<|=—y|51

/ ei|=_y|_b eilzl-b] (
= -— - — soy y

Sc<|a—y|51 la: _ yln Izln e
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Por el Teorema del Valor Medio

il=-vl‘° il=l'°e_ _e_ 5Cbn4,
la: —yl" Izcl" ' |z|b+n+1

Luego, cuando 67h < IzI < 1 - e , tenemos

(4-12) lóe(=)| S Cbm €|==|""""'1|I‘PII1 = 06.11.90¿Incl-5”“

En consecuencia
w

4.13 j 6 a: dz:5 C' e/ r“ dt = c"n .( ) em<lzl<1_‘l l( b,n,zp em b, ,qa

Cuando 1 —e < Izl < 1 +6, dado que la.condición (4.6) implica que e < 1/4, para.

todo y tal que gp,(z —y) :,é 0 resulta. IyI Z |23|—Ia:—yI > 1/2. Luego

eilyI-b
9M: —y) dyKb(<.oe)(=)=j 1/2<|y|51 |31|"

Por 1° tanto) |K6(‘Pe)(z)l S CnIIV’eHI= Cn; y Si 1 "' 5 < |13|< 1 + 5

(4-14) |5e(z)| S |K°(50:)(=)| + IkÏn/n+o(==)|S 05W

Entonces

] |6,(1:)|d:cS C2”: S C11”.1—t<|a|<1+:

Recordando que el soporte de 6, está. contenido en {1: : |z| _<_1 + e}, por la.

desigualdad anterior, (4.13), (4.11) y (4.9), tenemos la parte del lema.

Para. demostrar la. parte (ii) podemos suponer que p < 1 . Sea e suficientemente

pequeño de manera. que
4e<eTïT<p<1—e.

Por las acotaciones obtenidas en (4.12) y (4.14)

f |6¿(z)|da:5 Cl 5/ |:¡:|_"'"_1da:+ C2] dzIzl>p p<|=|<1-t l—e<|z|<l+e
S(Cip_b_1+cá)ea
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de donde resulta. la.parte (ii) del lema.

(4.15) Teorenla. Sea kb un núcleo integral fuertemente singular y 6421:)=

Kb(<p,)(:c)—k:1,¡+b(:c) definido como en el Lema (4.5). Si w es un peso de la clase A1

y f G L1(w) resulta

“¿e * fIIL‘(w) S CIIfiIL‘(w)v

donde C ea una constante independiente de e y

DEMOSTRACIÓN.

Puesto que el soporte de 5, está contenido en {z : Izl S 1 + e} , si definimos

á”
á”

a?= 5: x(|zl<4e)1 = ¿e x(4e<|z|<gl/1+b)’
4=&%mwkmaq»y á)=¿ÑhKMGHh

para probar el teorema es suficiente demostrar que

"59) * fumo”) S CilifIlL‘(w)1

donde cada. C.- es una constante independiente de e y f , i = 1,2,3 y 4 .

Sea }j una partición de IR" con cubos cuyos lados tienen longitud 85. Por
el Teorema de Fubini,

(4-16) "si" * fII ¡(no s lóí‘)(=v—y)l my» dy wm dzL [0:]
_ (1)Z— wa: 13 .
—;/If(y)I/Q;Ióe( y)| ud dy

Si :c e Q} , cuando a:—y pertenece al soporte de 621), es decir la:—y| < 4€, resulta.

que y E 3Q} . Luego teniendo en cuenta que por (4.8), [621)(z)| S Cmbw,6-", tenemos
que (4.16) está. acotado por

CW o} ¡mm(6" Q; ww)dz)dy.
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Puesto que w E A1, en casi todo punto Mw(y) S wa(y) . Entonces

"651)*¡uma s Cm”, Z: [Q1 my» ww)¿y
J' 3 i

S Cllfllumy

Sabemos que si w e A1 entonces para. todo n pequeño, 101+" E A1 . Luego

podemos elegir q > 1 suficientemente grande de manera que

(2+b)/q<1 y w" GAI

Recordemos que el soporte de 622) está. contenido en {z : 4€ < Izl < cï'h}. Seo.

so Z 2 tal que

(4.17) 2": < ¿Th g 2'°+1e,

y para cada 3 : 2 S .9S so, consideramos = 622)(z)si 2‘6 < Izl < 2’+le, y

= 0, enotrocaso.Para.estimar ukf||L1(w), sea. unaparticiónde
H2” con cubos cuyos lados miden 2'+26 . Por el Teorema. de Fubini,

"6232rrfllww) s z f my» j 168%:—y)| won)dz dy.. 3Q? Q?J J J

Teniendo en cuenta. la acotación obtenida. en (4.10), resulta

(4-18) “6232* fumo»)

s CW ez: Q? If(y)|((2’€)’"" f0?wanna) dy

+ (ro-“(14%” Q; ¡mm([2; II?“ *me —ynw<z)dz)¿y
= I1(3) 5) + I2(3) e)!

donde IÏb'q(y) = e‘IVI-blyI-"w . Puesto que w G A1

(4.19) me) s cum" 2" z: jQ, |f(y)|ww)dy
J' 3 i

S C2_.Ilf”L‘(w)
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Ahora. acotaremos I2(3, e) . Por la.desigualdad de Holder y el Lema (4.2), tenemos

(4.20) jm ¡RM * go¿(:c—y)|w(:c)d:c

N 1/q I 1/41,

S (/IKb.q*sPe(z-y)|’d=v) (/Qawüv)’ dz)
l/q' ,

< C‘w e q: w a: q, dz
_ "wn (fm; <> )

Puesto que elegimos q de tal manera. que wq' e A1 , para. casi todo y E 36.2;g, (4.20)
está. acotado por

Can...”Ilso.llq'(2‘=)"""w(y)s CW 5”“Ilvllq'(2'6)"/qlw(y)

Entonces

me) s o 2'"‘—”ï°a“? IIfIIL1(w)

Luego por (4.18) y (4.19), resulta

_ n ¡+5
Il62Ï3*fl|L1(w>SC(2-+2° ue e"°”)llfl|u(w>

5+”
lv eb/q < l.A partir de (4.17), tenemos que 2'° < ¿“1'33 , y esto implica. que 2‘o

Entonces por la desigualdad de Minkowski,
.0

"552)* fumo») S z “55,22* fumo»)
a=2

_. n '° mm
50(22 +Eb/q22 ' )”f“L‘(w)

a_>_2 o=2
S

El soporte de 623) está contenido en {z : GTi-T< IzI < 1 —e} , entonces si .90 es un

entero positivo tal que 1 —e 5 2’°+leï'-i-T, podemos escribir

ao

623)= z 62?)!
a=0
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donde = 623)(z),si Teri“; < |23|< 2’+lefl¡-Ty = 0, en otro caso.Para.
estimar *f||L1(w), consideramos {QÏ-h una partición de IR" con cubos de lados
de longitud 2‘+261_-1F5. Por el Teorema de Fubini, tenemos que

(4.21) “65?:=«fllmw) s z j ¡mm (/Qa ¡68201:—y)Iw(z)dz) dy.J' i

Sen. a: E Q2, si a: —y pertenece al soporte de 65?.), entonces y e 3Q:- . Luego por
In.desigualdad obtenida en (4.12), para (4.21) tenemos la cota

Chano‘PZ/ (¿(z‘efiï)_b_n-1/W(Z)d2)j 3Q? Q2

S0;”an2-‘(1+b) ((2.5á‘)_n/ 10(2)dz) dy.j ’Q? Q;

Puesto que w E A1 ,

“593*fllww) S Cb.n,w.wT'OM z jm: |f(y)l w(y)dyJ' j

S Cámoww2_’(1+b) "fIIL1(w)'

Entonces por la desigualdad de Minkowski,

¡o

"628)*IIILKw)S z *fIIL‘(w)

S C 2_'(1+b))l|f||L1(w)320

Recordando que 624)= 6, X(¡_,<¡,¡<¡+,) , por (4.14) tenemos la. acotación

“500°” S Gimp

Sea {Qgh una partición de IR" con cubos cuyos lados tienen longitud 1. A
partir de las desigualdades 4€ < e?!“ < 1 —e (ver (4.6)), resulta e < 1/2. Luego por
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el Teorema de Fubini y puesto que w E A1 ,

"654)...fllww) s z Q. ¡mm fq, ¡65% —yn www: dyJ' i i

s o,“ z: Q, |f(y)|w(y)dy
S CL'WIWIIfHL1(w)'

(4.22) Lema. Sea kb un núcleo integral fuertemente singular y ¿(2) =

Kb(cp,)(z) —k:,,,+,(:c) definido como en el Lema (4.5). Entonces

lim /6,(a:) dz = 0.e-oo

DEMOSTRACIÓN.

Mediante un cambio de variables, resulta

¡rh
/k:¡/1+o(z) dz =/ eil"¡_blz|_"da:= (Cn/b)/ che-1 ds.21/¡+°<|z|51 1

Luego, existe

(4.23) lila/kznflh) dz = (Cn/[fl]; cias-1¿3 = Lb,

Puesto que (p, G 0.} , por la. desigualdad (4.4), obtenida. en el Lema (4.3),

¿ilul'b
Kbmxz) = j [me -y)-‘Pe(z)ldy + «942m.Ivlsl |11|“

Entonces, teniendo en cuenta. que el soporte de K ¿(«pg está contenido en {z :

Im]S 1 + e} y / <p,(z) dz = 1 , resulta|='-ISe

¿”VI-b

l ¡(1+ | |<1 lyl" [92(2 _y)_‘P=(z)]dydz + La.a _ t y _f waexz) dz=
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Ahora, por el Teorema. de Fubini

(4.24) f waexz) da:
e‘lvl'”

=/ —n / [92(2-y) —cp,(a:)]da:dy + LbIUISI Iyl IZISl+e
= L5.

Por (4.23) y (4.24) se tiene el lema.

(4.25) Lcmu. Sea kb un núcleo integral fuertemente singular y ¿(2) =

K"(gp,)(:c) —Intl/¡“(2) definido como en el Lema (4.5). Sea w un peso de la clase
A1 . Si f e L1(w) entonces

E3}, "¿e * fIIL1(w) = 0

DEMOSTRACIÓN.

Supongamos primero que f es una. función acotada. con soporte acotado. Tenemos
la. acotación

"¿e * f||L1(w)

s /|/6e(y)u<=-y)-r(z)1dy w(z)dz+ /|/62<y>r(z)dy www:
= I1(e) + 12(5).

Para. I2(e) vale la. desigualdad,

me) s I/ ¿(wal Ilfllmw),

y por el Lema. (4.22), I2(e) tiende a. cero cuando e tiende a. cero.

Dado n > 0 , como f es acotada con soporte acotado y w es localmente integrable,

existe p > 0 tal que si IyI < p entonces

j mz —y) - mn w<z)dz< n
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Sea. N > 0 tal que el soporte de f está. contenido en {z : |13| 5 N}. Por el
Teorema de Fubini

me) s jm ¡mm j mas- y)—¡(znwuwzdy

+ fm» muy»[MSM me —y) —¡(en wenu: dy

Snllóelll+2llflloo (/H<N+2w(==)dz)/H> I6e(y)ldy=_ v p

Teniendo en cuenta. el Lema. (4.5) partes y (ii), 11(5) tiende a. cero cuando e
tiende a cero.

Dada. una función f que pertenece a. L1(w) , sea. g acotada. con soporte acotado,

tal que ||f —g||L1(w) < n. Por el Teorema. (4.15)

"¿e * fIIL1(w) S “6: * (f —9)]IL1(w) + “¿e *9IIL1(w)

S CIIÍ —9|IL1(w) + “¿e * 9|IL1(w)

SCn+n

si e es suficientemente pequeño.

52. Demostración del Teorema C.

Los dos lemas siguientes serán empleados para. probar el Teorema. C.

(4.26) Lema. Sea kb un núcleo integral fuertemente singular y sea g e C3 . Si w

es un peso de la clase A1 y f E L1(w) entonces para casi todo a: e IR" ,

K°(f * 9)(=) = (f * Kb(9))(=v)o
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DEMOSTRACIÓN.

Ante todo notemos que como f E L1(w) y w E A1, resulta que f es una función

localmente integrable. Luego la convolución f *g E C1 y por el Lema (4.3), K"(f arg)

está bien definida en todo punto. También por el Lema (4.3), K"(g) es una función

acotada con soporte acotado. Entonces f * Kb(g) está. bien definida. en todo punto.

Supongamos que el soporte de g está contenido en {z : |z| S N} y sea T > 0.
Dcfinimosf1(:1:)= si Izl S N+T+1 y 13(2)= 0 en otro caso;y aca f2 = f-fl .

Dado a: : |11| < T, como cl soporte (le f2 IIIg está. contenido cn {z : IzI > T + 1}

entonces Kb(f2*g)(z) = 0. Por otro lado, también (leka(g))(a:) = 0 pues Kb(g)(y) =
0 si |yl > N + 1 .

Ahora puesto que f1 G L1 y g E L2 , por la teoría desarrollada por S. Chanillo

(ver [5]), en casi todo punto,

Kb(f1 MIX”) = (f1 * Kb(9))(z),

es decir, Kb(f drg)(:c) = * K"(g))(:c) para casi todo z : Izl < T.

Recordamos que dado un entero positivo m, para cada 3 = (.91,. . . ,sn) E Z " ,

notamos yz" = 2""3 y consideramos la.partición de HZ", {QT},ezn donde Q1" =
{y : 2’ms¡ 5 y,-< 2’m(s¡ + 1),1 5 i 5 n}. Si g es una función acotada con soporte
acotado, para cada f localmente integrable, definimos en (2.21)

Cmuxz) = E ¡(e —y?) [qmg<z)dz.¡62"

De acuerdo con el Lema (2.22) se verifica que para todo R > 0

lim ICm(f)(=) - (f *9)(z)| dz = 0
<Rm-voo Icl

Antes del próximo lema, también conviene observar que si w e A1 y f es una

función de L1(w) , por la desigualdad de tipo débil (1, 1) probada por S. Chanillo (ver
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Teorema C, pág. 79, en la integral fuertemente singular Kb(f) está bien definida.
en casi todo punto.

(4.27) Lelna. Sea kb un núcleo integral fuertemente singular. Sean g E Cá y w

un peso de la clase A1 . Si f E L1(w) y además Kb(f) también pertenece a L‘(w),

entonces en casi todo punto

Kb(f * 50(2) = (KBU) * y)(==)

DEMOSTRACIÓN.

Sea T > 0 . Tenemos que

|{===Izl < T, IKb(f *9)(=v) - (Kb(f) *9)(==)l > n}|

S ¡{z =|13|< T, IK°(f *9)(=v) - Cm(Kb(f))(z)l > 77/2}|

+ |{z =|13|< T, ICm(Kb(f))(=v) —(Kb(f) * 9)(=v)l > n/2}I

=a+

Puesto que K "(f ) es localmente integrable, por la. desigualdad de Chebyshev y el

Lema (2.22), resulta.

a s ,3,f lCm(K"(f))(==)—(KW) #9sz dz < n,|:I<T

si m es suficientemente grande.

Por otro lado, tenemos que para casi todo z : |12|< T ,

cm(K°<f))(z)=Z muxa-yz“) j g(z)dzaEZ" Q3"

= Z f k2<z—yz"—¿»muy f g(z)dz.062” Q7.

Cambiando variables y teniendo en cuenta que sólo finitos términos son no nulos,

cm(K°(r))(z) = ¿gnc k2<z- t) z ¡(t —y?) [qm g<z)dz dtOEZ"

= K"(Cm(f))(z)
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En consecuencia,

a =|{===|1=I< T, IK"(f *9)(I) - ¡(6(Cm(f))(='=)|> n/2}|

= |{z =|13|< T, IK"((f * 9)XT+1)(I) - Kb(Cm(f)XT+1)(3)I > 71/2}|

La función f arg es localmente integrable pues f lo es y g es acotada y de soporte

acotado. Entonces puesto que Kb es de tipo débil (1, 1) con respecto a la medida de
Lebesgue, resulta

C

a s 7 jim“ ¡(r »«gxz) - cmuxmn «tz<1;

si m es suficientemente grande.

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema C, cuyo enunciado volvemos a
escribir.

Teorema C. Sea kb un núcleo integral fuertemente singular y sea w e A1 . Si f y

K"(f) E L1(w), entonces

(í) IIK3(f)|IL1(w) S C{||f|IL1(w) + IIK"(f)IILI(w)},

para todo 17suficientemente pequeño, donde C' es una constante independiente de 17y

f. Además

(ü) gg},"Kim —¡(“mmm = 0

DEMOSTRACIÓN.

Para simplificar la notación consideremos n = eri-"5. Sea ¿(2) definida como en

el Lema (4.5), ¿(23) = Kb(tp,)(z) —hifi/¡“(2) . Entonces

KSUXI) = (f * Kb(80:))(==)- (¿e * f)(=)

Por los Lemas (4.26) y (4.27), resulta

(4.28) K:(f)(z) = (KW) *me) —(6. *mz)
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De acuerdo con la.parte del Corolario (2.6) y el Teorema (4.15) si 4171'” < n <
l —17"”, tenemos que

IIK3(Í)IIL1(w) S C{IIKb(f)“L‘(w) + “fllL1(w)}v

es decir,la.parte

Ahora. por (4.28),

IIKSU) - Kb(f)||u(w) S IIK"(Í) * 9P:- ¡”(ffllblw) + ||5e* filme»)

Entonces por la. parte (ii) del Corolario (2.6) y el Lema. (4.25) ambos sumandos

tienden a.cero cuando e tiende a.cero, y esto implica (ii) del Teorema C.
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