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ESTIMACIÓN ROBUSTA MINIMAX EN SESGO DE LA

MATRIZ DE DISPERSION

1. INTRODUCCION

La aproximación clásica del análisis multivariado está basada en la distribución normal

multivariada Mmm, V) con vector de posición p,y matriz de dispersión V. Los estimadores

de máxima verosimilitud de estos parámetros son la media y matriz de covarianza mues

trales respectivamente. Sin embargo es bien conocido que ligeros apartamientos de este

modelo o la presencia de una pequeña proporción de datos atípicos, puede distorsionar

completamente los estimadores. Los procedimientos robustos buscan proveer estimadores

estables cuando los datos son contaminados por una proporción pequeña de tales obser

vaciones. Entonces el sesgo asintótico máximo sobre una e-vecindad de contaminación del

modelo central da una medida de la robustez global del estimador. El nivel de contami

nación más pequeño para el cual el sesgo asintótico máximo es infinito se llama punto de

ruptura del estimador. Los estimadores clásicos tienen punto de ruptura 0.

Entre las diversas propuestas robustas que han surgido para posición y dispersión

multivariada deben mencionarse las siguientes. Maronna (1976) define M-estimadores afín

mente equivariantes de posición y dispersión multivariada, mostrando existencia, unicidad,

consistencia y normalidad asintótica de dichos estimadores. Huber (1977, 1981) genera

liza la propuesta anterior. Sin embargo estos estimadores de dispersión tienen punto de

ruptura menor que 1/(m + 1) donde m. es la dimensión del vector multivariado, lo cual

significa una deficiencia importante para altas dimensiones. Stahel(1981) y Donoho(1982)

presentan un estimador para dispersión basado en una robustificación de la distancia de

Mahalanobis que tiene punto de ruptura 1/2. Tyler (1987) estudia una forma limite de los

M-estimadores de dispersión multivariada con distribución asintótica independiente de la

forma funcional de la distribución elíptica subyacente y con ciertas propiedades minimax.

Davies (1987) generaliza para el modelo ¡nnltivariado el concepto de S-estimador definido

en el contexto de modelo lineal por Roussceuw and Yohai (1984). Los S-estimadores

resultan asintóticamente normales con punto de ruptura independiente de la dimensión y

tan alto como es posible para estimadores afínmente equivariantes de dispersión.
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Sin embargo el punto de ruptura nada dice acerca del comportamiento del sesgo para

niveles de contaminación menores que el mismo. Entonces interesaría tener un control

global sobre el sesgo para niveles de contaminación menores que el punto de ruptura, obte

niendo para cada nivel el estimador que minimiza el máximo sesgo asintótico dentro de una

familia de estimadores (estimador minimax en sesgo). En ese sentido Huber(1964) establece

para el modelo de posición que la mediana minimiza el máximo sesgo asintótico entre todos

los estimadores equivariantes por traslación, cuando el máximo es tomado en vecindades

de e- contaminación de una distribución simétrica. Martin and Zamar (1987) obtienen

estimadores de escala minimax en sesgo. Asimismo Martin and Zamar (1987) construyen

estimadores de posición minimax en sesgo sujetos a una condición sobre la eficiencia en el

modelo subyacente. Martin, Yohai and Zamar (1989) construyen estimadores de regresión

minimax para dos clases diferentes de estimadores: M-estimadores basados en fun

ciones p acotadas y estimador (le escala general para los residuos, y (ii) GM-estimadores,

con curvas de influencia acotada (para el caso de dispersión conocida).

Trabajando en ese contexto de robustez global, Maronna and Yohai (1990) definen ade

cuadamente el concepto de sesgo asintótico para matriz de dispersión (se verá la definición

inmediatamente), y estudian el sesgo asintótico máximo (restringido a un subconjunto de

contaminaciones) en dos clases de estimadores robustos para la matriz de dispersión de un

vector z bajo un modelo de contaminación de la forma F = (1 —c)Fo »I-66,0, donde F es la

distribución de z, F0 es una distribución esféricamente simétrica y 6,0 es una masa puntual

en zo. En particular ellos estudian el S-estimador resultante de tomar una función de salto

(que contiene como caso especial al estimador de volumen mínimo de Rousseeuw) y el

estimador de Tyler, el cual muestra un sesgo máximo más pequeño que el del S-estimador

mencionado salvo para niveles de contaminación cercanos a l/m. Maronna,Stahel and

Yohai (1992) generalizando ideas presentadas en Maronna and Yohai (1991) definen esti

madores basados en proyecciones a los efectos de obtener un estimador de alto punto de

ruptura cuyo sesgo máximo para contaminaciones puntuales es mucho menor que el del

estimador de volumen mínimo de Rousseeuw y se compara favorablemente en varios casos

con el estimador de Tyler.

La necesidad de estimar robustamente la matriz de dispersión multivariada aparece

no sólo en los usos clásicos de la misma (análisis discriminante, componentes principales,
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correlaciones canónicas, modelo lineal multivariado) sino también asociada a la imple

mentación de varios estimadores robustos para el modelo de regresión en los cuales es

necesario estimar robustamente la matriz de covarianza de los efectos aleatorios. Tal

situación se observa por ejemplo con los GM-estimadores de regresión, donde la falta de

robustez en la estimación de dicha matriz puede hacer crecer los sesgos minimax de tales

estimadores (ver Martin, Yohai and Zamar - 1989). Otro ejemplo lo constituyen los llama

dos estimadores de proyección para regresión (ver Maronna and Yohai —1991), donde en

una de las propuestas planteadas se utiliza un estimador robusto de la matriz de covarianza

de los efectos, permitiendo obtener así un estimador con propiedades de optimalidad en

sesgo importantes.

La restricción a contaminaciones puntuales para estudios de sesgos es intuitivamente

plausible respecto de la definición de sesgo propuesta pues deberían proveer el mayor

grado de asimetría del M-estimador comparado con el obtenido bajo la distribución central

esféricamente simétrica y que resulta un múltiplo de la matriz identidad. La elección del

estimador de Tyler en la clase de los M-estimadores como candidato a minimizar el sesgo

máximo en el entorno de contaminación surge por analogía con los resultados obtenidos

para GM-estimadores con escala conocida en Martin, Yohai and Zamar (1989).

En este trabajo se muestra que ambas suposiciones son verdaderas: las contamina

ciones puntuales van a proveer sesgos tan cercanos al máximo como se desee, y se cumple

la propiedad de optimalidad para el estimador de Tyler, esto es, en la clase de los M

estimadores de dispersión niultivariada el estimador de Tyler minimiza el máximo sesgo

asintótico en el entorno de c-contaminación para e fijo.

En la Sección 2. se presenta notación y se establece formalmente el problema. Al final

de la misma se esboza el camino a seguir para llegar a los resultados fundamentales. En

la Sección 3. se enuncian y demuestran los resultados.Primeramente se observa la forma

de los M-estimadores para distribuciones puntuales. Luego se estudia punto de ruptura

y comportamiento de los M-estimadores bajo contaminaciones puntuales para finalmente

abordar el problema principal, esto es estudiar el máximo sesgo de los M-estimadores

en la vecindad y luego encontrar el estimador minimax. En la Sección 4. se establecen

resultados auxiliares de existencia y unicidad del estimador de Tyler en la e-vecindad e

identificabilidad del modelo central.



2. NOTACION Y DEFINICIONES

En lo que siga la función indicadora de un conjunto A se denotará por IA. Por P se

entenderá una medida de probabilidad en ER“y sop(P) denotará al conjunto de puntos

z E Rm tal que existe un entorno de z, V0(z) satisfaciendo P(Vo(z) > 0. ¿(Ki/¡lovwm

con K > 0, denotará la función de distribución asociada con la medida ¿(K¡/2_0‘____0)(B)=

IB(K1/2,0, . . . ,0) donde B es un boreliano de ÉR'". Sea A el conjunto formado por tales

distribuciones. La base canónica de 5]?”se notará en la forma usual {el ,ez, . . . ,em} e I

será la matriz identidad m. x m.

Sea z un vector ¡Ii-dimensional con distribución elipsoidal, i.e. z = Ax + to donde A

es una matriz no singular m x m, to es un vector ¡Ii-dimensional y x tiene distribución

esféricamente simétrica con densidad f0. Si V0 —-—AA' y f0 es independiente de to y V0

la densidad de z resulta ser

f(2,t0,v01f0)Tivolil/zfoaz —to)'V0_1(Z—t0))

La identificabilidad del modelo puede verse en la Sección 4.. Sea

8.-:{A€9?"‘X"'/<letA740,A=ATyA>0}

m

¡:1Si v e 8, y {MM/l}
el número de condición de una matriz V se definirá como

denotan a los autovalores de V en orden descendente, entonces

_ámfl
fl m ¿(m)(V)

Si F0 denota la distribución bajo cl modelo central entonces se define el conjunto

fc = {G = (1 6)F0 -I-(II donde H denota una distribucion arbitraria. en 93m}

Sea V(G) : 7-1 —>E un funcional de dispersión multivariada afínmente equivariante,

esto es si z tiene distribución G y Cz tiene distribución GC, entonces V(G'C) = CV(G)C'.

Se llamará punto de ruptura asintótico del funcional V al valor

e > 0 :3 ¡((6) compacto en Si’l tal que A¡(V(G’)) G K(e)}
6*(V,Fo) : sup V ngímyGE]:c
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Se define asimismo el sesgo asintótico de la matriz de dispersión V en G E .7-1como

7(B_1V(G)(B')“l) y el sesgo asintótico máximo de la matriz de dispersión en el entorno

7:, como

b(Foae)= ¿gg 7(B"V(G)(B')"')

con BB' = V(F0). Esta noción de sesgo resulta entonces invariante por transformaciones

afines de los datos e independiente de la descomposición V(F0) = BB' usada. Esto último

surge del siguiente resultado que puede encontrarse en Muirhead (1982) (pág. 589)

LEMA. Si AA' = BB' entonces A = BQ donde Q es una matriz ortogonal de Si”.

Este concepto de sesgo mide el grado de asimetría provocado por una contaminación

sabiendo que bajo el modelo la distribución es esféricamente simétrica. Asimismo, y dado

que la inversa de la matriz de dispersión estimada aparece en la definición de los M- y

S-estimadores, el riesgo numérico que ello acarrea es medido por un número de condición

(sesgo) muy grande.

Reescribiendo la densidad (le (l) se obtiene que

¡(z’t01f0)01v1): Jam/21.0(Úfll(z —to)'V¡"'(z —

donde 0' = [VII/m y IVII :- l.

V1 se llamará parámetro de FORMA y a parámetro de TAMAÑO. Se pretende es

tudiar el efecto de la contaminación sobre el factor de forma en una cierta familia de

estimadores. Los estimadores a tratar en este trabajo serán los M-estimadores de posición

y dispersión multivariadas definidos en Maronna (1976) como las soluciones de las ecua

ciones

Epu. (((z wt)V‘ ‘(z a t))1/2)(z _ t) = o

Epug ((z t)'V"(z -- t)) (z —t)(z —t)' = V

donde (t,V) G SR” ><E y las funciones 11.1(3)y u2(s) están definidas para s Z 0. En dicho

trabajo se supone además que ul, uz y P satisfacen las condiciones siguientes:

(A) u1(s) y u2(s) son funciones no negativas, (lecrecientes y continuas en s 2 0.

(B) 1/)¿(s)= su¿(s), i=1,2 son acotadas; sean K,- : sup520 1/)¿(s)

(C) 1/);es no decreciente, y es estrictamente creciente en el intervalo donde 1/);< K2.

( )D Existe so tal que 1,1);(33)> m. y_11.1(3)> 0 para s S so (y entonces K2 > m).



(E) Existe a > Otal que para todo hiperplano H, P(H) S 1 —m/Kz m a.

Estas condiciones aseguran existencia de soluciones, nnicidad en caso de to conocido,

o bien en el caso de to desconocido y P la distribución bajo el modelo.

Huber (1981) (basado en Schonholzer(1979)) generaliza la definición de M-estimadores
a las soluciones del sistema

E'pu,l (((z t)V—1(z __t))1/2) (z ú t) =

Epuz ((z -- t)'V"(z —-t)) (z —t)(z -—t)'Ing_t(z)
Epv((z —t)'v-1(z —t)) 1,}..._t(z)

:V

Como el vector 0 no contiene información direccional, esto es, información sobre la

matriz de dispersión, es que es omitido en la integral que define al M-estimador de dis

persión, al integrar en z 7€t. Para el caso de posición fija (que es el que va a interesar en

este trabajo) sólo se considera la segunda ecuación. En tal caso los supuestos para asegurar

existencia de soluciones serán (ver lluber (1981) - pág. 216)

El) u2(.s) es monótona decreciente y uz(s) > 0 para 3 > 0.

E2) La función v(s) es monótona creciente y v(s) > 0 para .9> 0.

E3) 1/)2(3)y 12(3)son acotadas y continuas para s 2 0. Sea v(oo) = supv(3).

E4) wz(o)/v(o)<

E5) V H hiperplano de 93’", PU!) < l —mv(oo)/K2

V H hiperplano de 3?”, PU!) S l/m.

La condición (E5) permite asegurar la invertibilidad de la matriz de dispersión esti

mada. Asimismo las condiciones requeridas para asegurar nnicidad son las siguientes (ver

Huber (1981) - pág. 220)

U1) u2(3) es decreciente.

U2) 45(3) es continua, creciente y positiva en s > 0.

U3) v(3) es continua, no negativa y decreciente. Además es positiva si s e [0,30].

U4) Para todo hiperplano H C 3?”, P(H) < 1/2.

Para estos estimadores “no monótonos” se prueba existencia y unicidad de soluciones

en caso de tener v : constante .

En lo que sigue t se supondrá conocido y por lo tanto sin pérdida de generalidad

se asumirá. t = 0. Luego la familia de M-estimadores a considerar será la solución de la

6



, _4 zz'

Epi/MZV lzlmlnvvumflzl = V (1.1)

y las condiciones requeridas para P y ¡L2(s)serán

A1) 11,2(3)es una función no negativa, decreciente y continua en .9> 0.

A2

A3

) 1IJZ(3)= 3u¿(s) es no negativa, continua y acotada en .9Z 0; sea K2 = sup,20 wz“).

) 1/)2(3)es no decreciente y es estrictamente creciente en el intervalo donde d); < K2

A4) Existe .90 tal que 1/)2(s¡2,)> m.

A5) lina 1,1)2(3)= mo < m.

A6) V H hiperplano de 9?“, PU!) < 1 m/Kz

V H hiperplano de ÉR'",P(H) S l/m.

Como caso límite de estos estimadores aparece el estimador definido por Tyler (1987)

para el parámetro de forma (más generalmente para funciones de V de la forma

H(V) = H(cV)), el cual resulta de tomar ¡['2(s) = m. Estos estimadores resultan de una

forma limite de M-estimadores de dispersión de tipo Huber. Estos últimos estimadores

están definidos elegiendo para algún r fijo, lL2(8) = a si .9 S 1‘2y u2(.9) = ar2/3 para

s > r2, donde el factor de escala a está definido para conseguir consistencia en el sentido

de Fisher bajo normalidad de los datos. En Tyler (1983) se muestra que cuando 7' —>0,

la varianza asintótica de los estimadores tipo Huber de dispersión no depende de la forma

funcional de la distribución elíptica subyacente (en caso de haber obtenido la muestra

aleatoria de tal modelo). Entonces el estimador resulta de resolver la ecuación

m (z t)(z —t)’
Hz vét) "’(z -—t)'v-1(z - t)I""'-*(z) = V

donde t es conocido o es un estimador de posición afínmente equivariante inicial robusto

con ciertas condiciones dadas en Tyler (1987) para asegurar consistencia y normalidad

asintótica. En dicho trabajo se prueba asimismo existencia de soluciones y unicidad salvo

por un factor positivo en caso de tener la distribución empírica basada en la muestra

aleatoria. Por dicha razón se debe establecer alguna condición adicional sobre la matriz V

tal como tr(V) = m o det(V) : 1 para lograr la unicidad. En la Sección 4. puede hallarse

una generalización de esos hechos, mostrándose la existencia del estimador en el entorno

de e-contaminación, para e < 1/(1n._-l-1) y la unicidad salvo por un factor positivo.
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Sin pérdida de generalidad se supondrá. en lo que siga que F0 es esféricamente simétrica.

Intuitivamente, contaminaciones del tipo ¿(Ki/¿olwm deberían proveer el mayor grado de

asimetría en el estimador que es lo detectado por el sesgo y por ello todo el estudio se centra

en ellas. En caSO (le tomar la distribución G = (1 —6)F0 + Eó([{l/2lovu'0),0 < K < oo, se

verá que la solución del sistema a estudiar es una matriz diagonal definida positiva tal que

los elementos diagonales v“ son todos iguales V i = 2,. . . ,m. No se pasará. estrictamente

por el teorema general de existencia de soluciones (Maronna, 1976 - Huber, 1981) sino que

se esbozará una prueba para la situación particular, para entonces restringir las condi

ciones pedidas en diclio teorema sobre la acotación de la probabilidad de liiperplanos y las

condiciones sobre la función uz. Ello es necesario pues para estudiar el sesgo se trabajará

con una familia (le funciones que no satislará la primer condición de (A6).

Multiplicando y dividiendo a V por .9: [VII/m el sistema (1.1) resultante es

1 zz'
E 2’ — .'V'l , —s—--—-——«Iu._ = V 1.2

donde IVII = 1.

Para la distribución de interés la ecuación (1.2) toma la forma

e e '
l ll I(0.oo)(K)=vl (1-3)

1 _ zz' _

(1- 6)Ep01/)2(—-z'Vl 17.) —-—»——ï---I'61/’2(Ke'lvl Im)?8 z elv, e,z'Vf

y como la búsqueda de soluciones del sistema (1.3) se restringe a matrices diagonales tal

que sus elementos vi,-son iguales V i : 2,. . . ,m, al pre y posmultiplicar en (1.3) por e_'¡y

ej, 1 Sj S m se obtiene el siguiente conjunto de m ecuaciones:

l K

(1—amm (‘3‘+3)) +ewz “(0.oo)(K)=b
1 u U vi —

(1-¿Em/,2(g (3"‘3)) ‘"a
m

donde u = zÏ, vj = 23-,2 S j S m, v = E 21-2y bam’l = 1. Tras cancelar algunos factores
¡:2

el Sistema se convrerte en:

1 u 1/(m—1)__L_ K _
(1- €)EF01ib2(8 + vb ) u + vbm/(mjñ + 61/)2 :b ¡(0,oo)(K) —1

1 u l/(m-l) bm/(m_l)vj _
(1—€)EFni/’2 'l-vb ) V_1

8
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El conjunto de soluciones de (1.4), sistema de m ecuaciones, es el mismo que el conjunto

de soluciones del siguiente sistema de (los ecuaciones, dado que las (m-l) últimas ecua

ciones son idénticas por ser la distribución Fo esféricamente simétrica: la primer ecuación

resultará de sumar las m ecuaciones y la segunda de sumar las m-l últimas

l u. m_ K

¿(3,6) = (1 _ emm», (g (E + va‘ '>)) 4-61p2(;¿)1(0m,(1()= m

_ ¡ 1 u l/(‘m-AI) bm/(nli_l)v _
92(3),”’- _6)]3Fol/2 ‘i’vb ) —m-‘1
En caso de tomar K : oo o K = 0 los sistemas resultantes son

1 u

912(3sb): (1 —'6)El:¡,l/)2(; -l-vbl/(m_l))) + ¿Kg : m

b _ 1 E 1 u bl/(m_l) bm./(m—l)v _ 192(3’ —€)Pod)?g 'i'v ) _m—
1

gï(s,b) : -—5)]?¡701/u2(_ vbl/(m—l))) Z m3 b
(1.7)

_ ‘ 1 u 1/("1__1) bm/(m—1)v _
92(3ib)_(1_€)EF()1/}2 ’tUb ) mm-m-l

El interés en las ecuaciones (1.6) (y por ende en (1.5)) reside en que su solución va

a proveer el máximo sesgo en la e-veciudad de contaminación Las soluciones de (1.5) y

(1.6) (cuya existencia y unicidad en cada caso surgirá tras el Teorema 1) se denotarán por

(s(K, e),b(K, 6)) y (53(6),b(c)) respectivamente. Cuando se tenga 1,!)2(:c)E m (definiendo el

estimador de Tyler), la solución de (1.5) o (1.6) se denotará por bT(e). Para llegar a los

resultados fundamentales del Teorema 3 (donde se establece que (b(e))"‘/(m’1) resulta ser el

máximo sesgo en la e-vecindad de contaminación), y del Teorema 4 (donde se muestra que el

máximo sesgo se ¡minimizacuando se toma el estimador de Tyler), el mecanismo de prueba

será el siguiente. En el Lema l a) se encuentra la forma del M-estimador bajo el modelo lo

cual es necesario para el cálculo de sesgo. Con ello resulta también que el M-estimador es

consistente en el sentido de Fisher, esto es, la solución de (1.1) resulta ser un múltiplo de

la.matriz identidad cuando se tienen distribuciones esféricamente simétricas. Asimismo el

Lema 1 b) permite decir que los sistemas (1.3) y (1.5) son realmente equivalentes y puede

justificarse el haber desliechado las ecuaciones obtenidas de premultiplicar y posmultiplicar

por e_'¡y ej: si j' en (1.3). En el Teorema 1 se prueba la existencia de soluciones de
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tales sistemas sin la condición (A6) sobre liiperplanos, surgiendo la unicidad análogamente

a los resultados (le Maronna (1976). En el Lema 2 se establece el punto de ruptura para

M-estimadores y el Corolario 1 es un resultado particular para analizar la ruptura de cada

uno de las componentes en particular de la solución (3(K,e),b(K,e)) restringiendo las

contaminaciones al conjunto A ya definido. El Lema 3 prueba un resultado de continuidad

de la solución (3(K, e), b(K, respecto de la contaminación K. En el Lema 4 se muestra

que b(K,e) es monótona creciente respecto de K, lo cual es importante para decir que

se tienen contaminaciones que producen sesgos tan cercanos al máximo como se quiera.

Además el resultado es fuertemente usado para mostrar que el máximo sesgo en el entorno

de contaminación es creciente en cl nivel (le contaminación e (Lema 9) y y con este último

resultado mostrar el resultado general (lel Teorema 4. Un resultado de monotonía similar

es probado vía el Teorema 2 y el Corolario 6 para el estimador de tamaño 3(K, e). Con el

Corolario 4 se obtiene que (¡(6)es mayor que l y por lo tanto puede usarse para comparar

con el sesgo producido por otra contaminación, lo cual es básico para la demostración

del Teorema 3. Otros lemas y corolarios que aparecen surgen por motivos técnicos de las

demostraciones.



3. RESULTADOS Y DEMOSTRACIONES

3.1 Forma de los M-estimadores para contaminaciones puntuales.

LEMA 1.

a) Si valen (A2)-(A5), la solución dela ecuación (1.1) es un múltiplo de Ia matriz iden

tidad.

b) Si V es diagonal, entonces M(V) = Epnw2(z'V’lz) es diagonal.
zz'

z'V‘17,

DEMOSTRACIÓN:a) Por la ecuación (1.1) basta mostrar que la. matriz
I

M .- ¡apnwzdz'zÉ'z-z

es un múltiplo de la matriz identidad. La matriz M es simétrica y definida positiva y por

lo tanto su descomposición espectral resulta M = QAQ', donde Q es ortogonal y A es

la matriz diagonal de autovalores. En consecuencia A = Q'MQ = M, donde la última

igualdad vale por simetría esférica. Por el mismo motivo de esfericidad, M tiene todos sus

elementos diagonales idénticos, resultando así que los autovalores de M son iguales, con lo

cual M = cI con c : Ep‘,i/)2(s“'z'z)/m. Luego eligiendo so tal que c = 1 resulta que soI

es solución. Luego el resultado de unicidad de Maronna(l976) permite concluir que esta

es la única. solución.

b) Sea la matriz diagonal BU) tal que todos los elementos diagonales son 1 salvo el elemento

j-ésimo que es —1. Entonces BU) es ortogonal y BUlz tiene la misma. distribución que z.

Por lo tanto ' (h) I (_)

= EW(Z'V"'Z)*——BZJIÏIZ—ÏÏJ

Pero entonces los elementos de la fila j-e'sima son nulos salvo el j-ésimo, resultando lo que

EF04’2(ZIVNIZ)

se deseaba ver. l

NOTA 1: El Lema 1 b) permite asegurar que la ecuación matricial

zz'
M(3):(17— QEFUI/Jz(En) E

es un múltiplo de la. matriz identidad. Simplemente tomando traza, la. condición e <

1 —m/Kz permite asegurar que existe s tal que M(3) = I tal como se esperaba. Esto dice

que el sistema (1.7) en realidad debe verse como la ecuación

l

(1- €)Ep"w2(S (u + 12)) = m
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que es entonces equivalente a la ecuación vectorial M(3) = I. La condición e < 1 —m/K2

es también necesaria para la existencia de solución en el caso K = 0 pues en caso de existir

solución V del sistema (1.3), se cumple que (1 —e)Ep0d)2(z'V_lz) = m y por lo tanto

e < 1 —m/Kg.

NOTA 2: Las funciones gí(s,b) y g2(3,b) son estrictamente decrecientes en s para b fijo

si la. densidad de F0 satisface que O6 sop(Fo) o si 11);es estrictamente creciente.

TEOREMA 1. Supóngase que A2) - A5) valen, entonces

a) Si e < l/m, el sistema (1.5) admite solución.

b) Si e < min {1/K2,(7n —-m0)/(K2 —1710)},el sistema (1.6) admite solución.

NOTA 3: En b) (m —mo)/(K2 —m.0)<1/K2 si y sólo si m0 > K2(m—1)/(K2 »—1).

DEMOSTRACIÓN:Sean sub) y 32(1)) las soluciones para gí(s,b) = m y g2(s,b) = m. —l

respectivamente. Debe notarse que sá(b) existe para todo b pues g} y g? son continuas

como función de s en (0,00), por (A1) y (A2).

lim gï(s,b) : (1 —Ae)mo + emo : mo < m ySAW

lirrag;(s,b) : (1 —€)K2 »I—€I(2 = K2 > m.

lim gas?“ Z (1 elmo+ sz < m sii e < LTL Y
saco K2 —mo

linggflsfi) : (l v—-()K2 l (¡(2 r: K2 > m.

Para estudiar cuando está definida 32(1)),sea

la. cual es una función creciente y continua de b tal que bli-n;h(b) = 1 y gig},h(b) = 0. Sea
b' la solución de (1 —e)K2h(b‘) = m —1 y b” = sup {b tal que (1 —e)moh(b) S m —1}.

b" existe pues e < l/m < 1- (m —l)/K2 con lo cual (1- 6)K2 > m —1. Luego

por continuidad de h(b) existe b‘ y linhgflab) = (1 —e)K2h(b) > m —lsi b > b‘.

Además llrrgogz(s,b) = (1 —e)m0h(b) < m —1 si b < b”. Como b‘ < b", 32(b) existe si
b" < b < ab" por continuidad de la función g2(s,b). Debe observarse que b“ = oo si m0 S

(m —1)/(1 —e) (esta cota inferior es siempre menor que m por la suposición e < l/m) y

b“ < oo si m > m0 > (m.—1)/(1—e). Nótese también que b' < 1 si e <1—m/K2 puesto
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que (1 —€)K2h(1)——-(1—6)K2(m —1)/m > m —1. Debe ahora probarse que parai=10

i = 2, sub) y 32(1))se intersectan en algún b y por lo tanto existirá solución para (1.5) y

(1.6). Para ello se mostrará a continuación que

i) ¿EL 32(6) = oo : supóngase por contradicción que 31 = limlinf 32(1))< oo. En caso que
mo S (m —1)/(1 —e) entonces lim supgz(sz(b),b) = (1 —e)K2 = m —1 lo cual implica

que e = 1 —(m. — l)/K2 y ello e: absurdo. Por otro lado, si m0 > (m — 1)/(1 —e)

entonces m —1 = (l —c)m0h(b") < 92(sl,b”) y surge otro absurdo. En consecuencia

blig}. 32(1))= oo como se quería ver.
ii) Se desea probar que 32(1))> s‘;(b) si b“ > b > bo para algún bo > b‘. Por contradicción

se supondrán dos situaciones:

A si bn 2 32 bn si lim bn = bH r oo, obteniéndose en tal caso quel n‘dw

mbn) gi(32(bn)ibn)S

1 u (¡zi/("14%
=1-6%, (ü (-.. www-0))____e( ) 2 82(bn) b" u 4- bnm/(ïn-l)v

1 u. u K

1 _ E _____ __ _ bl/(77L--l)))‘_‘__w____ (___( e) Fnd’Z(32(bn) (bn l‘v n u b:/(m—l)v + 64,2 32(bn)bn
1 u u K= _ 1_ E ____ _ 1/(m-l) ‘

(m 1) +( e) path (82(bn) (b + vb" u + (¿il/("14% l-ewz 32(bn)bn

El límite del miembro de la derecha cuando n tiende a infinito es m —1 + emo cuando se

tiene (1.5) y m —l »I—6K; en caso (le estar en (1.6) pues wz es acotada. La primer situación

dice que em > emo 2 1 y la última que ¿Kg 2 1 las cuales contradicen las suposiciones

sobre e respectivamente.

B) 3i(bn) > 52(bn) Si “¡11511an = b" < oo. Como lim 32(bn) = oo

entonces nlem3Í(b,l) = oo pero ello implica que

m : lim g}(.sl(bn),bn) = (1 —c)m0 + (771.0< m en (1.5)

m = lim gÏ(sÏ(bn),bn) = (l —c)mo + ¿Kg < m en (1.6)

Cualquier situación es absurda y por lo tanto vale 32(6) > 3Í(b) si b" > b > bo para

algún bo > b’ Debe observarse asimismo que 0 < lignirifsflbn) S lim sup 3É(bn) < oo si..—‘ 5,..4,

0 < b < oo y que 0 < libmin’fsflbn) S limsup32(bn) < oo si b‘ < b < b". Además
"A b" ——ob

gÏ(s,b) y g;(s,b) son estrictamente.decrecientes y continuas en s con lo cual sá(b) y 32(6)

13



son continuas y dado que 52(b') = 0 y 31(b*) > 0 debe deducirse que 3Í(b) y 32(6) deben

cortarse en algún b > b'. Luego queda probada. la existencia de solución de los sistemas

(1.5) y (1.6) .

El Teorema 1 y el Lema 1 b) dicen que la ecuación (1.3) con V diagonal admite

solución. La unicidad de la solución de la.ecuación (1.3) surge entonces de manera análoga

a la prueba de Maronna (1976) y por lo tanto las soluciones de los sistemas (1.5) y (1.6)

son únicas.

3.2 Punto de Ruptura de M-cstimadores de dispersión.

Para poder estudiar el sesgo de un estimador es necesario determinar primeramente

hasta que nivel de contaminación e resiste el estimador sin escapar de todo conjunto com

pacto. O sea debe calcularse su punto de ruptura.

LEMA 2.

a) Supóngase valen A1) - A6). Entonces el punto de ruptura de un M-estimador de

dispersión (solución de (1.1)) es

l m —mo m.
'VF = ' —,—.————,1——‘( ’ 0) """le ¡iz-mo K2}

b) Si el parámetro de posición es conocido, el punto de ruptura del estimador de Tyler

es 1/(m+1) S e}(V,F0) í 1/m..

NOTA 4: Al menos para e < 1 m/Kz puede asegurarse la existencia de solución para

toda contaminación G (ver Huber-1981). Además, si K2 Z m »|—1 entonces e'(V,Fo) 5

1/(m + 1), y si K2 < m -I-1,1— m/Kz < l/(m + 1) con lo cual 6*(V,F0) S l/(m +1)

siempre.

DEMOSTRACIÓN:a) Para una sucesión de distribuciones Fn = (1 —e)Fo + 6G,” el sistema

(1.1) resulta

zz'
zÏw-—{o}(Z) = V

, _¡ zz' l ml(1“)EF°“’2(ZV “W; +EEGWZ'V

V puede escribirse como V = QHAQ:l con Q.l una matriz ortogonal y A la matriz diagonal

de autovalores de V, por lo cual al pre y posmultiplicar por Q“ y Q'n se obtiene que

(1‘ €)EFnï/’2(Z'A—1Z)—,zz ‘
4 - _1_ 22' _

zKTz “DGI-“(zu Z)M——1;¡a"-—{o}(z)—A
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donde i = Q'nz tiene distribución Ón si z tiene distribución Gn. Pre y posmultiplicando

por el vector canónico e,l y e, la igualdad anterior se convierte en m ecuaciones de la

forma siguiente

m 3 -I — - 3 

(1—€)EK011)2(Z:\—_)Tr “ ——-I¿(5"sz 'z)———1w._{o}(z)=1¡:1 ' Eat-num“ ÉÉMM)”
i221 i=l

donde u, = 23 y K0 es la distribución del vector (11.1,u2,.. . ,um) si (21,22, . . . , zm) tiene dis

tribución F0. Se considerarán a continuación las siguientes situaciones donde el estimador

escapa de cualquier conjunto compacto cuando se mueve la sucesión de contaminaciones
Ü l ' ' I I I I I o n

(sm perdida de generalidad se trabajara con la suce510nG" aunque sea necesario restringir

a subsucesiones)
¿2

= CX)y “((7,1)1‘ EG"1/}2(5'A_1i)fiL—Iflm_{o}(Z) CI]
ZÏÏ/‘(MMTI
i=l

/\
(i) Si lim sup ———

tonces resulta que

¿K2 Z climsupa(Gn) :1 y por lo tanto e Z l/Kz
n-ooo

A Fu A Fu
(ii) Si lim sup Á(1)(Fn) = oo pero 0 < int (l)( ) 7L“ ) < oo entonces—— < sup

’\(m)(Fn) n ’\(m)(Fn)

(17- e)mo + ¿[(2 2

. 1

(1- 6) lln] EKn’d'g ——-—-—‘—ÍI,(¡)-I- z +
"dm AMM”) (meu) (J)

e lim sup EÓH¡j’2(ilA—li)Ig¡m _{O} = m.

con lo cual surge que e 2 (m. —mo)/(K2 —mo). (iii) Si lim inf /\(¡)(Gn) = 0 entonces

1L u '

m2(1—c)“¿nEN»? + z g =(1—e)K2
n °° (“( ”) (msm (j)

lo que implica que e 2 1 —m/Kg.

Para obtener la otra desigualdad debe suponerse ahora que

0< ' f Am G < /\ G <612,, g )( )_ (1)( ) 0°
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Si se toman contaminaciones del tipo ¿(Ki/:ÑW'O),K E 32+, debe observarse que

(1—6)K1imEpowz Tul_ +¿[(2=1
¿:1 l Eat-A100"

i=l

lo cual dice que e S l/Kz. Por otro lado, si K = 0 se obtiene que

m

(1 ——€)K2 z (1 c)EFO1/,2( = mi=l i

lo cual implica que e 5 1 7-m/K2. Si ahora se consideran contaminaciones GK tai que su

densidad es gK : K—"‘/2f0(l/K 2111-) resulta quei:l

r...
lm= (1_ e)EK01,b2(z + e/«pz (z ¡rm/210(l 2,?)dz]...dzm¡:1 ‘ =11,:1 f

m‘ u,- nlfi Z? m

: —€)EK”1/J2 E/‘l/JZ(If f0 le ...dZm¿:1 i ' i ¡:1¡:1

wo.

2 (l —e)mo + eEKndiz(K ¡1i=l i

Al tomar límite para K tendiendo a oo resulta que m 2 (1- c)mo+ (Kg o equivalentemente

e S (m —mo)/(K2 —-m0). Por lo tanto surge que

_ 1 m — m m

€'(V)=mm{E, R;íoo,l —

b) En la Sección 4. se muestra que V e < 1/(m + 1) existe el estimador de Tyler. La

condición adicional para unicidad, tr(V) : m.asegura que el supremo del máximo autovalor

de la matriz V en el entorno de contaminación es finito. Asimismo el ínfimo del máximo

autovalor de la matriz V en el entorno (le contaminación es mayor que 0. Usando entonces

la notación del ítem a) la única situación que podría darse es que lim sup ¡Mí-54% = oon-ooo (m) n
y con el mismo razonamiento de allí resulta que e > l/m en contra de lo que se había

supuesto. Por lo tanto resulta que el ínfimo del mínimo autovalor es mayor que 0 en

el entorno de contaminación, y luego (flv, Fo) 2 1/(m + 1) como se deseaba ver. En

caso que la solución buscada sea la que satisface det(V) = 1, entonces basta. tomar la
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solución que cumple tr(V) = m y finalmente dividirla por det(V)1/"‘. Luego también se

va a satisfacer que su punto de ruptura es mayor o igual que 1/(m + 1) pues todos los

autovalores permanecen en un compacto de Sl'l'. .

NOTA 5: El punto de ruptura del estimador de Tyler es exactamente l/m si se restringe

al subconjunto (le contaminaciones puntuales A.

COROLARIO 1. Supóngamos A2)-A5) son satisfechas, y sean e, eo menores que l/m.

Entonces resulta que

(a) Kliminf b(K,e) > 0,1(0 E [0,00].
(b) lim sup 3(K,c) = oo sii K0 : oo y l/m > co Z min{1/K2,(m —mo)/(K2 —mo}.

K-‘Kn,€—'(n

(c) limsup b(K,e) = oo sii K0 = oo y l/m > e.)2 min{1/K2,(m —m0)/(K2 —m0)}.
K-‘Ko,€—*€o

(cl) liminf 3(K,e) = 0 sii K0 : 0 y co 2 1 —-(m —mo)/(K2 —mo)
K"K0,€—‘(o

DEMOSTRACIÓN:

(a) En caso que no fuera cierta la afirmación, surgiria un absurdo de la segunda ecuación

del sistema (1.5) ya que en tal caso aparecería 0 = m —1 tras tomar límite.

(b) (SOLO SI) Si liminf s(K,e) z oo con Ko E [0,00) y lim sup b(K,e) = oo en
K-‘chdc, K__.¡“(am

tonces la primer ecuación de (1.4) dice que como = 1, y si limsup b(K,e) < oo
I{—'Ka.€—*(n

entonces de la primer ecuación de (1.5) surge que m = (1 —eo)mo + como, siendo

absurdas cualquiera de las situaciones. Por lo tanto Ko = oo. Nuevamente, si

lim sup b(K,c) < oo se deduce de la primer ecuación de (1.5) que (1 —€0)mo +
K-‘KoJ-‘Eo
GoKz Z m, lo cual implica que eo 2 (m —mo)/(K2 —mo), y si lim sup b(K,e) = oo

la. primer ecuación de (1.4) dice eo Z 1/K2. Kakmc-wo

(SI) En caso que ¡(l-¡{120111360s(K,€) < oo pero b(K,e) = oo, entonces la
segundaecuacióndiceque (1—60)K2= m-l y por lo tanto co:1-(m-1)/K2 >1/m

lo cual es absurdo. Si limsup b(K,e) < oo entonces la primer ecuación de (1.4) y

de (1.5) dicen respectiïaïxíiitjeciilue €0Ï(2 S 1 y (1 —fo)mo + 60K; < m pero ello

contradice la desigualdad supuesta para eo.

(c) Sigue fácilmente del ítem anterior.

(d) Sigue en forma totalmente similar a lo hecho en b). l

NOTA 6: En medio de la demostración del ítem b) surge que nunca puede ocurrir si
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multáneamente que lim sup s(K,e) < oo y lim sup b(K,e) = oo o viceversa.
I(—'¡(n¡€"'(0 I(—"{0,€-'€0

3.3 Comportamiento de los M-estimadores bajo contaminaciones puntuales.

LEMA 3. Bajo A2)-A5) y si c < 1/m,la función (3(K, e),b(K,e)) es continua en (K, e) E

(3?+ x (0,1/m).

DEMOSTRACIÓN:Si nlngoKn z K0 e (0,00) y "Higos, = eo e (0,1/m), por el Coro

lario 1 (3(Kn,e),b(Kn,e))",€N permanece acotada, y tomando una subsucesión si fuera

necesario puede decirse que nliirgos(Kn,en)= .90y b(Kn,cn) = bo. Por continuidad
de 1/;2, (30,170)es solución de (1.5) si K = K0 y e : eo. Luego por unicidad de soluciones

(30,60) = (s(I\'0,eo),b(K0,60)), con lo cual (s(K,e),b(K,e)) es continua, resultando la

afirmación del lema. l

LEMA 4. Bajo A2)-A5) y si c < l/m, la función b(K,e) es creciente en K > 0.

DEMOSTRACIÓN:Sea K0 < K] < oo entonces gl(s,b,Ko) S g¡(s,b, K1) y por lo tanto

m = g1(31(b,K0),b,K0) S g¡(sl(b,K0),b,K1). Como g¡(s,b, K) es decreciente en s,

entonces 31(1),
Sean (ambo) y (31,171)las soluciones para el sistema (1.5) cuando las contaminaciones son

Ko y K1 respectivamente. Entonces so r: 31(60, K0) y .91= 31(b1,K1). Por lo expuesto en

la prueba de existencia. de soluciones para (1.5) y por unicidad de las mismas resulta que

b > bo 31(1), K0) < 52(1), Ko)

b < bo 31(1),K0) > 32mm) (1.9)

b > b, 51(1),K1) < 32(1),K1) = 32(1),K0)

b < b] 31(b,K1) > 32(1),K1) = 32(1),Ko)

En caso que bl < bo entonces por (1.8) y (1.9) resulta que

31: 31(blal(l) Z 31(b1,K0)> 82(b1,K0) = 32(b1,K1) = 31(b11K1)= 31

lo cual es absurdo. En consecuencia bo S b¡ y luego b(K0) < b(K1) si Ko < K1. l
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COROLARIO 2. Si c < min{l/K2,(m. ——mo)/(K2 —m0)} entonces b(K,e) < b(e) donde

b(€) soluciona (1.6) y Klim b(K,e) = (¡(6).

En Maronna-Yollai( 1990) aparece el lema siguiente, del cual será. necesaria una gene

ralización para el problema de interés.

LEMA. Sea z E El?”un vector aleatorio tal que su distribución admite densidad
I711 m

decrecienteen Sea1S m' S my seanu = u(z) :: y v = v(z) = z ziz.Si
¡:1 i=m'+1

F5 denota la distribución de z(b) : u/b -I-v/a donde bm'am’m' = 1, entonces para cada t,

Fb(t) es una función decreciente de b si b 2 1 y es creciente para b S 1

En todo lo que sigue se supondrá que

A7) La densidad del vector z bajo el modelo es decreciente en

COROLARIO 3. Si valen A2), A3) y A7) entonces la función

1 u, I I_ . _ _ m /(m-m)
¡»(b)-- Bm»; (s ( b + b v))

es monótona creciente si b 2 1 y es monótona decreciente para b S l

DEMOSTRACIÓN:Puede reescribirse el lema previo diciendo que

/¡(Olt)(z'A"¡z)f0(z'z)dz < /I(o'¿)(z'A"lz)fo(z'z)dz

donde A y A son matrices diagonales tal que /\,-¿= b si 1 S i S m' y Áü = a, si m' -I-1 S

iímyóiizb'silSigm'y6ü=a'sim'+lSigmconb>b'>1.Siahorase
toma una función escalera g = E gJEi donde los conjuntos E,- son intervalos disjuntos

i=l‘
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tal que U E,- = .‘Ri',Ei : [b,-,c,-) c,-= b,-,H, bl = 0, entonces resulta que
i=1

/ g(z'A*‘z)¡o(z'z)dzr Égi / ¡mz'r‘zwz'zwz =¡:1

29:- ¡[0,b.-+¡)(ZIA_]z)f0(zlz)dz/Ilo,b.)(z"\_lz)f0(zlz)dz) =i=1
r-l

Z (/ ¡[mm¡)(z'A_lz)fo(Z'Z)dZ)(g.-—gm) +9, f I¡o_b.+,,(z'A-'z)ro(z'z)dzsi=1
r-l

z ¡[0,1%.¡)(z'A-1Z)Í0(le)dz)(9i’ 9m) 'i'gr/¡[0.b,“)(Z'A_lz)fo(zlz)dzÏ¡:1

/g(z'A_1z)fo(z'z)dz

Por lo tanto

/g(z'A"'z)f0(z'z)dz < /g(z'A—lz)f0(z'z)dz

si g es una función escalera.

Si g(:c) es una función no creciente acotada en 3“, existe {sn}neN sucesión decreciente

de funciones escalera tal que nlinéo3,,(12) : g(1t) uniformemente. En consecuencia, por
teorema de convergencia monótona surge que

/g(z'A_lz)fo(z'z)dz S /g(z'A‘lz)fo(z'z)dz

Tomando ahora 1/);(1) : g(0) —g(:c) resulta que

/1/)2(z'A"lz)fo(z'z)dz Z /ú2(z'A_1z)f0(z'z)dz

surgiendo el resultado deseado. l

Se ha obtenido el comportamiento de b(K,e) bajo la acción de las contaminaciones

puntuales. Si se quisiera ver que s(K,c) posee las mismas propiedades de monotonía será

necesario probar el Teorema 2 que sigue a continuación, el cual se prueba primeramente

suponiendo que puede intercambiarse derivación respecto de .9 o b y el signo integral;

ta] situación se cumpliría, por ejemplo, en caso de ng con derivada continua y acotada.

Entonces es necesario el siguiente el siguiente lema técnico, que se usará también en el

Lema 9 y en el Teorema 4.
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LEMA 5. Si 1/)2:El“ w» 3?" es una función monótona creciente, continua y acotada,

entonces

a) Existe una sucesión de funciones rpg"): iR'i —>JH crecientes, acotadas, diferenciables

con derivada continua, positiva y acotada tal que lim 11)?)(3) = 1/)(12)uniformemente
71-000

en z.

b) úg") puede elegirse de forma de satisfacer la siguiente condición: existe una sucesión

{:c(")} G ÉR+ tal que dvgil)(:c(")) r. K2 = sup1p2(a:).

DEMOSTRACIÓN:a) Para ver la existencia de la sucesión de funciones aproximantes puede

tomarse la convolución de 1/)2con una sucesión de núcleos adecuados, por ejemplo wgn)(z) =

(wzu:me) = me »—mude donde¡nm = I/szaexp (-1/(2ai)22) y wzseha
extendido por paridad sobre los reales negativos. Como

(¡#2* fn)(z) = jd'2(z mic)fn(iv)dz = /d'2(m)fn(z _ ¡Odin= /1P2(Z —anz)f(2)dz

donde = l/x/Ïiiexp («l/2.122),esta funciónresulta ser crecientecon derivadacontinua

y acotada (en realidad existirán derivadas de todos los órdenes). Si ahora se toma C =

[-N,N] tal que fc f(:c)d:c > 1-—6/(2K2) entonces

/1Ib2(z_ Urlm)f(m)dm / (d'2(zm0.71€)_ 7/)2(z)) +C

Como una función continua, creciente y acotada en El“ es uniformemente continua, en

tonces d); es uniformemente continua, y por lo tanto debe tomarse an suficientemente

pequeño para poder asegurar que |1/rg(zm ans) —¡[22(2)I< 6/2 si 1:E C (ello independien

temente de z). Por lo tanto se obtiene que

¿gm *me) —Mz) = 013130/ (Mz —cruz)—«Mz» ¡(me = o
uniformemente en z. Como

(mmm) = / www-mz = —/ w2(z>—1—(2—z)exp(-¿gu —a?) dz0,21‘ / 21m?1

entonces

(duque)=—/wz(z);\;fi(z—z)exp(—%( )

_ /1j;2(:c)a—2\/1—2fi(z n—:c)exp (-120:(z -—:is)2

2-1!
2) I(_°°'z](:c)da:

) Ilz’oo)(z)dz >

(z —1:)exp (-¿Tíu —2)?) da:= o
1

“d’2(Z)/U_?:\/2?7—g
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por imparidad de la función integrada.

b)Sea = exp(—1/z)1(0‘°°)(z)y seag(z)= +f(1—- Seaahora¿”(2)=
1 —g(z + n + 1)g(n + l —z) la cual resulta ser una función con derivadas de todos los

órdenes acotadas tal que ¿"(2) = 0 si Izl S n, ¿”(2) = 1 si IzI 2 n -I—l_y 0 S ¿”(z) 5 1

V z. Defínase entonces 1/)2") —-.(1 —«¿"Wiz * f", + 4),,K2, la cual cumple 41;”)(2) = K2 si

z 2 n + 1. Tal función es creciente a partir de un n. suficientemente grande, pues el único

sector que habria que chequear es el intervalo [71,71+ 1] y la función allí toma la forma

d); * fn + d>n(K2 ——1/22* Si n. es grande, 1/);* fn comanda el comportamiento pues el

otro sumando es suficientemente pequeño, resultando así la función creciente. Para ver

que limn__.(.,owgn)(z) —-1/)2(z) 0 uniformemente en z, sea e > 0. Entonces 3 n0(e) tal que

sin 2 no se cumple que (K2 1/22)S 6/2 si |z| > n y |(z/¡2* fn(z) »—1/)2(z))| S 6/2 (por

parte a)). Luego

IdJ2*fn-1/22I si IzI Sn
eWM) - w2(z)l=l(1— «mm *fu —wz)+ «MIG - wz)!S{ Sl Izl > n

quedando así probada la afirmación. l

TEOREMA 2. Si valen A2),A3) y A7), 1a función

_ l E_,,I/(m—¡)__—
f“) —EFU‘I’Z(3 (b ' ‘b ) u+vbm/(m-l)

es creciente en b 2 1 para cada s fijo.

DEMOSTRACIÓN:Recuérdese que u, : u(z) = 212y que v = v(z) = Z2. Al derivar

f(b) respecto de b se obtiene que

1 l 1 u l/(m_l) 1 ,n/(n¡_l) bl/(m—l)'U
33/sz (S (¡+126 ) -u+m__lvb u/b+vbl/(m_1)fo(u+v)dzl...dzm

1 u l/(m_¡) bl/(m_¡)vum/(m_—lz y
+ [sz (g + vb ) (u _——*_vbm/(m:l))2 f0(u i-v)dzl ...dzm (1.10)

El segundo sumando es positivo y se verá que el primero también lo es; para ello se hará
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cambio de variable a coordenadas elípticas:

z] r: \/I;1' cos 01

zz = fir sin 01cos 02

Z3 = fir sin 01 sin 02 cos 03

zm__2: fir sínül sin 02...cos 0m_2

zm_¡ = fir sin 01sin 02...sin 0m_2cos 0m_¡

zm = \/(ïT’ sin 01 sin 02 . . . sin 0m__2sin 0m_1

donde a = (fl/(""U, 0 S 0¡ 5 1r si 1 S i S m. Ñ-2 y 0 S 0m_¡ 5 21r. El jacobiano de la

transformación resulta ser IJI = 1""'l sin'""2 015mm“3 02. . . sin 0m_2 (ver Muirhead-1982

pág.36), si además

¡10(7301) = .f0(1‘2(bcos201+ (fl/(m4) sin2 01)) = f0(rz(b + sin? al“, _ b-l/(m-l)))

al hacer dicho cambio de variable en el primer sumando de (1.10) surge que

(T2) (“brzcoszül-I-(m—1)‘1b’"/(m‘l)rzb“1/(m_l)sin?01)bm/(m_¡)b_¡/(m_l)sb 8 br2 cos2 0¡ + br2 sin2 01

X 'r'2sin2 017'm_lsinm"'2 01sinm_3 02 . . .sin 0m_2ho(r,0¡)drd0¡ ... d0m_¡

o más precisamente que

1 1'2 _

m (—(m—1)cos201+sm201)
x rm“ sinm 01 Sillm_3 02 . . . sin 0m_2ho(r, 61)drd01 . . . d0m_¡ (1.11)

Las integrales de sinj 0,, s z 2,. . . , m. -—2 dan positivas pues se integra en (0, 1r), resultando

que (1.11) se convierte en la integral siguiente

1r oo 2

H(m) / / (—(771,.—1) + msin2 01)1'm+1Simm-2015m201h00"01)drd01
35(771-1) o 0 3 (112)

Si 0* E (0,1r/2) satisface que sinü' = (m —1)/m y se define A = {01 20' < 01 < 1r—0*},

entonces el integrando de (1.12) es negativo sii ---(m.—1) + m sin2 01 < O sii sin2 01 < (m —
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1)/m=1——1/msii01GAc::[0,7r]r—A:{0¡:050¡<0'<1r/2<1r—0"<01<7r},
con lo cual la integral (1.12) puede “¿escribirse como

0° 2

sbgyím)1)/ / d’IZ (‘(7n - 1) + m Sin201)1""+1sinm—201sin201ho(r, 6¡)drd0¡" A 0
oo 2

+/ / 1p; (‘Ü’l ‘—1) rI-m sin201)1""'l'lsin'"_'2 01sin201/Lo(r,0¡)drd0¡ (1.13)c 0 8

Si 01 G A entonces sin2 01 2 sin2 0‘ = (m —r1)/1n y si 01 E Ac resulta sin2 01 S sin2 0' y

al multiplicar por algo negativo se da vuelta la desigualdad, con lo cual (1.13) es mayor o

igual que

' 2 v 00 2

H(m)sm 0 / / w; (“(m _ l) + m sin201)rm_ll 5inm_201’10(Ta01)drd01+sb(m — 1) A o 3
' 2 t OO 2

H(m) sm 0 / / 1p; (»H(m—»1) »|-msin2 01)1'"1+1sinm”2 01ho(r,91)drd0¡sb(m — 1 e o s
. 2 1r oo 2

___H(m)sm 01 j f 11,; (“(m —1) + m sin2 0¡)T"1+15Ínm—291h0(7'101)drd013b(m ’ 1) o o 3

s

la cual es creciente en b 2 1 y por lo tanto tiene derivada no negativa. Entonces la inte

1

y esta integral es la que correspondea la derivada de la funciónEp!an ( + vbl/(m—l)))

gral estudiada es positiva y es creciente en b como se quería ver. Por el lema 5 toda

función continua, creciente y acotada puede ser aproximada uniformemente por funciones

crecientes de derivada acotada siendo entonces el resultado válido para las funciones de

interés. l

En lo que sigue se verá que el autovector asociado al máximo autovalor de la matriz

V corresponderá. siempre al eje donde ocurre la contaminación puntual. Ello equivale

a probar que la solución b(6) de (1.6) es mayor que 1, y para ver eso se tomará una

familia de funciones indexadas en un parámetro c del tipo 1/); = (1 —c)1/)2+ cm. Siendo

las soluciones (3(c),(_)(c))continuas en c E [0,1] resultará que tenderá a la solución

de las ecuaciones de Tyler para contaminaciones puntuales, la cual es mayor que 1. Si

11(6)= —(0)< 1 entonces por continuidad existiría c' tal que f7(c') = 1 y ello es imposible.

La idea intuitiva de este absurdo radica en que un M-estimador monótono no debería ser

un múltiplo de la matriz identidad (tal como resultaría en el caso de tener una distribución

esféricamente simétrica) cuando la distribución es claramente asimétrica. En lo que sigue

se desarrollarán estas ideas aquí expuestas.
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Sean ues m“) = di“) 0 ¡((6) = 1,!)(6)oo . Para la existencia (le soluciones y cálculoP o 2 Y 2 2

de punto de ruptura en el sistema (1.6) se deben estudiar las cantidades

1 1KU)-1 = _———- > “m
( 2 ) (1 _ ¿”(2 + cm K2

m-mgc) m-l(1—C)7no +le (1—C)(m_m°) — m_m0 si 09‘41
Kg) _ mg) = [(1 —c)K2 + cm] _ [(1 _ c)m0 + cm] z (1 —c)(K2 —m0) ’ K2 —m0

Por lo tanto 80,0%)2 1/(m+ 1) y

‘ (c) _ 1 m-mo m 
¿(1112) m1n{(l_C)Kz+cm,K2_mo, (1_c)K2+6m}51c5'É

Aún cuando 1 —m/((1 —c)K2 -|- cm) tiende a 0 si c tiende a 1, para la existencia de

soluciones de (1.6) sólo interesa que

e < min{1/K2,(m —m0)/(K2 —m0)} S min{1/((1 —c)K2 + cm),(m —m0)/(K2 —m0)}

El sistema (1.6) resulta para digc)de la siguiente manera,

(1 —c)[(1— 03,70% + vb'/<m—1>))+m2] + cm = m

(1-c)[<1—emm (11+val/<m-1>)) +
vbïn/(m.—l)

C(1_€)7nEp0 =m‘-1

lo cual equivale, si c 7€1, al sistema:

1

(1 —e)Ep01/)2(_ (E + vb‘/<m-‘>)) + ¿K2 = m3 b

, 1 '_‘ l/(rn-l) I’m/(m-l)”

vbm/(m-l)
C(1—€)7"I"LE}7‘u Zm“1

Para ver la continuidad de las soluciones (3(c),5(c)) de (1.14) se usará el siguiente lema

que muestra la continuidad de los M-estimadores respecto de las funciones sz.
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LEMA 6. Supóngase se cumplen (A1) - (A6). Si V = z /\¡(V)t,-t; es simétrica definida
¡:1

positiva en 32mm", con /\¿(V) el i-ésimo autovalor de V, ti el autovector asociado y /\¡ 2

. .. Z Am entonces

(a) Am(V)S z'z/(z’V‘lz) S /\¡(V) V z E 32'"—

(b) Si lim dig")(:c) r 1/);(1) uniformemente en 1:,VM) y V denotan las soluciones de (1.1)
1",

para wgn)y 11';respectivamente, y si {Á¿(V(”))} permanecen en un compacto dei=l
(8+)m entonces lim A¿(V(”)) = A¿(V).

n—*oo

c) Si 1/22")converge uniformemente a 1/‘2,entonces vale Ia conclusión del punto b) para el

sistema (1.6).

DEMOSTRACIÓN:

(a) Dado que
I n 2Z Z 1 Z—v"—= mv) t'.-—

HZII IIZII IIZII

resulta que
I z

Á"1(V) _ V” _ MKV)
1 IIZII IIZII

de donde surge el resultado deseado.

(b) Si VW) denota un punto (le acumulación de la sucesión de matrices V(°"), entonces

puede escribirse que

zz'c" _ (c..) I e" — _

v< )_Ep1/)2 (z(v< )) lz)z—,(—v(6"))_lz¡sem-{0}”)—
ZZ I

(cn) I (r...)—l ,(50‘ ' W)“Em <z<v“>42 W" H) IR'"—{0}(Z)

I E !2( I(‘}(Cu))_]z) ZZ, [Rm 0 (z)
z'(V("-))"‘z { }

c . .
Como ") converge uniformemente a 1,02, entonces por parte (a) y teorema de convergenc1a

dominada resulta que

I

711151100EMI/’26") — 1¿’21 _1zÏnm—{o}(Z) = 0

zz

z'(V(Cn

y en consecuencia

zz'
(o) _ , v (o) —1

v - Epd2(z ) z)z¡(v(0))_1z¡mmm
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Por unicidad dela solución de (1.1) (ver Maronna - 1976) todos los puntos de acumulación

coinciden,y V“) z V. Por lo tanto vale el resultado para la convergenciade los
autovalores (ver Lemma 1 de Tyler - 1981).

c) Reescribiendo el sistema (1.6) en términos del máximo y mínimo autovalor AE")y ASÍ)

respectivamente resulta que

n /\(n)<1—om > + fit/¿m + =1
A] Am u,//\l »I-v//\m

u(n) v(1 m«mm/v — + — + ¿K2 = m
2 A2") A5,?)

o equivalentemente

(n)

(1_e)EF.,(wá")—wz)(-A—Zgï4v) “Ml

___ ___-_—.*_
Aly?) u/Ágn) + v/ÁSÏ)

(n)

<1—wz +3 ¿a -—(aki-Ti =1
A11 Amt ‘u,//\¡l -I-v//\,,',l

n u v u 1)

(1- ¿lEFoÜ/J;)—’1’2) + "l"(1—GEI-"MP2 + + €K2= ml nl 1 m

Luego si Ai") y A5,?) tienden a oo o A5,?)tiende a O entonces surge una contradicción

de la segunda ecuación. Si Alu")permanece en un compacto de 5R+ y Ag”) tiende a oo

entonces surge una contradicción de la primer ecuación. Luego la sucesión (Ágn),/\S:))

permanece acotada y en consecuencia la solución de (1.6) (3("),b(")) permanece acotada.

Como consecuencia de b) aparece el resultado deseado. l

LEMA 7. Supóngase que A2)-A5) valen. Si e < min{1/K2,(m—m0)/(K2 -—mo)}y

c G [0,1] entonces las soluciones (3(c),5(c)) de (1.14) son continuas.

DEMOSTRACIÓN:Por el Lema 6 se debe analizar que las soluciones de (1.14) permanecen

acotadas si c E [0,1].

a) Si lim sup Rc") = oo entonces de la primer ecuación de (1.5) para dé“) y K = oo se
c,l“co

obtiene que e = 1/[(1 —c0)K2 + com] 2 l/Kz y ello es absurdo.

b) Si lim inf Rc") : 0 de la segunda ecuación de (1.14) resulta 0 = m —l.

Por lo tanto 0 < lllll0'1]b(c) 5 suplo’” b(c) < oo
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c) Si lim sup Men) z oo, la primer ecuación de (1.14) dice e = (m —m0)/(K2 —m0) y ello

es absiinrdicii7

d) Si límjnf ¡(0,1) = 0 entonces m sería igual a. K2 y ello es absurdo.

En consecïeiicia (3(c),5(c)) permanecen en un compacto de ER+x 92+ Ve E [0,1]. Por e]

lema 6, (3(c),5(c)) son continuas en [0,l]. l

COROLARIO 4. Bajo A2)-A5), la solución para el sistema (1.6) b(e) = b(O) es mayor

que 1.

DEMOSTRACIÓN: Sea h(b) definida como en el Teorema 1. h,(1) = (1 —e)m(m —1)/m <

m —1 y h(5(1)) = m ——1. Por lo tanto 13(1) > 1 y si 13(0) < 1 existiría c' G (0,1) tal que

13(6) = 1. Al mirar el sistema (1.4) para t/Jác.)y K = oo resultaría que Kgc.) = Oy ello es

absurdo. Por lo tanto > l comose quería ver. .

COROLARIO 5. Bajo A2)-A5), b(K,c) >1 v K > o

DEMOSTRACIÓN:Sea K = inf{K :b(K,e) Z 1}; si K G (0,00) entonces = l por

continuidad de b(K, e), y el sistema (1.4) resulta igual a:

(vom/JH) “ +ew2(5)=1s u+v sb

(1—e)En,w2(“+”) "i :1a u + v

En consecuencia se deduce que wz = 0 y ello es absurdo pues K E (0,00) con lo cual
K = 0 y b(K,E) >1 V K o bien K = oo y b(K,e) <1 V K. Por el corolario 4,

b(e) > l y Klim b(K, e) = b(e), resultando que sólo la primer conclusión puede valer. l

COROLARIO 6. Bajo A2)-A5) y A7), la función 3(K, e) es creciente en K > 0.

DEMOSTRACIÓN:La segunda ecuación de (1.5) es decreciente en 3 y por el Teorema 2 es

creciente en b 2 1. Por el Corolario 5, b(K, e) > 1 y entonces para satisfacer tal ecuación

de (1.5) s(K, e) sólo puede ser creciente en K. l

NOTA 7: Si m0 > 0 entonces las funciones s(K,c) y b(K,e) son discontinuas en el 0 ya

que si 3° = limK_.o s(K, e) y b0 : lim¡(_.0 b(K, e) entonces se cumple tras tornar limite en

la primer ecuación de (1.5) que

1 v 1 u o 1/(m--1) _

(1 —e)Epnt/)g (3-0 (u + 11)) < (1 (mp-"11,2(:0. (56 + (b) v)) + emo —m
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lo cual dice que .90 > s(6(ol___'0)).Luego, si b0 fuera 1, la segunda ecuación de (1.5) diria

un absurdo.

3.4 Estudio de Sesgo para M-estimadores de Dispersión.

A continuación se calculará el sesgo máximo de un M-estimador de dispersión. Si coI

denota la solución bajo el modelo central, entonces sin pérdida de generalidad se supondrá

en lo que sigue c0 : 1.

TEOREMA 3. Si 11,2satisface condiciones (AU-(116) y Fo la condición (A 7), entonces el

sesgo máximo para un M-estimador aparece en las soluciones del sistema (1.6).

DEMOSTRACIÓN:Se utilizará la misma notación que en el Lema 2 para la descomposición

espectral de una matriz definida. Sea G una distribución en 93’"y V = QgAgQ'G el

M-estimador que soluciona el sistema (1.6), o en la notación del Lema 1, M(V) = V lo

cual dice que en particular se tienen m ecuaciones ej'M(V)e_¡ = ej'Vej, 1 S S m, las

cuales pueden escribirse en forma equivalente como

MG) _Í “(o)M»ÁG)+
zu(i))‘(l)//\(¿)
i=1

(1- e)EF0A"/)2( i=l

¿Eód’z TüiMI&"'—{O}(Z) =1 (1-15)
¡:1 1 zü(i)/\(1)(G)//\(i)(G)

i=l

donde 1 S h S m, /\(¿)(G) denota el i-ésimo autovalor ordenado de la matriz V y um =

za.) es la correspondiente variable asociada con el autovalor ordenado Denominando

entonces a = A“) y t = (t¡,...,tm) tal que t] = 1,tJ- = ¡yn/Am) (tj 5 tj“), puede

construirse el siguiente sistema (le m ecuaciones

91(t,s,G) =

1 m , 1 _

(1- €)EF01/)2 21110“) ’l-GEÓd/‘z %u(¡)ti) [Rm_{0}(Z)
gh(t931G) :

1 m u(h)th 1 m - ü(h)th
(1 —6)EF wz — u i ti fi'__—“ sl' GE-I/Jz —- u(¿ ti —1m -_ [amm 0 (Z)

° 8 (l LH un)“ G 3 z ) 24:1 un)“ { }i i=l
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donde 2 S h S m, y además

g‘(t<G),s(G),G) = y g"(t(G),s(G),G) =1 v 2 s h s m

En caso de trabajar con contaminación 60,“on (que por razones de simplicidad se de

notará 6m), el sistema (1.16) se define como

, 1 "‘

910,3,500)= (1—€)Epn'll)2(u(1)+ u(¡)) im)) + ¿[(2

1 m u h th

gh(t,s,6°°) = (1 —e)Ep"¡/)2(g (1L(¡)+ (Zum) tm)) ————(m)——— (1.17)

¡:2 uu)+ uu) tmi=2

El sistema (1.17) es una reparametrización del sistema (1.6) y por lo tanto valen las mismas

propiedades de existencia y unicidad de soluciones. Considerese ahora un vector

h h h
ts.G = (1? t2,3,G’ ' ' ' itm.s.G)

tal que tÏ'J'G S tg-‘H‘S’GV h y que satisface

{91(t1‘G,3,G) = m si h :1gh(t:"G,s,G') :1 si 2 5 h 5 m

Tal vector existe al menos para algún s, por ejemplo si s = /\(¡)(G) entonces la elección

particular de dicho vector recaerá en (l,/\(¡)(G)/z\(2)(G),...,/\(¡)(G)/A(m)(G). Para el

sistema (1.17) la definición de este vector toma la forma particular

ti‘óm= (1,t:'6m,...,t1'6m)

tu”:(1,t;’Ï¿w,...,t;’Ï¿T) v h>1

Se mostrará a continuación que tl y tm existen para todo s a partir de un cierto5,6w 3,6"o

momento. Sean 1 = (1,..., 1). Como

lim gm(1,s,óm)=(l—c)mo/m< 1 y lin})9"‘(l,a,ó°°)=(1—e)K2/m>15-000 3—‘

por continuidad existe sl < 1 tal que g'"(l,.9¡,ó°°) : 1. Si ahora se toma el vector

f :(1,t,...,t),t2 1, entonces se cumple que tlim g"‘(t,s,óoo) = (1 —6)K2/(m —1) > 1
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y g'"(1,3,6°°) < 1 si 3 > .91,con lo cual por continuidad existe tu” para todo s > .91.

Asimismo, para todo .9 se tiene que tlirnogl(t,s,6°°) = (1 —e)K2 + ¿Kg > m. Por otro
lado, se supuso que bajo el modelo con distribución esféricamente simétrica la solución es

la matriz I con lo cual Epotbflz'z) = 1ny gl(t,1,6°°) 2 gl(1,1,6°°) = (1 —e)m+eK2 > m.

Además 31111091(1, 3,600) r. (1 —e)mo + (K2 < m, con lo cual puede tomarse 30 > 1 tal que

91(1,30,6°°) = m y en consecuencia existe th,"o V .3> so. La condición (A4) para 1/12y la

condición (A7) para F0 permiten afirmar que gl(f,s,6°°) y gm(f,s,ó°°) son estrictamente

crecientes en t para s fijo y por lo tanto existe un único valor ti'óqo y tu” para cada s

satisfaciendo que g'(tl‘¿x,s,6°°) = m. y gm(t;’l‘¿w,s,6°°) = 1. Luego las funciones tiów y

tïóm son estrictamente crecientes y continuas.

Dado el vector tíla constrúyase el vector fsl'G= (1,t¿n'3,G,...,t}n'a_G). Luego, para

todo s > 30 puede concluirse que
m

m =91(ti,G,3»G) S (1 —6)En,1112 zu(¿)ti,,,c) + €K2 S¡:1

1 Y",

(1- 6)EF01/’2(; "(0) timo + u(1))) + sz = 91(f3_a»3,5oo)i=2

Usando la monotonía de 1/)2puede inferirse que

¿3mm z ¿1.6% v 3 > 30 (1.18)

Por otro lado definase :‘G = (1, tm‘s’c, . . . ,t’n'LJIG).Por lo tanto

m m 1 m. u(m)t;:,s'G

1:9 (MGMG)2 (1- €)EFoï/’2(g guuflïlnc m—— >
“(0133.0

i=l

1 "A m u m tm a

(1- 6)EFnd’2 Ïl(i))tmIJIG+ 1L(1))> ml¡G :
1:1 u(1)+ 11(0)inmlfl’ci=2

gm(f:_lG»31

donde la última desigualdad vale por la monotonía (le u2(s) = ¡{12(3)/s(propiedad (A1)).

Como gm(f3’"‘G,s,ó°°)Z g'”(1,3,60°) > 1 si s < s] entonces de las acotaciones obtenidas

tzmc sólo puede existir para s > 31, resultando entonces que

¿13.0 É ¿3.3.0 V 3 > 31 (1.19)
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Se verá a continuación que

332° “tuw u = oo (1.20)

Supóngase por el contrario que existe una sucesión {3,1}satisfaciendo que limndoo sn = oo

y que sup “tímówll < oo, entonces lim,,_.oogl(tl" Mamá”) = (1 —e)mo + eKz pero ello
TL

diría que e > (m —-mo)/(K2 —m0) lo cual es absurdo.

Si (s(e), 17(6))= (s',b’) denota la solución del sistema (1.6) entonces se chequeará. que

tgó 2 t;"¿ sis > 3*b*
W W (1.21)

tj,“ < tg“ sis < 3*b‘

Supóngase que la primera afirmación de (1.21) no fuera cierto. Entonces existe una sucesión

{sn} tal que lim,,._.oosn = oo y

1 m

m = (1 —€)EF01/¡2(3— 1%)) tinas”+ u(1))) + sz =n i=2

1 "‘ u

(1- ¿Em/h (3- (zum) ¿Las + um) mm +n ¡:2

1L(1)+ iq“) limitoi=2

(É;ou ¿1..qu
m

“(1)+ ( “(0) tí...“i=2

(1- €)EFo’r”2 um) timaw+un)» nit“) +
n i “(1)+ “(0) ¿“socí=2

1 m “(0) ¿Egeo
(1- 6)EF011)2(z um) ¿2,6,04"“(1))) “2 m + €K2=

1:2 u“) + um) tïïuóm
1 m u

(1- €)Ep01l’2(—- tlulóm‘I‘1L(1))) m(1) + m - 1 + ¿KgSn ¿:2 1

“'(1)+ ts...óooi=2

¿m S ,ów, y se obtendría que

+€K2 S
(1- GEI-1,152 “(0) tin,“ +“(1)))
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Por (1.20) el último miembro tiende a m —1 + ¿Kg con lo cual se obtendría que e >

l/Kz. Por unicidad de soluciones del sistema (1.17) las curvas tilów y the!) sólo pueden

intersectarse una vez, con lo cual debe ocurrir la primer ecuación de (1.21). Para llegar

a la conclusión sobre la. segunda ecuación de (1.21) debe notarse que si s'b’ < /\(¡)(G)

entonces (1.19) y (1.18) permiten afirmar que

m m __ _ l l l
“MGM” 3 tmv\n)(G).G- tm“) —tm»'\(n(G).G3 Mmmm, > tuna”

contradiciendo así la primer ecuación de (1.21), por lo cual se tiene que

/\(¡)(G) S s'b‘ (1.22)

Entonces de no ser válida la segunda. ecuación de (1.21) se cumpliría que th,” > tïfóao

para todo s < 5 * 6*, en especial para /\(¡)(G),pero entonces por (1.18) y (1.19) resultaría

que
_ l l m m _

tmlal - ‘m.Am(G).GZ ¿mmm > ¿Ammms 2 t"rumana - tm(G)

se intersectan tfn's‘G y tZ‘MGlo cual es imposible. Luego por (1.19), (1.21) y la monotonía

de tïóm se obtiene que

(mm/(WH = 4'26.“ > ¿76“ z ¿gmc v s < 3*b‘ (1.23)

Si (b.)m/(m—1) < f.m(G) : tz'AUflGLG entonces la monotonía de ¿26x permite afirmar

que tzmcmm 5 izan“ = (b')”‘/(m"l) < tfflG) = tZLAmmLGlo cual contradice (1.19).

Luego, por (1.23) tgmmm'a z tm(G) 5 b' que es lo que se deseaba ver, y en consecuencia

¡‘l v m m
tmm): G)s(b) /< “

O sea que el máximo sesgo se alcanza cuando la contaminación puntual sobre un eje tiende

a infinito. I

NOTA 8: Obviamente el teorema anterior se aplica a estimadores resultantes de funciones

de la forma = m1,/)2(c:1:)(E¡r01/)2(cz'z))‘1donde 1/)2satisface las condiciones ya estable

cidas para existencia y unicidad y c es alguna constante mayor que O. Sean (sc(1,b2),bc(11)2))

las correspondientes soluciones para el sistema (1.6).Si se consideran ahora. funciones de
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la forma ¡{32(13)= m1/)2(a:)(Ep"1/)2(cz'z))’1. la solución de (1.6) para 1/32es de la forma

(c“lsc(1fi2), bc(1/)2)),por lo tanto ambas poseen el mismo sesgo máximo en el infinito.

NOTA 9: En caso de trabajar con m = 2 la demostración del teorema previo podría

haber sido realizada siguiendo exactamente el mismo lineamiento pero parametrizando en

términos de s = IVIV2 en vez de como se hizo en términos del máximo autovalor: en

tal caso la propiedad de que u2(s) es no creciente sólo se usa para asegurar la existencia

de soluciones para cualquier contaminación G y no explícitamente como se utiliza para

conseguir (1.19). Asimismo, para obtener una desigualdad del tipo (1.21) basta con usar el

Teorema 2, y las acotaciones empleadas no son necesarias. Entonces allí puede afirmarse

que

sw) s sm) s s(oo) (1.24)

donde las cotas superior e inferior son obtenidas contaminando con ¿(com y ¿om respec

tivamente. Ambas desigualdades surgen con un razonamiento absolutamente análogo al

realizado en la demostración anterior. La desigualdad s(G) S s(oo) no pudo generalizarse

para m > 2 pero el siguiente lema muestra que la primer desigualdad de (1.24) vale para

cualquier dimensión.

LEMA 8. Si valen A1)-A6), entonces s(0) S s(G') para todo m 2 2 (s = IVII/m).

DEMOSTRACIÓN:Sea ¿(owm la masa puntual en 0 E SR”. Con la misma notación del

Teorema 3 se verá que /\(¿)(G) 2 A(¡)(ó(0_._._0))para todo 1 S i S m y cualquier contami

nación G. Tal como se hizo en el Teorema 3 para construir el sistema (1.16) tómese la

parametrización s : A“). El equivalente al sistema (1.17) para la contaminación ¿(mmm

es la ecuación

1 m 1L(m)

g?(3’6(0v--n0)): —€)Ean2 g 'l’1L“)J._. “(1) + (XS-":2 um)

Sean sG = /\(¡)(G) y 30 la solución de g?(so,6(0‘u__o)) = 1 entonces en caso de 3G < 30
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puede escribirse que

1 m “WWE, a
1=gm(tm Gv3GaG)2(1_ €)EFnd)2 _ u 'tvl G m I1.:. —

ac. 3G (J)Las. zjzl u(j)tm'sc'c

1 rn, u(m)
(1 - eNando —- u( -) :n >

sG J 24le no)

1 m “(no(1- 6)Ep0‘gb2— u - -—
50 (J) zm = g?(3016(0,...,0)):1

j=l “(17

lo cual es claramente absurdo. Tómese ahora la parametrización s = A“) para un i > 1

fijoyt = (1.1,...,im)talqueii = 1y tj = tj S 1 S y tj 2 1 Z
Formalmente se obtiene un sistema idéntico al (1.16). Parala contaminación ¿(mmmpuede

asumirse ahora que la única ecuación a resolver toma la forma

1 m u

93(t0’3v6(0.---.0))= (1_ €)EFo1/’2g zu“) + u(1)t° 0(—m)m
i=2 "mi + (EJ-¿1‘00

Sea como antes un vector tÍÏG = (tïa'Gh..,tfïlls’GJJfil’s'Gv“¿2,56) tal que

gm(t;"‘G,s,G) = 1. Además tran S lsij S iy tÏS‘G2 lsij Z i. Si 3G= /\(¡)(G)entonces

trag)’c= Encasoque < A(¿)(6(0'm'o)),ysi30-_-,\(¿)(6(0'm'0))(este
valor es idéntico para todo i) puede concluirse que

. m “(Mim (i)
m m (l) 1 m 711,56 ,G1:9 (t (í) ,30 3G)2(1_ €)EFn'/’2_¿ u(')t- (í) m—m__ _

1 m

(1‘ ÚEFWZ Ü 2%") ‘ZI,w a +"(1)tina“’c X
3a 1:2 ' G ' 'G '

m

u(m)im,sg).G
1771 _

u(‘)ti'is‘¿".c+ (24:2 um) ‘:.,g'.c

1 m 1 u

(1—6)EF01/)2 En“) i”U(¡)Í,;:3(¡)'G "1% >
SG j=2 G “(011 + (EJ-num)

1 m “(no
(1- 6)En,K/)23- 2%) + “magna ——:—’—m— =

° ¡:2 “mi: + (Zj=2u(j))
o

9 (tïsgl‘ci‘90)ó(0,....0))
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Luego se obtiene que 1 > tm .

_ l.s‘¿’.G
consecuencia /\(¡)(0) 5 A(¿)(G) para todo l S i S m y luego se cumple que 3(6(0'“_’0))S

> tiza“ o = 1 y ello es obviamente absurdo. En

3(G) como se deseaba ver. I

NOTA 10: Para ver que el determinante de la matriz de covarianza se minimiza en la

contaminación 6mm”), se ha visto que cada autovalor se minimiza en dicha contaminación.

De (1.22) se sabe que /\(¡)(G') S /\(¡)(6°°), donde /\(¡)(6°°) denota el máximo autovalor del

M-estimador cuando la contaminación es ¿(omow‘oy Ello no se generaliza para cualquier

autovalor, como se puede observar estudiando A(m)(G), el cual se maximiza cuando se

toma la contaminación ¿(mmm-Woo).Para mostrar eso se procederá en la forma habi

tual. Denotando por 30° = /\(m)(5) al mínimo autovalor asociado a esa contaminación.

Parametrizando respecto (le .9= /\(m)el equivalente al sistema (1.17) para la contaminación
en cuestión es

_ 1 rn

90,3) = (1 - dEl-"MP2 3 22%) + "mi + €K2J:

Sea como antes un vector tl’G = (t},3’G,...,t:n_¡_s‘G,l) tal que gl(t:_G,3,G) = m y

GMC S 1 si S m —1. Si sc = /\(m)(G) entonces tima = Á(m)(G’)/z\(j)(G). Si sa > seo

entonces puede escribirse que

1 111

m = 91(tl,ca3aG) S (1 * ÚEFÜ'JJZ 3; zu(j)tlnsc.G + sz S1:1

1 7".

(1-.s)Epnz/;2 :9; Zum -l-u(¡)t:',GIG) “¡(25j=2

1

(1 '- €)EFO1,I)2 gd"OO ( u“) + “(l)tl.ac.G + ¿[(2 = g(tl.sc,Gisoo)1:2

Por lo tanto se obtiene que

1>tl 'G>¿‘ :1_ ll’G li’fiblókvcnuxao)

y en consecuencia /\(m)(G) 5 Ám(Ñ) que era lo que se deseaba ver.
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3.5 Optimalidad del estimador de Tyler.

Por el Teorema 3 se tiene que bm/(m"l)(e) = supce}: /\(1)(G)//\(m)(G) que resulta el

máximo sesgo en el entorno de contaminación. Por lo tanto si el < 62 < e‘(V, F0) entonces

.7“ g .77“ con lo cual

bm/<'""”(e1)= sup /\(1)(G)//\(m)(G)S sup A(1)(G)/A(m)(G)= bm/‘m-“(m
GEI-11 GEL,

Sin embargo se verá.que la monotonía dc b(e) es válida sobre el conjunto más grande dado

en el enunciado del lema siguiente.

LEMA 9. La función b(€) : [0,min{1/K2,(m —mo)/(K2 —m0)}) —i[1,00) es monótona

creciente.

DEMOSTRACIÓN:Supóngase primeramente que wz es diferenciablemente continua con

derivada acotada estrictamente positiva en 3?. El Lema 5 a) dice como construir una

función 1/22satisfaciendo tales características. Entonces en el sistema (1.5) pueden obte

nerse las derivadas de las funciones involucradas derivando bajo el signo integral, donde

las derivadas parciales respecto de s, b y K existen y son continuas:

gi'(s,b,K,e) =
1-6 I u l/(‘m-l) u l/(m-l) l I
82 U)

95(s,b,e) =
1- 1

—76/112; (; + bl/('""1)v)) bl/('"“l)vdF0< 0
gï(s,b,K,e) =
L I É. E 1/(m—1) m/(m--1) I K K
(m_1)8b2/w2(5 (b +b 1) (b v-(m-1)u)dro—eú2(;¿)g)ï
93(3)!)16) =

1_ e ' l u l/(m—l) m/(m-l) bm/(m_l)v
(m —1)8b2_/1/)2(3 + b v) b v _ (m _1)uu + bm/(m-l)v ¿F0

m 1 U l/(m_ l) uvbl/(m—1)
+(1_5)m_1'/'/)2 (g (Ei-b v) ——(u+bm/(m_l)v)2¿F020
c __ 1 u l/(nI-l) '

91(31biKi5)—1p2(;z)_/1/’2 (—(3+5 v) dro8

e _ 1 u l/(m_l) bm/(m-l)v
92(s,b,e)——/«pz(;(¡+b v) ———dFo<0u +b"‘/("“1)v

K e Kc
,b, K, : — — 091 (3 5) ¿bt/hub) >
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Por el Lema 3, Lema 4 y Corolario 6 las soluciones de (1.5) (3(K, e), b(K, 6)) son continuas

y crecientes en K para e fijo. Luego ambas son diferenciables salvo un conjunto de medida

cero. Sea Co(e) el conjunto donde ambas son diferenciables, y por lo tanto vale el siguiente

conjunto de ecuaciones

s d b d K
0 w 91H3(I(16) 'i‘glíñb(I(1€)+ 91

d d0: ’— K —b—,6)-I
En caso que el determinante de dicho sistema se anule al valuar en las soluciones, i.e.

(gfgg —gïg;)(s(K, e),b(K,e), K,c) = 0 resultaría que

gï(s(K,e),b(K,e),K,e) = A(K)gf(s(K,e),b(K,e), K,e)

gg(s(K,e),b(K,e),K,e) : /\(K)g;(s(K,e),b(K,e),K,e)

y reemplazando en el sistema anterior surge que

d b(K,e) +91"
d

0 = gi'd—Ks(K,c) + /\(K)g¡’d—K

s d s d
0 = 92ERsUfie) + /\(K)gzfib(K,e)

Como 11);> 0 por suposición, entonces (gig; gfg;)(3(K, E),b(K,6), K,e) no se anula si

K E Co(e). Luego para todo K0 G C0(f) existe un entorno V‘(Ko) tal que (gl‘gg ——

gfg;)(s(K,e),b(K,e),K,e) '74 0 si K E V‘ por continuidad de las derivadas. Conse

cuentemente si K pertenece al abierto denso de (0,00) C(e) = UK0€C°(¡)V‘(K0) se

tiene que (9:9; -—gfg;)(s(K,e),b(K,e),K,e) no se anula en dicho conjunto. Como un

abierto de 3?es unión numerable de intervalos abiertos y el conjunto que se tiene es denso,

entonces es unión de intervalos abiertos adyacentes, i.e. C(e) = (0,00) —{ch-HZ! con

{a,-}‘¿’:luna sucesión creciente. Sea ahora D = {ej}J‘?f’__¡un conjunto denso numerable de

[0,min{1/K2,(m —mo)/(K2 —mo)}]. Luego U = C(eJ-)es denso en (0,00) y puede

afirmarse que (gig; —gfg;)(s(K,e),b(K,e),K,c) 7€0 si K E U y e G D. En consecuencia

el teorema de la función implícita permite afirmar que si K E U y e 6 D

¿una Z‘___9í35;- 15(¡(,¿)=Mi
dK 91’93." .059? de 9793 —959?
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d
—- > .de(K,e) _ 0 Sea K0 > 0 e

[6 =(0,min{1/K2,(m —-m0)/(K2 —mo)} —6] tal que si K E J = [Ko,oo) y e E 16

Para. e fijo, b(K,e) es creciente en K y por lo tanto,

entonces por el Corolario 1 y todos sus incisos, Im(s(K,€),b(K,6)) É F donde F es un

conjunto compacto de Sil x ÉR'l'. Entonces existe 61 > 0 tal que Epnz/Jz < K2 —61 si

(K,e) E (U F1J) ><(D ñ [6). Puede elegirse K0 = Ko(ó,ó¡) tal que

g;(s(K, e),b(K, e), ¡(,e) = ¡MK/(sur, e)b(K,e))) —End); > K2 —51/2 —K2 + 51 = ¿1/2

si (K6) E (U ñ [Ko,oo)) ><(Dn Ia). Luego gig; < 0, -9¡’95 < 0 y 9:93 —959? < 0 y por

lo tanto ¿b(K,e) > 0 si (K,e) e (U ñ [Ko,oo)) x (D ñ [6). Por el teorema de la función
implícita y las condiciones pedidas sobre 1/12esta derivada es continua y en consecuencia

HMK, e) es positiva sobre un abierto denso de D ñ [5 el cual como antes debe ser unión
de intervalos adyacentes,luego es creciente sobre cada intervalo. Por el Lema 3, b(K, e) es

función continua de (K, e) con lo cual resulta que b(K, e) es creciente en K E (0, oo) si e está

fijo en D y b(K,c) es creciente en e si e E [6 y K está fijo en U. Luego b(e) = b(K,e)
si K E U ñ [K0,oo) (los K son comunes a todo e). Como el límite puntual de funciones

crecientes es creciente entonces b(e) es creciente en 16. Como el análisis se repite para todo

6 > 0, resulta que b(€) es creciente en [O,min{1/K2,(m w m0)/(K2 —me)“. Para una 1,1);

general el resultado surge aplicando el Lema 6 c). l

Se ha encontrado entonces el máximo sesgo y el mismo ocurre con una contaminación

en el infinito. Ello sugeriría elegir para hacer mínimo a tal sesgo un estimador resultante

de una 1,122que penalice lo más posible a dicha contaminación. Luego el candidato sería

45(2) = m pues toda otra 1/vzsatisface que su supremo es estrictamente mayor que m.

Luego el candidato será el estimador de Tyler. Asimismo, Tyler (1987) señala que el esti

mador propuesto posee la propiedad “minimax siguiente: ¡minimizala varianza asintótica

entre todos los estimadores consistentes y asintóticamente normales en la clase de las dis

tribuciones elípticas.

TEOREMA 4. Si valen A2)-A7), entonces el estimador de Tyler bT(e) (solución de (1.5)

para 1/22E m) minimiza el máximo sesgo para M-estimadores de forma.

DEMOSTRACIÓN:Supóngase primeramente que 11v;satisface condiciones (A3) y (A4),

¡{22(3) = K2 para 1: 2 K0 y 11'2(:c) < K2 si :r, < K2. Además 1/)2se supondrá. diferen

ciablemente continua con derivada acotada estrictamente positiva en (0, K0). El Lema 5
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permite construir adecuadamente una función con tales características. Entonces en el

sistema (1.6) pueden obtenerse las derivadas de las funciones involucradas derivando bajo

el signo integral, donde las derivadas parciales respecto (le s, b y e existen y son continuas:
1- 1

gi’(s,b,e)= __--.6_/1|b; +bl/(m—l)v)) +bl/(m-l)v)¿Fo< 032

1- 1
gg¿b¿)=—níïï/4g(;(ï-tuflw*w))vflm4hun,<o

1-6 , 1 u m_ m m_
gï(31b36):m /1fi2 + 1)v)> “U- (m— ¿FoZ0
92(311’16):

1-6 , 1
(rn-1)st ft? (S

(1-5) m /ïl’2(m-l

gi("ibi6)= ¡(2_ /'J)2 +bl/(’"“1)v))dFo> 0s b

1 u bm/(m-l)v
e _ m _ _ _ l/(m V_V___V ___

92(31b16)_ /1/"2 (.g l b v)) u 4‘b:n/(m—l)v < 0

Como ocurre en el Lema 9 las desigualdades estrictas colocadas para gl’ y g; son válidas.

won-1)

b v )dFo+u _ ¡/(,n._¡)> m/(m-l) __ _ _—_( H’ v )(b 1’ (m 1)uu+bm/(m“1)v
1

3

E

/(m-l)
'f H l/(m—l) ïvbl

(b l b v)) —(u+——bml(m_l)v)2dFo 2 0

Sea.32(b,e) tal que 92(32(b,e),b, e) r m 1. Por el teorema de la función implícita resulta

que

gmc) z «gg/g;.vgame) = —g;/g;
Si (s(e), b(e)) denotan las soluciones (le (1.6), entonces el Lema 9 dice que 17(6)es monótona

creciente en E = (0, min {l/Kz, (m —«mo)/(K2 A111.0)})y por lo tanto es diferenciable salvo

un conjunto de medida de Lebesguc cero en dicho conjunto; sea E0 dicho conjunto. Como

51(6)= 32(b(c),e) resulta que s(c) es diferenciable pps y en consecuencia puede escribirse

para c E E0 el siguiente sistema de ecuaciones

a I b I t’
0 = 915 (e) 'I‘ glb (5) + 91

0 = 953'(6) + 935%) + 95

En caso que el determinante (le dicho sistema se anule al valuar en las soluciones, i.e.

(91’93- 9l95)(s(6), b(€), e) = 0 resultaría que

9i(3(6),b(f)»6) = ¿(6)gi(8(€),b(f),€) y 93(s(6),b(6),6) = A(€)9É(8(6),b(6),6)
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y reemplazando en el sistema anterior surge que

0 = 91’s'(6) + /\(€)9i’ '(6) 'I-9?

0 = 938%) + /\(6)95b'(6) -I-95

0 > —(K2 —Eng/h) = gf(s'(c) + /\(e)b'(e)) lo cual implica 3' + /\b' > 0

0 < —g; : g;(s'(e) + /\(e)b'(e)) lo cual implica .s' + Áb' < 0

Luego el determinante no se anula si e E E0 y por continuidad del determinante y de las

funciones involucradas resulta que no se anula si e E O = U [(E) y tal conjunto es abierto
¿GEO

(por ser unión de abiertos) y denso (pues E0 es denso). En consecuenciaO = (ai, a¿+¡)

donde {afizl es una sucesión estrictamente creciente en E. Aplicando nuevamente el

teorema de la función implícita surge que

b e _ b e 3 e a e

{(6) T __9,2,;‘71____í71_92_¿{(6) = M1952
9793 -- 959? 91’92 - 959?

Como b(c) es creciente, b'(c) Z 0 y gggï — gl’g; < 0 con lo cual resulta que

(gfgg ——gggi’)(s(c), b(e), e) < 0. Esto (lice que 43(6)es también creciente.

Tomando ahora la familia de funciones dv; r m2/¡2(Ep01/)2(cz'z))“' c Z l, el sistema

(1.6) resulta ser

CaIH(1—amm ( (u + vbl/(m-l))) _|_¿[(2 : EF"1/)2(Czlz)
1.25

1 ( )
8

3

bm/(m-l)

(17;+ vbl/(m_l))) ’L ‘ (m _1)EFO'J)2(CZ'Z)m-l)'
(1 - €)mEF01/)2(

Las soluciones de (1.25) se denotarán por (s(e, c), b(e, c)) (para c = 1, b(e, 1) = b(€)); si e está

fijo, dichas funciones son continuas como funciones de c (se chequea en la forma usual).

b(e,c) es creciente en e y razonando como se hizo para una 1p?general se llamará O(c)

al abierto denso donde b(e,c) es diferenciable (como función de e). Sea ahora {cn}?=l

un denso numerable en [1,oo), entonces O(cn) es denso y por lo tanto b(e,c.1)es

diferenciable en 0:1 O(q) V n. y en consecuencia puede asegurarse que

CX)

(gf'cngg_c" —gg'cv'gï_cn)(s(e,cn),b(e,cn),c) < 0 V cn y e E n O(cn)
n=l
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Fijando e, surge por el teorema dela. función implícita que existen abiertos V1(cn) y V2(cn)

en 3?tal que b(e, c) : V¡(cn) —>V2(cn) es diferenciablemente continua y su derivada resulta

d 9° 9’ - 9° 9’ c
d-b<«c>=———:'C2‘ Í" z" (1.26)

c gl,c92,c —g2,cgl,c

Como gg": = —(m —1)%Ep01/)2(cz'z) = (m. —1)g;"c el numerador de (1.26) resulta ser igual

a’gï,c(g;,c—(m_ como

C d I I

gl'c = -—¿Epnzj’2(cz z) < 0 y ademas

a a 1" e I 1 u l/(m-l) m/(m-l)
gzlc—(m—1)g¡'c: —W wz ;(¡+vb ) (—b v+(m—1)u)dF0

— 1

= "(m—b—)?'9i(5,b,€) S 0

se obtiene que %b(e,c) S O si c 6 V1(cn). Como UÏ=1 V¡(cn) es un abierto denso en

[1,00), entonces resulta ser de la forma U:¡(a¡, a.“ ¡)U [1,111 con lo cual b(e,c) es diferen

ciable salvo probablemente en {ai} y como es continua debe ser decreciente en c. Llámese

b. = b.(e) = Clin;b(e,c) z b(c,c). Obsérvescahora.que

a) üïs;p8(€,6) = oo o licinigfshm) z 0 pues caso contrario, si 0 < ligiunfskm) S
lim sup 3(e,c) < oo tras tomar limite surge que

C-‘w

1

K2 : (1 —-C)Ep01/)2 (——(¿a + vb.)) + ¿Kg < (1 —e)K2 + 61(25* w

y ello es absurdo. En caso que

b) liminf 3(e, c) = 0 resulta. queC-‘m

b;n/(m—l)v(1—e)mK2Epn—Ï =
u. + vb?” n l)

(m—

con lo cual b. = bT(e) y como b(e,c) es decreciente en c implica. que

b(c) < bT(c)

c) Si lim sup 3(e,c) = oo entonces
C-‘m

bm/(m-l)v

(1Me)mmoEi¡r0 : (m—1)K2
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y en caso de b, < bT(e) resultaría que

m/(m-—])
————bT("’) v s(m— UTEQ
u+vbT(6)m/(m-l) [(2

m

1< —-6)í2'moEF0

lo que diría que mo 2 K2 y en consecuencia

b(e) g b. S bT(e)

Entonces el sesgo del estimador de Tyler es menor que el obtenido para un M-estimador

si e E 0:] O(c,). Si co G O(C¿))cñ E, y b(eo) < bT(eo) resulta, por continuidad

de 17(6)y bT(e) que 17(6) < bT(e) V e E (eo —6,c+ 6) para algún 6 suficientemente

pequeño, pero como O(c,) es denso, O(ct) ñ (¿o—5,6 + 6) aé(Dy por lo ante

riormente visto no puede mejorarse el máximo sesgo. Por lo tanto b(e) 2 bT(e) V e E E.

El Lema 6 c) permite concluir que la solución (s(e), b(e)) para 1/)2satisface que (¡(6)=

“13110014”2 bT. .



4. ALGUNOS RESULTADOS COMPLEMENTARIOS.

4.1 Identificabilidad del modelo. .

Sea z un vector m-dimensional con distribución elipsoidal, i.e. z = Ax + to donde A

es una matriz no singular m, x m, to es un vector m-dimensional y x tiene distribución

esféricamente simétrica con densidad. Si V0 z: AA' y f0 es una función positiva, conocida,

decreciente en z entonces V0 = AA' y to son identificables, i.e. si Aoz + to tiene la

misma distribución de Alz + t] entonces AOAÉ,= AIA'l y to = t]. lgualando las funciones

características de ambas distribuciones se tendría que (Muirhead - 1982)

exp(—itto)1/'(t'A0A{,t): exp(—itt¡)1/)(t'A¡A'¡t)

Como 1,1)es una función real entonces exp(—it(t,, —-t¡ E 3?y por lo tanto to = t]. Entonces

para todo conjunto B G 9?“ medible y T 2 A;le se cumple que

j folllzllzllndz = / fo(IIzII°‘)ÍT(B)dz

o igualmente

j fo(llzll2)ÏBdZ= f ¡o(¡IzII2)ITn(B)dz

Como Vol(T"(B)) = Idet(T")IVol(B) al tomar límite para n tendiendo a infinito resulta

que Idet(T)I = 1 y por lo tanto Vol(T(B)) : Vol(B) para todo B. Además

j fo(lIzII2)Indz= j fo(||z|I2)ÍT(n)nndz + j fo(llzll2)ÍT(B)nB=dZ=

f f0(“zll2)IT(B)anz + f 10(IIzII2)I(T(B))=anz

SeaBo...= B(0,r) z < r}. EntoncesVol(T(Bo’,)ñ BSJ) = Vol((T(B0_..))cñ Bolr).

En C350que T(B0.r) m B3..- 3'40a ff0(llzll2)IT(Bo_,)nt__dz < ffolllzll2)I(T(Bo..))°nBO.,dz

pero eso contradice la igualdad conseguida. Luego resulta que T(B0I¡.) = Bol, para

cualquier B0_¡.. En consecuencia T(B0l.. —Bolrl) = Boi, —Bow: para todo r > r' y por

lo tanto T(S"‘-l) : 5m"l si 5m"l es la esfera (m —1)-dimensional en ÉR'". Luego T es

ortogonal, y en consecuencia el parámetro es identificable.
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4.2 Unicidad del estimador de Tyler en el entorno Ji.

LEMA. Sea F E fe. Si M(F1) : M(l‘2) entonces F1 = cl‘z con c > O.

DEMOSTRACIÓN:Basta suponer que F2 = I. Sea /\¡ el máximo autovalor de F1 y P1 su

proyección asociada. Entonces P1M(l‘1) = P¡M(I). En especial

1/2 ,

P1M(F¡) = 7nEpÏlPI—1zzüz Fz

P¡M(I) —"¡Er-,13J I7

‘ ‘ t! P I I I
tl'(P11VI(I1)): "1'71[91"¿(‘7L‘7’zj'= "171EFZ 17z l z z'l‘z

t l l .'
tr(P1M(I)): mE'p -—'mfar-7PIEz z z’z

Por lo tanto
z'Plz z'Plz

EF"';;'* Z 771,7]EF’rm'

Sean 71 = = 7h. Si EBdenota la suma directa de subespacios, sea C = (Im(P¡) 69. . . (B

Im(PJ-¡)°. Supóngase que C 7€V).C ñ sop(F) 7€(0pues Fo tiene distribución elíptica, y por

el mismo motivo

c n sop(F) n (Nu(P¡))C e w (4.2)

Si z e C entonces ('ylr1 z'l‘z < z'z. Luego para preservar la igualdad (4.1), si z e

C ñ sop(F), entonces z'Plz : 0 y por lo tanto z E Nu(P¡). Luego C ñ sop(F) g Nu(P1).

Pero ello contradice (4.2). Luego C = 0, o sea jl z m y por lo tanto F = cI. l

Este lema permite entonces deducir la unicidad de la solución de las ecuaciones de

Tyler en caso de fijar la. condición tr(I‘) = m o det(Ï‘) = 1.

4.3 Existencia del estimador de Tyler en el entorno .7-"6.

Para ver la existencia (le soluciones para el estimador de Tyler en el entorno de e

contaminación, la prueba sigue muy cercamente a la demostración de existencia de solu

ciones para distribuciones empíricas que se muestra en Tyler (1987).

Sea el proceso iterativo Mk : M(l‘k) = m'ECkZZIC'k/ZIFICZIRHI_{0}(Z)donde m' =

m/P(z 7É0), Ph = CkC',ey Ph,“ z C'kMFCk/trflïMÏ). Sea Hk una matriz ortogonal

tal que M¡:1/2C¡c = Hka_¡_¡/(tr(FkM;l)1/2. Sea Á¡_k= /\(¡)(Mk) el máximo autovalor
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de Mk y An“: = /\(,,,)(Mk) el mínimo autovalor de Mk. Para definir bien el proceso es nece

sario tener una matriz inicial tal que Ml sea inversible. Entonces tomando F1 = I se tiene

que si la invertibilidad no se cumple entonces existe zo tal que EIz'zolz/(z'z)IRm_{o}(z) =

Ezazz'zo/(z'zflam <{0}(z) r 0 con lo cual EF()IZI20|2/(Z,Z)Ig¡m_{0}(Z)= 0 y F0(z'z0 =

0) = 1 pero F0 tiene densidad y ello es absurdo. Por lo tanto va a existir M: para todo lc.

Si G1 denota la contaminación usada, entonces M1 z (1 —e)(m'/m)I + emEGlzz'/(z'z) Z

(1- e)I. Por lo tanto Ann]2 m/(m +1).

LEMA. La sucesión de autovalores máximos A“, es decreciente y la sucesión de autoval

ores mínimos Am'k es creciente. Además ÁmIkS 1 5 A“: para todo k.

DEMOSTRACIÓN:

I = m.'EM;]thzz'CiM;l/z/Z'rkZIR'" -{°}(z)

= m'E (Hka4-IZZ,C,IC+IHI’C/zlrk+.lz)(zlri/ZM;1F;/ZZ/zlrk2) ¡am-{0}“)

= mIE (chk+lzzvcsc+lH’k/zrk+lz) (z'I‘i/ZM;1Fl/7z/z'PkZ) IR"'—{0}(Z)

= m'E<Hka+1z/nck+lzu) (chknz/ ¡CH.zu)' (z'FL’ZMEFL/zz/z'nz)Immtonz)

E (MZ+1)I(¡Fic/2M:I'L/zz/z'lïcz)

donde EM:+1 tiene los mismos autovalores (aunque distintos autovectores) que M1,“.
Como

ziI‘l/ZM;1P1/2z _l m] I zlrl/ZM;1F1/2z _1i355 Z“Wi:)=MW“y¿2% =MW“
resulta que

—l —1 —1 —1

"1.kEMZ+l Z A(|)(Mk)EMZ-I-l Í I 5 A(m)(Mk)EMz+1 = ArnJcEMloe-tl

La primer desigualdad dice que Al'k 2 /\¡_k+¡ y la segunda desigualdad que Am'k S Ám'H 1,

o sea que la sucesión (le autovalores máximos es decreciente y la sucesión de autovalores

minimos es creciente. Además trE(MZ) z m. con lo cual Ám'k S 1 _<_A“, para todo ¡c y

por lo tanto vale el resultado deseado. I
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TEOREMA. Si e < 1/(m+ 1) entonces el estimador de Tyler existe para toda distribución

en el entorno de contaminación ft.

DEMOSTRACIÓN: tr(I‘J-) r 1, entonces existe una subsucesión I‘j = 11k, —>l" = C'C,

una matriz simétrica definida positiva o semidefinida positiva. Fj puede elegirse para que

CJ-z/(z'r'J-z)”2 —>0(z) si z E Nu(F). Para ello se elige la subsucesión para converger

en la base de Nu(I‘) y por lo tanto converge en todo el subespacio. Luego si {z.-}f=l

denota una base de N11(F)y z = 25:1a¡(z)z,- entonces 9(z) = EL] b¿(z)0(Z¡) donde

b¿(z) = a¡(z)/H 25:] a.¿(z)0(z,-)“. Luego la función 0(z) es continua en Nu(F) —

Entonces la subsucesión Mj converge a

, sz'C' .
M Z m E-—7—'Ï-‘;--[(N“(r))r 'I' m'E0(Z)0(Z)IINu(p)_{0}

que es una matriz no singular por el resultado del lema anterior. Si Fi.“ = 1"ij entonces

esta sucesión converge a I‘o = C’M“lC/t.r(M_1F) = CBCO y por lo tanto Nu(P) =
—1 —1 2 ., .

Nu(I‘o). Como CHle / Cj = HJ-es una sucesnonde matrices ortogonales convergente

a una matriz ortogonal H, entonces la sucesión Mi“ = MkJ+1 converge a

M0 = m'ECSZZICOImuU‘W -I-mIEÓ(Z)ÓI(Z)INu(I‘)_{0}

donde Mz) = HM'1/20(z)/(0(z)'M”l0(z))]/2. El lema previo asegura que M y M0

poseen los mismos autovalores pues la sucesión de autovalores son convergentes. Sean

/\¡ y Am el mayor y menor autovalor de ambas matrices. Sean P y P0 las proyecciones

asociadas con el autovalor máximo de M y M0 respectivamente, y sean r = rango(P)

y r0 = rango(Po). Siempre puede asumirse que r0 Z r, pues si la condición no vale

entonces en vez de considerarse el par (I‘j, l‘j ¡ 1) puede tomarse (FJ-+1,Fi“) o en general

(FJ-H,Fj+¡+¡). Si r¿ denota el rango de la proyección correspondiente al máximo autovalor

para la sucesión FJ-“- entonces no puede ocurrir permanentemente que ri < ri.“ para todo

i (n- g m).

I = m'E——————— ¡(wm I m'EM_1/20(z)0(z)'M’1/21Nu(p)__{0} (4.3)

o equivalentemente

l l I M-—ICI

IZAÍIMO V'Vm,ECozzCo (ZC z»
-l

z,“ - A1 )¡(Nu(r))"+

"II'EÓ(Z)<ÍJ(Z)'(0(Z)'-M"119(2)r A¡”Mmm-{0} (4-4)

Z'roz

47



Al pre y posmultiplicar en la última igualdad por Po y dado que que Á‘IPOMOPO = P0,

resulta. que

0 zm'E PoCozz'CBPo z'CM"C'z _1
zToz —/\1 ¡(Nu(r))c+

m'E (P045(z)43(z)'P0(0(z)'M_10(z) —Af‘) ¡Nu(r,_{o}

z' Fz

Como 0(z)'0(z) : 1 entonces €(z)'M’10(z) —A1” 2 0 y el mismo razonamiento vale para

decir que ((z'CM‘lC'z/z'rz) —-ATI) Z 0 por lo que ambas sumandos definen matrices

no negativas definidas y debe entonces ocurrir que POH'M_1/2Cz = 0 o PCz = 0 si

z E (Nu(F))° y que POH'M”1/29(z) : 0 o P0(z) = 0(z) si z G Nu([‘) — Esta

conclusión sugiere premultiplicar ambos miembros de (4.3) por POH' y posmultiplicar por

I- P con lo cual el miembro derecho se anula y resulta POH'(I— P) = 0 o equivalentemente

HPOH' = HPOH'P. Que P = HPOH' resulta del hecho más general siguiente: si se tienen

dos proyecciones ortogonales P1 y P2 tal que P1P; : P1 y rg(P2) Z rg(P1) entonces

P2 = P1. Para ver esto nótese que si z E Nu(P2) entonces z G Nu(P¡) y por lo tanto

Num) c Nu(P1)y Im(P1)QIm(P2). Luegorg(P2) = rg(P1),Im(P1)=Im(P2)y P =

HPOH'. A partir de esto se puede inferir que Vz E (Nu(I"))c se cumple que PM'I/2 Cz = 0

o PCz = Cz o equivalentemente PCz = 0 o PCz = Cz, y V z E Nu([‘) —{0} se tiene

igualmente que P0(z) = 0 o P0(z) r: 0(z). Nótese asimismo que, dado zo e 5"“), W un

subespacio de 3T" tal que {0} g; W Q SW",y h(z) : W —{0} —sSm‘l una función continua

entonces

m'Ez3h(z)h(z)'zoÍw_{0} < 1 (4.5)

puesto que mP(W —«{0})/P(z 760) mc/(l —-e). La última. cota es creciente en e y por

lo tanto puede decirse que es menor que valuar en 1/(m + 1) obteniéndose así el valor 1 y

resultando la desigualdad deseada.

A) Si dim(Nu(F)) : m. 1 entonces 3?“ -»—Nn(l‘) tiene dos componentes conexas (para

dimensión m = 2 es el único caso a tratar). Entonces I‘ : tt' donde t E 3?“ y z 1.

Luego

M z m'tt'P(Nu(F))c) + em'E0(z)0(z)'INu(p)_{0} (4.6)

Como 0(z) : Nu(I‘) —{0} —+5""l es continua y Nu(I‘) m{0} es conexo entonces d1)0(z) E

Nu(P)V z e Nu(l‘) {0} o d2)0(_z)E lm(P)V z E Nu(I‘) — Luego, si ocurre la
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primer situación al componer en (4.6) con P surge que

AlP = m'P((Nu(I‘))c)Pttl (4.7)

por lo cual Pt 9€ 0 o sea que t no pertenece a Nu(P). Si zo denota cualquier vector

en Nu(P) entonces 0 = 7n'P((N11(F))‘)Ptt'z0 lo que dice que t E Im(P). Luego t es

un autovector asociado al máximo autovalor A] y por lo tanto A1 = m'P((Nu(l"))‘) 2

m/P(z 0)(1- e) > m(m/(m >171)) > m. -—1. Luego (m —1))", < m —-m(m/(m+1)) o

Am < (m/(m -}-1))1/(m l) lo cual contradice la suposición sobre el Am inicial. Por lo

tanto, entonces podria estar ocurriendo que Nu(P) = {O}con lo cual P = M = I, pero

esto junto a (4.7) es absurdo.

Luego resta la posibilidad que 0(z) G lin(P)V z E Nu(I‘) — Como recién sea zo

cualquier vector en Nu(P). Luego Mzo r m'I’((Nu(I‘))C)t'zot con lo cual t'zo 7É0 V zo E

Nu(P). Por lo tanto 0 = PMzo = m'P((Nu(I‘))‘)t'z0Pt y t E Nu(P). Consecuentemente

Mt = m'P((Nu(F))°)t y es entonces un autovector asociado con el máximo autovalor. Pero

eso contradice que t e Nu(P), y sólo cabría que P = M = I, pero en ese caso tomando

un zo E 5m" tal que t’zo = 0 se contradice (4.5). Luego F debe ser inversible, y entonces

PCz = 0 o PCz = z V z G 3?“ -— Por un argumento de conexión y continuidad

Cz E Nu(P) o Cz E lm(P), pero ello es absurdo si ambos son subespacios propios de Rm

pues rg(C) = m. Por lo tanto sólo puede ser Nu(P) = {O}y por lo tanto M = I. Luego

cualquier otra subsucesión convergentc converge a una matriz inversible y por unicidad

difiere de I‘ por una constante inultiplicativa, pero como la traza es 1 entonces Fk —>I‘

satisfaciendo M(F) = I.

B) Si 1 < dim(Nu(l‘)) < m. —»1 entonces 3?“ w Nu(P) es conexo y como PC es continua.

entonces ocurre sólo una de las dos situaciones siguientes en (Nu(P))C: c1)PC = 0 0

c2)PC = C. Por el mismo argumento sólo puede ocurrir dl) o d2) si z G Nu(P) —

Si ocurren c1) y dl) resulta P = 0 y es absurdo. c2) y dl) dicen al componer en (4.4)

con P y tomar traza que /\¡1‘: mP((Nu(I‘))°)/P(z 9€0). Sir = m. entonces /\¡ < 1, y si

7-5 m — 1 surge que

A] 2 m(1— e)/r Z mz/((m ——1)(m +1)) y entonces Am S mz/((m —l)2(m +1)) (4.8)

pero eso contradice la suposición inicial del primer paso de la iteración pues m/(m + 1) Z

mz/((m —1)2(m. + 1)) si m. 2 3. Si ocurre c1) y d2) entonces por (4.5) resultaría que
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A] < 1. c2) y d2) juntos dicen que si zo e Nu(P) entonces Mzo = 0 y luego M = P = I.

Nuevamente se toma un zo E Nu(P) ñ 5"“1 y entonces se contradice (4.5). La conclusión

sigue como en A).

C) Si dim(Nu(I‘)) = 1 entonces E0(z)0(z)'lNu(p)_{o}= 0(z1)0(z1)'P(Nu(F) — donde

z] es el generador de Nu(I‘). Luego si ocurre c1) nuevamente se llega a una contradicción

por (4.5). Luego ocurre c2) y si existe zo e Nu(P) entonces Mzo = 0(zl)0(z¡)'z0 7€0. Al

aplicar P resulta. que P(0(z¡ = 0 y entonces al componer P con M surge una conclusión

como en (4.8). Luego sólo queda que M : I y todo sigue como en A) y B). l

NOTA 11: Para contaminaciones en A se puede mostrar la existencia de soluciones si y

sólo si e < l/m.
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