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Resumen

En este trabajo estudiaremos las teorias de campo de orden superior, haciendo énfasis
cen ¢l tratamiento de los modos complejos (grados de libertad asociados a parametros
complejos de masa).

I’n el primer capitulo mostramos la relacién de los modos complejos y las Leorias
de métrica indefinida; también veremos que estos modos aparecen de manera natu-
ral cuando se extiende el modelo supersimétrico de Wess-Zumino a un espacio de
dimensidén mayor a cuatro. .

Iin el segundo capitulo presentaremos los métodos lagrangianos para campos que
obedecen ecuaciones de orden superior. Usando el teorema de Néether construire-
mos los tensores canédnicos, en particular obtendremos el hamiltoniano (magnitud
conservada por la simetria ante traslaciones temporales).

Para estudiar las caracteristicas escenciales del tratamiento de los modos com-
plejos, consideraremos en el tercer capitulo un modelo de orden superior en el cual
intervienen un modo de masa real y un par de modos complejos conjugados. El
requerimiento de que a nivel cuantico el hamiltoniano genere las traslaciones tempo-
rales del sistema nos llevara al algebra de conmutadores para los cocficientes en el
desarrollo de Fourier de los cainpos. La representacién para los operadores correspon-
dientes a los modos complejos, a diferencia del caso habitual de masa real (donde la
representacion es holomorfa), se asemeja a la de los operadores candnicos de posicion
e impulso, actuando sobre funciones de z y z. Obtendremos entonces una repre-
sentacion para el operador de energia-momento lo cual nos permitira representar al
vacio y calcular los valores de expectacién de los distintos productos de operadores
de campo. En particular, el propagador para los modos complejos resultara mitad
avanzado y mitad retardado.

En el cuarto capitulo calcularemos la auto-energia a segundo orden para el modelo



anteriormente descrito (con una auto-interaccién A@3). Para ello representaremos a los
distintos propagadores por medio de funcionales analiticas y obtendremos la expresion
para la convolucién de dos funcionales analiticas definidas por caminos de integracion
generales. Mostrareinos entonces que el diagrama de auto-energia es compatible con
unitariedad y la eliminacion de los modos complejos del espacio asintético.
I'inalmente, en el quinto capitulo estudiaremos algunas propiedades de la auto-
encrgia a segundo orden. Siendo la teoria relativista y el vacio invariante de Lorentz,
las amplitudes de probabilidad para los distintos procesos deben ser invariantes de
Lorentz; verificaremos entonces que la auto-energia calculada es invariante de Lorentz.
Ademas, veremos que los modos complejos actian como reguladores pues mejoran el

comportamiento ultravioleta de la auto-energia debida sélo al modo real.
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Introduccion

El tratamiento de las divergencias en Teoria Cuantica de Campos ha sido siempre un
desafio y varias propuestas han sido presentadas a un nivel fundamental.

Los reguladores de Pauli-Villars relacionados a campos verdaderos, como fue pro-
puesto por Lee y Wick [1] fue uno de los primeros intentos en esa direccion.

Iin la actualidad este tipo de ideas cobra interés en Gravedad Cuantica (Boul-
ware (2], Boulware y Gross [3]), donde el cilculo perturbativo (aplicado a la accion
usual) lleva a divergencias proporcionales a distintas potencias del tensor curvatura
[1]. Esto implica que las divergencias no pueden ser removidas por una redefinicién
(renormalizacién) de los términos en la accion original. Tendremos entonces una se-
cuencia infinita de contratérminos cada uno con una parte finita que no puede ser
determinada por la teoria sino que deberia obtenerse con observaciones. Una teoria
que tiene infinitos parametros a determinar por observaciones carece de valor pues no
ticne poder predictivo (no renormalizabilidad). En ciertas teorias, si se toma como
punto de partida (a un nivel fundamental) un lagrangiano con términos cuadraticos
cn la curvatura (ver [5]), se obtienen divergencias que también son cuadraticas en la
curvatura y por lo tanto pucden ser removidas por renormalizacién [6]. La dificultad
basica en estas Leorias es que las ecuaciones de movimiento son de cuarto orden. Es

bicn sabido que las ecuaciones de orden superior presentan en general propiedades



que parecen no ser adecuadas desde un punto de vista fisico (ver sin embargo ref. 7],
para ¢l caso de una dimensién relevante). Clasicamente las teorias de orden superior
son inestables debido a que el hamiltoniano (magnitud conservada por invariancia
temporal) no esta acotado por debajo. Cuanticamente, al igual que en la propuesta
de Lee y Wick, el comportamiento ultravioleta de los propagadores (mejor que p~?)
implica la existencia de métricas indefinidas. Ahora la inestabilidad reaparcce pues
las correcciones cuanticas por la interaccion llevan en general a la aparicién de polos
complejos conjugados en la hoja fisica de los propagadores (modos exponenciales).
Por lo tanto, el problema a resolver en este tipo de teorias es el de asegurar la esta-
bilidad.

Para tencr estabilidad, la teoria debe ser tal que podamos eliminar del espacio
asintotico los grados de libertad correspondicntes a los modos complejos. Ls claro que
esto no se puede hacer de palabra. Si empezaimos con particulas fisicas la interaccion
podria crear modos exponenciales “conjugados” y por lo tanto la teoria restringida
al espacio de particulas normales seria no unitaria.

Con el fin de eliminar los modos complejos, Cutkosky, Landshoff, Olive y Polk-
inghorn [8] y también Lee y Wick [9] adoptaron prescripciones definidas para modificar
los diagramas de Feynman y asi lograr la unitariedad. En este respecto, Boulware y
Gross mostraron que estos diagramas modificados no pueden ser interpretados como
clementos de matriz de productos de operadores [3].

Iin la referencia [10], Nakanishi estudié el tratamiento de los modos complejos, por
medio de una teoria local de campos, incluyendo masas complejas en un lagrangiano
de segundo orden. En ese trabajo fue implementado un conjunto de prescripciones
de Lee-Wick sobre la matriz S tomando la continuacion analitica de los propagadores
de Feynman sobre las inasas complejas. Sin embargo, tales prescripciones no llevan
a amplitudes invariantes de Lorentz, como fue mostrado por Nakanishi [l1] y por

Gleeson, Moore, Rechenberg y Sudarshan {12].
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Los modos complecjos también pueden estudiarse en tecorias de orden superior,
las cuales en general dan lugar a masas complejas a nivel del lagrangiano. Si uno
considera un polinomio en el operador de D’Alambert P(D), el lagrangiano, £ =

%qﬁ'P(D)g‘b lleva a la ecuacion
P(0)$ =0 (0.1)

L.a descomposicién de (0.1) en factores de Klein-Gordon muestra que tenemos “masas”
que son de la forma e***m?. Como el lagrangiano debe ser real, las raices comple-
jas en P(0) ocurren en pares complejos conjugados. Un ejemplo aparece en una
_gencralizacion natural del modelo supersimétrico de Wess-Zumino a espacios de di-
mension mayor a cuatro (ref. [13]). En este modelo, los campos libres componentes

del supercampo obedecen una ecuacion generalizada de Klein-Gordon de la forma:
(0" -m™)¢ =0 (0.2)
Para n = | tenemos la ecuacion usual de Klein-Gordon. Para n = 2 tenemos:
(07 — m*)$ = (O - m?)(D + m?)$ = 0 (0.3)

cuyas soluciones representan una particula normal y un taquiéon. La cuantificacion
del campo del taquidn para k2 < m? ha sido estudiada en la ref. [17). La ecuacién
(0.3) ha sido analizada en las referencias [18] y {19]. Para n = 4 podemos escribir a

la ecuacién (0.2) segun:
(0% = m#)g = (0 = m*)(@ + m*)g = 0 (04)
Uno de los factores es el operador diferencial de la ecuacién (0.3). El otro factor es
0% + m* = (O — im?)(0 + im?) (0.5)

¢l cual contiene dos masas complejas, con fases a = 5 . En este punto es conveniente

advertir acerca del significado del término “masa compleja”. En realidad, e es
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una solucion de la ecuacion (0.1) cuando ky = :i:(E 24 e“"mfﬁ Sin embargo,
veremos en cste trabajo que esla exponencial no es una verdadera excitacion del
campo, y cn particular no sera cierto (para a, # 0) que £ = hky y p = hk. Fl
hamiltoniano sera hermitico y el espectro de H sera real y continuo: —oo < F <
+00. Fn otras palabras, para masas complejas no existen estados del campo de tipo
particula similares a las excitaciones de un campo de particulas normales. Es decir,
que con “masa compleja” nos referiremos a un modo efectivo asociado con un polo
cn la primera hoja de Riemann o a un parametro que aparece al factorizar ciertos
lagrangianos de orden supecrior.

15l tratamiento de estos modos complejos sera bien distinto del tratamiento que
s¢ hace de las resonancias, las cuales estan asociadas con polos en la segunda hoja
de Ricmann. Las resonancias son basicamente particulas inestables. Cuando la in-
teraccion que produce el decaimiento de la resonancia se apaga debemos obtener
una particula estable. Por lo tanto toda descripcién (por ej. por medio de espacios
de Hilbert equipados) de los estados resonantes (definicion del vacio, operadores de
creacion, propagadores) debe ser de tipo particula (ver por ej. ref. [20]). Es de-
cir que el tratamiento de las resonancias debe ser una “prolongacién analitica” del
tratamiento de las particulas estables.

I'n este trabajo encararemos el estudio de los modos complejos en el marco de
una teoria local de campos (de orden superior) con parametros complejos de masa.
Seguiremos un procedimiento natural de cuantificacién para los distintos grados de
libertad del campo, que llevara a propiedades de analiticidad que mas adelante des-
cribiremos. Quedara claro que estas propiedades estan relacionadas con la posibilidad
de eliminar a los modos complejos del espacio asintético, requerimento que no tiene
correlato en el caso de las resonancias. En este dltimo caso, la inestabilidad significa
simplemente que una resonancia puede decacr en otras particulas, mientras que para

los modos complejos la inestabilidad significaria un comportamiento “exponencial”
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no fisico.

I’n el lenguaje de la teoria local de campos, el requerimiento de estabilidad se
pucde enunciar pidiendo que los modos complejos sélo aparezcan en estados virtuales.
(‘omo vimos, esto se podra hacer consistentemente si la teoria definida sobre ¢l espacio
asintStico de particulas normales es unitaria. La posibilidad de unitariedad dependera
de la forma en la cual los modos complejos son propagados. Esta propagacion deberia
“confinar” a los modos comnplejos en estados virtuales.

Ion el procedimiento de cuantificaciéon que seguiremos nos encontrarenios con que
cl propagador para los campos con parametros complejos de masa resulta ser mitad
rctardado y mitad avanzado (ver ref. [21]). Wheeler y Feynman introdujeron ecste
tipo de funcién de Green para tratar a la radiacion electromagnética en un absorvente
“completo” [22](23]. En esta situacién un “fotén” una vez emitido tiene que ser
absorvido y no hay lugar para la particula asintética y libre. Correspondientemente,
cl “propagador de Wheeler” (mitad retardado y mitad avanzado) no tiene el efecto
de particula libre del polo y no se producira ningun estado asintético pues la parte
absortiva de la funcion de Green “valor principal” es cero. Esto significa que la
unitariedad se satisfara automaticamente a nivel arbol.

Para ver las propiedades escenciales de la cuantificacién, consideraremos un sis-
tema simple donde un campo escalar tiene asociado un lagrangiano de orden superior
con una masa real y dos parametros de masa complejos conjugados. Estudiaremos
entonces la auto-energia de la particula normal a segundo orden. Este cdlculo im-
plica que hay que convolucionar propagadores pues como veremos los valores medios
de vacio del producto de operadores de campo contienen los términos usuales del
teorema de Wick. Sera conveniente representar a los propagadores por medio de fun-
cionales analiticas que aprenderemos a convolucionar. Este cdlculo mostrard que la
unilariedad se verifica en el segundo orden de perturbaciones pues la parte absortiva

de la auto-energia no dependera de los parametros complejos de masa. El vacio con el
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cual formulamos la teoria cs el unico estado invariante de Lorentz, por lo tanto los re-
sultados que obtendrenios también deberan serlo. Verificaremos entonces, para el caso
de la auto-energia, que la amplitud obtenida es invariante de Lorentz. IFinalmente
notaremos que los modos complejos actian como reguladores de la contribucién a la
autlo-cnergia que proviene del sector de particula normal. En particular esta mejora

del comportamiento ultravioleta lleva en 4 dimensiones a una auto-energia finita (ver

ref. [24]).



Capitulo 1

Modelos con Parametros

Complejos de Masa

Fn este capitulo motivaremos ¢l estudio de los modelos con parametros complejos
de masa a nivel del lagrangiano. En primer lugar mostraremos la relacion entre los
modos complejos y las teorias de métrica indefinida; luego presentaremos el modelo

supersimétrico de Wess-Zumino en dimension superior.

1.1 Modelos Efectivos

Counsideremos una teoria para un modo escalar donde el propagador iG(p) viene dado

por

—1A2 1 1
2( 2 I U R 2 (1.1)
P2(p? — A?) N
—2

donde p? = p2—p? . Estetipo de propagador es de interés debido a su comportamiento

ultravioleta mejor que p~2.
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Las dificultades aparecen si intentamos asociar este propagador con campos [unda-

mentales. Supongamos que la prescripcion para esquivar a los polos es la de Feynman:

1 1
] - 1.2
1 (])2+i€ ])2—A2+i(.) (1-2)

[\n este caso, en ambos modos, propagaremos energias positivas hacia el futuro y

negativas hacia el pasado. Por lo tanto, siguiendo la interpretacién de Stuckelberg-
Feynman, el espacio de estados tendrd energias positivas. Sin embargo la métrica
de este espacio debera ser indefinida: Como veremos mas adelante, si la métrica del
espacio fuese definida positiva, usando el teorema dptico deberiamos obtener que la

parte absortiva del propagador tiene un signo definido. Pero, teniendo en cuenta que

L py—ins(2)

z+ € z

donde P es la prescripcion valor principal, resulta de (1.2):
—~Imi(1.2) = —nb(p?) + 76(p* — A?) (1.3)

Vemos entonces que el modo de masa A% y el modo de masa nula contribuyen con
signos opuestos. Para ver con claridad la relacion entre estas propiedades y la métrica
del espacio de estados, consideremos un espacio de Hilbert de métrica indefinida y
finitos grados de libertad. Tomemos a los vectores |i) como base de este espacio.

Iintonces podemos representar a un vector |z) segiin:
|z) = zili)
El producto escalar entre dos estados |y) y |z) puede escribirse
(zly) = Tin“y; = z'ny

donde la métrica 7% es una matriz hermitica (nt = n). Un operador sobre este espacio
I

de 1lilbert se representa por una matriz A;7:

Alz) = Aiiz;li) (1.4)
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s decir que ¢l vector A|z) tiene componentes Ax. Un operador A* se dice adjunto
de A sioverifica la propiedad

-

(x| Aly) = (y|A*]z) (1.5)

con lo cual la representacion A* de A" resulta
A" =n"1Aly (1.6)

donde At es la matriz traspuesta conjugada de A. Por lo tanto la matriz asociada
a un operador autoadjunto (A* = A) verifica nA = A'n. De (1.5) notamos ademas
que los valores de expectacién (z|Alz) de un operador autoadjunto son reales. Si U7
es un operador que preserva la métrica (pseudounitario), entonces su representacion

maltricial U debe cumplir con la propiedad:
UWUy = zlpy  es decir, U'gU =19 (1.7)

o, usando (1.6), queda en términos de operadores U*U = I. Notamos que un opera-
dor pscudounitario se puede escribir de la forma U= ei'i, donde A es un operador
autoadjunto. Segin vimos, para que un operador tenga valores de expectacion reales
debe ser autoadjunto; por lo tanto en una teoria de métrica indefinida. el operador
Hlamiltoniano 1 deberd ser autoadjunto y en concecuencia el operador formal de
dispersion
S = Texpi/ dt Hine (1.8)
sera pscudounitario:
S*S =1 (1.9)

Veamos cual es la generalizacion del teorema 6ptico que se obtiene a partir de la

relacion (1.9). Con este fin escribimos § = I 4+ T con lo cual obtenemos

" +T7=-1"T (1.10)
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Si consideramos el caso de dispersion hacia adelante para el estado |x), obtenemos

(z|T|z) + (z|1"|z) = — (&) "T|z) (1.11)

Consideremos ahora por simplicidad el caso en que tenemos dos tipos de vectores en

la base; los |7, 4) y los |k, =), con la propiedad:
(71+|]a+) =5ij (k,—l?‘,—)=—6k, (112)

(y los productos cruzados nulos). Es decir que los vectores |k, —) tienen la métrica
cambiada respecto a los |i,+). [s inmediato verificar que la identidad sc puede
escribir segin

F= "l )+ = ) Ik, =)k, -] (1.13)
' k

Insertando esta identidad en (1.11) obtenemos

oTm (| T|r) = = (i, +|TI0) P+ ) |(k, =|T)x)? (1.14)
i k

(‘onsideremos por ejemplo una teoria A@'. A nivel arbol, la dispersion hacia adelante
esta dada por el propagador con un factor negativo que viene por tener un 2 en cada
vértice, Por lo tanto, comparando (1.3) y (1.14) vemos, como habiamos adelantado,
que el modo de masa cero corresponde a una métrica positiva, mientras que el modo
de masa A corresponde a una métrica negativa. Iis claro que un modelo con métrica
indefinida donde haya un acoplamiento no trivial entre sus modos no puede ser in-
terpretado en término de probabilidades. Por lo tanto, para que tales modelos sean
aceplables es necesario agregar requerimientos fisicos. Lee y Wick impusieron como
reqirerimiento que los modos de métrica negativa esten degenerados con estados de
métrica positiva que estén en el continuo. Esto significa que los modos de métrica
negativa pasarian via la interaceion a modos de métrica positiva. Para estudiar las

concecuencias de este requerimiento tomemos un caso un poco mas general que el
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dado en (1.2) donde (ademds de otros modos) tenemos un modo de masa my v un

modo de masa m; cuyos propagadores en ausencia de interacciones son

1 1

iGy =i y  iGy= i (1.15)

p? — m? + i€ p? —m3 + ie
con lo cual el modo m; es de métrica positiva mientras que el m, es de métrica nega-
tiva. Iin presencia de inleracciones los propagadores tendran correcciones cuanticas.

Si ¥1(p?) y £2(p?) son la amplitud irreducible de una particula para un modo m, y

un modo mj respectivamente, tenemos que los propagadores completos son:

iAI(P2) =1G) +1G, 111G, +1G1 £,1G 111Gy + ...

: |
=9TTe
|
=1 . 1.16
zp2 —m? +ic—1%, (1.16)
y similarmente
iAz(pz) =1Gy +1G2 321Gy +1G1 E21G 916G + ...
. 1
=T,
|
= — (1.17)

p?—mi+ie+1%,

Antes de analizar los efectos de las correcciones cuanticas necesitamos discutir
algunas propiedades acerca de la estructura de analiticidad de las amplitudes. Las
amplitudes £, (p?) y Eo(p?) seran funciones analiticas de p2 En el marco de una teoria
local de camipos, estas amplitudes podran calcularse y la estructura de analiticidad
quedara determinada. Fsto significa que los corles de estas funciones no podran ser
cualesquicra sino que estaran sobre el eje real (las particulas virtuales tienen momento
real) en los valores p? para los cuales hay un continuo de estados conectados con el
modo en cuestion. Liste corle define lo que se llama la primera lioja de Riemann

(hoja fisica) de la amplitud. Fl valor de la funcién en el corte no esta definido, si
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en cambio esta bien definida la prolongacion analitica desde arriba del corte y desde
abajo del corte. La teoria de campos también nos dice de que lado hay que considerar
a la amplitud: La prescripcién +ie que hay en cada propagador libre lleva a que las
amplitudes se obtienen de £, (p? +1ic) y Za(p? +1¢) (p? real), es decir que las funciones
respectivas deben “verse” viniendo desde la hoja fisica por arriba. Una propiedad
importante es que la discontinuidad en el corte de las ¥ resulta ser el doble de la
parte imaginaria de las :5(p? +i¢) (es decir que hay corte sélo si hay parte imaginaria

de 7¥). Por lo tantlo, resulta para la determinacién en la hoja fisica de X:
Imi%(p® —ie) = —ImiX(p® + ie) (1.18)

listas partes imaginarias pueden calcularse teniendo en cuenta que las £ son ampli-
tudes de dispersion hacia adelante (fuera de la capa de masa) a las cuales sc puede

aplicar el teorema optico generalizado visto en (1.14):

2ImiX(p? + ie)

12+Z| ,=ITIp)? (1.19)

donde las amplitudes en el segundo miembro se consideran con p fuera de la capa
de masa y para el modo correspondiente. Fl indice 7 es ahora un indice continuo
que barre todos los estados de métrica positiva, similarmente el indice & barre todos
los estados de métrica negativa. [in nuestro andlisis consideraremos dos escalas de
masas una para los modos de métrica positiva y otra escala mayor para los modos de
métrica negativa, de forma tal que al modo m, le sea energéticamente posible, a lo
sumo, pasar a modos en el continuo de métrica posiliva; mientras que para el modo
m, necesariamente debera ser posible pasar a modos dé métrica positiva (y sélo a
estos).

‘Teniendo en cuenta que la prescripcidén +i¢ también aparece en las ¥ podeimos
analizar la cstructura de analiticidad de los propagadores absorviendo cn (1.16) 3

(1.17) el +ic en p? y estudiar a los propagadores como funciones analiticas de p?



CAPITULO 1 MODELOS CON PARAMETROS COMPLEJOS DE MASA 13

complejo. s claro que los cortes de Aq(p?) y Az(p?) son los mismos cortes de ¥y (p?)
v ¥,(p?) respectivamente, y por lo tanto deterininan la hoja fisica de los propagadores.
Para estudiar los polos consideremos primero al propagador A,(p?). Los polos de este

propagador se obtienen de la ecuacion
p’ = mi+i%i(p®) (1.20)

Para simplificar el analisis consideremos que las ¥ no son divergentes. Por lo tanto si el
modo m; no se acopla a ningtin otro modo, el polo sera simplemente m? que es la masa
de la particula libre. Cuando se prende la interaccién la presencia de ¥; producira un
corrimiento en la posicién del polo del propagador. Supongamos que el valor p? = m?
pertenece al corte de la funcién E;. Si la constante de acoplamiento es pequeria, la
solucién a (1.20) estard cerca de m2. Veamos sin embargo que la ecuacién (1.20) no
tiene solucion si consideramos para X la hoja fisica. En efecto, debido a nuestra
escala de masas, usando (1.19), resulta (para p? en la escala m?) Im ¥, (p? +1ic) < 0
v debido a (1.18) resulta Im X (p? — i) > 0. Entonces por continuidad, en toda una
zona sobre el corte (Zmp? > 0) tenemos ImiX,(p?) < 0 y similarmente debajo del
corte (Zmp? < 0) tenemos ITm i (p?) > 0. Estas propiedades son incompatibles con
la ecuacién (1.20) en la hoja fisica. Por ejemplo, si Zm p? < 0 el miembro dereclio de
(1.20) diria contrariamente que Zm p? > 0. Para que la ecuacién (1.20) tenga solucion
hay que considerar, en vez de la hoja fisica, la determinacién de £, (p?) en la segunda
hoja de Ricmann, La sepoanda hioja (v hoja no fisica) se obticue por prolongacion
analitica (desde la hoja fisica) de £,(p? + 2¢) a valores p? con Im p? < 0. Lntonces.
por continuidad tenemos que para una zona con Imp? < 0 resulta en la segunda
hoja TmiE,(p*) < 0. Por lo tanto, la ecuacién (1.20) con la determinacién en la
segunda hoja de ,(p?) ahora si es compatible. La posicién del polo se puede hallar

por aproximaciones sucesivas a la ecuacion (1.20),es decir, como limite de la sucesion:

m? 44X, (m?) m? 418, (m? 4%, (m?)) (1.21)
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La posicion del polo es con buena aproximacion:
2 Sy 2 iy
my 415, (my) (1.22)

Si con el valor p* = m? al modo m; no le s encrgéticamente posible pasar a ningiin
otro modo, entonces el micmbro derecho de (1.19) es nulo y resulta Zm i¥,(m?) = 0.
Por lo tanto, de (1.22), el efecto de la interaccidn sélo es correr al polo sobre el eje real
(renormializacion de la masa por la interaccion). Si como consideramos anteriormente
al modo my si le es energéticamente posible pasar via la interaccién a modos de
métrica positiva (es decir, p? = m? perlencce al corte), tendremos que este modo se
vuelve inestable y queda representado por un polo en la segunda hoja de Riemann
del propagador A (p?) (“resonancia”).

Fstudiemos ahora los polos del propagador A,(p?), para lo cual (de (1.17)) hay
que considerar la ecuacion

p* = mj —i¥y(p”) (1.23)

Teniendo en cuenta ¢l requerimiento de que ¢l modo m, esté energéticamente co-
nectado con modos de métrica positiva (y sélo con estos) obtenemos de (1.19) que
Imi¥y(p® +i¢) < 0 para p? en la escala de m2. Entonces, por continuidad, en una
zona con Imp? > 0, resulta en la hoja fisica ImiX,(p?) < 0 y la ecuacion (1.23)
es compatible; mientras que en la segunda hoja hay una zona con Im p* < 0 donde
T i¥y(p?) < 0y la ccuacién (1.23) no es compatible. La solucién que se obticne en

la hoja [isica es con bucna aproximacion:
m2 — i¥y(m?)

Se puede demostrar que si p? = pu? satisface la ecuacién (1.23), p? = i* también
es solucion. Vemos entonces que en el caso de las resonancias en la expresion del
propagador que se obtiene de la teoria de campos, es decir la determinacion en la hoja

fisica, no aparccen polos complejos; mientras que para el modo de métrica negativa
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) . . . , . )
aparcce un par de polos complejos conjugados en la hoja fisica del propagador Xy(p7).

Por lo tanto, en la hoja fisica, el propagador Ay(p?) tiene un factor

! 2 2Ny (o2 .
= 7 = ) o my — 18y(m3) (1.21)

que se lo puede pensar como la inversa del operador (O+42)(0+4722). ISsta cs una de las
propicdades que motiva la inclusién de parametros complejos en el lagrangiano. desde
un principio. para estudiar la posibilidad de eliminar a los modos correspondientes

del espacio asintotico.

1.2 El Modelo de Wess-Zumino en d dimensiones

Ion esta seccion mostraremos una extension natural del modelo de Wess-Zumino a
un espacio de dimension superior d. Esta extension se realiza de forma tal que se
manticne la supersimetria de la teoria (ver ref. [13]). El lagrangiano para esta teoria
sera necesariamente de orden superior lo cual llevara a ecuaciones generalizadas de
Klein-Gordon, para cada campo componente del supercampo, que contienen a pares
de factores de Kleii-Gordon con parametros de masa complejos conjugados.

lina teoria supersimétrica presenta una simetria ante transformaciones definidas
que mezelan bosones y {ermiones (grupo de supersimetria). Para hablar de fermiones
en dimension superior introduzcaimos brevemente a los espinores en un espacio de
dimension par d = 2v (ver [14] y [15]).

(‘onsideremos un espacio métrico K = (V,n) donde V es un espacio vectorial de
dimension 2v y 5 es ¢l tensor métrico con componentes 7, cn la base canénica ¢,,.
Il algebra de Clifford C, (V) para el espacio E queda definida por sus generadores a,,

asociados a los vectores ¢, de V', los cuales satisfacen:

[
ot
S

{a,, a, } =291 (1.
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Un clemento general del algebra C,(V) esta dado por

d
a=) A"~ (1.26)
p=0

donde A" - #r son las componentes de un tensor totalmente antisimétrico. Por lo
tanto, la dimension del algebra de Clifford es 2¢ = 2¥ x 2”. Esto lleva a pensar en
rcalizar a los generadores a,, (y por lo tanto a los clementos del dlgebra) como matrices
T de 2v x 20

{7, }=2nul (1.27)

Ademas, teniendo en cuenta que al vector z*e, le corresponde el elemento del algebra
X = "y, sc puede ver de (1.27) que ante una transformacion & — Az en V' (que

preserva 77) se induce en el dlgebra una transformacion S(A) segun:
X — ST A)XS(A) (1.28)

Por ejemplo, si hacemos una reflexion con respecto a un hiperplano definido por una
normal @, @a%=1:

¥=7-2(7ad)a t' =1t
en cof dlgebra se induce la transformacion
X' =X-{X,A}A=-AXA A=a'y (1.29)

donde usamos que de (1.27) resulta { X , Y } = 2(z,y), y en particular A2 = 1. Si
componemos con otra reflexion segin b obtenemos una rotacion que debido a (1.29)

se induce al algebra de Clifford segiin
X = BAXAD (1.30)

la cual es una transformacion de la forma (1.28) pues BAAB = BB = 1. Entonces,

podemos pensar equivalentemente en las matrices 4, como matrices de endomorfismos



CAPITULO 1. MODELOS CON PARAMETROS COMPLEJOS DE MASA 17

de un espacio ¥y de dimension 2¥ en el cual ante una transformacion A se induce
en by la transformacion ¢ — S(A)y , i € Vp. El espacio V)) es el espacio de los
espinores de Dirac asociados al espacio metrico 2. En general, es posible elegir nna

base en ¥p de modo que las matrices 4, tengan la siguiente estructura
1) | [

0 o,

- (1.31)

g, 0
I'sta es la llamada representacion de Weyl. Puede verse que en esta base las Lrans-

f()rnmcionos ;ro )ias (I() L()l‘(‘lll.'/, ti(?n(‘n Ia estructura
proj
(1.32)

(notar que el producto de un niimero par de matrices de la forma (1.31) ticue la
forma (1.32)) y por lo tanto hay dos subespacios invariantes ante el grupo de Lorentz
propio. A los espinores pertenecientes a uno u otro subespacio se los llama espinores
de Weyl de primera y segunda clase respectivamente. Consideremos un espinor ¢+ de
V1 que en la base de la representacion de Weyl tiene componentes ;. Entonces, las
primeras (segundas) 2“7! 4; son componentes sobre el primer (segundo) subespacio
invariante y las denotamos por ¥, y ¥4, B =2""1'+ f donde a , B=1, .., 2"

Recordando que las 4, son matrices de endomorfismos sobre Vp, en la representacion

o
5
Vemos entonces que los espinores de Weyl en un espacio de dimension superior

' We ‘ne 1 [ PIPN . ﬁ ~
de Weyl, tenemos que sus indices se denotan por 0,)2 y &)

d = 2v tienen 27! componentes. Esta relacién entre el ndnmero de componentes de un
espinor de Weyl y ta dimension d del espacio implicard, en una teoria supersimétrica,
una relacion entre d y el orden de las ecuaciones de movimiento.

El grupo de supersimetria simple contienc a los generadores bosénicos usuales I,

~ . . =B . ,
y a los generadores espinoriales @, (y sus adjuntos @) que satisfacen el dlgcbra (ver
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por ¢j. [16]): |
{Qa, Qs}=0 (Q°, 0% y=0 (1.33)
{Qa, @‘j }=PP =Po,)f (1.34)

Un elemento general del grupo de supersimetria se representa segun:
o pf = =B
expi(z]PL +0°Qa +0,Q") (1.35)

donde las 0™ y 5~ son variables de Grassmann (anticoninutan).

A los parametros 3 , 00y Oﬂ, que dcterminan un elemento del grupo, se los puede
identificar con un espacio extendido (superespacio). Aliora, a los generadores del
grupo se los puede realizar, a nivel clasico, como operadores diferenciales actuando

sobre campos ¢(:rg,0“,0;,) definidos sobre este superespacio (supercampos):

I’ﬂ z(')‘3 10,)" 3
Qn = 2752 4 5,0) 7 =2 1 00

También se pueden definir, como es usual, las derivadas covariantes:

D, = 2"( )(; + zl),,() ) D’ = 2‘%(8% + z‘0"(')f)
A

las cuales conmutan con los elementos del grupo (1.35) y por lo tanto permiten fijar
condiciones sobre los supercampos invariantes supersimétricas. Por ¢jemplo. una
representacion irreducible del supergrupo de traslaciones se obtiene sobre los “campos

quirales”, los cuales satisfacen:

D' =0 (1.36)
La solucion general a (1.36) resulta:

b(x,0,0) = 3% ¢y (2., 0) (1.37)
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donde
w

~ | :

a o, —_ 9yv=1 .

by = E ?0 V0% g, el (2) w=2 (1.33)
— s

Para construir la densidad lagrangiana supersimétrica, pa:.. ¢l supercampo quiral

libre, hay que usar expresiones biliniales en los campos que ante una transformacion

de supersimetria cambien a los sumo en una divergencia. Una cantidad con esta

propiedad es la “componente D” del producto & la cual es el factor que acompana

al producto de las w variables 0 por las w variables 0:

—_ — a7 o B
Doy = e 0% @)
w is .
—Gg ..
= Yoo e wd
~ (w — s)lsls!
Rk (1.39)

Iste sera el término cinético pues contiene derivadas de los campos componentes.
I3l otro factor que cambia por una divergencia es la “componente F” del producto
$? la cual corresponde al término en el que aparcce el producto de las w variables 0

solamente:

d)2|,.' d)él,
w
l [ 3 TRPTIN ¢ FYDN)

7/’0, .- 0,1/)03.}1 FF e PY) (110)

= —
= (w—s)ls!

El término asociado a esta cantidad le dara masa a los campos pucs no contienc
derivadas.
Usando (1.39) y (1.40) obtencmos la generalizacion del lagrangiano de Wess-

Zummo a dimension d:

L=3d|p+c®?r+ hec (1.41)

Como la accion debe ser adimensional, tenemos que la dimensién (en unidades de

masa) para las distintas magnitudes que intcrvicnen debe ser: (@] = “"T“’, [c] = 5

w
?

con lo cnal podemos eseribir e =
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Si para el lagrangiano de Wess-Zumino hacemos variaciones respecto a los campos

o obtenemos Tas couaciones de movimiento:

1 . .

—. . A0s4 [o Oy4) .. O —

J1 G0 - i Ol v Ogp™ v =

NS @« = .
—(=2)'mzy,, | (1.12)
donde hemos Hlamado

g .o o .. - _ —(y ..
P vo=c"! "'U’)m T ,"/)d.- .oy €ou .. C"1‘(1, (143)

Si conjugamos (1.42) v cambiamos s por w — s obtenemos:
1
(w—s)!

—(i)rmE e - o (1.44)

ap ..o gy s PN _
€ “’aal . aa;g/)ds i =

Multiplicando (1.42) por
.- Osﬁs - Pw d ds
#oobegi 9

obtenemos (usando que ¢, d,a;' o 3(;.": = w!0%):
(07 + m“)p =0 (1.15)

donde ¥ es una componente cualquiera del supercampo.

En cuatro dimensiones (w = 2) se obtienc la ecuacion usual de Klein-Gordon. En
dimension general d estas ecuaciones son de orden superior w = 2§-1. En dimension
mayor o igual a seis aparece un modo taquionico el cual fue estudiado en las referencias
[25] v [26]. Cuando la dimension es mayor o igual a ocho aparccen pares de raices
complejas conjugadas (“modos complcjos™). El estudio de los modos complejos sera
¢l objetivo de los siguientes capitulos.

Iin resumen vemos que existen varios caminos que llevan a la conveniencia de

estudiar lagrangianos enyos ciunpos obedecen ecnaciones de orden superior. O bien
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por teorias gravitatorias que introducen potencias del tensor de curvatura, o bien por
teortas que intentan regularizar las divergencias usuales mediante campos fundamen-
tales. o bien cuando se examina la supersimetria simple en espacios de dimension
superior.

Fstos ejemplos muestran que al profundizar el examen de algunas teorias de
campo, surge la necesidad de considerar modos que corresponden a parametros de
masa complcjos. Resulta entonces conveniente exarninar teorias cuyo lagrangiano in-
chiya campos que obedecen ecuaciones de movimiento del tipo de Klein-Gordon, pero

cnyo Lérmino en el cuadrado de la masa es ahora un nimero complejo.



Capitulo 2

Métodos Variacionales

i este capitulo presentaremos los sistemas lagrangianos de orden superior (ver ref.
[27]). Usando métodos variacionales obtendremos las ecuaciones de movimiento v el
teorema de Noether generalizado. Aplicaremos estos procedimientos para obtener las
ccuaciones correspondientes al lagrangiano de Wess-Zumino obtenido en el capitulo
anterior. Il teorema de Noether es la base para el procedimiento de cuantificacion
que segniremos. Stoun sistema a nivel clasico tiene ante cierta transformacion de los
campos una simetria que implica la conservacion de cierta magnitud A, pediremos a
nivel cnantico. donde las variables dinamicas pasan a ser operadores, que A genere la

translormacion de simetria.

2.1 Principio Variacional
Consideremos un sistema dado por la densidad iagrangiana

L = L(¢,00,...,0™) (2.1)
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donde ¢(x) es un campo escalar real, y 8*4 representa la dependencia del lagrangiano
con las derivadas de orden k del cainpo ¢. Suponemos que la dimension del espacio-
ticmpo es v y la signatura de la métrica es (+, —, —, .., —). Las ecuaciones de evolucion

se oblienen de pedir que se cumpla el principio de minima accion:
6S=0 S = /d"IE (2.2)
Ante una variacién de la configuracion de ¢(z) a ¢(z) + 8¢(x), la accién varia en

/d"a: oL (2.3)

donde

oLC JocC ac

(SE = )—056¢+ ,)“d)b? ¢+ + ?“la“2¢6d‘,lau2¢+
oL oL ocr
= (%= - ( )6
(a¢ 0[-‘ a“d) )ﬂlal‘Z a“la“?¢ ) ¢
+ derivadas totales (2.1)

Por lo tanto de (2.3) y (2.4) oblenemos que la accion es estacionaria entorno a la

configuracion ¢(x) que satisface:

m or
k . 2.5
Z(—l) 8]‘!"()ﬂk a“l' P =0 (2))

k=0 ) ""¢
lin el caso en que el lagrangiano es funcion de las derivadas del campo sélo a través

del operador de 1)’Alambert O, las ecuaciones de Euler-Lagrange toman la forma:

oL oL oL
— 40 0?
96 " oot oo t

=0 (2.6)

2.2 El Teorema de Noether

Suponganmos que nuestro sisterma presenta una simetria ante cierta transformacion

de los campos. Esto significa que la densidad lagrangiana cambia a lo sumo en una
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divergencia ante dicha tansformacion. De la primera linea en (2.1) resulta para una

variacion general de los campos 6¢

oL oL oc
6£ = _6 + )‘[ [l 6 + alll 6()“2
55" [aa,,qs #= 015,500+ Ouly g0t
oL oc
_ . 9=
al‘? [()I‘l a‘”aﬂzqs ¢1 al‘laI‘Z' a‘“a“)d)éqs A ("“)

v por lo tanto, cousiderando variaciones entorno a la solucién de las ccuaciones de

Fuler-Lagrange obtenemos

ac ac .
du[ #1 a‘“a (f> 8‘“8,,2 m - )(SO
8[: aL
+(a‘“a“¢ — Uu, a,,lamaﬂqﬁ_- + ..)68‘,1¢
oL
= 93
Bntnt,p POt (23)
I'n el caso en que el lagrangiano es sélo una funcién de 0%¢ = ¢*) se obticne de (2.8)
6L =0 L - ) — (‘)“D’__o£_5¢(t) 2.
g A d</>(*+'+l)( Jplsti+) (2.9)
s,d=

ln particular, si el sistema esta aislado (no hay campos externos) debe haber simetria
de traslacion en el espacio-tiempo (el lagrangiano no depende explicitamente de 1)
v obtenemos que la variacion 6L = 9,L¢" (donde €* = §x*) estd dada por (2.8) o
(2.9) con 8¢ = 0,¢¢". Por ejemplo, para cl caso en que el lagrangiano depende sélo

de los o) obtenemos de (2.9) (usando 6L = 9,L 1" ¢, y la independencia de los «,,
uk 1] y I
9,1 =0 (2.10)

donde T" es ¢l tensor de energia-momento:

puv ‘) Y . a8 d[: v w i
"= Z {D Dplstt+1) 99" - 9'0 9(15(s+t+1)a d’(t)} -7"L (2.11)
5,0=0

Consideremos como cjemplo el lagrangiano

%¢(D+mf)(l] +m?)¢ (2.12)
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que salvo una divergencia es igual a

] I . .
L = ;(D + m3)$(0 + mi)¢
1 , 1. . | _
= a(DqS)z + i(mf + mé)q)ng + §mf1n§¢2 (2.13)
de donde obtenemos
778 1 . ac 1 .
((')_d = +§(mf + m..f)DqS + mfm%qﬁ (9?05 =0¢ + E(mf + 1113)(3') (2.14)
por lo tanto, la ccuacién de Fuler-Lagrange (2.6) resulta
acC ac
=0 =
0¢  00¢
(O +m})(0+mj)¢=0 (2.15)
Del tensor de energia-momento (2.11) obtenemos la densidad hamiltoniana H = 7%
2 2 e . 2 2 a .
Hz(aw.m_n%qs)(,,_(uwqu)gﬁ_g (2.16)
Il hamiltoniano se obtience de
H:/dV'H (2.17)
nsando para ¢ una solucion a la ecnacion (2.15).
Una solucién general de (2.15) se puede poner segiin ¢ = ¢, + ¢a:
(O+m?)p, =0 (O +m2)py =0 (2.18)
I'stas funciones se pueden representar como es usual:
dk s . _
¢n(‘T) = / c'k.r(a;kcwnt + an(—k)c-lw"t) (-)'l())
2w,

donde n=1,2y w? = (l-\‘2 +m2)z. De (2.16) y (2.18) obtenemos

H = %(mz — ) [(y — b2)(d1 + J)

. . 1
—m2+mﬁ+§w@—mbwmz

= %(mg —m}) (4161 — 1°) = (dadh — ¢ )]

<

+ productos cruzados (2.20)
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donde el altimo término contienc productos entre ¢ y ¢y (y sus derivadas). Como
debido a (2.10) I se conserva, vemos que este altimo término no puede contribuir a
I1. T efecto, al hacer en (2.17) la integral en el volumen apareceran exponenciales en
(wy £wy)t con el mismo e para ambas [recuencias, y teniendo en cuenta que my # my
quedan siempre términos dependientes del tiempo que deben cancelarse entre si.

Vemos ademads de (2.11) que el primer término se puede escribir segiin:

(m3 — m?)[H, - Hy)

—
t~
SV

~—

donde H, es la densidad hamiltoniana correspondiente al lagrangiano

|
Ly = ;cbn(D + m2)¢n

4

Obtenemos por lo tanto que

| -
1= 3(7712 —m?) /dk [(ajrarx + araly) — (aGiaak + azkasy)) (2.22)

4

Vemos que la inversa del operador en (2.15) es (salvo en los ceros de los denonii-

nadores)

1 1 1
m2 —m2 \pt—m? p? —m?
por lo tanto el sistema descrito por (2.12), de acuerdo a lo visto en el capitulo I,
debe tener métrica indefinida. Fste hecho lo podemos ver ahora por medio de la

cnantificacion candnica. Si imponemos que I{ genere las traslaciones temporales del

sistema (ec. de Heisenberg) obtenemos de

(6, 1] = id (2.23)
las reglas de conmutacion:
[a1k, @3] = L—&(F _ [azk, @3] = -.—wz__a(ij - (2.24)
v S = mi—m? " 2k Tk m3 — m? o
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(8]
-1

v vemos con claridad que la métrica indefinida aparece debido a la diferencia de signo
entre los connintadores. Con el fin de entender la forma simple (2.22) que toma If
notainos que en la solucion a la ecuacion (2.15) ¢ = ¢, + ¢2 los d, (que satisfacen

(2.18)) se pueden poner segin

O + m? O + mn?
¢ = (_2—22)d’ ¢ = (T—lz)‘f’ (2:25)
mi —m? m? — m?2

Si extendemos esta propiedad (“off-shell”) como una definicion de los ¢, cuando @

no cs solucién, vemos que £ = $¢(0 + m?)(0 + m3)¢ se puede escribir segin
2 2 2 1 2y 2 9%
L= (m;— 7nl)[§¢|(D + mi)d; — 54)2(0 + m3)d2) (2.26)

Vemios entonces de (2.22) que si bien ¢; y ¢, no son independientes en (2.26), para
¢l calenlo de I pueden tomarse independientes.

Ahora podemos hacer la generalizacion al caso en que
P 2 2 2 9 97
L= §¢P(D)¢ P(0) = (B + m))(8 + m3)(0 + m3) (2.27)
La ccuacion de moviniiento es

(O 4+ m3) (T +m2)(O+m3)é=0 (2.2

o
o
-
&
S

Podemos poner ¢ = ¢, + ¢2 + ¢3, donde cada término es solucion a un factor en

(2.23). Entonces obtenemos

_ (O+m))(O + m3)
A e g 17w e
, . (0tmd)Esm)
2 (m? — m2)(m3 — m3)
¢3 (0 +m1)(O +ms) ¢ (2.29)
(mI m2)(m2 — m3)

Nucevamente extendiendo esta propicdad fuera de las soluciones como una definicion

resulta

1
L = (m§ - mf)(m% - mf)id;,(l:l + mf)q&l
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1 .
H(my — m3)(m3 — m3)5¢2(0 +my)y
1
+(m? —m2)(ml - m?,);q&;,(Cl + m3)é3 (2.30)

Ista propiedad puede verificarse facilmente notando que por la definicion de las ¢,

tenemos por ejemplo
P(0)¢ = (m] — m})(m3 —m?)(0 + mi)é, (2.31)
y similares. Por lo tanto resulta para el miembro derecho en (2.30)
L = SHPO)8+HP(O)8 +b5P(O)¢)
= %¢P(D)¢ (2.32)

Ii'ntonces, por analogia con el caso anterior, obtenemos para el hamiltoniano del

Tstema
I o .
Il = 5 /(lk [(m} — m3)(mi — m¥)(a}arx + anrajy)
+(m? — m2)(m2 — m3) (a5 a2 + aznas,)
+(m? —m2)(mk — m2)(ajaz + azal,)] (2.33)

Por lo tanto, no existe dificultad, en principio, para partir de un lagrangiano de
orden superior y construir las ecuaciones de movimiento y los tensores candnicos:

en particular, el hamiltoniano como generador de los desplazamientos temporales.

2 2 2

Ademas, ordenando por ejemplo las masas en la forma mj < mj < mj, se advierte

en (2.33) que los modos ¢y y @3 contribuyen positivamente a la energia mientras ue
el modo m, lo hace negativamente. La generalizacion de (2.27) a polinomios de la
forma
N
2
P =]](D+m)
i=1

conm? < m?  (i=1, ., N—1)lleva a hamiltonianos cn los cuales los ¢34

contribuyen positivamente, y los ¢o, contribuyen negativamente a la energia. La
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cuantificacion canonica de los campos lleva también a relaciones de conmutacion para
los operadores a; y a¥ que alternan también el signo segin que 2z sca par o impar (cf.

2.21)). Ll caso de los parametros complejos lo estudiaremos en la seccion 3.2 .
2.24)). Kl le los L plejos lo estud 1 3.2



Capitulo 3

Tratamiento de los Modos

Complejos

I'n este capitulo desarrollaremos el tratamiento de los modos complejos. Para estu-
diar las caracteristicas escenciales de la cuantificacion de estos modos consideraremos
un lagrangiano simple, donde interviene un modo de masa m y dos modos cuyos
parametros de masa son complejos conjugados.

Seguiremos un procedimiento natural de cuantificacion a partir del cual obten-
dremos el vacio de la teoria. Con este vacio calcularemos el propagador correspon-

diente a los modos complejos que resultard mitad avanzado y mitad retardado.

3.1 Un Modelo de Orden Superior

I'n nuestro modelo tomaremos un campo escalar real que obedece la ecuaeion ciibica

cn el operador D’Alambertiano:

(O +m?*)(0+ p?)(D + 7% = j(¢) (3.1)

30
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donde O = 92 — V% y j es un parametro complejo. El lagrangiano para el campo
libre es

£ = 54(0+ )0 + )0 + )8 (3.2)

('malguier solucion real a la ecuacién para el campo libre, puede escribirse segin:

¢ = ¢m + du + ¢, (3.3)
dF - . _
Pm(T) = | 2m C'k'r(a:_ elomt 4 a_kc—lw.nt) (3.-1),' .
dk s . '
¢“(I) — /__exk.r(bk ctwt + ci e—lut) (35)
2w .

wm = (B2 +m?): w=(F+p2): ,ITmw>0 .
Usando (2.33) obtenemos el hamiltoniano total:

.

1 ~[1 1 \
H = p /(“.‘. L—‘_(aka; + a;ak) + ﬁ(bkck + cibi) + _ﬁ-(b;c; + cibr) (3.6)

donde a7 = (p2 — m®) (G2 = m?) ; 7' = (m? — 4®)7E? - 4*)  Similarmente, se
pueden construir los generadores de las traslaciones y los generadores de las rotaciones
v “boosts” los cuales satisfacen el algebra de Poincare. Ademas, el campo é puede ser

tratado como un escalar de Lorentz, comno fue mostrado por Nakanishi en la referencia

[28] (ver también [29]).

3.2 Cuantificacion de los Modos Complejos
La ccuacion de Heisenberg [ ¢ , I ] = i$ implica

(I, ar)=—-wmar , [H,bh]=wb , [Il,c]=-we (3.7)
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dando. junteo con (3.6):

[ ar . oy, ] nw,,,ﬁ(l_.: [’) (3.8)

[ex, b ] = Bwb(k—F) (3.9)

[bk, ep]=[c, b]=0

(b, bpl=(ck,cu]=0 (3.10)

Adoptaremos las signientes redefiniciones:

(awn ) 2a, — ax i(Bw) ek = e (3.11)

De modo que (3.6), (3.8) v (3.9) ahora se escriben:

| ~ : . - - .
I = §/dk[wm{ a, ap }—iw{ b, & }+i]{ ex, b }] (3.12)
[ar, ap ] = 6(k—FK) (3.13)
[k, be] = i6(k—K) (3.11)

Il sector usual @, esta representado por los operadores aj y ax los cuales crean y
aniquilan particulas de masa m, respectivamente. Cada grado de libertad k puede
ser considerado como un oscilador armonico de frecuencia w,,. Antes de estudiar los
grados de libertad correspondientes a los modos complejos, consideremos las posibles
representaciones para ¢l modo real. Una representacion posible para cada modo real

csta dada simplemnente por:

1 d d
ay = —(x+ —) ay — L(1‘ - —

V2 dx V2 dz
como operadores sobre funciones f(x) ,x € It (de cuadrado integrable) y el producto

interno dado por fj:: dx f(z)g(x). Otra posibilidad es la representacion holomorfa
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(ver por ej. [30]) donde se representa a cada a como un operador nultiplicativo

* = Y o s > » d_ a - - 10
(a3 - T € (). Vemos que el operador 3z es el que cumple con la propicdad

d

wl
—

Il

—_—

Por lo tanto, comparando con (3.13), deberiamos hacer a, — f:—,. Sin embargo. para
que estos operadores scan uno adjunto del otro, la medida para el producto interno

no puede ser solamente dzdz pues en tal caso quedaria (tomando el adjunto de ay)

. = — _d . oD Os
ap — = (dr + dJ) = —%; lo cual no se corresponde con la representacion

Mll

multiplicativa con la cual empezamos. I’ara que todo cierre es necesario considerar

que operamos sobre funciones solo de z y que el producto interno viene dado por

(,9) = / dzdze™% f(2)9(Z)

Con este producto interno es facil ver que, electivamente, se verifica (zf,g) = ([, :-zq)

Ademis, cualquier funcidn analitica en Z puede expandirse en término de los monomios

"
Val

I'sando que para cada grado de liberlad, hy — wnFE

I vemos que estos mononios son
z

autocstados de n cuantos ( hz" = :—_z = nwnyZ"); y verifican ortonormalidad:

Zan

ny P = dzdz e
(huotin) = = \/_ / :

> 27
= —_— d / - da n+meia(n-—m)e—
\/n—!\/ m!r /(; pe 0 P
= 6nm (;]())

Istudiemos ahora la representacion para los modos complejos. Podemos representar

a cada cf como un operador multiplicativo:

. —z ,2z€(C
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Il operador —19- verifica:

dz I
[z, —i—]=1i (3.17)
dz
v por lo Ltanto, comparando con (3.14), debemos tomar la representacion
! d
0k — —lE

Iis claro que ahora no funciona la representacién holomorfa (la cual da conmutadore.
no triviales entre pares de operadores adjuntos), contradiciendo (3.10). Sin embargo,
como ahora bg y ¢x no son uno adjunto del otro, la medida para el producto interno

si pucede darse por dzdz. Con esta medida obtenemos:

=z b, — (—i-;—l;)' = —-i-:—ii%- (3.18)
y venios facilmente que los conmutadores en (3.10) también se verifican. Notese que
ahora ¢l espacio sobre ¢l cual actiian los operadores son funcionesdez yz f = f(z.3).
micntras que en la representacion holomorfa son funciones sélo de z.

I\n resiimen, la representacion en el sector de los modos complejos resulta, para

cada grado de libertad & (cf. (3.12)):

l ' by, = Pz 3.19)
R TN 0 R T T T2 G (4.1¢
d 1 _(_d 1 - ~(_d d g
hk—>—w <ZE+'2->+LU<2-(E+§) y pk—)k(a-(E—Z‘(—i;> (-3..).0)
con ¢l producto cscalar (flg) = [dz [dz [§, el cual en coordenadas polares es

I (lppf(;“ do fg , donde z = pe'™

hi v Px son la'densidad de energia y de momento, respectivamente. La expresion
para pr puede obtenerse del tensor de energia-momento, pero es mas sencillo tomar
la expresion para hy y escribir ken el lugar de w. Las autofunciones de momento

nulo deben verificar la ecnacién (cf. (3.20))

4 _ 5% (3.21)

zdz
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cuvas soluciones son [ = f(2%). Actuando con h sobre funciones del argumento ==

(imomento nulo), obtenenos:

|
hf(zZ2) = (@—-w)(zzf+ —2—f)
= =2iImw(zzf + -;—f) (3.22)

I’sta ecuacién de autovalores para h puede escribirse segun:

h
2I7mw

[ = Ef
(== 0N (3.23)

2 d:=%
B = (23 %
= o(p?)Fs (3.21)

Las funciones (3.24) delinen un sistema ortogonal, como puede verse haciendo un

cambio de variables @ = In p en la integral del producto escalar:

oo
<f(l:)|f(l;")) — CCI/ (i/) p(pZ)i(h'—h")—l
0

®dp .. '
_ cc'/ _/’pz.(E—E)
0

p
+~ )
= (r(:'/ dz 2 F-F)7
-0
T

Vemos entonces, que el espectro es continuo y se extiende desde —oc hasla +oc.
L.a representacion del estado de vacio (energia y momento nulos) se obtiene de

(3.21) (con £ = 0): [ = (25)77, y tiene nornia (notar que [ pertencce a un

dz [dz
®M=/7/§ (3.26)

continuo)
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La evaluacion de valores de expectacion en el vacio es simple pucs

dm dz _d™ 1 dz
0 :n O = f— n—+ by
(ol dz”'l) \/ZZ dz\Jz | =
dz dz
v [Zpm [ 2 (3.27)
z J =

es nulo para cualquier n # m . Fste resultado se obtiene facilimente en coordenadas

polares a partir de la integracion en los angulos. Para n = m =1 obtenemos:

l 1 1
(0|z;—2|0) = / :(lE(zE)"fz;iz-(zf)'f
_ 1 [dz [ dz
T T2 ?/?
1 .
= —;(Ol()) (3.2%8)
_d 1 .
d d

Si traducimos estas relaciones a valores de expectacion de vacio del producto de

operadores de campo (cf. (3.19)), obtenemos:
(0]exbis]0) = ;-'5(/2 — k') = —(0}bici|0) (3.31)

(Olcibi10) = S6(F - F) = —(0lticl0) (3.32)
<0|Ck(‘.kl|0) =0= (Olbkbk’m) =

<0|Ck(.'z.,|0) = (Olbkbz.,IO) = (OI(‘kaIIO) (3.33)

Notamos que para el sector de masas complejas no es cierto que la encrgia es propor-
cional aw (ni tampoco a Jw|). Il espectro de energias es real y continuo extendiéndose
de =00 a +00. Observamos también que en (3.4) las exponenciales son soluciones de
las ccuaciones de movimiento para el campo libre y que el operador aj, crea estados
para los cuales K = hw,,. Sin embargo, a pesar del hecho que las exponenciales en

(3.5) son también soluciones a la ecuacion (3.1), no hay ningin estado del campo

para ¢l cual E = (p? + Ilz)%-
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3.3 Calculo de los Propagadores

De los valores de expectacion (3.31) a (3.33) vemos que los términos del campo o en

(3.3) no estan correlacionados entre si, obteniendo por lo tanto

(017" () ¢(y)10) = (O[T dpi(x) $m()10)+
(OIT ¢u(x)6,(y)10) + (O|T 4,(z)4,()10) (3.34)

De (3.4) y (3.8) obtenemos como es usual (usando ax]0) = 0)

1
(OI7 $u () 0)10) = 1= F(z ~ ) (3.35)
donde ' es la funcion causal de Feynman:
“ . d‘f iqF —iwm!t iwmt 9 s
F(z) = =2m 5 O e 4+ O(—t)e' ') (3.36)
w"l

Para evaluar el propagador correspondiente a ¢, (x) usamos que, de la redefinicin

(3.5) v los valores de expectacion (3.31) y (3.33) sc obtiene:

. dg [ df ;--
()léu ¢u y |0 = -—lﬂ /_q _q 4" {w <0|b Coyr IO) cwt —fw't’ +
+w 0[(‘_,,1),, 10) ~iwt piw't! }

— /j/ 'q‘ F—7') u.;(t’ t) e—iw(l'—t))
1 i§.(F—7")
= ﬂ/ T senw(t’ — t) (3.37)
I'sta expresion cambia el signo ante el intercambio de z e y. Por lo tanto, resulta:

(OIT $y()¢u(y)I0)

= 54 (t —'t (()Id’u ¢u( )|0>
3
- ’1'—W(T ~ ) (3.38)
donde hiemos lamado

-

d L
W(z) = —2msg(t) ‘)—qe"""senwt (3.39)
2w
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Simmilarmente obtenemos:

if

(OI7 63(r)63)10) = 3-W(z 1) (3.10)
Iintonees resulta para el propagador total
(0T ¢(x)(y)0) =
= ;;;{nl'"(:r —y)+ BW(z — y) + W (x — y)} (3.41)

3.4 Funciones de Green

(‘fomo es usual, ¢l propagador para el campo @, () esta dado por F(z) (la funcion

de leynman) que es una funcién de Green para la ecuacidon
(O +m?*¢,, =0 (3.42)
Iista propiedad se pone de manifiesto teniendo en cuenta que, de (3.36), resulta

1 . .
/ dq / dgo——— x e/lPt=T (3.143)
l‘p qO - wm

donde 'y es el camino de Feymnan que puede tomarse igual a 2, ¢l eje real qq,

si adicionamos una pequena parte imaginaria negativa a la masa (m — m — ic).
Busquemos ahora una expresion similar a (3.43) para la funcion W(x).
La ecuacion
(O + ), =0 (3.41)
tiene como funcion de Green particular a la transformada de Fourier de la funcion
1 1

G(q) = = 3.45
@ e N R (340

es decir,

/dq/ dqo———, x g'l90t=4-7) (3.46)
n ’I() ="
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La Tuncion (3.45) tiene dos polos en el plano complejo go. Estos polos estan dados

por ¢y = tw donde

w=1/§*+ p? Imw >0 (3.17)

Podemos escribir:

1 1 1 1
((q) = = - 3.18
(@) (o —w)(go +w) 2w (qo —w Qtuw ( )

y los dos polos se muestran explicitamente. Podemos obtener otras funciones de Green
sumandole a (7(z) soluciones a la ecuaciéon homogénea (3.44). Por ejemplo tomemos
en (3.46) en vez de una integracion sobre R, una integracion sobre un camino 1" que

vavit (en ¢y) de —oco a +o0:

/(lq/dqo 75 % ¢'(90t-77) (3.19)
- _

Teniendo en cuenta que la exponencial es una funcién analitica, tenemos que el camino
" se podra escibir equivalentemente, como una integracion sobre R mas lazos que

rodeen a los polos en w:

Pae R4 al, 4+ b0, (3.50)

donde (7, es un lazo que rodea a z en sentido positivo. La funcion obtenida de este
modo sera una funcion de Green pues la contribucion de los lazos es una solucion de la
homogénea (evaliian a ¢'97 en go = fw). La funcién de Green retardada (/p(r) (nula
para { < 0) se obticne tomando un camino de integracion ¢o de forma que ambos
polos queden por encima del camino. Equivalentemente, recordando que el polo en
-w se halla en el semiplano inferior (Zmw > 0) podemos integrar a lo largo del ¢je

real ¢o st adicionamos un lazo que rodea al polo —w en sentido anti-horario:

I'n=R+C_, (3.51)
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Similarmente, la funcién de Green avanzada (nula para ¢ > 0) se obticne rodeando al

polo +w en sentido horario:

PaxR-C, (3.52)

Veanios ahora que la funcién W(z) dada por (3.39) es una funcién de Green mitad

retardada y mitad avanzada. De (3.51) y (3.52) deducimos

L ! 4§ _izr - 1 1
~-Ciplr) + —(1‘, T = / AR / d thot { _ }
5) n(r) 9 (@) %0 ReLCou b do —w dte

dq ... : .
= / ‘——q—c“"’"{‘.lnic""'(-)(t) + 27rie_"‘"(-)(—t) - (3.53)
2w
—ine™ —irme

= in/go-"f-"{e‘“(e(t) — O(=t)) — e™(O(t) - O(-1))}

—iwl}

dg _.-- .
= —'27rsg(t)/—e T sen wt (3.51)

Resnlta entonces de (3.39) y (3.51) que W(z) = ;Gp(z) + 3G a(z). Por lo tanto, de

(3.51) y (3.52), obtenemos:

| . o
W(r) = / dq / dqo x ¢'l1!=07) (3.55)
JUw

2 2
Go —w
El camino 'y es mmitad retardado y mitad avanzado:

1 1 1
Pw = S(R+Co0) + 5(R=C) = R+ 5(Cou = C) (3.56)

Analogamente, obtenemos

— | . "
W(x) = / dq / dgo—5——5 x c!(50t=8 (3.57)
w

2
Go — W

(R-C_3)=R- é((:_; ~Cs) (3.58)

(S B

I
Iy = 5(R+Ca) +

Llamaremos a W(x) y I'y la funcion y camino de Wheeler respectivamente. Segiin
veremos en la proxima seccion estas funciones son la extensidn del valor principal a

valores complejos de las masas.
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Wheeler y Feynman introdujeron funciones valor principal para tratar a la ra-
diacion cldsica en un absorvente completo (ver referencia [22] y también [31]). 1
absorvente completo, un folon una vez emitido debe ser absorvido v por o tanto no
existen folones asintoticos. Correspondientemente, a nivel arbol, una teoria cuantica
con aquellos propagadores no tendria las particulas asintdticas asociadas pues la parte

absortiva del propagador valor principal es cero.

3.5 Las Anti-transformadas de Fourier como Fun-

cionales Analiticas

Del mismo modo en que la cuantificacion del campo @p, lleva al propagador de l'eyn-
man, vimos que la cuantificacion natural de los modos complejos lleva a un propa-
gador que es mitad retardado y mitad avanzado. Para el calculo de los distintos
diagramas e¢s necesario trabajar con los propagadores en la representacion de mo-
mentos. Por ¢jemiplo, podemos anti-transformar Fourier en (3.43) si consideramos

'y = Ry m — m — 1c obteniendo

1
F(q) = 5——— (3.59)

— Ww?

9o Win + 1€
Sin embargo, es claro que no tiene sentido tomar en esta expresion cl limite ¢ — 0.
La prescripeion ¢ significa que luego de hacer las integrales hay que tomar el lmite.

Fantonces, en realidad lo que esta correctamente definida es la operacion

. 1 g
!l_l.l(}/(lq /I;dqo R — X (3.60)

como una funcion de funciones (funcional). Por lo tanto, la anti-transformada de

Fourier de F'(a1) debe considerarse como la funcional (3.60). Esta funcional. operando
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sobre lunciones analiticas, ¢s equivalente a

!
d(f/ dgy——— X (3.61)
./ I'g ’ ‘13 - (“";zu

tomando para I'g cualquier camino que esquive al polo en —w,, por debajo y al
polo en 4w, por arriba. De este modo vemos que, en general, la anti-transformada

de Fourier de las funciones de Green (3.43), (3.55) y (3.57) (que tienen la forma

()= [ d(]’fr(7 dq(,qg_'w.f_ x €'9-97) son funcionales G' que actiian sobre funciones

de prueba ¢(go, ¢) que son analiticas (en go) en una region que conticne a I'g:
] - l .
()} = /(10/ dgo—5—= % ¢(q0,9) (3.62)
I'G qo - wG

I particnlar, G{e'7"} es la transformada de Fourier de la funcional analitica (7 (ver
ref. [32]) la cual es precisamente la funcion de Green G(z). La funcional “delta™ &,
es la que evalia a una funcién de prueba en el punto zg (8., {¢} = ¢(20)). in ¢l caso
de las funcionales analiticas podemos representar a esta funcional via el teorema de
Canchy (ver referencia [32] y también [10] y [33]):

1 1
= — (12
21 z— 2

b

X (3.63)

0

Fsta funcional é sera llamada real o compleja dependiendo de que zg sea un mimero
real o complejo.

Si definimos la [uncional G segiin

1
G = /dé‘/ dgo——— X (3.61)
R Oqg_wz

la cual, al estar definida como una integracion sobre R, se puede asociar con la funcion
(/(q) en (3.48), obtenemos de (3.55) y (3.56), que la anti-transformada de Fourier de

W () resulta

1
W = /(1(7/ dgo——— %
I q(Z) - w?
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- 1 1 |
= dq dgy— - X
ReLCou-Co) 2w o=@  qotw
dq 1 ]
= (-3 dgy-—— % +/ de X
2/%} [/’_w quo+w - quo_w ]

|
= (- Tﬂ/d(i.%[b-w + (S_u] (;()-))

Similarmente, de (3.57) y (3.58), resulta para la anti-transformada de Fourier de 1 ()

— 1
20

donde G se obtiene de (3.64) con el reemplazo w — .

(‘onsideremos ahora ¢l caso ¢n que w tiende al eje real (Imw > 0). Usando la
notacion usual podemos escribir a la funcional § por medio de la “funcion™ é de Dirac
segin:

b = / dyo 6(qo — w) x (3.67)

con lo cual (3.65) toma la forma

) i
W = /d(]/ (l(]o ( . —[6((]0 - w) + 6(q0 + w)]) X
R @ -w?—ic 2w
_ - v 2 2
= /(Iq /R(lqo [qg — i imb(gy — w )] X
1
= [di [ dg P
./(q/n(qo [qﬁ—wz] s B69)

donde P es la presceripeion valor principal. Similarmente 1V tiende a

W = /dq/(lqo[ +; +17r6(q0—w2)] X
/d(i'/ dqo P[ > 2] X (3.69)
n o —w

Vemos entonces que ambas funcionales de Wheeler son la extension de la funcional

de Green valor principal a valores complejos del parametro de masa. Las ccuaciones

(3.65) y (3.66) son similares a las ecuaciones para el caso de masas reales:

P =T —iné(q® —m?) P =F +iré(q> —=m?) (3.70)
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las cuales relacionan la funcién de Feynman F con la funcion valor principal de
Cauchy. En realidad, cuando §2 >> m? los polos de G(q) y G(q) se aproximan al
cje real go en posiciones similares a la correspondiente para la prescripeion “7¢” de
Feynman (para las funciones anticausales y causales, respeetivamente).

I'n resimen, en este capitulo mostramos como tratar a los modos complejos,
mediante el analisis de un campo que obedece una ecuacion relativamente sencilla de
orden superior.

La ccuacion cuantica de leisenberg lleva a las relaciones de conmutacion que
obedecen los coeficientes del desarrollo en soluciones exponenciales. Estas rclaciones
son las usuales para los operadores de creacion y destruccion para el modo de masa
real, mientras que para los modos complejos las relaciones de conmutacion se asemejan
a los operadores candonicos de posicion e impulso. Esto permite encontrar a las au-
tolunciones de energia definida y en particular al vacio de los modos complejos. De
esta manera fue posible calcular los valores medios de vacio y los propagadores co-
rrespondicentes que, para los modos complejos resultan ser las funciones de Wheeler,
mitad avanzadas y mitad retardadas. Por iiltimo expresamos a las transformadas de
Fourier de estos propagadores como funcionales analiticas, lo cual resultara adecuado

para ¢l calculo de los diagramas de Feynman.



Capitulo 4

Unitariedad Perturbativa

i este capitulo calcularemos la auto-energia (para una interaccion Aoty correspon
diente a nn sistema cuyo lagrangiano libre esta dado por la ecnacion (3.2). Luego.
cstudiaremos sobre este diagrama la unitariedad de la teoria.  Como vimos en el
capitulo 1, ¢l teorema optico relaciona la parte absortiva de la dispersion de una
particula hacia adelante con la seccion eficaz total de decaimiento de esa particula.
Ion la parte absortiva. el operador T interviene linealmente, mientras que en la seecion
cficaz interviene cuadraticamente (¢f. (1.14)). Como el teorema optico se debe veri-
ficar orden a orden, tenemos por ejemplo que la parte absortiva de la auto-cnergia a
segundo orden, debe igualarse con la seccion elicaz asociada a la desintegracion de la
particula a primer orden. Puesto de otra manera, el calculo de la parte absortiva nos
dice cuales son los modos que debemos poner en las “patas externas” de modo que se
verifique unitariedad. Por lo tanto. para que el diagrama de auto-energia sea consis-
tente con unitariedad v la eliminacion de los modos complejos del espacio asintdtico

debera ocurrir que su parte absortiva no dependa de las masas coniplejas.
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4.1 Calculo de Convoluciones

I-n el proximo capitulo veremos que si bien el vacio en el sector de los modos complejos
s aniquilado por ninguno de los operadores b, ¢ 6 sus adjuntos, la anto energia a
segundo orden estd dada, como es usual, por la convolucion de los propagadores.
Segin vimos, la representacion natural de los propagadores se realiza por medio
de Tuncionales analiticas. Consideremos por simpicidad el caso de una ninica variable.
La convolucion de dos funcionales (no necesariamente analiticas) Iy G se define de
acnerdo a:

I+ G{p} = Fitao(q + ) (1.1)
donde los subindices en Iy (7 se refieren a la variable de ¢ sobre la cual actian las
Mmncionales correspondientes. Veamos que ¢sta es la generalizacion de la convolucion
de funciones, I efecto, en el caso en que las luncionales toman la forma

+ o +00
l":/ dq f(q) % (7=/ dqg(q)x (1.2)

o0

resulta de (1.1)

400 +oo
I G} / dq./ dg: f(q1)9(q2) x o(q1 + ¢2)

4+ + o0
= / dq/ dq f(q1)9(q — q1) x (q) (1.3)
de donde obtenemos

+oo
l"*(.':/ dq [+ g(q)x (1.1)

o~

De (1.1) obtenemos la generalizacion directa para el calculo del producto de con-

volucion de dos luncionales de Green (3.62):

. . - - o(q + g2, q1 + ¢2) .
(I x Gy {p} = /(l /d / d / d . 1.5)
x Galo) L It I o I T (qF — wi)(q3 — w3) (

Notamos que la transformada de Fourier de la funcional convolucion es igual al pro-

ducto de las transformadas de Fourier, ya que si ¢ es la exponencial, ¢ = ¢!+ =
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T las integrales se factorizan:

(v Gy (™) = Gy {7 )G {7} = Gy(r)Gal2)

—

Cambiando en (4.5) las variables espaciales a & = ¢ + 2, ¢ = 2. v usando la

representacion de Canchy:

I ko, k
o(q + g2, k) = — dko ?(ko, k)

_Po k) (1.6)
27"7 ko - ql —_ q'z

donde '3 es un camino que rodea, en sentido positivo, a los puntos de la lorma q, + ¢

con q; € I'y, q2 € I'z; obtenemos:

Gy v (o) = 1 dA-o/dEG(ko,E)(p(ko,E) (1.7)

2 ) ¢,

AO\ / / (l(ll [ (Iq2 [(qlz - w’lz)((lg —_ w%)(ko _ ([| _ qz)]_l
! 2
/ / dq,/ dq; ( + _
4UJIWZ || [ Q1 — W) G2 —w N +w] q2+w

] | 1
— )
QI—wlfh+w2 qn+w|qz—w2) ko - q1 — q2 (15)

—

=(k=q¢)}+m?,wi="4+m;, mecC (1.9)

Por lo tanto, las integrales sobre q; y ¢; que definen a G(ko, ) resultan ser de la forma

1 1 1
/ dq / dq, (1.10)
I I, G —z21q2— 22ko—q1 — q2

donde se supone que z; y 2z son mimeros complejos. En general, I'; es un camino

que contiene al eje real mas posibles lazos (cf. (3.56), (3.58)) (I'r = R). Cnando
I'i contiene a un lazo, podemos usar en (4.10) la {ormula de Cauchy. (‘uando la
integracion se realiza a lo largo del ¢je real, usamos (ver [31])

e l o (Ma =)
/: dl,y—(;r—a)(:r-—b) —21.7r_a_b (1.11)

o)
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donde n, = 2sgZm z. Lucgo de hacer en (4.8) las integrales (4.10) obtenenios
, c o [ 49 T T :
(I x G} = [ dko [ dk | 271 La(ko, &, @) | ko, k) (1.12)
. . 4w|w2

donde la expresion para Iy depende de los caminos 'y y 1. Tenemos basicamente
tres casos de interés:

-y =R T2=R

(‘alculemos por ejemplo la integral (4.10) correspondiente al primer término en

(1.8). El resultado hiego de usar dos veces la formula (4.11) (con z; = wy, 23 = w,)

da:
92 (7]uu+w2 - 7“'0)
(271 (0, + 1) 2= M)
0 — W T Wy
Debido al Tactor 3, + 1., . esta integral es no nula solo si wy y w; estan en el semiplano
superior (1, = 1, = +3) 0 en el semiplano inferior (7, = 7., = —3), lo cual implica

que wy + w, estara en el semiplano superior (9, 4w, = +%) o en el semiplano inferior
(Jor+w; = —3), respectivamente.  Ahora bien, ia integracién sobre ko, en (4.7). se
debe realizar sobre 172 que es, en este caso, un camino que rodea en sentido positivo
a los puntos del eje real. En concecuencia, I'y2 corre justo debajo de R (g, = —%)
de izquierda a derecha y justo sobre R (g, = +%) de derecha a izquierda. FEntonces,

cuando 7, =17, = :t% solo sobrevive la parte de ;5 con 3y, = :F% que puede ser

deformada en 12 para dar

+1

(270)(hoy + ) [r——
0 T W — W

] = (2752 + 1) [;]
+R n

ko — W —uw

donde ¢l subindice R en el corchete significa que ko debe integrarse a lo largo del eje
rcal. Comparando con (4.12) vemos que éste es el primer térimino que aparecera en
[y (salvo el factor (277)?). Los términos restantes se deducen de mancra analoga

|rta «l.’ll'l

1

k()—uh — &9 ko+w|+w2 n

II'Z = ("u, + 7];./2)
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| I
T - 113)
(hoy = ) | o " oo — ) (
- =0, I'y=1
Aqui usamos la [ormula de Cauchy y (1.11) para obtener
1 L
ST N
ko——w1 —W2lpg ko—wl—LUQ Auy
- jqw_’] — 37 (1.14)
ko—w|+w2 A ko—w1+w2 B

wy
donde A, (resp. B.) corre paralelo a I justo sobre z (resp. debajo de z).

Para I'y = C_y,, I = R el resultado es (4.14) con w; = —w; v un cambio de
signo en todos los términos. Cuando I'y = Ry I'y = C;,,,,. es suficiente intercambiar
en (L11) wp y wy.

ii- 'y = O,y 'y = Cyy,

\n este caso, en el que los caminos de integracion son dos lazos, una aplicacion

doble de la [érmula de Cauchy lleva a:

]
I = + [—] (4.15)
ey @ T Cay by
vopara 'y = Oy, 'y = Cyy, obtenemos
1
ha=7 [——_] 1.16)
12 ko + wy F wy Cow) 2wy (

Con estas formulas se obtiene, como era de esperar, que la convolucion de una
luncional de Green retardada con una avanzada da cero. Ademas, la convolucion de
dos funcionales de Gireen retardadas (resp. avanzadas) da otra funcional retardada
(resp. avanzada).

La convolucién de dos propagadores de Feynman (eq. (3.43)) corresponde al caso

Teniendo en cuenta que wy y wy tienen una pequenia parte imaginaria negativa
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(N =2 Ny = —% ) obtenemos ( (4.12) y(4.13))

1 -
2 (ko k
a ’I /(Mo/dk[ m/1w1¢~2 (ku+w|+w2 ko*‘%*“«z)] Y( ! )

(1.17)

Para un dado valor de energia-momento real po, p, la contribucion X(p) de esta fun-

cional a la auto-energia es directamente el corchete en (4.17) con ko, k — po.p. Para
calenlar X(p) (my = my = m) podemos pasar al sistema del centro de masa, integrar

las variables angulares y cambiar la variable radial a s = 4(¢? + 1n?). El resultado es
[T _1(s—4m?*)2 -
E(p) = 2n ul—/ dss i ————— (P’ =po— ") (1.18)
I(T) 1 §—=pt—ac
donde v es la dimension del espacio-tiempo. El resultado de la integracion es (ver

(31))

m 2

in guvzt A—v A—v 3 p?+ie
= l ‘ la YT
X(p) =im2(m%) . (L5357

I'sta es la auto-energia usual la cual presenta un corte (cf. (4.18)) a lo largo del eje real

(1.19)

p? desde 4m? a oo, donde fisicamente es posible la produccién de un par (mm). La
seccion eficaz total para este proceso esta dada (salvo factores) por la discontinuidad

en el corte; la cual se obtiene de (4.17) o (4.18) tomando la parte absortiva de X(p):

- dF
Imik(p) = —2”2/4%12(6(1’0—“’1 —w) + 8(po +wi +wr))  (1.20)
= —an? () HpR —Am?)|E (1.21)

(50

Notamos que la funcion Zmi¥(p) en (1.20) puede asociarse con la funcional:

/ dpodpIm1E(p) x
Jr

dpodp 6(po —wr —w2) + 8(po + wi +uy))x  (1.22)

= —27°

n

v escribiendo esta expresion por medio de [uncionales § de Cauchy obtenemos la

mncional “discontinmidad”™:

/dko /(lEImiE(k)x = in/(lko/dE
n .
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/ dq ! ]
J Aww, ko — wy —ws

4.2 Calculo de la Funcional W, x W,

+ [;] X (1.23)
ko + w1 + wy Couy

—wy

("“‘l +wy

Cuoalgnier propagador de Wheeler esta dado por (3.55) donde el camino de Wheeler

'y tiene la forma general (¢f. (3.56), (3.58))
I‘W =n -+ 7[,_,,((7_._,, - (‘u) ( 1.2 l)

Por lo tanto, la convolucion de dos funcionales de Wheeler esta dada por (1.12) donde
Iy v Iy tienen ambos la forma (1.24). De (4.5), podemos obtener a 1) + 115, como
nna superposicion de los cuatro casos (cl. (1.24))

Ay =R,T =R

byl'y =1, 1 =3,(C_., —C.,)

(') I = nwl(("—wl - ("Wl) ’ F=R

Dy =0, (Cogy = Cu)) y ' =90,(Cow, — Cu,)

Todos estos casos pueden obtenerse de las [érmulas (4.13) a (4.16). Un examen
cuidadoso de T, muestra que los tinicos caminos que resultan son lazos que rodean a
los cuatro polos. Tomemos por ejemplo el término con (hy — wy —wy)™'. Calculemos
entonees el camino I sobre el cual hay que integrar a ky en la expresion del 1;; total
(los distintos factores que aparezcan los iremos absorbiendo en los caminos).

L.a contribucion a I'; proveniente de a), al camino sobre el cual hay que integrar a
ko en 1y, se obtiene del primer término en (4.13):

Uy = (N, +12,) 12

Sumilarmente, agregando los pesos que aparecen al camino de integracion, obte-
nemaos de ( i1 '):

Iy = _7)w2(% + Ny ) By — 77w2(% = Ny ) Awy
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[ ]
[§%

Pe = _7lw1(% + Ny ) Boy — UWI(% = Ny ) Auny

Finalmente, obtenemos que la contribucion al camino proveniente de d) resulta
(el (1.15)):

l"l = Ny 7"-‘/2(7“’1 +u2

La contribucion total es I' = 'y 4 'y + ' 4 1'4. Notamos primero que (kg—w; —w;) ™!
es analitica en una franja que contiene a wy, de modo que 3, — A, es equivalente a
cero. (recordamos que A, (resp. 13.) corre paralelo a It justo sobre = (resp. debajo
de z)). Analogamente, B3, — A, = 0.

Tenemos entonces ' = (o, + 9w, )R — Ny By = Ny By + 10,0, Coy 40, Ahora
bien. si 9, = 1.,, cntonces el punto wy + w; queda fuera de la franja determinada
por It v I3,,, asi también como de la franja determinada por 'y B,,. Por lo tanto,
resulta B, = R, B, = Ryl = %Cwﬁw. En cambio, si 7, = —1,,. entonces
U=y, (Bo, — Bu,) — %(.r",,l +wp- Pero entonces wy + wp queda necesariamente sitinado
en la franja determinada por B, y B,,, con lo cual 3, (B, — B,,) puede redncirse a
un lazo (con peso 1) que rodea a wy -+w, en sentido positivo, obteniéndose nuevamente
b= %('uuh'z - ,l?("www = f:'("‘wwwz'

Il resto de los polos pueden tratarse del mismo modo, obteniéndo finalmente:

] 1
thy= |—— +[

ko — wi — wy Cuy 4o ko + wi + w, Coy ey

| 1
~ I P 1.2
[A.U — w +- wz]("wl—w [I"O +wl _wz]('wz-wl ( ))

I-ste resultado se puede escribir nsando la funcional vista en (3.65):

2

]
D = dg—|[b, + 6o,
[digsts+ e

1 1
= .——-/dq”/ dgo——— % (-1.26)
271 0 —Cou gt — w?

que para el caso de masas reales (con la notacién usual en término de funciones 6)
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toma la forma

D = /d(,“/,lq(,a(qg — WP x (1.27)

Stoaplicamos (4.15) v (4.16) obtenemos para la convolucion de dos Mincionales de
tipo 1) (salvo un factor —x2, la expresion de Iy, dada en (4.25) pero con todos los
términos con signo positivo. Por lo tanto, la parte de la funcional W * W, asociada
a la integracion sobre los lazos que rodean a +(w; + w,) opera como —=20), « Dy,

micntras que la parte asociada con los polos £(w; — wy) opera como 72D, * 1),.

4.3 Calculo de la Auto-energia

Il propagador para ¢l campo ¢ esta dado por (3.41 suede ser representado por la
v Y I I ]

funcional
({o} = aF{p} + W {p} + IV {¢} (1.2%)

La convolucion de (7 consigo misma da lugar a seis términos diferentes

GxG =0 F+F+2BF+«W £ 2%FF+W
FRW AW+ B W W 4+ 28FW TV (1.29)

La contribucion del primer término en el miembro de la derecha esta dado por (1.19).

Cnando consideramos un proceso de dispersion con particulas entrantes reales, Ia
cnergia es real y positiva. La contribucion en la capa de masa es real solo para ol
primer término y dltimo término de (4.29). Lste tiltimo término en particntar es o
importante para unitariedad, pues un par puji en la capa de masa podria conservar la
energia-momento entrante. Sin embargo, tal contribucion violaria unitariedad. debido
a que los modos complejos han sido suprimidos de los estados asintoticos. Veamos
cntonces enal es la contribucion del “grafico importante”™ W+ W a la auto-cnergia de

nna particula fisica.
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Ahora podemios volver a (4.12) y hacer la integracion sobre d¢. ‘Teniendo en cuenta
(1.9), vemos que podemos integrar sobre los angulos de ¢ (¢r.& = 0). quedando

/ i, _ 7T /*"', /mlz(qii-)”—?, a0
J Awiwy e I("_;z) -0 ('ql‘.o “ar dwyws 2 (1:40)

donde ahora wf = i -F (g1, = k)2 + pd, w? = ¢34 ¢7 + 2. i (1.30), para cada valor

de gp. qr tenemos polos en 2wy (qr,, 1) £ w2(qr, 97), cuyos residuos tienen un peso

’I, 0 . .’ —-—
Tjﬁf Analicemos la contribucion del polo en Q = wy + wy cuando jy =y v 1y = 7.
. . —. 1
Para ¢, = %, 2 es un nimero real (wy = @) que va de Real{(k? + 4m?)2} hasta o

(0 < gy < o). Para cualquier otro valor de g;,, Q es complejo con Zm 2 > 0 (resp.
T ) < 0) cuando % < g1, < 00 (resp. —oo < qp, < %) La parte imaginaria de w*
(= I i?) es una constante, mientras que la parte real crece linealmente con g, Por
esta razon Imw crece ¢ Tm@ decrece a medida que ¢} crece de cero a infinito. Esto
significa que §2(qy,, gr) tiene una parte imaginaria acotada y esta contenida en una
region en forma de pez (ver rel. [12]) a la que Hlamaremos simplemente “pez”.

Iis interesante comparar la influencia de los polos @ = wy 4wy, en (4.30) v (1.17).
Hayv dos diferencias fundamentales. La primer diferencia es que la funcional (1.17)
esta asociada con nna inlegracion sobre kg a lo largo de un camino de Fevnman. 14
(1.30). la funcional implica una integracion sobre los lazos Cy, ¢o,. Mientras que en
(1.17) la integracion sobre kg toma la contribucién de todos los polos (cf. (1.18)): en
(1.30) la integracion toma sélo la contribucion de los residuos correspondientes. Mas
ain. la convolucion de dos funcionales de Wheeler es similar a la funcional discon-
tinmdad (4.23) (comparar con (1.25)) pues en ambas {uncionales I3 solo imvolucra a
integraciones sobre lazos. 5l segundo punto para ser destacado es que mientras en
(1.17) las masas son reales y 2 se encuentra en el ¢je real para cualquier valor real de
¢: en (1.30) las masas son complejas y §2 ocupa la region “pez” descrita anteriormente.
sobre la cual g1, qr son coordenadas generales. Pueden elegirse otras coordenadas.

Por cjemplo las componentes real e imaginaria de Q = ky. Para estas coordenadas.



CAPITULO 4. UNITARIEDAD PERTURBATIVA

la parte de la funcional W« W que viene de los residuos en wy + w;y es (el (1.12) v

(1.30))

2o dq | .
Lk dk2ni | —= ko i 131
/( ()‘/ 7”/ 16w;ws l:ko-—wl _w2]c“'l+w2 (19( 0, ) (l 3 )
- do .
= (27ri)2/(lk/———, 7 o(wr + wa, k)
16w, w;

=7 - 2)%5° -
- _nz,”u—_z/dk/ koD T 70 ) (1.32)
I(T) Pez 2

lwyw
donde T es el jacobiano de la transforinacion y ¢y, g1 se expresan como funciones de
Relky e T ko Fn (4.32), dky es un elemento de superficie sobre el plano complejo kg
'y la integracion es sobre ¢l pez.

[Temos visto que en (4.18) el corte fisico en X(p) es producido por la acumulacion
de polos que conservan la energfa-moimento real entrante py, p. Estos eventos posibles
estan dados por las funciones § presentes en la discontinnidad (4.20) y su acumulacion
Heva a la amplitud finita (1.21).  Equivalentemente, en la funcional discontinnidad
(1.23). todos los valores de ¢ estdn relacionados con funcionales § reales, dando lugar
a una discontinuidad finita en ¢l corte (cf. (4.21)). Por el otro lado, en (4.31), los
valores ¢ que producen un valor wy 4w, real (una funcional é real) tienen medida cero
cnando se compara con el espacio de todos los §. Esto es debido a que estos valores
deben satisfacer la condicion adicional Imw) + Tmuw, = 0.

Correspondientemente, en (4.32) tenemos para ko una integral de superficie de los
residnos en los polos wy + wy. Como estos “eventos” estan dispersados sobre el pez.
{enemos que su peso también esta dispersado sobre esta region. Por lo tanto, teniendo
en enenta que el eje real po tiene medida cero cuando se lo compara con una superficie
(ver [35]), no hay contribucion de (1.32) a la auto-energia de una particula fisica. La
misma situacion ocurre para el resto de los términos en (4.25) y para W+ W, W+ .

Para completar este calculo de la auto-energia precisamos la convolucion de una

funcional de Feynman con nna funcional de Wheeler. Para calcular 7 * 1 tomamos
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nuevamente (4.5) y (4.12) pero ahora con I'y = Ry I, = R+ %(('_w—(fw) (cl. (3.56)).

Con (1.13), (1.14) y @ = wm, wy = w oblenemos (1, = o, = —%)
Lo =lpwln + funcionales § complejas (1.33)
donde
iy = — on(PPeld) | ww(P—q) Zwld) (1.31)

Ph = (wn(P = D+ (@) b~ (wn(F— D)~ (D)
' (1.31), wy puede tomarse real (sin el agregado —ie a la masa) pues, siendo w
compleja, no aparecen singularidades en el limite ¢ — 0. Similarmente, obtenemos
para I+ W

I = [71--w]n + funcionales 6 complejas (-1.35)

Por lo tanto, de (4.12) y (4.17), la contribucion de (4.29) a la auto-energia de nna

particula [isica con energia-momento py, p cs

/ i7m'“ [ _a WP = §) + wn(q) N p P
a) | w.

Wanii DR Canli D T wnl@? w@ ™S
(1.36)
Como ol segundo y tercer término en el corchete de (4.36) son complejos conjugados.,
sn parte absortiva Imi(4.36) no involucra a los parametros complejos yi. fi. Por lo
tanto. la auto-energia es consistente con unitariedad y compatible con la eliminacion
de los modos complejos del espacio asintotico.

o resiimen, cn este capitulo desarrollamos el calculo del producto de convolucion
de dos funcionales analiticas en general. Aplicando estos métodos obtuvimos la con-
volncion de dos funcionales de Feynman, dos funcionales de Wheeler y los productos
de convolucion cruzados. El camino asociado al producto F'* I es tammbién un camino
de Feynman, pues esquiva por debajo a los polos con parte real negativa y esquiva
por arriba a los polos con parte real positiva. Fl camino asociado a la convolucion

de dos funcionales de Wheeler se reduce a una integracion sobre lazos que rodean
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a los distintos polos (funcionales delta). Iivaluamos entonces la auto-cnergia total
a scgundo orden, correspondiente a una interaccion A@®, encontrando que su parte
absortiva solo se debe basicamente a la masa real; y es la seccion elicaz total de
desintegracion (a primer orden) en dos particulas de masa mn. Iin concecucucia. en
el orden considerado, los estados de particula son los inicos que deben incluirse en
el espacio asintético, en acuerdo con el requerimiento fisico de la eliminacion de los

modos complejos de este espacio.



Capitulo 5

Propiedades de la Auto-energia

In este capitulo estudiaremos la invariancia de Lorentz y el comportamiento ultra-
violeta de la anto-energia. También mostraremos en la tercer seecion que si bien el
vacio no es anmquilado. como es habitnal, por ninguno de los operadores b, ¢ o sus
adjuntos. sin embargo siguen valiendo las reglas de Wick en el orden de perturba-
ciones considerado . s decir que el valor de expectacion del producto cronologico
de cnatro operadores de campo se puede escribir, como es usual, en término de las

contracciones de dos operadores (propagadores de Wheeler).

5.1 Invariancia de Lorentz

Y ¢

I'n el capitulo 2 hemos construido el hamiltoniano (2.22) usando la simetria del sis-
{ema ante traslaciones temporales. De manera similar, usando el teorema de Noether.
se pueden construir los generadores de traslaciones espaciales para formar el P, y los
generadores de rotaciones y “boosts” M.

I'n el capitulo 3 usando la expresion de /1 en términos del campo é obtuvimos. a

nivel cuantico, las reglas de conmutacion que deben obedecer los campos componentes

a8
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ag. b v ¢ de forma tal que II genere las traslaciones temporales del sistema. Uisando
este algebra de operadores y la expresion de los generadores en términos de ag, by
v ¢ se puede demostrar que se satisface el dlgebra de Poincaré (ver [28] v también
[29]):
[P, ] =0
[ M, P,, ] = i("un“' - 7]unPu (h.1)

[ My, , My, ] = Mo = NuaMyup + Mo Myup — 10p Myo) (5.2)

Por lo tanto, la teoria para los campos cuanticos con parametros complejos de masa
es una teoria relativista. Sin embargo, es claro que la teoria cuantica no termina en
cl algebra de conmutadores. La eleccion de las propiedades del vacio determina los
propagadores de la teoria y de alli las amiplitudes de probabilidad para los distintos
procesos. Para que la teoria sea clectivamente invariante de Lorentz (es decir que
las amplitudes de probabilidad lo scan), ¢l vacio debe ser invariante de Lorentz. La
cuantificacion natural de los campos con parametros complejos de masas nos llevo a
definir el vacio via la propiedad /°,|0) = 0. Si tenemos una Leoria relativista (es decir,

que satisface el algebra de Poincar¢) y |0) es el iinico vector que satisflace
P,J0) = 0 (5.3)

se puede ver entonees que M, |0) = 0, y por lo tanto |0} sera el iinico estado invariante
de Lorentz (ver referencia [26]). En efecto, aplicando ambos miembros en (5.1) a [0)
resilta:

P,M,,,[0) =0

y como por hipotesis [0) es (salvo un factor) el dnico vector que satisface (5.3) re-
sulta M, [0) = m,,[0), donde los m,, son antisimétricos (en particular m,, = 0).

Aplicando ahora ambos miembros de (5.2) a |0) se obtiene:

_— 24
0= 10pMuo = NuaMup + NoaMup — NupN o (5.1)
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y nsando para i, v y o valores distintos entre si, y p = v resulta m,, = 0. lintonces,
se obtiene finalmente AM,,|0) = 0.

Il vacio para el sistema (3.2) se puede escribir como el producto de los vacios para
los distintos modos k. A su vez, en el sector complejo, el requerimiento de energia
y momento nulo Heva a una tinica solucién (f© = (2%Z)~%) que representa al vacio
en cada modo (ver (3.24)). Por lo tanto podemos aplicar el argumento anterior para
obtener que nuestra definicion lleva a un vacio invariante de Lorentz para el sistema
(3.2).

Is interesante comprobar la invariancia de Lorentz a nivel de las amplitudes de
dispersion, donde intervienen particulas asintoticas con pp,p observables (s decir
reales).

Consideremos la auto-cnergia dada en (4.36). Notamos primero que las integrales

involucradas tienen la formas:

d@ 1
Jy = Jyy £ 0y Jon = /wm((](i) Do (myn = 1,2 m #£ n)

donde hemos Hamado

I)mn = P(z) - (wm((n :t w"(ﬁ_ (i'))z

Tomando la derivada respecto a pp obtenemos

AJy 9 (/ dq 1 :t/ di 1 )
o= = —ep s — =y
Ipo Po wi(q) D, w2(q) D3,

Micntras que para la derivada de Jy; respecto a p; resulta

(')le -9 / ([(i. Pi—q wg(ﬁ— (D + w,(tf)
(')]),' uﬁ((f) [)|22 u.)g(];.— (T)

_ / (Iq Vi ¢ :l:')/ d¢  po—q
(T) D, ~ 7] w(p-q D

I:‘— TG, . dq g
/ /u—‘:z(‘ﬂ 1)'31
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CcOll l() ('|“’|.l
% = 2p; / ol _12‘ ﬂ:/ 49 % (5.6)

Ipi J wi(q) D wa(q) D3,
Futonces, de (5.5) y (5.6) obtenemos

.y 0J+ JdJy dJ s

—_— i = 0 and —— — P = 0

Po o +p 3o and p on; P; o,
=2

stas ecuaciones implican que Jy es sélo una funcién de p? = pg — p

5.2 Comportamiento Ultravioleta

Ion esta seccion estudiaremos el comportamiento ultravioleta de la auto-energia. Te-
niendo en cuenta que el sistema (3.2) cs de orden superior, es de esperar, en principio.
una mejora respecto del comportamiento ultravioleta para una teoria escalar de se-
gundo orden. Al ser la teoria de orden superior tenemios por ¢jemplo, que la funcion de
Gireen particular para la ccuacion (3.1) asociada en el sector de los modos complejos
con las funciones ((q) y G(q) (cf. (3.45)) se comporta en el régimen ultravioleta como
q~%. Por lo tanto, el orden superior mejora el comportamiento usual de la teoria. Sin
embargo, los propagadores de la teorfa son los de Wheeler W y W los cuales difieren
de las funcionales (7 y G en funcionales § (cf. (3.64), (3.65) y (3.66)). A diferencia
del orden superior de la teoria, la presencia de estas 6 tiende a desmejorar el com-
portamiento ultravioleta (ver [25]). Para los calculos con propagadores de Wheeler
¢l contaje de polencias no se pnede realizar directamente como en el caso usual con
propagadores de IFeynman. En el caso usual, se puede hacer una rotacion de Wick
con lo enal queda claro cual es la contribucion de cada propagador al comportamiento
nltravioleta de un diagrama. kEn cambio, esto no es posible cuando hay propagadores
de \Wheeler pues los caminos de Wheeler no pueden rotarse sin pasar sobre los polos.
Fstudiaremos entonces el diagrama de auto-energia, calculado en (4.36), de manera

directa,
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Vimos en la seccidn anterior que la auto-energia calculada para el sistema (3.2) es
invariante de Lorentz (es decir, sélo funcién de p3 —p2). Por lo tanto, podemos tomar
en (1.36) p = 0y hacer la substitucion p3 — p*(= p& — p?) con lo cual obtenemos qne

la auto-cnergia total esta dada por

_iTa a 2wm (q) 3 8 - _
(I( - 4 1 - -k ___I Aty l’)l)
/ ’wm(«n[ walg) PP — 42 (q) " w(g) " (g " (

Loy = — (win(q) + w(q)) (win(q) —w(q)) (5.8)
Pe = (wm(q) +w(9))? P} — (wm(q) —w(9))? N

donde hemos llamado ¢ = §2.
Veamos ahora que los modos complejos actian como reguladores de la auto-
encrgia. 151 comportamiento dominante para valores grandes de g puede encontrarse

si notamos que, cinando ¢ = 00, w,, 2w o T = q, ¥

m? — 2 ] m? — ?
Wy —W = —(—— lrw = —+ ———

2q 2q 2qp?
Lntonces, el integrando en (4.36) tiende a:

m? — 2 m? — ji°
I L S U Lt L

it | 3
g2 (29 24 P? 2q P2

ITa R ] - )
= Eq—J[n +8+ 5+ ﬁ(ﬂ(m2 — /tz) + ﬂ(m2 — 772))]

Recordando que a7t = (2 = m?)(ji2 = m?) y f=' = (m? — j*)(7% — p1?) obtenemos

que
p+B = 2 21—2 e —2l 2 _ 2
(m? — p2)(7* = p?) ~ (m? = ) (u* - %)
o I I
(B - 2) (m ) (m? -
-1

= 9.9
(42 — m?)(E® — m?) (5:9)

con lo cual resulta o + 3 + f = 0. También vemos que B(m? — u?) + B(m?* - %) = 0.

Por lo tanto, el integrando tiende a cero mas rapido que ¢~. Entonces, para v = 1, si
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bien cada uno de los términos en (5.7) Hevan a integrales logaritmicamente divergentes

(como es usual), la auto-energia total (5.7) es convergente.

5.3 El Valor de Expectacion del Producto de Cua-

tro Operadores

Uno de los términos del cdlculo perturvativo de la matriz S a segundo orden para la

dispersion hacia adelante ({(p|S;]p)), se obticne de

[ s [y g, s @ mI) (5.10)

donde los campos ¢, (x) y #;(r) conmutan pues los grados de libertad en o, se

representan por z, 13- mientras que en @7 se representan por z, —iZ. Teniendo en
cuenta gue el vacio se factoriza en cada grado de libertad b y cada grado k se factoriza

- )
> (pues [0 = :72272) tenemos que

(O { () o, () b,u(y) () }0) =
02 (0], (r) b)), (r) &) ()]0) +
0y=(0[0,.(v)0u(z)0,(¥)$5(x)]0) (5.11)

sultaigual a

0.4 (0], ()4 (¥)10)(0] &5 () (w)[0) +

0y (0], (3)8,,()10) (0], (y) ;. (x)[0)

= (04,(018,(x)8,(1)10) + 0,-(0]6,.(3),()]0)) x
(0,401, (x) &7, (1)[0) -1- 0Ol 5, () b, ()]0))

= W(r—y)W(r - y) (5.

ot
[N
—_

Por lo tanto la contribucion de (5.10) se obtiene de W TV,



CAP{TULO 5. PROPIEDADES DE LA AUTO-ENERGIA 61

Abhora consideremos el Lérmino

[ s [ @y o (6,000 a)0uta)s.0}O) (5.13)

I%s [acil ver que es suliciente mostrar que se verifica

(018, (21)Bu(x2)u(23)bu(z4)]0) = (5.11)
(01w (1)@u(72)|0) (0] pu(z3)u(4)10) +
(016, (x1)#u(%3)[0) (0] b, (x2) #1u(x4)|0) +
(018, (1), (74)|0) (0] 8, (72)$,.(23)|0) + (5.15)

para que scan validas las reglas de Wick (donde en (5.15) en cada valor de expectacion

aparcce el orden cronologico). En particular de las reglas de Wick obtendriamos
(O] F {pu(*)bu(x)Bu(y)bu(y)}0) = 2W(z — y)W(z - y) (5.16)

pues los términos correspondientes a los “tadpoles”, que en la cuantificacion habitual
se van al tomar orden normal en la interaccion, en este caso (en el cual no hay orden
normal pues ni j0) = 0, ni ¢|0) = 0) se van pues W(0) = 0 (cf. (3.39)).

Veamos entonces la validez de (5.15). El campo ¢, en término de los operadores

br y ¢ redefinidos (ver (3.11)), toma la forma

T .
du(r) = / r( (bk( —ipwe_ge™") (H.17)
Zw
donde
[ ek, b | =18k - k') (5.18)

(‘on esta expresion obtenemos el valor de expectacion (5.14) en término de los valores
de expectacion de vacio de enatro operadores de tipo b o tipo e. Recordando que para

cada grado de libertad k estos operadores se representan segin

d
by = —1— Cr = 2 (5.19)
dz
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resilta de (3.27) que los tinicos valores de expectacion no nulos son aquellos donde

intervienen dos operadores de tipo by dos de tipo ¢. Obtenemos entonces

(0] (21) B (22) by (73)Bu(4)[0) =
o [ dky dky dRy diy

ik ‘_ik;.ri t,.'k}.ra(,.'k‘. Ty

T 2y 20, 2wy 20
Iw:;wd({iw,t|+iu2l;--|w_1t.1—iuql4 <0l1)k| bkz("—k;\ ok, |0)
+w2w.|(‘iw1t| —twaly Fiwita—twyly <()|bk| Coky bk:\“’kq lo) + . ] (5.20)

Donde los restantes cuatro términos, siguen el mismo patron. A dilerencia del caso
usual. donde a y a* ocupan el lugar de by ¢, en este caso los seis Lérminos son no mmlos

(pres ni b ni ¢ aniquilan al vacio). Calculemos por cjemplo el valor de expectacion
(Ulbkl th(‘—k;; C_k, IO) (5.21)

Para ello discretizaremos al espacio de los & en pequenas celdas V; de volimen 6V

centradas en valores k. Definimos

| T I 1. D I
l),‘ = ;S—‘/— '/v' dk bk C = 6_‘,’ '[" dk Ch (-).2...)
Integrando en ambos miembros de (5.18) obtenemos
1 .
Leis b )= 5785 (5.23)

(‘wando 8V — 0 los operadores en (5.22) tienden a los by y ¢k, ¥y el miembro izquicrdo
en (5.23) tiende a la é de Dirac.
De (5.23) tenemos que la representacion para los b; y ¢; es

d I
b — —1— Ck— == 2

dz &V

—
=t
(S

—

I2l vacio es ¢l producto de los vacios para cada grado discretizado:

0) = H |0). (5.25)
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(‘aleulemos entonces (0]b;bcxc|0):

al0) = e J]10). = [T 10). culo), (5.26)

sl

\plicando ep en (5.26) resalta:

(‘k(‘ll() (H IO (‘1|0 )

s#l

= by H 10)s i) + (1 — é1) H 10)s 1]0)s cx|0) & (9.2

s#l s#l,s#k

ot
N
-1
p —g

Luego, aplicando b; en (5.27) obtenemos:

bicxa|0) = bi ( 8 [T 10)s brerca[0):

s#l
(1=81) J] 100 cictl0)s 6,]0); +
s#ls#)
(| - 5kl)(6jl H |0)s bl('ll())l Cklo)k + 6jk H |0)_, (,‘IIO)I bkaIO)k +
s#lsEk s#ls#k
(1=8)(1=85) ] |0),c,|0),ck|0)kb,-|0)j) (5.28)
sl s#k,s#)

Ahora proyectamos (5.28) con (0]b;, siendo los tinicos términos no nulos aquellos que

tienen en cada grado tantos b como ¢

(Ol[’ibjckcllo) = 6,‘1 6“ 6]1(0| H |0)s bleClClIO)l'*'

s#l
(l — ‘Skl)‘sjl 6k,'(0| H IO)S 1),(‘('0)[ ”k"k‘o)k +
s#ls#k
(I — éki)dji 6“(0| H |0}, 1){61|0)1 bkcklo)k (5.29)
s#l s#k

Usando (5.24) y que el vacio en cada grado esta representado por (z,Z;)” i obtenemos

11
bl('llo)l —155‘—/—“)), blblClCllo)l = ( )

1 -
V21 |0) (5.30)
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con lo cual, resulta:

1 3
(0}bibjcrci]0) = )26V > 46.1 8ii 651 (0]0)+
I
(— 5‘,24[(1 Ort)&jt b + (1 — Ba) b 51.'](0|0)

N 11 |
( )6‘/216"6"1 Jl(Olo) ( 6‘/24

= (0]bick]0)(0]b;¢1]0) + (0]b;cx|0)(0}bici|0) +

[6,:&. + 65k 61i](0]0)

§V(~i)?

(5.31)

1 1
N
lsntonces cnando tomamos el limite 6V — 0, los operadores b;, ¢; tienden a b, cy.

respectivamente; y el tercer término en (5.31) tiende al producto de tres funciones 6

de Dirac multiplicadas por 6V lo cual tiende a cero. Por lo tanto, obtenenos

(0|bk| bkzcks Ck, IO) =
(O], ¢k, [0){O0] bk, ¢k, |0) + (O]bs, €1, [0)(0]b1, ik, |O) (5.32)

A partir de esta relacion se obtiene facilmente que el valor de expectacion de vacio de
cualquier producto de cuatro operadores by ¢ se reduce, como es usual, en término
de los valores de expectacion de pares de operadores (donde estos pares se ordenan
por orden de aparicion). Usando (5.32), se obtiene que el primer término de (5.20)

es ignal a:

(018}, (1), (x2)|0) (015, (x2) b (24)]0) +
(01¢5, (1), (4)10)(018} (2) 65, (x3)|0) (5.33)

donde d)i" y @5 son los términos de @, que conticnen a los by y los i respectivamente.
Un calculo directo muestra que los términos (5.33) mas los restantes (dicz) términos
similares que se obtienen de (5.20), llevan a la verificacién de la relacion (5.15) v por

lo tanto, a scgundo orden, las reglas de Wick son validas.



Conclusiones

Hemos visto que las teorias de campo de orden superior llevan naturalmente a la
existencia de modos complejos, es decir, grados de libertad asociados a pares de
parametros de masa complejos conjugados. Por ejemplo, en el capitulo 1. esto ocurre
cnando se extiende el modelo de Wess-Zumino a dimension superior, manteniendo
la snpersimetria de la teorfa. También las teorias de campo de métrica indefinida
(en particular las teorias de orden superior con masas reales, cf. (2.24)) llevan, bajo
ciertas condiciones sobre las escalas de nasa, a la existencia de modos comiplejos (ver
seccion 1.1).

Siguiendo entonces métodos propios de la teoria cuantica de campos, estudiamos
la posibilidad fisica de tales modelos. Considerando el caso de un campo cscalar
rcal con un modo de masa m y un modo complejo utilizamos métodos variacionales
para obtener el hamiltoniano clasico del sistema (magnitud conservada por la simetria
anle traslaciones temporales). Por métodos cuanticos nos referimos a la construceion
de una teoria donde las distintas magnitudes clasicas pasan a ser operadores, y que
exhibe a nivel del algebra de conmutadores las mismas simetrias de la teoria clasica;
cn particular, el operador hamiltoniano debe generar las traslaciones temporales.

De esta manera obtuvimos el algebra de conmutadores para los operadores ay. by
v oep. s claro que el sector para el campo de masa m es el usual. Los operadores

ay asociados a este modo aniquilan particulas de masa m (en particular ai|0) = 0):

68
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los operadores aj, crean del vacio cuantos del campo. Como concecuencia de eslas
propicdades los propagadores correspondientes son los de Feyniman.

Los operadores by y ¢k, contrariamente a lo que sucede con los ax, conmutan
con sus respectivos adjuntos; siendo los unicos conmutadores no triviales aquellos
entre by y ¢r. Por lo lanto, la representacion para los modos comiplejos no puede

ser holomorfa (como es el caso de los modos reales) sino que es de la forma b —

'Q.

—i%;, ¢ — z y sus respectivos adjuntos con respecto al producto interno [ dzdz f§.

a

Fsta representacion es similar a la de los operadores candnicos de posicion e impulso.
De esta manera quedan definidas las propiedades cianticas de la teoria; se puede
representar al operador PP, para cada grado de libertad k (cf. (3.20)), obteniéndose
¢l vacio |0) (energia-momento cero) como el vinico estado invariante de Lorentz. Este
vacio (representado en cada grado & por (23)’%) tiene la particularidad de no ser
aniguilado por ninguno de los operadores b, ¢, " y ¢*. Ademas, en el sector complejo.
no existe ningiin estado de particula. En particular, no hay lo que llamariamos ¢l
estado de un “complexon”, con la propiedad P, P*|l) = p?|l). Contrariamente, el
hamiltoniano es hermitico y posee un espectro real y continuo extendiéndose de —oc
a -loc. ks por esta razon gue debemos hablar de campos con parametros complejos
de masa y no de particulas de masa compleja.

l-’xaminamos asi lagrangianos particulares de orden superior, encontrando que
los modos complejos pueden ser tratados consistentemente, como se muestra en el
capitulo 3.

A partir de la representacion de los modos complcjos fue posible calcular los
distintos valores medios del producto de campos en el vacio. Obtuvimos, en particular.
que los propagadores para los modos complejos resultan miftad avanzados y mitad
retardados (“propagadores de Wheeler™).

La aparicion de este tipo de propagadores es un indicio de que los modos complejos

podran eliminarse consistentemente del espacio asintdtico manteniendo la unitariedad
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en el sector de particulas. Wheeler y Feynman usaron funciones de Green mitad re-
tardadas y mitad avanzadas para describir la radiacion clasica en un absorvente com-
pleto. Ellos formularon, con este tipo de funciones para el cammpo electromagnético,
nn principio variacional para la dinamica (clasica) de los electrones en el enal solo in-
tervienen las coordenadas de estos. El absorvente estaria constituido por los mismos
clectrones. El campo electromagnético aparece en una accion no local a través de
las Tanciones de Green entre las distintas coordenadas de las particulas. Justamente
las funciones de Green son las que representan en teoria de campos a los “estados™
virtnales. Correspondientemente, si uno considerase la parte cldsica de una feoria
cuantica (el nivel arbol) cuyos propagadores son mitad avanzados y mitad retarda-
dos. estas propiedades se manifiestan en el liecho de que la parte absortiva de estos
propagadores es nula, y en concecuencia podriamos eliminar (a nivel arbol) a los
modos respectivos del espacio asintotico.

I\n nuestro caso, vemos que junto con la necesidad de eliminar a los modos comple-
jos del espacio asintdtico (requerimiento fisico), el tratamiento natural que seguimos
lleva a propagadores de Wheeler para estos modos.

Con el fin de calcular los distintos diagramas, es necesario trabajar con las anti-
transformadas de Fourier de las distintas funciones de Green. El marco natural para
estas anti-transformadas es el de las funcionales analiticas. Es por ello que estudiamos
funcionales en las que el camino de integracion en el plano complejo de la energia
evitan de diversas maneras a los polos que aparecen ligados con la anulacion de los
denominadores. 19stos caminos son equivalentes, en general, a una integracion sobre
el ¢je real mas una integracion sobre lazos (con pesos apropiados) alrededor de los
polos.

(‘ada una de las funcionales de Green que necesitamos, a saber: la de Fevnman,
la retardada, la avanzada, la de Wheeler; estan asociadas con un dado camino de

integracion. Iistudiamos entonces las convoluciones entre ellas, lo cual puede hacerse



con el tratamiento general de convoluciones de funcionales analiticas desarrollado
en el capitulo 4. Considerainos en particular la convolucién de propagadores de
I'eyminan y de propagadores de Wheeler, como también las convoluciones “cruzadas”
de funcionales de Feynman con funcionales de Wheeler.

Realizamos entonces, en una teoria A¢?, el estudio de la auto-energia. Por medio
del calculo de convoluciones fue posible mostrar que la auto-energia total tiene una
parte absortiva que sélo se debe a la masa real. De esta manera queda demostrado (a
un lazo) que la eliminacion de los modos complejos del espacio asintético es compatible
con L unitariedad de la teorfa; estos modos pueden sélo manifestarse a través de los ¢
tados virtuales (cfectos del propagador modificado). Mas ain, vimos explicitamente
que estos grados actian como reguladores pues la auto-energia total es menos di-
vergente que la auto-energia debida a la masa real sola. En particular en cuatro
dimensiones, la auto-energia es finita.

Ademas, teniendo en cuenta que la teoria es relativista y que el vacio es invariante
de Lorentz, las amplitudes que se calculen deberan ser invariantes de Lorentz, lo cual
verilicamos para el diagrama de auto-energia.

Notamos también que la auto-energia sc obtiene de las reglas usuales de Wick.
Los “tadpoles” que en el caso usual se pueden eliminar tomando orden normal en la
interaccion, en nuestro caso (en el cual no existe el orden normal) se van directamente
pues el propagador de Wheeler tiene la propiedad W(0) = 0.

Vemos por lo tanto que, al orden considerado, a diferencia de las recetas de matriz
S de Lee-Wick, el tratamiento realizado implementa el objetivo de regularizar la auto-
energia por medio de campos fundamentales, siendo valido el esquema usual de la

teoria cuantica de campos.
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