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Resumen

En este trabajo estudiaremos las teorias de campo de orden superior, haciendo énfasis

en el tratamiento de los modos complejos (grados de libertad asociados a parámetros

complejos (le masa).

En el primer capítulo mostramos la relación de los modos complejos y las teorías

de métrica indefinida; también veremos que estos modos aparecen de manera natu­

ral cuando se extiende el modelo supersimétrico de Wess-Zumino a un espacio de

dimensión mayor a cuatro. I

l'ln el segundo capitulo presentaremos los métodos lagrangianos para campos que

obedecen ecuaciones de orden superior. Usando el teorema de Nóether construire­

mos los tensores canónicos, en particular obtendremos el hamiltoniano (magnitud

conservada por la simetría ante traslaciones temporales).

Para estudiar las caracteristicas escenciales del tratamiento de los modos com­

plejos, consideraremos cn el tercer capitulo un modelo de orden superior en el cual

intervienen un modo de masa real y un par de modos complejos conjugados. El

requerimiento de que a nivel cuántico el hamiltoniano genere las traslaciones tempo­

rales del sistema nos llevará al algebra de conmutadores para los coeficientes cn el

desarrollo de Fourier de los campos. La representación para los operadores correspon­

dientes a los modos complejos, a diferencia del caso habitual de masa real (donde la

representación es holomorfa), se asemeja a la de los operadores canónicos (le posición

e impulso, actuando sobre funciones de z y E. Obtendremos entonces una repre­

sentación para el operador de energia-momento lo cual nos permitirá representar al

vacio y calcular los valores de expectación de los distintos productos de operadores

de. campo. En particular, el propagador para los modos complejos resultará mitad

avanzado y mitad retardado.

En el cuarto capítulo calcularemos la auto-energia a segundo orden para el modelo



anteriormente descrito (con una auto-interacción A433).Para ello representaremos a los

distintos propagadores por medio de funcionales analíticas y obtendremos la expresión

para la convolución de dos funcionales analíticas definidas por caminos de integración

generales. Mostraremos entonces que el diagrama de auto-energía es compatible con

unitaricdad y la eliminación de los modos complejos del espacio asintótico.

Finalmente, en el quinto capitulo estudiaremos algunas propiedades de la auto­

energia. a segundo orden. Siendo la teoría relativista y el vacío invariante de Lorentz,

las amplitudes de probabilidad para los distintos procesos deben ser invariantes de

Lorcntz; verificaremos entonces que la auto-energía calculada es invariante de Lorentz.

Además, veremos que los modos complejos actúan como reguladores pues mejoran el

comportamiento ultravioleta de la auto-energia debida sólo al modo real.
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Introducción

El tratamiento de las divergencias en Teoría Cuántica de Campos ha sido siempre un

desafío y varias propuestas han sido presentadas a un nivel fundamental.

Los reguladores de Pauli-Villars relacionados a campos verdaderos, como fue pro­

puesto por Lee y Wick [l] fue uno de los primeros intentos en esa dirección.

Cn la actualidad este tipo de ideas cobra interés en Gravedad Cuántica (Boul­

warc [2], Boulware y Gross [3]), donde cl cálculo perturbativo (aplicado a la acción

usual) lleva a divergencias proporcionales a distintas potencias del tensor curvatura

[/1]. Esto implica que las divergencias no pueden ser removidas por una redefinición

(renormalización) de los términos en la acción original. Tendremos entonces una se­

cuencia infinita de contratérminos cada uno con una parte finita que no puede ser

determinada por la teoría sino que deberia obtenerse con observaciones. Una teoria

que tiene infinitos parámetros a determinar por observaciones carece de valor pues no

tiene poder predictivo (no renormalizabilidad). En ciertas teorías, si se toma como

punto de partida (a un nivel fundamental) un lagrangiano con términos cuadráticos

en la curvatura (ver [5]), se obtienen divergencias que también son cuadráticas en la

curvatura y por lo tanto pueden ser removidas por renormalización La dificultad

básica en estas teorias es que las ecuaciones de movimiento son de cuarto orden. Es

bien sabido que las ecuaciones de orden superior presentan en general propiedades



que parecen no ser adecuadas desde un punto de vista físico (ver sin embargo ref. [7],

para el caso de una dimensión relevante). Clásicamente las teorías de orden superior

son inestables debido a que el hamiltoniano (¡magnitud conservada por invariancia

temporal) no esta acotado por debajo. Cuánticamente, al igual que en la propuesta

de Lee y Wick, el comportamiento ultravioleta de los propagadores (mejor que p'z)

implica la existencia de métricas indefinidas. Ahora la inestabilidad reaparece pues

las correcciones cuánticas por la interacción llevan en general a la aparición de polos

complejos conjugados en la hoja física de los propagadores (modos exponenciales).

Por lo tanto, el problema a resolver en este tipo de teorías es el de asegurar la esta­

bilidad.

l’ara tener estabilidad, la teoría debe ser tal que podamos eliminar del espacio

nsintótico los grados (le libertad correspondientes a los modos complejos. Es claro que

esto no se puede hacer de palabra. Si empezamos con particulas fisicas la interacción

podría crear modos exponenciales “conjugados” y por lo tanto la teoria restringida

al espacio de particulas normales sería no unitaria.

(ion el lin de eliminar los modos complejos, Cutkosky, Landshoff, Olive y Polk­

inghorn [8]y también Lee y Wick [9]adoptaron prescripciones definidas para modificar

los diagramas de Feynman y asi lograr la unitariedad. En este respecto, Boulware y

Gross mostraron que estos diagramas modificados no pueden ser interpretados como

elementosde matriz de productos de operadores

l'ln la referencia [10], Nakanishi estudió el tratamiento de los modos complejos, por

medio de una teoría local de campos, incluyendo masas complejas en un lagrangiano

de segundo orden. En ese trabajo fue implementado un conjunto de prescripciones

de Lee-Wick sobre la matriz S tomando la continuación analítica de los propagadores

(le F‘ynman sobre las masas complejas. Sin embargo, tales prescripciones no llevan

a amplitudes invariantes de Lorentz, como fue mostrado por Nakanishi [ll] y por

Gleeson, Moore, Rechenberg y Sudarshan [12].
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Los modos complejos también pueden estudiarse en teorías de orden superior,

las cuales en general dan lugar a masas complejas a nivel del lagrangiano. Si uno

considera un polinomio en el operador de D’Alambert 'P(Ü), el lagrangiano, E =

áqfi'P(Ü)45lleva a la ecuación

muy» = o (0-1)

La descomposición de (0.1) en factores de Klein-Gordon muestra que tenemos “masas”

que son de la forma eía'mz. Como el lagrangiano debe ser real, las raíces comple­

jas cn 79(0) ocurren en pares complejos conjugados. Un ejemplo aparece en una

_gencralización natural del modelo supersimétrico de Wess-Zumino a espacios de di­

mensión mayor a cuatro (ref. [13]). En este modelo, los campos libres componentes

del supercampo obedecen una ecuación generalizada de Klein-Gordon de la forma:

(0" —m2")ó = 0 (0.2)

Para n = l tenemos la ecuación usual de Klein-Gordon. Para n = 2 tenemos:

(c12- mw = (a —mmm + mw = o (0.3)

cuyas soluciones representan una partícula normal y un taquión. La cuantificación

del campo del taquión para E2 < m2 ha sido estudiada en la ref. [17]. La ecuación

(0.3) lia sido analizada en las referencias [18] y [19]. Para n = 4 podemos escribir a

la ecuación (0.2) según:

(0‘ —mw = (c12- mmm? + mw = o (0.4)

Uno (le los factores es el operador diferencial de la ecuación (0.3). El otro factor es

C12+ m4 = (Cl —im2)(D + imz) (0.5)

cl cual contiene dos masas complejas, con fases a = ig . En este punto es conveniente

advertir acerca del significado del término “masa compleja”. En realidad, e'k” es
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. , . . " ' L n
una solucron de la ecuacron (0.1) cuando k0 = :l:(k 2 + e'“-'mÏ)2 bm embargo,

ver-mnosen este trabajo que esta exponencial no es una verdadera excitación del

campo, y en particular no será cierto (para a, 7€ 0) que E = Mcg y ¡7 = Mii. l'Ïl

hamiltoniano será hermítico y el espectro de H será real y continuo: —oo < F}<

+00. l‘lnotras palabras, para masas complejas no existen estados del campo (le tipo

partícula. similares a las excitaciones de un campo de partículas normales. Es decir,

que con “masa compleja” nos referiremos a un modo efectivo asociado con un polo

en la primera hoja de Riemann o a un parámetro que aparece al factorizar ciertos

lagrangianos de orden superior.

lil tratamiento de estos modos complejos será. bien distinto del tratamiento que

se hace de las resonancias, las cuales estan asociadas con polos en la segunda hoja

de Riemann. Las resonancias son básicamente partículas inestables. Cuando la in­

teracción que produce el decaimiento de la resonancia se apaga debemos obtener

una partícula estable. Por lo tanto toda descripción (por ej. por medio de espacios

de Hilbert equipados) de los estados resonantes (definicion del vacío, operadores de

creación, propagadores) debe ser de tipo partícula (ver por ej. ref. [20]). Es de­

cir que el tratamiento de las resonancias debe ser una “prolongación analítica” del

tratamiento de las partículas estables.

En este trabajo encararemos el estudio de los modos complejos en el marco de

una teoría local de campos (de orden superior) con parámetros complejos de masa.

Seguiremos un procedimiento natural de cuantificación para los distintos grados de

libertad del campo, que llevará a propiedades de analiticidad que más adelante des­

cribiremos. Quedará claro que estas propiedades están relacionadas con la posibilidad

(le eliminar a los modos complejos del espacio asintótico, requerimento que no tiene

correlato en el caso de las resonancias. En este último caso, la inestabilidad significa

simplemente que una resonancia puede decacr en otras partículas, mientras que para

los modos complejos la inestabilidad significaría un comportamiento “exponencial”
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no fisico.

l'In el lenguaje de Ia teoría local de campos, el requerimiento de estabilidad se

puede enunciar pidiendo que los modos complejos sólo aparezcan en estados virtuales.

('omo vimos, esto se podrá. hacer consistentemente si la teoría definida sobre el espacio

asintótico de partículas normales es unitaria. La posibilidad de nnitariedad dependerá

de la forma en la cual los modos complejos son propagados. Esta propagación debería

“confinar” a los modos complejos en estados virtuales.

l‘lnel procedimiento de cuantificación que seguiremos nos encontraremos con que

el propagador para los campos con parámetros complejos de masa resulta ser mitad

retardado y mitad avanzado (ver ref. [21]). Wheeler y Feynman introdujeron este

tipo de función de Green para tratar a la radiación electromagnética en un absorvente

“cou'ipleto” [22][23]. En esta situación un “fotón” una vez emitido tiene que ser

absorvido y no hay lugar para la partícula asintótica y libre. Correspondientemente,

el “propagador de Wheeler” (mitad retardado y mitad avanzado) no tiene el efecto

(le partícula libre del polo y no se producirá. ningún estado asintótico pues la parte

absortiva de la función de Green “valor principal” es cero. Esto significa que la

nnitariedad se satisfará automáticamente a nivel árbol.

Para ver las propiedades escenciales de la cuantificación, consideraremos un sis­

tema simple donde un campo escalar tiene asociado un lagrangiano de orden superior

con una masa real y dos parámetros de masa complejos conjugados. Estudiaremos

entonces la auto-energía de la partícula normal a segundo orden. Este cálculo im­

plica que hay que convolucionar propagadores pues como veremos los valores medios

(le vacío del producto de operadores de campo contienen los términos usuales del

teorema de Wick. Será.conveniente representar a los propagadores por medio de fun­

cionales analíticas que aprenderemos a convolucionar. Este cálculo mostrará. que la

nnitariedad se verifica en el segundo orden de perturbaciones pues la parte absortiva

de la auto-energía no dependerá de los parámetros complejos de masa. El vacío con el
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cual formulamos la teoría es el único estado iuvariante de Lorentz, por lo tanto los rc­

sultmlos que obtendremos también deberán serlo. Verificaremosentonces, para el caso

(le la auto-energía, que la amplitud obtenida. es invariaute de Lorentz. Finalmente

notaromos que los modos complejos actúan como reguladores de la contribución a la

auto-energia que proviene del sector de partícula normal. En particular esta mejora

del comportamiento ultravioleta. lleva en 4 dimensiones a una auto-energía finita (ver

rol. [24]).



Capítulo 1

Modelos con Parámetros

Complejos de Masa

l‘Ineste capítulo motivaremos el estudio (le los modelos con parámetros complejos

(le masa a nivel del lagrangiano. En primer lugar ¡mostraremos la relación entre los

modos (‘0lnpl(-‘j()Sy las teorias dc métrica indefinida; luego presentaremos el modelo

supersimótrico dc Wess-Zumino en dimensión superior.

1.1 Modelos Efectivos

Consideremos una teoria para un modo escalar donde el propagador iG(p) viene (lado

por

_-A2__l__ = ,j L__l__ (1.1)
19(1)2 - A2) p2 p2 - A2

(lon(l(‘p2 = p3-fi2 . Este tipo (le propagador es de interés debido a su comportamiento

ultravioleta mejor que p’z.
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Las dificultades aparecen si intentamos asociar este propagador con campos funda­

uwntales. Supongamos que la prescripción para esquivar a los polos es la (le Feynman:

. l l7-—’—.'- —. (1.2)
p2 + ze p2 — A2 + ze

l'Iu este. caso, en ambos modos, propagaremos energías positivas hacia el futuro y

negativas hacia el pasado. Por lo tanto, siguiendo la interpretación de. Stuckelberg­

Feynman, el espacio de estados tendrá. energias positivas. Sin embargo la métrica

(le.este espacio deberá ser indefinida: Como veremos más adelante, si la métrica del

espacio fuese definida positiva, usando el teorema óptico deberiamos obtener que la

parte absortiva del propagador tiene un signo definido; Pero, teniendo en cuenta que

l 1 .

—. = P(-) —z1r6(z)
z + ze z

donde P es la prescripción valor principal, resulta de (1.2):

—Imi(1.2) = —1ró(p2)+ 1r6(p2 —A2) (1.3)

Vemos entonces que el modo de masa A2 y el modo de masa nula contribuyen con

signos opuestos. Para ver con claridad la.relación entre estas propiedades y la métrica

del espacio (le estados, consideremos un espacio de Hilbert de métrica indefinida y

finitos grados de libertad. Tomemos a los vectores como base de este espacio.

Entonces podemos representar a un vector según:

la?) = Jvili)

lil producto escalar entre dos estados ly) y Il!) puede escribirse

(Ely) = ïin"yj = zlny

donde la métrica 7]”es una matriz liermitica (7]t= 1]). Un operador sobre este espacio

(le Hilbert se representa por una matriz Ai]:

Álz) = Arjlei) (1.4)
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l‘lsdecir que el vector tiene componentes AI. Un operador A' se dice adjunto

de ¡l si veriliea la propiedad

(IIÁIy) = (yI/Ï'Irv) (1-5)

('on lo (Íllí’tlla representación A' de Á' resulta

A' = 7,4/1?” (1.6)

donde Al es la matriz traspuesta conjugada de A. Por lo tanto la matriz asociada

a un operador autoadjunto (Á' = verifica 11A= Aln. De (1.5) notamos además

que los valoresde expectación de un operador autoadjunto son reales. Si Ü

es un operador que preserva la métrica (pseudounitario), entonces su representación

¡matricial U debe cumplir con la propiedad:

xlUany = zlny es decir, Uan = 17 (1.7)

o, usando (1.6), queda en términos de operadores = I. Notamos que un opera­

dor pseudounitario se puede escribir de la forma Ú = e“, donde Á es un operador

autoadjunto. Según vimos, para que un operador tenga valores de expectación reales

delw ser autoadjnnto; por lo tanto en una teoría de métrica indefinida. el operador

llamiltoniano ¡l debera ser autoadjnnto y en concecuencia el operador formal de

dispersión

5'= Texpi/ dlíL-M
será pseudounitario:

É'S = 1 (1.9)

Veamos (tual es la generalización del teorema óptico que se obtiene a partir de la

relación (1.9). Con este fin escribimos = I + 'Í' con lo cual obtenemOs

í" + 1": —’Í"’Í‘ (1.10)
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Si consideramos el caso de dispersión hacia adelante para el estado obtenemos

(3|7’1z) + (.1:T11) = 43-5517311) (1.1|)

(fonskleremos ahora por simplicidad el caso en que tenemos dos tipos de vectores en

la. base; los |i, +) y los lk, —), con la propiedad:

(ia'l'lja'l') =óü (ka-lr’_> = _6’<T (1'12)

(y los productos cruzados nulos). Es decir que los vectores Ik, —) tienen la metrica

cambiada respecto a los Ii,+). Es inmediato verificar que la identidad se puede

escribir según

I=ZIt+><t+I-Zlk,—><k,—l (1.13)
i k

Insertando esta. identidad en (1.11) obtenemos

2Ï1ni(;r|'í'|:r) = —z ¡(1;+|'í' m2 + z |(k, 47‘11)? (1.14)
i Ir

('ousideremos por ejemplo una teoria A054.A IiiVelárbol, la dispersión hacia adelante

esta dada por el prOpagador con un factor negativo que viene por tener un ¿Aeu cada

Vertice. l’or lo tanto, comparando (1.3) y (1.14) vemos, como habiamos adelantado,

que el modo de masa cero corresponde a una métrica positiva, mientras que el modo

de masa A corresponde a una métrica negativa. Es claro que un modelo con métrica

indefinida. donde haya un acoplamiento no trivial entre sus modos no puede ser in­

terpretado en termino de. probabilidades. Por lo tanto, para que tales modelos sean

aceptables es necesario agregar requerimientos físicos. Lee y Wick impusieron como

requerimiento que los modos de métrica negativa. esten degenerados con estados de

IIIÓtI‘icapositiva que esten en el continuo. Esto significa que los modos de métrica

negativa pasarían via. la interacción a modos de métrica positiva. Para estudiar las

eouceeuencias de este requerimiento tomemos un caso un poco más general que el
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(lmlo en (1.2) donde (además de otros modos) tenemos un modo de masa m, y un

modo (le masa m2 cuyos propagadores en ausencia de interacciones son

l l
¡01:1' y ¿02 = -2" (1.15)

¡12-mÏ+ic p2—mg+ic

con lo cual el modo 771.1es de métrica positiva mientras que el m2 es de métrica nega­

tiva. lrln presencia de interacciones los propagadores tendrán correcciones cuánticas.

Si X¡(722)y 22(1)?) son la amplitud irreducible de una partícula para un modo 1n¡ y

un modo m2 respectivamente, tenemos que los propagadores completos son:

mp2) = ¿GI + ¿G121 ¿Gl + ia, 21 1'0121 ¿al +

1361
l

l-iG121
1='——-— LIC

zp2 — m? + ic, — ¿El ( i)

y similarmente

= + 22 + 22 22iCi'z+
_ l=le.—

1 — 26'222

' l (l 17)=-l—+:— .
p2—mg+zc+zL2

Antes de analizar los efectos de las correcciones cuánticas necesitamos discutir

algunas propiedades acerca de la estructura de analiticidad de las amplitudes. Las

amplitudes 2h (p?) y 22(1)?)serán funciones analíticas de pz. En el marco de una teoria

local de campos, estas ainplitudes podrán calcularse y la estructura (le analiticidad

qumlnrá (l(‘l.(‘l’llllll¡l(ln.Ésto significa que los cortes de estas funciones no pmlrán ser

cualesquiera sino que estarán sobre el eje real (las partículas virtuales tienen momento

rea en os va ores r ara os cua es a un con inuo e es a os conec .aros con e| l l 2 l l h t d t d l l l

modo en cuestión. Este corte define lo que se llama la primera hoja (le Riemann

(hoja física) de la amplitud. El valor de la función en el corte no está definido, si
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en cambio está bien definida la prolongación analítica desde arriba del corte y desde

abajo del corte. La teoria de campos también nos dice de que lado hay que considerar

a la amplitud: La prescripción +ic que hay en cada propagador libre lleva a que las

arnplitudes se obtienen (le 21(1)?+1Ïc)y 22(p2 +i6) (p2 real), es decir que las funciones

respectivas deben “verse” viniendo desde la hoja fisica por arriba. Una propiedad

importante es que. la discontinuidad en el corte de las 23resulta ser el doble de la

parte imaginaria de las ¿23(1)2+ie) (es decir que hay corte sólo si hay parte imaginaria

(le Ï‘J). Por lo tanto, resulta para la determinación en la hoja fisica de X3:

Imiïsz —ic) = —Im ¿23(1)2+ ic) (1.18)

listas partes imaginarias pueden calcularse teniendo en cuenta. que las 2 son ampli­

tudes de dispersión hacia adelante (fuera de la capa de masa) a las cuales se puede

aplicar el teorema óptico generalizado visto en (1.14):

2177122012+219): —Z: [(i, + V'Ï'Ip)l2+ z I(k, —|fÏ'|p)|2 (1.19)
í k

donde las amplitudes en el segundo miembro se consideran con p fuera de la capa

(le masa y para el ¡nodo correspondiente. El indice i es ahora. un indice continuo

que barre todos los estados de métrica positiva, similarmente el indice k barre todos

los estados de métrica negativa. En nuestro análisis consideraremos dos escalas (le

masas una para los modos de métrica positiva y otra escala mayor para los ¡nodos de

métrica negativa, de forma tal que al modo ml le sea energéticamente posible, a lo

sumo, pasar a modos en el continuo de métrica positiva; mientras que para el modo

ill-2necesariamente deberá. ser posible pasar a modos de métrica positiva (y sólo a

estos).

'l‘eniendo en cuenta que la prescripción +ir. también aparece en las E podemos

analizar la estructura de analiticidad de los propagadores absorviendo en (1.16) y

(1.17) el +1Íc.en pz y estudiar a los propagadores como funciones analíticas de p2
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complejo. lis claro que los cortes de A¡(p2) y A2(p2) son los mismos cortes de E¡(p2)

y E3209)respectivamente, y por lo tanto determinan la hoja física de los propagadores.

Para estudiar los polos consideremos primero al propagador A¡(p2). Los polos de este

propagador se obtienen de la ecuación

p2 = mi + i210?) (1-20)

Para simplificar el análisis consideremos que las 2 no son divergentes. Por lo tanto si el

modo m, no se acopla a ningún otro modo, el polo será simplemente m? que es la masa

de la.partícula libre. Cuando se prende la interacción la presencia de Él producirá un

corrimiento en la posición del polo del propagador. Supongamos que el valor p2 = m?

pertenece al corte de la función El. Si la constante de acoplamiento es pequeña, la

solución a (1.20) estará. cerca de mf. Veamos sin embargo que la ecuación (1.20) no

tiene solución si consideramos para El la hoja fisica. En efecto, debido a nuestra

escala de masas, usando (1.19), resulta (para p2 en la.escala m?) Imi21(p2 +1Ïc) < 0

y debido a(|.18) resulta Im ¿Blur? —ic) > 0. Entonces por continuidad, en toda una

zona sobre el corte (Im p2 > 0) tenemos Ïm ¿21(p2) < 0 y similarmente debajo del

corte (Imp2 < 0) tenemos Imi2¡(p2) > 0. Estas propiedades son incompatibles con

la ecuación (|.20) en la hoja física. Por ejemplo, si Im p2 < 0 el miembro derecho de

(1.20) diría contrariamente que Im p2 > 0. Para que la ecuación (1.20) tenga solución

hay que considerar, en vez de la hoja fisica, la determinación de 2¡(p2) en la.segunda

Imjn «le llieumnu. La segunda lmju. (u lmjn no fisica) se obtiene pm prolongación

analítica (desde Ia hoja física) de 21(p2 + ic) a valores p2 con l'mp2 < 0. Entonces.

por continuidad tenemos que para una zona con Imp2 < 0 resulta. en la segunda

hoja. Imi2¡(p2) < 0. Por lo tanto, la ecuación (1.20) con la determinación en la

segunda hoja de 21(1)?) ahora si es compatible. La posición del polo se puede hallar

por aproximaciones sucesivas a la ecuación (l.20),es decir, como límite de la sucesión:

m? + i2¡(mï) m? + ¿21(7nÏ+ i2¡(mï)) (1.21)
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La posición del polo es con buena aproximackin:

2 - w 2 s .7711+2L¡(m¡) (¡.22)

Si con el valor p2 = mí al modo ml no le cs energéticamente posible pasar a ningún

otro modo, entonces el miembro derecho de (1.19) es nulo y resulta Im iE¡(7nÏ) = 0.

Por lo tanto, de (1.22), el efecto de la interacción sólo es correr al polo sobre el eje real

(renormalizaeión de la.masa por la interacción). Si como consideramos anteriormente

al modo m, si le. es energéticamente posible pasar vía la interacción a modos de

metrica. positiva (es decir, p2 = m'f pertenece al corte), tendremos que este modo se

vuelve inestable y queda representado por un polo en la segunda hoja de Riemann

del propagador A¡(p2) (“resonancia”).

I'Ïstudiemos ahora. los polos del propagador A2012), para lo cual (de (1.17)) hay

que considerar la ecuación

p? = m3 - 52072) (1323)

'l‘euieudo en cuenta el requerimiento de que el modo mg esté energeticamente co­

nectado con modos de métrica positiva (y sólo con estos) obtenemos dc (1.19) que

Imiïjflpz + ic) < 0 para p2 en la escala de mi. Entonces, por continuidad, en una

zona con l'mp2 > 0, resulta en la hoja fisica Imiïflpz) < 0 y la ecuación (1.23)

es compatible; mientras que en la segunda hoja hay una zona con Im p2 < 0 donde

Im ill-¿(122)< 0 y la ecuación (1.23) no es compatible. La solución que se obtiene en

la hoja física.es con buena aproximación:

2 - w 2
m2 — 1200712)

Se puede demostrar que si p2 = ¡L2satisface la ecuación (1.23), p2 = ¡72 también

es solución. Vemos entonces que en el caso de las resonancias en Ia expresión del

propagador que se obtiene de la teoria dc campos, es decir la determinación en la hoja

fisica, no aparecen polos complejos; mientras que para el modo de metrica negativa
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I n u a ) I "I

aparece un par (le polos complejos conjugados en la hoia. fisuta (lel propagador A-¿(Ir ).

l’or lo tanto, en la hoja fisica, el propagador A2022) tiene un factor

l 'Z 2 -' '2——,— z —13. , l.2-l
(I’2—/‘2l(l’2—l72) " ' ¿(“2) l l

que se lo puede pensar como la inversa del operador (Ü+[L2)(Ü+ÏÏ2). lista es una (le las

propiedades que motiva. la inclusión (le.parámetros complejos en el lagrangiano. desde

un principio. para estudiar la. posibilidad (le eliminar a los modos correspoiulienles

(lel espacio asintótico.

1.2 El Modelo de Wess-Zumino en d dimensiones

l'ln esta sección mostraremos una extensión natural del modelo (le Wess-Zumino a

un espacio (le, dimensión superior d. Ésta extensión se realiza (le forma tal que se

mantiene la.supersimel.ría. (le la teoria. (Ver ref. [13]). El lagrangiano para. esta teoria

será necesariamente (le orden superior lo (tual llevará a ecuaciones generalizadas (le

Klein-Gordon, para. (tada.campo componente (lel supercampo, que contienen a pares

(le factores (le Klein Gordon con parámetros de masa complejos conjugados.

lina teoría supersimetrica presenta una. simetría ante transformaciones definidas

que mezclan bosones y fermiones (grupo (le supersimetría). Para hablar (le fermiones

en (limensión superior introduzcamos brevomente a los espinorcs en un espacio (le

(limensión par d = 21/ (ver [M] y [15]).

('onsideremos un espacio métrico E = (V,7]) donde. V cs un espacio vectorial (le

(liinensión 21/ y 7}es el tensor métrico con componentes 11,“,en la base canónica c“.

l'Élálgebra. (le.(Ïlill'ortl C,,(V) para el espacio E queda definida por sus generadores a“

asociados a los vectores e,l (le V, los cuales satisfacen:

ha y”
V{ a,l , (1,, } = 271W] (l.'
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l'u elemento general del álgebra C,,(V) está dado por

d

a = Z A’” -- (1.26)
p:0

donde A'” " "P son las componentes de un tensor totalmente antisimetrieo. Por lo

tanto, la dimensión del algebra de Clifford es 2d = 2” x 2”. Esto lleva a pensar en

realizar a los generadores a“ (y por lo tanto alos elementos del álgebra.) como matrices

7,, de 2" x 2":

{7,1 , vu } = 2mm! (¡.27)

Además, teniendo en cuenta que al vector :r.“e,1le corresponde el elemento del álgebra

X 2 .r"7,,, se puede ver de (1.27) que ante una. transformación .17—>Aa: en (que

preserva 7])se induce en el álgebra una transformación S(A) según:

X —->S"(A)XS(A) (1.28)

l’or ejemplo, si hacemos una reflexión con respecto a un. lliperplano definido por una

normal (7, (ïz = l:

.ï’ = 5 —2(f.íi)íí t’ =t

en el álgebra se induce la transformación

X’=X—{X, A }A=—AXA A=a"7.- (1.29)

donde usamos que de (1.27) resulta. { X , Y } = 2(a:,y), y en particular A2 = 1. Si

('omponemos con otra reflexión según ¿obtenemos una rotación que debido a (1.29)

se induce, al álgebra. de Clifford según

X —>BAXAB (1.30)

la (‘ual es una transformación de. Ia forma (1.28) pues [JA/“3 = BB = l. línlonces.

podemos pensar equivalentemente en las matrices 7“ como matrices de endomorfismos
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(le un espacio VD (le dimensión ‘2" en el cual ante una transformación A se induce

en l}; la l.ranslïnmación 1/)—>S(/\)r/l , 1/! G VD. El espacio VD es el espacio (le los

cspinores (le Dirac asociados al espacio metrico Í'Ï. l‘lngeneral, es posible elegir una

base en lv" (le modo <ue las matrices , ten an la si uiente estructuraI) | I

0 a" ‘
7” = (1.31)

a“ 0

lista es la. llamada represcuitación de Weyl. Puede verse que en esta base las trans­

l‘ormzu'ionespropias (le Lorentz tienen la estructura

(1.32)

(notar que el producto (le un numero par (le matrices de la forma (1.31) tiene la

forma (l.32)) y por lo tanto hay (los subcspacios invariantes ante el grupo (le Lorentz

propio. A los cspinores pertenecientes a uno u otro subespacio se los llama cspinores

(le Weyl (le primera y segunda clase respectivamente. Consideremos un espinor 1;“(le

lv");que en la. base (le Ia representación de Weyl tiene componentes «ln. Entonces, las

primeras (segundas) 2”" 1/),-son componentes sobre el primer (segundo) subespacio

invariante y las (lenotamos por 1/)"y 1/23, [i = 2'“l + fi donde o , [3= l, , 2”".

Recordando que las 7,, son matrices (le endomorfismos sobre VD,en la representacicm

F'fi.

Vemos entonces que los cspinores (le Weyl en un espacio de dimensión superior

\ y F \ \ 1 ' ' . \ . N(l( “cyl, tcnt mos que sus mdlccs se denotan por 0")“ y 0“)

(l = 21/tienen 2"’.' componentes. Esta relación entre el número (le.componentes (le un

espinor (le Weyl y la (limensión d (lel espacio implicará, en una teoría supersimétrica,

una relación entre d y el orden (le las ecuaciones de movimiento.

I'llgrupo (le supersimetría simple contiene a los generadores bosónicos usuales P“
‘ . . . —B . ,

y a los generadores espmoriales Q" (y sus adjuntos Q ) que satisfacen cl algebra (ver
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por [16]): ‘
{620, Q0 } =0 {6° , U“ =0 (ma)

{ Q" a al; l = Pag = Puan)aá (1-34)

Un elemento general del grupo de supersimetría. se representa según:

. a ' - —i3
exp2(:erf + oaoa + 0¿,Q ) (1.3.5)

donde las 0“ y 05 son variables (le Grassmann (anticonmutan).

A los parámetros 0“ y Üá,que determinan un elemento del grupo, se los puede

identificar con un espacio extendido (superespacio). Ahora, a los generadores del

grupo se los puede realizar, a nivel clásico, como operadores diferenciales actuando

sobre campos <l>(:rg,0",0¡,)definidos sobre este superespacio (supercampos):

2/3 _ - É _ - Ó
lo: _ lan — 2014)nafl

—.,,'; —-r3_¿.0 (.3
+0000) Q —2 Niña”) an)

[3

'l‘arnhien se pueden definir, como es usual, las derivadas covariantes:

_I_ .0
Qn“ “507

1 ('Ï ,— ¡, _¡ __ ,
= 2 ——— - . ­

I)n 2 (000 l- 20fidn) I

las cuales conmntan con los elementos del grupo (1.35) y por lo tanto permiten fijar

rondivionvs sobre los su|wrcalnpos invariantes supersimétricas. l’or ('jeinplu una

representación irreducible del supergrupo de traslaciones se obtiene sobre los “campos

quirales”, los cuales satisfacen:

3% = 0 (1.36)

La solución general a (l.36) resulta:

«¿(2,5) = o%““5aaf<bo(m,0) (1.37)



('.'\I’í'l'(,¡L() I. MODELOS CON PARÁMETROS COMPLEJOS DE MASA l!)

donde
LJ

o — ‘ lo"! 0‘" — 2"-l 1 ‘38)
0 — -- l/I’cn.. (¡.(Ï) w _ l "

5:0 . .

l’nra construir la densidad lagrangiana supersimótrica, pan. el supercalnpo quiral

lilu'c, hay que. usar expresiones bilinialcs en los campos que ante una transformacicm

dc supersimetria cambien a. los sumo en una divergencia. Una cantidad con esta

propiedad es la “componente I ” del producto (INI)la. cual es el factor que acompaña

al producto de las w variables 0 por las w variables 0:

._ _ , -_ ¡2,
WI» = ‘906'0n0’8"‘l’o|0

W is .—n_. ..

Z z —|-I_-|6°l n nucáw--dnd)
3:0 (w —s).s.s.

03:1: -- 323113. .. a, (1.39)

listo será el término cinético pues contiene derivadas de los campos componentes.

I‘llotro factor que cambia por una divergencia es la. “componente F“ del producto

(l)2la. cual corresponde al término en el que aparece el producto de las w variables 0

solamente:

WII" = ‘l’Ïilr

w l

= (w —s)!s!(
0‘ n "ul/’01.. (nl/Mr,“.. 0.,

s=0

l‘Ïl termino asociado a esta cantidad le dará. masa a los campos pues no contiene

derivadas.

Usando (1.39) y (1.40) obtenemos la generalización del lagrangiano de Wess­

Zulnino a dimensión (l:

L=ÓÓID+CÓ2IF+ h..c. (1.41)

Como la acción debe ser adimensional, tenemos que la dimensión (en unidades de

masa) para las distintas magnitudes que intervienen debe ser: [(1)]= “FT”, = “á:
E
9con ln cual podemos escriliir c r m .
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Si para el lagrangiano (le Wess-Zumino hacemos variaciones respecto a los campos

:.' ohh-nenms Ius eeuueluues (le lll()\'l|lll(‘ll|.():

1 . .
_ . . ‘ a +1 a a +¡ .. n ___
“(W __"¡00,11 .. 30:1/2 ’ U __

. s 9.-. ‘
—(_l) "12%., .. (1-43)

donde hemos llamado

1/3034,].. Ou, __ _a¡ .. nu, l a _ i _ add " l’ _ (' ¡”0| .. (L. ás __á] —' COU .. a] ( ' '

Si conjugamos (1.42) y cambiamos s por w —s obtenemos:

l

(w — s)!

_(i)"7n";'d)°"+’ “ a“ (1-44)

a] .. a Ó] _
c “aa! .. 80:44h __¿l _

i\'lu|l,iplica.n(lo (1.42) por

.. 01,5, .. 6., á ¿ls
+' (90" .. 80s

olilenemos (usando que (¿w N¿lag' .. 8:: = wlCl‘Ï):

(a? + m‘“)z/)= 0 (1.45)

donde dves una componente cualquiera del supercampo.

I'lu cuatro dimensiones (w = 2) se obtiene la ecuación usual de Klein-Gordon. I‘Ïu

dimensión general d estas ecuaciones son de orden superior w = 23"". En dimensión

mayor o igual a seis aparece un modo taquiónico el cual fue estudiado en las referencias

['25]y [26]. Cuando la dimensión es mayor o igual a ocho aparecen pares (le raíces

complejas conjugadas (“modos complejos”). El estudio de los modos complejos será

el objetivo de los siguientes capítulos.

I'Lnresúmeu vemos que existen varios caminos que llevan a la conveniencia (le

eslmlinr Iugrullgiunos cuyos ('mnpos ()|)(‘(i(‘('(‘llecuaciones «le orden superior. () bien
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por leorias gravitatorias que introducen potencias del tensor de curvatura, o bien por

teorias que intentan regularizar las divergencias usuales mediante campos fundamen­

tales. o bien cuando se examina la supersimetría simple en espacios de dimensión

superior.

l'Íslos ejemplos muestran que. al profundizar el exámen (le algunas teorias de

campo, surge la necesidad de considerar modos que corresponden a parámetros (le

masa complejos. Resulta entoncos conveniente examinar teorías cuyo lagraugiano in­

cluya campos que obedecen ecuaciones de movimiento del tipo (le Klein-Gordon. pero

cuyo termino en el cuadrado de la, masa. es ahora un número complejo.



Capítulo 2

Métodos Variacionales

l'Zneste capítulo presentaremos los sistemas lagrangianos de orden superior (ver rel.

[27]). Usando métodos variacionales obtendremos las ecuaciones de movimienlo y el

teorema de.Noctlier generalizado. Aplicaremos estos procedimientos para obtener las

ecuaciones C()lT(.‘S])()ll(ll(‘lll(‘Sal lagrangiano (le \Vess-Zumino obtenido en el capítulo

anterior. l'Élteorema de Nóether es la base, para el pI'OCedimiento de cuantifirrlricín

que seguiremos. Si un sistema a. nivel clásico tiene ante cierta transformación de los

campos una simetría que implica la conservación de.cierta magnitud A. pediremos a

nivel cuántico. donde las variables dinámicas pasan a ser operadores, que genere la

transl'ormarión de simetría.

2.1 Principio Variacional

(knnsiderernos un sistema dado por la densidad lagrangiana

z: = L(d>,(996,...,3'"q‘)) (-2.1)
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dondv q‘)(.ir)vs un campo escalar rca], y Ükó representa la dependencia. del lagrangiano

con las derivadas dc ordcn k del campo 45.Suponemos que la dimensión del espacio­

timnpo os 1/y la signatura dc la métrica cs (+, -, —,.., —). Las ecuaciones do evolución

so ohtivnvn de pedir que sc cumpla cl principio de mínima acción:

[V [e
V65:0 S=/d"IC

Auto una variación dc la configuración de a ¿(13)+ 64501:),la acción varía cn

/d”a: 6L (2.3)

(]()ll(i(‘

al: (75 . al: ,

6L _ Ñóqfi+ 07563,,“ .. + amamóódflfimqu ..
(7L: (91: 8C

= ——— —-— ' —— -—.. 6
aó all and) + dll] 8112aulaflzó ) Ó

+ derivadas totales (2.-!)

l’or lo tanto de (2.3) y (2.4) obtenemos que la acción es estacionaria entorno a la

configuración (35(17)quo satisface:

m al:— k t —— : ') :­
E ( l) 8,”..(Jukamnaflkó 0 (_.))k=0

I'Znol caso cn que el lagrangiano es función de las derivadas dc] campo sólo a través

del opcrador de D’Alainbcrt Ü, las ecuaciones dc l‘Iuler-Lagrange toman la forma:

ÜL (9L: 0L:—+I:I{—+DÁ—+..=0 2.6
(M 0045 00245 ( )

2.2 El Teorema de Nóether

Supongamos que nuestro sistema. presenta una. simetría. ante cierta transformación

dc los campos. Esto significa que la densidad lagrangiana cambia a. lo sumo on una
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divergencia. ante dicha tansl'ormación. De la primera línea cn (2.11)resulta para una

variación general (le los campos óqfi

ac aL ac ac
= — ' -—— _ ' _ 6' l

613 345645+ dulaauóóqbl duamóó + 8,..[amamó d, ,</>]
ac aL_ I _______ _ t) "

a“;[0Mal” + al”a"?6maflgóóó u (H.l)

y por lo tanto, considerando variaciones entorno a la solución de las ecuaciones de

l'lnler-l,agrange obtenemos

, ÜL r 3L: (9L:óc:dfl[(7__—dfll—+aflla"2+_'
du 45 3m 3M dm a"; 31‘45

3C al;
+ ——-—a,,,— + ..60,,

(amaré amamam l ‘ ‘l
(DE_— _ 93

aulallzalld) “Mamma + ..] (-.s)

.)óó

l'In el vaso en que. el lagrangiano es sólo una función de DW) E dim se obtiene (le (2.8)

7Cf a s r ,. l , l a 0C t(SC=d"L {El763m0, —d,Ü
5,I=0

lin particular, si el sistema está aislado (no hay campos externos) debe haber simetría

(le traslación en el espacio-tiempo (el lagrangiano no depende explícitamente de .r“)

_\'obtenemos que la variación 6C = 8,,Le“ (donde e“ = 6.1:")está dada por (2.8) o

(2.9) ('on ¿o = 0,,Ór". Por ejemplo. para el caso en que el lagrangiano depende sólo

(le los o“) obtenemos (le ("2.9)(usando ¿L = ¿"Lum’cu y la independencia de los (,,)

a,,'l‘"” = 0 (-2.10)

donde 'I"“’ es el tensor de energía-momento:

,.., s (7C ,‘,,,, ,1 s al: y w _

[y = Z {Ü aqg(s+t+|)0'()45“)—()'Ü Wa 45(1)}-T]’E (2.11)s,t=()

Consideremos como ejemplo el lagrangiano

¿(MD + mÏ)(D + 171%)4) (2.12)
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(¡ne salvo una divergencia. es igual a

l . .

L = 303 + 1nf)ó(EJ + 171;):75

l . l . . , l , . _

= 3(E145)z+ í(mf + 71190045+ ímfnzáqfi (213)

(le donde obtenemos

—= — ..Ü . —=Ü -. J, 2.4
aó +_2(ml +1112) 45+ 7711111qu aÜÓ d) + 2(ml + 7n_)q) ( l 1)

por lo tanto, la ecuación (le Euler-Lagrange (2.6) resulta.

BE al:
— + ¡:1—__=
aó amó

(D+mf)(ü+m;)4s=0 (2.15)

Del tensor (le energía-momento (2.11) obtenemos la densidad hamiltoniana 'H = ’I'O":
2 2 lo I 2 2 l I

H:(D¿+TL;EQ>Ó—(Dfi+ÏSFBd)ó—C (1m)
HI lunniltoniwo se obtiene (le

liz/(ÍV'H (217)
usando para. d)una solución a la ecuación (2.15).

lïna. solución general de (2.15) se puede poner según 45= (3h+ 962:

(a +771Ï)45¡= o (CI+ mg)qu = 0 (2.!8)

listas funciones se pueden representar como es usual:
—a

46,,(ar)= / ïe¡i"-((L;keiw“' + an(_k)c'¡“"') (2.19)2wn

donde n.= 1,2 y wz = + mi)? De (2.16) y (2.18) obtenemos

l . .. ..

H = ¿(má —mm —¿»(451 + 452)
. . 1

«¡si + «6221+¿(mi —miras]qu

= ¿("wi-172%)[nsmt- 45.2)—(«52452- ¿22)1

+ productos cruzados (2.20)
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donde el ultimo termino contiene productos entre d>¡y ó? (y sus derivadas). (Ïomo

debido a. (2.10) Il se conserva, vemos que este último término no puede contribuir a

II. l‘lnefecto, al hacer en (2.17) la integral en el volumen aparecerán exponenciales en

(tu. img)! con el mismo para. ambas frecuencias, y teniendo en cuenta que nn 7€-III-2

quedan siempre términos dependientes del tiempo que deben cancelarse entre si.

Vemos además de. (2.11) que el primer término se puede escribir según:

2 2 . .
(177.2— 1nl)['H1 — H2] (2.21)

donde H" es la densidad barniltoniana correspondiente al lagrangiano

l

Cn = 54MB + 771.3)45,1

Obtenemos por Io tanto que

II:
(m; —mí) /dE[(aïka.k + amaïk) —(agkazk+ azk(t;k)] (2.22)lvl-I

Vemos que la inversa. del operador en (2.15) es (salvo cn los ceros de los denomi­

nadores)
l 1 l

m? — mg J)? — m? p2 — mg

por lo tanto el sistema descrito por (2.12), de acuerdo a lo visto en el capitulo l._

debe tener métrica indefinida. Este hecho lo podemos ver ahora por medio de la

cuantifieaeión ('anónica. Si irnponemos que H genere las trasiariones temporales del

sistema (er. (le lleisenberg) obtenemos de

[du 11] = 2'45 (2.23)

las re rias de connnitaekin:
1-)

w] -. u, ._.' =—————ók—k ..._=-.
[(Ilk.“¡i-I] m; _ m? ( ) [ausawi m

____w2 'Ï_Ï’ 9‘).
¿“fiat k) (-.-i)
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y vernos con claridad que la.métrica indefinida aparece debido a la.diferencia de signo

entre los (tonnultudores. (Ïon el fin de entender la forma simple (2.22) que. loma II

nolnlnos que en la. solución a la, eeuaeión (2.15) (fi = ól + (732los d)" (que satisfacen

(218)) se pueden poner según

El + m? Ü + mz
0.51= (—2—Zz)<f> 452= Hd) (2-25)

m2 —ml ml —m2

Si extendemos esta propiedad (“off-shell”) como una definición de los d)" cuando (Í)

no es solución, vemos que C = 3.70503+ mÏ)(Ü + m%)q5se puede escribir según

l 1

C = (m; —771Ï)[5d2¡(|3 + mf)qS¡ — 5Ó2(Ü + 717;)052] (2.26)

Vemos entonces de (2.22) que si bien q51y 452no son independientes en (2.26), para

el mile.qu de H pueden tomarse independientes.

Ahora podemos hacer la generalizaekin al easo en que

l

L = 5(¡S'P(l:])qb 79(0) = (Ü + mÏ)(D + 77:3)(0 + mg) (2.27)

La ecuación de movimiento es

(o + mmm + 771;)(¡3+ mm = 0 (2.23)

Podemos poner d) = (¡5|+ (152+ 453,donde cada término es solución a un factor en

(2.28). Entonces obtenemos

45—M05
' _ (má —mmm; —m3

2 (m? —-m%)(m?, — mg)

_ (0+mi)(Ü+mg) (
453 _ (m? —Wz;——mg)4’ (2.29)

Nuevamente extendiendo esta propiedad fuera. de las soluciones como una definición

resulta

l

c = (m;-mï)(má-mï)5m(a+mïwl
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l .

+(mÏ —m;)(mg —mas-45:40 + 777.94);
l

+(1nï —711;)(172;—mg)3ó3(Ü + mg)q')3 (2.30)

l'Ïstn propiedad puede verificarse fácilmente notando que por la definición (le las ó"

tenemos por ejemplo

mw = —mmm; —mmm+ mm (2-31)

y similares. Por lo tanto resulta para el miembro derecho en (2.30)

L: = ¿www + www + asamüwl

= ¿«H-"’(CIN) (2.32)

l'Intom'es, por analogía. ('on el caso anterior, obtenemos para el llamiltoniano del

'tx'lt‘lllili

l a ' ' n n

H = /dk [(m; —1nÏ)(má—mÏ)(a¡ka¡k+ alta”)
+(7nÏ — 771%)(7713,— 171%)(a5ka2k + agkagk)

+(mÏ — 111.3)(7113— 711.3)(a5kaak + agkagk” (2.33)

l’or lo tanto, no existe dificultad, en principio, para partir de un lagrangiano (le

orden superior y construir las ecuaciones de movimiento y los tensores canónicos:

en particular, el liamiltoniano como generador de los desplazamientos temporales.

Además, ordenando por ejemplo las masas en la forma m'ï’ < mg < mg, se advierte

en (2.313)que los modos (¡Sly 4):,contribuyen positivamente a la energia mientras que

el modo 171,2lo hace negativamente. La generalización de (2.27) a polinomios (le la

forma

72: (U + m?)

N

=l

ron ¡n'f < m?“ (i = l , .. , N — l) lleva a hamiltonianos en los cuales los 452,“

contribuyen positivamente, y los 452,contribuyen negativamente a la energia. La
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('lmnlííicack'm (¿anónica (lo los campos lleva también a.relaciones (lc conmutación para

los opvradoros (1.-y a: quo alternan también el signo según que i sea par o impar (of.

(121)). lil caso (lo los parámetros complejos lo estudiarcmos on la sección 3.2 .



Capítulo 3

Tratamiento de los Modos

Complejos

I'Ïn (‘slo capítulo (losarrollarmnos ol tratamiento de los modos complejos. Para estu­

diar las características osconcialos de la cuantificación de estos modos consideraromos

un lagrangimm simple, donde interviene un modo dc masa m y dos modos cuyos

pnrámotros de masa. son complejos conjugados.

Svguircmos un procvrlimiento natural (lc cuantificación a, partir (le cual obten­

dromos ol vacío (le la teoría. (Ïon este vacío calcularemos el propagaclor correspon­

(lionlo a los modos complejos que resultará, mitad avanzado y mitad retardado.

3.1 Un Modelo de Orden Superior

l‘ïn nuestro modelo tomaremos un campo escalar rca] que obedece la ecuación (‘úhira

(‘n (‘Ioperador D’Alambvrtiano:

2 2 ——2 - .03+"? )(Ü+/l )(Ü+/1)Ó=J(o‘>) (3-1)

30
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(Iomle El = 03 —V2 y ¡1.es un parámetro complejo. El lagrangiano para el campo

Iiln'e es
l

L' = 54,03 + 172.2)(0+ [12)(Ü + ¡72)4, (33)

('nalquier solución real a, la ecuación para el campo libre, puede escribirse según:

d>= abm + d)“ + da; (3.3)

dí: .- _ . _

q‘)m(.1;)= Heikrfilz exwmt+ (Z-kc-Ildnnt) ,' z
dE .- - . . '

95‘41) = /__elk.r(bk cua!+ c_ke-mú)2a.) .

w," = (¡:2 +1112)% , w = + /¿2)% , Imw > 0.

Usando (2.33) obtenemos el hamiltoniano total:

1 - 1 1 l '

= 3 í-(akaí.+ Gia/k)+ =u _ (r 507ka + ckbk)+ fl(b;c; + cibí.) (3.6)

donde o" = (/12 — 111.2)(jï2—771.2); fl" = (m2 — ¡L2)(fi2 —¡12) Similarmente, se

pueden construir los generadores (le las Lraslacionesy los generadores delas rotaciones

y “boosts” los cuales satisfacen cl álgebra, (le I’oincare. Además, e] campo cf)puede ser

¡rat mlo como un escalar (le Lorcntz, como fue mostrado por Nakanishi en la referencia

[28] (ver también [29]).

3.2 Cuantificación de los Modos Complejos

La ecuación de, Heisenberg [ cf), H ] 2: id) implica.

[II,(1¿.]= —w,,¡ak, [II , bk]=wbk , [II , ek]: —wck (3.7)
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(laudo. junto con (3.6):

[W . "¡,1 ..w,,,ó(ï ÍÏ’) (zm)

[ck , bk: ] = l/ïwóUii— (3.5))

[1)k,(:i.,]=[ck,b,'c,]=0

[bk, b;,]=[ck,cz_,]=0 (3.10)

Adoptaremos las siguientes redefiniciones:

(nu.,.)"ïak a ak iman-‘q. —»ci. (3.1!)

De modo que (3.6), (3.8) y (3.9) ahora. sc escriben:

1 a . . _ . .

II = 5/dlr[wm{ (tk, a; } —2w{ bk , ek } +1.(Ï{ ("k, bk (.H‘Z)

[ak, a“ _ ¿(1'5- ”’) (3.13)

[a , by] = ¿ó(E— E') (3.11)

I'll sector usual d)", está, representado por los operadores a; y ak los cuales crean y

aniquilan partículas de masa m, respectivamente. Cada grado de libertad puede

ser considerado como un oscilador armónico dc frecuencia w,,,. Antes de estudiar los

grados (le libertad correspondientes a los modos complejos, consideremos las posibles

re])rescnta(‘iones para el modo real. Una representación posible para cada modo real

está dada. simplemente por:

d l dl .

El“ (Tx) ‘*7.2“‘ a)

comooperadores sobre funciones ,1 G Ii (de cuadrado integrable) y el producto

(tk -->

internodado por (L1: Otra.posibilidadcs la.representaciónholomorfa
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(ver por [30]) donde se representa a cada a; como un operador multiplicativo

(ui. ——>3 G (7). Vemos que el operador es e] que cumple con la propiedad

d
[ __ 9 E 1 = l

(12

I’or lo tanto, comparando con (3.13), deberíamos hacer ak —>f:—,.Sin embargo. para

que estos operadores sean uno adjunto del otro, la medida para el producto interno

no puede ser sólamente (12d? pues en tal caso quedaria (tomando el adjunto de ak)

(1' —+1-- = l(“'—+ id—)' = -d— lo cual no se corresponde con la repreqenlación
k É 2 (L1: dy dz ’ ' ' ' ' ' '

multiplicativa con la cual empezamos. l’ara que todo cierre es necesario considerar

que operamos sobre funciones sólo de E y que el producto interno viene dado por

7 —ïz z —_
(Lg) = f date ¡(49(2)

('on este producto internoes fácilverque, efectivamente,se verifica(Ef,g) = (f,

Además, cualquier función analítica en E puede expandirse en término de los monomios

-nz
1/),¡(z)= — (3.15)

n!

l'sando que para cada grado de libertad, hk —>comi-:3:vemos que estos monomios son2

autoestados de n cuantos ( h?" = wmïffiï" = numï"); y verifican ortonormalidad:

l - —ïz-n m

(¡final/,1")= Ñ/dZdLC Z Z
l l co 2” n m inn-m — 2mï/ ¿”P/M“6‘ W

. -. O 0

= ónm

I'lstudiemos ahora la. representación para los modos complejos. Podemos representar

a cada q. como un operador multiplicativo:

ck—>z ,zGC



('.-\l’í’l‘Ul¡() 3. ’l‘RA'I‘AMIEN’I‘ODE LOS MODOS COMPLEJOS 3-1

l'Éloperador —7Ïj—zverifica:
_(l _ . _[z,—z—]=z (.Hí)d:

y por lo tanto, comparando con (¿H-l), debemos tomar la representacion

.(
(ik-i —z—

dz

l‘isclaro que ahora no funciona la representación holomorfa (la cual da conmutadore.

no lriviales entre pares de operadores adjuntos), contradiciendo (3.10). Sin embargo,

como ahora bk y q. no son uno adjunto del otro, la medida para el producto interno

sí puede darse por dzdï. Con esta medida obtenemos:

ek ——>z b; ——>(-igÉY = —zÏ-3-3— (3.18)

y \'(‘Ill()Sfácilmente que los conmutadores en (3.10) también se verifican. Nótese que

ahora el espacio sobre el cual actúan los operadores son funciones de.z y 3 f = f(:. É).

mientras que en la representación holomorla son funciones sólo de E.

l‘In resúmen, la representación en cl sector de los modos complejos resulta. para

(tada grado (le libertad (cf. (3.12)):

d d
bk _» —¿— , b; _. —zÏ—dz ds , (3k —>z , e; —>É (KW)

(l l _ _d l _, a _d d . .

Ilk—->—w(zz + +w (ZE + , pk —>lc(¿E —23;) (3.20)

con el producto escalar = fdz fdïffi, el cual en coordenadaspolares es
"x 2.7 _ _ ¡a

ju (Ip/¡fo (lo , donde z —pe

lu. y ¡7kson la'densidad de energía, y de momento, respectivamente. La expresión

para ¡7kpuede obtenerse del tensor de energía-momento, pero es más sencillo tomar

la. expresión para hk y escribir k en el lugar de w. Las 'autolunciones de momento

nulo deben verificar la ecuación (el. (3.20))

(3.21)
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(-n_\‘nssoluciones son f = [(23). Actuando con h sobre funciones doi argumento :3

(momento nulo), obtenemos:

_ —— — I lhn”): w—wxu¡+5n
l

= —‘21'Imw(zïf'+ (3.22)

lista ecuación dc autovalorcs para h.puede escribirse según:

h

‘2Ïmwf _ Ef
l

N*ÏW I,f) CLWH
. , l _ df

(¡la -— = zz (1:3

fU-I) = d fria-g

=cmW“% «un

Las funciones (3.24) definen un sistema ortogonal, como puede verso haciendo un

cambio do variables ¿1?= In p en la integral del producto escalar:

oo

<f(lí)lf(li')) = CCI/ d/)p(p2)i(¡ï—h")—l0

°° d . ,

= ccr/ _/’p2.(E—E)0 p
+00

= (ÏCI/ (II c2í(FI-E')r-oo

= ¿MME-EU cum

Voinos ontoncvs, (¡no cl espectro cs continuo y sc extiende desde —oc hasta +00.

La representación do] estado dc vacío (energía y momento nulos) so obliono do

3.2| ('on I'} = 0 : (o) = 23' “lï, tiene norma notar (no (o) wrtvnvcv ¡1 nny l I

mm=f%/
ronl inno)

mw)
Nllñï
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La evaluación (le valores de expectación en el vacío es simple pues

d’" dz dm l dE0Sn— 0 = — n—+ —
(I dz’"l) fiz dzmfi E

fdi z"-'" É (3.27)z _ z

es nnlo para cualquier n 7€m . Esto resultado se obtiene fácilmente on coordenadas

polares a partir (le la integrackín en los ángulos. Para. n = m = l obtenemos:

l l l

(OI2;—I0)= /d2(lï(23)_ïz—(zï)’ï

= —%(0|()) (32s)

_(l _ l . .
(OLEIO) — -5(0|0) (-3.29)

d _d _ l .
(OIZEIÜ) = (OIzEIO) —0 (3.30)

Si |.ra.(lu('irnos estas relaciones a valores (le expectación (le vacío del producto (le

operadores (le campo (el. (3.19)), obtenemos:

((lIckkaIO) = ¿450€ — E’) = —(0|bkck:|0) (3.231)

. . " "I n - . ..

(OICkaIIÜ) = Ü = (Olbkbkrlo) =

(ÜlckaJIÜ) = (0|bka..I0) = (OlckbMO) (3.33)

Nolmnos que para el sector de masas complejas no es cierto que la energía (‘spropor­

('ionnla.w (ni tampoco a El espectro (loenergías es real y continuo extendiéndose

(le -—ooa +00. Observmnos también qne en (3.4) las exponenciales son soluciones (le

las ecuaciones (le movimiento para el campo libre y que el operador a; crea eslados

para los cuales E = hw,,.. Sin embargo, a. pesar del hecho que las exponenciales en

(3.5) son también soluciones a la ecuación (3.1), no hay ningún estado del campo

para 0| cual [2'= (fi2 + ¡12)á.
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3.3 Cálculo (lo.los Propngndoros

Dc lus vnlorcs (lo cxpcclacicm (3.31) a (3.33) vemos quc los términos (lcl campo o on

(3.3) no cstán corralacionados entre si, obteniendo por lo tanto

(ÜI'Í'ó(=E)45(3/)IO)= (0|7'ónz(r)óm(y)|0)+

(0|7'Óu(-’r)4ïu(y)I0) + (OITÓLWWLÜIHÜ) (3-3-1)

Dc (SH) y (3.8) obtcncmos como cs usual (usando akIO) = 0)

| ¿a 1 . ._

(0I7 ¿"momo/M0) = 471‘(I - y) (3-30)

(lomlc I" cs la. función causal dc Feynman:

Y. - (l‘Ï —i'í" —íw l i t - - ­

1'(;1.') = —27rz 9 c q' {(-)(t)e "' +(-)(—l)c wm} (3.36)
“w771

Para cvaluar cl propagaxlor correspondiente a (15,,(17)usamos quo, do. la rorlcfinicï-"wn

(3.7)) y los valores (lo expectación (3.31) y (3.33) sc obtiene:

- d“ d” i'r' ¡"F’ I ¡w —íw"
<(>Id>,.(rr)m(y)|0)=—zfi [2-1 ficha“ {wmlch-qllok 'r ‘+

+w(o¡c_,,bq,¡mc-Mew}

¡3 d‘Ï iq‘(1’—1") íw(t’—l) —iw(l'—l): — — C ' (3 '— e
4 2a) ( )

i d“ .- - -,

= / —qC""(' )senw(t’ —t) (3.37)2 2a:

lista. cxprcsión cambia, el signo anto cl intercambio de :1:e y. Por lo tanto, resulta:

(0|71'45,1(I)ó,¡(y)|0)

= 39(1-i')(0|d>n(fv)d>u(y)|0)

= gw“ _ y) (3.38)
Ihr

(|()Il(l(' hcmos llamaon

d" .-­
W(:n) = —27rsg(t)/‘)—qe’"’"senwt (3.39).w
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Silnilnrlnontv ohtvnvlnos:

,. .. . 17-, .
(ou o,.(r)<b,.(y)|0) = ¿w (a:—y) (MU)

47r

I-Ínlonros rvsnlta para o] propagador tota]

(()|'Í'rf>(-Iï)d>(?/)IÜ> =

= ¿{am —y) + ¡JH/(m—y) + Wu —y)} (3.1I)
271'

3.4 Funciones de Green

('omo os usual, ('l propagador para el campo Ó,,.(:r) está dado por ¡"(1) (la función

dv ¡"oriirnzui) quo es una. función dc Groon para la ecuación

(o + mw". = 0 (3.42)

I'lslu propiedad sc pono de manifiesto teniendo cn cuenta que, dc (3.36), resulta

¡"(37) = / (16/ dqo l “¡W-í") (3.43)n. 2 2qO_wm

donde l‘,.- os 0| camino dc l’oynnmn que pnodc tomarse igual a R, ol ojo rvnl (¡0.

si ndicionarnos una pequeña parte imaginaria negativa a la masa (m —>nz —ir).

anqnonios ahora. una expresión similar a (3.43) para la función W(.T).

La.ecuación

('3I+ ¡Fm = 0 (3.4.1)

livno como función dc (¡roon particular a la transformada dc Fourier de la función

1 = 1 __ (3.45)“az-¡1.2 qá-iz-ItzGW)

vs decir,

e 1 . _

(vtr) = / d‘ï/ (1007-7 ><e"q""""‘ (3.46). n (lo " “J
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La función (21.45) tiene. dos polos cn el plano complejo qo. listos polos están (lados

por q” = :lzu.)donde

—.w: q +/t2 Imw >0 (3.17)

Podemos escribir:

, 1 1 1 1¿((1):— =——————­
((Io—w)(q0+w) 2“ (lo-w 40+“:

(3.48)

y los dos polos se.muestran explütitmnentc. Podemos obtener otras funciones de Green

suniándole a (Kar) soluciones a la ecuación homogénea (3.44). Por ejemplo tomemos

en (3.46) en ve', (le una integración sobre R, una integración sobre un camino li (¡ue

vaya (en qu) de —oo it +00:

1 a 1 i( 2-?) ­(¡(17)= (iq XCqnq.
l‘ (10- w

'l‘eniendoen cuenta que la exponencial es una función analítica, tenemos que el camino

li se podrá eseibir equivalentemente, como una integración sobre R más lazos que

rodeen n. los polos en :lzw:

r z 12+“; +1,61“, (3.50)

donde (iz es un lazo que rodea a z en sentido positivo. La. función obtenida (le este

modo será una función (le. lreen pues la,contribución delos lazos cs una solución dela

homogénea (evalúan a (“7’ en (¡o= :tw). La función de Creen retardadn (.'¡¡(:1')(nula

para I, < 0) se obtiene tomando un camino de integración qu (le forma que ambos

polos queden por encima. del camino. líquivalentemen'te, recordando que el polo en

«tu se halla en el seiniplano inferior (Ímw > 0) podemos integrar a lo largo del eje

real qu si adicionainos un lazo que rodea. al polo —wen sentido anti-horario:

l‘n N + (¡Lu (3.5“
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Similm'monto, la función (lo.Grovn avanzada (nula para t > Ü)sc obtiene rodvando al

polo +w vn sentido horario:

I‘A z h),— Cu, (3.52)

Veamos ahora que la. función “¡(3) dada por (3.39) es una función de (¡rom mitad

rvlardada y mitad avanzada. Dc (3.51) y (3.52) dcducimos

l, l dá' .-- . 1 1

‘(I' .I‘ + -(,‘/ ¿1: = _C-"1-T/ d Clqot{ _ }2 M) 2 ‘() 2“ h‘+%(7_.,._%(rw(lo (¡o-w qo+w
d" .-- . .

= /¿ic-Iq.r{21riclwle(t)+2nie-le®(_t)_w

_i7rcíwl _?:1rc—iwl}

= in/gc’i'ïf{eíw(9(t) —(-)(—t))—c-‘w'(e(¿)—(-)(—r))}

= —27rsg(t)/fge_íífsenwt (3.5-!)

Resulta. entonces (lo (3.39) y (3.54) que W(."c)= ¿(1,41) + ¿(1343). Por Io tanto, (lo

(3.5|) y (3.52), obtenemos:

wm = /d(ï/ dqo l xe‘W-q‘r" (3.55).l‘w (¡3- wz

I'll Camino l‘w cs mitad retardado y mitad avanzado:

‘ 1 w 1 , 1 _ _

[w = + (¡-w)+ —(zw)= R + 5(C-w- Cu) (3.00)

Análogauncnlc, ohtonmnos

__ l . ­

wm: fdrï/ dqu _. “WW-ñ (3.57)
W

2 2(lo-w

l l l

137 = ¿(12+ CU)+ 3m 41-5) = R —5(C_a —Ca) (3.53.)

lemmromos a H/(m) y I‘w la. función y camino (le Wheeler respectivamente. Según

vorvmos on la próxima sección estas funciones son la extensión del valor principal a

valort's complejos (lo las masas.
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thclcr y I‘ïïynlnan introdujeron funciones valor principal para tratar a. la ra­

diación clásica cn un absorvcnlc completo (ver referencia [22] y también [3l]). l'I

alisorvcnlc colnplcto, un fotón una vcz omitido dcbc ser absorvido y por lo tanto no

cxistcn fotoncs asintóticos. Corrcspondicntcmcnte, a nich árbol, una lcoría cuántica

con aqucllos propagadorcs no tendría las particulas asintólicas asociadas pucs la parlc

ahsorliva dc] propagador valor principal cs cero.

3.5 Las Anti-transformadas de Fourier como Fun­

cionales Analíticas

I)c| Inisrno modo cn quo Ia cuantificación dcl campo (bmlleva al propagador dc l’cyn­

Illüll‘ vimos quc la cuantificación natural de los modos complejos lleva a nn propa­

gador quc cs mitad rcLardado y mitad avanzado. Para el cálculo do los distintos

diagramas cs ncccsario trabajar con los propagadorcs cn la representación dc nio­

nwnlos. Por ejemplo, podemos anti-transformar Fourier cn (3.113)si considcrainos

l'¡.- = If y m —>m. —i( obteniendo

1 1

1'(q)= 2
— -.-'(

_ 2 , (3.0))
qO wm + ZC

Sin cmbargo, cs claro quc no ticnc sentido tornar en esta expresión cl limito r —>0.

La prescripción ic significa que luego dc hacer las integrales hay que tomar cl Iímilc.

I'Inlonccs, cn rcalidad lo que csLá corrcclalncntc definida cs la opcración

l
l' l" d ————-—— 2,3.(‘0
¿"a/“Á "°q3—w3,+zrex ( ’)

como una función dc funciones (funcional). l’or lo tanto, la anti-transformada dc

Fourier dc F(.1:)dcbc considerarse como Ia funcional (3.60). Esta funcional. opcrando
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sobre funciones analíticas, es equivalente a

l

dí] dq)—-— x (3.6|)I',.- ( (,3 _ wizn

tomando para l‘¡.- cualquier camino que esquive al polo en —w,,.por debajo y al

polo en +w,,, por arriba. De este modo vemos que, en general, la anti-transformadn

de l’ourier de las funciones de Green (3.43), (3.55) y (3.57) (que tienen la forma

(.'(.r) = ¿[(7er dqoqglwï‘><¿(“FW-l) son funcionales G que actúan sobre funciones

de prueba 99((¡0,(Ï)que son analíticas (en qo) en una región que contiene a I‘(;:

V .. l . .9('l’Pl = (¡q dq()2—7 X 99(‘IOHÜ (31h)
lia qo — wG

lin particular, (¡‘{C‘VJ'}es la transformada de Fourier de la funcional analítica (1' (ver

ref. [32]) la cual es precisamente la. función de Green C(:r). La funcional “delta” 6:0

es la que evalúa a una. función de prueba en el punto zo (5:0{9} = 99(:0)). l'in el caso

de las funcionales analíticas podemos representar a esta funcional via el teorema de

(Ïaucliy (ver referencia [32] y también [10] y [33]):

l l

62°= —_de x (3.63)27H. z — zo

lista funcional 6 será llamada real o compleja dependiendo (le que zo sea un numero

real o complejo.

Si definimos la funcional G según

l

G=/d(Ï/dq-——x 3.6-!)n OQci-w2 (

la cual, al estar definida como una integración sobre R, se puede asociar con la funcion

(.‘(q) en (3.118),obtenemos de (3.55) y (3.56), que la anti-transformada de Fourier de

ll'(;r) resulta.

l

H" = /(lrï/ (lq0_— xl‘w (¡(2)_ w?
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r: (Ir, (Í(¡¡,;— -——- — x
Iii-¿(tren ¿“J ‘70‘ w q" + “J

l l " l l

(,1_ _/;(_(1. (¡(IU«——-X lll]()— X]2 ¿w (¿w (¡o + w (¿J qo — w

i= (.l'— +ó_w]

'I.

Siniilarinonte, (le (3.57) y (3.58), resulta para la anti-transformada. (le,l"ourier (le ir“)

l = Ü + i7rj (16%“; + 6_;] (3.66)2a)

donde Ü su obtiene (le (3.64) con cl reemplazo w ——>a.

(knisideremos ahora el caso on que w tiende al eje real (¡mw > 0). Usando la

nolaeión usual podemos escribir a. la funcional 6 por medio dela “función” 8 (le Dime

segun:

«su= / dq06(qo —w)>< (3.67)R

('on lo cual (3.65) toma la forma

y _. l i7r

MI= dqo - _[6(‘Ï0_w)+¿(‘10+ x¡f q0 — w — zr 2m

.. 1 .

: j];(lqo —21r6(q8—(02)]X
_, l= (lqoP X

. n ‘10 — w

donde P es la prescripción valor principal. Similarmcntc W tiende a

ii- (lqo ————]—_—+í7r6(q2 —w2) xn ‘13 — “2 + 1€ 0

fdí/ dqoI’[ 2 l 2] x (3.69)It qo ‘w

Vemos enlonees que ambas funcionales (le,Wheeler son la extensión (le la. funcional

(le (¡reen valor principal a valores complejos del parámetro (¡e masa. Las ecuaciones

(25.65)y (3.66) son similares a las ecuaciones para el ('aso (le masas reu|es2

1’ = 77'—msm? —m?) P = F + i7r6(q2 —m2) (3.70)
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las cuales relacionan la función de l"cynmau I" con la función valor principal (le

(Ïaucliy. lCn realidad, cuando (f2 >> m2 los polos de (Ï(q) y Ü(q) se aproximan al

eje real qo en posiciones similares a la correspondiente para la prescripción “ir” (le

l'ï'ynman (para las funciones anticausales y causales, respectivamente).

l-In resumen, en este capítulo mostramos como tratar a. los modos complejos.

mediante el análisis de un campo que obedece una ecuación relativamente sencilla de

orden superior.

lia ecuación cuántica (le Ileisenberg lleva a las relaciones de conmutación que

obedecen los coeficientes del desarrollo en soluciones exponenciales. Estas relaciones

son las usuales para los operadores (le creación y destrucción para el modo (le masa

real. mientras que para los modos complejos las relaciones de conmutación se asemejan

a los operadores canónicos de posición e impulso. Esto permite encontrar a las au­

tofunciones (le energia definida y en particular al vacío de los modos complejos. De

esta manera fue posible calcular los valores medios de vacío y los propagadores co­

rrespondientes que, para los modos complejos resultan ser las funciones de Wheeler,

mitad avanzadas y mitad retardadas. l’or último expresamos a las transformadas de

Fourier de estos propagadores como funcionales analiticas,_lo cual resultará adecuado

para el calculo (le los diagramas de Feynman.



Capítulo 4

Unitariedad Perturbativa

l'Lneste ('apítnlo ('alenlaremos la anto-energia (para. una interacción A45“)(‘orrespnll

(lienle a. nn sistema rnyo lagrangiano libre está (lado por la ecuación (3.2). Luego.

eslmliaremos sobre este diagrama. la nnitariedad (le, la teoría. Como vimos en el

capítulo l, el teorema óptico relaciona la. parte. absortiva (le la dispersión (le nna

parlíenla. hacia adelante ('on la, sección eficaz total (le.deeaimiento (le esa partícula.

l'ln la parle ahsortiva. el operador interviene,linealmente, mientras queen la seeeión

eliraz ¡interviene enadrátiramenle (el. (1.14)). (Ïomo el teorema óptico se (lel)e reri­

lirar orden a orden, tenemos por ejemplo (¡ne la, parte absortiva (le la anlowenergin a

segnnrlo orden, (lel)e ignalarse ('on la sección elieaz asociada a la desintegración (le la

parl ¡enla a primer orden. l’uesto (le otra manera, el cálculo (le la parte ahsorlira nos

(liee males son los modos (¡ne (lehemos poner en las “patas externas” (le modo que se

veriliqne nnilariedad. Por lo tanto. para. que el diagrama (le anto-energía sea consis­

lenle ('on nnitariedad y la eliminación (le los modos complejos del espacio asintoliro

(ll'lwl'il ocurrir que sn parte absortiva no (lepenrla (le las masas complejas.



('.A\I’í'I'Ul,() 4.. UNI'I'ARIEDAD PERTURBA'I'IVA 46

4.1 Cálculo de Convolueiones

l'Ïnel próximo capítulo veremos que si bien el vacío en el sector (le los modos complejos

's aniquilzulo por ninguno (le.los operadores b, c ó sus adjuntos, la auto energia a

segundo orden está. (lada. como es usual, por la convolución (le los propagmlores.

Según vimos, la representación natural (le los propagadores se realiza por medio

(le funcionales analíticas. Consideremos por simpicidad el caso (le una unica variable.

La convolueióu (le (los funcionales (no necesariamente analíticas) I" y (.7se (leline (le

acuerdo a:

I"*("{‘P} = ¡"10399011+02) (“l

(lomle los subïudiees en I" y G' se refieren a. la variable (le (,9sobre la cual actuan las

funcionales correspolulieutes. Veamos que esta. es la genwalización (le la com’olución

(le funciones. l'ln efecto, eu el caso en que las funcionales toman la forma

+04: +00

Í": / (¡qf((/)>< G=/ (¡f/901W (¡32).-"X|

resulta (le (ll)
+00 +00

Í"*("{<r°} =/ (141/ (¡(12f(q¡)9(q2)><99(q1+q2)
+00 +00

/ (Íq/ dm f(q1)9(q —ql) ><99(q) (Il-3)

(le (loude obtenemos
+00

Í"*(Í=/ (Íqf*_q(q)>< (LI)'X)

l)e (fl) obtenemos Ia. generalización directa para el cálculo (lel producto (le cou­

\'o|ución (le (los funcionales (le Green (3.62):

. . —. _. (Ptfh + (12,51 + ¿72) _(1|*(12{L,9}= (iq'z
l‘. l‘z (ql " w1)(‘h _ ¿"2)

Nolamos que la transformada (le Fourier (le la funcional eonvolucicm es igual al pro­

(luclo (le las transformadas (le Fourier, ya que si (pes la exponencial, cp= (¡07”qu =
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1"“"4 "'-""las integrales sc factorizan:

(fl * (¡zh-"7"} = (ñ {e"’"}(}'2{c"”’} = G¡(;r)(72(:r)

('¡nnlúnnrlo (‘n (-1.5) las variables (‘spat‘ialcs a. k = (fi + (ï’), rÏ = rÏ-¿. _\‘usando la

rvprvsmltación (lo (IMM-hy:

— 1 kfi9401+(mk)= —- (“50M, (v1.6)
27”. r], ko -‘ (h — ‘72

(Iomlv I‘n os un camino quo rodea, en sentido positivo, a.los puntos dela. forma ql +q-2

("on (¡l e l‘l, (¡2 e 1‘2; obtenemos:

(.1'¡*(11'2{Lp}= l (ik-0/(1A70(k0,Ewuo, E) (1.7)¡H2

(¡u-mí): [46/ dq. / th2l(q'f-wï)(q-Ï—w%)(ko—«n—qz)]"
- I‘l - ¡"z

ld" l l l

=/ q/qu/dq2( + _4M“? I‘. I'2 lll —wn (12- wz q¡ + ul q; + w?

1 1 1 1 1

(4.3)
—ql “WI (12+w2_ (11+qu2—“2 kO-ql_q2

w?=(E-¿Ï)2+mï, wg=52+mg; 7n,-€C (-1.9)

Por lo tanto, las integrales sobre q¡ y q; que definen a G(ko, resultan sor (lo la forma

l l l

/ (¡ql/ (qu-——————-— (-1.10)n r2 (h - 21'72- 32 ku - (11’ q2

donde so supone (¡no 2| y 22 son números complejos. En general, I‘.-vs un camino

qm- mutiono nl ojo ¡"valmás posibles lazos ((‘f. (3.56), (3.58)) (l‘p = Ii). (Ïlmmlo

l} ('()ll“(.‘ll(‘a un lazo, podemos Usar en (4.10) la fórmula de Cauchy. ('vuando la

inlogrurióu so realiza a. lo largo (lolojo real, usamos (vvr

W J l _ . (17..- no)
/_ (l.z,—(r_a)(m_b)—22.7r—a_b (LH)(WO
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donde I]: = ¿3911713. l.ll(‘g0 de liaeer en (-1.8) las integrales («1.10)obtenemos

I I _‘ í I a - o)
(q * Gg{np} = (¡ko dk 21H ———I¡2(k0,k,rï) 59(k0,k) (1.1-)

_ . 4mm?

donde la. expresión para. In depende de los caminos I‘l y l‘z. 'l‘enemos basirmnenle

lres easos de interés:

i- l‘l = R, l‘g = Ii

(,'al(:nlcnios por ejemplo la integral (4.10) correspondiente al primer término en

(-1.8). l‘Íl resultado luego de usar dos veces la. fórmula (4.11) (con z] = ul, :2 = (.422)

(la:

' 2 ("Wifi-¡2 _ 7Ïko)
(2m)(72m+ns)——ko ’- wi - ¿432

Debido al factor 1]“.l+1)”, esta. integral es no nula sólo si w¡ y wz están en el semiplano

superior (17hll= 1]“, = o en el semiplano inferior (1)“,l= 17“,2= —%),Io ('nal implica

que a), + wz estará en el semiplano superior (71%“,2= o en el semiplnno inferior

(“HW = —%),respectivamente. Ahora bien, la integración sobre k0, en (11.7).se

debe realizar sobre l‘n que es, en este caso, un camino que rodea en sentido positivo

a los puntos del eje real. En coneecucncia, l‘n (torre justo debajo de R (¡no = —%)

de izquierda a derecha y justo sobre R (m0 = +á) de derecha a izquierda. Entonces,

cuando nu” = 71W= iá sólo sobrevive la parte (le I‘lg (‘on me = 42%que puede ser

(lel'ormada en :blt’.para dar

:tl . l

ï__] :(2m)2(7,w.+m,)[—]'0 “‘"l ‘WZ in n(27ri)2(11w1 + 11W) l k0 — LU] - (¿2

donde el subíndiee R en el corehete significa que ko debe integrarse a lo largo del eje

real. Comparando ('on (412) vemos que (Éste.es el primer termino que aparecerá en

In (salvo el laelor (271V). Los terminos restantes se deducen de. manera análoga.

l l

¡To-¿UI ’02 l"0+¿Iv‘l'l-t-U'2 R
ll? = ("un + 774-12)
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l |._7‘)_7w —
(1' ¡7) k0—w¡+w2 ko+w¡—w2 n (

¡i- l‘¡ = (I'M. 1‘2 = I?

Aquí usamos In l‘órnnnla(lo.Cauchy y (¡LI l) para obtonvr

á+ "wz %_ "wzIn = —— —————
ko — (4)] — (.02 BWl k0 — (¡Jl — wz AW]

1 1' + w _ _ 7m2_” 2 _ _____2” (4.1.1)
ko — wn + wz ,1“) k0 — wn + wz BU]

donde /1_7(rvsp. [32) corro. paralelo a. I? justo sobre z (rcsp. debajo dc 2).

Para. I‘l = (LM, l‘z = R cl resultado cs (4.14) con ¿al —>—w¡ y nn cambio (lo

signo ('n todos los términos. Cuando l‘¡ = H.y l} = CM; es suficiente inlvrcmnhinr

(‘n (-l.lv‘l) w¡ y wz.

iii- |‘¡ —-:(I'M, l‘g = (7h,2

l",neste raso, on ol que los caminos de integración son dos lazos, una aplicación

(lohlo (le Ia. fórmula (lo Cauchy lleva. a:

l

I.2=:Ï: (-1.15)_,'.U u"l 1 “"7. ( lui] la»!

_\'para l‘¡ = (LM, l‘z = Ci“ obtenemos

1Í = ———— Llf
n q: Lfio+wl qzw'l (y ( ))-W|=tw2

(Íon estas fórn‘lnlas so obtiene, como era de esperar, que la convolución (lo una

Ínnrional de (lroen rotanlada con una avanzada. (la cero. Además, la, ("Olwolncnín(lo

(los funcionales (lo (¡won rctartlmlas (rcsp. avanzadas) (la otra funcional rolardmln

(l'l'Sl). avanzada).

La ("onvolnckín (lv (los propagadoros (lo.¡”oynman (oq. (3.43)) ('orrvspondo nl caso

'I‘onivndo (‘n cuenta. que w, y wz tienen una pequeña parto imaginaria negativa
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(1,”.l L; 1],” = —%)obtenemos (el. (-‘l.l2) y(ll.l3))

a . dtï 1 1 a.' = ,. . 2 __ _ , k .A.
l o I {p} [KILO/dll 7rz/4WIM2 (ku+wl +w2 k0mw] __w2)] Y( o l

(1.17)

l’nra un dado valor de energía-momento real pmfi, la contribución 5.3(p)de esta lun­

cional a. la auto-energía es directamente el corchete en (4.17) con 150,]:—>1,047. l’ara

enlenlar 22(1))(1m = 1712= m) podemos pasar al sistema del centro (le masa. integrar

las variables angulares y eambiar la variable radial a s = -1((Ï2+ mz). lill resultado es
y-l v-J,- °° —4 2 ­

23(p)=27ril—Ï—uï—/(Les-áw- (p2=pg—¡72) (LIS)(—2-) 4 s-p —2(-.Y"?

donde 1/ es la dimensión del espacio-tiempo. El resultado (le la integración es (ver

[31])
u v— 4- 4- 3 2 Í

x(12)=i7rï(m?)-2¿r( JW], ". .P +162 ’21 -’l1n.2

l'ista es la auto-energía usual la cual presenta un corte (cl. (4.18)) a.lo largo del eje real

(4.19)

p" desde 4m." a oo, donde, lisican'iente es posible la producción de un par (mm). La

seeeión eÍiea'l.total para este proceso esta dada (salvo factores) por la discontinuidad

en el corte; la eual se obtiene de (4.17) o (4.l8) tomando la parte absortiva de 13(p):

. ‘ dd

InnMp) = —27r2//1 q (¿Um-uh —w2)+ó(po+w¡+w2)) (1.20)(¿JILUQ

= -27r2Ï‘ il (fran-4M)?” (un1er)
Nolamos que la función ÏnuÏZXp) en (4.20) puede asociarse con la funcional:

/ (IpudfiIm 18(7))x. R

.. (¡<7

= —‘27r2/ (ipodp/ (¿(120—a), —w?) + ¿(po + ¿ul + wz))>< (-1.22)n 4wiw2

y eseribiendo esta expresión por medio (le funcionales ó de Cauclly obtenemos la

lnneional "‘diseontinuidad”:

/dko /(llil'miïl(k)>< = iïr/dko [dl-r.H .
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+[4] x (1.23)
ko + wi + “2 C-wxfl“?/ (¡(Ï l. 4wiw2 ¡ro-wi-wz

4.2 Cálculo de la Funcional Wl * “¡2

(/‘u'l +w2

(Ïnalqnier propagador de Wheeler está dado por (3.55) donde el camino de \'\“ll(‘(‘l(‘l'

l'n- tiene la forma. general (el. (3.56), (3.58))

l‘w= 7]w(C_w— (

Por lo tanto, la eom'olnei(')nde dos l'nneionales de Wheeler está. dada por (-l.|2) donde

l". y ll) tienen ambos la forma (4.24). l)e (4.5), podemos obtener a ll'. r»ll} eomo

una superposiek’m de los enatro casos (el. (4.24))

a) |‘¡ r I? , l‘g = R

b) l‘¡ = Ii , l‘g =1¡m((7_h,2 —Cu?)

"l l'i = 77m.((-Ï'—w.— (la), 1‘2 = R

(ll lll = 7’Wl(("_wl_ (lui) a ll? = MAC-wz —CW)

lodos estos easos pueden obtenerse de las fórmulas (4.El) a (4.16). li'n examen

enidadoso de ln muestra que los únicos eaminos que, resultan son lazos que rodean a

los enatro polos. 'l‘omemos por ejemplo el término con (k0 —w. —-w2)". ('aleulemos

entonees el eamino l‘ sobre. el cual hay que integrar a 1.70en la expresión del In total

(los distintos factores que aparezcan los iremos absorbiendo en los caminos).

|,a eontribueión a l‘, proveniente de a), al camino sobre el eual hay (¡ne integrar a

Ir“en ¡.2 se obtiene del primer termino en (4.l3):

lia = ("un 'l' 71.12)“

Similarlm'nte, agregando los pesos que aparecen al camino de. integraeión, oble­

lennn‘ «le ( |.l I):

lil; = ‘Üwzlá + 77mllez _ 77W2(%" "un lsz
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l‘r = _7Íuu(% + 7ÏW2)BWI _ 77W|(%_ 77W2)Aw:

l-inallnente, obtenemos que la contribución al camino proveniente de d) resulta

(el. (1.15)):

l"! : ’Íwi7lw2("‘w|+w2

La contribueiem total es I‘ = l‘a+l‘b+l‘c+l‘¿. Notamos primero que.(ko-un —w2)’l

es analítica en una, franja que contiene a ul, de modo que 13M—Au" es equivalente a

('ero. (re(.'()r(lanlosque A: (resp. 13,) (torre paralelo a Ii justo sobre s (resp. debajo

de 3)). Análogmnentm H“,2—A“,zz 0.

'I'enemos entonces l‘ = (11W+ 71W)”. — nu] 13",]— 1]“,2B“,2 + nulquwfiwz. Ahora

|)ien. si nu, = 710,2,entonces el punto un + wz queda. fuera de. la franja determinada

por Ii’y [le , asi también como de la franja. determinada. por R y BW. Por Io tanto.

resulta [3“,l z R, BW z R y l‘ = i-Cwfiw. En cambio, si 1M = —1)“,2.entonces

I‘ = 7]“,|(IL,2 - 13M)—¿(fulwr l’ero entonces un + wz queda necesariamente situado

en ln franja. determinada. por [3“,l y BW, eon lo (‘ual 11M(IL,2 —BM) puede reducirse n

un lazo (con peso que rodea.a ¿al+w2 en sentido positivo, obteniéndose nuevamente

l. _l | y 1 _ l v
" 5( unha/2 — 4(‘W¡+wz _ (¡Cuña/2'

lil resto de los polos pueden tratarse. del mismo modo. obteniendo finalmente:

l 141,2:___
ko-wl-w'z c“HH-12 k0 + wl + wz C-wi-wz

l l_ — ——— -‘l.‘2:'))
[ko —wi + wz l cul wz [ko + wi —¿02](¿rw (

liste resultado se puede escribir usando la funcional vista. en (3.65):

d“ l [(5 + ó ]
q24‘) W —w

l 1= —- dd d — 1.1K
2TT'Ï/ q/rwcw (1003-ng ( i)

que para el caso de masas reales (con la. notación usual en término de funciones 6)

I)
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lonm lu forma

Í) = /(l(Ï/(lqnó(q(2, —u;2)>< (¡337)

Si aplicamos (¡1.15) y (416) obtenemos para. la coiwolucnin (le (los funcionales (le

Iipo l) (salvo un factor -—7r2,la. expresión (le I“ (lada en (4.1.5) pero con todos los

terminos con signo positivo. I’or lo tanto, la parte de la funcional Wl * HÏ, asociada

a ln inlegrución sobre los lazos que. rodean a :t(w¡ + ¿422)opera. como —r21)¡ * D2.

Inienl rus que la. parte asociada con los polos :t(w¡ —wz) opera como 12M * Hg.

4.3 Cálculo de la Auto-energía

I'll propagador para. e] campo (,5está (lado por (3.41), y puede ser representado por la

funcional

("{9} = «I'M + Hit/{w}+ WM (1.23)

La com'olución (le (1' consigo misma (la lugar a. seis términos diferentes

(.' * (; = a? 1" * 1" + 2n/3 F =«w + 2073"1? * W

+¡S’2W* w +BZW*W+2fiñn/' * W (1.29)

La contribución (¡el primer término cn el miembro de la derecha está dado por (l. ¡9).

(Ïuundo consideramos un proceso (le,dispersión con partículas entrantes reales“ In

energia es real y positiva. La. contribuckin en la capa, de masa es real sólo para el

primer termino y último termino (le.(11.29). Este ultimo termino en particular es e|

imporlunle para. unitariedad, pues un par ¡1/7en la.capa (le masa podría conservar la

energía-momento entrante. Sin embargo, tal contribución violaría unitariedml. debido

u que los modos complejos han sido suprimidos (le los estados asintólicos. Veamos

enlunces cual es la conll'ibución (lel “gráfico importante” H"* a la auto-energía (le

unn |)¡Il'|.Í(‘lliil fisica.
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:\hora podemos volver a. (41.12)y hacer la integración sobre (ftï. 'l‘eniendo en cuenta

( lll), remos (¡ue podemos integrar sobre. los ángulos de (Ïq-(¿3121.?= 0). quedando

¡1-2 u-J
il“ 7r-2— +1» m ;2_ .—

/ ""q""2= -\ "-2 f ("111/ (¡tii-(1L)2 ¡.2 (trim. ‘lwlw'l l —oo . o ’lwiwz

donde ahora uff = (¡Jiu-l- ((II, - k)? -I-¡1%,w; = (¡'3-+ (¡í +113. l'Ïii (-1.30), para. cada valor

de r/,,. (¡1-tenemos polos en iw¡(q¡,,q7-) :tw2(q¡,,q7-), cuyos residuos tienen un peso

_"_l‘_
-l.u¡ .512 '

Analicemos la. contribución del polo en f2 = ¿al + (.02cuando ¡1| = ¡1 y ¡12 = ¡7.

l’ara (¡L = lï', Q es un número real (¿u-2= 6.7|) que va de 72ml{(l.r2 +41n2)%} hasta cr

(t) í (¡1-S Para cualquier otro valor de qL, Q CScomplejo con Im Si > 0 (resp.

Im S2< 0) cuando < (II,< oo (resp. —oo< (n, < La parte imaginaria de al"

(z Im ¡12)es una constante, mientras que la.parte real crece linealmente con l’or

esta razón Imw crece e Imü decrece a. medida que qï. crece de cero a infinito. l'isto

significa que Si(q,,,q'¡-) tiene. una parte imaginaria acotada y está contenida en una

región en forma de pez (ver ref. [l2]) a la que llamaremos simplemente "pez".

l-Isinteresante comparar la influencia de los polos (2 = wl +w2, en (4.30) _\'(-1.17).

Hay dos diferencias fundamentales. La primer diferencia es que la funcional (tlf)

esta asociada. con una integración sobre ku a lo largo de un camino de l“e_\'¡nnan. l",

(1.30)‘ la funcional implica una. integración sobre los lazos Cwlwz. Mientras que en

t LIT) la. integración sobre ko toma la contribución de todos los polos (cf. (1.18)): en

(filtl) la. integración toma sólo la contribución de. los residuos correspondientes. Mas

aun. la convolución de dos funcionales de Wheeler es similar a la funcional discon­

tinuidad (4.23) (comparar con (1.25)) pues en ambas funcionales 1,2 sólo involucra a

integraciones sobre lazos. l'ÏI segundo punto para ser destacado es que mientras en

(v1.lT) las masas son reales y (2 se encuentra en el eje real para cualquier valor real de

rÏ: en (11.30)las masas son complejas y S2ocupa. la región “pez” descrita. anteriormente.

sobre a cual (1L,(l'r son coordenadas generales. l’ueden elegirse otras coordenadas.

l’or ejemplo las componentes real e imaginaria de (2 = kn. Para. estas coordenadas.
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Ia parte de la funcional W * W que viene de los residuos en wl + wz es (cf. (HZ) y

(1.30))

-' . (¡(7 ¡ Hlk dk‘l . __ ____ k k 1.:
/( 0/ 771/ mula)? [k0_w¡ —w2lcul+w2‘r°(o, ) (l ll)

a dd _

= (2m)? f dk f —.—q—<P(w¡+w2,k)lówlwz 2u
z _F2ÏV—_2/diï/ dkOMJpnb, E) (1.32)l (T) I’ez “¡wlwz

donde [7 es el jacohiano de la transformación y (11,,qT se expresan como funciones de

'R( Ir“ e Im kn. l'in (-1.32), (Ike es un elemento de superficie. sobre el plano complejo k0

y la integración es sobre el pez.

Hemos visto queen IS) el corte fisico en >30!)es producido por la acunullaeión

de polos que conservan la energia-momento real entrante po,¡7. listos eventos posibles

('sliin dados por las funciones 6 presentes en Ia.discontinuidad (-1.20)y su acumulación

lleva a la amplitud finita (4.2|). l‘Équivalentementc, en la. funcional (liscontimiidad

( 1.23). todos los valores de (Ïestán relacionados con funcionales ó reales, dando lugar

a una discontimiidad finita en el corte (cf. (4.21)). Por el otro lado, en (-1.31), los

valores (Ïque producen un valor w, +w2 real (una funcional 6 real) tienen medida cero

cuando se compara con el espacio de todos lOS Esto es debido a que estos valores

(lelwn satisfacer la condición adicional Ïmwl + Ïmwg = 0.

(Ïorrespondienternente, en (4.32) tenemos para k0 una integral de superficie de los

residuos en los polos w. + wz. Como estos “eventos” están dispersados soln‘e el pez.

1enemos que su peso también está dispersado sobre esta región. Por lo tanto, teniendo

en cuenta que el eje real po tiene medida cero cuando se lo compara con una superficie

(ver [35]), no hay contrilmcicm de (4.32) a la auto-energía de una partícula física. La

misma. situación ocurre para el resto de los terminos en (4.25) y para W akW. W * Ïrl'ï.

l’ara. completar este cálculo de la. auto-energía precisamos la convolución de una

funcional de l"e_ymnancon una. funcional de Wheeler. Para calcular I" * lll" tomamos
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nnmmnente (-1.5) y (¡1.12) pero ahora con l‘. = If y l‘g = 1H- %(('_w—(7w)(cl'. (3.56)).

('on (Llil), (11.14)y w. = wm, w? = w obtenemos (7)“,l:1)“,2 =

In = [Ip-wln+ funcionales 6 complejas (1.33)

donde

¡W = ___c9_m(77- rï) + w(rï) + wn-(íï- rï) - wei) “¿m
P5 - (Wm(17—(Ï) + “((Ïll'z P5—(wm(17- (í) - WWW

l‘Ïn (-1.34), tu," puede tomarse real (sin el agregado —ic a la masa) pues, siendo a:

compleja, no aparecen singularidades en el límite, c —>0. Similarmente, obtenemos

para I" * W

¡.2 = [7¡.'w],¡+ funcionales ó complejas (-1.35)

l’or lo tanto, de (4.!2) y (4.17), la contribueiem de (4.29) a la auto-energía de una

partícula física con cncrgía-momento pm]?es

/ _. iim' a wm(fí— (Ï) + wm((Ï) fl :3
, ,._. _,

tf) w"
-»»--<-.-— - . , _ . + —,I.- + ,——7 ­"wm .(«npá (wo o i mmm! wm ’W wm ’“

(um
('omo el segundo y tercer térl‘nino en el corchete de (4.36) son complejos conjugados.

su parte alisortiva Imi(rl.36) no involucra a los parametros complejos ¡1‘fi. l’or Io

tanlo. la auto-energia es consistente con unitariedad y compatible con la eliminación

de los modos complejos del espacio asintótico.

l",nresumen, en este capítulo desarrollamos el cálculo del producto de convolución

de dos funcionales analíticas en general. Aplicando estos métodos obtuvimos la con­

volución de dos funcionales de Feynman, dos funcionales de Wheeler y los productos

de convolución cruzados. El camino asociado al producto 17*F' es también 1mcamino

de l"eynman, pues esquiva por debajo a los polos con parte real negativa y esquiva

por arriba a los polos con parte real positiva. El camino asociado a la convolución

de dos funcionales de Wheeler se reducr‘.a una integración sobre lazos que rodean
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u los distintos polos (funcionales delta). I'Évalnaunosentonces la auto-(‘nvrgín lolnl

a svgnndo orden, correspondiente a una. interacción Arias,encontrando (¡nc sn parlv

nlmurlivu sólo so (lobo básicamente a la masa. real; y os la sección ('Íiraz lolnl «Iv

«lvsintvgración (a. prinn‘r orden) (rn (los partículas (lo masa m. l",n (‘onrornmn-in. vn

('l unlvn considcrmlu los estados (lo partícula. son los únicos que (lolwn incluirsv (‘n

ol espacio asintólico, (‘n acuerdo con cl requerimiento físico de la. eliminación (lc los

Inmlos complejos do este (‘spacia



Capítulo 5

Propiedades de la Auto-energía

I'Znvstv capítulo ('stndiarmnos la invariancia do Lorentz y el comportamiento ultra­

\'i()i(‘ta dc. la auto-cncrgía. 'l‘arnbión mostraremos cn la tcrccr succión quc si hicn (‘i

vacío no ('s aniquilado. como (‘s habitual, por ninguno (I(' los ()|)(‘I'¡HIUI'('SI). r o sus

adjuntos. sin cinlmrgo siguen valiondo las reglas dc Wick cn 0| ordcn dc pcrturha­

cioncs considcrado . I‘lsdccir quo ('I valor dc expectación dcl producto cronohigico

dc cuatro opcradorr's dc campo sc puedo cscribir, como cs usual, (-‘ntérmino do las

(“ontraccionos dc dos operadores (propagadorcs de Vtholer).

5.1 Invariancia de Lorentz

I‘Incl capítulo 2 hornos construido cl hamiltoniano (-22) usando la simetría dcl sis­

|(‘Illílanto traslacioncs tcmporalcs. Dc manera. similar, usando ol tcorcma dc Nócthcr.

sc puodon construir los generadores de traslacionos espaciales para formar ct 1’“y los

gvncl'adoros do. rotacioncs y “boosts” MW.

I-Íncl capítulo 3 usando la expresión dc II en términos del campo o")obtuvimos. a

niwl Huintico, las rcglas dc coinnut.aci(')nque dcbcn obcdcccr los campos componcntcs

58
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uk. In.y ek de forma tal que II genere las traslaciones temporales del sistema. lisando

este algebra de operadores y la expresión de los generadores en terminos de uk‘ ln.

y q. se puede demostrar que se satisface el álgebra de Poincaré (ver ['28]y tambien

[29]):

[I’,,, IL] = 0

f Mm, , PP] = i(1]“,,l’,, —"WP" (5.1)

[ A1,“, , Mp, ] = i(1],,,,MW —"WMW + UWMM —IIVPMM) (5.2)

l’or lo tanto, la teoría para los campos cuánticos con parametros complejos de masa

es una teoría relativista. Sin embargo, es claro que la teoría cuántica no termina en

el álgebra de connnitadores. La.elección de las propiedades del vacio determina los

propagadores de la teoría. y (le alli las amplitudes de probabilidad para los distintos

procesos. Para. que la teoría sea. efectivamente invariante de Lorentz (es decir que

las amplitudes de probabilidad lo sean), el vacio debe ser invariante de Lorentz. La

cuantificación natural de los campos con parámetros complejos de masas nos llevó a

definir el vacio vía la.propiedad I’,,|0) = 0. Si tenemos una teoria relativista (es decir,

que satisface el álgebra de l’oincare) y IO)es el único vector que satisface

I’,,I0) = 0 (5.3)

se puede ver entonces que MWIU)= f), y por lo tanto IU)sera el ¡inico estado invarianle

de Lorentz (\'(‘l‘referencia [26]). f‘inefecto, aplicando ambos miembros en (5.1) a [0)

resulta:

I’,,f\'l,,,,|0) = 0

y como por hipótesis IO) es (salvo nn factor) el único vector que satisface (5.3) re­

sulta MMM) = muultl), donde los mm, son antisimétricos (en particular mm, = 0).

Aplicando ahora.ambos miembrosde a IO)se obtiene:

_ l"
l) _ mmm“, —-I},,,,1ii,,,,+ quam“, —"Mmm, ( )..l)
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_ynsnndo para p, 1/y a valores distintos entre si, y p = 1/resulta mw = 0. linlonces.

se obtiene finalmente M,,.,|0) = 0.

I'll vacío para. el sistema (3.2) se puede escribir como el producto de los vacíos para

los distintos modos A su vez, en el Sector complejo, el requerimiento de energia

y momento nulo lleva a una linica solución (fm) = (zï)‘;') que representa al vacío

en cada modo (ver (3.24)). Por lo tanto podemos aplicar el argumento anterior para

obtener que nuestra definición lleva a nn vacío invariante de Lorentz para. el sistema

(13.2).

l'ls interesante comprobar la. invariancia dc Lorentz a. nivel dc las mnplitndes de

dispersión, donde intervienen particulas asintótic.¿L9con pm]? observables (es decir

reales).

('-onsideremos la auto-energía dada en (4.36). Notamos primero que las integrales

involucrmlas tienen la, forma:

d" l

.Ii = Jn :t .12. .1,,¡,.=/wm((](ï) 5;"- (7n.,n = ¡,2 m 7.4n)

donde hemos llamado

Dm" = P?)-' (wmllïl i wn(fi_ ¿”2

'I‘omnndo la.derivada respecto a po obtenemos

0.1i f dq" 1 j dq“ 1 )
.- = -‘¿ -———i ———. r:
om ”°( calm/m ¿»zm/15] (’ ‘l

Mientras (¡ne para. la. derivada. (le Jn respecto a p,- resulta

(7le ___2/ (¡q-i Pi —in2(17— (Í) Í wil‘Ï)(71H . w‘l (‘Ïl Di'z w207 — ‘Ïl

(/(Ï 1h- q.

= 2/ 2 i2/—-Ï'Ï "'2"". WIÜÏ) l)12 “MP-(7) n12
da i_ í . dd í

= 2/ q P 2‘! i2/ q _qïWIM) 012 “32(5) D21
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con lo cual

(7.1i / (lrï l / (¡(Ï l _ _
4 - 2 ’i —' i — (0.0)
()]).- l . w¡(rï) “¡2.2 (¡12(6) 03'

liulonces, de (5.5) y (5.6) obtenemos

, + ¡‘—=0 and )¡,—— >——_
p” 0]).- p (3120 l dpj h 0p,­

I‘Ïstas ecuaciones implican que Ji es sólo una función de p2 = p?)—¡7

Ji 0.1i

2

5.2 Comportamiento Ultravioleta

l'Lnesta sección estudiaremos el comportamiento ultravioleta de la auto-energia. 'l‘e­

niendo en cuenta que el sistema (3.2) es de orden superior, es de esperar, en principio.

una mejora respecto del comportamiento ultravioleta para una teoría escalar de Se­

gundo orden. Al ser la teoría de orden superior tenemos por ejemplo, que la función de

(¡reen particular para Ia ecuación (3.1) asociada en el sector de los modos complejos

con las funciones (.7(q)y (cf. (3.45)) se comporta en el régimen ultravioleta como

q‘”. l’or lo tanto, el orden superior mejora el comportamiento usual de la teoría. Sin

emhnrgo, los propagadores de, la teoría son los de Wheeler W y W los cuales difieren

de las funcionales (1'y en funcionales 6 (cf. (3.64), (3.65) y (3.66)). A diferencia

del orden superior de Ia teoría, la presencia de estas 6 tiende a desmejorar el com­

portamiento ultravioleta (ver [25]). l’ara los cálculos con propagadores de Wheeler

el conlaje de potencias no se puede realizar directamente como en el caso usual con

propagadores de Feynman. En el caso usual, se puede hacer una rotación de Wick

con lo cual queda claro cual es la contril)uc.i(')nde cada propagador al comportamienlo

ultravioleta de un diagrama. l‘lncambio, esto no cs posible cuando hay propagadores

de \\"heeler pues los caminos de Wheeler no pueden rotarse sin pasar sobre los polos.

lislmliaremos entonces el diagrama de auto-energía, calculado en (4.36), de manera

(lll'('('l¡l.
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Vimos en la sección anterior que. la anto-energía calculada para el sistema (3.2) es

invariante de Lorentz (es decir, sólo función de pz,— Por lo tanto, podemos tolnnr

en ( IJKG)¡7: 0 y haver In substitución pz, —>p2(= pg —¡72) ('on Io cual obtenemos que

la nulo-energía total está dada por

/ inn [_ n- 2w,,,(q) fi
a 1-3 — ­(Í(— - -I-—I.-r+ __—I;-.- (5.1)
lwvn(‘l) wm(q)P2_ 4w?n(q) “((1) l“ l“

(mmm) + “(qn + (w1n((1)- 02(4))
M2)- (wm(q) + u207))" P8 - (undq) - 44(1))?

donde hemos llamado (¡2= (Ïz.

II-‘W= - (-3.8)

Veamos ahora. que los modos complejos actúan como reguladores de la auto­

energín. I'll ('()Ill[)()l'|,ílllli(‘lll.()dominante para valores grandes de q puede enmnlrnrse

si notamos que, cuando q —>oo, w," —>u.) -—>(TJ—>q, y

m2 — ¡1.2 l m2 — ¡12
wm—w—’—.)—— Ilt'W—’_'+_fi'-q 2q 2gp

I'Ïnlonees, el integrando en (4.36) tiende a:

i7m o fi m2 -— ¿2 ñ 7712— 7.2
_2 T 5-“ _2—/)+x_(l+—2l) =
q «q -q 7’ ¿q P

17m , — l — __.

= + ¡H+ fl + Www)? —#2) + fi(m2 —¡12))]

Rerordando que a" = (/12 —n12)(¡72 —171.2)y fi" = (m2 —¡12)(¡72—¡12) obtenemos

que

fl+fl = 2 21-2 2 + —2l —2(m - It )(¡t - ¡t ) (m2 - II )(/t2 - ¡t )

1 í 1 1

= (/72—Won? -/12) ‘ (m2 —¡72)
—l= -—-_—-— {9

(¡L2 —1112)(ÏL2 — m?) () )

('on lo cual resulta o + {3+ B = 0. 'I‘zunbién vemos que, /3(m2 —¡12) + 30712 —¡72) = 0.

I’or lo tanto, el integrando tiende a (“eromás rápido que q’3. Entonces, para 1/= «1,si



('.-\I’í'l'l.í'LO 5. PROPIEDADES DE LA AUTO-ENERGÍA 63

bien ('mla ¡modelos términos en (5.7) llevan a integrales Iogarítlnicalnenle divergentes

((‘(HIIOes usual), la anto-energía total (5.7) es convergcnte.

5.3 El Valor de Expectación del Producto de Cua­

tro Operadores

lino (le los terminos del cálculo perturvativo (le la matriz S a segundo orden para la

dispersión hacia adelante ((p|5'2|p)), se obtiene de

/ / d"y ¿"(r-w(oI'I'{es,.(m)qs;(m)d>u(y)qs;(y)}lo) (mm

donde los ('mnpos rf),,(.r) _yó;(:r) ('onlnntan pues los grados (le Iiberlml en c5” se

l'í‘plï‘hïntan por 2, “ii- Iniontras que en 9‘)",se representan por 3, —1Ïdz
d ylenlendoen

('nenln (¡ne el vacío se fnetorim en (:mlngrado de libertad k y (‘mlagrado lr se faelorizn
_ _L__L

:g r; (pues fu” = s 2: 2) tenemos que,

(UIH4’"(-I')ÓL(=F)<75¡:(!/)4>L(y)}IO) =

0:!!(0Id’u(4")ÓH(Ï/)Ó;('r)‘p;(y)IO) +

oy:(0|Ó¡t(y)Óy(x)d’;(y)Ó;(Ï)lo)

'snlln igual a

ÜJ-y(0Ic'>,.(ar)ó,.(y)|0)(Olé;(1')®L(y)|0) +

0ya:(0|4>u(y)óu(m)|0)(ÜIÓLWMIÁIHO)

= (0.r_.,(0l<15,,(1=)óu(y)I0>+ 0y.r(0ld>,.(y)d>u(rv)l0)) X

(On/(0 <f>L(-‘r)d),',(.I/)|0)'I- "ya-(Ole;(z/)<fi,'.(-’r)l0))

: n/(m —y)ñ7(;r ——y) (5.12)

I’ur In tanto ln eonlrihnekín de (5.10) se obtiene (le W * W.
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Ahora considcrmnos cl término

[(1%frl"y(:l”l’_”)(0|T{qS,,(a?)q‘>,.(m)d>u(y)ó,,(y)}IO) (5.!3)

l‘is fácil vor (¡no cs snÍiciontc mostrar quo sc vcrilica

(OMA-FI)4>u(12)4>u(=1'3)4>u(14llo) = (5-11)

(OlÓulïlWuü’zllol(Ol‘fiu(13)45u(ï4)l0) +

(OMA-TIN)"(fallo)(OlÓu(ï'32)Óu(ï4)l0) +

(ÜIÓHUIMi“)l0)(0lÓu(32)Óu(IS)l0) + (5-15)

para que scan validas las reglas (lo Wick (donde cn (5.15) en cada. valor de expectación

aparccc cl orden cronológico). En particular de las reglas de Wick obtondríarnos

(Ol'l'lÓ,‘(1)ÓI.(I)Óu(y)4>u(ylllo)= 2W(I - 3/)W(-T- y) (51(5)

pncs los términos corrcspondientes a los “Ladpolcs”, que en la cuantificación habitual

so van al tomar ordcn normal cn la interacción, cn este caso (cn el cual no hay orden

normal pucs ni bIÜ)= 0, ni (:IÜ)= 0) se van pues W(0) = 0 (cl. (3.39)).

Vcamos entonces la. validez (lo (5.15). El campo’ d)”en término de los operadores

br.y q. rcdelinidos (vcr (3.11)), toma la forma

¡E .—.- . .

¿"(17) = / {(- c'k"(bkc"‘" —iflwc_k(:"“") (5.|7)Zu.)

(lomlc

[Ch, bkv]= —

('on csla cxprosión ol)l.cnmnos cl valor (lo,(expectación (5.1/1) (‘n término (lc los valorcs

(lv cxpcctación (lc vacío (lc cuatro opcradorcs (lo Iipo b o tipo c. Recordando (¡no para

carla grado (lc lilwrlad k cstos opcradorcs sc roprcscntan scgún

bk —>—IÏ— q. —*z (519)(lz
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resulta de (3.27) que los únicos valores de expectación no nulos son aquellos donde

intervienen dos operadores de tipo b y dos de tipo e. Obtenelnos entonces

(ÜIÓH(II)Óll(IÏ)ÓII(I3)ÓF(m4)IO) =

¡1 dk",(n72diï,‘ l Cir-11'. (¿ík;.r3€ik3.r3€ik—4.r‘4 x
. 2a), 2Gb ¿(4.2324.0..

v‘iwlt. +íw2l2>—lw313-íwltd ([wnwu OVA-l¡MJ-ww. IU)

' —' t. ' t —' - .
+w2w4plwrl| n422+Iw3.1 mah (()Ihk|(._k2bkn(.-k4l0)+ u l

l)onde los restantes ('nalro términos, siguen el mismo patrón. A diferencia del ('nsn

nsnnl. donde u.y (1' oenpan el lugar de by e, en este caso los seis terminos son no nulos

(¡mes Ill l; m (ranrqmlan al vamo). (,aienlcmos por ejemplo el valor de experlnrlon

(()Ibklbk2(‘_k3(‘._kl (5.2|

—a

Para ello diseretizmemos al espacio de los Á?en pequeñas celdas V}de \'()i|illl('ll M"

('enlrndas en valores l.‘,-.Definimos

l a l —-:-—— -=— J.‘
b, 6V /v' A c. 6V Ázdk q (

Inlegrando en ambos miembros de (5.18) obtenemos

V! lv (y
V

l . ,.
[6,", bj1: W 26,3

(‘nnndo 6V —>0 los operadores en (5.22) tienden a los bk y ek, y el miembro izquierdo

en (5.23) tiende a. la. 6 de Dirac.

De (5.23) tenemos (¡ne la representaekín para los b.-y e¡ es

.d
bk —->—l— ek —->

l

d: W Z

I'll vacío es el producto de los vacíos para. cada. grado discretizado:

|0) = H ¡0), (5.25)
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('nlrnlelnos entonces (0|!)¡bj('kq|0):

qIO) = e, H ¡0)5 = H ¡0), ('¡|0)¡ (5.26)
51:1

\|>|¡r;un«ln r,_ vn (5.96) I'G‘HIIHJII

cquÜ) = (tk |0)sCMD!)3;“

= ¿“H ¡0)sc,q|0), + (1 —a“) H |0),c1|0)1ck|0)k (5.27)
syél 39H.s#k

FLuego, aplicando b]-en (0.27) obtenemos:

[JJ-(1.640) = (su (6111-1 IO), b¡(‘¡C¡IO)¡+51H

(1 - 511) H |Ü)s€101|0)ij¡0)1 +
s#1.5#j

(l —¿“Mófl H b(('ll())¡CkI0)k+ (Sjk H (¿[l0)¡bkaI0)k +
s;H.s;ék saél.s;ék

(1 - 51:)(1 - (Sk-j) H |0)sCl|Ü)ICk|0)kbj|0)j) (5.28)sfil.s#k,s#j

Ahora proyectalnos (5.28) ('on (DIM,siendo los únicos términos no nulos aquellos que

tienen en cada grado tantos b como c:

(ÜIÍ)¡bjCkC¡IÜ)= 6¡(6k16j1(0lHI0)5 b¡b¡qq|0)1+
3;H

(1-6“)6j,6k¡(0| H ¡0)31,,q|0),bm|o>k+
s;’:l.s;‘:k

(1-5k1)51k5u(0| H I0)sl’lC1I0)lbk-Ck|0)k (5-39)
861.3%]:

, , _ _1
Usando (5.24) y que el vamo en ("ada grado esta. representado por (2.2.-) 2 obtenemos

. l 3 _ '
[0); lnbmquÜ);= (-z)2——|0)l (0.30)b'C'IO)‘= ¿v 24

¡LL
.261"
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con lo cual, resulta:

2]_Ï
(St/24

. l l

(filas-pnl“ - ¿kilófl¿ki+ (1 - ¿kllójk¿ultolÜl

(0|!)¡bjckc(|0) = (-i) ¿«(St-151!(0l0)+

. l l . l l

= (-leóv 2X5“6k!6jl(0l0) + (‘Üzíïñílóflókí + Ójk61il(0l0)

= (Ülbn'CklollolbjCIIÜ)+ (OlbjcklollolbiCIIO) +

. l l

ÓV(—1)26V3Z6¡16“6J'1

lflntonces cuando tomamos el limite 6V —>0, los operadores b.-, c,- tienden a bt. ck.

respectivamente; y el tercer término en (5.31) tiende al producto de tres funciones 6

de l)irac multiplicadas por 6V lo cual tiende a cero. Por lo tanto, obtenemos

(Olbklbkzq‘aCh =

(Ülbk.0k; lollolbkzck. IO) + (Olbkzckal0)(0lbki 6k. IÜ) (5-3?)

A partir de esta relación se.obtiene fácilmente que el valor de expectación de vacío de

cualquier producto de cuatro operadores b y c se reduce, como es usual, en termino

de los valores de expectación de pares de operadores (donde estos pares se ordenan

por orden de aparición). Usando (5.32), se obtiene que el primer termino de (5.20)

es igual a:

(ÜIÓÏÁIIMS;(fallo)(ÜIÓÏ,(12lÓÏ.(I4)l0)+

(Old’fim)q‘>Z(m4)|0)(ÜIÓÏ.(12)452(13)I0) (5.33)

donde d): y d); son los terminos de d)" que contienen a los bk y los ek respectivaniente.

Un cálculo directo muestra que los términos (5.33) más los restantes (diez) términos

similares que se obtienen de. (5.20), llevan a la verificación de la relación (5.15) _\'por

lo tanto, a segundo orden, las reglas de Wick son válidas.
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llenlos visto que las teorías de campo de orden superior llevan naturalmente a la

existencia de modos complejos, es decir, grados de libertad asociados a pares de

parametros de masa complejos conjugados. l’or ejemplo, en el capítulo l. esto oeurre

euando se extiende el modelo de. Wess-Zumino a dimensión superior, manteniendo

la supersinletrl'a de la teoría. 'l‘ambien las teorías de campo de métrica indelinida

(en particular las teorías de orden superior con masas reales, el. (2.24)) llevan. bajo

('ierlas eondieiones sobre las escalas de. masa, a la existencia de modos complejos (ver

seu'ión l.l).

Siguiendo entonces metodos propios de la teoria cuántica de campos, estudiamos

la posibilidad física de tales modelos. Considerando el caso de un campo escalar

real ron un modo de. masa m y un modo complejo utilizamos métodos variacionales

para obtener el liarniltoniano clásico del sistema (magnitud conservada por la simetría

ante traslaeiones temporales). Por métodos cuánticos nos referimos a la ('onstrueenin

de una. teoría donde las distintas magnitudes clásicas pasan a ser operadores, y que

exhibe a. nivel del algebra de cornnutadores las mismas simetrias de la teoria ('la'siea:

en particular, el operador lianiiltoniano debe generar las traslaveionestemporales.

l)e esta manera. obtuvimos el algebra de conmutadores para los operadores ak. ln.

_\j(1.. l'ls ("laro que el sector para el (‘alnpo de masa m es el usual. Los operadores

ak asociados a este modo aniquilan partículas de masa m (en particular ak|[)) = 0):

68



('onclusiones 69

los operadores a; crean del vacio cuantos del campo. Como concecueru'ia de eslns

propiedades los propagadores correspondientes son los de Feynman.

Los operadores bk y ck, contrariamente a lo que sucede con los uk. conniutan

con sus respectivos adjuntos; siendo los únicos conmutadores no triviales aquellos

entre bk y ek. l’or lo tanto, la representación para los modos complejos no puede

ser lrolomorfa (como es el caso de los modos reales) sino que es (le. la forma b —+

—ij—z, c —->z y sus respectivos adjuntos con respecto al producto interno fdsdïfíi.

lïsta representacicm es similar a la de los operadores canónicos de posición e impulso.

l)e esta manera quedan definidas las propiedades crianticas de la teoría; se puede

representar al operador P" para cada grado de libertad (cf. (3.20)), obteniéndose

el vacío (energía-momento cero) como el único estado invariante de Lorentz. lïsle

vacío (representado en cada grado por (zï)’%) tiene la particularidad de no ser

aniquilado por ninguno de los operadores b, c, b‘ y c'. Además, en el sector complejo.

no existe ningún estado de partícula. En particular, no hay lo que llamaríalnos el

estado de. un “cornplexon”, con la. propiedad P,J"‘Il) = ¡12|l). Contrariamente, el

llalniltoniano es lierrnítico y posee un espectro real y continuo extendiéndose (le —oc

a -|oc. l'ls por esta, razón que. debemos hablar de campos con parámetros complejos

de masa. y no de partículas de masa compleja.

l'Éxaminamos así lagrangianos particulares de orden superior, encontrando (¡ue

los ¡nodos complejos pueden ser tratados consistentemente, como se muestra en el

capitulo 3.

A partir de la. representacicm de. los InOdOs complejos fue posible calcular los

distintos valores medios del producto de campos en el vacío. Obtuvimos, en particular.

que los propagadores para los modos complejos resultan mitad avanzados y mitad

reta rdados (“propagadores de Wl‘ieeler”).

lia aparición de este tipo (le propagadores es un indicio de que, los ¡nodos complejos

podrán eliminarse consistentemente del espacio asintótico manteniendo la unitariedad
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en el sector de partículas. Wheeler y li'eynrnan usaron funciones de (¡reen mitad re

lardadas y mitad avanzadas para describir la.radiación clásica en un absorvenle com­

pleto. l'Illos fornmlaron, con este tipo de funciones para el campo electromagnetico.

un principio variacional para la dinámica (clásica) de los electrones en el cual sólo in­

tervienen las coordenadas de estos. El absorvente estaría constituido por los mismos

electrones. El campo electromagnético aparece en una acción no local a traves de

las funciones de (lreen entre las distintas coordenadas de las partículas. .luslamcnle

las funciones de (lreen son las que representan en teoría de campos a los "estados"

virtuales. Correspondientemente, si uno considerase la parte clásica de una lcorfn

cuántica (el nivel arbol) cuyos propagadores son mitad avanzados y mitad retarda­

(los. estas propiedades se manifiestan en el lieclio de que la parte absorlira de (‘Slos

propagadores es nula, y en concecuencia podríamos eliminar (a nivel arbol) a los

modos respectivos del espacio asintótico.

l'Éunuestro caso, Vemosquejunto con la necesidad de eliminar a los modos comple­

jos del espacio asintótico (requerimiento físico), el tratamiento natural que seguimos

lleva a propagadores de Wheeler para estos modos.

(Ïon el fin de calcular los distintos diagramas, es necesario trabajar con las anti­

transfm'madas de Fourier de las distintas funciones (le Green. El marco natural para

estas anti-transformadas es el de las funcionales analíticas. Es por ello que estudiamos

funcionales en las que el camino de integración en el plano complejo de la energía

evitan (le diversas maneras a los polos que aparecen ligados con la. anulación de los

deuominadores. listos caminos son equivalentes, en general, a una integración sobre

el eje real más una integración sobre. lazos (con pesos apropiados) alrededor de los

polos.

Cada una (le las funcionales de Green que necesitamos, a saber: la (le l"e_viunan.

la retardada, la avanzada, la de Wheeler; están asociadas con un dado camino de

integración. Estudiamos entonces las convoluciones entre ellas. lo cual puede hacerse



con el tratamiento general de convoluciones de funcionales analíticas desarrollado

en el capítulo 4. ('Ïonsideramos en particular la convolución de propagadores de

I’eyninan y de propagadores de Wheeler, como también las convoluciones “cruzadas”

de funcionales de Feynman con funcionales de Wheeler.

Realizamos entonces, en una teoría A453,el estudio (le la auto-energía. Por medio

del cálculo de convoluciones fue posible mostrar que la auto-energía total tiene una

parte absortiva que sólo se debe a la masa real. De esta manera queda demostrado (a

un lazo) que la eliminación de los modos complejos del espacio asintótico es compatible

mn lu unitaricdaul de ln.teoria; estos mudos pueden sólo Illíl.lllf('sl.¡ll'S('a traves ¡le los e.

tados virtuales (efectos del propagador modificado). Más aún, vimos explícitamente

que estos grados actuan como reguladores pues la auto-energia total es menos di­

vergente que la auto-energia debida a la masa real sola. En particular en cuatro

dimensiones, la auto-energia, cs finita.

Además, teniendo en cuenta que la teoria es rclativista y que el vacio es invariante

de Lorentz, las amplitudes que se calculen deberán ser invariantes de Lorentz, lo cual

verificamos para el diagrama de auto-energía.

Notamos también que la auto-energia se obtiene de las reglas usuales de Wick.

Los “tadpoles” que en cl (:aso usual se pueden eliminar tomando orden normal en la

interacción, en nuestro caso (en el cual no existe el orden normal) se van directamente

pues el propagador de Wheeler tiene la propiedad W(0) = 0.

Vemos por lo tanto que, al orden considerado, a,diferencia de las recetas de matriz

S' de Lee-Wick, el tratamiento realizado implementa el objetivo de regularizar Ia auto­

energía por medio de campos fundamentales, siendo válido el esquema usual de la

teoría cuántica de campos.
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