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Resumen

El estudio de las propiedades dinimicas en materiales viscoldsticos pro-
porciona abundante inforinacion sobre los mecanismos basicos que controlan
las mismas, permitiendo asi efectuar una caracterizacién exhaustiva del com-
portamiento mecanico de este tipo de materiales. Las propiedades dindmicas
mas comunes que se utilizan en este tipo de caracterizacién son los médulos
y las compliancias complejas, asi como la tangente de pérdida, también lla-
mada friccion interna. Todas estas magnitudes dependen criticamente de la
frecuencia y de la temperatura a las cuales se realizan los ensayos dindmicos.
Ademas, esta dependencia pone de manifiesto diversos aspectos de la estruc-
tura del material, tales como transiciones primarias y secundarias, energias de
activacion, etc.

La teoria de la viscoelasticidad lineal propone la existencia de funciones
de distribucion de tiempos de relajacion o de retardo, como elementos que sir-
ven para caracterizar los procesos internos que dan lugar al comportamiento
mecanico de los materiales. En este trabajo se presenta un analisis detallado
de las magnitudes dinamicas medibles a bajas {recuencias, en especial de la
friccién interna. Una nueva funcién de distribucidn, la funcién de distribucién
tangente, surge como consecuencia de las relaciones impuestas por la teoria
entre las funciones de distribucion existentes y la intensidad de relajacién.
Iista nueva funcidon se presenta como un desarrollo analitico sobre las bascs
del comportamiento lineal de los materiales, y permite incluir a la friccién in-
lerna dentro del grupo de magnitudes expresables a través de una formulacién
integral.

La funcién de distribucién tangente permitc desarrollar un formalismo
equivalente, la distribucién integrada, el cual tiene la ventaja de trabajar con
expresiones analiticamente cerradas en vez de ecuaciones integrales. En base
a este formalismo alternativo, se presenta un procedimiento de andlisis de da-
tos experimentales de friccién interna en funcién de la temperatura, capaz
de efectuar la separacidon de los procesos distribuidos de los que pueden ca-
racterizarse por una relajacién simple. Ademas, dicho procedimiento brinda

informacién sobre los origenes de la distribucién, cuando ésta exista, con res-



pecto a los tiempos de relajacion, es decir, permite distinguir si el proceso de
relajacion tiene una unica energia de activacion caracteristica o si se trata de
una distribucion en dicho parametro.

Finalinente, los conceptos desarrollados en este trabajo se ejemplifican para
dalos experimentales de relajacion Zener y relajacion Snoek, como asi tam-
bién para mediciones de tangente de pérdida en PVC, efectuando ademas una
comparacion entre el analisis que se obtiene utilizando los métodos propuestos
tradicionalmente en la literatura, con los que surgen a partir de los resultados

de este trabajo.



LISTA DE SIMBOLOS Y ABREVIATURAS

Cijm: tensor médulo de cuarto orden
D: compliancia tensil

E: moédulo de Young

f: frecuencia de vibracion

(: médulo de corte

(/;: médulo relajado

(/y: médulo no relajado

G(t): médulo de relajacién

G*: médulo complejo

G’: médulo de almacenamiento

G": médulo de pérdida

G: médulo absoluto

G, J: funcionales

1I: cnergia de activacion

J: compliancia de corte

Jr: compliancia relajada

Ju: compliancia no relajada

J(t): compliancia de termofluencia
J*: compliancia compleja

J’: compliancia de almacenamiento

J": compliancia de pérdida
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J: compliancia absoluta

k: constante de Boltzmann

L: transformada de Laplace

PVC: poli(cloruro de vinilo)

s: variable del espacio transformado

SAE: sélido anelastico elemental

T: temperatura absoluta

T,: temperatura crilica

T,: temperatura de transicion vitrea

Tp: temperatura de pico

tgp: tangente de pérdida o friccién interna

tgpn: funcidn tangente normalizada

&,: constante de normalizacion de la tangente

& (T): funcion envolvente de la friccion interna

fB: scmiancho de la funcion de distribucion lognormal
it Lensor deformacion de segundo orden

A: intensidad de relajacion

&': magnitud de la relajacion

&J: magnitud del retardo

6¢: ancho de la funcién de distribucién a la altura mitad
b1 semiancho a derecha de la funcién de distribucién

6,1: semiancho a izquierda de la funcién de distribucién



6(t): delta de Dirac

e: deformacion de corte

7): viscosidad

J: funcién de Heaviside

p: fluidez

o: tensién de corte

o;;: tensor tension de segundo orden

T.n: tiempo medio de relajacion

T.: factor preexponencial de la ecuacién de Arrhenius
7,: tiempo medio asociado a la friccién interna
7¢(lnw): funcién de distribucion integrada

7e: tiempo de relajacion

1o: tiempo de retardo

w: angulo de pérdida

V,: funcion de distribucion tangente

We: funcion de distribucion de tiempos de relajaciéon
Vg funcién de distribucién de tiempos de retardo
w: frecuencia circular

wp: [recuencia de pico

w,: frecuencia relajada

w,: frecuencia no relajada



Indice

1 Introduccién 1
1.1 Teoria de la viscoelasticidad: conceptos introductorios . . . . . . .. .. .. 1
1.1.1 Relaciones constitutivas 2

1.1.2 Principio de superposiciéon de Boltzmann . . . . . .. ... ... .. 6

1.2 DPropiedades mecdnicas . . . . . . . . .. ... L e e e 7
1.2.1 Funciones cuasiestaticas 7

1.2.2 Funciones dinamicas 12

1.2.3 Relaciones entre las funciones cuasiestaticas y las funciones dindinicas 16

1.3 Modelos fenomenoldgicos . . . . . . . .. Lo L0 e e 17
1.4 Funciones de distribucion de tiempos de relajacién y de retardo 23
1.4.1 Interconversién deespectros . . . . . . . . . . ... .. ... ..., 25
Referencias 27

2 Antecedentes 28
2.1 Interpretacién de las funciones viscoeldsticas . . . . ... ... ... .... 28



(433

2.2 Funcién de distribucién lognormal . . . . . . .. .. ... . 0L,
2.3 Friccién interna a bajas frecuencias
2.3.1 Energias de activacién y tiempos de relajacién . . . . .. ... ...

Referencias

Resultados
3.1 Respuesta mecanica en términos de una distribucion de tiempos de relajacién
3.2 Aplicaciones de la funcion de distribucion tangente

3.2.1 Distribuciones integradas . . . . . . ... ... ... 0000,
3.3 Respuesta dinamica en términos de la compliancia . . . . . ... ... ...
3.4 Friccidn interna como funcién de la temperatura . . . . . .. ... ... L.

Referencias

Discusién

4.1 Mdétlodo de ajuste a partir de una funcion de distribucién lognormal

Conclusiones

Transformada de Laplace
A.l Propiedades . . . . . . . . L e e

Refercncias

Funciones especiales

B.1 Funcidn deltade Dirac . . . . . . . . . . o v i i i e e e e e e e e



B.2 Funcidnescaldn . . . . . . . . . . e e e e e 100

Referencias . . . . . . . o v i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 102

C Distribucién integrada: equivalencia con la distribucién tangente 103



Capitulo 1

Introducciéon

IEn este capitulo se describiran los conceptos basicos de la teoria de la viscoelastidad lincal,
los cuales permiten establecer relaciones fundamentales entre los distintos comportamien-
tos mecdnicos observados en los materiales [1-7]. Luego se detallardn las propiedades de
los ensayos mecdnicos que se utilizan cominmente para caracterizar dichos comportamien-
tos en los sélidos viscoelasticos. Finalmente, se discutirdn los modelos fenomenolégicos y
las distintas funciones de distribucidon que se emplean en la literatura para dar cucnta de

los procesos internos de relajacién que dan lugar al comportamiento viscoelastico.

1.1 Teoria de la viscoelasticidad

Conceptos introductorios

Al aplicar una fuerza a un material que, en el caso mas general es la resultante de un
conjunto de diversas fuerzas aplicadas en distintos puntos geométricos del cuerpo, puede
succder que dicho cuerpo experimente un movimiento global, del tipo traslacional o rota-
cional, o ambos. O bien, puede suceder que cada elemento de volumen que compone al
material se mueva relativamente con respecto a los demads elementos. A este iltimo caso
se lo conoce como deformacion. La fuerza responsable de este tipo de movimiento interno

en los materiales es conocida con el nombre de carga. La deformacién resultante, para una



carga dada, dependera de las propiedades del material. Puede ser reversible (deformacion
clastica o recuperable), o irreversible (deformacion viscosa, plastica o permanente), o bien
contener parte tanto recuperable como permanente. Este caso se conoce con el nombre

de comportamiento viscoeldstico.

Como hipétesis adicional al tratamiento presentado en este trabajo, se considerara que
los materiales a analizar son homogéneos e isotropos. Un material es homogéneo si sus
propiedades son idénticas en cualquier punto del mismo. Y es isotrépo si sus propiedades

no dependen de la direccion considerada en un punto dado.

La tension, definida como fuerza por unidad de drea, ¢s un concepto macroscopico, el
cual lleva implicito, en el tratamiento de la teoria de la viscelasticidad, la hipdtesis del
continuo en el matcrial a estudiar. La expresion matematica para la tensidn resulta ser un
tensor de segundo orden; las componentes diagonales de este tensor se llaman tensiones
normales, mientras que las componentes cxtradiagonales reciben el nombre de tensiones

de corte.

Andlogamente, la deformacion +, definida comno los desplazamientos de los clementos
de volumen del material por unidad de longitud, en cada una de las tres direcciones del
sistena de coordenadas utilizado, también es un tensor de segundo orden. Del mismo
modo, las componentes diagonales del tensor se llaman deformaciones normales, y las

componentes fuera de la diagonal, deformaciones de corte.

1.1.1 Relaciones constitutivas

La relacidn cntre la tension y la deformmacién es una caracteristica de cada material, y la
ley que relaciona estas dos magnitudes se llama ecuacion constitutiva. Tanto el tensor
lensién como el tensor deformacién son simétricos, debido a que no se consideran en este

tratamiento la traslacién o rotacién del cuerpo como un todo.



Caso lineal puramente elastico

Se denomina caso lineal puramente elastico al cual la tensién depende linealmente de la

deformacion. Matematicamente, esto se expresa
0ij = Cijkl Ykt ,J,k,l=1...3

donde o;; son las componentes del tensor tension, 4 las del tensor delormacion; Ciju
se conoce con el nombre de tensor mddulo de cuarto orden, conteniendo 81 componentes
constantes, llamadas coeficientes elasticos. En este caso, la energia de deformacién se

alinacena totalmente y se recupera completamente cuando la fuerza deja de actuar.

Los coeficientes de C no son todos independientes, sino que estan relacionados entre
si. En efeclo, debido a la simetria de los tensores o y «, por consideraciones energéticas y,
finalmente, por la isotropia del material, las componentes independientes del tensor C se
reducen a un numero maximo de 2, una ellas asociada a cambios de tamano —dilatacién

o contraccion— y otra, a distorsiones de forma en el material.

Los médulos derivados de estas expresiones son el mddulo de Young E, también lla-
mado mddulo tensil y el médulo de corte G. El primero esta relacionado con tensiones o
compresiones uniaxiales, mientras que el médulo de corte expresa la respuesta del material

frente a canibios de forma. De este modo,
g; = E")’.’ (11)

donde ¢ representa la direccion de aplicacion de la tension; analogamente, G se define a
través de la expresion

o=Ge (1.2)

donde, en este caso, o es la tension de corte y € es el esfuerzo, es decir, el desviador de la

deformacion. Para el caso de materiales incompresibles se verifica que F = 3G.

De un modo similar, se defline la compliancia como la magnitud inversa al médulo, la
cual relaciona la deformacion con la tension; originariamente definida como un tensor de
cuarto orden, sus componentes independientes se reducen a dos, tal como en ¢l caso visto
anteriormente. De este modo, se define la compliancia tensil como D = 1/[E, asi como la

compliancia de corte J = 1/G.



A partir de este punto, se considerara unicamente el caso de corte en el resto del

trabajo.

Caso lineal puramente viscoso

Un material isétropo y homogéneo que presenta una respuesta lineal puramente viscosa
cs aquél en el cual la tension no se relaciona directamente con la deformacién, sino con la
velocidad de deformacién. De este modo, la tension o y la velocidad de deformacion ¢ se

relacionan segun

o=1n¢ (1.3)
donde 7 es el coeficiente de viscosidad, o simplemente la viscosidad. El reciproco de 7
1
o=-
n

se llanma coeficiente de fluidez o solamente fluidez. In el caso viscoso puro, toda la energia

requerida para producir la deformacion se disipa comno calor.

Caso viscoelastico lineal

Cuando un material se ve sometido a una tension o a una deformacion externa, se pro-
ducen reacomodainientos internos que, cn el caso gencral, requieren de un tiempo finito.
Parte de la energia se almacenard durante la deflormacion del material, la cual aparecera
acompainada por la disipacion del resto de la energia. Este comportamiento se denomina

viscoelasticidad.

Como consecuencia de que los reacomodamientos en el material tienen lugar en una
cscala de tiempos finita (al menos aquellos observables experimentalmente), las relaciones
cntre la tensién y la deformacién o la velocidad de deformaciéon no pueden expresarse a
través de constantes caracleristicas del material, como en los casos vistos anteriormente,
sino a través de funciones caracteristicas, que seran dependientes del tiempo. De esta
manera, el modo mas general serd que la tensién dependerd de la deformacién y de su

historia previa. Matematicamente,
t
o(t) = Gle( )]

4



donde t es el tiempo y u es el pasado o tiempo histérico. G es una funcional, que se define
como una funcion de todos los valores que toma su funcién argumento en el intervalo de

tiempos considerado.

Analogainente, la deformacion puede expresarse como una funcional J de la tensidn,

es decir,

e(t) = Tlo( )]

Para garantizar la respuesta lineal, las funcionales deben satisfacer dos condiciones:

e Un incremento arbitrario a en la excitacion debe producir el mismo incremento en

la respuesta, es decir,

Glae( ) = aGle( )} = ao(t) (14)
y
Tlao(w )] =aTlo( )] = ac(t) (1.5)

e Una secuencia arbitraria de excitaciones deben producir una respuesta igual a la
suma de las respuestas que se habrian obtenido de haber actuado cada uno de los

estimulos independientemente. De este modo,

G (S entt— ) ig[en(t—y:,;)] (1.6)

In=1 d n=1

J Za,,(t — u,, = Z J [0',, t— u,l )] (1.7)

1I._ o n=l
donde ¢ — u es el tiempo transcurrido. La notacién utilizada en las ecuaciones 1.6 y

1.7 enfatiza el hecho que las excitaciones pueden aparacer a tiempos diferentes.

La reclacién constitutiva de un material viscoeldstico lineal puede expresarse también
en Lérminos de ecuaciones diferenciales a coeficientes constantes. La forma funcional mas

general para dicha ecuacion sera

2. do(t >. d'"et
LN 0
n=0

m=0

(1.8)



J
donde 517 es el operador derivada j-ésima y p,, ¢ son los coeliecientes constantes. Esta
forma funcional cumple con las condiciones de linealidad requeridas para un comporta-
miento viscoelastico, expresadas en las ecuaciones 1.4 a 1.7, y, conjuntamente con las
condiciones iniciales del sistema, describe la dependencia temporal del material viscoelas-

tico sujeto a deformaciones de corte.

1.1.2 Principio de superposicion de Boltzmann

La ecuacién 1.8 es una de las formas en las que puede expresarse el comportamiento
mecanico de un material viscoelastico lineal. Un modo alternativo, el cual tiene una
interpretacion [isisca mas clara, es describir dicha ecuacién diferencial por su forma inte-
gral. Uno de los métodos mas apropiados para realizar esta transformacion es aplicar la

transformmada de Laplace (ver Apéndice A) a la ccuacién diferencial.

Se define t = 0 al estado de referencia, en el cual o(t <0) =0y ¢(t <0) =0. Por lo

tanto, al aplicar la transfomada de Laplace a la ecuacién 1.8, resulta!

p(s)a(s) = 4(s)E(s) (1.9)
donde

pls) = ;an"

Q(s) = > gms™

m

son las transformadas de los operadores derivada de la ecuacién 1.8.

Si se delinen los operadores

as) = 23 y P =2 (1.10)

resulta que las transforinadas de la tension y de la deformacién verifican las siguicntes

relaciones:
3(s) = Q(s)&(s) (1.11)
E(s) = P(s)a(s) (1.12)

1La ecuacién 1.9 es valida para condiciones iniciales nulas. Sin embargo, no trae problemas incluirlas

en cada caso particular a resolver [8].



EEn consecuencia, invirtiendo las ecuaciones 1.11 y 1.12, se obtiene finalmente
¢
(1) / Q(t — u)e(u) du (1.13)
)
t
e(t) = /0 P(t — w)o(u) du (1.14)

donde Q(t) y P(t) son las transformadas de Laplace inversas de Q(s) y P(s). La ecua-
cién 1.13 se interpreta de la siguiente manera: la tensién al tiempo t debida a una defor-
macién previa arbitraria es una superposicion lineal de las deformaciones aplicadas en el
tiempo histérico u, multiplicada por los valores de una funcién de peso Q(t) correspon-
diente a los intervalos de tiempo (¢t — u) que han transcurrido desde la imposicién de la
respectiva deformacién. La ecuacion 1.14 tiene una interpretaciéon similar, intercambiando
la tensién con la deformacién y la funcién @(t) con P(t). Las ecuaciones 1.13 y 1.14 son
un modo de expresar el llamado principio de superposicion de Boltzmann. Este punto se

volverd a tratar en la seccidn siguicnte.
Como consecuencia de la ecuacién 1.10, resulta que

Q(s)P(s) =1 (1.15)

cs decir, que los operadores ) y P son reciprocos entre si. Por lo tanto, aplicando la

transformacion de Laplace inversa se obliene que

/0¢ Q(t — u)P(u)du = /Ot Qu)P(t — u) du = 6(t)

donde la funcion §(t) es la Hamada delta de Dirac (ver Apéndice B).

1.2 Propiedades mecanicas

1.2.1 Funciones cuasiestaticas

Uno de los modos de excitacion mas utilizados es la imposicién instantanca de una tensién
o deformacién al tiempo ¢t = 0, la cual se mantiene constante para tiempos posteriores.
IEn el caso en que se produzca un salto en la deformacion de altura €,, la excitaciéon puede

modelarse como

e(t) = e, I(¢) (1.16)

7



donde J(t) es la funcién escalén unitaria o funcién de Ileaviside (ver Apéndice B).
La transforinada de Laplace de la ecuacion 1.16 es
i(s)=— (1.17)

y, substituyendo 1.17 en la ecuacién 1.11, resulta

Q(s)
s

a(s) = Eo (1.18)

Defliniendo _
G(s) = @ (1.19)
e invitiendo la ecuacién 1.18, se obtiene finalmente
a(t) = G(t)e, (1.20)
donde G(t) es el mddulo de relajacion y G(s) su transformada.

La figura 1.1 muestra esquematicaniente la dependencia temporal del médulo de un
material sometido a un salto de deformacion. Dicho médulo manifiesta una respuesta

elastica instantdnea, definida como

G.=G(t=0) (1.21)
y la evolucién posterior hacia un valor de equilibrio

G, = G(t = 00) (1.22)

donde se cumple que G, < G,. Cabe seiialar que en la literatura, especialmente en el
caso de la literatura de polimeros, los subindices 7 y u son reemplazados, generalmente,

por e (del inglés, elastic) y g (del inglés, glassy), respectivamente.

De un modo similar se define la transforimada de la respuesta en deformacién a un

salto de tensién

o(t) = o,9(1) (1.23)
J(s) = Pis) (1.24)



e(t)

S
oot t
5]
- Gu =
| [«
t=0 t

IYigura 1.1: Esquema de la dependencia del médulo de relajacién con el tiempo, junto con

la excitacién generatriz, para un material viscoelastico.

Por lo tanto, queda definida la llamada compliancia de termofluencia como

Jt) = Y (1.25)

)

La figura 1.2 muestra una respuesta mecanica tipica de un material viscoelastico frente a
un cnsayo de termofluencia. Como en el caso del mmédulo, se definen los valores extremos

de la compliancia como

Jo = J({t=0) (1.26)
J, = J(t=o00) (1.27)

donde, en este caso, se cumple que J, > J,.

Los valores extremos del médulo de relajacién y de la compliancia de termolluencia
no son indcpendientes, sino que se hallan relacionados entre si. En electo, utilizando el

Leorema de los valores iniciales (ver Apéndice A), y teniendo en cuenta las ecuaciones 1.19,

1.21, 1.24 y 1.26, se tiene que

Gy = lin& G(t) = _'Iipo)o sG(s) = 311520 Q(s)

Ju=limJ(t) = Jim sJ(s) = lim P(s)

9
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Figura 1.2: Esquema de la dependencia de la commpliancia de termofluencia con el tiempo,

junto con la tension que la genera, para un material viscoeldstico.

Los operadores () y P estan relacionados entre si, como indica la ecuacién 1.15. Por ende,

sus valores extremos verifican la misma relacion, lo que implica

1
7, = — 1.2
G 7 (1.28)

La misma rclacion puede hallarse para los valores de equilibrio, es decir,
G, = — (1.29)

Luego, para caraclerizar la evolucion cuasiestdtica del malterial es conveniente introducir
la cantidad adimensional A denominada intensidad de relajacion relativa, o simplemente,

inlensidad de relajacion, dada por

& &)
A= = — 1.
G =T, (1.30)
siendo & = J, — J, y & = G, — G, las variaciones netas de la compliancia y del médulo

del material viscoelastico, respectivamente.
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Por otra parte, ¢l mddulo de relajacién y la compliancia de termofluencia también se
relacionan entre si. En efecto, utilizando las ecuaciones 1.15, 1.19 y 1.24, resulta que
=, = 1
G(s)J(s) = > (1.31)

lo que implica, realizando la antitransforinada, que
¢ t
/ Gt — u)J () du = / Gu)J(t — u) du = ¢ (1.32)
0 0

l.a ecuacion 1.32 establece una relacion fundamental entre el modulo de relajacion y la

compliancia de termolluencia, la cual sera utilizada en ¢l paragrafo 1.4.1.

Los couceptos desarrollados en esta seccion permiten expresar ¢l principio de super-
posicion de Boltzinann, enunciado en la pagina 7, en términos de G(t) y J(¢). Ln efecto,

combinando las ecuaciones 1.11, 1.12, 1.19 y 1.24 se obticne

a(s) = sG(s)&(s) (1.33)
E(s) = sJ(s)a(s) (1.34)

l.as ecuaciones 1.33 y 1.34 pueden invertirse, considerando los valores de G, y J, definidos
en las ecuaciones 1.21 y 1.26, y asumiendo que (¢t < 0) =0y o(t < 0) = 0. La tabla 1.1
mucstra las relaciones obtenidas, tanto en términos del médulo como de la compliancia.
Cabe hacer notar que la expresion tradicional del principio de superposiciéon de Boltzmann
osli dada por las tereeras relaciones de la tabla 1.1, tanto para la tension como para la

deformacion, expresadas de la forina
¢
o(t) = / G(t — u)de(u) (1.35)
0
t
e(t) = / J(t = w) do(u) (1.36)
0

Las ecuaciones 1.35 y 1.36 sec interpretan de un modo analogo al utilizado para las
ccuaciones 1.13 y 1.14. En efecto, en la ccuacion 1.35, la tension al tiempo ¢ es la suma
(o integral) de todas las contribuciones del tipo de la ccuacion 1.20, geuneradas por la
deformacion aplicada de, tomando en cuenta el tiempo histdrico u al cual aparcce dicha
deformacion, y considerando a todas ellas como independientes. Analogamente, la ecua-
cién 1.36 se interpreta del mismo modo, intercambiando la tensién con la deformacién y

cl médulo con la compliancia.
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o(t) e(t)
Gue(t) — /Ot dG(t—_u)e(u) du | Juo(t) — _/Ot Ma(u) du

du du
Gue(t) + /Ot dc‘jst)e(t ~u)du | Juo(t) + /Ot (L(]liu) o(t —u)du
t d ¢ d
/U G(t —u) fl(:) du /0 J(t - u) ‘(’l(u“) du
t de(t — u) ¢ do(t — u)
—/0 G(w) = du —/0 () du

Tabla 1.1: Relaciones entre la tension y la deformacién de un material viscoeldstico, a

través del médulo de relajacién y de la compliancia de termofluencia.

1.2.2 Funciones dinamicas

Las experiencias cuasiestaticas brindan informacion fundamentalmente a tiempos grandes.
Para tiempos pequeiios se utilizan generalmente excitaciones armoénicas, las cuales son
llainadas ezxperiencias dindmicas. Matematicamente, el caso de una excitacién sinusoidal

en la delormacion se representa como
e(t) = €, exp(uwt)

donde g, es la amplitud de la deformacién y w es la frecuencia circular?. El uso del
formalismo complejo permite manejar mas conmodamente la forma general de las funciones

armonicas.

Siguiendo el procedimiento utilizado en el paragrafo 1.2.1, resulta que

8(s) = —— (1.37)
y -
&(s) = ":S?EZ) (1.38)

w = 2rf, donde f es la frecuencia de vibraciou.
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Teniendo en cuenta la ecuacion 1.10, la ecuacion 1.38 puede descomponerse, por frac-
ciones simples, en una suma de dos términos, cs decir,

o(s) _ _ d(s) _ DB(s) A

€0 (s —w)i(s)  p(s)  s—w

donde B(s) es un polinomio en s de grado menor que j(s) y A es el residuo de a(s)/e,

en w, es decir,

A= Q(s)ls=w

Por lo tanto, la respuesta del material consiste de dos partes: una transitoria, debido
a la imposicién instantanea de la excitacion, la cual decae en el tiempo exponencialmente,
y otra cstacionaria, de forina sinusoidal como la excitacion y que es, finalmente, la parte
de interés de la respuesta mecanica. De este modo, eliminando el transitorio, resulta

€o S —w

La inversién de la ecuaciéon 1.39 resulta en
o(t) = Q(w)e, exp(wt) = G*(w)e(t) (1.40)

donde
G*(w) = Q(8)|s=rw (1.41)

cs el llamado mddulo complejo.
Andlogamente, si la excitacién esta constituida por una tensidn sinusoidal, es decir,
o(t) = o, exp(wt)
la respucsta mecanica cstacionaria cstara dada por
e(t) = P(w)o, exp(wt) = J™(w)o(t) (1.42)

donde
J*(w) = P($)|s=rw (1.43)

cs la llamada compliancia compleja.
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Al ser G* y J* cantidades complejas, pueden desconmiponerse en sus conmiponentes

cartesianas y polares, segin

G*(w) = G'(w)+1G"(w) = G(w)explep(w)] (1.44)
J'(w)= J(w)—1J"w) = J(w)exp[—p(w)] (1.45)

G'(w) y J'(w) son proporcionales a la encrgia promedio por unidad de volumen del material
almacenada durante un ciclo del deformacion y se llamman mddulo de almacenamiento y
compliancia de almacenamiento, respectivamente. G”(w) y J”(w) son proporcionales a
la energia disipada por unidad de volumen del material durante el ciclo y se denominan
mddulo de pérdida y compliancia de pérdida, respectivamente. G(w) y J(w) se conocen
con el nombre de mddulo absoluto y compliancia absoluta, micntras que ¢(w) se llama
dngulo de pérdida. La [igura 1.3 muestra la representacion vectorial de las magnitudes

dcfinidas cn las ecuaciones 1.44 y 1.45.

i J'(w) 1
~ ¢(w)
Vo) IO @
p(w)
G'(w) 1 —i

Iigura 1.3: Representacion vectorial del médulo y la compliancia compleja.

La funcion ¢(w) es la misma, tanto para el mdédulo como para la compliancia, ya que,
tomando cn cuenta las ccuaciones 1.15, 1.41 y 1.43, se tiene
(@)

y, por lo tanto, usando 1.44 y 1.45, resulta que

G'(w) _ J"(w)

tg p(w) = @) ~ T@) (1.47)

donde tgp es la tangente de pérdida, también llammada friccion interna. Esta funcién esta

relacionada con el desfasaje entre la tensidn y la deforiacion. Debido a la definicién de
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J* con el signo negativo en su parte imaginaria, tgy es una funcién siempre positiva,
indicando que la tensién adelanta a la deformacién. La figura 1.4 muestra como cjemplo
¢l caso de una excitacién en la tension del tipo o(t) = o,sen(wt) y, su correspondicnte
delormacion

e(t) = Jo,sen(wt — @) = J'o,sen(wt) — J"o, cos(wt) (1.48)

La segunda igualdad de la ecuacion 1.48 demuestra que J' corresponde a la parte de
la deformacion en fase con la tensidn, micentras que J” se relaciona con la parte de la
deformacion en contrafase. Una interpretacion analoga puede darse para las componentes

del médulo complejo.

a(t), e(t)

p(w)/w

I'igura 1.4: Ejemplo de las curvas de tensién y delormacién en funcién dcl tiempo, para

un ensayo dindmico en un material viscoeldstico. 1" es el periodo de oscilacién.



1.2.3 Relaciones entre las funciones cuasiestaticas

y las funciones dinamicas

Las funciones cuasiestaticas y las funciones dindamicas no son independicntes, sino quc se
hallan relacionadas entre si. IEn cfecto, utilizando las ecuaciones 1.19, 1.21, 1.24 y 1.26,

se tiene que
O(s) =sG(s)= Gu+ /0 7 Gt exp(—st) dt
P(s) =sJ(s)= Ju+ /0°° J(2) exp(—st) dt

donde G(t) yJ (t) son las derivadas temporales del médulo de relajacién y de la complian-
cia de termofluencia, respectivamentc. Por otra parte, las propiedades dinamicas estdn
definidas a partir de los operadores QQ y P, segiin sc indica en las ecuaciones 1.41 y 1.43.

De modo que, las funciones dindmicas pueden expresarse como

G*(w) = G'u-{-/uoo G(t) exp(—uwt) dt (1.49)

JWw) = Jo+ /Oooj(t)cxp(—zwt)dt (1.50)

PPor lo tanto, conociendo las funciones cuasiestaticas para todo tiempo relevante, pueden

obtenerse las funciones dindimicas aplicando las ecuaciones anteriores.

No existen, sin embargo, expresiones analogas a las vistas en las ccuaciones 1.49 y 1.50,
de Tas cuales puedan obtenerse las funciones G(¢) o J(U) en términos de G*(w) o J*(w),
respectivamente. No obstante, separando dichias ccuaciones en coordenadas cartesianas y
aplicando los métodos de inversion de la transformada de Laplace compleja o transformada
de Iourier [9], cs posible invertir las expresiones 1.49 y 1.50, para obtener las funciones
’ I )
cuasiestaticas. De este modo, el mddulo de relajacién resulta
2 (oG, ~G'(w
G(t) = Gy - —/ "—()scn(wt)dw
7 Jo w
2 [ G"(w)
7 Jo w
Anilogamente, la compliancia de ternioflucncia puede obtenerse a partir de

2 (o J'(w)—Ju
Ju + ;/0 Tscn(wt)dw

= @G,

[1 — cos(wt)] dw

J ()

~ 2 (o J'w)
= J, + 7r/0 = [1 — cos(wt)] dw
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1.3 Modelos fenomenoloégicos

Como ya se ha visto antes, la respucsta de un material viscoclastico lincal no se ajusta
ni a la de un comportamiento elastico ni a la de un fluido viscoso, sino que se trata
de una comnbinacion de ambos coniportaniientos. Luego, para describir dicha respucsta
pueden usarse analogias mecanicas simples que sirven para interpretar los coeficientes
de la ecuacién diferencial, del tipo de la ecuacién 1.8, asociada al material. En efecto,
asi como un proceso eldstico puede cjempliflicarse a través de un resorte de mddulo de
corte G y un medio viscoso a partir de un amortiguador con un fluido de viscosidad 7,
para describir el comportamiento viscoelastico puede emplcarse un modelo que combine

resortes y amortiguadores.

5l modelo mecanico mas simple que ofrece una respuesta aceptable para ¢l compor-
tamicento de un sdlido viscoclastico ¢s el modelo de tres parametros denominado solido
aneldstico elemental (SALE), el cual se representa en la figura 1.5 en sus dos formas equi-

valeutes, es decir, ¢l modelo tres parametros de Maxwell y de Voigt.

(b)

Figura 1.5: Modelo de tres pardmetros, en sus dos expresioncs equivalentes: (a) Modelo

de Maxwell de tres parametros; (b) Modelo de Voigt de tres pardinctros.
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Para determinar la ecuacion diferencial que describe la relaciéon o-¢ del modelo se debe

tener en cuenta que:

e dos elementos (resorte o amortiguador) dispuestos en serie estdn sometidos a la
misma tension, mientras que la deformacion del sistema es la suma de las deforma-

ciones de cada elemento.

e dos elementos conectados en paralclo sufren la misma deformacion y la tensién neta

aplicada es la sumna de las tensiones cjercidas sobre cada elemento.

De este modo, combinando los principios enunciados con las ecuaciones constitutivas de
los elementos —ecuaciones 1.2 y 1.3—, la ccuacion diferencial para ¢l SAE tipo Maxwell
sera

o+ 710 = Gre + Gureé (1.51)
donde G, = & + G, y 17¢ = 5./& es el llamado tiempo de relajacion. Analogamente, la

ccuacién diferencial para el SAE tipo Voigtl serda
€+ ’Ta'é = J,-O' + JuTa'd' (152)
donde J, = & + J, y 70 = 1), &J es cl llamado tiempo de retardo.

La respuesta mecanica del SAE puede analizarse a través de la forma funcional de los
opcradores caracteristcos de su ecuacion diferencial. En efecto, aplicando la transformada
de Laplace a las ccuaciones diferenciales 1.51 y 1.52 y utilizando las ccuaciones 1.9 y 1.10,

sc¢ obticne, para el modclo tipo Maxwell,

3 Gr + G'uTES 3 1+ 7¢s
= — Py, = .5¢
Qas(s) [+ s y M(S) G 7 Cores (1.53)
y para el modelo tipo Voigt,
~ _ 1+475s 5 _Je A JuTos .
Qv(s) = Tt Jros y Py(s) = T (1.54)

No obstante, para cicrta rclacion de los parametros involucrados, las magnitudes de-

finidas en las ecuaciones 1.53 y 1.54, resultan equivalentes. En efecto, si se cumplen las
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siguicntes condiciones:

C"u']u = 1

GoJy = 1 (1.55)
e = L
g = Jr g

entonces resulta que los opcradores de ambas ecuaciones diferenciales son los mismos, cs
decir,

Qum(s) = Qu(s) y Prr(s) = Py(s) (1.56)
Las dos primeras relaciones de la ecuacion 1.55 se cumplen automaticamente asociando los
pardmetros G, Jy, G, y J, alos valores extremos de las funciones cuasiestaticas, los cuales
se relacionan entre si segun las ecuaciones 1.28 y 1.29. Ademas, la ecuacion 1.56 explica
por qué sc dice que los modelos de tres parametros de Maxwell y Voigt son equivalentes,
csto es, debido a que ambos ofrecen la misma respuesta funcional. La tabla 1.2 muestra las
distintas evoluciones temporales o en frecuencia que se obtienen, utilizando los conceptos

descriptos en la seccién 1.2, a partir del modelo del SAE.

La principal caracteristica del modelo SAE es todas sus respuestas quedan caracte-
rizadas por un unico tiempo, ya sca 7o o 7¢. Esto significa que este modelo es capaz
de describir un proceso {isico con un unico ticimpo de respuesta, esto cs, una estructura
caracterizada por un unico nmicromecanismo. Cabe destacar aqui el caso de la friccién in-
terna, ¢l cual puede expresarse en Lérminos de dos constantes caracteristicas unicamente.
En efecto, las dos expresiones de la tangente de pérdida que aparecen en la tabla 1.2 son
totalmente equivalentes, merced a las relaciones de la ecuacién 1.55 y pueden cscribirse
en términos de la intensidad de relajacion A, deflinida en la ccuacion 1.30, y de un tiempo
medio 7, definido como

T, = \/TeTo = ﬁ =1eV1+ A (1.57)

Por lo tanto, resulta que
A wT

T VI+A 14 win?
Las expresiones de la forma funcional de la ecuacién 1.58 reciben el nombre de picos de
Debye.

g (W) (1.58)



Ensayo IExcitacion Respuesta Mecanica
elaiacion d
felajacion  de e(t) = €, = constaute | G(t) = G, + & exp(—t/7e)
tensiones
termofluencia | o(t) = o, = constante | J(t) = J, — & exp(—t/7q5)
&G
G’ = G, - ——
(UJ) 1+w27-€2
e(t) = &, exp(uot) ) = CWTe
G (w) 1 + (4)2T52
to ( ) _ 5Gw'r5
g‘P w - Gr + Gu w27-€2
dinamico
&J
J' = Jut —
() ot 1 + w?rg?
&J wT,
o(t) = o, exp(wtl) J'w) = m
(S]UJTO'
t = —— -7
ng(w) Jr + Juw2T€2

Tabla 1.2: Respuesta del SAE ante las diferentes solicitaciones mecdnicas en corte.

En el caso en el cual el proceso [isico involucrado no pueda ser descripto por un dnico
micromecanismo, ¢l modelo anteriormente presentado no es adecuado. Sin embargo, una
combinacion de unidades de Maxwell o de Voigt olrcee una respucesta representativa para
procesos ue contienten mas de un ticmpo caracteristico. La figura 1.6 muestra dos de
las formas de combinaciéon mas usuales, conocidas como modelo de Maxwell-Wicckert y

modelo de Voigt-Kelvin.

Cabe senalar que, si bien los modeclos compuestos son equivalentes y sus parametros
estan relacionados, los mddulos clasticos y las viscosidades de los clementos de uno y otro
modelo son diferentes, y las relaciones cntre ellos son algebraicamente complicadas. Por
esta razon, sucle utilizarse el modelo de Maxwell-Wieckert para las propiedades mecanicas
asociadas al modulo y el de Voigt-Kelvin para las asociadas a la compliancia, ya que sélo
en los casos mencionados, las expresiones resultantes aparecen como sumatorias de la

unidad elmental correspondiente.



() (b)

IFigura 1.6: Modelos compuestos caracterizados por diferentes tiempos de respuesta: (a)

Modeclo de Maxwell-Wieckert; (b) Modeclo de Voigt-Kelvin.

Definiendo
&G = EG,’ & = EJi
i=1 =1
. oo G P
&G & (1.59)
Te, = Jes Toi = Mo Ji
' G‘ (1% (- £ ]
G, = G, +& J = J.+ &

las soluciones para el médulo en el mnodelo de Maxwell-Wieckert, aplicando los conceptos
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vistos en la seccion 1.2, resultan

G(t) = G+ gi exp(—t/re,) (1.60)
i=1
+/ — ¢ "1 = gl
G'w) = Gu—=& ,.;_—'1 o (1.61)
11/ — ' = giwrei D)
G'(w) = (r;——l v (1.62)

Isto significa que cada factor ¢; asigna un peso estadistico relativo a la contribucién del
proceso caracterizado por el tiempo de relajacion 7¢;, de modo que la suma de todas las
contribuciones es igual a 1, ya que la magnitud de la relajacion viene dada por el factor

&G

De la misma manera, las soluciones para la compliancia en el modelo de Voigt-Kelvin

aparecen como

J(t) = - & i:], exp(—t/7s,) (1.63)
Jl(w) = J + & Z m (1.64)
J'(w) = wg 1 jr':”; (1.65)

Por lo tanto, estos modclos compuestos describen a las propiedades mecanicas de
un material viscoclastico a través de un espectro discreto de tiempos de relajaciéon o
de retardo. Cabe hacer notar que la Iriccion interna no es facilmente expresable como
suma de picos de Debye, ya que el modclo ofrcce una respusta en forma de cociente de
sumatorias de elementos unitarios, para cualquiera de las dos configuraciones analizadas.
Sin embargo, la tangente de pérdida puede describirse comno una sumatoria de n picos
de Debye, para el caso discreto generado tanto a partir del modelo de Maxwell-Wieckert
de n elementos como del modelo de Voigt-Kelvin de n elementos. LEn este caso, los
tiempos caracteristicos y sus coeficientes no dependeran tnicainente de los parametros de
un elemento unitario, sino que estaran acoplados con todos los coeficientes del espectro
de partida y con la intensidad de relajacion. Este punto se desarrollard en detalle en el

capitulo 3.



1.4 Funciones de distribucién de tiempos

de relajacion y de retardo

Il concepto de espectro continuo para caraclerizar el comportamiento viscoclastico se
basa en el liecho que los modelos compuestos requieren generalmente de un nimero muy
grande de elementos para reproducir satisfactoriamente las propiedades mecanicas obser-
vadas experimmentalmente. En efecto, cuando el conjunto de unidades necesarias crece,
los tiempos de relajacién o de retardo se ubican muy cerca unos de otros, de modo que
la suina de las contribuciones discretas de los términos inviduales puede ser reemplazada

por una integral sobre funciones continuas apropiadas.

En el espectro discreto, el cual sc extiende sobre un intervalo dado de tiempos carac-
teristicos, cada linea espectral de la distribucion es el peso estadistico relativo asignado
al mecanismo caracterizado por un ticmpo de respuesta 7. Este conceplo se extiende al
caso continuo convirtiendo las sumatorias que aparccen cn las ecuaciones 1.60 a 1.65 en
integrales sobre todo el intervalo de tiempos posible, cs decir, de 0 a co. Por ejemplo,

para ¢l caso del médulo de relajacion de la ecuacién 1.60, el paso al continuo resulta

G(t)=Gr+ éG‘/Oou ‘q(TT) exp(—t/7)dr (1.66)

g(7)

-
pertenceen al intervalo (7,7 -+ d7). 19n general, los mecaunisnos evolucionan en un amplio

d7 es la contribucion relativa a la relajacion para los valores de 7 que

donde el factor

intervalo de tiempos, por lo que sucle emplearse la escala logaritmica en la distribucidn.

De este modo, la ecuacion 1.66 se¢ convierte en
G(t)=G, + 156'/ Ve(ln7)exp(—t/7)d(In7) (1.67)

donde Ye(In7) = ¢g(7) es la funcion de distribucion de tiempos de relajacidn o espectro de
relajacion, y mide el peso estadistico de los tiempos en el intervalo logaritmico. Ademds,

esta funcidn verifica la condicién de normalizacion

/oo Ye(ln7)d(lnr) =1

Procediendo analogamente con los mddulos dinamicos de las ecuaciones 1.61 y 1.62, éstos
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resultan

G'w) = Gu—& / Ve(lnT) =5 d(ln7) (1.68)

G'w) = & / Ve lur)—d(lnr) (1.69)

Por otra parte, cuando se realiza un ensayo a tension constante, el factor de peso
asignado a cada mecanismo, es dccir, ¢l valor de j; de la ecuacion 1.59, dificre del empleado
para describir la respucsta del sistema sometido a una deformacién constante, g;. Por lo
tanto, el paso al continuo para la expresion de la compliancia de termoflluencia de la

ccuacion 1.63 sera de la forma
J() = J, — w/°° Yo (ln7)exp(=t/7) d(InT) (1.70)

donde Vo (ln7) = j(7) es la funcion de distribucion de tiempos de relardo o espectro
de retardo. Al igual quc el espectro de relajacion, Vo también verifica la condicion de
normalizacion
(e o]
/ Yo(lur)d(In7) =1
-0
Luego, a partir del espectro de retardo, la compliancia dinamica, expresada para el caso

discreto en las ecuaciones 1.64 y 1.65, puede expresarse como

J'(w)

I 1
Ju '}'(‘JJ/_% \Ua(lll T)m (l(lll T) (171)

J'w) = d]/_:\l/g(lnr) d(ln7) (1.72)

wT
l 4+ w?7?

La friccion interna sc expresara, scgun su definicion en la seccion 1.2 y lo vislo en esta
seccién, como cociente de integrales que contienen funciones de distribucién, junto con la
intensidad de relajacién. Para el caso derivado del modulo, utilizando las ccuaciones 1.47,

1.68 y 1.69, se tiene que

/oo We( lnT)w—T d(InT)
tgp(w) = 2 (1.73)
—+/ Ve(lur) ST d(lu)
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mientras que, segin la compliancia dinamica (ver ecuaciones 1.47, 1.71 y 1.72)

/N \110(1.17)1—%(1(1111)

—_0

1 - S
Z+/_N Vo(lnT)

tgp(w) = (1.74)

1
m (l(lll T)

Cabe hacer notar, en primer lugar, que la tangente no depende explicitamente de los
valores extremos del médulo o de la compliancia dinamica, sino sélo de¢ la intensidad
de relajacién y, por supuesto, de las funciones de distribucién. Ademas, es importante
seitalar que, si bien las ecuaciones 1.73 y 1.74 son diferentes en apariencia, la teoria de la
viscoelasticidad lineal garantiza que la friccion interna toma los mismos valores usando
una u otra expresion. [sto es consccuencia directa de la interrelacion que existe entre las

funciones de distribucion. Este punto se tratara en la seccién siguiente.

1.4.1 Interconversion de espectros

Las funciones de distribucion We y Vg, si bien son diferentes, no son funciones indepen-
dientes. LIn efecto, en virtud de la ecuacién 1.31, la tcoria de la viscoelasticidad lineal
impone una condicién de vinculo entre los espectros de relajacién y de retardo. Apli-

cando la transformada de la Laplace al moédulo de relajacion de la ecuacién 1.67 y a la

compliancia de termolluencia, expresada por la ccuacién 1.70, resulta que®
G(s) = G’+ac'/°°w (1 “ d(nw) 1.75
s) = . Ve uu.)1 s (Inu (1.75)
Jis) = & (&1/°° Vo (Inw) —— d(Inw) (1.76)
s) = -~ _ Vo) ——d(lnu .

Por lo tanto, cinpleando la ecuacion 1.31, junto con las ccuaciones 1.75 y 1.76, se tiene

que
o0 (L A)Fe(s)
I5(s) T+ AR (s) (1.77)
Fe(s) = Fols) (1.78)

14+ A —AF,(s)

3El cambio de notacion en la variable de integracién de las ecuaciones 1.75 y 1.76 se realiza sélo para

evitar confusion con el tiempo de relajacidn 7 en las ecuaciones subsiguientes.



donde

F(s) = /°° Wo(in ) d(In u) (1.79)

Ie(s) = / We( luu) d(Inu) (1.80)

La [orma funcional de las expresiones de F, y Ie de las ecuaciones 1.79 y 1.80 son
la de una transformacién integral de Sticltjes [9], cuya inversién permitc expresar a las

funciones de distribucion como

VUo(lnr) = —lnn [1",( 1/7 +1¢) — F,(=1/7 —1¢)] (1.81)

97!'2 —
VYe(lnr) = 5—— lnn [1 (=1/7 4 12¢) — I'g(—=1/T — 1)) (1.82)
Tl e—

El célculo de las diferencias expresadas en las ecuaciones 1.81 y 1.82, trae aparcjado
el uso de algunas de las propicdades de la delta de Dirac (ver Apéndice B). En este caso,
debce considerarse para dicho calculo que

€u

El_"11(|)1+ e/t =7né(lnu—lur) (1.83)

De modo que, teniendo en cuanta la ccuacion 1.83, junto con las ecuaciones 1.77 y

1.78, las funciones de distribucién de las ccuacioncs 1.81 y 1.82 terminan expresandose

como

Yo(lnr) = 12 \1:6(1.:)\1’ 1 (1.84)
m2Wt(InT) + [i +/ 16_(:/7'3 (l(lnu)]

VYe(lnr) = ! +2A Yo(lur) (1.85)

. 1 Ve(lnT
2Woi(lnTt) + [K +/ 16_fu1/ (l(lnu)]

Cabe seialar que las inlegrales presentes en las ecuaciones 1.84 y 1.85 son valores
principales de Cauchy, ya que el intcgrando diverge para v = 7. La evaluacién del
valor principal, en los casos de funciones calculadas a partir de datos experimentales, es
decir, que no tienen una expresiéon analitica definida, puede hacerse tanto grafica como

numéricainente.
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Capitulo 2

Antecedentes

2.1 Interpretacion de las funciones viscoelasticas

Existen anteccdentes en la literatura, que llegan hasta el siglo pasado, sobre trabajos de
interpretacion de mediciones de propiedades mecanicas de materiales viscoclasticos. Se
han hecho modelizaciones tanto en términos de funciones de distribucion como de modelos

fenomenoldgicos o formulaciones matematicas empiricas.

Dentro del tratamiento de las funciones viscoclasticas, las funciones de relajacién han
sido ampliamente estudiadas, fundamentalineute en ¢l caso de los procesos ue pucden
describirse como relajaciones de Debye. Ya en el ano 1976, Iisenberg y Bu [1] realizaron
una revision sobre propiedades mecanicas de polimeros y propusicron un modelo para
la relajacion basado en la estadistica de saltos entre dos posiciones cnergéticas para una
cadena de polimero sujeta a movimiento browniano. Este modelo da como resultado una
superposicion de expresioncs de la forma funcional, para las pérdidas mecanicas, de las

que tienen lugar a partir de los modelos [enomenoldgicos.

Posteriormente, esta misma idea [uc utilizada para explicar cicrtos fendmenos de ane-
lasticidad en metales [2,3], como termofluencia y tangente de pérdida en metales b.c.c.
(cubico centrado en el cuerpo), llcgando a una expresiéon del tipo Curie-Weiss para la

intensidad de relajacion.



Los trabajos sobre modclizacion de propicdades inecinicas, dentro del marco de la
teoria viscoelastica lineal, han sido extensos y datan de muchos anos. Ya en 1937, Kobeko
y colaboradores [4] utilizaron un modeclo matematico empirico, del tipo 1/(1 +t/t,)® para
representar la forma funcional de datos de termoflluencia. En términos de propiedades
dinamicas, esto se interpreta, por ¢jemplo para el médulo de almacenamiento, como
G'(w) -G, 1

ZW) = = T T Fwufa)

(2.1)

Posteriormente, Cole y Cole [5] introdujeron una modificacién en csta forma funcional,

para ajustar constantes dieléctricas, del tipo

(2.2)

Este modelo imatematico fue utilizado también por Smith [6,7] para representar las funcio-

nes viscoelasticas y, a partir de ellas, calcular los espcctros congruentes a estas expresiones.

Una generalizacion de los casos auteriores aparece en los trabajos de Ilavriliak y Ne-

gamni [8,9], donde se incluye un pardmetro mas en los modelos matematicos, de la forma

(2.3)

En consccuencia, las formulaciones anteriores (ver ecs. 2.1 y 2.2) son una caso particular
de la ecuacion de Havriliak-Negann ——-cc. 2.3+ con v 6 w = 1. Puede mencionarse que
este modelo matemadtico tammbién ha sido utilizado, posteriormente, por Suvorova [10] para

representar propicdades de relajacion asociadas a pérdidas en dieléetricos.

En un trabajo reciente [I1] se rescata la lormulacién de la lamada ley de las po-
tencias [12] para explicar al comportamicnto estitico y dinamico de materiales amorfos

proponiendo, por ejemplo, formas funcionales del tipo

J() = Ju[l + A/ tmaz)"]
Lg‘ro(“)) = g'yA(meuI)_‘y

concluyendo que el valor de ¥ = 1/3 es el que mejor ajusta los datos experimentales.



2.2 Funcién de distribucién lognormal

Dentro del formalismo espectral de la viscoclasticidad (ver scecion 1.4), la llamada funcidn
de distribucion lognormal o funcién de distribucion normal en el logaritmo de los tiemnpos
de relajacion, es una de las distribuciones mas utilizadas para interpretar propiedades

viscocldsticas en sélidos lineales.

En el caso que un material pueda ser descripto por una funcién de distribucién log-
normal, el espectro de relajacion o de retardo, segin sea ¢l caso, vendra dado por [13,

pag. 94]

\I’(]llT)=ﬂ\1/;C:\'l) -~ —l—ln (L) (2.4)

donde 7, es el valor mas probable de 7 y B mide ¢l semiancho de la distribucion en
¢l punto donde ¥ cac a 1/e de su valor maximo ¥(lnr,). Cabe haccr notar que ¥
se comporta como una funcién delta de Dirac, centrada en InT,, cuando B ticnde a
ccro. Esta funcién de distribucidn fue propucsta originalmente por Wicchert [14] para
explicar cfecto post-clastico en sélidos. Iue aplicada posteriormante por Wagner [15] y
Yager [16] en relajacion dicléctrica. Eun general, ha sido propuesta para metales [13,17] y
para poliineros [18], debido al hecho que el logaritimo del tiecmpo de relajacién se asocia
gencralmente a magnitudes ternodinamicas, las cuales se distribuyen de acuerdo a una
funcién de distribuciéon normal. Adeinas, la distribucidon lognormal es ¢l limite asintotico
de los tiempos de relajacion cuando hay varios mccanismos involucrados en una estructura

molcecular compleja, como se ha demostrado en un trabajo recicute [19].

El trabajo clasico de Nowick y Berry [20] propone un procedimiento de ajuste para
obtener los parametros caracteristicos de una funcién de distribucion lognormal de tiempos
de relajacion o de retardo, esto es, el tiempo medio de relajacidon 7, el ancho de la
distribucion B y la magnitud de la relajacion &/ o &G, a partir de datos experimentales
de creep o relajacidon de tensiones y propicdades dinamicas, como la compliancia o el
moédulo complejo, tanto para ensayos en funcién de la frecuencia como de la temperatura.
Ademas, ofrece una metodologia de correcciones para la conversion cutre ¢l andlisis de
la {riccién interna en términos de la forma funcional de, por cjemplo, la compliancia de

pérdida.
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Utilizando la notacién del trabajo de Nowick y Berry, la compliancia complcja
J*(w) = Ji(w) — 1Ja(w)

se expresa en Lérminos de una distribucion lognormal de tiempos de retardo como

S(@)—Ju _ 1 e exp (—u?) | _ i

&J s /-oo 1 + exp[2(z + Bu)] du = fi(z,5)
Ja(z) 1 e exp (—u?) exp(z + Bu) _ '

& B ; “["00 1+ CX])[2(:B + ﬂu)] du = f2(a’, ﬂ)

(2.5)

con z = In(wr,). En dicho trabajo los autores definen A,z(f) como la diferencia en la
variable 2 entre el punto donde fi(x,B) = 0.25 y ¢l correspondiente a fy(z,8) = 0.75.
Analogamente, A,z(f) lo definen comno el ancho en la variavle z a la altura mitad de la
funcién fp(z,B). Estas magnitudes son utilizadas cn el procedimicnto de ajuste que se

describira mas adelante.

Con respecto a los ensayos en frecuencia en propiedades dinamicas de compliancia o
tangente de pérdida, los autores proponen una metodologia de calculo a partir de medi-
ciones de la posicién y el valor del maximo del pico de la medicién, junto con el valor
del ancho de diclio pico. Este método requiere del uso de cicrtas curvas, en términos de
las funciones [} y f2 de la ccuacién 2.5, calculadas numéricamente, que los autores dcl
trabajo presentan tanto en forma gralica como en tablas de datos. Los ensayos deben
represeutarse en funcion de logw, ya que las curvas calculadas lian sido rcalizadas en
funcion de 2’ = log(wy,); de este modo, el valor incdgnita log 7, aparcce simplemente

como un corrimiento horizontal en ¢je de las frecuencias.

Cuando los ensayos se clectian en funcién de la temperatura, los autores proponen,
como hipétesis razonable, que los tiempos de relajacién varian con la temperatura de

acuerdo a una relacion de Arrhenius, es decir,
(T) = 7, ¢"'/M (2.6)

donde k es la constante de Boltzimanu, I{ es la encrgia de activacién del proceso y 7, es

el factor preexponencial que dimensiona la expresién y que denota, ademas, el valor de 7

a altas temperaturas.

IEn este formalismo, la representacion en funcién de la temperatura resulta formal-

mente equivalente a la representacion en funcién de la frecuencia, debido a que, para el
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tiempo medio de relajacion a partir de la relacidon de Arrhenius de la ecuacién 2.6, resulta

1

—_ 2
KT (2.7)

Int, =, +

Por lo tanto, si la frecuencia se manticne coustante, la representacion de las propiedades
dinamicas en funcién de II/kT es cquivalente, a menos de una traslacién horizontal, como
cn el caso anterior, a la representacion en Inw, o bien logw, a menos de una constante.
Esto es estrictamentle correcto cuando, como indican los autores, la frecuencia de medicién,
junto con todos los paranictros caracteristicos de la forma de la distribucidn, como el ancho
y la altura, resultan independientes de la teniperatura. Cuando csto ultimo no se cumple,
Nowick y Berry proponen uua serie de correcciones a primer orden, basadas en desarrollos
perturbativos de las funciones de distribucion lognormal para cl caso del ensayo en funcién
de la frecuencia, a temperatura constante. Las tablas 2.1 y 2.2, junto con las figuras 2.1

a 2.4, muestran cl resumen del método propuesto y de los resultados de este trabajo.

Funcion Parametro
B & Tm

A partir del ancho re-

A partir de la altura del | A partir de la posicion
pico J2(0) = &J f2(0,4), del pico, usando

usando f2(0,0) de la fi-
datos de la figura 2.1 y £(0,8) W = 1

rura 2.1
Agz'(0) = 1.144 &

lativo a una relajacién

Jo(z') tipo Debye, usando los

A partir del “rango de
decreento” A 2'(B),

A partir del centro de si-
relativo al de una relaja- :

Ji(z' metria Jy, = Jy + 18 a
1(2) cién tipo Debye, usando Ji(=00) = J1(o0) 11 ut3

Wy =

los datos de la figura 2.2 )

y 4,z'(0) = 0.4772

Tabla 2.1: Métodos para obtener los parametros de la relajacion a partir de las funciones

dindnicas, segin el trabajo de Nowick y Berry [20].



pico

§(Ir-') 015 A

Ag(T‘l) - 1'2([3) 1+ %AJ’

Correcciones Conversion
& w(T) B(T)
para: tgepaly
W A bz = 53 o si p 5,84 /211
- = —dec r = —
Ubicacién br = 4 —;’-—H x; con & o (' — ’I‘C)Z"con - ' ' P ”/L
. h/A a partir de la ) Ninguna si B(T') = Bo+ T
del pico A a partir de la fi-
figura 2.3. y Bp = B(Tp)
gura 2.4.
Increeuta el ancho segin
8(T~') dada por la ecua-
Ancho del i6
Niuguna Ninguna clon Ninguna

Tabla 2.2: Correcciones, a primer orden, para la ubicacién y el ancho de picos tipo J,,

a partir de la Ref. [20]. T, es la temperatura de la posicién méxima y A; = 8J/J, es la

intensidad de relajacidn.

20,(0.8)- 18

21310,8)

'1(3’.61"(51/A1-'}/

0.4

N

ry (8)

P

/

212 10,8

B

Figura 2.1: Altura relativa del pico, 2 f2(0, ), ancho relativo del pico, r2(B) y el producto

de estas cantidades, en funcién del pardmetro de la distribucién 3 (ver Refl. [20]).
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-

fnm Ay «(B)/ax'(0)

1 3 4«
8

Figura 2.2: Rango de decremento relativo, r1(f), de la funcién fy, en funcion del para-

metro de la distribucién B, segin el trabajo de Nowick y Berry [20].

// 5
e

[} 1 . 3 4 H)
B
Figura 2.3: h/A como funcién de 8. El pardmetro h se define como h = -9 fy(z, 8)/0z|z=o0-
A se define como A = —[8?fa(z, B)/9x?)/ f2(z, B)|z=0 (ver Ref. [20]).

h/A
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0.5 \

N\

0.1

A8)

Figura 2.4: Cantidad A, definida en la figura 2.3, como funcién de f3, segin la Rel. [20].

El trabajo de Nowick y Berry no propone explicitamente un método para obtencr
la encrgia de activacion, la cual es imprescindible conocer para efectuar los ajustes pro-
pucstos. Sin cmbargo, queda implicito que esta cuergia pucde conocerse a través del
corrimicnto de los picos en temperatura cuando se cfectian mediciones a diferentes fre-
cuencias. I5n electo, si, como sucede para los casos de temperatura constante, ¢l pico de
J" o tgp se produce cuando wr = 1, entonces, en virtud de la ecuacién 2.6, la frecuencia
y la temperatura del pico estardn relacionadas segin

JANR!
—hw,=In7, + (—k—) E (2.8)

lo cual permitiria, en principio, conocer la cnergia de activacion del proceso de relajacidon
a partir de la regresion lineal indicada por la ecuacion 2.8, si se efectuaran mediciones a

diferentes {recuencias.
Cabe comentar aqui el trabajo de Berry y Pritchet [21], en el cual se propone un
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modelo para describir los picos de relajacion que involucra una distribucién normal en la
energia de activacion de los procesos, cuando la friccién interna se mide como funcién de la
temperatura, a [recuencia constante. Los autores propounen que los tiempos de relajacién
verifican una relacién de Arrhenius con la teniperatura, donde 7, es independicnte de la
temperatura o la frecuencia, mientras que existe una distribucion normal en la cnergia I1.
Este es un modo matematico de introducir la funcion de distribucion directamente en la
friccién interna, el cual contine algunas liniitaciones, como los valores que puede tomar
la intensidad de relajacion y, fundamentalmente, en las hipétesis sobre qué magnitud es
dependiente o no de la teinperatura. Lste tema sera analizado y desarrollado en detalle
en cl capitulo 3, donde se explicaran analiticamente las condiciones que deben cumplirse

para que ¢l método propuesto en el trabajo de Berry y Pritchet scan validas.

2.3 Friccion interna a bajas frecuencias

Las mediciones o los ensayos de friccién interna a bajas frecuencias sc efectuan, en general,
utilizando un dispositivo llamado péndulo de torsion, tanto en funciéon de la frecuencia, a
temperatura constante, o como [uncion de la temperatura, a freccuencia constante, como
se realiza, por ejemplo, con el péndulo de torsion de frecuencia forzada [13,22]. Por otro
lado, también pucde medirse dentro de una combinacién de temperatura y frecuencia,
como sc clectia con ¢l llamado péndulo de torsion de oscilaciones libres, en ¢l cual se
manticnen ciertas configuraciones geomdétricas lijas, es decir, ¢l momento de inercia y
las dimensiones de la muestra. Una descripeion muy detallada de este tipo de péndulo
aparcce en ¢l trabajo de Plazcek y colaboradores [23], los cuales construyeron esta clase de
dispositivo experimental para medir propiecdades mecanicas en materiales viscoclasticos
con bajas pérdidas —hasta 0.8—, y mddulos desde 10! Pa. El rango de frecuencias del

sisteina de medicién es desde 0.02 11z a 10 llz, y pucede medir desde -45 °C hasta 160 °C.

La [recuencia de oscilacion de este péndulo es producto de las propiedades mecanicas

de la probeta, a través del mddulo de relajacion y de las condiciones externas impuestas
]

por el sistema, es decir, los factores geometricos de la muestra y el momento de inercia

del péndulo [24]. Al variar la temperatura, el inédulo de relajacion cambia y, por ende,

la frccuencia natural de oscilacion del sistema, variando desde la frecuencia no relajada
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wy, a bajas temperaturas, hasta la ficcuencia relajada w,, a temperaturas altas. Estas
[recuencias estan relacionadas con los valores extremos del mddulo de relajacién G, y G,
a través de la expresién [13,25]

wl, =KGy»r (2.9)
donde K depende de la geometria del sisteima. En efecto, para las temperaturas lejanas a
aquellas en las que ticnen lugar los procesos de relajacion, para una dada configuracién
experimental, el médulo puede considerarse constante y, por ende, resulta que el cua-
drado de la frecuencias de oscilacion cs directamente proporcional a dicho médulo, a esa

temperatura [24].

En los ultimos aifios se ha desarrollado una nueva versién del péndulo de oscilaciones
libres, el cual presenta una variacion continua del momento de inercia, lo que permite
realizar medicionces de la derivada parcial de la friccidn interua y de la frecuencia de osci-
lacidn con respecto al momento de inercia, a temperatura constante [26]. En electo, para
cada temperatura, se miden la tangeute de pérdida y la frecuencia de oscilacién, a un dado
valor del momnento de inercia, por el procedimiento usual en este tipo de dispositivo [24], y
ademds, se miden también las variaciones sobre estas magnitudes que producen pequeiios
incrementos del momento de inercia variable, prelerentemente hacia ambos lados del valor
original. Este procedimiento permite realizar una medicion de la derivada parcial de la

friccién interna con respecto a la frecucucia, a una dada temperatura.

Los autores establecen que, dada una expresion general para la friccion interna, segin
In[tg ()] = n[a(1")/2] — In{cosh[lnw(1') 4- In7(1")]} (2.10)

donde a(1') = A(T)/\/1 + A1), w(1') es la frecuencia de medicién y 7(1°) es el tiempo
de relajacion del proceso, representado, segin los autores, por una ley de Arrlienius, como
la indicada por la ccuacion 2.6. Por lo tanto, la ecuacion 2.10 conduce a

I In(tge)

o hw

Tt
= — gl — .
gh(lhw + In7) (l + Tho T) (2.11)

7
asuimicndo que a no depende de la [recuencia.

En el caso que la friccion interna tenga un comportamiento del tipo de Debye, se

tendra que
Jdlnr

Jhnw T

=0 (2.12)
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y, por lo tanto, a partir de las ecuaciones 2.10 y 2.11, resulta que

In7 = —lnw—arcth M (:?..13)
dhw |,
In[a(T)/2] = In[tge(1)] + In{cosh[lnw(T") + In7(7)]} (2.14)

Como consccuencia, los autores proponen realizar este procedimiento para diferentes
momnentos de inercia, a temperatura constante, a fin de verificar la validez de la ecua-
cién 2.12 en el mayor rango de frecuencias posibles. Si el material se comporta segiin el
modelo de Dcbye, las funciones « y 7 no dependeran de la frecuencia, para cada tem-
peratura fija. En caso de cncontrar valores diferentes para estas magnitudes, resultara
que la hipdtesis propucsta en la ecuacion 2.12 ¢s incorrecta y, por lo tanto, el material no
pucde ser descripto por un tnico tiempo de relajacion, es decir, que existe una funcién de

distribucion que gobierna las propicdades mecanicas.

2.3.1 Energias de activacion y tiempos de relajacion

El analisis de las propiedades dinamicas, en particular el caso de la friccion interna, ha
sido [recuentemente utilizado para caracterizar procesos de relajacion en muchas clases de
materiales. Uno de los temas mas tratados es el estudio de la encrgia de activacién de los
procesos involucrados a través del andlisis de la dependencia de los ticipos de relajacion
con la temperatura. Puede mencionarse un trabajo de Nowick [27] en el cual, a partir de
mediciones de [riccion interna y cleclto post-clistico en soluciones soélidos sustitucionales
de Ag-7n, obluvo datos sobre la energia de activacion de la relajacion Zener [28] junto con
informacion sobre cocficientes de difusion del sistema binario. Un tratamicuto similar fue
aplicado por Seraphim [29] para obtener las cuergias de activacién de la relajacién Zener
para soluciones sustitucionales de Li-Mg, y por Thompson y Ilolines [30] en cobre a bajas
temperaturas. También cabe mencionar aqui un trabajo reciente sobre aleaciones de Zr-
Nb-1I [31], el cual, haciendo una variacién en la ley de Arrhenius de un pico témicainente
activado, logra distinguir la presencia de una [uncion de distribucién en dos de los tres

picos que aparecen para csta clasc de miaterial.

En 1968, Berry y Orchotsky [32,33] rctomaron el trabajo de Nowick sobre Ag-Zn

y cfectuaron, entre otras cosas, mediciones de [riccion interna para solucioues sélidas
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sustitucionales de Ag-Zn con 24% at. de 7Zn, las cuales [ucron analizadas en términos de
una distribucién lognormal de ticmpos de relajacién, segin la metodologia de Nowick y
Berry [20], descripta en la seccién 2.2. El analisis realizado por los autores sera discutido

cn este trabajo en el capitulo 4.

Las mediciones de friccion interna se han utilizado también para analizar el compor-
tamiento de soluciones intersticiales. Ln ¢l trabajo clisico de Powers y Doyle [34], esta
clase de ensayo [ue utilizado para obtener informacion sobre la velocidad de dilusion de
los intersticios en mectales b.c.c.. LSstos estudios estan basados en el modelo de relaja-
cién de Snoek [35], y se realizé un extenso estudio experimental sobre los factores que
influyen sobre los tiempos de relajacion, para la difusién de oxigeno, nitrégeno y carbono
en vanadio, niobio y tantalio. IEn particular, la relajaciéon Snock ha sido estudiada por
Woirgard [36], el cual midié la [riccion interna de la aleacién intersticial en funcién de
la frecuencia de excitacion, para diversas temperaturas, y analizé la dependencia de la
inensidad de relajacién con dicha magnitud, a partir del modelo de Debye. Lste tema
también ha sido estudiado por Weller y colaboradores [37,38] y Sceger y colaboradores [39]

y el contenido de estos trabajos sera ampliameute discutido en el capitulo 4.
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Capitulo 3

Resultados

3.1 Respuesta mecanica en términos

de una distribucién de tiempos de relajacion

Como ya se ha visto en el capitulo 1, el mddulo dindamico de un sélido viscoelastico lineal,
puede expresarse, a temiperatura fija, en términos de constantes del material y de una

funcién de distribucién de ticmpos de relajacion (ver ccs. 1.68 y 1.69)

¢w) = G- [ \llg(luu)f—— d(ln )

w?u?

o1t [ wu
G (w) = &/_oo \pg(lll '(t)m d(lll u)

Ademas, la friccion interna, tgep, resulta expresable por un cociente de integrales de

funciones de distribucién (ver cc. 1.73)

/ Ye(ln u) d(Inw)
tgp(w) = z (3.1)

— +/ Ve(ln u) d(ln u)

donde A es la intensidad de relajacion.
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Si bien existe, dado el formalisino usado, una dnica funcién de distribucién de tiempos
de relajacion que caracteriza a G’ y a G, csto no resulta cvidente para la friccién interna,
expresada por la ecuacion 3.1. Sin emibargo, para el caso de SAE visto en la seccién 1.3,
la tangente se describe por una expresion formalmente igual G”, cambiando la magnitud

de los parametros, es decir, (ver ccs. 1.57 y 1.58)

A wT,
= = 9
tg o(w) VYT n=VI+Are (3.2)

donde, en este caso, la funcion de distribucion se comporta como una delta de Dirac,

We(lnu) = é(lnuw —Inte) (3.3)

La analogia natural sugicre que la friccidon interna se exprese segin
wu

W (In u)l—-

+ w?u?

d(Inw) (3.4)

tgp(w) = /w

donde ¥,(Inu) seria la funcion de distribucion langenle. Ademas, es importante notar
que dicha funcién debera depender dnicamente de la funcion de distribucion ¥e y del

parametro A.

Para el caso de un unico tiempo de relajacion, esta nueva [uncién de distribucion

deberia cumplir con las siguientes condiciones:

Vy(lnu) = %é(lnu —lInm) (3.5)

Cabe destacar que la funcidn de distribucion tangente, delinida como se indica en la
ccuacion 3.4, no ¢s una [uncién normalizada, como lo c¢s, por cjemplo, We, sino que

conliene en si misma la informacion del valor maximo de la friccidén interna.

Il modo mas apropiado para encontrar la relacion entre ¥, y We junto con A, es partir
de una expresion que incluya una funciéu de distribucién tangente, es decir, ¥y, junto con
la funcion de distribucion de partida We. La expresion ldgica en este caso resulta ser la

propia definicion de la tangente de pérdida, es decir, la ccuacién 3.1.
Por lo tanto, la friccidn interna sc expresara, inicialimente, como
o0
tg p(w) =/ W (Inu)z(w,u) d(Inw) (3.6)
—co
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donde se define como z al integrando

wu
1 + w?u?

(3.7)

z(w,u) =

La inversion de la ecuacién 3.6 es posible gracias a las propicdades de analiticidad de
las funciones involucradas. En efecto, la funcion z de la ecuacién 3.7 se comporta como
una delta de Dirac en el plano complejo, para ciertos valores de sus parametros. De este

modo
lim z(a,7,u) = 7é(lnu —In7) (3.8)

a—+0

donde

z(a,7,u) = 2(a +2/7,u) — 2(—a + /7, u)

La ecuaciéu 3.8 se demuestra usando las propiedades dc la delinicién de la funcién delta

de Dirac, a través de las ecuaciones B.1 y B.2 del Apéndice B. IEn este caso es,

1) limg_o+ 2(a,7,u) =0 Yu# 71 (3.9a)
. . Inr+es _
it) al-l.lc?+ /h"_q z(ae,m,u)d(lnw) =7 Ve ,e2>0 (3.9b)

Por lo tanto, a partir de las ecuaciones 3.6 y 3.8, resulta

1
T

Y (lnt) = ali_.l(l)L[tg(p((L +1/7) — tgp(—a+1/7)] (3.10)

La cvaluacion de la diferencia indicada en la ccuacion 3.10 se realiza utilizando la
cxpresion 3.1, la cual conticne a We(lnw) y a A, que son las [unciones caracleristicas de

la friccién interna.

Es facil ver que

I\(a,7) [1 + % — Fa(a,‘r)] + I5(a,7) Fy(a,7)

tgplat+e/7)— tgp(—a+1/7) =2 3 (3.11)
[F4((l.,7')]2 + [1 + k - FS(av T)]
donde
Fy(a,7) = /;oo Ve(Inu) fi(a,7,u)d(Inu) k=1,...,4 (3.12)



1 4+ a®u? + u?/7?
[1 + (a? = /T2 u?]? + 4 a?ut /72
u 1 — a®u? —u?/71?
T [1 4 (¢ = 1/72)u?]? + 4 a?ut/ 72
1 4+ a®u? —u?/7?
[1 + (a2 —1/72)u?]? + 4 a%ut/T2
2au?/T
[14 (a2 — 1/72)u?]? + 4 a?ut/72

fl(av T, u') =

fa(a,Tyu) =
(3.13)

f3(a’ T, u) =

fala,T,u) =

Las [unciones f, y fa no poscen divergencia alguna, excepto para u = 7, de modo que

ali_‘1‘1)1+f2(a,'r,u) = -l—u(/ﬁ (3.14)
1

al_13(1)1+ f3(a, 1,u) (3.15)

Por otra parte, las funciones fi y f; se comportan, en el limite, como funciones de

Dirac, es decir,

: m
ah-.lcl)l+ fila,T,0) = 3 S(Inu —InT) (3.16)
a]_i}(r)1+ fala,Tyu) = g 6(Inu —In7) (3.17)

Este comportamiento pucde demostrarse utilizando el procedimicento descripto por las

ccuaciones 3.9a y 3.9h.

Por lo tanto, considerando las ccuaciones 3.10 a 3.17, resulta finalmente que la funcién

distribucién tangente puede calcularse a través de la siguiente expresion:

Ve(lnT) [1 + — /oo ‘fi_lz;:_) (lnu)]

[g- We(ln 'r)]2 + [1 + —i— - /_0; I—If—gzl/—:f))?d(ln u)]2

V,(InT) =

(3.18)

Comno aplicacién de la funcién de distribucién tangente, puede usarse cl caso de un
unico tiempo de relajacion, representado por la ecuacién 3.3. LEn electo, reemplazando

dicha expresion de la funcion de distribucion en la definicién de la funcién de distribucién
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tangente de la ecuacién 3.18, se tiene

1 1
S(Int —In7g) [1 + = - —]
Uy(In7) = : A1 1+T€/1T _ (3.19)
s
[T?,- 6(1HT — ]ll Te)] + [1 + Z - m]

Para interpretar el comportamiento de ccuacion 3.19, debe considerarse que, toda

forma funcional del tipo

N 6(z) h(=)
@) = 5 + o)

se comporta como una combinacién de funciones delta de Dirac (ver Apéndice B), es decir

(3.20)

f(z) = Z % m 6(x — ay) siendo z; tal que g(z;) =0 (3.21)

En el caso de la ecuaciéon 3.19, la correspondiente funcién ¢

g(lnt) = 1+L !

A T—(re/1)? (322)

se anula sélo para

Ty = v1+ ATe (3.23)

mientras que
, 2(1+A
lg'(nm)| = 2i+4) A2 ) (3.24)

V9i+A
A

Por lo tanto, utilizando las ecuaciones 3.19 a 3.25, la expresion de la funcién de distribucién

h(lnt) = (3.25)

tangente para el caso de un unico tiempo de relajacién resulta finalmente

A

\yg(lll T) = ﬁ

S(Int —Inmy) (3.20)

La expresion de ¥, definida por la ccuacién 3.26, coincide con la dada por la ecua-
cién 3.5, lo que significa que la expresion de la funcién de distribucién tangente de la

ccuacion 3.18 reproduce correctamente el caso de un unico tiempo de relajacion.



3.2 Aplicaciones

de la funcion de distribucion tangente

El uso de la funciéon de distribuciou tangente puede cjemplificarse para el caso de un
madterial descripto por una funcién de distribucion lognormal en el médulo, en el cual el

espectro de relajacién viene dado por (ver scecion 2.2)

Ve(lnt) = ﬂ\l/ﬁ exp § — 1 In (;:Tx) (3.27)

La funcién de distribucién ¥,(™, esto cs, la funcién de distribucién tangente, originada
por una distribucion lognormal de ticinpos de relajacion, y normalizada en su integral
—como las funciones de distribucion V¢ y Vo de la scccion 1.4—, sc mucstira en la
figura 3.1, para dilcrentes valores de A, rcprcscntadz;, en funcion de zg = In(r/7e™).
Como puede verse cn la figura, la forma de esta {uncién de distribucién cs similar a la
de la distribucién lognormal original, al menos para valores de A menores que 1. Para
valores de la intensidad de relajacion mas altos, la funcién ¥, se desplaza hacia la derecha,

y se vuelve mas angosta, aumentando, por cude, su valor maximo.

Un andlisis muy detallado del comportamiento de la friccién interna generada por una
distribucién de tiempos de relajaciéon y de retardo puede hallarse en la literatura de los
iltimos aitos [1]. Dado que pasar de la [uncién de distribucién tangente a la friccidn
interna cs realizar una integral de dicha distribucion con una [uncion fija y definida, se
puede alirmar que existe una correspondencia directa entre aquellas dos niagnitudes vy,
por ende, las conclusiones que se deduzcan de un analisis clectuado para una de ellas
podran aplicarse, al nienos cualitativanente, a la otra. Iista es la razén por la cual se
presenta, en este trabajo, un tratamiecuto similar al efectuado para la tangente de pérdida

cn la relercncia [1], pero realizado sobre la funcién de distribucién tangente.

Siguiendo con las figuras ilustrativas de la distribucién lognormal de origen, resulta
interesante notar que, tanto el valor maximo de la funcion de distribucion tangente original
Vinax —csto es, sin normalizar— y la ubicacién del maximo z,,, como la forma de la
distribuciéon tangente son [unciones del paramctro 8 y de la intensidad de relajaciéon. En

eleclo, la figura 3.2 muecstra el valor maximo que toma ¥, en [uncién de la intensidad de
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Figura 3.1: Funcidén de distribucién tangente normalizada ¥,(™ vs. z¢ = In(7/7c™), para
diferentes valores de la intensidad de relajacién, generada por una distribucién lognormal

de tiempos de relajacion, con ff = 2.

relajacion, para diferentes valores de 7. Cowno cra de esperar, Wy, . ¢s proporcional a A

para intensidades de relajacion bajas, mientras que las desviaciones al comportamicnto

lincal ocurren para valores de A cada vez mas bajos, a medida (ue aumenta ¢l ancho de
b

la distribucién lognormal de tieinpos de relajacion.

Por otra parte, como puede verse cu la ligura 3.3, la posicidon del méaximo de la funcién
de distribucién tangente —cque coiucide con el valor mas probable de la distribucion y
comr una funcién univoca de la posicion del mdaximo de la friccion interna— aparece para
Ty = 0, esto es, en 7 = 7™ para valores de A muy bajos, independienteinente del
valor de . Sin embargo, a medida que la intcusidad de relajacién aumenta, la posicién
del maximo se desplaza hacia valores mds grandes de z, diferencidndose, en cste caso,

la dependencia con el ancho de distribucion de partida, ya que para un mismo valor de
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A, dentro de este rango, ¢l corrimicnto hacia valores mayores de 7 se hace inds notorio

cuanto mayor sca ¢l parametro .

—rr71 17T
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Y SRR R S P B

log A

Figura 3.2: Valor mdximo de la funcién de distribucién tangente en funcién de la inten-

sidad de relajacion, para diferentes valores de f3.
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Iigura 3.3: Posicion del maximo de la funcion de distribucion tangente, generada por una
distribucion lognormal de ticmpos de relajacion, en funcion de la intensidad de relajacion,

para difercutes valores del ancho caracteristico de la distribucién de partida.

A partir de las figuras 3.4 y 3.5 pucde obtenerse informacién sobre la forma de la
funcién de distribucién tangente. En electo, el ancho de la distribucidn a la altura mitad,
¢, esto es, la diferencia entre las abscisas de los puntos de interseccion de la distribucién
tangente con la recta horizontal de altura 0.5, esta representado en la figura 3.4 como

funcién de la intensidad de relajacion, para dilerentes valores del pardmetro 3. Cabe



hacer notar que, para # = 0, caso que corresponde a un dnico tiecmpo de relajacidn, el
auncho de la distribucion ¢s §, = 0, ya que la distribuciéon tangente, al igual que su funcién
de origen, son deltas de Dirac, y este resultado es independiente del valor de A. Mds
ain, cl ancho § aumenta con g, permancciendo aproximadamente constante, para cada
valor de f, hasta A = 10, cayendo a valores tendientes al anclio de un dnico tiempo de

relajacion a miedida que aumenta la intensidad de relajacion sobre el valor mencionado

anteriormente.

La asimetria de la funcion de distribucién tangente se pone de manificsto en las curvas
graficadas en la figura 3.5, donde sc representan los semianchos a izquierda y a derecha,
esto es, 6y y 6,p respectivamente, en funcion de la intensidad de relajacion, para diferentes
valores del ancho caracteristico de la distribucion de ticinpos de relajacion de partida. El
parametro §;; mide el semianclio de la distribucién a la izquicerda del maximo, es dccir, la
diferencia de las abscisas entre el punto extremo izquierdo de interseccion de la distribucién
con la recta horizontal de altura 0.5, y ¢l punto de interscecion de dicha recta horizontal
con una recta paralela al eje de las ordenadas que pasa por el maximo de la distribucidn.
Analogamente, §p es ¢l semiancho de la distribucidon a derecha del maximo, donde se
intercambia en la definicion el punto de extremo izquicerdo de intersccciéon por el punto
extremo derecho. PPuede observarse en dicha figura que la funcién distribucion se vuelve
cada vez mas asimétrica a medida que la intensidad de relajaciéon aumenta, cayendo a
valores de §, correspondientes al caso de un unico ticmpo de relajacién para valores muy

altos de A.
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Figura 3.4: Ancho de la distribucién tangente a la altura mitad en funcion de la intensi-
dad de relajacion, para diferentes valores caracteristicos de la distribucién de tiempos de

relajacion original.



log A

Figura 3.5: Semianclio izquicrdo (curva llecna) y semiancho derecho (curva quebrada) de
la distribucion tangente a la altura mitad en funcion de la intensidad de relajacion, para

diferentes valores caracteristicos de la distribucion de tiempos de relajacion original.



3.2.1 Distribuciones integradas

Las funciones de distribucion ofrecen una descripeion de tipo diferencial de las propicdades
mecanicas asociadas. Ticnen la ventaja de contener informacién local sobre la propiedad
en cuestion, pero, cn general, es dificil acceder a cllas a partir de datos experimentales, ya
que se requiere ¢l conocimiento de la magnitud medida en un amplio rango de la variable
independiente para lograr efectivainente su inversion. Sin embargo, es posible encontrar
una descripcion de tipo integral, totalmente equivalente a la funcién de distribucion, en
la cual la distribucion pucda experesarse en términos de una funcién del parametro com-
plementario al de la [uncién de distribucion original. Una funcién de este tipo pucde
llamarse distribucion inlegrada. Esta descripcion alternativa tiene la ventaja de trabajar
con expresiones cerradas en vez de formas integrales y de no necesitar ¢l conocimiento
continuo del valor que toma la magnitud a analizar, salvo cu ciertos puntos criticos, como

se vera mas adelante.

De esta forma, scra posible expresar la friccion interna en términos de una distribucién
integrada en Inw cn lugar de In7. Para cllo, cs necesario definir previamiente ciertos
parametros. En efeclo, dado el valor maximo quec toma la tangente en todo cl rango de

freccuencias!, tgy,..., puede delinirse la constante &, como
Qg = 2 l’g Pmax (‘328)

y la funcion tangenle normalizada gy segin

g p(w) (3.29)

lgen(w) = ——
t

Por lo tanto, la funcidn de distribucion inlcgrada m,(Inw) se define a partir de la funcién

tangente normalizada de la ecuacién 3.29, scgin

wr(Inw)
I+ w?n?(Inw)

g on(w) = (3.30)

La existencia de la funciéon r(Inw) la garautiza cl Teorcima del Valor Medio para integrales

definidas [2, pag. 211].

!La friccién interna alcanza, por lo menos para una frecuencia, un maximo, ya que su forma funcional

conduce a representaciones con forma de pico.



Para el caso de un anico ticmpo de realajacion, ¢l pardmetro &, es funcién solamente
de la intensidad de relajacion, esto cs,

; 2 (3.31)
Q= ——— .
T VI+A

En cambio, cuando hay una funcién de distribucion presente en cl malterial, &, resulta
menor que el valor dado por la ecuacion 3.31, debido a que la presencia de mas de un

tiempo de relajacion produce picos de [riccion interna mds anchos y menos pronunciados.

Cabe hacer notar que, debido a la definicion de las ecuaciones 3.28 y 3.29, la funcién
tgpn tiende a 0, tanto para w = 0 como para w = oo. Por otro lado, dicha [uncién
verifica la condicion

lgpn(w) <05 Vw

y la igualdad se alcanza cfectivamente para aquella frecuencia w, donde la friccién interna
toma su valor mdximo. La caracteristica de la frecuencia w, es que en clla queda definido
cl valor de la distribucidn integrada, ya que, tomando en cuenta la ccuacion 3.30, resulta
que

wT(nwy) =1

Si bicn, matematicamente, no hay limite para ¢l nimero de valores de w en los cuales
la tangente puede tomar su valor maximo, en la practica existe un solo valor maximo
absoluto, aunque cs posible la existencia de varios maximos locales, de menor magnitud.
ISsto significa que la funcidn Lg ey toma al menos dos veees cada valor del intervalo [0,0.5]
y, por lo tanto, 7 (luw) ¢s una funcién hivaluada, excepto en la [recuencia del maximo,
donde 7 (Inw,) = 1/w,. Esta ambigicdad pucde evitarse, para el resto de las frecuencias,
tomando la solucién que conduce al caso de Debye cuando la funcién de distribucidn

tiende a una funcién de Dirac centrada en w = wy, cs decir,

1— /1 =1 tgop?(w)
2w tgpy(w)
1+/1 =1 tgoy*(w)
2w itgpy(w)

for w<wy

(3.32)

r(lnw) =

for w>wy

La condicién de normalizacién a un valor igual al doble del valor maximo de la [riccidn
interna, si bien no es necesaria para la definicion de 7(luw), cs esencial para garantizar

la continuidad de la funcién de distribucién integrada, a lo largo del cje de frecuencias.
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Pucde verse en ¢l Apéndice C la explicacion en detalle de este tema y la demostracién de
la equivalencia en la funcion de distribucion tangente W (ln 7) y la funcion de distribucién

integrada 1 (lnw).

T/ T,"

4 Pa | A 1 A 1 2 A 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Ye

Figura 3.6: 7,(w), dividido por ¢l valor mis probable de la distribucion loguormal original
Te™ en funcion de ye = In(wre™), para diferentes valores de la intensidad de relajacion,

usando una distribucién lognormal original de 3 = 2.

Como ejemplo, puede verse en la ligura 3.6 la representacion de la funcion 7, originada
por las distribuciones gralicadas cn la figura 3.1, en funcién de la frecuencia. En la
figura 3.6 7, aparcce dividido por 7™, ya que este cocicnte es independiente del centro de
la distribucion lognormal original, y se representa en dicha figura para dilerentes valores de
la intensidad de relajacion. Como pucde verse claramente en la ligura, 7, es una [uncion
acotada, y ademas decrece a medida que aumenta la frecuencia. Mads aan, aunque la

dilerencia entre sus valores limites para muy baja y alta frecuencia sc vuclve mas grande



a medida que aumenta el valor de A, ¢s importante notar que la funcién 7, es dependicnte
de la frecuencia, atn para valores muy bajos de la intensidad de relajacién. Esto significa
que la presencia de una funcién de distribucion siempre modifica, en cl espacio de las

[recuencias, el conportamiento de los ticimpos de relajacion.

3.3 Respuesta dinamica en términos

de la compliancia

Todos los conceptos desarrollados en las secciones anteriores pueden aplicarse también a
la compliancia, ya que existe una simctria muy marcada cntre ambas representaciones,

dentro del marco de la teoria de la viscoclasticidad lincal.

Como ya sc ha visto cu el capitulo 1, la compliancia dinamica de «n sélido viscoelastico
lineal se expresa en tériminos de constantes del material y de una funcion de distribucion

de tiempos de retardo (ver ecs. 1.71 y 1.72)

I
£
I

il 1
u F & ,[-4,\, \l’g(]ll T)m d(lll 7')

J"(w) = (&// WellnT) T wrz d(In7)

La [riccién interna, la cual es numéricamente igual a la descripta en términos del

mdédulo, resulta ser (ver ce. 1.74)

/'-’0 Ve (ln T)—_l—_u;—— d(InT)

N

— +/ Ve ( lur) d(lnT)

tg p(w) =

Para cl caso del SAE, el inico cambio reside en ¢l modo de expresar el tiempo ca-

racteristico de la tangente, csta vez en términos del tiempo de retardo 74, segin (ver



cc. 1.57)
o= (3.33)
vVIi+ A
Por lo tanto, la funcion de distribucion tangente tendra una expresion equivalente a la
dada por la ecuacion 3.18, pero en términos de la correspondiente distribucién de tiempos
de retardo ¥g. Dicha expresion se deduce por un procedimiento similar al utilizado en la

seccion 3.1 para el caso del mddulo, la cual resulta

Yo(lnT) +/ Yo lnu) d(Inuw)

Y,(In1) = w L+u/r 5 (3.34)
[7r ol +/‘ Wo(lnu) _d(lnw)
— nrt) — nu
2 7 o1l — u/T
Anidlogamente, ¢l caso de un tnico ticmpo de retardo, es decir,
Yo(lhu) =d(lnu—Inrg) (3.35)

da lugar al misino resultado que se obtuvo para ¢l caso de una funcion delta de Dirac en el
médulo. En efecto, rcemplazando la ccuacion 3.35 en la ecuacion 3.34 y considerando la
expresion dada por la ecuacién 3.33, sc obticne la misma funcion de dsitribucién tangente

dada por la ccuacién 3.26.

La distribucién integrada ticne la ventaja de no distinguir formalimente ¢l origen de
la [uncién de distribucion, en lo que respecta al calculo de sus valores, ya que cualquier
funcion de distribucidn, en el modulo o en la compliancia, tiene su contrapartida univo-

camente determinada gracias a la interconversion de espectros (ver seccion 1.4.1).

No obstante, cn ¢l caso que se use una distribucién lognormal de tiempos de retardo
para describir las magnitudes J' y J”, las [unciones W, y 7, para ¢l médulo y para la com-
pliaucia se relacionan de un modo muy shmple. En efecto, si se considera una distribucion

lognormal ¥, de semiancho caracterizado por § y ceutrada en 7¢™, resulta [1]

tgp(yo) = tg(—ye) (3.36)



donde yo = In(wrg™) y ye = In(wre™). Por lo tanto, utilizando la ecuacién 3.36, junto

con las expresiones dadas por las ecuaciones 3.18, 3.27, 3.30, 3.32 y 3.34, es facil ver que

V(zg) = WY(—a¢) (3.37)
Ti(yo) Te™

= — 3.38

= (339

con zg = In(1/76™) y xe¢ = In(7/7c™).

La figura 3.7 muestra los casos analogos a los dados por la figura 3.1 para la complian-

cia, utilizando las ecuacion 3.37.

28

Figura 3.7: Funcidén de distribucién tangente normalizada ¥, vs. z, = In(7/74™), para
diferentes valores de la intensidad de relajacion, generada por una distribucién lognormal

de tiempos de retardo, con f = 2.

Las ecuaciones 3.36 a 3.38 son validas para cualquier funcién de distribucion simétrica
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asociada tanto al médulo como a la compliancia, mientras ambas tengan la misma forma
y sélo difieran en su valor inas probable. Sin embargo, es importante ver que no es posible
encontrar un sélido viscoeldstico lineal que tenga, por ejemplo, funciones de distribucién
del tipo lognormal, tanto en el espectro de relajacion como en el de retardo, debido a que
esta clase de funciones de distribucién conducen a distribuciones asimétricas, utilizando
las férmulas de interconversion de espectros (ver seccién 1.4.1). Esta diferencia se hace
evidente para valores altos de A, como se ve en las figuras 3.1 y 3.7, y muestra que, por
ejemplo, ¥, resultaria diferente si se considerara una distribucién lognormal en el médulo
o en la compliancia, lo cual es absurdo. No obstante, si ambas funciones de distribucién
estan correlacionadas por las leyes de la viscoelasticidad lineal, las expresiones dada por

las ccuaciones 3.18 y 3.34 conducen a la misma funcion.

3.4 Friccidn interna como funcion de la temperatura

Ilasta el momento, se ha considerado en las secciones anteriores de este capitulo que la
temperatura se mantiene [ija a medida que varia la {recuencia. Sin embargo, los para-
metros de la respuesta dindinica son funcién de la temperatura [3-5] y, por lo tanto, la
friccién interna quedara expresada formalmente, utilizando las ecs. 3.28 a 3.30, como

wTy(w, T)

1 +w?r?(w, 1)

g p(w, T') = a(T) (3.39)

Los pardametros w y 1" son variables independientes de la descripcion de las propie-
dades dindamicas. En efecto, una caracterizacion completa de, por cjemplo, la tangente
de pérdida para un dado material, deberia hacerse inediante un grédfico tridimensional de
dicha propiedad en el plano (w,T). La [igura 3.8 ilustra este concepto. En dicha figura
se representa tgy(w,T’), dada por la ecuacién 3.39, para el caso de una funcién de dis-
tribucién de Dirac, donde 7,(T) y &(T") han sido elegidos de modo que ajusten valores
experimentales tipicos [6], es decir,

1
7(T) = 70 exp T (3.40)

To=1x10"8s , I =0.95ev (3.41)
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Figura 3.8: Grafico tridimensional de la friccién interna en funcién de la frecuencia y la

temperatura, para una muestra de tipo de Debye, con &; y 7; dadas por las ecuaciones 3.40

a 3.42.

10 K

WT) = 7 500K

Por lo tanto, la friccién interna, en el marco de la teoria de la viscoelasticidad lineal,
puede describirse independientemente en términos de cualquiera de las dos magnitudes

mencionadas, es decir, la frecuencia y la temperatura. La eleccién dependerd del disposi-

tivo experimental utilizado para efectuar el ensayo.

En el caso de utilizar un péndulo de torsién a decaimiento libre —el cual se describe en
la seccion 2.3—, la medicidn se efectiia para una combinacién de temperatura y frecuencia
determinada por la configuracion geométrica del sistema y, por supuesto, las propiedades
del material. Por lo tanto, el intervalo de frecuencias de medicién, resultante de esta

combinacién, quedara determinado, como indica la ecuacién 2.9, por el rango de valores
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que tome la intensidad de relajacion, a las temperaturas de medicién (ver scccion 1.2.1).
Para valores bajos de A —tipicamente hasta 1072 para los metales— el rango de variacién
porcentual de la frecuencia sera pequeiio. En cambio, para materiales con valores mayores
en la intensidad de relajacion, esta diferencia podria aumentar, aunque en la practica
suelen aparecer problemas en la determinacién de los datos experimentales [7,8]. En
cualquier caso, queda determinada una curva C(w,T') = 0 en el plano (w,T), donde los
ensayos mencionados anteriormente —a frecucncia constante o a temperatura constante—
son un caso particular de estas curvas en el plano de las variables independientes. Por lo
tanto, las mediciones obtenidas en un ensayo del tipo descripto anteriormente, formaran

parte de una curva contenida en una superlicie similar a la que se observa en la figura 3.8.

La funcién a,(T') de la ecuacion 3.39 queda determinada por el doble del valor maximo
que alcanza la friccidn interna, a temperatura constante, cuando aquélla se representa en
funcién de la frecuencia. En consecuencia, & no depende explicitamente de esta variable.
Esto siginifica que la funcién d,;/2 determina una envolvente de la familia de curvas de
tgp vs. T. En efecto, ya que la tangeute nonnalizada, definida en la ecuacién 3.30 no

supcra nunca el valor de 0.5 (ver pagina 56), la ecuacién 3.39 conduce a

tgo(w,T) < 3%:’2 Vw

Si la frecuencia se mantiene constante en wy, cl valor tgp(ws, T) = &,(T)/2 se alcanza,
segtin lo visto en la seccién 3.2.1, a la temperatura correspondicnte a wyr(wy,T) = 1.
IEstos conceplos se ilustran en la figura 3.9, donde se representa la friccidon interna como
[uncién de la temperatura, para difcrentes frecuencias constantes. [Estas curvas son una

proyeccion de la superficie graficada en la figura 3.8 cn ¢l ¢cje de las tempceraturas.

Como puede verse en la figura 3.9, la funcién envolvente &, /2 no coincide estrictamente
con los valores maximos de las curvas de friccién interna. Esto sucede debido a que la
temperatura donde wyn(wy, T') = 1 es diferente de aquclla en la cual se localiza el mdximo
de la curva, excepto para el caso en @, sea constante, ya que en wyry(wy,T) =1

dtgp| 1da(T)
oT |, 2 dT
De todos modos, en general, esta dilerencia puede ignorarse en una determinacién experi-
mental de la funcion envolvente, ya que la dependencia de la funcién &, con la temperatura

no es muy signilicativa, comparada con la depeudencia de 7, con dicha magnitud.
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Figura 3.9: Proyeccién de la superficic graficada cu la figura 3.8 en cl ¢je de las tempera-

turas, mostrando la funcién envolveute a (1')/2.
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Capitulo 4

Discusion

Como ya se ha visto en el capitulo 3, la presencia de una funcién de distribucién en las
propiedades mecanicas puede expresarse a través de parametros caracteristicos, los cua-
les seran, en general, {uncién de la frecucncia. Sin embargo, para el caso de la friccién
interna, esta dependencia de las magnitudes involucradas no queda determinada univo-
camente. Esta ambigliedad se hace evidente en un experimento con péndulo de torsion
en oscilaciones libres (ver seccion 3.4), cuando la tangente de pérdida se mide en funcién
de la temperatura. [En efecto, en este método de medicidn, la frecuencia de oscilacién del
sisteina cambia con la temperatura como resultado de una combinacién complicada de
clectos, dados por las propiedades del material y por la geometria del experimento. Este

grado de complejidad se observa ain para ¢l caso de un unico tiempo de relajacién [1).

En esta situacion, la friccion interna sera funcion dnicamente de la temperatura, segin

w(T)m[w(T), T)

tg(P(UJ(T),T) = dl(fp) 1 +w2('1')‘r,2[w('1'),T]

= F(T) (4.1)

La funcién descripta por la ecuacion 4.1 es la proycccion de una curva, no paralela a
ningun eje, conteuida en la superficie de definicion de la friccién interna en el plano w, T

(ver figura 3.8), sobre el eje de las temperaturas, como se ha visto scccién 3.4.

Esto significa que, tanto las funciones a; como 7, son, finalmente, funciones de la
temperatura del ensayo, y la dependencia con la frecuencia queda oculta en la dependencia

con la temperatura.
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Luego, en estas condiciones, seria posible asignarle la dependencia con la frecuencia
al factor @, ya quc esta magnitud, a dilereucia de &G o 8J, es [uncion de la distribucion.

Por ejemplo, siendo 1,(w,T") una funcién acotada, puede definirse su valor medio sobre el

eje de las [recuencias, segun

. . 1 M ,
nﬂ):lmxaﬁlwnWWmmMMw) (4.2)

M—oo

Este valor medio sugiere inmediatainente una redeliniciéon del factor a, para poder

expresar la friccion interna en términos de esta nueva funcién como

nw,T) [l +w’7*(T)]

T)=a(T .
ad(w') 1 ) O’g( ) 7:1(1‘) [1 + UJ2T¢2(U), 7-)] (4 3)
Esta funcién conduce a una expresién para la tangente de pérdida segin
e s A mn yy w T 7‘: :1‘ 14
tgp(w(1), 1) = aglo(r), 7] D) ppy (4.4)

1 + wzﬂz(T)
donde, por supuesto, las ecuaciones 4.1 y 4.4 represcntan la misma curva.

Por lo tanto, no es posible diferenciar entre la dependencia con la temperatura y con
la frecuencia en un unico experimento, debido a que la variacién de w con T' esconde
la influencia de la funcion de distribucion, dada por los parametros a y 7, en su propia
dependencia con la tempertura. En otras palabras, una sola curva de tge vs. T no
permile separar las variables w y 7', las cuales estan relacionadas entre si debido al tipo

de ensayo.

Cabe hacer notar aqui, que para cl caso en ¢l cual el material describa un compor-
tamiento del tipo de Debye, las funciones a y 7 estan completamente definidas para

cualquiera de los procedimientos descriptos anteriormente, es decir

g ~ (7 72l o Ta’(fl')
n(w, 1) = #A1) = J1+AT)7e(T) = —==
J1+ A(T)
A(T)

JI+ A(T)

En consecuencia, el modo natural de scparar las variables involucradas en la descrip-

ag(w,T) = a(T) =

cion del proceso, es decir, w y T, es mantener constante, o aproximadamente constante,
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una de ellas. Comno ya se ha visto cu ¢l capitulo 2, existe un péndulo de torsion donde cl
momento de inercia de dicho dispositivo puede variar de un modo continuo, permitiendo,
de este modo, fijar la temperatura y variar la [recucncia del cnsayo a través de cambios

en dicho momento de inercia [2).

Existe otro tipo de ensayo, el cual perimite una separacion de las variables involucradas,
esto es, mantener la frecuencia constante. De este mmodo, a cada temperatura, a través
de variar el nomento de inercia en un péudulo de torsion de oscilaciones libres, como en
el caso anterior, o bien a través de la excitacion en el péndulo de torsion de oscilaciones
forzadas, se alcanza un valor prefijado de frecucncia. Si este procedimiento se repite para
mas de una frecuencia, sc obtendra una familia de curvas del tipo tgep vs. T, cada una
de ellas caracterizada por el valor de frecuencia correspondiente. Mas aun, si los valores
maximos de los picos no varian demasiado con la temperatura, la funcién envolvente
a(T)/2, descripta por la ecuacion 3.39 e ilustrada en la figura 3.9, puede aproximarse

por la curva que unc los maximos de los picos de {riccion interna.

Coino consccuencia de la delinicion dada por la ecuacién 3.39, la funcién @, no depende
de la [recuencia; luego, es posible normalizar los picos en temperatura, es decir, hallar
la funcién gy de la ecuacion 3.30 en funcion de la temperatura, a frecuencia fija.
Mas ain, una vez conocida la funcién a,, 7y puede obtencrse faicilmente, para cada pico
caracterizado por una unica frecuencia, usando la ecuacién 3.32, la cual tienc la ventaja
que, en este caso, ¢s una [uncién de la temperatura donde la frecuencia es un parametro

de dicha [uncidn.

Aplicaciones

a) Relajacion Zener

Los conceplos desarrollados hasta aqui son ilustrados, usando datos experimentales sobre
relajacién Zener bajo condiciones de equilibrio de vacancias, en aleaciones de AgZn de
24% at. Zn [3]. La figura 4.1 muestra los picos Zener de friccién interna en funcién de la
temperatura, para distintas [recuencias de oscilacién. Como puede verse en dicha figura,
cada pico se encuentra superpuesto sobre la ladera de otro pico, de altas temperaturas,

atribuido a efectos de relajacién de borde de grano [4].

68



f = 0.618 Hz
] f = 3.21 Hz
f = 18.7 Hz
0003_‘ f = 74‘.6 HZ
J
S.
o 0.024
-
0.01-+
0.00 Y |
400 800

[igura 4.1: Picos Zener de friccién interna en aleaciones de Ag-Zn con 24 % at. de Zn,
para distintas frecuencias [3]. Las curvas quebradas muestran los fondos de los picos,

atribuidos a relajacion de borde de grano.

Como criterio de plausibilidad para cl andlisis de los picos, sc clectud el caleulo de
las funciones de distribucion integradas 7,(1') de los ensayos, aplicando el procedimiento
descripto en la seccion 3.2.1, incluyendo los datos medidos en la zona claramente afectada
por la presencia del pico de altas temperaturas. La figura 4.2 mucstra los resultados
obtenidos para los cuatro picos. Como pucde observarse en dicha figura, la relajacion de
borde de grano alecta los extremos de las curvas a altas temperaturas, pero no modifica
el comportamiento global de las funciones, las cuales indican la validez de una forma
funcional del tipo Arrhenius para la zona central de cada una de las mediciones. Mas
aun, cada una de las curvas, exceptuando la parte afectada por el fondo, parece formar
parte de una unica recta, lo que indicaria que el proceso de rclajacion Zener se caracteriza

por un sdlo tiempo de relajacion.

GY



L] v v l LJ LJ L l L] L) L] ' L L4 LJ ' LJ v L
| o f = 0.618 Hz ]
o f=3.21Hz
4F o f =187 Hz o
- O f =746 Hz 0 1
2} ° -
3 a b
| ]
a
D ook g 2 i
/'\“ L -
r
-2} -
1= - © o O .
-4} o -
0po
3 1
a
_6 = A -
o A ]
I %000000
_8 ' 2 'y 1 2 2 " [ " 2 g 1 M 2 " | Y M 'Y
1.3 1.5 1.7 1.9 2.1

103/T [K']

Figura 4.2: Distribucion integrada en funcién de la temperatura para los picos de la

figura 4.1.

Como se dijo anteriormente, los resultados sugeridos por la figura 4.2 deben tomarse
sélo como un primer analisis, ya que para estudiar estos picos cn términos del trata-
miento expuesto en este trabajo, deben scpararse las contribuciones de los dos procesos
de relajacién involucrados en las medicioncs. A partir de la informacién que aparece en
la referencia [3] sobre los fondos gencrados por la relajacién de borde de grano, puede
efectuarse el proceso de aislacion de los picos de relajacién Zener, restando estos fondos,
para cada pico. Dichos fondos tienen una cnergia de activacién entre 0.6 ev y 0.8 ev, y se
encuentran graficados en la figura 4.1 cono lincas punteadas. En la figura 4.3 sc mues-
tran los picos Zener de la figura 4.1, después de haber restado los fondos mencionados

anteriormente, junto con la funcion envolvente, calculada graficamente.
Utilizando el procedimiento usual para calcular los pardmetros dec la ley de Arrhenius
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[igura 4.3: Iriccién interna para la relajacion Zener de la figura 4.1, luego de restar los

fondos que aparecen en dicha figura, junto con la funcion envolvente de los picos.

(ver capitulo 2, piag. 32) -cl cual es practicamente independiente de la prescucia o no del

pico de relajacion de borde de grano a altas temperaturas—, da como resultado

To = 1.55 107" s I =147 cv (4.5)

Por otra parte, aplicando el procedimento de normalizacion mencionado anteriormente,
pueden calcularse ahora, para los picos Zcner aislados, las [unciones de distribucién in-
tegradas 7,(7'), para cada frecuencia. La ligura 4.4 mucstra los resultados obtenidos de
la funcién 7,(T), graficada como In7, vs. 1 /T para los cualro picos. En csta figura sc ve
que, deutro del error experimental, todos los valores caen sobren sobre una misma curva,
la cual puede ajustarse por una recta. La curva llena de la figura 4.4 representa el ajuste
tradicional sobre los valores maximos (7 = 1/w), el cual coincide con la recta de ajuste de

los picos experimentales. In este momento puede afirmarse que la relajacion Zener es un



proceso descripto por un unico tiempo de relajacion, al menos en ¢l rango de temperatu-
ras estudiado, ya que se han podido encontrar dos funciones de la temperatura, &, y 7,
que no dependen de la frecuencia y que ajustan los picos de friccion interna en el rango
de frecuencias de 0.6 Iz a ~75 Ilz, csto cs, dos ordenes de magnitud. Las curvas llenas
de las figuras 4.1 y 4.3 muestran los ajustes obtenidos, sumado al fondo de relajacién de

borde de grano, en ¢l primer caso.

L o f = O.l618 Hz

4} o f = 3.21 Hz
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L o f =
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Figura 4.4: In(7,) en funcién de 1/T', para los picos de la figura 4.3. La curva llena

representa el ajuste sobre los valores maximos.

Como hecho relevante, a partir de la funcién envolvente ¢, de la friccién interna y con
la certeza de que el proceso es del tipo de Debye, resulta posible calcular la intensidad
de relajacion caracteristica del proceso de relajacion Zener. En cfecto, considerando la
expresion dada para @, en la ccuacion 3.31, junto con los valores calculados para la

envolvente de la figura 4.1, resulta que la intensidad de relajacién tiene un valor medio
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alrededor de A = 0.062, dccreciendo ligeramente con la temperatura. La figura 4.5
muestra la inversa de la intensidad de relajacion en funcion de la temperatura. Siguiendo
el procedimiento indicado por la referencia [3], en ¢l cual la intensidad de relajacidu es
ajustada por una ccuacion del tipo Curie-Weiss, seguin
o Lo
All) = T -1,
resulta que, a partir de la recta de ajuste graficada en la figura 4.5, sc obicuen los valores

de

T, = 29.1 K (4.6)
T, = 933K (4.7)
v v ] T T v T T T v T Y
o f =0.618 Hz
o f .
a f
18 o ¢ 4
17} .
'l- L .
<
16| .
15 -
o
1 2 1 A i i | A 1 i 1 A 1 '
gOO 520 540 560 580 600 620
T [K]

Figura 4.5: Inversa de la intensidad de relajacién en funcién de la temperatura para los

picos de relajacién Zener de la figura 4.3.



El valor de T, que aparcce en el trabajo de Berry y Orehostky es de 150 K, el cual
difiere notablemeute con el dado por la ccuacion 4.7. IEn dicha referencia, los autores hacen
notar que cste valor es distinto del hallado anteriorinente por Li y Nowick [5] (97 K), y
esta diferencia es atribuida a la diferente textura cristalina de las muestras. Sin embargo,
Li y Nowick habian concluido que la tenmiperatura critica anclastica 7 era un parametro
intrinseco de la solucién sélida, y deberia ser independiente de la forma o textura de las
probetas. Berry y Orchostky finalizan diciendo que sc debe electuar una investigacion

experimental mas completa para resolver esta cuestion.

El valor de T, dado por la ecuacion 4.7 es mas cercano al obtenido por Li y Nowick que
al de Berry y Orehostky. Sin embargo, ¢l rango de temperaturas cn el cual puede conocerse
cficazmente la funcién envolvente cs muy estrecho, y no resulta posible coucluir mas alla
sobre la dependencia de la intensidad de relajacion con la temnperatura. De todas formas,
cabe seiialar que el método ofrece el resultado correcto, al menos para temperaturas

cercanas a las que la {riccidn interna alcanza su maximo, para cada frecuencia medida.

b) Relajacion Snoek

Como un segundo ejemplo, los conceptos desarrollados en este trabajo seran ilustrados
usando datos experimentales para la relajacion de Snock, en aleaciones de Nb-O, publica-
dos por Weller y colaboradores [6,7] y Sceger y colaboradores [8]. En la ligura 4.6 pueden
verse los picos Snock, junto con la Irecuencia de oscilacion. Estas mediciones fucron ob-
tenidas usando un péndulo de torsion a decaimiento libre, para tres momentos de inercia

iferentes y constantes. Las probetas utilizadas fucron Niobio con 0.6 % at. de oxigeno.
dif { tant | bet til las { Niol 0.6 % at. de ox

Como puede en la figura 4.6, la frecuencia no sec ha mantenido constante durante
cada ensayo. Sin embargo, la variacién no excede el 7 %, micntras que la diferencia cn
frecuencia entre los distintos ensayos es mayor que un orden de magnitud. Por lo tanto,
es posible considerar, con una buena aproximacion, que cada pico fue medido a {recuencia

constante, fijada ésta en el valor que toma a la temperatura de pico.

Los valores maximos de los picos disminuyen ligeramente con la temperatura, alrededor

de tgpmax = 0.032. Por lo tanto, resulta razonable considerar que a@(T') decrece como
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Figura 4.6: Friccidn interna y frecuencia de oscilacion para la relajacion de Snock en

aleaciones de Nb con 0.6 % at. de oxigceno, para tres momentos de inercia diferentes.
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una {uncion lineal, la cual contiene a los maximos, segin

o
‘-’%—) = (43.5 — 0.0257") 1073

donde T esta expresado en K.

En consecuencia, las funciones 7(1') pueden calcularse, para cada pico, usando las
formulas indicadas en la ecuacion 3.32. Dichas funciones se mestran cu la figura 4.7,
como In7, vs. 1/T". La linea quebrada representa el ajuste por los valores maximos (ver
ec. 2.8), el cual scra analizado en la pagina 79. Como puede verse en esta figura, las
tres curvas tienen pendientes similares, pero sus ordenadas son ligeramente diferentes. De
cste mmodo, resulta claro que las funciones 7,(1') pueden expresarse por una relacién de
Arrhenius. Los valores de 7, y I, obtenidos para cada pico, se muecstran en la tabla 4.1,

junto con la frecuencia caracteristica de cada medicion.

Pico | w, [s71] To [s] H [ev]

1 7.45 3.21 x 10713 [ 0.982
2 15.0 2.64 x 10713 | 0.984
3 72.5 2.52 x 10713 [ 0.977

[}

(4]

Tabla 4.1: 1, y Il para cada curva de la ligura 4.7, calculados segin la formulacion de

Arrhenius. wy, es la frecuencia caracteristica de cada pico de la figura 4.6.

Por lo tanto, dentro del rango de temperaturas considerado, hay practicamente un
s6lo valor de H, es decir, la energia de activacion aparece como un valor independiente
de la temperatura o de la frecuencia. Sin embargo, los valores de 7, disminuyen sistema-
ticamente a medida que aumenta la {recucncia, lo que indica que el proceso de relajacién
no puede describirse por un dnico ticmpo, y por lo tanto, estd presente una {uncién de

distribucién de tiempos de relajacion.

Para ilustrar la sensibilidad del método usado en este trabajo para obtener los para-
metros caracteristicos de los picos experimentales reproducidos en la figura 4.6, cada pico

fue ajustado usando difcrentes valores de 7, y If.
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Figura 4.7: In1, vs. 1 /1" para los tres picos de la figura 4.6. La curva quebrada representa

el ajuste por los valores maximos.
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Figura 4.8: Ajuste de los picos de friccién interna de la figura 4.6 para los valores de 7, y
Il indicados en la tabla 4.1.

La figura 4.8 mucstra los resultados obtenidos del ajuste, usando la ecuacion 3.39,
junto con los valores de w, de 7, y de I de la tabla 4.1, correspondicntes para cada pico.

Resulta claro de la figura que la concordancia cou los datos experimentales es excelente.

La figura 4.9 ilustra los resultados que se obtendrian, utilizando ¢l mismo procedi-
miento que el descripto para la figura 4.8, excepto que, en este caso, sc consideraran los

valores medios de los parametros 7, y Il para ¢l ajuste anterior, csto cs
To=2.79 107" s I =0.98 cv (4.8)

tomando como referencia para el calculo de los valores mcdios aquéllos dados para 7, y
If por la tabla 4.1. El ajuste ¢s bucno sélo para el segundo pico, debido al hecho que
los valores medios de 7, y I coinciden practicamente con los correspondicnics a este

pico. Para los otros dos, los valores calculados se encuentran desplazados con respecto a
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[igura 4.9: Ajuste de los picos de friccién interna de la figura 4.6, utilizando los valores

de 7, y 1l indicados en la ecuacion 4.8.

los experimentales, y no es posible reproducir ni la posicion del maximo ni la forma del
pico. Todo esto es un indicador claro de, en primer lugar, la existencia de una funcién de
distribucion en los tiempos de relajacion y, ademas, de la sensibilidad del procedimiento

del calculo.

Finalinente, resulta interesante comparar los resultados obtenidos en este trabajo con
los que obtendrian de aplicar el procedimicnto empleado usualinente en la literatura, a
partir de los valores maximos de los picos, scgiin la ccuacion 2.8, cousiderando que los
parametros no varian con la frecuencia. Dicho procedimiento, aplicado a los datos de la

figura 4.6, da como resultado,
T, =3.02107" s I =1.15cv (4.9)
Sin embargo, estos valores para 7, y /[ no ajustan los datos experimentales, como se
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[Figura 4.10: Ajuste de los picos de friccion interna de la figura 4.6, utilizando los valores

de 7, y Il indicados en la ecuacién 4.9.

indica claramente en la figura 4.10. 190 efecto, los picos calculados son mas angostos que
los medidos, situacion que cra de esperarse, ya que considerar los mismos valores de 7, y
Il para todos los picos, cs asumir implicitamente que éstos son del tipo de Debye, con los

maximos ubicados en las mismas posicioues que los de los picos experimentales.

¢) Transicion vilrea en PVC

Finalimente, el método propuesto cu este trabajo fuc aplicado a datos experimentales de
friccién interna en PVC amorfo, obtenidos por Liu Ping y colaboradores [9], utilizando
un péndulo de torsion invertido de frecuencia forzada. La deformacion media aplicada
se mantuvo por debajo de 1074, y los autores manifiestan que ¢l material posce un com-

portamicnto dinamico independiente de la deformacion, para estos valores, sobre todo el
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rango de temperaturas estudiado. Los picos de tangente de pérdida se muestran en la

figura 4.11, junto con la funcién envolvente, calculada graficamente.

08356340 350 360 370 380 390 400
T [K]

Figura 4.11: Curvas tangente-temperatura para PVC y para diferentes frecuencias, junto

con la funcidon evolvente.

A dilerencia de los ejemplos anteriores, la magnitud de la tangentc en estos polimeros
es sensiblemente mayor que en los metales, y la funcion envolvente tiene una dependencia
inportante con la temperatura, con un comportamicnto del tipo de [endémenos criticos
para temperaturas cercanas a la de transicion vitrea, 1), que para cste malerial aparece
aproximadamente a los 360 K [10]. Lsta es la causa por la cual la funcién envolvente no
puede determinarse para un rango de temperaturas mas amplio que el mostrado por la

figura 4.11.

Cabe hacer notar que cl procedimicnto de analisis propuesto en cste trabajo pucde ser
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aplicado, debido a que cl dispositivo experimental utilizado para efectuar las mediciones
de fricciéon interna de PVC mantienc explicitainente constante la frecucncia de excitacién.
En efecto, en cste tipo de materiales, la frecuencia natural de oscilacién cambia érdenes

de magnitud con la temmperatura, debido a la alta intensidad de relajaciéon que presentan.

LJ ' Ll l v l LA l LJ ' LJ l L4 l L] l L]
o f=1Hz o
0 f=25H:z o Jo ]
1} o f=63Hz o B 4
o f =10 Hz o o A
[ v f=25Hz D ab
_2L. OO o go -
(| O A
)] 5 o ° O ') v
et o A v
o ° v
— -3 o © 0 A .
- o o A v
o O a %o
= : 0©° g o ° v 4
E oo DD (o]
- o Ao°
4 = o0 A vv -1
o ad v
a Abo© v
A o ¢ v
-5k go v -
A v
© v vV
v -
LAY SRR SEEPUR R S ST T TP T

-6
2.62 2.64 2.66 2.68 2.70 2.72 2.74 2,76 2.78
103/T [K-']

IFigura 4.12: In 1, vs. 1 /1" para los cinco picos de la figura 4.11.,

Utilizando el procedimiento descripto en la seccion 3.2.1, se calcularon las funciones
de distribucidén integradas para cada pico, la cuales aparccen cn la figura 4.12. A partir

de la observacion de dicha figura, puede afirmarse que:

a) existe claramente una funcién de distribucién de ticmpos de relajaciéon que domina
el proceso de transicion, ya que cada una de las curvas de 7, se encucntran separadas

notablemente unas de otras.
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b) no existe una relacién lineal entre In7, y la inversa de la temperatura, aunque las
cinco curvas presentadas aparccen, deutro del error experimental, como traslaciones
verticales de una misma curva. Iste hecho lleva a afirmar que, si bien la energia
de activacion no es constante con la temperatura, no tiene dependencia con la fre-
cuencia, al menos para el rango cstudiado. Puede afirmarse entonces ue existe un

tnica funcién 11 (T) que ajusta todos los ensayos.

En base a los datos simulados ue aparecen en el articulo original [9] como ajuste de
los picos y debido a la cercania del rango de temperatluras estudiado con la transicion
vitrea, se propuso una forma funcional para la energia del tipo

h

) = =

(4.10)

para todos los picos, reservando el [actor preexponencial 7, como unico parametro depen-

diente de la frecuencia.

Los resultados del ajuste se muestran cn las figuras 4.13 y 4.14, donde en la figura 4.13
aparecen los datos experimentales de [riccion interna, junto con las curvas calculadas,
mientras que la figura 4.14 muestra la dependencia de la energia de activaciéon con la
temperatura. Los parametros de dichia magnitud fueron ajustados, seguin la ccuacion 4.10,

por el método de cuadrados minimos no lincales, dando como resultado

h 168.4 kJ/mol K (4.11)
T, = 3349 K (4.12)

Si bien el intervalo de temperaturas utilizado para ¢l ajuste esta limitado por el rango
de definicién de la funcién envolvente, la [orima funcional propuesta representa razonable-
mente bien los datos experimentales. Ademas, aparcce un unico valor de T, para todas las
frecuencias, lo que conduce a la curva de energia que se muestra en la figura 4.14, donde
los valores de II se encuentran entre 10 kJ/mol y 30 kJ/mol. Estos valores son menores
que los que pueden hallarse en la literatura (de = 85 kJ/mol — ver Rel. [11]), pero cabe
senalar que la distribucién integrada no representa la dependencia con la temperatura de
la energia del valor mas probable de tiempos de relajacidn, comno lo hacen las funciones de
distribucion tradicionales, sino que es una magnitud relacionada con cada tiempo activado

por la distribucién tangente.
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Figura 4.13: Ajuste de los ensayos de P\'C de la figura 4.11, utilizaudo los valores de

energia de activacion dados por la figura 4.14.
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Figura 4.14: Energia de activacion en funcién de la temperatura, segun la expresion dada
por las ecuaciones 4.10 a 4.12, calculada a partir de las curvas de la distribucién integrada

de la figura 4.12.



Los valores de 7, obtenidos en ¢l ajuste s¢ muestran cn la figura 4.15 como funcién
de la frecuencia de excitacién. Si bien ¢l rango de [recuencias estudiado es apenas mayor
que un orden de magnitud, los puntos pucden ajustarse por una recta en un grafico
semilogaritmico, lo que implica una ley del tipo de potencias (ver capitulo 2) para la
dependencia de los tiempos de relajacion con la [recuencia. A partir de dicho ajuste el
exponente de la funcién resulta tener un valor de 0.61, lo que concuerda con resultados

anteriores para polimeros amorfos [12].

' , ' , ' , .
T = a0 w°
i a = (229 +/- 0.09) 10 |
-(0.61 +/- 0.01)
=34 .
2,
] '
@)
©°
_3.8 = -
—4. A | M 1 M | 2
g.SO 1.00 1.50 2.00

log(w) [s™']

Figura 4.15: Factor preexponencial 7, eu funcién de la frecuencia, junto con cl ajuste por

la ley de las potencias.



4.1 Método de ajuste a partir de

una funcién de distribucion lognormal

Dentro de la metodologia tradicional de analisis de datos experimentales de [riccién in-
terna, se encuentra muy frecuenteimente en la literatura el procedimiento descripto por
Nowick y Berry [13], analizado en el capitulo 2. Este método de analisis propone el ajuste
de los datos experimentales a partir de una funcion de distribucién lognormal y el proce-
dimiento de calculo se basa en las posiciones de los valores maximos y de los anchos de

los picos medidos.

Los picos Zencr de [riccion interna, que aparecen cn la figura 4.3, han sido anali-
zados con este procedimiento por sus autores [3], obteniendo una ley cmpirica para la

dependencia del parametro f de la distribucién lognormal con la temperatura, segun
o 405K
AT) = ——

La figura 4.16 muestra los picos Zener sin fondo, junto con las curvas resultantes de aplicar

~0.17 (4.13)

el mmétodo de Nowick y Berry, considerando la ley de variacion de 3 de la ecuacion 4.13. El
valor mas probable del tiempo de rclajacion de la distribucion sigue una ley de Arrhenius,
como indica el procedimiento, segiin los valores indicados en la ccuacién 4.5, mientras que

los valores de la intensidad de rclajacion vienen dados por la altura de los picos.

Como puede verse en la figura 1.16, ¢l ajuste no es perfeclto, ya que genera picos
levemente mas anchos que los valores experimentales. 19sto se debe a suponer que existe
una distribucién lognormal caracterizada por un ancho dilerente de cero que ajusta los

valores medidos, cs decir, que los picos no son picos de Debye.

Por otra parte, el método de Nowick y Berry ha sido aplicado taimbién a los picos
Snock de Nb-O, que aparecen cn la figura 4.6. En este caso, sc tomaron los valores de 7, y
11, para cl valor mas probable de los ticinpos de relajacién de la distribucién, dados por la
ccuacion 4.9, como indica el procedimiento mencionado. Con cste valor para la cnergia de
activacion se calcularon los valores de 3 para cada pico, obteniéndose los valores indicados
en la tabla 4.2, los cuales se ajustaron mecdiante una regresion lineal con la inversa de la

temperatura, segun
_181.21K

B(T) 7 +0.446 (4.14)
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Figura 4.16: Ajuste de los picos Zener de friccidn interna [3] por el método de Nowick y

Berry [13].

Como cn el caso anterior de los picos Zener, la intensidad de relajacion se considerd
scgun la dependencia de la altura de los picos con la temperatura. Los resultados de este

ajuste se muestran en la fligura 4.17.

Pico | Temp. (K] B
1 425 0.875
2 134 0.8G1
3 458 0.843

Tabla 4.2: Ancho caracteristico de la distribucion lognormal para los picos Snock de Nb-O

de la figura 4.6, obtenidos segin el método de Nowick y Berry.
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Como pucde verse en la figura 4.17, ¢l ajuste en este caso es poco satisfactorio, a pesar
que estos datos ticnen muy bien determinados sus parametros caracteristicos, es decir,

sus maximos y sus anchos a altura mitad.

— T T T T T T T
A pico 1
X pico 2
I o pico 3 l
0.03} T\ : i
S \ .
o 0.02 |- | -
-+
0.01} \ N\ A
0.00 " s 1 o 1 . 0 . 1 4, 3 ¢
1.9 20 21 22 23 24 25

10%/T [K~]

Figura 4.17: Ajuste de los picos Snock de-[riccién interna en Nb-O de la figura 4.6, segun

cl método de Nowick y Berry [13].
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El ajuste por el método de Nowick y Berry se encuentra liniitado por el hecho de
presuponer una funcién de distribucion particular para efectuar la paramectrizacién de
los datos. Si bien la distribucién lognormal, como sc menciond en la seccién 2.2, tiene
fundamentos cstadisticos, no deja de imponcer ciertas limitaciones en ¢l analisis de los

datos experimentales.

Con respecto al procedimicento de calculo, el método propone una seric de aproxiimacio-
nes, como por ejemplo, considerar que los parametros de ajuste s¢ mantienen constantes
para todo el rango de tempcraturas cn cl cual esta definido el ensayo. Si sucede que estos
parametros no dependen de la temperatura, cstas aproximaciones resultas correctas. Sin
embargo, este hecho debe constatarse comparando los resultados obtenidos a partir de
otro ensayo, a [recuencia diferente, ¢l cual, cn gencral, s¢ encuentra dentro de un rango
de temperaturas parcialmente comin al anterior. Por lo tanto, en el caso que los valores
de los pardmetros del nuevo ensayo dificran de los anteriores, indica una dependencia [un-
cional con la tempertura y/o la [recuencia, y ademads, aparecerian valores de temperatura

en los cuales los ajustes son multivaluados.

Considerar las interpolaciones de los parametros de ajuste para el rango comun de
temperaturas de dos eusayos, coino propone el método tradicional, sc contradice, en parte,
con la primera de la suposiciones, la cual depende criticamente de la determinacion de los
anchos de los picos. Esto ocurre tanto para la intensidad de relajacion, como para el ancho
caractleristico de la distribucion lognormal. Por otro lado, la determinacion de la energia
de activacion a partir de las temperaturas a las cuales ocurren los valores maximos de los
picos, como se deduce del trabajo de Nowick y Berry, es un procedimiento valido cuando
los procesos (uedan caracterizados por un tnico tiempo de relajacion, pero conducen a

errores si esta involucrada una funcién de distribucidn con un cierto ancho.

Il método propucsto cn este trabajo ticue ventajas en los siguientes puntos: en primer
lugar, no presupone ninguna funcién de distribucién particular y, por lo tanto, queda
librado a los resultados que se obtengan la interpretacién de los fenénicnos que dan lugar
a los procesos involucrados y su posterior andlisis. Este hecho se ve claramente a partir
de las discrepancias que aparecen cuando se calcula la encrgia de activacion del proceso a
partir de las temperaturas de pico, como se nmienciond anteriormente. En segundo lugar,

el procedimiento propuesto trabaja con [unciones continuas y toma en cuenta los picos en
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su totalidad, en vez de considerar sélo algunos de sus parametros caracteristicos, lo que

minimiza la dispersion debida al error de los datos experimentales.

Con respecto al analisis de la dependencia de la distribucion integrada con la tem-
peratura, para el caso de frecuencia constante o aproxiinadamente constante, el método
descripto en este trabajo, permite electuar una separacion entre la dependencia con la {re-
cuencia y la temperatura del factor preexponencial de la ley de Arrhenius y de la energia
de activacion. En efecto, como se vio, por ejemplo, para los casos de relajacion Snoek y de
PVC, la forma de la distribucidn integrada aparecen como traslaciones verticales de una
misina curva, lo cual indica la presencia de la distribucién en frecuencia para 7,, mientras
que, dentro del error experimental, la enrgia de activaciéon no sulria modilicaciones con

dicho parametro.
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Capitulo 5

Conclusiones

Las funciones de distribucion de tiempos de relajacion y de retardo surgen naturalmente,
en el marco de la teoria de la viscoelasticidad lincal, como la respuesta espectral de las
magnitudes estaticas y dinainicas. Is justamente esta teoria la que permite relacionar los
espectros de las propiedades mecanicas entre si, a través de las expresiones integrales que
permiten, a partir del conocimiento de una de las magnitudes definidas para los materiales

viscoelasticos lincales, conocer todas las demés.

La funcién de distribucién tangente, definida a partir de las funciones de distribucion
tradicionales, permite incluir a la tangente de pérdida, hasta ahora separada del resto de
las propicdades mecduicas, dentro del grupo de magnitudes viscoeldasticas expresables a
través de una funcion de distribucion. ISste hecho habilita a aplicar a la [riccion interna,
por ejeimnplo, los procedimicntos matematicos de inversion utilizados hasta ahora sélo para

las commponentes de pérdida del médulo y de la compliancia.

La aplicacion mas importante surge a partir de la equivalencia con la distribucién in-
tegrada, la cual permite efectuar una interpretacion global de las magnitudes de pérdida,
en especial de la [riccion interna, cuando aparece como funcion de la temperatura y la
frecuencia. Su inayor ventaja recide en propiciar un procedimiento ue permite efectuar
la separacion de los procesos distribuidos de aquéllos caracterizados por una relajacién
del tipo de Debye. Eu particular, cuando se parte de mediciones en temperatura, dicho

procedimiento brinda informacion sobre los origenes de la distribucion, en el caso que
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exista, con respecto a los tiempos de relajacion. En efccto, la dependencia de la dis-
tribucién integrada 7,(w,T’) con la temperatura, para el caso de [recuencia constante o
aproximadamente constante, permite determinar si la distribucién esta localizada en el
factor preexponencial de la ley de Arrhenuis, es decir, en 7,, o en la energia de activacion,
o en ainbos. Esta determinacion es posible con sdlo observar distintos valores de cada uno

de los parametros mencionados para distintas [recuencias de medicién.

Estos conceptos sc ejemplican claramente con los picos Zener de fricciéon interna, dis-
cutidos en ¢l capitulo 4, donde la coincidencia de los parametros de la ley de Arrhenius
sobre mas de dos ordencs de magnitud en frecuencia permitio afirmar que este proceso
se caracterizaba por un unico tiempo de relajacion. Sin embargo, tanto en el caso de los
picos Snoek como en el de los picos de trausicion vitrea de PVC, analizados cn el mismo
capitulo, los faclores preexponenciales 7, se diferenciaron claramente entre si, lo cual in-
dicé que existe una [uncién de distribucion en estos pardmetros, mientras que, para la
relajacion de Snoek, las pequenas diferencias halladas para los valores de las energias de

activacion no fueron sufientes para alirmar que haya una distribucién en esa magnitud.

Cabe mencionar, ademas, que la mctodologia propuesta cn este trabajo difiere fun-
damentalmente de los métodos tradicionales de analisis, discutidos en los capitulos 2 y
4, por el hecho de no presuponer una distribucion espccilica, es decir, no se efectia una
parametrizacion de los datos. Y, en scgundo lugar, el uso de funciones continuas con la
temperatura, como la envolvente y la distribucion integrada, evita cacr en las aproxima-
ciones resultantes de hallar parametros Guicos para un dado pico de friccion interna, que

sc solapan en cierto rango de las variables con los hallados para otro cnsayo.

ST
/:v/')a veo Lo
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Apéndice A
Transformada de Laplace

La transformada de Laplace de una funcién f(t) se define como [1]

F() = [ s exp(—st)de = £17(2); o (A1)

cuando la integral [5°|f(¢)| exp(—st) d¢ existe. La variable de la transformada, s, es, en

eneral, un nimero complejo.
) 2

A.1 Propiedades

Iin esta seccidn, se presentara un breve resumen de las propicdades de la transformada

de Laplace que se han usado en este trabajo.

i) Linealidad
La transformada de Laplace es un operador lineal. Especificamente, si fi(s) y f2(s)
son las transformadas de Laplace de las funciones fi(¢) y f2(t), respectivamente, y

c) y ¢z son constantes, entonces resulta que
Lley fi(t) + caf2(t); 8] = a fi(s) + e fo(s)

11) Diferenciacion

La transformada de Laplace de la derivada de una [uncién se relaciona de un modo
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iv)

sencillo con la transformada de la [uncién. Resulta, por lo tanto,

C df(¢)
dt

;5| = sf(s) = f(0)

donde f(0) es la condicidn inicial, necesaria para integrar f'(¢). Esta dltima expre-
sion puede generalizarse para el caso de la derivada n-ésima. En cfecto, a menos de

las condiciones iniciales,

CH 5| = o706

Integracion

La transformada de Laplace de la integral definida de una funcién se relaciona con

la transformada de dicha funcién segun

L [/Otf(u)du;s] _ f(s)

S

Esta expresién también puede geuncralizarse faciliente, como en el caso de la dife-

renciacion.

Convolucion

La multiplicacion de dos transformadas en el plano transformado corrcsponde a la

convolucion en el dominio temporal, es decir,
¢
L [/ fi(t —u)f2(u) du;s]
(V]
¢
L [/ Ni(u)f2(t — ) (lu;s]
0

Las dos formas de la integral de convolucion existen debido a que la operacion de

fi(s)Ja(s) =

convolucion es conmutativa.

Valores limites
Una propiedad importante en las aplicaciones de la translormada se conoce con el

nombre de teorema del valor limite [2]. Il tcorema de los valores iniciales dice que,

lim f(¢) = lim sf(s) = f(0)

si el limite existe. Analogamente, cl teorema de los valores finales dice que, en el

caso que el limite exista,

Jim 1) = liny s (s) = f(eo)



Si bien existen diversos formalisimos para invertir la transformada de Laplace, es de-
cir, calcular la antitransformada, en la practica se intenta expresar la transformada en
términos de funciones en s cuya inversién se conozca por tabulacién. LEn general, las
transformadas son cocicntes de polinomios racionales, los cuales son [acilmente inversi-
bles mediante la separacion en [raciones simples. La tabla A.1 muestra las transformadas

de las funciones que se han utilizado en este trabajo.

f(t) (s)
5(¢) 1
5(t—t) exp(—1t's)
10 -

1
It —t) ;exp(—t's)
exp(—t/7) 7 -:Ts
1 —exp(—t/7) s(l-:-—‘rs)
exp(wwt) . _lzw
scn(wt) sz-(:—w?
cos(wt) s’-f-—wz

‘abla A.1: Transformadas de Laplace de las funciones utilizadas en este trabajo.
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Apéndice B

Funciones especiales

En este trabajo se han usado algunas [unciones especiales, fundamentalinente en el célculo
de translormacién de las propiedades de la respuesta viscoeldstica lincal, asi como en el
analisis de las [unciones de distribucion. A continuacidn, se presentard en detalle la

definicion y algunas propiedades de estas [unciones.

B.1 Funcién delta de Dirac

La funcion delta de Dirac, también llamada funcidn impulso unilario, sc define como

aquella funcion que cumple con (1]

o0 T =2z,
S(x —x,) = B.1
( ) 0 z#a, (B.1)
y To+€2
/ bz —a,)da =1 Ve,e;>0 (B.2)
To—qy

Matematicamente, § no es una funcion, ya que diverge para 2 — z, = 0. Sin embargo,
con ciertas precauciones, puede tratarscla como si {uera una funciéon corriente. Es por

esto que algunas veces se la denomina como una funcion simbdlica.

Existen ciertas expresiones analiticas que se comportan, en el limite, como una funcién
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delta de Dirac. Pueden mencionarse, en ¢l caso continuo,

1. €
=T aya

§(z) = 1 lim /oo exp(—ew) cos(wz) dw
0

T e—0
y, en el caso discontinuo, a

6(x) = limé(a,€)

=

1 <z <
6(:13,6):{0/6 2;1"6

(B.6)

En este trabajo se han utilizado otras expresiones, generalmente continuas, las que

también se comportan como una funcion delta de Dirac en cl limite de alguno de sus

arguinentos. Todas ellas se demuestran [dcilmente comprobando la definicién dada por

las ecuaciones B.1 y B.2.

Propiedades de la delta de Dirac

Dentro de las propiedades de la funcion delta, que sc utilizaron en este trabajo, pueden

mencionarse las siguicntes:

i) la funcién delta es una funcién par, es decir

o(z) = 6(—=)

ii) la integral de la funcién delta sobre cualquier funcién continua f(z) da comno resul-

tado el valor que toma [ en ¢l argumento de la dclta, es decir,

[ f@8 —)de= [ 1"~ 2)é(a) de = /(@)

iii) toda forma funcional del tipo

() h(z)
(2)]2 + g%(2)

I(2) = =5
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M L

"' . e
donde ¢ es una constante y h(x) es una [uncion acotada, se comporta como una
nueva funcién delta de Dirac cn los argumentos que anulan la [uncion g, moduladas

por & y por [uncioncs de las derivadas de g en esos valores, es decir

f(z)= E |J( ) o(x — siendo z; tal que g(z;) =0

Es importante notar que la funciéon delta no es adimensional sino que la dimensién de

esta funcion es la inversa de la dimensién de su arguniento.

B.2 Funcién escalén

La funcién escaldon unitaria, también llamada funcidn de Heaviside, se define como [2]

0 z2<2a,
Iz —2,) = (B.7)
1 2>z,
El valor de la funcién en su centro, es decir, en 2., no queda definido de antemano, ¢l cual
? h ’ l b
puede especificarse cuando se lo necesita. De todos modos, esta [uncion se usa general-
mente como parte de un integrando, de modo que el valor que tome en la discontinuidad

no afecta el resultado.

Como cn el caso de la funcion delta, existen ciertas expresiones analiticas que se

comportan, en el limite, como una funcién cscalén. Pueden mencionarse, a modo de

cjemplo,
I 1
() = = —lnnzuctg— (B.8)
2 w0
| S ° sen(wz)
d(z) = §+;£m&/0 c,\p(—cw)wa (B.9)

Propiedades de la funciéon escaléon

La funcién de Ileaviside es, a partir de las expresiones continuas, una [uncién impar, cs
decir,
J(x) = —=V(—2a)



Por otro lado, la funcién delta de Dirac puede considerase formalmente como la derivada

de una funcién escalén, esto es,

A diferencia de la funcién delta, la [uncion de Heaviside es adimensional. Cuando se
multiplica una funcidn escaléon por una constante, queda representado un salto de altura
igual a dicha constante y este producto tienc, evidentemente, la dimensién del factor

multiplicativo.
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Apéndice C

Distribucion integrada:
equivalencia con la distribucion

tangente

La distribucién integrada 7(Inw), deflinida en las ecuaciones 3.30 y 3.32, cs funcién de la
constante de normalizacién @, que aparece en la ecuacion 3.28. La imiposicion del valor de
&, como el doble del valor maximo de la tangente de pérdida tiene por objeto garantizar
la continuidad de la funcion de distribucion integrada. En clecto, si (ver ecuacion 3.30)
lg @i (we) =05
las dos expresiones dadas por la ccuacion 3.32 conducen al mismo valor para la funcién
de distribucion integrada, cs decir,
Te(nw) =1/w,

dando lugar a una [uncién continua cn la [recuencia del maximo.

La propiedad de continuidad de la funcién 7, es condicién necesaria para demostrar
la equivalencia entre dicha magnitud y la funcién de distribucion tangente ¥, (In7) (ver
ecuacion 3.18). En efecto, si 7 fucse discontinua en Inw, entonces el calculo de la funcién

de distribucién tangente para 7 = 1/wy, a partir de la expresién (ver ecuacién 3.10)
I .
— lim {tgpla +2/(1/w)] - tgpl—a +2/(1/w)]}
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queda indeterminado.

Por otra parte, la analiticidad de 7, permite calcular una expresion de la funcién de
distribucién tangente en términos de la funcién de distribucién integrada. Para cllo, debe

tcnerse en cuenta que

i) la friccién interna, definida a través de la ecuacién 3.4, es una funcién impar, cs
decir

tge(—w) = —tgp(w)

i) toda funcidén real y analitica es continua en la conjugacién de argumentos complcjos,

csto es,

flatb) = f9a,b) £ fU(a,b)
donde f y fU) son las extensiones al campo complejo de la [uncién f, es decir,

su parte real e imaginaria, respectivameute.

Por lo tanto, considerando las propiedades enumeradas en los puntos i) y ii), junto

con las ecuaciones 3.10 y 3.28 a 3.30, se puede demostrar que

1
Ve(ln7) = — lim [tgp(a +2/7) = tgp(—a +2/7)] =

n{)(r) {l (Tt(l)(T))2 (Tz(")(r))z]

= 2 , (C.1)

" [1 - (20)" (n“"mﬂ T4 (~o)’ (220)
T T T T

donde 7,®(7) y 7,{(7) son los valores limites de la parte real e imaginaria, respectiva-

mente, de la funcién 7, evaluada en (« + t/7), cuando el pardametro « tiende a cero.

El andlisis completo de la ecuaciéon C.1 es muy complicado, pero, por ejemplo, puede

considerarse el caso de un unico tiempo dc relajacion, en el cual, obviamente,
T(lnw) = 7, = cle

Por lo tanto,

Tt(n) Tt

Yw
Tg(’) = 0
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y la ecuacién C.1 se transforma en una [uncién delta de Dirac, centrada en In7 =In7, y
con un prefactor igual a &, (ver Apéndice B), la cual coincide, como era de esperarse, con

la expresién dada por la ecuacién 3.26.
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