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Resumen

El estudio de las propiedades dinámicas en ¡materiales viscolásticos pro

porciona abundante información sobre los mecanismos básicos que controlan

las mismas, permitiendo así efectuar una caracterización exhaustiva del com

portamiento mecánico de este tipo de materiales. Las propiedades dinámicas

más comunes que se utilizan en este tipo de caracterización son los módulos

y las compliancias complejas, así como la tangente de pérdida, también lla

mada fricción interna. Todas estas magnitudes dependen críticamente de la

frecuencia y de la temperatura a las cuales se realizan los ensayos dinámicos.

Además, esta dependencia pone de manifiesto diversos aspectos de la estruc

tura del material, tales como transiciones primarias y secundarias, energias de
activación, etc.

La teoría de la viscoelasticidad lineal propone la existencia de funciones

de distribución de tiempos de relajación o de retardo, como elementos que sir

ven para caracterizar los procesos internos que dan lugar al comportamiento

mecánico de los materiales. En este trabajo se presenta un análisis detallado

de las ¡magnitudes dinámicas medibles a bajas frecuencias, en especial de la

fricción interna. Una nueva función de distribución, la función de distribución

tangente, surge como consecuencia de las relaciones impuestas por la teoría

entre las funciones de distribución existentes y la intensidad de relajación.

Esta nueva función se presenta como un desarrollo análitico sobre las bases

del comportamiento lineal de los materiales, y permite incluir a la fricción in

terna dentro del grupo de magnitudes expresables a través de una formulación

integral.

La función de distribución tangente permite desarrollar un formalismo
equivalente, la distribución integrada, el cual tiene la ventaja de trabajar con

expresiones analíticamente cerradas en vez de ecuaciones integrales. En base

a este formalismo alternativo, se presenta un procedimiento de análisis de da

tos experimentales de fricción interna en función de la temperatura, capaz

de efectuar la separación de los procesos distribuidos de los que pueden ca

racterizarse por una relajación simple. Además, dicho procedimiento brinda

información sobre los orígenes de la distribución, cuando ésta exista, con res



pecto a los tiempos de relajación, es decir, permite distinguir si el proceso de

relajación tiene una única energía.de activación caracteristica o si se trata de

una distribución en dicho parámetro.

Finalmente, los conceptos desarrollados en este trabajo se ejemplifican para

datos experimentales de relajación Zener y relajación Snoek, como así tam

bién para mediciones de tangente de pérdida en PVC, efectuando además una

comparación entre el análisis que se obtiene utilizando los métodos propuestos

tradicionalmente en la literatura, con los que surgen a partir de los resultados
de este trabajo.
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Capítulo 1

Introducción

En este capítulo se describirán los conceptos básicos de la teoría. de la.viscoelastidad lineal,

los cuales permiten establecer relaciones fundamentales entre los distintos comportamien

tos mecánicos observados en los ¡materiales [1-7]. Luego se detallarán las propiedades de

losensayos mecánicos que se utilizan comúnmente para caracterizar dichos comportamien

tos en los sólidos viscoelásticos. Finalmente, se discutirán los modelos fenomenológicos y

las distintas funciones de distribución que se emplean en la literatura para dar cuenta de

los procesos internos de relajación que dan lugar al comportamiento viscoelástico.

1.1 Teoría de la viscoelasticidad

Conceptos introductorios

Al aplicar una fuerza a un material que, en el caso más general es la resultante de un

conjunto de diversas fuerzas aplicadas en distintos puntos geométricos del cuerpo, puede

suceder que dicho cuerpo experimente un movimiento global, del tipo traslacional o rota

cional, o ambos. O bien, puede suceder que cada elemento de volumen que compone al

material se mueva relativamente con respecto a los demás elementos. A este último caso

se lo conoce como deformación. La fuerza.responsable de este tipo de movimiento interno

en los ¡materiales es conocida con el nombre de carga. La deformación resultante, para una



carga dada, dependerá. de las propiedades del material. Puede ser reversible (deformación

elástica o recuperable), o irreversible (deformación viscosa, plástica o permanente), o bien

contener parte tanto recuperable como permanente. Este caso se conoce con el nombre

(le comportamiento viscoelástico.

Como hipótesis adicional al tratamiento presentado en este trabajo, se considerará. que

los materiales a analizar son homogéneos e isotrópos. Un material es homogéneo si sus

propiedades son idénticas en cualquier punto del mismo. Y es isotrópo si sus propiedades

no dependen de la dirección considerada en un punto dado.

La tensión, definida como fuerza por unidad de área, es un concepto macroscópico, el

cual lleva implícito, en el tratamiento de la teoría de la viscelasticidad, la hipótesis del

continuo en el material a estudiar. La expresión matemática para la tensión resulta ser un

tensor de segundo orden; las componentes diagonales de este tensor se llaman tensiones

normales, mientras que las componentes extradiagonalcs reciben el nombre de tensiones
de corte.

Análogamente, la deformación 7, definida como los desplazamientos de los elementos

de volumen del material por unidad de longitud, en cada una de las tres direcciones del

sistema de coordenadas utilizado, también es un tensor de segundo orden. Del mismo

modo, las componentes diagonales del tensor se llaman deformaciones normales, y las

componentes fuera de la diagonal, deformaciones de corte.

1.1.1 Relaciones constitutivas

La relación entre la tensión y la deformación es una característica de cada material, y la

ley que relaciona estas dos magnitudes se llama ecuación constitutiva. Tanto el tensor

tensión como el tensor deformación son simétricos, debido a que no se consideran en este

tratamiento la traslación o rotación del cuerpo como un todo.



Caso lineal puramente elástico

Se denomina caso lineal puramente elástico al cual la tensión depende linealmente de la

deformación. Matemáticamente, esto se expresa

Uij= Cíjkl'Ykl i,j,k,l=1---3

donde aü son las componentes del tensor tensión, 7“ las del tensor deformación; CH“

se conoce con el nombre de tensor módulo de cuarto orden, conteniendo 81 componentes

constantes, llamadas coeficientes elásticos. En este caso, la. energía de deformación se

almacena totalmente y se recupera completamente cuando la fuerza.deja de actuar.

Los coeficientes de C no son todos independientes, sino que están relacionados entre

si. En efecto, debido a la.simetría de los tensores a y 'y, por consideraciones energéticas y,

finalmente, por la isotropía del material, las componentes independientes del tensor C se

reducen a un número máximo de 2, una ellas asociada a cambios de tamaño —dilatación

o contracción- y otra, a distorsiones de forma en el material.

Los módulos derivados de estas expresiones son el módqu de Young E, también lla

mado módulo icnsil y el módqu de corte G. El primero está, relacionado con tensiones o

compresiones uniaxiales, mientras que el módulo de corte expresa la respuesta del material
frente a cambios de forma. De este modo,

0,‘=E'fi

donde 2'representa. la dirección de aplicación de la tensión; análogamente, G se define a

través de la expresión

a = G6 (1.2)

donde, en este caso, 0' es la tensión de corte y e es el esfuerzo, es decir, el desviador de la

deformación. Para el caso de materiales incompresiblcs se verifica que E = 3G.

De un modo similar, se define la compliancia como la ¡magnitud inversa al módulo, la

cual relaciona la deformación con la tensión; originariamente definida como un tensor de

cuarto orden, sus componentes independientes se reducen a dos, tal como en el caso visto

anteriormente. De este modo, se define la compliancia tensil como D = l/E, así como la

compliancia de corte J = l/G'.



A partir de este punto, se considerará únicamente el caso de corte en el resto del

trabajo.

Caso lineal puramente viscoso

Un material isótropo y homogéneo que presenta una respuesta lineal puramente viscosa

es aquél en el cual la.tensión no se relaciona directamente con la deformación, sino con la

velocidad de deformación. De este modo, la tensión 0' y la velocidad de deformación é se

relacionan según

a = 7]é (1.3)

donde 7]es el coeficiente de viscosidad, o simplemente la viscosidad. El recíproco de 7]

1
9 = 

77

se llama coeficiente de fluidez o solamente fluidez. En el caso viscoso puro, toda la energia

requerida para producir la deformación se disipa como calor.

Caso viscoelástico lineal

Cuando un material se ve sometido a. una tensión o a. una deformación externa, se pro

duccn reacomodamientos internos que, cn el caso general, requieren de un tiempo finito.

l’arte de la energía se almacenará. durante la deformación del material, la cual aparecerá
acompañada por la disipación del resto de la energía. Este comportamiento se denomina
viscoclasticidad.

Como consecuencia de que los reacomodamientos en el material tienen lugar en una

escala de tiempos finita (al menos aquellos observables experimentalmente), las relaciones

entre la tensión y la deformación o la. velocidad de deformación no pueden expresarse a

través de constantes características del material, como en los casos vistos anteriormente,

sino a través de funciones características, que serán dependientes del tiempo. De esta

manera, el modo más general será que la tensión dependerá. de la deformación y de su

historia.previa. Matemáticamente,

t

au) —9[e(_z¿°)l

4



donde t es el tiempo y u es el pasado o tiempo histórico. Q es una funcional, que se define

como una función de todos los valores que toma su función argumento en el intervalo de

tiempos considerado.

Análogamente, la.deformación puede expresarse como una funcional J de la tensión,

cs decir,

su) = J[a(_ü )1oo

Para garantizar la respuesta lineal, las funcionales deben satisfacer dos condiciones:

o Un incremento arbitrario a en la excitación debe producir el mismo incremento en

la respuesta, es decir,

manage» = omega] = aaa) (1.4)

Y

Jla0(_t'¿°)]= macizo» = asa) (1.5)

o Una secuencia arbitraria. de excitacioncs deben producir una. respuesta igual a la

suma de las respuestas que se habrian obtenido de haber actuado cada uno de los

estímulos independientemente. De este modo,

g Ïenu —322)]= gg [ana —gy] (1.6)n=l

.7 [ 0010,.“ —929] = .7 [0"(t —¿{39] (1.7)Il:

donde t —u es el tiempo tranSCLu'rido.La notación utilizada en las ecuaciones 1.6 y

1.7 enfatiza el hecho que las excitacioncs pueden aparacer a tiempos diferentes.

La relación constitutiva de un material viscoelastico lineal puede expresarse también
en términos de ecuaciones diferenciales a coeficientes constantes. La forma funcional más

general para dicha ecuación será.

°° d"a(t) _ °° d'"e(t)gl)“ dtn_z qmm=0



1'

donde es el operador derivada j-ésima y pn, qmson los coefiecientesconstantes. Esta
forma funcional cumple con las condiciones de linealidad requeridas para. un comporta

miento viscoelástico, expresadas en las ecuaciones 1.4 a 1.7, y, conjuntamente con las

condiciones iniciales del sistema, describe la.dependencia temporal del material viscoelás

tico sujeto a deformaciones de corte.

1.1.2 Principio de superposición de Boltzmann

La ecuación 1.8 es una de las formas en las que puede expresarse el comportamiento

mecánico de un material viscoelástico lineal. Un modo alternativo, el cual tiene una

interpretación físisca.más clara, es describir dicha. ecuación diferencial por su forma. inte

gral. Uno de los métodos más apropiados para realizar esta transformación es aplicar la

transfonnada de Laplace (ver Apéndice A) a la ecuación'diferencial.

Se define t = 0 al estado de referencia, en el cual a(t < 0) = 0 y ¿(t < 0) = 0. Por lo

tanto, al aplicar la transfornada de Laplace a la ecuación 1.8, resulta.l

13(5)5(8)= ¿(SEM (1-9)

donde

17(3)= ans"

(¡(3) = E‘Imsm

son las transformadas de los operadores derivada dc la.ecuación 1.8.

Si se definen los operadores

— (¡(5) - 13(3)Q(s = _ y P s = _— 1.10
) ms) ( ) «(8) ( )

resulta que las transformadas de la tensión y de la deformación verifican las siguientes
relaciones:

¿(8) Q(8)É(3) (1-11)

¿(3) = 13(s)c‘r(s) (1.12)

lLa ecuación 1.9 es válida. para condiciones iniciales nulas. Sin embargo, no trae problemas incluirlas

en cada caso particular a.resolver



En consecuencia, invirtiendo las ecuaciones 1.11 y 1.12, se obtiene finalmente
t

0‘(t) j Q(t —u)e(u)du (1.13)o
z

su) = f 1’(t—u)a(u)du (1.14)o

donde Q(t) y P(t) son las transformadas de Laplace inversas de y 13(3). La ecua
ción 1.13 se interpreta de la siguiente manera: la tensión al tiempo t debida a una defor

mación previa arbitraria es una superposición lineal de las deformaciones aplicadas en el

tiempo histórico u, multiplicada por los valores de una función de peso Q(t) correspon

diente a los intervalos de tiempo (t —u) que han transcurrido desde la imposición de la

respectiva deformación. La ecuación 1.14 tiene una interpretación similar, intercambiando

la tensión con la deformación y la función con P(t). Las ecuaciones 1.13 y 1.14 son

un modo de expresar el llamado principio de superposición de Boltzmann. Este punto se

volverá.a tratar en la sección siguiente.

Como consecuencia de la ecuación 1.10, resulta que

Q(s)13(s) =1 (1.15)

es decir, que los operadores Q y P son recíprocos entre sí. Por lo tanto, aplicando la

transformación de Laplace inversa se obtiene que
t e

j Q(t —u)P(u) du =/ Q(u)P(t —u) du = ¿mo o

donde la función ¿(1) es la llamada delta (lc Dimc (ver Apéndice B).

1.2 Propiedades mecánicas

1.2.1 Funciones cuasiestáticas

Uno de los modos de excitación más utilizados es la imposición instantánea de una tensión

o deformación al tiempo t = 0, la cual se mantiene constante para. tiempos posteriores.

En el caso en que se produzca un salto en la deformación de altura eo, la excitación puede
modelarse como

¿(1): ¿0190) (1.16)

7



donde 19(t)es la función escalón unitaria o función de I-Ieaviside (ver Apéndice B).

La transformada de Laplace de la ecuación 1.16 es

¿(3) = — (1.17)

y, substituyendo 1.17 en la ecuación 1.11, resulta.

ó(s) = fisico (1.18)
8

Definiendo

G'(s) = Q“) (1.19)s

e invitiendo la ecuación 1.18, se obtiene finalmente

a(t) = G(t)€o (1.20)

donde G(t) es el módulode relajación y su transformada.

La figura 1.1 muestra esquemáticamente la dependencia temporal del módulo de un

material sometido a un salto de deformación. Dicho módulo ¡manifiesta una respuesta

elástica. instantánea, definida como

G" = G'(t = 0) (1.21)

y la evolución posterior hacia. un valor dc equilibrio

Gr = G'(t = oo) (1.22)

donde se cumple que G, < GU. Cabe señalar que en la literatura, especialmente en el

caso de la literatura de polímeros, los subíndices 1'y u son reemplazados, generalmente,

por e (del inglés, elastic) y g (del inglés, glassy), respectivamente.

De un modo similar se define la transformada de la. respuesta en deformación a un
salto de tensión

a(t) = 0019“) (1.23)

¡(5) — Pis) (1.24)



e(t)

G(t)

Figura 1.1: Esquema de la,dependencia. del módqu de relajación con el tiempo, junto con

la,excitación generatriz, para un material viscoclástico.

Por lo tanto, queda definida. la llamada compliancia de termoflucncia como

¿(1)J (t) = — (1.25)
00

La.figura. 1.2 muestra una respuesta mecánica típica de un material viseoelástico frente a

nn ensayo de termollueneia. Como en el caso del módulo, se definen los valores extremos

de la complianeia como

Ju = J(t=0) (1.26)

J, = J(t=oo) (1.27)

donde, en este caso, se cumple que Jr > Ju.

Los valores extremos del módulo de relajación y de la compliancia. de termollueneia

no son independientes, sino que se hallan relacionados entre si. En efecto, utilizando el

¿comme (le los valores iniciales (ver Apéndice A), y teniendo en cuenta las ecuaciones 1.19,

1.21, 1.24 y 1.26, se tiene que

G“ = lineJG'(t) = 31210103Ó(s) = 3112,10

Ju = lin¿J(t) = 3121010sj(s) = 311111013“)



a'(t)

J(t)

Figura 1.2: Esquema de la dependencia dela conipliancia. de termoIIuencia con el tiempo,

junto con la tensión que la genera, para un material viscoelástico.

Los o Jeradores P están relacionados entre sí como indica la.ecuación 1.15. Por ende
l a a

sus valores extremos verifican la misma. relación, lo que implica

. l

Gu = — (1.28)
Ju

La misma relación puede hallarse para los valores (le equilibrio, cs decir,

, l
G, = — (1.29)J,

Luego, para caracterizar la evolución cuasicstática del material cs conveniente introducir

la cantidad adimensional A denominada intensidad de 1'clajaci0'nrelativa, o simplemente,

intensidad de relajación, dada por

6G 6]

A _ Gr _ J—u (1.30)

siendo á] = J, —Ju y (Ü = G'u—G, las variaciones netas de la compliancia y del módulo

del material viscoclástico, respectivan'icnte.



l’or otra parte, cl módulo de relajación y la conipliancia de termofluencia también se

relacionan entre si. En efecto, utilizando las ecuaciones 1.15, 1.19 y 1.24, resulta que

— - l

G(s)J(s) = —-2— (1.31)S

lo que implica, realizando la antitransformada, que

ÁtG(t—u)J(u)du =/0‘G'(u)J(t—u)du=t (1.32)

La ecuación 1.32 establece una relación fundamental entre el módulo de relajación y la

compliancia de termofluencia, la cual será. utilizada en el parágrafo 1.4.1.

Los conceptos desarrollados en esta sección permiten expresar el principio de super

posición de Boltzmann, enunciado en la página 7, en términos de G'(t) y J(t). En efecto,

combinando las ecuaciones 1.11, 1.12, 1.19 y 1.24 se obtiene

¿(3) = sÓ(s)€(s) (1.33)

¿(5) = sJ(s)Er(s) (1.34)

Las ecuaciones 1.33 y 1.34 pueden invertirse, considerando los valores de Gu y Ju definidos

en las ecuaciones 1.21 y 1.26, y asumiendo que ¿(t < 0) = 0 y a(t < 0) = 0. La tabla 1.1

muestra las relaciones obtenidas, tanto en términos del módulo como de la compliancia.

Cabe liacer notar que la expresión tradicional del principio de superposición de Boltzmann

está. dada por las terceras relaciones de la tabla 1.1, tanto para la tensión como para la

(leforinack'm, expresadas de la forma

Á‘GU —u)d6(u) (1.35)

[0' J(t —u) dom) (1.36)

UU)

¿(1)

Las ecuaciones 1.35 y 1.36 se interpretan dc un modo análogo al utilizado para las

ecuaciones 1.13 y 1.14. En efecto, en la ecuación 1.35, la. tensión al tiempo t es la suma

(o integral) de todas las contribuciones del tipo de la ecuación 1.20, generadas por la

deformación aplicada de, tomando en cuenta el tiempo histórico u al cual aparece dicha

deformación, y considerando a todas ellas como independientes. Análogamente, la ecua

ción 1.36 se interpreta del mismo modo, intercambiando la tensión con la deformación y

el módulo con la compliancia.
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a(t) €(t)

Gu6(l)—/0th(:l—u_u)e(u)du¿«(o-f; WoW) du

Gue(t) “(Simca —u)(lu Jua(t) + 0' dáíulaa —u)du

jo!G(t —“(13(5) du fo' J(t —ndis‘) du

—0'G(u)í1í(fl;—“)du —/0'nmw du

Tabla 1.1: Relaciones entre 1a.tensión y la deformación de un material viscoelástico, a

través del módulo de relajación y de la compliancia de termofluencia.

1.2.2 Funciones dinámicas

Las experiencias cuasiestáticas brindan información fundamentalmente a.tiempos grandes.

Para tiempos pequeños se utilizan generalmente excitacioncs armónicas, las cuales son

llamadas experiencias dinámicas. h’latematicamente, el caso de una excitación sinusoidal

en la (leformack'm se representa como

€(t) = eocxp(zwt)

donde 60 cs la amplitud (le la deformación y w cs la. frecuencia circularz. El uso del

formalismo complejo permite manejar más cómodamente la.forma.general de las funciones
armónicas.

Siguiendo el procedimiento utilizado en el parágrafo 1.2.1, resulta, que

¿(3) = s ÍW (1.37)

Y _

a(s)= (1.38)
2a.:= 2K], donde f es la frecuencia de vibración.

1‘)..¡



Teniendo en cuenta. la. ecuación 1.10, la. ecuación 1.38 puede (lCSCOll'll)OllCl'SC,por frac

ciones simples, en una. suma de dos términos, es decir,

M _ (¡(5) _ 13(3)+ A
6,, (s — zw)j}(s) — 13(3) s — zw

donde 13(3) es un polinomio en s de grado menor que 13(3)y A es el residuo de Ü(s)/eo

en zw, es decir,

A= ls=uu

Por lo tanto, la. respuesta del material consiste de dos partes: una. transitoria, debido

a la imposición instantánea, de la excitación, la.cual decae en el tiempo exponencialmente,

y otra. estacionaria, de forma sinusoidal como la excitación y que es, finalmente, la.parte

de interés de la. respuesta. mecánica. De este modo, eliminando el transitorio, resulta.

6., s-zwM —mi“) (1.39)

La. inversión de la. ecuación 1.39 resulta. en

a(t) = Q(zw)eoexp(zwt) E G‘(w)€(t) (1.40)

donde

G.0”) = Q(3)ls=lw (1'41)

es el llamado módulo complejo.

Análogzunentc, si la excitación esta. constituida por una tensión sinusoidaJ, es decir,

a(t) = o",exp(zwt)

la respuesta. mecánica, estacionaria estará, dada por

e(t) = P(zw)aocxp(zwt) E J'(w)a(i) (1.42)

donde

J'(w) = P(s)ls=.w (1.43)

es la llamada compliancia compleja.



Al ser G' y J' cantidades complejas, pueden descomponerse en sus componentes

cartesianas y polares, según

G'(w) = G’(w) + zG'”(w) = Ó'(w)exp[up(w)] (1.44)

J'(w) = J’(w) —zJ”(w) = exp[—up(w)] (1.45)

G"(w)y J’(w) son proporcionales a la energía promedio por unidad de volumen del material

almacenada durante un ciclo del deformación y se llaman módqu de almacenamiento y

compliancia de almacenamiento, respectivamente. G"(w) y J"(w) son proporcionales a

la energía disipada por unidad de volumen del material durante el ciclo y se denominan

módulode pérdiday compliancia(lepérdida,respectivamente. y se conocen
con el nombre de módulo absoluto y compliancia absoluta, mientras que Lp(w)se llama

ángulo de pérdida. La figura 1.3 muestra la representación vectorial de las magnitudes

definidas en las ecuaciones 1.44 y 1.45.

J'(co)

G'(co)

Figura 1.3: Representación vectorial del módulo y la compliancia compleja.

La. función 90(0))es la misma, tanto para el módulo como para la compliancia, ya que,

tomando en cuenta las ecuaciones 1.15, 1.41 y 1.43, se tiene

1

1 (w)

y, por lo tanto, usando 1.44 y 1.45, resulta que
'ÍÍ Il

G (w) — J (w) (1.47)t w =— ——
¿si ) GT“) Mu)

donde tg<pes la tangente de pérdida, también llamada fricción interna. Esta función está

relacionada con el desfasaje entre la tensión y la deformación. Debido a la definición de
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J‘ con el signo negativo en su parte imaginaria, tgga es una función siempre positiva,

indicando que la tensión adelanta a la deformación. La figura 1.4 muestra como ejemplo

cl caso de una excitación cn la tensión del tipo a(t) = ao sen(wt) y, su correspondiente
deformación

E(t) = jaa sen(wt —(,0)= J'ao sen(wt) —J"o‘o cos(wt) (1.48)

La. segunda. igualdad de la. ecuación 1.48 demuestra. que J’ corresponde a. la. parte de

la deformación en fase con la tensión, mientras que J” se relaciona con la parte dc la

deformación en contrafase. Una interpretación análoga puede darse para las componentes

del módqu complejo.

a(t), e(t)

v(w)/w

Figura 1.4: Ejemplo de las curvas de tensión y deformación en función de] tiempo, para,

un ensayo dinámico en un material viscoclástico. '1' es el período de oscilación.



1.2.3 Relaciones entre las funciones cuasiestáticas

y las funciones dinámicas

Las funciones cuasiestáticas y las funciones dinamicas no son independientes, sino que se

hallan relacionadas entre sí. En efecto, utilizando las ecuaciones 1.19, 1.21, 1.24 y 1.26,

se tiene que

52(3)

13(3) = sj(s) = J, + f0“ .Í(i)cxp(—st)dt

sÓ(s) = G“ + jm Ó’(t)exp(—st) dtU

donde y son las derivadastemporalesdelmódulode relajacióny de la complian
cia de termolluencia, respectivamente. l’or otra parte, las propiedades dinámicas están

definidas a partir de los operadores Q y P, según se indica en las ecuaciones 1.41 y 1.43.

De modo que, las funciones dinán'iicas pueden expresarse como

G"(w) = Gu+/0°°Ci'(i)exp(—zwt)dt (1.49)

0° .

J'(w) Ju +/ J(t) exp(—zwt)dt (1.50)o

l’or lo tanto, conociendo las funciones cuasiestáticas para todo tiempo relevante, pueden

obtenerse las funciones dinámicas aplicando las ecuaciones anteriores.

No existen, sin embargo, expresiones análogas alas vistas en las ecuaciones 1.49 y 1.50,

de las cuales puedan obtenerse las funciones G'(l) o J(l) en términos dc G"(w) o J’(w),
respectivalnente. No obstante, separando dichas ecuaciones en coordenadas cartcsianas y

aplicando los métodos de inversión de la transformada de Laplace compleja o transformada

de Fourier [9], es posible invertir las expresiones 1.49 y 1.50, para obtener las funciones

cuasiestáticas. De este modo, el módulo de relajación resulta.

, 2 °° G“ — G"(w)
G“— f0 T sen(wt)dw7T

2 oo

7l' 0

Cu)

= G'u #[1 —cos(wt)]dw
Análogamente, la compliancia de termofluencia puede obtenerse a partir de

2 °° J' w — Ju
J(t) = Ju+—/ Lscnúwfidw7r o w

= Ju+í 0°¿(“[1-cos(wt)]dw
7r 0 w
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1.3 Modelos fenomenológicos

Como ya. se ha visto antes, la respuesta de un material viscoelástico lineal no se ajusta

ni a. la de un comportamiento elástico ni a la de un fluido viscoso, sino que se trata

de una combinación de ambos comportamientos. Luego, para describir dicha. respuesta

pueden usarse analogías mecánicas simples que sirven para. interpretar los coeficientes

de la ecuación diferencial, del tipo de la ecuación 1.8, asociada al material. En efecto,

así como un proceso elástico puede ejeinplilicarse a través de un resorte de módulo de

corte G y un medio viscoso a partir de un amortiguador con un fluido de viscosidad 77,

para describir el comportamiento viscoelástico puede emplearse un modelo que combine

resortes y amortiguadores.

El modelo mecánico más simple que ofrece una respuesta aceptable para el compor

tamiento de un sólido viscoelástico es el modelo de tres parámetros denominado sólido

anclástico elemental (SAE), el cual se representa en la figura. 1.5 en sus dos formas equi

valentes, es decir, el modelo tres parámetros de Maxwell y de Voigt.

óG óJ 11a

(0) (b)

Figura. 1.5: lllodelo de tres parámetros, en sus dos expresiones equivalentes: (a) Modelo

de Maxwell de tres parámetros; (b) Modelo de Voigt de tres parámetros.



Para determinar la ecuación diferencial que describe la relación 0-6 del modelo se debe

tener en cuenta que:

o dos elementos (resorte o amortiguador) dispuestos en serie están sometidos a la,

misma. tensión, mientras que la deformación del sistema es la suma de las deforma.
ciones de cada elemento.

o dos elementos conectados en paralelo sufren la misma deformación y la tensión neta.

aplicada es la.suma. de las tensiones ejercidas sobre cada elemento.

De este modo, combinando los principios enunciados con las ecuaciones constitutivas de

los elementos —ecuaciones 1.2 y 1.3-, la ecuación diferencial para el SAE tipo Maxwell
será

a + Tgá = Gre + GuTgé (1.51)

donde G“ = (‘IÏ+ G', y T5 = 1,5/66'es el llamado tiempo de relajación. Análogamcnte, la

ecuación diferencial para el SAE tipo Voigt será

6 + Tomé= JrÜ'+ Ju’Ta'Ó'

donde J, = (SJ+ Ju y T0-= 7],¿J es el llamado tiempo (le retardo.

La respuesta mecánica del SAE puede analizarse a través de la forma funcional de los

operadores característcos de su ecuación diferencial. En efecto, aplicando la.transformada

de llaplace a las ecuaciones diferenciales 1.51 y 1.52 y utilizando las ecuaciones 1.9 y 1.10,

se obtiene, para el modelo tipo Maxwell,

" Gr + G'uTES ’ l + T53= — P, = ————— ,"'
QM(3) 1+ T58 y “(8) G', + Gures (103)

y para el modelo tipo Voigt,

_ 1+ TUS - Jr 'I' JuTO's= — P =— l."4
(Ms) Jr + Jam y v(s) 1+ TUS ( o )

No obstante, para cierta relación de los parámetros involucrados, las magnitudes de

finidas en las ecuaciones 1.53 y 1.54, resultan equivalentes. En efecto, si se cumplen las



siguientes condiciones:

GuJu = 1

GrJr = 1 (1.55)

7' - ¿T
E _ Jr 0'

entonces resulta. que los operadores de ambas ecuaciones diferenciales son los mismos, es

decir,

ÓM(5) = Qi/(S) Y PM(3) = 17v(5) (1-56)

Las dos primeras relaciones de la ecuación 1.55 se cumplen automáticamente asociando los

parámetros G“, Ju, G, y J, a los valores extremos de las funciones cuasiestáticas, los cuales

se relacionan entre si según las ecuaciones 1.28 y 1.29. Ademas, la ecuación 1.56 explica

por qué se dice que los modelos de tres parametros de Maxwell y Voigt son equivalentes,

esto es, debido a.que ambos ofrecen la misma respuesta funcional. La tabla 1.2 muestra las

distintas evoluciones temporales o en frecuencia que se obtienen, utilizando los conceptos

descriptos en la sección 1.2, a partir del modelo del SAE.

La. principal característica del modelo SAE es todas sus respuestas quedan caracte

rizadas por un único tiempo, ya sea Ta-o T5. Esto significa que este modelo es capaz

de describir un proceso físico con un único tiempo de respuesta, esto es, una, estructura

caracterizada por un único micromecanismo. Cabe destacar aquí el caso de la fricción in

terna, el cual puede expresarse en términos de dos constantes caracteristicas únicamente.

En efecto, las dos expresiones de la tangente de pérdida que aparecen en la tabla 1.2 son

totalmente equivalentes, merced a las relaciones de la ecuación 1.55 y pueden escribirse

en términos de la intensidad de relajación A, definida en la ecuación 1.30, y de un tiempo
medio 7', definido como

Tr=\/ï7ï=——,l7-:—A=T6V1+A (1'57)

Por lo tanto, resulta que
WT!A1, = ————

WM \/1 + A 1+ w272?

Las expresiones de la forma. funcional de la ecuación 1.58 reciben el nombre de picos de
chye.

(1.53)

19



Ensayo Excitación Respuesta Mecanica
_ l . ., d
le aJaClou e €(t) = 6,, = constante G(t) = G, + 6G exp(—t/'r¿)
tensiones

termolluencia a(t) = ao = constante J(t) = Jr —(SJexp(—t/7‘a)

6GI = G __—
G u 1+ w275?

¿(11)= ¿oexp(zwt) G” = ü
(w) 1 + ¿027152

wagt- =—
MW) Gr + G“M62

dinámico

á]J’ = Ju ——
(w) + 1 + (¿22752

álw‘ra
a(t)= aoexp(zwt) J”(w) = m

¿Junot =—
Jr + Ju¿027-52

Tabla 1.2: Respuesta del SAE ante las diferentes solicitaciones mecánicas en corte.

En el caso en el cual el proceso físico involucrado no pueda ser descripto por un único

n¡icromecanismq el modelo anteriormente presentado no es adecuado. Sin embargo, una

combinación de unidades de Maxwell o de Voigt ofrece una respuesta representativa para

procesos que (zontienten mas de un tiempo característico. La figura 1.6 muestra dos de

las formas de combinación más usuales, conocidas como modelo de l\'Iaxwell-\Nieckert y

modelo de Voigt-Kelvin .

Cabe señalar que, si bien los modelos compuestos son equivalentes y sus parámetros

están relacionados, los módulos elásticos y las viscosidades de los elementos de uno y otro

modelo son diferentes, y las relaciones entre ellos son algebraicamcnte complicadas. Por

esta razón, suele utilizarse el modelo de l\"lachll-\Vieckert para las propiedades mecánicas

asociadas al módulo y el de Voigt-Kelvin para las asociadas a la compliancia, ya que sólo

en los casos mencionados, las expresiones resultantes aparecen como sumatorias de la.

unidad elmental correspondiente.



fl fl J
:1 I ¿2| "¿JJ

J1 n01

J2 n62
G1 62 Cn

n "an

JU

(b)(o)

F'gura 1.6: Modelos compuestos caracterizados por diferentes tiempos (le respuesta: (a)

Modelo (lc Maxwell- "VÍCCÁ'CI'É;(b) Modelo (le Volgt-Kelvín.

Delinicndo

a; == 23(gi ¿J == E:ch
¡:1 i=l

g. _ Si j. _ í
' 5G ' ¿J (1.59)

7€, :: EÉL T. =: n .J
. Ch a. m t

Gu = G,+6G J, = Ju+áJ

las soluciones para el módulo en el modelo (le h‘laxxvell-Wieckert,aplicando los conceptos
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vistos en la. sección 1.2, resultan

GU) = G,+óG'Zg.-exp(—l/T5¡) (1.60)
i=l

G’( ) — G ¿Ci 51" 161
LU — u ' ¡:1 1+w2TEi2 ( - )

" (¡‘ch .
Gll(w) = (1;! J E.

— 1.2
i=l 1+w2T€i2 ( 6 )

Esto significa que cada factor g¡ asigna un peso estadístico relativo a la contribución del

proceso caracterizado por el tiempo de relajación T5“ de modo que la suma (le todas las

contribuciones es igual a l, ya que la magnitud de la relajación viene dada por el factor
(Í; .

De la misma manera, las soluciones para la con'ipliancia en el modelo de Voigt-Kelvin

ap arecen COI]lO

J(t) = Jr — exp(—-t/Ta') (1.63)
i=l

l _ n ji l
J(w) _ Ju+á];—l+w2Tai2 (1.61)

II __ n jíwTU.‘

J (w) — á] ——-——1+ szaíz (1.65)

l’or lo tanto, estos modelos compuestos describen a las propiedades mecánicas de

un material viscoelástico a través de un cspccti'o discreto de tiempos de relajación o

de retardo. Cabe hacer notar que la fricción interna no es facilmente cxpresable como

suma de picos de Debye, ya. que el modelo ofrece una respusta en forma de cociente de

sumatorias de elementos unitarios, para cualquiera. de las dos configuraciones analizadas.

Sin embargo, la. tangente de pérdida puede describirse como una sumatoria de n picos

de Debye, para el caso discreto generado tanto a partir del modelo de Maxwell-VVieckert

de n elementos como del modelo de Voigt-Kelvin de n elementos. En este caso, los

tiempos característicos y sus coeficientes no dependerán únican'icnte de los parámetros de

un elemento unitario, sino que estarán acoplados con todos los coeficientes del espectro

de partida y con la intensidad de relajación. Este punto se desarrollará. en detalle en el

capítulo 3.

lx; lx;



1.4 Funciones de distribución de tiempos
de relajación y de retardo

El concepto de espectro continuo para caracterizar el con‘rportamiento viscoelástico se

basa en el hecho que los modelos compuestos requieren generalmente de un número muy

grande de elementos para reproducir satisfactoriamente las propiedades mecánicas obser

vadas experimentalmente. En electo, cuando el conjunto de unidades necesarias crece,

los tiempos de relajación o de retardo se ubican muy cerca unos de otros, de ¡nodo que

la suma. de las contribuciones discretas de los términos inviduales puede ser reemplazada

por una integral sobre funciones continuas apropiadas.

En el espectro discreto, el cual se extiende sobre un intervalo dado de tiempos carac

terísticos, cada linea espectral de la distribución es el peso estadístico relativo asignado

al mecanismo caracterizado por un tiempo de respuesta 7'. Este concepto se extiende al

caso continuo convirtiendo las sumatorias que aparecen en las ecuaciones 1.60 a 1.65 en

integrales sobre todo el intervalo de tiempos posible, es decir, de 0 a oo. Por ejemplo,

para el caso del módulo de relajación de la ecuación 1.60, el paso al continuo resulta.

G(t) = G, + 66'] exp(—t/'r)(lT (1.66)oMT)..- . .
dT es la contubuuon relativa a la relajacion para los valores de T quedonde el factor

pertenecen al intervalo (T, T + (IT). “ingeneral, los mecanismos evolucionan en un amplio

intervalo (le tiempos, por lo que suele emplearse la escala logaritmica en la distribución.
De este modo, la ecuación 1.66 se convierte en

GU) = G, + 6G] ‘lI¿(lnT)exp(—i/T) d(ln T) (1.67)

donde W¿(ln T) E g(T) es la función dc distribución de tiempos (le relajación o espectro de

relajación, y mide el peso estadístico de los tiempos en el intervalo logaritmico. Además,
esta función verifica la condición de normalización

oo

j ‘11¿(lnr) ¿(1117)=1—OO

Procediendo análogamente con los módulos dinámicos de las ecuaciones 1.61 y 1.62, éstos



resultan

I v -v 0° 1

G(w) = G“—(<(1/;°°W5(illT)Wd(illT)

,, °° wT

Por otra parte, cuando se realiza un ensayo a tensión constante, el factor de peso

asignado a cada. mecanismo, es decir, el valor de j,- de la ecuación 1.59, difiere del empleado

para describir la respuesta del sistema sometido a una deformación constante, 9.-. Por lo

tanto, el paso al continuo para la expresión de la conipliancia de termofluencia de la
ecuación 1.63 será de la. forma

J(t) = Jr —(SJ/oo Wg(ln'r)exp(—t/r) d(ln r) (1.70)

donde ‘l'g(lnr) E j(r) es la función de distribución de tiempos de retardo o espectro

de retardo. Al igual que el espectro (le relajación, Wa también verifica la condición de
normalización

oo

/ Wa(lnr)d(lnr) =1—°O

Luego, a partir del espectro (le retardo, la conipliancia dinámica, expresada para el caso
discreto en las ecuaciones 1.64 y 1.65, puede expresarse como

.1(w) = Ju-i-MÁNWU(lnv-)m—2—73d(lnr) (1.71)

J"( ) — (il/0° x11(1 ) “’T d(l ) (172)w — wo a nr l+w2T2 nr .

La fricción interna se expresará, según su definición en la.sección 1.2 y lo visto en esta

sección, como cociente de integrales que contienen funciones de distribución, junto con la

intensidad de relajación. Para el caso derivado del módulo, utilizando las ecuaciones 1.47,

1.68 y 1.69, se tiene que
wr

feo W¿(lnr)— d(lnr)l + (.ozr2
(1.73)

1 oo

Z + /_°° WSUHT)

tg ww) =
d(lnr)

wz

1 + w2T2
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mientras que, según la compliancia dinámica (ver ecuaciones 1.47, 1.71 y 1.72)

‘x' T

\lla(ln T)-1T2—2' d(ln 7')
tg<p(w) = l Woo w Ï (1.74)

E + Wa(lnÚW d(lnT)

Cabe hacer notar, en primer lugar, que la tangente no depende explícitamente de los

valores extremos del módulo o de la conlpliancia dinámica, sino sólo de la. intensidad

de relajación y, por supuesto, de las funciones de distribución. Además, es importante

señalar que, si bien las ecuaciones 1.73 y 1.74 son diferentes en apariencia, la teoría de la

viscoelasticidad lineal garantiza que la fricción interna torna los mismos valores usando

una u otra expresión. Esto es consecuencia directa de la interrelación que existe entre las

funciones de distribución. Este punto se tratará en la sección siguiente.

1.4.1 Interconversión de espectros

Las funciones de distribución ‘11;y Wa, si bien son diferentes, no son funciones indepen

dientes. En efecto, en virtud de la ecuación 1.31, la. teoría de la viscoelasticidad lineal

impone una condición de vínculo entre los espectros de relajación y de retardo. Apli

cando la transformada de la Laplace al módulo de relajación de la. ecuación 1.67 y a. la.

conlpliancia (le ternlolluencia, expresada por la ecuación 1.70, resulta que:j

i, (1',- ' 'x' 1L r
¿(.s) _ Two/W W¿(lnu)l+118d(lnu) (1.70)

_ J, 0° u
J(s) ——É —6.][N Wg(lnu)l + us d(lnu) (1.76)

l’or lo tanto, empleando la ecuación 1.31, junto con las curaciones 1.75 y 1.76, se tiene

que

71 _ (l 'l' Alfids)
a(s) — “él-¡25(8) (1.77)

¡26(5)= —1'v(3) (1.78)
1+ A —AÉ,(s)

3El cambio de notación en la variable (le integración de las ecuaciones 1.75 y 1.76 se realiza sólo para.

evitar confusión con el tiempo de relajación r en las ecuaciones subsiguientes.
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donde

—1 _ 0° us
1.,(3) — [-0° ‘Pg(ln u)1 + us d(ln u) (1.79)

—, _ °° _ us
15(3) — \l¡¿(lnu)1 + us (l(lnu) (1.80)

La lorma funcional de las expresiones de 1'", y 175de las ecuaciones 1.79 y 1.80 son

la de una transformación integral de Stieltjes [9], cuya inversión permite expresar a las
funciones de distribución como

won“) = 9L,”Cru¿¿[1r,(—1/T + zc) —17',(—1/T —16)] (1.81)

msnm) = É‘E¿r[13k(—l/T+zc)—F¿(—l/T—zc)] (1.82)

El cálculo de las diferencias expresadas en las ecuaciones 1.81 y 1.82, trae aparejado

el uso de algunas de las propiedades de la delta de Dirac (ver Apéndice B). En este caso,

debe considerarse para dicho cálculo que
cu

¿1331+ = 7r6(lnu—ln7') (1.83)

De modo que, teniendo en cuanta la ecuación 1.83, junto con las ecuaciones 1.77 y

1.78, las funciones de distribución de las ecuaciones 1.81 y 1.82 terminan expresándose
COHIO

l + A \ll¿-(ln T)ql l = — . 1. 4
0( HT) 2 l 0° \l¡€(ll'lT) ( S )

1

TFÏWSZUHT) + + [-0° l_—T/u(l(lll 10]

l+A Klla(ln7')
l 7- 2

7r2\llaz(lnT)+ + [-0° [ja-(¿yz d(lnu)]

\l!¿(ln T) (1.85)

1-u T

Cabe señalar que las integrales presentes en las ecuaciones 1.84 y 1.85 son valores

principales de Cauclly, ya que el integrando diverge para u = 7'. La evaluación del

valor principal, en los casos de funciones calculadas a partir de datos experimentales, es

decir, que no tienen una expresión analítica definida, puede hacerse tanto gráfica como
min'iéricamente.
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Capítulo 2

Antecedentes

2.1 Interpretación de las funciones viscoelásticas

Existen antecedentes en la literatura, que llegan hasta el siglo pasado, sobre trabajos de

interpretación de mediciones de propiedades mecánicas de materiales viscoclásticos. Se
han hecho modelizaciones tanto en términos de funciones de distribución como de modelos

fenomenológicos o formulaciones matematicas empíricas.

Dentro del tratamiento de las funciones viscoelasticas, las funciones dc relajación lian

sido ampliamente estudiadas, fundan¡entalmcntc en el caso de los procesos que pueden

describirse como relajaciones de Debye. Ya en el año 197G,lSisenberg y Eu [1] realizaron

una revisión sobre propiedades mecánicas (le polímeros y propusieron un modelo para

la relajación basado en la estadística de saltos entre dos posiciones energéticas para una
cadena. de polímero sujeta a movimiento browniano. Este modelo da como resultado una

superposición de expresiones de la forma funcional, para las pérdidas mecánicas, de las

que tienen lugar a partir de los modelos fenomenológicos.

Posteriormente, esta misma idea fue utilizada para explicar ciertos fenómenos de ane

lasticidad en metales [2,3], como termofluencia y tangente de pérdida en metales b.c.c.

(cúbico centrado en el cuerpo), llegando a una expresión del tipo Curie-“’eiss para la.

intensidad de relajación.



Los trabajos sobre modclización de propiedades mecánicas, dentro del marco de la

teoría viscoelástica lineal, han sido extensos y datan de muchos años. Ya en 1937, Kobeko

y colaboradores [4] utilizaron un modelo matemático empírico, del tipo 1/(1 + t/to)b para

representar la forma funcional dc datos de tcrmolluencia. En términos de propiedades

dinámicas, esto se interpreta, por ejemplo para el módulo de almacenamiento, como

_ G’(w) —G, _ 1
= (r; -— +wo/w)b

Posteriormente, Cole y Cole [5]introdujeron una modificación en esta forma funcional,

para ajustar constantes dieléctricas, del tipo

lZ“)=W (2.2)

Este modelo matemático fue utilizado también por Smith [6,7]para representar las funcio

nes viscoelásticas y, a partir de ellas, calcular los espectros congruentes a estas expresiones.

Una generalización de los casos anteriores aparece en los trabajos de I-lavriliak y Ne

gami [8,9], donde se incluye un parámetro más en los modelos matemáticos, de la forma.

1= (23)Z(w)

En consecuencia, las formulaciones anteriores (ver ecs. 2.1 y 2.2) son una caso particular

de la ecuación de llavriliak-Negami -——-e(:.2.3--- con v ó w = 1. l’ucde mencionarse que

este modelo matemático también ha sido utilizado, posteriormente, por Suvorova [lO]para
representar propiedades de relajación asociadas a pérdidas en dielóctricos.

En un trabajo reciente [ll] se rescata la formulación de la llamada Icy de las po

tencias [12] para explicar al comportamiento estático y dinámico de materiales amorfos

proponiendo, por ejemplo, formas funcionales del tipo

JU) = J14l1+A(t/tnmr)7]

= g'ïA(¿0’7'1na.1:)_’y

concluyendo que el valor de 7 = 1/3 es el que mejor ajusta los datos experimentales.



2.2 Función de distribución lognormal

Dentro del formalismo espectral de la viscoelasticidad (ver sección 1.11),la llamada función

de distñbucz'ón Iognomnul o función de distribución normal en el logaritmo de los tiempos

de relajación, es una de las distribuciones mas utilizadas para interpretar propiedades
viscoelásticas en sólidos lineales.

En el caso que un material pueda ser descripto por una función de distribución log

norn‘lal, el espectro de relajación o de retardo, según sea el caso, vendrá. dado por [13,

pág. 94]
2

\Il(ln7')=fiÏ/ïexp —¿ln (2.4)
donde 7'", es el valor mas probable de T y fl mide el semiancllo de la. distribución en

el punto donde \l1 cae a l/c de su valor máximo \ll(ln7',,,). Cabe hacer notar que \I!

se comporta. como una función delta de Dirac, centrada en ln T,,,, cuando ,3 tiende a.

cero. Esta función de distribución fue propuesta originalmente por VViechert [111]para.

explicar efecto post-elástico en sólidos. Fue aplicada. posteriorrnante por Wagner [15] y

Yager [16] en relajación diele'ctrica. En general, ha sido propuesta para ¡metales [13,17] y

para polímeros [18], debido al llCClIOque el logaritmo del tiempo de relajación se asocia

generalmente a. magnitudes termodinámicas, las cuales se distribuyen de acuerdo a una.

función de distribución normal. Además, la distribución lognormal es el límite asintótieo

(le los tiempos (le relajación cuando hay varios mecanismos involucrados en una estructura

molecular compleja, como se lia demostrado en nn trabajo reciente [19].

El trabajo clasico de Nowick y Berry [20] propone un procedimiento de ajuste para

obtener los parámetros característicos de una función de distribución lognormal de tiempos

de relajación o de retardo, esto es, el tiempo medio de relajación 7,", el ancho de la

distribución fi y la magnitud de la relajación 6/ o 6C, a partir de datos experin'ientales

de creep o relajación de tensiones y propiedades dinamicas, como la compliancia o el

módulo complejo, tanto para ensayos en función de la frecuencia como de la temperatura.

Además, ofrece una metodología de correcciones para la conversión entre el análisis de

la fricción interna en términos de la forma funcional de, por ejemplo, la compliancia. de

pérdida.



Utilizando la notación del trabajo de Nowick y Berry, la eompliancia compleja.

J'(w) = J¡(w) —zJ2(w)

se expresa en términos de una distribución lognormal de tiempos de retardo como

J¡(:c)—J.. _ 1 0° cxp(—u2) y _ ,.—¿,- Ham“ =“M”
J2(:r) _ 1 °°ex1>(—u2)ex1>(rv+fiu) _ .

(SJ ;c/—oo 1+exp[2(a:+flu)l du = fzuifl)

(2.5)

con :L'= ln(wr,,,). En dicho trabajo los autores definen A¡:v(fl) como la diferencia en la

variable :r entre el punto donde f¡(:v,fl) = 0.25 y el correspondiente a f¡(:v,fl) = 0.75.

Análogamente, A23:(,Ü)lo definen como el ancho en la variavle :L'a la altura mitad de la

función f2(:r,fl). Estas magnitudes son utilizadas en el procedimiento de ajuste que se
describirá. más adelante.

Con respecto a los ensayos en frecuencia en propiedades dinámicas de compliancia o

tangente de pérdida, los autores proponen una metodologia de cálculo a partir de medi

ciones de la posición y el valor del máximo del pico de la medición, junto con el valor

del ancho de dicho pico. Este método requiere del uso de ciertas curvas, en términos de

las funciones f1 y f2 de la ecuación 2.5, calculadas numéricamente, que los autores del

trabajo presentan tanto en forma gráfica. como en tablas de datos. Los ensayos deben

representarse en función de logw, ya que las curvas calculadas han sido realizadas en

función de w’ = log(w‘r,,,); de este modo, el valor incógnita log rm, aparece simplemente

como un corrimiento horizontal en eje de las frecuencias.

Cuando los ensayos se efectúan en función de la temperatura, los autores proponen,

como hipótesis razonable, que los tiempos de relajación varian con la ten'iperatura de

acuerdo a una relación de Arrhenius, es decir,

T(T) = new“ (2.6)

donde k es la constante de Boltzmann, H es la energia de activación del proceso y Toes

el factor precxponencial que dimensiona la expresión y que denota, además, el valor de 7'

a altas temperaturas.

En este lormalismo, la representación en función de la temperatura resulta formal

mente equivalente a la representación en función de la frecuencia, debido a que, para el
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tiempo medio de relajación a partir (le la relación de Arrhenius de la ecuación 2.6, resulta.

11
—— 9
kT (“7)ln 73,, = ln To," +

Por lo tanto, si la frecuencia se mantiene constante, la representación de las propiedades

dinámicas en función de II/kT es equivalente, a menos de una traslación horizontal, como

en el caso anterior, a la representación en lnw, o bien logw, a. menos de una constante.

Esto es estrictamente correcto cuando, como indican los autores, la frecuencia de medición,

junto con todos los parámetros característicos de la forma de la distribución, como cl ancho

y la altura, resultan independientes de la temperatura. Cuando esto último no se cumple,

Nowicky Berry proponen una serie (le correcciones a primer orden, basadas en desarrollos

perturbativos de las funciones de distribución lognormal para el caso del ensayo en función

de la frecuencia, a temperatura constante. Las tablas 2.1 y 2.2, junto con las figuras 2.1

a 2.4, muestran el resumen del método propuesto y de los resultados de este trabajo.

Función Parámetro

á] Tm

A partir del ancho re- _ . . .,
A partir de la altura del A Part” de 13"P051510“

pico J2(0) = ¿J f2(0,fi), del pico, usando

s do 0, de la. I'
datos de la figura 2.1 y u a“ f2( fi) l me = 1

gura 2.1
A21:’(()) = 1.144

lativo a una relajación

J2(1:’) tipo Debye, usando los

A partir del “rango (le

(lecrenlento” Ala/(,8),
A )artir del centro de si

relativo al de una relaja- l
J 1" metri'a.J = J lá] a

l( ) ción tipo Debye,usando J1(“°°)- Jl(°°) ll u + 2“Tn =
los datos de la figura 2.2 l

y Alz'(0) = 0.4772

Tabla 2.1: Métodos para obtener los parámetros de la relajación a partir dc las funciones

dinámicas, según cl trabajo de Nowick y Berry [20].



Agar-1) N um) 1+ ¿Aj

Uorreccnones Uonversnon
, ¿J “(71) MT)para. ¡423?a Jz

Ubicación (sz= X m Co" 6.] oc (’1'—'I'c)‘lpcon . _ ._ P "/L
. h/A a partir de la . Ninguna 5| fi(']) = [30+ kll'.

del plCO A a píll‘LlI‘ dc la. fi
figura. 2.3. y fi); = fi(Tp)

guru 2.4.

Incrementa el ancho según

¿(T-l) dada, por la. ecua
Ancho del "

_ Ninguna Ninguna Clon Ninguna
plCO ¿(T-1) 0.15 AJ

Tabla. 2.2: Correcciones, a, primer ordcn, para, Ia, ubicación y e] ancho de picos tipo Jg,

a partir de la, Ref. [20]. TP es 1a temperatura dc Ia. posición máxima. y AJ- = «SI/Ju es Ia.

intensidad de relajación.

"¡mm-qm

(0,5)

'¡(fl)'6¡ ¡"Bi/A1I'ío)

\ M/>\
I;(3)

//
212(0.3)

0

fl

Figura, 2.1: Altura, relativa del pico, 2f2(0, fl), ancho relativo de] pico, 1'20?)y el producto

de estas cantidades, en función del parámetro de la distribución fi (ver Ref. [20]
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F

qlA|l'(fi)/A¡l'(0)

o l l . 2 J 4

fl

Figura. 2.2: Rango de decremento relativo, 73(6), de la. función f1, en función del pará

metro de Ia distribución fi, según el trabajo dc Nowíck'y Berry [20].

///
0

B

h/A

Figura. 2.3: h/A como función de fl. EI parámetro h se define como h = —Üf1(a:,fi)/0:¡:|,=o

A sc define como A = -[82f2(a:,fi)/Ü:32]/f2(a:,fl)|z=o (ver Ref. [20]).
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Figura. 2.4: Cantidad A, definida en 1a figura, 2.3, como función de fl, según la Ref. [20].

El trabajo de Nowick y Berry no propone explícitamente un método para obtener

la energia de activación, la cual es imprescindible conocer para efectuar los ajustes pro

puestos. Sin embargo, queda implícito que esta energia puede conocerse a. través del
corrimiento de los picos en temperatura cuando se efectúan mediciones a diferentes fre

cuencias. En efecto, si, como sucede para los casos de temperatura constante, el pico de

J" o tggo se produce cuando wT = 1, entonces, en virtud de la ecuación 2.6, la frecuencia

y la temperatura del pico estarán relacionadas según

- lnw,, = ln To+ ;1-1,— (2.8)p

lo cual permitiría, en principio, conocer la.energía de activación del proceso de relajación

a partir de la regresión lineal indicada. por la ecuación 2.8, si se efectuar-an mediciones a.
diferentes frecuencias.

Cabe comentar aquí el trabajo de Berry y l’ritchet [21], en el cual se propone un
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modelo para describir los picos de relajación que involucra una distribución normal en la

energía de activación de los procesos, cuando la fricción interna se mide como función de la

temperatura, a frecuencia constante. Los autores proponen que los tiempos de relajación

verifican una relación de Arrlrenius con la temperatura, donde Toes independiente de la

temperatura o la frecuencia, mientras que existe una distribución normal en la energía II.
Este es un modo matemático de introducir la función de distribución directamente en la

fricción interna, el cual contine algunas limitaciones, como los valores que puede tomar

la intensidad de relajación y, fundamentalmente, en las hipótesis sobre qué magnitud es

dependiente o no de la temperatura. Este tema será, analizado y desarrollado en detalle

en el capítulo 3, donde se explicarán a.nalíticamente las condiciones que deben cumplirse

para que el método propuesto en el trabajo de Berry y Pl'ÍLCllCLsean válidas.

2.3 Fricción interna a bajas frecuencias

Las ¡medicioneso los ensayos de fricción interna a bajas frecuencias se efectúan, en general,

utilizando un dispositivo llamado péndulo de torsión, tanto en función de la frecuencia, a

temperatura constante, o como función de la temperatura, a frecuencia constante, como

se realiza, por ejemplo, con el péndulo de torsión de frecuencia forzada [13,22]. Por otro

lado, también puede medirse dentro de una combinación de temperatura y frecuencia,

como se efectúa con el llamado péndulo de torsión de oscilaciones libres, cn el cual se

¡mantienen ciertas configuraciones geométricas Íijas, es decir, el momento de inercia y

las dimensiones de la nmestra. Una descripckin muy detallada de este tipo de péndulo

aparece en el trabajo de l’lazek y colaboradores [23], los cuales construyeron esta clase de

dispositivo experimental para medir propiedades mecánicas en materiales viscoelásticos

con bajas pérdidas —liasta 0.8-, y módulos desde 10" l’a. El rango de frecuencias del

sistema de medición es desde 0.02 llz a 10 llz, y puede medir desde -45 °C hasta 160 °C.

La frecuencia de oscilación de este péndulo es producto de las propiedades mecánicas

de la probeta, a través del módulo de relajación y de las condiciones externas impuestas

por el sistema, es decir, los factores geómetricos de la muestra y el momento de inercia

del péndulo [24]. Al variar la temperatura, el módulo de relajación cambia y, por ende,

la frecuencia natural de oscilación del sistema, variando desde la frecuencia no relajada

36



wn, a. bajas temperaturas, hasta la frecuencia relajada (42,,a temperaturas altas. Estas

frecuencias están relacionadas con los valores extremos del módulo de relajación Gu y G,

a. través de la expresión [13,25]

wi, = ICG“,r (2.9)

donde ICdepende de la geometría del sistema. En efecto, para las temperaturas lejanas a

aquellas en las que tienen lugar los procesos de relajación, para una dada. configuración

experimental, el módulo puede considerarse constante y, por ende, resulta que el cua

drado de la frecuencias de oscilación es directamente proporcional a dicho módulo, a esa

temperatura [24].

En los últimos años se ha desarrollado una nueva versión del péndulo de oscilaciones

libres, el cual presenta. una variación continua del momento de inercia, lo que permite

realizar mediciones de la derivada parcial de la fricción interna y de la frecuencia de osci

lación con respecto al momento de inercia, a temperatura constante [2G].En efecto, para

cada temperatura, se miden la tangente de pérdida y la frecuencia de oscilación, a un dado

valor del momento de inercia, por el procedimiento usual en este tipo de dispositivo [24],y

además, se miden también las variaciones sobre estas magnitudes que producen pequeños

incrementos del momento de inercia variable, preferentemente hacia ambos lados del valor

original. Este procedimiento permite realizar una medición de la derivada parcial de la

fricción interna con respecto a la frecuencia, a una dada temperatura.

Los autores establecen que, dada una expresión general para la fricción interna, según

ln[ tg<p('l')] = ln[(r(’l')/2] —ln{<'osli[lnw('1') + ln'r('1')]} (2.10)

donde a('1') = A('1')/‘/1 + A('1' , w('1') es la frecuencia de medición y T('1') cs cl tiempo

de relajación del proceso, representado, según los autores, por una ley de Arrllenius, como

la indicada por la.ecuación 2.6. Por lo tanto, la ecuación 2.10 conduce a

0 l11(tg<,9) (Í) ln7'

0 lnw T Í) lnw 7 (2.11)= -—tghUnw + lnT) (1+

asumiendo que a no depende de la frecuencia.

En el caso que la fricción interna tenga un comportamiento del tipo de Debye, se

tendrá. que
Ü ln T

Ü lnw = o (2.12)
,1.
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y, por lo tanto, a partir de las ecuaciones 2.10 y 2.11, resulta que

Ü ln( tg (p)

Ü lnw T

ln[a(T)/2] = ln[ tg cp('1')]+ ln{cosli[lnw(T) + ln 7'(T)]} (2.14)

(52.13)ln T = —lnw —arctll

Como consecuencia, los autores proponen realizar este procedimiento para diferentes

momentos de inercia, a temperatura constante, a fin de verificar la validez de la ecua

ción 2.12 en el mayor rango de frecuencias posibles. Si el n'laterial se comporta según el

modelo de Debye, las funciones a y 7' no dependerán de la frecuencia, para cada tem

peratura. fija. En caso de encontrar valores diferentes para estas magnitudes, resultará

que la hipótesis propuesta en la ecuación 2.12 es incorrecta y, por lo tanto, el material no

puede ser descripto por un único tiempo de relajación, es decir, que existe una función de

distribución que gobierna las propiedades mecánicas.

2.3.1 Energías de activación y tiempos de relajación

El análisis de las propiedades dinámicas, cn particular el caso de la fricción interna, ha

sido frecuentemente utilizado para caracterizar procesos de relajación en muchas clases de

materiales. Uno de los temas más tratados es el estudio de la energia de activación de los

procesos involucrados a través del analisis dc la dependencia de los tiempos de relajación

con la temperatura. l’uede mencionarse un trabajo de Nowick [27]en el cual, a partir de

mediciones de fricción interna y efecto post-elástico en soluciones sólidos sustitucionales

de AB-Zn, obtuvo datos sobre la energía de activación de la relajación Zener ['28]junto con
información sobre coeficientes de difusión del sistema binario. Un tratamiento similar fue

aplicado por Serapliim [29] para obtener las energias de activación de la relajación Zener

para soluciones sustitucionales de Li-Mg, y por Thompson y IIolmes [30]en cobre a bajas
temperaturas. También cabe mencionar aqui un trabajo reciente sobre aleaciones de Zr

Nl)-ll [31], el cual, haciendo una variación en la ley de Arrlienius de un pico tc'u‘micamente

activado, logra distinguir la presencia de una función de distribución en dos de los tres

picos que aparecen para esta clase de material.

En 1968, Berry y Oreliotsky [32,33] retomaron el trabajo de Nowick sobre Ag-Zn

y efectuaron, entre otras cosas, mediciones de fricción interna. para soluciones sólidas
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sustitucionales de Ag-Zn con 24% at. de Zn, las cuales fueron analizadas en términos de

una distribución lognormal de tiempos de relajación, según la metodología de Nowick y

Berry [20], descripta en la sección 2.2. El analisis realizado por los autores será. discutido

en este trabajo en el capítulo 4.

Las mediciones de fricción interna se han utilizado también para analizar el compor

tamiento de soluciones intersticiales. En el trabajo clasico de Powers y Doyle [34], esta

clase de ensayo fue utilizado para obtener información sobre la velocidad de difusión de

los intersticios en metales b.c.c.. Estos estudios están basados en el modelo de relaja

ción de Snoek [35], y se realizó un extenso estudio experimental sobre los factores que

influyen sobre los tiempos de relajación, para la difusión de oxigeno, nitrógeno y carbono

en vanadio, niobio y tantalio. En particular, la relajación Snoek lia sido estudiada. por

Woirgard [36], el cual midió la fricción interna de la aleación intersticial en función de

la. frecuencia. de excitación, para. diversas temperaturas, y analizó la dependencia de la

inensidad (le relajación con dicha. magnitud, a partir del modelo (le Debye. Este tema.

también ha sido estudiado por \'\’ellery colaboradores [37,38]y Seeger y colaboradores [39]

y el contenido de estos trabajos sera ampliamente discutido en el capitulo 4.
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Capítulo 3

Resultados

3.1 Respuesta mecánica en términos
de una distribución de tiempos de relajación

Como ya sc ha. visto en el capitulo 1, el módulo dinámico de un sólido viscoelástico lineal,

puede expresarse, a. temperatura. fija, en términos de constantes del material y de una.

función de distribución de tiempos (le relajación (ver ccs. 1.68 y 1.69)

.I . . °° 1

.(w) _ cu &/_w\u¿(1nu)l+w2u2 d(lnu)

m -, °° wuG = W5(illll)md(lnlt)

Además, la fricción interna, tg (,0,resulta cxpresablc por un cociente de integrales de

funciones de distribución (ver cc. 1.73)

°° wu

/_oo“¡501111)m‘ (KillU)
0° (3.1)

É+ [N \lÍ¿(lnu)tm“) = d(l L)
1 + ¿uzu2 n 1

donde A es la, intensidad de relajación.
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Si bien existe, dado el formalismo usado, una única función de distribución de tiempos

de relajación que caracteriza a G’ y a G”, esto no resulta evidente para la fricción interna,

expresada. por la ecuación 3.1. Sin embargo, para el caso de SAE visto en la sección 1.3,

la tangente se describe por una expresión formalmente igual G", cambiando la ¡magnitud

de los parámetros, es decir, (ver ecs. 1.57 y 1.58)

A LUTi=— —— =x/ 9
tg‘pl‘”) m 1+ w2th T‘ 1+ ATE (3“)

donde, en este caso, la función (le distribución se comporta como una delta de Dirac,

\lI¿(ln u) = ¿(ln u —ln T5) (3.3)

La analogía natural sugiere que la fricción interna se exprese según

‘ . d(lnu) (3.4)
0° w

tg<p(w)= ‘/_oo\11¿(In¡”m

donde W¿(lnu) sería la función (le distribución tangente. Ademas, es importante notar

que dicha. función deberá depender únicamente de la función de distribución ‘Ilg y del

parámetro A.

Para el caso de un único tiempo (le relajación, esta nueva función de distribución

debería cumplir con las siguientes condiciones:

A , r\l1¿(lnu) = — Ó(lnu —lllTl) (3.o)
l + A

Cabe destacar (¡no la función (le distribución tangente, definida como se indica en la

ecuación 3.4, no es una función normalizada, como lo cs, por ejemplo, ‘llg, sino que
contiene en sí misma la información del valor maximo de la fricción interna.

El modo más apropiado para encontrar la relación entre Wly Wgjunto con A, es partir

de una expresión que incluya una función de distribución tangente, es decir, Wi,junto con

la función de distribución de partida Elis. La expresión lógica en este caso resulta ser la

propia definición de la tangente de pérdida, es decir, la ecuación 3.1.

Por lo tanto, la fricción interna se expresara, inicialmente, como

tg 99(w)= feo \P¿(lnu)z(w,u) d(ln u) (3.6)—C\7
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donde se define como z al integrando

¿uu

l + wzu2
mnz(w, u) =

La inversión de la.ecuación 3.6 es posible gracias a las propiedades de analiticidad de

las funciones involucradas. En efecto, la función z de la ecuación 3.7 se comporta como

una. delta. de Dirac en el plano complejo, para. ciertos valores de sus parámetros. De este
modo

ali-.181;z(a, T,u) = 1r6(ln u —ln 7') (3.8)

donde

z(a, T,u) = z(a + z/T, u) —z(—a + z/‘r,u)

La.ecuación 3.8 se demuestra usando las propiedades de la definición de la función delta

de Dirac, a. través de las ecuaciones 13.1y B.2 del Apéndice B. En este caso es,

i) lima_.o+ z(a,T,u) = 0 Vu 7€7' (3.9a.)
ln1+c2

ii) lila]l z(a,7',u) d(ln u) = 7r V61,62> 0 (3.9b)¡1* n‘r-q

Por lo tanto, a.partir de las ecuaciones 3.6 y 3.8, resulta.

l .

‘ll¿(lnT) = — lnn+[tgcp(a + z/T) — Lg(,9(—a+ 'L/T)] (3.10)7I' (¡-00

La evaluación de la diferencia indicada en la ecuación 3.10 se realiza utilizando la.

expresión 3.1, la. cual contiene a Elle(lnu) y a. A, que son las funciones características de
la. fricción interna.

Es fácil ver que

Jumflp+¿—&@Jfl+mmJMMmfl
tgcp(a+z/*r) — tg<p(—a+z/T) = 2 2 1 2 (3.11)

[F4(a,7')] + [1+ K —F3(a, T)]

donde

Fk(a,T) = [0° ‘11¿(lnu)f¿.(a,7',u) d(ln u) k = 1, . . . ,4 (3.12)



l + azu2 + liz/T2
f1(a’T’u) = au [1 + (a2 —1/7'2)u2]2+ 4a2u4/T2

u l — (¿zu2 — 112/72

f2(a’T’u) = :I: [1 + (a2 —J./‘r2)u2]2 + 4 azu‘Vr2

l + a2u2 —"uz/T2 (3.13)

f3(a’T’u) = [1 + (a2 —1/7'2)u2]2 + 4 (find/TZ

f4(a,T’u) = 2(LU2/T
[1 + (a2 —1/1'2)u2]2 + 4 (¿zw/7'2

Las funciones f2 y f3 no poseen divergencia alguna, excepto para. u = 7', de modo que

. u/T
f2(a,7',u)— —1_ (u/T)2 (3.14)

. 1 r

f3((L,T,lL)— —-—-—1_ (u/T)2 (3.10)

Por otra parte, las funciones f1 y f4 se con'iportan, en el límite, como funciones de

Dirac, es decir,

. 7r

ali-ici;+f¡(a, 7',u) = 5 ¿(lu u - ln T) (3.16)

ali-{(1}+f4(a, T, u) = g ¿(ln u —ln T) (3.17)

Este comportamiento puede demostrarse utilizando el procedimiento descripto por las

ecuaciones 3.9a y 3.9|).

Por lo tanto, considerando las ecuaciones 3.10 a 3.17, resulta finalmente que la función

distribución tangente puede calcularse a través (le la siguiente expresión:

W¿-(lnT) [l + 21g— Wdfln u)]

[aunar+[1+á—/_:
Waünr) = (3.18)

Como aplicación de la función de distribución tangente, puede usarse el caso de un

único tiempo de relajación, representado por la ecuación 3.3. En efecto, reemplazando

dicha.expresión de la función de distribución en la definición de la función de distribución
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tangente de la ecuación 3.18, se tiene

1 1

¿(ln‘r—ln7'5)[1+ ———]
quam) = Tr 2 A1 1+ rd;r 2 (3.19)

[5¿(ln'r—11175)]+ [1+Z —

Para interpretar el comportamiento de ecuación 3.19, debe considerarse que, toda

forma funcional del tipo
¿(1) h(a:).'=— 3.20

f (1) [cm-n? + 92(2) ( )

se comporta como una combinación de funciones delta de Dirac (ver Apéndice B), es decir

1r 1
:c = - — 6 a: —rc.- siendo rc,-tal ue ( 3:.- = 0 3.21

f( ) X‘ZC Mmm ( ) q J( ) ( )

En el caso de la. ecuación 3.19, la correspondiente función g

g(lnT) = 1 + i 1 (3.22)
A _ 1- (Te/T)2

se anula, sólo para

7';= v1 + A T5 (3.23)

mientras que
, 22(1 + A

ly(Innn = —A2 ) (3.24)

\/1+A
A

l’or lo tanto, utilizando las ecuaciones 3.19 a 3.2.5,la.expresión de la función de distribución

/L(ln 7") = (3.25)

tangente para el caso de un único tiempo de relajación resulta finalmente

\L(ln 7') = ¿(ln 7' —ln n) (3.26)
A

\/1 + A

La expresión de kill,definida por la ecuación 3.26, coincide con la dada por la ecua

ción 3.5, Io que significa. que la expresión de la función de distribución tangente de la.

ecuación 3.18 reproduce correctamente el caso de un único tiempo de relajación.



3.2 Aplicaciones
de la función de distribución tangente

El uso de la función de distribución tangente puede ejen'iplificarse para el caso de un

material descripto por una función de distribución lognormal en el módulo, en el cual el

espectro de relajación viene dado por (ver sección 2.2)

2
1

‘lle(ln'r)=flfiexp —¿ln (3.27)

La función de distribución GM"),esto es, la función de distribución tangente, originada

por una distribución lognormal de tiempos de relajación, y normalizada en su integral

——comolas funciones de distribución We y llla de la sección 1.4-, se muestra. en la

figura 3.1, para diferentes valores dc A, representada en función de 3:5 = ln(T/T5"‘).

Como puede verse en la figura, la forma de esta función de distribución es similar a. la

de la distribución lognormal original, al menos para valores de A menores que 1. Para

valores de la intensidad de relajación más altos, la función W,sc desplaza hacia la derecha,

y se vuelve más angosta, aumentando, por ende, su valor máximo.

Un análisis muy detallado del comportamiento de la fricción interna generada por una.

distribución de tiempos de relajación y (le retardo puede hallarse en la literatura de los

últimos años Dado que pasar (le la función de distribución tangente a la fricción
interna es realizar una integral de dicha distribución con una función lija y definida, se

puede alirmar que existe una corresponda¡cia directa entre aquellas dos magnitudes y,

por ende, las conclusiones que se deduzcan de un análisis efectuado para una de ellas

podrán aplicarse, al menos cualitativamente, a la otra. Esta es la razón por la cual se

presenta, en este trabajo, un tratamiento similar al efectuado para la tangente de pérdida

en la referencia [l], pero realizado sobre la función de distribución tangente.

Siguiendo con las figuras ilustrativas de la distribución lognormal de origen, resulta.

interesante notar que, tanto el valor máximo de la función de distribución tangente original

wm,“ —esto es, sin normalizar- y la ubicación del máximo mm, como la forma. de la.

distribución tangente son funciones del parametro ,3 y de la intensidad de relajación. En

electo, la figura 3.2 muestra el valor maximo que toma lll, en función de la intensidad de
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Figura 3.1: Función de distribución tangente normalizaJa llltl") vs. me= ln(T/T¿”‘), para

diferentes valores de la intensidad de relajación, generada por una distribución Iognormal

de tiempos de relajación, con fi = 2.

relajación, para diferentes valores de [3. Como era de esperar, Whnnxes proporcional a. A

para intensidades (le relajación bajas, mientras que las desviaciones al comportamiento
lineal ocurren )ara valores de A cada vez más ba'os a medida ( ue aumenta el ancho de

1 l

la distribución lognormal de tiempos de relajación.

Por otra parte, como puede verse cn la figura 3.3, la posición del máximo de la función

de distribución tangente —que coincide con el valor más probable dc la distribución y

con una. función unívoca de la posición del maximo de la fricción interna- aparece para.

3:," = 0 , esto es, en 7' = Tem para valores (le A muy bajos, independientemente del

valor de fl. Sin embargo, a medida que la intensidad de relajación aumenta, la. posición

del máximo se desplaza hacia. valores más grandes de 3;, diferenciándose, en este caso,

la dependencia con el ancho de distribución de partida, ya que para un mismo valor de



A, dentro de este rango, el corrimiento hacia. valores mayores de T se hace más notorio

cuanto mayor sea el parámetro [3.

.¡.¡.¡.¡.¡.
o

_1_.
S

.59'.
O"I2

-2

_3_ _

_4.|.|.|.|.|.
log A

Figura 3.2: Valor máximo de Ia función de distribución tangente en función (le la inten

sidad de relajación, para diferentes valores (lc fl.



xE3’ '5:2

2- —
fi’ï

1.- —5-0

0‘ : . l . l .
-2 -1 0 1

log A

Figura 3.3: Posición del máximo (le ln.función (le distribución tangente, generada por una.

distribución Iognornml de tiempos de relajm'ión, en función de la intensidad (le relajación,

para diferentes valores del ancho característico de ia distribución de partida.

A partir de las figuras 3.4 y 3.5 puede obtenerse información sobre la forma. de la

función (le distribución tangente. En efecto, el ancho de la.distribución a. la.altura. mitad,

61,esto es, la. diferencia entre las nbscisus (lc los puntos de intersección de la. distribución

tangente con la recta. horizontal (le altura 0.5, está. representado en la. figura. 3.4 como

función de la intensidad de relajación, para. diferentes valores del parámetro Cabe



hacer notar que, para [3 = 0, caso que corresponde a un único tiempo de relajación, el

ancho de la distribución es 6‘ = 0, ya que la distribución tangente, al igual que su función

de origen, son deltas de Dirac, y este resultado es independiente del valor de A. Más

aún, el ancho 6. aumenta con fi, permaneciendo aproximadamente constante, para cada

valor de fi, hasta. A z 10, cayendo a valores tendientes al ancho de un único tiempo de

relajación a medida que aumenta la intensidad de relajación sobre el valor mencionado
anteriormente.

La asimetría de la función de distribución tangente se pone de manifiesto en las curvas

graficadas en la figura 3.5, donde se representan los semianclios a izquierda y a derecha,

esto es, 6” y 6,0 respectivamente, en función de la intensidad de relajación, para diferentes

valores del ancho característico de la distribución de tiempos de relajación de partida. El

parametro 6,; mide el semianclio de la distribución a la izquierda del máximo, es decir, la.

diferencia de las abscisas entre el punto extremo izquierdo de intersección de la distribución

con la recta horizontal de altura 0.5, y el punto de intersección de dicha recta horizontal

con una. recta paralela al eje de las ordenadas que pasa por el máximo de la distribución.

Análogamente, ó”) es el semianclio de la distribución a derecha del máximo, donde se

intercambia en la definición el punto de extremo izquierdo de intersección por el punto

extremo derecho. Puede observarse en dicha figura que la función distribución se vuelve

cada vez más asimétrica a medida que la intensidad de relajación aun‘ienta, cayendo a.

valores de ó, correspondientes al caso de un único tiempo de relajación para valores muy
altos (le A.

{,1 lx;
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Figura 3.4: Ancho de Ia distribución LangenLca. 1a altura mitad cn función dc la intensi

dad dc relajación, para diferentes valores característicos de la.distribución dc ticnqms de

relajación original.



log A
Figura 3.5: Semiancho izquierdo (curva llena.)y semiaucho derecho (curva, quebrada) de

la distribución tangente a la altura. mitad en función de la intensidad de relajación, para,

diferentes valores característicos de 1a.distribución de tiempos de relajación original.



3.2.1 Distribuciones integradas

Las funciones de distribución ofrecen una descripción de tipo diferencial delas propiedades

mecánicas asociadas. Tienen la ventaja de contener información local sobre la propiedad

en cuestión, pero, en general, es dificil acceder a ellas a partir de datos experimentales, ya

que se requiere el conocimiento de la ¡magnitud medida en un amplio rango (le la variable

independiente para lograr efectivamente su inversión. Sin embargo, es posible encontrar

una descripción de tipo integral, totalmente equivalente a la función de distribución, en

la cual la.distribución pueda experesarse en términos de una función del parámetro com

plementario al de la función de distribución original. Una función de este tipo puede

llamarse distribución integrada. Esta descripción alternativa tiene la ventaja (le trabajar

con expresiones cerradas en vez (le formas integrales y de no necesitar el conocimiento

continuo del valor que toma la magnitud a analizar, salvo en ciertos puntos críticos, como
se verá más adelante.

De esta forma, será posible expresar la fricción interna en términos de una distribución

integrada. en lnw en lugar (le lllT. Para ello, es necesario definir previamiente ciertos

parámetros. En efecto, dado el valor máximo que toma la tangente en todo el rango de

frecuencias‘, tg (pum, puede definirse la constante á. como

al = tg<romax

y la función tangente normalizudu tg (,oNsegún

tg saw)tgwww)= f (3-29)
(Y;

l’or lo tanto, la función (le distribución integrada T¿(lllw) se define a partir de la función

tangente norn‘ializada.de la ecuación 3.29, según

7' l
lgPNW) _ w t( mw)= (3'30)

La existencia de la función 'r¿(lnw) la garantiza el Teorema del Valor Medio para integrales

definidas [2, pág. 211].

lLa fricción interna alcanza, por lo menos para una frecuencia, un máximo, ya que su forma funcional
conduce a representaciones con forma de pico.



Para el caso de un único tiempo de realajación, el parámetro á, es función solamente

de la intensidad de relajación, esto es,

A

v1 + A

En cambio, cuando hay una función de distribución presente en el material, a", resulta,

dl: (3.31)

menor que el valor dado por la ecuación 3.31, debido a que la presencia de más de un

tiempo de relajación produce picos de fricción interna más anchos y menos pronunciados.

Cabe hacer notar que, debido a la definición de las ecuaciones 3.28 y 3.29, la función

tgcpN tiende a. 0, tanto para w = 0 como para w = oo. Por otro lado, dicha función
verifica la condición

tgpN(w) S 0.5 Vu.)

y la.igualdad se alcanza efectivamente para aquella frecuencia w, donde la fricción interna

toma su valor maximo. La caracteristica de la frecuencia w, es que en ella queda definido

el valor de la distribución integrada, ya que, tomando en cuenta la ecuación 3.30, resulta

que

w¿T¿(lnw¿)=1

Si bien, matemáticamente, no hay limite para el número de valores de w en los cuales

la tangente puede tomar su valor maximo, en la práctica existe un solo valor máximo

absoluto, aunque es posible la existencia de varios máximos locales, de menor magnitud.

I'lsto significa que la función tg (,QNtoma al menus dos veces cada valor del intervalo [0,0.5]

y, por lo tanto, T¿(lnw) es una función liivalnada, excepto en la frecuencia del maximo,

donde T,(lnw¿) = l/wt. ¿sta ambigüedad puede evitarse, para el resto de las frecuencias,

tomando la solución que conduce al caso de Debye cuando la función de distribución

tiende a una función de Dirac centrada en w = ug, es decir,

1- \/1 -‘l tgsawïw) fl or w < w,¿w tgsaflw)
T¿(lnw) = / _ 2

1+ V1 _ ‘l LBP/V (w) l._, or w > w,
¿w Lg9'9wa)

(3.32)

La condición de normalización a un valor igual al doble del valor maximo de la fricción

interna, si bien no es necesaria para la definición de T¿(lnw), es esencial para garantizar

la, continuidad de la función de distribución integrada, a lo largo del eje de frecuencias.
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l’ucdc verse en el Apéndice C la explicación en detalle de este tenia y la demostración de

la equivalencia en la función de distribución tangente \ll,(ln T) y la función de distribución

integrada ‘r¿(lnw).

. l . J . l . l .

—1o*—8'—6'—4'—2'o 2 4 6 8

yc

Figura 3.6: T,(w), dividido por el valor nnïs probable de la distribución lognormal original

T¿"‘ en función de ya = ln(wT5"‘), para diferentes valores de la intensidad de relajación,

usando una distribución lognornial original de [í = 2.

Como ejemplo, puede verse en la figura 3.6 la representación de la función 7",originada

por las distribuciones gralicadas en la figura 3.1, en función de la frecuencia. En la

figura.3.6 T;aparece dividido por T5“, ya que este cociente es independiente del centro de

la distribución lognormal original, y se representa en diclia figura para diferentes valores de

la intensidad de relajación. Como puede verse claramente en la figura, 77es una función

acotada, y además decrece a medida que aumenta la frecuencia. Más aún, aunque la

diferencia entre sus valores límites para muy baja y alta frecuencia se vuelve más grande



a medida.que aumenta el valor de A, es importante notar que la función 71es dependiente

de la frecuencia, aún para valores muy bajos de la intensidad de relajación. Esto significa

que la presencia, de una función de distribución siempre modifica, en el espacio de las

frecuencias, el comportamiento de los tiempos de relajación.

3.3 Respuesta dinámica en términos
de la compliancia

Todos los conceptos desarrollados en las secciones anteriores pueden aplicarse también a.

la compliancia, ya que existe una simetría muy marcada entre ambas representaciones,
dentro del marco de la teoria de la viscoclasticidad lineal.

Como ya se ha visto cn el capítulo l, la compliancia dinámica de un sólido viscoelástico

lineal se expresa en términos de constantes del material y de una función dc distribución

de tiempos de retardo (ver ecs. 1.71 y 1.72)

J(w) = Ju-FUÁNWa(lnv-)Wd(lnr)

.l"(w) = (ï/[:_\|Ia(1..r)—l:LT2(I(11.T)

La fricción interna, la cual es numéricamente igual a la descripta en términos del

módulo, resulta ser (ver ec. 1.7/1)

“Jo-(lnfirfiï d(ln7')
1 ' w 1.— \ —
A +/_oo 11,7(ln7')1+w2T2d(lnT)

tg 99(w) =

Para el caso del SAE, el único cambio reside en el modo de expresar el tiempo ca.

racteristico de la. tangente, esta. vez en términos del tiempo de retardo Ta, según (ver



ec. 1.57)
T0

fi (3.33)Tí =

I’or lo tanto, la función de distribución tangente tendrá una expresión equivalente a.la

dada por la ecuación 3.18, pero en términos de la correspondiente distribución de tiempos

de retardo Wa. Diclia expresión se deduce por un procedimiento similar al utilizado en la

sección 3.1 para el caso del módulo, la cual resulta

°° \ll l

WaUnT)á+/ fidflnu)_°o L

\l/¿(ln 7') = 2 1 l (l ) 2 (3.34)7r °° “a n u

[5“¡a-(lllT)] 'l' +¿oom d(lllu)

Análogamcutc, el caso de un único tiempo (le retardo, es decir,

Wg(ln u) = ó(ln u —ln Ta) (3.35)

da. lugar al mismo resultado que se obtuvo para el caso de una función delta de Dirac en el

módulo. En efecto, reemplazando la ecuación 3.3.5en la ecuación 3.34 y considerando la

expresión dada por la ecuación 3.33, se obtiene la misma función de dsitribución tangente

dada por la ecuación 3.26.

La distribución integrada tiene la ventaja (le no distinguir formalmente el origen de

la función de distribución, en lo que respecta al cálculo de sus valores, ya que cualquier

función de distribución, en el módulo o en la compliancia, tiene su contrapartida unívo

camente detern‘iinada gracias a la interconversión de espectros (ver sección 1.4.1).

No obstante, en el caso que se use una distribución lognormal de tiempos de retardo

para describir las magnitudes J’ y J", las funciones W,y T, para el módulo y para la com

pliaucia se relacionan de un modo muy simple. En efecto, si se considera una distribución
1lognormal Wa, de semianclio caracterizado por [3y centrada en Ta" , resulta [l]

tg<p(ya)E tasa-ys) (3-36)



donde ya = ln(ngm) y ya = ln(w7‘¿’"). Por lo tanto, utilizando la ecuación 3.36, junto

con las expresiones dadas por las ecuaciones 3.18, 3.27, 3.30, 3.32 y 3.34, es fácil ver que

41,050) = \lI¡(—a:¿) (3.37)

Ttl3/0') = Tem
Tam Tt(_y€)

C011ata = lu(7'/7-0."‘) y ¡3€ = [INT/Tem).

La figura 3.7 muestra los casos análogos a los (lados por la figura 3.1 para. la complian

cia, utilizando las ecuación 3.37.

' I ' I ' I l I

0.3

3 02
9'. .

0.1 

0.96

X0

Figura 3.7: Función de distribución tangente normalizada qu“) vs. :12,J= ln(T/T0-m), para

diferentes valores dela intensidad de relajación, generada por una distribución Iognormal

de tiempos de retardo, con fi = 2.

Las ecuaciones 3.36 a.3.38 son válidas para cualquier función de distribución simétrica
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asociada tanto al módulo como a la compliancia, mientras ambas tengan la misma forma

y sólo difieran en su valor más probable. Sin embargo, es importante ver que no es posible

encontrar un sólido viscoelástico lineal que tenga, por ejemplo, funciones de distribución

del tipo lognormal, tanto en el espectro de relajación como en el de retardo, debido a.que

esta clase de funciones de distribución conducen a distribuciones asimétricas, utilizando

las fórmulas de interconversión de espectros (ver sección 1.4.1). Esta diferencia se hace

evidente para valores altos de A, como se ve en las figuras 3.1 y 3.7, y muestra que, por

ejemplo, ‘lh resultaría diferente si se considerara una distribución lognormal en el módulo

o en la. compliancia, lo cual es absurdo. No obstante, si ambas funciones de distribución

están correlacionadas por las leyes de la viscoelasticidad lineal, las expresiones dada por

las ecuaciones 3.18 y 3.34 conducen a la misma función.

3.4 Fricción interna comofunción de la temperatura

llasta el momento, se lla considerado en las secciones anteriores de este capítulo que la

temperatura se mantiene fija a medida que varia. la frecuencia. Sin embargo, los pará

metros de la respuesta dinámica son función de la temperatura [3-5] y, por lo tanto, la

fricción interna quedará. expresada. formalmente, utilizando las ecs. 3.28 a 3.30, como

r v - 1 wT (w)tg<P(w,1)=m0) (3.39)

Los parámetros w y T son variables independientes de la descripción de las propie

dades dinámicas. En efecto, una caracterización completa de, por ejemplo, la tangente

de pérdida para un dado material, debería hacerse mediante un gráfico tridimensional de

dicha. propiedad en el plano (w,T). La figura 3.8 ilustra este concepto. En dicha. figura

se representa tg <p(w,T), dada por la. ecuación 3.39, para el caso de una función de dis

tribución de Dirac, donde T¡(T) y ¿.(T) han sido elegidos de modo que ajusten valores

experimentales típicos [6], es decir,

Te(T)= Toexp (3.40)

ro =1x10'13 s , 11 = 0.95 ev (3.41)
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Fricción Interna
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Figura 3.8: Gráfico tridimensional de Ia fricción interna en función de la. frecuencia y la

temperatura, para una muestra de tipo de Debye, con át y 'rt dadas por las ecuaciones 3.40
a 3.42.

10 K

“‘(T) = T —200 K (3.42)

Por lo tanto, la fricción interna, en el marco de la teoria de la viscoelasticidad lineal,

puede describirse independientemente en términos de cualquiera de las dos magnitudes

mencionadas, es decir, la frecuencia y la temperatura. La elección dependerá del disposi

tivo experimental utilizado para efectuar el ensayo.

En el caso de utilizar un péndulo de torsión a decaimiento libre —el cual se describe en

la sección 2.3—, la medición se efectúa para una combinación de temperatura y frecuencia

determinada por la configuración geométrica del sistema y, por supuesto, las propiedades

del material. Por lo tanto, el intervalo de frecuencias de medición, resultante de esta

combinación, quedará determinado, como indica la ecuación 2.9, por el rango de valores

G2



que tome la intensidad de relajación, a las temperaturas de medición (ver sección 1.2.1).
Para valores bajos de A —típicamente hasta 10’2 para los metales- el rango de variación

porcentual de la frecuencia será pequeño. En cambio, para materiales con valores mayores

en la intensidad de relajación, esta diferencia podría aumentar, aunque en la práctica

suelen aparecer problemas en la determinación de los datos experimentales [7,8]. En

cualquier caso, queda determinada una curva C(w,T) = 0 en el plano (w,T), donde los
ensayosmencionadosanteriormente —a frecuenciaconstante o a temperatura constante

son un caso particular de estas curvas en el plano de las variables independientes. Por lo

tanto, las mediciones obtenidas en un ensayo del tipo descripto anteriormente, formarán

parte de una curva contenida en una superficie similar a la que se observa en la figura 3.8.

La función á¿(T) de la ecuación 3.39 queda determinada por el doble del valor máximo

que alcanza la fricción interna, a tcn‘iperatura constante, cuando aquélla se representa en

función de la frecuencia. En consecuencia, o?!no depende explícitamente de esta variable.
Esto siginifica que la función aii/2 determina una envolvente de la familia de curvas de

tg<p vs. T. En efecto, ya que la tangente normalizada, definida en la ecuación 3.30 no

supera nunca el valor de 0.5 (ver página 56), la ecuación 3.39 conduce a

tgsooms
Si la frecuencia se mantiene constante en w¡, el valor tg <p(w¡,T) = d.(T)/2 se alcanza,

Vw

según lo visto en la sección 3.2.1, a la temperatura correspondiente a w¡n(w¡,T) = 1.
Estos conceptos se ilustran en la figura 3.9, donde se representa la fricción interna como

función de la temperatura, para diferentes frecuencias constantes. Estas curvas son una

proyección de la superficie graficada en la figura 3.8 en cl eje de las temperaturas.

Como puede verse en la figura 3.9, la función envolvente cil/2 no coincide estrictamente

con los valores máximos de las curvas de fricción interna. Esto sucede debido a que la

temperatura donde w¡n(w¡, T) = 1 es diferente de aquella en la cual se localiza el máximo

de la curva, excepto para el caso en á, sea constante, ya que en w¡T¿(w¡,T) = 1

Ütggo _1dá.(T)
0T w“ 5 dT

De todos modos, en general, esta diferencia puede ignorarse en una determinación experi

mental de la función envolvente, ya que la dependencia de la función á¿ con la temperatura

no es muy significativa, comparada con la dependencia de T. con dicha magnitud.
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Figura. 3.9: Proyección de la superficie gmficada en la figura 3.8 en e] eje de las tempera
turas, ¡mostrando Ia función envolvente á,('1')/2.



Referencias

1. F. Povolo y C. L. Matteo, Il Nuovo Ciinento, 13 D (1991) 1267.

2. I. S. Gradshteyn y I. M. Ryzhik. Table of Integrals, Series and Products. Academic

Press, New York, 1965. Página. 211.

3. A. S. Nowick y B. S. Berry. Anelasiic Relaxation' in Crysialline Solids. Academic

Press, New York, 1972.

4. C. Zener. Elasticz'ty and Anelasticiiy of Metals. The University of Chicago Press, 1948.

5. A. II. Cottrell. The Mechanical Properties of Alaiier. John Wiley, 1964.

6. F. Povolo, Phys. Stat. Sol. (a), 103 (1987) 693.

7. L. C. E. Struik, lllieologica. Acta, 6 (1967) 119.

8. C. .J. chcrvccn y C. W. van der \'V2Ll,lilicologica Acta, 6 (1967) 316.



Capítulo 4

Discusión

Como ya se lia visto en el capítulo 3, la presencia de una función de distribución en las

propiedades mecánicas puede expresarse a través de parámetros característicos, los cua

les serán, en general, función de la frecuencia. Sin embargo, para el caso de la fricción

interna, esta dependencia de las ¡magnitudes involucradas no queda determinada univo

camente. Esta ambigüedad se hace evidente en un experimento con péndulo de torsión

en oscilaciones libres (ver sección 3.4), cuando la tangente de pérdida se mide en función

de la temperatura. En efecto, en este método de medición, la frecuencia de oscilación del

sistema cambia con la. ten'lperatura como resultado dc una combinación complicada de

efectos, dados por las propiedades del material y por la geometría del experimento. Este

grado de complejidad se observa aún para el caso de un único tiempo de relajación

En esta situación, la fricción interna sera función únicamente de la temperatura, según

w(T)Ts[w(T), T]
tg<P(W(T)aT)=CMT) E¡(71) (4-1)

La función descripta por la ecuación 4.1 es la proyección de una curva, no paralela a

ningún eje, contenida en la superficie de definición de la fricción interna en el plano w, T

(ver figura. 3.8), sobre el eje de las temperaturas, como se ha. visto sección 3.4.

Esto significa que, tanto las funciones á, como T‘ son, finaln'iente, funciones de la.

temperatura del ensayo, y la dependencia con la frecuencia queda oculta en la dependencia.

con la temperatura.



Luego, en estas condiciones, seria posible asignarle la dependencia con la frecuencia

al factor dt, ya que esta magnitud, a diferencia de 6G o 6.], es función de la distribución.

Por ejemplo, siendo T¿(w,T) una función acotada, puede definirse su valor medio sobre el

eje de las frecuencias, según

N 1 . 1 M I

71(7)= mi“ T¿(l11w,Í)d(111w) (4.2)

Este valor medio sugiere inmediatamente una redefinición del factor a, para. poder

expresar la fricción interna en términos de esta nueva función como

, 1 _ - ,. T:(w,’1') [1 + sz'z2(T)l
ad(w1 _ 7:!(11) +sz‘2(w,ïl)]

Esta función conduce a una expresión para la tangente de pérdida según

,, ,, w T 1: '1' ,
tgso(w('1'),1) = adlw(1),11 ( l -‘( l s H1") (4.4)

1 + w2ñ2(T)

donde, por supuesto, las ecuaciones 4.1 y 4.4 representan la misma curva.

l’or lo tanto, no es posible diferenciar entre la dependencia con la. temperatura y con
la. frecuencia en un único ex )ernnento debido a ( ue la variación de w con T esconde

a l

la influencia de la función de distribución dada >or los >arámetros a T en su ro )ia
’ ‘I

dependencia con la tempertura. En otras palabras, una sola curva de tgcp vs. T no

permite separar las variables w y '1', las cuales estan relacionadas entre sí debido al tipo

(le ensayo.

Cabe hacer notar aquí, que para el caso en el cual el material describa un compor

tamiento del tipo de Debye, las funciones a y T estan completamente definidas para

cualquiera de los procedimientos descriptos anteriormente, es decir

II - II II Il'r¿(w,1)= 11(1)= ,/1+A(1)T¿(1)=—
,/1 +A(’1‘)

A(’1')=
En consecuencia, el modo natural de separar las variables involucradas en la descrip

a¿(w, T) = á¿('1')

ción del proceso, es decir, w y '1",es mantener constante, o aproximadamente constante,
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una de ellas. Como ya. se ha visto en el capítulo 2, existe un péndulo dc torsión donde el

momento de inercia de dicho dispositivo puede variar de un modo continuo, permitiendo,

de este modo, lijar la temperatura y variar la frecuencia del ensayo a través de cambios

en dichomomentode inercia

Existe otro tipo de ensayo, el cual permite una separación de las variables involucradas,

esto es, mantener la frecuencia constante. De este modo, a cada temperatura, a través

de variar el momento de inercia en un péndulo de torsión de oscilaciones libres, como en

el caso anterior, o bien a través de la excitación en el péndulo de torsión de oscilaciones

forzadas, se alcanza. un valor prefijado de frecuencia. Si este procedimiento se repite para

más de una frecuencia, se obtendrá. una familia de curvas del tipo tggo vs. T, cada una

de ellas caracterizada por el valor de frecuencia correspondiente. Más aún, si los valores

máximos de los picos no varían demasiado con la temperatura, la función envolvente

á¿(T)/2, descripta por la ecuación 3.39 e ilustrada en_la figura 3.9, puede aproximarse

por la curva que une los máximos de los picos de fricción interna.

Como consecuencia de la definición dada por la ecuación 3.39, la función dl no depende

de la frecuencia; luego, es posible normalizar los picos en temperatura, es decir, hallar

la función tg (pN de la. ecuación 3.30 en función de la temperatura, a frecuencia fija.

Más aún, una vez conocida la función dt, T‘puede obtenerse fácilmente, para cada pico

caracterizado por una única frecuencia, usando la ecuación 3.32, la cual tiene la ventaja

que, en este caso, es una función de la temperatura donde la frecuencia es un parámetro
de dicha función.

Aplicaciones
a} Relajación Zener

Los conceptos desarrollados hasta. aqui son ilustrados, usando datos experin'icntales sobre

relajación Zener bajo condiciones de equilibrio de vacancias, en aleaciones de Aan de

24% at. Zn La figura 4.1 muestra los picos Zener de fricción interna en función de la

temperatura, para distintas frecuencias dc oscilación. Como puede verse en dicha figura,

cada pico se encuentra superpuesto sobre la ladera (le otro pico, de altas temperaturas,

atribuido a efectos de relajación de borde de grano [Il].
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Figura 4.1: Picos Zener de fricción interna en aleaciones de Ag-Zn con 24 % at. de Zn,

para distintas li'ccueneias Las curvas quebradas muestran los fondos de los picos,

atribuidos a relajación de borde de grano.

(lomo criterio de plausibilidad para el análisis de los picos, se efectuó el cálculo de

las funciones de distribución integradas T,('1')de los ensayos, aplicando el procedimiento

descripto en la sección 3.2.1, incluyendo los datos medidos en la zona claramente afectada

por la presencia del pico de altas temperaturas. La figura 4.2 muestra los resultados

obtenidos para los cuatro picos. Como puede observarse en dicha figura, la relajación de

borde de grano afecta los extremos de las curvas a altas temperaturas, pero no modifica.

el comportamiento global de las funciones, las cuales indican la validez de una forma.

funcional del tipo Arrhcnius para la zona central de cada una. de las mediciones. Más

aún, cada. una. de las curvas, exceptuando la parte afectada por el fondo, parece formar

parte de una única. recta, lo que indicaria. que el proceso de relajación Zener se caracteriza

por un sólo tiempo de relajación.
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Figura 4.2: Distribución integrada en función de 1a temperatura. para, los picos de la

figura, 4.1.

Como se dijo anteriormente, los resultados sugeridos por la Íig‘ural1.2deben tomarse

sólo como un primer análisis, ya que para estudiar estos picos en términos del trata

miento expuesto en este trabajo, deben separarse las contribuciones de los dos procesos

de relajación involucrados en las mediciones. A partir de la. información que aparece en

la referencia. [3] sobre los fondos generados por la relajación de borde de grano, puede

efectuarse el proceso de aislación de los picos de relajación Zener, rcstando estos fondos,

para. cada pico. Dichos fondos tienen una energia de activación entre 0.6 ev y 0.8 ev, y se

encuentran graficados en la figura 4.1 como lineas puntcadas. En la figura. 4.3 se mues

tran los picos Zener de la. figura 4.1, después de haber restado los fondos mencionados

anteriormente, junto con la función envolvente, calculada gráfican'icntc.

Utilizando el procedimiento usual para calcular los parámetros de la ley de Arrhcnius
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f = 0.618 H2

T f = 3.21 Hzf = 18.7 Hz

0.034 r = 74.6 Hz

s.
g, 0.02
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Figura.4.3: Fricción interna para la relajación cher de Ia figura 4.1, luego de restar los

fondos que aparecen en dicha figura, junto con la función envolvente de los picos.

(ver capítulo 2, pág. 32) sel cual es prácticamente independiente de la presencia o no del
pico de relajación de borde de grano a altas teinperaturas——,da como resultado

ro = 1.55 10-15 s 11 = 1.47 cv (4.5)

l’or otra parte, aplicando el proccdiniento (lenormalización mencionado anteriormente,

pueden calcularse ahora, para los picos cher aislados, las funciones (lc distribución in

tegradas T¿(T), para cada frecuencia. La figura 11.4muestra los resultados obtenidos de

la. función T.(T), graficada como ln T, vs. l/T para los cuatro picos. En esta figura. se ve

que, dentro del error experimental, todos los valores caen sobrcn sobre una. misma curva,

la cual puede ajustarse por una recta. La curva llena de la figura. 4.11representa el ajuste

tradicional sobre los valores máximos (T = l/w), el cual coincide con la recta. de ajuste de

los picos experimentales. En este momento puede afirmarse que la relajación cher es un
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proceso descripto por un único tiempo (le relajación, al inenos en el rango de temperatu

ras estudiado, ya que se han podido encontrar dos funciones de la temperatura, á, y 1,,

que no dependen de la frecuencia y que ajustan los picos de fricción interna en el rango

de frecuencias de 0.6 Ilz a N75 llz, esto es, dos órdenes de magnitud. Las curvas llenas

de las figuras 4.1 y 4.3 muestran los ajustes obtenidos, sumado al fondo de relajación de

borde de grano, en el primer caso.

I I I ¡ I I V I I I l Ï T V I I I I

. o f = 0.618 Hz .
4 - c1 f = 3.21 Hz —

. A f = 18.7 Hz ' 

. o f = 74.6 Hz __ .

o _.
I_'I 

cnH .
f}, 1
J; —4 
g i

.l

-8 _

_ A . . l . . . l . n l l n n l l . l .

1%.3 1.5 1.7 1.9 2.1

103/T [K“]

Figura 4.4: ln(T¿) en función de l/ÏI', para los picos de 1a figura 4.3. La curva llena

representa el ajuste sobre los valores máximos.

Como llCCllOrelevante, a partir de la función envolvente o},de la. fricción interna y con

la certeza de que el proceso es del tipo de Debye, resulta posible calcular la intensidad

de relajación característica del proceso de relajación Zener. En efecto, considerando la

expresión (lada para á, en la ecuación 3.31, junto con los valores calculados para la

envolvente de la figura 4.1, resulta que la intensidad de relajación tiene un valor medio
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alrededor de A = 0.062, decreciendo ligeramente con la temperatura. La figura. 4.5

muestra la. inversa de la intensidad dc relajación en función dc la. temperatura. Siguiendo

el procedimiento indicado por la referencia [3], en el cual la intensidad de relajación es

ajustada por una ecuación del tipo Curie-Weiss, según

resulta que, a partir de la recta de ajuste graficada en la figura 4.5, sc obiencn los valores
de

1;, = 29.1 K (4.6)

'1; = 93.3 K (4.7)

I l I l v l u l v l I l v
o f = 0.618 Hz

. Ü f .

A f

1a - o f _

17 - a

T r .4
16 — A

15 - 

u. i

1 n l I I l I n l l J L l l
¿00 520 540 560 580 600 620

T [K]

Figura 4.5: Inversa de 1a.intensidad de relajación en función de la temperatura para los

picos de relajación Zener de Ia figura 4.3.



El valor de Tc que aparece en el trabajo de Berry y Oreliostky es de 150 K, el cual

difiere notablemente con el dado por la ecuación 4.7. En dicha referencia, los autores hacen

notar que este valor es distinto del hallado anteriormente por Li y Nowick [5] (97 K), y

esta diferencia es atribuida a la diferente textura cristalina de las muestras. Sin embargo,

Li y Nowick habían concluido que la temperatura critica anelástica Tc era un parámetro

intrínseco de la solución sólida, y deberia ser independiente de la forma o textura de las

probetas. Berry y Oreliostky finalizan diciendo que se debe efectuar una investigación

experimental más completa para resolver esta cuestión.

El valor de Tc, dado por la ecuación 4.7 es más cercano al obtenido por Li y Nowick que

al de Berry y Orellostky. Sin embargo, el rango de temperaturas en el cual puede conocerse

eficazmente la función envolvente es muy estrecho, y no resulta posible concluir más allá

sobre la dependencia de la intensidad de relajación con la temperatura. De todas formas,

cabe señalar que el método ofrece el resultado correcto, al menos para temperaturas
cercanas a las que la fricción interna alcanza su máximo, para cada frecuencia medida.

b) Relajación Snack

Como un segundo ejemplo, los conceptos desarrollados en este trabajo serán ilustrados

usando datos experimentales para la relajackín de Snoek, en aleaciones de Nb-O, publica

dos por Weller y colal>oradores [6,7]y vagor y colaboradores En la figura l1.6pueden
verse los picos Snoek, junto con la frecuencia de oscilación. listas mediciones fueron ob

tenidas usando un péndulo de torsión a decaimiento libre, para tres momentos de inercia

diferentes y constantes. Las probetas utilizadas fueron Niobio con 0.6 % at. de oxígeno.

Como puede en la figura 4.6, la frecuencia no se 11amantenido constante durante

cada ensayo. Sin embargo, la variación no excede el 7 %, mientras que la diferencia en

frecuencia entre los distintos ensayos es mayor que un orden de magnitud. Por lo tanto,

es posible considerar, con una buena aproximación, que cada pico fue medido a frecuencia

constante, fijada ésta en el valor que toma a la temperatura de pico.

Los valores máximos de los picos disminuyen ligeramente con la temperatura, alrededor

de tg cpmax z 0.032. Por lo tanto, resulta razonable considerar que á¿(T) decrece como
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Figura. 4.6: Fi'icción interna y frecuencia. de oscilación para, Ia relajación dc Snock cn

aleaciones de Nb con 0.6 % at. de oxív'cno, mm tres ¡momentos de inercia diferentes.O



una función lineal, la cual contiene a los maximus, según

- ,1.

3%1 = (43.5 —0.025 '1') 10-3

donde T está. expresado en K.

En consecuencia, las funciones T¿(T) pueden calcularse, para cada pico, usando las

fórmulas indicadas en la ecuación 3.32. Dichas funciones se mestran en la figura 4.7,

como ln T, vs. l/T. La linea quebrada representa el ajuste por los valores máximos (ver

ec. 2.8), el cual será. analizado en la pagina 79. Como puede verse en esta figura, las

tres curvas tienen pendientes similares, pero sus ordenadas son ligeran'lente diferentes. De

este modo, resulta claro que las funciones 7'¿('1')pueden expresarse por una. relación de

Arrllenius. Los valores de Toy 11, obtenidos para cada pico, se muestran en la tabla 4.1,

junto con la frecuencia caracteristica de cada medición.

Pico wp [5"] To [s] H [ev]

1 7.45 3.21 x 10-13 0.982

2 15 0 2.64 x 10-13 0.984

3 72.5 2.52 x 10‘13 0.977

C}

C71

' ‘abla 4.1: Toy II para cada curva de la figura 4.7, calculados según la formulación de

Arrhenius. w, cs la frecuencia característica de cada pico (le la figura 11.6.

l’or lo tanto, dentro del rango de temperaturas considerado, hay practicamente un

sólo valor de H, es decir, la energia de activación aparece como un valor independiente

de la temperatura o de la frecuencia. Sin embargo, los valores de Tadisminuyen sistemá

ticamente a medida que aumenta la frecuencia, lo que indica que el proceso de relajación

no puede describirse por un único tiempo, y por lo tanto, está. presente una función de

distribución de tiempos de relajación.

Para ilustrar la sensibilidad del método usado en este trabajo para obtener los pará

metros característicos de los picos experimentales reproducidos en la figura 4.6, cada pico

fue ajustado usando diferentes valores de Toy 11.
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Figura 4.7: ln T. vs. l/T para los tres picos de 1a,figura 4.6. La curva quebrada representa

e] ajuste por Ios valores máximos.
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Figura. 4.8: Ajuste de los picos de fricción interna de la figura 4.6 para los valores dc Toy
II indicados en la tabla 4.1.

La ligura 4.8 ¡nuestra los resultados obtenidos del ajuste, usando la ecuación 3.39,

junto con los valores de w, dc Toy de 11 de la tabla 4.1, correspondientes para cada pico.

Resulta claro de la figura que la concordancia con los datos experimentales es excelente.

La. figura 4.9 ilustra los resultados que se obtendrian, utilizando el mismo procedi

miento que el descripto para la figura 4.8, excepto que, en este caso, se consideraran los

valores medios de los parámetros Toy 11 para el ajuste anterior, esto es

ro = 2.79 10“3 s 1/ = 0.98 cv (4.8)

tomando como referencia para el cálculo de los valores medios aquéllos dados para. Toy

II por la tabla 4.1. El ajuste es bueno sólo para el segundo pico, debido al hecho que

los valores medios de To y II coinciden practicamente con los correspondientes a este

pico. Para los otros dos, los valores calculados se encuentran desplazados con respecto a

¡S
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Figura. 4.9: Ajuste de los picos de fricción interna de la. figura, 4.6, utilizando los valores

de Toy II indicados en la ecuación 4.8.

los ex )erimentales no es )osil)le re >ro<lncirni la >osición del maximo ni la forma del
l a l

pico. 'l‘odo esto es un indicador claro (le, en primer lugar, la existencia de una función de

distribución en los tiempos de relajación y, adennis, de la sensibilidad del procedimiento
del cálculo.

Finalmente, resulta. interesante comparar los resultados obtenidos en este trabajo con

los que obtendrían de aplicar el procedimiento empleado usualmente en la literatura, a

partir de los valores máximos de los picos, según la ecuación 2.8, considerando que los

parámetros no varian con la. frecuencia. Dicho procedimiento, aplicado a los datos de la

figura. 4.6, da como resultado,

To= 3.0210’15 s 11 = 1.15 cv (4.9)

Sin embargo, estos valores para Toy II no ajustan los datos experimentales, como se

TS)
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Figura 4.10: Ajuste de los picos de fricción interna (le la figura 4.6, utilizando los valores

de Toy II indicados en la, ecuación 4.9.

indica claramente en la Íigura 4.10. l‘lnefecto, los picos calculados son más angostos que

los medidos, situación que era (le esperarse, ya que considerar los mismos valores de Toy

II para todos los picos, es asumir implícitamente que éstos son del tipo (le Debyc, con los

máximos ubicados en las mismas posiciones que los de los picos experimentales.

c) Transición vítrca en 1’VC

Finalmente, el método propuesto en este trabajo fue aplicado a datos experimentales de

fricción interna en I’VC amorfo, obtenidos por Liu Ping y colaboradores [9], utilizando

un péndulo dc torsión invertido de frecuencia forzada. La deformación media aplicada

se mantuvo por debajo de 10-4, y los autores manifiestan que el material posee un com

portamiento dinamico independiente (le la deformación, para estos valores, sobre todo el

St)



rango de temperaturas estudiado. Los picos de tangente de pérdida se muestran en la

figura.4.11, junto con la función envolvente, calculada gráficamente.

l n l n l n l

37o 380 390 400

T [K]

Figura 4.11: Curvas tangente-temperatura para P VCy para diferentes frecuencias, junto
con la función cvolvente.

A diferencia de los ejemplos anteriores, la magnitud de la tangente en estos polímeros

es sensiblemente mayor que en los metales, y la función envolvente tiene una dependencia

inportante con la temperatura, con un comportamiento del tipo de fenómenos críticos
. . , , , , .

para temperaturas cercanas a la de transmion Vitrea, 19, que para. este material aparece

aproximadamente a los 360 K [10]. Esta es la causa por la cual la función envolvente no

puede determinarse para un rango de temperaturas más amplio que el mostrado por la

figura 4.11.

Cabe hacer notar que el procedimiento de análisis propuesto en este trabajo puede ser
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aplicado, debido a que cl dispositivo experin'iental utilizado para efectuar las mediciones

de fricción interna de PVC mantiene explícitamente constante la frecuencia de excitación.

En efecto, en este tipo (le materiales, la frecuencia natural de oscilación cambia órdenes

de magnitud con la temperatura, debido a la alta intensidad de relajación que presentan.
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Figura 4.12: ln T; vs. l/T para los cinco picos (lc Ia figura 4.11..

Utilizando el procedimiento descripto cn la sección 3.2.1, se calcularon las funciones

de distribución integradas para cada pico, la cuales aparecen en la figura 4.12. A partir

de la observación de dicha figura, puede afirmarse que:

a) existe claramente una función de distribución de tiempos de relajación que domina

el proceso de transición, ya que cada una de las curvas de T,se encuentran separadas
notablemente unas de otras.



b) no existe una relación lineal entre ln 1" y la inversa de la temperatura, aunque las

cinco curvas presentadas aparecen, dentro del error experin'iental, como traslaciones

verticales de una misma curva. Este lieclio lleva a afirmar que, si bien la energía

de activación no es constante con la temperatura, no tiene dependencia con la. fre

cuencia, al menos para el rango estudiado. Puede alirn'iarse entonces que existe un

única función 11(T) que ajusta todos los ensayos.

En base a los datos simulados que aparecen en el artículo original [9] como ajuste de

los picos y debido a la cercanía del rango de temperaturas estudiado con la transición

vítrea, se propuso una forma funcional para la energia del tipo

ÍL

11(1‘)=m (4.10)

para todos los picos, reservando el factor preexponencial Tocomo único parámetro depen
diente de la frecuencia.

Los resultados del ajuste se muestran en las figuras 4.13 y 4.14, donde en la figura. 4.13

aparecen los datos experimentales de fricción interna, junto con las curvas calculadas,

mientras que la figura 4.14 muestra la dependencia de la energía de activación con la

temperatura. Los parámetros de dicha magnitud fueron ajustados, según la ecuación 4.10,

por el método de cuadrados mínimos no lineales, dando como resultado

¡[GS/l kJ/mol K (4.11)

'1; = 334.91€ (4.12)

: II

Si bien el intervalo de temperaturas utilizado para el ajuste está. limitado por el rango

de definición de la función envolvente, la forma funcional propuesta representa razonable

mente bien los datos experimentales. Ademas, aparece un único valor de "c para todas las

frecuencias, lo que conduce a la curva de energia que se muestra en la figura 4.14, donde

los valores de H se encuentran entre 10 kJ/mol y 30 kJ/mol. Estos valores son menores

que los que pueden hallarse en la literatura (de z S5 kJ/mol — ver Rel. [11]), pero cabe

señalar que la distribución integrada no representa la dependencia con la temperatura de

la energia del valor más probable de tiempos de relajación, como lo hacen las funciones de

distribución tradicionales, sino que es una magnitud relacionada con cada tiempo activado

por la distribución tangente.
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valores deFigura 4.13: Ajuste de los ensayos (le 1’\'C' de la. figura. 4.11, utilizando los

energia, de activación dados por ia figura 4.14.
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Figura. 4.14: Energía de activación en función de la temperatura, según la expresión dada

por las ecuaciones 4.10 a 4.12, calculada. a partir de las curvas dc la,distribución integrada

de la figura 4.12.



Los valores de Toobtenidos en el ajuste se n'iuestran en la figura 4.15 como función

de la frecuencia de excitación. Si bien el rango de frecuencias estudiado es apenas mayor

que un orden dc magnitud, los puntos pueden ajustarse por una recta en un gráfico

semilogarítmico, lo que implica una. ley del tipo de potencias (ver capítulo 2) para la

dependencia. de los tiempos de relajación con la frecuencia. A partir de dicho ajuste el

exponente de la función resulta tener un valor de 0.61, lo que concuerda con resultados

anteriores para polímeros amorl'os [12].
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Figura. 4.15: Factor precxponencial Toen función de 1afrecuencia, junto con e] ajuste por

la ley de las potencias.



4.1 Método de ajuste a partir de
una función de distribución lognormal

Dentro de la metodología tradicional de analisis de datos experimentales de fricción in

terna, se encuentra muy frecuentemente en la literatura el procedin'liento descripto por

Nowicky Berry [13],analizado en el capitulo 2. Este método de análisis propone el ajuste

de los datos experimentales a partir de una función de distribución lognormal y el proce

dimiento de cálculo se basa en las posiciones de los valores máximos y de los anchos de

los picos medidos.

Los picos Zener de fricción interna, que aparecen en la figura 4.3, han sido anali

zados con este procedimiento por sus autores [3], obteniendo una ley empírica para la.

dependencia. del parametro fl de la distribución lognormal con la temperatura, según
i r ’

,Ü(T)= —0.17 (4.13)
La figura.4.16 muestra los picos Zener sin fondo, junto con las curvas resultantes de aplicar

el método de Nowick y Berry, considerando la ley de variación de ,3 de la ecuación 4.13. El

valor más probable del tiempo de relajación de la distribución sigue una ley de Arrlienius,

como indica el procedimiento, según los valores indicados en la ecuación 4.5, mientras que

los valores de la intensidad de relajación vienen dados por la altura de los picos.

Como puede verse en la figura 4.16, el ajuste no es perfecto, ya que genera picos

levemente más anchos que los valores experimentales. listo se debe a suponer que existe

una distribución lognormal caracterizada por un anclio diferente de cero que ajusta los

valores medidos, es decir, que los picos no son picos dc Debye.

Por otra parte, el método de Nowick y Berry lia sido aplicado también a los picos

Snoek de Nb-O, que aparecen en la figura 4.6. En este caso, se tomaron los valores de 'ray

II, para el valor más probable de los tiempos de relajación de la distribución, dados por la

ecuación 4.9, como indica el procedimiento mencionado. Con este valor para la energía de

activación se calcularon los valores de fi para cada pico, obteniéndose los valores indicados

en la tabla 4.2, los cuales se ajustar-on mediante una regresión lineal con la inversa de la

temperatura, según
9 ,

Bm= +0.446 (4.14)

SG
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Figura.4.16: Ajuste de los picos Zencr de fricción interna por e] método de Nowicky

Berry [13].

Como en cl caso anterior (le los picos Zener, la intensidad (le relajación se consideró

según la.dependencia (le la altura (le los picos con la. temperatura. Los resultados (le este

ajuste se ¡nuesan en la figura 4.17.

Pico Temp. [K] fi
l 4‘25 0.875

2 11311 0.861

3 4153 0.843

Tabla.4.2: Ancho característico de 1adistribución Iognormal para los picos Snock de Nb-O

de Ia,figura 4.6, obtenidos según e] método de Nowiek y Berry.
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Como puede vcrsc cn la.figura. 11.17,cl aj uch cn este caso es poco satisfactorio, a pesar

que csLos datos ticncn muy bien determinados sus parámetros característicos, es decir,

sus máximos y sus anchos a altura mitad.
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Figura. 4.17: Ajuste de los picos Snack (lc-fi'icción interna en Nb-O de la. figura 11.6,según

el método de Nowíck y Berry [13].
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El ajuste por el método de Nowick y Berry se encuentra limitado por el hecho de

presuponer una función de distribución particular para efectuar la parametrización de
los datos. Si bien la distribución lo 'normal, como se mencionó en la sección 2.2 tiene)

fundamentos estadísticos, no deja de imponer ciertas limitaciones en el análisis de los

datos experimentales.

Con respecto al procedimiento de cálculo, el método propone una serie de aproximacio

nes, como por ejemplo, considerar que los parametros de ajuste se mantienen constantes

para todo el rango de temperaturas en el cual está. definido el ensayo. Si sucede que estos

parámetros no dependen de la. temperatura, estas aproxin‘racioncsresultas correctas. Sin

embargo, este llCClIOdebe constatarse comparando los resultados obtenidos a partir de

otro ensayo, a frecuencia diferente, el cual, en general, se encuentra dentro de un rango

de temperaturas parcialmente común al anterior. Por lo tanto, en el caso que los valores

de los parámetros del nuevo ensayo dilieran de los anteriores, indica una dependencia fun
cional con la tempertura y/o la frecuencia, y además, aparecerían valores de temperatura.

en los cuales los ajustes son multivaluados.

Considerar las interpolaciones de los parametros de ajuste para el rango común de

temperaturas de dos ensayos, como propone el método tradicional, se contradice, en parte,

con la primera de la suposiciones, la cual depende críticamente de la determinación de los

anchos de los picos. Esto ocurre tanto para la intensidad de relajación, como para el ancho

característico de la distribución lognormal. l’or otro lado, la determinación de la.energia

de activación a partir de las temperaturas a las cuales ocurren los valores máximos de los

picos, como se deduce del trabajo de Nowick y Berry, es un procedimiento válido cuando

los procesos quedan caracterizados por un único tiempo de relajación, pero conducen a
errores si está involucrada una función de distribución con un cierto ancho.

El método propuesto en este trabajo tiene ventajas en los siguientes puntos: en primer

lugar, no presupone ninguna función de distribución particular y, por lo tanto, queda

librado a los resultados que se obtengan la interpretación de los fenómenos que dan lugar

a los procesos involucrados y su posterior analisis. Este hecho se ve claramente a partir

de las discrepancias que aparecen cuando Secalcula la energía de activación del proceso a

partir de las temperaturas de pico, como se mencionó anteriormente. En segundo lugar,

el procedimiento propuesto trabaja con funciones continuas y toma en cuenta los picos en
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su totalidad, en vez de considerar sólo algunos de sus parámetros característicos, lo que

minimiza la dispersión debida. al error de los datos experimentales.

Con respecto al análisis de la dependencia de la distribución integrada con la tem

peratura, para el caso de frecuencia constante o aproximadamente constante, el método

descripto en este trabajo, permite efectuar una separación entre la dependencia con la fre

cuencia y la temperatura del factor preexponencial de la ley de Arrhenius y de la energía.

de activación. En efecto, como se vio, por ejemplo, para los casos de relajación Snock y de

PVC, la forma de la distribución integrada aparecen como traslacioncs verticales de una

misma curva, lo cual indica la presencia de la distribución en frecuencia para To,mientras

que, dentro del error experimental, la enrgía de activación no sufría modificaciones con

dicho parámetro.
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Capítulo 5

Conclusiones

Las funciones de distribución de tiempos de relajación y de retardo surgen naturalmente,

en el marco de la teoría de la. viscoelasticidad lineal, como la respuesta espectral de las

magnitudes estáticas y dinámicas. Es justamente esta teoría la que permite relacionar los
espectros de las propiedades mecánicas entre si, a través de las expresiones integrales que

permiten, a partir del conocimiento de una de las magnitudes definidas para los materiales
viscoelásticos lineales, conocer todas las demás.

La función de distribución tangente, definida a partir de las funciones de distribución

tradicionales, permite incluir a la tangente de pérdida, hasta ahora separada del resto de

las propiedades mecánicas, dentro del grupo de magnitudes viscoelasticas expresables a
través de una función de distribución. Este hecho habilita a aplicar a la fricción interna,

por ejemplo, los procedimientos matemáticos de inversión utilizados hasta ahora sólo para

las componentes de pérdida del módulo y de la compliancia.

La aplicación más importante surge a partir de la equivalencia con la distribución in

tegrada, la cual permite efectuar una interpretación global de las magnitudes de pérdida,

en especial de la fricción interna, cuando aparece como función de la temperatura y la

frecuencia. Su mayor ventaja recide en propiciar un procedimiento que permite efectuar

la separación de los procesos distribuidos de aquéllos caracterizados por una relajación

del tipo de Debye. En particular, cuando se parte de mediciones cn temperatura, dicho

procedimiento brinda información sobre los orígenes de la distribución, en el caso que
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exista, con respecto a los tiempos de relajación. En efecto, la dependencia de la dis

tribución integrada T,(w,T) con la temperatura, para el caso de frecuencia constante o

aproximadamente constante, permite determinar si la distribución está localizada en el

factor preexponencial de la ley de Arrlienuis, es decir, en To,o en la energia de activación,

o en ambos. Esta determinación es posible con sólo observar distintos valores de cada uno

de los parámetros mencionados para distintas frecuencias de medición.

Estos conceptos se ejemplican claramente con los picos Zener (le fricción interna, dis

cutidos en el capítulo 4, donde la coincidencia de los parán'ietros de la ley de Arrhenius

sobre más de dos órdenes de ¡magnitud en frecuencia permitió afirmar que este proceso

se caracterizaba por un único tiempo (le relajación. Sin embargo, tanto en el caso de los

picos Snoek como en el de los picos de transición vítrea de PVC, analizados en el mismo

capítulo, los factores preexponenciales Tose diferenciaron claramente entre sí, lo cual in

dicó que existe una función de distribución en estos parámetros, mientras que, para la
relajación de Snoek, las pequeñas diferencias halladas para los valores de las energías de

activación no fueron sufientes para. afirmar que haya una distribución en esa magnitud.

Cabe mencionar, además, que la metodologia propuesta en este trabajo difiere fun

damentalmente de los métodos tradicionales de análisis, discutidos en los capítulos 2 y

4, por el hecho de no presuponer una distribución específica, es decir, no se efectúa una

parametrización de los datos. Y, en segundo lugar, el uso de funciones continuas con la

temperatura, como la envolvente y la distribución integrada, evita caer en las aproxima

ciones resultantes (le hallar parámetros únicos para un dado pico (le fricción interna, que

se solapan en cierto rango (le las variables con los hallados para otro ensayo.

/;':.>,_.,
vaavoLO

C.liath
.TQSIS 7Lc'l

¡JI/¿E 4 7’04. ¡JE 751/)
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Apéndice A

Transformada de Laplace

La transformada. (le Laplace de una.función se define como [l]

ns) = [o ¡(o exm-st) dt s Amt); s1 (M)

cuando la.integral f6” exp(—st)dt existe. La variable de la transformada, s, es, en
general, un número complejo.

A.1 Propiedades

En esta. sección, se presentará un breve resumen de las propiedades de la trzursl‘orn‘mda.

de Laplace que se han usado en este trabajo.

i) Linealidad

La transformada. de Laplace es un operador lineal. Específicamente, si f-¡(s) y ¿(3)

son las transformadas de Laplacc de las funciones f1(t) y f2(t), respectivamente, y
c1 y c2 son constantes, entonces resulta que

¿[CIÍÁÜ + C25“); 3] = le_1(3) + sz-2(3)

ii) Diferenciacio'n

La transfornmda (le Laplace de la derivada. de una función se relaciona. de un modo
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iii)

iv

V

)

V

sencillo con la transformada de la función. Resulta, por lo tanto,

df(t)
(lt

;s =8Í(3)-f(0)

donde f(0) es la condición inicial, necesaria para integrar f’(t). Esta última expre

sión puede generalizarse para el caso (le la derivada n-ósima. En efecto, a menos de

las condiciones iniciales,
. d"f(¿) n 

L d,—.t; = 3 f(3)

Integración

La transformada de Laplace de la integral definida de una función se relaciona. con

la transformada de dicha función según

¿[Á'f(1¿)dzi;s]

Esta expresión también puede generalizarse fácilmente, como en cl caso de la dife

= ¡(a

renciación.

Convolucio'n

La multiplicación de dos transforn'iadas en el plano transformado corresponde a la.

convolución en el dominio temporal, es decir,
t

I: [f f1(t-u)f2(u)du;s]0
l

z: [f f1(u)fz(t —u) ams]0

Las dos formas de la integral de convolución existen debido a que la operación de

Í1(8)Í2(3) =

convolución es conlnutativa.

Valores límites

Una propiedad importante en las aplicaciones (le la transformada se conoce con el

nombre de teorema del valor límite El teorema de los valores iniciales dice que,

¿gg/(t) = 13g sf(s) = ¡(0)

si el límite existe. Análogamente, el tcoren'ia de los valores finales dice que, en el

caso que el límite exista,

tlgng) =1¡_n¿sÍ(s)=f(00)



Si bien existen diversos formalismos para. invertir la transformada de Laplace, es de

cir, calcular la antitransformada, en la práctica se intenta. expresar la. transformada, cn

términos de funciones en 3 cuya. inversión se conozca. por tabulación. En general, las

transformadas son cocientes de polinomios racionales, los cuales son fácilmente inversi

bles mediante la,separación en fracioncs simples. La tabla. A.1 muestra. las transformadas

de las funciones que se han utilizado en este trabajo.

f(t) ¡(3)

su) 1

¿(t —t’) exp(—t's)

1

19(t)

I 1 I29(t—t) —exp(—t s)s

7.

exp(—t/T) l + TS

1

1—exp(—t/T) m

exp(2wt) IW3 _

w
SC“(UJt)

s
COS(UJt) m

Tabla. A.l: Transformadas de Laplace (le las funciones utilizadas en este trabajo.
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Apéndice B

Funciones especiales

En este trabajo se han usado algunas funciones especiales, fundamentalmente en el cálculo

de transformación de las propiedades de la respuesta viscoelástica lineal, así como en el

análisis de las funciones de distribución. A continuación, se presentará. en detalle la.

definición y algunas propiedades de estas funciones.

B.1 Función delta de Dirac

La función delta de Dirac, también llamada función impulso unitario, se define como

aquella función que cumple con [l]

oo :v=:¡:o
6 :v — :va = 13.1

( ) 0 a: 7’: asa ( )

y a: +c2

/ ¿(rc —:vo)da: = l V61, 62 > 0 (13-2)

Matemáticamente, 6 no es una función, ya que diverge para a:—3:0= 0. Sin embargo,

con ciertas precauciones, puede tratárscla como si fuera. una función corriente. Es por

esto que algunas veces se la. denomina. como una función simbólica.

Existen ciertas expresiones análiticas que se comportan, en el límite, como una función
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delta. de Dirac. Pueden mencionarse, en el caso continuo,

l _ e

¿(3)= ; 1% (13-3)

¿(o-11' /°°-'( ) (-)d B4a, — 7mm?) o c.\p cw cos un w ( .)

y, en el caso discontinuo, a.

= lin¿¿(3,6) (13.5)

l < ' <

6(a:,e)={ /6 0-1-6 (13.6)0 :c > e

En este trabajo se han utilizado otras expresiones, generalmente continuas, las que

también se comportan como una. función delta. de Dirac en el límite de alguno de sus

argumentos. ’ ‘odas ellas se demuestran fácilmente comprobando la. definición dada por

las ecuaciones B.1 y B2.

Propiedades de la delta de Dirac

Dentro de las propiedades de la. función delta, que se utilizaron en este trabajo, pueden

mencionarse las siguientes:

i) la función delta, es una. función par, es decir

ii) la.integral de la.función delta sobre cualquier función continua, da.como resul
tado el valor que toma. f en el argumento de la delta, es decir,

fm ¡(row —m)da-= fm ¡(x' —me) dz = M)

iii) toda, forma funcional del tipo

h(a;)
¡(3) = león)? + 92cv)
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. I.
". O.

donde c es una constante y h(;r) es una función acotada, se comporta, como una.

nueva. función delta. de Dirac en los argumentos que anulan la.función g, moduladas

por ILy por funciones de las derivadas de g en esos valores, es decir

¡(z)=z" 1—,— ¿(3:— siendo cv,-tal que g(a:.-)= 0.' cIg

Es importante notar que la función delta no es adimcnsional sino que la dimensión de

esta función es la. inversa. de la dimensión de su argumento.

B.2 Función escalón

La.función escalón unitaria, también llamada función de Hcaviside, se define como [2]

0 a: < :L'a
19(3: —-rca) = (B.7)

l a: > 3:0

El valor de la. función en su centro es decir en rca no cueda definido de antemano el cual3 i ’ l ’

puede especificarse cuando se lo necesita. De todos modos, esta. función se usa. general

mente como parte de un integrando, de modo que el valor que tome en la.discontinuidad
no afecta. el resultado.

Como cn el caso de In función delta, existen ciertas expresiones nnáliticas que se

comportan, en el límite, como una función escalón. Pueden mencionarse, a ¡nodo de

ejemplo,

a 1- — l l 1' - t m 13 s(.L) — 5+ ;(I_n¿mc g: ( .)
1 l , °° sen(wa:)

19(1)—5+ cxp(—cw)wa (B.9)

Propiedades de la función escalón

La. función de IIeaviside es, a partir de las expresiones continuas, una. función impar, es

decir,



Por otro lado, la función delta de Dirac puede considerase formalmente como la derivada

de una. función escalón, esto es,

=¿(z)
da:

A diferencia de la función delta, la función de Heaviside es adimensional. Cuando se

multiplica una. función escalón por una constante, queda representado un salto de altura

igual a dicha constante y este producto tiene, evidentemente, la dimensión del factor

multiplicativo.
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Apéndice C

Distribución integrada:
equivalencia con la distribución
tangente

La distribución integrada 'r¿(lnw), definida. en las ecuaciones 3.30 y 3.32, es función de la.

constante de normalización dt, que aparece en la ecuación 3.28. La imposición del valor de

á, como el doble del valor máximo de la tangente de perdida tiene por objeto garantizar

la continuidad de la función de distribución integrada. En efecto, si (ver ecuación 3.30)

tg «mx/(wi) = 0.5

las dos expresiones dadas por la ecuación 3.232conducen al mismo valor para la función

de distribución integrada, es decir,

T¿(Inw¿) = l/wg

dando lugar a. una función continua en la frecuencia del máximo.

La. propiedad de continuidad de la función T, es condición necesaria para. demostrar

la. equivalencia. entre dicha magnitud y la función (le distribución tangente ‘15(ln7‘) (ver

ecuación 3.18). En efecto, si T. fuese discontinua en ln wt, entonces el cálculo de la función

de distribución tangente para T = l/wt, a partir de la.expresión (ver ecuación 3.10)
l .

; 0133+“va + z/(1/wc)]- tg sol-a + 2/(1/ws)]}
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queda indeterminado.

Por otra parte, la, analiticidad de T. permite calcular una expresión de la función de

distribución tangente cn términos de la función de distribución integrada. Para ello, debe

tenerse en cuenta. que

i) la. fricción interna, definida a través de la ecuación 3.4, es una. función impar, es
decir

tgso(-w) = -tg 99(0))

ii) toda función real y analítica es continua en la conjugación de argumentos complejos,

esto es,

f(a i lb)= ¡“(e b)i f(”(a, b)

donde [(n) y f“) son las extensiones al campo complejo de la función f, es decir,

su parte real e imaginaria, respectivamente.

Por lo tanto, considerando las propiedades enumeradas en los puntos i) y ii), junto

con las ecuaciones 3.10 y 3.28 a 3.30, se puede demostrar que
l

KII¿(lnT)= ;afi_:¿r[tg<p(a + l/T) — t¿SW-a + 1/7” =

Tz(')(T)[1+ (Tt“)(T))2 + (Tt('¡)(7))2]
21}!- T T 2 1'

”[1+<@>—(—n“:w>J +4<—T‘“:<T>)(—"“:<T>>
donde T¡(n)('r) y T¿(¡)(T)son los valores límites de la parte real e imaginaria, respectiva

mente, de la función T; evaluada en (a + 2/7’), cuando el parámetro a tiende a cero.

El análisis completo de la.ecuación C.l es muy complicado, pero, por ejemplo, puede

considerarse el caso de un único tiempo dc relajación, en el cual, obviamente,

T,(lnw) = n = cte

Por lo tanto,
nm) =
nm = 0

Tt
Vw
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y la ecuación C.1 se transforma. en una función delta. (lc Dirac, centrada. en ln‘r = ln 1'. y

con un prefactor igual a.a", (ver Apéndice B), la cual coincide, como era. de esperarse, con

la.expresión dada. por la ecuación 3.26.
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