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Resumen

En esta tesis se demuestra el siguiente teorema de los ceros de Hilbert
efectivo:

Sea k un cuerpo infinito y perfecto. sean X1.....Xnindeterminadas sobre k

y sean f 1.....fspolinomios en k[X¡,...,an de grado acotado por un número dado
d, que satisface d z n. Entonces existe una red aritmética sobre k de tamaño

souydom) y profundidad 0(n4 log2 sd) que decide si el ideal generado por
fl....,fS en kIX¡,....Xn]es trivial y, si este es el caso, produce un cálculo de

evaluación de longitud so“) dom) y profundidad 0(n4 log2 sd) en el cuerpo
de funciones k(X¡,...,Xn) que calcula polinomios p¡,...,ps de k[X¡,...,Xn] de

grado domz) que satisfacen

1- E pm.
lsiss



Introducción

Unos de los teoremas básicos que conecta la Geometría Algebraica con el
Algebra Conmutativa es es Teorema de los Ceros de Hilbert:

Sean f¡,...,fS polinomios en lel,...,Xn] y sea (f¡,....fs) el ideal generado por
ellos en lel....,an. Si V(f1.....fs)nota a la variedad algebraica definida por

f l,...,fSen Anlí) (donde Í es una clausura algebraica de k), son equivalentes:

l E (fl,...,fs)
(n) V(f¡,...,fs) = ra.

La versión algoritmica de este teorema consiste, dados los polinomios
fl.....fs, en decidir si la variedad que ellos definen es vacia y, si éste es el

caso. encontrar polinomios pl....,ps en k[X¡,...,Xn]que satisfagan la identidad

ISÍSS

Existen varios trabajos al respecto (ver, por ejemplo. [BrownawelL 1987].
[Caniglia-Galligo—Heintz,1988 y 1989] y [Kollár, 1988]). Para una reseña de
métodos y resultados en este tema puede remitirse a [Teissier, 1991] (o
también a [Fitchas-Galligo, 19901y a [Caniglia el al , 1991] para ver técnicas
elementales y aplicaciones a la computación).

El teorema principal de esta tesis fue señalado por E. Kaltofen como un
problema abierto en 1988 y es motivado por el siguiente problema: la
versión efectiva del Teorema de los Ceros de Hilbert de lKollár, 1988] (ver
también [Fitchas-Galligo, 1990], Théoréme l) tiene, para d a 3 y n 2 2 el
Siguiente enunciado:



El ideal (f 1.....fs)es trivial si y sólo si existen polinomios pl....,pS e klxl....,xnl

talesque l = E plfl ymáxldeg p¡f¡;lsjss]sd“.
lsjss

De un ejemplo muy .conocido descubierto por Mora-Lazard e,
independientemente,por Masser-Philippon (ver lBrownawell, 1987]) se
deduce que la cota del grado. simplemente exponencial. dn de la versión de
Kollár es Optimal.

Si'se usa este teorema para el diseño de un algoritmo que decida la
trivialidad del ideal (l ¡"013). se obtiene Un algoritmo bien paralelizable

uniforme de complejidad secuencial so“)d0(”2](ver [Dickenstein et aL.
1988]). Debe mencionarse que esta es aún el mejor resultado de complejidad
uniforme conocido que incluye el problema de decidir si un sistema de
ecuaciones polinomiales puede resolverse en un cuerpo algebraicamente
cerrado.

El algoritmo mencionado anteriormente no sólo decide si el ideal (f ¡,....fs)

es trivial sino que también da polinomios p¡,...,ps e k[X¡,...,Xn] de grado

acotado por dn que satisfacen l - 2 p¡ l¡ si tal relación existe. Estos
l s j s s

. . ., - 2
polinomios se expresan en representaCion densa que es de tamano O(sdn ).
Este tamaño no puede ser reducido a causa del ejemplo de Mora-Lazard y
Masser-Philippon. Esto significa que la aproximación al problema de
trivialidad algoritmico para ideales polinomiales por medio de los teoremas
de los ceros de Algebra Conmutativa conduce. necesariamente. a cotas de
complejidad que son simplemente exponenciales en el tamaño de la entrada
que es del orden de 0(sdn). La única forma de evitar este problema es

renunciar a exhibir la relación l - E p] fl si el ideal es trivial o bien
l s j s s

cambiar la estructura de datos que representa a los polinomios p¡,....ps. La
primera alternativa se trata en [Giusti-Heintz, 1991 b] por medio de un
algoritmo bien paralelizable con complejidad secuencial no uniforme de



orden so(l)d0(n] (ver sección 2.4. . Proposición A). La segunda alternativa es

el tema de esta tesis: se representan las salidas pl....,p9 por medio de un

cálculo de evaluación de longitud somdoml en k(X¡,....Xn)(esto significa que
la longitud del cálculo de evaluación que representa la salida pl.....ps es

polinomial en el tamaño de la entrada fl....,fs). La complejidad paralela que

se obtiene aquí es del orden O(n4 log2 sd) . y es la misma que la que se

obtiene usando representación densa de polinomios y la mejor cota de dn
para d z 3 y n 2 2 en el teorema de los ceros efectivo del Algebra
Conmutativa (ver por ejemplo [Fitchas-Galligo. 1990], Théoreme l). Como se
dijo anteriormente esta última técnica da una complejidad secuencial de

somdomz’ que es simplemente exponencial en el tamaño de la entrada.

Combinando el resultado principal de esta tesis con [Valiant et 31., 1983],

Theorem 2. se puede mejorar la complejidad paralela mencionada a 0(n3

logZ sd). Sin embargo, este procedimiento hace que la complejidad

secuencial simultánea aumente a 50(1)d0(n2).



l.Definiciones y notaclones

l.l Definicionesy notaciones básicas.

Sea k un cuerpo infinito y perfecto. Se supone que k es efectivo, es decir

que las operaciones aritméticas básicas de k (suma, resta. multiplicación,

división y comparación de elementos) son realizables por algoritmos. Sea Í

una clausura algebraica de k . Se notará An : - AM Í) al espacio afin

n-dimensional sobre Í. munido de la topología de Zariski y de su anillo de

coordenadas de funciones polinomiales. Cuando la caracteristica de k sea

positiva (p := car k) se supondrá que la extracción de raices p-ésimas es

efectiva, o sea realizable por un algoritmo.

Sean )(1,....Xnindeterminadas sobre k. El grado total de un polinomio f a

coeficientes en k se notará deg f y el grado parcial con respecto a la

variable Xi se notará degxi f . Un polinomio f se dirá món/'60 en X1 si

su grado en Xies igual a su grado total y éste a la vez es positivo.

En lo que sigue, f1.....fsserá un sistema finito de polinomios no constantes

en k[X¡,...,Xn]. El ideal generado por dichOs polinomios en le¡,...,an se

notará I(f1,...,ls). (fl....,l's) o más simplemente l. En caso de quedar claro en el

contexto también se usará esta notación para el ideal generado por f1....,fsen

extensiones del anillo lel...._Xn] . La variedad algebraica afin. en el sentido

clásico, definida por (f1....,fs) en An se notará Vlfl....,fs) . Vll) ó más

simplemente V cuando no haya lugar a dudas. En las condiciones antedichas

d siempre notará a un número natural que satisfaga d z máx [ n, deg fl ;
l s j s s].



También se considerarán invariantes geométricos intrinsecos a V(f1,...,fs),

esencialmente la dimensión y el grado. Sea

V-U Ck
lsksN

la descomposición de V en componentes irreducibles. La (1722261251612

(dim C) de una componente irreducible C : - Ck . l s k s N , se identifica
con ladimensión de Krull de su anillo de coordenadas, mientras que su

grado (deg C) con el número de puntos que hay en la intersección cuando

se corta a C con (dim C) hiperplanos genéricos. Se define entonces la
dimensión de V como

dim V : = máx { dim Ck, l sksN)

y su grado por

deg v A:- E deg cklsksN

Esta noción no convencional de grado tiene la ventaja de satisfacer una

desigualdad de Bezout del tipo

deg Vs H deg filsksN

sin restricción sobre el tipo de intersección (ver [Heintz. 1983)).



1.2 Estructuras de datos. modelos algoritmicos y de complejidad.

Los algoritmos considerados admitirán como entradas (¡27,1711!)conjuntos

finitos de polinomios. Es necesario describir tal conjunto por una estructura

de datos. medir su longitud y precisar el tipo de algoritmos que se van a
considerar.

1.2.1 Representación "ingenua" de entradas-salidas y su longitud.

Sean r 1.....fsel conjunto de polinomios ya introducido en l.l. Recordemos

que sus grados totales están acotados superiormente por un número

prefijado d que también mayora a n . Cada polinomio puede ser escrito en

representación densa . es decir, prefijando un orden a todos los monomios de

grado menor o igual que d y representando al polinomio por un vector con
entradas en k. donde cada coordenada será el coeficiente del monomio

correspondiente. Por ejemplo, si d -2. n-Z y el orden de monomios prelijado

es l . X1. X2. X12. XIXZ. X22. el polinomio 3+2X|+SX1X2+X22 e QIX1.X2]

se representara por el vector ( 3 . 2 , 0 , 0 . 5 . l ) . De esta forma, cada

polinomio podrá ser escrito como un vector con coordenadas en k y su

longitud dependerá de los parámetros n . d y s.

Existe un caso de particular importancia: k : - Q . En esta situación

también se puede tener en cuenta la longitud aritmética t , es decir el

supremo del nu mero de bits necesarios para escribir cualquier coeficiente de

los polinomios li . Dicho de otra forma. el máximo de los valores absolutos

de los numeradores y denominadores de los coeficientes‘de todos los fi es

mayorado por 2‘.



La longitud de la entrada f1.....fs es la cantidad de memoria necesaria

para guardarlos, es decir, la cantidad de memoria que ocuparán sus

coeficientes. Se puede estimar de antemano la longitud de la entrada a partir

de los parámetros d , n , s y eventualmente t en el caso k : = Q . El número

de monomios en n variables de grado a lo sumo d es el coeficiente binomial

(dm ,cantidad mayorada por e d“. que es por lo tanto un 0 ( d“) ( n fijo,
d tendiendo al infinito). Como se convino codificar a los polinomios de

entrada por su coeficientes en la representación densa, harán falta O(sdn)
coeficientes y. en el caso k : - 0 . demandará 0( Std“) bits.

Las salidas (output) podrán ser de diverso tipo: valores booleanos.

números enteros entre -l y n (representados por vectores de valores
booleanos). matrices cuadradas de dimensión n x n a coeficientes en k o

bien polinomios. Uno de los problemas centrales es decidir cómo codificar los

polinomios de salida. La representación densa para los polinomios de salida

es incompatible con el orden de complejidad buscada. por lo tanto se utilizará

una forma de representar polinomios más ventajosa que será introducida
más adelante.

1.2.2 Descripción de los modelos de algoritmos y de complejidad y

codificación de polinomios de salida.

Los algoritmos que se van a utilizar serán, en principio. descriptos por

una radar/21216511Z?con entradas en k .representada por un grafo orientado

aciclico (lvon zur Gathen. 1986]). A cada vértice o nodo interno le

corresponde un procesador que efectúa una operación elemental del cuerpo

de base k (ya sea una operación aritmética. incluyendo la eventual

extracción de raices p-ésimas; una operación booleana que corresponde a la

lógica proposicional o bien selectores asociados a control de igualdad de



elementos de k) y cada arista indica el envio de una salida de un procesador

como entrada de otro. Los vértices o nodos externos del grafo representan las

entradas y las salidas de la red.

Todo algoritmo admite un desarrollo secuencial o paralelo. La

complejidad sea/anual (o tiempo semana/al) es la longitud de la red, es

decir el numero de procesadores o vértices del gral‘o. La cumple/Mad

para/ela (o tjls’mpopara/elo) es la profundidad de la red. es decir la

longitud del camino más largo en el grato orientado.

Si el cuerpo de base es el de los racionales. cada procesador aritmético se

transforma en un circuito booleano donde los procesadores manipulan ahora

bits. Es necesario entonces, tener en cuenta el crecimiento eventual de los

coeficientes de los polinomios intermedios. Deesta forma, la red aritmética se

transforma naturalmente en una red booleana, a la que se le puede asignar

análogamente nociones de complejidad secuencial y paralela.

Resumiendo. los algoritmos serán familias de redes aritméticas

parametrizadas por las cantidades d . s y n (o de redes booleanas

parametrizadas por d . n . s y t ). Para una discusión más profunda sobre

este modelo de complejidad. pueden verse [von zur Gathen. 1986] y [Fitchas

Galligo-Morgenstern. 1990].

Existen redes aritméticas particulares especialmente interesantes:

aquellas que no hacen intervenir comparaciones ni ramas. Se llamarán

cálculosde eVa/uaakín. arca/tos aritmétij o straight line programs. Un
tal cálculo de evaluación en k (X1,....Xn)será un vector b - (01.....QL)que

cumpla las siguientes condiciones

(i) 0p e k(X1,...,Xn) V 15psL
(ii) Se cumplen alguna de estas tres posibilidades:

a) 0p E [XI....,xn }

b)Qp e k



c) Existen 1.o s p tales que Qp - 01 t Qu dónde t e [+ . -,.,%].

Para mayor precisión sobre estas redes ver lStrassen. 1972], [von zur

Gathen, l986]. [Stoss, [989] o [Heintz. 1989].

La complejidad secuencial o longitud de un cálculo de evaluación será el

número de operaciones aritméticas que contiene y, de ser necesario, se
contarán también las variables o constantes introducidas. . Estos cálculos de

evaluación permiten codificar polinomios de muchas variables. calculando su
valor en un punto de An . Esta será, en general. la forma de codificar los

polinomios de salida.

Por ejemplo, sea f e k “1.....an . f - ( X1 + + Xn)d. Si se quiere
codificar a l en forma densa, será necesario un vector de (d + n)! / d! n!

coordenadas. número que, ya se vio, es del orden de 0( d“). Sin embargo,
mediante un cálculo de evaluación bastará un circuito aritmético de 2n +d - 2

nodos ( n para representar las variables, n - l para las sumas y d - l para

los productos) y este número es del orden 0(d) . Entonces. los polinomios de

salida serán generalmente dados por programas de evaluación.

Una última observación debe ser hecha para los cálculos de evaluación. Si

algún cálculo contiene divisiones. el polinomio que represente no podrá ser

evaluado en cualquier punto, porque se corre el riesgo de tener que dividir

por cero. Sin embargo. la totalidad de los puntos en donde un cálculo de

evaluación no puede ser evaluado siempre forman un cerrado de Zariski de

An que no es todo el espacio y por lo tanto el cálculo de evaluación
representará univocamente al polinomioen cuestión.



l.3 Clases de complejidad

En la situación ya definida. diremos que un algoritmo es de complejidad

secuencial¡Jo/mandale” la longitud de la entrada si la red correspondiente

de parámetros ( d , n . s ) (respectivamente ( d . n , s . t ) en el caso

booleano) admite una complejidad secuencial del tipo s0“) dom)

(respectivamente (800“) dm“). Esta terminología se justifica cuando se

considera la longitud 0(sdn) (respectivamente 0(stdn) ) de la entrada

f1.....ls para la estructura de datos elegida (la representación densa de
polinomios).

Se dirá que el algoritmo es men para/enable si la profundidad de la red

es del tipo O ( n2 log2 (sd) ) (respectivamente O ( n2 log2 (std) ) ), es decir. si

la complejidad paralela del algoritmo es del orden del cuadrado del logaritmo

de la complejidad secuencial, tomándose siempre logaritmo en base 2.

z, Algunasherramientas

2.1 Extensiones del cuerpo de base

Una idea fundamental consistirá en introducir parámetros auxiliares en

forma de nuevas indeterminadas, por ejemplo T1,....Tn. Se reemplazará

entonces provisoriamente el cuerpo de base k por kIT|,...,Tn] . Los resultados

intermedios representarán a los polinomios considerados como dependientes

de variables principales a coeficientes en los polinomios en los parámetros

T1.....Tn. Con respecto a las variables principales, los polinomios son

codificados por la representación densa, pero los polinomios coeficientes son

representados por cálculos de evaluación en k(T¡....,Tn) .



Los algoritmos ejecutarán, entonces. operaciones aritméticas ( en general

sin divisiones) y comparaciones en lel.....Tn] . El punto esencial para la

complejidad de esta nueva aritmética residirá en las comparaciones y. más"

precisamente, en los tests de no nulidad. Por ejemplo. si los parámetros

auxiliares distintos de las variables de origen X1....,Xnaparecen aún en los

polinomios finales. deberán ser eliminados por especialización en valores

apropiados de k . teniendo en cuenta de no anularlos. Asi. todos los

algoritmos podrán ser realizados por redes sobre el cuerpo k ( ver [Heintz

Sieveking. 1981] y [Kaltol‘en.1988] para la utilización de esta representacion

de polinomios en cálculo formal).

A menudo será imprescindible dividir las indeterminadas xl....,xn en

"parámetros". es decir X1....,X1,y variables principales distinguidas, es decir

XM ....,Xn para un i dado. l s i s n. Los algoritmos producirán elementos de

k(X¡,...,X¡)[X¡+1.....Xn] que serán considerados como polinomios en las

variables principales X¡+1.....Xncon coeficientes en el cuerpo lel....,X¡) .

Después de una transformación adecuada de las variables principales. estos

polinomios nunca contendrán más de dos de ellas. Además, el grado de estos

polinomios será del orden de dom} o de domzl. de acuerdo al contexto. Serán

representados. o al menos representables por cálculos de evaluación en

k(X¡,....X¡)[X¡+1.....Xn]de longitud s0“) dom), cuyas divisiones eventuales

pueden ser ejecutadas en klxl.....X1). La complejidad paralela de estos

cálculos de evaluación será. en general. del tipo 0 (nZ logZ (sdll ( y en este

sentido seran "bien paralelizables"). Por lo tanto. se puede pensar que los

polinomios producidos por el algoritmo dados en representación densa con

respecto a las dos variables que realmente aparecen. De esta forma, podrán

ser dados como vectores de funciones racionales de k(X¡,....X¡)(o de le1,...,X1]

si no aparecen divisiones). Estas funciones racionales son representadas como

resultado de un cálculo de evaluación en k(X¡,...,X¡) (o en le1,....X¡])

generalmente bien paralelizable de longitud s0“) dom).



En el caso de caracteristica p > 0 , las extracciones de raíces p-ésimas

aparecerán sólo en subrutinas sin efecto en los resultados finales. El número

de iteraciones de este proceso está acotado a priori por un número entero m

conocido del tipo 0 (n log d). Se pueden introducir nuevas indeterminadas

S],...,Sj y reemplazar los parámetros X1....,Xj por Slpm,...,Sjpm . Los pasos

algoritmicos que deben ser ejecutados en k(X|.....X1) son simulados en

k(S¡.....S¡).donde las extracciones necesarias de raíces p-ésimas pueden ser

efectuadas sin pérdidas en la complejidad ( aquí es donde la suposición k

perfecto se convierte en esencial). Comola salida final de la subrutina que

requiere extracción de raíces p-ésimas será una transformacion k-lineal de

las variables principales Xj,1,...,Xn . la introducción momentánea de

parámetros auxiliares Sl....,Sj no tiene influencia sobre el comportamiento

global del algoritmo, en particular de su salida.

2.2 El teorema de Heintz-Schnorr y sus consecuencias para la
complejidad

Se utilizará de manera esencial el siguiente teorema de Heintz- Schnorr

([Heintz-Schnorr, 1982]. theorem 4.4):

feorema : Se considera el conjunto W(D,n.v)de polinomios de le¡,...,Tn] de

grado menor o igual que D que pueden ser evaluados por un cálculo de

evaluación de longitud a lo sumo v. Sea I' un subconjunto de k de

cardinal 2v (l+D)2. Entonces existe un subconjunto Q (D,n.v,I') - (n.....ym)

de rn (donde m = 6 (v+n) (v+n+l)) que verifica la propiedad siguiente:

todo polinomio de W(D.n,v)que se anula sobre [71...”me es idénticamente
nulo.

Un subconjunto como en el teorema se llamara (siguiendo la terminología

usada por [Ilenry-Merle, 1987] cuestor o bien correct test sequence.



Aplicado a la situación precedente. donde D será del tipo s dom} ó dom)

y v, so“) dom), esto posibilitará efectuar las comparaciones necesarias de

elementos en k[T¡_....Tnl ejecutando solamente s0“) dom operaciones

aritméticas en k. ya que el cardinal de I' y el del conjunto cuestor son del
orden s 0[ l) d 0(n)_

El problema de la elección del conjunto cuestor en I'n es esencial para la

evaluación de la compleiidad. Dicha elección podrla hacerse paso a paso

algoritmicamente, pero da una cota elevada que depende sobre todo del

parámetro n. Comoesta elección es independiente del problema en si. para n.

s y d fijos, se pensará que se tiene el conjunto cuestor por medio de un

preprocesamiento. donde el costo no interviene en el cálculo particular. Dicho

de otra forma, para cada terna d, s, n se construye una red aritmética que

resuelve un cierto trabajo en tiempo secuencial s0“) dom) y en tiempo

paralelo 0 (nZ log2 (sdl) pero el costo de esta construcción no se contará. Se

procederá de manera análoga para los parámetros d. s. t, n y las redes

boleanas en el caso k : = Q (ver [von zur Gathen, 1986]). En este sentido, se

dirá que los algoritmos no son uniformes.

En el tratamiento algoritmico completo, la elección de los cuestores puede
ser hecha de forma aleatoria (ver lHeintz-Schnorr, 1982]. Theorem 4.4). El

tiempo secuencial de desarrollo de los algoritmos será una variable aleatoria

con una esperanza del tipo so“) dom). La cota superior de complejidad que

se obtiene ( worst case comp/6112},) es del tipo s0“) dom”.

2.3 Algebra lineal efectiva (Berkowitz-Mulmuley)

Las técnicas de algebra lineal en las que se basan los algoritmos utilizan

algoritmos bien paralelizables y sin divisiones. El ingrediente fundamental es



el el algoritmo de Berkowitz (IBerkowitz, 1984]) que calcula en tiempo

polinomial todos los coeficientes del polinomio característico de una matriz

cuadrada a coeficientes en un dominio integro. Estos coeficientes del

polinomio característico se representan mediante un cálculo de evaluación
sin divisiones.

Para calcular el rango de cualquier matriz. se combina el algoritmo de

Berkowitz con un resultado de Mulmuley (lMulmuley.l986]) que realiza el

rango como la multiplicidad del cero en el polinomio característico de una

matriz cuadrada auxiliar. Asi, se puede decidir en tiempo polinomial por

medio de un algoritmo bien paralelizable y sin efectuar divisiones, si un

sistema de ecuaciones lineales admite soluciones y, en caso que la respuesta

sea positiva, calcularlas efectuando una sola división por un elemento

precalculado.

En la situación afin. hará falta calcular máximos comunes divisores de

polinomios en una variable y a coeficientes en un anillo íntegro. En este caso,

se siguen las lineas de [Giusti-Heintz. 1991 al y la técnica de subresultante de

[Brown,l97ll. combinándolas con el algoritmo de Berkowitz. Sólo en estas

subrutinas la extracción de raices p-ésimas (en el caso p >0) es relevante.

2.4. Un resultado previo básico (Giusti-Heintz)

Los algoritmos aqui presentados se basan fundamentalmente en las

técnicas y resultados de M. Giusti y J. Heintz ([Giusti-Heintz, l99l bl); más

especificamente. en las dos proposiciones siguientes.

Proposición A ([Giusti-Heintz, 1991 b]. Théoréme 3.5 y Théoréme 3.7.2):

Existe una algoritmo bien paralelizable sin divisiones que calcula en

tiempo no uniforme 50(1) dom) los siguientes items:



(l)la dimensión r :- dim V de la variedad algebraica definida por ll.....fs
en An.

(2) una matriz inversible M e knm tal que las variables Yl.....Ynque se

obtienen transformando X1....,Xnpor medio de M, estan en posición de

Noether con respecto a V. (Se dice que las variables Yi....,Yn están en

posicion de Noether con respecto a V si para cada r < is n , donde r :

dim V. existe un polinomio de lel.....Y¡-.Y1] que es mónico en Yi. y se

anula sobre V.)

Proposición fl ([Giusti-Heintz. 1991 b] Section 3.4.7 y Lemma 3.6):

Si l = (l¡.....fs) es un ideal radical de dimensión cero ( es decir que Vll)

es un conjunto finito no vacío). existe un algoritmo bien paralelizable sin

divisiones que calcula en tiempo secuencial no uniforme s0“) dom) los

siguientes items:

(l) Una matriz inversible M e knm que transforma las variables

XI.....Xnen nuevas variables Yl....,Yn.

(2) Un elemento no nulo ot e k que es un polinomio de grado dom) en

los coeficientes de f ¡Mrs en un subanillo finitamente generado de k.

(3) Polinomios gl....,gs en las variables Y¡,...,Yn con coeficientes en k

tales que dichos coeficientes tienen las mismas propiedades que oc con

respecto a la entrada fl....,fs.

El elemento 0L y los polinomios gl....,gs satisfacen las siguientes
condiciones:

(i) maxldeggi;lsisn] sdengdn.
(ii) los polinomios gl....,gs forman una sucesión regular de lel.....an 

kÍY[,...,Yn]

(iii) gl/OL gn/a es la base de Groebner reducida con respecto al orden

monomial lexicográfico Yl < <Yn.

En vista de un conocido lema (ver [Kobayashi et al . 1989]) la condición

(iii) puede reformularse como sigue:

(iv) existen polinomios r1.....rn en le¡] que tienen las mismas



propiedades que oc con respecto a la entrada ll....,fs . tales que gl - r1.

gz - ocY; - r2 gn - OLYn - rn. Más aún. 31.....gn generan el ideal I.

Para las aplicaciones que se harán de las proposiciones A y B. es

importante observar que las entradas de la matriz M pueden elegirse de

cualquier subconjunto de k prefijado I' de cardinal suficientemente grande

de orden asimptótico s0“) dom). Conla misma filosofía, el elemento ot y los

coeficientes de gl....,gs son polinomios de grado dom) en los coeficientes de

fl.....fs sobre Qll‘], donde Q denota el cuerpo primo de k.sw
3.1. Verificación de la trivialidad del ideal I.

A lo largo de esta sección f¡,....ls será una familia de polinomios de

lel.....Xn] cuyos grados estan acotados por un entero dado d que satisface
n s d . Por medio de (2.4). Proposición A . es posible decidir en tiempo

secuencial no uniforme 30(1) dom) por medio de un algoritmo bien

paralelizable si los polinomios l ¡Mrs tienen un cero en común en A“. Para la
demostración del teorema principal enunciado en la introducción, es

suficiente por lo tanto suponer que ll....,ls generan el ideal trivial de

k[X¡,....Xn].Esta será, en lo que sigue. la suposición básica.

3.2. Preparación de los datos de entrada.

Sea o :- (n + l) s. Se considera la familia de polinomios



gl Z: fl w-nBs 3' fs .891 2- Xl fl ,..., gsm 1- xn fl W

g(n+l)s-n+l ï=1¡lfs 8g - 3(n+1)3 :=xn fS

Observese que los grados de gl.....gs están acotados por d + l y que

gl.....gs generan el ideal trivial de lel.....Xn].

Para lsjss sea U¡1-(A‘1)f¡-[x e An;f¡(x)=0) y 4’¡(X)ZUJ->A°'l
el morfismo de variedades afines definido por

<l>¡(x):=( gllx)/f¡(x) g¡_1(x)/f¡(x). 3M (x)/f¡(x) ga(x)/f¡(x) )

para x e U¡.

Por construcción. QÍ es no ramificada y la clausura de Zariski de su

imagen es una subvariedad irreducible de A‘H de dimensión n. La familia

finita (U¡)¡5¡ss forma un cubrimiento abierto de An.

Sean l'l.....f'n+¡ una familia de combinaciones k-lineales genéricas de

31.....go.Los grados de los polinomios l'l.....f'n,1 están acotados por d + l y

generan el ideal trivial de lel.....an.

Fijando ahora 0 s is n - l, se analiza el ideal (f‘l.....f'n_1) por medio del

teorema de Bertini y de las propiedades geométricas de los morfismos 45],
l s j s s.

Si se lija por el momento l si 2'.s , se puede observar primero que para

cada l s k 5 n + l. la función racional f'k/q es una combinación k-lineal afin

genérica de gllx)/f¡(x) g¡-1(x)/f¡(x) . 3¡+1(x)/l¡(x) ga(x)/l¡(x). Por lo
tanto. el teorema de Bertini ([Jouanolou, 1983], Corollaire 6.7) y el hecho de

que <l>¡es no ramificada y tiene imagen de dimensión n, implican que



f'l/f¡,...,f‘n_¡/f¡ definen una subvariedad suave de U, de dimensión i y

generan un ideal radical del anillo cociente lel.....anfl. (De hecho la
variedad es irreducible y el ideal es primo para l s i s n-l.) Como los U].
l s j s s, forman un cubrimiento abierto de An, se concluye que la

subvariedad de A“ definida por f'l.....f'n_1es suave y de dimensión i. y que

el ideal (l'l.....l'n_¡) es radical para todo 0 s i s n - l. (Se dice que una
subvariedad cerrada de An eventualmente reducible es suave si es

equidimensional y todos sus anillos locales son regulares.) En particular

l'l.....l"n forman una sucesión regular de klxl.....an.

Para cada l s i s n + l. se introducen nuevas indeterminadas Tlli)....,To(¡)

que se considerarán como parámetros computacionales en el argumento que

sigue (comparar con IHeintz-Giusti. 1991 bl).

Sea R :- leq“); ls is n + l. l s q s o] y sea Kel cuerpo de fracciones de

R. Sea Í una clausura algebraica de K. Para l s i s n + l se considera el

polinomio F¡ := T1“) gl + + To“) g, de Rlxl.....xn]. El grado de F¡ en las

variables principales X¡,....Xn está acotado por d + l y F1 es lineal en los

parámetros Tlli),...,To(”.

Del teorema de Bertini se deducen los hechos siguientes:

(a) Los polinomios F1....,Fn,1no tienen ceros comunes en AMÍ)

(b) Para cada 0 s i s n - l los polinomios Fl....,Fn-¡ generan un ideal

radical de lel,...,xn] y definen una subvariedad suave de AHÍ) de
dimensión i.

Para 0 s i s n —l. sean r1 :- (n - i)I/ (n —2i)l il y ¿[ln-Ü....,Ariln'” los n - i

menores de la matriz jacobiana de F1.....Fn_¡.Se tiene que r¡ s nl s dl . por lo

tanto r1 es de orden d“. ¿[(n'i).....Ari(n-Ü son polinomios de RIX¡,...,an cuyos



grados en las variables principales X1....,Xnestán acotados por (n-i) d y

cuyos grados en los parámetros qu“.....qu”. con l s q s o. no exceden a n - i.

Por medio del criterio del jacobiano para variedades suaves se puede

reenunciar la propiedad (b) como sigue:

(c) Los polinomios F1....,Fn-¡ definen una subvariedad de dimensión i de

AHÍ) y la variedad definida por F1.....Fn_¡.¿[ln-0....Ar ¡ln-i)es vacia.

Ahora se podrán construir los polinomios f'l....,f'n+¡ anteriores de forma
algoritmica.

Lema 3.2.]. Si ll.....fs generan el ideal trivial de lel.....Xn]. existe un

algoritmo bien paralelizable que construye de las entradas fl....,fs en tiempo

secuencial no uniforme 80(1) dom) polinomios f'l....,f'n,1 de k[X¡,....Xn] de

grado a lo sumo d + l que cumplen las siguientes propiedades:

(l) Los polinomiosf'l....,f'n,,¡ generan el ideal trivial de lel.....Xn]

(2) Para cada 0 1: i s n - l. los polinomios f'l....,l'n_¡ generan un ideal

radical de lel.....an y definen una subvariedad suave de An de
dimensión i.

(3) Los polinomios f'l....,f'n,1 pertenecen al subespacio k-lineal de

le¡,....an generado por los polinomiosfl......fs.xl flv...“ fs.....xnfl....,xn fs.

Demostración:

Se mantendrán las notaciones ya establecidas. Para y e ¿(mua se
notará con r,<vl_...,rn+1(v)a los polinomios que se obtienen sustituyendo en

Fl....,Fn,1 los parámetros Tq(|),....qun*l), l s q _<.a, por las coordenadas de y.

Esta demostración sigue los argumentos de lGiusti-Heintz, 1991 b]. Section

3.7.2.



Para cada -l s i s n —l se aplican los algoritmos de la sección 2.4,

Proposición A (l) a los polinomios Fl.....Fn_¡ de Rle....,an y. para cada

0 s i s n - l. se aplica el mismo algoritmo a los polinomios F1....,Fn_¡.

¿[ln-Ü.....A,¡l"'”. El procedimiento total computa durante su ejecución una

familia de elementos no nulos 01,...,0N de R que son representados por un

cálculo de evaluación sin divisiones de longitud v. Los enteros N y v son

del orden de s0“) dom). Los resultados intermediarios 01....,QN son

polinomios en los parámetros qull....,Tq(n*Ü. l s q s a. con coeficientes en k
y sus grados están acotados por dc“. donde c > 0 es una constante

convenientemente elegida. Los polinomios 01.....QN se construyen de tal
forma que satisfagan la condición siguiente:

Para cualquier y e Amd)“ tal que Qfly): 0.....Qn(y)3 0, los polinomios

Mi)...”an (Y)tienen las propiedades (l). (2) Y (3) del lema.

Esto se deduce de las observaciones hechas al principio de esta sección y de

las condiciones especificas del algoritmo subyacente a la Proposición A (ver

[Giusti-Heintz. 1991 b] para los detalles técnicos).

Sea Q :- 01...QN.Sin pérdida de generalidad se puede suponer que deg Q s

s dcn y que Q es computable por medio de un cálculo de evaluación de

longitud a lo sumo v.

Sea l" cualquier subconjunto de k de cardinal #1“ - 2V (l + dcn )2.

Obviamente, se tiene que #I‘ - s0“) dom). De acuerdo a [Heintz-Schnorr,

1982], Theorem 4.4. existe un conjunto de cuestores de m := 6(v +(n + Ho).

.(v + (n + l)o + l) puntos de ¡“(11*1)“para la clase de polinomios a (n + l)o

variables de grado acotado por dcn que pueden ser evaluados por cálculos de

evaluación de longitud a lo sumo v. Obsérvese que m - s0“) dom}. Se elige

un conjunto de cuestores (y¡,...,ïm)en Fm”)? (Esta elección no depende de
la entrada ll.....ls ; sólo depende de los parámetros d, s y n y puede hacerse
por un prepocesamiento del algoritmo. Ver sección 2.2.)



Se corre el cálculo de evaluación sin divisiones que calcula 01,...,QNpara

cada .8, 1 s 2 s m. Esto puede hacerse por medio de un algoritmo bien

paralelizable que tiene s0“) dom) operaciones aritméticas en k. Como el

polinomio no nulo Q = Ql...QN puede ser evaluado por un cálculo de

evaluación de longitud a lo sumo v y tiene grado acotado por dcn , existe un

punto yz- yx, l s ,2s m tal que Q(y)a 0. Por lo tanto. se tiene que Qlly) t 0,...

Only) z O y el punto ï se encuentra en tiempo secuencial no uniforme
50(1) dom) por medio del algoritmo bien paralelizable indicado

anteriormente. Los polinomios f'l :- f¡(y),...,f'n+1 :- [IMM satisfacen las
condiciones (l). (2) y (3) del lema. El

3.3 Notaciones y suposiciones básicas

En vista del Lema 3.2.1, de ahora en más se supondrá que las entradas

son polinomios f 1.....fs que satisfacen las siguientes condiciones:

-s=n+l
- fl.....fn,¡ generan el ideal trivial de k[X¡,....Xn]

- Para cada 0 5 is n - l, los polinomios fl.....fn-¡ generan un ideal radical

de lel.....Xn] y definen una subvariedad'lisa V1 :- V(f¡,....fn_¡) de
dimensión i.

Más aún. aplicando el algoritmo subyacente al item (2) de la Proposición

A de la Sección 2.4 a los datos de entrada fl....,fn+¡ se supondrá de ahora en
más que:

- Las variables X¡_...,Xnestan en posición de Noether con respecto a todas

las variedades Vl, para 0 s i s n - l.

Una familia de polinomios ll....,fn,¡ que satisfaga todas estas condiciones
se llamará entrada norma/123012.



De ahora en más se usarán las siguientes notaciones para 0 s is n - l fijo:

A¡ := klxl....,xnl

K1:- k(X¡.....Xn)

Si := I(f¡.....ln_¡). el ideal generado por fl.....fn_1en lel....,an

S] el ideal generado por ll.....fn_¡ en k(X¡....,X¡)[X¡+1,...,an - K¡[X¡+1,...,Xn]

B¡:- klxl....,xnl/s¡

B'l :_-KllxM ,....Xn]/3'l.

Más aún. sea El una clausura algebraica de K1.Sea V1:- Will) la variedad

algebraica definida por fl....l'n_¡ en An y V'l :- Wifi) la variedad algebraica

definida por ll....,ln_¡ en ¿“(En Se sigue, en base a lo supuesto, que V1es

suave de dimensión i. que V'l es de dimensión cero y que Si y 5'; son

ideales radicales. Por lo tanto los polinomios fl.....fn-¡ forman una sucesión

regular en los anillos de Cohen-Macaulay k[X¡,....Xn]y ¡(Mi+1...,an.

Se considera a Bi como una Ai-álgebra y a B'¡ como una ¡(i-álgebra. Como

las variables X1.....Xnestán en posición de Noether con respecto a Vi, el

álgebra Bi es una Ai-módulo finito y B] es un ¡(l-espacio vectorial de

dimensión finita. Los homomorfismos canónicos A¡->B¡ y K¡->B'¡ son

extensiones enteras. ComoA¡es una álgebra polinomial sobre el cuerpo k. la

k-álgebra Ai es un dominio factorial y por lo tanto. íntegramente cerrado en

su cuerpo de fracciones Ki. Sea D1 1- dimK¡B'¡. Teniendo en cuenta que la

variedad Vi es suave, que las variables xl.....xn están en posición de Noether

con respecto a V¡ y que S¡ y 3] son ideales radicales. se deduce fácilmente

que D1s deg V¡ s cln'i a partir de la desigualdad de Bezout (ver lHeintz,

1983] para más detalles).



3.4 Un poco de álgebra conmutativa.

El siguiente es un lema conocido (comparese. por ejemplo. con [Rossi

Spangher. 1991]. Proposition 3.4). Se da la demostración por carecer de

referencias apropiadas.

Lam: 3.4.1. Sea 0 s i .<.n - l y sean gl.....gn_¡ una sucesión de polinomios

de lel.....an que definen una variedad algebraica V :- [gl-0.....gn_¡-0] de
dimensión i. Supóngase que xl.....xn estan en posición de Noether con

respecto a V. Sea A :- lel.....X¡] y considérese la k-álgebra B :

klxl....,an/(g1.....gn_¡ ) como A-módulo. Entonces B es libre de rango finito.

Demostración:

Se procede por inducción en i. En el caso i - 0 resulta A = k y B :=

k[X¡,...,an/(g¡...._gn) es un k-espacio vectorial de dimensión finita. Luego Bes

un A-módulo de rango finito positivo. Basta entonces demostrar el lema para

un 0 < is n - l fijo suponiéndolo verdadero para i - l.

Como dim V = i y las variables X¡,...,Xn estan en posición de Noether con

respecto a la variedad V, la k-álgebra Bes un A-módulo finito no trivial. Más

aún. A es un anillo de polinomios sobre k. Por lo tanto, si B es un A-módulo

proyectivo. entonces B es libre de rango finito positivo por el teorema de

Quillen-Suslin (lLam,l978]. Chapter III, Theorem 1.8).

Por lo tanto, se demostrará que B es proyectivo.

Primero, obsérvese que Í 8k A es una A-álgebra fielmente playa. Por lo

tanto. Í®k B = (Í 8k A) 8A B es un Í 8k A -módulo proyectivo si y sólo si
B es un A-módulo proyectivo (lLam,l978l, Chapter I, Proposition 2.15). Por



lo tanto, se puede suponer sin pérdida de generalidad que k es

algebraicamente cerrado.

Como B es un A-módulo finito, bastará mostrar que para todo ideal

maximal ‘JTLde A, el localizado Bm es un Am-módulo libre.

Sea ‘ITLun ideal maxima! de A = k[X¡,...,X¡l. Como, por la reducción ya

hecha, k es algebraicamente cerrado, existen elementos al.....ot¡ de k tales

que ‘m.= (X1 - oq....,X¡ - oq). Sin pérdida de generalidad se puede suponer

que oq = = Oti= O. Entonces ‘Ill,= (xl....,x¡). Como las variables X1.....Xn están

en posición de Noether con respecto a V = [gl = 0,...,gn_¡ = 0], la variedad

V n [X¡ = 0] = [ gl = 0.....gn_¡ = 0,X¡ - 0] es de dimensión i - l y en particular

no es vacia. De esto se concluye que los polinomios g¡,...,gn_¡,X¡ satisfacen las

hipótesis del lema para i —l y que forman una sucesión regular en el anillo

de Cohen-Macaulay le¡,...,Xn] (véase [Matsumura, 1989], Theorem 17.7).

Por lo tanto X¡.visto como elemento de B = lel....,Xnl/(gl....,gn_¡) . no es
divisor de cero.

Sea K := k[X¡_...,X¡_¡] y sea B :- le¡,....Xn]/(g¡,...,gn_¡.X¡). Por hipótesis

inductiva B es un K-módulo libre de rango finito. Sea _ : B —>B el

homomorfismo de k-álgebras canónico. Este homomorrismo induce la

identidad sobre K = le¡,...,X¡_1] y manda ‘IILal ideal maximal 111,:=

(X¡,....X¡_1) de X. Sean el....,eN elementos de B tales que e¡,...,eN forman una

base del X-mOdulo libre B. Por lo tanto. l ® el....,l ® eN generan el A/‘IÏL
espacio vectorial

A/‘m,GAB s B/‘ïlts ñ/‘mgï/‘megñ

Si se nota e'¡,...,e'N a las imágenes de e¡,...,eN en Bm y (eli',....(eN]' a sus

imágenes en Bm, del lema de Nakayama se concluye que e'¡,...,e'N generan

el Am-módulo Bm. Para finalizar la demostración se probará que son
linealmente independientes.



Supóngase. por el contrario, que existe una relación lineal no trivial

ale'¡+...+aNe'N (l)

en Bm, donde a¡....,aN son elementos de Am, no todos nulos. Sin pérdida de

generalidad se puede suponer que al....,aN pertenecen a A = k[X¡,...,X¡].

Dividiendo por una potencia maximal de X¡se obtienen representaciones

a¡ = Xi! a'¡.....aN = Xi! a'N.

donde a'¡_...,a’Nson elementos de A. no todos divisibles por Xi. Por lo tanto,
de (l) obtenemos la relación

Xi! (a'l e] + +a'N E'N) = 0

que vale en Bm. Como X¡no es un divisor de cero en B se concluye que

a'l e'¡ + +a'N e'N = 0.

Por lo tanto se puede suponer sin pérdida de generalidad que al es un

elemento de A que no es divisible por Xi.Luego, la relación (l) implica que

a¡ e'l +...+aN e'N-O (2)

vale en Bm con al....,aN E Km. al e 0.

Como el.....eN forman una base del K-módulo É , los elementos

(e¡)',...,(eN)' de 5m son lineamente independientes sobre Km. Esto
contradice la relación (2). El



Si se mantienen las notaciones y las hipótesis de la Sección 3.3, del Lema

3.4.1 se obtiene el siguiente

Coro/aria 3.4.2. Para cada 0 s i s n-l la Al-álgebra B1es un Armódulo

libre de rango positivo Dis dn'i.
(Recuérdense las notaciones introducidas en 3.3).

Demostración:

Sea 0 s i s n - l. Por hipótesis (véase Sección 3.3) los polinomios f¡,...,fn_¡

definen una variedad algebraica V1de dimensión i y las variables Xl.....)(n

están en posición de Noether con respecto a V1.Por lo tanto. por el Lema

3.4.1, la A¡-álgebra Bi es un Ai-módulo libre de rango finito positivo. Como Ki

es el cuerpo de fracciones de A1,este rango es dimKi Kl®AiBl - dimgi B¡' - D1

5 deg V15 dn_¡. El

Lema 3.13. Sea 0 s i s n-l y sea f un polinomio de lel....,an. La

multiplicación por f induce un endomorfismo lineal Q sobre el K¡-espacio

vectorial Bi' de dimensión Di.Sea T una nueva indeterminada y sea xr e [(¡[Tl

el polinomio característico del endomorfismo lineal 9. Sea x; = TDi + un)“

TDÍ'l + + ¡pg con 9D¡_l,...,o0 E K1.Entonces wD¡_l,....90 son elementos de A1

cuyos grados están acotados por i (deg V02 deg f s i dzm'i) deg f.
(Recuérdese las notaciones introducidas en 3.3).

Demostración:

Para simplificar la notación. sean A :- Al. K :- K1. B :- Bi . B' := B¡' , 3 := Si.

V :-V¡ y D :- D¡.Entonces Q es el endomorfismo K-lineal inducido por f.

Como. por el Corolario 3.4.2. el A-módulo B es libre. se puede considerar



una base el.....eD de él. Sea el'....,eD' la base correspondiente de B' como K

espacio vectorial. El polinomio f induce un endomorfismo A-lineal sobre B.

Por lo tanto la matriz M; de 9 con respecto a la base el'....,eD' de B' tiene

todos sus coeficientes en el anillo de polinomios A. Esto implica que 9D¡_¡,...,90
son elementos de A.

Ahora Obsérvese que Í®kK es un cuerpo (de hecho, es el cuerpo de

fracciones de Í®kA) y que Í®kB' es un ÍÜKK-espacio vectorial de dimensión

D con base l®e¡',...,l®eD'. El polinomio f induce un endomorfismo Í®kK

lineal sobre Í®kB‘. cuya matriz con respecto a la base l®e¡‘,...,l®eD' es Mf.
Por lo tanto el polinomio característico del endomorfismo inducido por r no

varia si se extiende el cuerpo de base k a su clausura algebraica Í. Más aún,

Í®kB es un Í®kA-módulo libre de rango D, sobre el cual l induce un

endomorfismo Í®kA-lineal. Se tiene que Í®kB E ÍlX¡,...,Xnl/(fl.....fn-¡) Y

que Í®kB' '_-'¡(x¡.....x¡)[x¡+¡ ,...,‘xnl/(r¡,...in_¡ ). Además, los polinomios r1...._rn_¡

generan ideales radicales de ¡“1...”an y de Í(X¡,...,X¡)ÍX¡+1.....Xn].Entonces,
para el resto de la demostración. se puede suponer que k es algebraicamente
cerrado.

Como S = (fl.....fn_¡) es un ideal radical de k[X¡,...,an que define una

variedad algebraica de dimensión i. puede ser escrito univocamente en la
forma

S-Pl fl...n¡°r.

donde ÍP¡.....'ú°rson ideales primos de le¡,....Xn] de altura n —i. Los ideales

primos P¡_....ít°rdefinen las componentes irreducibles Cl.....C¡.de la variedad

algebraica V dada por 3. Obsérvese que dim C1 - - dim Cr - i.



Se demostrará que para todo l s ,8 s r, los ideales W y fl P1 son
i?!

coprimos. En términos geométricos esto significa que C¡,...,Cr son las»

componentes conean de V con respecto a la topología de Zariski.

Sea x un punto cualquiera de V y sea ‘IlLel ideal maximal de k[X¡,...,an

que define a x. Como el ideal 8 es radical y como B = k[X¡,...,Xn]/S, se ve que

Bm es el anillo local del punto x. Por otro lado la variedad V es suave.

t Entonces Bm es un anillo regular. y por lo tanto es un dominio. Esto implica
que ‘lÏLcontiene exactamente uno de los ideales primos ¡°1,...,'Ü°g.Luego, x

está en exactamente una componente de V. Como dichas componentes son

conean y el punto x fue elegido arbitrariamente se deduce lo que se queria
demostrar.

Para l 5 .8 s r. sea R1 el anillo de coordenadas de C1 . Entonces, R2 E

E k[X¡,...,Xn]/ñ°1. Como B = lel....,Xn]/S - lel...,Xn]/ n ¡Pgy todos los
1525r

ideales ¡Py-F Ñ ¡Pj . l s ¡Es r. son triviales se deduce por el teorema chinoN

del resto que B y fl Rx son A- álgebrasisomorfas.
15,35 r

Sea l s 2 s r. Como R3 es un sumando directo de B, es un A-módulo

proyectivo y, por el teorema de Quillen-Suslin, también es libre. Sea R'x el

anillo local de la fibra genérica de la proyección canónica ng : C3-) ¿A1

inducida por las variables X1....,X¡.En términos algebraicos se puede definir

R“; como

R'} := K®AR3 E k(X1,...,X¡)®k[xl'____x¡](k[X[,...,Xn]/¡Pg).

El anillo local R'g es una K-álgebra de dimensión finita que se notará mg :=

dimK R'g . De la desigualdad de Bezout se deduce que mgs deg C1.



Tanto el morfismo A-lineal como el K-lineal inducido por la multiplicación

por f en R3y en R'g se notará 1“ . Sea T una nueva indeterminada y sea x,“

= Tmle+ymkfiü T’M'l + + you] con meJU)...” you) en A. Obsérvese

que la transformación K-lineal Q actúa sobre B' E n R) diagonalmente.
15,85. r

Por lo tanto.Xf= n x“.
lslsr

Se demostrará que los grados de los polinomiosymrlukw '10“) de A
lel....,Xil están acotados por i (deg Cg)2 deg f. Entonces, deg V =

= E deg C1 implica que los grados de los coeficientes l¡JD-1,...JP0del
lsxsr

polinomio característico X; están acotados por i (deg V)2 deg f, lo que
termina con la demostración del Lema.

Para el resto de la demostración se fija l s ,8 s r. Para simplificar las

notaciones sean 3° :='(Pg; R := R2 ; R' := Rg' ; C := C3 ; ¡y := I“ ; m := mg;

wn“ vinil”) 40:10”) YKw Kw

Obsérvese que la variedad algebraica irreducible C es de dimensión i y

que las variables X¡,...,Xnestan en posición de Noether con respecto a C. Las

variables X¡,...,X¡inducen una proyeccion TÍ: C HAÍ que es un morfismo

finito y suryectivo de variedades algebraicas. Por lo tanto, el anillo de

coordenadas R de Ces una extensión entera de A = k[X¡,...,X¡].Más aún, R' es

el cuerpo de fracciones de R y es una extensión finita de K = k(X¡,....X¡).
Entonces se tiene el siguiente diagrama de cuerpos y dominios:



ACR
fl n
KCR'

Como R es isomorl‘o a k[X¡,....Xn]/P. al polinomio l le corresponde una

imagen en R, por ejemplo g, que induce el morfismo A-lineal (y K-lineal) 1p.El

polinomio minimal u e KIT]del elemento g y el del morlismo K-lineal ¡yes el

mismo. Como A es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones y g 6 R

es entero sobre A se tiene que p G AlTl. Más aún. ji es primitivo e irreducible

con respecto a KIT].Por lo tanto, 11es un polinomio irreducible de k[X¡,...,X¡,T]

= AlT].

El polinomio minimal u es de la forma

11- T“ +Pq-l Tq" + +llo

con tu“ po e A - k[X¡,...,X¡].ComoR'/l( es una extensión finita de cuerpos

de grado m. el polinomio característico de g, que coincide con 91V,es una

potencia de p. Entonces se tiene que XV- un con h s m s deg C.

Se demostrará ahora que los grados de pc“ ¡lo están acotados por

(i deg C deg f). Esto implica que los grados de los coeficientes ïm_1 Yo de

xq, están acotados por i (deg OZ deg f, que es lo que se quiere probar.

Sea Y cualquiera de las variables X¡,...,X¡que aparecen en el polinomio 11

E klxl....,X¡.T].Se probará que el grado parcial dng Jl de ll en Y esta acotado

por deg f deg C. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que Jl

realmente depende de Y ( es decir que Y aparece por lo menos en uno de los

monomios de Jl). Para simplificar la notación supongamos Y - X1. El

isomorfismo R S klxl.....Xn]/P induce un morlismo canónico de k-álgebras



’z le¡,...,an —>R . Se tiene que g = f y H(Y,X2,...,X¡,f)= 11(X¡,...,X¡,g)= 0. Sea Z

una nueva indeterminada. Comoel polinomio Jl es irreducible y depende de

X1,los elementos X2,....X¡,fde R son algebraicamente independientes sobre k

y plZ,X2,...,X¡.l)es el polinomio minimal de Y sobre le2,...,X¡,fl. Por lo tanto,

degy 11esta acotado por IR' : klxz.....X¡.l')l. el grado de la extensión finita de

cuerpos lez....,X¡,f) C R'. (Observese que i - dim C es el grado de

trascendencia del cuerpo R' sobre k.)

Considérese el morrismo de variedades afines B: C—>Ai definido por las

secciones globales X2,...,X¡,fde C. Como estos elementos son algebraicamente

independientes sobre k. el morfismo Bes dominante y su fibra tipica es de

dimensión cero. Elijase un punto A - (Al , , A1) de Ai que satisfaga

dim 84(1) = 0. Luego X2 - Al. ,Xi 'Ai_], l —A¡ generan un ideal propio E3de

R cuyo anillo cociente R/iB tiene dimensión de Krull cero. Teniendo en cuenta

que kl x2 - Al. ,X¡-A¡_1.f - M) - k(X2,....X¡.f)se concluye (usando [Caniglia

Galligo-Heintz, 1989], Proposition S ) que [R‘ : k(X2,...,X¡,f)l s deg C deg f.

Entonces se obtiene que dng Jl s deg Cdeg f.

Como Y era cualquiera de las variables X1....,X¡que aparecían en Jl, el

grado parcial de il en X1.....X¡está acotado por (i deg C deg l). Esto significa

que los grados de qu_¡.....tlo están acotados por (i deg C deg f). El

3.5. Cálculosde evaluación y algebra lineal sobre lel....,an.

A lo largo de esta Sección se mantendra fijo l s i s n - l. y también se

mantendrán las notaciones y convenciones introducidas en 3.1, 3.2 y 3.3.

Sea V :- Vi la subvariedad suave de A“ de dimensión i definida por

ll.....ln_¡ y 3 - 3¡ y 3 =3¡' los ideales generados por fl....,fn-¡ en klxl....,an



y en k(X¡,..._X¡)[X¡+1,...,Xn]respectivamente. Por hipótesis las variables

xl....,xn estan en posición de Noether con respecto a V y los ideales S y 3' son

radicales. Sean A :- A¡ = kIX¡,...,X¡l ; K :- K1- k(X1,...,X¡) ; B :- B1- k[X¡,....Xn]/S¡

; B' := Bi' = k(X¡....,X¡)IX¡+1,...,Xn)/(f¡,...,fn_¡) y D := Di. Del Corolario 3.4.2 se

deduce que Bes un A-módulo libre de rango finito positivo D. Por otra parte,

B es un K-espacio vectoria de dimensión D y se tiene que D s deg V s dn'i.

Sean "-2k[X¡.....an -> B y ’z KIXM,...,an -> B' los morfismos canónicos.

Considerese un polinomio g de le¡,...,Xn] o de K[X¡,1,..._an.Se notará g a

las imágenes de g en By en B' asi como también al endomorfismo A-lineal de

By al endomorfismo K-lineal de B' inducidos por la multiplicación por g. Sea

T una nueva indeterminada. Se notara Ig al polinomio característico del

endomorfismo K-lineal g de B'. Se considera X2 como un elemento de KIT].Del

Lema 3.4.3 se deduce que de hecho xa es un polinomio de AlTl = le¡,...,X¡,T]

cuyo grado total no supera a (D + i dm“) deg g). Más precisamente, los

coeficientes de que son elementos de le1,...,X¡] tienen grado a lo sumo
(i dzm’“ deg g).

Si M es una matriz en KDXD, se notará 1M a su polinomio característico.

que pertenece a KIT].Se dirá que M e KDXDestá dada (o representada) por

un cálculo de evaluación [3en K si Dcalcula todas las entradas de M. Sea M e

ADXD.Se define deg M. el grado de_M,como el máximo de los grados de todas

las entradas de M. El polinomio característico XM pertenece a AIT] en este
caso.

Lema 3.5.1 . Sea M e KDXDuna matriz dada por un cálculo de evaluación |3

de longitud L y profundidad 1 en K. Entonces los coeficientes de XM pueden

computarse por medio de un cálculo de evaluación |3' de longitud L + cDCy

profundidad 2 +c log2 D en K,donde c > 0 es una constante adecuada que no



depende del cuerpo K. Más aún. puede ser calculado a partir de [3 en
tiempo secuencial (uniforme) c Dc por medio de una red aritmética en k sin

divisiones de profundidad c logZD.

Demostracion:

El algoritmo de Berkowitz (lBerkowitz. 1984]) calcula los coeficientes de

XMa partir de las entradas de M por medio de un cálculo de evaluación sin

divisiónes de longitud c DC y produndidad c logZD. donde c > 0 es una

constante que no depende de K.Esto implica el lema. El

Lema 3.5.2. Existe una algoritmo sin divisiones bien paralelizable que

calcula en tiempo secuencial no uniforme dom) a partir de las entradas

f¡,...,fn_¡ los siguientes items:

- un polinomio no nulo ot de A = lel....,X¡]

- polinomioshl.....hDde lel.....an

- matrices Ml....,Mn de ADXD

tales que los grados de oc.hl.....hD y Ml.....Mn son de orden dom), las clases

h¡,...,hD forman una base del K-espacio vectorial B' y M1,....Mr1 son las

matrices de los endomorfismos K-lineales de B' ct X1...._o<.Xn cdn respecto a la

base h¡,...,hD. Dicho algoritmo representa al polinomio a. y a las entradas de

Ml....,Mn por medio de un cálculo de evaluación bien paralelizable y sin

divisiones de longitud dom).

Demostración:

Se consideran las indeterminadas X1....,X¡como parámetros y X¡,1,...,Xn

como variables principales (ver Sección 2.1). Por lo tanto se trabajará en el

álgebra de polinomios AIX¡+1.....Xn]sobre el anillo de base A = k[X¡,...,X¡].



Recuérdese que el cuerpo de fracciones de A es K = k(X¡,...,X¡)y que el ideal

S“, generado por los polinomios f 1.....fn_¡ en KlXi+1.....an es radical y de

dimensión cero. Aplicando la Proposición B de la Sección 2.4 a esta situación

se obtienen un polinomio no nulo o; de A - k[X¡.....X¡].polinomios gm ,....gn de

le¡,...,XnJ y n - i formas lineales independientes y¡,,1,...,yn de K[X¡+1,....an

tales que g“ /0L,...,gn/0tes la base de Groebner reducida de 3' con respecto

al orden monomial lexicográfico y“ < < yn de K[y¡+1,...,ynl= KIXM.....an.

El algoritmo subyacente en la Proposición B de la Sección 2.4 computa a los

polinomios ocy giil.....gn y a las formas lineales y¡+¡,...,yn a partir de la
entrada fl.....fn_¡ por medio de una red aritmética sobre A (sin divisiones) de

tamaño an y produndidad (c n2 log2 d). donde c > 0 es una constante

apropiada que no depende de A. (Obsérvese que el eventual chequeo de

identidades entre elementos de A que puede aparecer durante la ejecución

de este algoritmo puede realizarse por medio de una red aritmética de

tamaño dCn y profundidad c n2 log2 d sobre k usando lHeintz-Schnorr,

1982], Theorem 4.4. Véase IGiusti-Heintz, 1991 b] para detalles sobre esta

técnica.)

Se consideran fl....,fn_¡ como polinomios en las variables principales

XM .....Xn y g¡r1,....gn como polinomios en y¡,,1.....yn con coeficientes en A =

kÍX¡,...,X¡].

El algoritmo presenta al elementoa de A y a los coeficientes de g¡+1.....gn
(que también son elementos de A) por medio de un cálculo de evaluación en

A = le¡,...,X,-l sin divisiones de longitud dcn y profundidad c n2 log2 d. A

partir de estos datos, es fácil ahora encontrar por medio de [Heintz-Schnorr,

1982], Theorem 4.4 un conjunto de monomios h¡,...,hD en y“ ....,yn tales que

h¡,...,hD formen una base del K-espacio vectorial B' = KIX¡+1.....an/S' de

dimension Dasi como también las matrices Ml.....Mn de los endomorfismos

K-lineales 0L.X¡....,0L.xnde B' con respecto a esta base. Se verifica

inmediatamente que Ml....,Mn son elementos de ADXDcuyas entradas están

representadas en el algoritmo por medio de un cálculo de evaluación en A =



le¡,...,X¡] sin divisiones de longitud an y produndidad c nz log2 d. Ü

Para el resto de esta sección se pensaran fijos a los polinomios bl....,hD.

Por el Lema 3.5.2 pueden encontrarse en tiempo secuencial s0“) dom) por

medio de un algoritmo bien paralelizable sin divisiones. sus grados son del

orden dom) y hl.....hDforman una base del K-espacio vectorial B'.

Sea g un polinomio en lel.....an o en K[X¡+1.....Xn].Se notará Mg a la
matriz del endomorfismo K-lineal g de B' con respecto a la base h¡,...,hD. La

matriz Mg pertenece a KDID y puede contener funciones racionales
(elementos de K-A)entre sus coeficientes aún cuando g sea un polinomio en

le¡,...Xn]. Sin embargo. si g pertenece a klxl...,an. el polinomio

característico XMSes un elemento de AlTl -k[X¡...,Xn'T]. porque XMS= X8 no
depende de la base particular bl.....hD de B' y porque g es un endomorlismo

A-lineal del A-módulo libre B. Los coeficientes de ng. que son polinomios
en k[X¡,...,X¡l,no tienen grados que excedan la cota i dm“) deg g. Por el

Lema 3.5.2 las matrices Mxl,...,MXnpueden encontrarse en tiempo secuencial
no uniforme dom) por medio de un algoritmo bien paralelizable. Ellas son

representadas por medio de un cálculo de evaluación en K - k(X¡....,X¡)bien

paralelizable de longitud dom) . La funcion lei+1....,xnl—> KDXDque asocia a

cada polinomio g de K[X¡+1.....an su matriz Mg es un homomorfismo de K
álgebras (esta observación sera crucial en el próximo lema).

Definición 3.5.3. Sea |3 un cálculo de evaluación en k(X¡.....X1)[X¡+1....,an =

K[X¡+1,..._an. Se llama complejidad no escalar de ¡3 al número de

multiplicaciones y divisiones esenciales de p, es decir que no se cuentan las

operaciones K-lineales (sumas, restas, multiplicaciones y divisiones por

elementos de Kson "gratis"). En este sentido Dtendrá una longitud no escalar

y una profundidad no escalar.

Sean L. ,2.AJ numeros naturales y sea g un polinomio en K[X¡+1,...,an.Se



dice que g tiene (simultáneamente) complejidad secuencial L. complejidad

secuencial no escalar A, complejidad paralela .2 y complejidad no escalar

paralela A,si existe un cálculo de evaluación [3en KIXM....,Xn] que tiene sólo

divisiones por elementos de K y que tiene longitud L, longitud no escalar A.

profundidad x y profundidad no escalar A, que calcula a g (ver [von zur

Gathen.l986l y [Strassen.l972] para más detalles).

Lema 3.5.4. Sea g un polinomioen lel....,Xn] que puede ser evaluado por

un cálculo de evaluación [3en k(X¡,...,X¡)IX,-+1,...,Xn]de longitud L, longitud no

escalar A, profundidad 1 y produndidad no escalar l (se supone que [3tiene

sólo divisiones por elementos de k(X¡,...,X¡)).Entonces la matriz Mg, puede
representarse por medio de un cálculo de evaluación [3'en K = k(X¡,...,X¡) de

longitud L + c A2 D3+ dcn y profundidad x + c (Alog D +n2 log2 d), donde c > 0

es una constante que no depende de K.Más aún. |3' puede producirse a partir

de [5en tiempo secuencial no uniforme L + c A2 D3 + dcn y tiempo paralelo

,8 + c (Alog D + n2 log2 d) por medio de una red aritmética sobre k.

Demostración:

Sea [3 = (ql....,qL-) dónde L s L' y (ql,...,qL-) son elementos de

k(X¡,....X¡)[X¡.¡,....an. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que g =

qL-. Se considera la siguiente sucesión de matrices en KDXD:p‘1'
Se interpretará a [3' como un cálculo de Mg a partir de las entradas

Illxl,...,Mxn en el álgebra de matrices KDXD.En este sentido [3' tiene longitud

L, longitud no escalar A, produndidad 1 y profundidad no escalar A.

A la concatenación de [3con la sucesión de matrices |3‘ le corresponde un

cálculo de evaluación [il en k(X¡.....X¡) que calcula los coeficientes de Mg a



partir de xl.....x¡ y los coeficientes de Mxl,...,Mxncomo entradas. Aplicando el
algoritmo más obvio para sumar y multiplicar matrices, se ve que la longitud

de [il está acotada por L + c A2 D3 y que la profundidad de pl está acotada

por ,2+c A log D.donde c > 0 es una constante apropiada que no depende de

K. (Se sigue de un argumento standard en teoria de complejidad algebraica

que la computación de la complejidad no escalar A puede ser normalizada de

tal forma que la nueva computación tenga longitud A2 aproximadamente.

Aqui se consideran todas las operaciones, inclusive las lineales. Sin embargo

las operaciones constantes que requieren acceso a elementos del cuerpo de

base son "gratis". En este caso el cuerpo de base es K = k(X¡,...,X¡) y las

constantes pueden ser precomputadas por un cálculo de evaluación de

longitud L. Obviamente todo el procedimiento puede ser paralelizado. Para

los detalles, véase [Stoss,l989].)

Ahora se concatena [il con el cálculo de evaluación [iz en k(X¡,....X¡) que

computa las matrices Mx]....,Mxny que se obtiene como consecuencia del

Lema 3.4.2. Elcálculo de evaluación [32puede obtenerse en tiempo secuencial

dcn y tiempo paralelo c n2 log2 d a partir de la entrada f¡,...,fn_¡ y tiene

longitud dCn y profundidad c n2 log2 d, donde c > 0 es una constante

suficientemente grande.

Sea |3' el cálculo de evaluación en k(X¡....,X¡)que se obtiene concatenando

[31y [32.Luego [5' calcula los coeficientes de la matriz Mg a partir de las

entradas Xl...._X¡en tiempo secuencial L + c A2 D3+ dcn y tiempo paralelo ,8 +

+ c (A log D + r12 log2 d). En las mismas cotas de tiempo (aunque no

uniformes). [3'puede obtenerse a partir de [3por medio de una red aritmética
sobre k. El

La proposición siguiente y su corolario son una herramienta esencial para

la demostración del teorema principal.



Proposición 3.5.} . Sean a . f , r polinomios en klxl.....Xn]tales que r = a f
vale en B. Supóngase que f no es divisor de cero en la A-álgebra B.

Supóngase también que se tiene un cálculo de evaluación ¡3 en

k(X1,...,X¡)[X¡+1.....Xn) que calcula f y r de longitud L, longitud no escalar A,

profundidad x y profundidad no escalar A. con la condición adicional que [3

sólo contiene divisiones por elementos de k(X¡.....X¡). Sea T una nueva

indeterminada y sea X3 = TD + OLD_1TD'l + + 0to el polinomio característico

del endomorfismo K-lineal a de B. Entonces ctD_¡,...,0Loson polinomios de A =

- le¡,...,X¡] de grado a lo sumo i dzm'l) deg a que pueden ser computados

por un calculo de evaluación ¡3‘en lel.....X¡) de longitud L + c A2 D3 + an y

profundidad 2 +c (Alog D + n2 log2 d). con c > 0 una constante adecuada que

no depende de K = k(X¡.....X¡).Además, [j' puede obtenerse a partir de [i en

tiempo secuencial no uniforme L + c A2 D3 + dcn y tiempo paralelo ,2 + c (A

log D + n2 logZ d) por medio de una red aritmética sobre k.

Demostración:

Obsérvese primero que por el Lema 3.4.3 las funciones racionales 0LD_1....

...,ot0 de K - k(X¡.....X1)son de hecho polinomios de k[X¡,...,X¡l de grado a lo

sumoi dm“) deg a.

Aplicando el Lema 3.5.4 al cálculo [3 se obtiene otro calculo [31 en

k(X¡,...,X¡) de longitud L +cAZ D3+ dcn y profundidad ,8+ C(A log D+ n2 log2 d)

que evalúa las entradas de las matrices M, y Mr. (Aqui y en lo que sigue c>0

será una constante adecuada que no depende del cuerpo K - k(X¡.....X¡).)

Como f no es un divisor de cero en la A-álgebra B. el K-endomorfismo de B'

correspondiente es inversible. Esto significa que la matriz Mr e KDXDes
regular.

Primero se computan los coeficientes de Mf-l y luego los de Ma = Mr Mf-l

a partir de los coeficientes de Mr y M; por medio de un cálculo de evaluación



|32 en k(X¡.....X¡] de longitud c D5 y profundidad c log2 D (esto es una

consecuencia del algoritmo de Berkowitz. Compárese también con [von zur

Gathen, 1986]. Theorem 5.2).

Finalmente, se computan los polinomios aD_1,...,0toe k[X¡,...,X¡],que son los

coeficientes del polinomio característico xa - XMaa partir de las entradas de

Ma por medio del algoritmo de Berkowitz ([Berkowitz, 1984]). Esto se hace

por medio de un calculo de evaluación [33en k(X¡,...,X¡) de longitud c D5 y

prof Undidad c log2 D.

Concatenando los cálculos de evaluación [31,[32y |33y teniendo en cuenta

que Ds dn. se obtiene un cálculo de evaluación [3'en k(X¡.....X¡)de longitud

L + cil2 D3 + dcn y profundidad .2 + c (A log D + n2 log2 d) que calcula los

polinomios 0LD_1....,0L0.

Por construcción es evidente que [i' puede calcularse a partir de |3en tiempo

secuencial no uniforme L+cA2D3+dcn y tiempo paralelo l+c()\ logD+nzlog2d)

por medio de una red aritmética sobre k. El

Combinando la Proposición 3.5.5 con una versión local del Nullstellensatz

efectivo de Caniglia(ver [Caniglia,1989lolCaniglia etal., 1991] se obtiene el

siguiente

Coro/¡rio 3.5.6 . Sean f y r polinomios de k[X¡,...,Xn]tales que r es divisible
por f en B. Supóngase que deg f s d y que f no es divisor de cero en B.

Supóngase también que se tiene un cálculo de evaluación |3 en

k(X¡....,X¡)[X¡+1....,Xn]que computa al polinomio r de longitud L. longitud no

escalar A. profundidad 1 y profundidad no escalar A y además que [3

contiene divisiones sólo por elementos de k(X¡,....X¡).Entonces existe un

polinomio a de le¡,...,Xn] tal que su grado satisface

deg a s i (dZÍn'Ü deg r + damn”) + D (d + deg r)



y tal que. en B,vale la igualdad

rD = af.

Más aún, el polinomio a puede computarse por medio de un cálculo de

evaluación [3'en k(X¡,...,X¡)[X¡+1,...,Xn]de longitud 2L + c A2 D3 + dm, longitud

no escalar L +2D+ddfl'Ü, profundidad 22 +c (Alog D+n2 log2 d) y profundidad

no escalar A r 210g D + c (n-i) log d, donde c > 0 es una constante adecuada

que no depende de k(X¡,...,X¡)[X¡+1,...,an.

El cálculo de evaluación [3' contiene divisiones sólo por elementos de

k(X¡,....X¡) y [3' puede obtenerse a partir de [3 en tiempo secuencial no

uniforme 2L + c A2 D3 +an y tiempo paralelo 2.2 + c (A log D +n2 log2 d) por
medio de una red aritmética sobre k.

Demostración:

Antes de comenzar con el argumento principal de la demostración

observese lo siguiente:

Como f es un polinomio de le¡,...,Xn] de grado a lo sumo d, tiene en
representación densa a lo sumo edn coeficientes. Por lo tanto f puede ser

evaluado por medio de un cálculo de evaluación sin divisiones [31 en

lel....,an (y por lo tanto en k(X¡,....X¡)[X¡+1,....Xn])de longitud an, longitud

no escalar dCln'Ü.profundidad cn log d y profundidad no escalar c(n-i) log d ,

donde c > 0 es una constante adecuada que no depende de le¡,....Xn].

Supóngase primero que f es una unidad de B. Sea T una nueva

indeterminada y sea xr = TD + WII“ TD'l + + 'lJoel polinomio característico

del endomorfismo K-lineal f de B‘. Del Lema 3.4.3 se deduce que IPD-1....,lPo

son polinomios en A - k[X¡,...,X¡]de grado a lo sumo i lefl'Ütl. En particular



el polinomio 'Poes el determinante del endomorlismo inversible A-lineal f

del A-modulo libre B (compárese con el Corolario 3.3.2). Por lo tanto ¡Poes

una unidad de klxl....,X¡l. Esto significa que ¡Poes un elemento no nulo de k.
Sea q:= +
Se ve que q es un polinomio en k[X¡,...,an de grado a lo sumo i (12(114)"l+ D d.

De la proposición 3.5.5 y el hecho de que Ds dl'1se deduce inmediatamente

que |PD-¡,...,'P0pueden ser evaluados por medio de un cálculo de evaluación

en k(X¡,...,X¡)de longitud an y profundidad c n2 log2d, donde c > 0 es una

constante adecuada que no depende de k(X¡,...,X¡).

Esto implica que q puede computarse por medio de un cálculo de

evaluación ¡3‘en k(X¡,....X¡)lX¡+1.....Xn]de (asintóticamente) la misma longitud

y profundidad (adaptando la constante c > 0). Elcálculo de evaluación [3‘sólo

contiene divisiones por elementos de k(X¡,...,X¡).El teorema de Hamilton

Cayley asegura que

(1) fD+|PD-1fD'l+...+4Jo-0

vale en B. De (l) se deduce que la igualdad

(2) f q - l

vale en B.

Sea a el polinomio de k[X¡,...,an dado por a :- rD q. De (2) se infiere

inmediatamente que la igualdad

rD=af



vale en B y que el grado de a satisface

deg a s i dzm'”+1 + D (d + degr) s i (dZÜH') deg r + d3(n'¡)*1)+ D (d + deg r).

El polinomio a de k[X¡,...,an puede ser evaluado por medio de un cálculo de

evaluacion |3' en k(X¡,...,X¡)[X¡+1....,Xn] de longitud L + dcn 5 2L + c A2 D3 +dCfl.

longitud no escalar L +2D+dd“), profundidad ,2+cn2 log2ds 2x +c (Alog D+n2

log2d} y profundidad no escalar A+ Zlog D + c (n-i) log d . donde c > 0 es una

constante adecuada que no depende de k(X¡',...,X1)[X¡+1....,Xn].

El cálculo de evaluación ¡3' sólo contiene divisiones en k(X¡....,X¡) y [3'

puede obtenerse a partir de [i por un circuito aritmético sobre k en tiempo

secuencial no uniforme L+dcns 2L+cA2D3+an y tiempo paralelo ¿+0 n2 log2d

s 22+cmogn+n210g2dl

Supongase ahora que f no es una unidad en B. Luego la variedad

algebraica W := V n [f-O] no es vacía. Como f no es divisor de cero en B la

variedad W es de dimensión i- l 2 0. Por otro lado W es la subvariedad de

A" definida por los n - i + l polinomios f1....,fn_¡,f. Teniendo en cuenta que

dim W = i- l se deduce del teorema de Macaulay (ver [Matsumura, 1989],

Theorem 17.7) que f¡,...,fn_¡,f forman una sucesión regular en le¡,...,an.

Como B = le¡,...,Xn]/(f¡....,fn_¡) y f divide a r en B, se concluye que el

polinomiof pertenece al ideal (fl....,fn_¡,f) de lel....,an.

Luego existen polinomios ql.....qn-¡ y q de lel....,an que satisfacen la
igualdad

(3) r=q¡f¡+...+qn_¡ fn-¡ +qf

y el grado la acotación



max [ deg (ql fl). , deg (qn_¡ f“). deg (q f) J 5 deg r + (max [3.dl)“+1

(Esto es una consecuencia de la versión local del Nullstellensatz mencionado

anteriormente. Ver [Caniglia et a/., 1991], Theorem 1.3 y Corollary 3.3. o
[Dickenstein 6121., 1988], Theorem 5.1.)

Teniendo en cuenta la suposición d z n (ver Sección 1.1) y tratando el caso

n - 2 separadamente se ve de inmediato que se puede suponer sin pérdida

de generalidad deg (q f) s deg r + dm“

Por otro lado se deduce de la igualdad (3) que

(4) r = qf

vale en B.Sea T una nueva variable y sea

xq - TD + 111“ TD'l + + llo

el polinomio característico del endomorfismo K-lineal q de B'.

De la Proposición 3.5.5 se deduce que FD-¡,...J10 son polinomios de

k[X¡,...,X¡]de grados a lo sumo i (dzm'l) deg r + d3(n'¡)"1) que pueden ser

evaluados por medio de un cálculo de evaluación pz en k(X¡,....X¡)de longitud

L + c A2 D3 +dcn y profundidad l + c (Alog D + n2 log2 d), donde c > 0 es una

constante adecuada que no depende de k(X¡....,X¡). I

DelTeorema de Hamilton-Cayley se concluye que la igualdad

(5) qD + Jin-1 qD'l + + llo = 0



vale en B.Combinando (4) Y (S) se obtiene la igualdad

(6) rD+l-ID-1frD'1+...+llofD-0.

Se considera el polinomio a :- -( Jin-1 I'D'l + 119-2f rD'2 + + 110fD'l) en

lel....,an. De(6) se deduce que la igualdad

rD-af

vale en B.

Más aun el grado del polinomio a está acotado por i(d2(n'¡)deg r +d3ln'¡)*1)

+D(d+ degr) y a puede computarse a partir de las entradas f. r y 119-1.....Jlopor

medio de un cálculo de evaluación [33 en lel....,an sin divisiones de
longitud 3D. longitud no escalar 2D. profundidad 2 + 3 log Dy profundidad no

escalar l + 2 log D.

Concatenando los cálculos de evaluación [5. [31, [32 y [33 se obtiene un

cálculo de evaluación [5'en k(X¡,...,X¡)[X¡,¡ ,....Xn] de longitud 2L+ cAZ D3+ dm.

longitud no escalar L + 2D + dcln'n. profundidad 22 + c (Alog D + n2 log2 d) y

profundidad no escalar A+ 210g D+ c (n-i) log d que computa al polinomio a

de le¡,....Xn|. (Aqui, c > 0 es nuevamente una constante adecuada que no

depende de k(X¡,...,X¡)[X¡+¡,....Xn].) Más aún, [3' sólo contiene divisiones por

elementos de k(X¡_...,X¡)y [3' puede obtenerse a partir de |3 por una red

aritmética sobre k de tamaño 2L+cAZD3+dcn y profundidad 2.! + c (Alog D +

nzlog2 d). El

3.6. Demostración del resultado principal.

En esta sección se mantendrán las siguientes notaciones y convenciones



ya introducidas en 3.2 y 3.3:

Sean fl.....fm1 una familia de polinomios de k[X¡,...,Xn]que representan

una entrada normalizada para el algoritmo que se va a diseñar. Supóngase

que los grados de ll.....fn,,¡ están acotados por un entero d que satisface

también d s n y que fl....,fn+1generan el ideal trivial de lel.....an.

Para cada 0 s is n - l. se considerarán los items siguientes:

A¡ := lel....,X¡l ; Ki := k(X¡,...,X¡) ; Sl y Si' los ideales generados por f¡,...

....fn_¡ en lel....,Xn] y en KIX¡+1,....anrespectivamente; Bi := le¡,...,Xn]/3¡,

Bi" := KÍX¡i¡.....an/3¡' J DÍ 2- dimgi Bi' Y Vi 2- V(f¡,...,fn_1) = V(S¡). la

subvariedad algebraica cerrada de A“ definida por los polinomios l ¡....,fn_¡.

Además supóngase que para 0 s i s n —l se satisfacen las siguientes
condiciones:

-3¡ y 31' son ideales radicales

-V¡ es una variedad algebraica suave de dimensión i

-las variables X1.....Xnestán en posición de Noether con respecto a V1.

Para cada 0 s i s n - l y para cada polinomio g de klxl.....xnl se consideran

los homomorlismos canónicos de k-álgebras _ : klxl.....xnl —> B¡ y

_: KIX¡+1,..._an—>Bi' y se nota g a la imagen de g en Bi y en B¡‘ asi como

también el endomorfismo Arlineal de B1y el endomorl‘ismo Kl-lineal de Bl'

inducido por la multiplicación por g.

Con estas notaciones y suposiciones se ha demostrado que el resultado
principal, es decir el teorema de la introducción. es una consecuencia directa

de la proposición siguiente:



Proposición 3.6.] . Existe un cálculo de evaluación [i en k(X¡....,Xn) de

longitud dom] y profundidad O(n‘¡log2d) que calcula polinomios pl....,pn+1 de

kIX¡,...,Xn]de grado domz] tales que

l= Dll-1+ +pml fm].

Elcálculo de evaluación fipuede obtenerse en tiempo secuencial no uniforme

dom) y en tiempo paralelo O(n4 logZd) por medio de una red aritmética
sobrek.

Demostración:

Esta demostración se basa en una aplicación iterada del Corolario 3.4.6 y

sigue la línea de lCaniglia-Galligo-Heintz. 1988. 1989].

Para cada l s is n se construye recursivamente un cálculo de evaluación

[3“) en k(x¡....,X¡_1)[X¡,....Xn]que sólo contiene divisiones por elementos de

k(X¡....,X¡_¡)y que calcula polinomios an+l(i),...,an_¡+2mde k[X¡,...,Xn] tales que

ri 1: and“) fn+l + + an-i+2(i)fn-i+2 ‘ 1

pertenece al ideal SH - (fl.....fn_¡+1).El cálculo de evaluación [3m sera

realizado por una red aritmética sobre k de tamaño L1y profundidad 2¡. Sin

pérdida de generalidad se puede suponer que Li y x¡ acotan también la

longitud y la profundidad del cálculo de evaluación [3“). Además sea A¡ la

longitud no escalar y Ai la profundidad no escalar de ¡3m y sea

d¡ := max [deg am1(¡),...,deg an_¡+2(¡)].Entonces para l s i < n las cantidades Li,

Ai,1¡,A¡ y di satisfacen las siguientes fórmulas de recursión:

(l) L¡5d°", L¡+153L¡+c¿¡21)13+dcn

(2) Als ZDl + 1, A“; 2Ai+ (31+ 2)D¡+ dc(n-i)



(3) Ilscnzlogzd, ¿Ms2¡+c(l¡logD¡+nzlog2d)
(4) AISZlong, Ai+lsli+6logDi+cnlogd
(5) dl s (D1 + 1) d, dMs i (dZÍn-Ü di + d3(n-Í)+1)+ Di (d + di)

(aquí c > 0 es una constante adecuada que no depende de

k(X¡,....X,-)[X¡+1....,Xn]y 1 s i < n). Teniendo en cuenta que d 2 n y que Di s dn‘i

s dn valepara todo 0 5 i s n. se pueden hacer las siguientes conclusiones.

De.(2) y (4) se infiere que para l s is n:

(6) ¿¡szn(2dn-1+1)+-z (3¡+7)dn-i+ Z dem-i) y
lsisn Isisn

Aiscnzlogd+8 z logDisc'nzlogd.
Isisn

donde c‘> 0 es una constante adecuada.

De(l), (3) y (6) se infiere que para 15H n:

(7) LM «.c3 L¡ + c dZC'n D¡3+ dm s 3 Li + dc"n y

¿“s ,8¡+ c(c' nzlogd logDp nzlogzd) s ,81+ c" n3 logzd,

donde c" >0 es una constante adecuada.

De (l). (3) y (7) se deduce que para l 5 i s n:

(8) L¡s 3n dm +n a“ s d°"'n y

,Eis c n2 logzd + c" n4 log2 ds c'" n4 log2d.



donde c'" > 0 es una constante adecuada.

Luego (8) implica

Ln=' y
¿n = orn4 loezd).

Deforma similar se concluye que

(10) dn - (10012)

Se considerará primero el caso i = l:

Se tiene que SH =30 = (ll....,fn). Luego SH es un ideal de k[X¡,...,Xn] de

altura n que define una subvariedad de A" de dimensión cero V¡_¡= Vo =

Vlfl....,ln). Más aún, i'ml no se anula en todos los puntos de V“. Esto

significa que f,“ es una unidad de B¡ - B1 - klxl.....Xn]/(f¡.....fn). En

particular lml no es un divisor de cero de B¡ y divide al elemento l de B1.

Entonces por el Corolario3.5.6existe un polinomio de le¡,...,an aml“) de

grado d¡ s (D¡ + l )d tal que l - an+1“)fn+1 vale en Bl. Esto significa que

r1 := amllllrm - l pertenece a 30 = (fl....,fn). Más aún, el polinomio and“)

puede evaluarse por medio de un cálculode evaluación [imen le¡,...,an de

longitud L1 s dc“. longitud no escalarAl s 2 D1+1, profundidad ll s an log2d

y profundidad no escalar Al s 2 logD1.donde c > 0 es una constante adecuada

que no depende de k[X¡,...,an. El cálculo de evaluación B“) puede obtenerse

en tiempo secuencial no uniforme L1 y en tiempo paralelo xl por medio de
una red aritmética sobre k.

Supongase ahora que l s i < n y que se tiene un cálculo de evaluacion B“)

en k(X¡,....X¡_¡)lX¡....,xnl que solo contiene divisiones por elementos de



lel....,X¡_1 l y que calcula polinomios an+¡(¡),...,an_¡+2(¡)de le¡.....Xn] tales que

ri I=ami“) fm] * + all-H2“) fn-l+2- l

pertenece al idealS¡_¡= (f1.....fn_¡+1)

Sea L¡ la longitud, Ai la longitud no escalar. ,2¡ la profundidad y 7t¡ la

profundidad no escalar de [3“) y sea d¡ := max [deg an+1m,..._deg an-¡+2m].

Supóngase que ri“)puede obtenerse por medio de una red aritmética sobre k

de tamaño L¡ y profundidad A. Primero se observa que r¡ puede calcularse

por medio de un cálculo de evaluación [3'en klxl.....X¡_1)[X¡,...,Xn]de longitud

L1+ 2i + dc". longitud no escalar Al + i + dd“). profundidad .2¡+logi+cnlog d y

profundidad no escalar A]+ c (n - i) log d. El cálculo de evaluación [1' sólo

contiene divisiones por elementos de k(X¡,...,X¡_1).

El polinomio r¡ pertenece al ideal SH - (fl....,fn_¡.fn_¡+¡).Por lo tanto fn_¡+¡

divide a ri en la A¡-álgebra Bi - le¡,...,Xn]/(f¡,...,fn_¡). Por otro lado. la

variedad V¡_¡ = V(3¡_¡) = V((f¡....,fn_¡+¡)) es un subconjunto cerrado de

dimensión i-l del espacio afín A“. Luego. por el Teorema de Macaulay

(lMatsumura. 1989]. Theorem 17.7). la familia f¡.....fn_¡.fn_¡+1forma una

sucesión regular del álgebra de polinomios k[X¡,...,Xn].Esto implica que fm“
no es un divisor de cero de Bi. Entonces. de nuevo por el Corolario 3.5.6, se

concluye que existe un polinomioa de le¡,...,an tal que

deg a s i (dztn'n dl + d-url'0+1 + D1(d + dl)

que satisface

(ll) r1Di-afn_¡+¡

en Bi. Más aun, el polinomio a puede evaluarse por medio de un cálculo de



evaluacion |3' en k(X¡,...,X¡)ÍX¡,,1,...,Xn]de longitud 2L¡+ cin2 D¡3+dc“, longitud

no escalar A¡ + ZD¡ + dcm'i) . profundidad 2 li + c (Ai log Di + n2 log2 d) Y

profundidad no escalar A1+ 2 log D1+ c (n - i) log d.

El cálculo de evaluación [3" sólo contiene divisiones por elementos de

k(X¡....,X¡)y puede obtenerse a partir de [3“)por medio de una red aritmética

sobre k de tamaño 2L¡+ c1t¡2D¡3+dcn y profundidad 2 4 +c (li log D,+ n2 log2 d).

(Aqui nuevamente c > o es una constante adecuada que no depende de

k(x[,.-...X¡)ÍX¡, 1,...,Xn] Y l S í< n.)

De (l l) se concluye que el polinomio

r ==HDi ' a ¡ri-¡+1

pertenece al ideal 3¡ = (fl....,fn_¡).

Como r¡ := and“) fm] + + amm“) fn_¡+2- l, donde an+¡(i),....an-¡+2(¡)son

polinomios en lel....,Xn] de grado a lo sumo di que pueden ser evaluados

por el cálculo de evaluación [3“),se concluye que r 1- r¡Di - a fm“ tiene la
forma

r := amlfml + + an_¡,2fn-¡+2- a fn_¡+¡ + (-1)DL

donde an,¡.....an_¡+2son polinomios en lel.....an de grado a lo sumo D¡ di.

Más aún, es posible calcularlos a partir de fn+¡,...,fn-¡+2 y an+¡(¡),...,an-¡+2ü)

por medio de un cálculo de evaluación [3“ sin divisiones en k[X¡,....an de

longitud 4i D¡. longitud no escalar 3i Di. profundidad 5 log Di + 2 y

profundidad no escalar 4 log D1+ l. Si Di es impar sea

(i+l)an+l(M) 3‘ an+l an-l+2 5' ¡ln-1+2, an-i+l(l+l) ï' ‘a 3



y si D1es par sea

amm” ==-an+l an-i+2(““ 1='an-l+2. ¡ln-Mí“) ==a

En ambos casos

r¡+1 ï= an+l“’“fn+l + + an-i+1“*”fn-i+l- l

pertenece a ‘3¡- (fl.....fn_¡)y los grados de anda”),...,an-¡+1(1*1)están acotados
por la cantidad

¡(dzm'n di + (13“?0+1 + Di (d + di).

Por lo tanto se tiene que d“ s i (dzm'i) di + dÏ’Ül'Ï”l + D1 (d + d¡).

Concatenando [3“), |3', [3"y p'" se obtiene un cálculo de evaluación 13‘“) en

k(X¡....,X¡)lX¡.¡,..._an que sólo contiene divisiones por elementos de

kiXl.....X¡) y que computa los polinomios am1“*l)....,an_¡+1(i*l) de klxl.....Xn].

Elcálculo de evaluación pi“) tiene longitud LM s 3L¡+“¡209+ dm. longitud

no escalar A¡,¡52A¡+(3i +2M),+dd“), profundidad 1“ s 2 A + c (Ai log Di +

n2 log2 d) y profundidad no escalar A“ s ¡1+ 6 log D1+c n log d,'donde c >0

es una constante adecuada que no depende de k(X¡.....X¡)[X¡+1....,an y

l s i < n. Más aún. [30”) puede obtenerse por una red aritmética sobre k de

tamaño LM y profundidad 1M.

En particular. [JW es un cálculo de evaluación en k(X¡.....Xn-1)IXn] ( y por

lo tanto en k(X¡,....Xn))de longitud Ln- dom) y profundidad tn = (Xn4logzd)

que calcula polinomios an+¡(n),....a2(n) en klxl.....Xn] de grado domz) tales

que rn := amtm) f,“ + + azm) {2- l es divisible por fl en k[X¡,...,Xn].

Sean p¡ := rn/fl, pz := az“) pml := amfl“). Luego pl...”me son



polinomios en le¡,...,Xn] de grado domz) que pueden calcularse por medio

de un calculo de evaluación en k(X1.....Xn)de longitud dom) y profundidad

0(n“log2d). Más aún. pl.....pn,¡ satisfacen la condición

l=pl fl‘...*pn+l 1.1144. Ü

El resultado principal (el teorema de la introducción) es ahora una

consecuencia inmediata de la Proposición 3.6.1 y del Lema 3.3.1.
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