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INTRODUCCION

El objeto del presente trabajo es estudiar la evolución dinámica de los materiales
elastoviscoplásticos y elastoplásticos con o sin endurecimiento. Se ha analizado en cada
caso la existencia, unicidad y regularidad de solución, introduciéndose también un esquema
implícito de aproximación para la elastoplasticidad perfecta.

La evolución cuasiestática de este tipo de materiales ha sido muy estudiada en los
últimos veinte años. Se pueden citar, entre otros, a Duvaut-Lions [6], Johnson [10],
Strang-Temam [13], Temam [16], Suquet [14] y [15]. En cambio el estudio riguroso,
desde el punto de vista matemático, de la evolución dinámica es relativamente nuevo. Es
de destacar el trabajo de Anzelloti-Luckliaus [1], sobre elastoplasticidad dinámica.

Se expondrá a continuación un breve comentario sobre cada uno de los capítulos que
componen la tesis.

Capítulo 1: Se introducen las herramientas matemáticas que se necesitarán en los
capítulos subsiguientes. Espacios de Sobolev, espacios de tensores relativamente nuevos
como BD así como algunos resultados del análisis convexo, componen la primera sección
de este capítulo. En la segunda sección se exponen los principales resultados de la teoría
de operadores maximales monótonos, y su aplicación a la resolución de ecuaciones de
evolución semilineales. Los resultados de este capítulo se encuentran en [2], [3], [10],
[15h [161.

,

, Capítulo 2: El conocimiento del estado termodinámico de un material no elástico,
necesita el conocimiento de la historia de las variables observables del sistema. En los mo

delos tratados en este trabajo, se puede describir el estado del material en cada instante,
conociendo un número finito de variables, llamadas internas, evaluadas en ese mismo ins
tante. En este capítulo se desarrolla la modelización de las leyes de comportamiento por
medio de variables internas, reuniendo las ideas fundamentales que se pueden hallar en
[8], [9], [11] Y [15]

En 2.1 se introduce la noción de tensión y deformación asumiéndose la hipótesis de
pequeñas deformaciones.

En 2.2 se formula la ecuación de movimiento. Como se considerará la evolución

dinámica, la aceleración no es necesariamente despreciable.

En 2.3 se describen ensayos mecánicos como el de carga-descarga y algunas conclu
siones cualitativas que se extraen de estos experimentos.

En 2.4 se desarrollan brevemente los principios básicos de la termodinámica y como
estos dan origen a la noción de variables internas, que son las que rigen el comportamiento



del material. También se introduce la hipótesis de normalidad, es decir se supone la
existencia de un potencial de disipación convexo y semicontinuo inferiormente, lo que
permite enunciar de una manera satisfactoria las leyesconstitutivas de una clase importante
de materiales, en particular los que se trataran en cl presente trabajo.

En 2.5 se formulan las leyes constitutivas para la elastoplasticidad perfecta, elastoplas
ticidad con endurecimiento y elastoviscoplasticidad, definiendo en cada caso el potencial
de disipación correspondiente y la noción de convexo de plasticidad.

En 2.6 se dan los dos ejemplos clásicos de convexos de plasticidad, el de Von Mises y
el de Tresca.

Capítulo 3: Se estudia la evolución dinámica de materiales elastoviscoplásticos y
elastoplásticos sin endurecimiento. Este tópico ha sido también desarrollado en [1], pero
en el presente trabajo se ha elegido otro enfoque, gencralizando las técnicas empleadas
para la evolución cuasiestática en [6], [10]y [14] , entre otros.

En 3.1 se introducen hipótesis de regularidad y notaciones.

En 3.2 se estudia la clastoviscoplasticidad de tipo l’erzyna. Se prueba la existen
cia y unicidad de solución aplicando la teoría de semigrupos generados por operadores
monótonos maximales.

En este modelo, las incógnitas son a y v (tensión y velocidad) de un cuerpo que ocupa
el dominio acotado Q C R3, que deben satisfacer:

la ley constitutiva

e(v) = Aá + 39,,(0') en Q x (0,T)
1

con 50#(0’)= EIC" —PKUIÍU‘J,y K el convexo de plasticidad;

la ecuación de movimiento

Ó=diva+f enQX(0,T) (p=1);

las condiciones iniciales y de contorno mixtas, es decir se impone en una parte del borde
la velocidad v y en la restante la fuerza de contacto.

Se obtiene la existencia y unicidad dc solución (ver (3.16)).
En 3.3 se trata la evolución dinámica de materiales elastoplasticos sin endurecimiento.

Nuevamente las incógnitas son a y v, que deben satisfacer:

la ley constitutiva

15(1))= Aá’ + ÜI¡{(0) en Q x (0,T)

a(:c,t) G K c.t.p.,

2



con K el convexo de plasticidad c IK el indicador de K;
la ecuación de movimiento

diV0+f=Ó enflx(0,T) (p=1);

las condiciones iniciales y de contorno mixtas.

Lo que se prueba es que el límite de la solución del problema de viscoplasticidad
(planteado en 3.1) cuando ,u —r 0 es la solución elastoplástica, tal como sucede en la
evolución cuasiestática. La técnica utilizada es, básicamente, la de realizar estimaciones a
priori, lo que provee una convergencia débil (ver (3.44)), en este caso se prueba además la
convergencia fuerte (ver (3.49)).

Análogamente a los resultados obtenidos en la evolución cuasiestática, la regularidad
de la velocidad v no es suficiente para asegurar que cumpla la condición de contorno.
Además la ley constitutiva que satisface la solución es una ley débil. En cambio, contra
riamente a lo que pasaba en la evolución cuasiestática, hay unicidad de la velocidad v y
no hay restricciones con respecto al tamaño de las fuerzas de volumen f que condicioncn
la existencia de solución del problema.

Capítulo 4: Sc estudia la evolución dinámica de materiales elastoplásticos con en
durecimiento lineal. La ley constitutiva es en este caso:

LÍ) + 81K(2)9(s(v),0) en a x (0,T)

E(:c,t) G K c.t.p.,

con \K el convexo de plasticidad, 2 el tensor generalizado de tensiones que contiene la
tensión a y el endurecimiento, L el tensor de elasticidad generalizado y v la velocidad.
Además se deben satisfacer la ecuación de movimiento, condiciones iniciales y de contorno
mixtas.

En 4.1 se extienden las técnicas del Capitulo 3, obteniéndose la existencia y unicidad de
la.solución (2,1)). Como en el Capítulo 3 (E, v) satisface sólo débilmente la ley constitutiva
(ver (4.8)), además la velocidad v no satisface necesariamente la condición de contorno.

En 4.2 se prueba que cuando cl endurecimiento es positivo (ver definición (4.13)) y el
convexo de plasticidad es de tipo Von Mises, existe una mayor regularidad en la velocidad
con respecto a la coordenada espacial. Como consecuencia, la solución (E, v) cumple la ley
constitutiva fuerte y la velocidad satisface la condicion de contorno. Por consiguiente se
ha confirmado para la evolución dinámica.lo que ya se sabía para la evolución cuasiestática
(ver [10] y [11]), es decir que el endurecimiento positivo regulariza en un cierto sentido el
problema de la plasticidad.

Capítulo 5: En este capítulo se estudia la evolución dinámica de materiales elasto
plásticos y elastoviscoplásticos con endurecimiento no lineal. Esto significa que la energía

3



libre del sistema no es necesariamente cuadratica, como se suponía para los materiales
con endurecimiento lineal, sino que es una función convexa que satisface condiciones de
regularidad y coercividad.

En 5.1 se precisan las hipótesis sobre la energia librc <1).

En 5.2 se estudia la evolución viscoplástica de tipo Perzyna con endurecimiento no
lineal.

Las incógnitas son la tensión a, la velocidad v y las variables internas a. La ley
constitutiva es, en este caso,

(“LA”) = i((a,G(a)) —PK(a,G(a))) en n x (0,T)
con (a(:c,t),G(a(:c,t))) E K c.t.p.

04’ , .
donde G = —, <1)la energia libre.3a

Ademas se debe satisfacer la ecuación de movimiento, las condiciones iniciales y de contorno
mixtas.

La.existencia y unicidad de solución se prueba en dos etapas, usando la teoría de los
operadores maximales monótonos. En la primera etapa se obtiene la existencia y unicidad
local (ver sección 5.2.1), mientras que en la segunda etapa se logra una estimación a priori,
lo que permite asegurar la existencia global.

Las estimaciones a priori obtenidas en la sección 5.2 permiten probar en 5.3 que una
sucesión de soluciones del problema viscoplástico, cuando p, —>0, tiene un límite débil.
Dicho límite satisface una ecuación constitutiva débil (ver sección 5.3.6) del problema elas
toplastico y la ecuación de movimiento. Además, a satisface las condiciones de contorno.
Estos resultados se prueban con hipótesis adicionales a las enunciadas en la sección 5.1
sobre el convexo K y la energía libre <1).

Capítulo 6: Dado el problema de la evolución dinámica de materiales elastoplásticos
perfectos, el objetivo de este capítulo es construir una sucesión de soluciones del problema
discretizado en el tiempo que converja hacia la solución obtenida en el Capitulo 3. Con
este Iin, se construye un esquema implícito con respecto al tiempo.

Primero se prueba que el esquema implícito está, bien planteado, es decir la existen
cia y unicidad de solución para cada paso de la discretización, usando fundamentalmente
el teorema de punto silla visto en el Capitulo 1 (ver sección 6.1). Luego se realizan es
timaciones a priori del conjunto de soluciones halladas, lo que permite obtener un límite
débil, probándose a continuación que este limite es, efectivamente, la solución del problema
elastoplástico considerado.

Los resultados obtenidos son análogos a los de [5], donde se planteaba un esquema
implícito similar para la evolución cuasiestática.

4



CAPITULO 1: Herramientas matemáticas

1.1. Algunas definiciones y resultados del análisis funcional y
convexo

Se supone fl C R", Q abierto acotado con 80 de clase C1.

1.1.1. Espacios de Sobolev.

Se define, para. 1 S p S +00,

Wm'Pm)= {f e mn), D°f e me) si Ial s m},

con m 2 1 natural.

Es un espacio de Banach provisto de la norma:

/
“f”W'"'"<°>= ( Z IID°fuïym>Y p

OSIIOIISm

Cuando p = 2 se nota H’"(Q) = Wm'2(fl) que resulta ser un espacio de Hilbert con
el producto escalar

(f11f2)H'"(fl)= z (Daf1,D°f2)
OSIIaIISm

’Iï'aza de HI.

Existe una única. aplicación lineal y continua 7o : 11‘(Q) —>L2(ÜO) tal que

70v = v sobre (90 cuando 'v E 01(5).

La imagen de ¡11(9) es notada 111/2(80), es un subespacio de L2(ÜO) que es un Hilbert.
Senotará.7of =

Lenlade Gronwall(ver

Sea T > 0, /\ e L1(0,T), A Z 0 c.t.p. y 01,02 2 0. Sea (,0G L1(0,T), Lp2 0 c.t.p.
con AgoE L1(0,T) y

t

90(t) S C1 + 02/ /\(3)Lp(3)d3 c.t.p. en t E (0,T),0

5



entonces

<p(t)S 01 exp (C2 ÁtMsMa) c.t.p. en t G (0,T).

COROLARIO. En particular si C1 = 0, gp= 0 c.t.p.

1.1.2. Espacios de tensores (ver [14], [16]).

Se define el espacio de tensores simétricos en L2:

L2(Q);la = {T/T = (TU), Tü- = -r_¡,-,73-J-E L2(Q) 1 5 i,j S n}.

Es un espacio de Hilbert dotado con el producto escalar de L2(Q)”z.
Se define el espacio ligado al operador divergencia:

n 3m.
Y = {7' G L2(Ü)Ï2, div 7' E L2(Q)"} ,con ( div 1-)¿= a_’mij=1

que es un espacio de Hilbert dotado con el producto escalar

(0,T)L,(n)“2 +( div a, div T)L2(n)n .

Teorema de trazas para Y.

Existe una. única. aplicación lineal continua. 7,, : Y —>[1-1/2(ÜQ) tal que 7,7(0') = 0.1]
sobre 39 para. a E CiU-2) y 17la. normal exterior unitaria.

II-l/Z(ÜQ) sc define como cl dual dc III/2099) para. el producto dc dualidad que
extiende a.l de L2(ÜQ)

nAdemás, valen las fórmulas de Green generalizadas, es decir, dada u E ¡11(0) , se
cumple

/aVud:c+/ divaudz=/ u7,,(a')d3n n on
y

/06(u)d1: +/ divanda:=/ u7,,(0‘)ds,0 n 00

au- 1 au' au
V .. = ‘ 1..= _ _J ‘ _

°°“( u)” aah-“(uh 2(Ü:c,-+025)
Se notará. 7,,(0) = 0.1].



En elasticidad aparece naturalmente el espacio ligado al operador deformación e,
definido como:

X = {u e LW)", e(u)u e L2(0),1 s zyjs n},

que es un espacio de Hilbert dotado con el producto escalar

(u, 'U)L2(n)n+ (¿(u), s(v))L,(n)“2 .

De la desigualdad de Korn (ver Duvaut-Lions [0]), que se enunciará a continuación, se
deduce que este nuevo espacio no es otro que el ya conocido ¡11(Q)3.

Desigualdad de Korn.

/|Vu|2d:c g C(n)(/ |u|2d2+/ le(u)|2d:c).n o n

Otro espacio, mucho más débil, que surge del mismo operador deformación e, es el
espacio BD, que surge naturalmente de la plasticidad y que fue estudiado e introducido
por P. Suquet [14],[15]y R. Temam [16]. Se define del siguiente modo:

={uEL1(0)n,¿(u)ijE 1S Sn},
con M1 el espacio de medidas acotadas sobre 0. Este espacio es el dual de un espacio de
Banach.

BD(Q) es a su vez un espacio de Banacli, dotado con la norma

n.

Hullaom) = HuHLIm)"+ z I|5(u)ijI|M.(fl)
-'.j=1

Teorema de trazas para BD.

Existe una aplicación 7 : BD(Q) -> L1(ÜQ)” lineal, continua y suryectiva tal que

7(u) = u sobre 80, para u G C1(ñ)

y satisface una fórmula de Green

fudivpdz+f<pe(u)d:c=/ 7(u)(,o'r]d3,Ü n En

con LpE C1(ñ);‘z.



El teorema proporciona una noción débil de traza, ya que 1a traza de un elemento
de BD(Q), no es una función continua de la superficie sobre la cual se la considera. En
este caso se ha perdido la unicidad, ya que es posible demostrar (ver [14], [16]) que un
campo de vectores de BD(Q) puede tener dos trazas distintas, de un lado y del otro de
una superficie orientable contenida en D.

1.1.3. Espacios de funciones a valores vectoriales (ver[3],

Se considera I un intervalo abierto y acotado en R, X un espacio de Banach. Se
nota LP(I,X) al conjunto de funcionesmedibles f : I —>X tales que t —> es una
aplicación en LP(I). Son espacios son Uunuch, provistos (le las normas:

p l/p .
“¡Mmm =( ¡Ilf(t)|lxdt) s11sp< +oo

IlfllL°°(1.X) = 5‘43ng “¡(ÜHX Si P = +00

Del mismo modo se definen los espacios de Sobolev a valores vectoriales

Wm'P(I,X) = {f e LP(I,X), ajf e LP(I,X) 1 g i 5 m}.

En estos espacios se pueden demostrar entre otros (ver [3], los siguientes resulta

dos:

i) \Si X es un espacio de Banacll reflexivo y 1 < p < +00, entonces el dual de LP(I,X)
I 1

resulta ser LP (I,X') con X' el dual de X y —+ —7= 1.
p P

ii) Si X cs un llilbcrt, el espacio L2(I,X) es también un llilbert para. el producto escalar

/(¡(s),g(s))xds.Í

iii) Si 1 S p S +oo, son equivalentes:

a) f E WI'P(I,X).
b) Existe g E LP(I,X), tal que

óhf —>g en LP(I,X) si 1 Sp< +00

óhf —>g en L°°(I,X) si p: +00
_ ¡(i+h)-f(t)conó"f(t)—

8



Resulta entonces g = atf.

1.1.4. Algunos resultados del análisis convexo(ver[7],

Se enunciarán los resultados del análisis convexo que han sido fundamentales para.
este trabajo.

Tcorcnln de scnlícoutíuuídud débil.

Sea. go: X —>(-oo,+oo] con X un Banach y tp convexa. semicontinua inferiormente,
entonces gocs semicontinua inferiormente para. la. topología débil de X.

En particular, si :cn —>a: débilmentc en X, vale

<p(:¡:)S liminfcpficn) .

Teorema de punto silla o minimax (se da una.de las variantes).

Sea un operador L : A1 ><A2 —>í (a. L se lo llama lagrangiano), con A1 C X1,
A2 C X2, X1 y X2 espacios de Banach, A1 y A2 conjuntos convexos, cerrados y no vacíos,
tales que

Vu € A1, p —>L(u,p) con p E A2 es una aplicación cóncava y semicontinua superior
) mente.

Vp e A2, u —>L(u,p) con u E A1 es una. aplicación convexa. y semicontinua. inferior
mente.

apo e A2 tal que lim L(u,p0) = +00.
II |-'+°°ul

u

311.0G A1 tal que lim L(uo,p) = —oo.
||P||-°+°°

PEA:

Con estas hipótesis se deduce

L posee un punto silla.o minimax, es decir, existe Ej) E A1 x A2 tal que
L(ü,p) S L(í,fi) 5 L(u,ï), Vu E A1, p G A2. Además,

L - - = ' L = ' f L .
(um) ¿rev/{11P53: (um) Eifulgm (um)



Nación de subdiferencial.

DEFINICIONES:

Se dice que una. función F : X —>í es subdiferenciable en u e X, si tiene una. función
afín continua. minorante tal que su valor en el punto u coincida. con el de F.

El subdiferencial dc F en u (notado 8F(u)) está. formado por los u" E X' (con X' se '
nota. el dual de X) tal que (u‘,v —u) + F(u) _<_F(v) Vv E X.

Propiedades del subdiferencial.

i) Si F es convexa, finita. y continua. en el punto u E X, entonces F es subdiferenciable en
u.

ii) Dados u; E 3F(u1), u; e 8F(u2) se satisface

(u;r ——u;,u¡ —uz) 2 0.

Funcional de Minkowskí de un convcxo.

Sea C C X un convexo cerrado con 0 G C, se define Va:G X,
J(:I:) = inf{a > 0/a_1:c G C} el funcional de Minkowski de C. Se verifica. entonces:

C={:c€X/J(z)51}.

1.2. Aproximación abstracta a los problemas de evolución semi
lineales

1.2.1. Problemas de evoluciónlineales ([2],

DEFINICIÓN. Sea. X un espacio (le Hilbert, D(A) C X denso y un operador lineal A :
D(A) —>X.

A es disipativo (respectivamente —AInonótono) sii (Au,u)¡.¡ S 0 Vu E D(A).

A es m-disipativo (respectivamente —A maximal monótono) sii A es disipativo y
además Vf e X, VA> 0 311,E D(A) tal que u —AAu = f, o sea (I —AA) es un operador
suryectivo.

10



Teorema de HíIle-Yoshída.

Sea. A : D(A) —>X m-disipativo con D(A) dominio denso. Se puede construir
T(t) : X —>X para. cada t 2 0, semigrupo de operadores lineales continuos de contracción
generados por A, tal que si uo E D(A), T(t)uo es la única solución del problema.

u e Codo)+00),D(A)) n 01(l0a+°°)aX)
d
au“) = Au(t)
u(0) = U0

Propiedades (le los seiuigrupos (le contrucción.

Sea {T(t); t 2 O}, la familia de operadores lineales continuos generados por A, tal
que forman un semigrupo de contracciónen X, es decir S 1 con T(0) = Id,
T(t + 3) = T(t) -T(3) Vt,s 2 0 y T(t):c E C([0,+oo),X) Va:E X; entonces

i) D(A) = {ccE X/MIÏJ- tiene un límite en X cuando hi 0} es un subespacio
denso en X

ii) T(t) : X —>D(A) Vt > 0
T(h):z: — :c

h
reconstruye {T(t)}

iii) A1: = 1,11113 Va: E D(A) define un operador m-disipativo con el que se

7

Ecuaciones lineales no homogéneas.

Se supone que valen las hipótesis del Teorema de Ilille-Yosliida. Sc considera
f G W1'1((0,T),X), para cada uu e D(A) sc tiene la existencia y unicidad del problema

u€C%WJmDMDñC%mTLM

¿mo=Awo+Mo
u(0) = ug

Esta solución es de la. forma

u(t) = T(t)uo +Á T(t —s)f(.s)ds .

11



1.2.2. Problemas de evolución semilineales.

Sea.X un espacio de Banach reflexivo, A : D(A) —>X un operador lineal m-disipativo
con D(A) denso en X.

Teorema de existencia local.

Sea.F: [0,T] x X -> X tal que satisface

Í) IIF(tv31)- F(¿,32)IIX S ¡{(MNI21- zzllx Víznzz E X, t € [0,71],
con M = ma.x{||:c¡||x, llzzllx}, K(M) constante de Lipschitz local,

ii) IIFUhI) - F(t2a3)|lx S Citi - t2|(1 + Iizllx)
con c constante positiva independiente de x

entonces existe una única solución del problema

u e C°([0,TM],D(A)) n 01([0,TM],X)
du
a (t) = Au(t)+ F(t,u(t))
u(0) = uo

paraalgúnTM,0<TMST.
Además la solución satisface

u(t) = T(t)uo + ÁtTU —s)F(3,u(3))d3 para. 0 S t S TM .

Existenciaglobal de solución(ver

Si se cumplen las hipótesis del teorema. de existencia. local, sc puede asegurar la. exis
tencia global en los siguientes dos casos:

i) ¡((M) = K constante.
ii) Se tienen estimaciones a priori del tipo

l|u(t)llx S C(Tm) Vt e [0,TM]

con C : R+ —>11+ continua. y creciente.

Notar que aquí es fundamental que C sea una función que no puede tomar el valor
+00.

12



CAPITULO 2: Modelización de las leyes constitutivas

2.1. Deformaciones y tensiones

Un cuerpo ocupa inicialmente el abierto Q C R3, llamado configuración de referencia.
Como consecuencia de las fuerzas a las cuales está sometido se deforma, con lo cual ocupa
un abierto 0' = g(9), donde g es la aplicación que describe la transformación y = g(:c)
para cada 1:en Q.

Si se define el vector desplazamiento u = y —:1:= g(:c) —1:, la deformación viene dada
por la siguiente expresión:

_ 1 0u¡ Üuj auk Üuk
+023.-81:, '2.1 ¡-——

( ) EJ 2

En el presente trabajo se asume la hipótesis de pequeñas deformaciones, o sea que
se supone que tanto el desplazamiento como su gradiente son pequeños, lo cual permite
despreciar el término cuadrático de la deformación, es decir

1 au,- au,
(2.2) Eij—5(azj + .

Se notará. a al tensor de tensiones o esfuerzos, que como se sabe, es un tensor de
segundo orden simétrico.

\

2.2. Ecuación de movimiento

En la mecánica del continuo, la ley fundamental que relaciona las fuerzas a las cuales
están sometidos los cuerpos con la aceleración que experimentan, se expresa localmente
como

(2.2.1) div a + f = pi) en Q x (0,T) ,

donde
. 3 (90'

° (dlv a)i = Zj=l a
i ' .
J , con a tensor de tensnones

z uJ
d

v = — v, con v la veloc1daddt
p es la. densidad de masa

13



- f es la fuerza por unidad de volumen.

Como el sistema de ecuaciones diferenciales (2.1) no alcanza para describir el com
portamiento de un material, se deben incluir las leyes constitutivas o de comportamiento,
que tanto en elasticidad como en plasticidad son relaciones entre las tensiones y las defor
maciones.

2.3. Aspectos fenomenológicos y reológicos

Las leyes constitutivas o de comportamiento se proponen a partir de resultados ex
perimentales, para lo cual se deben realizar una serie de ensayos. Vamos a describir uno
de ellos, el llamado de carga-descarga uniaxial.

Se considera una barra de longitud 1 y sección S, la cual tiene un extremo fijo y el
otro extremo sometido a una fuerza F(t). El ensayo consiste en observar la evolución de

_ F

la tensmn umaxial a' = E, en func10n de la deformacwn un1ax1ale = AL.
En elastoplasticidad se distinguen, en términos cualitativos, dos zonas correspondi

entes a dos regímenes distintos:

Zona 1: Corresponde a la elasticidad lineal, la cual, frente a solicitaciones externas,
reacciona con un cambio en la deformación elástica. Se trata de deformaciones reversibles,
es decir no hay disipación.

, Zona 2: Corresponde a la plasticidad, que se caracteriza por la irreversibilidad. Las
solicitaciones externas producen un cambio en las deformaciones irreversibles, y eventual
mente en las reversibles o elásticas.

Notaremos e“ a la deformación elástica y e” a la deformación irreversible o plástica,
s=e‘+6P.

2.4. Termodinámica y variables de estado

La experiencia muestra que las transformaciones internas del cuerpo son en parte
irreversibles y vienen acompañadas de variaciones de temperatura e intercambios térmicos.
De allí que una descripción satisfactoria de las leyes de comportamiento debe encuadrarse
en la teoria de la termodinámica macroscópica.

Como la deformación de un medio continuo es una transformación termodinámica
particular, debe cumplir con los dos principios fundamentales que recordaremos brevemente
aquí.

14



Para. un sistema Q cualesquiera, el primer principio expresa la posibilidad de transfor
mar la energía mecánica en calor y viceversa. Localmente se obtiene la siguiente ecuación:

(2.3) pé=aé— divq+r,

donde e es la densidad de energía interna, es decir, si notamos E la energía interna,

E = p e dv, q es el vector flujo de calor, en tanto que 'r'es una densidad volumétrica de

la tasa de calor recibida. En las aplicaciones r = 0.

En el segundo principio interviene la noción de entropía 3. Localmente se obtiene la
llamada. inecuación de Clausius-Duhem

' . r. q Íae-pQ-psI',-— gradfe20,
Te

donde Q es la energía libre, 4) = e —Te 3, 3 es la entropía y Tc es la temperatura.

Si definimos dl = a é —p —p .9Te, dz = —i grad Te, dl es la disipación intrínseca y
e

dz la diSipac10n térmica volumica. Sl se admite que estas diSipac1onesson separadamente
positivas resulta

(2.4) {aé-pó-psTCZO
q-— rad T > 0

Te g e _

i Se debe precisar de qué variables dependen las funciones e, 3, (I). Estas variables son
las llamadas variables de estado del material. Para pequeñas deformaciones estas variables
son: Te la temperatura, 6‘ la deformación elástica y a = (011,.. . ,am), que son las llamadas
variables internas.

Del postulado de llelnilioltz que permite imponer variaciones arbitrarias dc temper
atura a un sistema en equilibrio mecánico, se deducen las leyes de comportamiento

0Q) ,
(2.5) a-pñüz ,a,1‘e)

8<I> e

(2.6) 3 ——3Te (e ,a,Te) .

Se define por analogía

84) e
77—Pa (5 ¡aaTe))

que representan las fuerzas termodinámicas asociadas a las variables internas a.



A partir de (2.4), (2.5), (2.6) y (2.7) se deduce

(2.8) UÉP—náZÜ,

con 6P = s —se deformación irreversible o plástica.

Se admite aqui la hipótesis de disipatividad normal, o sea la existencia de un potencial
de disipación D convexo y semicontinuo inferiormente en R." = R2 x Rm tal que definiendo
E = (0,17) E R." el tensor de esfuerzos generalizado, se verifique

(2.9) E E 8DG”, —óz).

Pero por propiedades del subdiferencial,

(2-10) (0,77) E 300-”, -á) ‘—-*(¿Ü-Ó!) € Ü‘I’MW) ,

con ‘IIla función conjugada de D.

Cuando el potencial ‘I' es diferenciable, las leyes constitutivas se pueden escribir como

¿p= glU
(2.11) . _ ü

a- a”

)

2.5. Aplicaciones

En estos ejemplos se omitirá la temperatura como variable, además la.energía libre sc
supondrá. separada, es decir <1)(5‘,a) = 4910€")+ 92((1).

2.5.1. Elasticidad lineal.

Los sólidos elásticos tienen un comportamiento reversible, o sea. no hay zona 2. Si
además su comportamiento es lineal, la energía libre <I>es una función cuadrática, o sea,

p CI)= —Te - e, donde T es un tensor de 4t° orden; que satisface las condiciones clásicas de

coercividad y simetría, es decir:

(2.12) Tijkh. = Tjikh = Tkhij

(2.13) Tijkhíijákh Z Clíl2 > 0 V5 e R2 —{Ol'

16



La ley constitutiva es:

(2.14) a z: T6, con a'ij = ZTÜ-kh ehh.
kh

Curva tensión-deformación uniaxial

\
8:6} E

0=E6,con6=ee

2.5.2. Elasto-plasticidad.

Los modelos elastoplásticos se caracterizan por la existencia (le un convexo K, en el
espacio de tensores generalizados Rk, llamado el convexo de plasticidad. En este caso el
potencial ‘I’es IK(Z') con

{0 siEEK
I 2:
K“ +00 siEgÉK

Como consecuencia, la ley constitutiva es la siguiente:

{EEK(2.15) (¿23—á) e 8IK(>3)

NOTA. De la definición de subdiferencial se deduce inmediatemente que u e ÜIK(2) sii
u(7‘—2) SOVTE K, (É E K).

Si 2 E K0, con K0 el interior de K, u = 0 (es decir 5'” = 0, á = 0), lo que significa
que estamos en la zona elástica.

Si É E 8K con 2 regular (o sea que existe el plano tangente al 8K que pasa por 2),
entonces ÜIK(E) es el conjunto de múltiplos positivos de la normal exterior al 8K en 2.
De lo contrario, 8I¡{(E) forma un cono con vértice en E (ver figura).

17



Interpretación geométrica de ÜIK(E)con E no regular

aIK(o)

A continuación se expondrán algunos ejemplos importantes.

E1asto-p1asticídad perfecta.
En este caso el comportamiento del material no depende de las variables internas a.

Curva tensióu-defonnación uníaxial

Í
e = se + 5P, a, es un valor límite denominado punto de fluencia que depende del material.

En este caso K = [—a,,a,].
En el caso general

. p<1>1(5e)= ¿Teee = %T(e —¿me —5P)
<Ï’g(a) = 0

18



K C R2, o sea está en el espacio del tensor de tensiones.

Como consecuencia, la ley constitutiva se expresa como:

{U=T(6—sp)¿Pe anda), 06K

Elastoplasticidad con endurecimiento.
Curva tensión-deformación uniaxial

0‘

r.. -4 _r‘ 7 E

Notar que en este caso el punto de fluencia 0,, es decir el límite entre la Zona. 1 y la
Zona 2, de las cuales se habló en 2.3, va cambiando a medida que el material se deforma
,dexforma. tal que c1 convcxo se agrande o bien se traslade (ver [10],[11]).

E1asto-p1asticidnd con endurecimiento isótropo.

e 1 e e 1 i

p<Ï>1(6)=5T6 e =5T(5-5p)(5—5p).
t

La variable interna a es en este caso un escalar a = / |ép(3)|ds que mide la deforo

mac1ón plástica acumulada.
84)

Sea d(a) = p a—2 (a); la, ley constitutiva. se escribe como:a

{a = Tee(áP,——á)E ÜIK(0', d), (0', d) E K

con K = {(a,d)/g(a) —d S 0}, g convexa.
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EIasto-plasticidad con endurecimiento Cinemática.

1 1

p<I>1(ee)= ETeese = 5T(5 -—ep)(e —ep) .

8<I>2

Sea 77= p aa con a E R2, la ley constitutiva se expresa. como:

{a = Tee(ép, e ÜIK(0’,7])

con K = {(0,77)/g(a —7))5 0}, g convexa.

2.5.3. Elasto-viscoplasticidad.

Este modelo responde a leyes regulares y sensibles a.la velocidad con que se carga un
material, lo que no sucede en los modelos elastoplásticos (ver [11], [15]).

Curva tensión—deformación uniaxial
.

l /

Mi
4‘ V rw

E.” e“

Elasto-viscoplasticidad del tipo Perzyna.

mi

El potencial ‘Il es en este caso regular y tiene la siguiente forma:

1 2

wz) = mz) = a ¡2—szl ,

K convexo de plasticidad, PK la proyección sobre K en Rk; con lo cual resulta la ley de
comportamiento

20



a = T(e —6P)

En el caso particular que no haya variables internas a, es decir enelasto-viscoplasticidad
perfecta la Icy de comportamiento resulta ser

00
{ép= ama)a = T(e —5P)

2.6. Ejemplos de convexos de plasticidad

En general el convcxo K de plasticidad se define como

K = {XI/FG?) 5 0}, con F función convexa y continua.

En elasto-plasticidad perfecta se pueden citar dos ejemplos clásicos:

i) Modelo de Von Mises

’ donde 0D cs el tensor desviador dc a c constante dada.,

ii) Modelo de Tresca
F(a) = sup|a¡ —O'Jl —c2

1.1

donde a; son los valores propios de a y c constante dada.
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CAPITULO 3: Plasticidad sin endurecimiento

3.1. Algunas definiciones e hipótesis de regularidad

Un cuerpo ocupa un abierto Q en R3, acotado y con borde suave (C1).

Siguiendo con la notación introducida en el Capítulo 2, a'(:c,t) E R2 es el tensor de
tensiones, f(:c, t) E R3 son las fuerzas de volumen, v(z, t) E Ra es la velocidad, ¿(12,t) E R2
es la deformación con :c E Q, t E [o,T], A = (Aükh) es el tensor de elasticidad, que se
define como el inverso del tensor T, de lo cual resulta que es coercivo y simétrico.

El estado inicial del material está dado por ao y v0 con

(3.1) {0(==,0) = 0'0 en ov(:c, 0) = vo en D

Las condiciones de contorno son mixtas, es decir, en una región del borde, notada
aFn, se impone como dato la fuerza. de contacto Fd y en la. restante, notada
3,9 = 80 —BFG, se impone la velocidad v. Por consiguiente se debe cumplir

. =Fd a 9x o,T
(3.2) {M en F ( )v = v"l en ÜUQx (0,T)

En la Sección 2, dedicada. a viscoplasticidad sin endurecimiento, se asume además la
existencia. de Ed : Q x [0,T] —>R2 y 17d: Q x [0,T] —>R3, que satisfacen las condiciones

. dc cOntorno y tales que:

5d e W2'°°(0,T;L2(Q)3)

'cf“e W2'°°(0,T;L2(Q))

¿(añ e W1'1(0,T;L2(n))

div (ad) e W1'1(0,T;L2(0)3)

(3.3)

En la Sección 3, dedicada a elastoplasticidad perfecta, se asume la existencia. de
0* :Q x [0,T] —>R2 y v" : Q x [0,T] —>R3 tales que:

a"(:c,t) E K en c.t.p.

0*.7;= F"l en 8p!) x (0,T)

(3.4) v’ = vd en 3,,9 x (0,T)

a"(0) = ao en Q

'v’(0) = vo en Sl
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y que satisfacen también:

v‘ G W1'°°(0,T;L2(Q)3)

0‘ E W3'°°(O,T;L°°(Q))

div a" e L°°(0,T;L2(Q)3)

e(v‘) e W1'°°(0,T;L2(Q))

(3.5)

Además a" cumple con la. condición de seguridad, o sea:

Existe 6 > 0, tal que para todo T E Lp°°(fl) con “TUI,on < ó,

(3.6) T(:c)+ a"(:c,t) E K en c.t.p.

En particular

(3.7) T(:c) + 00(3) E K c.t.p. en Q.

En ambas secciones notaremos:

LP(Q) = LP(Q)Ï 1 S p S +oo

H = L2(Q) x L2(Q)3 dotado del producto escalar [-, - ]A definido como

[(T1,W1),(T2,w2)]A = (T1,AT2)L=(n)2 + (W1,W2)L=(n)3
Además, las fuerzas de volumen deben satisfacer

(3.a) f e W1'°°(0,T;mms).
\

3.2. Evolución dinámica de los materiales elasto-viscoplásticos
sin endurecimiento

3.2.1. Planteo del Problema.

Se estudiará la ley de Perzyna enunciada en la sección 2.5.3. Introduciendo el tensor
de elasticidad A, definido en 3.1, y teniendo en cuenta que e = 6‘ + ep, se puede escribir
a. esta. ley como

(3.9) ¿(12)= Aó' + 35;)”(0) en Q x (0,T),
1

donde 50,40) = —|a —PKUIÍ-¿g,
2p 0

con K cl convcxo dc plasticidad cn R2 y PK la proyección habitual cn R2.
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La ecuación constitutiva se complementa con la ecuación de movimiento

(3.10) i) = div a' + f en Q x (0.T) .

Se imponen las condiciones iniciales

(3.11) {a(0) = ao en Dv0)=vo enfl

y las condiciones de contorno

0.1 :F'd 0 0X 0,T
01m { ' “IF ( )v = vd en 8,,9 x (0,T)

3.2.2. Existencia y unicidad de solución.

Para probar la existencia y unicidad de solución se va a usar la teoría de operadores
monótonos maximales (ver Capítulo 1).

Se define

{E=a—í“, ï=v—íd3.13 . .
( ) G1=A-lc(iïd)—ïd,G2=f—ïd+divñ‘í

Se considera el operador

(3.14) o : 19(0) c H —.H,

CC)=[TXT]

TEY,T:I: =05iz€30,
12(0): (weH 1“? F.wEH conw(:c)=051:c€3vfl

C011

con Y definido en el Capítulo 1.

Se puede escribir (3.9), (3.10), (3.11) y (3.12) como
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(E(t),ï(t)) e D(C) tal que

(3.15) +C =F(i,(ï(t),ï(i)))

con {ao = a,5(0) = 50

donde

F(t, (aun-¡(m = (GW) - kgs/22570) + Edu»)
Y

{E(0) = ao —54(0)ií(0) = vo —54(0)

Se puede ver que:

i) D(C) es denso en H.

ii) C cs un operador maxjnlal monótono en II. Para probarlo se debe usar la de
sigualdadde Korn(ver Duvaut-Lions

iii) F(t, U(t)) : [0,T] x H —>H es Lipschitz dado que 8th es M/p, Lipschitz, con M
que no depende de p.

Usando la teoría de semigrupos (ver Capítulo 1) se deduce la existencia global y la
unicidad dc solución para (3.15) con

(5,5) e C‘(0,T; H) n C°(0,T;D(C)).

De lo cual se deduce

(3.16) {(a’”) e W1'°°(0,T;H),a(i) E Y, v(t) E H1(Q) en c.t.p., con t e (0,T)

con a"y v que satisfacen las condiciones de contorno.

3.3. Evolución dinámica de los materiales elásticos perfectamente
plásticos

3.3.1. Planteo del problema.
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La ley constitutiva es en este caso

(3.17) ¿(12)= Aá + ÜIK(0) en fl x (0,T),

con a'(:c, t) E K en c.t.p. ;

donde K es el convexo de plasticidad en R2. Además se tiene la ecuación de movimiento

(3.18) div a + f = i) en fl x (0,T),

Se imponen las condiciones iniciales

(3.19) {a(0) = ao en flv(0) = vo en Q

y las condiciones de contorno

.=F¿ anxo,T
(320) {an enF ( )v = vd en 81,9 x (0,T)

Es importante aclarar que la solución de la evolución dinámica no va a satisfacer (3.17)
como ley constitutiva (ver [1]), sino una ley más débil, que es la siguiente:

(3.21) ÁAá(t)(a(t) -—‘r(t)) da:+ Á(v(t) —v'(t)) div (a(t) —-r(t)) da:

—Á; c(v'(t))(0‘(t) —T(t)) du: S O ,

para casi todo t, donde v’ está definida enla sección 3.1, T(:c,t) E K c.t.p., 7' E L°°(0,T; Y)
y TJ] = Fd cn ÜFQ x (0,T).

3.3.2. Estimaciones a priori I.

En primer lugar se estudiarán estimaciones a priori de (afl, vfl) solución de (3.9) (prob
lema elasto-viscoplástico) para luego pasar al mite.

Multiplicando la ecuación (3.9) por (0“ - 0'), donde a“ está. definida en la sección
3.1, se obtiene

(3.22) foi/n Aá,‘(a# —mas ds + foi f0 3<p#(a#).(a#_ md; ds

= ÁtÁc(v#).(aF —a')d:c ds .
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Teniendo en cuenta que

(3.23) {(afl —cr‘).7;= 0 en 8p!) x (0,T)v# —v"' = 0 en 3,,0 x (0,T),

y usando la fórmula de Green, se obtiene

(3.24) At Á ¿(v,.).(a,¿ —mas ds = —Á! ¿(uy —w) div (0” —ar")d:cds

+ Át/ncwxa,‘ —0*)(12ds.

Definiendo R" = iz" — div a" —f, se deduce de (3.22) y (3.24) lo siguiente:

(3.25) foi f0 A(á,, —c'r‘)(a# —a‘)d1: ds + foi/“(13” —1rva —v*)dz ds

+ foi f0 350,¿(a,¿)(a# _ a*)d1: ds =
t t

= —-/ fAó"(a'¡¿ —0*)da:ds —/ /R'(v# —v')da: ds0 n 0 Ü

+ fat jr; ¿(v‘).(cr,¿ —a')d1: ds.

Como a"(:c, t) está. en el convexo de plasticidad K, (pu(a*) se anula, con lo cual, por
convexidad de gp“, se tiene

(3.26) /0‘ f0 awwfixa,‘ —md: ds 2 foi/“Magda; ds 2 o.

Como la matriz de elasticidad A es coerciva, usando la hipótesis de regularidad (ver
secciones 3.1 y 3.2), se deduce la existencia de constantes positivas a, C1 y Cz, tales que

a =. 2 1 n: 2

(3-27) Ellaufi) - 0 (Ullmm) + ¿“WW - v (Úllmm): S
t t

5/ /(e(v"') —Aá’)(a# —a')d:c ds —/ /R*(v# —v‘)d:cds 50 Ü 0 Ü
t t

s c1 Ham) -a'(t>ui=m)ds +02 f ¡mm —v*(t)uíz(m=ds.o
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Aplicando el Lema de Gronwall a

Mi) = una) - a"(Úllíum+ Ilan) - “(Ollizmp ,

se obtiene que

(3 28) {(au _ a.) (Y POr Consecuencia a”) está. acotado en L°°(O,T; L2(Q))(vfl —v") (y por consecuencia v”) está acotado en L°°(0, T; L2(Q)3)

Como consecuencia (lc (3.25) sc verifica

(3.29) / 050,¿(0'F(t)).(a,¿(t)—a'(t))d:c está acotado en L1(0,T).n

Se deberá. usar aquí la condición de seguridad como ya lo habían hecho para. el caso
cuasi-estático Johnson [10] y Suquet [14].

LEMA 3.3.1 (ver [14]). Supongamos que a" cumpla. 1a condición de seguridad, entonces

(3.30) Ilüw(au(t)llmm) s c fo agot<at<t>>xat<t>—wm) dz.

Con lo cual de (3.29) y (3.30) resulta

3.31 Ücp 0' está acotado en L1 0,T; L1 Q .
, ¡4 Fr

\

Estimaciones a priori II.

d I'
Se eine 1

ahy = ñ(g(z)t+ h) _g(x)t)) '
De la ecuación de movimiento (3.10) se puede obtener

t t

/ /8h6#8h(vfl —v')dz ds =/ /Üh( div a” + f)8h(v,, -—v*)d:z:ds .o n o n

Usando la fórmula de Green y las definiciones de v", 0* y R“ se deduce

t t

(3.32) j /Üh('ó# —Ó')8h(v# —v')d:c da = —/ /8"R'3h(vfl —v*)d:cdso n o n
t

-/ /0h(a# —a‘)c(0h(v# —v') dz:dso n
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t z

(3.33) / / Aahó‘,,8ha,,da:ds +/ / 8h(8tp,,(a',,))3ha,,dz:ds =0 Ü 0 n
l

=/ /0h6(v,,)0ha,, da:ds.0 Ü

Como 90,,es convexa, se tiene

f0 (amm + h» —esencia») me + h)—mt» da:2 o.

Por lo tanto, de (3.33) se deduce

t t

(3.34) / / AÜhayaháFdzds 5/ / ¿(Ühv#)0ha#dzds .o n o n

Utilizando esta última desigualdad, a partir de (3.32) se obtiene

t t

(3.35) / j am), —ú‘)8h(v,,—md: ds + / / A8"á,,8"a,, da:dso n o n
t t

g —/ f ÜhR'0h(v,,—v')d:cds+/ f ohaflohqwm ds0 fl 0 n
t

+/ / 0ha*0he(v,‘—v')d1: ds .o n

En consecuencia, integrando con respecto al tiempo, se llega a la siguiente expresión:

1 1

(3.36) |0hv,,(t)—Ühv'(t)|2dz+ A0"a,,(t)0"a,,(t)dzn n

s i f ¡Ühvp(0)-0"v'(0)lzdz+%f “hanowhamdwn Ü
t z

+/ / 8h0'3h6(v,,)dzds+/ f ahaflahe(v*)dzdso n o n
t t

/ / 8h6'8h6(v’)dz ds —/ f ÜhR‘ÜhÜ)”—v')d:1:ds .0 Ü 0 Ü

OBSERVACIÓN3.3.1. Sean g¡,g2 funciones en el espacio W1'2(0,T; V) con V un espacio
de Hilbert. Se prueba. inmediatamente que:

91(t)-0h92(t) = ’0h91(t)-92(t + h) + 0h(91(¿)92(‘))
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Pasando al limite cuando h -> 0 se obtiene
t t d

17/; 6h91(t).gz(t+lz)dsdznÁ/ 3571.92dzds,-’ o

t h t d

11/; 8(g1.gz)dsd:ch:¿/n/o I(g¡.gz)d3d:c.

Si se define 91 = 6%", 92 = 45(1)“),aplicando la observación 3.3.1, con V = L2(Q)Ï,

al término t

/ /0ha*0he(v#)d:cds0 n ’

de (3.36) cuando h —>0 usando resultados clásicos (ver Capitulo 1), se obtiene

(3.37) me) —ú'(t)|2¿2+ á/nAmtymt) dz5 %Á|Ó#(0)|2dz+
1 z _ t

+ —/ Aá,,(0)c'r,¿(0)da:—/ / [13'03"—13*)(11:ds —/ /ó"e(i)')d:c (13+2 n o n o n
t t

+/ / á#.e(v')dzds—/ fü'e(v,¿)d:cds0 Ü 0 n

_ Á á'(0)5(vo)dz+ [o á'(t)e(v#(t))d:c.

Usando (3.17) y (3.18) en t = 0, las condiciones de regularidad de v“ y a", y las
propiedades del tensor de elasticidad A, se puede deducir de (3.37) la existencia de con
istantes positivas C1, C2, Ca, C4 y C5, tales que

(3.38) Ham) —vengan): + llá#(t)lli3(n)S 01+
l. t

+02 uma) —ú’(s)llí=m)=ds+03 Ilá#(s)llí=(n)ds
t

+ 04 f ||€(vu(3))||L1(n)d-9+ csueotanumm) ;0

t

con lo cual resta analizar que sucede con los términos j IIE(Ü#(S)“L1(n)d3y ||e(v#(t))]|L1(n).o

De (3.9) y el Lema 3.3.1, se tiene

(3-39) “¿(WUDIILIm) .<.IIÜ‘PÁWUNle) + IIAÚu(t)IIL1(n)
Cl62 ,

S Ilüvt(0u(i))llv(n)+ ïHWWIÏRm) + film
62

s Cz/n Üw(0#(t))(at(t) - U'(t)) + ïllá#(t)llí=(m + Ca ,
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con 6 << 1 y Cl,C2,C3 constantes positivas.

De (3.29) se deduce inmediatamente

t 62 t I

(3.40) ue(v,i(s)>um)dss cu+ï “anonima,

con C4 constante positiva.
Falta entonces estudiar el término

[a Ü‘Py(0p(¿))(0p(t)—wanda .

LEMA 3.3.2.

‘ 62 . 2 . ... 2

ja amamxam) —a (wz s Cte + ï(nay<t)umm) + “an) —v(i)IIL=(n)=)

Demostración. De (3.9) y usando la fórmula de Green, se obtiene

[a agot(ai(t))(at(t) —wanda

= —fama) —v'u» div (mt) —wanda:

+ e<v'(t))<a,‘(t)- «funda:- Anuxmu —a'undw.

Combiuando esta. expresión con (3.10) se tiene

[a amamxmt) —www =

= - f (mi) —trauma) —wanda + f (—R‘(t))(vt<t)—wandaÜ Ü

+ [a e(v*<t>)<a,.<t)- wanda - [n Aátuxw) —wanda: .

Usando (3.28) se deduce el resultado del lema, es decir:

. 52 . .. 2 62 . 2

ÁÜP#(0#(t))(a#(t)—a'(t))d:cS Iv,¿(t)—v dz:+ ïÁ|a#(t)l dz+ Cte,

con 6 << 1.
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Finalmente, de (3.38), (3.39), (3.40) y el Lema 3.3.2, se ha logrado la siguiente
acotación:

"¡MW " Ú'(i)lli,2(n)=+ “¿ÁÜIIinm S
i i

S k1 + ¡cz/O Him“) —Ú'UNIÏnma + ¡Cs/C; “áu(i)lli.=(n)d3a

con k1, k2 y k3 constantes positivas. Se puede entonces aplicar el Lema de Gronwall con
lo cual se.deduce para T > 0,

(3 41) {ay está. acotado en L°°(0,T; L2(Q)). i)“ está acotado en L°°(0, T; L2(D)3)

De (3.9), (3.39) y (3.41) se llega a las acotaciones fundamentales:

(3.42) {e(v#); 0 < p < 1} está acotado en L°°(0,T;L1(fl))

y

(3.43) {div 0,50 < p < 1} está acotado en L°°(0,T; L2(fl)s) .

3.3.3. Pasaje al límite cuando p tiende a 0.

Las estimaciones (3.41), (3.42) y (3.43) aseguran la existencia de una sucesión notada
(amvy), con p tendiendo a 0,tal que

<7,J—>o‘ en W1'°'°(0,T;L2(Q)) débil Ir

(3 44) v,u —>v en L°°(0,T;BD(Q)) débil Ill
' 13,,—.o en L°°(0,T;L2(fl)3) débil *

div 0,, —>div a en L°°(0,T;L2(0)3) débil ak

De (3.44) se obtiene en particular (3.18), la ecuación de movimiento.

3.3.4. Condiciones iniciales.

Usando argumentos de semicontinuidad inferior (ver Capitulo 1), y de (3.41) se obtiene

(3.45) Ila(0) —vollíam) s 15313.ngnano) —Vallina) = o,

es decir, a'(0) = ao c.t.p. en a: e Q; con idéntico procedimiento se obtiene v(0) = vo c.t.p.
en a: E fl.
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3.3.5. Condiciones de contorno.

De la. fórmula. de Green, si se toma. w e 05’?”como función test con

0° _
C0,v _

w e C°°([0,T] x 9,113)
w(:c,t) = 0 si :c E 39.,

se obtiene

T T T

/ f div afiwdz:dt = —/ f afle(w)d:cdt +/ f Fd(:c,t).w (la:(¿t.0 n 0 Ü 0 0,0

Si se toma. cl límite (p. —>0), se deduce de (3.44),

T T T

j / div0.o)dz dt +/ / ae(w)d:z:dt = / / Fd(z,t)wdz dt ,0 Ü 0 n 0 0.,0

Vw e 08?”; de lo cual se obtiene

0.1] = Fd en ÜFO x (O,T)

3.3.6.

Sc debe probar a(:c, t) e K c.t.p. en 1:E fl, t e [0,T]. Para. ello se utilizan argumen
tos dc semicontinuidad inferior para funcionales convcxos (ver Capítulo 1), los resultados
(3.26), (3.29) y el Lema 3.3.1

t l

/o “U —P1(0“i.2(n)d3 5 “Luigi/0 “au " PK‘MHÏRUI)‘13

= lim iálf ||2pgo#(a'#)||L1(0’T¡L1(n)) S fimiálf ¡LC = 0ya F-o

con lo cual a'(:c,t) E K en c.t.p.

3.3.7. Convergencia fuerte.

Si se toma. en (3.9), (au —a) como función test y sc usa. la.convexidad de tp,“ se obtiene

(3.46) [/0 Aá,¿(a# —a)d:c ds g [Ji Á ¿(vfixafl —a)d:c ds.
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Utilizando la fórmula de Green

t t

j /A(á',¿ —á)(a,, —a)dz ds +/ /(v# —v’) div (an —a)dz ds0 D 0 O

g fat [n c(v').(a#—a)dz ¿3- j; [n Aá.(a,, —a)d:cds.

Como consecuencia de (3.10) se puede escribir esta última desigualdad como

jet/n A(áp - á)(a,. —a)d:c ds +/01Á(v# —10(1)"_ 13M, ¿8

S [otjo ¿(mm _ a)“ d’‘ [/0 Aám - v)dzds

+ÁtÁ(v' —v)(ú#40d: ds.

Usando que A es definida positiva se tiene

(3.47) c j“ ¡«#(t) —a(t)|2dz + á Á mu) —v(t)|2d:c 5
z t

S / c(v’)(au —a)dz ds —/ j Aá’(a¡¿—a)d:c ds0 n 0 0

+ jet/nor —v)(ó,‘—'b)dz¿3.

De las hipótesis de regularidad que se impusieron para a" y v" (ver Sección 3.1) y de
la regularidad en cr y v que surge de (3.44) se deduce fácilmente

¿(v') 6 L’(0,T;L2(9))
(3.48) Aá e L2(0,T;L2(n))

(v' —v) E L2(0;T;L2(Q)3)

Pasando al límite (p. —>0) en (3.47), se obtiene

(3.49) lim sup |a#(t) —a(t)l2dz +/ Iv,¿(t)—v(t)|2d:) S 0 .¡“0 1.E[0.T] n n

De lo cual se deduce:
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{a# —>a en L2(0,T;L2(Q))—>v en L2(0,T; L2(Q)3)vil

3.3.8.

Se ha mostrado que se cumple la.ecuación de movimiento, resta ver que pasa. con la.ley
constitutiva. Para, ello se toma. en (3.9) a. (ay — x) como función test, con
x E L°°(0,T;L2(Q)), x(:c, t) G K c.t.p. cn 1:G Q, t E [0,T] y x -1¡ = F“ si 1: E ÜFQ, dc lo
cual resulta:

(3.50) fn Aáp(t)(0u(i)-x(t))dr+ 0w(0#(t))(0u(i)-x(t))dr

= ja e(vt(t)><at(t)—x<t>)d2.

Sea. t > 0, se define T1 = t -h y T2 = t+h con 0 < h < t. De (3.41) se deduce la.
existencia de una. subsucesión todavia. notada. (amvu), tal que se tiene

á" —>á eanT,T;L29 débil
(3.51) { F ( 1 2 (i)” —>1') en L2(T¡,T2;L2(Q)3) débil

Además, de (3.49) se puede ver que vale

{om —>a en L2(T1,T2;L2(Q))——>v enL2(T1,T2;L2(n)3)vn

A partir de (3.50) se obtiene

(3.53) f0 Aa',¿(afl—x)d:cds — f0 ¿(vfixafl —30d: ds =

= —jT f0 amatxau -x)d==ds.

Debido alas propiedades de cp,¿se puede deducir

T; T2

j / Aá#(a# —x)d:cds 5/ /e(v#)(a# —X)d:cds .T¡ n T1 Ü
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Usando la fórmula de Green y la definición de v' se tiene

T3 T2

(3.54) j j Aá#(crp—x)d:: ds +/ [(v" —v') div (al, —x)dz ds 5T1 Ü T1 n

s [T [a e(v')(at —md: ds.

Teniendo en cuenta los resultados (3.51) y (3.52) es posible pasar al límite cuando p —>0
en (3.54) y se obtiene

ÁT/¿Aáw-xfizds+‘/:’Á(v_v.)div(a_x)dzdss
\

s /T [n e(v'>(a—md: ds, '

lo que es equivalente a:

zih :2 Mmm —x) + (v —v‘) div (cr—x) —¿(«xa —x)]d:c ds s o.

Como t es un punto de Lebesgue de la función

s —*[a [Ac'r(s)(a(s) —x(s)) + (v(s) —v'(s)) div («(3) —x(s)) —¿(v‘(s))(a(s) —x(s))]dz ,

para casi todo t; entonces se puede pasar al límite (h —>0) obteniéndose (3.21), es decir,
la.ley constitutiva débil.

3.3.9. Unicidad de la solución.

Para probar la unicidad, se supone la existencia de dos soluciones que satisfaceny (01,01)y(02,02).
Sumando (3.21) con a = al, v = v1, 1' = az y (3.21) con a = 02, v = '02, 1' = al se

obtiene

/ —¿2)(01—0'2)d3+ /(v1 —‘02)div (al —0'2)d2S 0 .n 0

Aplicando la ecuación de movimiento (3.18) e integrando con respecto al tiempo se
llega a

%Á(a¡(t) —02(1))A(a¡(t) —02(t))dz + f0 |v¡(t) —v2(t)|2dz 5 0 .

36



De la coercividad de A se deduce la unicidad, o sea,

(3.56) {01 = ¿72 en c.t.p. Q x (0,T)v1 = v2 en c.t.p. 0 x (0,T)

3.3.10. Comparación entre la evolución cuasi-estática y la evolución dinámica
en elastoplusticidad perfecta (ver [1], [11], [14]).

La evolución cuasiestática (o sea se desprecia la aceleración i) en la ecuación de
movimiento (2.2.1) suponiendo que es casi nula), ha sido ampliamente estudiada (ver [6],
[10], [13], [14], [15], [16]). De los resultados obtenidos en este capítulo se desprende la
siguiente comparación.

CUASI-ESTÁTICO DmÁmco

unicidad del tensor de esfuerzos mismo resultado

no unicidad de la velocidad unicidad de la velocidad

la fuerza de volumen f no puede ser no hay restricciones en
arbitrariamente grande las fuerzas de volumen

no se puede asegurar la regularidad mismo resultado
necesaria en la velocidad con respecto a
la variable espacial para poder imponer
las condiciones de contorno

COMENTARIO:A pesar de que la velocidad no satisface la condición de contorno en el sen
tido clásico del término, se puede probar (ver [1]), que la componente normal la satisface.
En cuanto a la componente tangcncial se pueden deducir resultados interesantes (ver [1],
[14] y [16]), pero que no aseguran que cumpla con la condición de contorno.

También es importante destacar, que la restricción en el tamaño de las fuerzas de
volumen de la evolución cuasiestatica, está. relacionada con la teoría del análisis limite que
se puede encontrar desarrollada en [12].

37



CAPITULO 4: Plasticidad con endurecimiento lineal

4.1. Evolución dinámica con endurecimiento lineal

Un cuerpo ocupa un dominio acotado Q con borde suave Cl.

Se define, como en 2.5.2, el tensor de esfuerzos generalizados 2, también llamado
tensor de tensiones generalizado

E = (a, A) ,

donde a' es el tensor de tensiones, A es el parámetro de endurecimiento, A(:z:,t) E Rm, con
(1:,t) G Q x [0,T], f son las fuerzas de volumen y v la velocidad.

Se define también E, la deformación generalizada

E = (e, 0) ,

donde e es el tensor de deformaciones y 0 E Rm.

En este capítulo se considerará L2(fl) = (L2(Q))Ï x (L2(Q))m.

Se estudiará el caso en que la energía libre es cuadrática, estrictamente convexa y de
la forma

C e 1 C e 1

Ó(E,61):Q1(€ = ETE’E + ETla-a,
T 0

OTI
consiguiente, la ley constitutiva elastoplástica resulta

con a E Rm, 6° E R2 y T = tcnsor de llto orden, simétrico y coercivo. Por

+81K(2)313(1))

con K el convexo de plasticidad definido en R2 x Rm, el cual delimita el conjunto de

tensiones generalizada físicamente admisibles y L = el tensor inverso de T.
1

0L;

Existencia y unicidad de la solución.

Para probar la existencia y unicidad de la solución se procede como en el Capítulo
3, lo que no ofrece ninguna dificultad ya que a este efecto los dos problemas (evolución
dinámica con endurecimiento lineal y sin endurecimiento) son formalmente idénticos. Se
obtienen entonces los resultados que sc presentarán a continuación.

38



EIasto-viscoplasticidad con endurecimiento lineal.

El sistema de ecuaciones está dado por la ley constitutiva de Perzyna (ver 2.5.3) y la
ecuación de movimiento, o sea,

(4 1) {L}: + 390,42) = 12(1)) en n x (0,T)° ó=diva+f ennx(o,T)

donde

1

(4.2) m2) = El): —szlilgm... ,

con condiciones iniciales

(4.3)

y condiciones de contorno mixtas

(.4-4)
\

{0.77= Fd en apfl x (0,T)v = vd cn 01,9 x (0,T)

Con la técnica ya expuesta en el Capítulo 3, se obtiene la existencia y unicidad de la
solución dc (4.1),(4.3),(4.4) notada (2”,v")

{(Eflivfl) e W1’°°(01T;H)a
(4.5)

0F(t) e Y, vu“) e H1(n)3

con H = L2(Q)2 X L2(Q)"‘ x L2(Q)3.

Elasto-plasticidad con endurecimiento lineal.

Tomando el limite p. —>0 como en el Capítulo 3, se prueba la existencia de (2,1)) con

{2 e W1'°°(0,T,L2(Q)), div a e L°°(0,T,L2(n)3)(4.6)
v e W"°°(0,’1‘;Lz(9)3)n L°°(0,T;BD(9)3)
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solución de

(4.7) diva+f=ó en9x(0,T)

y de la ley constitutiva débil

(4.8) / LÉ(t)(E(t) —T(t))d:c+ / (v(t) —v'(t)) div (0'(t) —11(t))d:: SÜ n

S f E(v'(t))(}3(t) —T(t))dz , 'en c.t.p. tE (0,T)Ü

7limit) 9 m
donde ‘r(:c,i) = T (z t) E R, X R , 1'(:c,t) E K en c.t.p., 1'1 E L°°(0,T;Y),2 1

1'2e L°°(0,T; L2(Q)"‘) 11.17= Fd en 8p!) x (0,T); con condiciones iniciales

(4.9) {2(o) = 20 en nv(0) = vo en fl

y condiciones de contorno en a'

(4.10) 0.17= Fd en 3p!) x (0,T).

OBSERVACIÓN4.1.1. Para obtener los resultados de existencia y unicidad deben valer las
mismas hipótesis de regularidad que para el Capítulo 3. En este caso se utiliza la condición
de seguridad en 2 (ver 3.1).

4.2. Resultados adicionales de regularidad para la elasto-plasti
cidad con endurecimiento positivo

4.2.1. Hipótesis adicionales.

En esta sección se asumirá además de lo ya expuesto en la Sección 4.1, lo siguiente:

K = {(m) e R2 x Rm/F(r,n) s o}
donde

_ 9 k m _ 9 k
(4.11) n — (3;),n1 e 11., 772e R , R —R. x R

F(-r,(111,172)) = I‘r—ml —-Y(n2) (generalización del Convexo de Von Mises)

con Y cóncava, Y E CNR")
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Se supone que existe d constante positiva tal que

(4.12) d <

Definición de endurecimiento positivo (ver [11]).

Si (731])E 0K se cumple entonces

OF OF
—(T,1¡)Lïl (mi)

(4.13) ———a”— >a,

con a. una constante positiva.

OBSERVACIÓN4.2.1. Notar que tanto Lg] = T1 como Lïl = T son estrictamente
definidas positivas, por lo tanto se cumple

I I_a, cona>0.
aF 2

‘EÏÜ, 77)
(4.14) 2ÜFafin)

4.2.2. Lenlas útiles.

\LEMA4.2.2. Si x e R2 x R'" , entonces existe A#(x) 2 0 tal que

1 GF
. a = — — = A ___ I

(4 15) amix) #(x PKx) ¡.(x) ¿,X(x ) ,

ÜF' = P — E VF.
con X KX y ax

Demostración. El resultado surge como consecuencia de la regularidad, la convexídad de
F y del hecho que K = {x;F(x) 5 0} y que x —PK(x) es perpendicular al hiperplano
tangente a K en x' = PK(X). Notar que AÁX) = 0 si x E K y AAX) > 0 si x gÉK.

¡:1

LEMA4.2.3. Sea EF el esfuerzo generalizado, solución de (4.1), (4.2), (4.3) y (4.4). Si se
define EL = PK(EF), entonces

(4.16) luli?!) en L°°(0,T;L2(Q)) fuerte.
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Demostración. De manera. similar a. 3.4.4 se deduce que

Ey —>E en L°°(0,T;L2(O)),

además por propiedad de la. proyección sobre K

¡IBM —E'(‘)|IL=(n)s una) —mmm) w e [0,T1.

Como 2' = E, se obtiene (4.16). C]

LEMA4.2.4. Si x = (1,1)) e K, con x' = PK(X), entonces

01* 01* 010

(4.17) ( 55x), ax(x'))2 am?

Demostracíón. De la. convexidad de F se Obtiene

(ghz) - %(x'),x —x') 2 0,

pero x —x' = Aa—F(x') con A > o, con lo cual3x

(353m - Z-Ïu'), Z-Ïm) 2 o,

que es lo que se quería. probar. c1

4.2.3. Regularidad de la velocidad.

Para. cada. y, > 0 se obtiene de (4.1) y (4.15) lo siguiente:

. ÜF
Lla# = ¿(WA_ A#(a#aAn)E(ain 141;)

(4.18) . ¿F I I
LgAn = —A#(U#,A#)-ÜTI'(U#,A#)

con (01,142“)= PK(0#,A#).

Sc definen

42



v

(4.19) {51 = {(3,0 G9 ><(0,T)/2u(z,i) e K}52 = {(zat) e a x (OaT)/Efl(zat) É K}

con lo cual Q x (0,T) = Sl USz.

Si (1:, t) G Sl , de (4.18) se obtiene

(4.20) c(v,¿(z:,t)) = Llá,‘(:c,t) .

Si (1:,t) E Sz , se define

ÜF , ÜF 

II“ = í(0#,A#)L10’#+ 07](0”,A#)L2A#.

Combinando (4.18) y (4.21) se deduce

ÜF BF
(4'22) HM= E(‘7#1A#)(€(vu) _ A#(a#)Aflv)í(a;n AD)"

OF ÜF

_ A#(‘7#’Au)’a—ïí(aw AF)—6;(U;HA;L)’

con lo cual se verifica.

GF

A 2 87(2#)5(”n) _ Hu
(4-23) #(u)- WT: ,

0x fl 0x "

¿LF_ 01 21:
con ax — 8T , a” .

Definiendo

%’—<2#>3—F<2m
(4.24) c(2 )= 1 ——T—-——-T—,

" BF 2 BF 2,a( u)a( u)
se obtiene de (4.18) la. expresión

Zï< L)(4.25) Llá = c(2 )€(v¡¿)+ Hfl—T— .F F aF aF ,
amfiamn)
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De la desigualdad de Cauchy-Schwartz, aplicando (4.17) y el hecho que
ÜF , BF
79:03" = E(E,‘)| se llegaa

2

Ïoz')
31' "

C(E#)_ _ ——2;
9’30?)
6x "

por lo tanto, de (4.11) y (4.12), se deduce que existe una constante 0 < 5 < 1, independiente
de En tal que

(4.26) c(2,.) 2 1 —6.

Se puede escribir (4.25) como

(4.27) ¿(v,¿) = c(2p)-1Lláfl —¿(EH-11% »

con aF
1-031)

"=H"8FR ———— .
aF ,

Wai-342,.)
Si ahora se aplica nuevamente (4.17), se verifica

61:2
31'"

(4.28) ¡RFI2 S Illul2

Si (1:,t) E Sl, de (4.20), existe una constante k positiva tal que

(4.29) I€(vu(=,t))lngs klátwnn, ,

Si (z,t) e Sz, por (4.27) y (4.28) se deduce

(4.30) ¡amar-mln, s fÉ-¿(kláulng+ mama?) .

De lo cual resulta

(4.31) ue(v,.(t))ummgs ¿(kuaiwlmmg + “Huamumo .
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Como consecuencia de las propiedades de F (ver (4.11)) y del hecho que, análogamente
a lo que se demostró en el Capítulo 3, existe una constante k1 tal que ||Ep(t)||¡,z(n) S k1
Vp > O, t E [0,T] se obtiene

(4.32) {e(v”(t)); 0 < p < 1} está acotado en L2(fl)2 .

Usando la desigualdad de Korn (ver Capítulo 1), la familia

(4.33) {v,,(t), 0 < p < 1} está acotada en [11(9)s .

De (4.32) y (4.33) se deduce que se puede extraer una sucesión (1)“) tal que

{1}“ —>v en L°'°(0,T;H1(Q)3) débil n
(4.34) .

dv“) —r¿(12) en L°°(0,T;L2(fl)) débll ar

con v la solución de (4.7) y (4.8). Aquí es fundamental el hecho que hay unicidad de
solución, en particular v E L°°(0,T;H1(Q)’).
Conclusión importante.

En forma análoga a como se procedió en el Capítulo 3, sección 3.3.5, para probar que
se verifican las condiciones de contorno para a, se puede ver que como consecuencia de
(4.34) se cumple

(4.35) v = v“ en 3,0 x (0,T) ,

es decir, las condiciones de contorno para v, lo que no se puede asegurar en el caso general,
debido a la falta de regularidad.

Aplicando en la ley constitutiva débil (4.8) el hecho que v(t) E Hlfl'l)3 en c.t.p. con
t E (0,T), se deduce de la fórmula de Green, de las condiciones de contorno y de la
definición de BIK, que E y v satisfacen la ley constitutiva fuerte, es decir

(4.36) LÉ + BIKOJ) 9 E(v) en o x (0,1")

OBSERVACIÓN4.2.1. Los resultados obtenidos son análogos a los de la evolución cuasi
estática (ver [11], [10]), es decir, se ha obtenido mayor regularidad de la velocidad con
respecto a la variable espacial.
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CAPITULO 5: Plasticidad con endurecimiento no lineal

5.1. Algunas definiciones e hipótesis

Como en los capítulos anteriores, un cuerpo ocupa un abierto acotado fl de borde
suave Cl.

Siguiendo con la notación introducida en el Capítulo 2, v(:c, t) E R3 es la velocidad,
f(:c,t) e R3 son las fuerzas de volumen, a'(:c,t) E R2 el tensor de tensiones o esfuerzos,
¿(2,t) E R2 el tensor deformación con (1:,t) E fl x [0,T], A = (Ah-kh) es el tensor de 4‘°
orden de elasticidad, coercivo, definido positivo y simétrico.

Se define (ver 2.4) el tensor de esfuerzos generalizados E = (0',7]) con 'r)(:c,t) E Rm,
a: E Q, t E [0,T] y K el convexo de plasticidad K C R2 x Rm.

Como en estos modelos se supone la energía separada (ver 2.5), resulta

<I>(e',a) = Ófle') + <I>2(a)

con (15(5) = ¿T535e ,

donde 6‘ es la deformación elástica, T = A-1 y a = (al, . . . ,am) las variables internas.
Se imponen las siguientes hipótesis sobre 4,2:

i) ‘I’z: Rm —>R es una función convexa y existe una constante c1 positiva tal que

92(0) 2 Cilalivn a

ademas, ‘I’zE C2(R"‘), y

V41): R2 x Rm —>R2 x Rm es inversible.

84?]
85°

(se) —aïay77- aa ).Como surge del Capítulo 2, a =

Ü<Ï>

ii) Si se define G = —2, se supone8a
IGJ-(a)l S aJ-+ bJ-Iozl2aj, bj 2 0 en R. De esto se desprende

G : L2(0,T; L2(Q)m) —>L2(0,T;L2(Q)m) continua y acotada

y además existe una constante c positiva tal que si “aIILoo(o’T;L1(n)vn)S d, con d una
constante positiva, entonces ||G(a)HLoo(o_T¡La(mm)S c.
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Se notará. H = L2(0)2 x 52(0)” x L2(Q)3al espacio de Hilbert dotado con el producto
escalar , ' ]A definido como

Rubin); (v1,v2)]A = (“1,A01)L=(n)2 + (uzivz)L=(n)m+3 

La condición inicial del material está. dada por ao, ao y v0, con

a(0) = ao , en fl

a(0) = ao , en Q

12(0) = vo , en D

Las condiciones de contorno son mixtas, es decir, en una región del borde notada ÜFO
se impone la fuerza dc contacto Fd, mientras que en la restante, notada 0,,0 se impone la
velocidad v. Por consiguiente se debe cumplir

{0.17 = Fd, en 31:9 x (0,T)v = vd, en 31,0 X (0,T)

Se asume, por la regularidad de las condiciones iniciales y de contorno, la existencia de
funciones cr'“(:c,t) e R2, a*(a:,t) e Rm, v(z,t) E R3, ¿'(z,t) E Rm con a: E Q, t E [0,T],
tales que

(a‘,a’,v’) satisfacen las condiciones iniciales y de contorno

(a‘(:c,t),{"(z,t)) e K en c.t.p.
(cr',a",v*) GW1'°°(0,T;II)

v"(t) E H1(Q)3, div a‘(t) E Y si t E [0,T]

6’ e le°°(o,T;L2(n)"‘)

Además, (025") cumplen la condición de seguridad (análogo al Capítulo 3 para a").
Por otro lado, f E W1‘°°(0,T; L2(0)3).

5.2. Evolución dinámica de los materiales elasto-viscoplásticos
con endurecimiento

5.2.1. Planteo del problema.

En esta sección se considerará. la Ley de Perzyna (ver 2.5.3), o sea

(5.1) (50’) Í A6) = Ücp,¿(a,G(a)) cn a x (0,T),

47



1

donde 30,42) = E IE - PKEIÏqum con K el convexode plasticidad y PK la proyección
habitual en R2 x Rm.

Se considera también la ecuación de movimiento

(5.2) div 0' + f = i) en Q x (0,T).

Se imponen las condiciones iniciales

(5.3) a'(0) = a'o , a(0) = ao, 12(0)= vo en Q ,

y las condiciones de contorno

a'- =Fd,en8f2x 0,T
(5.4) { 77 F ( lv = vd en aun x (0,T)

5.2.2. Existencia y unicidad local de solución.

Como en los capítulos anteriores, se va a usar la teoría de operadores monótonos
maximales (ver Capítulo 1), para probar la existencia y unicidad de solución. En una
primera etapa se prueba la existencia local, luego por medio de una estimación a priori se
obtiene la existencia global.

Se definen, usando las definiciones dc 5.1, las funciones auxiliares

Ü=v—v

(5.5) E=a—a'
E: a-a‘

Se considera el operador

C : D(C) C H —>H

D(C)= (T1,T2,w)EH/T1EY,T1°7]=OCIIapn,
(5 6) wEHl(O)3, w=0en (91,0

. 7-1 —A'le(w)
C T2 = 0

w — div 7',
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Entonces se puede escribir (5.1), (5.2), (5.3) y (5.4) como:

U(t) e H

(5.7) ¿Um + C(U(t)) = F(t, U(t))
U(0) = 0

con U(t) = (E(t),5(t),ï(t)) y F : [0,T] x H —>H,

(5.8) 1"(t,(u¡,u2,ua))=

—A‘le(v’(t)) —wa) L0mm + 0*(t), G(u2+ a'(t)))= _ ’
f(t) —¿10+ div a'(t) 0

A_1 0 me
conL=(OId),Id€R .

Se puede ver que, análogamente a 3.2:

i) D(C) es denso en H

ii) C es un operador maximal monótono en H

iii) F(t, U(t)) : [0,T] x H —>H es localmente Lipscliitz

Notar que este caso no sc tiene lipscliitzianeidad global debido a.que (99%es lipschitz, pero
G no tiene necesariamente derivada acotada.

Entonces, usando la teoría de semigrupos se obtiene (ver Capítulo 1) la. existencia y
unicidad local de solución. Es decir, existen T0 > 0 y U G C°(0,T0;D(C)) ñ CI(O,T0;H)
única solución de (5.7). Por ende, se obtiene la existencia. y unicidad local de solución para
(5.1), (5.2), (5.3) y (5.4) con (a,a,v) E W1'°'°(0,T0;H), a(t) E Y y v(t) G ¡11(Q)3 sobre
t e [0,”01.

5.2.3. Existencia global de solución.

Para. probar la existencia. de solución global se deben hacer estimaciones a. priori de
los U(t) en H Vt G [0,To] (Ver Capítulo 1), lo cual es equivalente a obtener estimaciones
a. priori de los (a(t),v(t),a(t)) en H, Vt E [0,T0]. Para ello, dado t < T0, se multiplica
(5.1) por (0' —o", G(a) —6*) e integrando se obtiene

(5.9)/0t/0Ac'r(or —a")d;1:ds —Át/nqvxa —a")d:z:ds + [/0 ¿(Gm —¿*)dzds =

= —L ¿montana —«a (:(u) —ww «La.
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Como (a’(z,t),{‘(z,t)) E K en c.t.p., sabemos que gp“(a",f") = 0, por lo tanto
usando la definición de subdiferencial resulta. para el segundo miembro de (5.9) que

(5.10) fat ju ap#(a, G(a))(cr - a",G(a) —f')dz ds 2 jot [a cp¡¿(a',G(a))dz ds 2 0 .

De la fórmula de Green, aplicada al segundo término de (5.9), se llega a:

t t

(5.11) / /e(v)(a —a')d: ds = —/ /(v —v’) div (a —0*)da:ds+o n o n

+ ÁtÁdv'Xa —a')dz ds .

Definjendo R" = 13‘— div a" - f, de (5.9), (5.11) y usando que div a' + f = i) se
deduce

(5.12) fat jo Au; —á')(a’ —a')d1: ds + foi joa; —13-)(2)—md: ¿3+

+ t f0 ¿(Gao —mas ds+ f aw(a,G(a))((U,G(a))—(vnews ds s

5 -ÁtÁAá‘(a —a')dzd3 —foi/01211,—v')dzds+ [/newxa —md: ds.

Usando la regularidad de f' se obtiene

(5.13)[ot j“ áf’dz ds = —fat /n ag'uzz¿3+ Á(a(t){'(t)—a(0)¿‘(0))dz

s —t [n aé'dzds - i [n a(o)¿*<o)dz+ f0 ¡aanzdz+ 213/“ I€'(t)I’dz,
con6<<1.

Debido a la definición de derivadas se verifica

Á1Á(á—á')A(a—a-)dzd3=¿ÁIÁ((a_a-)A(a_a.)).dzd3

(5.14) fotÁ(ú-ón)(v_v.)dzds = á/otÁ(lv_v.I2)-dzds

ÁtÁ('I>2(a))°dzds=ÁtÁG(a)ádz ds
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De (5.10), (5.12), (5.13) y (5.14), usando además la coercividad de A y de (Dz,se llega
ala siguiente desigualdad:

U 1 Ü

(5-15) aIIUU)- a (Ollíam); + 5I|v(t) - v (Ollíuma + bl|a(i)llíz(n)m S

5/;t/n(s(v’)—Aá‘)(a——a')dzds—ÁtÁ;R'(v—v')dzds—
t

—/ /a¿'dzds+c,0 0

con a > 0, b > 0 y c constantes.

Sisedefineha) = naa) —omnia“), + uva)—mmm); + "mw-¿mw de (5.15)
t

por Cauchy-Schwartz se obtiene h(i) 5 d/ h(.s)ds + e, con d y e constantes positivaso

que no dependen ni de t ni de p. Aplicando el Teorema de Gronwall se deduce que existe
una constante c1 positiva que no depende de t tal que

(5-16) Ilcr(t) - a‘(t)lIL=(n)g s c1, Ilv(t) - v'(t)IIL=m)= S c1 y Ila(t)IlL=(n)m S c: ,

Vt e [0,To] ,

lo cual es equivalente a

(5-17) “‘7(t)llL’(fl)f S cz, Ilv(i)I|L=(n)a S cz Y Ila(t)||L=(n)m S c2 ,

Vt e [0,T0] , con c2 constante positiva, que sólo depende de T0.

O sea, en (5.17) se han obtenido estimaciones a priori Vi G [0,To] de la solución, lo
que asegura. la existencia global (ver Capítulo 1).

OBSERVACIÓN5.2.1. Si notamos para cada p > 0 (amamvfl) a la solución de (5.1), (5.2),
(5.3) y (5.4) con To > 0, (5.17) se escribe como

(5-18) ||0p(t)llm(n)2 S C(To), Ilau(t)HL’(fl)"‘ S C(To) Y “vu(t)“L’(fl)’ S C(To) ,

donde c depende de To y no depende de p (ya que ni d ni e dependen de p). Es importante
aclarar que hasta ahora se había omitido el parámetro p puesto que se lo fijaba.
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5.3. Evolución dinámica de los materiales elasto-plásticos con
endurecimiento

5.3.1. Hipótesis adicionales sobre la energía y el convexo de plasticidad.

Se asume para esta sección hipótesis adicionales a las ya introducidas en 5.1.

La.función G = % verifica:8a

(5.19) G(a) = (x(a),d(a)) con a E R2 x R, x(a) E R2 , d(a) G R,

donde X es una. función lineal y d es una función cóncava.

El convexo de plasticidad K tiene la siguiente forma:

9(7'1—Tz)—650 o
con g : R —>R convcxa.1conThT26R2,c6R} "K = {(T1,T2,C)

O sea, se obtendrán resultados para los materiales con endurecimiento isotrópico y cinemático
lineal (ver Capítulo 2). Se notará

V = L2(Q)Ï x L2(D)Ï x Lzm), L2(n) = L2(O)Ï x L2(Q).

\ 5.3.2. Pluuteo del problema.

La. ley constitutiva se escribe como

e(v) —Aá'
(5.20) _á E 31K(0,G(a)) en fl x (0,T),

con K convexo de plasticidad, (a(m, t),G(a(:1:,t)) G K en c.t.p.
Se tiene también la. ecuación de movimiento

(5.21) div a + f = i: en Q x (0,T).

Se imponen las condiciones iniciales

(5.22) a(0) = (To, 01(0) = a0, v(0) = vo ‘en Q ,

y las condiciones de contorno
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(5.23) {(7.7)= Fd en 0p!) x (0,T)v = vd en ÜUQx (0,T)

5.3.3. Pasaje al límite (p —>O).

De las estimaciones (5.18) se sabe que existe una sucesión de (0,“ amvfl) con ,u.—>O
tal que

(5.24) {(Uwan) -' (M) en L°°(0,T; V) débil * iv" _’ v en Lm(0aT¡L2(Q)3) débil ar

donde (a', a) y v pueden depender de la sucesión tomada.

5.3.4.

Se debe probar que (a(:c,t),G(a(:c,t))) E K en c.t.p.
De (5.12) y (5.18) se deduce la existencia de una constante c positiva tal que para

todo u > 0, t E (0,T) se tiene

\

(5.25) amet, comun, Gian)—(camas dss c.

Usando (5.10) se deduce

t

(5.26) / /<p#(a'#,G(a#))d:c ds S c.0 Ü

. , 2 . . . , .
La. func10n “E —PKEIIUWITW), es convexa y continua, por consnguiente debilmente

semicontinua inferiormcnte en E e L2(0,T; V).
Debido a las hipótesis sobre la energía de la sección 5.1, existen una subsucesión de

(amawvy), que cumple (5.24) y G" e L°°(0,T;L2(Q)) tal que

(5.27) G(a#) -—>G' en L°°(0,T;L2(Q)) débil *

(en particular en L2(0,T;L2((l)) débil).
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De (5.26) y (5.27) se obtiene

ÁTÁ ¡(a’Gi) _ PK(aaG')I2dz ds
T

(5.28) Sliminf/o f0 |(afl,G(a,¿))—PK(0F,G(a#))I2dzdsp-oO
T

= nminmp)f / ¡mamcmnndzds = o,"“0 o n

con lo cual resulta

(5.29) (a(z,i),G'(z,t)) E K en c.t.p.

Se definen x" y d" con

(5.30) G‘ = (x',d'), x' E L°'°(0,T;L2(Q)Ï), d" e L°°(0,T; L2(9)) .

Como x es una función lineal, la subsucesión (au) cumple

(5.31) { X01")a XM en “(0,1”; “(0m débilcon x(a) = x‘

Por el crecimiento impuesto a G en 5.1, tenemos que Va E L2(0,T;L2(Q)), d(a) e
L2(0,T;L2(Q)), además la función a —>—d(a) es continua y convexa, por lo tanto
débilmente semicontinua interiormente en L2(0,T;L2(9)), entonces de (5.24), (5.27) y
(5.30) se tiene (ver Capítulo 1),

(5.32) —d(a) 5 -—d' en c.t.p.

De (5.29), (5.31) y (5.32), siguiendo con la notación de 5.3.1, se deduce

(5.33) g(a —x(a)) —d(a) S g(a —x') —d' S 0 en c.t.p. ,

que es lo que se quería probar.

5.3.5. Condiciones de contorno para a.

De (5.24) se deduce inmediatamente que (0,1)) satisface la ecuación de movimiento
(5.21), en particular, teniendo en cuenta la regularidad de f, se verifica
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(5.34) (_a)v) E Yaa

con Y“ = {(T,w) E L2(Q x (0,T))? x L2(0 x (0,T))3/ div 1' + ¿bE [12(5)x (0,T))3}.

Si se considera w :ÏÏ x [0,T] —vR tal que

(5.35) w e Hlm x (0,T)), w = o en avn x [0,T1U0 x {0,1},

entonces, de las propiedades del espacio YCl(ver Capítulo 1), se cumple

T T T

(5.36) / jandzds-f jvcbdzds-f /fwdzds=o n o n o n
T

=/ / wa.17dzds.0 Bru)

Por otro lado, como (amvfl) con p. > 0, cumplen con la.ecuación de movimiento (5.2)
y las condiciones de contorno (5.4), se tiene

T T T

(5.37) j /0#dezds—/ /v#¿bdzds—/ jfwdzds=o n o n o n
T

=/ / dedzds.0 Bpfl

Tomando el límite cuando p —+0, se deduce de (5.24) que

(¿.38) cm;= Fd en apfl x (0,T) .

5.3.6. Ley constitutiva.

Se define para. cada p. > 0, t E (0,T] la función

(5.39) p“(t)=Á‘Á(Aáu-c(vn))(afl—71)dzds+ÁtÁáfl(G(afl)—1'2)d:cds,
C011

1' = (11,12) , 7-1E W1'°°(0,T;Y), 1'2E W1'°'°(0,T;L2(fl)

(5.40) T(z,t) E K c.t.p., T(0) = (00,010) en D

T1-n = Fd sobre 3p!) x (0,T)
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Como amamvfl cumplen la. ley constitutiva. (5.1), de las propiedades de 8%“ se
deduce

(5.41) mt) s o.

Se analiza. cada. término de la. función p,¿(t) dada. en (5.39). Valen los siguientes
resultados:

(5.42) /Ü ¿Amin —md; ds = ï/nmu) —T1(t))A(0'#(t)—T¡(t))d:c+2
l.

+/ /A7"¡(a'¡¿—7'¡)d1:d3,0 Ü

(5.43) t/n actualidad” Auxanowwxamu,
y

t t

(5.44) / /T2á# dz:ds = —/ /+2a#dmds+/(T2(t)a#(t)— laoI2)d:c.0 Ü 0 n n

Usando las funciones 0* y v' , definidas cn 5.1, se obtiene

v

(5.45) fut Á ¿(v#)(a¡¿ —.mas ds = —%f“ Ivy“) —v*(t)[2dz—

—/(;t/‘)R'(v“—v')d:cds—/0‘/n(v#—'v‘) div (a’--r¡)da:d.s+

+/0.t/ns(v')(a#—-r¡)dzds,
conR'='Ó'— diva'—f.

Reemplazando (5.42), (5.43) y (5.45) en (5.39) e integrando en t E (to —h,to + h)
C (0, T) ,se puede pasar al límite inferior en (5.39) cuando p, —>0 dado que

(5 46) {(Ü'yaafl) -> (0,01) en L2(to —h, to + h; V) débilvfl —>v en L2(to —h,t0 + h; L2(Q)3) débil

y lui ¿Érniinoscuiidráticos son débilmente semicontinuos inferiormente.
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Definiendo

(5.47) p(t) = ¿[007m —Tl(t))A(a(t)—-r¡(t))+/ot/ÜA+1(0—11)d:cds+

+Á(Ó2(a(t))—@2(ao))dz—/o‘/r)a+2dzds+Á(a(t)Tz(t)- |a0|2)da:+

+ Iv(t) —v'(t)|2dz + foi/“(12* + div (¿7*—11))(1,—md; ds

—/0‘Á¿(v')(a—rl)dzd3.

sc llega a
1 lo+h 1 to+h0>—li "f tdt>— tdt.

- 2h 51.331[Ph FF“ - 2h ‘04 p“

Como p G L1(0,T) con to punto de Lebesgue para casi todo to E (0,T), pasando al
límite h —>0, se prueba

(5.48) p(to) S 0 c.t.p.

Esta. última desigualdad da una expresión débil de la ley constitutiva (5.20).

NOTA. Contrariamente al problema con endurecimiento lineal y debido a la poca regular
,

idad de la solucxón no se puede dar un sentido claro a la condición inicial, tampoco se ha\

logrado unicidad de esta. solución débil.
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CAPITULO 6: Un esquema implícito

6.1. Planteo del esquema implícito
Se considera la evolución dinámica de un material elástico perfectamente plástico, tal

como se la ha estudiado en el Capítulo 3. Se agrega la hipótesis Fd = F“(z) a las ya
introducidas en 3.1, es decir sólo se tratará. el problema con la fuerza de contacto dato en
ÜFQ no dependiente del tiempo.

Se define

(6.1) ï=v—v", 7=f—ú', h=5(v"),

con v" y a" ya definidas en 3.1.

La ley constitutiva débil (3.2.1), se puede escribir como
(6.2)

f Aá(t)(a(t)—r(t))dz+/ ¡(1) div (a(t)—-r(t))d:cg j h(t)(a(t)—r(t))d:c, en (0,51"),n n n

V7-E W1'°°(0,T;Kp), con a(t) e K donde K = {7' E Y y T(:B)e K en c.t.p.} y KF =
{T E K/T.'r] = Fd}.

De la ecuación de movimiento (3.10), se obtiene la ecuación equivalente

(6.3) diva+7=ï enflx(0,T).
Las ecuaciones (le contorno se reducen a

(6.4) 0.7] = Fd en 35'52x (0,T)

Ü = 0 en 01,0 x (0,T) ,

y las condiciones iniciales

(6.5) ¡(0) = 0, a(0) = 0'0 en O .

Para. plantear el esquema implícito, se divide [0,T] en N intervalos [tmth] con

At = u"(:c)= «(2, tn) y 7%) = flat”), h“(:c)= h(:c,tn).
Partiendo de 0° = ao y 5° = 0, se busca obtener por inducción a (a"+1,ï"+1), solución

de

a.n+1 _ an.

(6.6) v/A(——).(o"‘+l —T)d:c+/ 5"“ div (an'H —T)d:cSn At n

S / ÍL""H(<:J"H'1—7')cl:c,n
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para todo ‘r e KF, con an'HJI = Fd sobre ÜFQ y an'“ e K. Además,

—n+l _ —n __n

(6.7) / dz= +1+ divan+1)wdz,n At n

para todo w E 17(9)3 .

Dcíiniendo g" = 17"+ AtÏnH y e" = Aa" + At h"+1 , de (6.6) y (G.7) se obtiene

(6.8) / ¡llorn'*'1(an+1—7')da:+ At/ 17"“ div (an'H —7')d:c 5n n

S / e"(a"+1 —T)d;c ,n

(6.9) / ín'Hw da:—At/ div a"+lw dz:= f g"w du:.Ü n n

La solución (a’”+l,ï"+1) es un punto silla del lagrangiano L (ver Capítulo 1) con
L: Y x L2(Q)3 —>ñ, definido como

1

(6.10) L(T,w) = -/ ATTdz + At/ w div 1'dz:—/ en-rdz:2 n n n
1

+IKF(T)—5ÁIw|2dz+/ng"w dz.

Se redujo el problema de la existencia de solución del esquema implícito, para cada
1 S n S N , a buscar la existencia de un punto silla.

El lagrangiano L no verifica las condiciones del teorema de punto silla (ver Capitu
lo 1), ya que no tiene el crecimiento al infinito en 7' E Y necesario. Esto lleva a considerar
un nuevo lagrangiano L" con

7 .

(6.11) L,,(-r,w)= un“) + IdwTPM.n

Aplicando el teorema a L” se deduce la existencia de un único punto silla (03+1,Ü;+1)
en Y ><L2(Q)3, el cual verifica

ÁA03+1(0;;+1 —7')d:c + ¿lt/¡A753'“ div (GZIH'I—7')d:c

—/ en(a,’;‘+1 —T)d:c +77/ div 03+] div (a‘ï,‘+1—7') S 0n Ü

para todo T E K1;

/ï;+1w dz:—At/ div Urdu da:= / g"w dmn n n

con 03'“ E KF, y w E L2(Íl)3

(6.12)
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Se debe pasar al límite con 7)—>O, para ello se toma. w = 17;“ como función test y
se suman las dos expresiones en (6.12) obteniéndose

/iAc7,',"“a','7""1dz +/ |53+1|2dz+n/ I div 03+1|2dz Sn n n

5/6103“ —-r)d:c+/g".v,’,‘+ldas+/Aa;‘+11'da:+n n n

+/ Atv?“ div Tda:+ 17/ div 0"“ div Tdz ,n n ’I

de lo cual, usando la. coercividad de A se deduce

0'17“ es un sucesión acotada. en L2(fl) independiente de n

(6.13) ¡3+1 es una. sucesión acotada. en L2(Q)3 independiente de 1]

111/2div a?“ es una sucesión acotada en L2(Q)3 independiente de 7]

n+1
Tomando w = div a” como función test, se obtiene de (6.12)

(6.14) div 03'“ es una. sucesión acotada. en L2(Q)3 independiente de 11.

Por consiguiente se puede extraer una sucesión (a;‘+l,ï;+1), con 1) —>0, y existen
(a"+1,ïn+1) tales que
\

03+} —>an+1 en L2(Q) débil

(6.15) div 0:“ —+div 0"“ en L2(Q)3 débil

5;“ —>5"“ en L2(Q)3 débil

De (6.14) se deduce

n div 0;“ —>0 en L2(Q)3 .

Además, de (6.13), usando la convexidad y continuidad de los funcionales se verifica

liminf/ A0;l+10';+1dz 2 /Aa'n+lan+1 da:

lilllillf/IÜ:;+1|2(1:EZ / Iïn'le (Lc.""0 n n
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Por consiguiente, (a“+1,17"+1) es solución de (6.8) y (6.9). Como KF es cerrado y
convexo, se tiene también la condición de contorno para am“, con an'“ E K.

Sc ha demostrado la existencia de solución para el esquema implícito, la unicidad se
deduce en forma inmediata usando las técnicas habituales.

6.2. Estimaciones a priori

Dadas (XH)OSHSNfunciones en un espacio vectorial cualesquiera V, se definen la
interpolación lineal y en escalera respectivamente como

l‘ tn-l
(6.16) XNU)= (Xn—Xn-1)T + Xn-i Sit E [tn-latn]
y

(6.17) Xïv(t) = xn si t E [tn_1,tn] .

Estimaciones a priori I.

LEMA 6.2.1. Valen las siguientes desigualdades:

1 1

(6.18) A(a"+1—a”)a”+ldz 2 -/ Acr"‘“a""+l—7/ A0000.n 2 n ¿ nn=0V

\

.Y

l 1
(6.19) L/(Wl —_”)T)“+1dz:2 —/ Iïm'HIzdz.o 2 nn=0

Demostración. Es inmediata usando que A es un tensor definido positivo, con lo cual vale

A(a_n+1_ a_n.)a.n.+l> (Aan+lan+1 _ A011011,)
1

—2

y análogainente
1

(ïn+1 _ ,Ün)1—)n+12 E(lín+1|2 _ línIZ) ,

Sumando los sucesivos términos de n = 0 hasta m se obtienen (6.18) y (6.19). Cl
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Eligiendo w = 57"“ en (6.7), si se efectúa la. suma. en (6.6) y (6.7) de las sucesivas
inecuaciones hasta. m, usando (6.18) y (6.19) se verifica.

1 1 m _n

(6.20) —/ Aam+lam+1dz+ 7/ [17“le da:S +1+ divT)17”+1Atd:c i2 n 2 n nn=0
m

+ h,"+1(cr"+1—1')Atd:1:+/ A(a'"+1—0°)Tda:+ A0000dz,n=o n n 2 n

con057115N-1.
De las hipótesis de regularidad hechas en el Capítulo 3, se puede deducir de (6.20) la

existencia. de C1 y Cz, constantes positivas tales que

(6.21) /|a’m+1|2dz+/ |5"‘+1|2d:ch¡+CzAtZ(/ Ianlzdz+/ www).fl fl fl Ün=0

De la. versión discreta. del Teorema de Gronwall (ver Capítulo 1) se deduce que

(6.22) / lam+1|2dz+/ Iïmfllzdz S C ,n n

con C constante positiva. independiente de At, 0 S m S N —1.

Definiendo UN, 07V, EN y 57V como se ha. hecho en (6.16) y (6.17), se obtiene de
’ (6.22) lo siguiente:

UN y 0;", están acotados en L°°(0,T;L2(O))

independientemente de N
(6.23) I 2ïïNy 57V estan acotadosen L°°(0,T;L

independientemente de N

Estinmciones a priori II.

Sumando (6.6) en t =tn+1 con T = a" y (6.6) en t= tn con 7' = 0"“, se obtiene

n+1 _ 2 1L n-l

(6.24)] A (LL-FL) (a"+l —(7")(11:+/(17"+l —17")div (an'H—a")d:cn At n

S /(}L"+1 —h.")(a'“'H - a")d:z:.n
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Si se suma (6.7) en t =tn+1 con w = 17”“ —17"y (6.7) en t= tn con w = 17"—ï"+1
resulta.

(6.25) Á div (an+1 —a")(í"+l —¡wz + ¿(7"+1 —7")(an+1 _ -“)d:c =
—n.+l —n. -n-1v — 21) + v

:Á —t——(ï"+l —17")(12.

LEMA 6.2.2. Valen las siguientes desigualdades:

1

(6.26) A(a"“ —2a” + an-1)<a”+1—a") 2 ¿Awfi _ aman“ _ a“)
1

_ 5A.(a_n_ (Tn-1x0". _ art-1)
y

1 1

(5n+1 ___251;+ Ün-l)(5u+1 _ 51;)2 Elvrt+l _ ïínIZ_ 5la". _ 1711-12 I

Demostración. Es inmediata ya que A es un tensor definido positivo. Cl

Aplicando el resultado del Lema 6.2.2 a. (6.24) + (6.25), se obtiene

1 a.n.+1 _ a." an+l _ 0,", 1 a,n. _ (Tn-l 0.12._ an-l
6.28 - A d _ _ A d( )2/n( At At >z 2/n( At At >z+

v 2 - n. _ ¡mn-1 2 ln+1 __ l n.

+ ____L. _. U ¿LB L—_—L (au-+1_ an.)d;c2 n At 2 n At n At
—n+1

+Á(—_fA; 7n)(aïn+1——")dz.

De las hipótesis de regularidad del Capítulo 3, se sabe que h e W1'°°(0,T; L2(fl)3),
Ln+1 —-hn —n+1 —n_ l — _

f EW1.°°(0,T;L2(Q)3),delocualresulta.que6h= T y ¿f = —+
f

acotadas en 1,2(9)3 . Por consiguiente, sumando en (6.28), con n = 1 hasta. m, se verifica

:Üïl+l _ wn

están

2
a.1u+l _ a.er 2 —v-7IL-I-l_ 5m.6.29 —— d d <

( ) fm At m“L/n At m 

2 a.n.+1 _ 0.71.2 5n+1 _ ,Ün 2< C ——C —— 1- n 1- At-—" ¿[A m m “i ‘
al — 0° 2 El 2

+C[/ —— dz+/ -—dr]At,3 n At n t
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con C1 , C2 y C3 constantes positivas y 1 S m S N —1.

Si m = 1, se consideran las ecuaciones (6.6) + (G.7) en t = t], w = ïíl y 7' = 0°,

2 01 _ aodz5f¡an At

recordando que 5° = 0, se obtiene

0.1 _ ao 0.1 _ 0.oA— —_ ,
/n ( A: )( A: )d”+/n

+/ El (d' °+Ïl)d— v .
n At 1 0' 1:

Como h G L°°(0,T; L2(fl)3) y 7 E L°°(0, T; L2(Q)3), se deduce de lo anterior

(6.30) f0 da:+ /0

con C4 constante positiva.

Aplicando la. versión discreta. del Lema de Gronwall (ver Capítulo 1), se obtiene la
existencia. de una. constante positiva. C5 independiente de At, tal que

1

t

CEI

D

2 2

szC‘!)(Il-'00
At

,D'l

t

6111+] m_ a ïm-i-l _ 17m.
(6.31) + < C5 ,

con m =0,...,N— 1.
De (G.7) se obtiene,

\(6.32) u div amnmmp g c5 .

Usando las definiciones hechas en (6.16) y (6.17); (6.31) y (6.32) permiten asegurar lo
siguiente:

ÚN es una. sucesión acotada. en L°'°(0, T; L2(Q))

(6.33) {TN es una. sucesión acotada en L°°(0, T; L2(fl)3)

div UN y div 07V son sucesiones acotadas en L°°(0,T; L2(fl)3)

6.3. Pasaje al límite N—>+oo

De (6.32) y (6.33) se deducc la existencia de a e L°°(0,T;Y) ñ W1'°°(0,T;L2(fl)),
0° 6 L°°(0,T;Y), ïí G Wl'°°(0,T;L2(Q)3), 5° E L°°(0,T;L2(Q)3) y subsucesiones de
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(UN,íN), (afvj‘fv) tales que

O'N—»a en L°°(0,T;L2(Ü)) débil *

á'N —>¿r en L°° 0,T;L2(0)) débil *

07V-> 0° cn L°° 0,T;L2(Q)) débil *

(6.34) J div O'N—>div a en L°° ,T;L2( )3) débil *
0 fl

0,T;L2(fl)3) débil *

0,T;L2(Q)3) débil *

177V—>5€ en L°° 0,T;L2(Q)3) débil *

&¿TN—> en L°° 0,T;L2(Q)3) débil *

iïN —>í cu L°°

(

(

(

div 07V —> div 0' en L°°(

(

(

(

Se deduce de (6.31) que vale también

lim _.. coa —a‘e =0 L°° 0,T;Y

(6'35) { N + (N ) en ( )limN...+°°(ïN —57V)= 0 en L°°(0,T;L2(Q)3)

con lo cual

(6.36) a=a' y 5:5.

6.4. Condiciones iniciales

Como W1'2(0,T;L2(Íl)) C C([0,T];L2(Q)), entonces 7' —>“T(0) —aollem) es con
tinua. y convexa, por lo tanto débilmente semicontinua inferiormente, de lo cual se deduce

aO-a <liminfa' 0-0 =0'
II ( ) o“ _ N__+°°|| N( ) o||L=(n) ,

o sea, se ha obtenido

(6.37) a(0) = ao .

Con la. misma. técnica se obtiene

(6.38) mo) = o.



v

6.5. Condiciones de contorno en a

Para toda. w E C°°([0,T] x 9,113) con w = 0 si a: E 01,9, de la. formula. de Green y
usando las propiedades de O'N, se obtiene

T T T

/ f div(INMda:dt =/ / Fdw)“ dz dt —/ /aN.e(w)d:c dt.o n o apn o o

Pasando al limite, con N —>+00, se deduce

(6.39) 0.1)= Fd en ÜFD x (0,T).

6.6. Convexo de plasticidad

Se debe probar que a(:c, t) E K en c.t.p.

Como “T —PKT||L2(0,T¡L2(0)) es convexa. y continua en T E L2(0,T;L2(Q)), con K
el convexo de plasticidad, es débilmente semicontinua. inferiormente, por consiguiente

II” - PKUIIL=(0.T;L’(0))S hgninf “UN - PK0N||L=(0.T;L1(0)) = 0)-'oo

con lo cual

(6.40) a(:z:,t) G K en c.t.p..

6.7. Ecuación de movimiento

OBSERVACIÓN.Si x e W1'°°(O,T;L2(Q)"‘), entonces la interpolación en escalera x3,
tiende a. x en L°°(0,T; L2(Q)”‘), si N —>+00.

Como consecuencia. de esta. observación se verifica.

w" —>w enL2 0,T;L2S'23

(6.41) { N ( ( )

)

77v—>7 L2(0,T;L2(n)3)

Por otra. parte, de (G.9) se deduce

T ——I I

(6.42) / div (TR,+ —'ÜN).w7Vdu:(ll = (J ,o n
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con w E C:°(0,T;L2(Q)3).

Pasando al límite, de (6.34) y (6.35) vale

div a' + 7 = en c.t.p..

6.8. Ley constitutiva

Etapa I. Sen. 7' G KF, tal que verifica

{7' G W1'°°(0,T;L2(Q))div 7' E W1'°°(0,T;L2(Q)3)

De (6.6) se obtiene
"1' n+1 __ n

(6.43)): ¡1%(0'1H-1 -—T(tn+¡))du:+ /Ü"+l div (a'"+l—T(tn+¡))dx]SÜn=0

S h,”+1 cr"+1 —T(tn ))d:c,
fu < +1

y de (6.7) se llega a.

l 5"“ —a” _
(“V0n+lïín+ldic= —f(tn+1))'l_)n+1dz:.n=0 n n=0 n

Sumando (6.43) y (6.44) sc deduce

g a.n+l _ 0.71 "L :Ün'i'l _ vn 1
(6.45) f A—a’"'H dz+ / (—)ïn+ dz:S“2:40 Ü At v; n At

"A avui-1 _ an. _n i _
SL A T(tn+1)d13+/‘:"U+1((11VT(tn+1)n=0

nl

+ h."+1(an+1—T(tn+¡))d:c.n=0 n

De (6.18) y (6.19) para. tm.“ = (m + 1)At, se tiene
1 1 1

(6.46) —/ AaN(tm+1)aN(tm+1)dm + -—/ IÜN(tm+¡)I2dz ——/ Aaoa'o dz: S2 n 2 n 2 n

tvu+l 1711+! ___c

5/ fAó‘NJ'R,da:ds+/ / divTR,+ fN)d;cd3+0 n 0 Ü
tuu-Fl

+/ / h'(a'ïv —va)d:z:ds.o n
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. ., 1

Como la.aphcaCion{a A¿(t)f(t)da: : W1'2(0,T;L2(9)) —>L1(0,T) es continua.
y convexa, por consiguiente débilmeute semicontinua inferiormente, se cumple

(6.47) kiminf á Á Aa'N(t)aN(t) 2 áÁAa(t)a(t) da: ,—o+oo

y con la. misma. técnica se obtiene

1 16.48 l"f— -t2d>— - 2
( ) ¿ghz/“Im )I x_ 2/nlv1v(z,t)ldz,

De (6.34) y ((5.41) en particular se verifica. Vt G (0,T)

Ó'N —>a" en L2(0, t;L2(Q)) débil

7'¡'í¡—>7' en L2(0,t;L2(Q))

57V—->Ü en L2(0,t;L2(Q)3) débil

(6.49) J div TR,—> div -r en L2(0,t;L2(Q)3)

ÏÏV -—>7 en L2(0,t;L2(Q)3)

h"N—>h en L2(0,t;L2(fl)3)

\ 07V—>a en L2(O, t; L2(Q)3) débil

Usando (6.46), (6.47), (6.48) y ((5.49), se pasa al limite N —>+00, llegando a.

1 1 1 _ 2 ‘ .
(6.50) - Aa(t)a'(t)d1: —- A0000 dz + 7 Iv(t)| da: S AUT da: d3+

2 n 2 u 2 n u u

+ÁtÁ}L(a—T)dzds+ÁtÁ(Ï+ div'r)ïd:cds.
para. todo t en un conjunto denso de (0,T], por densidad se obtiene en todo t E (0,T].
Combinando este último resultado con la,ecuación de movimiento, se deduce

(6.51) /0‘/0Aá(a—1-)d:cds+/ot/nïdiv(a—7)d:c dsSÁtÁ/L(0—T)dz ds.

Etapa II. Sea T E L°°(0,T; Y), tE (O,T], con T(t) E KF. Se define

t

7'n(:c,t)z/ p,,(s)'r(;c,t —s)dsu

(6.52) con pn tal que p" E Có’°([0,il)
t

/ pn(s)ds = 1, pu 2 00
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LEMA 6.8.1. Dada Tn definida en (6.52), entonces

(6.53) Tn —>r en L2(0,t; L2(9)) ,

con Tn(t) E KF.

Demostración.

Se define J(y) = inf {a > 0/% E K} el funcional de Minkowaki (ver Capítulo 1),
con y E R2, K el convexo de plasticidad. J es un funcional convexo y se verifica. que
K = {u E R2/J(y) 5 1}, ya que K es convexo y cerrado.

z

Escribiendo J(‘rn(:c,t)) = J(/ pn(3)‘r(z, t —s)ds), se obtiene, como J es convexoo

l

J(Tn(:c,t)) 5/0 pn(s)J(T(z,t —3))ds,

entonces, teniendo en cuenta que T(:c,t) E K en c.t.p., sc obtiene

J(Tn(:c,t) S 1 en c.t.p.,

es decir Tn(:c,t) E K en c.t.p.

De la definición es inmediato que 73.7;= Fd, por consiguiente Tn E KF.

Para probar la convergencia de Tn a 7', cuando n —>+oo se define

Grim) = “73413)—T(z)“L’(0.T;R'}) 

Se verifica, por propiedades de la. convolución,

GÏ,(z) —->0 eu c.t.p.

{G31(:c) S C en c.t.p.

por consiguiente, aplicando el teorema dc la convergencia dominada de Lebesgue, se obtiene

1' G2 d = 0
“¿11m n n<==> = i

o sea. se ha probado el lema. Ü

Como Tn cumple con las hipótesis que se pedían en la etapa I para las funciones test,
se escribe (6.51) con -r = Tn, luego se pasa al límite n —>+oo obteniéndose,

t t

/ /Aá.(0'—7')dzds+/ fïdiv (a—T)d1:dsSo n o n
t

S//1L(a'—7')d:cda,o n
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El hecho que (0,1)) satisfaga esta desigualdad, la ecuación de movimiento (ver sección
6.7), las condiciones iniciales (ver sección 6.4) y las condiciones de contorno (ver sección
6.5), aseguran que es efectivamente la. solución del problema elastoplástico obtenida. en el
Capitulo 3.
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