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INTRODUCCION

El objeto del presente trabajo es estudiar la evolucion dindmnica de los inatcriales
elastoviscoplasticos y elastoplasticos con o sin endurecimiento. Se ha analizado en cada
caso la existencia, unicidad y regularidad de solucién, introduciéndose también un esquema
implicito de aproximacién para la elastoplasticidad perfecta.

La evolucion cuasiestatica de este tipo de materiales ha sido muy estudiada en los
ultimos veinte afos. Se pueden citar, entre otros, a Duvaut-Lions [6], Johnson [10],
Strang-Temam [13], Temam [16], Suquet [14] y [15]. En cambio el estudio riguroso,
desde el punto de vista matematico, de la evolucién dindmica es relativamente nuevo. Es
de destacar el trabajo de Anzelloti-Luckhaus [1], sobre elastoplasticidad dinamica.

Se expondra a continuacion un breve comentario sobre cada uno de los capitulos que
componen la tesis.

Capitulo 1: Se introducen las herramientas matematicas que se necesitaran en los
capitulos subsiguientes. Espacios de Sobolev, espacios de tensores relativamente nuevos
como BD asi como algunos resultados del analisis convexo, componen la primera seccion
de este capitulo. En la segunda seccion se exponen los principales resultados de la teoria
de operadores maximales monétonos, y su aplicacién a la resolucién de ecuaciones de
evolucién semilineales. Los resultados de este capitulo se encuentran en [2], (3], [10],
[15]y [16].

)

. Capitulo 2: El conocimiento del estado termodinainico de un material no clastico,
necesita el conocimiento de la historia de las variables observables del sistema. En los mo-
delos tratados en este trabajo, se puede describir el estado del material en cada instante,
conociendo un numero finito de variables, llamadas internas, evaluadas en ese mismo ins-
tante. En este capitulo se desarrolla la modelizacion de las leyes de comportamiento por
medio de variables internas, reuniendo las ideas fundamentales que se pueden hallar en
(8], [9], [11] y [15].

En 2.1 se introduce la nocion de tension y deformacién asumiéndose la hipotesis de
pequeiias deformaciones.

En 2.2 se formula la ecuaciéon de movimiento. Como se considerara la evolucion
dindamica, la aceleracién no es necesariamente despreciable.

En 2.3 se describen ensayos mecdnicos como el de carga—descarga y algunas conclu-
siones cualitativas que se extraen de estos experimentos.

En 2.4 se desarrollan brevemente los principios basicos de la termodinamica y como
estos dan origen a la nocién de variables internas, que son las que rigen el comportamiento



del material. También se introduce la hipdtesis de normalidad, es decir se supone la
existencia de un potencial de disipacién convexo y semicontinuo inferiormente, lo que
permite enunciar de una manera satisfactoria las leyes constitutivas de una clase importante
de materiales, en particular los que se trataran en el presente trabajo.

En 2.5 se formulan las leyes constitutivas para la elastoplasticidad perfecta, elastoplas-
ticidad con endurecimiento y elastoviscoplasticidad, definiendo en cada caso el potencial
de disipacion correspondiente y la nocion de convexo de plasticidad.

En 2.6 se dan los dos ejemplos cldsicos de convexos de plasticidad, el de Von Mises y

el de Tresca.

Capitulo 3: Se estudia la evolucién dinamica de materiales elastoviscoplasticos y
elastoplasticos sin endurecimiento. Este t6pico ha sido también desarrollado en [1], pero
en el presente trabajo se ha elegido otro enfoque, gencralizando las técnicas empleadas
para la evolucion cuasiestatica en [6], [10]y [14] , entre otros.

En 3.1 sc introducen hipdtesis de regularidad y notaciones.

IEn 3.2 se estudia la clastoviscoplasticidad de tipo Perzyna. Se prucba la cxisten-
cia y unicidad de solucion aplicando la teoria de semigrupos generados por operadores

mondtonos maximales.

En este modelo, las incégnitas son o y v (tensién y velocidad) de un cuerpo que ocupa
el dominio acotado 2 C R?, que deben satisfacer:

la ley constitutiva

e(v) = Ad + 8p,(0) en 2 x(0,T)

1
con p,(o) = -27t-|a' - PKO'I%_?, y K el convexo de plasticidad,;

la ecuacién de movimiento
v=divo+ f en2x(0,T) (p=1);

las condiciones iniciales y de contorno mixtas, es decir se impone en una parte del borde
la velocidad v y en la restante la fuerza de contacto.

Se obtiene la existencia y unicidad de solucién (ver (3.16)).

En 3.3 se trata la evolucion dinamica de materiales elastoplasticos sin endurecimiento.

Nuevamente las incégnitas son o y v, que deben satisfacer:

la ley constitutiva

e(v) = Ao + 0Ig(oc) en 2 x(0,T)
o(z,t) € K c.t.p.,

2



con K el convexo de plasticidad e Iy el indicador de K
la ecuacién de movimiento

dive+ f=9 enf2x(0,T) (p=1);

las condiciones iniciales y de contorno mixtas.

Lo que se prueba es que el limite de la solucion del problema de viscoplasticidad
(planteado en 3.1) cuando g — 0 es la soluciéon elastoplastica, tal como sucede en la
evolucidn cuasiestdtica. La técnica utilizada es, bdsicamente, la de realizar estimaciones a
priori, lo que provee una convergencia débil (ver (3.44)), en este caso se prueba ademas la
convergencia fuerte (ver (3.49)).

Analogamente a los resultados obtenidos en la evolucién cuasiestatica, la regularidad
de la velocidad v no es suficiecnte para asegurar que cumpla la condicion de contorno.
Ademas la ley constitutiva que satisface la solucidén es una ley débil. En cambio, contra-
riamente a lo que pasaba en la evolucidén cuasiestatica, hay unicidad de la velocidad v y
no hay restricciones con respecto al tamaino de las fuerzas de volumen f que condicionen

la existencia de solucién del problema.

Capitulo 4: Se estudia la evolucidon dinamica de materiales elastoplasticos con en-
durecimiento lineal. La ley coustitutiva es en este caso:

LY + 8Ik(Z) 3 (¢(v),0) en O x (0,T)
Z(z,t) € K c.t.p.,

con K el convexo de plasticidad, I el tensor generalizado de tensiones que contiene la
tensiéon o y el endurecimiento, L el tensor de elasticidad generalizado y v la velocidad.
Ademas se deben satisfacer la ecuacion de movimiento, condiciones iniciales y de contorno
mixtas.

En 4.1 se extienden las técnicas del Capitulo 3, obteniéndose la existencia y unicidad de
la solucién (X, v). Como en el Capitulo 3 (£, v) satisface solo débilmente la ley constitutiva
(ver (4.8)), ademds la velocidad v no satisface necesariamente la condicion de contorno.

En 4.2 se prucba que cuando el endurecimiento es positivo (ver definicion (4.13)) y el
convexo de plasticidad es de tipo Von Mises, existe una mayor regularidad en la velocidad
con respeclo a la coordenada espacial. Como consecuencia, la solucién (¥,v) cumple la ley
constitutiva fuerte y la velocidad satisface la condicion de contorno. Por consiguiente se
ha confirmado para la evolucién dindmica lo que ya se sabia para la evolucién cuasiestatica
(ver [10] y [11]), es decir que el endurecimiento positivo regulariza en un cierto sentido el
problema de la plasticidad.

Capitulo 5: En este capitulo se estudia la evolucién dindmica de materiales elasto-
plasticos y elastoviscoplasticos con endurecimiento no lineal. Esto significa que la energia
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libre del sistcima no es nccesariamente cuadritica, como s¢ suponia para los materiales
con endurecimiento lineal, sino que es una funcién convexa que satisface condiciones de
regularidad y coercividad.

En 5.1 se precisan las hipotesis sobre la encrgia libre .

En 5.2 se estudia la evolucion viscoplastica de tipo Perzyna con endurecimiento no
lineal.

Las incognitas son la tensiéon o, la velocidad v y las variables internas a. La ley
constitutiva es, en este caso,

(5(”)_dA”) = %((a’, G(a)) — P(0,G(a)) en 2 x (0,T)
con (o(z,t),G(a(z,t))) € K c.t.p.
donde G = 0—4’, ¢ la energia libre.
Oa
Ademas se debe satisfacer la ecuacién de movimiento, las condiciones iniciales y de contorno
mixtas.

La existencia y unicidad de soluciéon se prueba en dos etapas, usando la teoria de los
operadores maximales monétonos. En la primera etapa se obtiene la existencia y unicidad
local (ver seccién 5.2.1), mientras que cn la segunda etapa se logra una estimacién a priori,
lo que permite asegurar la existencia global.

Las estimaciones a priori obtenidas en la secciéon 5.2 permiten probar en 5.3 que una
sucesion de soluciones del problema viscoplastico, cuando p — 0, tiene un limite débil.
Dicho limite satisface una ecuacion constitutiva débil (ver seccién 5.3.6) del problema elas-
topl_ﬁstico y la ecuacién de movimiento. Ademas, o satisface las condiciones de contorno.
Estos resultados se prueban con hipodtesis adicionales a las enunciadas en la seccidon 5.1
sobre el convexo K y la energia libre .

Capitulo 6: Dado el problema de la evolucion dindmica de materiales clastoplasticos
perfectos, el objetivo de este capitulo es construir una sucesion de soluciones del problema
discretizado en el tiempo que converja hacia la solucion obtenida en el Capitulo 3. Con
este fin, se construye un esqueia iplicito con respecto al ticmpo.

Primero se prueba que el esquema implicito esta bien planteado, es decir la existen-
cia y unicidad de solucién para cada paso de la discretizacion, usando fundamentalmente
el teorema de punto silla visto en el Capitulo 1 (ver secciéon 6.1). Luego se realizan es-
timaciones a priori del conjunto de soluciones halladas, lo que permite obtener un limite
débil, probdndose a continuacién que este limite es, efectivamente, la solucién del problema
elastoplastico considerado.

Los resultados obtenidos son analogos a los de [5], donde se planteaba un esquema
implicito similar para la evolucién cuasiestdatica.

4



CAPITULO 1: Herramientas matematicas

1.1. Algunas definiciones y resultados del analisis funcional y
convexo

Se supone 2 C ™, Q abierto acotado con 99 de clase C!.

1.1.1. Espacios de Sobolev.
Sec define, para 1 < p < 400,
Wm™P(Q) = {f € LP(Q), D*fe L*(Q) sila| < m},

con m > 1 natural.

Es un espacio de Banach provisto de la norma:

/
= (3 10 10)"”

0<lall<m

Cuando p = 2 se nota H™(2) = W™?(Q) que resulta ser un espacio de Hilbert con

el producto escalar

(f1, f2)Hmn) = Z (D°f1,D%fa) .

0<|jali<m

Traza de H!.
Existe una dunica aplicacion lineal y continua g : [/1(Q2) — L2(9N) tal que
yov =v sobre 30 cuando v € C'(Q).

La imagen de H'(Q) es notada H*/%(99), es un subespacio de L?(85) que es un Hilbert.
Se notara vo f = f.

Lema de Gronwall (ver [4]).

Sea T >0, A € L'(0,T), A > 0 c.t.p. y C,,C; > 0. Sea ¢ € L}(0,T), ¢ > 0 c.t.p.
con A\p € L'(0,T) y

t
e(t) < Cy + Cz/ A(s)p(s)ds ct.p. ent € (0,T),
0

5



entonces

p(t) £ Crexp (Cz AtA(s)ds) c.t.p. ent € (0,T).

COROLARIO. En particular si C;, =0, ¢ = 0 c.t.p.

1.1.2. Espacios de tensores (ver [14], [16]).
Se define el espacio de tensores simétricos en L2:
Lz(n):12 = {7'/7' = (71ij), Tij = Tji, Tij € L} Q) 1<4,5< n,}.

Es un espacio de Hilbert dotado con el producto escalar de L2(22)™ .

Se define el espacio ligado al operador divergencia:

975 .
B:nj '

Y = {r e LX(Q)%, div T € L*(Q)"} ,con (div r); = )
i=1

que es un espacio de Hilbert dotado con el producto escalar

(a’,T)L,(m"z + ( div o, div 7)p3(q)n -

Teorema de trazas para Y.

Existe una unica aplicacién lincal continua v, : Y — H~1/2(9Q) tal que v,(0) = a.n
sobre 99 para ¢ € C!(2) y n la normal exterior unitaria.

H~=1/2(99) se¢ define como el dual de I['/2(9Q) para el producto de dualidad que
extiende al de L*(99)

Ademas, valen las féormulas de Green generalizadas, es decir, dada v € H!(Q)", se

cumple
/aVud:c+/ div a’ud:c:/ uyy(o)ds
0 0 on

y
/ae(u)dw+/ div oudz =/ uyy(o)ds,
Q 17 on

Ou; 1/0u; Ouy
Vu).: = — o= 2 =L —*).
con (Vu);; Oz ; » e(w)iy 2 (Bz; t Bz:j)

Se notara v, (o) = o).



En elasticidad aparece naturalmente el espacio ligado al operador deformacién e,

definido como:
X = {ue LXQ)", e(u)i; € L*(Q), 1 < 4,5 < n},

que es un espacio de Hilbert dotado con el producto escalar
(w,v)racay + (e(u), &(v)) paggynz-

De la desigualdad de Korn (ver Duvaut-Lions [6]), que se enunciard a continuacién, se

deduce que este nuevo espacio no es otro que el ya conocido H!(£2)3.

Desigualdad de Korn.

AIVulzdz < C(n)(/0|u|2dz+/n e(u)l?dz).

Otro espacio, mucho mas débil, que surge del mismo operador deformacion ¢, es el
espacio BD, que surge naturalmente de la plasticidad y que fue estudiado e introducido
por P. Suquet {14],[15]y R. Temam [16]. Se define del siguiente modo:

BD(9) = {v € L'(Q)", e(u);; € Mi(2) 1<4,j5 <n},

con M, el espacio de medidas acotadas sobre 2. Este espacio es el dual de un espacio de
Banach.

BD(f2) es a su vez un espacio de Banach, dotado con la norma

n
lullspeay = llullLiay + Y lle(w)ijllana)-

(=1
Teorema de trazas para BD.
Existe una aplicacién v : BD(2) — L!(92)™ lineal, continua y suryectiva tal que
v(u) =u sobre 8%, para u € C'(Q)

y satisface una férmula de Green

/udiv cpdz:-}—/(,oe(u)dz:/ v(u) pnds,
0 9] an

con p € CH)™.



El teorema proporciona una nocion débil de traza, ya que la traza de un elemento
de BD(1), no es una funcion continua de la superficie sobre la cual se la considera. En
esle caso se ha perdido la unicidad, ya que es posible demostrar (ver [14], [16]) que un
campo de vectores de BD(1) puede tener dos trazas distintas, de un lado y del otro de

una superficie orientable contenida en §2.

1.1.3. Espacios de funciones a valores vectoriales (ver [3], [4]).

Se considera [ un intervalo abierto y acotado en R, X un espacio de Banach. Se
nota LP(I, X) al conjunto de funciones medibles f : I — X tales que ¢t — || f(?)]| es una

aplicacion en LP([f). Son espacios son Banacl, provistos de las normas:

p 1/p
ey = ([ 170 de)™ 51 <p< oo

| fllLeecr,x) = sup cs | f()llx sip=+oo.
Del mismo modo se definen los espacios de Sobolev a valores vectoriales
W™P(I,X)={feLP(I,X), 0;f € LP(I,X) 1<i<m}.

En estos espacios se pueden demostrar entre otros (ver [3], [4]) los siguientes resulta-

dos:

»

i)'Si X es un espacio de Banach reflexivo y 1 < p < +00, entonces el dual de L?([,X)

' 1 1
resulta ser LP (I, X') con X' el dualde X y > + o = 1.

ii) Si X es un llilbert, el espacio L*({, X) es también un Hilbert para ¢l producto escalar
S atoxds
I

iii) Si 1 < p < 400, son equivalentes:
a) fe whr(I, X).
b) Existe g € LP(I,X), tal que

"f—g en LP(I,X) si 1<p<+oo
"f—g en L®°(,X) si p=+4

t+h)— f(t)
h )

con 6" f(t) = it



Resulta entonces g = 0, f.

1.1.4. Algunos resultados del anadlisis convexo (ver [7], [2]).

Se enunciaran los resultados del analisis convexo que han sido fundamentales para

este trabajo.

Teorema de scinicontinuidad débil.

Sea ¢ : X — (—o00,+00] con X un Banach y ¢ convexa semicontinua inferiormente,
entonces p e¢s scmicontinua inferiormente para la topologia débil de X.

En particular, si £,, — ¢ débilmente en X, vale

¢(z) < liminf p(z,) .

n— -+ 0o

Teorema de punto silla o minimax (se da una de las variantes).

Sea un operador L : A; x A; — R (a L se lo llama lagrangiano), con 4; C X,
A, C X,, X, y X, espacios de Banach, 4; y A, conjuntos convexos, cerrados y no vacios,

tales que

VYu € A;, p — L(u,p) con p € A, es una aplicacién cédncava y semicontinua superior-
»  mente.

Vp € Az, u — L(u,p) con u € A; es una aplicacién convexa y semicontinua inferior-

mente.
dpo € A, tal que  lim  L(u,py) = 4-o0.
lull—+o0
u€A,
Jug € A; tal que lim  L(uq,p) = —oo.
lipli—+o0
PEA;

Con estas hipdtesis se deduce
L posce un punto silla o minimax, es decir, existe (%,p) € 4; x A, tal que

L(@,p) < L(%w,p) < L(u,p), Vu € Ay, p € A;. Ademas,

L(z,p) = mi L(u,p) = inf L(u,p).
(@,p) = min sup (v,p) = max inf L(u,p)



Nocién de subdiferencial.
DEFINICIONES:

Se dice que una funcién F : X — R es subdiferenciable en u € X, si tiene una funcién
afin continua minorante tal que su valor en el punto u coincida con el de F.

El subdiferencial de F' en u (notado 0F(u)) esta formado por los u* € X' (con X' se -
nota el dual de X)) tal que (u*,v —u) + F(u) < F(v) Vv e X.

Propiedades del subdiferencial.

i) Si F es convexa, finita y continua en el punto v € X, entonces F es subdiferenciable en
u.
i1) Dados u} € 0F(u,), u; € OF(u;) se satisface

(ul —uz,u; —uz) >0.

Funcional de Minkowski de un convexo.

Sea C C X un convexo cerrado con 0 € C, se define Vz € X,
J(z) =inf{a > 0/a™'z € C} el funcional de Minkowski de C. Se verifica entonces:

C={zeX/J(z)<1}.

1.2. Aproximacion abstracta a los problemas de evolucién semi-
lineales

1.2.1. Problemas de evolucién lineales ([2], [4]).

DEFINICION. Sea X un espacio de Hilbert, D(A) C X denso y un operador lincal 4 :
D(A) —» X.

A es disipativo (respectivamente —A mondétono) sii (Au,u)y <0 Vu € D(A).

A es m-disipativo (respectivamente —A4 maximal monédtono) sii A es disipativo y
ademas Vf € X, VA >0 3u € D(A) tal que u — A Au = f, o sea (I — AA) es un operador

suryectivo.
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Teorema de Hille-Yoshida.

Sca A : D(A) — X m-disipativo con D(A) dominio denso. Sec pucde construir
T(t): X — X para cada t > 0, semigrupo de operadores lineales continuos de contraccién
generados por A, tal que si ug € D(A), T(t)uq es la tnica solucién del problema

u € C°([0, +00), D(4)) N C'([0, +00), X)

7 u(t) = Au(?)
u(0) = ug

Propicdades de los semigrupos de coutraccion.

Sea {T(t); t > 0}, la familia de operadores lineales continuos generados por A4, tal
que forman un semigrupo de contraccion en X, es decir ||T(t)]] < 1 con T(0) = Id,
T(t+s)=T(t)-T(s) Vt,s 20y T(t)z € C([0,+0),X) Vz € X; cntonces

T(h)z —
i) D(A) = {:c € X/-—(—Q;:—m tiene un limite en X cuando A | 0} es un subespacio

denso en X
i) T(t): X - D(A) Vi>0

i) Az = Lim L2
[T h
reconstruye {T'(t)}

Ve € D(A) define un operador m~-disipativo con el que sc

»

Ecuaciones lincales no homogéncas.

Se supone que valen las hipotesis del Teorema de lIlille-Yoshida. Se considera
f e whi((o,T), X), para cada uy € D(A) sc ticne la existencia y unicidad del problema

w € C°([0, T}, D(4)) N C1([0, T}, X)

d
Su(t) = Au(t) + £(1)
u(0) = ug

Esta solucién es de la forma

u(t) = T()ug + [) T(t—s)f(s)ds .
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1.2.2. Problemas de evolucion seinilincales.

Sea X un espacio de Banach reflexivo, A : D(A) — X un operador lineal m-disipativo

con D(A) denso en X.

Teorema de existencia local.

Sea F:[0,T] x X — X tal que satisface
i) ||F(t,z1) — F(t,z2)||lx £ K(M)||z; — z2]|lx Vz1,z2 € X, t € [0,T),
con M = max{||z,| x, ||zz]|x}, K(M) constante de Lipschitz local,
i) ||F(t1,z) — F(t2,z)llx < eltr —22/(1 + ll=lx)
con ¢ constante positiva independiente de x

entonces existc una unica soluciéon del problema

uc€ CO([O’TM]’D(A)) n Cl([O’TM])X)

du
— (1) = Au(t) + F(t,u(t))
u(0) = ug

para algin Ty, 0 < Tpy <T.
Ademas la solucion satisface

t

u(t) = T(t)uo +/(; T(t— s)F(s,u(s))ds para0 <t < Ty

Existencia global de solucion (ver [4]).

Si se cumplen las hipdtesis del teorcina de existencia local, se puede asegurar la exis-
tencia global en los siguientes dos casos:
i) K(M) = K constante.

ii) Se tienen estimaciones a priori del tipo

lu(t)lx < C(Tna)  VE€ [0,Tnd)

con C : RT — R* continua y creciente.

Notar que aqui es fundamental que C sea una funcién que no puede tomar el valor

“+00.
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CAPITULO 2: Modelizaciéon de las leyes constitutivas

2.1. Deformaciones y tensiones

Un cuerpo ocupa inicialmente el abierto  C R?, llamado configuraciéon de referencia.
Como consecuencia de las fuerzas a las cuales esta sometido se deforma, con lo cual ocupa
un abijerto Q' = ¢g(f), donde g es la aplicacién que describe la transformacién y = g(z)
para cada z en §2.

Si se define el vector desplazamiento u = y — ¢ = g(z) — z, la deformacién viene dada

por la siguicnte expresion:

__1 Oui aui auk auk
(2.1) €5 = 5(6.’31 + 61:,' + 61:,' 31:]) )

En el presente trabajo se asume la hipotesis de pequenas deformaciones, o sea que
se supone que tanto el desplazamiento como su gradiente son pequeiios, lo cual permite

despreciar el término cuadratico de la deformacién, es decir

1/0u; Ouj
(2:2) “ij = 5<az,. t o)

Se notarda o al tensor de tensiones o csfuerzos, que como se sabe, es un tensor de

segundo orden simétrico.

N

2.2. Ecuacién de movimiento

En la mecanica del continuo, la ley fundamental que relaciona las fuerzas a las cuales
estan sometidos los cuerpos con la aceleracién que experimentan, se expresa localmente

como
(2.2.1) divoe+ f=pv enx(0,T),

donde
. 3 do;; .
(div o); = Y ;_, =—2, con o tensor de tensiones
7= awj

v = — v, con v la velocidad

dt

p ¢s la densidad de masa
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+ f es la fuerza por unidad de volumen.

Como cl sistema de ecuaciones diferenciales (2.1) no alcanza para describir el com-
portamiento de un material, se deben incluir las leyes constitutivas o de comportamiento,
que tanto en elasticidad como en plasticidad son relaciones entre las tensiones y las defor-

maciones.

2.3. Aspectos fenomenologicos y reologicos

Las leyes constitutivas o de comportamiento se proponen a partir de resultados ex-
perimentales, para lo cual se deben realizar una serie de ensayos. Vamnos a describir uno
de ellos, cl llamado de carga-descarga uniaxial.

Se considera una barra de longitud 1 y seccién S, la cual tiene un extremo fijo y el
otro extremo sometido a una fuerza F(t). El ensayo consiste en observar la evolucion de

la tensién uniaxial ¢ = —, en funcion de la deformacién uniaxial € = AL.

S

En elastoplasticidad se distinguen, en términos cualitativos, dos zonas correspondi-

entes a dos regimenes distintos:

Zona 1: Corresponde a la elasticidad lineal, la cual, frente a solicitaciones externas,
reacciona con un cambio en la deformacion eldstica. Sc trata de deformaciones reversibles,

es decir no hay disipacion.

» Zona 2: Corresponde a la plasticidad, que sc caracteriza por la irreversibilidad. Las
solicitaciones cxternas producen un cambio en las deformaciones irreversibles, y eventual-

mente en las reversibles o elasticas.

Notaremos €° a la deformacion elastica y €P a la deforinacion irreversible o plastica,

€ =€+ €P,

2.4. Termodinamica y variables de estado

La experiencia muestra que las transformaciones internas del cuerpo son en parte
irreversibles y vienen acompaniadas de variaciones de temperatura e intercambios térmicos.
De alli que una descripcién satisfactoria de las leyes de comportamiento debe encuadrarse
en la teoria de la termodindmica macroscopica.

Como la deformacién de un medio continuo es una transformaciéon termodinamica
particular, debe cumplir con los dos principios fundamentales que recordaremos brevemente

aqui.
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Para un sistema (2 cualesquiera, el primer principio expresa la posibilidad de transfor-
mar la energia mecanica en calor y viceversa. Localmente se obtiene la siguiente ecuacion:

(2.3) pe=0cé— divg+r,

donde e es la densidad de energia interna, es decir, si notamos F la energia interna,

E = | pedv, q es el vector flujo de calor, en tanto que r es una densidad volumétrica de
0

la tasa de calor recibida. En las aplicaciones r = 0.

En el segundo principio interviene la nocion de entropia s. Localmente se obtiene la

llamada inecuacién de Clausius—Duhem

aé—p‘i’—psT,—-q— grad T, >0,
T.
donde ® es la energia libre, ¢ = e — T, s, s es la entropia y T, es la temperatura.
Si definimos d; = o€ — p<i’ —ps Te, d, = _Zi’ grad T,, d; es la disipacion intrinseca y
[
d; la disipacion térmica volumica. Si se admite que estas disipaciones son separadamente

positivas resulta

(2.4)

aé—p‘i’—psT,,ZO
a grad T, > 0

e

7

» Se debe precisar de qué variables dependen las funciones ¢, s, ®. Estas variables son
las llamadas variables de estado del material. Para pequenas deformaciones estas variables
son: T, la temperatura, ¢ la deformacién eldstica y a = (ay,...,amn), que son las llamadas
variables internas.

Del postulado de llelmholtz que permite imponer variaciones arbitrarias de temper-

atura a un sistema en equilibrio mecanico, se deducen las leyes de comportamiento

o

(2.5) T =P o (e%ya,T)
% .
(2.6) s = ~ T (%, Te) .
Se define por analogia
e
(27) TI—P&(E )aaTc) ’

que representan las fuerzas termodinamicas asociadas a las variables internas «.
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A partir de (2.4), (2.5), (2.6) y (2.7) se deduce
(2.8) céP—na>0,

con eP = ¢ — €° deformacion irreversible o plastica.

Se admite aqui la hipdtesis de disipatividad normal, o sea la existencia de un potencial
de disipacién D convexo y semicontinuo inferiormente en R* = RY x R™ tal que definiendo
T = (0,7n) € R* el tensor de esfuerzos generalizado, se verifique

(2.9) Y € 9D(éP,-a).
Pcro por propicdades del subdifcrencial,
(210) (0‘, 77) € aD(EP) —a) — (e'P,_d) € 3‘11(0', 77) ’

con ¥ la funcion conjugada de D.

Cuando el potencial ¥ es diferenciable, las leyes constitutivas se pueden escribir como

¢p = g_‘l’

g

(2.11) _ov
a = 31]

»

2.5. Aplicaciones

IEn estos e¢jemplos se omitira la temperatura como variable, adeimnas la energia libre se

supondra scparada, es decir $(e,a) = ¢;(e°) + ¢2(a).

2.5.1. Elasticidad lineal.

Los sélidos elasticos tienen un comportamiento reversible, o sea no hay zona 2. Si
ademas su comportamiento es lineal, la energia libre ¢ es una funcidon cuadratica, o sea,

p® = —Te-c, donde T es un tensor de 4'° orden,‘ que satisface las condiciones cldsicas de
coercividad y simetria, es decir:

(2.12) Tijkn = Tjicn = Tkhij

(2.13) Tijenij€en > cl€)? >0 V€€ R) - {0}.
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La ley constitutiva es:

(2.14) o=Te, con o = ZT,-jkh Ekh-
kh

Curva tension—deformacion uniaxial

{

a

T
oY

o= Fie,cone=¢*

2.5.2. Elasto—plasticidad.

Los modelos elastoplasticos se caracterizan por la existencia de un convexo K, en el
espacio de tensores generalizados R*, llamado el convexo de plasticidad. En este caso el
potencial ¥ es I (X) con

0 siye K
Ig(X) = "
+o00 siX ¢ K

Como consecuencia, la ley constitutiva es la siguiente:
{ YekK

(2.15) (€7, —&) € Ik (Z)

NoTA. De la definicién de subdiferencial se deduce inmediatemente que u € 9Ix () sii
u(r—X)<0Vre K, (X € K).

Si & € K° con K° el interior de K, u = 0 (es decir é?» = 0, & = 0), lo que significa
que estamos en la zona elastica.

Si & € 0K con X regular (o sea que existe el plano tangente al 9K que pasa por X),
entonces Ik (L) es el conjunto de multiplos positivos de la normal exterior al K en Z.

De lo contrario, 81 (X) forma un cono con vértice en X (ver figura).
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Interpretacion geométrica de dIg(X) con ¥ no regular

aIK(o)

r

A continuacion se expondran algunos ejemplos importantes.

Elasto—plasticidad perfecta.

En este caso el comportamiento del material no depende de las variables internas a.

Curva tension—deformacion uniaxial

0"5 e = =

A
Y

er £ &
€ = €€ +¢eP, o, es un valor limite denominado punto de fluencia que depende del material.
En este caso K = [—0,,0,].

En el caso general

« p®y(ef) = %Teese = %T(s —eP)(e — €P)

@2(&) =0
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K C R, o sea estd en el espacio del tensor de tensiones.

Como consecuencia, la ley constitutiva se expresa como:
{ o =T(e — €P)
P € 0lk(o), o € K

Elastoplasticidad con endurecimiento.

Curva tension—deformacion uniaxial

v

aP b"

Notar que en este caso el punto de fluencia o,, es decir el limite entre la Zona 1 y la
Zona 2, de las cuales se hablé en 2.3, va cambiando a medida que el material se deforma

,de-forma tal que el convexo se agrande o bien se traslade (ver [10],[11]).

Elasto—plasticidad con endurecimiento isétropo.

T(e—€P)(e —€?).

Tee® = l
2

t
La variable interna a es en este caso un escalar a = / |€P(s)|ds que mide la defor-
0

macion plastica acumulada.

0%,

Sea d(a) = p —— (a); la ley constitutiva se escribe como:

Ja

{a =Te®
(¢?,—a) € 9lk(o,d), (0,d) € K
con K ={(0,d)/g(c) —d <0}, g convexa.
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Elasto—plasticidad con endurecimiento cinematico.

p®i(ef) = -21-T5°ee = %T(e —eP)(e — €P).

99,

Oa

Sean=p con a € R?, la ley constitutiva se expresa como:

{ a=Te*
(e?,—a) € Ok (o,7n)
con K = {(a,n)/g(a —-n) <L 0}, g convexa.

2.5.3. Elasto—viscoplasticidad.

Este modelo responde a leyes regulares y sensibles a la velocidad con que se carga un
material, lo que no sucede en los modelos elastoplasticos (ver [11], [15]).

Curva tension—deformacion uniaxial

-
= <
P > - £

eP €€

Elasto-viscoplasticidad del tipo Perzyna.

El potencial ¥ es en este caso regular y tiene la siguiente forma:
¥(Z) = pu(Z) = " |5 - Pi3f?
= Pu — 2“ K )

K convexo de plasticidad, Py la proyeccién sobre K en R¥; con lo cual resulta la ley de
comportamiento
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{ (¢, -a) = 222E)
o =T(e — €P)

En el caso particular que no haya variables internas a, es decir en elasto-viscoplasticidad
perfecta la ley de comportamiento resulta ser

do

{e'p — Opu(o)
o =T(e —¢€P)

2.6. Ejemplos de convexos de plasticidad

En general el convexo K de plasticidad se define como

K = {£/F(X) <0}, con F funcién convexa y continua.

En elasto-plasticidad perfecta se pueden citar dos ejemplos clasicos:

i) Modelo de Von Mises

' donde o es el tensor desviador de o, ¢ constante dada.

ii\) Modelo de Tresca

F(c) = suploy —os] — c?
J

donde o son los valores propios de o y ¢ constante dada.
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CAPITULO 3: Plasticidad sin endurecimiento

3.1. Algunas definiciones e hipoétesis de regularidad

Un cuerpo ocupa un abierto {2 en R?, acotado y con borde suave (C!).

Siguiendo con la notacién introducida en el Capitulo 2, o(z,t) € R? es el tensor de
tensiones, f(z,t) € R® son las fuerzas de volumen, v(z,t) € R? es la velocidad, ¢(z, t) € R®?
es la deformacién con z € Q, t € [0,T], A = (A;jkn) es el tensor de elasticidad, que sc
define como el inverso del tensor T, de lo cual resulta que es coercivo y simétrico.

El estado inicial del material esta dado por ¢ y vo con

(3.1) {"(3,0) =09 en

v(z,0) = vy en {2
Las condiciones de contorno son mixtas, es decir, en una regién del borde, notada

Orf), se impone como dato la fuerza de contacto F? y en la restante, notada
09,8 = 0N — OFfl, se impone la velocidad v. Por consiguiente se debe cumplir

om = Fé O x (0, T
(3.2) { n en 9pl x (0,T)

v =v? en 9,0 x (0,T)

En la Seccidn 2, dedicada a viscoplasticidad sin endurecimiento, se asume ademas la
existencia de 7 : @ x (0,T] —» R? y 3¢ : Q x [0,T] — R3, que satisfacen las condiciones
- de contorno y tales que:

74 € W2(0,T; L*(Q)?)

¢ € W¥°(0,T;L%*(9))

e(v%) € Wi1(0,T;L%(Q))

div (4) € Wh(0,T; L*(Q)®)

(3.3)

En la Seccion 3, dedicada a elastoplasticidad perfecta, se asume la existencia de
o*:Ox[0,T] - Ry yv*:02x[0,T)] - R? tales que:
( 0*(z,t) € K en c.t.p.
o*n=F% en dpN x(0,T)
(3.4) { v* =v¢ en 3,00 x (0,T)
o*(0)=0p en

L v*(0) = vy cn §2
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y que satisfacen también:

v* € Whe(0,T; L*(Q)3)
o* € W(0,T;L>(Q))
div o* € L>=(0,T; L*(22)?)
e(v*) € Whe(0,T;L*(Q2))

(3.5)

Ademas o* cumple con la condicion de seguridad, o sea:

Existe § > 0, tal que para todo 7 € Lp™(2) con ||T||Le(a) < 6,
(3.6) T(z) + o*(z,t) € K en c.t.p.
En particular

(3.7) T(z) + go(z) € K c.t.p. en Q.

En ambas secciones notaremos:
LP(Q) = LP(Q)® 1 <p<+o0
H = L23(Q) x L*(N2)? dotado del producto escalar [+, < ]4 definido como
(11, w1), (T2, w2)]a = (T1,A7'2)L=(n);= + (w1, w2) L3(n)s-

Ademas, las fuerzas de volumen deben satisfacer

(3.8) f e wh™(0,T; L*(Q)%).

\

3.2. Evoluciéon dinamica de los materiales elasto—viscoplasticos
sin endurecimiento

3.2.1. Planteo del Problema.

Se estudiara la ley de Perzyna cnunciada en la seccion 2.5.3. Introduciendo el tensor
de elasticidad A, definido en 3.1, y teniendo en cuenta que € = €° + €P, se puede escribir

a esta ley como

(3.9) e(v) = A6 + 8p,(c) en 2 x(0,T),

1
donde w,(0) = —|o — Pgol|%, ,
2u .
con K cl convexo de plasticidad en RY y Py la proyecciéon habitual en RY.
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La ecuacidn constitutiva se complementa con la ecuacién de movimiento

(3.10) v=dive+f en§2x(0.T).
Se imponen las condiciones iniciales
{ o(0) =09 en

(3:11) v(0) =vp enQ

y las condiciones de contorno

{ on=F endpQx(0,7T)
d en 0,8 x (0,T)

(3.12) :

3.2.2. Existencia y unicidad de solucién.

Para probar la existencia y unicidad de solucion se va a usar la teoria de operadores

monoétonos maximales (ver Capitulo 1).

Se define
3.13) {E:a—ﬁd,5=v—f)d
(3. G,=A‘le(iid)—c}‘d,02=f—6d+ div &

\

Se considera ¢l operador

C:D(C)CH—H,

(3.14)
con
o™ = — A7 e(w)
w/ | =divr
y
T €Y, r(z)n =0siz € Ir, }

o= {(T’w) ) H/w € H'(Q)" con w(z) = 05i 2 € 0,0

con Y definido en el Capitulo 1.
Sc puede escribir (3.9), (3.10), (3.11) y (3.12) como
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( (a(t),v(t)) € D(C) tal que
d (5(t) (1) N =
(3.15) 4 E(ﬁ(t) tC T)(t)) = F(L((0),%(1))
con {E(O) =
( 3(0) = Ty
donde 4
i o~y [(Gi(t) — AT 00, (T(t) + TE(8))
Pl @0, = ol )
y

{E(O) = gy — 7%(0)

9(0) = vy — 7%(0)

Se puede ver que:
i) D(C) es denso en H.
i1) C es un operador maximal mondtono en II. Para probarlo se debe usar la de-
sigualdad de Korn (ver Duvaut-Lions [6]).
iii) F(t,U(t)):[0,T)] x H — H es Lipschitz dado que dyp, es M/u Lipschitz, con M
que no depende de pu.
Usando la teoria de semigrupos (ver Capitulo 1) se deduce la existencia global y la

unicidad de solucién para (3.15) con

(7,%) € C*(0,T; H)n C°(0,T; D(C)) .

De lo cual se deduce

(3.16) { (0,v) € Wh(0,T; H),

o(t) €Y, v(t) € H}(2) en c.t.p., con t € (0,7)

con o y v que satisfacen las condiciones de contorno.

3.3. Evolucion dinamica de los materiales elasticos perfectamente
plasticos

3.3.1. Planteo del problema.
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La ley constitutiva es en este caso

(3.17) e(v) = Ao + dlg(o) en 2 x (0,T),
con o(z,t) € K enc.t.p. ;

donde K es el convexo de plasticidad en R?. Ademas se tiene la ecuacién de movimiento

(3.18) dive+f=7 enQx(0,T),

Se imponen las condiciones iniciales

(3.19) {0(0) = 0oy en

v(0) = v en 2

y las condiciones de contorno

m=F% endpQx(0,T
(3.20) {an en 9pf x (0,T)

v = ¢ en 0,2 x (0,T)

Es importante aclarar que la solucién de la evolucién dinamica no va a satisfacer (3.17)
como ley constitutiva (ver [1]), sino una ley mas débil, que es la siguiente:

(3.21) /ﬂ As(t)(o(t) — (1)) dz + /n(v(t) — v*(8)) div (o(t) — 7(t)) de
- /ﬂ e(v*())(o(t) — 7()) de < 0,

para casi todo ¢, donde v* estd definida en la seccién 3.1, 7(z,t) € K c.t.p., 7 € L=(0,T;Y)
y 7= F%en 0p0 x (0,T).
3.3.2. Estimaciones a priori I.

En primer lugar se estudiaran estimaciones a priori de (o,,v,) solucién de (3.9) (prob-
lema elasto-viscopldstico) para luego pasar al li mite.
Multiplicando la ccuacién (3.9) por (0, — ¢*), donde o* estd definida en la seccién

3.1, se obtiene

(3.22) /Dt/nAzr,,(a,, — o*)dz ds + At[]3¢“(a#).(a“ — o*)dz ds
=/ot/ns(v,‘).(a,‘ —o")dz ds .
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Teniendo en cuenta que

(3.23) {(% ~0")n=0 endpRtx(0,T)

v, —v* =0 en 0,8 x (0,T),

y usando la formula de Green, se obtiene
t t
(3.24) / / e(vy)(op —o")dz ds = — / /(v# —v*) div (o, — o*)dz ds
0o JN0 0 J0

+At[]e(v')(a“—a')dm ds .

Definiendo R* = 9* — div ¢* — f, se deduce de (3.22) y (3.24) lo siguiente:

(3.25) /0¢ /n Aé, - 6")(0n — o*)dz ds + /ot /n(i),‘ —6*)(v, — v*)dz ds
+ /Ot /n 0p,(7,) (0 — o*)d ds =

t t
= - / / Ac* (o, —0*)dz ds — / / R*(v, —v*)dz ds
0 JO 0 JO

+/Ot/ne(v*).(a,‘ _o%)de ds .

Como o*(z,t) esta en el convexo de plasticidad K, ¢,(c*) se anula, con lo cual, por

convexidad de ¢, se tiene

(3.26) /Ot /n 80 u(0,)(0 — o*)dz ds > At[]¢“(a“)dx ds >0,

Como la matriz de elasticidad A es coerciva, usando la hipétesis de regularidad (ver

secciones 3.1 y 3.2), se deduce la existencia de constantes positivas a, C, y C,, tales que
& x 2 1 . 2
(3.27) 5”%(0 — ™ (t)|[L2¢ay + 5””#(0 = v*(t)l|z2¢a)s <
t t
< / /(e(v') —Ac*)(o, — 0" )dr ds — / / R*(v, —v*)dz ds <
0o JO 0 1%
t t
< Cx/() lou(t) — o (lILacayds + Cz/ va(t) = v* (D)l Z3¢a) ds .
0
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Aplicando el Lema de Gronwall a
h(t) = llow(t) = o () Laca) + llvat) = v* (DllZ2¢ay »

se obtiene que

(3.28) {(”u —0”) (y por consecuencia o,) estd acotado en L*°(0,T; L%(R))
. (v, —v*) (y por consecuencia v,) estd acotado en L>°(0,T; L*(£2)?)

Como consccucncia de (3.25) se verifica
(3.29) / ¢, (0,(t))-(0,.(t) — o*(t))dz estd acotado en L'(0,T).
0

Se debera usar aqui la condicion de seguridad como ya lo habian hecho para el caso

cuasi—estatico Johnson [10] y Suquet [14].

LEMA 3.3.1 (ver [14]). Supongamos que ¢* cumpla la condicion de seguridad, entonces
(3.30) 10pu(ou(t)llLr(a) < CA Fpu(ou(t))(ou(t) — o*()) dz .

Con lo cual de (3.29) y (3.30) resulta

3.31 9y, (o esta acotado en LY(0,T; L'(Q)) .
\ u\Op

v

Estimaciones a priori II.

defi
Se define 1

otg = F(9(z,t+h) —g(2,2)) .

De la ecuacién de movimiento (3.10) se puede obtener

t t
/ / 0,0 (v, —v*)dz ds = / / *( div o, + £)0"(v, — v*)dz ds .
o Ja o Ja
Usando la féormula de Green y las definiciones de v*, ¢* y R* se deduce
¢ t
(3.32) / / v, —9*)0"(v, —v*)dz ds = —/ / "R*3*(v, — v*)dz ds
o Ja o Ja
t
- / / Mo, — *)e(0*(v, — v*) dz ds
o Ja
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t ¢
(3.33) / / Ad"¢,0%, de ds +/ / "(0p,(0,))0"%, dz ds =
0 J0O 0 J0O

t
=/ / O*e(v,)0*a, dz ds .
0o JN

Como ¢, es convexa, se tiene
[ (Oputontt +1) = Boyon) ) foutt + ) - 5y(1)) &2 2 0.
n
Por lo tanto, de (3.33) se deduce

¢ ¢
(3.34) / / Adte,0",dz ds < / / e(0"v,)0"r, dz ds .
0 J0 0 JN

Utilizando esta ultima desigualdad, a partir de (3.32) se obtiene
(3.35) / /ah(v — )0 (v, — v*)dz ds+/ /Aaha,,aha,, dz ds

—/ /OhR'Oh(v“—v')d:c d3+/ /(’)"a#Ohe(v')d:c ds
0o J0 0 JN

t
+/ /aha'ahe(v“—v')daz ds .

o Ja

En consecuencia, integrando con respecto al ticmpo, se llega a la siguiente expresion:
1 1
(3.36) 5 / [0 v,(t) = 9" (1)*dz + 7 / Ad*a,(t)0" 0, (t)dz
0 0

<3 / 0%0,,(0) ~ 9**(0) ?d + / A0"0,(0)0"0,(0)dz
Q Y]

¢ ¢
+/ / ta*ote(v,)dz ds +/ / Mo, 0% e(v*)de ds—
0 JN 0o JO
t ¢
/ / ro* o e(v*)dz ds — / / O*R*0"(v, —v*)dz ds .
0o J0O 0 JN

OBSERVACION 3.3.1. Sean g;,g, funciones en el espacio W12(0,T; V) con V un espacio
de IHilbert. Se prueba inmediatamente que:

91(1)-0"ga(t) = =01 (2)-g2(t + k) + 0*(91(1)g2(1))
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Pasando al limite cuando h — 0 se obtiene

//691 t)g2t+hdsd:c—>//d—tglgzd:cds,
//a(g, gﬂdsdz—»// —(91.92)ds dz .

Si se define g, = 9%0*, g, = €(v,), aplicando la observacién 3.3.1, con V = L*(Q)®,

t
/ /Oha'ahe(v#)d:c ds
0 JO -

de (3.36) cuando h — 0 usando resultados clasicos (ver Capitulo 1), se obtiene

(3.37) %/ﬂ 16,(2) — 5*()|? dz + %/‘;Ac'r“(t).&“(t) dz < %/ﬂli)“(o)lzd:c+

¢ t
+ l/‘ Ac,(0)5,(0) d:c—/ /I'i'(i),,—i)')dz: d.s—/ /&'e(i)')d:c ds+
2 Ja o Ja o Ja
¢ t
+/ /&“.e(v')dz ds—/ /&‘e(v”)d:c ds—
0 JNO 0 J0

- [ #*@etwo)dz + [ & (O(on(t)dz

al término

Usando (3.17) y (3.18) en t = 0, las condiciones de regularidad de v* y o*, y las
propiedades del tensor de elasticidad A, se puede deducir de (3.37) la existencia de con-
‘stantes positivas C,, Ca, C;3, Cy y Cs, tales que

(3.38) [9u(t) = o™ ()1 32¢ays + I6u(llLscay < Crt

t t
+c / [54(3) — 9* ()% gayods + Cs / ERO 7

e / le(vu(s))llzicayds + Cslle(wu(®)llicay 3

con lo cual resta analizar que sucede con los términos / le(va(s)llLr(ayds y lle(va(2))llLray-
0
De (3.9) y el Lema 3.3.1, se tiene
(3.39) lle(v.(t)llLi(ay < Ila‘Pu(Uu( My + 14o.(t)llLr(a)
G

< I8eu(@u @ + o oDl s + w510

<0 [ 0pu(au)oul) = ") + SOl + Cs
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con § €1y C,,C,y C;s constantes positivas.

De (3.29) se deduce inmediatamente

t 52 t .
(3.40) |l s < 0t T [ lewe s

con C4 constante positiva.

Falta entonces estudiar el término

JRINCHOROERA O

LEMA 3.3.2.

[ 2eutanon® - 01z < Cte + S (IewOlam + 19u(0) = 5" Wllirar ).
Q

Demostracion. De (3.9) y usando la férmula de Green, se obtiene
RO OO
== [(0u0 =) div (0u(t) = 0"())de
- [ e(v® o -0 T — g o -0 de .
+ [ e Oont) = ")z - [ An,(0(ou(0) - a"2)
Combinando esta expresién con (3.10) se tiene
[ teutan)out) - " (t)ds =
= _/(v#(t) —v7(8))(Vu(t) — 0°(¢))dz +/(—R‘(t))('vu(t) —v*(t))de
9] 0
+ [ @ O)out) = o*0)dz ~ [ A6,(0(0u(t) = o ())ds
Usando (3.28) se deduce el resultado del lema, es decir:
. 6 - e (2 §? :
A6¢#(a“(t))(a“(t) —o*(t))dz < ?A [9,(t) — 0" (t)|°dz + > ‘/r‘) l6,(2)]dz + Cte,

con 6§ <« 1.
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Finalmente, de (3.38), (3.39), (3.40) y ¢l Lema 3.3.2, se ha logrado la siguiente
acotacion:

1,(2) = 5" () 2acay + 16u(Ol2sca) <
t t
<k 4k / () = 5" (D12 2cays + ks / 16w (®)12aayds »

con ky, k, y k3 constantes positivas. Se puede entonces aplicar el Lema de Gronwall con

lo cual se deduce para T > 0,
(3.41) { o, esta acotado en L°(0,T;L%(R))
. v, estd acotado en L>°(0, T; L*(2)*)

De (3.9), (3.39) y (3.41) se llega a las acotaciones fundamentales:

(3.42) {e(v,); 0 < p < 1} estd acotado en L*(0,T; L' (Q2))
Yy
(3.43) {div 0,;0 < p < 1} est4 acotado en L>°(0, T; L?*(2)*) .

3.3.3. Pasaje al limite cuando p tiende a 0.

Las estimaciones (3.41), (3.42) y (3.43) aseguran la existencia de una sucesién notada
(0u,vu), con p tendiendo a 0,tal que

o, >0 en Wh°(0,T;L?(£2)) débil *

v, =V en L=(0,T; BD(1)) débil x
(3-44) C ( ) o

Vy — v en L*(0,T; L*(2)%) débil *

div g, — divo en L*®(0,T; L*(2)%) débil «

De (3.44) se obtiene en particular (3.18), la ecuacién de movimiento.

3.3.4. Condiciones iniciales.
Usando argumentos de semicontinuidad inferior (ver Capitulo 1), y de (3.41) se obtiene

(3.45) llo(0) — oollfa(a) < Hf‘n_}gf llou(0) = oolliaay =0,

es decir, 0(0) = o¢ c.t.p. en z € Q; con idéntico procedimiento se obtiene v(0) = vy c.t.p.
en z € (1.
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3.3.5. Condiciones de contorno.

De la férmula de Green, si se toma w € Cg5, como funcién test con

o | @ €CT(0T]x,R)
0w ™ w(z,t) =0 size€dN,

se obtiene

T T T
/ / div oyw dz dt = —/ / oue(w)dz dt + / / F(z,t).w dz dt .
0 Q 0 Q 0 o,

Si sc toma el limite (g — 0), se deduce de (3.44),

T T T
/ / div o.w dz dt + / / oe(w)dz dt = / / Fé(z,t)w dz dt ,
0 Q 0 0 0 vl

Vw € CF7,; de lo cual se obticne

on = F¢ en 9pQ x (0,T)

3.3.6.

Se debe probar o(z,t) € K c.t.p. enz € 2, t € [0,T]. Para ello se utilizan argumen-
tos de semicontinuidad inferior para funcionales convexos (ver Capitulo 1), los resultados

(3.26), (3.29) y el Lema 3.3.1

¢ t
/o e — PKU“iz(ﬂ) ds < liﬂl—i:)lf/(, low — PI\"’#M-’(O) ds

= liminf ||2u@,(0,)l Lo, ;L1 (n)) < lminf uC =0

con lo cual o(z,t) € K en c.t.p.

3.3.7. Convergencia fuerte.

Si se toma en (3.9), (¢, — o) como funcién test y se usa la convexidad de ¢, sc obtiene

(3.46) /ot/n Ad (0, — o)dz ds < /0¢ /n e(v,)(o, — o)dz ds .
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Utilizando la f6rmula de Green
t t
/ / Ao, —¢)(o, — o)dz ds +/ /(v“ —v") div (0, — o)dz ds
0 0 0 0

< /0 t /n e(v*).(0, — o)dz ds — /0 t /n Aé.(o, — o)dz ds .

Como consecuencia de (3.10) se puede escribir esta iiltima desigualdad como

/ot/n A(6, - 6)o, — o)dz ds + /ot/n(,,“ — 0)(3, — )dz ds
< /ot/ne(v-)(a,, — 0)dz a—AtAA&(a“ — o)z d

+/ot/n(v' )6, — b)dz ds .

Usando que A es definida positiva se tiene

(3.47) C/;) lou(t) — o(t)|?dz + %/‘; lvu(t) — v(t)|?dz <

< t | e )on — o)z as - [ ‘ [ 4o~ a)az as

+/0t/n(v' — v)(d, — b)dz ds .

De las hipétesis de regularidad que se impusieron para o* y v* (ver Seccién 3.1) y de
la regularidad en o y v que surge de (3.44) se deduce ficilmente

e(v*) € L*(0, T; L*(Q))
(3.48) Ac € L*(0,T;L?(Q))
(v* —v) € L?(0,T; L*(2)3)

Pasando al limite (uz — 0) en (3.47), se obtiene
(3.49) im sup (/ lo,(t) — o(t)|*dz +/ lvu(t) — v(t)*dz) < 0.
2—=0¢cl0, 7] Jn n
De lo cual se deduce:
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{a“ — o en L%*(0,T;L%*(2))
— v en L?(0,T;L*(Q)*)

Yy

3.3.8.

Se ha mostrado que se cumple la ecuacién de movimiento, resta ver que pasa con la ley

constitutiva.  Para ello se toma en (3.9) a (0, — x) como funcién test, con
x € L%°(0,T;L%(N)), x(z,t) € K clp.enz €, t € [0,y x-n=FsizedpR, delo
cual resulta:

(3.50) [ 46,(0(0u0) = x(0)ds + [ Dpu(au()ou(t) = x(t))ds
= [ elon®)ont) - x(t)dz

Seat > 0,sedefineT; =t—hyT, =t+hcon0<h <t De(3.41) se deduce la

existencia de una subsucesién todavia notada (o,,v,), tal que se tiene

(3.51) {‘}# — & en L*(T),T3; L?(Q)) débil

v, = v en L?(1y,T3; L*(02)*) débil

"

Ademais, de (3.49) se puede ver que vale

{a“ — o en L*(Ty,Ty;L%(02))
— v en Lz(Tl,Tz;Lz(Q)s)

Vu

A partir de (3.50) se obtiene

(3.53) / /Aa“ ~ x)dz ds—/ / €(v,)(0 — x)dz ds =
—/:/nasou(%)(% — x)dz ds .

Debido a las propiedades de ¢, se pucde deducir

T,
/ / Adu(o, — x)dz ds < / / e(vy)(op — x)dz ds .
T, Ja



Usando la formula de Green y la definicién de v* se tiene

Tz T3
(3.54) / / A (o, — x)dz ds +/ /(v“ —v*) div (o, — x)dz ds <
hn JO T, Ja

<[ T [ <)on —x)dz ds.

Teniendo en cuenta los resultados (3.51) y (3.52) es posible pasar al limite cuando p — 0
en (3.54) y se obtiene

/:/r]A&(a—x)dxds+Af’L(v_v.)div(a_x)dz 4 <

v

<[ T [ 7)o = x0d ds '

lo que es equivalente a:
1 [n . " 1 .
o n [/ﬂ[Aa(a—x)+(v—v )div (0 — x) —e(v*}o —x)]dz| ds < 0.
Como t es un punto de Lebesgue de la funcién
s — /‘7[145’(8)(0(8) — x(8)) + (v(s) = v7(s)) div (o(s) — x(s)) — e(v"(s))(o(s) — x(s)))d= ,

para casi todo t; entonces se puede pasar al limite (h — 0) obteniéndose (3.21), es decir,
la ley constitutiva débil.

3.3.9. Unicidad de la solucién.

Para probar la unicidad, se supone la existencia de dos soluciones que satisfacen
(3.18),(3.19),(3.20) y (3.21): (01,7v1) ¥ (02,72).
Sumando (3.21) con 0 = oy, v =v,, T =02y (3.21) con 0 = 02, v = vz, T = 0 se

obtiene

(355) / A.(O'] - 6’2)(01 - O'z)d-’l: + /(‘U] — ‘02) div (Ul - Uz)d: S 0.
Y} 0
Aplicando la ecuacién de movimiento (3.18) e integrando con respecto al tiempo se
llega a
1
5 /(al(t) — 02(1))A(01(t) — o2(t))dz + /; |v1(t) — vo(t)|?dz < 0.
0
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De la coercividad de A se deduce la unicidad, o sea,

(3.56) { oy = 0y en c.t.p. 2 x (0,T)

V] = Vs en c.t.p. 2 x (0,T)

3.3.10. Comparacién entre la evolucién cuasi—estatica y la evolucién dindmica
en clastoplasticidad perfecta (ver [1], [11], [14]).

La evolucién cuasiestdatica (o sea sc desprecia la aceleracién v en la ecuaciéon de
movimiento (2.2.1) suponiendo que es casi nula), ha sido ampliamente estudiada (ver [6],
(10], [13], [14], [15], [10]). De los resultados obtenidos en este capitulo se desprende la

siguiente comparacion.

Cuasi—-EsTATICO DiNAMICO

unicidad del tensor de esfuerzos mismo resultado

no unicidad de la velocidad unicidad de la velocidad
la fuerza de volumen f no puede ser no hay restricciones en
arbitrariamente grande las fuerzas de volumen
no se puede asegurar la regularidad mismo resultado
necesaria en la velocidad con respecto a

la variable espacial para poder imponer

las condiciones de contorno

COMENTARIO: A pesar de que la velocidad no satisface la condicién de contorno en el sen-
tido cldsico del término, se puede probar (ver [1]), que la componente normal la satisface.
En cuanto a la componente tangencial se pueden deducir resultados interesantes (ver [1],
(14] y [16]), pero que no aseguran que cumpla con la condicién de contorno.

También es importante destacar, que la restricciéon en el tamano de las fuerzas de
volumen de la evolucién cuasiestatica, esla relacionada con la teoria del analisis limite que

se puede encontrar desarrollada en [12].
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CAPITULO 4: Plasticidad con endurecimiento lineal

4.1. Evolucién dinamica con endurecimiento lineal

Un cuerpo ocupa un dominio acotado §2 con borde suave C!.

Se define, como en 2.5.2, el tensor de esfuerzos generalizados ¥, también llamado

tensor de tensiones generalizado

L=(0,4),

donde o es el tensor de tensiones, A es el parametro de endurecimiento, A(z,t) € R™, con
(z,t) € Q x [0,T], f son las fuerzas de volumen y v la velocidad.

Se define también E, la deformacién generalizada
E = (e0),

donde ¢ es el tensor de deformaciones y 0 € R™.
En este capitulo se considerara L?(Q) = (L?(Q2))? x (L%(R2))™.

Se estudiara el caso en que la energia libre es cuadratica, estrictamente convexa y de

la forma
€ e 1 e e 1
®(ef,a) = &;(e°) + 2(a) = ETE <+ §T1a-a,
cona € R™, e e RY y T = <0T tensor de 4'° orden, siinétrico y cocrcivo. Por
1

consiguiente, la ley constitutiva elastoplastica resulta

(fz‘;) +8Ix(Z) 3 E(v)

con K el convexo de plasticidad definido en R? x R™, el cual delimita el conjunto de
L,0

OLZ) el tensor inverso de T.

tensiones generalizada fisicamente admisibles y L = (

Existencia y unicidad de la solucion.

Para probar la cxistencia y unicidad de la solucién se procede como en el Capitulo
3, lo que no ofrece ninguna dificultad ya que a este efecto los dos problemas (evolucién
dindmica con endurecimicnto lineal y sin endurecimiento) son formalmente idénticos. Se
oblicnen entonces los resultados que se presentardn a continuacion.
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Elasto—viscoplasticidad con endurecimiento lineal.

El sistema de ecuaciones estd dado por la ley constitutiva de Perzyna (ver 2.5.3) y la
ecuacion de movimiento, o sea,

{ LY 4+ 8¢,(%) = E(v)  en Qx(0,T)

(4.1) L
v=dive+ f en 2 x (0,T)

donde
1 2
(4.2) pu(E) = 2—#'|2 - PKZIR‘}XR"' )

con condiciones iniciales

(4.3)

y condiciones de contorno mixtas

{a’.n= F? en dpQ x (0,T)

4.4
(44) v = v cn 9,1 x (0,T1)

\

Con la técnica ya expuesia en el Capitulo 3, se obtiene la existencia y unicidad de la
solucién de (4.1),(4.3),(4.4) notada (Z,,v,)

{ (E#’v#) € Wl’oo(ovT;H)y

(4.5)
o.(t) €Y, vu(t) € H'(Q)?

con H = L*(N)% x L2(Q)™ x L3(Q)3.

Elasto—plasticidad con endurecimiento lineal.

Tomando el limite 4 — 0 como en el Capitulo 3, se prueba la existencia de (X, v) con

(4.6) { £ € Wh(0,T,LX(Q)), div o € L=(0, T, L%(Q)?)

v € Whe(0,T;L*(2)*) n L>=(0, T; BD(Q))
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solucién de
(4.7) dive+f=v enx(0,T)

y de la ley constitutiva débil
(4.8) / LE()(Z(2) — 7(8))dz + / (0(2) = v*(2)) div (o(t) = 71 (1))dz <
Q Q
< / E(v*(1))(2(t) — 7(t))dz , ‘enc.t.p. t € (0,T)
0

t
donde r(z,t) = (?E:’ti) € R xR™, 7(z,t) € Kenct.p., n € L*(0,T;Y),
2\

1y € L=(0,T; L2()™) 1y.n = F¢ en 8pQ x (0,T); con condiciones iniciales

(9) {2(0) =% en

v(0) = vo en
y condiciones de contorno en o

(4.10) on=F! en8p0x(0,T).

OBSERVACION 4.1.1. Para obtener los resultados de existencia y unicidad deben valer las
mismas hipé6tesis de regularidad que para el Capitulo 3. En este caso se utiliza la condicidn
de seguridad en X (ver 3.1).

4.2. Resultados adicionales de regularidad para la elasto—plasti-
cidad con endurecimiento positivo

4.2.1. Hipdétesis adicionales.

En esta seccion se asumira ademas de lo ya expuesto en la Seccion 4.1, lo siguiente:

(K = {(7,n) € R} x R™/F(7,7) < 0}

donde

(@11) {n=(2),m € RY, m € RY R = RS xR

F(r,(m,n2)) = |7 = m| = Y(n:) (generalizacién del Convexo de Von Mises)
con Y céncava, Y € C}(R*)
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Se supone que existe d constante positiva tal que

aYy 1 aYy
— < = — = .
o 7 con vY

4.12 d <
( ) - O

Definicion de endurecimiento positivo (ver [11]).

Si (1,m) € K se cumple entonces

o e 2 ()
(4.13) On On >a
| oF OF 2%

con a una constante positiva.

OBSERVACION 4.2.1. Notar que tanto L;' = T} como L' = T son estrictamente
definidas positivas, por lo tanto se cumple

oF 2
|-57—7-(T’ 77)

oF
a7 (727)

7 2 a, con a’ > 0.

(4.14)

4.2.2. Lemas utiles.

LEMA 4.2.2. Si x € RY x R™, entonces existe A,(x) > 0 tal que

1 oF
(4.15) Ipu(x) = 2(x = Prex) = Au(x) 5 -(x)
OF
con X' =P — =VF.
X KXY Ox
Demostracién. El resultado surge como consecuencia de la regularidad, la convexidad de
F y del hecho que K = {x; F(x) <0} y que x — Pg(x) es perpendicular al hiperplano
tangente a K en x' = Py (x). Notar que A\ (x) =0si x €K y A (x)>0six ¢ K.
D

LEMA 4.2.3. Sea X, el esfuerzo generalizado, solucién de (4.1), (4.2), (4.3) y (4.4). Si se
define ¥}, = Px(Z,), entonces

(4.16) E;":?E en L°(0,T; L%(2)) fuerte.
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Demostracion. De manera similar a 3.4.4 se deduce que
T, — L en L>(0,T;L*(N2)),
ademas por propiedad de la proyeccién sobre K
1Z5(¢) = Z'(llzacay < N12u(t) = Z()lleany  VE€[0,T].

Como L' = I, sc obtiene (4.16). o

LEMA 4.24. Si x =(m,n) ¢ K, con X' = Pk(x), entonces

or oF aFr
17 ) 2 =—(x")]?.
(417) (Sm00, 5-6)) 2 1506

Demostracion. De la convexidad de F' se obtiene
oF oF , ,
2 () = 22 —y'] >0
(ax(x) ax(X)’X x)_ ,

oF

pero x — X' = /\a—(x') con A > 0, con lo cual
X
OF OF,6 , OF, ,
—_— - — —_— >
(ax(X) Ox(X')’ 8x(X)>—0’
que es lo que se queria probar. a

4.2.3. Regularidad de la velocidad.

Para cada p > 0 se obtiene de (4.1) y (4.15) lo siguiente:

. oF
Ll"'# = 5(”#) - )‘#("'#’A#)E(U:"AL)

(4.18) . OF
LyAy = Aoy, A#)—(ﬁ(a:ﬂ A:u)

con (o,,,A),) = Px(o,,A,).
Se definen
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(4.19) { 51 ={(z,1) € 2 x (0,T)/Z,(=,¢) € K}

52 ={(2,¢) € 2 x(0,T)/Epu(=,t) ¢ K}

con lo cual @ x (0,T) = S5, US,.
Si (z,t) € 51, de (4.18) se obtiene
(4.20) e(vu(z,t)) = Lyo,(z,t) .

Si (z,t) € Sz, se define

oF . or .
(4.21) II“ = E(UF’AF)LIO’P + 'E’—(O'“,A#)LzA# .

Combinando (4.18) y (4.21) se deduce

oF oF ,

(4.22) H, = a_T(”#’Au)(e(”#) - ’\u(amA#)E(”La Ay.))—
or oF
- )‘#("'#’Au)'a—n‘(o'mAu)%("':nA:;) J
con lo cual se verifica
oF
o (Suelv,) - H,
(4.23) A(Z,) = 2L ,
HATH oF oF _,
a(zn)'a—x'(zu)
oF _ (0F oF
con ax \aran )
Definiendo
OF 5 )2  (s)
(4.24) oL,)=1-9r Tor ¥
' u OF —OF ..’
a( u)a—x‘( w)
se obtiene de (4.18) la expresion
5-(Z)
) O \Tu
(4.25) Lioy = c(Zy)e(vu) + Hu g or

5;(2;‘)@(21‘)
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De la de51gua.ldad de Cauchy-Schwartz, aplicando (4.17) y el hecho que

l———(Z‘ ‘ (Z,)| se llega a
()
(Bu) 21— L— )
3F(2,)
9x

porlo tanto, de (4.11) y (4.12), se deduce que existe una constante 0 < é < 1, independiente
de I, tal que

(4.26) ¢(T,)>1-6.

Se puede escribir (4.25) como

(4.27) e(vu) = ¢(8,) T 16, — o(Zu) 'Ry,
R,=H QF—(EI )
B TORELIOA

Si ahora se aplica nuevamente (4.17), se verifica

oF

i/ (E'
. T
(4.28) B < E P S B,
!
5 (B 5-(E)

Si (z,t) € S1, de (4.20), existe una constante k positiva tal que
(4-29) le(vu(’::t))lng < kl&u(z)t)lng ’

Si (z,t) € Sz, por (4.27) y (4.28) se deduce

1

(4.30) Ie(v#(:’t))lng < m(kl&ulnf + |Hu(3,t)|n.2) .

De lo cﬁa.l resulta

(431) leu®zras < 5 (FIouOll s + IHu@llzacos) -
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Como consecuencia de las propiedades de F (ver (4.11)) y del hecho que, andlogamente
a lo que se demostré en el Capitulo 3, existe una constante k; tal que |X,(t)||La(a) < k1
Vu > 0, t € [0,T] se obtiene

(4.32) {e(va(t)); 0 < p < 1} estd acotado en L*(Q)? .
Usando la desigualdad de Korn (ver Capitulo 1), la familia

(4.33) {v.(t), 0 < p < 1} estd acotada en H}(R)* .

De (4.32) y (4.33) se deduce que se puede extraer una sucesién (v,) tal que

v, SV en L>=(0,T; H!(02)*) débil «

(4:34) ) {e(v“) —e(v)  en L®(0,T;L(R)) débil «

con v la solucién de (4.7) y (4.8). Aqui es fundamental el hecho que hay unicidad de
solucién, en particular v € L*=(0,T; H*(22)*).
Conclusién importante.

En forma andloga a como se procedid en el Capitulo 3, secciéon 3.3.5, para probar que
se verifican las condiciones de contorno para o, se puede ver que como consecuencia de
(4.34) se cumple

(4.35) v=2v% end,2x(0,7),

es decir, las condiciones de contorno para v, lo que no se puede asegurar en el caso general,

debido a la falta de regularidad.

Aplicando en la ley constitutiva débil (4.8) el hecho que v(t) € H!(2)? en c.t.p. con
t € (0,T), se deduce de la férmula de Green, de las condiciones de contorno y de la
definicién de 8Ik, que T y v satisfacen la ley constitutiva fuerte, es decir

(4.36) LY +0Ix(E) 5> E(v) en 02 x(0,7)

OBSERVACION 4.2.1. Los resultados obtenidos son analogos a los de la evolucién cuasi-
estatica (ver [11], [10]), es decir, se ha obtenido mayor regularidad de la velocidad con
respecto a la variable espacial.
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CAPITULO 5: Plasticidad con endurecimiento no lineal

5.1. Algunas definiciones e hipoétesis

Como en los capitulos anteriores, un cuerpo ocupa un abierto acotado {2 de borde
suave C1.

Siguiendo con la notacién introducida en el Capitulo 2, v(z,t) € R? es la velocidad,
f(z,t) € R? son las fuerzas de volumen, o(z,t) € R? el tensor de tensiones o esfuerzos,
e(z,t) € RY el tensor deformacién con (z,t) € 2 x [0,T], A = (A;jkn) es el tensor de 4'°
orden de clasticidad, coercivo, definido positivo y simétrico.

Se define (ver 2.4) el tensor de esfuerzos generalizados ¥ = (o,7) con n(z,t) € R™,
z€N,te€[0,T] y K el convexo de plasticidad K C R? x R™.

Como en estos modelos se suponc la energia separada (ver 2.5), resulta

O, a) = P,(e°) + ®2(a)

con ¥,(c%) = %Te‘e‘ ,

donde €¢ es la deformacién elastica, T = A~! y a = (a),...,an) las variables internas.
Se imponen las siguientes hipotesis sobre $,:

i) ®, : R™ — R es una funcidn convexa y existe una constante ¢, positiva tal que
oy(a) 2> alalkm ,
ademds, &, € C}(R™), y
Ve :R?xR™ - R} x R™ es inversible.

0%,
dee

e _ 9%
(e)yn= aa( ).

Como surge del Capitulo 2, 0 =

ey Qe 2
ii) Si se define G = ——, se supone
Ja

|G;(a)] < a; + bjlal? aj, bj > 0 en R. De esto se desprende
G : L*(0,T; L*(Q)™) — L*(0,T; L*(N)™) conlinua y acotada

y ademads existe una constante ¢ positiva tal que si |la||zeo,1;L2¢(q)=) < d, con d una

constante positiva, entonces ||G(a)||Lee(o,7;L3(0)m) < €.
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Se notard H = L?(2)% x L?(2)™ x L*(£1)® al espacio de Hilbert dotado con el producto
escalar [+, +]4 definido como

[(w1,u2), (v1,v2)]a = (w1, Avi)Lacaye + (uz,v2) L3aym+s -

La condicion inicial del material esta dada por g, ap y vg, con

g(0) =09, enfd
a(0) =ap, en
v(0) =vy, en
Las condiciones de contorno son mixtas, es decir, en una region del borde notada 9g§2

se impone la fuerza de contacto ¢, mientras que en la restante, notada 9,9 se impone la

velocidad v. Por consiguiente se debe cumplir

{0'.17 =F?, en 0pQ2 x (0,T)
v=2v%, en 8,0 x (0,T)

Se asume, por la regularidad de las condiciones iniciales y de contorno, la existencia de
funciones o*(z,t) € R?, a*(z,t) € R™, v(z,t) € R?, ¢*(z,t) e R™ con z € N, t € [0,T),
tales que

( (c*,a*,v*) satisfacen las condiciones iniciales y de contorno
(c*(z,t),£*(z,t)) € K en c.t.p.

 (o*,a*,v*) e Whe(0,T; Il)

v*(t) € HY(Q)*, divo*(t) €Y site[0,T)

\ £* € Whee(0,T; L3(02)™)

Ademas, (0*,£*) cumplen la condicidn de seguridad (analogo al Capitulo 3 para ¢*).
Por otro lado, f € W1(0,T; L%(02)3).

5.2. Evolucién dinamica de los materiales elasto—viscoplasticos
con endurecimiento

5.2.1. Planteo del problema.

En esta seccién se considerara la Ley de Perzyna (ver 2.5.3), o sea
— Ao
(5.1) (5(”)_d ") = 0p,(0,G(a)) en Qx(0,T),
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1
donde ¢ ,(X) = 2 |Z — P40 pm con K el convexo de plasticidad y Py la proyeccién
# a

habitual en R? x R™,

Se considera también la ecuacion de movimiento
(5.2) dive+ f=19 en Q2 x (0,T).
Se imponen las condiciones iniciales
(5.3) o0(0) =00, a(0)=cg, v(0)=vy en,

y las condiciones de contorno

oc-n=F%, en 8pQ x (0,T
(5.4) { 1 FQ % (0,T)

v=v? en 9,0 x (0,T)

5.2.2. Existencia y unicidad local de solucién.

Como en los capitulos anteriores, se va a usar la teoria de operadores mondtonos

maximales (ver Capitulo 1), para probar la existencia y unicidad de solucién. En una

primera etapa se prueba la existencia local, luego por medio de una estimacion a priori se

obtiene la existencia global.

[N

v=v-—-v
(5.5) g=0-0"
a=a—-a"
Se considera el operador
(C:D(C)CH—-H
D(C): (TI)TZ’w)EH/Tle},,T1°7)=Oen orl,
(5.6) { we H(2), w=0en 3,0
. ! —A"le(w)
C Ts = 0
L w — div Ty
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Entonces se puede escribir (5.1), (5.2), (5.3) y (5.4) como:

Ut) € H

2U(t) + WD) = F(&,U)
U()=0

con U(t) = (3(¢),a(t), 5(1)) y F: [0, x H — I,

(5.8)  £(L, (w1, uz,u3)) =

(5.7)

— A~ (v () — a* (1) Lopu(u; + 0*(t),G(uz + a*(t)))
= —a*(t) - ,
f(8) —o*(t) + div o*(1) 0
A_l 0 mxXxm
conL=(OId),Id€R .

Se puede ver que, analogamente a 3.2:
i) D(C) es denso en H
i1) C es un operador maximal monétono en H
i) F(t,U(t)):[0,T] x H — H es localmente Lipschitz
Notar que este caso no se liene lipschitziancidad global debido a que 9y, es lipschitz, pero
G no tiene necesariamente derivada acotada.

Entonces, usando la teoria de semigrupos se obtiene (ver Capitulo 1) la existencia y
unicidad local de solucién. Es decir, existen Ty >0y U € C°(0,7,; D(C)) N C'(0,Ty; H)
Unica solucién de (5.7). Por ende, se obtiene la existencia y unicidad local de solucién para
(5.1), (5.2), (5.3) y (5.4) con (o, a,v) € Wh(0,To; H), o(t) €Y y v(t) € H(Q2)* sobre
L€ [0,Ty).

5.2.3. Existencia global de solucidn.

Para probar la exisltencia de solucidn global se deben hacer estimaciones a priori de
los U(t) en H Vt € [0,T] (ver Capitulo 1), lo cual es equivalente a obtener estimaciones
a priori de los (o(t),v(t),a(t)) en H, Vt € [0,T,]. Para ello, dado ¢t < Ty, se multiplica
(5.1) por (0 — o™, G(a) —€*) e mtegrando se obtiene

59//,400—0)4;(13-// (v)(o — o*) d.nds+// (G(a) - €*)dz ds =

- / / Do (0, Gla)) (o = o*, o) = £ ) dis
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Como (o*(z,t),£*(z,t)) € K en c.t.p., sabemos que ¢, (c*,£*) = 0, por lo tanto
usando la definicién de subdiferencial resulta para el segundo miembro de (5.9) que

(5.10) /0 t /n 8p,(0,G(a))(o — 0", G(a) — £*)dz ds > /0 t /n 0u(0,G(a))dzds > 0.

De la férmula de Green, aplicada al segundo término de (5.9), se llega a:
t t
(5.11) / / e(v)(o — o*)dz ds = -/ /(v — v*) div (0 — 0*)dz ds+
0o J0O o JO

+ _/ot_/ne(v")(a —o")dzds.

Definiendo R* = v* — div ¢* — f, de (5.9), (5.11) y usando que div o + f = v se
deduce

(5.12) /ot_/nA(&"‘5")(0'-a*)dzd3+_/otA(6—b')(v—v")d:ds+
+/ot/nd(G(a)—§‘)dz ds+/a¢p“(a,G(a))((a’G(a))_(a*’em))d: ds <

< —_/ot/nAd'*(a—a*)dzds—-/ot/nR"(v—v")d:: ds+/ot/ne(v")(0'—a*)dzds.

Usando la regularidad de £* se obtiene

(5.13) /o t /n at"dz ds = — /o t /n af*dz ds + /n (a(D)E"(2) — (0)¢"(0))dz
< [ [atrizas- [ [a@e©de+ S [lawiie+ o5 [ e @Pas,

condK1.

Debido a la definicién de derivadas se verifica

(/ot/n(&—&")A(a—a')da:ds= %_/o‘/n((a—a')A(a—a"))'d::ds
(5.14) ¢ /ot/n(i;—iz")(v—v')d:ds= %/ot/n(|v—v*|2)'da: ds

\/ot/n(q’z(a)).dzd8=/ot/nG(a)c'zda:ds
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De (5.10), (5.12), (5.13) y (5.14), usando ademas la coercividad de 4 y de ®,, se llega
a la siguiente desigualdad:

L 1 -
(5.15) allo(t) = o" (Ol Zscaye + 5112(t) = v* (D1 Lagays + Bla(®llLacaym <

5_/ot/n(e(v")—Ac'r")(a——o-')d:ds—/ot/nR'(v—v')d:cds—

t
—/ -/af.'d:cds+c,
0 J0

cona>0, b> 0y c constantes.

Si se define h(2) = [l9(2) - " (D) xayg + 10(2) = 0" (D) ays + It sy de (5.15)
t

por Cauchy-Schwartz se obtiene h(t) < d/ h(s)ds + e, con d y e constantes positivas

0
que no dependen ni de ¢ ni de p. Aplicando el Teorema de Gronwall se deduce que existe
una constante ¢; positiva que no depende de ¢ tal que

(5.16) lo(t) = o*()llL3aye < a1y [[o(t) = 0" (t)llLay < a1 ¥ lla(t)Lroy= < a1,
vVt € [0,T,) ,

lo cual es equivalente a

(5.17) lle()llLaays < c2, lo()llLaay ez ¥y a(t)l|L2 oy < ez,

Vit € [0,Tp], con ¢, constante positiva, que sélo depende de T,.

O sea, en (5.17) se han obtenido estimaciones a priori Vt € [0,T;] de la solucidn, lo
que asegura la existencia global (ver Capitulo 1).

‘OBSERVACION 5.2.1. Si notamos para cada g > 0 (0, a,,v,) a la solucién de (5.1), (5.2),
(5.3) y (5.4) con Ty > 0, (5.17) se escribe como

(5.18) lou(llL2aye < e(To)y llaw()llraaym < e(To) ¥ [lva(t)llLaa) < (To),

donde ¢ depende de Ty y no depende de p (ya que ni d ni e dependen de p). Es importante
aclarar que hasta ahora se habia omitido el parametro p puesto que se lo fijaba.
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5.3. Evolucion dinamica de los materiales elasto—plasticos con
endurecimiento

5.3.1. Hipétesis adicionales sobre la energia y el convexo de plasticidad.

Se asume para esta seccién hipdiesis adicionales a las ya introducidas en 5.1.

La funcién G = —2 verifica:
Oa
(519)  G(a) = (x(a),d(a)) cona€R!xR, x(a)€RY, d(a) € R,

donde x es una funcidn lineal y d es una funcion céncava.

El convexo de plasticidad K tiene la siguiente forma:

g(nn —12)—¢<0

9
con g: R, —» R convexa.
)
con‘rl,‘rzeRg,ceR} °

K = {(7‘1,7'2,6)

O sea, se obtendran resultados para los materiales con endurecimiento isotropico y cinematico
lineal (ver Capitulo 2). Se notara
V = L}(Q)? x L}(Q)? x L*(Q), L*(N) = L}(N)3 x L3 () .

s

. 5.3.2. Plantco del problema.

La ley constitutiva se escribe como

-

(5.20) (6(”) " A&) € Ik (0,G(a)) en 2 x(0,T),

con f{ convexo de plasticidad, (o(z,t),G(a(z,t)) € K en c.t.p.

Se tiene también la ecuacién de movimiento
(5.21) dive+ f=7 enQx(0,T).
Se imponen las condiciones iniciales
(5.22) o(0) =09, a(0) =ap, v(0) =vy en Q,

y las condiciones de contorno
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(5.23) {0.7) = F en 9pf) x (0,T)
v = v en 0,81 x (0,T)

5.3.3. Pasaje al limite (4 — 0).

De las estimaciones (5.18) se sabe que existe una sucesién de (o,, a,,v,) con p — 0
tal que

(5.24) { (ou,au) = (0, a) en L=(0,T;V) débil *
| VeV en L*°(0,T; L*($2)%) débil *

donde (o, a) y v pueden depender de la sucesién tomada.

5.3.4.
Se debe probar que (o(z,t), G(a(z,t))) € K en c.t.p.
De (5.12) y (5.18) se deduce la existencia de una constante c positiva tal que para

todo u >0, t € (0,T) se tiene

\

(5.25) | [ 0euen Glan(@n Glan) - (o €N ds <.

Usando (5.10) se deduce

(5.26) /ot /n 0u(0,4,G(a,))dzds < c .

La funcién || — PKE”%’(O.T;V)* es convexa y continua, por consiguiente débilmente
semicontinua inferiormente en L € L3(0,T; V).

Debido a las hipétesis sobre la energia de la seccién 5.1, existen una subsucesion de
(0pyapu,v,), que cumple (5.24) y G* € L*(0,T;L3(2)) tal que

(5.27) G(a,) — G* en L™(0,T;L*(Q)) débil =
(en particular en L*(0,7; L*(2)) débil).
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De (5.26) y (5.27) se obtiene

-/oT_/n (¢,G*) ~ P (0,G")[?dz ds

T
(5.28) < liminf /0 /n (0, Gla)) = Pc(e, Gler,))Pdz ds

p—0
T
~ timigt(2u) [ [ lou(ow Glan)ldzds =0,

=0 o Ja
con lo cual resulta
(5.29) (o(z,1),G*(z,t)) € K en c.t.p.
Se definen x* y d* con
(5.30) G* = (x*,d"), x"€L>®0,T;L*N)}), d* e L=(0,T;L*(RN)).

Como x es una funcién lineal, la subsucesién (a,) cumple

{ x(a,) = x(a) en L(0,T; L*(2);) débil

(5.31) on x(@) = x°

Por el crecimiento impuesto a G en 5.1, tenemos que Ya € L?(0,T;L?*()), d(a) €
L?(0,T;L%(f2)), adem4s la funciéSn a — —d(a) es continua y convexa, por lo tanto
débilmente semicontinua inferiormente en L2(0,T;L%(f)), entonces de (5.24), (5.27) y
(5.30) se tiene (ver Capitulo 1),

(5.32) —d(a) £ —d" en ct.p.
De (5.29), (5.31) y (5.32), siguiendo con la notacién de 5.3.1, se deduce
(5.33) g(c —x(a))—d(a) < g(c —x")—d" <0 enc.t.p.,

que es lo que se queria probar.

5.3.5. Condiciones de contorno para o.

De (5.24) se deduce inmediatamente que (o,v) satisface la ecuacién de movimiento
(5.21), en particular, teniendo en cuenta la regularidad de f, se verifica
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(5.34) (—0’,‘0) G Ya ]

con Y, = {(r,w) € L*(Q x (0,T))? x L*(Q x (0,T))3/ div  + w € L*(2 x (0,T))3}.
Si se considera w :  x [0,T] — R tal que

(5.35) we H (2 x(0,T)),w=0 end2x[0,T)UQx{0,1},

entonces, de las propiedades del espacio Y, (ver Capitulo 1), se cumple

T T T
(5.36) / /andzds—/ /vd)dzds—/ /fwdzdsz
0 Q 0 o 0 Q
T
=/ / wondzds.
0 8’-(0

Por otro lado, como (g,,v,) con u > 0, cumplen con la ecuacién de movimiento (5.2)
y las condiciones de contorno (5.4), se tiene

T T T
(5.37) / /J#de:ds—/ -/v,‘cbd:l:ds—/ /fwdzds:
o Ja o Ja o Ja
T
=/ / wFidzds .
0 800

Tomando el limite cuando g — 0, se deduce de (5.24) que

(5.38) on=F! en 30 x (0,T).

5.3.6. Ley constitutiva.

Se define para cada u > 0, t € (0,7 la funcién

639)  p)= [ [(A6n-ctoon-rdzdst [ [ a(G(ap) = mi)dsds,

con

T =(n,m), n € Wh(0,T;Y), , € W1=(0,T; L%(Q)
(5.40) r(z,t) € K c.t.p., 7(0) = (6¢,a9) en Q
11 +n = F9 sobre 99 x (0,T)
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Como o,,a,,v, cumplen la ley constitutiva (5.1), de las propiedades de 9y, se

deduce
(5.41) Pu(t) <0.

Se analiza cada término de la funciéon p,(t) dada en (5.39). Valen los siguientes

resultados:
(5.42) / /Acr“ = 71)dz ds = -/(a,,() () A(0u(8) — () da+

+/ /A‘i'l(a'“—‘rl)da:ds,
0 Jva

549 [ [ Glaesdzds = [(@alant) - aleo)ds,
y

(5.44) /ut/nnd“ dz ds = -/ot/nr‘za,, dx ds+/n(rz(t)a,,(t)— lag|?)dz .

Usando las funciones ¢* y v*, definidas en 5.1, se obtiene

(5.45) /t/ €(v,)(0 — 71)da ds = —1/ o, () — v* (1) 2 de—

//R d:cds—/ /(v“—v ) div (o* = 71)dz ds+
+/0 /ne(v*)(a,,—n)dzds,

con R* =73 — dive*—f.

Reemplazando (5.42), (5.43) y (5.45) en (5.39) e integrando en t € ({; — h,ty + k)
C (0,T) ,se puede pasar al limite inferior en (5.39) cuando g — 0 dado que

g,,a,) — (0,« en L¥(tg — h,to + h; V) débil
(5.46) { Sl

vy >V en L%(ty — h,to + h; L*(02)*) débil

y les drminos cuadraticos son débilmente semicontinuos inferiormente.
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Definiendo
(47) 50 = 5 [0 = n)AC) - n() + [ [ At —n)iedsr
/(«p — &, (ac))dz -/ot/ncﬁ2 d:cd.s+/n(a(t)-rz(t)— o [2)dz+
-/ |v(t)—v"(t)|2d:c+/0t/r:(R‘+ div (0* = 1))(v — v*)dz ds—

// o — 71)dcds .

1 tot+h 1 to+h
0 > — liminf t)dt > — t)dt.
2 5y limin /to_h pu(t)dt 2 o - p(t)

s¢ llega a

Como p € L'(0,T) con t, punto de Lebesgue para casi todo ¢y € (0,T), pasando al

limite A — 0, se prueba
(5.48) P(te) <0 c.t.p.
Esta ultima desigualdad da una expresién débil de la ley constitutiva (5.20).
NoTA. Contrariamente al problema con endurecimiento lineal y debido a la poca regular-

»
idad de la solucion no se puede dar un sentido claro a la condicién inicial, tainpoco se ha
Y

logrado unicidad de esta solucion débil.

57



CAPITULO 6: Un esquema implicito

6.1. Planteo del esquema implicito

Se considera la evolucién dindiica de un material eldstico perfectamente plastico, tal
como se la ha estudiado en el Capitulo 3. Se agrega la hipétesis F¢ = Fi(z) a las ya
introducidas en 3.1, es decir solo se tratara el problema con la fuerza de contacto dato en
3r§ no dependiente del tiempo.

Se define
(6.1) T=v—v", f=f—-9", h=¢(»"),

con v* y ¢* ya definidas en 3.1.

La ley constitutiva débil (3.2.1), se puede escribir como
(6.2)

/ As(t)(o(t)—(8))dz+ / B(t) div (o(8)—7(t))dz < / h(t)(o(t)=(t))dz , en (0,T),
0 Q Q
Vr € Wh(0,T;Kp), con o(t) € Kdonde K={r €Y y 7(z) € Kenctp.}y Kp =
{r €e K/r.n = F4}.

De la ecuacion de movimiento (3.10), se obtiene la ecuacion equivalente
(6.3) dive+f=v enQx(0,T).

»

Las ccuaciones de contorno se reducen a
(6.4) on=F? endpftx(0,T)
v=0 endNx(0,7T),
y las condiciones iniciales

(6.5) v(0) =0, o(0) =09 en Q.

Para plantear el esquema implicito, se divide [0,T] en N intervalos [tn,tn4+1] con

At= T, un(z) = v* (2 1) y (=) = (e, ta), A7(z) = h(z, La).

Partiendo de 0® = o y 3° = 0, se busca obtener por induccién a (¢™*?,5™*?), solucién

de

0'"'+1 _ a.n.
(6.6) / A(——).(a"+l - 7)dz +/ "+t div (o™t — 7)dz <
a At 0

< / R (o™ — 1)de
0
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para todo 7 € Kp, con o™ty = F? sobre 9pf) y o™*t! € K. Ademis,

=n+1 _ —=n —_n
(6.7) / (v_v)w dz = /(f + + div a’"“)w dz ,
0 Al 0

para todo w € L?(2)3.
Definiendo g™ = o™ + At7n+l y e* = Ac™ + Ath™*!, de (6.6) y (6.7) se obtiene

(6.8) / Ao™ (o™ — 7)dz + At/ 7" div (6™ — 7)dz <
0 9]

< / e"*(o"t! - 7)de
a

(6.9) / 7" tw de — At/ div o"Mw de = / 9w dic .
0 fa Q

La solucién (o™*?,3"*) es un punto silla del lagrangiano L (ver Capitulo 1) con

L:Y x L?(Q)* = R, definido como
1

(6.10) L(r,w) = —/ Arr dz + At/ w div 7 dz —/ e"r dz
2 Ja 0 a

1
+IKF(T)—§A|w|2dz+Ag"w dz .

Se redujo el problema de la existencia de solucion del esquema implicito, para cada
1 <n < N, abuscar la existencia de un punto sila.

El lagrangiano L no verifica las condiciones del tcorema de punto silla (ver Capitu-
lo 1}, ya que no tiene el crecimiento al infinito en 7 € Y necesario. Isto leva a considerar
un nuevo lagrangiano L, con

7 .
(6.11) L(m,w) = L(T,w) + E)/ | div r2dz .
n

Aplicando el teoremaa L, se deduce la existencia de un unico punto silla (a,’7‘+1 , 5;'“

en Y x L*(§1)?, el cual verifica

( / Acr,']‘“(a,';“ —71)dz + At/ vt div (or,'l1+1 —7)dz

Q Q

- /‘; e™(opt! —7)dz + n/ﬂ div op*! div (o0 —7) <0
para todo 7 € Ky

/ Egﬂw dz — At/ div cr:,‘Hw dz = / ghw dz
9] 9] Q

| con optl € Kp, y w € L3(Q)*

(6.12)
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n+1

a " como funcién test y

Se debe pasar al limite con 7 — 0, para ello sc toma w =7

se suman las dos expresiones en (6.12) obteniéndose

+1_n+1 —n+1)2 o n41)2
AAU,’,‘ oy d:c+/‘;|v;; |dz+nA|d1van+|dz§

S/e"(or,','“—T)d:c+/g".v:;+ld:c+/Aa:,‘“-r dc+
0 o Q

+/ Atv,';'*'l div 7 dz + 7]/ div a',’,""1 div 7 dz
n 0

de lo cual, usando la coercividad de A se deduce

op*! es un sucesién acotada en L?(Q2) independiente de 7
(6.13) 5:,"“ es una sucesion acotada en L%(f2)? independiente de 75

/2 div opt?  es una sucesién acotada en L?(£2)® independiente de 7

Tomando w = div o7*! como funcién test, se obtiene de (6.12)

(6.14) div or:,‘“ es una sucesién acotada en L?(Q)* independiente de 7 .
Por consiguicnte se puede extraer una sucesion (a;,‘“,i;;“), con 7 — 0, y existen
(on+1, 3™ t1) tales que
optt = on*l en L%(Q) débil
(6.15) div ot — div o™t en L2(2)* débil
ot o gntd en L?(92)* débil

De (6.14) se deduce
n div op*! — 0 en L*(Q)°.

Ademads, de (6.13), usando la convexidad y continuidad de los funcionales se verifica

liminf/ Aotlgrtl g 2/Aa”+1crn+1 dz
9] 0

n—0 K K

liminf/ |17:;+1|2du: > / |57 )? d .
n—0 Jg 0
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Por consiguiente, (c™*1,3"*1) es solucién de (6.8) y (6.9). Como Kr es cerrado y

convexo, se tiene también la condicién de contorno para ¢™*!, con o™t?! € K.

Se ha demostrado la existencia de solucién para el esquema implicito, la unicidad se

deduce en forma inmediata usando las técnicas habituales.

6.2. Estimaciones a priori

Dadas (X")USHSN funciones en un espacio vectorial cualesquiera V, se definen la

interpolacion lineal y en escalera respectivamente como

. L - tr - .
(616) XN(t) = (Xn - Xn—l)A—tll + Xn—-1 s1t € [tn—latn]
y
(617) X;V(t) = Xn sile [tn—l’tn] :

Estimaciones a priori I

LEMA 6.2.1. Valen las siguientes desigualdades:

- ﬂ. 17. n m m 1
(6.18) Z/ o™ de > /ﬂ Ac™o “—E/nAaocro.

n=0

\CR

(6.19) L/ "t — )t dz > /I—m+1|2d:c.

Demostracién. Es inmediata usando que A es un tensor definido positivo, con lo cual vale

A(a_n+1 _ a,n.)a,n+l > %(Ao,n+la,n+1 _ AO‘“O’")

y analogamente

1
=n+l _ —ny—n+1 > n+1 2 =n
(I o 2 L - )
Sumando los sucesivos términos de n = 0 hasta m sc obtienen (6.18) y (6.19). m]
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1

Eligiendo w = 3™*! en (6.7), si se efectiia la suma en (6.6) y (6.7) de las sucesivas

inecuaciones hasta m, usando (6.18) y (6.19) se verifica

m

1 n
(6.20) E/Aa"”l mtlde 4 - /I"’"'H|2 dz < Z/(f 4 div Yo"t Atdz !
n

n=0
m

1
+ L/ hn+1 n+1 - 7)Atdz +/ Ao m+1 _ 00)1- dz + 5/ Agyo, dz
17
con 0 <m<N-1.
De las hipétesis de regularidad hechas en el Capitulo 3, se puede deducir de (6.20) la

existencia de C; y C,, constantes positivas tales que

(6.21) / o™+ )2 da:+/ [T 2dz < C, + Co AL Z(/ lo™|?de +/ [77|*dz)

n=0

De la versidn discreta del Teorema de Gronwall (ver Capitulo 1) se deduce que

(6.22) / |or'"+1|2d:c+/ g™ 2dz < C,

con C counstante positiva independiente de At, 0 <m < N —1.
Definiendo on, 0§y, Un y ¥} como se ha hecho en (6.16) y (6.17), se obtiene de
* (6.22) lo siguicnte:

on Yy 0f estdn acotados en L%°(0,T;L?(2))

independicntemente de N
(6.23) _ _ , /g
UN Yy Uy estdn acotados en L*°(0,T; L*(N2)°)

independientemente de N

Estimaciones a priori II.

Sumando (6.6) en t =%, con T =0" y (6.6) en t =1, con T = 0", se obtiene

n+l _ 2 n n-—1
(624)/ A ((7 Z’t + o >( n+1 _ n)d.l: +/(—n+1 _ —- le (o,n+1 _ cr")d:c
Q

(Rt — W) (o™ — o™)dx .
Q
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Si se suma (6.7) en t =t,4; con w =¥t —3" y (6.7) en t = ¢, con w = " —y"+!

resulta

—=n+l

(6.25) /ﬂ div (6™t — o™)(F"H — T")dz + /n F - FHE™ - 5)de =

=n+1 =n =n-—1
v — 29"+ _ _
=/ (@t —5")dz .
a

At

LEMA 6.2.2. Valen las siguientes desigualdades:
1
(626) A(a.n+1 — 25" +a_n.—1)(a,n+1 _ a_n) > 5A(a_n+1 _ a_n)(o,n+1 _ a_n)

1
_ 514(0,11. _ 0‘"'_1)((7" _ a_n—l)

Yy

- 1 1 -
(627) (5"’+l — 2" + e 1)(6n+1 _ 1—)11) 2 Elv"-*-l _ _D-n.|2 _ 5Iin, — 3" 12 .
Demostracion. Es inmediata ya que A es un tensor definido positivo. o

Aplicando el resultado del Lema 6.2.2 a (6.24) + (6.25), se obtiene
1 a,1|.+1 — o™ a.n+1 — o™ 1 o" — a,n—l o™ — a.n.—l
6.28)- [ A dz — - [ A d
( )2/n ( At )( At )x z/n ( At )( At )’:J’
- =n+l _ =n 2 E = 2 I n+1 _ hr
+ 1/ ot = _ i/ v U de S/ et = (o™ — o™)d
2 Jol T At 2 Jo| T Al o Al

7n+1 _Tn . o
+A (—Al )(v tl_3 )dz .

De las hipétesis de regularidad del Capitulo 3, se sabe que h € W1°°(0,T; L%(2)?),
hn+1 — A" —n+1 —n

f e Whe=(0,T; L*(Q)?), de lo cual resulta que 6k = —Qxy Y 5f = f At_ f

acotadas en L?(£2)%. Por consiguiente, sumando en (6.28), con n = 1 hasta m, se verifica

Mmoo sen—1

estan

gMmtl _gm 2 gl o gm 2
6.29 d dz <
(6.29) /n At ’ +/n At T=
"L 0.n+1 —o" 2 ;b-n.+l — " 2
<C -+ C i RN Le| At
SOy 2'12;0[/“ Al (.ci/n N (.z] }
ol — g9 2 oL 2
+ C —_— d. —| dec| At
& [/n AL | =T /n Al ”] ’
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con Cy, C; y C; constantes positivasy 1 <m < N —1.

Si m = 1, se consideran las ecuaciones (6.6) + (6.7)en t =t;, w =3 y 7 = ¢,

2 ol — o
dz < / Al (—)d:c
a At

recordando que ¥° = 0, se obticue

(=) (5 )+ |
+/n (Z—:)( div o + F')dz .

Como h € L®(0,T;L*()*) y f € L=(0,T; L*(2)%), se deduce de lo anterior

(6.30) /n

con C4 coustante positiva.

=1

At

2 2

d$<C4,

0'1'—0'0

At

=1

D
d:c+/
a | At

Aplicando la versién discreta del Lema de Gronwall (ver Capitulo 1), se obtiene la

existencia de una constante positiva Cs independiente de At, tal que

a.m+1 —o™m 5m+1 —p™

(6.31) + < Cs,
con m=0,..., N —-1.

De (6.7) se obticne,
(6.32) | div ¢™|lLaays < Cs .

Usando las definiciones hechas en (6.16) y (6.17); (6.31) y (6.32) permiten asegurar lo

siguiente:

oN es una sucesion acotada en L°°(0,T'; L?(2))
(6.33) TN es una sucesion acotada en L°°(0,T; L*(£2)?)

div oy y div oy son sucesiones acotadas en L°(0,T; L*(02)?)

6.3. Pasaje al limite N = 400

De (6.32) y (6.33) se deduce la existencia de ¢ € L*°(0,T;Y) n W1°(0, T;L%(Q)),
ot € L=(0,T;Y), v € Wh(0,T; L*(Q)?), v¢ € L*(0,T;L*(N2)*) y subsucesiones de
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(on,¥n), (0%,75) tales que

(ony — 0 en L°°(0,T;L2()) débil *

ON — O en L*°(0,T;L2(0)) débil «

oy —o° en L*(0,T;L?(Q)) débil x

(6.34) J divony — dive en L%(0,T; L2(2)?) débil *
div o§, — div o en L(0,T; L2(02)%) débil

IN =T en L=(0,T; L2(£2)%) débil *

7y — " en L*°(0,T; L2(2)*) débil =

Ty — T en L(0,T; L2(2)?) débil *

Se deduce de (6.31) que vale también

Imyatoo(ony —afy) =0 L=, T;Y
635) fimaemlon =50 =0 e L0.237)

Impy_too(On — V) =0 en L%(0,T; L3(2)?)

con lo cual

(6.36) o=0° 'y v=79°.

\

6.4. Condiciones iniciales

Como W12(0,T;L?(£2)) C C([0,T];L*(R)), entonces 7 — [|7(0) — o¢}lL2(n) es con-

tinua y convexa, por lo tanto débilmente seinicontinua inferiormente, de lo cual se deduce
lo(0) — ool < }\i,n_l._i*li”UN(o) —aollLin) =0;

o sea, se ha obtenido

(6.37) a(0) = o9 .

Con la misma técnica se obtiene

(6.38) 3(0) = 0.



6.5. Condiciones de contorno en o

Para toda w € C°([0,T] x 2,R?) con w =0 si z € 9,8, de la formila de Green y
usando las propiedades de o, se obtiene

T T T
/ / div oy.w dz dt = / / Fi(z)w de dt -/ / on-e(w)dz dt.
0 a 0 8p0l 0 0

Pasando al limite, con NV — +o00, se deduce

(6.39) on=F% en 9pQ x (0,T).

6.6. Convexo de plasticidad

Se debe probar que o(z,t) € K en c.t.p.
Comio |7 — Pg7|lL3¢0,;L2(n)) €5 convexa y continua en 7 € L?(0,T; L?(11)), con K

el convexo de plasticidad, es débilmente semicontinua inferiormente, por consiguiente
”0‘ - PK”“L’(D,T;L’(O)) S h}\r,ninf “crN bt PKU'N”L’(D,T;LZ(Q)) =0 )
— o0
con lo cual

(6.40) o(z,t) € K enc.t.p..

6.7. Ecuacion de movimiento

OBSERVACION. Si x € W1(0,T; L*(2)™), entonces la interpolacién en escalera x$§
tiende a x en L%°(0,T; L2(£2)™),si N — +oo.

Como consecuencia de esta observacion se verifica

wf — w en L%(0,T; L?(Q)3
(6.41) { N ( Q)

)
fnv — f en L?(0,T; L*(R)%)
Por otra parte, de (6.9) se deduce
T —_— .
(6.42) / /( div oly 4+ fn — On)wly dec dt =0,
o Ja
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con w € C&(0,T; L*(N2)%).
Pasando al limite, de (6.34) y (6.35) vale

dive+ f=% enct.p.

6.8. Ley constitutiva
Etapa I. Sca 7 € K7, tal que verifica
{r € Whe(0, T;L*(Q))
div € Whe(0,T; L*(Q)*)
De (6.6) se obtiene

7

&

0'"'+1 - "

(6.43) [ AT—(U""'l — T(tnt1))dz +/ "t div (o™t - 'r(tn_,_l))d.c] <
Q

g

0

S0 [ W )i,

0 n

3
1

IN

y de (6.7) se llega a

(6.44) L/ div g™yt dp = i/ ( —7( n+1)> "t dz.

n=0

Sumando (6.43) y (6.44) se deduce

L u+l _ 0'"' m n+l T
(6.45) L/ "'Hd:c+Z/< )—"“d:cg
9]

=0

m 't+l N ~
< E [/ . 4 T(tn41) da +/r;5n+1( div (th41) + f(tn+1))d;,;]+

+ Z /‘; R o™ — 7(tny))dz .
n=0

De (6.18) y (6.19) para t,py) = (0 + 1)AtL, se ticne

1 1 1
(6.46) = [ Aon(tmi1)oN(tmer)dz + = | [N (tmes)|Pdz — —/ Acgog dz <
2 Ja 2 Ja 2 Ja

o 41 | PPN —e
< / / Aon.Ty da ds +/ / vy div Ty + fy)de ds+
0 Q 0 o
Con 41
+/ / (o — 75 )de ds .
0 0
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1
Como la aplicacion & — 5/ AL(2)E(t)dz : WH2(0,T; L*(R)) — L'(0,T) es continua
0

y convexa, por consiguiente débilmente semicontinua inferiormente, se cumple

.. 1 1
(6.47) }\1,111"1&1;5 /r; Aon(t)on(t) > 3 /(; Ao(t)o(t) dz
y con la misima técnica se obticne

1 1
(6.48) liminf > / o ()i%de > /n (2, ) dz

De (6.34) y (6.41) en particular se verifica V¢ € (0,7)

(ony — 0 en L%(0,t; L?(£2)) débil
T — T en L2(0,t; L%(52))
Iy — en L2(0,t; L2(£2)3) débil
(6.49) ¢ divrf — div T en L%*(0,t; L3(Q)%)
fv—7f en L%(0,t; L*(2)?)
hyy — h en L?(0,¢; L*(02)?)
oy — 0 en L%(0,t; L*(2)?) débil

Usando (6.46), (6.47), (6.48) y (6.49), se pasa al limite N — 400, llegando a

1 ‘ .
(6.50) l/‘ Ao(t)o(t)dz — l/‘ Acgyoy dz + ,—/ [5(¢)|*dz < / / Aot dz ds+
2 Ja 2 Ju 2J/a o Ja

+AtAIL(a—T)dzds+AtA(?+ div 7)7 dz ds .

para todo ¢ en un conjunto denso de (0,T], por densidad se obtiene en todo ¢ € (0,7].
Combinando este ultimo resultado con la ecuacién de movimiento, se deduce

(6.51) /(;t/nA&(a—r)dz: ds+/0t/nidiv (0 — 7)dz dsS/ot/nh(or—r)d:c ds .

Etapa II. Sea 7 € L*=(0,T,Y), t € (0,T], con 7(t) € Kp. Se define

™(z,t) = /) pn(s)T(z,t — s)ds

(6.52) con p,, tal que p, € C§°((0,¢))
¢
[ ons)is =1, puz0
0
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LEMA 6.8.1. Dada T, definida en (6.52), entonces
(6.53) T = 7 en L*(0,t; L3(Q)),
con T,(t) € Kp.

Demostracion.
Se define J(y) = inf {a > 0/2 € K} el funcional de Minkowski (ver Capitulo 1),
a

con y € R?, K el convexo de plasticidad. J es un funcional convexo y se verifica que
K = {ue R?/J(y) <1}, ya que K es convexo y cerrado.

t
Escribiendo J(7,.(z,t)) = J(/ pn(8)T(z,t — s)ds), se obtiene, como J es convexo
0

¢
J(ra(3, 1)) < / on(s)T((2,t = 5))ds ,
0
entonces, teniendo en cuenta que 7(z,t) € K en c.t.p., se obtiene
J(tn(z,t) <1 en c.t.p,,

es decir 7,(z,t) € K en c.t.p.
De la definicién es inmediato que 7,.n = F'9, por consiguiente 7, € Kp.

Para probar la convergencia de 7, a 7, cuando n — + 00 se define
Gn(z) = ”Tn(”) - T(”)”L’(D.T;R'}) .
Se verifica, por propiedades de la convolucion,

{ Gi(z) —» 0 en c.t.p.
Gi(z) < C encdt.p.

por consiguiente, aplicando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, se obtiene
lim Gi(z)dz =0,
n—-+o0o 0

o sea se ha probado el lema. O

Como 7, cumple con las hipdtesis que se pedian en la etapa I para las funciones test,
se escribe (6.51) con 7 = 7,, luego se pasa al limite n — + oo obteniéndose,

t t
//Aé'.(or—r)da:d3+//ﬁdiv(a—‘r)d:cdss
o Ja o Ja
¢
5/ /h(a—‘r)d:c ds,
0 JNl
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El hecho que (o, v) satisfaga esta desigualdad, la ecuacion de movimiento (ver seccidn
6.7), las condiciones iniciales (ver seccion 6.4) y las condiciones de contorno (ver seccién
6.5), aseguran quc es electivamente la solucién del problemma elastopldstico obtenida en el

Capitulo 3.
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