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Introducción

El problema (le I’lnteau, que consiste en hallar una superficie de área mínima bor
(lcada por una curva (lada, fue uno (le los primeros problemas considerados por el cálculo
vnriacional y ha tenido una solución satisfactoria sólo en años recientes: en los años 30 se
lc (lió solución cn cl espacio euclidcano (le tres dimensiones con los trabajos (le Douglas y
Radó [D], [R1], [R2].

Este problema fue formulado por el físico belga Joseph Plateau, quien realizó expe
riencias sistemáticas para describir qué curvas cerradas hechas con alambre sumergidas en
una solución jabonosa, dan películas simples (sin intersecciones) de jabón.

Para fijar ideas, consideramos un subconjunto B de R2 abierto y acotado, cuya
frontera ÜB se describe como la imagen de una curva 7 : [0,1] —>R2 . Si g E C1([0,1])
es una función que verifica las condiciones de periodicidad g(O) = g(1), g'(0) = g'(1)
entonces l‘(t) = (71(t),72(t),g(t)) es una curva cerrada en R3, y si v e C1(É), el área
del gráfico de v viene (lada por la integral

A(v) = / (1 +1): + 1):)“2 dudv .B

Finalmente, si existe u E 01(É) tal que u(7(t)) = g(t) y u minimiza a la funcional
A, el gráfico de u es un ejemplo de superficie de área mínima cuyo borde es la curva
P. Por ser u un punto crítico de la funcional A, u satisface débilmente la ecuación de
superficies mínimas en B:

8 u¿(épica (__v_):0.
(1 + IVuI’W2 v (1 + WW)”2

Sea ahora S una superficie en B.a. Localmente se la puede describir como la imagen de
X u A X

una función regular X : B C R.2 -> R3, X = X(u,v). El vector unitario N = IX—/-\—X—"I
es normal a S si está bien definido y lo supondremos.

Cada plano M que contiene a N, corta a S según una curva 7M que tiene una
curvatura KM. Si giramos 1r alrededor de N, la función M —>KM alcanza su máximo
A1 y su minimo A2. El promedio

H=%(/\1 +A2)=H(X)y

se llama curvatura media. Esta noción es independiente de la parametrización de S,
aunque depende de la orientación.



Cuando las coordenadas (u,v) son isntvrinns, o son

(ISO) [XM]2—IXUI2 rr 0 = Xu on cn B .

Il queda definida a partir del siguiente sistema (le ecuaciones diferenciales, denominado
ecuación (le la curvatura media prescripta o H sistema:

(ll) AX=2H(X)Xu/\Xu.

Se denomina superficie minimal a una superficie con curvatura media nula, y puede
demostrarse que toda superficie mínima es minimal.

Luego, M = X(B) será. minimal si se verifica (ISO) y X es armónica, y será una
superficie de curvatura media prescripta H si se verifican (ISO) y (H), entonces, una
solución al problema de Plateau deberá.ser una superficie minimal que se apoya sobre una
curva prescripta I‘.

En 1930-31, Jesse Douglas y Tíbor Radó solucionaron el problema de Plateau de la
siguiente forma [D], [R1], [R2]: Si B = {(u,v) E R2; u.2+ v2 < 1} es el disco unidad de

R2 , el área A(X) = j IX“ AX,| es invariante por difeomorfismosde B, por lo tanto, si
P C R3 es una curva de Jordan, minimizar A(X) en {X; XIaB = F} es hacerlo en un
conjunto grande.

Douglas y Radó muestran que

inf A(X)= inf D(X) con
Xlsa=P XIan=P

D(X) = á ja ¡vxlz la integral de Dirichlet,

y si D(¿) = “¡SLP D(X) entonces Al = 0 y como D(X) es invariante por cambios
conformes de variables, sale que (ISO) se satisface para JL.

Debe notarse que el problema de regularidad es doble, ya que debe analizarse por un
lado la regularidad de la parametrización, y por otro lado, cuando la superficie es inmersa.

Ilay resultados de regularidad de la parametrización debido a Hildebrandt [Hi1],y
Nitsche [N] y también se han hallado condiciones para que ¿{(3) no tenga autointersec
ciones: Meeks-Yau [M-Y], Tomi-Tromba [T-T] y Almgren-Simon [A-S].

Si pasamos del caso H E 0 al caso H E cte en R, H 960, tenemos como ejemplos
de superficies de curvatura media constante a los cilindros y las esferas en R.a. Dado un
círculo P de radio R en el plano z = O de centro 0 y una constante H > 0 tal que

2



ll R < l , hay (los porciones (le esfera en el seiniespacio superior, o sea, (los superficies (le
curvatura media constante II que se apoyan en l‘ [B-C].

Si l‘ cs una curva de Jordan en R3 , el problema de hallar superficies (le curvatura
media constante II, que se apoyen eu l‘, se llama, a veces, problema de Rellich.

Ahora se estudia la funcional

DH(X) = 1)(X) + 211V(X),

donde V(X) = Xu AX, -X da el volumenalgebraico (V(X) < 0 es posible) delB
cono con vértice 0 € Ra engendrado por X(B).

La existencia de una primera solución a este problema, que suele llamarse pequeña
o estable, fue demostrada por Hildebrandt en 1969 [Hi2], [Stl] para curvas F C 33(0)
con IH IR S 1 . La solución puede caracterizarse como el mínimo de la funcional DH en
un conjunto apropiado. Heinz en 1969 demostró que la hipótesis IHIR S 1 no puede
debilitarse [He].

Una segunda solución, llamada grande, fue hallada por Brézis-Coron y Struwe entre
1984-86. Esta solución no puede ser descripta como un mínimo local de DH, y se la
denomina solución inestable [Stl], [St2], [B-C].

Por último, consideremos el caso H no constante. Como antes, el problema tiene una
estructura variacional. Si definimos

Qos)= (joa H(3,€2,€a)d3,[2H(€1,s,€2)d3, [oüH(el,¿2,s)ds),

para f G R3 , y consideramos la funcional

DMX) = DU‘)+ 2V“),

1
donde V(X) = 

B
problema de Plateau, también denominada pequeña y que se halla como un mínimo local
de DH, bajo condiciones análogas al caso H E cte para H y l" [Hi3].

Paralelamente al problema de Plateau, se ha desarrollado el problema de Dirichlet
para un H -sistema, o sea, el problema de hallar una función que Verifique en un
sentido a precisar, y que tome un valor determinado en 8B .

Q(X) oX“ AX, es el volumen de Hildebrandt, existe una solución al

Si H es una constante no nula, se ha demostrado la existencia de dos soluciones a este
problema, un mínimo local de DH, llamada solución pequeña [H1], [Stl] y una solución
inestable [B-C], [St2], siempre que el dato de Dirichlet no sea constante.
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En este último ('nso,ln única soluciónnl problenm (le Diricllletes (liclm constante
Si Il es variable, pero cercana a una constante no nula Ilo para una cierta distancia [St/1|,
se alinna que si existe una solución estable para Ilo, hay (los soluciones al problema (le
Diriclllct en un subconjunto denso (le un entorno de Ho [St4]y en todo ese entorno

Si S C R’ es una superficie no paramétrica, o sea, S queda definida a partir (le la
ecuación

z =U(z,y) , (3,31)ESIC R2 .

James Serrin ha demostrado que si H es un dominio acotado del plano, entonces el
problema de Dirichlet en Q para la ecuación correspondiente de curvatura media constante
tiene solución para cualquier dato de contorno continuo si se verifica la relación 172 2IH|
con 77la curvatura de 89 en cada punto de 39. En caso de existir, la solución es única
[Se].

Por último, Gilbarg, Trudinger y Simon han demostrado para hipersuperficies en
R."+l que son el gráfico de una función U : fl C R.“ —>R, donde Q es un dominio
acotado, que el problema de Dirichlet para la ecuación de curvatura media prescripta tiene
solución para cualquier dato de contorno continuo si y sólo si la curvatura media de 0Q
es no negativa [G-T].

En este trabajo se ha estudiado el problema de hallar soluciones de la ecuación de
curvatura media prescripta (H), para H una función continua y acotada, bajo condiciones
de contorno de Dirichlet, Plateau y Neumann. También se han estudiado las propiedades
de las solucionesde en distintos espaciosfuncionales.

En el Capítulo 1 damos algunos resultados clásicos que serán citados a lo largo de este
trabajo.

En el Capítulo 2 se demuestran propiedades generales de las soluciones de en
determinados espacios funcionales, además se dan condiciones sobre la función real y con
tinua H para que un punto crítico de DH tenga sus coordenadas isotermas, de manera
que si X(B) es una superficie inmersa en Ra , esta tiene curvatura media H(X) y se
apoya en XIaB .

En el Capitulo 3 se estudia el problema de Dirichlet para la ecuación de curvatura
media prescripta (H). Vemosque bajo determinadas condicionespara H , los puntos críticos
de D" son soluciones de (H), y damos condiciones bajo las cuales existen más de dos
soluciones de (H). Hallamos una solución que es un mínimo global de DH , mientras que
las demás soluciones son: o un minimo local de DH o una sucesión de mínimos de DH en
conjuntos convexos y cerrados.

Terminando el Capítulo 3 demostramos un resultado que es una variante del Lema del
Paso de la Montaña [A-R], [Stl], y damos condiciones para obtener soluciones del problema
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(le Dirichlet para la ecuación (le curvatura media prescripta (Il) a partir de puntos críticos
(le I)" cn conjuntos convexos apropiados.

En el Capítulo 4 se estudia la ecuación (le curvatura media prescripta (ll) bajo condi
ciones (le contorno de Neumann. Demostramos condiciones necesarias que deben verificar
las soluciones a este problema, y analizamos el comportamiento de la funcional D" en un
entorno de una solución que no es un mínimo local de DH .

Finalmente, se demuestra que en analogía al resultado ya conocido de Wente [We],
cuando H es una constante y el dato de contorno es la función nula, la única solución, a
menos de una constante, es la función nula.

En el Capítulo 5 estudiamos el problema de Plateau para la ecuación de curvatura
media prescripta Demostramosque existe una solución que es un punto crítico de
DH , y que bajo determinadas condiciones para H , se obtienen soluciones que son mínimos
locales de DH en conjuntos convexosy cerrados. Por último, damos condiciones necesarias
para que exista una soluciónen 01(37,R3) n 02(B,R’).



Capítulo 1

En este capitulo especificamos las notaciones que serán utilizadas a lo largo de este
trabajo, y recordamos algunos resultados clásicos que luego serán citados.

1.1. Notaciones. Sea B = {(u,v) E R2; 11.2+ v2 < l} el disco unidad.
Denotaremos con Wm'P(B,R’) a los espacios de Sobolev usuales, y Wm'2(B, R3) =

H'"(B,R3). Tr : H1(B,R3) —+Lz(ÜB,R’) es el operador usual de traza, y si
X e H‘(B,R’),

1/2

IIXIIL2(aa,n=)= (j mxp) .BB

Para Y e L°°(U,R"), "Y"m = ess sup|Y(w)|. Por ejemplo, si H E L°'°(R’) y
Q e L°°(R3’R3), wEU

IIHIIoo= SUP |H(€)|, IIQlloo= SUP |Q(¿)|¡
CER-3 ¿ER-5

y ||”(X)||oo = eSBESSPIH(X(w))l,

IIQ(X)|Ioo = “SESEPIQ(X(w))l '

Nos remitimos a [A] para todo lo concerniente a los espacios de Sobolev.

17y a’ notarán los campos normal y tangente (orientados positivamente) a 8B , res

pectivamente,y si X E H2(B,R’), 5; = Tr í .
Para las funcionales DH y V de la introducción, notaremos

¿DH(X)(v)= [DH(X“l'ti‘?_ ’—o

siempre que este límite exista.

Por último, si (un) es una sucesión en un espacio de Banach E que converge a un
límite u, notaremos un —>u, y si la convergencia es débil, un —‘u.

1.2. Funcionales en espacios de Banach.

DEFINICIÓN1.2.1. Dados X un espacio de Banach separable, y J : X -» R una funcional,
diremos que J es débilmente semicontinua inferiormente si para todo número real a,

6



J"'(a,-l-o-o) cs abierto pam ln. topología débil (le X, o equivnlcntcmcntc, si para toda
sucesión (un) en X tal que un —‘u cn X, J(u) S liminf J(u,,).

’l‘EOREMA1.2.1 [D-S]. Sea X un espacio de Banach reflexivo, y J :X —>R una funcional
que vcrificn las siguientes condiciones:

i) J cs débihncntc scmicontinun interiormente,
im J(v) = +00 para todo v E X .ii) J cs cocrciva, o sea, l

IIvII-‘+°°

Entonces, J está acotada inferiorincntey existe u E X tal que J(u) = ig J .

DEFINICIÓN1.2.2. Una funcional J : X —+R se dice convexa si para todo número real
a E [0,1] se verifica que si v,w E X, J(av + (l —a)w) S aJ(v) + (1 —a)J(w).

TEOREMA 1.2.2 [D-S]. Si J _:X —>R es una funcional convexa y semicontinua inferior
mente, entonces es débümente semicontinua interiormente.

EJEMPLO. Una forma cuadrática semidefinida positiva en un espacio de Hilbert es débil
mente semicontinua inferiormente. Si además es coerciva, entonces está. acotada inferior
mente y alcanza su infimo.

1.3. Lema del Paso de la Montaña.

Sea. X un espacio de Banachy 45: X —>R, ¿E 01(X).

DEFINICIÓN1.3.1. Sea u e X, diremos que u es un punto crítico de 43si ¿'(u) = 0, y
dado c E R, diremos que c es un valor critico de Ó si existe un punto crítico u de ó tal
que Mu) = c.

El conjunto de todos los puntos críticos de nivel c será designado por Kc, o sea
Kc = {u e X; d)’(u) = 0, Mu) = c}, y se designará por 45°al conjunto de todos los
puntos en niveles menores o iguales que c, Ó“= {u E X; S c}.

TEOREMA1.3.1 SeanÓE CI(X) y S C X, c E R, 5,6 > 0 talesque Z
45/6 para todo u e ó-1([c —2e,c + 25])ñ Su, donde Su = {u E X; dist(u,S) S 26}.
Entonces existe n E C([0,l] XX,X) tal que, para todo u E X y t E [0,1] se verifican las
siguientes propiedades

i) 77(0)") = u"

ii) n(t,u) = u si u É ¿“(le —2€,c + 25])n Su,
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iii) 1,(1,qs""n.s')(¿¿"-"msó,
iv) 1¡(t, - ) : X w»X cs un homemnorlismo.

_(,‘Vm_|(|icioncs_de_lÏalais:Sm_alg.

Sca 45G C‘(X) . Dirmnos que qt Verifica la condición de Palais-Smale y notarcmos “4)
verifica (P-S)” si para toda sucesión (un) C X, tal que

i) (Ó(u,,)) cs acotada en R. y

ii) ¿'(un) -’ 0,
existe una subsucesión (um) convergente en X .

Diremos que ó verifica la condición de Palais-Smale de nivel c, y notaremos “ó
verifica (P-S)c ” si se verifica que cuando existe una sucesión (un) C X tal que

i) ¿("41) _* C y

ii) Mu») -> 0,
entonces c es un valor critico de

TEOREMA1.3.2 Se supone que d)E C1(X) satisface (P-S), entonces, si c E R no es un
valor crítico de d), para todo e > 0 suficientemente pequeño, existe n E C([0,1] x X,X)
tal que para cualquier u E X y t E [0,1] se verifican las siguientes condiciones

i) 77(0)”) = u a

ii) n(t,u) = u si u í 45-1([c—2€,c + 25]),

iii) 110,45€") c 45°",

iv) 77(t, : X —>X es un homeomorfismo.

TEOREMA1.3.3 “Lema del paso de la montaña” [A-R]. Sea ó E Cl(X) que satisface
(PS) o (PS).,. Si existen e E X y un número positivo r tales que 0 < r < ||e||, y
a E max{qS(0),4‘>(e)}< inf ó(u) E b, entonces c = inf sup ó(7(t)), donde I‘ = {7 e

IluII=r ‘VEÏ' te[0.1]
C([0,1],X); 7(0) = 0, 7(1) = e} es un valor crítico de d), y c Z b.

En el Capítulo 3 se demostrará, bajo determinadas condiciones para H , una variante
de este teorema para la funcional DH .

1.4. Superficies minimales y coordenadas isotermas.

DEFINICIÓN1.4.1 Una superficie regular parametrizada se dice minimal si su curvatura
media se anula en todo punto. Una superficie regular S C Ra será minimal si cada una
de sus parametrizaciones es minimal.



3| Teorema 1.4.1justificará ci motivo por el cual se denomina minimal a una superficie
cuya curvatura media se anula.

DEFINICIÓN1.4.2. Sen X : U C R2 mr lla una superficie regular parmnctriznda, y scan
I) C U un dominio acotado con ÏÍ C U y h : Ü -—*R una función diferenciable. La
variación normal (le X03), determinada por h, cs la aplicación lp : Ü x (-5,5) —-*Ra
dada por <p(u,v,t) = X(u,v) + th(u,v)N(u,v) E X‘(u,v), donde N(u,v) es la normal a
la superficie X en el punto X(u,v).

El área A(t) de X‘(Ü) está. bien definida y es una función diferenciable de t para t
suficientemente chico [DC].

TEOREMA1.4.1 [DC]. Sea X : U C R2 —»Rs una superficie regular parametrizada y sea
D C U un dominio acotado. Entonces X es minimal si y sólo si A'(0) = 0 para todo D
y para todavariaciónnormalde .

DEFINICIÓN1.4.3 [DC]. Sea X = X(u,v), (u,v) e U C R.2 una superficie regular pa
rametrizada. Diremos que X es isoterma, o bien, que las coordenadas (u,v) de X son
isotermas si se verifica que: X“ -X, = 0 y IXuI = IX,| para todo (u,v) E U.

TEOREMA1.4.2 [DC]. Sea X = X(u,v), (u,v) e U C R.2 una superficie regular parame
trizada, y se asume que X es isoterma. Entonces

X“ + X“ = ZHAZN en cada (u,v) E U ,

donde A?=X.¿-Xu =X,,-Xv =IXuAX.,I.

Como Corolario del Teorema 1.4.2 se deduce que si X es una superficie regular para
metrizada, y X es isoterma, entonces X es minimal si y sólo si X es armónica.

TEOREMA1.4.3 Si S es una superficie minimal, cada punto regular de S tiene un
entorno en el cual existe una reparametrización de S con coordenadas isotermas.



Capítulo 2

En este capitulo damos estimaciones (lela funcional D" en Ill (B, R3) y demostrarnos
propiedades generales de las soluciones (le (ll) AX = 2H(X)Xu A Xv y de los puntos
críticos de D" en [12(B,R’). Veremosque si X E H’(B,R.3) es un punto critico de DH
para variaciones en 01(ÏÏ, R3), entonces X es una solución de la ecuación (le curvatura
media prescripta (ll) y las coordenadas (u,v) de X son isotermas, con lo cual, cuando
X(B) es una superficie inmersa en R.3, resulta una superficie de curvatura media H(X)
y que se apoya en XIBB .

2.1. Estimaciones de la funcional DH.

Sean H : R.s —>R, continua y acotada, y Q : R.a -> Ra el campo vectorial asociado
a H .

Si Q E L°°(R’,R’), la funcional DH está bien definida sobre [11(B,R3), pues

DH= D(X)+ g-/B cam-X" Ax. s por) + guquwnur).

Además, DH(X) 2 D(X) —gllQIImDUÍ) de donde se deduce en forma inmediata que

si IIQIIW< g, DH(X) 2 IcD(X), donde k es una constante positiva. A partir de la
desigualdad

| [Bvox" Ax” s cuwuzuvxuá,
con c una constante positiva, válida para Y E C¿(B,R’) y X E H1(B,R’) ([B-C],
Lemma A.3) se deduce que si H E Wl'°°(R’), ya E CÉ(B,R3) y X e H1(B,R’),

| [B"muxo-go ScIIV(H(X)v)IIzIIVXIIÉycomo

(2-1) |V(H(X)v)l S IVH(X)®SOI+ |H(X)Vv|.

C011

_ 8H(X) 8H(X) = 6_H_ 6X1 «¿Ii 8X2
VH(X) _( au ’ av )_ (Bfl X au 8€; X) Üu +

+211mah y ym 01 8X2 a fm)863 au ’66] av 8€; av 6€, Üv

10
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(
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2 1/2 2 2 1/2

(/1, ¡VI/(XM) = (/nIVINXH m) s IlsollmlIVllllmIIV/Yllz,

y n partir (le (2.1), obtenemos que

f Ivuuxw’s f (Ivn<x)®vl+lu(x)wn’sB B

s 2/Buv11m ovl’ + IH(X)WI”)s
S 2[||P||ÏOIIVH||ÍOIIVXIIÏ + IIHIILIIVSPIIÏ] ;

y por lo tanto, la integral / H(X)X., AX, -qpresulta bien definida yB

1 z

|2 f8 Hum Ax, «0| s 2cIIVXIIÉ{ZIIIPIILIIVHIILIIVXIIÏ+ uHuzouvvuzl} / 

Por último, para II e L°'°(R’), (pE 01(É,R3) y X E H1(B,R’) tenemos que

|2 f3 H<X>Xu Ax, «al s IlHllmllwllmIIVXIIÉ

2.2. Puntos críticos de DH en H2(B,R’).

DEFINICIÓN2.2.1. Si H es acotada, diremos que X E Hl(B,R3) es una solución débil

de la ecuación de curvatura media prescripta (H) si / VX - V50+ 2H(X)X,, AX, - cp= 0
para toda (,0E Cá(B,R’). B

LEM“2-2-1- Sea" X E H2(B.R’) y v 6 C‘(ÉR’)- Si Q e L°°(R’,R’) J' % j
L°°(R’) para i a6j, i,j = 1,2,3, entonces la derivada direccional de DH en X en Ia
dirección 9pestá dada por:

E

mmm) = fBlvx.vga+warm Ax. qa]- Éj” our) Ag «oda.

OBSERVACIÓN.Según la Definición 2.2.1 y bajo las hipótesis del Lema 2.2.1, si X es un
punto crítico de DH, X resulta una solución débil de la ecuación de curvatura media
prescripta



Demostración del Lcnm 2.2.1. Sen.X E II’(B,R°) y gaE C¡(Ü,lla) , entonces ln.(lcrivmln.
direccional dl)"(X)(qp) está dada por:

(2-2) ¿DM/VX?) = A; VX ‘ VP + 3Á(Q(X)Pu AX» + Q(X)Xu APv+
2 0‘21 0‘21 ÜQz__] . A _ _ _-_ _.__... -___ _.

l I(X)99 X" X") }-3‘/;B(6€z ‘Pz-l 0€: ‘Pasaa ‘Pll
3Q: aQa 0Q:

+ 0€, 993,8¿1‘P14- aáz 802) Xu Axv 9

ya. que:

(2.a) an(X)(w) s [dicDMX+ mL“, =
d:5

=/BVX-qu+É/[%Q(X+€P)]‘=o°xu/\Xu+

{%Á|V(X+cgo)|2+ÉÁQ(X+W)'(X+€‘P)u/\(X+‘P)v}

2 2

+5¿Q(x)-souAX,+¡ÁQ(X)-quo

[gw + MJFO = [fe-(w +ap),Qz(X+ amasar + w))]‘=o=

.=.,) ;
do) +5‘?)d d

(ZQKX +5?) ¿EQÁX +5?)e:

y llamando Í = X + 54,0,tenemos que

d _ 6Ql_ aïl an _ of, an _ af, _
[591“ “WLO - [a7 X)a; +197,“)ae +aT, ’“ïLo 

= II(X1,X2,X3)801 + :—Ï:(X)9Pz + Z—%{(X)PaE H(X)P1 + %%19Pz+ 8322:1903,

X1

ya que Q¡(X) =/ H(s,Xz,Xa)d3. Análogamente,o

d a a
[56220€ + 690)]‘=0= 11(X)soz+ 73%w1 + 33:99;
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H0e
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a339 'apnPMXvó-(Xmf-aPnP‘Xvó-("‘X——+
‘09
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+1II_lflg__+1II_tng_+nz__ X‘09X‘09X‘09X‘09X‘09)

8HOH -aPnP“XVó-"X(X)H/—vpn(“Xvó°(x)b)=“XV"°"°(X)Ó/

‘u9nge;K

4d,ana_ónnzz;_9
“P”?vx-(x)bapnpvx-nge+

‘39‘39‘39‘39‘393/
+4!__ltlc___+AI_tac___+0:_ X‘69X‘09X‘09X‘09X‘09)

El89 -“P"P"’V"X°“X(X)Hf-opnMvW-(XW/=

=“P“PPv“"x-(XM)+osv"x-((X)Ó%)]7—

’“P'ÏÍÏÏZZÏSZHÓv“X-(100]:7=a?nr“óv"X-(X)Ó7

:onbsomauagqosound.Iodopumfiaqu;«¿3‘th3Xomoo‘nloqv
'(z'z)anonqoas(g'z)uauggsaadxaemm!)¡usaOPII‘BZ‘BIÓHIOOJK
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‘01Im10|Jnd
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3 _ ÜQI 3Q: 3Q:
a) ÉQÜY)- H(X)Xu+ (Exa; + Tax“, Thxnfi

3Q: 3Q: 3Q:
‘*‘—‘—‘a¿axau, 55X“ + —qu),as,
8

b) ¿Quo = H(X)X.,+ (2%?“ + 2%x." ’Ï,—Ïl’x,.+
3Q: aQa 3Q:+—_Xva—-Xv+—Xv a
0€: ’ aa ‘ ag: 2)

6€; ’ as, ” aa ‘ ¿a " 8€] 1
ÜQs an an 3Q:
762902)'Xu AXu—(Exa. + Tax“, Tfi'xlu+
6Q; 8Q; 8Q: ÜQI
¿{aX81“ïxlu + Tax“) °9PAX»-' (Exa-F
8Q! 3Q: an 3Q: 0Q:

v1 v v o _ ' A E .
8€, X’ as] X1 + ac, X” ’ as] X‘ + ae, X") X" ‘P °

Para. verificar c), veamos como se anula la primera coordenada. de esta última. ex
presión. En efecto, la primera coordenada es:

6 a
(áw +ávafixwïu —XML”)

_ (aa-(¿221qu+ %X’“)(‘P2X3v _ XM”)
an 8Q]

- (79?" + ícíxsmxam —Km) =0

Pero por ser uX,J —vXu = 8—X—80 , llegamos a:

¿DH(X)(9)= j [VX-w + 211m)? . xu Ax,]+B
2 0X+ Edo,

o bien,

(2.4) dDH(X)(«p)= / [VX-V9+2H(X)Xu AX, wa]B
2 0X

-5/DBQ(X)A5;-'Pd0. D

15



'I‘EOREMA2.2.1. Supongamosque Q E L°°(R3,R’) y que E L°°(Ra) para i,j =j ..
I,2,3, i j, y son X E "¡(13,11’) tnl que dl)"(X)(tp) = 0 pnrn toda cpG (JW/LR”).

Entonces X cs unn solucióndébil de (II) y ---—= A 07 en L’(ÜB,R3). En01)
9X 7X

particular, Ï5- - (-9- = 0 pp en BB. Además, si II es constante y X E L°°(B,R’), se1) ( rr
2

obtieneque = X- = 0 ppcnÜB.
817 81)

Demostración. A partir de la. expresión (2.4) del Lemma 2.2.1, se obtiene que

jVX-Vso+2H(X)Xu/\X,oqp=0,B

para toda gpE C¿(B,R’), y por lo tanto, X resulta una.solucióndébil de Además,

/[—AX+2H(X)X,, AX.]-p = 0 ,B

para toda. cpG C¿(B,R’), y por lo tanto como —AX+ 2H(X)Xu AX, E L‘(B,R’),
obtenemos que

—AX+2H(X)X.,AX.=O pp en B.

Ahora, volviendo a (2.4), tenemos que para goE C1(É,R3),

2 6X
0=/[VX-Vp+2H(X)XuAX,,]-qp—-/ Q(X)A—-goda=B 3 oB a”

2 8X

=/[—AX+2H(X)XuAX,]-cp+/ a—X--goda——/Q(X)/\—'tpd0'=B as a" 3 OB a”
3X 2 8X

—Í“, [35' 39”)" 79;]‘W‘m

y como X e H2(B,R3), 631;,281;E L2(ÜB,R3), además, Q E L°°(R’,R’), y entonces,
ax 2 aX 2 ,

ax 2 8X , ,
(2.5) 377 —¡Quo/x aa _o en L (BB,R ).

Por último, si H(X) = Ho e R, entonces Q(X) = HoX, Q(X) E L°°(B,R.’)

para X E L°°(B,R’), con lo cual DH resulta bien definida, y además air. = 0 para.Jiaj=1,2,3)
16



La expresión (2.5) implica. que

0X 2 0X__ —_ k A___
017 3 o 00 pp en ’

y multiplicando escalarmente por X, obtenemos que

0
—X-°X=0 ppen BB,
an

lo cual completa la demostración. D

TEOREMA2.2.2. Supongamosque Q E L°°(R’,R’) y E L°°(R3) para i,j = 1,2,3,j _
i y sea X E H2(B,R’) tal que ¿DH(X)(qp)= 0 para toda tpE C1(B,R’). Entonces
las coordenadas (u,v) de X son isotermas, es decir, IXuI = |X,| y Xu -X., = 0 pp en
B .

Demostración.

Paso 1. Si IXul2 —IX‘,|2 = Xu-X, = 0 en L1(ÜB,R’), entonces IXuI2 —IX.,|2 =
Xu -Xv = 0 en L1(B,R’).

Extendemos X a R2\É por inversión con respecto de BB, o sea, para 1-2= u2 + v2
definimos

_ X(u,v) en B
Y(u,v)- {X(u/r2,v/r2) en RAF.

Veamos que

AY = 2H(Y)Yu A Y, en B
(2.6) { AY = —2H(Y)Y.,A Y, en R=\É.

En efecto, si se hace el cambio de coordenadas (11,12)—v(u',v') = (u/rz, v/rz) con
r2 = u2 + v2 J es el 'acobiano corres ondiente tenemos ue, Í

J-1_ dt v2_u2/r4 _2uv/r4 _ luz-1,2 2 41‘21),—- ° - -< ,.. ) ——(,..),_
_ —u4_v‘+2u202—4u2v2 _ (112+v2)2 _ —1-4 _ l

(r4)? — (r4): — (r‘y _ r4 ,

ya que

8(u) ‘ _u2_vzaurz- filiavfi- 1-4
y



51(3) (rice) ¿"ar4

Ahora, si Y(u,v) :1 X( "/r2 , "/1-2), entoncesN”
) X v2 — u.2"Ü". 1'2 u u

y análogamcnte,

1'4 + X"( _ ing)1.4

n=xua—í<%)+xvá<ï>
2uv u.2 — v2

r2 X"(‘ ,7) “‘v r4

Entonces,

uz —v2 3 41121):

YuAYu_Xu/\X,[_( r4 )_

Además,

WP] = xu Ax,(—J-1).

Y“ = XW(”2 ‘ “2)2+X (_ '¡2uv)v2—‘u,2r4 uu r_‘1 r‘ +
2uv v2 — u.2

+ XW( )
2uv 2

_ _ r5 + XW( )1.4

+ Xu(—2ur4 + (u.2(:13?2(u2 + v2);1:) + Xv(—2vr‘ + 21;:42)(2u2+ v2)2u) ,

ym,=xw(_ WC” - ”’)(1.4

+x,u(—“—:)"’-"’1’

2uv' 7)+
uz _ v2 2

r4 + va( r4 ) +

+ X (-2ur‘ + 2uv 2(u2 + v2)2v -2vr‘ + (02 —uz)2(u2 + v’)2v(r4)= )+X"( (1-4)2 ) '

Si sumamos Y,“ + Y."J y estudiamos los coeficientes que multiplican a cada una. de
las derivadas de X , vemos que: el coeficiente de X” es:

—2ur2 + (u2 —v2)4u + —2u,1'2+ 23m)2
ro r° =

_ (-4ua —41m2+ 411.a- 4uv2 + Z’uvz)
ro

lll o

18



__ 2 ¿a 2 _ 2 _ z_ 2
el (¡o X”: “21117: i 2 :U.v l Mgm- -} 4v(v _1f__)

"ro 7.o

-—4vu2 — 4v3 »I-23u2v -|—41” — 4u2v
o E 0 ,r

2 2 * 2 2 _ 2 _

el (le XM, :w)v——u—+—u v (——-—2uv)_=_0,r 1'4

2 2 2 2—2uv u —v _
+( 1-4) r‘ :0'

2

=(

=(

eldexwz (" 3"”) + (—2“”)’=J“,

=(

r74 r‘

-2 __
eldeX“, v 4“1'4 1'

r 'r'4

u — v 3

( r4 ) = J-l '

Luego)Yun+ va = (qu + va)J_l 
Pero si dDH(X)(qp) = 0 para. toda. gpE 01(É,R’), entonces AX = 2H(X)X,, AX,

en B, y por lo tanto AY = 2H(Y)Yu AY” para (u,v) e B, y si (u,v) E RAF, entonces
AY(u,v) = AX( u/rz, "/1-2)J_l = 2H(X( "/13, v/rz ))Xu A X,,(u/1-z, "/72 )J’l =
—2H(Y)Yu A Y,,(u,v).

Ahora, si la. medida. conforme de Y es la aplicación F(u,v) = IYuI2—IY,,|2—22'Yu - Y, ,
veremos que F es holomorfa en C.

F es holomorfaen C\ÜB, pues F(u,v) = F¡(u,v)+íF2(u,v) con F¡(u,v) = |Y.,|2—

2

el de X” +
—2uv 3

1'4 )

|Y,,|2, F2(u,v) = —2Yu- Y, y F¡,F2 verifican las condiciones de Cauchy-Riemann en
C\ÜB:

¿Fl =2Yu'Yuu—2Yv'Yvu1
au.

ü = -2)!” . Yo—2Y,,oY” .av
BF OF

Luego, a—l- = a—2 si y sólo si 2Yu - Y“ —2Y,, - Y.,u = —2Y,", - Y, —2Yu - Y“ , o sea, si yu v
sólo si Yu- AY E 0, lo cual queda asegurado por (2.6).

Análogamente,

E = —2Yuu' Y”_ 2Yu °You)
au,

GF
_1 = 2Yu'Yuv_2Y0.va 'av

19



0T" 9Ï"
Entonces, l = —— 2- si y sólo si 2Yu - Yun-2K, - Y” = 2K“, - Yv+2Yu - Y“. , si y sólo si( v u
Y"oAY E 0 , lo cual nuevamente queda garantizado por (2.6). Luego F satisface Cauchy
Ricmnnn en 112\(')B en forma débil, y como este operador es ell'ptico F E C2(C \ ÜB, C),
y por último, tenemos que F es continua en ÜB, pues

¡Quim/"¡2 —|Y.,|2) = [IXu|2(v2 —11.2)?+ |Xu|24u2v2 + 2X" - wi —u2)(—2uv)]—

'>' —[IXu|2(—2uv)2 + mr.,|2(u2 —v2)? + ¡ru-x413 —v2)(—2uv)] =

= (lXuI2 —|X.,|2)[(v2 —uz)2 —4u2v2] + ZX“ - X,,(u.2 —vz)4uv = 0 ,

y liml(|Yu|2 —Ilez) = 0 si IXuI2 —|X,,|2 = 0 y Xu -X., = 0 pp en aB, y también,r<l

liml Yu - Y” = (IXuI2 —-|X,,|2)[(v2 —u2)(—2uv)] + Xu oX.,[—(uz —112)2+ 4u2v2] =

'>‘ =0=lileu-Y,
T21

para IXuI2 —|X.,|2 = 0 y Xu -X., = 0 pp en BB.

Por lo tanto, F es holomorfa cn C, pero

f IF(u,v)Is 2/ (¡mu Im?)=4/(m|’ + mr) =n? n.a B

= 4/(IXuI2 + Ilez) < +oo,B

pues
ay BY

/|VY|2=/ -—AY°Y+/ ——'Yd0'=/ —--Yda+B= Be asc 371 asc 3'?

u 2 v 2 . 15.2,sz -l= _ “I’vr _ ul”); _¡+/Bc—Ax(/r,/r)x</ /)J [B zm uu y J+
ÜY

+/ Ï.Yda=/|vx¡2—/ Ï-Yda+/ —-Yda=/ IVXI’,asc 377 B es 371 asc 377 B

haciendo el cambio de variables (u',v') = ("v/7.2,v/r2
Pero entonces, F _=_0, y por lo tanto,

IYuI2- Ilez = Yu' Y. = 0, y en particular
Ixulz-valz=xu°xv=o enB.

Paso 2: (u,v) son isotermas sobre 0B . Sea X(r, 0') = X(r coscr,r sin a), entonces,
8X au. av
a—r= Xua—r+Xv5; = Xucosa+Xvsma

20



0X 0 ')
= Xuji + Xvíg = Xu(—rsina)+ Xurcosa,“50"- aa 0

(l) 2 2 . 2 ' 2
¡"080, ' = (IXUI - IXuI )r cosasma + X“ -Xu(cos a —8m a), y por lo tanto,

, , 0X 0X 0X 0X 0X

el ¡"‘502 e: ¿Equivalentea í - E = 0 pp en 0B. Pero como T” = LE.- y 577 =2 (1 , 0X 0X
3Q(X) A 60 cn [120)”,113), se deduce que - 5; = 0 pp sobre 0B . D

. . . 0X 2
LOIIOLARIO2.2.1. Sl las coordenadas (u,v) de X son notamos, entonces —

77

air _ 8X 6X _ 0 8B30 — aa 31] — pp en °

Demostración. Ya sabemos que IXuI2 —|X.,I2 = Xu-X. = 0 pp en B si y sólo si
IXuI2 —Ile2 = X" -Xv = 0 pp en 613, y además, que IXuI2 —|X,,|2 = Xu -X,, = 0 pp

. , . X

en BB snysolosn 5;]- E-O ppen 013.
8X 0X

Ahora,sabemosque E- = X“ cosa + X, sino y í = —Xursino + X,r cosa, en
2 ax 2

= lXu|2cosza+|X.,|2 sinza+2Xu 'X, cosasina y a—a
2 2 2 2 - 8X 2

+ IXvIr cos cr-2Xu -X.,r cosasma, y porlo tanto,para r = 1 tenemosque =
77

I8Xaa

= IXuIzr2 sin2 atonces,

2

si y sólo si IXuI2cos2 a + |X.,|2 sin2 a = |X.,|2 sin2 a + IX,,|2 cos2 a y esto último

sucede si y sólo si IXuI2 = Ilez, lo cual completa la. demostración. D

OBSERVACIONES.

a) En forma. recíproca al Teorema. 2.2.1, tenemos que si X E H2(B, R3) es una. solución de
8 2 6X

la.ecuaciónAX = 2H(X)Xu/\X, en B y á = 5Q(X)/\ 87 en L2(ÜB,R’), entonces
dDH(X)(qp) = 0 para todo gaE C‘(É,R’).

b) Si II E R, X E C1(Ï3,R’) y (u,v) E BB, en cada punto X(u,v) E R3, X y % son
8X 8X

coplanares y están contenidas en el plano perpendicular a a— si a—(u,v) 760.
77 77

c) Si f.-):,;Jï(1l.,t))760, X(u,v), %{(u,v) y :—X(u,v) forman una base de R.a con la. misma.n cr
orientación que la. base canónica si H > 0 para cada. (u,v) E ÜB .
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Demostración. Sen Y E (X +IIá(B,II’))nL°°(I?,R’). Veamosentonces que IB YHAY"=
f" X" /\ X”: en efecto, para toda vector c E R3,

2/B(Y..AY, —XuAXv)-c.-:/B[(Y—X)u/\(Y-I-X)u+
-I-(Y-I-X)uA(Y—X),,]-c=0,

ya. que se sabe que si goE ¡“(3,113) y 1/),pE III(B,R’) ñ L°°(B,R3), /(<pu A 1/),+B

Yu AY,
B

Pero entonces,

7/":A9011)'P= /B(Pu Aïl’u+ÑbuAPv)'P ([Stllr p° 92)"
1 1

= XuAX =I —A = ___ =
l/I; lv [92H0 XI 2IHOII/;Axl1 ax 1 6X 3X

_d < ¡_ = |— 
ZIHOIl AB a” al _ 2|H0I BB gïlíd aZJIYHOIAB aa Ida, ya que por el Corolano2

__ = 0 pp en ÜB si IX“2 - IXolz = 0,del Teorema 2.2.2, sabemos que
X,,°X,,=0ppen B. D

00-8-1

TEOREMA2.3.3. Supongamosque Q E L°°(R’,R’), y que E L°°(R3) para í,j =
1,2,3, i aéj. Sea X G [12(B,R’) tal que ||H(X)X“oo < 1 y ¿DH(X)(90) = 0 para toda
goG C‘(É,R’). Entonces,

6X

) < El L=(aB,n=)
_ 2(1 - IIH(X)XlIoo)

"L’(BB,R.3)
D(X

Demostración. Sabemos que AX = 2H(X)Xu AX, pp en B, luego, 0 = /[—AX +B

2H(X)Xu /\ xv].x = juvxF + 211(X)X..Ax,.x1— ÉL;-Xda 2 2D(X)(1—B 0B
8X 2 1/2

II"(X)X||oo)-IIX||L=(aB.n=)([es IT, I da) = 2D(X)(1-||H(X)XIloo)-IIXIIL=(aa.n=)'
6X

g{I , ya queporel CorolariodelTeorema2.2.2, = pp en ÜB. D80 00' ar,manana)

TEOREMA2.3.4. Con las mismas hipótesis del Teorema 2.3.3, también se verifica Ia sí
guíente desigualdad:

alxlz da

fi
Dm 5 4<1—"Humo ’
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l _. _ (9|,le(H pnrtuuhu, h ,- 1er 2 0.
an 07)

(L

“vnmstrurit'm. Snlwmos que 0 .——‘/|IVXI2 -I. 2]](X)X., A X.J -X] —f -—\,-'Xdfl 2
B on ¿”IIXI20X 0X 1 Ü

2])X 1- Il X X m —/ ——--Xd(7,como/ —-Xda= -/ —--r--daln()( II()II)001, y no" “no” ,
demostración queda. completm a. Ü



Capítulo 3

En este capítulo se estudia el problenm (le Diriclllet para la ecuación (le curvatura
media.prescripta (ll).

Vemos que para determinadas funciones II , existe para cada (Into (le contorno g e
II’(B,R3) una solución de (ll) que es un mínimo global de DH en el subespacio afín
T E g + II¿(B,R3). Si variamos las condiciones impuestas a H, obtenemos soluciones
que son: o un mínimo local de DH en T n W1'°°(B,R’) o una sucesión de mínimos de
DH en subconjuntos convexos y cerrados (le [11(B,R’).

Finalmente se demuestra un resultado que es una variante del Lema del Paso de la.
Montaña para. la funcional DH, y demostramos que bajo determinadas condiciones para
Il y g, se obtienen soluciones del Problema de Dirichlet para la ecuación de curvatura
media prescripta (Il) a partir de puntos críticos de D" en conjuntos convexos apropiados.

3.1. Mínimos de DH en subcorúuntos eonvexos de H1(B,R3).

Consideraremos el problema de Diriclllet en el disco unitario B, para una. función
vectorial X : É —+Rs que satisface la ecuación de curvatura media prescripta (H)

{AX = 2H(X)Xu AX, en B(Dir)
X = g en 8B

DEFINICIÓN3.1.1. Si H es acotada y g E H1(B,R3), diremos que X E H1(B,R3) es
una solución débil de (Dir) si para cada p E C¿(B,R3), se verifica

/(VX-Vgo+2H(X)XuAX,-ga)=0B
XET

(Sol)

TEOREMA3.1.1. Sea H : R.a —>R, H E CI(R’) ñL°°(R3) y tal que si Q es el campo

vectorialasociadoa II , < 5 y e L°°(R_3)para í 56j, i,j = 1,2,3. Entonces,J

dada g e III(B,R’), DH tiene un mínimo l en T = g+H¿(B,R’) y }_{es una solución
débil de (Dir).

Demostración. Para ¿X G H1(B,R3), vale que
1

(3-1) |Q(€) 'Xu AXvI S |Q(¿)|5IVX|2 ,
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luego,

|l)u(X)l s 1)(X)+ [B |Q(X)-X,, AXul5 D(X) + guouwuu) g 2/)(X)

y D" resulta finita en T.
Además, por el Lema 3.1.3 que demostraremos más adelante, D" resulta débilmcnte

semicontinua inleriormente y coerciva en T, y como T es débilmente cerrado como sul)
conjunto de H‘(B,R.3), concluimos que existe 1 E T tal que DH alcanza su minimo en
X , por lo tanto, dl)"(¿)(gp) = 0 para toda gpE C¿(B,R’). A partir del Lema 3.1.1 que
demostraremos luego, puede concluirse que i es una solución débil de (Dir). D

TEOREMA3.1.2. Sea g E C1(É,R’) armónicay H : R.a —>R cualquier función no nula
que verifica las siguientes condiciones:

i) II e C1(R’) ñ W1'°°(R’) y el campo vectorial Q asociado a H satisface Q E
L°°(R3,R3).

ii) IIHIIoollylloo < g.

iii) Existe un número real c > “Vglloo tal que _<_Ai/czflfil —IIgIIw)+ para todo
fi E R.s , donde /\¡ > 0 es el primer autovalor de —A en 11MB).

Entonces g es una solución débil de (Dir) y si g no es un mínimo local de DH en
T ñ W1'°°(B,R3), existe una sucesión (Xn) de soluciones débiles distintas de (Dir) en
Wl'°°(B,R3) tal que X,1—>g en Wl'°°(B,R’).

Demostración. Si X E T, entonces tenemos que

A2 A2 2 "Ï
IH(X)| S 1/c2(|XI - Ilglloo)+S I/c (IXI - I9|)+ S C—,IX-9l pp en B.

Luego, H(g) = 0 en B y entonces,

dDm(.«7)(sv)= java-VW 2H(9)9uA9., wa= -/B Asi-sp= 0

para toda goE Cá(B,R.’), de donde se deduce que g es una solución débil de (Dir) en
H1(B,R’).

Supongamos que g no es un mínimo local de DH en T ñ Wl,oo(B,R’).
3

Sea ahora 61= min {c —“Vglloo,W — y se define M1 = {X E T; IIX—co

9"“, + ||V(X —g)||°o < 61}. Entonces, M1 es no vacio, pues g e M1 , es convexo, cerrado y
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acotado en II '(Ii,ll“), por lo tanto es (lóbihnente compacto. Además, por el Lenin 3.1.3,
l)" es débilmentesemicontimminferiormenteen M1, ynque S "II ||°°||X||m 5
||”I|oo(||X -- ylloo | Ilglloo)< 3/2 PM" todo X E M1

Luego, existe X1 G M1 tal que 1)"(X¡) = XiélghDn(x) y como g no es un minimo
local (le I)” en W"°°(I3,R’) DT, se sigue que X1 y‘:g. Veamos que X1 es unn solución
débil (ie (Dir):

Como M1 es convexo, para. todo c E [0,1] tenemos que D"(X¡) S I)"(X¡ -l-¿(X —
X,)) y por lo tanto, o s d/chH(X1 + ¿(X —11mm:o = ¿DH(X¡)(X —X1), o sea,
dl)"(X¡)(X1 —X) _<_0 para todo X E M1. Luego, ¿DH(X1)(X1 —g) S :tdl)"(X¡)(gp)
para toda 9pE C¿(B,R’) tal que IIcpIIw+IIVp||w < 61 y entonces, dDH(X1)(X1 —g) < 0,
o bien, dDH(X1)(X¡ —g) = ¿DH(X¡)(tp) = 0 para toda. p E C¿(B,R’). En este último
caso, X1 resulta una solución débil de (Dir) en H1(B,R3) y entonces, basta probar que
la. primera opción no es posible.

Para esto notamos que si X E M1, IIVXH“, S ||V(X —g)||°° + IIVgIIooS c y como

III(X)| S Ai/cle—g| pp en B, tenemosquef 2H(X)Xu/\X.,.(X-g) 2 -2/ IXuAB B

Xvi"Ï/czlx -9|2 Z -/ IVXI2AÏ/czIX -57|2 2 —ÁÏ||X—9I|;2 -I|V(X -9)||;, YporB

otro lado, j Vg -V(X —g) = —/ Ag - (X —g) = 0. EntoncesB B

¿DMXIXXI - g) = fait/XI -V(x1 —y) + 211mm, Ax1, -(x1 - g) =

= j ¡von —y)? + [BV9°V(X1-9)+ [BMinox“ Ax1, -(x1 - g) 2B

Z I|V(X1-9)||i - I|V(X1-9)I|Ï = 01

y por lo tanto X1 resulta una solución débil de (Dir) en H1(B,R3).

Ahora, scan 62 = min{61, 1/2(IIX1—9“oo + IIV(X1 -g)||°o)} y M2 = {X E T; “X —

g||°°+||V(X—g)||°° S 62}. Nuevamente,existe X; E M2 tal que DH(X¡) = xiggl DH(X),
X2 es una solución débil de (Dir) y X2 7Ég. Además, como X1 É M2, X2 76X1 .

De esta forma se construye una. sucesión (Xn) C W1'°°(B,R’) n T de soluciones
débiles de (Dir) en W1'°°(B,R’) tal que Xn —>g en W1'°°(B,R’). D

A continuación demostraremos los Lemus 3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3 que hemos utilizado en
la. demostración de los Teoremas 3.1.1 y 3.1.2.

Ü i

LEMA3.1.1. Supongamosque H E Cl(Rs)ñL°°(R’), Q E L°'°(R’,R’) y % E L°°(R’)Í
para i,j = 1,2,3, i 7€j, y sean X E T y tp E C¿(B,R’), entonces ¿DH(X)(9p) =
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(VX - ch —l—2II(X)X.¿ A Xv up). En particular, si X cs un punto crítico de D",

entonces X es una solución débil de (Dir).

Demostración. En forma análoga al Lema 2.2.1, vemos que para X E II'(B,R3), gpE
CMB, Rs) , la derivada direccional dD"(X)(p) está dada por:

. _ . g l
(3.2) ¿“(mua)- /Bvx Vp+3¿(QUO ¿MM

+Q(x)-Pu/\Xv+II(X)W.Xu/\Xv)+ÉÁ(gi-W24
6Q] 3Q2 3Q: aQa aQs— ,— + —— — + — .XuAX, .

Como go se anula en BB, si suponemos que X e H2(B,R’), integrando por partes
obtenemos que:

/BQ(X)'X..Avv=-/B [(%Q(x))'XuAP+Q(X)'Xm,/\tp] =
3Q] 6Q; 0Q: 6Q, 3Q,=— IIXXv-XuA — —x,,+— .,,—X.,+———-X.,,——X,,+f3 H 9’ ¿(es 2 6€,” aa ‘ as, ’ aa ‘

a
+&X20)'XuA‘P_/Q(X)'Xuv/\Pa352 B

/BQ(X)-gou/\X,=—ÁBH(X)X..-qp/\X,—
8Q! an an an 3Q:'_ —Xu+—xu—xu+_xu9—-Xu+

¿(es 2 ac, ’ ’asl ‘ aa ’ aa ‘
ÜQa

+ífïx2u)'PAXv_'/;Q(X)OPAX°“;
y como en el Lema 2.2.1,

an 6Q! 3Q: an 3Q: aQs—_ +_”—a“ +_ 1- +_ 'XuA-Xv"
( ¿M2 902 8€, (Ps 8€! 901 8€, SP: ah P1 6€, 992)

8 8 8 8 8 8
(¿1-qu + Exa!“ —anlu+ 33X“, ¿{xlu + fiXZu) "PAXva€2 3€: ah 3€: 36 8€:

3Q1 an 3Q: an aQa 8Q: _ =
(55X20+'52-s-X3v,í¿1_1ï10+35X!!!) Éxlv'i' EXZu) XuA‘P—0°

Entonces, siempre para X E H2(B, R3), reemplazando en (3.2) deducimos que
2

(3.3) dDH(X)(go) = j [VX - V30+ ¿(3H(X)x,, A X, -99)].B
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I’or cl Immn 3.1.2, que (Imnoatrnrmnos n continuación, (3.3) sigue siendo válida para

X G ¡IW/3,11“), y si dl)"(X = 0 tenemosque (VX -Vy)-I-2Il(X)X,¿/\Xv atp) ñ 0.

I’or lo tanto, X resulta una solución débil (le (Dir). Ü

9 .

Ill-JMA3.1.2. Supongamosqu II E C'(ll3)í1L°°(R3), Q E L°°(R’,R°) y E L°°(ll,3)j
para i f. j, i,j = 1,2,3, entonces, si dada 9pE Cá(B,R‘), se verifica que

2 2 6

5/B(Q(X)°X“A‘Pv+Q(X)'S°u/\Xu+11(X)so-XuAXv)+3¿((2192+362
an an an 0Q: 6Q,—— s"— +— a'_ +__ 'XuA-Xv=
0€, 803 3€] 801 3€, 803 0€] V91 8€: SP2)

:2/ Il(X)XuAX.,-go,B

para todo X e H’(B,R’), la igualdadresulta válidapara X e H1(B,R’) .

Demostración. Sea. X E H1(B,R’) y sea (Xn) C Hz(B,R3) tal que Xn —>X en
H1(B,R’) . Sabemos que entonces existe una subsucesión de (Xn) que también llamare
mos (Xn) tal que Xn —>X pp en B. Pero entonces, por el teorema. de Egorov, dado
6 > 0, existe un conjunto 35 tal que |36| < 6 y Xn —>X uniformemente en B \ Bg,
y por lo tanto, existe no E N tal que |H(X,,) —H(X)I < e y |Q(Xn) —Q(X)I < e en
B \ 135 si n 2 no .

Luego,

l/B(H(Xn)Xn.AXn.'tp-H(X)Xu/\Xv'v)|S¿”10%)-¡{(XNIXuAXvII‘PH
1

+ j lH(X..)IIXn./\Xn.-X../\Xul|v|s j IH(Xn)-H(X)I-IVX|’llv>||oo+a B\B. 2
l

+ jB 2|I11lloo5|VXI2IIv||oo+/BIllílloollsolloo(IXn./\(Xn.-Xv)l+J

+ |(Xn. - xa) Ax4) s euvummx) + [B IIHIlooIVXI’IIsoIIm+I

+ llHllooIIvllooGIXn.Ilzllxn.—lelz + "Luzuxn. - Xullz) .
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Aqlmnús,

I/ ((1,)(Xn)' X". A 900—(¿(X) ' X“ A PN” / ICA/Y")’“ (¿(XN IXIII IW'Il'l'Ii B

I / ¡(“KunIX". " le Ipvl5/ IQ(Xn)— Ixul"‘Puuool‘n MB.

-I-/ 2IICJIIeoll‘ÍuIIlvulloo+/ IIQIImIXn. -Xv|||v>u||oo SB, B

S ellsoulloollxullx + IIQIlmllv’u"mi?/B IXul + IIQIIooIISPvIIooIIXn.- anll z6

y análogamente,

"PuAXn._ 'V’uAX9”S¿"Pullmllxvlll'F

+ IIQIIooIIsPuIIooZ[B val + llQlloollspuIIMx“. —xuul .J

. . 3 6 3 8 6
Porúmmo,sumap) = (¿gunz + ¿(gym %(Y)sp1+ %(Y)sos,3%-(Y)v1+
ÜQa— Y t
aáz ( hoz) , en onces

wow) —V(Z,so)l= |(Z-‘f;<r) —Í,—Ï;<z))m+
3Q 3Q ace 3Q

+(35‘ Y)—¿(2mm (EW) —¿(mm

+ (233W) —:Ï:(Z))va,(%%(1’) —2-?wa + (3530*) —:—Ï:(Z))w)l,

a .

y como las funciones 3' : R.a —>R son continuas para. i,j = 1,2,3, entonces dadoJ'

c > 0, existeno E N tal quesin 2 no, laQi(Xn)_ < e en B\B¿ para6¿,- 6€,
i,j = 1,2,3.

Luego, warm - vom»)! < (a -4e=usouzowapues, por ejemplo, ((%%<xn) —2

8Q¡ 8Q] 6Q:
2

3,2 <x))so2+ (a—¿3<xn)- ¡Ea-mw) s 2(e*uwu; +e2usoauio)s 48m; ya que
(a + b)2 5 2(a2 + bz).
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IB

aa8 ‘ó-‘Xv“X(X)H/Z=“XV"X°(""X)A[5+

Eana1|afl8 +(XVX'ó(X)H+XVó-(X)b+08vX°(X)b)/¿

anbSOlll!’.)npi)p

8 aH ‘ó-“‘Xv“‘X(“X)H[z=‘“Xv'“X’(“WXM[5+

H+("‘Xv“‘X-¿(“XM+“‘Xv“ó-(“100+‘05v““X-(“1089)[É

omoo‘soouogua0nd

'(‘II‘XII‘IPX-'“XII+zII“}{-“‘X|I‘II“‘X|I)°°II°9II(H)°S(I‘Xv("x-'“X)I+
EH +I("X—"‘x)v‘“XI)°°IIóII(H)°fs¡“xv"x—‘uxv'“XI¡(warmf

¡aog ‘I“Xv"XI(H)°°°Ild5llz+(X)GZ_I/‘°°||d’ll3S¡“Xv“XII(1¡)°°°|Id’llz/+

co'a\a_a +|“Xv"ym¡llóllziv'wf>¡“xv"XI¡(«wm—(warmf

onbsomaua;‘Hapapuadapol9sanbnAmsod91112131109nunsa(H):apuop

fat!
sïfüït ’39‘(mowuóuïhc,Ógllz3)°°uosus

3z,¡[("É"“""Ï|IÏÍTÏ,”+°‘¿“‘°‘":“Ï,—ÉII)8+(ï"‘“'|ÏII%%II+°'ï"‘°*"°:||Si:¡DZ+

‘39‘39 °°**°°II—II°°=ó°°II--¡1‘o“ +(zunz¡m+zIIuz¡m)z>I(AMI

‘syluopuOIHO'.)K

.uEl(l ‘I“Xv"x—“Xv“XII(""‘"X)A|/-I<¡"Xv"XIIM‘XM—(09“‘XMI/>

llS|(“Xv"x-(dr‘XM—'“Xv"‘X-(dW‘XM)/I
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lu cual completa ln (¡(‘IIlOStrnCiÓll.

IIEMA3.1.3. Sen Il : Il’ —+R, H G C'(R’)f1L°°(R3) y tn] que si Q es el campo
vectorial asociado a II, Q E L°°(R.3,R’). Entonces, si M es una subconjuunto no vacio
de Il'(B,R3) tnl que IIQ(.X)"LM(B'RJ)< 3/2 para todo X E M, DH es débilmente
semicontinua interiormente en M. Si además existe una constante positiva c tal que
||X||L:(33’na) _<_c para todo X E M , entonces DH es coerciva en M .

Demostración. Veamos que D" es débilmente semicontinua interiormente:

Si (Xn) C M converge débilmente a X E M en H1(B,R’), (Xn) converge a X en
L2(B,R3) y pp en B. Por el teorema de Egorov, dado 6 > 0, existe un subconjunto B;
de B con |35| < 6 tal que Xn(u,v) —>X(u,v) uniformemente en B \ Bg .

Para e > 0 fijo, tenemos que:

1

j mm.) —mx» -Km. AXm.| s -IIQ(Xm)- Q(X)IIL°=(B\B.,R=)j vamv sB\BJ
S ||Q(Xm) - Q(X)”L"°(B\Bg.n°) SUPD(Xm) < 5 Sim Z mo

I’or otro lado, a partir de (3.1) y recordando que IIQ(Y)“L00(B'RJ)< 3/2 para Y E
M, obtenemos que

álvxmlz + ;Q(Xm)-Xm_ Axm, 2 o pp en B.

Luego,

(3.4) Dmxm) 2 fm (¿Iv/xml:+ Emo) un“. Axo.) 2
l 2
_V m2 - Xm_ ' m m¿[WAI x I +3/B\B‘(Q( > Q(X))X./\X.+

2 1

+‘/ Q(X)-Xm.Axm.2/ (-IVX...I’+3Q(X)-zm.AXm.)-e3 ma. B\B. 2 3

para m 2 mo , pero la forma bilineal en III(B,R3) definida por
1 l

amm =/ [-vn me + -Q(X)e(YuAsz + 12..AY1,)]B\B‘ 2 3

es simétrica y continua, y
1 2

a(Y,Y)=/ (¿IVYI’+¿Q(X)-Yu/\Ye)2B\B.

> f (¿Ivnz-3|IQ<x>IIeeooeo1|wI=) >o._ B\BJ 2 3 ' 2 _
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Luego, E(Y) = a(Y,Y) es convexa y continua, por lo tanto, semicontinua inferior
mente. Finalmente, eligiendo 6 suficientemente pequeño, a partir de (3.4) se obtiene que

liminfDH(Xm) z 1),,(X) —2:,

o sea, D" es débilmente semicontinua inferiormenteen H1(B,R‘).

Si IIXIIL:(93'RJ) S c, por la desigualdad de Sobolev válida para X E H1(B,R’),
tenemos que

IIXIIÉ< lc(IIVXIIÉ+ ||X||í=(aa,n=)) S 2k D(X) + kc’ ,

y por lo tanto ||X||H1 tiende a infinito si y sólo si D(X) tiende a infinito. Pero por otro
lado,

Mx) 2 mx) —É f3 IQ(X)-xu Ax.| 2 nur) —ÉIIQ(X)IIL°°(B.R=)D(X)=
2

= (1- ¡IIQ(X)lle(B.n-‘))D(X)

y como IIQ(X)"L60(B'RJ) < 3/2 , puede (lcducirse que DH es coerciva en M. D

OBSERVACIÓN.Si ||Q||°° < 3/2, D" resulta débilmente semicontinua inferiormente
en II'(B,R.3) y si M es un subconjunto de H‘(B,R’) tal que existe c > 0 con
||X|ILm(aB,nJ) S c para todo X E M, entonces DH es cocrciva en M.

LEMA3.1.4. Sea dV : T x C3(B,R’) -> R definida por dV(X)(go) = 3/ H(X)Xu A
X” qa. Si H(X) E L°°(B) y X" AXv E L°°(B,R’), entonces dV(X) pued: extenderse
en forma continua a H¿(B,R’). Por lo tanto, ¿DH(X) E (H¿(B,R’))" .

Demostración.

ldV(X)(sP)ls af8 warm Ax,on s aumxmwuxu Axvuwja |90|s
s 3IBI"’||"(X)IlooIIXuAmanso", s

s mar/’¿umxnlmuxu A¿"museum ,

donde /\¡ > 0 cs el primer autovalor de —A en Ilá(B,R.’). I'J

A continuación damos un ejemplo de una función H que satisface las hipótesis del
Teorema 3.1.1. Sea

¡{o si f.’ E (a¡,b¡)

“¿Flo 8i€¡É(a¡-€,ba+€)
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donde "0,5, u.,-,b,-, i r 1,2,3, son núnwms positivos tales que 0 < a..-—e , a; < 17.-.

además supunmnos que H G CNR") y que "llum = Ilo. Entonces, como Q(X) =l 1 .Y, X;

(/ II(.9,X2,X3)«L4,/ Il(X¡,s,X,)ds,/ II(X¡,X2,.9)d.9)tendremosque |Q(X)|o o o

3‘ b.‘ I e 2 1/2

É (Á Ilo) ) = Ilo[(b¡+ c)2l (bz-l-e)2+ (b, +5)2]1/2, o sen que la.condicióni=l
. 3‘ 1/2 .

||Q(x)lloo < J/2 se traduceen ¡“(Lun-+02) < 3/2. Además, 95%(X) e L°°(R’)¡"-1 Í
, . a XI a}; aH

para z 9€J , pues 6Q] (X) = ï(s,Xz,X3 )ds y como ——son continuas y se anulanz .

fuera del cubo (al —¿,61 + e) x (a, —e,b2 + e) x (a, —3,1), + e) resultan acotadas, por lo

tantoexistee > 0 tal que S c ppen B, i: 1,2,3 y entoncesi

0Q, X! aH 51“
——— < ___ -_—
agz I _/o 662(3,X2,X,)Ids 5/0 cds (bl +c)c.

COMENTARIO.En este ejemplo puede elegirse Ho arbitrario con tal que
3 1/2

¡10(Z(b¡ + 5):) < 3/2 y por otro lado, no se ha hecho ninguna hipótesis sobre¡:1
||g||°° . Por lo tanto, no es necesaria la hipótesis ||H||m||g||w S 1, mientras que en el caso
H constante, este es aún un problema abierto ([Stl], Remark p. 104).

3.2. Soluciones débiles de (Dir) vía el Lema del Paso de la Montaña.

En esta sección estudiaremos la posibilidad de hallar otras soluciones débiles de (Dir)
en T, teniendo en cuenta los resultados conocidos para el caso H = Ho e R ([B-C], [Stl],
[St2]).

En lo que sigue consideraremos un dato de contorno g E W1'°°(B,R’). Asimismo,
para k > 0 en R, denotaremos

Mac) = {X e T; IIV(X —g)um < k} y

mi?) = {X ,e T; "Ver —9mm s k},

M(k) es no vacío (ya que g E M(k) )nycónVexbLmientras que M(k) es no vacío, convexo,
y cerrado en T. Además, M(k) coincide con la clausura de M(k) en T, ya que dado
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X (E tenemos que X - 1/",(X —g) (n G N) cs una sucesión cn M(k), pues
HV(X—1/1I.(X'*9)'"!lllnofi (1- l/n)||V(X—9)"oo S (1- l/n)lc < ¡hy X- 1/n(X-fl)
(‘mlvcrgca X en "¡(BJÜ”), pues "X —l/n(}Í —g)—X||"¡ = l/nIIX "9”": —>0. l’or
último, M(k) r U M(k ——1/n) y por lo tanto M(k) es un F, .

nGN,n>l/k

Sedefineel declive(lc D" en por

pm = supwvmxxx —Y);Y e Miki}

para X G Notmnosque si X es una solucióndébil de (Dir), necesariamente debe
verificarse que p(X) = 0. Finalmente, para fl E R definimos

Mp = {X e ÑÜÏ);DH(X) < fl} y

Ka = {X e Mac);DMX) = mor) = o}.

El siguiente resultado es una variante del Lema del Paso de la Montaña [A-R], [Stl].

TEOREMA3.2.1. Supongamos que H E L°°(R’) 00(R’) y que Q E L°'°(R’,R’). Sea
X0 un mínimo local de DH en T, y sea X1 E T tal que DH(X1) < DH(X0). Si existe
k E R tal que 1'le E M(k), entonces

n: inf supuma»
7Ert6[0,1]

donde I‘ = {7 : [0,1] —vM(k),° 7 continua; 7(0) = X0, 7(l) = X1}, se alcanza en M(lc),
o sea, existe X E M(k) tal que DH(X) = fi, y además, X satisface p(X) = 0.

OBSERVACIÓN.De la demostración del Teorema 3.2.1 surge que X no es un mínimo local.
Diremos que X es un punto crítico inestable de DH.

COROLARIO3.2.1. Si X0 y X1 están en algún conjunto M(k) y los dos son minimos
locales de DH en T, con DH(X0) 76DH(X¡), entonces existe un punto crítico de DH
que es inestable en M(k) .

COROLARIO3.2.2. Si no hay puntos críticos de DH que sean inestables en M(k) , entonces
cl conjunto de mínimos locales de DH en M(k) es conexo, y l)" es constante en dicho
conjunto.

COROLARIO3.2.3. Si g = 0 y H(—¿) = —H(¿) para todo t e R3, entonces para cada
k > 0, existe un número par de puntos con declive nulo no triviales. En particular, si
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existen mel E pnrn alguink > 0 tales que X0 es un minimo locnl (ie I)" cn
7' y I)"(X¡) < I)"(X0) existe un mimero pnr (le puntos no trivinlcs de declive nulo en

|que nn son mínimoslocales(le I)" en 'I .

OBSERVACIÓN.Si 11(X) = —II(—X) y g 0, la ecuación AX = 2H(X)Xu A X, tiene
un número par (le soluciones en B, ya que si X es una solución, --X también lo es.

Para la demostración del Teorema 3.2.1 y de los Corolarios 3.2.1 y 3.2.2 necesitamos
una serie de resultados previos que se darán luego, ahora comenzamos con la demostración
del Corolario 3.2.3.

DEMOSTRACIÓNDELCosommo 3.2.3. Dados X,Y e M(lc),

dDH(X)(X —y) =/ VX -V(X —Y) + 2H(X)X., AX, - (X —Y) yB

¿1),,(—X)(—X—Y) =/ VX . V(X + Y) + 2H(—X)x., AX, -(-x —Y):B

=/ VX-V(X+Y)+2H(X)Xu/\Xv°(X+Y)B

Luego, dDH(—X)(—X —Y): dDH(X)(X + Y) y como g = 0, Y e M(Ic) si y sólo
si —Y E M(Ic), entonces

p(X) = sup ¿DH(X)(X —Y) = sup ¿DH(X)(X -I-Y) =
YEM—(k) YeMUe)

= sup dDH(—X)(—X —Y) = p(-X) . D
YEMUe)

Con los siguientes resultados damos condiciones suficientes para que un punto de
declive nulo en M(k) sea una solución débil de (Dir).

TEOREMA3.2.2. Sea X E tal que p(X) = 0. Si una delas condiciones
i) X E M(k)

1r(’°+ ilvglioo)2

iii) |H(X)(X —g)|S l pp en B y j VX-Vg 5 0B

- llHlloollgilooy IV(X -9)| = k pp en B

se satisface, entonces X es una solución débil de (Dir).
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lh'inostrm‘ión. Dado Y e Miki, dl)"(X)(X —Y) 5 ¡,(X) = 0. Luego, dl)"(X)(X) 5
dl)”(X ¡mmtodoYG Enparticular,

(3.4) dl)"(X)(X —-g) 5 dD"(X)(Y —g) .

Supongamos ahora que X E (Joino ||V(X —g)||°° < k, (lmla gpE C'¿(13,1Ü),
para c suficientementepequeñotenemosque Y = X :l:esoE

Luego, dl)"(X)(X —(X :l: 590)) = dD¡¡(X)(qïego) S p(X) = 0. Por lo tanto,
le)"(X)(tp) 5 0 y se sigue que dDH(X)(«p) = 0, de donde X resulta. una. solución
débil de (Dir).

De (3.4) deducimos que para. Y = g + (p, con 99e Cá(B,R3) tal que "VgollcoS k,

dDu(X)(X- 9) S ian(X)(so)

(le donde dD"(X)(t,o) = 0 para. goE H¿(B,R’) con lo cual X resulta. una. solución débil
de (Dir), o bien dD"(X)(X —g) < O.

Sea. c = ||Vg||°° + k, entonces IVXI S c pp en B.

Si ahora suponemos que se verifica ii), tendremos que |V(X —g)| = ¡c pp en B, y
entonces, si suponemos que X no es una solución débil de (Dir),

o > dDH(X)(X —g) = f3 VX . V(X —g) + 2H(X)X., AX, . (X —g) =

/IV(X—9)I2+/Vg-V(X-g)+/2H(X)XuAXo'(X-g)2B B B

IV «k2—uvgulk —[B "Harman? —[B uHuwugumvalz 2
"k2 -l|Vs7||1’c - "I|H(X)X||oocz - "IIHllmllgllmcz=

—"k2 - |le1||1lc - 1r|IH(X)X||m(’c + IIVsIIIoo)2- "IIHIIoollglloo(k+ IIVylloo)2

IV

Pero esta última. desigualdad es equivalente a.

«k2 —||Vg||1k—__ _ Hoo
1I’(k+ IIVglloo)2 iIIII(X)Xllao >

lo cual resulta una. contradicción. Luego dDH(X)(X —g) = dDH(X)(<,o) = 0 para toda.
{pe II¿(B,R’).

Finalmente, si ||H(X)(X —g)||°.° S 1 y f VX -Vg S 0, y suponemos que X no esB
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mm solución débil (lo.(Dir), tcnmnos que

0 > dl)"(X)(X —g) ..-—/ VX - V(X -- g) + 2H(X)Xu A X.J -(X —g) 2n

2/ IVXI’—/ 2III(X)(X —-gn IX“Ale —/ VX _vg 2B B B

2/ vaI2—2Iqux.,I—/vx-vg20,B H

lo cual rcsultn unn. contradicción. D

TEOREMA3.2.3. Sea g E 01(F,R3) armónica en B. Si M es un subconjunto convexo y
no vacío de T que verifica

i) Para algún número 6 > 0, g+go E M para todo 99E Cg(B,R’) con “qullma S 6

ii) c = sup "VXIIoo < +00
XEM

y suponemos que H E 01(R’)n W1'°°(R.3)satisface c2|H(f)| _<_ - IIgllm)+, con /\¡
el primer autovalor de —A en H¿(B). Entonces, todo X E M tal que p(X) = 0 es una
solución débil de (Dir).

Demostración. Para Y = g + 9p, con cp e C¿(B,R’), ||th||°° < 6, tenemos que
dDH(X)(X —g) S dDH(X)(go) y se deduce que dDH(X)(X —g) = dDH(X)(p) = 0
y X es una solución débil de (Dir) o ¿DH(X)(X - g) < 0.

Veamos que el segundo caso no es posible.
A2

Para esto, comenzamos por notar que |H(X)| S c-¿IX —gl pp en B,

ÁÏ
|H(X)| S max“), c—2(IX|- “9"oo)} S

1‘?

s mmm, c—,(le —I9I)}s
A2 A2

s maxw, c-¿Ix —gl} = c-¿Ix - 9|,

pp en B. Entonces,

ÁÏ 2

/211(X)X., AXv-(X —g) 2 — 21x“ AJue-¡pr —gl 2B B
VX 2

2 —[B JTIAÏIX —g|22 —AÏIIX—gu; 2 -uv(x —g>u:

y ¿Va-v<x—g)=¿—Ag-(x—g)=o.
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Finalmente,

¿»Maxx g)z/nlvxwux -—g)¡»2n(x)x..AX.,-(X-«g)l=

=/ |V(x—g)|’+/ Vg-V(X—g)+/ 211(X)XuAX.,-(X—g)2B B B

2 IIV(X- y)“; - ||V(X - y)“; = 0- u

'I‘EOREMA3.2.4. Sean g E C'(ÏÏ,R’) armónica, H e C’(R’)ñW1’°°(R’) y A1 el primer
nntovnlor dc —A cn "¿(13), entonces

a.) Si existen tres números positivos Ho, k y c > "Vglloo tales que
c

¡Hum s k(|€| - nguw —x/H-—oí)+ y ¡Hum s Ho

para todo f E R3, y M C T es un convexo tal que IIVXIIOO5 c para todo X E M,
existe un número 6 > 0 tal que g +30 E M para toda gaE C¿(B,R’) con “thllm < 6,
y [IX —9"“, S l para todo X E M, entonces todo punto X G M de declive nulo es una
solución débil de (Dir).

b) Si existen tres números positivos Ho, k y c > "Vglloo tales que
cz

III(€)I s k(|€l —"sum —"WL y 11mm s no
1

para todo f E R3, y M C T es un convexo tal que IIVXIIOOS c para todo X E M y
existe un número 6 > O tal que g + tp E M para toda goG C¿(B,R’) con IIquIIOO< 6,
entonces todo punto X E M de declive nulo es una solución débil de (Dir).

Demostración. a.)Sea X G M tal que p(X) = 0, entonces ¿DH(X)(X —Y) S 0 para. todo
Y E M, luego si Y = 9+9 con p E C¿(B,R’), "qulloo < 6, tendremos que ¿DH(X)(X—
g) S :thH(X)(qp) y por lo tanto, dDH(X)(X —g) < 0, o bien, ¿DH(X)(X —g) =
dDH(X)(<p) = 0 para toda goe C¿(B,R3) y X es entonces una solución débil de (Dir).
Luego, basta. ver que el primer caso no es posible.

Para esto notamos que si BI es el subconjunto de B en el cual H(X) no se anula,

entonces IXI —||g||.,o —MITO-Ác-Z 0 pp en B1 y por lo tanto, |X —gl —VII-0::- 2 0 pp
en BI . Luego, 1 1

du,,(X)(x —g) =/ VX . V(X —g) + 2H(X)x., Ax. o(x —g) =B

= j IV(X—9)I’+ j 2H(x)x..Ax.-(X —g)2B B1

2 Aï/ IX—9I’-/ Hoc’IX-gl2/ AílÁÍ-gl’—Hoc’20B Bx B!
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puesIX—-gl Z ppcu lll.
1

l)) (3mm)en n), lmstn prolmr que dl)"(X)(X —y) 2 0, pero

dl),,(X)(X —g) =/ VX - V(X —g) + 21!(X)Xu Ax.-(X —g) =B

jmx y)?+/ 21mm Ax0-(x —y)2n nl

> j AfIX »-gl2 —/ lloc2|x —g| 2/ (mx —9| —Il0c2)IX —gl > o,n B¡ m

ya que como en a), si B1 es el subconjunto de B en el cual H(X) 7‘:0, entonces [XI —
2CHo
I‘Ï

2H
IIgIIOO-cA—2°20ppenB,dedonde|X—gI-— ¿Oppen B. D

1

En el siguiente teorema se estudian las condiciones bajo las cuales existen dos o más
soluciones débiles de (Dir).

TEOREMA 3.2.5. Sean g E C’(É,R’) armónica y H : R.a —>R. cualquier función que
verifica las siguientes condiciones:

i) Il E C1(R’) n W1'°°(R’) y el campo vectorial Q asociado a H satisface Q E
L°°(R’,R’).
ii) Existendosnúmerospositivost,k talesque S —"9"“, —t)+ .
Entonces,

a) g es un mínimo local de DH en T y por lo tanto, es una solución débil de (Dir).
b) Si IIQIIOO< 3/2 y existe X1 E T tal que DH(X¡) < Dg(g) entonces hay por lo menos
dos soluciones débiles de (Dir).

A2
c) Si |VX1I€ L°°(B), E= ||V(X1 -_q)II.,.c,+“Vg||.,loy k < á, con z\¡ el primer autovalor

de —A en 11MB), entonces existen al menos dos soluciones débiles de (Dir).

d) En las condicionesde c), si < 3/2 , entoncesexistenpor lo menos tres soluciones
débiles de (Dir).

Demostración. a.) Sea. X E T, entonces tenemos que

|11(X)| S max{0,k(|X| - llglloo- 0} S mu{0,k(|X| - llglloo)}S
S max{0,k(|Xl- |9|)} S mu{0,k|X - 9|} = HX - 9|,

pp en B. Luego, H(g) = 0 en B y entonces,

dDH(9)(s0)= /V9-Vso+2H(9)gu/\y. -so= —/BA9-<p = 0
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para. toda. gaE CMB, R3) con lo cual g resulta una solución débil (le (Dir). Además, como0”
|H(X)| S nmx{0,k(|X—g|—t)} pp en B, = 0 = 1,2,3 en ¡3 ya que II se‘ .í

anula en un entorno (le cada punto g(u,v) (le Ra .

Luego, por cl Lenin 3.2.1, que demostrareinos a continuación, dzl)"(g)(qp,so) =
¿21)(g)(gp,tp) para toda gpE C¿(B,R3), y g resulta un mínimo local de D" en T.

b) Como < 3/2 , por el Teorema3.1.1,sabemosque existe un mínimo absoluto X2
(le D" en T, y a partir (le D"(X¡) < D"(g), se deduce que g 519X2. Luego, X2 y g
son (los soluciones débiles de (Dir).

_ A} A} _ ,
c) c = ||V(X1 —9)lloo + ||V9I|oo y k < 32-, luego, k = -,- con c > c, y SI M = {X E
T; ||V(X —g)||°° 5 c —IIVgIIoo} tenemos que g E M, X1 E M pues ||V(X¡ —-g)||°° =
E —IIVglloo < C- IIVglloo y para todo X E M, IIVXllao S ||V(X - 9)Iloo + IIVglloo S C
Luego, por el Teorema 3.2.1 existe un punto crítico inestable X, de DH en M y por el
Teorema 3.2.3, X3 es una solución débil de (Dir).

(l) Si estamos en las condiciones de c) y además IIQIIC,°< 3/2, tenemos que existen un
punto crítico inestable X3 y un mínimo absoluto X2 en T. Luego, g, X2 y X3 son tres
soluciones débiles de (Dir). u

A continuación demostramos el Lema 3.2.1 que hemos utilizado en la demostración
de este último teorema, y una serie de lemas técnicos necesarios para la demostración del
Teorema 3.2.1.

LEMA3.2.1. Sean g E H’(B,R3), H E C1(R’)0Wl'°‘°(R3) y X0 E T tal que H(Xo) = 0

y (X0) = 0, i = 1,2,3 pp en B. Entonces ¿2DH(X)(<p,'dJ)= ¿2D(X)((p,’d))para
Pili!)e C?(B)Rs)'

Demostración. Para X E T, 90,4!E Cg°(B,R’), calculemos ¿2DH(X)(90,1,b):

dzDH(Xo)(PH¿')= d’D(X)(s°NJ’)+ 2d’V(X)(w/’),

dondel)(X)=%-/BIVX|2 y V(X)=%ÁQ(X)-XuAX,.

d

= ¿[BV(X+€1/’)°V‘Plc=0=/Bv't'v‘p
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.. 2 _ «211, ,__,«2!1 JM. . .
w») «tvamo») [n (¿,¿luwl n(mmm c 8¿3(X)wa)xmxu w

0 0
+/n(¿11(X))wuzw.x+¿(Ñ11(X))pAw,-x+

+/ "(XM)" Aso,wn ¡WM-X=H
0”0” Ü”

=[B(55(X)w1+ama), +Emma AXv-v+
BH ÜH BH

+ [B(amm, + 372mm" + ¡Thomann Asp-x+
GH ÜH ÜH

+f3(amm +372mm +55mm..» A1m4+

+/ ¡«xxi/JuAm+soquu)-X;B

y como¡{(Xo)= 0 y
podemos concluir que d2V(Xo)(qp,1fi)= 0 para ¿pubE C:°(B,R’). Luego,

(X0) = 0, i = 1,2,3 pp en B, por hipótesis, a. partir de (3.6)

dan(Xo)(‘Pfl/J)=d2D(Xo)(P,1/’)=ÁV‘P'V1/’- n

LEMA3.2.2. Si H e L°°(R’)nC(R’) y Q e L°°(R’,R’), DH es cl en ÏÏUT).

Demostración.Supongamosque Xm—bX en H1(B,Ra), Xm,X E
a) DH es continua. en M—(k—):

Para. Y e ¡II-(IT), ya sabemos que IIVYIIOOS IIVglloo + k = c y como Xm —>X en
H'(B,R’) , entonces existe una subsucesión que también llamarnos (Xm) tal que Xm —oX
pp en B. Luego, por el "corema de Egorov, existe Ba C B con |36| < 6 tal que
X"1 —>X uniformemente en B\B‘. Pero entonces H(Xm) —>H(X) y Q(Xm) —>Q(X)
uniformementeen B\B‘, pues H E L°°(R’) n C(R’) y Q e L°'°(R.’,R3) ñ C(R’).

A partir de

2

an(Xm) - DH(X)IS ID(Xm)- D(X)l+ 5/ IQ(Xm)- Q(X)IIXm Aval+B\B‘
2

+3/ lQ(Xm)_ IXmuAval + IxmuAva _XuAleaB‘ B
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tenemos que los (los primeros términos tienden a 0 si m crece para un (lado 6 > 0.

Como IXmuAval S c2y |Q(X,,.)—Q(X)IS ppen B, elegimos6 (lcforma
que el tercer término sen menor que un (lado c > 0.

l’or último estimamos el cuarto término como

f ¡XM AXM —xa Ale s f “xml |va —Xul+ IX.“ —Xul IXml] sB B

g 2c/ |V(X,,. —X)| 5 2c|1}|'/2||V(Xm —10",,B

que tiende a 0 para m —->+oo.

Si ahora suponemos que (DH(Xm)) no converge a DH(X), existe una subsucesión
de (Xm), que llamaremos (Ym) y un número 6' > 0 tal que IDH(Ym) —DH(X)I > c'.
Pero (Ym) debe tener una subsucesión convergente a X . Contradicción.

b) dD" es continuaen (Ilá(B,Rs))‘:
l’ara demostrar esta última afirmación, elegimos p E 11¿(B,R’) y estimamos

ldD(Xm)(so)—dD(X)(w)I s ja warm —10“va s uxm —xumuvum

(3.7) ldV(Xm)(v)—«warm s ja ¡Mmmm Axm —Hum AXul¡sons

s [B mm.) —H(X)I ¡Km AXml Isol+ [B ¡Hum Ixm Axm, —xu AXVIlvl s

s c2ja ¡Ham —H(X)I lvl + IIHIIm2cllV(Xm—X)|I2II9P"2s

s [Julian —lux)"; + 2c|IHIIooIIV(Xm—xmzl llvllz. u

En el siguiente resultado estudiamos el declive p de DH en W.

LEMA3.2.3. El declive p : —>R es IIl -continua, bajo las hipótesis del Lema 3.2.2.

Demostración. Sea (Xn) C M(k) tal que X" -—»X en H1(B,R’) y fijamos e > 0.
Para m e N existe Ym e M(k) que satisface p(Xm) S dD¡.¡(Xm)(Xm —Ym) + e/2.
Supongamos que p(Xm) 2 p(X), entonces

o g pam) _ p(X) 5 ¿DH(Xm)(Xm —Ym)+ g —dDH(X)(X —Ym) =

= «10meme - x) + wmmxx - n.) —«wmxx —Ym)+ g .
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A partir de

IdI)"(X,,,)(X,,l ——X)| 5 |dl)(}(,,,)(X,,l —X)| + 2|dV(Xm)(){m —X)| 5

s IIVXmllzllWXm—x)": + l] Mmmm“ Ax.” -(Km—x) sB

S llVXmll2llV(Xm_' 'l' 262llnllmllxm_ X"! 9

y (le

|(dDH(Xm) - ¿DH(X))(X - Ym)lS ¡(dD(Xm)- ¿D(X))(X - Ym)l+

+ 2|(t7W(Xm)- a¡"(X))(X - Ym)|

(usando (3.7) con go= X —YmE H¿(B,R’)), deducimos que lim p(Xm) = p(X), ya que
el caso p(X) 2 p(X,,,) es totalmente análogo. ¡:1

OBSERVACIÓN.Si X E T es un mínimo de DH en M(k) (o sea: DH(X) 5 DH(Y) para
Y E entonces p(X) = 0. En efecto: dado e E [0,1], tenemos que si Y E M(k),
entonces X + ¿(Y - X) G M(k) y por lo tanto DH(X) 5 DH(X + ¿(Y —X)) y entonces,

o s ¿DMX + ¿(Y —X))] = ¿DH(X)(Y —X).t=0

Luego, ¿DH(X)(X —Y) 5 0 para Y E M y se cumple la igualdad para Y = X . Entonces
p(X) = 0

Ahora, si notamos M(k) = {X E M(k);p(X) 9É0}, llamaremos campo vectorial

pseudo gradiente para DH en (lc) a una aplicación Lipschitz continua É : M(k) —’
III(B,R’) tal que:

i) SIX) + X E M(k) para X E M(k)

ii) Existe c, > 0 en R que verifica:

a) ||É(X)||HnS 6 donde 6 = diámetrode 6 E R
b) «www» < —min{c;‘p(x)2,1}.

Como nuestro declive p y nuestro campo vectorial pseudo gradiente É son similares
a los de [Stl], pag. 34, tendremos un lema análogo al Lema 1.6, parte I en [Stl].

LEMA3.2.4. Existe un campo vectorial pseudo gradiente É para DH en M(k), bajo las
hipótesis del Lema 3.2.2.
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Demostración.Si X0e podemoselegirYoE tal que

(3.a) “x0 _- Y.,||,,. < Inin{6p(Xn),6} y dl)"(Xo)(Xo —Yo)> min{ 1/2p(x.,)’, 1}

Existe Yo en estas condiciones ya que si

a) min{p(Xo)ó,ó} = p(Xo)6, entonces p(Xo) S l y min{1/2p(X0)z,1} = l/2p(Xo)2,
ahora 370 tal que "X0 —You": S 6 y dl)"(Xo)(Xo —_}70)> 1/2p(X0). Si Yo =
X0 —p(Xo)(Xo —_}70),tenemos que "XO-You": = p(Xo)||Xo—-}7°||"1 S p(Xo)6 y además
dDH(X0)(X0 - Yo)= P(Xo)dDH(Xo)(Xo - Vo) > P(Xo)1/2P(Xo) = 1/2P(Xo)2, ¡“680
existe YoE M(k) que satisface "Ko-YOHH: S 6p(Xo) = min{p(Xo)6,6} y ¿DH(X0)(X0—
Yo)> 1/2p(X0)2 = min{1/2p(Xo)z,l}.

Y si en cambio sucede:

b) min{p(Xo)6,6} = 6, entonces p(Xo) > 1 y min{1/2p(Xo)2,1} _<_1 < p(Xo), por lo
tanto, nuevamente podemos afirmar que existe Yo E ¡ll-(k7 tal que "X0 —Yollni S 6 =
min{p(X0)6,6}y dl)"(Xo)(Xo —Yo)>12 min{1/2p(Xo)z,l}.

Ahora, por el Lema 3.2.2, sabemos que dD"(X)(X —Yo) es continua en X E lll-U5,
por lo tanto, existe un entorno V(Xo) de X0 en tal que para X E V(Xo) se
verifica "X —YoIIH|S min{p(X)5,6} y dDH(X)(X —Yo) > min{1/2p(X)z,l}. Luego,
60(X) = Yo—X es un campo vectorial pseudo gradiente para DH en V(Xo).

Los conjuntos {V(Xo)}x n76) constituyenun cubrimientopor abiertos deoE

Sea {V(X,-)},-E¡ un refinamiento localmente finito de este cubrimiento, o sea, un cubri

miento por abiertos de M(k) tal que para todo X1 E M(k) existe un entorno V1 de X1
y un subconjunto finito I; C I tales que para i E I\I¡ , se verifica V1ñ V(X¡) = d). (Este

refinamiento localmente finito de M(k) existe pues M(k) C T es métrico.)

Sea ahora {da-LE! una partición de la unidad Lipschitz-continua subordinada a
{V(X,-)}¡E¡, o sea, una familia de funciones Lipschitz continuas 1/),-tales que sop 1/),-C

V(X¡), 0 s w.-s 1 para cada i e I, y además Zur-(X) = 1 para todo x e Miki. (Por
¡El

.- Xejemplopuedetomarse p¡(X) = _inf "X —Yu"; y ¡{h-(X)= L)-
YEM(k)\V(X.-) Zap-(X)‘

Finalmente,definimosÉ(X)= —X) dondeY¡GM(k) está asociadoa
¡El

X.- por las relaciones (3.8). É resulta un campo vectorial pseudo gradiente para D" en
M(k). a
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A contimmch’m(¡elnostrnrcmosquc I)" satisface la.siguiente condición (le tipo Palais
Snmleen

LHMA3.2.5. Toda sucesión (XM) C tal que lil-I: p(Xm) = 0 cs relativamentem-o oo

compacta, si II E ÍJ°°(R3).

Drinostrnrión. (X...) C por lo tmlto “X,n - 9",” <_HUF/2. Luego, (Xm —g)
('s una sucesión ncotmln on "¡(13,113) y existe unn subsuccsión (le (Xm), que tmnbión
notnrcmos (XM), y X E tales que Xm—g——>X -g débilmcnte en II¿(B,R’) para
m —>+00, ya. que Xm ——g —>gp débilmente en II¿(B,R’), con ||qu||°° S k y tomamos
X = cp+ g.

Si ahora ¡bm = Xm —X, tenemos que

¿DH(Xm)('/’m)S P(Xm)m:°o0 

Pero, por otro lado,

¿Dmxmwm = j vxm-wm +2 j H(xm)xm Axm.own.=B B

= lIVwmeI’m+ f VX'Vúm+2/ H(xm)xm..Axm-wm.B B

Ahora, / VX - Vila," —: 0 ya que ¡{1m—>0 débilmente en H¡}(B,R3) y además,B m_’ oo

l
¡2/ mmm Axm «m s 2IIHIIoo-c’j wmlsB 2 B

S c’llHllwlBll/zllwmllz,

pero por el Teorema de Rellich-Kondrakov, tenemos que 1pm—>0 fuertemente en L2(B, R3) .
Luego,

"vu/2...";= “una; s pm.) —f3 vx . wm

_2/ H(Xm)xmuAva'ïbm _’ oiB m—++oo

con lo cual deducimos que Xm -> X en H1(B,R’). D

LEMA3.2.6. Bajo las hipótesis del Lema 3.2.2, Kp es compacto.
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Demostración. Por la continuidad(le l)" y p en (Lemas3.2.2y 3.2.3), Kfi resulta
cerradoen y porlotantoen T.

Sea (Xm) una sucesión en Kfi , entonces p(Xm) r: 0, y por cl Lema 3.2.5 existe una
suhsnccsión, que también llmnaremos (Xm) tal que Xm —>X, con X E T. Como Kp es
cerrado, se deduce que X E Kp y por lo tanto, KB resulta compacto. c1

Ahora, siempre bajo las hipótesis del Lema 3.2.2 y en forma análoga a [Stl], Parte I,
Lcmas 1.9 y 1.10, pag. 36, obtenemos los siguientes resultados:

LEMA3.2.7. Sean fl E R, E> 0 y supongamosque N es un entorno de K5 en En
tonces existen un número s G (0,?) y una familia de funciones continuas de una parámetro
(I): [0,1] x M(k) —>M(k) (donde (¡(t, es una aplicaciónde M(k) en con las
siguientes propiedades:

i) Ó(t,X) = X si t :0, osi IDH(X) —-fl|_>_E osi p(X) :0.
ii) DH(‘I>(t,X)) es no creciente en t para todo X .

iii) 45(1,Mp+.\1v)c Mi“ y 0<1,Mp+,)c Mp-. u N.

LEMA3.2.8. Para cada ,8 G R, las familias

NEK“= e <719P(X)<71},71>0

Um, = {X G M(k);l|X - Yllm < 72 para algún Y G Ka}, 72 > 0,

constituyen sistemas fundamentales de entornos de Kp en M(k) .

Como en la demostración del Lema 3.2.7 se utiliza el Lema 3.2.8, demostraremos
primero este último.

DEMOSTRACIÓNDEL LEMA 3.2.8. Como DH y p son continuas, claramente cada Nam
es un entorno de K¡3 y por su definición, también es claro que cada Upm es un entorno
(le Kp . Luego, basta probar que cualquier entorno N de Kp contiene por lo menos a un
conjunto Nam y a un conjunto Upm .

Supongamos por contradicción que para algún entorno N de KB, Npm si N para
ningún 71 > 0. Entonces podemos construir una sucesión (7m) C R>o tal que 7m -—>0 y
además, para cada m existe un elemento Xm E Npmn\N .

Como p(Xm) < 7m ——>0, por el Lema 3.2.5, (XM) tiene una subsucesión conver
gcnte que también nota'r'eiiiogo(Xm). Ahora,isi Xm ——>X en T, como por el Lema

3.2.3 p es III-continua, tenemos que p(Xm) —+ p(vX-jfïero como p(Xm)m-——)0,tri-¡+00 —o+oo
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se (Imlnee que ¡»(X) r: 0. Adenuís, por el Lenin 3.2.2, l)"(X,,,)m-_:+>°°I)"(X ), y como

II)"(X,,,) —fll < 7,,,m—_r-'vm0,se deduce que I)"(X) = Luego, X E Kfi y como
X,” > X , ¡mm m. suficientemente grande, debe verificarse que X," G N , yn que N es
nn entorno (le ¡(,3, pero por su definición, X", N .

Similnrmente, si suponemos qne para ningún 72 > 0, Up”, C N , existe unn. sucesión

(7m) (__'ll>0, 7mm” (000, y sucesiones (Xm), (Ym) tales que X", E Up’.,m\N , Y", E Kfi
y además "X", —lelm < 7,". l’ero, por el Lenin.3.2.5, (Ym) tiene una subsucesión
convergente (que también notaremos (Ym)) a un elemento Y E Kp- Lllch, (Xm) a
su vez tiene una subsucesión que también notaremos (Xm) convergente a Y, pero como
en el caso anterior, deducimos entonces que para m suficientemente grande X m E N .
Contradicción. D

DEMOSTRACIÓNDEL LEMA 3.2.7. Se eligen números 0 < 3 < 6' S 1, 0 < 7 5 1 tales que

N 3 Upn 3 UBH/2 Z)Np'gl 3 N53, y sea 11una aplicación Lipschitz-continua en M(k)
tal que 0 5 7]S l y 1)E 0 en NB}, n E 1 fuera de Np'ól . Para esto, como Ñfi‘z = {X E
M035;IDH(X) —m s MX) s 3} c Nm = {X e Mac); IDHUÍ) —fll < ¿upon < 6'},
notamos que en general, si U¡,U2 son dos abiertos en un espacio métrico E tales que
Ül C U2, puede construirse una. función Lipschitz-continua 17tal que 1) valga 0 en U1,
n valga. l fuera de U2 y 0 S 1]_<_1: en efecto, si php; es una partición de la unidad
subordinada al cubrimiento por abiertos de E constituido por U2, E\Ü¡ , entonces pz
verifica lo querido: sop (pz C E\Ü¡ y por lo tanto «pgE 0 en U1 y como sop (pl C U2 y
«pl + pz = 1, entonces 902E l fuera de U2.

Sea también c < 1/2 min{Ï,E} un número positivo que luego se especificará, y se elige
(,06Cc‘,’°(R)tal que USPS 1, qp(a)=1 si |3-fll <5 y so(s)=0 si Is-fll 22€, para
esto como —25,5 + 2€), —e,fi + e] es un cubrimientopor abiertos de R, si pl, ya:
es una partición de la unidad subordinada a dicho cubrimiento tal que php; E C:°(R) ,
entonces sop 9m C (fl —2€,fi + 2€) con lo cual, gol e Cg°(R) y además 91(3) = 0 si
s é (fl —25,5 + 2€), y como 1p, se anula en LB—c,fl + e] y 901+ (Pg = 1, entonces
¿p¡(.s)= 1 si s E [fl-c,fl+e].

Ahora,paraX e sedefine

em = {vwmxwman six e M<)0 en otro caso,

donde É es el campo vectorial pseudo gradiente construido en el Lema 3.2.4 para DH en
M(k).
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Ahora, si X e es tal que p(X) = 0, entonces X tiene un entorno en el cun] Lp
ó 1] se anulan, ya que si II)"(X) —fil < 3, como p(X) = 0, por continuidad, para Y en
un entorno (le X sigue valiendo que II)”(Y) — < 3 y que p(Y) < 5 y por Io tanto, si

intorsecmnos ese entorno (le X con Nfij, obtenemos un nuevo entorno (le X en el cual
1) se anula y si II)"(X) — Z 3 > 2€, entonces nuevamente podemos hallar un entorno
(le X en en el cual II)"(Y) — > 2€ y por lo tanto, <p(I)¡¡(Y))= 0. Luego, e
resulta Lipschitz-continun,pues si e(X) = 0, existe un entorno (le X en en el cual
e se anula.

Además,como es convexo,tenemosque e(X) + X E para todo X E
pues É(X)+X E M(k) y entonces,para todonúmeroa E [0,l] tambiéntendremos

quea3(X)+X EW, yaqueaÉ(X)+X =a(ï(X)+X) +(1 —a)X.
Ahora, sea (I): [0, +00) X M(k) —>M(k) la solución al problema de valores iniciales

8

(3.9) { E‘Ï’Uwï) = e((I>(t,X))Ó(O’JY)= X!

(b se construye como límite de trayectorias aproximados como en [St3], Lema 3.8.

(It satisface i) pues si t = 0, <I>(0,X)= X por ser <I>solución de (3.9), si p(X) = 0,
ya hemos visto que e(X) = 0, y por lo tanto <I>(t,X)= X, t E [0,+oo) es solución de
(3.9), y finalmente, si IDH(X) —,B|2 E 2 2€, entonces «p(DH(X)) = 0; luego, e(X) = 0 y
nuevamente (¡>(t,X) = X , t E [0, +00) es solución de (3.9). Además, <I>satisface ii) pues

d 0<I>

amores» = ¿DH(‘Ï’(t,X))(í(t,X)) = dnu(d>(t,x))(e(d>(t,x)» =
= "(Nh/Ü) °“014090,10” ' dDH(‘I’(i,X))(ï(‘I’(t,X)))S 0a

o bien, dDH((I>(t,X))(e(<I>(t,X))) = ¿DH(<I)(t,X))(0) = o si <I>(t,X) 4 HUF).

Finalmente, si DH(X) S fl+e,tenemos que DH(<I’(1,X))S fl-e,o bien, DH(<I>(1,X))
2 fi-c , pero si ocurreesto último,entoncesfl-DH(Ó(t,X)) S fl-DH('Ï>(1,X)) 5 e, y por
otro lado, DH(<I>(t,X))S DH(Q(0,X)) = DH(X) S fl+c, entonces DH((I>(t,X))—fi S e.
Luego, tenemos que DH(<I>(1,X)) S fl —e o bien, IDH(Q(t,X)) — S e para todo
t e [0,1]. En este último caso,

1 d

DH(‘Ï’(1,X))=DMX)+ ¿Dmmxndt s
1

s n + e + 71(‘1’0,z\'))dDH(‘I’(t,x\'))('¿(‘ï’(t,X)))dts
l

s ¡a+ e — n(<I>(t,X))min{%p(s(t,x))’,1}dt = (t) ,
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ya que p(DH(<b(t,X)) = 1 para todo t e [0,1] y como 7].=_1 fuera de Np'gl y además

p(Ó(t,X)) 2 3 fuera de Nfi’ó-pues |D¡¡(Ó(t,X)) —fl| S e:< 3 y por último 5 32 < 5 < l,
tenemos que:

m s ¡3+e —-;-5’I{telo,11/<b(t,x)esle.

Supongamos ahora que X N o bien qne Ó(l,X) í N, entonces <I>(i,X) Nfi_¿:
para t G [0,1], y en este caso, |{t e [0, l]/<Ï’(t,X) e Np'6'}l = [[0,lll = l, o bien tenemos
que cl Ílujo ¿(L X) ntrnvicsn el anillo Up_,\Upn/2 ya que si existe to tal que ÓUmX) E
Nfi'ól, como <I>(0,X)= X , o bien 4'(l,X) í Up'.y(pues hemos supuesto que Q(0,X) = X,
o bien (IJ(1,X) é N ), entonces {>(t,X) debe atravesar el anillo Upn\U,3n/z .

En este caso, |{t G [0,l]/<I>(t,X) é Np'y“ 2 gé, pues si X Q N, dado Y E KB,
||<I>(t,X)—Y||"¡ 2 [IX-Yu": —||<I’(t,X)—X"H1 = (l) y además, por otro lado, (MAX) =

a

/ e(<I>(t,X))dt+X, entonces ||í>(t,X)-X|IH1 516 y como X é N, X E Up”, entonces
° 1

26 ’

Entonces, para todo t < -2'-Y-,<I>(t,X) 9! UBH/3 y (I’(t,X) e Np'y, de donde |{t E
¡”allHÏ’UJÜ 4 Np.6'}| > 7 YSi <1>(1,X)É N, "‘Ï’(tw‘Í)-YIIHl 2 II‘I’(1,X)- YIIH‘ _ 53a
||Ó(t,X) —<I>(1,X)||Hn= Razonando como antes tenemos que ||'I>(1,X) —YIIH: 2 7

pues ‘Ï’(1,X) é N Y ¡IÓ(1,X)-Q(t!X)IIH‘ = "/0l ¿(QUvXDdÚ-Át e((p(t’X))dtIIHI =

IIX —Yu": 2 7 para todo Y E K5. Luego, (1) 2 7 —ót 2 7/2 si y sólo si t<

l

e(<I>(t,X))alt"Hlg 6(1—t),osea, (2) 27-(1-t)6 2 7/2 si y sólosi '57; 2 1—t,

o sea, si y sólo si t > 1 —3-6, y así nuevamente obtenemos que [{t E [0,1];<I’(t,X) é

Np,6'}l 2 573. Por lo tanto, si se elige 7 tal que gó- < 1, tenemos que en cualquier
1 _

caso DH(<I>(t,X)) S fl + e —z %62, y para completar la demostración, basta. elegir e =

1 , {_ l 6 } t
—mm C —— u
2 ,4 6 p es en onces

0d
l

Gal
II

||
m

I
NI

¡bli-Hth aah-2en“

Osl

N

|/\ "Q¡bli-d
lül-Qfl c1

Ahora, la demostración del Teorema 3.2.1 que daremos a continuación es análoga a la
demostración del Teorema 3.3 [Stl], p.125.
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DEMOS’I‘RACIÓNDEL TEOREMA 3.2.1. Sea E = D"(Xo) — D"(X¡) > 0. Entonces
salimnos que. para cualquier entorno N del conjunto Kp, existe un número e E (0,6) y
una aplicación(I)con las propiedadesdel Lema3.2.7, Ó : [0,1]x —b

Si Kfi = d), podemos tomar N :: qt, por definición (le fi, sabemos que existe 7 G l‘
tal que sup l)"(7(t)) < fi + s. Ahora si 71 = (1,0,7) tenemos que 71 : [0,1] —¡ y

1€ 0.1

71(0) z Q(li7(0)) = Ó(lv/Yi?)= X0 pues p(XO) = 0) 71(1) = Q(11'7(l))= (“lv/Yi) = X1
pues E = I)"(Xo) —D"(X1) S fi —D"(X¡). Luego 71 E F, pero por la propiedad iii)
del Lema 3.2.7, 71 C Mfi_, , lo cual resulta una contradicción. Luego K5 7€45.

Si ahora suponemos que K5 consiste sólo de mínimos locales de DH en T, entonces
K5 será abierto y cerrado en Hp = {X e M(k);DH(X) S fl}: es abierto pues si Í E K5
y V es un entorno arbitrario de Í en Hp, entoncespara X E V, DH(X) 5 ,6= DH(Ï),
y podemos fijar V tal que D¡¡(Í) 5 DH(X). Entonces tenemos que DH(Í) = DH(X)
para X E V y V C KB pues V consiste sólo de minimos locales de DH.

Finalmente, KB es cerrado por continuidad de D" y p. Por lo tanto, existe un
entorno N de K5 en tal que N y Ñ5\Kp son disjuntos. Entonces M54 ON = (,6
para todo e > 0 y podemos elegir N tal que X1 é N, pues dada 7 E P arbitraria,
sup DH(7(‘)) 2 DH(X0) y pornotanto, fi = int sup DH(7(‘)) 2 Dam) > DH(X1)

tE[0,1] Ver t€|0,1]
Entonces DH(X1) < fi y resulta que X1 E Mp_, para algún s > 0.

Sean ahora e, (I)para este conjunto N, y como antes 7 E F tal que sup DH(7(t)) <
tE[0,l]

fl + e.

Nuevamente, si 71: (I)(1,7), 71 E I‘ y 71 C N UMp_, y como N 0M5_, = ó, se
deduce que 71 C N o bien que 71 C Mp-.. Pero X1 E 71 y X1 í N, luego, 71 gi N,
mientras que 71 C Mp_, contradice la definición de fi. CI

DEMOSTRACIÓNDEL Conouuuo 3.2.1. Como DH(X0) 96 DH(X¡), podemos suponer
sin pérdida de generalidad que DH(X¡) < DH(X0), con lo cual X0 y X1 verifican las
hipótesis del Teorema 3.2.1. c1

DEMOSTRACIÓNDEL COROLARIO3.2.2. Si K5 consiste sólo de mínimos locales de DH
en T, existe un entorno N de Kp en M(k) tal que N y Ñp\Kp son disjuntos. Entonces
Mp.z ñ N = 4')para todo e > 0.

Sean X0,X¡ E Kp, E = 1 y 3,0 correspondientes a N. Por definición de fi existe
7: [0,1] —>M(k), 7 E I", tal que 7 C Mm... Como p(Xo) = 0 = p(X¡), obtenemos que
71 = 441,7) E 1‘, ya que 71(0) = ‘I>(1,Xo)= Xo y 71(1) = 4’(1,X1)= X1- Además, por
la propiedad iii) de d) (Lema 3.2.7), 71 C Mp_, U N.
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Como X0,X¡ Mfi_., y Mp” f1N = 4), se deduce que 71 C N, y por lo tanto,
X0 y X1 pertenecen a. ln misma componente conexa.de Kp, y en particular, I)"(Xo) =
num) =fi. u

3.3. Anotaciones n priori

'l‘EOREMA3.3.1. Sen X0 un mínimo local de l)" en T tal que X0 G L°°(B, R3), entonces,
bajo las hipótesis del Lema 3.1.1, se verifican las siguientes desigualdades:

. 2DGI)< < ————-— .
a.) Sl DH(X0) __DH(g) y IIQ"oo < 3/2 entonces D(Xo) _ l _ 2/3IIQIIOO

1

b) SÍ |H(X)| S m PP (X E T) entonces IIXoIIooS “glloo'

Demostración.a.)DH(X)= D(X) + 2/ -XuAX, , entoncesB

D(xo)(1 —ÉIIQIIW)s omo) s mg) s 20(9) y
2D(9)DX<—.

(°)"1-%IIQIIW

b) Sea.gpE H3(B)0L°°(B) tal que 0 _<_go5 l. Entonces, dado e > 0, X. = 13-er.) E
T y por minimalidad de DH(X0) tenemos que

d

o 5 aunar,” ——/B(VXo-V(30Xo)+ 2H(X0)X0uAXN-Kw) =
IXoI’ 2

— BV( 2 )°VP+[IVX°I +2H(X°)XÜHAX09'X0]‘PS
¡Xol2_ V _ .Vg,

ÍB ( 2 )

Luego, lXol2 E ¡11(B) ñ L°°(B) es una subsolución débil de la. ecuación —Ad»= 0.

Además, eligiendo go = (|}{0|2— E ¡13(3) n L°°(B), obtenemos que 0 2
X 2

j v('—°')-v(¡on=—ugu;)+,1uego,oz] IV(IXol’-II9IIÏ.°)+I2,dedondej IvuXoFa 2 B B
2

- l|9llío)+l = 0 y por lo tanto IXol S Ilglloopp en B- D

|/\

Como consecuencia inmediata obtenemos el siguiente corolario:

COROLARIO3.3.1. Bajo las hipótesis del Lema 3.3.1, si g = 0, entonces X0 = 0.

53



Capítulo 4

En este capítulo estudiaremos ln ecuación de curvatura media prescripta (ll) bajo
condiciones de contorno de Neumann.

Demostrmnos condicionesnecesarias que deben verificar las soluciones a este problch
en II2(B,R.’) y analizamos el comportamiento de la funcional DH en un entorno de
unn. solución g E W2'°°(B,R.’) que no es un mínimo local de DH en un determinado
subconjunto convexo de este espacio.

Por último demostramos que en forma análoga al resultado ya conocido de Wente [We],
cuando H es una constante y el dato de contorno es la función nula, la única. solución,
módulo las constantes, es la función nula.

El problema de contorno a estudiar será entonces: Dada. f : ÜB —>Ra , hallar X :
ÏÏ —>R.a tal que

AX = 2H(X)X.. AX, en B
N Ü

( ) .—X-= f en ÜB
017

Consideramos datos de contorno f E 01(33, R3), funciones H continuas y acotadas,
y diremos que X E H2(B,R’) es una solución débil de (N) si

f(VX-Vgo+2H(X)Xu AX, wo)= 0 para toda 4pE Cá(B,R3)B(Sol)

24%) =r.

4.1. Condiciones necesarias.

TEOREMA4.1.1. Sea H e L°°(R°)n C(R’) y sea X E H’(B,R’) una solución débil de
(N). Entonces, si ||H(X)XIIoo < 1,

"X||L=(as.a=)|lf||L=(aB,n=)
2(1 - "H(X)Xlloo)

DOY) S

Demostración. Como X es una solución débil de (N), AX = 2H(X)Xu A X, pp en B.
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Entonces,

0 z/ [—AX + 2H(X)Xu/\X.,].X =/ “vxl2 +211(X)X.Xu Axv]_H B
0X

-/ T 'X Z 21)“) - ZIIHUÜXIIoo/ Xu Axv - ||X||L=(aB.n=)IUIIL=(BB.R=)Znn ( v n
É 2“(XXI —II”(X)X"oo) —¡”Human-1)IIÍIImuva)

l’or lo tanto,

ÍIXIIL=(aa,n=)IIÍIIL=(aB,ns)
Dm 5 2<1—I|H(X)Xlloo)

4.2. Existencia de solución

TEOREMA4.2.1. Sea f e 01093,11?) y supongamos que H :R.3 —>R. es una función no
nula que satisface las siguientes propiedades:

i) 11e C‘(R’)n wl'wm’) y Q e L°°(R’,R’).
3 3

ii) Existe g e W2'°°(B,R3), g armónicaen B, queverifica“HIIWIIgIIm< 5 y Tr =1.

f, y un número positivo c > IIVgIIm ta] que:

A2

¡Han s c-¿(IGI—uguw)+ para todos e n’ ,

donde A1 > 0 es el primer autovalor de —A en HHH).

Entonces g es una solución débil de (N) y o bien g es un minimo local de DH en

W2'°°(B,R’) n {X e II’(B,R’);Tr‘ÏT’:Í= f,TrX = Try}

o bien existe una sucesión (Xn) en W1'°°(B,R3) de soluciones débiles distintas de (N),
con X" —ig en W2‘°°(B,R3).

Demostración. A partir de ii), H(g) = 0 en B y g es armónica en B , luego (N) se verifica
trivialmente.

Ahora elegimos un número positivo 61 tal que

_ 361<mm{C— _oo
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y definimos
a

M, = {9+ tpwae n’(n,n’),Tr-"_’ = Tn, = o yOr

"pum + uwum + z: ¡Ia-¡pums 6,} .¡susz
'I‘cnmuosque Ml es un subconjunto no vacío, convexo, cerrado y acotado dc "¡(13,113).
Luego, M1 cs un subconjunto débihncnte compacto de [12(B,R3) y por cl Lema. 3.1.3,
l)" cs débilmcute semicontinua inferiormcnte en M1, ya que

3

"Q(X)”oo S IIHIIooIIXIIooS IIHIIoo(||X -9|Ioo + Ilglloo) < 5 ,

para todo X E M1 . Luego, existe X1 E M1 tal que

DH(X¡) = xlgíh DH(X) .

Supongamos que g no es un mínimo local de DH en W2'°°(B,R3)0{X E 112(B,R.3);
8X

Tr———= f, TrX = Try}. Entonces X1 7’: g y como M1 es convexo, entonces si7'

e e [0,1], tenemos que DH(X¡) S DH(X¡ + ¿(X —X1)) para X E M1 y por el Lema
3.1.4, se deduce que

d
0S +¿(X—X1))I‘=oE —X1).

¿DH(X1)(X1-x) s o y dada sve 0309,11“)tal que "pum+ uvvuw+
z “ah-30".”S 61, tomando X = g + 9pE M1, tenemos que

Isusz

¿DH(X¡)(X¡ —g) s dDu(X1)(v) 

0X
Luego, dDH(X¡ )(X¡ —g) = ¿DH(X¡)(qp) = 0, y entonces, como Trír- = f para. todo
X E M1 , X1 es una. solución débil de (N) o ¿DH(X¡)(X1 - g) < 0.

Veamos que el segundo caso no es posible.

Para ello notamos que

A? A?
IH(X)I S 67(le - "9“00)+S 67(IXI - |51|)+s

I‘Ï
S c—,IX-9| pp en B,
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y "VXIIOOS |IV(X —y)"oo + ||Vg||°o S c para todo X E M1, entonces

A2

/2H(X)Xu AXu .(X -—g) 2 —/ 2|Xu AXJ-á IX —_q|z2B B c

IVXI’
2 _ [B 74M —gl’ 2 —AÏIIX—au: 2 —IIV(X—a)";

Adcmás,/ Vg-V(X ——g)=—/ Ag'(X—g)=0,ya que X —g€ II¿(II,R3).B B

Finalmente, por el Lema 3.1.1, tenemos que=A AX],'(Xl
IV= j IV(z‘í1-.<;v)l2+ / vg°v<x1—g)+/ 2H<anm Axl..(x1— g)B B B

ZHV(X1— y)"; —"V(X1 -9)"; = 0

. . l
Ahora elegimos 62 = min 61, - "X1 —ylloo + IIV(X¡ —g)||°° + lla-¡(X1 —

2 l<i ¡<2

ydefinimos
a

Mz= {9+Wp6 H2(B,R’),Tra—Ï=Trv=0 y

usan.»+ ¡|ku.” + z ¡Ia-¡sauces sz}
19.552

Entonces, existe X2 E M2 tal que

DH(X2) = xlgíh DH(X) .

Como antes, X2 es una solución débil de (N) y X3 96 g. Además, X3 96 X1 pues
X1 í M2.

De esta. forma. definimos una sucesión (Xn) C W2'°°(B, R’) de soluciones débiles de
(N) en W2'°°(B,R’), y por la.definición de la. sucesión (ón), X" —>g en W2'°°(B,R’).

D

OBSERVACIÓN.Si < 3/2 la condición ||H||°°||g||°° < 3/2 no es necesaria. En este
caso, podemos definir la. sucesión de subconjuntos convexos de H2(B,R3) de la. manera.
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siguiente:

2 3 n I’
Ml = {g>l—tp;goe 11 (¡3,11 ), firm :2 1m: o y0T

mou”+ ukum + L "amangos c- uvgum},Isusz
. 1

62= mm {c -|IV9IIm,5(I|X1- su.» +uv(x1— amm + Z ¡Ia-¡(X1—9)lloo)} yIsusz
8

M2= {g+gp;p€ ¡12(13,R.3);Tina-ri=Trqp=0 y

“son” + uvsouoo+ z nat-mu” s sz} .
15".1'52

OBSERVACIÓN.Supongamos que H tiene como únicos ceros a una sucesión que
converge a ¿o E Ra . Entonces, para f = 0, la función constante g E {o es una solución
débil (le (N), hay una sucesión gh E {1. de soluciones débiles de (N) y es posible que g no
sca un mínimo local de DH .

4.3. Resultados tipo unicidad

TEOREMA4.3.1. Sea X E H2(B,R’) una solución débil de (N) y supongamos que H e R
y f = 0. Entonces X es constante.

Demostración. Como en el Teorema 2.2.2, extendemos X a R2\É por inversión respecto
2 = u,2 + v2 definimos

X (u, v) en B

¡Yui/72,1772) en R2\É)

de BB, o sea, para r

Y(u,v) = {

y a partir de esto, si la medida conforme de Y es la aplicación

F(u,v) = ¡mz —ml? —2m . Y.

tenemos que F E C(C, C), ya que las derivadas tangencial y normal coinciden en ÜB y
F es holomorfa en C\6B, entonces F es holomorfa en C y

f |F(u,v)l s 2/ (IYuI’+IYuI’)=4/(IYuI’ + Im’) =11’ 11’ B

= 4/ (pm2 + ml?) < +00.B

58



Luego F E 0, y por lo tanto,

lyul2 + IYuI2= Yu,- Y, = 0 y en particular

I/ïul2 + Ilïul2 = Xu 'Xv = 0 en É .

I’cro entonces, por el Corolario 2.2.1,

y como — = 0 en ÜB, X resulta una. solución al problema.
n

{AX=2]IX,¿/\X., enBX=c enÜB

donde c G R3 es una vector constante.

Por [We], X E c. D
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Capítulo 5

En este capitulo estudinrcmos el problema. (lc I’lntenu para superficies (lc curvatura
media prescripta.

Dada. una curva (le Jordan l‘ en R3 y una aplicación II : Ra ——&R, llmunrelnos pro
Iplemn(le l’lateau para superficies (le curvatura media prescriptn, al sistema (le ecuaciones
diferenciales

{AX = 2H(X)Xu AX, en B[Xul2 —|X.,I2 = Xu 0X” = 0 en B

con la. condición de contorno

(5.2) XIBB : ÜB —vI‘ es una parametrización de F .

Estudiaremos la existencia de soluciones débiles del problema de Plateau, esto es, de
funciones X E H1(B,R3) que verifiquen (5.1) en forma débil y (5.2) en un sentido a
precisar.

Llamaremos (P) al sistema de ecuaciones diferenciales (5.1) con la condición de con
torno (5.2) y veremos que existe una solución débil de (P) que es un mínimo global de DH
en un subconjunto apropiado de H1(B, Rs) y que bajo determinadas condiciones para H
se obtienen soluciones que son minimos locales de DH en subconjuntos convexos y cerra
dos de H2(B,R3). Además, damos condiciones necesarias para. que exista una solución
de (P) en 01(ï3’,R3) n C’(B,R’).

5.1. Soluciones al problema de Plateau para superficies de curvatura media
prescripta H en H1(B,R’).

Para. precisar el significado de solución débil de (P), definimos los siguientes subcon
juntos de [11(B, R3) :

C(I‘) = {X E IÍI(B,R3); TrX E C(BB,R.’) es una parametrización
débilmente monótona de F}

c‘m = {X e Ca"); x(P,-) = Qj j= 1,2,3}

donde PJ-= 62"“, y QJ-E F = 1,2,3.
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Se sube ([Stl], p.19) que C‘(l‘) cs un subconjunto (le "¡(IÏJI’) débilmontc cerrado,
miontrns que ([Stl], p.15) C(l‘) no lo cs, y que si I' es una curva (le Jordan rcctificnhlc,
(,'(l‘) vs no vnciu (IStll, p.20). Además, se snlm ([Stl], Lema 2.2, l’nrtc l) que si X F

II'(IÏ,R.3) es un punto crítico (le D(X) = IVXI2 en el siguientesentido:B

. d _
(5.3) O9:1,Bl)le=o= 0

para toda familia (le (lifcomorfismos g, : 1-3—oÉ, que dependen en forma diferenciable de
un parámetro e E (-co,eo) con go = id, entonces X satisface

[Xul2 —|X,,I2 = Xu -X, = 0 p.p. en B,

y que el resultado continúa siendo válido si sólo se consideran familias de difeomorfismos
que conservan la orientación.

Supongamos ahora que H E L°°(R.’) ñ C1(R’)

DEFINICIÓN5.1.1. Diremos que X G H1(B,R3) es una solución débil de (P) si X E C(F),
X es un punto crítico de D en el sentido de (5.3) y además,

/(VX ngo + 2H(X)Xu AXv-p) = 0 para toda gae C¿(B,R’) .B

TEOREMA5.1.1. Supongamos que H E C(R3) n L°°(R’) y que el campo vectorial Q

asociadoa H satisface < 5 y E L°°(R3),para i 7Éj, i,j = 1,2,3.J

Entonces, dada una curva de Jordan rectificable l" en Ra , DH tiene un mínimo X en
C'(l‘) y X es unasolucióndébilde

Demostración. En forma análoga al Teorema 3.1.1, tenemos que

2 2

IDu(X)Is Dm + 5[B¡cam -xu ALI s Dm + ¡"Quens 20m

y por lo tanto, D" resulta finita en H‘(B,R’). Además,

2 2

DMX) 2 Dm - 5 B|Q(X) -xa AXVI2 D(x)(1 —anchoa),
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3

y como < í, puede deducirseque D" es coercivaen C(I‘) ya que para X E
ll'(B,R3) con Tr X E L°°(ÜB,R’) vale la siguiente desigualdad de Sobolev:

"X"; S k1(“V/Y"; + lleli,=(an,n.a)) S k2(D(X) + llelimwmn-U) 5
5 kl)(X) + k(l‘),

donde k1, k2, k y k(l‘) son constantes positivas y k(l‘) depende de l‘. Además, por el
lmnm 3.1.3, I)" es débillnente semicontinua inlerionnente en "¡(13,113). Luego, como
C’(l‘) es un subconjunto débilmente cerrado de Il¡(B,R’), existe Á E C‘(l‘) tal que

DH(¿) = XE' I‘)D¡¡(X).
nf
C’(

Como Á + Elpe C‘(l") para goE C¿(B,R’), entonces dDH(¿)(tp) = 0 para gaE
C¿(B,R3), y por el Lema 3.1.1, se deduce que

/(V¿-Vgo + 211(¿)¿u AL, '30)= o para toda (pe C¿(B,R’).B

Además, a partir del Lema 5.1.1 que demostramos a continuación y de la invariancia
conforme de D [Stl] resulta. que:

d _1 d -l
z DH(Xog: ¡Be)l,=o= og: 1Bc)l,=o= 0

para toda familia de difeomorfismos g. = É —oÉ, tales que glugf, —gsuglv > 0, o sea,
las coordenadas (u,v) serán isotermas. Cl

TEOREMA5.1.2. Sea F C R.s una curva de Jordan rectificable tal que la solución al
problema de Plateau es una función g E W2'°°(B,R’) y sea H : R.8 —>R. cualquier
función no nula que verifica las siguientes condiciones:

i) H e Wl'°°(R’) ñ C¡(R’) y el campo vectorial Q asociado a H satisface Q e
L°°(R’,R’).

ii) Illllloollglloo < 3.

iii) Existe un número real c > ||Vg||°° tal que [11(0] 5 Ai/czflfil —IIgllw)+ para todo
C e Ra , donde A1> 0 es el primer autovalor de —A en HHH).

Entonces g es una solución débil del problema de Plateau para la ecuación de cur
vatura media prescripta (P), y si g no es un mínimo local de DH en W2'°°(B,R’) ñ
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6X 0 0 0
n{X E ¡12(I],R3); Tr ——= Tr —g, Tr EJE = Tr —g—, TrX = Tr g} existe una succr ( r a ( 0
sión de soluciones débiles distintas dc (l’) con Xn -> g en W2'°°(B,R3) .

Demostración. Si X e II'(B,R3), entonces tenemos que

I"(X)I s Aï/czum - Ilglloo)+s Aï/c2(lxl—¡gm s Aï/alx —g¡ pp B.

Luego, Il(g) r: 0 y entonces, g resulta unn solución débil (le (l’) en II¡(II,II.3).

Supongamos que g no es un mínimolocal (le D" cn W2'°°(B,R’)0{X E [12(IÍ,R3);
0X Üg 0X Üg| _____ 1 _ 1 _= _ V = ‘ t ' 'Tr ar 1rar,Í1r aa Tr 00,7rX 1rg},en onces31definimos

3

6 = I { _ V oo -'— _ oo}1 mlnc i y
a a

M1={g+qp, 90611201113),Trï=Tr_” =Trgo=0 y81' aa

"sono,+ nwum + z ¡lawum s al}
19.152

tenemos que M1 es un subconjunto no vacío, convexo, cerrado y acotado de ¡”(3,113)
Luego, M1 es un subconjunto débilmente compacto de H’(B,R3) y por el Lema 3.1.3,
D" es débilmente semicontinua inferiormente en M1, ya que

3

"Q(X)"oo S IIHIIooIIXIIooS IIHIIooUIX-9I|oo + Ilylloo) < 5

para todo X E M1. Luego, existe X1 E M1 tal que DH(X¡) = ¿EL DH(X) y1

8X
como g no es un mínimo local de DH en W"°°(B,R’) n {X E H2(B,R’); Tr í =

Tr a—g-,Trï =TrÉg,TrX =Trg},se siguequeX1aég.ar 30 aa
Veamos que X1 es una solución débil de (P):

Como M1 es convexo, para todo e E [0,1] tenemos que D"(X¡) 5 D"(X¡ +

¿(X —X¡)) y por lo tanto, 0 5 EDHUG + ¿(X —X¡))|‘=o = dDH(X¡)(X —X1),
o sea, dD"(X¡)(X¡ —X) 5 0 para todo X E M1. Luego, ¿DH(X¡)(X¡ —g) S
dvmxlxw) para toda zpe quam) tal que usan“.+ ¡|ku.” + Z nat-«pum< 61,

15:.152
y entonces ¿DH(X¡)(X¡ —g) < 0, o bien, dDH(X¡)(X1 —g) = dl)"(X¡)(go) = 0,
para toda <p E C¿(B,R3). Si sucede esto último, X1 es una solución débil de (P).

En efecto, /(VX1-Vgo + 2H(X¡)X1u AXN-9p) = 0 para. toda 4p E C3(B,R’) yB
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0X¡ Üg 0X1 ag 3X1 6X1 ag 3g7‘ = ‘ — ‘ = —— , n— = — o— =
1- ar Tr ar, Clr aa Tr a” , entonces, 07, 06 o” aa 0 pp en BB

. 0
por el Corolnrlo 2.2.1, pero por el ' 'enrcnm 2.2.2, si ¿(-1 t (25‘9-= 0 pp en 0B , entonces7) (7

X," - X“, = |X¡,,|2 —|X¡.,|2 = 0 pp en B, y como Tr X1 = Trg, X1 resulta una. solución
débil (le (1’).

“esta ver que la primera opción no es posible.

I’nrn. esto notamos que. si X E M1, IIVXIIÓoS I|V(X —g)||.,° + "Vglloo S c y como

|II(X)I S "Ï/cz IX—g|pp en B, tenemosque / 2H(X)Xu/\X. - (X —g)2 —2/ IXuAB H
2 2

XVIAl/cz IX—9|’ 2 —f3 IVXI’ Ma IX-gl’ 2 —Aïux—gu:2 —IIv(x—g)u:,y porouo

lado, A Vg - V(X —g) = —A; Ag - (X —g) = 0 ya que g es armónica en B. Entonces,

¿num xxl —y) = ¿[wn -V(x1 - g)+ 211m un Ax1, -(x1 —9)]=

= j IV(X1—9)I2+/vg-V(x1—g)+/ 2H<x1)xl..Ax1.,-(x1—g)2B B B

2 "V(X1 - y)“; —"V(X1 -9)"; = 0°

Ahora, sean

, l
5, = mm{ah 5(¡un qu.» +IIV(X1-9)I|oo + E II6¡j(X1—g)Iloo)}y¡susz

M={ + ° EHÏBR’) Tra—'P=Tra—‘P=Trgo=0y2 g (Pa P v v ar aa

"pum+ ukum + z "auque, s 62}.
19,19

Nuevamente, existe X2 e M2 tal que DH(X¡) = XÏÉILDH(X), X2 es una. solución débil1

de (P) y X2 96g. Además, como X1 é M2, X2 sé X1 . De esta forma se construye una
sucesión (Xn) C W2'°°(B,R’) de soluciones débiles distintas de (P) tal que X" —>g en
W2'°°(B,R’). ¡:1

, . 3 . ., 3 .
OBSERVACIÓN. Sl IIQIIOO< 5 la cond1c10n ||H||°°||g||°° < 5 no es necesaria. En este
caso, podemos definir la sucesión de subconjuntos convexos de H2(B ,R’) de la manera
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yn que si g preserva la orientación, g-l también lo hace, y entonces

ar; 9;; —939;; > 0- u

()HSERVAClÓN. La función II que verifica las hipótesis del Teorema 3.1.1 (pág. 33),
tmnhión verifica las hipótesis del ' 'eorema 5.1.1 y notamos que puede elegirse Ilo arbitrario

L 2 l/2 3
tal que ¡10(L(b¡ + e) ) < 5 , y por otro lado, no se ha hecho ninguna hipótesis sobrei-l
l‘. l’or lo tanto, ya. no es necesaria la hipótesis “l‘ C 33(0) C Ra una curva de Jordan
y H : R3 —>R tal que "HIIOORS l”, mientras que en el caso H constante, no puede
eliminarse esta hipótesis ([Stl], p.105, Resultado de no existencia de Heinz, y [He]). Sin
embargo, a continuación daremos un resultado de no existencia que puede traducirse en
una condición necesaria.

5.2. Resultados de no existencia de solución de (P) y condiciones necesarias.

TEOREMA5.2.1. Sea F e R3 una curva de Jordan rectificable de longitud L(F) y supon
gamos que existe un número 6 que verifica las siguientes propiedades:

i) 6 > L(I‘),

ii) Para todo X e C(I‘) existe un vector unitario en Ra que llamaremos 17x tal que

CX=/ 2H(X)Xu/\X,,-nx 2 6.B

Entoncesno existe X E C1(É,R3) fl C2(B,R3) soluciónde

Demostración. Si X E C1(É,R’) ñ 02(B,R’) es una solución de (P), entonces

3X

B B 83377
0X 0X

SÁBIanI=ÁBl8aI=L(P)<6'
Contradicción, ya que por hipótesis CX 2 6. El

TEOREMA5.2.2. Sea I‘ E R.a una curva de Jordan rectificable de longitud L(F), H :
R3 —>R. continua y acotada, y supongamos que X E C1(B,R’) n C2(B,R3) es una
solución de (P) que satisface ||H(X)XII°° < 1. Entonces,

unuxum
Dm 5 2<1—"Hamas '
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.(°°I|X(X)H|I—I)z_
Eloo>

||X||(J)'I(X)a

anbDDDPQPSSOPUOP3p

g(J)7°°IIJ\'II-(°°|lX(X)ll||-I)(X)nz=
aaf°°uxu—(muxumu—¡xxmz=

[tg80/
X9

ElU -ÍX'“XV"X(X)HZ‘I-;|XAH/=X'Í“XV"X(X)IIZ+xv-l/=0

HGEl°°||X||-¡“Xv"XI/°°IIX(X)¡IIIZ-(X)az2x

‘soouoquo‘gua“XV“X(X)”z=XVonl)souloqus'uppunsuuwa
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