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Introduccion

Il problema de Plateau, que consiste en hallar una superficie de area miniina bor-
deada por una curva dada, fue uno de los primeros problemas considerados por el calculo
varincional y ha tenido una solucion satisfactoria sélo en afios recientes: en los anos 30 se
le did solucion en el espacio euclideano de tres dimensiones con los trabajos de Douglas y
Radé [D], [R1], [R2].

Este problema fue formulado por el fisico belga Joseph Plateau, quien realizé expe-
riencias sistematicas para describir qué curvas cerradas hechas con alambre sumergidas en
una solucién jabonosa, dan peliculas simples (sin intersecciones) de jabédn.

Para fijar ideas, consideramos un subconjunto B de R? abierto y acotado, cuya
frontera B se describe como la imagen de una curva v : [0,1] — R2. Si g € C?(([0,1])
es una funcién que verifica las condiciones de periodicidad ¢(0) = g(1), ¢'(0) = g'(1)
entonces I'(t) = (71(¢),72(t), 9(t)) es una curva cerrada en R?, y si v € C!(B), el drea
del grifico de v viene dada por la integral

A(v) = / (1492 +92) /2 dudo .
B

Finalmente, si existe u € C'(B) tal que u(y(t)) = ¢(t) y v minimiza a la funcional
A, el grifico de u es un ejemplo de superficie de drea minima cuyo borde es la curva
I'. Por ser u un punto critico de la funcional A, u satisface débilmente la ecuaciéon de

superficies minimas en B:

O:u d,u
8- 2 ) z =0.
(wrwarm) 4 (@rmamm)
Sea ahora S una superficieen R®. Localmente se la puede describir como la imagen de

Xo A X,

una funcién regular X : BC R? = R, X = X(u,v). El vector unitario N = X AKX

es normal a S si estd bien definido y lo supondremos.

Cada plano M que contiene a N, corta a S segin una curva yp que tiene una
curvatura Kjps. Si girainos n alrededor de N, la funcion M — Kps alcanza su maximo
A1 ¥ su minimo A;. El promedio

H= %(A1 +A;) = H(X),

se llama curvatura media. Esta nocién es independiente de la parametrizacién de S,

aunque depende de la orientacién.



Cunndo las coordenadas (u,v) son isotermas, o sea
(150) X2 = [ Xo?P =0=Xy-X, en .

H queda definida a partir del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales, denominado

ecuacion de la curvatura media prescripta o II sistemas
(1) AX =2l1( X)X, AN X, .

Se denomina superficie minimal a una superficie con curvatura media nula, y puede
demostrarse que toda superficie minima es minimal.

Luego, M = X(B) scré minimal si se verifica (ISO) y X es arménica, y serd una
superficie de curvatura media prescripta H si se verifican (ISO) y (H), entonces, una
solucion al problema de Plateau debera ser una superficie minimal que se apoya sobre una

curva prescripta I'.

En 1930-31, Jesse Douglas y Tibor Radé solucionaron el problema de Plateau de la
siguiente forma [D], [R1], [R2]: Si B = {(u,v) € R?; u? + v? < 1} es el disco unidad de
R?, el drea A(X) = / | Xy A Xy| es invariante por difeomorfismos de B, por lo tanto, si

B
I' C R? es una curva de Jordan, minimizar A(X) en {X; X|sp = I'} es hacerlo en un
conjunto grande.

Douglas y Radé muestran que

inf A(X) = xinf I‘D(X) con

lop=

D(X) = %/B |VX|? la integral de Dirichlet,

log=T

y si D(X) = X|i,,':,f=l‘ D(X) entonces AX = 0 y como D(X) es invariante por cambios

conformes de variables, sale que (ISO) se satisface para X .

Debe notarse que el problema de regularidad es doble, ya que debe analizarse por un
lado la regularidad de la parametrizacion, y por otro lado, cuando la superficie es inmersa.

Ilay resultados de regularidad de la parametrizacién debido a Ilildebrandt [Hil], y
Nitsche [N] y también se han hallado condiciones para que X(B) no tenga autointersec-
ciones: Meeks-Yau [M-Y], Tomi-Tromba {T-T] y Alingren-Simon [A-S].

Si pasamos del caso H = 0 al caso I = cte en R, H # 0, tenemos como ejemplos
de superficies de curvatura media constante a los cilindros y las esferas en R®. Dado un
circulo I' de radio R en el plano z = 0 de centro 0 y una constante H > 0 tal que
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HH IR < 1, hay dos porciones de esfern en el semiespncio superior, o aen, dos guperficies de
curvatura media constante Il que se apoyan en I' [B-C].
Si I' es una curva de Jordan en R?, el problema de hallar superficies de curvatura

media constante I , que se apoyen en I', se llama, a veces, problemna de Rellich.

Ahora se estudia la funcional

Dy(X) = D(X) +2HV(X),

donde V(X) = él—'/ XuAX,+X da el volumen algebraico (V(X) < 0 es posible) del
B

cono con vértice 0 € R* engendrado por X(B).

La existencia de una primera soluciéon a este problema, que suele llamarse pequena
o estable, fue demostrada por Hildebrandt en 1969 [Hi2|, [St1] para curvas I' C Bg(0)
con |[H|R < 1. La solucién puede caracterizarse como el minimo de la funcional Dy en
un conjunto apropiado. Heinz en 1969 demostré que la hipétesis |H|R < 1 no puede
debilitarse [He].

Una segunda solucion, llamada grande, fue hallada por Brézis—Coron y Struwe entre
1984-86. Esta solucién no puede ser descripta como un minimo local de Dy, y se la
denomina solucion inestable [St1], [St2], [B-C].

Por ultimo, consideremos el caso H no constante. Como antes, el problema tiene una

estructura variacional. Si definimos

131

3 s
QO = ([ Hiborts)o, [ Hins,6)ds, | Hita,ta,0)ds)

para { € R3?, y consideramos la funcional
Dy(X)=D(X)+2V(X),

donde V(X) = % / Q(X) - Xy AX, es el volumen de Hildebrandt, existe una solucién al

problema de Plateau, también denominada pequeiia y que se halla como un mf{nimo local
de Dy, bajo condiciones andlogas al caso H = cte para H y I' [Hi3].

Paralelamente al problema de Plateau, se ha desarrollado el problema de Dirichlet
para un I -sistema, o sea, el problema de hallar una funcién que verifique (H) en un
sentido a precisar, y que tome un valor determinado en 8B.

Si H es una constante no nula, se ha demostrado la existencia de dos soluciones a este
problema, un minimo local de Dy, lamada solucién pequefia [H1], [St1] y una solucién
incstable [B-C], [St2], siempre que el dato de Dirichlet no sea constante.
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En este ailtimo cnso, ln inica solucion al problema de Dirichlet ea dichn conatante [W].
Si I es variable, pero cercana a una constante no nula Iy para una cierta distancia [St4],
sc alirma que si existe una solucion estable para 1ly, hay dos soluciones al problema de
Dirichlet en un subconjunto denso de un entorno de Hy [St4] y en todo ese entorno [G].

Si S C R? es una superficie no paramétrica, o sea, S queda definida a partir de In

ccuncion

z=U(z,y), (z,y)€NCR*.

James Serrin ha demostrado que si §} es un dominio acotado del plano, entonces el
problema de Dirichlet en €2 para la ecuacién correspondiente de curvatura media constante
tiene solucién para cualquier dato de contorno continuo si se verifica la relacién 7 > 2|H|
con 7 la curvatura de 9§) en cada punto de 8§2. En caso de existir, la solucién es unica
[Se].

Por idltimo, Gilbarg, Trudinger y Simon han demostrado para hipersuperficies en
R"*! que son el grifico de una funcién U : 2 € R™ — R, donde © es un dominio
acotado, que el problema de Dirichlet para la ecuacién de curvatura media prescripta tiene
soluciéon para cualquier dato de contorno continuo si y sdlo si la curvatura media de 952
es no ncgativa [G-T).

En este trabajo se ha estudiado el problema de hallar soluciones de la ecuacién de
curvatura media prescripta (H), para H una funcién continua y acotada, bajo condiciones
de contorno de Dirichlet, Plateau y Neumann. También se han estudiado las propiedades
de las soluciones de (H) en distintos espacios funcionales.

En el Capitulo 1 damos algunos resultados cldsicos que seran citados a lo largo de este
trabajo.

En el Capitulo 2 se demuestran propiedades generales de las soluciones de (H) en
determinados espacios funcionales, ademas se dan condiciones sobre la funcién real y con-
tinua H para que un punto critico de Dy tenga sus coordenadas isotermas, de manera
que si X(B) es una superficie inmersa en R?, esta tiene curvatura media H(X) y se
apoyaen X|sp.

En el Capitulo 3 se estudia el problema de Dirichlet para la ecuaciéon de curvatura
media prescripta (H). Vemos que bajo determinadas condiciones para H , los puntos criticos
de Dy son soluciones de (H), y damos condiciones bajo las cuales existen mas de dos
soluciones de (H). Hallamos una solucién que es un minimo global de Dy, mientras que
las demas soluciones son: o un minimo local de Dy o una sucesion de minimos de Dy en
conjuntos convexos y cerrados.

Terminando el Capitulo 3 demostramos un resultado que es una variante del Lema del
Paso de la Montana [A-R], [St1], y damos condiciones para obtener soluciones del problema
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de Dirichlet para la ecuaciéon de curvatura media prescripta (H) a partir de puntos criticos
de Dy en conjuntos convexos apropiados.

En el Capitulo 4 se estudia la ecuacién de curvatura media prescripta (H) bajo condi-
ciones de contorno de Neumann. Demostramos condiciones necesarias que deben verificar
las soluciones a este problema, y analizamos el comportamiento de la funcional Dy en un
entorno de una solucién que no es un minimo local de Dy .

Finalmente, se demuestra que en analogia al resultado ya conocido de Wente [We],
cuando H es una constante y el dato de contorno es la funcién nula, la anica solucién, a
menos de una constante, es la funcién nula.

En el Capitulo 5 estudiamos el problema de Plateau para la ecuacién de curvatura
media prescripta (H). Demostramos que existe una solucién que es un punto critico de
Dy, y que bajo determinadas condiciones para H , se obtienen soluciones que son minimos
locales de Dy en conjuntos convexos y cerrados. Por iltimo, damos condiciones necesarias
para que exista una solucién en C!(B,R*)Nn C?(B,R?).



Capftulo 1

En este capitulo especificamos las notaciones que serén utilizadas a lo largo de este

trabajo, y recordamos algunos resultados cldsicos que luego seran citados.

1.1. Notaciones. Sea B = {(u,v) € R?; u? + v? < 1} el disco unidad.

Denotaremos con W™P?(B,R?) a los espacios de Sobolev usuales, y W™?(B,R?) =
H™(B,R%). Tr : HY(B,R%) — L%*8B,R%) es el operador usual de traza, y si
X € H'(B,R’),

1/2
| X2om,r3) = (/ |Tr X|’) )
8B

Para Y € L®(U,R"), ||Y|lw = esssup|Y(w)|. Por ejemplo, si H € L®(R?%) y
Qe L°°(R3,R’), welU

|Hl|oo = sup |[H(é)|, [IQllec = sup |Q(£)];
¢ER? ¢ER?
y H(X)|leo = esies;plﬂ(x(w))l )
QX))o = esjes;pIQ(X (w))] -

Nos remitimos a [A] para todo lo concerniente a los espacios de Sobolev.

n y o notardn los campos normal y tangente (orientados positivamente) a 9B, res-

pectivamente, y si X € H*(B,R?), B = Tr %
n

Para las funcionales Dy y V de la introduccién, notaremos

dDp(X)(p) = lim [Du(X + tst:) —Du(X)]

siempre que este limite exista.
Por ultimo, si (u,) es una sucesién en un espacio de Banach E que converge a un
limite v, notaremos u,, — u, y si la convergencia es débil, u,, — u.

1.2. Funcionales en espacios de Banach.

DEFINICION 1.2.1. Dados X un espacio de Banach separable,y J : X — R una funcional,
diremos que J es débilmente semicontinua inferiormente si para todo numero real a,
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J " 1(a,+00) es abicrto parn la topologin débil de X, o equivalentemente, si para toda

sucesion (u,) en X tal que up, — u en X, J(u) < liminf J(u,).

TEOREMA 1.2.1 [D-S]. Sea X un espacio de Banach reflexivo, y J : X — Rl una funcional
que verifica Ias siguientes condiciones:
i) J es débilmente semicontinua inferiormente,

ii) J es coerciva, o sea, lim J(v)= 400 paratodoveE X.
flvll—+oco

Entonces, J estd acotada inferiormente y existe v € X tal que J(u) = i&f J.

DEFINICION 1.2.2. Una funcional J : X — R se dice convexa si para todo nimero real
a € [0,1] se verifica que si v,w € X, J(av + (1 — a)w) < aJ(v) +(1 — a)J(w).

TEOREMA 1.2.2 [D-S]. Si J : X — R es una funcional convexa y semicontinua inferior-
mente, entonces es débilmente semicontinua inferiormente.

EJEMPLO. Una forma cuadratica semidefinida positiva en un espacio de Hilbert es débil-
mente semicontinua inferiormente. Si ademas es coerciva, entonces estd acotada inferior-

mente y alcanza su infimo.

1.3. Lema del Paso de la Montana.

Sea X un espacio de Banachy ¢: X — R, ¢ € C!(X).

DEFINICION 1.3.1. Sea u € X, diremos que u es un punto critico de ¢ si ¢'(u) =0,y
dado ¢ € R, diremos que ¢ es un valor critico de ¢ si existe un punto critico u de ¢ tal
que ¢(u) =c.

El conjunto de todos los puntos criticos de nivel ¢ serda designado por K., o sea
K. ={ue€ X; ¢'(uv) =0, ¢(u) = ¢}, y se designard por ¢° al conjunto de todos los
puntos en niveles menores o iguales que ¢, ¢° = {u € X ; $(u) < ¢}.

TEOREMA 1.3.1 [Wi]. Sean ¢ € CY(X) y SC X, c€ R, ¢,6 > 0 tales que ||¢'(u)|| >
4e /5 para todo u € ¢~ !([c — 2¢,¢ + 2¢]) N S5, donde S35 = {v € X ; dist(u,S) < 26}.
Entonces existe n € C(|0,1] x X, X) tal que, para todo u € X y t € [0,1] se verifican las
siguientes propiedades

i) n(0,u) =u,

i) n(t,u) =u si u ¢ ¢71([c — 2¢,c + 2¢]) NS3¢,
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i) n(1,¢" '€ N S)C ¢ NSy,
iv) n(t, +): X -+ X es un homeomorfismo.

Condiciones de Palais—Smale.

Sea ¢ € C1(X). Diremos que ¢ verifica la condicion de Palais—Sinale y notaremos “¢
verifica (P-S)” si para toda sucesion (u,) C X, tal que

i) (#(wy,)) es acotadaen R y
ii) ¢'(un) — 0,
existe una subsucesién (u,, ) convergente en X .

Diremos que ¢ verifica la condicién de Palais~Smale de nivel ¢, y notaremos “¢
verifica (P-S).” si se verifica que cuando existe una sucesién (u,) C X tal que

i) d(un) 2 cy
ii) ¢'(un) — 0,

entonces ¢ es un valor critico de ¢.

TEOREMA 1.3.2 [C]. Se supone que ¢ € C'(X) satisface (P-S), entonces, si c € R no es un
valor critico de ¢, para todo € > 0 suficientemente pequerfio, existe n € C([0,1] x X, X)
tal que para cualquier u € X y t € [0,1] se verifican las siguientes condiciones

i) n(0,u) =u,

ii) n(t,u) =u si u ¢ ¢~ ([c — 2¢,c + 2¢]),
iii) n(1,4°") C ¢°7°,
iv) n(¢, ) : X = X es un homeomorfismo.

TEOREMA 1.3.3 “Lema del paso de la montana” [A-R]. Sea ¢ € C'(X) que satisface
(PS) o (PS).. Si existen e € X y un nimero positivo r tales que 0 < r < |||, ¥

a = max{¢$(0),#(e)} < inf ¢(u) = b, entonces ¢ = inf sup ¢(y(t)), donde ' = {y €
flull=r €T g0,

c(|0,1),X); v(0) =0, v(1) = €} es un valor critico de ¢,y ¢ > b.

En el Capitulo 3 se demostrara, bajo determinadas condiciones para H, una variante
de este tcorema para la funcional Dy .

1.4. Superficies minimales y coordenadas isotermas.

DEFINICION 1.4.1 [O]. Una superficie regular parametrizada se dice minimal si su curvatura
media se anula en todo punto. Una superficie regular S C R® seré minimal si cada una
de sus parametrizaciones es minimal.



El Teorema 1.4.1 justificard el motivo por el cual se denomina minimal a una superficie

cuya curvatura media se anula.

DEFINICION 1.4.2. Sen X : U C R? -+ R? una superficie regular parametrizada, y scan
D C U un dominio acotado con D C U y h: D — R una funcién diferenciable. La
variacién normal de X (D), determinada por h, es la aplicacién ¢ : D x (—¢,e) — R?
dada por ¢(u,v,t) = X(u,v) + th(u,v)N(u,v) = X*(u,v), donde N(u,v) es la normal a
la superficie X en el punto X(u,v).

El drea A(t) de X*(D) estd bien definida y es una funcién diferenciable de ¢ para ¢

suficientemente chico [DC].

TEOREMA 1.4.1 [DC]. Sea X : U C R? — R® una superficie regular parametrizada y sea
D C U un dominio acotado. Entonces X es minimal si y sélo si A'(0) = 0 para todo D
y para toda variacién normal de X (D).

DEFINICION 1.4.3 [DC]|. Sea X = X(u,v), (u,v) € U C R? una superficie regular pa-
rametrizada. Diremos que X es isoterma, o bien, que las coordenadas (u,v) de X son
isotermnas si se verifica que: X, - X, =0y |X,|=|X,| para todo (u,v) € U.

TEOREMA 1.4.2 [DC]. Sea X = X(u,v), (u,v) € U C R? una superficie regular parame-
trizada, y se asume que X es isoterma. Entonces

Xuu+ Xoo =2HX’N en cada (u,v) €U,

donde A? = X, - Xy = Xy + Xy = | Xu A Xo.

Como Corolario del Teorema 1.4.2 se deduce que si X es una superficie regular para-
metrizada, y X es isoterma, entonces X es minimal si y s6lo si X es arménica.

TEOREMA 1.4.3 [O]. Si S es una superficie minimal, cada punto regular de S tiene un
entorno en el cual existe una reparametrizacion de S con coordenadas isotermas.



Capitulo 2

En este capitulo damos estimaciones de la funcional Dy en H!(B,R*®) y demostramos
propiedades gencrales de las soluciones de (1) AX = 2H(X)X, A X, y de los puntos
criticos de Dy en H?(B,R?). Veremos que si X € H?(B,R?*) es un punto critico de Dy
para variaciones en C'(DB, R3Y), entonces X es una solucién de la ecuacién de curvatura
media prescripta (H) y las coordenadas (u,v) de X son isotermas, con lo cual, cuando
X (B) es una superficie inmersa en R?, resulta una superficie de curvatura media H(X)

y que se apoyaen X|sp.

2.1. Estimaciones de la funcional Dy .

Sean If : R® —» R, continua y acotada, y Q : R? — R® el campo vectorial asociado
a .
Si Q € L=(R?,R?), la funcional Dy estd bien definida sobre H!(B,R?3), pues

Dy = D(X) +; /B QX)X A X, < D(X) + 2] QllD(X)

Ademids, Dy(X) 2 D(X) - ;”Q"wD(X) de donde se deduce en forma inmediata que

si [|Qlee < ;, Dy(X) > kD(X), donde k es una constante positiva. A partir de la
desigualdad
| [ ¥ Xonx| s evYILIvxiz,
B

con ¢ una constante positiva, vilida para Y € C}(B,R?) y X € HY(B,R?*) (|B-C],
Lemma A.3) se deduce que si H € WI'"°(R?), ¢ € C}B,R%) y X € H(B,R?),

| /B H(X)Xu A Xy +p| < el V(HX)O)LIVXIZ 5 como

(2.1) V(H(X)e)| < [VH(X) @ ol + |H(X)Vol,
CH(X) = (algi,v()’ 01;(1’)()) (6;{( )ax, a_[(x)_a_

10



y VH(X)®¢ la matriz 3 x 2

Y2

all(X)  OH(X)
— =Nt — 1
Ou Ov
OH(X)  OH(X)
oIl (X a1dix ’
- ( -.._,). Y3 _5(—2 Ps
()

tenemos que

IVH(X)® ¢ = (i: [(%E‘X))z%? N (3%(0)())290?])1/2 _

- () (5)) 7 ()" = oo

Pero, por otro lado,

IVH(X)| =

<
- (55 (ton) ) (S 1) () ) <o

1/2
Luego, si H € Wh(R%) y X € H'(B,R®), |VH(X)| € L*(B,R%) y (/ VH(X)P)
B
< |IVH||leo|VX]|2- Entonces, si ¢ € C3(B,R?),

11



N\ /2 2 2\ /2
([ rvnesrer)” = ([ ronenrier)” < lell¥ 1l VX2

y a partir de (2.1), obtenemos que

[ vaioer < [ (v e el + 1)) <
B B

<2 [ (VH(X) @0l +IH(X)VeP) <
B
< 2[llelIVHIZIVXI + | H I Vel3] ;

y por lo tanto, la integral / H(X)X, A X, ¢ resulta bien definida y
B
1/2
2 [ HOOXLA X, -] < 26l VX2l IVH IV XIE + LTI}

Por ultimo, para I € L*(R?%), ¢ € C}(B,R%) y X € H*(B,R?) tenemos que

|2 [ HOOXAA X, -] < W Hlellplenl VX

2.2. Puntos criticos de Dy en H?(B,R3%).

DEFINICION 2.2.1. Si H es acotada, diremos que X € H!(B,R?) es una solucién débil

de la ecuacién de curvatura media prescripta (H) si / VX - Vo+2H(X)X AXy-9p=0
B

para toda ¢ € C}(B,R?).

LEMA 2.2.1. Sean X € H?(B,R%) y v € C'(B,R%). Si Q € L=(R*,R*) y % €
J

L(R®) para i # j, 1,5 = 1,2,3, entonces la derivada direccional de Dy en X en la
direccion ¢ estd dada por:

aDu(X)0) = (VX Vo4 20O XA Kool =5 [ QUOAGe 0 do

OBSERVACION. Segin la Definicién 2.2.1 y bajo las hipotesis del Lema 2.2.1, si X es un
punto critico de Dy, X resulta una solucién débil de la ecuacion de curvatura media

prescripta (H).

12



Demostracion del Lema 2.2.1. Sea X € H2(B,R?) y ¢ € CY(B,R3), entonces In derivadn
direccionnl dDy (X )(p) esta dada por:

(22)  dDu(X)p) = [ VXYoot 2 [ (@X)pu A Ko+ QUOXLAGL+

2 9Q), 0Q, 9Q,
FH(X)pXu AX,)+ -/ by 2 NP Wi 3 NP0 4
( )e ) 3 /g ( ¢, Y2 €5 Ps 051 -P1-

9Q, 0Qs 0Qs
+ O3 ¥ 06, o1 o¢; ¢2) XA Ko,

ya que:

(23) dDu(X)(e) = [LDu(X +ep)| _ =

=di€{%/B|V(X +e¢)|’+;/BQ(X+w)'(X+W)u/\(X+W)v}

=/’;VX-V¢+;/[%Q(X+€¢)]‘=o’xu/\xo+

+§/ Q(X)'V’u/\xv"‘;/Q(X).X“Aw"
B B

[2QUX +ep)] = [2(QuX +ep), QX + ), Qs(X +e9))] _
(Zaux +“°>|,=O'ZQ2(X reo) g @ +ee) )

y lamando X = X + ¢y, tenemos que

d d X L2 08X, 08Q, ~ 06X,
[ZQI (X + 59’)]‘ Ql (X) : Ql (X) gz 8?: (X) Bes ]c— =
= H(X0, Xz, Xs)or + a_f,(x)“” + 8Q‘(X)¢, = H(X)py + ;g‘ p2 + %?: es

X1
ya que @,(X) = / H(s,X,;,X,)ds. Andlogamente,
0

d
[zQz(x + 59’)]‘=° = H(X)pa + a(gz #1+ 3?2 ®s3

13



d - L 9@ 9Qs
[-JE'Qs(X ‘I-csp)]ezo == H(X)ps | 3€, ¥ | 3€, ¥

Por lo tanto,

d _ Q) 8Q,
;X + W’)]e:o = H(X)p + (5g¢2 + b6, PP

Q. 0@,  9Qs 0Qs
3¢, Y1+ 6—5%’ 5{;% + a—ezvz)

y reemplazando esta iltima expresién en (2.3) se obtiene (2.2).

Ahora, como X € H?(B,R?), integrando por partes obtenemos que:

"=(l_u2)l/2

/B Q(X) Xy Ay, dudy = /—11 [Q(X) - Xu A ] 220 ) adu—
- L [(%Q(X)) XuAp +Q(X) - Xyo A w]du dv =

=/ (Q(X)-Xu/\go)vda—/H(X)X,,-X.,/\sadudv—
8B B

0Q, 0@\ 0Q; 8Q2 9Qs
- w7 X20 + 77— Xsoy o~ X10 + Xso Xiot+
/B (3€z AT R TR T TR A T

+ OQ’X,.,) -x.,/wdudv—/ Q(X) + Xuo A pdudy,
0, B

y también,

/ QX)) vu AN X, =/ (Q(X)-g)/\X,,)uda'—/ HX)X, - pANX,dudv—
B 8B B

o 0Q, 0Q, 0Q, 0Qs
— /B (8_£;X2" + a—&xsu, a_&xlu + —36_3)(3'" 3_&—X1u+

+2Q—3—X,u) .q,/\x‘,dudv—/ QAX) oA Xypdudv.
3 B

Sumando y reemnplazando en (2.2), se obtiene que
2
Du(X)(p) = [ [VX- Vo + J@HX)p - Xu A X))+
B
+ 3/ Q(X) - A (uXy — vXa)do .
3 Jom

Hemos utilizado los siguientes desarrollos:

14



3} _ o, 0Q, 0Q;
a) EQ(X) = H(X)X, + (T9£_2Xz" + 8—&X“’ 8_&Xlu+

0Q; 0Qs 0Qs
+ 063 XSu’ aél Xlu + 662 qu))

7] 0 o
_Ql Xzo + ‘Q“l Xs:n 8-?12 Xlo+

0
b) %Q(x) = H(X)X” + ( 6{2 863

0Q, 0Qs 0Qs
+ X v X1 + —X v)H

8 " ag, T ag )

0Q, 0@, 0Q, 0Q2  0Qs

C) ( 0{2 7’2 + 8{3 V’S) oflapl + 863 23’ a{l ¢18+

Qs @ Q Qa
359’2) Xy AKX, — (—86_2)(3" + 8_&)(3-“ B_&'X1u+
0 0 1) 3]

8?32 Xun 8?: Xlu + a—?:-xzu) *p A Xv - (6—?:'Xzo+
an an an aQs 8Q3

X3y, Xio+ =—Xs3o, — X1+ —X X ANp=0,

5ex X302 g, 1o+ Gga Xom G Kuot Gt Kas) - Xu g

Para verificar c), veamos como se anula la primera coordenada de esta ultima ex-

presion. En efecto, la primera coordenada es:

8 0
(T2 + Gaws) (XauKso = XauXio)-
9 8
— (FRXau+ G Xou) (2 X = Xavis)-
an an =
~ (Ger Koo + 3 Koo ) (Xaups = Xsupr) =0

a
Pero por ser v X, —vX, = Do’ llegamos a:
o

dDu(X)e) = [ [7X- Vo + 2H(X)p- Xu A K]+

2 X
+ 3 OBQ(X)-V’A 'E‘—d”’
o bien,
(2.4) dDy(X)(p) = / (VX Vo + 2H(X)Xy A X, - 0]—
B

2 X
_5‘/;BQ(X)A—8;.¢dU. o)

15



TEOREMA 2.2.1. Supongamos que @ € L*°(R* R?®) y que (;C:' € L>(R?) para i,j =

1,2,3, 1 # 3,y sea X € H*(B,R3) tal que dDy(X)(p) =0 p:lrn toda p € C'(I3,R?).

Ikintonces X es una solucion débil de () y By = ;Q(X) A %—f en L}(OB,R3). En
X 90X

particular, BT s = 0 pp en OB. Ademas, si I es constante y X € L°(B,R?), se
Oy Oo

2
obtiene que glﬂ =X 9X =0 ppen 0B.
an dn

Demostracion. A partir de la expresion (2.4) del Lemma 2.2.1, se obtiene que
/BVX-V¢+2H(X)XuAX,-¢ =0,
para toda ¢ € C§(B,R?%), y por lo tanto, X resulta una solucién débil de (H). Ademds,
/B[—AX +2H(X) Xy AX,]-p=0,

para toda ¢ € C§(B,R?®), y por lo tanto como —~AX + 2H(X)X, A X, € L'(B,R?),
obtenemos que

—AX 4+2H(X)XyAX,=0 ppen B.
Ahora, volviendo a (2.4), tenemos que para p € C'(B,R?%),

2 (1), ¢
0=/[VX-V¢+2H(X)XuAX,]-tp——/ QX)AN = - pdo =
B 3 Jem 9o

0 2 X
=/[—AX+2H(X)X‘./\X,,]-¢+/ —X--¢d¢7—-—/ QUX)A — - pdo =
B 8B On 3 Jep 8o

=/BB [a—{—gQ(X)/\%é]-vda,

on
2 sy 9X 0X 2 s . (RS RS
y como X € H*(B,R?®), B o € L*(0B,R"), ademas, Q € L(R? R?’), y entonces,
axX 2 ax _ ., s
%—EQ(X)A 9o € L*(6B,R%) y
8X 2 X 5 s

Por iltimo, si H(X) = Hy € R, entonces Q(X) = HoX, Q(X) € L*°(B,R?)
para X € L°°(B,R?®), con lo cual Dy resulta bien definida, y ademas -56—' = 0 para
i
4,J=1,23,1#7].
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La expresion (2.5) implica que

X 2 oxX
T _ 4 kel
p 3 o X A 55 Ppen B,

y multiplicando escalarmente por X, obtenemnos que

0X

E’—‘X=0 pp en OB,
lo cual comnpleta la demostracion. o
TEOREMA 2.2.2. Supongamos que Q@ € L(R%, R?) y z—?' € L>(R®) para i,j = 1,2,3,

J —

i#7j ysea X € H*(B,R?) tal que dDy(X)(p) = 0 para toda ¢ € C*(B,R?). Entonces
las coordenadas (u,v) de X son isotermas, es decir, |Xy| = |[X,| y Xy X, =0 pp en
B.
Demostracion.

Paso1l. Si |Xu|? — |X,|?> = Xu+X, = 0 en L*(8B,R?), entonces |X,|® — |X,|? =
Xy+X, =0en LY(B,R?).
Extendemos X a R2\B por inversién con respecto de 8B, o sea, para r? = u? 4 v2

definimos
X(u,v) en B
Y(u,v) = —
X(¥r?,?/r?) en R*\B .

Veamos que

{ AY = 2H(Y)Y,AY, en B

(2.6) _
AY = —2H(Y)Y,AY, en R\B .

En efecto, si se hace el cambio de coordenadas (u,v) — (uv',v') = (%/r2, ¥/r2) con
r2 =u?2 4+ v?,y J es el jacobiano correspondiente, tenemos que

|y vi—ulie _2uvje _ u? —v3\?  qule?|
= [det — 2uv/4 u? —v?e )| T _( v ) Ty T
_ —ut — vt 4 2uv? — 4u2y? _ (u? +v?)? _ —rt _ 1
- (r4)? - (r4)? - (r4)? T o
ya que
8 (u) _phEa? g(v) _u?—v?
dulr2) — ¢4 ' Gu\r2/ T
y



() (-2

Ahora, si Y(u,v) = X(%/¢2, ?/72), entonces

x5 () TS (2
y analogamente,
e ()40 () - xe(B) n. 5
Entonces,
YoAY, = Xy A X, |- (" :”2)2- 4’::;’:] XA Xy(=T7Y).
Ademas,
(B (B
4 xu(—Zur“ + (u? (—1.:;)22)2(112 + v2)2u) L X, ( —2vrt + 21(1:42)(2142 + vz)Zu) ,
(2 () (- 2,
(- T (S5E)
+ Xu(—Zur4 + 2?:4§£u2 + v2)2v) L X, ( —2vrt 4 (v? (—r:t;)Z(u2 + v’)2v) .

Si sumamos Y, + Y,, y estudiamos los coeficientes que multiplican a cada una de
las derivadas de X, vemos que: el coeficiente de X, es:

—2ur? 4 (u? —v?)4u  —2ur? 4 2%ue?
e + o
r r
_(—4u® — duv? + 4ud — duv? + 2%u0?)

70

0;
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20_1' 4 Z’u v —2vr? 4 4v(v —u ) _

el de X,: 6 b
r
—4vu? — 403 - 22020 F 40 — 4uy
s =0,
r
—2uv\ v? — u? u? —v? /—2uv
el de X,,: ( - ) + - ( r )=0,
2uv\ v? — u? —2uv\ u? — v?
el de Xou: (r4 ) +( rt ) rt =0,
v? 2uv\2 _
el de Xyu: (7 ) +(=2) =0,
2uv - 2
el de Xou: (- ) (“ ‘”) =J,
r

Lueg°7 You + Yoo = (qu + va)J_l .

Pero si dDy(X)(¢) = 0 para toda ¢ € C!(B,R?), entonces AX =2H(X)X, A X,
en B,y por lo tanto AY = 2H(Y)Y, AY, para (u,v) € B,y si (u,v) € R?\B, entonces
AY(u,v) = Ax(u/fza v/" )J "l = 2H(X( u/"‘z) v/"'z))xu A X.,( u/rz, 1"/7‘2 )J "=
—2H(Y)Y, AY,(u,v).

Ahora, si la medida conforme de Y es la aplicacion F(u,v) = |V, |2 —|Y,|?—2:Y, - Y,,
veremos que F es holomorfa en C.

F es holomorfa en C\@B, pues F(u,v) = Fy(u,v) +iF;(u,v) con Fy(u,v) = |Y,|® —

|Yo|?, Fa(u,v) = —2Y,:Y, y F,,F, verifican las condiciones de Cauchy-Riemann en
C\9B:

g‘l =2yu’Yuu_2Yv'Yvu)

Ou

O—F‘z- — —2}’1‘0 . Yv - 2Yg . va .

v

Or, .
Luego, a—l- = % siy sdlo si 2Y, - Yy, —2Y,-Y,, = -2Y,,°Y, - 2Y,-Y,,,0sea,siy
u

solo si Y, - AY = 0, lo cual queda asegurado por (2.6).

Anilogamente,
8& = —2}’"“ . Yv — 2Yu . Yvu ’
Ou
a_F‘l_ — 2Yu’Yuv —2Y' -va .
ov

19



aF 1] B

Entonces, ;5 - ((; - siysolosi 2Y, -Y,,—2Y, Y, =2Y,, Y, +2Y, - Y,,, siy sélo si
dv 1

Y, - AY = 0, lo cual nuevamente queda garantizado por (2.6). Luego F satisface Cauchy-

Riemann en R?\ 9B en forma débil, y como este operador es eliptico I € C?(C\9B,C),
y por ultimmo, tenemos que F es conlinua en 81, pues
i (1Val? = [Yol?) = (X (07 = 43)?  |Xo[P4u2? 42X, - Xo(0? — u?)(~2uv))—
— [1XuP(=200)? 4 X2 (07 = %) + X - Xo(u? = 07)(~2uv)] =
= (| X > = [ X, PD)(v? - v?)? — 4u?v?) + 2X, - X,(u? —v?)duv =0,
y m([Yul® — |Y,[*) = 0 si |Xu? = |X,* =0y Xy-X, =0 ppen 8B,y también,
r<i
lim ¥, - ¥, = (IXu[? = 1X.P)[(v? - w?)(=2u0)] + X - Xo[—(u? —v?)? + 4u?v?] =
r>1 =0=P_’HY“'Y"

r<1
para | X,|2 - |Xy|?=0y X, X, =0 ppen 8B.

Por lo tanto, F' es holomorfa en C, pero
[raoise [ vl +n) =4 [+ ne) =
R3 R? B

- 4/(|Xu|’ +1Xol?) < 400,
B

pues

ay Y
|VY|2= —AY-Y+/ - Yda—-/ —Ydo+
Be Be ap< O aBe O

+ -AX(u/rz,v/,-z).X(u/rz,v/rz)rl=/ —AX (") X(u', 0" )TN T+
Bec B

+/ - }’da_/w)m2 / A chr+/ oY Yala—/w)q2
8B On 8B On 8B¢ 3'7

haciendo el cambio de variables (u',v') = (%/r2, V/p2).
Pero entonces, F =0, y por lo tanto,
|Yy|2 = |Y,|> =Y, Y, =0, yen particular
IXu'z - va|z = Xu ’Xu =0 PP en B.

Paso 2: (u,v) son isotermas sobre dB. Sea X(r,0) = X(r coso,rsinc), entonces,

ox ou ov .
ke X"E +X.,5; = X, co80 + Xysino

20



oX Ou v .
35 = Xups + X"Ec; = Xy(—rsino) + X,rcoso ,

IX 00X

luego, ol ((,—)a— = (|Xo|* = | Xu|?)r cos o sine + X, + X,(cos® & — sin? o), y por lo tanto,
12D, Q)

cl paso 2 es equivalente a — -+ ox =0 pp en OB. Pero como 9X = 'rg— y oxX =

) )X or Oo On or On

y a2 ] dX 00X

1 Q(X)A 5 M L2(0B,R3), se deduce que 51’— "B = 0 pp sobre 0B. o

2

o0X

COROLARIO 2.2.1. Si las coordenadas (u,v) de X son isotermas, entonces o
n
3X|2_3X 3X_0 5B
do|l =~ 80 On pp en '

Demostracién. Ya sabemos que |X,|? — |X,|? = X,+X, = 0 pp en B si y sélo si
| Xul? = 1 Xul> = Xu- X, =0 pp en 0B, y ademas, que I‘Yul2 — | Xo|> = Xy X, =0 pp
1)

en 8B siysdlosi — :—— =0 ppen 0B.
dn Oo

a 8
Ahora, sabemos que o = Xycoso+ Xysinocy — = —X,rsinc + X,rcoso, en-

o
90X |2 X |2
—| =|Xul?cos® o +|X,|*sin’ 0 +2X, + X, coso8inc y |——
or o

+|X,|?r? cos® 0 —2X, - X,r? cososino, y por lo tanto, para r = 1 tenemos que

X

oo

sucede si y sélo si |X,|?> = |X,|?, lo cual completa la demostracién. n]

= | Xy|*r?sin’ o
oX r _
ol —

2

si y sélo si |X,|?cos?c + |X,[|?sin® 0 = |X,[?sin’ o + | X,|? cos? o y esto iltimo

tonces,

OBSERVACIONES.

a) En forma reciproca al Teorema 2.2.1, tenemos que si X € H?(B,R?®) es una solucién de

X 2 80X
la ecuacion AX = 2H(X)X,AX, en By B = EQ(X)A 5 " L?*(8B,R?%), entonces

dDg(X)(p) = 0 para todo v € C'(B,R?).
b)Si He R, X € C}(B,R?) y (u,v) € 8B, en cada punto X(u,v) e R*, X y X son

0o
coplanares y estdn contenidas en el plano perpendicular a %{ st %—X(u,v) #0.
n n
c) Si %—X(u,v) #0, X(u,v), %{(u,v) y %—:‘;(u,v) forman una base de R® con la misma
n o

orientacion que la base canénica si H > 0 para cada (u,v) € 0B.
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2.3. Propicdades gencerales de lns soluciones de (I1) y de los puntos criticos de
Dy en H2(B,R3).
‘TEOREMA 2.3.1. Sea X € (B, R®) una solucion de la ecuacion AX =20 (X)X, A X,

2 2
en B. Entonces, / [|VX|2 + (IV I ) rd2H( X)X, Xy AX,] = / f)_X_
B OB

do > 0.
on 7=

Demostracién. Sea X, la primera componente de X, entonces
/ div[(uXiu + vX,,)VX,] = / (uX1u + vX1,)VX, -77do .
B 8B
Luego,

(27) / “VXIIZ + (uXqu + levu’uxluv + levv) * Vxl+
B

+ (uX1u + vX10)AX;] = / (uX1y + vX1)V X, -ido .
8B

Teniendo en cuenta que:

uXy, +vXy, =7X,,,
(uxluu + levvn u-xluu + levv) * VXI = T(VXl),. ¢ VJYI ’

y que
rAX, X1 =X, 2H(X)(X2u X3y — X3uX20)

reemplazando en (2.7) obtenemos que

/ VX, + I ll ) + 2H(X)rX 1+ (XzuXso — XsuX2,)] = / X;. >0,
y teniendo en cuenta ésta tltima igualdad para X; y Xy,

/anxP+r(W—2{E)r+2H(X)rX,-x.,Ax.]=/ | |da >0. o

8B
TEOREMA 2.3.2. Si H=Hy € R y X € H*(B,R%)NL>(B,R?) es tal que dDy(X)(p) =
0 paratoda ¢ € C'(B,R?®), entoncessi Y € (X+H}(B,R*))nL>(B,R?), |

1
2|H,|

dea.
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Demostracion. Sea Y € (X + Hg(B,R*))NL>°(B,R*). Veamos entonces que [ Y, AY, =
fn Xu A X,y: en efecto, para toda vector ¢ € R,

Z/B(Y.‘AY.,—quxv)-c::/l’[(y-x)u/\(y-l-xm-
+ (Y + X)uA(Y - X)]-c=0,

ya que se sabe que si ¢ € Hy(B,R*) y ¥,p € HY(B,R®%) n L=(B,R?%), /((pu Ay +
B

BuApe)-p = /B(pu Ao+ bu Ap) - (ISt1],. p. 92).

Pero entonces, / I/ X 2H0 = 2|—}1Io—||/ AX, =
< do = I Ida a que por el Corolario
2|Ho||./;3 I 2|Ho /BBI Iz BleYH°| 8B ) JRAueP
del Teorema 2.2.2, sabemos que |—5—| o = 0 ppen 8B si |Xy|? - |X,)> =0
o r
Xy Xy=0ppen B. a)
s R3 9Q;
TEOREMA 2.3.3. Supongamos que Q € L=(R*,R?) 3€; 4, ] =

1,2,3, 1 # j. Sea X € H*(B,R?) tal que || H(X)X|leo <1 y dDy(X)(p) =0 para toda
v € C'(B,R?®). Entonces,

Xlonno| 5,
1Xllz2o5.m2) L3(8B,R?)

D) < =0 T TEE)X )

Demostracion. Sabemos que AX = 2H(X)X, A X, pp en B, luego, 0 = /[—AX +
B

2H(X)Xu A X, X = /[lVXI2 +2H(X)Xy A X,y * X] —/ ?9—:‘; «Xdo > 2D(X)(1 -
B BX 12 \1/2 8B
10X )= WX Nzocomaey ([ [ 5o-] 40) ™ = 2D ) Xlo)~1X Nircom, 00
% lL’(BB.R:‘) , ya que por el Corolario del Teorema 2.2.2, | ' = | | ppen 0B. D

TEOREMA 2.3.4. Con las mismas hipdtesis del Teorema 2.3.3, también se verifica la si-

/ ‘9|X|2
0’
s On

41 - [H(X)Xleo) ’

guiente desigualdad:

D(X) <
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. I|X|?
en particualar, - do > 0.
ap U7

Demostracion. Sabemos que 0 = ‘/||V,\’|2 4 20(X)Xu A X, - X - /
B

X
2D(X)(1 = | H (X)X |loo) — / - + Xdo, y como
a
demostracion queda completada. o]

/

oX
B 9

Xdo =

o



Capitulo 3

Iin este capitulo se estudia el problema de Dirichlet para la ecuncion de curvatura
media prescripta (11).

Vemos que para determminadas funciones If | existe para cada dato de contorno g €
11'(B,R®) una solucién de (H) que es un minimo global de Dy en el subespacio afin
T = g+ H}(B,R?). Si variamos las condiciones impuestas a I , obtenemos soluciones
que son: o un minimo local de Dy en T'N WH*°(B,R?®) o una sucesién de minimos de
Dpg en subconjuntos convexos y cerrados de H!'(B,R?%).

Finalmente se demuestra un resultado que es una variante del Lema del Paso de la
Montaiia para la funcional Dy, y demostramos que bajo determinadas condiciones para
H y g, se obtienen soluciones del Problema de Dirichlet para la ecuacién de curvatura
media prescripta (I1) a partir de puntos criticos de Dj; en conjuntos convexos apropiados.

3.1. Minimos de Dy en subconjuntos convexos de H!(B,R?).

Consideraremos el problema de Dirichlet en el disco unitario B, para una funcion
vectorial X : B — R3® que satisface la ecuacién de curvatura media prescripta (H)
{AX =2H(X)X AX,en B

(Dir)
X =gen dB

DEFINICION 3.1.1. Si H es acotada y g € H'(B,R?%), diremos que X € H!(B,R?) es
una solucién débil de (Dir) si para cada ¢ € C}(B,R?), se verifica

/(VX-V¢+2H(X)XuAX,-¢)=O
B
XeT

(Sol)

TEOREMA 3.1.1. Sea H : R® 5 R, H € C}(R®) N L*=(R?) y tal que si Q es el campo
3 0Q; .y e e
vectorial asociado a I, ||Q]e0 < 37 5?—'— € L=(R?®) parai # j, i,j =1,2,3. Entonces,
J
dada g € H'(B,R%), Dy tiene un minimo X en T = g+ H}(B,R®) y X es una solucién
débil de (Dir).

Demostracion. Para £,X € H'(B,R?), vale que
1
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luego,
D1 (X)] < D(X) + g /B IQ(X) - Xu A Xo| < D(X) + §||Q||°°1)(X) < 2D(X)

y Dy resulla finita en T'.

Ademas, por el Lema 3.1.3 que demostrarcinos mas adelante, Dy resulta débilmente
semicontinua inferiorinente y coerciva en 7', y como T es débilinente cerrado como sub-
conjunto de H'(B,R?), concluimos que existe X € T tal que Dy alcanza su minimo en
X, por lo tanto, dDy(X)(p) = 0 para toda p € C}(B,R?). A partir del Lema 3.1.1 que

demostraremos luego, puede concluirse que X es una solucién débil de (Dir). a]

TEOREMA 3.1.2. Sea g € C!(B,R?®) arménicay H : R® — R cualquier funcién no nula
que verifica las siguientes condiciones:

i) I € CY{R*)n W1(R?) y el campo vectorial Q asociado a H satisface Q €
L°(R*,R?).

. 3
i) 1 loollglloo < 5 -
iii) Existe un nimero real ¢ > ||Vglloo tal que |H({)| < Af/cz(lfl — llg)loo)+ para todo
¢ € R%, donde A, > 0 es el primer autovalor de —A en Hj(B).

Entonces g es una solucién débil de (Dir) y si g no es un minimo local de Dy en
T N Wh*°(B,R?), existe una sucesién (X,) de soluciones débiles distintas de (Dir) en
Wt (B,R%) tal que X, - g en WH*°(B,R?%).

Demostracion. Si X € T, entonces tenemos que

)2
[H(X)| < A/ (1X] = llglloe)+ < X/ (1X[~lgl)+ < Z1X —g| ppen B.
Luego, H(g) =0 en B y entonces,

dDH(g)(¢)=/ Vy-V<P+2H(y)9u/\yo-¢=—/BA9-¢=0
B

para toda ¢ € C}(B,R3?), de donde se deduce que g es una solucién débil de (Dir) en
H!(B,R?®).
Supongamos que g no es un minimo local de Dy en T'N W1,00(B,R?*).
3
Sea ahora §, = min {c = IVglloos T ||g||°°} y se define M, = {X € T} || X —
oo+ V(X —9)lloo < 81} Entonces, M, es no vacio, pues g € M, , es convexo, cerrado y
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ncotado en II'(B, 1Y), por lo tanto es débilinente compacto. Ademas, por el Lema 3.1.3,
Dy es débilimente semicontinua inferiormente en My, ya que ||Q(X )loo < | H oo} X lloo <
Il (X ~ glloo | lgllec) < 3/2 parntodo X € M,.

Luego, existe X; € M; tal que Dy(X,) = Xié‘lil'h Dy(X) y como g no es un minimo
local de Dy en WHo(B RY)N T, se sigue que X; # g. Veamos que X; es una solucién
débil de (Dir):

Como M; es convexo, para todo € € [0,1] tenemos que Dy (X,;) < Dy(X; + (X —
X1)) y por lo tanto, 0 < @/de Dy(X, + (X — X ))|,_o = dDu(X1)(X — X)), o sea,
dDp(X1)(X; — X) <0 para todo X € M;. Luego, dDy(X;)(X1 — g) £ £dDy(X,)(p)
para toda ¢ € C3(B,R?) tal que ||¢|loo+[|V¥|loo < &1 y entonces, dDg(X,)(X;—9g) <0,
o bien, dDg(X,)(Xy — g) = dDy(X,)(p) = 0 para toda ¢ € Cj(B,R?). En este dltimo
caso, X, resulta una solucién débil de (Dir) en H!(B,R?%) y entonces, basta probar que
la primera opcién no es posible.

Para esto notamos que si X € M), |[VX|loo < ||V(X = 9)lloo + [|Vlloo < ¢ ¥ como

|[H(X)| < A1/c?|X —g| pp en B, tenemos que / 2H(X) X AX, (X~-g)2 —2/ | Xu A
B B
XM/ |X - g > - /B VX X/ )X - gl 2 -MIX - gll} = ~IV(X — g)lI}, ¥ por
otro lado, / Vg:-V(X —g)= —/ Ag-(X — g) =0. Entonces
B B
dDu(Xi)(Xy —9) = [ (921 V(Xa = 9) 4 2H (X)) Xru A Xay+ (s = ) =

- / V(X — g + / Vg-V(X; —g) + f 2H(X1)X1u A Xyo - (X1 — g) 2
B B B

> V(XL =9Iz = V(X1 - 9)l3 =0,
y por lo tanto X, resulta una solucién débil de (Dir) en H!(B,R?).

Abora, scan & = min{61, 1/2(1X: — glleo + [V(Xs = 9)lee)} ¥ M = {X € T5|1X -
lloo | V(X =g)lleo < 82}. Nuevamente, existe X3 € M, tal que Dy(X;) = Xig};ﬁ Dy(X),
X, es una solucién débil de (Dir) y X, # g. Ademads, como X; ¢ M,;, X, # X, .

De esta forma se construye una sucesién (X,) C W1(B,R%) N T de soluciones

débiles de (Dir) en W'°(B,R?) tal que X, — g en W1'*°(B,R?). D

A continuacién demostraremos los Lemas 3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3 que hemos utilizado en

la demostracion de los Teoremas 3.1.1 y 3.1.2.

LEMA 3.1.1. Supongamosque H € C*(R3)NL>(R?), Q € L=°(R},RY) y Z—cg' € L=(R?)
j

para i,j = 1,2,3, i # j,ysean X € T y ¢ € C}(B,R?), entonces dDy(X)(p) =
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/(VX -V + 2H(X)X. A Xy+p). En particular, si X es un punto critico de Dy,
B

entonces X es una solucion débil de (Dir).
Demostracion. En forma anéloga al Lema 2.2.1, vemos que para X € H!'(B,R?%), ¢ €
CY(B,R?), la derivada direccional dDy(X)(y) estd dada por:
2
(3.2) wu(x)w) = [ vX-Vor3 [ (@) Xunput
B

+Q(X)-spu/\X,+II(X)¢.X“AX”)+;/ (6_Q_1m+
B

/3
0Q: 0Q, 0Q;  0Qs Qs
+ s, =2y + =2y, o+ =2 ) c Xu A X, .
6&3 Ps aﬁl pl 663 ‘1931 ael V’l 862 5"2) u

Como ¢ se anula en 8B, si suponemos que X € HZ?(B,R?), integrando por partes

obtenemos que:
/BQ(X)'X.‘MP., = —/B [(%Q(X)) -X,,Aqo+Q(X)-Xu,,A¢] =

0Q, 0Q, 0Q; 8Q, 0Qs
= — H(X)X, - Xy ANy — — X+ =30y — X130 + Xso, X110+
/B (X) ¥ /B(aez T G T 7R T

7]
+_X20)'XuA¢_LQ(X)'XuvA¢7

/BQ(X)'WAX.,=—/BH(X)X.,-quX,—

aQ, 0Q, 0Q; 0Q; 0Qs
- Tasr “ar u _X u
/B(aez Xout g, Kowr g, X1u ¥ g, Kowr g, Xint

Qs .
+ SR x) 'ﬂp/\Xo—/BQ(X)"P'\va

y como en el Lema 2.2.1,

0@, 0Q; 0Q, 0Q, 0Qs 0Qs
(6{; p2 + B%s Ps3, B¢, v+ Bés s, 3¢, Y1+ 6, V’z) XuANX,—
0Q: Qs

7] o (s 0
(_Q—l‘xzu + ’&Xs'n _Qz‘xlu + —th —Xlu + —.%qu) P A Xv"'

8¢, O¢s 8¢, 9¢s 8¢,

aQ 0Q, Q2 0Q, Qs 8Q,

¥l X+ =2 Xy, =22 Xio + =2 X3y =—X1o + ——X2v )  Xu A =0.
o6, ? D€ 73" 8g, T gy v Bg, 8¢, 2")

Entonces, siempre para X € H?(B,R"), reemplazando en (3.2) deducimos que
2
(3.3) dDu(X)(e) = [ (VX - Vo + ZGH(X) XA Xy -0)].
B
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Por el Lema 3.1.2, que demostraremos a continuacion, (3.3) sigue siendo vilida para
X ¢ H'(B,R*),ysi dDy(X)(p) = 0 tenemos que / (VX - Vo 2ll( X)X AX, ) = 0.

Por lo tanto, X resulta una solucion débil de (Dir). 0

__C‘_?L € L™(I%)

LEMA 3.1.2. Supongamosque I € C'(RR*)NL™(R3), Q € L=°(R*,R?) y B¢
j

para i # j, 1,7 = 1,2,3, entonces, si dada p € C3(B,R?), se verifica que

9
3

2 [0 Xunpu+ Q) pun X+ H(Xp- Xun X + 3 [ (GRat

0@, 9Q; 0Q:  0Qs Qs _
a£ Y3, & a{ —e1+ a{ a7z P8 o 6{. 1+5£_ )'Xu/\-xo—'

=2/ H(X)X A Xy 0,
B

4+ —

para todo X € H*(B,R?%), la igualdad resulta vdlida para X € H'(B,R3).

Demostraciéon. Sea X € H'(B,R3%) y sea (X,) C H?*(B,R%) tal que X, — X en
H'(B,R%). Sabemos que entonces existe una subsucesién de (X, ) que también llamare-
mos (X,) tal que X,, = X pp en B. Pero entonces, por el teorema de Egorov, dado
§ > 0, existe un conjunto Bjs tal que |Bs| < § y X, — X uniformemente en B\ By,
y por lo tanto, existe ng € N tal que |H(X,) - H(X)| < e y |Q(Xn) — Q(X)] < € en
B\ Bg si n > n,g.

Luego,

| (X)X A X, = XL A X 0)| S [ 1) = HOOUXL A Xl o+
B B

1
b [ IO X A X, = XA XN lpl < [ H) = HOOI F VX Pt

B,

1
b [ 25 19X lelloo + [ 1 lollploo(1Xns A (X, = X+
8

+1(Xn, = Xa) A Xo]) < ellelleoD(X) + / 1 H ool VX Pl oot

B,

+ "HIIOOHWIIOO(”XM”2”Xn. - Xv"2 + "Xvillzllxn. - Xu”2) .
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Ademas,

I/(ce(x..)-x,.. Apw— QX)X M)l </ QX ) ~ QX)X ol [l +
n P
| / QX)X — Xol o] < / 1Q(Xn) = QUX)] 1 Xul lpslloo
B\B
' /B 21 Qo Xul 00 ]loo 4 / 1QloolXne = Xol llpollon <

< ‘"leuoonxu"l + IIQ'I@IIV’oIlmzL Ixul + ”Q”OGIIV’v"oo"Xn- - X.,”] )
s

y analogamente,

|L(Q(Xn) *Pu AXn. - Q(X) *Pu /\X.,)I < e”‘Pu”c:mo"’Yulll+

190 llpullon2 /B 1Xul + 1Qlcollull 1 Xn. — Xulls -
[}

3Q1 3Qz an

Por dltimo, si V(Y,p) =
aQs

(Y) 2+ (Y)‘PS’

(72 21 o + G2

~(Y)es, fl’(ml +

( Y )wz) entonces

V(Y,p) - V(Z,¢)| = I(an(Y) an(Z))tpﬁ
+ (G - Z2(D)en (G2 - G2 )er+

+ (G20 - Z2@))en (GRM) - T2D) e + (20 - 32(2) ),

0Q;
9
e > 0, existe ng € N tal que si n > ng,

i,j=1,2,3.

Luego, [V(Xn,¢) - V(X, )| < (3-4¢?[p|2,)!/2, pues, por ejemplo, ((

y como las funciones : R® - R son continuas para i,j = 1,2,3, entonces dado

aQt BQ{

(X.,) (X)l < € en B\ Bs para

an (Xn)
?9?; (X)) ez + (aQ’ (Xn) - aQ‘ (X))m) < 2e*[lpalls + €*llpsllse) < 4€?llellS, ya que
(a+5)* < 2(a® + b’)
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Ahora,

I/ (V(Xuy)  Xng A X, — V(X,p)  XuA X, <
n

g/ IV(X,l,zp)~V(X,¢)||XuAX.,|»I-/ IV(Xny @) | Xng A Xn, — Xu A X,
B B

y como ademas,

Vol < [2(]| G L leali + | G tlesliz) +

w2 el eats + [ G2 estz) + 2(| G2 [ teste + | 22 _eat) | <
<lele( Y 232

1<i,5<8 8¢,
i#j

s\ 1/2
) = elet),

donde ¢(IH1) es una constante positiva que sélo depende de H, tenemos que
[ Vo) - VX RIX AKX S [ @4l 21X A X+
B B\B,

n /B 2elleoc(H)| [ X A Xo| < ell@lleo VIZD(X) + 2lillooc(H) /B 1Xu A Xl
8 (]

/B V(X @) [ Xy A X, = Xu AXo| S /B (H)@lloo(|Xne A (Xn, — X, )|+
+ |(Xn. - Xu) A le) < C(H)||$OIIOO(||Xn.||2||Xn.

Pero entonces, como

- Xv"2 + "Xn. - Xu”2”Xv”2) .

gL(Q(xn)'xn. Apy +Q(Xn)"PuAXn. +H(Xn)80'xn. AXn.)+
2

43 [ VXn#) Xne A X, =2 [ H(X)Xo, A X -,
B B

deducimos que

2

3L(Q(X)'XuA¢v+Q(X)-¢uAX,+H(X)¢-Xu/\){,)+
2
+E/BV(X’(P).X"AX"_ZLH(X)XuAXv'wy
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lo cual completa la demostracion.

LEMA 3.1.3. Sea I : R - R, I € CY(R3) N L®°(R?) y tal que si Q es el campo
vectorial asociado a I, Q € L(R*,R%). Entonces, si M es una subconjuunto no vacio
de H'(B,R®) tal que ||Q(X)||L~(B,r?) < 3/2 paratodo X € M, Dy es débilmente
semicontinua inferiorinente en M. Si ademads existe una constante positiva ¢ tal que
N X|lL2(am,r3) < ¢ para todo X € M, entonces Dy es coerciva en M .

Demostracion. Veamos que Dy es débilmente semicontinua inferiormente:

Si (Xn) C M converge débilinente a X € M en H!(B,R?), (X,) convergea X en
L?*(B,R®) y pp en B. Por el teorema de Egorov, dado § > 0, existe un subconjunto Bj
de B con |Bg| < § tal que X, (u,v) - X(u,v) uniformemente en B\ B;.

Para ¢ > 0 fijo, tenemos que:
1
[ UQUEm) = QX)) Xy A X, | S 51Q0Km) = QUOllzmormams) [ 19X <
B\B‘ B\Bl
< 1RQ(Xm) — QX)) L~(B\Bs R?) 8Up D( X)) < € sim > my .

Por otro lado, a partir de (3.1) y recordando que ||Q(Y)||z~(p,r%) < 3/2 para Y €
M | obtenemos que

1
21V Xl + 2Q(X)* X, A X, 20 ppen B.

Luego,
(04) Du(Xm)2 [ (FIVXnl+ 3Q(Xm) - Xim A Xim,) 2
B\B, 2 3
1 2
Z VX l? + = Xm)—Q(X)) X AXum
2 [ 3IVERl 42 [ (@) = QU)X A Ko+

2 1 2
b2 [ Q) X A X 2 [ (GIVXP 4 Q) i A Kn) -6
3 JB\B, B\B, ‘2 3
para m > mg, pero la forma bilineal en H!(B,R3) definida por

ao(Y1,Ys) =/

1 1
[39% Y + QX)) - (Yiu A Yoy + Vau A Vi, )|
B\B‘ 2 3

cs simétrica y continua, y

1 2
a(Y,Y) = / (§|VY|’ +3Q(X) Yur Y.,) >
B\B,
1, o, 2 I
2 [ GIVYE = SIeUlsmepan3 VY1) 2
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Lucgo, E(Y) = a(Y,Y) es convexa y continua, por lo tanto, semicontinua inferior-
mente. Finalmente, eligiendo § suficientemente pequeiio, a partir de (3.4) se obtiene que

liminf D(Xm) 2 Du(X) - 2¢

o sea, Dy es débilmente semicontinua inferiormente en H!(B,R?).
Si IX|lL2(sB,Rr?) < ¢, por la desigualdad de Sobolev valida para X € H'(B,R?),

tenenos que

X1z < k(1VXIZ + 1 X112 o8,m2)) < 2k D(X) + ke*

y por lo tanto || X||g: tiende a infinito si y sdlo si D(X) tiende a infinito. Pero por otro

lado,
Du(X) 2 D(X) - 3 [ 1(X) - Xu A Xo| 2 DIX) = TIQUX) L= (2.05) DX) =

= (1= Z1QUOll=(s.0% ) D(X)
y como ||Q(X)|lL~(p,r2) < 3/2, puede deducirse que Dy es coerciva en M. o

OBSFERVACION. Si ||Q|le < 3/2, Dy resulta débilmente semicontinua inferiormente
en H'(B,R®) y si M es un subconjunto de H!(B,R3%) tal que existe ¢ > 0 con
[[X{|L~(eB,r3) < ¢ para todo X € M, entonces Dy es coerciva en M.

LEMA 3.1.4. Sea dV : T x C3(B,R%) — R definida por dV(X)(p) = 3/ H(X)X, A
B

X, p. Si HX)€e L>(B) y Xu A X, € L(B,R?%), entonces dV(X) puede extenderse
en forma continua a H}(B,R?*). Por lo tanto, dDy(X) € (H}(B,R3))*.

Demostracion.
VOO <3 [ IHOOXAA Kol S Bl X A Xolleo [ ] <
< 3B oll Xu A Xellollela <
< 3B I Ol Xu A XKool »
donde A\; > 0 cs el primer autovalor de —A en H}(B,R3%). o

A continuacién damos un ejemplo de una funcién H que satisface las hipStesis del

Teorema 3.1.1. Sea .
H, si & € (a;,b;)

H(f)={0 si & ¢ (a; —€,b; +¢)
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donde Hg,e,ai,b;, i = 1,2,3, son niimeros positivos tales que 0 < a; — €, a; < b;.

o(l«-nuis suponemos que II € C'(RR?) y que |1 loo = Hg. Entouces, como QX) =

Ny Xa X3

(/ H(.e,,\’z,/\’s)cls,/ Il(X,,.s,X_,)ds,/ ]l(Xl,Xz,.s)d.s) tendremos que |Q(X)|
0 0 0

. biie 2\ 1/2
< (L (/; "o) ) = Ho[(by +€)? -+ (ba +€)* + (bs -+ 5)2]1/2 , 0 sca que la condicion
i=1
3

. - 1/2 ,
N1Q(X)|loo < 3/2 sctraduce en ”o(L(thc)z) < 3/2. Ademsis, %Cg)—'(X) € L=(R®)
J

=1
o, 8 X1 9H OH
para i # j, pues @1 (X)= —(9,X32,X;3)ds y como —— son continuas y se anulan
a 2 afz afl

fuera del cubo (a; — €, +¢€) x (az — €,b; + €) X (as — €,bs + €) resultan acotadas, por lo

OH
tanto existe ¢ > 0 tal que 3; (X)l <cppen B,i=1,23 y entonces
9Q, /"r ol /"t“
——| < ——(8, X2, Xs)|ds < cds = (b +¢)c.
56, 1= Jp log (X %) 0 (b %)

COMENTARIO. En este ¢jemplo puede elegirse Iy arbitrario con tal que

3 1/2
HO(Z(b,- + e)z) < 3/2 y por otro lado, no se ha hecho ninguna hipétesis sobre

t=1

llgllec - Por lo tanto, no es necesaria la hipétesis ||H ||oo||g9]loc < 1, mientras que en el caso

H constante, este es atin un problema abierto ([St1], Remark p. 104).

3.2. Soluciones débiles de (Dir) via el Lema del Paso de la Montana.

En esta seccién estudiaremos la posibilidad de hallar otras soluciones débiles de (Dir)
en T, teniendo en cuenta los resultados conocidos para el caso H = Hy € R ([B-C], [St1],
[St2]).

En lo que sigue consideraremos un dato de contorno g € W!*°(B,R%). Asimismo,

para k > 0 en R, denotaremos

M(k) ={X € T;|IV(X —g)ll <k} ¥
M(k) = {X;€ T; ”V(X - g)"oo < k} ’
'
M (k) es no vacio (ya que g € M(k))‘y convexo} mientras que M (k) es no vacio, convexo,
y cerrado en T'. Ademas, M (k) coincide con la clausura de M(k) en T, ya que dado
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IV(X = 1/n(X ~g) ~gllo = (1= 1/n)IV(X =gl < (1= /n)k < k,y X = 1/n(X -g)
convergea X en (B, ), pues || X — V(X —9) =Xl = Y/n|| X — gllir — 0. Por
iltimo, M (k) = U M(k— 1/y) y por lo tanto M(k) es un F,.

neENn>1/k

p(X) = sup{dDy(X)(X - Y);Y € M(k)}

parn X € M(k). Notamos que si X es una solucién débil de (Dir), necesariamente debe
verificarse que p(X) = 0. Finalmente, para 8 € R definimos

Mg ={X € M(k); Du(X) < B} y
Kp = {X € M(k); Du(X) = B,p(X) = 0} .

El siguiente resultado es una variante del Lema del Paso de la Montana [A-R], [St1].

'TEOREMA 3.2.1. Supongamos que H € L*(R*)NC(R?Y) y que Q € L=°(R*,R*). Sea
Xo un minimo local de Dy en T, y sea X, € T tal que Dy(X,;) < Dy(X,). Si existe
k € R tal que Xo,X, € M(k), entonces
B =inf sup Du(x(t))
7€T ¢¢[0,1)

donde I' = {y:[0,1] - M(k); v continua; ¥(0) = X,, 7v(1) = X}, se alcanza en M(k),
o sea, existe X € M(k) tal que Dy(X) = B, y ademds, X satisface p(X) =0.

OBSERVACION. De la demostracion del Teorema 3.2.1 surge que X no es un minimo local.
Diremos que X es un punto critico inestable de Dy .

COROLARIO 3.2.1. Si Xy y X, estdn en algin conjunto M(k) y los dos son minimos
locales de Dy en T, con Dy(Xo) # Du(X,), entonces existe un punto critico de Dy
que es inestable en M(k).

COROLARIO 3.2.2. Si no hay puntos criticos de Dy que sean inestables en M(k), entonces
el conjunto de minimos locales de Dy en M(k) es conexo, y Dy es constante en dicho

conjunto.

COROLARIO 3.23. Si g =0 y H(—¢) = —H(¢) para todo ¢ € R?, entonces para cada
k > 0, existe un nimero par de puntos con declive nulo no triviales. En particular, si
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existen Xo, Xy € M(k) para algiin k > 0 tales que Xy es un minimo local de D en
Ty Du(Xy) < Dp(Xg) existe un mimero par de puntos no triviales de declive nulo en
M(k), que no son minimos locales de Dy en T

ORSERVACION. Si H(X)=-H(-X)y g #0, la ecuacién AX = 2H(X)X, A X, ticne

un nmimero par de soluciones en B, ya que si X es una solucién, — X también lo es.

Para la demostracion del Teoremna 3.2.1 y de los Corolarios 3.2.1 y 3.2.2 necesitamos
una scrie de resultados previos que se darén luego, ahora comenzamos con la demostracion
del Corolario 3.2.3.

DEMOSTRACION DEL COROLARIO 3.2.3. Dados X,Y € M(k),
dDy(X)(X -Y) = / VX -VIX-Y)+2HX) X AX,-(X-Y) ¥y
B
dDp(~X)(=X - Y) = / VX V(X +Y) + 2H(=X)Xu A Xy (=X — ¥) =
B

=/ VX-V(X +Y)+2H(X)X A X, (X +Y).
B

Luego, dDy(—X)(—X —Y)=dDy(X)(X +Y) y como g =0, Y € M(k) si y sélo
si —Y € M(k), entonces

p(X)= sidDH(X)(X -Y)= sidDH(X)(X +Y)=

YeM(k) YeEM(k)
= sup dDy(—-X)(-X -Y)=p(-X). o
YeM(k)

Con los siguientes resultados damos condiciones suficientes para que un punto de
declive nulo en M(k) sea una solucién débil de (Dir).

‘TEOREMA 3.2.2. Sea X € M(k) tal que p(X) = 0. Si una de las condiciones
i) X € M(k)

i) (X)X < S I¥al)

7(k + TVgll)?
i) |H(X)(X ~g)|<1ppen By [ VX-Vg<o
B

se satisface, entonces X es una solucion débil de (Dir).

— Hllollglloc ¥ IV(X —g)I=Fk ppen B
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Demostracion. Dado Y € M(k), dDp(X)(X - Y) < p(X) =0. Lucgo, dDy(X)(X) <
dDp(X)(Y) paratodo Y € M(k). En particular,

(3.4) dDp(X)(X —g) <dDu(X)(Y ~g).

Supongamos ahora que X € M(k). Como ||V(X — g)lleo < k, dada ¢ € CJ (I3, R?),

para € suficientemente pequeno tenemos que Y = X + ep € M(k).

Luego, dDpy(X)(X — (X x ep)) = dDy(X)(Fep) < p(X) = 0. Por lo tanto,
TdDp(X)(p) < 0 y se sigue que dDy(X)(p) = 0, de donde X resulta una solucién
débil de (Dir).

De (3.4) deducimos que para Y = g+ ¢, con ¢ € Cj(B,R?) tal que ||Vy|lw < k,

dDp(X)(X — g) £ £dDy(X)(p)

de donde dDy(X)(¢) = 0 para ¢ € H}(B,R*®) con lo cual X resulta una solucién débil
de (Dir), o bien dDy(X)(X —g) < 0.
Sea ¢ = ||Vglleo + k, entonces |[VX| < ¢ ppen B.

Si ahora suponemos que se verifica ii), tendremos que |V(X — g)] = k ppen B,y
entonces, si suponemos que X no es una solucién débil de (Dir),

0> dDy(X)(X - g) = /BVX-V(X — ) +2H(X)Xu A Xy (X — g) =

- [ VX - + [ Vg-9(X -9)+ [ 2HOOXAAX, (X - ) 2
B B B

v

mk? — || Vgll:k - /Blll‘f(X)z‘fIImIVXI2 —/BIIHIIc,ollyllc,oIVXI2 >

wk? — [|Vgllik — 7l H(X)Xlooc® = 7| Hllcollgllooc® =
wk? — || Vgllik = 7| H (X)X [loo(k + 1 Vglloo)” = 7l H lloollglloo (k + |V glleo)” -

\Y)

Pcro esta ultima desigualdad es equivalente a

k2 — || Vgl k
n(k + || V9lleo)?

lo cual resulta una contradiccion. Luego dDgy(X)(X — g) = dDy(X)(¢) = 0 para toda
¢ € H)(B,R®).

Finalmente, si ||[H(X)(X —9)llo <1y / VX .Vg <0, ysuponemos que X no es
B
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una solucion débil de (Dir), tenemos que
0>dDy(X)X —g) = / VX V(X -g)+20H(X) X, AX, (X —g)>
B
> [1oxp - [ 2nx0u - 9l axl - [ 9x-vg2
B B B
2/ |VX|’—2|X.,AX,,|—/ VX-Vg>0,
B B
lo cual resulta una contradiccidn. o

TEOREMA 3.2.3. Sea g € C!(B,R®) armdnica en B. Si M es un subconjunto convexo y
no vacio de T que verifica

i) Para algin nimero § >0, g+¢ € M para todo ¢ € C}(B,R?) con |Vp|leo < §
i) ¢= sup ||VX|oo < +00
XeM

y suponemos que H € CY(R*)NW1*°(R3) satisface c?|H(€)| < A2(|€] = llglloo )+ » con Ay
el primer autovalor de —A en H}(B). Entonces, todo X € M tal que p(X) = 0 es una
solucion débil de (Dir).

Demostracion. Para Y = g + ¢, con ¢ € C}(B,R*), ||[Vp|lo < &, tenemos que
dDu(X)X — g) < dDu(X)(p) y e deduce que dDy(X)(X —g) = dDx(X)(p) = 0
y X es una solucién débil de (Dir) o dDy(X)(X —g) < 0.

Veamos que el segundo caso no es posible.
)‘2

Para esto, comenzamos por notar que |H(X)| < c—;lX —g| ppen B,

AL

[H(X)| < max{0, =-(IX] = llglleo)} <
A
< max{0, 23(1X| - lg)} <

by bY

< max{0, 5 |X —gl} = Z|X - 9|,

pp en B. Entonces,

,\2
[ 20X X, (X-9)2 = [ 2XAXIFX - g 2
B B

VX|?
> - [ FEEax - o 2 31X - ol 2 - 190X - o)l

y [ V99 -9)= [ -89-(X ~g9)=0.
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Finalmente,

dDp (X)X g)_—.-/"|vx~V(x ~g) 1 2IH( X)Xy A Xy - (X - g)| =

=/ V(X - g)]? 4-/ Vg-V(X —g) +/ 2H(X)Xu A Xy (X —g) 2>
B B B
2NVX -9l - IV(X -g)lz=0. o

TEOREMA 3.2.4. Sean g € C'(B,R®) arménica, H € C*(R})NnW1(R3) y \; el primer
antovalor de —A en 1l§(B), entonces

a) Si existen tres nimeros positivos Ho, k y ¢ > ||Vg|loo tales que
c
() < k(lel = llsloo ~ VEoy-) ¥ H(E)I < Ho

para todo ¢ € R}, y M C T es un convexo tal que |VX| o < ¢ para todo X € M,
existe un nimero § > 0 tal que g+ ¢ € M para toda ¢ € C}(B,R?) con |Vp|le < §,
¥ |X — glleo <1 para todo X € M, entonces todo punto X € M de declive nulo es una
solucién débil de (Dir).
b) Si existen tres nimeros positivos Ho, k y ¢ > ||Vg|le tales que

&2

H(E) < k(Iel - llolleo ~ Hosz), ¥ 1H(E)I < Ho
1

para todo £ € R*, y M C T es un convexo tal que ||VX|loo < ¢ paratodo X € M y
existe un niimero § > 0 tal que g + p € M para toda ¢ € C3(B,R?) con |Vp|le < 6,
entonces todo punto X € M de declive nulo es una solucién débil de (Dir).

Demostracion. a) Sea X € M tal que p(X) = 0, entonces dDy(X)(X —Y) < 0 para todo
Y € M,luegosi Y = g+y con p € C}(B,R?), [|Vp|leo < §, tendremos que dD g (X )(X -
g) < +dDy(X)(¢) y por lo tanto, dDy(X)(X — g) < 0, o bien, dDy(X)(X — g) =
dDy(X)(¢) = 0 para toda ¢ € C}(B,R?) y X es entonces una solucién débil de (Dir).
Luego, basta ver que el primer caso no es posible.
Para esto notamos que si B; es el subconjunto de B en el cual H(X) no se anula,
c c
entonces | X| — ||g]loo — \/Ho:\— >0 ppen B; y por lo tanto, | X — g| — \/]Io:\— >0 pp
1 1

en B;. Luego,
dDy(X)(X —g) = LVX-V(X —g)+2H(X) XuANX, (X —g) =

=/ |V(X—g)|2+/ 2H(X)X A X, (X —g) 2
B

B,

zAf/IX—yI’— Ho? X —gl> [ 22X — g — Hoc* 2 0
B B, B,
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c

pues |X —g| > \/il—;}'~-
1

b) Como en a), basta probar que dDy(X)(X — g) > 0, pero

pp en I3y .

ADp(X)(X ~ g) = /B VX V(X ~g)+2H(X)XuAXy+ (X —g) =
/IV(X 9))? -;/ 2H(X)Xu A Xy (X —g)>
B B,

> / ATX - g —/ Hoc?|X — g| 2 / (A1X — gl — Hoc?)|X —g] >0,
n B: By

ya que como en a), si B; es el subconjunto de B en el cual H(X) # 0, entonces |X| —

n 2
lollee = 553> 20 pp en B, de donde |X ~ g| ~ =1°
1 1

>0 ppen B. n]

En el siguiente teorema se estudian las condiciones bajo las cuales existen dos o mads
soluciones débiles de (Dir).

TEOREMA 3.2.5. Sean g € C'(B,R*) armdnicay H : R® —» R cualquier funcién que
verifica las siguientes condiciones:

i) H € C'(R¥) n Wh°(R®) y el campo vectorial Q asociado a H satisface Q €
L= (R, R?Y).

i) Existen dos nimeros positivos t,k tales que |H(§)| < k(|€] — l|glloo — t)+ -

Entonces,

a) g es un minimo local de Dy en T y por lo tanto, es una solucion débil de (Dir).

b) Si ||Qllee < 3/2 y existe X, € T tal que Dy(X,;) < Dy(g) entonces hay por lo menos

dos soluciones débiles de (Dir).
2

A

c)Si |VX | € L=(B),e=||V(X1—9)|loo+|V9lleo ¥ k < _—21, con )\, el primer autovalor
c

de —A en H}(B), entonces existen al menos dos soluciones débiles de (Dir).

d) En las condiciones de c), si ||Q|leo < 3/2, entonces existen por lo menos tres soluciones

débiles de (Dir).
Demostracion. a) Sea X € T, entonces tenemos que

[11(X)| < max{0, k(| X| — llglloo — t)} < max{0,k(]X]| - [Iglle)} <
< max{0,k(|X| - |g)} < max{0,k|X — g|} = k|X — g,

pp en B. Luego, H(g) =0 en B y entonces,
dDu(g)(¥) = /Vy-V¢+2H(g)y../\go v = —/BAg-v =0
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para toda ¢ € C}(B,IR?) con lo cual g resulta una solucién débil de (Dir). Ademas, como

on
[11(X)] < max{0,k(]X —g| — t)} pp en B, T)E—(q) =0 35=12,3 en B ya que Il se
o8;

anula en un entorno de cada punto g(u,v) de R3.
Luego, por el Lema 3.2.1, que demostraremos a continuacién, d’Dp(g)(e,¢) =
d*D(g)(¢,¢) para toda ¢ € C}(B,R?), y g resulta un minimo local de Dy en T'.

b) Como ||Q|lec < 3/2, por el Teorema 3.1.1, sabeinos que existe un minimo absoluto X,
de Dy en T, y a partir de Dy(X,) < Dp(g), se deduce que g # X3. Luego, X, y g

son dos soluciones débiles de (Dir).
2 2

c) €= ||IV(X1 — 9)lloo + IVGlleo ¥ k < %.j—, luego, k = % cone>¢,ysi M={X¢€
T;IV(X = g)lleo < ¢~ [|Vglleo} tenemos que g € M, X; € M pues |V(X; — g)|lo =
€ - [IVgllo < ¢ = [IVgllo y paratodo X € M, ||[VX|lw < [[V(X - g)lleo + [[Vglleo < c.
Luego, por el Teorema 3.2.1 existe un punto critico inestable Xy de Dy en M y por el
Teorema 3.2.3, X; es una solucién débil de (Dir).

d) Si estamos en las condiciones de c) y ademids ||Q|looc < 3/2, tenemos que existen un
punto critico inestable X3 y un minimo absoluto X; en T'. Luego, g, X2 y X3 son tres
soluciones débiles de (Dir). a

A continuacién demostramos el Lema 3.2.1 que hemos utilizado en la demostracion
de este dltimo teorema, y una serie de lemas técnicos necesarios para la demostracién del

Teorema 3.2.1.

LEMA 3.2.1. Sean g € H'(B,R?), H € C!(R*)NnW1*°(R%) y X, € T tal que H(X,) =0

y g;{.(Xo) =0,i=1,2,3 ppen B. Entonces d*Dy(X)(p,¥) = &*D(X)(p,¥) para
w,% € C&(B,RY).

Demostracién. Para X € T, ¢, € C(B,R?), calculemos d?Dy(X)(p,¥):

d>Dy(Xo)(p,¥) = d*D(X)(p,$) + 2d°V(X)(,¥)

donde D(X) = %/BIVXP y V(X) = %/‘;Q(X)-X.,AX,.

4’ D(X)(p, %)

die(dD(X + )@, =

d
-4 [V en) Vel = [ vu-vy
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(3.5) EV(X)p,$) = 5 (dV(X + ep)(9))
d

- EE(/,, H(X +ey)(X 4 ep)u A(X + €¢)v°¢)|.=o =

e=0

=/ (E‘l-n(x+e¢)|z:o)xu/\x,,-¢+
B €
+/ 11(X)¢-uAX,-:p+/ H(X)Xu Ao+ =
B B
OH oH OH
= /B (55(1")'/’1 + 55—2(X)¢2 + 56—3(X)1/)8)XuAXv"P+
+/II(X)¢'uAXv'P+/II(X)XuAﬁl’u’V-";
B B

y como ¢ se anula en OB, entonces integrando por partes obtenemos que:

/I{(X)d)uAX,-qp:—/H(X):,b,,/\zp-){,,:
B B

L(%H(X))d)uA¢'X+/;H(X)¢“"A‘p'x+LH(X)¢uA¢u'X.
Analogamente,

[ H0OX Ao == [ (ZHOO)benp-X-
[ B wno-X = [ HXWo Apu- X =
B B

- [ (e ense-x = [ BOwne-X+ [ A nbe-xX.

Lucgo, a partir de (3.5) podemos deducir que
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(16) VX)) = [ (G G (bt Se-(X) Xu A Ko

J-/n(%”(x))d’“\v.x+,/n(E"(X))“’A%’X'*‘
+/”(X)('/’u/\¢u+so../\¢o)-,\’=
-/ (ji’,;” D+ (K + o (KWs) X A Xyt
+/ ( 3, a7 (X) X210 + Zf(X)X2,+zf( )XSV),/,"A“,,XJr
/(01{ X) X1, + gf(X)qu aH(X)X,u)¢A¢° X+
+ [ B At pun ) X

OH
y como H(X,) =0y 3¢,

podemos concluir que d*V(X,)(p,%) = 0 para ¢,y € C°(B,R*). Luego,

(Xo) =0, i =1,2,3 pp en B, por hipétesis, a partir de (3.6)

& Du(Xa)(p#) = EDXe)o, W) = [ V- V8. o

LEMA 3.2.2. Si H e L2(R*)NnC(R?) y Q € L>(R3,R%), Dy es C' en M(k).

Demostracién. Supongamos que X,, = X en H(B,R%), X,,,X € M(k).

a) Dy es continua en M(k):

Para Y € M(k), ya sabemos que ||VY|loo < ||Vglloo + k¥ = ¢ y como X,, = X en
H'(B,R3), entonces existe una subsucesién que también llamamos (X,,) tal que X,, —» X
pp en B. Lucgo, por el Teorema de Egorov, existe B € B con |B%| < § tal que
X — X uniformemente en B\B%. Pero entonces H(X,) = H(X) y Q(Xm) — Q(X)
uniformemente en B\B®, pues H € L*(R*)NC(R®) y Q € L>°(R*,R*) N C(R?).

A partir de
1D1(Xm) = Dar(X)| < IDKm) = DO+ 3 [ 10(Km) = QU o A Ximol+
B\B*

2 2
+ 5/ IQ(Xm) - Q(X)I IXmu AXmoI + EIIQ”«'/ IXmu A va - Xu A le ’
B# B
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tenemos que los dos primeros términos ticnden a 0 si m crece para un dado § > 0.
Jomo [ XmuAXmo| Sy |Q(Xn)—Q(X)| < 2]|Q|loc PP en B, elegimos § de forina

que ¢l tercer término sea menor que un dado € > 0.

Por altimo estimamos el cuarto término como
/ X A Xy — Xu A Xo| < / (1 X X = Xol + [ Xomu = Xl [ Xomol] <
B B
< 20 [ [9(Xon = X)| £ 2BV X = Dl
B

que tiende a 0 para m — +oo.

Si ahora suponemos que (Dy(X,,)) no converge a Dy(X), existe una subsucesién
de (X..), que llamaremos (Y,,) y un nimero &' > 0 tal que |Dy(Y,,) — Du(X)| > €'.
Pero (Y,,) debe tener una subsucesion convergente a X . Contradiccién.

b) dDy; es continua en (HJ(B,R’)).:

Para demostrar esta dltima afirmacién, elcgiinos ¢ € H}(B,R*) y estimamos

[dD(X 0 )(¢) — dD(X)(9)| < /B IV(Xm = X)| V] < 1 Xm = Xl il
y

(3.7) [dV(Xm)(p) — dV(X)(p)| < /B 1B (X)X A Xmo — H(X)Xu A X, o] <

IA

< / IH(Xm) = HX)| 1 Xma A Xomol Il + /B LH(X)] [ X A Xomo — X A Xol o]
B

< /B |H(Xm) = HX)\ o] + [ Hlloo2e V(X = X)lallell2 <
< [CI1H(Xm) = HX)lls + 26| H ]l V(Xm = X)llallell - @

En el siguiente resultado estudiamos el declive p de Dy en M(k).

LEMA 3.2.3. El declive p: M—(ic_j — R es H!-continua, bajo las hipdtesis del Lema 3.2.2,

Demostracién. Sea (X,) C M(k) tal que X, — X en H!(B,R*) y fijamos ¢ > 0.

Para m € N existe Y,, € M(k) que satisface p(X,n) < dDyg(Xm)(Xm — YY) + €/2.
Supongamos que p(X,,) > p(X), entonces

0 < p(Xm) — p(X) < dDH(Xm)(Xm — ¥im) + % — dDy(X)(X = Vo) =

= dDg(Xm)(Xm — X) + dDE(Xm)(X = Y;n) — dDp(X)(X — V) + % .
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A partir de
Idl)"(/Ym)(X,,l - X)| < Idl)(Xm)(Xm —- X)| + 2|dV(Xm)(Xm - X)| <
< "VXMHZHV(Xm - X)IIZ + l/ ZII(XM)Xmu A Xmu ¢ (Xm - X) <
B

< "VXmIIZHV(Xm - X)“2 + 2‘32"" HOOIIXm - X'II )

y de

l(dD(Xm) — dDu(X))(X = Yon)| < |(dD(Xm) — dD(X))(X — Yom)l+
+2|(dV(Xm) = dV(X))(X ~ Vo)

(usando (3.7) con ¢ = X - Y,, € H}(B,R*)), deducimos que lim p(X,,) = p(X), ya que
el caso p(X) > p(X,,) es totalmente andlogo. 8]

OBSERVACION. Si X € T es un minino de Dy en M(k) (o sea: Dy(X) < Dy(Y) para
Y € M(k)) entonces p(X) = 0. En efecto: dado ¢ € [0,1], tenemos que si Y € M(k),
entonces X +¢(Y — X) € M(k) y por lo tanto Dy(X) < Dy(X +e(Y — X)) y entonces,

0< diip,,(x +e(Y - X))|,_, = dDu(X)(Y - X).

e=0

Luego, dDy(X)(X —Y) <0 para Y € M y se cumple la igualdad para Y = X . Entonces
p(X)=0.

Ahora, si notamos —M’—(:i:_) = {X € M(k);p(X) # 0}, lamaremos campo vectorial
pseudo gradiente para Dy en I'I—(_k—) a una aplicacién Lipschitz continua ¢ : Am) —
H!(B,R?) tal que:

i) &(X)+ X € M(k) para Xéﬁ—)

i) Existe ¢; > 0 en R que verifica:
a) ||e(X)||ur < & donde &§ = didmetro de M(k), § € R
b) dDyu(X)(E(X)) < — min{ey* p(X)?,1}.

Como nuestro declive p y nuestro campo vectorial pseudo gradiente € son similares
a los de [St1], pag. 34, tendremos un lema analogo al Lema 1.6, parte I en [St1].

LEMA 3.2.4. Existe un campo vectorial pseudo gradiente € para Dy en M(k), bajo las
hipdtesis del Lema 3.2.2.
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Demostracion. Si Xo € M(k), podemos clegir Y, € M(k) tal que
(3.8) || Xo — Yaollur < min{ép(X0),8} y dDp(Xo)(Xo — Yo) > min{ 1/2/7(X0 )2, 1}

lixiste Yy en estas condiciones ya que si

a) min{p(Xo)8,8} = p(Xo)é, entonces p(Xy) < 1 y min{1/2p(X,0)?,1} = 1/2p(X,)?,
ahora 3Y, tal que || Xo — Yollir < 6 y dDu(Xo)(Xo — Yo) > 1/2p(Xo). Si Yy =
Xo—n(Xo)(Xo—Yys), tenemos que || Xo— Yo | 11 = p(Xo)l| Xo~Yollrr < p(X0)6 y ademas
dDp(Xo)(Xo — Yo) = p(Xo)dDu(Xo)(Xo — Yo) > p(Xo) 1/20(Xo) = 1/2p(Xs)?, luego
existe Yo € M (k) que satisface || Xo—Yo|[s1 < 6p(Xo) = min{p(X,)6,6} y dDg(Xo)(Xo—
Ys) > 1/2p(X0)’ = min{ 1/2p(X,)*1}.

Y si en cambio sucede:

b) min{p(X,)8,8} = &, entonces p(Xo) > 1 y min{ 1/2p(X,)?,1} < 1 < p(X,), por lo
tanto, nuevamente podemos afirmar que existe Yo, € M(k) tal que || Xy — Y|l < 6 =
min{p(Xe)8,8} y dDp(Xo)(Xo — Yy) > 1 > min{ 1/2p(Xo)2,l}.

Ahora, por el Lema 3.2.2, sabemos que dDy(X)(X — Yp) es continuaen X € _M—Uc—),
por lo tanto, existe un entorno V(X,) de Xy en M(k) tal que para X € V(X,) se
verifica || X — Yo|lar < min{p(X)6,6} y dDy(X)(X —Yp) > min{ 1/2p(X)?,1}. Luego,
eo(X) = Yo — X es un campo vectorial pseudo gradiente para Dy en V(X,).

——

Los conjuntos {V(X,) }x == constituyen un cubrimiento por abiertos de M (k).
o€

Sea {V(Xi)}icr un refinamiento localmente finito de este cubrimiento, o sea, un cubri-

miento por abiertos de M(k) tal que para todo X, € M(k) existe un entorno V; de X,
y un subconjunto finito I, C I tales que para i € I\I,, se verifica V; NV (X;) = ¢. (Este

refinamiento localmente finito de M(k) existe pues M (k) C T es métrico.)

Seca ahora {¢‘}ie ; una particion de la unidad Lipschitz—continua subordinada a
{V(X,-)}‘.el, o sea, una familia de funciones Lipschitz continuas 1; tales que sop ¥; C

V(X:), 0<4; <1 paracada i € I,y ademss qu:.-(X) =1 para todo X € M(k). (Por

s€f
(X
ejemplo puede tomarse p;(X) = _ inf X =Yl y ¥:(X) = _pilX) J)
Y MR\ V(X:) %:IP:(X)
1]
Finalmente, definimos €(X) = Z Yi(X)(Y; — X) donde Y; € M(k) estd asociado a
iel

X; por las relaciones (3.8). € resulta un campo vectorial pseudo gradiente para Dy en

(k). 0

=
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A continuncion demostraremos que Dy; satislace la signicnte condicion de tipo Palais—

Smale en M(icj

LEMA 3.2.5. Toda sucesion (X,,) C M(k) tal que lil_l’_l p(Xwm) = 0 es relativamente
m—+ 4 00

compacta, si Il € L°(R?).

Demostracion. (X,.) ¢ M(k), por lo tanto || X,, — gl < k|B|'/2. Lucgo, (X — g)
es una sucesion acotada en f1'(13,R3) y cxiste una subsucesion de (X,,), que también
notaremos (X,,),y X € M(icj tales que X,, —g — X — g débilmente en H}(B,R%) para
m — +o0, ya que X,, — g — ¢ débilmente en H}(B,R?), con ||Vy|lee < k y tomamos
X=p+g.

Si ahora ¥,, = X,, — X, tenemos que

dDH(Xm)('/)m) < P(Xm)m_’ 0.

— 4 00

Pero, por otro lado,
D3 (X ) ($rm) = / VX Vipr + 2 / H(Xm)Xmo A Xoo - rm =
B B

=19 4mllts + [ VX 2 [ H X} Xons A Xona o
B B
Ahora, / VX -V Y 0 ya que ¥,, — 0 débilinente en H}(B,R*) y ademas,
B m— -1+ 00

2 / H(Xo)Xona A Xomo - el < 2 H [loo - / ol <
B 2 B

< S HloolB" *|1mll2

pero por el Teorema de Rellich-Kondrakov, tenemos que ¥,, — 0 fuertementeen L?(B,R?%).

Luego,
I9%mls = iy < pXm) = [ VX -V
_2/ H(Xm)xmu/\xmv *Pm _+’ 0,
B m-+-+00
con lo cual deducimos que X,, -+ X en H!(B,R?%). a]

LEMA 3.2.6. Bajo las hipétesis del Lema 3.2.2, K5 es compacto.
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Demostracién. Por Ia continuidad de Dy y p en M(k) (Lemas 3.2.2 y 3.2.3), K; resulta

cerrado en M(k), y por lo tanto en T'.

Sea (X,,) una sucesion en g, entonces p(X,,) = 0, y por el Lemna 3.2.5 existe una
subsucesion, que también llamaremos (X,,) tal que X,, =+ X,con X € T'. Como Kg cs
cerrado, se deduce que X € K5 y por lo tanto, Kg resulta compacto. a}

Ahora, sicmpre bajo las hip6tesis del Lema 3.2.2 y en forma andloga a [St1], Parte I,
Lemas 1.9 y 1.10, pag. 36, obtenemnos los siguientes resultados:

LEMA 3.2.7. Sean f# € R, € > 0 y supongamos que N es un entornode Kz en -M-(I;j En-
tonces existen un nimero € € (0,€) y una familia de funciones continuas de una parametro
®:[0,1] x M(k) » M(k) (donde ®(t, -) es una aplicacién de M(k) en M(k)) con las
siguientes propiedades:

i) P(t,X)=X sit=0,0si |Dy(X)—-PB|>7 osi p(X)=0.

it) Dy(®(t, X)) es no creciente en t para todo X .

iii) ®(1, Mg \N)C Mg_, y ®(1,Mg,.)C Mg_.UN .

LEMA 3.2.8. Para cada 8 € R, las familias

Nﬁ,‘h = {X € ﬁm’ IDH(X) '—.BI <71’P(X) < 71}) 71 >0

Ug, ={X € M(k);[|X — Y|y <, para algiinY € Kg}, v, >0,
constituyen sistemas fundamentales de entornos de Kg en M(k).

Como en la demostracion del Lema 3.2.7 se utiliza el Lema 3.2.8, demostraremos

primero este ultimo.

DEMOSTRACION DEL LEMA 3.2.8. Como Dy y p son continuas, claramente cada Ng .,
es un entorno de Kz y por su definicién, también es claro que cada Ug, ,, es un entorno
de Kg. Lucgo, basta probar que cualquier entorno N de Kz contiene por lo menos a un
conjunto Ng ., y a un conjunto Ug ,, .

Supongamos por contradiccién que para algin entorno N de Kz, Ng.,, ¢ N para
ningin q; > 0. Entonces podemos construir una sucesién (7,) C R5¢ tal que v,, -+ 0y
ademads, para cada m existe un elemento X,, € Ng,..\N.

Como p(Xm) < Ym_ —> 0, por el Lema 3.2.5, (X,) tiene una subsucesién conver-
gente que también notaremos (Xm) Ahora, si X,, — X en T, como por el Lema

3.2.3 p es H'-continua, tenemos que p(X,,) iy p(vk), pero como p(Xn,) iy 0,
(=] oo
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se deduce que p(X) == 0. Ademas, por el Lema 3.2.2, l)"(Xm)m;r_'_rool)”(X), y como
D (Xm) — Bl < Y o -'»MO, se deduce que Dy(X) = . Luego, X € Kz y como

X,. » X, para m sulicientemente grande, debe verificarse que X,,, € N, yn que N ¢n
un eutorno de Kg, pero por su definicion, X,, ¢ N.

Similarmente, si suponemos que para ningin vy, > 0, Ug,,, C N, existe una sucesion
(m) C Rso, 7,,"7‘_“'»"0(), y sucesiones (X,,), (V) tales que X,, € Ug,,, \N, Y, € (g
y ademas || X,, — Yiulluwr < 7m. Pero, por el Lema 3.2.5, (Y,,) tiene una subsucesion
convergente (que también notaremos (Y,,)) a un elemento ¥ € Kg. Lucgo, (X,,) a
su vez tiene una subsucesion que tanbién notaremos (X,,) convergente a Y, pero como
en el caso anterior, deducimos entonces que para m suficientemente grande X,, € N.

Contradiccion. o

DEMOSTRACION DEL LEMA 3.2.7. Se eligen niimeros 0 < § < §' <1, 0 < v <1 tales que
N > Up,y DUp,yy2 D Nps D Ngj, y sea n una aplicacién Lipschitz—continua en M (k)
talque 0<n<1yn=0en Np'g, n =1 fuera de Ng ¢ . Para esto, como ﬁp'g ={X €
M{R); IDs(X) - Bl < 5,6(X) < 8} C Npw = {X € (Y IDx(X) - Bl < 8, p(X) < 8,
notamos que en general, si U;,U; son dos abiertos en un espacio métrico E tales que
U, C U,, puede construirse una funcién Lipschitz-continua 7 tal que 7 valga 0 en U,
n valga 1 fuera de U; y 0 < n < 1: en efecto, si p;,p, es una particion de la unidad
subordinada al cubrimiento por abiertos de E constituido por U,, E\U,, entonces ¢,
verifica lo querido: sop @3 C E\U; y porlo tanto ¢, =0 en U; y como sop ¢; C U, y
¢1 + p2 = 1, entonces ¢, =1 fuera de U,.

Sea también ¢ < 1/2 min{$,2} un nimero positivo que luego se especificara, y se elige
p€CeP(R) talque 0< p <1, p(s)=1si|s—-P]<ey p(s)=0si|s—pB|> 2, para
esto como (B —2¢,0+ 2¢), R\[B —¢,0 + €] es un cubrimiento por abiertos de R, si ¢, 2
es una particién de la unidad subordinada a dicho cubrimiento tal que ¢,,9, € C§°(R),
entonces sop ¢, C (B — 2¢,8 + 2¢) con lo cual, p; € C§°(R) y ademds ¢,(s) = 0 si
s ¢ (B—2,08+2),y como p; se anula en [ —¢,8+¢ y o1 + 92 = 1, entonces
pi(s)=13si s€[B—¢,B+e].

Ahora, para X € M(k) se define

0 en otro caso,

o(X) = {so(DH(X»n(X)E(X) si X € M()

donde € es el campo vectorial pseudo gradiente construido en el Lema 3.2.4 para Dy en

M(k).
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Ahora, si X € M(k) cs tal que p(X) = 0, entonces X tiene un entorno en el cual ¢
6 1 se anulan, ya que si |Dp(X) - 0] < §, como p(X) = 0, por continuidad, para Y en
un entorno de X sigue valiendo que |I)”(Y) — Bl <8 yque p(Y) < & y por lo tanto, si
intersecamos ese entorno de X con Nﬁ,av obtenemos un nuevo entorno de X en el cual
7 sc anula y si |[Dy(X) — B| > & > 2¢, entonces nuevamente podemos hallar un entorno
de X en M(k) en el cunl |Dy(Y) — 8] > 2¢ y por lo tanto, (p(I)"(Y)) = 0. Lucgo, e
resulta Lipschitz-continua, pues si e(X) = 0, existe un entorno de X en M (k) en el cual
¢ se anula,

Adecinds, como M (k) es convexo, tenemos que e(X) + X € M(k) para todo X €
M(k), pues &(X)+ X € M(k) y entonces, para todo nimero « € [0,1] también tendremos
que a&(X)+ X € M(k), ya que ae(X)+ X = a(fX)+ X) + (1 - a)X.

Ahora, sea & : [0,+00) x M(k) — M(k) la solucién al problema de valores iniciales

{ a%(b(t,X) = e(®(t, X))
$(0,X)=X

(3.9)

® se construye como limite de trayectorias aproximados como en [St3], Lema 3.8.

® satisface i) puessi t =0, (0, X) = X por ser $ solucién de (3.9), si p(X) =0,
ya hemos visto que e(X) = 0, y por lo tanto ®(¢,X) = X, t € [0,+00) es solucién de
(3.9), y finalmente, si |Dy(X)—pB| > & > 2¢, entonces p(Dp(X)) = 0; luego, e(X) =0y
nuevamente $(¢, X) = X, t € [0, +00) es solucion de (3.9). Ademads, ® satisface ii) pues
d o
2 Du(#(t, X)) = dDy(%(t, X)) (5, (X)) = dDu(®(t, X))((&(t, X)) =
=n(®(t, X)) - ¢(DH(§»(t,X))) -dDu(®(t, X))(e(2(¢, X)) <0,

o bien, dDg(®(t, X))(e(®(t, X))) = dDg(®(t, X))(0) = 0 si ®(t,X) ¢ M(k).
Finalmente, si Dy(X) < B+¢, tenemos que Dy(®(1, X)) < B—¢, 0 bien, Dy(¥(1, X))
> f—¢, perosi ocurre esto iltimo, entonces §—Dy(®(¢t, X)) < f—Dy(¥(1,X)) < e,y por
otro lado, Dy (®(t, X)) < Dy(®(0,X)) = Dy(X) < f+¢,entonces Dy (¥(t,X))—0 <-e.
Luego, tenemos que Dy(®(1,X)) < B — ¢ o bien, |Dy(®(t, X)) — B < € para todo

t € [0,1]. En este ultimo caso,

1 d
D,,(q»(l,X))=DH(X)+/o aD,;,(@(t,)())dtg

1
<B+e +/o (®(t, X))dDp(®(t, X))(e(®(t, X)))dt <
<pte= [ (@, X)) min { (301, X)) 1}dt = (4),
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ya que o(Dy(®(t, X)) = 1 para todo t € [0,1] y como n =1 fuera de Ng s y ademas
- - 1- -
p(®(1, X)) > & fuern de Nz pues |Dp(®(t, X)) —pB| < e <§ y por iltimo 3 5 <8< 1,

tenemos que:

(#)<B+e— —;-Szl{t € [0,1)/8(t,z) ¢ Nas}l .

Supongamos ahora que X ¢ N o bien que ®(1,X) ¢ N, ecntonces (¢, X) ¢ Ng s
para t € [0,1], y en esle caso, |[{t € [0,1]/®(t,X) ¢ Ng s} =|[0,1]] =1, o bien tenemos
que el flujo ®(¢, X) atraviesa el anillo Ug ,\Ug /2 ya que si existe to tal que ®(ty, X) €
Ng s, como $(0,X) = X, o0bien $(1,X) ¢ Us, (pues hemos supuesto que (0, X) = X,
o bien ®(1,X) ¢ N ), entonces ®(t, X) debe atravesar el anillo Ug ,\Ug /2 -

En este caso, |{t € [0,1]/®(t,X) ¢ Nggs} > %%, puessi X ¢ N, dado Y € Kjp,
1®(t, X)=Y g2 2 | X =Yl —||®(t, X)— X||lg2 = (1) y ademas, por otro lado, ®(¢, X) =

t
/ e(®(t, X))dt+ X , entonces ||®(t, X)—X||zn <t ycomo X ¢ N, X ¢ Ug,,, entonces
0

|X = Y||lr > v paratodo Y € Kg. Luego, (1) >y —6t> 7/2 siy sdlosi t < 216— .

Entonces, para todo ¢ < ;—6, ®(t,X) ¢ Usy2 y ¥(t,X) ¢ Npg, de donde |{t €

(0.1:9(6,X) ¢ Nos}l 2 2,y si 8(1,X) ¢ N, [8(,X) = ¥llss 2 |9(1, X) ~ Vllgs -
[|®(¢, X) — &(1, X)||g = (2). Razonando como antes tenemos que ||®(1,X) - Y|z > v
1 t
pues &(1, X) ¢ N y (1, X) - 8(t, Xl = || [ e(3(t, x))dt - [ e(@it, x0)at], =
0 0
1
||/ e(@(t,X))dt"m < §(1—1t), 0sea, (2) >v—(1—1t)§ > /2 siy sélosi % % >1-t,
¢

o sea, si y solosi t > 1-— l, y asi nuevamente obtenemos que |{t € [0,1]; (¢, X) ¢

26

Ngg}l > 213 Por lo tanto, si se elige v tal que _2’16- < 1, tenemos que en cualquier

|
caso Dy(®(t, X)) <P +¢e— 3 %62 , ¥ para completar la demostracion, basta elegir ¢ =

1 {_ 1 6 } .
- mseeé, - —(— u
2 m ’ 2 5 pues entonces

[

— DN | -
- S
o

|
>

Dy(®(t, X)) <B +
ﬂ_

|
IA
w

|
o
a

X
-
>R ni

Ahora, la demostracion del Teorema 3.2.1 que daremos a continuacion es aniloga a la
demostracién del Teorema 3.3 [St1}, p.125.
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.2.1. Sea € = Dpy(Xo) — Dp(X,) > 0. Entonces
sabemos que para cualquier entorno N del conjunto Kg, existe un nimero ¢ € (0,&) y

una aplicacién ® con Ins propicdades del Lema 3.2.7, & : [0,1] x M(k) —» M(k).
Si Kp = ¢, podemos tomar N = ¢, por definicion de 3, snbemos que existe vy € I

tal que sup Dpy(7(t)) < B +¢. Ahorasi 7, = $(1,v) tenemos que v; : [0,1] — M(k) y
telo,1)

71(0) = #(1,7(0)) = ®(1, Xo) = Xo pues p(Xo) =0, 71(1) = &(1,7(1)) = ®(1, X,) = X;
pues € = Dp(Xo) — Dpy(Xy) < B — Dp(X,). Luego v, € I', pero por la propiedad iii)
del Lema 3.2.7, vy C Mg_,, lo cual resulta una contradiccion. Luego Kg # ¢.

Si ahora suponemos que K consiste s6lo de minimos locales de Dy en T, entonces
Kpg sera abierto y cerrado en Mp = {X € M(k); Dy(X) < B}: es abierto pues si Xe Kp
y V es un entorno arbitrario de X en Mp, entonces para X € V, Dy(X) < ﬂ DH(X)
y podemos fijar V tal que D"(X) < Dy(X). Entonces tenemos que DH(X) = Dy(X)
para X € V y V C Kz pues V consiste slo de minimos locales de Dy .

Finalmente, Kg es cerrado por continuidad de Dy y p. Por lo tanto, existe un
entorno N de Kz en MW tal que N y Hﬁ\Kp son disjuntos. Entonces Mg_. NN = ¢
para todo € > 0 y podemos elegir N tal que X; ¢ N, pues dada v € I' arbitraria,

sup Dy(7(t)) = Dy(Xo) y por lo tanto, 8 = inf sup Dy(y(t)) > Dy(Xe) > Dy(X,).
te[o,1) €T ¢¢l0,1)
Entonces Dy(X;) < B y resulta que X, € Ms_, para algin ¢ > 0.

Sean ahora ¢, ® para este conjunto N, y como antes v € I' tal que sup Dgy(v(2)) <
tefo,1)

B+e.

Nuevamente, si v, = ®(1,7), n €Ty n CNUMg_, y como NN Mg_, = ¢, se
deduce que 43 C N o bien que vy C Mp_,. Pero X; €71 y X, ¢ N, luego, 71 ¢ N,
mientras que y; C Mg_, contradice la definicion de 3. 0

DEMOSTRACION DEL COROLARIO 3.2.1. Como Dg(X,) # Du(X,), podemos suponer
sin pérdida de generalidad que Dy(X;) < Dy(X,), con lo cual X, y X; verifican las
hipotesis del Teorema 3.2.1. o

DEMOSTRACION DEL COROLARIO 3.2.2. Si Kz consiste sélo de minimos locales de Dy
en T, existe un entorno N de Kz en Wj tal que N y Mg\Kj son disjuntos. Entonces
Mg_.N N = ¢ para todo ¢ > 0.

Sean Xo,X, € Kg, €=1y ¢€,® correspondientes a N. Por definicién de 8 existe
y:[0,1] = M(k), y €T, tal que v C Mgy.. Como p(Xp) = 0 = p(X;), obtenemos que
71 = ®(1,7) € T, ya que 7;(0) = ¥(1,X,) = Xo y m1(1) = ¥(1, X,) = X, . Ademds, por
la propiedad iii) de ¢ (Lema 3.2.7), 1y C Mg_.UN.
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Como Xo, X, ¢ Mg, y Mg_, NN = ¢, 6c deduce que v, C N, y por lo tanto,

Xo y Xy pertenecen a ln misma componcnto conexa de Kg, y en particular, Dpy(Xo) =

Du(X,) = 8. 8]

3.3. Acotaciones a priori

‘TEOREMA 3.3.1. Sea Xy un minimo local de Dy en T tal que Xo € L°°(B,R?), entonces,
bajo las hipdtesis del Lema 3.1.1, se verifican las siguientes designaldades:

__2D(g)

») 5i Du(Xo) < Du(9) ¥ I1Qlleo < 3/2 entonces D(Xo) < 573 57—

1
) Si |[H(X)] < x| pp (X € T) entonces || Xolloo < ||9]loo -
Demostracién. a) Dy(X) = D(X) + ;/ Q(X) Xy A X,, entonces
B

D(Xo)(1 - 21Qlls) < Dr(Xe) < Du(9) <2D(9)

2D(g)
PXo) < T7y010

b) Sea ¢ € H}(B)NL>(B) tal que 0 < ¢ < 1. Entonces,dado ¢ >0, X, = Xg—epX, €
T y por minimalidad de Dy(X,) tenemos que

d

0< _DH(X )I ./B(VXO * V(e Xo) + 2H(X0)Xou A Xow * Xop) =

X
= — /B V(%—) Ve + [IVX0|2 +2H(X0)Xou A Xoo 'Xo]‘P <

| X0/
< — .
<- [,v(55) v
Luego, |Xo|> € H'(B) N L*°(B) es una subsolucién débil de la ecuacién —Ay = 0.
Ademas, eligiendo ¢ = (| Xof2 — ||g||§°) € H}(B) n L*(B), obtenemos que 0 >

X 2
/v(ﬂ)-V(|Xo|’—||g||§°)+,luego,02/ V(1 Xo 1~ llgll2)+ | ,dcdonde/ |V (1 X0l
B 2 B B

2
~ ligllZ)+| =0 y por lo tanto |Xo| < ||lgllc PP en B. a)

Como consecuencia inmediata obtenemos el siguiente corolario:
COROLARIO 3.3.1. Bajo las hipdtesis del Lema 3.3.1, si ¢ = 0, entonces Xo = 0.
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Capitulo 4

En este capitulo estudiaremos Ia ecuacién de curvatura inedia prescripta () bajo
condiciones de contorno de Neumann.

Demostramos condiciones necesarins que deben verificar as soluciones a este problema
en 117(B,R*) y analizamos el comnportamiento de la funcional Dy en un entorno de
una solucion g € W2°(B,R?) que no es un minimo local de Dy en un determinado
subconjunto convexo de este espacio.

Por iiltimo demostramos que en forma andloga al resultado ya conocido de Wente [We],
cuando H es una constante y el dato de contorno es la funciéon nula, la unica solucion,
modulo las constantes, es la funcién nula.

El problema de contorno a estudiar sera entonces: Dada f : 8B — R?®, hallar X :
B — RS? tal que

AX =2H(X)X, AN X, en B
N
(N) B—X— = en OB
On

Consideramos datos de contorno f € C!'(8B,R?), funciones H continuas y acotadas,
y diremos que X € H?(B,R?®) es una solucién débil de (N) si

/ (VX Vo +2H(X)X, AX,-p) =0 paratoda p € Cj(B,R?)
B

om

(Sol)

4.1. Condiciones necesarias.

TEOREMA 4.1.1. Sea H € L*(R*)NC(R®) y sea X € H?(B,R®) una solucién débil de
(N). Entonces, si ||H(X)X|loo <1,

I X l2om,r) | fllL2(8B,R3)
2(1 - |H(X)X|loo)

D(X) <

Demostracién. Como X es una solucién débil de (N), AX = 2H(X)X, A X, pp en B.
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Entonces,

0= [-AX +211(X)Xu A X,] - X _—_/ (IVX]? +2H(X)X - Xy A X, ]~
B

9X
" Jon X 22D(X) _2||H(X)X"w/ XuAXo — I XllacoB,ro) | fllL2(oB,R3) 2

2 2D(X)1 = [ H(X)X||loo) = 1 X ||L2¢on,m) | fllL2(om,RY) -
Por lo tanto,

| X Lo B,r) | fllL2(oB,R>)
D(X) < - : . n]
) < -0 XN

4.2. Existencia de solucién

TEOREMA 4.2.1. Sea f € C!(0B,R®) y supongamos que H : R* — R es una funcién no
nula que satisface las siguientes propiedades:

i) H € CHR)NWI=(R?) y Q € L°(R*,R?).

ii) Existe g € W2°(B,R%), g armdnicaen B, que verifica ||H||oo]|9|lo0 < y Tr (ZZ)

f, y un nimero positivo ¢ > ||Vg||e tal que:

A2
H(E)] < 22(16] - lglle),  para todo € € R*
donde Ay > 0 es el primer autovalor de —A en H}(B).

Entonces g es una solucion débil de (N) y o bien g es un minimo local de Dy en

w2°(B, R%) N {X e H*(B, R’),Trﬁ =, TrX = Trg}

o bien existe una sucesion (X,) en W'°°(B,R?) de soluciones débiles distintas de (N),
con X,, - g en W3(B R?3).

Demostracion. A partir deii), H(g) =0 en B y g es armodnica en B, luego (N) se verifica
trivialmente.

Alhora elegimos un numero positivo é; tal que

b1 < min {& = |Vl grzrr— — gl
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y definimos

a
,;3:7'1-50:0 y

or

M, = {_q Vg0 € H2(B,R®), T'r

lelloo + 190 loo D> 19isllen < &1} -

1<i j<2

Tenemos que M, es un subconjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado de I1%(3,R3Y).
Lucgo, M, es un subconjunto débilinente compacto de H?(B,R*) y por ¢l Lema 3.1.3,
Dy es débilimente semicontinua inferiorinente en M, , ya que

3
1Q(X) oo < H ool X oo < [[H oo (IX — glloo + llglleo) < 3
para todo X € M;. Luego, existe X; € M; tal que

Du(Xy) = jnf Du(X).

Supongamos que g no es un minimo local de Dy en Wz'“(B,R’)ﬂ{X € H*(B,R*);
, 0X

flr—5~ = f,TrX = Trg}. Entonces X; # g y como M, es convexo, entonces si
r

e € [0,1], tenemos que Dg(X;) < Dy(X,; + (X — X;)) para X € M, y por el Lema
3.1.4, se deduce que

d

0 < —Du(Xy +e(X ~ X1))|

Entonces, dDy(X1)(X: — X) < 0 y dada ¢ € C3(B,R?) tal que [lp|lo + |Velloo +
Z [19i;¢ll0 < 61, tomando X = g 4 ¢ € M, , tenemos que

1<i,i<2

= dDH(Xl)(X - Xl) .

dDy(X1)(X; — 9) < dDu(Xy)(¥) -

8X
Luego, dDy(X,)(X; — g) = dDyg(X,)(p) = 0, y entonces, como Trgr— = f para todo
X € M,, X, es una solucién débil de (N) o dDy(X,)(X, —g) <O.

Veamos que el segundo caso no es posible.

Para ello notamos que

2 2
HX!< M%) = lglle) < 221X~ la]), <
=7 += 2 +

AY
< c—zlx—yl pp en B,
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Y IVX|loo £ IV(X = 9)lloo + [IVglloo < ¢ para todo X € M, , entonces

2
/ 2H( X)Xy A Xy (X -g)> —/ 2| Xy AX.,I%’IX -9’2
B B ¢
Vx|
>~ [ 3 AIX =gl 2 =MIX ~ gli} 2 V(X - )3 -

Ademas, / Vg-V(X - g) / Ag-(X —g)=0,yaque X —g e H)(B,R3).

Finaliente, por el Lema 3.1.1, tenemos que

dDy(X, ) (X, —g) = /B [VX, *V(X) —g) +2H(X1)X1u A Xy - (X, —g)] =

=/ lv(xl _g)|2+/ VQOV(Xl_g)_*'/ 2H(X1)XIMAX10’(X1—g)Z
B B B
> [|V(Xy —9)lI3 — V(X1 —g)3 =0

Alora elcgimos §; = min {61, (||X1 = llo + IV(X1 — 9)lleo + Z [18:(X1 —
1<4,j<2

g)||°°)} y definimos

0
M ={g+piv € H(B,R"),Tr £ =Trp=0 y

lelloo + 190ll + - 19:50lleo < 82}
1<4,<2

Entonces, existe X, € M, tal que
DH(Xz) = Xlgl{l, DH(.X) .

Como antes, X, es una solucién débil de (N) y X3 # g. Ademds, X; # X, pues
X, ¢ M,.

De esta forma definimos una sucesién (X,) C W2°°(B,R?*) de soluciones débiles de
(N) en W2°(B,R?), y por la definicién de la sucesién (6,), X, — g en W2°(B,R?").
o

OBSERVACION. Si ||Q]lee < 3/2 la condicién ||H||eo]lglloo < 3/2 no es necesaria. En este
caso, podemos definir la sucesion de subconjuntos convexos de H?(B,R%) de la manera
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siguicnte:
d
M, = {g T i € HA(B,RY), T'r ‘5“3 =Tro=0 y
™

lelleo + 190l + D 1950ll0 < ¢ = Vgl
1<i,j<2

. 1
62 = min {c = | Vgllea, 5 (1X1 = glleo + IV(X; — Moo+ 3 118:5(Xs — 9)lloe) } ¥
1<i,j<2

8
M, = {g+¢;v € H*(B,RY); Tr-gti =Trp=0 y

lelloo + 1Velleo + 3 UBijerllcn < &} -
1<6,j<2

OBSERVACION. Supongamos que H tiene como tnicos ceros a una sucesién (£,) que
converge a £, € RY. Entonces, para f = 0, la funcién constante g = {, es una solucién
débil de (N), hay una sucesion g, = £, de soluciones débiles de (N) y es posible que g no
sca un minimo local de Dy;.

4.3. Resultados tipo unicidad

TEOREMA 4.3.1. Sea X € H?(B,R?®) una solucidn débil de (N) y supongamos que H € R
y f = 0. Entonces X es constante.

Demostracién. Como en el Teorema 2.2.2, extendemos X a R2\B por inversién respecto
de 3B, o sea, para r? = u? 4 v? definimos

X(u,v) en B

Ylwo)= {X(u/rz, v4?)  en R?\B,

y a partir de esto, si la medida conforme de Y es la aplicacion
F(u,v) = |Y,]* = |V, |* — 2iY, - Y,

tenemos que F € C(C,C), ya que las derivadas tangencial y normal coinciden en B y
F es holomorfa en C\9B, entonces F es holomorfa en C y

2 2y _ 2 2y _
[ Fwois2 [ np+ivp) =4 [ v+ v

- 4/ (Xu? + [ Xo ) < +o0.
B
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Luego F =0, y por lo tanto,

|Yul> + |Y,|> =Y, Y, =0 y en particular
IXul® + 1 Xol* = Xy - X, =0 en B.

Pero entonces, por el Corolario 2.2.1,

X 8X 0X 86X
=5 ¥ 5y e =0 0B,
y como — = 0 en 8B, X resulta una solucién al problema

an

{AX=2IIX.,/\X,, en B
X=c en 8B

donde ¢ € R? es una vector constante.

Por [We|, X = c. a
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Capitulo 5

En este capitulo estudiaremos el problema de Plateau para superficies de curvatura
media prescripta.

Dada una curva de Jordan I' en R? y una aplicacion I : R? — R, lamaremos pro-
blema de Plateau para superficies de curvatura media prescripta al sistema de ecuaciones

diferenciales
{ AX =2H(X)X, AX, en B
I Xu|2 = |Xo]? =Xy X, =0en B

con la condicién de contorno

(5.2) XlBB : OB — T es una parametrizaciéon de I .

Estudiaremos la existencia de soluciones débiles del problema de Plateau, esto es, de
funciones X € H!(B,R*®) que verifiquen (5.1) en forma débil y (5.2) en un sentido a
precisar.

Llaimnaremos (P) al sistema de ecuaciones diferenciales (5.1) con la condicién de con-
torno (5.2) y veremos que existe una soluciéon débil de (P) que es un minimo global de Dy
en un subconjunto apropiado de H!(B,R?) y que bajo determinadas condiciones para H
se obtienen soluciones que son minimos locales de Dy en subconjuntos convexos y cerra-
dos de H?(B,R®). Ademas, damos condiciones necesarias para que exista una solucién

de (P) en C'(B,R*)N C%*(B,R?).

5.1. Soluciones al problema de Plateau para superficies de curvatura media
prescripta H en H!(B,R?Y).

Para precisar el significado de solucion débil de (P), definimos los siguientes subcon-
juntos de H(B,R3):

c(I')={X € HY(B,R*); Tr X € C(8B,R?®) es una parametrizacién

débilmente mondtona de I'}

C‘(F)={X€ C(F); X(Pj) =QJ' j=1v2’3}
donde P; = e2™ii/3 y Qjel' j=1,2,3.
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Se sabe ([St1], p.19) que C*(I') es un subconjunto de (B, R3) débilinente cerrado,
mientras que ([St1], p.15) C(I') no lo es, y que si I' es una curva de Jordan rectificable,
C(I') es no vacio ([St1], p.20). Ademds, se sabe ([Stl], Lema 2.2, Parte 1) que i X €

. 1
' (3,R?) es un punto critico de D(X) = 5‘/ [VX)? en el siguiente sentido:
B

. d -
(5.3) J; D(X0g. ", Be)|,_o =0

para toda familia de difeomorfismnos g, : B — B, que dependen en forma diferenciable de
un pardmetro € € (—eg,&9) con go = td, entonces X salisface

[Xul? = | X=X, X, =0 p.p.en B,

y que el resultado continia siendo valido si sélo se consideran familias de difeomorfismos

que conservan la orientacion.

Supongamos ahora que H € L=(R3%) N C(R?)

DEFINICION 5.1.1. Diremos que X € H'(B,R*) es una solucién débil de (P) si X € C(TI'),
X es un punto critico de D en el sentido de (5.3) y ademas,

/(VX-V¢+2H(X)X.,AX., -p) =0 paratoda p € Co(B,RY).
B

TEOREMA 5.1.1. Supongamos que H € C(R%) N L°(R®) y que el campo vectorial Q

3 a8Q; . ...
asociado a H satisface ||Q|loo < 2 7 -a—?— € L*(R®), para i # j, i,j = 1,2,3.
j

Entonces, dada una curva de Jordan rectificable T' en R®, Dy tiene un minimo X en
C*(I') y X es una solucién débil de (P).

Demostracion. En forma andloga al Teorema 3.1.1, tenemos que
2 2
IDH(OI < D) + 5 [ 100X XA Xl € DIX) + 71Ql1e < 2D(X)
y por lo tanto, Dy resulta finita en I{’(B,R*). Ademas,

Du(X) 2 D(X) - 2 [ 10(X) - Xun Xl 2 D) (1 - 31Ql)
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3
y como [|Qllee < 27 puede deducirse que Dy es coerciva en C(I') ya que para X €
11'(B,R*) con Tr X € L*°(0B,R?®) vale la siguicnte desigualdad de Sobolev:

X112 <k (IVXNIZ + I X113¢am,09y) < k2(D(X) -+ "X"}xv(au,nn) <
< kD(X) + k(I),

donde ky, ky, k y k(I') son constautes positivas y k(') depeunde de I'. Ademas, por ¢l
Lema 3.1.3, Dy cs débilinente semicontinua inferiormente en 11'(B,R?). Luego, como
C*(I') es un subconjunto débilmente cerrado de I{'(B,R?Y), existe X € C*(I') tal que

Dy(X)= inf X).
H(X) xe"c‘meH( )

Como X + ep € C*(I') para ¢ € C{(B,R?), entonces dDy(X)(¢) = 0 para ¢ €
Cl(B,R?), y por el Lema 3.1.1, se deduce que

/(Vl-qu +2H(X)X,AX, ¢) =0 paratoda p € Cy(B,R*).
B

Ademas, a partir del Lema 5.1.1 que demostramos a continuacion y de la invariancia
conforme de D [St1] resulta que:

d _ d -
% Dy(X og;',B.)|,_, = zu(x 0g;',B.)|,_,=0
para toda familia de difeomorfismos g, = B — B, tales que gl g2, — g2,g}, > 0, o sea,
las coordenadas (u,v) serdn isotermas. o

TEOREMA 5.1.2. Sea I' C R? una curva de Jordan rectificable tal que la solucién al
problema de Plateau es una funcion ¢ € W>*°(B,R%) y sea H : R* — R cualquier
funcién no nula que verifica las siguientes condiciones:
i) I € WE°(R3) n CYR?) y el campo vectorial Q asociado a H satisface Q €
Le(R%, RY).
i) 1 llollgllon < 3
iii) Existe un nimero real ¢ > ||Vg|lo tal que |H(§)| < '\f/cz(lfl ~ |l9lloc )+ para todo
¢ € R%, donde \; > 0 es el primer autovalor de —A en H}(B).

Entonces g es una solucién débil del problema de Plateau para la ecuacién de cur-
vatura media prescripta (P), y si g no es un minimo local de Dy en W?*°(B,R%) N
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a
n{X € H*(B,R%); Tr —{ 19 1,2 _p, 0
or ar’ o ds’
sion de soluciones débiles distintas de (P’) con X,, = g en W2°(B,R?).

y Tr X = Tr g} existe una suce-

Demostracién. Si X € H'(B,R?), entonces tenemos que

2
11H(X)] < AT/ (IX] = llglloo)+ < ’\f/cz(|X| —lg)+ < '\g/cle —g| ppen B.

Luego, 11(g) = 0 y entonces, g resulta una solucion débil de () en (B, R3?).
Supongaimos que g no es un minimo local de Dy en W2°°( 3, Ra)ﬂ{X € H*(B,R®);

X .99 ., 0X _ 9 .. _
Tr o = =Tr o’ Tr B0 = Tr 9" Tr X ng} entonces si definimos
61 = min {c - o)
2 3 Oy Oy
M1={g+¢,qo€H (B,R®), Tr a——TrE—Trga=0 y
lelloo + 1V 0lloo + D 10i0lleo < & }

1<4,j<2

tenemos que M; es un subconjunto no vacio, convexo, cerrado y acotado de H?(B,R?).
Luego, M; es un subconjunto débilmente compacto de H%(B,R?) y por el Lema 3.1.3,

Dy; es débilmente semicontinua inferiormente en M, , ya que

3
1R(X)lloo < lIH ool Xfloo < 1H lloo(lIX = glleo + llglleo) < 5

para todo X € M,;. Luego, existe X; € M, tal que Dy(X,) = inf DH(X) y

como ¢ no es un minimo local de Dy en W2°°(B,R3) N {X € H? (B, R’), Tr%{ =
Tr g‘z Tr%—f——Tra Tr X = Trg},semgueque X, #g.

Veamos que X; es una solucién débil de (P):

Como M, es convexo, para todo ¢ € [0,1] tenemos que Dy(X,) < Dp(X, +
e(X — X)) y por lo tanto, 0 < ZEDH(XI + (X — X1)|,_y = dDu(X1)(X — X,),
o sea, dDy(X,)(X; — X) < 0 para todo X € M,. Luego, dDy(X,)(X, —g) <

dDy(X;)(p) para toda p € C3(B,R?) tal que [l¢lloo + |Vellw + Y 180l < 61,
1<4,§<2

y entonces dDy(X;)(X,; — g) < 0, o bien, dDy(X;) (X, — g) = dDu(X:)(¢) = O,
para toda ¢ € C}(B,R?). Si sucede esto iltimo, X; es una solucion débil de (I’).

En efecto, /(VXI-Vgo + 2H(X,)X14 A X1o-p) = O para toda o € CZ(B,R%) y
B
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aX, Jdg X, dg X, 98X, dg Og
7' = 2 - — = P e = e . =
T Tr 5 Tr 9% Tr 50 entonces, o1 Do o7 3o 0 pp en 9B
M PO 2L . OXI (')Xl
por ¢l Corolario 2.2.1, pero por el Teoreina 2.2.2, si i 0 pp en 317, entonces
n o

X1w-X1o = X1 = | X102 =0 ppen B,y como Tr X, = Trg, X, resulta una solucién
débil de ().
Resta ver que la primera opcién no es posible.

Para esto notamos que si X € My, [|[VX|leo < [[V(X = g)lloo + |VG|loo < € y como
[T (X)| < ’\11,/¢:2 |X —g| pp en B, tenemos que / 2H(X)XuAXy-(X—g) 2 —2/ | Xu A
B B

2
Xo| M/ X —g” 2 —/B IVX]* X/ 1X-gP > -X}| X —gll} > —|| V(X ~g)I}, ¥ por otro

lado, / Vg-V(X —g) = —/ Ag:(X — g) =0 ya que g es arménica en B. Entonces,
B B

dD (X, )( Xy — g) = /B VX, - V(X = g) + 2H(X1) X1 A X1y - (X — g)] =

- / VX, - g) + / Vg-V(X; —g) + / 2H(X1)X1u A Xy - (Xy — g) 2
B B B

> ||V(X, - 9)”% —IV(X;, - 9)": =0.

Ahora, secan

6 = min {1, 21X ~ glloo + V(s = 9w+ 3 195(Xs — 9llee)} ¥

1<i,j<2
= . 2 s B _ o O _ _
Mz—{y+¢,¢€1{ (B,R%), T"'ar T‘I'aa Tre=0 y
lelloo + 190l + 3 118ii¢0llee < &2} -

1<6,j<2

Nuecvamente, existe X, € M, tal que Dy(X,) = Xigl{l Dy(X), X2 es una solucién débil
2

de (P)y X; # g. Ademds, como X; ¢ M,, X, # X,. De esta forma se construye una
sucesiéon (X,) C W2°°(B,R?) de soluciones débiles distintas de (P) tal que X,, — g en
w2>=(B,R%). @

o 3 o 3 ,
OBSERVACION. Si ||Qfleo < 2 la condicién ||H ||ooll9]loc < 5 o es necesaria. En este

caso, podemos definir la sucesién de subconjuntos convexos de H2(B,R3%) de la manera
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siguiente:

Oy Dy
My =191 p; HBR), Tr 2 =Tr 28 =Trp =
1 {yl‘p,soel(, ), r(’)r Tr()d Tro=0 y
lelleo + V6l + D> N0ii0lleo < ¢ = 1Vgllon }

1<i j<2

. 1 -
b = min {e ~ |Vglloo, (X1 = glleo + IV(Xs = g)llew + D 10:i(X2 = 9leo)} ¥

1<i,j<2
) )
= H 2 3 -—(P= ! i: K =
My={g+v; e H*(B,R), Tr L =1r L =Trp=0 y
lello + 1V0lleo + >~ HBiellen < &2} -
1<ij<2

LEMA 5.1.1. V es invariante por reparametrizaciones de X que conservan la orientacién,
o sea, si X € H'(B,R®) y g € C}(B,R?) es un difeomorfismo de B en un dominio B
con det(dg) = g1u920 — 924910 > 0, entonces V(X) = V(X og™?).

Demostracion.
V(Xo g‘l) = % /AQ(X og'l) (X og'l)ql\ (Xo g'l);dﬁdﬁ
B
con (%,v) = g(u,v) para (u,v) € B. Pero

(X o y l)u - Xuglu + X"gzu y
(X og I)F= Xuglg +Xu.qz !,

Luego,
(Xog_l)ql\(x og_l)-_ (Xugl_’.;l +ngzu)A(Xu91, +ngz l) =
= Xo A Xu95a 955 + Xu AXo913 975 =
= Xu A Xo(973 975 — 915 93 ) »

donde X, A X, se evalia en g~! o g(u,v) = (u,v), y entonces,

-1
V(Xog™!) = 1/ QX097 0g)- Xy A X, (gﬁg"’_, g"g’ ) gy dy =
3/ (9 915 )
det 4
923 gzv

=l/ Q(X) XyAX,dudv,
3/s
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yn que si g preserva la orientacion, g~! también lo hace, y entonces
-1 - 1 -1
913955 ~ 59w > 0. O

OBSERVACION. La funcién Il que verifica las hipétesia del Teorema 3.1.1 (pag. 33),
también verifica las hipdtesis del Teoreina 5.1.1 y notamos que puede elegirse g arbitrario

3. 1/2 3
tal que Hy ( L(b,- + 5)2) < 30 por otro lado, no se ha hecho ninguna hipétesis sobre

I'. Por lo tanto, ya no es necesaria la hipétesis “I' C Br(0) C R® una curva de Jordan
y H: R? > R tal que [[H||ooR < 1”, mientras que en el caso H constante, no puede
eliminarse esta hipdtesis ([St1], p.105, Resultado de no existencia de Heinz, y [He]). Sin
embargo, a continuacion daremos un resultado de no existencia que puede traducirse en

una condicion necesaria.

5.2. Resultados de no existencia de solucién de (P) y condiciones necesarias.

TEOREMA 5.2.1. Sea I' € R® una curva de Jordan rectificable de longitud L(T') y supon-
gamos que existe un numero § que verifica las siguientes propiedades:

i) § > L(I),
ii) Para todo X € C(I') existe un vector unitario en R® que llamaremos nx tal que

Cx = / 2H(X)Xu/\x,'ﬂx > 8.
B
Entonces no existe X € C'(B,R%)n C%(B,R?) solucién de (P).

Demostracion. Si X € C'(B,R%) N C?(B,R?) es una solucién de (P), entonces

axX
Cx=/2H(X)Xu/\X,,-r)X=/Ax'nx=A a—‘TIXS

B On
/BB| |—AB| I—L(I‘)<6

Contradicciéon, ya que por hipdtesis Cx > §. n]

TEOREMA 5.2.2. Sea I' € R*® una curva de Jordan rectificable de longitud L(I'), H :
R® — R continua y acotada, y supongamos que X € C'(B,R%)n C?(B,R?*) es una
solucién de (P) que satisface |H(X)X|loo < 1. Entonces,

L)Xl
(1= [H(OXT)

D(X) < 5
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Demostracion. Sabemos que AX = 211(X)X, A X, en B3, entonces,

():/[—AX 4 20(X)Xu A Xy)- X =/[|V)f|2 +2I1( X)Xy A Xy - X]—
B

_/OB ‘2‘1‘; X>2D(X)—2||11(X)X||°°/ X, /\Xol—anw/ l |""—
= 2D(X)(1 — [H(X)X]|o) = 1 X | oo / 12X 4o =

=2D(X)(1 - [[H(X)Xloo) = | X [l L(L) 5
de donde se deduce que

L)X oo
P < s X © °
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