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INTRODUCCION.

D. M. Clark y P. H. Krauss [9] llaman a un 4lgebra globalmente
(Booleanamente) representable por una clase de Algebras M si es isomorfa al
4lgebra de las secciones globales de un haz subdirecto (es decir, las
secciones globales son producto subdirecto de las fibras) cuyo espacio base
es compacto y To (resp. un espacio Booleano donde los ecualizadores de las
secciones globales son ablertos y cerrados) y cuyas fibras pertenecen a M o
son triviales y a lo sumo una fibra es trivial. Este trabajo presenta
caracterizacliones generales de la representabilidad global y Booleana de un
adlgebra A por una clase M. Tales caracterizaciones son dadas en términos de
propiedades del reticulado de congruencias de A. Unos pocos y simples
conceptos nuevos son definidos (es decir, compacidad de un conjunto de
congruencias, proyectivo sobre A, el Teorema Chino del Resto (en sus
distintas versiones), etc) los cuales son suficientes para expresar las
caracterizacliones.

En la Seccién 1 fijamos notacién y terminologia y repasamos algunos
hechos bien conocidos los cuales seradn necesitados més adelante. En la
Seccién 2 definimos dos nociones centrales: compacidad de un conjunto de
congruencias y el Teorema Chino del Resto (en sus distintas versiones). En
la Seccién 3 se dan caracterizacliones generales de la representabilidad
global y (localmente) Booleana. E1 Problema 6.11 de [9], para el caso de
variedades de congruenclias distributivas es parcialmente resuelto. El
Problema 6.19 de [9] es resuelto. Finalmente la nocién de espectro es
definida y la relacién que hay entre las tres topologias que naturalmente
sirgen en un espectro (localmente) Booleano es descripta. En la Seccién 4
damos una generalizaciétn del método uniforme de construir productos

subdirectos globales a partir de la propiedad de emparche dado por Clark y



Krauss en [9]. El1 Teorema 4.23 de [9] es mejorado. En la Seccién 5 usamos
el esquema constructivo dado en la Seccién 4 para obtener una
generalizacién de la construccién de Pierce para anillos. En la Seccién 6
la representabilidad de Stone es definida y, wusando 1la construccién
descripta en la Seccién 4, se obtienen teoremas que relacionan 1la
representabilidad global y la de Stone. Es dada wuna generalizacién del
resultado de Ledbetter expuesto en [9, pag. 83], la cual mejora
sustancialmente el Teorema 6.7 de aquel trabajo. Finalmente damos un
teorema que relacliona la representabilidad Booleana con la de Stone. En la
Seccién 7 aplicamos los resultados a 4lgebras en variedades con
congruencias princlpales definibles. Se da una caracterizacién en primer
orden de la propiedad de verificar el Teorema Chino del Resto débil y bajo
ciertas hipétesis la representabilidad global es también caracterizada en
primer orden. En la Seccién 8 se dan algunas aplicaciones a reticulados
distributivos, anillos, reticulados distributivos pseudocomplementados,
anillos reticulados, variedades de expansiones reticuladas y algebras de De
Morgan. En el caso de los reticulados distributivos (o mas generalmente
expansiones de reticulados distributivos) la dualidad de Priestley resulta
ser sorprendentemente eficdz en el estudio del Teorema Chino del Resto,
permitiéndonos probar por ejemplo que los reticulados distributivos son
caracterizables como los reticulados globalmente representables por cadenas
de dos y tres elementos.

Se ha Incluido un apéndice con los hechos y definiciones sobre teoria

de haces que seran necesarios aqui.

1. PRELIMINARES.

Traba jaremos siempre con 4lgebras de algan tipo fijo. Ya que



ordinariamente no hay confusién usaremos la misma letra para denotar un
4dlgebra y su universo. A lo largo de este trabajo usaremos la misma
notacién y terminologia que la de [9). A continuacién daremos un breve
resumen de los principales conceptos. Si X es una clase de 4lgebras,
entonces I(X), S(X) y H(X) denotaran las clases de imAgenes isomérficas,
subAdlgebras e Iimagenes homomérficas de miembros de K respectivamente, y
PU(X) denotard la clase de ultraproductos de subconjuntos de XK. Sea
AS II(Al i € I} producto subdirecto. Para cada F ¢ I, "r es la proyeccién

de II(Al i € I} sobre I'I(Al :1eF}, vy 9:_ es la congruencia proyeccién

sobre A inducida por . Para 1,j € I definamos 1 _ j (A) sii G: = 9;.

J &1 es llamado A-transversal si para todo i,je€ J, 1 _J (A) si y sélo

si i =J. J es llamado A-completo si para todo i1 € I existe J € J tal que
S SN | (A). A es llamada irredundante si I es A-transversal. Para
X,y € H(Al : 1 eI} definimos E(x,y) = {1 eI : x(i) = y(1)}, el

ecualizador de x e y, y D(x,y) = {i eI : x(i) # y(i)}, el discriminador

de x e y. Sea t; la topologia de los ecualizadores inducida por A, es

decir, la topologia con subbase formada por los subconjuntos de la forma
E(x,y), donde x,y € A. Es féacil probar que 1la topologia de los
ecualizadores es To si y s6lo si A es irredundante.

Para cualqulier algebra A, HA es la congruencia universal sobre A y DA
es la congruencia trivial sobre A. CON(A) denotard el reticulado de

congruencias de A. 8 € CON(A) es llamada completamente meet irreducible si

A

0 #0° y para toda familia (8l i € I} < CON(A), si @ = n(81 i eI},

entonces 6 = 6l para algin 1 € I. 8 es llamada meet irreducible si 0 # o* Yy

para todo 0,3 € CON(A) s1 8 = ¢ n 8, entonces @ = ¢ or 8 = 8. Un 4lgebra A

es llamada subdirectamente indescomponible si 0* es meet irreducible.

Sea nuevamente A S II{Al i € I} producto subdirecto. Para cada F € I



definamos F = {1 e I : 9: < 9:}, F > F es un operator de clausura, y con g
denotaremos el reticulado completo de los subconjuntos cerrados. Cuando

F > F es un operador de clausura topolégico (i.e. 2 =2 y FuG=FuG

para todo F,G & I) decimos que A induce una topologia capsula-nicleo sobre

I y la topologia es llamada la topologia céApsula-nicleo sobre I (inducida

por A). (Ver [9, Secciétn 3] por un detallado andlisis de este tema).

Sea A un algebra. Por un semireticulado de congruencias sobre A

entenderemos un Joln-semireticulado g = <3j¥,V> cuyos elementos son
congruencias sobre A y cuyo orden es la relacién de inclusién (es decir,

8 =8V 0O sil 8 <3, para todo 6,5 € J). Por un reticulado gg congruenclas

sobre A entenderemos un reticulado £ cuyos elementos son congruencias sobre
A y para todo 0,5 € £, inf(8,8) = 8 n 8. Note que en ambos casos la
operacién supremo no necesariamente serid la operacién supremo de CON(A).
Ademas, note que si £ = <8,V,...> es un reticulado de congruencias sobre A,
donde V es la operacién supremo de £, entonces <£,V> es un semireticulado
de congruencias sobre A. Si € es un reticulado de congruencias sobre A,
completo y tal que }2{(61) = n(el i € I} para todo {el iel}se,
entonces diremos que € es un proyectivo sobre A. (Si @ = nf, entonces €
estd naturalmente identificado con el reticulado de las congruencias

proyeccién de un producto subdirecto B S II{A1 i € I} isomorfo a A/6). Sea

X < CON(A). Con < £ > denotaremos el proyectivo cuyo universo es
{nA : ASZ},
ypa.r*a.{eI 1ell s{nA: AcZ}:
inf(el iel)= n(el i eI}
sup(el iel)= V{el iel} =n{fe: 06Xy 6, < 6 para i eI}

Una congruencia 6 es llamada Z-irreducible si 8 no es la congruencia




universal y para todo 0,8 € < £ >, si o nd S0, entonces ¢ S0 038S586. 06
es llamada irreducible si 68 es CON(A)-irreducible. X < CON(A) es un

conjunto capsula-nicleo si todo 6 € ¥ es Z-irreducible. Es facil de

chequear que si A S H{Al i el} es subdirecto, entonces A induce una

topologia céapsula-nicleo sobre I sii (9: : 1 eI} es un conjunto
capsula-nicleo. (Ver [9, Seccién 31).

Supongamos A & II{Al 1 € I} es subdirecto, entonces definamos:
- n —3
3; = {RQIE(xk,yk) Xy, € A para k=1,...,n, n = 1}.

Sea € un proyectivo sobre A, para x,y € A deflnamos:

€

e(x.y) =n{0 € &€ : (x,y) € 6}.

Los elementos de la forma ef ) son llamados los elementos principales de

’

€. Con 55 denotamos el semireticulado de congruencias sobre A:

n
— € . —
Bc = <{k‘=’1e(xk.yk) PXLY, € A, k=1,...,n, n = 1},V>,

Si € = < £ >, entonces a menudo escribiremos efx v) en lugar de efx,y) y 52

en lugar de 55.
Nota: Suprimiremos los superindices de e:, R‘, T;, 3:, IlA y 0‘, cuando

el contexto permita deducirlos.

Lema 1.1: Supongamos dque A & II{Al i eI} es subdirecto y sea I =

(el i1 € I}. Entonces:

(1) F » GF es un antiisomorfismo entre el reticulado R de los conjuntos
cerrados de I y el proyectivo < X >.

(2) F > eF es un isomorfismo entre el semireticulado <$E,n> y 52.

Prueba: (1). Sea 6 € < £ >. Entonces 0 = n(el i € F} para algin F € I. Es



facil de chequear que 8 = OF y por (ii) de 3.15 de [9] tenemos que

e = 9;. Asi el mapeo:

Ra<Z>
F->eo
F
es suryectivo. Ademas por (1) de 3.15 de [9] tenemos que para todo F,G € R,
F € G sii Oc s BF. y « Fo OF es un antiisomorfismo entre Ry < T >.

z

(2). Es facil de chequear que 0 = e(x v) para todo x,y € A. (2)

E(x,y)

sigue de (1) y la observacién de que E(x,y) € R para todo X,y € A. =

La validez general del Lema 1.1 deja clara la ventaja de trabajar con
el concepto de proyectivo. El Lema 1.1 se aplica a todo producto
subdirecto, y asi la hipétesis de total expansién de [9]) es evitada. Como
veremos, la validez general del Lema 1.1 serd vital en el desarrollo de
nuestras caracterizaciones ya que nos permitira traducir las propliedades de
ciertas representaciones subdirectas especiales de un 4lgebra A en

propiedades reticulares de CON(A).

2. COMPACIDAD DE UN CONJUNTO DE CONGRUENCIAS. DISTINTAS VERSIONES DEL
TEOREMA CHINO DEL RESTO.

Sea X cualquier conjunto. Supongamos que A,B S {Y : Y S X}. Entonces
decimos que A minoriza B cuando para cada Y € B existe Z € A tal que Z < Y.
Si 2 < X, decimos que Z minoriza B cuando {{z} z € 2} minoriza B. Un
conjunto £ § CON(A) es llamado compacto si para todo conjunto S € A x A el
cual minoriza ¥ existe un conjunto finito S° € S el cual minoriza Z.

Nota: Si consideramos en CON(A) 1la topologia con subbase
{{@ € CON(A) (x,y) € 80 x,y € A}, entonces CON(A) resulta un reticulado

topolégico ([2, pag. 63]), y la nocién de compacidad recién definida



coincide con la de este reticulado topolégico.

Ejemplos 2.1: a) E1l conjunto de las congruencias maximales de un reticulado
distributivo es compacto. Sea L un reticulado distributivo. Es bilen
conocldo que las congruencias maximales de L estan identificadas con los

ideales primos de L por la correspondencia:
P>e_ = {(x,y) : x € P sii y € P}.

Supongamos que S S A x A minoriza (OP}. Si para todo par 81,82 de

subconjuntos finitos de S tubieramos que:
vix Ay : (x,y) € 51} zA{xvy: (x,y) € Sz}’

entonces por el teorema del 1ideal primo habria un ideal primo de L
conteniendo el conjunto {xAy: (x,y) € S} y disjunto de
{x vy: (x,y) € S}, lo cual contradiceria la hipétesis de que S minoriza

{BP}. O sea que existen subconjuntos finitos S1'Sz de S tales que:
a=vixAy: (x,y) € S1} 2 A{xvy: (x,y) e Sz} = b.

Sea P un ideal primo de L. Si a € P, entonces b € P y .. existe (x,y) € 82
tal que x vy € P lo cual implica que (x,y) € BP. En forma similar podemos
obtener que si a ¢ P, entonces (x,y) € OP para algiun (x,y) € S1' Asi

tenemos probado que S1 V) S2 minoriza {BP}.

b) El conjunto de las congruencias primas de un anillo conmutativo es
compacto. Sea A un anillo conmutativo (A = <A,+,-,:,0>). Sea P un ideal
primo de A. Definamos:

6, = {(x,y) : x -y € P}.

n
Supongamos que S & A x A minoriza (OP} y sea M = {kl__ll(xk - yk) : (xk,yk) €

S}. Si 0 ¢ M, entonces existe un ideal primo P tal que PnAn M=o, ([12,



pag. 105, Lema 2]), lo cual es absurdo ya que S minoriza (ep}. Asi 0 e My

. (eP} es compacto. m

Sea @ € CON(A). Para & € CON(A), &8 2 8, definamos &/8 = {(x/0,y/8) :
(x,y) € 8. Para X < CON(A) definamos /0 = {8/6 : 8§ 20, 8d € £}. EIl

siguiente lema es bien conocido.

Lema 2.2:

(1) 876 € CON(A/8B).
(2) (x/8,y/8) € 8/86 sii (x,y) € é.
(3) A/6/8/86 > A/8 es un isomorfismo.
[X/G]G/e > x/8
(4) <{3 € CON(A) : 8 2 8},Vv,n> > CON(A/0) es un isomorfismo.

3 > 8/0

Prueba: (1). Ver [4, pag. 47, Lema 6.14). (2). Use que 8 2 06. (3). Ver

{4, pag. 47, Teorema 6.15]. (4). Ver [4, pag. 49, Teorema 6.20]. ®

Lema 2.3: Sea A S II(Al i1 € I} subdirecto y supongamos F & I. Entonces F
es compacto (con respecto a TE) si y sé6lo si {01 i € F} es compacto.
Prueba: Es facil de chequear que rgR(E(xl_,yr) nF) =F si y sélo si

{(xr.yr) : r € R} minoriza (9l i € F}, y ~ la prueba puede ser completada

aplicando el Teorema de Alexander [8]. m

Corolario 1: X < CON(A) es compacto sii la topologia de los ecualizadores

inducida por la imagen de A > MI{A/6 : & € X} es compacta.

Prueba: Sea O = nE. Note que si S & A2. entonces por (2) del Lema 2.2

tenemos que S minoriza z sii S/6 minoriza /0, donde



S/6 = {(x/0,y/0) : (x,y) € S}. Asi tenemos que X es compacto sii 2/0 es
compacto. Ademas, sea g : A > MI{A/8 : 8 € I} definida por g(x) = (x/a)aez,
x € A. £/6 esta identificado con {eg“’ : 8 € T} via el isomorfismo:

A7 > g(A),

x/0 > g(x)

y -~ Z/6 es compacto sii {0;(” : 8 € £} es compacto. Asi por el Lema 2.3
tenemos que I es compacto sii la topologia de los ecualizadores sobre Z

inducida por g(A) es compacta. ®

Lema 2.4: Sea X S CON(A) compacto, y supongamos que 6 2 Nn£ es una

congruencia Z-irreducible. Entonces existe 8§ € £ tal que 0 2 3.

Prueba: Supongamos no existe un tal 8. Entonces para cada 8 € £ sea

(xa.ya) € 8 - 6. El conjunto {(xa.ys) : 8 € I} minoriza X y existe un
conjunto finito Zo S Z tal que ((xa,ya) : 8 € Zo} minoriza X. Asi,
tenemos:
n{e> de}lsnzcso
(x ) () '

5'Ys

lo cual contradice la Z-irreducibilidad de 6. =

Diremos que I < CON(A) es denso cuando nZ = 0. Con MAX(A)
(respectivamente, MI(A), IRR(A), CMI(A)) denotaremos el conjunto de
congruencias maximales (respectivamente, meet-irreducibles, irreducibles,
completamente meet-irreducibles). Ahora daremos algunas consecuencias del

Lema 2.4.

Corolario 1: Si A es subdirectamente indescomponible, entonces X es

compacto denso sii 0 € Z.



Prueba: Ya que A es subdirectamente indescomponible, entonces 0 es

irreducible. =

Corolario 2: Sea X un conjunto capsula-nicleo. Cualquier subconjunto de
< Z > compacto denso minoriza . Si ¥ contiene un subconjunto compacto

denso, entonces ¥ es compacto. ®

Corolario 3: Si A es de congruencias distributivas y £ € MAX(A) es compacto

denso, entonces ¥ = MAX(A) = CMI(A) = MI(A) = IRR(A).

Prueba: Ya que A es de congruencilas distributivas tenemos que

IRR(A) = MI(A) (ver [9, Seccién 3]). Ahora aplique el Corolario 2. =

Sea J = <J,V> un semireticulado de congruencias sobre A. Entonces

decimos que J verifica el Teorema Chino del Resto (débil) cuando para todo

6..0,...,8 € 3, X X0 s X € A, si (xk,xl) €0 v 8 para 1=k,1=n
(y e1 fa) 92 n...n en = 0), entonces existe x € A tal que (x.xk) € ek, para
todo k=1,...,n. Abreviaremos la frase "Teorema Chino del Resto" con 1la
expresién TCHR. Si & = <8,V,...> es un reticulado de congruencias sobre A,

entonces decimos que £ verifica el TCHR (débil) cuando el semireticulado de

congruencias <£,V> lo verifica. Decimos que A verifica el TCHR (débil)

cuando CON(A) lo verifica.
Sea X un conjunto de congruencias sobre A. Decimos que I es

distributivo cuando para todo 8,8,0 € X:

en((dve)=(0n8)VvI(6n9g)

v (dnc)=(0OV3E)Nn(OVO).

Sea M una clase de 4algebras. Para un algebra A, definamos:

A-

PRRCE CON(A)-{0* A0 € 1(M)}.

z

10



Lema 2.5: Sea K una clase de &lgebras tal que H(X) € X. Sea M cualquier

otra clase de Aalgebras. Supongamos que para todo A € X, {szA verifica el

M
TCHR débil. Entonces para todo A € X tenemos:

(1) {SzA verifica el Teorema Chino del Resto.

M
(2) {SZA es un conjunto distributivo.
M
(3) oVada=0vs=06038 paratodoe,aeng .

M

Prueba: Sea A e€ X, y sea O una congruencia sobre A. Usando

A/O A

(3)

del

A —
Lema 2.2, puede ser probado que EJ“/O = ZM . Sea 81,62 € < ZM >, 81,82 =2 0.

Entonces:

- A _
(8, V3)/e=(MseZ,: 828, k=1,2})/0

»
=n{6/06 : € 2 6k, k=1,2}

M'
L 3 ]
= 80 € 2,°  5/0 2 5 /0, k=1,2}
=38/06V & /0.
1 2
n A
(Para * y ** use el Lema 2.2). Supongamos l(\_Ile(.’d‘t v.) = 6. Entonces:
k'K
n gh A
(k‘=/1e('a’:tk. ))/e = (n{8 e ZM : 820, (xk,yk) € 8, k=1,...,n})/06
_ . = A
=n{é/0 : 3 280, (xk.yk) €38, k=1,...,n, 8 € ZM}
A/8
= n{6/0 € T : (x /0,y /0) € 8/6, k=1,...,n}
M k k
n A/0
_ z
= W04 /8,y /6)°
k k
Y . tenemos que (52,:()/9 < 82,:1/6' Ahora sean 91.92,...,9n € 52,:(' X X

n

. n0O . Entonces 6 /0 € J_A/0 para todo k, A6./8 = (A6 )/
n k zM k= k =

11

X € A. Supongamos (xk.xl) € ek v 9l para todo k,l. Sea 0 = e1 ne_ n



(xk/e,xl/e) € (ek v el)/e = ek/e v el/e para todo k,l. Asi, por hipétesis

existe x/0 € A/0 tal que (x/e,xk/e) € ek/e para todo k, y . se tiene:
(x.xk) € @ _para k=1,...,n.

O sea que tenemos probado (1). Ahora es faclil probar (3). A continuacién

probaremos (2). Sea 6,3,0 € 5£A. y sea (x,y) € 8 n (3 v c¢), entonces
M

aplicando el TCHR a 0,8,0, X,X,y, obtenemos que (x,y) € (6 n3) v (0 ne)y
0n(dve)=(0n3d) v (0Nnec). La otra igualdad puede ser probada en

forma similar. =

Si Z} es un conjunto céapsula-nucleo, entonces decimos que M es una

clase céapsula-nicleo con respecto a A. Si para todo Ae X, M es

capsula-nicleo con respecto a A, entonces decimos que M es cépsula-nicleo

con respecto a XK.

Un 4lgebra A es de congruencias distributivas si CON(A) es un

reticulado distributivo. Una clase X de 4lgebras es de congruencias

distributivas si A es de congruencias distributivas para todo A € X.

Lema 2.6: Sea X una clase tal que H(X) s X. Si M es una clase
capsula-nicleo con respecto a X tal que 22 es compacto denso para todo

A € X, entonces 2; = MI(A) para todo A € X. (Y X es de congruencias

distributivas).

Prueba: Sea 8 € MI(A), entonces A/0 es subdirectamente indescomponible y ..

por el Corolario 1 del Lema 2.4, O € Zﬁ/e. Pero ya que Zﬁ /6 = 22{9.

A A A
M Asi T, 2 MI(A) y <E,>= CON(A). O sea que

por [9, Teorema 3.24] tenemos que A es de congruencias

tenemos que 6 €

A
VIR

distributivas e IRR(A) = £

IRR(A) 2 Z

A

i MI(A). =
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Decimos que un proyectivo € es congruencialmente algebralco cuando los

elementos principales de € son compactos.

Lema 2.7: Sea ¥ S CON(A). Entonces:

(1) 6,6 e < >, (x,y) e 8 Vv 3 = existen 91,81 € 82 tales que 91 <o,

61 Sdy (xy) e e v Bf
Ademads, sl < £ > es congruenclalmente algebralco, entonces:

(2) 8, e <>, (x,y) €e06Vs = existen 91,81 € 52 tales que 91 <o,

61 Sdy (x,y) e 6, v 61.

Prueba: (1). Se tiene:

- z z
e(x,y) SOevse= (V{e(x.y) (x,y) e 6}) v (V{e(x,y) (x,y) € 8}).
Entonces existen conjuntos finitos S1 < o, S2 <3, tales que
z z
e(x'y) < (v{e(u’v) : (u,v) € 81)) v (v{e(u'v) : (u,v) € Sz}). Asi, tomando
61 = V{efu,v) (u,v) € 51} y 61 = V{e%u,v) (u,v) € Sz). (1) se termina.

(2) es similar a (1). =

Lema 2.8: Sea £ < CON(A). Entonces:

(1) S1 80 8 =06 v & para todo 0,8 € 52, entonces 8 0 8§ = 6 v 8 para todo
0,3 € < £ >,

(2) si 52 es un conjunto distributivo, entonces eso es < T >.
Ademas, si < ¥ > es congruencialmente algebraico, entonces:
(3) si 52 verifica el TCHR (débil), entonces eso hace < I >.

Prueba: (1) Sean 6,8 ¢ < £ >, (x,y) € 8 v . Sean 91,61 como en (1) del
Lema 2.7, entonces (x,y) € 91 v 81 = e1 ° 61 €0 o 8.

(3) Sean 6k € < X >, x € A, k=1,...,n. Supongamos que para todo k,1
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tenemos (xk,xl) € ek v 9l (y 61 Nn...n6 =0). Por (2) del Lema 2.7, para

todo k,1 existen elementos de 52, 9kkl < ek, lel < 91 tales que (xk,xl) €

e VO . Sea:
kkl 1kl n

d = Ve , k=1,...,n.
k 1=1 kkl

Entonces ak € 52 para todo Kk, (61 n...n 6n =0) vy (xk,xl) € Gk v 61 para
todo k,l1. Asi por hipéteslis existe un x € A tal que (x.xk) € Gk ~1 Ok para

todo k. (2) puede ser probado en forma similar. =

Un 4lgebra A es de congruencias permutables si todo par de

congruencias sobre A permuta. Una clase X es de congruencias permutables si

todo A € X es de congruencias permutables.

Corolario 1: Sea A un algebra:

(1) A es de congruencias permutables si y s6lo si las congruencias
compactas permutan.

(2) A es de congruenclias distributivas sl y sélo si {congruencias
compactas} es distributivo.

(3) A verifica el Teorema Chino del Resto (débil) si y sélo si

{congruencias compactas} lo hace. ®

Sea J = <j,V> un semireticulado de congruencias sobre A, y sea X &

CON(A). Entonces decimos que 3 verifica el TCHR con respecto a ¥ cuando

para todo 91,...,9n €D, Xoeoon X € A si (xk,xl) € 0k '} 9l para todo k,1 y
{91,...,9n} minoriza £, entonces existe un x € A tal que (x,xk) € 6, para
k=1,...,n. Si 2 =<2,V,...> es un reticulado de congruencias sobre A,

entonces decimos que £ verifica el TCHR con respecto a I cuando <&,V> lo

hace. Si el reticulado CON(A) verifica el TCHR con respecto a X, entonces

14



decimos que A verifica el TCHR con respecto a I.

Lema 2.9: Supongamos que £ S T y Z minoriza I'' Si {52 verifica el TCHR con
respecto a Z, entonces 51. verifica el TCHR con respecto a T.

r

Prueba: Supongamos {1‘-/19( ) k=1,...,n} minoriza I'. Sea X seosX €
- 1k’ 71k n
A tal que para todo k,h:
m m
(0 %) € V.8 fx ) Y 1!191(-)( ) *)
K’ Y1k N 1n'Vin
o T
Sea 0 € £, ya que 6 € I', tenemos que existe un k tal que 8 2 V e(x y )’
k' Vik
y - (xlk,ylk) € 8 para todo 1=1,...,m lo cual implica que
> - >
e2 Ve . Asi el conjunto { k=1,...,n} minoriza Z.
1=1 (x ,ylk) =1 (x ,ylk)

Ademads ya que X S T tenemos que para todo k,h:

(X %,) € V@ %x y V 1‘-’16& )
K Y1k - 1 V1in
>
Entonces por hipotesis existe un x € A tal que (x, X, ) € 1V19(x y ) para
B 1k’ Y1k
todo k. Probaremos que:
5T
(x,x) e V e para todo k.
k =1 (x ,ylk)
Sea 8 e I' tal que (xlk,ylk) € 8§ para 1=1,...,m (**). Sea 8 € £ tal que
m
6 S8 (X minoriza TI). Ya que {ver k=1, ...,n} minoriza T,
1=1 (x_,y )
1k Y1k
existe h tal que:
°r
8202 Ve y- (3*%)
- 1n'Y1n

Entonces por (**) y (***) tenemos que (xk.xh) € 8 (recordar (*)). Pero

2
=1 (x .ylh)

(x,xh)ea ya que (xx)e V S 8 (recordar que por (***)

tenemos que (xlh,ylh) € 0 para 1=1,...,m) y . (x,xk) €3. =m
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El siguiente lema es facil de chequear:

Lema 2.10: Sea ¥ un conjunto cépsula-nicleo denso. Entonces 52 verifica el

TCHR débil si y sélo si 52 verifica el TCHR con respecto a Z. =

3. REPRESENTABILIDAD. TEOREMAS GENERALES.

Diremos que un algebra A es globalmente representable por una clase M

cuando A es isomorfa a I'(J7), donde 7 es un haz subdirecto cuyas flbras
estdan en M y cuyo espacio base es compacto y To. (Ver el apéndice sobre
haces). Si A es globalmente representable por la clase de las A&lgebras
subdirectamente irreducibles, entonces diremos que A es globalmente

representable.

Lema 3.1: Son equivalentes:

(1) A es globalmente representable por A.
(2) A es isomorfo a A’ & II{A1 i € I}, producto subdirecto, A’ emparcha
sobre T T es compacta y To, y para cada i e I, Al € M-{algebras

triviales}.

Prueba: Por (3) de A.5, (1) es equivalente a: (1) A es isomorfa a
Al < H{Al i € I}, producto subdirecto de elementos de M tal que existe
una topologia T compacta y To tal que T 2 TV A’ emparcha sobre T. Los

siguientes hechos son faciles de chequear:

a) Sea A S II{Al i € I} subdirecto. Sea J £ I un conjunto A-completo. Si

A emparcha sobre 3: (T;). entonces uJ(A) emparcha sobre BZJ(A) (th(A)).
b) Sea AS TI{A1 ie I} subdirecto. Sea Jegl tal que

{61 1€ J} v{d} 2 {6l i e I}. Si A emparcha sobre 3: (T:), entonces

A) (T‘KJ(A) ).

n_(A) emparcha sobre 3"
J E E
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Supongamos que (1’) es verdadero. Entonces podemos asumir que A < H{Al
1 € I} es subdirecto, A emparcha sobre T topologia compacta, y cada
A1 € M. Sea J < I tal que {9‘ i e J} = {9l 1 € I}-{0}. Entonces por b)

nJ(A) emparcha sobre T:J(A) y podemos supoher que A1 € M-{algebras

(A)

triviales} para cada 1 € I. (Para la compacidad de T:J use el Lema 2.3).

Ahora, sea J £ I un conjunto A-completo y A-transversal. Entonces por a)

podemos tomar A’ = nJ(A) Y T; resultara T0 ya que J es A-transversal Yy

resultara compacto por el Lema 2.3. (2)3(1’) es trivial. =

Teorema 3.2: Sea A cualquier algebra, y sea M cualquier clase. Entonces son
equivalentes:

(1) A es globalmente representable por A.

A

(2) Existe un conjunto compacto denso I < ZM

tal que 52 verifica el

Teorema Chino del Resto con respecto a X.

Prueba: (1)=3(2). Por el Lema 3.1 podemos asumir que A S H{A1 i eI}, es
subdirecto, A emparcha sobre To topologia compacta y To’ y cada

A € M-{4lgebras triviales}. Es facil de chequear (use el Lema 1.1):

a) Sea A S ]T{Al i € I} subdirect, y sea ¥ = {el i € I}. Entonces A

emparcha sobre BE si y s6lo si 52 verifica el TCHR con respecto a ZX.

Entonces sea ¥ = {61 i € I}, por el Lema 2.3, £ es compacto y .~ (2) sigue
de a).

(2)=2(1). Considerando el mapeo:

g: A->T{A/8 : 6 € 3},

X (x/e)eez
podemos asumir que A S II{A1 i €e I} es producto subdirecto, I = {91
iell y 01 = 6J 21 =J (*). Entonces ya que X es compacto, T_ es

E
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compacto, y por (*) tenemos que T, es To. Ademas por a), A emparcha sobre

BE Y » ya que T_es compacto tenemos que A emparcha sobre T (ver A.3). =

Corolario 1: Sea M cualquier clase y sea A cualquler Algebra. Entonces A es
globalmente representable por M sii A es globalmente representable por

M v {4lgebras triviales}. =

Teorema 3.3: Sea A cualquier Algebra. Sea M una clase céapsula nicleo con

respecto a A. Entonces son equivalentes:

(1) A es globalmente representable por A.

(2) Z} es compacto denso y 5ZA verifica el TCHR débil.
M

Ademas, sl < 2; > es congruencialmente algebraico, entonces (1) y (2) son
equivalentes a:

(3) Z} es compacto denso y el proyectivo < 2} > verifica el Teorema Chino

del Resto débil.

Prueba: (1)=(2). Sea ¥ como en el Teorema 3.2. Por el Corolario 2 del

Lema 2.4, Z minoriza ZA el cual es compacto. Asi los Lemas 2.9 y 2.10

M'
pueden ser aplicados. Para (2)=(1) aplique el Teorema 3.2 y para (2)=(3)

aplique (3) del Lema 2.8. ®

Corolario 1: Sea A un algebra de congruencias distributivas. Entonces son

equivalentes:

(1) A es globalmente representable por 4lgebras subdirectamente
irreducibles (indescomponibles).
(2) CMI(A) (MI(A)) es compacto y A verifica el Teorema Chino del Resto

débil. =
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Corolario 2: Sea A un A4lgebra finita de congruencias distributivas.

Entonces son equivalentes:

(1) A es globalmente representable por algebras simples.

(2) A es producto directo de algebras simples.

Prueba: (1)=(2). Por el Corolario 1, A verifica el TCHR débil y . es facil

de chequear que el embedding:

A > T{A/8 : 6 es maximal}
X > (X/O)OEHAX(A)

es sobre. ®

Un &algebra A es aritmética si A es de congruencias distributivas y de
congruencias permutables. Una clase X es aritmética sl toda &algebra A € X
es aritmética.

Decimos que una clase K es globalmente representable por una clase M

si para todo A € X, A es globalmente representable por A.

Teorema 3.4: Sea X tal que H(X) <€ XK. Supongamos que M es una clase céapsula

nicleo con respecto a K. Entonces son equivalentes:

(1) X es globalmente representable por A.

(2) K es aritmética y para todo A € X, 22 = MI(A) es compacto.

Prueba: Asumamos (1). Por el Teorema 3.3 y el Lema 2.6 tenemos que

22 = MI(A). Por el Teorema 3.3 y el Lema 2.5 tenemos que 3

distributivo y para todo 6,8 € J

MI(A)

HICA)’ 6 VvV3=6o046. Asipor (1) y (2) del
Lema 2.8, A es aritmética. Asumamos (2). Es facil de chequear (por

induccién) que A verifica el TCHR (ver [6, pag. 221, ejercicio 68]) y .- por
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el Teorema 3.3 tenemos (1). =

El Teorema 3.4 resuelve el Problema 6.19 de [9] en forma negativa ya
que la clase de los f-anillos subdirectamente irreducibles y la de los
{-anillos subdirectamente indescomponibles son no lguales. (Ver d) de la

Seccién 8).

Corolario 1: Sea ¥V una variedad de congruencias distributivas. Entonces son

equivalentes:

(1) V es globalmente representable por 4lgebras subdirectamente
irreducibles (indescomponibles).

(2) V es aritmética y CMI(A) (MI(A)) es compacto para todo A e V. ®»

El Corolario 1 reduce el Problema 6.11 de [9] al estudio de 1la
compacidad de un conjunto de congruenclias en el caso de varledades de
congruencias distributivas. En la Seccién 6 daremos condiciones suficientes
para que CMI(A) o MI(A) sean compactos para todo A € V (Corolario 1 del
Teorema 6.2 y Teorema 6.3). Note que el Corolario 1 nos permite reescribir

el Problema 6.10 de [9] en la siguiente forma mas concreta:
éS1 V es una variedad aritmética, es MI(A) compacto para todo A € V?

Finalmente note que el Corolario 1 nos dice que la variedad de
reticulados distributivos no es globalmente representable ya que esta
variedad no es de congruencias permutables (ver el Problema 6.17 de [9]).
Sin envargo, en las aplicaciones (ver e) de la Seccién 8) probaremos que la
variedad de reticulados distributivos es globalmente representable por las

cadenas 2, 3.
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Para una clase X de algebras con SI(X) denotaremos la clase de los

miembros de X subdirectamente irreducibles.

Teorema 3.5: Sea A un Algebra de congruencias distributivas. Supongamos que

M 2 SI(H(A)). Entonces son equivalentes:

(1) A es globalmente representable por A.

(2) Existe un conjunto compacto denso ¥ < 2; tal que A verifica el Teorema

Chino del Resto con respecto a X.

Prueba: (1)=3(2). Por el Teorema 3.2 existe un conjunto compacto denso

A
M

Lema 2.4, T minoriza CMI(A) (ya que A es de congruencias distributivas

¥ < X, tal que 52 verifica el TCHR con respecto a Z. Por el Corolario 2 del
CMI(A) < IRR(A)) y ¥ minoriza X v CMI(A). Entonces por el Lema 2.9,
SEUCHNA) verifica el TCHR con respecto a £ u CMI(A). Asi usando argumentos
similares a los de (3) del Lema 2.8 podemos concluir que CON(A) verifica el
TCHR con respecto a X u CMI(A), es decir, CON(A) verifica el TCHR con
respecto a £ (Z minoriza ¥ u CMI(A)).

(2)>(1). Ya que X minoriza X u CMI(A) (Corolario 2 del Lema 2.4)
tenemos que A verifica el TCHR con respecto a X u CMI(A). Entonces
verifica el TCHR con respecto a ¥ U CMI(A) y . ya que I u CMI(A)

Zs).‘.ucnu(A)

es compacto denso, podemos aplicar el Teorema 3.2. ®

Note que en (1)=2(2) no es necesario asumir que M 2 SI(H(A)).

Corolario 1: Sea A aritmética. Supongamos M 2 SI(H(A)). Entonces son

equivalentes:

(1) A es globalmente representable por A.

(2) Existe un conjunto compacto denso X < st

M.l
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Diremos que un algebra A es (localmente) Booleanamente representable

por una clase M cuando A sea lsomorfa a un Algebra de secciones globales
con soporte compacto de un haz sobre un espaclo (localmente) Booleano el
cual sea subdirecto, Hausdorff y cuyas fibras estén en M. (Ver el apéndice
sobre haces). Si A es (localmente) Booleanamente representable por algebras
subdirectamente irreducibles, entonces diremos que A es (localmente)

Booleanamente representable.

Sea € un proyectivo sobre A. 8 € € es un elemento factor de € si

existe § e € tal que 8 0o 8 =0 y 8 nd =0. € es llamado factorial si todo

elemento principal de € es un elemento factor. O sea, § es factorial si

€

(x,y) nd=0. S}

para todo x,y € A existe 8 € € tal que fo y) cod=0y6®6
CON(A) es factorial, entonces diremos que A es cuasiregular.

A continuacién daremos una caracterizacién de la representabilidad

(localmente) Booleana similar a la caracterizacién del Teorema 3.2.

Teorema 3.7: Sea A cualquier Algebra y sea M cualquier clase. Entonces son
equivalentes:
(1) A es localmente Booleanamente representable por A.
(2) Existe un conjunto denso y céapsula-nicleo £ < Z; tal que el proyectivo
< ¥ > es congruencialmente algebraico y factorial.
Ademas si M no contiene algebras triviales, entonces son equivalentes:
(3) A es Booleanamente representable por A.
(4) Existe un conjunto denso y céapsula-nucleo I < E; tal que 0 es un
elemento compacto de < X > el cual es un proyectivo factorial y

congruencialmente algebraico.

Prueba: (2)=(1). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
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AS I'I{A1 1 € I} es subdirecto, E = {91} y 9l = 9J sii 1 = j. Es féacil de
chequear que ya que A induce una topologia céapsula-nicleo y < X > es
factorial, para todo x,y € A, GE(x’y) o BD(x’y) =10y tenemos que A es

cerrado bajo 7 (ver [9, pag. 7]). Ademas por [9, 5.6]:

30 = {E(x,y),D(x,y) X,y € A}

es un cuerpo de subconjuntos de I, y por [9, 5.14] ?o es base de
subconjuntos abiertos y cerrados para la topologia céapsula-nicleo. A
continuacién probaremos que para todo x,y € A, D(x,y) es cépsula-nicleo
compacto. Por [9, 3.5], {D(x,y) : X,y € A} es una base de la topologia
capsula-nucleo y st D(x,y) = ll‘\EJRD(xw.yw), entonces tenemos que
E(x,y) = rrEwRI-:(xr.yr) y «~ por el Lema 1.1:

z z

Ox,y) T rgne(xr,yr)'
Pero ya que < X > es congruencialmente algebraico existe un conjunto finito
Ro < R tal que:

z z

6(x,y) = r‘eln e(x Yy )
o r T

Asi D(x,y) = A D(xr.yr) y D(x,y) es compacto. Por [9, 5.6] A emparcha

-]

sobre 570 y probaremos que A emparcha sobre la topologia capsula-nucleo.
Supongamos que U1""’Un son abiertos tales que k{_‘;iuk = [ y supongamos que
xl,...,xn € A son tales que E(xk.xl) 2 Uk N U1 para todo k,l. Ademas, sean

X,y € A tales que D(x,y) = U{D(xk,xl) : 1=k, 1sn} (use [9, 5.6]). Sean

k _k - = k Ky o,
XY € A, r e Rk, k=1,...,n, tales que Uk U{D(xr,yr) :r e Rk} para
k=1,...,n. Ya que D(x,y) es capsula-nacleo compacto, usando [9, 5.5] puede
probarse que existen Z v, € A, k=1,...,n tales que:
D(z ,w) s U, k=1,...,n,
k' Tk "
D(x,y) = U{D(zk,wk): k=1,...,n}.
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Ya que A emparcha sobre ?o, existe z € A tal que E(z,xk) 2 D(zk,wk),
k=1,...,nYy E(z.xi) 2 E(x,y). Ahora es facil de chequear que E(z,xk) 2 Uk,
para k=1,...,n y ~ A emparcha sobre la topologia cépsula-nicleo. Ademds la
topologia cApsula-nicleo es Hausdorff ya que A es irredundante, con lo cual
tenemos que A es producto subdirecto localmente Booleano, y . por (5) de
A.S5 tenemos que A es localmente Booleanamente representable por A.

(1)=2(2). Supongamos que A S I'I{A1 1 € I} es un producto subdirecto
localmente Booleano, donde cada A € M. (Ver (S) de A.5). Sea z = {el}.
Entonces < 21 > es congruencialmente algebraico ya que los conjuntos
D(x,y), X,y € A, son compactos. Ademds, ya que A emparcha sobre ?o, A es
cerrado bajo 7 y . tenemos que para todo X,y € A:

z
1 e
(x,y) ° D(x,y)

= 0.
Asi < 21 > es factorlial. Finalmente por [9, 5.12] tenemos que I = 21-{0} es
capsula-nicleo y obtenemos (2). (3)«(4) puede ser probado en forma

similar. =

Corolario 1: Sea A cualquier 4algebra y sea M cualquier clase. Entonces A es
locally Booleanamente representable por M sil A es locally Booleanamente

representable por M U {4lgebras triviales}. =

Sea M cualquier clase de algebras. Un M-espectro de A serad un conjunto
s Z;. Dado un M-spectro de A, Z, tenemos tres topologias naturalmente
definidas sobre X. Una de estas topologias es el topologia de 1los
ecualizadores, T la cual tiene subbase: {{6 e £ : 8 3 (x,y)} : X,y € A},
otra es la topologia capsula-nicleo, T’ la cual tiene subbase:

{{e € £ : (x,y) ¢ o} X,y € A} y finalmente la topologia con subbase igual

a la unién de las dos subbases anteriores, TB.
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Note que los M-espectros densos estan naturalmente identificados con
las representaciones subdirectas de A por miembros de AM-{4lgebras
triviales}. Sea ¥ un M-espectro denso. El Teorema 3.7 nos dice que la
representacién subdirecta asociada a X serd localmente Booleana (para
alguna adecuada topologia) sl y s6lo sl X es cépsula-nicleo y < I > es
congruencialmente algebraico y factorial. Ademds la representacién
subdirecta asociada a ¥ serad Booleana (para alguna adecuada topologia) si y
s6lo sl I es céapsula-nicleo, < T > es congruencialmente algebrailco,
factorial y 0 es un elemento compacto de < I >.

Ademas es facil de chequear que si (2) del Teorema 3.7 es verdadero,

entonces para el espectro £ tenemos:

con T =T, topologias localmente Booleanas tales que los conjuntos de la
forma {6 € £ : (X,y) ¢ 6} son compactos. Ademas Te sera igual a Tx sii o
es un elemento compacto de < X >, y en este caso las topologias seréan
Booleanas.

Puede probarse que para cualquier algebra A y cualquier clase M, A es
localmente Booleanamente representable por M sii A es Booleanamente
representable por M u {4dlgebras triviales}. Asi el Teorema 3.7 describe la
representabilidad (localmente) Booleana de cualquier 4algebra A por
cualquier clase M en terminos de propiedeades espectrales.

Las ventajas técnicas de excluir la posibilidad de que los espectros

tengan la congruencia universal estan claramente visibles en el desarrollo

de [15].
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4. EMPARCHE SOBRE RETICULADOS DISTRIBUTIVOS. LA CONSTRUCCION GENERAL.

En esta seccién desarrollaremos brevemente el método uniforme de
construir productos subdirectos globales a partir de la propledad de
emparche presentado en [9]. Nuestra presentacién serd algo mas general que
la de [9]). Procederemos en la misma forma practicamente sin modificaciones,
con la excepcién de que por razones técnicas trabajaremos con anillos de
subconjuntos de I (o mas generalmente hablando reticulados aJjustados)
pensados como bases de conjuntos abiertos y no como bases de conjuntos
cerrados como en [9]). Se mejora el Teorema 4.23 de [9] (Lema 4.2). Esta
me jora es muy importante en nuestro enfoque ya que nos permite probar que
sl la clase de factores es universal, entonces la representabilidad global
y la de Stone (Seccién 6) coinciden. Como se verd en las aplicaciones, es
un caso usual que la clase de factores sea universal.

Sea A S II{A1 1 € I} subdirecto. Sea L un reticulado cuyos elementos

son subconjuntos de I. Diremos que L es ajustado cuando:

(1) L es distributivo y I € L.

(2) Para todo F,G € L inf(F,G) =FnG, yFvGSFuvuoQG.

Diremos que A emparcha sobre el reticulado ajustado L si para todo

F,....F eL, x,....x €A, st F v...vF =1 y para todo k,l
1 n 1 n 1 n

E(xk,xl) 2 F; n Fl, entonces existe x € A tal que E(x,xk) 2 Fk para todo k.
Note que esta definicién de emparche es consistente con la dada en el
apéndice ya que la primera define emparche sobre un conjunto de
subconjuntos de I, mientras que 1la ultima define emparche sobre un
reticulado ajustado, es decir, un conjunto de subconjuntos de I Junto con

cierta estructura. Podria pasar que A no emparche sobre un reticulado

ajustado L pero que A emparche sobre el universo de L. Las posibles
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ambiguedades de notacién se esclareseran prestando atencién al contexto.
Nuevamente, sea A S l'l{Al 1 € I} subdirecto. Sea L un reticulado
ajustado. Sea J = {filtros primos de L}. Si F € L sea % ={uedJ: Feuy
sea i = {% : Fel}). ﬂ es un anillo de subconjuntos de J y F - E es un
isomorfismo de reticulados. Llamaremos t(L) (t(i)) a la topologia sobre I
(J) con base de conjuntos abiertos L (i). (note que I eL y J e i). El
espacio (J,T(i)) es Justamente el espacio de Stone (de filtros primos) del
reticulado distributivo L (ver [1]). Para u € J, X,y € A definamos x =,
sii E(x,y) 2 F para algin F € u. Es facil de chequear que =, e una

congruencia sobre A. Finalmente sea h(i) = {FelL: ie€eF}, 1€l Es

trivial que h(i) € J para todo i, cuando F v G =F u G para todo F,G € L.

Lema 4.1: Supongamos que X,y € A, F € L. Entonces x Eu y para todo u € F si

y s6lo si E(x,y) = F.

Prueba: =. Supongamos E(x,y) no contiene a F. Sea {={GelL : G2F},
i={Gel: G<SE(Xy)). {es un filtro de L, e { es un ideal de L ya que
GHel>GVHSGUHCSE(XYy). Ademads {ni=292y por el Teorema del
Ideal Primo existe un filtro primo « de L tal que u2¢ y untl=o.
Entonces, ya que F € u, u € % y X = y. Asi, existe G € u tal que

u

G € E(x,y) lo cual contradice uni=92. =

Ahora podemos definir la funcién de Gelfand de la siguiente manera:
g A->T{A/u : u e J},
X > (X/“)usJ
donde A/u es A/Eu Yy X/u es X/Eu‘ (Para chequear que g es uno a uno tome
F=1enel Lema 4.1).

El sigulente corolario es una generalizacién del Teorema 4.13 de [9],
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el resultado central de dicho trabajo. Como se verd en la Seccién 5, esta
generalizacién nos permitird desarrollar la construccién de Comer-Werner
(ver [9]}) <como wuna aplicacién directa del Teorema 4.13 de [9]

(generalizado).

Corolario 1: Si A emparcha sobre L, entonces A = g(A) S I{A/u : u € J} es

T(L)-global (es decir, g(A) emparcha irrestrictamente sobre <T(L) vy

g(A)

T(L) 2 T

, ver [9]).

Prueba: Ya que J es compacto (I € L) y g(A) emparcha sobre L (aplique el
Lema 4.1), A.3 nos dice que g(A) emparcha sobre t(L), y nuevamente ya que
T(L) es compacta, A.4 nos dice que g(A) emparcha irrestrictamente sobre

g(A)

T(L). Ademas E(g(x),g(y)) = W{F : F € E(x,y)} y » T(L) 2 < .

Note que la hipétesis "R covers I" de 4.13 de [9] es evitada en

el Corolario 1.

Lema 4.2: Supongamos E(x,y) e L para todo x,y € A. Entonces para todo

ueld, AMuce ISl-"‘u(A1 1 el).

Prueba: Sea u un filtro primo de L. Sea u = {N€I: N2F para algin

F € u}, L1={N§I:NSFparaalgtheL-u}. Es facil probar que u,

es un filtro sobre I, 4'.1 es un ideal sobre I y que u n L1 = g. Entonces

1
por el Teorema del Ideal Primo existe un ultrafiltro s sobre I tal que
8 2 ul Yy 8 n L1 = @, es decir, m nL = u. Entonces tenemos que para todo
X,y € A, x Euy sii x Eu Y. ¥ el lema sigue de considerar el mapeo

A > (INAl 1 € I})/8, X 5> x/65. m

Recordemos que R denota el reticulado completo de 1los conjuntos
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cerrados del operador de clausura sobre I, F5F ={1 €1 : OF < 91}. (Ver

los preliminares).

Lema 4.3: Sea A de congruencias distributivas. Supongamos CMI(A) <
{91 i eI} SMI(A), LS R y L contiene los ecualizadores. Si 1la
interseccién de cualquier familia (no—-vacia) de congruencias compactas es
una congruencia compacta, entonces A/u es subdirectamente indescomponible

(o trivial), para todo u € J.

Prueba: Es facil de chequear que Eu = enu' Supongamos que enu =2 61 fa) 82,

y 6 2 82 (*). Sin pérdida de generalidad podemos

pero que enu 2 4 -

1

suponer que 31 = Se

Ox,y) Y %2 = O(uv): S€B 8¢ oy N8,y = k{=>19(xk'yk).
Entonces, usando el Lema 1.1 podemos probar que nu S E(x,y) v E(u,v) =
nE(xk,yk). Ademids es facil de chequear que para todo z,w € A, E(z,w) € u
sii E(z,Ww) 2 nu, y =~ E(x,y) v E(u,v) € u. Asi ya que u es primo E(x,y) 2 nu

o E(u,v) 2 nu, lo cual contradice (®). Ademas es facil probar que 0 es

compacto sii enu # ) para todo u € J. =

S. GENERALIZACION DE LA CONSTRUCCION DE PIERCE.

Comer ([5]) generalizé la conocida construccién de Pierce para anillos
(el haz resultante es generalmente conocido como el haz de Pierce de A).
Luego Werner [16] generaliz6é aan mas el trabajo de Comer. Ambas
construcciones se basan en la existencia de clertos subreticulados de
CON(A) para obtener la propiedad de emparche. Si atendemos la exposicién de
la construccién de Comer dada en [9, pag. 56], notaremos una gran similitud
con el método de construcclén de productos subdirectos globales presentado
en [9, pag. 47]. Sin envargo, tal esquema no es aplicable tal como viene

dado en [9] ya que lo que se obtiene de la existencia de un tal
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subreticulado de CON(A) es emparche sobre un reticulado ajustado de
subconjuntos del conjunto de indices de alguna adecuada representacién
subdirecta de A (ver la prueba del Teorema 5.1) y no emparche sobre un
anillo dual de subconjuntos como seria necesario para poder aplicar el
Teorema 4.13 de [9]. La forma en la cual es posible expresar la
construccién de Comer-Werner con el método uniforme de [8] cuando éste es
generalizado como en la Seccién 4 de este trabajo quedard clara en la
prueba del Teorema 5.1.

A continuacién describiremos la construccién de Comer en una forma
algo mas general (ver [9, pag. 56]). Sea £ un reticulado de congruencias
sobre un 4algebra A. Supongamos que O € 2 y que £ es distributivo. Sea
J’ = {ideales primos de £}, a={L€J’ : 0e€ i}, 09 €8, £={9 : 0€ 8}, y
sea t(g.) la topologia sobre J’ con base de conjuntos abiertos ;‘: (note que
J’ e :?: ya que 0 € £). Para todo i € J’, ui es una congruencia sobre A. Sea

g': A>MMAsL: L € J'} definida por g’'(x) = (X/L)LEJ donde A/l es A/Ul y

x/L es x/Ul para i{ € J', x € A.
El siguiente teorema generaliza el resultado de Werner expuesto en

[9, 4.38].

Teorema 5.1: Sea £ un reticulado de congruencias sobre A. Supongamos que
O € 8 y que 2 es distributivo y satisface el Teorema Chino del Resto débil.
Entonces A = g’ (A) S M{A/i : i € J'} es 'r(l‘:.)-global. Si ademas existe I tal
que & es subreticulado de < X > y 5}‘.. S £, entonces las fibras de tal
representacién por haces estan en ISPu(A/e : 0 € Z).

Prueba: Supongamos A S II(Al i € I} es subdirecto, y X = {91 1 € I} es
tal que £ es un subreticulado de < £ >. Ya que < £ > es antiisomorfo a R

tenemos que existe un subreticulado L de R tal que el mapeo F > OF es un
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antiisomorfismo entre L y 2. Es facil de chequear que L es ajustado y que A

emparcha sobre L. Sea J = {filtros primos de L}, y definamos:

f: J->J

u > {9F : F e u}.
f es una funcién blyectiva la cual induce el isomorfismo de reticulados:
L->28g

>0 .
F

T}

Ademas para todo u € J tenemos que =, = uf(u), es decir, A/u = A/f(u). Asi
las representaciones g(A) S T{A/u : ueJ} y g'(A) ST{A/i : L € J’} son
esencialmente las mismas y . por el Corolario 1 del Lema 4.1 obtenemos que
A =g’ (A) es t(i)—global. Finalmente, si & 2 52, entonces podemos aplicar
el Lema 4.2 y A= AMEHD) e ISPU(Al 1el)= ISPu(A/e : @ € £). Para
el caso general tome I tal que £ sea un subreticulado de < £ > (siempre se

puede tomar X = 8), defina el mapeo:

A->T{A/6 : 6 € %},

X > (x/e)eEz

y aplique lo ya hecho. =

Note que aplicar la construccién general de la Seccién 4 nos evita
tener que probar 4.31, 4.32 y 4.33 de [9], ademas de darnos la posibilidad

en ciertos casos de obtener informacién acerca de los nuevos factores.

6. REPRESENTABILIDAD DE STONE. APLICACIONES DE LA CONSTRUCCION GENERAL.

Un espaclo de Stone es un espacio topolégico compacto y To’ X, tal

que:
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(1) La familia de subconjuntos de X compactos y ablertos es un anillo de
conjuntos y una base de X.

(2) Si Ay B son famillas de subconjuntos de X compactos y abiertos y si
nd € UB, entonces existen conjuntos finitos Ao S A, B° S B tales que
nAo s UBO.

Una topologia T sobre X sera una topologia de Stone cuando (X,T) sea
un espacio de Stone. Note que los espacios de Stone son precisamente los
espaclos de representacién topolégica de Stone de 1los reticulados
distributivos con cero y uno (ver [11]).

Diremos que A es (debilmente) Stone representable por una clase M

cuando A es isomorfa al Algebra de secclones globales de un haz subdirecto
cuyas fibras pertenecen a M (o son triviales) y cuyo espacio base es un
espacio de Stone tal que los ecualizadores de las secciones globales son
compactos. Si A es (debilmente) Stone representable por subdirectamente

irreducibles, entonces diremos que A es (debilmente) Stone representable.

Lema 6.1: Son equivalentes:

(1) A es Stone representable por A.

(2) A es isomorfo a A’ S H{Al i € I} producto subdirecto, A’ emparcha
sobre T, T, €S una topologia de Stone, los ecuallizadores son compactos y
cada Ai pertenece a M.
Prueba: Por (4) de A.5, (1) es equivalente a: (1’) Existe A’ = A,
Al € H{A1 i € I} producto subdirecto y T topologia sobre I, tales que A’
emparcha sobre T, I es un espacio de Stone donde los ecualizadores son
compactos y abiertos y cada Al pertenece a M. Ahora aplique argumentos

similares a los del Lema 3.1. =
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Teorema 6.2: Supongamos que M es una clase unlversal. Entonces son
equivalentes:
(1) A es globalmente representable por A.

(2) A es Stone representable por A.

Prueba: (1)=2(2). Por el Lema 3.1 podemos suponer A S H(Al i eI},
producto subdirecto, A emparcha sobre T topologia compacta y T0 y cada
Al € M. Sea L = T J = {filtros primos de L}. Entonces (J,t(i)) es un
espacio de Stone ya que L es un reticulado distributivo acotado. Por el
Corolario 1 del Lema 4.1, g(A) € T{A/u : u € J} emparcha sobre t(i) y por
el Lema 4.2 Au e M para todo ue€J. Ademas ya que
E(g(x),gly)) = E(;,y) el para todo x,y € A, tenemos que en J los
ecualizadores son compactos y ablertos (recordar que i es base de
subconjuntos de J compactos y ablertos). Asi tenemos probado (1’) (ver la
prueba del Lema 6.1) y . A es Stone representable por 4. =

Corolario 1: Sea M una clase universal y sea A un Algebra. Si Z; es denso,

A
entonces ZM es compacto.

Prueba: Use la misma construccié4n que en el Teorema 6.2, pero sin asumir

emparche. (Note que ya que los ecualizadores pertenecen a L tenemos que

e, = =, para todo 1 € I). m

El Teorema 6.7 de [9] (Ledbetter) establese que, bajo clertas
hip6étesis sobre A y M, una condicién suficiente para la representabilidad
es que todo sistema x = x1(91)""'x = xn(en), (con (xk,xll €6 Ve para
todo k,1) tenga una solucién x € A. (Ver [6, pag. 221, ejercicio 68]). El
siguiente corolario muestra que si nos quedamos con un subconjunto del

conjunto de todos 1los sistemas, entonces la condicién resulta también
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necesaria.

Corolario 2: Sea A de congruencias distributivas. Supongamos que M 2
SI(H(A)) y que M es una clase universal. Entonces son equivalentes:

(1) A es globalmente representable por A.

(2) A es Stone representable por A.

(3) A verifica el Teorema Chino del Resto con respecto a 2}.
Asi, si A es aritmética, entonces A es Stone representable por cualquier

clase universal que contenga a SI(H(A)).

A

4 €S compacto denso (Corolario 1), el Teorema 3.5 puede ser

Prueba: Ya que Z

aplicado. =

Nota 1: En (1)=2(2)2(3) no es necesario asumir que M 2 SI(H(A)).

Nota 2: Si la condition (3) es verificada por todo miembro de una
variedad, entonces aplicando el Lema 2.2 podemos obtener una condicién mas
fuerte para todo miembro de tal variedad (use argumentos similares a los

del Lema 2.5).

El Teorema 6.7 de [9] es aplicable siempre y cuando la clase universal
generada por los subdirectamente irreducibles incluya sélo subdirectamente
indescomponibles. Esta condicién es verificada cuando la clase de los
subdirectamente indescomponibles es ella misma una clase universal. En la
mayoria de los casos la aplicacién del Teorema 6.7 de [9] se reduce a la
clituacién anterior.

El hecho de que 1la hipétesis M S {subdirectamente indescomponible
dlgebras} es evitada en el Corolario 2 permite considerar un amplio

espectro de nuevos casos en los cuales surge una problematica interesante
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alrededor de la propiedad de verificar el TCHR con respecto a 2;. Los
Teoremas 8.9 y 8.10 son un claro ejemplo de las nuevas posibilidades que

surgen a partir del corolario 2.

Corolario 3: Sea M una clase universal. Si1 M es capsula-nicleo con respecto

a A, entonces son equivalentes:

(1) A es globalmente representable por A.
(2) A es Stone representable por M.

(3) I es denso y Joa verifica el TCHR débil.
M

(4) < s* > es un proyectivo congruencialmente algebraico tal que contiene

M
a 0, verifica el TCHR débil y la interseccién de cualquier familia finita

no vacia de elementos compactos es un elemento compacto.

Prueba: Por el Teorema 6.2, el Corolario 1 y el Teorema 3.3 es suficiente

probar  (3)=(4). Supongamos  (3). Entonces podemos suponer  que

M

sobre T (ver (2)=2(1) de la prueba del Teorema 3.2). Pero haciendo lo mismo

AS TI(A1 i € I} es producto subdirecto, A = {9l i e I} y A emparcha

que en el Teorema 6.2, y usando que 91 = Eh“) para todo 1, podemos

finalmente suponer que A S H{A1 i eI} es producto subdirecto,

22 v {0} 2 {91 1el}l2 Zz y existe una topologia T sobre I tal que I es

un espacio de Stone, A emparcha sobre T y los ecualizadores son compactos y

abiertos. Ya que R y < 2} > estén antiidentificados, la compacidad de

A
M
X

o9
[«<]

z
y XY, X,y €A, 1=1,...,n,

( l,yl) 1’

puede ser probada usando que (I,T) es el espacio de representacién de Stone

de un reticulado acotado (y que FuG=FuG para todo F,G € R).

Finalmente, ya que DZA verifica el TCHR débil entonces por (3) del
M

A

H > verifica el TCHR débil. =

Lema 2.8, < Z
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Para una clase X, con SId(K) denotaremos la clase de lo miembros de X

subdirectamente indescomponibles.

Corolario 4: Supongamos A es de congruencias distributivas. Si existe una
clase universal M tal que SI(H(A)) € M < SId(H(A)) v {algebras triviales},
entonces la interseccién de cualquier familia finita no vacia de

congruencias compactas es compacta. =

Teorema 6.3: Sea A de congruenclas distributivas y supongamos que la
interseccién de cualquier familia finita (no vacia) de congruencias

compactas es compacta. Entonces MI(A) es compacto y son equivalentes:

(1) A es globalmente representable por subdirectamente indescomponibles.
(2) A es (debilmente) Stone representable por subdirectamente
indescomponibles.

(3) A verifica el Teorema Chino del Resto débil.

Prueba: Supongamos (3). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
A S II{Al i € I} es producto subdirecto, {91 1 €I} =MI(A) y que A
emparcha sobre L = R (recordar que MI(A) es céapsula-nicleo). Ahora podemos
usar el Lema 4.3 y el Corolario 1 del Lema 4.1 para probar (2). Los mismos
argumentos pero sin asumir emparche pueden ser usados para probar la
compacidad de MI(A) (recordar que ya que L contiene los ecualizadores,

= =@ para todoi e€el). m
h(1) 1

Diremos que una clase X es (debilmente) Stone representable por una

clase M si1 para todo A € X, A es (debilmente) Stone representable por A.
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Corolario 1: Sea V una variedad de congruencias distributivas tal que para
todo A€V la interseccién de cualquier familia finita (no-vacia) de
congruencias compactas es una congruencia compacta. Entonces son

equivalentes:

(1) V es globalmente representable por SId(V).
(2) V es (debllmente) Stone representable por SId(V).

(3) V es de congruencias permutables.

Prueba: Use el Corolario 1 del Teorema 3.4. =m

A continuacién daremos un teorema que relaciona la representabilidad

de Stone y la Booleana.

Teorema 6.4: Sea A cualquier algebra. Supongamos que M no contiene Algebras
triviales. Si los elementos de Z; son Iincomparables, entonces son

equivalentes:

(1) A es Stone representable por A.

(2) A es Booleanamente representable por A.

Prueba: Si1 A es trivial entonces el resultado es obvio. Supongamos A es no
trivial. (1)=2(2). Por el Lema 6.1 podemos suponer que A & H{Al i €I} es
producto subdirecto, A emparcha sobre To (I.tE) es un espacio de Stone
donde los ecualizadores son compactos, y cada A1 pertenece a M. Sea

z

(61}. Es facil de chequear que ya que T, €s unma topologia de Stone y

@ = 9, entonces < £ > es congruencialmente algebraico y | es un elemento
compacto (2 = @ ya que M no contiene algebras triviales). A continuacién
probaremos que T es Tz' Sean 1, j dos distintos elementos de I. Ya que [ es

un elemento compacto de < ¥ >, existen xk,yk € A, k=1,...,n tales que:

37



n

z

= k!19(x )
- i’ Vi

y & ya que 91’91 son incomparables (1:E es To) tenemos:

I = 91 ve > (xk,yk) para k=1,...,n.

J

Asi aplicando (2) del Lema 2.7 obtenemos que existen 0 < 91. d s ej.
0,8 € 52 tales que 8 V 3 > (xk,yk) para todo k, es decir, 8 V& = 0. Ahora
aplicando (2) del Lema 1.1 podemos separar 1 de j. Finalmente ya que T es

T2 y los ecualizadores son compactos, tenemos que ellos son abiertos y

cerrados y . tenemos (2). =

Note que el Teorema 6.4 nos dice que si X es un espectro en el cual
todos los elementos son incomparables, y si la representacién asociada a X
es de Stone, entonces ésta sera una representacién Booleana y TS T = %
seran topologias Booleanas. Por otro lado note que si £ es un espectro cuya

representacién subdirecta asociada es Booleana, entonces los elementos de

T son incomparables (ver [15]).

Corolario 1: Sea A un algebra de congruencias distributivas. Entonces son

equivalentes:

(1) A es Stone representable por algebras simples no triviales.
(2) A es Booleanamente representable por 4algebras simples no triviales.

(3) A es cuasiregular y (| es una congruencia compacta.

Prueba: Por el Corolario 3 del Lema 2.4 si ¥ <& MAX(A) es compacto denso,
entonces X = MAX(A) = MI(A). Ademas por Clark y Krauss [9, 5.22] si A es
cuasiregular entonces MAX(A) = MI(A). Asi la equivalencia (2)«(3) se sigue

del Teorema 3.7. =



Note que en (1)#(2) no es necesario asumir que A es de congruencias

distributivas.

7. APLICACIONES A VARIEDADES CON CONGRUENCIAS PRINCIPALES DEFINIBLES.

Una variedad V tiene congruencias principales definibles (CPD) si

existe una férmula de primer orden qp(xl,xa,xa,xi) tal que para todo A € V,

a,b,c,d € A:

(c,d) € 0 sii A} ¢(a,b,c,d).

(a,b)

Lema 7.1: Sea V una varledad con CPD. Entonces existen férmulas de primer

orden «an(x1.y1.....xn.yn,u,v), nz1l, tales que para todo A eV,
a,b,...,a,b,c,d e A nz=1 tenemos:
1 1 n n
n
(c,d) € kzie(ak,bk) sii A} ¢n(a1,b1,....an,bn,c,d).

Prueba: Procederemos por induccién en n. El caso n=1 es trivial.
Supongamos que tenemos construida ® entonces construiremos @ Podemos

suponer que ¢ estid en forma normal prenexa, es decir:

¢ 01210222. --Qz p(t1=sl. RN ’th=sh) '
donde p es un término de tipo {A,v,3,%,7}, ¥y tl = tl(g,xl,xz,xs,xi),
s = sl(g,xi,xz,xs.x4), i=1,...,h son términos del mismo tipo que V. Por
razones de espacio reemplazaremos la expresién 01210222. ..szm. por QE) y si
E1’E2""’Eh denotan expresiones cualesquiera, reemplazaremos con p(El) a
p(El,... ,Eh). Sea QL
QE’ p(¢n(x1,y1, Tt 'xn'yn'tl(g' xmi,ynﬂ,u,v),sl(i),xnﬂ,ymi,u.v))).

Sea AelV, y a1'b1""'an+1’bn+1 € A. Sea 6 =k\219(ak’bk), agreguemos al
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lenguage de ¥V un simbolo de funcién unaria, f, y expandamos A a A’ =

<A, /0>. Es facil de probar que:

n+1 _
(v.e bk))/e =0

=1 (a , a /6,b /)’
k n+l n+1

y ~ para c,d € A tenemos:

(c,d) € "V

e sii,
k=1 (ak.bk)

(cr0,d/6) € 6 sii,

(a /8,b /@)
n+1 n+1

A/@F ¢o(a_ /8,b /8,c/8,d/0) sii,
n+1 n+1

(*)
aref Q2 p(t (2,2 /0,b _/6,c/0,d/8)=s (Z,a_ /6,b _/8,c/0,d/8)).
1 n+1 n+1 1 n+1 n+l

Pero ya que /6 es sobre, tenemos que (*) es equivalente a:

, > > _ >
A |=Qz p(tl(fz,fami,fbnﬂ.f‘c.f‘d)—sl(f‘z.faml.f‘bnu,f‘c,fd)),

lo cual, ya que /8 es un homomorfismo, es equivalente a:

(**)
, > > s >
A’ FQZ p(f‘tl(z,aml,bnu,c,d)-f‘sl(z,aml,bnﬂ,c,d)).

Pero, por hipétesis inductiva:
4 -
A’k (f‘t,1 fsl) o q)n(al,bl,...,an,bn,t,l,sl)
y ~ (**) es equivalente a:
AL ¢ ,(a,b,...,a ,b ,c,d)

y ~ el Lema es probado. =

Sean X e Yie X 1 s 1,k s n, variables de primer orden, y sean:

n
B: Vu,v (k/=\1 1pn(x1k.y1k,... ,u,v)) =2 (u=v)

' Xk’ Yok

n
C: k.'l\ q’an(xm'y ' 'xl)

X X e, X X
=1 1k ' nk'ynk' 11'y11' ' nl'ynl' k
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n
D: 3x A ¢ (x .y X WYX X ),

1k’ k

donde ¢ .9, son definidas como en el Lema 7.1. Definamos la n-ésima

condicién de representabilidad global para una variedad con CPD igual a la

férmula de primer orden:

GRn: (BAC) =D

Teorema 7.2: Sea V una variedad con CPD. Entonces para todo A eV, A
verifica el TCHR débil sii A|= GRn para todo nz 1. Asi la clase de los
miembros de V que verifican el TCHR débil es axiomatizable en primer

orden. =

Teorema 7.3: Sea V una variedad de congruencias distributivas. Supongamos
que V tiene la CEP (congruence extension property) y tiene CPD. Entonces

para todo A € V son equivalentes:

(1) A es globalmente representable por &Algebras simples.
(2) A es Stone representable por Algebras simples.

(3) MAX(A) es denso y A} GRn para n =z 1.

Prueba: Si1 MAX(A) no es denso, entonces la afirmacién es trivial. O sea que

podemos suponer que MAX(A) es denso. La sentencia:
vx,y [~(x=y) > (Vu,v ¢(x,y,u,v))],

axlomatiza a los miembros simples de V, . ya que V tiene la CEP tenemos que
los miembros simples forman una clase universal y MAX(A) es compacto
(Corolario 1 del Teorema 6.2) lo cual, por el Corolario 3 del Lema 2.4,
implica que MAX(A) = MI(A). La afirmacién se desprende ahora del

Teorema 6.2, el Corolario 1 del Teorema 3.3 y el Teorema 7.2. =
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Teorema 7.4: Sea V una variedad de congruencias distributivas. Supongamos

que V tiene CPD. Entonces para A € V son equivalentes:

(1) A es globalmente representable por S(SI(V)).
(2) A es Stone representable por S(SI(V)).

(3) A verifica el TCHR con respecto a 22(51“0).

Prueba: Consideremos sentencia de primer orden:
x,y [(x=y) A (Vu,v,z,w (q(u=v) > (p(x,y,z,W) =3 ¢(u,v,z,w)))].

Es faclil de chequear que esta sentencla axiomatiza los miembros de V
subdirectamente irreducibles, y . S(SI(V)) es universal. Asi el teorema se

sigue del Corolario 2 del Teorema 6.2. =

Finalmente, combinando el Teorema 7.2 con el Teorema 6.3 obtenemos:

Teorema 7.5: Sea V una variedad de congruencias distributivas con CPD.
Supongamos que para todo A € V la interseccién de cualquier familia finita
(no vacia) de congruencias compactos es una congruencia compacta. Entonces
la clase de las 4lgebras de V (debilmente) Stone representables por
subdirectamente indescomponibles coincide con la clase de las Algebras de V
globalmente representables por subdirectamente indescomponibles y es

axiomatizable en primer orden. =

8. ALGUNAS APLICACIONES.

a) Reticulados Distributivos. Sea L un reticulado distributivo, con e(x],
e[y) denotaremos las congruencias sobre L: {(z,w) : z Vv X =wV x},
{(z,w) : Z Ay =waAaAy}t (Ver Balbes y Dwinger [1]). Obtenemos el sigulente

resultado:
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Teorema 8.1: Sea L un reticulado distributivo. Entonces son equivalentes:

(1) L es globalmente representable.
(2) L es debilmente Stone representable.
(3) L es localmente Booleanamente representable.

(4) L es relativamente complementado.

Prueba: (1)«(2). Aplique el Teorema 6.2 y el Corolario 1 del Teorema 3.2.
(3)2(1). Es facil de chequear que si A < IT{A1 i € I} es un producto
subdirecto localmente Booleano (para alguna topologia sobre I), entonces T
es compacta. Ahora, aplique (2) del Lema 3.6 y el Lema 3.1.
(1)>(4). Por el Corolario 1 del Teorema 3.3 tenemos que L verifica el
TCHR débil. Entonces para a < x < b, a,x,b € L tenemos:

]) n (6 ) = 0.

(e[x) n e(b [a) ” e(x]

Asi, ya que (a,b) € (e[x) n e(b]) v (G[a) n e(x]), por el TCHR débil tenemos

que existe y € L tal que:

(y,a) € (e[x) N e( )

b]

(y,b) € (e[a) N e(x]).

El elemento y es el complemento relativo de x en [a,b].
(4)>(3). Ya que L es de congruencias permutables tenemos que para
X = y:

(e ne ) o (B v e ) =1

[x) (yl (x] ly)

y ~ L es cuasiregular ya que e(x.y) = e[x) N e( Asi el Teorema 3.7 puede

yl’

aplicarse. =m

Corolario 1: Ninguna variedad no trivial de reticulados puede ser

globalmente representada por subdirectamente irreducibles. =m
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Nota: el Teorema 8.9 establece que la variedad de los reticulados

distributivos es Stone representable por {2,3}.

Teorema 8.2: Para un reticulado distributivo L son equivalentes:
(1) L es Stone representable.
(2) L es Booleanamente representable.

(3) L es un reticulado distributivo acotado relativamente complementado.

Prueba: Es facil de chequear que 0 es compacto sii L es acotado. Ademas en
el Teorema 8.1 probamos que si L es relativamente complementado, entonces L
es cuasiregular. Ahora aplique el Teorema 8.1 y el Corolario 1 del

Teorema 6.4. m

b) Anillos Conmutativos. Sea A = <A,+,-,.,0> un anillo conmutativo. Ya que
congruencias e 1ideales estan naturalmente identificadas, entonces las
nociones de compacidad, reticulados de ideales sobre A, proyectivos sobre
A, "Teoremas Chinos", etc pueden ser definidas usando tal identificacién.
Sea X = <{ideales primos de A}>. Note que X es el reticulado de los ideales

radicales de A. Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 8.3: Sea A un anillo conmutativo. Entonces son equivalentes:

(1) A es globalmente representable por dominios.
(2) A es Stone representable por dominios.

(3) A es semi-primo y X verifica el Teorema Chino del Resto débil.

Prueba: Es facil de chequear que los ideales primos son irreducibles (ver
[9, 7.1]1). Ya que la clase de dominios es universal, el Corolario 3 del

Teorema 6.2 puede aplicarse. m
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¢) Reticulados distributivos pseudocomplementados. Son algebras <L,v,A,*, 0>
donde <L,V,A,0> es un reticulado distributivo con O y * es una operacién

unaria, llamada pseudocomplementacién, la cual satisface:
X Ay =0sil y s x*, para todo x,y € L.

Es decir, un reticulado distributivo pseudocomplementado es un reticulado
distributivo tal que para todo x € L existe el mayor de los miembros de L
disjuntos con x. Si L es un reticulado distributivo pseudocomplementado,
entonces X s 0* para cualquier x e L, y ~» L tiene un mayor elemento 1 = 0*.
En (1, VIII.3.1] es probado que la clase de los reticulados distributivos
pseudocomplementados es una variedad. Las 4Algebras subdirectamente
irreducibles de estavariedad son exactamente los reticulados distributives
pseudocomplementados de la form B @ 1 donde B es un algebra de Boole y la
operation * es definida igual a la operation de complementacién de B para
elementos no nulos de B, 0¥ = 1 y 1* = 0. (Ver [1]). Lakser [10] mostré que
la variedad de los reticulados distributivos pseudocomplementados tiene CPD
y -~ la clase de los miembros subdirectamente irreducibles es cerrada bajo
formacién de ultraproductos. Ademas es féacil de chequear que esta clase es
cerrada bajo formacién de subalgebras y los reticulados distributivos
pseudocomplementados subdirectamente irreducibles forman una clase
universal. Sea L =<L,v,A,*0> un reticulado distributivo
pseudocomplementado. Un elemento x € L es denso si x* = 0. Es facil de
chequear que los elementos densos forman un subreticulado de <L,v,aA>.

Denotemos con D(L) dicho subreticulado. Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 8.4: Para un reticulado distributivo pseudocomplementado
L = <L,Vv,A,*,0> son equivalentes:

(1) L es globalmente representable.
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(2) L es Stone representable.
(3) L es de congruencias permutables.

(4) D(L) es relativamente complementado.

Asi, 1los reticulados distributivos pseudocomplementados globalmente (o

Stone) representables forman una clase axiomatizable en primer orden.

Prueba: Por el el Corolario 3 del Teorema 6.2 tenemos (1)e(2)e L verifica
el TCHR débil. Puede probarse facilmente que D(L) es un filtro del

reticulado <L,v,A> y .~ por VIII.4.2 de [1] tenemos que el conjunto:
e(D(L)) = {(x,y) € L2: xad-= y A d para algan 4 € D(L)}

es una congruencia sobre L. Denotemos con R(L) el Algebra de Boole de los
elementos regulares de L, es decir, el conjunto {x € L : x** = x} Junto
con las operaciones inducidas por el orden parcial de L (ver [1, Teorema de
Glivenko]). Supongamos (x,y) € 6(D(L)) n R(L)2. Entonces x A d = y A d para
algin d € D(L) y ~ X = X** A 1 = xX** A d** = (x A d)** = (y A d)** = y** A
d** = y** A 1 =y (ver [1, (viii) of VIII.2.1]). Asi tenemos que

07{(“

e(D(L)) n fR(L)2 = usando (11, Teorema 1, pag. 336] puede

probarse facilmente que:

(a) <{8 € CON(L): &8 € 6(D(L))},v,n> > CON(D(L)) es un isomorfismo.
8 > 6 n D(L)
(b) CON(L) -» CON(R(L)) es un homomorfismo.

e >0 n R(L)Z

A continuacién probaremos que L verifica el TCHR (débil) sii D(L) verifica
el TCHR (débil). . Se sigue de (a) y del hecho que D(L) es un filtro de
<L,V,A>. &. Sean 91....,9n € CON(L) (tales que 91 Nn ... n en = 0) y sean
X ,...,xn elementos de L tales que (xk,xl) € 9k v el para todo k,1. Ya que

1
R(L) es un algebra de Boole, it es aritmética y . tenemos que R(L) verifica
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el TCHR (ver [6, pag. 221, eJerciclo 68]). Ademas, x** € R(L) para todo

x € L (use (iv) de VIII.2.1 de [1]) y -~ podemos aplicar el TCHR a:
8. n R ...,6 n RLIZ x**,...,
1 n 1

(use (b)). Asi existe z € R(L) tal que (z,x:‘) € 9k para k=1,...,n. Por
otro lado, ya que x Vv x* € D(L) para todo x € L (use (vii) y (1) de

VIII.2.1 de [1]), podemos aplicar el TCHR (débil) a:

e n ﬂ(L)z,...,e n ﬂ(L)z. X VX%, ..., Xx VvV x*
1 n 1 1 n n

(use (a)). Asi existe w e D(L) tal que (w,xk v x;) € 6, para todo k.

Finalmente, si tomamos x =z A W, entonces tenemos que (x,xk) =
(z A w,x:' A (xk v x;)) € 6 _para k=1,...,n y - el "&" es probado. (Note
que X** =z x para todo x € L). El resto de la prueba sigue aplicando

argumentos similares a los usados en el Teorema 8.1. m

Un algebra de Stone es un reticulado distributivo pseudocomplementado

que satisface la identidad:
X* v x** = 1.

En Balbes y Dwinger [1] es probado que las 4lgebras de Stone
subdirectamente irreducibles son 2 y 3. Tenemos los siguientes corolarios

del Teorema 8.4:

Corolario 1: Sea L un algebra de Stone. Entonces son equivalentes:

(1) L es globalmente representable por {2,3}.
(2) L es Stone representable por {2,3}.
(3) D(L) es relativamente complementada.

(4) L es de congruencias permutables. =
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Corolario 2: La variedad de las 4lgebras de Stone no es globalmente

representable por subdirectamente irreducibles.

Prueba: Toda cadena con O y 1 es un algebra de Stone (defina 0* =1 y
x* =0 para X # 0) y es trivial encontrar cadenas que no sean de

congruencias permutables. =

Nota: El Teorema 8.10 establece que la variedad de las 4algebras de

Stone es Stone representable por {2,3,4}.

d) Anillos reticulados. Un anillo reticulado (€-anillo) es un 4lgebra

<A,+,-,.,0,A,v> donde <A,A,Vv> es un reticulado y <A,+,-,.,0> es un anillo y
para todo x,y,z € A:
si x s y entonces x+z = y+z
si x=yyz20 entonces x.2 s y.zy z.X < 2.y

Como fué observado por Birkhoff y Plerce (3], la clase de los f-anillos es
una variedad. Un ¢-anillo es llamado un anillo de funciones (f-anillo) si
es isomorfo a un producto subdirecto de ¢-anillos totalmente ordenados. Los
{-anillos forman una variedad, y los f{-anillos subdirectamente
indescomponibles son exactamente los {-anillos no triviales totalmente
ordenados (ver Keimel [7]). Obtenemos 1la sigulente mejora del

Corolario 6.4 de [9]:

Teorema 8.5: The variedad de 1los {-anillos es Stone representable por

{-anillos totalmente ordenados.

Prueba: Ya que los anlllos son de congruencias permutables y los
reticulados son de congruencias distributivas, los ¢-anillos son

aritméticos. Asi ya que la clase de f{-anillos totalmente ordenados es
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universal podemos aplicar el Corolario 3 del Teorema 6.2. m

Teorema 8.6: Todo ¢-anillo con identidad es Stone representable por

subalgebras de &-anillos subdirectamente irreducibles.

Prueba: Es facll de chequear que la variedad de los f¢-anillos con identidad

tiene CPD y .. el Teorema 7.4 puede aplicarse. m

Un elemento u de un ¢&anillo A es 1llamado una unidad formal si

O(u 0) = 0, es decir, u« genera A como un ideal convexo. Por ejemplo una
identidad es una unidad formal, o si para cada x € A existe n =z 1 tal que

n.u 2 x, entonces u es una unidad formal.

Teorema 8.7: Sea A un &anillo. Entonces son equivalentes:

(1) A es Stone representable por f-anillos simples no triviales.
(2) A es Booleanamente representable por &-anillos simples no triviales.

(3) A es cuasiregular y A tiene una unidad formal.

Prueba: Use el Corolario 1 del Teorema 6.4. m

e) Variedades de expansiones reticuladas. Una variedad V es una variedad de

expansiones reticuladas si existen términos binarios t y s tales que para

todo A € V, <A,tA,sA> es un reticulado (ver [9]). Si ¥V es una variedad de
expansiones reticuladas, entonces con J denotaremos la clase de los
miembros de V totalmente ordenados. Tenemos la siguiente generalizacién del

Teorema 6.2 de [9]:

Teorema 8.8: Sea V una variedad de expansiones reticuladas y sea 71 una
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subclase universal cerrada bajo formacién de imagenes homomérficas no

triviales. Entonces para A € V son equivalentes:

(1) A es globalmente representable por 71.
(2) A es Stone representable por 31.

(3) Eg es denso y A verifica el TCHR con respecto a 2; .
1 1

Prueba: Si A ¢ V(?l) = variedad generada por 31, entonces las equivalencias
son triviales. Si A e V(?l). entonces por el Teorema de Jonsonn (ver [4]),
SI(H(A)) < 31 y & ya que 71 es universal podemos aplicar el Corolario 2 del

Teorema 6.2. m

Note que podemos tomar 71 = J. Por ejemplo, si C es un miembro de V
totalmente ordenado y finito, entonces podemos tomar 31 igual a la clase
IHS(C). Los dos sigulentes casos mostraran que el Teorema 8.8 tiene

interesantes aplicaciones.

Teorema 8.9: Sea L = <L,v,A,0,1> un reticulado acotado. Entonces son

equivalentes:

(1) L es globalmente representable por {2,3}.
(2) L es Stone representable por {2,3}.

(3) L es distributivo.

Prueba: (3)=2(2). Con X(L) denotaremos el espacio de representacién de
Priestley de L, es decir, el conjunto de los filtros primos de L ordenado
con la inclusién de conjuntos, Junto con la topologia con subbase formada
por los conjuntos de la forma o¢(x) = {p € X(L) p 3 x} y X(L) - ¢(x), con
x € L. (Ver [13] y [14], donde mads referencias pueden ser encontradas). Un

conjunto U € X(L) es creciente cuando para todo p,q e X(L) si peU y
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q 2 p, entonces q € U. Los sigulentes hechos son bien conocidos:

(a) X(L) es un espacio compacto y Hausdorff.

(b) U< X(L) es ablerto, cerrado y creciente sii U = ¢(x) para alguin
X € L.

(c) El mapeo Y > 6, = {(x,y) € L2: o(x) nY= o(y) n Y} es un

antiisomorfismo entre el reticulado de los subconjuntos cerrados de X(L) y

CON(L).
A continuacién probaremos que L verifica el TCHR con respecto a 2:'2 3"
= . =
Note que 2:'2'3) {e(p’q) p.q € X(L), p = q} ({p,q} es cerrado en X(L) ya
que X(L) es Hausdorff). Sean 91,...,9n congruencias compactas tales que el
conjunto {6 ,...,0 } minoriza = , ¥ sean X ,...,X elementos de L tales
1 n {2,3) 1 n

que (xk,xl) € Ok v E)l para todo k,l1. Ya que el mapeo U _)ex(x.)-u es un

isomorfismo entre el reticulado de subconjuntos abiertos de X(L) y CON(L),

tenemos que para todo ablierto U < X(L), U es compacto X(L) sii exu.)-u es

una congruencia compacta. Pero, ya que X(L) es compacto Hausdorff, tenemos
que U es compacto sil U es cerrado y obtenemos que para todo conjunto

cerrado Y S X(L), Y es abierto sii ey es compacta. Sean Y1”"’Yn

subconjuntos ablertos y cerrados de X(L) tales que ek = OY para k=1,...,n.
k

Por (c) tenemos que:

(*) cr(xk) n (Yk n Yn) = cr(xl) n (Yk N Yl), para 1 = k,1 = n.

Sea U = kQl(o‘(xk) N Yk). Supongamos dque p € cr(xk) n Yk Yy que q = p,
L

q € X(L). Ya que {91,...,9n} minoriza 2(2’3), existe 1 tal que 9l < e(p.q)

y «~ por (c), Yl > p,q. Entonces por (%), p e cr(xl) Y ~ q€ cr(xl) lo cual
implica q € U (recordar que q € Yx)' Asi tenemos probado que U es

creciente. Ya que U es clopen, existe x € L tal que o(x) = U (ver (b)).

L

2.3)" tenemos que

Ademas, ya que EI('Z es denso y {91.....6n) minoriza X

3)
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0 Y = X(L). Se tiene:

o(x) n Y = (0 (w(x ) n Y )) n Y

F‘

=1
(v(x ) n Y n Y )

T ncs

(v(x ) n Y n Y ) (use (#»))

|| c:

= a(xl) n Y1 n (kgiYk)

= ¢(xl) n Yl.
Asi (x,x ) € e para 1=1,...,n y . tenemos probado que 5CONUJ verifica el
TCHR con respecto a !%23) El caso general (91,...,6n no necesariamente

compactas) se prueba usando argumentos similares a los usados en la prueba

de (3) del Lema 2.8. Finalmente (2) sigue del Teorema 8.8. =

Nota 1: Puede probarse el Teorema 8.9 para reticulados en general pero
entonces debemos reemplazar la clase {2,3} por {1,2,3}.

Nota 2: Si L es un reticulado distributivo tal que todo filtro primo
es maximal, entonces el Teorema 8.9 (generalizado) nos dice que L es Stone
representable por {1,2} vy por el Teorema 8.1 tenemos que L es

relativamente complementado. Asi tenemos probado el Teorema de Nachbin (ver

[11).

Teorema 8.10: Sea L = <L,Vv,A,*, 0> un reticulado distributivo

pseudocomplementado (ver c) de la Secciédn 8). Son equivalentes:

(1) L es globalmente representable por {2,3,4}.
(2) L es Stone representable por {2,3,4}.

(3) L es un 4lgebra de Stone.

Prueba: Supongamos que L es un é4lgebra de Stone. Sea L1 el reticulado

acotado <L,Vv,A,0,0*>. Entonces usando VIII.2.2 de [1], puede facilmente
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chequearse que:

- . sqs
2.3.4) {O(P'q'r) p.q,T € X(Ll). Psqgsrand r is maximal}

(e(pqr) y X(L1) son definidos como en la prueba del Teorema 8.9). Si

pP,q € X(Ll) Y p S q, entonces podemos tomar r igual a un filtro maximal de

L
< .
L1’ que contenga a q y obtenemos e(p’q’r) e(p’q) Asi 2(2'3’4) minoriza

£ Ya que CON(L) s CON(Ll) y L1 verifica el TCHR con respecto a EI('é

2,3 3)

(ver la prueba del Teorema 8.9) tenemos que L verifica el TCHR con respecto

a El('a 3.4) lo cual por el Teorema 8.8 implica que (2) es verdadero. m

Los Teoremas 8.9 y 8.10 suglieren la siguiente interesante pregunta:

JCudles 4algebras de De Morgan (ver f)) son Stone representables por

4lgebras de De Morgan totalmente ordenadas?

f) Algebras de De Morgan. (Ver Balbes y Dwinger [1]). Un d4lgebra de De
Morgan es un algebra <M,v,a,-,0,1> tal que <M,v,A,0,1> es un reticulado

distributivo acotado y - es una operacién unaria tal que:

XVY=XAY
XAy=XVYy
X = X.
Las algebras de De Morgan subdirectamente irreducibles son Mo = el 4algebra
de Boole 2, M1 = la cadena 3, con 0 = 2, 1 = 1, vy 2 = 0, y M2 = el 4algebra

de De Morgan obtenida de Mo x Mo redefiniendo (0,0) = (1,1), (1,1) = (0,0),
(1,0) = (1,0), y (0,1) = (0,1). Todas estas 4algebras son simples. Tenemos

el siguiente teorema:

Teorema 8.11: Para una De Morgan algebra M son equivalentes:
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(1) M es globalmente representable por {MO'M1’M2}'
(2) M es Stone representable por {Mo'M1'M2}’
(3) M es Booleanamente representable por {Mo’M1’M2}‘

(4) M es de congruencias permutables.

Prueba: Asumamos que (1) es verdadera. Ya que I({P%'M1'Mz}) es una clase
universal, por el Teorema 6.2 tenemos (2). Luego, por el Teorema 6.4
tenemos (3). Ademas ya que MO,M1 y M2 son 4lgebras simples, por el
Corolario 3 del Lema 2.4 tenemos que todas las representaciones subdirectas
Booleanas por subdirectamente irreducibles son totalmente expandidas (ver
(9, pag. 371) vy (4) sigue de la propiedad de emparche y de (1) del
Lema 2.8. Finalmente si (4) es verdadera, entonces M verifica el TCHR
(recordar que M es de congruenclias distributivas) y . por el Corolario 3

del Teorema 6.2 tenemos (2). =

APENDICE: ALGUNOS RESULTADOS DE TEORIA DE HACES.

Supongamos que tenemos un tipo fijado, es decir, un lenguaje de
algebras, entonces un haz de 4lgebras (de tal tipo) serd un triple

J = <S,n,I> tal que:

(1) S,I son espacios topolégicos y m: S 5 I es un homeomorfismo local
sobreyectivo.

(2) Para cada i1 € I, n_i(i) es el universo de un algebra Al.

(3) Para cada simbolo de funcién n-aria f, la funcién:

ufli: uA" s s

1€1 1€1°1

es continua, donde lgIAT es pensado con la topologia relativa de la
topologia producto de s".

(4) Para cada constante c del lenguaje, la funcién:
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mB
c 1:

es continua.
Las algebras Al son llamadas las flbras del haz J, el espacio S es llamado

el espacio total o el espacio de las fibras y el espacio I es el espacio de

indices o el espacio base de J. Por un haz sobre un espacio I entenderemos

un haz cuyo espacio base es I. Una seccién global del haz serd una funcién

continua x: I » S tal que x(i) € A1 para todo 1 € I. Si hay al menos una
seccién global, entonces ellas forman una subalgabra I'(J) < H{Al i el},

llamada el 4lgebra de las secciones globales de J. Diremos que J es

subdirecto cuando I'(7) sea producto subdirecto de las fibras. Veamos que
efectivamente TI'(J) es una subalgebra del 4algebra IT{Al i1 € I}). Por (4)
I'(J) contiene a las constantes. Sean X0 %o oo n X secciones globales.
Entonces la funcién

F: I 558"

i- (xl(i),xz(l),...,xn(i))
es continua, ademas la imagen de tal funcién esta contenida en 1¥IA: y &

por (3) tenemos que la composicién de funciones

v fy
F n 1€l
I 131A1 s
I —— F(1) —— £1(x (1),x,(1),...,x (1))
es continua, es decir, la funcion fnai(xi,xz,...,xn) es una seccién global.

A.1: Sea x € TI{Al i € I}, son equivalentes:

(1) x € T'(9).
(2) x es abierta.

(3) x es un homeomorfismo local.
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Prueba: Supongamos que G,J son abiertos de S,I respectivamente, tales que
'n|G: G 5 J es un homeomorfismo. Supongamos ademis que Jo s J, Go € G son
tales que x(Jo) = Go y Jo es ablerto o Go es abierto. Entonces ya que

n(x(1)) = i para todo i € I, tenemos que ambos Jo y G0 son ablertos y x|J

es la inversa de nlc . Usando lo anterior se puede probar facilmente de (1)
o

o (2) que x es un homeomorfismo local. m

Corolario 1: Si x,y € I'(7), entonces E(xX,y) es un abierto de I.

Prueba: Si x e y coinciden en un 1 € I, entonces como se vié en la prueba
de A.1, x e y restringidas a un entorno adecuado son la inversa de 7

retringida a un entorno adecuado de x(i) = y(i). =

Diremos que un haz J = <S,7,I> es Hausdorff cuando el espacio S lo sea.

A.2: S1 J es subdirecto, entonces J es Hausdorff si y s6lo si I es

Hausdorff y E(x,y) es abierto y cerrado para todo x,y € I'(9).

Prueba: 2. Sean i,jel, 12 3. Sea xeTl(J7). Ya que Al n AJ = 2,
x(1) # x(J), y 1 ¥y J pueden ser separados en I tomando las 1imagenes
inversas por x de un par de entornos que separen a x(1i) y x(j). Es facil de
chequear que si S es Hausdorff, entonces D(x,y) es ablierto para todo

x,y e I'(7), y por A.2 tenemos que los ecualizadores son abiertos y

cerrados. «. Sean a,b € S, a # b. Hay dos casos. Caso 1: a € A1 y be AJ,
con 1 # 3. Sean U y V entornos ablertos y disjuntos de 1 y J
respectivamente y elijamos x,y € T'(J) tales que x(i) =a e y(J) =b.
Claramente por ser disjuntas de a pares las fibras, x(U) y y(V) separan a

de b. Caso 2: a,beAi. Elijamos x,y € I'(J) tales que x(i) =a e
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y(i) = b. Ya que D(x,y) es abierto y contiene a i, x(D(x,y)) y y(D(x,y))

separan a y b. m

Si J es un haz de 4lgebras, entonces A es un algebra de secciones

globales con soporte compacto si A es una subalgebra de r(J) y existe

a € I'(7) tal que A = {x € I'(J) : D(x,a) es compacto}. Note que si J es un
haz subdirecto sobre un espacio de indices compacto, entonces I'(J) es la
unica 4lgebra de secciones globales con soporte compacto de J. Ademads es
facil de chequear que si el lenguaje ecuacional tiene una constante,
entonces existe a lo sumo un 4algebra de secclones globales con soporte
compacto y . podemos hablar del Aalgebra de secciones globales con soporte
compacto de 7.

Sea A S II{Al i el}), y sea X una familia de subconjuntos de 1I.

Diremos que A emparcha sobre X cuando cada vez que {Ur reR <X,

{xr : reR €A sean conjuntos finitos tales que U{Ur :reR =1y
E(xr,xs) 2 Ur fa) Us para todo r,s € R, hay un x € A tal que E(x,xr) 2 Ur

para todo r € R. La nocién de emparche irrestricto (es decir A emparcha

irrestrictamente sobre X cuando ...) se define en la misma forma pero sin

poner restricciones sobre la cardinalidad de R. Note que, en general, si
tenemos un par de conjuntos {Ur : r € R}, {xl_ : r € R tales que
U{Ur :reR =1y E(xr,xs) 2 Ur N Us para todo r,s € R (es decir "en las

hipétesis de emparche"), entonces siempre hay un (unico) x € II{Al iel)

tal que E(x.xr) =2 Ur para todo r € R. A tal x le llamaremos el parche
respecto del par de conjuntos en cuestién. La prueba de los siguientes
resultados es dejada al lector.

A.3: Sea A S H{A! 1 el}, y sea T una topologia compacta sobre 1.
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Entonces A emparcha sobre T si y s6lo si A emparcha sobre alguna base de

T. B

A.4: Sea A S IT{Al iel}), y sea T una topologia compacta sobre I.
Entonces A emparcha irrestrictamente sobre Tt sl y s6lo si A emparcha sobre

T. B

Sea {Al i € I} un conjunto de 4lgebras, donde I es un espacio

topolégico con topologia t. Diremos que A es un producto subdirecto global

del conjunto {Al i € I} cuando:

(1) A es producto subdirecto de {A1 i €I},
(2) T es compacta y To.
(3) Para todo x,y € A, E(x,y) es abierto.

(4) A emparcha sobre T.

Un espacio de Stone es un espacio topolégico compacto y To, X, tal

que:

(1) La familia de subconjuntos de X compactos y abiertos es un anillo de
conjuntos y una base de X.

(2) S1 Ay B son familias de subconjuntos de X compactos y abiertos y si
nA € UB, entonces existen conjuntos finitos Ao S A, Bo S B tales que
nAo < uBo.

Una topologia T sobre X ser4 una topologia de Stone cuando (X,T) sea un

espacio de Stone. Note que los espacios de Stone son precisamente los
espacios de representacién topolégica de Stone de 1los reticulados
distributibos con cero y uno (ver [1]).

Diremos que A es un producto subdirecto de Stone del conjunto
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{Al : 1 € I} cuando:

(1) A es producto subdirecto de (Al 1 eI}
(2) T es una topologia de Stone.
(3) Para todo x,y € A, E(x,y) es compacto ablerto.

(4) A emparcha sobre <.

Un espacio (localmente) Booleano es un espaclo topolégico (localmente)

compacto, cero dimenclional y Hausdorff. Los espaclos (localmente) Booleanos
son preclisamente los espaclos de representacién topolégica de Stone de las
adlgebras de Boole (generalizadas).

Diremos que A es un producto subdirecto (localmente) Booleano del

conjunto {Al : 1 € I} cuando:

(1) A es producto subdirecto de {Al i e I}.
(2) (I,t) es un espacio (localmente) Booleano.
(3) Para todo x,y € A, D(x,y) es compacto abierto.

(4) A emparcha sobre <t.

Notese que dada una topologia T sobre el espacio de findices I, en
general hay m&s de un producto subdirecto global de 1la familia
{Al 1 € I}. Por eJjemplo si tomamos T 1igual a la topologia de los
subconjuntos de I cofinitos (o sea cuyo complemento es finito), y tomamos
el lenguaje vacio, entonces dado un elemento x de IT{A1 i € I}, podemos
formar el 4algebra Ax = {y € l'I{Al 1 € I} : D(x,y) es finito}, y claramente
tales subalgebras (las cuales son productos subdirectos globales de
{Al : 1 € I}) en general forman una familia de mds de un elemento. Notese
ademas que si pensamos a I con la topologia discreta, entonces las algebras
Ax son producto subdirecto localmente Booleano de la familia {A1 i el},

més generalmente sl A es un producto directo débil de {A1 i € I} (ver
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[6]), entonces A es un producto subdirecto localmente Booleano de
{Al i € I}, cuando I es pensado con la topologia discreta.

Si A es producto subdirecto de (A1 i1 € I}, entonces diremos que A es
disjuntada cuando los Al’s sean disjuntos de a pares.

El siguiente teorema dice que tener un haz subdirecto es
(estructuralmente hablando) lo mismo que tener un producto subdirecto junto
con una topologia para el conjunto de fidices cumpliendo estos ultimos

clertas condicliones.

A.5: (1). Sea T una topologia sobre I. Supongamos que A < IT{Al 1 € I} es
un producto subdirecto disjuntado tal que T contiene a los ecualizadores,
los discriminadores son compactos y A emparcha sobre T. Definamos
S = U{Al iel} y démosle a S la topologia con base
{x(U) : x € A, Ue t}. Sea ademas 7n(a) =1 para a € Al, i € I. Entonces
J = <S5,7n,1I> es un haz subdirecto y A es un algebra de secciones globales
con soporte compacto de J. Si I es compacto, entonces A = I'(7).

(2). S1 7 = <S,7n,I> es un haz subdirecto y A es un 4dlgebra de secclones
globales con soporte compacto, entonces A < l'I{Al 1 € I} es un producto
subdirecto disjuntado, los ecualizadores (de elementos de A) son ablertos,
los discriminadores son compactos y A emparcha sobre la topologia de I.
Ademas J es el haz construido a partir de Ay T como en (1).

(3). Si A es producto subdirecto global de la familia {Al i e (I,T)),
entonces el haz J construido como en (1) a partir de A y T ("disjuntando"
las Algebras A1 sl es necesario) es subdirecto, tiene espacio base compacto
y To Yy A es el 4algebra de las secclones globales de J. Reciprocamente si
tenemos un haz con tales caracteristicas, entonces el 4lgebra de las

secciones globales es producto subdirecto global de las fibras.

60



(4). Si A es producto subdirecto de Stone de la familia
{Al i € (I,T)}, entonces el haz J construido como en (1) a partir de A y
T ("disjuntando"” las algebras Ai sl es necesario) es subdirecto, su espacio
base es un espacio de Stone en el cual los ecualizadores de las secciones
globales son compactos y A es el 4lgebra de las secclones globales de 7.
Reciprocamente si tenemos un haz con tales caracteristicas, entonces el
4dlgebra de las secclones globales es producto subdirecto de Stone de las
fibras.

(5). S1 A es producto subdirecto localmente Booleano (Booleano) de la
familia {Al 1 € (I,7)}, entonces el haz J construido como en (1) a partir
de A y T ("disjuntando" las &algebras A1 sl es necesario) es subdirecto,
Hausdorff, su espacio base es un espacio localmente Booleano (Booleano) y A
es un algebra de secciones globales con soporte compacto de J (el algebra
de las secciones globales de 7). Reciprocamente sl tenemos un haz con tales
caracteristicas, entonces toda Aalgebra de secciones globales con soporte
compacto (el A4lgebra de las secciones globales) es producto subdirecto

localmente Booleano (Booleano) de las fibras.

Prueba: (1). Note que ya que x(U) n y(V) = x(Un V n E(x,y)) para x,y € A,
U,V abliertos de I, entonces {x(U) : x € A, U € 1t} es una base ya que los
ecualizadores son ablertos y u{x(U) : x € A, Ue t} =S por ser A un
producto subdirecto. Veamos que efectivamente 7 es un haz. Las condiciones
(1), (2) y (4) de la definicién de haz se cumplen facilmente. Veamos (3).
Sea f un simbolo de funcién n-arlia, n 2 1. Sean a,...,a € Al. Ya que A es

producto subdirecto, sean xi,...,xn € A tales que xk(i) = a para

k

k=1,...,n. Sea x(U) un abierto cualquiera de la base de S que contenga a
f‘i(ai....,a ). Es claro que x(1) = f‘l(ai,...,a ). Sea

n n

V = E(x,f‘(xi,...,xn)) n U, claramente V es un entorno abierto de i. Ademas
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es facll de chequear que

A n
lgfl' 1((x1(V) X oo X xn(V)) n (l\chAl)) < x(U),
lo cual nos dice que lg{‘l es continua en (al,...,an). Veamos ahora que A

es un Aalgebra de secclones globales con soporte compacto. Por A.1 ya que
los elementos de A son abliertos, tenemos que A € I'(J) (lo cual nos dice que

J es subdirecto). Supongamos que x € I'(J) y que D(x,a) es compacto para

J

algin x € A. Para cada j € D(x,a) sea x° € A tal que xJ(J) = x(J). Ya que

D(x,a) es compacto tenemos que D(x,a) = W{E(x, xx) : k=1,...,n} con
‘ju € D(x,a), k=1,...,n. Pero entonces {E(x.a).E(x,x"1)....,E(x,xJn)}.
a,x’h....xjn, estan en las hipétesis de emparche y - existe un y € A tal
que E(y,a) 2 E(x,a) y E(y,xjk) 2 E(x.xjk) para k=1,...,n. Asi x =y € A. Si

I es compacto, entonces ya que los ecualizadores son ablertos, los
discriminadores son compactos y . toda seccién global debera estar en A.
(2). Por A.2 los ecualizadores son abliertos. Sea a € A tal que D(x,a)
es compacto cualquiera sea x € A. Sean X,y € A, notese que
D(x,y) € D(x,a) v D(y,a) lo cual nos dice que D(x,y) es compacto ya que es
cerrado. Veamos que A emparcha sobre la topologia de I. Sean Uf....U,

X,..-0X en las hipétesis de emparche. Claramente el "parche”
y € II{Al 1 € I} es una seccién global, y ademas si a € A, entonces
E(y,a) 2 n{E(xk,a) k=1,...,n}, es decir D(y,a) < u{D(xk,a) : k=1,...,n} y
~ ya que D(y,a) es cerrado (A.2) tenemos que D(y,a) es compacto, lo cual
nos dice que y € A. Finalmente ya que A es producto subdirecto, tenemos que
{x(U) : x € A, U ablerto de I} es base de la topologia de S, lo cual nos
dice que el haz construido segin (1) a partir de A y la topologia de I es

precisamente 7. =

La construccién dada en (1) de A.5 es usualmente conocida como la

62



construccién standard.
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