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INTRODUCCION

La teoria de cohomologia de álgebras asociativas fue definida

por G. Hochschild [H] en 1945. Dada un álgebra asociativa A sobre

un cuerpo k y un A-bimódulo M, Hochschild toma el grupo de aplica

ciones n-lineales f:(A,M) y define el operador coborde de 2:(A,M)

en 2:”(A,M) en analogía con el correspondiente de la topología
algebraica. El n-ésimo grupo de homología de este complejo se

denota H"(A,M)y se llama cohomologia de Hochschild n-dimensional

de A con coeficientes en M. En este trabajo fundacional,
Hochschild obtiene uno de los resultados centrales de la teoria:

una k-álgebra A es separable si y solo si H1(A,M)=0para todo A

bimódulo M. Además demuestra que H2(A,M) está en correspondencia

biunivoca con el conjunto de clases de equivalencia de extensiones

singulares de A por M.

En su libro "Homological Algebra" [C-E], los autores prueban que

estos grupos de cohomología son funtores derivados. Sea Ae la

k-álgebra envolvente de A. Un A-bimódulo es lo mismo que un

AÏ—móduloy vale que H"(A,M)2Ext"e(A,M) si 1x es proyectivo sobre
A

k. Cartan y Eilenberg también definen los grupos de Homologia

H_(A,M)usando un complejo análogo al utilizado por Hochschild y

prueban que cuando A es playo sobre k, coinciden con Tor?F(M,A).

Estas restricciones son innecesarias si se trabaja con la teoría
de funtores derivados relativos.

Supongamos ahora que A es conmutativa. En este caso H.(A,A) tiene

una estructura natural de A-álgebra graduada conmutativa,y dado

que H0(A,A)=Ay H1(A,A) es el A-módulo de diferenciales de Kalher



QI(A), hay un morfismo canónico de A-álgebras

ér':9'(A) ——>H,(A,A),

donde Q'(A) es el álgebra de formas diferenciales de A sobre k (es

decir, el álgebra exterior de 91(A)). Hochschild, Konstant y

Rosenberg probaron en [H-K-R] que cuando k es un cuerpo perfecto y
A el anillo de funciones regulares de una variedad algebraica afin

no singular sobre k, 7' es un isomorfismo. Este resultado fue

generalizado por Andre, quien demostró en [A] que para un morfismo

playo de anillos noetherianos o:k ———+A son equivalentes:

i) o es regular

ii) 91(A) es un A-módulo playo y 1' es un isomorfismo.

Sea k un cuerpo de caracteritica cero. K. Wolffhardt estudió

en [Wo] la homología de las k-álgebras A/Ï, con A=k[X1,...,Xn] e I
un ideal de A generado por una sucesión regular. En ese trabajo,

Wolffhardt probó que

(n/2] _2i I
Hn(A/I,A/I)= o H" (Ln.),-1i=0

donde LL) (j20) es el complejo de cocadenas

j o j-l 1 1 j-l j

o _> (SA) d I ' (12(A) d d IZQ-lux) d Q.(A) __> o]
IJ+ Q (A) I’Q (A) I QJ (A) IQ’(A)

con d la diferencial de De'Rham. En [C-G-G], los autores exten

dieron este resultado al caso en que A es noetheriana, k C——aA es

regular e I localmente es una intersección completa.

Todo lo anterior, que es un botón, muestra que la (co)homologia

de Hochschild está ligada de más de una forma al álgebra conmuta



tiva. También lo esta, por ejemplo, a la Teoria K [D] y a la to

poIogia algebraica [Ha-V].

El interés en la (co)homologia de Hochschild se ha reavivado

mucho en los últimos años a raiz de su relación con la (co)homolo

gia cíclica de álgebra asociativas, la cual fue inventada en forma

independiente por A. Connes y Tsygan en 1983. Más precisamente,

ese año Connes [C] definió la cohomologia cíclica HC'LA) de un

álgebra A sobre un cuerpo k de caracteristica cero para estudiar
los invariantes del espacio de hojas de una variedad foliada.

Existen conexiones muyfirmes entre esta teoria y las cohomolo

gías de Hochschild y de De'Rham. En efecto, hay una sucesión e

xacta larga

(1) ...—B—>H“(A,A') ¿.> HCn'(-A) —S—>HC“*2(A) L H“”(A,A')

i n+1 S
——+ HC (A) ——+...

Usando las flechas S, Connes introdujo la cohomologia periódica

HC;r y probó que si A es el anillo de funciones diferenciables

sobre una variedad V, HC;H(A) es la cohomologia de De'Rham de V.

En este sentido HG;”(A), la cual existe aun si A no es conmutati
vo (por ejemplo la C -álgebra de una foliación) juega el rol de la

cohomologia. Esto le permitió definir las clases de Chern de una

foliación y dar una fórmula explícita para el índice de un opera

dor eliptico.

Más o menos simultaneamente Tsygan definió la teoría dual, es

decir la homologíacíclica, y probó que esta teoría esta relacio

nada con la homología de álgebras de Lie. Más precisamente, de—



mostró que si A es un álgebra sobre un cuerpo k de característica

cero,

(2) HC;_1(A)=PrimH:l°(gl(A),k) ,

donde gl(A)=gig (gln(A) L-—e glmq(A)) es el álgebra de Lie de

matrices y Prim denota a la parte primitiva.
Asi, la homologia cíclica apareció al mismo tiempo en dos cam

pos. Un año después J.L. Loday y D. Quillen definieron la homolo

gia cíclica para álgebras sobre un anillo conmutativo arbitrario
en [L-Q]. Allí definieron un producto

(3) HCn(A)XHCm(A) ————>HC (A),n+m+1

calcularon HC"(A)cuando A es el anillo de funciones regulares de

una variedad algebraica afin sobre un cuerpo perfecto y estable

cieron independientemente de Tsygan la fórmula (2).

En el contexto de la Homología, el papel de la sucesión (l) lo

tiene la sucesión exacta

(4) ...—B-> Hn(A,A') —i> ch(A) L ch_2(A) ——B—>Hn_1(A,A')

—l—>ch_1(A) i)

La fórmula (2) es similar a la igualdad

Kn(A)@®EPrimHn(gl (A) ,rn)

obtenida por Milnor y Moore. Por esta razón Tsygan denotó como

K;(A) a HCW1(A)y la llamó teoria k aditiva de A. Con esta nota

ción el producto (3) aplica K;(A)XK;(A) en K;m(A), quedando con

una graduación más natural. Éste producto tiene las mismas pro
piedades que el de la teoria k algebraica. Hay en realidad todo



un diccionario que relaciona la homología cíclica y la teoria k

algebraica: El grupo lineal es reemplazado por el álgebra de Lie

de Matrices, el grupo formal multiplicativo Gmpor el aditivo Ga,

K: por (f(A)/d(QmI(A)), la operación x+y+xy por x+y, el determi
nante por la traza, etc.

Más importante aún que este paralelismo es la existencia de

aplicaciones naturales de los grupos K en variantes de los de la

homología cíclica (ver [G], [K] y {w1]).

Estos ejemplos ponen en evidencia la notable ubiquidad de la

homología cíclica. De hecho, además de en las teorias de folia

ciones, álgebras de Lie y k, se la ha reconocido en otros campos

comopor ejemplo: diferenciales de Kalher de anillos conmutativos,

espacios A(X) de Waldhausen y pseudoisotopía de espacios

topológicos, álgebras de Kac-Mody,geometria hiperbólica de dimen

sión 3 y dilogaritmo, etc (ver [Ca]).

En esta memoria calculamos las (co)homologias de Hochschild y

ciclicas de algunas álgebras que aparecen naturalmente en

geometria algebraica. La parte correspondiente a la homología de

Hochschild es autocontenida, pero para calcular la homología

cíclica usamos dos resultados de [C-G-G] que enunciamos sin demos

tración en la seccion 1 (Teoremas 1.4.9 y 2.2.6).

Describiremos ahora brevemente el contenido de cada una de las

secciones de la memoria. En las secciones 1 y 2 hacemos un rápido

repaso de las teorías de Hochschild y cíclica, limitándonos a dar

los resultados que necesitaremos más tarde. Una buena referencia

para estas secciones es [L-Q].



En la tercera obtenemos una resolución AÏ-libre R(A) de A, que

es más simple que la canónica, cuando A es la k-álgebra de funcio

nes regulares de una variedad afín que es intersección completa

(i.e. A=k[X1,...,Xn]/<f1,...,fr>, con k es un anillo arbitrario

con 1 y f1,...,fr una sucesión regular en k[X“...,xn]). Además
definimos una aplicación h., de R(A) en la resolución canónica

normalizada de Hochschild (A@Á®eA,b’), que se convierte en un

morfismo de A°—álgebras cuando se dota a R(A) de un producto natu

ral y (AoÁ®®A,b’)tiene el producto barajado.

En la cuarta calculamos la homología y la cohomología de

Hochschild de las k-álgebras A, consideradas en la sección 3, con

coeficientes en un A-módulo M, que es visto como un AÏ-módulo a

través del morfismo de multiplicación A5———aA. Nuestros resulta

dos principales son los Teoremas 4.2.6 y 4.2.7 que expresan la

homologia y la cohomología de Hochschild de A en función de las

homologias de los complejos de Koszul generalizados de la matriz

jacobiana [afi/axj].

Por último, en la sección 5, calculamos la homologïa cíclica de

la k-álgebra A/<P>, cuando k es un cuerpo de caracteristica cero,

A es una k-álgebra noetheriana con k C———aA regular y P no es un

divisor de cero. Nuestro principal resultado es el Teorema 5.6,

en el que expresamos la homología cíclica de A/<P> en términos de

las homologias de De’Rhamy los módulos de diferenciales de las

k-álgebras A/<P¡>, con i>0. Estas homologías también fueron cal»

culadas en otros trabajos cuando A=k[X“...,Xn], P es homogeneoy
la variedad afín definida por.P tiene una sola singularidad (por
ejemplo:[B-V] y [w2]). En la Nota 5.7 y el Ejemplo 5.8, verificam

1:15"



mos que el Teorema5.6 da, en este caso particular, esos resulta

dos. En la Nota 5.9 generalizamos el Teorema 5.6 reemplazando <P>

por un ideal I que localmente es intersección completa. Para ter

minar respondemos una pregunta hecha en [V], usando los resultados
anteriores.



1. HOMOLOGIA Y COHOMOLOGIA DE HOCHSCHILD

1.1. Homologia Relativa

Sea k un anillo conmutativo con unidad, B una k-álgebra y ASB

una subálgebra de B.
9

Una flecha de B-módulos M{——+M2es un epímorfismo relativo a A
si es una retracción de A-módulos (i.e. si existe una flecha de

A-módulos M¿—É+M1 tal que gof=idH)

Un complejo de B-módulos

dll d3 d2 dl(5) M3—>M2'—>M1—aM0

es exacto relativo a A si es contractil como complejo de A-módu

los. Se comprueba fácilmente que esto ocurre si y solo si (5) es

exacto y M{———»Coker(d¡) es un epimorfismo relativo a A Vi>0.

Un B-módulo P es proyectivo respecto de A si cada diagrama

P

g
M-———4>M ,

1 2

con g un epimorfismo relativo, puede completarse a un triángulo

que conmuta.

Por ejemplo, BoAMes proyectivo relativo a A para cada A-módulo
M. En efecto, dado un diagrama



M——»M ,
1 2

con g un epimorfismo relativo, existe una flecha de A-módulos
W

M -————+ha tal que gow(m)=f(l@m) VmeM. Es claro ahora que el

triángulo

bom BoAM//g l
b.go(m) M1—»M2 ,

conmuta.

Sea Mun B-módulo. Una resolución proyectiva relativa a A de M

es un complejo exacto relativo a A
d d d d

P3—3—->P2——'2—>P1——1>P0—> M,

cuyos objetos Pl son proyectivos respecto de A.

1.1.1. Proposición: Cada B-móduloMtiene una resolución proyecti
va relativa

Demostración: Se construye inductivamente una resolución proyecti
va relativa

tomando Po=Bo M, w(bom)=an y Pi ———l—»P‘=BoAKer(di) ——»Ker(di)A +1

<—>Pi.

1.1.2. Teorema: Sean



dí 2 di 2 d: de 2 «02
'Rz: . . .——> P3———>P2——> PÏ—1——>P0—> M2

resoluciones proyectivas relativas. Cada morfismo MÏ-—+M2 se

extiende a un morfismo de complejos R1—> R2 y dos de estas
extensiones son homotópicas.

. 4 2 . . . .Demostrac1on: Comow es un epimorfismo relativo eXiste una flecha

f :P1 ———+P2 tal queo o o

90‘ 1-—>M
f

0
2

q) 2————>M
"U(—"U

HWOH

ON

conmuta. Supongamosque se ha construido (flh<n. Por la propieï
dad universal de Ker(d:xt——-—eP: hay un morfismo Ker(d:)L—3—a

Ker(d:) que hace conmutativo al cuadrado

Ker(d;)L—————+ P;

an li
Ker(d:)L—————+ P:

Se prueba ahora la existencia de fnfl como se probó la de f1. Vea
mos que dos extensiones f1 y fÏ de f son homotópicas. Es claro

que puede tomarse 042M1 ———aP:=0. Supongamos que se ha obtenido
2. . 1 . .

una familia (0_:P_ ————+P_+1).< que verifical l l l n

1 2 ‘l 2 .
f — f = a. od; + d. oo V1<n

i i 1-1 1 1+1 i

Como

d:o(f;—f:—an_lodl) = (f‘n -f2 —cl200' )cd‘ = o,—1 n--l n n-l n

10



existe E :P ————aKer(d2)tal que ker(d2)o5 =f1—f2—o od]. Por
n n n n n n n-1 n

ser P; proyectivo relativo En se levanta a una flecha anzP}———flfi,n

lo que termina la demostración.

1.1.3. Definición: Sea C una k-álgebra y F un funtor aditivo, co

variante o contravariante, de la categoria de B-módulosen’la de

C-módulos. Se llama derivado de F al funtor de la categoría de

B-módulos en la de C-módulos graduados que a cada objeto M le a

signa la homologïa del complejo

F(d4) P F(d3) P F(d2) P F(d1)Ñ, r I
3 2 1 o

donde

d4 d3 d2 d1 o
\P 4—4 P > P > P —e M,

3 2 1 o

es una resolución proyectiva relativa de M. Que esta definición
es buena se lo deduce inmediatamente del teorema anterior

1.1.4. Definición: Llamamos Tor relativo y denotamos TorB;A(M,—)

al derivado relativo del producto tensorial y llamamosExt rela

tivo y denotamos Ext al del funtor Hom(—,M).B,A

1.2. Homologia y Cohomologia de Hochschild

Sean k un anillo conmutativo con unidad arbitrario, A una

k-álgebra y Á=A/k. LLamamosálgebra envolvente de A al producto

tensorial AïfluxA”, donde Awes el anillo opuesto de A (i.e. A”
tiene el mismogrupo aditivo que A y su producto está definido por
aob=b.a.

11



La k-álgebra A es un Ae-módulo a derecha con la acción dada por

a(a1@a2)=a2aa1y un A-módulo a izquierda con la dada por (alea2)a
=a aa.

1 2

®n _®nUsaremos los simbolos A y A para designar a los productos

tensoriales Aok...okA(n—veces) y’:K®k...ogÁ(n-veces) respectivamen
n n

te. Es claro que tanto AokA®okA como A®RÁ®okA son Ae-módulos a

izquierda con la acción definida por

(boc)(a o. . .oa )=ba o. . .oa c.
0 n+1 0 n+1

La resolución canónica de Hochschild es el complejo de A°—módu—

los a izquierda

(AokAG)okA,b'): ...¿> A®—b—>AG’L) A®—b—>A,

n+2 n+1. o b' o . . .cuyos morflsmos de borde A —> A estan deflnldos por

)=
i

),b' (a o. . .oa
0 n

urv1J

(-1)‘a o...®a a
o 0 Í l

®. ..<3a
n+1 +1 +1

y la resolución canónica normalizada de Hochschild es el complejo

de Ae-módulos a izquierda

I I 2 I _ I I

(AokÁGokA,b' )z . . . b A®K®oA L) A®A®A—b-) AoA L) A,

_*9n t), _*an-1
donde AokAokA —> AokA okA es la flecha inducida por

emz b’ oA —) A

Tanto la resolución canónica de Hochschild como la normalizada
opson resoluciones proyectivas relativas a A <——>A" de A. En

efecto, los objetos de ambas son proyectivos respecto de A°p<—>AC

pues AskUe.kAeA"<-)(UckA) para cada k-módulo U, y ambas son con
AHI)

tractiles como complejos de ¡VP-módulos, con homotopia de contrac

12



ción eo definida por

e (a e...oa )=1®a@...®a .
0 0 n+1 0 n+1

. .. . . o
En consecuenc1a la proyec1on canonlca de (AokAokA,b') en

AeÏ-ïgoA,b') es un isomorfismo módulo homoto ia.
k k P

Sea M un A°-módulo a derecha. La Homología de Hochschild de M
A°,Aes por definición el Z(A)-módulo graduado H.(M,A)=Tor _ (M,A).

Tensorizando los complejos (AekA®okA,b’) y (AoklïfaokA,b') con

Msobre A°y usando la identificación

Mo (Ao Ue A) —-> Mo U,
Ac k k k

oa ouoa »-———> m(a oa )® u
0 1 0 1 k

válida para cada k-módulo U, se obtienen el complejo de Hochschild

(MekA®,b): . . M®A®-b—> M®A®——b—>M®AL) M

y el complejo de Hochschild normalizado

—@' b —@3 b —@2 b — b
(MokA,b): Mc-JA——> MoA———>MoA—> M,

donde

b(moao...®a) = m(a ol)®a,o...oa
1 n 1 2 n

n i

+ [(—1)m®a1®. . .oalahlo. . .ean) + (loan)m@al@.. .oarH.¡:0

Por supuesto, ambos tienen la homologia de Hochschild y la proyec
ción canónica es un cuasisomorfismo.

o. , —o' ,
Cuando A es playo sobre k, (AskA ekA,b ) y (AekA okA,b ) son

ACresoluciones A°—playas. Así, en este*'caso H_(M,A)=Tor_(M,A).
x

13



Sea M un AÏ-módulo a izquierda. La Cohomología de Hochschild

de ‘Mes el Z(A)-módulo graduado H'(A,M)=Ext' (A,M). Cuando A es
A° AI

O

proyectívo sobre k, (AGRAQGkA,b')y (AokXQekA,b') son resolu

ciones A°—proyectivas, y por lo tanto H'(A,M)=Ext'e(A,M)
A

1.3. El producto barajado

Recordemos que una A-álgebra diferencial graduada conmutativa

es un complejo de A-módulos

d4 ds dz d1
——>A3—> A2—> A1—> A0

junto con operaciones

AixAJ —'>-A“J

que convierten a AooAfu.. en un anillo graduado conmutativo (i.e.

alaj=(—1)i+1ajai y (ai)2=0 si i es impar‘ Vai,ajeAixAj) y que ve
rifican

d(aiaj) = d(a¡)aj+ (—1)‘al d(aj).

Usando esta igualdad se comprueba fácilmente que en un álgebra

diferencial graduada conmutativa el producto de dos ciclos es un

ciclo y el producto de un ciclo por un borde es un borde. En con—

secuecia, el producto del álgebra induce un producto en la homolo

gia que convierte a H_(A,A)en una A-álgebra graduada conmutativa.

1.3.1. Teorema: Sea A una k-álgebra conmutativa. El producto de

finido por



(aea o...@a eb)*(a'oa o...®a eb’)=
1 p p+1 p+q

= X sgn(a)aa'@a _1 ©...@a ebb’,
B 0' (1) 0 (p+q)qu

donde qu es el conjunto de las permutaciones a de {1,2,...,p+q}
tales que 0(l)<...<a(p) y a(p+l)<..u<0(p+q), convierte tanto a
la resolución resolución canónica normalizada comoa la no norma

lizada de hochschild en A-álgebras diferenciales conmutativas.

Demostración: Se hace por cálculo directo.

Comoel complejo canónico de Hochschild y el complejo canónico
normalizado de Hochschild de A se obtienen tensorisando las reso

luciones correspondientes con A sobre A°, el producto del teorema

anterior induce una operación en estos complejos, llamada producto

barajado, que es la definida por

aoa e..®a * a'oa ©..®a = s n a aa’oa o...®a
< 1 p) < p” pm) z g< > _1 _1 ,

Bp q o (1) 0‘ (p+q)

y que los convierte en A-álgebras diferenciales graduadas conmuta

tivas. En consecuencia la homología de Hochschild H‘(A,A) de A

tiene una estructura natural de A- álgebra graduada conmutativa.

1.4. Derivaciones

Sea A una k-álgebra conmutativa y M un A-módulo. Una

derivación de A en M sobre k es una aplicación k-lineal d:A ———eM

que verifica d(ab)=ad(b)+bd(a)

Se ve fácilmente que {aeA:d(a)=0} es una subálgebra de A. En

particular d restringido a k es nula. Al conjunto de las deriva



ciones de A en M sobre k lo denotamos Der&(A,M). La acción defi

nida por

(ad1+ d2)(b)=ad1(b)+d2(b) Va,beA, d1,dzeDerk(A,M)

convierte a Derk(A,M) en un A-módulo.

1.4.1. Observación: Se verifican:

1) Cada morfismo f:M -——>N de A-módulos induce un morfismo de

A-módulos Derk(A,M) -—e Derk(A,N) por composición.

2) Cada morfismo ózA ——aB de k-álgebras induce un morfismo de A

módulos Derk(B,M) ——+Derfl(A,M) por composición, donde la es

tructura de A-módulo de Derk(B,M)es la definida a través de Ó.

Sea A una k-álgebra e I el nucleo del morfismo de ZÜ-módulos

uzAï———aA definido por u(a®b)=ab. Consideraremos a I, 1x y Ae

como A-módulos con las estructuras inducidas a través de

A ———+Ae. La aplicación T:A ———+I definida por T(a)=1®a—a@1 es
a+—> ael
un morfismo de k-módulos. De la igualdad

n n n n n

z aiebi= X aibiel+ X ai(1®bl-bi®l)= X aib¡®1+ Z a¡T(bi),
i=1 ¡:1 i=1 i=1 i=1

se deduce que si A está generado como k-módulo por el(aj)jeJ,

A-módulo I está generado por T(aJ)EJ. Además, se comprueba porJ

cálculo directo que

(6) T(ab)=aT(b)+bT(a)+T(a)T(b) Va,beA.

Asi, si genera a A como k-álgebra, T(a.)_EJ genera a IJ J(aj)j€J
como ideal.
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LLamamosmódulo de diferenciales de Káhler al A-módulo {Í(A)

=I/I2 y diferencial canónica a la composición dA de T:A ——aI con

la proyección canónica n:I ——aI/I2 (que dA es una diferencial se
lo deduce inmediatamente de la fórmula (6)). Cuando no haya peli

gro de confusión escribiremos d en lugar de dA.

1.4.2. Teorema: Para cada derivación d’:A ———aM hay un único mor

fismo f:QI(A) ———+M tal que el cuadrado

dlA———-—>

1df1=
Q1(A) ———> M

conmuta.

Demostración: La unicidad es consecuencia innmediata de que d(A)

genera QI(A) comoA-móduloy la existencia se verifica fácilmente

observando que la composición 9:1 ——+M , de la inclusión canónica

I ——aAe con Ae—-———+M , se factoriza a través de QI(A).
aob F——áad'(b)

1.4.3. Corolario: Derk(A,M)sHomA(Ql(A),M).

Dado un morfismo 02A ——+B de k-álgebras existe un único morfis

mo de A-módulos SÍ(@)KÍ(A) ———a(Í(B), que hace conmutativo al

diagrama
o

A ———————————>B

la 1Quo)
Q‘(A)——4 91(8)

Es claro que Ql(wow)=Ql(W)cQI(w) y que 92(1A)=lQ1(A).



1.4.4. Definición: Sea A un anillo conmutativo y new. LLamamos

n-ésimo módulo de diferenciales de A y denotamos Q"(A) a la n-ési

ma potencia exterior A:(QI(A)) de QI(A) sobre A.

Usando la propiedad universal de AoAy que d(ab)=ad(b)+bd(a) se

comprueba fácilmente que la función

(AoA)X...X(A®A) 444 n+1(A)
((al®b1),...,(an®bn))k——————6d(a1...an)Ad(b1)A...Ad(bn)

está bien definida y su restricción a IX...XI se anula en los ele

mentos de la forma (au...,an) con algún afIZ. En consecuencia
también está bien definida la función

QI(A)X...XQI(A) , Qn‘1(A
(a1d(b1)A...A(and(bn))k——————ad(a1...an)Ad(b1)A...Ad(bn)

Esta última, por ser multilineal alternada, induce un morfismo de
n+1

k-módulos dïflf(A) ————+Q (A), que aplica ad(b1pn..Ad(bn) en

d(a)Ad(blfih..Ad(bn). Cuando no haya peligro de confusión escri

biremos dn en lugar de dz.

1.4.5. Teorema: La sucesión de morfismos

o 1 2

(7) QO(A) ——9—»91(A) -9—+ 92(A) ——5La

o

,donde Q°(A)=A yr QO(A) -—g—+91(A) es la diferencial canónica,

junto con la operación

Q‘(A) x Qj(A) 4-1-9 Q¡”(A)

definida por
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‘(aod(a1)A. . .Ad(al))A(bOd(bl)/\. . .Ad(bj))

=a0b0d(al)/\. . .Ad(al)/\d(b1)/\. . .Ad(bj)

es una A-álgebra diferencial graduada conmutativa.

Demostración: Es trivial.

1.4.6. Definición: El complejo de De’Rhamde ¡q es la A-álgebra

diferencial graduada conmutativa (Q.(A),d') introducida en el teo

rema anterior. Su cohomologia se denota H&(A) y se llama cohomo
logia de De’Rham de A.

1.4.7. Observación: Como b(AoÁ2)=<xy®z—xoyz+zxoy>SAoÁ,el morfismo

de k-módulos 713Í(A) ———eH1(A,A), que aplica dx en la clase de

aox, es un isomorfismo. Gracias a la estructura multiplicativa de
la homología de Hochschild, 71 se extiende a una flecha de A-álge

bras graduadas 7':QI(A) ———+H_(A,A).

En general 1 no es inyectiva ni sobreyectiva. Sin embargo,

cuando k contiene a ® se puede definir un morfismo de complejos

b _—®3 b —®2 b

..——> 93(A) —°——>92(A) L) 91(A) ——°>A

- n .x =_1_ponlendo u (ace...tan) n!.a0d(ax)/\...Ad(an). En efecto

n-l .
‘ 1h = _ l . . . ouvb(aoo...\an) u[ X ( 1) aooalo...aiahlo..wan¡:0

n+(—1) a a sa<9...@a
n O l n-l
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l -1
=_HT[Zo(-1)1a0d(a1)/\...Ad(alai ). . .Ad(an)I: +1

+(-1)"anaod(a1)A...Ad(an_1)]

1 "-1 i

=_¡T[lgo(—1)a0d(al)A...A(ald(ahl)+a“1d(ai))

A...Ad(an)+(-1)"anaod(al)A...Ad(an_1)]=0

Se ve inmediatamente que la flecha de H.(A,A) en Q'(A) es una re

tracción de 7.. Así, en este caso, Q"(A) es un sumando directo de

Hn(A,A) VneIN.

1.4.8. Definición: Una k-álgebra conmutativa playa con unidad A es

homológicamente regular si 7':Q'(A) ———aH_(A,A) es un isomorfismo

y 91(A) es playo sobre A.

Andre demostró en [A] que para cada morfismo playo ozk ——+A de

anillos noetherianos son equivalentes:

I) A es homológicamente regular

II) o es regular

En [C-G-G,53] obtuvimos el siguiente resultado

1.4.9. Teorema: Sea k un cuerpo de caracteristica 0 y A una

k-álgebra homológicamente regular e ISA un ideal que localmente es

intersección completa. Entonces

[n/¿l “2. _-¡
Hn(A,A)= ¡go H (L ),(n-i)

. u

donde los L(_ son los complejos de cocadenas
J )
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Demostración: Ver [C-G-G,53].
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HOMOLOGIA CICLICA

2.1. Definiciones básicas y Relación con la Teoría de Hochschild

Sea k un anillo conmutativo con unidad, A una k-álgebra asocia
n

tiva, t el endomorfismo de k-módulos de AG que aplica abs...®a 1n
nn-l 2

en (-1) anqoaoo...@awe y N la norma 1+t+t +...+t .

2.1.1. Proposición: El diagrama

3 3 3 3
Ao 1-t Ao N Ao l-t Ao N

m). lb tb, lb 1-o
2 2 2 2

Ao 1-t Ao N Ao l-t Ao N

A 1-t A N A l-t A N I

cuyas columnas pares son los complejos de Hochschild y las impares

las resoluciones standard de Hochschild con el signo de la dife

rencial cambiado, es un coplejo doble.

Demostración: Sabemos que las columnas son complejos. Por las

igualdades

No(1-t)=(1—t)oN=1—tn=0

también lo son las filas. Para terminar la demostración resta ver
n+l n

que b’oN=Nd) y bo(1—t)=(1—t)ob’. Sea jzA® ———+AG el morfismo

definido por
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).

"+1 Q" . . .en A , verlflcan las ecuac1ones

. _ _ n
J(a0@...@an) - ( 1) (anaog...@and

Comolas flechas b y b', de AQ

n
b: z tlojotn-l

1:0

n-1 1 _ib’= {t ojot"
¡:0

se tiene

n-1 k n l _i n n-1 k“ _l n n-l k _i
N°b=[ ]o[ ojotn ]= z z t ojotn = z ojotnk=0 l=0 1:0 k=0 l=0 k=0

n-l n n-1 n l _l+k n-1 l _i n-l k
t ojot“ =[[t ojot“ [t]

l . k= z z t °J°t = z z
i=0 k=0 l=0 k=0 l=0 k=0

=b'oN

n n n

bo<1-t>=[Xt‘°j°tn_l]°<1-t>= Xt‘ojat“"- zt‘ojot“”"1:0 ' 1:0 ' 1:0'

"-1 1 -1 o n 1 +1-1 "-1 1 -1= ojotn +tnojot— ojotn = ojotn
1:0 1:0

n-1 i
zt‘ojotn‘ ]=(1-t)ob'.- Et“1°jot“"=<1—t>°[ l=0

Recordemos que a cada complejo doble



V Vb b"
ao H 31 H 32 H

A” b21 AV b22 v b2320‘ 21 A227'47

V V VJ b b b
20 H 21 H 22 H

b J b b" 11 ' 12 " 13
A < A \ A \1o 11 12

V V Vb b b
1o H 11 H 12 HNI NI NI

A r7 A ' A < .oo 01 02

se le asocia el complejo Tot(fl), llamado complejo total de A, de

finido por:

Tot(st1) = e An l+j=n ¡J

d:Tot(ú)-—————9Tot(ú)n n n-I.

_ V H V H

-(bn,0(xn,o)+bn-1,1(Xn-1,1) ' ' . . 'b1,n-1(X)+b0,n(x)'

La Homología cíclica de A es, por definición, la homología del

complejo total Tot(€(A)) de G(A).

Mostraremos ahora que el complejo G(A) puede reemplazarse por

otros que a veces son más simples.

2.1.2. Proposición: El complejo Total Tot(B(A)) del complejo doble

24



B(A): o B o B

o" N o"
A 6———;—— A ,

es homotópicamente equivalente a Tot(G(A))

Demostración: Que B(A) es un complejo doble es consecuencia inme

diata de que No(1—t)=0=(1-t)oN, bo(l—t)=(1-t)ob' y Nob=b’dL En

efecto, usando estas igualdades se compruebaque

B2=(1-t)ocooNo(1-t)oeooN=0

boB+Bob=bo(l-t)ocooN+(1-t)ocooNob=(l—t)o(b'oco+coob')oN

=(1—t)oN=0.

Veamos ahora que Tot(B(A)) y Tot(C(A)) son homotópicamente equiva

lentes. Sean
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9.:Tot(fB(A))_——> T0t(G(A)).

w.:Tot(C(A)).————-—-—aTot(B(A)).

los morfismos definidos por las fórmulas

so.<xn,xn ,.-.)=(xn,eooN(xn_2),cooN(xn_4), )-2

w.(xn,xn_ , . . . )=(xn+(1—t)ob' (xn_1),xn_2+(1—t)ob’ (xn_3), ).2

Se comprueba por Cálculo directo que w_ y w_ son morfismos de com

plejos y que (l—w_oo_)2=0, de donde (Zw.—w_op_ow.)ow_=id. Así, o.

es una sección. La demostración se termina observando que la fa
milia de morfismos

[anzTot(íB(A))n—————> Tot(G(A))n+l] > ,

definida por

0n(xn,xn_2,...)=(0,—co(xn_1),0,-so(xn_3), )

es una homotopía de id en w_ow_.

Ahora usaremos la proposición anterior para obtener una demos

tración simple del siguiente resultado importante.

2.1.3. Teorema: Cada k-álgebra asociativa A tiene asociada una

sucesión exacta Larga

B i

(8) ..—> Hn(A)—"> ch(A) ——“—>ch_2(A) ¿2) Hn_1(A)

Demostración: Sea TotB(A)[-2] la suspensión al cuadrado de
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TotB(A), es decir, (TotB(A)[-2])n=TotB(A)m2. La sucesión

(9) o ——>(A®A®,b) —i> TotB(A) ——S—>TotB(A)[-2] ——>o,

donde i es la flecha dada por la inclusión de (A°,b) en la primera

columna de B(A), y

G>n ®n-2 ®n-2 GJn-llS:A oA o... ——>A oA o...

a ... = a a ...
s<anl n_21 ) ( n_2I n_4I )I

es exacta. Por lo tanto tiene asociada una sucesión exacta larga

de homología que resulta ser la que estamos buscando.

Se comprueba fácilmente que el morfismo HCn(A) ——ïeHnH(A) de

(8) es el inducido por la flecha B_:[A® ,b] —————e[A®,—b].

Observemos que las columnas de B(A) son todas iguales al com

plejo de Hochschild (Aofif),b). En la Sección 1.2 vimos que la
proyección canónica de este complejo en el de Hochschild normali

zado (N%X®,b) es un cuasisomorfismo. Vamos a probar ahora que
hay un complejo similar al B(A), cuyas columnas son los complejos

(Aogíe,b), que también puede usarse para calcular la homología
cíclica de A.

n+1 n+2

Sea n20. Recordando que A® —-É—a A® es (1-t)oc oN y ha
o n+1 Bciendo la cuenta vemos inmediatamente que la composición AG ——e

n#2 n+1

A ——+AGKX® se anula en los tensores elementales aoo...oan

con aiek para algún i>0. En*consecuencia hay IM]único morfismo
n+ln

B:A@K®-————eAsí“ tal que el cuadrado
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1 1
n n+1

Aoï‘a —B—> Ac-JÁ®

conmuta. Se _comprueba fácilmente que también conmuta

Y que

n
i

B(a@a@...@a)= Z (—1)“.1oalo...®an®a0@...@a ,l=0 1-1

—@

para cada tensor elemental aooalo.. .oa erAn

Ahora vamos a probar lo que anunciamos arriba.

2.1.4. Proposición: El diagrama

—®3 B —®2 B —A®A <— AGA <-— A®A

Bm) O iba lb lb
norm A®Á®(L AG: (—É— A

lb lb
Aoï <B— A

lb
A

I'I n

es un complejo doble y la familia (A®A®——>AoÁ®h1>ode proyec

c1ones canonlcas es un eplmorflsmo ;B(A) —» B(A) que 1nduce
norrn
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un isomorfismo de la homología de Tot(B(A)) en la homología de

Tot(SB(A))n°rm.

Demostración: Que B(A)mnn es un complejo doble y que la familia
n n

de proyeciones canónicas (A@A®-———-eAsi-xe) es un epimorfismonzo

de B(A) en B(A)nwmes consecuencia inmediata de la conmutatividad
de (10) y (11). Para terminar la demostración resta probar que

Tot(n):Tot(B(A)) —————aTot(B(A))n°n11 es un cuasi-isomorfismo.

Esto se hace inmediatamente verificando, con ayuda del lema que

sigue, que el núcleo de Tot(n) es exacto. También puede mostrarse

fácilmente por inducción que Tot(n) es un cuasisomorfismo usando

que la sucesión exacta corta de complejos (6) es el dominio de un

epimorfismo

o —> (A@A®,b) -—> T'otB(A) —> T0tB(A)[-2] —> o

1. 1" 1"
o —> (AoÁG),b) '—> TotB(A) —> TotB(A) [-2] —> onorrn norm

en el que la flecha (A®A®,b) ————a(AoÏx®,b) es la proyección

canónica.

2.1.5. Lema: El complejo total de un complejo doble
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v v vb b b
30 H 31 H 32 H

b21 ‘V b22 \' b23A < A < A <7
20 21 22

V V VJJ: b
20 H 21 H 22 H

b11 " b12 ‘V b13A < A < A <10 11 12

v v vb
10 H 11 H 12 H

b01 " b02 " boaA ef A < A < ...oo 01 02

con columnas o filas exactas es exacto.

Demostración: Supongamosque las columnas son exactas (si lo son

las filas consideramos el complejo doble "transpuesto" obtenido

intercambiando filas con columnas). Es suficiente mostrar que si
x x ... x es un ciclo de Tot 4 x

( n,0’ n-1,1’ ' 0,n) ( )n Y' q,n-q+1'

x ,...,x , con x eA es una familia de elementos queq-1,n-q+2 1.n i.) 1,1
verifica

v H .b (x )+b (x )=x V120,q-l,n-q+i+1 q-l-1,n-q+l+2 q-l-1,n-q+i+1

existe x eA tal que
q+1vn'q q+1)n_q

V Hb (x )+b (x )=x Iq+1.n-q q.n-q+1 q.n-q

lo que se deduce en forma inmediata de que las columnas de A son

exactas y de que

bv(quPq—bH(x >)=bv<xq,n_q)‘-bvcb“<x >q.n-q+1 q.n-q+1

_ v H v
-b (quFq)+b ob (quFqH)

=bv(xq_n_q>+b"<bv(xq )+b"<x >.n'Q*1 q-1,n-q+2
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=b"(xq n_q)+bH(x )=o.q-1,n-q+1

Cuando k es un cuerpo de característica 0 la homología cíclica

puede obtenerse todavia a partir de otro complejo.

2.1.6. Proposición: Sea A una k-álgebra. Si k es un cuerpo de

caracteristica 0 la homologia cíclica de 1xes la homología del

complejo ((Aofif))/Im(l-t),b)), conúcleo del morfismo

I 5 l 4 I 3 , 2 ,
. b Ao b Ao b \ Ao b > Ao —b > A

Jl-t Jl-t ll-t ll-t
5 4 3 2

.——b-—>A®¿>A® b >A® b >A® b >A

Demostración: Sea N el complejo doble

l-t G3 N oa l-t (93 NIm(1—t) <————A <—— A <——— A <—

N ïb í-b' lb í-b'
l-t oz N oz 1-t oz NIm(1—t)<— A <— A <— A <——

lb 1-b' lb 1-10,
Im(1_t)(1-—t A 9L A (1'—t A (—N_ .,

Por el lema anterior y por ser Tot(N) el núcleo de un epimorfismo

de complejos Tot(C(A)) ————»_((A®Jf’)/Im(1—t),b)),para probar la
proposición basta ver que para cada n21 el complejo
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_ 2 2 _ 2
(12) Im(1-t) +_1_E;_ A®+__H___ A®+_1_E__ A®€__3L__

es exacto, lo que se verifica comprobando, con un cálculo directo,

que la familia de morfismos de k-módulos

n

so:Im(1—t) ————eA®

o" e"
sizA ————————+A (121)

—t-2t2-...-(n—1)t“”

es una homotopia de retracción

21-t ®2 N ©2 1-t o N
Im(1—t) +—————— A +—————— A +—————— A +——————

SO 51 52 83

de (12).

2.2. Relación con 1a Homologia de De’Rhamy De’Rham-Deligne

Sea A una k-álgebra conmutativa. En esta sección probamos dos

cosas. Primero, que cuando A es homológicamente regular, el com

plejo de cocadenas, cuyos objetos son los grupos de homologia de

Hochschild y cuyos bordes son los inducidos por B:[A9 ,b] ———4——+

[A®:—b], es isomorfo al complejo de De’Rham de A; y luego, que si
k es un cuerpo de_caracteristica cero y A es homológicamente regu

lar, la homologia cíclica de A_coincide con la de De’Rham-Deligne.

2.2.1. Proposición: La flecha 7 :Q (A) ——aH'(A,A), introducida

enla Observación 1.4.7, es un morfismo del complejo (Q'(A)pg) de
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De'Rham de A en (H_(A),B).

Demostración.- Hay que probar que, para cada n20, el diagrama

n
7/

Q“(A) ——> Hn(A)

ïd 1Bn+1
’47

Q“”(A) —> Hn (A)+1

conmuta. Sea w=aoda1Ada2A.../\dane Q"(A). La imagen ¡"(00), de w

por 7",es

7"(w)=(a oa )*(1®a )*...*(1®a )= z sgn(0')a oa o...oa
o 1 2 n o -1

aeSn o (1) a (n)

Aplicando B a esta expresión se obtiene

B(w(w))
n , -.

= X sgn(0) z (-1)m1@a _1 o...®a _ oa oa _1 o...®a 1
aeS 1=o cr (a) 0‘ (n) 0' (1) 0' (¡-1)

= X X sgn(a) sgn(1:) loa _1 _1 o...@a _1 _1 ,
O‘ESn 'CET cr 'C (0) 0‘ 'c (n)

donde T es el subgrupo cíclico de Srw generado por la permutación1

t de {0,1,..,n} que manda i en i+1 Vi<n. Como Sn+1es el producto
de S con T, la última expresión es igual a

n

X sgn(cr)1@a _ o...@a =(l®ao)*(1®a1)*...*(l®an)=7"”od(w)
S 0‘

1 -1
(TE (0) 0‘ (n)n+1

2.2.2. Observación: Cuando A es homológicamente regularw. es un

isomorfismo de (Q.(A),d) en (H_(A),B).

2.2.3 Definición: Se llama Homología de De'Rham-Deligne a la homo

logía del complejo total del complejo doble
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o lo o
2 d 1 d

D(A): (A)e———— Q (A)+———— A ,

lo
1(A)<—d—-— A

O

3’(——K)TK)(—'°°

cuya i-ésima fila es el complejo de De’Dhamtruncado

< _ dl-l __1 di-2 d‘l 1 dOQ"(A):Q‘(A)<— Q’ (A)<—...<— Q(A)<— A.

Es evidente que Tot(D(A))=<3(-l)iQs(A). En consecuencia,
120

__ n n-I n-2 n-4
Hn(Tot(íD(A)))-Q (A)/dQ (A)@HDR(A)oHDR(A)o...

2.2.4. Proposición: Sea A una k-álgebra conmutativa sobre un cuer

po k. La familia

u":(A®Á® —-——eQ"(A)) In20

formada por las flechas definidas inmediatamente después de la

Observación 1.4.7, es un morfismo de B(A)n en D(A).orm

Demostración: Comoya se probó que u0b=0, es suficiente ver que

dou=uob. Para ello basta observar que

dou"(a0@...@an)=d[—%T.aod(a1)A...Ad(an)]

_ 1n!.d(a0)/\d(a1)/\.../\d(an)

Y

n _ n _ ln - ' _
u oB(ao@...oan)- z ( l) loalo...oanoaoo...oalq]l=l
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1 “ n

=W[1)EI(-l)ld(al)/x. . .Ad(an)Ad(ao). . .Ad(di_1)]

=Tfi)—!.d(ao)l\d(al)l\. . .Ad(an)

=¿
n!.d(ao)/\d(al)/\.../\d(an).

2.2.5. Teorema: Si A es una k-álgebra homológicamente regular so

bre un cuerpo k de característica cero,

_ n n-l . n-2 n-4
HCn(A)-Q (A)/dQ (A)oHDR(A)oHDR(A)o. ..

Demostración: Se lo deduce inmediatamente del Lema 2.1.5. ya que

B(A) ————aD(A) es un cuasisomorfismo en cada columna.norm

En [C-G-G,53] obtuvimos la siguiente generalización del teorema
anterior.

2.2.6. Teorema: Sea k un cuerpo de caracteristica 0 y A una

k-álgebra homológicamente regular e ISA un ideal que localmente es

intersección completa. Entonces

[n/2] _21 '
HC (A): o H“ (Dn l=o (n-i) ),

donde los DE“ son los complejos de cocadenas

Q°(A) d Q‘(A) d d Q“(A) d Q’(A)
IJ 1Q (A) IJQ (A) I Q’ (A) IQ (A)

0—>

Demostración: Ver [C-G-G,é3].



3. LA RESOLUCION SIMPLIFICADA

3.1. Introducción

Sea A=k[X1,...,Xn]/<f1,...,fr>, con k un anillo conmutativo con

unidad arbitrario y f1“...,fr una sucesión regular en
k[x¡,...,xn]. En esta sección obtenemos una resolución libre R(A)
de A como un A°-módulo. Esta resolución resulta ser una

Ae-álgebra diferencial graduada conmutativa de manera natural.

Además definimos explícitamente un morfismo de álgebras

diferenciales graduadas h_:R(A) ——a(AoïGÏmqb’) que nos será util

en la siguiente sección.

Sea A’=k[xl,...,Xn]. Usaremosel desarrollo en serie de Taylor

T:A'——+A'e dado por T(P)=1oP-P®l y estudiado en [M-V]. También
usaremos libremente la estructura de A'—módulode A’e obtenida

haciendo actuar A’ sobre los tensores elementales por

multiplicación en el primer factor, i.e. definiendo a(b@c)=ab®c.

De la fórmula T(PQ)=PT(Q)+QT(P)+T(P)T(Q), se deduce fácilmente que

para cada PeA', T(P) puede escribirse como un polinomio en

A'[T(X1),...,T(Xn)], donde los coeficientes de cada monomio son
los mismos que los de la serie de Taylor clásica. Definiremos

ahora elementos de A’oA', que juegan respecto de la serie de

Taylor, el mismorol que las diferenciales en las direcciones de
los ejes cartesianos, respecto de la diferencial total.

3.1.1. Definición: Dado PeA(, llamaremos T3(P) a la suma de los

monomios de T(P) que son múltiplos de T(xj) y no los son de T(XJ
para ningún i<j, es decir, que dado j con lsjsn,

36



1 a k P ‘- ‘Tñ-PFE fvw“ J°"T(X>n
. j n J' ...ax"

J 1+1 n J n

3.1.2. Observación: Se verifican

a) Tj es k-lineal para cada j entre 1 y n

b) T(P)= z TJ.(P).'=1

3.2. La Resolución R(A)

Como antes, sea A=k[X1,...,Xn]/<f1,...,fr> con k un anillo

conmutativo con unidad arbitrario, f1,...,f una sucesión regularl"

en k[x1,...,xn] y sea A°=A®kA.

.Sea D(A) el álgebra exterior sobre Ae generada por el A°—módulo
e

libre Afefn..oAn y F(A) el álgebra de potencias divididas sobre

D(A) con variables t1,...,tr. Recordemos que el álgebra de
potencias divididas con r variables sobre un anillo D es el módulo

libre sobre D, con base tr1n..ttñ) (pfmo), provisto del
producto dado por

r

(l ) [típ1).. .t(pr)] [tíq1).. .tíqr)] = [p1+q1][t(p1+q1)...t(pr+qr)]I‘ Pk=1 k

Asignamos grado 1 a los elementos ei y grado 2p a tE“. Con
esta graduación, F(A) resulta una A°—algebragraduada conmutativa.

Definimos una derivación dQ de grado —1en F(A) por

(pq) ' _ n Ti(fj)
d2(tj) y d2(tJ)-¿————T(xi).e_.j l

d <e.)=T(X.), d (tïp’>=t
1 1 x 2p J
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Es claro que d_uL=0. LLamaremos R(A) al algebra F(A) con la de

rivación antes definida y R(A)ma su componente homogénea de grado

m . Es evidente que R(A)m es un Ae—módulolibre y que la familia

(p) (p). _
[ellnJ t11 ...trr .S,p1,...,pr20 y s+2(p1+...+pr)—m],S

donde por ei entendemos e_A Ael con lsiIS...sisn,1... 11... S S
una base.

3.2.1. Nota: Sean (xih<ifi‘ una sucesión de elementos conmutantes
de un anillo B y M un B-módulo. Llamamos complejo de Koszul de

(xi%s¡s_ con coefiCientes en bd y denotamos con Ig(M,(x¡h5isj al
complejo

(F) dm (¿1) dr-2 d1 (ï) do (6)0 —) M —) M —) ...—) M —.) M ———+ 0,

r

donde M(m)denota a la suma directa de [É] copias de M indicadas

por eirdm (15115...51msn) y, para cada üeM, dm_1(19.eiluJrn
)

3.2.2. Nota: Es claro que el álgebra exterior D(A) , junto con la

derivación que aplica ei en T(xi) para todo i entre 1 y n, es el

complejo de Koszul K.(A°,(T(xl))lslsj. También lo es, que R(A)
n T.(f.)J ed)

¡51 T(x¡)
se obtiene a partir de D(A) matando los ciclos .eeA

l

con el método dado en [T].

Ahora vamos a demostrar que R(A) es una resolución Ae—libre de A.
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3.2.3. Lema:El morfismo de álgebras diferenciales graduadas

5.2K.(All(fl,...f ,f ,...,fr)) ——-)K_(A,(fl,...,fr) ,

dado por

el si isr
51(e1)= . .0 ¡Sl i>r,

induce un isomorfismo en homologia.

Demostraión: Sea B el complejo doble

0 0 0 0

l l l l
Mr'o<— Mr'1<—— <— Mr’r_1<— Mr’r<— 0
l l l l
Mr-1,0(-— Mr-1,1(_ ° '(— Mr-1,r-1<_—Mr-1,r<_ 0
l l i l

l l l l
M1Ñ+———— MlJe———— e——— Mhrqe———— MLre———-0

l l l l
M0’0<————M0,1<-—— <—- Mo’r_¡<— Mo’r<— 0

cuya entrada Mpq es A'(p)@A'(q) y cuyas flechas horizontales y
verticales son inducidas respectivamente por las del complejo de

Koszul K_(A',(f1,...,fr)) y por (-1)p veces las del mismocomplejo

de Koszul. Comof1,...,fr es una sucesión regular, la flecha

É_:Tot(B“)—> K_(A,(f1_,. ..,fr)),

dada por
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es un cuasi-isomorfismo. La prueba se termina observando que hay

un isomorfismo canónico K.(A',(f1,...,fr,fl,...,f )) -——+Tot(B )r I.

tal que

K_(A’,(f1,...,f ,f ,...,fr)) ———> Tot(B”)

K(A',(f1,...,f ,f ,...,fr)) ——>K (A,f1,...,fr))

es conmutativo.

3.2.4. Lema: La homologia del complejo K.(A°,(T(Xl)h5lfij) es

Hm<K(Ac/(T(x¡))1sisn))=Ae(m) si osmsr

H (K (A°,(T(x )) _ ))=0 cuando m>r.rn ’ i 1515n

n

Además, 1®1eAe(°) es una base de H0(K_(A°,T(Xi)rq<n)) Y

n Ti(fj) n Tl(fj) r
[X—T(X_)1 ei]A.../\[ e! ¿Ae(m)¡(15j1<”.<jmsr)¡:1 l ¡:1 ¡

e
es una base de HmfiK.(A,(T(X¡)hslfij).

Demostración: Como T(X_)1q< "es una sucesión regular en A'e, el1 ——n

complejo
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donde

(n) d_1 (91)d_2 d ¡ix d0 n0-6 A'°" —2—+A'°“ —¿L—>...—¿—aA’°()-——a A'°“”_s o

es el complejo de Koszul K.(A”°,(T(xl)hs¡fig y u está dado
poru(a@b)=ab, es una A'e-resolución de A’. En consecuencia

H.(K.<Ae,T<xl>,Slsn))=H.<K.(A'e,<T(x¡))¡5,5n))e> A°>,e
,e

=TorÏ (A',A°y

Así, para calcular esta homologïa, podemosusar la A'e-resolución

de Ae

é 1 (2rn ¿‘2 i e(Í) á (J) nd r- e É- d r- d 2 d—> ...-—>A’ ——-)A’e ——>Ae,
2r

o—+A‘(”)____+A

consistente de K_(A'°,(f1®1,...,fr®1,1@f1,...,1@fr)) y de la
g) nproyección canónica A'e( ——+Ae.

Consideremos el diagrama de cuasi-isomorfismos

KÏ(A' ,(T(x¡))lsi5n))@Aler(A' ,(flol,...,fr@1,1@f1,...,1@fr)),
1

W.llll \
A'oAIeK_(A’°,(f1®1,...,fr®1,1®f1,...,1®fr))

K.(A'°,(T(x¡))lsjsn)>® A° ‘0, e

41



donde g. es el morfismo definido en 3.2.3) y mi, wÏ, wi y pÏ son

las aplicaciones canónicas. De este diagrama se sigue que,

Hm(K <A°,<T<X,)>ls.sn>)=A°"“) si Osmsr

Hm(K_(A°,(T(X¡))15¡sn))=0 cuando m>r

Como p.=EÏop:ow_ y w%wéw.son¡norfismos de álgebras diferenciales

graduadas, para terminar la demostración es suficiente notar que

a=(1®1)®(l®1)eA'°@ A'e
A'°

es un ciclo de grado cero de

le ,e
K_(A ,(T(Xi))lslsn))@A’eK.(A ,(f1®1,. ..,fr®1,1@f1,.. .,1®fr))

tal que

wo(a)=1eleA° y poka)=1eA;

y que similarmente,

+I‘BJ=(1@1)@(eJ—ej )

n T

+2 T(x¡)
ï' r;

e®(1@l)e A'°@ A'°( )]@[A'°( >®i=1 l A'e AIeA'e] (lsjsr)

es un ciclo de grado uno de

le ,e
K.(A ,(T(Xl))1Éisn))@AleK.(A ,(f1@1,. ..,fr@1,1®fl,.. .,1@fr))

tal que
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W(B = i --Líí¿l e ®(1®1)6A°(?) 3 )=e A(Ïr)
.1 J) ¡:1 T(X) 1 Y w1(j Je .

3.2.5. Lema: Sea Osusr y R"(A) el complejo

u u u
cl‘l d2 dl du m- u m- u———->A—>A —> ——)A———)A,

m m-l 0

donde A: es el Ac-módulo libre con base

) ( )...t pu( ) ( )e tpl ...t pu=e A...Ae t“):
l i 1 ui...i 1 u

1 s 1 s

(lsils...sissn, s,p1,...,pu20 y m=s+2(p1+...+pu))

y, conveniendose en que tï)=0 si p<0,

S
u (p) (p) k+1 A (p) (p).. = - +d (e H t11 tuu) Z( l) T(Xi )el“i “it11 tuu

1 s k=1 k 1 k s

u[n)
1

J (p) w. (p)
Z T(x) ekAeiAH_/\eit11...thl ...tuu].k=1 k 1 s

Afirmamos que

Hm(Ru(A))=A(rT1 ) si osmsr—u

Hm(Ru(A))=0 si m>r-u

n

Además, 1oleA°(°) es un generador libre de H0(K'(A°,T(Xi)l<i<n))
y los elementos

n
T (f.)

n 1 J r-ul . m e(m) <. .<
¡El T(xif" ei]A...A[iÉ;fiïíï:ï—— ei EA (1+u_]1<...<3m-r),

Ti(fj)

son generadores libres de Hm(K.(A°fT(Xihsis9) V m con lsmsr-u.
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Demostración: cuando u=0 se lo deduCe inmediatamente del Lema

2.2.4. Supongamosque la aserción es verdadera para u y que u<r.

En este caso, R"”(A) es el complejo total del complejo doble

id" 1d" 1d" r"3 2 1 O

c1" dh d“
Au 3 Au.t(1) 2 Au.t(2) 1-’ Au.t(3) I3 2 u+1 1 u+1 0 u+1

du 1d" du
2 1 0

1 d: (1) dí“ (2)Au<—— A".t <— A".t
2 1 u+1 0 u+1

ía" d"1 0
hd

u 1 u (1)
A1 e———————Ao.tu+1

0

LI

A0

+1)donde dth" .t(p ——> A".t(P) está definido por
rn m-1 u+1 m u+1

dl:(el it:p1)...t¿pu)tlï:1)))=1... s

n .___‘(fufl) (p) (p) (p)
’ T02) ’eaAeit1‘°°-tu " tu“ <S+Z(P1+u-+pu)-m—1>=1 1 s

Usando la hipótesis inductiva se ve fácilmente que el segundo

complejo j, obtenido calculando primero las homologías respecto
adu y luego respecto a dh, es

e(rïu) . ._ .A Si 3-0 y 0515r—u—1

"J 0 en otro caso,

n

y que 1e1eA°(°) es un generador ‘libre de E20 y los elementos

44



E Tk(fj1) E Tk(fjl)————————e A...A e
k=1 T(Xk) k kzl T(Xk) k

e(rïu) . .
eA (1+u531<...<315r),

. 2 . . .

son generadores libres de ElJ Ahora, la teSis se Sigue inme
diatamente.

3.2.6. Teorema: R(A) es una resolución Ae-libre de A.

Demostración: La tesis se sigue inmediatamente del Lema 3.2.5 ya

que R(A)=Rr(A).

3.3. Construcción de h_

Ahora vamos a construir un morfismo h_:R(A) ————a(A@K®cA,b’)

de álgebras diferenciales graduadas conmutativas.

Para definir h. necesitamos varias propiedades del producto

barajado, que fueron estudiadas en [Bach, Sec. 2].

:P
3.3.1. Definición: Dados a=aoa1@...®ap@beA®A.oA y B=aoa “o...p

_®qoa ®b1A®A oA, definimos
pm

“DB: ngn(0)aa'®a ®...®a ®bb’,
, _0'

1 -1
(1) 0‘ (p+q)Puq

donde Bpfl={0€qu:0(l)<0(p+1)}={GEqu:G(1)=1}.

3.3.2. Nota: Se comprueba inmediatamente que el producto "o" tiene

las siguientes propiedades:

pq -®p" -@qa) a*B=aoB+(-l) Boa aerA oA, BEAGAeA
pp_ _ 23 ¿fi,':

b) (aloa2)oa3—alu(a20a3)+( l) alo(a3oa¿) aierA cA
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c) 80(a*eo(B))=co(a)oco(B) aeA®Á®p@A,BerÁquA

p
3.3.3. Definición: Dado aeAdÑDGA,definimos a”) para n20 como

sigue:
ma )=1,

(n+1)= (n)a (IDC!

2P
3.3.4 Proposición: Para cada aerïe oAvale ueq

w) (m_ n+m-1 mmn
a) a oa - n_l a

b) ahh)*a(n)= [n;m] a(n+m)

Demostración: a) La haremos por inducción en n+m. Para n+m=1 es

obvio. Sppongamos que a) vale para n+m. Entonces, dado que por

la Nota 3.3.2.b) es

(m) n) (m)( 1) () (a"H n )na")+an(a na ),(n) _a -(aoa

se tiene

am+nnaun= n+m-1 + n+m-1 anwm4)= n+m-1 + n+m-1 (an)m-l n-1 m-l m a

= n+m a(n+m)
m .

(m)b) Se sigue por cálculo directo ya que a *a(m
(m) (n) (n) (m)

3.3.5. Nota: El producto en AQÁGinducido por o será denotado por

el mismo simbolo. Este producpo tiene las mismas propiedades que
el de AeïG eA.
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3.3.6. Definición: Sea h_:R(A) _—> (AefeA,b') el morfismo de

A°—álgebrasdefinido por

h1(el)=-1@xlol (lsisn) ,

n ’Tluïj) i
h2(tJ)-Co[lÉIW- (1®Xl®1)] (15351“),

(p) _ (p) <.<h2P(tj )-(h2(tJ)) (1-3-r).

Para probar que h. es un morfismo de A°—álgebras es suficiente

comparar las fórmulas b) de la proposición 3.3.4 y (1) de 2.2.

Resta ver que h-_lod_=b’oh.. Puesto que d_ y b_ son derivacio
nes, para probarlo es suficiente verificar la igualdad sobre los

) . .

generadores ei y tgp . Para los el’s esto es inmediato. En efec
to:

b’oh1(ei)=b' (-1oXí®1)=T(Xi)=d1(ei)=hood1(ei).

Demostraremos que h__1od_(t;p))=b'oh_(t;p)) por inducción en p.
El caso p=0 es trivial. Por la nota 2.3.2.c) tenemos:

(p) n Ti(fj) (p-1)
€o°h2p—1°d2p(tj )=co°h2P-1[¡)=:1 T(X¡) 'eitj ]

n T f )i ' * (-) _ -)
=CO[[iï—-,ITÜ.(1@X|®1)] p1]—h2(tj)fl(h2(tj))(Pl=1 1

_ (p)
—(h2(tj)) .

Por hipótesis inductiva sabemos que

b'oh ed (tÏp))=h
2 -1 2p J

od od (t‘p’)=0.
2p-2 2p-1 2p j
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Asi que,

' o (P) = ' o o o (P) = . — o ' o o (p)b h2p(tj ) b co h2p_1 d2p(tJ ) (1d co b ) thq d2p(tj )

_ o (p)-h2p_1d ZSt j ).



4. CALCULO DE LA HOMOLOGIA Y COHOMOLOGIA DE HOCHSCHILD

4.1. Introducción

Sea A=k[xl,...,Xn]/<f1,...,fr>, con k un anillo conmutativo

con unidad arbitrario y f1,...,fr una sucesión regular en

k[x“...,xn]. Asumiendo que A es playo sobre k calculamos la ho
mologia de Hochschild H.(A,M), de A con coeficientes en un

A-módulo M considerado como un Ae-módulo a través de la multipli

cación u:A{———+A. Cuando 1k es proyectivo también obtenemos la

cohomologia de Hochschild H'(A,M)

4.2. Cálculo de 1a Homología y Cohomología de Hochschild

Tensorisando la resolución R(A) con M sobre Ae y usando la i

dentificación Moe(AokA)=Mbajo la cual (aea’)m=aa’m, obtenemos
A

complejo

— . — m-l — m-2 1 — O —R(M)....—>M——>M—>...—>M—>M,

donde Ñmes la suma directa de copias de M indexadas por la fami
- ( ) . .lia e_ _t ...t ñ-, con 151 5...51 sn, s,p ,)...1 1 r 1 s 1 ...,pr20 y

m=s+2(p1+...+pr); y conveniendose en que tï)=0 si p<0,

r

= 2.0 Ae t(pl) t(pj-l) t(|)r)' j i..J 1 "' j "' r ’
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El morfismo h.:R(A) —> (Aeïe’®A,b’) definido en la sección

3.3 induce un cuasisomorfismo TL:É(A) ———+(A®Á®ID),de álgebras

diferenciales graduadas conmutativas, dado por:

Em(el lt:F’1’...tlf"r’)=(—1)s(1e>xl)*(1@xl )* ...*(1@xl)1"'s 1 2 s

(pl) (pr)
*(h2(t1)) * ...*(h2(tr)) ,

11 ldonde, si f =f X ...X'D
J Jl i 1 n1...“

i-l
n S

H t = E E f2( j) Jl i
¡1,12,...,1n s=1 k=0 ¡"'n

l-k-1 1+1 l 11 1-1 k.xs .xs ...x "GX...xs .x®x
s s+1 n 1 s-‘l s s

4.2.1. Nota: El complejo É(M) se descompone como suma directa

É(M)= e ÉP(M) de los complejos

p p

Rp(M):0—>Ñp—fi>Ñp L
2p 2p-1

ap p
2- 1 — 2- —

pn+ Mp p n E Mp o,2p-n+1 2p-n

donde

(n) ( ) ( )SMp =e M tpl...tpr,
2p-s 3' 1 r

2p_s I p

con var&p= {p1,...,pr20:p1+..,+Pr=p_s}l Y

Pap :3 _
2p-s 2p-s I M2p-s
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En consecuencia, Hm(A,M)=gmHm(ÉP(M)), donde Um={peN:m/25psmin(m,

(m+n)/2)}

4.3.2. Lema: Hm(ñ"‘(M))= Qm(A)®AMpara osmsn.

Demostración: Se sigue por un cálculo fácil que

l'l'l

Hm(ñ“‘(M))= coker(Ñ:H—> Mm)

,+pr:
( 91) ( ) ( ) n

= coker[ G M m t P1 ...t pr ——+M(m)]p1+.. 1 1 r

n
= coker Q A(m-1)t(P1)...t(pr)

p1+...+p =1 1 rr ®M —> A(3)@ M]A A

n (3) n

= [A(m)A(n)]®AMM, [A(m)A(")/<df1,...,dfr>]@AM,

donde.

A(")-l9 A‘“’/<df1,...,df >r

es la proyección canónica. La demostración se termina notando que

91<A)= H1<A)= Hl(ñ1(A>

n
= coker c At(ñ)...t(ñ)——a A(1)

p1+...+pr=1 1 r

= A‘")/<df1,...,dfr>,

porque a:(tj)= dfj.
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4.2.3. Notación: Sea Mun A-módulo, qu y

U= [Ua.B]lsasr,lsBsn

una matriz con valores en A.

a) Denotamos con KP(M,U) al complejo de Koszul generalizado

definido por

P P

KP(M,U):0 ——>K:P_2P—">Kgpflï,
P P
2 - +1 2 

___JLJL_¿ KP ___E¿L9 KP __¿ o,2p-n+1 2p-n

donde

( n ) ( ) ( )-SKp =© M“ tpl...tpr,
2p-s ’J 1 r

ZP‘Sy P

con warïp= {p1,...,pr=0:p1+...+pr=p-s}, y conveniendose en
tm)=0 si p<0,

que

p (p) (p)
d2p_s(«c>.e1 t11 ..tr )1 n-s+1

r n-s+1 kn ( ) ( _1) ( )= X X (-1) U.. 0.6 A t 5 ..t Ü ..t H-.Jvl 1..1 .. 1 j r
J=1 k=1 k 1 k n—s+1

b) Denotamos con KP(M,U) al complejo de Koszul generalizado
definido por

de-l 2p-2
2 2 —1K(M,U):0—>K"L—>Kp P——> .

p p p"

ci2p-n+‘l '2p-n
2 - 2 

v K p n*1 P K P n 0,
p P
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donde

n2KPs=e M(s)t(p1)...t(pr),
P 7 1 r29-S.p

con 7 _ = p ,...,p ¿Ozp +.,,+p =p_s l Y2p s,p 1 r 1 r

4.2.4. Nota: cuando M es reflexivo, Kp(M,U) y KP(M,U) son los com

plejos CP(U)y c;(U) respectivamente de [B-V,capitulo 2].

4.2.5. Nota: Sea A=k[x“...,xn]/<f“...,fr>, con k un anillo con
mutativo con unidad arbityario y f1,...,fr una sucesión regular en

k[x1,...,xn], M un A-modulo y U=[Ua'B:|lsasrllsfisn la matriz defi
3+1

nida por Ua’B=(—1) (afa/axB). La familia

2p-s 2p-s

donde

go (19 e t‘p’ t(pr)) = 19 e t‘P’ t‘P)
2p-s 1 .i 1 r i' ' 1 r1 s n-s

., ., . . ., ., _ . _(con lSll<. ..<in_ssn y {ll,...,ls}n{ll, ...,ln_s} - o) es un lSO
morfismo de íp(M) en KP(M,U).

4.2.6. Teorema: _Sea A=k[x1,...,xn]/<f1,...,f >, con k un anillo

conmutativo con unidad arbitrario y f1,...,f una sucesión regular
‘ F

en k[X1,...,Xn], M un A-modulo y U=[Ua'f3]hair/15,3En la matriz

definida por Ua B=(—1)B+1(afa/ax8). Supongamos que A es playo
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sobre k y consideremos a M como un AÏ-módulo usando el morfismo

u:Aï——aA. Se tiene:

1) Si msn,

Hm(M,A) = [ o H (ÉP(M))]G(Qm(A)®AM)m(m/2)5p<m

= [ o H (Kp(M,U))]o(Qm(A)@AM)(rn/2)Sp<m m

2) Si m>n,

H (M,A) = o H (i'm/1))
m (m/2)Sp<m+n)/2 m

= o H (KP(M,U))
(m/2 ) Sp<m+n)/2 m

3) El producto barajado de H_(A)está inducido por

¡P x ¡P’ _—> ¡WP’.
2p-s 2p’-s . 2(p+p')'-(s+s')

(e t‘P1)...t‘Pr’),(e t‘Pi’...t‘pL’)1...1 1 r j ...j 1 r
1 s 1 s’

(p+pW (p+pWr—>(e__Ae. 'tl‘l...trr.
1 ...1 J ...J 1 r

1 s 1 s’

AC
Demostración: Como A es playo sobre k, H_(A,M)=Tor. (A,M). En

consecuencia H_(A,M)=H.(R(A)®eM)=H_(É(M)). Asi, 1) y 2) se si
A

guen inmediatamente de la Nota 4.2.1, el Lema 4.2.2 y! la Nota

4.2.5, y 3) vale porque H_es un cuasisomorfismo de álgebras dife
renciales graduadas.

4.2.7. Teorema: Sean A. y M como en el Teorema 3.2.6 y sea U

U=I:Uou3]lsasrllsfi,sn la matriz dada por Ua'B=(afa/ax8). Supongamos
que A es proyectivo sobre k y consideremos a M como un A°—móduloa

través del morfismo u:A{——aA. Se tiene:
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l) Si msn,

H“(M,A) = o Hm(K (M,U))
(m/2)Ep5m p

2) Si m>n,

_ m
Hm(M,A) - o H 1(KP(M,U))

(m/ 2 ) 5p5m+n)/2

Demostración: Como (A@Á®}Aqb')es una resolución proyectíva de A

como Ae-módulo, Hm(A,M)=Extme(A,M)=Hm[Home(R(A),M)]. Por otraA A

parte, M y HomA(A,M)son AF-módulos isomorfos, donde la acción de

Aces definida por (aob)m=abmy [(aob)f](x)=f(xab) respectivamente.

Entonces,

Hm(A,M) = Hm[HomAe(R(A),M)]

= Hm[HomAe(R(A),HomA(A,M))]

= Hm[HomA(R(A)@AFA,M)] = H“[HomA(ñ(A),M)]

:pÏOHm[HomA(íp(A),M)]

La demostración se termina observando que HomA(Ép(A),M)es isomor

fo al complejo KP(M,U).



5. CALCULO DE LA HOMOLOGIA CICLICA DE HIPERSUPERFICIES

Sea k un cuerpo de caracteristica cero, A una k álgebra homoló

gicamente regular y P un elemento de A que no es divisor de 0.

Para cada r>0 denotamos con A a A/(Pr>. Queremos calcular la
I‘

homología cíclica HC_(A¡)de A1. Por el Teorema 2.2.6,

[n/2] n-2l '
HCn(A1)=1S>OH (D )(j)

donde los Dzj son los complejos de cocadenas)

QO(A) d 91(A) d d Q“(A) d 95m)
——a —————————a...——a ————————-—a ———-——— —+0-) +1 0 1 2 '-1

pJ o (A) PJQ (A) P QJ (A) PQJ(A)

con d el morfismo inducido por la diferencial de De'Rham. Además

s:chu\) ——+HCWQ(A1)esfá inducida por la suma directa de las
' 1 ' I I I _ _proyecc1ones canonlcas n :D ——+D A51, solo nece51tamosu) u-n'

calcular las homologïas H}*(DL)) para Osrsj. Usaremos libremen
DNA)

P'Q’(A)+dPrQi'1(A)
te que Qi(Ar)

5.1. Lema: Para OErSj sea D(jr) el complejo de cocadenas

0+ 9°“) 9L) 91W 9.)...
Pr+IQO(A) Pr+1QI(A)+dPr+IQO(A)

9-) Qj-r(A) d_> Qj-¡-+1(A) 9-)
PI‘HQj-r(A)+dPr+IQj-r-1(A) Per—r+1(A)

5-1 ' J
d_) Q (A) L Q(A)

2 ' ' e 0’p Q"‘(A) PQJ(A)



que es igual a

d j-r-fl
0-) 9°(AM) —> 91(Ar d d d LLAL+1) QJ'r(AH1)_> HHpro (A)

J-l J
d .._ d d 2 ;ÏA) d Q (A) a o.

P Q’ (A) PQJ(A)

La proyección canónica nzr: :”——aDL H induce un isomorfismo
J-r ' j-r

de H (D(D) en H (DU r)).

Demostración: Sea NLH el nucleo de nzr Un cálculo directo

muestra que Nr ) es el complejo de cocadenasJlr

o Pr+IQO(A) d Pr+IQI(A)+dPr+IQO(A) d
P“Q°(A) PjQ‘ (A)

d Pr+IQj-r-1(A)+dPr+IQj-r-2(A)
r+2 j-r-l

P Q (A)

¡”1 J'r r+1 J-r-l
—Éa P Q (A)+dP Q (A) —e 0 —a...—a 0.

Pr+1Qj-r(A)

La sucesión exacta larga de homologia asociada a

TT I
N _ —> D ——) 0(J,r) (j) (j.r)

es

.—> Hj'r[N'. ]—> H“[D'_ ]——> Hj'”[D'_ ]———>o.(J)

La demostración se termina notando que Hj'r[Nr r)]=OJ.

5.2. Lema: Para 0<rsj tenemos

a) La intersección Prer(AH1)nerrfl(Arn) está incluida en
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j-r ' ' .
H '[LU)], donde LU) es el complejo

j o J-l 1 j-l j
P Q (A) d P Q (A) d ... d PQ (A) d Q (A)

P“‘Q°(A) PJQI(A) PZQJ"(A) PQ’(A)
0-9 —+0

del Teorema 1.4.9.

b) La homologia de De’Rham IfiJXAr) de Ar es un subespacio de
J-r '

H [num].

Demostración: a) Para r=0 la aseveración es trivial y si riO

Per'r(AH1)nde"-'1(A )r+1

(PMQWA)+deÏr'1 (A)+dPr+19j'r"(A)]nPer'r(A)
P“ 1QJ‘WA)+c1P"“QJ""(A)

que claramente está incluído en

= H"'(L (j)r+1 j-r r+1 j-r-l r j-r+1P Q (A)+dP Q (A) PQ (A)

r J-r r-l j-r+1

ker[ P Q (A) d Ï___9____Lfil ).

b) Supongamos que 1<r<j. En este caso

u-n (j-1,r-1)Hj-r[D' ]=H(j-1)-(r-1 )[D- ]

{wer_r(A):dwePr'IQj_r+1(A)}
Per'” (A)+doj"'1 (A)+dPer'r_1 (A)

er“'j(A) :dwePer'HI (A)+dp"Q""(A)}_HJ'WA H“ . .
D“ r Pro“(A)+dQ""'1(A)+dprQJ""(A)

Ahora el resultado es obvio. Los casos r=l y r=j son análogos.
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5.3. Lema: La imagen del morfismo

HJ"[D' ] ——lí—+ H"'[D', ](j) (J-I)

inducido por la proyección canónica

n':D' —> D. ,
(j) (1-1)

es Há;r(Ar) para cada r con lsrsj.

Demost ra ci ón .- Dado que

Hyr[D' ]= kr[ - ]_ {ueQJ'r(A):dueprnj'r”(A)}(j) (j,r) r+1 j-r j-r-l r+1 j-r-lP Q (A)+dQ (A)+dP Q (A)

Y

HHH )_{weQJ'r(A):dwePrQJ_“1(A)+dPrQJ'r(A)}I

DR r Per-r(A)+de-r-1(A)+dPer-r-1(A)

es claro que Im(ï)sHá;r(Ar). Nosotros probaremos ahora que vale
la igualdad. Sea weQJ'r(A) tal que dwePer'r”(A)+dPer'r(A).

Existen wier'rflkA) y wzer'r(A) tales que dw=Prw1+dPru2. Se

comprueba fácilmente que la clase de w-Prw2 en ¡{H-[Dm] es un

elemento cuya imagen en H¿;r(Ar) es la clase de w.

5.4. Teorema: para cada jzo se verifica:

. . QJ<A>
a) HJ[D_] =______É__‘J’ dQJ"(A )

j-r ' _ j-r r j-r+1 j-r
b) H [D(j)] - HDR(Ar+1)® PQ (Ar+‘l)ndQ (Ar#1)]

E-r '
H (L(j))

= H¿;F(Ar)CPer-r A (ij-r-1(A )( r+l)n r#1
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c) Sea 0<m<m. Si Qt(A)=0 vt>m, HÏT(D;)=0 vj—r>m y Hm(D:)
_ m
_HDR(Aqu1)'

Demostración: a) Se sigue inmediatamente del Lema 5.1.

b) Como

QJ’“‘(A)
r+1 j—r+1 r+1 J-r J-r+l

QJ-r+1(A) _ P Q (A)+dP Q (A) = Q (AM)

Per-I'+1(A) Per-r+1(A) Per-r+1(Ar+1)
Pr+IQj-r+1(A)+dPr+IQj-r(A)

se tiene

. Q"'<A 1) 9"'”<A >Hj_r ]:er __) .
(j,r) de—r-1(A ) Per-r+1(A )r+1 r+1

Aplicando ahora el lema de la serpiente al diagrama

Q"’(A 1) Q"'(A 1)
0 > o ' 1r+ ' 1r4' 0dQ"" (A ) dQJ'r' (A )r+1 r+1

r J_,.,1 j_r+1 QJ-r+1(Ar+1)
0 ——>P Q (Ar+1)—) Q (Ar+1)—> —->0

P Q (AM)

obtenemos la sucesión exacta corta

j-r j-r ' d r j-r+1 j-r
o—> HDR (AM) —> H [num] —> PQ (AMmdQ (AM) —>o,

donde d está inducida por la diferencial de De’Rham. En conse
cuencia
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J-r ' =J-r '
H [Dm] H [DW]

=j_r ' r j_r+1 j-r
HDR(AH1)o1[PQ (Ar+1)ndQ (AHI)].

Probaremos ahora la segunda igualdad. La sucesión exacta larga de

homología asociada a

————+DL-—JL4 D' -——e o
0 —-—a L.u ) u-n)

es la sucesión exacta

.——>H“"[D' ] ——>dH“[L'_] —> H"'[D' ]u-n (J) u)

(j-l)——>Hj'r[D (J)]_>H“[L]
en la que d es la flecha inducida por la diferencial de De'Rham.

Por el Lema 5.2 la imagen de í es HD:T(AF) y

j-r-l ' _ - r j'l‘ J’T‘Ï
d[H [D(j_“]]_dl[PQ (Ammdg (AJ)

_ r j-r j-r-l
-P Q (Ar+1)ndQ (Ar+1).

Esto termina la prueba.

c) Se lo deduce inmediatamente del Lema 5.1 y de la

hipótesis porque Qt(AH1) es un cociente de QL(A).

Sea ahora K. el complejo de cocadenas dado por

K: o __, M g, EL)? dP, 02m dps93(A) dp
PQ°(A) PQ‘(A) PQZ(A) PQ3(A)
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donde dP designa al morfismo dP(w)=dP*w. Sea Kb) el subcomplejo
de K' definido por

l

{K‘ si isj
K =

(J) 0 si i>j

ComoP no es un divisor de 0 de:A y QS(A) (sal) es playo, la fami
lia

j-ss _ 1
I ÓJ(ÜJ)-(J_S)!.P o.)[ s: gsm) pJ'stm) ]J msm) PJ'S”QS(A) osss,

(j’)es un isomorfismo de K. en L' )=H1(K'), 1 - _ 1
U) (j). A51, H (LU))-H (L

para todo i<min(j,j').

5.5. Proposición: Sea 520. Si Ht(K')=0 V t<s,

J'r l = J-r = J_r . = = J_r .- _
H [DUJ HDR(AN1) HDR(Ar) HDR(A1) V 3 r<s 1

HS"[D' ]=Hs"(A ).(j) DR j—s+1

Demostración: Basta ver que

H"r[D' ]=Hj'r(A ) si r>t y j—r+1<s(j-t) DR r-t.+1

Y

j-r ' = j-r . ._
H [D(j_u] HDR(Ari) Sl r>t y 3 r<s

lo que puede deduqirse inmediatamente pues, por el Teorema 5.4 es
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por el lema 5.2 vale qqe

r-t J'r+1 J-r J-r*1 '
[P Q (Arán )ndQ (Ar_t,1)]SH [Lu-un] '

y, por la hipótesis

J-r+1 ' = j-r+1 ' = . .
H [L(rtu)] H (K ) 0 Sl r>t y 3 r+1<s,

Hkr[Lh_U]=HÏW(K')=0 si r>t y j-r<s.

5.6. Teorema: Sea OsssmSm. Supongamos que Ht(K')=0 V t<s y

Qt(A)=0 V t>m. Entonces

Q"(A1) h’-1 n_a
ch(A1)=——————————@ 9 H (A )

dQ"'1(A1) ‘

1=h’

[n/2]l n-21+1 n-21 n-Zl

©[P Q (Al+1)ndQ (Al+1)]] o[.o HDR (A¡)]

H (L(n-i)) (“/21 n-2i

CPiQn—2i A don-¿P1 A ) Q lgVHDR (Al) ’( l+l)n ' ( lo]
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donde h=max[1,[(n-m+1)/2]] y h'=max[1,[(n-s+2)/2]]. Además,

a
V

. . _ n-21 _ n-2i = = n-2!
SJ. 1>(n s+1)/2, HDR (Ah1)—HDR (Al) HDR (A1).

b) Si n-m es impar y n-m22, el término de 1a primera igualdad

correspondiente a i=h es HLÁA ).
l

(n-m+2)/2

[n/2] 2_ _
Demostración: Recordemos que HCn(A1)=¡90H""(DÜF“) (Teorema
2.2.6). Por el Teorema 5.4 tenemos

, WAI)
1) Hn(D())=____ÏT____

" dQ" (A )

n 2i ' _ n-21 l n-21+1 n-2l
2) H (D(n-i))_ DR (Al+1)o[PQ (Al'4>l)ndQ (Ai+1)]

-21 I Hn-2l(L: )
=H3R(Ai)oli n-2i n_l1112i-1 Si

P Q (Ah1)ndQ (As+1

Y

0 si n-2i>m
n-21 ' _

3) H (thH)_ _m
H" (A ) si n-2i=m.

DR ¡+1

y, por la Proposición 5.5, se verifica

4) Hn-2¡(D' FES?!(AMFHEÏRAR;.=H:;2¡(A1) si n-2i+1<s(n-i)

n-2i ' n-2i . .= (A_) Sl n-21+1=s
l

Para mostrar que valen las dos expresiones de HC(A1) enunciadasn

arriba debemos ver que
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0 si 0<i<h
4):

H (A!) sa izh’

Esto se deduce de 3), 4) y 5), porque i<[(n-m+1)/2] si y solo si

n-Zi>m, e i=[(n-s+2)/2] si y solo si n-21<s. Terminaremos esta

demostración verificando a) y b). La primera aserción se sigue

inmediatamente de 4) yr la segunda puede deducirse de la última

igualdad en 3)

5.7. Nota: Cuando s=m—1,el teorema 7 se reduce a

Qn(A1) n-2 n-4 .
HC (A1)=————:T————@HDR(A1)®HDR (A1)@... Sl nsm

“ dQ“ (A1)

HC (A )=Hm [A ]@Hm;2[A ]@H“'4(A )@H“'6(A )@...n 1 DR (n-m+2)/2 DR (n-rn+2)/2 DR 1 DR 1

(n-m)/2 m
P Q (A )

=Hm [A ]C (n-m+2)/2 oDR (n-m)/2 P(n-m)/ZQm(A )nde-1(A )(n-rn+2)/2 (n-m+2)/2

m-2 m-4 m-ó .... +
eHDR [A(n_m+2)/2]@HDR (A1)oHDR (A1)© Sl n>m y n m es par

HC(A)=Hm-1[A ]®[P(n-m+1)/2Qm(A )n 1 DR (n-m+3)/2 (n-m+3)/2

¡11-1 m-3 m-5
ndQ (A(n-m+3)/2)]@HDR (A1)® HDR (A1)@"'

m-l '
=Hm-l _ A H (L((n+m-1)/2)) A

DR (n-m+1)/2 P(n-m+1)/;Qm-1 m-2(A )(A(n--m+3)/2)ndQ (n—m+3)/2

m

GH -3(Al)3Hm'5(Al)e...si n>my n+m es impar
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5.8. Ejemplo: Sea S un subconjunto multiplicativo de k[X1,...,X ],m

PeAun elemento no inversible y A=s“[k[x“...,x Ü. Si s+1 elem

mentos de {P,g%-,...,g;—} forman una sucesión regular, las hipóte
1 m

sis del Teorema 5.6 se verifican. De hecho, sea K_í%—,[g;—] 15 i ISlEm

el complejo de Koszul

A<¿—@A.e<—6—-o A.e‘e<—6—o A.e“e*e<—í—...
1 1 i 1 1 j 1 1 j kISISm 15i<j5m 15i<j<k5m

donde 5(e¡)=g;- (15ism). Un cálculo inmediato muestra que la fa
1milia

t t

Qt(A) W \ Q AleJ A.. .Aej I
PQ (A) 15j1_<...<1m_t5m 1 m-t OEiSm

definida por

X js+m-t

<pL[Q.dXi‘...‘dxl]=(-1)S=1 Q.e Anne1 t

[lsj1<...<jm_tsm ]y jhzih_ Vh,h'

es un isomorfismo de K_ en K_ A ,[ÜPPA axi ] . Ahora es obvio que¡Slim

las hipótesis del Teorema5.6 se satisfacen.

Consideremos ahora el siguiente caso particular: s=m-1 y S={1}.

En estas condiciones de4(Ai)=Qm(Ai) Vizo. De donde se sigue que
si n>m y n+m es par
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(n-rn)/2 m

P Q (A(n-m+2)/2) _0
(n-rn)/2 m m-1

P Q ( (n-rn+2)/2)ndQ (A(n-m+2)/2)

y si n>m y n+m es impar

(n-m+1)/2 m m-I
P Q (A(n—m+3)/2)ndQ (A(n-m+3)/2)

_ (n-rn+1)/2 m N m _
_P Q (A(n-m+M/2) -9 (A1)'

con lo que las igualdades de la Nota 5.7 se simplifican. Además,

si P es un polinomio homogeneo la homologia de De'Rham es cero.

Asi que

WAI)
HC (A1)=————:T————si nsm

“ dQ" (A1)

Y

0 si n>m y n+m es par
HC (A1):

n Qm(A1) si n>m y n+m es impar

5.9. Nota: Todos los resultados hasta el Teorema 5.4 valen (con
. . A

las mismas demostraCiones) para A1: I ,
homológicamente suave e I es un ideal de A que localmente es una

cuando A una k-álgebra

intersección completa. Solo hay que reemplazar PaQB por IOCQÍ3y

dPaQB por d(Ia)QB en todas partes y denotar Aa a —éa Como unI

corolario de esto obtenemos la siguiente generalización del Teo
rema 5.6
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Teorema: Sea OSmSm. Supogamos que Qt(A)=0 Vt>n. Entonces

Q"(A1) [n/2] 2‘
ch(A1)=_T@ ¡(2hHE-(AHI)

dQ (A1)

G)[IiQn-21+1(AH!)ndQn-2i(AH1)]:|

Q"(A > [n/2]

= dan-11A 19h [H:;ZÍ(A1)< 1>

n -21 '
A H (11(n-1))

IlQn-Zi (Ahl )ndQn-21-1(Al+1)

donde h=max[l,[(n-m+1)/2]] y La) (jzo) es el complejo de cocade
neis

0_á IjQ°(A) d I"191(A) d ... d IQJ*(A) d Q’(A)
_ 0

I’*IQ°(A) IJQI(A) IZQr1(A) IQ’(A)

del Teorema 1.4.9. Además, si n-m es par y n-m22, el término de

la primera igualdad correspondiente a i=h es Hm(A ).
DR (n-m+2)/2

5.10. Nota: Ahora podemos responder a la cuestión formulada por

Vigué-Poirrier en [V] "Interpreter le quotient (HG;Ï(A/I)")/k"1,

donde HCSÏ(A/I)=H&JDÜM)en nuestra terminología. De hecho, por
la nota 5.9, es

1En francés en el original.
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o _ o m1 _ o o 
HDRD(m))—HDR(Am+1)o[Io (Am+1)nd(Am+l)]-HDR(Amfl)oH (L(m)).

Cuando A=s*[k[x“...,xm]] con S un subconjunto multiplicativo de

k[x“...,Xm], I=<P> con P un polinomio y existen dos elementos en
8P 6P . , . , .

{P,EÏ-,...,EÏ-} Sln un factor comun, del Ejemplo 5.8 y'la PropOSi
1 rn

ción 5.5 se sigue que H°(L:'n
_ (m A

))—0. Asi, en este caso Hcan[7ïï]
_ o = o
—HDR(D(m)) HDR(Am+1)'

5.11. Nota: En la primera igualdad del Teorema de la Nota 5.9 he

mos expresado la homología cíclica de A/I como suma directa de

homologías de De'Rham y un submódulo de la homologia de Hochschild

de A/I,y en lasegunda como suma directa de homologías de De'Rham

y un cociente de la homología de Hochschild de A/I.
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