
Di r ecci ó n:Di r ecci ó n:  Biblioteca Central Dr. Luis F. Leloir, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires. 
Intendente Güiraldes 2160 - C1428EGA - Tel. (++54 +11) 4789-9293

Co nta cto :Co nta cto :  digital@bl.fcen.uba.ar

Tesis de Posgrado

Homología de Hochschild yHomología de Hochschild y
homología cíclica dehomología cíclica de

hipersuperficieshipersuperficies

Redondo, María Julia

1991

Tesis presentada para obtener el grado de Doctor en Ciencias
Matemáticas de la Universidad de Buenos Aires

Este documento forma parte de la colección de tesis doctorales y de maestría de la Biblioteca
Central Dr. Luis Federico Leloir, disponible en digital.bl.fcen.uba.ar. Su utilización debe ser
acompañada por la cita bibliográfica con reconocimiento de la fuente.

This document is part of the doctoral theses collection of the Central Library Dr. Luis Federico
Leloir, available in digital.bl.fcen.uba.ar. It should be used accompanied by the corresponding
citation acknowledging the source.

Cita tipo APA:
Redondo, María Julia. (1991). Homología de Hochschild y homología cíclica de hipersuperficies.
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2433_Redondo.pdf

Cita tipo Chicago:
Redondo, María Julia. "Homología de Hochschild y homología cíclica de hipersuperficies". Tesis
de Doctor. Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires. 1991.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2433_Redondo.pdf

http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2433_Redondo.pdf
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2433_Redondo.pdf
mailto:digital@bl.fcen.uba.ar


UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES

FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES

TITULO

HOMOLOGIA DE HOCHSCHILD Y HOMOLOGIA CICLICA DE HIPERSUPERFICIES

Autora: MARIA JULIA REDONDO

Director: ORLANDOE. VILLAMAYOR

Lugar de Trabajo: DEPARTAMENTODE MATEMATICA,F.C.E.yN.

TESIS PRESENTADA PARA OPTAR POR EL TITULO DE

/ 93/5.
,2 9'33

/2_
DOCTORA EN CIENCIAS MATEMATICAS

JULIO

1991



INDICE

Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..1

Capitulo 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..4

1)Homologia de Hochschild . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..4

2)Producto barajado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..8

3)Complejo de Koszul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..10

4)Homología Ciclica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..13

5)Relación de la Homología Cíclica con la Cohomología de

De Rham . . . . . .......... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..21

6)Homología Ciclica reducida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..24

Capitulo 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..28

1)Series de Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..28

2)La resolución Rs(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..32

3)Definición de h_ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..34

4)Definición de g. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..37

5)Exactitud de Rs(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..41

Capitulo 3 ...... . . . . . . . .... . . . . . . . ... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..50

1)Cálculo de la homologia y cohomologia de Hochschild . . . . ..50

2)Cálculo de la homologia cíclica . . . . . . . . . . . ....... . . . . . . ..57

Apéndice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..62

Referencias . . . . . ... . . . . ........... . . . . . . . . . . ..... . . . . . . . . . . . . ..76



INTRODUCCION

La cohomologia cíclica HC'(A) de un álgebra A sobre un cuerpo

k de caracteristica cero fue definida por Connes en 1983 para

estudiar los invariantes del espacio de hojas de una variedad

foliada. Esta teoría está relacionada con la cohomología de

Hochschild y la homologia de De Rham:

l) existe una sucesión exacta periódica
l

H"(A,A°)——>HC"(A)—>S HC“+2 B n“(A)—> H (A,A')—>...

2) si HP“(A)= lim ch’z‘m) con s:Hc“(A) —> ch’2(A) , y A es

el anillo de funciones diferenciables sobre una variedad V,

HP"(A)=H'(V,C) ‘

donde H*(V,C) es la cohomologia de De Rham de V.

La homologia cíclica fue definida por Tsygan en 1983, quien

probó que esta teoria está relacionada con la homologia de

álgebras de Lie.

En 1984, Loday y Quillen definieron la homologia cíclica de

álgebras sobre un anillo conmutativo, y encontraron una sucesión
exacta

Hn(A)¿a ch(A)—ï—>ch_2(A)B—> Hn_1(A)
independientemente de los trabajos anteriores. Ademásdefinieron

un producto HCn(A) x HCm(A) ——aHC (A).n+m+1

La homologia cíclica está muy relacionada con la teoria k



algebraica: el grupo lineal es reemplazado por el álgebra de Lie

de matrices, el grupo formal multiplicativo Grn por el grupo

aditivo Ga, K: por Q"(A)/de4(A), la operación x+y—xy por
x+y, el determinante por la traza, etc. Además, existen

aplicaciones naturales de los grupos K en la homologia cíclica:

1) caracteres de Chern construidos por Karoubi:

ch :K (A) ——e lim HC (A)n n _) n+21

2) 7n:Kn(A) ——»HCn(A) definido por Goodwillie.

3) cuando k=Q, Wiebel definió aplicaciones
. per _ .

cn.KVn(A) —> ch (A) y un.nilKn(A) —> HCn_1(A)

donde KVdesigna a los grupos de la teoria k de Karoubi, Nobile y

Villamayor, y nilK a los grupos nilpotentes.

Se sospecha que la homologia cíclica del anillo de funciones

de una variedad algebraica V está relacionada con el tipo de

singularidades de V. De aqui se deduce la importancia de los

cálculos de la homologiacíclica.

Sea k lHI anillo conmutativo con unidad, f un polinomio en

k[X1,...,Xn], y A = k[X1,...,xn]/<f> El objetivo de este
trabajo es calcular la homologia y cohomologia de Hochschild de A

y, cuando st y f es homogéneocon pesos cuya única singularidad

es el origen, calcular la homologia cíclica de A.

El Capitulo 1 contiene las nociones básicas de las homologías

de Hochschildy cíclica (ver [L-Q],[G],[V],[C-E],[Bl],[82]).

En el Capitulo 2 construimos una resolución libre Rs(A) de A.



como A7-módulo que es más simple que la resolución de Hochschild

(A@Á®®A, b’). Definimos aplicaciones

h. O

Rs(A) " (AoïQoA, b')(—
La aplicación h_ es un morfismo de álgebras. Además, 93h: id,

entonces Rs(A) resulta un sumandodirecto de (AoïseA ,b’), y por

lo tanto, exacto.

En el Capitulo 3 se calcula la homologia y cohomología de

Hochschild H.(A,M), H.(A,M) de A con coeficientes en un A-módulo

M, considerado AF-módulo por el producto u:AÏ——+A, “(aob)=ab,

en función de la homologia del complejo de Koszul de un módulo

dado. Además, si k es un cuerpo de característica cero y f es

un polinomio homogéneo con pesos tal que el conjunto de las

derivadas parciales es una sucesión regular en k[x1,...,xn], se
calcula la homologia cíclica de A.

Casi todos estos resultados aparecen en [BZ].



CAP ITULO 1

1 —HOMOLOGIA DE HOCHSCHILD

Sea A un álgebra asociativa con identidad sobre un anillo

conmutativo k , y Ae = A®A°p la k-álgebra envolvente. Para
n

cada entero n20, sea AG)el producto tensorial de A sobre k n

veces. La acción

(aoB)(ao®...@a ) = aaoo...®a Bn+1 n+1

n

convierte a AekA®ekA en un Ae-módulo.

Definimos el k-morfismo coonAQnoA —> AoAQnHoA por la

fórmula so(a) = loa , para a e AoAdoA

Si consideramos la aplicación tonAGMIoA ——> AeAGnoA

definida por t(aoa) = aa , con aeA y aeAQnfloA,tenemos que

t.e = id , y por lo tanto, co es un monomorfismo.O

Ahora, para cada n20, queremos definir un A-morfismo a

izquierda
n n-‘l

br'l:A@A® oA —> AoA® 9A

que verifique:

i) b¿(a®B) = aB e A

ii) b' e +8 b'= id para n20.
n+1 0 0 n

Es inmediato que estas condiciones determinan b' por

inducción, porque dado br" , el morfismo bl'Mlestá definido por
n+1

ii) en la imagen de co. Como la imagen de co genera AoAa oA

como A-módulo a izquierda, br’w1es único.



Es fácil ver que la fórmula
n

. . . l111 b' a e...@a = — a ... ea a ea ©...®a
) ( 0 n+1) 1;0( 0® El>al-1 l [+1 1+2 n+1

verifica i) y ii).

Usando la fórmula iii) podemosverificar que b; es también

un A-morfismo a derecha, y en consecuencia, b; es un
A°—morfismo.

Probemos ahora que b'lb' = 0 para n>0, usando inducción.n- n

Si n=1 es inmediato porque (aoal)a2 = a0(ala2) en A. Si n>1,
usando ii) tenemos

b'b’ c = b’-b'e b'=c b' b'nn0n nn n+1 0 O n-1

®n
Entonces bábáueo = 0 , y como la imagen de eo genera AoA eA

como A-módulo a izquierda, tenemos que bábáfl = 0.

El complejo de cadena
I I "-1 I I I I...—b—>AoA”ML) AeAG’ML). . .L A®A®A¿)AoA-L

es la resolución standard de Hochschild (AoAgoA, b’) de A

como AÏ-módulo. La condición ii) muestra que eo es una
homotopia, es decir, que el complejo es exacto.

Sea M un A°—móduloa derecha. Si tomamos el producto

tensorial de la resolución standard de Hochschild de A con M

sobre Ae, y usamos la identificación
n n n

Mo [Ao Aa o A]: Mo [A°® A° ]= MokA®A° k k A" k

obtenemos el complejo de cadena (M®A@,b)

b o" b a“ b b. . .——> MeA —> MoA ——->. . .———> M®A®A—-> M®A——> M



donde
n-1

l... = ... + - ... oa a oa ©...@a +
b(m@a1@ oan) maio oan lZl( 1) malo ®a14_ l ¡+1 ¡#2 n

+(-1)"a mea©...®a .n 1 n-l

I

La homología del comlpejo de Hochschild (MoA®,b) es la

homología de Hochschild H.(A,M).

Por otro lado, aplicando Home(.,M) a la resolución standard
A

de Hochschild de A , y usando la identificación

n n n

Horn (A@A®eA,M) = Horn (A’e AGD,M) = Hom (AQ ,M)
Ae Ac k k

tenemos el complejo de cocadenas (Homk(A®,M),6)
6 o" 6 on+1 6

M———-+Homk(A,M)———e...-——a Homk(A ,M)————eHomk(A ,M)————»...

donde
n 1

(8(f))(alo. . .oan)=a1f(aze.. .oan)+ z (-1)‘f(alo. . .oala
1:1

o...oa )+
1+1 n

+(-1)"f(ale...oa )an-1 n

La homologia de este complejo es la cohomologia de Hochschild

H'(A,M).

Si A es k-proyectivo, Aen también es k-proyectivo, y

entonces AeAdgA es un Aïmúdulo proyectivo. En este caso, la

resolución standard de Hochschild de A es una resolución

Ae-proyectiva de A . Entonces
e

H (A,M) = TorA (A,M) y H (A,M) = Ext“ (A,M).
n n n Ae

Ahora construiremos una variante útil de la resolución

standard de Hochschild de A .



Sea K == A/k El k-epimorfismo A -————>A/k induce
n n n n

k-epimorfismos A® -——+A® y AoA®oA -—» AoÑgoA Sin peligro

de confusión, llamaremos co y b' a los morfismos inducidos que
también verifican las condiciones i) y ii).

Asi tenemos un complejo de cadena exacto (A@Ñ®®A,b’)

n l _ n' _ r lA®Á®@A—b—>A®A®®A——).. .—> AvoA—b—>MAL» A

que se llama resolución standard normalizada de Hochschild de A.

Si M es un A°—módulo a «derecha, tenemos los complejos

normalizados de Hochschild (MoÁG,b) y (Homk(Á®,M),6).

Proposición 1.1:

La homologia de los complejos normalizados de Hochschild es la

homologia de los complejos de Hochschild.

Demostración:

Veamos [que (MoAG,b) y (MeaaÁo,b) tienen la misma homologia.

Para cada jzo, consideremos el complejo HJ

b b_ J _ J _ J _ 1-1
. .——>MeA2eA‘°—>MeAeA° —>MaA° —b—>MoA° b-—a...-—+ MoÁ-———+M

La proyección A -—+Á induce un epimorfismo de complejos

H 1——+ H
J J"1

El núcleo de este morfismo es el complejo (Ni ,b), donde Ni
J

es cero si k5] , y Nim es el submódulo de MoAmoA® generado

por los elementos de la forma nwao...oa oa o...oa con a ek.
1 m m+1 J+m m

— - . J J - . J J

Es faCil ver que b .N_ -—_——>N._4es igual a b'.N_ ——+th, y

entonces el morfismo co definido antes es una homotopia de
retracción del complejo núcleo.



La sucesión exacta larga de homologia aplicada a la sucesión
exacta

0 —> (Ní,b) ——> HJ —> H1” ——>0

nos dice que la homologia de HJ y HM coincide.

En forma análoga se demuestra que la homologia del complejo

(Homk(¡? ,M),6) es la cohomología H'(A,M).

2-PRÓDUCTO BARAJADO

Recordemosque una A-álgebra diferencial graduada estricta

mente anticonmutativa es un complejo de A-módulos

_, A3; A2_d, A1_d_,Ao
junto con operaciones

Al x AJ ——+ AL”

que convierten a AooAfn.. en un anillo graduado estrictamente

anticonmutativo, donde anticonmutativo significa que alaJ

= (-1)'”afa, y estricto significa que el cuadrado de cualquierl

elemento de grado impar es cero, y esta operación verifica

d(alaj) = d(a1)aj+ (-1)‘a1 d(aJ).

Usando esta igualdad es fácil verificar que en un álgebra

diferencial graduada estrictamente anticonmutativa, el producto de

dos ciclos es un ciclo y el producto de un ciclo por un borde es

un borde. Por esto, el producto del álgebra induce un producto en

la homologia, que convierte a }%(A)oH1(A)o... en una A-álgebra
graduada estrictamente anticonmutativa.

Sea A un álgebra conmutativa. Entonces la resolución standard

de Hochschild y la resolución normalizada de Hochschild son



A°—álgebrasdiferenciales graduadas estrictamente anticonmutativas

con el producto definido por

(aaa o...®a ©b)*(a'@a o...oa ob')=
l p p+ q1 p+

= Z sgn(0)aa'®a 1 o...@a obb’
B 0' 1 'p'q () a (wq)

donde qu es el conjunto de las permutaciones a de {1,2,...,p+q}
tales que a(1)<...<a(p) y a(p+l)<...<0(p+q)

Como el complejo de Hochschild y el complejo normalizado de

Hochschild de A como Ae-módulos se obtienen tomando el producto

tensorial de las resoluciones correspondientes con A sobre Ae,

el producto en los complejos, llamado producto barajado, está

definido por

(aoaïo..oap)*(a'oap*o..oa )= Xsgn(a)aa'oa 1 ©...®aB 0'1 4‘ '1pq (n o (pq)p.q

Entonces la homologia de Hochschild H'(A) = H.(A,A) es una

A-álgebra graduada estrictamente anticonmutativa.

Dada una k-álgebra conmutativa A, Q(A) es el módulo de los

diferenciales de Káhler definido como el A-módulo generado por

los símbolos dx, con xeA, con las relaciones d(xy) = xdy+ydx,

d(x+y) = dx+dy y d(k)=0. Para cada neN se define el n-ésimo

módulo de diferenciales de A , ST(A) como la n-ésima potencia

exterior ARmA) de Q(A) sobre A.

El complejo, llamado de De Rham,

ALHNA) —d—>Qz(A)———>

con d(aoda1A...Ada )=dabAda1A...Ada, junto con las operacionesn n



n‘(A) x Q’(A) —A—> Q‘”(A)

definidas por

(a da A...Ada )A(b db A...Adb ) = a.b da A...Ada.Adb A...Adb
o 1 1 o 1 J o 0 1 1 1 J

es una A-álgebra diferencial graduada estrictamente anticonmuta
tiva.

Observación 2.1:

Como H1(A) = AoÁ/b(AeÁ2) = AoÁ/{xyoz-xoyz+zxoy}, es fácil ver

que la aplicación

1 : Q‘(A) —> H1(A)

que manda adx en la clase de aox , es un isomorfismo. Gracias

a la estructura multiplicativa de la homología de Hochschild, 7

se extiende a una aplicación de A-álgebras

1 : n“(A) —) Hn(A)

3-COMPLEJO DE KOSZUL

Sea A un anillo, y sean x“...,x e A Sea Ae el

A-módulolibre de rango uno con base el, para i = 1,2,...,n.

Sea K_(x1) el complejo

0 -——a Ael-—J1-+ A ———+0

definido por Kp(xl) = 0 si p>1 , Kï(xl) = Ael I Ko(xl) = A Y

d(e1) = x‘. Entonces H°(K.(xl)) = A/xrA , H1(K_(xl)) = Ann(xl)

y Hp(K.(x1)) = 0 si p>1.

Dado 1M]complejo de A-módulos C., llamamos C_(x1,...,xn)

al complejo C.oK(x1)o...oK(xn).
Dado un A-módulo M, consideremos el complejo M definido

10



por Mn= 0 si n>0 y M0: M Llamamos K.(M,x1,...,xn) al

complejo M_(x1,...,xn) = bgoK.(x1)@...oK.(xn).

Los complejos C_(x1,...,xn) y K.(M,x1,...,xn) se llaman
complejos de Koszul.

Veamos cómo es el complejo K_(M,x¡,...,x )n

l) Kp(M,x1,...,xn)= 0 si p)n
2 K M x ... x = o M®K x o...oK x con =0 ó l) p( I 1' ' n) a +..+a =p 01(1) a( n) al l

1 n 1 n

Ospsn

Sea e = u o...@u , con
1 “1 1 n

1 p

{el Sl le{11,...,lp}ul = 1 si ie i ... i{1, ,p}
Entonces

2')K0(M,x1,...,xn) = M

p
K M x ... x = o Me = M si ls sn

p( ’ 1' ’ n) 1511<..<1 sn 11..1 pp

P

3') d(me‘ l ) = z (-1)"‘d(el )mel T =
1“ p r=1 r 1” r“ p

p

= X (-1)'.'1xl mel meM.:1 r 1”l‘

Existe otra interpretación del complejo de Koszul. Sea F =

=Aenu..+Aen el A-módulo libre de rango n con base {e“...,en}.
Entonces el producto exterior APF es un módulo libre de rango

(B) , con base { elA...Aelzlsil<...<íbsn }, y existe un isomor
1 p

fismo de A-módulos

p
MeAAF ———eKP(M,x1,...,xn)

que manda 61A...Ael en e1 l.1 p f..p

11



Asi podemos definir Ig(M,x,...,x ) como el complejo MpL.,n

i .

1

p p r-1 "
con L3: AF y d(elA...Ael)= X (—1) xleiA...Ae¡A...Ae

:1 r 1 r p1 p r

Solo falta verificar que L_ es un complejo, pero la igualdad
d2= 0 es inmediata.

Lema 3.1:

Si C_ es un complejo de A-módulos, xeA y HP(C.) = 0 si

p>0, entonces Hp(C.(x)) = 0 para p>1, la sucesión
o

0 —) H1(C_(x)) ——> H0(C.) -—9 H0(C.) —-) H0(C.(x)) ——> 0

es exacta, y 60 es la multiplicación por x. En particular, si x

es H0(C.)—regular, entonces Hp(C_(x))=0 para todo p>0 y

H0(C.(x))= H0(C)/XHO(C)

Demostración:

Consideremos la sucesión exacta

0 —) A —> K.(x) —> A[-1] —> 0

donde (A[—1])p= Apd.

Tomemosahora el producto tensorial de esta sucesión con el

complejo C_. Asi obtenemos una sucesión exacta

0 —-) C. —> C.(x) —) C.[-1] —) 0

Para finalizar la demostración basta considerar la sucesión

exacta larga en homologia

P

..——) Hp+1(C.)—-) Hp+1(C.(x)) —> Hp(C.) ——)Hp(C.) —->...

H1(C.)—>H1(C.(x))——)Ho(c_)—°>H0(C_)—>H°(C_(x))—> o
l I o I t

Es faCil ver que el morfismo de coneXion 6p es la

12



multiplicación por (-1)Px.

Teorema 3.2:

Sea A una anillo, M un A-módulo y x1,...,x una sucesiónn

M-regular en A. Entonces

Hp(K_(M,x1,...,xn)) = 0 si p>0
n

H0(K_(M,x1,...,xn)) = M/Elle

Corolario 3.3:

Sea A un anillo y x1,...,x una sucesión A-regular en A.n

Entonces Ig(A,x“...,xn) es una resolución libre del A-módulo

A/(x1,...,xn).

4-HOHOLOGIA CICLICA

Sea A. un álgebra asociativa con identidad sobre un anillo
n

conmutativo k, y sea A? el producto tensorial de A sobre k n
n

veces. Sea t un generador del grupo cíclico Zn. Entonces A®
es un Z -modulo, con la acción definida porn

_ _ n-lt(a1o...oan) - ( 1) (anoalo...oa )n-l

Recordemos cómo se construye el complejo standard para la

®n Z(Z ) ®n
homologïa de Zn con coeficientes en A , Tor_ n (Z,A )

donde Z(Zn) es el anillo cuyo grupo aditivo es el grupo abeliano

libre con base zn , y su producto es el de Zn.
n-1

Sean N= Et} y (l-t) dos elementos de Z(Zn), y e:Z(Zny-——eZ
l=0

el morfismo definido por ¿([m1t1) = Emi.

Es fácil ver que



Z(zn)1'—t>Z(Zn)-N—)Z(zn)ï——>Z(zn)°—> z——>o

es una resolución proyectiva del Zn—móduloZ.

n

Como A® es un zn-módulo, también es un Z(Z )—módulo. Ton

mandoel producto tensorial sobre Z(Z ) de la resolución ante
n

n nn
®

rior con A®, y usando la identificación Z(Zn)c->z(z)A®= A
n

tenemos el complejo standard para la homología de Zn con coefi
®ncientes en A

n n n n
Ao l-t Ao N Ao l-t Ao

Sea C(A) el complejo doble positivo

b

2 2 2
G0

I b

l-t(__.—

l-t(—___
><—:u<—

N(—

N(—
><—.—:u

0‘

donde las columnas pares son los complejos de Hochschild, las

columnas impares son las resoluciones standard de Hochschild con

el signo de la diferencial cambiado, y las filas son los complejos
n

®

standard para la homologia de Z(Z“) con coeficientes en A
Solo falta verificar que los cuadrados anticonmutan.



Lema 4.1:

b(1-t) = (l-t)b’ y b'N = Nb

Demostración:
n+1 n

Sea j:A® —-—+A® definido por

- _ _ n3(a0@...®an) - ( 1) (anaoe...®an_l).

n l _l_1 n-1 l n+1Entonces b = tht y b'= [tjt'l'1 en AQ
1:0 l=0

Ahora,

n 1 -1-1 1 -1 "-11 -1-1 "-1 ¡+1 -(l+1)b(1-t)= ÏUZJt ’tjt )= tht ‘ Xt jt
1=o 1:0 ¡:0

= (1-t)b'

"'1 n 1 k-(1+1) "'1 1 n k-(l+l) n 1 l n k
b'N=2 ztjt =ztj[2t ] XtJ zt =NjN|=o k=0 1:0 k=0 l=0 k=0

"-1 n k+l -l-1 n "-1 ¡+1 -1—1 n "-1 k 1 1Nb=z zt jt =z[zt ]jt =z[zt]jt"=NjNk=0 1:0 1=o k=0 1=o k=0

Definición 4.2:

La homologia cíclica HC.(A) de la k-álgebra asociativa

es la homologia del complejo total de C(A), Tot C(A).

Lema 4.3:

Si un complejo doble positivo tiene sus filas exactas salvo en

el lugar cero, la homologia del complejo total es la homoloéia del

complejo conúcleo.

Demostración:

Sea C = (Ci

15

J,61,pJ) un complejo doble positivo tal que



(CU,pJ) es exacto para todo i, y sea Coker C = (Cm/Imp,81) el
complejo conúcleo de C.

La sucesión

0 ———+TotC' ———+TotC ———aCoker C ———+0 (*)

es una sucesión exacta corta de complejos, donde C' es el

subcomplejo de C dado por IJ=CU para todo i20,j>0, cio = Im pl.

Veamosque Tot C' es exacto. Sea a=(c°,c1,...,cn) un ci
clo perteneciente a ImpoC o...oC , es decir, óc +pc = 0

(n-1)1 On l ¡+1

para i=0,..,n-1. Comoco=pb1 y ¿c0+pc1=0, entonces p(c1-6b1) = 0.

Por la exactitud de las filas, existe b2 tal que pbgua-óbz

Comola sucesión es finita, existe B: (0,b1,b2,...,b ) cuyon+1

borde es a.

La demostración termina considerando la sucesión exacta larga

de homologia de la sucesión (*).

Proposición 4.4:

Si el anillo k contiene a Q, HCn(A)= Hn(A"d/(1-t),b).

Demostración:

Como car k = 0, las filas de C(A) son exactas, pues para

xeAQ"tenemos:

i) si (l-t)(x)=0 , x=N(x/n)

ii) si N(x)=0 , x=(1-t)[-(1/n)(1+2t+3t2+...+nt"'1)(x)].

Usando el lema anterior, se deduce que la homologïa, del

complejo TotC(A) coincide con la del complejo conúcleo de C(A),
es decir:

¡+1
HCn(A)=Hn(A/(1-t),b).

16



Ahora vamos a simplificar el complejo C(A). Primero veremos

que las columnas impares se pueden eliminar porque son exactas.

Después vamos a normalizar los complejos de Hochschild.

Sea B(A) el complejo obtenido a partir de C(A) eliminando

las columnas impares:

AQï B A®2< B A

lb b
ez B

e———--—A

donde B está dado por la composición

"o" N e"
A +———-—-—A

Es claro que B(A) es un complejo doble, es decir,

B2= (1-t)eON(l-t)coN = o

bB+Bb= b(1—t)coN + (l-t)c°Nb = (l-t)(b'eo+cob’)N = (l-t)N = o.

Proposición 4.5:

Los complejos TotB(A) y TotC(A) tienen la misma homologia.

Demostración:

Sea E(A) el complejo doble obtenido a partir de C(A)'

eliminando las columnas pares



l-b' l-b' l-b'
193% o A‘DZ¡ñ o A

rw 1»,
oz 0A <——A

A

La sucesión

f 9
o ——> TotB(A) —> TotC(A) —> TotE’(A) ——> o

con f y g definidas por

3 2n#1 2 2n+l
o Gf :Aero...oA —> Aer o...oA

2n+1

f aa ...a = acNaacNa Na a
2n+1( 1' 3' ’ 2nd) ( 1’ o 1’ 3’ o 3’ '80 2n-1’ 2n#1)

e2 o4 O2n Q2 ®2n
fanzA 9A o...oA -—> AoA o...oA

f aa...a =0 a Na Na a
2n( 2' 4' ’ an) ( ’az'eoNaz' 4’80 4’ ’80 2n-2' Zn)

G2 e2n+1 o2 o4 ®2n
g2+1:AoA o...oA -—> A oA o...oAn

aa ...a = a- Naa- Na ...a-cNa
an+1( 1' 2’ ' 2n+1) ( 2 co 1' 4 eo 3' ’ 2n o 2n-1)

G2 ®2n a3 ®2n-1
an:AoA o. . .oA ——> AoA o. . .oA

aa...a =aa-Naa-Na...a-Na
an( 1’ 2’ ’ 2n) ( 1’ 3 eo 2’ 5 eo 4' ' 2n-1 eo 2n-2)

es una sucesión exacta de complejos y TotE(A) es un complejo,

exacto. Tomandola sucesión exacta larga de homologia, tenemos

18



que los complejos TotB(A) y TotC(A) son cuasi-isomorfos.

Teorema 4.6:

Para toda k-álgebra asociativa A se tiene una sucesión

exacta larga

Hn(A)l—> ch(A)S—> ch_2(A)—B—>Hn_1(A)——>...

Demostración:

Sea TotB(A)[-2] el complejo TotB(A) con los grados "levan

tados" en dos, es decir, (TotB(A)[-2])n = TotB(A)m2.
La sucesión

o —-> (A',b) —l—> TotB(A) S—> TotB(A)[-2] —> o

con i inducida por la inclusión en la primer columna de B(A), y

Gn en-2 Gn-2 n-4S:A oA e... ———+A 9A o...

a ... = ...
S(anl n_21 ) (an_zlan_4l )

es una sucesión exacta de complejos, y la sucesión exacta larga de

homologïa correspondiente es la sucesión que estábamos buscando.

Es claro que el morfismo de conexión es B.

Aún podemos simplificar más el complejo que nos da la

homologia cíclica. Dado B(A), sus columnas son los complejos de

Hochschild (A',b). En la Proposición 1.1 de este capítulo vimos

que el complejo (A"4,b) es cuasi-isomorfo al complejo

normalizado de Hochschild (Aoïntn. Sea B(A)Mnnel complejo
obtenido a partir de B(A) reemplazando sus columnas por los'

complejos nOrmalizados:
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B(A)norm:

lb lb lb
—@2 B — BAoA <———A®A<—A

lb lb
Así <—— A

b

A

Falta verificar que el morfismo B pasa al cociente.
n

Recordemos que B=(1-t)coN. Como teo=0 en Aoï® , entonces B =eoN
n

en AeK®, y por lo tanto
n ln

B(abo...oan)=lÉ;(-l) loalo...oanoads...oa l-l

n

y ahora es obvio que B está bien definido en AoKo

Proposición 4.7:

La proyección de TotB(A) sobre TotB(A) es unnorm

cuasi-isomorfismo.

Demostración:

El núcleo de la proyección TotB(A) ———+TotB(A)mnn es el

complejo total de un complejo que tiene sus columnas exactas (ver

Proposición 1.1), y por el Lema4.3, su complejo total es exacto.

Ejemplo 4.8:

Si A = k, el complejo B(A)mmnse reduce a copias de k en

la diagonal, y por lo tanto, HCn(k)=k si n es par y HCn(k) = 0'
si n es impar.
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Ejemplo 4.9:

Si A es conmutativa y Q; es el módulo de los diferencia

les de Káhler, HC0(A)= A , y usando la Observación 2.1, tenemos

que HC1(A) = H1(A)/{1@a} = QÁ/dA

5-RELACION DE LA HOMOLOGIA CICLICA CON LA COHOMOLOGIA DE DE RHAM

Sea A una k-álgebra conmutativa. Recordemos que el

producto barajado definido en la Sección 2 nos permitió definir

una aplicación de A-álgebras

1 : Q“(A) —> Hn(A)

que manda un elemento aodalAdazA.../\da a la clase den

(aboa1)*(loa2)*...*(loan), con * el producto barajado.

Proposición 5.1:

El diagrama
1

n“(A) ——> Hn(A)

la, la
n“"1(A) —> H (A)no1

es conmutativo, con d la derivada exterior.

Demostración:

Sea w=aodaïAda2A...AdaneQ"(A). Entonces 7(w) es la clase de

* i * =(aooal) (loaz) ... (loan) X sgn(a) aooa _1 o...oa _1aeS a (n o (m
n

en Apio , donde Sn es el grupo de permutaciones de {1,2,...,n}.
Entonces B(1(w)) es la clase de



n
1

z sgn(a) z (—1) loa _1 ©...oa oaooa ©...@a 1 =
GES 1=o a (1) a (n) a (1) a (14)

= X 2 sgn(a) sgn(t) loa. o...oa-1 q —1 4
oeSn teT a t (0) a 't (m

donde T es el subgrupo cíclico de Sn” generado por la
permutación t que manda i en i+1. Como S es el producto

n+1

de S con T, la última expresión es igual a
n

X sgn(a) loa _1 o...oa _1 = (loao)*(1@a1)*...*(1@a )
aeSn+1 a (0) a (n) n

La clase de éste último es

1(du) = ¡(aodaïAda2A...Adan)
Por lo tanto, B(7(u)) = 1(du).

Si la caracteristica de k es cero, podemos definir una

aplicación

uzAaK' ——> n'(A)

u(aboaio...oan) = (1/nl)a.oda1/\...Adan

Sea D(A) el complejo doble cuyas filas son los complejos de

De Rham truncados

n“(A):n‘(A)<—d—91'1(A)<——d—...<-—d-Q°(A)(—-—o

1o 1° La



Entonces TotD(A) = o Qsl[i].

Proposición 5.2:

Si k contiene a Q, la aplicación u:A@Á.-———+Q'(A) induce

un morfismo de complejos dobles u: B(A)nmw--+ D(A).

Demostración:

Solo tenemos que verificar que ub = 0 y que du = uB.

ub(a0®a1®...@an)==[1/(n-1)!][aoalda2A...Adan+

+
n

1: (-1)1a da A...Ad(a a )A...Ada +(—1)"a.ada A...Ada ]1 0 1 l 1+1 n n 0 1 n-l

n
_ _ _ l
_[1/(n 1)!][aba1da2A..Adan+lEI( 1) (abaldalA..AdalqualflA..Adan+

+ a a da A..Ada Ada
1 1 1 u A..Ada) + (-1)"aada A...Ada ] = 001+ n n 0 1 n-l2

n
_ _ ln =

uB(a0®a1®...ean)-IÉO( 1) [1/(n+1)!] dai/x...Adan/\da0/\...Adal_1
n

[1/(n+l)!] z (-1)‘“(—1)”‘ daoA.../\dan = (1/n!)daoA.../\dan =
1=o

= du(aooa19...ean).

Proposición 5.3:

El morfismo de complejos u:(A@K',b) -——e(Q'(A),0) induce en

la homologia una retracción de 1:Q'(A) ——-+H.(A) (Es decir,

Q"(A) es un sumando directo de Hn(A) ).

Demostración:

Es inmediata pues
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(“1)(aoda1A...Adan) = u[ 2 sgn(a) aooa _1 o...®a q ]ces o (n a (m

= (l/n!)agS aodalA...Adan = aodalA.../\dan

Observación 5.4:

La homologia del complejo TotD(A) es
n n-l n-2 n-4

:2 (A)/dQ (A)oHDR(Amr!DR (A)o. ..

Teorema 5.5:

Si A es el anillo de funciones de una variedad no singular so

bre un cuerpo de caracteristica cero, la aplicación uzA®¡Ï——KÏ(A)

induce un isomorfismo u:HCn(A)——)Qn(A)/dQn'1(A)oH:;2(A)ol-I::(A)e..

Demostración:

El morfismo de complejos dobles u: B(A)nmm———+D(A) es un

cuasi-isomorfismo en cada columna, y por lo tanto, induce un

cuasi-isomorfismo de complejos totales.

6-HOHOLOGIA CICLICA REDUCIDA

Supongamos que el morfismo k ——+A dado por la identidad de

A es inyectivo. El complejo reducido de Hochschild (Aoí'flaxwd
es el complejo definido por la sucesión exacta

0 ——>(koE',b) —> (Aeí',b) ——> (Así',b)—> 0

que coincide con el complejo normalizado de Hochschild, salvo en

grado cero donde reemplazamos A por X . La homologia de este

complejo se llama homologia de Hochschild reducida, y se nota

ñn(A).
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Proposición 6.1:
Se tiene una sucesión exacta

0 —> H1(A) ——> É1(A)—-> k ———>H0(A) —> Hem) ——> o

y Én(A) = Hn(A) para n22.

Demostración:

Sea k[0] el complejo

...-——a 0 ———a 0 ———+k

Entonces (koï',b) = k[0] , y por lo tanto

o —> k[0] ——+ (AaÁ',b) —> (AoÁ',b)red——>0

es una sucesión exacta corta. La demostración termina tomando la

sucesión exacta larga de homologia.

Análogamente definiremos la homologia cíclica reducida ÉÉ_(A)

como la homologia del complejo total de B(A)nd, definido por la
sucesión exacta

o ——>B(k) —> B(A) —> B(A) —) onorm norm red

que coincide con B(A) , excepto en la diagonal, dondenorm

reemplazamos A por K .

Proposición 6.2:

Se tienen sucesiones exactas largas

ch(k) —> ch(A) —> fichas.)——>HCn_1(k)—>

Hn(A)—l—>fin(A)s—> Ï'I_Cn_2(A)—B—>Hn_1(A)¿—>firman-4..

Demostración:

La primera se obtiene al tomar la sucesión exacta larga de
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homologia de la sucesión exacta corta que define a B(A)"d. La

segunda se consigue igual que la del Teorema 4.6, usando B(A)I_ed

en lugar de B(A).

Proposición 6.3:

Si A es un álgebra aumentada, HC_(A) = HC.(k) o ÉÜ_(A).

Demostración:

Comola sucesión exacta

0 ——+ k ——a A ——+ Í ——+ 0

se parte, la sucesión exacta de complejos que define a B(A)md
también se parte. Entonces

o —> HC_(k) ——>HC_(A) —> ÏJA) ——> o

es una sucesión exacta que se parte.

Proposición 6.4:

Si A= o An es un álgebra graduada y k es un cuerpo de carac
n20

teristica cero, HC.(A)=HC_(A0)oW_,con S=0 en W_ (S:HC_—> HC“2

la aplicación de la sucesión exacta larga del Teorema4.6).

Demostración:

Sea DzA ——+A , D(a) = gr(a)a una derivación. Sea

o" o"
LDZA —) A

n

LD(a1o...oan) = g aio...oD(al)o...oan

Como D es una derivación, Lbb = bLD. Además, LbB = BLD

pues LDconmuta con (l-t), eo y N, y B = (1-t)eON. Entonces LD

induce morfismos en el complejo de Hochschild y en el complejo
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B(A). Por lo tanto, LDinduce una aplicación LD:HC_(A)——9HC_(A).

Recordemos que S proviene del morfismo de complejos

S:TotB(A) ——»TotB(A)[-2]

-2 n-2 n-4n n

SzA® oA® o... -—-—+A oA o...

S a a ... =
( n' n-2' ) <an-Z’an-I‘l.

Entonces LDS= 0 (Ver [G]).

Como A es un álgebra graduada, el complejo de Hochschild es

bigraduado, con

(A9) = { alo...®an : {291131) = p}
1p |=

en Gn- 1 ®n ®n+1

Como b:[A ] -—a [A ] y B:[A ] ———+[A ] , tenemos:
P P p p

HC.(A) = e HC_(A)
> pp —0

HC.(AO) = HC_(A)o

S: C A
H _( )p-——+HC._2(A)p

Además,

LD(alo...oan) = ( z gr(a1)) alo...ean

n n

LD:[A°] ——+[Ao] para todo peo
p p

Si p = Z gr(a1) es distinto de cero, LD es un isomorfismo en
n

[Ag] , y por lo tanto, induce un isomorfismo en HC.(A)p. Como
p

LDS:HC.(A)p——->HC.._2(A)pes cero, S es cero en cada HC_(A)p ,

para p distinto de cero . Entonces S es cero en W= o HC.(A)p.
p>0
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CAPITULO 2

l-SERIES DE TAYLOR

Sea lc un anillo conmutativo con unidad, f= X f X

un polinomio en k[x1,...,xn] y un orden definido en N3 que
satisface:

i i ... i « i' ... i’ si ' 5'
) ( 1, I n) ( 1, I n) l l

ii) (iI+iÏ,...,i +i") « (i;+iï,...,i' i") para cualquier n-uplan n n n

.n .u . . . ., .,(11,...,ln) Sl (11,...,1n) « (11,...,ln).

Ejemplos:

1) Sean a1,...,an números reales positivos, y sea a“ una

permutaciónde {1,...,n}. El orden « definido por: "(i1,...,i)«n

« i' ... i' es a i < a i' ó a i = a i' ex'(1, In) kaZkk, [kk {kk Y lste
SE{1,..,n} tal que l para mss y=i' i < i'

(Nm) O‘(m) O‘(s) 0'(s)

verifica las condiciones i) y ii).

2) El orden lexicográfico y el orden diagonal son casos

particulares del ejemplo anterior, tomando c=id, a1=...=an=0 y

a=id, a1=...=an=1 respectivamente.

Definición 1.1:

Un polinomio f = z fl lx1 ...Xn se dice mónico de gradof..n
(j1,...,jn) con respecto a un orden «, si:

a)i =l
h.ujn

b)f11“J=0si (jl,...,jn)«(i1,...,in) y (j1,...,jn)=(i1,...,in).n
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De ahora en más, f denotará un polinomio mónico con respecto a

un orden fijo « , de grado (71,...,7n), con 7h: 1.

Observación 1.2:

A = k[x1,...,x ]/<f> es un k-módulo libre porque dado

Pek[x1,...,xn], existen polinomios F y É en k[xl,...,xn], univoca
mente determinados tales que:

i) P = Ff+ï
71 7 Il Iii) P =0 si x ...x “ divide a x ...x“1...1 1 n 1 n

1 n

Sea A'= k[x“...,xn]. Usaremosel desarrollo en series de
Taylor T:A'—> A'° dado por T(P) = loP - Pol, estudiado en [M-V].

Es obvio que para cualquier polinomio P en A’, T(P) se puede

escribir comoun polinomio en k[x1,...,xn,T(xl),...,T(xn)], donde

los coeficientes de T(xl) son los coeficientes clásicos en la se
rie de Taylor.

Definición 1.3:

Dado un polinomio P en k[x1,...,xn], llamamos TJ(P) a la

suma de todos los monomios de T(P) que son múltiplos de T(xJ)

pero no de T(Xl), para i<j , es decir,

_ l ap i] ln <'<TJ(P)-: fi.—1—l.T(xJ) ..T(xn) , l_]—n
1 EL! ...,1 J n 6X ’..ax n

n nJ

Proposición 1.4:

En A° se verifican las siguientes igualdades:
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a) Z TI(P) = T(P) = loP-Psl¡:1

b) Tl es k-lineal, para 15isn.

C) T(PQ) = (P@1)T(Q)+(Q®1)T(P)+T(P)T(Q)

d) Tl(PQ)= (Pol)Tl(Q)+(Q®1)Tl(P)+ z TJ(P)TI(Q)+ z Tl(P)TJ(Q)
¡21 J>x

e) TI(ÏÓ)= T1(PQ)-(FÜ®1)Tl(f)- 2 TJ(FÓ)Tl(f)+ z Tl(íó)Tj(f)j>l j<l

f) Tl[ÏSQ]=T¡(Ñ)-(Ï®1)T¡(Q)-(Q®1)Tl(Ï)- 2 TJ(F)TI<Q)—z TI(Ï)TJ(Q)
121 J>l

g) Si f = z f1 x .ux",l 1 n
1 n

1-1

Tm(f) z É 11 lm-k-l 1m+1 ln
T(X ) = f“. 1 x1 x me m+1' xnm 1,...J mm n

1 n

Demostración:

a),b) y c) son inmediatos.

d) Sea TLLM(P) =
ur4=

T1(P) para 15jsn , y pensemos a P y Q como
l J

polinomios en k[x“...,x14][xy...,xn], es decir, polinomios en
x ,...,Xn con coeficientes en k[x1,...,xJ 1-1]°

Entonces TU es el operador T definido de,n)

k[x1,...,xJ_1][xJ,...,xn]
EI]

k[x1,...,xj_1][xj,...,xn]o _]k[x1,...,xj_1][xj,..,xn]”ïktx ,..,x
1 11

Por lo tanto verifica c)

T(Ln)(PQ)=(P®1)T(Ln)(Q)+(Q?1)T(Ln)(P)+T(Ln)(P)T(Ln)(Q)

Como TI: T tenemos que_. T I(l,n) (1+1,n)
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T1(PQ)= T ,(PQ) - T (PQ) =(l#1,n)

=(Po1)Tl(Q)+(Q®1)T¡(Q)+T“’n)(P)Tu,n)(Q)_T

(l,n

(P)T (Q)(l+1,n) (l+l,n)

Pero

Tu,m(P)T (Q)_Tu+nm(P)Tu+Lm(Q)=(l,n)

=T(Ln)(P)[TI(Q)+T(H1JU(Q)]-T(H1JU(P)T(h1m)(Q)=

(hn) (P)_T (P)]T(H1JÚ(Q)==T (P)TI(Q)+[T (l,n) (l+1,n)

=T (P)T1(Q)+TI(P)T(i,n) (i+1,n,(Q)= z TJ<P>T¡(Q) + z Tl(P)TJ<Q>Ja: J>l

e)Como ÏÏÓ=PQ-Ñ.f , usando d) se tiene que

Tl('f>"ó)= T1(PQ) — (P_Qol)Ti(f) - (fo1)Tl(Ï>Ü) - sz(ñ)T¡(f) jM

‘ XT¡(Ñ)TJ(Í)
521

Como fol y T(f) son cero en Ae, 21ü(f)= - [flü(f). Entonces
121 J>l

TI(Ï"Ó)=TI(PQ)-(Ñ®1)Tl(f)- X TJ(Ñ)T¡(Í)+ X TI(Ñ)TJ(Í)
J>1 j<l

f) Como '15=P-Ï>.f, = Ñ-FQf = P_Q-FQ. Ahora basta usar d) en

P_-FQ.

11 1

g) Como Tllles k-lineal, si f = X fl l x1...xn“ , entonces
1 1T(f) T(x‘...x“)

m = z: f m 1 n
T(Xm) H.H1n T(Xm)

l1

y por lo tanto, basta calcular T (x11...xn“lll
). Si aplicamos d) al

i l i 1

producto (x11...xm'f;‘)(xm“‘...xn“), tenemos que
l 1 l

1 n = 1 m- 1 m n
mx“) (x1...xm_1 51) Tm(}1{m...}\{n)

l 1 a

porque como X11...xmïie k[x1,...,xm_1], T (X



i i

Ahora aplicamos d) al producto xm(xm‘lu.x"). Como
m m+1 n

l

T (x m+1
l

J +1 ...x“): 0 para todo jsm, tenemos quem n

l i l l l
n _ m+1 n m m m+1 n

..x )—(x ...xn e>1)'1'm(xm)+ ):Tm(xm )Tl(Xm ...xnn m+1 +1l>m

m+1
+1 ..

l l l l l
_ m m+1 n = m m#1
—Tm(Xm) (XnH1 .Xn )) Tm(Xm) (lc-3Xrn X+1 ..' n

l l

...x "ol + T(X
n I'I'I

Entonces
l l l l

.. ...xm'1@1)'r(x"‘) (1®x“'”...x“
1 n 1 m-1 m m m+1 n

)

Basta observar entonces que

l l l

T (x "‘) loxm-Xmol
m Ill = lll m

T(X ) 1sx — x@1
m m m

l -1
ln

= z Xmox
k=0

l -k-1
m

2-LA RESOLUCIONRs(A)

Sea k un anillo conmutativo con unidad, f un polinomio mó

nico en k[x1,...,xn], A = k[Xl,...,xn]/<f> y A°=AokA°p.

Definición 2.1:

Dadoun anillo D se llama álgebra de potencias divididas al
(l)

módulo libre sobre D con base t , iemo, con un producto dado
por

. . . . l

tn) tu) = [1f3]t(u1)= (lTj). tH+p3 1.3!

Observación:

Si D es un anillo de caracteristica cero, el álgebra de

potencias divididas de D es isomorfa al anillo de polinomios D[X]
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(basta identificar t“) con +—).

Sea D(A) el álgebra exterior sobre Ae del A°—módulolibre

Afefu..oAÏen, y sea Rs(A) el álgebra de potencias divididas de
D(A).

Rs(A) es una Ae-álgebra graduada estrictamente anticonmuta

tiva, con gr(el) = 1 y gr(tU)) = 2j

Definición 2.2:

Sea d : Rs(A).1-» Rs(A)L4una derivación definida por

d1(el) = T(x1)

(1) _ (1-1) = (1-1) 1d21(t )- t d2(t) t

Es fácil ver que d2=0. Entonces Rs(A)= oRs(A)mes un álgebra

diferencial graduada estrictamente anticonmutativa, y Rs(A)mes el
Ae-módulo libre con base

{e t(q)=el AelAuAel t(q)'05q5[m/2]'1sil<..<il SII}.
1'. m-2q 1 2 m-2q

m-2q

Solo falta ver que Rs(A) es una Ae-resolución libre de A, y

para esto definiremos morfismos de complejos

h o

Rs(A) ’(Asïxc’oA,b')

tales que g_h.=id y ho=go=ide. Entonces Rs(A) resultará ser
A

un sumando directo de la resolución standard normalizada de

Hochschild, y por lo tanto, exacta.
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Observación 2.3:

El álgebra exterior D(A) con la derivación d es el

complejo de Koszul K_UÜ,T(X1),...,T(XH)] definido en la Sección 3

del Capitulo 1, y Rs(A) se obtiene a partir de él "matando" el

n Tl(f)
ciclo [-1ï————e(x ) l, con el método dado por Tate en [T].1:1 1

3-DEFINICION DE h.

En esta sección vamos a definir el morfismo

h: Rs(A) —> (AQÁQGA,b').

Definición 3.1:
-QP —@p —®(p+q) . .Sea a :(AoA oA,b')x(AoA eA,b') ——+(AGA oA,b’) defini

do por

(aoao...oa ob)u(a'ea o...oa ob'):
1 p p+1 p+q

= ngfloma%a_ m.ma amy
' a l -1

(1) 0‘ (p+q)
p ¡q

donde ng es el conjunto de las permutaciones a de {1,2,..,p+q}
tales que a(1)=1. a(2)<...<a(p) y o(p+l)<...<a(p+q).

Observación 3.2:

Si * es el producto barajado definido en la Sección 2 del
p

Capitulo 1, y ale AeÁoloA, valen las siguientes igualdades:

. * p1p2
l) a1 a2— alma2 + (-1) azna1

. . papa
ll) (alma2)ua3- aln(azua3) + (-l) alo(a3ua2)

iii) 80(a1*co(a2)) = 80(d1)080(d2)
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Definición 3.3:
. —®p ()Sl aerA oA, definimos a", para n20, en forma inductiva,

de la siguiente manera:

m)a = l

(n+1)_ (n)a GDC!

Proposición 3.4:
-QZPSi aerA oA, tenemos

. (m) (n) n+m-1 num
l) a o a = am-l

.. ( ) ( ) n+m (n+m)

ll) am * a"= [ ] am

Demostración:

i) Por inducción en m . Si m=1, es obvio. Usando la Observa

ción 3.2)ii), tenemos:
(mu) (n)_ (m) (n)_ (m) (n) (n) (m)a oa - (ana )oa - ao(a oa )+ ao(a oa )

Por la hipótesis inductiva, tenemos:

a(m+1)na(n)= n+m-l + n+m-1 a(n+m+1)_ n+m a(n+m+1)m-l n-1 m

ii) Usando la Observación 3.2)i), tenemos:

aún)*a(n)=a(m)0a(n)+a(n)na(m)= n+m-1 + n+m-1 a(n+m)= n+m a(n+m)m-l n-l m '

Observación 3.5:

Notaremos con el mismo simbolo u a1 producto inducido por u

en el complejo normalizado de Hochschild (Aoï®A3), el cual veri

fica propiedades análogas.

lll

Sea hm: Rs(A)m —> AoKGoA el morfismo de A°—álgebraS'
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definido por h1(el)= -1@x¡@1

n Tm(f)

h2(t)= Co —mÉIT(—Xm)(1®Xm@l)

n) _ n)
h21(t )-h2(t)

Efectivamente, h. es un morfismo de A°—álgebras, pues

(tn) tu)) = [ifj h
+ .+. +

J ] 2u+n(t(lj)) = [lj3]h2(t)(lj) =
h

2(1+j)

= h (tn)
21

Proposición 3.6:

h: Rs(A) -—a (AoÁGQA,b’) es un morfismo de complejos.

Demostración:

Comod y b' son derivaciones, es suficiente probar que hd=b'h

en los generadores ex y tm):

a) hd(e¡)= b’h(el) pues

h0d1(el)= hO(T(X1))= T(Xl)= b'(-1®Xl®1)= b'h1(e1).

b) Veamosque hd(tm))=b'h(tm)), usando inducción en q. Si q=0

es trivial. Sea q>0. Usandola Observación 3.2)iii), se tiene

(q-l) =() _ ()_
h2q(t q) —h2(t) q - h2(t)nh2(t)

n T
= e0[[—z #(loxmol)]*hz(t)(q'“] =

m=1 m

n Tm(f)
ohzq-1[m_1T(Xm)

:8
et(q_1)] = e h d (t(q))m 0 2q-1 2q

Por la hipótesis inductiva, sabemosque

b'h d (t“")=h d d (t“")=o
2q-1 2q 2q-2 2q-1 2q
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Entonces,

b, (q) = , (q) = . _ , (q) _
h2q(t ) bc°h2q_1d2q(t ) (1d eob )h2q_1d2q(t >

(tm)d
2q-1 2q

4-DEFINICION DE g
m

Para construir las aplicaciones g :AsÁ®sA —-————+Rs(A) ,
m m

necesitamos definir primero los siguientes Ae-morfismos:

Definición 4.1:
k

i) Sea go: l :AGÁG@A—->A@A (para 15i1< . . . <iksn, Osss[k/2 ]) elk... l

Ae-morfismodefinido por

T (P )
o k ¡J J

ol _J (lePke...oP1®1)— n Ïqïï——ï—
k 1 J=1 1

J

k-2(s-1) 1-1
s = _ 10h s-l

(plH1(lePke..oPiol) E X( l) gpl“1 (lePke..®PJH@l).k 1 k #1
5:2 h=1

Tl (PJPJ_1) o
.-1%Ïï-—ï——npl 1 (le? 29...®Phef@Ph1®...®P1®1)1 1-1'” 1 J“ '

J

_®k
ii) Sea pl leoA eA —-—+AoA el AÏ-morfismo definido pork..1

[lc/2]
_ s

plw..11(l®Pk®...@P1®l)-E olku.1Í1®Pk@...®P1®1)
s=O

iii) Sea ¡:Rs(A)meAet-—>Rs(¡Mm+2la aplicación Ae-lineal definida
k (k1)por e t()-t = e t ’ .1...1 1...1

1 m-2k 1 m-2k

Ahora estamos listos para definir el morfismo
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g: (Asís oA,b') ——)RS(A).

Definición 4.2:
Ill

Sea gm:(AoK®oA,b') —> Rs(A)mel Ae-morfismo definido por:

gb=id

n n Tl (P)
gl(loPo1)- - gpl(1®Pol)ei= - T(x > ell-l 1:1 l

gm(loPmo. . .oPlol) = —(Pum_lo1)gm_2( loPm_2®.. .oP1®1)¡t +

+(—1)[m'“/21E o (loP o...®P el).e1.”; m 1 1.n1
m 1 1 m1<”.q

1 m

Observación 4.3:

Es fácil ver que

[In/2] k

= _ lm+n/mz -—-——————-—gm(loPmo...oPlol) ( 1) [ [[1(Pm_2”2Pm_zjflol).
k=0 J'

z (m. gol l (lonZktaa...49P1®1).el l t ]m-2k'" 1 1"" m-2kl <...<1
1 m-Zk

Observación 4.4:

Usando la Observación anterior, se ve claramente que

dm+2(gm(1oPmo.. .9P191)It)= dmgm(1oPmo.. .oP1o1)¡t +

T f
J( )

n

m+1 [(m+1/2] _
+(_1) (-1) E pl “¡(loPmo..oP1ol)el “l T(X )ej

m 1 l I'll J1 <..<l =1
1 m J

Teorema 4.5:

g_:(AoXOoA,b') —> Rs(A) es un morfismo de complejos.
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Demostración:

Tenemosque probar la conmutatividad de los cuadrados

m+1

AQÁGGA—L> Rumi“1

‘ïb ‘[dn1+1 IHZO
_®mAGA oA ——“‘——> Rs(A)

I'll

y lo haremos por inducción en m. Si m=0, tenemos:
n

dlgl(1oP®1) = — T|(P) = Pol-loP = b’(l®P®l) = gob'(1@P®1).
1 1

Sea m>0, y supongamos que para todo k<m, d g =g b’. Vea
k+1 k+1 k

mos que d g =gb'.
m+1 ¡Ml m

Sabemos que

dmflgmflfloPmflo. . .oP1o1)=dm1[-(P_*1Pmol)gm_l(loPnHo. . .oPlol )¡t+

+ (-1)[m’a/2]E pl (loP 1o...@P1ol) el i ]=ll“1...11 m+ 1... m”1<H.q
1 mu

m+l (In/2]
=-(PmflPmol)dwdgwú(lonqo..oPlol)It+(-1) (-1) (Pmleol).

h
Tj(f)

. gol l (loPm_1e...oPlol)e1 l XT eJ +É m_1... 1 1... m_1 J
1 <...<1 j=1

1 m-l

[(m+2)/2]

+(—1) E wlmflmlílannme...eoPlol)dm1(ellml )
l <..<l

1 m+1

Por otro lado,

b'(loP o. . .oP el) =
m# 11

= (P ol)(loP o...oP ol) - (lo? """"""'ÏwoP o...oP el) +
m+1 m 1 m+1 m m-l 1

+ (1oP o'P'_Ï7——'ePo. . .oP el) - 1oP oP ob' (P o. . .oP ol)
m+1 m m-I m-2 1 m+1 m m-l l

Entonces



gmb (1®Pmfl®. . .®P1®1) =

-(Pm+1®1)(Pum_l®1)gm_2(1®Pm_ ®. . .®P¡®1)¡t +2

+ [P “WPMP ©1]g (1®P ®...®P ®1)It m+1 m m-l ¡11-2 m-2 1

+ (Pm+1Pm@1)gm_2(1®b'(Pm_1®.. .®P1®1))¡t +

[(m+1)/2] I

+ (-1) E @¡_ llb (1®Pmfl®...@P1®1) el!“J
1 <...<l m m

1 m

Como

1

—(P PP 1®l)+(P PP 1ezl)+(P PP 101)-(P PP 1®1)=m+1 m m- m+1 m m- m+l In In- m+1 In In

(PMIPmol)(Prlal)

tenemos que

gmb'(1@PuHo. . .oPlol)=-(Pmquol) (Pm_1@l)gm_2(ler_2®. . .GP1®1)It+1

+(PM1Pmol)gm_2(leb’ (Prle. . .OP101))It+

[(m#l)/2] I =
+(-1) E (pl mi b (1oPm+1®...oP1@1) e1 ml

m 1 1 ml<...<1
1 In

=-(PM1Pm®1)gm_2b'(loPnHa. . .0P181))It+

[(m+1)/2] ,
+(-1) E 401ml b (13Pm+1®...@P1@1)el ml

m 1 1 ml<...<l
1 m

g si y sólo siUsando la hipótesos inductiva, ghb'=d m”m+1
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TJ<f)
n

=_(Pm+1Pm®l)É qol ..1(1®Pm-1®''®P1®1)ZW el ..1 1+
1 «.q m4 1 ja j 1 m41 m-l

m+1

+(-l) Í o! ...1 (1®Pm+1®"'®P1®1) dm+1(el ...1 )m+1 1 1 m+1l <...<l
1 m+1

Comolos elementos el l son linealmente independientes, esf..r
suficiente verificar las igualdades de los coeficientes correspon
dientes, esto es:

gp1ml b'(loPmflo...®P1@1) =
m 1

m Tl (f)

=—(_Pm_flPm®l)z(-1)“"“gol Í I (ler_1o...®Plel) T(—;—7 +í..kn.1 1
k=l k

m

_ lll _ 1+1
+( 1) Éï:( 1) E pl__J hl___l (lchflo...oPlel)T(xh)+

1:1 1 <h<l m J“ J 1
J JH

In+1

+(—1) E p!“ .d1h(1®Pmue...oPlel).T(Xh)
h<l

1

Su demostración, que es larga y tediosa, se encuentra al fi

nal, en el Apéndice.

5-EXACTITUD DE RS(A )

Solo falta ver que gjh=id, porque en este caso Rs(A) es un
sumando directo de la resolución standard normalizada de

Hochschild, y por lo tanto, es exacta.

Lema 5.1:

v, m, [(19391)*(1®Pk_1®...®P1@1)] =
k 1
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T )k l (a
_ _ r+k r

_Z(1) T(}I{1)‘ol ...l(1®Pk-1®°"®P1®1)
r=1

k-l 1r

Demostración:
h

COIHO =‘01...| z 91...! ’
k 1 h k 1

es suficiente probar el lema para
h . . .

o! l , y esto lo haremos por 1nducc1on en h¡..1
Sea h=0. Como

k
_ _ r+k

(1oao1)*(loPküo..oP1®1)-r;1( 1) (1®qu®...®Pr®a®Prqo...oP1@1)
tenemos

0 —
0| _._¡((1®a®1)*(1ePk_19.“©9131” _

k 1

k T| (a)
= _ r+k r o ‘
Z( 1) T(x ) wi...1...1(1@Pk-1®"'°P1®1)

r=1 l k r 1r

Supongamosahora que el lema es cierto para h-l. Usando la
. . . h

def1n1c16n de mi 1 , tenemos:¡..1
h

p1..4
k 1

((19691)*(1@Pk_o...oP1@1))=1

k-1-2(h-1) j-l

:2 E (-1)hsz-ï. ((loa®1)*(loquo...®PJH®1)).
3:2 s=1 k “1

T1J(PJPJ_1) o
.——ïüïq-ï-—.oljfl_nli(loPreo...oPsofoPsflo...oPlol) +

J

_ - - P
k 2(h 1) 12 ha ha 'I'¡J(PJ_1 J_2)

+5 E (-1) (plkn.l 1“(19Pk-19...PJ®1)—T(X-l-T—-a
J:3 5:1 J J

° *

.QIJqI. 1((loaol) (loPrao...oPsof@Psqo...®P1o1))
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Usando la hipótesis inductiva, tenemos
h

wi H_1 ((leael)*(1@Pkd@...®P1®1))=
k 1

k-l-2(h-1) 1-1 k Tl (a)=: _r_
1:2 s=1

'I'(x1 )°
r=j+1 r

T P
h_1 1J(PJ 1-1)

"01...1(1®Pk-1®'°'®PJ+1®1) T(X ) '
k r 1 1

J

.990 (le? e...®P@feP e...eP ol) +
1J_1...11 1-2 s s-l 1

k-2(h-1) 1-2 j-l T1 (a)

+ Í Í (_1)k+sí (_1)r+j-1 Tor; ).
1

1:3 5:1 l‘=1 P

T (P P )
h_1 l ¡J 1-1 3-2

.wlkquflClequQ...®PJ® ) T(xl )
J

.90 A (leP e...eP efeP e...oP el) =l ...l ...1 1-3 s s-1 1j-l r 1

k-1-2(h-1) 1-1 u Tl (a)
_ _ j’s _ r+k r-: E 1>E 1> —-T<xl>

J=2 s=1 r=J+1 r

T P P
h-l l ( J J'I)

'(pi...ï...1 (IGPk-1®°"®PJ+131) T(X ) °
k r 1+1 1

J

.wo (leP 9...92 efeP o...eP el) +
lJ_1...l1 1-2 s s-1 1

k-1-2(h-1) 1-1 j Tl (a)
k+s r+j r+ -1 -1 ————--.

< > < ) (xx )
J=2 s=1 r=1 r

P P
h-l le+1( 11-1)

.gp1km1“2(1e>Pk_lca...@PJ“®_1)——,I.(Xl) .
1+1
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Lema 5.2:

g¿((1@a®1)*(1oquo...oP1@1)) = gl(loa©l).gwq(loquo...@P1@1)

Demostración:

Por inducción en m. Si m=1, es trivial. Sea m=2. Entonces

92((loaol)*(loPol)) = gz(loaoPol-1®Poa®1)=

=-(Eïol)t - 2 w (loaoPol)e -+ (Fíol)t + Z o (1®P®a®1)e =
¡<1 Jl U ¡<1 Jl u

T (a) T (P) T (aP) T (f)
= 2 J 1 + J 1

¡(J T(XJ) T(x¡) T(XJ) T(X¡)

TJ(P) Tl(a) TJ(Pa) T‘(f)
T(XJ) T(xl) ' T(XJ) T(xl) eu ‘

n T1(a) n T1(P)
= - el . - e1 =91(19a91).gi(1@P®1)

1:1 1 1:1 1

Sea m>2, y supongamos que el lema es cierto para todo

k<m. Como

(1®a®1)*(londo...oPiol)=
lll

=E (-1)r*m(loP o...oP oaoP o...oP ol) =m-1 r r-1 1

r=1

= loaoP o...oP el —loP oaoP 9...9P ol +
m-1 1 m-l In-2 1

m-2

+ loP 9P oli (-1)r+m(1®P o...oP oaoP o...®P ol)
m-l m-2 m-3 r r-l 1

r=1
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tenemos que

gm((1@a®1)*(1®Pm_1®. . .ePl®1)) =

=-(aPm_1®1)gm_2( 1®Pm_2@. . eP1®1)It+(Pm_la®1)gm_2( ler_2® . .®P1®1)-t—

(P P 2®1)gm_2((l@a@1)*(1®Pm_m-l m 3®. . .®P1®1))It +

¡(IMM/2]

+(—1) E golmuJIUloa@1)*(1@Pm_1®...®P1©1))eilmi=l<...<1
1 m

= - (Pm_1Pm_2@1)gm_2((lea®1)*(ler_3®...®P1®1))It +

[(m+1)/2]

+(-1) E planl((1@a@1)*(l@Pm_1®...@P1@1))ellmlml<...<|
1 m

Usando la hipótesis inductiva, y el lema anterior, se deduce

que

gm((1@ael)*(loPm_lo. . .ePlel)) =

= -gl(loaol)(P P 2e’1)gm_3(ler_e. . .eP e1)-t +
III-1 In- 13

T a)m' (
1

+ (_1)[(m+1)/2]: Í (_1)m-1'I‘(}I-{l ) elr.
r=1 rl <..<l

1 In

.1...l"p: ...1(1®Pm-1o"'®P1®1)e1.. a =
m r 1 1 r m

gl(loa®1)[— (Pm_1Pm_2®1)gm_3(ler_3@..®P1@1)It +

+ (_1)[(m+1)/2]+m q)! “l (loPnHGa..419P1q=.>1)e1“l ] =
In 1 1 m-l

1 H m

= 91( leaol) .gm_1(loPnHe. . .ePlel)

[(m+1)/2]+m [ln/2]Porque (-1) = (-1)
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Teorema 5.3:

g_h_=id

Demostración:

Como Rs(A)r es libre, basta calcular 93% en los elementos de

la base {el tm) : lsil<...<i sn y m+2q=r }.l'l'I
1 mgh(e (q) _ (q) _

2q+m2q+m[1...1t ) - gzq+m[h1(ell)*.'.*h1(el )üth(t m m

= gzq+m[(l®xlla1)*. . . *(1oX1@1)*h2q(t(q))]Ill

Por el lema anterior

gh(e (q) _ (q) _

2mm2mm llmit )-g¡(loxilol)...gl(loxlm@l).g2q(h2q(t ))

...l
1 m

= gzq(h.,_q(t“"))el

Solo falta ver que gu(hh(t““))=tm), y lo haremos por
inducción en q. Si q=0 es trivial. Sea q>0 ,supongamos que

(r)
ga(hh(t“q))=t para todo r<q y probémoslo para q.

Recordemos que f = z f1 X ..x“ es un polinomio móni
. . n

1 n

co de grado (71,...,1n), con 7n>0 y
1-1

T (f) J 1 1 l-k-11+1 1—J——= f x1...x"‘x"os>xJ xJ ...x“=
T(X ) 11...l 1 1-1 j j 1+1 nJ 1,.q1 k=0 n

1 n

l
. . . . 1 1-1

con L = { (11,...,ln,k) : Osk<iJ }, ai=f __ x ...XId x
j i-k-11+1 1

J_J n =. ..
Bs—xJ XM ...xn para s (l1,..,ln,k).

Entonces, como
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n TJ(f) n J J
h2(t)= -eo EW.(1®XJ®1) = -Z Zloasoxjofis

=1 =1 EL
J J s J

tenemos que
(q) _ (q) _ (q-1)_

h2(t ) — h2(t) — h2(t)oh2(t) —

n J J n J

= _Z:, E 1®as1e[(x1 ole) h2(t)(q'“] — E E E leaslo
1 1 1 1

J =l SEL j ,j =1 s GL SEL
1 1 jl 1 2 1 112 j

J J J

o [a 29313 2] . [(19): ©1)*(1®x @1)*h (t)“"2’]
s2 s1 s j1 12 2 i

2

Usando la definición de gIllsabemos que
n __

J J
(q) = 1 1

ng(h2q(t ) ) z z [aslleofls1
j EL

1 Jl

(q-l)
gzq_2[h2(t) ]¡t +

=1s
1

n _____._JJ JJ
+2 E E 01101233132.S S S S

1 2 1 2J.) =1 sEL sEL1 2 11 2 J
2

'92q-2

()
+<-1>“Ï <0,...,(thtqÜ

2q 1l<..<1
1 2q

Comoel grado de f es (11,...,1n) y 1n>0, valen las siguien

[Hex]31)*(1st©1)*h2(t)“"2’].t +
1 2

tes igualdades:

i)a1X=sJj 1 Sl 31:11 Y Sl=(ÏII°-°I7n17n'1)

1 1 0 en el resto

ii) B:=1 si sl=(71,...,1n,1n-1)
1

J... 1 2 . . , .=0 Sl tn o tn111) as as J1 32
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pero (1®xn®1)*(1@xn@1)=0

Entonces

92q(h2q<t“">>=gzq_2[h2<t>“““]-t+(-1>“E «al “l (h2q(t“"))
11<..<l2 zq 1q

Usando la hipótesis inductiva, tenemos

(q) = (q) _ q (q)

gzq<h2q(t )) t + < 1) w12__.11(h2q(t >>
11<..<12q q

y, por lo tanto, para terminar la demostración, es suficiente ver

que

(q) _ <. . <
go (h2q(t ))-0 para 1-11<...<1 _n.l ...1 2

2q 1 q

Recordemos que h2(t)=-z loaioxjofii , y por esto, h2(t)(q) es
suma de monomios del tipo T=t 1oP o. . .oP oP con P =X ó P =otJ

2q 1 0 k J k s

para k>0

T (P )
. o aq l] J

Sl r=0' pl .“l (T): n T(X )
1 1:1 1

= J =

aq es cero porque qu cts y Pk XJ
J

Tl (ai) Tl (x1)
— 2q k . .

para algun k<2q, pero T—(x1—) —T(—)ï—)es dlStlntO de cero sólo
2q k

s1 1k=3 y 3>12q, y esto es 1mp051ble porque 1k<12q.

Por último, supongamos que r>0. Sea Fk s:Amïíaqu ——> Ae el

morfismo de Ae-módulos definido por

I" (loP o...oPo1) =
k,s 2q 1

T1 (PkPk-I)
_ k o

- ——T(X| ) (pik-1m 11(1@>Pk_2<¡n.. .oPsofoPs_lo. . .oPlol)
k

Si T es un monomio de h2(t)(q), tenemos
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r —

g01 ...1 (T) _
2q 1

_ _ k+s r-l
—: (1@PO)Z( 1) golzqmlk¿1onan .oPkHol) I‘k's(1@P2q®..oPïol)

k s

Ahora, para todo monomio 'T con (Pk,P =(XJ,Xy): existe otrok-l)

monomio T' igual a T, excepto que en T' (Pk,Pk_1)=(XJ',XJ), y

T y T' tienen signos opuestos. Entonces Fhs(T+T’)=0.
Este razonamiento se puede repetir para:

1) (Pk,Pk_1>=<ai,a:I)

2) (Pk,Pk_1)=(ai,Xj,)

3) (Pk,Pk_1)=(XJ,,ai) con jtj'
Tl (a: x1)

Finalmente, si (Pk,qu)=(xJ,a:), entonces —T%ïï—ï——-=0
k

Teorema 5.4:

Rs(A) es una resolución A°-1ibre de A, g_h.=id y h.g_ es

homotópica a la identidad.

Demostración:

Es inmediata.



CAPITULO 3

l-CALCULO DE LA HOMOLOGIA Y COHOHOLOGIA DE HOCHSCHILD

Sea k un anillo conmutativo con unidad, f un polinomio móni

co en k[x1,..,xn], y A=k[xl,...,xn]/<f>. Sea Mun A-módulo, con
siderado como AÏ-módulo por la multiplicación uzAï-—+A, es decir,

m(a®b) = mab.

Recordemos que Rs(A)=(Rs(A)_,d.) es una resolución A°—libre

de A, el conjunto Bm: {e t‘“ ISi <...<il...l 1
1 Ill-2k

una base de Rs(A)m, y Bmtiene [2] elementos.

Si tomamos el producto tensorial de Rs(A) con M sobre Ae,

y usamos la identificación tzMo ¿Aï——»M, t(mo(aob))=mu(aob)=mab,
A

obtenemos el complejo

mu): nui-m“L) _a_)nl¿»no
n

donde M'= M(") es la suma directa de copias de M indexadas por
m

los elementos de Bm, y si ü e M

30(ú el)=0 pues

(t.(idH®d).'C-1)(1.9 ei) = (1:.(idHod))(ü®el) = 'c(0®d(el)) =

t(Ü®T(X¡)) = Ü u(T(Xl)) = 0

af
8X

m=1 m

n

32H“) t‘“’)=o df t(k'“ con df= z e ues
m P

(t.(idH@d).‘c-1)(ü t‘“) = (t.(idH®d))(ü®t(k)) = 1:(19@d(t“")) =
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(k-l "Tm(f) "Tm(f) (k-l)
_ t(Ü®t XT(x )e ) _ ü L1(XT(x )e ) t

m=l m m=1 rn

Y

n Tm(f) lm_1 11 k lm-k-l ¡m1 1_ + n _
“(XT(X )em)_ “( z X fl 1x1. x®x m+1. xn )_

m=1 m [J k=0 1 n
l 1-1 1

_ 1 n af

-? 1m fl1 lnX1 Xm xn- ax
J

Entonces,

a (a e tm): 19dee t‘k'“m-l 1 ...¡ 1 ...|
1 Ill-2k 1 m-2k

Observación 1.1:

É(M)=qg0F(M), donde Fm) es el complejo

EIcl aq0—>M(3)t(q)—->M(?)t(q—“—>...—>M("EI)t(q'nfl)—>M(2)t(q'n)—>0

n n

con M(k)t(q'k)=0 si k>q. El grado de M(")t(q'm) es 2q-k. En

tonces

H (A,M)= H (ísT(M)) = e H (ñ’s‘(M))
r r ur I‘

donde 1h={qem: (r/2)sqsmin(r,(r+n)/2)}, pues r=2q—m,con

m=0, ..,n y maq.

Lema 1.2:

(¡n1) (-|+1)a: 1 ('1') ( x) 1
Coker( M ' t.q -—JÏ—+ M tq' )= MoAQ(A) si lsisq.

Demostración:

Como

(191) (q-lu) agq-i (Ï) (q-HM t -—-—-+ M t

l id.@g l
Mom' '1A“) —"——> M@(A‘A“)

51



es un diagrama conmutativo, donde las flechas verticales son iso

morfismos, A": Aefo...@Ae yn

n

g(e.A.../\e )= df e A...Ae = z
Jl J1-1 Jl J1-1 m:

es claro que

Coker(aq)= Coker(idh@g)= MeAA1(An/<df>).

Finalmente,

QI(A)=H1(A)=H1(ÉI(A))=Coker(A(3)@A(°)t-—É—> A(?))=A(")/<df>

porque EI(elAeJ)=0 y EI(t)=df.

Definición 1.3:

Dado un complejo C=(C.,d.), llamamos C[2i,j] al complejo trun
cado

0 si m<j

C[zi,j]m= {
Hua-J

Lema 1.4:

El complejo ÉEq(M) es isomorfo al complejo

K,[M,((-1)""1 Lim] [Zn-qa]

donde K.[M,((-1)””_%É_)1<mm] es el complejo de Koszul de M con
m

Q’xrespecto a ((-1)mn definido en la Sección 3 del CapiaX ) Isla-Sn

tulo 1.

Demostración:
n n

Basta definir parjflflj)tMü) -——eM(mj) de la siguiente
manera:



<n y {i ,...,ij}n{i;,...,i¿_1}=de

Veamos que o es un morfismo de complejos:

dq>2_ (a e t‘q'“) = dos e , , )qJ .1 l ...l
1 J 1 n-J

n-j l’+1
_ r-l r af A‘ (-1) (-1) T Üet'..1'..1'

r:l l, 1 r n-J
l‘

n
(q-J) = af (q-J-1)

pzq-Jd(Ü el .1 t ) qqu-J[ XT“, erAel t ]
1 J r=1 1 J

"'J af m-y1)
w2_ [ 2-7ñïó ePAe t ]

q] r=1 1; 1" J
n-j l'-r

r af (Q‘J‘Ï) _
p2q-J[ ('1) ax" el » t ]r=1 1' 1 J

l‘

n-j l’u
_ r af A
_ Z (-1) ax É el’ Jn.v

r=1 l; 1 r n-j

Teorema 1.5:

Sea A=k[x1,...,xn]/<f> con k un anillo conmutativo con uni

dad, f un polinomio mónico en k[X1,...,xn], y M un Ae-módulo.
Entonces:

Hr(AIM)=|:n-?<15n H1[K'[M' ((-1)mw1 )15m5n]]:|©[M®AQr(A)]Si rinl-(n+r) es par

Hr(A,M)= o H¡[K_[M,((-1)“‘l%)15m5n]] si r>n.OSISn
l-(n+r) es par

Demostración:
e

Como A es k-libre, H_(A,M)=Tor€‘(A,M), y como Rs(A) es una

resolución A°-libre de A, H.(A,M) = H.(Rs(A)® eM) = H_(E(M)).
A



Por la Observación 1.1, sabemos que H (ÉE(M))= o H (RJ(M))
r ‘u r F

donde Ur={qEW: (r/2)sqsmin(r,(r+n)/2)}.

Por el Lema 1.4

¿(www Hr[Kr[M,((-1>“’“2—,Ï)15m5n][zm-q,q1].

Por la Definición 1.3

Hr[Kr[M' ("1)m—gí)15m5n] [hi-qien] =

_ m+1 af

- Hr [Kr-Ztvn[M' ((- 1) axm)15m5n]]

si n—q=r-2q+n, es decir r=q. Si r=q,

_ n ar n
Hr(RJKM))=Coker( M("4)t ——1—+M(') )=M®AQr(A)

por el Lema 1.2.

Basta observar entonces que si rsn, entonces (r/2)sqsr y

por lo tanto r-2q+n toma valores entre n-r y n, y si r>n,

(r/2)sqs(r+n)/2<r, y entonces r-2q+n toma valores entre 0 y n.

Teorema 1.6:

Sea A=k[xl,...,xn]/<f> con k un anillo conmutativo con uni

dad, f un polinomio mónico en k[XU...,Xn], y M un A-módulo.
Entonces:

OSl<r
l+r es parHr(A,M)=[ e HI[K.[M,((-l)mfl 3;)15m5n]]:|oKer[M(2)—>dM("1)]

l'

si r<n, con d(ú el 1)= X(-1)mfl(ú %%—nel l) para úeM
f..r m=1 Im 1.“ ...r
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r _ mfl af . >
H (A’M)_ os?31 Hi[K-[M'((_l) _?ñFJ15mSJ] Sl r'n'

"‘rl es par

Demostración:

Como A es k-libre, H'(A,M)=Ext'e(A,M), y como Rs(A) es una
A

resolución A°—libre de A, H'(A,M)=H (Hom (Rs(A),M)).
Ac

Como M es un A-módulo, entonces M es un Ae-módulo, con

la acción definida por m(aob)=mab.

Además, como M=HomA(A,M) como A°—módulos, tenemos:

H'(A,M)=H'(Hom (Rs(A),M))=H'(Hom (Rs(A),HomA(A,M)))=
A° A"

=H'(HomA(Rs(A)eAeA,M))=H°(HomA(ñ:(A) ,M))=qgoH.(HomA(ÏÉq(A) ,M))

Pero el complejo HomA(íÉ(A),M) es isomorfo al complejo
n n n n

0_)M(n)t(q-n) a M(n-1)t(q—n+1) M(1)t(q-1) 3M(o)t(q)_>0

n

con M(k)tkr“=0 si q<k, y

(q-k) k m+1 af (q-kn)
...1t >=z (-1) 196X61...! ...1t

1 k m=1 [m 1 m r

qu'k” (o el

Entonces, es claro que el complejo HomA(ïÏ(A),M) es isomorfo

al complejo de Koszul truncado K.[M,((-1)mH-%%—)tfiún][Zn-QIQJ

La demostración se termina en forma análoga al final de la de
mostración del teorema anterior.

Ejemplo 1.7:
,_ , m+1 af

Sea A -k[Xf.n.Xn] y K_A ,((—1) ax)lsmsJ el comple
m

m+1 af
ax)lsmfif La suce

m

jo de Koszul de A' con respecto a ((-1)



sión exacta

0-—>A'¿>A’—H—)A’/<f>——>0

donde el morfismo f significa multiplicar por f, y rr es la

proyección canónica, induce una sucesión exacta corta en los com

plejos de Koszul

, m+1 af0-9 ¡((-1)W ) ISmSn
l'n

, m+ af
]_’ K.[A¡((-1) IW)m]—*ISmSn

m+1 af

—> K_[A,((-1) Tx )15m5n]—+0
I'll

La sucesión exacta larga de homologia obtenida con esta suce

sión exacta corta, es

'0' l'l'l'O'
..—>HS[K_[A', ((-1)m 1%)15m5n]]—>HS[K_[A' , ((-1) 12%)

H (n) * 63_ m+

—>s HS[K_[A, ((-1)“ 1%)15m5n]]——>1Hs_1[K_[A', ((-1) 1%)15m5n]]—>

fHs-1(f) , m+1 a
—>Hs_1[K_[A , ((-1) —axm)15m5n]]——+.. .

Además

, ¡M af _ , af

Ho[K-[A I ((-1) 18_xm)15m5n]]- A /<( axm)15m3n>

m+ af af nH0[K.[AI(<—1> w n<A>

Si ( es una sucesión regular en A', vimos en el
m+1 af

Teorema 3.2 del Capitulo 1. que HS[K_[A’,((—1) -7ñ¡J15mfiJ] es
m

cero para todo s>0. Entonces, la sucesión exacta larga anterior
se transforma en

+ af , af f
0 —_’ H1[K.[AI (('1)m 1 aXm)15m5n]] __) A /<( axm)1Sm5n> 5I
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f , af H “f

A /< ( axm)15m5n> A/< ( ZX )15m5nrn

> ——a 0

Por el Teorema 1.5,

Hr(A)= Qr(A) si rsn

af _ n . _

axm)lsmsn>‘Q(A) Sl r>n y r+n es impar.Hr(A)= A/<(

Por el Teorema 1.6,
n n

Hr(A)= A/<(-g%fi15mñ>oKer[A(r)—g—aA(Pq)] si r<n y r es par

af
ax ) 15m5

m
H'(A)=Ker[A’/<( n>¿>A'/<( 3;)15m5n>]oKer[A(r)——>dA("1)]

si r<n y r es impar

af
H'(A)= A/<( ax )u&sn>= Q"(A) si rzn y r es impar

III

}Í(A)=Ker[A’/<( 3;)15Wfi>—ÉaA’/<(3;)15wfi>] si ran y r es impar.

2-CALCULO DE LA HOMOLGIA CICLICÁ

Sea k un anillo que contiene a Q, f un polinomio mónico en

k[xf. ,x ] y sea A=k[xf.n,x ]/<f>. En esta sección vamos an n

suponer que ( gíhfifil es una sucesión regular en k[xf.n,xn].
m

Entonces, por el Ejemplo 1.7 de la Sección anterior, conocemos la

homologia de Hochschild de A.

Recordemos que la homologia cíclica de A es la homologia del

complejo total de B(A)norm



Además, si D(A) es el complejo cuyas filas son los complejos

de De Rham truncados

lo
2

C)

(_
O

Q. o

H O
b«27-oe———

d(_—

d(—

O
O<—D(-—-D

la aplicación

u:Ae¡"‘—> Qm(A)

“(aooa1®...oam)= (1/m!)aoda1A.../\dam

induce un morfismo de complejos u:B(A)nmm———+D(A) (ver Propo

sición 5.2 del Capítulo 1).

Teorema 2.1:

Si k es un anillo que contiene a Q, f un polinomio mónico en

( afkIX,. .X] tal que aXJ1fiún
es una sucesión regular en

k[xf.n,xn], entonces
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HCr(A)=Qr(A)/er'l(A)@H:;2(A)9H:;4(A)o... si rsn.

Demostración:

El morfismo de complejos h:Rs(A)-e(AodeA,b’) definido en la

Sección3 del Capitulo 2, induce un isomorfismo h:Hr(íE(A))—»Hr(A).

Si rsn, Hr(ñ(A))=Q'(A), entonces h:Q’(A) —> Hr(A) coincide

con la aplicación de A-álgebras 7:Q'(A) -—a Hr(A) definida en
la Observación 2.1 del Capitulo 1. Además, en la Proposición 5.3

de ese mismo Capitulo, vimos que uy = id. Entonces el morfismo

u:B(A)mn;--a D(A) es un cuasi-isomorfismo en las filas, ¡r por
lo tanto, es un cuasi-isomorfismo de los complejos totales.

Definición 2.2:

Un polinomio P en k[xf.u,x ] se dice homogéneo con pesosn

si existe una sucesión de números racionales q1,...,q conl'

0< sl ara todo i, tal ue P se uede ex resar como una combinaq1 P q P P
m m

ción lineal de monomiosxf...x: tal que qu+...+qu=1.

Lema 2.3:

Sea P un polinomio en k[xf.u,xn]. Las siguientes condi
ciones son equivalentes:

i) P es homogéneo con pesos

ii) existe una sucesión de enteros positivos no nulos

p1,...,pr tales que P es homogéneode grado estrictamente positivo

en el anillo graduado k[Xf.“,xn] con gr(xl)=pl.

iii) existe una sucesión de enteros positivos no nulos p1,...,pr
p p

y un entero positivo d no nulo tales que P(t1X1,...,t'Xr)=
d

=t P(X1,. ..,xr) en k[x1,...,xn,t].
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Demostración:

Es inmediata a partir de la definición.

Observación 2.4:

1) Todo polinomio homogéneo es homogéneo con pesos (basta tomar

pl=1).

2) Si P es homogéneo con pesos, entonces

“ aP

P(X1, cn. ,Xn)=(l/d)Elp¡Xla—xt(Xl, . . . ,Xn) .

Teorema 2.5:

Si k es un cuerpo que contiene a Q y f es un polinomio

( afhomogéneo con pesos en k[xf.u,&J tal que ax)lfiñn es una
m

sucesión regular en k[xf.u,xn], la homologia cíclica de

A=k[xf.u,xn]/<f> para rzn es

_ 0 si rzn y r-n es par
HC (A) =

r Hr(A)=Q“(A) si rzn y r-n es impar

Además, HCr(A)= HCr(k)oÉCr(A) para todo rzo.

Demostración:

ComoA es un álgebra aumentada, por la Proposición 6.3 del

Capitulo 1, sabemos que HCr(A) = HCr(k)oÉCr(A), y por la Proposi

ción 6.4 del Capitulo 1, la aplicación szfiCr(A)———+ÉCPQ(A) es

cero para todo rzz. Entonces tenemos una sucesión exacta

(1) 0——+ÉCr(A)——E—a ÉH4(A)——¿—+ ÉCN4(A)——+ 0 para todo r20

Como A es un álgebra aumentada,
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_ H (A) si r>0
H(A)= '

r H0(A)/k si r=0

De la sucesión exacta (1), se deduce la sucesión exacta

Bi Bi
0 —->HO(A)/k—> H1(A)—> H2(A) ——>

En la demostración del Teorema 2.1 de este Capítulo vimos que

u:Hr(A) ——a(Í(A) es un isomorfismo para Osrsn, y sabemos que
uBi=du. Entonces

o—> Q°(A)/kd—> 91(A)——>...——> Qn'1(A)d—> Q"(A)—>o

es exacto, pues d19m4(A) ——e(T(A) es un epimorfismo. Enton

ces, por el Teorema 2.1, sabemos que HCn(A)=0.

Como f es homogéneo con pesos,

f(x1, . ..,Xn)=(1/d) {p x a—f
l=l ¡18X¡(x1""’xn)

y entonces

>—>f A'/<( af)15m5n>] =af)3X 1SmSn ax
m m

Ker[A'/<(
a_ , f _ af _

_ A /<( ax )15m5n)_A/<( axm)15m-Sn>_ un“)

Por el Ejemplo 1.7 de la Sección anterior, se deduce que

Hr(A)=Q"(A) para todo ran.

Finalmente,

o —+ Horn.) —> Q"(A)——> ícmm) —> o

es una sucesión exacta corta para todo ran, ÉCn(A)=0 y
af
axm) ISmSn >

dimk(Qn(A)) es finita pues Q"(A) = A/<(
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APENDICE

Para terminar la demostración del Teorema4.5 falta ver que:

Proposición A.1:

ol.nlb'(l®Pmflo...®P1®1)=
rn l

m Tl(f)
__ — _ m+k A k
_ (Pm+1Pm®l)Z( 1) q"1...1 ...¡(1®Pm-1®"'®P1®l) T(X ) +

¡(:1 m k 1 1k

m

m j+1

+(_1)Z(-1) É 01...! hl ...1(1®Pm+1®"'®P1®1)T(xh) +
m j+1 j 1

1:1 1 <h<l
J 1+1

1

+ (-1)m* E golmlh(1®Pm1®...oP1@1) T(Xh)
h<1 m 1

1

Para demostrar esta Proposición, necesitamos las siguientes

definiciones y observaciones:

Definición A.2:

¡lll1) go :AoíokoA —> A°
l 1k... 2

Im _

«al mláloPko. . .oP1®l)k

k M M T1J(PJPJ_1)
= E (-1) 501.”! (loPko...oPJH@1)sW .

k j+1 1
J=2 J

o o c < S .

-@U_f.J2(1®Pyeo...oPlol), para n>lk)...)12>l y 1_m[k/z]

—ok e
2) gp; 1:AoA @A—)A¡..2

[k/2] m
o; n_l(1®Pk®...®P1®l)= Z o! _“l (loPko...oPlol)

k 2 m=1 k 2
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Observación A.3:

a)golk___líl®Pk®...®Pl@1)=

Tl (P1) Tl (f)
— __¿___ r __L___
-qpl ___l(1®Pk®...®P2®1)T(X ) + gol ml(1@Pk®...@Pl@1)T(x )

k 2 ¡1 k 2 ¡1

b)go¡k'_.lgl®Pk®...®P1®1)=

T1(P2P1) T1(P1)
2 , 2

=-q)l t(laPksa...®P3@1)T(Tï - (pl l(lcaPk@...@P2@1)-,IW
k'” 3 12 k'” 3 12

Observación A.4:

a) b'(1@P ©...0P®1)= b'(loP ©...®P )®P©1 +
m+ 1 m+ 2 11 1

+ (-1)“(1er+19.“spy???” + (-1)m1(1@P1)(1®Pm©...®P2@1)l

b)b'(loP o...oP @1)=
m+1 1

= b' (loP e. . .eP mp op ol+(-1)“‘*‘(1@P a. . .eP stïïïbp ©1)+
m+1 3 2 1 mu 4 3 2 1

+(-1)m(1@Pmflc...oP391ïÏÏa1)+(-1)""1(19P1)(lstfleJ...@P2®1)

Vamosa probar el Teorema 5.1 simultáneamente con:

Tl(f)
(*) 4’1 ...1 b'(1°Pm+1®°“9P1®1)T()1< ) =

m 2 l1

Tim
=('1)m(1®É)wlm.n12(lapm+1®'"GP3®1)T(;{¡) 

1
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T (f) T (f)
ik l1

rn

__ m+kI A
-(pm+1Pm®1)Z(—l) go Mi mi (loPm_1@...oP1®1) T(X1) . Tui!) +

k 1

i .
m k 2

m Tl(f)
_ rn _ j+1 l 1

+( 1) Zï:( 1) E pl “l HM“líloPmflo..®P1®1)T(}|{h)T(xl) +
j=2 1<hq m J J 1

J 1+1

T1<f>
m , 1

+(-1) (pl ._12h(1®Pmflo..oP1@1)T(Xh) TO“)
h<12 m 1

Demostración:

El caso m=0 se deduce por cálculo directo. Supongamos que

las dos fórmulas son ciertas para todo k<m. Veamos que (*) es

cierta para k=m. Usando la Observación A.4.b) en la primer par

te de la Observación A.3.b), y la Observación A.4.a) en el segun

do término, tenemos

T,<f>
I I 1 _

ol “.lzb (loPmflo...oP1®1)T(xl) —
m 1

TláPle) Tlíf)
= -9plmmla[b (loPmflo...oP3)o1]——T(xl) —T(xl)+

2 1

. l+(-l)mqpl H (loPm*1@...®P4o1)
m 3

T (P' p‘) T1(f)
1

+(-l)m(1®P1)q>l__.1(1®Pm+1®...oP4@1)_É7fi. T_(X_ _
m 3 1

2

T¡(P1) T¡(f)

—p’ 1 b'(loPm¿®...@P2)o1] 1
2

¡“1...3 T(xl)- T(X¡)
2 1
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Tl ('P'i'PZ) Ti (Pl) Tí(f)
2 1 _‘ “WW WT‘

1

+(-1)m+1(p;“l(1@Pm+l®.. .®P3@1)W
l

2
m 3

2

e. . .@P3®l)+(-1)m(1®P3) .=- [(pl .IÏI(1®Pm+1

Tl(f) T¡(P1P2)
1 2

.pl.“l519Pmfla...®P¿®1)]T(xl) o T(xl) +
m 1 2

T [P ñ.fim].... T [p.f P.... ] T (f)m ¡2 1 2 3 12 1 2 3 11

+(_1) pl..II;1®Pmfl®...®P4®1)-1ÏÏ¡:3-- T(xl) T(xl)
m 2 2 1

m TláPzPa) Tlíf)
+ (-1) (laPl) mi l (lePwue...@P4®l) -1ïïï—ï_ T(x ) _m... 3 1 l

2 1

_[pílmlï’(loPnfla...oP2@1)+(-1)mfl(1@P2)

Tl(f) T1 (P )
I l 2

.pl “.l(loPmflo...oP391)]T(x ) o T(x ) +
m 3 11 12

m+1 T 2(P1P2) TIÁPZ) Tlíf)
+(_1) p; “1(1@PmH®...eP4el) -1ÏTÏ-ï- (1®P1)T7x ) T(x ) =

m 3 12 l2 ll

Como(ver Proposición 1.4 del Capitulo 2)

T (P P ) T [P """'15"] T T (P P )
\ 12 1 2 12 1 2 3 l 1 2 3 12 2 3 _

(lapa’ T(X1) T(x ) T(x ) + (MP1) T(Xl) ’
2 2
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T(PP) T[PPP] [PPP T(PP)
_ 12 2 Í 1 2 3 l 1 2 3 12

’(1G’P3) T(X ) + T(X ) T(X ) + (MP1) T(X )
2 l 12

Tl(P1) T1(P2P3) Tl(P1)
_ 2 2 — 2
“(16953) T(x ) ' Th“? Tur)- ‘ E Th<P2P3>‘MTF ‘

l2 h<l l2 hs! l2
2 2

TláPa) TláPle) TlíPa)
’ (1@P1P2) T(X ) + E Th(P3) T(X ) + E Th(P1P2) T(X )

l2 hs! l2 h<1 l2
2

Y

T12P1) Tiápz)
(MP2) T(Xi) ‘ T(X‘) + (MP1) T(Xl)

2 2 2

T¡(Pz) T¡(P1) T¡(f)_ 2 2 _ 2
’E Th(P1)T(X ) +2 Th(P2)T(Xl) +(1°P1Pp.)'1'(xl) ’

h<l l2 hsl 2 2
2 2

/

Tigf) TIÁPIPZ)
_Ï Th(P1P2)T(X ) -E Th(f) T(X )

h<1 l2 hslz 12

por la hipótesis inductiva tenemos

Tim
1

o; ..1 b (lePwue...®P1®l) T(x
m. 2 l)

1

In

= (PWPmal)Z(-1)“"“golm; mi (ler_le...ePael).
rn k 3

k=3

Tlíf) TláPle) Tlíf)
'T<xl) T<x¡) T<xi)

k 2 1
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rn

_ m+1 _ 1+1

+( 1) X( 1) É (pl ...1 th ...1;1®Pm+1®"'®P3®1)°
1:3 J J

ml<h<l
J 1+1

Tl(f) T1(P1P)
1 2

T"(_X,)—T(xl) +
1 2

2

.T(Xh)

TI(P__1P2) Tl(f)
2 1

+ (-1) gp!ml h(l®Pm+l@...®P3®1)T(Xh)W m +
h<1 m 3 12 11

3

T,<f) T¡(P1)m+1 l — 2
+(—1) pl ml(1cs;Pm1@>...@>P4@1)T(X) (1@P2P3).m _

m 3 ¡1 ¡2

TláPzPa) TlgPl) T12?3 )
‘E WWW ' E Th(P2P3)T(—x—r_(1®P1P2)T(X—)—+

h<l ‘2 hs, 12 12
2 2

TIÁPIPZ) TláPa)
"LE Th(P3)—T‘(ï)— +2 Th(PIPz)T(x—) +

haz l2 h<12 12

T¡(P1) T (f)
9...9P401) 1.1

m _
+ (-1)(1@P2P3) qplm“ 3(1®PnM

2

—T(x1) T<x )
2 1

T¡(P1) T (f) T (f)
k 1

m— I A
+(Pm+1ngl)X(-1) Wim..1k..lglopm

k=3

2

10..®P2®1)m T(x ) T<X)
l2 k 1

T¡(P1> Tl(f)

+ (-1)m(Pm+1Pm@1)q>lm.ul(laPm_1@...oP2®1)fi 1
2

——— +
3 T(X‘Ï

+ (—1)“‘”Z(—1)J“E go' “1 M _”1(1®Pm+1®...@P201)T(Xh).
j=3

1 .

1 <h<l m 1+1 J 3
J J+1



TI(P1) Tl(f) T (P1)T¡(f)
2 1 rn , 2 1

'T(X ) T(x ) H4) 4’; ..1h(l®Pm+l®..®P2®1)T(xh)T(Xl) T(X¡) +
l2 l1 h<l m 3 2 1

Tl(f) T1(P2) Tl(f)
+(-1)"‘«p; _.¡(1@Pm+1@..@93@1)—T(;{) E Th(P1)T(; ) +(1®P1P2)T(; )+

m 3 11. h<12 l2 i2

TIÁPI) Tlíf) TlgPle)
+2 Th(P2)T(Xl) _ É Th(P1P2)T(Xl) _ É Th(f) T(Xl)

hs! 2 h<l 2 hs! 2
2 2 2

Reordenando los términos, tenemos

Tl (f)
I I 1 _

(pl mle (lcstmflo...@P1®l)—T(x1) 
m l

T,(P3)
=(-l)m(leP1P2)pl ¡(loPmflo...@P4@l)fi +m... 3 l

2

T¡(f) T¡(f)
+ “’Í ...1(1°Pm+1°"'°P3°1)T(; ) T()1( )

In 3 l 1
2 1

m M TIÉPIPZ)

(Pm+1Pm®l)Z(-l) - 01m. ikula (1®Pm_1®.. .@P3®1)W
k=3 2

T1(P1) T1(f)Tl(f)
I A 2 k 1

' 91.4 ..1 (“Pm-13"‘G’P23U T(x ) T(X )°T(X ) +
m k 3 12 lk ll

T¡(P1)Tl(f)
m— —2 -———1

+ (-1) (Pm+1Pm®1)(plm...l3(1®Pm+1®'..®P4®1)T(xl) T(xl) +
2 1
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_ rn _ 1+1 _ I

+ ( 1) Ïï:( 1) z ol. 1 hi.“13(lopmn®'°'®P3®l)'
J=3 1<m1 m J” J

H1

Tláplpz) T1291) Tlíf)
T(x ) wi “.1 hi.“ (1®Pmn®"'®P2®1)T(x') ' T(x ) T(xh)+

1 m Jn J 3 1 1
2 2 1

mu T|ÉP1P2)
+ (—1) E - wl__'lh(l®Pwu@...@P3@1)—1ÏÏÏ_Ï_ _

m 3 l1<nq 2
2 3

T¡(P1) T¡(f)
I 2 1

- Sol.”|3h(1®Pnng"'®P2®1)ÏÏÏÏÏT_ Ïfiíïrï T(xh) +
2 1

T1(P1P2)
m 2

+(-1) E Pl Mih(mama..oPaol)W+
m 3 lhSI 2

2

T¡(P1) Ti(f)
l 2 1* Www

2 1

III-f1; Th(P3)wlm'.l;l®Pm*IQ-03P4®1)W+
hs!

2

Th(f) TláPle) Tlíf)
+pl ul (lePwno..@P3@1)Ï73ï—ï—1ïïï_ï_ Ïqïï_ï_T(xh) +

Ill 3 h 12 ll

m+1 Th(P2P3)
+ (—1) E - pl .J (lstfle...®P4ol) —fiïïï_ï_ _m 3 h

h512

T<P>.T1<P1> T.<f>
h 2 2\ 1

’T(Xh) T(Xl) T(x¡)
2 1

-— ’ +

w _“13(1®Pwuo...®P3®1 T(xh)l
m
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T (P P )
1 2 3

+(—l)mg o! l(loano..oP4®1)-fi%íï—7—+m” 3 lhd 2
2

I Tlgpz) Th(P1)
+ q)l __l(1®PmH®..@P3®l).I,(—xTm - gol.__l(1®Pm+1®...®P4®1).

rn 3 12 h m 3

T1(P3) T|(f) T (W) T|(f)
2 h 1 2 12

“13(1®Pm+ Q. . o®P3®1)T(—x—1 l)
2

.—————- + o' ——————— —————
T(Xl) ¡í T(Xh) T(Xl)

2 1

Aplicando las Observaciones A.3.a) y A.3.b), tenemos (*).

Veamos ahora que A.1 también se verifica para k=m. Usando

las Observaciones A.4.a) y A.3.a), tenemos

Tl(Pl)
I — ' ——1

pl “¡lb (loPmHo...oPlol)— wlí__ 2[b (loPmflo...®P2)ol]T(xi) +
1

m TIÍPIPZ)

+(-1) 01m“.1210pm19.. .9P391)T—(x1)— +
1

Tlípz)
+(-l) (1691)qu.._1;1®Pm+1o...oP3o1)T(x ) +

m 1

T¡(f)
1

+91 “.12 (loPmflo...oPlol) =

m+1

=[wl__lï’(1oPmuo...oP2®1)+(-1) (1oP2)olí_láloPmflo...@P3®1)].m

TIÍPI) T1(P1P2)ln

.Tïï:7— + (-1) mai ¿glonuo...®P el
1
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T¡(f)
1

e...@P1@l)+01 (1®Pm+l T(Xl)
l

Aplicando la Proposición 1.4 del Capitulo 2, se tiene

1 1 _

_(1®P2)T(X1) + T(Xl) -(1®P1)T(Xl) ‘
1 1 1

T102) T,<P1> Tl(f)_ 1 1 _ 1
"E Th(P1)T(X ) 'E Th(P2)T(X ) (1®P1P2)T(X ) +

hs! l1 h<1 l1 ll
1 1

Tl Íf) Tl51:19:)
+2 Th(P1P2)T(X ) +2 Th(f) T(X')

h<1 l1 ¡1511 ll

y usando la hipótesis inductiva, la ecuación queda asi:

o! “.1 b'(1oPnflo...ePlol) =
m 1

m Tim T,<P1>

(Pwlpmaal)Z(-1)“““qpl T l (loPm_lo...®P2@1)—T(;) - —T(¡1() +m" k" 2 1 1
k=2 k 1

Ill

m J#1

+(-1) Z(-l) E pl m1 m ml (ler+1o...@P2®1)T(Xh).
m 1+1 J 21:2 1<h<l

J J+1

T1093) T101)

1 ¿Z 1.——T(xl) +(-1) gp1mlzh(1oPmH@...oP2@1) T(Xh) ——T(xl) +
1 haz m 1
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T¡(P ) T.(Pl)

+(—1)"‘<,oi___l(1@Pm+1@...@P3®1) -ZTh(Pl)T(;c 1
m 2 _ZTh(P2)T(XIÏl

)
1hSI h<l

1 l

Tl(f) Tl(f) Tl(P1P2)
1 1 1

'(1®P1P2)T(x¡) + E Th(P1P2)T(X ) +2 Th(f) T(X ) +
1 h<i l1 hs! l1

1 1

Tl<f>
l I 1

+ pi mlzb (19Pm+1@...®P1@1)T(x1)
m 1

Ahora, aplicando la igualdad (*), tenemos

wlm___11b'(loPmfl®...®P1@1) =

m T1(Pl)

=—(PmflPm@1)Z(-1)MR gp1 'l‘ 1 (1@Pm_l@...@P2@1)T(1x—)+m... k... 2 l
k=2 1

T1(f) Tim
+ q); T ¡(ler_1@..oPlol)T(;( ) T“: )+m" k" 2 l l

1 k

Tim
In 1

+ (-1) (PmflPmelwlmn¡glaPWIm.@P1@1)T(xl) +
1

m T¡(P1)

+(-1)mZ(-1)J” gol 1 M 1 (1aPm+1®..®P2®1)T(;{—)—+É m.. JH J” 2 1
J=2 1<h<l 1

J J+1

T,(f)
, 1

+ 01...! m ...1 (lspm+1®"'®P1@l)T(X ) T(xh)+
m 1+1 J 2 ¡1

T (P2)m h

+(-l) go1__lh(1®Pm+1®. .@>P2®l)-gol “¡(1@Pmfl®. .@P3®1)T(—X)— .
m 2 m 2 h

1



1 1

1 m I

T(Xh)T(Xl) (-1) ol _ih(1@Pmfl@..®Pl®1)+
1 h<l m 2

T (f)
(1®P ® ©P ®1 1 2) T x ) ll _

wm 2 1 ' 3 ) T(X ) ( h T(Xl)
1

T1(P1)
m 1

+(-1) wi_._lh(1®PmH®...®P2@1)TÏÏ—7— +
m 2 l1 an 1

Tl<f>
I 1

+ pl. 1h(1®Pmfl®..@P1@l)T(X ) T(xh)+
m 2 ¡1

m TIÏPZ) TÍÏPIPZ)
+(-1) pl .lálann@..@P3@1) —E Th(P1)Ï73ÏÏT— +E Th(f)——Tïí:3__

m hs!1 1 h511 1

Por las Observaciones A.4.b) y A.4.c), tenemos

pl “.1b’(1@Pwuo...oP1®1)=
lll 1

m T¡(f)
__ _ ¡IM-k A k

_ (P P @1)Ïï:( l) oli. ¡k .IÏIGquG...®P1®l)T(xl) -+
k=1 k

m+1 m

ln

1

+(-1)mZ(-1)J+ a)! l m l (1st+1@...@P1@1)T(xh) +E m” Mi {.1
J=2 1 <h<1

J JH

T1(P1) Th(f)
m l 1 —

+(-1) wi “1 (lerflo...®P2@1)Ïq3ï_ï_ Ïqïï_ï
m 2 l h

h<l 1
1

T}Íf) Th(P1)
w mulílaPnue..®P2@1) (xl) ífiíq:ï_ T(xh) +

1
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+(-1)mÉ q, (1@Pm+l@..®Pl@1)T(xh) __¡..¡ m
rn 2 1l<h<l

1 2

m TlÍPZ) TlEPlPZ)

m h<l l h<l 1
1 1

m TlÍPZ) TlfPlPZ)
+ (-1) qplmmlz(1®Pm+1@...@P3c->l)-T11(P1)W +Tl1(f) mx!) +

1 1

l'l'I

+(-1) plm...1Í1®Pm+1®...®P2®1)T‘ÍPI) +

+(-1)"'q,; .._1(1®Pmfl@...®P1®l) Tl(f) =
m 1 1

T¡(f)
k

m

_ — _ m+k A
__(Pm+1Pm®l)X( 01m”1k..lÍ1®Pm-l®' '®P1®1)T(X +

k=1 KV

l

lll

m 1+1

+(-1) Z(-1) E (pl ul M III(1®PM1@..®P1®1)T(xh) +
1:1 m j+1 J 1

1
l <h<l

J J+

T(P)
“"1 h 1

Z o! ..ll(1®Pm+1®o-.®P2®1)¡T(T)-+
Ill 1 hh<1

1

Thu)
+ pl ..'l(1@Pm+Io...®P2@1)T(x ) T(xh)

II'I 1 h

Entonces

(Pl lb'(1®P 1cannoPlal):
m... 1 ¡1+

m T,<f>
__ — _ m+k A u
.. (PmflPmal) ( 1) plmHJRHJÏMqua“.®P1@1)——T(xl) +

k=1 k
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m+1

+(-1) E gpl __11h(1®Pm+1@...@P1®1) T(Xh).
h<|1 m
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