BIBLIOTECA CENTRAL LUIS F LELOIR

BibliOteca Digital BIBLIOTECA CENTRAL]EJLOIR

F c E N - U B A FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES UBA

Tesis de Posgrado

Homologia de Hochschild y
homologia ciclica de
hipersuperficies

Redondo, Maria Julia

1991

Tesis presentada para obtener el grado de Doctor en Ciencias
Matematicas de la Universidad de Buenos Aires

Este documento forma parte de la coleccién de tesis doctorales y de maestria de la Biblioteca
Central Dr. Luis Federico Leloir, disponible en digital.bl.fcen.uba.ar. Su utilizacién debe ser
acompafiada por la cita bibliogréfica con reconocimiento de la fuente.

This document is part of the doctoral theses collection of the Central Library Dr. Luis Federico
Leloir, available in digital.bl.fcen.uba.ar. It should be used accompanied by the corresponding
citation acknowledging the source.

Cita tipo APA:

Redondo, Maria Julia. (1991). Homologia de Hochschild y homologia ciclica de hipersuperficies.
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2433_Redondo.pdf

Cita tipo Chicago:

Redondo, Maria Julia. "Homologia de Hochschild y homologia ciclica de hipersuperficies". Tesis
de Doctor. Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires. 1991.
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2433_Redondo.pdf

UBA

Universidad de Buenos Aires

EXACTAS:

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales

Direccidn: Biblioteca Central Dr. Luis F. Leloir, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires. Contacto: digital@bl.fcen.uba.ar

Intendente Giiiraldes 2160 - C1428EGA - Tel. (++54 +11) 4789-9293



http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2433_Redondo.pdf
http://digital.bl.fcen.uba.ar/Download/Tesis/Tesis_2433_Redondo.pdf
mailto:digital@bl.fcen.uba.ar

UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES

FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES

TITULO

HOMOLOGIA DE HOCHSCHILD Y HOMOLOGIA CICLICA DE HIPERSUPERFICIES

Autora: MARIA JULIA REDONDO
Director: ORLANDO E. VILLAMAYOR

Lugar de Trabajo: DEPARTAMENTO DE MATEMATICA, F.C.E.yN.

TESIS PRESENTADA PARA OPTAR POR EL TITULO DE

/ e5:'5
2933

/2_

DOCTORA EN CIENCIAS MATEMATICAS

JULIO

1991



INDICE

B8 ¢ 8 o oo T 81 T o o 1« o
[0 o 3 T o ) 1« e
l)Homologia de Hochschild. ...t iiiiiiiinnnnenrnenesesaans 4
2)Producto barajado. ...t et ttiertioterreortantseersnraseseas 8
3)Complejo de KOSzul. ..o i ittt iiieiteensesosssnssanssesonsas 10
4)HOmMOlogila CicliCa. it iieneneseesaenonossassoenonneenaes 13

5)Relacidén de la Homologia Ciclica con la Cohomologia de

De Rham............ Gt e s e ettt e e et e ae e 21
6)Homologia Ciclica reducida......civiiiiriiiinernnenennenas 24
CapitUlo 2 ..ttt ittt eeeeeonnssssoonsosessscsscaansssses 28
l)Series de Taylor ...t teeneeeroseesseastosnsnoceasanssasss 28
2)La resoluCion RS (A) ie e sotesneesstasonssssosscssanososns 32
3)Definicién de h_...... e e e e ettt i 34
4)Definicidn de g, ... ctiiie ittt 37
S5)EXActitud de RS(A)..ueeetioteneeoeseenseeessssasoenonnnnsas 41
Capitulo 3 ... ceeveveesns ceecs e ettt 50
1)Calculo de la homologia y cohomologia de Hochschild...... 50
2)Calculo de la homologia ciclica............. e e .57
1Y o =3 + Lo B 62

Referencias ....... e e et e e cee st et e s et e e e 76



INTRODUCCION

La cohomologia ciclica HC'(A) de un dlgebra A sobre un cuerpo
k de caracteristica cero fue definida por Connes en 1983 para
estudiar los invariantes del espacio de hojas de una variedad
foliada. Esta teoria estd relacionada con la cohomologia de
Hochschild y la homologia de De Rham:
1) existe una sucesién exacta periddica

S

...—> H"(A,A")—2 5 HC"(A)—> 5 HC™?(A)—2— ™

(A,A")—>. ..

2) si HP™(A)= lim HC™®'(A) con S:HC"(A) — HC™%(A) , v A es
el anillo de funciones diferenciables sobre una variedad vV,
HP"(A)=H (V,C) )

donde H*(V,C) es la cohomologia de De Rham de V.

La homologia ciclica fue definida por Tsygan en 1983, gquien
probé que esta teoria estd relacionada con la homologia de
dlgebras de Lie.

En 1984, Loday y Quillen definieron la homologia ciclica de
dlgebras sobre un anillo conmutativo, y encontraron una sucesién
exacta

coo— H (B) _— HC (A) -5, HC_ _(R) B, H (B) —>...

independientemente de los trabajos anteriores. Ademds definieron

un producto HCn(A) b4 HCm(A) — HC (A).

n+m+1

La homologia ciclica estd muy relacionada con la teoria Kk



algebraica: el grupo lineal es reemplazado por el &lgebra de Lie
de matrices, el grupo formal multiplicativo Gm por el grupo
aditivo G_, K: por Q"(A)/dQ"'(A), la operacién X+y-Xy por
x+y, el determinante por la traza, etc. Ademds, existen
aplicaciones naturales de los grupos K en la homologia ciclica:

1) caracteres de Chern construidos por Karoubi:

ch :K (A) — lim HC (4)
n n —_

n+21

2) 7n:Kn(A) —_— HCn(A) definido por Goodwillie.

3) cuando k=Q, Wiebel definidé aplicaciones

. per e 3
c :KV (A) — HC ™ (R) vy vn.nllKn(A) — ch-1(A)

donde KV designa a los grupos de la teoria k de Karoubi, Nobile y

Villamayor, y nilK a los grupos nilpotentes.

Se sospecha que la homologia ciclica del anillo de funciones
de una variedad algebraica V estd relacionada con el tipo de
singularidades de V. De aqui se deduce la importancia de 1los

cdlculos de la homologia ciclica.

Sea k un anillo conmutativo con unidad, f un polinomio en
k[Xl,...,Xn], Y A = k[Xl,...,xn]/<f> El objetivo de este
trabajo es calcular la homologia y cohomologia de Hochschild de A

y, cuando Qsk y f es homogéneo con pesos cuya uUnica singularidad

es el origen, calcular la homologia ciclica de A.

El Capitulo 1 contiene las nociones bésicas de las homologias
de Hochschild y ciclica (ver [L-Q],(G),[V],[C-E],[(B1],[B2]).

En el Capitulo 2 construimos una resolucién libre Rs(A) de A



como A°-médulo que es mids simple que la resolucién de Hochschild

(BeA® oA , b’). Definimos aplicaciones

h
Rs (A) — (ReA” ®A, b’)
(—
9.
La aplicacién h_, es un morfismo de dalgebras. Ademas, gh = id,

entonces Rs(A) resulta un sumando directo de (A@K®@A b)), y por
lo tanto, exacto.

En el Capitulo 3 se calcula la homologia y cohomologia de
Hochschild H_(A,M), H'(A,M) de A con coeficientes en un A-médulo
M, considerado A°-médulo por el producto w:A°—> A, u(aeb)=ab,
en funcién de la homologia del complejo de Koszul de un médulo
dado. Ademds, si k es un cuerpo de caracteristica cero y f es
un polinomio homogéneo con pesos tal que el conjunto de las
derivadas parciales es una sucesién regular en k{xl,...,xn], se
calcula la homologia ciclica de A.

Casi todos estos resultados aparecen en [B2].



CAPITULO 1

1-HOMOLOGIA DE HOCHSCHILD

Sea A un Aalgebra asociativa con identidad sobre un anillo

conmutativo k , y A® = ReA’® la k-dlgebra envolvente. Para
n

cada entero nz0, sea A° el producto tensorial de A sobre k n

veces. La accién

(e0B)(a@...0a ) = aae...ea B

1 1
n

convierte a A®kA® e A en un A°-médulo.

Definimos el k-morfismo 80:A®A®n®A — A@A®M1®A por la
férmula eo(a) = lea , para a e A@A€;A .

Si consideramos la aplicacién t:A@AQnﬂ@A —_— A@AQHQA
definida por t(aea) = aa , con aeA ¥y aeAqueA, tenemos que

t.e = id , y por lo tanto, €, €s un monomorfismo.
o

Ahora, para cada nz0, queremos definir un A-morfismo a

izquierda

n n-1

b;:A@AQ oA — RAehA® eA

que verifique:
1) bé(a@B) = qf € A

ii) b’ € +e b’'= id para nz0.
n+l O 0O n

Es inmediato que estas condiciones determinan b’ por

induccién, porque dado br’l , el morfismo b,r'“1 estd definido por

n+1
s . . ®
ii) en la imagen de €, Como la imagen de €, genera AeA~ @A

como A-médulo a izquierda, b’\‘1 es Unico.
n



Es facil ver que la férmula

) =

iii) b’(ao®...@a

4t

i
(-1) ae....a eaa ea o...08

n+1 1+1 1+2 n+1

i
verifica i) y ii).
Usando la férmula 1iii) podemos verificar que b; es también
un A-morfismo a derecha, y en consecuencia, b; es un
A°-morfismo.
Probemos ahora que b'1b' = 0 para n>0, usando induccién.
n- n

Si n=1 es inmediato porque (a,a)a, = a (aa) en A. Si n>1,

usando 1ii) tenemos

b'’b’ € = b'-b’e b’=e b’ b’
n n O n 0O n-1 n

n n+l O
@I’I
Entonces b’b’ﬂcO = 0 , y como la imagen de €, genera AeA” @A
n n
como A-médulo a izquierda, tenemos que b’b’+1 = 0.
n n

El complejo de cadena

b’ " oAb b’ b’ b’ b’

...——> neA® eA—— AeA® eA——...—— ReAeA———> AeA— A

.

es la resolucidén standard de Hochschild (A@AgeA , b’y de A
como A®-médulo. La condicién ii) muestra que €, s una

homotopia, es decir, que el complejo es exacto.

Sea M un A°-médulo a derecha. Si tomamos el producto
tensorial de la resolucién standard de Hochschild de A <con M
sobre A%, y usamos la identificacién

n n n
Me [A@ 2% e A]= Me [A°® a® ]= M@kA®
)\ k k A° k

obtenemos el complejo de cadena (M@A® /D)

b " b o ! b b
e o—m— MeA — MoA - SN > MeAeA———— MeA—— M




donde

n-1

i
= + - ...4a ®Aa a ea ©o®...0a t
b(m@a1® @an) maI@ @an lZl( 1) ma1® -,%2,3,,,08 .

+(—1)"anm®a1@...®an1.
-

La homologia del comlpejo de Hochschild (M®A® /' b) es la

homologia de Hochschild H_(A,M).

Por otro lado, aplicando Hom e(.,M) a la resolucidén standard
A

de Hochschild de A , y usando la identificacién

n n n
Hom (AeA® eA,M) = Hom (AeekA@ M) = Homk(A@’ M)
-\ )\

tenemos el complejo de cocadenas (Homk(AP /M), 8)

n n+1
M—2 s Hom, (A,M)—...— Hom (A° ,M)—2— Hom, (A° ,M)—>—...
donde
n-1

(8(£))(ae...ea )=a f(ae...ea )+ T (-1)lf(a1®. ..0a a
1=1

®...8a )+
i+1 n

+(—1)"f(a1®...@a

)a

n-1 n’

La homologia de este complejo es la cohomologia de Hochschild

H (A, M).

Si A es k-proyectivo, A@n también es k-proyectivo, vy
entonces A@AggA es un A°-médulo proyectivo. En este caso, la
resolucién standard de Hochschild de A es una resolucién
A°-proyectiva de A . Entonces

e

H (A,M) = Tor™ (A,M) y H (A,M) = Ext” (A,M).
n n n Ae

Ahora construiremos una variante dtil de la resolucién

standard de Hochschild de A .



Sea A = A/k El k-epimorfismo A —— A/k induce

n n n n
k-epimorfismos A® — A® Ve AoA® 6A —— ReA° oA Sin peligro

de confusién, llamaremos €, Yy b’ a los morfismos inducidos que

también verifican las condiciones i) vy ii).

Asi tenemos un complejo de cadena exacto (A@KQ@A b))

n

1 _ n-1 _ ' ’
voo— BoA® 0A—2" 5 AeR® eA— ... , AoRoA—2 5 ReA—2 4 A

que se llama resolucién standard normalizada de Hochschild de A.

Si M es un A°-médulo a derecha, tenemos los complejos

normalizados de Hochschild (M@KQ 'b) ¥y (Homk(KQ M),8).

Proposicién 1.1:
La homologia de los complejos normalizados de Hochschild es la

homologia de los complejos de Hochschild.

Demostracién:

* -

Veamos que (M@A? ,b) v (M@EP ,b) tienen la misma homologia.

Para cada jz0, consideremos el complejo Hj

3 3 3 R _
s sMoA%eR® — P MeneA® —2 MeA® —P ,MeR® —...— MeA—2 M

La proyeccién A — A induce un epimorfismo de complejos
1

H — H
J J+

El nicleo de este morfismo es el complejo (Ni ,b), donde Ni

J
es cero si k=3 , y ij es el submédulo de MeA"eA® generado
por los elementos de la forma mea ®...ea ®@a ®...ea con a ek.
1 m  m+l J+m m
2 e NJ J ; .NJ J
Es fédcil ver que b :N; —N,_ es igual a b':N, — N, .+ Y
entonces el morfismo £, definido antes es una homotopia de.

retraccién del complejo nicleo.



La sucesidén exacta larga de homologia aplicada a la sucesién

exacta

0 — (N!,b) —_— HJ-——» th — 0

nos dice que la homologia de HJ Yy th coincide.

En forma andloga se demuestra que la homologia del complejo

(Homk(ﬂ@ /M),8) es la cohomologia H'(A,M).

2-PRODUCTO BARAJADO
Recordemos que una A-dlgebra diferencial graduada estricta-
mente anticonmutativa es un complejo de A-médulos

> A d > A d - A d > A
3 2 1 o

junto con operaciones
Al X AJ — A“J
que convierten a AoeAf“" en un anillo graduado estrictamente
anticonmutativo, donde anticonmutativo significa que aa
= (-1)1”afa, y estricto significa que el cuadrado de cualquier
elemento de grado impar es cero, y esta operacién verifica

d(alaj) = d(al)aj+ (—l)lal d(aj).

Usando esta igualdad es féacil verificar que en un d&lgebra
diferencial graduada estrictamente anticonmutativa, el producto de
dos ciclos es un ciclo y el producto de un ciclo por un borde es
un borde. Por esto, el producto del adlgebra induce un producto en

la homologia, que convierte a }%(A)@HI(A)@... en una A-algebra

graduada estrictamente anticonmutativa.

Sea A un algebra conmutativa. Entonces la resolucidén standard

de Hochschild y 1la resolucién normalizada de Hochschild son



A°-algebras diferenciales graduadas estrictamente anticonmutativas

con el producto definido por

(a®a e...0a eb)*(a‘ea e...0a ob’')=
1 p p+l +q

p

= Y sgn(c)aa’ea , ©®-.-0a ebb’

B o (1) o (prq)
p'q

donde qu es el conjunto de las permutaciones o de {1,2,...,p+q}

tales que o(1l)<...<o(p) Y oO(p+l)<...<o(p+qQ)

Como el complejo de Hochschild y el complejo normalizado de
Hochschild de A como A°-médulos se obtienen tomando el producto
tensorial de las resoluciones correspondientes con A sobre A,
el producto en 1los complejos, llamado producto barajado, estéd

definido por

aea o..ea )*(a’ . = ! .
( . p) (a @apﬂe ®awq) Y sgn(c)aa’ea ® ea
B g 1) T (p+q)

P.q
Entonces la homologia de Hochschild H_ (A) = H_(A,A) es una

A-&lgebra graduada estrictamente anticonmutativa.

Dada una k-dlgebra conmutativa A, Q(A) es el médulo de los
diferenciales de Kdhler definido como el A-médulo generado por
los simbolos dx, con xeA, con las relaciones d(xy) = xdy+ydx,
d(x+y) = dx+dy y d(k)=0. Para cada neN se define el n-ésimo
médulo de diferenciales de A , Q"(A) «como la n-ésima potencia
exterior A;Q(A) de Q(A) sobre A.

El complejo, llamado de De Rham,

A —%, o) —5 ) — ...

con d(aodaiA...Ada )=dabAda1A...Ada , junto con las operaciones
n n



-~

Q'(A) x Q') —— '*(a)

definidas por

(a daa...nda )A(bdb Aa...Adb ) = abdaa...anda adb a...adb
0o 1 1 0 1 J 00 1 1 1 )

es una A-4lgebra diferencial graduada estrictamente anticonmuta-

tiva.

Observacién 2.1:

Como H (A) = AeA/b(ReA’) = AeA/{xyez-xeyz+zxey}, es facil ver
que la aplicacién
7 ¢ Q'(A) — H (A)
que manda adx en la clase de aex , es un isomorfismo. Gracias
a la estructura multiplicativa de la homologia de Hochschild, ¥
se extiende a una aplicacién de A-&algebras

7 : Q"(A) — H (RA)

3-COMPLEJO DE KOSZUL

Sea A un anillo, y sean XigeeerX € A Sea Ael el

A-médulo libre de rango uno con base e, para i=1,2,...,n.
Sea K (x ) el complejo

0 — Ael d > A > 0

definido por Kp(xl) =0 si p>l , K1(x1) = Re , K(x) = Ay
d(el) = x. Entonces Ho(K-(xa)) = A/xlA ' H1(K-(x1)) = Ann(xl)
Y Hp(K’(xl)) =0 si p>l.

Dado un complejo de A-médulos C,, llamamos C'(x“...,xn)
al complejo C‘eK(xl)e...@K(xn).

Dado un A-médulo M, consideremos el complejo M, definido

10



por Mn= 0 si m0 vy M6= M Llamamos K,(M,xl,...,xn) al
complejo M‘(xl,...,xn) = M;eK.(xi)@...@K'(xn).
Los complejos C‘(xl,...,xn) Y K(Myx penex) se llaman

complejos de Koszul.

Veamos cémo es el complejo K.(M,xl,...,x )

n

1 M co = i
) Kp( ,xl, ,xn) 0 sl p>n
2 .. = “ o = 5
) Kp(M,xl, ,xn) o +?Ja=wM®Ka (xl)e @Ka (xn) con «a 0 6 1,
1 n 1 n
O=p=n
Sea e = ue®...u , con
1.1 1 n
1 p
e s1 1e{11,...,1p}
u =
1 si ie{i ,...,i}
1 ]
Entonces

2)K (M,X ;..o ,X ) = M

KP(M'xl""'xn) =151<9.<15nMe1 s M 8l lspsn
1 P 1 P
p
7 —_ -1 PN —
3') d(me, ) = T (-1)" d(e, )me =
l“p r=1 r 1 r“p
P r-1
= Y (-1) , e meM
r=1 r 1

Existe otra interpretacién del complejo de Koszul. Sea F =
=Ae1+...+Aen el A-médulo libre de rango n con base {el,...,en}.
Entonces el producto exterior APF es un médulo libre de rango

() . con base { e A...ne :lsi<...<i=n }, y existe un isomor-
1 p P
fismo de A-médulos

M@AAPF — Kp(M,xl, ceerX )

que manda e A...Aeen e
\ o T

11



Asi podemos definir K (M,x ,...,x) como el complejo ML,
n

1
P P r-1 ~
con I$= ANF vy d(elA...Ael)= Y (-1) X € A...A€ A...A€
1 P r=

Pt
1 r 1 r p

Solo falta verificar que L, es un complejo, pero la igualdad

d®= 0 es inmediata.

Lema 3.1:
Si C, es un complejo de A-médulos, xeA vy Hp(C‘) = 0 si
p>0, entonces Hp(C.(x)) = 0 para p>l, la sucesidn

8
0 — H (C,(x)) — H_(C,) —> H (C,) — H (C,(x)) — 0

es exacta, y 60 es la multiplicacién por x. En particular, si x
es HO(C’)—regular, entonces Hp(C.(x))=0 para todo p>0 Yy

H,(C.(x))= H_(C)/xH_(C)

Demostracidn:

Consideremos la sucesién exacta

0 > A > K (x) —— A[-1]] — 0

donde (A[—l])p= qu.

Tomemos ahora el producto tensorial de esta sucesidén con el

complejo C,. Asi obtenemos una sucesidn exacta

0 > C » C (x) — C [-1] —> O

Para finalizar la demostracién basta considerar la sucesidn

exacta larga en homologia
S
P
co—— H (C,) —— H_ (C,(x)) — H (C,) — H(C)) —...

s
..—> H(C,)—> H (C,(X))—> HO(C-)——O) H (C,)— H_(C,(x))— 0

/. . . =
Es facil ver que el morfismo de conexién ap es la

12



multiplicacidén por (-l)Px.

Teorema 3.2:

Sea A una anillo, M un A-médulo y X peeerX una sucesidn
n

M-regular en A. Entonces

HP(K'(M,xl,...,xn)) =0 si p>0
n
Ho(K-(M’x1"‘ .,xn)) = M/1§1X‘M
Corolario 3.3:
Sea A un anillo y X ,...,X una sucesién A-regular en A.
Entonces IQ(A,xU...,xn) es una resolucién libre del A-médulo

A/(xl,...,xn).

4-HOMOLOGIA CICLICA

Sea A un Aalgebra asociativa con identidad sobre un anillo
n
conmutativo k, y sea A° el producto tensorial de A sobre k n

n
veces. Sea t un generador del grupo ciclico Z . Entonces A®
n

es un Z -médulo, con la accidén definida por
Al

— ¢_q40"1
t(a1®...@an) = (-1) (an®a1@...@a )

n-1

Recordemos cémo se construye el complejo standard para la

n Z(Z ) n
homologia de Zn con coeficientes en A® ’ Tor " (Z,AQ)

donde Z(z) es el anillo cuyo grupo aditivo es el grupo abeliano
libre con base Z , y su producto es el de z_ .
n-1

Sean N= Zt} y (l1-t) dos elementos de Z(z), Y €:2(2 )—> 2
1=0

el morfismo definido por e([mnf) = Zm“

Es facil ver que



cee——s Z(zn)l'—t> Z(Zn)N—) z(zn)l'—t> 2(2 ) £ _ , 2—0

es una resolucién proyectiva del Zn—médulo zZ.

n
Ccomo A® es un Zn—médulo, también es un 2Z(Z )-médulo. To-
n

mando el producto tensorial sobre Z(Zn) de la resolucidén ante-
o" o e
rior con A" , y usando la identificacién Z(zn)®Z(Z )A. = A
n

tenemos el complejo standard para la homologia de z con coefi-

n

. ®
clentes en A
n

n
A@ 1-t A@ N A® 1-t A@

n

Sea C(A) el complejo doble positivo

b -b ‘ b
2 2 2

A@ 1-t A@ N A@ 1-t
b b’ b

W l_t A 4 N A 4 l_t

donde las columnas pares son los complejos de Hochschild, las
columnas impares son las resoluciones standard de Hochschild con
el signo de la diferencial cambiado, y las filas son los complejos

n
®

standard para la homologia de Z(z) con coeficientes en A

Solo falta verificar que los cuadrados anticonmutan.
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Lema 4.1:

b(l-t) = (1-t)b’ y b’N = Nb

Demostracidn:

n+1 n

® — 5a® definido por

Sea j:A

j(ae...ea ) (—1)"(ana0®...®an

n n-1 n+1
Entonces b = Ft'3t™ y b= vt'5t'" en a®
1=0 1=0
Ahora,
a2 1., -1-1 1., -1 nl L i Pl . —(eD)
b(l-t) = T (t'3t77 - titT) = peiieTt - peliettt =
1=0 1=0 i =0
= (1-t)b’
Pl keten P2 LR k(e L WL
b'N = § rt'it =T D) = Lty D = N
120 k=0 1=0 k=0 1=0 k=0
Rl -1 S LR R Sl AL SR .
Nb =F Yt jt =)'_’[[t ]]t =):[{:t]jt = NJjN
k=0 1=0 1=0\k=0 1=0\k=0

Definicién 4.2:

La homologia ciclica HC_(A) de la k-adlgebra asociativa

es la homologia del complejo total de C(A), Tot C(A).

Lema 4.3:

Si un complejo doble positivo tiene sus filas exactas salvo en

el lugar cero, la homologia del complejo total es la homolo@ia del

complejo conicleo.

Demostracién:

Sea Cc = (CU,Sl,pJ) un complejo doble positivo tal que

15



(CU,pJ) es exacto para todo i, y sea Coker C = (Cm/Imp,si) el
complejo conicleo de C.

La sucesiédn
0 ——> TotC’ —— TotC —— Coker C —— 0 (*)
es una sucesidén exacta corta de complejos, donde c’ es el

subcomplejo de C dado por C;J=ClJ para todo iz0,3>0, C/ = Im P,

Veamos que Tot C’' es exacto. Sea a=(co,c1,...,cn) un ci-

clo perteneciente a ImpeC ®...0C_, es decir, dc +tpc = 0
(n-1)1 On i 1+1

para i=0,..,n-1. Como co=pb1 Y 6c0+pc1=0, entonces p(c1_5b1) = 0.

Por la exactitud de las filas, existe b2 tal que pb;ﬂa—ébz
Como la sucesién es finita, existe B= (0'b1'bz""'bm4) cuyo
borde es «.

La demostracidén termina considerando la sucesién exacta larga

de homologia de la sucesién (*).

Proposicién 4.4:

Si el anillo k contiene a Q, HC (A) = Hn(Ahd/(l—t),b).

Demostracién:

Como <car k = 0, las filas de C(A) son exactas, pues para
xeA®" tenemos:
i) si (1-t)(x)=0 , x=N(x/n)

1i) si N(x)=0 , x=(1l-t)[-(1l/n)(l+2t+3t%+...+nt" ') (x)].
Usando el lema anterior, se deduce que la homologia. del
complejo TotC(A) coincide con la del complejo conicleo de C(A),

es decir:

HCn(A)=Hn(A'+1/(1—t) ,b).

16



Ahora vamos a simplificar el complejo C(A). Primero veremos
que las columnas impares se pueden eliminar porque son exactas.
Después vamos a normalizar los complejos de Hochschild.

Sea B(A) el complejo obtenido a partir de C(A) eliminando

las columnas impares:

A® ¢ B A® B A
b b
\L v
2
a® e——BA
b
N
A

donde B estéd dado por la composicién

‘® N &"
A" ———A

Es claro que B(A) es un complejo doble, es decir,
B*= (1-t)e N(l-t)e N = 0

bB+Bb = b(l-t)e N + (l-t)e Nb = (l-t)(b’e +e b’)N = (1-t)N = 0.

Proposicién 4.5:

Los complejos TotB(A) y TotC(A) tienen la misma homologia.

Demostracidn:
Sea E(R) el complejo doble obtenido a partir de C(A)

eliminando las columnas pares



A" «—— 1 «——A

La sucesién

f g
0 —— TotB(A) —— TotC(A) —— TotE(A) —— 0

con £ y g definidas por

03 2n+1 02 ®2n+1
onﬂ:AeA ®...0A —— RhoA” o...0A
f A ;8 ;0.0 = N
an1( 1/ 73’ ’aan1) (al,coNal,aa,eoNa3, 'eoNaav1'aan1)
2 4 2n 2 2n
on:AQ oA o...e8° — 5 Ron® o...0n%
a .o = .o
fzn( 2/ 8y 'aaﬁ (O,az,eoNaz,a4,coNa4, 'eoNaapz’azn)
@2 O2mr1 @2 @4 92n
g tAeA” o...0A — A oA &...0A
2n+1
a,a,...,a = -¢ N - co -
gawl( 17 72! ! 2mu) (az €,na,.a, 8oNaa' '8 coNa2m4)
&2 o> o3 2n-1
gzn:AoA ®...8A° —— AoA ©...2A
an(al 7 az’ . e ,a2n) = (al ,aa—CoNaz, as—CoNa4, LR ,azn_l—CoNazn_z)

es una sucesién exacta de complejos y TotE(A) es un complejo.

exacto. Tomando la sucesidén exacta larga de homologia, tenemos

18



que los complejos TotB(A) y TotC(A) son cuasi-isomorfos.

Teorema 4.6:

Para toda k-dlgebra asociativa A se tiene una sucesién

exacta larga

e H (B)—2— HC (A)—>— HC__(A)—2— H_(A)—..:

Demostracidn:

Sea TotB(A)[-2] el complejo TotB(A) con los grados "levan-
tados" en dos, es decir, (TotB(A)[—Z])n = TotB(A) -

La sucesién

0 —— (A",b) —X 5 TotB(4) —>— TotB(A)[-2] — O

con 1 inducida por la inclusién en la primer columna de B(A), y

@n On-2 @n-z n-4
S:A" eA ®... —> A oA [CY.

S(an,awe,.. ) = (ah_ - EEED)

es una sucesién exacta de complejos, y la sucesién exacta larga de
homologia correspondiente es la sucesidén que estédbamos buscando.

Es claro que el morfismo de conexién es B.

Alin podemos simplificar mds el complejo gque nos da la
homologia ciclica. Dado B(A), sus columnas son los complejos de
Hochschild (A',b). En la Proposicidén 1.1 de este capitulo vimos
que el complejo (A"q,b) es cuasi-isomorfo al <complejo
normalizado de Hochschild (A@K',b). Sea B(A) el complejo
obtenido a partir de B(A) reemplazando sus columnas por los:

complejos normalizados:
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b b lb
1, )

AeR® ¢ B AeR—DB A
b b

AeR «— 2
b

N2

A

Falta verificar que el morfismo B pasa al «cociente.
n
Recordemos que B=(1—t)coN. Como teo=0 en AeA® , entonces B =eoN

n
en ReR® , Y por lo tanto

n in
B(ab®...ean)= ¥ (-1) lsalg...Qaheaoe...aa

i-1
1=0

n
y ahora es obvio que B estd bien definido en AeR®

Proposicién 4.7:

La proyeccién de TotB(A) sobre TotB(A)m"_m es un

cuasi-isomorfismo.

Demostracién:
El ndcleo de la proyeccién TotB(A) —— TotB(A) =~ es el
complejo total de un complejo que tiene sus columnas exactas (ver

Proposicién 1.1), y por el Lema 4.3, su complejo total es exacto.

Ejemplo 4.8:
Si A = k, el complejo B(A) = se reduce a copias de k en
la diagonal, y por lo tanto, HCn(k)=k si n es par vy HCn(k) =0

si n es impar.
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Ejemplo 4.9:
Si A es conmutativa vy Q; es el médulo de los diferencia-

les de Ké&hler, HCO(A) = A , y usando la Observacién 2.1, tenemos

que HC (A) = H (A)/{lea} = QA/dA

5-RELACION DE LA HOMOLOGIA CICLICA CON LA COHOMOLOGIA DE DE RHAM
Sea A una k-4lgebra conmutativa. Recordemos que el
producto barajado definido en la Seccién 2 nos permitidé definir

una aplicacién de A-algebras
7 : QY(R) — H (A)

que manda un elemento aodal,'\dazfx.../\dan a la clase de

(aoeal)*(loéz)*...*(1@an), con * el producto barajado.

Proposicidén 5.1:

El diagrama

(4
Q"(A) ——— H_(A)

o, L

Q"' (A) — H__ (A)

+1

es conmutativo, con d la derivada exterior.

Demostracidn:

Sea w=aodalAda2A...Adane Q"(A). Entonces 7y(w) es la clase de

(aoeai)*(leaz)*...*(1@an) = Y sgn(o) aea  eo...ea
aesn o ) g " (n)
n
en AeA® , donde Sn es el grupo de permutaciones de {1,2,...,n}.

Entonces B(7(w)) es la clase de



Y sgn(o) Y (—1)’1®a , ®...0a =~ eae®a _ ©...0a =

1 1 (o] -1
oeS 1=0 g 0 (n) o ) o (-1)
n
= 7 Y sgn(o) sgn(t) lea ®...0a
-1_-1 -1_-1
creSn TeT c T (0) g T (n)
donde T es el subgrupo ciclico de S+1 generado por la
n
permutacién t que manda 1 en i+l. Como S+1 es el producto
n

de S con T, la Gltima expresién es igual a
n

Y sgn(o) lea ., ©-..ea = (lsao)*(lsal)*...*(1®a )
ceS (o) o (n) "

La clase de éste dltimo es
7(dw) = 1(aodalAda2A...Adan)

Por lo tanto, B(7(w)) = 7v(dw).

Si la caracteristica de k es cero, podemos definir una
aplicacidn
w:ReA — Q (A)

u(aosalo...oan) = (l/n!)aodai,\.../\dan

Sea D(A) el complejo doble cuyas filas son los complejos de

De Rham truncados

Q¥ (ay: (A —2— oAy e—3 .2 Q%) 0 « ..
D(A):

0 0 0

#L N %

Q2 d Qle d Q°

0 0




Entonces TotD(A) = o Qsi[i].

Proposicién 5.2:
Si k contiene a @, la aplicacién w:Reh —— Q'(A) induce

un morfismo de complejos dobles u: B(A)nwm———e D(A).

Demostracidn:

Solo tenemos que verificar que ub = 0 y que du = uB.

ub(abaale...ean)= [1/(n-1)!) abaldazA...Adan+

+ 7 (-1)laoda1A...Ad(ala.H)A...Adan+(—1)"anaoda1A...Ada =
1=1

i n-1

n
_ _ - 1
=[1/(n 1)!][a0alda2A..Adan+1§1( 1) (abaldalA..AdalqualﬂA..Adan+

+ aa daa..rndanda A..ada ) + (-1)"a adaa...ada ] =0
0 1+1 1 1 1+2 n n O 1 n-1

n
- _ in =
uB(aoaa{s...ean)-IEg( 1) ' [1/(n+1)!] dai/\...Adan/\daof\.../\dal_1

= [1/(n+1)1] T (-1)'"(-1*" daA...ada = (1/n!)dan...ada =
1=0

= du(aoeals. . .san) .

Proposicién 5.3:
El morfismo de complejos u:(A@K',b) —_— (Q‘(A),O) induce en
la homologia una retraccién de ‘r:Q'(A) —— H_(A) (Es decir,

Q"(A) es un sumando directo de H (R) ).

Pemostracién:

Es inmediata pues
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(uw)(aoda Av..Ada ) = Y sgn(o) aea ®...0a ]
1 n (o] -1 -1
aesn o (1) G (n)

= (1/n!) ¥ aodalA...Adan = aodalA...Ada

€S n
n

Observacidén 5.4:
La homologia del complejo TotD(A) es

n n-1 n-2 n-4
Q" (A)/dQ™ (A)eH “(A)eH"(A)e. ..

Teorema 5.5:
Si A es el anillo de funciones de una variedad no singular so-
bre un cuerpo de caracteristica cero, la aplicacién u:A@K‘——»Q'(A)

induce un isomorfismo u.:HCn(A)——)Q"(A)/dQn'l(A)@H;;Z(A)@H;:(A)e..

Demostracién:
El morfismo de complejos dobles u: B(A)nwm———e D(A) es un
cuasi-isomorfismo en cada columna, y por lo tanto, induce un

cuasi-isomorfismo de complejos totales.

6-HOMOLOGIA CICLICA REDUCIDA
Supongamos que el morfismo k — A dado por la identidad de
A es inyectivo. El complejo reducido de Hochschild (A@K',b)red

es el complejo definido por la sucesidén exacta
0 — (kek ,b) —— (AeA ,b) —> (ReA ,b)—— 0

que coincide con el complejo normalizado de Hochschild, salvo en
grado cero donde reemplazamos A por A . La homologia de este
complejo se llama homologia de Hochschild reducida, y se nota

ﬁn(A).

24



Proposicién 6.1:

Se tiene una sucesién exacta

0 — H (R) — ﬁl(A) > k - H (A) — HO(A) — 0
y ﬁn(A) = H (A) para nz2.
Demostracién:

Sea k[0] el complejo

- 0 > 0 > k

Entonces (koK ,b) = k[0] , y por lo tanto
0 — k[0] —— (ReA ,b) —— (A@K',b)rei—-——e 0

es una sucesidén exacta corta. La demostracién termina tomando la

sucesién exacta larga de homologia.

Andlogamente definiremos la homologia ciclica reducida HC_(R)
como la homologia del complejo total de B(A)nd, definido por la

sucesién exacta
0 —— B(k) —— B(A) —— B(R) —— 0
norm norm red

que coincide con B(A) ., -excepto en la diagonal, donde

reemplazamos A por A .

Proposicién 6.2:

Se tienen sucesiones exactas largas
«e.——> HC (k) — HC (A) —— FED(A) — HC__(k)——

coi— H (A)2 ﬁn(A)i-) 'H—Cn_z(A)-—B—> H (A)—2— HC_(A)—..

Demostracién:

La primera se obtiene al tomar la sucesidén exacta larga de
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homologia de la sucesidn exacta corta que define a B(A) - La
segunda se consigue igual que la del Teorema 4.6, usando B(A)red

en lugar de B(A).
Proposicidén 6.3:
Si A es un algebra aumentada, HC_(R) = HC (k) e HC_ (A).

Demostracidn:

Como la sucesidén exacta

0 > k > A > A > 0
se parte, la sucesidén exacta de complejos que define a B(A)red

también se parte. Entonces
0 —— HC,(k) —— HC_(A) —— HC,(A) —— ©

es una sucesidén exacta que se parte.

Proposicién 6.4:

Si A= e AE es un algebra graduada y k es un cuerpo de carac-

n=0

teristica cero, HC_(A)=HC (A )eW , con S=0 en W (S:HC— HC
L] L] 0 . . . .2

la aplicacién de la sucesién exacta larga del Teorema 4.6).

Demostracidn:

Sea D:A —> A , D(a) = gr(a)a una derivacién. Sea
n n

LD:A@——> A®

n
L (a®...a ) = Y ae...eD(a )®...ea
D 1 n 121 1 1 n

Como D es una derivacién, Ibb = bLD. Ademés, IbB = BLD

pues LD conmuta con (1l-t), €, Y N, y B (l—t)eoN. Entonces LD

induce morfismos en el complejo de Hochschild y en el complejo
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B(A). Por lo tanto, LD induce una aplicacién LD:HC.(A)——e HC_(A).

Recordemos que S proviene del morfismo de complejos
S:TotB(A) —» TotB(A)[-2]

G)n @n-z n-2 n-4
S:A” @A ®... — A ®A ®...

S(an,ame,...) = (an_

Entonces LDS = 0 (Ver [G]).
Como A es un algebra graduada, el complejo de Hochschild es
bigraduado, con

(Agn] = { ae®...ea : % gr(ai) =p }

P i1=1

@n 0n— 1 ®n ®n+l
Como b:[A ] —_— [A ] Y B:[A ] —_— [A ] , tenemos:
P P P P

HC (A) = e HC_(A)
p=0 P

HC,(A)) = HC,(A),

S:HC,(R) —> HC, ,(A)
Ademés,
L (ae...ea ) = (L gr(al)) ae...ea

n n
LD:[AG] — [AQ] para todo pz0
P P

Si p =1Y% gr(a;) es distinto de cero, LD es un isomorfismo en

n
[AO] , Y por lo tanto, induce un isomorfismo en }K;(A)p. Como
P

LDS:HC.(A)p-———>HC'__2(A)p es cero, S es cero en cada HC_(A)p ’

para p distinto de cero . Entonces S es cero en W = o HC-(A)p.
p>0
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CAPITULO 2

1-SERIES DE TAYLOR

Sea k un anillo conmutativo con unidad, f= ¥ f1 x'.x"

SRR

un polinomio en k[Xl,...,Xn] Y un orden definido en N; que

satisface:
i i,...,1 « (i',...,1’ i i =<j
) ! ’ n) (111 Iln) S1 lkl

ii) (i1+i;,...,i +1i") « (i;+i;,...,i' i) para cualquier n-upla
n n n n

1% 001"y Si (A .. i) & (L7, ...,i0).
(1700001 (Le-eri) € (B7,..0,10)

Ejemplos:
1) Sean a, ..., nimeros reales positivos, y sea ¢ una
permutacién de {1,...,n}. El orden « definido por: "(il,...,i )«
n
« (i ... i - L ., p I ., .
(17, 11 ¥ ail ¥ ai’ , 6 ¥ ai ¥ ai' 'y existe

3 7

.o e i =] < i <
se{l,..,n} tal qu para mss y i <17

1 =1'
Om) ~O(m)
verifica las condiciones 1i) y ii).
2) El orden lexicogréfico y el orden diagonal son casos
particulares del ejemplo anterior, tomando o¢=id, a=...=a =0 vy

1 n

o=1id, as=...=a =1 respectivamente.
n !

Definicién 1.1:

Un polinomio f = ¥ fi X ...Xn“ se dice mdénico de grado

() ,...,jn) con respecto a un orden «, si:

Lot iU NG IPRRRUS IS LTS SRR SN I AN G IPRRRTS I L ¢ SPRPRIS SO
n
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De ahora en méds, f denotard un polinomio ménico con respecto a

un orden fijo « , de grado (71,...,7n), con 7 = 1.

Observacién 1.2:

A = k[XI,...,Xn]/<f> es un k-médulo libre porque dado
Pek[xl,...,xn], existen polinomios P y P en k[X1’°'°’xn]' univoca-
mente determinados tales que:

i) P = Pf+P

- 7, ¥ b 1
ii) B =0 si X ..X" dividea Xx ' ..x"
i ... 1 1 n 1 n
1 n
Sea A'= k[x“...,xn]. Usaremos el desarrollo en series de

Taylor T:A’— A’® dado por T(P) = leP - Pel, estudiado en [M-V].

Es obvio que para cualquier polinomio P en A’, T(P) se puede
escribir como un polinomio en k[x1’°"’xn’T(x1)'""T(xn)]’ donde
los coeficientes de T(xl) son los coeficientes clasicos en la se-

rie de Taylor.

Definicién 1.3:
Dado un polinomio P en k[xl,...,xn], llamamos TJ(P) a la
suma de todos los monomios de T(P) que son miltiplos de T(XJ)

pero no de T(X ), para i¢j , es decir,

= 1 ap lJ ln <<
TJ(P)—> — - T(X) o.T(x) ", 1s=j=n

1 21,1, 0,1 J n ax’..ax
J )+ n ) n

n

Proposicién 1.4:

En A° se verifican las siguientes igualdades:
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a) ¥ T (P) = T(P) = leP-Pel
b) T es k-lineal, para 1l=i=n.
c) T(PQ) = (Pel)T(Q)+(Qel)T(P)+T(P)T(Q)

d) Tl(PQ)= (P®1)T1(Q)+(Q®1)TI(P)+ Y Tj(P)Tl(Q)+ Y Tl(P)TJ(Q)

jzi 1>

e) T (FQ)= T (PQ)-(PQel)T (£)- L T (PQ)T (£)+ L T (PQ)T (f)
J>1 )<t

£) T, ('§Q]=Tl(W})-(?al)Tl(Q)-(Qol)Tl('P)- L T(P)T (Q)- L T,(B)T(Q)

IS J>1
1 1
g) Si f =7y f x'.x",
i i 1 n
1 n
1 -1
m
Tm(f) > > b e L
T(X ) = ft celd x1 X me xm+1 xn
m 1 n
L, o1 k=0

Demostracién:

a),b) y ¢) son inmediatos.

n
d) Sea TLjM(P) = ZTH(P) para 1l=j=n , y pensemos a P y Q como
» |=J

polinomios en k[x“...,qu][xﬂ...,xn], es decir, polinomios en

xJ,...,xn con coeficientes en k[x1""’x3—1]'

Entonces T( es el operador T definido de

J,n)
TIPS SN e RPN &

en

k[x1"°"xj-1][xj'""xn]Ok[xl,..,xj ] NERRRL. I ERRRN

Por lo tanto verifica c¢)

T ym (PQI=(PEL)T  (Q)+(Qe1)T ~(P)+T ~ (P)T (Q)

(J,n) (J,n)

Como T|= T tenemos que

- T ’
(i,n) (1+1,n)
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T (PQ)= T, (PQ) - T, (PQ) =

=(P®1)T,(Q)+(Q®1)T1(Q)+Tu,n)(P)Tu,n)(Q)_T(1+1,n)

(i,n (i+1,n

(P)T (Q)

(1+1,n)

Pero

Tu,m(P)Tu,m(Q)_TU+Lm(P)Tu+Ln

(@)=

=T n(P) [Tl(Q)+T(m,n)(Q)]-T (P)T (Q)=

(1+1,n) (i+1,n)

()=

(1+1,n) (1+1,n

=T(hn)(P)TI(Q)+[T(Ln)(P)—T (P)]T

=T(Ln)(P)Tl(Q)+Tl(P)T(Hlm)(Q)=J§1TJ(P)T1(Q) +j§1Tl(P)TJ(Q)

e)Como PQ=PQ-PQ.f , usando d) se tiene que

Tl(fsﬁ) = T (PQ) - (?’5®1)Tl(f) - (f®1)Tl(f’6) - XTJ(ﬁ)T‘(f) -
j>1

- LT, (PQ)T ()

[T

Como fel T(f) son cero en A°, T (f)= - YT (£). Entonces
Y J J
I3 3>t

T (PQ)= T (PQ)-(PQel)T (f)- L T (PQ)T (£)+ L T (PQ)T (f)
1> J«<it

f) Como ©P=P-P.f, PQ = PQ-PQf = PQ-PQ. Ahora basta usar d) en

P_—ﬁQo
t 1
g) Como T es k-lineal, si f =¥ fl . X ...xn“ , entonces
i i
1 n
T_(f) s T (X, ...X")
T(X_) I T(X)

i i
y por lo tanto, basta calcular Tm(x11"'xn

"y. Si aplicamos d) al

i i i i

producto (xil...xm'f;‘)(xm"’...xn“), tenemos que
T (xl‘...xl“) = (xl‘...xi“'lel) T (xl"‘...xl“)
m 1 n 1 m-1 m m n
i i i i
porque como X '..X"'e K[X ,...,X ], TJ(xxl...xm'f;‘)=o si j=m.



Ahora aplicamos d) al producto {:(K:IIH.XJ). Como
i i
TH(%£I‘...XJU= 0 para todo j=m, tenemos que
! ln 1mﬁ'l m+1 in
T (X™..X")=(X x @1)T (x ™)+ LT (x )T (X" "..X") =
m m n m+1 i >m n
=T xl"’ xl"”1 x 1+ T x"”1 xl“ =T x 1@x““1 xl“)
=T (X ") (X" X" ( "))=T (X" ).
Entonces
l1 ln ll 1 m#l 1n
T (X' X" = (X X" [lel) T (x ") (lex "1 .x")

Basta observar entonces que

i i i
T (X™) 1leX ™ - X "ol ‘'a’ { -k-1
m m k

= m m = m
(X ) ~ TeX = Xel L %%,
m m m k=0

2-LA RESOLUCION Rs(A4)
Sea k un anillo conmutativo con unidad, £ un polinomio mé-

nico en k(X ,...,X ], A =Kk[X, ..., X]/<E> ¥y A°=A®kA°p.

Definicién 2.1:
Dado un anillo D se llama Algebra de potencias divididas al
médulo libre sobre D con base t(”, iemo, con un producto dado

por

cW L) [ifj]tu+n= (iTj)! £ (140
Jj 113!

Observacién:
Si D es un anillo de caracteristica cero, el A&lgebra de

potencias divididas de D es isomorfa al anillo de polinomios D[X]
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i

b

(basta identificar " con

]

ir):
Sea D(A) el &lgebra exterior sobre A° del A°-médulo libre
Afefu..®A°e , Y sea Rs(A) el adlgebra de potencias divididas de
n
D(A).
Rs(A) es una A°-algebra graduada estrictamente anticonmuta-

tiva, con gr(e ) = 1 vy gr(t(”) = 2j

Definicidén 2.2:

Sea d_ : Rs(A), — Rs(A)._1 una derivacién definida por

dl(el) = T(xi)

n
(1, _ (-1 _ -1 1
d, £y = " (t) =t —_——

Es fécil ver que d’=0. Entonces Rs(A)= @Rs(A)m es un Aalgebra
diferencial graduada estrictamente anticonmutativa, y Rs(A)m es el

A°-médulo libre con base

) . .
{e, | t(q)=el/\el/\../\el td 102qs[m/2],1=i <..<i <N}
.o m-
1 m-2q 1 2 m-2q q

Solo falta ver que Rs(A) es una A°-resolucién libre de A, y

para esto definiremos morfismos de complejos

h
(A@K@ ®A,b’)
(—

g

RS (A)

tales que gh=id vy k%=gb=id .- Entonces Rs(A) resultara ser
A

un sumando directo de la resolucién standard normalizada de

Hochschild, y por lo tanto, exacta.
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Observacién 2.3:
El &lgebra exterior D(A) con la derivacién d es el
complejo de Koszul K.UV,T(XI),...,T(Xn)] definido en la Seccién 3

del Capitulo 1, y Rs(A) se obtiene a partir de él "matando" el
n Tl (f)

ciclo g _TTiTT

e , con el método dado por Tate en [T].
!

1

3-DEFINICION DE h,

En esta seccidén vamos a definir el morfismo

h: Rs(A) — (ReA eA,b’).

Definicién 3.1:

(p+q)

A° eA,b’) defini-

—eP _oP
Sea o :(AsA eA,b’)x(AsA ®A,b’') — (Ae
do por

(aea ®...0a ®b)o(a’ea ®...2a eb’')=
1 P p+1 +q

P

= Y sgn(oc)aa’'sa , ®:--®a ebb’

- -1
B’ g ) o (p+q)
Pyq

donde B;q es el conjunto de las permutaciones o de {1,2,..,pt+q}

tales que o(1)=1, o(2)¢<...<o(p) ¥y o(ptl)<...<o(p*+q).

Observacién 3.2:
Si * es el producto barajado definido en la Seccidén 2 del
- p . . -
Capitulo 1, y « € AeR® 'eA , valen las siguientes igualdades:

PPy
1) a *a.= aoa_ + (-1 a_oa
) 1 2 12 (-1) 2 1

P_P
.. 23

= + (-1 o(x_oa
ii) (alnaz)oa3 aln(azuaa) (-1) o ( 5 2)

iii) eo(a1*€o(az)) = co(ai)ueo(az)
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Definicién 3.3:

P
. =-® . . ( . N
Si oaehoA” oA, definimos «'™, para nz0, en forma inductiva,

de la siguiente manera:

(0)
a =1

(n+1) _ (n)

a aona

Proposicién 3.4:
_QZP
Si aeA®A” oA, tenemos

. (m) (n) n+m-1 (n+m)
1) a o = o
m-1

.. n+m
ii) a(m)* a(n)= [ - ] a(nﬂn)

Demostracidn:
i) Por induccién en m . Si m=1, es obvio. Usando la Observa-

cidén 3.2)ii), tenemos:

(m) (n) (m)

1
a(m+ )Ud(n) )ua = au(a(m)na(n))+ an(a(")na

= (aoa )

Por la hipétesis inductiva, tenemos:

(m+1) (n)
a aa =

n+m-1 + n+m-1 a(n+m+1)= n+m a(n+m+1)
m-1 n-1 m

ii) Usando la Observacién 3.2)i), tenemos:

a™ g™ =g ® 0o ™ 4o Mg ® <[ [pHm-1]  [n+m-1 (nem) _ (D+M]  (nem)
m-1 n-1 m )

Observacién 3.5:

Notaremos con el mismo simbolo o al producto inducido por o
en el complejo normalizado de Hochschild (A@KQ.,b), el cual veri-
fica propiedades andlogas.

Sea hm: Rs(A)'n — AeR® oA el morfismo de A°-dlgebras-
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definido por hl(el)= -1leX ol
n Tm(f)
hZ(t)= 80[_m§1Txm)( 1®Xm®l)]

) _ ()
h, (£77)=h_(t)

Efectivamente, h, es un morfismo de A°-dlgebras, pues

(e Wy = [ifj h

+ i+ +
j ] 2H+D(t“ ) = [ljj]hz(t)“ "=

_ (1) %))
= h_ (t )*h“(t )

Proposicidén 3.6:
L ]

h: Rs(A) — (A@K@eA,b’) es un morfismo de complejos.
Demostracién:
Como d y b’ son derivaciones, es suficiente probar que hd=b’h

en los generadores e y t' P

a) hd(el)= b’h(el) pues

hd (e )= h (T(X))= T(X )= b’(-leX el)= b’h (e ).

b) Veamos que hd(t‘¥)=b’h(t’), usando induccién en q. Si g=0
es trivial. Sea g>0. Usando la Observacién 3.2)iii), se tiene

(q-1) =

(@, _ (qQ) _
h, (t ¥y = h(t) V= h (t)ah,(t)

2 Tm(f) (q-1)
- eo[[-mgl—T(xm)(1exm®1)]*h2(t) ]
n T (f) (q-1) (q)
= % 2¢4[m§1T(XD) emtq ] = eohm-f%q(t )

Por la hipétesis inductiva, sabemos que

b'h. d ()= h d .d (9

=0
29-1 2q 29-2 2q-1 2q )
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Entonces,

b’h (q) = ' (q) - s ’ (q) _

Zq(t ) b eohzq_Idzq(t ) (id eob )hzq_ldzq(t ) =
= (q)

2q—1c12q(t )
4-DEFINICION DE g

m
Para construir las aplicaciones g;:A@KQ ®A8 ———> Rs(A) ,
m

necesitamos definir primero los siguientes A°-morfismos:

Definicién 4.1:
k
i) Sea ¢f !:A®§® eA—>AeA  (para 1511<...<iksn,osss[k/2]) el
Y

A°-morfismo definido por

k i
= J
o (laPke...@Ptel)— m qurr_y_

J

T (P))
o [

1.
k 1 J=1

4

k-2(s-1) j-1
"X 1(1®Pk®..oP101)=E (-1)”%?“ , (lePe..eP el).
k1 = - Ky

T, (PP, )
—J —  o°
TT(X ) Py

J

(leP ®...8P ¢feP e@...eP @l)
Y )-2 h h-1 1

k

ii) sea ¢, l:A@K@@A — > AeA el A°-morfismo definido por

S

e (lePke...@P1®l)= ? ”'l(lePka...®P1@l)
kK1 kT
iii) Sea -:Rs'.(A)m@Aet————)Rs(A)m2 la aplicacién A°-lineal definida

(k) (k+1)

por e . t 'mt = e, . t
177" m-2k 177 m-2k

Ahora estamos listos para definir el morfismo
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g: (ReR® @A,b’') — Rs(A).

Definicién 4.2:

Sea gm:(AQZ? ®A,b’') — Rs(A)m el A°-morfismo definido por:

g0=id
n n Tl(P)
g1(1®P®1)— - §j¢1(1®Pel)el= - Z,r(x y e
1=1 =1 i
gm(1®Pm®...®P1®1) = —(P P el)g (1@Pm2®...®P1®1)-t +
[(m+1) /2]
+(-1) E e, (lcstg...@Pleﬂ).elm1
m 1 1 m
I <...<1
1 m
Observacién 4.3:
Es facil ver que
[m/2) X
- /o [(m+1)/2]§ s
gm( 1®Pm®. . .®P1@1 )= (-1) [ T-I1 (Pm-2j+2Pm-2j+1®1) .
ko J°
.E , . (loP._Zke...oPiel).el . t(m]
-2k 1 - 1" “m-2k
1 <...<1
1 m-2k

Observacién 4.4:

Usando la Observacién anterior, se ve claramente que
dwe(g;(laPme...®P1®1)lt)= dmgm(lerQ...®P1®1)-t +
— T (f)

m+1 [(m+1/2]§
+( 1) ¢ (IOPEQ..GP.I@I)GIINIE. ZT(—XJ) ;

J=1

Teorema 4.5:

g.:(A@KQ ®A,b’) ——— Rs(A) es un morfismo de complejos.
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Demostracidn:

Tenemos que probar la conmutatividad de los cuadrados

m+1

AeR® @A — 1 Rs(R) .
lb Jdm+1 mz0
m g
AeA® ®A o > Rs (A)
m

y lo haremos por induccién en m. Si m=0, tenemos:
n
d1g1(1®P®1) = -

Tl(P) = Pel-1eP = b’ (lePel) = gbb’(1®P®1).
1

1

Sea m>0, y supongamos que para todo k<m, d“dgh4=gkb’.

mos que dm+1gm+1=gmb’.

Sabemos que

gwu(l@Pnﬂe...@P1®1)=dmd[—( Pmel)gwd(lstqe...0P1@1)-t+

m+1 m+1
[ (m+2)/2] -
+ (-1 § ¢, .., (leP je...ePel) e |
PRT m+1 1 1 m+1
1777 met
. U _ m+1 _ (w/2) , 5—5—
——(PnﬂPmel)dwqgwd(lstqe..@Piel)-t+( 1) " (-1) (PwanGl)’
— T (£)
. LI msv +
§ whrln.ll(lgpwqg szel) e%.nlmq }E: T(XJ) ej
1 <...<d 3=1
1 m-1
[ (m+2) /2]
+(-1) E P, “.1(1@Pnu®°"Qplel)dh+1(ei..J )
T <. <1 m+1 1 1 m+1
177 Tm+1

Por otro lado,

b’(leP ®...8P el) =
m+1 1

= (P ®l)(leP e...8P ©l) - (leP P eP e...0P ®l) +
m+1 m 1 m+l m m-1 1

+ (leP oP P P @...0P ®l) - leP ePeb’(P e...eP ol)
o+ 2 1 m+1 m m-1 1

1 m m-1 m-

Entonces

Vea-



gmb (1®Pm+1®' . '®P1®1) =

—(P @1)(PP ®l)g (1®Pm_@...®P1@1)-t+

2
+ [P ................ 5 p @1]9 (1eP 6. ..o ol)at -
m+1l m -2 m-2 1
- [Pm+1Pum-lgl]gm_z(]-@Pm_z@...@Pl@l).t +

+

(PmﬂPm@l )gm_z( leb’ (Pm_1®. . .@Plal) )yat +

[(m+1)/2] ’
+ (-1) E ¢, ...11b (1@Pmﬂ®...@P1®1) ell...l

m m
I <...«<i
1

m
Como

(P @1)(PP 01) [TT’_N;;IGI]+[W =(P PP el)-

+1 m+l m m-1 m+l m m-1

_(PmﬂPum_lsl)+(Pm1Pum_1®1)+(Pm+leP ®l)- (P PP ol)=

+1 m m-1
= (Pmupm@l)(qusl)
tenemos que

g;b'(l@Pmﬂe...®P1@1)=—(Pmﬂﬁk@1)(quel)gWQ(IQPWQQ...@P1®1)3t+

+(PmﬂPm@1)gm_2( leb’ (Pm—1®' . .@Piol) )ymt+

[(m+1) /2] ’ =
+(-1) E e, b (loPMl@...ePlel) e
o 1 1 m

1 <..<4
1 o

——(P P@l)g b (I@P 1@...®P1®1))lt+

[(m+1) /2] ’
+(-1) E R b (1®Pm+1®“'®P1°1) e
m 1 1 m

1 <...«<i
1 m

Usando la hipétesos inductiva, q}ﬂ=d g si y sélo

m+1 “m+1
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§ LS b (1®Pm+1®"'®P1®1) & a7
m 1 1

m
1 <...«<1
1 m+1

n

T (f)
=_ m”.m@ ) g (1®P @ P, @l)zz: T(X ) egf.x N
+(‘1)m‘1§ gplml.”ll(l@Pml@...®P1®l) dm+1(e11...| )

1 <. ..«<i
1 m+1

Como los elementos e , son linealmente independientes, es
RN

suficiente verificar las igualdades de los coeficientes correspon-

dientes, esto es:

e, b’(l@Pmﬂ@...ePiel) =
m 1
T, (£)
o m+k A K
== (P, F8l) Z(—l) ¢, .1 ..., (1eP e...eP@sl) X ) *
m " 1 .
i+
+(-1) zz:( 1) E L p ..y (leP_ e...eP 8l)T(X )+
ety 1

1 <h<i
J

J*

m+]
+(-1) E ¢lm'.d1h(1®Pwue...@Pial).T(Xh)

h<i
1

Su demostracidén, que es larga y tediosa, se encuentra al fi-

nal, en el Apéndice.

S-EXACTITUD DE Rs(A)
Solo falta ver que g,h =id, porque en este caso Rs(A) es un
sumando directo de la resolucién standard normalizada de

Hochschild, y por lo tanto, es exacta.

Lema 5.1:

wl el

(leael)*(l®qu®...@Plal)] =
k 1
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k T (a)

1
- _ 1\ F*k r
Z( 1 T(Xl )¢1k_1... ...lflgpu-1®°°'@P1®l)

r=1 r

Demostracién:

h . .
Como ® L= ) ¢ , 1 ©s suficiente probar el lema para
RERS PR RN

, Y esto lo haremos por induccién en h

—

k1
Sea h=0. Como

k
* = _ r+k
(leael) (1®Pk_1@. '®P1®1) ¥y (-1) (1®Pk_1®. . .@Prea@Pr_1®. . .@P1®1)

r=1

tenemos

o —
wlkmli((l®a®l)*(1@Pk_1®...@P1®1)) =

k Tl (a)

+k (o]

=§ (-1)° ﬁ ¢, ..1..,(1eP _e...oP0l)

oy lr k r 1

Supongamos ahora que el lema es cierto para h-1. Usando la

h
definicién de e L tenemos:

ol
h
¢, ((leael)*(l®Pb4®...@Piol))=
kT
k-1-2(h-1)  J-1
_ _ J#s h-1 )
—> > (-1) ¢IW'J +1((leael)*(laPk_l@...@Pjuel)).
J=2 s=1 )
TIJ(PjPJ_l) 0
.—Wowl oty ( 1®PJ-2®. . .@Ps@fOPs_l@. . .@Pl@l) +
J
k-2(h-1) j-2 T TIJ(PJ-IPJ-Z)
+E E (-1) e (loqu@...Pjel) X )
k J+1 i
J=3 s=1 )
0 *
‘wlj_f"‘1((l®a®1) (1®Py4®...@Psafepyda...ePlel))

42



Usando la hipétesis inductiva, tenemos:

h

wak...11((l@a®l)*(1®Pk-1®"°®P1®1))=
k-1-2(h-1) -1 1 (a)
=> J+s§ (- 1)r+k r )'
j=2 r=j+1
T (PP _
h-1 (leP P ol ’( -
. - ® ®...0 ® —_——
wlk...lr...ll k-1 i ) T(Xl)
J
o
o 1®PJ_2@. . .@Ps@f®Ps_1®. . .@Plel) +
J-1 1
k-2(h-1)  J-2 (a)

i
z ; k+s§ r+j-1 _r

r

T, (PP )

hot ) -1 j-2
P (l@Pk_le...epjal) (X )
k j+1 IJ
.¢>° - (leP ®...0P 0feP @...eP 0l) =
1 NS B | J-3 s s-1 1
J=1 r 1
k-1-2(h-1) -1 1 (a)
= J+s r+k r
) Z‘ D mx oy
=2 r=j+1 Yr
. TIJ(PJPJ-i)
ST (1®Pk_1@...®Pj+1@1) (X ) °
kKT M 1)
)
o (1®Pj-2®“'®BsOf®Ps-1®".@Plel) +
J-1 1
k-1-2(h-1) J-1 3 T1 (a)
k+
D) W) D iy
1
j=2 s=1 r=1 r
- TIJH(PJPJ_I)
o (1®Pk_1®...®PJ+1®_1) T(X y "
k je2 Ij«fl
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Lema 5.2:

gm((1®a®1)*(l®qu@...®P1®1)) = g,(leael).g  (leP _e...eP ol)
Demostracién:

Por induccién en m. Si m=1, es trivial. Sea m=2. Entonces
gz((lsaal)*(lepel)) = g,(leasPel-lePeael) =

=-(aPel)t - ¥ ¢ (leaePel)e + (Pael)t + ¥ ¢ (lePeael)e =
V<) 1 1) L 1 1)

+

=1

[_ Tj(a) T, (P) TJ(aP) Tl(f)
1<)

+
T(X,) T(X) = T(X) X))

TJ(P) T, (a) TJ(Pa) T, (f)
T(X)) T(X) T(X) T(X))

+

e
1)

n T (a) n T (P) ) Loas Lopel
"L o Ly o T et g Gered

Sea m>2, y supongamos que el lema es cierto para todo

k<m. Como

(1@&@1)*(1®Pw4®...®P1®1)=

m
=E (—1)r+m(1®qu®...®Pr®a@PP4®...@P1@1) =
r=1

= leaeP e...8P ®l - 1leP ®aeP @...8P el +
m-1 1 m-1 m-2 1

m-2

+ leP _eP @[E (-1)"™(leP _®...eP ®aeP ®...eP ol)
m-1 m-2 n-3 r r-1 1

r=1
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tenemos que

gm((leael)*(laPm_ie. . .®P1®1)) =

=- (aPm_l@l ) gm_z( 1®Pm_2®. .®P1®l )-t+(Pm_1a®1)gm_2( 1®Pm_2®. .®P1®1 ymt -
- (P P _21)g _((leael)*(leP o...oP ol))st +

{(m+1)/2)
+(-1) E gplmml1((1®a®1)*(1®Pm_1®...®P1@>1))eimi =

1 <...«<! 1 m
1 m

= - (Pm_le_zbl)gm_z((1®a®1)*(I@Pm_a@...@P1®1))-t +

((m+1)/2]
+(-1) E qplmmli((le;a@>l)*(1®Pm_1®...@Pl@l))eliml

I <..<}
1 m

Usando la hipétesis inductiva, y el lema anterior, se deduce
que

g ((leael)*(leP _e...sP sl)) =

= -g,( leael) (Pn_IPm_zel)gm_3( 1@Pm_3®. . .@P1@1 yat +

o Tl (a)
((m+1)/2] m-1 r
v b ) )Y (X, ) %
I <.<t r=1 r
1 m
.p (leP @...8P @l)e - =
1m... r...ll m-1 1 ll...lr...lm

gi(leael)[- (Pdeweel)gwa(laPma®..@Plsl)nt +

[(m+1)/2)+m =
(-1) P, 1(1@Pm-1®"ep1@1)el | ]

ol 1 tamt

+

gi(leasl).gwq(loPmﬂe...@P1®1)

((m+1)/2)}+m _

porque (-1)
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Teorema 5.3:

g,h =id

Demostracidn:

Como Rs(A)r es libre, basta calcular gh, en los elementos de

la base {e1 . AL lsil<...<i.sn y m+2g=r }.
m
1 m

g h (e

(@, _ (q)
2q+m 2qem” 1 L1 t) g2q+m[hl(el )*"°*h1(e1 )*hzq(t )]

m 1 R
= G (10K, o1y x (10X o1y rh, (6]

1 m

Por el lema anterior

(e

@, (@, \_
? et )_gl(lgx‘ ®1)”'gl(lgxiln@l).ng(th(t ))=

h
2q+m 2q+m
m 1

=49 1.1

1 m

(h, (£9))e

2q

Solo falta ver que ga(h“(t“”))=tm), y lo haremos por

induccién en q. Si g=0 es trivial. Sea g>0 ,supongamos que

(r) (r)

g. (h_(t "))=t para todo r<q y probémoslo para q.

2r 2r

i i

Recordemos que f = ¥ fl lXl...xn" es un polinomio méni-
RN

co de grado (71,...,7n), con 1n>0 Y

1-1

T () 11_1 « lJ-k-i |J+1 L
T(X y E E f X ..qu XJ@Xj XJﬂ ...Xn =

1
con L= { (il,...,in,k) ‘e Osk<iJ }, ai=f X ...X f‘x

3 lj—k-l 1+ '
Bs=x X ...xn para s=(11,..,1n,k).

Entonces, como
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- TJ(f) J
hz(t)= -€, ZTXJ).U@XJG’I) Z Zl@a oX oB

J=1 3=1 seL
tenemos que

hy (£ = h(£) = h_(t)eh (t) =

n

ZZIM e[(x @B ) h (t:)“’I “] —5 > > l@a 'o

—ISEL EL
j1n12 s j
1 2

T
@[[a:gﬁslssz].[(lexj@1)*(1®x1@1)*h2(t)m-a]J
2

1 2

Usando la definicién de g, sabemos que

V)= Z Z[a X, @B

-1s

(q-1)
Z_Z{hz(t) d ]-t +

(q-2)
2 _2[(13}(]1@1)*(1®X12®1)*h2(t) ]ut +

+(1)E h(t "))

Como el grado de f es (11,...,1n) Yy 7n>0, valen las siguien-

tes igualdades:

. 1y _
1) asXJ—

] 1l si 31=n Y 51=(71l°'°l7n/7n‘1)
1 "1

0 en el resto

ii) B: =1 si s =(¥,...,7_,7-1)
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pero (l@Xn®1)*(l®Xn@l)=0

Entonces

gzq<h2q(t“"))=gzq_2[h2(t>“"“]-t+<-1)“g e, ., (B (&)
11«.<12q2q !

Usando la hipétesis inductiva, tenemos

(qQ) (qQ) q (q)
h (t =t + (-1 h_ (t
g, (B, (t)) (-1) o, ., (h (£
2q 1
1 <..<1
1 29

y, por lo tanto, para terminar la demostracidén, es suficiente ver
que

(q) _ <X o
wlzd'J1(h“(t ))=0 para l—ll<...(l%_n.

Recordemos que hz(t)=—z 1@ai@XJ®Bi , Y por esto, hz(t)(q) es

suma de monomios del tipo T=* 1eP_e...8P ®P con P =X 6 P =a
2q 10 k k s

para k>0

T (P)
24 lJ ! J
. (T)y=11 (X ) es cero porque P2q=ozB Y Pk—XJ
2q 1 J=1 1J

(o}
i

Si r=0, ¢
J
T, () T (X)

para algin k<2q, pero es distinto de cero sélo

29 k
T(X, ) T(X, )

2q k
si 1=y 3>1m, y esto es imposible porque lx<lm'
Por dltimo, supongamos que r>0. Sea rl ;A@KmeA —— A° el

morfismo de A°-médulos definido por
' (leP_e...eP el) =
k,s 2q 1

le(PkPk-l ) o
= X ) % ...
lk k-1 1

(leP, ®...eP efeP ®...8P @l)
k-2 s s-1 1

Si T es un monomio de hz(t)m), tenemos
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r

0 (T) =

oo
2q 1

— k+s r-1
=% (l@PO)Z(—l) w‘zq"‘ 1“5 1®P2q@. '®Pk+1®1) I‘k's( 1®P2q@. .®P1®1)
k,s

Ahora, para todo monomio T con (P

P )=(X /X)), existe otro

monomio T’ igual a T, excepto que en T’ (Pk'Pb4)=(xy'xj)' y

T y T’ tienen signos opuestos. Entonces FLS(T+T')=0.
Este razonamiento se puede repetir para:
1) (PP _)=(al,al)
2) (PP, )=(al,X)
3) (Pk,Pb4)=(Xy,ai) con j#*j’
T (a’ X,)

i s

. . _ 3 . -
Finalmente, si (Pk,qu)—(xJ,as), entonces —ﬁqurj——— 0

Teorema 5.4:
Rs(A) es una resolucién A°-libre de A, g,h,=id y h,g, es

homotépica a la identidad.

Demostracidn:

Es inmediata.



CAPITULO 3

1-CALCULO DE LA HOMOLOGIA Y COHOMOLOGIA DE HOCHSCHILD

Sea k un anillo conmutativo con unidad, f un polinomio méni-
co en k[xl,..,xn], y A=k[x1""’xn]/<f>' Sea M un A-médulo, con-
siderado como A°-médulo por la multiplicacién u:A°—> A, es decir,

m(aeb) = mab.

Recordemos que Rs(A)=(Rs(A)_,,d,) es una resolucidn A°-libre

de A, el conjunto B= (e £ 1=i <...<i _=n
[} ll...im_ 2k 1 m=-2k

una base de Rs(A)m, Y Bm tiene [:] elementos.

Si tomamos el producto tensorial de Rs(A) con M sobre A%,

y usamos la identificacién <tT:Me Jf——» M, tT(me(aeb))=mu(aeb)=mab,
A
obtenemos el complejo

R(M): ...— N om 9, ... 3 5 9,8

n

donde W= M®) es la suma directa de copias de M indexadas por
m

los elementos de B,y si 9 eM

as(ﬂ e )=0 pues

(‘c.(idH@d).t-l)(ﬂ e) = (T.(ided))(vee ) = T(ved(e )) =

T(9eT(X,)) = & W(T(X,)) = 0

n

d, _(» t®y=9 af t*"  con df=7¥

af
8X

m=1 m

ues
em P

(t.(ided).t™) (9 t*) = (T.(ided)) (vet™) = T(ved(t™)) =
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nT (£) nT (f)
(k-1 m m (k-1)
= T(%et e =9 o t
( ..ElT(xm) ) u(..E,T(X 7€) '
Y
n T (f) fn b ko tocket o1 |
u( ZT(X )eﬂi): U-( Z Z fl i Xl Xm@)xmm XmTl e X n)=
m=1 m lJ k=0 1 n "
i i -1 i
_ 1 m n af
=X T fl 1 xl xm 'xn )
1 1 n m

Entonces,

d (se tm)=0df/\el Lt

m-1

Observacién 1.1:

ﬁZ(M)=qu§F(M), donde Rs'(M) es el complejo

d’ d?

n n n n
0—oM(g@__d p(Dptat_,  _ ylnm) @ty d y(n)ptamm g

n n
con MK)lglaRog g5 k>q. El grado de M(®t“9™ o5 2q-k. En-

tonces

H (A,M)= H (Rs(M)) = o H (Rs"(M))

Ur

donde 1h={qem : (r/2)sqsmin(r,(r+n)/2)}, pues r=2g-m, con

m=0,..,n y mxqg.

Lema 1.2:

2q-1

(151) (q-1+1) g9 ('l') (q-1)
Coker( M t — Mt

)= MeAQ’(A) si 1sis=q.

Demostracién:

Como

121), (q-1+1) a: ! (V). (q-1
Mt=t)gla-tety_2a-1 0 (1) (a

l id eg l

Me(A' 'A") — "~ Me(A'A")
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es un diagrama conmutativo, donde las flechas verticales son iso-

morfismos, A"= Ae o...oRe y

€ A€ A...AE

J

n
g(e A...ae )y=df e A...Ae, = ¥
2 i h -1 m=

es claro que
Coker (d')= Coker (id eg)= M@AAl(A"/<df>).
Finalmente,
d

Qi(A)=H1(A)=H1(§?xA))=Coker(Aﬁg)@A(°)t—-———» Al y=pa™ /caf>

porque a(emej)=0 y d(t)=df.

Definicién 1.3:

Dado un complejo Cc=(C,,d,), llamamos C(zi,j] al complejo trun-

cado
0 si m<j
cl=i,j] =
sl mZ)
{+m-)
Lema 1.4:

El complejo Rs'(M) es isomorfo al complejo

K, [M, ((—1)”"§—§) lsm] [2n-q,q]

o+l OFf .
donde K‘[M,((-l) axm)1smsn] es el complejo de Koszul de M con
m+1 OFf . s . -

- —_ C -
respecto a ((-1) aﬂglaﬁn definido en la Seccién 3 del Capi
tulo 1.

Demostracién:
n n
Basta definir ® D@ M=) de 1la siguiente

2q-)

manera:



(a-J) _
So?.q-J(ﬂ ei Lol t )=% ei'...l'
1 ] 1 n-}

37 ! < ] ] 17 1 ! =
con 1511<...<1n_1_n Y {11""'lj}n{l1""’lnq} $.

Veamos que ¢ es un morfismo de complejos:

(q-)) _ =
d‘p2q-j(0 e, ... ¢ ) = d(» e )
1 )] 1 n-
n-j 1" +1
- r-1 r af R
=L (1) (-1) ax oel’..l’..l’
r=1 1 1 r n-)
r
n
(g-)) of (g-J-1)
qozq_Jd(ﬂ e X t ) gozq J[ [—0 e re, t ]
1 3 r=1 b )
_ nl af (q-3-1)
= Poe-y L 7x 0 e.ne |t
=1 1’ r 1 J
r
n-} l-r
- of (q-3-1)
- 2qj[ ? (-1) 7 X, P& a t
r J
n-j i’+r
- 6f .
= LD ax > Cub
r= lr r n-)

Teorema 1.5:
Sea A=k[x1,...,xn]/<f> con k un anillo conmutativo con uni-
dad, £ un polinomio ménico en k(X ,...,X], y M un A°-médulo.

Entonces:

H (A M)= [n-r<l<n Hl[ [ (( 1)"""1 g}fi )1Sm£n]]]®[M®AQr(A)] §i rsn

I-(n+r) es par

H (A,M)= o Hl[ [ ((-1)™' =% af )ISmSn]] si ron.

i-(n+r) es par

Demostracién:
e
Como A es k-libre, H_(A,M)=Toré‘(A,M), y como Rs(A) es una

resolucién A°-libre de A, H_(A,M) = H (Rs(A)e M = H,(Rs(M)).
A



Por la Observacién 1.1, sabemos que Hr(ﬁg(M))— » H (Rs(M))
Ur

donde Ur={qu : (r/2)sq5min(r,(r+n)/2)}.

Por el Lema 1.4

H (Rs%(M))= Hr[Kr[ (-1 5% af )lsmsn][“‘q'ql]-

Por la Definicién 1.3

Hr[xr[h'ir((-l)""1 g)f( ) 12n <n][ = q]] i

DI EE T

si n-g#*r-2q+n, es decir r=xq. Si r=q,
al‘
— n H
H (Re"(M))=Coker ( MUt 2 m(") )oMe 0" (n)

por el Lema 1.2.

Basta observar entonces que si r=n, entonces (r/2)=sgsr 'y
por lo tanto r-2gq+n toma valores entre n-r y n, y si r>n,

(r/2)=g=(r+n)/2<r, y entonces r-2q+n toma valores entre 0 y n.

Teorema 1.6:
Sea A=k[xl,...,xn]/<f) con k un anillo conmutativo con uni-
dad, £ un polinomio ménico en k[x“...,xn], y M un A-médulo.

Entonces:

K (A, M) = [Osm H;[ [ ((-1)™1-2E af )Ismsn]]]@Ker[M(?)d_,M(rﬂl)]

m
i+r es par

si r<n, con d(¢ e )= 2( -1)™ (s %%—nel ) para veM
1’ l" m=1 i 177 T
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H' (A, M)= 0<d<n H‘[ [ (( l)m1 af )1Smﬁj] si rzn.

i+r es par

Demostracidn:

Como A es k-libre, H'(A,M)=Ext'e(A,M), y como Rs(A) es una
A

resolucién A°-libre de A, H'(A,M)=H'(Hom e(Rs(A),M)).
A

Como M es un A-médulo, entonces M es un Ae-médulo, con

la accién definida por m(aeb)=mab.
Ademés, como M=Hom,(A,M) como A°-médulos, tenemos:

H'(A,M)=H (Hom (Rs(A),M))=H" (Hom (Rs(R), Hom, (A,M)))=
Ae AC

=q" (HomA(Rs(A)sAeA,M)) =" (Hom, (Rs(A) ,M))=qgoﬁ'(HomA(is*‘(A) M)

Pero el complejo HomA(EZ(A),M) es isomorfo al complejo

n n n n
0_sM (M) ¢ d M (1) ¢ (amnet) LMD ten aM(o)tm_)o

Entonces, es claro que el complejo HomA(ﬁf(A),M) es isomorfo

al complejo de Koszul truncado K'[ (( 1)m+1 af)1<mﬁj[zn-q,q].

La demostracidén se termina en forma andloga al final de la de-

mostracién del teorema anterior.

Ejemplo 1.7:
" — m+1 af _
Sea  A'=k[X,....X ] y K [  ((-1) )1SmﬁJ el comple

m+1 af La suce-

jo de Koszul de A’ con respecto a ((-1) )1smﬁf



sidén exacta

0 > A’ f;AT>x’—n—)11\'/<f>——>0

donde el morfismo f significa multiplicar por f, y n es la
proyeccidén candnica, induce una sucesidn exacta corta en los com-

plejos de Koszul

m+1 af m+1 6f)

0—— K [ ((-1) )15m5n]—> K [  ((-1) ]——-)

1=m=n

rn m

N [ (( l)m*l 6f )ISmsn]—)o

La sucesidén exacta larga de homologia obtenida con esta suce-

sién exacta corta, es

..—)HS[K [ (( 1)m+1af)lsm5n]]Lf)’H [K.[ (( 1)m+16f) n]]——)

H_(m) . 5, N
= H [K.[ ((- 1)“‘af)15n5n]]_1_,ns_1[x[ ,((-1) 1af)1sms,.]]_’

m+1 af )

_j:Liile_I[K [  ((-1) ]]—————9...

15m=n

Ademas

o[ (2 (D™ ) ) |7 A/ () s

HO[K [ (( 1)"”'1 af )15m5n]:|= A/(( g)f( )15m5n>= Qn(A)

of

. .. , .
Si (—arjiﬁﬁn es una sucesién regular en A’, vimos en el
m

Teorema 3.2 del Capitulo 1 que HS[K [A’,(( -1)™! af)ISm&J] es
cero para todo s>0. Entonces, la sucesién exacta larga anterior
se transforma en

, af f
)ISmSn]] — A /<( 3X )15m5n> E

:
m

m+1 af

o——>H[.[ ((-1)
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f

X ) 1=m=n
m

Q

_t, A’/<(—g§ )15m5n> ", A/<( > — 0

Q>

Por el Teorema 1.5,

H_(R)= Q"(A) si r=n

of e , .
%) 150<,>= @ (A) si r>n y r+n es impar.

H (R)= A/<(

Por el Teorema 1.6,

H'(A)= A/<( gi ) <, >oKer alr)_d A(rq)] si r<n y r es par
H ()= Ker[A /< g§)15m&3-faA'/<(—%§qism$3]@xer[ a(h_d A(")]

sl r<m y r es impar

H (A)= A/< af)15 >= Q"(A) si rzn y r es impar
H (B)= Ker[A /<( g}f{ )1smsn>_f')A'/< (%)mnsn)] si rzn y r es impar.

2-CALCULO DE LA HOMOLGIA CICLICA

Sea k un anillo que contiene a Q, f un polinomio ménico en

k[XV.“,Xn] y sea A=k[xr.“,x 1/<£>. En esta seccién vamos a
n
of . 2
suponer que —Eijiaﬁn es una sucesidén regular en k[xv.“,xn].

Entonces, por el Ejemplo 1.7 de la Seccidén anterior, conocemos la

homologia de Hochschild de A.

Recordemos que la homologia ciclica de A es la homologia del

complejo total de B(A)



b b lb
v 2 L 4

ReR® B peX B
b b

\f_ B v

AeA ———— A
b

J

A

Ademds, si D(A) es el complejo cuyas filas son los complejos

de De Rham truncados

Q2 d ol d Q°
0 0

¥ d 2

Q! —=— q°
0

Q°

la aplicacién
f:AeR —— Q"(A)

u(aoeafa...eam)= (l/m!)aodalA...Adam

induce un morfismo de complejos u:B(A)nmm———a D(A) (ver Propo-

sicién 5.2 del Capitulo 1).

Teorema 2.1:

Si k es un anillo que contiene a Q, f un polinomio mdénico en
( af

k(X,....X ] tal que _axm)lsmSn

. es una sucesién regular en

k[xv.”.xn], entonces

58



HC (A)= Q%A)/dnr"(A)@H’;;Z(A)eng;“(m@... si r=n.

Demostracién:
El morfismo de complejos h:Rs(A)—e(A@K®®A,b’) definido en la

Seccién3 del Capitulo 2, induce un isomorfismo h:H (ﬁE(A))—aHr(A).
T

Si r=n, Hr(E(A))=Qr(A), entonces h:Q"(A) — H (A) coincide
con la aplicacién de A-&dlgebras 7:Q"(A) — Hr(A) definida en
la Observacién 2.1 del Capitulo 1. Ademds, en la Proposicién 5.3
de ese mismo Capitulo, vimos que uy = id. Entonces el morfismo
u:B(A%wm———a D(A) es un cuasi-isomorfismo en las filas, y por

lo tanto, es un cuasi-isomorfismo de los complejos totales.

Definicidén 2.2:

Un polinomio P en k[xf.“.xn] se dice homogéneo con pesos
si existe una sucesién de nlumeros racionales Qreeerd con
0<qlsl para todo i, tal que P se puede expresar como una combina-

. 2 . . 1
cidén lineal de monomios xl...x: tal que qu+"°+qfﬂ=1'

Lema 2.3:
Sea P un polinomio en k[xf.“,xn]. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:
i) P es homogéneo con pesos
ii) existe wuna sucesidn de enteros positivos no nulos

Pyre++sP tales que P es homogéneo de grado estrictamente positivo
r

en el anillo graduado k[xf.“,xn] con gr(xl)=pl.

iii) existe una sucesién de enteros positivos no nulos Pyre+«sP_
P P
y un entero positivo d no nulo tales que P(tlxl,...,t'xr)=
d
St P(X ;... ,Xl_) en k[xi.....xn,t] .
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Demostracién:

Es inmediata a partir de la definicién.

Observacién 2.4:

1) Todo polinomio homogéneo es homogéneo con pesos (basta tomar
pl=1).

2) Si P es homogéneo con pesos, entonces

_ a2 3P
P(X /... 'Xn)'(l/d)flpaxna_xl(xx' e X )

Teorema 2.5:

Si k es un cuerpo que contiene a Q y f es un polinomio

homogéneo con pesos en k[X,...X] tal que (—%%—)r%<n es una
m
sucesién regular en k[xf.“.xn], la homologia <ciclica de
A=k[xf.”,xn]/<f> para rzn es
_ 0 si rzn y r-n es par
HC (A) =
r Hr(A)=Q"(A) si rzn y r-n es impar

Ademds, HC (A)= HCr(k)QHCr(A) para todo rz0.

Demostracién:

Como A es un &Algebra aumentada, por la Proposicién 6.3 del
Capitulo 1, sabemos que HC (A) = HCr(k)@ﬁCr(A), y por la Proposi-
cién 6.4 del Capitulo 1, la aplicacién s:ﬁcr(A)———e ECPQ(A) es
cero para todo r=z2. Entonces tenemos una sucesién exacta

i —

B (A)——— HCrH(A)——e 0 para todo rz0

(1) 0—> ﬁCr(A)—> ﬁm

Como A es un algebra aumentada,
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Hr(A) si >0

HO(A)/k si r=0

De la sucesidén exacta (1), se deduce la sucesidn exacta

0 — H_(A)/k _Bi H (R) _Bi | H (A) —

En la demostracién del Teorema 2.1 de este Capitulo vimos que
u:Hr(A) — Q" (A) es un isomorfismo para O=r=n, y sabemos que

uBi=du. Entonces

0— Q°(A)/k—3— Q' (a) , @A) —3 5 Q"(A)— O
es exacto, pues d:Q"'(A) — Q°(A) es un epimorfismo. Enton-

ces, por el Teorema 2.1, sabemos que HCn(A)=0.
Como f es homogéneo con pesos,

f(X X )=(1/d) pra—f(x X)
1/ 7%y o1 8K 1/ 7T,

y entonces

, af f , af =
Ker [A /< (—a'r) 15m5n>_ > A /<( )4 )1§||Sn>] B
Cons af - of = Q"
= A58 ) 1mmen” ™M < (Fx ) 1z = TR

Por el Ejemplo 1.7 de la Seccién anterior, se deduce que

HI_(A)=Q"(A) para todo r=n.
Finalmente,

0 — HC_(A) —— Q"(a) —— ECM(A) — 0

es una sucesibén exacta corta para todo rzn, ch(A)=0 Yy
. n af
dlmk(Q"(A)) es finita pues Q"(A) = A/<(—?ﬁrjismsn>.
m
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APENDICE

Para terminar la demostracién del Teorema 4.5 falta ver que:

Proposicién A.1l:

wl'”lb’(lerﬂe...®Pl®1)=
m 1
m T!(f)
I e 4 mek - k
(Pman@l)Z( 1) LT ...1(1®Pm—1®"'®P1®1) T(X ) +
m k 1 i
k=1 K
m
m _ j+1
+(-1) Z( 1) E e B ...1(1®Pm+1®"°®P1®1) T(Xh) +
j=1 L et T U
[ RRSTS!
m+1
+ (-1) ¢1...Hh(1®qu®°"®P1®1) T(Xh)
h<t, "

Para demostrar esta Proposicién, necesitamos las siguientes

definiciones y observaciones:

Definicién A.2:

,

1) ¢ ;AR A —— A°
i i

EEEE N

L —
wl .'1(1®Pk@...@P1@1)—

kT2
K it o le(Pij-l)
= E (-1)" e (1®Pk®...@PJﬂ®1) e 75 i
k j+1 i
J=2 3
o i i <ms=
.qplj-l.“iz(lcan_z@...@Plol), para n>1k>...>12>1 Y l=m=(k/2].
"
2) ¢! | :heA ®A —— A°
RN
ks2)
¢/ (lePe...0Pel)= ) ¢/~  (lePe...oP ol)
k 2 m=1 k2
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Observacién A.3:

a)wlku_l$1®Pk®...@P1®l)=
T, (P)) T, (f)
— 1 ’ —1
_wnku.|§1®Pk®'"®P2®1)T73fr_7 + ¢lk“.l§1®Pk®'.'©P1®1)T(Xl )
1 1
b)‘D;k..ng@Pk@’ . .®P1®1)=
TIQPZPI) Tlgpl)
=_wlw--iglgpk®°"®P3®1)T727_7 - wikn.1§1®Pk®°"®P2®1)TT?7_7
2 2

Observacién A.4:
a) b'(l@Pnue...aPlel) =Db (lerﬂ®...®P2)®P1®1 +

s m+1

(1®P1) (1®Pm+1®' . .@P2®1)

Vamos a probar el Teorema 5.1 simultdneamente con:

T (f)
’ ’ 1 =

(*) wlm“"zb (1®Pmﬂ®...ePlel)T(xl)

1

T (f)

=(-1) (1®P1P2)¢1m”.12(1®Pmu®"’®P3®1)TTRTT

1
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T (f) T ()

=_— m+k ~ k 1
_(Pw”Pm®1)§::(—l) ¢1m”.ikn.12(1®Pm4®'"®P1®1) T(x,) . T(X‘) +

k 1
T (£)
_ J+1§ 0’
+(-1) Z( 1) T “1(1®Pm+1® .®P @1)T(X )T(X ) +
j+1 ) 2
i <h<i .
SN E R
Tl(f)
1
-1)" E 12h(1®Pm+1®'°®P1®1)T(xh) _T(xg)
h<1 1
Demostracién:
El caso m=0 se deduce por cédlculo directo. Supongamos que

las dos férmulas son ciertas para todo k<m. Veamos que (*) es
cierta para k=m. Usando la Observacién A.4.b) en la primer par-
te de la Observacién A.3.b), y la Observacién A.4.a) en el sequn-
do término, tenemos

T (f)
1

¢; o b’(leP LR P el)T( 1) =
1

Tl(PlPZ) Tl(f)

- , 2 1
= e, . [b (1@Pmﬂ®...®P3)®l] (X)) (X ) +
m 3 12 11
] le[PIPZP:i] TIZ[P1P2P3] Tiff)
+(-1) “’am...13(1°Pm®°“®P4®1) X, ) (X, ) | T(X,) +
2 2 1

i 2 3 i
2 1
+(—1)m(1®P1)¢1 '”1(1®Pm+l®o..®P4®1) T(X ) T(X )
m 3 !
2 1

T (P,) T (f)
, ’ 2 1
- ¢‘m“‘13[b (1®th®...®P2)®1]T(xl)_ T(Xl) +
2 1
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T (P P)) T (P)) T (f)
2 2 L
™K ) (]'@P:)T(Xl )| TT(X )
2 2 1

+(-1)"‘”¢>; (leP_ o...ePel)
LY 3

=_ ' _qa\m
- [“’lm...a};’ (1eP_ o...0P o1)+(-1)"(1eP ).

Tl(f) TI(P1P2)
<P (leP @...@P@l)] : . 2 +
IRERE N m+1 4 T(Xl) T(xl)
1 2
e ] T [.is ...... 5 p ] T (f)
. L 2ns L 3 by N
+(_1)wlm...lglepnﬂ@."GPA,@l) T(X,) T(X,) T(X)
2 2 1

Tlgpzpa) T’ff)
T(X) T(X) =
2 1

+ (-1)"(1@?1) wli.-l3(1®Pmu@...®P4®1)

’ [J m+1
-[gol .,b (ler’lo...@P2@1)+(—l) (1®P2).

n’" 3
T (£) T (P))
, 1 2
.¢lm”_l§1@Pmﬂ@...®P3®1)]T(Xi) . T(Xi y +
1 2

o Tiz(PlPZ) Tiipz) Taff)
+(-1) wlmulglerﬂo...eP4®1) T(X1 ) - (1®P1)T(Xl) T(Xx)
2 2 1

Como (ver Proposicién 1.4 del Capitulo 2)

T (P P_) T [p PP ) T [PP """ P T (P_P_)
12 1 i 1 2 3 i 1 2 3 Lep i 3 _
(1eP,) T(X) T(X,) M50 B (teP) —rxy ©
2 2 2
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T (FP.) T[PP] T[PPP T (PP
_ 12 1 2 i 1 2 3 i 1 2 3 12 2 3
=P ) —7xy Y T Xy T (1°F) —Tm
l2 l2 l2 l2
T (P) T (P.P)) T (P)
= 2 2 2
(19PF) 77 § T(P) —ag o - E T (BF)) 1
2 h<i l2 h=i
T, (7,) T, (FF) T, (P,)
- (1PP) gy * § TP —x 5+ § T.(2.R) 7%
12 h={ i2 h<i 12
2 2
y
T (P Tlgf’:'ﬁ;) T (F)
(1oF,) Tixy ~ TTxy T OUeR) mxoy T
lZ l2 i2
T, (7,) T, (7)) T, (£)
=§ LTy 7)) Wy ORIty -
h<i l2 h=| 2 2
2 2
/
T, (f) T, (FF)
—§ Th(P1P2)T(X ) _E T, (£) T(X.)
h<12 l2 hslz 12

por la hipdétesis inductiva tenemos

T, (£)
1

qo; . b (1®Pm1®. . .®P1®1)

ey T(X,)
1

m
= (PmﬂPm@l)Z(—l)m"wi % (leP_ e...eP0l).
m
k=3

k 3

Tlif) Tliplpz) Tlff)
(X)) ~T(X) T(X)
k 2 1

+
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+(- 1)“’*‘2( 1)"‘5 o

i <h<l
j+1

Tlff) T1£P1P2)
- T(X) T(X) ~T(X,)
1 2

+ (-1) Zgo h(1@9m+1

h<l

m*l

+(-1)

+

)"

h=}
2

12 1 2
2 2

+ (-1)7(1ePP) ¢,

m
+(P_ Pl )Z(—l )" o
k=3 "

+ (_l)m(Pwan@1)¢l,”
m 3

.. 1

3

i ..
k 3

(1®Pm_

@...®P3®1)T(Xh)

(leP
m+1l

~ (leP

(leP  ®...®P 0l).
.4 m+1 3

T (P.P_
i1 2

) T (£)
1

2
T(X)
2

Tl(f) T

1

T (P))

T (PP )T(; )

2

T, (P,)
2

P )T(X ) +

T

e...eP401) T

T(X) T(X)
1

X *

1

(P

2

1 —
..®P4®1)m (1®P2P3)m -

2

T (P,)
2

( 1®P1P2)m—

(P) T ff)

2

2

T (P) T, (f)

m-1

T, (P,

2 k
®. 'QPZGI)W

2 k

) T (f)
1

2
1@...®P2®1) T(Xn)

2

m+1 j+1 ,
+ (-1) E (-1) E Lot hi...t(lepm+1®'°
Jj+1 ) 3

i <h<i
J

J+1

T(X,)
1

.@P e1)T(X ).



T (P) T (f) T (P)T, (£)
2 1 m ’ 2 1
T(X) T(X,) D) e ..lah(1®Pm+l@..®P2®1)T(xh)T(Xl) X "
2

n
1 h<i 2 1
3

T, (f) T, (P,) (£)
+(-1)"!  (leP @..@P3®1)T—(;(—)E T (P +(16P P ) 2

.. m+1
m 3

2
1)T(Xl)
1| h<i 2

2

(X)+
2

T (P)) T (f) T (P P)

1112
E T (P )T(X ) - E T (PP Pz)—T(X . E T (f)—T(X )

h=\ h<i 2 h=} 2
2 2 2

Reordenando los términos, tenemos

T ()
[ 1 1 —
‘01 ...12b (1@Pm+l®--o@P1®1)T(x—) =
m 11
T, (P)
=(-1) (lePle) e, ...1§1®Pm1®"'®P4®1)T(X 3 +
. 2
T, (£))T, (f)
' 2 1
* “’am...xgl@Pm@' : '®P3@1)_T(Xl) T(X)
2 1
Ta(P1P )
— m+k N 2
(Pmqu@l)Z(_l) - P, T (1®Pm_1®...®P3®1)W -
m k 3
2
TI(PI) Tl(f) Tl(f)
-9 (leP  ®...eP 0l)—2 e +
LUK TS N m-1 2 T(XIZ) T(Xil T(Xlz

T (P,) T, (f)

2 1
(leP @...®P4®1)T(xl) +

* (-1 (Pmﬂpm@l)wl m+1 T(xl)
1

el
m 3
2
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a1
(=D E (=1) § ST U ST (1®Pmﬂ@'°'®P3®1)'
m e 3

i <h<i
J I+
Tl§P1P2) TliPl) Tlff)
T(X,) P (1@PmH@...®P2@1)T(x )y |T(X, )
1 m j+ 3 i i
2 . .
m+1 TlgE)lpz]
+ (-1) E Jah(lePNHQ...®P3®1)—ﬂTT2TT_ -
i <h<1 2
T, (P))T, (f)
' 2 1
- P ,niah(lspnue'"szgl)TﬁifrT_ qurry T(Xh) +
m ; .
T1§P1P2)
+(-1) E 13h(l@PmH@..@Pael)——,fn_{_l_)_.;.
h=y, 2
T (P ))T, (f)
' 2 1
+ wli..%h(lerﬂe..@Pzel)T(xi) T(}|{1)T(}'{h)+
2 1

mﬂ; T (P )
+(-1) win (1®P 10 .®P @l)m +

T (f) Tlgplpz) Tiff)

+§0;m..13(1®Pm*1® .®P G’l)T(X ) T(Xi) T(xl)

T(Xh) +

+ (-1)21 leP P ol T, (P,P)) _
(-1) - ¢1.'J3( ®P ©...oP el) _ﬁTTX:T_
m

hsi
2

T (B) T (F)
1

T TX,)

2 1

T (P,) [
- ¢1i.43(lepnu@ -P QI)T(X )

T(Xh) +
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Tl(P2P3)
m 2 ]
+(-1) E wl..l(1®Pmﬂ®..®P4®1)—ﬁffi—7—-r
m 3 i
h<i2 2

T|§Pz) T (P)
+ P “l(lepmne..®P3@l)T(x TR wl.”i(1®PmH@...@P4®1).
m 3 12 h m 3
T1§P3) ) Tléf) Th(Ple) Tlff)
Xy Y ¢’1m...|3(1®Pm+1°“'G’Pa@l)T(x‘) T(X) |T(xy ' T
2 2 1

Aplicando las Observaciones A.3.a) y A.3.b), tenemos (*).

Veamos ahora que A.l1 también se verifica para k=m. Usando

las Observaciones A.4.a) y A.3.a), tenemos

T‘(Pi)
' = ' 1
wli"’1b (leP  e...®0P ol)= ¢li.. 2[b (lerﬂs...@Pz)el]T(xl) +
1
. thPlPZ)
+(-1) w‘-“l(lePnu®...@Pael)—ﬁTTi_T_ +
m 2 11
T, (P,)

+(_1)m+1(1@P1)(pl “.1(1®PM1®. . .®P3®1)m +
2

~—r

T (f
1

to! “.12 (1®Pwn®"°®P1®1)T(Xl =
m

[

- ’ _ m+1
—[wl..lg (lePwue...®P2®1)+( 1) (1®P2)¢1d-l§1®PwH®...®P3®1)].
m

Tl(Pl) Tl(PIPZ)
1 m 1
Xy (-1) wlm...lglgpmﬂ@' oPol) (X
1 1
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=]
-~
H
~

+q)l ...1b (1®Pm+1®° . '®P1®1)T

~—~
>
-~

Aplicando la Proposicién 1.4 del Capitulo 2, se tiene

T (Pl) Tl(iﬁ"'l“‘ti‘;) T, (P))
1 1 =
~(oR ) gy * Ty - Ty C
1 l1 i1
) T fp?_) TlfPl) Tlff)
—-§ Th(P1)T(X ) _2 Th(Pz)T(X ) (1®P1P2)T(X ) *
h=i ll h«i ll l1
1 1
T, (£) TlfP_IPZ)
E T (PP, )T(X ) +§ T ()~
i
h<l1 1 h-<-11 1

y usando la hipdétesis inductiva, la ecuacién queda asi:

e, b’(l@Pmue...@Plel) =
m 1
Tl(f) Ti(Pl)
— m+k “ k 1
(Pmﬂpm@l)z(—l) O, N (e e eP o)y - T
k2 i 1
" 1
j+1
+(-1) }Z:( 1) E R (lanne...®P2®1)T(xh).
i <h<li m J#1) 2
) Jj+1
T (P T (P)
E 1
T(—x)_‘ +( 1) w (1@? 1@...®P2®1) T(Xh) rxl)— +
h<i 1
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T (P,) T (P))
+(_l)m¢1.”1(1®Pmu®"°®P3®l) -Ez:Th(PI)TT%_T _E::h(P )T(X )
2 i

m

h=| 1 h<i
1 1
T, (f) T (f) Ti(PiPZ)
-(leP P )T(x ;o E Th('plpz)T()‘( ) T (f)—T(X ) +
i
1 h<i 1 h =\
1 1
T (f)
' ' 1
+ ¢im”"2b (1®Pmﬂ®...®P1®1)TTETT

1

Ahora, aplicando la igualdad (*), tenemos

e X b’ (1eP 1@...®P1®1) =
m... 1 m+
TI(PI)
- (D D m+k ~ 1
——(Pqum®1)§E:(—1) LR W (1®qu®°°'®P2®1)T(X ) +
m k 2 ll
T (£))T, (£)
’ ~ k
* LS “1(1®Pm4®"ep1@1)T(X Y| T(X ) +
ook 2 1 1
1 k
T, (£f)
n,=—— 1
+ (-1) (Pm"le@l)wlm..lglgpm-le. .®P1®1)T(_Xj +
1
TI(PI)
Jj*1 1
+(- I)Z( 1) E ..12(1®Pm+1®'.@P2®1)T(X—1)_+
i<hd 1
J+1
T, (£)
’ 1
+ P (lgpnn@'°°®P1®1)T(x ) T(Xh)4_
m j*r ] 2 il
Th(PZ)
+(-1)" E Zh(IQPWﬂ®..®P2®1)-wli~lgl®Pmﬂ®..®P3®1)T73qry_ .



T (P,)

.®P1@1)+

E T ()

.T(X )W;T (-1) Z (1@1: e
h<t
T (P P,) Tlff)
o, .. (18P @..0P ol)—m——IT(X )pxy
m 2 h il
T (P)
+(-1)" ?, 1h(l@Pmﬂ®...®P2®1)T7—;'{——$-— +
{ =h<i =2 '
172
T, (f)
+ ¢; '_zh(leru® .®P @1)T( ) T(Xh)+
. "
T (P,)
+(-1) wnf.lélePwH®..@P3®l) E T (P )T(X )
h=t

h=}
1

Por las Observaciones A.4.b) y A.4.c), tenemos

() 1b'(l@PMl@..

o 11

.8P 9l)=
1
e E 1@k -
B (Pm«bipm@l) ( 1) 4)! ceo d ...i(lepm-®..
m k 1

+( 1) Z( 1)3"12 | hi ..1
m J*1 1

(leP ®..
m+1

T (f)

k
-@PIQI )m +

k

+

1 <h«i
J j
T EP1) T (f)
+(- I)Z (1®P "® e @P@l)T(x ) T(X y ~
h<1 h
SCIERR
wim--lglgpm*le..®P2®l)m m T(X )

1
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+(-1) e “iszlcaPmﬂ@..@P1®1)T(Xh) -
i <h«i
o TIEPZ) TISPIPZ)‘
+(-1) wl.'l£1®Pwﬂ®..®P3®1) - E Th(P1)T77F_7 +E Th(f)_ﬂfri_j__ +
" h<} l1 h<l 11
1 1
) Tlsz) TlfPlPa)
+ (-1) wl..d (1®PmH®...®P3@1) —Tu (Pl)qur—T__ +Tl (£) (X ) +
m 2 1 1 1 1
1 1 )
m
+(-1) wlm.'.lflerﬂ@...@PZ@l) TlfPl) +
m _, _
+(-1)p, “‘1(1®Pmﬂ®...®P1®1) Tl(f) =
m 1 1
o T (£)
- (D D _ m+k - k
- (Pm+1Pm®l)Z( 1) «)lm..lk..l$1®Pm-1®..®P1®1)T(xl) *
k=1 k

. ul(lerﬂg..aPlel) T(xh) +

+<-1>“'Z(—1)”‘§
j=1

Py R
L e 1t
J i+l
m+1 Th(Pl)
+(—1) Z wl ‘“l(].GPnﬂ@...OPzGl)T(T)— +
m 1 h
h<i
1
, T, (£)
* e, “.l(lePnue...@Pzel)iqu_y T(X)
m 1 h
Entonces
4 b’(leP  e...eP el)=
lm...ll m+1 1
o T, (£)
- /D D - m+k ~ K
= (Pqumel) (-1) wli'.lk“'lfl®qu®...@P1®1)TTXTT +
"

k=1
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m+1
+(-1) E golm'.llh(IGPmﬂ@...®P1®1) T(Xh).
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