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NIotivaciones y Contenido

Losprocesosa la.más alta escalade energía(la energíade Planck, Epi = 2

lO'gGeV) están bien fuera del alcance experimental de nuestros laboratorios. A tales

energías, los efectos de la gravedad cuántica jugarán un papel muy importante pero, hasta

el momento, no tenemos una teoría cuántica completa de la gravitación para estudiar en

detalle estos efectos. Sin embargo, hay procesos que pueden ser descriptos apropiadamente

con las herramientas que poseemos actualmente (Relatividad General y Teoría Cuántica

de Campos). En esta Tesis, abordaremos el estudio de uno de tales procesos: La dispersión

de partículas a energias del orden de E“. A estas energías la interacción predominante

entre particulas es la gravitacional. Esta estará. descripta (según la Relatividad General)

por la métrica generada por partículas ultrarrelativistas en dispersión.

La primera. parte de la Tesis está. dedicada a obtener, precisamente, estas métricas

tipo onda de choque que describen el campo gravitacional creado por fuentes viajando

a la velocidad de la luz y llevando energías tan grandes como la de Planck. Entonces,

podemos realizar un estudio semiclásico del problema de dispersión, tomando una métrica

clásica de fondo sobre la cual se estudian campos cuantizados. Esto significa estudiar

la colisión de una partícula en reposo (representada por un campo cuántico Q5)con una

partícula viajando a velocidades ultrarrelativistas (representada. por la métrica de una

onda de choque gravitacional). Afortunadamente, para este problema. se puede hallar una

expresión analítica de la matriz S de dispersión. Aquí aparece cl primer contacto con la

teoría de cuerdas fundamentales, ya que la amplitud de dispersión hallada se asemeja a la

conocida amplitud de Veneziano para la teoría de cuerdas.
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Estudiamos, además, las métricas generadas por fuentes extendidas viajando a ve­

locidades ultrarrelativistas. En particular, aquellas creadas por defectos topológicos tales

como: monopolos, cuerdas cósmicas y paredes de dominio. En estos casos también se

puede hallar una expresión analítica para la matriz S de dispersión.

Por otro lado, al estudiar la colisión de cuerdas fundamentales en el espacio - tiempo

plano, se halla una matriz de dispersión que puede interpretarse, en forma efectiva, como la

matriz S de una sola cuerdas fundamentales en un fondo tipo onda de choque gravitacional

de los ya nombrados. Este fondo tiene la forma, en el límite dc gran parámetros de

impactos, (lc aquél generado por una fuente puntual. Mientras que, para parámetros

de impactos pequeños, la métrica asume Ia forma de aquella creada por una paredes de

dominio. Esto muestra la conección entre el análisis semiclásico y la. teoría de cuerdas

fundamentales, que pretende ser (también) una.teoría cuántica de la gravitación. Asi vemos

que hay procesos a la energía dc Planck en que se pueden hacer predicciones teóricas más

o menos razonables, a pesar de no contar aún con una teoría cuántica de la gravitación

completa y confiable.
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I - Introducción

El campo gravitacional generado por fuentes nulas ha sido extensivamente estudiado

desde hace más de cincuenta años, comenzando con el primer artículo de Tolmanlll en 1934,

en el cual analizó el campo gravitacional de pulsos de luz en la aproximación linearizada,

hasta los artículos de Peresl2| y Bonnorlal en los años sesenta, en los cuales fue definitiva­

mente demostrado que los campos producidos por fuentes nulas son ondas gravitacionales

planas frontales.

En 1971Aichelburg y Sexll‘l derivaron una expresión exacta para la onda gravitacional

asociada a una partícula puntual sin masa:

ds2 = du dv + 41:52+ düz + 8pln pó(u)du2 (l)

, u = 2 —Íy v = i + Í. p es el impulso de la partícula.

La métrica de Aichelburg - Sexl describe el campo gravitacional de una partícula

ultrarrelativista sin masa ni carga ni espín. Esta es el límite ultrarrelativista de la solución

de Scliwarzschild: Se deforma primero la geometría de Schwarzschild aplicando una trans­

formación de Lorentz en la direción z con velocidad v. En el límite ultrarrelativista, cuando

v —vc = 1 y la masa-e 0 (manteniendo el momento p de la partícula fijo), la deformación

se hace extrema: el espacio - tiempo es plano en todos lados excepto en el plano nulo orto­

gonal a la dirección de movimiento y tiene un comportamiento tipo ó(u) (donde u = z —t).

El espacio - tiempo resultante es una onda plana frontal gravitacional.

La solución de Aichelburg - Sexl ha sido rederivada por Dray y ’t Hooftlsl resolviendo

directamente las ecuaciones de Einstein para. una fuente viajando a la velocidad de la luz.

6



La comprensión de la física a la energía (le Planck (la más alta escala de energía) es de

fundamental importancia y de presente gran interés. Ante la ausencia (leguia experimental

vale la pena investigar procesos que puedan ser calculados y formulados en una forma

precisa. Cuando las particulas se díspersan a. energias del orden o mayores que la. de

Planck, la interación gravitacional domina el proceso de colisión. A tales enormes energias,

la descripción de las particulas fundamentales por campos (o cuerdas) en el espacio - tiempo

plano cesa de ser válida. La geometría curva del espacio - tiempo creado por las particulas

debe ser tenida en cuenta . O sea, debemos resolver las ecuaciones de movimiento del

campo (o cuerda) en la geometria del espacio - tiempo curvo apropiado al problema cn

cuestión. Como veremos, las geometrías tipo Aichelburg - Sexlm son relevantes para el

estudio de la. dispersión de partículas a muy alta energía (s 2 m2,). F-ste problema lia

despertado mucho interés recientemente. ’t Hoolt y otrosle'T'sl han estudiado la dispersión

de campos por la geometría de Aichelburg - Sex], liallando una amplitud de dispersión:

WH") ‘ —¿ s ——m2 —

SASÜJ)= á i’lïlwíógí ¿La-fin+ ¿(ki —¡71)- (2)

donde t y .9son las variables de Mandelstam del problema, o sea:

Gs=wp+Gm2,t=---!l;_¡_—1ï¿|.

Se observa una curiosa similitud de esta amplitud de dispersión con la de Veneziano para

la teoría (lc Cuerdas.

S“ exhibe una. infinita secuencia de polos imaginarios en G(s -—111.2)= ——in, n .-:.

1,2,3, Estos polos, llamados de ’t l'Iooft, son típicos de amplitudes Coulombianas (dan

el espectro de los estados ligados rclativistas dei Hidrógeno).
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Por otro lado, Veneziano, Amati y otroslg’w'll'nl, calcularon la colisión de cuerdas

en el espacio - tiempo plano. Se encuentra, sin embargo, una matriz .S'que en los límites

apropiados se comporta como si cada cuerda fundamental se estubiera propagando en una

métrica de fondo tipo Aichelburg - Sexl generalizada. En ecuaciones, la matriz S puede

escribirse como una integral de camino de una cuerda. en la primera cuantización:

'T

S: /dX”exp{É/da’/dT59aX"ÜaX"gw/(X)}

donde, lo que aparece en el exponente no es otra cosa que la acción de Polyakov para cuerdas

moviéndose en la métrica gw tipo Aichelburg - Sexl generalizada. Además, comparando

los resultados de dispersión de cuerdas fundamentales con con este ansütze, se puede

determinar la forma precisa de la función que aparece en la métrica de Aichelburg­

Sexl generalizada y calcular el perfil de energía de la fuente efectiva.

En esta Tesis se estudia el espacio - tiempo generado por partículas ultrarrelativistas

dotadas inicialmente de carga y espín con el fin de tener una descripción más completa

de la geometría producida por las partículas con energías del orden o mayores que la de

Planck. Los resultados se pueden resumir escribiendo la métrica de una onda. de choque

con perfil f(1:i) arbitrario (Aichelburg - Sex] generalizada), es decir:

¿82 = dudv —j'(z")6(1l,)clu2+ duda" , i: 2,3,.....D —l (4)

También estudiamos la dispersión de partículas ultrarrelativistas cargadas y con espín en

un sistema de referencia donde sólo una de las partículas (digamos la partícula 2) tiene

una energía del orden de la de Planck, EN y ambas partículas tienen masas en reposo

mhmz <<m,¡. La partícula 2 es ultrarrelativista y el espacio - tiempo alrededor de ella
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está descripto por la métrica La partícula 1 es una partícula de prueba, ya que su

energia es mucho menor que Epi. Consideremos la partícula 1 como neutra, entomces el

problema de dispersión se reduce a resolver la ecuación de Klein - Gordon o de Dirac libre

en el espacio - tiempo curvo La regularización continua de este problema lleva a sólo

un corrimiento de fase para el campo escalar de

WW) = wf(=°')/4 - (5)

No se observa producción de particulas ni radiación por frenado, o sea la dispersión es

elástica. Calculamos exactamente la matriz S para estos procesos y hallamos una infinita

Secuencia de polos.

Luego abordamos el estudio de objetos ultrarrelativistas extendidos. Tomamos como

ejemplo los monopolos, las cuerdas cósmicas y las paredes de dominio ya que se piensa

que desde su formación en el universo temprano poseen velocidades ultrarrelativistas. Se

estudia. la dispersión de campos cuánticos por estas geometrias y se hallan expresiones

analíticas para la matriz S.

La Tesis termina con un capitulo que relaciona todos los capitulos anteriores con la

dispersión de cuerdas fundamentales en el espacio - tiempo plano. La matriz S de dispersión

de cuerdas fundamentales en el espacio - tiempo plano se puede describir cquivalcntemente

como la dispersión de una cuerda en el fondo curvo Esto clarifica la interpretación y

muestra el surgimiento de una métrica curva no trivial a partir del espacio - tiempo plano.

Finalmente, pensamos que los elementos presentados en esta Tesis servirán para probar

y comprender mejor la estructura de la teoría de cuerdas fundamentales o cualquier otra

teoria cuántica de la gravitación a la escala de Planck.
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II - El límite ultrurrelativista de métricas tipo agujero negro

En este capítulo tomaremos una solución de ias ecuaciones de Einstein representando

una fuente estática y le aplicaremos una transformación de Lorentz con velocidad v ——+l.

Este límite singular producirá como resultado una nueva Solución a las ecuaciones de

Einstein representando una onda de choque gravitacional localizada en el plano u :- Ucon

un perfil [(p) característico de la. fuente en consideración.

l. Métrica de Schwarzscliild

La métrica de SCilWñI'ZSCiliidrepresenta el campo gravitacional generado por una

r n o . 1 - , . ‘

particula de masa m en reposo. Por convemencna, escribamos esta en coordenadas lS(_)tl'U[)lCïl.S“31:

l —- 2 2

(132= --< (liz 771/27')4((1:02 dyz't‘(122)

donde r2 : 1:2 -I»y2 + 22.

Para obtener el campo gravitacional que sentiría un observador desplazándosc con un

movimiento uniforme respecto ala masa m, apliquemos a esta métrica una transformación

de Lorcntz cn la dirección z:

izq/(¿4412) , 5==7(2+vt)

Entonces la métrica (G) sc vcrá de la siguiente forma:

(132 7-.-72 [g,,.(-,-) _ 900m] (dí ——vd2)2 + _q,.,(r)(—dí¿ + ¿5:2 +41]? + (122) (8)

lO



donde hemos hecho uso de:

(9)72((15 —vdt.)2 = (152 —(¿F + 72(dt-— vd2)2.

A nosotros nos interesa particularmente el limite ultrarrclativista de esta métrica, i.e.

Para obtener un resultado finito, debemos hacer tender a cero la masa en reposo

(10)

> l.

cn la expresión (8) de modo tal que el impulso (o la.energía.) permanezca constante, o sea:

lm r: p7­

EI limite resultante es muy sutil y debe calcularse en el sentido de funciones generalizadas.

(ll)

En el Apéndice A se muestra que:

¡12liml724m/r = «¡lp [ó(5 t_)lnp2 —-l 5 m Í I‘l]

y luego de la siguiente transformación de coordenadas

dí“ di :dt —dz

(12)

dt rIr-di :zdt + dz —4p I 2 —t. I'l (dt —dz),

la métrica quedará:

(1.927- du dv +1122 + (122 —I-8pln,aó'(u)du2 (13)

donde u = 5 ---t y v -: :2 l- t son las coordenadas nulas usuales.

Esta es la llamada métrica (le Aiclielburg - Sexll“. Representa el campo gravitacional

generado por una. partícula escalar de masa en reposo nula viajando a la Velocidad de la

luz. Este campo gravitacional es plano en todos lados excepto en la liipersnperficie nula

u :2 0 perpendicular al movimiento de la partícula. El tensor (le ltiemann calculado a
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partir de (13) es también proporcional a 6(u). l’or lo tanto 'la métrica de Schwarzscliild,

que era de tipo Petrov D, luego de tomar el límite singular v —>l, se transformó en tipo

l’ctrov N (radiación pura). Vale la pena remarcar que si hubiésemos partido de la versión

linearizada de la métrica (6), hubiéramos obtenido el mismo resultado (13) para la métrica

linallql. listo se debe al proceso mismo de tornar el límite v —+1 que sólo deja rastros de los

términos lineales en m. Volveremos a ver esta particularidad cuando gcneralicemos (13)

para otras fuentes ultrarrelativistas.

2. Mótrica de Reissncr - Nordstrmnlml

La métrica dc licissner - Nordstrwm representa el campo gravitacional generado por

una partícula puntual dotada de masa Tny carga En coordenadas isotrópicas toma la

siguiente formalml:

(1.92r: w (1- 2m/r + C,,)2/1'2)dt2 + (1+ m/í‘ + (m,2 —(¿Ü/413)2 (¿13:2+ (13/2+ dz?) (14)

donde

r = 1“(l + "1/1: +(1n2 — Q2)/4F2) , 112= 1:2 + yz + 22 _

Luego de aplicar la transformación de Lorentz (7) se obtiene:

(1.92= 72 [g,—.;(r) gou(r)] (dt -—vd5)2 + 9,11¡;('I')(—dt-2+ (1:52+ dgz 41152). (15)

Aquí, para obtener un límite finito cuando v —>1 no sólo debemos tomar m ——)0 corno

en la cc.( 10), sino que también la carga dch ir a cero como:

Q2 = 1’37” (16)



¡manteniendo el momento electromagnético pe constante.

La métrica resultante se obtendrá de calcular:

(132= (dt- vd2)2 liml '72 [41n/ï‘ —3Q2/2r2] + (-dF + (1:52—I-düz + (122) (17)

que, con ayuda de (11) y del límite:

- 2 2 —2 3 2 1 - ‘
11m7 3Q /2r = arpa-¿(2: - t) , (18)
v-ol 2 p

que se calcula en el apéndice A, puede escribirse del la siguiente forman”:

1

del2= du. dv + ¿1:2 + dz2 + [8plnp +g1rpZ—] 6(u)du2 . (19)p

Esta métrica representa el campo gravitacional de una. partícula viajando a. la ve­

locidad de la luz con impulsos cinéticos y electromagnético p y pe respectivamente. La

presencia de la 6(u) indica que de nuevo el espacio - tiempo será. plano en todos ludos

excepto en el plano nulo ortogonal a la dirección de movimiento y tendremos una. onda

de choque acompañando a la partícula. Vemos que la dependencia en p de la. componente

electromagnética es diferente a. la. de la. materia.

Es interesante notar que la métrica. de Reissner - Nordstrszsrncontiene tres casos: i)

Q2 < mz, que deja la singularidad desnuda. ii) Q2 = m2, el así llamado caso extremo

y iii)Q2 > m2, que corresponde al caso agujero negro. Sin embargo, cuando 7 —>oo sólo

tendremos el caso iii), pues pz'y > p2 y tendremos que (19) representa, efectivamente,

la métrica de una partícula ubicada en la. singularidad p = 0. El caso ii) corresponde a

pz = 741): —+0, que recobra. el resultado (13). En el caso i) los horizontes de eventos
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estaban ubicados en ri = m :l: fizz —Q2, pero para 7 —>oo, ambos desaparecen hacia

r=0.

Resulta interesante ver el caso D dimensional de la métrica de Rcissncr - Nordstrsóm,

ya que en los últimos años se tiende a estudiar teorías de unificación en D dimensiones

(supergravedad, teoría de cuerdas, etc.).

La métrica de Reissner - Nordstmm en D dimensiones no compactilicadas puede cs­

cribirse de la siguiente forma:

¿“a = WWW + .<1(r)"alr2+ 7'2an—2 (20)

donde
W) :1- 2Cho” + Ez/r2(D-a)

81rCmC=_____
2 31rGQ2 (21)

—(D - 2)(D —3)
D/2

no =_Z"__ .
l'(0/2)

La tansformación a coordenadas isotrópicas ï', será:

rD-a ___1-,0-3 [1+ Cho-a + (C2 _ E2)/4¡,2(D—3)] _ (22)

Aplicando la transformación de Lorcntz (7) que deja las coordenadas transversales

:3.-, i = 2,3, ....D —1 sin cambios, la. métrica. resultante será:

¿.92= (dí —vals)2 lirr}72 [40/504 —3E2/2F2(D“3)] + (-dP + .122+ (Hui?) (23)



donde los límites

lin}'yzllC/í'p"3 := Kp'(D_4)ó(u)

liml723192/2r2<')-3) = up-z<')"4)—la(u) (2.1)

K _ _ 167rG1_)_
'“ (1) —4)QD

B _ 67rG'pÏ “"4 21) —7 —2]"
" <7)——2x0J) 2TD——a—f)

sc calculan en en apéndice A.

El resultado final está dado porll‘fl:

(1.92= dudv —fp(p)ó(u)du2 + dridzi (25)

f1)(p) : Kpmujfin + b’pimn-áFl .

Esta métrica. gencraliza para. D > 4 la dada por (19).



3. Métrica de Kerr - Newmanllsl

La métrica de Kerr - Newman representa el campo gravitacional generado por una.

partícula rotante cargada, dotada de masa M, carga Q y momento angular por unidad de

masa a. Para obtener el límite ultrarrelativista de esta métrica seguiremos los lineamientos

(le las secciones anteriores, sin embargo la inclusión del momento angular o espín complica

notablemente las cuentas, lo que se vera reflejado en el resultado final.

La métrica de Kerr - Newman escrita en coordenadas de Boyer - Lindquist eslnl:

2

(1.92.—_-— (A —a2 sin2 0)q—2dt2 —2Mrasin2 0q"2dtdcp + í1-411'24­A ,
(26)

q2dl92 + [(r2 -l- a2)2 — A112sin2 0] q_2 sin2 0dtpz ,

donde

A=1'2—-2/tír+a,2+Q2 q2='r2 +a2c0520.

'l.‘eniendoen mente aplicar una transformación de Lorentz, escribiremos la métrica (26) en

coordenadas asimptóticamente Cartesianas

1:= (1'2+112)”2 sinücosgo,

y z (r2 +a2)1/25inüsintp , (27)

z c050 , tm: .

Apliquemos aliora una transformación de Lorentz (con velocidad v) en la dirección z (una

partícula ultrarrelativista tiene sólo dos polarizaciones de espín (1:5), en la dirección de

movimiento)

tz: (t-l-vz) , z:=7(z+vt) ,
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" (23)H e

7 = (1 --WW”­

EI límite v —*l en la métrica resultante es un punto delicado, pero podremos extraer una

expresión con sentido permitiendo que IW , Q y S dependan de 7 y tiendan a cero como:

_ —1 2 _ 2 —1 v _ y, _ —1 .m-—p7 , Q —pn , b—aM—am - (29)

Entonces, luego de reemplazar las ecs. (27) - (29) en (26), hallamos:

¿.9?z 4P + ¿22 + ¿y? + «152+ (dí —-vai)? 1¡_ml[72(Agü + Agü)] + Oh") , (30)

donde

2m .—Q2
A9" - #5"3;"«ï2"’c.&ïá'

(31)

A .. _ , ___.(_2!!{1Í_:,_QÏ)S_ÍÏ.;!;É)_EEÏEL... e.
y“ (¡2 + a2 c052axiz -- ZMF + a2 + Q2) ’

y

c050 = ¿(ü/1" ,

_ 1 _ - ­

r2 = 5 [42)” + pz + Jem) +-Mz + 4a222<2)] , (32)

p2:52_+ü2_.u2.

Notemos que los términos correspondientes a. gw, en el límite v —>l tienden a. cero

Como 7-1450- —5).



Los límites que aparecen en la ec. (30) son calculados explícitamente en el Apéndice

B, dando como resultado una onda de choque gravitacional “al:

ds2 = du dv ——f(p)5(u)du2 + ¿372+ diz , (33)

3 _ °° m _ °° m
f0?) = -8plnp - ¡WPÏP l+11 z Bmw/PZ) - WPÏPl z Cm(a2/pz) (34)

1n=1 1n=l

donde u = 5 —Í y v = i + t son las coordenadas nulas usuales, y los coeficientes Bm y Cm

son factores numéricos que se hallan en el Apéndice B:

m nt-l
= ñ _ m4, _ J- m —-1 Ak,21n-2k+l/2 Ak,2m—2k+3/2 35B’" 4 H Z< )( J' ){2j+m+1+ 2j+m+2 ’ ( )k=0 j=0

"‘ A -_ "“12m—2'—1m4. _m lc,21n 2k+1 Jm: — 4 ——— 4- —4!! —,
C z“ { (2m)! (m ) _ 2m+21+1+

k=0 J=0 (36)
Ak2m-2k+2 m 2m-2j+1——'——4 1!! - — .

+ 2(2m+1)!(m+ )]1;[02m+2j+1

La métrica (30) representa el campo gravitacional de una partícula de masa m, carga

Q y espín S en el límite ultrarrelativista v —-o1 cuando esta tres cantidades tienden a cero

manteniendo sus respectivos momentos asociados (p, pe.y a) constantes. La dependencia

cn p de cada contribución es diferente. La contrilaución del espín se acopla al momento

cinético p, sólo a través de potencias impares negativas de p; mientras que el acoplamiento

a la carga se produce a través de potencias negativas pares de p.

El espacio - tiempo es plano en todos lados excopto en el plano artogonal a la dirección

de propagación y tiene un comportamiento tipo ¿(11)característico de las contracciones

producidas por objetos viajando a la velocidad (le la luz.
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En la métrica (33)-(34), la condición p2 = 5:2+ 372——»a2 Z 0 significa que esta solución

impulsada “recuerda” la singularidad tipo anillo de la métrica original de Kerrlnl.

Vale la pena también puntualizar que la geometría impulsada (33)-(34) tiene M2 =

pz‘y-z < Q2 + a.2 = pz7‘l + a2 cuando 7 -+ oo. Esto significa que la métrica (26) no

representa un agujero negro, sino a. una partícula. ubicada en la. singularidad irremovible

r=0.

Recientemente, Ferrari y Pendenzallsl obtuvieron para el límite ultrarrelativista de la.

métrica de Kerr sólo el primer término de la ec(34). Con su método, ellos no alcanzan a

encontrar las potencias adicionales de p proporcionales a Bm, ya que imponen u = 0 antes

de tomar el limite singular v -—>1. Si hubiéramos hecho esto mismo en las ecs. (259) y

(265) todos los términos adicionales se anularían pero, aquí tenemos un doble límite, o sea

v —»1 y u —>0 que debe tratarse en el sentido de distribuciones, como lo hemos hecho en

el Apéndice B y el resultado final será, sin duda, el dado por las ecs.(34)-(36).

Para comprender mejor los efectos clásicos que produce una métrica tipo onda de

choque gravitacional

ds2 = du [dv —f(zi)ó(u)du] du + duda" i: 2,3,.....D —-l (37)

se pueden estudiar sus curvas geodésicas. Está claro, por la presencia de la delta, que para

u 91’:0 estas curvas serán líneas rectas; ya que nos quedará la métrica Minkowskiana. Al

cruzar el plano u = 0 (donde está ubicada la onda de choque gravitacional) las coordenadas



(u, 13') seguirán con continuidad, ¡mientras que la. coordenada. v sufrirá un corriniicnto

instantáneo:

Av ¡(m . (38)

'l'mnbién se producirá un efecto de refracción descripto por“):

l , l (

cota -{-(:otfi z: édpf (JJ)

donde a y fi son los ángulos incidente y reflejado respectivamente.
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III - La onda de choque gravitacionnl como solución de las ecuaciones de

Einstein

En el capítulo anterior hemos tomado una solución de las ecuaciones de Einstein

representando cl campo gravitacional dc una. fuente en reposo y le hemos aplicado una

transformación de Lorentz con v —->1 para hallar la. métrica. tipo onda. de choque gra.­

vitacional asociada. a.esta. geometría. En este capítulo plantenremos el problema en algún

sentido inverso, ya. que procuraremos resolver las ecuaciones de Einstein para. una fuente

ya desde el principio ultrarrelativista.

1. Ecuaciones de Einsteinlml

Hemos visto en el capítulo anterior cómo, a. partir dc un espacio --tiempo curvo con

una. transformación de Lorentz singular hallamos una. métrica. que representa una onda de

choque gravitacional superpuesta al espacio plano. El formalismo que vamos a desarrollar

nos permitirá estudiar estas onda de choque gravitacional en un fondo curvo

(1.52= 2A(u,v')dudv' + g(u,v')h¡j(1:k)dmidz:j . (40)

Solución de las ecuaciones de Einstein sin onda. de choque gravitacional.

1 ,.
lípll- éypuR'l' A9,“;= luv

Entonces, propongamos como métrica solución de las ecuaciones de Einstein:

de:2= 2A(u,v)du[dv —f(mk)fi(u)du] + g(¡L,v)It¡J-(z'°)darid:vj (42)
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donde

v = v' + f(:ck)9(u) (43)

(-)(u) es la función escalón.

Las componentes no nulas del tensor de Ricci están dadas ports]:

Rui=‘(Aw v (44)

Rij= D—2Rij_ hijigmv/A+(ng v

. 1

RW = ’9wv /9 + 59,3,/y2 +9"; Am/9A, (46)
1

Ruv =Am Aw /A2 _ Amv /A + 79m gw /92 _ gmv /9
2 (47)

+(Avïv/A2_ AW"/A" gwAW
i

Run = " gvuu/9 + 59,3. +9m Am /9A + (214m1!/9

- 2AmAw /A2 + gw Ika/911+ gm Au!/9A)f5(u)
(48)

+ 2mm /A —A2,”¡’A’+ gw A," /gA)f’6’(u)

+ _(gw/g)f6'(u))
donde V2 y D_2R son, respectivamente, el Laplnciano y tensor de Ricci del espacio D —2

- dimensional con métrica. hij.

Pediremos que la.métrica. de fondo (40) sea.solución de las ecuaciones de Einstein con

fuente Tía), o sea:

1 l.
HW |¡=o= Tí? —¡gi‘ufib’ + A989 (49)

donde R“, está. dado por las ecs. (44) - (48) y

T,” = 1159+ Tf‘fi) .
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, , .(b)
Aqui hemos descompuesto el tensor energia. - momento TM en dos partes: 1,“, que se

. . , . . )
rehere a los campos o materia que genera la Iuetnca dc fondo, y La: , que es el tensor

energía - momento de la partícula viajando a la velocidad de la luz y que genera la onda

de choque gravitacional.

Consideraremos Tn) de la siguiente forma:

T32) = a(zk)ó(u) , (50)

anulándose las demás componentes. Ahora, utilizando (/19),las ecuaciones dc Einstein (‘11)

para la métrica completa (43) ( o sea la onda de choque gravitacional) se reducirán a:

--(Aw/A)f,.-6(u) = 0, (51)

hij(gwu =07 (52)

(¡1,3 /A2 —A,” /A —g", A,” /gA)f6(u) = 0, (53)

(2A,w /y —2A,“ A,” /A2 + g,” A,“ /g/1 + gm A", /9A)f5(u)

+ 2m,” /A -- A2",/A2 + gw Aw/9A)1262(u)

+ (A/9)V2fó(u) - (91v/9)f5'(u)

= TH.) - ¿ym/1‘“) + Agua ,

wdonde hemos utilizado la forma del 1 dado por la ec (50). De estas ecs. podemos deducir

cuando la.métrica propuesta (42) es la. solución de las ecuaciones de Einstein:

ÜVA(0,v) z: 0 ==Üvg(0,v) (55)
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(AMVsz + (13AA- ym /9)f = rrhh) (56)

ambas evaluadas en u. = 0. Estas serán las condiciones que deberá cumplir la. métrica

propuesta. (42) para satisfacer las ecuaciones de Einstein. Mientras las condiciones (55') se

refieren n restricciones sobre la métrica. de fondo (40), la (56) cs más operativa).en el sentido

que duda rr(m'°)permite, mediante su resolución, hallar f(:ck). Esta ecuación, siendo lineal

en f y la fuente, suele simplificar el problema. de hallar la. métrica de la onda. de choque

grnvitacional a partir de una. fuente dáda.

2. Métrica. de fondo plana.

Para comprobar el poder de las ecs. (55)-(56) tomemos una.métrica de fondo Minkowskiana.

Entonces, de (40) vemos que:

l

AZ";y 91.,

con lo cual las condiciones (55) se cumplen trivialmente. Para. resolver la. (56) debemos

dar el tensor energía - momento ultrarrelativista de la. fuente generadora. de la onda. de

choque gravitacional. Veamos algunos ejemplos:

a.) Particula. sin carga

El tensor energia. - momento de una. partícula. sin masa localizada en p = f) y u :- 0

tiene sólo una. componente no nula.

'12“ = pó(p)6(u) - (58)



licemplazando esta expresión eli (56):

Vfif z 161rp6(p) . (59)

La solución de esta. ecuación (sin tomar en cuenta las soluciones a. la. ecuación lio­

mngóneu, que representan ondas gravitacionales sin fuente) es:

[(p) = 8plup. (GU)

O sea, la métrica. resultante será la de Aichelburg - Scxl, i.c. la. (13).

¡Isinteresante ver que la generalización l) - dimensional de (60) puede hallarse fácilmente

por este método. En electo, la solución a la ecuación:

V3-2!“ = 16rp6""’(p) (61)

está duda p()rl'°'2°l

mp)= ,
"D Z 135g; (“2)

que coincide con la parte correspondiente al impulso p de (25), hallada. impulsando la.

solución I) - dimensional.

b) l’artícula cargadallll

La componente electromagnética del tensor energía. - momento de una partícula. car­

gada está dada por ll3]:

73’ ’1': -—-—Q’/r" , (FJ = (¿a/r“) . (63)
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Esta expresión es válida. en el sistema de coordenadas en el que la partícula está. en reposo.

Al aplicar una transformación de Lorentz en la dirección z, la única componente no nula.

en el límite v -+ 1 es (ver Apéndice A):

I vc _ ° g 2 2 4 _ g 2 —3qu'- 47Q/r "'znpep '

Entonces la ec. (56) quedará:

3 _.

VÏJ = “EFPÏP 3 , (65)

cuya. solución está dada por:

3 _

f = “¿Wip 1 a (66)

que es la. misma expresión (19) obtenida. como el límite ultrarrelativista de la geometría

de Reissner - Nordstrom.

También podemos comenzar con el tensor energía.- momento electromagnético de una

carga.puntual en el espacio - tiempo plano D - dimensional y tomar el límite ultrarrclativista

7-»oo,m—>0yQ—»O,osea.:

3

T5“ = liml¿72m0 —www-2) = cp2(D-3>—15(u), (67)

con C =(21) - 7)B/(D —-3)/167r .

Por lo tanto, la.generalización D - dimensional de la ec. (31) será:

p3_DaP(pD—3aP)f= ‘16"GlP50_2(P) + Cp’2(D“3)"l y (68)

con solución dada. por:

= ¡{p-(Ï)—4)+ Up—2(D—4)—l,
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que es la. misma. que (25) obtenida a partir del límite ultrarrelativista de la geometria. D ­

dimensional de Reissner - Nordstrsóm.

3. Métrica de fondo curvallgl

Ahora, apliquemos este método al estudio de las onda de choque gravitacional ge­

neradas por partículas ultrarrclativistas cn un fondo estático esféricamente simétrico D ­

dimensional.

Primero, observemos que cualquier solución con simetría esférica de las ecuaciones de

Einstein puede ser escrita de la. forma (40), ya.que la. parte angular ya viene escrita en la

forma deseada:

(miH :Iz¡¡(1:")dz¡d1:j , i,j = 2,3,.....,1) —1 , (69)

donde dQÏLz es la longitud de arco de la D - 2 esfera y las componentes u, v de la métrica

siempre puede ser escrita como de.)2= 2A(u, v)dudv ya que cualquier métrica bidimcnsional

es conforme al plano.

Si escribirnos la métrica de un espacio —tiempo estático con simetría esférica. de la.

siguiente forma:

¿32 = —B(r)dt2 + 11(r)dr2 + r2d0ï3_2 (70)

y transformamos a variables 11,17,dadas por

u=a—m*,ü=m+üu (n)
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donde:

dr* = (/ÍÍ'GÏÜÉÜJr , (72)

obtenemos:

(1.92= --B(r)düdü -I-r’dQÏ)_2 . (73)

Con una nueva transformación a variables tipo Kruskal:

u 2 —exp(—khü) , v = exp(kh5) (74)

donde kh r: k(rh) es la gravedad superficial, evaluada en el horizonte de eventos rh. Final­

lIlCIllC Ol)l.CÍlCHlOS!

¿32 = —B('r')lc¡:2exp(—2khr')dudv + rdeÏ)_2 . (75)

Ahora sonms capaces de identificar las funciones que aparecen en ('10):

¡l(u,v) : --;U(r)kh‘2 exp(—-2khr') , (76)

9'(u,v) = r2 , (77)

donde r(u,v) está dado implícitamente a partir de.la ec. (74):

u v = —exp(2khr') r': q(r) . (78)

La última igualdad es por la relación (72). Como r es una función de uv, al derivar A y g

y evaluar cn u = 0 se cumplen las condiciones (55).
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Ahora necesitamos evaluar y,” en u. r; 0 para usarlo en la ec.(56). De la ec.(78)

tenemos que:

"522 01: l
Üu Üv q

Üfiv(uv) : l :z'.q 'Üívr ,

y de la ee.(77)

g,“ = 031,1-2Iu=u= 21‘h(elq/dr)_1 .

De las ecs.(72) y (78)

dq/dr = —2k¡Iexp(2kh1")\/ÍÏ/.É ,

entonces:

.‘Jmu= —(7‘h/k¡.)exp(--2khr’)\/Í}ÏÍÍ . (79)

Para los casos en que estamos interesados ( agujeros negros ) B(r) = l/Il(r). En­

tonces, comparando las ecs. (76) y (79) hallamos:

y,“ = 2rhlchA(0,v) . (80)

Por lo tanto, para los espacios - tiempos estáticos esféricamente simétricos, la ec. (56)

está dada por:

Vía-2K“) 'I-2mm“. - lch)f(1"°)= [TÍ/IKÜJHUGB") (81)

En esta ecuación se puede entender la aparición del término proporcional a f como debido

a la interacción entre el espacio - tiempo curvo y la.partícula ultrarrelativista.



Como ejemplo de aplicación de esta. ecuación tomemos como fuente el tensor energía. ­

momento de una partícula sin masa en 4 dimensiones ubicada en el polo, sobre el horizonte

de un agujero negro

T35) = 321rpA26(0)6(u) ,. (82)

Entoncesla ec(81) quedará:

V2f —af =. 55(0) (83)

a:=2rh(Arh-kh) , :;32npríA(rh). (84)

La solución de esta ecuación puede escribirse como una. serie en polinomios de Legen­

dre:

(1+ 12-)P¡(cos0)
¡(alzó l(l+1)+a (35)[V18

l 0

Podemoshallar una expresiónintegral para utilizando la funcióngeneradora de

los polinomios de Legendre:

J8
P¡(z)t‘ = (1 —2'.ct+ ¿“Y”?

o.
|| o

y definiendo tl = e', hallamos:

°° ds cos( á x/É-cis)
¡(9)= o mmm-‘0- (8°)

Aqui la función que tiene en cuenta el efecto de la onda de choque gravitacional sobre

el horizonte de eventos, depende explícitamente de parámetros definidos por la geometría.

de fondo. Mientras que b sólo aparece como un factor dc escala en f, la dependencia en a
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n q o y I o . >_ _ l 9 4resulta importante. bn particular, para el caso de bt'liwarzsclnld. a —l y b 2 m /ep,

con lo que recuperamos los resultados de Dray y 't llool'tl‘r’l.Integrando numericainente la

expresión (86) se muestra en la Figura 1 la forma de la función para distintos valores

del parámetro a.

La generalización de este caso para incluir la componente electromagnética del tensor

energia - momento es como sigue: Sabemos que para una onda de choque gravitacional con

pe 0 en el espacio - tiempo de Minkowski el tcnsor energia - momento de una partícula.

nltrarrclativista en 4 dimensiones esllll:

Tu = 122:?+ 7251"" , 7:27") = Emili-Wu) ,

donde (para una. transformación de Lorentz en la dirección z) p = ï'sin 0. Por lo tanto,

para una partícula. con momento pe en el polo del agujero negro:

TSJ") = Ó(rh)p3 sin“ 06(11.),

C(rh) es una constante sólo dependiente del radio del horizonte. La ec. (83) para. fem

queda:

szcm " afan = gún-J 0 1 = Ó(rh)ri/A(7'h)'

La función corrimiento total será: [T = f -l-fem. Como la dada por (86) cs la

función de Green de esta. ecuación, tendremos:

fem(0)z —0')sin”3Ü'dü'.

31



También podemos poner:

oo
_‘ . __j

f,m(0) = jj sm 0,
j=o

donde las fj satisfacen:

'2
J .,_Í , —_3r7fJFZ J 10))

f3= a).

Para el caso de agujero negro extremos a. = 0, la solución general está dada por:

, l

f,m(0) = C/ sm0 + dln tan 50 -l-D ,

d y D son constantes arbitrarias (1.)es meramente un cambio en el origen de coordenadas

de v).

Como estamos interesados principalmente en el caso de agujeros negros, escribimoslnlz

B(r) = mr)-l = 1- 2m/r + Q2 —Ar2/3 . (87)

para los coeficientes de la.métrica en ec.(70). Aquí m y Q son la,carga y masa del agujero

negro y A la constante cosmológica.

CaICulemos la dependencia con la geometria para. estos casos de interés, o sea el

Coeficiente a que aparece en (84). El radio del horizonte y la gravedad superficial están

dados por:

B(1‘) : 0 = II(1‘;.)—1=1— 21'n/1';l+ Qz/ri -—Ari/3 , (88)

km) = ¿13171) = m/ri —Qz/ri —-Ark/3 . (89)



Analizar el caso general implicaría resolver ena ecuación de cuarto orden para rh in

(88), se podría hacer pero es más instructivo ver los dos casos de mayor interés:

a) El agujero negro de Reissner - Nordstrwm

Aquí A = 0 y la solución de (88) es

rh=m+ m2—Q2. (90)

Reemplazando este valor en la ec.(89), hallamos

aRN=2rhkh=2\/l_3/(1+\/1—_A), O<A=Q2/m2<1. (91)

En la Figura 1 se puede observar f/b (dada por la ec.(86)) versus la variable 0. En este

caso a, va desde cero (para el agujero negro extremo, Q = m) a uno (para el agujero negro

de Schwarzschild).

b) El agujero negro de Schwarzschild - (anti) de Sitter

Aquí Q = 0 y (88) es cúbica en rh. Se pueden estudiar dos subcasos:

bl) A < 0. Solamente tenemos una solución real:

-1/3 —1/3

rh =(—A)-1/3[(—3m + «ng —A-l) —(3m + \/9m2 —A-l) ] , (92)

que produce:

aSaD= 1+ [(40 + V902 +1)“3 —(39 + V992 + 1) 4/3] 2 (93)
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donde, 522:2 —)\1n2. Vemos que a tiene un rango de variación desde a = l para cl agujero

negro (le Schwarzscliild hasta a. —>oo. En la Figura. 1 se muestra. f/b para algunos casos

de interes.

b2) A > 0. Aqui encontramos dos valores de rh > 0 solución de la ec.(88). Uno

Correspondiente al horizonte de eventos cosmológico y el otro al del agujero negro. Este

último cs el que necesitamos:

u 1

rh = cos(ágo+ 4/37r), (94)

donde

tw _\/('mi):i“:ï (95)

con ¿n < tp < 1r y ahora. S22= Amz < l. Esto produce:

2 l . _

“su = 1- 4cos (¿v + 4/3”) - (90)

En la Figura 1 se muestra el resultado de integrar la ec.(86) con estos valores de a, que

varían entre uno para el agujero negro de Schwarzscliild y cero para para el caso A = m4.

El caso de de Sitter puro no puede sacarse de aqui simplemente tomando el límite 1n —>

0, ya que en ese caso desaparecería el horizonte (le eventos del agujero negro. Partiremos

directamente de.la métrica estática de (le Sitter

(132-—-—B(r)dt2 + II(r)clr2 + rzdtlz ,

donde



Aplicándolc a esta métrica. las trasfonnaciones (71)-(72), obtenemos la cc.(73). Si deseamos

considerar una onda de choque gravitahiona] csfc'ricá, tropczamos con cl hecho que la cc.(55)

no sc cumple. Lo mismo ocurre si consideramos una.onda plana cn un espacio de dc Sitter.

Esto gcncraliza cl resultado dc la referencial”, donde se encontró que no existen onda dc

choque gravitacional esféricas del tipo que nosotros estudiamos en el espacio - tiempo dc

Mínkowski.



FIGURA 1

Figura 1: Esta figura muestra la función corrifniento f(0)/b (ver ec.(86)) que tiene en
cuenta el efecto producido por una onda de choque gravitacional esférica en espacios ­
tiempos estáticos con horizontes de eventos y A % 0, parametrizada por el valor de a (ver
ec.(84)). Para. el agujero negro de Reissner - Nordstrom b tomará valores entre las
curvas a = 1 ( Schwarzschild, Q = 0 ) y a = 0 ( agujero negro extremo, Q = M Para la.
familia Schwarzschild —(anti) de Sitter f(0)/b tomará valores entre a = 1 (A = O) y a. = 0
(A = A44). Para a —>oo (cuando A < 0), f —>O. Como la partícula ultrarrelativista está
en el polo de agujero negro (0 = 0), no debería sorprender la divergencia que aparece en f
cuando 0 —>0.
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IV - La dispersión de campos cunutizados por estas onda de choque gra­

vitucionnl

En este capítulo pasaremos del análisis clásico llecllo en los dos anteriores a un análisis

semiclásico del problema de dispersión. La métrica de fondo permanecerá. descripta como

un objeto clásico, ¡mientras que se cuantizarán los campos a estudiar sobre este fondo.

Estudiaremos la ecuación de Klein Gordon y de Dirac para campos de espín 0 y 1/2

respectivamente, y deduciremos expresiones exactas para sus correspondientes matrices S

de dispersión.

l. Campo escalar

Estudiemos ahora la ecuación de Klein - Gordon en la geometría de Reissner - Nord­

strmn ultrarrelativista discutida en los capítulos anteriores. Esto describe el siguiente pro­

ceso: la dispersión de dos partículas sin espín (1 y 2) con masas m1, mz : m ambas con

masas <<m,“ a energías del orden o mayores que la masa de Planck (mp1, c=1).

Elijamos un sistema de referencia donde sólo una.de las partículas (partícula 2) tenga

una energía del orden de la de Planck. Entonces, la partícula 2 será ultrarrelativista con

momento p y el espacio - tiempo alrededor de ella estará descripto por la geometría de

Aiclielburg - Sexl ya discutida. La partícula l será una partícula de prueba ya (¡ue su

energía es mucho menor que la mpl. Su dinamica está descripta por la ecuación de Klein

- Gordon en la geometría de la (4):

[4m —4I(a='°)6<u)05—ví +m21w = u , (97)
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donde
11-2

Vi z Z: of . (98)
k":l

descomponiendo la. función de onda

wluivw") = exp(—iwv/4)<I)(u,:ck), (99)

ya que la variable v es cíclica, la ecuación de Klein - Gordon (97) se simplifica, dando una

ecuación de Sehródinger l)-l dimensional:

auq» .—.=—iw/Ilf(:ck)ó(u) -I-i/w(Ví —mzld’ . (100)

Como se estudió en la ¡al esta ecuación tal como está escrita no es un problema

matematieo bien definido. La función de onda 4’(u,mk) es discontinua en u. = 0 y el

producto ‘I’ó(u)está indefinido. Para darle sentido a esta ecuación se necesita un proce­

dimiento de regularización. l’ueden considerarse dos procedimientos rigurosos: i) Regula­

rización continua, o sea reemplazar 6(u) por una secuencia. de funciones regulares conver­

gentes a una.delta y ii) Regularización de lleticulo, o sea.discrctizar la.variable u derivando

una ecuación de diferencias finitas en n = u/A y tomando en la solución el limite. A —>0

(con A el espaciado del reticulo). Ambos procedimientos producen matrices S unitarias

pero diferentes. Tomemos una onda plana entrante desde u < 0

‘l’<(u,1:k) "s:exp (¿El wifi —iu/erÏL + m2)) (reg. continua)

¿("(mk) = exp (il-¿i ' :E_L—-ina(k_L)) (reg. reticulo) (101)

donde

a(k¿) = arcsinlA/w(kí + m2)] .
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Notemos que

linana(k¿) = u/chÏ Fm2) ."-4

l‘lutonces, para u > 0, la regularización continua y la regularización por reticulo en el límite

A >(l producen una función de onda de la forma

<l’>(u,:ck) = /dpí)_2cxp{i1ï1 - :El —»iu/w(pí -I—m2)} S(kl.,p1_,w) (l02)

donde

su“ ,pm) (2x)” / dz?“ exp[ia-1-—m) - +wm] , (los)

S(k¿,pL,w) es la matriz S que llevade un estado entrante con momento (kbw) a un estado

saliente con momento (pbw). Para las métricas que hemos visto f = [(p), entonces sc

puede integrar esta expresión sobre los ángulos:

Slk.l.,l'.l vw) (27W "/2 l kim-1)}.IW2 2 / ¿min/2 'Ju/2—2 (p l El Iii. I) cx1>( iw»(p))­o

(104)

La diferencia de resultados entre la regularización continua y la regularización por rctículo

está dada en el corrimiento de fase ch(p):

5at;c)mtinua(mk):_w/4fl)(mk)

píjllcul°(:vk) :2 arctaiilw/8f¿)(a;k)] .

La solución dada en las referenciaslü'” coincide con la regularización continua.

2. Ejemploslnl

a) Métrica de Aichelburg - Sexl
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Este caso es muy interesante pues puede resolverse cn forma analítica. En electo, la

matriz S cn 4 dimensiones (regularización continua) será (ver ecs.(103),(104) y (13)):

SÜCLPLW) = (270-1 / dPiüJo (P I EL -77¿ l) eXP(-2ÍWP1IIP) - (106)o

Integral que puede hallarse en tablaslzu, con el siguiente resultado:

SAS“, t) = —
1l' -ltl + ¿(EL —5L). (107)WC“ ——m2)]1 ( 4 )‘G("’""1‘[1—-ia(s --m2)]

donde

Gszwp+Gm2 , t=—¡13¿—fi¿ | .

Y de donde puede verse que no hay producción de partículas (los coeficientes de Bogoliubovlnl

entre los modos entrantes y los salientes, son cero) ni radiación por frenado en ningún sis­

tema de referencia; la. dispersión es elásticalol.

Sm'“ exhibe una infinita. secuencia de polos imaginarios en:

G(s —mz) = —-in, n :1,2,3,.. (108)

Estos polos son típicos de amplitudcs Coulombianas (dan el espectro de los estados ligados

relativistas del Hidrógeno).

Con la.regularización de reticulola] los resultados físicos son distintos. 5'“ no exhibe

polos en las variables .9y t, sino que posee cortes en el eje imaginario 3 y un punto fijo de

ramificación en .9 = 0 y uno móvil en s = 2i/ln(4/t). Sin embargo en cl limite a —+m2

ambas amplitudes SW"t y Sr“ coinciden. Este limite es simplemente la. amplitud de

intercambio dc un grnvitón:

S = —i/(1rt)G(3 —m2)[1+ O(G(s —mz))] . (109)
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l‘ambien puede observarse una.mas bien curiosa Similitud entre la ec.(107) y la famosa

amplitud de Veneziano para teoria de cuerdas. Uno podria pensar en que hay una más

profunda conección entre estas dos cosas. Sobre esta muy interesante conjetura volveremos

en el Capitulo VI.

b) Métrica de Reissner - Nordstrom

Este caso contiene al anterior y veremos que de hecho sc podrá expresar como una

superposición de aquél.

La matriz 3 en 4 dimensionespara el de ia ec.(19) está.dada por:

msnm = mw)” m dppJo(p I¡Si—pu I)exp{-iw/4(8plnp + a/p} . (no)

Expandiendo el exponencial exp(—iw/4p) obtenemoslulz

S(a,t) = g i [iG(2—_pm22]n S°'=‘°[iG(s —m’) + n/2,t] . (111)

Vemosque la matriz de dispersión para a 0 es una superposición infinita de matrices S

de Aichelburg - Sexl. Esta serie exhiben” una serie infinita de polos imaginarios en:

iG(s —mz) = im/Z , m entero . (112)

Vemos asi que el efecto del momento electromagnético pc, incrementa ei número de polos

(o resonancias) en un factor cuatro. De los residuos de estos polos se puede ver que para

pe = 0 los momentos angulares para los estados ligados están acotados por n, mientras

que para pe 0 todos los momentos angulares están permitidos.
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El caso de regularización dc retí(:ulol"ll da una expresión complicada, pero se puede

ver que no exhibe polos pero si cortes en .9y t. En cl limite .9—>m2 ambas amplitudes SCM”

t u . 1 , . c . . n - y

y S" comcnden. bstc limite es Simplemente la amplitud de intercambio de un gravnton:

w: --¿/(1rt)c(s -. m2)“ -l-0(G(s -- m2»! ­

3. El caso 7 grande pero linitoml

Consideremos ahora el caso en que la partícula 1 tiene una carga finita el. 3|! este

caso existe un acoplamiento no trivial entre el y el momento electromagnético pe de la

onda (lc choque gravitacional creada por la. partícula 2. En el contexto discutido en las

secciones anteriores, en el cual la. partícula 2 es ultrarrelativista y la partícula l es de

prueba, el proceso de.dispersión esta descripto por la ecuación de Klein - Gordon para un

campo cargado:

[El + mÏIW =

Ü = guu(ait_' elA¡¿)(Üu_' elAu) -

(lomo en el límite ultrarrelativista, cl campo electromagnético cs una configuración

singular (¡1” va a cero, pero no su cuadrado) y gw, contiene un término proporcional a ó(u),

es conveniente no trabajar directamente con la.métrica de la onda de choque gravitacional,

sino con la geometría no singular correspondiente a tomar 7 finito (v cercano, pero no igual

a 1) y m y c pequeños, pero no cero.
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Recordemos que el potencial electromagnético de una carga. puntual es:

A" 27/10 ,

A0 =___...._Q.__._____ (“4)
(I) —-3)r'-"3 i

La métrica impulsada estará. dada por:

(laz = 72 [g,.,.(r) —900m] (dí ——vd5)2 + 9,,(r)(—dï2 + (152+ óüi‘diï) , (115)

donde.

1-;:____ __ví)? + p2]l/2

y r, g”(r) y goo(r) están dados por las ecs. (20) - (21).

NComo estamos interesados en estudiar valores de 1)= 1, delinamos las coordenadas

“cuasi nulas”:

Entonces la métrica. impulsada (115) puede escribirse como:

del2 = 72 [g,=,.(r) ——ggo(r)] du2 + g'pp(r)(du dv + ¿ijditidij + 7-2d52) . (116)

De.ahora en más, despreciarcmos la contribución del término proporcional a 7-2. Uti­

lizando esta métrica para escribir la.ecuación de Klein - Gordon (113), hallamos:

0,,«1’= [qu/4931) —i/wVí - icÏ‘rz/w(/1°)2(yíï) + 922.3)+ m2] ‘1’l (“7)

953..)= 7’ [dC/FL"3 —3E2/2F2(U'3)] ,
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ya) ____72/2[H702/1-¡2(1)—3)_l> 56.1¿2/113(D—3)__ 7/8Ez/114(I)»-3)]

y donde hemos utilizado que la variable v es cíclica (ec.(99)) y que la derivada del potencial:

(¡H/1" Q7” [(r —C)/1‘=—(02 ——¡so/¡211044 u/í-lu-U . (118)

()|)servemos que los términos lineales en e] no aparecen en la ec. (117), porque éstos sc

acoplan nl campo electromagnético FM, que cn el límite v ——>l va a cero como 74/26“).

'I‘mnbiónpodemos ver que el primer término en el corchete del lado derecho de la ec. (117),

en el límite v ->l (la el ahora conocido resultado f(p)6(u). El término proporcional a cÏ,

(‘omo lleva nn 72 dará una Componente divergente como 76(11.)correspondiendo al termino

95).),y otro finito (proporcional a 6(u)) correspondiente a. Para 7 = oo, la interacción

entre una partícula ultrarrelativista con momento pe y una partícula dc prueba con carga

finita, diverge. La interacción está bien definida para 7 grande pero finita. La ecuacion de

Klein - lordon resultante es muy complicada de analizar; no es separablc en las variable

(u, p). La interacción de dos partículas ultrarrelativistas con momentos electromagnéticos

pel y 1)., debería estar bien definida en el límite 7 z oo, pero representa. un muy complicado

problema de colisión no lineal.

4. Campo de espín 1/2|15|

En el Capitulo Il, sección 3 vimos como los electos de rotación modifican la métrica de

la onda (le choque gravitaeional. Ahora investigarcmos que ocurre cuando la partícula (le

prueba tiene un espín diferente (lc cero en esta métrica de fondo. Hemos ya estudiadola'Ml
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un campo escalar en la métrica (4) Con f(p) genérico. Aquí, estudiaremos el caso de un

campo (le Dimc de cspín 1/2.

Para escribir la.ecuación de Dirac cn un fondo curvo dctinamos primero la. tétrada V:

por la siguiente relación:

a b
yuv : Vu"11qu y (119)

donde 51,“,cs la métrica del espacio - tiempo curvo estudiado (índices griegos) y un},cs la.

nn'rlricu Minkowskiana (índices latinos se refieren a. ¡a tétradn).

La matrices de Dime cn cl espacio - tiempo curvo son definidas como:

l‘u : Vamïa ,

donde 7“ son las matrices (le Dirac del espacio - tiempo plano.

Finalmente, la derivada. covariante espinorial del campo Wcs definida como:

Vpll = (0“ + a#)\ll,

donde 0,, cs la conccción cspinorial

1

0'“ : EEabVaAi/Abm ,

u. l b

L " = ¿[7‘37 l ­

La acción para cl campo de cspín 1/2 en cl espacio - tiempo curvo csln]:

1 - _ 1 _

s /dq:c\/—g{5 “1‘”pr —-V,.\vl"&11]—mw} ,
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donde m es la masa del campo y W r: w-i'yWJÏes el campo adjunto dc Dime.

La variación de S cun respecto a Wnus permite encontrarla. ecuación dc campo para.

(l"‘V,¿ m.)\ll(:c)= 0 . (125)

Para nuestro caso (ec.(4)), la tétrada en coordenadas (u,v,a:,y) está. dada. (en forma.

matricial) por:
o 1 o o

‘ 1 6 o 0 .
VJ: o of 10 (“6)

o o 01

1‘"==(7", 7“ 7””, 7‘, 7’). (127)

donde

7 = 7 +7” 7" :7“ -- 70- (128)

Ahora, la.conección espinorial puede ser calculada, utilizando que para nuestra métrica:

l'ïu = f(p)6'(u) » 1‘11.-= l‘iu = 0¿f(P)5(u) - (129)

Entoncas, de(122):
al, :0

"i 0 (130)

a'u :(Ï1(32°‘ —23‘)a.-f(p)ó(u) .

- l 0 ¡’­\0| _ ___ l

L _ 2 (Pi Ü)
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(131)

P.- son las matrices de Pauli

2,) mm) 1242,52)
Ahora, con la conección espinorial (130), la matrices de Dirac generalizadas (1'20) y

la derivada covariante (121) tenemos todos los elementos para escribir explícitamente la

ecuación de campo (125) para el campo espinorial

‘P(u,v,:cj) = c_¡“"@(u,:vj) , (133)

(donde hemos utilizado que v es una variable cíclica). Entonces, la ecuación dc campo se

leerá:

.üuq)= {ww [im-y“+ 71'0j- m] + 21132”- 23")ajf + iwf] 5m} q». (134)

Esto es un sistema de ecuaciones acopladas para las cuatro componentes del espinor

‘l’(u,z’). l’ara. u 7€0 obtenemos la.ecuación de Dirac en el espacio - tiempo plano, así las

Soluciones para u > 0 y u < 0 serán ondas planas.

Ésta ecuación, siendo de primer orden en au y teniendo un potencial de interacción

proporcional a ¿(11),está mal definida. Este es el mismo problema. que para cl campo de

Klein - Gordon en este mismo fondo ¡al donde se encuentra que la solución depende del

método de regularización utilizado.
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Para estudiar las soluciones de la.ecuación (13-1)es conveniente cscnbnrla. cn la repre­

sentación de interacción, o sea:

" uso :5 V‘P i (135)

donde goes un espinor de cuatro componentes y V puede escribirse en forma matncml

como sigue:

V:_6_(:_)(É 1:) (136)

con A y B dados por

_ . Swf —Ü_fA‘ “(-64 sw)
(137)

aifr-Üziiülf.

Gracias al hecho que la.dependencia. en u de V aparece como un factor común, podc­

mos diagonalizar V para todo valor de u. Esto puede hacerse con la introducción de una.

matriz C que hace todo el trabajo:

—3uCgoC'-1= cvc-‘ch-l = —Ü</3= 1795. (138)

Luego de un largo pero elemental cálculo hallamos:

1 1T 1 I‘;‘
_ -F+ 1- —P+ 1

C7 —1 —r:l 1 1‘:‘ (139)
F- —1 —I‘_ 1
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donde

-- 30_ "22-41 (14o)
_l (0- :l; 30,; .

Ahora el potencial de interacción asume una forma diagonal:

17= —i6(u.) diag(/\a) (141)

con autovalores dados por:

1 .

¿1.2= -wf i ¿“(32W +091!)le2 i (141)

1 l

A“ = "uf Il:¡“8sz + 4(Ó1f)2l1/2- (142)

Asi, hemos desacoplado las cuatro componentes del espinor de forma tal que cada compo­

nente satisface una ecuación similar a la del campo escalar [8'16].Teniendo en mente ésto

es fácil convencernos que la matriz S para cada componente está dada por:

dí
Sa = (a? _i(¡¿-fi'¿)'ñ+ü.(iï) . (143)

A primera vista esta expresión para la matriz S resulta bastante más complicada

para integrar explícitamente que la (102) para el campo escalar. Esto se debe a la forma

de los Aa, los cuales no sólo se acoplan a como en el caso escalar, sino también a

sus derivadas. Esta dependencia no escalar es de esperar, pues aquí estamos teniendo en

cuenta el espi'n de la partícula. Además tendremos una anisotropia con respecto a (1:,y)

aún si f depende sólo de p, como se puede ver de (MD-(1112). Esto nos inhibe de haccr la

integración a priori sobre los ángulos como lo hicimos para obtener (104) a partir de (103).

Sin embargo, la l'orma de los A“ nos sugiere que los polos de ’t Hoolt (108), hallados en

la sección 2 de este Capítulo sobrevivirán de algún modo en el caso del campo de Dirac

ahora considerado.
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V - Onda de choque grnvitucional generadas por fuentes extendidas: cuer­

das cósmicas, monopolos y paredes de dominio

En este Capítulo estudiaremos las Ondas de choque gravitacional generadas por fuentes

extendidas ultrarrelativistas, fundamentalmente cuerdas cósmicas (locales, globales, super­

conductoras y en rotación) y otros defectos topológicos (monopolos y paredes de dominio).

En el límite ultrarrelativista, estas fuentes viajarán ala velocidad de la luz y los parámetros

físicos (masa, carga y espín) deben tomarse dependientes de 7 e ir a cero apropiadamente.

Las matrices de dispersión de los campos de Klein - Gordon en estas geometrias son calcu­

ladas y se estudia el comportamiento a bajas y altas energías. Se comparan estos resultados

con los correspondientes a la dispersión producida por fuentes puntuales (geometrías tipo

Aichelburg - Sexl, para las cuales tenemos polos tipo Coulombianos). Para fuentes extendi­

das, asi como puntuales, el límite ultrarrelativista y el de campo débil (o comportamiento

a gran distancia) de la geometría dan las mismas matrices de dispersión.

1. Cuerdas cósmicas ultrarrelativistaslzal

Las cuerdas cósmicas son defectos topológicos lineales, formados por tubos delgados

de vacío falso rodeados por el vacío verdadero. Las cuerdas cósmicas pudieron haberse

formado al expandirse y enfriarsc el universo temprano. Los campos cuánticos (digamos

un campo escalar cb) representando partículas elementales pudieron sufrir una o varias

transiciones de fase en las cuales 45tomó un valor de expectación de vacío distinto de cero

en el estado fundamental.



Dependiendo del tipo de simetría que fue espontáneamente rota, local o global, y

de otras características (como si puede desarrollar una corriente eléctrica o un momento

angular intrínseco), tendremos un tipo distinto de cuerdas cósmicas. l'lu nuestro caso,

estudiarcmos cuerdas cósmicas derechas e infinitas. Estas son estables y no podrán decaer

sin cambiar la topología del campo.

Las cuerdas cósmicas son objetos macroscópicos, soluciones de energía finita (vórtices)

de teorías de gauge acopladas a campos de Higgslul. Tienen una masa por unidad de

longitud ¡1.dada por Gp = (hifi/mw)2 y un radio 6 N l/MGUT donde (da)es el valor de

expectación de vacío del campo de lliggs. Para Teorías Gran Unificadas ((1))GUT= lO’Jmpl

entonces Gp. = 10-6. Estas cuerdas delgadas están descriptas por las ecuaciones de Nambu

¡“l . Dependiendo del tipo de simetría que se rompe espontáneamente, las cuerdas cósmicas

pueden ser locales o globales.

a) Cuerdas cósrnicas locales o de gauge

Las cuerdas de gauge tienen su energía concentrada en un tubo muy delgado con un

radio del orden de la e8cala de ruptura de simetría. Por ejemplo, una cuerda cósmica local

formada durante la transición de fase de Teorías Gran Unificadas a una temperatura del

orden de 10'5GeV, tendría un radio de 10-"an y una masa por unidad de longitud de

lüzzgr/cm. Fuera de la cuerda el camo de gauge justo compensa el campo escalar de lliggs

y tendremos una densidad de energía igual a cero.



Fuera del núcleo de la cuerda (localizada a. lo largo del eje z), el tensor energia ­

momento puede escribirse como:

r v0 _ I 'z __ I Ilo - 1, H "¿(13)6(y) , (1'14)

nnnlzindose las restantes componentes.

lienlicemos una transformación (le Lorentz en la dirección :1:con velocidad v. Para

obtener un límite no trivial cuando v —+c y p. —>0, debemos permitir que [Ldependa de 7

de la. siguiente forma:

._ "l
N Pu')’ ­

Entonces, tendremos que ll, ——>0 cuando 7 —roo manteniendo la energía p" constante. En

este límite, la única componente que queda distinta de cero es:

Tun = l’#6(y)6(u) 1 (“5)

donde u tt: :1: t.

l’or lo tanto, el espacio - tiempo creado por esta. fuente nula. es una onda de choque

gruvitacional de la. forma:

dsz = dudv + f(y)ó(u)du2 + dy2 + dz2 , (146)

donde 11->::i: |- t y satisface

V21!í ÜÏI+ÜÏÍ = pu6(y), (M7)

¡(y)=2puly| ('48)
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No escribimos explícitamente la dependencia en z pues es lineal y puede ser removnda por

una. transformación de coordenadas.

Alternativamente, este resultado puede obtenerse impulsando la.métrica de una cuerda

Í ' ’ l I l I I o . h n l(‘osmu‘a locul (espacio —tiempo conlco), que para).estos proposxtos es convenlente escribirla

plana(laz r: (1.92 -|< —l) ¡erdcpz (MQ)

Este es un espacio - tiempo (tónico con un ángulo de déficit:

454) = 81m .

Utilizando coordenadas Cartesianas ( a: z: 1'cosga , y = rsimp ), tenemos:

2d 2 _ 2 2 _‘
Tzdsoz É :c y I y da: Zzydzdy

1:2 + y?

y podemos aplicar directamente la transformación de Lorentz en la dirección 1:,o sea:

7 .-:7013+ vt) 1-: 7“ 'l' v2)

L . . ' ' ' ' l u .
l ara cal( ular el lunlte ultrarrelatnvnsta de las componentes de la.metrica, debemos Integrar,

tomar el limite. 7 —>oo y luego derivar las expresiones correspondientes (ver rcfererlciasl4'nl

y Apéndices por más detalles sobre este procedimiento). Con la ayuda de la integral

1

/ “(hu-“r - z 7-arctan El:uz + 7-2312 y y

encontramos

ds2 ..-.dudv + p# I y I ó(u)du2 -l- aty2 + dz2 . ([50)
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Notemos que aunque es lineal en y, esta dependencia es no trivial y no puede ser

eliminada por una transformación de coordenadas debido a la presencia del valor absoluto

l y l‘lsto refleja la topología no Minkowskiana del espacio - tiempo cónieo original.

Aunque la geometría de la cuerdas cósmicas estatica es localmente plana, el angulo de

déficit produce este efecto después de la deformación en el límite ultrarrelativista. Vemos

que la función f sólo depende de la distancia y perpendicular a la cuerda ( en vez de la

distancia radial p como en cl caso de las fuentes puntuales), lo que refleja las simetrías del

problema.

b) Cuerdas cósmicas globales

Consideremos aliora el caso de cuerdas cósmicas globales derechas. l'lstas se habrian

formado luego de la ruptura de una simetría global y tienen un potencial de largo al­

cance que se extiende fuera del núcleo de la cuerda. En consecuencia, cl tensor energía ­

momento TM, es diferente de cero en todo el espacio - tiempo, y decae como r"2, mien­

tras que la energia total diverge logaritmicamente. Esto hace que las propiedades de las

cuerdas cósmicas globales sean bien diferentes de las cuerdas locales. En la aproximación

linearizada de Relatividad General, el tensor energía - momento en coordenadas cilíndricas

está dado porlzsl:

ifi=fizitz4w=—áï (mn

llaciendo una transformacn'm de Lorentz en la dirección a: y tomando el límite ultrarrela­

tivista tal que ¡i = pfl'y'l —>0 con 1),. fijo, tenemos:

üu=—{fium yfiÜ (mmy
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anulandose todas las otras componentes. La funcion f de la metrlca generada por esta.

fuente, Solución de la ecuación:

Vi! 031+ 03! -—¡«l-:1] y 7/:0 (¡53)

esta dada (salvo términos lineales que pueden ser eliminados por una transformacion de

coordenadas) por:

¡(y)=1),¡|y|(lnlyI-l) 3/760- (154)

Vemos de nuevo que la presencia del valor absoluto I y I caracteriza el límite nltrarre­

lativista de las geometrías de cuerdas cósmicas. Además del término proporcional a. I y l,

correspondiente al remanente del angulo de déficit de la cuerda cósmica local, tenemos

aquí una contribución logaritmica (característica de la cuerda global) la cual producirá

efectos de dispersión similares a los de la geometría de Aiclrelburg - Scxl en 4 dimensiones.

Podemosobtener el mismo resultado para ee.(154) comenzando con la métrica

Correspondiente a la fuente estática (151), dada porlz‘r’lz

dsz r: (1 -—ln‘r) (—dt2 + dtz) -{-d1'2+ r2(l ¡1.lnr)dga2 . (155)

Después de realizar una transformación de Lorentz cn la.dirección z, para tornar el limite

ull rarrelativista, debemos calcular la integral

("2 372) 2 -2 - —1

tomar el límite y luego derivar, lo que que produce = p“ I y ¡(ln I y I —'l), la misma

expresión (154).



e) Cuerdas eósmicas Superconductoras

(lomo se sabe, dependiendo del contenido de campos de las 'l'corías (iran Unifi­

cndas y de la forma en que el grupo (le simetrias es espontáneamente roto, las cuerdas

cósmicas pueden transformarse en superconductoras, con cargas bosónicas o leriniónicas,

produciendo corrientes de hasta 102°A1np. El tensor energia - momento electromagnético

correspondiente puede ser escrito comolnl:

12

'11?= '13: -T:———--'1;s’—----;; (157)

donde I es proporcional a la corriente a lo largo de la cuerda. El hecho que el espacio

- tiempo sea curvo no modifica esta expresión, ya que las correcciones a la ec.(157) sólo

2
contribuyen con un factor constante(l + ¡10)_", donde A0 = GpÏ/(tlrrpml ) (véase más

abajo).

Después de aplicar la transformación de Lorentz en la dirección 1:, uno podria esperar

un resultado similar al (le la ec. (152), ya que aquí también tenemos T", N r"). Sin

embargo, en la ec.(157) hay una diferencia de signo: T8 = —T,Ïque produce T“ = 0. Esto

es consecuencia del hecho que TW para el campo electromagnético no tiene traza. Como

la cuerda está viajando a la velocidad de la luz en la dirección a), no es posible además

tener otra componente de movimiento en la dirección z y por lo tanto, la corriente efectiva

Este resultado puede también hallarse a partir (le la métrica generada por una cuerda

cósmica superconductora, la cual está dada porlul:

2

(1.912r: (ra + Ar"°‘) [1'2°:(—dt2 + drz) + rzbzdgoz] + (ra + Ar"")fi2 dz2 , (158)
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donde

/ ’2ozsz 4 b=1—¡Lp/2 = '—--——.
¿muñsz

¡LMy [t]? son la masa por unidad de longitud asociada a la materia y al campo electro­

magnético respectivamente.

Luego de aplicar una transformación de Lorentz en la direción :c, con el fin de obtener

un límite ultrarrelativista no trivial, debemos tomar 7 —>oo con ¡LMe I tendiendo a cero

como:

PM = PM'Y-l I = 1717-1 - (159)

manteniendo los momentos p“, y p; fijos. Entonces ¡LM—*0, I —+0 y

1 z

= 7- =constante.37V PM

Por lo tanto, en este límite, los términos dependientes de a simplemente se hacen constantes

y la métrica resultante será la de la cuerda cósmica local ultrarrelativista, ec. (150) , o

sea, sólo el efecto del ángulo de déficit 64) = 81mm sobrevivirá.

d) Cuerda cósmica con espín

Las cuerdas cósmicas pueden tener también momento angular por unidad de longitud

J, inducido por efectos de polarizacion de vacío o, en el caso de cuerdas cósmicas super­

Iza].conductora, por la presencia de campos magnéticos externos Esta métrica está. dada

port"):

2

¿132= —(dt + ¿(150) + 1'26",chz + dr2 + ¿22 b =1— ¡1/2 (160)
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que para nuestros propósitos es más conveniente escribir como:

J2

ds2 = dsz —Jdtpdt + í -—y) 1'2de . (161)plana r

Aquí, el espín, está. en la dirección z.

Esta. métrica es localmente plana, pero con una topología no Minkowskiana. prove­

niente del ángulo de déficit ¿(19= p. y la. identificación en la. coordenada temporal t -->t+ J.

Después de aplicar una transformación de Lorentz en la. dirección z, y poner:

J = PH-l

obtenemos para. 7 —>oo

ds2 =dsihno —¡“'2de —p_¡d(p(dt —dz)

(162)
=du(dv + decp) + 1721'2d(,o2,

donde

u=z—t v=z+t.

Esta. metrica. es localmente plana, como puede verse al realizar la,siguiente transformación

de coordenadas:

Iv'=v+p_¡go y:sz u=u z=z.

Sin embargo, la. topología no es la Minkowskiana, ya que tenemos las siguientes identifica­

ciones:

(u')v') 3.150,)_’ (""va + 27'PJJ'M' + 27"") (163)
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U sea que, cuando la cuerda cósmica con espín se hace ultrarrelativlsta, mantiene su

topología no trivial característica ya que la dirección de movimiento es la misma que la

del espín. La métrica impulsada resultante es la segunda linea de la ec.(102).

Si el movimiento fuera en la dirección :c, o sea en la direción transversal al espin,

el término gw daría para 7 -->oo una contribución constante pJó(u). l’cro este término

puede ser removido por una transformación de coordenadas. el término dependiente de [L

dara una contribución 12,,| y | ¿(11),como la cuerda cósmica local. Esto es consisL ..te, ya

que si el espín está en la direción transversa al movimiento, no debiera haber remanente

en el límite ultrarrelativista.

Puede mostrarse que cuando la cuerda con espín no está viajando a velocidades

ultrarrelativistas, los rayos de luz siguiendo órbitas circulares alrededor de la. cuerda y

muy cercanas a la misma (r < pueden propagarsc hacia el pasado, violando así la

causalidadlwl; o sea, que el vector de Killing Üw,que tiene órbitas cerradas, se hace “tempo­

ral" en esta región. Este efecto desaparece en el limite ultrarrelativista. Esto puede verse

estudiando los conos de luz generados por órbitas circulares nulas con velocidad angular

Sl; o sea cp= Qt, r = constante y z = constante. Para geodésicas nulas ((1.92= ), y la ec.

(162) nos da:

pJ 1-.x/¡ÏÍÏÍWÏZ'
(ti = ------<«-- -,¡ --»2r2b"

Así, obtenemos 9+ > 0 y SL < Üpara todo r > 0, entonces las líneas t :1 constante nunca

forman un ángulo mayor a 45° con el eje tp'ï‘, y no tendremos violación de causalidad en

este caso.
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c u n I
2. Monopolos y paredes de donunlo ultrarrelatiwstasl l

I'Énlas Teorias de (Iran Unificación se predice la. existencia dc lllOllOpOlUSsuperpe­

sados. listos IllOllUpUlUSson nudos en el valor de expectación de vacío de campos es­

calares. (‘ruando una ruptura espontánea de simetría ocurre, el valor de expectación de

vacío del campo de lliggs cs determinado por la energía libre, pero la direción en el espacio

de grupo no está determinada. Dependiendo de la estructura del patrón de ruptura. de

simetría, aparecen varios defectos topológicos: monopolos, cuerdas cósmicas y paredes de

dmniniolall, correspondiendo a.objetos de dimensión 0, 1 y 2 respectivamente.

a) Monopolos locales

Consideremos primero el caso de monopolos locales o de gauye. Estos aparecen en

las Teorías de Gran Unificaciímlall luego de una secuencia de rupturas de simetrias locales

finalizando en el gupo SU(3) x SU(2) ><(¡(1). La métrica generada por estos monopolos

de Inasa M y carga magnética Q es simplemente la de lleissner - Nordstrwn:

2M 2 2M 2 ‘1

(1.92t (l —-— -I- dt2 I- (1 - —;--+ dr2 + r2 ((102-I-sin2 Üdcpz) (164)r

El limite ultrarrelativista de esta métrica y la onda de choque gravitacional que se obtiene

de ella ya ha sido estudiada en los Capítulos ll y llI. Cuando 7 --—voo, y M y Q tienden a

M =m Q=7"‘/2pq, (165)

manteniendo p y pQ fijos, el espacio - tiempo resultandc es:

(1.92= dudv —-f(p)6(u)du2 + (¡pz + pzdtp2 , (166)
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3

[(p) = —BGplnp —-1ErGCZQ/p. (167)

Aqui p y pq son respectivamente los ¡momentos cinéticos y magnéticos del monopolo

ul- trarrelativista. El primer término es simplemente la contribución Aiclielburg - Sex]

proveniente de la. masa del monopolo.

b) Monopolos globales

Consideremos ahora el caso de monopolos globales. Cuando la simetría que se rompe

espontáneamente es global, la variación del campo escalar de Goldstone no es compensada

por el campo de gauge. La densidad de energía asociada al campo de Iliggs varía como

1"2 y la energia total E es linealmente divergente. Entonces, los monopolos globales y

los anti monopolos se atraen mutuamente con una fuerza confinante independiente de su

distancia mutua: F = ÜE/Ür N 112. Fuera. del núcleo del monopolo el tensor energía ­

momento puede escribirse comolu]:

2

T3=T'=”— Tg=TW=o; (168)
1' r2

1]es la energia de ruptura de simetría.

Aplicando una transformación de Lorentz (en la direción z, digamos) y tomando el

límite ultrarrelativista 7 —*oo, 17—-»0 de forma tal que:

71(7)= MT“? , (169)

manteniendo el momento cenético p” .fijo, la única. componente no nula del 7'“, es:

T“ = 2p:p_15(u) p2 = 2:2+ y2 . (170)
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El (‘Spneio- tiempo creado por esta. fuente nula. tiene la forma de la. ec.(106), con

satisfaciendo ln ecuación:

Vi! í ¡{lap (Papf) 3: zpiil’mla (¡71)

¡(P) = 21’30 . (¡72)

lista dependencia lineal en la coordenada p puede ser removida por una rotación de Lorentz

de uno de las regiones planas (u < 0, digamos) con respecto a la otra (u > 0). Esto puede

verselsl también del hecho que la. desviación relativa. de los observadores cerca de u = Ües

proporcional a f', mientras que la. refracción relativa de geodesieas a. través de u :1 0 es

proporcional a f".

Alternativamente, este espacio - tiempo de la onda de choque gravitacionnl puede

obtenerse a partir de la métrica de un lnonopolo global estático, que está dada. porth

M I - “’

1' ;_

du? = ¿o? + sin2 «9de! ,

aquí 1]es la.escala de energía de ruptura de simetría correspondiente al monopolo global

y M es la masa efectiva. Este espacio - tiempo describe los efectos de una masa M y un

ángulo sólido de déficit. Los efectos de la masa residual son muy pequeños M IN mcuqv)

comparados con los efectos del ángulo sólido de déficit, y para. nuestros propósitos serán

despreciables. Entonces la métrica (173) puede escribirse como:

2

(1.92r: (182 + 7721112'f' (11‘2. (174)plano
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Realicemos ahora una transformación de Lorentz en la direcion z

i = 7(z + vt) t: 7(t + v2) ,

2
y tengamos en cuenta que (dr/dz) = zz/rz.

(‘nlculando el limite v -> l con la ayuda de la integral

2u du El u
—-———-——--= u — ¡arctan —--——- 175

juz +74102 7 l (TW) ( )

encontramos de nuevo la métrica (166) con = 2pïlp. Recordemos que 1):- '/2p,, —+0

manteniendo p” fijo y que al calcular el límite v —>1 de las componentes de la métrica,

integrainos, tomarnos el límite y luego derivamos la correspondientes expresiones. Si

hubiéramos incluido la masa residual del monopolo IWcon M = 177-1 , habríamos obtenido

en el límite 7 —voo una contribución adicional similar a la de la geometria. de Aichelburg

- Sexl, o sea:

[(p) : —8(}'plnp+ 2píp (176)

c) Paredes de dominio

Su formación está asociada a la ruptura de una simetría discreta. Para una pared de

dominio localizada en el plano :1:- y, el tensor energía - momento puede ser representado

porin]:

'13’ z '13: (76(1) = o, (177)

donde cr es la escala de energía de la ruptura de simetría. correspondiente a. las paredes de

dominio.
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Luego (lo aplicar una transformación dc Lorentz en la dlrcuon z y tomar

a':'pay"!

en el límite nltrarrclativista tenemos:

TW = 12,6(u) u = z —t , (179)

anulándosc todas la demás componentes. La función f satisface:

faz:‘i‘fvyyz Zpdi

l

¡(py-251101,? pz = 2’ + y2 (181)

l

¿152 .-_-:dudv + 51)¿,¡uzó(u)du2 + ¿1:2 + dy2 . (182)

'l‘mnbión podemos obtener este resultado a partir de la. métrica. externa a la pared de

dominio:

ds2 = —(l —kz)2dt2 + dz2 +(1 —Icz)zezl°‘(d:v2 + dyz) (183)

donde k z p, en nuestro caso.

Esta métrica es como la (le de Sitter en las coordenadas (t,1:,y) y como unn cuña de

llindlcr cn cl plano (z, t). Entonces, realizando la.siguiente tmnsforumción:

'1' = wie-"16'42 sinl1(kt)

Z = »-k_le"” coshUct) , (184)
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la métrica (183) se escribirá:

ds? = —¿T? + dZ’ + k2(z + T)2(d:cz + dyz)

:dUdV + k2V2(d:cz + dy’) U > o

donde

U=(Z—T) V(Z+T).

Esta forma. de la. métrica es equivalente a(182). En efecto, si a. la. métrica:

¿.92= düdí/ _ f(fi)6(Ü)dÜ2 + fizdgo (186)

le aplicamos la transformaciónlsl:

Ü = U —2/Íc

_ '
V = V —9(U)Í(P) - ¡U02(U)f2(P) (137)

- 1 l

p = p - ¡UGG/U (P)

donde 9(U) es la.función escalón, obtenemos para. U > 0 y = ákp2 , la.métrica:

¿a? = dUdV + (1 + ¿www +p2d502) (188)

con una transformación más U —o2(v—1)/k y V —>¡cu/2, llevaremos la ec.(188) a. la. forma.

de la ec.(185).
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¡ s n I ¡ a.l. La (llSpCl‘SlOll(le campos por estas gcomctnasl2 l

l'lstudicmos ahora la dispersión de un campo escalar (partícula puntual) por estas

geonletrias. La ecuación de Klein - Gordon para la clase de métricas dadas por la ec.(166)

ha sido ya analizadaIH'Bl y es soluble analíticameute. Para una.onda plana. entrante desde

u <1U (ton momento (k¿,w)

\lI<(u,v,x¿) = e-¿reih-n—iu<k1+m’>/w

la solución saliente con momento (phw) está dada por:

- _- :i 2

W>(u,v,xi) = [dzple'm'xl “(P-Ler)/“5(k¿,p¿,w) (189)

La matriz de dispersión S tiene la expresión:

d - w,

s<ki,pi,w)= Í (2558""*"‘""”'*'*"”’ (190)

o luego de integrar sobre los ángulos:

(l -iu

S(kJ.yl’1y‘-'-’)= / ¿NOU k1. -' ki UOC-TIM (191)

Daremos ahora las matrices S (le los perfiles de onda. de choque halladas en este Capítulo,

en términos (le las variables s, t:

Gszwp-l-sz tz: —|k¿—k¿ [2

a) Cuerdas cósmicas locales
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En este caso la matriz S es:

°° d . .

S -—-¿(kz- pz)/ fiïe'VÜI’PvchPlyl/‘l’°'° (192)

"¿Mhz " l’z) {ó lky " (Py “¡P/“l ¿lky (Py ‘l' “JP/"lll y

iGsv: _ _ 193
s ¿(kz MMM/4); < )

La matriz S es no trivial debido a la no trivialidad de la topología del espacio - tiempo de

la cuerda cósmica. No trivialidad que permanece luego de tomar el limite ultrarrelativista

a través de la presencia del valor absoluto Iy I en Esto produce un efecto que puede

ser interpretado como de lente o enfocamiento de geodésicas:

tan2 0 -:—t/s N 1/3 ’

como puede verse del cero del argumento de la delta. de Dirac, ec.(192).

Para .s —+0 , tenemos la amplitud de intercambio de un gravitón:

, 'G
¿(.9 ——>0) = ¿(lez —-pz)l—-Í , (194)1rt

mientras que para t —>0:

S(t 0) ¿(lc ) (H 19F—> = z - ¡z _—»-r- .
l «G.9 ( o)

l’ara s —+oo y t »—-+oo tendremos respectivamente:

su ) ¿(k VG" S( ) a k mi 196"" 0° l: iz — ’z '—" _’ 2 z — z __'_
1 M a oo < p ¿GS < )

lo que muestra una especie de dualidad entre los comportamientos .9pequeño y t grande.
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b) Monopolos globales

Cn este caSO, hallamos:

_. ¿GS____._ (197)
81r [—t —-(Cs/4)?”2 i

llay una singularidad en t = —(Gs/4)2, o sea a un ángulo tan2 0 = t/a N 1/3 , lo que

significa que tenemos un foco diferente para. cada frecuencia. Para G.9 —>0 y t —*0 tenemos

respectivamente:

Y

iGs 8i

En este. caso, el límite Cs --—.0 así como el limite t —-»0 no reproducen la amplitud de

intercambio de un gravitón, como en el caso de particulas y cuerdas cósmicas ultrarrela­

tivistas.

c) l’aredes de dominio

En este caso la matriz S está. dada por:

2i —2i k —k 2 2' 2'!
S :: —-——exp -L__I__= -__Z__.exp -1-

map wp 7er G.9

Entonces, para. G.9 —>oo y para t —>0 tenemos respectivamente:

9( ) l su 0) 21. (201)L 8 “4 m 7-1 —_‘ —-—p = ._A._..-_
7er 7rG3
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Las paredes de dominio y los monopolos globales tienen comportamientos diferentes para

pequeño s y pequeño l.en las matrices de dispersión. Estos comportamientos son diferentes

de las amplitudes de intercambio de. un gravitón usuales (particulas puntuales), debido a

la naturaleza de largo alcance de los potenciales dé estas fuentes.

La.matriz S de las paredes de dominio exhibe singularidades esenciales para Cs -r->0,

así como para t -—’0. Para monopolos globales la matriz S tiene cortes ramilieadoslül.

Es interesante recordar aquí la amplitud de dispersión producida por la geometría

de una fuente puntual estatica de masa M en el límite de campo gravitacioual débil (o

régimen de gran parámetro de impacto). Para un campo relativista representando una

partícula de masa m y momento p, esta dada por:

fCaul(¡C,y) :7 1; <.__-_‘___ 2;:::;:i:;<y>”“
donde.

2

y t 4psin2(@/2) :v= 2GMp 1+ E2 z m2 +1’2 ­p

Esta es la amplitud Coulombiana relativista y 9, es el ángulo de dispersión.

Por otro lado, la amplitud de dispersión del mismo campo, pero esta vez dispersado

por la geometría de una fuente puntual ultrarrelativista (sin masa en reposo y viajando a

la. velocidad (le, la luz), esta (lada por:

. _ _-_p____ _ '
fA¿(kJ_,p¿) — Iki __pi IfcautU k p I,wq) , (203)



k ¡Ay ¡H son, respectivamente, los momentos transversales entrantes y salientes del campo,

y w es el momento en la direción longitudinal nula v. q es el momento Cinetico de la fuente.

A esta amplitud, le corresponde la siguiente sección eficaz Coulomblana ultrarrclatnvrsta:

ffí’, _ 204
((19),,5' (¿(0% ¡(O/2)" ( )

lista es la misma sección eficaz que la de la dispersión de gravitones por una fuente estatica

de masa M. La dispersión gravitón - gravitón en el contexto de la colisión de cuerdas

fundamentales da, en la aproximación eikonal, para grandes parámetros de impactos, una

expresión similar a la (202).

Vemos que para fuentes puntuales, la amplitud de dispersión exacta producida por

una fuente ultrarrelativista (geometría de la onda de choque gravitacional), coincide con

la amplitud de dispersión producida por el límite de campo débil de la fuente estática

(eq(203)).

l‘Ïsinteresante ver que para fuentes extendidas, en particulag para cuerdas cósmicas

y monopolos, el limite ultrarrelativista y el límite_de campo débil (o comportamiento de

gran distancia) de la geometría dan la misma amplitud de dispersión.

En efecto, en el límite de campo débil Gp, << 1, la amplitud de dispersión de un campo

escalar por el espacio - tiempo cónico de una cuerda cósmica, está. dado por [34]:

l —41rC¡t
É) : = ——- —-———A---»--——---r---<-v—-- ——r-—---r—-—- . 20r

f( )( “<1 41r (47er)2 —sin2[(')(l + 41er.)/2] ( o)

l‘in terminos de las variables s y t para este caso,

s t [1.2 -|- 2111.5}—l--1n2C: [L2 t = --k2 sir12((')/2) ,
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o aún más conveniente, en términos de Í = —l(2sin2(O/2(1 —2p)), tenemos:

1 ’G" 206)
¡(mama _ Emmy)? +í/k2 ' (

Así, a primer orden:

f(G)GM<1 = Gx/ïkz/t =I fCoul(9) Im=o (207)

Por otro lado, cuando las cuerdas cósmicas se convierten en una fuente ultrarrelativista

viajando a la velocidad de la luz, la amplitud de dispersión de un campo representando

una partícula de prueba puede reexpresarse como:

S = i6(k, —p,)fc,(Gs,t) + ¿(k —p) .

O sea, de nuevo vemos que el límite ultrarrelativista de la.geometría y el límite de campo

débil (o comportamiento de gran distancia) de la geometría de la. fuente estática dan las

mismas amplitudes de dispersión.

Lo mismo puede decirse acerca del límite de campo débil de la.amplitud de dispersión

para monopolos globales estáticos (con E = 1/8) (ver referencia [34]).

Entonces, en conclusión, el límite de campo débil de las fuentes estáticas parece

reproducir (con la apropiada identificación de variables) la amplitud de dispersión exacta

producida. por fuentes ultrarrelativistas. Esto puede verse se origina en el próceso de

cálculo del límite v —»c, en el cual las métricas ultrarrelativistas son obtenidas; tornar la

métrica estática linearizada basta para reproducir estos resultadosm.
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VI - Relación con la dispersión de cuerdas fundamentales

En este Capítulo estudiaremos las colisiones de cuerdas fundamentales en el espacio

- tiempo plano a energías mayores que la de Planck, como el problema efectivo de una

cuerda fundamental en el fondo curvo generado por las otras cuerdas. Aquí, encontraremos

la métrica curva efectiva generada por estas colisiones en dos regímenes de parámetro

de impacto, b: i) Parámetro de impacto intermedio: ¡rd << b << m É A , ( 1:"l

caracterizando las fluctuaciones de las cuerdas); ii) Gran parámetro de impacto: b >>

x/oTlí; 2' A >>12“ . En ambos casos la métrica curva de fondo puede caracterizarse por

la de una onda de choque gravitacional del tipo visto en los primeros Capítulos de la Tesis.

Para gran parámetro de impacto, hallamos un perfil de onda de choque gravitacional (en

D = 4): f(p) = 8pln p, o sea la geometría de Aichelburg - Sexl para fuentes puntuales con

momentop. Para bintermedio,hallamos N p2 correspondientea una fuenteextendida

con una distribución de energía a'(p) N exp{—pz/A2}. Se analiza la matriz de dispersión.

de esta geometría y sus implicaciones para el proceso de colisión de cuerdas. El ángulo de

deflección (en D = 4) es G)= ¿:2 para gran b y 9 = 4qu/A2 para b intermedio.

1. Métrica de fondo efectiva para para la dispersión de cuerdas fundamentaleslasl

Aquí, estudiaremos la colisión de cuerdas fundamentales a energías Planckianas en

el espacio - tiempo plano como el problema equivalente de una cuerda en el fondo curvo

efectivo producido por la otras; a medida que hacemos decrecer el parámetro de impacto

72



' ‘ l . . ... q d . . —I - . . P
b. En cl régnnen estudiado aqui, b nunca llega a uno (l) .,,>:1: N tamano de la cuerda) lln

cl régimen (le gran parámetro (lo impacto descripto por;

¡cd< x/¿Ï iii-.1; b (208)

donth s ('s la variable (lc Mnndclstaun usual y z“ cl tmnaño caracteristico dc las fluctua­

ciones (lc la cuerda, la geometría efectiva generada por la colisión (lo.cuerdas cn el espacno

- tiempo plano, cs ln (lv. Airluelliurlg - Scxl.

Nosotros investigarenms cn detalle aquí el régimen:

¡id << b << xfu' ln .9 . (209)

En este régimen (llmnc’moslo pequeño - intunncdio), b es aún mucho mayor que cl

tamaño característico (le las exitnciones (ic la.cucrda. tal que en la colisión‘ las cuerdas no

u n l_' . , . .,’\t'.. [KLM1sc supcrponcn en r1, Sl. a {unos quc LS pose in, ¿sonar ur“ ..iL “Cd. curva c (.c na a

proceso de colisión cn este régimen.

Amati, lialaloiii y Vonczimmlnlobtuvieron una expresión para. la amplitud (le (lis­

persión (le la colisión (le suporcucrdas cn espacio - tiempo plano, válida para altas energías

l / 4 a 1 o

( energias mayores que l/vu', donde oz' cs la pendiente usual de cuerdas). El regimen

, . . . 2 , ¡LL-4 ­de alta energia estudiado cs el (lo gran acoplanncuto cl'cctivo iq (z .9/\ a y pequeno

I . I 2 'i l)‘ 4 ' 2 1, .parametro (le expansmn en lazos g /\/a , ((2:y =: lGTrG). ltcsumando cn la apr0x1—

¡nación cikonal, el compm'tmniunto prcrlmninantv (lo.los.diagramas de lazos (le cuerdas en

el espacio - tiempo plano I.) - dimensional no coiupactilicurlo, sc halla la siguiente matriz

S:

1T .

v . . . -- (laudad I
.Sz exp (21/ :a.(.w,.’)-| w"(a.¿,()) a;“(o,1,tj¡): 7- , (210)U
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donde b es el parámetro de impacto entre los centros de masas de las dos cuerdas en

. . , . . oso.
cohsnon. 1:“ y zd son las osc11ac10nesalrededor del centro de masa de la cuerda en rep ,

s es la variable ususal de Mandelstam y a.es la amplitud árbol de cuerdas:

Gs 4_D ya") -t D/z-a(¡(8,6) Á dtet ,
bz

guns) =4a'[ln(s) —i1r/2] '

(211)

donde la integral puede ser escrita en términos de la función gama incompleta I‘D —4)/ 2,g(b,

Por otro lado, la dispersión de cuerdas libresllo'al en el fondo tipo onda de choque

gravitacional(4) se puede resolver exactamente. Para una supercuerda libre en este fondo

la matriz S tiene la siguiente expresión:

s = exp(¿f/o” da'f(:v(cr,0))), (212)

donde p“ es elimpulso asociado a la cuerda, a es la coordenada de la hoja de universo

espacial y 1:(a','r = 0) es la proyección de la coordenada D - dimensional de la super­

cuerda sobre el plano u = p“1' = 0 donde la onda de choque gravitacional está localizada

(perpendicular al movimiento de la fuente ultrarrelativista).

Ahora, si queremos que ambas matrices describan el mismo fenómeno, debemos

igualar las expresiones (212) y (210). Así, obtenemos la forma de la función f que aparece

en la métrica (4)

¡(m = ü " =«zw —adoro» =% , (213)8

donde q es el impulso asociado a la onda de choque gravitacional y s = 2p“q.
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Reemplazando la ec. (211) en la (213) obtenemos para f(p):

"¿a 51(9) _ D_,

= —:b4_D/ dte tt I : (214)f(p) 0/0 w o

donde

————b2 - 4Gq — — “ 215
g(p)=4a'(ln(s)—i1r/2)' C’zïm ' ¿“P z (“0* ( )

Estudiemos esta función f(p) en el caso cuando

p >> [a'ln(s)]1/2 >> zd (216)

Este caso corresponde a la dispersión de supercuerdas a muy altas energías y grandes

parámetros de impactos. Como p es grande, la integral en la variable t en la ec.(214),

puede tomarse entre cero e infinito (debido al exponencial en el integrando). Además,

siempre que p >> 24(0) podremos sacar b4—Dfuera de la integral. Entonces:

f(P) = 07"” , (217)

que corresponde a la. métrica de Aichelburg - Sexl (partícula sin carga ni espín) en D

dimensiones.

El otro límite que queremos estudiar es:

[a'ln(s)]]/2 >>p >>z‘(a) , (218)

que en algún sentido representa el opuesto al último límite estudiado, ya que el (218) cor­

responde a la dispersión de cuerdas a muy alta energía y parámetros de impactos pequeños

(o intermedios), aunque no tan pequeños como para que se superpongan las cuerdas. El
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régimen dado en la ec. (218) significa que los parámetros de impactos son más pequeños

que aquellos considerados por el régimen (216), pero aún grandes comparados al tamano

característico de las exitaciones de las cuerdas fundamentales.

Aquí es conveniente analizar el tensor energía - momento efectivo o equivalente en vez

de la función métrica. Con este fin, utilizaremos la.ec. (56) (con las (50) y (57)). Así,

obtenemos el tensor energía - momento a partir de una f dada, procedimiento inverso al

utilizado generalmente.

Entonces:

ex - 2 2 u

p0146,,(pp-“apio”= (219)Two) = ¿6m

A2 = [4a'(ln(a) —i1r/2)] .

Esta expresión es exacta dentro de las suposiciones planteadas para obtener (214). De

aquí puede observarse claramente lo que significan los regímenes (216) y (218) que hemos

planteado. En el limite (216) TW —>0, que caracteriza la solución de Aichelburg - Sexl

(representada por una 6(p)); mientras que en el límite (218) T1mN constante (como en el

caso de las paredes de dominio visto en el Capítulo anterior).

En términos de la métrica a la que le aplicamos la transformación de Lorentz con

v —>1, esto representaría una fuente de interacción no puntual. A este T,” le corresponde

aproximadamente una función métrica:

CP2 4G q

f(P)=W a C=(-ZT)D—/ï_—2, p<A, (220)
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que difiere de la métrica de Aichelburg- Sex] (que en 4 dimensiones es: = Cln(p)).

Esta nueva dependencia aparece como una consecuencia de la interación no puntual de

las cuerdas en el régimen de pequeño - intermedio parámetro de impacto. Es de esperar

que al estudiar la dispersión a parámetro de impacto más y más pequeños, la colisión de

supercuerdas genere una geometría de onda de choque gravitacional que ya no se comporte

como la de una fuente puntual.

Es interesante notar que la densidad de energía (219) es propia de la dispersión de

cuerdas fundamentales, sin embargo, se puede aproximar por un haz homogéneo:

_ O'o
“h‘ o sip>A.

Lo que producirá (para p < A), resultados similares a los hallados en el Capítulo anterior

para la pared de dominio. Es remarcable también que, la presencia de esta densidad de

energía baste para remover los así llamados polos de ’t Hooft (108). Esto ejemplificara el

caracter suavisador de las cuerdas fundamentales, ya notado en otros cálculos de la teoría

de cuerdas fundamentales.

2. Dispersiónlas]

Analicemos la matriz S de los campos de Klein - Gordon en esta geometría con el fin

de describir algunos de los rasgos de la dispersión de cuerdas a ulta alta energía, a medida

que se va haciendo decrecer el parámetro de impacto b. El escenario general se muestra en

la Figura 2. En esta matriz de dispersión, los polos

iGs=n+1 , n=0,1,2,...
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no aparecen. Estos polos, que aparecían en la matriz S de un campo (o cuerda) en la

geometría. de Aichelburg - Sexl, son consecuencia. de extrapolar el uso de la. geometría de

Aichelburg - Sexl hasta parámetros de impactos muy pequeños 0 _<_b S :cd (incluyendo

b = 0). Para b intermedios, las desviaciones de la geometría de Aichelburg - Sexl son

importantes y, por otro lado, para muy pequeños b (0 S b S md),el uso de la aproximación

de una métrica de fondo no es válido.

Primero consideremos la deflecciónde partículas puntuales (geodésicas) en esta métrica.

llamemos fi< y 15; a los momentos de la. partícula antes y después de la colisión con la

onda de choque gravitacional. Sean P, = (Pg T Pu)/2 , Po = (P1,+ Pu)/2 y Pi las

componentes del momento de la partícula de masa m2 = (Pl)2 —Pqu. Llamemos po

a la distancia desde el origen al punto donde la trayectoria entrante intersecta la onda

de choque gravitacional (el plano u = 0) y «pel ángulo entre fio y el momento entrante

(aquí tenemos simetría cilíndrica).

Entonces el parámetro de impacto será:

ii
P<z<

P0 (221)
b = po sin(cp) , C05(ga) =

El ángulo de deflección es simplemente el ángulo entre los momentos entrantes y salientes,

0 sealzolz

.13; . 13< _

l P; IIP; I ’

= P: + W + PzPuwpfr/s - (Pa + Pu)P*w*(ap¡)/(2p)
JP: + (pi?WP: —P‘z‘(6pf)/(2p)+ ¿(amy + (P‘—PMsn/(2m

Las componentes del momento en el miembro derecho de esta ecuación, se refieren al

c059 =

2 . (222)

momentoantes de la.colisión
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Por simplicidad, consideraremos colisiones colineales. O sea, Pí = 0 , go= 1r/2

(i.e. b = po) y pequeño ángulo de dispersión 9. Entonces:

sinO = MSP“ [193+Pu(6pf)2(Pu —P,)/4 + Pf(a,,f)4/64]_1/2 N o . (223)

Si uno estudia la métrica de Aichelburg - Sex], Üpf = 8Gp/p y el límite p —voo da:

4GpPu 1= ——— . 224
9,45 Pa b ( l

Para una partícula sin masa, Po = — z , o sea Pu = -—2Pzasí:

4

GAS= 4% (225)

Recordemos que la dispersión de una partícula no masiva por la geometría de Schwarzschild

en el régimen de gran b es:

4GM
93H= -T , (226)

Siendo M la masa del agujero negro. El factor 2 en la. ec.(225) es característico del

límite ultrarrelativista. Por ejemplo, la deflección de gravitones por una partícula escalar

de masa M en el límite ultrarrelativista, así como la deflección en la dispersión de dos

gravitones (en la aproximación del intercambio de un gravitón) es 8GE/ b. En nuestro

caso, apf É ZCp/AD‘z/(D —2), que en nuestro régimen ec.(218) es <<1 , y obtenemos:

—2Cb

95 g AD-2(D —2)
(227)

Observemos que 95 tiene una dependencia en b diferente comparada a el término

correspondiente de Aichelburg - Sex]. Esto es así en la región intermedia (218), ya que
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alli tenemos una densidad de energía positiva dada por el tensor energía - momento (219),

mientras que en la. métrica de Aichelburg - Sexl T1m= 0 para p 960.

Se desprende de las ecs.(225) (G)tiende a cero para gran b) y (227) (O tiende a cero

para pequeño b), que el ángulo de dispersión, O, debe tener un extremo como función del

parámetro de impacto b, para algún valor bm intermedio. Entonces, para | O I<I Om I=

I G(bm) I, existirán dos valores de b que conduzcan al mismo ángulo de dispersión. Cada

uno contribuirá a la sección eficaz diferencial clásica evaluada en ese ángulo, o sea:

db

ñ (228)(¡(9) = Z: siiiiG¡:1 i

La sección eficaz diferencial evaluada en 9m diverge, pero para I 9 I>I 9m I la. sección

eficaz cásica se anula (ya que 9m es un extremo). Este fenómeno es llamado de dispersión

tipo arco iris, en analogia al proceso de dispersión de la luz solar por las gotas de lluvia.

Consideremos ahora la matriz S de los campos de Klein - Gordon en la geometría (4)

en cuatro dimensiones. La matriz S está. dada perla]:

dp -'—¡"¿f(P)
S(k.L1P.L,‘”) = filo-700 kL - PL IP)e ‘ (229)

Con el fin de utilizar esta matriz S para describir algunos de los aspectos de la colisión de

cuerdas a ultra altas energías, la integral que aparece en (229) debe entenderse como la

suma de tres términos:

P1 P: oo

S=S¡+Su+S¡n=/ +/ +/ (230)
0 P1 pz

En la última integral (régimen de gran parámetro de impacto), podemos utilizar la métrica

de Aichelburg - Sex],o sea.f¡¡¡(p) = 8Gpln(p). En la segunda integral (región intermedia),
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debe reemplazarse f¡¡(p) = 4qu2/A2. Desafortunadamente, no parece fácil obtener una

expresión cerrada para la segunda. integral con límites genéricos; mientras que para la.

primera región la simple utilización de la aproximación de métrica efectiva no es válida

(la colisión es tan cercana que las cuerdas fundamentales se tocan una. a otra). Esto es

resumido en la Figura 2. Los polos iGa = n,+ 1 , n = 0,1,2,... que aparecen en la

matriz S para la geometría de Aichelburg - Sexl, son consecuencia de la extensión de la

tercera integral hasta parámetros de impactos pz = 0.

La tercera integral está dada por:

l °° ­

5m(s,t,p2 = a f dppl‘z'G'JoüV-t), (231)P:

cont = —I ILL-ki I2 , G.9= wp y donde hemos tomado f¡¡¡(p) = BGpln p. Entonces,

hallamos

1 - _ .

S,” = ;(—t)‘a' 1{-21G3p2J0(p2)S_2¡a.,_1(P2)+ P2J1(P2)Sl—2in,0(P2)} (232)

donde Jo y Jl son la funciones de Bessel y

512.50) = 3a.p(z)+

+2a-1r(°‘"5+1)r(°‘ +5 + 1) [sin(a710142) —cos(#w)NG(2)] (233)

Sa'p(2) y sa'p(z) son las funciones de Lomrnell“) y pueden ser relacionadas a las series

hipergeométricas

z(¡+1

3a.fi(z)= WM ¡F2(1;¿(a- fi+3);¿(a+5+3);-Zz/4)
(234)
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Na(z) = csc(a1r)[Ja(z) cos(a1r) —J_a(z)]

Para pz —>0 , la ec.(232) da la amplitud de dispersión (107). Para cualquier pz finito y

distinto de cero, S”; no tendrá los polos en iGs = n + 1, n = 0,1,.... Para ver esto

es más conveniente hacer la descomposición: f: = fo —f0" en la ec.(231). El primer

término está. dado porle’slz

I‘(1 —iGs)1 1-2íG: _ ¡Ga-1
2 (t) I'(iGs) ’

_ 235
2” ( )

mientras que el segundo término produce

k p;I.+2le+11 p’ 1 _ (-1) ____ fl _ _ _ _ (#+1)/2 —2—_ — _
ZWÁ dpp Jo(pv t) — 21r( t) ¿:0 4%“): F, 2k 1 , p. 1 2ta.! (236)

donde hemos utilizado:
2k_ °° _ k=_J0(z)’ '

La ec.(236) tiene polos en p. = —(2k+ 1) , o sea ¿G.9= n+1, n = 0,1, ..., lo mismo que la

ec.(235). Veamos ahora sus residuos. Multiplicando la ec.(236) por p.+ 2k + 1 y tomando

el límite p, —>—(2n + 1) obtenemos:

Res =¿(m-"fi , (238)

Por otro lado, usando que:

Res{I‘(-n)} = (-1)" , (239)n!

obtenemos para el residuo de la ec.(235) la misma expresión, ec.(238). Por lo tanto, al

restar para obtener 5;”, dada por (231), los polos desaparecen.
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La descripción de la dispersión de cuerdas fundamentales a muy alta energía en

términos de la dispersión de una cuerda libre en el fondo efectivo creado por todas las

otras, permite entender algunos aspectos de la colisión misma. Aquí, hemos extendido la

relación entre la dispersión descripta por la colisión de supercuerdas en el espacio - tiempo

plano y la dispersión descripta por la teoría semiclásica, que considera un fondo curvo. A

la descripción de un fondo generado por una partícula ultrarrelativista dispersándose con

una cuerda fundamental que pasa con un gran parámetro de impacto (ver referencialml),

le hemos agregado el régimen de parámetro de impacto pequeño - intermedio. En la in­

terpretación semiclásica, cuando la dispersión es a gran parámetro de impacto, uno espera

que la cuerda de prueba no sufra perturbaciones dependientes de la estructura del objeto

que generó la onda de choque gravitacional. Debido a este hecho, parece razonable des­

cribir el proceso de dispersión por una (ver ec.(217)) que caracteriza a una fuente

puntual, o sea la geometría de Aichelburg - Sex]. Sin embargo, a medida que hagamos

el parámetro de impacto más y más pequeño, será más y más importante que clase de

estructura no puntual posean las cuerdas. Es debido a ésto, que es mas razonable suponer

que la dispersión semiclásica está descripta por un tensor energía - momento como el dado

en la ec.(219).

Vale la pena notar que al tomar una onda de choque gravitacional descripta por

una función perfil f(p), hemos considerado la colisión con simetría axial. Esto parece

ser una buena aproximación, siempre que el parámetro de impacto se mantenga mucho

más grande que el tamaño típico de las cuerdas fundamentales. Sin duda, éste es nuestro

caso. En general, si la colisión ocurre a muy pequeños parámetros de impactos, aparecerán
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anisotropías en la dispersión y ellas deberían ser descriptas (siempre que la. aproximación

de métrica efectiva sea.válida), por una.onda. de choque gravitacional con una. función perfil

f(p, 0). Esto suma. otro factor de desviación de la.métrica. de Aichelburg - Sexl, aparte del

ya descripto en este Capítulo.
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Figura 2: Diagrama esquemático del proceso de colisión de cuerdas fundamentales; los
distintos regímenes de parámetros de impactos y la. geometría efectiva. asociada.
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Apéndice A

Para calcular los límites en las ecs.(11), (18) y (64) hemos utilizado el método descripto

en el apéndice de la referencial”. Este método consiste en integrar la expresión antes de

tornar el límite y sólo después calcular la derivada.

Nosotros queremos calcular:

f,(t,:v,y,z). (240)

Entonces procedemos como sigue: Calculemos

F1,(t—:c,y,z) , (241)

donde

Fu = /: delvayzlayvz) 1 (242)

f” debe ser integrable al menos por segmentos (salvo puntos aislados). Entonces, tomando

el límite y calculando la derivada, obtenemos (240).

Estudiemos el caso de la. ec.(11):

2 -1
. _ 7 47 P

«il-loli 1'- —v—rorl[72(2 _ vt): + pZJI/z

. 4p:1 .
¡(z—vtr + (1—vzw/z

(243)

En este límite sumamos y restamos:

4p[(==- 1'02 + (1 - v2)l_l/2 a
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para obtener:
241” _

m 7 _ = lirn14p{[(z —vt)2 + (1 —v2)p2] 1/27' 9-.v-ol

4p
-[(==- 1’02+ (1 - WTI/2} +

Al integrar la.expresión entre llaves hallamos:

[(2 —vt)2 + (1 — 1)"")p"']1/2 + a: — vt }F, = 4pln{ [(2 _ vt): + (1 _ 1¡zw/2 + a,_ vt

Entonces:

. 0 si a: — vt > 0

¿Elm-{lan siz-vt<0 .

Finalmente calculando las derivadas, obtenemos (11).

Del mismo modo calculamos el límite (18):

lim — 2 2 = lim ———_%727_1p5
v-‘l 21-"2 v-ol 72(2 —1102 + pz

= ¡jm -%p37“
v-ú (z - vt)” + (1 - v’)¡a2 '

Integrando esta expresión obtenemos:

F 3 2 "l arct z _ vt" 2“ mp '
Entonces:

1r/2 siz-vt>0
—1r/2siz-vt<0

- _ 3 2 -1

1-113}Fu — _5pep {

y su derivada nos da la expresión (18).

El límite (64) está dado por:

¡im _ 372622 = nm -%7’7"p37“
0-01 41"4 v-ol [(2 —.vt)2 + (1 — 120,02]2 '
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Luego de integrar obtenemos:

Fv = 21737441” {(3 - vt)l(= - vt)” + (1 - 1,2)¡021'1+ /d==l(z - "02 + (1 - 1,51021“},2

(251)

entonces, tomando el límite (y usando este último resultado) hallamos:

. 32-3 1r/2 siz-vt>0= _ 2 2
1!va 2p'p {-1r/2 si:—vt<0 (5)

Derivando aquí, se halla la ec.(64).

Los limites (24) y (67), correspondientes al caso D - dimensional, pueden ser calculados

como los del caso 4 - dimensional. Para ejemplificarnpodemos calcular el si-guiente limite:

- 372152 _ - i7zEz(Pe)7’17-2(D - 3)
til-I'll{_21:2(D-a)} — [(1,_ 1,02 + 7_2pz]D—a i (253)

81er2E2 e = ——-—e .
(p) (D —2)(D —3)

Integrando como antes, lo que está. dentro del límite, obtenemos:

- _Ï 2 \(2D’9)77-2(D_4)/ y 2 23-D11211F11,D—2E (pe; 2(D _4) pz dz [(2 -vt) +7—2p]¿2 (20-9)¿mFmD-1'
La relación recursiva (254) nos permite escribir los límites D - dimensionales en función de

(254)

los 4 - dimensionales. Haciendo esto, encontramos:

d D‘s2D-9-2j 2_ - = __ -(D—4)l
dz [an} F”'Dl ¡:0 2(D —4-j) P F4 ’ (255)

F'= Ïóu
4 p ( )

y con una simple redefinición de j en la productoria, obtenemos la ec. (24).

El otro límite en (24) y el de (67) pueden hallarse en una forma bien similar a la.que

acabamos de realizar.
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Apéndice B

Para. calcular los límites que aparecen en las ecs.(30) y (31) utilizaremos el método

bosquejado en los apéndices de las referenciasl4'14l. Este método consiste en, esencialmente,

integrar sobre la variable u = 2 —Í, luego tomar el límite v —+1 y finalmente derivar con

respecto a u.

Veamos primero que la expresión:

N
40,222-2N N 2 2 -N=2 —

r (z +-p ) [1-+ 1 +-(22 pz),] (256)

puede desarrollarse en serie de Taylorlzll

N N w az 2k

7' =(z +Pl ¿AMN (257)

donde

_ k

Ak,N= %N(N + k+ 1)(N+ ¡c+ —términos) (258)

Apliquemos esto al desarrollo en multipolos de Ag¡¡ en la ec.(31), o sea:

(az)2n
Agíí= _Q2)z(_)n r4n+2'

n=0

Aplicar una. transformación de Lorentz aquí es equivalente a reemplazar en las expresiones

precedentes:

Pfifi=74p (mm



Entonces, la intregral a calcular puede hallarse en tablaslul:

i-í ¿u u2(n+k)

f (uz + fi2)2(n+k)+1/2=—oo

__ n n+k_1 _¡ n + k +1 ¡("+k+í)+1 . '+k)zj=o (W Iflnu+ 113+"2 if n+k=0.
( p ) (261)

Tomando el límite v —>1 y derivando con respecto a u, hallamos

2 ­. 7 2Mr——-—-—— = —4l 262
11311{F2+a2c0520} np+ ( )

°° 0° n+lc n+k—l .
n a2 (—)’ n+lc+1

Hp; ,20 H (F) {A"""“/’ J- )}6(u),
n+k#0

donde

Para calcular el segundo sumando en la. ec.(259) (proporcional a. Q2) proce-deremos

en forma similar. Con la ayuda de las integralesm]:

u=i-t' u2(n+k)

/°° (uz +fiz)2(n+k)+1=

“H 2n+k —2'—1 4n+k_1u__“ _l _
:{ o [Zl"+kl+2l+1l}lzí+2k))g4n2kp (H) mcta“(u/¡0), (263)

tomando el límite v —>1 y derivando con respecto a. u, obtenemos:

2 2 2

' _'Y Q _ —1rpe I
¿El {iz + a2cos2a} ’ p '5(“) (264)

'ÏÏH“ (“—2)n+kA Mi? [2(n+k)-2j—1 (4(n+lc)—1)!!n=0 k=0 p2 k.2n+l j=o 2(n + k) + 2j + 1 (zn + 2k)!4n+k ,
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donde la doble suma da. 1 cuando n = k = 0.

Análogamente, el otro límite v —>1 de Agü que aparece en la ec.(30) puede calcularse.

De nuevo, el desarrollo en multipolos de la. ec.(31) da:

T

22 m (1222 n

Agü=(2Mr—Q2),—42(—)"( 4 ) (265)n=0

Las integrales a calcular en este caso sonm]:

2-! u2(n+k+l)

/_°° (uz +p'2)2(n+k)+3/2 =

__ n n+k_¡ _ i n + k + 1 :(n+k+i)+s .p2(+k)zj=o If
if n + k = O .72W? +1n(u+ "2+152)

(266)

Tomando el límite v —>1 y derivando con respecto a u, hallamos:

, {'122M1T cos2 011m111-9 =“WM-41””

+P ’n * k,2n+3/2 . ) u.
-0 k 0 p? j=0 (2] + n + k + 2) J

n+k7É0
(267)

Para calcular el segundo sumando en la ec.(265) (proporcional a Q2) proce-deremos

en forma. similar a los casos anteriores. Con la ayuda de las integralesm]:

u=z—í u2(n+k+l)

/ (uz +fi2)2(n+k+l) =-oo

¡:0 2(n+k)+2j+l n+2k+1)!4"+"P

GïïasïJr‘É'fi'larctanW/fi) ¡r n+k=0,
(268)

= { á {Nau [zumo-2,41] (2(4(n+k)+l)!!-_2(n+k)_1arctan(u/fi)} ¡f n + k Z l_1
2
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tomando el límite v —>1 y derivando con respecto a u, hallamos

_ 2 2 2 2

1¡m{¿Q_M} _ P_e+ (269)v-ol F2 + a2 cos2 0 2u

2 oo oo 2 n+k n+k . H1rpe a n a, 2(n+k)—2]+1 (4(n+k)+1).. H
—ïP—2-323“) (x7) AW“ i2(n+k)+2j+1 (2n+2k+1)!4"+""‘")

donde la doble suma da 1/2 cuando n = k = 0.

Entonces, de las ecs.(262)-(267) obtenemos los coeficientes Bm dados por la ec.(35) y

de las ecs.(264)-(269) los Cm dados por por la ec.(36).

Después de haber calculado todos estos límites, es fácil convencerse que el límite

v —»1 del término cruzado gw es cero. En efecto, la descomposición en monopolos de este

término es:
oo

gw = 2Ma,(1 —22/1‘2)z(—)"a2"zzn/r4"+1 , (270)
n=0

h

impulsándolo, sólo aparece un factor 7 debido a la transformación de la coordenada t (la

lcoordenada gano se modifica). Entonces, el límite tenderá a 7’ veces términos propor­

cionales a 6(u).
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