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Motivaciones y Contenido

Los procesos a la mas alta escala de encrgia (la energia de Planck, £, = \/'L;T/_G 2
10'GeV) estan bien fuera dcl alcance experimental de nuestros laboratorios. A tales
energias, los efectos de la gravedad cuantica jugarin un papel muy importantie pero, hasta
el momento, no tenemos una teoria cuantica completa de la gravitacién para cstudiar en
detalle estos efectos. Sin embargo, hay procesos que pueden ser descriptos apropiadamente
con las herramientas que poseernos actualmente (Relatividad General y Teoria Cuantica
de Campos). En esta Tesis, abordarcmos el estudio de uno de tales procesos: La dispersion
de particulas a energias del orden de E,. A estas energias la interaccién predominante
entre particulas es la gravitacional. Esta estara descripta (segin la Relatividad General)

por la métrica generada por particulas ultrarrelativistas en dispersion.

La primera parte de la Tesis estd dedicada a obtener, precisamente, estas métricas
tipo onda de choque que describen el campo gravitacional creado por fuentes viajando
a la velocidad de la luz y llevando energias tan grandes como la de Planck. Dntonces,
podemos realizar un estudio semicldsico del problema de dispersion, tomando una métrica
clasica de fondo sobre la cual se estudian campos cuantizados. Esto significa estudiar
la colision de una particula en reposo (representada por un campo cuantico ¢) con una
particula viajando a velocidades ultrarrelativistas (representada por la métrica de una
onda de choque gravitacional). Aforlunadamente, para este problema se pucde hallar una
expresion analitica de la matriz S de dispersior.. Aqu! aparcce el primer contacto con la
teoria de cuerdas fundamentales, ya que la amplilud de dispersion halleda se asemeja a la
conocida amplitud de Veneziano para la teoria de¢ cuerdas.
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Istudiamos, ademas, las métricas generadas por fuentes extendidas viajando a ve-
locidades ultrarrelativistas. En particular, aquellas creadas por defectos topologicos tales
como: monopolos, cuerdas césmicas y paredes de dominio. En estos casos también se

puede hallar una expresion analitica para la matriz S de dispersion.

Por otro lado, al estudiar la colision de cuerdas fundamentales en el espacio - tiempo
plano, sc halla una matriz de dispersion que puede interpretarse, en forma cfectiva, como la
matriz S de una sola cuerdas fundainentales en un fondo tipo onda de choque gravitacional
de los ya nombrados. Este fondo tienc la forma, cn el limite de gran parametros de
impactos, de aquél generado por una fuente puntual. Mientras que, para paramectros
de impactos pequerios, la métrica asume la forma de aquclla creada por una parcdes de
dominio. Esto muestra la coneccion entre el analisis semiclasico y la teoria de cuerdas
fundamentales, que pretende ser (también) una teoria cuantica de la gravitacion. Asi vemos
quc hay procesos a la cnergia de Planck en que se pueden hacer predicciones tedricas mas
o menos razonables, a pesar de no contar atin con una teoria cuantica de la gravitacion

completa y confiable.
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I - Introduccién

El campo gravitacional generado por fuentes nulas ha sido extensivamente estudiado
desde hace mas de cincuenta afios, comenzando con el primer articulo de Tolman!!! en 1934,
en el cual analizé el campo gravitacional de pulsos de luz en la aproximacion lincarizada,
hasta los articulos de Peres?l y Bonnorl®! en los afios sesenta, en los cuales fue definitiva-
mente demostrado que los campos producidos por fuentes nulas son ondas gravitacionales

planas frontales.

En 1971 Aichelburg y Sexi!*! derivaron una expresién exacta parala onda gravitacional

asociada a una particula puntual sin masa:

ds® = du dv + dz? - dj* + 8pln pb(u)du® (1)

donde p2 =22 + 2, u =i -ty v =%+ . p cs el impulso de la particula.

La metrica de Aichelburg - Sexl describe el campo gravitacional de una particula
ultrarrelativista sin masa ni carga ni espin. Esta es el limite ultrarrelativista de la solucién
de Schwarzschild: Se deforma primero la geometria de Schwarzschild aplicando una trans-
formacion de Lorentz en la direcion z con velocidad v. En el limite ultrarrelativista, cuando
v —» ¢ =1y la masa— 0 (manteniendo ¢l momenio p de la particula fijo), la deformacion
se hace extrema: el espacio - tiempo es plano en todos lados excepto en el plano nulo orto-
gonal a la direccion de movimiento y tiene un cornportamiento tipo §(u) (donde u = z —¢).

El espacio - tiempo resultante es una onda plana {rontal gravitacional.

La solucion de Aichelburg - Sex! ha sido rederivada por Dray y t Hooft!8) resolviendo

directamente las ecuaciones de Einstein para una [uente viajando a la velocidad de la luz.
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La comprensién de la fisica a la energia de Planck (la mas alta cscala de energia) cs de
fundamental importancia y de presente gran interés. Ante la ausencia de guia experimental
vale la pena investigar procesos que puedan ser calculados y formulados en una forma
precisa. Cuando las particulas se dispersan a enecrgias del orden o mayores que la de
Planck, la interacién gravitacional domina el proceso de colision. A tales enormies cnergias,
la descripcion de las particulas fundamentales por campos (o cuerdas) en el espacio - tiempo
plano cesa de ser valida. La geometria curva del espacio - tiempo creado por las particulas
debe ser tenida en cuenta . O sca, debemos resolver las ecuaciones de movimicnto del
campo (o cuerda) en la geometria del espacio - tiempo curvo apropiado al problema en
cuestién. Como veremos, las geometrias tipo Aichelburg - Sexl*! son relevantes para el
estudio de la dispersién de particulas a nwuy alta energia (s > mil). Fste problema ha
despertado mucho interés recientcmente. 't Hooft y otrosl®™® han estudiado la dispersion

de campos por la gecometria de Aichelburg - Sexl, hallando una amplitud de dispersion:

545(s,t) =

™

1 i iG(s-m?) I‘[l _ iG(s . Tnz)] . .
(l t I) TEG(s — m)] +6(kL —pL) - (2)

donde t y s son las variables de Mandelstam del problema, o sca:
Gs=wp+CGm? , t=-lki—pL] .
Se observa una curiosa similitud de esta amplitud de dispersion con la de Veneziano para

la teoria de Cuerdas.

§%* exhibe una infinita secuencia de polos imaginarios en G(s — m?) = —in , n =
1,2,3,... Estos polos, llamados de 't Hooft, son tipicos de ampiitudes Coulombianas (dan
el espectro de los estados ligados relativistas dei Hidrégeno).
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Por otro lado, Vencziano, Amati y otrosl®%11:12  calcularon la colision de cuerdas
cn el cspacio - tiempo plano. Se encuentra, sin embargo, una matriz S que en los limites
apropiados se comporta como si cada cuerda fundamental sc estubicra propagando en una
meétrica de fondo tipo Aichelburg - Sexl generalizada. En ecuaciones, la matriz S puede

escribirse como una integral de camino de una cuerda en la primera cuantizacion:

T
S = /dX“ exp{i /da‘/dr_(?aX"aaX"g,w(X)} (3)

donde, lo que aparece cn €l cxponente no es otra cosa que la accion de Polyakov para cucrdas
moviéndose en la metrica g,, tipo Aichelburg - Sexl generalizada. Ademnds, comparando
los resultados de dispersion de cuerdas fundamentales con con este ansatze, se puede
determinar la forma precisa de la funcion f(p) que aparece cn la métrica de Aichelburg -

Sexl generalizada y calcular el perfil de encrgia de la fuente efectiva.

En esta Tesis se estudia ¢l espacio - ticmpo generado por particulas ultrarrelativistas
dotadas inicialmente de carga y espin con el fin de tener una descripcion mas complcta
de la geometria producida por las particulas con energias del orden o mayores que la de
Planck. Los resultados se pueden rcsumir escribiendo la métrica de una onda de choque

con perfil f(z*') arbitrario (Aichelburg - Sexl generalizada), es decir:
ds? = dudv — f(z')é(u)du? + dz;dz' , i=2,3,...D0 -1 (4)

También estudiamos la dispersion de particulas ultrarrelativistas cargadas y con espin en
un sistema de referencia donde sélo una dc las particulas (digamos la particula 2) Liene
una cnergia del orden de la de Planck, £, y ambas particulas tienen masas en reposo
my,my < mp. La particula 2 es ultrarrelativista y ¢l espacio - tiempo alrededor de clla
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esta descripto por la métrica (4). La particula 1 es una particula de prucba, ya que su
energia es mucho menor que I5p;. Consideremos la particula 1 como neutra, entomces el
problema de dispersion se reduce a resolver la ecuacion de Klein - Gordon o de Dirac libre
en el espacio - tiempo curvo (4). La regularizacién continua de este problema lleva a sélo

un corrimiento de fase para el campo escalar de
p(z) =wf(z')/4. (5)
No se observa produccion de particulas ni radiacion por frenado, o sca la dispersién cs

clastica. Calculamos cxactamente la matriz § para estos procesos y hallammos una infinita

secuencia de polos.

Lucgo abordamos el estudio de objetos ultrarrelativistas extendidos. Tomamos como
ejemplo los monopolos, las cuerdas césmicas y las paredes de dominio ya que se piensa
que desde su formacion en el universo temprano posecn velocidades ultrarrelativistas. Se
estudia la dispersion de campos cuanticos por estas geometrias y se hallan expresiones

analiticas para la matriz §.

La Tesis termina con un capitulo que relaciona todos los capitulos anteriores con la
dispersion de cuerdas fundainentales en el espacio - tiempo plano. La matriz S de dispersion
de cuerdas fundamentales en el espacio - tiempo plano se puede describir cquivalentemente
como la dispersion de una cuerda en el fondo curvo (4). Esto clarifica la interpretacién y

muestra el surgimiento de una métrica curva no trivial a partir del espacio - tiempo plano.

Finalmente, pensamos que los clementos presentados en esta Tesis serviran para probar
y comprender mcjor la estructura de la teoria de cuerdas fundamentales o cualquicr olra

teoria cuantica de la gravitacion a la escala de Planck.
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II - El limite ultrarrclativista de métricas tipo agujero negro

En este capitulo tomaremos una solucion de las ecuaciones de Einstein representando
una fuenle estatica y le aplicaremos una transforinacion de Lorentz con velocidad v -~ 1.
Iste limite singular producira como resultado una nueva solucion a las ecuaciones de
Einstein representando una onda de choque gravitacional localizada en ¢l plano v = 0 con

un perfil f(p) caracteristico de la fuente en consideracion.

|. Métrica de Schwarzschild

La métrica de Schwarzschild representa el campo gravitacional generado por una

’ . . . ’ . , e 1
particula de masa m en reposo. Por conveniencia, escribamos ésta en coordenadas 15(_>trop|cas“31 :

2
ds? = - [ ==L ) di? 4 (1 + m/2r)" (de? + dy® + d2?) (6)
r

donde r? = 22 + y? + 22,

Para obtener el canipo gravitacional que sentiria un observador desplazandose con un

movimiento uniforme respecto a la masa m, apliqueinos a esta métrica una transformacion

de Lorentz cn la direccion z:

L=7q(t+vz) , 2=7(z+vt)
j=y , g=2 , y=(1-v")""" (7)
Entonces la métrica (6) se verd de la siguicente forma:

d32 = 72 [yrr("') - guu(?)] (d[ - vdi)z + _()1'1'(7')(‘"(““z + d"—'z -+ d;’;z I ‘122) (8)
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donde hemos hecho uso de:

v (di - vdl)? = dz? — di* + 7*(di - vd3)?. (9)

A nosotros nos interesa particularmente ¢l limite ultrarrclativista de esta métrica, i.c.
) N . H .
» 1. Para obtener un resultado finito, debeinos hacer tender a cero la masa en reposo

en la expresion (8) de modo tal que el impulso (o la energia) permanczea constante, o sea:
-1
m = py (10)

Kl limite resultante es muy sutil y debe calcularse en el sentido de funciones generalizadas.

En el Apéndice A se muestira que:

lim y%4dm/r = -4p [6(2 - Onp®- 7 ~1]7"] pP= 4y (11)

v—]

y luego de la siguiente transformacion de coordenadas

dt ~ dz =dt — dz
(12)
dt 1 d7 =dt 4+ dz —4p |z -t (dt - d2) ,

la métrica quedara:

ds® = du dv + dz? 4 d2? 1 8pln pb(u)du? (13)
dondeu =z -ty v =Z+tson las coordenadas nulas usuales.

Esta es la Hamada métrica de Aichelburg - Sexl!®), Representa ¢l campo gravitacional
generado por una particula escalar de masa en reposo nula viajando a la velocidad de la
luz. Este camipo gravitacional es plano en todos lados excepto en la hipersuperficie nula

u == 0 perpendicular al movimiento de la particnla. [l tensor de Ricmann calculado a
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partir de (13) es también proporcional a §(u). Por lo tanto la métrica de Schwarzschild,
que era de tipo Petrov D, luego de tomar el limite singular v — 1, se transformé en tipo
Petrov N (radiacion pura). Vale la pena remarcar que si hubiésemos partido de la version
lincarizada de la métrica (6), hubi¢ramos obtenido el mismo resultado (13) para la métrica
finall, listo sc debe al proceso mismo de tomar el limite v -» 1 que sélo deja rastros de los
términos lincales en m. Volveremos a ver esta particularidad cuando generalicemos (13)

para otras [uentes ultrarrelativistas.

2. Métrica de Reissner - Nordstrgm!!

La metrica de Reissner - Nordstrgm representa el campo gravitacional generado por
una particula puntual dotada de masa m y carga (). En coordenadas isoirépicas toma la

siguicnte formalt4);
ds? = - (1 = 2m/r + Q*/r?) dt® + (1 + m/F + (m® — Qz)/4f2)2 (dz? + dy? + dz?) (14)

donde

r=r(L+m/f+(n®-Q*)/4r%) |, P =22 +y* +27.

Luego de aplicar la transformaciéon de Lorentz (7) se obtiene:

ds? = 7 [gee(r) — goo(r)] (df — vd2)* + gap(r)(—dE® + dz? + d§® + d2?). (15)

Aqui, para obtener un limite finito cuando v — 1 no solo debemos tomar m — 0 como

cn la cc.(10), sino que también la carga dcbe ir a cero como:



manteniendo el momento electromagnético p. constante.

La métrica resultante se obiendra de calcular:
ds® = (df — vdz)? liml v? [4m/7 - 3Q% /277 + (—di® + di? 4 dj* + d3?) (17)

que, con ayuda de (11) y del limite:

liml v23Q% /272 = gnpiia(s -1), (18)
v— P

que se calcula en el ap¢ndice A, puede escribirse del la siguiente formal'4);

ds? = du dv + dz? + d2* + [Bp]np + %wpi%] §(u)du? . (19)

Esta mctrica representa el campo gravitacional de una particula viajando a la ve-
locidad de la luz con impulsos cinéticos y electromagnético p y p. respectivamente. La
presencia de la §(u) indica que de nuevo el espacio - tiempo sera plano en todos lados
excepto en el plano nulo ortogonal a la direccién de movimiento y tendremos una onda
de choque acompanando a la particula. Vemos que la dependencia en p de la componente

electromagnética es difcrente a la de la materia.

Es interesanle notar que la métrica de Reissner - Nordstrgm conticne tres casos: i)
Q% < m?, que deja la singularidad desnuda. ii) @Q* = m?, el asi llamado caso extremo
y i1i)Q? > m?, que corresponde al caso agujero negro. Sin embargo, cuando ¥ — oo sélo
tcndremos el caso iii), pues p2y > p? y tendremos que (19) represcnta, efcctivamente,
la métrica de una particula ubicada en la singularidad p == 0. El caso ii) corresponde a

p? = 77'p? — 0, que recobra el resultado (13). En el caso i) los horizontes de eventos
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estaban ubicados en 74 = m & \/1712 — @2, pero para ¥ — oo, ambos desaparecen hacia

r=0.

Resulta interesante ver el caso D dimensional de la métrica de Reissner - Nordstrgm,
ya que en los ultimos anos se tiende a estudiar tcorias de unificacion en D dimnensiones

(supergravedad, tecoria de cucrdas, ctc.).

La métrica de Reissner - Nordstrgm en D dimensiones no compactificadas puede es-

cribirse de la siguiente forma:

ds? = —g(r)dt* + g(r)7'dr® + r’dQp _, (20)
donde
g(r) =1 - 20'/1'0"8 + E2/r2(D_3)
8rGm
C=——""
(D -2)2p-,
E2 o 87!'GQ2 (21)
(D-2)(D-3)
2rxD/2
PTID/R)

La tansformacion a coordenadas isotropicas F, serd:

pD-3 - F0-3 [1 +C/#P3 4 (C? - Ez)/41"2(D‘3)] . (22)

Aplicando la transformacion de Lorentz (7) que deja las coordenadas transversales

z; ,1=2,3,...D — 1 sin cambios, la métrica resultante sera:

ds? = (di — vd3)? lim +? [40/1--"—3 — 3E2/27%00| 4 (=dP +di? + diidi’)  (29)
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donde los limites

liml ~y24C /703 = Kp~(P=Y§(u)

‘l’i_l;nl 723[,‘;2/2’-_—_2(1)—3) — l}p—2(l)--4)—l6(u)

167Gp
K= _— P_
=095
g 67Gp? ’i—"[‘ 2D - 7-2j
T -2 -T) L 2AD-3-))

sc calculan en en apéndice A.

El resultado final estd dado por!!):

ds® = dudv — fp(p)é(u)du?® + dz;ds

fo(p) = Kp"'(D“‘) + Up'_z(”'”—l .

Esta métrica generaliza para D > 4 la dada por (19).

(21)



3. Métrica de Kerr - Newmanl!!3l

La métrica de Kerr - Newman representa el campo gravitacional generado por una
particula rolante cargada, dotada de masa M, carga @ y moinento angular por unidad de
masa a. Para obtlener el limite ultrarrelativista de esta métrica seguiremos los lineamicentos
de las secciones anteriores, sin embargo la inclusion del momento angular o espin complica

notablemente las cuentas, lo que se vera reflejado en el resultado final.

La métrica de Kerr - Newman escrita en coordenadas de Boyer - Lindquist es!!3:

2
ds* = — (A — a*sin? 0)q2dt* — 2Mrasin® 0q~2dtdy + q—drz-i-
A .
(26)
g’d6* + [(r* + a?)® - Ad?sin? 0] g 2sin? 0dp? |

donde

A=1%-2Mr +a®+ Q? 7 =72 4 a?cos? 9 .
Teniendo en mente aplicar una transformacién de Lorentz, escribiremnos la métrica (26) en
coordenadas asimptoticamente Cartesianas
z = (r? + a*)/?sinfcos ¢ ,
y = (r? +a.:!)l/2 sinfsiny , (27)
z=7T cosf t=t.

Apliquemos ahora una transformacion de Lorentz (con velocidad v) en la direccion z (una
particula ultrarrelativista tiene sélo dos polarizaciones de espin (+S), en la direccién de
movimiento)

L=q(t+vz) , zZ=v(z2+0vt) ,

16



(28)

~J
I
<

y= (-2,

El limite v —» 1 en la métrica resultante es un punto delicado, pero podremos extraer una

expresion con sentido permitiendo que M, @ y 8§ dependan de 4 y tiendan a cero como:
-1 2 _ 2 -1 Y -1 .

m=py ", Q@ =py , S=aM =apy" . (29)

Entonces, lucgo de recmplazar las ecs. (27) - (29) en (26), hallamos:

ds? = -di* + dz? + d§® + di? + (dl - vdz)? lim [v}(Agii + Agss)) +O(r™Y),  (30)

donde
2MF - Q2
Ads; = ¥
0= 2 G 0?8
(31)
Ages = - (ZM7 - Q*)(7* 4-a®)cos?§
922 7 (7071 a2 cos? 0)(72 - 2M7 + a? + Q2) '
y
cos 0 = z(z)/7
'l —_—— e
72 = o[22 4 07 + VG ¥ 2P + et (F)] (32)

p2:£2A+gz_'u2.

Notemos que los términos correspondientes a gy, cn el limite v — | tienden a cero

como 77 '6(t - 2).



Los limites que aparecen en la cc. (30) son calculados explicitamente en el Apéndice

B, dando como resultado una onda de choque gravitacional (18l;
ds? = du dv - f(p)b(u)du® + dj* + di? (33)
f(p) = ~8plnp — Sapip™ + Z Bm(a®/p*)™ — mplp Z Cm(@® /o)™ (34)

donde u = 7 —{ y v = 7 4 { son las coordenadas nulas usuales, y los cocficientes By, y Cpn

son factores numericos que se hallan en el Apéndice B:

m m-—1
A . A
—“ m k k2m—2k+1/2 k,2m—-2k+3/2
m = . 5 ’ 35
b ko Z < ){2]+m+1 t 2]+m+2} (35)
Ak2m- 2k+1 2m —-25 -1
—k
E( em (2m)! H 2m + 2j +1+
m (36)
Ak am-2k+2 2m—2]+1
4mn + 1)! _—
F 3emen mt E["m+2j+1

La métrica (30) representa el campo gravitacional de una particula de masa m, carga
Q y espin S en el limitc ultrarrelativista v —» 1 cuando esta tres cantidades tienden a ccro
manteniendo sus respectivos momentos asociados (p, p. y a) constantes. La dependencia
en p de cada contribucion es difcrcnl;:. La contrii)ucién del espin se acopla al momento

cinélico p, solo a través de potencias impares negativas de p; mientras que el acoplamiento

a la carga se produce a través de potencias negalivas pares de p.

El espacio - tiempo ¢s plano en todos lados excepto en el plano artogonal a la direccion
de propagacién y tiene un comportamiento tipo §(u) caracteristico de las contracciones
producidas por objetos viajando a la velocidad de la luz.
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En la métrica (33)-(34), la condicién p? = 2% + §* — a* > 0 significa que esla solucién

impulsada “recuerda” la singularidad tipo anillo de la mmétrica original de Kerrl*7),

Vale la pena también puntualizar que la geometria impulsada (33)-(34) tiene M? =
P72 < Q* + a® = p?y~! 4 a® cuando v — oo. Esto significa que la métrica (26) no
representa un agujero negro, sino a una particula ubicada en la singularidad irremovible

r = 0.

Recientemente, Ferrari y Pendenzal'® obtuvieron para el limite ultrarrelativista de la
métirica de Kerr sélo el primer término de la ec(34). Con su método, ellos no alcanzan a
cncontrar las polencias adicionales de p proporcionales a B, ya que imponen u = 0 antes
de tomar el limite singular v — 1. Si hubiéramos hecho esto mismo en las ecs. (259) y
(265) todos los términos adicionales se anularian pero, aqui tenemos un doble limite, o sea
v — 1y u — 0 que debe tratarse cn el sentido de distribuciones, cotno lo hemos hecho cn

el Apéndice B y el resultado final sera, sin duda, cl dado por las ecs.(34)-(36).

Para comprender mejor los efectos clasicos que produce una métrica tipo onda de

choque gravitacional
ds? = du [dv - f(z*)6(u)du] du + dz;dz’ 1=2,3,...D-1 (37)

se pueden estudiar sus curvas geodésicas. Esta clarq, por la presencia de la delta, que para
u # 0 estas curvas seran lineas rectas; ya que nos quedara la métrica Minkowskiana. Al

cruzar el plano u = 0 (donde esta ubicada la onda de choque gravitacional) las coordenadas
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(u, z*) seguiran con continuidad, micniras que la courdenada v sufrirda un corrimiento

instantaneo:

Ao~ f(p) - (38)

‘También se producird un efecto de refraccion descripto porl®:
1, .
cola 4 cotfd = édpf (39)

donde a y # son los angulos incidente y reflejado respectivamente.
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III - La onda de choque gravitacional como solucién de las ecuaciones de

Einstein

En el capitulo anterior hemos tomadc una solucién de las ecuaciones de Einstein
representando ¢l campo gravitacional de una fuente en reposo y le hemos aplicado una
transformacién de Lorentz con v — 1 para hallar la métrica tipo onda de choque gra-
vitacional asociada a csta gcometria. En este capitulo plantearemos el problema en algun
sentido inverso, ya que procuraremos resolver las ecuaciones de Einstein para una fuente
ya desde el principio ultrarrelativista.

1. Ecuaciones de Einstein(!®

Hemos visto en el capitulo anterior como, a partir de un espacio - ticmpo curvo con
una transformacion de Lorentz singular hallamos una méirica que represenia una onda de
choque gravitacional superpuesta al espacio plano. El formalismo que vamos a desarrollar

nos permitira estudiar estas onda de choque gravitacional en un fondo curvo
ds® = 2A(u,v')dudv' + g(u,v')h;;(z")dz*dz? . (40)
Solucion de las ecuaciones de Einstein sin onda de choque gravitacional.

1 o
Iipll - éyuuR + Ag;w = -[;w (41)

Entonces, propongamos como métrica solucion de las ecuaciones de Einstein:

ds® = 2A(u,v)du|dv — f(z*)6(u)du] -+ g(n,v)hi;(z*)dzdz’ (42)
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donde

v=1v"+ f(z*)O(u) (43)
O(u) es la funcion escalén.

Las componentes no nulas del tensor de Ricci estan dadas porl®l:

Ry = —(Aw /A)fn 6(1") ) (44)
Rij = D—zRij - hij[g,uv /A + (ng /A)fé(u)] ) (45)
. 1
Iiuu = —4yvv /9+ 59)3 /92+gw Aw /gA ’ (46)
1
Ruv =Am Aw /A2 - Amu /A + 79w w /92 — Gruv /g
2 (47)
+(A,3, /A2 - va /A G A)U /gA)f(S(‘U.)
1
Ruv =—gpu/g+ ngi +9u i, /gA+ (2Amv /9
- 2A7u A)'U /A2 + g)u A,u /g“1 + g’u A’v /gA)fé(u)
(48)

+2(Awy [A- A%, [A? + 9,0 Ay [9A) f262(u)
+(A4/9)V:f6(u) — (g /9)f6'(u) ,
donde V2 y P2 R son, respectivamente, el Laplaciano y tensor de Ricci del espacio D — 2

- dimensional con métrica h;;.

Pediremos que la métrica de fondo (40) sea solucion de las ecuaciones de Einstein con

fuente T,(‘f,), o sea:

1 )

Ryy |y=0= TP - §9LuT(b) + Agll) (49)

donde R,, esta dado por las ecs. (44) - (48) y

Tpv = T‘Et) -+ T‘(‘z) .
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, , (b)
Aqui hemos descompuesto el tensor energia - momento Ty, en dos partes: 1), que se

. . s «(p)
reliere a los campos o materia que gencra la métrica de fondo, y '1,(‘5 , que es el tensor

cnergia - momento de la particula viajando a la velocidad de la luz y que genera la onda

de choque gravitacional.

Consideraremos ’l',(,ﬂ) de la siguiente forma:

TP = g(2*)6(u) , (50)

uu

anulandose las demas compoucntes. Ahora, utilizando (49), las ecuaciones de Einstein (41)

para la métrica completa (43) ( o sca la onda de choque gravitacional) se reduciran a:

~(Aw /A)frib(u) =0, (51)
hij(gyu [A)f6(u) =0, (52)
(A2 /A% — Ay JA — g1 Ay J9A)fE(u) = 0, (53)

(24,00 /9 —2A, Ay [A2 4 g Ay fgA + g A,y [/9A)fé(u)
+ Z(va /A - Azw /A2 + 9w Aw /gA)fzéz(u)
+(A/9)V? f8(u) = (91 /9)f8' (u)
= T{p) _ _l_y T(P) 4 Ag
uu 2 uu uu 3

donde hemos utilizado la forma del T,(‘ﬂ dado por la ec (50). De estas ecs. podemos deducir

cuando la métrica propuesta (42) es la solucion de las ecuaciones de Einstein:
0y A(0,v) == 0 = 0,9(0,v) (55)
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(A/9)VD_2f + (24A ~ g,uu /9)f = o(=") (56)

ambas evaluadas en v = 0. Eslas seran las condiciones que debera cumplir la meétrica
propuesta (42) para satisfacer las ecuaciones de Einstecin. Mientras las condiciones (55) se
relicren a restricciones sobre la métrica de fondo (40), la (56) cs mas operativa en ol sentido
que dada a(2*) permite, mediante su resolucion, hallar f(:ck). [ista ecuacion, siendo lincal

cn [ y la fuente, sucle simplificar ¢l problema de hallar la métrica de la onda de choque

gravitacional a partir de una fuente dada.

2. Métrica de fondo plana

Para comprobar el poder de las ecs. (55)-(56) tomemos una métrica de fondo Minkowskiana.
Entonces, de (10) vemos que:

|
A:‘.;. y g=1, (57)

con lo cual las condiciones (55) se cumplen trivialmente. Para resolver la (56) debemos
dar el tensor energia - momnento ultrarrelativista de la fuenie generadora de la onda de

choque gravilacional. Veamos algunos ejemplos:

a) Particula sin carga

El tensor energia - momento de una particula sin masa localizadaen p =0y u = 0

tiene solo una componente no nula
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Reemplazando esta expresion efi (56):

Vf,f = 16mpé(p) . (59)

L.a solucion de esta ecuacion (sin tomar en cuenta las soluciones a la ecuacion ho-

mogénea, que representan ondas gravitacionales sin fuente) es:

f(p) = 8plnp. (60)

O sca, la métrica resultante sera la de Aichelburg - Sexl, i.c. la (13).

s intcresante ver que la generalizacion D - dimensional de (60) puede hallarse facilmente

por este método. En efecto, la solucion a la ecuacion:

Vh-2f = 16mp8°7%(p) (61)
esla dada por“o'zol
16wp p*P
fo(p) A,
o2rl/2

= D7) %)

que coincide con la parte correspondicnte al impulso p de (25), hallada impulsando la

solucion D - dimensional.

b) Particula cargadalltl

La componente electromagnética del tensor cnergia - momento de una particula car-

gada esta dada por [13);

=17 = -Qr', (Fy =Qz'/r). (63)
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Esta expresion es valida en el sistema de coordenadas en ¢l que la particula esta en reposo.
Al aplicar una transformacion de Lorentz en la direccion z, la tinica componente no nula

en el limite v -+ 1 es (ver Apéndice A):

3 3
Tow = lim 29°Q%rt = mplp ™ 6(u) . (64)
Entonces la ec. (56) quedara:
2 3 5 _3
Vof = =5mper™ (65)
cuya solucion esta dada por:
3 _
f= -yfpip ! ) (66)

que es la misma expresion (19) obtenida como el limite ultrarrelativista de la geometria

de Reissner - Nordstrgm.

También podemos comenzar con el tensor energia - momento electromagnético de una
carga puntual en el espacio - tiempo plano D - dimensional y tomar el limite ultrarrelativista

¥y —o00o,m—0y Q@ — 0,0 sea:
%, = lim 5y F(D - 3 /rP8) = CpHP-81-1g(u) (67)
con C = (2D -7)B/(D - 3)/167 .
Por lo tanto, la generalizacion D - dimensional de la ec. (31) sera:
6*"08,(pP20,)f = ~16%G[psP~*(p) + Cp~XP-I-1] (68)
con solucion dada por:

fU(P) — KP—(D—'I) + UP—Z(D——4)—1 ,
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que es la misma que (25) obtenida a partir del limite ultrarrelativista de la geometria D -

dimensional de Reissner - Nordstrgm.

3. Métrica de fondo curval®

Ahora, apliquemos este método al estudio de las onda de choque gravitacional ge-

neradas por particulas ultrarrelativistas en un fondo estatico esféricamente simétrico D -

dimensional.

Primero, observemos que cualquier solucidon con simetria esférica de las ccuaciones de
Einstein puede ser escrita de la forma (40), ya que la parte angular ya viene escrita cn la

forma deseada:

d0L_; = hij(z*)dz'de’ | 4,7 =2,3,....,D -1, (69)

donde d2%, _, es la longitud de arco de la D — 2 esfera y las componentes u,v de la métrica
siempre puede ser escrila como ds? = 24(u,v)dudv ya que cualquier métrica bidimensional

es conforme al plano.

Si escribimos la métrica de un espacio - tiempo estdtico con simetria esférica de la

siguiente forma:

ds® = —B(r)dt* + H(r)dr® 4+ r2dQ%Y _, (70)

y transformamos a variables 4,7, dadas por

dii=dt —dr* | di =dt +dr*, (71)
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donde:
dr* = \/H(r)/B(r)dr , (72)
obtenemos:

ds? = - B(r)dudi + r2dQ3,_, . (73)

Con una nueva transformacion a variables tipo Kruskal:
u = —exp(—kpit) , v =exp(kpv) (74)

donde ky, == k(r)) es la gravedad superlicial, evaluada en el horizonte de eventos ry,. Final-

mente oblenemos:

ds? = —B(r)k, * exp(=2kur*)dudv + r2d03,_, . (75)

Ahora somos capaces de identificar las funciones que aparccen en (40):
]
A(u,v) = —-iU(r)k,;z exp(—2knr’) , (76)

g'(u,v) =7’ ) (77)

donde r(u,v) esta dado implicitamente a partir de la ec. (74):
uv = —exp(2kyr’) = q(r) . (78)

La altimma igualdad es por la relacién (72). Como r es una funcion de uv, al derivar A y g

y evaluar en u© = 0 se cuinplen las condiciones (55).

28



Ahora necesitamos evaluar g, cn v = 0 para usarlo en la ¢c.(56). De la cc.(78)
tenemos que:
uw Or Or

Plwo) = 1 = " 50 oLt q'l,r,
uJv

y de la cc.(77)

Jyuy = ('),2‘,,1'2 lu=o= 2ra(dq/dr)~" .

De las ecs.(72) y (78)

enlonces:

Jruv = —(rh/kh)cxl)(—-Zk,,r')\/]}y-il_ . (79)

Para los casos en que estamnos intercsados ( agujeros negros ) B(r) = 1/1/(r). Ln-

tonces, comparando las ecs. (76) y (79) hallamos:

Gruv = 2raknA(0,v) . (80)

Por lo tanto, para los espacios - tiempos estaticos esféricamente simétricos, la ec. (50)

esta dada por:
Vh-2f (") + 2ra(Ara - k) f(z*) = [r}/A(0, 7)o (") (81)

Iin esta ecuacion se puede entender la aparicion del término proporcional a f como debido

a la interaccidn entre el espacio - ticmpo curvo y la particula ultrarrelativista.
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Como cjemplo de aplicacion de esta ecuacién tomemos como fuente el tensor energia -
momento de una particula sin tnasa en 4 dimensiones ubicada en ¢l polo, sobre el horizonte

de un agujero negro

TP = 32mpA25(0)8(x) , (82)

Entonces la ec.(81) quedara:
V2f —af = b6(6) (83)
a=2ra(rh — ki) , b= 32rpr2A(rs) . (84)

La solucion de esta ecuacion puede escribirse como una serie en polinomios de Legen-

dre:

£(8) —bi » °°50). (85)

Podemos hallar una expresion integral para f(6) utilizando la funcién gencradora de

los polinomios de Legendre:
Y P(a)tt = (1 - 20t +17)71/2

y definiendo ¢! = e*, hallamos:

* ds cos( ]5 \/I_i—c;.s)

6) =% = == .
/9) o Vcoshs — cosd

(86)

Aqui la funcién f(6) que ticne en cuenta el efecto de la onda de choque gravitacional sobre
el horizonte de eventos, depende explicitamente de parametros definidos por la gcometria

de fondo. Mientras que b solo aparece como un factor de escala en f, la dependencia en a
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resulta importante. En particular, para el caso de Schwarzschild: @ = 1y b = 2°m"/ep,
con lo que recuperamos los resultados de Dray y 't Hooftl®). Integrando numéricamente la
expresion (8G) se muestra en la Figura 1 la forma de Ja funcion f(6) para distintos valores

del parametro a.

La generalizacion de este caso para incluir la componente electromagnética del tensor
cnergia - moinento es como siguc: Sabemos que para una onda de choquc gravitacional con

pe # 0 en cl espacio - tiempo de Minkowski el tensor energia - momento de una particula

ultrarrelativista en 4 dimensiones es!'4);
, 3 _
Tuu = :l‘ts’t:) + 7:&;"1) ) fl.!S.:’L"l) - 21”)3)0 36("’) ’

donde (para una transformacion de Lorentz en la direccion z) p = 7sinf. Por lo tanto,

para una particula con momenlo p. en el polo del agujero negro:
(4 Al .1 -3
1L = C(ry)p? sin ™2 08(u) ,

C(rx) es una constante solo dependiente del radio del Liorizonte. La ec. (83) para ferm
queda:

V¥ fem = @fem = Csin™ 8, C = C(ra)rh /A(rs) .

La funcién corrimiento total serd: fr = f + fem. Como la f(6) dada por (86) cs la

funcion de Green de esta ccuacion, tendremos:

fem(o) = C/f(o - 0')sin"3 0'd0' .
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Tambi¢n podemos poner:

fem(0) = X fisin7i @,
j=0

donde las f; satisfacen:

J-z

72 +3i+2ta

fiv2 =

y 7 =3,5,7,...
f3 = —C/(G + a) .
Para el caso de agujero negro extremos a = 0, la solucion general esta dada por:
. I
fem(0) = C/sin0 + dintan ;20 + D,
d y D son constantes arbitrarias (D es meramente un cambio en ¢l origen de coordenadas

de v).

Como estamos interesados principalmente en cl caso de agujeros negros, escribimos!*3:
B(r)=H(r)"' =1 -2m/r 4 Q* — Ar?/3. (87)

para los cocficicntes de la métrica en ec.(70). Aqui m y @ son la carga y inasa del agujero

negro y A la constante cosrnologica.

Calculemos la dependencia con la geometria para estos casos de interés, o sca cl
cocliciente a que aparece en (84). LBl radio del horizonie y la gravedad superficial estan
dados por:

B(ry=0=H(ry) ' =1-2m/r, + Q*/r2 — AT2/3, (88)

k(ry) = %B'(rh) =m/ri — Q¥/r) — Arp/3 . (89)
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Analizar el caso general implicaria resolver ena ecuacién de cuarto orden para ry in

(88), se podria hacer pero es mas instructivo ver los dos casos de mayor interés:

a) El agujero negro de Reissner - Nordstrgm

Aqui A =0y la solucién de (88) es
rh=m+ 4/m?—Q?%. (90)
Reemplazando este valor en la ec.(89), hallamos
arn = 2riky = 2V1 =X /(1+vV1=)),0< A =Q*/m? < 1. (91)

En la Figura 1 se puede observar f/b (dada por la ec.(86)) versus la variable §. En este
caso a va desde cero (para el agujero negro extremo, @ = m) a uno (para el agujero negro

de Schwarzschild).

b) El agujero negro de Schwarzschild - (anti) de Sitter
Aqui Q =0y (88) es cubica en r,. Se pueden estudiar dos subcasos:

bl) A < 0. Solamente tenemos una solucidn real:
-1/3 -1/3
rh = (=)~ [(—Bm +/9m? — A—l) - (3m +v/9m? - A—l) ] . (92)

que produce:

2

asep =1+ [(-39 + /902 + 1)_1/3 - (39 + /907 + 1)_1/3] (93)
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donde, 22 = —Am?. Vemos que « liene un rango de variacion desde @ = 1 para cl agujero

ncgro de Schwarzschild hasta @ — oo. En la Figura 1 se muestra f/b para algunos casos

dec interés.

b2) A > 0. Aqui encontramos dos valores de r, > 0 solucién de la cc.(88). Uno
correspondiente al horizonte de cventos cosmoldgico y el otro al del agujero negro. Este

ultimo es el que necesitamos:
1
Th = (2/\/A)cos(§go +4/3r), (94)

donde

tang = — (9955 T (95)

con %1r < ¢ < n y ahora 22 = Am? < 1. Esto produce:
2, , _
asp = 1 = deos’(1yp + 4/3m) . (96)

En la Figura 1 se mueslra el resultado de integrar la ec.(86) con eslos valores de a, que

varian entre uno para el agujero negro de Schwarzschild y cero para para el caso A = m~2.

El caso de de Sitter puro no puede sacarse de aqui simplemente tomando el limite rn —

0, ya que en ese caso desapareceria el horizonte de eventos del agujero negro. Partiremos

directamentie de la métrica estatica de de Silter
ds? = —DB(r)dt* 4 H(r)dr? 4 +2dQ? ,

donde



Aplicandole a esta métrica las trasformaciones (71)-(72), obtenemos la ec.(73). Si descamos
considerar una onda de choque gravitacional esférica, tropezamos con el hecho que la cc.(55)
no se cumple. Lo mismo ocurre si considerainos una onda plana en un espacio de de Silter.
Esto generaliza cl resultado de la referencial®!, donde se encontrd que no existen onda de
choque gravitacional esféricas del tipo que nosotros estudiamos en el espacio - ticmpo de

Minkowski.



FIGURA 1

Figura 1: Esta figura muestra la funcién corrimiento f(8)/b (ver ec.(86)) que tiene en
cuenta el efecto producido por una onda de choque gravitacional esférica en espacios -
tiempos estaticos con horizontes de eventos y A # 0, parametrizada por el valor de a (ver
ec.(84)). Para el agujero negro de Reissner - Nordstrgm f(0)/b tomara valores entre las
curvas @ = 1 ( Schwarzschild, @ =0 ) y a = 0 ( agujero negro extremo, @ = M ). Para la
familia Schwarzschild - (anti) de Sitter f(0)/b tomara valores entrea =1 (A =0)ya =10
(A = M~2?). Paraa — oo (cuando A < 0), f — 0. Como la particula ultrarrelativista esta

en el polo de agujero negro (6 = 0), no deberia sorprender la divergencia que aparece en f
cuando 6 — 0.
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IV - La dispersién de campos cuantizados por estas onda de choque gra-

vitacional

En este capitulo pasaremos del analisis clasico hecho en los dos anteriores a un analisis
semiclasico del problema de dispersién. La métrica de fondo permanecera descripta como
un objeto clasico, mientras que se cuantizaran los campos a cstudiar sobre este fondo.
studiaremos la ecuacion de Klein Gordon y de Dirac para campos de espin 0 y 1/2
respectivamente, y deduciremos expresiones exactas para sus correspondientes matrices S

de dispersion.

1. Campo escalar

Istudiermos ahora la ecuacion de Klein - Gordon en la geometria de Reissner-  Nord-
strgin ultrarrelativista discutida en los capitulos anteriores. Esto describe el siguiente pro-
ceso: la dispersion de dos particulas sin espin (1 y 2) con masas m;, m, = m ambas con

masas < m, a energias del orden o mayores que la masa de Planck (m,,, c=1).

Elijamos un sistema de referencia donde sélo una de las particulas (particula 2) tenga
una cnergia del orden de la de Planck. Entonces, la particula 2 sera ultrarrelativista con
momento p y cl espacio - tiempo alrededor de ella estara descripto por la geometria de
Aichelburg - Sexl ya discutida. La particula | serd una particula de priucha ya que su
cnergia es mucho menor que la my. Su dinamica esta descripta por la ecuacion de Klein

- Gordon en la geometria de la (4):

[40.0y — 4f(:l:k)6(u)(')3 — Vﬁ_ 4- 111,2]\11 =0, (97)
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donde
D-2

vi=> ot. (98)
k=1

descomponiendo la {uncién de onda
Y(u,v,z%) = exp(—twv/4)®(u,z*) , (99)

ya que la variable v es ciclica, la ecuacién de Klein - Gordon (97) se simplifica, dando una

ccuacion de Schrédinger D-1 dimensional:

Bl = - iw/4f(2*)o(u) 1 ifw(V] = m?|® = 0. (100)

Como se estudi6 en la 1* esta ecuacion tal como estd escrila no es un problema
matematico bien definido. La funcion de onda ®(u,z*) es discontinua en u = 0 y el
producto ®8(u) esta indelinido. Para darle sentido a esta ecuacion se necesita un proce-
dimiento de regularizacion. Pueden cousiderarse dos procedimientos rigurosos: i) Regula-
rizacion conlinua, o sea reemplazar §(u) por una secuencia de funcioncs regulares conver-
gentes a una delta y ii) Regularizacion de Reticulo, o sea discretizar la variable u derivando
una ccuacion de diferencias finitas en n = /A y tomando en la solucién el limite A — 0
(con A el espaciado del reticulo). Ambos procedimientos producen matrices S unitarias

pero diferenles. Tomemos una onda plana entrante desde u < 0
‘I'<(u,::k) i eXP (ii\;_j_ Iy - iu/w(ki_ + m? )) (reg. continua)

®cn(z*) = exp (il-s;l Sy - ina(k_L)) (reg. reticulo) (101)

donde
a(ky) = arcsin[A/w(k?d + m?)] .
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Nolemos que

lim na(ky) = u/w(k? +m?).

n—0
Iintonces, para u > 0, la regularizacion continua y la regularizacidn por reticulo en el limite

A 0 producen una funcion de onda de la forma
4’>(u,:ck) = /dpi)_2 cxp {ij)'J Ty - iu/w(pi + 1n2)} S(ki,pi,w) (102)

donde

S(ky,py,w) = (2#)2_D/d1:’i)"2exp [i(/él —F1)FL 4 up,)(m*)] . (103)

S(ky,p1,w)eslamatriz § quelleva de un estado entrante con momento (k) ,w) a un estado
saliente con momento (py,w). Para las métricas que hemos visto f = f(p), entonces se

puede integrar esta expresion sobre los angulos:

Stkiypi,w)  (2m)t Pk p, |22 / dpp""* " Jpya_a (P ky — piy |) exp( zen(p)) -
0

(104)
La diferencia de resultados entre la regularizacion continua y la regularizacion por reticulo

esta dada en cl corrimicnto de fase ¢ p(p):
continuag ky _ 4 K
YD (e°) =w/4fp(a")

v,a;_‘;l"“’l"(:vk) =2arclanjw/8 fp(2*)] .

La solucion dada cn las referencias/®’) coincide con la regularizacién continua.

2. Fjemplos!*4l

a) Métrica de Aichelburg - Sexl
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Este caso es muy interesante pues puede resolverse ¢n forma analitica. IEn efeclo, la

matriz S cn 4 dimensiones (regularizacién conlinua) serd (ver ecs.(103),(104) y (13)):

S(ki,pr,w)=(2m)"! / dppJy (p |k, -pL I) exp(—2iwplnp) . (106)
0

Integral que puede hallarse en tablas!?!), con el siguiente resultado:

iGla=m?) 1o - 1G(s - m? -
§4%(a,1) = % (If_l) Illl‘lic((.;(— m?)] L USEAR (107)

donde
Gs=wp+Gm? , t=— |k —p.| .
Y de donde puede verse que no hay produccion de particulas (los coeficientes de Bogoliubov!??)

entre los modos entranics y los salientes, son cero) ni radiacion por frenado en ningun sis-

tema de referencia; la dispersion es eldstical®!.

S°™ exhibe una infinita secuencia de polos imaginarios en:
G(s—m?)=—in, n=12,3,. (108)

Estos polos son tipicos de amplitudes Coulombianas (dan el espectro de los estados ligados

rclativistas del Hidrégeno).

Con la regularizacion de reticulol® los resultados fisicos son distintos. $™* no exhibe

polos en las variables s y ¢, sino que posce cortes en el eje imaginario s y un punto fijo de

ramificacion en s = 0 y uno mmoévil en s = 2i/In(4/t). Sin embargo en ¢l limite 5 — m?

Scont

ambas amplitudes y ST coinciden. Esle limile es simplemente la amplitud de

intercambio de un gravitén:

S = —i/(#t)G(s — m?)[1 + O(G(s — m?))] . (109)
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Fambién puede observarse una mas bien curiosa similitud entre la ec.(107) y la famosa
amplitud de Veneziano para teoria de cucrdas. Uno podria pensar en que hay una mas
proflunda coneccion entre estas dos cosas. Sobre esta muy interesante conjetura volveremos

en el Capitulo VI.
b) Métrica de Reissner - Nordstrgm

Esle caso contiene al anterior y vercmos que de hecho sc podra expresar como una

supcrposicion de aquél.

La matriz s en 4 dimensiones para el f(p) de la ec.(19) cstd dada por:
S(ku,puw) = (@) [ dopdu (p 1B~ 51 1) exp {—io/a(spinp +afp} . (110)
Expandiendo el exponencial exp(—iw/4p) obtenemos!14:
S(s,t) = g% [‘G(Z—;mz] §9=9 [iG(s — m?) +n/2,1] . (111)

Vemos que la matriz de dispersion para a # 0 es una superposicion infinita de matrices S

de Aichelburg - Sexl. Esta serie exhibel'!) una serie infinita de polos imaginarios en:
iG(s —m?) =im/2 , m entero . (112)

Vemos asi que el efecto del momento electromagnético p., incrementa el nimero de polos
(o resonancias) en un factor cuatro. De los residuos de estos polos se puede ver que para
pe = 0 los momentos angulares para los estados ligados estan acolados por n, mientras

que para p. # 0 todos los momentos angulares estan permitidos.
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Il caso de regularizacion de reticulol'! da una expresion complicada, pero se puede
ver que no exhibe polos pero si cortes en s y {. En el limite s —» m? ambas amplitudes S

t . N - ’ . . . . . o, r
y 9™ coinciden. Este limite es simplemente la amplitud de intercambio de un gravitén:

= 1/ (mt)G(s - m?)[L + O(G(s ~ m?))] .

3. El caso v grande pero finitol!

Cousideremos ahora el caso en que la particula 1 tiene una carga finita e;. Fn este
caso existe un acoplamiento no trivial enlre e; y el momento electromagnético p, de la
onda de choque gravitacional creada por la particula 2. En el contexto discutido en las
secciones anteriores, en el cual la particula 2 es ultrarrelativista y la particula 1 es de
prueba, ¢l proceso de dispersion esta descripto por la ecuacion de Klein - Gordon para un

campo cargado:

O+ m?|v =

D = g’“’(a;t - elAu)(au - elAu) . (113)

Como en el limite ultrarrelativista, cl campo electromagnético es una configuracion
singular (A, va a cero, pero no su cuadrado) y g, contliene un término proporcional a é6(u),
cs conveniente no trabajar directamente con la métrica de la onda de choque gravitacional,
sino con la geometria no singular correspondiente a tomar 7 finito (v cercano, pero no igual

a 1) y m y e pequeiios, pero no cero.



Recordemos que el potencial electromagnético de una carga puntual es:

A* =y A",
o 0 (114)

(D = 3)rD-3

La meétrica impulsada estara dada por:
ds® = 9% (gre(r) = goo(r)] (di - vd2)? + gop(r)(—di® + d2? + §;;8'd37) (115)

donde

= (2 i) + 72
Y 7, gre(T) ¥ goo(r) estan dados por las ecs. (20) - (21).

~

Comno estamos interesados en cstudiar valores de v = 1, definamos las coordenadas

“cuasi nulas”:

Entonces la métrica impulsada (115) puede escribirse como:
ds? = 72 lgr#(r) — goo(7)) du? + gre(r){du dv -+ 6.‘jd:f:id:f:j + ‘7_2d52) . (116)

De ahora en mas, despreciaremos la contribucién del término proporcional a y=2. Uti-

lizando esta métrica para escribir la ecuacién de Klein - Gordon (113), hallamos:

04 = [~iw/gl) — ifw VY = iy fw(A°)(gl) + g + ] @, ()

uu

(W) =2 [ac/s02 32 /2700
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'

) =22 [--—C’/f"““" 150 2P 7/815‘2/1‘-4(”"3)]

y donde hemos utilizado que la variable v es ciclica (ec.(99)) y que la derivada del potencial:

g A" QY [(r - C)/i - (C? - 152)/2‘1-(”—”] u/F PV (118)

Observemos que los términos lineales en e; no aparecen en laec. (117), porque éstos se
acoplan al campo clectromagnético Fy,,, que en el limite v — 1 va a cero como 77 1/2§(u).
Tambi¢u podemos ver que el primer término en el corchete del lado derecho de la ec. (117),
en ¢l limite v » 1 da el ahora conocido resultado f(p)é(u). El término proporcional a ¢?,
como Heva un 5?2 dard una componente divergente como v8(u) correspondiendo al término
gfllu), y otro finito (proporcional a é(u)) correspondicnte a g(uz:,) Para v = oo, la interaccion
entre una particula ultrarrelativista con momento p. y una particula de prucba con carga
finita, diverge. La interaccion cstd bien definida para v grande pero finita. La ecuacion de
Kletn - Gordon resultante es muy cotuplicada de analizar; no cs separable en las variable
(u, p). Lainteraccion de dos particulas ultrarrelativistas con momentos electromagnéticos
Pe, ¥ Pe, deberia estar bien definida en el limite ¥ == 00, pero representa un muy complicado

problema de colision no lineal.

4. Campo de espin 1/211%

I el Capitulo 1, seccion 3 vimos comno los efectos de rotacion modifican la métrica de
la onda de choque gravitacional. Ahora investigaremos que ocurre cuando la particula de

prucba tiene un espin diferente de cero en csta métrica de fondo. Hemos ya estudiadol®:'4)



un campo escalar en la métrica (4) con f(p) gené¢rico. Aqui, estudiaremos el caso de un

campo de Dirac de espin 1/2.

Para escribir la ecuacion de Dirac en un fondo curvo definanos primero la tétrada V7

por la signiente relacion:
Juv == v,:lﬂabvyb ) (1 19)

donde g,,,, es la métrica del espacio - tiempo curvo estudiado (indices griegos) y 744 cs la

métrica Minkowskiana (indices latinos se refieren a la tétrada).

Lia matrices de Dirac en el espacio - tiempo curvo son delinidas como:
A s a «
' = Vau,). , (]20)

donde 4* son las matrices de Dirac del espacio - tiempo plano.

Finalmente, la derivada covariante espinorial del campo ¥ es definida como:
V¥ = (0, +0,)¥, (121)
donde o, cs la coneccién espinorial

1 o
o, = 5):*"'va*m,,;,, , (122)

] o) !
B = 1Y) (129)
La accion para el campo de espin 1/2 en el espacio - tlicmpo curvo csl??:

S = /(14;.:\/;’5 {]E [0V, ¥ - V, 9] - mw} , (124)
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donde m es la masa del campo y ¥ = r»-i’y"\l'f es el canipo adjunto de Dirac.

La variacion de § con respecto a ¥ nos permite encontrar la ecuacion de campo para

(r*v, -m)¥(z)=0. (125)

Para nuestro caso (ec.(4)), la tétrada en coordenadas (u,v,z,y) estd dada (en forma

matricial) por:

0 1 00
1 f6 0 0
"o_ 12
v 0o 0 1 0 (126)
0 0o 0 1
[Lntonces, las matrices de Dirac generalizadas son
= (9" 2 8 Y, ), (127)
donde
7y N (128)

Ahora, la coneccion espinorial puede ser calculada, utilizando que para nuestra métrica:
Faw = f(p)6'(w) , Tui=14, =08:f(p)b(u) . (129)

Iintonces, de(122):

a, =0

i =0 (130)

Tu =}1(32°‘ ~ £¥)0i f(p)b(u) .

. l 0 I
201 o 1
B = 2 (1’5 0 )
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(131)

D; son las matrices de Pauli

(@) me(F) (Gl o

Ahora, con la concecién espinorial (130), la matrices de Dirac generalizadas (120) y
la derivada covariante (121) tenemos todos los elementos para escribir explicitamente la

ecuacion de campo (125) para el campo espinorial
¥(u,v,z’) = e " P(u,z’), (133)

(donde hemos utilizado que v es una variable ciclica). Entonces, la eccuacion de campo se

leeras:
D, = {(7")"' [iwy™ +470; — m] + %(32"1’ - 2¥)o; f + iwf] 6(u)} ¢ . (134)

Esto ¢s un sistema de ccuaciones acopladas para las cuatro componcentes del espinor
¢(u,z?). Para u # 0 vbtenemos la ecuaciéon de Dirac en el espacio - tiempo plano, asi las

soluciones para u > 0 y © < 0 seran ondas planas.

sla ecuacion, siendo de primer orden en @, y teniendo un potencial de interaccion
proporcional a é§(u), esta mal definida. Este ¢s el mismo problema que para ¢l campo de
Klein - Gordon en este mismo fondo ¥ donde se encuentra que la solucion depende del

método de regularizacion utilizado.
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Para estudiar las soluciones de la ecuacion (134) es conveniente escribirla en la repre-

sentacion de interaccion, o sea:

- usa o] "'(p y (135)

donde ¢ es un espinor de cuatro componentes y V puede escribirse en forma madtricial

como sigue:

V=_6_(8’_‘_)(g ﬁ) (136)
con A y B dados por
A== 51 35
(137)

- 0 a4 f
B:—Jl(_a_f B)

Opf =8y £i0,f .

Gracias al hecho que la dependencia en u de V aparece como un factor comun, pode-
mos diagonalizar V para todo valor de u. Esto puede hacerse con la introduccién de una

malriz C que hace todo el trabajo:

—0,CpC  =CVCICpC = -0p=Vp. (138)

Luego de un largo pero elemental calculo hallamos:

1 r;! 1 !

Ty 1- -T; 1
C=1 2 ot o (139)
r. -1 -F_ 1



donde

ey 1/2
o (g2

Ahora el potencial de interacciéon asume una forma diagonal:

V = —ib(u) diag(Aa) (141)

con autovalores dados por:
M = —wf & 4B+ @S, (141
Nog = —wf + 7107 + 4B (142

Asi, hemos desacoplado las cuatro componentes del espinor de forma tal que cada compo-
’
nente satisface una ecuacion similar a la del campo escalar [*%], Teniendo en mente ésto

es facil convencernos que la natriz § para cada componente esta dada por:

dp v ey ey (s
S, = /_(Zsict(h—m)-ph»\.(ﬁ) . (143)

A primera vista esta expresion para la matriz S resulta bastante mas complicada
para integrar explicitamente que la (102) para el campo escalar. Esto se debe a la forma
de los A,, los cuales no solo se acoplan a f(p) como en el caso escalar, sino también a
sus derivadas. Esta dependencia no escalar es de esperar, pues aqui estainos teniendo en
cuenta el espin de la particula. Ademas tendremos una anisotropia con respecto a (z,y)
atn si f depende solo de p, como se puede ver de {141)-(142). Esto nos inhibe de hacer la
integracion a priori sobre los angulos como lo hicimos para obtener (104) a partir de (103).
Sin embargo, la forma de los A, nos sugiere que los polos de 't Hooft (108), hallados en

la seccion 2 de este Capitulo sobreviviran de algin modo en el caso del campo de Dirac

ahora considerado.
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V - Onda de choque gravitacional generadas por fuentes extendidas: cuer-

das césiicas, monopolos y paredes de dominio

En este Capitulo estudiaremos las ondas de choque gravitacional generadas por fuentes
extendidas ultrarrelativistas, fundamentalmente cuerdas cosmicas (locales, globales, super-
conductoras y en rotacion) y otros defectos topolégicos (monopolos y paredes de dominio).
En el limite ultrarrelativista, estas fuentes viajaran a la velocidad de la luz y los parametros
fisicos (masa, carga y espin) deben tomarse dependientes de 7 e ir a cero apropiadamente.
Las matrices de dispersion de los campos de Klein - Gordon en estas geometrias son calcu-
ladas y se estudia el comportamicnto a bajas y altas energias. Se comparan estos resultados
con los correspondientes a la dispersion producida por fuentes puntuales (geometrias tipo
Aichelburg - Sexl, para las cuales tenemos polos tipo Coulombianos). Para fuentes extendi-
das, asi comno puntuales, el linite ultrarrelativista y el de campo débil (0 comportaimiento

a gran distancia) de la geometria dan las mismas matrices de dispersion.

1. Cuerdas césmicas ultrarrelativistas!2?l

Las cuerdas cosmicas son defectos topologicos lineales, formados por tubos delgados
de vacio falso rodeados por el vacio verdadero. Las cuerdas cosmicas pudieron haberse
formado al expandirse y enfriarsc el universo temprano. Los campos cuanticos (digamos
un campo escalar ¢) representando particulas elementales pudieron sufrir una o varias

transiciones de fase en las cuales ¢ tomo un valor de expectacion de vacio distinto de cero

en el estado fundamental.



Dependiendo del tipo de simetria que fue espontaneamente rota, local o global, y
de otras caracteristicas (como si puede desarrollar una corricnte eléctrica o un momento
angular intrinscco), tendremos un tipo distinto de cucrdas cosmicas. liu nuestro caso,
estudiaremos cuerdas césmicas derechas ¢ infinitas. Estas son estables y no podran decaer

sin cambiar la topologia del campo.

Las cuerdas césmicas son objetos macroscopicos, soluciones de energia finita (vortices)
de teorias de gauge acopladas a campos de Higgs!?!!. Tienen una masa por unidad de
longitud g dada por Gu = ((gt»)/m,,,g)2 y un radio § ~ 1/Mgur donde (¢) es el valor de
expectacion de vacio del campo de Higgs. Para Teorias Gran Unificadas (#)gur = 10 mpy
entonces Gu = 1078, Estas cuerdas delgadas estan descriptas por las ecuaciones de Nambu
(24), Dependiendo del tipo de simetria que se rompe espontaneamente, las cuerdas césmicas

pucden ser locales o globales.

a) Cuerdas cosmicas locales o de gauge

Las cuerdas de gauge tienen su energia concentrada en un tubo muy delgado con un
radio del orden de la escala de ruptura de simnetria. Por ejemplo, una cuerda césmica local
formada durante la transicion de fase de Teorias Gran Unificadas a una temperatura del
orden de 10'*GeV, tendria un radio de 10~?°c¢m y una masa por unidad de longitud de

1022gr/cm. Fuera de la cuerda el camo de gauge justo compensa el campo escalar de liggs

y tendremos una densidad de energia igual a cero.



Fuera del niicleo de la cuerda (localizada a lo largo dcl eje z), cl tensor energia -

momento puede escribirse como:
Ty =15 = né(e)é(y) (144)

anulandose las restantes componentes.

Realicemos una transformacién de Lorentz en la direccién z con velocidad v. Para
obtener un limite no trivial cuando v = ¢ y g —» 0, debemos permitir que g2 dependa de

de la siguiente forma:

po= ey

Entonces, tendremos que g -» 0 cuando 7 — oo manteniendo la energia p,, constante. En

este limite, la inica componente que queda distinta de cero es:

Tow = pub()8(u) (145)
donde v = ¢ ~ ¢,

Por lo tanto, el espacio - tiemnpo creado por esta fuente nula es una onda de choque

gravitacional de la forma:
ds? = dudv + f(y)b(u)du® + dy® + d2* , (146)
donde v — @ |ty f(y) salislace

VA =0+ 01f = pub(y) , (147)

fw) =2p. |yl (148)
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No escribimos explicitamente la dependencia en z pues es lineal y puede ser removida por

una transformacion de coordenadas.

Alternativamente, este resultado puede obtenerse impulsaundola métrica de una cuerda

cosmica local (espacio - liempo cdnico), que para estos propositos es conveniente escribirla

plana

ds? = ds?, 1) (’; - 1) prtdp? (149)
Fste es un espacio - ticmpo conico con un angulo de déficit:
0b = 8mp .

Utilizando coordenadas Cartesianas (@ = rcosp , y = rsing ), tenemos:

e?dy? | y?dz? - 2zydzdy
x? 432

1'2(1502 =
y podemos aplicar directamente la transformacion de Lorentz en la direccion T, 0 sea:
5o 7(3: -+ 'Ut) t = ‘)/(t + ‘UZ)

Para calcular el limite ultrarrelativista de las componentes de la métrica, debemos integrar,
tomar el limite ¥ — oo y luego derivar las expresiones correspondientes (ver referencias!4+!4)

¥y Apéndices por mas detalles sobre este procedimiento). Con la ayuda de la integral

du u
/—2—--~—--_——2 5 = T arctan | -\
ut + 7%y y Yy
cncontramos

ds® = dudv +p, |y | 6(u)du? 4- dy® - d2? . (150)



Notemos que aunque f(y) es lineal en y, esta dependencia es no trivial y no puede ser
climinada por una transformacion de coordenadas debido a la presencia del valor absoluto
| v |. BEsto refleja la topologia no Minkowskiana del espacio - tiempo conico original.
Aunque la geometria de la cuerdas césmicas estalica es localmente plana, el angulo de
déficit produce este efecto después de la deformacion en el limite ultrarrelativista. Vemos
que la funcion f solo depende de la distancia y perpendicular a la cuerda ( en vez de la
distancia radial p como en ¢l caso de las fuentes puntuales), lo que refleja las simetrias del

problema.

b) Cuerdas cosmicas globale:

Consideremos ahora el caso de cuerdas cosmicas globales derechas. Fstas se habrian
formado lucgo de la ruptura de una simetria global y tienen un potencial de largo al-
cance que se extiende fuera del nicleo de la cuerda. Lin consecuencia, el tensor energia -
momento T, es diferente de cero en todo el espacio - tiempo, y decac como 772, mien-
tras que la energia lotal diverge logaritmicamente. Esto hace que las propiedades de las
cuerdas cosmicas globales sean bien diferentes de las cuerdas locales. En la aproximacién
lincarizada de Relatividad General, el tensor encrgia - momento en coordenadas cilindricas

esta dado porl?3);

T =17 =TT = 4['5’:-5’:5- (151)

Haciendo una transformacion de Lorentz en la direccion z y tomando el limite ultrarrela-

tivista tal que g = p,y~! — 0 con p, fijo, tenemos:

Tuw = — T 8(u) y#0 (152)



anulandose todas las otras componentes. La funcion [ de la métrica generada por esta

fucnte, solucion de la ecuacion:

VAL E O 0 = N y#0 (153)

Pu
1
esta dada (salvo términos lincales que pueden ser eliminados por una transformacion de

coordenadas) por:

fy=plylnly|-1) y#0. (154)

Vemos de nuevo que la pres-ncia del valor absoluto | y | caracleriza el limite ultrarre-
lativista de las geometrias de cuerdas cosmicas. Ademas del término proporcional a | y |,
correspondiente al remanente del angulo de déficit dc la cuerda césmica local, tenemos
aqui una contribucion logaritmica (caracteristica de la cuerda global) la cual producira

cfectos de dispersion similares a los de la geometria de Aichelburg - Sexl en 4 dimensiones.
Podemos obtener ¢l mismo resultado para f(y) ec.(154) cosnenzando con la métrica

correspondiente a la {uente estatica (151), dada porl?3):

ds? - (1 - gln 1') (~dt2 4- dtz) +dr® + 1'2(1 /l.lnr)dga2 ) (155)

Despuds de realizar una transformacion de Lorentz en la direccion z, para tomar cl limite

ultrarrelativista, debemos calcular la integral

2 ~2
/'(_u_____y )ln(uz + §%)du =77y, (156)

tomar el limite y lucgo derivar, lo que que produce f(y) = p, |y |(In|y | —1), la misma

expresion (154).



¢) Cuerdas ¢ésmicas Superconductoras

Como se sabe, dependiendo del contenido de campos de las Teorias Gran Unifi-
cadas y de la forma en que ¢l grupo de simetrias es espontancamente roto, las cucrdas
cosmicas pueden transformarse en su_percouductoras, con cargas bosdnicas o fermidnicas,
produciendo corrientes de hasta 102° Amp. El tensor energia - momento clectromagnético

correspondiente puede ser escrito comol?®:
N r
T =12 =-Tf = --Tg = -~ (157)

donde I es proporcional a la corrientle a lo largo de la cuerda. El hecho que el espacio
- tiempo sea curvo no modifica esta expresion, ya que las correcciones a la ec.(157) solo

1 , . . - —“ —_ 2 2 r\ ’
contribuyen con un factor constante(l + Ay)™", donde Ay = Gpj/(4dnpy,,) (véase mis

abajo).

Después de aplicar la transformacion de Lorentz en la direccion z, uno podria esperar
un resultado similar al de la ec. (152), ya que aqui también tenemos 1), ~ r 2. Sin
cmbargo, en la ec.(157) hay una diferencia de signo: 77 = -1 que produce 1y, = 0. Esto
es consccuencia del hecho que 7Y, para el camnpo cleciromagnético no tiene traza. Como
la cuerda esta viajando a la velocidad de la luz en la direccién z, no es posible ademas

tener olra componente de movimiento en la direccion 2 y por lo tanto, la corriente cfectiva

Iiste resultado pucde también hallarse a partir de la métrica generada por una cuerda

cosmica superconductora, la cual esta dada porl?7;

2

d32 — (T‘a + Ar'-a) [7.202(_(“2 -+ d,’_2) + TZbZd(PZ] + (ra + Ar»-a)*‘z dzz , (158)

5
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donde

12
= pnr/4 b=1- pp/2 A= —i
a = pp/ nr/ RN

pUar Yy pr son la masa por unidad de longitud asociada a la materia y al campo electro-

magnético respectivamente.

Luego de aplicar una transformacion de Lorentz en la direcion z, con ¢l fin de obtener

un limite ultrarrelativista no trivial, debemos tomar ¥ — oo con jips e I tendiendo a cero

coImno:

par = pmy” " I=py7t. (159)

manteniendo los momentos p,,, y pr fijos. Entonces upr —» 0,1 -0y

2

1

A=_-— (—;,L) = constante.
2m \pm

Por lo tanto, en este limite, los términos dependientes de a simplemente se hacen constantes
y la métrica resultante sera la de la cuerda cosmica local ultrarrelativista, ec. (150) , o

sea, s0lo el efecto del angulo de déficit §¢ = 8rups sobrevivira.

d) Cuerda césmica con espin

Las cuerdas cosmicas pueden tener también momento angular por unidad de longitud
J, inducido por efectos de polarizacion de vacio o, en el caso de cuerdas cosmicas super-
conductora, por la presencia de campos magnéticos externos!?®), Esta métrica esta dada

porl29;
2
ds? = — (dt + %dga) + r2b3dp? + dr? + d2? b=1-p/2 (160)
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que para nuesiros propositus es mas conveniente escribir como:

J2
7 p) ride? . (161)

2
ds? = dSplano — Jdpdt + (Zr

Aqui, ¢l espin, esta en la direccion z.

Esta métrica es localmente plana, pero con una topologia no Minkowskiana prove-

niente del angulo de déficit §& = p y la identificacion en la coordenada temporal t - t+ J.

Después de aplicar una transformacién de Lorentz en la direccién z, y poner:

J=pyy!

obtenemos para y — oo

ds? =ds i, ., — pride® — pyde(dt — dz)

plano
(162)
=du(dv + psdyp) + b*ridp? |

donde

u=z-1 v==z+1¢.

Esta métrica es localmente plana, como puede verse al realizar la siguiente transformacion

de coordenadas:

!

v =v4prp v =bp U =u z

i
N

Sin embargo, la topologia no es la Minkowskiana, ya que tenemos las siguientes identifica-

ciones:

(ulvv'v z'v‘P') - (ulvv' + 27py, zlr‘P' + 27rb) (163)
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O sca que, cuando la cucrda cdsmica con espin se hace ultrarrelativista, mantiene su
topologia no trivial caracteristica ya que la direccidn de movimiento es la misma que la

del espin. La métrica iimpulsada resultante es la scgunda linea de la ec.(162).

Si el movimiento fuera en la direccion ¢, o sea en la direcion transversal al espin,
el término gy, daria para v -+ 0o una contribucion constante pyé(u). Pero este término
pucde ser removido por una transformacion de coordenadas. el termino dependiente de g
dara una contribucion p, | y | 6(u), como la cuerda cosmica local. Esto es consist. ..te, ya
que si cl espin esta en la direciéon transversa al movimiento, no debicra haber remanente

en el limile ultrarrelativistia,

Puede mostrarse que cuando la cuerda con espin no esta viajando a velocidades
ultrarrelativistas, los rayos de luz siguiendo orbitas circulares alrededor de la cuerda y
muy cercanas a la misma (r < .jb), pueden propagarse hacia el pasado, violando asi la
causalidad®®l; o sea, que el veclor de Killing Jy, que tienc orbitas cerradas, se hace “lempo-
ral” en esla region. Este efecto desaparece en el limite ultrarrelativista. Esto puede verse
estudiando los conos de luz generados por dorbitas circulares nulas con velocidad angular

}; o sea p = (Uit r = constanle y z = constanle. Para geodésicas nulas (ds? = 0), y la cc.

(162) nos da:

2r2 ¢

o _ Pt PR
+= - PR IT

Asi, obienemos 2, > 0y Q_ < 0 para todo r > 0, entonces las lincas { = constante nunca
forman un dangulo mayor a 45° con el eje ¢'r, y no tendremos violacion de causalidad en

csle caso.
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. . . . 23
2. Monopolos y paredes de dominio ultrarrelativistas!??

i las Teorfas de Gran Unificacion se predice la existencia de monopolos superpe-
sadus. Iistos monopolos son nudos en el valor de expectacion de vacio de campos es-
calares. Cuando una ruptura espontdnea de simetria ocurre, ¢l valor de expectacion de
vacio del campo de liggs es determinado por la encrgia libre, pero la direcion en el espacio
de grupo no esta determinada. Dependiendo de la estructura del patron de ruptura de
simctria, aparecen varios defectos topologicos: monopolos, cuerdas cosmicas y paredes de

dominiolP! correspondiendo a objetos de dimensién 0, 1 y 2 respectivamente.

a) Monopolos locales

Consideremos primero ¢l caso de monopolos locales o de gauge. Estos aparecen en
las Teorias de Gran Unificacion®Y luego de una secuencia de rupturas de simetrias locales
finalizando en el gupo SU(3) x SU(2) x U(1). La métrica generada por estos monopolos

de masa M y carga magunética @ es simplemente la de Reissner - Nordstrgm:

oaM Q2 oM Q*\ 7
de? = (1 - — 1 ) de (1 - S 4 95-) dr? 4 r? (d0? + sin® 0dp?)  (164)

r r? r r

El limmite ultrarrelativista de esta métrica y la onda de choque gravitacional que se obticne

de ella ya ha sido estudiada en los Capitulos I y 1. Cuando v -+ oo,y M y Q tienden a

-1

A = py Q=7""pg, (165)

mantenicndo p y pgo fijos, el espacio - tiempo resultande es:

ds? = dudv — f(p)b(u)du® + dp? 4 pPdyp? , (166)
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3
f(p) = —8Gplnp - éﬂ'szQ/p . (167)
Aqui p y pqg son respectivamente los momentos cinélicos y magnéticos del monopolo

ul- trarrelativista. El primer término es simplemente la contribucion Aichelburg - Sexl

proveniente de la masa del monopolo.

b) Monopolos globales

Consideremos ahora el caso de monopolos globales. Cuando la simetria que se rompe
espontaneamente es global, la variacion del campo escalar de Goldstone no es compensada
por el campo de gauge. La densidad de energia asociada al campo de Higgs varia como
772 y la energia total E es linealmente divergente. Entonces, los monopolos globales y
los anti monopolos se atraecn mutuamente con una fuerza confinante independiente de su
distancia mutua: F = 0E/dr ~ n?. Fuera del niicleo del monopolo el tensor encrgia -

momento puede escribirse comol®?:

~

T&’:T::Z—2 TE=T¢ =0 ; (168)

7 es la energia de ruptura de simetria.

Aplicando una transformacion de Lorentz (en la direcion z, digamos) y tomando el

limite ultrarrelativista ¥ — 0o, n — 0 de forma tal que:
n(7) = pr 2, (169)
manteniendo el momento cenético p, fijo, la tnica.componenie no nula del 7, es:

Tuu = 2p3,p—'6(u) pP=z+y. (170)
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Il espacio - tiempo creado por esta fuente nula tienc la forma de la ec.(166), con f(p)

satisfaciendo la ecuacion:

VS =070, (p000) = 20507 (171)

f(p) =2pip . (172)

I’sta dependencia lincal en la coordenada p puede ser removida por una rotaciéon de Lorentz
de uno de las regiones planas (v < 0, digamos) con respecto a la otra (z > 0). Esto puede
versels] también del hecho que la desviacién relativa de los observadores cerca de u = 0 es
proporcional a f', mientras que la refraccion relativa de geodésicas a través de v = 0 cs

proporcional a f".

Alternativamente, esle espacio - tiemnpo de la onda de choque gravitacional puede

obtenerse a partir de la métrica de un monopolo global esttico, que esta dada port3?;

M 1(r)]7"
ds? = — [l -yt - 2-—-@] dt* + [l -t - 21!&'—)] dr? + r2dQ? (173)
T

.
dw? = d6? + sin® 8dyp?

aqui 7 es la escala de energia de ruptura de siinetria correspondiente al monopolo global
y M es la masa efectiva. Este espacio - tiempo describe los efeclos de una masa Af y un
angulo solido de déficit. Los efectos de la masa residual son muy pequenos (| M |~ mgur)
comparados con los efectos del angulo solido de déficit, y para nuestros propdsilos serian

despreciables. Entonces la inétrica (173) puede escribirse como:

2
ds? = ds?j,, + 0Pl 4 — " dr? . (174)

plano 1 - 1’2
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Realicemos ahora una transformacion de Lorentz en la direcion 2
2z =(z + vt) {=v(t+vz),

2
y tengamos en cuenta que (dr/dz)* = 2% /r%.

(‘alculando el limite v — 1 con la ayuda de la integral

2
wdu _ -1 u f
/ ‘;I:E_'}-:—’)’___l[-ﬁ =u — v parctan (;—__-I;) (175)

encontranos de nuevo la métrica (166) con f(p) = 2p3,p. Recordemos que = /2p, -2 0
manteniendo p, fijo y que al calcular ¢l limite v — 1 de las componentes de la métrica,
integramos, tomamos ¢l limite y lucgo derivamos la correspondientes expresiones.  Si
hubiéramos incluido la masa residual del monopolo M con M = py~! | habriamos obtenido
en el litnite ¥y — oo una contribucion adicional similar a la de la geomelria de Aichelburg

- Sexl, o sca:

f(p) = —8Gplnp + 2pf,p (176)

¢) Paredes de dominio

Su formacidn esta asociada a la ruptura de una simetria discreta. Para una pared de
dominio localizada en el plano z - y, el tensor energia - momento puede ser representado

por(“] :

Ty = 17 =TY = 0b(2) 72 =0, (177)
donde o ¢s la escala de energia de la ruptura de simetria correspondicnte a las paredes de

dominio.
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Lucgo de aplicar una transformacion de Lorentz en la direcion z y tomar

o= pa')'“l

en el limite ultrarrelativista tenemos:
Tyu = 1)06(11) u=2z-1t ,
anuldandose todas la demas componentes. La funcién f satisface:

fvz: '*‘f*yy = zpd ’

1
ds® = dudv + Ept,pz&(u)du2 + dz? + dy* .

(178)

(179)

(180)

(181)

(182)

También podemos oblener este resultado a partir de la métrica externa a la pared de

dominio:

ds® = — (1 — k2)*dt? + d2* -+ (1 — kz)?e?*(dz? 4 dy?)

donde k = p, en nuestiro caso.

(183)

Esta métrica es como la de de Sitler en las coordenadas (I, z,y) y cormno una cuna de

Rindler en el plano (z,t). Eulonces, realizando la siguiente transformacion:
T = —k~Ye " sinh(kt)

Z = -k 'e * cosh(kt) ,
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la métrica (183) se escribira:

ds? = — dI? + dZ% + k*(Z + T)*(dz® + dy?)

(185)
=dUdV 4 k*V?(dz? + dy?) U>0
dondc
U=(Z-T) V(Z+T).
Esta forma de la métrica es equivalente a(182). En efecto, si a la métrica:
ds? = dUdV - f(5)6(U)dU? + 5*dy (186)
le aplicamos la transformacion!®):
U=U-2/k
- 1
V=V - 0W)f(p) - JUF(U)S(p) (187)

5= p~ 3UB(U)'(p)

donde O(U) es la funcién escalén, obtenemos para U > 0 y f(p) = $kp? , la métrica:
ds? = dUdV + (1 + %kU)z(dpz + pidp?) (188)

con una transformacion mas U — 2(v—1)/ky V — ku/2, llevaremos la ec.(188) a la forma

de la ec.(185).



3. La dispersion de campos por estas geometrias!??)

Estudiemos ahora la dispersion de un campo escalar (particula puntual) por cstas
geometrias. La ccuacion de Klein - Gordon para la clase de métricas dadas por la ec.(166)
ha sido ya analizadal'*® y es soluble analiticamente. Para una onda plana entrante desde

u < 0 con momento (k,w)
Vo(u,v,x1) = e "1t etk xa —iu(k] +m®) v
la solucion saliente con monrento (p,,w) esta dada por:
¥, (u,v,x,) = /dzplei"* L _i“(p1+m2)/w5(kl,pl,w) (189)
L.a matriz de dispersion S tiene la expresion:
Sy pr,w) = [ 2P eitku-ki)ot'y 1(p) (190)
i (2m)?
o luego de inlegrar sobre los ingulos:

d =L
Sthupr,w) = [ 5 pdall ks~ keu | e 162 (191)

Daremos ahora las matrices S de los perfiles de onda de choque halladis en este Capitulo,

cn {¢rminos de las variables s, t:

Gs = wp | Gm? t~=—|ky —ky|?

a) Cuerdas cosmicas locales
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En csle caso la matriz S cs:

S .—.6(kz — Pz)/ Q%e'y(kv—l'v)e""ﬂly]/“

likad (192)
yolks - p) (Blky - (g wp/] Blky  (pytwp/AY
§ = b(ks ~ p)— (193)

L4 (Gs/4)?
ILa matriz § es no trivial debido a la no trivialidad de la topologia del espacio - tiempo de
la cuerda cosmica. No trivialidad que permanece luego de tomar el litnile ultrarrelativista
a través de la presencia del valor absoluto | y | en f(y). Esto produce un efecto que puede

ser interpretado como de lente o enfocamiento de geodésicas:

tan6 =t/s ~ 1/s

]

como puede verse del cero del argumento de la delta de Dirac, ec.(192).

Para s — 0, tenemos la amplitud de intercambio de un graviton:

1Gs

S(s —0) = 8(kz - pz)— , (194)
i
mientiras que para t — 0:
S(t = 0) = 8(k, - p,)— 195
—0)=4dblk; - p,)—-- .
P2) 3G (195)

Para s -+ co y t - 0o tendreinos respectivainente:

1Gs 161
S(t -+ 00) = 8(ke = p) 7 S(a v 00) = 8(ky — pa) o (196)

lo que muestra una especie de dualidad entre los comportamientos s pequeno y ¢ grande.
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b) Monopolos globales

in esle caso, hallamos:

S = G i (197)
8w |-t - (Gsjd)?| /
Hay una singularidad en ¢ = —(Gs/4)?, o sea a un angulo tan?8 = t/s ~ 1/s , lo que

significa que tenemos un foco dilerente para cada frecuencia. ParaGs — 0y t — 0 tenemos

respectivamente:

. iGs 8t
y
iGs 8

Iin esle caso, el limite G's -~ 0 asi como el limite ¢ -+ 0 no reproducen la amplitud de
intercambio de un graviton, como en el caso de particulas y cuerdas césiicas ultrarrela-

tivislas.

¢) Paredes de dominio
En este caso la matriz § esta dada por:

2 -2i |k, —ky |? 21 2t
§S=-—e = —— 2
Twp exp wp 7Gs exp Gs (200)

Entornces, para Gs —» oo y para { — 0 tenemos respectivamente:

S(s = 00) = — (L~ 0) = 2 (201)

7G's
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Las paredes de dominio y los monopolos globales ticnen comportamientos diferentes para
pequeiio s y pequeiio ¢ en las matrices de dispersion. Estos comportamientos son diferentes
de las amiplitudes de intercambio de un graviton usuales (particulas puntuales), debido a

la naturaleza de largo alcance de los potenciales de estas fuentes.

La matriz S de las paredes de dominio exhibe singularidades esenciales para (/s - 0,

asi como para t — 0. Para monopolos globales la matriz S liene corles ramificados!?3,

Es interesante recordar aqui la amplitud de dispersion producida por la geometria
de una fuente puntual estatica de masa Al en el limite de campo gravitacional débil (o
régimen de gran parametro de impacto). Para un campo relalivista representando una

particula de masa m y momento p, esta dada por:

I'(1 - i) (y)fl"”‘1 (202)

fCuul(:C, y) =T l-;(~~—-~'._

donde

22

2
v = dpsin®(0/2) r = 2GMp (1 + 7—'—'—) B =m? +p" .
P

Esta es la amplitud Coulombiana relativista y O, es el angulo de dispersion.

Por otro lado, la amplitud de dispersion del mismo campo, pero esta vez dispersado
por la geometria de una fuente puntual ultrarrelativista (sin masa en reposo y viajando a

la velocidad de la 1uz), esta dada por:

P
(k - - — ‘
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k, y pi son, respectivamente, los momentos transversales entranles y salientes del campo,
y w es el ;nomento en la direcion longitudinal nula v. ges el momento cinélico de la fuente.

A esta amplitud, le corresponde la siguiente seccion eficaz Coulombiana ultrarrclativista:

(GM)* (204)

(da )

bl = Aol
A1/ 45, e« (0/2)
I:sta es la misma seccion eficaz que la de la dispersion de gravitones por una fucnte estatica
de masa M. La dispersion graviton - gravitén en el contexto de la colision de cuerdas
fundamentales da, en la aproximacién eikonal, para grandes parametros de impactos, una

expresion similar a la (202).

Vemos que para fuentes puntuales, la amplitud de dispersion exacta producida por
una fucnte ultrarrclativista (geometria de la onda de choque gravitacional), coincide con

la amplitud de dispersion producida por el limile de campo débil de la fuente estatica

(eq(203)).

Es inleresanie ver que para fuentes cxtendidas, en particula.r para cuerdas cosmicas
y monopolos, ¢l limite ultrarrelativista y el limite de campo débil (o comportamiento de

gran distancia) de la geometria dan la misina amplitud de dispersion.
En efecto, en el lirnite de campo débil Gu <« 1, la amplitud de dispersiéon de un campo

escalar por el espacio - tiempo cénico de una cuerda césmica, esta dado por [34;

JOdwsr =40 GG —sintio(1 + avCiy) (205)

Ion términos de las variables s y ¢ para cste caso,

8=l 2ul 4+ m? ~ p? t = -k*sin?(0/2)
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o atin mas conveniente, en términos de { = —k?sin?(©/2(1 — 2u)), tenemos:

1 -Gu
f(e)GM(l = I;(4WG}L)2 +{/k2 ) (206)

Asi, a primer orden:
f(©)gue1 = GVsk?* [t =| feou(©) |m=0 (207)

Por otro lado, cuando las cuerdas césmicas se convierten en una fuente ultrarrelativista
viajando a la velocidad de la luz, la amplitud de dispersién de un campo representando

una particula de prueba puede reexpresarse como:
S = ib(k; — pz)fes(Gs,t) + 8(k — p) .

O sea, de nuevo vemos que el limite ultrarrelativista de la geometria y el limite de campo
débil (o comportamiento de gran distancia) de la geometria de la fuente estatica dan las

mismas amplitudes de dispersion.

Lo mismo puede decirse acerca del limite de campo débil de la amplitud de dispersion

para monopolos globales estaticos (con ¢ = 1/8) (ver referencia (34]),

Entonces, en conclusion, el limite de campo débil de las fuentes estaticas parece
reproducir (con la apropiada identificacion de variables) la amplitud de dispersion exacta
producida por fuentes ultrarrelativistas. Esto puede verse se origina en el proceso de
calculo del limite v — ¢, en el cual las métricas ultrarrelativistas son obtenidas; tomar la

métrica estatica linearizada basta para reproducir estos resultados!®l.
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VI - Relacién con la dispersién de cuerdas fundamentales

En este Capitulo estudiaremos las colisiones de cuerdas fundamentales en el espacio
- tiempo plano a energias mayores que la de Planck, como el problema efectivo de una
cuerda fundamental en el fondo curvo generado por las otras cuerdas. Aqui, encontraremos
la métrica curva efectiva generada por estas colisiones en dos regimenes de parametro
de impacto, b: i) Parametro de impacto intermedio: 2 «b< Valns=A (2!
caracterizando las fluctuaciones de las cuerdas); ii) Gran parametro de impacto: b >
Va'lns 2 A > z% . Enambos casos la métrica curva de fondo puede caracterizarse por
la de una onda de choque gravitacional del tipo visto en los primeros Capitulos de la Tesis.
Para gran parametro de impacto, hallamos un perfil de onda de choque gravitacional (en
D = 4): f(p) =8plnp, o sea la geometria de Aichelburg - Sexl para fuentes puntuales con
momento p. Para b intermedio, hallamos f(p) ~ p? correspondiente a una fuente extendida
con una distribucién de energia o(p) ~ exp{—p®/A?}. Se analiza la matriz de dispersién
dec esta geometria y sus implicaciones para el proceso de colision de cuerdas. El angulo de

defleccion (en D =4) es O = %ﬂ paragranb y © =4Ggb/A? para b intermedio.

1. Métrica de fondo efectiva para para la dispersién de cuerdas fundamentales/®®!

Aqui, estudiaremos la colisién de cuerdas fundamentales a energias Planckianas en
el espacio - tiempo plano como el problema equivalente de una cuerda en el fondo curvo

efectivo producido por la otras; a medida que hacemos decrecer el parametro de impacto
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. ’ ) N d Ty e . . 0
b. En el régimen estudiado aqui, b nunca llega a cero (b » ¢ ~ tamaiio de la cuerda). En

el régimen de gran parametro de impacto desciiplo por:

24 < Va'lns < b (208)

donde s es la variable de Mandelstam usual y z¢ ¢l tamaio caracteristico de las fluctua-
ciones de la cuerda, la geometria efecliva generada por la colision de cuerdas en el espacio
- tiempo plano, es la de Aichelburg - Sexl.

’

Nosotros investigaremos cn detalle aqui e} régimen:

2t < b Vd'lns. (209)

En este régimen (llamémoslo pequeio - interinedio), b es ain mucho mayor que ¢l
tamaino caracteristico de las exitaciones de la cucrda. tal que en la colision, las cucrdas no
« ” lre si ““ . . abhle asoct: 1a mélrica ¢ fecliv |
sc “superponen” enlre si. llallamos que es posibic asociar una métrica curva efecliva a

proceso de colision cn este régimen.

Amati, Ciafaloni y Veneziano!®! obtnvieron waa expresion para la amplitud de dis-
persion de la colision de supercueridas en espacio - tiempo plano, vilida para altas energias
‘ /oy . .
( encrgias mayores que 1/v'«, donde o' es la perdiente usual de cuerdas). El régimen
, . . g e ]
de alla energia estudiado es el de gran acoplamicnto electivo g2a’s/ vV ¥y pequeno
’ « o 2 i -4 r 2 ¥ .
parametro de expansion en lazos ¢2/Va y (¢'¢® = 167G). Resumando en la aproxi-
macion cikonal, el comportamicento predominante de los diagramas de lazos de cuerdas en
el espacio - tiempo plano I) - dimensional no conipactificado, se halla la siguicnte matriz
S:
n .
. - X o . doydeoy
S = exp (21./ ca(s, b %o, 00 2%(oq,0j): Ty ) (210)
v
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donde b es el parametro de impacto entre los centros de masas de las dos cuerdas en

s o 050:
colisién. z* y =% son las oscilaciones alrededor del centro de masa de la cuerda en reposo;

s es la variable ususal de Mandelstam y a es la amplitud arbol de cuerdas:

Gs 4-D 9(b) —t,D/2-3
G(S, b) =-2—1r—D—/2—_—2b A dte i ’

b2
9(5:9) = 35TTin(e) — /2]

(211)

donde la integral puede ser escrita en términos de la funcién gama incompleta I' (D — 4)/2, g(b,

Por otro lado, la dispersiéon de cuerdas libres!!®? en el fondo tipo onda de choque

gravitacional(4) se puede resolver exactamente. Para una supercuerda libre en este fondo

la matriz S tiene la siguiente expresion:

S = exp (;;p“ /0, dcrf(:c(cr,O))) , (212)

donde p* es el impulso asociado a la cuerda, o es la coordenada de la hoja de universo
espacial y z(o,7 = 0) es la proyeccién de la coordenada D - dimensional de la super-
cuerda sobre el plano u = p*r = 0 donde la onda de choque gravitacional esta localizada

(perpendicular al movimiento de la fuente ultrarrelativista).

Ahora, si queremos que ambas matrices describan el mismo fenémeno, debemos
igualar las expresiones (212) y (210). Asi, obtenemos la forma de la funcién f que aparece
en la métrica (4)

Ho) =2 [ afa,p - #4(00,0)) - 22, (213)

3 Jo

donde q es el impulso asociado a la onda de choque gravitacional y s = 2ptq.
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Reemplazando la ec. (211) en la (213) obtenemos para f(p):

* do 9p) p_s
= —=b"D/ dte™t"T (214)
f(p) C/O - :
donde
b? 4Gyq 4
- = 9pD/2—2 =p- : 215
90) = Gatiny 57z * C = gprz » b= (@0 (215)

Estudiemos esta funcién f(p) en el caso cuando
p > [a'In(s)]'/? > ¢ (216)

Este caso  corresponde a la dispersion de supercuerdas a muy altas energfas y grandes
parametros de impactos. Como p es grande, la integral en la variable ¢ en la ec.(214),
puede tomarse entre cero e infinito (debido al exponencial en el integrando). Ademas,

siempre que p > z¢(¢) podremos sacar b*~D fuera de la integral. Entonces:

flp)=C'p* P (217)

que corresponde a la métrica de Aichelburg - Sexl (particula sin carga ni espin) en D

dimensiones.

El otro limite que queremos estudiar es:
[a'In(s))*/? > p > z%(a) (218)

que en algin sentido representa el opuesto al ultimo limite estudiado, ya que el (218) cor-

responde a la dispersion de cuerdas a muy alta energia y parametros de impactos pequenos

(o intermedios), aunque no tan pequefios como para que se superpongan las cuerdas. El
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régimen dado en la ec. (218) significa que los parametros de impactos son mas pequenos
que aquellos considerados por el régimen (216), pero ain grandes comparados al tamano

caracteristico de las exitaciones de las cuerdas fundamentales.

Aqui es conveniente analizar el tensor energia - momento efectivo o equivalente en vez

de la funcién métrica f(p). Con este fin, utilizaremos la ec. (56) (con las (50) y (57)). Asi,
obtenemos el tensor energia - momento a partir de una f dada, procedimiento inverso al

utilizado generalmente.

Entonces:

Tuu(p) = 380) 50 (P 0,1(p) = BRI qang)

con

A? = [4a'(In(s) — iw/2)] .

Esta expresion es exacta dentro de las suposiciones planteadas para obtener (214). De
aqui puede observarse claramente lo que significan los regimenes (216) y (218) que hemos
planteado. En el limite (216) T, — 0, que caracteriza la solucion de Aichelburg - Sexl
(representada por una §(p)); mientras que en el limite (218) T, ~ constante (como en el

caso de las paredes de dominio visto en el Capitulo anterior).

En términos de la métrica a la que le aplicamos la transformacién de Lorentz con
v — 1, esto representaria una fuente de interaccion no puntual. A este T, le corresponde

aproximadamente una funcion métrica:

Cp? 4Ggq
f(p) = AD_z ’ C = (2T)D—/?_—2 ’

p< A, (220)
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que difiere de la métrica de Aichelburg - Sexl (que en 4 dimensiones es: f(p) = Cln(p)).
Esta nueva dependencia aparece como una consecuencia de la interacién no puntual de
las cuerdas en el régimen de pequeiio - intermedio pardmetro de impacto. Es de esperar
que al estudiar la dispersién a pardmetro de impacto mas y més pequeiios, la colision de
supercuerdas genere una geometria de onda de choque gravitacional que ya no se comporte

como la de una fuente puntual.

Es interesante notar que la densidad de energia (219) es propia de la dispersién de

cuerdas fundamentales, sin embargo, se puede aproximar por un haz homogéneo:

_J o sip< A
L sip>A.

Lo que producira (para p < A), resultados similares a los hallados en el Capitulo anterior
para la pared de dominio. Es remarcable también que, la presencia de esta densidad de
energia baste para remover los asi llamados polos de 't Hooft (108). Esto ejemplificara el
caracter suavisador de las cuerdas fundamentales, ya notado en otros calculos de la teoria

de cuerdas fundamentales.
2. Dispersién!®®

Analicemos la matriz S de los campos de Klein - Gordon en esta geometria con el fin
de describir algunos de los rasgos de la dispersion de cuerdas a ulta alta energia, a medida
que se va haciendo decrecer el parametro de impacto b. El escenario general se muestra en

la Figura 2. En esta matriz de dispersion, los polos

1Gs=n+1 , n=0,1,2,..
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no aparecen. Estos polos, que aparecian en la matriz S de un campo (o cuerda) en la

geometria de Aichelburg - Sexl, son consecuencia de extrapolar el uso de la geometria de
Aichelburg - Sexl hasta pardmetros de impactos muy pequenos 0 < b < z? (incluyendo
b = 0). Para b intermedios, las desviaciones de la geometria de Aichelburg - Sexl son
importantes y, por otro lado, para muy pequefios b (0 < b < z?), el uso de la aproximacién

de una métrica de fondo no es valido.

Primero consideremos la defleccion de particulas puntuales (geodésicas) en esta métrica.
llamemos ﬁ< y ﬁ> a los momentos de la particula antes y después de la colision con la
onda de choque gravitacional. Sean P, = (P, - P)/2 , Py=(Py+P,)2y P* las
componentes del momento de la particula de masa m? = (P')? — P,P,. Llamemos p,
a la distancia desde el origen al punto donde la trayectoria entrante intersecta la onda
de choque gravitacional (el plano v = 0) y ¢ el angulo entre gy y el momento entrante

(aqui tenemos simetria cilindrica).

Entonces el parametro de impacto sera:

Pi 1
b=posin(p) , coslp) = == =< (221)
0

El dngulo de defleccion es simplemente el dngulo entre los momentos entrantes y salientes,

o sealzo]:

B P
RFSTAE
_ P} + (p')’ + P Py(8,f)* /8 ~ (P. + P.)P'z(8,f)/(2p)
VP + (2 /(P — P'2(8,£)/(2p) + Pu(8,£)*)? + (P* - P.2*(8,£)/(2p))

Las componentes del momento en el miembro derecho de esta ecuacion, se refieren al

= . (222)

momento antes de la colision (<).
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Por simplicidad, consideraremos colisiones colineales. O sea, PP=0 , ¢=m/2

(i.e. b = po) y pequeiio dngulo de dispersion ©. Entonces:

sin© = %a"f) (P2 4+ Pu(8,f)(Pu — P2)/4+ P2(3,f)4/64] /" ~ 0. (223)

Si uno estudia la métrica de Aichelburg - Sexl, 8,f = 8Gp/p y el limite p — oo da:

4GpP, 1
= - . 224
Oas P. b (224)
Para una particula sin masa, Py = —P; , o sea P, = —2P; asi:
4G
Ous = —2T” (225)

Recordemos que la dispersion de una particula no masiva por la geometria de Schwarzschild
en el régimen de gran b es:
4GM

Opy = = (226)

Siendo M la masa del agujero negro. El factor 2 en la ec.(225) es caracteristico del
limite ultrarrelativista. Por ejemplo, la defleccion de gravitones por una particula escalar
de masa M en el limite ultrarrelativista, asi como la defleccién en la dispersién de dos
gravitones (en la aproximacién del intercambio de un gravitén) es 8GE/b. En nuestro

caso, 8,f = 2Cp/AP~2/(D - 2), que en nuestro régimen ec.(218) es < 1, y obtenemos:

. —2Cb

Observemos que Og tiene una dependencia en b diferente comparada a el término

correspondiente de Aichelburg - Sexl. Esto es as{ en la region intermedia (218), ya que
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alli tenemos una densidad de energia positiva dada por el tensor energia - momento (219),

mientras que en la métrica de Aichelburg - Sexl T}, = 0 para p # 0.

Se desprende de las ecs.(225) (© tiende a cero para gran b) y (227) (© tiende a cero
para pequeno b), que el angulo de dispersion, O, debe tener un extremo como funcion del
parametro de impacto b, para algin valor b,, intermedio. Entonces, para | O |<| O,, |=
| ©(bs) |, existiran dos valores de b que conduzcan al mismo angulo de dispersion. Cada

uno contribuira a la seccidn eficaz diferencial clasica evaluada en ese angulo, o sea:

db

o, - (228)

©=3 o

i=
La seccion eficaz diferencial evaluada en ©,, diverge, pero para | © |>| O,, | la seccién

eficaz casica se anula (ya que ©,, es un extremo). Este fenomeno es llamado de dispersion

tipo arco iris, en analogia al proceso de dispersién de la luz solar por las gotas de lluvia.

Consideremos ahora la matriz S de los campos de Klein - Gordon en la geometria (4)

en cuatro dimensiones. La matriz S estd dada porl®:
dp == £(p)
S(ki,pr,w)= [ o-pdo(l kL —pL|p)e™ (229)

Con el fin de utilizar esta matriz S para describir algunos de los aspectos de la colision de
cuerdas a ultra altas energias, la integral que aparece en (229) debe entenderse como la

suma de tres términos:

P1 P2 co
S=51+Su+51u=/ +/ +/ (230)
0 P P

1 2
En la dltima integral (régimen de gran parametro de impacto), podemos utilizar la métrica
de Aichelburg - Sexl, o sea frrr(p) = 8Gpln(p). En la segunda integral (region intermedia),
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debe reemplazarse frr(p) = 4Gqp?/A?. Desafortunadamente, no parece facil obtener una
expresion cerrada para la segunda integral con limites genéricos; mientras que para la
primera region la simple utilizacion de la aproximacién de métrica efectiva no es valida
(la colisién es tan cercana que las cuerdas fundamentales se tocan una a otra). Esto es
resumido en la Figura 2. Los polos iGs=n+1 , n=0,1,2,... que aparecen en la
matriz § para la geometria de Aichelburg - Sexl, son consecuencia de la extensién de la

tercera integral hasta pardmetros de impactos p; = 0.

La tercera integral esta dada por:

1 [ :
Si(ertien) = 32 [ dopt oy ) (231)
P2
cont=—|k;—ky |? , Gs=uwp ydondehemos tomado fr11(p) = 8Gpln p. Entonces,
hallamos
1 ; .
Strr = =(=t)'®* " {~2iGsp2Jo(p2)S-2iGs,~1(p2) + P2J1(p2)S1-2iGs0(p2)}  (232)

2

donde Jy y J; son la funciones de Bessel y

Sa,p(2) = 2a,6(2)+

a—-0+1
2

4277 7)Ja(z) — cos( W)Na(z)] (233)

- 1 1 _
@ §+ )r(“+g+ )[sin(azﬂ

Sap(z) ¥ 34,8(z) son las funciones de Lommel®® y pueden ser relacionadas a las series
hipergeomeétricas

za+1
3qa,0(z) = CEY ERNCEY S 1

F, (1; %(a -6 +3); %(a + 8+ 3); —z2/4>

(234)
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Nga(z) = csc(am)|Ja(z) cos(an) — J_a(z)]

Para p; — 0, la ec.(232) da la amplitud de dispersién (107). Para cualquier p; finito y
distinto de cero, Srrr no tendra los polos en iGs = n+1, n = 0,1,.... Para ver esto
es mas conveniente hacer la descomposicion: f:: = [;° = JJ? en la ec.(231). El primer

término estd dado porl®®l:

1

2

I'(1 - :Gs)

1-2iGsy_ 4\iGs—1
27 [(Gs) '

(235)

mientras que el segundo término produce

1 [~ 1
il u ) = — (¢}~ (Bt+1)/2 2 —1-9;
21r/0 dpp*Jo(pV—t) = 5—(-1) kzﬂ PR nt2kgl @ = 17%Cs (236)

donde hemos utilizado:

o 22k
Jo(z) = Z(—l)km . (237)

k=0

La ec.(236) tiene polosen p = —(2k+1) ,0seaiGs =n+1, n=0,1,...,lo mismo que la
ec.(235). Veamos ahora sus residuos. Multiplicando la ec.(236) por p + 2k + 1 y tomando

el limite 4 — —(2n + 1) obtenemos:

gl _— _l_ -n (—l)n
Rea{/o }_ rCUR T (238)
Por otro lado, usando que:
Res {T(~n)} = ("nl') , (239)

obtenemos para el residuo de la ec.(235) la misma expresion, ec.(238). Por lo tanto, al

restar para obtener Sy, dada por (231), los polos desaparecen.
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La descripcién de la dispersién de cuerdas fundamentales a muy alta energia en
términos de la dispersién de una cuerda libre en el fondo efectivo creado por todas las
otras, permite entender algunos aspectos de la colisién misma. Aqui, hemos extendido la
relacién entre la dispersion descripta por la colisién de supercuerdas en el espacio - tiempo
plano y la dispersion descripta por la teoria semiclasica, que considera un fondo curvo. A
la descripcién de un fondo generado por una particula ultrarrelativista dispersandose con
una cuerda fundamental que pasa con un gran parametro de impacto (ver referencial!?l),
le hemos agregado el régimen de parametro de impacto pequeiio - intermedio. En la in-
terpretacion semiclésica, cuando la dispersion es a gran parametro de impacto, uno espera
que la cuerda de prueba no sufra perturbaciones dependientes de la estructura del objeto
que generd la onda de choque gravitacional. Debido a este hecho, parece razonable des-
cribir el proceso de dispersién por una f(p) (ver ec.(217)) que caracteriza a una fuente
puntual, o sea la geometria de Aichelburg - Sexl. Sin embargo, a medida que hagamos
el parametro de impacto mas y mas pequeno, serd mas y mas importante que clase de
estructura no puntual posean las cuerdas. Es debido a ésto, que es més razonable suponer
que la dispersion semiclasica esta descripta por un tensor energfa - momento como el dado

en la ec.(219).

Vale la pena notar que al tomar una onda de choque gravitacional descripta por
una funcién perfil f(p), hemos considerado la colisién con simetria axial. Esto parece
ser una buena aproximacion, siempre que el pardmetro de impacto se mantenga mucho
mas grande que el tamano tipico de las cuerdas fundamentales. Sin duda, éste es nuestro

caso. En general, si la colision ocurre a muy pequenios parametros de impactos, apareceran
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anisotropias en la dispersién y ellas deberian ser descriptas (siempre que la aproximacién
de métrica efectiva sea vilida), por una onda de choque gravitacional con una funcion perfil
f(p,09). Esto suma otro factor de desviacién de la métrica de Aichelburg - Sexl, aparte del

ya descripto en este Capitulo.



FIGURA 2
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Figura 2: Diagrama esquematico del proceso de colision de cuerdas fundamentales; los
distintos regimenes de parametros de impactos y la geometria efectiva asociada.
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Apéndice A

Para calcular los limites en las ecs.(11), (18) y (64) hemos utilizado el método descripto
en el apéndice de la referencial?l. Este método consiste en integrar la expresion antes de

tomar el limite y sélo después calcular la derivada.

Nosotros queremos calcular:

lin} fu(t,z,y,2) . (240)

Entonces procedemos como sigue: Calculemos

lirr} Fy(t —=z,y,2), (241)
donde
3
F, =/ dz' f,(¢,2',y,2) , (242)
-~ Q0

fv debe ser integrable al menos por segmentos (salvo puntos aislados). Entonces, tomando

el limite y calculando la derivada, obtenemos (240).

Estudiemos el caso de la ec.(11):

24 2 -1
lim ¥ _M=lim 2 7472 2 2|1/2
N TE T B - et 4 o)
4p

=1 .
vl—.n} [(z - vt)2 +(1 - vz)pz]uz

En este limite sumamos y restamos:

apl(z - vt)’ + (1 %)V,
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para obtener:

2
lim —4—M = llm 4p{[(z —vt)> + (1 - v?)p?[ /2

v—1

~l(z = vt + (1= 0"} *

t—z|

Al integrar la expresion entre llaves hallamos:

_ [(z = vt)? + (1 — v*)p?|* /2 + = — vt
F, = 4P1n{ [(z — vt)> + (1 - v2)]'/2 + 2 — vt }

Entonces:

lim F, =

v—1

0 siz—vt>0
Inp? siz—vt<0 .

Finalmente calculando las derivadas, obtenemos (11).

Del mismo modo calculamos el limite (18):

. 3 22 ) 2,.,-1_2
lim — 7_Q = lim —3y3y71p2
v—1] 21“2 v—1 72(2 — vt) + p

—3p2y?

obl (z —vt)2 + (1 —v2)p? °

Integrando esta expresion obtenemos:

3
Fy, = —=plp~! arctan

Tz — vt
2

v1-v%p

Entonces:

3, 4 w2 siz—vt>0
ll_l}llF——zpep {—7r/2 siz—vt<0

y su derivada nos da la expresién (18).

El limite (64) estd dado por:

22 2,.,-1,.2, -4
1im{—37Q} lim A

v—1 474
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Luego de integrar obtenemos:

Fu= g1 {(z —vt){(z —vt)? + (1 - v*)p"] 7 + /ﬂlz[(z - vt)’ + (1 - v*)p"]” } ,

2
(251)
entonces, tomando el limite (y usando este tltimo resultado) hallamos:
. __32_3 /2 siz—vt>0
tlvl-ornl F, '2'P¢ { -2 siz—vt<0 (252)

Derivando aqui, se halla la ec.(64).

Los limites (24) y (67), correspondientes al caso D - dimensional, pueden ser calculados

como los del caso 4 - dimensional. Para ejemplificar, podemos calcular el si-guiente limite:

: 3vE* \ _ . 3V E*(p )y 'v-2(D - 3)
tl'l—oml {_2,:2(D—a) } - 11;1—.“} [(z — vt)? + y—2p2|D-3 ’ (253)
8nGp?
Ez e) — < .
(pe) = 530 —3)
Integrando como antes, lo que esta dentro del limite, obtenemos:
2D - 2( D 4)

lim F,.p = E(p, )( ik /d:c'[ )2 +y—2p%)*P
T : AD - 4) (254)

3. (2D-9) _,..
‘2E(”°){2(D—4)p ,l,‘_.“}F"*D“ '

La relacién recursiva (254) nos permite escribir los limites D - dimensionales en funcién de

los 4 - dimensionales. Haciendo esto, encontramos:

d BPap-9-2| _,
= II 2z T A ,mAuAD-) g
dz P_LnF., D] i 2(D-4-7j) p B, (255)
Fl = Z6(u
s = 26(u)

y con una simple redefinicion de j en la productoria, obtenemos la ec. (24).

El otro limite en (24) y el de (67) pueden hallarse en una forma bien similar a la que

acabamos de realizar.
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Apéndice B

Para calcular los limites que aparecen en las ecs.(30) y (31) utilizaremos el método
bosquejado en los apéndices de las referencias!4''4l. Este método consiste en, esencialmente,
integrar sobre la variable u = 7 — {, luego tomar el limite v — 1 y finalmente derivar con
respecto a u.

Veamos primero que la expresion:

N
4q2 22
-2N _ 9Ny 2 2\~-N
r2NV = 2N(22 4 p?) [1+\/1+(z2+p2)2] (256)

puede desarrollarse en serie de Taylor(?!)

r2N = -N z ArN ( e ))“ (257)

donde

AN = %N(N + k4 1)(N + k + 2).....(k — términos) (258)

?

Apliquemos esto al desarrollo en multipolos de Ag;; en la ec.(31), o sea:

2n

Agt'f - (2M1‘ - Qz) Z( 1‘4"+2 . (259)

Aplicar una transformacion de Lorentz aqui es equivalente a reemplazar en las expresiones

precedentes:

p—op=71""p (260)



Entonces, la intregral a calcular puede hallarse en tablas(?!l:

-1 du u2(n+k)

~2(n n+k 1 i n+k+1 Antkti)41 ) '
_ { 2(n+k) E GJ_'*’(#T) ( J (u"—‘l'-ﬁ’)"ni'ii'l/’ lf n + k 2 1

In(u + /u?2 +p if n+k=0.
( p?) (361)
Tomando el limite v — 1 y derivando con respecto a u, hallamos
2 -~
) 1 2M7
_ = _ 262
lﬂ{iz-{-azcoszo} Alnp+ (262)

oo o0 . a? n+k n+k-1 i ntk 1
+4PZ Z (=) <E> {Ak.2n+1/2 Z (2j+$1-l)-k+1) < ; + )}J(u) ,

n=0 k — O j=0

(V) - mm-m

Para calcular el segundo sumando en la ec.(259) (proporcional a Q%) proce-deremos

en forma similar. Con la ayuda de las integrales(?!:

u=z-t u2(ntk)
/_w (uZ + p2)2(n+k)+1 —

{n+k -1 [ n+k)—2j— 1] } (4(n + k) - 1)!!ﬁ-—2(n+k)—1 arctan(u/p) , (263)

2n+k)+25+1] [ (2n + 2k)l4n+*

tomando el limite v — 1 y derivando con respecto a u, obtenemos:

lim { _—7¢’ } _ TP 5(u)- (264)

v—=1 | 72 + a? cos? § p

© X a2\ M n 4 k) - 25— 1] | (4(n + k) - 1)
220 (;7) A"""“{ [ n+k)+2J+1]} (2n + 2k)l4n+k
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donde la doble suma da 1 cuandon =k = 0.

Andlogamente, el otro limite v — 1 de Ag;; que aparece en la ec.(30) puede calcularse.

De nuevo, el desarrollo en multipolos de la ec.(31) da:

22— . [a2Z? "
Bgs: = (2Mr - Q') X-:o(-) < - ) (265)
Las integrales a calcular en este caso son!?;
-1 y2(n+k+1)
/_oo (uZ + p2 A+ +3/2 =
- n+k—1 -y n+k+1 n+k+j)+3 .
_ 5 2(n+k) E,‘:o (T_én__*)_k__m ( j ) (u’:ﬁ’)""‘"“*”’ if n+k2>1
—Giggmys +in(u + Vu? +57) if n+k=0.
(266)
Tomando el limite v — 1 y derivando con respecto a u, hallamos:
20 M3 coa?
. 7°2M7 cos* @
| A= -
vol {1"2 + a2 cos? 0} 4pé(u) —4lnp+
od oo 2\ ntk nt+k-—1 :
a (-) n+k+1
4 - = A : :
+PZ% Z (=) <P2) k,2n4+3/2 Z: (2j+n+k+2)( j ) é(u)
n=0 k=0 j=0
n+k#0
(267)

Para calcular el segundo sumando en la ec.(265) (proporcional a @?) proce-deremos

en forma similar a los casos anteriores. Con la ayuda de las integrales/?!:

u=z-1{ u2(n+k+1)
/ (u? + p2)2(ntkdD) =

— 00

i=0 | 2(n+k)F2j+1| (2n+2k+1)14"TF
~ ) @iy + 3#7  arctan(u/p) if n+k=0,
(268)

~ { % {Hn+k [2(n+k)—2j+1 (4(n+k)+1)1 ﬁ"‘"*")‘larctan(u/ﬁ)} i ontk>1
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tomando el limite v — 1 y derivando con respecto a u, hallamos

202 coa?
lim {M} = ﬂe__*. (269)

v—1 | 72 4 a? cos2 @ 2u

ntk n+k ]
7rP¢ n 2n+k)-25+1 (4(n + k) + 1) .
1;240 kzo( ) ( > Ak,2n+2 JI__:[ [2(11. + k) +25+ 1] (2n + 2k + 1)|4n+k6( )

donde la doble suma da 1/2 cuandon =k = 0.

Entonces, de las ecs.(262)-(267) obtenemos los coeficientes B,, dados por la ec.(35) y

de las ecs.(264)-(269) los C,, dados por por la ec.(36).

Después de haber calculado todos estos limites, es facil convencerse que el limite
v — 1 del término cruzado g, es cero. En efecto, la descomposicion en monopolos de este

término es:
o0
gt = 2Ma(l — 22 /7?) z:(—-)"(1.2"22”/1'4""'1 , (270)

n=0
LY

impulsandolo, solo aparece un factor ¥ debido a la transformacién de la coordenada ¢ (la

-1

coordenada ¢ no se modifica). Entonces, el limite tenderd a v~ veces términos propor-

cionales a §(u).
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